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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

Rn (Zn) – n-вимiрний евклiдiв простiр (з цiлочисельними координатами);

J – вiдрiзок на дiйснiй прямiй (скiнченний або нескiнченний);

BC(J,H) – банахiв простiр неперервних та обмежених на J вектор-функцiй

зi значеннями у просторi Гiльберта H;

l∞(Z,B) – банахiв простiр обмежених послiдовностей зi значеннями

у просторi Банаха B;

L(B1,B2) – банахiв простiр лiнiйних обмежених операторiв, що дiють

з простору Банаха B1 у простiр Банаха B2;

SGI(B1,B2) – простiр лiнiйних сильно узагальнено-оборотних операторiв,

що дiють з простору Банаха B1 в простiр Банаха B2;

GI(B1,B2) – простiр лiнiйних узагальнено-оборотних операторiв,

що дiють з простору Банаха B1 в простiр Банаха B2;

PI(H1,H2) – простiр лiнiйних псевдообернених за Муром-Пенроузом

операторiв, що дiють з простору Гiльберта H1 у простiр Гiльберта H2;

L2([a; b];H) – гiльбертiв простiр iнтегровних iз квадратом на вiдрiзку [a; b]

функцiй зi значеннями у просторi Гiльберта H;

lp – банахiв простiр послiдовностей, сумовних з p-степенем;

c – банахiв простiр збiжних послiдовностей;

c0 – банахiв простiр збiжних до нуля послiдовностей;

m або l∞ – банахiв простiр обмежених послiдовностей;

R(L) – множина значень оператора L;

N(L) – ядро оператора L;

(G[·])(t) – узагальнений оператор Грiна;

L−X,Y – сильний (X, Y )-узагальнено-обернений;

L
+ – сильний псевдообернений до оператора L;

PY (PY ) – проектор (ортопроектор) на пiдпростiр Y

простору Банаха (Гiльберта);

U0 = limn→∞

∑n−1
k=0 U

k

n – оператор усереднення;
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σNS – вiдносний спектр оператора;

V ⊂ H ⊂ V ∗ – оснащена трiйка просторiв Гiльберта;

eA1,A2,t
τ – операторний запiзнюючий експоненцiал;

AP (R,B) - простiр майже перiодичних функцiй зi значеннями

у банаховому просторi B;

WAP (R,B) - простiр слабко майже перiодичних функцiй зi значеннями

у банаховому просторi B.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Потреби сучасної науки призводять до необхiдно-

стi розвитку теорiї крайових задач для операторно-диференцiальних рiв-

нянь. Такi задачi моделюють багато природних, фiзичних, технiчних, еко-

номiчних, соцiальних процесiв. Розробка конструктивних методiв аналiзу лi-

нiйних та нелiнiйних крайових задач для широкого класу диференцiальних,

iнтегральних, функцiонально-диференцiальних, iнтегро-диференцiальних си-

стем, систем i рiвнянь iз запiзненням та iмпульсом займає одне з централь-

них мiсць в якiснiй теорiї диференцiальних рiвнянь. Спочатку дослiджува-

лися задачi про iснування перiодичних розв’язкiв таких рiвнянь. Вони вивча-

лися М.Боголюбовим, Ю. Митропольським, А. Самойленком, I. Малкiним,

Є. Грєбєнiковим, Ю.Рябовим, А.Андроновим,А.Вiттом,С.Хайкiним, В. Яку-

бовичем, В. Старжинським. Системи звичайних диференцiальних рiвнянь з

iмпульсним впливом i перiодичнi крайовi задачi для них вивчалися А. Мишкi-

сом, А. Самойленком, М. Перестюком, А. Халанаєм, Д. Векслером та iншими.

Перiодичнi крайовi задачi для систем диференцiальних рiвнянь iз запiзнен-

ням дослiджувалися А. Мишкiсом, А. Самойленком, С. Шимановим, Ю. Ми-

тропольським, Д. Мартинюком, В. Рубанiком, Л. Ельсгольцем, С. Норкiним,

Дж. Хейлом. Класична теорiя крайових задач почала свiй розвиток задовго

до появи методiв функцiонального аналiзу. Постановка таких задач у загаль-

ному операторному виглядi стала можливою з використанням функцiональ-

ного аналiзу, який все частiше почав застосовуватися в якостi апарату для

дослiдження загальних крайових задач для рiзних класiв операторних рiв-

нянь. Тут слiд вiдзначити роботи Й. Мавiна, С. Швабiка, М. Тврди, О. Вей-

води, Д. Векслера. Теорiя крайових задач для операторних рiвнянь знайшла

своє застосування для iнтегро-диференцiальних рiвнянь з вiдхилен им аргу-

ментом. Розв’язнiсть iнтегро-диференцiальних рiвнянь вивчалась Ю. Ландо,

проекцiйно iтеративнi методи побудови розв’язкiв крайових задач для систем
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iнтегро-диференцiальних рiвнянь розробленi А. Лучкою та його учнями; ме-

тоди, якi заснованi на застосуваннi функцiонального аналiзу - А. Антоне-

вичем, Я. Радино. Вище зазначенi крайовi задачi, як правило, вивчалися у

регулярному випадку, тобто коли операторне рiвняння Lz = f цих крайових

задач має розв’язки при будь-якiй правiй частинi, тобто оператор L вихiдної

задачi має обернений L−1. Такi крайовi задачi дослiджувалися М. Азбєлєвим,

Л. Рахматулiною, В. Максимовим у фредгольмовому випадку. В цих роботах

зазначалося, що нефредгольмовi крайовi задачi ненульового iндексу є набага-

то складнiшими й потребують окремого дослiдження. Загальна теорiя таких

задач у нетеровому випадку була розроблена О. Бойчуком, В. Журавльовим,

А. Самойленком. Застосовуючи апарат узагальнено-обернених матриць та

операторiв, було доведено загальнi теореми про розв’язнiсть та представлення

розв’язкiв критичних крайових задач (коли порушується єдинiсть розв’язку)

для рiзних класiв лiнiйних i нелiнiйних рiвнянь та узагальнено простори, в

яких розглядалися цi крайовi задачi. О.Бойчуком та його учнями розроблено

конструктивнi методи аналiзу крайових задач у вiдповiдних просторах для

автономних та неавтономних систем звичайних диференцiальних рiвнянь, ди-

ференцiальних рiвнянь iз зосередженим запiзненням, диференцiальних рiв-

нянь з iмпульсною дiєю у загальному нетеровому випадку, коли кiлькiсть

крайових умов m не спiвпадає з порядком n диференцiальної системи. Та-

кi та бiльш загальнi задачi належать згiдно класифiкацiї С. Крейна до ти-

пу нормально-розв’язних задач, коли породжуючий оператор має замкнену

множину значень. Питання розв’язностi операторних рiвнянь у випадку не-

терових крайових задач розглядалися у роботах Ф. Аткiнсона, О. Бойчука,

В. Журавльова, Дж. Iллса, С. Нiкольського. Для розв’язання таких типiв

рiвнянь застосовується теорiя псевдообернених матриць та операторiв, якiй

присвячено роботи Е. Мура, Р. Пенроуза, М. Нашеда, Г. Вотруби, К. Рао, А.

Албєрта, О. Бойчука, I. Сергiєнка, В. Королюка, А. Турбiна, С. Кемпбелла, Е.

Дойча, А. Бен-Iзраеля, Т. Гревiлля та iнших математикiв. Теорiя крайових
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задач для диференцiальних рiвнянь у банахових просторах дослiджувала-

ся у роботах Ю. Далецького, С. Крейна та М. Крейна, А. Самойленко, Ю.

Теплiнського, Р. Петришина, А. Баскакова. Дослiдження диференцiально-

операторних рiвнянь у банахових та гiльбертових просторах пов’язано з роз-

витком теорiї напiвгруп операторiв. Вiдзначимо фундаментальнi результати

Е. Хiлле, К. Iосiди, В. Феллера, Т. Като, Р. Фiлiпса, I. Мiядери, М. Крейна,

М. Горбачука, М. Хазана, С. Крейна, Дж. Голдстейна, А. Пазi, А. Ягi, С.

Якубова, К. Енгеля, Р. Нагеля, де ця теорiя також застосовувалася до дослi-

дження операторно-диференцiальних рiвнянь з необмеженими операторними

коефiцiєнтами. Окремий iнтерес представляють роботи, де дослiджуються

диференцiальнi рiвняння зi сталими операторними коефiцiєнтами. В роботах

Дж. Голдстейна, А. Пазi, Д. Хенрi, А. Баскакова, Ю. Сiльченка та iнших

дослiджувалася гладкiсть розв’язкiв операторно- диференцiальних рiвнянь

у залежностi вiд властивостей операторних коефiцiєнтiв та неоднорiдної ча-

стини. Диференцiальними рiвняннями з операторами зсуву займалися Г. Лiф,

С. Канторовiц, А. Баскаков, М. Городнiй, А. Чайковський. Дослiджувалася

апроксимацiя розв’язкiв диференцiальних рiвнянь з операторними коефiцi-

єнтами вiдповiдними рiзницевими схемами в роботах П. Соболевського, О.

Самарського, В. Макарова, I. Гаврилюка, М. Городнього.

Одним iз важливих питань у якiснiй теорiї звичайних диференцiальних

рiвнянь є питання стосовно iснування обмежених розв’язкiв. Важливим аспе-

ктом теорiї крайових задач для такого класу рiвнянь є дослiдження питань

розв’язностi таких задач з умовами на нескiнченностi. Цей напрям бере свiй

початок вiд робiт А. Пуанкаре та А. М. Ляпунова. У серединi ХХ сторiччя

ця теорiя була узагальнена на випадок операторно-диференцiальних рiвнянь

М. Крейном, Х. Массерою, Х. Шеффером, В. Коппелем, Ф. Хартманом, Р.

Саккером, Дж. Селлом, К. Палмером. Такi задачi дослiджувалися у скiнчен-

новимiрному випадку Я. Курцвейлем, А.Самойленком, В. Кулiком, О. Бой-

чуком, Г. Пелюхом, В. Ткаченком, В. Журавльовим, I. Парасюком, а у не-
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скiнченновимiрному випадку – Б. Левiтаном, В. Жиковим, С. Якубовим, Е.

Мухамадiєвим, В. Слюсарчуком, А. Баскаковим, Д. Хенрi, Ю. Далецьким, М.

Горбачуком, А. Руткасом. Умови iснування та єдиностi обмежених розв’язкiв

лiнiйних рiзницевих рiвнянь дослiджувалися В. Кiмом, Д. Мартинюком, В.

Слюсарчуком, I. Гайшуном, А. Самойленком, Ю. Теплiнським, А. Руткасом,

Ю. Томiловим, О. Бойчуком, I. Гайшуном у випадку обмежених оператор-

них коефiцiєнтiв, а також А. Дороговцевим, А. Баскаковим, М. Городнiм, А.

Чайковським у випадку необмежених операторних коефiцiєнтiв.

Експоненцiально-дихотомiчнi на всiй осi системи утворюють клас систем,

розв’язки яких можуть як спадати до нуля з експоненцiальною швидкiстю,

так й необмежено зростати. Обмеженi на всiй осi розв’язки таких систем у

скiнченновимiрному випадку розглядалися ще О. Перроном, А. Майзелем й

далi у вiдомих роботах В. Коппеля, Р. Саккера, Дж. Селла, Ю. Митрополь-

ского, А. Самойленко, В. Кулика, а в нескiнченновимiрних просторах Банаха

— в монографiях М. Крейна, Ю. Далецького, Х. Массери та Х. Шеффера,

Ф. Хартмана, I. Чуєшова, В. Мельникова. У статтях К. Палмера умова екс-

поненцiальної дихотомiї на всiй осi однорiдної диференцiальної системи була

послаблена з замiною на умову експоненцiальної дихотомiї на пiвосях й впер-

ше була доведена нетеровiсть вiдповiдного оператора при розв’язаннi задачi

про обмеженi на всiй осi розв’язки. Подальшого розвитку ця iдея набула у ро-

ботах А.Самойленко, О.Бойчука, де з використанням узагальнено-обернених

операторiв й псевдообернених за Муром–Пенроузом матриць дослiджувала-

ся задача про iснування та бiфуркацiю обмежених на всiй осi розв’язкiв при

лiнiйних та нелiнiйних збуреннях. Поняття експоненцiальної дихотомiї для

еволюцiйних рiвнянь з необмеженими операторними коефiцiєнтами, система-

тично вивчалося у монографiї Д. Хенрi. У роботах Х. Родрiгеса, Дж. Фiл-

хо доведений аналог альтернативи Фредгольма (за умови експоненцiальної

дихотомiї на пiвосях вiдповiдного однорiдного рiвняння). Дослiдженню фре-

дгольмовостi оператора вiдповiдного диференцiального рiвняння з необме-
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женими коефiцiєнтами присвячено статтi А. Баскакова, Ю. Латушкiна, Ю.

Томiлова. О.Станжицьким дослiджено експоненцiальну дихотомiю стохасти-

чних систем Iто за допомогою квадратичних форм, а В. Слюсарчуком, Е.

Мухамадiєвим – експоненцiальну дихотомiю розв’язкiв дискретних систем.

Зазначенi крайовi задачi, як правило розглядалися у випадку, коли лiнеа-

рiзована частина таких операторiв є нетеровою або фредгольмовою. Тому,

дослiдження операторно-диференцiальних крайових задач, лiнеарiзована ча-

стина яких є нормально-розв’язним оператором представляє науковий iнтерес

та є актуальним. Саме цим питанням й присвячена робота.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ро-

бота виконувалась згiдно загального плану дослiджень вiддiлу диференцi-

альних рiвнянь та теорiї коливань Iнституту математики НАН України в

рамках держбюджетних тем "Якiсний та асимптотичний аналiз систем дифе-

ренцiальних, функцiонально-диференцiальних та iмпульсних рiвнянь"(номер

державної реєстрацiї №0111U002035), "Конструктивнi та якiснi методи ана-

лiзу систем диференцiальних, функцiонально-диференцiальних, iмпульсних

та рiзницевих рiвнянь"(номер державної реєстрацiї №0116U003121) та прое-

кту НДР "Розробка методiв розв’язування крайових задач для операторно-

диференцiальних систем, якi моделюють фiзико-технiчнi та бiологiчнi зада-

чi"(номер державної реєстрацiї 0115U003791).

Мета та завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є роз-

робка методiв дослiдження крайових задач для операторно-диференцiальних

рiвнянь в просторах Фреше, Банаха та Гiльберта, лiнiйна частина яких є

нормально-розв’язним оператором у резонансному (критичному) випадках,

коли порушується єдинiсть розв’язку.

Об’єкт дослiдження. Крайовi задачi для операторних та операторно-

диференцiальних рiвнянь, лiнiйнi, слабколiнiйнi та нелiнiйнi крайовi задачi,

сильнi псевдооберненi та узагальнено-оберненi оператори, узагальненi опера-
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тори Грiна для представлення розв’язкiв, iтерацiйнi процедури для побудови

розв’язкiв нелiнiйних крайових задач.

Предмет дослiдження. Операторно - диференцiальнi рiвняння у

просторах Фреше, Банаха та Гiльберта. Крайовi задачi для операторно-

дифренцiальних рiвнянь.

Методи дослiдження. у дисертацiйнiй роботi використовуються ме-

тоди функцiонального аналiзу, теорiї напiвгруп операторiв та спектрального

аналiзу, апарат узагальнено-обернених та псевдообернених матриць й опе-

раторiв. При аналiзi теорiї бiфуркацiй використовуються розвинення методiв

Ляпунова-Пуанкаре, Ляпунова-Шмiдта та Вiшика-Люстернiка, асимптотичнi

методи розв’язку некоректних задач.

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiї вперше отри-

мано такi науковi результати:

1) Для операторно-диференцiальних крайових задач, лiнеарiзована части-

на яких є нормально-розв’язним оператором побудована теорiя розв’язностi

та проектори на ядро та коядро;

2) Введено поняття сильного узагальнено-оберненого та псевдообернено-

го операторiв в просторах Фреше, Банаха та Гiльберта. Для лiнiйних опе-

раторних рiвнянь з обмеженим оператором, що має необов’язково замкнену

множину значень, введено поняття узагальнених розв’язкiв та узагальнених

квазiрозв’язкiв. Побудовано теорiю розв’язностi таких рiвнянь та представ-

лено їх множини розв’язкiв;

3) Для операторних рiвнянь у просторах Банаха та Фреше з необов’язково

стискуючим оператором узагальнено метод рядiв Неймана;

4) Доведено теореми розв’язностi для нелiнiйних операторних рiвнянь;

5) Дослiджено перiодичну та двоточкову крайову задачу для операторно -

диференцiального рiвняння Хiла у просторi Гiльберта. Знайдено необхiднi та

достатнi умови iснування узагальнених розв’язкiв даної задачi та представле-
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но вiдповiднi узагальненi розв’язки. Дослiджено умови бiфуркацiй розв’язкiв

для операторно-диференцiального рiвняння Хiла у просторi Гiльберта;

6) У просторi Банаха дослiджено параметричну крайову задачу з перiо-

дичними операторними коефiцiєнтами. Введено поняття вiдносного спектра

оператора й за допомогою нього знайдено необхiднi та достатнi умови розв’я-

зностi даної задачi;

7) Отримано необхiднi та достатнi умови iснування обмежених розв’язкiв

лiнiйних та нелiнiйних операторно-диференцiальних рiвнянь у просторах Ба-

наха, Фреше та Гiльберта з необмеженими операторними коефiцiєнтами за

умов експоненцiальної дихотомiї на пiвосях та знайдено зв’язок мiж ними.

Запропонований пiдхiд продемонстровано на прикладi крайових задач для

операторно-диференцiального рiвняння Шредiнгера в просторi Гiльберта;

8) З допомогою узагальненої центральної канонiчної форми дослiджено

розв’язнiсть диференцiально-алгебраїчної системи та розвинено теорiю бi-

фуркацiй. Знайдено необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв нелi-

нiйно збурених диференцiально-алгебраїчних систем;

9) Дослiджено операторне рiвняння з запiзненням типу Соболєва- Галь-

пєрна. Отримано умови керованостi рiвняння Соболєва- Гальпєрна;

10) Знайдено умову розв’язностi крайової задачi для операторно-

диференцiального рiвняння Ляпунова;

11) Отримано необхiднi та достатнi умови розв’язностi крайової задачi

для операторно- диференцiального рiвняння Рiккатi в просторi Гiльберта.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота

має теоретичний характер. Результати, якi отриманi у роботi, можуть бути

використанi в якiснiй теорiї крайових задач для операторно-диференцiальних

рiвнянь, теорiї керування та стiйкостi у випадках, коли вихiдне рiвняння

є нормально-розв’язним; при дослiдженнi рiзноманiтних фiзичних, економi-

чних, бiологiчних процесiв. Також цi результати можна використати у спецi-

альних курсах з диференцiальних рiвнянь та функцiонального аналiзу.
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Особистий внесок здобувача. Загальний план дослiдження та його

основний напрямок визначено спiльно з науковим консультантом - членом ко-

респондентом НАН України О.А.Бойчуком. Результати дисертацiйної роботи

є новими та отриманi автором самостiйно. У спiльних роботах спiвавторам

належить постановка задач та обговорення можливих шляхiв їх розв’язання.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Усi основнi результати дисертацiї

доповiдались i обговорювались на мiжнародних i всеукраїнських наукових

конференцiях, наукових семiнарах. Зокрема результати дисертацiї доповiда-

лися на:

- International Conference "Conference on Differential and Difference Equati-

ons and Applications (CDDEA-2010)"(Slovak Republic, 2010);

- XVI International Conference "Problems of Decision Making under Uncertai-

nties (PDMU-2010)"(Yalta, 2010);

- XVII International Conference "Problems of Decision Making under

Uncertainties (PDMU-2011)"(Skhidnytsya, 2011);

- 4th Chaotic Modelling and Simulation International Conference(Agios Ni-

kolaos, Crete Greece, 2011);

- International Conference "Analysis and singularities"dedicated to the 75th

anniversary of Vladimir Igorevich Arnold (Moscow, 2012);

- International conference dedicated to the 120th anniversary of Stefan Banach

(Lviv, 2012);

- International Conference KROMSH-2012, The twenty third Crimea Autumn

Mathematical School (Crimea, Laspi-Batiliman, 2012);

- 2nd International conference on memory of corresponding member of Nati-

onal Academy of Science of Ukraine Valery Sergeevich Melnik (Kyiv, 2012);

- Voronezh Spring Mathematical School "Pontryagin readings -

XXIII"(Voronezh, 2012);
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- International conference "Glushkov readings"on the occasion of the 90th

anniversary of academician V.M.Glushkov (Kiev, 2013), Crimea International

mathematical Conference (CIMC-2013) (Sudak, 2013);

- International mathematical conference "Bogolyubov readings DIF-2013. Di-

fferential equations, theory of functions and their applications"on the occasion of

the 75th anniversary of academician A. M. Samoilenko (Sevastopol, 2013);

- XVI International Conference "Dynamical System Modelling and Stability

Investigation"(Kiev, 2013);

- 2nd EUMLS Conference, Mathematics for Life Sciences (Сrimea, 2013);

- Humboldt Kolleg “Education and science and their role in social and industri-

al progress of society” (Kyiv, 2014);

- мiжнародна конференцiя молодих математикiв (Київ, 2015);

- Third conference “Mathematics for life sciences” (Rivne, 2015);

- Київських семiнарах з функцiонального аналiзу (керiвник - чл. - кор.

НАН України Горбачук М.Л.) (2011 р., 2013 р.);

- кафедрi математики КАУ Iнституту математики НАН України (2016 р.);

- Президiї НАН України (2016 р.);

- Бюро вiддiлення математики Президiї НАН України (2016 р.);

- семiнарах вiддiлу диференцiальних рiвнянь та теорiї коливань Iнституту

математики НАН України (керiвник - академiк НАН України, Самойленко

А.М.) (2015 р., 2016 р.);

- засiданнях вченої ради Iнституту математики НАН України (2015 р.,

2016 р.).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiкованi у 29 працях, що

входять до мiжнародних наукометричних баз даних Scopus, Thomson Reuters,

zbMath та вiдповiдають вимогам фахових наукових виданнь, 14 праць опу-

блiковано без спiвавторiв. Додатково результати дисертацiї вiдображенi у 17

збiрниках матерiалiв i тез мiжнародних конференцiй та наукових шкiл.
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Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, се-

ми роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел, що мiстить 475 най-

менувань. Повний обсяг роботи складає 331 сторiнку.

Автор висловлює подяку науковому консультанту члену-кореспонденту

НАН України О.А.Бойчуку за постановку задач та обговорення отриманих

результатiв.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

Теорiя лiнiйних обмежених операторних рiвнянь займається питанням

розв’язностi операторного рiвняння

Lx = y, (1)

де L – лiнiйний обмежений оператор у рiзного типу топологiчних векторних

просторах. В такiй постановцi оператор L може бути нормально-розв’язним

оператором, тобто таким, що має замкнену множину значень. Для розв’яза-

ння таких типiв рiвнянь широко застосовується теорiя псевдообернених ма-

триць та операторiв, якiй присвячено роботи [1, 5, 38, 73, 74, 84, 132, 172, 314,

326, 327, 345, 349, 390, 404, 409, 410, 426, 427, 445]. Для операторiв з неза-

мкненою множиною значень така теорiя є важливою, але мало дослiдженою.

Саме тому у другому роздiлi у просторах Фреше, Банаха та Гiльберта вводя-

ться поняття сильного псевдооберненого та сильного узагальнено-оберненого

операторiв до лiнiйного неперервного у тому випадку, коли множина його

значень не обов’язково замкнена. Цi означення застосовуються при встанов-

леннi умов розв’язностi та представленнi розв’язкiв операторних рiвнянь типу

(1) у просторах Фреше, Банаха та Гiльберта. Слiд зауважити, що отриманi

при цьому розв’язки у загальному випадку є узагальненими. Серед iнших

результатiв доведено наступнi твердження.
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Теорема 2.1. Нехай для оператора L, що дiє у просторах Фреше iснує

(X, Y ) узагальнена L - допустима пара (тобто цi пiдпростори є доповню-

вальними).

a) 1. Сильнi узагальненi розв’язки рiвняння (1) iснують тодi й тiльки

тодi, коли елемент y ∈ B2 задовольняє умову

PN(L
∗
)y = 0; (2)

якщо y ∈ R(L), то отриманi розв’язки будуть класичними;

2. Якщо умова (2) виконується, то множина сильних узагальнених

розв’язкiв рiвняння (1) буде мати вигляд

x = L−X,Y y + PN(L)c, c ∈ B1;

b) 1. Узагальненi квазiрозв’язки рiвняння (1) iснують тодi й тiльки то-

дi, коли елемент y ∈ B2 задовольняє умову

PN(L
∗
)y 6= 0; (3)

2. Якщо умова (3) виконується, то множина узагальнених квазiрозв’яз-

кiв буде мати вигляд

x = L−X,Y y + PN(L)c, c ∈ B1,

де L−X,Y – сильний (X, Y )-узагальнено-обернений до оператора L уведений у

роботi [206], PN(L), PN(L
∗
) – проектори на ядро оператора L та спряженого

L
∗. Тут B1 = N(L)⊕X, B2 = R(L)⊕Y . Зауважимо, що оператор L в загаль-

ному випадку не є нормально-розв’язним. Побудована в роботi конструкцiя

оператора L дозволяє розширити оператор L таким чином, щоб розширений

оператор L став нормально-розв’язним (R(L) = R(L)) й застосовувати ранi-

ше вiдомi результати. За рахунок наявностi скалярного добутку у просторах

Гiльберта цю теорему можна уточнити, вiдмовившись вiд умов доповнюваль-

ностi вiдповiдних пiдпросторiв.
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Наслiдок. a) 1. Сильнi узагальненi розв’язки рiвняння (1) iснують

тодi й тiльки тодi, коли елемент y ∈ H2 задовольняє умову

PN(L
∗
)y = 0⇐⇒ (ϕ, y) = 0, (4)

для всiх ϕ, що є розв’язками спряженого рiвняння L
∗
ϕ = 0; якщо ж y ∈

R(L), то отриманi розв’язки будуть класичними;

2. Якщо умова (4) виконується, то множина сильних узагальнених

розв’язкiв рiвняння (1) буде мати вигляд

x = L
+
y + PN(L)c, c ∈ H1;

b) 1. Узагальненi псевдорозв’язки рiвняння (1) iснують тодi й тiльки

тодi, коли елемент y ∈ H2 задовольняє умову

PN(L
∗
)y 6= 0⇐⇒ (ϕ, y) 6= 0; (5)

2. Якщо умова (5) виконується, то множина узагальнених псевдорозв’язкiв

буде мати вигляд

x = L
+
y + PN(L)c, c ∈ H1.

Оскiльки в отриманих твердженнях фiгурує проектор на ядро розглядува-

ного у рiвняннi оператора, то природнiм є питання стосовно його побудови.

Саме тому, наступна частина цiєї глави присвячена представленню проекто-

рiв на вiдповiднi пiдпростори та конструктивнiй побудовi розв’язкiв рiвнян-

ня (1) з нормально-розв’язним оператором. Питання нормальної розв’язностi

операторних рiвнянь розглядалося у роботах [17, 40, 96, 120, 184]. Для пред-

ставлення розв’язкiв таких рiвнянь використовуються оператори проектува-

ння на ядро та образ. При їх побудовi у просторах Банаха використовуються

бiортогонально спряженi системи. Як правило розглядаються випадки, коли

такi оператори є скiнченновимiрними. Побудова аналогiчних результатiв у

тому випадку, коли вiдповiднi оператори не є скiнченновимiрними вимагає

додаткових вимог на простори. У роботi узагальнюються вiдповiднi пред-

ставлення операторiв проектування на ядро та образ вiдповiдного операто-

ра на випадок нескiнченновимiрних просторiв. Наведемо один з отриманих
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результатiв для випадку сепарабельних просторiв Банаха E1 та F1 (в яких

розглядається рiвняння (1)).

Наслiдок. Рiвняння (1) є розв’язним для тих й лише тих y ∈ F1, що

задовольняють рiвнiсть

lim
n→∞

P
(n)
Y2
J2y =

−→
0 . (6)

За виконання умови (6) розв’язки рiвняння (1) будуть мати вигляд

x = lim
n→∞

J−1
1 P

(n)
N(L)J2z + L−y,

для довiльного елемента z ∈ E1; L− = J−1
1 L−J2 — узагальнено-обернений

до оператора L; J1 : E1 → E4 ⊂ l∞, J2 : F1 → F4 ⊂ l∞ - пара iзометрiй,

P
(n)
Y2
,P

(n)
N(L) – проектори, якi можуть бути знайденими у виглядi матриць.

У наступнiй частинi цього роздiлу розглядається випадок, коли опера-

тор L має вигляд I − A. Як вiдомо [9], теорiя операторних рiвнянь вигляду

(I − A)x = y, (7)

є досить важливою у застосуваннях при розв’язаннi рiзного класу iнтеграль-

них та диференцiальних рiвнянь. Найрозповсюдженiшим методом при розв’я-

заннi таких рiвнянь є метод рядiв Неймана. Вiн застосовується при дослi-

дженнi таких рiвнянь зi стискуючим оператором A, який має у цьому ви-

падку обернений. Для рiвнянь з нестискуючими операторами така теорiя ва-

жлива, але не розвинена. Пiдроздiл 2.4 присвячений узагальненню методу

рядiв Неймана для рiвнянь iз не обов’язково стискуючим оператором A й

у тому випадку, коли оператор I − A не має оберненого. Тут A : B → B

- лiнiйний обмежений оператор, B - простiр Банаха з нормою || · || (або

Фреше зi злiченним набором напiвнорм || · ||n, n ∈ N) такий, що iснує ста-

ла c > 0 : ||An|| ≤ c, n ∈ N (для будь-якої напiвнорми || · ||m iснує напiвнорма

|| · ||k така, що ||Anx||m ≤ c||x||k ), 0 ∈ B. Основнi результати можна подати

у виглядi наступних двох тверджень.

Теорема. Нехай R(I − A) = R(I − A) й степенi оператора A є рiвно-

мiрно обмеженими. Тодi
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a) µ = 1 ∈ ρNS(A) (вiдносно регулярна точка);

b) оператор I − A + A0 є оборотним, а оператор I − A є узагальнено-

оборотним та (I − A)− = (I − A+ A0)
−1 − A0;

c) рiвняння (7) розв’язне для тих й тiльки тих y, якi задовольняють

умову

A0y = 0; (8)

d) якщо умова (8) виконана, то множина розв’язкiв рiвняння (7) буде

мати вигляд

x = A0c+G[y],∀c ∈ B, (9)

де

G[y] =
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(A− A0)
l}k+1y − A0y, (10)

- узагальнений оператор Грiна, для будь-якого 0 < µ− 1 < 1
||Rµ(A)||, за допо-

могою якого знаходиться частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння. Тут

оператор A0 = limn→∞

∑n−1
k=0 A

k

n є проектором на ядро оператора I − A.
Теорема 2.4. Нехай у рiвняннi (7) лiнiйний обмежений оператор A, що

дiє у рефлексивному просторi B Банаха або Фреше такий, що його степенi

рiвномiрно обмеженi. Тодi:

(а) Рiвняння (7) має класичнi або сильнi узагальненi розв’язки тодi й

тiльки тодi, коли виконується умова

A0y = 0; (11)

якщо y ∈ R(I − A), то розв’язки рiвняння (7) будуть класичними;

(б) якщо умова (11) виконується, то множина розв’язкiв рiвняння (7)

може бути представлена у виглядi операторного ряду

x = A0c+G[y],

де G[y]– вiдповiдне розширення (10) оператора Грiна на простiр B, що отри-

мується поповненням простору B за певною нормою;
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(в) якщо умова (11) не виконується, то рiвняння (7) має множину псев-

дорозв’язкiв, яку можна подати у виглядi

x = A0c+G[y],

де G[y] = (I − A)−y - узагальнено-обернений оператор до розширеного на

вiдповiдний простiр B оператора I − A (I − A ∈ SGI(B)).

У наступнiй частинi отриманi вище теореми проiлюстровано при дослi-

дженнi задач про iснування неявних функцiй. Задачi математичної фiзики

часто можуть бути зведеними до розв’язання нелiнiйних рiвнянь, чи систем

рiвнянь виду

F(x, ε) = 0, (12)

де F(x, ε) - нелiнiйний оператор, визначений i неперервний (достатньо глад-

кий, аналiтичний) у околi w = w(x0, ε0) ⊂ E1 + E вiдомого розв’язку x = x0

при ε = ε0 зi значеннями в E2; E1, E2, E - простори Фреше (F : w(x0, ε0) ⊂

E1×E → E2). Необхiдно побудувати розв’язок x = x(ε) рiвняння (12) в околi

w точки (x0, ε0). Якщо похiдна Фреше Fx(x0, ε0) iснує i є оборотним операто-

ром, то в околi w, як випливає з класичної теореми про неявну функцiю [185],

iснує єдиний неперервний (гладкий, аналiтичний) розв’язок x = x0+y(ε−ε0).

Теорiя розгалуження [154] розглядає питання про iснування й кiлькiсть малих

розв’язкiв y(ε− ε0), а також побудову їх асимптотики за малим параметром

ε− ε0 у тому випадку, коли оператор B = −Fx(x0, ε0) має нетривiальний пiд-

простiр нулiв N(B), тобто не виконуються припущення класичної теореми

про неявну функцiю. В околi w(x0, ε0) може iснувати декiлька розв’язкiв чи

сiмей розв’язкiв, залежних вiд одного або декiлькох параметрiв; (x0, ε0) на-

зивається тодi точкою розгалуження розв’язкiв рiвняння (12). У подальшому

будемо для зручностi вважати, що x0 = 0, ε0 = 0. Тодi (12) можна записати

у виглядi

Qx = R(x, ε), R(0, 0) = 0, (13)
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за припущення на нелiнiйнiсть : Rx(0, 0) = 0 (похiдна Фреше за першою

змiнною). Якщо ε = λ - числовий параметр, i при всiх можливих значеннях

λ: R(0, λ) = 0, то рiвняння (13) називається задачею про точки бiфурка-

цiї [185, 154]. Точками бiфуркацiї є тi значення параметра λ, в околi яких

iснують нетривiальнi розв’язки рiвняння. Основи теорiї розгалуження фун-

кцiональних рiвнянь було закладено на початку ХХ сторiччя у роботах вида-

тних математикiв О. М. Ляпунова й Е. Шмiдта. Дослiдження О.М.Ляпунова

були пов’язанi з вiдомою задачею про рiвноважнi фiгури, а Е. Шмiдта - з

загальною теорiєю лiнiйних i нелiнiйних iнтегральних рiвнянь. Якщо N(Q)

скiнченновимiрне, то у такому випадку ця задача дослiджувалась, наприклад

у [63], з допомогою леми Шмiдта для фредгольмових та нетерових операторiв

[314]. Метод, що застосовується при розв’язаннi задач теорiї розгалуження,

дiстав назву методу Ляпунова-Шмiдта.

Iншi теореми про неявнi функцiї було отримано у роботах [408, 414], а

також [185, 361, 135, 277]. Теорема про неявну функцiю пов’язана також iз

добре вiдомою лемою Морса [185].

У пiдроздiлi 2.6 розглядається нелiнiйне рiвняння вигляду

Qx = εR(x, ε), (14)

у просторах Фреше E1 та E2 з неперервною нелiнiйнiстю R(x, ε), що задо-

вольняє умову R(0, 0) = 0, Rx(0, 0) = 0 (похiдна у сенсi Фреше за першою

змiнною iснує в околi (0, 0)). Задача полягає у вiдшуканнi такого розв’язку

x = x(ε), який при ε = 0 перетворюється в один з розв’язкiв породжуючої за-

дачi Qx = 0, i визначений та неперервний у околi цього розв’язку. Необхiднi

та достатнi умови iснування розв’язкiв рiвняння (14) отримано у наступному

виглядi [52].

Теорема 2.5. (Необхiдна умова). Нехай рiвняння (14) має неперервний

розв’язок x = x(ε), який при ε = 0 перетворюється в один з розв’язкiв

породжуючої задачi PN(Q)c з елементом c = c0 ∈ E1. Тодi c0 повинен задо-
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вольняти рiвняння для породжуючих елементiв

F (c) = PN(Q∗)R(PN(Q)c, 0) = 0. (15)

Рiвняння для породжуючих елементiв є аналогом рiвняння для породжую-

чих амплiтуд у випадку перiодичної крайової задачi [163]. У роботi показано,

що достатня умова iснування розв’язкiв рiвняння (14) отримується з викори-

станням оператора B0 = PN(Q∗)lPN(Q), де лiнiйний та обмежений оператор l

визначений за наступним правилом ly(ε) = Rx(PN(Q)c0, 0)y(ε).

Теорема 2.6. (Достатня умова). Нехай виконуються умови:

1. B0 та Q - узагальнено-оборотнi оператори;

2. PN(B∗0)PN(Q∗) = 0.

Тодi для довiльного елемента c = c0 ∈ E1, що задовольняє рiвняння для

породжуючих елементiв (15), iснує неперервний розв’язок рiвняння (14).

Цей розв’язок можна знайти за допомогою збiжного iтерацiйного процесу
yk+1(ε) = PN(Q)ck(ε) + yk(ε),

ck+1(ε) = −B−0 PN(Q∗){R(yk(ε), ε) + lyk(ε)},

yk+1(ε) = G[yk(ε)],

R(yk(ε), ε) = R(PN(Q)c0 + yk(ε), ε)−R(PN(Q)c0, 0)− lyk(ε),

xk(ε) = PN(Q)c0 + yk(ε), x(ε) = lim
k→∞

xk(ε),

G[yk(ε)] = Q−R(PN(Q)c0 + yk(ε), ε),

F (c0) = PN(Q∗)R(PN(Q)c0, 0) = 0,

y0(ε) = 0, c0(ε) = 0, y0(ε) = 0.

Наслiдок. Нехай F (c) має похiдну Фреше для кожного елемента c = c0

простору E1, що задовольняє рiвняння для породжуючих елементiв (15).

Якщо похiдна Фреше F (1)(c0) = B0 є обмеженим оборотним оператором,

то рiвняння (14) має єдиний розв’язок для кожного c0 ∈ E1.
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Використовуючи запропоноване у другому роздiлi поняття сильного

узагальнено-оберненого оператора можна довести бiльш загальнi твердже-

ння.

Теорема 2.7. Нехай виконуються умови:

1. Q та B0 – сильнi (X1, Y1), (X2, Y2) - узагальнено-оборотнi оператори

вiдповiдно;

2. PN(B∗0)PN(Q∗) = 0.

Тодi для довiльного елемента c = c0, що задовольняє рiвняння для по-

роджуючих елементiв (15), iснує неперервний узагальнений розв’язок x(ε)

рiвняння (14). Цей розв’язок можна знайти за допомогою збiжного iтера-

цiйного процесу
yk+1(ε) = PN(Q)ck(ε) + yk(ε),

ck+1(ε) = −B−0X2,Y2
PN(Q∗){R(yk(ε), ε) + lyk(ε)},

yk+1(ε) = G[yk(ε)],

R(yk(ε), ε) = R(PN(Q)c0 + yk(ε), ε)−R(PN(Q)c0, 0)− lyk(ε),

xk(ε) = PN(Q)c0 + yk(ε), x(ε) = lim
k→∞

xk(ε),

G[yk(ε)] = Q−X1,Y1
R(PN(Q)c0 + yk(ε), ε),

F (c0) = PN(Q∗)R(PN(Q)c0, 0) = 0,

для y0(ε) = 0, c0(ε) = 0, y0(ε) = 0; B−0X1,Y1
, B−X2,Y2

– сильнi узагальнено-

оберненi оператори.

Якщо розглядати те саме рiвняння, але визначене у просторах Гiльберта

E1 = H1, E = H,E2 = H2, то за рахунок наявностi скалярного добутку

результат спрощується до наступного:

Наслiдок. Нехай PN(B∗0)PN(Q∗) = 0.

Тодi для довiльного елемента c = c0, що задовольняє рiвняння для по-

роджуючих елементiв (15), iснує неперервний узагальнений розв’язок x(h)
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рiвняння (14). Цей розв’язок можна знайти за допомогою iтерацiйного про-

цесу 
yk+1(ε) = PN(Q)ck(ε) + yk(ε),

ck+1(ε) = −B+
0 PN(Q∗){R(yk(ε), ε) + lyk(ε)},

yk+1(ε) = G[yk(ε)],

R(yk(ε), ε) = R(PN(Q)c0 + yk(ε), ε)−R(PN(Q)c0, 0)− lyk(ε),

xk(ε) = PN(Q)c0 + yk(ε), x(ε) = lim
k→∞

xk(ε),

G[yk(ε)] = Q
+
R(PN(Q)c0 + yk(ε), ε),

F (c0) = PN(Q∗)R(PN(Q)c0, 0) = 0,

для y0(ε) = 0, c0(ε) = 0, y0(ε) = 0; B+
0 , Q

+ – сильнi псевдооберненi за Муром-

Пенроузом оператори.

Цей пiдроздiл роботи є ключовим. Основнi результати дисертацiї, що сто-

суються нелiнiйних крайових задач, отримуються з використанням наведених

вище тверджень.

У наступних частинах результати, що отримано у цьому роздiлi застосо-

вуються до дослiдження рiзного типу крайових операторно-диференцiальних

задач. Серед них можна вiдзначити крайовi задачi для рiвняння Хiла, як у

скiнченновимiрному так i нескiнченновимiрному випадках, що вiдносяться

до актуальних практичних задач небесної механiки. Видiлимо тут роботи

[166, 321, 322, 323, 365, 362, 370, 371, 386, 401, 402] в яких вивчається рiвнян-

ня Хiла.

Третiй роздiл присвячений дослiдженню операторного рiвняння Хiла у

просторi Гiльберта. Зокрема, вивчається перiодична крайова задача та умови

бiфуркацiї розв’язкiв. Вiдмiннiсть отриманих результатiв вiд вже вiдомих по-

лягає у тому, що задача дослiджується у критичному (резонансному) випадку

у нескiнченновимiрному просторi, й оператор, який вiдповiдає правiй части-

нi рiвняння, не обов’язково має замкнену множину значень. При дослiдженнi

використовується узагальнений метод рядiв Неймана, запропонований вище.
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Основним об’єктом є рiвняння

ÿ(t) + Ty(t) = 0, (16)

у просторi Гiльберта H з перiодичною умовою

y(0) = y(w), ẏ(0) = ẏ(w). (17)

У рiвняннi (16) T - додатний самосопряжений оператор.

Увiвши до розгляду новий простiр Гiльберта H
T

1
2

= D(T
1
2 ) ⊕ D(T

1
2 ) зi

скалярним добутком (< u, v >,< u, v >)H
T
1
2

= (T
1
2u, T

1
2u) + (T

1
2v, T

1
2v) та

вектор ϕ = (x1, x2)
T , задачу (16), (17) на спареному просторiH

T
1
2
перепишемо

у виглядi

ϕ̇(t) = Aϕ(t) + f(t), (18)

ϕ(0) = ϕ(w) + α, (19)

де оператор A має вигляд

A =

 0 T
1
2

−T 1
2 0

 =

 T
1
2 0

0 T
1
2

 0 I

−I 0

 =

 0 I

−I 0

 T
1
2 0

0 T
1
2

 ,

вектор-функцiя f(t) = (rcos(tT
1
2 )z, rsin(tT

1
2 )z)T , а вектор α =

(0, rT−
1
2 (cos(wT

1
2 )z − z))T . Основний результат наступний.

Теорема 3.1. Нехай задана крайова задача (18), (19).

1. Сильнi узагальненi розв’язки крайової задачi (18), (19) iснують тодi

й тiльки тодi, коли

U0(w)

(
rT−

1
2sin (wT

1
2 )z

rT−
1
2 (cos (wT

1
2 )z − z)

)
= 0;

якщо додатково вектор (rT−
1
2sin(wT

1
2 )z; rT−

1
2 (cos(wT

1
2 )z − z))T належить

множинi значень R(I − U(w)), то розв’язки будуть класичними узагаль-

неними.

За виконання цiєї умови, розв’язки крайової задачi (18), (19) мають ви-

гляд

ϕ(t) = U(t)U0(w)c+ (G[f, α])(t),
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для довiльного c ∈ H
T

1
2
, де (G[f, α])(t) – розширення узагальненого операто-

ра Грiна (G[f, α])(t) на поповнений простiр H
T

1
2
;

2. Певдорозв’язки iснують тодi й тiльки тодi, коли

U0(w)

(
rT−

1
2sin(wT

1
2 )z

rT−
1
2 (cos(wT

1
2 )z − z)

)
6= 0.

За виконання цiєї умови, псевдорозв’язки крайової задачi (18), (19) мають

вигляд

ϕ(t) = U(t)U0(w)c+ (G[f, α])(t).

Тут U(t) – еволюцiйний оператор, що має вигляд

U(t) := U(t, 0) =

 cos(tT
1
2 ) sin(tT

1
2 )

−sin(tT
1
2 ) cos(tT

1
2 )

 ,

U0(w) = lim
n→∞

∑n
k=0 U

k(w)

n
= lim

n→∞

∑n
k=0 U(kw)

n
−

усереднений оператор до оператора U(w) (ортопроектор).

Нехай елемент α такий, що крайова задача

ϕ̇(t) = Aϕ(t), ϕ(0)− ϕ(w) = α, (20)

не розв’язна у класичному узагальненому сенсi, тобто U0(w)α 6= 0. Знайдемо

умови, яким повинна задовольняти збурена операторна система

ϕ̇(t) = Aϕ(t) + εA1(t)ϕ(t), (21)

ϕ(0)− ϕ(w) = α, (22)

для того, щоб вона була розв’язною. Тут оператор A1(t) - лiнiйний обмежений

при всiх t ∈ [0;w]. У пiдроздiлi 3.2 наведено достатнi умови за яких ця

операторна система є розв’язною у класичному узагальненому сенсi, тобто

має мiсце бiфуркацiя розв’язкiв.
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Для отримання достатнiх умов iснування класичних узагальнених

розв’язкiв операторної системи (21), (22) будемо застосовувати аналог ме-

тоду Вiшика - Люстернiка [70] й використовувати оператор

B0 = U0(w)

∫ w

0

A1(t)U(t)dtU0(w) : H
T

1
2
→ H

T
1
2
.

Теорема 3.2. Припустимо, що виконуються наступнi умови:

1) B0 - псевдообернений за Муром-Пенроузом оператор (B0 ∈ PI(H
T

1
2
));

2) PN(B∗0)U0(w) = 0.

Якщо незбурена двоточкова операторна система (18), (19) не має кла-

сичних узагальнених розв’язкiв, то операторна система (21), (22) має ρ -

параметричну множину розв’язкiв у виглядi ряду

ϕ0(t, ε, cρ) =
∞∑

i=−1

εi[ϕi(t, ci) +X i(t)PN(B0)cρ], ∀cρ ∈ HT
1
2
;

абсолютно збiжного для достатньо малого параметру ε ∈ (0, ε∗]. Тут

ϕ−1(t, c−1) = U(t)U0(w)c−1,

ϕ0(t, c0) = U(t)U0(w)c0 + (G[A1(·)ϕ−1(·, c−1), α])(t),

ϕi(t, ci) = U(t)U0(w)ci + (G[A1(·)ϕi−1(·, ci−1), 0])(t), i = 1, 2, ...;

c−1 = −B+
0 U0(w)α,

c0 = −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)ϕ−1(·, c−1), α])(τ)dτ,

ci = −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)ϕi−1(·, ci−1), 0])(τ)dτ, i = 1, 2, ...;

F0 = I −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)U(·), 0])(τ)dτU0(w),

Fi = I −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)X i−1(·), 0])(τ)dτ, i = 1, 2, ...;

X−1(t) = U(t)U0(w),

X i(t) = U(t)U0(w)Fi + (G[A1(·)X i−1(·), 0])(t), i = 0, 1, 2, ....
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Наступний пiдроздiл присвячений дослiдженню параметричної крайо-

вої задачi з перiодичними операторними коефiцiєнтами. Результати, що у ньо-

му отримано узагальнюють вiдомi результати М. Г. Крейна [103, 137] на не-

регулярний випадок та при дослiдженнi також застосовується узагальнений

метод рядiв Неймана.

У просторi Банаха B розглядається множина крайових задач:

dx(t)

dt
= λA(t)x(t) + f(t), (23)

x(0)− x(w) = 0. (24)

Тут A(t) - перiодична оператор-функцiя на R зi значеннями в L(B), f(t)

- неперервна на [0;w] перiодична вектор-функцiя зi значеннями в B та перiо-

дом w > 0, A(t+w) = A(t), f(t+w) = f(t). З допомогою введеного поняття

вiдносної (узагальненої) резольвентної множини

ρNS = {λ : λ ∈ C, R(I − U(w, λ)) = R(I − U(w, λ)) }

доводиться наступний результат.

Теорема 3.3. Нехай λ ∈ ρNS є точкою стiйкостi праворуч оператора

монодромiї U(w, λ) задачi (23) у рефлексивному просторi Банаха B (тобто

степенi оператора монодромiї є рiвномiрно обмеженими). Тодi:

а) крайова задача (23), (24) має перiодичнi розв’язки тодi й тiльки тодi,

коли вектор - функцiя f(t) задовольняє умовi

U0(λ)

∫ w

0

U−1(τ, λ)f(τ)dτ = 0, де U0(λ) = lim
n→∞

∑n
m=1 U

m(w, λ)

n
; (25)

б) за виконання умови (25) перiодичнi розв’язки крайової задачi (23), (24)

мають наступний вигляд:

x(t, c) = U(t, λ)U0(λ)c+

∫ w

0

G(t, τ)f(τ)dτ, (26)

де c – довiльний елемент простору Банаха B,

G(t, τ) = U(t, λ)
∞∑
k=0

(µ−1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w, λ)−U0(λ))l}k+1−U0(λ))U−1(τ, λ)+
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+K(t, τ)

- узагальнений оператор Грiна крайової задачi (23), (24) та

K(t, τ) =

{
0, τ ≥ t,

U(t, λ)U−1(τ, λ), t > τ.

Тут U(t, λ) – еволюцiйний оператор однорiдного операторного рiвняння.

Четвертий роздiл присвячений питанню iснування обмежених розв’яз-

кiв рiзного класу як лiнiйних, так й нелiнiйних диференцiальних рiвнянь та

крайових задач у просторах Фреше та Банаха за умов експоненцiальної ди-

хотомiї на пiвосях вiдповiдного однорiдного рiвняння. Одним iз центральних

питань якiсної теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь є питання про по-

ведiнку розв’язкiв на нескiнченностi. Експоненцiально-дихотомiчнi на всiй осi

системи утворюють клас систем, розв’язки яких можуть як спадати до нуля

з експоненцiальною швидкiстю, так й необмежено зростати. Обмеженi на всiй

осi розв’язки таких систем у скiнченновимiрному випадку розглядалися ще

О. Перроном, А. Майзелем [428],[161] й далi у вiдомих роботах В. Коппеля

[339], Р. Саккера, Дж. Селла [452, 453, 455], Ю. Мiтропольского, А. Самой-

ленка, В. Кулика [177, 228], а у нескiнченновимiрних просторах Банаха — у

монографiях М. Крейна [137], Ю. Далецкого и М. Крейна [103], Х. Массери

та Х. Шеффера [169], Ф. Хартмана [258], I. Чуєшова [336].

У статтях К. Палмера [417], [418] умова експоненцiальної дихотомiї на

всiй осi однорiдної диференцiальної системи була послаблена з замiною на

умову експоненцiальної дихотомiї на пiвосях й вперше була доведена нете-

ровiсть вiдповiдного оператора при розв’язаннi задачi про обмеженi на всiй

осi розв’язки. Подальшого розвитку ця iдея набула у роботах О. Бойчука,

A. Самойленко, де з використанням узагальнено-обернених операторiв й псев-

дообернених за Муром–Пенроузом матриць дослiджувалася задача про iсну-

вання обмежених на всiй осi розв’язкiв при лiнiйних та нелiнiйних збуреннях

системи. Цi й iншi результати знайшли своє вiдображення у монографiї [314].
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Поняття експоненцiальної дихотомiї для еволюцiйних рiвнянь з необме-

женими операторними коефiцiєнтами, систематично вивчалося у монографiї

Д.Хенрi [261]. У статтi Х. Родрiгеса, Дж. Фiлхо [449] доведений аналог аль-

тернативи Фредгольма (за припущення, що вiдповiдне однорiдне рiвняння

є експоненцiально-дихотомiчних на пiвосях). Дослiдженню фредгольмовостi

оператора вiдповiдного диференцiального рiвняння з необмеженими коефi-

цiєнтами присвячено статтi А. Баскакова [23], Ю. Латушкiна, Ю. Томiлова

[379].

У пiдроздiлi 4.1 вивчається лiнiйне операторно-диференцiальне рiвнян-

ня у просторi Банаха B

dx(t)

dt
= A(t)x(t) + f(t), (27)

з сильно-неперервною операторнозначною функцiєю A(t) та неперервною на

всiй осi вектор-функцiєю f(t). Еволюцiйний оператор вiдповiдного рiвняння

позначається U(t). Сформульовано наступний результат [41].

Теорема. Припустимо, що однорiдне рiвняння є експоненцiально дихо-

томiчним на пiвосях R+ та R− з проекторами P та Q, вiдповiдно. Якщо

оператор

D = P − (I −Q) : B→ B, (28)

який дiє з простору Банаха B у себе узагальнено-оборотний D ∈ GI(B), то

(i) для того, щоб iснували розв’язки рiвняння (27), обмеженi на всiй осi,

необхiдно та достатньо, щоб вектор-функцiя f(t) ∈ BC(R,B) задовольня-

ла умовi

∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt = 0, (29)

де

H(t) = PN(D∗)QU
−1(t) = PN(D∗)(I − P )U−1(t),
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(ii) за виконання умови (29), розв’язки рiвняння (27), обмеженi на всiй

осi, мають вигляд

x0(t, c) = U(t)PPN(D)c+ (G[f ])(t), c ∈ B, (30)

де (G[f ])(t) [41] — узагальнений оператор Грiна задачi про обмеженi на

всiй осi розв’язки, D− — узагальнено обернений до оператора D, проектори

PN(D) = I − D−D й PN(D∗) = I − DD−, c — довiльний елемент простору

Банаха B.

Надалi розглядається операторно-диференцiальне рiвняння у тому ж про-

сторi Банаха, але вже з необмеженою оператор-функцiєю A(t). Припускає-

ться, що при кожному t ∈ J ⊂ R, оператор-функцiя A(t) є замкненим опера-

тором з щiльною областю визначення D(A(t)) = D ⊂ B, що не залежить вiд

t. У подальшому традицiйно L(B) означає простiр усiх лiнiйних обмежених

операторiв, що дiють з простору B у себе. Основним результатом є наступне

твердження.

Теорема 4.2. Нехай {T (t, s)| t ≥ s ∈ R} сильно неперервний еволю-

цiйний оператор, асоцiйований з однорiдним рiвнянням. Припустимо, що

наступнi умови виконано:

1) T (t, s) допускає експоненцiальну дихотомiю на пiвосях R+
0 й R−0 з про-

екторнозначними оператор-функцiями P+(t) та P−(t) вiдповiдно;

2) оператор D = P+(0) − (I − P−(0)) є узагальнено-оборотним (D ∈
GI(B)).

Тодi:

1) для того, щоб iснували слабкi обмеженi на всiй осi розв’язки рiвняння

(27) необхiдно та достатньо, щоб вектор - функцiя f ∈ BC(R,B) задоволь-

няла умову ∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt = 0, (31)

де H(t) = PN(D∗)P−(0)T (0, t);
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2) за виконання умови (31), слабкi розв’язки рiвняння (27) мають на-

ступний вигляд:

x0(t, c) = T (t, 0)P+(0)PN(D)c+ (G[f ])(t, 0), ∀c ∈ B (32)

де

(G[f ])(t, s) =



∫ t
s T (t, τ)P+(τ)f(τ)dτ −

∫ +∞
t T (t, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+T (t, s)P+(s)D−[
∫∞
s T (s, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+
∫ s
−∞ T (s, τ)P−(τ)f(τ)dτ ], t ≥ s∫ t

−∞ T (t, τ)P−(τ)f(τ)dτ −
∫ s
t T (t, τ)(I − P−(τ))f(τ)dτ+

+T (t, s)(I − P−(s))D−[
∫∞
s T (s, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+
∫ s
−∞ T (s, τ)P−(τ)f(τ)dτ ], s ≥ t

- узагальнений оператор Грiна задачi про обмеженi на всiй осi розв’язки :

(G[f ])(0+, 0)− (G[f ])(0−, 0) = −
∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt;

L(G[f ])(t, 0) = f(t), t ∈ R

та

(Lx)(t) =
dx

dt
− A(t)x(t),

D− - узагальнено - обернений до оператора D; PN(D) = I −D−D, PN(D∗) =

I −DD− - проектори [97] на ядро та коядро оператора D.

Пiдроздiл 4.3 присвячений дослiдженню нелiнiйного диференцiального

рiвняння у просторi Банаха B

dx(t, ε)

dt
= A(t)x(t, ε) + εZ(x(t, ε), t, ε) + f(t), (33)

з необмеженим оператором у лiнiйнiй частинi. Шукається такий обмежений

розв’язок x(t, ε) цього рiвняння, який при ε = 0 перетваорюється в один iз

розв’язкiв породжуючого рiвняння.

Ця проблема може бути розв’язана з допомогою побудованого у роботi

операторного рiвняння, яке будемо називати операторним рiвнянням для по-

роджуючих елементiв

F (c) =

∫ +∞

−∞
H(t)Z(x0(t, c), t, 0)dt = 0. (34)
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Теорема 4.3. (Необхiдна умова). Припустимо, що однорiдне рiвняння

(27) є експоненцiально дихотомiчним на пiвосях R+
0 та R−0 з проекторно-

значними оператор-функцiями P+(t) та P−(t) вiдповiдно, та нелiнiйне рiв-

няння (33) має обмежений розв’язок x(·, ε), який перетворюється в один iз

розв’язкiв породжуючого рiвняння (27) з елементом c = c0 ∈ B : x(t, 0) =

x0(t, c
0) при ε = 0. Тодi цей елемент повинен задовольняти операторне рiв-

няння для породжуючих елементiв (34).

Достатня умова може бути отримана з допомогою оператора

B0 =

∫ +∞

−∞
H(t)A1(t)T (t, 0)P+(0)PN(D)dt : B→ B,

який будується з використанням лiнiйної частини нелiнiйного збурення Z;

тут A1(t) = Z1(v, t, ε)|v=x0;ε=0 ( похiдна у сенсi Фреше).

Теорема 4.4. (Достатня умова). Припустимо, що однорiдне рiвняння

(27) допускає експоненцiальну дихотомiю на пiвосях R+
0 та R−0 з проектор-

нозначними оператор-функцiями P+(t) та P−(t) вiдповiдно, а неоднорiдне

рiвняння має обмеженi розв’язки. Нехай для оператора B0 виконано насту-

пнi умови:

1) оператор B0 є узагальнено - оборотним (B0 ∈ GI(B));

2) PN(B∗0)PN(D∗)P−(0) = 0.

Тодi, для довiльного елемента c = c0 ∈ B, що задовольняє рiвняння

для породжуючих елементiв (34), iснує принаймнi один слабкий обмежений

розв’язок рiвняння (33). Цей розв’язок може бути знайдений з допомогою

збiжного iтерацiйного процесу

yk+1(t, ε) = εG[Z(x0(τ, c
0) + yk, τ, ε)](t, 0),

ck = −B−0
∫ +∞

−∞
H(τ){A1(τ)yk(τ, ε) + R(yk(τ, ε), τ, ε)}dτ,

yk+1(t, ε) = T (t, 0)P+(0)PN(D)ck + yk+1(t, ε),

xk(t, ε) = x0(t, c
0) + yk(t, ε), k = 0, 1, 2, ..., y0(t, ε) = 0,

x(t, ε) = lim
k→∞

xk(t, ε).
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Надалi вивчається неоднорiдне рiвняння (27) у локально-опуклому топо-

логiчному просторi E та просторi Фреше F . Запропоновано означення експо-

ненцiальної дихотомiї у цих просторах. Основний результат сформульовано

у виглядi теореми.

Теорема 4.6. Нехай однорiдне рiвняння є експоненцiально-

дихотомiчним на пiвосях R+ та R− з проекторами P+ та P− вiдповiдно, а

оператор

D = P+ − I + P− : F → F,

є сильним (X, Y ) — узагальнено-оборотним.

Тодi:

1) для того, щоб iснували узагальненi, обмеженi на всiй осi, розв’язки

рiвняння (27), необхiдно та достатньо, щоб вектор-функцiя f ∈ BC(R, F )

задовольняла умову ∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt = 0, (35)

де H(t) = (I − DD−X,Y )P−U
−1(t), D−X,Y− сильний (X, Y ) узагальнено-

обернений до оператора D, D - розширення оператора D на поповнений

простiр F ;

2) за виконання умови (35), узагальненi розв’язки рiвняння (27) мають

вигляд:

x0(t, c) = U(t)P+PN(D)c+ (G[f ])(t), ∀c ∈ F (36)
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де

(G[f ])(t) =



∫ t
0 U(t)U−1(τ)P+f(τ)dτ−

−
∫ +∞
t U(t)U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+

+U(t)P+D
−
X,Y [

∫∞
0 U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+∫ 0

−∞ U
−1(τ)P−f(τ)dτ ], t ≥ 0

∫ t
−∞ U(t)U−1(τ)P−f(τ)dτ−

−
∫ 0

t U(t)U−1(τ)(I − P−)f(τ)dτ+

+U(t)(I − P−)D−X,Y [
∫∞

0 U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+

+
∫ 0

−∞ U
−1(τ)P−f(τ)dτ ], t ≤ 0

– узагальнений оператор Грiна, розширений на простiр F , що є поповнен-

ням вихiдного простору.

У пiдроздiлi 4.4 вивчаються крайовi задачi на всiй осi. Розглядається

наступна крайова задача у просторi Банаха B

dx

dt
= A(t)x(t) + f(t) , (37)

lx(·) = α , (38)

з лiнiйним обмеженим оператором l. Нехай в подальшому оператор B0 =

lU(·)PPN(D) : B→ Y, U(t) - еволюцiйний оператор вiдповiдного однорiдного

рiвняння. Основним результатом є теорема.

Теорема 4.8. Нехай оператор

B0 : B→ Y,

що дiє з простору B у простiр Банаха Y узагальнено - оборотний (B0 ∈
GI(B,Y)). Тодi:

(i) для того, щоб розв’язки крайової задачi (37), (38) iснували, необхiдно

та достатньо, щоб

PN(B∗0)(α− l(G[f ])(·)) = 0; (39)
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(ii) за виконання умови (39) розв’язки крайової задачi (37), (38) мають

вигляд

x(t, c) = U(t)PPN(D)PN(B0)c+ U(t)PPN(D)B
−
0 (α− l(G[f ])(·)) + (G[f ])(t),

для довiльного елемента c ∈ B, де (G[f ])(·) - узагальнений оператор Грiна,

визначений у попереднiх теоремах; B−0 - узагальнено - обернений до B0,

PN(B∗0) - проектор, який проектує B на ядро спряженого оператора B∗0.

Остання частина цього роздiлу присвячена апроксимацiї обмежених

розв’язкiв на всiй осi у просторi Банаха лiнiйних диференцiальних рiвнянь,

якi розглядалися вище.

П’ятий роздiл присвячений дослiдженню операторного рiвняння Шре-

дiнгера. Зазначимо, що рiвняння Шредiнгера є об’єктом постiйної пильної

уваги багатьох вчених вже понад вiсiмдесят рокiв. Зробити повний огляд ре-

зультатiв стосовно його дослiджень неможливо. Наведемо деякi класичнi та

достатньо недавнi роботи [2], [6], [7], [36], [37], [59], [68], [72], [79], [80], [81],

[82], [83], [98], [102], [107], [108], [113], [116], [118], [126], [145], [156], [157], [158],

[167], [168], [170], [171], [175], [180], [183], [186], [187], [193], [209], [213], [214],

[217], [245], [246], [248], [252], [253], [255], [263], [268], [269], [270], [281], [324],

[350], [364], [373], [374], [406], [413], [442], [443], [444].

У данiй частинi вивчаються необхiднi та достатнi умови iснування обме-

жених на всiй осi розв’язкiв крайових задач для лiнiйного й нелiнiйного рiв-

няння Шредiнгера у просторi Гiльберта. На вiдмiну вiд вказаних вище робiт

рiвняння вивчається у критичних (резонансних) випадках. Дослiджуються

умови iснування обмежених розв’язкiв та бiфуркацiї розв’язкiв крайових за-

дач стацiонарного та нестацiонарного рiвняння у лiнiйному та нелiнiйному

випадках. Знайдено алгоритми побудови таких розв’язкiв. Перейдемо до вiд-

повiдної постановки та основних результатiв.

Розглядається рiвняння Шредiнгера

dϕ(t)

dt
= −iH(t)ϕ(t) + f(t), t ∈ J, (40)
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у просторi Гiльберта H, де для кожного t ∈ J ⊂ R, необмежений оператор

H(t) має вигляд H(t) = H0+V (t); тут H0 = H∗0 необмежений самоспряжений

оператор з областю визначення D = D(H0) ⊂ H; вiдображення t → V (t) —

сильно неперервне, U(t, s) - еволюцiйний оператор вiдповiдного однорiдного

рiвняння. У роботi отримано умови розв’язностi та представлення слабких

розв’язкiв рiвняння (40).

Лема. Нехай {U(t, s), t ≥ s ∈ R} сильно неперервний еволюцiйний

оператор асоцiйований з однорiдним рiвнянням. Припустимо, що викона-

но умови :

1. Оператор U(t, s) допускає експоненцiальну дихотомiю на пiвосях R+
0

та R−0 з проекторнозначними оператор-функцiями P+(t) та P−(t), вiдпо-

вiдно.

2. Оператор D = P+(0) − (I − P−(0)) має псевдообернений за Муром-

Пенроузом (D ∈ PI(H)).

Тодi справедливi такi твердження.

1. Iснують слабкi розв’язки рiвняння (40) обмеженi на всiй осi тодi й

тiльки тодi, коли вектор-функцiя f ∈ BC(R,H) задовольняє умову∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt = 0, (41)

де H(t) = PN(D∗)P−(0)U(0, t).

2. За виконання умови (41), слабкi розв’язки рiвняння (40), обмеженi на

всiй осi, мають вигляд

ϕ0(t, c) = U(t, 0)P+(0)PN(D)c+ (G[f ])(t, 0) ∀c ∈ H, (42)

де

(G[f ])(t, s) =



∫ t
s U(t, τ)P+(τ)f(τ)dτ −

∫ +∞
t U(t, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+U(t, s)P+(s)D+[
∫∞
s U(s, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+
∫ s
−∞ U(s, τ)P−(τ)f(τ)dτ ], t ≥ s∫ t

−∞ U(t, τ)P−(τ)f(τ)dτ −
∫ s
t U(t, τ)(I − P−(τ))f(τ)dτ+

+U(t, s)(I − P−(s))D+[
∫∞
s U(s, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+
∫ s
−∞ U(s, τ)P−(τ)f(τ)dτ ], s ≥ t
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узагальнений оператор Грiна задачi вiдшукання обмежених на всiй осi

розв’язкiв

(G[f ])(0+, 0)− (G[f ])(0−, 0) = −
∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt.

Далi дослiджується нелiнiйне рiвняння Шредiнгера на всiй осi за аналогi-

чною процедурою попереднього роздiлу.

У пiдроздiлi 5.3 дослiджуються умови бiфуркацiї узагальнених розв’яз-

кiв крайових задач для рiвняння Шредiнгера на скiнченному вiдрiзку.

У просторi Гiльберта H розглядається наступна крайова задача

dϕ(t)

dt
= −iH(t)ϕ(t) + εH1(t)ϕ(t) + f(t), t ∈ J (43)

lϕ(·) = α + εl1ϕ(·). (44)

Тут, для кожного t ∈ J ⊂ R необмежений оператор H(t) має вигляд

H(t) = H0 + V (t), H1(t) – лiнiйний та обмежений для всiх t ∈ J оператор,

l, l1 – лiнiйнi та обмеженi оператори, що дiють з H в H1.

Шукається сильний узагальнений розв’язок крайової задачi (43), (44) для

тих правих частин f(t) рiвняння (43), для яких незбурена крайова задача

(ε = 0) їх немає. Використовується при цьому оператор

B0 = PN(Q
∗
)(l1U(·, s)− l

∫ ·
s

U(·, τ)H1(τ)U(τ, s)dτ)PN(Q).

Теорема 5.2. Припустимо, що виконується наступна умова:

PN(B
∗
0)PN(Q

∗
) = 0.

Якщо незбурена операторна крайова задача не має сильних узагальнених

розв’язкiв, то операторна крайова задача (43), (44) має ρ - параметричну

множину сильних узагальнених розв’язкiв у виглядi ряду

ϕ(t, s, ε, cρ) =
∞∑

i=−1

εi[ϕi(t, s, ci) +X i(t, s)PN(B0)cρ], для довiльного cρ ∈ H,

абсолютно збiжного для достатньо малого фiксованого параметра ε ∈
(0, ε∗]; тут

ϕ−1(t, s, c−1) = U(t, s)PN(Q)c−1,
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ϕ0(t, s, c0) = U(t, s)PN(Q)c0 + U(t, s)Q
+{α + l1ϕ−1(·, s, c−1)}+

+G[H1(·)ϕ−1(·, s, c−1) + f(·)](t, s),

ϕi(t, s, ci) = U(t, s)PN(Q)ci + U(t, s)Q
+
l1ϕi−1(·, s, ci−1)+

+G[H1(·)ϕi−1(·, s, ci−1)](t, s); i ∈ N.

Наступний пiдроздiл присвячений дослiдженню у просторi Гiльберта

H нелiнiйного диференцiального рiвняння Шредiнгера

dϕ(t, ε)

dt
= −iH(t)ϕ(t, ε) + εZ(ϕ(t, ε), t, ε) + f(t), t ∈ J, (45)

з операторною крайовою умовою вигляду

lϕ(·, ε) = α + εJ(ϕ(·, ε), ε), (46)

де J ⊂ R - скiнченний вiдрiзок.

Основними результатами є наступнi теореми.

Теорема 5.1. (Необхiдна умова). Нехай крайова задача (45), (46) має

сильний узагальнений розв’язок ϕ(t, s, ε), який при ε = 0 перетворюється

в один з породжуючих розв’язкiв ϕ0(t, s, c
0) з елементом c = c0. Тодi еле-

мент c0 ∈ H повинен задовольняти операторне рiвняння для породжуючих

елементiв

F (c) = PN(Q
∗
){J(ϕ0(·, s, c), 0)− l

∫ ·
s

U(·, τ)Z(ϕ0(τ, s, c), τ, 0)dτ} = 0. (47)

Достатня умова отримується з використанням оператора

B0 = PN(Q
∗
)(l1U(·, s)− l

∫ ·
s

U(·, τ)A1(τ)U(τ, s)dτ)PN(Q),

де A1(t) = A1(t, c
0) = Z

(1)
ϕ (v, t, ε)|v=ϕ0(t,s,c0),ε=0, l1 = J (1)(ϕ0, 0) - похiднi Фреше

у точцi (ϕ = ϕ0, ε = 0).

Теорема 5.2. (Достатня умова). Нехай для оператора B0 виконується

наступна умова:
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PN(B
∗
0)PN(Q

∗
) = 0.

Тодi для довiльного елемента c = c0 ∈ H, що задовольняє рiвняння для

породжуючих елементiв (47), iснує принаймнi один сильний узагальнений

розв’язок крайової задачi (45), (46). Цей розв’язок може бути знайдений з

використанням iтерацiйного процесу

ψk+1(t, s, ε) = εU(t, s)Q
+
J(ϕ0(·, s, c0) + ψk(·, s, ε), ε)+

+εG[Z(ϕ0(·, s, c0) + ψk(·, s, ε), ·, ε)](t, s).

ck = B
+
0 {PN(Q

∗
)l

∫ ·
s

U(·, τ){A1(τ)ψk(τ, s, ε) + R(ψk(τ, s, ε), τ, ε)}dτ−

−PN(Q
∗
){lψk(·, s, ε) + R1(ψk(·, s, ε), ε)}},

ψk+1(t, s, c) = U(t, s)PN(Q)ck + ψk+1(t, s, ε),

ϕk(t, s, ε) = ϕ0(t, s, c
0) + ψk(t, s, ε), k = 0, 1, 2, ..., ψ0(t, s, ε) = 0,

ϕ(t, s, ε) = lim
k→∞

ϕk(t, s, ε).

У наступному пiдроздiлi вивчається двоточкова крайова задача у про-

сторi Гiльберта HT :

dϕ(t)

dt
= −iH0ϕ(t) + f(t), t ∈ [0;w] (48)

ϕ(0)− ϕ(w) = α ∈ D, (49)

де HT = H ⊕ H, H - простiр Гiльберта й вектор-функцiя f(t) iнтегровна;

розглядається необмежений оператор H0, який має вигляд [214]:

H0 = i

 0 T

−T 0

 = i

 T 0

0 T

 0 I

−I 0

 = i

 0 I

−I 0

 T 0

0 T

 .

Tут T – додатний самоспряжений оператор у просторi ГiльбертаH. Доведено

наступний результат.

Лема. Нехай оператор I−U(w) має замкнену множину значень R(I−
U(w)) = R(I − U(w)).
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1. Сильнi узагальненi розв’язки крайової задачi (48), (49) iснують тодi

й тiльки тодi, коли виконується умова

U0(w)(α +

∫ w

0

U−1(τ)f(τ)dτ) = 0. (50)

2. За виконання умови (50), сильнi узагальненi розв’язки (48), (49) ма-

ють вигляд

ϕ(t, c) = U(t)U0(w)c+ (G[f, α])(t), (51)

де

(G[f, α])(t) = U(t)
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w)− U0(w))l}k+1(α+

+

∫ w

0

U(w)U−1(τ)f(τ)dτ)− U(t)U0(w)(α +

∫ w

0

U(w)U−1(τ)f(τ)dτ)+

+

∫ t

0

U(t)U−1(τ)f(τ)dτ,

узагальнений оператор Грiна крайової задачi (48), (49) для 0 < µ − 1 <

1/||Rµ(U(w))||.

Надалi цей результат уточнено та доведено загальну теорему розв’язностi.

Теорема. Для крайової задачi (48), (49) справедливi наступнi твердже-

ння.

1. a) Iснують класичнi або сильнi узагальненi розв’язки (48), (49) тодi

й тiльки тодi, коли

U0(w)(α +

∫ w

0

U−1(τ)f(τ)dτ) = 0. (52)

Якщо (α+
∫ w

0 U−1(τ)f(τ)dτ) ∈ R(I −U(w)), то розв’язки (48), (49) будуть

класичними узагальненими.

b) За виконання (52) розв’язки (48), (49) мають вигляд

ϕ(t, c) = U(t)U0(w)c+ (G[f, α])(t),

де (G[f, α])(t) - розширення оператора (G[f, α])(t);
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2. a) Iснують сильнi псевдорозв’язки тодi й тiльки тодi, коли

U0(w)(α +

∫ w

0

U−1(τ)f(τ)dτ) 6= 0. (53)

b) За виконання (53) сильнi псевдорозв’язки (48), (49) мають вигляд

ϕ(t, c) = U(t)U0(w)c+ (G[f, α])(t),

де

(G[f, α])(t) = U(t)G[g] +

∫ t

0

U(t)U−1(τ)f(τ)dτ =

= U(t)(I− U(w))
−1
g +

∫ t

0

U(t)U−1(τ)f(τ)dτ.

Надалi у просторi ГiльбертаHT , означеному вище, розглядається крайова

задача
dϕ(t, ε)

dt
= −iH0ϕ(t, ε) + εZ(ϕ(t, ε), t, ε) + f(t), (54)

ϕ(0, ε)− ϕ(w, ε) = α. (55)

Задача полягає у знаходженнi розв’язку ϕ(t, ε) крайової задачi (54), (55),

який перетворюється в один iз розв’язкiв породжуючого рiвняння (48), (49)

ϕ0(t, c) вигляду (51) при ε = 0.

Ця проблема може бути розв’язаною з допомогою операторного рiвняння

для порождуючих амплiтуд

F (c) = U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)Z(ϕ0(τ, c), τ, 0)dτ = 0. (56)

Встановлено необхiднi та достатнi умови розв’язностi крайової задачi.

Теорема 5.8. (Необхiдна умова). Нехай нелiнiйна крайова задача (54),

(55) має сильний узагальнений розв’язок ϕ(·, ε), який перетворюється в

один iз сильних узагальнених розв’язкiв ϕ0(t, c) породжуючої задачi (48),

(49) з елементом c = c0, ϕ(t, 0) = ϕ0(t, c
0) при ε = 0. Тодi цей елемент по-

винен задовольняти операторне рiвняння для породжуючих елементiв (56).
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Введемо оператор B0 = dF (c)
dc |c=c0 = U0(w)

∫ w
0 U−1(t)A1(t)dt : H → H, де опе-

ратор A1(t) = Z(1)(v, t, ε)|v=ϕ0,ε=0 - похiдна Фреше у точцi (ϕ0, 0).

Теорема 5.9. (Достатня умова). Нехай оператор B0, побудований з до-

помогою лiнiйної частини нелiнiйного збурення Z задовольняє наступним

умовам:

1) B0 має псевдообернений за Муром - Пенроузом (B0 ∈ PI(H));

2) PN(B∗0)U0(w) = 0.

Тодi для довiльного елемента c = c0 ∈ HT , що задовольняє операторне

рiвняння для порождуючих амплiтуд (56), iснує принаймнi один сильний

узагальнений розв’язок (54), (55).

Цей розв’язок може бути знайдений з допомогою iтеративного процесу:

vk+1(t, ε) = εG[Z(ϕ0(τ, c
0) + vk, τ, ε), α](t),

ck = −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ){A1(τ)vk(τ, ε) + R(vk(τ, ε), τ, ε)}dτ,

R(vk(t, ε), t, ε) = Z(ϕ0(t, c
0) + vk(t, ε), t, ε)− Z(ϕ0(t, c

0), t, 0)− A1(t)vk(t, ε),

R(0, t, 0) = 0, R1
x(0, t, 0) = 0,

vk+1(t, ε) = U(t)U0(w)ck + vk+1(t, ε),

ϕk(t, ε) = ϕ0(t, c
0) + vk(t, ε), k = 0, 1, 2, ..., v0(t, ε) = 0, ϕ(t, ε) = lim

k→∞
ϕk(t, ε).

У наступному пiдроздiлi отриманi вище результати проiлюстровано та

продемонстровано на прикладi крайової задачi

ÿ(t) + Ty(t) = ε(1− ||y(t)||2)ẏ(t), (57)

y(0) = y(w), ẏ(0) = ẏ(w), (58)

для рiвняння Ван дер Поля у сепарабельному просторi Гiльберта; тут T – не-

обмежений оператор з компактним оберненим T−1. Необхiдна умова розв’я-

зностi цiєї задачi полягає у наступному.

Теорема 5.10. (Необхiдна умова розв’язностi рiвняння ван дер Поля).

Нехай крайова задача (57), (58) має розв’язок y(·, ε), який перетворює-

ться в один з розв’язкiв породжуючого рiвняння з набором пар констант
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(ck1, c
k
2), k ∈ N. Тодi серед них може бути не бiльше скiнченної кiлькостi

ненульових. Бiльше того, якщо (cki1 , c
ki
2 ) 6= (0, 0), i = 1, N, то цi констан-

ти знаходяться на N-вимiрному торi скiнченновимiрного пiдпростору кон-

стант

(cki1 )2 + (cki2 )2 = (
2√

2N − 1
)2, i = 1, N.

Наведено й iншi приклади крайових задач з необмеженим операторним

коефiцiєнтом. Теорiя псевдообернених операторiв може бути застосована та-

кож при дослiдженнi операторних рiзницевих рiвнянь та операторних рiзни-

цевих крайових задач, якi представляють окремий iнтерес i дослiджувалися

багатьма авторами. Серед них можна зазначити роботи Городнього М. Ф.,

Чайковського А. В., Слюсарчука В. Ю., Чуєшова I. Д., Баскакова А. Г. та

багатьох iнших. Зважаючи на це, шостий роздiл роботи присвячений дослi-

дженню рiзницевих рiвнянь у просторах Банаха. Шукаються умови iснування

як обмежених на всiй цiлочисельнiй осi, так i перiодичних розв’язкiв таких

рiвнянь.

У пiдроздiлi 6.1 розглядається задача про iснування перiодичних

розв’язкiв операторного рiзницевого рiвняння

xn+1 = λAn+1xn + hn+1, n ≥ 0 (59)

з умовою перiодичностi

x0 = xm, (60)

де An ∈ L(B), An+m = An для кожного n ≥ 0, λ - комплексний параметр,

{hn}∞n=0 - обмежена послiдовнiсть у просторi Банаха B.

Теорема 6.1. Нехай λ ∈ ρNS(I−U(m,λ)) точка стiйкостi праворуч для

рiвняння (59). Тодi:

а) крайова задача (59), (60) має розв’язки тодi й тiльки тодi, коли по-

слiдовнiсть {hn}n∈Z+
, hn ∈ B задовольняє умову

lim
n→∞

∑n
k=1

∑m
i=0 U

k(m,λ)Φ(m, i, λ)hi
n

= 0; (61)
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б) за виконання умови (61), розв’язки крайової задачi (59), (60) мають

вигляд:

xn = U(n, λ)U0(m,λ)c+ U(n, λ)G(n, λ)[hn], (62)

де c – довiльний елемент простору Банаха B, G(n, λ) - узагальнений опера-

тор Грiна крайової задачi (59), (60), який визначається рiвнiстю

G(n, λ)[hn] =
∞∑
k=0

(1− µ)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(m,λ)− U0(λ))l}k+1
m∑
i=0

Φ(m, i, λ)hi−

−U0(λ)
m∑
i=0

Φ(m, i, λ)hi +
n∑
i=0

Φ(n, i, λ)hi.

Тут

Φ(m,n, λ) = λm−nAm+1Am...An+1, m > n

- еволюцiйний оператор задачi (59); Φ(m,m, λ) = I, де I - тотожний оператор,

U(m,λ) = Φ(m, 0, λ).

У пiдроздiлi 6.2 вивчається рiвняння

xn+1 = Anxn + hn, n ∈ Z, (63)

де An : B → B - множина обмежених операторiв, що мають обмеженi обер-

ненi та дiють з простору Банаха B у себе. Припускається, що

A = (An)n∈Z ∈ l∞(Z,L(B)), h = (hn)n∈Z ∈ l∞(Z,B),

тобто

|||A||| = sup
n∈Z
||An|| < +∞, |||h||| = sup

n∈Z
||hn|| < +∞.

Встановлено необхiднi та достатнi умови iснування обмежених розв’язкiв рiв-

няння (63) за умови, коли вiдповiдне однорiдне рiвняння

xn+1 = Anxn, (64)

є експоненцiально-дихотомiчним на пiвосях. Наступна теорема дає умови

розв’язностi рiвняння (63).
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Теорема 6.2. Нехай однорiдне рiвняння (63) є експоненцiально - дихото-

мiчним на пiвосях Z+ та Z− з проекторами P та Q вiдповiдно й оператор

D = P − (E − Q) - узагальнено-оборотний. Тодi для того, щоб iснували

обмеженi на всiй цiлочисельнiй осi розв’язки рiвняння (63) необхiдно i до-

статньо, щоб виконувалась наступна умова

+∞∑
k=−∞

H(k + 1)hk = 0. (65)

Якщо умова (65) виконується, то обмеженi розв’язки мають наступний

вигляд :

xn(c) = U(n)PPN(D)c+ (G[h])(n), (66)

де

G[h](n) = U(n)Z(n),

Z(n) =



∑n−1
k=0 PU

−1(k + 1)hk −
∑+∞

k=n(E − P )U−1(k + 1)hk+

+PD−[
∑+∞

k=0(E − P )U−1(k + 1)hk+

+
∑−1

k=−∞QU
−1(k + 1)hk], n ≥ 0∑n−1

k=−∞QU
−1(k + 1)hk −

∑−1
k=n(E −Q)U−1(k + 1)hk+

+(E −Q)D−[
∑+∞

k=0(E − P )U−1(k + 1)hk+

+
∑−1

k=−∞QU
−1(k + 1)hk], n ≤ 0,

- узагальнений оператор Грiна задачi про обмеженi на Z розв’язки з насту-

пними властивостями:

(G[h])(0 + 0)− (G[h])(0− 0) = −
+∞∑

k=−∞

H(k + 1)hk = 0,

(LG[h])(n) = hn, n ∈ Z,

де

(Lx)(n) := xn+1 − Anxn : l∞(Z, X)→ l∞(Z, X),

H(n+ 1) = PN(D∗)QU
−1(n+ 1) = PN(D∗)(E −P )U−1(n+ 1), D− - узагальнено

- обернений оператор до оператора D, PN(D) та PN(D∗) - проектори, що

проектують B на ядра N(D) та N(D∗) операторiв D та D∗ вiдповiдно.
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У пiдроздiлi 6.3 дослiджуються умови бiфуркацiї розв’язкiв рiвняння

(63).

Розглядається збурене рiзницеве рiвняння вигляду

xn+1 = Anxn + εBnxn + hn, n ∈ Z, (67)

де An : B→ B – множина обмежених операторiв, що мають обмеженi оберне-

нi, та дiють з простору Банаха B у себе; h ∈ l∞(Z,B) – послiдовнiсть векторiв

з B. |||A||| = supn∈Z ‖An‖ < +∞, |||h||| = supn∈Z ‖hn‖ < +∞; Bn – послiдов-

нiсть обмежених операторiв, що задовольняє такi ж умови, як i послiдовнiсть

An; ε - малий параметр.

Задача про вiдшукання розв’язку рiвняння (67), обмеженого на всiй цiло-

чисельнiй осi, може бути розв’язана з допомогою оператора

B0 :=
+∞∑

k=−∞

H(k + 1)BkU(k)PPN(D).

Теорема 6.6. Нехай однорiдне рiвняння (64) є експоненцiально-

дихотомiчним на пiвосях Z+ та Z− з проекторами P та Q вiдповiдно й

обмежений оператор D = P − (E − Q) має узагальнено-обернений опера-

тор. Припустимо, що виконуються умови:

1) B0 - узагальнено-оборотний оператор (B0 ∈ GI(B));

2) PN(B∗0)PN(D∗)Q = 0.

Тодi, якщо рiвняння (63) не має, обмежених на всiй цiлочисельнiй осi,

розв’язкiв для послiдовностi h ∈ l∞(Z,B), то рiвняння (67) має принаймнi

один обмежений розв’язок у виглядi ряду:

xn(ε) =
+∞∑
i=−1

εix(i)
n , (68)

абсолютно збiжного для достатньо малого фiксованого ε ∈ (0, ε∗]. Теорiя

псевдообернених матриць та операторiв може бути також застосована при

дослiдженнi диференцiальних рiвнянь з виродженою матрицею при похiднiй.

Теорiя таких задач почала будуватися приблизно 40 рокiв тому й активно
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розвивається й досi.Cьомий роздiл присвячений дослiдженню матричних

та операторних диференцiальних рiвнянь не розв’язаних вiдносно похiдної.

У пiдроздiлi 7.1 вивчається система

Λ1x(t) := A(t)ẋ(t) +B(t)x(t) = f(t), t ∈ T = [α, β], (69)

де A(t), B(t)− (m× n)-матрицi, x(t), f(t)− шукана й задана вектор-функцiї

вiдповiдно, ż(t) := dz(t)/dt, rank A(t) < min{m,n}, ∀t ∈ T. Ця система

може бути дослiдженою з допомогою узагальненої канонiчної форми. Розгля-

дається бiфуркацiя розв’язкiв задачi (69):

A(t)ẋ(t) +B(t)x(t) = f(t) + εV1(t)x(t), (70)

x(α) = b+ εl1x(.). (71)

Основний результат отримується з допомогою матрицi

B0 = PX∗νp(α)(l1Xν(·)PXνr(α) −
l−1∑
j=0

Cj(t)(
d

dt
)j(V1(t)Xν(t))|t=α),

де Xν(t) - розв’язок однорiдної системи.

Теорема 7.2. Крайова задача (70), (71) за виконання умови:

rank B0 = p,

має ρ-параметричну множину лiнiйно незалежних розв’язкiв у виглядi ря-

ду:

x(t, cρ) =
+∞∑
i=−1

εi[xi(t, ci) +X i(t)Pρcρ] cρ ∈ Rρ,

коефiцiєнти xi(t, ci), ci, X i(t) якого знаходяться iтерацiйно.

У пiдроздiлi 7.2 дослiджується нелiнiйна система вигляду

L1x := A(t)ẋ(t, ε) +B(t)x(t, ε) = f(t) + εZ(x(t, ε), t, ε), t ∈ T = [α, β], (72)

з крайовою умовою

Kx(·, ε) = α + εJ(x(·, ε), ε), (73)
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де A(t), B(t) – (m × n) – матрицi, x(t, ε), f(t) – шукана та задана вектор-

функцiї вiдповiдно; K - лiнiйний (p× n) вектор-функцiонал, α – p -вимiрний

вектор, Z(x(t, ε), t, ε), J(x(t, ε), ε) - нелiнiйнi вектор-функцiї, неперервнi за

сукупнiстю змiнних, вiдповiдного розмiру. Замiною змiнних x(t) = Q(t)z(t) з

вiдповiдною матрицею Q(t) ця система зводиться до канонiчного вигляду й

для неї отримано необхiднi та достатнi умови розв’язностi.

Теорема 7.3. (Необхiдна умова). Нехай крайова задача має розв’язок

z(t, ε), що перетворюється у породжуючий розв’язок z0(t, cr) з фiксованим

вектором сталих cr = c0
r, коли ε = 0. Тодi вектор сталих c0

r повинен задо-

вольняти матричне рiвняння

F (cr) = PB∗d(J(Q(·)z0(·, cr), 0)−KQ(·)z([Z(Q(·)z0(·, cr), ·, 0)])(·)) = 0. (74)

для породжуючих векторних констант.

Достатня умова отримується з допомогою матрицi

B0 = PB∗d{lQ(·)Xr(·)−KQ(·)z([P (·)A1(·)Q(·)Xr(·)])(·)},

тут z - частинний розв’язок лiнiйної неоднорiдної системи, матриця l =

J1(v, ε)|v=Q(t)z0(t,cr),ε=0 - похiдна Фреше у точцi v = Q(t)z0(t, cr), ε = 0.

Теорема 7.4. (Достатня умова). Нехай матриця B0 задовольняє умову:

(i) PB∗0PB∗d = 0.

Тодi, для довiльного вектора c = c0
r ∈ Rr, що задовольняє матричне рiв-

няння для породжуючих векторних констант (74), iснує принаймнi один

розв’язок крайової задачi (72), (73). Цей розв’язок можна знайти з допомо-

гою iтерацiйного процесу

yk+1(t, ε) = εXν(t)B
+{J(Q(·)z0(·, c0

r), 0) + lQ(·)yk(·, ε) + R1(Q(·)yk(·, ε), ε)}+

ε(G[P (·)Z(Q(·)z0(·, c0
r), ·, 0)+P (·)A1(·)Q(·)yk(·, ε)+P (·)R(Q(·)yk(·, ε), ·, ε)])(t),

ckr = B+
0 PB∗d{KQ(·)(z[P (·)R(Q(·)yk(·, ε), ·, ε) + P (·)A1(·)Q(·)yk(·, ε)])(·)−

−(lQ(·)yk(·, ε) + R1(Q(·)yk(·, ε), ε))},
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yk+1(t, ε) = Xr(t)c
k
r + yk(t, ε),

xk(t, ε) = Q(t)z0(t, c
0
r)+Q(t)yk(t, ε), k = 0, 1, 2, ...; y0(t, ε) = y0(t, ε) = 0, c0

r = 0;

x(t, ε) = lim
k→∞

xk(t, ε).

Останнiй пiдроздiл присвячений дослiдженню рiвняння з чистим за-

пiзненням (типу Соболєва-Гальпєрна). Вводиться поняття операторного екс-

поненцiалу з запiзненням для представлення його розв’язкiв. Дослiджується

керованiсть таким рiвнянням. Це рiвняння з запiзненням типу:

A1
dy(t)

dt
+ A2y(t− τ) = 0, t ∈ (0; +∞); (75)

y(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ ; 0], (76)

де Aj : H → H - лiнiйнi необмеженi оператори, якi дiють у оснащеному про-

сторi Гiльберта H, Vj ⊂ H ⊂ V
′

j , з областями визначення D(Aj) = Vj, щiльно

й неперервно вкладеними у простiр Гiльберта H. Простiр V = V1 ∩ V2 також

припускається щiльним у просторi Vj, а тому й у просторi H. Оператори Aj

самоспряженi Aj = A∗j ∈ L(V ;V
′
), а оператор A1 додатково припускається

додатньо-визначеним ((A1v, v) ≥ α1||v||21, α1 > 0).

За аналогiєю iз запiзнюючим експоненцiалом, введеним в роботах Хусаiно-

ва Д.Я. теореми про представлення розв’язкiв операторно-диференцiального

рiвняння (76) можуть бути отриманими з використанням введеного у роботi

операторного запiзнюючого експоненцiалу вигляду

e
−λ2λ1 t
τ =



Θ,−∞ < t < −τ,

I, −τ ≤ t < 0,

I − 1
1!
λ2
λ1
tI, 0 ≤ t < τ,

...

I − 1
1!
λ2
λ1
tI + 1

2!(
λ2
λ1

)2(t− τ)2I + ...+ (−1)k

k! (λ2λ1 )
k(t− (k − 1)τ)kI,

(k − 1)τ ≤ t < kτ,
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Тут I - тотожний оператор. Теореми про представлення розв’язкiв мають

вигляд.

Теорема 7.5. Нехай функцiя ϕ(t) така, що ϕ(t) = ϕ ∈ V2,∫ +∞

α1

∫ +∞

−∞
|λ2|2||e

−λ2λ1 t
τ Uϕ||2H(λ1,λ2)dµ(λ1, λ2) <∞.

Тодi розв’язок задачi (75), (76) може бути представлений у виглядi

y(t) = U−1e
−λ2λ1 t
τ Uϕ.

Розглянемо тепер випадок, коли ϕ(t) ∈ C1([−τ ; 0];V ). У цьому випадку

справедливий наступний результат.

Теорема 7.6. Нехай ϕ(t) ∈ C1([−τ ; 0];V ),∫ +∞

α1

∫ +∞

−∞
|λ2|2||e

−λ2λ1 t
τ Uϕ(−τ) +

∫ 0

−τ
e
−λ2λ1 (t−τ−s)
τ U

d

ds
ϕ(s)ds||2H(λ)dµ(λ) <∞.

Тодi розв’язок задачi (75), (76) може бути представлений у виглядi

y(t) = U−1e
−λ2λ1 t
τ Uϕ(−τ) +

∫ 0

−τ
U−1e

−λ2λ1 (t−τ−s)
τ U

d

dt
ϕ(s)ds.

Тут ŷ(t, λ) = ŷ(t, λ1, λ2) = (Uy(t))(λ), а U - iзометрiя; e
−λ2λ1 t
τ – операторний

запiзнюючий експоненцiал. У випадку, коли H - сепарабельний гiльбертiв

простiр, у дисертацiї розглядається задача керованостi рiвняння

A1
dy(t)

dt
+ A2y(t− τ) = Bu(t), (77)

y(t) = ϕ, t ∈ [−τ ; 0), (78)

де оператор B ∈ L(H). Необхiдно пiдiбрати керування u(t) таким чином, щоб

розв’язок y(t) у заданий момент часу t1 приймав задане значення y∗. Керува-

ння u(t) будемо шукати з простору L2([−τ ; 0], H). Основними результатами

є наступнi теореми.

Теорема 7.7. Для керованостi рiвняння (77) з B = I, u(t) ∈
L2([−τ ; 0], H) та ĉ(s) 6= 0 на [−τ ; 0], необхiдно та достатньо виконання
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умови
∞∑
k=0

((y∗, ek)− (U−1e
−λ2λ1 t
τ Uϕ, ek))

2 <∞.

Тут ek - ортонормований базис в H, а ĉ(s) = Uc(s), де c(s) многочлен, що

визначається з допомогою оператора e−
λ2
λ1 (t1−τ−s)

τ .

Теорема 7.8. Для керованостi рiвняння (77) з компактним оператором

B 6= 0 й ĉ(s) 6= 0 на [−τ ; 0], необхiдно й достатньо виконання умови

∞∑
k=0

1

µ2
k

((y∗, ek)− (U−1e
−λ2λ1 t
τ Uϕ, ek))

2 <∞.

Восьмий роздiл присвячений дослiдженню крайових задач для рiв-

няння Ляпунова та Рiккатi. Розглядаєтья крайова задача для операторно-

диференцiального рiвняння Ляпунова

Ż(t) = AZ(t) + Z(t)B + Φ(t), t ∈ [a; b] (79)

lZ(·) = α, (80)

в просторах Гiльберта H1 та H2. Оператори A,B ∈ L(H1), оператор-функцiя

Φ(t) ∈ C([a; b];L(H1)); l : C1([a; b];L(H1)) → H2 - лiнiйний та обмежений

оператор, α - елемент простору H2. З допомогою оператора

LM := lK ·a[M ] : L(H1)→ H2

та оператор-фукцiї Kt
τ [Φ] := eA(t−τ)Φ(τ)eB(t−τ) отримано наступний резуль-

тат.

Теорема 8.1. Нехай задана крайова задача (79), (80). Тодi:

а) сильнi узагальненi розв’язки iснують тодi i тiльки тодi, коли

PN(L
∗
)[α− l

∫ ·
a

K ·τ [Φ]dτ ] = 0; (81)

якщо α− l
∫ ·
aK

·
τ [Φ]dτ ∈ R(L), то розв’язки будуть класичними;
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в) за виконання умови (81) множина сильних узагальнених розв’язкiв

буде мати вигляд:

Z(t) = Kt
a[PN(L)C] + (G[Φ, α])(t), C ∈ L(H1), (82)

де (G[Φ, α])(t) - узагальнений оператор Грiна вигляду

(G[Φ, α])(t) = Kt
a[L

+
α]−Kt

a[L
+
l

∫ ·
a

K ·τ [Φ]dτ ] +

∫ t

a

Kt
τ [Φ(τ)]dτ ;

c) узагальненi квазiрозв’язки iснують тодi i тiльки тодi, коли

PN(L
∗
)[α− l

∫ ·
a

K ·τ [Φ]dτ ] 6= 0; (83)

d) за виконання умови (83) множина узагальнених квазiрозв’язкiв буде

мати вигляд:

Z(t) = Kt
a[PN(L)C] + (G[Φ, α])(t), C ∈ L(H1). (84)

У наступнiй частинi дослiджується крайова задача для операторно -

диференцiального рiвняння Рiккатi вигляду

Ż(t, ε) = A(t)Z(t, ε)− Z(t, ε)B(t) + Φ(t) + εZ(t, ε)Ψ(t)Z(t, ε), (85)

lZ(·, ε) = α, (86)

де Z = Z(t, ε) невiдома оператор-функцiя A(t), B(t),Φ(t),Ψ(t) ∈ L(H1) для

довiльного t ∈ [a; b], l : C1([a; b];L(H1)) → H2. Шукаємо такий розв’язок

Z(t, ε) крайової задачi (85), (86), який при ε = 0 перетворюється в один iз

розв’язкiв Z0(t) породжуючої крайової задачi

dZ0(t)

dt
= A(t)Z0(t)− Z0(t)B(t) + Φ(t), (87)

lZ0(·) = α. (88)

Теорема 8.3. (Необхiдна умова). Нехай крайова задача (85), (86) має

розв’язок Z(t, ε), який при ε = 0 перетворюється в один iз розв’язкiв
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Z0(t, C0) породжуючої крайової задачi (8.25), (8.26) з оператором C = C0.

Тодi оператор C0 задовольняє наступне операторне рiвняння для породжу-

ючих операторiв

F (C) = PN(Q∗)`

∫ ·
0

K ·τ [(K
τ
0 [PN(Q)C]+

+(G[Φ, α])(τ))Ψ(τ)(Kτ
0 [PN(Q)C] + (G[Φ, α])(τ))]dτ = 0. (89)
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

Попереднi вiдомостi

Наведено вiдомi означення та твердження з функцiонального аналiзу, то-

пологiї, теорiї топологiчних векторних просторiв та операторiв, якi будуть

використовуватися в подальшому. Матерiал, представлений в цiй частинi є

довiдковим. Теореми викладено без доведень, з посиланнями на джерела, де

можна бiльш детально та глибоко ознайомитися з ними.

1.1. Топологiчнi та векторнi простори

Означення 1.1. [215]. Векторний (лiнiйний) простiр E над полем Φ дiй-

сних (комплексних) чисел – це множина з операцiями додавання та мно-

ження на скаляри (x, y ∈ E → x + y ∈ E ; x ∈ E, λ ∈ Φ → λx ∈ E) з

наступними властивостями :

1)x+ y = y + x;

2)x+ (y + z) = (x+ y) + z;

3)∃θ : x+ θ = θ + x = x;

4)∀x ∃ − x : x+ (−x) = θ;

5)(λµ)x = λ(µx);

6)(λ+ µ)x = λx+ µx;

7)λ(x+ y) = λx+ λy;

8)1 · x = x.

Лiнiйнi операцiї над елементами простору E розповсюджуються на його

пiдмножини таким чином:

для довiльних x ∈ E та A ⊂ E

x+ A = {x+ y : y ∈ A};

для довiльних A ⊂ E та B ⊂ E

A+B = {x+ y : x ∈ A, y ∈ B};
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для довiльних λ ∈ Φ та A ⊂ E

λA = {λx : x ∈ A}.

Аналогiчним чином, для довiльної множини A пiдмножин з E

x+ A = {x+ A : A ∈ A}.

Множина A+A взагалi вiдрiзняється вiд множини 2A, але завжди має мiсце

включення 2A ⊂ A+ A.

Пiдмножина M з E називається векторним пiдпростором простору E,

якщо x + y ∈ M та λx ∈ M для всiх x, y ∈ M та λ ∈ Φ (тобто, якщо

M +M ⊂M та λM ⊂M для всiх λ ∈ Φ).

Означення 1.2. Пiдмножина A векторного простору E називається опу-

клою, якщо λx+ µy ∈ A для довiльних x, y ∈ A та всiх λ ≥ 0, µ ≥ 0 таких,

що λ+ µ = 1.

Означення 1.3. Пiдмножина A векторного простору E називається врiв-

новаженою, якщо λx ∈ A для довiльних x ∈ A та всiх λ таких, що |λ| ≤ 1.

Означення 1.4. Пiдмножина A векторного простору E називається

абсолютно-опуклою, якщо вона одночасно опукла та врiвноважена.

Слiд зауважити, що попереднє означення рiвносильне наступнiй вимозi

[215, c.15] : λx+ µy ∈ A для всiх x, y ∈ A, та λ, µ таких, що |λ|+ |µ| ≤ 1.

Означення 1.5. Пiдмножина A векторного простору E називається по-

глинаючою, якщо для кожного x ∈ E iснує таке λ > 0, що x ∈ µA, де µ:

|µ| ≥ λ.

Топологiчний простiр - це множина надiлена структурою вiдкритих мно-

жин, яка дає можливiсть розглядати збiжнiсть та неперервнiсть.

Означення 1.6. Топологiчний простiр - це множина S з видiленною роди-

ною пiдмножин T ⊂ 2S, якi називаються вiдкритими множинами й задо-

вольняють наступним властивостям :

(i) T замкнена вiдносно скiнченних перетинiв, тобто якщо A,B ∈ T, то

A
⋂
B ∈ T;
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(ii) T замкнена вiдносно довiльних об’єднань, тобто якщо Aα ∈ T для

всiх α з деякої множини iндексiв I, то
⋃
α∈I Aα ∈ T;

(iii) ∅, S ∈ T.

T називається топологiєю в S.

Означення 1.7. Множина B ⊂ T називається базою топологiї T, якщо

довiльна T ⊂ T має вигляд T =
⋃
αBα для деякої сiм’ї {Bα} ⊂ B.

Нехай x – точка топологiчного простору S. Mножина N називається око-

лом точки x, якщо iснує вiдкрита множина U така, що x ∈ U ⊂ N .

Множину N пiдмножин топологiчного простору S називають базою околiв

точки x, якщо кожна з N ∈ N є околом точки x й для довiльного околу M

точки x iснує така множина N ∈ N, що N ⊂ M . Поширеною є також назва

фундаментальна система околiв.

Означення 1.8. Нехай < S,T > та < T,U > – два топологiчних просто-

ри. Функцiя f : S → T називається неперервною, якщо f−1[A] ∈ T для

кожної A ∈ U, тобто прообраз довiльної вiдкритої множини є вiдкритою

множиною.

Функцiя f називається вiдкритою, якщо f [B] вiдкрита для кожної B ∈

T. Якщо f вiдкрита й неперервна, вона називається взаємно неперервною.

Взаємно неперервна бiєкцiя називається гомеоморфiзмом.

Гомеоморфiзми – це iзоморфiзми топологiчних просторiв.

Означення 1.9. Нехай < S,T > – топологiчний простiр та нехай A ⊂ S.

Iндукована (вiдносна) топологiя на A визначається сiм’єю множин TA =

{O
⋂
A|O ∈ T}. Пiдмножина B ⊂ A називається вiдкритою в iндукованiй

топологiї, якщо B ∈ TA.

Топологiчний простiр називається вiддiльним або гаусдорфовим, якщо до-

вiльнi двi його рiзнi точки мають неперетиннi околи. Важливий клас топо-

логiчних просторiв утворюють метричнi простори. За базу топологiї в ньому

можна обрати сiм’ю його куль.

Нехай E – векторний простiр над полем Φ дiйсних або комплексних чисел.

Кажуть, що топологiя T в E узгоджується з алгебраїчною структурою, якщо
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алгебраїчнi операцiї в E неперервнi, тобто x+y є неперервною функцiєю пари

змiнних x, y та λx – неперервна функцiя пари змiнних λ, x. Топологiчний ве-

кторний простiр над Φ – це векторний простiр над Φ, надiлений топологiєю,

що узгоджується з його алгебраїчною структурою.

У кожному топологiчному векторному просторi iснує базис врiвноважених

околiв. У найбiльш важливих топологiчних векторних просторах iснує також

базис опуклих околiв. Такi простори називають локально-опуклими.

Означення 1.10. Невiд’ємна (скiнченна) дiйснозначна функцiя p, визначена

на E, називається напiвнормою, якщо вона задовольняє властивостям:

1) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) (напiвадитивнiсть);

2) p(λx) = |λ|x;
для всiх x, y ∈ E та λ ∈ Φ.

Кожнiй абсолютно опуклiй та поглинаючiй множинi M векторного про-

стору E можна спiвставити функцiонал

pM(x) = inf
α>0,α−1x∈M

α,

який називається функцiоналом Мiнковського, причому вiн буде утворювати

деяку напiвнорму в E [121]. I навпаки, для довiльної напiвнорми p на E

множини {x : p(x) < α} та {x : p(x) ≤ α} для довiльного α > 0 абсолютно

опуклi та поглинаючi. Виявляється, що ця двоїстiсть мiж напiвнормами та

абсолютно опуклими поглинаючими множинами дає можливiсть по-iншому

визначити поняття локально-опкулого простору.

Теорема 1.1. [215, c.30]. Нехай на векторному просторi E задана довiльна

сiм’я напiвнорм Q. Тодi в E iснує найслабша, узгоджена з алгебраїчною

структурою, топологiя, в якiй кожна напiвнорма з Q неперервна. У цiй

топологiї E є локально опуклим простором з базисом замкнених околiв,

утвореним можливими множинами вигляду

{x : sup
1≤i≤n

pi(x) ≤ ε} (ε > 0, pi ∈ Q).
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Локально - опуклий простiр E буде вiддiльним тодi й тiльки тодi, коли

система напiвнорм Q, що задає його топологiю задовольняє наступнiй аксiомi

вiддiльностi: для кожного x 6= 0 iснує напiвнорма p ∈ Q така, що p(x) 6= 0

[121], [215, c.30]. У лiтературi часто локально-опуклим простором називають

вiддiльний локально-опуклий простiр.

Якщо p – норма на E, то простiр E, топологiя якого визначається цiєю

нормою, буде нормованим, а тому й метричним. Наступна теорема дає хара-

ктеризацiю метричних локально-опуклих просторiв.

Теорема 1.2. [213, c.150]. Нехай E – вiддiльний локально-опуклий тополо-

гiчний простiр. Наступнi умови рiвносильнi:

а) E метризований;

б) нуль має злiченний базис околiв;

в) топологiя на E породжується деякою злiченною сiм’єю напiвнорм.

Повний метризований локально-опуклий простiр називається простором

Фреше. Повний нормований простiр називається простором Банаха (банахо-

вим).

Нехай E – векторний простiр над полем Φ й M – його векторний пiд-

простiр. Тодi вiдношення x − y ∈ M є вiдношенням еквiвалентностi у E

та множина E/M всiх класiв еквiвалентностi X, Y, ... може бути зробленою

векторним простором над Φ, який називається факторпростором E за вiд-

ношеннямM (якщо X, Y ∈ E/M , то X+Y ∈ E/M та λX ∈ E/M при λ 6= 0;

залишається покласти 0 ·X = M) [215, c.115]. Класом еквiвалентностi k(x),

якому належить елемент x ∈ E є x + M й k – лiнiйне вiдображення; воно

називається канонiчним вiдображенням E на E/M .

Якщо E – локально-опуклий простiр й U – базис абсолютно опуклих око-

лiв, то множина k(U)(U ∈ U) утворює базис околiв топологiї в E/M , яка

називається фактортопологiєю; E/M надiлений цiєю топологiєю, є локально-

опуклим простором. Так як U ⊂ k−1(k(U)) для кожного U ∈ U, то k непе-
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рервне; при цьому фактортопологiя – найсильнiша з топологiй в E/M , за

якої k неперервне.

Наведемо властивостi факторизованого локально-опуклого простору у ви-

глядi теорем з [215].

Теорема 1.3. [215, c.116]. Факторпростiр E/M , надiлений фактортополо-

гiєю, вiддiльний тодi й тiльки тодi, коли M – замкнений векторний пiд-

простiр простору E.

Теорема 1.4. [215, c.117]. Довiльне лiнiйне вiдображення t локально опукло-

го простору E у локально опуклий простiр F розкладається у композицiю

t = u ◦ k, де u – взаємно однозначне лiнiйне вiдображення E/t−1(0) в F , k –

канонiчне вiдображення E на E/t−1(0); t – неперервне тодi й тiльки тодi,

коли неперервне u.

У загальному випадку факторпростiр повного простору по його замкне-

ному векторному пiдпростору не обов’язково буде повним. Простiр Фреше

має у цьому вiдношеннi перевагу. А саме: виконується наступне твердження.

Теорема 1.5. [215, c.175]. Факторпростiр простору Фреше за замкненим

векторним пiдпростором є простором Фреше.

Нехай E – локально-опуклий простiр, M та N – векторнi пiдпростори

простору E, якi перетинаються лише у нулi. Прямою (алгебраїчною) сумою

просторiвM таN називається множина всiх векторiв x1+x2, x1 ∈M,x2 ∈ N ,

якщо вони породжують весь простiр E (це означає виконання умовM +N =

E,M ∩ N = ∅). Позначається: E = M+̇N . Якщо, крiм того, M та N є за-

мкненими пiдпросторами (надiленими вiдповiдною iндукованою топологiєю),

то кажуть про розклад у пряму (топологiчну) суму замкнених пiдпросторiв та

пишуть E = M⊕N . У цьому випадку пiдпростiрM називають топологiчним

прямим доповненням пiдпростору N у E. Пiдпростiр, для якого iснує тополо-

гiчне пряме доповнення, називається топологiчно доповнювальним. На жаль

пряма сума двох пiдпросторiв може не бути пiдпростором (тобто може бути

незамкненою). Далi ми наведемо твердження стосовно доповнювальностi та

розкладу у топологiчнi суми пiдпросторiв вихiдного простору.
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Теорема 1.6. [97, c.45,46]. Нехай B – банахiв простiр й B1 та B2 два його

пiдпростори, якi перетинаються лише у нулi. Для того, щоб пряма сума

B1⊕B2 була пiдпростором, необхiдно та достатньо, щоб iснувала констан-

та k ≥ 0, така, що:

||x1 + x2|| ≥ k(||x1||+ ||x2||), x1 ∈ B1, x2 ∈ B2.

Якщо B = H – простiр Гiльберта, то довiльний його пiдпростiр має пря-

ме доповнення, в якостi якого можна обрати ортогональне доповнення до

пiдпростору.

Теорема 1.7. [9]. 1. Якщо B1 – n-вимiрний пiдпростiр простору Банаха B,

то для B1 iснує замкнене доповнення, яке може бути заданим з допомогою

n лiнiйно незалежних функцiоналiв.

2. Якщо B2 – замкнений пiдпростiр у просторi Банаха B, заданий скiн-

ченним набором з n лiнiйно незалежних функцiоналiв

B2 = {x : fi(x) = 0, i = 1, ..., n},

то для B2 iснує доповнення розмiрностi n.

Проблема доповнювальностi банахових пiдпросторiв пов’язана з вiдомою

проблемою Банаха (див. наприклад оглядову статтю Попова М.М. в [208]).

Один з найперших прикладiв недоповнювального пiдпростору був побудо-

ваний Р.Фiлiпсом. Вiдомо [260, c.183], що простори c0 (збiжних до нуля послi-

довностей) та l∞ (обмежених послiдовностей) є банаховими вiдносно норми

||ξ||∞ := sup{|ξk||k ∈ N} (ξ = (ξ1, ξ2, ...)), причому c0 – замкнений пiдпростiр

простору l∞ корозмiрностi 1. Фiлiпсом було доведено, що пiдпростiр c0 в l∞

недоповнювальний. Насправдi справедлива така теорема.

Теорема 1.8. (Лiнденштраус, Цафрiрi). ([260, c.185], [392]). Наступнi вла-

стивостi банахового простору E еквiвалентнi:

(i) будь - який пiдпростiр у E має топологiчне пряме доповнення;

(ii) простiр E топологiчно iзоморфний деякому гiльбертовому простору.
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Для локально-опуклих просторiв справедливi наступнi теореми вiдносно

розкладу простору у топологiчнi прямi суми пiдпросторiв.

Теорема 1.9. [215, c.141]. Нехай локально опуклий простiр E є алгебра-

їчною прямою сумою власних векторних пiдпросторiв M та N , p та q –

проекцiї E на M та N , а h та k – канонiчнi вiдображення E на E/M та

E/N . Тодi наступнi твердження рiвносильнi:

1) E є топологiчною сумою пiдпросторiв M та N ;

2) p – неперервне;

3) q – неперервне;

4) h – iзоморфiзм N на E/M ;

5) k – iзоморфiзм M на E/N .

Теорема 1.10. [215, c.143]. Векторний пiдпростiр M локально-опуклого

простору E є доповнювальним тодi й тiльки тодi, коли iснує неперервний

лiнiйний проектор p простору E у себе такий, що p(E) = M й p2 = p.

Наприкiнцi цiєї частини не можна не вiдзначити, що простiр Фреше має

i у вiдношеннi доповнювальностi переваги над iншими локально-опуклими

просторами. Справедливе наступне твердження.

Теорема 1.11. [215]. Якщо простiр Фреше є алгебраїчною прямою сумою

двох власних векторних пiдпросторiв, то вiн є їх топологiчною сумою.

1.2. Узагальнено-оберненi та псевдооберненi оператори

У цiй частинi мова буде йти всюди тiльки про лiнiйнi перетворення та

оператори.

Нехай V та W - векторнi простори над довiльним полем, L(V,W ) - мно-

жина всiх лiнiйних перетворень, що дiють з простору V у простiр W . Для

лiнiйного перетворення A ∈ L(V,W ) через R(A) й N(A) позначатимемо вiд-

повiдно образ та ядро A.

Означення 1.11. [345]. Нехай A ∈ L(V,W ). Лiнiйне перетворення B ∈
L(W,V ) називається напiвоберненим для A, якщо ABA = A.
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Означення 1.12. Нехай A ∈ L(V,W ). Лiнiйне перетворення B ∈ L(W,V )

називається рефлексивно напiвоберненим для A, якщо ABA = A й одноча-

сно BAB = B.

Означення 1.13. Нехай A ∈ L(V,W ), H - пiдпростiр V такий, що V =

H ⊕ N(A) й нехай J пiдпростiр W такий, що W = R(A) ⊕ J . Тодi пара

(H, J) називається A-допустимою парою.

Наявнiсть таких пар для будь-якого лiнiйного перетворення над вектор-

ними просторами випливає з того факту, що будь-який пiдпростiр векторного

простору має алгебраїчне доповнення [345].

Означення 1.14. Нехай A ∈ L(V,W ) й (H, J) - A-допустима пара. Тодi

вiдображення

A+
H,J : W → V,

A+
H,Jy = A−1

H y1, y = y1 + y2, y1 ∈ R(A), y2 ∈ J

називається (H, J) - псевдооберненим до A.

У цьому означеннi вiдображення AH : H→ R(A) дiє за наступним прави-

лом AHx = Ax, x ∈ H. Згiдно теореми 12 [345] це вiдображення має лiнiйне

обернене A−1
H .

Будь-яке псевдообернене вiдображення є також й рефлексивно напiвобер-

неним. Для будь-якого лiнiйного вiдображення над векторними просторами

iснує псевдообернене.

Узагальнення цих результатiв на випадок просторiв з додатковою геоме-

тричною структурою не завжди можливо й потребує додаткових вимог.

Наприклад, у гiльбертовому просторi для того, щоб множина значень лi-

нiйного оператора була пiдпростором, вона повинна бути замкненою. У та-

кому випадку iснує ортогональне доповнення до цього пiдпростору [213]. У

банаховому просторi навiть умова замкненостi пiдпростору виявляється не

достатньою для iснування топологiчного доповнення до всьго простору (про

це йшла мова у попереднiй частинi).
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Оскiльки замкненiсть множини значень є суттєвою умовою, то серед кла-

су операторiв, що дiють з одного банахового простору в iнший видiляють

нормально-розв’язнi. Iснує декiлька еквiвалентних означень цього класу опе-

раторiв [140], [251], [314, c.33].

Означення 1.15. Щiльно визначений оператор L, що дiє з одного банахово-

го простору B1 в iнший B2 називається нормально розв’язним, якщо його

множина значень замкнена R(L) = R(L).

Надалi L(B1, B2) позначатимемо простiр лiнiйних неперервних операто-

рiв, що дiють з одного простору Банаха в iнший.

Для множини M у банаховому просторi B та множини N у його спряже-

ному просторi B∗ видiляють наступнi поняття ортогональностi [140]:

M⊥ = {f ∈ B∗ :< x, f >= 0,∀x ∈M};

⊥N = {x ∈ B :< x, f >= 0,∀f ∈ N}.

Для рiвнянь вигляду Lx = y з нормально-розв’язним оператором iснують

необхiднi й достатнi умови розв’язностi.

Справедлива наступна теорема [97], [132], [314, c.34]:

Теорема 1.12. Для того, щоб замкнений щiльно визначений оператор

L ∈ L(B1, B2), у якого R(L) 6= B2, був нормально розв’язним, необхiдно

й достатньо, щоб виконувалась одна з наступних умов:

а) ⊥N(L∗) = R(L);

б) рiвняння Lx = y розв’язне лише для тих y ∈ B2, що задовольняють

умову

φ(y) = 0,

де φ - будь-який розв’язок однорiдного спряженого рiвняння

L∗φ = 0.

Але ця теорема дає тiльки умови розв’язностi. Загальний розв’язок таких

рiвнянь можна визначити не завжди .
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У випадку банахового простору оператор L ∈ L(B1, B2) називається уза-

гальнено оборотним, якщо iснує операторX ∈ L(B2, B1) такий, що LXL = L

[97]. Зауважимо, що у випадку лiнiйних векторних просторiв такий оператор

мав назву напiвоберненого. Оператор X називається узагальнено-оберненим

до оператора L й позначається L−. Зауважимо, що з множини узагальнено-

оборотних до L операторiв можна видiлити такий Y , що буде виконуватися

додаткова умова Y LY = Y . Якщо оператор має узагальнено-обернений, тодi

можна побудувати загальний розв’язок операторного рiвняння Lx = y. При

певних додаткових умовах нормально розв’язний оператор є узагальнено-

оборотним. А саме, справедливий наступний критерiй:

Теорема 1.13. [97], [132], [314, c.39]. Для того щоб оператор L ∈ L(B1, B2)

був узагальнено оборотним, необхiдно й достатньо, щоб:

1. L був нормально розв’язним оператором;

2. Пiдпростiр N(L) мав пряме доповнення в B1;

3. Пiдпростiр R(L) мав пряме доповнення в B2.

Звичайно, що у гiльбертовому просторi нормальна розв’язнiсть еквiва-

лентна узагальненiй оборотностi. Будь-який скiнченновимiрний оператор є

узагальнено-оборотним (1 - 3 виконуються).

Якщо оператор L ∈ L(H1, H2) дiє з простору Гiльберта H1 у простiр Гiль-

берта H2, то з множини узагальнено-обернених операторiв L− ∈ L(H2, H1)

можна обрати єдиний, що задовольняє властивостям:

1.LL−L = L; 2.L−LL− = L−;

3.(LL−)∗ = LL−; 4.(L−L)∗ = L−L.

Такий оператор називають узагальнено-оберненим оператором за Муром-

Пенроузом [426] й позначають L+. Цей оператор має додатковi екстремальнi

властивостi на вiдмiну вiд звичайного узагальнено-оберненого [77], [97], [314],

[445], [76]. Насправдi, для iснування L+ достатньо виконання лише властиво-

стей 1 та 3. Надалi будемо писати, що L ∈ PI(H1,H2), якщо оператор L має
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псевдообернений за Муром-Пенроузом оператор, PI(H1,H2) - множина всiх

таких операторiв.

Серед нормально-розв’язних операторiв видiляють декiлька класiв опера-

торiв, якi представяють окремий iнтерес [140].

Нехай n = n(L) = dimN(L), d = d(L) = dimN(L∗). Iндекс оператора

визначається, як indL = n(L)− d(L) ([314], [140] тощо).

Згiдно з класифiкацiєю Крейна С.Г. [140] нормально розв’язний замкне-

ний оператор, у якого n(L) або d(L) скiнчене називається n−нормальним або

d−нормальним оператором вiдповiдно.

У випадку, коли обидва числа n(L) та d(L) є скiнченими, оператор L на-

зивається нетеровим. Якщо ж додатково оператор L є оператором нульового

iндексу, то вiн називається фредгольмовим.

Слiд зауважити, що в iноземнiй лiтературi останнi два типи операторiв

часто не розрiзняють i називають їх або фредгольмовими, або F− операто-

рами.

Для фредгольмових операторiв справедлива вiдома лема Шмiдта [63], та

її розвинення - теорема Нiкольського [184], про загальне представлення обме-

женого фредгольмового оператора у виглядi суми неперервно - оборотного й

скiнченновимiрного [314]. Узагальнення цього критерiю на необмеженi опе-

ратори та просте доведення теореми Нiкольського можна знайти у роботах

Рамма [446] (див. також бiблiографiю до статтi).

Така характеризацiя Нiкольського справедлива лише для фредгольмових

операторiв i не має мiсця для нетерових операторiв.

Для нетерових операторiв виконується характеризацiя Аткiнсона [17] про

те, що будь-який нетерiв оператор може бути представлений у виглядi суми

односторонньо оберненого й скiнченновимiрного.

Вказанi вище теореми про представлення дають можливiсть отримати

конструкцiю узагальнено - оберненого до нетерового оператора з допомогою
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спецiальних скiнченновимiрних операторiв, що додаються до вихiдного нете-

рового [314].

Це оператори проектування на ядро та образ нетерового оператора. Те-

орiя узагальнено-обернених операторiв ефективно використовується при до-

слiдженнi рiвнянь з оператором, що має вказанi вище властивостi.
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1.3. ВИСНОВКИ

У даному роздiлi дисертацiї наведено короткий огляд лiтератури з теорiї

топологiчних просторiв, узагальнено-обернених та псевдообернених операто-

рiв. Сформуловано основнi твердження та означення, якi будуть використо-

вуватися в наступних роздiлах.
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РОЗДIЛ 2

ТЕОРIЯ ОБМЕЖЕНИХ ОПЕРАТОРIВ ТА ОПЕРАТОРНИХ

РIВНЯНЬ У ПРОСТОРАХ ФРЕШЕ, БАНАХА ТА ГIЛЬБЕРТА

Добре вiдомо [404], [426], що для будь-якої прямокутної матрицi розмi-

ру m × n iснує псевдообернена за Муром-Пенроузом. На жаль такого ре-

зультату для лiнiйних вiдображень у нескiнченновимiрних, навiть, у просто-

рах Гiльберта отримати не вдається, за рахунок наявностi бiльш складної

геометрiї. Як вiдомо, у просторах Гiльберта довiльний лiнiйний обмежений

оператор L має псевдообернений за Муром-Пенроузом оператор L+ тодi й

тiльки тодi, коли вiн є нормально-розв’язним. Таким чином умова замкне-

ностi множини значень L видiляє пiдклас нормально-розв’язних операторiв,

що мають псевдообернений. Для просторiв Банаха та бiльш загальних то-

пологiчних просторiв i цiєї умови виявляється недостатньо, навiть для того,

щоб iснував узагальнено-обернений оператор L−. Iснування такого операто-

ра забезпечує умова доповнювальностi пiдпросторiв R(L) = R(L) та N(L)

нормально-розв’язного оператора. Для операторiв, що не мають замкненої

множини значень такої завершеної теорiї не розроблено. Саме цим питанням

й присвячений перший пiдроздiл в якому розглядається питання стосовно

визначення та побудови узагальнено-обернених операторiв до лiнiйних обме-

жених, що дiють в просторах Фреше, Банаха та Гiльберта з не обов’язково

замкненою множиною значень. Для того, щоб розв’язати перше питання, про-

понується розширити вихiдний простiр й оператор L на нього таким чином,

щоб розширений оператор L був нормально-розв’язним. Згiдно запропонова-

них означень, для рiвняння Lx = y, видiляються три типи розв’язкiв, якi

гарантують їх iснування за додаткових умов на правi частини.
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2.1. Сильний узагальнено-обернений та псевдообернений операто-

ри

Нехай L : H1 → H2 - довiльний лiнiйний обмежений оператор, що дiє з

простору Гiльберта H1 в простiр Гiльберта H2. При цьому не припускається

замкненiсть множини його значень

Покажемо, яким чином можна розширити поняття псевдооберненого за

Муром-Пенроузом оператора на довiльнi лiнiйнi обмеженi оператори.

Сильний псевдообернений у просторах Гiльберта

Розкладемо простори Гiльберта H1 та H2 в ортогональнi суми

H1 = N(L)⊕X,H2 = R(L)⊕ Y. (2.1)

Тут X = N(L)⊥, Y = R(L)
⊥

вiдповiдно ортогональнi доповнення до нуль-

простору та замикання оператора L. У силу представлення (2.1), iснують

оператори ортогонального проектування PN(L), PX та PR(L), PY на вiдповiднi

пiдпростори. Позначимо через H фактор простiр простору H1 за ядром N(L)

(H = H1/N(L)). Тодi, як вiдомо [211, 215], iснує неперервна бiєкцiя, тобто

взаємно-однозначне неперервне вiдображення p : X → H та проекцiя j :

H1 → H. Трiйка (H1, H, j) є локально тривiальним розшаруванням з типовим

шаром PN(L)H. Визначимо тепер оператор

L = PR(L)Lj
−1p : X → R(L) ⊂ R(L).

Цей оператор визначається з допомогою наступного ланцюга просторiв та

операторiв
X

p−−→ H
j−1−−→ H1

H1
L−−→ H2

P
R(L)−−−→ R(L) ⊂ R(L)

Запропоновану конструкцiю зручно подати у виглядi наступної комута-

тивної дiаграми
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H1
L−−→ H2

j

y yI
H H2

p−1
y yP

R(L)

X
L−−→ R(L)⊂ R(L)⋂ ⋂

H1
L−−→ H2

Легко переконатися в тому, що так визначений оператор є лiнiйним, не-

перервним та iн’єктивним (тобто, якщо x1 6= x2, то Lx1 6= Lx2). Тепер скори-

ставшись процесом поповнення [160] за нормою ||x||X = ||Lx||F , де F = R(L),

отримаємо новий простiрX й розширений оператор L, який буде здiйснювати

гомеоморфiзм мiж X та R(L) :

L : X → R(L), X ⊂ X.

Розглянемо розширений оператор L = LPX : H1 → H2,

H1 = N(L)⊕X, H2 = R(L)⊕ Y.

Зрозумiло, що якщо x ∈ H1, оператор L нормально-розв’язний та Lx = Lx.

Таким чином побудувавши розширений оператор L до оператора L, який вже

є нормально-розв’язним можемо запровадити наступне означення.

Означення 2.1. Оператор L+
: H2 → H1 будемо називати сильним псев-

дооберненим до оператора L.

Зауваження 2.1. З даного означення одразу випливає, що узагальнений

псевдообернений до оператора L є псевдооберненим до оператора L.

Сильний узагальнено - обернений у просторах Фреше та Банаха

Нагадаємо, що у тому випадку, коли вихiднi простори H1 та H2 є вектор-

ними просторами, поняття узагальнено - оберненого оператора було введено

ще у роботi Е.Дойтча [345] (про що йшла мова в попереднiй главi). За ра-

хунок процесу поповнення, про який говорилося вище, можна поширити це
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поняття й на випадок просторiв Фреше та Банаха з необов’язково замкненою

множиною значень.

Перейдемо до вiдповiдних конструкцiй. Нехай задано лiнiйний обмежений

оператор L, що дiє з простору Банаха (Фреше) B1 у простiр Банаха (Фреше)

B2. Надалi будемо вважати, що простори N(L) та R(L) доповнювальнi, тобто

мають мiсце наступнi розклади у прямi суми пiдпросторiв

B1 = N(L)⊕X,B2 = R(L)⊕ Y, (2.2)

й вiдповiднi розклади одиницi

IB1
= PN(L) + PX , IB2

= PR(L) + PY ,

де P· - проектори на вiдповiднi пiдпростори.

За аналогiєю з означенням допустимої пари попередньої глави [345], вве-

демо означення узагальненої L допустимої пари.
Означення 2.2. Нехай L : B1 → B2 лiнiйний обмежений оператор, що

дiє з простору Банаха B1 у простiр Банаха B2, а пiдпростори X ⊂ B1

та Y ⊂ B2 такi, що виконується умова (2.2). Тодi пару (X, Y ) будемо

називати узагальненою L-допустимою парою.

Розглянемо звужений оператор LX : X → R(L), LXx = Lx, x ∈ X (вiн

буде лiнiйним, неперервним та iн’єктивним). Поповнимо простiр X за нор-

мою ||x|| = ||LXx||B2
i розширимо оператор LX на поповнений простiр X за

неперервнiстю. Розширений оператор будемо позначати LX . Тодi, як вiдомо,

оператор LX : X → R(L) буде здiйснювати гомеоморфiзм мiж просторами

X та R(L). Будемо позначати через B1 = X ⊕N(L) - розширений вихiдний

простiр.
Означення 2.3. Нехай L ∈ L(B1, B2) та (X, Y ) - узагальнена L-допустима

пара. Тодi вiдображення

L−X,Y : B2 → B1,

L−X,Y y = L
−1
X y1, y = y1 + y2, y1 ∈ R(L), y2 ∈ Y,

називатимемо сильним (X, Y ) - узагальнено-оберненим до L.
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Безпосередньо з означення сильного (X, Y ) - узагальнено- оберненого опе-

ратора випливають наступнi властивостi:

LL−X,YL = L, L−X,YLL
−
X,Y = L−X,Y на X,

(або з замiною L на LX),

LXL
−
X,YLX = LX , L−X,YLXL

−
X,Y = L−X,Y на X.

Аналогiв властивостей 3 та 4 (попереднього роздiлу) з означення псевдообер-

неного оператора у загальному випадку немає.

Зауваження 2.2. Якщо вихiднi простори є просторами Фреше, то попов-

нювати слiд за злiченною системою напiвнорм [121], [160]. Насправдi, за-

пропонований пiдхiд залишається справедливим у випадку деяких бiльш за-

гальних нiж Фреше локально-опуклих просторах, а вiдповiдне поповнення

будується за системою напiвнорм, що визначають топологiю простору.

Зауваження 2.3. Якщо вихiднi простори є просторами Гiльберта, то

сильний псевдообернений оператор L
+ до оператора L, з введеного ви-

ще означення, буде також й сильним (X, Y ) - узагальнено оберненим до

L у сенсi попереднього означення. Таким чином у просторах Гiльберта

довiльний лiнiйний обмежений оператор має сильний (N(L)⊥, R(L)
⊥

) -

узагальнено-обернений, де X = N(L)⊥, Y = R(L)
⊥
.

Зауваження 2.4. На загальнi локально-опуклi простори означення, запро-

понованi вище, у загальному випадку перенести неможливо. Як зазначалося

у попередньому роздiлi факторпростiр повного локально-опуклого простору

за його замкненим пiдпростором може бути не повним [215].

Продемонструємо запропонованi означення на прикладi конкретного опе-

ратора.

Нехай оператор L : l2 → l2 дiє за правилом

Lx = L(x1, x2, ..., xn, ...) = (0, x2,
x3

2
, ...,

xn
n− 1

, ...).
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Тодi його ядро спiвпадає з множиною послiдовностей вигляду

{α(1, 0, 0, ...), α ∈ R}. Пiсля факторизацiї можна вважати, що маємо

оператор L : l2 → l2, який дiє за правилом

L(y1, y2, ..., yn, ...) = (y1,
y2

2
, ...,

yn
n
, ...).

Щоб довести, що його множина значень не замкнена, достатньо помiтити, що

l2 3 (1,
1

2
,
1

3
, ...,

1

n
, ...) = lim

k→∞
(1,

1

2
,
1

3
, ...,

1

k
, 0, 0, ....),

(1,
1

2
,
1

3
, ...,

1

k
, 0, 0, ...) = L(1, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸

k

, 0, 0, ...),

а вектор

(1,
1

2
,
1

3
, ...,

1

n
, ...) = L(1, 1, ...).

Але вектор, який складається з одиниць, не належить простору послiдовно-

стей l2. Тому вектор (1, 1
2 ,

1
3 , ...,

1
n , ...) не належить множинi значень операто-

ра L. Повповнивши простiр l2 за нормою ||x||H = ||Lx||l2 отримаємо простiр

H ⊃ l2 у якому цей оператор буде нормально - розв’язним. Зазначимо, що

простiр H досить широкий, бо мiстить у собi простiр обмежених послiдовно-

стей m. Узагальнений псевдообернений оператор L+
: l2 → H буде у цьому

випадку мати наступний вигляд

L
+
x = L

+
(x1, x2, ..., xn, ...) = (0, x2, 2x3, ..., (n− 1)xn, ...).

Таким чином розглянутий приклад iлюструє як з оператора L за допо-

могою запропонованої процедури отримати L та побудувати сильний псев-

дообернений L+ у вiдповiдних просторах. Наступний пiдроздiл присвячений

застосуванню побудованої вище теорiї до ров’язання операторних рiвнянь.
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2.2. Лiнiйнi рiвняння з обмеженим оператором. Поняття узагаль-

нених розв’язкiв та їх представлення

Розглянемо у просторах Банаха B1 та B2 лiнiйне рiвняння

Lx = y, (2.3)

де y – фiксований елемент простору B2, L – такий лiнiйний обмежений опе-

ратор, що пара (X, Y ) є узагальненою L – допустимою. Вiдомо [314], що у

загальному випадку розв’язок такого рiвняння може iснувати не для всiх

правих частин й може бути не єдиним. Коли розв’язку не iснує в звичайному

сенсi, то часто вiдшукують такий елемент x = x ∈ B1 який мiнiмiзує норму

нев’язки ||Lx − y||B2
= infx∈B1

||Lx − y||B2
. Його називають псевдо- або ква-

зiрозв’язком у залежностi вiд просторiв у яких розглядається рiвняння [249],

[314]. Для iснування такого розв’язку умова замкненостi множини значень

оператора L є суттєвою й в загальному випадку така варiацiйна задача може

не мати розв’язку.

У цiй частинi запропоновано такi означення розв’язкiв для рiвняння (2.3),

щоб можна було гарантувати їх iснування у тому чи iншому сенсi при довiль-

них правих частинах.

Використавши побудовану вище конструкцiю розширимо вихiдний про-

стiр B1 й оператор L заданий на ньому таким чином, щоб варiацiйна задача

на розширеному просторi завжди мала розв’язки у певному сенсi. Вiдобра-

ження яке буде встановлювати вiдповiднiсть мiж розв’язками та правими

частинами у загальному випадку виявляється багатозначним.

Означення узагальнених розв’язкiв та основний результат

Основнi результати сформулюємо у просторах Банаха та Гiльберта. У

цьому разi для рiвняння (2.3) ми будемо видiляти такi три типи розв’язкiв.

1) Класичнi розв’язки.
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Розглянемо випадок, коли оператор L нормально-розв’язний. Тодi, як вi-

домо [314], y ∈ R(L) тодi й тiльки тодi, коли PN(L∗)y = 0. У цьому випадку

iснує узагальнено - обернений оператор L− або у випадку просторiв Гiльбер-

та псевдообернений за Муром-Пенроузом оператор L+. Множина розв’язкiв

рiвняння (2.3) у просторi Банаха має вигляд

x = L−y + PN(L)c, c ∈ B1,

а у просторi Гiльберта

x = L+y + PN(L)c, c ∈ H1.

2) Сильнi узагальненi розв’язки.

Розглянемо випадок, коли множина значень оператора L не є замкненою.

Оскiльки оператор L має (X, Y ) узагальнену L - допустиму пару, то для

просторiв B1 та B2 справедливий розклад (2.2).

Тодi ми можемо вести мову про сильний узагальнений розв’язок рiвняння

(2.3). Оскiльки оператор LX здiйснює гомеоморфiзм мiж просторами X та

R(L), то iснує L−1
X та коректним буде наступне означення.

Означення 2.4. Елемент L
−1
X y будемо називати сильним узагальненим

розв’язком рiвняння (2.3), якщо y ∈ R(L).

Тодi множина всiх сильних узагальнених розв’язкiв рiвняння (2.3) буде

мати вигляд

x = L−X,Y y + PN(L)c, c ∈ B1,

а оператор L−X,Y y = L
−1
X y1, де y = y1 + y2, y1 ∈ R(L), y2 ∈ Y .

3) Узагальненi квазiрозв’язки.

Розглянемо випадок, коли y /∈ R(L). Для елемента y це рiвносильно вико-

нанню умови PN(L∗)y 6= 0. У цьому випадку сильних узагальнених розв’язкiв

не iснує, але iснують такi елементи з X, що є розв’язками варiацiйної задачi

inf ||Lx− y||B2
, де L = LXPX та iнфiнум береться по всiм елементам x ∈ X.

Цi елементи i будемо називати узагальненими квазiрозв’язками.
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Означення 2.5. Довiльний елемент з множини {L−X,Y y+PN(L)c}c∈B1
будемо

називати узагальненим квазiрозв’язком рiвняння (2.3).

Означення 2.6. Зазначимо, що якщо R(L) = R(L), то узагальненi квазi-

розв’язки спiвпадають зi звичайними квазiрозв’язками.

Зауваження 2.5. З наведеного вище означення елемент L−X,Y y може мати

не найменшу довжину на вiдмiну вiд L+
y.

Теорема 2.1. Нехай для оператора L iснує (X, Y ) узагальнена L - допусти-

ма пара.

a) 1. Сильнi узагальненi розв’язки рiвняння (2.3) iснують тодi й тiльки

тодi, коли елемент y ∈ B2 задовольняє умову

PN(L
∗
)y = 0; (2.4)

якщо y ∈ R(L), то отриманi розв’язки будуть класичними;

2. Якщо умова (2.4) виконується, то множина сильних узагальнених

розв’язкiв рiвняння (2.3) буде мати вигляд

x = L−X,Y y + PN(L)c, c ∈ B1;

b) 1. Узагальненi квазiрозв’язки рiвняння (2.3) iснують тодi й тiльки

тодi, коли елемент y ∈ B2 задовольняє умову

PN(L
∗
)y 6= 0; (2.5)

2. Якщо умова (2.5) виконується, то множина узагальнених квазiро-

зв’язкiв буде мати вигляд

x = L−X,Y y + PN(L)c, c ∈ B1.

У випадку просторiв Гiльберта цю теорему можна уточнити.

Наслiдок. Рiвняння (2.3) з лiнiйним обмеженим оператором L є зав-

жди розв’язним.

a) 1. Сильнi узагальненi розв’язки рiвняння (2.3) iснують тодi й тiльки

тодi, коли елемент y ∈ H2 задовольняє умову

PN(L
∗
)y = 0, (2.6)
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яка еквiвалентна наступнiй

(ϕ, y) = 0, (2.7)

для всiх ϕ таких, що L
∗
ϕ = 0; якщо y ∈ R(L), то отриманi розв’язки

будуть класичними;

2. Якщо умова (2.7) виконується, то множина сильних узагальнених

розв’язкiв рiвняння (2.3) буде мати вигляд

x = L
+
y + PN(L)c, c ∈ H1;

b) 1. Узагальненi псевдорозв’язки рiвняння (2.3) iснують тодi й тiльки

тодi, коли елемент y ∈ H2 задовольняє умову

PN(L
∗
)y 6= 0, (2.8)

яка еквiвалентна наступнiй

(ϕ, y) 6= 0; (2.9)

2. Якщо умова (2.9) виконується, то множина узагальнених псевдорозв’яз-

кiв буде мати вигляд

x = L
+
y + PN(L)c, c ∈ B1.

Зауваження 2.6. В просторах Гiльберта зазначенi вище проектори бу-

дуть ортопроекторами.

2.3. Лiнiйнi нормально-розв’язнi рiвняння та проектори у просто-

рах Банаха

У попередньому роздiлi, для фредгольмових та нетерових операторiв бу-

ло наведено вiдомi теореми про представлення, що дозволяють будувати

узагальнено-обернений оператор, додаванням до вихiдного скiнченновимiр-

них операторiв. Це - проектори на ядро та образ нетерового оператора. У цьо-

му пiдроздiлi дослiджуються аналогiчнi представлення з нескiнченновимiр-

ними проекторами. Знайдено вигляд проекторiв та умови, за яких такi пред-

ставлення можливi. Дослiджено лiнiйнi рiвняння з нормально-розв’язним
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оператором. Наведено аналогiї мiж класом усiх узагальнено-обернених опе-

раторiв.

Постановка задачi

Нехай L — лiнiйний, обмежений оператор, що дiє у просторах Банаха E1

та F1. Будемо припускати, що оператор L iндукує наступний розклад цих

просторiв:

E1 = N(L)⊕X1, F1 = Y1 ⊕R(L), (2.10)

де через N(L) й R(L) традицiйно позначено ядро й образ оператора L, тобто

оператор L нормально-розв’язний. Поряд з (2.10) маємо розклади одиниць

на суми проекторiв

IE1
= PN(L) + PX1

, (2.11)

IF1
= PY1 + PR(L). (2.12)

Задача полягає у вiдшуканнi розв’язкiв лiнiйного рiвняння

Lx = y, (2.13)

а також представленнi проекторiв, що фiгурують в (2.11), (2.12). Далi бу-

де розроблено пiдхiд до вивчення лiнiйного рiвняння (2.13) з використан-

ням функцiональних просторiв. Будемо позначати через dimN(L) = U й

dimN(L∗) = V потужностi нуль - просторiв операторiв L та його спряженого

L∗, вiдповiдно (при цьому їх злiченнiсть припускатися не буде). Проектори

PN(L), PY1 у певних випадках можуть бути представленими, як розклади в

ряд, за системою базисних елементiв, якщо остання iснує. Нагадаємо деякi

факти вiдносно базисiв, що будуть використовуватись у подальшому.

Означення 2.7. [123]. Послiдовнiсть {en, n ∈ N} векторiв простору Банаха

утворює базис Шаудера або топологiчний базис, якщо кожен його вектор x

однозначно може бути розкладений в ряд x =
∑∞

n=1 λnen збiжний за нор-

мою.

Нехай тепер U — множина довiльної потужностi.
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Означення 2.8. Система елементiв {eα, α ∈ U} є мiнiмальною, якщо жо-

ден елемент цiєї системи не належить замкненiй оболонцi iнших елемен-

тiв.

Умова мiнiмальностi виконується далеко не завжди, навiть у гiльбертово-

му просторi [123]. У подальшому ми будемо припускати iснування базисних

систем елементiв N(L) й Y1.

Як вiдомо [260], для довiльного простору Банаха B, iснує iзометрiя на

деякий пiдпростiр простору l∞(X), де X — одинична куля у спряженому

до B просторi X = S1(B
∗). В силу цих мiркувань, iснують наступнi набори

iзометрiй :

1) iзометрiя J1 : E1 → E2 ⊂ l∞(S1(E
∗
1));

2) iзометрiя J2 : F1 → F2 ⊂ l∞(S1(F
∗
1 )), тут E2 = J1(E1), F2 = J2(F1) за-

мкненi пiдпростори банахових просторiв l∞(S1(E
∗
1)) й l∞(S1(F

∗
1 )) вiдповiдно;

S1(E
∗) — одинична сфера у просторi, спряженому до E.

Iзометрiя J1 переводить кожен елемент x простору E1 в функцiонал

hx : S1(E
∗
1)→ R,

що дiє за правилом hx(f) = f(x), f ∈ S1(E
∗
1). При цьому

||x||E1
= ||J1(x)||l∞(S1(E∗1 )) = ||hx||E2

= sup
f∈S1(E∗1 )

|hx(f)| = sup
f∈S1(E∗1 )

|f(x)|.

Iзометрiя J2 дiє аналогiчним чином з простору F1 у пiдпростiр l∞(S1(F
∗
1 )).

Введемо до розгляду наступний оператор L := J2LJ
−1
1 : E2 → F2. Опера-

тор L робить комутативною наступну дiаграму

E1
L−−→ F1

J1

y yJ2
l∞(S1(E

∗
1)) ⊃E2 −−→ F2⊂ l∞(S1(F

∗
1 )),

а оператори L й L є слабко подiбними (пара (J1, J2) здiйснює слабку подi-

бнiсть) у категорiї Ban (див. Хелемський [260]). Нагадаємо, що об’єктами у
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цiй категорiї виступають довiльнi простори Банаха, а морфiзмами — лiнiйнi

обмеженi оператори.

Вiдомо [260], що пара iзометрiй (J1, J2) здiйснює слабку подiбнiсть мiж L

та L тодi й тiльки тодi, коли вона є iзоморфiзмом в категорiїMor(Ban). Кла-

сом об’єктiв у цiй категорiї виступає довiльний лiнiйний обмежений оператор,

що дiє з одного простору Банаха в iнший. Морфiзми у цiй категорiї визнача-

ються такими парами лiнiйних обмежених операторiв (ρ1, ρ2), що ρ1L = Lρ2.

Неважко побачити, що

||L||E2→F2
= ||J2LJ

−1
1 ||E2→F2

≤

≤ ||J2||F1→F2
||L||E1→F1

||J−1
1 ||E2→E1

= ||L||E2→F2
.

Для доведення нерiвностi в iнший бiк достатньо проробити аналогiчну про-

цедуру з оператором L = J−1
2 LJ1. Звiдси робимо висновок, що ||L||E2→F2

=

||L||E1→F1
. Таким чином ми можемо перейти вiд рiвняння (2.13) до еквiвален-

тного (у сенсi збереження норми) рiвняння

Lhx = py, (2.14)

але вже визначеному у просторах функцiй. Оператор L, у силу слабкої подi-

бностi, також буде iндукувати наступнi розклади просторiв E2 та F2:

E2 = N(L)⊕X2, F2 = Y2 ⊕R(L), (2.15)

де X2, Y2 — деякi пiдпростори просторiв E2 та F2 вiдповiдно. Позначи-

мо мiнiмальну систему базисних функцiй нуль-простору N(L) ⊂ E2 через

{eα}α∈U ⊂ N(L), а мiнiмальну систему базисних елементiв (функцiоналiв)

нуль–простору N(L∗) ⊂ F2 через {ϕβ(·)}β∈V ⊂ N(L∗) (за припущення, що

останнi iснують). З мiнiмальностi базисних функцiй {eα}α∈U й базисних фун-

кцiоналiв {ϕβ(·)}β∈V випливає, що iснують бiортогонально спряжена система

{fα(·)}α∈U лiнiйних функцiоналiв й система функцiй {ψβ}β∈V, тобто

fλ(eµ) = δλµ, λ, µ ∈ U, ϕν(ψγ) = δνγ, ν, γ ∈ V,
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де δαβ — символ Кронекера. Проектор на нуль-простiр оператора L побуду-

ємо наступним чином:

PN(L)hx =
∑
α∈U

fα(hx)eα. (2.16)

Аналогiчно будується проектор на пiдпростiр Y2:

PY2py =
∑
β∈V

ϕβ(py)ψβ. (2.17)

Те, що так визначенi оператори є дiйсно проекторами, перевiряється безпосе-

редньою перевiркою означення.
Теорема 2.2. Рiвняння (2.14) буде розв’язним для тих й лише тих py ∈ F2,

якi задовольняють рiвнiсть ∑
β∈V

ϕβ(py)ψβ = 0. (2.18)

За виконання умови (2.18), розв’язки рiвняння (2.14) будуть мати насту-

пний вигляд

hx =
∑
α∈U

fα(rz)eα + L−py, (2.19)

для довiльної функцiї rz ∈ E2; L− — узагальнено-обернений до оператора L.

[Доведення] (Нарис). З розкладу (2.15) випливає, що оператор L нор-

мально - розв’язний й бiльше того узагальнено-оборотний. Тодi, як вiдомо

[314], необхiдною й достатньою умовою розв’язностi рiвняння (2.14) є насту-

пна рiвнiсть

PN(L∗)py = 0. (2.20)

Оскiльки L нормально–розв’язний, то ⊥N(L∗) = R(L). Водночас справедли-

вий розклад (2.15). Тодi умову (2.20) можна замiнити на

PY2py = 0.

Виходячи з представлення (2.17) отримуємо (2.18). За виконання умов розв’я-

зностi, розв’язки рiвняння (2.14) будуть мати наступний вигляд

hx = PN(L)rz + L−py, (2.21)
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для довiльної функцiї rz ∈ F2. Пiдставивши (2.16) у (2.21) отримаємо пред-

ставлення (2.19).

Випадок сепарабельних просторiв

Розглянемо бiльш детально випадок, коли простори E1 та F1 сепарабель-

нi. В цьому випадку, оператор L можна розглядати як такий, що дiє не в

просторах функцiй, а у просторах послiдовностей. Вiдомо, що у випадку се-

парабельних просторiв E1 та F1 їх можна iзометрично вкласти у деякi пiд-

простори простору послiдовностей l∞. У цьому випадку можна вести мову

про наступну комутативну дiаграму

E1
j1−−→ E3 ⊂ C(B1(E

∗
1))

j2−−→ E4 ⊂ l∞

L

y yL

F1
i1−−→ F3 ⊂ C(B1(F

∗
1 ))

i2−−→ F4 ⊂ l∞

де j1 : E1 → E3 ⊂ C(B1(E
∗
1)) — iзометрiя (перетворення Гельфанда), що спiв-

ставляє кожному вектору x ∈ E1 функцiонал означування hx : B1(E
∗
1) → R

за правилом hx(f) = f(x), для будь-якого функцiоналу f з одиничної ку-

лi B1(E
∗
1) спряженого до E1 простору. Виходячи з сепарабельностi просто-

ру E1 можна стверджувати, що B1(E
∗
1) має злiченну щiльну в ∗слабкiй то-

пологiї пiдмножину, яку позначатимемо {fn}n∈N. Iзометрiя j2 спiвставляє

кожному функцiоналу hx ∈ E3 вектор (hx(fn))n∈N ∈ E4, де E4 пiдпро-

стiр простору l∞. Iзометрiї {ik, k = 1, 2} визначаються у такий же спо-

сiб. У цьому випадку пара iзометрiй (J1, J2), що визначенi через компози-

цiї J1 = j2oj1, J2 = i2oi1, буде iзоморфiзмом у категорiї Mor(Ban) мiж L

та L. Припустимо, що у такiй ситуацiї пiдпростори N(L), N(L∗) мають ба-

зиси Шаудера, що є одночасно й мiнiмальними системами. Зафiксуємо та-

кi системи векторiв {ei = (e
(1)
i , e

(2)
i , ..., e

(n)
i , ...) ∈ l∞, i ∈ N} й функцiоналiв

{ϕi(·) ∈ l∗∞, i ∈ N}, а вiдповiднi їм бiортогональнi системи будемо позначати

{fi(·)}i∈N ⊂ l∗∞ та {ψi = (ψ
(1)
i , ψ

(2)
i , ..., ψ

(n)
i , ...)}i∈N ⊂ l∞. Тодi рiвностi (2.16) й

(2.17), що задають проектори на вiдповiднi пiдпростори можна переписати у
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наступному виглядi

PN(L)(x1, x2, ...) =
∑
i∈N

fi((x1, x2, ...))(e
(1)
i , e

(2)
i , ...). (2.22)

Аналогiчно

PY2(y1, y2, ...) =
∑
i∈N

ϕi((y1, y2, ...))(ψ
(1)
i , ψ

(2)
i , ...). (2.23)

Введемо до розгляду нескiнченнi матрицi

E = (ei)i∈N =



e
(1)
1 e

(2)
1 ... e

(n)
1 ...

e
(1)
2 e

(2)
2 ... e

(n)
2 ...

... ... ... ... ...

e
(1)
k e

(2)
k ... e

(n)
k ...

... ... ... ... ...


,

Ψ = (ψi)i∈N =



ψ
(1)
1 ψ

(2)
1 ... ψ

(n)
1 ...

ψ
(1)
2 ψ

(2)
2 ... ψ

(n)
2 ...

... ... ... ... ...

ψ
(1)
k ψ

(2)
k ... ψ

(n)
k ...

... ... ... ... ...


,

й нескiченнi вектори

F(·) = (f1(·), f2(·), ..., fn(·), ...), Φ(·) = (ϕ1(·), ϕ2(·), ..., ϕn(·), ...).

Згiдно позначень, дiю проекторiв PN(L) й PY2 на вектори, з пiдпростору обме-

жених послiдовностей, можна представити у виглядi

PN(L)x = F(x)E, PY2y = Φ(y)Ψ.

З того, що набори (ei)i∈N и (ϕi)i∈N утворюють базиси Шаудера у вiдповiдних

пiдпросторах випливають наступнi представлення

PN(L)x = lim
n→∞

P
(n)
N(L)x, (2.24)
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PY2y = lim
n→∞

P
(n)
Y2
y, (2.25)

де

P
(n)
N(L)x = F(n)(x)E(n),P

(n)
Y2
y = Φ(n)(y)Ψ(n),

а матрицi й вектори, що фiгурують у представленнях (2.24), (2.25) — є n×n –

та 1×n – вимiрними зрiзками, визначених вище нескiнченновимiрних матриць

й векторiв. Вiдповiднi границi будуть iснувати внаслiдок означення базису

Шаудера (див.наприклад [123]).

Якщо простори E2 = H1 та F2 = H2 — простори Гiльберта то, внаслi-

док iзоморфiзму вiдповiдних об’єктiв L та L категорiї Mor(Ban), простори

E1 та F1 також будуть гiльбертовими. У цьому випадку можна знаходити не

тiльки проектори PN(L),PY2, але й ортопроектори, тобто проектори з додатко-

вою умовою P∗N(L) = PN(L) й P∗Y2 = PY2. У випадку сепарабельних просторiв

Гiльберта кожна тотальна ортонормована система векторiв є базисом Шау-

дера. Нехай {fi}i∈N та {ϕs}s∈N мiнiмальнi системи ортогональних векторiв,

якi утворюють базиси нуль-просторiв N(L) ⊂ H1 й N(L∗) ⊂ H2 вiдповiдно.

Вiдомо [19], що умова мiнiмальностi системи векторiв {fi, i ∈ N} у просторi

Гiльберта еквiвалентна наступнiй: для довiльного j числа

δ2
j = lim

n→∞

Γ(fj, fj+1, ..., fn)

Γ(fj+1, fj+2, ..., fn)
> 0, j = 1,∞,

де Γ(g1, g2, ..., gn) — визначник Грама системи векторiв {gi}ni=1.

У цьому випадку ортопроектор PN(L) на нуль–простiрN(L) можна знайти

наступним чином:

PN(L)x = lim
n→∞

P
(n)
N(L)x,

а ортопроектор

PY2y = lim
n→∞

P
(n)
Y2
y,

де

P
(n)
N(L)x =

n∑
i,j=1

α
(−1)
ij (fj, x)fi,
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P
(n)
Y2
y =

n∑
s,k=1

β
(−1)
sk (ϕk, y)ϕs,

α
(−1)
ij и β(−1)

sk — елементи матриць, обернених до матриць Грама

Γ(f1, f2, ..., fn).

Iснування границi й той факт, що так визначенi оператори будуть ортопро-

екторами, випливає з теореми 7 [123, c.230], внаслiдок монотонностi набору

ортопроекторiв P
(n)
N(L) й P

(n)
Y2

. Якщо ортонормованi системи базисних векторiв

(ei)i∈N та (ϕs)s∈N зафiксовано, то ортопроектори на нуль-простiр оператора

L й пiдпростiр Y2 будуються таким чином

PN(L)x = lim
n→∞

n∑
i=1

(x, ei)ei,

PY2y = lim
n→∞

n∑
s=1

(y, ϕs)ϕs.

Основний результат та його наслiдки

Використовуючи iзоморфнiсть об’єктiв L й L в банахових просторах ав-

томатично отримуємо основний результат стосовно розв’язностi рiвняння

Lx = y.

Теорема 2.3. Рiвняння (2.13) є розв’язним для тих й лише тих y ∈ F1, якi

задовольняють умову ∑
β∈V

ϕβ(J2y)ψβ = 0, (2.26)

при виконаннi якої розв’язки рiвняння (2.13) будуть мати вигляд

x =
∑
α∈U

fα(J2z)J−1
1 z + L−y, (2.27)

для довiльного елементу z ∈ E1; L− = J−1
1 L−J2 — узагальнено-обернений до

оператора L.

Доведення. Умова (2.26) безпосередньо випливає з умови (2.18) (нага-

даємо, що py = J2y). Для того, щоб переконатися в iстинностi представлення



89

(2.27) достатньо показати, що якщо оператор L− є узагальнено-оберненим

до оператора L, то й оператор L− = J−1
1 LJ2 буде узагальнено-оберненим до

оператора L. Те, що оператор L− обмежений, очевидно. З рiвностей

L−LL− = J−1
1 L−J2LJ

−1
1 L−J2 = J−1

1 L−J2J
−1
2 LJ1J

−1
1 L−J2 =

= J−1
1 L−LL−J2 = J−1

1 L−J2 = L−,

та

LL−L = J−1
2 LJ1J

−1
1 L−J2J

−1
2 LJ1 = J−1

2 LL−LJ1 = J−1
2 LJ1 = L

й означення оператора, узагальнено-оберненого до вихiдного, випливає, що

оператор L− дiйсно представляє собою такий оператор.

Вiдзначимо, що паралельно ми встановили наступний факт.

Наслiдок. Об’єкти L− та L− є iзоморфними в категорiї Mor(Ban).

Пара iзометрiй (J2, J1) перетворює наступну дiаграму

F1 L−−→ E1

J2 ↓ ↓ J1

F2 L−−→ E2

,

на комутативну.

При цьому простори E1 й F1, а також простори E2 та F2 розкладаються

у прямi суми пiдпросторiв

F1 = N(L−)⊕X1, E1 = Y 1 ⊕R(L−),

F2 = N(L−)⊕X2, E2 = Y 2 ⊕R(L−).

Сформулюємо наслiдок з попередньої теореми для випадку сепарабельних

просторiв.

Наслiдок. Рiвняння (2.13) є розв’язним для тих й лише тих y ∈ F1,

що задовольняють рiвнiсть

lim
n→∞

P
(n)
Y2
J2y =

−→
0 . (2.28)



90

За виконання умови (2.28) розв’язки рiвняння (2.13) будуть мати вигляд

x = lim
n→∞

J−1
1 P

(n)
N(L)J2z + L−y,

для довiльного елемента z ∈ E1; L− = J−1
1 L−J2 — узагальнено-обернений до

оператора L.
Зауваження 2.7. Слiд зауважити, що представлення аналогiчнi до (2.24)

та (2.25) можна отримати й у випадку несепарабельних пiдпросторiв. Для

цього треба замiнити збiжнiсть послiдовностей на збiжнiсть вiдповiдних

сiток:

PN(L)hx = lim
α∈U

P
(α)
N(L)hx, PY2py = lim

β∈V
P

(β)
Y2
py.

2.4. Про розвинення методу рядiв Неймана узагальненого оберта-

ння на спектрi у просторах Банаха та Фреше

Побудовану вище теорiю можна уточнити на класi операторних рiвнянь з

оператором L, що має вигляд I−A iз не обов’язково стискуючим оператором

A.

Постановка задачi

Розглядається рiвняння

(I − A)x = y, (2.29)

де A : B → B - лiнiйний обмежений оператор, B - простiр Банаха з нормою

|| · || (або Фреше зi злiченним набором напiвнорм || · ||n, n ∈ N). Для оператора

A будемо припускати, що iснує стала c > 0 : ||An|| ≤ c, n ∈ N (для будь-якої

напiвнорми || · ||m iснує напiвнорма || · ||k така, що ||Anx||m ≤ c||x||k ), 0 ∈ B.

Задача полягає у вiдшуканнi розв’язкiв рiвняння (2.29) у виглядi рядiв. Для

простоти викладення будемо розглядати випадок, коли B рефлексивний ба-

нахiв простiр. Про можливе узагальнення на випадок бiльш загальних топо-

логiчних векторних просторiв та послаблення умови рiвномiрної обмеженостi

степеней оператора A, буде викладено пiсля встановлення основних резуль-

татiв.
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Основний результат

Перейдемо до вивчення рiвняння (2.29) у рефлексивному просторi Банаха.

Найцiкавiшим випадком для рiвняння (2.29) є так званий критичний випадок,

коли µ = 1 точка спектра оператора A (оператор µI − A немає оберненого).

Виявляється, що у цьому випадку вихiдне рiвняння буде розв’язним не при

довiльних правих частинах, а його розв’язок може бути не єдиним (можлива

нескiнченна кiлькiсть розв’язкiв такого рiвняння).

З умови рiвномiрної обмеженостi степеней оператора A випливає Iосiда

[121, c.297], що виконується наступний розклад простору B у пряму суму

B = N(I − A)⊕R(I − A). (2.30)

У працi [307] введено поняття вiдносного спектра оператора ρNS. Ця мно-

жина визначається наступним чином

ρNS = {λ : λ ∈ C, R(I − U(w, λ)) = R(I − U(w, λ))}.

Доведемо низку тверджень стосовно узагальненого обертання оператора

I −A, якi було отримано у роботi [307]. Переформулюємо деякi з результатiв

у виглядi теореми, яку потiм буде зручно використовувати для дослiдження

розв’язностi рiвняння (2.29). Для цього введемо позначення для усереднене-

ного оператора й нагадаємо його властивостi:

A0 = lim
n→∞

∑n−1
k=0 A

k

n
, A0A = AA0 = A2

0 = A0, N(A0) = R(I − A).

Теорема. Нехай R(I − A) = R(I − A) й степенi оператора A є рiвно-

мiрно обмеженими. Тодi

a) µ = 1 ∈ ρNS(A) (вiдносно регулярна точка);

b) оператор I − A + A0 є оборотним, а оператор I − A є узагальнено-

оборотним й (I − A)− = (I − A+ A0)
−1 − A0;

c) рiвняння (2.29) розв’язне для тих й тiльки тих y, якi задовольняють

умову

A0y = 0; (2.31)
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d) якщо умова (2.31) виконана, то множина розв’язкiв рiвняння (2.29)

буде мати вигляд

x = A0c+G[y],∀c ∈ B, (2.32)

де

G[y] =
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(A− A0)
l}k+1y − A0y, (2.33)

- узагальнений оператор Грiна рiвняння (2.29), для будь-якого 0 < µ − 1 <

1
||Rµ(A)||.

Дослiдимо теперь операторне рiвняння (2.29) у загальному випадку (без

умови замкненостi) за схемою, розробленою в попереднiй частинi. Покажемо,

що його завжди можна зробити розв’язним у певному сенсi.

1) Класичнi розв’язки.

Припустимо, що множина значень оператора I − A замкнена, тобто ви-

конується умова R(I − A) = R(I − A). Тодi справджується сформульована

вище теорема й умова y ∈ R(I−A) рiвносильна (2.31) A0y = 0. За виконання

цiєї умови множина розв’язкiв рiвняння (2.29) буде мати вигляд (2.32).

2) Сильнi узагальненi розв’язки.

Розглянемо випадок, коли R(I − A) 6= R(I − A) та використаємо сфор-

мульовану теорему. Нехай y ∈ R(I − A). Тодi знову A0y = 0. Оскiльки ядро

N(I −A) оператора I −A є доповнювальним пiдпростором у просторi B (це

випливає з розкладу в пряму суму (2.30)), то можна розглянути фактор про-

стiр по ядру оператора I−A. Профакторизуємо простiрB за ядромN(I−A) й

позначимо вiдповiдний факторпростiр через E = B/N(I−A). Нехай PR(I−A)

та PN(I−A) - проектори на пiдпростори R(I − A) ⊂ B та N(I−A) вiдповiдно.

Тодi профакторизований оператор

I−A = PR(I−A)(I − A)j−1 : E → R(I − A) ⊂ R(I − A),

буде лiнiйним, неперервним та iн’єктивним. Тут j : B → E - канонiчна прое-

кцiя [274]. Трiйка (B,E, j) є локально тривiальним розшаруванням з типовим
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шаром B1 = PN(I−A)B. Це дає можливiсть ввести поняття сильного узагаль-

неного розв’язку [160] для рiвняння

(I−A)x = y, x ∈ E, (2.34)

таким же чином, як це робилося в першiй частинi цього роздiлу. Вико-

ристаємо процес поповнення за нормою ||x||E = ||(I−A)x||F , де простiр

F = R(I − A) [160]. Тодi розширений оператор (I−A) : E → R(I − A) буде

здiйснювати гомеоморфiзм мiж просторами E й R(I − A). У силу конструкцiї

сильного узагальненого розв’язку [160] рiвняння

(I−A)x = y,

буде мати єдиний узагальнений розв’язок (I−A)
−1
y, який позначатимемо

через c̃ ∈ E, й простiр E буде щiльно вкладеним в E. У силу щiльностi вкла-

дення iснує послiдовнiсть c̃n ∈ E класiв еквiвалентностi, яка буде збiгатися

до c̃ за нормою E. Обираючи по представнику з кожного класу cn ∈ c̃n отри-

маємо, що вона збiгається до узагальненого розв’язку c̃. Така послiдовнiсть

називається сильним майже розв’язком [160]. Всi сильнi майже розв’язки опе-

раторного рiвняння (2.29) можна записати у виглядi {cn +PN(I−A)c}n∈N, для

будь-якого c ∈ B або, що те саме {cn + A0c}n∈N. Зауважимо, що означен-

ня сильних узагальнених розв’язкiв та майже розв’язкiв еквiвалентнi. По-

няття майже розв’язкiв зручно використовувати, щоб побачити яким чином

можна знаходити розширення оператора Грiна в термiнах послiдовностей.

Якщо y ∈ R(I − A), то iснує послiдовнiсть yn ∈ R(I − A), що до неї збi-

гається. Тодi G[yn] буде збiгатися до G[y] i в якостi cn можна обрати G[yn].

Таким чином й узагальнений оператор Грiна G[y] можна розширити до G[y].

Вiдмiтимо, що якщо y ∈ R(I − A), то сильнi узагальненi розв’язки будуть

класичними.

3) Сильнi псевдорозв’язки.

Розглянемо елемент y /∈ R(I − A). Тодi A0y 6= 0. У цьому випадку рiв-

няння (2.29) не має анi класичних, анi сильних узагальнених розв’язкiв, але
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iснують елементи з B = N(I − A) ⊕ X, що мiнiмiзують норму вiдповiдної

нев’язки ||(I − A)c− g||B (простiр X iзометрично iзоморфний простору E, а

оператор I − A є вiдповiдним розширенням оператора I − A ). А саме [121]:

c = (I − A)−y + A0c, c ∈ B.

Цi елементи й будемо називати сильними псевдорозв’язками за аналогiєю з

тим, як це робилося в попереднiй частинi.

Таким чином ми довели наступну теорему.

Теорема 2.4. Нехай у рiвняннi (2.29) лiйнiйний обмежений оператор A,

що дiє в рефлексивному просторi Банаха або Фреше такий, що його степенi

рiвномiрно обмеженi. Тодi:

(а) Рiвняння (2.29) має класичнi або сильнi узагальненi розв’язки тодi

й тiльки тодi, коли виконується умова

A0y = 0; (2.35)

якщо y ∈ R(I − A), то розв’язки рiвняння (2.29) будуть класичними;

(б) якщо умова (2.35) виконується, то множина розв’язкiв рiвняння

(2.29) може бути представлена у виглядi операторного ряду

x = A0c+G[y],∀c ∈ B

де G[y]– вiдповiдне розширення (2.33);

(в) якщо умова (2.35) не виконується, то рiвняння (2.29) має множину

псевдорозв’язкiв, яку можна подати у виглядi

x = A0c+G[y],∀c ∈ B,

де G[y] = (I − A)−y.

Зауваження 2.8. Якщо ||A|| < 1, то оператор A0 = 0, й у формулi (2.33)

можна зробити граничний перехiд, коли µ→ 1 й отримаємо ряд Неймана.

У цьому випадку буде iснувати єдиний класичний розв’язок. Таким чином,

отриманi результати узгоджуються з iснуючими.



95

Зауваження щодо посилення результатiв

Наведемо вiдому теорему з монографiї Едвардса [274] з якої буде видно

яким чином можна узагальнити отриманi у попередньому пунктi результати.

Теорема. [274, c.964]. Нехай E - вiддiльний локально-опуклий простiр,

u - його неперервний ендоморфiзм й

An =
1 + u+ u2 + ...+ un

n
.

Припустимо, що

(а) множина {An(x) : n = 1, 2, ...} вiдносно слабко компактна у просторi

E для кожного x ∈ E;

(а’) множина {An} рiвностепенево неперервна ;

(b) limn n
−1un(x) = 0 у слабкiй топологiї для кожного x ∈ E. Тодi:

(1) E - топологiчна пряма сума пiдпросторiв N(1− u) й R(1− u);

(2) якщо π - проектування E на N(1 − u) паралельно R(1− u), то

limnAn(x) = π(x) у слабкiй топологiї для кожного x ∈ E.

Нарештi, якщо умова (b) виконана при замiнi слабкої топологiї вихi-

дною, то те саме залишається справедливим й для твердження (2).

За цих умов, пiсля факторизацiї за схемою, проведеною у першiй части-

нi, та поповнення за топологiєю, iндукованою системою напiвнорм [160], мо-

жна довести, що оператор 1 − u має замкнену множину значень тобто є

нормально-розв’язним. Тодi з пункту 1 анонсованої вище теореми буде ви-

пливати, що оператор 1− u узагальнено-оборотний з узагальнено-оберненим

оператором (1−u)−. У цьому випадку, множина узагальнених розв’язкiв рiв-

няння (1 − u)x = y, буде мати вигляд x = π(c) + (1 − u)−y, для довiльного

елемента c ∈ E. У випадку загальних локально-опуклих просторiв представ-

лення у виглядi збiжного операторного ряду може не бути. Для отримання

такого представлення у роботi [307] та при доведеннi твердження використо-

вувалася теорема Банаха про обернений оператор для (1−u+π), яка виконує-

ться не завжди. В ультрабочкових, бочкових та просторах Фреше ця теорема

виконується [274] i розклад аналогiчний (2.32) буде справедливий. Якщо про-
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стiр B буде бочковим, то з умови (а) теореми випливає умова (а’) [274, c.965]

й останню можна прибрати. Нагадаємо, що бочкою у топологiчному вектор-

ному просторi E називають довiльну його замкнену, опуклу, врiвноважену

та поглинаючу множину. Топологiчний векторний простiр E називається бо-

чковим, якщо вiн локально-опуклий й кожна бочка в E є околом нуля. Якщо

простiр E є нормованим або простором Фреше, u - слабко компактний ендо-

морфiзм, степенi якого рiвностепенево неперервнi, то з слабкої компактностi

випливає умова (а), й умова (b) виконується у вихiднiй топологiї. Зауважимо,

що такi простори виникають при дослiдженнi багатьох рiвнянь математичної

фiзики. Якщо E - простiр Банаха (або Фреше) й умова (b) замiнена умо-

вою n−1||un|| → 0, або бiльш слабкою умовою ||un|| ≤ c (в просторi Фреше

вiдповiдна збiжнiсть буде iндукована злiченною системою напiвнорм, що по-

роджують топологiю простору), то умова (а’) буде автоматично виконана.

Нарештi у рефлексивних просторах умову (а) можна прибрати. Скажемо та-

кож, що у роботi [394] метод рядiв Неймана розповсюджується на випадок

правильних операторiв. Якщо оператор у правiй частинi (2.29) замiнити на

довiльний обмежений оператор B, що дiє з гiльбертового простору H1 в H2,

то можна повнiстю дослiдити розв’язнiсть рiвняння (2.29). Для цього тре-

ба скористатися сильним псевдооберненим оператором (що розглядався на

початку глави).

2.5. Формули для знаходження матриць, псевдообернених за Му-

ром - Пенроузом

У данiй частинi результати попереднього пiдроздiлу буде продемонстро-

вано на прикладi певних класiв матриць.

Нагадаємо, [75, 273] що задача найменших квадратiв полягає у знаходжен-

нi такого вектора, який мiнiмiзує наступний вираз

min
x∈Rn
||Dx− y||, (2.36)
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де D — n×n-вимiрна матриця, а вектор y ∈ Rn – фiксований. Зазначимо, що

розв’язок задачi (2.36) може бути не єдиним [314, 75]. Вiдомо також [273, 314],

що з множини всiх векторiв, для яких цей мiнiмум досягається, вектор z =

D+y (D+ — матриця, псведообернена за Муром - Пенроузом до матрицi D)

має найменшу норму.

На зразок операторiв послiдовнiсть матриць {Un, n ∈ N} називається

рiвномiрно обмеженою, якщо iснує стала c > 0 така, що ||Un|| ≤ c,

n ∈ N.

Тут пiд || · || мається на увазi довiльна фiксована норма в евклiдовому

просторi Rn. Надалi розглядатимуться лише такi матрицi D, що мають ви-

гляд

D = I − U, (2.37)

за припущення, що степенi останньої утворюють рiвномiрно - обмежену послi-

довнiсть. Для таких матриць будуть справедливими результати попереднього

пiдроздiлу, вiдносно псевдообернення. Сформулюємо їх як наслiдки для ма-

триць. Означимо матрицю

U0 = lim
n→∞

∑n
k=0 U

k

n
.

Матриця, означена у такий спосiб, є дiйсно визначеною [121, 76] (цей факт

складає твердження так званої ергодичної теореми [121, 76]). Сформулюємо

твердження, доведенi у попередньому пiдроздiлi для матриць вигляду (2.37)

Наслiдок. Матриця I−U+U0 : Rn → Rn має обернену, яка може бути

представлена у виглядi ряду

(I − U + U0)
−1 =

∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U − U0)
l}k+1, (2.38)

для всiх 0 < µ− 1 < 1
||Rµ||, де Rµ — резольвента матрицi U − U0. Матрицю

I − U + U0 будемо називати усередненою матрицею до матрицi I − U .
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Наслiдок. Матриця D = I − U має псевдообернену за Муром-

Пенроузом, для якої справедливе представлення

(I − U)+ = (I − U + U0)
−1 − U0, (2.39)

або у виглядi збiжного за нормою матричного ряду

(I − U)+ =
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U − U0)
l}k+1 − U0, (2.40)

для всiх 0 < µ− 1 < 1
||Rµ||.

Наслiдок. Матриця I − U : Rn → Rn має псевдообернену за Муром-

Пенроузом, яка може бути представленою у виглядi

(I − U)+ =
∞∑
k=0

(U − U0)
k − U0, (2.41)

якщо ряд у правiй частинi є збiжним. Цю формулу можна отримати шля-

хом граничного переходу, коли µ → 1 в (2.40). При цьому переходi у виразi

(2.40) в першiй сумi залишиться доданок тiльки при k = 0 й таким чином

отримаємо (2.41).

Матриця U0 насправдi є матричним ортопроектором на ядро матрицi I −

U . Тому її можна знаходити шляхом розв’язання системи рiвнянь (I−U)x =

0.

Як вже вiдзначалося, псевдооберненi матрицi використовуються при

розв’язаннi багатьох крайових задач. Крiм того, можна навести приклади

класу матриць, якi використовуються в теорiї стохастичних диференцiаль-

них рiвнянь та задовольняють вимогам рiвномiрної обмеженостi степеней.

Наведемо вiдповiднi означення.

Означення 2.9. [273]. Матриця P = (pij)
n
i,j=1 називається стохастичною,

якщо всi її елементи невiд’ємнi й сума елементiв довiльного рядка дорiвнює

одиницi.

Покажемо, що якщо матриця D має вигляд D = I−P , де P – стохастична

матриця, то вона має псевдообернену за Муром-Пенроузом, яка може бути
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знайденою за однiєю з формул (2.39 - 2.41), запропонованих вище. Будемо

розглядати матричну m-норму

||A||m = max
i=1,n

n∑
j=1

|aij|.

Для стохастичної матрицi P її m-норма дорiвнює одиницi

||P ||m = 1. З рiвняння Колмогорова-Чепмена [273] випливає, що

P n+m = P nPm.

З цих рiвностей отримуємо, що

||P n||m ≤ ||P ||nm = 1.

Таким чином, степенi стохастичної матрицi утворюють рiвномiрно обмежену

множину.

Вiдзначимо також, що отриманi формули можна застосовувати для зна-

ходження стацiонарних розподiлiв в ланцюгах Маркова [273].

Проiлюструємо розроблену теорiю псевдообернення матриць на прикла-

дi системи масового обслуговування з чотирма ймовiрнiсними станами, як

функцiями часу P0(t), P1(t), P2(t), P3(t), що задовольняють системi диферен-

цiальних рiвнянь Колмогорова-Чепмена наступного вигляду:



dP0(t)
dt = −λ01P0(t) + λ10P1(t),

dP1(t)
dt = −λ01P0(t)− (λ10 + λ12)P1(t) + λ21P2(t) + λ31P3(t),

dP2(t)
dt = λ12P1(t)− (λ21 + λ23)P2(t),

dP3(t)
dt = λ23P2(t)− λ31P3(t),

з умовою нормування P0(t) + P1(t) + P2(t) + P3(t) = 1, та Pi(t) ≥ 0, i = 0, 3.

Позначимо ~P (t) = (P0(t), P1(t), P2(t), P3(t)) й перепишемо систему у матри-
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чному виглядi, ввiвши до розгляду матрицю

Λ =


−λ01 λ10 0 0

λ01 −λ10 − λ12 λ21 λ31

0 λ12 −λ21 − λ23 0

0 0 λ23 −λ31

 .

Тодi можна переписати систему рiвнянь Колмогорова у виглядi наступної

крайової задачi 
d~P (t)
dt = Λ~P (t),

l ~P (·) =
∑3

i=0 Pi(0) = 1.
(2.42)

Для розв’язування системи (2.42) можна застосовувати перетворення Ла-

пласа. Нагадаємо, що для функцiї f(t) її перетворення Лапласа має вигляд

F (p) =

∫ ∞
0

e−ptf(t)dt.

При цьому, похiднiй f ′(t) буде вiдповiдати функцiя pF (p) − f(0). Обернене

перетворення Лапласа здiйснюється наступним чином:

f(t) =
1

2πi

∫ t+i∞

t−i∞
F (p)dp.

Нехай вектор-функцiя ~π(p) має наступний вигляд ~π(p) =

(π0(p), π1(p), π2(p), π3(p)), де πi(p), i = 0, 3 вiдповiднi образи функцiй

станiв Pi(t) при перетвореннi Лапласа. Тодi диференцiальна система (2.42)

перетвориться на лiнiйну алгебраїчну систему:

~π = Q~π + ~g, (2.43)

де матриця Q та вектор ~g вiдповiдно мають вигляд Q = 1
pΛ, ~g =

1
p(P0(0), P1(0), P2(0), P3(0)), або у розгорнутому виглядi

π0(p) = −λ01
p π0(p) + λ10

p π1(p) + P0(0)
p ,

π1(p) = λ01
p π0(p)− (λ10+λ12)

p π1(p) + λ21
p π2(p) + λ31

p + P1(0)
p ,

π2(p) = λ12
p π1(p)− (λ21+λ23)

p π2(p) + P2(0)
p ,

π3(p) = λ23
p π2(p)− λ31

p π2(p) + P3(0)
p ,
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з умовою
∑3

i=0 πi(p) = 1
p . Перетворимо систему (2.43) до вигляду

(I −Q)~π = ~g. (2.44)

Можливi два випадки:

1) det(I −Q) 6= 0. Тодi iснує єдиний розв’язок матричної системи (2.44) у

виглядi π = (I −Q)−1~g. Виконання умови нормованостi перевiряється безпо-

середньою пiдстановкою отриманого розв’язку.

2) det(I − Q) = 0. У цьому випадку розв’язок матричної системи

(2.44) iснує для тих i тiльки тих правих частин, що задовольняють умову

PN(I−Q)T~g = ~0. За виконання цiєї умови множина розв’язкiв даної системи

матиме вигляд:

~π = (I −Q)+~g + PN(I−Q)~c,

для довiльного вектора ~c ∈ R4, де матриця (I − Q)+ – псевдообернена за

Муром-Пенроузом до матрицi (I − Q). Виконуючи обернене перетворення

Лапласа та перевiряючи умову нормованостi знаходимо шуканий розподiл

станiв. Нехай наприклад задано наступнi коефiцiєнти iнтенсивностей:

λ01 = 0.019, λ10 = 0.65, λ12 = 0.4, λ21 = 0.392, λ23 = 0.008, λ31 = 0.008.

Вирiшуючи рiвняння Колмогорова-Чепмена й врахувавши умову нормування

отримуємо трипараметричну родину ймовiрностей станiв системи у виглядi

P0(t) = 0.52 + (0.002 + a11)0.264t + (0.005 + a12)0.729t+

+(−0.527 + a13)0.991t

P1(t) = 0.16 + (−0.004 + a21)0.264t + (−0.001 + a22)0.729t+

+(−0.155 + a23)0.991t

P2(t) = 0.16 + (0.002 + a31)0.264t + (−0.004 + a32)0.729t+

+(−0.158 + a33)0.991t

P3(t) = 0.16 + a410.264t + a420.729t + (0.84 + a43)0.991t,
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де

a11 = 0.077c1 − 0.449c2 + 0.186c3; a12 = 0.29c1 − 0.177c2 − 0.8c3;

a13 = 0.631c1 + 0.626c2 + 0.616c3; a21 = −0.134c1 + 0.784c2 − 0.324c3;

a22 = −0.052c1 + 0.032c2 + 0.143c3; a23 = 0.186c1 + 0.184c2 + 0.181c3;

a31 = 0.057c1 − 0.336c2 + 0.138c3; a32 = −0.246c1 + 0.149c2 + 0.677c3;

a33 = 0.189c1 + 0.187c2 + 0.185c3; a41 = 0.001c2;

a42 = 0.006c1 − 0.004c2 − 0.02c3; a43 = −1.006c1 − 0.977c2 − 0.982c3;

для довiльних сталих c1, c2, c3 таких, що Pi(t) ≥ 0. Результати дано iз зао-

кругленнями до тисячних. Наприклад, якщо покласти c1 = 0, c2 = 0, c3 = 0

та момент часу t = 3 отримаємо такi ймовiрностi станiв

P0(3) = 0.001, P1(3) = 0.001, P2(3) = 0.001, P3(3) = 0.97.

Також бачимо, що при прямуваннi до нескiнченостi часу t ймовiрностi, що ви-

значають функцiї станiв, прямують до чисел 0.52, 0.16, 0.16, 0.16 вiдповiдно.

Даний приклад iлюструє яким чином можна звести систему диференцiальних

рiвнянь до алгебраїчної та потiм використати псевдооберненi матрицi.

2.6. Теорема про неявну функцiю у просторах Фреше

Даний пiдроздiл присвячений застосуванню теорiї сильних узагальнено-

обернених операторiв при дослiдженнi нелiнiйних операторних рiвнянь.

Задачi математичної фiзики часто зводяться до розв’язання нелiнiйних

рiвнянь, чи систем рiвнянь виду F(x, ε) = 0, де F(x, ε) - нелiнiйний опе-

ратор, визначений i неперервний (достатньо гладкий, аналiтичний) у околi

w = w(x0, ε0) ⊂ E1 +E вiдомого розв’язку x = x0 при ε = ε0 зi значеннями в

E2, E1, E2, E - простори Фреше, Банаха або Гiльберта. Необхiдно побудувати

розв’язок x = x(ε) рiвняння в околi w точки (x0, ε0). Якщо похiдна Фреше
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Fx(x0, ε0) iснує i є оборотним оператором, то в околi w, як випливає з класи-

чної теореми про неявну функцiю [185], iснує єдиний неперервний (гладкий,

аналiтичний) розв’язок x = x0 +y(ε−ε0). Теорiя розгалуження [63], [154] роз-

глядає питання про iснування й кiлькiсть малих розв’язкiв y(ε− ε0), а також

побудову їх асимптотики за малим параметром ε − ε0 у тому випадку, коли

оператор Q = −Fx(x0, ε0) має нетривiальний пiдпростiр нулiв N(Q), тобто

не виконуються припущення класичної теореми про неявну функцiю. За цих

умов у околi w(x0, ε0) може iснувати декiлька розв’язкiв чи сiмей розв’яз-

кiв, залежних вiд одного або декiлькох вiльних параметрiв; (x0, ε0) назива-

ється тодi точкою розгалуження розв’язкiв рiвняння. У подальшому будемо

для зручностi вважати, що x0 = 0, ε0 = 0. Тодi вихiдне рiвняння можна за-

писати у виглядi Qx = εR(x, ε), R(0, 0) = 0, у припущеннi на нелiнiйнiсть:

Rx(0, 0) = 0. Якщо ε = λ - числовий параметр, i при всiх можливих значеннях

λ: R(0, λ) = 0, то отримане рiвняння називається задачею про точки бiфур-

кацiї. Точками бiфуркацiї є тi значення параметра λ, в околi яких iснують

нетривiальнi розв’язки рiвняння. Основи теорiї розгалуження функцiональ-

них рiвнянь було закладено ще на початку ХХ сторiччя у роботах видатних

математикiв О.М.Ляпунова й Е.Шмiдта. Дослiдження О.М.Ляпунова були

пов’язанi з вiдомою задачею про рiвноважнi фiгури, а Е.Шмiдта - з загаль-

ною теорiєю лiнiйних i нелiнiйних iнтегральних рiвнянь. Вiдзначимо також,

що якщо N(Q) скiнченновимiрне, то у такому випадку ця задача дослiджу-

валась у [314] з допомогою так званої леми Шмiдта для фредгольмових та

нетерових операторiв. Метод, що застосовується при розв’язаннi задач тео-

рiї розгалуження, дiстав назву методу Ляпунова-Шмiдта. Iншi теореми про

неявнi функцiї було отримано у роботах [408], [414], й також [185, 361, 135],

[277].

Постановка задачi
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Будемо розглядати нелiнiйне рiвняння

F(x, ε) = 0, (2.45)

за умови, що його можна переписати у виглядi

Qx = εR(x, ε), (2.46)

у просторах Фреше E1 та E2 з нелiнiйнiстю R(x, ε), що задовольняє умову

R(0, 0) = 0, Rx(0, 0) = 0 (похiдна у сенсi Фреше за першою змiнною). Задача

полягає у вiдшуканнi такого розв’язку x = x(ε), який при ε = 0 обертається

в один з розв’язкiв породжуючої задачi Qx = 0, i визначений та неперервний

у околi цього розв’язку.

Класичний випадок

Спочатку розглянемо випадок, коли оператор Q такий, що пара (X, Y )

є Q-допустимою, згiдно означення першого пiдроздiлу. Тодi розв’язок поро-

джуючої задачi може бути представлений у виглядi x = PN(Q)c. Знайдемо

необхiдну умову iснування розв’язку нелiнiйного рiвняння.

Теорема 2.5. (необхiдна умова). Нехай рiвняння (2.46) має розв’язок x =

x(ε), який при ε = 0 обертається в один з розв’язкiв x(0) = PN(Q)c з еле-

ментом c = c0. Тодi c0 повинен задовольняти рiвняння для породжуючих

елементiв

F (c) = PN(Q∗)R(PN(Q)c, 0) = 0. (2.47)

Доведення. Припустимо, що нелiнiйне рiвняння має розв’язок x = x(ε),

який обертається в один з розв’язкiв породжуючого рiвняння x(0) = PN(Q)c0,

коли ε = 0. Пiдставимо цей розв’язок у рiвняння (2.46) i запишемо умову

розв’язностi

PN(Q∗)R(x(ε), ε) = 0.

Перейдемо до границi, коли ε→ 0. Використовуючи при цьому неперервнiсть

R у околi породжуючого розв’язку, отримаємо (2.47).
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Знайдемо достатню умову iснування розв’язку нелiйного рiвняння. Для її

отримання будемо вимагати додаткової гладкостi вiд нелiнiйностi R в околi

породжуючого розв’язку.

Нехай елемент c = c0 задовольняє рiвняння для породжуючих елементiв

(2.47). Зробимо замiну змiнних x(ε) = PN(Q)c0 + y(ε). Тодi рiвняння (2.46)

перепишеться у виглядi

Qy(ε) = εR(PN(Q)c
0 + y(ε), ε). (2.48)

Вiдображення y(ε) задовольняє умову y(0) = 0. Видiлимо в (2.48) лiнiйну

частину в околi породжуючого розв’язку

R(PN(Q)c0 +y(ε), ε) = R(PN(Q)c0, 0)+ ly(ε)+R(y(ε), ε), ly(ε) = Rx(PN(Q)c0, 0),

(2.49)

та запишемо умову розв’язностi для рiвняння (2.48)

PN(Q∗)R(PN(Q)c0 + y(ε), ε) = 0.

За виконання цiєї умови рiвняння (2.48) буде мати розв’язки у виглядi

y(ε) = y(ε) + PN(Q)c(ε),

де

y(ε) = G[y(ε)] := Q−R(PN(Q)c0 + y(ε), ε).

Пiдставивши цей вираз в умову розв’язностi та врахувавши представлення

(2.49) та умову (2.47), отримаємо операторне рiвняння вiдносно c(ε) :

B0c(ε) = g(ε),

B0 = PN(Q∗)lPN(Q), g(ε) = −PN(Q∗)ly(ε)− PN(Q∗)R(y(ε), ε).

За виконання умови PN(Q∗0)PN(Q∗) = 0, то це рiвняння буде розв’язним з одним

iз розв’язкiв у виглядi c(ε) = B−0 g(ε). Тодi ми отримаємо наступну оператор-
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ну систему вiдносно y(ε), c(ε), y(ε):
y(ε) = PN(Q)c(ε) + y(ε),

c(ε) = −B−0 PN(Q∗){R(y(ε), ε) + ly(ε)},

y(ε) = G[y(ε)],

яку перепишемо у виглядi

u(ε) = Lu(ε) + g(ε), (2.50)

де u(ε) = (y(ε), c(ε), y(ε))T ,

L =


0 PN(Q) I

0 0 L1

0 0 0

 , g(ε) =


0

g1(ε)

g2(ε)

 ,

де

L1z = −B−0 PN(Q∗)lz, g1(ε) = −B−0 PN(Q∗)R(y(ε), ε), g2(ε) = G[y(ε)].

Тодi u(ε) = (I − L)−1g(ε) = S(ε)u(ε), де

S(ε)u(ε) = (I − L)−1g(ε) =


I PN(Q) PN(Q)L1 + I

0 I L1

0 0 I

 g(ε),

S(ε)


y(ε)

c(ε)

y(ε)

 =


−PN(Q)B

−
0 PN(Q∗)R(y(ε), ε)− PN(Q)B

−
0 PN(Q∗)lG[y(ε)] +G[y(ε)]

−B−
0 PN(Q∗)R(y(ε), ε)−B−

0 PN(Q∗)lG[y(ε)]

G[y(ε)]

 .

За рахунок малостi ε завжди можна досягти того, щоб оператор S(ε) був

стискуючим. Скориставшись принципом стискаючих вiдображень [185], отри-

маємо наступну теорему.

Теорема 2.6. (достатня умова). Нехай виконуються умови:

1. B0, Q - узагальнено-оборотнi оператори;

2. PN(B∗0)PN(Q∗) = 0.
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Тодi для довiльного елемента c = c0, що задовольняє рiвняння для по-

роджуючих елементiв (2.47), iснує неперервний розв’язок рiвняння (2.46).

Цей розв’язок можна знайти за допомогою збiжного iтерацiйного процесу
yk+1(ε) = PN(Q)ck(ε) + yk(ε),

ck+1(ε) = −B−0 PN(Q∗){R(yk(ε), ε) + lyk(ε)},

yk+1(ε) = G[yk(ε)],

R(yk(ε), ε) = R(PN(Q)c0 + yk(ε), ε)−R(PN(Q)c0, 0)− lyk(ε),

xk(ε) = PN(Q)c0 + yk(ε), x(ε) = lim
k→∞

xk(ε),

G[yk(ε)] = B−R(PN(Q)c0 + yk(ε), ε),

F (c0) = PN(Q∗)R(PN(Q)c0, 0) = 0,

для y0(ε) = 0, c0(ε) = 0, y0(ε) = 0.

Зв’язок мiж необхiдною та достатньою умовами

Спочатку доведемо таке твердження.

Наслiдок. Нехай F (c) має похiдну Фреше для кожного елементу c = c0

простору E1, що задовольняє рiвняння для породжуючих елементiв (2.47).

Якщо F (1)(c0) має обмежений обернений, то рiвняння (2.46) має єдиний

розв’язок для кожного c0.

Доведення. Розглянемо рiзницю

F (c0 + ε) = F (c0 + ε)− F (c0) = PN(Q∗)R(PN(Q)(c0 + ε), ε)−

−PN(Q∗)R(PN(Q)c0, 0) = PN(Q∗)lPN(Q)ε+

+PN(Q∗)R(PN(Q)ε, ε) = B0[ε] + PN(Q∗)R(PN(Q)ε, ε).

Звiдси випливає, що B0 = F (1)(c0). Оскiльки оператор F (1)(c0) оборотний,

то для оператора B0 умови теореми 2.6 виконуються. Таким чином, умова

оборотностi оператора B0 пов’язує мiж собою необхiдну й достатню умови. В

скiченновимiрному випадку ця умова еквiвалентна умовi простоти кореня.

Зауваження щодо посилення результатiв
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Використовуючи поняття сильного узагальнено-оберненого оператора мо-

жна довести бiльш загальне тверждення, нiж в теоремi 2.6. А саме:

Теорема 2.7. Нехай виконуються умови:

1. Q та B0 – сильнi (X1, Y1), (X2, Y2) - узагальнено-оборотнi оператори

вiдповiдно;

2. PN(B∗0)PN(Q∗) = 0.

Тодi для довiльного елемента c = c0, що задовольняє рiвняння для поро-

джуючих елементiв (2.47), iснує неперервний узагальнений розв’язок x(h)

рiвняння (2.46). Цей розв’язок можна знайти за допомогою збiжного iте-

рацiйного процесу
yk+1(ε) = PN(Q)ck(ε) + yk(ε),

ck+1(ε) = −B−0X2,Y2
PN(Q∗){R(yk(ε), ε) + lyk(ε)},

yk+1(ε) = G[yk(ε)],

R(yk(ε), ε) = R(PN(Q)c0 + yk(ε), ε)−R(PN(Q)c0, 0)− lyk(ε),

xk(ε) = PN(Q)c0 + yk(ε), x(ε) = lim
k→∞

xk(ε),

G[yk(ε)] = Q−X1,Y1
R(PN(Q)c0 + yk(ε), ε),

F (c0) = PN(Q∗)R(PN(Q)c0, 0) = 0,

для y0(ε) = 0, c0(ε) = 0, y0(ε) = 0; B−0X1,Y1
, B−X2,Y2

– сильнi узагальнено-

оберненi оператори.

Зауваження 2.9. Технiка доведення не вiдрiзняється вiд доведення попе-

редньої теореми, але остання теорема є бiльш загальною за рахунок того,

що умова замкненостi множини значень оператора Q не припускається.

Розглянемо тепер те саме рiвняння, але визначене у просторах Гiльберта

E1 = H1, E = H,E2 = H2. Геометрiя цих просторiв багатша, i, як випливає

з результатiв, отриманих вище, довiльний лiнiйний обмежений оператор має

сильний псевдообернений. Зважаючи на це, отримаємо наступний наслiдок.

Наслiдок. Нехай PN(B∗0)PN(Q∗) = 0.
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Тодi для довiльного елемента c = c0, що задовольняє рiвняння для поро-

джуючих елементiв (2.47), iснує неперервний узагальнений розв’язок x(ε)

рiвняння (2.46). Цей розв’язок можна знайти за допомогою iтерацiйного

процесу 
yk+1(ε) = PN(Q)ck(ε) + yk(ε),

ck+1(ε) = −B+
0 PN(Q∗){R(yk(ε), ε) + lyk(ε)},

yk+1(ε) = G[yk(ε)],

R(yk(ε), ε) = R(PN(Q)c0 + yk(ε), ε)−R(PN(Q)c0, 0)− lyk(ε),

xk(ε) = PN(Q)c0 + yk(ε), x(ε) = lim
k→∞

xk(ε),

G[yk(ε)] = Q
+
R(PN(Q)c0 + yk(ε), ε),

F (c0) = PN(Q∗)R(PN(Q)c0, 0) = 0,

збiжного для довiльних початкових значень y0(ε), c0(ε), y0(ε); B
+
0 , Q

+ –

сильнi псевдооберненi за Муром-Пенроузом оператори.

Приклад. Продемонструємо, як можна застосовувати отриманi теоре-

ми для представлення розв’язкiв нелiнiйного операторного рiвняння Ляпуно-

ва в просторi Гiльберта в критичному випадку (коли порушується єдинiсть

розв’язку породжуючого рiвняння).

Розглянемо рiвняння вигляду

F(X, ε) = AX +XB + εXQ1X −Q2 = 0, (2.51)

де A,B,Q1, Q2 ∈ L(H) - вiдомi лiнiйнi обмеженi оператори, що дiють в про-

сторi Гiльберта H, оператор X ∈ L(H) - шуканий, а ε - малий параметр.

Розглянемо породжуюче рiвняння

F(X, 0) = AX +XB −Q2 = 0. (2.52)

В даному випадку R(X, ε) = εXQ1X. Ввiвши позначення QX := AX +XB,

запишемо (2.52) у виглядi

QX = Q2.
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Тодi узагальненi розв’язки (2.52) будуть мати вигляд

X = Q
+
Q2 + PN(Q)C, (2.53)

де довiльний оператор C належить L(H) за виконання умови PN(Q∗)Q2 = 0.

Використовуючи отриманi вище твердження, отримаємо наступне тверджен-

ня.

Теорема 2.8. (необхiдна умова). Нехай iснує неперервний розв’язок рiвнян-

ня (2.51), який при ε = 0 перетворюється в один iз розв’язкiв породжуючої

задачi (2.52) вигляду (2.53) з оператором C = C0. Тодi C0 повинен задоволь-

няти операторне рiвняння для породжуючих операторiв

F (C) = PN(Q∗)(Q
+
Q2 + PN(Q)C)Q1(Q

+
Q2 + PN(Q)C) = 0. (2.54)

Таким чином, теорема (2.8) iлюструє теорему про необхiдну умову iснува-

ння розв’язку операторного рiвняння (2.51). Для отримання достатньої умови

зробимо замiну змiнних

X(ε) = Y (ε) + PN(Q)C0 +Q
+
Q2.

Тодi отримаємо рiвняння вигляду

QY (ε) = −ε(Y (ε) +PN(Q)C0 +Q
+
Q2)Q1(Y (ε) +PN(Q)C0 +Q

+
Q2), Y (0) = 0.

(2.55)

Умова розв’язностi для (2.55) набуде вигляду

PN(Q∗)(Y (ε) + PN(Q)C0 +Q
+
Q2)Q1(Y (ε) + PN(Q)C0 +Q

+
Q2) = 0. (2.56)

За виконання умови (2.56) розв’язки будуть мати вигляд

Y (ε) = Y (ε) + PN(Q)C(ε),

де

Y (ε) = G[Y (ε)] = −εQ+
(Y (ε)+PN(Q)C0 +Q

+
Q2)Q1(Y (ε)+PN(Q)C0 +Q

+
Q2).
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Неважко перевiрити, що в даному випадку

lY (ε) = Y (ε)Q1(PN(Q)C0 +Q
+
Q2) + (PN(Q)C0 +Q

+
Q2)Q1Y (ε).

Таким чином, отримаємо операторну систему вигляду

Y (ε) = Y (ε) + PN(Q)C(ε),

Y (ε) = −εQ+
(Y (ε) + PN(Q)C0 +Q

+
Q2)Q1(Y (ε) + PN(Q)C0 +Q

+
Q2),

B0C(ε) = −PN(Q∗)Y (ε)Q1Y (ε)− PN(Q∗)lY (ε).

Використовуючи наслiдок, отримаємо наступний результат.

Теорема 2.9. (достатня умова). Нехай PN(B∗0)PN(Q∗) = 0.

Тодi для довiльного оператора C = C0, який задовольняє рiвняння для

породжуючих операторiв (2.54), iснує неперервний узагальнений розв’язок

x(ε) рiвняння (2.51). Цей розв’язок можна знайти з допомогою збiжного

iтерацiйного процеса

Yk+1(ε) = Y k(ε) + PN(Q)Ck(ε),

Ck+1(ε) = −B+
0 PN(Q∗)Yk(ε)Q1Yk(ε)− PN(Q∗)lY k(ε),

Y k+1(ε) = G[Yk(ε)],

Xk(ε) = PN(Q)C0 + Yk(ε) +Q
+
Q2, X(ε) = lim

k→∞
Xk(ε),

G[Yk(ε)] = −εQ+
(Yk(ε) + PN(Q)C0 +Q

+
Q2)Q1(Yk(ε) + PN(Q)C0 +Q

+
Q2),

F (C0) = PN(Q∗)(Q
+
Q2 + PN(Q)C0)Q1(Q

+
Q2 + PN(Q)C0) = 0,

для Y0(ε) = 0, C0(ε) = 0, Y 0(ε) = 0; B
+
0 , Q

+ - сильнi псевдооберненi за Муром-

Пенроузом оператори.
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2.7. ВИСНОВКИ

1) Введено поняття сильного узагальнено-оберненого та псевдооберненого

операторiв у просторах Фреше, Банаха та Гiльберта;

2) Для лiнiйних операторних рiвнянь з обмеженим оператором у просто-

рах Фреше та Банаха введенi поняття узагальнених розв’язкiв та квазiро-

зв’язкiв. Побудовано теорiю розв’язностi таких рiвнянь та представлено їх

множини розв’язкiв;

3) Для лiнiйних рiвнянь у просторах Банаха з нормально-розв’язним опе-

ратором показано, яким чином будуються проектори на ядро та коядро опе-

ратора;

4) Для операторних рiвнянь у просторах Банаха та Фреше з необов’язко-

во стискуючим оператором узагальнено метод рядiв Неймана та побудовано

сильнi псевдооберненi оператори;

5) З використанням побудованих сильних псевдообернених та

узагальнено-обернених операторiв доведено теореми розв’язностi для

нелiнiйних операторних рiвнянь.
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РОЗДIЛ 3

КРАЙОВI ЗАДАЧI ДЛЯ ОПЕРАТОРНО ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ

РIВНЯНЬ В ПРОСТОРАХ БАНАХА ТА ГIЛЬБЕРТА

3.1. Перiодичнi розв’язки рiвняння Хiла

В даному роздiлi резульати попередньої частини застосовуються до дослi-

дження розв’язностi перiодичної крайової задачi для рiвняння Хiла в просто-

рi Гiльберта. Побудовано узагальнений оператор Грiна, з допомогою якого

представлено вiдповiдну множину перiодичних розв’язкiв.

Постановка задачi

Розглянемо в дiйснозначному просторi Гiльберта H рiвняння Хiла [103]

ÿ(t) + Ty(t) = 0, (3.1)

з перiодичною умовою

y(0) = y(w), ẏ(0) = ẏ(w). (3.2)

В рiвняннi (3.1) T - додатний самоспряжений оператор. Нехай T
1
2 ≥ λI -

квадратний корiнь з оператора T . Задача полягає у вiдшуканнi розв’язкiв

крайової задачi (3.1), (3.2). Так як оператор T замкнений, то [139, 141] область

визначення D(T
1
2 ) оператора T

1
2 є простором Гiльберта вiдносно скалярного

добутку (T
1
2u, T

1
2u). Зробимо замiну змiнних ẋ1(t) = T

1
2x2(t) + r cos(tT

1
2 )z,

ẋ2(t) = −T 1
2x1(t) + r sin(tT

1
2 )z,

(3.3)

(аналогiчну до замiни типа Ван дер Поля, коли r = 0) й отримаємо неодно-

рiдну операторну систему диференцiальних рiвнянь з вiдповiдною крайовою

умовою

x1(0) = x1(w), x2(0) = x2(w) + rT−
1
2cos(wT

1
2 )z − rT−

1
2z. (3.4)
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Тут ẏ(t) = ẋ1(t), z - довiльний елемент простору H.

Еволюцiйним оператором для рiвняння (3.3) при r = 0 буде сильно непе-

рервна унiтарна група (Рiд М., Саймон Б. [141, 214])

U(t) := U(t, 0) =

 cos tT
1
2 sin tT

1
2

−sin tT 1
2 cos tT

1
2

 .

Вiдомо [214, 12], що унiтарна група U(t) не є стискаючою. Нагадаємо її вла-

стивостi:

Un(t) =

 cos ntT
1
2 sin ntT

1
2

−sin ntT 1
2 cos ntT

1
2

 = U(nt), ||Un(t)|| = 1, n ∈ N.

Вводячи до розгляду новий простiр Гiльберта H
T

1
2

= D(T
1
2 )⊕D(T

1
2 ) зi ска-

лярним добутком (< u, v >,< u, v >)H
T
1
2

= (T
1
2u, T

1
2u) + (T

1
2v, T

1
2v) й вектор

ϕ = (x1, x2)
T , задачу (3.3), (3.4) на спареному просторi H

T
1
2
перепишемо у

виглядi

ϕ̇(t) = Aϕ(t) + f(t), (3.5)

ϕ(0) = ϕ(w) + α, (3.6)

де оператор A має вигляд

A =

 0 T
1
2

−T 1
2 0

 =

 T
1
2 0

0 T
1
2

 0 I

−I 0

 =

 0 I

−I 0

 T
1
2 0

0 T
1
2

 ,

а вектор–функцiя f(t) та вектор α мають вигляд

f(t) = (r cos(tT
1
2 )z, r sin(tT

1
2 )z)T ), α = (0, rT−

1
2 (cos(wT

1
2 )z − z))T .

Основний результат

Дослiдимо питання щодо розв’язностi крайової задачi (3.5), (3.6). Розв’я-

зок задачi (3.5) можна подати у виглядi

ϕ(t) = U(t)c+

∫ t

0

U(t)U−1(τ)f(τ)dτ,
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для довiльного елемента c ∈ H
T

1
2
. Пiдставляючи f(t), остаточно отримаємо

ϕ(t) = U(t)c+

 rT−
1
2sin(tT

1
2 )z

0

 . (3.7)

Пiдставивши (3.7) в умову (3.6) приходимо до висновку стосовно еквiвален-

тностi розв’язностi крайової задачi (3.5), (3.6) та операторного рiвняння

(I − U(w))c = g, (3.8)

де

g =

 rT−
1
2sin(wT

1
2 )z

rT−
1
2 (cos(wT

1
2 )z − z)

 .

Вивчимо тепер операторне рiвняння (3.8). При цьому будемо використовува-

ти результати попереднього роздiлу.

1) Класичнi узагальненi розв’язки.

Припустимо, що множина значень оператора I−U(w) є замкненою, тобто

R(I − U(w)) = R(I − U(w)). Тодi операторна система (3.8) буде розв’язною

тодi й тiльки тодi, коли [307]

U0(w)g = 0,

де

U0(w) = lim
n→∞

∑n
k=0 U

k(w)

n
= lim

n→∞

∑n
k=0 U(kw)

n
−

ортопроектор, який проектує простiр H
T

1
2
на власний пiдпростiр 1 ∈ σ(U(w))

[121] та коядро оператора I − U(w), тобто PN((I−U(w))∗). За виконання цiєї

умови, розв’язки рiвняння (3.8) будуть мати вигляд [307]:

c = U0(w)c+ (
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w)− U0(w))l}k+1 − U0(w))g.

Пiдставивиши у (3.7) знаходимо всi розв’язки крайової задачi (3.5), (3.6) в

наступному виглядi

ϕ(t) = U(t)U0(w)c+ (G[f, α])(t), (3.9)
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де

(G[f, α])(t) =

= U(t)
∞∑
k=0

(µ−1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w)−U0(w))l}k+1

 rT−
1
2sin(wT

1
2 )z

rT−
1
2 (cos(wT

1
2 )z − z)

−
−U(t)U0(w)

 rT−
1
2sin(wT

1
2 )z

rT−
1
2 (cos(wT

1
2 )z − z)

+

 rT−
1
2sin(tT

1
2 )z

0

 (3.10)

— узагальнений оператор Грiна задачi (3.5),(3.6).

2) Сильнi узагальненi розв’язки.

Розглянемо випадок, коли R(I − U(w)) 6= R(I − U(w)). Нехай елемент

g ∈ R(I − U(w)). Тодi знову U0(w)g = 0 [307, 121].

Завдяки тому, що степенi оператора монодромiї є рiвномiрно обмеженими

[121, c.299], справедливий розклад

H
T

1
2

= N(I − U(w))⊕R(I − U(w)),

й, таким чином, ядро N(I − U(w)) оператора I − U(w) є доповнювальним

пiдпростором в H
T

1
2
, як i в попередньому роздiлi. Профакторизуємо простiр

H
T

1
2
за ядром N(I − U(w)), отримаємо оператор

(I − U(w))PR(I−U(w)) : H
T

1
2
/N(I − U(w))→ R(I − U(w)) ⊂ R(I − U(w)),

де PR(I−U(w)) - проектор на пiдпростiр R(I − U(w)) ⊂ H
T

1
2
. Таким чином,

отриманий оператор буде iн’єктивним. Далi використаємо процес поповнення

за нормою ||(I − U(w))PR(I−U(w))x||R(I−U(w)) [160], [32, c.504-505]. Тодi отри-

маний розширений оператор ˜I − U(w) : ˜H
T

1
2
/N(I − U(w)) → R(I − U(w))

буде здiйснювати гомеоморфiзм мiж просторами ˜H
T

1
2
/N(I − U(w)) та

R(I − U(w)). В силу конструкцiї узагальненого розв’язку [160] рiвняння

( ˜I − U(w))x = g

буде мати єдиний сильний узагальнений розв’язок, який позначатимемо як

c̃ ∈ ˜H
T

1
2
/N(I − U(w)), й простiр H

T
1
2
/N(I −U(w)) буде щiльно вкладеним в

˜H
T

1
2
/N(I − U(w)) .
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Пояснiмо бiльш детально еквiвалентне до узагальненої розв’язностi фор-

мулювання поняття майже розв’язностi. В силу щiльностi вкладення iснує

послiдовнiсть c̃n ∈ HT
1
2
/N(I − U(w)) класiв еквiвалентностi, яка буде збiга-

тися до c̃ за нормою ˜H
T

1
2
/N(I − U(w)). Обираючи по представнику з кожного

класу cn ∈ c̃n отримаємо, що вона буде збiжною до узагальненого розв’язку c̃.

Така послiдовнiсть називається сильним майже розв’язком (подробицi в [160,

c.26,29]). Тодi множина усiх сильних майже розв’язкiв операторного рiвняння

(3.8) буде мати вигляд {cn + PN(I−U(w))c, n ∈ N} для довiльного c ∈ H
T

1
2
або,

що те саме {cn+U0(w)c, n ∈ N}. Тодi сильнi майже розв’язки крайової задачi

(3.5), (3.6) можна представити у виглядi послiдовностi

{ϕn(t) = U(t)U0(w)c+ U(t)cn, n ∈ N}, (3.11)

яка збiгається до U(t)c̃ у ˜H
T

1
2
/N(I − U(w)). Вiдомо, що iснування силь-

них узагальнених розв’язкiв еквiвалентно iснуванню майже розв’язкiв [160]

i, якщо елемент g ∈ R(I −U(w)), то сильнi узагальненi розв’язки будут кла-

сичними.

Зауваження 3.1. В даному випадку це означає, що ϕn(t)→ ϕ(t).

3) Псевдорозв’язки.

Розглянемо тепер випадок, коли елемент g /∈ R(I − U(w)) або, що те саме,

U0(w)g 6= 0. В цьому випадку немає звичайних розв’язкiв, але iснують еле-

менти з H
T

1
2
, що мiнiмiзують наступну норму нев’язки ||(I−U(w))c− g||H

T
1
2

.

А саме [314]:

c = (I − U(w))+g + U0(w)c, ∀c ∈ H
T

1
2
.

Цi елементи й будемо називати псевдорозв’язками (у тому випадку, коли

множина значень незамкнена треба замiнити вiдповiдний оператор на роз-

ширений i отримаємо сильнi псевдорозв’язки). Елемент (I − U(w))+g, з цiєї

множини, має найменшу норму. Тодi множина всiх псевдорозв’язкiв крайо-

вої задачi буде знову мати вигляд (3.9). Таким чином, справедлива наступна

теорема.
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Теорема 3.1. Нехай задана крайова задача (3.5), (3.6).

1. Сильнi узагальненi розв’язки крайової задачi (3.5), (3.6) iснують

тодi й тiльки тодi, коли неоднорiднiсть в (3.8) належить множинi

R(I − U(w)), тобто

U0(w)

(
rT−

1
2sin(wT

1
2 )z

rT−
1
2 (cos(wT

1
2 )z − z)

)
= 0;

якщо додатково вектор (rT−
1
2sin(wT

1
2 )z; rT−

1
2 (cos(wT

1
2 )z − z))T ∈ R(I −

U(w)), то розв’язки будуть класичними узагальненими.

За виконання цiєї умови сильнi узагальненi розв’язки крайової задачi

(3.5), (3.6) мають вигляд

ϕ(t) = U(t)U0(w)c+ (G[f, α])(t),

де (G[f, α])(t) – розширення оператора (G[f, α])(t).

2. Сильнi псевдорозв’язки iснують тодi й тiльки тодi, коли

U0(w)

(
rT−

1
2sin(wT

1
2 )z

rT−
1
2 (cos(wT

1
2 )z − z)

)
6= 0.

За виконання цiєї умови сильнi псевдорозв’язки крайової задачi (3.5), (3.6)

мають вигляд

ϕ(t) = U(t)U0(w)c+ (G[f, α])(t).

Приклади. Проiлюструємо отриманi вище твердження на прикладах.

1. Розглянемо крайову задачу для рiвняння коливань маятника:

ẍ(t) = −(
2π

ω
)2x(t), (3.12)

x(0) = x(ω). (3.13)

Зробимо замiну змiнних наступного вигляду x(t) = x1(t), ẋ1(t) = 2π
ω x2(t)+

r cos2π
ω t та перепишемо цю задачу у виглядi наступної крайової задачi для

системи рiвнянь:
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 ẋ1(t) = 2π
ω x2(t) + r cos2π

ω t,

ẋ2(t) = −2π
ω x1(t) + r sin2π

ω t,
(3.14)

x1(0) = x1(ω). (3.15)

Фундаментальна матриця розв’язкiв однорiдної системи для (3.14), нормова-

на в нулi, матиме вигляд:

X(t) =

 cos2π
ω t sin2π

ω t

−sin2π
ω t cos2π

ω t

 .

Введемо допомiжнi вектори

z(t) = (x1(t), x2(t))
T , f(t) = (r cos

2π

ω
t, r sin

2π

ω
t)T .

Крайова задача (3.14), (3.15) є нерегулярною [314] в тому сенсi, що має мно-

жину перiодичних розв’язкiв (на вiдмiну вiд регулярного випадку). Тодi, згi-

дно [314], множина усiх ω - перiодичних розв’язкiв задачi (3.14), (3.15) буде

мати вигляд:

z(t, c) = X(t)c+ (G[f ])(t),

для довiльного вектору c = (c1, c2)
T ∈ R2. Тут (G[·])(t) - узагальнений опера-

тор Грiна перiодичної задачi (3.14), (3.15), який може бути знайдений [314],

наприклад, наступним чином :

(G[f ])(t) = X(t)

∫ t

0

X−1(τ)f(τ)dτ.

В нашому випадку перетворення X(t) є ортогональним й зберiгаючим пло-

щi [12] X−1(t) = XT (t). Простим пiдрахунком можна переконатися, що

(G[f ])(t) = (rω2πsin
2π
ω t, 0)T . Таким чином множина всiх ω - перiодичних

розв’язкiв крайової задачi (3.14), (3.15) буде мати вигляд: x1(t, c, r)

x2(t, c, r)

 =

 cos2π
ω t sin2π

ω t

−sin2π
ω t cos2π

ω t

 c1

c2

+

 rω
2πsin

2π
ω t

0

 , (3.16)
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для довiльних c1, c2, r ∈ R.

2. Розглянемо крайову задачу (3.14), (3.15) з додатковими крайовими умо-

вами (перевизначену)

x2(0) = x2(
ω

4
) = 0, (3.17)∫ ω

2

0

x1(t)dt = α 6= 0. (3.18)

Покажемо, що ця задача має розв’язок для довiльного числа α ∈ R. Пiдста-

вивши другу компоненту розв’язку (3.16) в умову (3.17) отримаємо

x2(0) = c2 = 0, x2(
ω

4
) = −c1 = 0.

Пiсля пiдстановки в першу компоненту отримаємо, що x1(t, c, r) = rω
2πsin

2π
ω t.

Враховуючи умову (3.18), будемо мати∫ ω
2

0

x1(t, c, r)dt =
rω

2π

∫ ω
2

0

sin
2π

ω
tdt =

rω2

2π2
= α.

Звiдси знаходимо, що r = 2π2α
ω2 . Таким чином, розв’язок крайової задачi (3.14)

- (3.18) буде мати вигляд

(x1(t), x2(t))
T = (

πα

ω
sin

2π

ω
t, 0)T .

Зауваження 3.2. Вiдмiтимо, що без додаткового параметра r така задача

не мала би розв’язкiв.

3. Розглянемо тепер крайову задачу (3.14) - (3.17), на розв’язках якої

необхiдно мiнiмiзувати критерiй якостi∫ 1

0

x1(t, c, r)dr → inf
t∈R

. (3.19)

Згiдно першого прикладу c1 = c2 = 0. Тодi iнтеграл в (3.19) набуде значення∫ 1

0

x1(t, c, r)dr =
ω

2π
sin

2π

ω
t

∫ 1

0

rdr =
ω

4π
sin

2π

ω
t.

Неважко побачити, що задача (3.19) розв’язна й найменше значення дорiвнює

− ω
4π (досягається у точках вигляду tk = (3

4 + k)ω, k ∈ Z).
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Зауваження 3.3. Аналогiчним чином в рiвняння коливань маятника мо-

жна ввести довiльну кiлькiсть додаткових параметрiв.

Зауваження 3.4. Зауважимо, що до операторного рiвняння Хiла вигля-

ду (3.1) можна привести лiнiйнi хвильовi рiвняння (див. наприклад [214,

c.321]), що дозволяє дослiджувати крайовi задачi для них.

3.2. Умови бiфуркацiї розв’язкiв рiвняння Хiла

Даний пiдроздiл присвячений отриманню умов бiфуркацiї розв’язкiв рiв-

няння Хiла й у тому випадку, коли незбурена крайова задача не має розв’яз-

кiв. Для зручностi читання та формулювання результатiв наведемо тi факти,

що будемо в подальшому використовувати.

Допомiжнi твердження

Розглянемо в дiйсному просторi Гiльберта H рiвняння Хiла

ÿ(t) + Ty(t) = 0, (3.20)

з крайовими умовами

y(0)− y(w) = α1, ẏ(0)− ẏ(w) = α2, (3.21)

за тих же припущень, що i в попередньому пiдроздiлi, α1, α2 ∈ H. Пiсля

замiни змiнних отримаємо операторну систему диференцiальних рiвнянь ẋ1(t) = T
1
2x2(t),

ẋ2(t) = −T 1
2x1(t),

(3.22)

з крайовими умовами

x1(0)− x1(w) = α1, x2(0)− x2(w) = α2, (3.23)

ẏ(t) = ẋ1(t), або, як задачу на спареному просторi H
T

1
2

ϕ̇(t) = Aϕ(t), (3.24)
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ϕ(0)− ϕ(w) = α, (3.25)

де оператор A буде мати вигляд

A =

 0 T
1
2

−T 1
2 0

 =

 T
1
2 0

0 T
1
2

 0 I

−I 0

 =

 0 I

−I 0

 T
1
2 0

0 T
1
2

 ,

ϕ(t) = (x1(t), x2(t))
T , α = (α1, α2)

T . В подальшому ми будемо використову-

вати представлення розв’язкiв неоднорiдної операторної системи

dϕ(t)

dt
= Aϕ(t) + f(t), (3.26)

ϕ(0)− ϕ(w) = α, (3.27)

у виглядi

ϕ(t) = U(t)U0(w)c+ (G[f, α])(t),∀c ∈ H
T

1
2

(3.28)

де

(G[f, α])(t) = U(t)
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w)− U0(w))l}k+1(α+

+

∫ w

0

U(w)U−1(τ)f(τ)dτ)− U(t)U0(w)(α +

∫ w

0

U(w)U−1(τ)f(τ)dτ)+

+

∫ t

0

U(t)U−1(τ)f(τ)dτ

— узагальнений оператор Грiна задачi (3.26), (3.27). В силу сказаного вище,

крайова задача (3.24), (3.25) буде розв’язною тодi й тiльки тодi, коли елемент

α ∈ H
T

1
2
буде задовольняти умову

U0(w){α +

∫ w

0

U−1(τ)f(τ)dτ} = 0. (3.29)

За виконання цiєї умови, розв’язки задачi (3.24), (3.25) будуть мати вигляд

ϕ(t) = U(t)U0(w)c+ (G[0, α])(t) = U(t)U0(w)c+

+U(t)(
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w)− U0(w))l}k+1 − U0(w))α,
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з незалежним вiд часу оператором Грiна.

Бiфуркацiя розв’язкiв

Припустимо, що елемент α такий, що операторна система (3.24), (3.25) не

розв’язна в класичному узагальненому сенсi, тобто U0(w)α 6= 0. Покажемо,

яким чином можна збурити цю систему, щоб зробити її розв’язною. Розгля-

немо операторну систему

ϕ̇(t) = Aϕ(t) + εA1(t)ϕ(t), (3.30)

ϕ(0)− ϕ(w) = α, (3.31)

де оператор A1(t) - лiнiйний обмежений при всiх t ∈ [0;w]. Для отримання

достатнiх умов iснування розв’язкiв операторної системи (3.30), (3.31) будемо

застосовувати аналог методу Вiшика - Люстернiка й використовувати опера-

тор

B0 = U0(w)

∫ w

0

A1(t)U(t)dtU0(w) : H
T

1
2
→ H

T
1
2
.

Теорема 3.2. Припустимо, що виконуються наступнi умови:

1) B0 - псевдообернений за Муром-Пенроузом оператор (B0 ∈ PI(H
T

1
2
));

2) PN(B∗0)U0(w) = 0.

Якщо незбурена двоточкова операторна система (3.5), (3.6) не має

розв’язкiв, то операторна система (3.30), (3.31) має ρ - параметричну мно-

жину розв’язкiв у виглядi ряду

ϕ0(t, ε, cρ) =
∞∑

i=−1

εi[ϕi(t, ci) +X i(t)PN(B0)cρ], ∀cρ ∈ HT
1
2
;

абсолютно збiжного для достатньо малого параметру ε ∈ (0, ε∗]. Тут

ϕ−1(t, c−1) = U(t)U0(w)c−1,

ϕ0(t, c0) = U(t)U0(w)c0 + (G[A1(·)ϕ−1(·, c−1), α])(t),

ϕi(t, ci) = U(t)U0(w)ci + (G[A1(·)ϕi−1(·, ci−1), 0])(t), i = 1, 2, ...;

c−1 = −B+
0 U0(w)α,
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c0 = −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)ϕ−1(·, c−1), α])(τ)dτ,

ci = −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)ϕi−1(·, ci−1), 0])(τ)dτ, i = 1, 2, ...;

F0 = I −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)U(·), 0])(τ)dτU0(w),

Fi = I −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)X i−1(·), 0])(τ)dτ, i = 1, 2, ...;

X−1(t) = U(t)U0(w),

X i(t) = U(t)U0(w)Fi + (G[A1(·)X i−1(·), 0])(t), i = 0, 1, 2, ....

Зауваження 3.5. Потужнiсть множини лiнiйно незалежних розв’язкiв

залежить вiд розмiрностi пiдпростору PN(B0)H.

Доведення. Будемо шукати розв’язок у виглядi ряду за степенями ε :

ϕ(t, ε) =
+∞∑
i=−1

εiϕi(t). (3.32)

Пiдставимо ряд (3.32) в крайову задачу й зберемо коефiцiєнти при вiд-

повiдних степенях ε. Проблема визначення коефiцiєнта ϕ−1(t) при ε−1 ряду

(3.32) зведеться до наступної операторної крайової задачi

dϕ−1(t)

dt
= Aϕ−1(t), (3.33)

ϕ−1(0)− ϕ−1(w) = 0. (3.34)

Множина розв’язкiв операторної системи (3.33), (3.34) має вигляд

ϕ−1(t, c−1) = U(t)U0(w)c−1, для довiльного елемента c−1 ∈ H
T

1
2
, який

буде визначено нижче.

Проблема визначення коефiцiєнта ϕ0(t) при ε0 ряду (3.32) зводиться до

наступної неоднорiдної операторної крайової задачi

dϕ0(t)

dt
= Aϕ0(t) + A1(t)ϕ−1(t, c−1), (3.35)

ϕ0(0)− ϕ0(w) = α. (3.36)
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Крайова задача (3.35), (3.36) буде розв’язною тодi й тiльки тодi, коли

U0(w){α +

∫ w

0

U(w)U−1(τ)A1(τ)U(τ)dτU0(w)c−1} = 0,

в силу (3.11). Використовуючи властивiсть U0(w)U(w) = U(w)U0(w) =

U0(w), умову розв’язностi перепишемо у виглядi наступного операторного

рiвняння вiдносно c−1:

B0c−1 = −U0(w)α. (3.37)

Оскiльки оператор B0 псевдооборотний, то операторне рiвняння буде розв’я-

зним тодi й тiльки тодi, коли [314]

PN(B∗0)U0(w)α = 0,

яка виконується для довiльного елемента α ∈ H
T

1
2
в силу 2). Тодi множина

розв’язкiв (3.37) буде мати вигляд

c−1 = −B+
0 U0(w)α + PN(B0)cρ,

або у виглядi

c−1 = c−1 + PN(B0)cρ,

де

c−1 = −B+
0 U0(w)α,

B+
0 - псевдообернений до B0 за Муром - Пенроузом оператор. Тодi множина

розв’язкiв (3.32), (3.33) буде мати вигляд

ϕ−1(t, cρ) = ϕ−1(t, c−1) + U(t)U0(w)PN(B0)cρ;

ϕ−1(t, c−1) = U(t)U0(w)c−1.

Використовуючи тепер представлення (3.30), лiнiйнiсть узагальненого опера-

тора Грiна, множину розв’язкiв крайової задачi (3.36), (3.37) можна предста-

вити у виглядi

ϕ0(t, c0) = U(t)U0(w)c0 + (G[A1(·)ϕ−1(·, c−1), α])(t)+
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+(G[A1(·)U(·), 0])(t)U0(w)PN(B0)cρ,

де елемент c0 ∈ HT
1
2
буде визначений на наступному кроцi iтерацiйного про-

цесу.

Проблема визначення коефiцiєнта ϕ1(t) при ε1 ряду (3.32) запишеться у

виглядi наступної крайової задачi

dϕ1(t)

dt
= Aϕ1(t) + A1(t)ϕ0(t, c0), (3.38)

ϕ1(0)− ϕ1(w) = 0. (3.39)

Умова розв’язностi (3.11) для задачi (3.38), (3.39) буде мати вигляд

U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)ϕ0(τ, c0)dτ = 0.

Пiсля пiдстановки розв’язку ϕ0(t, c0) в умову розв’язностi та перетворень при-

ходимо до наступного операторного рiвняння вiдносно c0:

B0c0 = −U0(w)(

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)ϕ−1(·, c−1), α])(τ)dτ+

+

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)U(·), 0])(τ)dτU0(w)PN(B0)cρ).

В силу припущень теореми це рiвняння розв’язне й елемент c0 ∈ HT
1
2
визна-

чається наступним чином:

c0 = c0 + F0PN(B0)cρ,

де

c0 = −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)ϕ−1(·, c−1), α])(τ)dτ,

й

F0 = I −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)U(·), 0])(τ)dτU0(w).

Остаточно, множина розв’язкiв операторної крайової задачi (3.35), (3.36) буде

мати вигляд:

ϕ0(t, cρ) = ϕ0(t, c0) +X0(t)PN(B0)cρ, ∀cρ ∈ HT
1
2
,
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де

ϕ0(t, c0) = U(t)U0(w)c0 + (G[A1(·)ϕ−1(·, c−1), α])(t),

X0(t) = U(t)U0(w)F0 + (G[A1(·)U(·), 0])(t)U0(w).

Таким чином крайова задача (3.38), (3.39) буде мати розв’язки у виглядi

ϕ1(t, c1) = U(t)U0(w)c1 + (G[A1(·)ϕ0(·, c0), 0])(t) =

= U(t)U0(w)c1 + (G[A1(·)ϕ0(·, c0) + A1(·)X0(·)PN(B0)cρ, 0])(t),

де елемент c1 буде визначений на наступному кроцi iтерацiйного процесу.

Проблема визначення коефiцiєнта ϕ2(t) при ε2 ряду (3.32) зводиться до на-

ступної крайової задачi

dϕ2(t)

dt
= Aϕ2(t) + A1(t)ϕ1(t, c1), (3.40)

ϕ2(0)− ϕ2(w) = 0. (3.41)

Знову, записавши умову розв’язностi (3.11) й пiдставляючи розв’язок ϕ1(t),

пiсля перетворень отримаємо операторне рiвняння для елемента c1

B0c1 = −U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)ϕ0(·, c0)+

+A1(·)X0(·)PN(B0)cρ, 0])(τ)dτ.

В силу припущень теореми, умова розв’язностi буде виконаною й множина

розв’язкiв буде мати вигляд

c1 = c1 + F1PN(B0)cρ;

де

c1 = −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)ϕ0(·, c0), 0]dτ

та

F1 = I −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)G([A1(·)X0(·), 0])(τ)dτ.
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Остаточно, множина розв’язкiв крайової задачi (3.38), (3.39) буде мати вигляд

ϕ1(t, cρ) = ϕ1(t, c1) +X1(t)PN(B0)cρ,

де

ϕ1(t, c1) = U(t)U0(w)c1 +G([A1(·)ϕ0(·, c0), 0])(t),

та

X1(t) = U(t)U0(w)F1 +G([A1(·)X0(·), 0])(t).

Аналогiчним чином, неважко показати (дiючи за iндукцiєю), що задача ви-

значення коефiцiєнта ϕi(t) при εi ряду (3.32) зводиться до розв’язностi опе-

раторної крайової задачi

dϕi(t)

dt
= Aϕi(t) + A1(t)ϕi−1(t, ci−1), (3.42)

ϕi(0)− ϕi(w) = 0. (3.43)

За виконання умов теореми множина розв’язкiв крайової задачi (3.42),

(3.43) буде мати вигляд

ϕi(t, cρ) = ϕi(t, ci) +X i(t)PN(B0)cρ,

де

ϕi(t, ci) = U(t)U0(w)ci + (G[A1(·)ϕi−1(·, ci−1), 0])(t),

ci = −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)ϕi−1(·, ci−1), 0])(τ)dτ ;

Fi = I −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)A1(τ)(G[A1(·)X i−1(·), 0])(τ)dτ ;

й

X i(t) = U(t)U0(w)Fi + (G[A1(·)X i−1(·), 0])(t),

i = 0, 1, 2, ..., та X−1(t) = U(t)U0(w).

Доведення абсолютної збiжностi отриманого ряду проводиться як i в [41].
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Зауваження 3.6. Рiвняння, що дослiджувалося в цiй частинi, охоплює до-

статньо широкий спектр рiзних задач вiд звичайних диференцiальних рiв-

нянь й рiвнянь в частинних похiдних до абстрактних рiвнянь, що пред-

ставляють й самостiйний iнтерес. В критичному випадку розглянута кра-

йова задача може бути як фредгольмовою – в найпростiшому випадку, так

й нормально - розв’язною – в найбiльш загальному випадку (згiдно класифi-

кацiї Крейна С.Г. [140]). Слiд вiдзначити, що завдяки процесу поповнення,

розробленому в попередньому роздiлi можна досягти того, щоб необов’яз-

ково нормально-розв’язний оператор I − U(w) завжди мав замкнену мно-

жину значень, тобто завдяки процесовi поповнення його можна зробити

нормально-розв’язним. Вiдмiтимо також, що аналогiчним чином можна

отримати умови бiфуркацiї розв’язкiв крайової задачi

dϕ(t)

dt
= Aϕ(t) + εA1(t)ϕ(t),

ϕ(0)− ϕ(w) = α + εl1ϕ(·),

де l1 - лiнiйний обмежений векторний-функцiонал. Таким чином, збурюва-

ти можна як в правiй частинi розглядуваного рiвняння, так i в крайовiй

умовi (вiдповiдною замiною змiнних можна звести запропоновану крайо-

ву задачу до такої, де збурюється або права частина рiвняння, або тiльки

крайова умова).

3.3. Параметрична крайова задача з перiодичними операторними

коефiцiєнтами

В данiй частинi запропоновано означення вiдносного спектра лiнiйного

обмеженого оператора. Використовуючи це поняття, отримано необхiднi й

достатнi умови розв’язностi параметричної множини диференцiальних рiв-

нянь з перiодичним операторним коефiцiєнтом та крайовою умовою.

Вступ

Нехай (B, || · ||) - комплексний простiр Банаха, 0 - нульовий елемент в про-

сторi B, L(B) - банахiв простiр лiнiйних та обмежених операторiв, що дiють
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з B у себе. Нехай A(t) - перiодична оператор-функцiя на R зi значеннями в

L(B), f(t) - неперервна на [0;w] перiодична вектор-функцiя зi значеннями в

B й перiодом w > 0, тобто A(t+ w) = A(t), f(t+ w) = f(t).

В просторi B розглянемо множину крайових задач:

dx(t)

dt
= λA(t)x(t) + f(t), (3.44)

x(0)− x(w) = 0. (3.45)

Як вiдомо [103], розв’язок задачи Кошi для операторного рiвняння (3.44)

з довiльною початковою умовою x(0) = x0 має вигляд

x(t) = U(t, λ)x0 +

∫ t

0

U(t, λ)U−1(τ, λ)f(τ)dτ, (3.46)

де U(t, λ) при фiксованому λ – еволюцiйний оператор, що задовольняє одно-

рiдне рiвняння
dU(t, λ)

dt
= λA(t)U(t, λ), U(0, λ) = I.

Пiдставивши (3.46) в крайову умову (3.45), будемo мати:

x(0)− x(w) = (I − U(w, λ))x0 −
∫ w

0

U(w, λ)U−1(τ, λ)f(τ)dτ.

Розв’язнiсть крайової задачi (3.44),(3.45) еквiвалентна розв’язностi оператор-

ного рiвняння

(I − U(w, λ))x0 =

∫ w

0

U(w, λ)U−1(τ, λ)f(τ)dτ. (3.47)

Оператор U(w, λ) є оператором монодромiї задачi (3.44), (3.45), I – тотожнiй

оператор.

Означення 3.1. [137]. Точка λ є точкою стiйкостi рiвняння (3.44), якщо

||Un(w, λ)|| ≤ c, n ∈ Z.

По аналогiї з наведеним вище, запропонуємо наступне означення.
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Означення 3.2. Точку λ будемо називати точкою стiйкостi праворуч опе-

ратора монодромiї U(w, λ) крайової задачi (3.44), (3.45), якщо послiдовнiсть

операторiв {Un(w, λ), n ∈ N} рiвностепенево неперервна (рiвномiрно обме-

жена) ||Un(w, λ)|| ≤ c, n ∈ N.

Отриманi нижче результати виникли у зв’язку з наступним результатом

Крейна М.Г.([137, c.129]).

Лема. Якщо λ — є точкою стiйкостi рiвняння (3.44), то кожен його

розв’язок рiвномiрно обмежений при t ∈ R.
Зауваження 3.7. Наприклад в [138, c.162], рiвняння

dx(t)

dt
= A(t)x(t),

визначене на пiвосi [0; +∞) називається стiйким (точнiше, стiйким пра-

воруч), якщо кожен його розв’язок обмежений на [0; +∞). Необхiдною i до-

статньою умовою стiйкостi є рiвномiрна обмеженiсть його еволюцiйного

оператора: supt≥0 ||U(t)|| <∞.

Виявляється, що можлива ситуацiя, коли рiвняння (3.44) може мати рiв-

номiрно обмеженi розв’язки й у тому випадку, коли точка λ не є точкою

стiйкостi рiвняння (3.44). Нижче буде показано, що це можливо при бiльш

слабкiй умовi, коли точка λ є точкою стiйкостi праворуч оператора моно-

дромiї U(w, λ) крайової задачi (3.44), (3.45), й у цьому випадку задача (3.44),

(3.45) буде мати обмеженi розв’язки, при додаткових умовах на неоднорi-

днiсть f(t) ∈ B.

Позначимо через N(I − U(w, λ)) та R(I − U(w, λ)) вiдповiдно ядро та

образ оператора I − U(w, λ), вiдповiдно.

Через ρNS будемо позначати множину тих λ ∈ C для яких оператор I −

U(w, λ) є нормально - розв’язним, тобто

ρNS = {λ : λ ∈ C, R(I − U(w, λ)) = R(I − U(w, λ)) }.

Зауваження 3.8. Як буде показано далi, множина σNS = C \ ρNS тiсно

пов’язана з поняттям вiдносного спектра (а у випадку простору Банаха з
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його узагальненням), введеному та дослiдженому вперше, мабуть Асплун-

дом (див. [286], [257]).

Для бiльш точного зв’язку зi спектром оператора A нагадаємо [257], що

оператор A називається вiдносно оборотним, якщо iснує оператор X такий,

що AXA = A. Останнiм часом бiльш загальноприйнято такий оператор на-

зивати узагальнено - оборотним [97], [314]. Вiдзначимо також, що кожен

оборотний оператор є узагальнено - оборотним; оператор, що має лише лiвий

або правий обернений також є узагальнено - оборотним. В скiнченновимiрно-

му просторi кожен оператор є узагальнено - оборотним. Це поняття належить

загальнiй теорiї кiлець й наведене вище твердження про узагальнену оборо-

тнiсть скiнченновимiрних операторiв може бути сформульовано наступним

чином: повна скiнченновимiрна алгебра матриць над полем комплексних чи-

сел є регулярним кiльцем (фон Нейман [412]).

Вiдносним спектром оператора A (в просторi Гiльберта) називається

множина комплексних чисел λ, для яких оператор A − λI не буде вiдносно

оборотним [286], [257]. Вiдзначимо також, що на вiдмiну вiд звичайного по-

няття спектра оператора, вiдносний спектр втрачає ряд гарних властивостей

(наприклад, вiдносний спектр не повинен бути замкненою множиною (див.

приклад в [257, c.227] до задачi 71)).

Метою даної частини є отримання необхiдних та достатнiх умов розв’язно-

стi крайової задачi (3.44), (3.45) в просторi Банаха, а також побудовi вiдповiд-

них розв’язкiв у тому випадку, коли оператор монодромiї є стiйким праворуч.

Основним результатом є наступна теорема.
Теорема 3.3. Нехай λ ∈ ρNS є точкою стiйкостi праворуч оператора мо-

нодромiї U(w, λ) задачi (3.44) в рефлексивному просторi Банаха B. Тодi:

а) крайова задача (3.44), (3.45) має перiодичнi розв’язки тодi й тiльки

тодi, коли вектор - функцiя f(t) задовольняє умовi

U0(λ)

∫ w

0

U−1(τ, λ)f(τ)dτ = 0, де U0(λ) = lim
n→∞

∑n
m=1 U

m(w, λ)

n
; (3.48)
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б) при виконаннi умови (3.48) перiодичнi розв’язки крайової задачi (3.44),

(3.45) мають наступний вигляд:

x(t, c) = U(t, λ)U0(λ)c+

∫ w

0

G(t, τ)f(τ)dτ, (3.49)

де c – довiльний елемент простору Банаха B,

G(t, τ) = U(t, λ)
∞∑
k=0

(µ−1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w, λ)−U0(λ))l}k+1−U0(λ))U−1(τ, λ)+

+K(t, τ)

- узагальнений оператор Грiна крайової задачi (3.44), (3.45) та

K(t, τ) =

{
0, τ ≥ t,

U(t, λ)U−1(τ, λ), t > τ.

Допомiжнi твердження

Доведемо низку тверджень з яких буде легко отримати основну теорему.

Лема. Якщо λ ∈ ρNS є точкою стiйкостi праворуч оператора монодро-

мiї U(w, λ), то крайова задача (3.44), (3.45) розв’язна тодi й тiльки тодi,

коли вектор - функцiя f(t) задовольняє умовi

lim
n→∞

∑n+1
m=2 U

m(w, λ)

n

∫ w

0

U−1(τ, λ)f(τ)dτ = 0. (3.50)

Доведення. Оскiльки оператор монодромiї є стiйким праворуч, то вiн

має замкнену множину значень (в силу того, що λ ∈ ρNS). Тодi ([121], стор.

296) множину значень оператора I − U(w, λ) можна визначити наступним

чином:

R(I − U(w, λ)) = {x ∈ H : lim
n→∞

Un(w, λ)x = 0, Un(w, λ) =

∑n
m=1 U

m(w, λ)

n
}.

В цьому випадку операторне рiвняння (3.47) буде розв’язним тодi й тiльки

тодi, коли виконується умова

lim
n→∞

∑n
m=1 U

m(w, λ)

n

∫ w

0

U(w, λ)U−1(τ, λ)f(τ)dτ = 0,
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яка еквiвалентна умовi (3.50), оскiльки

lim
n→∞

∑n
m=1 U

m(w, λ)

n
U(w, λ) = U0(λ)U(w, λ) = U0(λ).

Таким чином, рiвнiсть (3.50) гарантує належнiсть функцiї f(t) множинi

значень оператора I − U(w, λ), що й доводить лему.

Зауваження 3.9. У випадку, коли λ ∈ ρNS й одночасно R(I−U(w, λ)) = B,

оператор I − U(w, λ) оборотний, λ є його регулярною точкою й крайова

задача (3.44), (3.45) має єдиний розв’язок для довiльної неоднорiдностi f(t).

В цiй ситуацiї

x0 = (I − U(w, λ))−1

∫ w

0

U(w, λ)U−1(τ, λ)f(τ)dτ

й, як наслiдок, отримуємо вiдомий результат М.Г.Крейна [137, стор.131].

Бiльше того, як показано в [137, стор.131-133] в цьому випадку оператор

монодромiї U(w, λ) буде стiйким (й навiть сильно стiйким [137]).

Зауваження 3.10. При доведеннi леми нiде не використовувалася рефле-

ксивнiсть вихiдного простору Банаха, а тому це твердження має силу в

довiльному просторi Банаха B.

Наступнi результати отримуються, як наслiдок вiдомої статистичної ер-

годичної теореми при виконаннi додаткової умови. Надалi будемо припуска-

ти, що обмеженi множини простору B слабко секвенцiально компактнi [121,

стор.297]. Зазначимо, що в просторi Гiльберта ця умова завжди виконується.

Банахiв простiр, що володiє цiєю властивiстю виявляється рефлексивним (

теорема Еберлейна - Шмульяна [121]). В силу рефлексивностi довiльного про-

стору Гiльберта, зроблене вище припущення для нього завжди виконується.

Тодi ( Iосiда К. [121, стор.298]) власний пiдпростiр N(I −U(w, λ)) оператора

I − U(w, λ) спiвпадає з множиною значень оператора U0, що визначається

рiвнiстю

U0(λ)x = lim
n→∞

∑n
m=1 U

m(w, λ)

n
x,
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тобто

N(I − U(w, λ)) = R(U0(λ)).

Наведемо властивостi оператора U0, якi будуть використовуватися в

подальшому [121] :

i)U0(λ) = U 2
0 (λ);

ii)U0(λ) = U(w, λ)U0(λ);

iii)U0(λ) = U0(λ)U(w, λ).

Наслiдок. Якщо простiр B = H є простором Гiльберта, то в цьому

випадку ортогональне доповнення до N(I −U(w, λ)) можна представити у

виглядi

N(I − U(w, λ))⊥ = {y ∈ H : U ∗0 (λ)y = 0},

де U ∗0 (λ) - оператор, спряжений до оператора U0(λ).

Лема. Оператор I − (U(w, λ)− U0(λ)) : B→ B має обмежений оберне-

ний, який має наступний вигляд

(I−(U(w, λ)−U0(λ)))−1 =
∞∑
k=0

(µ−1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w, λ)−U0(λ))l}k+1, (3.51)

для всiх 0 < µ− 1 < 1/||Rµ(U(w, λ)− U0(λ))||.

Доведення. Покажемо, що N(I − (U(w, λ) − U0(λ))) = 0. Дiйсно, якщо

x ∈ N(I − (U(w, λ)− U0(λ)), то

(I − (U(w, λ)− U0(λ)))x = 0. (3.52)

Оскiльки (I−U(w, λ))x ∈ R(I−U(w, λ)), а U0(λ)x ∈ N(I−U(w, λ)), пiдпро-

стори R(I −U(w, λ)) та N(I −U(w, λ)) перетинаються лише в нулi, то умова

(3.52) виконується тодi й тiльки тодi, коли одночасно (I − U(w, λ))x = 0

та U0(λ)x = 0 (у випадку простору Гiльберта в силу теореми Пiфагора

0 = ||(I − (U(w, λ) − U0(λ)))x||2 = ||(I − U(w, λ))x||2 + ||U0(λ)x||2). Це мо-

жливо тiльки тодi, коли x = 0. Покажемо, що R(I − (U(w, λ)− U0(λ))) = B.

Для цього достатньо замiтити, що B = N(I − U(w, λ)) ⊕ R(I − U(w, λ)) =
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R(U0) ⊕ R(I − U(w, λ)). З цього розкладу випливає, що довiльний еле-

мент x ∈ B має вигляд (I − U(w, λ))y + U0(λ)z, що й доводить рiвнiсть

R(I − (U(w, λ)− U0(λ))) = B. Таким чином, за теоремою Банаха [121], вихi-

дний оператор, що однозначно вiдображає B на себе має обмежений обер-

нений. З доведеного випливає, що для оператора µI − (U(w, λ) − U0(λ))

точка µ = 1 є регулярною. Так як степенi оператора U(w, λ) рiвномiрно

обмеженi, то спектральний радiус r(U(w,λ)−U0(λ)) ≤ 1. Добре вiдомо [121], що

резольвентна множина обмеженого оператора вiдкрита та число µ = 1 ∈

ρ(U(w, λ)−U0(λ)). Тодi iснує окiл точки µ такий, що кожна точка цього око-

лу належить резольвентнiй множинi. Для довiльної точки µ > 1 з цього околу

iснує резольвента [121], яка може бути зображена у виглядi сильно збiжного

за нормою ряду

Rµ := Rµ(U(w, λ)− U0(λ)) =
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w, λ)− U0(λ))l.

Використовуючи аналiтичнiсть резольвенти й добре вiдому тотожнiсть для

точок µ > 1 таких, що |1− µ| < 1/||Rµ(U(w, λ)− U0(λ))||, отримаємо

R1 =
∞∑
k=0

(µ− 1)kRk+1
µ .

Остаточно, пiдставивши в цю рiвнiсть отриманий вище ряд, переконуємося в

справедливостi (3.51). Що й треба було довести.

Оператор I − (U(w, λ)− U0(λ)) будемо як i ранiше називати оператором

усереднення до оператора I − U(w, λ).

Зв’язок з узагальнено-оберненим оператором

В цьому пунктi буде встановлено зв’язок мiж узагальнено-оберненим опе-

ратором та оператором, що є оберненим до оператора усереднення.

Доведемо наступне твердження.

Лема. Для довiльного λ ∈ ρNS оператор, узагальнено-обернений до опе-

ратора I − U(w, λ) iснує та його можна представити у виглядi:
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(I − U(w, λ))− = (I − (U(w, λ)− U0(λ)))−1 − U0(λ), (3.53)

або у виглядi збiжного операторного ряду

(I −U(w, λ))− =
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w, λ)−U0(λ))l}k+1−U0(λ), (3.54)

для всiх 0 < µ− 1 < 1/||Rµ(U(w, λ)− U0(λ))||.

Доведення. Оператор, що визначається правою частиною рiвностi (3.53)

є очевидно обмеженим. В силу цього, для встановлення (3.53) достатньо пе-

ревiрити виконання умов означення узагальнено-оберненого оператора. При

цьому будуть використовуватися обидва представлення та властивостi i) - iii)

оператора U0(λ).

1. Розглянемо добуток

(I − U(w, λ))((I − (U(w, λ)− U0(λ)))−1 − U0(λ))(I − U(w, λ)) =

= (I − (U(w, λ)− U0(λ))− U0(λ))((I − (U(w, λ)− U0(λ)))−1−

−U0(λ))(I − U(w, λ)) = (I − U0(λ)(I − (U(w, λ)− U0(λ)))−1−

−(I − (U(w, λ)− U0(λ)))U0(λ) + U0(λ)2)(I − U(w, λ)) =

= (I − U0(λ)(I − (U(w, λ)− U0(λ)))−1)(I − U(w, λ)) =

= (I − U0(λ)(I − (U(w, λ)− U0(λ)))−1)((I − U(w, λ) + U0(λ))− U0(λ)) =

= I − U(w, λ) + U0(λ)− U0(λ)− U0(λ) + U0(λ)(I − U(w, λ) + U0(λ))−1U0(λ).

Вiдзначимо, що U0(λ)(U(w, λ) − U0(λ))l = 0 для довiльного l ∈ N (це без-

посередньо випливає з властивостей i) - iii) та формули бiному Ньютона).

Покажемо, що

U0(λ)(I − U(w, λ) + U0(λ))−1U0(λ) = U0(λ)(I − U(w, λ) + U0(λ))−1 =
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= (I − U(w, λ) + U0(λ))−1U0(λ) = U0(λ).

Дiйсно,

U0(λ)(I − U(w, λ) + U0(λ))−1U0(λ) =
∞∑
k=0

(µ− 1)kU0(λ)×

×{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w, λ)− U0(λ))l}k+1U0(λ) =
∞∑
k=0

((µ−1)k+1(µ− 1)kU0(λ)+

+(µ− 1)kU0(λ){
∞∑
l=1

µ−l−1(U(w, λ)− U0(λ))l}k+1)U0(λ) =

=
∞∑
k=0

µ−k−1(µ− 1)kU0(λ) =
1

µ

+∞∑
k=0

(
µ− 1

µ
)kU0(λ) =

1

µ

1

1− µ−1
µ

U0(λ) = U0(λ).

Таким чином

I − U(w, λ) + U0(λ)− U0(λ)− U0(λ)+

+U0(λ)(I − U(w, λ) + U0(λ))−1U0(λ) = I − U(w, λ).

Звiдси випливає, що оператор (I − (U(w, λ)− U0(λ)))−1 − U0(λ) задовольняє

першiй умовi означення узагальнено-оберненого оператора.

2. Перевiримо тепер виконання другої умови означення узагальнено-

оберненого оператора:

((I−U(w, λ)+U0(λ))−1−U0(λ))(I−U(w, λ))((I−U(w, λ)+U0(λ))−1−U0(λ)) =

= ((I − U(w, λ) + U0(λ))−1 − U0(λ))((I − U(w, λ) + U0(λ))− U0(λ))×

×((I − U(w, λ) + U0(λ))−1 − U0(λ)) = (I − U0(λ)(I − U(w, λ) + U0(λ))−

−(I − U(w, λ) + U0(λ))−1U0(λ) + U0(λ)2)((I − U(w, λ) + U0(λ))−1 − U0(λ)) =

= (I − (I − U(w, λ) + U0(λ))−1U0(λ))((I − U(w, λ) + U0(λ))−1 − U0(λ)) =

= (I−U(w, λ)+U0(λ))−1−(I−U(w, λ)+U0(λ))−1U0(λ)(I−U(w, λ)+U0(λ))−1−

−U0(λ) + (I − U(w, λ) + U0(λ))−1U0(λ) = (I − U(w, λ) + U0(λ))−1 − U0(λ)−
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−U0(λ) + U0(λ) = (I − U(w, λ) + U0(λ))−1 − U0(λ).

Таким чином лему доведено.

Доведення теореми. В силу леми 1 крайова задача (3.44), (3.45) буде

розв’язною тодi й тiльки тодi, коли виконується умова (3.50). В силу умови

iii) для оператора U0(λ) ця рiвнiсть може бути переписана наступним чином

0 = lim
n→∞

∑n+1
m=2 U

m(w, λ)

n

∫ w

0

U−1(τ, λ)f(τ)dτ =

= U0(λ)U(w, λ)

∫ w

0

U−1(τ, λ)f(τ)dτ = U0(λ)

∫ w

0

U−1(τ, λ)f(τ)dτ,

що й доводить пункт а) теореми.

Нехай умови пункту а) виконано. В цьому випадку, виходячи з теореми

[314] про представлення розв’язкiв з допомогою узагальнено-оберненого опе-

ратора, рiвняння (3.47) буде мати родину розв’язкiв вигляду

x0 = (I − U(w, λ))−
∫ w

0

U(w, λ)U−1(τ, λ)f(τ)dτ + U0(λ)c,

для довiльного елемента c ∈ B. Пiдставляючи в (3.46) представлення (3.54)

отримаємо

x(t, c) = U(t, λ)U0(λ)c+ U(t, λ)(I − U(w, λ))−
∫ w

0

U(w, λ)U−1(τ, λ)f(τ)dτ+

+

∫ t

0

U(t, λ)U−1(τ, λ)f(τ)dτ = U(t, λ)U0(λ)c+

∫ w

0

K(t, τ)f(τ)dτ+

+

∫ w

0

U(t, λ)(
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w, λ))− U0(λ))l}k+1 − U0(λ) + I)×

×U−1(τ, λ)f(τ)dτ = U(t, λ)U0(λ)c+

∫ w

0

G(t, τ)f(τ)dτ.

Таким чином рiвнiсть (3.49) виконується, що й завершує доведення теореми.

Коментарi

1. У випадку, коли B = H – простiр Гiльберта, множина σNS буде спiвпа-

дати з вiдносним спектром, введеним в роботi Асплунда [286]. Дiйсно, в цьому
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випадку оператор I−U(w, λ) буде нормально - розв’язним, а отже згiдно мо-

нографiї [314] псевдооборотним. З властивостей псевдооберненого оператора

безпосередньо випливає його вiдносна оборотнiсть. З роботи Е.Дойча [345]

вiдомо, що якщо для оператора A iснує оператор B такий, що ABA = A, то

можна пiдiбрати оператор C такий, що ACA = A, CAC = C. З цього факту

випливає, що довiльний вiдносно оборотний оператор є також узагальнено-

оборотним й вiдносний спектр спiвпадає з множиною σNS.

2. У випадку простору Банаха умова належностi λ ∈ ρNS еквiвален-

тна нормальнiй розв’язностi оператора I − U(w, λ). Ця умова [97], [314] не

гарантує iснування узагальнено-оберненого до оператора I − U(w, λ). Для

iснування узагальнено-оберненого необхiдно й достатньо [97], [314], щоб ядро

N(I −U(w, λ)) та образ R(I −U(w, λ)) = R(I − U(w, λ)) були доповнюваль-

ними пiдпросторами вихiдного простору Банаха (вiдносно доповнювально-

стi пiдпросторiв простору Банаха дивiться роботу Кадеця М. [122], а також

статтю Пельчинського А. [191]). Основна теорема отримана без припущен-

ня доповнювальностi пiдпростору R(I −U(w, λ)). Насправдi у випадку, коли

оператор U(w, λ) є стiйким праворуч й оператор I − U(w, λ) має замкне-

ну область значень, пiдпростiр R(I −U(w, λ)) завжди буде доповнювальним

[121]. Оператор I−U(w, λ) буде узагальнено-оборотним. Бiльше того, оскiль-

ки I−U(w, λ) дiє з простору Банаха B в себе, то вiн буде зведено-оборотним

згiдно означення з монографiї Королюка В.С., Турбiна А.Ф. [132], так як

справедливий наступний розклад простору B в пряму суму

B = N(I − U(w, λ))⊕R(I − U(w, λ)).

3. Якщо оператор I − U(w, λ) має скiнченновимiрне ядро, то його нуль

- простiр буде завжди доповнювальним. В цьому випадку його розширен-

ня на весь простiр таким чином, щоб розширений оператор був оборотним,

можна будувати по-iншому (без оператора усереднення). Результати тако-

го сорту детально викладенi в статтях [99, 96] й повязанi з лемою Аткiнсона
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Ф.Р. [17]. Розширений оператор будується з допомогою додавання до вихiдно-

го оператора проектора на його нуль - простiр. В силу скiнченновимiрностi

N(I − U(w, λ)) цей проектор може бути представленим з допомогою бiор-

тогональної системи елементiв до елементiв базису нуль-простору оператора

I − U(w, λ) [96] (про це йшла мова в попереднiй главi).

4. У випадку, коли нуль-простiр є нескiнченновимiрним доповнювальним

пiдпростором, для побудови проектора у виглядi, аналогiчному до отримано-

го в [96], необхiдно iснування бiортогональної системи елементiв до базисної.

Можливiсть такого представлення дослiджувалася в попередньому роздiлi

(дивiться також проблему апроксимацiї детально викладену в [190, 191]).

5. Вiдзначимо, що iснують й iншi методи для знаходження перiодичних

розв’язкiв крайової задачi (3.44), (3.45), а також обмежених розв’язкiв, що

буде продемонстровано в наступних главах.

6. У випадку, коли в представленнi (3.54) можна зробити граничний пе-

рехiд при µ → 1 (наприклад, коли ряд
∑∞

l=0(U(w, λ) − U0(λ))l збiжний),

формула (3.54) приймає бiльш зручний вигляд

(I − U(w, λ))−x =
∞∑
l=0

(U(w, λ)− U0(λ))lx− U0(λ)x. (3.55)

Основною метою цiєї частини було послаблення умови стiйкостi за якої

дане рiвняння розглядалося Крейном М.Г. [137].
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3.4. ВИСНОВКИ

1) Дослiджено перiодичну та двоточкову крайову задачу для операторно-

диференцiального рiвняння Хiла в просторi Гiльберта. Знайдено необхiднi й

достатнi умови iснування узагальнених розв’язкiв даної задачi та представ-

лено вiдповiднi узагальненi розв’язки;

2) Знайдено умови бiфуркацiї розв’язкiв для операторно-

диференцiального рiвняння Хiла в просторi Гiльберта;

3) В просторi Банаха дослiджено параметричну крайову задачу з перiо-

дичними операторними коефiцiєнтами. Введено поняття вiдносного спектра

оператора й за допомогою нього знайдено необхiднi та достатнi умови розв’я-

зностi даної задачi;

4) Розв’язки крайових задач для операторно-диференцiального рiвняння

Хiла та параметричної крайової задачi з перiодичними операторними кое-

фiцiєнтами представлено з допомогою побудованого у роботi узагальненого

оператора Грiна.
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РОЗДIЛ 4

ЕКСПОНЕНЦIАЛЬНА ДИХОТОМIЯ ТА ОБМЕЖЕНI

РОЗВ’ЯЗКИ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ В ПРОСТОРАХ

ФРЕШЕ ТА БАНАХА

Одним з центральних питань якiсної теорiї звичайних диференцi-

альних рiвнянь є питання про поведiнку розв’язкiв на нескiнченностi.

Експоненцiально-дихотомiчнi на всiй осi системи утворюють клас систем,

розв’язки яких можуть як спадати до нуля з експоненцiальною швидкiстю,

так й необмежено зростати. Обмеженi на всiй осi розв’язки таких систем у

скiнченновимiрному випадку розглядалися ще О.Перроном, А.Майзелем [428]

й далi у вiдомих роботах В.Коппеля [339], Р.Саккера, Дж.Селла [452, 453,

454], Ю.Мiтропольского, А.Самойленка, В.Кулика [177], а у нескiнченнови-

мiрних просторах Банаха — у монографiях М.Крейна [137], Ю.Далецкого та

М.Крейна [103], Х.Массери та Х.Шеффера [169], Ф.Хартмана [258], I.Чуєшова

[336].

У статтях К.Палмера [419], [418] умова експоненцiальної дихотомiї на

всiй осi однорiдної диференцiальної системи була послаблена з замiною на

умову експоненцiальної дихотомiї на пiвосях й вперше була доведена нете-

ровiсть вiдповiдного оператора при розв’язаннi задачi про обмеженi на всiй

осi розв’язки. Подальшого розвитку ця iдея набула у роботi [309], де з вико-

ристанням узагальнено-обернених операторiв й псевдообернених за Муром–

Пенроузом матриць дослiджувалася задача про iснування обмежених на всiй

осi розв’язкiв при лiнiйних та нелiнiйних збуреннях системи. Цi й iншi ре-

зультати знайшли своє вiдображення у монографiї О.Бойчука, А.Самойленко

[314].

Поняття експоненцiальної дихотомiї для еволюцiйних рiвнянь з необме-

женими операторними коефiцiєнтами, систематично вивчалося у монографiї

Д.Хенрi [261]. У статтi Х.Родрiгеса, Дж.Фiлхо [449] доведений аналог альтер-
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нативи Фредгольма (за припущення експоненцiальної дихотомiї на пiвосях

вiдповiдного однорiдного рiвняння). Дослiдженню фредгольмовостi операто-

ра вiдповiдного диференцiального рiвняння з необмеженими коефiцiєнтами

присвячено статтi А.Баскакова [22, 23, 24, 25], Ю.Латушкiна, Ю.Томiлова

[379].

Даний роздiл присвячено питанню iснування обмежених розв’язкiв рiзно-

го класу як лiнiйних, так й слабко нелiнiйних диференцiальних рiвнянь та

крайових задач у просторах Фреше та Банаха за умов експоненцiальної ди-

хотомiї на пiвосях вiдповiдного однорiдного рiвняння.

4.1. Обмеженi розв’язки лiнiйних диференцiальних рiвнянь в про-

сторi Банаха

В цiй частинi для лiнiйних та нелiнiйних диференцiальних рiвнянь в

просторi Банаха наведено необхiднi й достатнi умови iснування обмежених

на всiй осi розв’язкiв, за припущення, що однорiдне рiвняння dx(t)
dt = A(t)x(t)

допускає експоненцiальну дихотомiю на пiвосях.

Лiнiйнi рiвняння з обмеженим оператором

У цiй частинi наведено основнi результати з теорiї обмежених розв’язкiв

у просторi Банаха з обмеженим операторним коефiцiєнтом у правiй частинi.

Значна частина цих результатiв отримана у статтях [41, 44, 197, 199].

Постановка задачi й основнi поняття

У банаховому просторi B, розглянемо диференцiальне рiвняння

dx(t)

dt
= A(t)x(t) + f(t), (4.1)

де вектор-функцiя f(t) дiє з R у простiр Банаха B, f(t) ∈ BC(R,B)

BC(R,B) := {f(·) : R→ B, f(·) ∈ C(R,B), |||f ||| = sup
t∈R
||f(t)||B <∞},
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BC(R,B) — банахiв простiр функцiй, неперервних та обмежених на R; опе-

раторнозначна функцiя A(t) є сильно-неперервною з вiдповiдною нормою

|||A||| = supt∈R ||A(t)|| <∞, а розв’язок x = x(t) рiвняння

x(t) = x0 +

∫ t

t0

(A(s)x(s) + f(s))ds,

неперервно диференцiйовний у кожнiй точцi t ∈ R й задовольняє рiвняння

(4.1) всюди на R. Необхiдно знайти розв’язок x(t) рiвняння (4.1) у просторi

функцiй Банаха BC1(R,B), неперервно диференцiйовних на R й обмежених

разом з похiдною. Припустимо, що однорiдне рiвняння

dx(t)

dt
= A(t)x(t), (4.2)

є експоненцiально дихотомiчним на пiвосях R+ та R− з проекторами P та Q

вiдповiдно, тобто iснують проектори P (P 2 = P ) та Q(Q2 = Q), константи

k1,2 ≥ 1 та α1,2 > 0 такi, що

||U(t)PU−1(s)|| ≤ k1e
−α1(t−s), t ≥ s,

||U(t)(I − P )U−1(s)|| ≤ k1e
−α1(s−t), s ≥ t, для всiх t, s ∈ R+

та

||U(t)QU−1(s)|| ≤ k2e
−α2(t−s), t ≥ s,

||U(t)(I −Q)U−1(s)|| ≤ k2e
−α2(s−t), s ≥ t, для всiх t, s ∈ R−,

де U(t) = U(t, 0) – еволюцiйний оператор [103] рiвняння (4.1) такий, що

dU(t)

dt
= A(t)U(t), U(0) = I − одиничний оператор.

Для рiвняння (4.1) у роботi Бойчука О.А., Покутного О.О. [41] доведено на-

ступний результат.

Теорема 4.1. Припустимо, що однорiдне рiвняння (4.2) є експоненцiально

дихотомiчним на пiвосях R+ та R− з проекторами P та Q, вiдповiдно.

Якщо оператор
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D = P − (I −Q) : B→ B, (4.3)

який дiє з простору Банаха B у себе узагальнено-оборотний, то

(i) для того, щоб iснували розв’язки рiвняння (4.1), обмеженi на всiй осi,

необхiдно та достатньо, щоб вектор-функцiя f(t) ∈ BC(R,B) задовольня-

ла умовi

∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt = 0, (4.4)

де

H(t) = PN(D∗)QU
−1(t) = PN(D∗)(I − P )U−1(t),

(ii) за виконання умови (4.4), розв’язки рiвняння (4.1), обмеженi на всiй

осi, мають вигляд

x0(t, c) = U(t)PPN(D)c+ (G[f ])(t), c ∈ B, (4.5)

де (G[f ])(t) [41] — узагальнений оператор Грiна задачi про обмеженi на

всiй осi розв’язки, D− — узагальнено обернений до оператора D, проектори

PN(D) = I −D−D та PN(D∗) = I −DD−, c — довiльний елемент простору

Банаха B.

Зауваження 4.1. I. Нагадаємо, що якщо оператор D узагальнено-

оборотний [314], то:

(i) оператор D нормально-розв’язний ( R(D) = R(D) = ImD );

(ii) пiдпростiр N(D) = kerD має пряме доповнення в B;

(iii) пiдпростiр R(D) має пряме доповнення в B.

За виконання цих умов для оператора D завжди iснує узагальнено-

обернений оператор D−.

II. У скiченновимiрному випадку, коли B = Rn та оператор D є n× n -

вимiрною матрицею, властивостi (i), (ii), (iii) завжди виконуються ( то-

му, що пiдпростори N(D) та N(D∗) = cokerD скiнченновимiрнi). Зазначи-

мо, що умова (4.4) рiвносильна ортогональностi неоднорiдностi рiвняння
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(4.1) до розв’язкiв вiдповiдного однорiдного спряженого рiвняння. У такiй

ситуацiї отримаємо вiдому лему К.Палмера [419].

III. Застосування теорiї узагальнено-обернених операторiв й псевдообер-

нених матриць до дослiдження вихiдної задачi, дозволяє отримати як

ранiше вiдомi результати, так й новi факти. Якщо ми розглянемо рiв-

няння в Rn за припущення, що вiдповiдне лiнiйне однорiдне рiвняння є

експоненцiально-дихотомiчним на пiвосях, то оператор

(Lx)(t) = ẋ(t)− A(t)x(t),

може бути лише нетеровим [309]. А у випадку, коли ми розглядаємо рiв-

няння у просторi Банаха B, вихiдна задача має значно бiльше варiантiв

розв’язкiв. Згiдно класифiкацiї Крейна С. [140], з теореми 4.1 випливає, що

оператор (Lx)(t) може бути:

1) нормально-розв’язним оператором (ImL = ImL);

2)d−нормальним (R(L) = R(L), dimcokerL <∞);

3)n−нормальним (R(L) = R(L), dimkerL <∞);

4) нетеровим (indL = dimkerL− dimcokerL <∞);

5) фредгольмовим (indL = 0).

Лiнiйнi та нелiнiйнi рiвняння з необмеженим оператором

У просторi Банаха B розглянемо однорiдне диференцiальне рiвняння

dx(t)

dt
= A(t)x(t), t ∈ J (4.6)

де, при кожному t ∈ J ⊂ R, оператор A(t) є замкненим з щiльною областю

визначення D(A(t)) = D ⊂ B, що не залежить вiд t. У подальшому тради-

цiйно L(B) означає простiр усiх лiнiйних обмежених операторiв, що дiють з

простору B у себе.

Нагадаємо декiлька класичних понять теорiї напiвгруп операторiв й по-

в’язаних iз ними фактiв.

Означення 4.1. [449], [141, c.237]. Множина обмежених лiнiйних операто-

рiв {T (t, s)| t ≥ s; t, s ∈ J} у просторi Банаха B називається еволюцiйним
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оператором, якщо виконуються наступнi умови:

(i) T (s, s) = I, s ∈ J ;

(ii) T (t, σ)T (σ, s) = T (t, s), t ≥ σ ≥ s в J.

Якщо T (t, s) додатково задовольняє умовi

(iii) x ∈ B вiдображення (t, s) 7→ T (t, s)x неперервне t ≥ s,

то говорять, що T (t, s) сильно неперервний еволюцiйний оператор (або ро-

дина сильно неперервних еволюцiйних операторiв).
Якщо задача Кошi, породжена рiвнянням (4.6) та початковою умовою

x(s, s, x0) = x0 ∈ D рiвномiрно коректна [141], то можна визначити для t ≥ s

на J лiнiйний оператор T (t, s) : D → B за правилом

T (t, s)x0 = x(t, s, x0).

Справедливе наступне твердження, доведене Крейном С.Г. [141, c.237-239].

Твердження. Припустимо, що задача Кошi для рiвняння (4.26) рiвно-

мiрно коректна. Тодi родина лiнiйних операторiв {T (t, s), t ≥ s, t, s ∈ J},
визначена вище, є сильно неперервним еволюцiйним оператором. Крiм то-

го, T (t, s)D ⊂ D та, якщо x ∈ D, то T (t, s)x диференцiйовний за змiнною

t та
∂

∂t
T (t, s)x = A(t)T (t, s)x, t ≥ s, t, s ∈ J.

Якщо вiдображення t 7→ A(t) сильно неперервне, то T (t, s)x диференцiйов-

ний для s < t на J для всiх x ∈ D й

∂

∂s
T (t, s)x = −T (t, s)A(s)x.

У цьому випадку кажуть, що T (t, s) еволюцiйний оператор, асоцiйований з

рiвнянням (4.26).

При фiксованому t ≥ s оператор T (t, s) буде обмеженим лiнiйним опера-

тором й так, як множина D щiльна у B, то його можна розширити на весь

простiр B за неперервнiстю, що у подальшому i припускається. Розширення

еволюцiйного оператора на весь простiр буде позначатися таким же чином.



149

Означення 4.2. [261, c.245]. Еволюцiйний оператор {T (t, s)| t ≥ s; t, s ∈ J}
допускає експоненцiальну дихотомiю на J , якщо iснують проекторнозначна

оператор - функцiя {P (t)|t ∈ J} в L(B) й дiйснi константи α > 0 таM ≥ 1

такi, що:

(i) T (t, s)P (s) = P (t)T (t, s), t ≥ s;

(ii) Звуження T (t, s) �N(P (s)), t ≥ s оператора T (t, s) на ядро N(P (s))

проектора P (s) здiйснює iзоморфiзм з N(P (s)) на N(P (t)). Визначимо

T (s, t), як обернений

T (s, t) = (T (t, s) �N(P (s)))
−1 : N(P (s))→ N(P (s))

(iii) ‖T (t, s)P (s)‖ ≤Me−α(t−s), t ≥ s;

(iiii) ‖T (t, s)(I − P (s))‖ ≤Me−α(s−t), s ≥ t.

Окремий iнтерес представляє вивчення експоненцiальної дихотомiї на пiв-

осях R−s = (−∞; s], R+
s = [s;∞) (у цьому випадку проекторнозначнi функцiї,

визначенi на пiвосях, будемо позначати через P−(t) для всiх t ≥ s, й P+(t)

для всiх t ≤ s, з константами M1, α1 та M2, α2 вiдповiдно).

Ця чаcтина присвячена отриманню необхiдних та достатнiх умов iснува-

ння слабких обмежених розв’язкiв для неоднорiдного рiвняння

dx(t)

dt
= A(t)x(t) + f(t), t ∈ J (4.7)

з f ∈ BC(J,B) = {f : J → B; f неперервна та обмежена}. Обмеженiсть

розумiємо у тому сенсi, що |||f ||| = supt∈J ||f(t)|| <∞.

Означення 4.3. [449]. Якщо f : J → B неперервна вектор - функцiя, T (t, s)

є асоцiйованим з (4.6) сильно неперервним еволюцiйним оператором на J ,

то u називається слабким (узагальненим) розв’язком на J неоднорiдного

рiвняння (4.7), якщо u неперервна й задовольняє рiвнiсть

u(t) = T (t, τ)u(τ) +

∫ t

τ

T (t, s)f(s)ds, t ≥ τ (4.8)

для кожного τ ∈ J.
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Основний результат цiєї частини можна сформулювати наступним чином.

Теорема 4.2. Нехай {T (t, s)| t ≥ s ∈ R} є сильно неперервний еволюцiйний

оператор, асоцiйований з рiвнянням (4.6). Припустимо, що наступнi умови

виконано:

1) T (t, s) допускає експоненцiальну дихотомiю на пiвосях R+
0 та R−0 з

проекторнозначними оператор-функцiями P+(t) та P−(t) вiдповiдно;

2) оператор D = P+(0)− (I − P−(0)) є узагальнено-оборотним.

Тодi:

1) для того, щоб iснували слабкi обмеженi на всiй осi розв’язки рiвня-

ння (4.7) необхiдно та достатньо, щоб вектор - функцiя f ∈ BC(R,B)

задовольняла умову ∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt = 0, (4.9)

де H(t) = PN(D∗)P−(0)T (0, t);

2) за виконання умови (4.9), слабкi розв’язки рiвняння (4.7) мають на-

ступний вигляд:

x0(t, c) = T (t, 0)P+(0)PN(D)c+ (G[f ])(t, 0), ∀c ∈ B (4.10)

де

(G[f ])(t, s) =



∫ t
s T (t, τ)P+(τ)f(τ)dτ −

∫ +∞
t T (t, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+T (t, s)P+(s)D−[
∫∞
s T (s, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+
∫ s
−∞ T (s, τ)P−(τ)f(τ)dτ ], t ≥ s∫ t

−∞ T (t, τ)P−(τ)f(τ)dτ −
∫ s
t T (t, τ)(I − P−(τ))f(τ)dτ+

+T (t, s)(I − P−(s))D−[
∫∞
s T (s, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+
∫ s
−∞ T (s, τ)P−(τ)f(τ)dτ ], s ≥ t

- узагальнений оператор Грiна задачi про обмеженi на всiй осi розв’язки :

(G[f ])(0+, 0)− (G[f ])(0−, 0) = −
∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt;

L(G[f ])(t, 0) = f(t), t ∈ R

та

(Lx)(t) =
dx(t)

dt
− A(t)x(t),
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D− - узагальнено - обернений до оператора D; PN(D) = I −D−D, PN(D∗) =

I −DD− - проектори [97] на ядро та коядро оператора D.

Зауваження 4.2. Аналогiчна теорема залишається вiрною й у тому ви-

падку, коли еволюцiйний оператор T (t, s) допускає експоненцiальну дихото-

мiю на пiвосях R+
s та R−s .

Далi буде розглядатися випадок s = 0 для зручностi читача.

Доведення. Розв’язки рiвняння (4.7), обмеженi на пiвосях R+
0 та R−0 ,

мають наступний вигляд:

x(t, ξ1, ξ2) =



T (t, 0)P+(0)ξ1 −
∫ +∞
t T (t, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+
∫ t

0 T (t, τ)P+(τ)f(τ)dτ, t ≥ 0

T (t, 0)(I − P−(0))ξ2 +
∫ t
−∞ T (t, τ)P−(τ)f(τ)dτ−

−
∫ 0

t T (t, τ)(I − P−(τ))f(τ)dτ, t ≤ 0

(4.11)

Дiйсно:

||T (t, 0)P+(0)ξ1|| ≤ ||T (t, 0)P+(0)||||ξ1|| ≤M1e
−α1t||ξ1||,

та
∂(T (t, 0)P+(0)ξ1)

∂t
= A(t)T (t, 0)P+(0)ξ1.

Таким чином вираз T (t, 0)P+(0)ξ1 представляє всi обмеженi на R+
0 розв’яз-

ки однорiдного рiвняння (4.6).

Доведемо тепер обмеженiсть одного з iнтегралiв, визначених у (4.11).

||
∫ +∞

t

T (t, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ || ≤
∫ +∞

t

||T (t, τ)(I − P+(τ))||||f(τ)||dτ ≤

≤ sup
t∈R
||f(t)||

∫ +∞

t

M1e
α1(t−τ)dτ =

M1

α1
|||f ||| <∞.

Обмеженiсть iнших iнтегралiв перевiряється аналогiчним чином. Виходячи з

того, що

∂(−
∫ +∞
t T (t, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ +

∫ t
0 T (t, τ)P+(τ)f(τ)dτ)

∂t
=
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T (t, t)(I − P+(t))f(t)− A(t)

∫ +∞

t

T (t, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+T (t, t)P+(t)f(t) + A(t)

∫ t

0

T (t, τ)P+(τ)f(τ)dτ = f(t)+

+A(t){−
∫ +∞

t

T (t, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ +

∫ t

0

T (t, τ)P+(τ)f(τ)dτ}

переконуємося у тому, що вираз (4.11) дiйсно визначає всi обмеженi розв’язки

рiвняння (4.7) на пiвосях.

Для того, щоб вираз (4.11) визначав слабкi обмеженi розв’язки на всiй осi

необхiдно й достатньо, щоб виконувалась умова

x(0+, ξ1, ξ2) = x(0−, ξ1, ξ2).

Ця умова еквiвалентна розв’язностi операторного рiвняння

P+(0)ξ1 −
∫ +∞

0

T (0, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ = (4.12)

= (I − P−(0))ξ2 +

∫ 0

−∞
T (0, τ)P−(τ)f(τ)dτ.

Якщо ξ1 та ξ2 розв’язки рiвняння (4.12), то пiдставивши їх у (4.11) отрима-

ємо слабкий на всiй осi розв’язок рiвняння (4.7). Покажемо, що за виконання

умов теореми, множина слабких обмежених на всiй осi розв’язкiв рiвняння

(4.7) може бути знайдена у виглядi

x(t, ξ) =



T (t, 0)P+(0)ξ −
∫ +∞
t T (t, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+
∫ t

0 T (t, τ)P+(τ)f(τ)dτ, t ≥ 0

T (t, 0)(I − P−(0))ξ +
∫ t
−∞ T (t, τ)P−(τ)f(τ)dτ−

−
∫ 0

t T (t, τ)(I − P−(τ))f(τ)dτ, t ≤ 0

(4.13)

тобто, що потужностi множин слабких обмежених розв’язкiв (4.11) та (4.13)

спiвпадають й елементи ξ1 та ξ2 можна обрати однаковими ξ = ξ1 = ξ2.

Ясно, що будь - який обмежений розв’язок вигляду (4.13) мiститься у множинi

слабких обмежених розв’язкiв (4.11) за виконання умов розв’язностi.
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Перепишемо рiвняння (4.12) у наступному виглядi:

P+(0)ξ1 = (I − P−(0))ξ2 + g, (4.14)

де g =
∫ 0

−∞ T (0, τ)P−(τ)f(τ)dτ +
∫ +∞

0 T (0, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ.

Використовуючи те, що P 2
+(0) = P+(0), отримаємо для кожного елемента

ξ1 : P 2
+(0)ξ1 = P+(0)ξ1. Пiдставивши у (4.14) будемо мати, що

P+(0)((I − P−(0))ξ2 + g) = (I − P−(0))ξ2 + g,

або

P+(0)(I − P−(0))ξ2 − (I − P−(0))ξ2 = g − P+(0)g.

Використовуючи тепер, що (I − P−(0))2 = I − P−(0), отримаємо наступне

рiвняння

P+(0)(I − P−(0))ξ2 − (I − P−(0))2ξ2 = g − P+(0)g,

яке можна переписати у виглядi

D(I − P−(0))ξ2 = (I − P+(0))g. (4.15)

За умовою теореми, оператор D - нормально - розв’язний (навiть узагальнено

оборотний), тому [314], необхiдною й достатньою умовою розв’язностi (4.15)

буде наступна умова: PN(D∗)(I−P−(0))g = 0 (згiдно [97] PN(D∗) можна знахо-

дити з допомогою рiвностi PN(D∗) = I−DD−). Оскiльки PN(D∗)D = 0 (це ви-

пливає наприклад з того, що PN(D∗)D = (I−DD−)D = D−DD−D = D−D =

0), або, що те саме PN(D∗)(P+(0) − (I − P−(0))) = 0, то PN(D∗)(I − P+(0)) =

PN(D∗)P−(0). Виходячи з цього знайдемо PN(D∗)g :

PN(D∗)

∫ 0

−∞
T (0, τ)P−(τ)f(τ)dτ + PN(D∗)

∫ +∞

0

T (0, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ =

= PN(D∗)(P
2
−(0)

∫ 0

−∞
T (0, τ)f(τ)dτ + (I − P+(0))2

∫ +∞

0

T (0, τ)f(τ)dτ) =

= PN(D∗)P−(0)(

∫ 0

−∞
P−(0)T (0, τ)f(τ)dτ +

∫ +∞

0

(I − P+(0))T (0, τ)f(τ)dτ) =
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= PN(D∗)P−(0)g = PN(D∗)(I − P+(0))g = 0.

Умова PN(D∗)g = 0 є необхiдною та достатньою для розв’язностi рiвняння

Dξ = g, або Pξ = (I−Q)ξ+g, яке спiвпадає з рiвнянням (4.14), якщо покла-

сти ξ = ξ1 = ξ2. Таким чином доведено, що множина обмежених розв’язкiв

(4.11) є пiдмножиною множини обмежених розв’язкiв (4.13) й тим самим вони

спiвпадають. В силу вище сказаного отримаємо, що умова iснування обмеже-

них на всiй осi розв’язкiв рiвняння (4.7) рiвносильна розв’язностi наступного

операторного рiвняння:

Dξ =

∫ ∞
0

T (0, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ +

∫ 0

−∞
T (0, τ)P−(τ)f(τ)dτ. (4.16)

Так як оператор D узагальнено - оборотний, то рiвняння (4.16) має розв’язки

тодi й тiльки тодi, коли

PN(D∗){
∫ ∞

0

T (0, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ +

∫ 0

−∞
T (0, τ)P−(τ)f(τ)dτ} = 0.

За виконання цiєї умови рiвняння (4.16) має множину розв’язкiв

ξ = D−(

∫ ∞
0

T (0, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ +

∫ 0

−∞
T (0, τ)P−(τ)f(τ)dτ) + PN(D)c,

де c - довiльний елемент простору Банаха B. Пiдставляючи отриманi розв’яз-

ки в (4.11) отримаємо (4.10).

Доведемо властивiсть узагальненого оператора Грiна вiдносно стрибка у

точцi 0 використовуючи позначення:

(G[f ])(0 + 0)− (G[f ])(0− 0) = −
∫ ∞

0

T (0, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ + P+(0)D−g−

−
∫ 0

−∞
T (0, τ)P−(τ)f(τ)dτ − (I − P−(0))D−g = −g + P+(0)D−g −D−g+

+P−(0)D−g = (P+(0)− I + P−(0))D−g − g = DD−g − g = −(I −DD−)g =

= −PN(D∗)g = −
∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt.

Друга властивiсть перевiряється безпосередньою пiдстановкою оператора

Грiна у рiвняння (4.7). Теорему доведено.
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Для того, щоб показати зв’язок мiж доведеним твердженням та результа-

тами роботи [449] сформулюємо допомiжну лему.

Лема. Якщо проектори P+(0) та P−(0) комутують ([P+(0), P−(0)] = 0),

то оператор D = P+(0)− (I − P−(0)) завжди має узагальнено - обернений,

який спiвпадає з оператором D.

Доведення. Зрозумiло, що оператор D обмежений. Знайдемо спочатку

D2:

D2 = (P+(0)− I +P−(0))(P+(0)− I +P−(0)) = P 2
+(0)−P+(0) +P−(0)P+(0)−

−P+(0) + I − P−(0) + P+(0)P−(0)− P−(0) + P 2
+(0) =

= 2P+(0)P−(0)− P+(0)− P−(0) + I.

Тодi

D3 = D2D = (2P+(0)P−(0)− P+(0)− P−(0) + I)(P+(0)− I + P−(0)) =

= 2P+(0)P−(0)P+(0)− P+(0)2 − P−(0)P+(0) + P+(0)− 2P+(0)P−(0)+

+P+(0) + P−(0)− I + 2P+(0)P−(0)2 − P+(0)P−(0)− P−(0)2 + P−(0) =

= −2P+(0)P−(0) + 2P+(0)P−(0) + P+(0) + P−(0)− I = D.

З отриманої рiвностi випливає, що DDD = D, а це i означає, що D узагаль-

нено оборотний й D = D−. Таким чином лему доведено.

Зауваження 4.3. Основнi результати роботи [449] отримано за припу-

щення, що проектори P+(0) та P−(0) комутують. З леми та попередньої

теореми отримуємо, як наслiдок результати з [449].

Так, як довiльний фредгольмiв оператор є узагальнено - оборотним, то

випадок, розглянутий в [379], також задовольняє умовам доведеної теореми.
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4.2. Нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння у просторi Банаха з нео-

бмеженим оператором у лiнiйнiй частинi

У просторi Банаха B розглянемо диференцiальне рiвняння

dx(t, ε)

dt
= A(t)x(t, ε) + εZ(x(t, ε), t, ε) + f(t). (4.17)

Будемо шукати обмежений розв’язок x(t, ε) рiвняння (4.17), який пере-

творюється в один iз розв’язкiв x(t, 0) = x0(t, c) породжуючого рiвняння при

ε = 0.

Для знаходження необхiдної умови будемо припускати, що оператор -

функцiя Z(x, t, ε) задовольняє вимозi:

Z(·, ·, ·) ∈ C[||x− x0|| ≤ q]×BC(R,B)× C[0, ε0],

де q - деяка додатня стала (непреревнiсть у околi породжуючого розв’язку).

Покажемо, що ця проблема може бути розв’язаною з допомогою опера-

торного рiвняння для породжуючих констант

F (c) =

∫ +∞

−∞
H(t)Z(x0(t, c), t, 0)dt = 0. (4.18)

Теорема 4.3. (необхiдна умова). Припустимо, що однорiдне рiвняння (4.6)

є експоненцiально дихотомiчним на пiвосях R+
0 та R−0 з проекторнозна-

чними оператор-функцiями P+(t) та P−(t) вiдповiдно, а нелiнiйне рiвнян-

ня (4.17) має обмежений розв’язок x(·, ε), який перетворюється в один з

розв’язкiв породжуючого рiвняння (4.6) зi сталою c = c0 : x(t, 0) = x0(t, c
0)

при ε = 0. Тодi ця стала повинна задовольняти рiвняння для породжуючих

елементiв(4.18).

Доведення. Якщо рiвняння (4.17) має обмежений розв’язок x(t, ε), то

згiдно доведеної теореми повинна виконуватись умова розв’язностi∫ +∞

−∞
H(t){f(t) + εZ(x(t, ε), t, ε)}dt = 0. (4.19)
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Використовуючи умову (4.9) отримуємо, що умова (4.19) еквiвалентна насту-

пнiй: ε
∫ +∞
−∞ H(t)Z(x(t, ε), t, ε)dt = 0. Пiсля скорочення на ε 6= 0 отримаємо∫ +∞

−∞
H(t)Z(x(t, ε), t, ε)dt = 0.

При ε → 0, x(t, ε) → x0(t, c
0). Остаточно (використовуючи неперервнiсть

оператор-функцiї Z(x, t, ε)), отримаємо

F (c0) =

∫ +∞

−∞
H(t)Z(x0(t, c

0), t, 0)dt = 0,

що й доводить теорему.

Для отримання достатньої умови iснування обмежених розв’язкiв рiвнян-

ня (4.17) будемо додатково припускати, що оператор - функцiя Z(x, t, ε) силь-

но диференцiйовна в околi породжуючого розв’язку (Z(·, t, ε) ∈ C1[||x−x0|| ≤

q]).

Ця задача може бути розв’язаною з допомогою оператора

B0 =

∫ +∞

−∞
H(t)A1(t)T (t, 0)P+(0)PN(D)dt : B→ B,

де A1(t) = Z1(v, t, ε)|v=x0;ε=0 ( похiдна у сенсi Фреше).

Теорема 4.4. (достатня умова). Припустимо, що однорiдне рiвняння (4.6)

допускає експоненцiальну дихотомiю на пiвосях R+
0 та R−0 з проекторно-

значними оператор-функцiями P+(t) та P−(t) вiдповiдно, а рiвняння (4.7)

має обмеженi розв’язки у виглядi (4.11). Нехай для оператора B0 виконано

наступнi умови:

1) оператор B0 є узагальнено - оборотним;

2) PN(B∗0)PN(D∗)P−(0) = 0.

Тодi, для довiльного елемента c = c0 ∈ B, що задовольняє рiвняння для

породжуючих констант (4.18), iснує принаймнi один слабкий обмежений

розв’язок рiвняння (4.17). Цей розв’язок може бути знайдений з допомогою

iтерацiйного процесу

yk+1(t, ε) = εG[Z(x0(τ, c
0) + yk, τ, ε)](t, 0),
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ck = −B−0
∫ +∞

−∞
H(τ){A1(τ)yk(τ, ε) + R(yk(τ, ε), τ, ε)}dτ,

yk+1(t, ε) = T (t, 0)P+(0)PN(D)ck + yk+1(t, ε),

xk(t, ε) = x0(t, c
0) + yk(t, ε), k = 0, 1, 2, ..., y0(t, ε) = 0,

x(t, ε) = lim
k→∞

xk(t, ε).

Доведення. У рiвняннi (4.17) виконаємо наступну замiну змiнних

x(t, ε) = x0(t, c
0) + y(t, ε), де стала c0 задовольняє (4.18). У результатi прихо-

димо до рiвняння для y :

dy(t)

dt
= A(t)y(t) + εZ(x0(t, c

0) + y(t, ε), t, ε). (4.20)

Необхiдно знайти обмежений розв’язок y(t, ε) : y(·, ε) ∈ BC1(R,B), y(t, ·) ∈

C[0, ε0], y(t, 0) = 0. Очевидно, що розв’язнiсть рiвняння (4.20) еквiвалентна

розв’язностi рiвняння (4.17). Випишемо цю умову для y:∫ +∞

−∞
H(t)Z(x0(t, c

0) + y(t, ε), t, ε)dt = 0. (4.21)

За виконання цiєї умови множина обмежених розв’язкiв рiвняння (4.20) ма-

тиме вигляд:

y(t, ε) = T (t, 0)P+(0)PN(D)c+ y(t, ε),

де

y(t, ε) = εG[Z(x0 + y, τ, ε)](t, 0).

Так як оператор Z(x, t, ε) диференцiйовний за Фреше в околi породжуючого

розв’язку, то для нього справджується представлення

Z(x0(t, c
0) + y(t, ε), t, ε) = Z(x0(t, c

0), t, 0)+

+A1(t)y(t, ε) + R(y(t, ε), t, ε),

де A1(t) = Z(1)(v, t, ε)|v=x0,ε=0, а для членiв бiльш високого порядку R(y, t, ε)

будуть виконаними спiввiдношення

R(0, t, 0) = 0,R(1)
x (0, t, 0) = 0.
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Умова (4.21) тодi може бути переписана наступним чином:∫ +∞

−∞
H(t){Z(x0(t, c

0), t, 0) + A1(t){T (t, 0)P+(0)PN(D)c+ y(t, ε)}}dt+

+

∫ +∞

−∞
H(t)R(y(t, ε), t, ε)dt = 0. (4.22)

Використовуючи позначення, перепишемо умову (4.22) у виглядi оператор-

ного рiвняння:

B0c = −
∫ +∞

−∞
H(t){A1(t)y(t, ε) + R(y(t, ε), t, ε)}dt. (4.23)

Згiдно теореми 4.2, необхiдною й достатньою умовою розв’язностi оператор-

ного рiвняння (4.23) буде умова

PN(B∗0)

∫ +∞

−∞
H(t){A1(t)y(t, ε) + R(y(t, ε), t, ε)}dt = 0,

яка виконується в силу припущення 2)

(PN(B∗0)H(t) = PN(B∗0)PN(D∗)P−(0)T (0, t) = 0).

Тодi елемент c можна обрати у виглядi

c = −B−0
∫ +∞

−∞
H(t){A1(t)y(t, ε) + R(y(t, ε), t, ε)}dt.

Таким чином ми маємо наступну операторну систему
y(t, ε) = T (t, 0)P+(0)PN(D)c+ y(t, ε),

c = −B−0
∫ +∞
−∞ H(t){A1(t)y(t, ε) + R(y(t, ε), t, ε)}dt,

y(t, ε) = εG[Z(x0 + y, τ, ε)](t, 0).

(4.24)

Введемо допомiжний вектор u = (y, c, y)t ∈ B × B × B, що належить де-

картовому добутку B3 (t означає операцiю транспонування), й допомiжний

оператор L1g = −B−0
∫ +∞
−∞ H(t)A1(t)g(t)dt. Тодi операторна система (4.24)

може бути переписана наступним чином

u =


0 T (t, 0)P+(0)PN(D) I

0 0 L1

0 0 0

u+


0

−B−0
∫ +∞
−∞ H(t)R(y, t, ε)dt

εG[Z(x0 + y, τ, ε)](t, 0)

 .
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У свою чергу ця операторна система еквiвалентна наступнiй
I −T (t, 0)P+(0)PN(D) −I

0 I −L1

0 0 I

u =


0

−B−0
∫ +∞
−∞ H(t)R(y, t, ε)dt

εG[Z(x0 + y, τ, ε)](t, 0)

 . (4.25)

Введемо позначення :

L =


I −T (t, 0)P+(0)PN(D) −I

0 I −L1

0 0 I

 , g =


0

−B−0
∫ +∞
−∞ H(t)R(y, t, ε)dt

εG[Z(x0 + y, τ, ε)](t, 0)

 .

Оператор L має обмежений обернений L−1. Дiйсно, оператор L−1 може

бути виписаний у явному виглядi

L−1 =


I T (t, 0)P+(0)PN(D) T (t, 0)P+(0)PN(D)L1 + I

0 I L1

0 0 I

 .
Те, що так визначений оператор задовольняє рiвнiсть LL−1 = L−1L = I

перевiряється безпосередньою пiдстановкою.

Доведемо, що цiєю рiвнiстю дiйсно визначається обмежений оператор.

Нам необхiдно довести, що iснує стала c1 > 0, що для всiх u ∈ B3 ви-

конується нерiвнiсть ‖L−1u‖B3 ≤ c1‖u‖B3. Ця нерiвнiсть еквiвалентна [141]

наступнiй (зi сталою c2 > 0) : для довiльних y, c, y ∈ B

|||L−1(y, c, y)t|||B3 ≤ c2(|||y|||B + |||c|||B + |||y|||B),

L−1(y, c, y)t =


y + T (t, 0)P+(0)PN(D)c+ T (t, 0)P+(0)PN(D)L1y + y

c+ L1y

y

 .

Доведемо обмеженiсть норми кожної компоненти вектора у просторi Банаха

B:

|||y + T (·, 0)P+(0)PN(D)c+ T (·, 0)P+(0)PN(D)L1y + y|||B ≤ |||y|||B+
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+|||T (·, 0)P+(0)PN(D)|||B|||c|||B + |||T (·, 0)P+(0)PN(D)L1y|||B+

+|||y|||B ≤ |||y|||B + c1|||c|||B + c2|||y|||B;

Аналогiчно

|||c+ L1y|||B ≤ |||c|||B + |||L1|||B|||y|||B ≤ |||c|||B + c3|||y|||B.

Таким чином

|||L−1(y, c, y)t|||B3 ≤ |||y|||B + (c1 + 1)|||c|||B + (1 + c2 + c3)|||y|||B ≤

≤ c4(|||y|||B + |||c|||B + |||y|||B),

де c4 = max{1, 1 + c1, 1 + c2 + c3}. Виходячи з цього, отримуємо обмеженiсть

оператора L−1.

Тодi операторну систему (4.24) запишемо у виглядi:

u = L−1g = L−1S(ε)u,

де оператор S(ε) у загальному випадку нелiнiйний. Варiюючи параметром

ε й користуючись обмеженiстю оператора L−1, можемо досягти того, щоб

оператор L−1S(ε) був стискуючим. Тодi з принципа стискаючих вiдображень

[141] випливає, що операторна система (4.24) має єдину нерухому точку, яка

й визначає обмежений розв’язок рiвняння (4.17).

Зв’язок мiж необхiдною та достатньою умовами

Для встановлення зв’язку мiж необхiдною та достатньою умовами розв’я-

зностi рiвняння (4.17) встановимо спочатку допомiжне твердження.

Наслiдок. Припустимо, що оператор F (c) має похiдну у сенсi Фре-

ше F (1)(c) для кожного елемента c0 простору Банаха B, що задовольняє

рiвняння для породжуючих констант (4.18). Якщо F (1)(c) має обмежений

обернений, то рiвняння (4.18) має єдиний обмежений на всiй осi розв’язок

для кожного c0.
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Доведення.

F (1)(c)[h] =

∫ +∞

−∞
H(t)Z(1)(v, t, ε)|v=x0,ε=0[x

(1)
0 (t, s, c)[h]]dt.

Це представлення випливає з теореми про суперпозицiю диференцiйовних

вiдображень у просторi Банаха [4]. Знайдемо похiдну вiд розв’язку x(1)
0 (t, c)

за c. Оскiльки x0(t, c) = T (t, 0)P+(0)PN(D)c+ (G[f ])(t, 0), то [4]

x
(1)
0 (t, c)[h] =

∂x0(t, c+ αh)

∂α
|α=0 =

∂

∂α
(T (t, 0)P+(0)PN(D)c+

+αT (t, 0)P+(0)PN(D)h+ (G[f ])(t, 0))|α=0 =
∂

∂α
(T (t, 0)P+(0)PN(D)c)|α=0+

∂

∂α
(αT (t, 0)P+(0)PN(D)h)|α=0 +

∂

∂α
(G[f ])(t, 0)|α=0 =

= T (t, 0)P+(0)PN(D)h, та Z(1)(v, t, ε)|v=x0,ε=0 = A1(t).

Остаточно будемо мати

F (1)(c)[h] =

∫ +∞

−∞
H(t)A1(t)T (t, 0)P+(0)PN(D)dt[h] = B0[h].

У силу того, що оператор F (1)(c) оборотний, оператор B0 також оборотний.

Тому рiвняння (4.18) має єдиний розв’язок, а тодi й рiвняння (4.17) має єди-

ний обмежений на всiй осi розв’язок.

Зауваження 4.4. Якщо умови наслiдка виконуються, то з його доведен-

ня випливає рiвнiсть операторiв B0 = F (1)(c0). Оскiльки оператор F (1)(c)

оборотний, то для оператора B0 умови 1) та 2) достатньої умови вико-

нуються. У цьому випадку рiвняння (4.17) буде мати єдиний обмежений

розв’язок для кожного c0 ∈ B. Таким чином умова оборотностi оператора

F (1)(c) пов’язує мiж собою необхiдну й достатню умови. У скiнченнови-

мiрному випадку умова оборотностi оператора F (1)(c) еквiвалентна умовi

простоти кореня c0 рiвняння для породжуючих амплiтуд [314].
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4.3. Узагальненi обмеженi розв’язки лiнiйних еволюцiйних рiв-

нянь в локально - опуклих просторах

Дослiдження диференцiальних рiвнянь у локально-опуклих просторах й

просторах Фреше є актуальною задачею у зв’язку зi застосуваннями у мате-

матичнiй фiзицi.

У данiй частинi розглядається узагальнення означень е-дихотомiї для ево-

люцiйних рiвнянь у локально - опуклих просторах з необмеженою оператор

- функцiєю. Наводяться необхiднi й достатнi умови iснування узагальнених

обмежених розв’язкiв для диференцiальних рiвнянь першого порядку у про-

сторах Фреше з необмеженим оператором.

У повному локально-опуклому просторi E розглянемо неоднорiдне дифе-

ренцiальне рiвняння
dx(t)

dt
= A(t)x+ f(t), t ∈ J (4.26)

де, для кожного t ∈ J,A(t) - лiнiйна замкнена оператор-функцiя, з незале-

жною вiд часу t, щiльною областю визначення D(A(t)) = D ⊂ E; вектор-

функцiя f(t) обмежена й неперервна на J .

Припустимо, що iснує обмежена оператор-функцiя U(t), t ∈ J з областю

визначення D(U(t)) = D така, що для кожного x ∈ D задовольняє рiвняння

d

dt
U(t)x = A(t)U(t)x, U(0) = I.

Оскiльки множинаD щiльна в E, то U(t) можна розширити за неперервнiстю

на весь простiр E. Оператор - функцiю U(t) традицiйно будемо називати

еволюцiйним оператором, що вiдповiдає однорiдному рiвнянню

dx(t)

dt
= A(t)x(t), t ∈ J. (4.27)

Для простоти викладення, додатково припускаємо, що при кожному t, еволю-

цiйний оператор U(t) має обмежений обернений U−1(t) : E → E (так званий

параболiчний випадок).
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Означення 4.4. Якщо f : J → E неперервна, обмежена й U(t) - еволю-

цiйний оператор, то вектор - функцiю u(t) будемо називати узагальненим

(слабким) розв’язком рiвняння (4.26), якщо u(t) неперервна й рiвнiсть

u(t) = U(t)U−1(τ)u(τ) +

∫ t

τ

U(t)U−1(s)f(s)ds, t ≥ τ (4.28)

виконується для довiльного t ∈ J .

Означення 4.5. Будемо казати, що рiвняння (4.27) допускає експоненцi-

альну дихотомiю на J , якщо iснує проектор P ∈ L(E) такий, що для

довiльної напiвнорми q ∈ SpecE iснує напiвнорма p ∈ SpecE, константи

K ≥ 1, α > 0 такi, що виконуються нерiвностi:

q(U(t)PU−1(s)ξ) ≤ Ke−α(t−s)p(ξ), t ≥ s;

q(U(t)(I − P )U−1(s)ξ) ≤ Ke−α(s−t)p(ξ), s ≥ t,

де spec E — множина усiх напiвнорм, заданих на E.

Дане означення, введене у роботi [197], дозволяє дослiдити питання щодо

iснування узагальнених розв’язкiв за аналогiєю з тим, як це було зроблено у

просторi Банаха.

Теорема 4.5. Нехай однорiдне рiвняння (4.27) є експоненцiально-

дихотомiчним на пiвосях R+ й R− з проекторами P+ та P− вiдповiдно.

Тодi:

1) рiвняння (4.26) має узагальненi обмеженi розв’язки тодi й тiльки

тодi, коли операторне рiвняння

P+ξ1 − (I − P−)ξ2 = g, (4.29)

має розв’язки; тут

g =

∫ 0

−∞
P−U

−1(τ)f(τ)dτ +

∫ +∞

0

(I − P+)U−1(τ)f(τ)dτ ;
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2) за виконання умов розв’язностi (4.29), рiвняння (4.26) має обмеженi на

всiй осi розв’язки, якi визначаються наступним чином:

x(t, ξ1, ξ2) =


U(t)P+ξ1 −

∫ +∞
t U(t)P+U

−1(τ)f(τ)dτ+

+
∫ t

0 U(t)(I − P+)U−1(τ)f(τ)dτ t ≥ 0

U(t)(I − P−)ξ2 +
∫ t
−∞ U(t)P−U

−1(τ)f(τ)dτ−
−
∫ 0

t U(t)(I − P−)U−1(τ)f(τ)dτ t ≤ 0.

(4.30)

Доведення. Розв’язки рiвняння (4.26), обмеженi на пiвосях мають ви-

гляд (4.30). Дiйсно, доведемо наприклад, що (4.30) визначають обмеженi

розв’язки для невiд’ємної дiйсної пiвосi t ≥ 0.

З визначення еволюцiйного оператора для рiвняння (4.26) маємо:

d(U(t)P+ξ1)

dt
= A(t)U(t)P+ξ1.

З того, що рiвняння (4.27) є е-дихотомiчним випливає, що для довiльної

напiвнорми q ∈ Spec E iснує напiвнорма p ∈ Spec E така, що

q(U(t)P+ξ1) ≤ K1e
−αtp(ξ1), t ≥ 0.

Таким чином U(t)P+ξ1 визначає множину обмежених розв’язкiв однорiдного

рiвняння (4.27).

d(−
∫ +∞
t U(t)P+U

−1(τ)f(τ)dτ +
∫ t

0 U(t)(I − P+)U−1(τ)f(τ)dτ)

dt
=

= U(t)P+U
−1(t)f(t) + A(t)

∫ t

0

U(t)P+U
−1(τ)f(τ)dτ+

+U(t)(I − P−)U−1(t)f(t)− A(t)

∫ +∞

t

U(t)P+U
−1(τ)f(τ)dτ = f(t)+

A(t){−
∫ +∞

t

U(t)P+U
−1(τ)f(τ)dτ +

∫ t

0

U(t)(I − P+)U−1(τ)f(τ)dτ}.

Доведемо обмеженiсть одного з iнтегралiв:

q(

∫ +∞

t

U(t)P+U
−1(τ)f(τ)dτ) ≤

∫ +∞

t

q(U(t)P+U
−1(τ)f(τ))dτ ≤
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≤
∫ +∞

t

K1e
−α(t−τ)p(f(τ))dτ ≤ sup

τ∈R
p(f(τ))

K1

α
.

Цiлком аналогiчно доводиться обмеженiсть iнших доданкiв. Для того, щоб

вираз (4.30) визначав обмеженi розв’язки на всiй осi, необхiдно й достатньо,

щоб

x(0+, ξ1, ξ2) = x(0−, ξ1, ξ2).

Ця умова еквiвалентна розв’язностi операторного рiвняння :

P+ξ1 − (I − P−)ξ2 = (4.31)

=

∫ 0

−∞
U(t)P−U

−1(τ)f(τ)dτ +

∫ +∞

0

U(t)(I − P+)U−1(τ)f(τ)dτ.

За умов розв’язностi цього рiвняння, узагальненi обмеженi розв’язки рiвня-

ння (4.26), знаходяться пiдстановкою у (4.30) його розв’язкiв. Таким чином

теорему доведено.

Скажемо декiлька слiв вiдносно теореми. Розглянемо допомiжний опера-

тор S := (P+, P− − I) та вектор ξ = (ξ1, ξ2). Тодi рiвняння (4.29) можна

записати у виглядi

Sξ = g.

Але у загальному випадку, умова PN(S∗)g = 0 не гарантує розв’язнiсть рiвнян-

ня (4.29), оскiльки введений оператор S не обов’язково нормально-розв’язний

й, тому, рiвняння (4.29) може бути не розв’язним. У цьому випадку представ-

лення (4.30) дає узагальненi(слабкi) обмеженi розв’язки лише на пiвосях.

Для отримання повного результата необхiднi додатковi умови на оператор

P+−I+P−, якi дозволять отримати розв’язнiсть рiвняння (4.29). Тому будемо

розглядати це ж рiвняння, але у просторi Фреше F . Його геометрiя дозволяє

ввести поняття сильного узагальнено-оберненого оператора (як це робилося у

другому роздiлi), й тим самим уточнити отриману теорему й сформулювати

завершений результат.

Зауваження 4.5. Нагадаємо, що якщо простiр Фреше розкладається в ал-

гебраїчну пряму суму пiдпросторiв, то вiн розкладається й у топологiчну
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пряму суму цих же пiдпросторiв [215]. Наявнiсть цього факту робить до-

слiдження рiвняння (4.29) простiшим у просторi Фреше, нiж у загальних

топологiчних просторах й дозволяє доповнити отриману теорему до на-

ступного твердження.
Теорема 4.6. Нехай однорiдне рiвняння (4.27) є експоненцiально-

дихотомiчним на пiвосях R+ та R− з проекторами P+ та P− вiдповiдно, а

оператор

D = P+ − I + P− : F → F,

є сильним (X, Y ) — узагальнено-оборотним.

Тодi:

1) для того, щоб iснували узагальненi, обмеженi на всiй осi, розв’яз-

ки рiвняння (4.26), необхiдно та достатньо, щоб вектор-функцiя f ∈
BC(R, F ) задовольняла умову∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt = 0, (4.32)

де H(t) = (I −DD−X,Y )P−U
−1(t);

2) за виконання умови (4.32), узагальненi розв’язки рiвняння (4.26) бу-

дуть мати вигляд:

x0(t, c) = U(t)P+PN(D)c+ (G[f ])(t), ∀c ∈ F (4.33)

де

(G[f ])(t) =



∫ t
0 U(t)U−1(τ)P+f(τ)dτ−∫ +∞

t U(t)U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+

+U(t)P+D
−
X,Y [

∫∞
0 U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+∫ 0

−∞ U
−1(τ)P−f(τ)dτ ], t ≥ 0

∫ t
−∞ U(t)U−1(τ)P−f(τ)dτ−∫ 0

t U(t)U−1(τ)(I − P−)f(τ)dτ+

+U(t)(I − P−)D−X,Y [
∫∞

0 U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+

+
∫ 0

−∞ U
−1(τ)P−f(τ)dτ ], t ≤ 0

– узагальнений оператор Грiна, розширений на F .
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З урахуванням введених означень, деталi методики доведення теореми

такi ж, як i попередньої.

Наслiдок. Нехай однорiдне рiвняння (4.27) у повному локально-

опуклому просторi E є експоненцiально-дихотомiчним на всiй осi з прое-

ктором P . Тодi, для довiльної обмеженої на всiй осi й неперервної вектор -

функцiї f , iснує єдиний обмежений розв’язок рiвняння (4.26). Цей розв’язок

має вигляд

x(t) =

∫ +∞

−∞
G(t, τ)f(τ)dτ, (4.34)

де

G(t, τ) =

{
U(t)PU−1(τ), t ≥ τ,

−U(t)(I − P )U−1(τ), t < τ.

Доведення. З проекторами P та I − P пов’язанi пiдпростори E1 = PE

та E2 = (I − P )E вiдповiдно. Пiдпростiр E1 складається з тих початкових

значень розв’язкiв рiвняння (4.27), що залишаються обмеженими при t→∞,

а пiдпростiр E2 - з початкових значень розв’язкiв, що залишаються обмеже-

ними при t → −∞. Оскiльки цi пiдпростори перетинаються лише в нулi, то

рiвняння (4.27) не має нетривiальних обмежених розв’язкiв. Отже рiвняння

(4.26) має єдиний розв’язок, що визначається з (4.27).

Зауваження 4.6. У випадку, коли E - простiр Банаха й оператор - функцiя

A(t) ∈ L(E) отримаємо вiдомi результати [103].

Зауваження 4.7. У випадку, коли E - квазiповний бочковий простiр й опе-

ратор A(t) = A : E → E - регулярний отримаємо результати з [211].

У цьому випадку умова дихотомiї еквiвалентна тому, що спектр опера-

тора A не перетинається з уявною вiссю. Таким чином, у цьому випадку

для спектральних проекторiв P1 = P й P2 = I − P справедливе наступне

представлення [211]

Pk =
1

2π

∫
Гk

Rλdλ,

й вiдповiдно функцiя Грiна G(·) має вигляд

G(t) =

{
etAP1 = 1

2π

∫
Г1
eλtRλdλ, t > 0,

−etAP2 = − 1
2π

∫
Г2
eλtRλdλ, t < 0.
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У випадку, коли A - секторiальний оператор, отримаємо результати з

[261].

Наслiдок. Нехай однорiдне рiвняння (4.27) є експоненцiально-

дихотомiчним на пiвосях R+ та R− з проекторами P+ та P− вiдповiдно, а

оператор

D = P+ − I + P− : F → F,

має узагальнено-обернений.

Тодi:

1) для того, щоб iснували обмеженi на всiй осi розв’язки рiвняння (4.26)

необхiдно та достатньо, щоб вектор-функцiя f ∈ BC(R, F ) задовольняла

умову ∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt = 0, (4.35)

де H(t) = (I −DD−)P−U
−1(t);

2) за виконання умови (4.35), обмеженi розв’язки рiвняння (4.26) будуть

мати вигляд:

x0(t, c) = U(t)P+PN(D)c+ (G[f ])(t), c ∈ F (4.36)

де

(G[f ])(t) =



∫ t
0 U(t)U−1(τ)P+f(τ)dτ−∫ +∞

t U(t)U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+

+U(t)P+D
−[
∫∞

0 U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+∫ 0

−∞ U
−1(τ)P−f(τ)dτ ], t ≥ 0

∫ t
−∞ U(t)U−1(τ)P−f(τ)dτ−∫ 0

t U(t)U−1(τ)(I − P−)f(τ)dτ+

+U(t)(I − P−)D−[
∫∞

0 U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+

+
∫ 0

−∞ U
−1(τ)P−f(τ)dτ ], t ≤ 0

– узагальнений оператор Грiна.
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Приклад. Розглянемо рiвняння (4.26) у виглядi злiченної системи з дi-

агональним оператором

A(t) = diag{th t, ..., th t︸ ︷︷ ︸
k

,−th t,−th t, ...},

у просторах l2loc(C) (з системою напiвнорм ||(x1, x2, ..., xn, ...)||2n,l2loc =∑n
i=1 |xi|2, n ∈ N ) або Кьоте з рiзними ваговими векторами (означення дивi-

ться наприклад в [211]). Тодi рiвняння (4.26) є експоненцiально-дихотомiчним

на пiвосях з проекторами

P+ = diag{0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
k

, 1, 1, ...}, P− = diag{1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
k

, 0, 0, ...},

вiдповiдно.

Еволюцiйний оператор має вигляд:

U(t) = diag{e
t + e−t

2
, ...,

et + e−t

2︸ ︷︷ ︸
k

,
2

et + e−t
,

2

et + e−t
, ...}.

Таким чином, згiдно теореми маємо, що

D = P+ − I + P− = 0,PN(D) = PN(D∗) = I,

й так як dim R[PN(D∗)P−] = k, то оператор PN(D∗)P− — скiнченновимiр-

ний, H(t) = diag{Hk(t), 0}, де Hk(t) = diag{2/(et + e−t), ..., 2/(et + e−t)} —

k × k вимiрна матриця. Необхiдна й достатня умова iснування узагальнених

обмежених розв’язкiв у просторi Фреше набуде вигляду:

∫ +∞

−∞
Hk(t)f(t)dt = 0 ⇔


∫ +∞
−∞

f1(t)
et+e−tdt = 0,

. . .∫ +∞
−∞

fk(t)
et+e−tdt = 0.

Приклад. Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь

ut(x, t)− th tuxx(x, t) = f1(x)f2(t), (4.37)
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vt(x, t) + th tvxx(x, t) = g1(x)g2(t), (4.38)

з перiодичними крайовими умовами

u(t, 0) = u(t, 2π), ux(t, 0) = ux(t, 2π),

v(t, 0) = v(t, 2π), vx(t, 0) = vx(t, 2π),

в просторi BC1(R, D′([0; 2π])) неперервних та обмежених на всiй осi функцiй

зi значеннями в просторi розподiлiв. В якостi fi(x) можна обрати наприклад

дельта-функцiї fi(x) = δ0. Тодi спряжена система буде мати вигляд

−wt(x, t)− th twxx(x, t) = f2(t)w(0, t), (4.39)

−qt(x, t) + th tqxx(x, t) = g2(t)q(0, t), (4.40)

u(t, 0) = u(t, 2π), ux(t, 0) = ux(t, 2π),

v(t, 0) = v(t, 2π), vx(t, 0) = vx(t, 2π),

та визначена в просторi BC1(R, D([0; 2π])). Як вiдомо простiр D([0; 2π]) є

простором Фреше i не є банаховим. Система є експоненцiально-дихотомiчною

на пiвосях та iлюструє приклад задачi до якої можна застосовувати отриманi

вище твердження стосовно iснування обмежених розв’язкiв в просторах Фре-

ше. Аналогiчно можна вивчати питання стосовно iснування обмежених на

всiй осi розв’язкiв крайових задач для систем гiперболiчних рiвнянь вигляду

ut(x, t) + th tux(x, t) + v(x, t) = f(t)δ0(x), (4.41)

vt(x, t)− th tvx(x, t) = g(t)δ0(x). (4.42)

Наслiдки з теорiї майже - перiодичних функцiй

Нагадаємо означення майже перiодичної функцiї (див. наприклад [103] ).
Означення 4.6. Неперервна вектор - функцiя f(t) зi значеннями у просторi

Банаха E, визначена при t ∈ R є майже - перiодичною, якщо для довiльного

ε > 0 iснує таке L > 0, що кожен iнтервал довжиною, не меншою за L,

мiстить точку τ , для якої

||f(t)− f(t+ τ)|| < ε.
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Розглянемо рiвняння (4.26) у просторi Банаха з постiйним (у загальному

випадку необмеженим) оператором й майже - перiодичним вiльним членом

f(t). Позначимо через ∆(f)- "множину не майже - перiодичностi"[150]. Нага-

даємо, що точку λ ∈ J називають точкою "майже - перiодичностi" функцiї

f , якщо iснує такий окiл цiєї точки, що згортка f ∗ ϕ є майже-перiодичною

функцiєю для будь-якої ϕ̂ ∈ C∞0 iз носiєм, що належить цьому околу (ϕ̂- пере-

творення Фур’є для ϕ). Доповнення до цiєї множини називається "множиною

не майже перiодичностi".

Наслiдок. Нехай множина ∆(f) є розрiженою й виконана одна з на-

ступних умов :

а) простiр E не мiстить c0;

б) вектор - функцiя f слабко компактна.

Тодi будь - який обмежений розв’язок вигляду (4.30) є майже - перiоди-

чним. Це твердження є наслiдком теореми 5 iз [150].

Е - дихотомiя лiнiйних систем диференцiальних рiвнянь в ча-

стинних похiдних

Розглянемо наступну систему рiвнянь в частинних похiдних :

∂u(t, x)

∂t
= U(D)u(t, x), t ∈ [0; +∞), (4.43)

де u(t, x) - вектор - функцiя з компонентами u1(t, x), u2(t, x), ..., um(t, x);

U(D) = ||aij(D)|| - квадратна m × m матриця, елементи aij якої є много-

членами з постiйними коефiцiєнтами вiд 1
i
∂
∂x1
, 1
i
∂
∂x2
, ..., 1

i
∂
∂xn

;x = (x1, x2, ..., xn)

- точка простору Rn.

Припустимо, що виконується наступна умова:

1. Характеристичний многочлен d(σ, λ) матрицi U(σ) зображається у ви-

глядi

d(σ, λ) = |U(σ)− λI| = p(σ, λ)q(σ, λ),
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де многочлен p(σ, λ)(q(σ, λ)) вiдносно σ й λ має при кожному фiксованому

σ ∈ Rn усi коренi λ1(σ), λ2(σ), ..., λk(σ) (λk+1(σ), ..., λm(σ)) у лiвiй (правiй)

пiвплощинi Reλ ≤ −δ (Reλ ≥ σ).

За виконання цiєї умови iснує квадратнаm×m матрицяB(D), елементами

якої є многочлени з постiйними коефiцiєнтами вiд 1
i
∂
∂x1
, 1
i
∂
∂x2
, ..., 1

i
∂
∂xn

й простiр

Гiльберта LB, отриманий поповненням за диференцiальною нормою

||u||B = {
∫

(B(D)u(x), u(x))dx}
1
2

деякої сукупностi функцiй з L2(Rn). Для цього простору буде справджува-

тись наступне твердження :

Теорема 4.7. За виконання умови 1 для рiвняння (4.43) у просторi LB має

мiсце експоненцiальна дихотомiя у сенсi означення 2.

Це твердження очевидним чином випливає з вiдповiдного твердження ро-

боти [142] й того факту, що означення дихотомiї у сенсi даному вище, уза-

гальнює означення дихотомiї у сенсi вiдповiдного означення роботи [142].

Приклад. Для того, щоб ще раз пiдкреслити вiдмiннiсть дослiдження

питання стосовно iснування обмежених розв’язкiв в просторах Фреше та Ба-

наха наведемо наступний приклад. Розглянемо рiвняння

ẋm(t) + thtxm(t) = e−
t
m ,m ∈ N (4.44)

в просторi Фреше, топологiя якого породжується наступною системою напiв-

норм

|x|n = sup
t∈[−n;∞)

|x(t)|, n ≥ 0.

Зауважимо, що на вiдмiну вiд простору Банаха неперервних та обмежених

на всiй осi функцiй BC(R,R) права частина цього рiвняння не належить

простору BC(R,R), але належить простору Фреше означеному вище. Дiйсно

sup
t∈R
|e−

t
m | = +∞,
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але

|e−
t
m |n = e

n
m < +∞

для всiх n. Це означає, що дана функцiя є необмеженою в просторi Бана-

ха, але обмеженою в просторi Фреше. Для подальших мiркувань нагадаємо

наступне означення.

Означення 4.7. [342] Неперервна на всiй осi функцiя x(t) називається

асимптотично майже перiодичною, якщо вона може бути представлена

у виглядi

x(t) = f(t) + r(t), t ∈ R,

де f - майже перiодична та r - неперервна й

lim
t→∞

r(t) = 0.

Простiр Фреше асимптотично майже перiодичних функцiй з визначеною

вище топологiєю позначається AAP (R,R). Функцiя e−
t
m ∈ AAP (R,R). Тодi

рiвняння має асимптотично майже перiодичний обмежений розв’язок у ви-

глядi

xm(t) =
2cm

et + e−t
+

e(1− 1
m )t

(1− 1
m)(et + e−t)

− e−(1+ 1
m )t

(1 + 1
m)(et + e−t)

.

Якщо розглянути банахiв простiр B, але надiлений топологiєю, породже-

ною сукупнiстю напiвнорм

B � x→ |ϕ(x)|, ϕ ∈ B∗,

то ми отримаємо локально-опуклий простiр, який позначимо Bw. Тодi спра-

ведливе наступне означення.

Означення 4.8. [342]. Вiдображення x : R → B називається слабко май-

же перiодичним, якщо для довiльного ϕ ∈ B∗, вiдображення ϕ(x(t)) ∈
AP (R,C). Простiр слабко майже перiодичних розв’язкiв позначається

WAP (R,B).
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Розглянемо рiвняння ẋ(t) = f(t) в банаховому просторi B iз правою ча-

стиною f(t) ∈ AP (R,B). Як вiдомо [106], в скiнченновимiрному просторi

обмеженiсть iнтегралу
∫ t

0 f(s)ds, t ∈ R вiд майже перiодичної функцiї гаран-

тує те, що розв’язок x(t) буде майже перiодичним. На жаль в банаховому

просторi такого результату не має. Вiдомий наступний факт.

Теорема 4.8. [342] Якщо f(t) ∈ AP (R,B) та

x(t) =

∫ t

0

f(s)ds, t ∈ R,

то обмеженiсть x на R гарантує, що x ∈ WAP (R,B). Бiльше того, для

того, щоб x ∈ AP (R,B), необхiдно та достатньо, щоб Rx = {x(t); t ∈ R}
була вiдносно компактною в B.

З даного зауваження та наслiдка теореми 4.6 випливає наступний резуль-

тат.

Наслiдок. Нехай однорiдне рiвняння (4.27) є експоненцiально-

дихотомiчним на пiвосях R+ та R− з проекторами P+ та P− вiдповiдно, а

оператор

D = P+ − I + P− : F → F,

має узагальнено-оберенений (D ∈ GI(F )), де F - банаховий простiр, надiле-

ний сильною топологiєю.

Тодi:

1) для того, щоб iснували слабкi майже перiодичнi розв’язки рiвняння

(4.26), необхiдно та достатньо, щоб вектор-функцiя f ∈ AP (R, F ) задо-

вольняла умову ∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt = 0, (4.45)

де H(t) = (I −DD−)P−U
−1(t);

2) за виконання умови (4.45), слабкi майже перiодичнi розв’язки рiвня-

ння (4.26) будуть мати вигляд:

x0(t, c) = U(t)P+PN(D)c+ (G[f ])(t), c ∈ F (4.46)
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де

(G[f ])(t) =



∫ t
0 U(t)U−1(τ)P+f(τ)dτ−∫ +∞

t U(t)U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+

+U(t)P+D
−[
∫∞

0 U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+∫ 0

−∞ U
−1(τ)P−f(τ)dτ ], t ≥ 0

∫ t
−∞ U(t)U−1(τ)P−f(τ)dτ−∫ 0

t U(t)U−1(τ)(I − P−)f(τ)dτ+

+U(t)(I − P−)D−[
∫∞

0 U−1(τ)(I − P+)f(τ)dτ+

+
∫ 0

−∞ U
−1(τ)P−f(τ)dτ ], t ≤ 0

– узагальнений оператор Грiна.

Нарис доведення. Належнiсть f ∈ AP (R, F ) гарантує те, що за ви-

конання умови (4.45) вираз (4.46) визначає множину обмежених на всiй осi

розв’язкiв рiвняння (4.26). Тодi з анонсованої попередньої теореми [342, c.144]

випливає те, що кожен розв’язок x0(t, c) ∈ WAP (R, Fw) є слабко майже пе-

рiодичним у просторi Фреше Fw (надiленому слабкою топологiєю).
Зауваження 4.8. Зауважимо, що з теореми 5.3 [342, c.140] випливає, що

розв’язок x0(t, c) ∈ AP (R, F ) тодi й тiльки тодi, коли вiн має вiдносно

компактну множину значень у просторi F .

4.4. Крайовi задачi на всiй осi

Велика кiлькiсть робiть присвячена розвиненню конструктивних методiв

для аналiза рiзних класiв крайових задач. Вони традицiйно займають одне

з центральних мiсць у якiснiй теорiї диференцiальних рiвнянь. Крайовi за-

дачi виникають з практичною необхiднiстю для рiзних застосувань - теорiї

нелiнiйних коливань, теорiї стiйкостi руху, теорiї керування та чисельних ме-

тодах, у задачах радiо iнженерiї, механiцi, бiологiї тощо.

Вивчаються коректнi та некоректнi крайовi задачi. Некоректнi крайовi

задачi для звичайних диференцiальних рiвнянь, iмпульсних систем, нетеро-

вих операторних рiвнянь стали популярними досить недавно. Вони детально
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вивчались у [314]. Аналiз цього класу крайових задач виявився пов’язаним iз

властивостями узагальнено - оберненого оператора. Даний пiдроздiл присвя-

чено дослiдженню лiнiйних крайових задач на всiй осi.

Постановка задачi

У просторi Банаха B розглянемо крайову задачу

dx(t)

dt
= A(t)x(t) + f(t) , (4.47)

lx(·) = α , (4.48)

де вектор - функцiя f(t) дiє з R у простiр Банаха B,

f(t) ∈ BC(R,B) := {f(·) : R→ B, |||f ||| = sup
t∈R
‖f(t)‖ <∞},

операторнозначна функцiя A(t) сильно неперервна з вiдповiдною нормою

|||A||| = supt∈R ||A(t)|| < +∞;

BC1(R,B) := {x(·) ∈ C1(R,B), |||x||| = sup
t∈R
{‖x(t)‖, ‖x′(t)‖} <∞},

- простiр функцiй, неперервних на R разом iз похiдною; l - лiнiйний та обме-

жений оператор, що дiє з просторуBC1(R,B) у простiр БанахаY. Визначимо

умови iснування розв’язкiв x(·) ∈ BC1(R,B) крайової задачi (4.47), (4.48) за

припущення, що вiдповiдне однорiдне рiвняння

dx(t)

dt
= A(t)x(t) (4.49)

допускає експоненцiальну дихотомiю [103, 417, 455] на пiвосях R+ та R− з про-

екторами P та Q, й константами k1,2 ≥ 1 та α1,2 > 0 вiдповiдно. Еволюцiйний

оператор, нормований в нулi, будемо позначати U(t).

Основний результат

Покажемо, що за виконання умов теореми 4.2, крайова задача може бути

розв’язана з допомогою оператора B0 = lU(·)PPN(D) : B→ Y.

Теорема 4.9. Нехай оператор

B0 : B→ Y,
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що дiє з простору B у простiр Банаха Y узагальнено - оборотний (тобто

B0 ∈ GI(B,Y)). Тодi:

(i) для того, щоб розв’язки крайової задачi (4.47), (4.48) iснували, необ-

хiдно й достатньо, щоб

PN(B∗0)(α− l((G[f ])(·))) = 0; (4.50)

(ii) за виконання умови (4.50) розв’язки крайової задачi (4.47), (4.48)

мають вигляд

x(t, c) = U(t)PPN(D)PN(B0)c+ U(t)PPN(D)B
−
0 (α− l(G[f ])(·)) + (G[f ])(t),

для довiльного елемента c ∈ B, де (G[f ])(·) - узагальнений оператор Грi-

на, визначений у теоремi 4.1; B−0 - узагальнено - обернений до B0, PN(B∗0) -

проектор, який проектує B на ядро спряженого оператора B∗0.

Доведення. З теореми 4.1 маємо, що множина обмежених розв’язкiв рiв-

няння (4.47) має вигляд x(t, c) = U(t)PPN(D)c + (G[f ])(t). Пiдставимо цi

розв’язки у рiвняння (4.48):

l(U(·)PPN(D)c+ (G[f ])(·)) = α.

Так, як оператор l - лiнiйний, маємо:

l(U(·)PPN(D))c+ l((G[f ])(·)) = α,

й остаточно отримаємо операторне рiвняння:

B0c = α− l((G[f ])(·)).

Так, як оператор B0 узагальнено-оборотний, то для iснування розв’язкiв кра-

йової задачi (4.47), (4.48) необхiдно та достатньо [314], щоб

PN(B∗0)(α− l((G[f ])(·))) = 0.

Якщо ця умова виконується, то

c = PN(B0)c+B−0 (α− l((G[f ])(·))), ∀ c ∈ B.
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Тодi множина обмежених розв’язкiв крайової задачi (4.47), (4.48) має вигляд:

x(t, c) = U(t)PPN(D)PN(B0)c+ U(t)PPN(D)B
−
0 (α− l((G[f ])(·))) + (G[f ])(t).

Зауваження 4.9. Якщо Y = B×B, lx = (x(+∞), x(−∞)) = (α, α) ∈ B×B,

де α - положення рiвноваги (4.47), то всi обмеженi розв’язки крайової задачi

(4.47), (4.48) є "гомоклiнiчними" траекторiями [360].

Приклади. 1. Проiлюструємо твердження доведенi вище. Розглянемо

наступну крайову задачу

dx(t)

dt
= A(t)x(t) + f(t), (4.51)

lx(·) = x(b)− x(a) = α, (4.52)

де A(t) - оператор у виглядi злiченновимiрної матрицi, що для кожного дiй-

сного значення t, дiє у просторi Банаха B = lp, p ∈ [1; +∞) та

x(t) = col{x1(t), x2(t), . . . xk(t), . . .} ∈ BC1(R, lp),

f(t) = col{f1(t), f2(t), . . . , fk(t), . . .} ∈ BC(R, lp)

- злiченнi вектор стовцi; a, b ∈ R, b > 0, a < 0;

α = col{α1, α2, . . . , αk, . . .} ∈ lp

- сталий вектор (αi ∈ R, i ∈ N).

Розглянемо крайову задачу (4.51), (4.52) з оператором

A(t) =



k︷ ︸︸ ︷
th t 0 0 . . . . . .

0 th t 0 . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 th t . . . . . .

0 0 0 − th t . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


: lp → lp. (4.53)
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Еволюцiйний оператор системи (4.51), (4.53) має вигляд:

U(t) =



k︷ ︸︸ ︷
(et + e−t)/2 0 0 . . . . . .

0 (et + e−t)/2 0 . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 (et + e−t)/2 . . . . . .

0 0 0 2/(et + e−t) . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


;

Оператор, обернений до U(t) має вигляд

U−1(t) =



k︷ ︸︸ ︷
2/(et + e−t) 0 0 . . . . . .

0 2/(et + e−t) 0 . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 2/(et + e−t) . . . . . .

0 0 0 (et + e−t)/2 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


;

та вiдповiдна однорiдна система експоненцiально-дихотомiчна на пiвосях R+

та R− з проекторами

P =



k︷ ︸︸ ︷
0 0 . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . . . .

0 0 1 . . .

0 0 0 . . .

. . . . . . . . . . . .


та Q =



k︷ ︸︸ ︷
1 0 . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

0 . . . 1 . . .

0 0 0 . . .

0 0 0 . . .

. . . . . . . . . . . .


,

вiдповiдно. Таким чином маємо, що

D = P − (E −Q) = 0, PN(D) = PN(D∗) = E.
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Так як dimR[PN(D∗)Q] = k, то оператор PN(D∗)Q скiнченновимiрний:

H(t) =



k︷ ︸︸ ︷
1 0 . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

0 . . . 1 . . .

0 0 0 . . .

0 0 0 . . .

. . . . . . . . . . . .


U−1(t) = diag{Hk(t), 0},

де

Hk(t) =


2/(et + e−t) . . . 0

... . . . ...

0 . . . 2/(et + e−t)

 є k × k − вимiрна матриця .

Згiдно теореми 4.2, для iснування ров’язкiв системи (4.51), (4.53) обмежених

на всiй осi, необхiдно й достатньо, щоб виконувались наступнi умови:

∫ +∞

−∞
Hk(t)f(t)dt = 0 ⇔


∫ +∞
−∞

f1(t)
et+e−tdt = 0

. . .∫ +∞
−∞

fk(t)
et+e−tdt = 0.

(4.54)

Таким чином, для того, щоб система (4.49), (4.53) мала розв’язки, обме-

женi на всiй осi, необхiдно й достатньо, щоб виконувались рiвно k умов; iншi

функцiї fi(t) для всiх i ≥ k + 1 можуть бути обраними довiльними з класу

BC(R, lp). Бiльше того, система (4.49), (4.53) має нескiнченну множину обме-

жених розв’язкiв. Наприклад, у якостi вектор - функцiї f з класу BC(R, lp),

можна обрати довiльну f з першими k компонентами, що є непарними фун-

кцiями.

Для розв’язання крайової задачi знайдемо матрицю B0 :

B0 = lU(·)PPN(D) = U(b)PPN(D) − U(a)PPN(D),
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остаточно

B0 =



k︷ ︸︸ ︷
0 0 . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 . . . . . . . . .

0 . . . 0 cha−chb
cha·chb . . . . . .

0 . . . 0 . . . cha−chb
cha·chb . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .


: lp → lp.

Так як a 6= b, то оператор PN(B∗0) має вигляд :

PN(B∗0) =



k︷ ︸︸ ︷
1 0 . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 1 . . . . . . . . .

0 . . . 0 0 . . . . . .

0 . . . 0 . . . 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .


: lq → lq (1/p+ 1/q = 1),

й

G[f ](b)−G[f ](a) =



−
∫ a
−∞

2f1(s)
es+e−sds−

∫ +∞
b

2f1(s)
es+e−sds

. . .

−
∫ a
−∞

2fk(s)
es+e−sds−

∫ +∞
b

2fk(s)
es+e−sds

1
2

∫ b
a (es + e−s)fk+1(s)ds

. . .


.

PN(B∗0)(α− l(G[f ])(·)) = 0 ⇔


∫ a
−∞

2f1(s)
es+e−sds+

∫ +∞
b

2f1(s)
es+e−sds = −α1

. . .∫ a
−∞

2fk(s)
es+e−sds+

∫ +∞
b

2fk(s)
es+e−sds = −αk.

(4.55)

Таким чином, згiдно теореми 4.1, крайова задача (4.51) - (4.53) допускає

принаймнi один обмежений на R розв’язок тодi й тiльки тодi, коли вектор -

функцiя f задовольняє умовaм, сформульованим вище.
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2. Розглянемо одновимiрну крайову задачу

dx(t)

dt
= −tht x(t) + f(t),

lx = (x(+∞), x(−∞)) = (α1, α2) ∈ R2. (4.56)

a) нехай f(t) = 2e−t

et+e−t та (α1, α2) = (0,−2). Множина обмежених розв’яз-

кiв, якi задовольняють крайову умову (4.56), має вигляд:

x(t, c) =
2

et + e−t
c− 2e−t

et + e−t
+

2

et + e−t
, c ∈ R.

b) нехай f(t) = 2 tht та (α1, α2) = (2, 2). В цьому випадку рiвняння

(4.47) має точку рiвноваги – розв’язок x0(t) = 2 та множина "гомоклiнiчних"

траекторiй має наступний вигляд:

x(t, c) =
2

et + e−t
c+ 2− 4

et + e−t
, c ∈ R.

3. Розглянемо двовимiрну крайову задачу

dx1(t)

dt
= −tht x1(t) + f1(t),

dx2(t)

dt
= −tht x2(t) + f2(t),

l(x1, x2) = (x1(+∞), x1(−∞), x2(+∞), x2(−∞)) = (α1, α2, α3, α4) =

(0,−2, 2, 2), де f1(t) = 2e−t

et+e−t , f2(t) = 2 tht (прямий добуток рiвнянь з при-

кладiв 2a, 2b). Ця задача має двопараметричну родину обмежених розв’язкiв

x1(t, c1) = 2
et+e−t c1 − 2e−t

et+e−t + 2
et+e−t ,

x2(t, c2) = 2
et+e−t c2 + 2− 4

et+e−t ,

c1, c2 ∈ R.

4. Розглянемо двовимiрну крайову задачу

dx1(t)

dt
= −tht x1(t) + x2(t) + f1(t),

dx2(t)

dt
= −tht x2(t) + f2(t),
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l(x1, x2) = (x1(+∞), x1(−∞), x2(+∞), x2(−∞)) = (α1, α2, α3, α4) =

(2,−4, 2, 2) ∈ R4, де f1(t) = 2e−t

et+e−t , f2(t) = 2 tht. В цьому випадку задача

має двопараметричну множину обмежених розв’язкiв вигляду

x1(t, c1, c2) = c1+2c2t−4t+2et−4e−t

et+e−t ,

x2(t, c2) = 2
et+e−t c2 + 2− 4

et+e−t ,

c1, c2 ∈ R.

4.5. Апроксимацiя узагальнених обмежених розв’язкiв еволюцiй-

них рiвнянь з необмеженим оператором

У цьому пiдроздiлi буде обгрунтовано метод парметризацiї для диферен-

цiального рiвняння у банаховому просторi з необмеженим операторним ко-

ефiцiєнтом. Запропоновано алгоритм знаходження узагальнених обмежених

розв’язкiв довiльного порядку точностi.

Постановка задачi

На осi R розглядається лiнiйне еволюцiйне рiвняння

dx(t)

dt
= A(t)x(t) + f(t), (4.57)

де A(t) родина лiнiйних замкнених операторiв, з незалежною вiд t областю

визначення D(A(t)) = D ⊂ B щiльною у вихiдному банаховому просторi B,

вектор - функцiя f ∈ BC(R, B).

У данiй частинi представлено узагальнення методу параметризацiї [109],

[110] на випадок необмежених операторiв з не обов’язково заданими коре-

ктно [139] коефiцiєнтами. Даний алгоритм дозволяє знаходити узагальненi

обмеженi розв’язки диференцiального рiвняння (4.57), за умов iснування, й у

тому випадку, коли не вiдомо породжуючий оператор еволюцiї. Для простоти

викладення надалi будемо припускати виконання умов, за яких еволюцiйний

оператор вихiдного рiвняння (4.57) є сильно - неперервним [139].
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У подальшому, через l∞(Z,B) традицiйно [242] будемо позначати простiр

нескiнченних послiдовностей x = {xs, s ∈ Z} зi значеннями у банаховому

просторi B, якi мають обмежену норму ||x||∞ = sups∈Z ||xs||B.

Позначимо також через l∞(Z;C([(s − 1)h; sh);B)), h > 0 - простiр по-

слiдовностей неперервних й обмежених функцiй x(t) = (xs(t))s∈Z , xs(t) ∈

B, визначених для t ∈ [(s − 1)h; sh) з нормою ||x||l∞(Z;C([(s−1)h;sh);B)) =

sups∈Z supt∈[(s−1)h;sh) ||xs(t)||B, яку надалi для зручностi позначатимемо ||x||1.

Викладемо суть методу параметризацiї.

Метод параметризацiї

Для зручностi будемо вважати, що оператор-функцiя A(t) є обмеженою.

Оберемо шаг h > 0 та розбиття R = ∪+∞
s=−∞[(s − 1)h; sh). Звуження будь -

якої функцiї x(t) ∈ BC(R, B) на напiвiнтервал [(s − 1)h; sh) позначатимемо

xs(t). Тодi рiвняння (4.57) перетвориться на багатоточкову крайову задачу

dxs(t)

dt
= A(t)xs(t) + f(t), t ∈ [(s− 1)h; sh) (4.58)

з умовами зшивання в точках розбиття

lim
t→sh−0

xs(t) = xs+1(sh), s ∈ Z. (4.59)

Позначимо через λs = xs((s−1)h) та на кожному напiвiнтервалi [(s−1)h; sh)

зробимо замiну змiнних us(t) = xs(t)− λs.

Отримаємо крайову задачу iз параметром

dus(t)

dt
= A(t)(us(t) + λs) + f(t), us((s− 1)h) = 0, t ∈ [(s− 1)h; sh) (4.60)

lim
t→sh−0

us(t) + λs = λs+1, s ∈ Z. (4.61)

Задачi (4.58), (4.59) та (4.60), (4.61) еквiвалентнi у тому сенсi, що якщо

система функцiй (xs(t))s∈Z є розв’язком задачi (4.58), (4.59), то система пар

(λ, u(t)) = (λs, us(t))s∈Z - розв’язок крайової задачi (4.60), (4.61). Якщо пара

(λ∗, u∗(t)) ∈ l∞(Z, B) × l∞(Z;C([(s − 1)h; sh);B)) - розв’язок задачi (4.60),
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(4.61), то функцiя x∗(t) = (λ∗s + u∗s(t))s∈Z належить класу BC(R, B) та задо-

вольняє диференцiальне рiвняння (4.57) на D.

Задача (4.60) вигiдна тим, що при фiксованих значеннях параметра λ =

(λs)s∈Z є задачею Кошi й має єдиний розв’язок, який можна знайти [139] з

iнтегрального рiвняння

us(t) =

∫ t

(s−1)h

A(τ)[us(τ) + λs]dτ +

∫ t

(s−1)h

f(τ)dτ. (4.62)

Пiдставляючи us(t) у праву частину (4.62) й повторюючи цей процес m разiв

отримаємо

us(t) = [
∫ t

(s−1)hA(τ1)dτ1 +
∫ t

(s−1)hA(τ1)
∫ τ1

(s−1)hA(τ2)dτ2dτ1 + ...+

+
∫ t

(s−1)hA(τ1)...
∫ τm−1

(s−1)hA(τm)dτm...dτ1]λs +
∫ t

(s−1)h f(τ1)dτ1 + ...+

+
∫ t

(s−1)hA(τ1)...
∫ τm−2

(s−1)hA(τm−1)
∫ τm−1

(s−1)h f(τm)dτmdτm−1...dτ1+∫ t
(s−1)hA(τ1)...

∫ τm−2
(s−1)hA(τm−1)

∫ τm−1
(s−1)hA(τm)dτmdτm−1...dτ1.

(4.63)

Звiдси знайдемо limt→sh−0 us(t) i, пiдставивши в (4.61) отримаємо нескiн-

ченну в обидва боки операторну систему рiвнянь вiдносно параметрiв λs :

[I + Pm,s(h)]λs − λs+1 = −Fm,s(h)−Rm,s(u, h), (4.64)

де I - тотожний оператор,

Pm,s(h) =

∫ sh

(s−1)h

A(τ1)dτ1 +

∫ sh

(s−1)h

A(τ1)

∫ τ1

(s−1)h

A(τ2)dτ2dτ1 + ...+

+

∫ sh

(s−1)h

A(τ1)...

∫ τm−1

(s−1)h

A(τm)dτm...dτ1,

Fm,s(h) =

∫ sh

(s−1)h

f(τ1)dτ1 + ...+

+

∫ sh

(s−1)h

A(τ1)...

∫ τm−2

(s−1)h

A(τm−1)

∫ τm−1

(s−1)h

f(τm)dτmdτm−1...dτ1,

Rm,s(u, h) =

∫ sh

(s−1)h

A(τ1)...

∫ τm−2

(s−1)h

A(τm−1)

∫ τm−1

(s−1)h

A(τm)us(τm)dτmdτm−1...dτ1.
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Позначимо через Qm,h нескiнченну операторну матрицю, яка вiдповiдає

лiвiй частинi рiвняння (4.64). У кожнiй блочнiй стрiчцi матрицi Qm,h не-

нульовими блоками будуть лише оператори I + Pm,s(h) та −I. Ввiвши до

розгляду злiченнi вектори Fm(h) = (..., Fm,s(h), Fm,s+1(h), ...) й Rm(u, h) =

(..., Rm,s(u, h), Rm,s+1(u, h), ...) отримаємо операторне рiвняння наступного

вигляду

Qm,hλ = −Fm(h)−Rm(u, h). (4.65)

Легко бачити, що операторна матриця

Qm,h : l∞(Z, B)→ l∞(Z, B)

є обмеженим оператором для якого справедлива наступна оцiнка

||Qm,h||L(l∞(Z,B)) ≤ 2 +
m−1∑
j=0

1

j!
(αh)j (α = sup

t∈[(s−1)h;sh]

||A(t)||).

Розв’язок задачi (4.60), (4.61) з параметром – систему пар (λs, us(t))s∈Z зна-

ходимо виходячи iз наступного алгоритму:

Крок 1. Початкове наближення λ(0) параметра визначаємо з оператор-

ного рiвняння

Qm,hλ = −Fm(h).

На вiдрiзках [(s − 1)h; sh), розв’язуючи задачу Кошi (4.60) при λs = λ
(0)
s

знаходимо u(0)
s (t), виходячи з (4.62) за умови розв’язностi PN(Q∗m,h)Fm(h) = 0.

Крок 2. Пiдставляючи знайденi u(0)
s (t) у праву частину (4.65), з рiвняння

Qm,hλ = −Fm(h)−Rm(u0, h)

визначаємо λ(1). На вiдрiзках [(s − 1)h; sh), розв’язуючи задачу Кошi (4.60)

при λs = λ
(1)
s знаходимо u(1)

s (t) й далi цей процес повторюється iтеративно

(за умови розв’язностi PN(Q∗m,h){Rm(u0, h)} = 0. )

Зазначимо, що якщо PN(Q∗m,h) = 0, то умови розв’язностi виконуються

автоматично. ( достатньо, щоб PN(Q∗m,h)Rm = 0).
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Якщо умови розв’язностi не виконуються, то алгоритм дозволяє знаходи-

ти квазiрозв’язки.

Теорема 4.10. Нехай при деяких h > 0 й m ∈ N операторна матриця Qm,h :

l∞(Z, B)→ l∞(Z, B) є узагальнено - оборотним оператором та виконується

нерiвнiсть :

||Q−m,h|| ≤ γm(h), γm(h) = const,

qm(h) = γm(h)[exp(αh)− 1− ...− (m!)−1(αh)m] < 1.

Тодi рiвняння (4.57) має обмежений розв’язок x(t) ∈ BC(R, B) для якого

справедлива оцiнка

|||x− x(k)||| ≤ γm(h)
(αh)m

m!
eαh

[qm(h)]k

1− qm(h)
M(h, c), (4.66)

M(h, c) = [eαh − 1](h|||f |||γm(h)
m−1∑
j=0

(αh)j

(j + 1)!
+ ||PN(Qm,h)c||∞) + eαh|||f |||h,

тут x(k)(t) = u(k)(t) + λ(k).

Доведення. Зважаючи на узагальнену оборотнiсть Qm,h, оберемо поча-

тковий вектор λ(0) з наступної рiвностi

λ(0) = Q−m,h(−Fm(h)) + PN(Qm,h)c,

тут c - будь-який фiксований елемент з банахового простору B. Тодi

||λ(0)||∞ = sup
s∈Z
||λ(0)

s ||B ≤ ||Q−m,h|| · ||Fm(h)||∞ + ||PN(Qm,h)c||∞.

Оскiльки

||Fm(h)||∞ ≤ h|||f |||
m−1∑
j=0

(αh)j

(j + 1)!
,

то

||λ(0)||∞ ≤ γm(h)h|||f |||
m−1∑
j=0

(αh)j

(j + 1)!
+ ||PN(Qm,h)c||∞.

Згiдно наших припущень, за параметром λ(0) задача (4.60) має єдиний розв’я-

зок (u
(0)
s (t))s∈Z для якого справедлива наступна оцiнка :

||u(0)
s (t)||B ≤ [eα[t−(s−1)h] − 1]||λ(0)

s ||B + eα[t−(s−1)h]|||f |||h.
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Використовуючи це, для u(0)(t) отримаємо оцiнку

||u(0)||1 ≤ sup
s∈Z

sup
t∈[(s−1)h;sh)

||u(0)
s (t)||B ≤ [eαh − 1](h|||f |||γm(h)

m−1∑
j=0

(αh)j

(j + 1)!
+

+||PN(Qm,h)c||∞) + eαh|||f |||h.

Далi за алгоритмом знаходимо вектор λ(1) = Q−m,h[−Fm(h) − Rm(u(0), h)] +

PN(Qm,h)c, де елемент банахового простору c ∈ B обирається таким же чином,

як i на попередньому кроцi. Враховуючи це, оцiнимо рiзницю λ(1) − λ(0) за

нормою:

||λ(1) − λ(0)||∞ = ||Q−m,h[−Rm(u(0), h)]|| ≤ γm(h)||Rm(u(0), h)||∞ ≤

≤ γm(h)||u(0)||(αh)m

m!
,

тодi

||λ(1) − λ(0)||∞ ≤ γm(h)
(αh)m

m!
([eαh − 1](h|||f |||γm(h)

m−1∑
j=0

(αh)j

(j + 1)!
+

+||PN(Qm,h)c||) + eαh|||f |||h).

Продовжуючи цей iтерацiйний процес за iндукцiєю, отримаємо наступнi

нерiвностi:

||u(n+1)
s (t)− u(n)

s (t)||B ≤ [eα[t−(s−1)h] − 1]||λ(n+1)
s − λ(n)

s ||B. (4.67)

Визначаючи знову з алгоритму пару векторiв λ(n+1) й λ(n)

λ(n+1) = Q−m,h[−Fm(h)−Rm(u(n), h)] + PN(Qm,h)c,

λ(n) = Q−m,h[−Fm(h)−Rm(u(n−1), h)] + PN(Qm,h)c,

з одним й тим самим елементом c отримаємо, що для рiзницi λ(n+1) − λ(n)

справедливий наступний ланцюг нерiвностей :

||λ(n+1) − λ(n)||∞ = ||Q−m,h[Rm(u(n−1), h)−Rm(u(n−1), h)]||∞ ≤
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≤ γm(h)||Rm(u(n−1), h)−Rm(u(n), h)||∞.

Пiдставляючи (4.67) та обчислюючi повторнi iнтеграли, отримаємо :

||Rm(u(n−1), h)−Rm(u(n), h)||∞ ≤ [eαh −
m∑
j=0

(αh)j

j!
]||λ(n) − λ(n−1)||∞,

звiдси

||λ(n+1) − λ(n)||∞ ≤ γm(h)[eαh −
m∑
j=0

(αh)j

j!
]||λ(n) − λ(n−1)||∞ =

= qm(h)||λ(n) − λ(n−1)||∞, n ∈ N.

Оскiльки за умов теореми qm(h) < 1, то послiдовнiсть λ(n) = (λ
(n)
s )s∈Z є

збiжною до деякого вектора λ∗ = (λ∗s)s∈Z, коли n→∞ та для неї виконується

[123] оцiнка

||λ∗ − λ(n)||∞ ≤
(qm(h))n

1− qm(h)
||λ(1) − λ(0)||∞ ≤

(qm(h))n

1− qm(h)
γm(h)

(αh)m

m!
M(h, c).

Для послiдовностi u(n)(t) маємо наступну оцiнку :

||u(n+1) − u(n)||1 ≤ ||Rm(u(n−1), h)−Rm(u(n), h)||∞,

з якої аналогiчно, як i для параметрiв λ робиться висновок щодо збiжностi

послiдовностi функцiй u(n)(t) до деякої функцiї u∗(t) й має мiсце оцiнка :

||u∗ − u(n)||1 ≤ [eαh − 1]
(qm(h))n

1− qm(h)
γm(h)

(αh)m

m!
M(h, c).

Враховуючи це, отримуємо, що функцiя u∗(t) + λ∗ є обмеженим розв’язком

вихiдної задачi, а (u(n)(t)+λ(n))n∈N - послiдовнiсть, що до нього прямує, коли

n→∞ та виконується оцiнка (4.66) й теорему доведено.
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4.6. ВИСНОВКИ

1) Отримано необхiднi та достатнi умови iснування обмежених розв’язкiв

лiнiйних операторно-диференцiальних рiвнянь у просторах Банаха з необме-

женими операторними коефiцiєнтами за умов експоненцiальної дихотомiї на

пiвосях;

2) Отримано необхiднi та достатнi умови iснування обмежених розв’язкiв

нелiнiйних операторно-диференцiальних рiвнянь у просторах Банаха з нео-

бмеженим оператором у лiнiйнiй частинi та знайдено зв’язок мiж ними;

3) Запропоновано означення експоненцiальної дихотомiї у локально-

опуклих просторах та просторах Фреше;

4) За умов експоненцiальної дихотомiї на пiвосях отримано необхiднi та

достатнi умови iснування обмежених розв’язкiв операторно-диференцiальних

рiвнянь у локально-опуклих просторах та просторах Фреше;

5) Дослiджено умови iснування обмежених розв’язкiв крайових задач на

всiй осi з умовами на нескiнченностi;

6) Для операторно-диференцiальних рiвнянь у просторах Банаха обгрун-

товано метод параметризацiї та побудовано чисельно-аналiтичний метод для

апроксимацiї вiдповiдних розв’язкiв.
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РОЗДIЛ 5

РIВНЯННЯ ШРЕДIНГЕРА В ПРОСТОРI ГIЛЬБЕРТА

В даному роздiлi вивчається рiвняння Шредiнгера в просторi Гiльберта в

критичних випадках. Дослiджуються умови iснування обмежених розв’язкiв

та бiфуркацiї розв’язкiв крайових задач лiнiйного стацiонарного та нестацiо-

нарного рiвняння, нелiнiйного рiвняння. Знайдено алгоритми побудови таких

розв’язкiв. Результати продемонстровано та уточнено на двоточковiй крайо-

вiй задачi для рiвняння Шредiнгера та рiвняння Ван дер Поля в гiльберто-

вому просторi.

5.1. Експоненцiальна дихотомiя та обмеженi розв’язки рiвняння

Шредiнгера

Дана частина присвячена отриманню необхiдних та достатнiх умов iсну-

вання обмежених на всiй осi розв’язкiв крайових задач для лiнiйного й нелi-

нiйного рiвняння Шредiнгера в просторi Гiльберта за умов, коли вiдповiдне

однорiдне рiвняння є експоненцiально-дихотомiчним на пiвосях.

Постановка задачi (лiнiйний випадок)

Будемо розглядати наступне диференцiальне рiвняння Шредiнгера [214]:

dϕ(t)

dt
= −iH(t)ϕ(t) + f(t), t ∈ J, (5.1)

в просторi Гiльберта H, де для кожного t ∈ J ⊂ R, необмежений оператор

H(t) має вигляд H(t) = H0+V (t); тут H0 = H∗0 необмежений самоспряжений

оператор з областю визначення D = D(H0) ⊂ H; вiдображення t → V (t) —

сильно неперервне. Визначимо, як i в [214] операторнозначну функцiю

Ṽ (t) = eitH0V (t)e−itH0.

В цьому випадку для Ṽ (t) справедливе представлення Дайсона [214,

с.311] i можна визначити еволюцiйний оператор Ũ(t, s). Якщо U(t, s) =
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e−itH0Ũ(t, s)eisH0, то ψs(t) = U(t, s)ψ слабкий розв’язок однорiдного рiвня-

ння, з умовою ψs(s) = ψ в тому сенсi, що для довiльного η ∈ D(H0) функцiя

(η, ψs(t)) є диференцiйовною й

d

dt
(η, ψs(t)) = −i(H0η, ψs(t))− i(V (t)η, ψs(t)), t ∈ J.

Необхiдно з’ясувати, за яких умов на вектор-функцiю f рiвняння (5.1)

буде мати слабкi обмеженi на всiй осi розв’язки. При цьому припускається її

належнiсть до простору Банаха BC(R,H), неперервних та обмежених на R

вектор-функцiй зi значеннями в просторi Гiльберта H. Для простоти викла-

дення будемо припускати, що D щiльна в H й еволюцiйний оператор U(t, s)

є обмеженим та визначеним на всьому просторi H (розширений за неперерв-

нiстю).

Обмеженi розв’язки

В подальшому ми будемо використовувати поняття експоненцiальної ди-

хотомiї в тому ж сенсi, що i в попередньому роздiлi. Проведемо аналiз рiв-

няння (5.1) за умов експоненцiальної дихотомiї на пiвосях R−0 = (−∞, 0] та

R+
0 = [0;∞). [В цьому випадку проекторнозначнi функцiї визначенi на пiв-

осях будемо позначати P+(t), для всiх t ≥ 0, та P−(t), для всiх t ≤ 0, з

константами M1, α1 та M2, α2, вiдповiдно]. Основний результат цiєї частини

можна подати у наступному виглядi.

Лема. Нехай {U(t, s), t ≥ s ∈ R} сильно неперервний еволюцiйний опе-

ратор, асоцiйований з рiвнянням (5.1). Припустимо, що виконано умови

:

1. Оператор U(t, s) допускає експоненцiальну дихотомiю на пiвосях R+
0

та R−0 з проекторнозначними оператор-функцiями P+(t) та P−(t), вiдпо-

вiдно.

2. Оператор D = P+(0) − (I − P−(0)) має псевдообернений за Муром-

Пенроузом.

Тодi справедливi такi твердження.
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1. Iснують слабкi розв’язки рiвняння (5.1), обмеженi на всiй осi тодi й

тiльки тодi, коли вектор-функцiя f ∈ BC(R,H) задовольняє умову∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt = 0, (5.2)

де H(t) = PN(D∗)P−(0)U(0, t).

2. За виконання умови (5.2), слабкi розв’язки рiвняння (5.1), обмеженi

на всiй осi, мають вигляд

ϕ0(t, c) = U(t, 0)P+(0)PN(D)c+ (G[f ])(t, 0) ∀c ∈ H, (5.3)

де

(G[f ])(t, s) =



∫ t
s U(t, τ)P+(τ)f(τ)dτ −

∫ +∞
t U(t, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+U(t, s)P+(s)D+[
∫∞
s U(s, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+
∫ s
−∞ U(s, τ)P−(τ)f(τ)dτ ], t ≥ s∫ t

−∞ U(t, τ)P−(τ)f(τ)dτ −
∫ s
t U(t, τ)(I − P−(τ))f(τ)dτ+

+U(t, s)(I − P−(s))D+[
∫∞
s U(s, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ+

+
∫ s
−∞ U(s, τ)P−(τ)f(τ)dτ ], s ≥ t

узагальнений оператор Грiна задачi вiдшукання обмежених на всiй осi

розв’язкiв

(G[f ])(0+, 0)− (G[f ])(0−, 0) = −
∫ +∞

−∞
H(t)f(t)dt.

Доведення цiєї теореми проводиться таким же чином, як i в попередньому

роздiлi. Далi ми покажемо, що умову 2 в лемi можна прибрати й рiвняння

(5.1) буде завжди розв’язним в певному сенсi. Нагадаємо, що обмеженi на

всiй дiйснiй осi розв’язки рiвняння (5.1) iснують тодi й тiльки тодi, коли

операторне рiвняння

Dξ = g, (5.4)

g =

∫ 0

−∞
U(0, τ)P−(τ)f(τ)dτ +

∫ +∞

0

U(0, τ)(I − P+(τ))f(τ)dτ

є розв’язним та їх кiлькiсть залежить вiд розмiрностi N(D).
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Згiдно теорiї операторних рiвнянь, побудованiй в другому роздiлi, будемо

видiляти три типи розв’язкiв рiвняння (5.4).

1)Класичнi узагальненi розв’язки.

Розглянемо випадок, коли оператор D нормально-розв’язний, тобто

(R(D) = R(D)). Тодi [314], як вiдомо g ∈ R(D) тодi й тiльки тодi, коли

PN(D∗)g = 0. В цьому випадку iснує псевдообернений за Муром-Пенроузом

оператор D+ та множина розв’язкiв рiвняння (5.4) може бути представлена

у виглядi [314]

ξ = D+g + PN(D)c, c ∈ H.

2) Сильнi узагальненi розв’язки.

Розглянемо випадок, коли R(D) 6= R(D). Тодi iснує розширений оператор

D : H → H (H - вiдповiдне поповнення простору H), який буде нормально-

розв’язним (згiдно конструкцiї другого роздiлу). Тодi множина всiх сильних

узагальнених розв’язкiв рiвняння (5.4) матиме вигляд

ξ = D
+
g + PN(D)c, c ∈ H.

3) Узагальненi псевдорозв’язки.

Розглянемо випадок, коли g /∈ R(D), що для елемента g є рiвносильним

умовi PN(D∗)g 6= 0. У цьому випадку iснують елементи з H, що мiнiмiзують

норму ||Dξ − g||H для ξ ∈ H,

ξ = D
+
g + PN(D)c, c ∈ H.

Цi елементи будемо називати узагальненими псевдорозв’язками рiвняння

(5.4).
Зауваження 5.1. Слiд пiдкреслити, що в кожному з розглянутих ви-

падкiв вигляд обмежених розв’язкiв (5.4) не змiнюється. Якщо позначи-

ти через (G[f ])(t, 0) вiдповiдне розширення узагальненого оператора Грiна

(G[f ])(t, 0), то в отриманiй вище лемi розв’язки рiвняння (5.1) будуть iсну-

вати завжди в одному з сенсiв 1) - 3) й при цьому матимуть вигляд

ϕ0(t, c) = U(t, 0)P+(0)PN(D)c+ (G[f ])(t, 0), ∀c ∈ H,
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для кожного з випадкiв.

Зауваження 5.2. Поєднання результатiв леми та конструкцiй 1) - 3) вiд-

повiдних розв’язкiв говорить про те, що з умов експоненцiальної дихотомiї

на пiвосях випливає iснування обмежених на всiй осi розв’язкiв рiвняння

(5.1).

Нелiнiйний випадок

В просторi Гiльберта H, розглянемо нелiнiйне диференцiальне рiвняння

dϕ(t, ε)

dt
= −iH(t)ϕ(t, ε) + εZ(ϕ(t, ε), t, ε) + f(t). (5.5)

Будемо шукати обмежений розв’язок ϕ(t, ε) рiвняння (5.5), що перетворює-

ться в один iз розв’язкiв породжуючого рiвняння (5.1) при ε = 0.

Для знаходження необхiдної умови на оператор-функцiю Z(ϕ, t, ε) будемо

накладати обмеження за сукупнiстю змiнних в околi породжуючого розв’язку

ϕ0(t)

Z(·, ·, ·) ∈ C[||ϕ− ϕ0|| ≤ q]×BC(R,H)× C[0, ε0],

де q – деяка додатня стала.

Покажемо, що ця проблема може бути розв’язана з використанням опе-

раторного рiвняння для породжуючих констант (елементiв)

F (c) =

∫ +∞

−∞
H(t)Z(ϕ0(t, c), t, 0)dt = 0. (5.6)

Теорема 5.1. (необхiдна умова). Припустимо, що рiвняння (5.1) допускає

експоненцiальну дихотомiю на пiвосях R+
0 та R−0 з проекторнозначними

оператор-функцiями P+(t) та P−(t) вiдповiднo, а нелiнiйне рiвняння (5.5)

має обмежений розв’язок ϕ(·, ε), який перетворюється в один з розв’язкiв

породжуючого рiвняння (5.1) з константою c = c0, ϕ(t, 0) = ϕ0(t, c
0) при

ε = 0. Тодi ця константа повинна задовольняти рiвняння для породжуючих

констант (5.6).

Доведення цiєї теореми проводиться за тiєю ж методикою, що була роз-

винена в попереднiй частинi.
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Для знаходження достатньої умови iснування обмежених розв’язкiв (5.1)

будемо додатково припускати, що оператор-функцiя Z(ϕ, t, ε) строго дифе-

ренцiйовна в околi породжуючого розв’язку (Z(·, t, ε) ∈ C1[||ϕ− ϕ0|| ≤ q]).

Ця проблема може бути розв’язана з використанням оператора

B0 =

∫ +∞

−∞
H(t)A1(t)U(t, 0)P+(0)PN(D)dt : H→ H,

де A1(t) = Z1(v, t, ε)|v=ϕ0,ε=0 (похiдна в сенсi Фреше). Використавши теорему

про неявну функцiю з другого роздiлу, можемо довести наступне твердження.

Теорема 5.2. (достатня умова). Нехай рiвняння (5.1) допускає експонен-

цiальну дихотомiю на пiвосях R+
0 та R−0 з проекторнозначними функцiями

P+(t) та P−(t), вiдповiдно. Припустимо, що оператор B0 задовольняє умо-

ви:

1.B0 − має псевдообернений за Муром-Пенроузом;

2.PN(B∗0)PN(D∗)P−(0) = 0.

Тодi, для довiльного елемента c = c0 ∈ H, що задовольняє рiвняння для

породжуючих констант (5.6), iснує обмежений на всiй осi розв’язок. Цей

розв’язок може бути знайдений з допомогою iтерацiйного процесу

yk+1(t, ε) = εG[Z(ϕ0(τ, c
0 + yk, τ, ε))](t, 0),

ck = −B+
0

∫ +∞

−∞
H(τ){A1(τ)yk(τ, ε) + R(yk(τ, ε), τ, ε)}dτ,

R(yk(t, ε), t, ε) = Z(ϕ0(t, c
0) + yk(t, ε), t, ε)− Z(ϕ0(t, c

0), t, 0)− A1(t)yk(t, ε),

R(0, t, 0) = 0, R(1)
x (0, t, 0) = 0,

yk+1(t, ε) = U(t, 0)P+(0)PN(D)ck + yk+1(t, 0, ε),

ϕk(t, ε) = ϕ0(t, c
0) + yk(t, ε), k = 0, 1, 2, ..., y0(t, ε) = 0,

ϕ(t, ε) = lim
k→∞

ϕk(t, ε).

Зв’язок мiж необхiдною та достатньою умовами

Зв’язок мiж необхiдною та достатньою умовами iснування обмежених на

всiй осi розв’язкiв встановлює наступне твердження.
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Наслiдок. Нехай функцiонал F (c) має похiдну Фреше F (1)(c) для ко-

жного елемента c0 простору Гiльберта H, що задовольняє рiвняння для

породжуючих констант (5.6). Якщо F 1(c) має обмежений обернений, то

рiвняння (5.5) має єдиний обмежений розв’язок на всiй осi для кожного c0.

Таким чином знову отримали модифiкацiю метода Ляпунова-Шмiдта, до-

слiджуючи нелiнiйне рiвняння Шрьодiнгера. Слiд також пiдкреслити, що те-

ореми 5.1 та 5.2 дають нам умови наявностi можливої складної поведiнки

(5.5) [336].

Зауваження 5.3. Застосовуючи розвинену вище теорiю для еволюцiйних

рiвнянь, що мають властивiсть експоненцiальної дихотомiї на пiвосях, мо-

жна вивчати крайовi задачi з умовами на нескiнченностi.

Сформулюємо одну з таких задач. В просторi Гiльберта H розглядається

наступна крайова задача

dϕ(t, ε)

dt
= −iH(t)ϕ(t, ε) + εZ(ϕ(t, ε), t, ε) + f(t), (5.7)

lϕ(·, ε) = α + εJ(ϕ(·, ε), ε). (5.8)

Для рiвняння (5.7) умови, якi накладаються на вектор-функцiю f(t) та

оператор-функцiю Z(ϕ(t, ε), t, ε) такi ж самi, як i для рiвняння (5.5). Опе-

ратор l є лiнiйним та обмеженим, що дiє з простору Гiльберта H в про-

стiр Гiльберта H1, α — довiльний елемент простору H1; оператор-функцiя

J(ϕ(·, ε), ε) задовольняє аналогiчним умовам, що й Z(ϕ(t, ε), t, ε). Для такої

задачi можна отримати необхiднi й достатнi умови iснування обмежених на

всiй осi розв’язкiв, що є аналогiчними до встановлених вище. На скiнченному

вiдрiзку така крайова задача дослiджується в цьому роздiлi нижче.

5.2. Бiфуркацiя розв’язкiв крайових задач для рiвняння Шредiн-

гера

Дослiджуються умови бiфуркацiї розв’язкiв крайових задачi для рiвняння

Шредiнгера на скiнченному вiдрiзку.
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Постановка задачi

В просторi Гiльберта H розглядається наступна крайова задача

dϕ(t)

dt
= −iH(t)ϕ(t) + εH1(t)ϕ(t) + f(t), t ∈ J (5.9)

`ϕ(·) = α + εl1ϕ(·). (5.10)

Тут, для кожного t ∈ J ⊂ R необмежений оператор H(t) має вигляд

H(t) = H0 + V (t), H1(t) – лiнiйний та обмежений для всiх t ∈ J оператор,

`, l1 – лiнiйнi та обмеженi оператори, що дiють з H в H1. Iншi вимоги та-

кi ж, як i в попередньому пiдроздiлi. Шукається сильний розв’язок крайової

задачi (5.9), (5.10) для тих правих частин f(t) рiвняння (5.9), для яких незбу-

рена крайова задача (ε = 0) їх не має. Зауважимо, що асимпотитчнi методи

рiвнянь розглядалися у монографiях [458], [314].

Лiнiйний випадок (допомiжний результат)

Для отримання основного результату нам треба з’ясувати умови розв’я-

зностi та вмiння будувати розв’язки незбуреної крайової задачi

dϕ(t)

dt
= −iH(t)ϕ(t) + f(t), (5.11)

`ϕ(·) = α. (5.12)

Використовуючи теорему C.Г.Крейна [139] будь-який слабкий розв’язок

рiвняння (5.11) можна представити у виглядi

ϕ(t, s) = U(t, s)ϕ(s, s) +

∫ t

s

U(t, τ)f(τ)dτ. (5.13)

(рiвнiсть в сенсi скалярного добутку).

Пiдставивши вираз (5.13) в крайову умову (5.12), отримаємо наступне

операторне рiвняння вiдносно елемента ϕ(s, s) ∈ H:

Qϕ(s, s) = α− `
∫ ·
s

U(·, τ)f(τ)dτ, (5.14)
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де Q = `U(·, s) – оператор, отриманий пiсля пiдстановки в (5.12) вiдповiдного

еволюцiйного оператора U(t, s). Для зручностi позначимо ϕ = ϕ(s, s), g =

α− `
∫ ·
s U(·, τ)f(τ)dτ . Тодi операторне рiвняння (5.14) перепишемо у виглядi

Qϕ = g. (5.15)

Так, як це було зроблено вище, можна видiляти три типи розв’язкiв рiвняння

(5.15). Будемо позначати Q : H → H1 - розширений до Q оператор, що має

псевдообернений. Тодi рiвняння (5.15) буде мати розв’язки

ϕ = Q
+
g + PN(Q)c, c ∈ H,

як у випадку, коли PN(Q
∗
)g = 0, так i у випадку, коли PN(Q

∗
)g 6= 0.

Об’єднуючи вище сказане, приходимо до твердження.

Теорема 5.3. Нехай задана крайова задача (5.11), (5.12), визначена в про-

сторах Гiльберта.

1. Сильнi узагальненi розв’язки iснують тодi й тiльки тодi, коли

PN(Q
∗
)α− PN(Q

∗
)`

∫ ·
s

U(·, τ)f(τ)dτ = 0; (5.16)

якщо α − `
∫ ·
s U(·, τ)f(τ)dτ ∈ R(Q), то розв’язки будуть класичними уза-

гальненими;

2. Узагальненi квазiрозв’язки iснують тодi й тiльки тодi, коли

PN(Q
∗
)α− PN(Q

∗
)`

∫ ·
s

U(·, τ)f(τ)dτ 6= 0; (5.17)

3. За виконання умови (5.16) або (5.17) узагальненi розв’язки ( сильнi

або квазiрозв’язки) крайової задачi (5.11), (5.12) мають вигляд

ϕ(t, s, c) = U(t, s)PN(Q)c+ U(t, s)Q
+
α + (G[f ])(t, s), (5.18)

де

(G[f ])(t, s) =

∫ t

s

U(t, τ)f(τ)dτ − U(t, s)Q
+
`

∫ ·
s

U(·, τ)f(τ)dτ

- узагальнений оператор Грiна крайової задачi (5.11), (5.12), c – довiльний

елемент простору H.
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Бiфуркацiя розв’язкiв

Припустимо, що крайова задача (5.11), (5.12) не має сильних узагальнених

розв’язкiв, тобто виконується умова (5.17). Знайдемо умови на збурюючi до-

данки H1(t), l при яких збурена крайова задача (5.9), (5.10) буде мати сильнi

узагальненi розв’язки. Використаємо при цьому оператор

B0 = PN(Q
∗
)(l1U(·, s)− `

∫ ·
s

U(·, τ)H1(τ)U(τ, s)dτ)PN(Q).

Будемо шукати розв’язки крайової задачi (5.9), (5.10) у виглядi ряду за

степенями малого параметра ε:

ϕ(t, ε) =
+∞∑
i=−1

εiϕi(t). (5.19)

Пiдставимо ряд (5.19) в крайову задачу (5.9), (5.10) й прирiвняємо коефiцiєн-

ти при вiдповiдних степенях ε. Проблема визначення коефiцiєнта ϕ−1(t) при

ε−1 ряду (5.19) зводиться до наступної крайової задачi

dϕ−1(t)

dt
= −iH(t)ϕ−1(t), (5.20)

`ϕ−1(·) = 0. (5.21)

Множина розв’язкiв операторної крайової задачi (5.20), (5.21) буде мати ви-

гляд

ϕ−1(t, s, c−1) = U(t, s)PN(Q)c−1, t ∈ J,

для довiльного елемента c−1 ∈ H, який буде визначений на наступному кроцi

iтерацiйного процесу. Проблема визначення коефiцiєнта ϕ0(t) при ε0 ряду

(5.19) зводиться до наступної крайової задачi

dϕ0(t)

dt
= −iH(t)ϕ0(t) +H1(t)ϕ−1(t, s, c−1) + f(t), (5.22)

`ϕ0(·) = α + l1ϕ−1(·, s, c−1). (5.23)

Використовуючи умову (5.16), критерiй розв’язностi для задачi (5.22), (5.23)

набуде вигляду

PN(Q
∗
){α + l1ϕ−1(·, s, c−1)− `

∫ ·
s

U(·, τ)(H1(τ)ϕ−1(τ, s, c−1) + f(τ))dτ} = 0,
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з якого остаточно отримаємо операторне рiвняння

B0c−1 = PN(Q
∗
)(−α + `

∫ ·
s

U(·, τ)f(τ)dτ). (5.24)

У подальшому будемо припускати, що PN(B
∗
0)PN(Q

∗
) = 0. Тодi операторне

рiвняння (5.24) буде розв’язним. Множина сильних узагальнених розв’язкiв

(5.24) буде мати вигляд

c−1 = B
+
0 PN(Q

∗
)(−α + `

∫ ·
s

U(·, τ)f(τ)dτ) + PN(B0)cρ,

для довiльного елемента cρ ∈ H. Для зручностi перепишемо цю рiвнiсть у

виглядi

c−1 = c−1 + PN(B0)cρ,

де

c−1 = B
+
0 PN(Q

∗
)(−α + `

∫ ·
s

U(·, τ)f(τ)dτ).

Тодi множина розв’язкiв крайової задачi (5.22), (5.23) буде мати вигляд

ϕ−1(t, s, cρ) = ϕ−1(t, s, c−1) +X−1(t, s)PN(B0)cρ;

ϕ−1(t, s, c−1) = U(t, s)PN(Q)c−1,

X−1(t, s) = U(t, s)PN(Q).

Використовуючи зображення (5.18), лiнiйнiсть узагальненого оператора Грi-

на, множину розв’язкiв крайової задачi (5.22), (5.23) можна представити у

виглядi

ϕ0(t, s, c0) = U(t, s)PN(Q)c0 + U(t, s)Q
+{α + l1ϕ−1(·, s, c−1)}+

+G[H1(·)ϕ−1(·, s, c−1) + f(·)](t, s) + (U(t, s)Q
+
`X−1(·, s)+

+G[H1(·)X−1(·, s)](t, s))PN(B0)cρ,

де елемент c0 ∈ H буде визначений на наступному кроцi iтерацiйного процесу.
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Проблема визначення коефiцiєнта ϕ1(t) при ε1 ряду (5.19) запишеться у

виглядi наступної крайової задачi

dϕ1(t)

dt
= −iH(t)ϕ1(t) +H1(t)ϕ0(t, s, c0), (5.25)

`ϕ1(·) = l1ϕ0(·, s, c0). (5.26)

Умова розв’язностi (5.16) для задачi (5.25), (5.26) запишеться у виглядi

PN(Q
∗
){l1ϕ0(·, s, c0)− `

∫ ·
s

U(·, τ)H1(τ)ϕ0(τ, s, c0)}dτ = 0,

iз якої у силу розв’язностi знаходимо елемент c0 у виглядi

c0 = c0 + F0PN(B0)cρ,

де

c0 = B
+
0 PN(Q

∗
)`(

∫ ·
s

U(·, τ)H1(τ)(U(τ, s)Q
+{α + l1ϕ−1(·, s, c−1)}+

+G[H1(·)ϕ−1(·, s, c−1) + f(·)](τ, s))dτ − U(·, s)Q+{α + l1ϕ−1(·, s, c−1)}−

−G[H1(·)ϕ−1(·, s, c−1) + f(·)](·, s)),

F0 = B
+
0 PN(Q

∗
)`(

∫ ·
s

U(·, τ)H1(τ){U(τ, s)Q
+
`U(·, s) +G[H1(·)U(·, s)]}(τ, s)dτ−

−U(·, s)Q+
`U(·, s)−G[H1(·)U(·, s)](·, s)) + I.

Остаточно, множина розв’язкiв крайової задачi (5.22), (5.23) буде мати ви-

гляд:

ϕ0(t, s, cρ) = ϕ0(t, s, c0) +X0(t, s)PN(B0)cρ, для довiльного cρ ∈ H,

де

ϕ0(t, s, c0) = U(t, s)PN(Q)c0 + U(t, s)Q
+{α + l1ϕ−1(·, s, c−1)}+

+G[H1(·)ϕ−1(·, s, c−1) + f(·)](t, s),

X0(t, s) = U(t, s)PN(Q)F0 + U(t, s)Q
+
`U(·, s)PN(Q)+
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+G[H1(·)U(·, s)](t, s)PN(Q).

Таким чином, крайова задача (5.25), (5.26) буде мати розв’язки у виглядi

ϕ1(t, s, c1) = U(t, s)PN(Q)c1 + U(t, s)Q
+
l1ϕ0(·, s, c0) +G[H1(·)ϕ0(·, s, c0)](t, s)+

+(U(t, s)Q
+
`X0(·, s) +G[H1(·)X0(·, s)](t, s)PN(B0))cρ,

де елемент c1 буде знайдений на наступному кроцi iтерацiйного процесу.

Проблема визначення коефiцiєнта ϕ2(t) при ε2, пов’язана з розв’язками

наступної крайової задачi

dϕ2(t)

dt
= −iH(t)ϕ2(t) +H1(t)ϕ1(t, s, c1), (5.27)

`ϕ2(·) = l1ϕ1(·, s, c1). (5.28)

Умова розв’язностi крайової задачi (5.27), (5.28) у цьому випадку зводи-

ться до розв’язностi операторного рiвняння

PN(Q
∗
){l1ϕ1(·, s, c1)− `

∫ ·
s

U(·, τ)ϕ1(τ, s, c1)dτ} = 0,

з якого, у силу припущення, знаходимо елемент c1 у виглядi

c1 = c1 + F1PN(B0)cρ,

де

c1 = B
+
0 PN(Q

∗
)`(

∫ ·
s

U(·, τ){U(τ, s)Q
+
l1ϕ0(·, s, c0) +G[H1(·)ϕ0(·, s, c0)](τ, s)}dτ

−U(·, s)Q+
l1ϕ0(·, s, c0)−G[H1(·)ϕ0(·, s, c0)](·, s)),

F1 = B
+
0 PN(Q

∗
)`(

∫ ·
s

U(·, τ){U(τ, s)Q
+
lX0(·, s) +G[H1(·)X0(·, s)](τ, s)}dτ−

−U(·, s)Q+
`X0(·, s)−G[H1(·)X0(·, s)](t, s)) + I.

Остаточно, множина розв’язкiв крайової задачi (5.25), (5.26) буде мати вигляд

ϕ1(t, s, cρ) = ϕ1(t, s, c1) +X1(t, s)PN(B0)cρ, для довiльного cρ ∈ H,
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де

ϕ1(t, s, c1) = U(t, s)PN(Q)c1 + U(t, s)Q
+
l1ϕ0(·, s, c0) +G[H1(·)ϕ0(·, s, c0)](t, s);

X1(t, s) = U(t, s)PN(Q)F1 + U(t, s)Q
+
`X0(·, s) +G[H1(·)X0(·, s)](t, s),

а множина розв’язкiв задачi (5.27), (5.28) буде мати вигляд

ϕ2(t, s, c1) = U(t, s)PN(Q)c2 + U(t, s)Q
+
l1ϕ1(·, s, c1) +G[H1(·)ϕ1(·, s, c1)](t, s)+

+(U(t, s)Q
+
`X1(·, s) +G[H1(·)X1(·, s)](t, s))PN(B0)cρ,

де елемент c2 ∈ H буде визначений на наступному кроцi iтерацiйного про-

цесу. Дiючи далi за iндукцiєю, неважко показати, що за виконання умов на

добуток проекторiв, проблема визначення коефiцiєнта ϕi(t) при εi ряду (5.17)

зводиться до розв’язностi операторної крайової задачi

dϕi(t)

dt
= −iH(t)ϕi(t) +H1(t)ϕi−1(t, s, ci−1), (5.29)

`ϕi(·) = l1ϕi−1(·, s, ci−1). (5.30)

Елемент ci визначається наступним чином

ci = ci + FiPN(B0)cρ,

де

ci = B
+
0 PN(Q

∗
)`(

∫ ·
s

U(·, τ){U(τ, s)Q
+
l1ϕi−1(·, s, ci−1)+

+G[H1(·)ϕi−1(·, s, ci−1)](τ, s)}dτ − U(·, s)Q+
l1ϕi−1(·, s, ci−1)−

−G[H1(·)ϕi−1(·, s, ci−1)](·, s)),

Fi = B
+
0 PN(Q

∗
)`(

∫ ·
s

U(·, τ){U(τ, s)Q
+
lX i−1(·, s) +G[H1(·)X i−1(·, s)](τ, s)}dτ−

−U(·, s)Q+
`X i−1(·, s)−G[H1(·)X i−1(·, s)](t, s)) + I.

а множина розв’язкiв крайової задачi (5.29), (5.30) може бути представленою

у виглядi

ϕi(t, s, cρ) = ϕi(t, s, ci) +X i(t, s)PN(B0)cρ, для довiльного cρ ∈ H,
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де

ϕi(t, s, ci) = U(t, s)PN(Q)ci + U(t, s)Q
+
l1ϕi−1(·, s, ci−1)+

+G[H1(·)ϕi−1(·, s, ci−1)](t, s)

X i(t, s) = U(t, s)PN(Q)Fi + U(t, s)Q
+
`X i−1(·, s) +G[H1(·)X i−1(·, s)](t, s).

Збiжнiсть ряду (5.17) доводиться таким же чином, як i в роботi [42]. Таким

чином, справедлива наступна теорема.

Теорема 5.4. Припустимо, що виконується наступна умова:

PN(B
∗
0)PN(Q

∗
) = 0.

Якщо незбурена операторна крайова задача (5.11), (5.12) не має сильних

узагальнених розв’язкiв, то операторна крайова задача (5.9), (5.10) має ρ -

параметричну множину сильних узагальнених розв’язкiв у виглядi ряду

ϕ(t, s, ε, cρ) =
∞∑

i=−1

εi[ϕi(t, s, ci) +X i(t, s)PN(B0)cρ], для довiльного cρ ∈ H,

абсолютно збiжного для достатньо малого фiксованого параметра ε ∈
(0, ε∗]; тут

ϕ−1(t, s, c−1) = U(t, s)PN(Q)c−1,

ϕ0(t, s, c0) = U(t, s)PN(Q)c0 + U(t, s)Q
+{α + l1ϕ−1(·, s, c−1)}+

+G[H1(·)ϕ−1(·, s, c−1) + f(·)](t, s),

ϕi(t, s, ci) = U(t, s)PN(Q)ci + U(t, s)Q
+
l1ϕi−1(·, s, ci−1)+

+G[H1(·)ϕi−1(·, s, ci−1)](t, s); i ∈ N.

5.3. Крайовi задачi для нелiнiйного рiвняння Шредiнгера

Знайдено необхiдну та достатню умови iснування узагальнених розв’язкiв

крайових задач для рiвняння Шредiнгера. Встановлено умови нормальної та

узагальненої розв’язностi. Розв’язки представлено з допомогою узагальнено-

го оператора Грiна.

Постановка задачi
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В просторi ГiльбертаH розглядається нелiнiйне диференцiальне рiвняння

Шредiнгера

dϕ(t, ε)

dt
= −iH(t)ϕ(t, ε) + εZ(ϕ(t, ε), t, ε) + f(t), t ∈ J, (5.31)

з операторною крайовою умовою вигляду

`ϕ(·, ε) = α + εJ(ϕ(·, ε), ε), (5.32)

де J ⊂ R - скiнченний вiдрiзок. Для кожного t, необмежений оператор H(t)

має вигляд H(t) = H0 + V (t) з самоспряженим оператором H0 = H∗0 на

D = D(H0) ⊂ H та сильно неперервним вiдображенням t→ V (t). Оператор

` припускається лiнiйним та обмеженим, що дiє з простору Гiльберта H в

простiр Гiльберта H1, α - довiльний елемент простору H1. Необхiдно знайти

такий розв’язок ϕ(t, ε) крайової задачi (5.31), (5.32), який перетворюється в

один iз розв’язкiв породжуючої крайової задачi

dϕ0(t)

dt
= −iH(t)ϕ0(t) + f(t), t ∈ J (5.33)

`ϕ0(·) = α, (5.34)

при ε = 0. Оператор-функцiї Z(ϕ(t, ε), t, ε), J(ϕ(t, ε), ε) задовольняють на-

ступним обмеженням в околi породжуючого розв’язку ϕ0(t) за сукупнiстю

змiнних

Z(·, ·, ·) ∈ C1[||ϕ− ϕ0|| ≤ q]× C(J,H)× C[0, ε0],

J(·, ·) ∈ C1[||ϕ− ϕ0|| ≤ q]× C[0, ε0],

де q - деяка додатня стала.

Необхiдна та достатня умови iснування розв’язкiв

Спочатку знайдемо необхiдну умову iснування сильного узагальненого

розв’язку ϕ(t, s, ε) крайової задачi (5.31), (5.32), який при ε = 0 перетворю-

ється у породжуючий розв’язок ϕ0(t, s, c) вигляду (5.18). При цьому будемо

припускати, що крайова задача (5.33), (5.34) має сильнi узагальненi розв’яз-

ки, тобто виконується умова (5.16).
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Теорема 5.5. (необхiдна умова). Нехай крайова задача (5.31), (5.32) має

сильний узагальнений розв’язок ϕ(t, s, ε), який при ε = 0 перетворюється в

один iз породжуючих розв’язкiв ϕ0(t, s, c
0) (5.18) з елементом c = c0. Тодi

елемент c0 ∈ H повинен задовольняти операторне рiвняння для породжу-

ючих елементiв

F (c) = PN(Q
∗
){J(ϕ0(·, s, c), 0)− `

∫ ·
s

U(·, τ)Z(ϕ0(τ, s, c), τ, 0)dτ} = 0. (5.35)

Доведення. Якщо крайова задача (5.31), (5.32) має сильнi узагальненi

розв’язки, то згiдно з теоремою 5.3 повинна виконуватись умова

PN(Q
∗
){α + εJ(ϕ(·, s, ε), ε)− `

∫ ·
s

U(·, τ)(f(τ) + εZ(ϕ(τ, s, ε), τ, ε))dτ} = 0.

(5.36)

Оскiльки виконується умова (5.16), то пiсля спрощення, (5.36) можна пере-

писати у виглядi

PN(Q
∗
){J(ϕ(·, s, ε), ε)− `

∫ ·
s

U(·, τ)Z(ϕ(τ, ε), τ, ε)dτ} = 0.

Переходячи до границi у цiй рiвностi, коли ε = 0 отримаємо операторне

рiвняння (5.35).

Зауваження 5.4. Для отримання результатiв теореми 5.5 вiд нелiнiйно-

стей Z(ϕ(t, ε), t, ε), J(ϕ(t, s, ε), ε) достатньо вимагати лише неперервностi

в околi породжуючого розв’язку (або iншiй умовi, за якої можна зробити

граничний перехiд за ε).

Для отримання достатньої умови iснування розв’язку виконаємо замiну

змiнних у крайовiй задачi (5.31), (5.32) вигляду

ϕ(t, s, ε) = ϕ0(t, s, c
0) + ψ(t, s, ε),

в якiй ϕ0(t, s, c
0) - породжуючий розв’язок (5.18) з елементом c0, який за-

довольняє операторне рiвняння для породжуючих елементiв (5.35). У нових

змiнних будемо шукати сильний узагальнений розв’язок крайової задачi

dψ(t, ε)

dt
= −iH(t)ψ(t, ε) + εZ(ϕ0(t, s, c

0) + ψ(t, ε), t, ε), (5.37)
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`ψ(·, ε) = εJ(ϕ0(·, s, c0) + ψ(·, ε), ε), (5.38)

який при ε = 0 перетворюється у нульовий розв’язок. Розв’язнiсть крайової

задачi (5.37), (5.38) еквiвалентна розв’язностi крайової задачi (5.31), (5.32).

Використовуючи неперервну диференцiйовнiсть нелiнiйностей у околi поро-

джуючого розв’язку видiлимо лiнiйну частину за ψ й члени нульового поряд-

ку за ε. Мають мiсце наступнi розклади

Z(ϕ0(t, s, c
0) + ψ(t, s, ε), t, ε) = Z(ϕ0(t, s, c

0), t, 0)+

+A1(t)ψ(t, s, ε) + R(ψ(t, s, ε), t, ε),

J(ϕ0(·, s, c0) + ψ(·, s, ε), ε) = J(ϕ0(·, s, c0), 0) + l1ψ(·, s, ε) + R1(ψ(·, s, ε), ε),

де

A1(t) = A1(t, c
0) = Z(1)

ϕ (v, t, ε)|v=ϕ0(t,s,c0),ε=0, l1 = J (1)(ϕ0, 0),

– похiднi Фреше у точцi (ϕ = ϕ0(t, s, c
0), ε = 0), а для членiв бiльш високого

порядку R(ψ, t, ε),R1(ψ, ε) виконано спiввiдношення

R(0, t, 0) = 0,R
(1)
ψ (0, t, 0) = 0, R1(0, 0) = 0,R

(1)
1ψ (0, 0) = 0.

Таким чином, враховуючи замiну, будемо розглядати крайову задачу

dψ(t, ε)

dt
= −iH(t)ψ(t, ε) +ε{Z(ϕ0(t, s, c

0), t, 0) +A1(t)ψ(t, ε) +R(ψ(t, ε), t, ε)},

(5.39)

`ψ(·, ε) = ε{J(ϕ0(·, s, c0), 0) + l1ψ(·, ε) + R1(ψ(·, ε), ε)}, (5.40)

яка має сильний узагальнений розв’язок

ψ(t, s, c) = U(t, s)PN(Q)c+ ψ(t, s, ε), c ∈ H

ψ(t, s, ε) = εU(t, s)Q
+{J(ϕ0(·, s, c0), 0) + l1ψ(·, s, ε) + R1(ψ(·, s, ε), ε)}+

+εG[Z(ϕ0(·, s, c0), ·, 0) + A1(·)ψ(·, s, ε) + R(ψ(·, s, ε), ·, ε)](t, s),

за виконання умови

PN(Q
∗
)({J(ϕ0(·, s, c0), 0) + l1ψ(·, s, ε) + R1(ψ(·, s, ε), ε)}−



210

−`
∫ ·
s

U(·, τ){Z(ϕ0(τ, s, c
0), τ, 0) + A1(τ)ψ(τ, s, ε) + R(ψ(τ, s, ε), τ, ε)}dτ) = 0.

Пiдставляючи в лiнiйну частину замiсть останнього виразу ψ(t, s, ε) пред-

ставлення вигляду U(t, s)PN(Q)c+ ψ(t, s, ε) та, враховуючи виконання умови

(5.35), отримаємо операторне рiвняння вiдносно c ∈ H:

B0c = PN(Q
∗
)`

∫ ·
s

U(·, τ){A1(τ)ψ(τ, s, ε) + R(ψ(τ, s, ε), τ, ε)}dτ−

−PN(Q
∗
){l1ψ(·, s, ε) + R1(ψ(·, s, ε), ε)}, (5.41)

де оператор B0 визначається наступним чином

B0 = PN(Q
∗
)(l1U(·, s)− `

∫ ·
s

U(·, τ)A1(τ)U(τ, s)dτ)PN(Q).

Для сильної узагальненої розв’язностi (5.41), згiдно викладеного вище, необ-

хiдно та достатньо виконання умови

PN(B
∗
0){PN(Q

∗
)`

∫ ·
s

U(·, τ){A1(τ)ψ(τ, s, ε) + R(ψ(τ, s, ε), τ, ε)}dτ−

−PN(Q
∗
){l1ψ(·, s, ε) + R1(ψ(·, s, ε), ε)}} = 0,

яка буде гарантовано виконуватися, якщо PN(B
∗
0)PN(Q

∗
) = 0. Розв’язавши

(5.41), вiдносно c, приходимо до наступної операторної системи

ψ(t, s, c) = U(t, s)PN(Q)c+ ψ(t, s, ε),

c = B
+
0 {PN(Q

∗
)`

∫ ·
s

U(·, τ){A1(τ)ψ(τ, s, ε) + R(ψ(τ, s, ε), τ, ε)}dτ−

−PN(Q
∗
){l1ψ(·, s, ε) + R1(ψ(·, s, ε), ε)}}, (5.42)

ψ(t, s, ε) = εU(t, s)Q
+
J(ϕ0(·, s, c0) + ψ(·, s, ε), ε)+

+εG[Z(ϕ0(·, s, c0) + ψ(·, s, ε), ·, ε)](t, s).

Введемо допомiжний вектор u = (ψ, c, ψ)T ∈ H×H×H (T - означає операцiю

транспонування). Тодi операторну систему (5.42) запишемо у виглядi

u =


0 U(t, s)PN(Q) I

0 0 L1

0 0 0

u+


0

g1

g2

 ,
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де

L1ψ = B+
0 PN(Q

∗
)(`

∫ ·
s

U(·, τ)A1(τ)ψ(τ, s, ε)dτ − l1ψ(·, s, ε)),

g1 = B+
0 PN(Q

∗
){`
∫ ·
s

R(ψ(τ, s, ε), τ, ε)dτ − R1(ψ(·, s, ε), ε)},

g2 = εU(t, s)Q
+
J(ϕ0(·, s, c0) + ψ(·, s, ε), ε)+

+εG[Z(ϕ0(·, s, c0) + ψ(·, s, ε), ·, ε)](t, s).

У свою чергу ця операторна система еквiвалентна наступнiй

Lu = g, (5.43)

де

L =


I −U(t, s)PN(Q) −I

0 I −L1

0 0 I

 , g =


0

g1

g2

 .

Оператор L має омежений обернений L−1. Дiйсно, оператор L−1 може

бути виписаний явно

L−1 =


I −U(t, s)PN(Q) −U(t, s)PN(Q)L1 + I

0 I L1

0 0 I

 .
Безпосередньою пiдстановкою перевiряємо, що так визначений оператор, за-

довольняє рiвностi LL−1 = L−1L = I. Обмеженiсть доводиться за означен-

ням. Система (5.43) може бути записана у виглядi

u = L−1g = L−1S(ε)u.

Для достатньо малого ε оператор S(ε) буде стискаючим. Тодi з принципа

стискаючих вiдображень буде випливати, що операторна система (5.43) має

єдину нерухому точку, яка й буде давати обмежений розв’язок крайової задачi

(5.31), (5.32). Таким чином встановили наступне твердження.
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Теорема 5.6. Нехай для оператора B0 виконується наступна умова:

PN(B
∗
0)PN(Q

∗
) = 0.

Тодi для довiльного елемента c = c0 ∈ H, що задовольняє рiвняння для

породжуючих констант (5.35), iснує принаймнi один сильний узагальнений

розв’язок крайової задачi (5.31), (5.32). Цей розв’язок може бути знайдений

з використанням iтерацiйного процесу

ψk+1(t, s, ε) = εU(t, s)Q
+
J(ϕ0(·, s, c0) + ψk(·, s, ε), ε)+

+εG[Z(ϕ0(·, s, c0) + ψk(·, s, ε), ·, ε)](t, s).

ck = B
+
0 {PN(Q

∗
)`

∫ ·
s

U(·, τ){A1(τ)ψk(τ, s, ε) + R(ψk(τ, s, ε), τ, ε)}dτ−

−PN(Q
∗
){l1ψk(·, s, ε) + R1(ψk(·, s, ε), ε)}},

ψk+1(t, s, c) = U(t, s)PN(Q)ck + ψk+1(t, s, ε),

ϕk(t, s, ε) = ϕ0(t, s, c
0) + ψk(t, s, ε), k = 0, 1, 2, ..., ψ0(t, s, ε) = 0,

ϕ(t, s, ε) = lim
k→∞

ϕk(t, s, ε).

Зв’язок мiж необхiдною та достатньою умовами

Сформулюємо й доведемо результат, який пов’язує мiж собою необхiдну

й достатню умови.

Наслiдок. Нехай оператор F (c) має похiдну Фреше F (1)(c) для кожного

елемента c0 простору Гiльберта H, що задовольняє рiвняння для породжу-

ючих констант (5.35). Якщо F (1)(c) має обмежений обернений, то крайова

задача (5.31), (5.32) має єдиний розв’язок для кожного такого c0.

Доведення. Доведення випливає з теореми про суперпозицiю диферен-

цiйовних вiдображень та рiвностi

F (1)(c) = PN(Q
∗
){J

(1)(v, ε)|v=ϕ0,ε=0[ϕ
(1)
0 (·, s, c)[h]]−

−`
∫ ·
s

U(·, τ)Z(1)(v, τ, ε)|v=ϕ0,ε=0[ϕ
(1)
0 (τ, s, c)[h]]dτ} = B0[h].

В силу оборотностi оператора F (1)(c), оператор B0 також оборотний. Завдяки

цьому рiвняння (5.35) й, вiдповiдно, крайова задача (5.31), (5.32), має єдиний

розв’язок для кожного елемента c = c0.
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5.4. Двоточкова крайова задача для рiвняння Шредiнгера з по-

стiйним оператором

В цiй частинi, розробленi вище теореми, застосовуються та уточнюються

при дослiдженнi двоточкової крайової задачi для рiвняння Шредiнгера з по-

стiйним оператором.

Постановка задачi в лiнiйному випадку

Розглянемо наступну крайову задачу для рiвнянняШредiнгера в просторi

Гiльберта HT :
dϕ(t)

dt
= −iH0ϕ(t) + f(t), t ∈ [0;w] (5.44)

ϕ(0)− ϕ(w) = α ∈ D, (5.45)

де HT = H ⊕ H, H - простiр Гiльберта й вектор-функцiя f(t) iнтегровна;

для простоти викладення будемо вважати, що необмежений оператор H0 для

кожного t ∈ [0;w] має вигляд [214]

H0 = i

 0 T

−T 0

 = i

 T 0

0 T

 0 I

−I 0

 = i

 0 I

−I 0

 T 0

0 T

 .

В бiльш загальному випадку, оператор H0 може мати вигляд

H0 = iJ

 T 0

0 T

 = i

 T 0

0 T

 J, J = J∗ = J−1,

де T додатний самоспряжений оператор в просторi Гiльберта H. Так, як опе-

ратор T замкнений, то область визначення D(T ) оператора T є простором

Гiльберта вiдносно скалярного добутку (Tu, Tu). Оператор H0 самоспряже-

ний на областi визначення D = D(T )⊕D(T ) зi скалярним добутком

(< u, v >,< u, v >)HT = (Tu, Tu)H + (Tv, Tv)H,

та iнфiнiтiземальним генератором сильно неперервної еволюцiйної групи

U(t) := U(t, 0) =

 cos tT sin tT

−sin tT cos tT

 , Un(t) =

 cos ntT sin ntT

−sin ntT cos ntT

 ,
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||Un(t)|| = 1, n ∈ N (нерозтягуюча група); ϕ(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t))
T , α =

(α1, α2)
T , f(t) = (f1(t), f2(t))

T . Слабкi розв’язки рiвняння (5.44) можуть бути

представленими в наступному виглядi

ϕ(t) = U(t)c+

∫ t

0

U(t)U−1(τ)f(τ)dτ,

для довiльного елемента c ∈ HT . Пiдставивши в умову (5.45), ми отримає-

мо, що розв’язнiсть крайової задачi (5.44), (5.45) еквiвалентна розв’язностi

наступного операторного рiвняння

(I − U(w))c = g, (5.46)

де g = α+U(w)
∫ w

0 U−1(τ)f(τ)dτ. Розглянемо випадок, коли множина значень

I −U(w) є замкненою R(I −U(w)) = R(I − U(w)). Як i для рiвняння Хiлла,

розв’язнiсть (5.46) можна встановлювати, використовуючи оператор

U0(w) = lim
n→∞

∑n
k=0 U

k(w)

n
= lim

n→∞

∑n
k=0 U(kw)

n
,

що є ортопроектором простору HT на пiдпростiр одиницi 1 ∈ σ(U(w)). Рiв-

няння (5.46) буде розв’язним тодi й тiльки тодi, коли

U0(w)g = 0.

При виконаннi цiєї умови, розв’язки (5.46) будуть мати вигляд

c = U0(w)c+ (
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w)− U0(w))l}k+1 − U0(w))g,

для 0 < µ − 1 < 1
||Rµ(U(w))|| та довiльного c ∈ HT . Таким чином, отримали

наступний результат.

Лема. Нехай оператор I−U(w) має замкнену множину значень R(I−
U(w)) = R(I − U(w)).

1. Узагальненi розв’язки крайової задачi (5.44), (5.45) iснують тодi й

тiльки тодi, коли виконується умова

U0(w)(α +

∫ w

0

U−1(τ)f(τ)dτ) = 0. (5.47)
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2. При виконаннi умови (5.47), розв’язки (5.44), (5.45) мають вигляд

ϕ(t, c) = U(t)U0(w)c+ (G[f, α])(t), (5.48)

де

(G[f, α])(t) = U(t)
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(w)− U0(w))l}k+1(α+

+

∫ w

0

U(w)U−1(τ)f(τ)dτ)− U(t)U0(w)(α +

∫ w

0

U(w)U−1(τ)f(τ)dτ)+

+

∫ t

0

U(t)U−1(τ)f(τ)dτ,

узагальнений оператор Грiна крайової задачi (5.44), (5.45) для 0 < µ − 1 <

1/||Rµ(U(w))||.

Покажемо, яким чином можна прибрати умову R(I − U(w)) =

R(I − U(w)) леми та зробити крайову задачу (5.44), (5.45) завжди розв’я-

зною. Розпишемо всi можливi випадки в деталях та уточнимо деякi аспекти

розширень певних операторiв та просторiв.

1) Класичнi узагальненi розв’язки.

Якщо R(I −U(w)) = R(I − U(w)), то [314] g ∈ R(I −U(w)) тодi й тiльки

тодi, коли PN(I−U(w))∗)g = 0 та множина розв’язкiв (5.46) має вигляд [314]

c = G[g] + U0(w)c, c ∈ HT , де [307]

G[g] = (I − U(w))+g = ((I − (U(w)− U0(w))−1 − U0(w))g

узагальнений оператор Грiна (або у виглядi збiжного ряду).

2) Сильнi узагальненi розв’язки.

Якщо R(I − U(w)) 6= R(I − U(w)) та елемент g ∈ R(I − U(w)), то опе-

ратор I − U(w) може бути розширений до оператора I − U(w) з замкненою

множиною значень.

Опишемо розвинену в попереднiх роздiлах конструкцiю в термiнах наших

просторiв. Так як оператор I−U(w) обмежений, то справедливий наступний



216

розклад простору HT в пряму суму

HT = N(I − U(w))⊕X,HT = R(I − U(w))⊕ Y,

з X = N(I − U(w))⊥ = R(I − U(w)) та Y = R(I − U(w))
⊥

= N(I − U(w)).

Покладемо в якостi E = HT/N(I − U(w)) фактор - простiр простору HT ,

PR(I−U(w)) та PN(I−U(w)) ортопроектори, якi проектують на R(I − U(w)) й

N(I − U(w)) вiдповiдно. Тодi оператор

I− U(w) = PR(I−U(w))(I − U(w))j−1p : X → R(I − U(w)) ⊂ R(I − U(w)),

лiнiйний, неперервний та iн’єктивний. Тут

p : X → E = HT/N(I − U(w)), j : HT → E

неперервнi бiєкцiя та проекцiя вiдповiдно. Трiйка (HT , E, j) є локально три-

вiальним розшаруванням з типовим шаром H1 = PN(I−U(w))H [287]. В цьому

випадку [160, c.26,29] ми можемо визначити сильний узагальнений розв’язок

рiвняння

(I− U(w))x = g, x ∈ X. (5.49)

Поповнюючи простiр X за нормою ||x||X = ||(I− U(w))x||F , де F =

R(I − U(w)) [160], отримаємо новий простiр X. Розширений оператор

I− U(w) : X → R(I − U(w)), X ⊂ X

здiйснює гомеоморфiзм мiж X та R(I − U(w)). Тодi рiвняння

(I− U(w))ξ = g,

має єдиний розв’язок (I− U(w))−1g який будемо традицiйно називати силь-

ним узагальненим розв’язком рiвняння (5.49).

Зауваження 5.5. Слiд пiдкреслити, що iснують наступнi розширення про-

сторiв та вiдповiдних операторiв

p : X → E, j : HT → E, PX = PX : HT → X, G : R(I − U(w))→ X,
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де

HT = N(I − U(w))⊕X; p(x) = p(x), x ∈ X; j(x) = j(x), x ∈ HT ,

PX(x) = PX(x), x ∈ HT (PX = P2
X = P∗X); G[g] = G[g], g ∈ R(I − U(w)).

Оператор I − U(w) = (I− U(w))PX : HT → HT є розширенням I−U(w),

(I − U(w))c = (I − U(w))c для довiльного c ∈ HT .

3) Сильнi псевдорозв’язки.

Розглянемо елемент g /∈ R(I − U(w)). Це рiвносильно виконанню умови

PN(I−U(w))∗)g 6= 0. В цьому випадку iснують елементи з HT , що мiнiмiзують

норму ||(I − U(w))ξ − g||HT
:

ξ = (I− U(w))
−1
g + PN(I−U(w))c, ∀c ∈ HT .

Цi елементи будемо називати сильними псевдорозв’язками по аналогiї з [314].

Сформулюємо тепер повну теорему розв’язностi двоточкової крайової за-

дачi для рiвняння Шредiнгера.
Теорема 5.7. Розглянемо крайову задачу (5.44), (5.45).

1. a) Класичнi або сильнi узагальненi розв’язки крайової задачi (5.44),

(5.45) iснують тодi й тiльки тодi, коли

U0(w)(α +

∫ w

0

U−1(τ)f(τ)dτ) = 0. (5.50)

Якщо (α +
∫ w

0 U−1(τ)f(τ)dτ) ∈ R(I − U(w)), то розв’язки (5.44), (5.45) бу-

дуть класичними узагальненими.

b) За виконання (5.50) розв’язки (5.44), (5.45) мають вигляд

ϕ(t, c) = U(t)U0(w)c+ (G[f, α])(t),

де (G[f, α])(t) - розширення оператора (G[f, α])(t);

2. a) Сильнi псевдорозв’язки крайової задачi (5.44), (5.45) iснують тодi

й тiльки тодi, коли

U0(w)(α +

∫ w

0

U−1(τ)f(τ)dτ) 6= 0. (5.51)
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b) За виконання (5.51) сильнi псевдорозв’язки (5.44), (5.45) мають ви-

гляд

ϕ(t, c) = U(t)U0(w)c+ (G[f, α])(t),

де

(G[f, α])(t) = U(t)G[g] +

∫ t

0

U(t)U−1(τ)f(τ)dτ =

= U(t)(I− U(w))
−1
g +

∫ t

0

U(t)U−1(τ)f(τ)dτ.

Нелiнiйний випадок

В просторi Гiльберта HT , означеному вище, розглянемо крайову задачу

dϕ(t, ε)

dt
= −iH0ϕ(t, ε) + εZ(ϕ(t, ε), t, ε) + f(t), (5.52)

ϕ(0, ε)− ϕ(w, ε) = α. (5.53)

Задача полягає в знаходженнi розв’язку ϕ(t, ε) крайової задачi (5.52), (5.53),

який перетворюється в один iз розв’язкiв породжуючого рiвняння (5.44),

(5.45) ϕ0(t, c) вигляду (5.48) при ε = 0.

Для знаходження необхiдної умови вiд оператор функцiї Z(ϕ, t, ε) будемо

вимагати неперервностi в околi порождуючого розв’язку

Z(·, ·, ·) ∈ C[||ϕ− ϕ0|| ≤ q]× C([0;w],HT )× C[0, ε0],

де q - деяка позитивна стала.

Ця проблема може бути розв’язаною з допомогою операторного рiвняння

для порождуючих амплiтуд

F (c) = U0(w)

∫ w

0

U−1(τ)Z(ϕ0(τ, c), τ, 0)dτ = 0. (5.54)

Теорема 5.8. (необхiдна умова). Нехай нелiнiйна крайова задача (5.52),

(5.53) має розв’язок ϕ(·, ε), який перетворюється в один з розв’язкiв ϕ0(t, c)

породжуючої задачi (5.44), (5.45) з елементом c = c0, ϕ(t, 0) = ϕ0(t, c
0) при

ε = 0. Тодi ця константа повинна задовольняти операторне рiвняння для

породжуючих амплiтуд (5.54).
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Доведення проводиться за схемою теореми 5.3.

Для знаходження достатньої умови iснування розв’язкiв крайової задачi

(5.52), (5.53) будемо додатково припускати, щоб оператор - функцiя Z(ϕ, t, ε)

була сильно - диференцiйовною в околi породжуючого розв’язку

(Z(·, t, ε) ∈ C1[||ϕ− ϕ0|| ≤ q]).

Ця проблема може бути розв’язаною з допомогою оператора

B0 =
dF (c)

dc
|c=c0 = U0(w)

∫ w

0

U−1(t)A1(t)dt : H→ H,

де A1(t) = Z1(v, t, ε)|v=ϕ0,ε=0 (похiдна в сенсi Фреше).

Теорема 5.9. (достатня умова). Нехай оператор B0 задовольняє насту-

пним умовам:

1) B0 має псевдообернений за Муром - Пенроузом;

2) PN(B∗0)U0(w) = 0.

Тодi для довiльного елементу c = c0 ∈ HT , що задовольняє операторне

рiвняння для порождуючих амплiтуд (5.54), iснує принаймнi один сильний

узагальнений розв’язок (5.52), (5.53).

Цей розв’язок може бути знайдений з допомогою iтеративного процесу:

vk+1(t, ε) = εG[Z(ϕ0(τ, c
0) + vk, τ, ε), α](t),

ck = −B+
0 U0(w)

∫ w

0

U−1(τ){A1(τ)vk(τ, ε) + R(vk(τ, ε), τ, ε)}dτ,

R(vk(t, ε), t, ε) = Z(ϕ0(t, c
0) + vk(t, ε), t, ε)− Z(ϕ0(t, c

0), t, 0)− A1(t)vk(t, ε),

R(0, t, 0) = 0, R1
x(0, t, 0) = 0,

vk+1(t, ε) = U(t)U0(w)ck + vk+1(t, ε),

ϕk(t, ε) = ϕ0(t, c
0) + vk(t, ε), k = 0, 1, 2, ..., v0(t, ε) = 0, ϕ(t, ε) = lim

k→∞
ϕk(t, ε).

Доведення проводиться за тiєю ж схемою, що й теорема про неявну фун-

кцiю.

Цiлком аналогiчно встановлюється наступне твердження, що поєднує не-

обхiдну й достатню умови розв’язностi.
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Наслiдок. Нехай функцiонал F (c) має похiдну в сенсi Фреше F (1)(c) для

кожного елементу c0 простору Гiльберта H, який задовольняє операторне

рiвняння для породжуючих амплiтуд (5.54). Якщо F (1)(c) має обмежений

обернений, то крайова задача (5.52), (5.53) має єдиний розв’язок для кожно-

го c0.

5.5. Рiвняння Ван дер Поля в просторi Гiльберта

Приклад 1. Проiлюструємо твердження цього роздiлу. Розглянемо на-

ступне диференцiальне рiвняння в сепарабельному просторi Гiльберта H

ÿ(t) + Ty(t) = ε(1− ||y(t)||2)ẏ(t), (5.55)

y(0) = y(w), ẏ(0) = ẏ(w), (5.56)

де T – необмежений оператор з компактним оберненим T−1. Тодi iснує ор-

тонормований базис ei ∈ H такий, що y(t) =
∑∞

i=1 ci(t)ei та Ty(t) =∑∞
i=1 λici(t)ei, λi → ∞. Операторна система (5.52), (5.53) для крайової за-

дачi (5.55), (5.56) в цьому випадку еквiвалентна наступнiй злiченнiй системi

звичайних диференцiальних рiвнянь (ck(t) = xk(t))

ẋk(t) =
√
λkyk(t), k = 1, 2, ...,

ẏk(t) = −
√
λkxk(t) + ε

√
λk(1−

∞∑
j=1

x2
j(t))yk(t), (5.57)

xk(0) = xk(w), yk(0) = yk(w). (5.58)

Будемо шукати розв’язки цiєї системи рiвнянь в просторi C1([0;w]), якi при

ε = 0 перетворюються в один iз розв’язкiв породжуючого рiвняння. Розгля-

немо критичний випадок λi = 4π2i2/w2, i ∈ N. Нехай для простоти w = 2π. В

цьому випадку множина усiх перiодичних розв’язкiв (5.57), (5.58) має вигляд

xk(t) = cos(kt)ck1 + sin(kt)ck2,
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yk(t) = −sin(kt)ck1 + cos(kt)ck2,

для всiх пар констант ck1, ck2 ∈ R, k ∈ N. Рiвняння для породжуючих амплi-

туд (5.54) в цьому випадку буде еквiвалентним наступнiй злiченiй системi

алгебраїчних нелiнiйних рiвнянь

(ck1)3 + 2
∑

j=1,j 6=k

(ck1(cj1)
2 + ck1(cj2)

2) + ck1(ck2)2 − 4ck1 = 0,

(ck2)3 + 2
∑

j=1,j 6=k

(ck2(cj1)
2 + ck2(cj2)

2) + (ck1)2ck2 − 4ck2 = 0, k ∈ N.

Розв’язавши її отримаємо наступний результат.

Теорема 5.10. (необхiдна умова розв’язностi рiвняння ван дер Поля). Не-

хай крайова задача (5.57), (5.58) має розв’язок ϕ(·, ε), який перетворює-

ться в один з розв’язкiв породжуючого рiвняння з набором пар констант

(ck1, c
k
2), k ∈ N. Тодi серед них може бути не бiльше скiнченної кiлькостi

ненульових. Бiльше того, якщо (cki1 , c
ki
2 ) 6= (0, 0), i = 1, N, то цi констан-

ти знаходяться на N-вимiрному торi скiнченновимiрного пiдпростору кон-

стант

(cki1 )2 + (cki2 )2 = (
2√

2N − 1
)2, i = 1, N.

Приклад 2. Розглянемо дiйснозначну злiченну систему диференцiальних

рiвнянь у просторi нескiнченних послiдовностей l2 з необмеженим оператором

H(t) i вектор-функцiєю f(t) у виглядi

H(t) = diag{2, 4, 8, 16, . . . , 2n, . . .},

f(t) = col(f1(t), f2(t), . . . , fn(t), . . .),

i крайовою умовою вигляду `x(·) = Mx(0)−Nx(1) = α, де

M = diag{3, 1, 3, 1, . . . , 3, 1, . . .},

N = diag
{
e−2, e−4, e−8, e−16, . . . , e−2n, . . .

}
,

α = col{α1, α2, . . . , αn, . . .} ∈ `2; αi = const, i = 1,∞.
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Легко переконатися, що так визначений оператор дiйсно є необмеженим. У

якостi областi визначення оператора A розглянемо наступну множину непе-

рервних вектор-функцiй

D(A) = {x(t) = (x1(t), x2(t), ..., xn(t), ...) ∈ l2, t ∈ [0, 1] :

sup
t∈[0,1]

+∞∑
i=1

e4ix2
i (t) <∞}.

Ця множина є щiльною в C([0, 1]; l2) (оскiльки мiстить довiльнi вектор-

функцiї, що мають скiнченну кiлькiсть ненульових координат). Розв’язок

даної задачi будемо шукати у виглядi злiченновимiрного вектор-стовпчика

x(t) = col {x1(t), x2(t), . . . , xn(t), . . .} ∈ C ([0; 1], `2) .

Еволюцiйний оператор задачi має вигляд:

U(t, 0) = diag
{
e2t, e4t, e8t, e16t, . . . , e2nt, . . .

}
.

Обернений до U(t, 0) оператор

U−1(t, 0) = diag
{
e−2t, e−4t, e−8t, e−16t, . . . , e−2nt, . . .

}
.

Q = M −NU(1, 0) = diag{2, 0, 2, 0, . . . , 2, 0, . . .},

Q− =
1

2
· diag{1, 0, 1, 0, . . . , 1, 0, . . .}.

Проектори вiдповiдно дорiвнюють:

PN(Q) = I −Q−Q = diag{0, 1, 0, 1, . . . , 0, 1, . . .},

PN(Q∗) = I −QQ− = diag{0, 1, 0, 1, . . . , 0, 1, . . .}.

Умови розв’язностi для даної задачi мають вигляд:

α2 =
∫ 1

0
e4f2(τ)
e4τ dτ,

α4 =
∫ 1

0
e16f4(τ)
e16τ dτ,

. . .

α2k =
∫ 1

0
e2kf2k(τ)
e2kτ

dτ,

. . .
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При знайдених α2, α4, . . . , α2k, . . . (k ∈ N) i довiльних

α1, α3, . . . , α2k+1, . . . (k ∈ N) та f(t) ∈ C ([0; 1], `2) задача має злiченну

кiлькiсть розв’язкiв у виглядi

x(t, 0, c) = diag{0, e4t, 0, e16t, ..., 0, e22kt,...}c+

+
1

2
diag{e2t, 0, e8t, 0, ..., e22k−1t, 0, ...}α + (G[f ])(t, 0),∀c ∈ l2,

або

x(t, 0, c) = diag{0, e4t, 0, e16t, ..., 0, e22kt,...}c+

+
1

2
diag{e2t, 0, e8t, 0, ..., e22k−1t, 0, ...}α+

col(

∫ t

0

e2tf1(τ)dτ

e2τ
,

∫ t

0

e4tf2(τ)dτ

e4τ
,

∫ t

0

e8tf3(τ)dτ

e8τ
,

∫ t

0

e16tf4(τ)dτ

e16τ
, ...,∫ t

0

e2ktfk(τ)dτ

e2kτ
, ...)+

col(

∫ 1

0

e2tf1(τ)dτ

2e2τ
, 0,

∫ 1

0

e4tf1(τ)dτ

2e2τ
, 0, ...,

∫ 1

0

e22k−1tfk(τ)dτ

2e22k−1τ
, 0, ...),

де k ∈ N.
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5.6. ВИСНОВКИ

1) Для лiнiйного рiвняння Шредiнгера у просторi Гiльберта за умов екс-

поненцiальної дихотомiї на пiвосях знадено необхiднi та достатнi умови iсну-

вання обмежених на всiй осi розв’язкiв;

2) Отримано умови бiфуркацiї розв’язкiв для лiнiйного операторно-

диференцiального рiвняння Шредiнгера на скiнченному вiдрiзку;

3) Дослiджено крайовi задачi для нелiнiйного операторно-

диференцiального рiвняння Шредiнгера у просторi Гiльберта;

4) Отримано необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв двоточкової

крайової задачi для рiвняння Шредiнгера з постiйним оператором;

5) Отримано необхiдну умову iснування розв’язкiв рiвняння Ван дер Поля

в просторi Гiльберта.
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РОЗДIЛ 6

РIЗНИЦЕВI РIВНЯННЯ У ПРОСТОРI БАНАХА

У даному роздiлi дослiджуються умови iснування обмежених та перiоди-

чних розв’язкiв операторних рiзницевих рiвнянь та алгоритми їх побудови.

Розвинена технiка псевдообернених операторiв у теорiї крайових задач дає

можливiсть дослiджувати такi проблеми.

6.1. Перiодичнi розв’язки рiзницевих рiвнянь

У цьому пiдроздiлi отримаємо необхiдну й достатню умови iснування пе-

рiодичних розв’язкiв з використанням поняття вiдносного спектра лiнiйного

обмеженого оператора у просторi Банаха та ергодичної теореми.

Постановка задачi та основний результат

Нехай B - комплексний простiр Банаха з нормою || · || та нульовим еле-

ментом 0; L(B) - простiр Банаха лiнiйних обмежених операторiв з B в B.

Будемо розглядати задачу про iснування перiодичних розв’язкiв рiвняння

xn+1 = λAn+1xn + hn+1, n ≥ 0 (6.1)

з умовою перiодичностi

x0 = xm, (6.2)

де An ∈ L(B), An+m = An для кожного n ≥ 0, λ - комплексний параметр,

{hn}∞n=0 послiдовнiсть у B. Розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння має

вигляд [336]:

xm(λ) = Φ(m,n, λ)xn(λ), m ≥ n,

де

Φ(m,n, λ) = λm−nAm+1Am...An+1, m > n
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- еволюцiйний оператор задачi (6.1); Φ(m,m, λ) = I, де I - тотожний опера-

тор. Нагадаємо, що

U(m,λ) = Φ(m, 0, λ), U(0, λ) = I та U(k + n, λ) = U(k, λ)U(n, λ).

Oператор U(m,λ) традицiйно будемо називати оператором монодромiї.

Розв’язок рiвняння (6.1) з довiльною початковою умовою x(0, λ) =

x0, x0 ∈ B може бути зображений у виглядi:

xk(λ) = Φ(k, 0, λ)x0 + g(k, λ),

де

g(k, λ) =
k∑
i=0

Φ(k, i, λ)hi.

Пiдставляючи це представлення у крайову умову (6.2) отримаємо операторне

рiвняння

x0(λ)− xm(λ) = x0 − Φ(m, 0, λ)x0 − g(m,λ) = 0.

Згiдно позначень отримаємо операторне рiвняння

(I − U(m,λ))x0 = g(m,λ). (6.3)

Крайова задача (6.1), (6.2) має перiодичний розв’язок тодi й тiльки тодi,

коли операторне рiвняння (6.3) розв’язне.

Як i в [41], будемо називати точку λ точкою стiйкойстi праворуч, якщо

степенi оператора монодромiї задовольняють нерiвнiсть {||Un(m,λ)|| ≤ c, n ≥

0} з деякою додатною сталою c (аналогiчне означення використовувалося у

третiй главi при дослiдженнi диференцiального операторного рiвняння).

Позначимо ρNS(I − U(m,λ)) = {λ ∈ C : R(I − U(m,λ)) =

R(I − U(m,λ))}. Резольвентна множина ρ(I−U(m,λ)) оператора I−U(m,λ)

є пiдмножиною ρNS(I − U(m,λ)).

У подальшому для простоти викладення будемо припускати, що простiр

B є рефлексивним [121] та знову позначимо через

U0(m,λ) = lim
n→∞

∑n
k=0 U

k(m,λ)

n
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- проектор на ядро I − U(m,λ), що є усередненим до степеней оператора

монодромiї.

Метою даного пiдроздiлу є встановлення наступного тверждення.

Теорема 6.1. Нехай λ ∈ ρNS(I − U(m,λ)) точка стiйкостi праворуч для

рiвняння (6.1). Тодi:

а) крайова задача (6.1), (6.2) має розв’язки тодi й тiльки тодi, коли

послiдовнiсть {hn}n∈Z+
, hn ∈ B задовольняє умову

lim
n→∞

∑n
k=1

∑m
i=0 U

k(m,λ)Φ(m, i, λ)hi
n

= 0; (6.4)

б) за виконання умови (6.4), розв’язки крайової задачi (6.1), (6.2) мають

вигляд:

xn(λ) = U(n, λ)U0(m,λ)c+ U(n, λ)G(n, λ)[hn], (6.5)

де c – довiльний елемент простору Банаха B, G(n, λ) - узагальнений опера-

тор Грiна крайової задачi (6.1), (6.2), який визначається рiвнiстю

G(n, λ)[hn] =
∞∑
k=0

(1− µ)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(m,λ)− U0(λ))l}k+1
m∑
i=0

Φ(m, i, λ)hi−

−U0(λ)
m∑
i=0

Φ(m, i, λ)hi +
n∑
i=0

Φ(n, i, λ)hi.

Допомiжний результат

Лема. Якщо λ ∈ ρNS(I − U(m,λ)), тодi крайова задача (6.1), (6.2)

розв’язна тодi й тiльки тодi, коли послiдовнiсть hn задовольняє умову:

lim
n→∞

∑n
k=1

∑m
i=0 U

k(m,λ)Φ(m, i, λ)hi
n

= 0.

Доведення. З умов леми випливає, що виконано умови статистичної ер-

годичної теореми [121]. Тодi

R(I − U(m,λ)) = {x ∈ B : lim
n→∞

Un(m,λ)x = 0, Un(m,λ) =

∑n
k=1 U

k(m,λ)

n
}.
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З цих мiркувань випливає, що елемент g(m,λ) належить множинi значень

оператора I − U(m,λ) тодi й тiльки тодi, коли

lim
n→∞

∑n
k=1 U

k(m,λ)

n

m∑
i=0

Φ(m, i, λ)hi = 0,

що й доводить лему.

Для того, щоб довести теорему будемо використовувати представлення

узагальнено-оберненого оператора до I − U(m,λ), отриманi у другiй главi.

Це представлення у виглядi

(I − U(m,λ))− = (I − U(m,λ) + U0(λ))−1 − U0(λ), (6.6)

або у виглядi збiжного операторного ряду

(I − U(m,λ))− =
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(m,λ)− U0(λ))l}k+1 − U0(λ), (6.7)

для всiх 0 < µ− 1 < 1
||Rµ|| .

Доведення теореми.

Згiдно загальної теорiї розв’язностi лiнiйних рiвнянь [314] отримаємо, що

задача (6.1), (6.2) розв’язна для послiдовностi {hn}n∈Z+
, що задовольняє умо-

ву

lim
n→∞

∑n
k=0 U

k(m,λ)

n
g(m,λ) = 0.

Ця умова разом iз лемою еквiвалентна виконанню умови а) теореми 6.1.

За її виконання, розв’язки задачi (6.1), (6.2) мають вигляд

xn = U(n, λ)U0(λ)c+ U(n, λ)(I − U(m,λ))−g(m,λ) + g(n, λ) =

U(n, λ)U0(λ)c+ U(n, λ)
∞∑
k=0

(µ− 1)k{
∞∑
l=0

µ−l−1(U(m,λ)− U0(λ))l}k+1g(m,λ)−

−U(n, λ)U0(λ)g(m,λ) + g(n, λ),

що разом iз позначеннями еквiвалентно представленню б) теореми.

Коментарi та приклади
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Зауваження 6.1. Припустимо A−1
k ∈ L(B) iснує для всiх k = 0,m− 1. Тодi

справедлива наступна рiвнiсть Φ(k, i, λ) = U(k, λ)U−1(i, λ), k > i. Вона дає

можливiсть представляти розв’язки рiвняння (6.1), (6.2) використовуючи

лише сiм’ю операторiв та їх обернених.

Проiлюструємо твердження, доведенi вище, на прикладi двовимiрної си-

стеми.

1) Розглянемо рiвняння

−→x n+1 = λAn+1
−→x n +

−→
h n+1, n ≥ 0 (6.8)

з умовою перiодичностi
−→x 3 = −→x 0, (6.9)

де −→x n = (x1
n, x

2
n)
T , x1

n, x
2
n ∈ R,

−→
h n = (3

√
3r

4π , 0)T ,

An =

 −1
2 −

√
3

2√
3

2 −1
2

− ∀n ≥ 0.

Легко побачити, що
−→x 3 = λ3−→x 0 + g(3, λ), (6.10)

де

g(3, λ) = (
−3
√

3rλ− 3
√

3rλ2 + 6
√

3r

8π
,
9rλ− 9rλ2

8π
)T .

Для всiх k ≥ 0

U(3k + 1, λ) = λ3k+1A2, U(3k + 2, λ) = λ3k+2

 −1
2

√
3

2√
3

2 −1
2

 ,

U(3k + 3, λ) = λ3k+3I.

Пiдставляючи умову перiодичностi (6.9) в (6.10) отримаємо рiвняння вiдносно
−→x 0

(1− λ3)−→x 0 = g(3, λ). (6.11)

Розглянемо випадок, коли λ = 1. У такому випадку рiвняння (6.11) пе-

ретворюється в 0−→x 0 = (0, 0)T , яке справджуєтсья для довiльно початкового
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вектора −→x 0 ∈ R2. Ясно, що Un(1, 1) = U(n, 1) та U0(1) = I. Згiдно теореми

6.1 всi перiодичнi розв’язки рiвняння (6.8) мають вигляд x1
n(c1, c2)

x2
n(c1, c2)

 =

 cos2π
3 n sin2π

3 n

−sin2π
3 n cos2π

3 n

 c1

c2

+

 3r
2πsin

2π
3 n

0

 , (6.12)

для всiх −→c = (c1, c2)
T ∈ R2.

2) Можна знаходити перiодичнi розв’язки довiльного перiоду w у попере-

днiй задачi. Вони мають загальний вигляд

−→x n(c1, c2, w, r) =

 cos2π
w n sin2π

w n

−sin2π
w n cos2π

w n

 c1

c2

+

 rw
2π sin

2π
w n

0

 , (6.13)

де c1, c2, w, r параметри.

6.2. Обмеженi на всiй осi розв’язки лiнiйних рiзницевих рiвнянь

у просторi Банаха

У цiй частинi доводяться теореми про необхiднi та достатнi умови iсну-

вання обмежених на всiй цiлочиcельнiй осi розв’язкiв рiзницевих рiвнянь у

просторi Банаха з нормально - розв’язним оператором, а також будуються

вiдповiднi розв’язки.

Постановка задачi

Будемо розглядати рiвняння

xn+1 = Anxn + hn, n ∈ Z, (6.14)

де An : B → B - множина обмежених операторiв, що мають обмеженi обер-

ненi та дiють з простору Банаха B у себе. Припускається, що

A = (An)n∈Z ∈ l∞(Z,L(B)), h = (hn)n∈Z ∈ l∞(Z,B),

тобто

|||A||| = sup
n∈Z
||An|| < +∞, |||h||| = sup

n∈Z
||hn|| < +∞.
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Треба встановити умови iснування обмежених розв’язкiв рiвняння (6.14).

Поряд з (6.14) будемо розглядати однорiдне рiвняння :

xn+1 = Anxn. (6.15)

Зауважимо, що будь-який розв’язок однорiдного рiвняння володiє тiєю вла-

стивiстю, що: xm = Φ(m,n)xn,m ≥ n, де Φ(m,n) = Am−1Am−2...An+1 при

m > n, та Φ(m,m) = I. Ясно, що Φ(m, 0) = Am−1Am−2...A0, U(m) :=

Φ(m, 0), U(0) = I.

Вiдображення Φ(m,n) називають еволюцiйним оператором задачi (6.15).

Припустимо далi, що рiвняння (6.15) є е-дихотомiчним на пiвосях Z+ та Z−
з проекторами P та Q на просторi B вiдповiдно, тобто

∃k1 ≥ 1; 0 < λ1 < 1;∃P (P 2 = P ) :

||U(n)PU−1(m)|| ≤ k1λ
n−m
1 , n ≥ m

||U(n)(E − P )U−1(m)|| ≤ k1λ
m−n
1 ,m ≥ n

для всiх m,n ∈ Z+ (дихотомiя на Z+);

∃k2 ≥ 1; 0 < λ2 < 1;∃Q(Q2 = Q) :

||U(n)QU−1(m)|| ≤ k2λ
n−m
2 , n ≥ m

||U(n)(E −Q)U−1(m)|| ≤ k2λ
m−n
2 ,m ≥ n

для всiх m,n ∈ Z− (дихотомiя на Z−).

Теорема 6.2. Нехай однорiдне рiвняння є е-дихотомiчним на пiвосях Z+

та Z− з проекторами P та Q вiдповiдно й оператор D = P − (E − Q) -

узагальнено-оборотний. Тодi для того, щоб iснували обмеженi на всiй цiло-

чисельнiй вiсi розв’язки рiвняння (6.14) необхiдно i достатньо, щоб викону-

валась наступна умова

+∞∑
k=−∞

H(k + 1)hk = 0. (6.16)
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Якщо умова (6.16) виконується, то обмеженi розв’язки мають наступний

вигляд :

xn(c) = U(n)PPN(D)c+ (G[h])(n), (6.17)

де

G[h](n) = U(n)Z(n),

Z(n) =



∑n−1
k=0 PU

−1(k + 1)hk −
∑+∞

k=n(E − P )U−1(k + 1)hk+

+PD−[
∑+∞

k=0(E − P )U−1(k + 1)hk+

+
∑−1

k=−∞QU
−1(k + 1)hk], n ≥ 0∑n−1

k=−∞QU
−1(k + 1)hk −

∑−1
k=n(E −Q)U−1(k + 1)hk+

+(E −Q)D−[
∑+∞

k=0(E − P )U−1(k + 1)hk+

+
∑−1

k=−∞QU
−1(k + 1)hk], n ≤ 0,

- узагальнений оператор Грiна задачi про обмеженi на Z розв’язки з насту-

пними властивостями :

(G[h])(0 + 0)− (G[h])(0− 0) = −
+∞∑

k=−∞

H(k + 1)hk = 0,

(LG[h])(n) = hn, n ∈ Z,

де

(Lx)(n) := xn+1 − Anxn : l∞(Z, B)→ l∞(Z, B),

H(n+ 1) = PN(D∗)QU
−1(n+ 1) = PN(D∗)(E −P )U−1(n+ 1), D− - узагальнено

- обернений оператор до оператора D, PN(D) та PN(D∗) - проектори, що

проектують B на ядра N(D) та N(D∗) операторiв D та D∗ вiдповiдно.

Доведення. Загальний розв’язок задачi (6.14), обмежений на пiвосях має

вигляд :

xn(ξ) =



U(n)Pξ +
∑n−1

k=0 U(n)PU−1(k + 1)hk−

−
∑+∞

k=n U(n)(E − P )U−1(k + 1)hk, n ≥ 0

U(n)(E −Q)ξ +
∑n−1

k=−∞ U(n)QU−1(k + 1)hk−

−
∑−1

k=n(E −Q)U−1(k + 1)hk, n ≤ 0.

(6.18)

Розв’язок, побудований таким чином, є обмеженим на пiвосях (Z+,Z−). Дiй-

сно, для всiх n ≥ 0 маємо AnU(n)Pξ = AnAn−1...A0Pξ = U(n + 1)Pξ. Тому
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xn+1 = Anxn, а отже цей вираз задовольняє однорiдне рiвняння (6.15) на

додатнiй пiвосi. Далi одержуємо

An(
n−1∑
k=0

U(n)PU−1(k + 1)hk −
+∞∑
k=n

U(n)(E − P )U−1(k + 1)hk) + hn =

=
n−1∑
k=0

U(n+ 1)PU−1(k + 1)hk −
+∞∑
k=n

U(n+ 1)(E − P )U−1(k + 1)hk + hn =

=
n∑
k=0

U(n+ 1)PU−1(k + 1)hk −
+∞∑

k=n+1

U(n+ 1)(E − P )U−1(k + 1)hk + hn−

−U(n+ 1)PU−1(n+ 1)hn − U(n+ 1)(E − P )U−1(n+ 1)hn =

= xn+1(ξ).

Доведемо, що таким чином визначений розв’язок є обмеженим на пiвосях.

Для цього оцiнимо на Z+ ряди:

||
n−1∑
k=0

U(n)PU−1(k + 1)hk|| ≤ |||h|||
n−1∑
k=0

||U(n)PU−1(k + 1)|| ≤

≤ |||h|||
n−1∑
k=0

k1λ
n−k−1
1 = |||h|||k1λ

n
1

n−1∑
k=0

λ
−(k+1)
1 =

= |||h|||k1λ
n
1

1
λ1

(( 1
λ1

)n−1 − 1)
1
λ1
− 1

<∞,

та

||
+∞∑
k=n

U(n)(E − P )U−1(k + 1)hk|| ≤ |||h|||
+∞∑
k=n

k1λ
k+1−n
1 =

= k1λ
−n+1
1 |||h|||

+∞∑
k=n

λk1 = k1λ
−n+1
1 · λn1

1− λ1
<∞.

Аналогiчно доводиться обмеженiсть розв’язку на Z−.

Знайдемо умову, за виконання якої, розв’язок (6.18) буде обмеженим на

всiй осi цiлих чисел. Це буде тодi й лише тодi, коли

x0+(ξ) = x0−(ξ).
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Пiдставивши вiдповiднi вирази отримаємо

Pξ −
+∞∑
k=0

(E − P )U−1(k + 1)hk = (E −Q)ξ +
−1∑

k=−∞

QU−1(k + 1)hk.

Розглянемо наступний вектор

g =
+∞∑
k=0

(E − P )U−1(k + 1)hk +
−1∑

k=−∞

QU−1(k + 1)hk.

Отримали операторне рiвняння

Dξ = g. (6.19)

ОскiлькиD - нормально-розв’язний оператор, то як вiдомо з [314], необхiдною

та достатньою умовою розв’язностi рiвняння (6.19) є наступна :

PN(D∗)g = 0. (6.20)

Оскiльки DPN(D) = 0, то маємо, що PPN(D) = (E − Q)PN(D). Аналогiчно,

з того, що PN(D∗)D = 0, маємо, PN(D∗)Q = PN(D∗)(E − P ). Враховуючи це,

умову (6.20) можна переписати наступним чином

+∞∑
k=−∞

PN(D∗)QU
−1(k + 1)hk = 0,

або
+∞∑

k=−∞

PN(D∗)(E − P )U−1(k + 1)hk = 0.

Таким чином, згiдно позначень теореми, умову (6.16) доведено. Якщо умова

(6.16) виконується, то ξ = D−g + PPN(D)c, для всiх c ∈ B.

З безпосередньої пiдстановки у представлення (6.18) випливає, що мно-

жина обмежених на всiй осi Z розв’язкiв буде мати вигляд (6.17).

Велику роль у крайових задачах вiдiграють нетеровi, d-нормальнi та n-

нормальнi оператори.

Для таких операторiв доведена теорема залишається справедливою, але

з деякими уточненнями.
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Теорема 6.3. Нехай виконуються умови теореми 6.2 та обмежений опе-

ратор D = P − (E − Q) є d - нормальним. Тодi для того, щоб iснували

обмеженi на всiй цiлочисельнiй осi розв’язки рiвняння (6.14), необхiдно та

достатньо, щоб виконувались d лiнiйно-незалежних умов

+∞∑
k=−∞

Hd(k + 1)hk = 0. (6.21)

Якщо умова (6.21) виконується, то обмеженi розв’язки мають вигляд

(6.17), де

Hd(n) = [PN(D∗)Q]dU
−1(n) = [PN(D∗)(E − P )]dU

−1(n),

d ≤ m (m = dimcokerD <∞), d = dim(PN(D∗)Q).

Доведення. Достатньо врахувати, що оператор PN(D∗) скiнченновимiр-

ний (оскiльки вiн є d - нормальним), а тому й оператор PN(D∗)Q скiнченно-

вимiрний (R(PN(D∗)Q) ⊂ R(PN(D∗))).

Теорема 6.4. Нехай виконуються умови теореми 6.2 та обмежений опе-

ратор D = P − (E − Q) є n - нормальним. Тодi для того, щоб iснували

обмеженi на всiй цiлочисельнiй осi розв’язки рiвняння (6.14), необхiдно та

достатньо, щоб виконувалась умова (6.16). Якщо умова (6.16) виконується,

то рiвняння (6.14) має r - параметричну множину обмежених розв’язкiв

xn(cr) = U(n)[PPN(D)]rcr + (G[h])(n), (6.22)

де r ≤ n (n = dimker(D)).

Доведення. Оскiльки D – n - нормальний оператор, то його ядро скiн-

ченної розмiрностi. Звiдси випливає, що оператор PN(D) скiнченновимiрний, а

тому й оператор PPN(D) скiнченновимiрний ((R(PPN(D))) ⊂ R(PN(D))). Якщо

dim N(D) = n, то

dim(PPN(D)B) = dim((E −Q)PPN(D)B) = r ≤ n.
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Теорема 6.5. Нехай виконуються умови теореми 6.2 та обмежений опера-

тор D = P−(E−Q) є нетеровим. Тодi для того, щоб iснували обмеженi на

всiй цiлочисельнiй вiсi розв’язки рiвняння (6.14), необхiдно та достатньо,

щоб виконувались d-умов (6.21). Якщо умови (6.21) виконуються, то рiв-

няння (6.14) має r-параметричну множину обмежених розв’язкiв

xn(cr) = U(n)[PPN(D)]rcr + (G[h])(n), (6.23)

де r ≤ n (n = dimker(D)), d ≤ m (m = dimcokerD).

Наслiдок. Нехай в умовах теореми 6.2 [P,Q] = PQ−QP = 0 та PQ =

Q. У такому випадку говорять, що рiвняння (6.15) є трихотомiчним на Z

i неоднорiдне рiвняння (6.14) має не менше одного розв’язку на Z для всiх

h ∈ l∞(Z,B).

Доведення. З того, що PN(D∗)D = 0 та DP = (P − (E−Q))P = QP = Q

маємо PN(D∗)Q = PN(D∗)DP = 0. Звiдси випливає розв’язнiсть ∀h ∈ l∞(Z,B).

Наслiдок. Якщо в умовах теореми (6.2) [P,Q] = PQ − QP = 0 та

PQ = Q = P , то неоднорiдне рiвняння (6.14) має єдиний обмежений на Z

розв’язок для будь-якого h ∈ l∞(Z,B).

Зауваження 6.2. У цьому випадку система є е-дихотомiчною на всiй осi Z.
У скiнченновимiрному випадку аналогiчний результат добре вiдомий [336].

Теорема 6.2, за менших вимог, дає можливiсть знаходити не один обме-

жений розв’язок, а цiлу множину таких розв’язкiв.

6.3. Умови бiфуркацiї розв’язкiв рiзницевих рiвнянь

У цьому пiдроздiлi доведемо достатню умову iснування, обмежених на

всiй цiлочисельнiй осi, розв’язкiв збуреного рiзницевого рiвняння у просторi

Банаха з нормально - розв’язним оператором.

Постановка задачi

Будемо розглядати збурене рiзницеве рiвняння вигляду

xn+1 = Anxn + εBnxn + hn, n ∈ Z, (6.24)
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де An : B→ B – множина обмежених операторiв, що мають обмеженi оберне-

нi, та дiють з простору Банаха B у себе; h ∈ l∞(Z,B) – послiдовнiсть векторiв

з B. |||A||| = supn∈Z ‖An‖ < +∞, |||h||| = supn∈Z ‖hn‖ < +∞ ; Bn – множи-

на обмежених операторiв, що задовольняє такi ж умови, як i множина An;

ε << 1 - достатньо малий параметр.

Поряд з (6.24), будемо розглядати породжуюче рiвняння

xn+1 = Anxn + hn, n ∈ Z (6.25)

та однорiдне рiвняння

xn+1 = Anxn, n ∈ Z. (6.26)

У данiй частинi буде обгрунтовано модифiкований метод Вiшика - Лю-

стернiка для знаходження обмежених на всiй цiлочисельнiй осi розв’язкiв за

умов, коли рiвняння (6.25) не має розв’язкiв, обмежених на всiй цiлочисельнiй

осi.

Обмежений розв’язок лiнiйного рiвняння

Для формулювання i доведення основного результату, будемо використо-

вувати позначення та результати теореми 6.2 попереднього пiдроздiлу. Пока-

жемо, що задача про вiдшукання розв’язку рiвняння (6.24), обмеженого на

всiй цiлочисельнiй осi, може бути розв’язана з допомогою оператора

B0 :=
+∞∑

k=−∞

H(k + 1)BkU(k)PPN(D).

Теорема 6.6. Нехай однорiдне рiвняння (6.26) є е-дихототмiчним на пiв-

осях Z+ та Z− з проекторами P та Q вiдповiдно й обмежений оператор

D = P − (E −Q) має узагальнено-обернений оператор. Припустимо, що :

1)B0 − нормально - розв’язний оператор;

2)PN(B∗0)PN(D∗)Q = 0. (6.27)

Тодi, якщо рiвняння (6.25) не має, обмежених на всiй цiлочисельнiй осi,

розв’язкiв для послiдовностi h ∈ l∞(Z,B), то рiвняння (6.24) має принаймнi
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один обмежений розв’язок у виглядi частини ряду :

xn(ε) =
+∞∑
i=−1

εix(i)
n , (6.28)

де ε ∈ (0, ε∗] - достатньо мале.

Доведення. Пiдставимо формально ряд (6.28) у рiвняння (6.24) та при-

рiвняємо коефiцiєнти при вiдповiдних степенях ε. При ε−1 маємо рiвняння

x
(−1)
n+1 = Anx

(−1)
n .

Виходячи з того, що за умов теореми однорiдне рiвняння є

експоненцiально-дихотомiчним на пiвосях, випишемо множину обмеже-

них розв’язкiв у виглядi

x(−1)
n (c−1) = U(n)PPN(D)c−1,

для довiльного елемента c−1 ∈ B, який буде визначений на наступному кроцi.

При ε0 маємо наступне неоднорiдне рiвняння

x0
n+1 = Anx

0
n +Bnx

(−1)
n (c−1) + hn. (6.29)

Згiдно теореми 6.2, необхiдною та достатньою умовою iснування розв’язкiв

рiвняння (6.29), обмежених на всiй цiлочисельнiй осi, є виконання спiввiдно-

шення
+∞∑

k=−∞

H(k + 1){Bkx
(−1)
k (c−1) + hk} = 0. (6.30)

Умову (6.30) можна переписати у виглядi

+∞∑
k=−∞

H(k + 1)BkU(k)PPN(D)c−1 = −
+∞∑

k=−∞

H(k + 1)hk.

Тодi, згiдно позначень, будемо мати операторне рiвняння :

B0c−1 = −
+∞∑

k=−∞

H(k + 1)hk.
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З другої умови теореми випливає, що це рiвняння є розв’язним для довiльної

правої частини. Вiдомо також, що воно може мати не єдиний розв’язок, але

нам достатньо знайти хоча б один. Константу c−1 оберемо наступним чином:

c−1 = −B−0
+∞∑

k=−∞

H(k + 1)hk,

де B−0 - оператор, узагальнено - обернений до оператора B0.

Таким чином, якщо умови теореми виконуються, то рiвняння (6.29) має

множину обмежених на Z розв’язкiв :

x0
n(c0) = U(n)PPN(D)c0 + (G[B(·)x

(−1)
(·) (c−1) + h(·)])(n),

де c0 – довiльний елемент простору B, що буде визначений на наступному

кроцi iтерацiйного процесу; c−1 – елемент, визначений вище; (G[∗])(n) - уза-

гальнений оператор Грiна задачi про обмеженi розв’язки рiвняння (6.24).

Далi, дiючи за iндукцiєю, неважко показати, за виконання умов теореми,

що при εi будемо мати наступну задачу про обмеженi на всiй Z розв’язки:

x(i)
n = Anx

(i)
n +Bnx

(i−1)
n (ci−1). (6.31)

Множина обмежених розв’язкiв рiвняння (6.31) буде мати вигляд :

x(i)
n (ci) = U(n)PPN(D)ci + (G[B(·)x

(i−1)
(·) (ci−1)])(n),

де елемент ci визначається наступним чином:

ci = −B−0
+∞∑

k=−∞

H(k + 1)Bk(G[B(·)x
(i−1)
(·) (ci−1) + h(·)])(k).

Доведемо тепер, що для достатньо малого ε ∈ (0, ε∗], ряд (6.28) збiгається.

Для цього оцiнимо кожен доданок окремо:

‖H(n)‖ = ‖H∗(n)‖ ≤ ‖U ∗−1(n)Q∗P ∗N(D∗)‖ ≤ k1pλ
n
1 , n ≥ 0

‖H(n)‖ = ‖H∗(n)‖ ≤ ‖U ∗−1(n)(E − P ∗)∗P ∗N(D∗)‖ ≤ k2pλ
n
2 , n ≤ 0
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тут p = max{‖PN(D)‖, ‖P ∗N(D∗)‖ = ‖PN(D∗)‖}.

Таким чином, маючи вiдповiднi оцiнки, можемо довести обмеженiсть уза-

гальненого оператора Грiна:

‖(G[h])(n)‖ ≤ K|||h|||,

де

N = ‖D−‖,

K = maxi=1,2{ki(
1

λi
+Nk)}, k =

k2

λ2
+
k1

λ1
.

Використаємо цi нерiвностi для доведення збiжностi ряду (6.28).

‖ci‖ ≤ (aK)iabpk(abplk + 1)i−1‖x(0)
n (c0)‖,

‖x(i)
n (ci)‖ ≤ [aK(abplk + 1)]i‖x(0)

n (c0)‖ (i = 1, 2, ...),

де b = ‖B−0 ‖, a = ‖Bn‖, l = max{k1p, k2p}. Таким чином, для кожного n ∈ Z,

ряд (6.28) мажорується рядом

ε−1‖x(−1)
n (c−1)‖+

+∞∑
i=0

[εaK(abplk + 1)]i‖x(0)
n (c0)‖.

Зауважимо, що ‖x(−1)
n (c−1)‖ та ‖x(0)

n (c0)‖ обмеженi. Тому, для n ∈ Z та всiх

ε ∈ (0, ε∗] таких, що ε∗ < [aK(abplk + 1)]−1, ряд (6.28) абсолютно збiгається.

Таким чином теорему доведено.
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6.4. ВИСНОВКИ

1) Дослiджено параметричне рiзницеве рiвняння з перiодичною умовою у

просторi Банаха;

2) З допомогою побудованого оператора Грiна представлено розв’язкi рi-

зницевого операторного рiвняння;

3) Отримано необхiднi та достатнi умови iснування обмежених на всiй

цiлочисельнiй осi розв’язкiв рiзницевих рiвнянь у просторi Банаха за умов

дихотомiї на пiвосях вiдповiдного однорiдного рiвняння;

4) Дослiджено умови бiфуркацiї обмежених розв’язкiв рiзницевого рiвня-

ння у просторi Банаха.
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РОЗДIЛ 7

ОПЕРАТОРНI ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ НЕ

РОЗВ’ЯЗАНI ВIДНОСНО ПОХIДНОЇ

7.1. Застосування теорiї збурень до дослiдження розв’язностi ви-

роджених систем рiвнянь

У цiй частинi з допомогою узагальненої канонiчної форми дослiджується

структура та умови бiфуркацiї розв’язкiв диференцiально-алгебраїчних рiв-

нянь з виродженою матрицею при похiднiй.

Вступ

Розглянемо систему

Λ1x(t) := A(t)ẋ(t) +B(t)x(t) = f(t), t ∈ T = [α, β], (7.1)

де A(t), B(t)− (m× n)-матрицi, x(t), f(t)− шукана й задана вектор-функцiї

вiдповiдно, ż(t) := dz(t)/dt. Припускається, що вхiднi данi достатньо гладкi

та виконується умова

rank A(t) < min{m,n}, ∀t ∈ T. (7.2)

Система (7.1) є замкненою, якщо кiлькiсть рiвнянь у нiй дорiвнює кiлькостi

компонент шуканої вектор - функцiї (m = n), перевизначеною, якщо m > n,

й недовизначеною, якщо m < n. Для замкненої системи умова (7.2) еквiва-

лентна рiвностi det A(t) ≡ 0, t ∈ T .

Системи вигляду (7.1), що задовольняють умовi (7.2), називають або ди-

ференцiально - алгебраїчними рiвняннями [319], або алгебро-диференцiаль-

ними системами [318]. Використовуються також назви ”сингулярнi системи”,

”дескрипторнi системи”, ”виродженi системи”.

Зауваження 7.1. Для спрощення запису залежнiсть вiд часу t iнколи буде-

мо опускати, якщо це не викличе непорозумiння. Включення V (t) ∈ Ci(T ),

i > 1, де V (t)− матрична або вектор-функцiя, означає, що всi похiднi всiх
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її елементiв неперервнi до порядку i включно; V (t) ∈ C(T ) у випадку її

неперервностi. Запис V (t) ∈ CA(T ) означає, що всi елементи V (t) є дiйсно-

значними аналiтичними функцiями на T .

Будемо називати розв’язком системи (7.1) на T вектор-функцiю x(t) ∈

C1(T ), якщо вона перетворює рiвняння (7.1) у тотожнiсть на T при пiд-

становцi.

Не дивлячись на те, що диференцiально - алгебраїчнi рiвняння дослiджу-

ються близько сорока рокiв, тематика по ряду напрямкiв залишається й досi

актуальною.

Структура загальних розв’язкiв диференцiально - алгебраїчних

рiвнянь

Наведемо означення, якi у подальшому будемо використовувати.

Означення 7.1. Простiр розв’язкiв системи (7.1) скiнченновимiрний на T ,

якщо iснує (n × ν)-вимiрна матриця Xν(t) ∈ C1(T ), з мiнiмально можли-

вим ν, така, що вектор-функцiя x(t, c) = Xν(t)c, де вектор c належить

Rν, задовольняє тотожнiсть Λ1x(t, c) ≡ 0 й на T , у системи Λ1x(t) = 0,

немає розв’язкiв, вiдмiнних вiд x(t, c).

Ядро оператора Λ1 скiченновимiрне (dim N(Λ1) < ∞), якщо простiр

розв’язкiв системи (7.1) скiнченновимiрний. Число ν будемо називати роз-

мiрнiстю ПР або розмiрнiстю ядра.

Якщо ми припустимо, що det A(t) 6= 0 для всiх t ∈ T (у випадку за-

мкненої системи), то простiр розв’язкiв системи Λ1x(t) = 0, t ∈ T спiв-

падає з множиною функцiй x(t, c) = X(t)c, де X(t)−матрицант системи

ẋ = −A−1(t)B(t)x, c ∈ Rn. Отже, у цьому випадку ν = n.

Для диференцiально-алгебраїчних систем з постiйними коефiцiєнтами для

скiнченновимiрностi простору розв’язкiв необхiдно й достатньо виконання

умов det(λA+B) 6≡ 0, де λ−параметр (у загальному випадку комплексний),

й dim N(Λ1) = ν = deg det(λA+B) [395]. Тут ми бачимо вагомi вiдмiнностi

властивостей ДАР з постiйними й змiнними коефiцiєнтами.
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Використовуючи властивостi псевдооберненої матрицi, перепишемо систе-

му (7.1) в еквiвалентнiй формi

ẋ(t) = −A+(t)B(t)x(t) + A+(t)f(t) + [En − A+(t)A(t)]u(t),

[Em − A(t)A+(t)][−B(t)x(t) + f(t)] = 0, t ∈ T, (7.3)

де u(t) – довiльна неперервна вектор-функцiя. Запис, побудований на пред-

ставленнi розв’язкiв лiнiйної системи My = b у виглядi спiввiдношення

y = M+b + [En − M+M ]v, де v – довiльний вектор, з умовою сумiсностi

[Em −MM+]b = 0.

Нехай у системi (7.1) rank A(t) = min{m,n} = m ≤ n, для всiх t ∈ T.

Тодi у (7.3) будемо мати Em − A(t)A+(t) = 0 й

x(t, c) = X(t)c+ ϕ(t), (7.4)

ϕ(t) =

t∫
α

X(t)X−1(s)(A+(s)f(s) + [En − A+(s)A(s)]u(s))ds,

де X(t)−матрицант системи ẋ(t) = −A+(t)B(t)x(t), c – довiльний вектор.

Якщо A(t), B(t), f(t), u(t) ∈ Cl(T ), то A+(t) ∈ Cl(T ) й x(t, c) ∈ Cl(T ) ∀c ∈

Rn.

Розглянемо тепер випадокm > n. Тодi En−A(t)A+(t) = 0 й для iснування

розв’язкiв системи (7.1) необхiдно iснування постiйних розв’язкiв у системи

L(t)c = ψ(t), (7.5)

де

L(t) = −[Em − A+(t)A(t)]B(t)X(t),

ψ(t) = [Em − A(t)A+(t)][−f(t) +B(t)ϕ(t)].

Вiдомо [54], що система (7.5) має постiйнi розв’язки c2 тодi й тiльки тодi, коли

ψ(t) = L(t)C+θ, (7.6)
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де

C =

β∫
α

L>(s)L(s)ds, θ =

β∫
α

L>(s)ψ(s)ds, c = C+θ + [En − C+C]w, (7.7)

w – довiльний вектор з Rn. Тодi множина розв’язкiв системи (7.1) має вигляд

x(t, w) = X(t)(C+θ + [En − C+C]w) + ϕ(t). (7.8)

Припустимо, що у системi (7.1) A(t), B(t) ∈ Cl(T ), f(t) ∈ Cl(T ), l ≥ 1.

Будемо вимагати iснування матриць P (t), Q(t) ∈ Cl(T ) необхiдної розмiрно-

стi з det P (t) det Q(t) 6= 0, що для всiх t ∈ T,

P (t)A(t)Q(t)ż + P (t)[B(t)Q(t) + A(t)Q̇(t)]z =

=



Ed 0 0 0 0

0 N(t) 0 0 0

0 0 L(t) 0 0

0 0 0 L?(t) 0

0 0 0 0 0m3×n3


ż+

+



J(t) 0 0 0 0

0 Ed1 0 0 0

0 0 M(t) 0 0

0 0 0 M ?(t) 0

0 0 0 0 0m3×n3


z = Pf, (7.9)

де t ∈ T, x = Q(t)z, J(t) - деякий (d × d)-блок, N(t) − (d1 × d1) – верхня

трикутна матриця з нульовою дiагоналлю (матрицi P (t), Q(t) можна обирати

так, що на дiагоналi N(t) буде розмiщено l нульових квадратних блокiв), для

в’язок матриць λL(t)+M(t), λL?(t)+M ?(t), розмiрностей (m1×n1) й (m2×n2)

вiдповiдно, виконано спiввiдношення

m1 < n1, rank L(t) = m1, m2 > n2, rank L?(t) = n2, ∀t ∈ T.

Тут d+ d1 +m1 +m2 +m3 = m, d+ d1 + n1 + n2 + n3 = n.
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Означення 7.2. Представлення (7.9) називається узагальненою канонi-

чною формою системи (7.1), a число l - її iндексом.

Узагальнена канонiчна форма була запропонована Чистяковим В.Ф. Вве-

демо розбиття

z = (z>1 ; z>2 ; z>3 ; z>4 ; z>5 )>,

(f>1 ; f>2 ; f>3 ; f>4 ; f>5 )> = (P>1 ;P>2 ;P>3 ;P>4 ;P>5 )>f = Pf, (7.10)

та для повноти викладення опишемо структуру розв’язкiв пiдсистем системи

(7.9). Маємо для компонент з (7.10):

ż1 + J(t)z1 = f1, N(t)ż2 + z2 = f2, (7.11)

L(t)ż3 +M(t)z3 = f3, L
?(t)ż4 +M ?(t)z4 = f4, 0m3×n3 ż5 +0m3×n3z5 = f5. (7.12)

Тодi

z1(t) = Z(t)c+

t∫
α

Z−1(t)Z(s)f1(s)ds, z2(t) = f2 − Tf2 + · · ·+ (−1)lTl−1f2,

(7.13)

де Z(t) - матрицант системи v̇(t) = −J(t)v(t), T - оператор, що дiє на вектор

- функцiю h(t) за правилом: Th(t) = N(t)ḣ(t).

Матрицi L(t), L?(t) мають за умовою постiйний ранг для довiльного t ∈ T

та ми можемо виписати розв’язки для пiдсистеми (7.13), використовуючи

формули (7.4) та (7.8). Якщо f5(t) ≡ 0, t ∈ T в (7.12), то

z5(t) = w2(t), (7.14)

де w2(t) - довiльна вектор-функцiя розмiрностi n3.

З (7.9) та формул загальних розв’язкiв (7.4), (7.8), (7.13), (7.14) випливає

таке твердження.

Теорема 7.1. Нехай для системи (7.1) виконано умови:

1) A(t), B(t) ∈ Cl(T ), f(t) ∈ Cl(T ), l ≥ 1;

2) система зводиться до вигляду (7.9) та l дорiвнює кiлькостi квадратних

блокiв на дiагоналi N(t);
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3) f5(t) ≡ 0, t ∈ T ;
4) виконується умова (7.6) для пiдсистеми L?(t)ż4 +M ?(t)z4 = f4.

Тодi iснують, гладкi на областях визначення, матрицi вiдповiдної роз-

мiрностi Xν(t), X1(t), K1(t, s), Cj(t), j = 0, 1, · · · , l − 1, C̃(t), K2(t, s),

такi, що довiльна лiнiйна комбiнацiя

x(t, c) = Xν(t)c+X1(t)C
−θ +

t∫
α

K1(t, s)f(s)ds+
l−1∑
j=0

Cj(t)(d/dt)
jf(t)+

+C̃(t)w(t) +

t∫
α

K2(t, s)w(s)ds, t ∈ T, (7.15)

де c ∈ Rν, ν = d+ n2 + n4, n4 = rank [En2 − C−C], w(t) = (w>1 (t), w>2 (t))>-

довiльна вектор - функцiя розмiрностi n2−m2 +n3, rank Xν(t) = ν для всiх

t ∈ T , є розв’язком системи (7.1) й на вiдрiзку T iнших розв’язкiв немає.

Бiльше того, система (7.1) з початковими даними x(α) = b, де b - зада-

ний вектор з Rn, має розв’язки тодi й тiльки тодi, коли розв’язна вiдносно

c система

Xν(α)c = a−X1(α)C−θ −
l−1∑
j=0

Cj(t)(d/dt)
jf(t)|t=α − C̃(α)W, (7.16)

де W−довiльний вектор.

Зауважимо, що для довiльної в’язки постiйних (m × n) – матриць λA +

B, iснують сталi матрицi P, Q необхiдної розмiрностi з властивостями:

det P det Q 6= 0,

P (λA+B)Q =

= diag{λEd + J, λNk1 + Ek1, · · · , λNkp + Ekp,

λLη1 +Mη1, · · · , λLηq +Mηq , λL?ν1 +M ?
ν1
, · · · , λL?νv +M ?

νv
, 0}, (7.17)

де El – одиничнi матрицi, розмiру l × l, J – деякий (d× d)-блок,

Nkj =

 0 Enj−1

0 0

 , j = 1, · · · , p,
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L?νj =

 Eνj−1

0

 , M ?
νj

=

 0

Eνj−1

 , j = 1, · · · , v,

Lη1 = (Eηj−1, 0), Mηj = (0, Eηj−1), j = 1, · · · , q,

й у блоках L, M ненульовi пiдблоки є або стовпцем, або стрiчкою. Для

постiйних матриць A, B у формi (7.9), блоку λN(t) + Ed1 вiдповiдає на-

бiр блокiв λNk1 + Ek1, · · · , λNkp + Ekp; блоку λL(t) + M(t) вiдповiдає на-

бiр блокiв λLη1 + Mη1, · · · , λLηq + Mηq , а блоку λL?(t) + M ?(t) - набiр

λL?ν1 +M ?
ν1
, · · · , λL?νv +M ?

νv
.

Представлення (7.17) носить назву канонiчної структури в’язки й з’явило-

ся ще у роботах Вейєрштрасса й Кронекера. Спираючись на представлення

(7.17), у монографiї [77] отримано необхiднi й достатнi умови розв’язностi

системи (7.1) з постiйними матричними коефiцiєнтами.

Зауваження 7.2. Вiдмiтимо, що у випадку постiйних матриць A, B у

(7.1) розв’язок пiдсистеми L?(t)ż4 + M ?(t)z4 = f4 з (7.12) єдиний. Дiйсно,

розглянемо однорiдну систему, що вiдповiдає одному з блокiв λL?νj + M ?
νj

в

(7.17). Пiдсистема з перших νj рiвнянь має вигляд: ẋ+M ?
11x = 0, де M ?

11 =(
0 0

Eνj−1 0

)
. Так, як матриця M ?

11 нiльпотентна, то розв’язок x(t, c) =

[Eνj +
νj−1∑
i=0

(M ?
11)

i(t − α)i/(νj − 1)!]c. Пiдставляючи цей загальний розв’язок

у останнє рiвняння M ?
12x = (0, 0, · · · , 0, 1)x = 0, отримаємо наступну

рiвнiсть:

(1, (t− α), · · · , (t− α)νj−1/(νj − 1)!)c = 0,

з якої випливає, що c = 0.

До недавнього часу для нестацiонарних диференцiально-алгебраїчних си-

стем отримано лише частковi твердження. Вони базуються на дослiдженнi i

- продовжуваних систем до (7.1) (окрiм роботи [114]).

Означення 7.3. Сукупнiсть системи Λ1x(t) = f(t) та її i-х похiдних бу-

демо називати i - продовжуваною системою до (7.1).
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Продовжувану систему можна записати у виглядi виразу

Di[A,B](t)di+1[x(t)] = di[f(t)], де

Dk[A,B](t) =


B A 0 · · · 0

Ḃ Ȧ+B A · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·

B(k) C1
kB

(k−1) + C2
kA

(k) C2
kB

(k−2) + C3
kA

(k−1) · · · A

 ,

dk[f(t)]> = (f(t)>, ḟ(t)>, · · · , f(t)(k)>)>, dk+1[x(t)]> =

(x(t)>, ẋ(t)>, · · · , x(k+1)>(t))> та Cν
k – бiномiальнi коефiцiєнти. Її мо-

жна представити у виглядi:

Dk[A,B](t) = (0, Mk[A(t)]) + (Mk[B(t)], 0) = (dk[B(t)], Γk[A(t), B(t)]),

(7.18)

де нульовi блоки мають розмiрнiсть (m(k + 1)× n),

Mk[A(t)] =


C0

0A(t) 0 · · · 0

C0
1A

(1)(t) C1
1A(t) · · · 0

... ... . . . ...

C0
kA

(k)(t) C1
kA

(k−1)(t) · · · Ck
kA(t)

 .

Теорема. Нехай система (7.1) замкнена, A(t), B(t) ∈ CA(T ) й виконує-

ться спiввiдношення

Γr+1[A(t), B(t)] = ρ = const ≥ n(r + 1) ∀t ∈ T, (7.19)

де r = max rank{A(t), t ∈ T}, Γr+1[A(t), B(t)]− блок з формули (7.18).

Тодi:

1) iснують матрицi P (t), Q(t) ∈ CA(T ) такi, що: det P (t)Q(t) 6= 0 ∀t ∈ T
та

P (t)A(t)Q(t)ż + P (t)[B(t)Q(t) + A(t)Q̇(t)]z =

=

(
Ed 0

0 N(t)

)
z +

(
J(t) 0

0 En−d

)
z =

(
P1(t)

P2(t)f(t)

)
, t ∈ T, (7.20)
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де позначення вiдповiдають позначенням форми (7.9);

2) iснує оператор Λl,∗ =
l∑

j=0

Lj(t)(d/dt)
j, t ∈ T , де Lj(t)− (n× n)-матрицi з

CA(T ), що має назву лiвого регуляризуючого оператора з властивiстю

(Λl,∗ ◦ Λ1)y = ẏ + Λl,∗[B(t)]y, y ∈ Cl+1(T ); (7.21)

3) система розв’язна для довiльної f ∈ Cl(T ) та формула (7.15) має вигляд

x(t, c) = Xd(t)c+ ω(t),

ω(t) =

t∫
α

K1(t, s)f(s)ds+
l−1∑
j=0

Cj(t)(d/dt)
jf(t), d = ρ− n(r + 1);

4) система (7.1), що задовольняє умовi x(α) = b, де b−заданий вектор з Rn,

має розв’язок тодi й тiльки тодi, коли розв’язна система Xd(α)c = a−ω(α).

Бiльше того, якщо виконано довiльний з пунктiв 1)-3) твердження, то

виконано (7.19).

У цiй теоремi поєднано результати з монографiй [318], [267].

Зауваження 7.3. Лiву частину рiвностi (7.20) називають центральною

канонiчною формою. Це поняття було запропоновано у [325] та вiдiграло

велику роль у розвитку теорiї диференцiально-алгебраїчних систем. Якщо

точнiше, то воно з’явилося в препринтi тих же авторiв у 1982 р. Для

незамкнених систем у [375] введено певну структурну форму.

Зауваження 7.4. Якщо система (7.1) замкнена й матрицi A(t), B(t) ∈
C2r+3(T ), то виконуються лише пункти 2), 3) сформульованої теоре-

ми. Вироджена диференцiальна система у цьому випадку зводиться до

центральної канонiчної форми тiльки локально: довiльний вiдрiзок T1 =

[α1, β1] ⊆ T , мiстить вiдрiзок T̃ = [α̃, β̃] ⊂ T1, на якому iснують матри-

цi P (t), Q(t) ∈ Cr+2(T2), що зводять систему до центральної канонiчної

форми.

Бiльше того, для локальної звiдностi до центральної канонiчної форми,

достатньо виконання умови dim N(Λ1) <∞.
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Чи можлива локальна звiднiсть довiльної системи (7.1) до вигляду (7.9)?

На це питання поки що немає вiдповiдi. Але справедливе наступне твердже-

ння, доведене Чистяковим В.Ф. у [45].

Лема. Нехай у системi (7.1) A(t), B(t), f(t) ∈ Cr+1(T ) й система сумi-

сна. Тодi довiльний вiдрiзок T1 = [α1, β1] ⊆ T , мiстить у собi iнший вiдрiзок

T̃ = [α̃, β̃] ⊆ T1, на якому визначений загальний розв’язок вигляду (7.15).

Умови бiфуркацiї розв’язкiв вироджених диференцiальних си-

стем

Вище було показано, що розв’язок задачi (7.1) у тому випадку, коли вона

зводиться до вигляду (7.9), може бути представлений у виглядi (7.15). Розв’я-

знiсть задачi (7.1), з крайовою умовою x(α) = b, еквiвалентна розв’язностi

матричного рiвняння

Xν(α)c = b−X1(α)C−θ −
l−1∑
j=0

Cj(t)(d/dt)
jf(t)|t=α − C̃(α)W, (7.22)

деW - довiльний вектор. Припустимо, що дана задача розв’язна не при всiх f

та W (точка α - особлива). Знайдемо умови бiфуркацiї розв’язкiв вiдповiдної

задачi.

Будемо розглядати наступну задачу

A(t)ẋ(t) +B(t)x(t) = f(t) + εV1(t)x(t), (7.23)

x(α) = b+ εl1x(.), (7.24)

яка, при ε = 0, має розв’язки не при всiх однорiдностях; l1 - лiнiйне вiдобра-

ження, яке переводить вектор-функцiю x(t) у вектор iз Rn.

Це означає, що рiвняння (7.22) не розв’язне, й вiдповiдно [45]

PX∗νp(α)(b−X1(α)C−θ −
l−1∑
j=0

Cj(t)(d/dt)
jf(t)|t=α − C̃(α)W ) 6= 0, (7.25)

p = n − ν. Для розв’язання поставленої задачi (7.23), (7.24) будемо обгрун-

товувати модифiкацiю методу Вiшика - Люстернiка [70]. Розв’язок крайової
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задачi (7.23), (7.24) шукаємо у виглядi частини ряду за степенями малого

параметру ε [41]:

x(t) =
+∞∑
i=−1

εixi(t) =
x−1(t)

ε
+ x0(t) + εx1(t) + ε2x2(t) + ... (7.26)

Пiдставимо ряд (7.26) у крайову задачу (7.23), (7.24) та прирiвняємо коефi-

цiєнти при однакових ε. При ε−1 для знаходження коефiцiєнта x−1(t) ряду

(7.26) отримаємо вироджену лiнiйну однорiдну крайову задачу:

A(t)ẋ−1(t) +B(t)x−1(t) = 0, (7.27)

x−1(α) = 0.

Однорiдна крайова задача (7.27) має r - параметричну множину лiнiйно не-

залежних розв’язкiв:

x−1(t, c−1) = Xν(t)PXνr(α)c−1, c−1 ∈ Rr,

де r = m − ν. Довiльний r-вимiрний вектор - стовпчик c−1 буде визначений

з умови розв’язностi сингулярної лiнiйної неоднорiдної крайової задачi для

знаходження коефiцiєнта x0(t) ряду (7.26): A(t)ẋ0(t) +B(t)x0(t) = V1(t)x−1(t, c−1) + f(t),

x0(α) = b+ l1x−1(., c−1).
(7.28)

Критерiй розв’язностi задачi (7.28) має вигляд :

PX∗νp(α)(b+ l1x−1(., c−1)−

−X1(α)C−θ −
l−1∑
j=0

Cj(t)(d/dt)
j(V1(t)Xν(t)c−1 + f(t))|t=α − C̃(α)W ) = 0,

з якого, врахувавши вигляд x−1(t, c−1), отримаємо наступну алгебраїчну вiд-

носно c−1 ∈ Rn систему:

B0c−1 = −PX∗νp(α)(b−X1(α)C−θ −
l−1∑
j=0

Cj(t)(d/dt)
jf(t)|t=α − C̃(α)W ),
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де

B0 = −PX∗νp(α)l1Xν(.)PXνr(α) −
l−1∑
j=0

Cj(t)(d/dt)
j(V1(t)Xν(t))|t=α.

Для розв’язностi останньої системи необхiдно та достатньо, щоб виконувалась

умова:

−PB∗0PX∗νp(α)(b−X1(α)C+θ −
l−1∑
j=0

Cj(t)(d/dt)
jf(t)|t=α − C̃(α)W ) = 0.

Врахувавши умову (7.25), з останнього виразу приходимо до достатньої умови

розв’язностi PB∗0 = 0, яка еквiвалентна [77] наступнiй:

rank B0 = p, (7.29)

де PB∗0 − (p × p)-мiрна матриця (ортопроектор), що проектує простiр Rn на

ядро kerB∗0 матрицi B∗0 = BT
0 . Множина розв’язкiв алгебраїчної вiдносно

c−1 ∈ Rn системи має вигляд

c−1 = c−1 + Pρcρ, для всiх cρ ∈ Rρ,

де

c−1 = −B+
0 PX∗νp(α)(b−X1(α)C−θ −

l−1∑
j=0

Cj(t)(d/dt)
jf(t)|t=α − C̃(α)W );

тут B+
0 – псевдообернена до B0 матриця; PB0

− (ν × ν)− вимiрна матриця

(ортопроектор), що проектує простiр Rν на ядро kerB0. Так як rankPB0
=

ν− rankB0 = ν−p = ρ, то матрицю PB0
замiнимо ν×ρ - вимiрною матрицею

Pρ, яка складається з ρ лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi PB0
.

Врахуваваши вираз для c−1, однорiдна крайова задача (7.27) має ρ – параме-

тричну множину розв’язкiв

x−1(t, cρ) = x−1(t, c−1) +Xν(t)Pρcρ, cρ ∈ Rρ, (7.30)

де

x−1(t, c−1) = Xν(t)c−1.
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Загальний розв’язок крайової задачi (7.28), (7.29) має вигляд:

x0(t, c0) = Xν(t)PXνr(α)c0 + F−1(t) +K−1(t)Pρcρ,

F−1(t) = X1(t)C
−θ +

t∫
α

K1(t, s)(V1(s)x−1(s, c−1) + f(s))ds+

+
l−1∑
j=0

Cj(t)(d/dt)
j(x−1(t, c−1) + f(t))+

+

t∫
α

K2(t, s)w(s)ds+ C̃(t)w(t);

K−1(t) =

t∫
α

K1(t, s)V1(s)Xνds+
l−1∑
j=0

Cj(t)(d/dt)
jXν(t);

r -вимiрний вектор сталих c0 буде визначений на наступному кроцi з умови

розв’язностi крайової задачi для знаходження коефiцiєнта x1(t) ряду (7.26).

Для знаходження коефiцiєнта x1(t) ряду (7.26) при ε1 отримаємо сингулярну

лiнiйну неоднорiдну крайову задачу: A(t)ẋ1(t) +B(t)x1(t) = V1(t)x0(t, c0),

x1(α) = l1x0(·, c0).
(7.31)

За умови (7.29), з критерiю розв’язностi крайової задачi (7.31) та з урахува-

нням виразу для x0(t, c0), отримаємо:

x1(t, c1) = Xν(t)PXνr(α)c1 +X1(t)C
+θ+

+

t∫
α

K1(t, s)(Xν(s)c0 + F−1(s) +K−1(s)Pρcρ)ds+

+
l−1∑
j=0

Cj(t)(d/dt)
j(Xν(t)c0 + F−1(t) +K−1(t)Pρcρ)+

+C̃(t)w(t) +

t∫
α

K2(t, s)w(s)ds, t ∈ T.
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Запишемо умову розв’язностi вiдносно вектора c0:

B0c0 = −PX∗νp(l1F−1(.) + l1K−1(.)Pρcρ −X1C
+θ − C̃(α)w(α)−

−
l−1∑
j=0

Cj(t)(d/dt)
j(F−1(t) +K−1(t)Pρcρ|t=α).

Знаходимо c0 ∈ Rr :

c0 = −B+
0 PX∗νp(l1F−1(.) + l1K−1(.)Pρcρ −X1C

+θ − C̃(α)w(α)−

−
l−1∑
j=0

Cj(t)(d/dt)
j(F−1(t) +K−1(t)Pρcρ|t=α)) + Pρcρ,

c0 = c0 +D0Pρcρ, cρ ∈ Rρ,

c0 = −B+
0 (PX∗νp(l1F−1(.)−X1C

+θ − C̃(α)w(α)−
l−1∑
j=0

Cj(t)(d/dt)
j(F−1(t)|t=α))

D0 = Iν −B+
0 PX∗νp(l1K−1(.)−

l−1∑
j=0

Cj(t)(d/dt)
j(K−1(t)|t=α)).

Таким чином, крайова задача (7.28), (7.29) має ρ - параметричну множину

розв’язкiв:

x0(t, cρ) = x0(t, c0) +X0(t)Pρcρ, cρ ∈ Rρ,

де

x0(t, c0) = Xν(t)PXνr(α)c0 + F−1(t);

X0(t) = Xν(t)D0 +K−1(t).

За умови (7.29), крайова задача (7.31) має ρ - параметричну множину розв’яз-

кiв:

x1(t, c1) = Xν(t)PXνr(α)c1 + F0(t) +K0(t)Pρcρ,

де c1 – r-вимiрний вектор констант, який буде визначений на наступному

кроцi з умови розв’язностi крайової задачi для знаходження коефiцiєнта x2(t)

ряду (7.26).
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Методом математичної iндукцiї доводиться, що за умови (7.29) коефiцiєнти

xi(t) ряду (7.26) визначаються з наступної крайової задачi: A(t)ẋi(t) +B(t)xi(t) = V1(t)xi−1(t, ci−1),

xi(α) = l1xi−1(·, ci−1),

яка, за умови (7.29), має ρ−параметричну множину лiнiйно незалежних

розв’язкiв

xi(t, ci) = xi(t, ci) +X i(t)Pρcρ, cρ ∈ Rρ, i = 1, 2, ...,

де всi доданки визначаються з наступної iтерацiйної процедури

xi(t, ci) = Xν(t)PXνr(α)ci + Fi−1(t), (7.32)

ci = −B+
0 PX∗νp(l1F−1(.)−X1C

−θ − C̃(α)w(α)−
l−1∑
j=0

Cj(t)(d/dt)
j(F−1(t)|t=α)),

(7.33)

X i(t) = Xν(t)Di +Ki−1(t), X−1(t) = Xν(t), (7.34)

Di = Iν −B+
0 PX∗νp(l1Ki−1(.)−

l−1∑
j=0

Cj(t)(d/dt)
j(Ki−1(t)|t=α)), (7.35)

Fi−1(t) = X1(t)C
−θ +

t∫
α

K1(t, s)V1(s)xi−1(s, ci−1)ds+

+
l−1∑
j=0

Cj(t)(d/dt)
jxi−1(t, ci−1)

+

t∫
α

K2(t, s)w(s)ds+ C̃(t)w(t); (7.36)

Ki−1(t) =

t∫
α

K1(t, s)V1(s)X i−1(s)ds+
l−1∑
j=0

Cj(t)(d/dt)
jXi−1(t); (7.37)

Збiжнiсть ряду (7.26) доводиться таким же чином, як й в [41]. Таким чином,

справедливе наступне твердження.
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Теорема 7.2. Крайова задача (7.23), (7.24) за умови (7.29):

rank B0 = p,

має ρ -параметричну множину лiнiйно незалежних розв’язкiв у виглядi

ряду:

x(t, cρ) =
+∞∑
i=−1

εi[xi(t, ci) +X i(t)Pρcρ] cρ ∈ Rρ,

коефiцiєнти xi(t, ci), ci, X i(t) якого, визначаються за формулами (7.32)-

(7.37).

Зауваження 7.5. Доведене твердження показує, що малими збуреннями

можна досягти того, щоб зробити точку α неособливою. Для того, щоб

розв’язок крайової задачi (7.23), (7.24) був єдиним достатньо, щоб Pρ = 0.

Рiвняння (7.23) можна було дослiджувати по iншому. А саме, перепишемо

його в наступному виглядi

Xν(α)− C̃(α)W = b−X1(α)C−θ −
l−1∑
j=0

Cj(t)(d/dt)
jf(t)|t=α.

Якщо розглянути матрицю Z = (Xν(α),−C̃(α)) та вектор h = (c,W )>,

то рiвняння (7.23) перепишеться наступним чином

Zh = b−X1(α)C−θ −
l−1∑
j=0

Cj(t)(d/dt)
jf(t)|t=α. (7.38)

Подальше вивчення крайової задачi (7.23), (7.24) проводиться аналогiчним

чином. У такiй постановцi, ми вже не фiксуємо вектор W , а одразу знахо-

димо пари c,W , за яких рiвняння (7.38) розв’язне. Збуренням лише у рiвнян-

нi або крайовiй умовi також можна зробити задачу розв’язною. У якостi l1
можна обирати вiдображення, яке наприклад дiє за правилом l1x(·) = x(α).
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7.2. Дослiдження розв’язностi нелiнiйних диференцiально-

алгебраїчних рiвнянь

Цей пiдроздiл присвячений отриманню необхiдних та достатнiх умов

iснування розв’язкiв нелiнiйних диференцiально-алгебраїчних систем.

Постановка задачi

Розглянемо нелiнiйну систему вигляду

L1x = A(t)ẋ(t, ε) +B(t)x(t, ε) = f(t) + εZ(x(t, ε), t, ε), t ∈ T = [α, β], (7.39)

з крайовою умовою

Kx(·, ε) = α + εJ(x(·, ε), ε), (7.40)

де A(t), B(t) – (m × n) – матрицi, x(t, ε), f(t) – шукана та задана вектор-

функцiї вiдповiдно; K - лiнiйний (p× n) вектор-функцiонал, α – p -вимiрний

вектор, Z(x(t, ε), t, ε), J(x(t, ε), ε) - нелiнiйнi вектор-функцiї, неперервнi за

сукупнiстю змiнних, вiдповiдного розмiру. Подальшi умови на нелiнiйностi

будуть уточнюватися. Припускається, що вхiднi данi достатньо гладкi й ви-

конується умова

rank A(t) < min{m,n}, t ∈ T. (7.41)

У подальшому будемо припускати, що iснують квадратнi матрицi P (t), Q(t) ∈

C l(T ), l ≥ 1, необхiдного розмiру, з тiєю властивiстю, що detP (t)detQ(t) 6= 0,

якi замiною x(t) = Q(t)z(t) та множення на матрицю P (t) злiва зводять

систему (7.39) до узагальненої канонiчної форми

P (t)A(t)Q(t)ż(t, ε) + [P (t)A(t)Q̇(t) + P (t)B(t)Q(t)]z(t, ε) = (7.42)

=



Ed 0 0 0 0

0 N(t) 0 0 0

0 0 L(t) 0 0

0 0 0 L∗(t) 0

0 0 0 0 0m3×n3


ż(t, ε)+
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+



J(t) 0 0 0 0

0 Ed1 0 0 0

0 0 M(t) 0 0

0 0 0 M ∗(t) 0

0 0 0 0 0m3×n3


z(t, ε) =

= P (t)f(t) + εP (t)Z(Q(t)z(t, ε), t, ε),

з крайовою умовою

KQ(·)z(·, ε) = α + εJ(Q(·)z(·, ε), ε). (7.43)

Необхiдно знайти такий розв’язок задачi (7.42), (7.43), який при ε = 0 пере-

творюється в один iз розв’язкiв породжуючої крайової задачi

Ed 0 0 0 0

0 N(t) 0 0 0

0 0 L(t) 0 0

0 0 0 L∗(t) 0

0 0 0 0 0m3×n3


ż0(t)+

+



J(t) 0 0 0 0

0 Ed1 0 0 0

0 0 M(t) 0 0

0 0 0 M ∗(t) 0

0 0 0 0 0m3×n3


z0(t) = P (t)f(t), (7.44)

KQ(·)z0(·) = α. (7.45)

Основнi результати

Надалi будемо припускати, що справедлива теорема 7.1 попереднього пiд-

роздiлу (зi збереженням позначень). Тодi система (7.44) буде мати ν - пара-

метричну множину розв’язкiв вигляду

z0(t, c) = Xν(t)c+ z([P (·)f(·)])(t), t ∈ T,



260

де

z([P (·)f(·)])(t) = X1(t)C
−θ+

t∫
a

K1(t, s)P (s)f(s)ds+
l−1∑
j=0

Cj(t)(d/dt)
jP (t)f(t)+

+C̃(t)w(t) +

t∫
a

K2(t, s)w(s)ds.

Пiдставивши у крайову умову (7.45), прийдемо до матричної системи

Bc = g, (7.46)

де

B = KQ(·)Xν(·)− (p× ν)− вимiрна матриця, g = α−KQ(·)z([P (·)f(·)])(·).

Система (7.46) розв’язна [314] тодi й тiльки тодi, коли

PB∗dg = 0, (7.47)

й множина розв’язкiв має вигляд

c = B+g + PBrcr, cr ∈ Rr.

Тут PBr ,PB∗d – проектори на ядро й коядро матрицi B, складеної з лiнiйно-

незалежних векторiв [316], вiдповiдно. Тодi множина розв’язкiв породжуючої

крайової задачi (7.44), (7.45) може бути зображена у виглядi

z0(t, cr) = Xr(t)cr +Xν(t)B
+α + (G[P (·)f(·)])(t), (7.48)

де Xr(t) = Xν(t)PBr ,

(G[P (·)f(·)])(t) = z([P (·)f(·)])(t)−Xν(t)B
+KQ(·)z([P (·)f(·)])(·)

– узагальнений оператор Грiна.

Знайдемо спочатку необхiдну умову iснування розв’язкiв нелiнiйної кра-

йової задачi (7.42), (7.43). Припустимо, що iснує розв’язок z(t, ε), який при
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ε = 0 перетворюється в один з розв’язкiв z0(t, cr) породжуючої крайової за-

дачi (7.44), (7.45). Будемо вимагати, щоб нелiнiйностi у (7.39), (7.40) були

неперервними в околi породжуючого розв’язку x0(t, cr) = Q(t)z0(t, cr). Тодi

повинна виконуватись умова розв’язностi

PB∗d(α + εJ(Q(·)z(·, ε), ε)−KQ(·)z([P (·)f(·) + εZ(Q(·)z(·, ε), ·, ε)])(·)) = 0,

(7.49)

з якої, використавши (7.47) й перейшовши до границi, коли ε→ 0, отримаємо

матричну систему рiвнянь для породжуючих векторних сталих

F (cr) = PB∗d(J(Q(·)z0(·, cr), 0)−KQ(·)z([Z(Q(·)z0(·, cr), ·, 0)])(·)) = 0. (7.50)

Таким чином довели твердження.

Теорема 7.3. Нехай крайова задача (7.42), (7.43) має розв’язок z(t, ε), що

перетворюється у породжуючий розв’язок z0(t, cr) (7.48) з фiксованим ве-

ктором сталих cr = c0
r, коли ε = 0. Тодi вектор сталих c0

r повинен задо-

вольняти матричне рiвняння (7.50) для породжуючих векторних сталих.

Для отримання достатньої умови iснування розв’язку, зробимо замiну

змiнних у крайовiй задачi (7.42), (7.43) вигляду

z(t, ε) = z0(t, c
0
r) + y(t, ε),

в якiй z0(t, c
0
r) – породжуючий розв’язок задачi (7.44), (7.45) з вектором c0

r,

який задовольняє рiвняння для породжуючих векторних сталих (7.50). Дода-

тково будемо припускати, щоб нелiнiйностi Z та J були диференцiйовними в

околi породжуючого розв’язку x0(t, cr) = Q(t)z0(t, cr). У нових змiннх будемо

шукати розв’язок крайової задачi

P (t)A(t)Q(t)ẏ(t, ε) + [P (t)A(t)Q̇(t) + P (t)B(t)Q(t)]y(t, ε) =

= εP (t)Z(Q(t)(z0(t, c
0
r) + y(t, ε)), t, ε), (7.51)

KQ(·)y(·, ε) = εJ(Q(·)(z0(·, c0
r) + y(·, ε)), ε), (7.52)
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який перетворюється у нульовий розв’язок, коли ε = 0. Розв’язнiсть кра-

йової задачi (7.42), (7.43) еквiвалентна розв’язностi крайової задачi (7.51),

(7.52). Використовуючи неперервну диференцiйовнiсть нелiнiйностей (у око-

лi породжуючого розв’язку), видiлимо лiнiйну частину за y й члени нульового

порядку за ε:

Z(Q(t)(z0(t, c
0
r) + y(t, ε)), t, ε) = Z(Q(t)z0(t, c

0
r), t, 0)+

+A1(t)Q(t)y(t, ε) + R(Q(t)y(t, ε), t, ε),

J(Q(·)(z0(·, c0
r, ε)+y(·, ε)) = J(Q(·)z0(·, c0

r), 0)+ lQ(·)y(·, ε)+R1(Q(·)y(·, ε), ε),

де

A1(t) = A1(t, c
0
r) = Z(1)

y (v, t, ε)|v=Q(t)z0(t,c0r),ε=0, l = J1(v, ε)|v=Q(t)z0(t,cr),ε=0

– похiднi Фреше у точцi (v = Q(t)z0(t, c
0
r), ε = 0), а для членiв бiльш високого

порядку R(y, t, ε),R1(y, ε) виконуються спiввiдношення

R(0, t, 0) = 0,R(1)
y (0, t, 0) = 0, R1(0, 0) = 0,R

(1)
1 y(0, 0) = 0.

Таким чином, враховуючи замiну, будемо розглядати крайову задачу

P (t)A(t)Q(t)ẏ(t, ε) + [P (t)A(t)Q̇(t) + P (t)B(t)Q(t)]y(t, ε) = (7.53)

= ε{P (t)Z(Q(t)z0(t, c
0
r), t, 0) + P (t)A1(t)Q(t)y(t, ε) + P (t)R(Q(t)y(t, ε), t, ε)},

KQ(·)y(·, ε) = ε{J(Q(·)z0(·, c0
r), 0) + lQ(·)y(·, ε) + R1(Q(·)y(·, ε), ε)}, (7.54)

яка має розв’язок у виглядi

y(t, ε) = Xr(t)cr + y(t, ε), cr ∈ Rr, (7.55)

y(t, ε) = εXν(t)B
+{J(Q(·)z0(·, c0

r), 0) + lQ(·)y(·, ε) + R1(Q(·)y(·, ε), ε)}+

(7.56)

+ε(G[P (·)Z(Q(·)z0(·, c0
r), ·, 0)+P (·)A1(·)Q(·)y(·, ε)+P (·)R(Q(·)y(·, ε), ·, ε)])(t),
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якщо виконана умова

PB∗d{J(Q(·)z0(·, c0
r), 0) + lQ(·)y(·, ε) + R1(Q(·)y(·, ε), ε)−

−KQ(·)z([P (·)Z(Q(·)z0(·, c0
r), ·, 0) + P (·)A1(·)Q(·)y(·, ε)+

+P (·)R(Q(·)y(·, ε), ·, ε)])(·)} = 0.

Використовуючи (7.50) та пiдставивши у лiнiйну частину останнього виразу

представлення (7.55), отримаємо матричне рiвняння вiдносно cr ∈ Rr:

B0cr = PB∗d{KQ(·)(z[P (·)R(Q(·)y(·, ε), ·, ε) +P (·)A1(·)Q(·)y(·, ε)])(·)− (7.57)

−(lQ(·)y(·, ε) + R1(Q(·)y(·, ε), ε))},

де

B0 = PB∗d{lQ(·)Xr(·)−KQ(·)z([P (·)A1(·)Q(·)Xr(·)])(·)}.

Для розв’язностi (7.57), необхiдно та достатньо виконання умови

PB∗0PB∗d{KQ(·)(z[P (·)R(Q(·)y(·, ε), ·, ε) + P (·)A1(·)Q(·)y(·, ε)])(·)−

−(lQ(·)y(·, ε) + R1(Q(·)y(·, ε), ε))} = 0,

яка буде гарантовано виконуватись, якщо PB∗0PB∗d = 0. Розв’язавши (7.57),

вiдносно cr отримаємо наступну матрично-операторну систему

y(t, ε) = Xr(t)cr + y(t, ε),

cr = B+
0 PB∗d{KQ(·)(z[P (·)R(Q(·)y(·, ε), ·, ε) + P (·)A1(·)Q(·)y(·, ε)])(·)−

−(lQ(·)y(·, ε) + R1(Q(·)y(·, ε), ε))}, (7.58)

y(t, ε) = εXν(t)B
+{J(Q(·)z0(·, c0

r), 0) + lQ(·)y(·, ε) + R1(Q(·)y(·, ε), ε)}+

+ε(G[P (·)Z(Q(·)z0(·, c0
r), ·, 0)+P (·)A1(·)Q(·)y(·, ε)+P (·)R(Q(·)y(·, ε), ·, ε)])(t).
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Розглянемо допомiжний вектор u = (y, cr, y)t ∈ C1(T ) × Rr × C1(T ) (тут t -

операцiя транспонування). Тодi систему (7.58) запишемо у виглядi

u =


0 Xr(t) I

0 0 L1

0 0 0

u+


0

g1

g2

 ,

де

L1cr = B+
0 PB∗d{KQ(·)(z[P (·)A1(·)Q(·)y(·, ε)])(·)− lQ(·)y(·), ε)},

g1 = B+
0 PB∗d{KQ(·)(z[P (·)R(Q(·)y(·, ε), ·, ε)])(·) + R1(Q(·)y(·, ε), ε)},

g2 = εXν(t)B
+{J(Q(·)(z0(·, c0

r) + y(·, ε)), ε)+

+ε(G[P (·)Z(Q(·)(z0(·, c0
r) + y(·, ε)), ·, ε)])(t)}.

У свою чергу, матрично-операторна система (7.58) еквiвалентна наступнiй

Lu = g, (7.59)

де

L =


I −Xr(t) −I

0 I −L1

0 0 I

 , g =


0

g1

g2

 .

Оператор L має обмежений обернений L−1. Дiйсно, оператор L−1 можна

знайти в явному виглядi

L−1 =


I −Xr(t) −Xr(t)L1 + I

0 I L1

0 0 I

 .
Те, що таким чином визначений оператор задовольняє рiвнiсть LL−1 =

L−1L = I, перевiряється безпосередньою пiдстановкою. Обмеженiсть дово-

диться, як i в [436]. Система (7.59) може бути представлена у виглядi

u = L−1S(ε)u.
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Для достатньо малого ε оператор S(ε) є стискаючим. Тодi, з принципа сти-

скаючих вiдображень випливає, що операторно-матрична система (7.59) має

єдину нерухому точку, яка й буде розв’язком крайової задачi (7.53), (7.54).

Таким чином, приходимо до твердження.

Теорема 7.4. Нехай матриця B0 задовольняє умову:

(i) PB∗0PB∗d = 0.

Тодi, для довiльного вектора c = c0
r ∈ Rr, що задовольняє матричне

рiвняння для породжуючих сталих (7.50), iснує принаймнi один розв’язок

крайової задачi (7.39), (7.40). Цей розв’язок можна знайти з допомогою

iтерацiйного процесу

yk+1(t, ε) = εXν(t)B
+{J(Q(·)z0(·, c0

r), 0) + lQ(·)yk(·, ε) + R1(Q(·)yk(·, ε), ε)}+

ε(G[P (·)Z(Q(·)z0(·, c0
r), ·, 0)+P (·)A1(·)Q(·)yk(·, ε)+P (·)R(Q(·)yk(·, ε), ·, ε)])(t),

ckr = B+
0 PB∗d{KQ(·)(z[P (·)R(Q(·)yk(·, ε), ·, ε) + P (·)A1(·)Q(·)yk(·, ε)])(·)−

−(lQ(·)yk(·, ε) + R1(Q(·)yk(·, ε), ε))},

yk+1(t, ε) = Xr(t)c
k
r + yk(t, ε),

xk(t, ε) = Q(t)z0(t, c
0
r)+Q(t)yk(t, ε), k = 0, 1, 2, ...; y0(t, ε) = y0(t, ε) = 0, c0

r = 0;

x(t, ε) = lim
k→∞

xk(t, ε).

Зауваження 7.6. Зазначимо, що умова (i) виконується, наприклад, у тому

випадку, коли rankB0 = d.

Наведемо найпростiшi приклади того, яким може бути вектор-функцiонал

K, що задає крайову умову (7.40). Коли Kx(·, ε) = x(b)− x(a) = 0, то маємо

перiодичну крайову задачу, а якщо Kx(·, ε) = Mx(a) + Nx(b) = α, з p × n

вимiрними матрицями M та N , отримаємо двоточкову крайову задачу.
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7.3. Керованiсть еволюцiйних рiвнянь Соболєва-Гальпєрна з чи-

стим запiзненням

У цiй частинi дослiджується рiвняння типу Соболєва-Гальперна з чи-

стим запiзненням. Вводиться поняття операторного експоненцiалу з запiзне-

нням для представлення його розв’язкiв. Вивчається керованiсть рiвняння

Соболєва-Гальперна.

Постановка задачi та основний результат

Розглянемо наступне диференцiальне рiвняння з запiзненням:

A1
dy(t)

dt
+ A2y(t− τ) = 0, t ∈ (0; +∞); (7.60)

y(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ ; 0], (7.61)

де Aj : H → H - лiнiйнi необмеженi оператори, якi дiють у оснащеному

[78] просторi Гiльберта H, Vj ⊂ H ⊂ V
′

j , з областями визначення D(Aj) = Vj,

щiльно та неперервно вкладеними у простiр Гiльберта H. Простiр V = V1∩V2

також припускається щiльним у Vj, а тому й у H. Оператори Aj такi, що

Aj = A∗j ∈ L(V ;V
′
), а оператор A1 додатково припускається додатньо-

визначеним ((A1v, v) ≥ α1||v||21, α1 > 0). Для встановлення теорем, що стосу-

ються розв’язностi рiвняння (7.60), (7.61) нагадємо основнi поняття прямого

iнтегралу гiльбертових просторiв [78], [152].

Означення 7.4. Нехай задана множина Λ, з визначеною на нiй мiрою µ та

нехай також кожнiй точцi λ ∈ Λ спiвставлено гiльбертiв простiр H(λ),

таким чином, що простори H(λ), λ ∈ Λ утворюють µ - вимiрне поле.

Простiр вимiрних вiдносно мiри µ функцiй λ → f(λ), для яких ||f ||2
Ĥ

=∫
Λ ||f(λ)||2H(λ)dµ(λ) <∞ традицiйно нзивається прямим iнтегралом гiльбер-

тових просторiв H(λ) й позначається Ĥ =
∫

Λ

⊕
H(λ)dµ(λ).

Для f, g ∈ Ĥ скалярний добуток визначається рiвнiстю

(f, g)Ĥ =

∫
Λ

(f(λ), g(λ))H(λ)dµ(λ).
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Так побудований простiр є гiльбертовим.

Для отримання представлення розв’язку рiвняння (7.60), (7.61) будемо

додатково припускати, щоб резольвенти операторiв Aj комутували на областi

визначення.

У силу комутативностi [78], [152], iснує прямий iнтеграл гiльбертових про-

сторiв

Ĥ =

∫ ∫ ⊕
H(λ1, λ2)dµ(λ1, λ2), λ1 ≥ α1,

й така iзометрiя U просторуH на Ĥ, що U(Ajx) = λjU(x), для всiх x ∈ V.При

цьому, як вiдомо [78], областi визначення операторiв Aj перейдуть вiдповiдно

у множини вектор-функцiй

V̂j = {h(λ1, λ2) :

∫ +∞

α1

∫ +∞

−∞
λ2
j ||h(λ1, λ2)||2H(λ1,λ2)dµ(λ1, λ2) <∞}, j = 1, 2.

Позначимо ŷ(t, λ) = ŷ(t, λ1, λ2) = (Uy(t))(λ). Дiючи iзометрiєю на (7.60),

(7.61) отримаємо наступну задачу для ŷ у гiльбертовому просторi H(λ1, λ2):

λ1
dŷ(t, λ)

dt
+ λ2ŷ(t− τ, λ) = 0, (7.62)

ŷ(t, λ) = ϕ̂(t, λ), t ∈ [−τ ; 0]. (7.63)

Оскiльки λ1 ≥ α1 > 0, то задача (7.62), (7.63) рiвносильна наступнiй:

dŷ(t, λ)

dt
= −λ2

λ1
ŷ(t− τ, λ),

ŷ(t, λ) = ϕ̂(t, λ), t ∈ [−τ ; 0].

Для формального представлення розв’язкiв рiвняння (7.62), (7.63) введемо

поняття операторного запiзнюючого експоненцiала:

e
−λ2λ1 t
τ =



Θ,−∞ < t < −τ,

I, −τ ≤ t < 0,

I − 1
1!
λ2
λ1
tI, 0 ≤ t < τ,

...

I − 1
1!
λ2
λ1
tI + 1

2!(
λ2
λ1

)2(t− τ)2I + ...+ (−1)k

k! (λ2λ1 )
k(t− (k − 1)τ)kI,

(k − 1)τ ≤ t < kτ.
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Неважко побачити, що запiзнюючий експоненцiал задовольняє наступне опе-

раторне рiвняння з запiзненням:

d

dt
e
−λ2λ1 t
τ = −λ2

λ1
e
−λ2λ1 (t−τ)
τ , (k − 1)τ < t < kτ, k = 0, 1, 2, ... (7.64)

e
−λ2λ1 t
τ = I,−τ ≤ t ≤ 0, (7.65)

та його похiдна розривна у точках −τ, 0. Розглянемо два випадки:

1) ϕ(t) = ϕ.

У цьому випадку, виходячи з (7.64), (7.65), розв’язок задачi (7.62), (7.63)

може бути представленим у виглядi:

ŷ(t, λ) = e
−λ2λ1 t
τ ϕ̂(λ).

Тодi розв’язок задачi (7.60), (7.61) буде мати вигляд:

y(t) = U−1ŷ(t, λ).

Будемо його iнколи також позначати через y(t) = eA1,A2,t
τ ϕ. Таким чином

встановлено теорему.

Теорема 7.5. Нехай ϕ(t) = ϕ ∈ V2,∫ +∞

α1

∫ +∞

−∞
|λ2|2||e

−λ2λ1 t
τ Uϕ||2H(λ1,λ2)dµ(λ1, λ2) <∞.

Тодi розв’язок задачi (7.60), (7.61) може бути представлений у виглядi

y(t) = U−1e
−λ2λ1 t
τ Uϕ = eA1,A2,t

τ ϕ.

2) ϕ(t) ∈ C1([−τ ; 0];V ). У цьому випадку неважко встановити наступний

результат (наприклад безпосередньою пiдстановкою у вихiдне рiвняння).

Теорема 7.6. Нехай ϕ(t) ∈ C1([−τ ; 0];V ),∫ +∞

α1

∫ +∞

−∞
|λ2|2||e

−λ2λ1 t
τ Uϕ(−τ) +

∫ 0

−τ
e
−λ2λ1 (t−τ−s)
τ U

d

ds
ϕ(s)ds||2H(λ)dµ(λ) <∞.
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Тодi розв’язок задачi (7.60), (7.61) може бути представлений у виглядi

y(t) = U−1e
−λ2λ1 t
τ Uϕ(−τ) +

∫ 0

−τ
U−1e

−λ2λ1 (t−τ−s)
τ U

d

ds
ϕ(s)ds,

або

y(t) = eA1,A2,t
τ ϕ(−τ) +

∫ 0

−τ
eA1,A2,t−τ−s
τ

d

ds
ϕ(s)ds.

Керованiсть рiвнянням Соболєва-Гальпєрна

Нехай тепер H - сепарабельний гiльбертiв простiр.

Розглянемо наступну задачу керованостi:

A1
dy(t)

dt
+ A2y(t− τ) = Bu(t), (7.66)

y(t) = ϕ, t ∈ [−τ ; 0), (7.67)

де оператор B ∈ L(H). Необхiдно пiдiбрати керування u(t) таким чином,

щоб розв’язок y(t) у заданий момент часу t1 приймав задане значення y∗.

Керування u(t) будемо шукати з простору L2([−τ ; 0], H) (поза цим вiдрiз-

ком керування покладається рiвним нулю). Зафiксуємо у просторi H ор-

тонормований базис {ek}k≥0. Тодi умова y(t1) = y∗ еквiвалентна тому, що

(y(t1), ek) = (y∗, ek), k ≥ 0. Тодi розв’язок рiвняння (7.66), (7.67) буде мати

вигляд:

y(t) = U−1e
−λ2λ1 t
τ Uϕ+

∫ 0

−τ
U−1e

−λ2λ1 (t−τ−s)
τ UBu(s)ds. (7.68)

Умову y(t1) = y∗ тодi можна записати у виглядi

y∗ − U−1e
−λ2λ1 t1
τ Uϕ = Lu(s),

де оператор

L : L2([−τ ; 0], H)→ H, Lu(s) =

∫ 0

−τ
U−1e

−λ2λ1 (t1−τ−s)
τ UBu(s)ds.

Для зручностi подальшого викладення зазначимо, що оператор e
−λ2λ1 (t1−τ−s)
τ

може бути представлений у виглядi c(s)I, де c(s) - многочлен. У силу того,

що {ek}k≥0 - ортонормований базис, вектор-функцiю u(s) можна розкласти
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у ряд Фур’є u(s) =
∑+∞

k=0 uk(s)ek, uk(s) = (u(s), ek). У подальшому умову

керованостi зведемо до вiдомої проблеми моментiв [71]. Умова того, що u(t) ∈

L2([−τ ; 0], H) буде еквiвалентна тому, що

∞∑
k=0

∫ 0

−τ
u2
k(s)ds <∞. (7.69)

Розглянемо два випадки.

1) Нехай B = I - тотожнiй оператор. Використовуючи представлення

(7.68), умова (y(t1), ek) = (y∗, ek), k ≥ 0, буде еквiвалентна розв’язностi злi-

ченної системи iнтегральних рiвнянь:∫ 0

−τ
ĉ(s)uk(s)ds = (y∗, ek)− (U−1e

−λ2λ1 t1
τ Uϕ, ek), k ≥ 0; ĉ(s) = U−1c(s)U.

Позначимо через αk = (y∗, ek) − (U−1e
−λ2λ1 t1
τ Uϕ, ek). Оскiльки ядро ĉ(s) не-

перервне, то умова керованостi буде рiвносильна тому, що елемент y∗ −

U−1e
−λ2λ1 t1
τ Uϕ ∈ H, або iншими словами

∞∑
k=0

α2
k =

∞∑
k=0

((y∗, ek)− (U−1e
−λ2λ1 t
τ Uϕ, ek))

2 <∞, (7.70)

у тому випадку, коли ĉ(s) 6= 0 на [−τ ; 0]. Ця умова дає обмеження на вибiр та-

кого момента часу t1, для якого iснує потрiбне нам керування. Зупинимося на

цьому детальнiше. Якщо виконується умова ĉ(s) 6= 0 на [−τ ; 0], коефiцiєнти

Фур’є керування u(t) можна обрати наступним чином uk(s) = αk
τ ĉ(s) . Для того,

щоб виконувалась (7.69) (умова належностi керування u(t) ∈ L2([−τ ; 0], H))

необхiдно та достатньо тодi, щоб виконувалась наведена вище умова (7.70)

∞∑
k=0

∫ 0

−τ
u2
k(s)ds =

∞∑
k=0

∫ 0

−τ

α2
k

τ 2ĉ2(s)
ds =

∞∑
k=0

α2
k

∫ 0

−τ

1

τ 2ĉ2(s)
ds.

Оскiльки iнтеграл
∫ 0

−τ
1

τ2ĉ2(s)ds скiнченний у силу того, що ĉ(s) 6= 0, то умо-

ва (7.69) буде еквiвалентна умовi (7.70). Таким чином отримуємо наступне

твердження.
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Теорема 7.7. Для керованостi рiвняння (7.66) з B = I, u(t) ∈ L2([−τ ; 0], H)

та ĉ(s) 6= 0 на [−τ ; 0], необхiдно та достатньо виконання умови

∞∑
k=0

((y∗, ek)− (U−1e
−λ2λ1 t
τ Uϕ, ek))

2 <∞.

За виконання умови розв’язностi, керування може бути знайденим у ви-

глядi наступного ряду Фур’є:

u(s) =
+∞∑
k=0

αk
τ ĉ(s)

ek.

2) Нехай B – компактний оператор. У цьому випадку, обравши ортонормо-

ваний базис з власних векторiв оператора B (за яким збережемо позначення

ek), згiдно спектральної теорiї будемо мати, що Bek = µkek, де µk > 0 – власнi

значення оператора B. Тодi умова керованостi буде еквiвалентна розв’язностi

наступної системи iнтегральних рiвнянь∫ 0

−τ
ĉ(s)uk(s)ds =

1

µk
((y∗, ek)− (U−1e

−λ2λ1 t
τ Uϕ, ek)), k ≥ 0.

Як i вище отримаємо.

Теорема 7.8. Для керованостi рiвняння (7.66) з компактним оператором

B та ĉ(s) 6= 0 на [−τ ; 0], необхiдно та достатньо виконання умови

∞∑
k=0

1

µ2
k

((y∗, ek)− (U−1e
−λ2λ1 t
τ Uϕ, ek))

2 <∞.

Скажемо декiлька слiв вiдносно умови ĉ(s) 6= 0 на [−τ ; 0]. Ця умова

говорить про те, що момент часу t1 повинен обиратися не довiльним чи-

ном. Позначимо через βk1 , βk2 , ..., βkk коренi многочлена ĉ(s) на напiвiнтерва-

лах s ∈ (t1 − (k + 1)τ ; t1 − kτ ], k ≥ 0. Тодi для того, щоб ĉ(s) 6= 0 час

t1 повинен задовольняти такi умови: t1 ≥ 0, якщо t ∈ [kτ ; (k + 1)τ), то

βk1 , β
k
2 , ..., β

k
k /∈ (t1 − (k + 1)τ ; 0].

Отримана конструкцiя розв’язкiв задачi (7.60), (7.61) дозволяє встанов-

лювати важливi властивостi для рiзного класу рiвнянь у частинних похiдних
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та дає можливiсть будувати теорiю розв’язностi. Завдяки точному представ-

ленню можна знаходити умови бiфуркацiї розв’язкiв задачi (7.60), (7.61) як

у лiнiйному, так у нелiнiйному випадках.
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7.4. ВИСНОВКИ

1) З допомогою узагальненої центральної канонiчної форми дослiджено

розв’язнiсть диференцiально-алгебраїчної системи та отримано умови бiфур-

кацiї розв’язкiв;

2) Знайдено необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв нелiнiйно

збурених вироджених систем;

3) Дослiджено операторне рiвняння з запiзненням типу Соболєва-

Гальпєрна;

4) Отримано умови керованостi рiвняння Соболєва-Гальпєрна.
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РОЗДIЛ 8

КРАЙОВI ЗАДАЧI ДЛЯ РIВНЯННЯ ЛЯПУНОВА ТА РIККАТI

8.1. Крайовi задачi для рiвняння Ляпунова

Крайовим задачам для диференцiальних рiвнянь як в скiченновимiрних,

так i нескiнченновимiрних просторах присвячена величезна кiлькiсть робiт.

Серед останнього класу добре вiдомим є рiвняння Ляпунова. Його розгляда-

ють як в матричному, так й операторному випадках [311], [137], [271]. В данiй

частинi розглядається крайова задача для операторно-диференцiального рiв-

няння типу Ляпунова в просторi Гiльберта й у тому випадку, коли вiдповiдна

задача може мати не єдиний розв’язок.

8.2. Постановка задачi та попереднiй результат

Розглянемо наступну крайову задачу:

Ż(t) = AZ(t) + Z(t)B + Φ(t), (8.1)

`Z(·) = α, (8.2)

де Z = Z(t) є невiдомою оператор-функцiєю; A,B ∈ L(H1) – лiнiйнi обмеженi

оператори, що дiють з простору Гiльберта H1 в себе; оператор-функцiя Φ(t)

є шляхом в просторi лiнiйних та обмежених операторiв, тобто неперервне

вiдображення вiдрiзка [a; b] в простiр L(H1), Φ(t) ∈ C([a; b];L(H1)); лiнiйний

обмежений оператор ` переводить оператор-функцiю Z(t) в простiр Гiльберта

H2, тобто ` : C([a; b];L(H1))→ H2, α – елемент простору H2.

Матричне рiвняння такого вигляду вiдiграє важливу роль в теорiї лiнiй-

них Гамiльтонових систем, варiацiйному численнi та оптимальному керуваннi

i широко використовується в теорiї iгор [58].
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В роботi [310] отримано критерiй розв’язностi перiодичної крайової задачi

для матричного рiвняння Рiккатi в термiнах жорданової структури матриць

A та B й у нерегулярному випадку.

8.3. Основний результат

Розглянемо лiнiйний оператор Kt
τ , який переводить оператор-функцiю

Φ(t) з простору C ([a; b],L(H1)) в оператор-функцiю Kt
τ [Φ] ∈ C([a; b] ×

[a; b];L(H1)) вигляду

Kt
τ [Φ] = eA(t−τ)Φ(τ)eB(t−τ), (t, τ ∈ [a; b]) . (8.3)

За допомогою цього оператора можна представити загальний розв’язок рiв-

няння (8.1) у виглядi

Z(t) = Kt
a[M ] +

∫ t

a

Kt
τ [Φ(τ)]dτ, (8.4)

де довiльний операторM ∈ L(H1); Z̃(t) – частинний розв’язок неоднорiдного

рiвняння (8.1), який має вигляд:

Z̃(t) =

∫ t

a

Kt
τ [Φ(τ)]dτ. (8.5)

Пiдставимо (8.4) в крайову умову (8.2) та отримаємо наступне операторне

рiвняння вiдносно оператора M :

LM = α− `
∫ ·
a

K·τ [Φ]dτ, (8.6)

де оператор L дiє за правилом LM = `K·a[M ] : L(H1) → H2. Покажемо,

що за певних додаткових умов на оператор L дане рiвняння має розв’язки.

Розглянемо випадок, коли оператор L є узагальнено-оборотним [314].

В цьому випадку розв’язки рiвняння (8.6) iснують тодi й тiльки тодi [314],

коли

PN(L∗)

[
α− `

∫ ·
a

K·τ [Φ]dτ

]
= 0. (8.7)
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Тут PN(L∗) – проектор на ядро оператора L∗, спряженого до опера-

тора L. Ця умова гарантує належнiсть правої частини рiвняння (8.6)[
α− `

∫ ·
aK

·
τ [Φ]dτ

]
∈ R(L) множинi значень оператора L.

За виконання умови розв’язностi (8.7), операторне рiвняння (8.6) має мно-

жину розв’язкiв вигляду:

M = L+

[
α− `

∫ ·
a

K·τ [Φ]dτ

]
+ PN(L)C, (8.8)

де C – довiльний лiнiйний обмежений оператор (C ∈ L(H1)), PN(L) - проектор

на ядро оператора L. Пiдставивши оператор M в умову (8.4), отримаємо

загальний розв’язок (8.1),(8.2) у виглядi:

Z(t, C) = Kt
a[PN(L)C] + (G[Φ, α])(t), (8.9)

де узагальнений оператор Грiна визначається наступним чином

(G[Φ, α])(t) =

∫ t

a

Kt
τ [Φ(τ)]dτ −Kt

a[`

∫ ·
a

K ·τΦ(τ)dτ ] +Kt
a[L

+α].

Таким чином доведено наступну теорему.
Теорема 8.1. Нехай оператор L є узагальнено-оборотним. Тодi крайова за-

дача (8.1),(8.2) має розв’язки тодi й тiльки тодi, коли виконується умова

(8.7). За виконання умови (8.7) розв’язки крайової задачi (8.1),(8.2) мають

вигляд

Z(t, C) = Kt
a[PN(L)C] + (G[Φ, α])(t), (8.10)

для довiльного оператора C ∈ L(H1).
Зауваження 8.1. Якщо оператор L оборотний, то умова (8.7) виконує-

ться автоматично й крайова задача для рiвняння Ляпунова має єдиний

розв’язок.

8.4. Приклад

Розглянемо крайову задачу (8.1),(8.2) для рiвняння Рiккатi у просторi

Банаха m = l∞ обмежених числових послiдовностей iз злiченновимiрними

матрицями A, B i Φ(t):
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A = diag
{

1

2
,
1

2
,
1

2
,
1

2
, . . . ,

1

2
,
1

2
, . . .

}
, (8.11)

B = diag {0, 1, 0, 1, . . . , 0, 1, . . .} , (8.12)

Φ(t) = diag
{
e

1
2 t, e

3
2 t, e

1
2 t, e

3
2 t, . . . , e

1
2 t, e

3
2 t, . . .

}
, (8.13)

i крайовою умовою вигляду

`Z(·) = (Zii(0)− Zii(p))i∈N = (αi)i∈N ∈ m, p > 0.

Знайдемо матрицю Kt
τ [Φ(t)] (t, τ ∈ [0; p]). Злiченновимiрнi матрицi eA(t−τ) та

eB(t−τ) вiдповiдно дорiвнюють:

eA(t−τ) =



e
1
2 t−

1
2τ 0 . . . 0 0 . . .

0 e
1
2 t−

1
2τ . . . 0 0 . . .

... ... . . . ... ... ...

0 0 0 e
1
2 t−

1
2τ 0 . . .

0 0 0 0 e
1
2 t−

1
2τ . . .

... ... ... ... ... . . .


,

eB(t−τ) =



1 0 . . . 0 0 . . .

0 et−τ . . . 0 0 . . .
... ... . . . ... ... ...

0 0 0 1 0 . . .

0 0 0 0 et−τ . . .
... ... ... ... ... . . .


,

звiдки

Kt
τ [Φ] = eA(t−τ)Φ(τ)eB(t−τ) =



e
1
2τ 0 . . . 0 0 . . .

0 e
3
2τ . . . 0 0 . . .

... ... . . . ... ... ...

0 0 0 e
1
2τ 0 . . .

0 0 0 0 e
3
2τ . . .

... ... ... ... ... . . .


. (8.14)
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Частинний розв’язок Z̃(t) неоднорiдного рiвняння (8.1) має вигляд:

Z̃(t) =

∫ t

0

Kt
τ [Φ(τ)]dτ =



e
1
2 tt 0 . . . 0 0 . . .

0 e
3
2 tt . . . 0 0 . . .

... ... . . . ... ... ...

0 0 0 e
1
2 tt 0 . . .

0 0 0 0 e
3
2 tt . . .

... ... ... ... ... . . .


. (8.15)

Загальний розв’язок рiвняння (8.1) можна представити у виглядi Z(t) =

Kt
0[M ] + Z̃(t), де M− злiченновимiрна матриця з невiдомими компонентами,

якi треба знайти. Оскiльки, за умовою задачi A i B – дiагональнi матрицi,

то для зручностi будемо шукати матрицю M у виглядi дiагональної злiчен-

новимiрної матрицi з ненульовими елементами на дiагоналi:

M =



m11 0 . . . 0 0 . . .

0 m22 . . . 0 0 . . .
... ... . . . ... ... ...

0 0 0 mk−1k−1 0 . . .

0 0 0 0 mkk . . .
... ... ... ... ... . . .


. (8.16)

Знайдемо матрицю Kt
0[M ]. Для цього пiдставимо в формулу (8.3) матри-

цю M вигляду (8.16):

Kt
0[M ] =



m11e
1
2 t 0 . . . 0 0 . . .

0 m22e
3
2 t . . . 0 0 . . .

... ... . . . ... ... ...

0 0 0 mk−1k−1e
1
2 t 0 . . .

0 0 0 0 mkke
3
2 t . . .

... ... ... ... ... . . .


. (8.17)
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Пiдставивши (8.17) в крайову умову (8.2), отримаємо, що оператор L дiє

на M наступним чином:

LM = (m11(1− e
1
2p),m22(1− e

3
2p),m33(1− e

1
2p), ...).

Легко бачити, що даний оператор дiє неперервним чином i має обернений

L−1, який можна визначити наступним чином:

L−1(y1, y2, ...) = diag(y1(1− e
1
2p), y2(1− e

3
2p), ...). (8.18)

Проектори PN(L) та PN(L∗) в цьому випадку будуть нульовими.

Умова (8.7) виконується. Тодi операторне рiвняння LM = α−`
∫ ·
aK

·
τ [Φ]dτ

має множину розв’язкiв вигляду:

M = L−1

[
α− `

∫ ·
0

K·τ [Φ]dτ

]
= (8.19)

(α1 + e
1
2pp)(1− e 1

2p) 0 . . . 0 0 . . .

0 (α2 + e
3
2pp)(1− e 3

2p) . . . 0 0 . . .
... ... . . . ... ... ...

0 0 0 (α2i+1 + e
1
2pp)(1− e 1

2p) 0 . . .

0 0 0 0 0 . . .
... ... ... ... ... . . .


.

(8.20)

Таким чином, за допомогою матрицi (8.20) можна виписати загальний

розв’язок рiвняння (8.1) у виглядi:

Z(t) = Kt
0[M ] + Z̃(t) = (8.21)

(α1 + e
1
2pp)(1− e 1

2p)e
1
2 t + e

1
2 tt 0 . . .

0 (α2 + e
3
2pp)(1− e 3

2p)e
1
2 t + e

3
2 tt . . .

... ... . . . ...

 .

(8.22)
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Безпосередньою пiдстановкою матрицi (8.22) в крайову задачу (8.1),(8.2)

можна переконатися в достовiрностi отриманого результату.

Таким чином, отриманi результати можна використовувати при дослi-

дженнi злiченновимiрних крайових задач для рiвняння Ляпунова, що роби-

ться вперше.

8.5. Крайовi задачi для рiвняння Рiккатi в просторi Гiльберта

Рiвняння Рiккатi вiдiграє важливу роль в теорiї оптимального керування,

фiзицi та використовується в теорiї iгор та варiацiйному численнi. Бiльшiсть

робiт присвячено дослiдженню рiвняння Рiккатi як правило в регулярному

випадку, де дана проблема має єдиний розв’язок. В нерегулярному випадку

таке рiвняння дослiджувалося (в перiодичному випадку) в роботi Бойчука

О.А., Кривошеї С.А. [310]. В статтi [385] дослiджується дискретне рiвняння

Рiккатi. В статтi Пронкiна [441] дослiджується питання стосовно квазiперiо-

дичних розв’язкiв матричного рiвняння Рiккатi з коефiцiєнтами, що є фун-

кцiями Арнольда. Дисертацiя [471] також присвячена теорiї збурень Гамiль-

тонiанiв для операторних матриць та рiвнянню Рiккатi в просторi Гiльберта.

В данiй частинi, з використанням технiки узагальнено-обернених опера-

торiв, встановлено критерiй розв’язностi даної задачi, породжуючої задачi та

проаналiзовано структуру множини розв’язкiв.

Спочатку наводиться вiдповiдна постановка задачi. Потiм встановлюю-

ться необхiднi та достатнi умови iснування обмежених розв’язкiв породжую-

чої крайової задачi та вiдповiдної нелiнiйної задачi.

8.6. Постановка задачi

Розглядається наступна крайова задача

Ż(t, ε) = A(t)Z(t, ε)− Z(t, ε)B(t) + Φ(t) + εZ(t, ε)Ψ(t)Z(t, ε), (8.23)
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lZ(·, ε) = α, (8.24)

де Z = Z(t, ε) невiдома оператор-функцiя з простору C1([a; b],L(H1)),

A(t), B(t) та Φ(t),Ψ(t) обмеженi операторнозначнi функцiї

A(t), B(t),Φ(t),Ψ(t) ∈ C([a; b],L(H1)); або iншими словами цi операто-

ри є шляхами в просторi лiнiйних та обмежених операторiв L(H1), ε ≥ 0

малий параметр. Шукаємо такий розв’язок Z(t, ε) крайової задачi (8.23),

(8.24), який при ε = 0 перетворюється в один iз розв’язкiв Z0(t) породжуючої

крайової задачi

dZ0(t)

dt
= A(t)Z0(t)− Z0(t)B(t) + Φ(t), (8.25)

lZ0(·) = α. (8.26)

8.7. Критерiй розв’язностi та структура множини розв’язкiв не-

збуреної задачi

8.8. Розв’язки на скiнченному вiдрiзку

Розглянемо випадок, коли диференцiальне рiвняння розглядається на

скiнченному вiдрiзку [0;T ] та нескiнченному iнтервалi. Нехай визначено опе-

ратор Kt
τ , дiя якого на операторнозначну функцiю Φ = Φ(t) задається насту-

пним чином

Kt
τ [Φ] = U(t)U−1(τ)Φ(τ)V (τ)V −1(t), (8.27)

де U(t), V (t) еволюцiйнi оператори [137] наступних операторно-

диференцiальних рiвнянь

Ẋ(t) = A(t)X(t), X(0) = I, (8.28)

Ẏ (t) = B(t)Y (t), Y (0) = I, (8.29)

вiдповiдно. Очевидно, що V −1(t) задовольняє наступне операторно-

диференцiальне рiвняння

Ẏ (t) = −Y (t)B(t), Y (0) = I.



282

Використовуючи оператор Kt
τ , можемо записати загальний розв’язок незбу-

реної задачi (ε = 0)

Ż0(t) = A(t)Z0(t)− Z0(t)B(t) + Φ(t), (8.30)

lZ0(·) = α, (8.31)

у виглядi

Z0(t) = Kt
0[M ] + Z̃0(t),

де M довiльний лiнiйний обмежений оператор та

Z̃0(t) =

∫ t

0

Kt
τ [Φ]dτ.

Основним твердженням цiєї частини є наступна теорема.

Теорема 8.2. Нехай задана крайова задача (8.30), (8.31).

1) Розв’язки крайової задачi (8.30), (8.31) iснують тодi й тiльки тодi,

коли виконується наступна умова

PN(Q∗){α− `Z̃0(·)} = 0; (8.32)

де Q = `K ·0 та R(Q) = R(Q); за виконання умови (8.32) розв’язки мають

наступний вигляд

Z0(t, C) = Kt
0[PN(Q)C] + (G[Φ, α])(t), (8.33)

(G[Φ, α])(t) = Z̃0(t) +Kt
0[Q

+{α− `Z̃0(·)}]−

узагальнений оператор Грiна та Q+ псевдообернений за Муром-Пенроузом

оператор;

2) Узагальненi розв’язки крайової задачi (8.30), (8.31) iснують тодi й

тiльки тодi, коли

PN(Q
∗
){α− `Z̃0(·)} = 0,

де Q+ сильний узагальнено-обернений оператор. Тодi множина розв’язкiв

рiвняння (8.30) має вигляд

Z0(t, C) = Kt
0[PN(Q)C] + (G[Φ, α])(t), (8.34)
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де

(G[Φ, α])(t) = Z̃0(t) +Kt
0[Q

+{α− `Z̃0(·)}]−

узагальнений оператор Грiна.

3) Квазiрозв’язки iснують тодi й тiльки тодi, коли α − `Z̃0(·) 6∈ R(Q)

та в цьому випадку мають вигляд

Z0(t, C) = Kt
0[PN(Q)C] + (G[Φ, α])(t). (8.35)

Нарис доведення. Пiдставивши в крайову умову будемо мати

lZ0(·) = α, (8.36)

та отримаємо наступне операторне рiвняння

QM := `K ·0[M ] = α− `Z̃0(·). (8.37)

З цього рiвняння з використанням узагальнено-оберненого оператора [314],

[195] будемо мати наступнi варiанти :

1) Якщо R(Q) = R(Q), то рiвняння (8.37) має розв’язки тодi й тiльки

тодi, коли виконується наступна умова

PN(Q∗){α− `Z̃0(·)} = 0. (8.38)

Якщо умова (8.38) виконана, то множина розв’язкiв рiвняння (8.37) має

вигляд:

M = Q+{α− `Z̃0(·)}+ PN(Q)C,

для довiльного лiнiйного обмеженого оператора C. Тодi множина розв’язкiв

крайової задачi (8.30), (8.31) має вигляд

Z0(t, C) = Kt
0[PN(Q)C] + (G[Φ, α])(t), (8.39)

де

(G[Φ, α])(t) = Z̃0(t) +Kt
0[Q

+{α− `Z̃0(·)}]−
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узагальнений оператор Грiна.

2) Розглянемо випадок, коли R(Q) 6= R(Q). В цьому випадку, якщо α −

`Z̃0(·) ∈ R(Q) маємо узагальненi розв’язки в наступному виглядi

M = Q
+{α− `Z̃0(·)}+ PN(Q)C,

тодi й тiльки тодi, коли виконується наступне спiввiдношення

PN(Q
∗
){α− `Z̃0(·)} = 0,

де Q+ сильний узагальнено-обернений оператор [195]. Тодi множина розв’яз-

кiв крайової задачi (8.30), (8.31) має вигляд

Z0(t, C) = Kt
0[PN(Q)C] + (G[Φ, α])(t), (8.40)

де

(G[Φ, α])(t) = Z̃0(t) +Kt
0[Q

+{α− `Z̃0(·)}]−

узагальнений оператор Грiна (якщо α − `Z̃0(·) ∈ R(Q), то розв’язки будуть

класичними).

3) Якщо α− `Z̃0(·) 6∈ R(Q) маємо множину квазiрозв’язкiв у виглядi

Z0(t, C) = Kt
0[PN(Q)C] + (G[Φ, α])(t), (8.41)

де узагальнений оператор Грiна не змiнюється.

8.9. Нелiнiйний випадок

Необхiдна умова

Розглянемо крайову задачу (8.23), (8.24). Шукається такий розв’язок

Z(t, ε) крайової задачi (8.23), (8.24), який для ε = 0 перетворюється в один

iз розв’язкiв Z0(t) крайової задачi (8.30), (8.31).

Теорема 8.3. (необхiдна умова). Нехай крайова задача (8.23), (8.24) має

розв’язок Z(t, ε), який при ε = 0 перетворюється в один iз розв’язкiв з
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оператором C = C0, Z0(t, C0). Тодi оператор C0 задовольняє наступне опе-

раторне рiвняння для породжуючих операторiв

F (C) = PN(Q∗)`

∫ ·
0

K ·τ [(K
τ
0 [(PN(Q)C]+ (8.42)

+(G[Φ, α])(τ))Ψ(τ)(Kτ
0 [(PN(Q)C] + (G[Φ, α])(τ))]dτ = 0. (8.43)

Доведення. Припустимо, що крайова задача (8.23), (8.24) має розв’я-

зок Z(t, ε), який для ε = 0 перетворюється в один iз розв’язкiв Z0(t, C0). З

попередньої теореми випливає, що виконується наступна умова розв’язностi

PN(Q∗){α− `Z̃(·, ε)} = 0; (8.44)

де

Z̃(t, ε) =

∫ t

0

Kt
τ [Φ + εZΨZ]dτ.

Використовуючи те, що (8.32) виконується, умову розв’язностi (8.44) можемо

переписати в наступному виглядi

εPN(Q∗){`
∫ ·

0

K ·τ [ZΨZ]dτ} = 0.

Роздiливши на ε та перейшовши до границi, коли ε прямує до нуля, отримаємо

PN(Q∗){`
∫ ·

0

K ·τ [Z0ΨZ0]dτ} = 0,

або у виглядi

PN(Q∗)`

∫ ·
0

K ·τ [(K
τ
0 [PN(Q)C0]+

+(G[Φ, α])(τ))Ψ(τ)(Kτ
0 [PN(Q)C0] + (G[Φ, α])(τ))]dτ = 0. (8.45)

З цiєї умови отримаємо твердження теореми.

Достатня умова розв’язностi.

Отримаємо достатню умову розв’язностi крайової задачi (8.23), (8.24).

Зробимо замiну змiнних Z(t, ε) за правилом Y (t, ε) = Z(t, ε) + Z0(t, C0), де

оператор C0 задовольняє рiвняння для породжуючих операторiв (8.42). Тодi

отримаємо наступну крайову задачу

Ẏ (t, ε) = A(t)Y (t, ε)− Y (t, ε)B(t)+
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+ε(Z0(t, C0) + Y (t, ε))Ψ(t)(Z0(t, C0) + Y (t, ε)), (8.46)

lY (·, ε) = 0. (8.47)

Множина розв’язкiв рiвняння (8.46) має вигляд

Y (t, ε) = Kt
0[PN(Q)C] + Y (t, ε), (8.48)

Y (t, ε) = ε(G[(Z0 + Y )Ψ(Z0 + Y )])(t, ε), (8.49)

за виконання умови (8.44)

PN(Q∗)`

∫ ·
0

K ·τ [(Z0 + Y )Ψ(Z0 + Y )]dτ = 0. (8.50)

Пiдставивши у вираз (8.50) представлення (8.48) та використовуючи рiвняння

(8.45) отримаємо

PN(Q∗)`

∫ ·
0

K ·τ [(K
τ
0 [PN(Q)C] + Y (τ, ε))Ψ(τ)(Kτ

0 [PN(Q)C] + Y (τ, ε))]dτ = 0.

(8.51)

Тодi можемо переписати цей вираз у виглядi наступного операторного рiвня-

ння

LC = G, (8.52)

де

LC = PN(Q∗)`

∫ ·
0

K ·τ [K
τ
0 [PN(Q)C]Ψ(τ)Y (τ, ε)]dτ+ (8.53)

+PN(Q∗)`

∫ ·
0

K ·τ [Y (τ, ε)Ψ(τ)Kτ
0 [PN(Q)C]]dτ, (8.54)

та

G = −PN(Q∗)`

∫ ·
0

K ·τ [K
τ
0 [PN(Q)C]Ψ(τ)Kτ

0 [PN(Q)C]]dτ− (8.55)

−PN(Q∗)`

∫ ·
0

K ·τ [Y (τ, ε)Ψ(τ)Y (τ, ε)]dτ. (8.56)

Якщо виконана умова

PN(L∗)PN(Q∗) = 0, (8.57)

то рiвняння (8.53) має розв’язок

C = L+G. (8.58)
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Можна довести, що з умови (8.57) випливає, що крайова задача (8.46), (8.47)

має розв’язки (доведення проводиться за аналогiчною схемою попереднiх ча-

стин). Таким чином довели наступну теорему.

Теорема 8.4. (достатня умова). За умови (8.57) крайова задача (8.23),

(8.24) розв’язна та її розв’язок можна знайти використовуючи наступний

iтерацiйний процес

Yk+1(t, ε) = Kt
0[PN(Q)Ck] + Y k(t, ε), (8.59)

Y k(t, ε) = ε(G[(Z0 + Yk)Ψ(Z0 + Yk)])(t, ε), (8.60)

Ck = L+Gk, (8.61)

Zk+1(t, ε) = Yk+1(t, ε)− Z0(t, C0),

Z(t, ε) = lim
k→∞

Zk(t, ε),

з нульовими початковими даними.

Доведення цього твердження використовує модифiкований варiант прин-

ципа стискаючих вiдображень i проводиться таким чином, як доведення те-

ореми 3 з роботи [436].

Приклад 1.

Розглянемо наступну крайову задачу з матрицями вигляду

A(t) =


th t 0 0 0 · · ·

0 −th t 0 0 · · ·

0 0 th t 0 0 · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

 , (8.62)

B =



0 1 0 0 · · ·

−1 0 0 0 · · ·

0 0 0 1 · · ·

0 0 −1 0 · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·


, (8.63)
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неоднорiдна частина має вигляд

Φ(t) =


Φ11(t) Φ12(t) · · ·

Φ21(t) Φ22(t) · · ·

· · · · · · · · ·

· · · · · · · · ·

 =



cos t −sin t 0 0 · · ·
1

et+e−t
1

et+e−t 0 0 · · ·

0 0 cos t −sin t · · ·

0 0 1
et+e−t

1
et+e−t · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·


(8.64)

та умови на нескiнченностi

`Z(·) = lim
t→+∞

(Z(t)− Z(−t)) = 0. (8.65)

В цьому випадку

U(t) =



et+e−t

2 0 0 0

0 2
et+e−t 0 0

0 0 et+e−t

2 0

0 0 0 2
et+e−t

· · · · · · · · · · · ·


, (8.66)

V −1(t) =



cos t −sin t 0 0

sin t cos t 0 0

0 0 cos t −sin t

0 0 sin t cos t

· · · · · · · · · · · ·


, (8.67)

U(t)V −1(t) =



et+e−t

2 cos t −et+e−t

2 sin t 0 0 · · ·
2

et+e−tsin t
2

et+e−tcos t 0 0 · · ·

0 0 et+e−t

2 cos t −et+e−t

2 sin t · · ·

0 0 2
et+e−tsin t

2
et+e−tcos t · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·


.

(8.68)
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Оператор Kt
τ [Φ] має наступний вигляд

Kt
τ [Φ] =



∗ ∗ 0 0 · · ·

∗ ∗ 0 0 · · ·

0 0 ∗ ∗ · · ·

0 0 ∗ ∗ · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·


, (8.69)

з 2× 2 * матрицею, яка має вигляд ∗ ∗
∗ ∗

 = (8.70)

(
et+e−t

eτ+e−τ
(Φ11(τ)cos (t− τ) + Φ12(τ)sin (t− τ)) − et+e−t

eτ+e−τ
(Φ11(τ)sin (t− τ) + Φ12(τ)cos (t− τ))

eτ+e−τ

et+e−t
(Φ21(τ)cos (t− τ) + Φ22(τ)sin (t− τ)) − eτ+e−τ

et+e−t
(Φ21(τ)sin (t− τ) + Φ22(τ)cos (t− τ))

)
.

(8.71)

В цьому випадку оператор Z̃0(t) має наступний вигляд

cos t(arctg et−π4 )

et+e−t −sin t(arctg et−π4 )

et+e−t 0 · · ·
sin t−cos t
et+e−t −sin t+cos t

et+e−t 0 · · ·

0 0 · · · · · ·

0 0 · · · · · ·

 . (8.72)

З умови розв’язностi отримуємо, що M12 = M11 = 0, M32 = M31 = 0 i так

далi, а M21,M22, M43,M44 i так далi можна обирати довiльним чином.

Таким чином маємо

Kt
0[M ] =



0 0 · · · · · ·
2M21cos t+2M22sin t

et+e−t
−2M21sin t+2M22cos t

et+e−t · · · · · ·

0 0 · · · · · ·

0 0 · · · · · ·

· · · · · · · · · · · ·


. (8.73)
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Незбурена задача має розв’язки наступного вигляду

Z(t,M21,M22,M43,M44, ...) =


2cos t
et+e−t 0 0 · · ·

− 2sin t
et+e−t 0 0 · · ·

0 0 0 · · ·

· · · · · · · · · · · ·

M21+ (8.74)

+...+

 cos t(arctg et−π4 )

et+e−t −sin t(arctg et−π4 )

et+e−t · · · · · ·
sin t−cos t
et+e−t −sin t+cos t

et+e−t · · · · · ·

 . (8.75)

Розглянемо наступну крайову задачу з матрицею

A(t) =



cos t 0 0 0 · · ·

0 th t 0 0 · · ·

0 0 th t 0 · · ·

0 0 0 −th t · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·


, B =



1 1 0 0 · · ·

1 0 0 0 · · ·

0 0 1 1 · · ·

0 0 1 0 · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·


,

(8.76)

неоднорiдна частина має наступний вигляд

Φ(t) =


Φ11(t) Φ12(t) Φ13(t) Φ14(t) · · ·

Φ21(t) Φ22(t) Φ23(t) Φ24(t) · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·

 = (8.77)

=


cos t −sin t 0 0 · · ·

1
et+e−t

1
et+e−t 0 0 · · ·

0 0 cos t −sin t · · ·

0 0 1
et+e−t

1
et+e−t · · ·

 . (8.78)
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В цьому випадку

U(t) =



esin t 0 0 0 0 · · ·

0 et+e−t

2 0 0 0 · · ·

0 0 esin t 0 0 · · ·

0 0 0 et+e−t

2 0 · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·


, (8.79)

V (t) = block(v(t)),

де

v(t) =

 √
5−1

2
√

5
e
−1+

√
5

2 t + 1+
√

5
2
√

5
e
−1−

√
5

2 t − 1√
5
e
−1+

√
5

2 t + 1√
5
e
−1−

√
5

2 t

− 1√
5
e
−1+

√
5

2 t + 1√
5
e
−1−

√
5

2 t
√

5−1
2
√

5
e
−1+

√
5

2 t + 1+
√

5
2
√

5
e
−1−

√
5

2 t

 , (8.80)

U(t)V −1(t) = block(s(t)),

де

s(t) =

 √
5−1

2
√

5
eλ1t+sin t + 1+

√
5

2
√

5
eλ2t+sin t − 1√

5
eλ1t+sin t + 1√

5
eλ2t+sin t

(− 1√
5
eλ1t + 1√

5
eλ2t)(e

t+e−t

2 ) (
√

5−1
2
√

5
eλ1t + 1+

√
5

2
√

5
eλ2t)(e

t+e−t

2 )

 .

(8.81)

Тут λ1 = −1+
√

5
2 та λ2 = −1−

√
5

2 характеристичнi числа блокiв матрицi Фiбо-

наччi B.

8.10. ВИСНОВКИ

1) Знайдено умову розв’язностi крайової задачi для операторно- диферен-

цiального рiвняння Ляпунова;

2) Отримано необхiднi та достатнi умови розв’язностi нелiнiйно- збуреної

крайової задачi для операторно-диференцiального рiвняння Рiккатi в просто-

рi Гiльберта на вiдрiзку та на всiй осi.
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ВИСНОВКИ

1) Введено поняття сильного узагальнено-оберненого та псевдооберненого

операторiв у просторах Фреше, Банаха та Гiльберта;

2) Для лiнiйних операторних рiвнянь з обмеженим оператором у просто-

рах Фреше та Банаха введенi поняття узагальнених розв’язкiв та квазiро-

зв’язкiв. Побудовано теорiю розв’язностi таких рiвнянь та представлено їх

множини розв’язкiв;

3) Для лiнiйних рiвнянь у просторах Банаха з нормально-розв’язним опе-

ратором показано, яким чином будуються проектори на ядро та коядро опе-

ратора;

4) Для операторних рiвнянь у просторах Банаха та Фреше з необов’язко-

во стискуючим оператором узагальнено метод рядiв Неймана та побудовано

сильнi псевдооберненi оператори;

5) З використанням побудованих сильних псевдообернених та

узагальнено-обернених операторiв доведено теореми розв’язностi для

нелiнiйних операторних рiвнянь.

6) Дослiджено перiодичну та двоточкову крайову задачу для операторно-

диференцiального рiвняння Хiла в просторi Гiльберта. Знайдено необхiднi й

достатнi умови iснування узагальнених розв’язкiв даної задачi та представ-

лено вiдповiднi узагальненi розв’язки;

7) Розроблено теорiю бiфуркацiй для операторно-диференцiального рiв-

няння Хiла в просторi Гiльберта;

8) В просторi Банаха дослiджено параметричну крайову задачу з перiо-

дичними операторними коефiцiєнтами. Введено поняття вiдносного спектра

оператора й за допомогою нього знайдено необхiднi та достатнi умови розв’я-

зностi даної задачi;
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9) Представлено в явному виглядi розв’язки крайових задач для

операторно-диференцiального рiвняння Хiла та параметричної крайової за-

дачi з перiодичними операторними коефiцiєнтами;

10) Отримано необхiднi та достатнi умови iснування обмежених розв’язкiв

лiнiйних операторно-диференцiальних рiвнянь у просторах Банаха з необме-

женими операторними коефiцiєнтами за умов експоненцiальної дихотомiї на

пiвосях;

11) Отримано необхiднi та достатнi умови iснування обмежених розв’язкiв

слабконелiнiйних операторно-диференцiальних рiвнянь у просторах Банаха

з необмеженим оператором у лiнiйнiй частинi та знайдено зв’язок мiж ними;

12) Запропоновано означення експоненцiальної дихотомiї у локально-

опуклих просторах та просторах Фреше;

13) За умов експоненцiальної дихотомiї на пiвосях отримано необхiднi та

достатнi умови iснування обмежених розв’язкiв операторно-диференцiальних

рiвнянь у локально-опуклих просторах та просторах Фреше;

14) Дослiджено умови iснування обмежених розв’язкiв крайових задач на

всiй осi з умовами на нескiнченностi;

15) Для операторно-диференцiальних рiвнянь у просторах Банаха обгрун-

товано метод параметризацiї та побудовано чисельно-аналiтичний метод для

апроксимацiї вiдповiдних розв’язкiв;

16) Для лiнiйного рiвняння Шредiнгера у просторi Гiльберта за умов екс-

поненцiальної дихотомiї на пiвосях знадено необхiднi та достатнi умови iсну-

вання обмежених на всiй осi розв’язкiв;

17) Розвинено теорiю бiфуркацiй для лiнiйного операторно-

диференцiального рiвняння Шредiнгера на скiнченному вiдрiзку;

18) Розвинено теорiю крайових задач для слабконелiнiйних операторно-

диференцiального рiвняння Шредiнгера у просторi Гiльберта;

19) Отримано необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв двоточко-

вої крайової задачi для рiвняння Шредiнгера з постiйним оператором;
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20) Результати продемонстровано на абстрактоному рiвняннi Ван дер По-

ля;

21) Вiдповiднi розв’язки будуються з використанням побудованого уза-

гальненого оператора Грiна;

22) Дослiджено параметричне рiвняння з перiодичною умовою у просторi

Банаха;

23) З використанням ергодичної теореми отримано представлення розв’яз-

кiв рiвняння з допомогою побудованого оператора Грiна;

24) Отримано необхiднi та достатнi умови iснування обмежених на всiй

цiлочисельнiй вiсi розв’язкiв рiзницевих рiвнянь у просторi Банаха за умов

дихотомiї на пiвосях вiдповiдного однорiдного рiвняння;

25) Дослiджено розв’язнiсть слабко збуреного лiнiйного рiзницевого рiв-

няння у просторi Банаха;

26) З допомогою узагальненої центральної канонiчної форми дослiдже-

но розв’язнiсть диференцiально-алгебраїчної системи та розвинено теорiю бi-

фуркацiй;

27) Знайдено необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв слабконе-

лiнiйно збурених вироджених систем;

28) Дослiджено операторне рiвняння з запiзненням типу Соболєва-

Гальпєрна;

29) Отримано умови керованостi рiвняння Соболєва-Гальпєрна;

30) Знайдено умову розв’язностi крайової задачi для операторно- дифе-

ренцiального рiвняння Ляпунова;

31) Отримано необхiднi та достатнi умови розв’язностi нелiнiйно- збуреної

крайової задачi для операторно-диференцiального рiвняння Рiккатi в просто-

рi Гiльберта на вiдрiзку та на всiй осi.
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furcation patterns. / Pötzsche Christian. // — Journ. of Diff. Eq. — 2011.

— 250. — P. 3874-3906.

436. Pokutnyi A. A. Bounded solutions of linear and weakly nonlinear differential

equations in Banach space with unbounded linear part. / Pokutnyi A. A.

// — Diff. Eq. — 2012. — 48, 6. — P. 803-813.

437. Popescu L. H. A topological classification of linear differential equations

on Banach spaces. / Popescu L. H. // — Journ. of Diff. Eq. — 2004. — 203.

— P. 28-37.

438. Prada C. (Lp(R+, X), Lq(R+, X)) – admissibility and exponential di-

chotomies of cocycles. / Prada C. // — Journ. of Diff. Eq. — 2010. — 249.

— P. 578-598.

439. Da Prato G. Differential operators with non dense domain / Da Prato G.,

Sinestrari E. // Annali della Scuola Normale Superiora Di Pisa. — 1987. —

14. — P. 285-344.

440. Prevatt T. W. Application of exponential dichotomies to asymptotic

integration and the spectral theory of ordinary differential operators. /

Prevatt T. W. // — Journ. of Diff. Eq. — 1975. — 17. — P. 444-460.

441. V.S.Pron’kin. On quasiperiodic solutions of the matrix Riccati equati-

on. / Pron’kin V.S. // Russian Academy of Sciences. Izvestiya

Mathematics(1994),43(3):455-470

442. Puig J. Cantor spectrum for the almost Mathieu operator. / Puig J. // —

Comm. Math. Phys. — 2004. — 244. — P. 297-309.



340

443. Quesne C. Quadratic algebra approach to an exactly solvable position-

dependent mass Schrödinger equation in two dimensions. / Quesne C. //—

SIGMA. — 2007. — 3 (067). — 14 p.

444. Quesne C. Point canonical transformation versus deformed shape invari-

ance for position-dependent mass Schrödinger equations. / Quesne C. // —

SIGMA. — 2009. — 5 (046). — 17 p.

445. Rao C. R. Generalized inverse of matrices and its applications. / Rao C. R.,

Mitra S. K. // — New York: Wiley. — 1971. — 240 p.

446. Ramm A. G. A simple proof of the Fredholm alternative and a characteri-

zation of the Fredholm operators. / Ramm A. G. // — Amer. Math.

Monthly. — 2001. — 108, 9. — P. 855-860.

447. Rasmussen M. Dichotomy spectra and Morse decompositions of linear non-

autonomous differential equations. / Rasmussen M. // — Journ. of Diff. Eq.

— 2009. — 246. — P. 2242-2263.

448. Roberts M. Singularity theory and its applications. / Roberts M., Stewart

I. // — Springer - Verlag Warwick 1989, part II: Singularities, Bifurcations

and Dynamics. — 322 p.

449. Rodrigues H. M. Evolution Equations: Dichotomies and the Fredholm

Alternative for Bounded Solutions. / Rodrigues H. M, Ruas-Filho J. G.

// — J.Diff. Eq. — 1995. — 119. — P. 263-283.

450. Rodrigues H. M. On the relationship between exponential dichotomies and

the Fredholm alternative. / Rodrigues H. M., Silveria M. // — Journ. of

Diff. Eq. — 1988. — 73. — P. 78-81.

451. Ruan S. Exponential dichotomies, the Fredholm alternative, and transverse

homoclinic orbits in partial functional differential equations. / Ruan S.,

Zhang W. // — Journ. of dynamics and differential equations. — 2005. —

17, 4. — P. 759-777.



341

452. Sacker R. Existence of dichotomies and invariant splittings for linear di-

fferential systems, II. / Sacker R., Sell G. // — Journ. of Diff. Eq. — 1976.

— v.22. — p. 478 – 496.

453. Sacker R. J. Existence dichotomies and invariant splittings for linear di-

fferential systems, IV. / Sacker R. J. // — Journ. of Diff. Eq. — 1978. — 27.

— P. 106-137.

454. Sacker R. J. The splitting index for linear differential systems. / Sacker

R. J. // — Journ. of Diff. Eq. — 1979. — 33. — P. 368-405.

455. Sacker R. J. Dichotomies for Linear Evolutionary Equaitons in Banach

Spaces. / Sacker R. J., Sell G. R. // — Journal of Diff. Eq. — 1994. — 113.

— P. 17-67.

456. Sakamoto Kunimochi. Estimates on the strength of exponential dichotomies

and application to integral manifolds. / Sakamoto Kunimochi. // — Journ.

of Diff. Eq. — 1994. — 107. — P. 259-274.

457. Samoilenko A. M. On the reducibility of a singular linear system to central

canonical form. / Samoilenko A. M., Yakovets V. P. // — Dokl. Akad. Nauk

Ukrainy. — 1993. — 4. — P. 10-15.

458. Samoilenko A. Multifrequency Oscillations of Nonlinear Systems. / Samoi-

lenko A., Petrishin R. // — Springer Netherlands. — 2004. — 317 p.

459. Schäffer J. J. Linear differential equations with delays : Admissibility and

conditional exponential stability, II. / Schäffer J. J. // — Journal of Diff.
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