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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Поняття опуклостi є загальновiдомим та
вiдiграє важливу роль у рiзних областях фундаментальної i прикла-
дної математики. Опуклiсть — основний об’єкт дослiдження спецiа-
льного роздiлу математики, який отримав назву опуклого аналiзу.

Основи опуклого аналiзу були закладенi у кiнцi XIX столiття
Г. Мiнковським, який є засновником опуклої геометрiї, тобто гео-
метрiї опуклих множин у скiнченновимiрному просторi. Також у
створення опуклої геометрiї великий внесок здiйснили Я. Штейнер,
К. Каратеодорi, Е. Геллi, В. Бляшке, Т. Боннезен, В. Фенхель та iншi
вченi. Багато понять та концепцiй опуклої геометрiї, такi, як опорна
функцiя, функцiя Мiнковського, поляра, крайня точка, вiддiльнiсть,
стали базою для створення на початку ХХ столiття функцiонального
аналiзу. З роботи Фенхеля “Опуклi конуси, опуклi множини та опуклi
функцiї” розпочався новий етап опуклого аналiзу, в якому деталь-
но дослiджувалися властивостi опуклих функцiоналiв. Формування
опуклого аналiзу як самостiйного роздiлу математики розпочалося
у 50-60-х роках ХХ столiття.

Поняття та методи опуклого аналiзу широко застосовуються у
рiзних областях математики — опуклому програмуваннi та варiацiй-
ному численнi, теорiї функцiй, комплексному аналiзi, теорiї дифе-
ренцiальних рiвнянь, математичнiй фiзицi та математичнiй стати-
стицi. Крiм цього, опуклiсть вiдiграє важливу роль при розв’язуван-
нi екстремальних задач у сучаснiй математичнiй економiцi.

Поняття лiнiйно опуклої множини у двовимiрному комплексному
просторi C2 вперше було введене у 1935 роцi Г. Беенке та Е. Пешлем
i почало широко використовуватися завдяки роботам А. Мартiно i
Л. Айзенберга з 60-х рокiв ХХ столiття.

Лiнiйно опуклi множини дослiджувалися у роботах А. Мартiно,
Л. Айзенберга, Б. Зiнов’єва, О. Южакова, В. Кривоколеска, В. Тру-
тнєва, С. Знаменського, Ю. Зелiнського, Х. Кiсельмана, Л. Херман-
дера, М. Андерсона, М. Пассаре, Р. Сiгурдсона, В. Мельник, М. Тка-
чука.

Лiнiйна опуклiсть множини є узагальненням поняття опуклостi.
Тут узагальнюється зовнiшня властивiсть опуклих множин, яка по-
лягає в iснуваннi гiперплощини, що не перетинає вихiдну множину.
Хоча у термiнах лiнiйно опуклих множин було розв’язано ряд цiка-
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вих задач комплексного аналiзу, таке узагальнення є досить вели-
ким розширенням класу опуклих множин. Тому для отримання змi-
стовних результатiв обмежились бiльш вузьким (на областях та ком-
пактах) класом сильно лiнiйно опуклих множин. В означеннi силь-
но лiнiйно опуклих множин узагальнюється внутрiшня властивiсть
опуклостi, а саме зв’язнiсть перетину множини з дiйсною прямою.
Найбiльш яскраво властивостi таких множин проявляються при опи-
сi просторiв лiнiйних неперервних функцiоналiв H ′(E) на просторi
функцiй H(E), голоморфних в областi чи на компактi E ⊂ Cn.

Поняття m-опуклої множини у просторi Rn, 0 ≤ m < n, дозволяє
з єдиної точки зору подивитися на деякi узагальнення опуклостi, у
тому числi i на лiнiйну опуклiсть. В означеннi m-опуклої множини
використовується узагальнення поняття опуклої множини завдяки
iснуванню m-площини, яка не перетинає дану множину (зовнiшня
властивiсть опуклостi). З iншого боку, для узагальнення опуклостi
можна, як i в означеннi опуклостi та сильної лiнiйної опуклостi, ко-
ристуватися обмеженнями на перетини цiєї множини прямою (вну-
трiшня властивiсть). У цьому напрямку, а також у напрямку зв’язку
мiж рiзними опуклостями майже немає результатiв.

Означивши m-опуклу оболонку множини Е як перетин
m-опуклих множин, якi мiстять множину Е, приходимо до насту-
пної задачi: знайти критерiй того, що точка x ∈ Rn \ E належить
m-опуклiй оболонцi множини Е. Для випадку 1-опуклої оболонки
множини, яка є об’єднанням деякого набору куль, дана задача була
сформульована Г. Худайбергановим 1 та отримала назву “задача про
тiнь”:

Яка найменша кiлькiсть попарно неперетинних замкнених (вiд-
критих) куль у просторi Rn з центрами на сферi Sn−1 та радiуса-
ми, меншими вiд радiуса сфери, достатня для того, щоб довiльна
пряма, яка проходить через центр сфери, перетинала хоча б одну
з цих куль.

Г. Худайберганов довiв, що при n = 2 двох кругiв достатньо для
створення тiнi у центрi кола. Актуальним є розв’язання задачi про
тiнь при n > 2, а також дослiдження ряду узагальнень цiєї задачi.

Багато вчених працювали над наступною задачею: знайти такi
1Худайберганов Г. Об однородно-полиномиально выпуклой оболочке объе-

динения шаров / Г. Худайберганов // Рукопись деп. в ВИНИТИ 21.02.1982 г.
№ 1772 — 85 Деп.
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сiм’ї множин, якi пiсля застосування до них певних геометричних
перетворень будуть належати множинi досить малої мiри. Зокрема,
Безiкович 2, 3 здiйснив побудову множини вiдрiзкiв скiнченної дов-
жини та довiльних напрямкiв, а також множини прямих довiльних
напрямкiв, лебеговi мiри яких дорiвнюють нулю. Також Безiкович i
Радо 4 побудували множину лебегової мiри нуль, яка мiстить кола
довiльних скiнченних радiусiв.

Актуальною є побудова множини, яка мiстить сфери довiльних
радiусiв у просторi Rn, n-вимiрна лебегова мiра якої дорiвнює нулю.

Природним аналогом комплексного аналiзу є гiперкомплексний
аналiз. Тому виникає потреба перенести ряд результатiв опуклого
аналiзу, вiдомих у n-вимiрних дiйсному та комплексному просторах,
на n-вимiрний гiперкомплексний простiр Hn, n ∈ N, який є прямим
добутком n-копiй тiла кватернiонiв H. Над цими проблемами працю-
вав Г. Мкртчян. Вiн увiв поняття гiперкомплексно опуклої, сильно
гiперкомплексно опуклої множин та перенiс ряд результатiв лiнiй-
но опуклого аналiзу на гiперкомплексний простiр Hn. Цей напря-
мок продовжили розвивати Ю. Зелiнський та його учнi: М. Ткачук,
Т. Осiпчук, Б. Клiщук.

Важливим є дослiдження екстремальних елементiв,
H-квазiопуклих множин, лiнiйно опуклих та спряжених функцiй в
n-вимiрному гiперкомплексному просторi Hn.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Дисертацiя виконана в Iнститутi математики НАН України у
рамках наукових тем “Алгебраїчно-аналiтичнi та топологiчнi методи
комплексного аналiзу” (номер державної реєстрацiї 0111U001026) i
“Аналiтичнi та геометричнi проблеми комплексного аналiзу” (номер
державної реєстрацiї 0106U000156).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи
є дослiдження властивостей узагальнено опуклих множин та уза-
гальнено опуклих функцiй в евклiдових просторах, а також побудо-

2Besicovitch A. S. On Kakeya’s problem and a similar one / A. S. Besicovitch //
Math. Zeit. — 1928. — 27. — P. 312 – 320.

3Besicovitch A. S. Sur deux questions d’integrabilité des fonctions / A. S. Besi-
covitch // J. Soc. Phys. — Math.(Perm’). — 1919 (1920). — 2. — P. 105 – 123.

4Besicovitch A. S. A plane set of measure zero containing circumferences of every
radius / A. S. Besicovitch, R. Rado // J. London Math. Soc. — 1968. — 43. —
P. 717 – 719.
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ва множини нульової мiри, яка мiстить довiльну кiлькiсть множин
певного класу.

Об’єктом дослiдження є узагальнено опуклi множини та узагаль-
нено опуклi оболонки цих множин у просторах Rn, Cn та Hn, уза-
гальнено опуклi функцiї у просторi Hn, а також класи множин, якi
пiсля застосування до них сiм’ї геометричних перетворень належа-
тимуть множинi досить малої мiри.

Предметом дослiдження є геометричнi та топологiчнi властиво-
стi вказаних множин та функцiй.

Для досягнення зазначеної мети у роботi було поставлено такi
задачi :

1. Розв’язати класичну задачу про тiнь у n-вимiрному евклiдово-
му просторi Rn, а також дослiдити ряд узагальнень цiєї задачi.

2. Побудувати множину, що мiстить сфери довiльних скiнченних
радiусiв у просторi Rn, n-вимiрна лебегова мiра якої дорiвнює нулю.

3. Узагальнити теорему Клi опуклого аналiзу на гiперкомпле-
ксний випадок, а також означити клас H-квазiопуклих множин та
дослiдити властивостi цих множин у n-вимiрному гiперкомплексно-
му просторi Hn.

4. Означити лiнiйно опуклi та спряженi функцiї у просторi Hn, а
також дослiдити властивостi цих функцiй.

При розв’язаннi цих задач застосовуються методи опуклого та
гiперкомплексного аналiзу, а також методи геометрiї та топологiї.

Наукова новизна одержаних результатiв. Результати дисер-
тацiйної роботи є новими i полягають у наступному:

1. Повнiстю розв’язана класична задача про тiнь. Встановлено,
що при n > 2 (n + 1)-ї кулi, центри кожної з яких лежать на
(n − 1)-вимiрнiй сферi у просторi Rn, необхiдно i достатньо
для створення тiнi у центрi сфери. Дослiджено ряд узагаль-
нень класичної задачi про тiнь, а саме — задачу про тiнь для
пiвопуклостi, задачу про тiнь для довiльної точки внутрiшно-
стi сфери, задачу про тiнь для сiм’ї множин, отриманих iз за-
даної опуклої множини з непорожньою внутрiшнiстю за допо-
могою групи геометричних перетворень, яка складається з па-
ралельних перенесень та гомотетiй у випадках 1-опуклостi та
1-пiвопуклостi, а також задачу про тiнь у комплексному та гiпер-
комплексному просторах.

2. Побудовано множину, яка мiстить сфери з усiма можливими
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скiнченними радiусами в n-вимiрному евклiдовому просторi Rn, n-
вимiрна лебегова мiра якої дорiвнює нулю.

3. Доведено аналог теореми Клi опуклого аналiзу в гiперком-
плексному випадку. Побудовано клас гiперкомплексно опуклих мно-
жин, якi включають у себе сильно гiперкомплексно опуклi множи-
ни та є замкненими вiдносно перетинiв (такi множини названi H-
квазiопуклими). Дослiджено властивостi цих множин, зокрема, до-
ведено замкненiсть класу H-квазiопуклих множин щодо їх перетину.

4. Введено поняття лiнiйно опуклої та спряженої функцiй у про-
сторi Hn, дослiджено ряд властивостей цих функцiй, зокрема, дове-
дено гiперкомплексний аналог теореми Фенхеля-Моро.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна
робота має теоретичний характер. Одержанi результати та методика
їх отримання можуть бути використанi при вивченнi питань опукло-
го та гiперкомплексного аналiзу, а також теорiї вiдображень.

Особистий внесок здобувача. Визначення напрямку та за-
гального плану дослiджень, постановка задач, а також допомо-
га у розв’язуваннi деяких з них належать науковому керiвни-
ку — Ю. Б. Зелiнському. Формулювання робочих гiпотез належать
Ю. Б. Зелiнському та М. В. Ткачуку. Доведення всiх основних ре-
зультатiв дисертацiї, якi виносяться на захист, проведено особисто
автором.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи допо-
вiдались на Всеукраїнськiй науковiй конференцiї “Сучаснi проблеми
теорiї ймовiрностей та математичного аналiзу” (м. Ворохта, 25 лю-
того – 1 березня 2015 року); Мiжнароднiй науково-практичнiй кон-
ференцiї студентiв, аспiрантiв та молодих вчених “Шевченкiвська
весна – 2015” (м. Київ, 1 – 3 квiтня 2015 року); Науковiй конфе-
ренцiї, присвяченiй 100-рiччю вiд дня народження К. М. Фiшмана
та М. К. Фаге (м. Чернiвцi, 1 – 4 липня 2015 року); Мiжнароднiй
конференцiї молодих математикiв (м. Київ, 3 – 6 червня 2015 року);
X Лiтнiй школi “Алгебра, Топологiя, Аналiз” (м. Одеса, 3 – 15 сер-
пня 2015 року); Всеукраїнськiй науковiй конференцiї “Сучаснi про-
блеми теорiї ймовiрностей та математичного аналiзу” (м. Ворохта,
24 – 27 лютого 2016 року); XIV Мiжнароднiй науково-практичнiй
конференцiї студентiв, аспiрантiв та молодих вчених “Шевченкiв-
ська весна – 2016” (м. Київ, 6 – 8 квiтня 2016 року); International
Conference “Complex analysis and related topics” (м. Львiв, 30 травня –
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4 червня 2016 року); International Conference “Geometry and topology
in Odessa – 2016” (м. Одеса, 2 – 8 червня 2016 року); XI Лiтнiй школi
“Алгебра, Топологiя, Аналiз” (м. Одеса, 1 – 14 серпня 2016 року).

Крiм цього, результати дисертацiї були предметом доповiдей та
обговорень на семiнарах вiддiлу комплексного аналiзу i теорiї потен-
цiалу Iнституту математики НАН України (керiвник: доктор фiз.-
мат. наук, професор Ю. Б. Зелiнський); семiнарi вiддiлу теорiї фун-
кцiй Iнституту математики НАН України (керiвник: доктор фiз.-мат.
наук, професор А. С. Романюк); семiнарi кафедри математичного
аналiзу механiко-математичного факультету Київського нацiональ-
ного унiверситету iменi Тараса Шевченка (керiвник: доктор фiз.-мат.
наук, професор I. О. Шевчук); семiнарi кафедри математичного ана-
лiзу фiзико-математичного факультету Житомирського державного
унiверситету iменi Iвана Франка (керiвник: кандидат фiз.-мат. наук,
доцент О. Ф. Герус).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у стат-
тях [1 — 6] у наукових спецiалiзованих виданнях i у збiрниках тез
конференцiй [7 — 16].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi
вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв та списку використаної лiтератури,
що мiстить 101 джерело (на 14 сторiнках). Повний обсяг дисертацiї
становить 127 сторiнок. Для її оформлення використано видавничу
систему LATEX.

Подяки. Висловлюю щиру подяку науковому керiвнику
Ю. Б. Зелiнському за постановку задач, кориснi поради та постiйну
увагу до роботи, а також М. В. Ткачуку за кориснi поради.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, сформульо-
вано мету дослiдження, коротко викладено змiст основної частини
роботи та показано наукову новизну одержаних результатiв.

У першому роздiлi дається огляд наукових праць, проблемати-
ка яких тiсно пов’язана з дослiдженнями, якi мiстяться у дисерта-
цiйнiй роботi, а також робиться короткий огляд результатiв дисер-
тацiї.

У другому роздiлi дисертацiйної роботи розглядаються питан-
ня, пов’язанi iз класичною задачею про тiнь та її узагальненнями.
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Класична задача про тiнь була поставлена Г. Худайбергановим у
1982 роцi.

Задача про тiнь. Знайти мiнiмальну кiлькiсть попарно непе-
ретинних замкнених (вiдкритих) куль у просторi Rn з центрами
на сферi Sn−1 та радiусами, меншими вiд радiуса сфери, таких, щоб
довiльна пряма, яка проходить через центр сфери, перетинала хоча
б одну з цих куль.

Множина E ⊂ Rn називається m-опуклою, m > 0, якщо для до-
вiльної точки x ∈ Rn\E знайдеться m-вимiрна площина L, яка прохо-
дить через цю точку, x ∈ L, i не перетинає дану множину, L

∩
E = ∅.

Для довiльної множини E ⊂ Rn ми можемо розглядати мiнiмальну
m-опуклу множину, яка мiстить E, i називати її m-опуклою оболон-
кою множини E.

Iншими словами, задачу про тiнь можна переформулювати так:
яка мiнiмальна кiлькiсть попарно неперетинних замкнених (вiд-
критих) куль у просторi Rn з центрами на сферi Sn−1 та радiу-
сами, меншими вiд радiуса сфери, забезпечить належнiсть центра
сфери 1-опуклiй оболонцi сiм’ї цих куль?

При n = 2 задача про тiнь була розв’язана Г. Худайбергановим:
показано, що для кола на площинi двох кругiв достатньо для ство-
рення тiнi. У дисертацiйнiй роботi повнiстю розв’язана задача про
тiнь при n > 2. Справедлива наступна теорема.

Теорема 2.4.1. Для того, щоб центр (n − 1)-сфери в
n-вимiрному евклiдовому просторi при n > 2 належав 1-опуклiй
оболонцi сiм’ї попарно неперетинних вiдкритих (замкнених) куль
з радiусами, величини яких не перевищують (меншi) радiуса сфери,
та з центрами на сферi, необхiдно i достатньо (n+ 1)-ї кулi.

Множина E ⊂ Rn називається m-пiвопуклою, m > 0, якщо для
довiльної точки x ∈ Rn \ E, знайдеться m-вимiрна пiвплощина L,
яка проходить через цю точку, x ∈ L, i не перетинає дану множину,
L
∩
E = ∅. Для довiльної множини E ⊂ Rn ми можемо розгляда-

ти мiнiмальну m-пiвопуклу множину, яка мiстить E, i називати її
m-пiвопуклою оболонкою множини E.

Крiм цього, у другому роздiлi дисертацiйної роботи сформульо-
вано задачу про тiнь для пiвопуклостi: яка мiнiмальна кiлькiсть по-
парно неперетинних замкнених (вiдкритих) куль з центрами на сфе-
рi Sn−1 та радiусами, меншими радiуса сфери (якi не перевищують
його), достатня для того, щоб довiльний промiнь, який виходить з
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центра сфери, перетинав хоча б одну з цих куль?
Отримано повний розв’язок цiєї задачi у двовимiрному евклiдо-

вому просторi.
Теорема 2.5.1. Для того, щоб центр кола S1 ⊂ R2 належав

1-пiвопуклiй оболонцi сiм’ї неперетинних вiдкритих (замкнених)
кругiв з радiусами, якi не перевищують (меншi) радiуса кола, та
з центрами на цьому колi, необхiдно i достатньо трьох кругiв.

Крiм цього, знайдено кiлькiсть куль, достатню для створення тiнi
при n = 3 у випадку пiвопуклостi.

Теорема 2.5.3. Для того, щоб центр двовимiрної сфери у три-
вимiрному евклiдовому просторi належав 1-пiвопуклiй оболонцi
сiм’ї попарно неперетинних вiдкритих (замкнених) куль з радiу-
сами, якi не перевищують (меншi) радiуса сфери, та з центрами
на сферi, достатньо десяти куль.

Узагальнено задачу про тiнь для довiльної точки внутрiшностi
сфери: яка найменша кiлькiсть попарно неперетинних вiдкритих
(замкнених) куль з центрами на сферi Sn−1 та радiусами, менши-
ми (якi не перевищують) вiд радiуса сфери, забезпечить належнiсть
внутрiшностi сфери 1-опуклiй оболонцi сiм’ї куль?

Отримано розв’язок цiєї задачi для випадку n = 2.
Теорема 2.6.1. Для того, щоб внутрiшнiсть кола належала

1-опуклiй оболонцi сiм’ї попарно неперетинних вiдкритих (замкне-
них) кругiв з центрами на колi та радiусами, меншими вiд радiуса
кола, необхiдно i достатньо трьох кругiв.

Отримано розв’язок задачi про тiнь в n-вимiрному евклiдовому
просторi Rn, n ≥ 2, для сiм’ї множин, отриманих з опуклої множини
з непорожньою внутрiшнiстю за допомогою групи геометричних пе-
ретворень, яка складається з паралельних перенесень та гомотетiй.

Теорема 2.7.1. Для того, щоб вибрана точка в n-вимiрному ев-
клiдовому просторi при n ≥ 2 належала 1-опуклiй оболонцi сiм’ї
попарно неперетинних замкнених множин, отриманих iз заданої
опуклої множини з непорожньою внутрiшнiстю за допомогою гру-
пи перетворень, яка складається з паралельних перенесень та го-
мотетiй, необхiдно i достатньо n елементiв цiєї сiм’ї.

Теорема 2.7.2. Для того, щоб вибрана точка в n-вимiрному ев-
клiдовому просторi при n ≥ 2 належала 1-пiвопуклiй оболонцi сiм’ї
попарно неперетинних замкнених множин, отриманих iз заданої
опуклої множини з непорожньою внутрiшнiстю за допомогою гру-
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пи перетворень, яка складається з паралельних перенесень та го-
мотетiй, необхiдно i достатньо 2n елементiв цiєї сiм’ї.

Множина E ⊂ Cn (E ⊂ Hn) називається m-комплексно
(m-гiперкомплексно) опуклою, m > 0, якщо для довiльної точки
x ∈ Cn \ E (x ∈ Hn \ E), якщо знайдеться m-вимiрна комплексна
(гiперкомплексна) площина L, яка проходить через цю точку, x ∈ L,
i не перетинає дану множину, L

∩
E = ∅. Для довiльної множини

E ⊂ Cn (E ⊂ Hn) можна розглядати мiнiмальну m-комплексно
(m-гiперкомплексно) опуклу множину, яка мiстить Е, i називати її
m-комплексною (m-гiперкомплексною) оболонкою множини Е.

Ю. Б. Зелiнським була сформульована задача про тiнь у ком-
плексному та гiперкомплексному просторах: яка мiнiмальна кiль-
кiсть попарно неперетинних замкнених куль з центрами на сферi
S2n−1 ⊂ Cn (S4n−1 ⊂ Hn) та радiусами, меншими вiд радiуса сфе-
ри, достатня для того, щоб довiльна комплексна (гiперкомплексна)
пряма, яка проходить через центр сфери, перетинала хоча б одну з
цих куль (тобто для того, щоб центр сфери належав 1-комплекснiй
чи 1-гiперкомплекснiй оболонцi цих куль)?

У роботi дослiджено, скiльки таких куль достатньо для створення
тiнi при n ≥ 3 у цих просторах.

Теорема 2.8.2. Для того, щоб центр сфери в n-вимiрному
комплексному (гiперкомплексному) евклiдовому просторi Cn (Hn),
n ≥ 3, належав 1-комплекснiй (1-гiперкомплекснiй) оболонцi сiм’ї
попарно неперетинних вiдкритих (замкнених) куль з центрами на
сферi S2n−1 ⊂ Cn (S4n−1 ⊂ Hn) та з радiусами, меншими вiд радiуса
сфери, достатньо 2n (4n− 2) куль.

У третьому роздiлi дисертацiйної роботи узагальнено задачу,
яку розв’язали Безiкович та Радо 5 при n = 2 (вони побудували
плоску множину лебегової мiри нуль, яка мiстить кола довiльних
скiнченних радiусiв), у випадку n-вимiрного евклiдового простору
Rn, де n > 2.

Теорема 3.2.1. В n-вимiрному евклiдовому просторi Rn iснує
множина мiри нуль, яка мiстить сфери усiх радiусiв.

У четвертому роздiлi дисертацiйної роботи дослiджено екстре-
мальнi елементи множин в n-вимiрному гiперкомплексному просторi

5Besicovitch A. S. A plane set of measure zero containing circumferences of every
radius / A. S. Besicovitch, R. Rado // J. London Math. Soc. — 1968. — 43. —
P. 717 – 719.
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Hn, n ∈ N.
Нехай E ⊂ H — довiльна множина. Доповнення до об’єднання не-

обмежених компонент множини H\E називається h-комбiнацiєю то-
чок множини Е та позначається [E]. Якщо Е — довiльна множина
у просторi Hn, n > 1, то скажемо, що точка х належить h-комбiнацiї
точок з Е, якщо iснує перетин множини Е гiперкомплексною прямою
γ такий, що x ∈ [E

∩
γ].

h-оболонкою множини E ⊂ Hn називається множина
Ê =

∩
π
π−1[π(E)], де π : Hn −→ λ – усi можливi лiнiйнi проекцiї мно-

жини на гiперкомплекснi прямi, [π(E)] – h-комбiнацiя точок множи-
ни π(E), а π−1[π(E)] = {x ∈ Hn| π(x) ∈ π(E)} – її повний прообраз.

Множина E∗ = {h|⟨x, h⟩ ̸= 1, ∀x ∈ E} називається спряженою
множиною до множини Е.

Доведено наступнi теореми.
Теорема 4.1.1. Якщо множина E ∈ Hn є h-оболонкою, то

E = [E].
Теорема 4.1.2. Для довiльної множини E ⊂ Hn її h-оболонку

можна зобразити у виглядi Ê = (
∪
λ

]λ
∩
E∗[)∗.

Множина E ⊂ Hn називається гiперкомплексно опуклою, якщо
для довiльної точки x0 ∈ Hn\E iснує гiперкомплексна гiперплощина,
яка проходить через точку x0 i не перетинає множину Е.

Множина E ⊂ Hn називається сильно гiперкомплексно опуклою,
якщо довiльний її перетин гiперкомплексною прямою γ ациклiчний,
тобто H̃i(γ

∩
E) = 0, ∀i ≥ 0, де H̃i(γ

∩
E) – зведена група когомоло-

гiй Александрова-Чеха множини γ
∩

E з коефiцiєнтами у групi цiлих
чисел.

h-iнтервалом з центром у точцi х радiуса r називається перетин
вiдкритої кулi радiуса r з центром у точцi х з гiперкомплексною
прямою, яка проходить через точку х.

Точка x ∈ E ⊂ Hn називається h-екстремальною точкою мно-
жини Е, якщо в Е немає жодного h-iнтервалу, який мiстить х.

h-променем називається замкнена необмежена ациклiчна пiдмно-
жина гiперкомплексної прямої з непорожньою межею.

Екстремальним h-променем множини E ⊂ Hn називається
h-промiнь H, який належить множинi Е, якщо множина E \ H
гiперкомплексно опукла та кожна точка межi променя H буде
h-екстремальною точкою для множини Е. (Це еквiвалентне тому,
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що жодна точка променя H не буде внутрiшньою для довiльного
h-iнтервалу, який належить множинi Е та має хоча б одну точку за
межами H ).

Доведено аналог теореми Клi опуклого аналiзу в гiперкомпле-
ксному випадку.

Теорема 4.2.1. Кожна замкнена сильно гiперкомплексно опукла
множина E ⊂ Hn, яка не мiстить гiперкомплексної прямої, бу-
де h-оболонкою своїх h-екстремальних точок та h-екстремальних
променiв E = hconv(hextE

∪
rhextE).

Крiм цього, у даному роздiлi побудовано клас гiперкомплексно
опуклих множин, якi включають у себе сильно гiперкомплексно опу-
клi множини та є замкненими вiдносно перетинiв (такi множини на-
званi H-квазiопуклими).

Гiперкомплексно опукла множина E ⊂ Hn називається
H-квазiопуклою множиною, якщо її перетин довiльною гiпер-
комплексною прямою γ не мiстить тривимiрного коциклу, тобто
H3(γ

∩
E) = 0.

Доведено замкненiсть класу H-квазiопуклих множин у тому сенсi,
що перетин довiльної сiм’ї компактних H-квазiопуклих множин буде
H-квазiопуклою множиною.

Теорема 4.3.1. Перетин довiльної сiм’ї H-квазiопуклих компа-
ктiв буде H-квазiопуклим компактом.

Також встановлено, що компактний лiнiйний полiедр, усi гранi
якого не мiстять тривимiрних циклiв, та ациклiчний у розмiрностi
три гiперкомплексно опуклий компакт будуть H-квазiопуклими мно-
жинами.

Теорема 4.3.2. Компактний лiнiйний полiедр, усi гранi якого не
мiстять тривимiрних циклiв, є H-квазiопуклою множиною.

Наслiдок 4.3.1. Перетин сильно гiперкомплексно опуклих ком-
пактiв буде H-квазiопуклою множиною.

Теорема 4.3.3. Кожен ациклiчний у розмiрностi три гiперком-
плексно опуклий компакт Е буде H-квазiопуклим.

У п’ятому роздiлi дисертацiйної роботи узагальнено деякi ре-
зультати щодо багатозначних функцiй в n-вимiрному комплексному
просторi Cn на n-вимiрний гiперкомплексний простiр Hn.

Функцiя f : Hn −→ H називається багатозначною, якщо образом
точки x ∈ Hn є множина f(x) ∈ H. Область визначення такої функцiї
будемо позначати через Ef := {x ∈ Hn : iснує y ∈ H, y = f(x)}.
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Багатозначна функцiя f : Ef −→ H називається лiнiйно опуклою,
якщо для довiльної пари точок (x0, y0) ∈ Hn+1 \ Γ(f) iснує афiнна
функцiя l, така, що y0 = l(x0) i l(x)

∩
f(x) = ∅ для всiх x ∈ Hn.

Лiнiйно опукла функцiя f : Ef −→ H називається сильно лiнiйно
опуклою, якщо її графiк Γ(f) є сильно лiнiйно опуклою множиною
в Hn+1.

Дослiджено деякi властивостi лiнiйно опуклих функцiй. Зокре-
ма, встановлено, що перетин сiм’ї лiнiйно опуклих фукцiй та внутрi-
шнiсть лiнiйно опуклої функцiї є лiнiйно опуклими функцiями.

Теорема 5.2.1. Якщо fα, α ∈ A, є сiм’єю лiнiйно опуклих фун-
кцiй (А — довiльна множина iндексiв), то функцiя f =

∩
α∈A

fα є

лiнiйно опуклою.
Теорема 5.2.2. Якщо f — лiнiйно опукла функцiя i Ef = E int(f),

то intf — лiнiйно опукла функцiя.
Функцiєю, спряженою з f, називається функцiя, що задається рiв-

нiстю
f∗(y) =

o

H \
∪
x

(⟨x, y⟩ − f(x)). (1)

Доведено ряд властивостей функцiй, спряжених до функцiй
f : Hn \Θ −→ H.

Теорема 5.3.1. Для кожної функцiї f : Hn −→ H справедливе
включення f ⊂ f∗∗.

Теорема 5.3.2. Функцiя, спряжена до вiдкритої функцiї, буде
замкненою та лiнiйно опуклою.

Лiнiйно опукла функцiя називається власною, якщо хоча б для
одного x виконується спiввiдношення: f(x)

∩
H ̸= ∅ i для всiх x має

мiсце нерiвнiсть: H \ f(x) ̸= ∅.
Теорема 5.3.3. Нехай f — власна лiнiйно опукла функцiя. Тодi

f∗ — власна функцiя.
Теорема 5.3.4. Задано вiдображення Λ: Hn −→ Hn, яке є гi-

перкомплексно лiнiйним гомеоморфiзмом, i функцiю g : Hn −→ H.
Нехай

f(x) = λg(Λx+ w0) + ⟨x, y0⟩+ γ0,

де w0 ∈ Hn, y0 ∈ Hn∗, γ0 ∈ H, λ ∈ H \ {0}. Тодi

f∗(y) = λg∗(λ−1Λ−1∗(y − y0))− ⟨Λ−1w0, y − y0⟩ − γ0.
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Також у цьому роздiлi доведено гiперкомплексний аналог теоре-
ми Фенхеля-Моро.

Теорема 5.3.5. Нехай багатозначна функцiя f : Hn −→ H така,
що H\f(x) ̸= ∅ для всiх x ∈ Hn. Тодi для виконання рiвностi f∗∗ = f
необхiдно i достатньо, щоб f була лiнiйно опуклою.

Введено поняття однорiдної функцiї та дослiджено деякi власти-
востi цих функцiй.

Функцiя f називається однорiдною, якщо f(λx) = λf(x) для всiх
скалярiв λ ∈ H \ 0.

Багатозначною афiнною функцiєю називається функцiя, лiнiйно
опукла i лiнiйно угнута одночасно, для якої знайдеться принаймнi
одна точка x ∈ Hn, в якiй кожна з множин (f(x)

∩
H), (H \ f(x)) є

непорожньою (тобто у цiй точцi значення функцiї f вiдмiнне вiд ∅ i
H).

Функцiя
WE(y) =

o

H \
∪
x∈E

⟨x, y⟩

називається опорною функцiєю множини E ⊂ Hn.
Якщо E ⊂ Hn – лiнiйно опукла множина, то функцiя

δ(x|E) =

{
0, якщо x ∈ E,
∞, якщо x /∈ E,

називається її iндикаторною функцiєю.
Теорема 5.3.6. Нехай f : Hn \Θ −→ H є власною лiнiйною опу-

клою однорiдною функцiєю i f(Θ) =
o

H\0. Тодi f є опорною функцiєю
деякої множини.

Наслiдок 5.3.1. Якщо однорiдна лiнiйно опукла функцiя
f : Hn \Θ −→ H є вiдмiнною вiд афiнної, то f∗(y) = δ(y|Ef∗).

Теорема 5.3.7. Якщо f : Hn\Θ −→ H — однорiдна лiнiйно опукла
функцiя, вiдмiнна вiд афiнної, то

f(x) =
o

H \
∪

y∈Ef∗

⟨x, y⟩.

Для спряжених функцiй має мiсце теорема двоїстостi.
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Теорема 5.3.8. Нехай fα : Hn −→ H, α ∈ A, є багатозначними
функцiями. Тодi виконується рiвнiсть(∪

α

fα

)∗

=
∩
α

f∗
α.

ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi дослiджено геометричнi та топологiчнi
властивостi узагальнено опуклих множин та узагальнено опуклих
оболонок цих множин у просторах Rn, Cn та Hn, узагальнено опу-
клих функцiй у просторi Hn, а також в n-вимiрному евклiдовому
просторi Rn побудовано множину нульової мiри, яка мiстить довiль-
ну кiлькiсть множин деякого класу.

Основнi результати дисертацiї такi:
— Дослiджено узагальнено опуклi множини та їх узагальнено опу-

клi оболонки. Повнiстю розв’язана класична задача про тiнь, яка є
частковим випадком належностi точки узагальнено опуклiй оболон-
цi деякої сiм’ї куль. Встановлено, що при n > 2 (n + 1)-ї кулi, цен-
три яких лежать на (n − 1)-вимiрнiй сферi, необхiдно i достатньо
для створення тiнi у центрi сфери. Розглянуто деякi узагальнення
класичної задачi про тiнь. Сформульовано задачу про тiнь для пiв-
опуклостi. Отримано повний розв’язок цiєї задачi у двовимiрному
евклiдовому просторi R2. Встановлено, що для створення тiнi у цен-
трi кола необхiдно i достатньо трьох кругiв. Знайдено кiлькiсть куль,
достатню для створення тiнi при n = 3 у випадку пiвопуклостi. Пока-
зано, що десяти куль з центрами на двовимiрнiй сферi достатньо для
створення тiнi у центрi сфери. Узагальнено задачу про тiнь для до-
вiльної точки внутрiшностi сфери та отримано розв’язок цiєї задачi
на площинi (для створення тiнi у довiльнiй точцi внутрiшностi круга
необхiдно i достатньо трьох кругiв). Отримано розв’язок задачi про
тiнь для сiм’ї множин, отриманих з опуклої множини з непорожньою
внутрiшнiстю за допомогою групи геометричних перетворень, яка
складається з паралельних перенесень та гомотетiй. Показано, що у
випадку 1-опуклостi n елементiв цiєї сiм’ї, а у випадку 1-пiвопуклостi
2n елементiв необхiдно i достатньо для створення тiнi у довiльнiй то-
чцi n-вимiрного евклiдового простору Rn. Дослiджено, скiльки куль

14



достатньо для створення тiнi у комплексному (гiперкомплексному)
просторах. Встановлено, що у комплексному просторi 2n, а у гiпер-
комплексному 4n− 2 куль достатньо для створення тiнi.

— В n-вимiрному евклiдовому просторi Rn при n ≥ 2 побудовано
множину, n-вимiрна лебегова мiра якої дорiвнює нулю i яка мiстить
сфери з усiма можливими скiнченними радiусами.

— Дослiджено властивостi h-оболонки множин в n-вимiрному гi-
перкомплексному просторi Hn, n ∈ N. Введено поняття екстремаль-
ного h-променя множини простору Hn. Доведено аналог теореми Клi
опуклого аналiзу в гiперкомплексному випадку. Побудовано клас гi-
перкомплексно опуклих множин, якi включають у себе сильно гi-
перкомплексно опуклi множини та є замкненими вiдносно перети-
нiв (такi множини названi H-квазiопуклими). Доведено замкненiсть
класу H-квазiопуклих множин у тому сенсi, що перетин довiльної
сiм’ї компактних H-квазiопуклих множин буде H-квазiопуклою мно-
жиною. Крiм цього, встановлено, що компактний лiнiйний полiедр
та ациклiчний у розмiрностi три гiперкомплексно опуклий компакт
будуть H-квазiопуклими множинами.

— Узагальнено деякi результати щодо багатозначних функцiй
у комплексному просторi на n-вимiрний гiперкомплексний простiр.
Введено поняття лiнiйно опуклої та спряженої функцiї в Hn. Вста-
новлено, що перетин довiльної кiлькостi лiнiйно опуклих функцiй та
внутрiшнiсть графiка лiнiйно опуклої функцiї є лiнiйно опуклими
функцiями. Доведено гiперкомплексний аналог теореми Фенхеля-
Моро, а також ряд властивостей функцiй, спряжених до функцiй
f : Hn \Θ −→ H.

Отриманi у дисертацiйнiй роботi результати та розвиненi у нiй
методи можуть бути корисними у подальших дослiдженнях питань
опуклого та гiперкомплексного аналiзу, а також теорiї вiдображень.
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АНОТАЦIЇ

Стефанчук М. В. Узагальнено опуклi множини та їх за-
стосування. — Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-
математичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 — математичний ана-
лiз. — Iнститут математики НАН України, Київ, 2016.

Дисертацiя присвячена дослiдженню властивостей узагальнено
опуклих множин у дiйсному евклiдовому n-вимiрному просторi Rn,
n-вимiрних комплексному та гiперкомлексному просторах Cn, Hn,
узагальнено опуклих функцiй у просторi Hn, а також побудовi мно-
жини нульової мiри, яка мiстить довiльну кiлькiсть множин певного
класу. Важливi результати у цих напрямках були отриманi А. Мартi-
но, Л. Айзенбергом, Г. Худайбергановим, Ю. Зелiнським, Г. Мкртчя-
ном, М. Ткачуком, Т. Осiпчук, А. Безiковичем, Р. Радо та iншими.

У дисертацiйнiй роботi повнiстю розв’язано класичну задачу про
тiнь, а також дослiджено ряд узагальнень цiєї задачi (задачу про
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тiнь для пiвопуклостi, задачу про тiнь для довiльної точки внутрi-
шностi сфери, задачу про тiнь для сiм’ї множин, отриманих з опуклої
множини з непорожньою внутрiшнiстю за допомогою групи геоме-
тричних перетворень, яка складається з паралельних перенесень та
гомотетiй, задачу про тiнь у комплексному та гiперкомплексному
просторах), в n-вимiрному евклiдовому просторi Rn при n ≥ 2 побу-
довано множину, n-вимiрна лебегова мiра якої дорiвнює нулю i яка
мiстить сфери з усiма можливими радiусами, дослiджено h-оболонки
множин та екстремальнi елементи у просторi Hn, узагальнено деякi
результати щодо багатозначних функцiй у комплексному просторi на
n-вимiрний гiперкомплексний простiр, зокрема, доведено гiперком-
плексний аналог теореми Фенхеля-Моро, а також ряд властивостей
функцiй, спряжених до функцiй f : Hn \Θ −→ H.

Ключовi слова: m-опукла множина, m-пiвопукла множи-
на, m-опукла оболонка, m-пiвопукла оболонка, гiперкомплексно
опукла множина, h-оболонка множини, h-екстремальна точка,
h-екстремальний промiнь, H-квазiопукла множина, лiнiйно опукла
функцiя, спряжена функцiя.

Стефанчук М. В. Обобщенно выпуклые множества и их
применение. — Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-
математических наук по специальности 01.01.01 — математический
анализ. — Институт математики НАН Украины, Киев, 2016.

Диссертация посвящена исследованию свойств обобщенно выпу-
клых множеств в действительном евклидовом n-мерном пространс-
тве, n-мерных комплексном и гиперкомлексном пространствах, обоб-
щенно выпуклых функций в пространстве Hn, а также построе-
нию множества нулевой меры, содержащего любое количество мно-
жеств определенного класса. Важные результаты в этих направле-
ниях были получены А. Мартино, Л. Айзенбергом, Г. Худайберга-
новым, Ю. Зелинским, Г. Мкртчяном, М. Ткачуком, Т. Осипчук,
А. Безиковичем, Р. Радо и другими.

В диссертационной работе полностью решено классическую зада-
чу о тени при n > 2.

Теорема 2.4.1. Для того, чтобы центр (n−1)-сферы в n-мерном
евклидовом пространстве Rn при n > 2 принадлежал 1-выпуклой
оболочке семьи попарно непересекающихся открытых (замкнутых)
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шаров с радиусами, величины которых не превышают (меньше)
радиуса сферы, и с центрами на сфере, необходимо и достаточно
(n+ 1)-го шара.

Кроме того, исследован ряд обобщений задачи о тени (задача о
тени для полувыпуклости, задача о тени для произвольной точки
внутренности сферы, задача о тени для семьи множеств, получен-
ных с выпуклого множества с непустой внутренностью с помощью
группы геометрических преобразований, которая состоит из парал-
лельных переносов и гомотетий, задача о тени в комплексном и ги-
перкомплексном пространствах).

В n-мерном евклидовом пространстве при n ≥ 2 построено мно-
жество, n-мерная лебегова мера которого равна нулю и которое со-
держит сферы со всеми возможными радиусами.

Теорема 3.2.1. В n-мерном евклидовом пространстве Rn су-
ществует множество меры нуль, которое содержит сферы всех
радиусов.

Исследованы h-оболочки множеств, h-экстремальные элементы и
H-квазивыпуклые множества в пространстве Hn. В частности, дока-
зано аналог теоремы Кли выпуклого анализа в гиперкомплексном
пространстве.

Теорема 4.2.1. Каждое замкнутое сильно гиперкомплексно
выпуклое множество E ⊂ Hn, которое не содержит гиперкомпле-
кной прямой, будет h-оболочкой своих h-экстремальных точек и
h-экстремальных лучей E = hconv(hextE

∪
rhextE).

Обобщено некоторые результаты по многозначных функциях
в комплексном пространстве на n-мерное гиперкомплексное про-
странство, в частности, доказано гиперкомплексный аналог теоре-
мы Фенхеля-Моро, а также ряд свойств функций, сопряженных с
функциями f : Hn \Θ −→ H.

Теорема 5.3.5. Пусть многозначная функция f : Hn −→ H та-
кая, что H \ f(x) ̸= ∅ для всiх x ∈ Hn. Тогда для выполнения ра-
венства f∗∗ = f необходимо и достаточно, чтобы f была линейно
выпуклой.

Ключевые слова: m-выпуклое множество, m-полувыпуклое
множество, m-выпуклая оболочка, m-полувыпуклая оболочка, ги-
перкомплексно выпуклое множество, h-оболочка множества,
h-экстремальная точка, h-экстремальный луч, H-квазивыпуклое
множество, линейно выпуклая функция, сопряженная функция.
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This thesis is devoted to investigation of properties of generalized
convex sets in the real Euclidean n-dimensional space Rn and in the n-
dimensional complex and hypercomplex spaces Cn and Hn respectively.
The significant results in these directions were obtained by A. Marti-
no, L. Aisenberg, G. Hudajberganov, Yu. Zelinskii, G. Mkrtchyan,
M. Tkachuk, T. Osipchuk, A. Besicovitch, R. Rado and others.

In the thesis there was solved the classical problem of shadow. There
was also studied some generalizations of this problem: the problem of
shadow for half-convexity, the problem of shadow for arbitrary point
of the interior of a sphere, the problem of shadow for the family of
sets obtained from a convex set with non-empty interior by a group of
geometric transformations which consists from parallel translations and
homotheties, the problem of shadow in the complex and hypercomplex
spaces. In the n-dimensional Euclidean space for n ≥ 2 there was
constructed the set whose n-dimensional Lebesgue measure equals zero
and this set contains spheres of all radiuses. There was also studied
h-hulls of sets and h-extremal elements in the space Hn. Some results
concerning multivalued functions in the complex space were generali-
zed into the n-dimensional hypercomplex space: there was proved the
hypercomplex analogue of the Fenchel-Moreau theorem and a lot of
properties of functions that are conjugate to functions f : Hn \Θ −→ H.
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