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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

R – множина дiйсних чисел;

C – множина комплексних чисел;

H – множина кватернiонiв (алгебра кватернiонiв);

Rn – n-вимiрний дiйсний евклiдiв простiр;

Cn – n-вимiрний комплексний евклiдiв простiр;

Hn – n-вимiрний векторний простiр, що є декартовим

добутком алгебр кватернiонiв H;
o
Hn – простiр Hn, поповнений нескiнченно вiддаленою

точкою;

∥x∥ – норма елемента х ;

⟨x, y⟩ – скалярний добуток елементiв x, y;

x ∈ A (x /∈ A) – елемент x належить (не належить) множинi A;

A ⊂ B – множина A є пiдмножиною множини B;

B \ A – сукупнiсть тих елементiв множини B, якi не

належать множинi A;∩
i
Ai – перетин довiльної скiнченної чи злiченної

кiлькостi множин Ai;∪
i
Ai – об’єднання довiльної скiнченної чи злiченної

кiлькостi множин Ai;

∅ – порожня множина;

∂A – межа множини A;

Int A – внутрiшнiсть множини A;

con A – конiчна оболонка множини A;

conv A – опукла оболонка множини A;

Sn – n-вимiрна сфера;
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A∗ – множина, спряжена до множини A;

A∗∗ – подвiйна спряжена множина до множини A;

Hk(K) – k -вимiрнi групи когомологiй множини К ;

A
⊕

B – пряма сума множин A i B;

χA – функцiя, яка приймає значення 1 в множинi А

i значення 0 поза цiєю множиною;

S(O, r,R) – сферичне кiльце з центром О та радiусами

межових сфер r, R;

ray(O, θ) – промiнь, який виходить з точки О у напрямку

вектора θ;

Aδ – множина точок, якi знаходяться на вiдстанi,

меншiй, нiж δ, вiд множини А;

mnA – n-вимiрна мiра Лебега множини A;

d(A) – дiаметр множини A;

H̃ i(A) – зведена група когомологiй Александрова-Чеха

множини A з коефiцiєнтами в групi цiлих чисел;

[A] – h-комбiнацiя точок множини A;

[A]m – m-кратна h-комбiнацiя точок множини A;

Â – h-оболонка множини A;

]A[ – доповнення до зв’язної компоненти множини A,

яка мiстить початок координат;

hextA – множина h-екстремальних точок множини A;

rhextA – множина h-екстремальних променiв множини A;

hconv A – h-оболонка множини A;

A×B – декартовий добуток множин А i В ;

dimHA – гiперкомплексна розмiрнiсть множини A;

Hn∗ – простiр, спряжений до простору Hn;

Ef – область визначення функцiї f ;
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δ(x|E) – iндикаторна функцiя множини E ⊂ Hn;

Γ(f) – графiк функцiї f ;

WE(y) – опорна функцiя множини E ⊂ Hn;

f ∗ – функцiя, спряжена з функцiєю f ;

f ∗∗ – функцiя, двiчi спряжена з функцiєю f .
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Поняття опуклостi є загальновiдомим та вi-

дiграє важливу роль у рiзних областях фундаментальної i прикладної

математики. Опуклiсть — основний об’єкт дослiдження спецiального роз-

дiлу математики, який отримав назву опуклого аналiзу. Опуклий аналiз —

достатньо важливий i самостiйний роздiл математики, пов’язаний одноча-

сно з класичним аналiзом та геометрiєю. У даному роздiлi дослiджуються

опуклi множини, опуклi функцiї та опуклi функцiонали.

Основи опуклого аналiзу були закладенi в кiнцi XIX столiття Г. Мiн-

ковським, який є засновником опуклої геометрiї, тобто геометрiї опуклих

множин у скiнченновимiрному просторi. Також у створення опуклої гео-

метрiї великий внесок здiйснили Я. Штейнер, К. Каратеодорi, Е. Геллi,

В. Бляшке, Т. Боннезен, В. Фенхель та iншi вченi. Багато понять та кон-

цепцiй опуклої геометрiї, такi як опорна функцiя, функцiя Мiнковського,

поляра, крайня точка, вiддiльнiсть, стали базою для створення на початку

ХХ столiття функцiонального аналiзу. З роботи Фенхеля "Опуклi кону-

си, опуклi множини та опуклi функцiї" розпочався новий етап опуклого

аналiзу, в якому детально дослiджувалися властивостi опуклих функцiо-

налiв. Формування опуклого аналiзу як самостiйного роздiлу математики

розпочалося в 50-60-х роках ХХ столiття.

Поняття та методи опуклого аналiзу широко застосовуються в рiзних

областях математики — опуклому програмуваннi та варiацiйному числен-

нi, теорiї функцiй, комплексному аналiзi, теорiї диференцiальних рiвнянь,

математичнiй фiзицi та математичнiй статистицi. Крiм цього, опуклiсть

вiдiграє важливу роль при розв’язуваннi екстремальних задач у сучаснiй

математичнiй економiцi.
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Важлива властивiсть опуклостi полягає в тому, що опуклi об’єкти

допускають двоїстий опис. З одного боку, опукла множина описується

означенням, тобто, якщо двi точки належать опуклiй множинi, то i весь

вiдрiзок з кiнцями в цих точках теж належить цiй множинi. А з iншого

боку, опуклу множину можна представити як перетин пiвпросторiв, якi

мiстять цю множину. Тому кожнiй опуклiй множинi ставиться у вiдповiд-

нiсть двоїстий об’єкт – поляра цiєї множини.

Ця властивiсть дозволяє отримати двоїстий опис i для опуклих фун-

кцiй. Опуклi функцiї можна двоїсто означити як верхнi гранi афiнних

функцiй. Тому з опуклою функцiєю пов’язана двоїста, або спряжена, фун-

кцiя, яку отримують за допомогою перетворення Лежандра.

Двоїстiсть дозволяє поставити у вiдповiднiсть варiацiйнiй задачi дво-

їсту задачу та вивчити зв’язок мiж ними. Це дуже корисно в математи-

чнiй економiцi, де двоїстi задачi виражаються у виглядi цiн; в механiцi, де

основна i двоїста задачi – це двi добре вiдомi форми законiв збереження,

якi характеризують вiдповiдно змiщення та напруженiсть; у числовому

аналiзi, де двоїста задача може допомогти у розв’язаннi основної. Крiм

цих стандартних застосувань, є ще одне важливе застосування двоїстостi

до варiацiйного числення: двоїста задача дозволяє побудувати узагальне-

ний розв’язок варiацiйної задачi, в якiй немає класичного розв’язання.

Поняття лiнiйно опуклої множини у двовимiрному комплексному

просторi C2 вперше було введене у 1935 роцi Г. Беенке та Е. Пешлем

[69] i почало широко використовуватися завдяки роботам А. Мартiно [89]

i Л. Айзенберга [4] з 60-х рокiв ХХ столiття. Означення лiнiйної опукло-

стi, данi Мартiно та Айзенбергом, дещо вiдрiзняються одне вiд одного,

але якщо не обмежуватися зв’язними областями i компактами, то означе-

ння, дане Айзенбергом, видiляє одну зв’язну компоненту множини, лiнiй-

но опуклої за Мартiно. У роботi [9] наведено приклад компакта, лiнiйно
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опуклого за Мартiно, що складається iз злiченної кiлькостi компонент,

кожна компонента якого є лiнiйно опуклою за Айзенбергом i тiльки одна

з компонент – лiнiйно опукла за Мартiно. Iнший приклад можна знайти у

роботi [6]. Лiнiйно опуклi множини дослiджувалися у роботах А. Мартiно

[89], [88], Л. Айзенберга [1 - 6], Б. Зiнов’єва [23], О. Южакова, В. Кривоко-

леска [64], В. Трутнєва [56], [57], С. Знаменського [24], [29], Ю. Зелiнського

[12], [11], [13], [9], Х. Кiсельмана [84], [83], Л. Хермандера [80], [81], М. Ан-

дерсона, М. Пассаре, Р. Сiгурдсона [66], В. Мельник [35], [36], М. Ткачука

[22].

Лiнiйна опуклiсть множини є узагальненням поняття опуклостi. Тут

узагальнюється зовнiшня властивiсть опуклих множин, яка полягає в

iснуваннi гiперплощини, яка не перетинає вихiдну множину. Хоча в тер-

мiнах лiнiйно опуклих множин було розв’язано ряд цiкавих задач компле-

ксного аналiзу, таке узагальнення є досить великим розширенням класу

опуклих множин. Тому для отримання змiстовних результатiв обмежи-

лись бiльш вузьким (на областях та компактах) класом сильно лiнiйно

опуклих множин. В означеннi сильно лiнiйно опуклих множин узагальню-

ється внутрiшня властивiсть опуклостi, а саме зв’язнiсть перетину мно-

жини з дiйсною прямою. Найбiльш яскраво властивостi таких множин

проявляються при описi просторiв лiнiйних неперервних функцiоналiв

H ′(E) на просторi функцiй H(E) , голоморфних в областi чи на компактi

E ⊂ Cn .

А. Мартiно помiтив, що якщо використати спряжену множину як

аналог зовнiшностi, то можна встановити iзоморфiзм простору H(E)

з простором H ′(E∗) . Першi результати такої двоїстостi були отриманi

ним для опуклих областей та компактiв i поширились Л. Айзенбергом

на лiнiйно опуклi множини, якi задовольняють деякi умови регулярностi

[2]. Мартiно назвав областi i компакти, для яких справедлива двоїстiсть
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H(E) ≈ H ′(E∗) , сильно лiнiйно опуклими. Властивостi сильної лiнiйної

опуклостi вивчали В. М. Трутнєв [56], [57], Л. Я. Макарова [34], С. В. Зна-

менський [24], [25], [26], [27], [28].

Поняття m-опуклої множини в Rn , 0 ≤ m < n , дозволяє з єдиної

точки зору подивитися на деякi узагальнення опуклостi, в тому числi i на

лiнiйну опуклiсть. В означеннi m-опуклої множини використовується уза-

гальнення поняття опуклої множини завдяки iснуванню m-площини, яка

не перетинає дану множину (зовнiшня властивiсть опуклостi). З iншого

боку, для узагальнення опуклостi можна, як i в означеннi опуклостi та

сильної лiнiйної опуклостi, користуватися обмеженнями на перетини цiєї

множини прямою (внутрiшня властивiсть). У цьому напрямку, а також у

напрямку зв’язку мiж рiзними опуклостями майже немає результатiв.

Лiнiйно опукла оболонка E∗∗ довiльної множини Е будується досить

абстрактно. Виникає питання: який критерiй того, що точка x ∈ Cn \ E
не належить лiнiйно опуклiй оболонцi множини Е. Для випадку двох куль

K1 , K2 з центрами, рiвновiддаленими вiд початку координат, Г. Худай-

берганов [58] знайшов спiввiдношення радiусiв куль, при яких початок

координат належить лiнiйно опуклiй оболонцi множини E = K1

∪
K2 .

Означивши m-опуклу оболонку множини Е як перетин m-опуклих

множин, якi мiстять множину Е, приходимо до наступної задачi: знайти

критерiй того, що точка x ∈ Rn \ E належить m-опуклiй оболонцi мно-

жини Е. Для випадку 1-опуклої оболонки множини, яка є об’єднанням

деякого набору куль, дана задача була сформульована Г. Худайбергано-

вим [59] та отримала назву задача про тiнь:

Яка найменша кiлькiсть попарно неперетинних замкнених (вiдкри-

тих) куль в просторi Rn з центрами на сферi Sn−1 та радiусами, мен-

шими вiд радiуса сфери, достатня для того, щоб довiльна пряма, яка

проходить через центр сфери, перетинала хоча б одну з цих куль.
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Iншими словами цю задачу можна переформулювати так: яка най-

менша кiлькiсть попарно неперетинних замкнених (вiдкритих) куль в

просторi Rn з центрами на сферi Sn−1 та радiусами, меншими вiд ра-

дiуса сфери, забезпечить належнiсть центра сфери 1-опуклiй оболонцi

сiм’ї цих куль?

Г. Худайберганов [59] довiв, що при n = 2 двох кругiв достатньо для

створення тiнi в центрi кола. Розв’язання ним цiєї задачi [59] при n > 2

було неправильним.

У другому роздiлi дисертацiйної роботи дається остаточне розв’яза-

ння класичної задачi про тiнь, а також дослiджено ряд узагальнень цiєї

задачi, зокрема, задачу про тiнь для пiвопуклостi, задачу про тiнь для

довiльної точки внутрiшностi сфери, задачу про тiнь для сiм’ї множин,

отриманих iз заданої опуклої множини з непорожньою внутрiшнiстю за

допомогою групи геометричних перетворень, яка складається з паралель-

них перенесень та гомотетiй у випадках 1-опуклостi та 1-пiвопуклостi, а

також задачу про тiнь в комплексному та гiперкомплексному просторах.

Багато вчених працювали над наступною задачею: знайти такi сiм’ї

множин, якi пiсля застосування до них певних геометричних перетворень

будуть належати множинi досить малої мiри. Зокрема, Безiкович [71], [72]

здiйснив побудову множини вiдрiзкiв скiнченної довжини та довiльних

напрямкiв, а також множини прямих довiльних напрямкiв, Лебеговi мiри

яких дорiвнюють нулю. Також Безiкович i Радо [73] побудували множину

Лебегової мiри нуль, яка мiстить кола довiльних радiусiв.

Третiй роздiл дисертацiйної роботи присвячений опису побудови

множини, що мiстить сфери довiльних радiусiв в просторi Rn та n-

вимiрна Лебегова мiра якої дорiвнює нулю.

Природним аналогом комплексного аналiзу є гiперкомплексний ана-

лiз. Тому виникає потреба перенести ряд результатiв опуклого аналiзу, вi-
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домих в дiйсному та комплексному евклiдових просторах, на n-вимiрний

гiперкомплексний простiр Hn , n ∈ N , який є прямим добутком n-копiй тi-

ла кватернiонiв H . Над цими проблемами працював Г. Мкртчян [38], [41].

Вiн ввiв поняття гiперкомплексно опуклої, сильно гiперкомплексно опу-

клої множин та перенiс ряд результатiв лiнiйно опуклого аналiзу на гiпер-

комплексний простiр Hn . Цей напрямок продовжили розвивати Ю. Зе-

лiнський та його учнi: М. Ткачук, Т. Осiпчук, Б. Клiщук.

Четвертий роздiл дисертацiйної роботи присвячений дослiдженню

властивостей екстремальних елементiв та H -квазiопуклих множин в n-

вимiрному гiперкомплексному просторi Hn .

Багатозначнi лiнiйно опуклi функцiї, графiки яких задаються лiнiйно

опуклими множинами, в n-вимiрному комплексному просторi Cn дослi-

джувалися Ю. Б. Зелiнським [9], [10].

П’ятий роздiл дисертацiї присвячений узагальненню деяких резуль-

татiв щодо багатозначних функцiй в комплексному просторi на гiперком-

плексний простiр Hn . У дисертацiйнiй роботi вперше введено поняття

лiнiйно опуклої та спряженої функцiї в Hn , а також дослiджено ряд вла-

стивостей цих функцiй.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiя виконана в Iнститутi математики НАН України в рамках нау-

кових тем "Алгебраїчно-аналiтичнi та топологiчнi методи комплексного

аналiзу" (номер державної реєстрацiї 0111U001026) i "Аналiтичнi та гео-

метричнi проблеми комплексного аналiзу" (номер державної реєстрацiї

0106U000156).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є

дослiдження властивостей узагальнено опуклих множин та узагальнено

опуклих функцiй в евклiдових просторах, а також побудова множини ну-

льової мiри, яка мiстить довiльну кiлькiсть множин певного класу.
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Об’єктом дослiдження є узагальнено опуклi множини та узагальне-

но опуклi оболонки цих множин у просторах Rn , Cn та Hn , узагальнено

опуклi функцiї в просторi Hn , а також класи множин, якi пiсля засто-

сування до них сiм’ї геометричних перетворень належатимуть множинi

досить малої мiри. Предметом дослiдження є геометричнi та топологiчнi

властивостi вказаних множин та функцiй.

Для досягнення зазначеної мети у роботi було поставлено такi задачi:

1. Розв’язати класичну задачу про тiнь в n-вимiрному евклiдовому

просторi Rn , а також дослiдити ряд узагальнень цiєї задачi.

2. Побудувати множину, що мiстить сфери довiльних радiусiв у про-

сторi Rn , n-вимiрна Лебегова мiра якої дорiвнює нулю.

3. Узагальнити теорему Клi опуклого аналiзу на гiперкомплексний

випадок, а також означити клас H -квазiопуклих множин та дослiдити

властивостi цих множин в n-вимiрному гiперкомплексному просторi Hn .

4. Означити лiнiйно опуклi та спряженi функцiї в просторi Hn , а

також дослiдити властивостi цих функцiй.

При розв’язаннi цих задач застосовуються методи опуклого та гiпер-

комплексного аналiзу, а також методи геометрiї та топологiї.

Наукова новизна одержаних результатiв. Результати дисерта-

цiйної роботи є новими i полягають у наступному:

1. Повнiстю розв’язана класична задача про тiнь. Встановлено, що

при n > 2 (n+1) -ї кулi, центри кожної з яких лежать на (n−1) -вимiрнiй

сферi, необхiдно i достатньо для створення тiнi в центрi сфери. Дослiдже-

но ряд узагальнень класичної задачi про тiнь, а саме – задачу про тiнь для

пiвопуклостi, задачу про тiнь для довiльної точки внутрiшностi сфери, за-

дачу про тiнь для сiм’ї множин, отриманих iз заданої опуклої множини

з непорожньою внутрiшнiстю за допомогою групи геометричних перетво-

рень, яка складається з паралельних перенесень та гомотетiй у випадках

1-опуклостi та 1-пiвопуклостi, а також задачу про тiнь у комплексному
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та гiперкомплексному просторах.

2. Побудовано множину, яка мiстить сфери з усiма можливими радi-

усами в n-вимiрному евклiдовому просторi Rn , n-вимiрна Лебегова мiра

якої дорiвнює нулю.

3. Доведено аналог теореми Клi опуклого аналiзу в гiперкомпле-

ксному випадку. Побудовано клас гiперкомплексно опуклих множин, якi

включають в себе сильно гiперкомплексно опуклi множини та є замкне-

ними вiдносно перетинiв (такi множини названi H -квазiопуклими). До-

слiджено властивостi цих множин, зокрема, доведено замкненiсть класу

H -квазiопуклих множин щодо їх перетину.

4. Введено поняття лiнiйно опуклої та спряженої функцiї в Hn , до-

слiджено ряд властивостей цих функцiй, зокрема, доведено гiперкомпле-

ксний аналог теореми Фенхеля-Моро.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна ро-

бота має теоретичний характер. Одержанi результати та методика їх отри-

мання можуть бути використанi при вивченнi питань опуклого та гiпер-

комплексного аналiзу, а також теорiї вiдображень.

Особистий внесок здобувача. Визначення напрямку та загально-

го плану дослiджень, постановка задач, а також допомога у розв’язуваннi

деяких з них належать науковому керiвнику — Ю. Б. Зелiнському. Фор-

мулювання робочих гiпотез належать Ю. Б. Зелiнському та М. В. Тка-

чуку. Доведення всiх основних результатiв дисертацiї, якi виносяться на

захист, проведено особисто автором.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи доповiда-

лись на таких конференцiях:

– Всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї ймо-

вiрностей та математичного аналiзу" (м. Ворохта, 25 лютого – 1 бе-

резня 2015 року);
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– XIII Мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї студентiв, аспi-

рантiв та молодих вчених "Шевченкiвська весна – 2015" (м. Київ,

1 – 3 квiтня 2015 року);

– Науковiй конференцiї, присвяченiй 100-рiччю вiд дня народження

К. М. Фiшмана та М. К. Фаге (м. Чернiвцi, 1 – 4 липня 2015 року);

– Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв (м. Київ, 3 – 6 черв-

ня 2015 року);

– X Лiтнiй школi "Алгебра, Топологiя, Аналiз" (м. Одеса, 3 – 15 серпня

2015 року);

– Всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї ймо-

вiрностей та математичного аналiзу" (м. Ворохта, 24 – 27 лютого

2016 року);

– XIV Мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї студентiв, аспi-

рантiв та молодих вчених "Шевченкiвська весна – 2016" (м. Київ,

6 – 8 квiтня 2016 року);

– International Conference "Complex analysis and related topics" (Lviv,

May 30 – June 4, 2016);

– International Conference "Geometry and topology in Odessa – 2016"

(Odessa, 2–8 June, 2016);

– XI Лiтнiй школi "Алгебра, Топологiя, Аналiз" (м. Одеса, 1 – 14 серпня

2016 року).

а також, на таких семiнарах:

– семiнари вiддiлу комплексного аналiзу i теорiї потенцiалу Iнституту

математики НАН України (керiвник: доктор фiз.-мат. наук, профе-

сор Ю. Б. Зелiнський);
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– семiнар вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН України

(керiвник: доктор фiз.-мат. наук, професор А. С. Романюк);

– семiнар кафедри математичного аналiзу механiко-математичного

факультету Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса

Шевченка (керiвник: доктор фiз.-мат. наук, професор I. О. Шевчук);

– семiнар кафедри математичного аналiзу фiзико-математичного фа-

культету Житомирського державного унiверситету iменi Iвана Фран-

ка (керiвник: кандидат фiз.-мат. наук, доцент О. Ф. Герус).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у статтях

[16], [19], [21], [48], [52], [54], у наукових фахових виданнях, а також у ма-

терiалах мiжнародних конференцiй [17], [18], [46], [47], [49], [53], [55], [50],

[51], [99].

Структура дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, п’яти

роздiлiв, висновкiв та списку використаної лiтератури, що мiстить 101

джерело (на 14 сторiнках). Повний обсяг дисертацiї становить 127 сторi-

нок. Для її оформлення використано видавничу систему LATEX.

Подяки. Висловлюю щиру подяку науковому керiвнику Ю. Б. Зе-

лiнському за постановку задач, кориснi поради та постiйну увагу до ро-

боти, а також М. В. Ткачуку за кориснi поради.
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РОЗДIЛ 1

ДОПОМIЖНI ВIДОМОСТI, ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

ТА ОСНОВНИХ РЕЗУЛЬТАТIВ ДИСЕРТАЦIЇ

1.1. Опуклi та лiнiйно опуклi множини

У математицi важливу роль вiдiграє поняття опуклостi.

Означення 1.1.1. Вiдрiзком, що з’єднує точки x1 , x2 n-вимiрного

евклiдового простору Rn , називається множина точок

[x1, x2] = {x ∈ Rn|x = (1− λ)x1 + λx2, λ ∈ [0, 1]}.

Означення 1.1.2. Множина X ∈ Rn називається опуклою, якщо

разом з кожними двома точками x1, x2 ∈ Rn вона мiстить також весь

вiдрiзок [x1, x2] , який з’єднує цi точки.

Розглянемо деякi приклади опуклих множин.

Порожню множину будемо вважати опуклою. Прикладами опуклих

множин в одновимiрному евклiдовому просторi R1 є одноточковi множи-

ни, iнтервали, вiдрiзки, пiвпрямi.

Означення 1.1.3. Пiдмножина X n-вимiрного евклiдового просто-

ру Rn називається афiнним пiдпростором простору Rn , якщо разом з

будь-якими двома точками x1, x2 ∈ Rn вона мiстить також пряму,

яка проходить через цi точки.

Усi афiннi пiдпростори є опуклими множинами, бо разом з будь-

якими двома своїми точками вони мiстять пряму, яка проходить через
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цi точки, а тому мiстять вiдрiзок, що з’єднує цi точки. Афiннi пiдпросто-

ри є бiльш вузьким класом множин, нiж опуклi множини. Це випливає з

того, що опукла множина разом з будь-якими двома своїми точками по-

винна мiстити не всю пряму, що проходить через цi точки, а лише частину

цiєї прямої.

Приклад 1.1.1. Пiвпростiр.

Множину точок виду H = {x = (x1, ..., xn) ∈ Rn|L(x) + γ =∑n
i=1 γixi + γ ≤ 0} або H = {x = (x1, ..., xn) ∈ Rn|L(x) + γ =∑n
i=1 γixi + γ ≥ 0} , (γ1, ..., γn) ̸= (0, ..., 0) , називають пiвпростором про-

стору Rn , який обмежений гiперплощиною L(x) + γ = 0 .

Означення 1.1.4. Точка x ∈ Rn , яку можна записати у виглядi

x =
∑k

i=1 λix
i ,
∑k

i=1 λi = 1 , x1 ∈ X, ..., xk ∈ X , називається афiнно

залежною вiд множини X.

Означення 1.1.5. Множнина X ∈ Rn називається афiнно неза-

лежною, якщо в Х не iснує точки х, яка афiнно залежна вiд X \ {x} .

Приклад 1.1.2. Симплекс.

Множину точок S = {x ∈ Rn|x =
∑n

i=0 αiei,
∑n

i=0 αi = 1,

α0 ≥ 0, ..., αn ≥ 0} , де e0, .., en – афiнно незалежнi точки простору Rn ,

називають n-симплексом з вершинами e0, .., en . При n = 0 симплекс є

точкою, n = 1 – вiдрiзком, n = 2 – трикутником, n = 3 – тетраедром.

Розглянемо деякi властивостi опуклих множин.

Теорема 1.1.1. [32]. Нехай {Kα}α∈A – довiльна сiм’я опуклих мно-

жин Kα ∈ Rn . Тодi перетин цих множин D =
∩
α∈A

Kα також є опу-

клою множиною.

Теорема 1.1.2. [32]. Нехай {Kα}α∈A – сiм’я лiнiйно упорядкованих

за включенням опуклих множин Kα ∈ Rn , тобто А лiнiйно упорядко-

вана i α ≤ β ⇔ Kα ⊂ Kβ . Тодi множина V =
∪
α∈A

Kα опукла.

Теорема 1.1.3. [32]. Замикання K =
∩

F⊃K

F , де F – замкненi мно-
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жини, i внутрiшнiсть Ko =
∪

G⊂K

G , де G – вiдкритi множини, опуклої

множини K ∈ Rn опуклi.

Теорема 1.1.4. [32]. Нехай X1, ..., Xm – опуклi множини,

a1, ..., am – довiльнi дiйснi числа. Тодi множина
∑m

i=1 aiXi = {x|x =∑m
i=1 aixi, xi ∈ Xi, i = 1, ...,m} , яка називається лiнiйною комбiнацiєю

множин X1, ..., Xm , є опуклою.

З теореми 1.1.4 випливає, що сума i рiзниця опуклих множин X1 та

X2 є опуклими множинами.

Розглянемо аналоги опуклих множин в n-вимiрному евклiдовому

просторi Cn над полем комплексних чисел C , де n – довiльне натуральне

число. При n = 1 цей простiр буде комплексною площиною. У просторi

Cn аналогiчно, як i в просторi Rn , означається комплексний афiнний пiд-

простiр, афiнно залежнi точки, афiнно незалежнi множини. Комплексний

евклiдiв простiр комплексної розмiрностi m буде дiйсним евклiдовим про-

стором дiйсної розмiрностi 2m. Комплекснi прямi, m-площини i гiперпло-

щини є афiнними пiдпросторами комплексної розмiрностi 1, m та n− 1 ,

вiдповiдно.

Нехай Е – довiльна множина простору Cn , яка мiстить початок ко-

ординат (0, 0, ..., 0) .

Означення 1.1.6. Спряженою множиною до множини E ⊂ Cn

називається множина E∗ = {w|⟨w, z⟩ ̸= 1,∀z ∈ E}.
Не менш важливим, нiж опуклiсть, є поняття лiнiйної опуклостi. Лi-

нiйна опуклiсть множини при n = 2 вперше була введена у 1935 роцi

Беенке та Пешлем i почала широко використовуватися завдяки роботам

Мартiно i Айзенберга з 60-х рокiв минулого столiття.

Сформулюємо означення лiнiйно опуклої областi та лiнiйно опуклого

компакта (припускається, що компакт зв’язний) за Айзенбергом.

Означення 1.1.7. Область D називається лiнiйно опуклою, якщо
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для довiльної точки z0 межi ∂D областi D iснує комплексна гiперпло-

щина, яка проходить через z0 i не перетинає D.

Означення 1.1.8. Множина Е апроксимується ззовнi (зсередини)

послiдовнiстю областей Dk , k = 1, 2, ... , якщо Dk+1 ⊂⊂ Dk (вiдповiдно,

Dk ⊂⊂ Dk+1 ) i E =
∩
k

Dk (вiдповiдно, E =
∪
k

Dk ).

Запис Dk+1 ⊂⊂ Dk означає, що замикання Dk+1 обмежене i разом

з деяким своїм околом належить Dk .

Означення 1.1.9. Компакт K називається лiнiйно опуклим, якщо

iснує послiдовнiсть лiнiйно опуклих областей, якими компакт K апрок-

симується ззовнi.

Лiнiйна опуклiсть областi D, Θ ∈ D , (компакта K, Θ ∈ K ) тiсно

пов’язана з властивостями множини D∗∗ (K∗∗ ), яка спряжена до множи-

ни D∗ (K∗ ). Позначимо (D∗∗)c (вiдповiдно, (K∗∗)c ) зв’язну компоненту

множини D∗∗ (K∗∗ ) (максимальну зв’язну пiдмножину цiєї множини,

тобто таку пiдмножину, яка не мiститься строго в жоднiй iншiй пiдмно-

жинi даної множини), яка мiстить D (K ).

Теорема 1.1.5. [4]. Лiнiйно опукла область D ∈ Cn , Θ ∈ D ,

спiвпадає зi зв’язною компонентою вiдкритої множини D∗∗ , тобто

(D∗∗)c = D .

Теорема 1.1.6. [4]. Лiнiйно опуклий компакт K ∈ Cn , Θ ∈ K ,

спiвпадає зi зв’язною компонентою компакта K∗∗ , тобто (K∗∗)c = K .

Означення 1.1.10. Множина Е називається лiнiйно опуклою за

Мартiно, якщо E∗∗ = E .

Також для означення лiнiйної опуклостi множини за Мартiно мо-

жна використовувати одну з двох властивостей, якi вказанi у наступнiй

теоремi.

Теорема 1.1.7. [4]. Кожна з двох наступних властивостей еквi-

валентна лiнiйнiй опуклостi за Мартiно множини Е (Θ ∈ E ):
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1) Для довiльної точки z0 /∈ E iснує гiперплощина, яка проходить

через z0 i не перетинає Е.

2) Якщо точка z0 така, що довiльна гiперплощина, яка проходить

через z0 , перетинає Е, то z0 ∈ E .

З лiнiйної опуклостi областi чи компакта за Мартiно випливає їхня

лiнiйна опуклiсть за Айзенбергом. Наступна теорема стверджує, що обер-

нене твердження неправильне.

Теорема 1.1.8. [4]. Iснують областi та компакти, лiнiйно опуклi

за Айзенбергом, якi не є лiнiйно опуклими за Мартiно.

Поняття лiнiйної опуклостi за Айзенбергом та Мартiно виникли з

потреб теорiї голоморфних функцiй багатьох комплексних змiнних. У тер-

мiнах лiнiйної опуклостi за Айзенбергом наступною теоремою даються

необхiднi i достатнi умови для розкладу голоморфної функцiї багатьох

комплексних змiнних у рiвномiрно збiжний ряд "простих дробiв":

f(z1, ..., zn) =
∞∑
k=1

Ak
n∏

j=1
(akj1 + ...+ akjn + bkj)

, (1.1)

де
n∑

m=1
|ajkm|2 = 1 , j = 1, ..., n , k = 1, 2, ... ,

∞∑
k=1

|Ak| < ∞ .

Теорема 1.1.9. [4]. Для того щоб довiльну функцiю f(z) , голо-

морфну на компактi М, можна було розкласти у деякому околi М, що

залежить вiд f(z) , у рiвномiрно збiжний ряд 1.1, необхiдно i доста-

тньо, щоб оболонка голоморфностi компакта М була лiнiйно опуклою

за Айзенбергом.

Пiд оболонкою голоморфностi компакта М розумiють перетин одно-

листих оболонок голоморфностi послiдовностi областей Dk , k = 1, 2, ... ,

якi апроксимують М ззовнi, при цьому кожна голоморфна в Dk функцiя

розкладається в ряд рацiональних функцiй, рiвномiрно збiжний всерединi

Dk .
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Якщо замiсть лiнiйної опуклостi за Айзенбергом застосувати лiнiйну

опуклiсть за Мартiно, то умови теореми 1.1.9 стануть тiльки достатнiми.

Розглянемо деякi приклади лiнiйно опуклих за Мартiно множин.

Приклад 1.1.3. На комплекснiй площинi довiльна множина

E ⊂ C1 лiнiйно опукла, оскiльки при n = 1 гiперплощиною є точка,

яка має розмiрнiсть 0.

Приклад 1.1.4. Довiльна опукла замкнена множина E ⊂ Cn

чи опукла область є лiнiйно опуклими, бо через довiльну точку

z0 = (z01, z
0
2, ..., z

0
n) /∈ E можна провести гiперплощину дiйсної розмiрно-

стi 2n − 1 , яка не перетинає Е. Вона мiстить гiперплощину комплексної

розмiрностi n− 1 , що проходить через точку z0 = (z01, z
0
2, ..., z

0
n) /∈ E i не

перетинає Е.

З даного прикладу випливає, що опуклi множини є лiнiйно опуклими.

Наступний приклад показує, що клас лiнiйно опуклих множин ширший,

нiж клас опуклих множин.

Приклад 1.1.5. Довiльна множина E ⊂ Cn , яка є декартовим

добутком E = E1 × E2 × ...× En плоских множин Ei ⊂ C1 , i = 1, ..., n ,

лiнiйно опукла, оскiльки Cn\E =
∪
i
((C1\Ei)×Cn−1) =

∪
i
(C1 × ...× C1︸ ︷︷ ︸

i−1

×

(C1 \ Ei)× C1 × ...× C1︸ ︷︷ ︸
n−i

) , але, очевидно, не завжди буде опуклою.

Розглянемо деякi властивостi лiнiйно опуклих множин.

Теорема 1.1.10. [9]. Перетин довiльної сукупностi лiнiйно опу-

клих множин лiнiйно опуклий.

Теорема 1.1.11. [9]. Нехай Eα , α ∈ A , – сiм’я лiнiйно упоряд-

кованих за включенням лiнiйно опуклих вiдкритих множин Eα ⊂ Cn ,

тобто А – лiнiйно упорядкована i α ≤ β ⇔ Eα ⊂ Eβ . Тодi множина

E =
∪
α∈A

Eα лiнiйно опукла.

Теорема 1.1.12. [9]. Якщо Е лiнiйно опукла множина, то внутрi-

шнiсть цiєї множини intE лiнiйно опукла множина.
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Лiнiйно опуклi множини дослiджувалися представниками краснояр-

ської школи: В. Кривоколеском, О. Южаковим [64], С. Знаменським [24],

[29], [25], Л. Макаровою, Г. Худайбергановим, В. Трутнєвим [56], [57],

шведської школи: Х. Кiселманом [84], [83], Л. Хьормандером [80], [81],

М. Пассаре, М. Андерсоном, Р. Сiгурдсоном [66] та iншими.

Застосування топологiчних та геометричних методiв до потреб ма-

тематичного аналiзу дослiджували науковцi Iнституту математики На-

цiональної Академiї наук України: Ю. Трохимчук, П. Тамразов, Ю. Зе-

лiнський, О. Бахтiн, В. Шарко, А. Бондар. Зокрема, Ю. Зелiнський та

його учнi (В. Мельник, О. Герасiн, I. Момот, М. Ткачук) заклали основи

лiнiйно опуклого аналiзу, що є комплексним аналогом дiйсного опуклого

аналiзу.

1.2. Сильно лiнiйно опуклi множини

Означення 1.2.1. Множина E ⊂ Cn називається сильно лiнiйно

опуклою, якщо для довiльної комплексної прямої γ множини γ
∩
E i

γo \ γ
∩
E зв’язнi (γo = γ

∪
(∞)) .

Дане означення узагальнює поняття опуклостi в дiйсному випадку на

комплексний випадок, використовуючи внутрiшнi властивостi множини:

множина E ⊂ Rn опукла, якщо її перетин з довiльною дiйсною прямою

зв’язний. Зауважимо, що означення лiнiйно опуклої множини є узагаль-

ненням поняття опуклостi множини E ⊂ Rn , використовуючи зовнiшнi

властивостi опуклих множин – iснування гiперплощини, яка не перетинає

дану множину.

Наведемо деякi приклади сильно лiнiйно опуклих множин.

Приклад 1.2.1. Довiльна опукла множина E ⊂ Cn .

Приклад 1.2.2. Довiльна зв’язна та однозв’язна множина, що ле-

жить на комплекснiй прямiй λ ⊂ Cn .
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Приклад 1.2.3. Лiнiйно опукла область iз зв’язною гладкою ме-

жею.

Вiдмiтимо важливу властивiсть сильно опуклих областей та компа-

ктiв.

Теорема 1.2.1. [9]. Сильно лiнiйно опуклi областi (компакти) лi-

нiйно опуклi.

Для упорядкованої сiм’ї сильно лiнiйно опуклих множин справедлива

наступна властивiсть.

Теорема 1.2.2. [9]. Нехай {Eα}α∈A – сiм’я лiнiйно упорядкованих

за включенням сильно лiнiйно опуклих множин Eα ∈ Cn . Тодi множини

E =
∪
α∈A

Eα i E
′
=
∩
α∈A

Eα теж сильно лiнiйно опуклi.

Сильно лiнiйно опуклi множини знайшли застосування при розв’я-

зуваннi ряду задач багатовимiрного комплексного аналiзу: розкладi голо-

морфної функцiї на дроби простiшого вигляду, нiж 1.1,

f(z) =
∞∑
p=1

Ap

(app1z1 + ...+ appnzn + bp)n
, (1.2)

де
n∑

m=1
|apm|2 = 1 ,

∞∑
p=1

|Ap| < ∞ , i в узагальнений ряд Лорана [57].

1.3. Опуклi оболонки

Означення 1.3.1. Перетин (опуклий за теоремою 1.1.1) всiх опу-

клих множин, якi мiстять задану множину X ⊂ Rn , називається

опуклою оболонкою множини Х i позначається convX =
∩

K⊃X

K де K –

опуклi множини.

Опуклу оболонку множини Х можна записати аналiтично.

Теорема 1.3.1. [32]. Нехай Х – довiльна множина в Rn . Тодi

convX = {x ∈ Rn|x =
k∑

i=1

λix
i,

k∑
i=1

λi = 1, λ1 ≥ 0, ..., λk ≥ 0,
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x1 ∈ X, ..., xk ∈ X, k = 1, 2, ...}.

Приклад 1.3.1. Опукла оболонка афiнно незалежних точок. Не-

хай e0, ..., em – афiнно незалежнi точки простору Rn . Тодi m-симплекс з

вершинами e0, ..., em , який лежить в aff{e0, ..., em} , є опуклою оболон-

кою сукупностi його вершин.

У теоремi 1.3.1 нiчого не сказано про кiлькiсть k доданкiв у записi

точок опуклої оболонки множини Х. Теорема Каратеодорi стверджує, що

k ≤ n+1 , де n – розмiрнiсть евклiдового простору, який мiстить множину

Х.

Теорема 1.3.2. (Каратеодорi)[32]. У просторi Rn будь-яку точку

з convX можна подати у виглядi

x =
k∑

i=1

λix
i,

k∑
i=1

λi = 1, λ1 ≥ 0, ..., λk ≥ 0, x1 ∈ X, ..., xk ∈ X, k ≤ n+ 1.

1.4. Опуклi функцiї

Означення 1.4.1. Функцiя f : Rn → R , яка визначена на опуклiй

множинi X ⊂ Rn називається опуклою, якщо для довiльних x1, x2 ∈ X

та довiльного λ ∈ [0, 1] виконується нерiвнiсть

f((1− λ)x1 + λx2) ≤ (1− λ)f(x1) + λf(x2).

Це алгебраїчне означення опуклої функцiї.

Геометрично опуклiсть функцiї f, заданої на множинi дiйсних чисел,

означає, що для довiльних x1, x2 ∈ R , x1 < x2 , частина графiка фун-

кцiї f на [x1, x2] лежить не вище хорди, яка з’єднує точки (x1, f(x1)) та

(x2, f(x2)) .
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Також опуклу функцiю можна означити через її надграфiк. Надгра-

фiком функцiї f називається множина

epif = {(x, r) ∈ Rn × R|x ∈ X, f(x) ≤ r}.

Справедливе також геометричне означення опуклої функцiї.

Означення 1.4.2. Функцiя f : Rn → R , яка визначена на опу-

клiй множинi X ⊂ Rn називається опуклою, якщо її надграфiк опукла

множина в Rn+1 .

Зауважимо, що алгебраїчне та геометричне означення опуклої фун-

кцiї еквiвалентнi.

1.5. Гiперкомплексна опуклiсть

Поширення теорiї лiнiйно опуклих множин на гiперкомплекснi про-

стори над полем кватернiонiв було розпочато у роботах Г. Мкртчяна [39],

[40] та Ю. Зелiнського [20].

В 1985 роцi Г. Мкртчян [39] ввiв поняття гiперкомплексно опуклої

множини, аналогiчне поняттю лiнiйно опуклої множини за Мартiно.

Наведемо означення кватернiонiв та основнi позначення, що будуть

потрiбнi нам далi.

Нехай H — алгебра кватернiонiв h = h0 + e1h1 + e2h2 + e3h3 , де

h0, h1, h2, h3 ∈ R , а уявнi одиницi ei , i = 1, 2, 3 , задовольняють умови

eiei = −1, eiej = −ejei (i ̸= j, j = 1, 2, 3),

e1e2 = e3, e2e3 = e1, e3e1 = e2.

Будемо розглядати n-вимiрний гiперкомплексний простiр

Hn := H×H× . . .×H︸ ︷︷ ︸
n≥2

,
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елементами якого є точки x := (x1, x2, . . . , xn) ∈ Hn , де xj := hj
0 + e1h

j
1 +

e2h
j
2 + e3h

j
3 ∈ H , j = 1, n . Тодi кожна точка h = (h0, h1, h2, h3) ∈ R4n , де

hk = {hj
k}nj=1 , k = 0, 3 , ототожнюється з точкою x ∈ Hn .

Нехай Е – довiльна множина простору Hn , яка мiстить поча-

ток координат O = (0, 0, ..., 0) . Покладемо x = (x1, x2, ..., xn) , y =

(y1, y2, ..., yn) , ⟨x, y⟩ = x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn .

Множина E∗ = {y|⟨x, y⟩ ̸= 1,∀x ∈ E} називається множиною,

спряженою до множини Е.

Якщо кожнiй точцi х поставити у вiдповiднiсть гiперплощину

{y|⟨x, y⟩ = 1} , то спряжену множину E∗ можна iнтерпретувати як мно-

жину гiперплощин, якi не перетинають множину Е.

Означення 1.5.1. Множина E ⊂ Hn називається гiперкомпле-

ксно опуклою, якщо через кожну точку доповнення до цiєї множини

x0 = (x01, x
0
2, . . . , x

0
n) ∈ Hn \ E проходить гiперплощина

L =

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Hn :
n∑

j=1

cj
(
xj − x0j

)
= 0, cj ∈ H

 ,

що не перетинає E , L ∩ E = ∅ .

У рiвняннi гiперплощини є iстотним порядок множення, оскiльки

множення в алгебрi кватернiонiв некомутативне. Тому для визначено-

стi Г. Мкртчян розглядає правi гiперплощини, тобто такi, що точка

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Hn зi змiнними координатами множиться на фi-

ксовану точку c = (c1, c2, . . . , cn) ∈ Hn справа. Зауважимо, що при цьому

гiперкомплексна розмiрнiсть гiперплощини дорiвнює n− 1 , а дiйсна роз-

мiрнiсть — 4n− 4 .

Наведемо деякi властивостi спряжених та гiперкомплексно опуклих

множин.

Теорема 1.5.1. [38]. Для довiльної множини E ⊂ Hn виконується

рiвнiсть (
∪
α
Eα)

∗ =
∩
α
E∗

α .
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Теорема 1.5.2. [38]. Для гiперкомплексної опуклостi множини

E ⊂ Hn , яка мiстить початок координат, необхiдно i достатньо, щоб

виконувалася рiвнiсть (E∗)∗ = E .

Теорема 1.5.3. [38]. Для довiльної множини E ⊂ Hn образ про-

екцiї множини Е на гiперкомплексну пряму гомеоморфний доповненню

до перетину спряженої множини E∗ з деякою розширеною гiперком-

плексною прямою, яка проходить через початок координат.

Теорема 1.5.4. [38]. Нехай E ⊂ Hn – довiльна множина i HP 1 –

проективний простiр [43], утворений у просторi Hn гiперплощинами,

що проходять через фiксовану (n−2) -вимiрну гiперкомплексну площину

T
∩
E = ∅ . Тодi для проекцiї π : E → HP 1 образ π(E) гомеоморфний

доповненню до перетину множини Е деякою прямою, яка не проходить

через початок координат.

Теорема 1.5.5. [20]. Довiльна гiперкомплексно опукла множина

E ⊂ Hn , що мiстить хоча б одну пряму, є цилiндром з твiрними у

виглядi паралельних одна однiй m-площин, 1 ≤ m ≤ n , та не бiльше,

нiж 4(n−m) -вимiрною гiперкомплексно опуклою основою G дiйсної роз-

мiрностi, яка вже не мiстить жодної прямої.

1.6. Короткий огляд результатiв дисертацiї

У другому роздiлi дисертацiйної роботи розглядаються питання, по-

в’язанi iз класичною задачею про тiнь та її узагальненнями.

Класична задача про тiнь була поставлена Г. Худайбергановим у

1982 роцi.

Задача про тiнь. Знайти мiнiмальну кiлькiсть попарно непере-

тинних замкнених (вiдкритих) куль у просторi Rn з центрами на сфе-

рi Sn−1 та радiусами, меншими вiд радiуса сфери, таких, щоб довiльна

пряма, яка проходить через центр сфери, перетинала хоча б одну з цих
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куль.

Iншими словами цю задачу можна переформулювати: яка мiнiмаль-

на кiлькiсть попарно неперетинних замкнених (вiдкритих) куль у про-

сторi Rn з центрами на сферi Sn−1 та радiусами, меншими вiд радiуса

сфери, забезпечить належнiсть центра сфери 1-опуклiй оболонцi сiм’ї

цих куль?

При n = 2 задача про тiнь була розв’язана Г. Худайбергановим:

показано, що для кола на площинi двох кругiв достатньо для створення

тiнi. У дисертацiйнiй роботi повнiстю розв’язана задача про тiнь при

n > 2 . Справедлива наступна теорема.

Теорема 2.4.1. Для того, щоб центр (n− 1) -сфери в n-вимiрному

евклiдовому просторi при n > 2 належав 1-опуклiй оболонцi сiм’ї по-

парно неперетинних вiдкритих (замкнених) куль з радiусами, величини

яких не перевищують (меншi) радiуса сфери, та з центрами на сферi,

необхiдно i достатньо (n+ 1) -ї кулi.

Крiм цього, у даному роздiлi розглянуто деякi узагальнення класи-

чної задачi про тiнь. Сформульовано задачу про тiнь для пiвопуклостi:

яка мiнiмальна кiлькiсть попарно неперетинних замкнених (вiдкритих)

куль з центрами на сферi Sn−1 та радiусами, меншими (якi не переви-

щують) радiуса сфери, необхiдна для того, щоб довiльний промiнь, який

виходить з центра сфери, перетинав хоча б одну з цих куль?

Отримано повний розв’язок цiєї задачi в двовимiрному евклiдовому

просторi.

Теорема 2.5.1. Для того, щоб центр кола S1 ⊂ R2 належав

1-пiвопуклiй оболонцi сiм’ї неперетинних вiдкритих (замкнених) кругiв
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з радiусами, якi не перевищують (меншi) радiуса кола, та з центрами

на цьому колi, необхiдно i достатньо трьох кругiв.

Крiм цього, знайдено достатню кiлькiсть куль для створення тiнi

при n = 3 у випадку пiвопуклостi.

Теорема 2.5.3. Для того, щоб центр двовимiрної сфери у три-

вимiрному евклiдовому просторi належав 1-пiвопуклiй оболонцi сiм’ї

попарно неперетинних вiдкритих (замкнених) куль з радiусами, якi не

перевищують (меншi) радiуса сфери, та з центрами на сферi, доста-

тньо десяти куль.

Узагальнено задачу про тiнь для довiльної точки внутрiшностi сфе-

ри: яка найменша кiлькiсть попарно неперетинних вiдкритих (замкнених)

куль з центрами на сферi Sn−1 та радiусами, меншими (якi не переви-

щують) вiд радiуса сфери, забезпечить належнiсть внутрiшностi сфери

1-опуклiй оболонцi сiм’ї куль?

Отримано розв’язок цiєї задачi для випадку n = 2 .

Теорема 2.6.1. Для того, щоб внутрiшнiсть кола належала

1-опуклiй оболонцi сiм’ї попарно неперетинних вiдкритих (замкнених)

кругiв з центрами на колi та радiусами, меншими вiд радiуса кола,

необхiдно i достатньо трьох кругiв.

Отримано розв’язок задачi про тiнь для сiм’ї множин, отриманих

з опуклої множини з непорожньою внутрiшнiстю за допомогою групи

геометричних перетворень, яка складається з паралельних перенесень та

гомотетiй.
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Теорема 2.7.1. Для того, щоб вибрана точка в n-вимiрному евклi-

довому просторi при n ≥ 2 належала 1-опуклiй оболонцi сiм’ї попарно

неперетинних замкнених множин, отриманих iз заданої опуклої мно-

жини з непорожньою внутрiшнiстю за допомогою групи перетворень,

яка складається з паралельних перенесень та гомотетiй, необхiдно i

достатньо n елементiв цiєї сiм’ї.

Теорема 2.7.2. Для того, щоб вибрана точка в n-вимiрному

евклiдовому просторi при n ≥ 2 належала 1-пiвопуклiй оболонцi сiм’ї

попарно неперетинних замкнених множин, отриманих iз заданої

опуклої множини з непорожньою внутрiшнiстю за допомогою групи

перетворень, яка складається з паралельних перенесень та гомотетiй,

необхiдно i достатньо 2n елементiв цiєї сiм’ї.

Ю. Б. Зелiнським була сформульована задача про тiнь в компле-

ксному та гiперкомплексному просторах: яка мiнiмальна кiлькiсть по-

парно неперетинних замкнених куль з центрами на сферi S2n−1 ⊂ Cn

(S4n−1 ⊂ Hn) та радiусами, меншими вiд радiуса сфери, достатня для

того, щоб довiльна комплексна (гiперкомплексна) пряма, яка проходить

через центр сфери, перетинала хоча б одну з цих куль (тобто для того,

щоб центр сфери належав 1-комплекснiй чи 1-гiперкомплекснiй оболонцi

цих куль)?

У роботi дослiджено, скiльки таких куль достатньо для створення

тiнi при n ≥ 3 у цих просторах.

Теорема 2.8.2. Для того, щоб центр сфери в n-вимiрному ком-

плексному (гiперкомплексному) евклiдовому просторi Cn (Hn) , n ≥ 3 ,



32

належав 1-комплекснiй (1-гiперкомплекснiй) оболонцi сiм’ї попар-

но неперетинних вiдкритих (замкнених) куль з центрами на сферi

S2n−1 ⊂ Cn (S4n−1 ⊂ Hn) та з радiусами, меншими вiд радiуса сфери,

достатньо 2n (4n− 2) куль.

У третьому роздiлi дисертацiйної роботи узагальнено задачу, яку

розв’язали Безiкович та Радо [73] при n = 2 (вони побудували плоску

множину Лебегової мiри нуль, яка мiстить кола довiльних радiусiв), у

випадку n-вимiрного евклiдового простору, де n ≥ 2 .

Теорема 3.2.1. В n-вимiрному евклiдовому просторi Rn iснує

множина мiри нуль, яка мiстить сфери усiх радiусiв.

У четвертому роздiлi дисертацiйної роботи дослiджено властивостi

h-оболонки множин в n-вимiрному гiперкомплексному просторi Hn ,

n ∈ N . Зокрема, доведено такi теореми.

Теорема 4.1.1. Якщо множина E ∈ Hn є h-оболонкою, то

E = [E] .

Теорема 4.1.2. Для довiльної множини E ⊂ Hn її h-оболонку

можна зобразити у виглядi Ê = (
∪
λ

]λ
∩
E∗[)∗ .

Побудовано приклад, який показує, що спряжена множина до h-

оболонки не завжди буде h-оболонкою.

Введено поняття екстремального h-променя множини простору Hn .

Доведено аналог теореми Клi опуклого аналiзу в гiперкомплексному

випадку.
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Теорема 4.2.1. Кожна замкнена сильно гiперкомплексно опукла

множина E ⊂ Hn , яка не мiстить гiперкомплекної прямої, буде h-

оболонкою своїх h-екстремальних точок та h-екстремальних променiв

E = hconv(hextE
∪

rhextE) .

Крiм цього, у даному роздiлi побудовано клас гiперкомплексно опу-

клих множин, якi включають в себе сильно гiперкомплексно опуклi мно-

жини та є замкненими вiдносно перетинiв (такi множини названi H -

квазiопуклими).

Доведено замкненiсть класу H -квазiопуклих множин в тому сенсi,

що перетин довiльної сiм’ї компактних H -квазiопуклих множин буде

H -квазiопуклою множиною.

Теорема 4.3.1. Перетин довiльної сiм’ї H -квазiопуклих компактiв

буде H -квазiопуклим компактом.

Також встановлено, що компактний лiнiйний полiедр, всi гранi

якого не мiстять тривимiрних циклiв, та ациклiчний у розмiрностi три

гiперкомплексно опуклий компакт будуть H -квазiопуклими множинами.

Теорема 4.3.2. Компактний лiнiйний полiедр, всi гранi якого не

мiстять тривимiрних циклiв, є H -квазiопуклою множиною.

Наслiдок 4.3.1. Перетин сильно гiперкомплексно опуклих компа-

ктiв буде H -квазiопуклою множиною.

Також наведено приклад H -квазiопуклої множини.
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Теорема 4.3.3. Кожен ациклiчний у розмiрностi три гiперком-

плексно опуклий компакт Е буде H -квазiопуклим.

У п’ятому роздiлi дисертацiйної роботи узагальнено деякi результати

щодо багатозначних функцiй в n-вимiрному комплексному просторi Cn

на n-вимiрний гiперкомплексний простiр Hn .

Введено поняття лiнiйно опуклої та сторого (сильно) лiнiйно опу-

клої функцiй у цьому просторi. Крiм цього, дано означення багатозначної

афiнної функцiї, опорної та iндикаторної функцiї множини, якi є лiнiйно

опуклими.

Дослiджено деякi властивостi лiнiйно опуклих функцiй. Зокрема,

встановлено, що перетин сiм’ї лiнiйно опуклих фукцiй та внутрiшнiсть

лiнiйно опуклої функцiї є лiнiйно опуклими функцiями.

Теорема 5.2.1. Якщо fα , α ∈ A, є сiм’єю лiнiйно опуклих функцiй

(А — довiльна множина iндексiв), то функцiя f =
∩
α∈A

fα є лiнiйно

опуклою.

Теорема 5.2.2. Якщо f — лiнiйно опукла функцiя i Ef = E int(f) ,

то intf — лiнiйно опукла функцiя.

Введено поняття спряженої функцiї та доведено гiперкомплексний

аналог нерiвностi Юнга-Фенхеля.

Наведено приклади функцiй, спряжених до багатозначної афiнної

функцiї та iндикаторної функцiї множини.

Доведено ряд властивостей функцiй, спряжених до функцiй

f : Hn \Θ −→ H .
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Теорема 5.3.1. Для кожної функцiї f : Hn −→ H справедливе

включення f ⊂ f ∗∗ .

Теорема 5.3.2. Функцiя, спряжена до вiдкритої функцiї, буде

замкненою та лiнiйно опуклою.

Теорема 5.3.3. Нехай f — власна лiнiйно опукла функцiя. Тодi

f ∗ — власна функцiя.

Теорема 5.3.4. Задано вiдображення Λ: Hn −→ Hn , яке є гiпер-

комплексно лiнiйним гомеоморфiзмом, i функцiю g : Hn −→ H . Нехай

f(x) = λg(Λx+ w0) + ⟨x, y0⟩+ γ0,

де w0 ∈ Hn , y0 ∈ Hn∗ , γ0 ∈ H , λ ∈ H \ {0} . Тодi

f ∗(y) = λg∗(λ−1Λ−1∗(y − y0))− ⟨Λ−1w0, y − y0⟩ − γ0.

Наслiдок 5.3.2. Якщо f — вiдкрите вiдображення, то f ∗(y)

компактне.

Наслiдок 5.3.3. Якщо f — компактне вiдображення, то f ∗(y)

вiдкрите.

Наслiдок 5.3.4. Якщо f — сильно гiперкомплексно опукле вiдобра-

ження, то f ∗(y) — ациклiчне.

Також у цьому роздiлi доведено гiперкомплексний аналог теореми

Фенхеля-Моро.
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Теорема 5.3.5. Нехай багатозначна функцiя f : Hn −→ H така,

що H \ f(x) ̸= ∅ для всiх x ∈ Hn . Тодi для виконання рiвностi f ∗∗ = f

необхiдно i достатньо, щоб f була лiнiйно опуклою.

Введено поняття однорiдної функцiї та дослiджено деякi властивостi

цих функцiй.

Теорема 5.3.6. Нехай f : Hn\Θ −→ H є власною лiнiйною опуклою

однорiдною функцiєю i f(Θ) =
o
H \ 0 . Тодi f є опорною функцiєю деякої

множини.

Наслiдок 5.3.1. Якщо однорiдна лiнiйно опукла функцiя

f : Hn \Θ −→ H є вiдмiнною вiд афiнної, то f ∗(y) = δ(y|Ef∗).

Теорема 5.3.7. Якщо f : Hn \Θ −→ H — однорiдна лiнiйно опукла

функцiя, вiдмiнна вiд афiнної, то

f(x) =
o
H \

∪
y∈Ef∗

⟨x, y⟩.

Для спряжених функцiй має мiсце теорема двоїстостi.

Теорема 5.3.8. Нехай fα : Hn −→ H , α ∈ A , є багатозначними

функцiями. Тодi виконується рiвнiсть(∪
α

fα

)∗
=
∩
α

f ∗
α.
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1.7. Висновки

У першому роздiлi дисертацiйної роботи зроблено попереднiй огляд

лiтератури, викладено основнi iдеї та принципи, наведено означення i тео-

реми, необхiднi для формулювання i доведення основних результатiв ди-

сертацiї.

Крiм цього, зроблено короткий огляд результатiв дисертацiї, що ви-

носяться на захист.
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РОЗДIЛ 2

ЗАДАЧА ПРО ТIНЬ

2.1. Узагальнення поняття опуклостi

Означення 2.1.1. Множина E ⊂ Rn називається m-опуклою вiд-

носно точки x ∈ Rn \ E , m > 0 , якщо знайдеться m-вимiрна площина

L, яка проходить через цю точку, x ∈ L , i не перетинає дану множину,

L
∩
E = ∅ .

Означення 2.1.2. Множина E ⊂ Rn називається m-опуклою,

якщо вона m-опукла вiдносно кожної точки x ∈ Rn \E , яка належить

доповненню до цiєї множини.

A

B

C

D

Мал. 2.1.1.

Прикладом 1-опуклої множини в просторi R2 є множина, зображена

на малюнку 2.1.1.

A

B

C
D

E

F K

Мал. 2.1.2.
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Множина, яка є об’єднанням вiдрiзкiв AB i CD (малюнок 2.1.2), не

є 1-опуклою. Щоб показати це, розглянемо 1-опуклу оболонку вiдрiзкiв

AB i CD – об’єднання трикутникiв CDE, CDF. Вiзьмемо довiльну точку

К, що належить якомусь з цих трикутникiв. Тодi довiльна пряма, яка

проходить через цю точку, буде перетинати принаймнi один з вiдрiзкiв

AB або CD.

Клас m-опуклих множин включає в себе лiнiйно опуклi множини.

Для лiнiйно опуклої множини E ⊂ Rn m-вимiрна площина, де m = n−1 ,

є гiперплощиною.

Твердження 2.1.1.[9]. Якщо E1 i E2 – вiдповiдно k-опукла та m-

опукла множини, причому k +m ≥ n , то множина E = E1

∪
E2 буде

(k +m− n) -опуклою.

Твердження 2.1.2.[9]. Якщо E1 i E2 – вiдповiдно k-опукла та

m-опукла множини, причому k ≤ m , то множина E = E1

∩
E2 буде

k-опуклою.

Зауважимо, що клас m-опуклих множин мiстить в собi клас

(m+1) -опуклих множин, тобто задане означенням 2.1.2 розбиття множин

на класи упорядковане.

A

B

C

D

F

E

X

Мал. 2.1.3.

На малюнку 2.1.3 зображена множина, яка є об’єднанням паралело-
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грамiв ABCD та BCEF зi спiльною стороною BC в просторi R3 . Розгляне-

мо 2-опуклу оболонку цiєї множини. Це трикутна призма з основами ABF

та DCE. Пряма, паралельна до бiчних граней цiєї призми, яка проходить

через довiльну точку Х, що належить внутрiшностi призми, не перетинає

жодного з паралелограмiв ABCD та BCEF. Але кожна площина, про-

ведена через точку Х, перетинає принаймнi один з цих паралелограмiв.

Отже, об’єднання паралелограмiв ABCD та BCEF зi спiльною стороною

BC 1-опукла, але не 2-опукла множина.

A

B

C

D

E

F
H

G

Мал. 2.1.4.

На малюнку 2.1.4 зображено множину, що є об’єднанням паралело-

грамiв ABCD та EFHG в просторi R3 . Вона як 1-опукла, так i 2-опукла,

оскiльки через довiльну точку доповнення до цiєї множини можна прове-

сти як пряму, так i площину, якi не перетинають жодного з цих парале-

лограмiв.

Твердження 2.1.3.[9]. Довiльну m-опуклу множину Е можна зо-

бразити як перетин цилiндрiв виду E =
∩
π
π−1π(E) , де π – проекцiя Е

на (n−m) -вимiрну площину.

Ця теорема — аналог твердження про те, що опуклий компакт є пе-

ретином пiвпросторiв, якi його мiстять.



41

Твердження 2.1.4. Нехай {Ei}i∈I – довiльна сiм’я m-опуклих мно-

жин ( I – деяка скiнченна чи злiченна множина iндексiв). Тодi перетин

цих множин E =
∩
i∈I

Ei є m-опуклою множиною.

Доведення. Вiзьмемо довiльну точку x ∈ Rn \ E , тодi ця точка не

належить принаймнi однiй множинi Ei . Оскiльки Ei — m-опукла множи-

на, то знайдеться m-вимiрна площина, яка проходить через точку х i не

перетинає множину Ei . Тодi ця площина не буде перетинати i множину

Е. Твердження доведене.

Твердження 2.1.4 показує, що m-опуклiсть множини задовольняє

аксiому опуклостi. Тому для довiльної множини E ⊂ Rn ми можемо

розглядати мiнiмальну m-опуклу множину, яка мiстить E, i називати її

m-опуклою оболонкою множини E.

Означення 2.1.3. m-опуклий (за твердженням 2.1.4) перетин

всiх m-опуклих множин, якi мiстять задану множину E ⊂ Rn , на-

зивається m-опуклою оболонкою множини E.

Розглянемо бiльш загальнi щодо попереднiх означень об’єкти.

Означення 2.1.4. Множина E ⊂ Rn називається m-пiвопуклою

вiдносно точки x ∈ Rn \ E , m > 0 , якщо знайдеться m-вимiрна пiв-

площина L, яка проходить через цю точку, x ∈ L , i не перетинає дану

множину, L
∩
E = ∅ .

Означення 2.1.5. Множина E ⊂ Rn називається m-пiвопуклою,

якщо вона m-пiвопукла вiдносно кожної точки x ∈ Rn \ E , яка нале-

жить доповненню до цiєї множини.
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A

X

Мал. 2.1.5.

Прикладом 1-пiвопуклої, але не 1-опуклої, множини є множина, зо-

бражена на малюнку 2.1.5. Через довiльну точку A, що не належить цiй

множинi можна провести промiнь AX, який не перетинає дану множи-

ну (але знайдуться точки доповнення до цiєї множини такi, що довiльна

пряма, яка проходить через них, перетне дану множину).

Аналогiчно, як i для m-опуклих, для m-пiвопуклих множин викону-

ється аксiома опуклостi.

Твердження 2.1.5. Нехай {Ei}i∈I – довiльна сiм’я m-пiвопуклих

множин ( I – деяка скiнченна чи злiченна множина iндексiв). Тодi пе-

ретин цих множин E =
∩
i∈I

Ei є m-пiвопуклою множиною.

Отже, для довiльної множини E ⊂ Rn завжди знайдеться мiнiмаль-

на m-пiвопукла множина, яка є перетином всiх m-пiвопуклих множин,

якi мiстять Е.

Означення 2.1.6. m-пiвопуклий (за твердженням 2.1.5) перетин

всiх m-пiвопуклих множин, якi мiстять задану множину E ⊂ Rn , на-

зивається m-пiвопуклою оболонкою множини E.

Розглянемо аналоги m-опуклих множин в комплексному та гiпер-

комплексному просторах.

Означення 2.1.7. Множина E ⊂ Cn (Hn) називається m-

комплексно (m-гiперкомплексно) опуклою вiдносно точки x ∈ Cn \ E

(x ∈ Hn \ E) , m > 0 , якщо знайдеться m-вимiрна комплексна (гiпер-
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комплексна) площина L, яка проходить через цю точку, x ∈ L , i не

перетинає дану множину, L
∩
E = ∅ .

Означення 2.1.8. Множина E ⊂ Cn (Hn) називається m-

комплексно (m-гiперкомплексно) опуклою, якщо вона m-комплексно

(m-гiперкомплексно) опукла вiдносно кожної точки x ∈ Cn \ E

(x ∈ Hn \ E) , яка належить доповненню до цiєї множини.

Аналогiчно дiйсному випадку для довiльної множини E ⊂ Cn(Hn)

можна розглядати мiнiмальну m-комплексно (m-гiперкомплексно) опу-

клу множину, яка мiстить Е i називати її m-комплексною (m-

гiперкомплексною) оболонкою множини Е.

Означення 2.1.9. Перетин всiх m-комплексно (m-

гiперкомплексно) опуклих множин, якi мiстять задану множину

E ⊂ Cn(Hn) , називається m-комплексною (m-гiперкомплексною) обо-

лонкою множини E.

2.2. Постановка задачi

Частковим випадком належностi точки 1-опуклiй оболонцi об’єднан-

ня деякого набору куль є задача про тiнь, поставлена Г. Худайбергановим

у 1982 роцi [59].

Задача про тiнь. Знайти мiнiмальну кiлькiсть попарно непере-

тинних замкнених (вiдкритих) куль в просторi Rn з центрами на сфе-

рi Sn−1 та радiусами, меншими вiд радiуса сфери, таких, щоб довiльна

пряма, яка проходить через центр сфери, перетинала хоча б одну з цих

куль.

Iншими словами цю задачу можна сформулювати так: яка мiнiмаль-

на кiлькiсть попарно неперетинних замкнених (вiдкритих) куль в про-

сторi Rn з центрами на сферi Sn−1 та радiусами, меншими вiд радiуса

сфери, забезпечить належнiсть центра сфери 1-опуклiй оболонцi сiм’ї
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цих куль?

Коротко цю задачу формулюють так: яка мiнiмальна кiлькiсть та-

ких куль створить тiнь для центра сфери?

Якщо у сферу вписати правильний n-вимiрний симплекс та розмiсти-

ти кулi з радiусами, величини яких дорiвнюють половинi довжини ребра

симплекса, то ця система куль створить тiнь для центра сфери. Однак при

цьому порушиться одна умова – кулi будуть попарно дотикатися одна до

одної. Нехай a – половина довжини ребра правильного симплекса. Для

досить малого числа ε розглянемо сiм’ю з n+1 куль, величини радiусiв

яких дорiвнюють a−ε, a−ε/2, a−ε/22, . . . , a−ε/2n , вiдповiдно. Розмiсти-

мо цi кулi так, щоб вони попарно дотикалися одна до одної, а їх центри

утворювали симплекс, який мало вiдрiзняється вiд правильного. Через

центри цих куль проходить єдина сфера, центр якої належить 1-опуклiй

оболонцi сiм’ї куль. Внутрiшностi цих куль утворюють сiм’ю з (n + 1) -ї

вiдкритої кулi, для якої центр сфери належить 1-опуклiй оболонцi цiєї

сiм’ї. Якщо ж вихiднi замкненi кулi трiшки зменшити, то в силу непе-

рервностi, очевидно, що (n+1) -ї замкненої кулi достатньо для створення

тiнi.

Обчислимо, в якому вiдношеннi центр сфери Sn−1 дiлить висоту

правильного n-вимiрного симплекса, вписаного в цю сферу, починаючи

з вершини. Для цього знайдемо радiуси (n− 1) -вимiрних сфер, вписаних

в симплекс та описаних навколо нього. Загальновiдомо, що при n = 2

радiуси кiл, вписаних в правильний трикутник i описаних навколо ньо-

го, рiвнi r = a
√
3/6 , R = a

√
3/3 , вiдповiдно, де a – довжина сторони

трикутника. У цьому випадку дане вiдношення становить 2 : 1 .

Знайдемо вiдповiднi радiуси та вiдношення при n = 3 .
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A
B

C

O

D

O1

Мал. 2.2.1.

Розглянемо малюнок 2.2.1. Нехай довжина ребра симплекса дорiвнює

a. Тодi AO = a
√
3/3 . H = OD =

√
AD2 − AO2 =

√
a2 − a2/3 = a

√
6/3 .

Позначимо ∠ADO = α . З прямокутного △ADO sin α = AO/AD =
√
3/3 , cos α = OD/AD =

√
6/3 . AO1 = DO1 – радiус двовимiрної сфе-

ри, описаної навколо тетраедра ABCD. Знайдемо цей радiус з рiвнобе-

дреного △ADO1 . За теоремою синусiв AO1/sin α = AD/sin(2π − 2α) ;

AO1/sin α = a/sin 2α ; R = AO1 = a/2cos α = 3a/2
√
6 = a

√
6/4 .

r = OO1 = OD − O1D = a
√
6/3 − a

√
6/4 = a

√
6/12 – радiус двовимiр-

ної сфери, вписаної в тетраедр ABCD. Отже, центр двовимiрної сфери,

вписаної в правильний тривимiрний симплекс, дiлить висоту симплекса у

вiдношеннi R/r = 3 : 1 , починаючи з вершини.

Використовуючи математичну iндукцiю, покажемо, що радiуси

(n − 1) -вимiрних сфер, описаних навколо правильного симплекса i впи-

саних в нього, рiвнi

R =
a
√
2n(n+ 1)

2(n+ 1)
,

r =
a
√
2n(n+ 1)

2n(n+ 1)
,

вiдповiдно, а центр цих сфер дiлить висоту симплекса у вiдношеннi n : 1 ,
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починаючи з вершини.

При n = 2

R =
a
√
2 · 2 · 3
2 · 3

=
a
√
3

3
, r =

a
√
2 · 2 · 3

2 · 2 · 3
=

a
√
3

6
, R/r = 2 : 1.

При n = 3

R =
a
√
2 · 3 · 4
2 · 4

=
a
√
6

4
, r =

a
√
2 · 3 · 4

2 · 3 · 4
=

a
√
6

12
, R/r = 3 : 1.

Нехай цi формули справедливi при n = k . Доведемо їх при n = k+1 .

Hk+1 =
√
a2 −R2

k =

√
a2 − a2k

2(k + 1)
=

a
√
k + 2√

2(k + 1)
=

a
√
2(k + 1)(k + 2)

2(k + 1)
,

sin α =
Rk

a
=

√
2k(k + 1)

2(k + 1)
,

cos α =
Hk+1

a
=

√
2(k + 1)(k + 2)

2(k + 1)
.

Rk+1 =
a

2cos α
=

a
√
k + 1√

2(k + 2)
=

a
√
2(k + 1)(k + 2)

2(k + 2)
.

rk+1 = Hk+1 −Rk+1 =
a
√
2(k + 1)(k + 2)

2(k + 1)
− a

√
2(k + 1)(k + 2)

2(k + 2)
=

=
a
√
2(k + 1)(k + 2)

2(k + 1)(k + 2)
.

Rk+1

rk+1
=

k + 1

1
.

Лема 2.2.1. Якщо множина E =
n−1∪
i=1

Ei ⊂ Rn є об’єднанням n− 1

опуклих множин, то E – 1-опукла множина.
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Доведення. Оскiльки кожна з множин Ei – опукла, то для довiль-

ної точки x ∈ Rn iснує гiперплощина Li , яка проходить через цю точку

i не перетинає множину Е. Перетин цих гiперплощин L =
n−1∩
i=1

Li мiстить

шукану пряму. Отже, E – 1-опукла множина. Лема доведена.

З цiєї леми випливає, що довiльної сукупностi з (n − 1) -ї кулi не-

достатньо для створення тiнi. Тому точне значення необхiдної кiлькостi

куль n або n+ 1 .

Аналогiчно доводиться наступне твердження.

Наслiдок 2.2.1. Якщо множина E =
m−1∪
i=1

Ei ⊂ Rn є об’єднанням

m− 1 опуклих множин, де m < n , то E – (n−m) -опукла множина.

2.3. Задача про тiнь для кругiв з центрами на колi

При n = 2 ця задача була розв’язана Г. Худайбергановим. Вiн по-

казав, що для кола на площинi двох кругiв необхiдно i достатньо для

створення тiнi. Також було доведено, що при n > 2 мiнiмальна кiлькiсть

куль дорiвнює n. Проте дане доведення виявилося помилковим.

Використовуючи неперервнiсть змiни прямих, наведемо iнше розв’я-

зання задачi про тiнь при n = 2 .

Теорема 2.3.1. Iснують два неперетиннi замкненi (вiдкритi) кру-

ги з центрами на одиничному колi та радiусами, меншими одиницi, якi

забезпечують належнiсть центра сфери 1-опуклiй оболонцi сiм’ї цих

кругiв.

Доведення. Дослiдимо 1-опуклу оболонку об’єднання двох кругiв

K1 , K2 з центрами вiдповiдно O1 , O2 та радiусами r1 , r2 у випадку

n = 2 . Для цiєї пари проведемо дотичну пряму l1 , яка роздiляє цi круги,

та дотичну пряму l2 , для якої обидва круги знаходяться в однiй пiвпло-

щинi, що задається цiєю прямою. Розглянемо граничний випадок, коли
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круги дотикаються один до одного i пряма l2 проходить через центр ко-

ла S1 . При цьому пряма l1 проходить через точку дотику кругiв. Нехай

для радiусiв кругiв справедлива нерiвнiсть 1 ≥ r1 ≥ r2 .

O1

O

O2

A B

C

K

l2

l1

M

Мал. 2.3.1.

На малюнку 2.3.1 розглянемо прямокутнi трикутники △O1KO та

△O2KO . За теоремою Пiфагора з одного боку OK2 = OO2
1 − O1K

2 =

1 − (r1 − OM)2 , а з iншого OK2 = OO2
2 − O2K

2 = 1 − (r2 + OM)2 , де

ОМ – вiдстань вiд центра кола О до прямої l1 . Позначимо OM = d . Тодi

1− (r1 − d)2 = 1− (r2 + d)2 . Звiдси отримуємо, що 2(r2 + r1)d = r21 − r22 i

d = (r1 − r2)/2 .

Справедливi наступнi рiвностi O1C = r1 − r2 , O1O2 = r1 + r2 . З

прямокутного △O1O2C за теоремою Пiфагора O2C =
√
O1O2

2 −O1C2 =√
(r1 + r2)2 − (r1 − r2)2 = 2

√
r1r2 . Звiдси AB = O2C = 2

√
r1r2 . Таким

чином, точки дотику кругiв вирiзають з прямої l2 вiдрiзок довжиною

2
√
r1r2 , а вiдстань вiд центра кола до прямої l1 дорiвнює (r1 − r2)/2 .

Дiзнаємось, в якому випадку останню вiдстань можна зробити макси-

мальною. Для цього покладемо r1 = 1 i знайдемо значення r2 , викори-

стовуючи те, що точка дотику круга K1 з прямою l2 спiвпадає з центром

кола О. Отримаємо рiвнiсть 2
√
r2 =

√
1− r22 . Далi все зводиться до ква-

дратного рiвняння r22 + 4r2 − 1 = 0, один з коренiв якого r2 =
√
5 − 2

показує, що величина максимально можливого вiдхилення прямої l1 вiд
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центра кола О дорiвнює (3 −
√
5)/2 . Тепер стає зрозумiлим, чому ми

вибрали пряму l2 такою, що проходить через центр кола. Збiльшення

радiуса круга K2 зменшило б шукану вiдстань. Однак вибранi круги не

задовольняють умов задачi, тому що величина радiуса бiльшого круга до-

рiвнює одиницi i круги дотикаються. Користуючись неперервнiстю змiни

прямої, ми можемо трiшки зменшити радiус великого круга та розсунути

центри кругiв так, щоб пряма l1 не проходила через центр кола О. За-

уважимо, що круги можна брати вiдкритими. При цьому ми зможемо як

завгодно близько наблизитися до знайденої константи (3−
√
5)/2 . Звiдси

i випливає доведення теореми.

Наслiдок 2.3.1. Iснують двi неперетиннi замкненi (вiдкритi) ку-

лi з центрами на сферi Sn−1 та радiусами, меншими вiд радiуса сфери,

якi забезпечують належнiсть центра сфери (n − 1) -опуклiй оболонцi

сiм’ї цих куль.

Доведення. Нехай в n-вимiрному евклiдовому просторi Rn задана

сфера Sn−1 з центром в точцi О. Не порушуючи загальностi, будемо вва-

жати, що радiус сфери дорiвнює одиницi. Розглянемо двi замкненi кулi з

центрами O1 , O2 на цiй сферi та радiусами r1 , r2 . Дослiдимо (n − 1) -

опуклу оболонку об’єднання цих куль. Проведемо дотичну гiперплощину

α1 , що роздiляє кулi, та дотичну гiперплощину α2 , таку що обидвi кулi

знаходяться в одному пiвпросторi, який задається цiєю гiперплощиною.

Розглянемо граничний випадок, коли кулi дотикаються та гiперплощи-

на α2 проходить через центр сфери Sn−1 . При цьому гiперплощина α1

проходить через точку дотику куль. Нехай для радiусiв куль справедлива

нерiвнiсть 1 ≥ r1 ≥ r2 .

Нехай A1 i A2 – точки дотику куль з центрами вiдповiдно O1 , O2 до

гiперплощини α2 , ОХ – вiдстань вiд центра сфери О до вiдрiзка O1O2 ,

який з’єднує центри куль, OY – вiдстань вiд точки О до гiперплощини
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α1 . З прямокутного трикутника △O1XO за теоремою Пiфагора отрима-

ємо OX2 = OO2
1 − O1X

2 = 1 − (r1 − OY )2 . Аналогiчно з прямокутного

трикутника △O2XO OX2 = OO2
2 − O2X2 = 1 − (r2 + OY )2 . Позна-

чимо OY = d . Маємо рiвнiсть 1 − (r1 − d)2 = 1 − (r2 + d)2 , з якої

2(r2 + r1)d = r21 − r22 i d = (r1 − r2)/2 .

Нехай O2Z – вiдстань вiд центра кулi O2 до вiдрiзка O1A1 . Спра-

ведливi наступнi рiвностi O1Z = r1 − r2 , O1O2 = r1 + r2 . З пря-

мокутного △O1O2Z за теоремою Пiфагора O2Z =
√
O1O2

2 −O1Z2 =√
(r1 + r2)2 − (r1 − r2)2 = 2

√
r1r2 . Звiдси A1A2 = O2Z = 2

√
r1r2 . Та-

ким чином, вiдстань мiж точками дотику куль A1 i A2 до гiперпло-

щини α2 дорiвнює 2
√
r1r2 , а вiд центра сфери Sn−1 до гiперплощи-

ни α1 – (r1 − r2)/2 . Знайдемо радiуси куль, для яких остання вiд-

стань буде максимальною. Покладемо r1 = 1 . При цьому точка дотику

A1 кулi з центром O1 з гiперплощиною α2 спiвпадає з центром сфе-

ри О. З одного боку, OA2 = 2
√
r2 , а з iншого за теоремою Пiфагора

OA2 =
√
OO2

2 −O2A2
2 =

√
1− r22 . Отримаємо рiвнiсть 2

√
r2 =

√
1− r22 .

Пiднiсши обидвi частини даного рiвняння до квадрату, отримаємо квадра-

тне рiвняння r22+4r2−1 = 0 , один з коренiв якого дорiвнює r2 =
√
5−2 .

Звiдси випливає, що максимальна вiдстань вiд центра сфери О до гiпер-

площини α1 становить (3 −
√
5)/2 . Ми отримали, що величина радiуса

бiльшої кулi дорiвнює одиницi i кулi дотикаються. Тобто вибранi кулi не

задовольняють умови задачi. Користуючись неперервнiстю змiни гiпер-

площини, ми можемо трiшки зменшити радiус бiльшої кулi та розсунути

центри куль так, щоб гiперплощина α1 не проходила через центр сфери

О. Зауважимо, що кулi можна брати вiдкритими. При цьому ми зможе-

мо як завгодно близько наблизитися до знайденої величини (3−
√
5)/2 .

Звiдси i випливає доведення наслiдку.
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2.4. Основна теорема

Теорема 2.4.1. Для того щоб центр (n− 1) -сфери в n-вимiрному

евклiдовому просторi при n > 2 належав 1-опуклiй оболонцi сiм’ї по-

парно неперетинних вiдкритих (замкнених) куль з радiусами, величини

яких не перевищують (меншi) радiуса сфери, та з центрами на сферi,

необхiдно i достатньо (n+ 1) -ї кулi.

Доведення. Покажемо, що у випадку двовимiрної сфери у триви-

мiрному евклiдовому просторi трьох куль недостатньо для створення тiнi

в центрi сфери. Точки простору будемо позначати координатами (x, y, z) .

Не порушуючи загальностi, припустимо, що сфера з центром в початку

координат має радiус, величина якого дорiвнює одиницi, i, що трьох вiд-

критих куль достатньо для створення тiнi в центрi сфери. Очевидно, що

цi кулi повиннi мати рiзнi радiуси. Якщо радiуси куль були б рiвними i

кулi би дотикалися, то через точку їх дотику можна було б провести дво-

вимiрну площину, яка може перетнути тiльки третю кулю. Тому згiдно

геометричної форми теореми Гана-Банаха [61] в цiй площинi через центр

сфери проходить пряма, яка не перетинає жодної кулi. Припустимо, що

для радiусiв куль мають мiсце наступнi нерiвностi 1 ≥ r1 > r2 > r3 . Ми

можемо вважати, що кулi попарно дотикаються одна одної, в iншому разi

ми могли б збiльшити їх з тим же ефектом для тiнi. Розмiстимо центр

кулi з найбiльшим радiусом в точцi (0, 0, 1) .
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Мал. 2.4.1.

Через центри куль B1 , B2 та початок координат проведемо двови-

мiрну площину L (малюнок 2.4.1). Кожна з цих куль породжує круговий

конус з центром в початку координат такий, що довiльна пряма, яка мi-

ститься всерединi конуса, перетинає цю кулю. Цей конус перетинає сферу

по двох колах, якi можна задати парою паралельних площин, що мiстять

цi кола. В площинi L їм ставляться у вiдповiднiсть двi прямi GB i CA.

Смуга мiж цими площинами вирiзає iз сфери частину точок, таких що до-

вiльна пряма, яка проходить через центр сфери i таку точку, не перетинає

вiдповiдну кулю. Аналогiчно для другої кулi в площинi L отримаємо двi

прямi CG и AB.

Перетин двох смуг, якi вiдповiдають цим кулям, є цилiндром в про-

сторi R3 , в основi якого лежить паралелограм ABGC. Цей цилiндр вирiзає

на сферi множину тих точок, для яких кожна пряма, що проходить через

центр сфери i таку точку, не перетинає обидвi кулi. Тепер очевидно, що ра-

дiус третьої кулi, необхiдної для створення тiнi, не може бути меншим, нiж

половина дiагоналi BC цього паралелограма. Пряма OF дотикається до

кулi B1 в точцi М, тому з рiвностi трикутникiв OO1M i OHF випливає,
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що довжина HF дорiвнює r1 . З прямокутного трикутника OHF за тео-

ремою Пiфагора отримаємо, що OH =
√
OF 2 −HF 2 =

√
1− r21 . Звiдси

випливає, що вiдстань мiж прямими GB i CA дорiвнює BD = 2
√
1− r21 .

Оскiльки кулi B1 i B2 дотикаються, то O1O2 = r1+r2 . У рiвнобедреному

трикутнику OO1O2 проведемо висоту OL. У прямокутному трикутнику

OO1L ∠O1OL = arcsin(r1+ r2)/2 . Тому ∠O1OO2 = 2arcsin(r1+ r2)/2 .

Вiдрiзок OO1 перпендикулярний прямiй GB, а вiдрiзок OO2 пер-

пендикулярний прямiй AB. У чотирикутнику OHBK ∠OHB = ∠OKB =

90◦ , ∠HOK+∠HBK = 180◦ . Тому ∠O1OO2 = 180◦−∠GBA = ∠CAB ,

∠BAD = 180◦ − ∠CAB = 180◦ − ∠O1OO2 , sin∠BAD = sin(180◦ −
∠O1OO2) = sin∠O1OO2 = sin(2arcsin(r1 + r2)/2) . Знайдемо сторони

паралелограма ABGC. З прямокутного трикутника ABD

AB = BD/sin∠BAD = 2
√
1− r21/sin(2arcsin(r1 + r2)/2).

Аналогiчно AC = 2
√
1− r22/sin(2arcsin(r1 + r2)/2) .

Тепер за теоремою косинусiв отримуємо

OB =

√
2− r21 − r22 − 2

√
1− r21

√
1− r22 cos(2 arcsin((r1 + r2)/2))

sin 2(arcsin((r1 + r2)/2))
. (2.1)

Проведемо числовi оцiнки. Оскiльки з усiх вписаних в коло трику-

тникiв максимальний периметр має правильний трикутник, то сума радi-

усiв куль не перевищує пiвпериметра правильного трикутника, вписаного

в одиничне коло

r1 + r2 + r3 ≤ 1.5
√
3 ≈ 2.598. (2.2)

Радiус кулi B2 не може бути меншим, нiж
√
2/2 , iнакше з нерiвно-

стi r2 > r3 випливає, що довiльна пряма, яка проходить через початок

координат та лежить в площинi xOy, не зможе перетнути кулi B2 i B3 ,

а куля B1 з цiєю площиною не перетинається.

Використовуючи програму Derive з 2.1 отримуємо, що при радiу-

сi r2 < 0.77 радiус r3 > 0.77 . Вiдповiдно, не виконується нерiвнiсть
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r2 > r3 . Якщо ж r2 > 0.85 , то за допомогою програми Derive отримаємо

нерiвнiсть r1 + r2 + r3 > 2.6 , що суперечить 2.2. Для суми радiусiв куль

отримаємо нерiвностi 1.54 < 2r2 < r1 + r2 ≤ 1 + r2 < 1.85 .

O1

O

O2

K

N L

Мал. 2.4.2.

Далi отримаємо наступнi оцiнки (малюнок 2.4.2)

cos∠KO1O2 =
O1O2

2OO1
=

r1 + r2
2

,

O1K = O1O2cos∠KO1O2 = (r1 + r2)
r1 + r2

2
,

1, 1858 ≤ O1K =
(r1 + r2)

2

2
≤ 1, 7113,

0, 9826 ≥ KO2 = OL = (r1 + r2)

√
1− (r1 + r2)2

4
≥ 0, 7029,

0, 1858 ≤ OK = O1K − 1 = LO2 ≤ 0, 7113,

0, 4654 ≤ NL =
√
NO2

2 − LO2
2 =

√
r22 − LO2

2 ≤ 0, 5216.

Вiдрiзок NL дорiвнює радiусу кола, по якому куля B2 перетинає

площину хОу. Точка L – центр цього кола. Вiдношення NL/OL задає

синус половини кута α , з якого це коло видно з початку координат.
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Для sin(α/2) маємо оцiнку зверху sin(α/2) = NL/OL ≤ 0, 6621 , то-

дi arcsin(α/2) = arcsin(0, 6621) ≤ 0, 7236 . Тому радiанна мiра кута α

не перевищує 1,4472.

Оскiльки радiус кулi B2 менший, нiж радiус кулi B3 , то одержуючи

аналогiчнi оцiнки, отримаємо, що коло, по якому куля B3 перетинається з

площиною хОу, теж видно з початку координат пiд кутом, радiанна мiра

якого не перевищує 1,4472. Обидва цi кола разом закривають кут, радiан-

на мiра якого не перевищує 2,8945. Цей кут є меншим, нiж розгорнутий

кут π . Тому в площинi xOy iснує пряма, яка проходить через початок

координат i не перетинає жодної з трьох куль. Отже, для створення тiнi в

центрi сфери при n = 3 необхiдно чотири кулi. При n > 3 необхiдна кiль-

кiсть куль отримується застосуванням математичної iндукцiї. Для цього

розглянемо гiперплощину, яка проходить через центр сфери i не перети-

нає одну з куль. Для створення тiнi в початку координат для куль цiєї

гiперплощини, згiдно припущення iндукцiї, необхiдно n куль. Тому, дода-

ючи кулю, яка не перетинає вибрану гiперплощину, отримуємо, що для

створення тiнi в початку координат необхiдна (n + 1) -а куля. Теорема

доведена.

2.5. Задача про тiнь для пiвопуклостi

Розглянемо аналог задачi про тiнь для пiвопуклостi, яка є частковим

випадком належностi точки 1-пiвопуклiй оболонцi деякої сiм’ї куль.

Яка мiнiмальна кiлькiсть попарно неперетинних замкнених (вiд-

критих) куль з центрами на сферi Sn−1 та радiусами, меншими (якi

не перевищують) вiд радiуса сфери, достатня для того, щоб довiльний

промiнь, який виходить з центра сфери, перетинав хоча б одну з цих

куль?

Наступна теорема дає розв’язок цiєї задачi для випадку n = 2 .
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Теорема 2.5.1. Для того, щоб центр кола S1 ⊂ R2 належав 1-

пiвопуклiй оболонцi сiм’ї попарно неперетинних вiдкритих (замкнених)

кругiв з радiусами, якi не перевищують (меншi) радiуса кола, та з цен-

трами на цьому колi, необхiдно i достатньо трьох кругiв.

Доведення. Впишемо в коло гострокутний трикутник з нерiвни-

ми сторонами a > b > c . У вершинах цього трикутника розмiсти-

мо три замкненi круги радiусiв, вiдповiдно, p − a , p − b , p − c , де

p = (a + b + c)/2 . Тодi, очевидно, що 1-пiвопукла оболонка об’єднан-

ня цих кругiв складається з кругiв та внутрiшностi трикутника. Якщо

центр кола не належить об’єднанню кругiв, то така конструкцiя забезпе-

чить тiнь i в цiй точцi. Користуючись неперервнiстю, трiшки зменшимо

радiуси цих кругiв. Таким чином, отримаємо, що при n = 2 три замкненi

(вiдкритi) круги вирiшують задачу про тiнь.

Дослiдимо спiввiдношення сторiн трикутника, якi забезпечують

розв’язок даної задачi. З нерiвностей p − a < p − b < p − c випливає,

що радiус описаного кола повинен перевищувати число p − c . Не пору-

шуючи загальностi, будемо вважати, що сторона c = 1 та справедливi

нерiвностi a > b > 1 . Iншi трикутники з потрiбною властивiстю можна

отримати перетворенням подiбностi. Для радiуса кола, описаного навколо

трикутника, справедлива формула

R =
abc

4S
=

abc

4
√
p(p− a)(p− b)(p− c)

=

=
ab√

(a+ b+ 1)(−a+ b+ 1)(a− b+ 1)(a+ b− 1)
.

Замiнюючи сторони трикутника змiнними x = a , y = b , отримаємо,

що координати потрiбних сторiн повиннi знаходитися всерединi криволi-

нiйного трикутника ABC, двома сторонами якого є прямi x = y , y = 1 ,
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а третя крива задається неявним рiвнянням

x+ y − 1 =
2xy√

(x+ y + 1)(−x+ y + 1)(x− y + 1)(x+ y − 1)
.

O 1

1

x

y

A

B C

Мал. 2.5.1.

Побудовою графiка в Derive (малюнок 2.5.1) переконуємося, що мно-

жина таких точок непорожня. Теорема доведена.

Iз збiльшенням розмiрностi простору задача про тiнь для пiвопу-

клостi ускладнюється. Покажемо, що iснують сiм’ї опуклих множин, 1-

пiвопукла оболонка яких спiвпадає з такою сiм’єю.

Лема 2.5.1. Якщо множина К є об’єднанням n опуклих компактiв

Ki , K =
n∪

i=1
Ki , то Hk(K) = 0 , k ≥ n− 1 при n > 1 , (Hk(K) – k-

вимiрнi групи когомологiй компакта K [45]).

Доведення. Доведемо теорему методом математичної iндукцiї. Об’-

єднання двох опуклих компактiв не може бути носiєм жодного коциклу в

додатних розмiрностях [101]. Тому теорема справедлива для n = 2 . При-

пустимо, що теорема виконується при m = n−1 . Доведемо її для випадку

m = n . Застосуємо точну когомологiчну послiдовнiсть Майєра-В’єторiса
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[45] для трiади

(
n∪

i=1

Ki,
n−1∪
i=1

Ki, Kn).

Випишемо три її послiдовнi члени

Hj(
n−1∪
i=1

(Ki

∩
Kn)) → Hj+1(

n∪
i=1

Ki) → Hj+1(
n−1∪
i=1

Ki)
⊕

Hj+1(Kn).

Множини Ki

∩
Kn опуклi. Тому за припущенням iндукцiї перший

член послiдовностi нульовий при j ≥ n − 2 . Те ж саме випливає i для

обох доданкiв третього члена послiдовностi. Тепер в силу точностi послi-

довностi отримуємо твердження леми.

Теорема 2.5.2. Кожна множина K =
n∪

i=1
Ki в Rn , де всi множи-

ни Ki – опуклi компакти, є 1-пiвопуклою.

Доведення. Розглянемо довiльну точку x ∈ Rn \K . Виберемо сфе-

ру Sn−1 з центром в точцi х так, щоб всерединi кулi, обмеженої цiєю

сферою, не було точок множини К. Для кожного компакта Ki побудує-

мо однопорожнинний конус conKi з вершиною в точцi х. Нехай множини

Ei заданi перетинами Ei = conKi

∩
Sn−1 . Розглянемо їх опуклi оболонки

[32] Fi = convEi . Кожна з побудованих таким способом множин опукла

i є пiдмножиною вiдповiдного конуса. Об’єднання множин Fi не може

мiстити всю сферу Sn−1 , бо воно було б носiєм ненульового коциклу, що

неможливо за лемою 2.5.1. Тому на сферi Sn−1 знайдеться точка у, яка

не належить об’єднанню
∪
Fi . I тодi промiнь з початком в точцi х, який

проходить через точку у, не перетинає жодної з множин Ki . Оскiльки

точка х довiльна, то теорема доведена.

Зауваження 2.5.1. З множини (n−1) -вимiрних граней n-вимiрного

симплекса легко скласти множину, яка не буде 1-пiвопуклою.

Ускладнимо задачу, наклавши на множину додатковi умови. Насту-

пна теорема дає достатнi умови належностi центра сфери 1-пiвопуклiй

оболонцi сiм’ї куль з центрами на цiй сферi.
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Теорема 2.5.3. Для того, щоб центр двовимiрної сфери в три-

вимiрному евклiдовому просторi належав 1-пiвопуклiй оболонцi сiм’ї по-

парно неперетинних вiдкритих (замкнених) куль з радiусами, якi не пе-

ревищують (меншi) радiуса сфери, та з центрами на сферi, достатньо

десяти куль.

Доведення. Нехай S2 ⊂ R3 – одинична сфера. Точки простору бу-

демо позначати координатами (x, y, z) . Виберемо двi вiдкритi кулi одини-

чного радiуса з центрами в точках (0, 0, 1) i (0, 0,−1) . Тепер променi, якi

не перетинають цi двi кулi, лежать в площинi xOy. Вiдкрита куля радiуса
√
2 − 1 з центром в точцi (1, 0, 0) дотикається до двох заданих куль i її

видно з початку координат в площинi xOy пiд кутом α , синус половини

якого дорiвнює
√
2 − 1 . Вiдповiдно, α/2 = arcsin(

√
2 − 1) , α = 0, 8542 .

Оскiльки цей кут помiщається 7,35 разiв у розгорнутому кутовi 2π , то

заповнимо коло в площинi xOy чотирма кулями радiуса
√
2−1 з центра-

ми в точках (1, 0, 0) , (0, 1, 0) , (−1, 0, 0) , (0,−1, 0) . Пiсля цього мiж ними

розмiстимо чотири кулi радiусiв
√
2−

√
2−

√
2 + 1 з центрами в точках

перетину одиничного кола площини xOy з бiсектрисами координатних ку-

тiв. Цi кулi дотикаються до двох сусiднiх з попереднiх чотирьох. Оскiльки

радiуси сусiднiх куль з центрами в площинi xOy рiзнi, то цей набiр з де-

сяти куль забезпечить належнiсть центра сфери 1-пiвопуклiй оболонцi

їх об’єднання. Трiшки зменшивши радiуси куль, бачимо, що iснує набiр

замкнених десяти куль з цими ж властивостями. Теорема доведена.

Вкладенням вищерозглянутого тривимiрного простору як лiнiйного

пiдпростору в Rn отримаємо наступну оцiнку для (n− 2) -опуклостi.

Наслiдок 2.5.1. Для того, щоб центр (n − 1) -вимiрної сфери в

евклiдовому просторi Rn належав (n− 2) -пiвопуклiй оболонцi сiм’ї по-

парно неперетинних вiдкритих (замкнених) куль з радiусами, якi не пе-

ревищують (меншi) радiуса сфери, та з центрами на сферi, достатньо
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десяти куль.

Попереднi мiркування не переносяться на бiльш високi розмiрностi та

не дають необхiдних умов навiть у тривимiрному просторi. Тому наступнi

питання залишаються вiдкритими.

Запитання 1. Яка мiнiмальна кiлькiсть куль у тривимiрному ев-

клiдовому просторi забезпечить належнiсть центра сфери їх 1-пiвопуклiй

оболонцi?

У розмiрностях, вищих, нiж три, невiдомо навiть, чи iснує скiнченна

кiлькiсть куль, достатня для створення тiнi у випадку пiвопуклостi.

Запитання 2. Чи iснує скiнченна кiлькiсть куль з перелiченими ви-

ще умовами в евклiдовому просторi Rn , n > 3 , яка забезпечить нале-

жнiсть центра сфери їх 1-пiвопуклiй оболонцi?

Якщо центри куль розмiстити на двох концентричних сферах, то,

використовуючи конструкцiю для 1-опуклостi в Rn , радiус другої сфе-

ри та кулi з центрами на цiй сферi отримаємо гомотетiєю вiдносно цен-

тра першої сфери. Коефiцiєнт гомотетiї виберемо з вiд’ємним знаком, так

щоб образ гомотетiї не перетинався з вихiдною множиною. Очевидно, що

центр сфери буде належати 1-пiвопуклiй оболонцi куль. Тому для ви-

конання умови необхiдно i достатньо 2n + 2 кулi з центрами на двох

концентричних сферах.

2.6. Задача про тiнь для довiльної точки внутрi-

шностi сфери

Узагальнимо задачу про тiнь для куль з центрами на сферi. Яка

найменша кiлькiсть попарно неперетинних вiдкритих (замкнених) куль

з центрами на сферi Sn−1 та радiусами, меншими (якi не перевищують)

вiд радiуса сфери, забезпечить належнiсть внутрiшностi сфери 1-опуклiй
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оболонцi сiм’ї куль?

Для випадку n = 2 справедлива наступна теорема.

Теорема 2.6.1. Для того, щоб внутрiшнiсть кола належала 1-

опуклiй оболонцi сiм’ї попарно неперетинних вiдкритих (замкнених)

кругiв з центрами на колi та радiусами, меншими вiд радiуса кола, не-

обхiдно i достатньо трьох кругiв.

Доведення. Впишемо в коло правильний трикутник АВС. Побуду-

ємо три вiдкритi (замкненi) круги з центрами у вершинах трикутника та

радiусами, якi рiвнi половинi сторони трикутника.

O

A

B

C

X

a

Мал. 2.6.1.

Бачимо, що довiльна пряма a, яка проходить через будь-яку точку X

внутрiшностi кола, перетне хоча б один з даних кругiв (малюнок 2.6.1).

Тобто внутрiшнiсть кола належить 1-опуклiй оболонцi цих кругiв. Але

при цьому кулi попарно дотикаються. Для уникнення цього для досить

малого ε розглянемо три круги радiусiв c − ε, c − ε/2, c − ε/22 , де c –

половина довжини сторони трикутника. Розмiстимо круги так, щоб во-

ни попарно дотикалися, а їхнi центри утворювали трикутник, який мало

вiдрiзняється вiд правильного. Через центри цих кругiв проходить єдине

коло, внутрiшнiсть якого належить 1-оболонцi цих кругiв. Внутрiшностi
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кругiв з центрами у вершинах трикутника утворюють сiм’ю з трьох вiд-

критих куль, для якої внутрiшнiсть кола, описаного навколо трикутника

АВС, належить 1-оболонцi цiєї сiм’ї. Якщо круги замкненi, то в силу не-

перервностi, трохи зменшивши їхнi радiуси, отримаємо, що трьох замкне-

них куль достатньо для створення тiнi для внутрiшностi кола, описаного

навколо трикутника. Теорема доведена.

Зауваження 2.6.1. Для випадку n > 2 метод, використаний при

доведеннi теореми 2.6.1, нам не пiдходить. При n = 3 впишемо у дво-

вимiрну сферу правильний тривимiрний симплекс та розмiстимо у його

вершинах чотири кулi з радiусами, рiвними половинi ребра симплекса.

Тодi через кожну з точок, яка є серединою ребра симплекса, можна про-

вести пряму, яка не буде перетинати жодної з цих куль.

Зауваження 2.6.2. Аналогiчно до мiркувань, якi ми використову-

вали при доведеннi теореми 2.6.1, можна показати, що при n = 3 iснує

скiнченна кiлькiсть куль з центрами на сферi, для яких довiльна точка

внутрiшностi сфери належить їх 1-опуклiй оболонцi. Але знайти мiнiмаль-

ну кiлькiсть цих куль поки що не вдалося.

Зауваження 2.6.3. (n+ 1) -ї кулi достатньо, щоб усi точки, якi мi-

стяться у кулi, обмеженiй сферою, належали до (n− 1) -опуклої оболон-

ки системи куль. Для правильного симплекса вiзьмемо кулi з центрами

у його вершинах та радiусами, рiвними половинi висоти симплекса. Тодi

опукла оболонка цiєї системи спiвпадає з її (n − 1) -опуклою оболонкою

та мiстить сферу.

Зауваження 2.6.4. Узагальнимо задачу про тiнь для пiвопуклостi.

Яка найменша кiлькiсть попарно неперетинних вiдкритих (замкнених)

куль з центрами на сферi Sn−1 та радiусами, меншими (якi не переви-

щують) вiд радiуса сфери, забезпечить належнiсть внутрiшностi сфери

1-пiвопуклiй оболонцi сiм’ї куль? При n > 1 не iснує скiнченної кiлькостi



63

куль для створення тiнi у довiльнiй точцi внутрiшностi сфери. Вiзьмемо

двi кулi, центри яких найближчi. На вiдрiзку, що з’єднує центри цих куль

знайдеться точка, яка не належить їх об’єднанню, та iснує промiнь з по-

чатком у будь-якiй точцi внутрiшностi сфери, який проходить через дану

точку, що не перетинає систему куль.

2.7. Задача про тiнь для сiм’ї множин, отрима-

них iз заданої опуклої множини за допомогою па-

ралельних перенесень i гомотетiй

Нехай в n-вимiрному евклiдовому просторi Rn , n ≥ 2 , задана опукла

множина з непорожньою внутрiшнiстю. Iз даної множини за допомогою

групи геометричних перетворень отримана сiм’я попарно неперетинних

замкнених множин. Виникає запитання – скiльки (найменша кiлькiсть)

елементiв цiєї сiм’ї достатньо для того, щоб вибрана точка x ∈ Rn нале-

жала 1-опуклiй оболонцi цiєї сiм’ї (тобто для того, щоб довiльна пряма,

яка проходить через точку х, перетинала принаймнi одну з цих множин)?

У роботi Ю. Б. Зелiнського [10] було отримано розв’язок цiєї задачi для

групи геометричних перетворень, яка складається з рухiв та гомотетiй

опуклої множини з непорожньою внутрiшнiстю. Показано, що для цьо-

го необхiдно i достатньо n елементiв даної сiм’ї. Розглянемо аналогiчну

задачу для сiм’ї множин, отриманих з опуклої множини з непорожньою

внутрiшнiстю за допомогою паралельних перенесень та гомотетiй.

Теорема 2.7.1. Для того, щоб вибрана точка в n-вимiрному евклi-

довому просторi при n ≥ 2 належала 1-опуклiй оболонцi сiм’ї попарно

неперетинних замкнених множин, отриманих iз заданої опуклої мно-

жини з непорожньою внутрiшнiстю за допомогою групи перетворень,

яка складається з паралельних перенесень та гомотетiй, необхiдно i
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достатньо n елементiв цiєї сiм’ї.

Доведення. Нехай В — задана опукла множина з непорожньою вну-

трiшнiстю i O ∈ Rn — довiльна точка простору Rn . Виконаємо пара-

лельне перенесення множини В так, щоб точка О належала внутрiшностi

множини В. Локально межу опуклої множини можна задати опуклою

функцiєю [67], яка диференцiйовна майже всюди на областi задання [32].

Тому в будь-якому околi довiльної точки межi множини В знайдеться

точка, в якiй iснує дотична гiперплощина. Опишемо навколо множини В

многогранник з якомога меншою кiлькiстю граней, якi є дотичними гiпер-

площинами до множини В. В залежностi вiд виду множини В кiлькiсть

граней многогранника буде лежати в межах вiд n + 1 (n-вимiрний сим-

плекс) до 2n (паралелепiпед). Якщо кiлькiсть граней бiльша, нiж n+1 ,

то кiлькiсть пар паралельних граней буде вiд 0 до n.

Розглянемо випадок, коли навколо множини описаний паралелепi-

пед. З точки О проведемо n променiв, перпендикулярних до кожної з

граней паралелепiпеда, якi не є паралельними. Нехай X1, X2, ..., Xn – то-

чки перетину променiв з гранями паралелепiпеда, а Y1, Y2, ..., Yn – точки

перетину променiв з множиною В, iнколи цi точки вiдповiдно спiвпада-

ють. На кожному з променiв OX1, OX2, ..., OXn в досить малих околах

точок Y1, Y2, ..., Yn виберемо точки Z1, Z2, ..., Zn так, щоб точки Yi були

внутрiшнiми точками вiдрiзкiв OZi , i = 1, ..., n . Виконаємо паралельнi

перенесення множини В на вектори
−−→
Z1O,

−−→
Z2O, ...,

−−→
ZnO . Отримаємо мно-

жини B1, B2, ..., Bn . Однак, утворенi таким способом множини можуть

перетинатися.

Нехай r1 – радiус мiнiмального кола з центром в точцi О, яке мi-

стить кожну з множин B1, B2, ..., Bn . А r2 – радiус максимального кола

з центром в цiй точцi, внутрiшнiсть якого не перетинається iз жодною з

утворених множин i яке дотикається принаймнi до однiєї з них. Виконаємо
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гомотетичнi перетворення множин B2, ..., Bn з коефiцiєнтами, вiдповiдно,

k1 = r2/r1, k2 = (r2/r1)
2 = k1

2, ..., kn−1 = (r2/r1)
n−1 = k1

n−1.

Отримаємо множини B
′

2, ..., B
′

n . Утворенi таким способом множини

B1, B
′

2, ..., B
′

n не перетинаються. Легко переконатися, що двостороннiй ко-

нус, заданий множинами B1, B
′

2, ..., B
′

n , мiстить всi точки простору Rn .

Таким чином, n опуклих множин достатньо для створення тiнi. З леми 1

[16] випливає, що (n − 1) -ї опуклої множини замало для створення тiнi.

Тому для цього необхiдно i достатньо n опуклих множин. Легко пере-

конатися, що кiлькiсть опуклих множин залишиться такою самою, якщо

навколо множини В описати многогранник з меншою кiлькiстю граней.

Теорема доведена.

Розглянемо аналог задачi про тiнь для пiвопуклостi. Яка найменша

кiлькiсть попарно неперетинних замкнених (вiдкритих) множин, отрима-

них iз заданої опуклої множини з непорожньою внутрiшнiстю за допомо-

гою деяких геометричних перетворень, достатня для того, щоб вибрана

точка x ∈ Rn належала 1-пiвопуклiй оболонцi цiєї сiм’ї (тобто для того,

щоб довiльний промiнь з початком в цiй точцi перетинав принаймнi одну з

цих множин). У роботi Ю. Б. Зелiнського [10] було отримано розв’язок цi-

єї задачi для групи геометричних перетворень, яка складається з рухiв та

гомотетiй опуклої множини з непорожньою внутрiшнiстю (показано, що

для цього необхiдно i достатньо (n+ 1) -ї множини). Ми розв’язали дану

задачу для сiм’ї множин, отриманих з опуклої множини з непорожньою

внутрiшнiстю за допомогою паралельних перенесень та гомотетiй.

Теорема 2.7.2. Для того, щоб вибрана точка в n-вимiрному ев-

клiдовому просторi при n ≥ 2 належала 1-пiвопуклiй оболонцi сiм’ї по-

парно неперетинних замкнених множин, отриманих iз заданої опуклої

множини з непорожньою внутрiшнiстю за допомогою групи перетво-

рень, яка складається з паралельних перенесень та гомотетiй, необхi-
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дно i достатньо 2n елементiв цiєї сiм’ї.

Доведення. Як i у доведеннi теореми 2.7.1, опишемо навколо опу-

клої множини В многогранник з якомога меншою кiлькiстю граней. У

внутрiшностi множини В виберемо довiльну точку О. З цiєї точки прове-

демо променi, перпендикулярнi до кожної гранi многогранника. В зале-

жностi вiд виду многогранника кiлькiсть таких променiв буде лежати в

межах вiд n+ 1 до 2n . Нехай X1, X2, ..., Xn+1, ..., X2n – точки перетину

променiв з гранями многогранника, а Y1, Y2, ..., Yn+1, ..., Y2n – точки пе-

ретину променiв з множиною В, iнколи цi точки вiдповiдно спiвпадають.

На кожному з променiв OX1, OX2, ..., OXn+1, ..., OX2n в досить малих

околах точок Y1, Y2, ..., Yn+1, ..., Y2n виберемо точки Z1, Z2, ..., Zn+1, ..., Z2n

так, щоб точки Yi були внутрiшнiми точками вiдрiзкiв OZi , i = 1, ...,

n + 1, ..., 2n (в залежностi вiд виду многогранника кiлькiсть цих про-

менiв буде вiд n + 1 до 2n ). Виконаємо паралельнi перенесення мно-

жини В на вектори
−−→
Z1O,

−−→
Z2O, ...,

−−−−→
Zn+1O, ...,

−−−→
Z2nO . Отримаємо множини

B1, B2, ..., Bn+1, ..., B2n . Однак, утворенi таким способом множини можуть

перетинатися.

Нехай r1 – радiус мiнiмального кола з центром в точцi О, яке мi-

стить кожну з множин B1, B2, ..., Bn+1, ..., B2n . А r2 — радiус максималь-

ного кола з центром в цiй точцi, внутрiшнiсть якого не перетинається

з жодною з утворених множин i яке дотикається принаймнi до однiєї з

них. Виконаємо гомотетичнi перетворення множин B2, ..., Bn+1, ..., B2n з

коефiцiєнтами, вiдповiдно,

k1 = r2/r1, k2 = (r2/r1)
2 = k1

2, ..., kn = (r2/r1)
n = k1

n, ...,

k2n−1 = (r2/r1)
2n−1 = k1

2n−1.

Отримаємо множини B
′

2, ..., B
′

n+1, ..., B
′

2n . Утворенi таким спосо-

бом множини B1, B
′

2, ..., B
′

n+1, ..., B
′

2n не перетинаються. Легко пере-

конатися, що конус, заданий цими множинами, мiстить усi точки про-
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стору Rn . Таким чином, якщо навколо множини В можна описати

n-вимiрний симплекс, то (n + 1) -ї опуклої множини достатньо для ство-

рення тiнi, якщо паралелепiпед – то для цього достатньо 2n множин, а

в iншому випадку — достатньо вiд n + 2 до 2n − 1 опуклих множин. З

теореми 4 [16] випливає, що n опуклих множин замало для створення

тiнi. Тому для цього необхiдно i достатньо 2n опуклих множин. Теорема

доведена.

2.8. Задача про тiнь в комплексному та гiперком-

плексному просторах

Ю. Б. Зелiнським [10] була сформульована задача про тiнь в компле-

ксному та гiперкомплексному просторах. Яка мiнiмальна кiлькiсть по-

парно неперетинних замкнених куль з центрами на сферi S2n−1 ⊂ Cn

(S4n−1 ⊂ Hn) та радiусами, меншими вiд радiуса сфери, достатня, щоб

довiльна комплексна (гiперкомплексна) пряма, яка проходить через центр

сфери, перетинала хоча б одну з цих куль (тобто для того, щоб центр сфе-

ри належав 1-комплекснiй чи 1-гiперкомплекснiй оболонцi цих куль)?

Встановлено, що в комплексному (гiперкомплексному) просторi при

n = 2 для створення тiнi необхiдно i достатньо двi кулi.

Теорема 2.8.1. [10]. Для того щоб вибрана точка в 2-вимiрному

комплексному (гiперкомплексному) евклiдовому просторi C2 (H2) , на-

лежала 1-комплекснiй (1-гiперкомплекснiй) оболонцi сiм’ї попарно не-

перетинних вiдкритих (замкнених) куль, якi дану точку не мiстять,

необхiдно i достатньо двi кулi.

Дослiдимо, скiльки таких куль достатньо для створення тiнi при

n ≥ 3 у цих просторах.

Теорема 2.8.2. Для того, щоб центр сфери в n-вимiрному
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комплексному (гiперкомплексному) евклiдовому просторi Cn (Hn) ,

n ≥ 3 , належав 1-комплекснiй (1-гiперкомплекснiй) оболонцi сiм’ї по-

парно неперетинних вiдкритих (замкнених) куль з центрами на сферi

S2n−1 ⊂ Cn (S4n−1 ⊂ Hn) та з радiусами, меншими вiд радiуса сфери,

достатньо 2n (4n− 2) куль.

Доведення. В n-вимiрному комплексному (гiперкомплексному) ев-

клiдовому просторi Cn (Hn) розглянемо сферу S2n−1 (S4n−1) . Через

центр цiєї сфери проведемо дiйсну площину розмiрностi 2n− 1 (4n− 3) .

Вона перетне сферу S2n−1 (S4n−1) по сферi S2n−2 (S4n−4) . Через центр

сфери S2n−1 (S4n−1) проведемо довiльну комплексну (гiперкомплексну)

пряму, яка не належить площинi R2n−1 (R4n−3) . Ця комплексна (гiпер-

комплексна) пряма має дiйсну розмiрнiсть 2 (4). Перетин даної прямої та

площини R2n−1 (R4n−3) буде мiстити дiйсну пряму. Для того щоб центр

сфери S2n−2 ⊂ R2n−1 (S4n−4 ⊂ R4n−3) належав 1-оболонцi сiм’ї попар-

но неперетинних вiдкритих (замкнених) куль з центрами на цiй сферi

та з радiусами, меншими вiд радiуса сфери, необхiдно i достатньо 2n

(4n−2) куль. Тому 2n (4n−2) куль достатньо для того, щоб центр сфе-

ри S2n−1 ⊂ Cn (S4n−1 ⊂ Hn) належав 1-комплекснiй (1-гiперкомплекснiй)

оболонцi сiм’ї куль з вiдповiдними умовами. Теорема доведена.

Наступнi запитання залишаються вiдкритими.

Запитання 1. Яка мiнiмальна кiлькiсть куль в n-вимiрному ком-

плексному (гiперкомплексному) евклiдовому просторi Cn (Hn) при

n ≥ 3 забезпечить належнiсть початку координат їх 1-комплекснiй (1-

гiперкомплекснiй) оболонцi?

Запитання 2. Яка мiнiмальна кiлькiсть вiдкритих (замкнених) куль

з центрами на фiксованiй сферi та з радiусами, якi не перевищують (мен-

шi) радiуса сфери в n-вимiрному комплексному (гiперкомплексному) ев-

клiдовому просторi Cn (Hn) при n ≥ 3 забезпечить належнiсть центра
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сфери їх 1-комплекснiй (1-гiперкомплекснiй) оболонцi?
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2.9. Висновки

У другому роздiлi дисертацiйної роботи дослiджено узагальнено опу-

клi множини та їх узагальнено опуклi оболонки.

1. Повнiстю розв’язана класична задача про тiнь, яка є частковим ви-

падком належностi точки узагальнено опуклiй оболонцi деякої сiм’ї куль.

Встановлено, що при n > 2 (n+1) -ї кулi, центри яких лежать на (n−1) -

вимiрнiй сферi, необхiдно i достатньо для створення тiнi в центрi сфери.

При n = 2 наведено iнший спосiб розв’язання задачi про тiнь (у цьому

випадку для створення тiнi в початку координат необхiдно i достатньо

двох кругiв).

2. Крiм цього, у даному роздiлi розглянуто деякi узагальнення кла-

сичної задачi про тiнь. Сформульовано задачу про тiнь для пiвопуклостi.

Отримано повний розв’язок цiєї задачi в двовимiрному евклiдовому про-

сторi. Встановлено, що для створення тiнi в центрi кола необхiдно i доста-

тньо трьох кругiв. Знайдено достатню кiлькiсть куль для створення тiнi

при n = 3 у випадку пiвопуклостi. Показано, що десяти куль з центрами

на двовимiрнiй сферi достатньо для створення тiнi в центрi сфери.

3. Узагальнено задачу про тiнь для довiльної точки внутрiшностi

сфери та отримано розв’язок цiєї задачi на площинi (для створення тiнi в

довiльнiй точцi внутрiшностi круга необхiдно i достатньо трьох кругiв).

4. Розв’язано задачу про тiнь для сiм’ї множин, отриманих з опу-

клої множини з непорожньою внутрiшнiстю за допомогою групи геоме-

тричних перетворень, яка складається з паралельних перенесень та го-

мотетiй. Показано, що у випадку 1-опуклостi n елементiв цiєї сiм’ї, а у

випадку 1-пiвопуклостi 2n множин необхiдно i достатньо для створення

тiнi у довiльнiй точцi n-вимiрного евклiдового простору.

5. Дослiджено, скiльки куль достатньо для створення тiнi у центрi

сфери в n-вимiрному комплексному (гiперкомплексному) просторi. Вста-
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новлено, що в комплексному просторi це число становить 2n , а в гiпер-

комплексному (4n− 2) .

Результати роздiлу опублiковано в [16], [19], [21].
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РОЗДIЛ 3

МНОЖИНА МIРИ НУЛЬ, ЯКА МIСТИТЬ СФЕРИ

ДОВIЛЬНИХ РАДIУСIВ

3.1. Початковi вiдомостi. Iсторiя проблеми

У 1917 роцi, коли А. С. Безiкович працював над задачами про iнте-

грування Рiмана, виникло наступне запитання: якщо f є iнтегровною за

Рiманом функцiєю, визначеною на площинi, то чи завжди можна знайти

ортогональну систему координат, так що вiдносно цих координат iнтеграл∫
f(x, y)dx буде iснувати як iнтеграл Рiмана для всiх у, де результуюча

функцiя вiд у також iнтегровна за Рiманом [72]?

Безiкович зазначив, що, якби вiн побудував компактну множину F

плоскої Лебегової мiри нуль, яка мiстить одиничний лiнiйний вiдрiзок до-

вiльного напрямку, вiн мiг би вiдповiсти на своє запитання, показавши

суперечливий приклад: фiксуємо систему координат, так що довiльний

лiнiйний вiдрiзок в F, паралельний до однiєї з осей, не має жодної рацiо-

нальної вiдстанi до неї. Нехай F0 є множиною всiх точок в F принаймнi з

однiєю рацiональною координатою. Оскiльки F мiстить одиничний лiнiй-

ний вiдрiзок довiльного напрямку, на якому множина F0 та доповнення

до неї щiльнi, то iснує вiдрiзок довiльного напрямку, на якому функцiя

f = χF0
не є iнтегровною за Рiманом. Однак, f iнтегровна за Рiманом на

цiй площинi.

Безiкович фактично досягнув успiху у побудовi множини вiдрiзкiв
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одиничної довжини довiльних напрямкiв, Лебегова мiра якої дорiвнює

нулю, вiдомої як множина Безiковича [72], [71]. Його початкова побудо-

ва була спрощена Перроном [94], Радемахером [95], Шонбергом [96], [97],

самим Безiковичем [71] та Фiшером [75]. Основна iдея всiх цих побудов

полягає в утвореннi "дерев Перрона". Очевидно, що така фiгура мiстить

одиничний лiнiйний вiдрiзок довiльного напрямку злiва i справа вiд поча-

ткового (рiвностороннього) трикутника. Беручи двi копiї такої множини

i повертаючи їх на 60◦ i 120◦ , ми отримаємо множину Какейя. Причому

мiра цiєї множини може бути як завгодно малою.

Лема 3.1.1. [71], [72]. Розглянемо трикутник Т з основою на

прямiй L. Подiлимо основу трикутника Т на два рiвнi вiдрiзки i

з’єднаємо точки подiлу з протилежною вершиною для утворення двох

сусiднiх трикутникiв T1 i T2 з довжинами основ b i висотами h. Нехай

1/2 < α < 1 . Якщо трикутник T2 перемiщений на вiдстань 2(1 − α)

вздовж прямої L, то трикутник T1 частково покриває отриману

фiгуру S, що складається з трикутника T
′ , подiбного до трикутника

Т з коефiцiєнтом подiбностi α2 , та двох допомiжних трикутникiв

A1 , A2 .

b b

T1 T2

L

T´

A1
A2

S

h

2(1- )α

Мал. 3.1.1.

Цей елементарний процес (малюнок 3.1.1) є одним з основних компо-
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нентiв побудови множини Безiковича. Трикутники, подiбнi до трикутни-

ка T
′ , називають "серцем". А трикутники, подiбнi до трикутникiв A1 та

A2 , – "руками". Утворена фiгура матиме крихiтне серце i багато рук.

Теорема 3.1.1. [71], [72]. Розглянемо трикутник Т з основою на

прямiй L. Подiлимо основу трикутника Т на 2k рiвних вiдрiзкiв i з’єдна-

ємо точки подiлу з протилежною вершиною для утворення 2k трику-

тникiв T1, ..., T2k . Якщо k досить велике, то iснує перемiщення вздовж

прямої L для кожного Ti (1 ≤ i ≤ 2k) , таке що площа утвореної (зам-

кненої) фiгури S, яка є об’єднанням цих перемiщених трикутникiв Ti ,

як завгодно мала. Крiм того, для вiдкритої множини V, яка мiстить

Т, це перемiщення можна зробити таким, що S ⊂ V (з бiльшим k,

якщо необхiдно).

T

T
1

T
8 S

1

1

S
2

1
S

3

1

S
4

1

S
1

2
S

2

2

S S=
1

3

Мал. 3.1.2.

На малюнку 3.1.2 зображено етапи побудови множини S у випадку

k = 3 .
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Теорема 3.1.2. [71], [72]. Для n ≥ 2 iснує множина F ⊂ Rn ,

n-вимiрна Лебегова мiра якої дорiвнює нулю, яка мiстить одиничний

лiнiйний вiдрiзок довiльного напрямку.

Iншим способом для побудови множини Безiковича є двоїстий пiдхiд.

Основною iдеєю є параметризацiя прямих точками так званих неоднорi-

дних 1-множин, наприклад, Канторової множини. Iтерацiя Канторової

множини Е починається з квадрата зi стороною довжини 2 з центром у

початку координат. На будь-якому кроцi кожен квадрат Ak буде замi-

нений чотирма меншими квадратами зi сторонами довжини 1/4d , де d –

довжина сторони квадрата Ak . Вiдносно нижньої лiвої вершини квадрата

Ak нижнi лiвi вершини малих квадратiв розмiщенi, вiдповiдно, (0, 1/2d) ,

(1/4d, 0) , (1/2d, 3/4d) , (3/4d, 1/4d) .

E
0

E
1

E
2

E
3

Мал. 3.1.3.

На малюнку 3.1.3 зображенi першi три iтерацiї Канторової множини.

Вiдзначимо, що обидвi проекцiї на вiсь х та на вiсь у мiстять весь

вiдрiзок [−1, 1] на кожному кроцi iтерацiї. Отже, ми можемо параметри-

зувати множину прямих L(E) = {y = ax+b, (a, b) ∈ E} з усiма кутовими
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коефiцiєнтами з вiдрiзка [−1, 1] . З iншого боку, беручи ще одну обернену

копiю множини L(E) , ми отримаємо множину, яка мiстить пряму довiль-

ного напрямку. Виявляється, що множина L(E) має мiру нуль. Потрiбно

показати, що кожна проекцiя множини Е на вiсь, яка не паралельна нi

до осi х, нi до осi у, має мiру нуль. Множини з цiєю властивiстю назва-

нi неоднорiдними 1-множинами, мiра яких дорiвнює нулю. Таким чином,

iснує пiдсилена версiя теореми 3.1.2.

Теорема 3.1.3. [70]. Для n > 2 iснує множина F ⊂ Rn , n-вимiрна

Лебегова мiра якої дорiвнює нулю, що мiстить пряму довiльного на-

прямку.

Приблизно в той самий час, як Безiкович, у 1917 роцi, японський

математик С. Какейя задав схоже запитання: яка найменша площа пло-

скої областi, всерединi якої одиничний лiнiйний вiдрiзок ("голка") можна

неперервно повернути на 180◦ , змiнюючи при цьому орiєнтацiю вiдрiзка

на протилежну [82]?

Какейя [82] висловив гiпотезу, що найменшою опуклою множиною,

що задовольняє цю властивiсть, є рiвностороннiй трикутник одиничної

висоти. Це було доведено тiльки через кiлька рокiв Джулiусом Палом [93].

Для випадку неопуклої множини вони висловили гiпотезу, що фiгурою,

яка задовольняє дану властивiсть, є триточковий дельтоїд, площа якого

π/8 ≈ 0.39 , тодi як площа трикутника
√
3/3 ≈ 0.58 . Однак ця проблема

залишилася невирiшеною.

Внаслiдок iзоляцiї Росiї вiд захiдного свiту, Безiкович не знав про

задачу Какейя. Коли вiн дiзнався про неї, то змiнивши свою початкову

побудову та використовуючи лему Пала [93], отримав наступний резуль-

тат, опублiкований у 1928 роцi в Математичному журналi [71]:

Для довiльного ε > 0 iснує плоска область з площею, меншою, нiж

ε , всерединi якої одиничний лiнiйний вiдрiзок ("голка") можна поверну-
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ти на 180◦ .

Лема 3.1.2. (Пала)[93]. Задано двi паралельнi прямi L1, L2 . Тодi

довiльний одиничний вiдрiзок може бути неперервно перемiщений з L1

до L2 на множину як завгодно малої мiри.

Оскiльки при поворотi вiдрiзка умова неперервностi не виконується,

даний результат не є повним розв’язанням задачi Какейя.

Разом з теоремою 3.1.1 розв’язання задачi Какейя про голку є насту-

пним.

Теорема 3.1.4. Задано ε > 0 та одиничний лiнiйний вiдрiзок M0

з кiнцями в точках a0 i b0 . Iснує множина Е, Лебегова мiра якої менша

ε , i неперервне перемiщення {Mt}t∈[0,1] , така що Mt ∈ E для всiх

t ∈ [0, 1] i a0 = b1 , b0 = a1 .

У 1967 роцi Безiкович та Радо [73] побудували плоску замкнену мно-

жину, що мiстить кола усiх можливих радiусiв, i Лебегова мiра якої дорiв-

нює нулю. Коротко опишемо етапи побудови цiєї множини. На першому

етапi побудови плоске кругове кiльце з центром в початку координат та

шириною 1 розрiзають на n кiлець першого порядку, ширина кожного з

яких n−1 . Цi кiльця перемiщають у напрямку 2π/n так, що вiдрiзки їхнiх

радiусiв збiгаються у цьому напрямку. При цьому зовнiшнє кiльце зали-

шається фiксованим, а всi iншi кiльця перемiщаються на вiдстань ln−1 ,

де l ∈ {0, 1, ..., n−1} . Якщо n велике, то об’єднання перетворених кiлець

дуже тонке в областi 0 ≤ θ < 2π/n . На другому етапi кожне кiльце пер-

шого порядку розрiзають на n кiлець другого порядку, якi потiм так само

перемiщають у напрямку 4π/n на вiдстань ln−2 , де l ∈ {0, 1, ..., n− 1} .

Об’єднання n2 перетворених кiлець дуже тонке в областi 0 ≤ θ < 4π/n .

На етапi k, якщо n досить велике, об’єднання перетворених кiлець поряд-

ка k дуже тонке в областi 0 ≤ θ < 2kπ/n . Тому плоска мiра утвореної

множини, яка лежить у кiльцi 9 ≤ |z| ≤ 11 , може бути як завгодно малою
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для досить великого n.

Теорема 3.1.5. [73]. Iснує плоска замкнена множина мiри нуль,

яка мiстить кола довiльних радiусiв.

3.2. Основна теорема

Нехай M = (Mi, i ∈ N) є сiм’єю множин в n-вимiрному евклiдовому

просторi Rn . Нас цiкавлять такi сiм’ї множин, якi пiсля застосування

до них сiм’ї Т геометричних перетворень Ti, (i ∈ N) , по-перше, будуть

належати множинi досить малої мiри i, по-друге, їх об’єднання матиме

мiру нуль.

У роботах [71], [72], [73] це питання дослiджувалося для множин ев-

клiдової площини. Зокрема, Безiкович [71], [72] розглядав випадки, коли

М є сiм’єю всiх вiдрiзкiв скiнченної довжини та довiльних напрямкiв, а

також сiм’єю прямих довiльних напрямкiв. Крiм цього, у роботi [73] Безi-

кович i Радо дослiджували дане питання для сiм’ї кiл усiх радiусiв. У

результатi геометричних перетворень об’єднання цих сiмей можна було

помiстити у замкнену множину плоскої мiри нуль.

У роботi [54] ми дослiдили цю проблему для сiм’ї сфер довiльних

радiусiв в n-вимiрному евклiдовому просторi Rn . За допомогою сiм’ї гео-

метричних перетворень отримано множину, що є об’єднанням сфер до-

вiльних радiусiв та Лебегова мiра якої дорiвнює нулю.

Теорема 3.2.1. В n-вимiрному евклiдовому просторi Rn iснує мно-

жина мiри нуль, яка мiстить сфери усiх радiусiв.

Доведення. Спочатку побудуємо множину мiри < ε , яка мiстить

сфери всiх радiусiв з вiдрiзка [a, b] . Для цього вiзьмемо сферичне кiльце

з межовими сферами радiусiв a i b та роздiлимо його на досить велику

кiлькiсть N сферичних кiлець однакової товщини. Кожне з цих кiлець

паралельно перенесемо на деякий вектор так, щоб в результатi мiра їх
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об’єднання стала в u < 1 разiв меншою вiд початкової.

Розглянемо перетворення T (e, n) сферичного кiльця S(O, r,R) з

центром O i радiусами межових сфер r , R ( e — деякий одиничний

вектор, n – натуральне число). Будемо вважати, що внутрiшня межо-

ва сфера належить кiльцю, а зовнiшня — нi. Роздiлимо S(O, r,R) на n

кiлець однакової товщини:

S(O, r,R) =
⊔

1≤k≤n

S(O, r + (k − 1)δ, r + kδ), δ =
R− r

n
.

Перенесемо кiльця паралельно так, щоб в результатi всi вони мали спiльну

зовнiшню дотичну гiперплощину, перпендикулярну e . Тодi,

T (e, n)S(O, r,R) =

=

{
S(O + (n− k)δe, r + (k − 1)δ, r + kδ); δ =

R− r

n
, 1 ≤ k ≤ n

}
.

Зауважимо, що результатом перетворення є множина кiлець, i кожне

кiльце в результатi перетворення T (e, n) було паралельно перенесене на

вектор

τk = (n− k)δe =
n− k

n
(R− r)e.

Вiзьмемо тепер множину одиничних векторiв {e1, e2, . . . , em} ,

якi утворюють ε -сiтку на одиничнiй сферi. Здiйснимо перетворення

T (e1, n)S(O, a, b) , а тодi застосуємо T (e2, n) до кожного утвореного кiль-

ця i так далi. В результатi ми отримаємо множину nm кiлець товщини

(b− a)/nm , кожне з яких отримане паралельним перенесенням на вектор

tj =
m∑
i=1

τki =
m∑
i=1

n− ki
ni

(b− a)ei

вiд початкового положення, де j = 1 +
m∑
i=1

(ki − 1)ni−1 ∈ [1, nm] – iндекс

на множинi отриманих nm кiлець, {k1, k2, . . . , km} – мультиiндекс, який

вiдповiдає j , ki – iндекс кiльця на i -му кроцi. Об’єднання кiлець пiсля

i -го кроку позначимо Ui .
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Вiдмiтимо, що ∥tj∥ ≤ b−a ,
m∑

i=l+1

τki ≤ (b−a)/nl . Таким чином, пiсля

i -го кроку товщина кожного кiльця стане (b − a)/ni , а центри кожного

з них будуть вiддаленi вiд початку координат не бiльше, нiж на b − a ,

при цьому за всi наступнi кроки кожне утворене кiльце перенесеться не

бiльше, нiж на (b− a)/ni .

Розглянемо перетин об’єднання множини UN сферичних кiлець з

променем ray(O, θ) , який виходить з початку координат у напрямку ве-

ктора θ . Якщо ми доведемо, що лiнiйна мiра цього перетину менша, нiж

u(b − a) , то цим ми доведемо, що мiра множини кiлець в u < 1 ра-

зiв менша, нiж початкова мiра кiльця S(O, a, b) . При цьому, внаслiдок

неперервної залежностi мiри перетину вiд вектора θ , достатньо довести

нерiвнiсть для ε -сiтки векторiв {e1, e2, . . . , em} .

Очевидно, що кожен елемент множини T (e, n)S(O, r,R) належить

множинi {
x; ∥x−O∥ ≤ R,

∥∥∥∥x−O − n− 1

n
(R− r)e

∥∥∥∥ > r

}
.

При цьому точка O вiддалена вiд початку координат не далi, нiж на b−a .

Перенесемо початок координат в точку O i знайдемо мiру перетину

µ

(
ray(O + g, e)

∩{
x; ∥x∥ ≤ R,

∥∥∥∥x− n− 1

n
(R− r)e

∥∥∥∥ > r

})
,

∥g∥ ≤ b− a.

Нехай x = x1e+ g , тодi шукана мiра не перевищує

µ

({
x1; x21 ≤ R2 − ∥g∥2, (x− n− 1

n
(R− r))2 > r2 − ∥g∥2

})
=

=
√
R2 − ∥g∥2 −

√
r2 − ∥g∥2 − n− 1

n
(R− r) ≤

≤ (R− r)

(
R + r√

R2 − ∥g∥2 +
√
r2 − ∥g∥2

− n− 1

n

)
≤

≤ (R− r)

(√
b

2a− b
− n− 1

n

)
<

1

2
(R− r),
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при b− a ≤ b/10, n ≥ 4 .

Таким чином, довiльне сферичне кiльце можна роздiлити на скiн-

ченну кiлькiсть неперетинних кiлець, кожне з яких задовольняє умову

b− a ≤ b/10 .

Описаний процес, розпочатий у сферичному кiльцi з радiусами вну-

трiшнього та зовнiшнього кiл a i b, назвемо процесом Pn . Даний процес

можна застосувати до будь-якого сферичного кiльця, причому радiус вну-

трiшньої сфери має бути додатний.

Тепер побудуємо замкнену обмежену множину S∗ мiри нуль, яка

мiстить сфери довiльних радiусiв r, a ≤ r < b , a > 0 . Для довiльної

n-вимiрної множини Т позначимо через T δ множину всiх точок, якi зна-

ходяться на вiдстанi, меншiй, нiж δ , вiд хоча б однiєї точки з множини

Т.

Опишемо iндуктивну побудову сiм’ї множин Sδν
ν (ν = 1, 2, ...) . Нехай

ν додатне цiле число i Sν об’єднання скiнченної кiлькостi кiлець Aλ i

нехай δν > 0 . Нехай mnS
δν
ν < 2−ν i сфери, що обмежують Aλ , мають

радiуси rλ, Rλ . Припустимо, що промiжки, rλ ≤ r < Rλ покривають

промiжок 0 < a ≤ r < b . S1 i δ1 можна побудувати за вищеописаним

методом. Подiлимо кожне Aλ на k концентричних пiдкiлець однакової

ширини i застосуємо Pn до кожного пiдкiльця. Якщо k i n досить великi,

то кожне кiльце розрiзане на скiнченну кiлькiсть кiлець. Застосувавши до

них менше, нiж 2−ν , геометричних перетворень, отримаємо об’єднання

Sν+1 , мiра якого µ(Sν+1) < 2−ν−1 . Причому замикання Sν+1 лежить у

внутрiшностi Sδν
ν . Тодi δν+1 таке, що Sδν

ν ⊃ S
δν+1

ν+1 i µ(S
δν+1

ν+1 ) < 2−ν−1 . Це

i завершує iндуктивну побудову.

Нехай S
′

ν є замиканням Sδν
ν . Тодi S

′

1 ⊃ S
′

2 ⊃ ... i mnS
′

ν < 2−ν .

Покладемо
∩
S

′

ν = S∗ . Тодi S∗ замкнена i обмежена множина, а також

µ(S∗) = 0 .
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Розглянемо довiльне число r, a ≤ r < a . Тодi для довiльного ν

iснує число aν таке, що сфера ∥z − aν∥ = r лежить в S
′

ν . З означення

Sν+1 випливає, що ми можемо зробити так, щоб ∥aν − aν+1∥ < 2−ν . Тому

lim
n→∞

aν = a∗ iснує i сфера ∥z − a∗∥ = r належить S∗ .

Нехай m – додатне цiле число. За вищеописаним методом для до-

вiльного додатного цiлого k побудуємо замкнену обмежену множину Tmk

мiри нуль, яка мiстить сфери довiльного радiуса r у дiапазонi

m

(
10

11

)k

≤ r < m

(
10

11

)k−1

.

Тодi d(Tmk) → 0 , коли k → ∞ . Вибираємо amk ∈ Tmk . Тодi множина

Sm = {z − amk : k > 0, z ∈ Tmk}

замкнена, обмежена, має мiру нуль та мiстить сфери довiльного радiуса

r < m . А множина

S = {z + d(Sm) +m : m > 0, z ∈ Sm}

задовольняє умову теореми.
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3.3. Висновки

У третьому роздiлi дисертацiйної роботи узагальнено задачу, яку

розв’язали Безiкович та Радо [73] при n = 2 (вони побудували плоску

множину Лебегової мiри нуль, яка мiстить кола довiльних радiусiв), у

випадку n-вимiрного евклiдового простору, де n ≥ 2 . Доведено iснуван-

ня множини, n-вимiрна Лебегова мiра якої дорiвнює нулю i яка мiстить

сфери з усiма можливими радiусами в n-вимiрному евклiдовому просторi

Rn .

Результати роздiлу опублiковано в [54].
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РОЗДIЛ 4

ЕКСТРЕМАЛЬНI ЕЛЕМЕНТИ ТА КВАЗIОПУКЛI

МНОЖИНИ В ГIПЕРКОМПЛЕКСНОМУ

ПРОСТОРI

4.1. h-оболонка множини

Будемо розглядати n-вимiрний гiперкомплексний простiр Hn ,

n ∈ N , який є прямим добутком n-копiй тiла кватернiонiв H . Нехай

E ⊂ Hn — довiльна множина, яка мiстить початок координат

O = {0, 0, ..., 0} . Покладемо x = (x1, x2, ..., xn) , h = (h1, h2, ..., hn) ,

⟨x, h⟩ = x1h1 + x2h2 + ... + xnhn . Множина E∗ = {h|⟨x, h⟩ ̸= 1, ∀x ∈ E}
називається спряженою множиною до множини Е [38].

Гiперплощиною називається множина L ⊂ Hn , що задовольняє одну

з умов: ⟨x, a⟩ = w , ⟨x − x0, a⟩ = 0 , де x — довiльна точка множини L ,

x0 — фiксований вектор, w — фiксований скаляр з H , a — фiксований

ковектор. Назвемо ковектор a нормаллю. Вiдповiдно, афiнними будемо

називати лише функцiї виду: l(x) = ⟨x, a⟩+ b , b ∈ H .

Означення 4.1.1. [38]. Множина E ⊂ Hn називається гiперком-

плексно опуклою, якщо для довiльної точки x0 ∈ Hn \E iснує гiперпло-

щина, яка проходить через точку x0 i не перетинає множину Е.

Нагадаємо, що оскiльки в алгебрi кватернiонiв множення некому-

тативне, то надалi розглядатимемо правi гiперплощини, тобто точку зi

змiнною координатою множимо на фiксовану точку справа.
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Означення 4.1.2. [38]. Множина E ⊂ Hn називається сильно гi-

перкомплексно опуклою, якщо довiльний її перетин гiперкомплексною

прямою γ ациклiчний, тобто H̃ i(γ
∩
E) = 0, ∀i ≥ 0 , де H̃ i(γ

∩
E) –

зведена група когомологiй Александрова-Чеха множини γ
∩
E з коефi-

цiєнтами в групi цiлих чисел.

У [41] доведено, що сильно гiперкомплексно опуклi компакти будуть

гiперкомплексно опуклими.

Нехай E ⊂ H — довiльна множина. Доповнення до об’єднання не-

обмежених компонент множини H \E називається h-комбiнацiєю точок

множини Е та позначається [E] . Якщо Е — довiльна множина в просто-

рi Hn, n > 1 , то скажемо, що точка х належить h-комбiнацiї точок з Е,

якщо iснує перетин множини Е гiперкомплексною прямою γ такий, що

x ∈ [E
∩
γ] . Множину таких точок з Hn називають h-комбiнацiєю то-

чок Е i позначають [E] ; m-кратну h-комбiнацiю визначають за iндукцiєю

[E]m = [[E]m−1] [20].

Означення 4.1.3. [20], [38]. h-оболонкою множини E ⊂ Hn нази-

вається множина Ê =
∩
π
π−1[π(E)] , де π : Hn → λ – усi можливi лi-

нiйнi проекцiї множини на гiперкомплекснi прямi, [π(E)] – h-комбiнацiя

точок множини π(E) , а π−1[π(E)] = {x ∈ Hn| π(x) ∈ π(E)} – її повний

прообраз.

Наступна теорема стверджує, що для довiльної множини простору

Hn множина точок її h-оболонки спiвпадає з h-комбiнацiєю точок цiєї

множини.

Теорема 4.1.1. Якщо множина E ⊂ Hn є h-оболонкою, то E =

[E] .

Доведення. Нехай x ∈ [λ
∩
E] для деякої гiперкомплексної прямої

λ . Тодi, очевидно, буде виконуватися включення π(x) ∈ [π(λ
∩
E)] для

всiх проекцiй π , тому що обмеження будь-якої проекцiї π на кожну пряму
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є або гомеоморфiзмом, або проекцiєю в точку.

Дослiдимо бiльш детально процедуру утворення h-оболонки множи-

ни Е. За властивiстю 19 гiперкомплексно опуклих множин [38] множина

[π(E)] гомеоморфна доповненню в
o
H =

o

λ (
o
H – одноточкова компакти-

фiкацiя прямої) до зв’язної компоненти, що мiстить початок координат,

деякого перерiзу λ
∩
E∗ , де λ – гiперкомплексна пряма, а E∗ – множи-

на, спряжена до множини Е. Позначимо цю компоненту ]λ
∩
E∗[ . Крiм

цього, дану компоненту можна зобразити ще й так (π−1[π(E)])∗ . (Це ви-

пливає з того, що множину (π−1[π(E)])∗ можна iнтерпретувати як об’-

єднання гiперплощин, якi не перетинають множину π−1[π(E)] . Остання

множина не мiстить нескiнченно вiддаленої точки (∞) . Тому (∞) на-

лежить об’єднанню гiперплощин, а отже, множинi (π−1[π(E)])∗ . Оскiль-

ки нескiнченно вiддалена точка (∞) гомеоморфна початку координат

θ = (0, 0, ..., 0) , що належить множинi ]λ
∩
E∗[ , то (π−1[π(E)])∗ гомео-

морфна ]λ
∩
E∗[ .) Взагалi кажучи, об’єднання

∪
λ

]λ
∩
E∗[ може не бути

гiперкомплексно опуклою множиною. Однак за властивостями 9 та 15

гiперкомплексно опуклих множин [38] справедливi наступнi рiвностi

(
∪
π

(π−1[π(E)])∗)∗ =
∩
π

(π−1[π(E)])∗∗ =
∩
π

π−1[π(E)] = Ê.

Звiдси випливає наступна теорема, яка дає ще один спосiб побудови h-

оболонки.

Теорема 4.1.2. Для довiльної множини E ⊂ Hn її h-оболонку

можна зобразити у виглядi Ê = (
∪
λ

]λ
∩
E∗[)∗ .

Доведення випливає з виконання рiвностi

Ê = (
∪
π

(π−1[π(E)])∗)∗ = (
∪
λ

]λ
∩

E∗[)∗.

Варто вiдмiтити, що спряжена множина до h-оболонки не завжди

буде h-оболонкою. Розглянемо наступний приклад.



87

Приклад 4.1.1. Нехай К – компакт, який лежить у тривимiрно-

му евклiдовому просторi R3 = {(y1, z1, y2)| x1 = y1 + iz1 + ju1 + kt1,

x2 = y2 + iz2 + ju2 + kt2, (x1, x2) ∈ H2} .

y1

z1

y2

1

1-1

1

2

3

Мал. 4.1.1.

K = {(y1, z1, y2)| (y1 − |z1| = 0, 0 ≤ y1 ≤ 1) ∧ [[(y2 = y1) ∨ (y2 =

−2y1+3), z1 ≤ 0]∨ [(y2 = 2y1)∨ (y2 = −y1+3), z1 > 0]]} (малюнок 4.1.1).

1

1

-1

0 y1

z1

Мал. 4.1.2.

Тодi при канонiчнiй проекцiї π1(K) на пряму x2 = 0 отри-

маємо ациклiчний компакт K1 = {(y1, z1, 0, 0)| y1 − |z1| = 0,
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0 ≤ y1 ≤ 1} (малюнок 4.1.2), а при проекцiї π2(K) на пряму x2 па-

ралельно прямiй, яка проходить через точки (1 − i, 1) , (1 + i, 2) , отри-

маємо компакт π1(K) = K2 , який складається з двох вiдрiзкiв, оскiль-

ки вiдрiзки [y1 = −z1, 0 ≤ y1 ≤ 1, y2 = y1] ∩ R3 i [y1 = z1,

0 ≤ y1 ≤ 1, y2 = 2y1] ∩ R3 , [y1 = −z1, 0 ≤ y1 ≤ 1, y2 = −2y1 + 3] ∩ R3

i [y1 = z1, 0 ≤ y1 ≤ 1, y2 = −y1 + 3] ∩ R3 попарно ототожнюю-

ться при цiй проекцiї. Тому [K1] = K1 i [K2] = K2 . Легко бачити, що

K = π−1
1 (K1) ∩ π−1

2 (K2) . При всiх iнших проекцiях образ π(K) буде не-

нульовим одновимiрним циклом. Тому π(K) ̸= [π(K)] при π ̸= π1 або

π ̸= π2 . Але K̂ =
∩
π
π−1[π(E)] ⊂ π−1

1 (K1)∩ π−1
2 (K2) = K . Отже, K̂ = K .

Однак, взагалi кажучи, π(K̂) ̸= [π(K)] .

За теоремою 4.1.2 K̂ = (
∪
γ
]γ
∩
K∗[)∗ = (K3)

∗ , де K3 =

{(y1, z1, y2)| y1 − |z1| = 0, 0 ≤ y1 ≤ 1, (y2 = y1) ∨ (y2 = −2y1 + 3)} –

частина компакта К, що складається з двох вiдрiзкiв.

4.2. Екстремальнi елементи

Означення 4.2.1. [38]. h-iнтервалом з центром в точцi х радiуса

r називається перетин вiдкритої кулi радiуса r з центром в точцi х з

гiперкомплексною прямою, яка проходить через точку х.

Означення 4.2.2. [38]. Точка x ∈ E ⊂ Hn називається h-

екстремальною точкою множини Е, якщо в Е немає жодного h-

iнтервалу, який мiстить х.

Означення 4.2.3. h-променем назвемо замкнену необмежену аци-

клiчну пiдмножину гiперкомплексної прямої з непорожньою межею.

Означення 4.2.4. Екстремальним h-променем множини

E ⊂ Hn назвемо h-промiнь H, який належить множинi Е, якщо мно-

жина E \H гiперкомплексно опукла та кожна точка межi променя H
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буде h-екстремальною точкою для множини Е. (Це еквiвалентне то-

му, що жодна точка променя H не буде внутрiшньою для довiльного

h-iнтервалу, який належить множинi Е та має хоча б одну точку за

межами H.)

Для множини E ⊂ Hn позначимо: hext E – множину її h-

екстремальних точок, rhext E – множину h-екстремальних променiв,

hconv E – h-оболонку Е.

З леми 4.2.1, яка є аналогом теореми Каратеодорi, враховуючи, що

жодна h-екстремальна точка не може бути отримана h-комбiнацiєю iнших

точок компакта К, випливають наступнi наслiдки.

Лема 4.2.1. [20]. h-оболонка гiперкомплексно опуклого компакта в

Hn спiвпадає з сукупнiстю не бiльше, нiж n-кратних комбiнацiй своїх

h-екстремальних точок.

Наслiдок 4.2.1. Якщо K ⊂ Hn – компакт i K̂ – його h-оболонка,

яка спiвпадає з h-комбiнацiєю [K]m , то кожна h-екстремальна точка

множини K̂ належить К.

Наслiдок 4.2.2. Довiльну точку простору Hn , яка належить

h-оболонцi K̂ = [K]m , можна зобразити у виглядi не бiльше, нiж n-

кратної комбiнацiї точок компакта К.

Наслiдок 4.2.3. Для того, щоб h-оболонка гiперкомплексно опу-

клого компакта К спiвпадала з ним, необхiдно, щоб усi його перерiзи

гiперкомплексними прямими γ не мiстили тривимiрних коциклiв, тоб-

то H3(K
∩
γ) = 0 .

Наслiдок 4.2.4. Для того, щоб h-оболонка гiперкомплексно опу-

клого компакта К спiвпадала з ним, необхiдно, щоб усi проекцiї його

спряженої множини K∗ на гiперкомплекснi прямi були зв’язними.

Останнiй наслiдок отримується з попереднього, використовуючи вла-

стивостi 19 та 20 гiперкомплексно опуклих множин [38].
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Приклад 4.2.1. Нехай S4
+ ⊂ R5 ⊂ H2 – пiвсфера у п’ятиви-

мiрному дiйсному евклiдовому просторi R5 = {(y1, z1, u1, t1, y2)| x1 =

y1 + iz1 + ju1 + kt1, x2 = y2 + iz2 + ju2 + kt2, (x1, x2) ∈ H2} ,

S4
+ = {(y1, z1, u1, t1, y2)| y21 + z21 + u21 + t21 + y22 = 1, z1 ≥ 0} . Легко бачити,

що (S4
+)

∗∗ = K+ = {(y1, z1, u1, t1, y2)| y21 + z21 + u21 + t21 + y22 ≤ 1, z1 ≥ 0} i

K+ – опуклий компакт, який спiвпадає зi своєю h-оболонкою. Довiльний

перетин S4
+ гiперкомплексною прямою спiвпадає з перетином S4

+ дiйсною

прямою або дiйсною чотиривимiрною площиною виду y2 = const в R5 .

Всi такi перетини не мiстять тривимiрних циклiв. Тому [S4
+] = S4

+ ̸= K+ .

Цей приклад показує, що лему 4.2.1 та її наслiдки не завжди можна

застосовути до гiперкомплексно неопуклих компактiв.

Розповсюдимо теорему Клi опуклого аналiзу [32] на гiперкомпле-

ксний випадок.

Лема 4.2.2. Нехай E ⊂ Hn – замкнене сильно гiперкомплексно

опукле тiло (тобто intE ̸= ∅ ) з непорожньою сильно гiперкомплексно

опуклою межею ∂E , тодi Е має вигляд E = E1×Hn−1 , де E1 – ациклi-

чна пiдмножина прямої H з непорожньою внутрiшнiстю вiдносно цiєї

прямої.

Доведення. Оскiльки межа ∂E – сильно гiперкомплексно опу-

кла, то для довiльної точки x ∈ intE iснує гiперплощина, яка не пе-

ретинає ∂E . Тому множина Е мiстить гiперплощину. Отже, за теоре-

мою 3 [20] множину Е можна зобразити у виглядi декартового добутку

E = E1×Hn−1 . Множина E1 буде ациклiчною, тому що iснують перетини

Е гiперкомплексними прямими, якi гомеоморфнi E1 .

Означення 4.2.5. Афiнна пiдмножина L називається дотичною

до множини Е, якщо L
∩
E ⊂ ∂E , L

∩
E ̸= ∅ .

Лема 4.2.3. Якщо E ⊂ Hn – сильно гiперкомплексно опукла

замкнена множина та L – її дотична гiперкомплексна пряма, то
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hext(E
∩
L) = (hextE)

∩
L .

Доведення. Оскiльки справедливе включення множин

E
∩
L ⊂ E , то за означенням h-екстремальних точок маємо

hext(E
∩
L) ⊃ (hextE)

∩
L . Нехай точка x ∈ hext(E

∩
L) . Тодi не

може виконуватися включення x ∈ [K] \K , де K ⊂ E , бо iнакше було б

K ⊂ E
∩
L (тому що x ∈ L та L є гiперкомплексною прямою, дотичною

до Е ). А це суперечить тому, що x ∈ hext(E
∩
L) . Отже, справедливе

обернене включення hext(E
∩
L) ⊂ (hextE)

∩
L та лема доведена.

Зауваження 4.2.1. Аналогiчно доводиться рiвнiсть

rhext(E
∩
L) = (rhextE)

∩
L для h-екстремальних променiв.

Теорема 4.2.1. Кожна замкнена сильно гiперкомплексно опукла

множина E ⊂ Hn , яка не мiстить гiперкомплекної прямої, буде h-

оболонкою своїх h-екстремальних точок та h-екстремальних променiв

E = hconv(hextE
∪

rhextE) .

Доведення. Доведення проведемо iндукцiєю згiдно гiперкомпле-

ксної розмiрностi множини Е. При dimHE = 0 та dimHE = 1 теорема

очевидна. Припустимо, що теорема справедлива при всiх гiперкомпле-

ксних розмiрностях множини Е, якi меншi m (1 < m ≤ n) . Доведемо її

для dimHE = m .

За умовою теореми множина Е не мiстить гiперкомплексної прямої,

тому не може спiвпадати нi з її афiнною оболонкою, нi з декартовим до-

бутком E1 ×Hn−1 . Тому з леми 4.2.2 випливає, що непорожня межа ∂E

не буде сильно гiперкомплексно опуклою множиною.

За означенням сильної гiперкомплексної опуклостi перетин множини

Е довiльною гiперкомплексною прямою буде також сильно гiперкомпле-

ксно опуклим. Нехай х – довiльна точка множини Е. Якщо х належить

якiйсь дотичнiй прямiй L до Е, то за припущенням iндукцiї маємо вклю-

чення x ∈ hconv((hextE
∩
L)
∪
rhext(E

∩
L)) . Якщо ж iснують точки



92

множини Е, через якi не проходить жодна дотична до Е гiперкомплексна

пряма, тодi знайдеться точка x ∈ intE .

У цьому випадку через точку х проведемо гiперкомплексну пряму l.

Перетин l
∩
E є сильно гiперкомплексно опуклою множиною та не спiвпа-

дає з l. Тому x /∈ [∂(l
∩
E)] . Нехай тепер y – довiльна точка межi перетину

∂(l
∩
E) . Згiдно сильної гiперкомплексної опуклостi, через точку y можна

провести дотичну до множини Е пряму Т. За припущенням iндукцiї отри-

маємо включення y ∈ hconv((hextE
∩
T )
∪
rhext(E

∩
T )) . Зауважимо,

що це виконується для кожної точки y ∈ ∂(l
∩
E) . Тодi, враховуючи ле-

му 4.2.3 та зауваження 4.2.1, отримаємо x ∈ hconv(hextE
∪
rhextE) . В

силу довiльностi вибору точки х E ⊂ hconv(hextE
∪
rhextE) . Обернене

включення тривiальне. Теорема доведена.

4.3. Квазiопуклi множини

Клас сильно гiперкомплексно опуклих множин є незамкненим вiд-

носно перетинiв. Тому для нього не виконується основна аксiома опукло-

стi – перетин будь-якої кiлькостi опуклих множин повинен бути опуклим.

Означимо клас множин, який включає в себе сильно гiперкомплексно опу-

клi множини та є замкненим вiдносно перетинiв.

Означення 4.3.1. Гiперкомплексно опуклу множину E ⊂ Hn

назвемо H -квазiопуклою множиною, якщо її перетин довiльною гi-

перкомплексною прямою γ не мiстить тривимiрного коциклу, тобто

H3(γ
∩
E) = 0 .

Очевидно, що клас H -квазiопуклих множин включає в себе сильно

гiперкомплексно опуклi областi та компакти.

Покажемо замкненiсть класу H -квазiопуклих множин в тому сенсi,

що перетин довiльної сiм’ї компактних H -квазiопуклих множин буде H -

квазiопуклою множиною.
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Теорема 4.3.1. Перетин довiльної сiм’ї H -квазiопуклих компа-

ктiв буде H -квазiопуклим компактом.

Доведення. Доведення достатньо провести для двох компактiв. Не-

хай K1, K2 – два довiльнi H -квазiопуклi компакти, γ – довiльна гiпер-

комплексна пряма, яка перетинає множину K1

∩
K2 . Використаємо точну

когомологiчну послiдовнiсть Майєра-В’єторiса

H3(γ
∩

K1)
⊕

H3(γ
∩

K2) → H3(γ
∩

K1

∩
K2) → H4(γ

∩
(K1

∪
K2)).

Оскiльки компакти K1 та K2 H -квазiопуклi, то H3(γ
∩
K1) = 0 та

H3(γ
∩
K2) = 0 . Тому H3(γ

∩
K1)

⊕
H3(γ

∩
K2) = 0 .

З iншого боку, компактний перетин γ
∩
(K1

∪
K2) =

(γ
∩
K1)

∪
(γ
∩
K2) не може мiстити всю гiперкомплексну пряму γ ,

яка є чотиривимiрним дiйсним многовидом, тому H4(γ
∩
(K1

∪
K2)) = 0 .

З точностi когомологiчної послiдовностi випливає, що

H3(γ
∩
K1

∩
K2) = 0 . Це еквiвалентне тому, що перетин множини

K1

∩
K2 довiльною гiперкомплексною прямою не мiстить тривимiрного

коциклу. Звiдси випливає H -квазiопуклiсть компакта K1

∩
K2 . Теорема

доведена.

Лема 4.3.1. Якщо всi спiвмножники Ej, j = 1, ..., n, ациклiчнi,

то довiльний перетин множини E = E1 × ... × En ⊂ Hn не мiстить

тривимiрного коциклу.

Доведення. Доведення проведемо для випадку, коли

E = E1 × E2 ⊂ H2 та гiперкомплексна пряма γ проходить через

початок координат. Цього завжди можна досягти замiною координат.

Рiвняння прямої має вигляд

γ = {x| x1 = k1x2, x3 = ... = xn = 0, k = −r1
r2
, ri = |xi|, i = 1, 2}.

Оскiльки в прямiй γ координати x1 , x2 пов’язанi мiж собою спiввiдно-

шеннями x1 = kx2 , а множини E2 та kE2, k ̸= 0 , гомеоморфнi мiж

собою, то перетин γ
∩
E спiвпадає з E1

∩
kE2 .



94

З точностi когомологiчної послiдовностi Майєра-В’єторiса

H3(E1)
⊕

H3(kE2) → H3(E1

∩
kE2) → H4(E1

∪
kE2),

оскiльки H3(E1)
⊕

H3(kE2) = 0 та H4(E1

∪
kE2) = 0 , отримуємо, що

H3(E1

∩
kE2) = 0 . Лема доведена.

З леми 4.3.1 фактично випливає, що декартовий добуток H -

квазiопуклих компактiв буде H -квазiопуклою множиною.

Означення 4.3.2. [20]. Лiнiйним полiедром називається множи-

на виду E = {x| fj(x) ∈ Ej, j ∈ J = {1, 2, ..., N}} , де Ej ⊂ H1 ,

fj(x) =
∑n

k=1 ajkxk , причому довiльнi двi функцiї fk(x), fj(x), k ̸= j,

є лiнiйно незалежними, а кожна з функцiй fj вiдображає Е в пiдмно-

жину гiперкомплексної прямої Ej .

Оскiльки довiльний компактний лiнiйний полiедр можна зобразити

у виглядi перетину не бiльше, нiж n (n – скiнченне число i позначає кiль-

кiсть граней полiедра) декартових добуткiв Γi × Ki , i = 1, n , множини

Γi , де Γi – грань полiедра, на кулю Ki досить великого радiуса в (n−1) -

вимiрнiй гiперкомплекснiй гiперплощинi, яка ортогональна до гранi Γi ,

то з теореми 4.3.1 отримуємо наступне твердження.

Теорема 4.3.2. Компактний лiнiйний полiедр, всi гранi якого не

мiстять тривимiрних циклiв, є H -квазiопуклою множиною.

Наслiдок 4.3.1. Перетин сильно гiперкомплексно опуклих компа-

ктiв буде H -квазiопуклою множиною.

Зауваження 4.3.1. У роботi [41] доведено, що гiперкомплексно опу-

кла область з гладкою межею буде H -квазiопуклою множиною.

Теорема 4.3.3. Кожен ациклiчний у розмiрностi три гiперком-

плексно опуклий компакт Е буде H -квазiопуклим.

Доведення. Розглянемо перетин множини Е гiперкомплексною

прямою γ . Нехай перетин γ
∩
E мiстить негомологiчний нулю триви-

мiрний цикл Z. Вiзьмемо точку x0 ∈ γ \ γ
∩
E , зачеплену з циклом Z.
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Оскiльки множина Е гiперкомплексно опукла, то iснує гiперкомплексна

гiперплощина L, яка проходить через точку x0 i не перетинає Е. Тодi

(4n− 4) -вимiрний цикл K = L
∪
(∞) зачеплений з тривимiрним циклом

Z. Оскiльки множина Е однозв’язна, то цикл Z гомологiчний нулю в Е.

Тодi iснує ланцюг С в Е, який обмежується циклом Z. За теоремою про

зачеплення C
∩
K ̸= ∅ , що суперечить тому, що множина K

∩
E поро-

жня. Теорема доведена.
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4.4. Висновки

У четвертому роздiлi дисертацiйної роботи дослiджено властиво-

стi h-оболонки множин в n-вимiрному гiперкомплексному просторi Hn ,

n ∈ N . Побудовано приклад, який показує, що спряжена множина до h-

оболонки не завжди буде h-оболонкою. Введено поняття екстремального

h-променя множини простору Hn . Доведено аналог теореми Клi опуклого

аналiзу в гiперкомплексному випадку. Побудовано клас гiперкомплексно

опуклих множин, якi включають в себе сильно гiперкомплексно опуклi

множини та є замкненими вiдносно перетинiв (такi множини названi H -

квазiопуклими). Доведено замкненiсть класу H -квазiопуклих множин в

тому сенсi, що перетин довiльної сiм’ї компактних H -квазiопуклих мно-

жин буде H -квазiопуклою множиною. Крiм цього, встановлено, що ком-

пактний лiнiйний полiедр, всi гранi якого не мiстять тривимiрних циклiв,

та ациклiчний у розмiрностi три гiперкомплексно опуклий компакт бу-

дуть H -квазiопуклими множинами.

Результати роздiлу опублiковано в [48].
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РОЗДIЛ 5

ЛIНIЙНО ОПУКЛI ТА СПРЯЖЕНI ФУНКЦIЇ В

ГIПЕРКОМПЛЕКСНОМУ ПРОСТОРI

5.1. Початковi вiдомостi

Будемо розглядати гiперкомплексний простiр Hn , n = 1, 2, . . . , який

є прямим добутоком n -копiй тiла кватернiонiв H [30] (H1 := H ). Заува-

жимо, що операцiя множення гiперкомплексних чисел може не задоволь-

няти комутативний закон.

Для довiльного скаляра λ ∈ H i вектора x ∈ Hn задамо множення

вектора на скаляр у виглядi: λx := (λx1, . . . , λxn) , причому добуток на

число справа добутком на скаляр загалом не буде. Вектори x, y назива-

ються колiнеарними, якщо x = λy з певним λ ∈ H .

Також введемо поняття лiнiйного функцiонала l : Hn −→ H , що

має характеристичну властивiсть: l(ax + by) = al(x) + bl(y) при всiх

x i y з Hn i довiльних a i b з H . Обмежимось розглядом лiнiй-

них функцiоналiв, що можуть бути записанi у виглядi: l(x) = x1a1 +

· · · + xnan , де a = (a1, . . . , an) є фiксованим елементом з Hn . То-

дi, беручи до уваги, що довiльний a ∈ Hn породжує функцiонал да-

ного типу, назвемо a = (a1, . . . , an) ковектором i елементом спря-

женого простору Hn∗ . Для довiльної пари x = (x1, . . . , xn) ∈ Hn ,

y = (y1, . . . , yn) ∈ Hn∗ визначимо скалярний добуток ⟨x, y⟩ : ⟨x, y⟩ :=∑n
m=1 xmym . Якщо ⟨x, y⟩ = 0 , то вектори x i y назвемо ортогональни-
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ми. Очевидно, що всi пари векторiв, колiнеарнi, вiдповiдно, x i y , також

є ортогональними.

Гiперплощиною назвемо множину L ⊂ Hn , що задовольняє одну з

умов: ⟨x, a⟩ = w , ⟨x − x0, a⟩ = 0 , де x — довiльна точка множини L ,

x0 — фiксований вектор, w — фiксований скаляр з H , a — фiксований

ковектор. Назвемо ковектор a нормаллю. Вiдповiдно, афiнними будемо

називати лише функцiї виду: l(x) = ⟨x, a⟩+ b , b ∈ H .

Означення 5.1.1. Множина E ⊂ Hn називається лiнiйно опу-

клою (справа), якщо для кожної точки x0 = (x01, x
0
2, ..., x

0
n) ∈ Hn \ E

iснує кватернiонна гiперплощина {x = (x1, x2, ..., xn) : ⟨x − x0, a⟩ = 0,

a ∈ Hn∗} , яка проходить через x0 i не перетинає Е.

Означення 5.1.2. [32]. Гiперплощина l ⊂ Hn називається опор-

ною до множини E ⊂ Hn , якщо множина Е мiститься в замкненому

пiвпросторi H1 , але не мiститься в жодному iншому замкненому пiв-

просторi, який належить пiвпростору H1 .

Означення 5.1.3. Лiнiйно опукла множина E ⊂ Hn називається

строго лiнiйно опуклою, якщо для довiльної опорної гiперплощини l пе-

ретин l
∩
E не мiстить внутрiшнiх вiдносно l точок.

Означення 5.1.4. [39], [38]. Замкнена або вiдкрита множина

E ⊂ Hn називається сильно лiнiйно опуклою, якщо для довiльної гi-

перкомплексної прямої γ множина γ
∩
E ациклiчна.

У спряженому просторi будемо розглядати лiнiйно опуклi множини

злiва, вони мають властивостi, аналогiчнi властивостям лiнiйно опуклих

множин справа.
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5.2. Лiнiйно опуклi функцiї

Введемо поняття багатозначної функцiї. Функцiя f : Hn −→ H на-

зивається багатозначною, якщо образом точки x ∈ Hn є множина

f(x) ∈ H . Область визначення такої функцiї будемо позначати через

Ef := {x ∈ Hn : iснує y ∈ H, y = f(x)} . Графiком функцiї f : Hn −→ H

називається множина точок виду Γ(f) = {(x, y) ∈ Hn × H} , яка задо-

вольняє умову y ∈ f(x) .

Означення 5.2.1. Багатозначна функцiя f : Ef −→ H

називається лiнiйно опуклою, якщо для довiльної пари точок

(x0, y0) ∈ Hn+1 \ Γ(f) iснує афiнна функцiя l, така, що y0 = l(x0) i

l(x)
∩
f(x) = ∅ для всiх x ∈ Hn .

Означення 5.2.2. Лiнiйно опукла функцiя f : Ef −→ H називає-

ться сильно лiнiйно опуклою (вiдповiдно, строго лiнiйно опуклою), якщо

її графiк Γ(f) є сильно лiнiйно опуклою (вiдповiдно, строго лiнiйно опу-

клою) множиною в Hn+1 (в строгому випадку вимагаємо ще вiдкри-

тiсть областi визначення функцiї для того, щоб уникнути вертикаль-

них дотичних x = x0 до графiка Γ(f) , якi будуть опорними гiперпло-

щинами до графiка функцiї f, i їх перетин з графiком функцiї f може

мати внутрiшнi вiдносно цих гiперплощин точки).

Означення лiнiйно опуклої функцiї можна поширити на багатозначнi

функцiї, якi приймають значення в розширенiй гiперкомплекснiй площинi
o
H = H

∪
(∞) , компактифiкованiй однiєю точкою, вважаючи, що в тих

точках x ∈ Hn , де f(x) не визначена, f(x) = ∞ (при цьому ми вважаємо,

що в довiльному околi точки х iснують точки, в яких функцiя визначена).

Ефективною множиною лiнiйно опуклої функцiї f назвемо прое-

кцiю на Hn графiка функцiї f. Лiнiйно угнутою функцiєю назвемо таку

багатозначну функцiю f, для якої функцiя φ = H \ f — лiнiйно опукла.

Багатозначною афiнною функцiєю назвемо функцiю лiнiйно опуклу



100

i лiнiйно угнуту одночасно, для якої знайдеться принаймнi одна точка

x ∈ Hn , в якiй кожна з множин (f(x)
∩

H) , (H \ f(x)) є непорожньою

(тобто в цiй точцi значення функцiї f вiдмiнне вiд ∅ i H ).

Легко перевiрити, що для багатозначної афiнної функцiї справедли-

ва рiвнiсть f(x) = f(Θ) + l(x) , де l — однозначна афiнна функцiя, а

Θ = (0, 0, ..., 0) .

Дiйсно, вiзьмемо точку x0 , для якої f(x0) /∈ {∅,H} , i точки

y1 ∈ f(x0) , y2 ∈ H \ f(x0) . Внаслiдок афiнностi iснують гiперплощини

l1, l2 : (x0, y1) ∈ l1 ⊂ Γ(f), (x0, y2) ∈ l2 ⊂ Hn+1 \ Γ(f) . Звiдси випли-

ває, що для довiльної точки x такої, що x ∈ Ef , виконуються умови:

f(x) /∈ {∅,H} i гiперплощини l1, l2 не перетинаються. Сiм’я гiперком-

плексних гiперплощин має геометричнi властивостi, аналогiчнi до вла-

стивостей комплексних гiперплощин. А саме: двi гiперплощини або па-

ралельнi, або перетинаються (якби ми взяли сiм’ю мiшаних гiперплощин
k∑

i=1
(xi − x0i )ai +

n∑
i=k+1

ai(xi − x0i ) = 0 , то це було б вже не так). Отже, для

довiльної iншої пари точок y1 ∈ f(Θ), y2 ∈ H \ f(Θ) гiперплощини l1, l2

паралельнi i задаються рiвнянням виду: y = yk + l(x) , k = 1, 2 , звiдки

слiдує, що f(x) =
∪

y∈f(Θ)

y + l(x) = f(Θ) + l(x) .

Лiнiйно опуклу функцiю назвемо власною, якщо хоча б для одного x

має мiсце спiввiдношення: f(x)
∩

H ̸= ∅ i для всiх x має мiсце нерiвнiсть:

H \ f(x) ̸= ∅.
Наведемо деякi приклади лiнiйно опуклих функцiй.

Для кожного вектора нормалi y розглянемо всi гiперплощини l :

⟨x, y⟩ = w , якi не перетинають деяку множину E : l
∩
E = ∅ . Для кож-

ного y множину всiх таких w , що l
∩
E = ∅ , позначимо через WE(y) .

Означення 5.2.3. Функцiя

WE(y) =
o
H \

∪
x∈E

⟨x, y⟩
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називається опорною функцiєю множини E ⊂ Hn .

Зауважимо, що графiк опорної функцiї Γ(WE) = {(y,WE(y)) :

y ∈ Hn∗} є конусом. Якщо z ∈ Γ(WE) , то ∀α ∈ H має мiсце включе-

ння αz ∈ Γ(WE) .

Означення 5.2.4. Якщо E ⊂ Hn – лiнiйно опукла множина, то

функцiя

δ(x|E) =

0, якщо x ∈ E,

∞, якщо x /∈ E,

називається її iндикаторною функцiєю.

Легко переконатися, що опорна та iндикаторна функцiї лiнiйно опук-

лi.

Теорема 5.2.1. Якщо fα , α ∈ A, є сiм’єю лiнiйно опуклих фун-

кцiй (А — довiльна множина iндексiв), то функцiя f =
∩
α∈A

fα є лiнiйно

опуклою.

Доведення. Маємо Γ(f) =
∩
α∈A

Γ(fα) . Але перетин лiнiйно опуклих

множин є лiнiйно опуклим [38]. Тому Γ(f) лiнiйно опукла множина i

функцiя f лiнiйно опукла.

Означення 5.2.5. Скажемо, що функцiя g = intf , якщо її графiк

можна подати у виглядi Γ(g) = int (Γ(f)) , де int(·) позначає внутрi-

шнiсть вiдповiдної множини.

Теорема 5.2.2. Якщо f — лiнiйно опукла функцiя i Ef = E int(f) ,

то intf — лiнiйно опукла функцiя.

Доведення. Оскiльки f – лiнiйно опукла функцiя, то Γ(f) – лiнiйно

опукла множина. Тому Γ(int(f)) = int (Γ(f)) теж лiнiйно опукла мно-

жина [38]. Звiдси int(f) – лiнiйно опукла функцiя. Умова Ef = E int(f)

забезпечує те, що гiперплощина, яка не перетинає Γ(intf) , задає афiнну

функцiю в точках (x, y) ∈ Γ(f)\Γ(intf) , так як intf ̸= ∅ при x ∈ E(intf)

(знову уникаємо вертикальних дотичних x = x0 ).
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5.3. Спряженi функцiї

Нехай f : Ef −→
o
H = H

∪
(∞) — багатозначна функцiя.

Розглянемо опорну функцiю до графiка Γ(f) .

WΓ(f)(z
∗) =

o
H \

∪
z∈Γ(f)

⟨z, z∗⟩ =
o
H \

∪
x∈Hn,y∈f(x)

(⟨x, x∗⟩ + yy∗) , де

z = (x, y), z∗ = (x∗, y∗), x ∈ Hn, x∗ ∈ Hn∗; y, y∗ ∈ H . Оскiль-

ки графiк опорної функцiї є конусом, то вiн повнiстю задається сво-

їм зрiзом, наприклад гiперплощиною l : z∗n+1 = −1 . WΓ(f)(x
∗)
∩
l =

=
o
H \

∪
x∈Hn

(⟨x, x∗⟩ − f(x)) .

Функцiєю, спряженою з f, назвемо функцiю, що задається рiвнiстю

f ∗(y) =
o
H \

∪
x

(⟨x, y⟩ − f(x)). (5.1)

З означення спряженої функцiї випливає гiперкомплексний аналог

нерiвностi Юнга-Фенхеля [9]:

⟨x, y⟩ /∈ f(x) + f ∗(y). (5.2)

Спiввiдношення (5.2) можна переписати у виглядi

⟨x, y⟩ ∈ H \ (f(x) + f ∗(y)),

або

f(x)
∩

(⟨x, y⟩ − f ∗(y)) = ∅

при всiх x ∈ Hn , y ∈ Hn∗ .

Знайдемо функцiю, спряжену до функцiї f ∗(y) .

f ∗∗(x) = (f ∗)∗(x) =
o
H \

∪
y

(⟨x, y⟩ − f ∗(y)).

Побудуємо функцiї, спряженi до лiнiйно опуклих функцiй, розгляну-

тих у попередньому роздiлi.
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Приклад 5.3.1. Спряженою з багатозначною афiнною функцiєю

f(x) = ⟨x, y0⟩+ f(Θ) , де f(Θ) — множина, є функцiя

f ∗(y) =
o
H \

∪
x

(⟨x, y⟩ − ⟨x, y0⟩ − f(Θ)) =
o
H \

∪
x

(⟨x, y − y0⟩ − f(Θ)) =

=


o
H \ (−f(Θ)), якщо y = y0,

∞, якщо y ̸= y0.

Приклад 5.3.2. Нехай E ⊂ Hn , Hn \ E ̸= ∅ , f(x) = δ(x|E) . Тодi

f ∗(y) =
o
H \

∪
x

(⟨x, y⟩ − δ(x|E)) =
o
H \

∪
x⊂E

⟨x, y⟩,

тобто спряженою з iндикаторною функцiєю власної пiдмножини E буде

опорна функцiя цiєї множини.

Будемо записувати f1 ⊇ f2 , якщо f1(x) ⊇ f2(x) при всiх x, причому

не виключаємо випадок f2(x) = ∅ для деяких точок х. Також будемо

говорити при цьому, що f1 є продовженням функцiї f2 , а f2 є звужен-

ням функцiї f1 . Iз включень f1 ⊇ f2 та рiвностей 5.1 i 5.2 випливає, що

f∗1 ⊆ f∗2 .

Теорема 5.3.1. Для кожної функцiї f : Hn −→ H справедливе

включення f ⊂ f ∗∗ .

Доведення. З нерiвностi 5.2 отримаємо

⟨x, y⟩ − f ∗(y) /∈ f(x), ⟨x, y⟩ − f ∗(y) ⊂
o
H \ f(x),

o
H \ (⟨x, y⟩ − f ∗(y)) ⊃ f(x),

∩
y

[
o
H \ (⟨x, y⟩ − f ∗(y))] ⊃ f(x),

o
H \

∪
y

(⟨x, y⟩ − f ∗(y)) ⊃ f(x), f ⊂ f ∗∗.

Означення 5.3.1. Багатозначна функцiя f : Hn −→ H називає-

ться вiдкритою (вiдповiдно, замкненою чи компактною), коли її гра-

фiк є вiдкритою (вiдповiдно, замкненою чи компактною) множиною в

Hn+1 .
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Теорема 5.3.2. Функцiя, спряжена до вiдкритої функцiї, буде зам-

кненою та лiнiйно опуклою.

Доведення. Значення спряженої функцiї можна записати у ви-

глядi f ∗(y) =
∩
x
(
o
H \ (⟨x, y⟩ − f(x))) . При фiксованому x функцiя

o
H \ (⟨x, y⟩ − f(x)) є багатозначною афiнною функцiєю по y , тому її мо-

жна подати у виглядi ⟨x, y⟩ + [
o
H \ (−f(x))] . Графiк Γ(f ∗) є перетином

графiкiв замкнених лiнiйно опуклих функцiй виду ⟨x, y⟩+ [
o
H \ (−f(x))] ,

тому Γ(f ∗) є замкненою та лiнiйно опуклою множиною.

Аналогiчно доводяться замкненiсть i лiнiйна опуклiсть функцiї, що

є спряженою до вiдкритої функцiї.

Зауваження 5.3.1. Вiдмiтимо, що при доведеннi теореми 5.2.2 вiд-

критiсть вихiдної функцiї ми використовували тiльки у доведеннi замкне-

ностi спряженої функцiї. Вiдповiдно, функцiя, що є спряженою до функцiї

f : Hn −→ H , буде лiнiйно опуклою.

Теорема 5.3.3. Нехай f — власна лiнiйно опукла функцiя. Тодi

f ∗ — власна функцiя.

Доведення. Якщо x0 ∈ Ef , то

f ∗(y) =
o
H \

∪
x

(⟨x, y⟩ − f(x)) ⊂
o
H \ (⟨x0, y⟩ − f(x0)).

Вiдповiдно, H \ f∗(y) ⊃ ⟨x0, y⟩ − f(x0) ̸= ∅ для всiх y . З друго-

го боку, оскiльки f – власна лiнiйно опукла функцiя, то iснує афiнна

функцiя l(x) = ⟨x, y⟩ + α , яка не перетинає Γ(f) . Тодi для цього y :

⟨x, y⟩ + α /∈ f(x) ; ⟨x, y⟩ − f(x) /∈ −α ; −α ⊂
o
H \ (⟨x, y⟩ − f(x)) . Отже,

f ∗(y) ⊃ −α ̸= ∅ .

Розглянемо лiнiйне вiдображення A : Hn −→ Hn ,

A(x) = (l1(x), . . . , ln(x)) . Якщо ковектори l1, . . . , ln лiнiйно незале-

жнi, то вiдображення A є сюр’єктивним, а, отже, внаслiдок лiнiйностi,

є гомеоморфiзмом. Доведемо, що обернене вiдображення A−1 також
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лiнiйне. Дiйсно, A−1(ax + by) = z , A(z) = ax + by , з iншого боку:

A(aA−1x + bA−1y) = ax + by . Тепер з гомеоморфностi вiдображення A

випливає, що A−1(ax+ by) = z = aA−1(x) + bA−1(y) .

Отже, довiльне лiнiйне вiдображення A : Hn −→ Hn ,

A(x) = (l1(x), . . . , ln(x)) , що задається квадратною матрицею, ряд-

ки якої є координатами лiнiйно незалежних ковекторiв, є лiнiйним

гомеоморфiзмом. Справедливе також обернене твердження.

Теорема 5.3.4. Задано вiдображення Λ: Hn −→ Hn , яке є гiпер-

комплексно лiнiйним гомеоморфiзмом, i функцiю g : Hn −→ H . Нехай

f(x) = λg(Λx+ w0) + ⟨x, y0⟩+ γ0,

де w0 ∈ Hn, y0 ∈ Hn∗ , γ0 ∈ H, λ ∈ H \ {0} . Тодi

f ∗(y) = λg∗(λ−1Λ−1∗(y − y0))− ⟨Λ−1w0, y − y0⟩ − γ0.

Доведення. Маємо

f ∗(y) =
o
H \

∪
x

(
⟨x, y⟩ − λg(Λx + w0)− ⟨x, y0⟩ − γ0

)
=

=
o
H \

∪
x

(
⟨x, y − y0⟩ − λg(Λx + w0)− γ0

)
=

=
o
H \

∪
x

(
⟨w,Λ−1∗(y − y0)⟩ − λg(w)− ⟨Λ−1w0, y − y0⟩ − γ0

)
=

=

(
o
H \

∪
w

λ(⟨w, λ−1Λ−1∗(y − y0)⟩ − g(w))− ⟨Λ−1w0, y − y0⟩ − γ0

)
=

= λ

(
o
H \

∪
w

(
⟨w, λ−1Λ−1∗(y − y0

)
⟩ − g(w))

)
− ⟨Λ−1w0, y − y0⟩ − γ0 =

= λg∗(λ−1Λ−1∗(y − y0))− ⟨Λ−1w0, y − y0⟩ − γ0.

(Нехай w = Λx + w0 , тодi x = Λ−1(w − w0) , а ⟨x, y − y0⟩ =

⟨Λ−1w, y − y0⟩ − ⟨Λ−1w0, y − y0⟩ = ⟨w,Λ−1∗(y − y0)⟩ − ⟨Λ−1w0, y − y0⟩ ).
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З цiєї теореми випливають формули для обчислення деяких спряже-

них функцiй:

f(x) = g(x+ x0) ⇒ f ∗(y) = g∗(y)− ⟨y0, y⟩;

f(x) = g(x) + ⟨x, y0⟩ ⇒ f ∗(y) = g∗(y − y0);

f(x) = λg(µx), λ ̸= 0, µ ̸= 0 ⇒ f ∗(y) = λg∗(λ−1µ−1y).

Доведемо гiперкомплексний аналог теореми Фенхеля-Моро.

Теорема 5.3.5. Нехай багатозначна функцiя f : Hn −→ H така,

що H \ f(x) ̸= ∅ для всiх x ∈ Hn . Тодi f ∗∗ = f тодi i тiльки тодi, коли

f є лiнiйно опуклою.

Доведення. Доведемо, що рiвнiсть f ∗∗ = f рiвносильна лiнiйнiй

опуклостi функцiї f.

Якщо f ∗∗ = f , то, згiдно з зауваженням 5.3.1, функцiя, спряжена

до довiльної функцiї, буде лiнiйно опуклою. Якщо f(Hn) ≡ ∞ , то рiв-

нiсть f ∗∗ = f отримується з формул 5.1 i 5.2. Маємо f ∗(y) = H для всiх

y ∈ Hn∗ i f ∗∗ = ∞ . Оскiльки за теоремою 5.3.1 завжди виконується

f ⊂ f ∗∗ , то достатньо показати, що для лiнiйно опуклої функцiї справе-

дливе включення f ⊇ f ∗∗ .

Нехай в деякiй точцi x0 має мiсце нерiвнiсть f(x0) ̸= f ∗∗(x0) . Тодi

iснує афiнна функцiя l(x) = ⟨x, y0⟩ + α , така, що Γ(l)
∩
Γ(f) = ∅ i

w0 = ⟨x0, y0⟩+ α , де w0 ∈ f ∗∗(x0) \ f(x0) . Тодi

f ∗(y0) =
o
H \

∪
x

(⟨x, y0⟩ − f(x)) =
∩
x

[
o
H \ (⟨x, y0⟩ − f(x))] ) (−α),

так як [⟨x, y0⟩ − f(x)] ̸= −α для всiх x ∈ Hn . Для функцiї f ∗∗ справед-

ливе включення

f ∗∗(x0) =
∩
y

[
o
H \ (⟨x0, y⟩ − f ∗(y))] ⊂

⊂
o
H \ (⟨x0, y0⟩ − f ∗(y0)) ⊂

o
H \ (⟨x0, y0⟩+ α) =

o
H \ w0.
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Тому w0 /∈ f ∗∗(x0) , що суперечить вибору точки w0 ∈ f ∗∗(x0) \ f(x0) .

Теорема доведена.

Означення 5.3.2. Функцiя f називається однорiдною, якщо

f(λx) = λf(x) для всiх скалярiв λ ∈ H \ 0 .

Теорема 5.3.6. Нехай f : Hn \Θ −→ H є власною лiнiйно опуклою

однорiдною функцiєю i f(Θ) = H \ 0 . Тодi f є опорною функцiєю деякої

множини.

Доведення. Розглянемо множину A = {y ∈ Hn∗| f(x) ̸∋ ⟨x, y⟩,
∀x ∈ Hn} i покажемо, що f(x) =

o
H \

∪
y∈A

⟨x, y⟩ = WA(x) . Якщо

y ∈ A , то ⟨x, y⟩ /∈ f(x) i 0 /∈ ⟨x, y⟩ − f(x) для всiх x. Вiдповiдно,

f ∗(y) =
o
H \

∪
x∈Hn

(⟨x, y⟩ − f(x)) =
o
H \ f(Θ) = 0 . Якщо y /∈ A , то

⟨x, y⟩ ∈ f(x) для деякого x0 ∈ Hn , x0 ̸= 0 . Тодi

f ∗(y) =
o
H \

∪
x∈Hn

(⟨x, y⟩ − f(x)) =
o
H \ (f(Θ)

∪
x∈Hn\Θ

(⟨x, y⟩ − f(x))) =

=
o
H \

(
(H \ 0)

∪
(⟨x0, y⟩ − f(x0))

)
=

o
H \

(
(H \ 0)

∪
0
)
= ∞.

Згiдно з теоремою 5.3.3 одержуємо, що f ∗ є власною функцiєю. Тому

A ̸= ∅ i f ∗ = δA . Беручи до уваги гiперкомплексну теорему Фенхеля–

Моро i приклад 5.3.2, одержуємо рiвнiсть f = f ∗∗ = δ∗A = WA . Тобто f —

опорна функцiя множини А.

Звiдси отримуємо наступне твердження.

Наслiдок 5.3.1. Якщо однорiдна лiнiйно опукла функцiя

f : Hn \Θ −→ H є вiдмiнною вiд афiнної, то f ∗(y) = δ(y|Ef∗).

Теорема 5.3.7. Якщо f : Hn \Θ −→ H — однорiдна лiнiйно опукла

функцiя, вiдмiнна вiд афiнної, то

f(x) =
o
H \

∪
y∈Ef∗

⟨x, y⟩.
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Доведення. Якщо f — лiнiйно опукла функцiя, то за теоремою

Фенхеля–Моро f = f ∗∗ = δ∗ . Беручи до уваги приклад 5.3.2, переко-

нуємось, що f є опорною функцiєю множини Ef∗ .

Одним з прикладiв однорiдної функцiї буде гiперкомплексна фун-

кцiя Мiнковського, яку означимо наступним чином. Нехай Е — мно-

жина в Hn , Θ ∈ E . Покладемо RE(x) = {w ∈ H |w−1x ∈ E} при

x ∈ Hn \Θ , RE(Θ) = H \ 0 . Покажемо однорiднiсть функцiї RE . Маємо

RE(λx) = {w ∈ H |w−1(λx) ∈ E} = {λw ∈ H | (λw)−1(λx) =

w−1λ−1(λx) = w−1x ∈ E} = λRE(x) .

Однорiдна функцiя має наступнi властивостi:

1) якщо Е – гiперкомплексно опукла множина, то функцiя RE гi-

перкомплексно опукла;

2) якщо x ∈ E , то 1 ∈ RE ; якщо x /∈ E , то 1 /∈ RE .

Розглянемо сiм’ї рiвнянь

w = ⟨x, y⟩ − α, (5.3)

якi при фiксованому y задають сiм’ї паралельних гiперплощин в Hn+1 , що

залежать вiд α . Якщо α ∈ ⟨x0, y⟩− f(x0) , то ця гiперплощина перетинає

графiк Γ(f) . Поклавши x = 0 , отримаємо, що множина
∪
x0

(⟨x0, y⟩−f(x0))

задає образ графiка Γ(f) при проектуваннi πL сiм’єю 5.3 на вiсь x = 0 .

Тому згiдно 5.1 i 5.2

f ∗(y) =
o
H \ πL(Γ(f)). (5.4)

Наслiдок 5.3.2. Якщо f — вiдкрите вiдображення, то f ∗(y) ком-

пактне.

Цей наслiдок випливає з 5.4 i того, що проекцiя πL зберiгає вiдкри-

тiсть.

Наслiдок 5.3.3. Якщо f — компактне вiдображення, то f ∗(y) вiд-

крите.
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Наслiдок випливає з 5.4, оскiльки неперервне однозначне вiдображе-

ння πL зберiгає компактнiсть.

Наслiдок 5.3.4. Якщо f — сильно гiперкомплексно опукле вiдобра-

ження, то f ∗(y) — ациклiчне.

Наслiдок випливає з 5.4 i наслiдку 5.3.2.

Означення 5.3.3. Нехай fα : Hn −→ H, α ∈ A , є багатозначними

функцiями. Функцiю (
∪
α
fα)(x) :=

∪
α
fα(x) назвемо об’єднанням функцiй

fα , а (
∩
α
fα)(x) :=

∩
α
fα(x) — їх перетином.

Для спряжених функцiй має мiсце теорема двоїстостi.

Теорема 5.3.8. Нехай fα : Hn −→ H, α ∈ A , є багатозначними

функцiями. Тодi виконується рiвнiсть(∪
α

fα

)∗
=
∩
α

f ∗
α.

Доведення. Використовуючи вираз 5.1 для спряжених функцiй,

одержуємо (∪
α

fα

)∗
(y) =

o
H \

∪
x

(
⟨x, y⟩ −

∪
α

fα(x)

)
=

=
o
H \

∪
x

∪
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5.4. Висновки

У п’ятому роздiлi дисертацiйної роботи узагальнено деякi результа-

ти щодо багатозначних функцiй в комплексному просторi на n-вимiрний

гiперкомплексний простiр. Введено поняття лiнiйно опуклої та спряженої

функцiї в Hn . Наведено приклади лiнiйно опуклих та спряжених фун-

кцiй. Зокрема, таких лiнiйно опуклих функцiй як багатозначна афiнна

функцiя, опорна та iндикаторна функцiї множини. Крiм цього, побудо-

вано функцiї, спряженi до багатозначної афiнної функцiї та iндикатор-

ної функцiї множини. Встановлено, що перетин довiльної кiлькостi лiнiй-

но опуклих функцiй та внутрiшнiсть графiка лiнiйно опуклої функцiї є

лiнiйно опуклою функцiєю. Доведено гiперкомплексний аналог теореми

Фенхеля-Моро, а також ряд властивостей функцiй, спряжених до фун-

кцiй f : Hn \Θ −→ H .

Результати роздiлу опублiковано в [52].
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi дослiджено геометричнi та топологiчнi вла-

стивостi узагальнено опуклих множин та узагальнено опуклих оболонок

цих множин у просторах Rn , Cn та Hn , узагальнено опуклих функцiй в

просторi Hn , а також в n-вимiрному евклiдовому просторi Rn побудовано

множину нульової мiри, яка мiстить довiльну кiлькiсть множин деякого

класу.

Основнi результати дисертацiї такi:

— Дослiджено узагальнено опуклi множини та їх узагальнено опуклi

оболонки. Повнiстю розв’язана класична задача про тiнь, яка є частко-

вим випадком належностi точки узагальнено опуклiй оболонцi деякої сiм’ї

куль. Встановлено, що при n > 2 (n + 1) -ї кулi, центри яких лежать на

(n− 1) -вимiрнiй сферi, необхiдно i достатньо для створення тiнi в центрi

сфери. Розглянуто деякi узагальнення класичної задачi про тiнь. Сфор-

мульовано задачу про тiнь для пiвопуклостi. Отримано повний розв’язок

цiєї задачi в двовимiрному евклiдовому просторi. Встановлено, що для

створення тiнi в центрi кола необхiдно i достатньо трьох кругiв. Знайде-

но достатню кiлькiсть куль для створення тiнi при n = 3 у випадку

пiвопуклостi. Показано, що десяти куль з центрами на двовимiрнiй сферi

достатньо для створення тiнi в центрi сфери. Узагальнено задачу про тiнь

для довiльної точки внутрiшностi сфери та отримано розв’язок цiєї зада-

чi на площинi (для створення тiнi в довiльнiй точцi внутрiшностi круга

необхiдно i достатньо трьох кругiв). Отримано розв’язок задачi про тiнь

для сiм’ї множин, отриманих з опуклої множини з непорожньою внутрi-

шнiстю за допомогою групи геометричних перетворень, яка складається з
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паралельних перенесень та гомотетiй. Показано, що у випадку 1-опуклостi

n елементiв цiєї сiм’ї, а у випадку 1-пiвопуклостi 2n множин необхiдно i

достатньо для створення тiнi у довiльнiй точцi n-вимiрного евклiдового

простору. Дослiджено, скiльки куль достатньо для створення тiнi у центрi

сфери в комплексному (гiперкомплексному) просторах. Встановлено, що

в комплексному просторi це число становить 2n , а в гiперкомплексному

4n− 2 .

— В n-вимiрному евклiдовому просторi при n ≥ 2 побудовано мно-

жину, n-вимiрна Лебегова мiра якої дорiвнює нулю i яка мiстить сфери з

усiма можливими радiусами.

— Дослiджено властивостi h-оболонки множин в n-вимiрному гiпер-

комплексному просторi Hn , n ∈ N . Введено поняття екстремального h-

променя множини простору Hn . Доведено аналог теореми Клi опуклого

аналiзу в гiперкомплексному випадку. Побудовано клас гiперкомплексно

опуклих множин, якi включають в себе сильно гiперкомплексно опуклi

множини та є замкненими вiдносно перетинiв (такi множини названi H -

квазiопуклими). Доведено замкненiсть класу H -квазiопуклих множин в

тому сенсi, що перетин довiльної сiм’ї компактних H -квазiопуклих мно-

жин буде H -квазiопуклою множиною. Крiм цього, встановлено, що ком-

пактний лiнiйний полiедр та ациклiчний у розмiрностi три гiперкомпле-

ксно опуклий компакт будуть H -квазiопуклими множинами.

— Узагальнено деякi результати щодо багатозначних функцiй в ком-

плексному просторi на n-вимiрний гiперкомплексний простiр. Введено по-

няття лiнiйно опуклої та спряженої функцiї в Hn . Встановлено, що пере-

тин довiльної кiлькостi лiнiйно опуклих функцiй та внутрiшнiсть графiка
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лiнiйно опуклої функцiї є лiнiйно опуклою функцiєю. Доведено гiперком-

плексний аналог теореми Фенхеля-Моро, а також ряд властивостей фун-

кцiй, спряжених до функцiй f : Hn \Θ −→ H .

Отриманi в дисертацiйнiй роботi результати та розвиненi в нiй мето-

ди можуть бути корисними в подальших дослiдженнях питань опуклого

та гiперкомплексного аналiзу, а також теорiї вiдображень.



114

СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ

1. Айзенберг Л. А. Линейная выпуклость в Cn и разделение особенно-

стей голоморфных функций / Л. А. Айзенберг // Бюлетень польской

академии наук, Серия мат., астр. и физ. наук. — 1967. — Т. 15, № 7. —

C. 487 – 495.

2. Айзенберг Л. А. Линейные функционалы в просторах аналитических

функций и линейная выпуклость в Cn / Л. А. Айзенберг // Иссле-

дования по линейным операторам в теории функций. 99 нерешенных

задач линейного и комплексного анализа: Зап. науч. семинаров ЛО-

МИ. — Ленинград: Наука, 1978. — Т. 81. — C. 29 – 32.

3. Айзенберг Л. А. О разложении голоморфных функций многих ком-

плексных переменных на простейшие дроби / Л. А. Айзенберг //

Тезисы кратких научных сообщений Международного матем. кон-

гресса, секция 4. — 1966. — С. 29.

4. Айзенберг Л. А. О разложении голоморфных функций многих ком-

плексных переменных на простейшие дроби / Л. А. Айзенберг //

Сибирск. матем. журн. — 1967. — Т. 8, № 5. — C. 1124 – 1142.

5. Айзенберг Л. А. Интегральные представления и вычеты в много-

мерном комплексном анализе / Л. А. Айзенберг, А. П. Южаков //

Новосибирск: Наука, 1979. — 368 с.

6. Айзенберг Л. А. О линейной выпуклости в Cn / Л. А. Айзенберг,

А. П. Южаков, Л. Я. Макарова // Сиб. мат. журн. — 1968. — Т. 9,



115

№ 4. — С. 731 – 746.

7. Берже М. Геометрия. В 2-х т. / М. Берже. — М.: Мир, 1984. — Т. 1. —

560 с.; Т. 2. — 368 с.

8. Бермант А. Ф. Курс математического анализа. Ч.1 / А. Ф. Бер-

мант. — 9-е изд. — М.: Физматгиз, 1959. — 358 с.

9. Зелинский Ю. Б. Выпуклость. Избранные главы / Ю. Б. Зелин-

ский // Працi Iн-ту матем. НАН України. — 2012. — Т. 92. — 280 с.

10. Зелинский Ю. Б. Задача о тени для семейства множеств / Ю. Б. Зе-

линский // Збiрник праць Iн-ту матем. НАН України. — 2015. —

Т. 12, № 4. — С. 197 – 204.

11. Зелинский Ю. Б. Многозначные отображения в анализе / Ю. Б. Зе-

линский. — К.: Наукова думка, 1993. — 264 с.

12. Зелинский Ю. Б. О линейно выпуклых областях с гладкими грани-

цами / Ю. Б. Зелинский // Укр. мат. журн. – 1988. — T. 40, № 1. —

С. 53 – 58.

13. Зелинский Ю. Б. О локально линейно выпуклых областях / Ю. Б. Зе-

линский // Укр. мат. журн. — 2002. — T. 54, № 2. — С. 280 – 284.

14. Зелинский Ю. Б. О многозначных линийно выпуклых функциях /

Ю. Б. Зелинский // Комплексный анализ, алгебра и топология. —

К.: Ин-т матем. АН УССР, 1990. — С. 52 – 61.

15. Зелинский Ю. Б. Теорема Хелли и смежные вопросы / Ю. Б. Зелин-

ский // Укр. мат. журн. — 2002. — Т. 54, №1. — С. 125 – 128.



116

16. Зелинский Ю. Б. Задача о тени / Ю. Б. Зелинский, И. Ю. Выговская,

М. В. Стефанчук // Доп. НАН України. — 2015. — № 5. — С. 15 – 20.

17. Зелинский Ю. Б. Задача о тени и смежные вопросы / Ю. Б. Зелин-

ский, I. Ю. Выговская, М. В. Стефанчук // Всеукраїнська наукова

конференцiя “Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей та математично-

го аналiзу”, 25 лютого – 1 березня 2015 р., Ворохта: Тези доповiдей. —

Iвано-Франкiвськ, 2015. — С. 24 – 25.

18. Зелiнський Ю. Б. Задача про тiнь для сфер / Ю. Б. Зелiнський,

I. Ю. Виговська, М. В. Стефанчук // Мiжнародна конференцiя мо-

лодих математикiв, 3 — 6 червня 2015 р., Київ: Тези доповiдей. —

Київ: Iн-т матем. НАН України, 2015. — С. 74.

19. Зелинский Ю. Б. Обобщенно выпуклые множества и задача о те-

ни / Ю. Б. Зелинский, И. Ю. Выговская, М. В. Стефанчук //

Укр. мат. журн. — 2015. — Т. 67, № 12. — С. 1658 – 1666.

20. Зелинский Ю. Б. Об экстремальных точках и гиперкомплексно выпу-

клых областях / Ю. Б. Зелинский, Г. А. Мкртчян // Докл. АН

СССР. — 1990. — T. 311, № 6. — С. 1299 – 1302.

21. Зелiнський Ю. Б. Узагальнення задачi про тiнь / Ю. Б. Зелiнський,

М. В. Стефанчук // Укр. мат. журн. — 2016. — Т. 68, № 6. — С. 757 –

762.

22. Зелинский Ю. Б. О послойной линейной выпуклости / Ю. Б. Зелин-

ский, М. В. Ткачук // Комплексний аналiз i течiї з вiльними грани-

цями / Збiрник праць Iн-ту матем. НАН України. — К.: Iн-т матем.

НАН України, 2006. — T. 3, № 4. — С. 366 – 373.



117

23. Зиновьев Б. С. Аналитические условия и некоторые вопросы аппро-

ксимации линейно выпуклых областей с гладкими границами в про-

странстве Cn / Б. С. Зиновьев // Изв. вузов. Матем. — 1971. —

№ 6. — С. 61 – 69.

24. Знаменский С. В. Геометрический критерий сильной линейной выпу-

клости / С. В. Знаменский // Функционал. анализ и его прил. —

1979. — T. 13, № 3. — С. 83 – 84.

25. Знаменский С. В. Семь задач о C -выпуклости / С. В. Знаменский //

Комплексный анализ в современной математике: к 80-летию со дня

рождения Б. В. Шабата. — М.: ФАЗИС, 2001. — C. 123 – 132.

26. Знаменский С. В. Сильная линейная выпуклость. I. Двойствен-

ность пространств голоморфных функций / С. В. Знаменский //

Сиб. мат. журн. — 1985. — T. 26, № 3. — С. 31 – 43.

27. Знаменский С. В. Сильная линейная выпуклость. II. Существование

голоморфных решений линейных систем уравнений / С. В. Знамен-

ский // Сиб. мат. журн. — 1988. — T. 29, № 6. — С. 49 – 65.

28. Знаменский С. В. Сильная линейная выпуклость / С. В. Знамен-

ский // Комплексный анализ и математическая физика. — Красно-

ярск: Ин-т физики СО АН СССР, 1988. — С. 35 – 52.

29. Знаменский С. В. Томография в пространствах аналитических фун-

кционалов / С. В. Знаменский // Доклады АН СССР. — 1990. —

T. 312, № 5. — С. 1037 – 1040.



118

30. Кантор И. Л. Гиперкомплексные числа / И. Л. Кантор, А. С. Соло-

довников. — М.: Наука. Главная редакция физико-математической

литературы, 1973. — 144 с.

31. Клищук Б. А. Об отображениях, сохраняющих гиперкомплексную

выпуклость / Б. А. Клищук // Збiрник праць Iн-ту матем. НАН

України. — 2013. — T. 10, № 1. — С. 133 – 139.

32. Лейхтвейс К. Выпуклые множества / К. Лейхтвейс — М.: Нау-

ка. Главная редакция физико-математической литературы, 1985. —

336 с.

33. Магарил-Ильяев Г. Г. Выпуклый анализ и его приложения /

Г. Г. Магарил-Ильяев, В. М. Тихомиров. — М.: Едиториал УРСС. —

2003. — 176 с.

34. Макарова Л. Я. Достаточные условия сильной линейной выпуклости

для полиэдров / Л. Я. Макарова // Некоторие вопросы многомерного

комплексного анализа. — Красноярск: Ин-т физики СО АН СССР,

1980. — С. 89 – 94.

35. Мельник В. Л. Об обобщенно выпуклых множествах / В. Л. Мель-

ник — Киев, 1991. — 9 с. — (Препр. АН УССР. Ин-т матем.; 91.1).

36. Мельник В. Л. Топологiчна класифiкацiя (n−1) -опуклих множин /

В. Л. Мельник // Укр. мат. журн. — 1998. — Т. 50, № 9. — C. 1236 –

1243.



119

37. Мкртчян Г. А. Гиперкомплексно выпуклые области с гладкой грани-

цей / Г. А. Мкртчян // Докл. АН УССР. — 1986. — Сер. А, № 3. —

C. 15 – 17.

38. Мкртчян Г. А. О гиперкомплексно выпуклых множествах /

Г. А. Мкртчян. — Киев: ИМ АН УССР, 1987. — 17 с. — (Препринт /

АН УССР, Ин-т матем.; 87.42)

39. Мкртчян Г. А. О гиперкомплексной выпуклости / Г. А. Мкртчян //

V Тираспол. симпоз. по общ. топологии. — Кишинев: Штиинца,

1985. — С. 177.

40. Мкртчян Г. А. О локально гиперкомплексно выпуклых областях /

Г. А. Мкртчян // Исследования по теоретическим и прикладным

вопросам математики. — Киев: Ин-т матем. АН УССР, 1986. — С. 30.

41. Мкртчян Г. А. О сильной гиперкомплексной выпуклости /

Г. А. Мкртчян // Укр. мат. журн. — 1990. — T. 42, № 2. — C. 182 – 187.

42. Рокафеллар Р. Выпуклый анализ / Р. Рокафеллар. — М.: Мир,

1973. — 471 с.

43. Рохлин В. А. Начальный курс топологии / В. А. Рохлин,

Д. Б. Фукс. — М.: Наука, 1977. — 488 с.

44. Солтан В. Введение в аксиоматическую теорию выпуклости / В. Сол-

тан. — Кишинев: Штиинца, 1984. — 224 с.

45. Спеньер Э. Алгебраическая топология / Э. Спеньер. — М.: Мир,

1971. — 680 с.



120

46. Стефанчук М. В. Властивостi лiнiйно опуклих та спряжених фун-

кцiй в гiперкомплексному просторi / М. В. Стефанчук // XI Лiтня

школа „Алгебра, Топологiя, Аналiз”, 1 – 14 серпня 2016 р., Одеса: Те-

зи доповiдей. — Київ: Iн-т матем. НАН України, 2016. — С. 88 – 89.

47. Стефанчук М. В. Деякi узагальнення задачi про тiнь / М. В. Стефан-

чук // XIV Мiжнародна науково-практична конференцiя студентiв,

аспiрантiв та молодих вчених “Шевченкiвська весна – 2016”, 6 – 8 квi-

тня 2016 р., Київ: Матерiали конференцiї. — Київ: Iн-т матем. НАН

України, 2016. — С. 77 – 81.

48. Стефанчук М. В. Екстремальнi елементи в гiперкомплексному про-

сторi / М. В. Стефанчук // Доп. НАН України. — 2016. — № 4. —

С. 13 – 19.

49. Стефанчук М. В. Екстремальнi елементи та H -квазiопуклi множи-

ни в Hn / М. В. Стефанчук // Всеукраїнська наукова конференцiя

“Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей та математичного аналiзу”,

24 – 27 лютого 2016 р., Ворохта: Тези доповiдей. — Iвано-Франкiвськ,

2016. — С. 139 – 142.

50. Стефанчук М. В. Узагальнено опуклi множини i задача про тiнь /

М. В. Стефанчук // X Лiтня школа “Алгебра, Топологiя, Аналiз”, 3 –

15 серпня 2015 р., Одеса: Тези доповiдей. — Київ, 2015. — С. 62.

51. Стефанчук М. В. Узагальнення задачi про тiнь для сiм’ї множин /

М. В. Стефанчук // International Conference “Geometry and topology

in Odessa – 2016”, 2 – 8 червня 2016 р., Одеса: Тези доповiдей. —

Одеса, 2016. — С. 56.



121

52. Стефанчук М. В. Лiнiйно опуклi та спряженi функцiї в гiперкомпле-

ксному просторi / М. В. Стефанчук, М. В. Ткачук // Збiрник праць

Iн-ту матем. НАН України. — 2015. — T. 12, № 3. — С. 225 – 235.

53. Стефанчук М. В. Лiнiйно опуклi та спряженi функцiї в гiперкомпле-

ксному просторi / М. В. Стефанчук, М. В. Ткачук // XIII Мiжнаро-

дна науково-практична конференцiя студентiв, аспiрантiв та моло-

дих вчених “Шевченкiвська весна — 2015”, 1 – 3 квiтня 2015 р., Київ:

Матерiали конференцiї. — Київ, 2015. — С. 48 – 49.

54. Стефанчук М. В. Множина мiри нуль, яка мiстить сфери довiльних

радiусiв / М. В. Стефанчук, М. В. Ткачук // Збiрник праць Iн-ту

матем. НАН України. — 2015. — T. 12, № 4. — С. 285 – 289.

55. Стефанчук М. В. Множина мiри нуль, яка мiстить сфери довiльних

радiусiв / М. В. Стефанчук, М. В. Ткачук // Наукова конферен-

цiя, присвячена 100-рiччю вiд дня народження К. М. Фiшмана та

М. К. Фале, 1 – 4 липня 2015 р., Чернiвцi: Тези доповiдей. — Чернiв-

цi, 2015. — С. 111 – 112.

56. Трутнев В. М. Некоторые свойства функций, голоморфных на силь-

но линейно выпуклых множествах / В. М. Трутнев // Успехи мат.

наук. — 1972. — Т. 27, № 5. — С. 253 – 254.

57. Трутнев В. М. Об одном аналоге ряда Лорана для функций многих

комплексных переменных, голоморфных на сильно линейно выпу-

клых множествах / В. М. Трутнев // Голоморфные функции мно-

гих комплексных переменных. — Красноярск: Ин-т физики СО АН

СССР, 1972. — С. 139 – 152.



122

58. Худайберганов Г. Об одной задаче Грауэрта / Г. Худайберганов //

Докл. АН УзССР. — 1975. — № 3. — С. 7 – 8.

59. Худайберганов Г. Об однородно-полиномиально выпуклой оболочке

объединения шаров / Г. Худайберганов // Рукопись деп. в ВИНИТИ

21.02.1982 г. № 1772 — 85 Деп.

60. Шабат Б. В. Введение в комплексный анализ. Ч. 2 / Б. В. Шабат. —

3-е изд. — М.: Наука, 1985. — 455 c.

61. Шеффер Х. Топологические векторные пространства / Х. Шеф-

фер. — М.: Мир, 1971. — 360 с.

62. Щепин Е. В. Критерий выпуклости открытого множества / Е. В. Ще-

пин // III Тираспол. симпоз. по общ. топологии и ее прилож. — Ки-

шинев: Штиинца, 1973. — С. 146.

63. Эдвардс Р. Функциональный анализ / Р. Эдвардс. — Москва: Мир. —

1969. — 1072 с.

64. Южаков А. П. Некоторые свойства линейно выпуклых областей с

гладкими границами в Cn / А. П. Южаков, В. П. Кривоколеско //

Сиб. матем. журн. — 1971. — T. 12, № 2. — C. 452 – 458.

65. Яглом И. М. Выпуклые фигуры / И. М. Яглом, В. Г. Болтянский. —

М., Л.: Государственное изд. техн.-теор. л-ры. — 1951. — 343 с.

66. Anderson M. Complex convexity and analytic functionals / M. Anderson,

M. Passare, R. Sigurdson. — Reykjavik, 1995. — 71 p.



123

67. Anderson R. D. Convex functions and upper-semi-continuous collecti-

ons / M. Anderson, V. L. Klee // Duke Math. J. — 1952. — Vol. 19. —

P. 349 – 357.

68. Aumann G. On a topological characterization of compact convex poi-

ntsets / G. Aumann // Ann. Math. — 1936. — Vol. 37, № 3. — P. 443 –

447.

69. Behnke H. Zur Theorie der Funktionen mehrerer komplexer

Veränderlichen Konvexität in bezug auf analytische Ebenen im kleinen

und großen / H. Behnke, E. Peschl // Math. Ann. — 1935. — Vol. 111,

№ 2. — P. 158 – 177.

70. Besicovitch A. S. On fundamental geometric properties of plane line-

sets / A. S. Besicovitch // J. London Math. Soc. — 1964. — Vol. 39. —

P. 441 – 448.

71. Besicovitch A. S. On Kakeya’s problem and a similar one / A. S. Besi-

covitch // Math. Zeit. — 1928. — Vol. 27. — P. 312 – 320.

72. Besicovitch A. S. Sur deux questions d’integrabilite des fonctions /

A. S. Besicovitch // J. Soc. Phys. — Math.(Perm’). — 1919 (1920). —

Vol. 2. — P. 105 – 123.

73. Besicovitch A. S. A plane set of measure zero containing circumferences

of every radius / A. S. Besicovitch, R. Rado // J. London Math. Soc. —

1968. — Vol. 43. — P. 717 – 719.

74. Daverman R. J. Problems about finite dimensional manifolds /

R. J. Daverman // Preprint, 1989.



124

75. Fisher B. On a Problem Besicovitch / B. Fisher // The American

Mathematical Monthly. — 1973. — Vol. 80, № 7. — P. 785 – 787.

76. Fueter R. Die Funktionentheorie der Differentialgleichungen 4 u = 0 und

44 u = 0 mit vier reellen Variablen / R. Fueter // Comment. Math.

Helv. — 1935. — Vol. 7. — P. 307 – 330.
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