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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ïðî âàæëèâiñòü âiäîáðàæåíü, ùî ìàþòü
äîäàòíèé ÿêîáiàí ìà¹ çíàòè êîæíèé ñòóäåíò-ìàòåìàòèê äðóãîãî êóð-
ñó. Ùå Âiíåð äîâiâ, ùî áóäü-ÿêèé ãîìåîìîðôiçì êâàäðàòà íà ïëîùè-
íi, çà óìîâè ùî âií çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ, ìîæíà ÿê çàâãîäíî äîáðå
íàáëèçèòè àíàëiòè÷íèìè ãîìåîìîðôiçìàìè ç äîäàòíèì ÿêîáiàíîì. Ó
áàãàòîâèìiðíîìó âèïàäêó, Äîíàëüäñîí òà Ñàëëiâàí ïîêàçàëè, ùî ïè-
òàííÿ ïðî iñíóâàííÿ íàáëèæåííÿ ãîìåîìîðôiçìiâ äèôåîìîðôiçìàìè
òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç äåÿêèìè ãëèáîêèìè ïèòàííÿìè òåîði¨ ìíîãîâèäiâ i
äîâåëè ùî òàêå íàáëèæåííÿ iñíó¹ íå çàâæäè. Ç iíøîãî áîêó, ìîæíà
ðîçãëÿäàòè ïèòàííÿ íàáëèæåííÿ áiëüø øèðîêèìè êëàñàìè ãëàäêèõ
âiäîáðàæåíü, à ñàìå âiäîáðàæåííÿìè ùî ìàþòü íåâiä'¹ìíèé àáî äî-
äàòíèé ÿêîáiàí i âèíèêà¹ ïðèðîäíå ïèòàííÿ ùîäî çíàõîäæåííÿ íå-
îáõiäíèõ òà äîñòàòíiõ óìîâ iñíóâàííÿ òàêèõ íàáëèæåíü. Ïðîáëåìà,
ùî ðîçâ'ÿçàíà â öié äèñåðòàöi¨ áóëà ñôîðìóëüîâàíà ïðîô. Ï. Ï. Çà-
áðåéêî òà ïðîô. Â. Ã. Êðîòîâèì i ïîñòàâëåíà àâòîðó íàóêîâèì êåðiâ-
íèêîì.

Çàïî÷àòêóâàëè òåîðiþ ôîðìîçáåðiãàþ÷îãî íàáëèæåííÿ â 60-õ ðî-
êàõ ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ Ã. Ã. Ëîðåíö, K. Öåëëåð, A. Íüþìåí òà O. Øè-
øà. Çîêðåìà, ïåðøi äâî¹ àâòîðiâ ïîáóäóâàëè ïðèêëàä ìîíîòîííî¨
ôóíêöi¨, âåëè÷èíè ìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ êîòðî¨ íåçðiâíÿííî áiëü-
øi çà âåëè÷èíè íàáëèæåííÿ áåç îáìåæåíü. Òèì íå ìåíø, ç'ÿñóâàëîñÿ,
ùî ÿêùî âåëè÷èíà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ áåç îáìåæåíü ìà¹ ñòåïå-
íåâèé ïîðÿäîê, òî âîíà ìàæîðó¹ âåëè÷èíó íàéêðàùîãî ìîíîòîííîãî
íàáëèæåííÿ. Äëÿ êîìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ öå ÿâèùå òàêîæ ìà¹
ìiñöå, àëå íå çàâæäè. ×åðåç öå âèíèêëî ïèòàííÿ äîñëiäèòè âñi âè-
ïàäêè êîëè öå ÿâèùå ìà¹ ìiñöå i êîëè âîíî íå ìà¹ ìiñöÿ.

Ïèòàííÿ ïðî ñòàëó Âiòíi äàâíî ¹ ïðèâàáëèâèì äëÿ ìàòåìàòèêiâ.
Ñàì Âiòíi äîâiâ òiëüêè òå, ùî òàêà ñòàëà iñíó¹ äëÿ êîæíîãî íàòó-
ðàëüíîãî k i äàâ ¨¨ îöiíêè ëèøå äëÿ k = 1, 2, 3, 4. Þ. À. Áðóäíèé òà
Áë. Ñ¹íäîâ ïîêàçàëè, ùî ñòàëà Âiòíi çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

W (k) < (2k)2k.

Ïðè öüîìó Ñ¹íäîâ âèñóíóâ ãiïîòåçó ïðî òå, ùî ñòàëà Âiòíi íå ïåðå-
âèùó¹ 1, à iíòåðïîëÿöiéíà ñòàëà Âiòíi íå ïåðåâèùó¹ 2. Ó ðåçóëüòàòi
ðîáiò Áðóäíîãî, Ñ¹íäîâà, Êðÿêiíà, Òàê¹âà, Iâàíîâà, Áîÿíîâà, Ãië¹âi-
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÷à, Øåâ÷óêà òà iíøèõ, áóëî äîâåäåíî, ùî iíòåðïîëÿöiéíà ñòàëà Âiòíi
íå ïåðåâèùó¹ 3, à ñàìà ñòàëà Âiòíi çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

W (k) < 2 +
1

e2
.

Äëÿ k < 10 ãiïîòåçà Ñ¹íäîâà ïiäòâåðäæåíà â ðîáîòàõ Þ. Êðÿêiíà
òà Ä. Æåëíîâà. Ñòîñîâíî áàãàòîâèìiðíîãî âèïàäêó, íàâiòü äëÿ ëi-
íiéíîãî íàáëèæåííÿ íà êóái äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi Âiòíi âèêëèêàëî
òðóäíîùi, à îöiíêà ñòàëî¨ äëÿ k = 2 áóëà çíàéäåíà Þ. À. Áðóäíèì
òà Í. Êàëòîíîì � 802. Ïðèðîäíî âèíèêëî ïèòàííÿ ïîêðàùèòè öþ
îöiíêó.

Çàäà÷à çíàõîäæåííÿ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë íà áàãàòîâèìiðíèõ
ñôåðàõ, ùî ìàþòü íàçâó ñôåðè÷íèõ äèçàéíiâ, ¹ âàæëèâèì ðîçäiëîì
ñó÷àñíî¨ òåîði¨ íàáëèæåíü. Äîáðå âiäîìèì ¹ òîé ôàêò, ùî ñôåðè÷íi
äèçàéíè ¹ ëîêàëüíèìè (i íàâiòü ãëîáàëüíèìè) ìiíiìóìàìè äåÿêèõ
ôóíêöié åíåðãi¨. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ôàêòîì ïðîôåñîð Å. Ñàôô ñôîðìó-
ëþâàâ ïèòàííÿ ùîäî iñíóâàííÿ ëîêàëüíèõ ìàêñèìóìiâ ñòàíäàðòíîãî
åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîòåíöiàëó íà ñôåði. Â äèñåðòàöi¨ äîâåäåíî, ùî
ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ åíåðãi¨ N òî÷îê íà ñôåði ç âiä'¹ìíèì ïîêàçíèêîì
íå ìà¹ ëîêàëüíèõ ìàêñèìóìiâ, ùî äà¹ âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ ïðîôå-
ñîðà Ñàôôà.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òå-
ìàìè. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ¹ ÷àñòèíîþ äîñëiäæåíü êàôåäðè ìàòå-
ìàòè÷íîãî àíàëiçó ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Êè¨âñüêîãî
íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà ó ðàìêàõ äåðæ-
áþäæåòíî¨ íàóêîâî-äîñëiäíî¨ òåìè ÒÇ ÍÄÐ � 11ÁÔ038-02 ¾Åâîëþ-
öiéíi ñèñòåìè: äîñëiäæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ïåðåòâîðåíü, âèïàäêîâèõ
ôëóêòóàöié òà ñòàòèñòè÷íèõ çàêîíîìiðíîñòåé¿ (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå-
¹ñòðàöi¨ � 0111U006561).

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ ðîáîòè ¹ äîñëiäæåí-
íÿ äåÿêèõ ïèòàíü òåîði¨ íàáëèæåííÿ, ùî ¹ óçàãàëüíåííÿìè ïèòàííÿ
ïðî ìîíîòîííå íàáëèæåííÿ, à òàêîæ ïèòàíü ñôåðè÷íèõ äèçàéíiâ òà
ñòàëèõ Âiòíi.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ó ðîáîòi âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ìåòîäè ìà-
òåìàòè÷íîãî àíàëiçó, òåîði¨ íàáëèæåíü, òîïîëîãi¨ òà êîìáiíàòîðèêè.
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Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíèìè íàó-
êîâèìè ðåçóëüòàòàìè, ùî âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, ¹ òàêi:

� çíàéäåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè íà âiäîáðàæåííÿ äëÿ
iñíóâàííÿ íàáëèæåíü âiäîáðàæåííÿìè ç íåâiä'¹ìíèì ÿêîáià-
íîì; ó âèïàäêó iñíóâàííÿ òàêèõ íàáëèæåíü, íàâåäåíî êîí-
ñòðóêòèâíó ïðîöåäóðó äëÿ ¨õ çíàõîäæåííÿ; ïîáóäîâàíî ïðè-
êëàäè âiäîáðàæåíü, ùî ìîæíà íàáëèçèòè âiäîáðàæåííÿìè ç
íåâiä'¹ìíèì ÿêîáiàíîì, àëå íåìîæëèâî íàáëèçèòè âiäîáðàæå-
ííÿìè ç äîäàòíèì ÿêîáiàíîì.

� äîñëiäæåíî âèïàäêè, â ÿêèõ âåëè÷èíà íàéêðàùîãî íàáëèæå-
ííÿ êóñêîâî-ìîíîòîííî¨ ôóíêöi¨ ìàæîðó¹ âåëè÷èíó íàéêðà-
ùîãî êîìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ, çà óìîâè, ùî âåëè÷èíà íàé-
êðàùîãî íàáëèæåííÿ ìà¹ ñòåïåíåâèé ïîðÿäîê; ïîáóäîâàíî êîí-
òðïðèêëàäè â óñiõ âèïàäêàõ êîëè öå íå òàê.

� äëÿ âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m ïîáóäîâàíî
ãðàôè-êîíöåíòðàòîðè ç ïàðàìåòðàìè (6m, 4m, 3m, 5.05), ùî
ìàþòü íàáàãàòî ìåíøå ðåáåð íiæ íàéêðàùi âiäîìi äî öüîãî
ïðèêëàäè; äîñëiäæåíî çâ'ÿçîê çàäà÷i ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ
íà êóái ç íàáëèæåííÿì ìàéæå àäèòèâíèõ ôóíêöié ìíîæèí
àäèòèâíèìè; ïîêðàùåíî îöiíêó ñòàëî¨ Âiòíi ëiíiéíîãî íàáëè-
æåííÿ íà áàãàòîâèìiðíîìó êóái ç 802 äî 73.

� äîâåäåíî, ùî äëÿ åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîòåíöiàëó íà äâîâèìið-
íié ñôåði íå iñíó¹ ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié, ùî ¹ ëîêàëüíèìè
ìàêñèìóìàìè; ó âèïàäêó áàãàòîâèìiðíî¨ ñôåðè àíàëîãi÷íèé
ðåçóëüòàò äîâåäåíî äëÿ ïîòåíöiàëó t−α äëÿ âñiõ α òàêèõ, ùî
÷èñëî α+ 2 íå ìåíøå çà ÷èñëî âèìiðiâ ñôåðè.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðîáîòà íî-
ñèòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. �¨ ðåçóëüòàòè äîïîâíþþòü òà óçàãàëüíþ-
þòü îêðåìi ðîçäiëè òåîði¨ íàáëèæåíü i ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ
¨¨ ïîäàëüøîãî ðîçâèòêó. Ïîáóäîâàíi êîíòðïðèêëàäè òà çàïðîïîíîâà-
íi êîíñòðóêöi¨ ìîæóòü ñëóãóâàòè ïîáóäîâi ÷èñåëüíèõ àëãîðèòìiâ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ùî âèíî-
ñÿòüñÿ íà çàõèñò, îòðèìàíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî. Çi ñòàòåé, îïóáëiêî-
âàíèõ ó ñïiâàâòîðñòâi, äî äèñåðòàöi¨ âêëþ÷åíi ëèøå òi ðåçóëüòàòè,
ùî íàëåæàòü àâòîðó.
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Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äî-
ñëiäæåííÿ äîïîâiäàëèñÿ íà íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ òà ñåìiíàðàõ:

� Ôóíêöiîíàëüíi ìåòîäè â òåîði¨ íàáëèæåíü òà òåîði¨ îïåðàòîðiâ
III, Ñâiòÿçü, Âîëèíñüêà îáëàñòü, 22�26 ñåðïíÿ 2009 ð.;

� Minimal Energy Point Sets, Lattices, and Designs, Âiäåíü, Àâ-
ñòðiÿ, 29 âåðåñíÿ � 22 ëèñòîïàäà 2014 ð.

� 5-à ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ ç äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü òà ¨õ çàñòîñóâàíü iìåíi ß. Á. Ëîïàòèíñüêîãî, Êè-
¨â, Óêðà¨íà, 9 � 11 ëèñòîïàäà 2016 ð.

� Çàñiäàííÿ Õàðêiâñüêîãî ìàòåìàòè÷íîãî òîâàðèñòâà, Õàðêiâ-
ñüêèé Íàöiîíàëüíèé Óíiâåðñèòåò iìåíi Â. Í. Êàðàçiíà (êåðiâ-
íèêè: ïðîô. Ë. À. Ïàñòóð, �. ß. Õðóñëîâ);

� Ñåìiíàð ç òåîði¨ íàáëèæåííÿ, Äíiïðîïåòðîâñüêèé íàöiîíàëü-
íèé óíiâåðñèòåò iìåíi Îëåñÿ Ãîí÷àðà (êåðiâíèê: ïðîô. Â. Ï. Ìî-
òîðíèé);

� Íàóêîâèé ñåìiíàð ç òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ìåõàíiêî-
ìàòåìàòè÷íèé ôàêóëüòåò Ëüâiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåð-
ñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà (êåðiâíèêè: ïðîô. À. À. Êîíäðà-
òþê, Î. Á. Ñêàñêiâ);

� Íàóêîâèé ñåìiíàð ç òåîði¨ ôóíêöié, Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ
Óêðà¨íè (êåðiâíèê: ïðîô. À. Ñ. Ðîìàíþê);

� Íàóêîâèé ñåìiíàð ¾Ñó÷àñíèé àíàëiç¿, ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íèé
ôàêóëüòåò Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðà-
ñà Øåâ÷åíêà (êåðiâíèêè: ïðîô. Î. Î. Êóð÷åíêî, Â. Ì. Ðàä-
÷åíêî, I. Î. Øåâ÷óê).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîáîòè âèêëàäåíî ó 5 ñòàòòÿõ
[1], [2], [3], [4], [5], ñåðåä íèõ äâi ó íàóêîâèõ âèäàííÿõ Óêðà¨íè, ùî
âêëþ÷åíi äî ïåðåëiêó ôàõîâèõ âèäàíü, çàòâåðäæåíèõ ÌÎÍ Óêðà¨íè
òà òðè ó çàêîðäîííèõ âèäàííÿõ, ùî âêëþ÷åíi äî íàóêîìåòðè÷íèõ
áàç, à òàêîæ ó òåçàõ äîïîâiäåé íàóêîâèõ êîíôåðåíöié [6], [7].

Ñòðóêòóðà äèñåðòàöi¨. Ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ï'ÿòè
ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ. Îáñÿã äèñåðòàöi¨ 129 ñòîðiíîê ìàøèíîïèñíîãî
òåêñòó, ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë òà ïóáëiêàöié àâòîðà (55 íàé-
ìåíóâàíü) çàéìà¹ 6 ñòîðiíîê.

Äî êîæíîãî ðîçäiëó íàâåäåíî âèñíîâêè, ùî õàðàêòåðèçóþòü îñíîâ-
íi ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ.



5

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöiéíîãî äîñëi-
äæåííÿ, ¨¨ íîâèçíà, íàâåäåíî êîðîòêèé çìiñò ðîáîòè ç ïåðåëiêîì
îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨ òà àïðîáàöi¨ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ,
íàâåäåíî ñïèñîê ïóáëiêàöié òà âiäìi÷åíî îñîáèñòèé âíåñîê äèñåðòàí-
òà â íèõ.

Â ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè íàâåäåíî îãëÿä ëiòåðà-
òóðè çà ¨¨ òåìîþ, ñôîðìóëüîâàíî íåîáõiäíi ïîíÿòòÿ i òâåðäæåííÿ ç
òåîði¨ íàáëèæåíü òà òîïîëîãi¨, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â äèñåðòàöi¨.

Äðóãèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî ïèòàííÿì iñíóâàííÿ íàáëèæåííÿ âiä-
îáðàæåííÿìè ç íåâiä'¹ìíèì òà äîäàòíèì ÿêîáiàíîì.

Ïåðøèé ïóíêò äàíîãî ðîçäiëó ïðèñâÿ÷åíî ïîñòàíîâöi òà ôîðìó-
ëþâàííþ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ ùî ñòîñóþòüñÿ íàáëèæåííÿ âiäîáðà-
æåííÿìè ç íåâiä'¹ìíèì ÿêîáiàíîì. Íåîáõiäíi óìîâè äëÿ iñíóâàííÿ
íàáëèæåííÿ ó âèïàäêó íåâiä'¹ìíîãî ÿêîáiàíó äàþòüñÿ â òåðìiíàõ òî-
ïîëîãi÷íîãî ñòåïåíÿ âiäîáðàæåííÿ.

Â íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíi äåÿêi áiëüø çàãàëüíi ïèòàííÿ
ôîðìîçáåðiãàþ÷îãî íàáëèæåííÿ ó áàãàòîâèìiðíîìó âèïàäêó.

Äàëi íàãàäóþòüñÿ íåîáõiäíi âiäîìîñòi ç êóñêîâî-ëiíiéíî¨ òîïîëî-
ãi¨ òà òåîði¨ òîïîëîãi÷íîãî ñòåïåíÿ âiäîáðàæåíü òà äîâîäÿòüñÿ äåÿêi
äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè ïðî ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåíü çi çáåðåæåííÿì
òîïîëîãi÷íîãî ñòåïåíÿ.

Äàëi äîâîäÿòüñÿ ðåçóëüòàòè ïðî íàáëèæåííÿ ëîêàëüíî âçà¹ìíî-
îäíîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü. Ó äâîâèìiðíîìó âèïàäêó äîâåäåíî íàñòó-
ïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé Ω ⊂ R2 � îáìåæåíà îáëàñòü, à f : Ω→ R2 �

íåïåðåðâíå, ëîêàëüíî âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ, ùî çáåðiãà¹

îði¹íòàöiþ. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå ïîëiíîìiàëüíå âiä-

îáðàæåííÿ p : Ω→ R2 ç äîäàòíèì ÿêîáiàíîì íà Ω, ùî ‖f − p‖Ω < ε.

Àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò, çà ñïðîùåíîãî ïðèïóùåííÿ, ùî Ω = [0, 1]3

äîâîäèòüñÿ òàêîæ ó òðèâèìiðíîìó âèïàäêó.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé f : [0, 1]3 → R3 - íåïåðåðâíå, ëîêàëüíî

âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ, ùî çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ. Òîäi äëÿ

äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå ïîëiíîìiàëüíå âiäîáðàæåííÿ g : [0, 1]3 →
R3 ç äîäàòíèì ÿêîáiàíîì íà [0, 1]3, ùî ‖f − g‖ < ε.
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Çà äîïîìîãîþ ïîíÿòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ñòåïåíÿ âiäîáðàæåíü äîâî-
äèòüñÿ íàñòóïíà íåîáõiäíà óìîâà äëÿ iñíóâàííÿ íàáëèæåíü ç íåâiä'-
¹ìíèì ÿêîáiàíîì.

Òåîðåìà 2.3. ßêùî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : Ω → R2 ìî-

æíà ÿê çàâãîäíî äîáðå íàáëèçèòè âiäîáðàæåííÿìè êëàñó C1 ç íå-

âiä'¹ìíèì ÿêîáiàíîì, òî äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ïiäìíîæèíè U ⊂
Ω i äîâiëüíî¨ òî÷êè p ∈ f(U) \ f(∂U) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

deg(f, U, p) > 0.

Äàëi, ó äâîâèìiðíîìó âèïàäêó, çà óìîâè ùî âiäîáðàæåííÿ f ¹ ëåã-
êèì, äîâåäåíî, ùî íåîáõiäíà óìîâà ¹ òàêîæ i äîñòàòíüîþ. Íàãàäà¹ìî,
ùî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ëåãêèì, ÿêùî äëÿ äîâiëü-
íîãî y ç ìíîæèíè çíà÷åíü f ìíîæèíà f−1(y) ¹ òîòàëüíî íåçâ'ÿçíîþ.

Òåîðåìà 2.4. Íåõàé ∆ � îáìåæåíà îáëàñòü i f : ∆→ R2 � ëåãêå

íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨

ìíîæèíè U òàêî¨, ùî U ⊂ ∆ i áóäü-ÿêî¨ òî÷êè p ∈ f(U) \ f(∂U)
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü deg(f, U, p) > 0.

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ îáëàñòi Ω òàêî¨, ùî Ω ⊂ ∆ i áóäü-ÿêîãî ε >
0, iñíó¹ òàêå âiäîáðàæåííÿ g : Ω → R2 êëàñó C∞ ç íåâiä'¹ìíèì

ÿêîáiàíîì òàêå, ùî ‖f − g‖Ω < ε.
Ïðè öüîìó, ÿêùî îáëàñòü ∆ � îäíîçâ'ÿçíà, òî iñíó¹ ïîëiíîìi-

àëüíå âiäîáðàæåííÿ g ç òèìè ñàìèìè âëàñòèâîñòÿìè.

Äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ íàáëèæåííÿ â öié òåîðåìi ¹ êîíñòðóêòèâ-
íèì i ñïèðà¹òüñÿ íà âiäïîâiäíèé ðåçóëüòàò ïðî íàáëèæåííÿ âiäîáðà-
æåííÿìè ç äîäàòíèì ÿêîáiàíîì, à òàêîæ íà òåîðåìó Ñòîiëîâà ïðî
òîïîëîãi÷íó õàðàêòåðèçàöiþ êîìïëåêñíî-àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié.

Íàðåøòi, â îñòàííüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî êîíòðïðèêëàä, ùî iëþ-
ñòðó¹ äåÿêi âiäìiííîñòi âiä îäíîâèìiðíîãî âèïàäêó.

Òåîðåìà 2.5. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ f : B1(0)→ R2 çàäàíî ðiâíi-

ñòþ

f(x, y) = (x2 − y2, 2xy).

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî âiäîáðàæåííÿ g : B1(0)→ R2 êëàñó C1 çi ñòðîãî

äîäàòíèì ÿêîáiàíîì âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖f − g‖
B1(0)

>
1

4
.
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Òðåòié ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî çàäà÷i êîìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ íà
âiäðiçêó. Ïiä êîìîíîòîííèì íàáëèæåííÿì ðîçóìi¹òüñÿ çàäà÷à íàáëè-
æåííÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f , çàäàíî¨ íà âiäðiçêó [−1, 1], ùî çìiíþ¹
ìîíîòîííiñòü s > 1 ðàçiâ â òî÷êàõ y1, . . . , ys. Ïðè öüîìó äîçâîëÿ¹-
òüñÿ íàáëèæàòè ëèøå ïîëiíîìàìè ùî çìiíþþòü õàðàêòåð ìîíîòîí-
íîñòi â òèõ ñàìèõ òî÷êàõ ùî i f . Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷å-
ííÿ Ys = {yi}si=1, äå −1 < y1 < · · · < ys < 1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ∆1

ìíîæèíó âñiõ íåïåðåðâíèõ ìîíîòîííî íåñïàäíèõ ôóíêöié íà âiäðiç-
êó [−1, 1]. Òàêîæ ïîçíà÷èìî ÷åðåç ∆1(Ys) ìíîæèíó âñiõ íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié íà [−1, 1], ùî ¹ ìîíîòîííî íåñïàäíèìè íà âiäðiçêó [ys, 1],
ìîíîòîííî íåçðîñòàþ÷èìè íà [ys−1, ys], òîùî.

Íåõàé Pn � ïðîñòið àëãåáðà¨÷íèõ ïîëiíîìiâ ñòåïåíÿ < n i ïîçíà-
÷èìî ‖ · ‖ := ‖ · ‖C[−1,1]. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

En(f) = inf
Pn∈Pn

‖f − Pn‖

âåëè÷èíó íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ áåç îáìåæåíü. Ïîçíà÷èìî òàêîæ
÷åðåç

E(1)
n (f) = inf

Pn∈Pn∩∆1
‖f − Pn‖

âåëè÷èíó íàéêðàùîãî ìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ, à ÷åðåç

E(1)
n (f, Ys) = inf

Pn∈Pn∩∆1(Ys)
‖f − Pn‖

âåëè÷èíó íàéêðàùîãî êîìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ ç âóçëàìè −1 <
y1 < · · · < ys < 1.

Íåõàé âåëè÷èíà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ áåç îáìåæåíü, En(f),
çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

En(f) 6 n−α, n > 1

äëÿ äåÿêîãî α > 0. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî òå, ÷è îáîâ'ÿçêîâî
âåëè÷èíà êîìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

E(1)
n (f, Ys) 6 c(α, s)n−α, n > 1,

i ÿêùî íi, òî ùî ìîæíà ñêàçàòè â öüîìó âèïàäêó. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî
äëÿ êîæíîãî s > 1 iñíó¹ âèíÿòêîâà ìíîæèíà As çíà÷åíü α äëÿ ÿêèõ
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òàêà îöiíêà íå ìîæå âèêîíóâàòèñü. Ó âèïàäêó ìîíîòîííîãî íàáëè-
æåííÿ (s = 0) âiäïîâiäíà îöiíêà çàâæäè âèêîíó¹òüñÿ, òîáòî A0 = ∅.

Íàâåäåìî îçíà÷åííÿ âèêëþ÷íèõ ìíîæèí ïîêàçíèêiâ As. Ïîêëà-
äåìî A1 := {2}. Äëÿ áóäü-ÿêîãî s > 2, âèçíà÷èìî

As := {j | 1 6 j 6 2
[s

2

]
, àáî j = 2i, 1 6 i 6 s}.

Äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü s öi ìíîæèíè ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä

A1 = {2},
A2 = {1, 2, 4},
A3 = {1, 2, 4, 6},
A4 = {1, 2, 3, 4, 6, 8},
A5 = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 10},
· · ·

Äëÿ òîãî ùîá ñôîðìóëþâàòè íåãàòèâíi ðåçóëüòàòè ïîçíà÷èìî ñóïðå-
ìóì âåëè÷èí íàéêðàùîãî êîìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ çà âñiìà Ys ÷å-
ðåç E1,s

n (f):
E1,s
n (f) := sup

Ys:f∈∆1(Ys)

E(1)
n (f, Ys).

Ó âèïàäêó ÿêùî ïîêàçíèê íàëåæèòü âèêëþ÷íié ìíîæèíi As, âè-
êîíó¹òüñÿ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé s ∈ N i α ∈ As. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî m ∈ N
iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ f ∈ C1(−1, 1) ∩∆1

s, ùî äëÿ âñiõ n > 1 âèêîíó¹-

òüñÿ íåðiâíiñòü En(f) 6 n−α, àëå

mαE1,s
m (f) > c(s) logm,

äå c(s) > 0 öå ñòàëà ùî çàëåæèòü ëèøå âiä s.

Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî ïîêàçíèê íå íàëåæèòü âèêëþ÷íié ìíîæèíi,
òî ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé ïîçèòèâíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé s ∈ N, i α > 0 òàêi, ùî α /∈ As. Òîäi ÿêùî
f ∈ ∆1

s òàêà, ùî äëÿ âñiõ n > 1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü En(f) 6
n−α, òî

nαE1,s
n (f) 6 c(α, s), n > 1,

äå c(α, s) öå ñòàëà, ùî çàëåæèòü ëèøå âiä α òà s.
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Ó âèïàäêó êîëè α ∈ As ïîçèòèâíèé ðåçóëüòàò ìà¹ ìiñöå, àëå ëèøå
çà óìîâè, ùî âiäïîâiäíà íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ íå äëÿ âñiõ n > 1, à
ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî N ùî çàëåæèòü âiä α òà Ys.

Òåîðåìà 3.4. Íåõàé s ∈ N i α ∈ As. Òîäi äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈
∆1(Ys) òàêî¨, ùî äëÿ âñiõ n > 1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü En(f) 6
n−α, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

nαE(1)
n (f, Ys) 6 c(α, s), n > N(α, Ys),

äå c(α, s) öå ñòàëà ùî çàëåæèòü ëèøå âiä α i s, à N(α, Ys) � ñòàëà
ùî çàëåæèòü ëèøå âiä Ys òà âiä α.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ îöiíêè ñòà-
ëî¨ Âiòíi ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ íà áàãàòîâèìiðíîìó êóái.

Ñòàëà Âiòíi ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ íà áàãàòîâèìiðíîìó êóái âè-
çíà÷à¹òüñÿ àíàëîãi÷íî äî êëàñè÷íî¨ ñòàëî¨ Âiòíi, ÿê íàéìåíøà ñòàëà
w2(d) (iíôiìóì) äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

min
L
‖f − L‖[0,1]d 6 w2(d) max

x,y∈[0,1]d

∣∣∣f(x)− 2f
(x+ y

2

)
+ f(y)

∣∣∣,
äå f : [0, 1]d → R � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà d-âèìiðíîìó êóái, à L
ïðîáiãà¹ ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ ôóíêöié.

Êàëòîí i Áðóäíèé äîâåëè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ d âèêîíó¹-
òüñÿ íåðiâíiñòü w2(d) < 802. Îñíîâíà iäåÿ äîâåäåííÿ ïîëÿãàëà â òîìó,
ùî öþ çàäà÷ó ìîæíà ïîâ'ÿçàòè ç çàäà÷åþ íàáëèæåííÿ ìàéæå àäèòèâ-
íèõ ôóíêöié ìíîæèí àäèòèâíèìè, ÿêó â ñâîþ ÷åðãó ìîæíà ðîçâ'ÿ-
çàòè âèêîðèñòîâóþ÷è êîìáiíàòîðíå ïîíÿòòÿ ãðàôiâ-êîíöåíòðàòîðiâ.

Îçíà÷åííÿ êîíöåíòðàòîðà. Äâîäîëüíèé ãðàô ç m âõîäàìè òà

p âèõîäàìè íàçèâà¹òüñÿ (m, p, q, r)-êîíöåíòðàòîðîì, ÿêùî âií ìà¹

íå áiëüøå íiæ mr ðåáåð i äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïiäìíîæèíè ç k 6 q âõîäiâ,
iñíó¹ k íåïåðåòèííèõ ðåáåð, ùî âåäóòü äî äåÿêèõ k âèõîäiâ.

Ïiïåíãåð äîâiâ çà äîïîìîãîþ éìîâiðíiñíîãî ìåòîäó, ùî äëÿ âñiõ
äîñòàòíüî âåëèêèõ çíà÷åíüm iñíó¹ (6m, 4m, 3m, 6)-êîíöåíòðàòîð. Ïî-
êðàùóþ÷è éîãî ìåòîä â ðîáîòi îòðèìàíî äåùî òî÷íiøèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî äîñòàòíüî âåëèêîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà m iñíó¹ (6m, 4m, 3m, 5.05)-êîíöåíòðàòîð.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé íîâèé êëàñ êîíöåíòðàòîðiâ òà äåÿêi äîäà-
òêîâi ìiðêóâàííÿ â ðîáîòi äîâåäåíî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.2. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : [0, 1]d → R
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

min
L
‖f − L‖[0,1]d 6 73 max

x,y∈[0,1]d

∣∣∣f(x)− 2f
(x+ y

2

)
+ f(y)

∣∣∣.
Òàêèì ÷èíîì îöiíêó ñòàëî¨ Âiòíi ïîêðàùåíî ç 802 äî 73.
Îêðiì òîãî, â ðîáîòi äîâåäåíî òî÷íiøèé ðåçóëüòàò äëÿ íàáëèæåí-

íÿ ôóíêöié ìíîæèí, àíàëîãi÷íèé äî ðåçóëüòàòó Êàëòîíà i Ðîáåðòñà.

Òåîðåìà 4.3. Äëÿ äîâiëüíî¨ àëãåáðè A ìíîæèí i äîâiëüíîãî âiä-

îáðàæåííÿ ν : A→ R ùî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

|ν(A) + ν(B)− ν(A ∩B)− ν(A ∪B)| 6 1 äëÿ äîâiëüíèõ A,B ∈ A,

i äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ν(∅) = 0, iñíó¹ òàêà àäèòèâíà ôóíêöiÿ

ìíîæèí µ : A→ R, ùî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

|ν(A)− µ(A)| 6 K

äëÿ âñiõ A ∈ A, äå K çàäîâîëüíÿ¹ K < 36.

Ï'ÿòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî ïèòàííþ ïðî iñíóâàííÿ ëîêàëüíèõ ìà-
êñèìóìiâ ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié òî÷îê íà áà-
ãàòîâèìiðíèõ ñôåðàõ.

Äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ çN ðiçíèõ òî÷îê íà ñôåði x1, . . . , xN ∈
Sd ⊂ Rd+1 ìîæíà âèçíà÷èòè ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ çà ôîðìóëîþ

Eα(x1, x2, . . . , xN ) =
∑
i6=j

1

|xi − xj |α
.

Òóò ÷åðåç Sd ïîçíà÷à¹òüñÿ áàãàòîâèìiðíà ñôåðà â (d+ 1)-âèìiðíîìó
åâêëiäîâîìó ïðîñòîði. Äîáðå âiäîìèì ¹ òîé ôàêò, ùî ãëîáàëüíi ìi-
íiìóìè òàêèõ åíåðãåòè÷íèõ ôóíêöiîíàëiâ ÷àñòî âèÿâëÿþòüñÿ äóæå
ñèìåòðè÷íèìè êîíôiãóðàöiÿìè. Çîêðåìà, òàêi êîíôiãóðàöi¨ âèíèêà-
þòü â çàäà÷i çíàõîäæåííÿ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë íà áàãàòîâèìiðíèõ
ñôåðàõ (òàê çâàíi ñôåðè÷íi äèçàéíè). Îêðiì âèùå íàâåäåíî¨ ôóíêöi¨
åíåðãi¨ òàêîæ ÷àñòî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ëîãàðèôìi÷íèé ïîòåíöiàë

E(x1, x2, . . . , xN ) = −
∑
i 6=j

log |xi − xj |.
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Çâàæàþ÷è íà âàæëèâiñòü ëîêàëüíèõ ìiíiìóìiâ òàêèõ ôóíêöié,
iñíóâàííÿ ÿêèõ ãàðàíòó¹òüñÿ êîìïàêòíiñòþ òà îáìåæåíiñòþ çíèçó,
ïðèðîäíî âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ i âëàñòèâîñòi ëîêàëüíèõ
ìàêñèìóìiâ, ùî âiäïîâiäàþòü íåñòàáiëüíèì ñòàíàì ðiâíîâàãè ñèñòå-
ìè òî÷îê. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî â áiëüøîñòi âèïàäêiâ òàêi ëîêàëüíi ìàêñè-
ìóìè iñíóâàòè íå ìîæóòü. Òî÷íiøå, äîâåäåíî íàñòóïíi äâi òåîðåìè.
Äëÿ α > 0 âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5.1. Íåõàé d > 2 i

Eα(x1, x2, . . . , xN ) =
∑
i6=j

1

|xi − xj |α
.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî α > d− 2 ôóíêöiÿ Eα(x1, x2, . . . , xN ) íå ìà¹ ëî-
êàëüíèõ ìàêñèìóìiâ.

Äëÿ äâîâèìiðíî¨ ñôåðè i ëîãàðèôìi÷íî¨ åíåðãi¨ ìà¹ ìiñöå àíàëî-
ãi÷íèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5.2. Íåõàé d = 2 i

E(x1, x2, . . . , xN ) = −
∑
i6=j

log |xi − xj |.

Òîäi E(x1, x2, . . . , xN ) íå ìà¹ ëîêàëüíèõ ìàêñèìóìiâ.

Äîâåäåííÿ îáîõ òåîðåì ñïèðà¹òüñÿ íà íåîáõiäíi óìîâè äðóãîãî
ïîðÿäêó äëÿ ëîêàëüíèõ ìàêñèìóìiâ òà éìîâiðíiñíèé ìåòîä, çàñòîñó-
âàííÿ êîòðîãî äîâîäèòü iñíóâàííÿ íàïðÿìó â ÿêîìó öÿ óìîâà ïîðó-
øó¹òüñÿ.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äåÿêèì ïèòàííÿì òåîði¨ íàáëè-
æåííÿ îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ.

Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îòðèìàíî òàêi ðåçóëüòàòè.
1) Çíàéäåíî óìîâó, ÿêà ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ äëÿ iñíóâà-

ííÿ ïîñëiäîâíîñòi ïîëiíîìiàëüíèõ âiäîáðàæåíü íà ïëîùèíi ç
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íåâiä'¹ìíèì ÿêîáiàíîì, çáiæíî¨ äî çàäàíîãî âiäîáðàæåííÿ, ó
âèïàäêó, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ ìà¹ òîòàëüíî íåçâ'ÿçíi øàðè.
Àíàëîãi÷íó çàäà÷ó ðîçâ'ÿçàíî äëÿ âiäîáðàæåíü ç äîäàòíèì
ÿêîáiàíîì. Îáèäâi çàäà÷i ðîçâ'ÿçàíî ó äâîâèìiðíîìó âèïàä-
êó, à äðóãó çàäà÷ó òàêîæ ó òðèâèìiðíîìó âèïàäêó.

2) Äîâåäåíî, ùî ÿêùî âåëè÷èíà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ áåç
îáìåæåíü êóñêîâî-ìîíîòîííî¨ ôóíêöi¨ ìà¹ ñòåïåíåâèé ïîðÿ-
äîê, òî âîíà ìàæîðó¹ âåëè÷èíó íàéêðàùîãî êîìîíîòîííîãî
íàáëèæåííÿ, çà âèêëþ÷åííÿì ñêií÷åííîãî ÷èñëà ïîêàçíèêiâ.
Â óñiõ âèêëþ÷íèõ âèïàäêàõ ïîáóäîâàíî êîíòðïðèêëàäè.

3) Äëÿ âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ m äîâåäåíî iñíóâàííÿ ãðàôiâ-
êîíöåíòðàòîðiâ ç ïàðàìåòðàìè (6m, 4m, 3m, 5.05). Çà äîïîìî-
ãîþ öèõ ãðàôiâ ñóòò¹âî ïîêðàùåíî îöiíêó ñòàëî¨ Âiòíi ëiíié-
íîãî íàáëèæåííÿ íà áàãàòîâèìiðíîìó êóái (ïîïåðåäíüî áóëî
âiäîìî, ùî çíà÷åííÿ ñòàëî¨ ìåíøå çà 802, à çà íîâèì ðåçóëü-
òàòîì � 73).

4) Äîâåäåíî, ùî ó âèïàäêó ñòåïåíåâî¨ ôóíêöi¨ ç âiä'¹ìíèì ïî-
êàçíèêîì, ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ñèñòåìè òî÷îê íà äâîâèìið-
íié ñôåði íå ìîæå ìàòè ëîêàëüíèõ ìàêñèìóìiâ. Çà äåÿêèõ
äîäàòêîâèõ óìîâ àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò äîâåäåíî òàêîæ äëÿ
áàãàòîâèìiðíèõ ñôåð. Êðiì òîãî, íåiñíóâàííÿ ëîêàëüíèõ ìà-
êñèìóìiâ äîâåäåíî òàêîæ äëÿ ëîãàðèôìi÷íîãî ïîòåíöiàëó íà
äâîâèìiðíié ñôåði.
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ÀÍÎÒÀÖI�

Ðàä÷åíêî Ä. Â. Áàãàòîâèìiðíå ôîðìîçáåðiãàþ÷å íàáëèæåííÿ�
Ðóêîïèñ.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî-ìà-
òåìàòè÷íèõ íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.01 � ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. �
Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, 2017.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ íàáëèæåííÿ âiä-
îáðàæåííÿìè ç íåâiä'¹ìíèì ÿêîáiàíîì, êîìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ
íà âiäðiçêó òà îöiíêàì ñòàëèõ Âiòíi ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ íà áàãà-
òîâèìiðíîìó êóái. Ó ðîáîòi òàêîæ äîâåäåíî íåiñíóâàííÿ ëîêàëüíèõ
ìàêñèìóìiâ äëÿ ôóíêöi¨ åíåðãi¨ Ðiñà êîíôiãóðàöi¨ òî÷îê íà ñôåði.

Íàâåäåíî íåîáõiäíi òà (äëÿ d = 2, 3) äåÿêi äîñòàòíi óìîâè íà âiä-
îáðàæåííÿ f : [0, 1]d → Rd äëÿ òîãî, ùîá iñíóâàëà ïîñëiäîâíiñòü âiä-
îáðàæåíü ç íåâiä'¹ìíèì ÿêîáiàíîì, ùî ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî f
íà [0, 1]d. Òàêîæ íàâåäåíî äåÿêi äîñòàòíi óìîâè äëÿ íàáëèæåííÿ âiä-
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îáðàæåííÿìè çi ñòðîãî äîäàòíèì ÿêîáiàíîì. Â äîâåäåííi âèêîðèñòî-
âó¹òüñÿ ïîíÿòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ñòåïåíÿ âiäîáðàæåííÿ. Òàêîæ ïîáó-
äîâàíî ïðèêëàäè, ùî ïîêàçóþòü, ùî óìîâè ñòðîãî¨ äîäàòíîñòi òà íå-
âiä'¹ìíîñòi âèçíà÷àþòü ðiçíi êëàñè ôóíêöié, ùî ìîæíà íàáëèçèòè
âiäïîâiäíèìè âiäîáðàæåííÿìè.

Â êîìîíîòîííîìó íàáëèæåííi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî ìàæî-
ðèçàöiþ âåëè÷èíè íàéêðàùîãî êîìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ âåëè÷è-
íîþ íàáëèæåííÿ áåç îáìåæåíü çà óìîâè ñòåïåíåâîãî ïîðÿäêó ñïà-
äàííÿ îñòàííüî¨. Äîâåäåíî, ùî öå ÿâèùå ìà¹ ìiñöå çà âèêëþ÷åííÿì
ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi âèêëþ÷íèõ ïîêàçíèêiâ ñïàäàííÿ.

Ïîêðàùåíî îöiíêó ñòàëèõ Âiòíi ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ íà áàãàòî-
âèìiðíîìó êóái ç 802 äî 73 äëÿ âñiõ âèìiðiâ. Êðiì òîãî ïîáóäîâàíî
íîâèé êëàñ ãðàôiâ-êîíöåíòðàòîðiâ.

Â ðîáîòi òàêîæ äîâåäåíî íåiñíóâàííÿ ëîêàëüíèõ ìàêñèìóìiâ äëÿ
äåÿêèõ ôóíêöié åíåðãi¨ ñèñòåì òî÷îê íà ñôåði.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ìîíîòîííå íàáëèæåííÿ, êîìîíîòîííå íàáëèæåí-
íÿ, ÿêîáiàí âiäîáðàæåííÿ, ëîêàëüíî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íi âiäîáðàæå-
ííÿ, ñòàëà Âiòíi, n-âèìiðíèé êóá, êîíöåíòðàòîðè, ëîêàëüíi ìàêñèìó-
ìè, åíåðãiÿ Ðiñà.

Ðàä÷åíêî Ä. Â.Ìíîãîìåðíîå ôîðìîñîõðàíÿþùåå ïðèáëèæåíèå. �
Ðóêîïèñü.

Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-ìà-
òåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè 01.01.01 � ìàòåìàòè÷åñêèé àíà-
ëèç. �Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ, 2017.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ïðèáëèæåíèÿ
îòîáðàæåíèÿìè ñ íåîòðèöàòåëüíûì ÿêîáèàíîì, êîìîíîòîííîãî ïðè-
áëèæåíèÿ íà îòðåçêå è îöåíêàì êîíñòàíò Óèòíè ëèíåéíîãî ïðèáëè-
æåíèÿ íà ìíîãîìåðíîì êóáå. Â ðàáîòå òàêæå äîêàçûâàåòñÿ íåñóùå-
ñòâîâàíèå ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè Ðèññà êîí-
ôèãóðàöèè òî÷åê íà ñôåðå.

Ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå è (ïðè d = 2, 3) íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ íà îòîáðàæåíèå f : [0, 1]d → Rd äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâà-
ëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé ñ íåîòðèöàòåëüíûì ÿêîáèàíîì,
êîòîðàÿ ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f íà [0, 1]d. Òàêæå ïðèâåäåíû íåêî-
òîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðèáëèæåíèÿ îòîá-
ðàæåíèÿìè ñî ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûì ÿêîáèàíîì. Â äîêàçàòåëüñòâàõ
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èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ. Òàêæå
ïîñòðîåíû ïðèìåðû, êîòîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî óñëîâèÿ ñòðîãîé ïî-
ëîæèòåëüíîñòè è íåîòðèöàòåëüíîñòè ïðèâîäÿò ê ðàçíûì êëàññàì
ôóíêöèé êîòîðûå ìîæíî èìè ïðèáëèçèòü.

Êàñàòåëüíî êîìîíîòîííîãî ïðèáëèæåíèÿ, ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ
î ìàæîðèçàöèè âåëè÷èíû íàèëó÷øåãî êîìîíîòîííîãî ïðèáëèæåíèÿ
âåëè÷èíîé íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ áåç îãðàíè÷åíèé ïðè óñëîâèè
ñòåïåííîãî ïîðÿäêà óáûâàíèÿ ïîñëåäíåé. Äîêàçàíî, ÷òî ìàæîðèçà-
öèÿ èìååò ìåñòî çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà èñêëþ÷èòåëüíûõ
ïîêàçàòåëåé óáûâàíèÿ.

Óëó÷øåíû îöåíêè êîíñòàíò Óèòíè ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ íà n-
ìåðíîì êóáå ñ 802 äî 73 âî âñåõ ðàçìåðíîñòÿõ. Òàêæå ïîñòðîåí íîâûé
êëàññ ãðàôîâ-êîíöåíòðàòîðîâ.

Êðîìå òîãî, â ðàáîòå äîêàçàíî íåñóùåñòâîâàíèå ëîêàëüíûõ ìàê-
ñèìóìîâ íåêîòîðûõ ôóíêöèé ýíåðãèè ñèñòåì òî÷åê íà ñôåðå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîíîòîííîå ïðèáëèæåíèå, êîìîíîòîííîå ïðè-
áëèæåíèå, ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ, ëîêàëüíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íûå îò-
îáðàæåíèÿ, êîíñòàíòà Óèòíè, n-ìåðíûé êóá, êîíöåíòðàòîðû, ëîêàëü-
íûå ìàêñèìóìû, ýíåðãèÿ Ðèññà.
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The topic of this Candidate's thesis is the study of approximation by
mappings with nonnegative Jacobian, comonotone approximation on the
interval, and new bounds for Whitney constants of n-dimensional cubes.
It is also proved that the Riesz energy functional of point con�gurations
on spheres does not have local maxima.

Necessary and (for d = 2, 3) some su�cient conditions are given on a
mapping f : [0, 1]d → Rd for there to exist a sequence of mappings with
nonnegative Jacobian that converges uniformly to f on [0, 1]d. Su�cient
conditions are also given for the existence of approximation by map-
pings with strictly positive Jacobian. The proofs employ the concept of
topological degree. Examples are also given that show that maps with
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nonnegative and strictly positive Jacobians lead to di�erent classes of
maps that can be approximated by them.

For comonotone approximation we consider the question about ma-
jorization of the degree of best comonotone approximation by the degree
of best unconstrained approximation under the condition that the latter
has power decay. We prove that majorization holds except for a �nite
number of exceptional exponent values.

For linear approximation on n-dimensional cubes the estimates of
Whitney constants are improved from 802 to 73 in all dimensions. More-
over, a new class of concentrator graphs is constructed.

It is also proved that certain energy functionals of point con�gura-
tions on spheres do not have local maxima.

Key words: monotone approximation, comonotone approximation,
Jacobian of a mapping, locally univalent mappings, Whitney constant,
n-dimensional cube, concentrators, local maxima, Riesz energy.


