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ÏÅÐÅËIÊ ÓÌÎÂÍÈÕ ÏÎÇÍÀ×ÅÍÜ

Çàãàëüíi ïîçíà÷åííÿ

N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë {1, 2, 3, . . . };

Z � ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . . };

R � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë;

C � ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë;

Rn � n-âèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið;

|x| � åâêëiäîâà íîðìà òî÷êè x ∈ Rn;

Mn,m(R) � ìíîæèíà óñiõ äiéñíèõ ìàòðèöü ðîçìiðó n×m;

det(A) � âèçíà÷íèê êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A;

GLd(R) � ãðóïà äiéñíèõ íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó d;

GL+
d (R) � ãðóïà ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü ïîðÿäêó d ùî çáåðiãàþòü îði¹íòà-

öiþ; ìíîæèíà óñiõ ìàòðèöü â Md,d(R) ç äîäàòíèì âèçíà÷íèêîì;

SLd(R) � ñïåöiàëüíà ëiíiéíà ãðóïà ïîðÿäêó d; ìíîæèíà ìàòðèöü âMd,d(R)

ç âèçíà÷íèêîì 1;

Br(x) � êóëÿ ðàäióñà r ç öåíòðîì â òî÷öi x â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði;

Or(A) =
⋃
x∈ABr(x) � âiäêðèòèé r-îêië ìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòî-

ði;

dist(F1, F2) = infx∈F1,y∈F2
|x− y| � íàéìåíøà âiäñòàíü ìiæ òî÷êàìè ìíî-

æèí F1 i F2;

diam(F ) = supx,y∈F |x− y| � äiàìåòð ìíîæèíè F ;
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Êëàñè âiäîáðàæåíü

C(A,B) � íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè A i B;

Ck(U,Rm) � äèôåðåíöiéîâíi âiäîáðàæåííÿ êëàñó Ck çàäàíi íà âiäêðèòié

ìíîæèíi U (k ∈ {1, 2, . . . ,∞});

Ck(A,Rm) � íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ íà ìíîæèíi A, ùî ìàþòü ãëàäêå

ïðîäîâæåííÿ êëàñó Ck íà äåÿêèé âiäêðèòèé îêië A;

Ck
S(U,Rm) � íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ íà ìíîæèíi U ⊂ Rn, ùî ìàþòü ôîð-

ìó S ⊂Mm,n;

Ck
S(A,Rm) � íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ íà ìíîæèíi A ⊂ Rn, ùî ìàþòü

ãëàäêå ïðîäîâæåííÿ êëàñó Ck íà äåÿêèé âiäêðèòèé îêië A ç ôîðìîþ

S ⊂Mm,n;

Df(x) � äèôåðåíöiàë âiäîáðàæåííÿ f â òî÷öi x;

Jf(x) � ÿêîáiàí (âèçíà÷íèê) âiäîáðàæåííÿ f â òî÷öi x;

‖f‖K = maxx∈K |f(x)| � ðiâíîìiðíà íîðìà âiäîáðàæåííÿ çàäàíîãî íà êîì-

ïàêòi K;

deg(f, U, p) � òîïîëîãi÷íà ñòåïiíü âiäîáðàæåííÿ f íà ìíîæèíi U âiäíîñíî

òî÷êè p;

ωδ(x) � ñòàíäàðòíà ôóíêöiÿ êëàñó C∞ ç íîñi¹ì Bδ(0);

deg(f, U, p) � òîïîëîãi÷íà ñòåïiíü âiäîáðàæåííÿ f íà ìíîæèíi U âiäíîñíî

òî÷êè p.

Êëàñè ôóíêöié

Pn � ïðîñòið àëãåáðà¨÷íèõ ïîëiíîìiâ ñòåïåíi < n;

C[a, b] � íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ íà âiäðiçêó [a, b];

∆1 � ìíîæèíà íåñïàäíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó [−1, 1];
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Ys � ìíîæèíà óñiõ íàáîðiâ Ys = {yi}si=1 òî÷îê yi òàêèõ, ùî −1 < y1 <

· · · < ys < 1;

∆1(Ys) � ìíîæèíà óñiõ ôóíêöié ùî çìiíþþòü õàðàêòåð ìîíîòîííîñòi â òî-

÷êàõ íàáîðó Ys;

En(f) � âåëè÷èíà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f íà [−1, 1];

E
(1)
n (f) � âåëè÷èíà íàéêðàùîãî ìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ íåñïàäíî¨ ôóí-

êöi¨ f íà [−1, 1];

E
(1)
n (f, Ys) � âåëè÷èíà íàéêðàùîãî ìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ íåñïàäíî¨

ôóíêöi¨ f íà [−1, 1] ç âóçëàìè Ys;

∆h(g, x) � ñèìåòðè÷íà ðiçíèöÿ ôóíêöi¨ g â òî÷öi x ç êðîêîì h, g
(
x+ h

2

)
−

g
(
x− h

2

)
;

∆k
h(g, x) � k-òà ñèìåòðè÷íà ðiçíèöÿ ôóíêöi¨ g â òî÷öi x ç êðîêîì h,

∆h(∆
k−1
h (g, x));

ω(g, t, I) � ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ g íà âiäðiçêó I = [a, b];

ωk(g, t, I) � k-é ìîäóëü ãëàäêîñòi ôóíêöi¨ g íà âiäðiçêó I = [a, b];

Z[a, b] � êëàñ Çèãìóíäà, f ∈ C[a, b] òàêi, ùî ω2(f, t, [a, b]) 6 t;



7

ÂÑÒÓÏ

Ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äâîì óçàãàëüíåííÿì çàäà÷i ìîíîòîííîãî íàáëèæåí-

íÿ òà ñóìiæíèì ïèòàííÿì òåîði¨ íàáëèæåíü. Ïåðøå óçàãàëüíåííÿ öå çàäà÷à

êîìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöié íà âiäðiçêó, äå ôóíêöiþ,

ùî çìiíþ¹ õàðàêòåð ìîíîòîííîñòi ñêií÷åííó êiëüêiñòü ðàçiâ, òðåáà íàáëè-

çèòè ïîëiíîìàìè òàêîãî ñàìîãî òèïó. Äðóãå óçàãàëüíåííÿ öå çàäà÷à íàáëè-

æåííÿ âiäîáðàæåííÿìè, ùî ìàþòü íåâiä'¹ìíèé ÿêîáiàí, öå áàãàòîâèìiðíå

óçàãàëüíåííÿ âèìàãà¹ iíøèõ ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ i âèÿâëÿ¹òüñÿ ïîâ'ÿçàíèì

ç äåÿêèìè ïèòàííÿìè ãåîìåòðè÷íî¨ òîïîëîãi¨. Òðåò¹ ïèòàííÿ, ùî ðîçãëÿ-

äà¹òüñÿ â öié ðîáîòi, ñòîñó¹òüñÿ çíàõîäæåííÿ îöiíêè ñòàëî¨ Âiòíi ëiíiéíîãî

íàáëèæåííÿ íà áàãàòîâèìiðíîìó êóái. Êðiì òîãî, ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ ïðî

ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ êîíôiãóðàöié òî÷îê íà áàãàòîâèìiðíèõ ñôåðàõ, ïî-

â'ÿçàíå çi ñôåðè÷íèìè äèçàéíàìè.

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ïðî âàæëèâiñòü âiäîáðàæåíü, ùî ìàþòü äîäà-

òíèé ÿêîáiàí ìà¹ çíàòè êîæíèé ñòóäåíò-ìàòåìàòèê äðóãîãî êóðñó. Ùå Âi-

íåð äîâiâ, ùî áóäü-ÿêèé ãîìåîìîðôiçì êâàäðàòà íà ïëîùèíi ùî çáåðiãà¹

îði¹íòàöiþ ìîæíà ÿê çàâãîäíî äîáðå íàáëèçèòè àíàëiòè÷íèìè ãîìåîìîð-

ôiçìàìè ç äîäàòíèì ÿêîáiàíîì. Ó áàãàòîâèìiðíîìó âèïàäêó, Äîíàëüäñîí

òà Ñàëëiâàí ïîêàçàëè, ùî ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ íàáëèæåííÿ ãîìåîìîð-

ôiçìiâ äèôåîìîðôiçìàìè òiñíî ïîâ'ÿçàíå ç ãëèáîêèìè ïèòàííÿìè òåîði¨

ìíîãîâèäiâ i äîâåëè ùî òàêå íàáëèæåííÿ iñíó¹ íå çàâæäè. Ç iíøîãî áîêó,

ìîæíà ðîçãëÿäàòè ïèòàííÿ íàáëèæåííÿ áiëüø øèðîêèìè êëàñàìè ãëàäêèõ

âiäîáðàæåíü, à ñàìå âiäîáðàæåííÿìè ùî ìàþòü íåâiä'¹ìíèé àáî äîäàòíèé

ÿêîáiàí i âèíèêà¹ ïðèðîäíå ïèòàííÿ ùîäî çíàõîäæåííÿ íåîáõiäíèõ òà äî-

ñòàòíiõ óìîâ äëÿ iñíóâàííÿ òàêèõ íàáëèæåíü. Ïðîáëåìà, ùî ðîçâ'ÿçàíà â
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öié äèñåðòàöi¨ áóëà ñôîðìóëüîâàíà ïðîô. Ï. Ï. Çàáðåéêî, Â. Ã. Êðîòîâèì

i ïîñòàâëåíà àâòîðó íàóêîâèì êåðiâíèêîì.

Çàïî÷àòêóâàëè òåîðiþ ôîðìîçáåðiãàþ÷îãî íàáëèæåííÿ, â 60-õ ðîêàõ

ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ, Ã. Ã. Ëîðåíö, K. Öåëëåð, A. Íüþìåí òà O. Øèøà. Çîêðå-

ìà, ïåðøi äâî¹ àâòîðiâ ïîáóäóâàëè ïðèêëàä ìîíîòîííî¨ ôóíêöi¨, ìîíîòîííi

íàáëèæåííÿ ÿêî¨ íåçðiâíÿííî áiëüøi íiæ íàáëèæåííÿ áåç îáìåæåíü. Òèì íå

ìåíø, ç'ÿñóâàëîñÿ, ùî ÿêùî íàáëèæåííÿ áåç îáìåæåíü ìàþòü ñòåïåíåâèé

ïîðÿäîê, òî âîíè ìàæîðóþòü âåëè÷èíè íàéêðàùîãî ìîíîòîííîãî íàáëèæå-

ííÿ. Äëÿ êîìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ öå ÿâèùå òàêîæ ìà¹ ìiñöå, àëå íå

çàâæäè. ×åðåç öå âèíèêëî ïèòàííÿ äîñëiäèòè âñi âèïàäêè êîëè öå ÿâèùå

ìà¹ ìiñöå i êîëè âîíî íå ìà¹ ìiñöå.

Ïèòàííÿ ïðî ñòàëó Âiòíi äàâíî ¹ ïðèâàáëèâèì äëÿ ìàòåìàòèêiâ. Ñàì Âi-

òíi äîâiâ òiëüêè òå, ùî òàêà ñòàëà iñíó¹ äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî k i äàâ ¨¨

îöiíêè ëèøå äëÿ k = 1, 2, 3, 4. Þ. À. Áðóäíèé òà Áë. Ñ¹íäîâ ïîêàçàëè, ùî

âîíà îáìåæåíà ÷èñëîì (2k)2k i ïðè öüîìó Ñ¹íäîâ âèñóíóâ ãiïîòåçó ïðî òå,

ùî ñòàëà Âiòíi íå ïåðåâèùó¹ 1, à iíòåðïîëÿöiéíà ñòàëà Âiòíi íå ïåðåâèùó¹

2. Ó ðåçóëüòàòi ðîáiò Áðóäíîãî, Ñ¹íäîâà, Êðÿêiíà, Òàê¹âà, Iâàíîâà, Áîÿíî-

âà, Ãië¹âi÷à, Øåâ÷óêà òà iíøèõ, äîâåäåíî, ùî iíòåðïîëÿöiéíà ñòàëà Âiòíi

íå ïåðåâèùó¹ 3, à ñàìà ñòàëà Âiòíi íå ïåðåâèùó¹ 2 + 1/e2, à äëÿ ¾k < 10¿

ãiïîòåçà Ñ¹íäîâà ïiäòâåðäæåíà â ðîáîòàõ Þ. Êðÿêiíà òà Ä. Æåëíîâà. Ñòî-

ñîâíî áàãàòîâèìiðíîãî âèïàäêó, òî íàâiòü äëÿ ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ íà êóái

äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi Âiòíi âèêëèêàëî òðóäíîùi, à îöiíêà ñòàëî¨ äëÿ k = 2

áóëà çíàéäåíà Þ. À. Áðóäíèì òà Í. Êàëòîíîì � 802. Ïðèðîäíî âèíèêëî

ïèòàííÿ ïîêðàùèòè öþ îöiíêó.

Çàäà÷à çíàõîäæåííÿ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë íà áàãàòîâèìiðíèõ ñôåðàõ,

ùî ìàþòü íàçâó ñôåðè÷íèõ äèçàéíiâ, ¹ âàæëèâèì ðîçäiëîì ñó÷àñíî¨ òåîði¨

íàáëèæåíü. Äîáðå âiäîìèì ¹ òîé ôàêò, ùî ñôåðè÷íi äèçàéíè ¹ ëîêàëüíè-

ìè (i íàâiòü ãëîáàëüíèìè) ìiíiìóìàìè äåÿêèõ ïðîñòèõ ôóíêöié åíåðãi¨. Ó

çâ'ÿçêó ç öèì ôàêòîì ïðîôåñîð Å. Ñàôô ñôîðìóëþâàâ ïèòàííÿ ùîäî iñíó-
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âàííÿ ëîêàëüíèõ ìàêñèìóìiâ ñòàíäàðòíîãî åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîòåíöiàëó

íà ñôåði. Â äèñåðòàöi¨ äîâåäåíî, ùî ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ åíåðãi¨ N òî÷îê

íà ñôåði ç âiä'¹ìíèì ïîêàçíèêîì íå ìà¹ ëîêàëüíèõ ìàêñèìóìiâ, ùî äà¹

âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ ïðîôåñîðà Ñàôôà.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ¹ ÷àñòèíîþ äîñëiäæåíü êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíà-

ëiçó ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåð-

ñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà ó ðàìêàõ äåðæáþäæåòíî¨ íàóêîâî-äîñëiäíî¨

òåìè ÒÇ ÍÄÐ � 11ÁÔ038-02 ¾Åâîëþöiéíi ñèñòåìè: äîñëiäæåííÿ àíàëiòè-

÷íèõ ïåðåòâîðåíü, âèïàäêîâèõ ôëóêòóàöié òà ñòàòèñòè÷íèõ çàêîíîìiðíî-

ñòåé¿ (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ � 0111U006561).

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ ðîáîòè ¹ äîñëiäæåííÿ äå-

ÿêèõ ïèòàíü òåîði¨ íàáëèæåííÿ, ùî ¹ óçàãàëüíåííÿìè ïèòàííÿ ïðî ìîíî-

òîííå íàáëèæåííÿ, à òàêîæ ïèòàíü ñôåðè÷íèõ äèçàéíiâ òà ñòàëèõ Âiòíi.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ó ðîáîòi âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ìåòîäè ìàòåìàòè-

÷íîãî àíàëiçó, òåîði¨ íàáëèæåíü, òîïîëîãi¨ òà êîìáiíàòîðèêè.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíèìè íàóêîâèìè

ðåçóëüòàòàìè, ùî âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, ¹ òàêi:

� çíàéäåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè íà âiäîáðàæåííÿ äëÿ iñíóâà-

ííÿ íàáëèæåíü âiäîáðàæåííÿìè ç íåâiä'¹ìíèì ÿêîáiàíîì; ó âèïàä-

êó iñíóâàííÿ òàêèõ íàáëèæåíü, íàâåäåíî êîíñòðóêòèâíó ïðîöåäóðó

äëÿ ¨õ çíàõîäæåííÿ; ïîáóäîâàíî ïðèêëàäè âiäîáðàæåíü, ùî ìîæíà

íàáëèçèòè âiäîáðàæåííÿìè ç íåâiä'¹ìíèì ÿêîáiàíîì, àëå íåìîæëè-

âî íàáëèçèòè âiäîáðàæåííÿìè ç äîäàòíèì ÿêîáiàíîì.

� äîñëiäæåíî âèïàäêè, â ÿêèõ âåëè÷èíà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ

êóñêîâî-ìîíîòîííî¨ ôóíêöi¨ ìàæîðó¹ âåëè÷èíó íàéêðàùîãî êîìî-

íîòîííîãî íàáëèæåííÿ, çà óìîâè, ùî âåëè÷èíà íàéêðàùîãî íàáëè-

æåííÿ ìà¹ ñòåïåíåâèé ïîðÿäîê; ïîáóäîâàíî êîíòðïðèêëàäè â óñiõ
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âèïàäêàõ êîëè öå íå òàê.

� äëÿ âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m ïîáóäîâàíî

ãðàôè-êîíöåíòðàòîðè ç ïàðàìåòðàìè (6m, 4m, 3m, 5.05), ùî ìàþòü

íàáàãàòî ìåíøå ðåáåð íiæ íàéêðàùi âiäîìi äî öüîãî ïðèêëàäè; äî-

ñëiäæåíî çâ'ÿçîê çàäà÷i ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ íà êóái ç íàáëèæå-

ííÿì ìàéæå àäèòèâíèõ ôóíêöié ìíîæèí àäèòèâíèìè; ïîêðàùåíî

îöiíêó ñòàëî¨ Âiòíi ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ íà áàãàòîâèìiðíîìó êóái

ç 802 äî 73.

� äîâåäåíî, ùî äëÿ åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîòåíöiàëó íà äâîâèìiðíié

ñôåði íå iñíó¹ ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié, ùî ¹ ëîêàëüíèìè ìàêñèìó-

ìàìè; ó âèïàäêó áàãàòîâèìiðíî¨ ñôåðè àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò äîâå-

äåíî äëÿ ïîòåíöiàëó t−α äëÿ âñiõ α òàêèõ, ùî ÷èñëî α+ 2 íå ìåíøå

çà ÷èñëî âèìiðiâ ñôåðè.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðîáîòà íîñèòü òå-

îðåòè÷íèé õàðàêòåð. �¨ ðåçóëüòàòè äîïîâíþþòü òà óçàãàëüíþþòü îêðåìi

ðîçäiëè òåîði¨ íàáëèæåíü i ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ¨¨ ïîäàëüøîãî

ðîçâèòêó. Ïîáóäîâàíi êîíòðïðèêëàäè òà çàïðîïîíîâàíi êîíñòðóêöi¨ ìîæóòü

ñëóãóâàòè ïîáóäîâi ÷èñåëüíèõ àëãîðèòìiâ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ùî âèíîñÿòüñÿ

íà çàõèñò, îòðèìàíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî. Çi ñòàòåé, îïóáëiêîâàíèõ ó ñïiâàâ-

òîðñòâi, äî äèñåðòàöi¨ âêëþ÷åíi ëèøå òi ðåçóëüòàòè, ùî íàëåæàòü àâòîðó.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äîñëiäæå-

ííÿ äîïîâiäàëèñÿ íà íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ òà íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ. Öå òàêi

êîíôåðåíöi¨:

� Ôóíêöiîíàëüíi ìåòîäè â òåîði¨ íàáëèæåíü òà òåîði¨ îïåðàòîðiâ III,

Ñâiòÿçü, Âîëèíñüêà îáëàñòü, 22�26 ñåðïíÿ 2009 ð.;

� Minimal Energy Point Sets, Lattices, and Designs, Âiäåíü, Àâñòðiÿ,

29 âåðåñíÿ � 22 ëèñòîïàäà 2014 ð.;
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— 5-а мiжнародна конференцiя молодих вчених з диференцiальних

рiвнянь та їх застосувань iменi Я.Б.Лопатинського, Київ, Україна,

9 – 11 листопада 2016 р.

Це такi семiнари:

— Засiдання Харкiвського математичного товариства, Харкiвський

Нацiональний Унiверситет iменi В. Н. Каразiна (керiвники:

проф. Л. А. Пастур, Є. Я. Хруслов);

— Семiнар з теорiї наближення, Днiпропетровський нацiональний унi-

верситет iменi Олеся Гончара (керiвник: проф. В. П. Моторний);

— Науковий семiнар з теорiї аналiтичних функцiй, механiко-

математичний факультет Львiвського нацiонального унiверситету

iменi Iвана Франка (керiвники: проф. А. А. Кондратюк, О. Б. Ска-

скiв);

— Науковий семiнар з теорiї функцiй, Iнститут математики НАН

України (керiвник: проф. А. С. Романюк);

— Науковий семiнар «Сучасний аналiз», механiко-математичний фа-

культет Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шев-

ченка (керiвники: проф. О. О. Курченко, В. М. Радченко, I. О. Шев-

чук).

Публiкацiї. Основнi результати роботи викладено у 5 статтях [5], [29],

[40], [51], [52], серед них двi у наукових виданнях України, що включенi до

перелiку фахових видань, затверджених МОН України та три у закор-

донних виданнях, що включенi до наукометричних баз, а також у тезах

доповiдей наукових конференцiй [53], [41].

Структура дисертацiї. Робота складається зi вступу, п’яти роздi-

лiв, висновкiв. Обсяг дисертацiї 129 сторiнок машинописного тексту, спи-

сок використаних джерел та публiкацiй автора (53 найменування) займає

6 сторiнок.
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Äî êîæíîãî ðîçäiëó íàâåäåíî âèñíîâêè, ùî õàðàêòåðèçóþòü îñíîâíi ðå-

çóëüòàòè äîñëiäæåííÿ.

Çìiñò ðîáîòè. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ íàáëè-

æåííÿ âiäîáðàæåííÿìè ç íåâiä'¹ìíèì ÿêîáiàíîì, êîìîíîòîííîãî íàáëèæå-

ííÿ íà âiäðiçêó, îöiíîê ñòàëèõ Âiòíi ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ íà áàãàòîâèìið-

íèõ êóáàõ. Ó ðîáîòi òàêîæ äîâåäåíî íåiñíóâàííÿ ëîêàëüíèõ ìàêñèìóìiâ

åíåðãi¨ Ðiñà äëÿ òî÷îê íà ñôåði.

Ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ï'ÿòè ðîçäiëiâ, ÿêi ó ñâîþ ÷åðãó ïîäiëÿþ-

òüñÿ íà ïiäðîçäiëè, òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë.

Ó âñòóïi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ðîçêðèâà¹òüñÿ àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåð-

òàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ, ¨¨ íîâèçíà, ïðèâåäåíî îñíîâíèé çìiñò ðîáîòè ç ïå-

ðåëiêîì îñíîâíèõ òâåðäæåíü i òåîðåì äèñåðòàöi¨ òà àïðîáàöi¨ îòðèìàíèõ

ðåçóëüòàòiâ, íàâåäåíèé ñïèñîê ïóáëiêàöié òà âiäìi÷åíî îñîáèñòèé âíåñîê

äèñåðòàíòà â íèõ.

Ïåðøèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî îãëÿäó ëiòåðàòóðè òà ç îïèñó íåîáõiäíèõ

âiäîìîñòåé ç òåîði¨ íàáëèæåíü òà òîïîëîãi¨.

Äðóãèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé ïèòàííþ íàáëèæåííÿ âiäîáðàæåííÿìè ç íå-

âiä'¹ìíèì (àáî äîäàòíèì) ÿêîáiàíîì. Ïåðøèé ïóíêò äàíîãî ðîçäiëó ïðèñâÿ-

÷åíèé ïîñòàíîâöi òà ôîðìóëþâàííþ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ ùî ñòîñóþòüñÿ

íàáëèæåííÿ âiäîáðàæåííÿìè ç íåâiä'¹ìíèì ÿêîáiàíîì. Íåîáõiäíi óìîâè íà

iñíóâàííÿ íàáëèæåííÿ ó âèïàäêó íåâiä'¹ìíîãî ÿêîáiàíà äàþòüñÿ â òåðìi-

íàõ òîïîëîãi÷íî¨ ñòåïåíi. Òàêîæ ðîçãëÿäà¹òüñÿ áiëüø çàãàëüíå ôîðìóëþ-

âàííÿ ïèòàíü ôîðìîçáåðiãàþ÷îãî íàáëèæåííÿ ó áàãàòîâèìiðíîìó âèïàäêó.

Â íàñòóïíîìó ïóíêòi íàãàäóþòüñÿ íåîáõiäíi âiäîìîñòi ç êóñêîâî-ëiíiéíî¨

òîïîëîãi¨ òà òîïîëîãi÷íîþ òåîði¨ ñòåïåíiâ âiäîáðàæåíü òà äîâîäÿòüñÿ äåÿêi

äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè ïðî ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåíü çi çáåðåæåííÿì òî-

ïîëîãi÷íî¨ ñòåïåíi. Â óñiõ âèïàäêàõ äå äîâåäåíî iñíóâàííÿ íàáëèæåíü, ¨õ

iñíóâàííÿ äîâîäèòüñÿ êîíñòðóêòèâíî. Íàðåøòi, íàâåäåíî äåêiëüêà êîíòð-
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ïðèêëàäiâ, ùî iëþñòðóþòü âiäìiííîñòi âiä îäíîâèìiðíîãî âèïàäêó.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à êîìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ

íà âiäðiçêó. Ó âèïàäêó ÿêùî íàáëèæåííÿ áåç îáìåæåíü ìàþòü ñòåïåíåâèé

ïîðÿäîê, òî, çà âèíÿòêîì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi âèïàäêiâ äëÿ ïîêàçíèêà, âî-

íè ìàæîðóþòü âåëè÷èíè íàéêðàùîãî êîìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ. Â óñiõ

âèêëþ÷íèõ âèïàäêàõ ïîáóäîâàíî âiäïîâiäíi êîíòðïðèêëàäè.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ îöiíêè ñòàëî¨ Âiòíi

äëÿ ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ íà áàãàòîâèìiðíîìó êóái. Çíà÷íî ïîêðàùó¹òüñÿ

îöiíêà íà ñòàëó Âiòíi (ç 802 äî 73). Äîâåäåííÿ âèêîðèñòîâó¹ çâ'ÿçîê öi¹¨

çàäà÷i ç êîìáiíàòîðíîþ çàäà÷åþ ïîáóäîâè êîíöåíòðàòîðiâ.

Ó ï'ÿòîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïèòàííÿ ïîâ'ÿçàíå ç âiäøóêàííÿì êâà-

äðàòóðíèõ ôîðìóë íà ñôåðàõ, à ñàìå ïèòàííÿ ïðî âëàñòèâîñòi ñêií÷åííèõ

êîíôiãóðàöié òî÷îê íà áàãàòîâèìiðíié ñôåði, ùî ¹ ñòàöiîíàðíèìè âiäíîñíî

ôóíêöiîíàëó ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ t−α. Äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ α (ó âèïàä-

êó äâîâèìiðíî¨ ñôåðè äëÿ âñiõ äîäàòíèõ α) äîâåäåíî, ùî òàêi êîíôiãóðàöi¨

íå ìîæóòü áóòè ëîêàëüíèìè ìàêñèìóìàìè.

Äî êîæíîãî ðîçäiëó íàâåäåíî âèñíîâêè, ùî õàðàêòåðèçóþòü îñíîâíi ðå-

çóëüòàòè äîñëiäæåííÿ.

Ïîäÿêà. Àâòîð âèñëîâëþ¹ ïîäÿêó ñâî¹ìó íàóêîâîìó êåðiâíèêó ïðî-

ôåñîðó Øåâ÷óêó Iãîðþ Îëåêñàíäðîâè÷ó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ i òåìè äîñëi-

äæåííÿ, ïîñòiéíó óâàãó, ïiäòðèìêó â ðîáîòi òà ÷èñëåííi êîðèñíi çàóâàæåí-

íÿ.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ

1.1. Ìîíîòîííå òà êîìîíîòîííå íàáëèæåííÿ

Îäíi¹þ ç êëàñè÷íèõ çàäà÷ òåîði¨ íàáëèæåííÿ ¹ çàäà÷à ðiâíîìiðíîãî íà-

áëèæåííÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C[−1, 1] àëãåáðà¨÷íèìè ïîëiíîìàìè.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Pn ïðîñòið ïîëiíîìiâ ñòåïåíi < n, à ÷åðåç ‖·‖ := ‖·‖C[−1,1]

� ðiâíîìiðíó íîðìó ó ïðîñòîði C[−1, 1]. Äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨

f ∈ C[−1, 1], ïîçíà÷èìî ÷åðåç

En(f) = inf
p∈Pn
‖f − p‖

âåëè÷èíó íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f . Ðåçóëüòàòè, ùî ïîâ'ÿçóþòü

øâèäêiñòü ñïàäàííÿ ïîñëiäîâíîñòi En(f) ç êëàñîì ãëàäêîñòi ôóíêöi¨ f äî-

áðå âiäîìi i ñêëàäàþòü ôóíäàìåíò òåîði¨ íàáëèæåííÿ (äèâ. [13, ãë. 5]). Òè-

ïîâèì ðåçóëüòàòîì òàêîãî òèïó ¹ ïðÿìà òåîðåìà Äæåêñîíà äëÿ òðèãîíîìå-

òðè÷íèõ ïîëiíîìiâ [23], [13, ãë. 5, òåîð. 5.1]

Ẽn(f) 6
c

nr
ω(f (r), 1/n),

äå f öå ãëàäêà ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ êëàñó Cr, à ω öå çâè÷àéíèé ìîäóëü

íåïåðåðâíîñòi

ω(f, t) = sup
|x1−x2|6t

|f(x1)− f(x2)|.

Áiëüø òîíêi ïèòàííÿ âèíèêàþòü, ÿêùî íàêëàñòè äåÿêi îáìåæåííÿ íà

ôóíêöiþ f i íà êëàñ ïîëiíîìiâ, ÿêèìè äîçâîëåíî öþ ôóíêöiþ íàáëèæó-

âàòè � öi ïèòàííÿ ñêëàäàþòü òàê çâàíó òåîðiþ ôîðìîçáåðiãàþ÷îãî íàáëè-

æåííÿ. Äî íå¨ âiäíîñÿòüñÿ ïèòàííÿ íàáëèæåííÿ îïóêëî¨ ôóíêöi¨ îïóêëèìè

ïîëiíîìàìè, ìîíîòîííî¨ ôóíêöi¨ ìîíîòîííèìè ïîëiíîìàìè, òîùî.
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Òåîðiþ ôîðìîçáåðiãàþ÷îãî íàáëèæåííÿ çàïî÷àòêóâàëè, â 60-õ ðîêàõ

ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ, G. G. Lorentz, K. Zeller, A. Newman, òà O. Shisha.

Áóäåìî ïîçíà÷àòè êëàñ ìîíîòîííèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ñèìâîëîì ∆1.

Â 1965 ðîöi O. Shisha [45] äîâiâ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò. ßêùî ôóíêöiÿ f

íàëåæèò êëàñó Cr ∩∆1, òî

E(1)
n (f) 6

c(r)

nr
ω(f (r), 1/n).

Íàñïðàâäi âií äîâiâ äåùî áiëüø çàãàëüíèé ðåçóëüòàò äëÿ q-ìîíîòîííîãî

íàáëèæåííÿ. Äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó áàçóâàëîñü íà äóæå ïðîñòîìó ñïîñòå-

ðåæåííi, ùî ÿêùî f ∈ C1[−1, 1] ∩∆1, òî

E(1)
n (f) 6 cEn−1(f

′).

Ñïðàâäi, äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè öþ íåðiâíiñòü, íåõàé Q ∈ Pn−1 � òàêèé

ïîëiíîì, ùî En−1(f
′) = ‖f ′−Qn−1‖, à Pn ∈ Pn � òàêèé ïîëiíîì, ùî Pn(0) =

f(0) òà P ′n(x) := Q(x) + En−1(f
′). Òîäi

E(1)
n (f) 6 ‖f − Pn‖ =

∥∥∥ x∫
0

(f ′(t)− Pn(t))dt
∥∥∥ 6 2En−1(f

′),

à òàêîæ P ′n > 0, çâiäêè Pn ∈ ∆1.

Íåçàáàðîì, Ëîðåíö i Çåëëåð [34] ïîáóäóâàëè ïðèêëàä òàêî¨ ôóíêöi¨ f ∈
∆1 ∩ C1[−1, 1], ùî

lim sup
n→∞

E
(1)
n (f)

En(f)
= ∞.

Òàêèì ÷èíîì, âîíè äîâåëè âiäñóòíiñòü ïðîñòîãî çâÿçêó ìiæ âåëè÷èíàìè

íàéêðàùîãî ìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ i âåëè÷èíîþ íàéêðàùîãî íàáëèæåí-

íÿ áåç îáìåæåíü.

Ç iíøîãî áîêó çà ðiê äî öüîãî, â ðîáîòi [33] Ëîðåíö i Çåëëåð âæå äîâåëè

òî÷íèé àíàëîã íåðiâíîñòi Äæåêñîíà äëÿ ìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ, à ñàìå,

ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ç êëàñó ∆1 ∩ Cr[−1, 1] âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

E(1)
n (f) 6

c(r)

nr
ω(f (r), n−1), n > r.
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Çà óìîâè r = 0 ïîêðàùèòè öþ íåðiâíiñòü âïåðøå âäàëîñü ÄåÂîðó [10],

êîòðèé äîâiâ, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìîíîòîííî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f âèêîíó-

¹òüñÿ íåðiâíiñòü

E(1)
n (f) 6 cω2(f, n

−1), n > 2.

(Òóò ωk � k-é ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi, òîáòî

ωk(f, t, [a, b]) = sup
x,x+kh∈[a,b]

∣∣∣ k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
f(x+ jh)

∣∣∣,
i ìè ïîçíà÷à¹ìî ωk(f, t) = ωk(f, t, [−1, 1]).)

Ïiçíiøå Øâ¹äîâ (äèâ. [55]) äîâiâ, ùî â îñòàííié íåðiâíîñòi íåìîæëèâî

çàìiíèòè ω2 íà ω3. Òî÷íiøå, âií äîâiâ, ùî, äëÿ êîæíîãî A > 0 i n ∈ N, iñíó¹

òàêà ìîíîòîííà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f = fn,A, ùî

E(1)
n (f) > Aω3(f, 1).

Óçàãàëüíåííÿì çàäà÷i ìîíîòîííî¨ àïðîêñèìàöi¨ ¹ çàäà÷à êîìîíîòîííîãî

íàáëèæåííÿ. Â öüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ f çìiíþ¹ õàðàêòåð ìîíîòîííîñòi â

ñêií÷åííié êiëüêîñòi ôiêñîâàíèõ âóçëiâ Ys = {yi}si=1 (äå −1 < y1 < · · · <
ys < 1) i äîçâîëÿ¹òüñÿ íàáëèæóâàòè f òiëüêè ïîëiíîìàìè òàêîãî ñàìîãî

âèäó. Ïîçíà÷èìî êëàñ ôóíêöié, ùî çìiíþþòü ìîíîòîííiñòü â âóçëàõ Ys òà

¹ íåñïàäíèìè íà [ys, 1] ÷åðåç ∆1(Ys).

Íüþìàí [38] îòðèìàâ ïåðøó �îïòèìàëüíó� îöiíêó ó êîìîíîòîííîìó íà-

áëèæåííi. Âií ïîêàçàâ, ùî, ÿêùî ôóíêöiÿ f íàëåæèòü ∆1(Ys), òî âèêîíó¹-

òüñÿ íåðiâíiñòü

E(1)
n (f, Ys) 6 c(s)ω(f, n−1), n > 1.

Ïiñëÿ öüîãî Øâ¹äîâ [54] äîâiâ, ùî, ÿêùî f ∈ ∆1(Ys), òî

E(1)
n (f, Ys) 6 c(s)ω2(f, n

−1), n > N .

äå N = N (Ys). Êðiì òîãî, âií äîâiâ, ùî öÿ îöiíêà, âçàãàëi êàæó÷è, íå ìà¹

ìiñöÿ, ÿêùî ñòàëà N ¹ íåçàëåæíîþ âiä Ys.
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Ïîäàëüøi ðåçóëüòàòè â öüîìó íàïðÿìêó áóëî îòðèìàíî Ãiëåâi÷åì òà

Øåâ÷óêîì òà Äçþáåíêî, Ãiëåâi÷åì òà Øåâ÷óêîì â ðîáîòàõ [18] òà [14].

Â öié ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî ïîðÿäîê êîìîíîòîííîãî íàáëè-

æåííÿ çà óìîâè, ùî âåëè÷èíà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ áåç îáìåæåíü ìà¹

ñòåïåíåâèé ïîðÿäîê. Äëÿ ìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé

ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Íåõàé α > 0. ßêùî f ∈ C[−1, 1] � ìîíîòîííà ôóíêöiÿ ùî

çàäîâiëüíÿ¹

nαEn(f) 6 1, n > 1,

òî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

nαE(1)
n (f) 6 c(α), n > 1.

äå c(α) öå ñòàëà, ùî çàëåæèòü òiëüêè âiä α.

Äëÿ α < 2, öåé ðåçóëüòàò âèïëèâà¹ ç [28], äëÿ α > 2 âií âèïëèâà¹ ç

ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [26], à äëÿ α = 2 öåé ðåçóëüòàò áóëî äîâåäåíî â [30].

Äëÿ êîìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ ñõîæå ÿâèùå òàêîæ ìà¹ ìiñöå, öüîìó

ïðèñâÿ÷åíî ðîçäië 3 öi¹¨ ðîáîòè.

1.2. Íàáëèæåííÿ äèôåîìîðôiçìàìè

Íàéïðîñòiøèì áàãàòîâèìiðíèì àíàëîãîì çàäà÷i ìîíîòîííîãî íàáëèæå-

ííÿ ¹ çàäà÷à íàáëèæåííÿ çàäàíîãî ãîìåîìîðôiçìó f : Bd → Rd çàìêíåíî¨

îäèíè÷íî¨ êóëi Bd ⊂ Rd âiäîáðàæåííÿìè ç áiëüø ãëàäêîãî êëàñó (íàïðè-

êëàä, äèôåîìîðôiçìàìè êëàñó Ck àáî æ êóñêîâî-ëiíiéíèìè ãîìåîìîðôi-

çìàìè àáî ïîëiíîìiàëüíèìè ãîìåîìîðôiçìàìè).

Äëÿ d = 2 öå ïèòàííÿ áóëî âïåðøå äîñëiäæåíî Ôðàíêëiíîì i Âiíåðîì

â [16]. Âîíè äîâåëè, ùî â äâîâèìiðíîìó âèïàäêó âçà¹ìíî îäíîçíà÷íi âiä-

îáðàæåííÿ ìîæíà íàâiòü íàáëèçèòè ïîëiíîìiàëüíèì ãîìåîìîðôiçìàìè. �õ
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ìåòîä ñóòò¹âî ñïèðàâñÿ íà âëàñòèâîñòi àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié i òîìó íå ìîæå

áóòè âèêîðèñòàíèì â ðîçìiðíîñòÿõ áiëüøå çà 2.

Äëÿ d = 3 iñíóâàííÿ òàêèõ íàáëèæåíü âèïëèâà¹ ç àíàëîãi÷íîãî ðåçóëü-

òàòó ïðî êóñêîâî ëiíiéíå íàáëèæåííÿ, äèâ. [36, pp. 239-246].

Äåùî íåñïîäiâàíî, äëÿ d = 4 âiäïîâiäü íåãàòèâíà, òîáòî iñíó¹ òàêèé ãî-

ìåîìîðôiçì f : B4 → R4 ùî íå ìîæå áóòè íàáëèæåíèé äèôåîìîðôiçìàìè.

Öåé ðåçóëüòàò äîâåëè Äîíàëüäñîí i Ñàëëiâàí â [12].

1.3. Òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi ç ãåîìåòðè÷íî¨ òîïîëîãi¨

Ïîíÿòòÿ òîïîëîãi÷íî¨ ñòåïåíi âïåðøå ââiâ Áðàóåð äëÿ äîâåäåííÿ òåîðå-

ìè ïðî iíâàðiàíòíiñòü ïîíÿòòÿ îáëàñòi (äèâ. ìîíîãðàôi¨ [15] òà [7]). Íàãà-

äà¹ìî öå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ. Íåõàé U � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà â Rn, à f : U → Rn �

íåïåðåðâíå ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi f(U) � âiäêðèòà ìíîæèíà, à f

� ãîìåîìîðôiçì U íà f(U).

Ïîíÿòòÿ òîïîëîãi÷íî¨ ñòåïåíi âèÿâèëîñü äóæå êîðèñíèì â òîïîëîãi¨ òà

ìàòåìàòè÷íîìó àíàëiçi (ïðèêëàäîì çàñòîñóâàííÿ â àíàëiçi ¹ òåîðåìà Áðàó-

åðà ïðî íåðóõîìó òî÷êó) i ¹ îäíèì ç íàéïðîñòiøèõ ðåçóëüòàòiâ àëãåáðà¨÷íî¨

òîïîëîãi¨. Òî÷íå îçíà÷åííÿ òà áàãàòî iíøèõ ïðèêëàäiâ çàñòîñóâàííÿ ìîæíà

çíàéòè â [7].

Òîïîëîãi÷íà ñòåïiíü öå öiëå ÷èñëî, ùî çàëåæèòü âiä òðiéêè (f, U, p), äå

U ⊂ Rn, âiäîáðàæåííÿ f : U → Rn ¹ íåïåðåðâíèì, à òî÷êà p íå íàëåæèòü

f(∂U). Òîïîëîãi÷íà ñòåïiíü ìà¹ äóæå áàãàòî âëàñòèâîñòåé, ùî äîçâîëÿþòü

ëåãêî ¨¨ îá÷èñëþâàòè, à òàêîæ îòðèìóâàòè ç öèõ îá÷èñëåíü ÿêiñíi ðåçóëü-

òàòè. Íàãàäà¹ìî äëÿ çðó÷íîñòi öi âëàñòèâîñòi (äèâ., íàïðèêëàä, [15, Ch.

1.2]).

(I) Ãîìîòîïi÷íà iíâàðiàíòíiñòü. ßêùî âiäîáðàæåííÿ h : [0, 1] ×
U → Rn íåïåðåðâíå i p /∈ h([0, 1]× ∂U), òî ÿêùî ïîçíà÷èòè ft(x) =
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h(t, x), áóäå âèêîíóâàòèñü íàñòóïíà ðiâíiñòü

deg(f0, U, p) = deg(f1, U, p).

(II) Çàëåæíiñòü âiä çíà÷åíü íà ãðàíèöi. ßêùî f |∂U = g|∂U i p /∈
f(∂U) = g(∂U), òî

deg(f, U, p) = deg(g, U, p).

(III) Ðîçêëàä. ßêùî U =
⋃m
i=1 Ui i Ui � âiäêðèòi, ïîïàðíî íåïåðåòèííi

ìíîæèíè i ∂Ui ⊂ ∂U , òî äëÿ p /∈ f(∂U) âèêîíó¹òüñÿ

deg(f, U, p) =
m∑
i=1

deg(f, Ui, p).

(IV) Íåïåðåðâíiñòü çà f . Ïðè çàäàíîìó f i p /∈ f(∂U) iñíó¹ òàêå

ε > 0, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íåïåðåðâíîãî g : U → Rn ç ‖f − g‖U < ε

âèêîíó¹òüñÿ p /∈ g(∂U) òà

deg(f, U, p) = deg(g, U, p).

(V) Íåïåðåðâíiñòü çà p. Ïðè ôiêñîâàíîìó âiäîáðàæåííi f , ñòåïiíü

deg(f, U, p) ÿê ôóíêöiÿ p ¹ ïîñòiéíîþ íà êîæíié êîìïîíåíòi çâ'ÿ-

çíîñòi Rn \ f(∂U).

(VI) Ðiâíÿííÿ. ßêùî deg(f, U, p) 6= 0, òî ðiâíÿííÿ f(x) = p ìà¹ ðîçâ'ÿ-

çîê â U .

(VII) Âèðiçàííÿ. ßêùî K ⊂ U öå êîìïàêò òàêèé, ùî p /∈ f(K), òî

deg(f, U, p) = deg(f, U \K, p).

(VIII) Íîðìàëiçàöiÿ. ßêùî ïîçíà÷èòè ÷åðåç idU òîòîæí¹ âiäîáðàæåííÿ

íà U , òî

deg(idU , U, p) =

1, p ∈ U

0, p 6∈ U.

Äîâåäåííÿ öèõ òâåðäæåíü ìîæíà çíàéòè â [15, òåîð. 2.1, 2.3, 2.4, 2.6 òà

2.7] òà [7, òâ. 1.2.6].
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Òåîðåìè ïðî ïðîäîâæåííÿ âêëàäåíü. Òåîðåìè ïðî ïðîäîâæåííÿ

âêëàäåíü ñôåð, ùî ÷àñòî òàêîæ íàçèâàþòü òåîðåìàìè Øåíôëiñà, äîçâî-

ëÿ¹ â áàãàòüîõ âèïàäêàõ �iíòåðïîëþâàòè� áàãàòîâèìiðíèé ãîìåîìîðôiçì ïî

çíà÷åííÿì íà äåÿêié ñôåði. Êëàñè÷íà òåîðåìà Øåíôëiñà ñòîñó¹òüñÿ òîïî-

ëîãi÷íèõ ãîìåîìîðôiçìiâ íà ïëîùèíi.

Òåîðåìà (òîïîëîãi÷íà òåîðåìà Øåíôëiñà). ßêùî Q = [0, 1]2 i

f : ∂Q → R2 � ãîìåîìîðôiçì íà ñâié îáðàç, òî iñíó¹ òàêèé êóñêîâî-

ëiíiéíèé ãîìåîìîðôiçì F : R2 → R2, ùî F |∂Q = f .

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò áóëî âïåðøå äîâåäåíî Ìîéñîì (äèâ. [36, òå-

îð. 17.12]). Âií ¹ àíàëîãîì òåîðåìè Øåíôëiñà â êóñêîâî-ëiíiéíî¨ òîïîëîãi¨.

Òåîðåìà (êóñêîâî-ëiíiéíà òåîðåìà Øåíôëiñà). Íåõàé d ∈ {2, 3}.
Òîäi, ÿêùî Q = [0, 1]d i f : ∂Q→ Rd � êóñêîâî-ëiíiéíèé ãîìåîìîðôiçì, òî

iñíó¹ òàêèé êóñêîâî-ëiíiéíèé ãîìåîìîðôiçì F : Rd → Rd, ùî F |∂Q = f .

Ìà¹ ìiñöå òàêîæ àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ äëÿ ãëàäêèõ âêëàäåíü ñôåðè.

Òåîðåìà (ãëàäêà òåîðåìà Øåíôëiñà). Òîäi, ÿêùî B = B1(0) ⊂ R2

i f : ∂B → R2 � äèôåîìîðôiçì íà ñâié îáðàç, òî iñíó¹ òàêèé íåñêií÷åííî

ãëàäêèé äèôåîìîðôiçì F : R2 → R2, ùî F |∂B = f .

Ó òðèâèìiðíîìó âèïàäêó àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò íàëåæèòü Àëåêñàíäåðó

(äèâ. [1]).

Òåîðåìà (òåîðåìà Àëåêñàíäåðà). Òîäi, ÿêùî B = B1(0) ⊂ R3 i

f : ∂B → R3 � äèôåîìîðôiçì íà ñâié îáðàç, òî iñíó¹ òàêèé íåñêií÷åííî

ãëàäêèé äèôåîìîðôiçì F : R3 → R3, ùî F |∂B = f .

Çàóâàæèìî, ùî äèôåðåíöiéîâíèé âàðiàíò òåîðåìè Øåíôëiñà çàëèøà¹-

òüñÿ âiðíèì òàêîæ â ðîçìiðíîñòÿõ > 5 â òîé ÷àñ ÿê 4-âèìiðíèé âèïàäîê ¹

âiäîìèì âiäêðèòèì ïèòàííÿì.

Äåÿêi óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Øåíôëiñà íà iíøi êëàñè âiäîáðàæåíü ìî-

æíà çíàéòè â ðîáîòàõ [3], [21], [22] òà ìîíîãðàôi¨ [36].

Àíàëîãi÷íî, ìîæíà ðîçãëÿíóòè çàäà÷ó ïðîäîâæåííÿ íåïåðåðâíîãî âiä-
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îáðàæåííÿ êîëà äî àíàëiòè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ äèñêó (àíàëiòè÷íîãî ç òî-

÷íiñòþ äî äèôåîìîðôiçìó ïëîùèíè). Íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè â öüî-

ìó âèïàäêó áóëî çíàéäåíî â [48], àëå âîíè âèÿâëÿþòüñÿ äîñèòü ñêëàäíèìè

(çîêðåìà, öi óìîâè íå çâîäÿòüñÿ ëèøå äî óìîâ íà òîïîëîãi÷íó ñòåïiíü âiä-

íîñíî äåÿêèõ òî÷îê).

1.4. Íåðiâíiñòü Âiòíi

Íàãàäà¹ìî íåðiâíiñòü Âiòíi äëÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó [0, 1].

Âiòíi [49] äîâiâ, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü

Ek(f) 6 W (k)ωk(f, 1/k),

äå W (k) � äåÿêi ñòàëi. Ñàì Âiòíi äîâiâ òiëüêè òå, ùî òàêà ñòàëà iñíó¹ äëÿ

êîæíîãî íàòóðàëüíîãî k i äàâ ¨¨ îöiíêè äëÿ k = 1, 2, 3, 4.

Iíòåðïîëÿöiéíi ñòàëi Âiòíi, WI(k) âèçíà÷àþòüñÿ ñõîæèì ÷èíîì. ßêùî

íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ çàäîâiëüíÿ¹ óìîâi f(j/(k − 1)) = 0, j = 0, k − 1, òî

sup
x∈[0,1]

|f(x)| 6 WI(k)ωk(f, 1/k).

Þ. À. Áðóäíèé òà Áë. Ñ¹íäîâ ïîêàçàëè, ùî ñòàëà Âiòíi îáìåæåíà ÷è-

ñëîì (2k)2k. Ïðè öüîìó Ñ¹íäîâ âèñóíóâ ãiïîòåçó ïðî òå, ùî ñòàëà Âiòíi

íå ïåðåâèùó¹ 1, à iíòåðïîëÿöiéíà ñòàëà Âiòíi íå ïåðåâèùó¹ 2. Ó ðåçóëüòà-

òi ðîáiò Áðóäíîãî, Ñ¹íäîâà, Êðÿêiíà, Òàê¹âà, Iâàíîâà, Áîÿíîâà, Ãië¹âi÷à,

Øåâ÷óêà (äèâ. [17]) òà iíøèõ, áóëî äîâåäåíî, ùî äëÿ iíòåðïîëÿöiéíà ñòàëî¨

Âiòíi âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

WI(k) 6 3.

Òàêîæ áóëî äîâåäåíî, ùî ñòàëà Âiòíi íå ïåðåâèùó¹ 2 + 1/e2. Äëÿ k < 10

ãiïîòåçà Ñ¹íäîâà áóëà ïiäòâåðäæåíà â ðîáîòàõ Þ. Êðÿêiíà òà Ä. Æåëíîâà.
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Â áàãàòîâèìiðíîãî âèïàäêó ñòàëi Âiòíi ìîæíà âèçíà÷àòè äëÿ äîâiëüíî¨

îïóêëî¨ ìíîæèíè. Ïðè öüîìó âåëè÷èíà ñòàëî¨ ñóòò¹âî çàëåæèòü âiä ôîðìè

ìíîæèíè. Äëÿ ñòàëî¨ Âiòíi ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ íà áàãàòîâèìiðíîìó êóái

Áðóäíèé i Êàëòîí [6] äîâåëè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò. Äëÿ äîâiëüíîãî íåïå-

ðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : [0, 1]n → R iñíó¹ òàêà ëiíiéíà ôóíêöiÿ L, ùî

sup
x∈[0,1]n

|f(x)− L(x)| 6 802 ω2(f, [0, 1]n),

äå äëÿ äîâiëüíî¨ îïóêëî¨ ìíîæèíè K

ω2(f,K) = sup
x,y∈K

∣∣∣f(x) + f(y)− 2f
(x+ y

2

)∣∣∣.
Òiñíî ïîâ'ÿçàíîþ ç îöiíêîþ ñòàëî¨ Âiòíi íà áàãàòîâèìiðíîìó êóái ¹ çà-

äà÷à ïðî íàáëèæåííÿ ôóíêöié ìíîæèí àäèòèâíèìè ôóíêöiÿìè. Êàëòîí i

Ðîáåðòñ [24] äîâåëè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò. ßêùî ôóíêöiÿ ν : {0, 1}X → R

çàäîâîëüíÿ¹

|ν(A) + ν(B)− ν(A ∪B)| 6 1 äëÿ A,B ⊂ X, òàêèõ ùî A ∪B = ∅.

i ν(∅) = 0, òî iñíó¹ òàêà àäèòèâíà ôóíêöiÿ ìíîæèí µ : {0, 1}X → R, ùî

çàäîâiëüíÿ¹ |ν(A)− µ(A)| 6 K äëÿ óñiõ A ∈ {0, 1}X , äå K < 45.
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ÐÎÇÄIË 2

ÍÀÁËÈÆÅÍÍß ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÍßÌÈ Ç ÍÅÂIÄ'�ÌÍÈÌ

ßÊÎÁIÀÍÎÌ

2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ïîçíà÷åííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç |x| çâè÷àéíó åâêëiäîâó íîðìó âåêòîðà
x ∈ Rn, òîáòî ÿêùî x = (x1, x2, . . . , xn), òî |x| =

√
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n. Äëÿ

íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : K → Rn, äå K � êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà

Rn, âèçíà÷èìî ‖f‖K = maxx∈K |f(x)|. Äëÿ x ∈ Rn i r > 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Br(x) âiäêðèòó êóëþ ðàäióñó r ç öåíòðîì â x. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè

A ⊂ Rn ïîçíà÷èìî âiäêðèòèé r-îêië A ÷åðåç Or(A) =
⋃
x∈ABr(x). Äëÿ ìíî-

æèí F1, F2 ⊂ Rn, çà îçíà÷åííÿì ïîêëàäåìî dist(F1, F2) = infx∈F1,y∈F2
|x−y|.

Âèçíà÷èìî äiàìåòð diam(F ) ïiäìíîæèíè F ⊂ Rn çà ôîðìóëîþ diam(F ) =

supx,y∈F |x− y|.
Íåõàé f : Ω→ Rn - ãëàäêå âiäîáðàæåííÿ êëàñó C1, à x � öå äåÿêà òî÷êà

â îáëàñòi Ω ⊂ Rm. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Df(x) äèôåðåíöiàë âiäîáðàæåííÿ f â

òî÷öi x, òîáòî Df(x) - òàêå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ ç Rm â Rn, ùî

|f(x+ h)− f(x)−Df(x)[h]| = o(|h|), h→ 0.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Jf(x) � ÿêîáiàí (âèçíà÷íèê) âiäîáðàæåííÿ f â òî÷öi x.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî x ∈ Ω � êðèòè÷íà òî÷êà âiäîáðàæåííÿ f , ÿêùî ðàíã

âiäîáðàæåííÿ Df(x) ¹ ìåíøèì çà min(n,m). Ó âèïàäêó n = m òî÷êà x

áóäó êðèòè÷íîþ òî÷êîþ âiäîáðàæåííÿ f òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Jf(x) = 0.

Òî÷êà p ∈ Rn íàçèâà¹òüñÿ êðèòè÷íèì çíà÷åííÿì f , ÿêùî iñíó¹ õî÷à á îäíà

êðèòè÷íà òî÷êà f ùî âiäîáðàæà¹òüñÿ â p. ßêùî òî÷êà p ∈ Rn íå ¹ êðèòè-

÷íèì çíà÷åííÿì, áóäåìî ãîâîðèòè, ùî p - ðåãóëÿðíå çíà÷åííÿ. Çàóâàæèìî,
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ùî áóäü-ÿêà òî÷êà p ∈ Rn \ f(Ω) çà îçíà÷åííÿì ¹ ðåãóëÿðíèì çíà÷åííÿì.

Â äåÿêèõ ñèòóàöiÿõ íàì áóäå çðó÷íî îòîòîæíþâàòè R2 ç C çàäëÿ ñïðî-

ùåííÿ îá÷èñëåíü. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ Rn ïiä ãëàäêèìè, àíàëi-

òè÷íèìè, òà êîìïëåêñíî àíàëiòè÷íèìè (ó âèïàäêó R2) âiäîáðàæåííÿìè íà

A áóäåìî ðîçóìiòè âiäïîâiäíi âiäîáðàæåííÿ âèçíà÷åíi íà äåÿêîìó âiäêðè-

òîìó îêîëi U ⊃ A.

Â äåêiëüêîõ ìiñöÿõ íàì çíàäîáëÿòüñÿ ãëàäêi ôóíêöi¨ ç êîìïàêòíèì íî-

ñi¹ì, òîìó áóäå çðó÷íî âèçíà÷èòè ¨õ òóò.

Ñòàíäàðòíà íåâiä'¹ìíà ôóíêöiÿ êëàñó C∞ ç íîñi¹ì â B1(0) çàäà¹òüñÿ

ôîðìóëîþ

ω(x) =

c exp(− 1
1−|x|2 ), ÿêùî |x| < 1

0, â iíøîìó âèïàäêó,

äå c
∫
B1(0) exp(− 1

1−|x|2 )dx = 1. Ïîçíà÷èìî òàêîæ ìàñøòàáîâàíó âåðñiþ ÷åðåç

ωε(x) = ε−nω
(x
ε

)
. (2.1)

Âiäìiòèìî, ùî
∫
Rn ωε(x)dx = 1.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. ßêùî f : [0, 1] → R - ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à

íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, òî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷èé

íà [0, 1] ïîëiíîì p, òàêèé, ùî

‖f − p‖[0,1] := max
x∈[0,1]

|f(x)− p(x)| 6 ε.

Öå òàê çâàíà òåîðåìà Âåéåðøòðàññà äëÿ ìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ. Ìàáóòü

íàéïðîñòiøå äîâåäåííÿ ñïèðà¹òüñÿ íà ïîëiíîìè Áåðíøòåéíà

Bn,f(x) =
n∑
j=0

f
( j
n

)(n
j

)
xj(1− x)n−j.

Äiéñíî, ïðîñòèé ïiäðàõóíîê ïîõiäíî¨ ïîëiíîìó Áåðíøòåéíà ïîêàçó¹, ùî âií

ìîíîòîííî çðîñòà¹, i êðiì òîãî, äîáðå âiäîìî, ùî

lim
n→∞
‖f −Bn,f‖[0,1] = 0.
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Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé äâîâèìiðíèé àíàëîã öi¹¨ çàäà÷i.

Çàäà÷à 2.1. ßêèì óìîâàì ìà¹ çàäîâîëüíÿòè íåïåðåðâíå âiäîáðàæå-

ííÿ f : [0, 1]2 → R2, ùîá éîãî ìîæíà áóëî ÿê çàâãîäíî äîáðå íàáëèçèòè

íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíèìè âiäîáðàæåííÿìè ç íåâiä'¹ìíèì ÿêîáiàíîì?

Ïðèðîäíî íàçèâàòè òàêå íàáëèæåííÿ �çáåðiãàþ÷èì îði¹íòàöiþ�. Çàóâà-

æèìî, ùî ìè íàìàãà¹ìîñü íàáëèæóâàòè ëèøå ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè, àëå ÿê

áóäå ïîêàçàíî, â áiëüøîñòi âèïàäêiâ êîëè ìè ìîæåìî íàáëèçèòè f ãëàäêè-

ìè âiäîáðàæåííÿìè ç íåâiä'¹ìíèì ÿêîáiàíîì, ìè òàêîæ ìîæåìî íàáëèçèòè

éîãî ïîëiíîìiàëüíèìè âiäîáðàæåííÿìè ç íåâiä'¹ìíèì ÿêîáiàíîì.

Êðiì öüîãî ðîçãëÿíåìî äåùî áiëüø çàãàëüíó ïîñòàíîâêó öüîãî ïèòàííÿ.

Çàäà÷à 2.1′. Íåõàé Ω ⊂ R2 � îáìåæåíà îáëàñòü ç êóñêîâî C1-ãëàäêîþ

æîðäàíîâîþ ãðàíèöåþ. ßêèì óìîâàì ìà¹ çàäîâîëüíÿòè íåïåðåðâíå âiä-

îáðàæåííÿ f : Ω → R2, ùîá éîãî ìîæíà áóëî ÿê çàâãîäíî äîáðå íàáëèçè-

òè íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíèìè âiäîáðàæåííÿìè ç íåâiä'¹ìíèì ÿêîái-

àíîì?

Óìîâà Ω ìà¹ êóñêîâî C1-ãëàäêó æîðäàíîâó ãðàíèöþ îçíà÷à¹, ùî ∂Ω

öå îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi íåïåðåòèííèõ (çà âèêëþ÷åííÿì êiíöiâ)

C1-ãëàäêèõ çàìêíåíèõ æîðäàíîâèõ êðèâèõ. Íàãàäà¹ìî, ùî F ïîçíà÷à¹ çà-

ìèêàííÿ, à ∂F = F ∩ R2 \ F - ãðàíèöþ ïiäìíîæèíè F ⊂ R2. ßê çàâæäè,

áóäåìî êàçàòè, ùî f : A→ R2 - âiäîáðàæåííÿ êëàñó Cn, ÿêùî iñíó¹ âiäêðè-

òà ìíîæèíà U ⊃ A i âiäîáðàæåííÿ g : U → R2 ç íåïåðåðâíèìè ÷àñòêîâèìè

ïîõiäíèìè ïîðÿäêó äî n âêëþ÷íî, òàêà ùî f = g|A (n ∈ N àáî n =∞).

Ñïî÷àòêó íàãàäà¹ìî äåÿêi âiäîìi ðåçóëüòàòè. Ç ðåçóëüòàòiâ [16] âèïëè-

âà¹, ùî ó äâîâèìiðíîìó âèïàäêó âçà¹ìíî îäíîçíà÷íi âiäîáðàæåííÿ ìîæíà

íàâiòü íàáëèçèòè ïîëiíîìiàëüíèì âiäîáðàæåííÿì ç íåíóëüîâèì ÿêîáiàíîì

(äîäàòíiì àáî âiä'¹ìíèì â çàëåæíîñòi âiä òîãî ÿê âiäîáðàæåííÿ çìiíþ¹

îði¹íòàöiþ). Áiëüø òîãî, ìè ïîêàæåìî ùî öå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ çà

ñëàáêiøî¨ óìîâè íà f : Ω → R2, à ñàìå ëîêàëüíî¨ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íîñòi.
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Öÿ óìîâà îçíà÷à¹, ùî f : Ω→ R2 äëÿ êîæíî¨ òî÷êè p ∈ Ω iñíó¹ ¨¨ âiäêðèòèé

îêië U òàêèé, ùî çâóæåííÿ f |U ¹ ií'¹êòèâíèì.

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé Ω ⊂ R2 � îáìåæåíà îáëàñòü, à f : Ω→ R2 � íå-

ïåðåðâíå, ëîêàëüíî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ, ùî çáåðiãà¹ îði¹í-

òàöiþ. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå ïîëiíîìiàëüíå âiäîáðàæåííÿ

p : Ω→ R2 ç äîäàòíèì ÿêîáiàíîì íà Ω, ùî ‖f − p‖Ω < ε.

Àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò ¹ âiðíèì òàêîæ ó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði, àëå

éîãî äîâåäåííÿ ¹ òåõíi÷íî çíà÷íî ñêëàäíiøèì, i òîìó ìè äëÿ ñïðîùåííÿ

áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëèøå âèïàäîê Ω = [0, 1]3.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé f : [0, 1]3 → R3 - íåïåðåðâíå, ëîêàëüíî îäíîçíà÷íå

âiäîáðàæåííÿ, ùî çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹

òàêå C∞-ãëàäêå âiäîáðàæåííÿ g : [0, 1]3 → R3 ç äîäàòíèì ÿêîáiàíîì íà

[0, 1]3 òàêå, ùî ‖f − g‖ < ε.

Çðîçóìiëî, ùî öÿ óìîâà íå ¹ íåîáõiäíîþ äëÿ çàäà÷i 2.1′. Î÷åâèäíèé

êîíòðïðèêëàä � ïîñòiéíå âiäîáðàæåííÿ.

Îòæå ïîòðiáíî øóêàòè iíøó íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó äëÿ çàäà÷i 2.1.

Â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó î÷åâèäíîþ íåîáõiäíîþ òà äîñòàòíüîþ óìîâîþ ¹:

�f � íåñïàäíà ôóíêöiÿ.�

Ìè ñôîðìóëþ¹ìî íåîáõiäíó óìîâó â òåðìiíàõ òîïîëîãi÷íî¨ ñòåïåíi âiä-

îáðàæåííÿ. Íåõàé X � çàìêíåíà ïiäìíîæèíà Rd. Òîïîëîãi÷íà ñòåïiíü öå

äåÿêà öiëîçíà÷íà ôóíêöiÿ íà ìíîæèíi òðiéîê (f, U, p), äå f : X → Rd �

íåïåðåðâíå, U ⊂ Rd � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà, òàêà ùî U ⊂ X, à p � òî÷êà â

R2 \ f(∂U). Ïîçíà÷àòèìåìî òîïîëîãi÷íó ñòåïiíü ÷åðåç deg(f, U, p).

Íàéïðîñòiøå âèçíà÷à¹òüñÿ òîïîëîãi÷íà ñòåïiíü ãëàäêîãî âiäîáðàæåííÿ

â ðåãóëÿðíîìó çíà÷åííi.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Íåõàé U ⊂ Rn - îáìåæåíà âiäêðèòà ïiäìíîæèíà,

f : U → Rn - ãëàäêå âiäîáðàæåííÿ êëàñó C1, à p /∈ f(∂U) - ðåãóëÿðíå
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çíà÷åííÿ f . Îçíà÷èìî

deg(f, U, p) =
∑

x∈f−1(p)

sgnJf(x),

äå ñóìà ââàæà¹òüñÿ ðiâíîþ 0 ó âèïàäêó êîëè ìíîæèíà f−1(p) ïîðîæíÿ,

à sgn - öå ôóíêöiÿ çíàêó.

Çîêðåìà äëÿ òîòîæíîãî âiäîáðàæåííÿ idU ìà¹ìî deg(idU , U, p) = 1 ÿêùî

p ∈ U , i deg(idU , U, p) = 0 iíàêøå.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî öå îçíà÷åííÿ ìîæíà ïîøèðèòè íà âñi íåïåðåðâíi âiä-

îáðàæåííÿ çi çáåðåæåííÿì áàãàòüîõ öiêàâèõ âëàñòèâîñòåé. Äåòàëüíiøå ïðî

îçíà÷åííÿ òà âëàñòèâîñòi òîïîëîãi÷íî¨ ñòåïåíi âiäîáðàæåíü íàïèñàíî â ìî-

íîãðàôiÿõ [7;15]. Äëÿ çðó÷íîñòi íàâåäåìî ïîòðiáíi íàì âëàñòèâîñòi òîïîëî-

ãi÷íî¨ ñòåïåíi â íàñòóïíîìó òâåðäæåííi.

Òâåðäæåííÿ 2.1. Òîïîëîãi÷íà ñòåïiíü deg(f, U, p) ìà¹ íàñòóïíi âëà-

ñòèâîñòi.

(I) ßêùî âiäîáðàæåííÿ h : [0, 1] × U → Rn íåïåðåðâíå i p /∈ h([0, 1] ×
∂U), òî ÿêùî ïîçíà÷èòè ft(x) = h(t, x), áóäå âèêîíóâàòèñü íà-

ñòóïíà ðiâíiñòü

deg(f0, U, p) = deg(f1, U, p).

(II) Ïðè çàäàíèõ f i p /∈ f(∂U) iñíó¹ òàêå ε > 0 ùî äëÿ äîâiëüíîãî

íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ g : U → Rn ùî çàäîâiëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

‖f − g‖U < ε ìà¹ìî p /∈ g(∂U) i

deg(f, U, p) = deg(g, U, p).

(III) Ïðè ôiêñîâàíîìó âiäîáðàæåííi f , ñòåïiíü deg(f, U, p) ÿê ôóíêöiÿ

p ¹ ïîñòiéíîþ íà êîæíié êîìïîíåíòi çâ'ÿçíîñòi Rn \ f(∂U).

(IV) ßêùî deg(f, U, p) 6= 0, òî ðiâíÿííÿ f(x) = p ìà¹ ðîç'ÿçîê â U .

Äîâåäåííÿ ìîæíà çíàéòè â [15, òåîð. 2.1, 2.3, 2.4, 2.6 i 2.7] i [7, òâåð.

1.2.6].
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Òîïîëîãi÷íà ñòåïiíü äëÿ d = 1. Ïîÿñíèìî áiëüø äåòàëüíî ïîíÿòòÿ

òîïîëîãi÷íî¨ ñòåïåíi ó íàéïðîñòiøîìó âèïàäêó, òîáòî êîëè ðîçìiðíiñòü d =

1. Íåõàé f : [0, 1] → R - íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, U = (a, b) ⊂ [0, 1] -

âiäêðèòèé iíòåðâàë, à p ∈ R - òî÷êà âiäìiííi âiä f(a) òà f(b). Âèçíà÷èìî

deg(f, U, p) çà íàñòóïíèì ïðàâèëîì

deg(f, U, p) =


1, ÿêùî f(a) < p < f(b),

−1, ÿêùî f(b) < p < f(a),

0, iíàêøå.

ßêùî U = ∪iIi - îá'¹äíàííÿ íåïåðåòèííèõ iíòåðâàëiâ, i p /∈ f(∂U), òî

âèçíà÷èìî ñòåïiíü çà ôîðìóëîþ

deg(f, U, p) =
∑
i

deg(f, Ii, p).

Öå âèçíà÷åííÿ êîðåêòíå, òîìó ùî deg(f, Ii, p) 6= 0 ëèøå äëÿ ñêií÷åííî¨ êiëü-

êîñòi iíòåðâàëiâ Ii, ùî ëåãêî äîâåñòè âèêîðèñòîâóþ÷è êîìïàêòíiñòü [0, 1].

Òåïåð ìè ìîæåìî âèðàçèòè âëàñòèâiñòü ìîíîòîííîñòi f : [0, 1] → R

çà äîïîìîãîþ òîïîëîãi÷íî¨ ñòåïåíi. À ñàìå, f - íåñïàäíà òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè íà êîæíîìó ïiä-iíòåðâàëi U = (a, b) ⊂ [0, 1] äëÿ êîæíîãî p ∈ R òàêîãî

ùî p ∈ f(U) \ {f(a), f(b)} âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

deg(f, U, p) > 0.

Õî÷à öå îçíà÷åííÿ íå ¹ çðó÷íèì â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó, íà âiäìiíó

âiä ïîíÿòòÿ �f - íåñïàäíà ôóíêöiÿ�, ïîíÿòòÿ òîïîëîãi÷íî¨ ñòåïåíi âèçíà-

÷åíî äëÿ âiäîáðàæåíü f : Rd → Rd, äàþ÷è òèì ñàìèì ïðèðîäíèé àíàëîã

ìîíîòîííèõ ôóíêöié â áàãàòîâèìiðíîìó âèïàäêó.

Òîïîëîãi÷íà ñòåïiíü äëÿ d = 2. Ó âèïàäêó d = 2 ïîíÿòòÿ òîïîëî-

ãi÷íî¨ ñòåïåíi âèÿâëÿ¹òüñÿ äóæå òiñíî ïîâ'ÿçàíèì ç ïîíÿòòÿ ÷èñëà îáåðòiâ

çàìêíåíî¨ êðèâî¨ íà ïëîùèíi. Òî÷íiøå, ÿêùî

U = {x ∈ R2 : |x| < 1}
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öå âiäêðèòèé äèñê, à âiäîáðàæåííÿ f : U → R2 ¹ íåïåðåðâíèì i p ∈ R2 öå

òàêà òî÷êà, ùî p /∈ f(∂U), òî

deg(f, U, p) = w(γ, p),

äå γ : [0, 1] → R2 âèçíà÷åíî ÿê γ(t) = f(cos(2πt), sin(2πt)). Òóò ÷åðåç

w(γ, p) ïîçíà÷åíî ÷èñëî îáåðòiâ îði¹íòîâàíî¨ çàìêíåíî¨ êðèâî¨ γ íàâêîëî

çàäàíî¨ òî÷êè p, òîáòî çàãàëüíà êiëüêiñòü îáåðòiâ ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðië-

êè, ùî êðèâà γ ðîáèòü íàâêîëî p.

Çà äîïîìîãîþ ïîíÿòòÿ òîïîëîãi÷íî¨ ñòåïåíi ìè ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè

íåîáõiäíó óìîâó iñíóâàííÿ íàáëèæåííÿ â çàäà÷i 2.1′.

Òåîðåìà 2.3. ßêùî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : Ω → R2 ìîæíà ÿê

çàâãîäíî äîáðå íàáëèçèòè âiäîáðàæåííÿìè êëàñó C1 ç íåâiä'¹ìíèì ÿêîái-

àíîì, òî äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ïiäìíîæèíè U ⊂ Ω i äîâiëüíî¨ òî÷êè

p ∈ f(U) \ f(∂U) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü deg(f, U, p) > 0.

Çàóâàæèìî, ùî öÿ óìîâà çàëèøà¹òüñÿ íåîáõiäíîþ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ðîçìið-

íîñòi.

Íà æàëü íàì íå âäàëîñÿ äîâåñòè ùî öÿ óìîâà ¹ òàêîæ äîñòàòíüîþ äëÿ

çàäà÷i 2.1′, àëå ìè ìà¹ìî òåîðåìó 2.4, ÿêà ãðóáî êàæó÷è ñòâåðäæó¹, ùî

äîñòàòíÿ óìîâà öå

deg(f, U, p) > 0.

Íàãàäà¹ìî, ùî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ëåã-

êèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî y ∈ Y ìíîæèíà f−1(y) ¹ öiëêîì íåçâ'ÿçíîþ

(òîáòî êîìïîíåíòàìè çâ'ÿçíîñòi f−1(y) ¹ ëèøå îäíîòî÷êîâi ïiäìíîæèíè).

Òåîðåìà 2.4. Íåõàé ∆ - îáìåæåíà îáëàñòü i f : ∆→ R2 - ëåãêå íåïå-

ðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè

U òàêî¨, ùî U ⊂ ∆ i áóäü-ÿêî¨ òî÷êè p ∈ f(U) \ f(∂U) âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü deg(f, U, p) > 0.
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Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ îáëàñòi Ω òàêî¨, ùî Ω ⊂ ∆ i áóäü-ÿêîãî ε > 0, iñíó¹

âiäîáðàæåííÿ g : Ω → R2 êëàñó C∞ ç íåâiä'¹ìíèì ÿêîáiàíîì òàêå, ùî

‖f − g‖Ω < ε.

Ïðè öüîìó, ÿêùî îáëàñòü ∆ � îäíîçâ'ÿçíà, òî iñíó¹ ïîëiíîìiàëüíå

âiäîáðàæåííÿ g ç òèìè ñàìèìè âëàñòèâîñòÿìè.

Ìè òàêîæ íàâåäåìî êîíòðïðèêëàä, ùî ïîêàçó¹ ðiçíèöþ ìiæ íàáëèæå-

ííÿì ãëàäêèìè âiäîáðàæåííÿìè ç íåâiä'¹ìíèì ÿêîáiàíîì òà íàáëèæåííÿì

âiäîáðàæåííÿìè çi ñòðîãî äîäàòíèì ÿêîáiàíîì. Öå âiäðiçíÿ¹ áàãàòîâèìið-

íèé âèïàäîê âiä îäíîâèìiðíîãî, îñêiëüêè â îñòàííüîìó êëàñ ôóíêöié ùî

ìîæíà íàáëèçèòè íåñïàäíèìè ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè çáiãà¹òüñÿ ç êëàñîì

ôóíêöié, ùî ìîæíà íàáëèçèòè ñòðîãî çðîñòàþ÷èìè ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè.

Òåîðåìà 2.5. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ f : B1(0)→ R2 çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

f(x, y) = (x2 − y2, 2xy).

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî âiäîáðàæåííÿ g : B1(0) → R2 ç êëàñó C1 çi ñòðîãî

äîäàòíèì ÿêîáiàíîì âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖f − g‖B1(0) >
1

4
.

2.2. Çàãàëüíà ïîñòàíîâêà äåÿêèõ çàäà÷ áàãàòîâèìiðíîãî

ôîðìîçáåðiãàþ÷îãî íàáëèæåííÿ

Ó öüîìó ïóíêòi ìè ñôîðìóëþ¹ìî áiëüø àáñòðàêòíî äåÿêi çàäà÷i áàãàòî-

âèìiðíîãî ôîðìîçáåðiãàþ÷îãî íàáëèæåííÿ ó çàãàëüíîìó âèïàäêó. Çîêðåìà,

ìè îçíà÷èìî ïîíÿòòÿ �ôîðìè� íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨, ÿê äå-

ÿêó âëàñòèâiñòü ¨¨ ïîõiäíèõ (àáî áiëüø çàãàëüíî, ÿê äåÿêó óìîâó íà âñi ¨¨

ïîõiäíi äî k-ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî). Äëÿ ñïðîùåííÿ ìè áóäåìî ëèøå ðîç-

ãëÿäàòè ôîðìè ôóíêöié ïåðøîãî ïîðÿäêó (ïiä öèì ðîçóìi¹òüñÿ, ùî óìîâè

íàêëàäàþòüñÿ ëèøå íà ïåðøi ïîõiäíi, äèâ. äàëi). Â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó

iñíó¹ ëèøå äâà íåòðèâiàëüíi âèäè ôîðì � ôîðìà ìîíîòîííèõ ôóíêöié òà
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ôîðìà ëiïøèöåâèõ ôóíêöié. Âiäïîâiäíi çàäà÷i òåîði¨ íàáëèæåíü äîáðå âi-

äîìi � öå ìîíîòîííå íàáëèæåííÿ òà íàáëèæåííÿ ïîëiíîìàìè ç îáìåæåíîþ

ïîõiäíîþ. Íà âiäìiíó âiä îäíîâèìiðíîãî âèïàäêó, çà âiäñóòíîñòi äîäàòêî-

âèõ óìîâ, íàâiòü ó âèïàäêó ïåðåòâîðåíü ïëîùèíè iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî

ðiçíèõ ôîðì.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó íå ¹ íåîáõiäíèìè äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåì 2.1�

2.4, àëå çà äîïîìîãîþ ïîíÿòòÿ ôîðìè âiäîáðàæåííÿ ìîæíà ïîÿñíèòè, ÷îìó

çàäà÷à íàáëèæåííÿ ïåðåòâîðåííÿìè ç íåâiä'¹ìíèì ÿêîáiàíîì ¹ ïðèðîäíèì

óçàãàëüíåííÿì çàäà÷i ìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ.

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíi âiäîáðàæåííÿ ç äåÿêî¨

ïiäìíîæèíè A ⊂ Rd â Rm, öåé êëàñ ôóíêöié ïîçíà÷àòèìåìî C∞(A,Rm)

(ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ñêîðî÷åíå ïîçíà÷åííÿ C∞(A)). ßê áóëî çà-

çíà÷åíî âèùå, ó âèïàäêó êîëè ìíîæèíà A íå ¹ âiäêðèòîþ, ïiä C∞(A) áóäå

ðîçóìi¹òüñÿ êëàñ

C∞(A) =
⋃
A⊂U

C∞(U)|A,

òîáòî ôóíêöi¨, ùî ìàþòü íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíå ïðîäîâæåííÿ íà äå-

ÿêèé âiäêðèòèé îêië U ìíîæèíè A.

Îçíà÷åííÿ 2.2. Ôîðìîþ áóäåìî íàçèâàòè áóäü-ÿêó ïiäìíîæèíó S
ìíîæèíè Mm,d(R) äiéñíèõ ìàòðèöü ðîçìiðó m× d.

Çäåáiëüøîãî áóäåìî ââàæàòè, ùî ìíîæèíà S ¹ çâ'ÿçíîþ. Îñêiëüêè ìíî-
æèíà Mm,d(R) ìà¹ ïðèðîäíó òîïîëîãiþ (ðîçãëÿäàþ÷è ìàòðèöi ÿê åëåìåíòè

Rmd), òî ìè áóäåìî êàçàòè, ùî ôîðìà S ¹ çàìêíåíîþ, âiäêðèòîþ, êîìïà-

êòíîþ, òîùî, ÿêùî âiäïîâiäíó âëàñòèâiñòü ìà¹ ìíîæèíà S ÿê ïiäìíîæèíà

òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Mm,d(R).

Îçíà÷åííÿ 2.3. Áóäåìî êàçàòè, ùî íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà âiä-

îáðàæåííÿ f ∈ C∞(A,Rm) ìà¹ ôîðìó S, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ A,

äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨ íàëåæèòü S, òîáòî Df(x) ∈ S. Áóäåìî ïîçíà÷àòè
êëàñ óñiõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ôîðìè S ÷åðåç C∞S (A,Rm).
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Iíàêøå êàæó÷è, âiäîáðàæåííÿ äåÿêî¨ ôîðìè öå âiäîáðàæåííÿ ùî çàäî-

âiëüíÿþòü äåÿêèì îáìåæåííÿì íà ïîõiäíi. ×åðåç ïîíÿòòÿ ôîðìè ìîæíà

âèçíà÷èòè áàãàòî êëàñiâ ôóíêöié ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó.

Ïðèêëàä 2.1. Íåõàé d = m = 1 i ôîðìà S ⊂ R çàäà¹òüñÿ S = [0,∞).

Òîäi êëàñ C∞S ([a, b],R) ñêëàäà¹òüñÿ iç óñiõ ìîíîòîííî íåñïàäíèõ íåñêií-

÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié. ßêùî æ S = (0,∞), òî êëàñ C∞S ([a, b])

ìiñòèòü ëèøå ñòðîãî ìîíîòîííî çðîñòàþ÷i ôóíêöi¨ f .

Ïðèêëàä 2.2. Íåõàé d = m = 1 i ôîðìà S ⊂ R çàäà¹òüñÿ S = [−L,L].

Òîäi êëàñ C∞S ([a, b],R) ñêëàäà¹òüñÿ iç óñiõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ

ëiïøèöåâèõ ôóíêöié iç êîíñòàíòîþ ëiïøèöÿ 6 L.

Äëÿ òîãî, ùîá óçàãàëüíèòè îñòàííié ïðèêëàä, íåõàé S ⊂ Mm,d çàäà-

¹òüñÿ

S = {A ∈Mm,d | ‖A‖ 6 L},

äå ÷åðåç ‖ · ‖ ïîçíà÷åíî îïåðàòîðíó íîðìó ìàòðèöi âiäíîñíî åâêëiäîâèõ

íîðì â Rd i Rm. Òîäi êëàñ C∞S (U,Rm) ñêëàäà¹òüñÿ iç óñiõ íåñêií÷åííî

äèôåðåíöiéîâíèõ ëiïøèöåâèõ âiäîáðàæåíü çi ñòàëîþ Ëiïøèöÿ 6 L.

Ïðèêëàä 2.3. Íåõàé d = 1,m > 2 i ôîðìà S ⊂ Mm,1
∼= Rm çàäà¹òüñÿ

S = {x ∈ Rm : |x| = 1}. Òîäi êëàñ C∞S ([a, b],Rm) ñêëàäà¹òüñÿ iç óñiõ

íàòóðàëüíèõ ïàðàìåòðèçàöié ãëàäêèõ êðèâèõ â Rm.

Ïðèêëàä 2.4. Íåõàé d = m = 2 i ôîðìà S ⊂M2,2 çàäà¹òüñÿ

S =
{ a b

−b a

 : a, b ∈ R
}

Òîäi êëàñ C∞S (U) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié íà ìíîæèíi U .

Ïðèêëàä 2.5. Íåõàé d = m i ôîðìà S ⊂Mm,m çàäà¹òüñÿ

S = {X ∈Mm,m(R) : det(X) > 0}.

Òîäi êëàñ C∞S ([0, 1]m,Rm) ñêëàäà¹òüñÿ ç ãëàäêèõ âiäîáðàæåíü, ùî (ëîêàëü-

íî) çáåðiãàþòü îði¹íòàöiþ.
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Ïðèêëàä 2.6. Íåõàé d = m i ôîðìà S ⊂Mm,m çàäà¹òüñÿ

S = SLm(R) = {X ∈Mm,m(R) : det(X) = 1}.

Òîäi êëàñ C∞S ([0, 1]m,Rm) ñêëàäà¹òüñÿ ç ãëàäêèõ âiäîáðàæåíü, ùî (ëîêàëü-

íî) çáåðiãàþòü îá'¹ì.

Ñôîðìóëþ¹ìî òåïåð îñíîâíi ïèòàííÿ �òåîði¨ íàáëèæåííÿ çi çáåðåæåí-

íÿì ôîðìè S�.

Çàäà÷à 2.2 (òåîðåìà Âå¹ðøòðàñà). Äëÿ çàäàíî¨ îáìåæåíî¨ îáëàñòi

Ω ⊂ Rd i A = Ω îïèñàòè çàìèêàííÿ ìíîæèíè C∞S (A,Rm) ó ïðîñòîði âñiõ

íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü C(A,Rm).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç PS (âiäïîâiäíî ÷åðåç PSn) ìíîæèíó ïîëiíîìiàëüíèõ âiä-

îáðàæåíü ôîðìè S (âiäïîâiäíî ìíîæèíó ïîëiíîìiàëüíèõ âiäîáðàæåíü, ùî

ìàþòü ôîðìó S i ñòåïiíü < n).

Çàäà÷à 2.3 (iñíóâàííÿ ïîëiíîìiàëüíîãî íàáëèæåííÿ). Äëÿ çàäà-

íî¨ îáìåæåíî¨ îáëàñòi Ω ⊂ Rd i A = Ω ç'ÿñóâàòè ÷è äëÿ âñiõ âiäîáðàæåíü

f ∈ C∞S (A,Rm) iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ïîëiíîìiàëüíèõ âiäîáðàæåíü pn ∈ PS,

ùî çáiãà¹òüñÿ äî f ðiâíîìiðíî íà A.

Çàäà÷à 2.4 (âåëè÷èíà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ). Çíàéòè îöiíêè

äëÿ âåëè÷èíè íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ç çàäàíîþ ôîðìîþ

ESn (f, A) = min{‖f − p‖A : p ∈ PSn}

÷åðåç âëàñòèâîñòi âiäîáðàæåííÿ f .

Çàóâàæèìî, ùî ó áàãàòîâèìiðíîìó âèïàäêó âñi öi çàäà÷i ¹ äîñèòü íåòðè-

âiàëüíèìè (ïðè öüîìó îñòàííÿ çàäà÷à ¹ äóæå íåòðèâiàëüíîþ âæå ó âèïàäêó

îäíîâèìiðíîãî ôîðìîçáåðiãàþ÷îãî íàáëèæåííÿ). Ó âèïàäêó òåîðåìè Âå¹ð-

øòðàñà öå áóäå çðîçóìiëî ç ïîäàëüøèõ ðåçóëüòàòiâ öüîãî ðîçäiëó. Ùîäî

iñíóâàííÿ ïîëiíîìiàëüíîãî íàáëèæåííÿ, òî íåâàæêî íàâåñòè ïðèêëàäè ìíî-

æèíè S äëÿ ÿêèõ ìíîæèíà óñiõ ïîëiíîìiàëüíèõ âiäîáðàæåíü ñêëàäà¹òüñÿ
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ëèøå ç ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü, à êëàñ C∞S ìiñòèòü íåëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ.

Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè ïiäìíîæèíó S çàäàíó òðàíñöåíäåíòíèìè

àíàëiòè÷íèìè ðiâíÿííÿìè.

Ïåðåðàõó¹ìî äåÿêi ïðîñòi âëàñòèâîñòi êëàñiâ C∞S .

• ÿêùî S,S ′ ⊂Mm,n, òî

C∞S (U,Rm) + C∞S ′ (U,Rm) ⊆ C∞S+S ′(U,Rm),

äå S + S ′ = {A+B : A ∈ S, B ∈ S ′} öå ñóìà Ìiíêîâñüêîãî;

• ÿêùî L(x) öå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ ç äèôåðåíöiàëîì A, òî

L+ C∞S (U,Rm) = C∞A+S(U,Rm);

• ÿêùî S ⊂Mm,n, S ′ ⊂Mn,k, òî

C∞S ′ (V,W ) ◦ C∞S (U, V ) ⊆ C∞S·S ′(U,W );

• ÿêùî S = S ′
⊔
S ′′, òî

C∞S = C∞S ′
⊔

C∞S ′′.

Ó âèïàäêó, êîëè S ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, çàäà÷à iñíóâàííÿ ïîëiíîìi-

àëüíîãî íàáëèæåííÿ (à òàêîæ, â äåÿêié ìiði, i çàäà÷à çíàõîäæåííÿ îöiíîê

âåëè÷èíè íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ) çàâæäè ìà¹ ïîçèòèâíå ðiøåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.2. ßêùî ìíîæèíà S ¹ âiäêðèòîþ, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî

âiäîáðàæåííÿ f ∈ C∞S (A,Rm) iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ïîëiíîìiàëüíèõ âiäîáðà-

æåíü pn ∈ PS, ùî çáiãà¹òüñÿ äî f ðiâíîìiðíî íà A. Êðiì òîãî, ÿêùî A ¹

çàìèêàííÿì îáëàñòi ç ãëàäêîþ æîðäàíîâîþ ãðàíèöåþ, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî

k iñíó¹ òàêà ñòàëà ck(f), ùî ïîñëiäîâíiñòü pn ìîæíà îáðàòè ç âëàñòè-

âiñòþ

‖f − pn‖A 6
ck(f)

deg(pn)k
.



35

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ìíîæèíà A ¹ êîìïàêòíîþ òî îáðàç Df(A) ¹ êîì-

ïàêòîì ó âiäêðèòié ìíîæèíi S, à îòæå äåÿêèé éîãî ìàëèé ε-îêië òàêîæ

ëåæèòü â S. Òîìó äîñòàòíüî çíàéòè íàáëèæåííÿ äî f , ùî îäíî÷àñíî íà-

áëèæóþòü ïåðøi ïîõiäíi f . Âiäïîâiäíèé ðåçóëüòàò âèïëèâà¹ ç [2, òåîð. 1,

òåîð. 2].

ßêùî ìíîæèíà S íå ¹ âiäêðèòîþ, òî, âçàãàëi êàæó÷è, ïîëiíîìiàëü-

íèõ íàáëèæåíü ìîæå i íå iñíóâàòè (âiäïîâiäíî i ïèòàííÿ ïðî âåëè÷è-

íó íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ñòà¹ íåöiêàâèì). Íàñïðàâäi, ÿêùî ïîêëàñòè

S = {(t, et)|t ∈ R} òî PS ñêëàäàòèìåòüñÿ ëèøå ç ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü,

à îòæå íèìè ìîæíà íàáëèçèòè ëèøå ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ.

Äàëi, ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Âå¹ðøòðàñà. ßê áóäå çðîçóìiëî ç âèïàäêó íà-

áëèæåííÿ âiäîáðàæåííÿìè ç íåâiä'¹ìíèì ÿêîáiàíîì, öå ïèòàííÿ íå ¹ ïðî-

ñòèì. Íàéáiëüø ïðîñòi ñèòóàöi¨ âèíèêàþòü êîëè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ àáî

îáëàñòü çíà÷åíü ¹ îäíîâèìiðíîþ.

Íåõàé m = 1. Â öüîìó âèïàäêó, ôîðìà âiäîáðàæåíü çáåðiãà¹òüñÿ ïðè

ðiâíîìiðíîìó íàáëèæåííi. Òî÷íiøå, âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.6. Íåõàé S ⊂M1,n
∼= Rn, i ïîñëiäîâíiñòü fn ∈ C∞S (U) çáiãà-

¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f ∈ C∞(U) ðiâíîìiðíî íà êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèíàõ U .

Òîäi f ∈ C∞S (U).

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è çñóâ íà ëiíiéíó ôóíêöiþ òà ëiíiéíó çàìiíó

çìiííèõ, ëåãêî çâåñòè òâåðäæåííÿ çàäà÷i äî íàñòóïíîãî âèïàäêó. (Ââàæà-

òèìåìî, ùî 0 ∈ U òà f(0) = 0.) ßêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî A ∈ S âèêîíó¹-

òüñÿ |A| > 1, òî òðåáà äîâåñòè, ùî ∇f(0) 6= 0. Äiéñíî, ïðèïóñòèìî, ùî

∇f(0) = 0. Òîäi íà êóëi Br(0) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖f‖Br(0) < cr2

äëÿ äåÿêîãî çíà÷åííÿ c > 0 (ùî íå çàëåæèòü âiä r). Ç iíøîãî áîêó, ðîçãëÿ-

äàþ÷è iíòåãðàëüíó êðèâó, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç 0, äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ∇fn
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îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü

max
Br(0)

fn − min
Br(0)

fn > 2r.

Òóò ìè âèêîðèñòàëè ãåîìåòðè÷íî î÷åâèäíèé ôàêò, ùî áóäü-ÿêà êðèâà â

Br(0), ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç 0 ìà¹ äîâæèíó > 2r. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî

‖f − fn‖Br(0) > r − cr2.

ðîçãëÿäàþ÷è r = α/(2c) äå α 6 1 îòðèìó¹ìî

‖f − fn‖Br(0) >
α

4c
,

ùî ñóïåðå÷èòü çáiæíîñòi fn ⇒ f íà Br(0) ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ r.

Òàêèì ÷èíîì, ó âèïàäêó d > 2, m = 1 áóäü-ÿêà çàìêíåíà ôîðìà âiä-

îáðàæåííÿ çáåðiãà¹òüñÿ ïðè ðiâíîìiðíîìó íàáëèæåííi.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê êîëè, íàâïàêè, îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ¹ îäíî-

âèìiðíîþ, òîáòî d = 1, m > 2. Íà âiäìiíó âiä ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó, ôîð-

ìà âiäîáðàæåííÿ ìîæå çìiíþâàòèñü äóæå ñèëüíî. Ðîçãëÿíåìî çíîâó ïðè-

êëàä 2.3:

S = {x ∈ Rm : |x| = 1}.

ßê âæå áóëî çàçíà÷åíî, êëàñ C∞S ([0, 1],Rm) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ íàòóðàëüíèõ

ïàðàìåòðèçàöié ãëàäêèõ êðèâèõ â Rm. Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü

ôóíêöié γn ∈ C∞S ([0, 1],Rm) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ γ : [0, 1] → Rm, òî äëÿ

áóäü-ÿêèõ x, y ∈ [0, 1] âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|γ(x)− γ(y)| 6 |x− y|.

Ç iíøîãî áîêó, ç çàãàëüíî¨ òåîðåìè Íåøà ïðî iñíóâàííÿ içîìåòðè÷íèõ âêëà-

äåíü, ùî áóëî äîâåäåíî â [37], âèïëèâà¹, ùî äîñòàòíüîþ óìîâîþ äëÿ iñíó-

âàííÿ ðiâíîìiðíîãî íàáëèæåííÿ γ åëåìåíòàìè C∞S ([0, 1],Rm) ¹ óìîâà

|γ(x)− γ(y)| 6 (1− ε)|x− y|
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äëÿ äåÿêîãî ε > 0.

Îñòàíí¹, ùî ìè õî÷åìî îáãîâîðèòè â öüîìó ïiäðîçäiëi, öå ïèòàííÿ ùîäî

çìiíè êîîðäèíàò. Â äåÿêîìó ñåíñi ïîíÿòòÿ ôîðìè íå ¹ ïðèðîäíîþ âëàñòèâi-

ñòþ âiäîáðàæåííÿ (çà âiäñóòíîñòi äîäàòêîâèõ ñòðóêòóð, òàêèõ ÿê êîìïëå-

êñíà ñòðóêòóðà, ìiðà îá'¹ìó, ìåòðèêà, òîùî), îñêiëüêè ôîðìà çàëåæèòü âiä

âèáîðó êîîðäèíàò â îáëàñòi âèçíà÷åííÿ òà â îáëàñòi çíà÷åíü. Ïðè öüîìó,

ÿêùî çðîáèòè ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ A ∈ GLd(R), B ∈ GLm(R), òî ôîðìà S
ïåðåòâîðèòüñÿ íà BSA. �äèíèé êëàñ ôîðì, ùî ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî

òàêèõ ïåðåòâîðåíü ¹ ôîðìà Srk,k, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç óñi ìàòðèöü ôiêñîâà-

íîãî ðàíãó k, òà ¨¨ äîïîâíåííÿ. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî â ïðîñòîði çàäàíî

îði¹íòàöiþ, òî ïðèðîäíî äîçâîëÿòè ëèøå âiäîáðàæåííÿ A,B ç äîäàòíèì

âèçíà÷íèêîì. ßêùî d 6= m, òî âiäïîâiäü íå çìiíèòüñÿ, àëå ó âèïàäêó d = m

iíâàðiàíòíèìè ñòàþòü òàêîæ ôîðìè, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç óñiõ ìàòðèöü ç äîäà-

òíèì (àáî íåâiä'¹ìíèì) âèçíà÷íèêîì. Îñêiëüêè â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó

öå â òî÷íîñòi ìîíîòîííi âiäîáðàæåííÿ, òî â áàãàòîâèìiðíîìó âèïàäêó ñàìå

óìîâà íåâiä'¹ìíîñòi âèçíà÷íèêà ¹ ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì ìîíîòîííîñòi.

Íàäàëi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëèøå çàäà÷ó íàáëèæåííÿ äëÿ S ùî ñêëà-

äà¹òüñÿ ç ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü ç íåâiä'¹ìíèì (àáî äîäàòíèì) âèçíà÷íèêîì.

Ïðè öüîìó âëàñòèâîñòi âiäîáðàæåíü öi¹¨ ôîðìè ¹ îñîáëèâèìè ó ïîðiâíÿííi

ç äåÿêèìè iíøèìè ìíîæèíàìè. Îäíi¹þ ç îñíîâíèõ ïðè÷èí öüîãî ¹ iíâàði-

àíòíiñòü ìíîæèíè S âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü êîîðäèíàò ùî çáåðiãàþòü îði¹í-

òàöiþ.

Çàóâàæåííÿ 2.1. Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ìîæíà âèçíà÷èòè ïîíÿòòÿ ôîðìè

k-ãî ïîðÿäêó, äå çàìiñòü ïiäìíîæèí â ïðîñòîði ìàòðèöü òðåáà áóäå ðîçãëÿ-

äàòè ïiäìíîæèíè ó ïðîñòîði äiéñíèõ òåíçîðiâ òèïó m × n × n × · · · × n,

ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî êîîðäèíàò ç iíäåêñàìè 2, . . . , k.

Çàóâàæåííÿ 2.2. Ãëîáàëüíi âëàñòèâîñòi ïîíÿòòÿ ôîðìè ôóíêöi¨ çíèêà-

þòü, ÿêùî çàìiñòü êëàñó íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ðîçãëÿäà-
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òè ôóíêöi¨ ç áiëüø øèðîêèõ êëàñiâ i çàìiíèòè óìîâó ¾Df(x) ∈ S äëÿ âñiõ

x ∈ A¿ íà óìîâó ¾Df(x) ∈ S äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ A¿. Íàïðèêëàä, ÿêùî

S = {±1}, òî ìíîæèíà íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèé ôóíêöié ôîðìè S
áóäå ñêëàäàòèñÿ ëèøå ç ëiíiéíèõ ôóíêöié ±x+ c, ó òîé ÷àñ ÿê óìîâà ìàé-

æå âñþäè âèçíà÷à¹ êëàñ êóñêîâî ëiíiéíèõ ôóíêöié ùî ó ñâî¹ìó çàìèêàííi

ìiñòèòü óñi ëiïøèöåâi ôóíêöi¨ çi ñòàëîþ ëiïøèöÿ 6 1.

2.3. Êóñêîâî-ëiíiéíà òîïîëîãiÿ òà òåîðåìè ïðî ïðîäîâæåííÿ

Êóñêîâî-ëiíiéíà òîïîëîãiÿ. Íàãàäà¹ìî äåÿêi îçíà÷åííÿ ç êóñêîâî-

ëiíiéíî¨ òîïîëîãi¨ (äèâ. [36, pp. 2-5]).

Îçíà÷åííÿ 2.4. Ñèìïëiöiàëüíèé êîìïëåêñ K öå íàáið ñèìïëåêñiâ

(â Rn) ùî çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

(i) Áóäü-ÿêà ãðàíü ñèìïëåêñó ç K òàêîæ íàëåæèòü K.
(ii) Ïåðåòèí áóäü-ÿêèõ äâîõ ñèìïëåêñiâ σ1, σ2 ∈ K ìà¹ áóòè ñïiëüíîþ

ãðàííþ ñèìïëåêñiâ σ1 i σ2.

Ìè çàâæäè áóäåìî ââàæàòè, ùî ñèìïëiöiàëüíèé êîìïëåêñ ñêií÷åííèé.

Ðîçìiðíiñòü ñèìïëåêñó çàäàíîãî ÿê îïóêëà îáîëîíêà n + 1 àôiííî íå-

çàëåæíèõ òî÷îê â Rm ïîêëàäà¹òüñÿ ðiâíîþ n. Áóäåìî êàçàòè, ùî ñèìïëi-

öiàëüíèé êîìïëåêñ K ìà¹ ðîçìiðíiñòü k (àáî ¹ k-êîìïëåêñîì, ÿêùî k

öå ìàêñèìàëüíà ðîçìiðíiñòü ñèìïëåêñiâ ç K. Áóäåìî íàçèâàòè k-êîìïëåêñ
îäíîðiäíèì, ÿêùî êîæíèé ñèìïëåêñ â K ùî ìà¹ ðîçìiðíiñòü ìåíøå íiæ k

¹ ãðàííþ äåÿêîãî iíøîãî ñèìïëåêñó â K. Íàçèâàòèìåìî n-ñêåëåòîì ñèì-

ïëiöiàëüíîãî êîìïëåêñó K ïiäìíîæèíó âñiõ ñèìïëåêñiâ K ùî ìàþòü ðîç-

ìiðíiñòü íå âèùå çà n, ïîçíà÷àòèìåìî éîãî Kn.
Äëÿ êîìïëåêñó K ïîçíà÷èìî ÷åðåç |K| îá'¹äíàííÿ âñiõ éîãî ñèìïëåêñiâ,

áóäåìî íàçèâàòè öåé ïðîñòið áàçîâèì ïðîñòîðîì êîìïëåêñó K. Ñèìïëiöi-
àëüíèé êîìïëåêñ L íàçèâà¹òüñÿ ïiäðîçáèòòÿì êîìïëåêñó K ÿêùî êîæíèé

ñèìïëåêñ L ìiñòèòüñÿ â äåÿêîìó ñèìïëåêñi K i |K| = |L|.
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Îçíà÷åííÿ 2.5. Âiäîáðàæåííÿ f : |K| → Rn íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì

(âiäíîñíî K) ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ñèìïëåêñó σ ∈ K çâóæåííÿ f |σ ¹ ëi-

íiéíîþ ôóíêöi¹þ. Âiäîáðàæåííÿ f : |K| → Rn íàçèâà¹òüñÿ êóñêîâî-

ëiíiéíèì, ÿêùî iñíó¹ òàêå ïiäðîçáèòòÿ L, ùî âiäîáðàæåííÿ f ëiíiéíå

âiäíîñíî L.

Âëàñòèâîñòi êóñêîâî-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåííÿ ìàþòü áàãàòî ñïiëüíîãî ç

âëàñòèâîñòÿìè ãëàäêèõ âiäîáðàæåíü, à òîìó ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ¨õ

ÿê ïðîìiæíèé êëàñ â äëÿ íàáëèæåííÿ.

Òåîðåìà Ñòîiëîâà. Íàãàäà¹ìî íàñòóïíi îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.6. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ïðî-

ñòîðàìè íàçèâà¹òüñÿ âiäêðèòèì, ÿêùî îáðàç f(U) äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨

ïiäìíîæèíè U ⊂ X ¹ âiäêðèòîþ ïiäìíîæèíîþ â Y .

Îçíà÷åííÿ 2.7. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið C íàçèâà¹òüñÿ òîòàëüíî íå-

çâ'ÿçíèì, ÿêùî âñi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi C ¹ îäíîòî÷êîâèìè ìíîæè-

íàìè.

Òèïîâèìè ïðèêëàäàìè òîòàëüíî íåçâ'ÿçíèõ ïðîñòîðiâ ¹: äèñêðåòíi ïðî-

ñòîðè, êàíòîðîâà ìíîæèíà, ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Q ç òîïîëîãi¹þ,

iíäóêîâàíîþ ç R.

Îçíà÷åííÿ 2.8. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ïðî-

ñòîðàìè X i Y íàçèâà¹òüñÿ ëåãêèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè y ∈ f(U)

ïîâíèé ïðîîáðàç f−1(p) ç òîïîëîãi¹þ, iíäóêîâàíîþ ç X, ¹ òîòàëüíî íå-

çâ'ÿçíèì ïðîñòîðîì.

Íàñòóïíà òåîðåìà, äîâåäåíà Ñòîiëîâèì (Sto��low), äà¹ òîïîëîãi÷íó õàðà-

êòåðèçàöiþ ãîëîìîðôíèõ âiäîáðàæåíü ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåííÿ ãîìåîìîð-

ôiçìàìè (äèâ. [47, p.121], [50, p.103]).

Òâåðäæåííÿ 2.3. Íåõàé çàäàíà âiäêðèòà îáëàñòü Ω ⊂ R2, à òàêîæ

ëåãêå, âiäêðèòå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : Ω → R2. Òîäi iñíó¹ ãîëî-

ìîðôíà ôóíêöiÿ h : U1 → U2, òà ïàðà ãîìåîìîðôiçìiâ s1 : Ω → U1 i
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s2 : U2 → s2(U2) ⊂ R2 òàêèõ, ùî f = s2 ◦ h ◦ s1.

Òåîðåìè ïðî ïðîäîâæåííÿ. Íàì çíàäîáëÿòüñÿ íàñòóïíi äîáðå âi-

äîìi òåîðåìè ïðî ïðîäîâæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.4 (òåîðåìàØåíôëiñà, [36], ñò. 65). Íåõàé Γ : S1 →
R2 - ïàðàìåòðèçàöiÿ äåÿêî¨ æîðäàíîâî¨ êðèâî¨, äå S1 = {z ∈ R2 : |z| = 1}.
Òîäi iñíó¹ ãîìåîìîðôiçì f : R2 → R2 òàêèé, ùî f |S1 = Γ.

Äîâåäåííÿ äèâ. [36, Ñ. 65-71].

Çàóâàæèìî, ùî öåé ðåçóëüòàò âiðíèé ëèøå ó äâîâèìiðíîìó âèïàäêó.

Âèêîíó¹òüñÿ òàêîæ êóñêîâî-ëiíiéíèé àíàëîã öi¹¨ òåîðåìè (see [36, Ch. 3,

Ch. 17]).

Òâåðäæåííÿ 2.5 (êóñêîâî-ëiíiéíà òåîðåìà Øåíôëiñà). Íåõàé

n ∈ {2, 3}, ∆ - íåâèðîäæåíèé ñèìïëåêñ â Rn, à f : ∂∆ → f(∂∆) ⊂ Rn

- êóñêîâî-ëiíiéíèé ãîìåîìîðôiçì. Òîäi iñíó¹ êóñêîâî-ëiíiéíèé ãîìåîìîð-

ôiçì h : ∆→ h(∆) ⊂ Rn òàêèé, ùî h|∂∆ = f .

Äîâåäåííÿ òàêîæ ìîæíà çíàéòè â [36].

Ñôîðìóëþ¹ìî òàêîæ áiëüø òåõíi÷íi ðåçóëüòàòè, äîâåäåííÿ ÿêèõ áóäå

äàíî â íàñòóïíîìó ðîçäiëi.

Ëåìà 2.1 (Ïðîäîâæåííÿ ç êiëüöÿ). Íåõàé ρ > 0, C - êîëî ðàäióñó

R > ρ ç öåíòðîì â 0 à âiäîáðàæåííÿ ψ : Oρ(C) → R2 - äèôåîìîðôiçì

êëàñó Ck. Ïðèïóñòèìî, ùî 0 /∈ ψ(Oρ(C)) i ùî â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ

(r, ϕ), äå âiäîáðàæåííÿ çàïèñàíî ÿê ψ(r, ϕ) = (ψr(r, ϕ), ψϕ(r, ϕ)), âèêîíó-

þòüñÿ íåðiâíîñòi ∂ψr/∂r > 0, ∂ψϕ/∂ϕ > 0. Òîäi äëÿ äåÿêîãî ε ∈ (0, ρ)

iñíó¹ Ψ : BR(0) ∪ Oε(C) → R2 � äèôåîìîðôiçì êëàñó Ck òàêèé, ùî

ψ|Oε(C) = Ψ|Oε(C).

Ëåìà 2.2 (Ëîêàëüíî óíiâàëåíòíå ïðîäîâæåííÿ). Íåõàé çàäàíà

îáìåæåíà îáëàñòü ç æîðäàíîâîþ êóñêîâî-ãëàäêîþ ãðàíèöåþ Ω i íåïåðåðâ-

íå ëîêàëüíî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ f : Ω → R2. Òîäi iñíó¹

âiäêðèòà ìíîæèíà U ⊃ Ω i ëîêàëüíî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ
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g : U → R2 òàêå, ùî g|Ω = f .

2.4. Äîâåäåííÿ äîïîìiæíèõ ðåçóëüòàòiâ

Êóñêîâî-ëiíiéíå íàáëèæåííÿ. Ñïî÷àòêó ìè äîâåäåìî ðåçóëüòàò

ïðî êóñêîâî-ëiíiéíå íàáëèæåííÿ ëîêàëüíî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèõ âiäîáðà-

æåíü. Äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ çà òàêîþ æ ñõåìîþ, ùî é äîâåäåííÿ òåîðåìè

ïðî íàáëèæåííÿ êóñêîâî-ëiíiéíèìè ãîìåîìîðôiçìàìè [36, pp. 46-51] i ñïè-

ðà¹òüñÿ íà êóñêîâî-ëiíiéíó òåîðåìó Øåíôëiñà.

Äëÿ òîãî ùîá ñôîðìóëþâàòè ëåìó íàì ïîòðiáíi äåÿêi ïîçíà÷åííÿ. Êîì-

áiíàòîðíîþ âiäñòàííþ ìiæ äâîìà âåðøèíàìè ñèìïëiöiàëüíîãî 1-êîìïëåêñó

íàçâåìî íàéìåíøó ìîæëèâó êiëüêiñòü ðåáåð ó øëÿõó ùî ç'¹äíó¹ öi âåðøè-

íè. Ïîçíà÷èìî êîìáiíàòîðíó âiäñòàíü ÷åðåç cdist(u, v). Äëÿ äâîõ ìíîæèí

âåðøèí U, V ïîçíà÷èìî cdist(U, V ) := maxu∈U,v∈V cdist(u, v). Ïðè öüîìó

êîìáiíàòîðíèì äiàìåòðîì U íàçâåìî âåëè÷èíó cdist(U,U).

Ëåìà 2.3. Íåõàé K1 - 1-êîìïëåêñ, d ∈ N, d > 3. Íåõàé íåïåðåðâíå

âiäîáðàæåííÿ f : |K1| → R2 ìà¹ òó âëàñòèâiñòü, ùî âîíî ¹ âçà¹ìíî

îäíîçíà÷íèì íà áóäü-ÿêîìó ïiäêîìïëåêñi K1 êîìáiíàòîðíîãî äiàìåòðó 6

d. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ êóñêîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ g : |K1| →
R2 ùî çàäîâîëüíÿ¹ òó ñàìó âëàñòèâiñòü òàêå, ùî ‖f − g‖ < ε i f(v) =

g(v) äëÿ âñiõ âåðøèí v ç K1.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ñóñiäíiõ âåðøèí v, w ïîçíà÷èìî ÷åðåç

vw ðåáðî ç âåðøèíàìè v i w. Ðîçãëÿíåìî òàêå ïiä-ðîçáèòòÿ L1 êîìïëåêñó

K1, ùî diam(f(vivj)) < ε/3 äëÿ áóäü-ÿêîãî ðåáðà vivj êîìïëåêñó L1. Íåõàé

vi - âåðøèíè L1, wi = f(vi), à Aij = f(vivj). Òîäi diam(Aij) < ε/3 i òîìó

äëÿ âñiõ x, y ∈ Oε/3(Aij) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü dist(x, y) < ε. Ïðîäîâæèìî

ôóíêöiþ cdist = cdistK1 íà âåðøèíè L1 íàñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé v i w -

äåÿêi âåðøèíè L1. ßêùî v i w - âåðøèíè K1, òî îçíà÷èìî cdistL1(v, w) =

cdistK1(v, w). ßêùî v íàëåæèòü ðåáðó v1v2 êîìïëåêñó K1, à w íàëåæèòü
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ðåáðó w1w2, òî âèçíà÷èìî cdistL1(v, w) = maxi,j cdistK1(vi, wi). Àíàëîãi÷íî

âèçíà÷à¹òüñÿ íîâà âiäñòàíü â äâîõ iíøèõ âèïàäêàõ. Öÿ ðîçøèðåíà ôóíêöiÿ

çàäîâiëüíÿ¹ ïîñëàáëåíó íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà d(a, c) 6 d(a, b) + d(b, c) +

1, àëå ìà¹ âàæëèâó âëàñòèâiñòü: ÿêùî ïiäêîìïëåêñ K1 ìà¹ êîìáiíàòîðíèé

äiàìåòð d, òî âiäïîâiäíèé ïiäêîìïëåêñ L1 òàêîæ ìà¹ êîìáiíàòîðíèé äiàìåòð

d (ó íîâîìó ñåíñi).

Âèçíà÷èìî Ni = Oεi(wi), äå εi âèáðàíi òàê, ùîá âèêîíóâàëèñü óìîâè:

(i) Ni ∩Nj = ∅ çà óìîâè dist(vi, vj) 6 d;

(ii) εi < ε/3;

(iii) Äëÿ äîâiëüíèõ òðüîõ âåðøèí vi, vk, vj, òàêèõ ùî dist(vi, vj) 6 d,

dist(vi, vk) 6 d i vjvk - ðåáðî, ïåðåòèí Ni ∩ Akj íåïóñòèé òiëüêè òîäi, êîëè

vk = vi àáî vj = vi.

Íåõàé xij - îñòàííÿ òî÷êà Aij (â ïîðÿäêó âiä wi), ÿêà ëåæèòü â Ni.

Íåõàé x′ij - ïåðøà òî÷êà Aij ïiñëÿ xij, ÿêà íàëåæèòü Nj. Íåõàé òàêîæ A′ij

- ÷àñòèíà êðèâî¨ Aij âiä xij äî x′ij. Òîäi êðèâi A
′
ij i A

′
kl íå ïåðåòèíàþòüñÿ

ïðè dist(vivj, vkvl) 6 d. Äàëi, ðîçãëÿíåìî δ-îêîëè A′ij, äå δ < ε/3 - òàêå, ùî

öi îêîëè íå ïåðåòèíàþòüñÿ êîëè âiäïîâiäíi A′ij íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Òîäi äëÿ

êîæíîãî ðåáðà vivj iñíó¹ ëàìàíà Bij â Oδ(A
′
ij), ùî ç'¹äíó¹ xij ç x

′
ij (äèâ. [36],

Òåîð.6.1). Çíà÷èòü, Bij i Bkl íå ïåðåòèíàþòüñÿ çà óìîâè dist(vivj, vkvl) 6 d.

Íåõàé òåïåð yij - îñòàííÿ òî÷êà â Bij, ùî ëåæèòü â Ni, à y′ij - ïåøï òî÷êà

â Bij, ïiñëÿ yij, ùî íàëåæèòü Nj. Îçíà÷èìî òåïåð B′ij ÿê ÷àñòèíó ëàìàíî¨

Bij âiä òî÷êè yij äî òî÷êè y′ij. Íàðåøòi, ïîêëàäåìî B
′′
ij = wiyij ∪ B′ij ∪

y′ijwj. Ëàìàíà B
′′
ij ç'¹äíó¹ wi ç wj. Ðåáðà vivj i vkvl ìîæóòü ïåðåòèíàòèñü

ïî êiíöÿì ëèøå çà óìîâè dist(vivj, vkvl) 6 d. Êðiì òîãî, B′′ij ⊂ Oε/3(Aij).

Îçíà÷èìî òåïåð g : |K1| → R2 íà êîæíîìó ðåáði g|vivj ÿê êóñêîâî-ëiíiéíèé

ãîìåîìîðôiçì, ÿêèé ïåðåâîäèòü vivj â B′′ij, òî÷êó vi â òî÷êó wi i òî÷êó vj â

òî÷êó wj. Òîäi g âîëîäi¹ áàæàíîþ âëàñòèâiñòþ i iíòåðïîëþ¹ f â âåðøèíàõ

K1. Äëÿ òîãî ùîá ïîêàçàòè, ùî g ¹ ε-íàáëèæåííÿì äî f , ïîìiòèìî, øî ïðè

x ∈ vivj îáèäâi òî÷êè f(x) i g(x) ëåæàòü â Oε/3(Aij), îòæå |f(x) − g(x)| <
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ε.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ðåçóëüòàò ìè äîâåäåìî íàñòóïíó ëåìó.

Ëåìà 2.4. Íåõàé K - ïëîñêèé ñèìïëiöiàëüíèé êîìïëåêñ i f : |K| → R2 -

ëîêàëüíî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi äëÿ êîæíîãî

ε > 0 iñíó¹ ëîêàëüíî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå êóñêîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

g : |K| → R2 òàêå, ùî ‖f − g‖|K| < ε.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ |K| òàêèé ¨¨

îêië Oε(x), ùî çâóæåííÿ f |Oε(x) âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå. Ñiìåéñòâî òàêèõ îêî-

ëiâ óòâîðþ¹ ïîêðèòòÿ, îòæå ìè ìîæåìî îáðàòè ñêií÷åííå ïiä-ïîêðèòòÿ.

Íåõàé δ - ÷èñëî Ëåáåãà öüîãî ïîêðèòòÿ. Íåõàé òàêîæ L - òàêå ïiä-ðîçáèòòÿ

êîìïëåêñó K, ùî äëÿ êîæíîãî òðèêóòíèêà σ ∈ L âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

diam(σ) < δ/3 i diam(f(σ)) < ε/3. Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî òðèêóòíèêà

σ ∈ L ïîçíà÷èìî ÷åðåç D(σ) ìíîæèíó óñiõ âåðøèí L íà êîìáiíàòîðíié

âiäñòàíi íå áiëüøå 3 âiä σ, íå âêëþ÷àþ÷è âåðøèíè ñàìîãî òðèêóòíèêà σ.

Äàëi, ïîêëàäåìî

θσ =
1

3
min {ε, d(f(σ), f(D(σ)))} .

Íàðåøòi, ïîêëàäåìî δ1 = minσ θσ.

Íåõàé g1 : |L1| → R2 - δ1-íàáëèæåííÿ äî f , ïîáóäîâàíå â ëåìi 2.3 ïðè

d = 3. Òîäi, â ñèëó êóñêîâî-ëiíiéíî¨ òåîðåìè Øåíôëiñà, iñíó¹ ïðîäîâæåííÿ

âiäîáðàæåííÿ g1 äî êóñêîâî-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ g : |L| → R2 òàêîãî,

ùî âîíî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå íà êîæíîìó òðèêóòíèêó. Äîêàæåìî ñïî÷àòêó,

ùî g ¹ ε-íàáëèæåííÿì äî f . Ìè çíà¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî òðèêóòíèêà σ ∈ L
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü diam(f(σ)) < ε/3. Îñêiëüêè δ1 < ε/3, òî g(∂σ) ⊂
Oε/3(f(σ)). Ç òîãî, ùî g|σ ¹ ãîìåîìîðôiçìîì âèïëèâà¹ òàêîæ, ùî g(σ) ⊂
Oε/3(f(σ)). Îòæå, äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ σ, òî÷êè f(x) i g(x) îáèäâi

ëåæàòü â îêîëi Oε/3(f(σ)), çâiäêè ìà¹ìî |f(x)− g(x)| < ε.

Äîâåäåìî òåïåð, ùî ïîáóäîâàíå âiäîáðàæåííÿ ëîêàëüíî âçà¹ìíî îäíî-

çíà÷íå. Íåõàé σ1 i σ2 - äâà ðiçíèõ òðèêóòíèêè êîìïëåêñó L ç íåïîðî-
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æíiì ïåðåòèíîì. ßêùî σ1 = σ2, òî äîâîäèòè íi÷îãî, îñêiëüêè çâóæåí-

íÿ g íà σ1 ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. Â iíøîìó âèïàäêó êîìáiíàòîðíèé äiàìåòð

ïiäêîìïëåêñó σ1 ∪ σ2 ðiâåí 2, çâiäêè g1 - âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå íà ìíîæèíi

∂σ1∪ ∂σ2. Çíà÷èòü g(∂σ1)∩ g(∂σ2) = g(∂σ1∩ ∂σ2), çâiäêè àáî g(σ1) ⊂ g(σ2)

àáî g(σ1) ∩ g(σ2) = g(σ1 ∩ σ2). Ó âèïàäêó g(σ1) ⊂ g(σ2), íåõàé x -

îäíà ç âåðøèí òðèêóòíèêà σ1 ÿêà íå ¹ âåðøèíîþ òðèêóòíèêà σ2. Òîäi

g(x) ∈ g(σ1) ⊂ g(σ2) ⊂ Oδ1(f(σ2)), çâiäêè

d(f(D(σ2)), f(σ2)) 6 d(f(x), f(σ2)) < d(g(x), f(σ2)) + δ1 < 2δ1,

ùî ñóïåðå÷èòü âèáîðó δ1.

Ëåìè ïðî ïðîäîâæåííÿ. Äîâåäåìî òåïåð ëåìè ïðî ïðîäîâæåííÿ.

Ëåìà 2.1 (Ïðîäîâæåííÿ ç êiëüöÿ). Íåõàé ρ > 0, C - êîëî ðàäióñó

R > ρ ç öåíòðîì â 0 à âiäîáðàæåííÿ ψ : Oρ(C) → R2 - äèôåîìîðôiçì

êëàñó Ck. Ïðèïóñòèìî, ùî 0 /∈ ψ(Oρ(C)) i ùî â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ

(r, ϕ), äå âiäîáðàæåííÿ çàïèñàíî ÿê ψ(r, ϕ) = (ψr(r, ϕ), ψϕ(r, ϕ)), âèêîíó-

þòüñÿ íåðiâíîñòi ∂ψr/∂r > 0, ∂ψϕ/∂ϕ > 0. Òîäi äëÿ äåÿêîãî ε ∈ (0, ρ)

iñíó¹ Ψ : BR(0) ∪ Oε(C) → R2 � äèôåîìîðôiçì êëàñó Ck òàêèé, ùî

ψ|Oε(C) = Ψ|Oε(C).

Äîâåäåííÿ. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi áóäåìî ââàæàòè, ùî R = 1, à

ρ < 1/10. ïîêëàäåìî

Ψ1(r, ϕ) = (ψr(r, ϕ)ω1(r), ψ
ϕ(r, ϕ)

i

Ψ2(r, ϕ) = Ψ1(ω2(r), ϕ),

äå ωi(t) - ãëàäêi ôóíêöi¨ êëàñó C∞ ç íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:

• ω1(1− ρ) = 0;

• ω′1(t) > 0 äëÿ t ∈ (1− ρ, 1− ρ/2);

• ω1(t) = 1 äëÿ t > 1− ρ/2;
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• ω′2(t) > 0 äëÿ t > 0;

• ω2(t) = t äëÿ t > 1− ρ/2;
• ω2(0) = 1− ρ.

Òîäi

JΨ1
(r, ϕ) = ω1(r)Jψ(r, ϕ) + ω′1(r)ψ

r∂ψ
ϕ

∂ϕ
> 0,

i

JΨ2
(r, ϕ) = JΨ1

(ω2(r), ϕ)ω′2(r) > 0.

Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ Ψ1 îäíîçíà÷íå íà êiëüöi {(r, ϕ) :

1− ρ < r < 1}. Ñïðàâäi, íåõàé α ∈ R, òîäi ç óìîâè ∂ψϕ/∂ϕ > 0 âèïëèâà¹,

ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî r ∈ (1− ρ, 1) iñíó¹ ¹äèíå ÷èñëî f(r) (mod 2π) òàêå, ùî

ψϕ(r, f(r)) = α. Îñêiëüêè ψ - äèôåîìîðôiçì, âiäîáðàæåííÿ f òàêîæ ìà¹

áóòè íåïåðåðâíèì. Áiëüø òîãî, âiäîáðàæåííÿ ψr(r, f(r)) íåïåðåðâíå i ií'¹-

êòèâíå, îòæå âîíî ñòðîãî çðîñòà¹ çà r (íå ñïàäíå, áî iíàêøå ψ áóäå âiäîáðà-

æàòè çîâíiøíþ ÷àñòèíó ãðàíèöi íà âíóòðiøíþ, ùî ñóïåðå÷èòü ∂ψr/∂r > 0).

ßêùî äëÿ äåÿêèõ r1, ϕ1 i r2, ϕ2 âèêîíó¹òüñÿ Ψ1(r1, ϕ1) = Ψ1(r2, ϕ2), òî

ψϕ(r1, ϕ1) = ψϕ(r2, ϕ2) = α, çâiäêè ϕ1 = f(r1), ϕ2 = f(r2). Ç öüîãî âè-

ïëèâà¹, ùî

ψr(r1, f(r1))ω1(r1) = ψr(r2, f(r2))ω2(r2),

îòæå r1 = r2, îñêiëüêè ôóíêöiÿ ψr(r, f(r))ω1(r) ìîíîòîííà. Ðàçîì ç öüîãî

ñëiäó¹, ùî Ψ2 - Ck-äèôåîìîðôiçì äåÿêîãî ïðîêîëîòîãî îêîëó 0, i ïðîäîâæó¹

ψ, à òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi ∂Ψr
2/∂r > 0 òà ∂Ψϕ

2/∂ϕ > 0. Êðiì òîãî,

âiäîáðàæåííÿ Ψ2 - âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå íà B1(0) i Ψ2(0) = 0.

Äàëi, íåõàé d < 1/10 òàêå, ùî Bd(0)∩ψ(Oρ(C)) = ∅. Âèçíà÷èìî α(r, ϕ)

çà ðiâíiñòþ

Ψr
2(α(r, ϕ), ϕ) = r, r < d.

Öÿ ðiâíiñòü ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, áî ∂Ψ2/∂r > 0. Êðiì òîãî, çàñòîñóâàâøè

òåîðåìó ïðî íåÿâíó ôóíêöiþ äî

F (α, r, ϕ) = Ψr
2(α(r, ϕ), ϕ)− r
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ìè îòðèìó¹ìî ùî âiäîáðàæåííÿ α íàëåæèòü êëàñó Ck i ìîíîòîííî çðîñòà¹

çà r. Ðîçãëÿíåìî

β(r, ϕ) =

r∫
0

(∂α
∂r

(s, ϕ)ω3(s) + c(ϕ)(1− ω3(s)) + (1− c(ϕ))ω4(s)
)
ds,

äå ω3(t) = 1 ïðè t < d/2, ω3(t) = 0 ïðè t > d, ω4(t) = 1 ïðè t > 1 − ρ/2,
ω4(t) = 0 ïðè t < 1 − ρ, i c(ϕ) âèáðàíî òàê, ùî β(1, ϕ) ≡ 1. Îñêiëüêè

òàêîæ α(d, ϕ) < 1− ρ, çâiäñè ëåãêî âèâåñòè, ùî c(ϕ) > 0 i ∂β/∂r > 0. Òîäi

âiäîáðàæåííÿ Ψ3, âèçíà÷åíå ðiâíiñòþ

Ψ3(r, ϕ) = Ψ2(β(r, ϕ), ϕ),

¹ äèôåîìîðôiçìîì êëàñó Ck ïðîêîëîòîãî îêîëó 0, ùî ïðîäîâæó¹ ψ i çàäî-

âîëüíÿ¹ Ψr
3(r, ϕ) = r ïðè r < d/2.

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ γ(r, ϕ) ðiâíiñòþ

Ψϕ
3 (r, γ(r, ϕ)) = ϕ

ïðè r < d/3 (âîíî âèçíà÷åíî çà ìîäóëåì 2π, àëå ìè ìîæåìî âèäiëèòè ÿêóñü

íåïåðåðâíó ãiëêó). Ïðîäîâæèìî öå âiäîáðàæåííÿ íà âñi äiéñíi ϕ çà ôîðìó-

ëîþ

γ(r, ϕ+ 2lπ) = γ(r, ϕ) + 2lπ.

Ðîçãëÿíåìî

δ(r, ϕ) = γ(r, 0) + ω5(r)(γ(r, ϕ)− γ(r, 0)) + (1− ω5(r))ϕ,

äe ω5(t) - ôóíêöiÿ êëàñó C∞ òàêà, ùî ω5(t) ∈ [0, 1], i ω5(t) = 0 ïðè t ∈
[0, d/5], à òàêîæ ω5(t) = 1 ïðè t > d/4. Äàëi, âèçíà÷èìî ∆ ÿê

∆(r, ϕ) = γ(r, 0)ω6(r) + ϕ,

ïðè r < d/6 i

∆(r, ϕ) = δ(r, ϕ), r > d/6,
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äå ω6(t) = 0, t < d/8 òà ω6(t) = 1, t > d/7. Òîäi âiäîáðàæåííÿ Ψ, âèçíà÷åíå

ðiâíiñòþ

Ψ(r, ϕ) = Ψ3(r,∆(r, ϕ)),

¹ äèôåîìîðôiçìîì êëàñó Ck íà B1(0) ∪ Oρ(C) \ 0 i çáiãà¹òüñÿ ç òîòîæíiì

âiäîáðàæåííÿì ïðè r < d/8, îòæå äà¹ Ck-äèôåîìîðôiçì íà B1(0) ∪Oρ(C)

i çà ïîáóäîâîþ Ψ ïðîäîâæó¹ ψ.

Ëåìà 2.2 (Ëîêàëüíî óíiâàëåíòíå ïðîäîâæåííÿ). Íåõàé çàäàíà

îáìåæåíà îáëàñòü ç æîðäàíîâîþ êóñêîâî-ãëàäêîþ ãðàíèöåþ Ω i íåïåðåðâ-

íå ëîêàëüíî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ f : Ω → R2. Òîäi iñíó¹

âiäêðèòà ìíîæèíà U ⊃ Ω i ëîêàëüíî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ

g : U → R2 òàêå, ùî g|Ω = f .

Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî äîñòàòíüî ïîáóäóâàòè ïðîäîâæåííÿ ÷åðåç êî-

æíó êîìïîíåíòó ãðàíèöi. Îòæå, âíàñëiäîê òåîðåìèØåíôëiñà, ìîæåìî ââà-

æàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ âèçíà÷åíî íà êiëüöi Ω = {z : 1 − ε 6 |z| 6 1}, i
íàì ïîòðiáíî ïðîäîâæèòè éîãî íà {z : 1− ε 6 |z| 6 1 + δ}.

Çáiëüøóþ÷è ïðè íåîáõiäíîñòi ε, ìîæåìî òàêîæ ââàæàòè, ùî äëÿ äåÿêî-

ãî äîñòàòíüî âåëèêîãî N ∈ N, âiäîáîðàæåííÿ f îäíîçíà÷íå íà êîæíîìó

ñåêòîði Sk ∩ Ω, äå

Sk = {z ∈ C \ {0} : arg(z) ∈ [2πk/(3N), 2π(k + 3)/(3N)]}.

K1

|z| = 1− ε

|z| = 1 + δ

K2

|z| = 1− ε

|z| = 1 + δ
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Ðèñ. 1. Ìíîæèíè K1 i K2 äëÿ N = 20.

Íåõàé

K1 = Ω ∪ {z : |z| ∈ [1, 1 + δ], 3N arg(z)/2π ∈ Z}

i ïðîäîâæèìî f òàê, ùîá âîíî çàëèøèëîñü îäíîçíà÷íèì íà êîæíîìó íîâîìó

ñåêòîði

{z ∈ K1 : arg(z) ∈ [2πk/(3N), 2π(k + 3)/(3N)]}.

Äëÿ öüîãî ïîêëàäåìî

Ck = {z ∈ C \ {0} : arg(z) ∈ [2π(k − 1)/(3N), 2π(k + 1)/(3N)]}

i zk = f(e2πik/(3N)), k = 0, . . . , 3N − 1 i îçíà÷èìî æîðäàíîâi êðèâi γk :

[0, 1] → R2 òàêèì ÷èíîì, ùîá γk(0) = zk i γk([0, 1]) ∩ f(Ck ∩ Ω) = {zk}.
Íåõàé ε1 > 0 òàêå, ùî γk([0, ε1]) íå ïåðåòèíàþòüñÿ, êîëè âiäïîâiäíi zk íå

çáiãàþòüñÿ. Äàëi, ðîçãëÿíåìî ïðîäîâæåííÿ çàäàíå

f((1 + t)e2πik/(3N)) = γk(tε1/δ).

Äàëi, ïîçíà÷èìî K2 = K1 ∪ {z : |z| = 1 + δ} i ïðîäîâæèìî f íà K2,

òàêèì ÷èíîì, ùîá f áóëî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì íà Ck ∩K2. Ìè ïîáóäó¹ìî

ïðîäîâæåííÿ íà

Fk = {z ∈ C : |z| = 1, arg(z) ∈ [2πk/(3N), 2π(k + 1)/(3N)]}

çà iíäóêöi¹þ ïî k = 1, . . . , 3N . Ïîçíà÷èìî tk = f((1 + δ)e2πik/(3N)). Íà

ìíîæèíi F1 ïîáóäó¹ìî ïðîäîâæåííÿ òàê, ùîá âîíî áóëî âçà¹ìíî îäíîçíà-

÷íèì íà S0 ∩K2 i ìíîæèíà f(C1 ∩K2) ëåæàëà â íåîáìåæåíié êîìïîíåíòi

R2rf(C1∩K2∩{|z| > 1}). Íåõàé øóêàíå ïðîäîâæåííÿ âæå áóëî ïîáóäîâàíå
äëÿ F1, . . . , Fl, l < 3N−1. Ïðîñòið R2 \f(Cl+1) ìà¹ äâi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíî-

ñòi (äèâ., íàïðèêëàä, Th. 1.2.14 â [7]), i òî÷êà tl+1 íàëåæèòü íåîáìåæåíié

êîìïîíåíòi, îòæå iñíó¹ øëÿõ ùî ç'¹äíó¹ ¨¨ ç òî÷êîþ tl òàêèé, ùî f(Cl∩K2)

íàëåæèòü íåîáìæåíié êîìïîíåíòi R2 r f(Cl ∩K2 ∩ {|z| > 1}) � öå i áóäå
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øóêàíèì ïðîäîâæåííÿì íà Fl+1. Íà ïåðåäîñòàííié ÷àñòèíi ìè òàêîæ ìà¹-

ìî ïðîñëiäêóâàòè çà òèì, ùîá ïðîäîâæåííÿ áóëî îäíîçíà÷íèì íà S−1. Íà

îñòàííié ÷àñòèíi, ìè ç'¹äíà¹ìî t0 ç t1, âèìàãàþ÷è ùîá ïðîäîâæåííÿ áóëî

âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì íà S−1, ùî çàâæäè ìîæíà çðîáèòè, îñêiëüêè âèõiäíå

âiäîáðàæåííÿ áóëî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì íà S−1.

Íàðåøòi, ïðîäîâæèìî âiäîáðàæåííÿ íà âñþ ìíîæèíó

{z : 1− ε 6 |z| 6 1 + δ}

âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Øåíôëiñà äî êîæíîãî ñåêòîðó

{z ∈ K2 : |z| ∈ [1, 1 + δ], arg(z) ∈ [2πk/(3N), 2π(k + 1)/(3N)]}.

Ðåçóëüòàòíå âiäîáðàæåííÿ áóäå ëîêàëüíî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì. Ñïðàâäi,

â óñiõ íîâèõ òî÷êàõ, äëÿ ÿêèõ 3N arg(z)/2π /∈ Z, âîíî ëîêàëüíî âçà¹ìíî

îäíîçíà÷íèì çà òåîðåìîþØåíôëiñà. Â óñiõ iíøèõ òî÷êàõ, òîáòî â òî÷êàõ çi

ñïiëüíî¨ ãðàíèöi äâîõ ñóñiäíiõ ñåêòîðiâ, âiäîáðàæåííÿ ¹ ëîêàëüíî âçà¹ìíî

îäíîçíà÷íèì, îñêiëüêè âíóòðiøíîñòi êðèâèõ

f({z ∈ K2 : |z| ∈ [1, 1 + δ], arg(z) ∈ [2πk/(3N), 2π(k + 1)/(3N)]})

íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

2.5. Íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè äëÿ iñíóâàííÿ íàáëèæåíü

2.5.1. Äîâåäåííÿ íåîáõiäíî¨ óìîâè. Íàãàäà¹ìî ôîðìóëþâàííÿ

òåîðåìè ïðî íåîáõiäíó óìîâó.

Òåîðåìà 2.3. ßêùî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : Ω → R2 ìîæíà ÿê

çàâãîäíî äîáðå íàáëèçèòè âiäîáðàæåííÿìè êëàñó C1 ç íåâiä'¹ìíèì ÿêîái-

àíîì, òî äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ïiäìíîæèíè U ⊂ Ω i äîâiëüíî¨ òî÷êè

p ∈ f(U) \ f(∂U) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü deg(f, U, p) > 0.
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Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî âiäêðèòó ìíîæèíó U ⊂ Ω i äîâiëüíó òî÷êó

p ∈ f(U) \ f(∂U). Ïîêëàäåìî ε = dist(p, f(∂U))/2. Íåõàé g : Ω → Rn -

âiäîáðàæåííÿ êëàñó C1 ç íåâiä'¹ìíèì ÿêîáiàíîì òàêå, ùî ‖f − g‖Ω < ε.

Òîäi, çãiäíî âëàñòèâîñòi (II) ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü deg(f, U, p) = deg(g, U, p).

Îñêiëüêè ìíîæèíà ðåãóëÿðíèõ çíà÷åíü âiäîáðàæåííÿ êëàñó C1 âñþäè ùiëü-

íå, òî iñíó¹ ðåãóëÿðíå çíà÷åííÿ p′ â òié ñàìié êîìïîíåíòi Rn \ g(∂U) ùî

é p, çâiäêè â ñèëó (III) âèêîíàíà ðiâíiñòü deg(g, U, p) = deg(g, U, p′). Àëå

òîäi ç îçíà÷åííÿ òîïîëîãi÷íî¨ ñòåïåíi ãëàäêîãî âiäîáðàæåííÿ ñëiäó¹, ùî

deg(g, U, p′) > 0. Çíà÷èòü òàêîæ i deg(f, U, p) > 0.

2.5.2. Äîâåäåííÿ äîñòàòíiõ óìîâ ó äâîâèìiðíîìó âèïàäêó.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1, íàì çíàäîáèòüñÿ äåêiëüêà äîïîìiæíèõ ðåçóëü-

òàòiâ.

Ëåìà 2.5. Íåõàé A,B : R2 → R2 � ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ. Ïðèïóñòè-

ìî, ùî det(A) > 0, det(B) > 0, i iñíó¹ íåíóëüîâèé âåêòîð x òàêèé, ùî

Ax = Bx. Òîäi

det(αA+ βB) > 0

äëÿ äîâiëüíèõ α > 0, β > 0.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè âñi óìîâè ëåìè íå çìiíþþòüñÿ ïðè çàìiíi A,B 7→
CA,CB, äå det(C) > 0, òî, âèáèðàþ÷è C = B−1, áà÷èìî, ùî çàäà÷à çâî-

äèòüñÿ äî âèïàäêó êîëè B = I, à îòæå Ax = x. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âëàñíèõ

çíà÷åíü ìàòðèöi A ìà¹ìî λ1 = 1, λ2 = det(A) > 0.

det(αA+ βI) = (αλ1 + β)(αλ2 + β) > 0,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Ëåìà 2.6. Íåõàé K � ñèìïëiöiàëüíèé êîìïëåêñ â R2, f : |K| → R2 -

ëîêàëüíî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ êóñêîâî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ ãëàäêå âiäîáðàæåííÿ g : |K| → R2 êëàñó

C1 ç íåíóëüîâèì ÿêîáiàíîì òàêå, ùî ‖f − g‖|K| < ε.
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Proof: Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ìîæíà ïðîäîâæèòè f íà äåÿêèé êîìïëåêñ

K′ ⊃ K òàê, ùîá |K| ìiñòèâñÿ ó âíóòðiøíîñòi |K′| i ïðîäîâæåííÿ f çàëè-

øàëîñü ëîêàëüíî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì. Íåõàé a > 0 òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî

x ∈ |K| êóëÿ Ba(x) ìiñòèòüñÿ â |K′| (òàêå ÷èñëî iñíó¹ âíàñëiäîê êîìïàêòíî-
ñòi |K|). Ââàæàòèìåìî òàêîæ, ùî f çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ.

Íàãàäà¹ìî, ùî ñòàíäàðòíà ãëàäêà ôóíêöiÿ êëàñó C∞ ç êîìïàêòíèì íî-

ñi¹ì çàäà¹òüñÿ ÿê

ω(x) =

c exp(− 1
1−|x|2 ), ÿêùî |x| < 1,

0, iíàêøå,

i

ωδ(x) = δ−2ω
(x
δ

)
.

Äëÿ äîâiëüíîãî 0 < δ < a, çãîðòêà f ∗ ωδ, çàäàíà ôîðìóëîþ

f ∗ ωδ(x) =

∫
Bδ(x)

f(y)ωδ(x− y)dy,

¹ ãëàäêèì âiäîáðàæåííÿì êëàñó C∞ ùî ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî f , ïðè

δ → 0. Îñêiëüêè ∫
R2

xω(x, y)dxdy =

∫
R2

yω(x, y)dxdy = 0,

ìè ìà¹ìî, ùî ÿêùî f ëiíiéíà íà Bδ(x), òî f ∗ ωδ(x) = f(x). çàóâàæèìî òà-

êîæ, ùî ÿêùî Bδ(x) ïåðåòèíà¹ ëèøå äâà òðèêóòíèêè ç K, òî D(f ∗ ωδ)(x)

¹ îïóêëîþ êîìáiíàöi¹þ äâîõ ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü, i ÿê ëåãêî ïåðåâiðèòè,

öi ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ çàäîâiëüíÿþòü óìîâè ëåìè 2.5. Îòæå, â öüîìó âè-

ïàäêó Jf∗ωδ(x) > 0.

Íåõàé δ1 > 0 òàêå, ùî äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè vi êîìïëåêñó K âèêîíó¹-

òüñÿ diam(f(Bδ1(vi))) < ε, ìíîæèíè Bδ1(vi) ïîïàðíî íå ïåðåòèíà¹òüñÿ, i

Bδ1(vi) ïåðåòèíà¹ K1 ëèøå ïî ðåáðàì, ùî ìàþòü vi îäíèì iç êiíöiâ. Íåõàé
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δ òàêå, ùî |f(x) − f(y)| < ε ïðè |x − y| < δ. Íåõàé δ2 < δ òàêå, ùî äëÿ

x ∈ K \
⋃
vi∈K0 Bδ1/2(vi) ìíîæèíà Bδ2(x) ïåðåòèíà¹ K íå áiëüøå íiæ â äâîõ

òðèêóòíèêàõ.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ âåðøèíè v ∈ K0 ôóíêöiÿ g = f ∗ωδ2
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ëåìè 2.1 íà êiëüöi Bδ1(v) \ Bδ1/2(v). Äëÿ ñïðîùåííÿ

ìiðêóâàíü, ïðèïóñòèìî, ùî v = f(v) = 0. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî âiä-

îáðàæåííÿ g îäíîçíà÷íå íà U = Bδ1(v) \ Bδ1/2(v). Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî,

ùî g(x) = g(y). Òîäi àáî Bδ2(x) àáî Bδ2(y) ìà¹ ïåðåòèíàòè äåÿêå ðåáðî

K1, îñêiëüêè iíàêøå f(x) = g(x) = g(y) = f(y), ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi

ùî f âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå íà êîæíîìó òðèêóòíèêó. Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè

x i y ïðè íåîáõiäíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî Bδ2(x) ïåðåòèíà¹ äåÿêå ðå-

áðî. Çìåøèâøè ïðè íåîáõiäíîñòi çíà÷åííÿ δ2, ìîæåìî òàêîæ ââàæàòè, ùî

g(σ ∩ U) ∩ g(σ′ ∩ U) = ∅ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïàðè òðèêóòíèêiâ σ, σ′ äëÿ êî-

òðèõ σ ∩σ′ = {0}. Îòæå, äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè x i y ëåæàòü
ó îá'¹äíàííi äâîõ òðèêóòíèêiâ σ1 i σ2 çi ñïiëüíîþ âåðøèíîþ â 0. Çíîâó

òàêè çìåíøóþ÷è çíà÷åííÿ δ2 ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

g(Oδ2(e) ∩ U) ∩ g(σ ∩ U) = ∅ äëÿ êîæíî¨ ïàðè ç ðåáðà e òà òðèêóòíèêà σ

ùî çàäîâîëüíÿþòü σ∩e = {0}. Íåõàé e - ñïiëüíå ðåáðî òðèêóòíèêiâ σ1 i σ2,

à e′ - ñïiëüíå ðåáðî òðèêóòíèêiâ f(σ1) i f(σ2). Ââåäåìî ñèñòåìè êîîðäèíàò

(u,w) i (u′, w′) òàê, ùîá íàïðÿìîê u çáiãàâñÿ ç íàïðÿìêîì e à íàïðÿìîê u′

çáiãàâñÿ ç íàïðÿìêîì e′, i çàïèøåìî g(u, v) = (gu
′
(u, v), gv

′
(u, v)). Ïðîñòèé

ïiäðàõóíîê ïîêàçó¹, ùî gv
′
òiëüêè çàëåæèòü âiä v, i ¹ ìîíîòîííîþ ôóíêöi-

¹þ âiä v, îòæå v-êîîðäèíàòè òî÷îê x i y ìàþòü çáiãàòèñÿ. Áiëüøå òîãî, ïðè

ôiêñîâàíîìó v, ôóíêöiÿ gu
′
ìîíîòîííà çà u, îòæå i u-êîîðäèíàòè òî÷îê x i y

òàêîæ çáiãàþòüñÿ. Àíàëîãi÷íî òàêîæ ïåðåâiðÿþòüñÿ íåðiâíîñòi ∂gr/∂r > 0

i ∂gϕ/∂ϕ > 0 íà âiäïîâiäíîìó êiëüöi.

Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 2.1 äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè v ìè ìîæåìî

ïðîäîâæèòè g = f ∗ωδ2 ç Bδ1(v)\Bδ1/2(v) íà Bδ1(v). Îñêiëüêè ÿêîáiàí çáåði-

ãàþ÷îãî îði¹íòàöiþ äèôåîìîðôiçìà äîäàòíié, ìè îòðèìó¹ìî, øî Jg(x) > 0
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äëÿ âñiõ x. Êðiì òîãî, çà îçíà÷åííÿì δ, ïðè x ∈ |K|\
⋃
Bδ1/2(vi) âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü |f(x) − g(x)| = |f(x) − f ∗ ωδ(x)| < ε. Äëÿ òî÷êè x ∈ Bδ1(vi)

ç âëàñòèâîñòi ïðîäîâæåííÿ âèïëèâà¹, ùî g(x), f(x) ∈ f(Bδ1(vi)), îòæå

âèêîðèñòîâóþ÷è diam(f(Bδ1(vi))) < ε, îòðèìó¹ìî, ùî |f(x) − g(x)| < ε, à

îòæå g äà¹ øóêàíå íàáëèæåííÿ.

Òåïåð ìè ìîæåìî äîâåñòè òåîðåìè 2.1 i 2.4.

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé Ω ⊂ R2 � îáìåæåíà îáëàñòü, à f : Ω→ R2 � íå-

ïåðåðâíå, ëîêàëüíî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ, ùî çáåðiãà¹ îði¹í-

òàöiþ. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå ïîëiíîìiàëüíå âiäîáðàæåííÿ

p : Ω→ R2 ç äîäàòíèì ÿêîáiàíîì íà Ω, ùî ‖f − p‖Ω < ε.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè Ω çáiãà¹òüñÿ ç |K| äëÿ
äåÿêîãî ñèìïëiöiàëüíîãî êîìïëåêñó K. Ç ëåì 2.4 i 2.6 ìè áà÷èìî, ùî iñíó¹

âiäîáðàæåííÿ g : Ω→ R2 êëàñó C1 ç íåíóëüîâèì ÿêîáiàíîì òàêå, ùî ‖f −
g‖Ω < ε/2. Îñêiëüêè Ω � êîìïàêò, òî iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî |Jg(x)| > δ äëÿ

âñiõ x ∈ Ω. Âèçíà÷èìî

M = max

{∥∥∥∥ ∂gi∂xj

∥∥∥∥
Ω

: 1 6 i, j 6 2

}
.

Îñêiëüêè Ω = |K| çàäîâîëüíÿþ óìîâè òåîðåìè 2 [2], iñíó¹ òàêå ïîëiíîìi-

àëüíå âiäîáðàæåííÿ p : Ω→ R2, ùî ‖g − p‖ < ε/2 i∥∥∥∥ ∂gi∂xj
− ∂pi
∂xj

∥∥∥∥
Ω

< max(2M,
δ

8M
).

Òîäi ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ‖f − p‖Ω < ε i |Jp(x)| > 0.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð çàãàëüíèé âèïàäîê. Çà ëåìîþ 2.2 iñíó¹ âiäêðèòà ìíî-

æèíà U ⊃ Ω òà ëîêàëüíî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ f ′ : U → R2

òàêi, ùî f ′|Ω = f . Òîäi ìè ìîæåìî çíàéòè òàêèé ñèìïëiöiàëüíèé êîìïëåêñ

K, ùî U ⊃ |K| ⊃ Ω i çàñòîñîâóþ÷è ïîïåðåäíié âèïàäîê äî f ′ òà |K| îòðè-
ìà¹ìî ïîòðiáíå íàáëèæåííÿ.
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Òåîðåìà 2.4. Íåõàé ∆ - îáìåæåíà îáëàñòü i f : ∆→ R2 - ëåãêå íåïå-

ðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè

U òàêî¨, ùî U ⊂ ∆ i áóäü-ÿêî¨ òî÷êè p ∈ f(U) \ f(∂U) âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü deg(f, U, p) > 0.

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ îáëàñòi Ω òàêî¨, ùî Ω ⊂ ∆ i áóäü-ÿêîãî ε > 0, iñíó¹

âiäîáðàæåííÿ g : Ω → R2 êëàñó C∞ ç íåâiä'¹ìíèì ÿêîáiàíîì òàêå, ùî

‖f − g‖Ω < ε.

Ïðè öüîìó, ÿêùî îáëàñòü ∆ � îäíîçâ'ÿçíà, òî iñíó¹ ïîëiíîìiàëüíå

âiäîáðàæåííÿ g ç òèìè ñàìèìè âëàñòèâîñòÿìè.

Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ F : X → R2 íàçèâà¹òüñÿ

êâàçi-âiäêðèòèì (äèâ. [50, p.110]), ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ F (X) i äî-

âiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè V ùî ìiñòèòü êîìïàêòíó êîìïîíåíòó F−1(y), y

íàëåæèòü äî âíóòðiøíîñòi F (V ). Çàóâàæèìî, ùî f êâàçi-âiäêðèòå. Ñïðàâ-

äi, äëÿ êîæíîãî x ∈ ∆ i V ùî ìiñòèòü êîìïàêòíó êîìïîíåíòó f−1(f(x)),

iñíó¹ äåÿêà âiäêðèòà ïiäìíîæèíà V0 ⊂ V òàêà, ùî ∂V0 ∩ f−1(f(x)) = ∅.

Òîäi ìè ìà¹ìî, ùî deg(f, V0, f(x)) > 0. Îòæå, çà âëàñòèâîñòÿìè (III) i (IV)

òîïîëîãi÷íî¨ ñòåïåíi ìè îòðèìó¹ìî, ùî f(V0) ìiñòèòü äåÿêèé îêië f(x).

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ f - êâàçi-âiäêðèòå. Îñêiëüêè f òàêîæ ëåãêå, ìà¹ìî

(äèâ. [50, pp.110-113]) ùî f âiäêðèòå.

Îñêiëüêè f âiäêðèòå i ëåãêå, çà òåîðåìîþ Ñòîiëîâà, f òîïîëîãi÷íî åêâi-

âàëåíòíå äî äåÿêîãî êîìïëåêñíî-àíàëiòè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ h : U1 →
U2 ⊂ R2. Iíøèìè ñëîâàìè, iñíóþòü ãîìåîìîðôiçìè s1 : ∆ → U1 i

s2 : U2 → s2(U2) ⊂ R2 òàêi, ùî f = s2hs1. Çà òåîðåìîþ 2.1 iñíó-

þòü ïîëiíîìiàëüíi âiäîáðàæåííÿ p1, p2 ç íåíóëüîâèì ÿêîáiàíîì òàêi, ùî

‖s2◦h◦s1−s2◦h◦p1‖Ω < ε/2 i ‖s2−p2‖h(p1(Ω)) < ε/2. Òîäi ‖f−p2◦h◦p1‖Ω < ε.

Îñêiëüêè f çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ, p1 i p2 ìóñÿòü ìàòè ÿêîáiàíè îäíàêîâîãî

çíàêó. Îòæå, p2 ◦ h ◦ p1 - âiäîáðàæåííÿ êëàñó C∞ ç íåâiä'¹ìíèì ÿêîáiàíîì.

Ó âèïàäêó êîëè îáëàñòü ∆ îäíîçâ'ÿçíà, U1 òàêîæ ¹ îäíîçâ'ÿçíîþ, a îòæå
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çà òåîðåìîþ Ðóíãå (äèâ. [9, p.198]) iñíó¹ òàêèé ïîëiíîì p3(z) âiä îäíi¹¨

êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, ùî ÿê çàâãîäíî äîáðå íàáëèæó¹ h íà Ω. Îñêiëüêè

p3(z) ÿê âiäîáðàæåííÿ ç R2 â R2 ìà¹ íåâiä'¹ìíèé ÿêîáiàí, ìè îòðèìó¹ìî

ïîëiíîìiàëüíå âiäîáðàæåííÿ p2 ◦ p3 ◦ p1 ç íåâiä'¹ìíèì ÿêîáiàíîì ùî ÿê

çàâãîäíî äîáðå íàáëèæó¹ f .

2.5.3. Äîâåäåííÿ äîñòàòíiõ óìîâ ó òðèâèìiðíîìó âèïàäêó. Ðå-

çóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó áóëî îïóáëiêîâàíî â [52].

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé f : [0, 1]3 → R3 - íåïåðåðâíå, ëîêàëüíî îäíîçíà÷íå

âiäîáðàæåííÿ, ùî çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹

òàêå C∞-ãëàäêå âiäîáðàæåííÿ g : [0, 1]3 → R3 ç äîäàòíèì ÿêîáiàíîì íà

[0, 1]3 òàêå, ùî ‖f − g‖ < ε.

Ç òåîðåìè 2.1 i òåîðåìè 2.2, à òàêîæ ïðîñòèõ ðåçóëüòàòiâ ñòîñîâíî íà-

áëèæåííÿ ïîëiíîìàìè ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ (äèâ., íàïðèêëàä, [2]) âè-

ïëèâà¹ òàêîæ íàñòóïíèé ïðîñòèé íàñëiäîê ñòîñîâíî íàáëèæåííÿ ïîëiíîìi-

àëüíèìè âiäîáðàæåííÿìè ç òèìè ñàìèìè óìîâàìè.

Íàñëiäîê 2.1. Íåõàé d ∈ {2, 3} i f : [0, 1]d → Rd - íåïåðåðâíå, ëîêàëü-

íî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ, ùî çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî

ε > 0 iñíó¹ ïîëiíîìiàëüíå âiäîáðàæåííÿ p : [0, 1]d → Rd ç äîäàòíiì ÿêîái-

àíîì íà [0, 1]d òàêå, ùî ‖f − p‖ < ε.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé g : [0, 1]d → Rd � òàêå C∞-ãëàäêå âiäîáðàæåííÿ ç äî-

äàòíiì ÿêîáiàíîì, ùî ‖f − g‖ < ε/2. Ç [2, òåîð. 1] âèïëèâà¹, ùî äëÿ äî-

âiëüíîãî δ > 0 iñíó¹ òàêå ïîëiíîìiàëüíå âiäîáðàæåííÿ p, ùî ‖g − p‖ < δ i

‖∂igj−∂ipj‖ < δ, 1 6 i, j 6 d. Íåõàé 0 < C1, C2 òàêi, ùî δ < C2, C1 < Jg(x)

i |∂igj(x)| < C2 äëÿ âñiõ x ∈ [0, 1]d, 1 6 i, j 6 d. Òîäi, çà íåðiâíiñòþ òðèêó-

òíèêà, ìà¹ìî

Jp(x) > Jg(x)− d!2dCd−1
2 δ > C1 − d!2dCd−1

2 δ,
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òîìó Jp(x) > 0 çà óìîâè δ < C1

2dd!Cd−12

. ßêùî òåïåð ïîêëàñòè

δ = min

(
ε

2
,

C1

2dd!Cd−1
2

)
,

òî îòðèìà¹ìî, ùî âiäïîâiäíå ïîëiíîìiàëüíå âiäîáðàæåííÿ p çàäîâîëüíÿ¹

âñiì íåîáõiäíèì óìîâàì.

Òàê ñàìî ÿê i â äîâåäåííi òåîðåìè 2.1, ìè äîâåäåìî òåîðåìó 2.2 ó äâà

êðîêè. Ñïî÷àòêó ìè âñòàíîâèìî iñíóâàííÿ êóñêîâî-ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ

äî f (ëåìà 2.7), à ïîòiì íàâåäåìî âiäïîâiäíó ïðîöåäóðó äëÿ çãëàäæóâàííÿ

öüîãî âiäîáðàæåííÿ (ëåìà 2.9).

Ëåìà 2.7. Íåõàé f : [0, 1]3 → R3 - íåïåðåðâíå ëîêàëüíî îäíîçíà÷íå

âiäîáðàæåííÿ, ùî çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹

ëîêàëüíî âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íå êóñêîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ h : [0, 1]3 →
R3 òàêå, ùî ‖f − h‖ < ε.

Öþ ëåìó ìîæíà äîâåñòè àäàïòóþ÷è äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî íàáëèæåííÿ

ãîìåîìîðôiçìiâ [36, Ch. 33, Th. 1]. Íàâåäåìî iíøå äîâåäåííÿ, ùî ñïèðà¹òüñÿ

íà ðåçóëüòàòè ðîáîòè [3].

Ëåìà 2.8. Íåõàé C � ñêií÷åííèé 2-êîìïëåêñ, g : |C| → R3 � íåïåðåðâíå

âiäîáðàæåííÿ, ùî ¹ ãîìåîìîðôiçìîì ïðè çâóæåííi íà áóäü-ÿêèé ïiäêîì-

ïëåêñ äiàìåòðó 6 k, k > 3. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ êóñêîâî-

ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ h : |C| → R3 ç òi¹þ ñàìîþ âëàñòèâiñòþ òàêå, ùî

‖g − h‖ < ε.

Äîâåäåííÿ. Ç äîâåäåííÿ òåîðåìè [3, òåîð. 5] âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ âiä-

îáðàæåííÿ g̃ : |C| → R3, ùî ¹ ãîìåîìîðôiçìîì ïðè çâóæåííi íà áóäü-ÿêèé

ïiäêîìïëåêñ äiàìåòðó 6 k, çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü ‖g − g̃‖|C| < ε/2, i ìà¹

òàêó âëàñòèâiñòü: ïiä äi¹þ g̃ îáðàç êîæíîãî ðåáðà â C ¹ ëàìàíîþ ëiíi¹þ, à

îáðàç êîæíîãî òðèêóòíèêà � êóñêîâî-ëiíiéíèì 2-äèñêîì (çà îçíà÷åííÿì öå

îáðàç â R3 ñòàíäàðòíîãî òðèêóòíèêà ∆ ïiä äi¹þ êóñêîâî-ëiíiéíîãî ií'¹êòèâ-

íîãî âiäîáðàæåííÿ). Çàëèøà¹òüñÿ çíàéòè êóñêîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ h,
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ùî íàáëèæà¹ g̃ i ìà¹ âëàñòèâiñòü h(σ) = g̃(σ) äëÿ êîæíîãî ñèìïëåêñà σ ∈ C.
Äëÿ öüîãî ïîêëàäåìî h(v) = g̃(v) äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè v ∈ C, i âè-

çíà÷èìî h íà ðåáði vw ÿê êóñêîâî-ëiíiéíó ïàðàìåòðèçàöiþ ëàìàíî¨ ëiíi¨

g̃(vw), çà óìîâè ‖h − g̃‖vw < ε/4. Ùîá âèçíà÷èòè h íà òðèêóòíèêàõ çà-

ëèøà¹òüñÿ ñêîðèñòàòèñÿ íàñòóïíèì ôàêòîì: ÿêùî f : ∆ → ∆ - ãîìåîìîð-

ôiçì, à l0 : ∂∆ → ∂∆ � êóñêîâî-ëiíiéíèé ãîìåîìîðôiçì ùî çàäîâîëüíÿ¹

‖f−l0‖∂∆ < δ/2, òî iñíó¹ òàêèé êóñêîâî-ëiíiéíèé ãîìåîìîðôiçì l1 : ∆→ ∆,

ùî l1|∂∆ = l0 i ‖f−l1‖∆ < δ. Öåé ôàêò âèïëèâà¹ ç êîíñòðóêöi¨ âèêîðèñòàíî¨

â äîâåäåííi [36, òåîð. 6.3].

Íàì òàêîæ çíàäîáèòüñÿ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò (äèâ. [36, Th. 17.12]).

Òâåðäæåííÿ 2.6 (ÒåîðåìàØåíôëiñà). ßêùî Q = [0, 1]3 i f : ∂Q→
R3 � êóñêîâî-ëiíiéíèé ãîìåîìîðôiçì, òî iñíó¹ òàêèé êóñêîâî-ëiíiéíèé ãî-

ìåîìîðôiçì F : R3 → R3, ùî F |∂Q = f .

Äîâåäåííÿ ëåìè 1. Ðîçãëÿíåìî òàêå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ∪iUi ⊃ [0, 1]3,

ùî f |Ui ¹ ãîìåîìîðôiçìîì äëÿ âñiõ i. Íåõàé L � ñòàëà Ëåáåãà öüîãî ïîêðè-

òòÿ. Ðîçiá'¹ìî [0, 1]3 íà N 3 îäíàêîâèõ ìàëåíüêèõ êóáiâ,

[0, 1]3 = Q1 ∪ · · · ∪QN3,

äå int(Qi ∩ Qj) = ∅. Âèáåðåìî N òàê, ùîá diam(f(Qi)) < min(ε/3, L/4) i

ïîçíà÷èìî ÷åðåç C � ñèìïëiöiàëüíèé 2-êîìïëåêñ ùî ìà¹ ãåîìåòðè÷íó ðåà-

ëiçàöiþ

|C| = {(x, y, z) ∈ [0, 1]3 : {x, y, z} ∩ {0, 1/N, . . . , 1} 6= ∅}

(îá'¹äíàííÿ (N+1)3 ïëîùèí). Òîäi f ||C| çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì ëåìè 2, à îòæå

iñíó¹ êóñêîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ h0 : |C| → R3 òàêå, ùî ‖f − h0‖ < ε/3 i

ùî ¹ îäíîçíà÷íèì íà áóäü-ÿêîìó ïiäêîìïëåêñi C êîìáiíàòîðíîãî äiàìåòðà
6 4. Çàëèøà¹òüñÿ ëèøå N 3 ðàçiâ ñêîðèñòóâàòèñÿ òåîðåìîþ Øåíôëiñà, ùîá

ïîáóäóâàòè êóñêîâî-ëiíiéíå ïðîäîâæåííÿ h1 : [0, 1]3 → R3 ç óìîâîþ h1||C| =
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h0 i ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âîíî ëîêàëüíî îäíîçíà÷íå i âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖f − h‖ < ε.

Îñíîâíà ñêëàäíiñòü äðóãîãî êðîêó ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî, ïðè ñïðîái çãëà-

äèòè êóñêîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íà¨âíèì ÷èíîì, íàïðèêëàä, çà äîïîìî-

ãîþ çãîðòêè ç ãëàäêîþ ôiíiòíîþ ôóíêöi¹þ, âiäîáðàæåííÿ ìîæå âòðàòèòè

ëîêàëüíó îäíîçíà÷íiñòü.

Ëåìà 2.9. Íåõàé f : [0, 1]3 → R3 - êóñêîâî-ëiíiéíå ëîêàëüíî îäíîçíà÷íå

âiäîáðàæåííÿ, ùî çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹

C∞-ãëàäêå âiäîáðàæåííÿ g : [0, 1]3 → R3 ç äîäàòíiì ÿêîáiàíîì òàêå, ùî

‖f − g‖ < ε.

Äîâåäåííÿ. Ïîìiòèìî îäðàçó, ùî ôóíêöiÿ fn(x) = f(x0 + (x− x0) · (1−
1/n)), äå x0 = (1/2, 1/2, 1/2) ìà¹ òi ñàìi âëàñòèâîñòi, ùî é f , âèçíà÷åíà

íà ìíîæèíi [−1/n, 1 + 1/n]3 i fn ⇒ f íà Q = [0, 1]3. Òîìó, áåç îáìåæåííÿ

çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî, ùî f ïðîäîâæó¹òüñÿ íà äåÿêèé âiäêðèòèé îêië

U0 ⊃ Q.

Íåõàé ω : R3 → [0,∞) öå äåÿêà ôóíêöiÿ êëàñó C∞ ç íîñi¹ì â êóëi B1(0)

òàêà, ùî
∫
R3 ω(x) = 1 i

∫
R3 ω(x) · x = 0. Ïîêëàäåìî ωε(x) = ε−3ω(x/ε).

Íåõàé K � ñèìïëiöiàëüíèé êîìïëåêñ, òàêèé ùî |K| = [−δ, 1 + δ]3 ⊂ U0

i âiäîáðàæåííÿ f � ëiíiéíå íà êîæíîìó ñèìïëåêñi σ ∈ K. Ââàæàòèìåìî
òàêîæ, ùî K ìiñòèòü òàêèé ïiäêîìïëåêñ K0, ùî |K0| = Q. Âèáèðàþ÷è äî-

ñòàòíüî äðiáíå ïiäðîçáèòòÿ, òàê ñàìî ÿê â äîâåäåííi ëåìè 1, ìîæåìî ãàðàí-

òóâàòè, ùî çâóæåííÿ f íà áóäü-ÿêèé ïiäêîìïëåêñ êîìáiíàòîðíîãî äiàìåòðó

6 4 ¹ îäíîçíà÷íèì. Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ñòàíäàðòíå ïîçíà÷åííÿ

Ki äëÿ i-îñòîâó êîìïëåêñó K (K0 � ìíîæèíà óñiõ âåðøèí, K1 � ìíîæèíà

óñiõ âåðøèí i ðåáåð, òîùî). Ïîçíà÷àòèìåìî òàêîæ ÷åðåç N(A, η) � η-îêië

ìíîæèíè A. Ïîáóäó¹ìî çãëàäæóâàííÿ g : Q→ R3 ó äåêiëüêà êðîêiâ.
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1. Çàäàìî g1 : Q→ R3 ÿê çãîðòêó

g1(x) = f ∗ ωε(x) =

∫
R3

f(y) · ωε(x− y)dy,

äå çíà÷åííÿ ε� δ i ε íàáàãàòî ìåíøå çà äîâæèíó f(e) áóäü-ÿêîãî ç ðåáåð

e ∈ K0. Âiäîáðàæåííÿ g1 ãëàäêå êëàñó C∞, ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî f ïðè

ε → 0 i çáiãà¹òüñÿ ç f íà ìíîæèíi Q \ N(|K2
0|, ε) (ùî âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî

ïðè çãîðòöi ç ωε ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ íå çìiíþ¹òüñÿ).

Íåõàé ∆ � äåÿêèé òðèêóòíèê â K0, à σ1, σ2 � éîãî ñóìiæíi 3-ñèìïëåêñè

â K. Ó çâóæåííi íà σ1 ∪ σ2 \N(|K1
0|, ε), g1 ïåðåâîäèòü ïëîùèíè ïàðàëåëüíi

äî ∆ ó äåÿêå ñiìåéñòâî ïàðàëåëüíèõ ïëîùèí, g1 òàêîæ ¹ ¾ìîíîòîííèì¿ ó

íàïðÿìi îðòîãîíàëüíîìó äî ∆. Êðiì òîãî, g1 ¹ àôiííèì ó íàïðÿìi ∆. Îòæå,

çâóæåííÿ g1 íà ìíîæèíó

σ1 ∪ σ2 \N(|K1
0|, ε)

¹ äèôåîìîðôiçìîì.

2. Çàôiêñó¹ìî òåïåð ε1 > 3ε i çìiíèìî âiäîáðàæåííÿ g1 íà ìíîæèíi

N(|K1
0|, ε) \N(|K0

0|, ε1), òîáòî â ìàëîìó îêîëi êîæíîãî ç ðåáåð. Íàøà ïîáó-

äîâà áóäå ëîêàëüíîþ, òîìó äëÿ çðó÷íîñòi áóäåìî ðîçãëÿäàòè ðåáðî âèãëÿäó

I = (0, 0) × [−1, 1]. Ç òî÷íiñòþ äî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ ó ìíîæèíi çíà-

÷åíü, ìîæåìî ââàæàòè, ùîf(0, 0, 1) = (0, 0, 1)

f(0, 0,−1) = (0, 0,−1).

Òîäi íà ìíîæèíi

B = N(I, 2ε)−N({−1, 1}, ε1)

âiäîáðàæåííÿ f çàäîâîëüíÿ¹ f(x, y, z) = f(x, y, 0)+(0, 0, z). Ç îçíà÷åííÿ g1

âèïëèâà¹, ùî g1 òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ g1(x, y, z) = g1(x, y, 0) + (0, 0, z). Òàêèì

÷èíîì, ùîá ïðîäîâæèòè g1 ç

A = N(A, 2ε) \ (N(A, ε) ∪N({−1, 1}, ε1))
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äî äèôåîìîðôiçìó íà B, äîñòàòíüî ïðîäîâæèòè ç ìíîæèíè

A0 = {x ∈ R2 : ε < |x| < 2ε}

íà ìíîæèíó

B0 = {x ∈ R2 : |x| < 2ε}

âiäîáðàæåííÿ (x, y) 7→ (g1,1(x, y, 0), g1,2(x, y, 0)) iç çáåðåæåííÿì îäíîçíà-

÷íîñòi. Öå ãàðàíòó¹ ëåìà 2.1 (à òàêîæ 2.10). Íåõàé g2 - îòðèìàíå ïðîäîâ-

æåííÿ.

3. Ïîáóäîâàíå âiäîáðàæåííÿ g2 : Q \ N(|K0
0|, ε1) → R3 ¹ ëîêàëüíèì äè-

ôåîìîðôiçìîì. Ïðè äîñòàòíüî ìàëîìó çíà÷åííi ε1, âîíî òàêîæ áóäå îäíî-

çíà÷íèì íà ìíîæèíi B2ε1(v) \ Bε1(v) äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè v ∈ K0
0. Òîìó,

çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 2.10 ìè îòðèìà¹ìî ïðîäîâæåííÿ g3 : Q → R3, ùî ìà¹

âñi íåîáõiäíi âëàñòèâîñòi.

Iñíóâàííÿ ïðîäîâæåííÿ ó êðîêàõ 2 i 3 âèïëèâà¹ ç íàñòóïíî¨ ëåìè. Áó-

äåìî ïîçíà÷àòè êiëüöå ç öåíòðîì â òî÷öi x0 i ðàäióñàìè r1, r2 ÷åðåç

Ar1,r2(x0) = {x ∈ Rd : r1 6 |x− x0| 6 r2}.

Ëåìà 2.10. Íåõàé d ∈ {2, 3}, 0 < r1 < 1 < r2, à âiäîáðàæåííÿ

f : Ar1,r2(0) → Rd � äèôåîìîðôiçì íà ñâié îáðàç. Òîäi iñíó¹ òàêèé äèôå-

îìîðôiçì F : Br2(0) → Rd, ùî F (x) = f(x) äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ A1,r2(0) i

F (x) = x äëÿ x ∈ Br1(0).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé d = 3, i çàôiêñó¹ìî s ∈ (r1, 1). Çà òåîðåìîþ Àëå-

êñàíäåðà (òðèâèìiðíèé àíàëîã òåîðåìè Øåíôëiñà) iñíó¹ òàêèé äèôåîìîð-

ôiçì g : R3 → R3, ùî g(f(x)) = x ïðè |x| = s. Òîìó áóäåìî ââàæàòè, ùî

f(x) = x ïðè |x| = s. Âèçíà÷èìî F1(x) = x |x| 6 s i F1(x) = f(x), |x| > s.

Òîäi F1 � ãîìåîìîðôiçì, à çâóæåííÿ F1 íà êîæíó ç ìíîæèí Bs(0), As,r2(0)

¹ äèôåîìîðôiçìîì. Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó ïðî ñêëåþâàííÿ äèôåîìîðôi-

çìiâ [35, òåîð. 2.8] îòðèìà¹ìî øóêàíèé äèôåîìîðôiçì F : Br2(0)→ R3, ùî

çáiãà¹òüñÿ ç F1 óñþäè ïîçà N({x : |x| = s}, (1− s)/2).
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Âèïàäîê d = 2 ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Çàóâàæèìî, ùî öþ ëåìó ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ äåùî ïðîñòiøîãî (àëå

íåêîíñòðóêòèâíîãî) äîâåäåííÿ ëåìè 2.6 (ùî ¹ äâîâèìiðíèì àíàëîãîì ëå-

ìè 2.9).

2.6. Êîíòðïðèêëàäè

Â öüîìó ðîçäiëi ìè íàâåäåìî ïðèêëàä âiäîáðàæåííÿ ç íåâiä'¹ìíèì

ÿêîáiíîì, ÿêå íå ìîæëèâî íàáëèçèòè âiäîáðàæåííÿìè ç äîäàòíèì ÿêîái-

àíîì. Äîâåäåííÿ âèêîðèñòîâó¹ ïðîñòèé ôàêò ç òåîði¨ íàêðèòòiâ (äèâ. [19,

Ch. 1.3]).

Îçíà÷åííÿ 2.9. Íåõàé B � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Íàêðèòòÿ íàä B

� öå ïàðà (E, π), äå E � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, à π : E → B � íåïåðåðâíå

ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ ç íàñòóïíîþ âëàñòèâiñòþ. Äëÿ áóäü-ÿêîãî b ∈
B iñíó¹ âiäêðèòèé îêië U òî÷êè b, äèñêðåòíèé ïðîñòið I, i ãîìåîìîðôiçì

f : U × I → π−1(U) òàêèé, ùî π ◦ f = πU , äå πU : U × I → U - öå ïðîåêöiÿ

íà ïåðøó êîîðäèíàòó.

Ó âèïàäêó çâ'ÿçíîãî ïðîñòîðó B ïîòóæíiñòü âiäïîâiäíîãî ïðîñòîðó I

íå çàëåæèòü âiä âèáîðó b ∈ B. Áóäü-ÿêà âiäêðèòà ìíîæèíà U ùî çàäîâiëü-

íÿ¹ âèùåíàâåäåíó âëàñòèâiñòü íàçèâà¹òüñÿ ðiâíî íàêðèòîþ. ßêùî ñàì

ïðîñòið B ¹ ðiâíî íàêðèòèì, òî íàêðèòòÿ (E, π) íàçèâà¹òüñÿ òðèâiàëüíèì,

â öüîìó âèïàäêó E ãîìåîìîðôíå äo B× I, à π öå çâè÷àéíà ïðîåêöiÿ íà B.

Ëåìà 2.11. ßêùî Ω � îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü â Rn, òî áóäü-ÿêå íàêðè-

òòÿ Ω ¹ òðèâiàëüíèì.

Äîâåäåííÿ. [19, òåîð. 1.38].

Òåîðåìà 2.5. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ f : B1(0)→ R2 çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

f(x, y) = (x2 − y2, 2xy).
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Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî âiäîáðàæåííÿ g : B1(0) → R2 ç êëàñó C1 çi ñòðîãî

äîäàòíèì ÿêîáiàíîì âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖f − g‖B1(0) >
1

4
.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òàêå âiäîáðàæåííÿ g, ùî

‖f − g‖B1(0) < 1/4. Ðîçãëÿíåìî ãîìîòîïiþ Ht(x) : [0, 1] × B1/2(0) → R2

çàäàíó ÿê Ht(x) = (1− t)f(x) + tg(x). Äëÿ x ∈ ∂B1(0) ìà¹ìî

|Ht(x)| = |f(x)− t(f(x)− g(x))|

> |f(x)| − |f(x)− g(x)|

= 1− |f(x)− g(x)| > 1/2.

Îñêiëüêè H0 = f i H1 = g, âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü (I) òîïîëîãi-

÷íî¨ ñòåïåíi, îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ âñiõ x ∈ B1/2(0) ñòåïåíi deg(g,B1(0), x)

i deg(f,B1(0), x) ìàþòü áóòè ðiâíèìè. Îñêiëüêè äëÿ âñiõ x ∈ B1/2(0) ñòå-

ïiíü deg(f,B1(0), x) = 2, ìà¹ìî ùî deg(g,B1(0), x) = 2 äëÿ òèõ ñàìèõ

çíà÷åíü x. Îñêiëüêè ÿêîáiàí âiäîáðàæåííÿ g äîäàòíèé, ç îçíà÷åííÿ òîïî-

ëîãi÷íî¨ ñòåïåíi äëÿ ãëàäêèõ âiäîáðàæåíü ñëiäó¹, ùî iñíó¹ ðiâíî äâà ðiçíèõ

ðîçâ'ÿçêè y1, y2 ðiâíÿííÿ g(y) = x, äëÿ âñiõ x ç B1/2(0).

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó U = g−1(B1/2(0)). Ç ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü ìè çíà-

¹ìî, ùî g : U → B1/2(0) ¹ íàêðèòòÿì, i êðiì òîãî U ¹ ïîäâiéíìè íàêðèòòÿì

B1/2(0). Îñêiëüêè îáëàñòüB1/2(0) îäíîçâ'ÿçíà, ç Ëåìè 2.11 ìè ìà¹ìî, ùî U -

íåçâ'ÿçíå îá'¹äíàííÿ äâîõ ãîìåîìîðôíèõ êîïié B1/2(0). Òîáòî U = U1 ∪U2

òà g âiäîáðàæà¹ Ui ãîìåîìîðôíî íà B1/2(0), îòæå ìîæíà âèçíà÷èòè äâà

îáåðíåíèõ äî g âiäîáðàæåííÿ y1, y2 ç B1/2(0) â U .

Ç ‖f − g‖B1(0) < 1/4 ìè ìà¹ìî |y2
i (z) − z| < 1/4. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðà-

æåííÿ γ(ϕ) = eiϕ/(2 + ε), äå ε < 1/10. Òîäi òî÷êè yi(γ(ϕ)) ìiñòÿòüñÿ â

îá'¹äíàííi íåïåðåòèííèõ äèñêiâ

B1/2(e
iϕ/2/
√

2 + ε))
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òà

B1/2(e
i(ϕ/2+π)/

√
2 + ε)).

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñü â òîìó, ùî êîæíèé äèñê ìiñòèòü â ñîái ðiâíî îäíó ç

òî÷îê y1(γ(ϕ)), y2(γ(ϕ)). Ç ìiðêóâàíü íåïåðåðâíîñòi ìîæåìî ââàæàòè, ùî

òî÷êà y1(γ(ϕ)) çàâæäè ëåæèòü â B1/2(e
i(ϕ/2)/

√
2 + ε)). Òîäi ïðè íåïåðåðâ-

íié çìiíi ïàðàìåòðà ϕ âiä 0 äî 2π, òî÷êà y1(γ(ϕ)) ìà¹ ïîòðàïèòè äî äèñêó

B1/2(e
i(ϕ/2+π)/

√
2 + ε)), çâiäêè y1(γ(0)) = y1(γ(2π)) = y2(γ(0)). Àëå öå ñó-

ïåðå÷èòü óìîâi íåïåðåòèííîñòi äèñêiâ, îòæå ìà¹ìî ñóïåðå÷íiñòü.

Âiäîáðàæåííÿ f - öå àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ h(z) = z2 çàïèñàíà ÿê âiäîáðà-

æåííÿ ç R2 äî R2, îòæå âîíà äà¹ ïðèêëàä ïîëiíîìiàëüíîãî âiäîáðàæåííÿ ç

íåâiä'¹ìíèì ÿêîáiàíîì, ÿêå íå ìîæíà íàáëèçèòè âiäîáðàæåííÿìè êëàñó C1

çi ñòðîãî äîäàòíèì ÿêîáiàíîì. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìiðêóâàííÿ ç äîâåäåííÿ òå-

îðåìè 2.5 ìîæíà äîâåñòè, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó êîìïëåêñíî-àíàëiòè÷íó

ôóíêöiþ ìîæíà íàáëèçèòè âiäîáðàæåííÿìè ç äîäàòíèì ÿêîáiàíîì òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè âîíà çàäà¹ êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Â öüîìó ðîçäiëi ìè äîñëiäèëè ïèòàííÿ ïðî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè

äëÿ iñíóâàííÿ íàáëèæåííÿ âiäîáðàæåííÿìè, ùî ìàþòü íåâiä'¹ìíèé ÿêîái-

àí. Áóëî îòðèìàíî çàãàëüíó íåîáõiäíó óìîâó äëÿ âñiõ âèìiðiâ, à ó âèïàäêàõ

ðîçìiðíîñòåé 2 i 3 îòðèìàíî òàêîæ äåÿêi äîñòàòíi óìîâè. Êðiì òîãî, ðîç-

ãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî íàáëèæåííÿ âiäîáðàæåííÿìè ç äîäàòíèì ÿêîáiàíîì.

Ó öüîìó âèïàäêó âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî áóäü-ÿêå âiäîáðàæåííÿ, ùî ¹ ëîêàëüíî

âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì (äëÿ ðîçìiðíîñòi 2 òà 3) ìîæíà íàáëèçèòè ïîëiíîìi-

àëüíèìè âiäîáðàæåííÿìè ç äîäàòíèì ÿêîáiàíîì.

Ìè òàêîæ íàâåëè êîíòðïðèêëàä ùî ïîêàçó¹ ðiçíèöþ ìiæ íàáëèæåííÿì

ãëàäêèìè âiäîáðàæåííÿìè ç íåâiä'¹ìíèì ÿêîáiàíîì òà íàáëèæåííÿì âiä-

îáðàæåííÿìè çi ñòðîãî äîäàòíèì ÿêîáiàíîì. Öå âiäðiçíÿ¹ áàãàòîâèìiðíèé
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âèïàäîê âiä îäíîâèìiðíîãî, îñêiëüêè â îñòàííüîìó êëàñ ôóíêöié ùî ìîæíà

íàáëèçèòè íåñïàäíèìè ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè çáiãà¹òüñÿ ç êëàñîì ôóíêöié,

ùî ìîæíà íàáëèçèòè ñòðîãî çðîñòàþ÷èìè ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè. Âèÿâëÿ-

¹òüñÿ, ùî íàâiòü òàêó ïðîñòó ôóíêöiþ ÿê z 7→ z2 íå ìîæíà íàáëèçèòè

âiäîáðàæåííÿìè çi ñòðîãî äîäàòíèì ÿêîáiàíîì ó ìàëîìó îêîëi òî÷êè 0.
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ÐÎÇÄIË 3

ÊÎÌÎÍÎÒÎÍÍÅ ÍÀÁËÈÆÅÍÍß ÍÀ ÂIÄÐIÇÊÓ

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó êîìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ

ôóíêöié íà âiäðiçêó [−1, 1]. Ïiä öèì ðîçóìi¹òüñÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f

çàäàíî¨ íà âiäðiçêó [−1, 1], ùî çìiíþ¹ ìîíîòîííiñòü s > 1 ðàçiâ ïîëiíîìà-

ìè, ùî çìiíþþòü ìîíîòîííiñòü â òèõ ñàìèõ òî÷êàõ, ùî é f .

Òî÷íiøå, íåõàé çâè÷àéíà âåëè÷èíà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ, En(f), çà-

äîâiëüíÿ¹ íåðiâíiñòü En(f) 6 n−α, n > 1. Ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïèòàííÿ ÷è

îáîâ'ÿçêîâî âåëè÷èíà êîìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ çàäîâiëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

6 c(α, s)n−α, n > 1, i ÿêùî íi, òî ùî ìîæíà ñêàçàòè â öüîìó âèïàäêó. Âè-

ÿâëÿ¹òüñÿ, ùî äëÿ êîæíîãî s > 1 iñíó¹ âèíÿòêîâà ìíîæèíà As çíà÷åíü α

äëÿ ÿêèõ òàêà îöiíêà íå ìîæå âèêîíóâàòèñü.

3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íåõàé Pn öå ïðîñòið àëãåáðà¨÷íèõ ïîëiíîìiâ ñòåïåíi < n i íåõàé ∆1 öå

ìíîæèíà ìîíîòîííèõ, ñêàæiìî, íåñïàäíèõ ôóíêöié f ∈ C[−1, 1]. Ïîçíà÷è-

ìî ‖ · ‖ := ‖ · ‖C[−1,1]. Íåõàé

En(f) = inf
Pn∈Pn

‖f − Pn‖,

ïîçíà÷àòèìå âåëè÷èíó íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f ∈ C[−1, 1] i, äëÿ

ôóêíöi¨ f ∈ ∆1 íåõàé

E(1)
n (f) = inf

Pn∈Pn∩∆1
‖f − Pn‖, (3.1)

öå âåëè÷èíà íàéêðàùîãî ìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ äî f . Î÷åâèäíî,

En(f) 6 E(1)
n (f). (3.2)
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Îáåðíåíà íåðiâíiñòü, âçàãàëi êàæó÷è, âèêîíóâàòèñü íå ìîæå, îñêiëüêè Ëî-

ðåíö i Çåëëåð [34] ñêîíñòðóþâàëè òàêó ôóíêöiþ f ∈ ∆1, ùî

lim sup
n→∞

E
(1)
n (f)

En(f)
=∞.

Íàø ïåðøèé ðåçóëüòàò ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ó äåÿêîìó ñåíñó íåðiâíiñòü îáåð-

íåíó äî (3.2) âñå æ òàêè ìîæíà îòðèìàòè, â òîìó ñåíñi, ùî ìîæíà îòðè-

ìàòè îöiíêó íà âåëè÷èíó íàéêðàùîãî ìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ çi çíàííÿ

âåëè÷èíè íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ áåç îáìåæåíü. Òî÷íiøå, âèêîíó¹òüñÿ íà-

ñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé α > 0. ßêùî f ∈ C[−1, 1] öå ìîíîòîííà ôóíêöiÿ

ùî çàäîâiëüíÿ¹

nαEn(f) 6 1, n > 1, (3.3)

òî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

nαE(1)
n (f) 6 c(α), n > 1.

äå c(α) öå ñòàëà, ùî çàëåæèòü òiëüêè âiä α.

Äëÿ α < 2, òåîðåìà 3.1 ñëiäó¹ ç [28], äëÿ α > 2, âîíà ñëiäó¹ ç [26], à äëÿ

α = 2, ðåçóëüòàò áóëî äîâåäåíî â [30].

Ìè õî÷åìî óçàãàëüíèòè ðåçóëüòàò òåîðåìè 3.1 íà ôóíêöi¨, ùî ìàþòü

ñêií÷åííó êiëüêiñòü çìií ìîíîòîííîñòi íà iíòåðâàëi [−1, 1]. Âèÿâëÿ¹òüñÿ,

ùî ÿêùî α íå ¹ öiëèì ÷èñëîì, òî öå çàâæäè ìîæíà çðîáèòè, òîäi ÿê äëÿ

öiëèõ α öå òâåðäæåííÿ íå çàâæäè ¹ âiðíèì.

3.2. Îçíà÷åííÿ òà ôîðìóëþâàííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ

Äëÿ s > 1, ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ys ìíîæèíó óñiõ íàáîðiâ Ys = {yi}si=1

òî÷îê yi òàêèõ, ùî −1 < y1 < · · · < ys < 1. Ïðèïóñòèìî, ùî f ∈ C1(−1, 1),
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i áóäåìî ïîçíà÷àòè f ∈ ∆1(Ys), ÿêùî f ∈ C[−1, 1] i

f ′(x)
s∏
i=1

(x− yi) > 0, x ∈ (−1, 1). (3.4)

Äëÿ f ∈ ∆1(Ys), ïîçíà÷èìî ÷åðåç

E(1)
n (f, Ys) = inf

Pn∈Pn∩∆1(Ys)
‖f − Pn‖, (3.5)

âåëè÷èíó íàéêðàùîãî êîìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ äî f , âiäíîñíî äî Ys. Ó

ôîðìóëþâàííi äåÿêèõ ç íàñòóïíèõ òåîðåì ìè íå áàæà¹ìî ÿâíî âêàçóâàòè

Ys, à ëèøå ôóíêöi¨ f òàêi ùî f ∈ ∆1(Ys) äëÿ äåÿêîãî Ys ∈ Ys. Â öüîìó

âèïàäêó êàçàòèìåìî, ùî f ∈ ∆1
s, i ïîêëàäåìî

E1,s
n (f) = sup

Ys∈Ys:f∈∆1(Ys)

E(1)
n (f, Ys). (3.6)

Àíàëîãi÷íî äî âèïàäêó iíòåðâàëó [−1, 1], ïðè s > 1, ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Ys[a, b], ìíîæèíó âñiõ íàáîðiâ Ys = {yi}si=1, òî÷îê yi ùî çàäîâiëüíÿþòü

a < y1 < · · · < ys < b. Äëÿ íàáîðó Ys = {yi}si=1 ∈ Ys[a, b] i f ∈ C1[a, b],

áóäåìî êàçàòè, ùî f íàëåæèòü ∆1(Ys; [a, b]), ÿêùî

f ′(x)
s∏
i=1

(x− yi) > 0, x ∈ (a, b).

Àíàëîãi÷íî, ìè áóäåìî ïèñàòè f ∈ ∆1
s[a, b], ÿêùî f ∈ ∆1(Ys; [a, b]) äëÿ

äåÿêîãî Ys i ïîçíà÷èìî

E(1)
n (f, Ys)[a,b] := inf

Pn∈Pn∩∆1(Ys;[a,b])
‖f − Pn‖[a,b],

i

E1,s
n (f)[a,b] := sup

Ys∈Ys[a,b]:f∈∆1(Ys;[a,b])

E(1)
n (f, Ys)[a,b].

Ùîá ñôîðìóëþâàòè îñíîâíi íåãàòèâíi ðåçóëüòàòè, ìè âèçíà÷èìî âèíÿ-

òêîâó ìíîæèíó öiëèõ ÷èñåë As äå s > 1 ïîçíà÷à¹ ÷èñëî çìií ìîíîòîííîñòi

ôóíêöi¨ f .
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Ïîêëàäåìî A1 := {2}, i äëÿ áóäü-ÿêîãî s > 2, ïîêëàäåìî

As := {j | 1 6 j 6 2
[s

2

]
, àáî j = 2i, 1 6 i 6 s}.

Íàïðèêëàä, ìà¹ìî

A2 = {1, 2, 4},

A3 = {1, 2, 4, 6},

A4 = {1, 2, 3, 4, 6, 8},

A5 = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 10},

...

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé s ∈ N, i α ∈ As. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî m ∈ N iñíó¹

òàêà ôóíêöiÿ f ∈ C1(−1, 1) ∩∆1
s, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (3.3), àëå

mαE1,s
m (f) > c(s) logm, (3.7)

äå c(s) > 0 öå ñòàëà ùî çàëåæèòü ëèøå âiä s.

Ñôîðìóëþ¹ìî òåïåð ïîçèòèâíi ðåçóëüòàòè. Çîêðåìà ìè äîâåäåìî, ùî

óñi âèíÿòêîâi âèïàäêè âêëþ÷åíî â ðåçóëüòàò òåîðåìè 3.2.

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé s ∈ N, i α > 0 òàêi, ùî α /∈ As. Òîäi ÿêùî f ∈ ∆1
s

çàäîâiëüíÿ¹ (3.3), òî

nαE1,s
n (f) 6 c(α, s), n > 1, (3.8)

äå c(α, s) öå ñòàëà, ùî çàëåæèòü ëèøå âiä α òà s.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî α > 1, òî ç (3.3) âèïëèâà¹, ùî f ∈ C1(−1, 1), à

îòæå ∆1(Ys) i ∆1
s âèçíà÷åíî êîðåêòíî. ÿêùî α < 1, òî òåîðåìó 3.3 áóëî

äîâåäåíî â [30, òåîð. 1]. Îòæå, â äîâåäåííi ìè çîñåðåäèìî óâàãó íà âèïàäêó
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α > 1, à îòæå îçíà÷åííÿ ∆1(Ys) ç 3.4 ¹ êîðåêòíèì. (Âèïàäîê α = s = 1

áóäå ðîçãëÿíóòî â çàóâàæåííi â êiíöi öüîãî ðîçäiëó).

Òèì íå ìåíø, ëåãêî ïîøèðèòè âèçíà÷åííÿ ∆1(Ys) íà ôóíêöi¨ f ∈
C[−1, 1], ùî íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèìè íà (−1, 1).

Äëÿ íàáîðó Ys ∈ Ys, áóäåìî êàçàòè ùî ôóíêöiÿ f íàëåæèòü ∆1(Ys),

ÿêùî f ∈ C[−1, 1], âîíà ¹ íåñïàäíîþ íà [ys, 1], ôóíêöiÿ −f íåñïàäíîþ íà

[ys−1, ys], i òàê äàëi, íàðåøòi (−1)sf ¹ íåñïàäíîþ íà [−1, y1]. Î÷åâèäíî, ùî

ÿêùî, äîäàòêîâî, f ∈ C1(−1, 1), òî îáèäâà îçíà÷åííÿ ∆1(Ys) çáiãàþòüñÿ.

Äëÿ ïîâíîòè âèêëàäó ìè ïiäêðåñëèìî, ùî, íåçâàæàþ÷è íà ðåçóëüòàòè

òåîðåìè 3.2, ó âèïàäêó α ∈ As ìè âñå ùå ìîæåìî îöiíèòè âåëè÷èíó íàé-

êðàùîãî ìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ, îñêiëüêè çàëèøà¹òüñÿ âiðíîþ íàñòóïíà

òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.4. Íåõàé s ∈ N i α ∈ As. Òîäi äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈
∆1(Ys), ùî çàäîâîëüíÿ¹ (3.3),

nαE(1)
n (f, Ys) 6 c(α, s), n > N(α, Ys),

äå c(α, s) öå ñòàëà ùî çàëåæèòü ëèøå âiä α i s, à N(α, Ys) öå ñòàëà ùî

çàëåæèòü ëèøå âiä Ys i α.

Äëÿ α 6= 2 òåîðåìà 3.4 âèïëèâà¹ ç [31, Theorem 4], à äëÿ α = 2 âîíà

âèïëèâà¹ ç [32, Corollary 2].

Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ñõîæå äîñëiäæåííÿ äëÿ êîîïóêëîãî íàáëèæåííÿ

áóëî ïðîâåäåíî â [25]. Çàóâàæèìî, ùî ó êîîïóêëîìó íàáëèæåííi ðåçóëüòàòè

àíàëîãi÷íi äî òåîðåìè 3.3 íå ìîæóòü âèêîíóâàòèñü äëÿ s > 2.

Â ðîçäiëi 3 ìè ââåäåìî äîïîìiæíi ïîçíà÷åííÿ òà íàãàäà¹ìî âiäîìi ðå-

çóëüòàòè. Ïîòiì ìè äîâåäåìî òåîðåìó 3.2 â ïiäðîçäiëi 4, à â ðîçäiëi 5 ìè

äîâåäåìî òåîðåìó 3.3.

Òóò i íàäàëi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè äîäàòíi ñòàëi, ùî ìîæóòü çà-
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ëåæàòè âiä äåÿêèõ ïàðàìåòðiâ (i òiëüêè âiä öèõ ïàðàìåòðiâ). Ìè áóäåìî ¨õ

ïîçíà÷àòè ëiòåðîþ c, à çàëåæíiñòü âiä ïàðàìåòðiâ ÷åðåç c(·, . . . , ·). Òàêi ñòàëi
ìîæóòü âiäðiçíÿòèñÿ îäíà âiä îäíî¨ íàâiòü ÿêùî âîíè âèãëÿäàþòü îäíàêî-

âî i çóñòði÷àþòüñÿ â îäíié ôîðìóëi. Iíîäi íàì áóäå ïîòðiáíî âèîêðåìèòè

äåÿêó ñòàëó, íà ÿêó ìè áóäåìî ïîñèëàòèñü ïiçíiøå. Òàêi ñòàëi ìàòèìóòü ií-

äåêñ, íàïðèêëàä, ck(·, . . . , ·). Íàðåøòi, äåÿêi ñòàëi áóäóòü çàëåæèòè òàêîæ

âiä ôóíêöi¨ S, ÿêó áóäå âèçíà÷åíî äåùî ïiçíiøå. Çàçâè÷àé ìè íå áóäåìî

ïîçíà÷àòè öþ çàëåæíiñòü.

3.3. Äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè

Äëÿ f ∈ C[a, b] ïîêëàäåìî

‖f‖[a,b] := max
x∈[a,b]

|f(x)|,

òà

En(f)[a,b] := inf
Pn∈Pn

‖f − Pn‖[a,b],

çîêðåìà, ‖f‖[−1,1] = ‖f‖ i En(f)[−1,1] = En(f).

Íàãàäà¹ìî ïîçíà÷åííÿ äëÿ ñêií÷åííèõ ðiçíèöü

∆h(g, x) := g

(
x+

h

2

)
− g

(
x− h

2

)
,

∆k
h(g, x) := ∆h(∆

k−1
h (g, x)), k > 1,

(3.9)

i ïîçíà÷èìî ÷åðåç

ω(g, t, [a, b]) := sup
0<h6t

‖∆h(g, x)‖[a,b],

òà

ωk(g, t, [a, b]) := sup
0<h6t

‖∆k
h(g, x)‖[a,b], k > 1,

ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi òà k-é ìîäiëü ãëàäêîñòi ôóíêöi¨ g ∈ C[a, b] (çàóâàæè-

ìî, ùî ω(g, t, [a, b]) ≡ ω1(g, t, [a, b]) òà ωk(g, t, [a, b]) ≡ ωk(g, (b − a)/k, [a, b])

ïðè t > (b− a)/k).
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Çíîâó, çà óìîâè [a, b] = [−1, 1], ìè íå áóäåìî âêàçóâàòè iíòåðâàë, òîáòî

áóäåìî ïèñàòè ωk(g, t) := ωk(g, t, [−1, 1]).

Áóäåìî êàçàòè, ùî f íàëåæèòü äî òàê çâàíîãî êëàñó Çèãìóíäà Z[a, b],

ÿêùî f ∈ C[a, b] i

ω2(f, t, [a, b]) 6 t, t > 0.

Äîáðå âiäîìî, ùî ÿêùî f ∈ Cr[a, b], r > 0, i f (r) ∈ Z[a, b], òî

En(f)[a,b] 6
c(r)(b− a)r+1

nr+1
, n > r + 1. (3.10)

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî f ëåæèòü ó òàê çâàíîìó êëàñi Áàáåíêî, Br[a, b], r > 1,

ÿêùî f ∈ C[a, b] ìà¹ ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïåðåðâíó (r−1)-øó ïîõiäíó íà

(a, b) i

|((x− a)(b− x))r/2f (r)(x)| 6 1 ìàéæå âñþäè íà [a, b].

Íàãàäà¹ìî, ùî ÿêùî f ∈ Br[a, b], òî ωϕr (f, t, [a, b]) 6 ctr, à îòæå

En(f)[a,b] 6
c(r)

nr
, n > r. (3.11)

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íåðiâíiñòü Äçÿäèêà äëÿ ïîõiäíèõ ïîëiíîìiâ,

äèâ., íàïðèêëàä, [13, ëåìà 2.1, ñò. 384], äèâ. òàêîæ [27, ëåìà 5.2] äå íàäàíî

êîðîòêå äîâåäåííÿ öi¹¨ íåðiâíîñòi. Ïîçíà÷èìî

ρn(x) :=
b− a
2n2

+

√
(x− a)(b− x)

n
. (3.12)

Ëåìà 3.1. Íåõàé x0 ∈ [a, b] i ïîëiíîì Pn ∈ Pn çàäîâiëüíÿ¹

|Pn(x)| 6 1 +

(
|x− x0|
ρn(x)

)m
, x ∈ [a, b], (3.13)

äëÿ äåÿêîãî m ∈ N. Òîäi äëÿ êîæíîãî j ∈ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|P (j)
n (x0)| 6

c(j,m)

ρjn(x0)
. (3.14)
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Íàãàäà¹ìî, ùî (k − 1)-øà ðîçäiëåíà ðiçíèöÿ g ó âóçëàõ {u1, . . . , uk}
âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

[u1, u2, ..., uk; g] :=
k∑
i=1

g(yi)

ω′(yi)
,

äå

ω(x) :=
k∏
j=1

(x− yj).

ßêùî [a, b] := [minuj,maxuj] i g ∈ C[a, b] ìà¹ (k − 1)-øó ïîõiäíó íà (a, b),

òî

[u1, u2, ..., uk; g] =
g(k−1)(ζ)

(k − 1)!
, (3.15)

äëÿ äåÿêîãî ζ ∈ (a, b).

Ïîëiíîì Ëàãðàíæà, ùî iíòåðïîëþ¹ g ó òî÷êàõ {u1, . . . , uk} âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíiñòþ

Lk(x) =
k∑
j=1

g(uj)lj(x), (3.16)

äå

lj(x) :=

∏
i6=j(x− ui)
ω′(uj)

.

Äîáðå âiäîìå íàñòóïíå ïðåäñòàâëåííÿ iíòåðïîëÿöiéíîãî ïîëiíîìà ó ôîðìi

Íüþòîíà

Lk(x) := Lk(g;u1, . . . , uk;x)

:= g(u1) + [u1, u2; g](x− u1) + . . .

+ [u1, . . . , uk; g](x− u1) · · · (x− uk−1).

(3.17)

Òàêîæ, ìà¹ìî

g(x)− Lk(x) = [x, u1, . . . , uk; g](x− u1) · · · (x− uk). (3.18)
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Ïî¹äíóþ÷è öi ðåçóëüòàòè îòðèìó¹ìî òîòîæíiñòü

g(x)− Lk(x) =g(x)− Lk−1(g;u1, . . . , uk−1;x)

− [u1, . . . , uk; g](x− u1) . . . (x− uk−1)

=(x− u1) . . . (x− uk−1)
(
[x, u1, . . . , uk−1; g]− [u1, . . . , uk; g]

)
=
g(k−1)(ζ1)− g(k−1)(ζ2)

(k − 1)!
(x− u1) . . . (x− uk−1)

=:
ω

(k − 1)!
(x− u1) . . . (x− uk−1)

(3.19)

äå ζ1, ζ2 ∈ (a, b) i ïîìiòèìî, ùî

|ω| = |g(k−1)(ζ1)− g(k−1)(ζ2)| 6 ω(g(k−1), b− a, [a, b]) (3.20)

ó âèïàäêó ÿêùî g ∈ Ck−1[a, b].

Íàðåøòi, äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.3 íàì çíàäîáëÿòüñÿ äâà òâåðäæå-

ííÿ òà ëåìà. Îáèäâà òâåðäæåííÿ âèïëèâàþòü ç ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [18,

íàñë. 3.1], îäíàê äëÿ çðó÷íîñòi ìè íàâåäåìî ¨õ êîðîòêi äîâåäåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.1. Íåõàé çàäàíî ïîñëiäîâíiñòü {yi}si=1 òî÷îê yi ∈
(a, b). ßêùî ôóíêöiÿ g ∈ C l[a, b] çàäîâiëüíÿ¹

g(x)
s∏
i=1

(x− yi) > 0, x ∈ (a, b),

òî iñíó¹ òàêèé ïîëiíîì Pl+1 ∈ Pl+1, ùî

‖g − Pl+1‖C[a,b] 6 c(r)(b− a)lω(g(l), b− a, [a, b]) (3.21)

òà

Pl+1(x)
s∏
i=1

(x− yi) > 0, x ∈ (a, b).

Äîâåäåííÿ. Ïðè r < s, ïîêëàäåìî Pl+1(x) := Ll+1(g; y1, . . . , yl+1;x) ≡ 0,

i òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç (3.19) òà (3.20). Àíàëîãi÷íî, äëÿ l = s, ïîêëàäåìî

Pl+1(x) := Ll+1(g; y1, . . . , ys, b;x) = g(b)
s∏
i=1

x− yi
b− yi

.
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Çàëèøà¹òüñÿ âèïàäîê l > s. Íåõàé uj, j = s + 1, . . . , l + 1 öå äîâiëüíi

ïîïàðíî ðiçíi òî÷êè ç iíòåðâàëó (a, b), ùî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä yi, 1 6 i 6 s.

Ïîêëàäåìî

Pl+1(x) := Ll+1(g; y1, . . . , ys, us+1, . . . , ul+1;x)

+
(b− a)r−s

l!
ω(g(l), b− a, [a, b])

s∏
i=1

(x− yi).

Ç (3.19) òà (3.20) âèïëèâà¹, ùî

Pr+1(x)
s∏
i=1

(x− yi) > g(x)
s∏
i=1

(x− yi) > 0,

à îòæå âèêîíó¹òüñÿ (3.21), ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Ç öüîãî òâåðäæåííÿ îäðàçó âèïëèâà¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Íàñëiäîê 3.1. ßêùî g ∈ ∆1
s[a, b] ∩ Cr[a, b], òî

E1,s
r+1(g)[a,b] 6 c(r)(b− a)rω(g(r), b− a; [a, b]). (3.22)

Äîâåäåííÿ. Ïîìiòèìî, ùî g′ çàäîâiëüíÿ¹ óìîâàì òâåðäæåííÿ 3.1 ç l =

r − 1. Òîìó iñíó¹ òàêèé ïîëiíîì Pr, ùî Pr(x)g′(x) > 0 ïðè x ∈ (a, b) òà

‖g′ − Pr‖C[a,b] 6 (b− a)r−1ω(g(r), b− a, [a, b]).

Òåïåð ÿêùî ìè ïîêëàäåìî Pr+1(x) :=
∫ x
a Pr(t)dt+ g(a), òî îäðàçó îòðèìà¹-

ìî (3.22).

Íàì ïîòðiáíå òàêîæ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.2. Íåõàé çàäàíî íàáið {yi}si=1 òî÷îê yi ∈ (a, b) i r >

s− 1. ßêùî ôóíêöiÿ g ∈ C l[a, b] çàäîâiëüíÿ¹

g(yi) = 0, i = 1, . . . , s,

òî iñíó¹ òàêèé ïîëiíîì Pl+2 ∈ Pl+2, ùî

‖g − Pl+2‖C[a,b] 6 c(l)(b− a)lω2(g
(l), b− a, [a, b])
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òà

Pl+2(yi) = 0, i = 1, . . . , s.

Êðiì òîãî, ÿêùî

g(x)
s∏
i=1

(x− yi) > 0, x ∈ (a, b), (3.23)

òî ìîæíà âèáðàòè ïîëiíîì òàê, ùîá âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü

Pl+2(x)
s∏
i=1

(x− yi) > 0, x ∈ (a, b). (3.24)

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïîìiòèìî, ùî ç [13, p. 239, Th. 3.6.4] âèïëèâà¹, ùî

ÿêùî a 6 v0 < v1 < · · · < vl+2 6 b, òî

|[v0, . . . , vl+2; g]| 6 c(l)
ω2(g

(l), b− a, [a, b])
(vl+2 − v1)(vl+1 − v0)

. (3.25)

Äëÿ l = s− 1, ïîêëàäåìî

Pl+2(x) := Ll+2(g; y0, y1, . . . , ys;x) = g(y0)
s∏
i=1

x− yi
y0 − yi

,

äå y0 = a ïðè y1 − a > b − y1, òà y0 = b â iíøîìó âèïàäêó. Ùîá îòðèìàòè

áàæàíó îöiíêó, ìè ïiäñòàâèìî íåðiâíiñòü (3.25) â òîòîæíiñòü (3.18) (öå ïî-

òðåáó¹ äåêiëüêà íåñêëàäíèõ îá÷èñëåíü â çàëåæíîñòi âiä ïîëîæåííÿ y0 and

x).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê l > s. Íåõàé uj, j = s + 1, . . . , l äîâiëüíi

ïîïàðíî ðiçíi òî÷êè ç iíòåðâàëó (a, b), ùî òàêîæ âiäðiçíÿþòüñÿ âiä yi, 1 6

i 6 s. Ïîêëàäåìî

Ll+2(x) := Ll+2(g; y1, . . . , ys, us+1, . . . , ul, a, b;x).

Çíîâó âèêîðèñòîâóþ÷è (3.25) i òîòîæíiñòü (3.18) ç íåñêëàäíèìè îá÷èñëåí-

íÿìè îòðèìó¹ìî

|g(x)− Ll+2(x)| 6 c∗(l)(b− a)l−sω2(g
(l), b− a, [a, b])

s∏
i=1

|x− yi|, x ∈ [a, b].
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Îòæå, ìîæíà ïîêëàñòè

Pl+2(x) := Ll+2(x) + c∗(l)(b− a)l−sω2(g
(l), b− a, [a, b])

s∏
i=1

(x− yi)

i òîäi ìè îòðèìà¹ìî áàæàíó îöiíêó ç c(l) = 2c∗(l). Êðiì òîãî, ÿêùî g çàäî-

âiëüíÿ¹ (3.23), òî ìè òàêîæ îòðèìó¹ìî (3.24).

Ç öüîãî òâåðäæåííÿ ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 3.2. ßêùî g ∈ ∆1
s[a, b] ∩ Cr[a, b], r > s, òî

E1,s
r+2(g)[a,b] 6 c(r)(b− a)rω2(g

(r), b− a; [a, b]). (3.26)

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíüîãî íàñëiäêó, ôóíêöiÿ g′ çàäîâiëü-

íÿ¹ âñi óìîâè òâåðäæåííÿ 3.2 ç l = r−1. Äàëi äîâåäåííÿ ïîâíiñòþ ïîâòîðþ¹

äîâåäåííÿ íàñëiäêó 3.1.

Íàì òàêîæ çíàäîáèòüñÿ àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò äëÿ r = s− 1.

Ëåìà 3.2. Íåõàé r = σ − 1 i a < y1 < · · · < yσ < b i ïîêëàäåìî

1

9
(b− a) < a− a1 < 9(b− a) òà

1

9
(b− a) < b1 − b < 9(b− a). (3.27)

ßêùî g ∈ ∆1(Yσ; [a1, b1]) ∩ Cr[a1, b1], òî

E1,σ
r+2(g)[a,b] 6 E1,σ

1 (g)[a,b] 6 c(r)(b− a)rω2(g
(r), b− a, [a1, b1]). (3.28)

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê r > 0. Îñêiëüêè g′(yi) = 0,

1 6 i 6 σ−1 i g′ ∈ Cr−1[a1, b1], ç òâåðäæåííÿ 3.2 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêîãî

ïîëiíîìà Pr+1 ∈ Pr+1 = Pσ, ùî

‖g′ − Pr+1‖[a1,b1] 6 c(r)(b1 − a1)
r−1ω2(g

(r), b1 − a1; [a1, b1]),

i

Pr+1(yi) = 0, 1 6 i 6 σ − 1.
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Îñêiëüêè Pr+1 ìà¹ ñòåïiíü σ − 1, âií äîðiâíþ¹

Pr+1(x) = A
σ−1∏
i=1

(x− yi).

Äàëi, ôóíêöiÿ g′ çìiíþ¹ ñâié çíàê ùå îäèí ðàç ó iíòåðâàëi [a1, b1] (â òî÷öi

yσ), ó òîé ÷àñ ÿê Pr+1 íå ìîæå áiëüøå çìiíþâàòè çíàê. Îòæå, àáî äëÿ

J := [a1, a] àáî äëÿ J := [b, b1] áóäå âèêîíóâàòèñü

g′(x)Pr+1(x) 6 0, x ∈ J.

Ç öüîãî, â ñâîþ ÷åðãó, âèïëèâà¹ (çàñòîñîâóþ÷è (3.3)),

‖Pr+1‖J 6 ‖g′ − Pr+1‖J 6 ‖g′ − Pr+1‖[a1,b1]

6 c(r)(b1 − a1)
r−1ω2(g

(r), b1 − a1; [a1, b1]).
(3.29)

Äàëi, ç (3.3) îòðèìó¹ìî

‖g′‖[a1,b1] 6 ‖g′ − Pr+1‖[a1,b1] + ‖Pr+1‖[a1,b1]

6 c(r)(b1 − a1)
r−1ω2(g

(r), b1 − a1; [a1, b1]) +
(b1 − a1)

σ−1

|J |σ−1
‖Pr+1‖J

6 c(r)(b− a)r−1ω2(g
(r), b− a; [a1, b1]),

äå ìè âèêîðèñòàëè òîé ôàêò, ùî |J | ∼ b1 − a1 ∼ b − a (äèâ. (3.27)), i

âèêîðèñòàëè (3.29).

Îòæå,

‖g − g(a)‖[a,b] 6

b∫
a

|g′(t)|dt 6 c(r)(b− a)rω2(g
(r), b− a; [a1, b1]),

çâiäêè ëåãêî áà÷èòè, ùî P1(x) ≡ g(a) öå øóêàíèé ïîëiíîì. Öå çàâåðøó¹

äîâåäåííÿ ó âèïàäêó r > 0.

Ó âèïàäêó r = 0 ìà¹ìî σ = 1. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââà-

æàòè, ùî g(a1) 6 g(b1). Òîäi ëiíiéíà ôóíêöiÿ P1(x) ≡ g(a1) (ùî î÷åâèäíî

¹ êîìîíîòîííîþ ç g) iíòåðïîëþ¹ ôóíêöiþ g ó äâîõ òî÷êàõ, âiäñòàíü ìiæ
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ÿêèìè > y1−a1 > a−a1 ∼ b1−a1 (òóò y1 öå òî÷êà çìiíè ìîíîòîííîñòi äëÿ

ôóíêöi¨ g, äèâ. (3.27)). Îòæå, ç òåîðåìè Âiòíi (äèâ., íàïðèêëàä, [13, (6.2),

ñò. 230]) âèïëèâà¹

‖g − P1‖[a,b] 6 cω2(g, b− a, [a1, b1]),

îñêiëüêè b− a ∼ b1 − a1, äå ìè çíîâó âèêîðèñòàëè (3.27).

3.4. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.2.

Íåõàé S öå íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ íà R, ùî çàäîâiëüíÿ¹

S(x) =

1, ÿêùî x 6 1,

−1, ÿêùî x > 2,

¹ ñïàäíîþ íà [1, 2] òà
2∫

1

S(u)
du

u
= 0.

Äëÿ êîæíîãî a ∈ (0, 1
2 ], ïîêëàäåìî

ga(x) :=

x∫
a2

S
(u
a

) du
u
, x > 0.

i ïîìiòèìî, ùî

ga(x) =

ln x
a2 , ÿêùî x ∈ (0, a],

ln 2
x , ÿêùî x > 2a.

(3.30)

Ëåãêî áà÷èòè ùî

(x− a2)ga(x) > 0, x ∈ (0, 2], (3.31)

òà

max
x∈(0,2]

x|ga(x)| < 1. (3.32)
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Òàêîæ áà÷èìî, ùî, ga ¹ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ ïðè x > 0, i äëÿ

êîæíîãî j ∈ N,

|g(j)
a (x)| 6 c(j)

xj
, x > 0. (3.33)

Çàôiêñó¹ìî m > 2 óñþäè â öüîìó ïiäðîçäiëi.

Ïðè çàäàíîìó ïàðíîìó r > 0, íåõàé fr ∈ C[0, 2] öå ôóíêöiÿ âèçíà÷åíà

ðiâíiñòþ

fr(x) =

x∫
1/m4

(x− u)
r
2S
(
um2

) du
u
, x ∈ [0, 2]. (3.34)

ßêùî r > 1 ¹ íåïàðíèì, òî âèçíà÷èìî fr ∈ C[−2, 2] çà ðiâíiñòþ

fr(x) =

x∫
0

ur−1g1/m(|u|)du, x ∈ [−2, 2]. (3.35)

Çàóâàæèìî, ùî ga(|x|) iíòåãðîâíà íà [−2, 2], à òîìó f1 ¹ êîðåêòíî âèçíà÷å-

íîþ, íåïåðåðâíîþ â x = 0 òà çàäîâiëüíÿ¹ f1(0) = 0.

Ïî÷íåìî ç äâîõ ëåì.

Ëåìà 3.3. ßêùî r > 0 � ïàðíå ÷èñëî, òî

En(fr)[0,1] 6
c(r)

nr
, n > 1. (3.36)

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî p = r
2 . Çà âèçíà÷åííÿì fr òà (3.33), ìà¹ìî

|f (r)
r (x)| = p!|g(p)

1/m2(x)| 6 p!c(p)

xp
=:

c(r)

xr/2
, x > 0.

Îòæå 1
c(r)fr ∈ B

r[0, 1], äå Br öå êëàñ Áàáåíêà. Òàêèì ÷èíîì, ç (3.11) âèïëè-

âà¹ (3.36) ïðè n > r. Ïðè n < r, (3.36) âèïëèâà¹ ç îöiíêè

‖fr‖[0,1] 6 p+ 1.

Ñïðàâäi, ç a := 1
m2 , ìà¹ìî, ùî ïðè x ∈ (0, 1],

|fr(x)| =

∣∣∣∣∣∣xpga(x) +

x∫
a2

((x− u)p − xp)S
(u
a

) du
u

∣∣∣∣∣∣
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6 xp−1 +

x∫
a2

(xp − (x− u)p)
du

u

6 xp−1 + pxp 6 p+ 1,

äå â ïåðøié íåðiâíîñòi ìè çàñòîñóâàëè (3.32).

Ëåìà 3.4. ßêùî r � íåïàðíå, òî

En(fr)[−1,1] 6
c(r)

nr
, n > 1. (3.37)

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ fr âèïëèâà¹, ùî f
(r−1)
r ¹ íåïåðåðâíîþ íà [0, 1],

à ç (3.33) âèïëèâà¹ ùî

|f (r+1)
r (x)| 6 c(r)

x
, x > 0.

Öå, â ñâîþ ÷åðãó, îçíà÷à¹ ùî 1
c(r)f

(r−1)
r ∈ Z[0, 1], à îñêiëüêè ôóíêöiÿ f (r−1)

r

¹ íåïàðíîþ, ìà¹ìî 1
c(r)f

(r−1)
r ∈ Z[−1, 1]. Îòæå, ç (3.10) âèïëèâà¹ (3.37) äëÿ

n > r + 1. äëÿ n 6 r, (3.37) ñëiäêó¹ ç îöiíêè

‖fr‖[−1,1] < 1.

Äîâåäåííÿ çàâåðøåíî.

Äàëi ìè ïîêàæåìî, ùî ïîëiíîìè ç îáìåæåííÿìè íå ìîæóòü òàê äîáðå

íàáëèæóâàòè fr. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ïàðíîãî r, äå ìè ìà¹ìî

íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 3.5. ßêùî r > 0 � ïàðíå ÷èñëî, òî iñíó¹ òàêà ñòàëà c(r) > 0,

ùî äëÿ äîâiëüíîãî ïîëiíîìà Pm ∈ Pm ùî äëÿ äåÿêîãî çíà÷åííÿ θ ∈ [0, 1
m2 ]

çàäîâiëüíÿ¹ P
( r2 )
m (θ) = 0, âèêîíó¹òüñÿ íåâiðíiñòü

‖fr − Pm‖[0,1] > c(r)
lnm

mr
.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé p = r
2 , ïîêëàäåìî

L(x) :=

1/m2∫
1/m4

(x− u)p
du

u

òà

G(x) := fr(x)− L(x) =

x∫
1/m2

(x− u)pS
(
um2

) du
u
.

Äëÿ x > 1
m2 ìà¹ìî

|G(x)| 6 xp
x∫

1/m2

du

u
= xp ln(m2x)

< xp+1m2 =
1

m2p
(xm2)p+1

6
c(p)

m2p

(
θp+1 + (x− θ)p+1

)
m2(p+1)

6
c(p)

m2p

(
1 +

(
x− θ
ρm(θ)

)p+1
)
,

äå
1

m2
6 ρm(θ) =

1

m2
+

1

m

√
θ(1− θ) < 2

m2
.

ßêùî, ç iíøîãî áîêó, x ∈ [0, 1
m2 ], òî

|G(x)| 6 |G(0)| = 1

pm2p
.

Íåõàé

A := m2p‖fr − Pm‖[0,1].

Ìà¹ìî, ùî äëÿ âñiõ x ∈ [0, 1] âèêîíó¹òüñÿ

|L(x)− Pm(x)| 6 |fr(x)− Pm(x)|+ |L(x)− fr(x)| 6 A

m2p
+ |G(x)|

6
c(p) max{A, 1}

m2p

(
1 +

(
|x− θ|
ρm(θ)

)p+1
)
.
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Ç íåðiâíîñòi Äçÿäèêà (äèâ. ëåìà 3.1) îòðèìó¹ìî

2(p!) lnm = |L(p)(θ)| = |L(p)(θ)− P (p)
m (θ)|

6
c(p) max{A, 1}

m2p
ρ−pm (θ)

6 c(p) max{A, 1},

à îòæå

A > c(r) lnm.

Äîâåäåííÿ çàâåðøåíî.

Äàëi, ðîçãëÿíåìî âèïàäîê íåïàðíîãî r.

Ëåìà 3.6. ßêùî r � íåïàðíå ÷èñëî, òî iñíó¹ òàêà ñòàëà c(r) > 0, ùî

äëÿ äîâiëüíîãî ïîëiíîìà Pm ∈ Pm, ùî äëÿ äåÿêîãî çíà÷åííÿ θ ∈ [− 1
m ,

1
m ]

çàäîâiëüíÿ¹ P
(r)
m (θ) = 0, ìà¹ìî

‖fr − Pm‖[−1,1] > c(r)
lnm

mr
.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

L(x) :=

x∫
0

ur−1du

1/m∫
1/m2

dt

t
=

1

r
xr lnm.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (3.35), ïîêëàäåìî

G(x) := fr(x)− L(x) =

x∫
0

ur−1

 |u|∫
1/m

S(tm)
dt

t

 du.

Äëÿ |x| > 1
m ìà¹ìî

|G(x)| 6 |x|r ln(m|x|)

< xr+1m =
1

mr
(xm)r+1
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6
c(r)

mr

(
1 +

(
x− θ
ρm(θ)

)r+1
)
,

äå, çà îçíà÷åííÿì (3.12) äëÿ [a, b] = [−1, 1], âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

1

m
< ρm(θ) =

1

m2
+

1

m

√
1− θ2 <

2

m
.

ßêùî æ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |x| < 1
m , òî

|G(x)| 6 |G(
1

m
)| =

1/m∫
0

ur−1 ln
1

mu
du =

1

r2mr
.

Äàëi, íåõàé

A := mr‖fr − Pm‖[−1,1].

Òîäi äëÿ âñiõ x ∈ [−1, 1],

|L(x)− Pm(x)| 6 |fr(x)− Pm(x)|+ |L(x)− fr(x)| 6 A

mr
+ |G(x)|

6
c(r) max{A, 1}

mr

(
1 +

(
x− θ
ρm(θ)

)r+1
)
.

Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Äçÿäèêà ìè îòðèìó¹ìî

(r − 1)! lnm = |L(r)(θ)| = |L(r)(θ)− P (r)
m (θ)|

6
c(r) max{A, 1}

mr
ρ−rm (θ)

6 c(r) max{A, 1},

à îòæå

A > c(r) lnm.

Ëåìó äîâåäåíî.

Ïåðåä íàñòóïíèìè ëåìàìè, ïîêëàäåìî

a :=


1
m , ÿêùî r � íåïàðíå,

1
m2 , ÿêùî r � ïàðíå,
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i ïîçíà÷èìî

µr := min
x∈[a,1]

f ′r(x).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî µr > 0.

Ó íàñòóïíèõ äâîõ ëåìàõ ìè ðîçãëÿäàòèìåìî âèïàäîê ïàðíîãî r > 0.

Ëåìà 3.7. Íåõàé r > 0 � ïàðíå ÷èñëî. Òîäi iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ f ∈
∆1

r
2
[0, 1], ùî

nrEn(f)[0,1] 6 1, n > 1, (3.38)

òà

mrE
1, r2
m (f)[0,1] > c(r) lnm, (3.39)

äå c(r) > 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé p := r
2 . Îñêiëüêè f

(j)
r (a2) = 0 äëÿ âñiõ 0 6 j 6 p,

ìà¹ìî ùî iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî a2 + δ < a i

‖f (j)
r ‖[a2,a2+δ] <

1

e
min{µr,

1

mr
}, j = 1, . . . , p. (3.40)

Ðîçãëÿíåìî íàáið ç p ðiçíèõ òî÷îê

a2 < y1 < · · · < yp < a2 + δ,

i ïîçíà÷èìî ÷åðåç Lp(x) := L(f ′r; y1, . . . , yp;x) ïîëiíîì Ëàãðàíæà, ùî iíòåð-

ïîëþ¹ f ′r â öèõ òî÷êàõ. Çâàæàþ÷è íà (3.17) i (3.15), ç (3.40) âèïëèâà¹

‖Lp‖[0,1] 6 ‖f ′r‖[a2,a2+δ] +
‖f ′′r ‖[a2,a2+δ]

1!
+ · · ·+

‖f (p)
r ‖[a2,a2+δ]

(p− 1)!

< min{µr,
1

mr
}.

Äàëi, ïîêëàäåìî

F ′ := f ′r − Lp

i îçíà÷èìî

F (x) :=

x∫
a2

F ′(t)dt, x ∈ [0, 1].
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Ç (3.18) òà (3.15), îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ x ∈ (0, a]

F ′(x) = f ′r(x)− Lp(x) = [x, y1, . . . , yp; f
′
r](x− y1) · · · (x− yp)

=
f

(p+1)
r (ζ)

p!
(x− y1) · · · (x− yp)

=
1

ζ
(x− y1) · · · (x− yp),

äå ζ = ζ(x) ∈ (0, a). Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ F íàëåæèòü äî êëàñó ∆1
p[0, a].

Çàñòîñîâóþ÷è îöiíêó ‖Lp‖[0,1] < µr, îäåðæó¹ìî ùî F ∈ ∆1
p[0, 1], à îòæå,

çãiäíî ç ëåìîþ 3.3, ìà¹ìî

nrEn(F )[0,1] 6 c1(r). (3.41)

Íàðåøòi, ÿêùî P ′m(x)F ′(x) > 0, x ∈ (0, a), òî P (p)
m (θ) = 0 äëÿ äåÿêîãî

çíà÷åííÿ θ ∈ (0, a). Îòæå, ç ëåìè 3.5 âèïëèâà¹ ùî

‖fr − Pm‖[0,1] > c(r)
lnm

mr
.

Òàêèì ÷èíîì,

‖F − Pm‖[0,1] > ‖fr − Pm‖[0,1] −
1

mr

> c(r)
lnm

mr
− 1

mr
> c(r)

lnm

mr
,

(3.42)

äå â ïåðøié íåðiâíîñòi ìè çàñòîñóâàëè îöiíêó ‖Lp‖[0,1] <
1
mr .

Î÷åâèäíî, ç (3.41) ìà¹ìî, ùî f := F
c1(r) çàäîâiëüíÿ¹ (3.38), à (3.39) âè-

ïëèâà¹ ç (3.42).

Ëåìà 3.8. Íåõàé r > 0 � ïàðíå ÷èñëî, s > r
2, i íåõàé b := π

2 +
(
s− r

2

)
π.

Òîäi iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ f̃ ∈ ∆1
s[0, b], ùî

nrEn(f̃)[0,b] 6 1, n > 1, (3.43)

òà

mrE1,s
m (f̃)[0,b] > c(r, s) lnm, (3.44)

äå c(r, s) > 0.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé

h′r(x) :=
1

2
(1 + S(x))f ′r(x) +

1

2
(1− S(x)) sinx, x ∈ [0, b],

i ïîêëàäåìî

hr(x) :=

x∫
a2

h′r(u)du.

Çàóâàæèìî, ùî h′r(x) = f ′r(x) äëÿ x ∈ [0, 1], ùî h′r(x) = sin x äëÿ x > 2, i

ùî

min
x∈[1,2]

h′r(x) =: νr > 0. (3.45)

Ç ëåìè 3.3 ñëiäó¹, ùî c(r, s)hr ∈ Br[0, b], à îòæå

nrEn(hr)[0,b] 6 c2(r, s). (3.46)

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ òà ìiðêóâàííÿ ç äîâåäåííÿ ëå-

ìè 3.7, àëå äîâåäåííÿ áóäå äåùî ñêëàäíiøèì i íàì òðåáà áóäå íàêëàñòè

äîäàòêîâi îáìåæåííÿ íà äåÿêi âåëè÷èíè â äîâåäåíi ëåìè 3.7. Ïî-ïåðøå, âè-

áåðåìî δ íàñòiëüêè ìàëèì, ó äîäà÷ó äî (3.40), ùî ïîëiíîì L, ïðîäîâæåíèé

äî [0, b], çàäîâiëüíÿ¹

‖L‖[1,2] < νr, ‖L‖[1,b] < sin 1 and ‖L′‖[1,b] < cos 1.

Öå ðàçîì ç (3.45) ãàðàíòó¹, ùî L íå ïåðåòèíà¹ ôóíêöiþ h′r íà [1, 2] i ïå-

ðåòèíà¹ ¨¨ ðiâíî s − r
2 ðàçiâ íà [2, b] (òî÷íiñiíüêî îäèí ðàç ó êîæíîìó ç

iíòåðâàëiâ (πk − π
2 , πk + π

2 ], k = 1, . . . , s − r
2 , äå | sinx| < sin 1). ßêùî ïî-

çíà÷èòè F̃ ′ := h′r − L i âèçíà÷èòè

F̃ (x) :=

x∫
a2

F̃ ′(u)du,

òî ìà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ F̃ íàëåæèòü äî êëàñó ∆1
s[0, b]. Íàðåøòi, ïîçíà÷èâøè

F̃ òàê ñàìî ÿê â äîâåäåíi ëåìè 3.7 i âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü F (x) =
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(−1)s−r/2F̃ (x) äëÿ x ∈ [0, 1], îòðèìó¹ìî

mrE1,s
m (F̃ )[0,b] > mrE1,s

m (F̃ )[0,1]

= mrE1,s
m (F )[0,1]

> c(r, s) lnm,

(3.47)

Äàëi ïîêëàäåìî f̃ := F̃
c2(r,s) , i íåðiâíiñòü (3.43) âèïëèâàòèìå ç (3.46), à (3.44)

âèïëèâà¹ ç (3.47).

Òåïåð ìè ðîçãëÿíåìî âèïàäîê íåïàðíîãî r

Ëåìà 3.9. Íåõàé r > 3 � íåïàðíå ÷èñëî. Òîäi iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ f ∈
∆1
r+1[−1, 1], ùî

nrEn(f) 6 1, n > 1, (3.48)

àëå

mrE1,r+1
m (f) > c(r) lnm, (3.49)

äå c(r) > 0.

Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî a = 1
m i ïîêëàäåìî p := r−1

2 . Âèçíà÷èìî

ôóíêöiþ Fr ðiâíiñòþ

Fr(t) := f ′r(
√
t) = tpga(

√
t), t ∈ [0, 1],

i ïîìiòèìî, ùî

Fr(t) :=
1

2
tp ln

t

a4
, t ∈ [0, a2].

Äëÿ δ ∈ (0, a
4

2p), ïîçíà÷èìî zj := jδ, 1 6 j 6 p òà zp+1 := a4, i íåõàé

(äèâ. (3.16)),

Lp+1(t) = Lp+1(Fr; z1, . . . , zp+1; t) =

p+1∑
i=1

Fr(zi)li(t),

öå ïîëiíîì Ëàãðàíæà, ùî iíòåðïîëþ¹ ôóíêöiþ Fr ó âóçëàõ zj. Îñêiëüêè

Fr(zp+1) = 0 i äëÿ âñiõ 1 6 i 6 p,

|Fr(zi)li(t)| < c(p)
δp

δp−1(a4 − pδ)
ln
a4

δ
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6 c(p)
δ

a4
ln
a4

δ
, t ∈ [0, 1],

òî ìîæåìî âèáðàòè δ íàñòiëüêè ìàëèì, ùîá âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü

‖Lp+1‖[0,1] < min{ 1

mr
, min
t∈[a2,1]

Fr(t)} < 1. (3.50)

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi (3.18) i (3.15), îòðèìó¹ìî ùî äëÿ t ∈ (0, a2)

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Fr(t)− Lp+1(t) = [t, z1, . . . , zp+1;Fr](t− z1) · · · (t− zp+1)

=
F

(p+1)
r (ζ)

(p+ 1)!
(t− z1) · · · (t− zp+1)

=
1

2(p+ 1)ζ
(t− z1) · · · (t− zp+1),

äå ζ = ζ(t) ∈ (0, a2). Òàêèì ÷èíîì, ïîêëàäåìî

F ′(x) := Fr(x
2)− Lp+1(x

2) = f ′r(x)− Lp+1(x
2), x ∈ [−1, 1],

i âèçíà÷èìî ôóíêöiþ F ðiâíiñòþ

F (x) :=

x∫
0

F ′(u)du, x ∈ [−1, 1].

Ìà¹ìî, ùî

F ′(x)(x2 − z1) . . . (x
2 − zp+1) > 0, x ∈ [−a, a],

òîáòî ôóíêöiÿ F íàëåæèòü äî êëàñó ∆1
2p+2[−a, a] = ∆1

r+1[−a, a]. Ç (3.50)

îòðèìó¹ìî, ùî

|Lp+1(x
2)| < f ′r(x), |x| ∈ [a, 1],

ç ÷îãî, â ñâîþ ÷åðãó, âèïëèâà¹

F ∈ ∆1
r+1[−1, 1] = ∆1

r+1.
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Ó òîé æå ÷àñ, ç ëåìè 3.4 òà íåðiâíîñòi (3.50) îòðèìó¹ìî

nrEn(F )[−1,1] 6 c3(r). (3.51)

Íàðåøòi, ÿêùî P ′m(x)F ′(x) > 0, x ∈ (−1, 1), òî iñíó¹ òàêà òî÷êà θ ∈ (−a, a),

ùî

P (r)
m (θ) = 0.

(Íàñïðàâäi, iñíó¹ íàâiòü äâi òàêi òî÷êè.) Ç ëåìè 3.6 ìè îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü

‖fr − Pm‖[−1,1] > c(r)
lnm

mr
,

à îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è (3.50) ìè îòðèìó¹ìî

‖F − Pm‖[−1,1] > ‖fr − Pm‖[−1,1] −
1

mr
> c(r)

lnm

mr
− 1

mr

> c(r)
lnm

mr
,

(3.52)

Òàê ñàìî, ÿê i â ïîïåðåäíiõ äîâåäåííÿõ, ÿêùî ìè ïîêëàäåìî f := F
c3(r) , òî

íåðiâíiñòü (3.48) áóäå âèïëèâàòè ç (3.51), à íåðiâíiñòü (3.49) âèïëèâàòèìå

ç (3.52).

Íàì òàêîæ òðåáà îêðåìî ðîçãëÿíóòè âèïàäîê r = 1.

Ëåìà 3.10. Iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ f ∈ ∆1
2[−1, 1], ùî

nEn(f) 6 1, n > 1, (3.53)

òà

mE1,2
m (f) > c lnm, (3.54)

äå c > 0.

Äîâåäåííÿ. Íàì õîòiëîñÿ á âèêîðèñòàòè ó äîâåäåííi öi¹¨ ëåìè ôóíêöiþ

f1, òàê ñàìî ÿê áóëî çðîáëåíî â äîâåäåííi ëåìè 3.9 (äå áóëî âèêîðèñòàíî

ôóíêöi¨ fr, äëÿ r > 3). Îäíàê ôóíêöiÿ f1 íå ¹ äèôåðåíöiéîâíîþ â òî÷öi
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x = 0. Òîìó íàì òðåáà ìîäèôiêóâàòè öþ ôóíêöiþ. Íåõàé l1 � öå äîòè÷íà

äî ôóíêöi¨ f ′1 â òî÷öi x = a2 i íåõàé l2 � öå äîòè÷íà äî ôóíêöi¨ f ′1 â òî÷öi

x = −a2. Òîäi l1(0) = l2(0) = −1. Ïîêëàäåìî

f̄ ′(x) :=


f ′1(x), ÿêùî a2 6 |x| 6 1,

l2(x), ÿêùî − a2 6 x 6 0,

l1(x), ÿêùî 1 6 x 6 a2,

i âèçíà÷èìî

f̄(x) :=

x∫
0

f̄ ′(u)du.

Òåïåð f̄ ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ íà âiäðiçêó [−1, 1] i äàëi

äîâåäåííÿ ïîâòîðþ¹ ìiðêóâàííÿ ëåìè 3.3 òà ëåìè 3.5 ç f̄ çàìiñòü f1, à òàêîæ

ìiðêóâàíü ëåìè 3.9 ç f̄ çàìiñòü fr, r > 3.

Òåïåð ìè ìîæåìî äîâåñòè àíàëîã ëåìè 3.8 äëÿ íåïàðíîãî r.

Ëåìà 3.11. Íåõàé r > 0 � íåïàðíå ÷èñëî i s > r + 1 òà b := π
2 + (s−

r − 1)π. Òîäi iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ f̃ ∈ ∆1
s[−b, b], ùî

nrEn(f̃)[−b,b] 6 1, n > 1, (3.55)

òà

mrE1,s
m (f̃)[−b,b] > c(r, s) lnm, (3.56)

äå c(r, s) > 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

Fr :=

fr, ÿêùî r > 3

f̄ , ÿêùî r = 1,

äå f̄ öå ôóíêöiÿ ïîáåäîâàíà â ëåìi 3.10. Ïðîäîâæèìî ôóíêöiþ F ′r íà ií-

òåðâàë [1, b] òàê ñàìî ÿê öå áóëî çðîáëåíî ó äîâåäåííi ëåìè 3.8, à òàêîæ
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ïðîäîâæèìî ¨¨ íà iíòåðâàë [−b,−1] çà ðiâíiñòþ

F ′r(x) = F ′r(−1), x ∈ [−b,−1].

Äàëi äîâåäåííÿ ïîâòîðþ¹ ìiðêóâàííÿ ç äîâåäåííÿ ëåìè 3.8.

Òåïåð ìè ãîòîâi äîâåñòè òåîðåìó 3.2.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.2. Çàôiêñó¹ìî s > 0.

ßêùî α ∈ As ¹ íåïàðíèì, òî ç îçíà÷åííÿ As âèïëèâà¹, ùî α + 1 < s ó

âèïàäêó íåïàðíîãî s, i α + 1 6 s ó âèïàäêó ïàðíîãî s. Îòæå, òåîðåìà 3.2

âèïëèâà¹ ç ëåì 3.9, 3.10 i 3.11, äå ìè ïîêëàäà¹ìî r = α.

ßêùî α ∈ As � íåïàðíå, òî α = 2` 6 2s. Ó öüîìó âèïàäêó òåîðåìà 3.2

âèïëèâà¹ ç ëåì 3.7 òà 3.8, äå ìè ïîêëàäåìî r = α, çâiäêè s > r
2 .

3.5. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.3

Íåõàé

xj := cos(jπ/n), 0 6 j 6 n,

öå âóçëè ×åáèøåâà, òà ïîçíà÷èìî Jj,n := [xj+1, xj−1] òà |Jj,n| = xj−1 − xj+1,

1 6 j 6 n− 1.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.3. Äîâåäåííÿ îöiíêè (3.8) áóäåìî âåñòè òàê ñàìî,

ÿê i â ñòàòòi [25]. Ñïî÷àòêó ïîìiòèìî, ùî (3.8) ëåãêî âèâîäèòüñÿ ç íåðiâíî-

ñòåé

E1,σ
r+1(f)Jj,n 6

c(α, s)

nα
, j = 1, . . . , n− 1, (3.57)

äå 0 6 σ 6 s òàêå, ùî f ∈ ∆1
σ[xj+1, xj−1] i

r := [α] > 1.

Äåòàëüíiøå öå ñïîñòåðåæåííÿ áóäå îá ðóíòîâàíî ó íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi.

Ùîá äîâåñòè (3.57) ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òîé ôàêò, ùî ç òâåð-

äæåíü [25, òåîð. 2.1 òà 2.2], íåðiâíîñòi (3.3) òà íåðiâíîñòåé [27, (3.4) i (3.5)]

âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî n:
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(a) ôóíêöiÿ f íàëåæèòü äî êëàñó Cr−1(−1, 1) i

ω2(f
(r−1), |Jj,n|, Jj,n) 6

c(α)

|Jj,n|r−1nα
, 2 6 j 6 n− 2; (3.58)

(b) ÿêùî α /∈ N, òî f ∈ Cr(−1, 1) i

ω(f (r), |Jj,n|, Jj,n) 6
c(α)

|Jj,n|rnα
, 2 6 j 6 n− 2; (3.59)

(c) ÿêùî α íå ¹ ïàðíèì ÷èñëîì, òî f ∈ C [ r2 ][−1, 1] i

ω(f ([ r2 ]), |Jj,n|, Jj,n) 6
c(α)

|Jj,n|[
r
2 ]nα

, 1 6 j 6 n− 1; (3.60)

(d) ÿêùî α ¹ ïàðíèì ÷èñëîì, òî f ∈ C r
2−1[−1, 1] i

ω2(f
( r2−1), |Jj,n|, Jj,n) 6

c(α)

|Jj,n|
r
2−1nα

, 1 6 j 6 n− 1. (3.61)

Ïî¹äíóþ÷è íåðiâíîñòi (3.58)-(3.61) ç íåðiâíîñòÿìè (3.22), (3.26)

òà (3.28), ìè îòðèìó¹ìî (3.57) äëÿ êîæíîãî α /∈ As. Òî÷íiøå, äëÿ α /∈ N

ìà¹ìî (3.57) äëÿ âñiõ j, ùî âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 2.2 òà íåðiâíîñòåé (3.59)

òà (3.60). Äëÿ íåïàðíèõ α ∈ N òàêèõ, ùî α > s, ïîìiòèìî, ùî α > s + 1,

à òîìó r − 1 > s. Îòæå, äëÿ 2 6 j 6 n − 2, ìè îòðèìó¹ìî (3.57) ç íå-

ðiâíîñòåé (3.58) òà (3.61), ó òîé ÷àñ ÿê äëÿ j = 1, n − 1 ìè çàñòîñîâó¹ìî

íàñëiäîê 2.1 òà íåðiâíiñòü (3.60). Äëÿ 2 6 j 6 n − 2 ìè îòðèìó¹ìî (3.57)

ç (3.58) òà (3.61)(îñêiëüêè â öüîìó âèïàäêó r−1 > s). Íàðåøòi, äëÿ ïàðíèõ

α > 2s + 2 ìà¹ìî r − 1 > r/2 − 1 > s, à òîìó (3.57) âèïëèâà¹ ç (3.61) òà

íåðiâíîñòåé (3.58) i (3.61). Çàëèøà¹òüñÿ ëèøå âèïàäîê êîëè ÷èñëî α = s íå-

ïàðíå. Äëÿ j = 1, n− 1, (3.57) âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 3.1 òà íåðiâíîñòi (3.60),

à äëÿ 2 6 j 6 n − 2 i σ < s, (3.57) âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 3.2 òà íåðiâíî-

ñòi (3.58). Îòæå, çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè (3.57) äëÿ 3 6 j 6 n − 3 i σ = s. Ó

öüîìó âèïàäêó äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç ëåìè 3.1 äëÿ

[a1, b1] := Jj−1,n ∪ Jj+1,n

i [a, b] := Jj,n.

Äîâåäåííÿ çàâåðøåíî.
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3.6. Äîâåäåííÿ ïåðåõîäó âiä (3.57) äî (3.8)

Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî ç íåðiâíîñòåé (3.57) âèïëèâà¹ (3.8).

Íåõàé ϕ(x) :=
√

1− x2 i ïîçíà÷èìî C0
ϕ := C[−1, 1], à äëÿ r > 1 áóäå-

ìî êàçàòè, ùî f ∈ Cr
ϕ ÿêùî f ∈ C(r)(−1, 1) òà limx→±1 ϕ

r(x)f (r)(x) = 0.

Íàðåøòi, äëÿ f ∈ Cr
ϕ ïîçíà÷èìî

ωϕk,r(f
(r), t) := sup

06h6t
sup

x:|x|+kh
2 ϕ(x)<1

Kr(x,
kh

2
)|∆k

hϕ(x)(f
(r), x)|,

äå K(x, µ) := ϕ(|x| + µϕ(x)) òà ñèìåòðè÷íó ðiçíèöþ ∆k
u áóëî âèçíà÷åíî

â (3.9).

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ r = 0,

ωϕk,0(f, t) = ωϕk (f, t),

öå k-é ìîäóëü ãëàäêîñòi Äiöiàíà-Òîòiêà.

Íàãàäà¹ìî ïîçíà÷åííÿ äëÿ âóçëiâ ×åáèøåâà

xj := cos(jπ/n), 0 6 j 6 n,

i ïîçíà÷èìî Ij := [xj, xj−1], 1 6 j 6 n. Çàóâàæèìî, ùî Jj = Ij ∪ Ij+1, 1 6

j 6 n−1. Íåõàé Σk,n öå ìíîæèíà óñiõ íåïåðåðâíèõ êóñêîâî ïîëiíîìiàëüíèõ

ôóíêöié ñòåïåíi < k íà ×åáèøåâîìó ðîçáèòòi {xj}nj=0. Òàêîæ ïîçíà÷èìî

÷åðåç Σk,n(Ys) ⊂ Σk,n ìíîæèíó óñiõ êóñêîâî ïîëiíîìiàëüíèõ ôóíêöié S ç

íàñòóïíîþ âëàñòèâiñòþ. Íåõàé j(i), 1 6 i 6 s, öå òàêèé iíäåêñ, ùî yi ∈
Ij(i). Òîäi S ∈ Σk,n(Ys) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêîãî 1 6 i 6 s,

çâóæåííÿ S íà ìíîæèíó

Oi := (xj(i)+1, xj(i)−2)

¹ ïîëiíîìîì,äå xn+l := −1, x−l := 1. Íàðåøòi, ïîçíà÷èìî O :=
⋃s
i=1Oi.
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Òâåðäæåííÿ 3.3 (äèâ. [31]). Äëÿ êîæíîãî k > 1 i s > 0 iñíóþòü

òàêi ñòàëi c = c(k, s) i c∗ = c∗(k, s), ùî ÿêùî Ys ∈ Ys, i S ∈ Σk,n(Ys) ∩
∆1(Ys), äå n > 1, òî

E(1)
c∗n

(S, Ys) 6 cωϕk (S, 1/n). (3.62)

Òåîðåìà 3.5. Íåõàé äàíî s ∈ N, i α > 1. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ

f ∈ ∆1
s òàêà, ùî (3.3) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n > r + 1, i ïðèïóñòèìî, ùî f

çàäîâiëüíÿ¹ íåðiâíîñòi (3.57). Òîäi

nαE1,s
n (f) 6 c1(α, s), n > c2(α, s)N0. (3.63)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ ∆(1)(Ys). Î÷åâèäíî, äîñòàòíüî äîâåñòè (3.62) äëÿ

E
(1)
n (f, Ys) çàìiñòü E1,s

n (f). Ñïî÷àòêó, ïîêëàäåìî

σ
(1)
r+1,n(f) := inf{‖f − S‖ : S ∈ Σr+1,n(Ys) ∩∆1(Ys)},

i ïðèïóñòèìî, ùî (àíàëîãi÷íî äî (3.63)),

σ
(1)
r+1,n(f) 6 c3(α, s), n > N1. (3.64)

Ðîçãëÿíåìî S ∈ Σr+1,n(Ys) ∩∆1(Ys) òàêå, ùî

‖f − S‖ 6 2σ
(1)
r+1,n(f, Ys).

Òîäi ç òâåðäæåííÿ 3.3 âèïëèâà¹, ùî

E(1)
n (S, Ys) 6 cωϕr+1(S,

1

n
), n > c∗,

çâiäêè, â ñâîþ ÷åðãó, âèïëèâà¹

E(1)
n (f, Ys) 6 E(1)

n (S, Ys) + 2σ
(1)
r+1,n(f, Ys) 6 cωϕr+1

(
f,

1

n

)
+ cσ

(1)
r+1,n(f, Ys),

äëÿ óñiõ n > c∗. Îñêiëüêè ç (3.3) âèïëèâà¹ ùî

ωϕr+1

(
f,

1

n

)
6 cn−α,
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íàì òðåáà ëèøå ïåðåâiðèòè (3.63) äëÿ

N1 > max{c∗, c3(α, s)N0},

äå ñòàëó c3(α, s) áóäå âèçíà÷åíî ïiçíiøå.

Íåõàé n > c3(α, s)N0, i íåõàé On =
⋃s′

i=1O
′
i öå ðîçáèòòÿ On íà çâ'ÿçíi

iíòåðâàëè. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî iñíó¹ òàêå m > n/c2, ùî

(i) for each 1 6 i 6 s′, O′i ⊂ Jj(i),m,

òà

(ii) for i1 6= i2 we have that either j(i1) = j(i2) àáî

{j(i1), j(i1) + 1} ∩ {j(i2), j(i2) + 1} = ∅.

Äëÿ öüîãî ìè áóäåìî âåñòè iíäóêöiþ çà s′ 6 s. ßêùî s′ = 1, òî iñíó¹

óñüîãî îäèí áëîê O′1 äîâæèíè 6 2s+ 1, òîìó ìè ìîæåìî âçÿòè m = d n
2s+1e.

ßêùî æ s′ > 1, ïîêëàäåìî n1 = d n
2s+1e i òîäi âëàñòèâiñòü (i) áóäå âèêîíóâà-

òèñü äëÿ m = n1. ßêùî âëàñòèâiñòü (ii) òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ, òî âñå äîáðå.

Â iíøîìó ðàçi,

On =
s′⋃
i=1

O′i ⊂
s′⋃
i=1

Jj(i),m =:
s′′⋃
i=1

O′′i ,

öå íîâå ðîçáèòòÿ íà çâ'ÿçíi iíòåðâàëè, äå s′′ < s′. Çàñòîñîâóþ÷è iíäóêòèâíå

ïðèïóùåííÿ äî s′′ ìè îòðèìà¹ìî áàæàíå çíà÷åííÿ m. Íåâàæêî ïåðåâiðèòè,

ùî äëÿ öüîãî äîñòàòíüî c3(α, s) > (2s+ 1)s.

Ç (3.57) äëÿ âiäïîâiäíîãî m, äëÿ áóäü-ÿêîãî 1 6 i 6 s′ iñíó¹ òà-

êèé ïîëiíîì pi ñòåïåíi r, êîìîíîòîííèé ç f íà Jj(i),m, ùî çàäîâiëüíÿ¹

pi(xj(i)+1,m) = f(xj(i)+1,m) i òàêèé, ùî

‖f − pi‖Jj(i),m 6
c(α, s)

mα
6
c3(α, s)

nα
.

Ïðè j 6= j(i), j(i) + 1, 1 6 i 6 s′, ôóíêöiÿ f ¹ ìîíîòîííîþ íà Ij,m, îòæå,

ç (3.57), ìè îòðèìà¹ìî ïîëiíîì q̃j ñòåïåíÿ r, êîìîíîòîííèé ç ôóíêöi¹þ f
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íà âiäðiçêó Ij,m òàêèé, ùî

‖f − q̃j‖Ij,m 6
c4(α, s)

nα
.

Äîäàþ÷è ëiíiéíó ôóíêöiþ

l(x) := (f(xj,m)− q̃j(xj,m))
x− xj−1,m

xj,m − xj−1,m

+ (f(xj−1,m)− q̃j(xj−1,m))
x− xj,m

xj−1,m − xj,m
,

ìè îòðèìà¹ìî qj ùî âñå ùå ¹ êîìîíîòîííèì ç f íà Ij,m, à òàêîæ iíòåðïîëþ¹

f íà êiíöÿõ iíòåðâàëó Ij,m i çàäîâiëüíÿ¹

‖f − qj‖Ij,m 6
3c4(α, s)

nα
.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñïëàéí sn âèçíà÷åíèé ÿê pi íà iíòåðâàëi Jj(i),m i qj íà Ij,m

äëÿ âñiõ iíøèõ iíòåðâàëiâ. Òîäi sn ¹ êîìîíîòîííèì ç f i çàäîâiëüíÿ¹

‖f − sn‖ 6
c(α, s)

nα
.

Âií ìîæå ìàòè òî÷êè ðîçðèâó â xj(i)−1,m, àëå óñüîãî iñíó¹ íå áiëüøå çà s

òàêèõ òî÷îê, òîæ ìè ìîæåìî çðîáèòè öåé ñïëàéí íåïåðåðâíèì ðóõàþ÷èñü

çëiâà íà ïðàâî i çìiíþþ÷è (äîäàþ÷è ñòàëi) éîãî òàê, ùîá sn(xj(i)−1,m+) :=

sn(xj(i)−1,m−). Ëåãêî áà÷èòè, ùî îñòàííÿ îöiíêà âñå ùå áóäå âèêîíóâàòèñü

äëÿ íîâîãî ñïëàéíó çi ñòàëîþ c1(α, s) := sc(α, s) çàìiñòü c(α, s). Òåîðåìó

äîâåäåíî.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Â öüîìó ðîçäiëi äîâåäåíî, ùî ÿêùî âåëè÷èíà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ

ìà¹ ñòåïåíåâèé ïîðÿäîê, òîáòî

En(f) 6 n−α, n > 1,
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òî çà óìîâè α 6∈ As âåëè÷èíà íàéêðàùîãî êîìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ ìà¹

òîé ñàìèé ïîðÿäîê

E(1)
n (f, Ys) 6 c(α, s)n−α, n > 1.

Ìíîæèíà As öå ñêií÷åííà ìíîæèíà

As := {j | 1 6 j 6 2
[s

2

]
, àáî j = 2i, 1 6 i 6 s}.

Íàïðèêëàä, äëÿ s = 1, 2, . . . , 5 ìà¹ìî

A1 = {2},

A2 = {1, 2, 4},

A3 = {1, 2, 4, 6},

A4 = {1, 2, 3, 4, 6, 8},

A5 = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 10}.

Äëÿ α ∈ As áóëî ïîáóäîâàíî êîíòðïðèêëàäè, ùî ïîêàçóþòü, ùî òàêà

îöiíêà íå ìîæå âèêîíóâàòèñü, îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî m > 1 iñíó¹ òàêà

ôóíêöiÿ f ∈ ∆1(Ys) äëÿ äåÿêîãî íàáîðó Ys, ùî

mαE1,s
m (f) > c(s) logm.

Ïðè öüîìó, ó ïîáóäîâi êîíòðïðèêëàäiâ ìè ïîáóäóâàëè òàêîæ ïðèêëàäè

äî iíøîãî ïèòàííÿ � âåëè÷èíà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöié ïîëiíîìà-

ìè, ùî ìàþòü íóëü ïîðÿäêó s â äåÿêié ôiêñîâàíié òî÷öi ìîæå áóòè íàáàãàòî

áiëüøå íiæ âåëè÷èíà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ áåç îáìåæåíü çà óìîâè, ùî

α ∈ As.
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ÐÎÇÄIË 4

ÑÒÀËI ÂIÒÍI ÍÀÁËÈÆÅÍÍß ÍÀ ÁÀÃÀÒÎÂÈÌIÐÍÎÌÓ

ÊÓÁI

Êàëòîí i Ðîáåðòñ [24] ïîêàçàëè, ùî äëÿ îòðèìàííÿ îöiíîê ñòàëèõ Âi-

òíi íàáëèæåííÿ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ¹ êîðèñíèì ïîíÿòòÿ ãðàôiâ-

êîíöåíòðàòîðiâ. Âîíè òàêîæ âèêîðèñòàëè öi ãðàôè äëÿ ïîáóäîâè íàáëè-

æåíü ìàéæå àäèòèâíèõ ôóíêöié àäèòèâíèìè.

Êîíöåíòðàòîðè öå êëàñ äâîäîëüíèõ ãðàôiâ ùî ìàþòü âëàñòèâiñòü ðîç-

øèðåííÿ � äëÿ áóäü-ÿêèõ äîñèòü ìàëèõ ïiäìíîæèí âõîäiâ iñíó¹ íå ìåíøà

êiëüêiñòü âèõîäiâ, ùî ç íèìè ïî¹äíàíi. Êiëüêiñíî öÿ âëàñòèâiñòü âèðàæà-

¹òüñÿ çíà÷åííÿìè ÷îòèðüîõ ïàðàìåòðiâ (m, p, q, r), äå m � ÷èñëî âõîäiâ, p

� ÷èñëî âèõîäiâ, à ÷èñëà q òà r êiëüêiñíî âèðàæàþòü ÿêiñòü âëàñòèâîñòi

�ðîçøèðåííÿ� (äåòàëüíiøå îçíà÷åííÿ êîíöåíòðàòîðiâ íàäàíî íèæ÷å).

Ïiïåíãåð [39] äîâiâ iñíóâàííÿ (6m, 4m, 3m, 6)-êîíöåíòðàòîðiâ äëÿ áóäü-

ÿêîãî äîäàòíîãî m çà äîïîìîãîþ éìîâiðíiñíîãî ìåòîäó. Â öüîìó ðîçäi-

ëi ìè óçàãàëüíèìî éîãî ïiäõiä i äîâåäåìî iñíóâàííÿ (6m, 4m, 3m, 5.05)-

êîíöåíòðàòîðó (âií âæå íå áóäå ðåãóëÿðíèì, àëå âií ìàòèìå ìåíøó êiëü-

êiñòü ðåáåð). Çàñòîñîâóþ÷è öþ êîíñòðóêöiþ ìè ïîêðàùèìî îöiíêó ñòàëî¨

àïðîêñèìàöi¨ ìàéæå àäèòèâíèõ ôóíêöié ìíîæèí àäèòèâíèìè ôóíêöiÿìè

ç 44.5 (ùî áóëî äîâåäåíî Êàëòîíîì i Ðîáåðòñîì â [24]) äî 39. Êðiì òîãî,

ìè ïîêàçó¹ìî áiëüø áåçïîñåðåäíié çâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i ç çàäà÷åþ òèïó Âiòíi

ç íàáëèæåííÿ ëiíiéíèìè ôóíêöiÿìè íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ íà êóái â Rd, i

ïîêðàùó¹ìî îöiíêó íà áàãàòîâèìiðíó ñòàëó Âiòíi ç 802 (ùî áóëî äîâåäåíî

Áðóäíèì i Êàëòîíîì â [6]) äî 73.
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4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íàøîþ ïî÷àòêîâîþ ìîòèâàöi¹þ ñëóãó¹ íàñòóïíà íåðiâíiñòü òèïó Âiòíi

äëÿ ôóíêöié f ∈ C([0, 1]d), äå C([0, 1]d) � öå ïðîñòið óñiõ íåïåðåðâíèõ äié-

ñíîçíà÷íèõ ôóíêöié íà îäèíè÷íîìó êóái [0, 1]d:

min
L

max
x∈[0,1]d

|f(x)− L(x)| 6 w2(d) max
x,y∈[0,1]d

|f(x) + f(y)− 2f((x+ y)/2)|,

äå ìiíiìóì áåðåòüñÿ ïî âñiì ïîëiíîìàì L âiä d çìiííèõ ñòåïåíi 6 1 (òîáòî

ëiíiéíi ïîëiíîìè). Áðóäíèé i Êàëòîí (äèâ. [6]) ïîêàçàëè, ùî w2(d) 6 802 i

ñôîðìóëþâàëè ãiïîòåçó w2(d) 6 2. Ìè äîâåäåìî, ùî w2(d) 6 73, à òàêîæ

îòðèìà¹ìî êðàùi îöiíêè äëÿ áàãàòüîõ iíøèõ àïðîêñèìàöiéíèõ ñòàëèõ.

Öi îöiíêè, îäíàê, îòðèìóþòüñÿ ç íà ïåðøèé ïîãëÿä íå ïîâÿçàíî¨ êîì-

áiíàòîðíî¨ çàäà÷i ïðî iñíóâàííÿ äåÿêèõ êîíöåíòðàòîðiâ. Íàãàäà¹ìî, ùî

(m, p, q, r)-êîíöåíòðàòîð öå äâîäîëüíèé ãðàô ç m âõîäàìè òà p âèõîäà-

ìè, íå áiëüø íiæ mr ðåáðàìè, òàêèé ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè ç k 6 q

âõîäiâ, iñíó¹ k íåïåðåòèííèõ ðåáåð, ùî âåäóòü äî äåÿêèõ k âèõîäiâ. Âèêîðè-

ñòîâóþ÷è éìîâiðíiñíi ìiðêóâàííÿ, Ïiïåíãåð [39] äîâiâ, ùî (6m, 4m, 3m, 6)-

êîíöåíòðàòîðè iñíóþòü äëÿ áóäü-ÿêîãîm > 1. Çìåíøåííÿ ñåðåäíüî¨ ñòåïåíi

âõîäiâ äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíüm ¹ çàäà÷åþ ïåðøîðÿäíî¨ âàæëèâîñòi ó íàøîìó

êîíòåêñòi. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò â öüîìó íàïðÿìi öå íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî äîñòàòíüî âåëèêîãî íàòóðàëüíîãî ÷è-

ñëà m iñíó¹ (6m, 4m, 3m, 5.05)-êîíöåíòðàòîð.

Äëÿ äîâåäåííÿ, ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ìîäèôiêàöiþ ïiäõîäó Ïi-

ïåíãåðà, àëå öåé ìîäèôiêîâàíèé ïiäõiä âèìàãà¹ áiëüø òåõíi÷íèõ îöi-

íîê. Íà æàëü, öåé ìåòîä íå äà¹ ìîæëèâîñòi äîâåñòè, ùî (6m, 4m, 3m, 5)-

êîíöåíòðàòîðè iñíóþòü äëÿ âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõm, àëå íà îñíîâi äåÿêèõ

÷èñåëüíèõ îá÷èñëåíü ìè âèñóâà¹ìî ãiïîòåçó, ùî öå íàñïðàâäi òàê, äèâ. Çà-

óâàæåííÿ 4.1.

Êîíöåíòðàòîðè Ïiïåíãåðà áóëî âèêîðèñòàíî Êàëòîíîì òà Ðîáåðòñîì
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â [24] äëÿ äîâåäåííÿ íàñòóïíîãî ðåçóëüòàòó. Iñíó¹ òàêà àáñîëþòíà ñòàëà

K 6 44.5, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ àëãåáðè ñêií÷åííèõ ìíîæèí A i áóäü-ÿêîãî

âiäîáðàæåííÿ ν : A → R ùî çàäîâîëüíÿ¹ |ν(A ∪ B) − ν(A) − ν(B)| 6 1

ÿêùî A ∩ B = ∅, iñíó¹ òàêà àäèòèâíà ôóíêöiÿ ìíîæèí µ : A → R (òîáòî

µ(A ∪ B) = µ(A) + µ(B) äëÿ A ∩ B = ∅), ùî |ν(A) − µ(A)| 6 K äëÿ

óñiõ A ∈ A. Çàóâàæèìî, ùî òå ñàìå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ áåç óìîâè,

ùî åëåìåíòè A ìàþòü áóòè ñêií÷åííèìè ìíîæèíàìè, äèâ. [24, Äîâåäåííÿ

òåîðåìè 4.1, ñò. 809]. Ç òåîðåìè 4.1 ìè îòðèìà¹ìî íàñòóïíå ïîêðàùåííÿ.

Íàñëiäîê 4.1. K < 39.

Îñêiëüêè Áðóäíèé i Êàëòîí [6] çâåëè çàäà÷ó îöiíþâàííÿ ñòàëî¨ w2(d)

äî çàäà÷i îöiíþâàííÿ ñòàëî¨ K, ç íàñëiäêó 4.1 îäðàçó âèïëèâà¹ íåçíà÷íå

ïîêðàùåííÿ îöiíêè íà w2(d). Ìè âñòàíîâèìî áiëüø ïðÿìèé çâ'ÿçîê ìiæ

öèìè äâîìà ïèòàííÿìè i äîâåäåìî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.2. w2(d) < 73.

Âèêîðèñòîâóþ÷è íàñëiäîê 4.1 òà òåîðåìó 4.2, ìè ìîæåìî, ñëiäóþ÷è [6],

îòðèìàòè ïîêðàùåííÿ i iíøèõ àïðîêñèìàöiéíèõ ñòàëèõ, âêëþ÷àþ÷è ñòàëó

Âiòíi äëÿ îäèíè÷íèõ øàðiâ ó ñêií÷åííîâèìiðíèõ `p-ïðîñòîðàõ, îäíîðiäíèõ

ñòàëèõ Âiòíi, òîùî.

Ó ðîçäiëi 4.2, ìè ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíó òåõíi÷íó ëåìó i âèêîðèñòà¹ìî

¨¨ äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.1. Ìè äîâåäåìî öþ òåõíi÷íó ëåìó ó ðîçäiëi 4.4

çâiâøè ¨¨ äî íåëiíiéíî¨ çàäà÷i îïòèìiçàöi¨, êîòðó ìè ðîçâ'ÿçàëè çà äîïî-

ìîãîþ êîìï'þòåðó. Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 4.1 òà òåîðåìè 4.2 çíàõîäèòüñÿ ó

ðîçäiëi 4.3.

4.2. Êîíöåíòðàòîðè

Íåõàé
(
n
m

)
= n!

m!(n−m)! öå áiíîìiàëüíèé êîåôiöi¹íò, i ïîêëàäåìî
(
n
m

)
= 0

ïðèm < 0 àáîm > n. Íàéáiëüø òåõíi÷íîþ ÷àñòèíîþ äîâåäåííÿ ¹ íàñòóïíà

ëåìà, êîòðó ìè äîâåäåìî ó ðîçäiëi 4.4.
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Ëåìà 4.1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî äîñòàòíüî âåëèêîãî m, çà óìîâè s =

d5.7me, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

3m∑
k=1

k∑
l=0

k∑
r=0

(
s

l

)(
6m− s
k − l

)(
s− 4m

r

)(
8m− s
k − r

) (8k−r
6k−l
)(

36m−s
6k−l

) < 1. (4.1)

Öÿ íåðiâíiñòü îçíà÷à¹, ùî éìîâiðíiñòü äåÿêî¨ ïîäi¨, ùî áóäå âèçíà÷å-

íî íèæ÷å ¹ ìåíøîþ çà 1. Ç öüîãî âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ îá'¹êòó ç äåÿêèìè

âëàñòèâîñòÿìè (îñêiëüêè éìîâiðíiñòü iñíóâàííÿ òàêîãî îá'¹êòó áóäå ñòðîãî

áiëüøå çà 1; â öüîìó i ïîëÿãà¹ òàê çâàíèé éìîâiðíiñíèé ìåòîä). Ïîêàæåìî

äåòàëüíiøå, âèêîðèñòîâóþ÷è iäåþ ç [39], ÿê ç ëåìè 4.1 âèïëèâà¹ îñíîâíèé

ðåçóëüòàò.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.1. Íåõàé s = d5.7me, N := 36m − s, i M :=

{0, 1, . . . , N−1}. Áóäü-ÿêà ïåðåñòàíîâêà π íà ìíîæèíiM âèçíà÷à¹ äâîäîëü-

íèé ãðàô G(π) ç âõîäàìè {0, 1, . . . , 6m− 1} òà âèõîäàìè {0, 1, . . . , 4m− 1},
ùî ìà¹ ðåáðà

(x mod 6m) ∼ (π(x) mod 4m)

äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ M. Âñüîãî ¹ 6m − s âõîäiâ ñòåïåíi 6 i s âõîäiâ êðà-

òíîñòi 5; s − 4m âèõîäiâ ñòåïåíi 7 òà 8m − s âèõîäiâ ñòåïåíi 8. Çàãàëüíèé

ñåðåäíié ñòåïiíü âõîäó íå ïåðåâèùó¹

36m− 5.7m

6m
= 5.05.

Òàê ñàìî ÿê Ïiïåíãåð, ìè õî÷åìî çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèïàä-

êîâà (ç ðiâíîìiðíèì ðîçïîäiëîì) ïåðåñòàíîâêà π ¹ �ïîãàíîþ�, òîáòî äëÿ

äåÿêîãî k, äå 1 6 k 6 3m, iñíó¹ ìíîæèíà A ç k âõîäiâ i ìíîæèíà B ç k

âèõîäiâ â G(π) òàêi, ùî êîæíå ðåáðî ùî âèõîäèòü ç A iäå â B. Íåõàé l,

äå 0 6 l 6 k, öå ÷èñëî âåðøèí â ìíîæèíi A ùî ìà¹ ñòåïiíü 5, i íåõàé r,

äå 0 6 r 6 k, öå ÷èñëî âåðøèí ç ìíîæèíè B ùî ìàþòü ñòåïiíü 7. Òîäi A

âiäïîâiäà¹ ìíîæèíi A ç 6(k− l)+5l = 6k− l åëåìåíòiâ çM, à B âiäïîâiäà¹

ìíîæèíi B ç 8(k−r)+7r = 8k−r åëåìåíòiâ çM. Çàóâàæèìî, ùî A ìîæíà
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âèáðàòè
(
s
l

)(
6m−s
k−l
)
ñïîñîáàìè, à B ìîæíà âèáðàòè

(
s−4m
r

)(
8m−s
k−r
)
ñïîñîáàìè,

ùî âiäáèâà¹òüñÿ ó ïåðøèõ ÷îòèðüîõ ôàêòîðàõ (4.1) (äëÿ äåÿêèõ çíà÷åíü k

i r îäèí àáî áiëüøå ç öèõ áiíîìiàëüíèõ êîåôiöi¹íòiâ ìîæå âèÿâèòèñü íóëüî-

âèì). Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïåðåñòàíîâêà π ïîñèëà¹ êîæíèé åëåìåíò A â B
äîðiâíþ¹

(8k − r)(8k − r − 1) . . . ((8k − r)− (6k − l) + 1)
(N − (6k − l))!

N !

=

(
8k−r
6k−l
)(

N
6k−l
) =

(
8k−r
6k−l
)(

36m−s
6k−l

) .
Öå ïîêàçó¹, ùî éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïåðåñòàíîâêà �ïîãàíà� ¹ îáìåæåíîþ

çâåðõó ëiâîþ ÷àñòèíîþ íåðiâíîñòi (4.1), i ç ëåìè 4.1 ñëiäó¹, ùî âîíà îáìåæå-

íà îäèíèöåþ. Îòæå, iñíó¹ �ãàðíà� ïåðåñòàíîâêà, à îòæå ìè äîâåëè iñíóâàííÿ

âiäïîâiäíîãî êîíöåíòðàòîðà.

Çàóâàæåííÿ 4.1. Ç äåÿêî¨ òî÷êè çîðó â ðîáîòi [39] ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïà-

äîê s = 0, à òóò ìè íàìàãà¹ìîñÿ çíàéòè íàéáiëüøå ìîæëèâå çíà÷åííÿ s äëÿ

ÿêîãî òâåðäæåííÿ çàëèøà¹òüñÿ âiðíèì. Ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.1 ëåãêî áà÷è-

òè, ùî ÿêùî íåðiâíiñòü (4.1) âèêîíó¹òüñÿ ç s = 6m, òî iñíó¹ (6m, 4m, 3m, 5)-

êîíöåíòðàòîð. Íåõàé s(m) öå íàéáiëüøå çíà÷åííÿ s òàêå, ùî íåðiâíiñòü (4.1)

âèêîíó¹òüñÿ. Äëÿ íåâåëèêèõ çíà÷åíü m, âiäíîøåííÿ s(m)/m çäà¹òüñÿ áiëü-

øèì, i íàñïðàâäi, îá÷èñëåííÿ ïîêàçóþòü, ùî s(m)/m > 6 äëÿ óñiõ m 6 150

(àëå íå äëÿ m = 151). Ïðè m → ∞, ìè ìà¹ìî s(m)/m → c∗ ≈ 5.72489,

äèâ. Çàóâàæåííÿ 4.2. Îòæå, íàøå ïîêðàùåííÿ éìîâiðíiñíîãî ïiäõîäó Ïiïåí-

ãåðà allows äîçâîëÿ¹ äîâåñòè àñèìïòîòè÷íå iñíóâàííÿ (6m, 4m, 3m, 5.05)-

êîíöåíòðàòîðiâ, àëå íå äîâîäèòü iñíóâàííÿ (6m, 4m, 3m, 5)-êîíöåíòðàòîðiâ

äëÿ âåëèêèõ m. Òèì íå ìåíø, çäà¹òüñÿ ìîæëèâèì, ùî (6m, 4m, 3m, 5)-

êîíöåíòðàòîðè âñå òàêè iñíóþòü äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ çíà÷åíü m, îñêiëü-

êè íàøi ìåòîäè ïîêàçóþòü, ùî âèïàäêîâèé ãðàô ç êîíôiãóðàöiéíîãî ïðî-

ñòîðó ìàéæå çàäîâiëüíÿ¹ íåîáõiäíèì óìîâàì. ßêùî �ñåðåäíié� îá'¹êò ìàé-

æå çàäîâiëüíÿ¹ äåÿêó óìîâó, òî ìîæíà î÷iêóâàòè, ùî äåÿêèé �íàéêðàùèé�
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îá'¹êò áóäå �ãàðíèì�, àëå öiëêîì ìîæëèâî, ùî öå òâåðäæåííÿ ïîòðåáó¹ çîâ-

ñiì iíøîãî ïiäõîäó.

4.3. Ñòàëi íàáëèæåííÿ

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 4.1. Òàê ñàìî ÿê i â äîâåäåííi [24, òåîð. 4.1, p. 811],

ìè áà÷èìî, ùî ÿêùî (6m, 4m, 3m, γ)-êîíöåíòðàòîð iñíó¹ äëÿ äîñòàòíüî âå-

ëèêèõ m, òî

K 6
7 + 4γ − 4/3

2/3
.

Äëÿ γ = 5.05, ìè îòðèìó¹ìî K 6 38.8 < 39.

Íàñòóïíà ëåìà ¹ íåñêëàäíèì óçàãàëüíåííÿì [24, òåîð. 4.1] ó ïî¹äíàííi

ç íîâèìè êîíöåíòðàòîðàìè; âîíà âèêîðèñòîâó¹ ñèëüíiøi ïðèïóùåííÿ íà

ôóíêöiþ, àëå äà¹ êðàùi îöiíêè íà íàáëèæåííÿ.

Ëåìà 4.2. Äëÿ äîâiëüíî¨ àëãåáðè A ìíîæèí i äîâiëüíîãî âiäîáðàæåííÿ

ν : A→ R ùî çàäîâîëüíÿ¹

|ν(A) + ν(B)− ν(A ∩B)− ν(A ∪B)| 6 1 äëÿ äîâiëüíèõ A,B ∈ A, (4.2)

i ν(∅) = 0, iñíó¹ òàêà àäèòèâíà ôóíêöiÿ ìíîæèí µ : A → R, ùî çàäî-

âiëüíÿ¹ |ν(A)− µ(A)| 6 K̃ äëÿ óñiõ A ∈ A, äå K̃ < 36.

Äîâåäåííÿ. Ïîìiòèìî, ùî ÿêùî ν(∅) = 0, òî ç îöiíêè (4.2) âèïëèâà¹

ùî äëÿ óñiõ A,B äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ A ∩B = ∅

|ν(A) + ν(B)− ν(A ∪B)| 6 1.

Îòæå, ìè ìîæåìî ìiðêóâàòè òî÷íî òàê ñàìî ÿê i â äîâåäåííi [24, òåîð. 4.1]

ëèøå ç íåâåëèêèìè çìiíàìè êîòði ìè çàðàç îïèøåìî. Äàëi g, a, A i S öå

òàêi ñàìi ïîçíà÷åííÿ, ÿê i â [24, òåîð. 4.1]. Ìè ìîæåìî çàìiíèòè íåðiâíiñòü

g(A ∩ S) > a − 5
2 íà ñòîðiíöi [24, òåîð. 4.1, ñò. 810] íà ñèëüíiøó íåðiâíiñòü

g(A ∩ S) > a− 3
2 âèêîðèñòîâóþ÷è (4.2) äëÿ g íàñòóïíèì ÷èíîì:

g(A ∩ S) > g(A) + g(S)− g(A ∪ S)− 1 >

(
a− 1

2

)
+ a− a− 1 = a− 3

2
.
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Òóò ìè âèêîðèñòàëè g(A) > a−1
2 , g(S) = a, i g(A∩S) > −a. ßê íàñëiäîê, ìè

ìîæåìî çàìiíèòè ñòàëó 9
2 íà

7
2 óñþäè â äîâåäåííi [24, òåîð. 4.1]. Âiäïîâiäíî,

ÿêùî (6m, 4m, 3m, γ)-êîíöåíòðàòîð iñíó¹ äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ m, òî

K̃ 6
5 + 4γ − 4/3

2/3
.

Îòæå, ç γ = 5.05, ìè îòðèìà¹ìî K̃ 6 35.8 < 36.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.2. Áóäåìî ââàæàòè ùî

max
x,y∈[0,1]d

∣∣∣f(x) + f(y)− 2f
(x+ y

2

)∣∣∣ 6 1

2
, (4.3)

i äîâåäåìî, ùî äëÿ äåÿêîãî ëiíiéíîãî ïîëiíîìó L âèêîíó¹òüñÿ

|f(x)− L(x)| 6 73

2
, x ∈ [0, 1]d.

Íåõàé A öå àëãåáðà óñiõ ïiäìíîæèí {1, 2, . . . , d}. Ç êîæíèì åëåìåíòîì A

ìîæíà ïîâ'ÿçàòè â òî÷íîñòi îäèí åëåìåíò {0, 1}d (ìíîæèíà óñiõ âåðøèí

êóáà [0, 1]d) íàñòóïíèì ÷èíîì. Äëÿ äîâiëüíîãî A ∈ A ïîêëàäåìî τ(A) =

(x1, . . . , xd), äå xj = 1 ÿêùî j ∈ A, i xj = 0 â iíøîìó âèïàäêó. Äëÿ äîâiëüíî¨

ôóíêöi¨ f ∈ C([0, 1]d,R) âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ ν : A→ R çà ôîðìóëîþ

ν(A) = f(τ(A))− f(0), A ∈ A.

Çà ïðèïóùåííÿ (4.3), ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà (4.2). Ñïðàâ-

äi, ëåãêî áà÷èòè, ùî

x̃ :=
τ(A) + τ(B)

2
=
τ(A ∩B) + τ(A ∪B)

2
∈ [0, 1]d,

îòæå, ç íåðiâíîñòi (4.3) ñëiäó¹

|ν(A) + ν(B)−ν(A ∩B)− ν(A ∪B)|

= |f(τ(A)) + f(τ(B))− f(τ(A ∩B))− f(τ(A ∪B))|

6 |f(τ(A)) + f(τ(B))− 2f(x̃)|
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+ |f(τ(A ∩B)) + f(τ(A ∪B))− 2f(x̃)|

6
1

2
+

1

2
= 1.

Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 4.2, ìè îòðèìó¹ìî àäèòèâíó ôóíêöiþ ìíîæèí µ, ùî

çàäîâîëüíÿ¹ |ν(A)−µ(A)| 6 36 äëÿ óñiõ A ∈ A. Ïîìiòèìî, ùî ç àäèòèâíîñòi

µ âèïëèâà¹, ùî ëiíiéíà ôóíêöiÿ

L̃(x1, . . . , xd) := µ({1})x1 + · · ·+ µ({d})xd

çàäîâiëüíÿ¹ L̃(τ(A)) = µ(A) äëÿ óñiõ A ∈ A. Îòæå, äëÿ ëiíiéíîãî ïîëi-

íîìà L âèçíà÷åíîãî ÿê L(x) := L̃(x) + f(0), ìè ìà¹ìî íàñòóïíó îöiíêó ó

âåðøèíàõ êóáà:

|f(x)− L(x)| 6 36, x ∈ {0, 1}d.

Òåïåð ìè õî÷åìî ïîêàçàòè, ùî ç öi¹¨ îöiíêè âèïëèâà¹ îöiíêà äëÿ óñiõ x ∈
[0, 1]d. Íåõàé

|f(x̃)− L(x̃)| = max
x∈[0,1]d

|f(x)− L(x)|.

Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî x̃ ∈ [0, 1
2 ]d (â iíøîìó

âèïàäêó, çàìiíèìî 0 íà äåÿêó iíøó âåðøèíó êóáà i âèáåðåìî âiäïîâiäíó

ñèñòåìó êîîðäèíàò). Îñêiëüêè 2x̃ ∈ [0, 1]d, âèêîðèñòîâóþ÷è (4.3) i òîé ôàêò,

ùî

L(0) + L(2x̃)− 2L(x̃) = 0

îòðèìó¹ìî, ùî

2|f(x̃)− L(x̃)| 6 |f(2x̃)− L(2x̃)|+ |f(0)− L(0)|+ |f(0) + f(2x̃)− 2f(x̃)|

6 |f(x̃)− L(x̃)|+ 36 +
1

2
.

Îòæå, |f(x̃)− L(x̃)| 6 73
2 , ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.
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4.4. Äîâåäåííÿ ëåìè 4.1

Íàì ïîòðiáíî äîâåñòè (4.1), òîáòî

3m∑
k=1

k∑
l=0

k∑
r=0

(
s

l

)(
6m− s
k − l

)(
s− 4m

r

)(
8m− s
k − r

) (8k−r
6k−l
)(

36m−s
6k−l

) < 1. (4.4)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç a(m, s, k, l, r) âèðàç(
s

l

)(
6m− s
k − l

)(
s− 4m

r

)(
8m− s
k − r

) (8k−r
6k−l
)(

36m−s
6k−l

)
Òàêèì ÷èíîì, ìè õî÷åìî äîâåñòè

3m∑
k=1

k∑
l=0

k∑
r=0

a(m, s, k, l, r) < 1.

Îñíîâíà iäåÿ äîâåäåííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ïîêàçàòè ùî

a(m, s, k, l, r) 6 e−cm for some c > 0. Öå äîçâîëèòü äîâåñòè øóêàíó

íåðiâíiñòü äëÿ óñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ m, îñêiëüêè ó ïîòðiéíié ñóìi ¹ ëèøå

Cm3 ÷ëåíiâ. Ìè ïî÷íåìî ç òîãî, ùî âèðàçèìî áiíîìiàëüíi êîåôiöi¹íòè

÷åðåç áiëüø çðó÷íó ôóíêöiþ h(n,m) â ëåìi 4.3. Ïîòiì, ìè ðîçãëÿíåìî

âèïàäîê �ìàëèõ� çíà÷åíü k, òîáòî k 6 d2.6me, â ëåìi 4.4. Öåé âèïàäîê ¹

ïðîñòiøèì, îñêiëüêè iñíó¹ ïðîñòà îöiíêà çâåðõó íà
k∑
l=0

k∑
r=0

a(m, s, k, l, r)

òàêà, ùî ãðàíè÷íà ôóíêöiþ (ÿê ôóíêöiÿ âiä k) äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìóìó íà

ãðàíèöi îáëàñòi âèçíà÷åííÿ. Ó áiëüø ñêëàäíîìó âèïàäêó d2.6me < k 6 3m,

ìè çâåäåìî íåðiâíiñòü äî çàäà÷i îïòèìiçàöi¨ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ ϕ, ùî áóäå

ïîÿñíåíî â ëåìi 4.5. Ñïî÷àòêó, ìè ïîêàæåìî âèêîðèñòîâóþ÷è àíàëiòè÷íi

ìåòîäè, ùî ϕ äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìóìó äëÿ íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ k. Ïiñëÿ

öüîãî ìè ïîêàæåìî, ùî ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ϕ çà çìiííèìè l òà

r äîñÿãà¹òüñÿ â ¹äèíié êðèòè÷íié òî÷öi ìíîæèíè âèçíà÷åííÿ, ùî çàäîâiëü-

íÿ¹ ñèñòåìi àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ñòåïåíi 5. Íàðåøòi, ìè âèêîðèñòîâó¹ìî

÷èñåëüíi ìåòîäè äëÿ òîãî, ùîá îá÷èñëèòè íàáëèæåíî íàéáiëüøå çíà÷åííÿ

ôóíêöi¨ ϕ.
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Ïîçíà÷èìî g(x) := x log x, ïðè x > 0, i g(0) := g(0+) = 0. Íåõàé

h(x, y) := g(x)− g(y)− g(x− y). Çàóâàæèìî, ùî h âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíà

íà ìíîæèíi {(x, y) : 0 6 y 6 x}, à òàêîæ

h(λx, λy) = λh(x, y), λ > 0. (4.5)

Íàñòóïíà ëåìà ïîâ'ÿçó¹ áiíîìiàëüíèé êîåôiöi¹íò
(
n
m

)
ç h(n,m).

Ëåìà 4.3. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 i 0 6 m 6 n

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

1

5
√
n

exp(h(n,m)) 6

(
n

m

)
6 exp(h(n,m)).

Äîâåäåííÿ. Ç ôîðìóëè Ñòiðëiíãà âèïëèâà¹, ùî äëÿ n > 1

log(n!) = log(
√

2π) + n log n+
1

2
log n− n+ r(n),

äå 0 < r(n) < 1
12n . Ïiäñòàâëÿþ÷è öå íàáëèæåííÿ ó

log

(
n

m

)
= log(n!)− log(m!)− log((n−m)!)

îòðèìó¹ìî øóêàíó íåðiâíiñòü.

Îöiíèìî ñóìó (4.4) äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü k.

Ëåìà 4.4. Iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî m0, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòó-

ðàëüíèõ ÷èñåë m > m0 òà s 6 6m âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

d2.6me∑
k=1

k∑
l=0

k∑
r=0

(
s

l

)(
6m− s
k − l

)(
s− 4m

r

)(
8m− s
k − r

) (8k−r
6k−l
)(

36m−s
6k−l

) < 1

2
. (4.6)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ñïðîùåííÿ, ïîêëàäåìî q = q(m) := d2.6me. Îñêiëüêè

k∑
l=0

(
s

l

)(
6m− s
k − l

)
=

(
6m

k

)
,

i
k∑
r=0

(
s− 4m

r

)(
8m− s
k − r

)
=

(
4m

k

)
,
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äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî

q∑
k=1

(
6m

k

)(
4m

k

) (8k
5k

)(
30m
5k

) <
1

2
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 4.3 äëÿ k 6 q < 3m, îòðèìó¹ìî(
6m

k

)(
4m

k

) (8k
5k

)(
30m
5k

) 6 5
√

30m exp(f(k,m)), (4.7)

äå

f(k,m) := h(6m, k) + h(4m, k) + h(8k, 5k)− h(30m, 5k).

Ìà¹ìî

∂2

∂k2
f(k,m) =

3

k
+

4

6m− k
− 1

4m− k
> 0, k ∈ (0, 3m].

Îòæå, íàéáiëüøå çíà÷åííÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (4.7) äîñÿãà¹òüñÿ ïðè

k = 1 àáî k = q. Òàêèì ÷èíîì,

q∑
k=1

(
6m

k

)(
4m

k

) (8k
5k

)(
30m
5k

) < 15
√

30m3/2
(
exp(f(1,m)) + exp(f(q,m))

)
. (4.8)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî lim
m→∞

m3 exp(f(1,m)) = C äëÿ äåÿêîãî C > 0, à îòæå

lim
m→∞

m3/2 exp(f(1,m)) = 0. Êðiì òîãî, ç (4.5) i íåïåðåðâíîñòi h âèïëèâà¹

ùî

lim
m→∞

f(a,m)

m

= h(6, 2.6) + h(4, 2.6) + h(8 · 2.6, 5 · 2.6)− h(30, 5 · 2.6) < −0.07,

à òîìó lim
m→∞

m3/2 exp(f(q,m)) = 0. Îòæå, ãðàíèöÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿí-

íÿ (4.8) ïðè m→∞ äîðiâíþ¹ íóëþ, i òîìó âîíà ìåíøà çà 1
2 äëÿ äîñòàòíüî

âåëèêèõ m, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Ìè çâåäåìî îöiíêó ðåøòè ÷ëåíiâ (4.1) äî äåÿêî¨ çàäà÷i îïòèìiçàöi¨, ÿêó

ìè çàðàç îïèøåìî. Iäåÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá âèêîðèñòàòè ëåìó 4.3 i (4.5)

äëÿ îòðèìàííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè êîæíîãî ÷ëåíà â îçíà÷åíié ñóìi.



109

Ïîêëàäåìî

ϕ(c, k, l, r) := h(c, l) + h(6− c, k − l) + h(c− 4, r) + h(8− c, k − r)

+ h(8k − r, 6k − l)− h(36− c, 6k − l). (4.9)

Çðîçóìiëî, ùî ïðè c = 5.7 i k ∈ [2.6, 3] ôóíêöiÿ ϕ âèçíà÷åíà çà óìîâè

k + c− 6 6 l 6 k òà k + c− 8 6 r 6 c− 4. (4.10)

Íàøó îïòèìiçàöiéíó çàäà÷ó îïèñàíî â íàñòóïíié ëåìi

Ëåìà 4.5. Ãëîáàëüíèé ìàêñèìóì çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ϕ äëÿ c = 5.7 i äëÿ

äîâiëüíîãî k ∈ [2.6, 3] ïî âñiì l i r ùî çàäîâîëüíÿþòü (4.10) ¹ âiä'¹ìíèì

÷èñëîì.

Äîâåäåííÿ. Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî ãëîáàëüíèé ìàêñèìóì ϕ äëÿ c = 5.7

i k ∈ [2.6, 3] ïî âñiì l òà r çàäàíèì ðiâíÿííÿì (4.10) äîñÿãà¹òüñÿ ïðè k =

3. Äëÿ òîãî ùîá íå íàãðîìàäæóâàòè ôîðìóëè, ìè áóäåìî ñïî÷àòêè âåñòè

ïiäðàõóíêè äëÿ çàãàëüíîãî c, à ïîòiì ïiäñòàâèìî c = 5.7 ó ñàìîìó êiíöi.

Ïîìiòèìî, ùî ïðè çàìiíi çìiííèõ

x = k − l, y =
c− 4− r

4− k
,

íåðiâíîñòi (4.10) ïåðåïèøóòüñÿ ÿê

0 6 x 6 6− c òà 0 6 y 6 1.

Îòæå, íàì òiëüêè ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ x, y, ÿê çàçíà÷åíî

âèùå, âèêîíó¹òüñÿ

∂ϕ(c, k, x, y)

∂k
> 0, k ∈ [2.6, 3].

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

∂ϕ(c, k, x, y)

∂k
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= log(c− k + x)− log(k − x)

+ y(log((4− k)y)− log(c− 4− (4− k)y))

+ (1− y)(log(4− 4y − k(1− y))− log(k(1− y) + 4 + 4y − c))

+
[
(8− y) log((8− y)k + 4 + 4y − c)

− (3− y) log((3− y)k + 4 + 4y − c− x)− 5 log(36− c− 5k − x)
]

=: D1(c, k, x) +D2(c, k, y) +D3(c, k, y) +D4(c, k, x, y).

Íàñòóïíi îöiíêè âèïëèâàòèìóòü ç ìîíîòîííîñòi ëîãàðèôìó òà îöiíîê íà

âiäïîâiäíi çìiííi. Ìà¹ìî

D2(c, k, y) =
(c− 4)

(4− k)

(4− k)y

(c− 4)

[
log

(
(4− k)y

(c− 4)

)
− log

(
1− (4− k)y

(c− 4)

)]
>

(c− 4)

(4− k)

(4− k)y

(c− 4)

[
log

(
(4− k)y

(c− 4)

)]
> − (c− 4)

e(4− k)
,

äå ìè âèêîðèñòàëè òîé ôàêò ùî mint∈(0,1] t log t = −1/e. Àíàëîãi÷íî, ìà¹ìî

D3(c, k, y)

=
(8− c)
(4− k)

(4− k)(1− y)

(8− c)

[
log

(
(4− k)(1− y)

(8− c)

)
− log

(
1− (4− k)(1− y)

(8− c)

)]
>

(8− c)
(4− k)

(4− k)(1− y)

(8− c)

[
log

(
(4− k)(1− y)

(8− c)

)]
>
−(8− c)
e(4− k)

.

Î÷åâèäíî, D1(c, k, x) > D1(c, 3, 0) i àíàëîãi÷íî âèêîíó¹òüñÿ D4(c, k, x, y) >

D4(c, k, 0, y). Äëÿ ôiêñîâàíèõ c i k, ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùîD4(c, k, 0, y) äîñÿãà¹

ñâîãî ìiíiìóìó ïðè y = 1. Ñïðàâäi,

∂D4(c, k, 0, y)

∂y
= log

(
1− 5k

8k + 4− c+ (4− k)y

)
+

5(4− k)(4− c+ 4y)

(3k + 4− c+ (4− k)y)(8k + 4− c+ (4− k)y)

=: S1(c, k, y) +
S2(c, k, y)

S3(c, k, y)
6 S1(5.7, 2.6, 1) +

S2(5.7, 2.6, 1)

S3(5.7, 2.6, 0)

= log
15

41
+

16.1

116.51
< 0.
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Òàêèì ÷èíîì,

D4(c, k, 0, y) > D4(c, k, 0, 1)

= 5 log

(
7k + 8− c
36− c− 5k

)
+ 2 log

(
1 +

5k

2k + 8− c

)
=: T1(c, k) + T2(c, k) > T1(5.7, 2.6) + T2(5.7, 2.6)

= 5 log
20.5

17.3
+ 2 log

20.5

7.5
> 2.

Ïiäñóìîâóþ÷è, îòðèìó¹ìî

∂ϕ(c, k, x, y)

∂k
> D1(c, 3, 0)− (c− 4)

e(4− k)
− (8− c)
e(4− k)

+ 2

= log
2.7

3
− 4

e
+ 2 > 0,

à îòæå ϕ(5.7, k, x, y) 6 ϕ(5.7, 3, x, y) i òåïåð ìè ìîæåìî çîñåðåäèòèñü íà

âèïàäêó k = 3.

Äëÿ c = 5.7 i k = 3 îáìåæåííÿ (4.10) ïåðåòâîðþþòüñÿ â l ∈ [2.7, 3] i

r ∈ [0.7, 1.7]. Ùîá çíàéòè êðèòè÷íi òî÷êè ôóíêöi¨ ϕ âñåðåäèíi îáëàñòi ìè

îá÷èñëèìî ÷àñòêîâi ïîõiäíi ϕ:

∂ϕ(c, 3, l, r)

∂l
= log

(
(c− l)(3− l)(18− c− l)
l(3− c+ l)(6− r + l)

)
, (4.11)

∂ϕ(c, 3, l, r)

∂r
= log

(
(c− 4− r)(3− r)(6− r + l)

r(5− c+ r)(24− r)

)
. (4.12)

Ñèñòåìó ðiâíÿíü ∂ϕ/∂l = 0,

∂ϕ/∂r = 0

ìîæíà çâåñòè äî íàñòóïíîãî àëãåáðà¨÷íîãî ðiâíÿííÿ ñòåïåíi 5 äëÿ l:

(2c− 18)l5 + (−2c2 − 69c+ 846)l4 + (−2c3 + 123c2 + 189c− 11448)l3

+(2c4 + 12c3 − 2349c2 + 14256c+ 95256)l2 (4.13)

+(−48c4 + 1089c3 + 2916c2 − 125388c)l + 126c4 − 4536c3 + 40824c2 = 0.
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Öå çâåäåííÿ i äåÿêi ïîäàëüøi ïiäðàõóíêè áóëî âèêîíàíî çà äîïîìîãîþ êîì-

ï'þòåðà. Ïðè çíàéäåíîìó çíà÷åíi l, r ìîæíà îòðèìàòè ç ðiâíÿííÿ ∂ϕ
∂l = 0,

ÿêå ¹ ëiíiéíèì. Òàêèì ÷èíîì, ìè ìîæåìî îá÷èñëèòè âñi êðèòè÷íi òî÷êè

÷èñåëüíî ç áóäü-ÿêîþ òî÷íiñòþ. Çîêðåìà, äëÿ c = 5.7, ìè îòðèìó¹ìî ùî

iñíó¹ ¹äèíà êðèòè÷íà òî÷êà (l∗, r∗) ∈ (2.7, 3)× (0.7, 1.7), i âîíà çàäîâîëüíÿ¹

|l∗ − l̄| < 10−7, |r∗ − r̄| < 10−7,

äå (l̄, r̄) = (2.8959102, 1.078108) öå ÷èñåëüíå íàáëèæåííÿ äî ðiøåííÿ.

Ìè õî÷åìî äîâåñòè, ùî çíà÷åííÿ ϕ â öié êðèòè÷íié òî÷öi ¹ âiä'¹ì-

íèì, òîáòî ϕ(5.7, 3, l∗, r∗) < 0. Ó íàáëèæåííi äî öi¹¨ òî÷êè ìè ìà¹ìî

ϕ(5.7, 3, l̄, r̄) < −0.004, òîìó äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ϕ íå ìîæå ñèëüíî

çìiíþâàòèñü â îêîëi öi¹¨ òî÷êè, òî÷íiøå, íàì òðåáà äîâåñòè ùî

|ϕ(5.7, 3, l̄, r̄)− ϕ(5.7, 3, l∗, r∗)| < 0.004.

Öå ìîæíà çðîáèòè îöiíþþ÷è ÷àñòêîâi ïîõiäíi ôóíêöi¨ ϕ ó ïðÿìîêóòíè-

êó ùî ìiñòèòü îáèäâi òî÷êè (l∗, r∗) i (l̄, r̄), ñêàæiìî â ïðÿìîêóòíèêó

[2.89, 2.9]× [1.07, 1.08]. Ïåðåïèñóþ÷è (4.11) i (4.12) ÷åðåç ñóìè ëîãàðèôìiâ,

âèêîðèñòîâóþ÷è ìîíîòîííiñòü ëîãàðèôìó i îáìåæåííÿ l ∈ [2.89, 2.9] òà

r ∈ [1.07, 1.08], ëåãêî ïîêàçàòè, ùî∣∣∣∣∂ϕ∂l
∣∣∣∣ < 10 and

∣∣∣∣∂ϕ∂r
∣∣∣∣ < 10.

Îòæå, ÿê i òðåáà áóëî äîâåñòè,

|ϕ(5.7, 3, l̄, r̄)− ϕ(5.7, 3, l∗, r∗)| < 20 · 10−7 < 0.004.

Ìè äîâåëè, ùî çíà÷åííÿ ϕ ó ¹äèíié êðèòè÷íié òî÷öi ç ìíîæèíè [2.7, 3] ×
[0.7, 1.7] ¹ âiä'¹ìíèì.

Çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî ϕ íå ìîæå äîñÿãàòè ñâîãî ìàêñèìóìó íà ãðà-

íèöi îáëàñòi [2.7, 3]× [0.7, 1.7]. Ñïðàâäi, ç (4.11) ñëiäó¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî
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ôiêñîâàíîãî r ∈ (0.7, 1.7) âèêîíó¹òüñÿ

lim
l→2.7+

∂ϕ(5.7, 3, l, r)

∂l
= +∞, and lim

l→3−

∂ϕ(5.7, 3, l, r)

∂l
= −∞.

Àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ìîæíà çàñòîñóâàòè i äî ∂ϕ
∂r äëÿ ôiêñîâàíîãî l ∈

(2.7, 3). Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè.

Íàðåøòi, ìè ìà¹ìî âñi íåîáõiäíi iíãðåäi¹íòè äëÿ äîâåäåííÿ íåîáõiäíî¨

îöiíêè.

Äîâåäåííÿ ëåìè 4.1. Çâàæàþ÷è íà ëåìó 4.4, äîñòàòíüî ïîêàçàòè

3m∑
k=d2.6me+1

k∑
l=0

k∑
r=0

(
s

l

)(
6m− s
k − l

)(
s− 4m

r

)(
8m− s
k − r

) (8k−r
6k−l
)(

36m−s
6k−l

) < 1

2
.

Êîæíèé ÷ëåí öi¹¨ ñóìè ìîæíî îöiíèòè âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 4.3 ÷åðåç:(
s

l

)(
6m− s
k − l

)(
s− 4m

r

)(
8m− s
k − r

) (8k−r
6k−l
)(

36m−s
6k−l

) < 30
√
m exp(ψ(m, s, k, l, r)),

äå

ψ(m, s, k, l, r) :=h(s, l) + h(6m− s, k − l) + h(s− 4m, r) + h(8m− s, k − r)

+ h(8k − r, 6k − l)− h(36m− s, 6k − l).

Çâàæàþ÷è íà òå, ùî s = s(m) = d5.7me, h ¹ íåïåðåðâíîþ i âèêîðèñòîâóþ-

÷è (4.5), îòðèìó¹ìî

lim
m→∞

ψ(m, s, k, l, r)

m
= ϕ(5.7, k, l, r).

Çãiäíî ç ëåìîþ 4.5, ϕ(5.7, k, l, r) 6 −δ, äëÿ äåÿêîãî δ > 0. Îòæå, äëÿ

äîñòàòíüî âåëèêèõ m i äåÿêîãî δ1 > 0 ìà¹ìî

3m∑
k=d2.6me+1

k∑
l=0

k∑
r=0

(
s

l

)(
6m− s
k − l

)(
s− 4m

r

)(
8m− s
k − r

) (8k−r
6k−l
)(

36m−s
6k−l

)
< 0.4 · 32 · 30m7/2e−δ1m,

ùî ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè m→∞, à îòæå âñÿ ñóìà îáìåæåíà çãîðè ñòàëîþ 1
2

äëÿ óñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ m.
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Çàóâàæåííÿ 4.2. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç c∗ ñóïðåìóì óñiõ çíà÷åíü c äëÿ êî-

òðèõ òâåðäæåííÿ ëåìè 4.5 çàëèøà¹òüñÿ âiðíèì. Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî c∗

öå ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

ϕ(c, 3, l(c), r(c)) = 0, c ∈ [5.7, 6],

äå ϕ çàäàíî ðiâíÿííÿì (4.9), l = l(c) ∈ [2.7, 3] i r = r(c) ∈ [0.7, 1.7] öå

ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü {∂ϕ∂l = 0, ∂ϕ
∂r = 0}, äèâ. (4.11), (4.12). Áiëüø

ðåòåëüíi ïiäðàõóíêè ïîêàçóþòü, ùî

c∗ ∈ (5.724889, 5.72489).

Îòæå, íàéáiëüøå çíà÷åííÿ s = s(m) äëÿ êîòðîãî âèêîíó¹òüñÿ (4.1) çàäî-

âîëüíÿ¹ lim
m→∞

s(m)/m = c∗. Äëÿ ñïðîùåííÿ îá÷èñëåíü, ìè äîâåëè ëåìó äëÿ

c = 5.7, îñêiëüêè îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ ñòàëî¨ c∗ äà¹ ëèøå íåçíà÷íå ïîêðà-

ùåííÿ ñòàëèõ ç ðîçäiëó 4.3.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè îòðèìàëè íîâi îöiíêè ñòàëèõ Âiòíi ëiíiéíîãî íà-

áëèæåííÿ íà áàãàòîâèìiðíîìó êóái çà äîïîìîãîþ êîíñòðóêöi¨ ãðàôiâ-

êîíöåíòðàòîðiâ ç ïàðàìåòðàìè (6m, 4m, 3m, 5.05), iñíóâàííÿ êîòðèõ ìè äî-

âåëè äëÿ âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ çíà÷åíü m.

Êîíñòðóêöiÿ ãðàôiâ âèêîðèñòîâó¹ òàê çâàíèé éìîâiðíiñíèé ìåòîä. Öåé

ìåòîä ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè iñíóâàííÿ îá'¹êòó àáî êëàñó

îá'¹êòiâ ç äåÿêèìè âëàñòèâîñòÿìè, òðåáà ðîçãëÿíóòè äåÿêèé êîíôiãóðàöié-

íèé ïðîñòið ç éìîâiðíiñíîþ ìiðîþ, òî÷êè ÿêîãî âiäïîâiäàþòü îá'¹êòàì i

äîâåñòè, ùî ìíîæèíà óñiõ ¾ãàðíèõ¿ îá'¹êòiâ ìà¹ ñòðîãî äîäàòíó ìiðó. Â

äàíîìó âèïàäêó, ðîëü éìîâiðíiñíîãî ïðîñòîðó âiäiãðà¹ ìíîæèíà âñiõ ïåðå-

ñòàíîâîê ìíîæèíè {1, 2, . . . , N}, êîæíié ç ÿêèõ ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü

äåÿêèé ãðàô, ùî ìà¹ ÷àñòèíó ç âëàñòèâîñòåé êîíöåíòðàòîðiâ. Öþ êîíñòðó-
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êöiþ âïåðøå ðîçãëÿíóâ Ïiïåíãåð â ðîáîòi [39], äå âií äîâiâ iñíóâàííÿ êîí-

öåíòðàòîðiâ ç ïàðàìåòðàìè (6m, 4m, 3m, 6). Íà âiäìiíó âiä âèïàäêó ùî ðîç-

ãëÿäàâ Ïiïåíãåð, äîäàòíiñòü éìîâiðíîñòi äëÿ ïàðàìåòðiâ (6m, 4m, 3m, 5.05)

âèìàãà¹ áiëüø ðåòåëüíîãî àíàëiçó âiäïîâiäíî¨ êîìáiíàòîðíî¨ íåðiâíîñòi, ùî

â öüîìó âèïàäêó ìà¹ âèãëÿä

3m∑
k=1

k∑
l=0

k∑
r=0

(
s

l

)(
6m− s
k − l

)(
s− 4m

r

)(
8m− s
k − r

) (8k−r
6k−l
)(

36m−s
6k−l

) < 1

çà óìîâè ùî s = d5.7me. Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé êëàñ ãðàôiâ-êîíöåíòðàòîðiâ
ìè ïîêðàùèëè ñòàëó àïðîêñèìàöi¨ ìàéæå àäèòèâíèõ ôóíêöié àäèòèâíèìè

ç 45 äî 39.

Òàêîæ ìè îòðèìàëè áiëüø ïðÿìèé çâ'ÿçîê ìiæ çàäà÷åþ íàáëèæåííÿ

ìàéæå àäèòèâíèõ ôóíêöié ìíîæèí àäèòèâíèìè, òà íàáëèæåííÿì ôóíêöié

íà áàãàòîâèìiðíîìó êóái ëiíiéíèìè ôóíêöiÿìè. Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé çâ'ÿ-

çîê ìè ïîêðàùèëè îöiíêó d-âèìiðíî¨ ñòàëî¨ Âiòíi w2(d) ç 802 äî 73.
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ÐÎÇÄIË 5

ÏÎÒÅÍÖIÀËÜÍÀ ÅÍÅÐÃIß ÑÊIÍ×ÅÍÍÈÕ ÊÎÍÔIÃÓÐÀÖIÉ

ÍÀ ÑÔÅÐI

5.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Çàäà÷à çíàõîäæåííÿ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë íà áàãàòîâèìiðíèõ ñôåðàõ,

ùî ìàþòü íàçâó ñôåðè÷íèõ äèçàéíiâ, ¹ äóæå âàæëèâèì ðîçäiëîì ñó÷à-

ñíî¨ òåîði¨ íàáëèæåíü. Äîáðå âiäîìèì ¹ òîé ôàêò, ùî ñôåðè÷íi äèçàéíè ¹

ëîêàëüíèìè (i íàâiòü ãëîáàëüíèìè) ìiíiìóìàìè äåÿêèõ ïðèðîäíèõ åíåðãå-

òè÷íèõ ôóíêöiîíàëiâ.

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî ñòðóêòóðó ëîêàëüíèõ ìà-

êñèìóìiâ ïîòåíöiéíî¨ åíåðãi¨ ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié òî÷îê íà áàãàòîâè-

ìiðíèõ ñôåðàõ. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò öå äîâåäåííÿ âiäñóòíîñòi ëîêàëüíèõ

ìàêñèìóìiâ äëÿ äåÿêî¨ ñiì'¨ ïðèðîäíèõ ôóíêöiîíàëiâ ùî óçàãàëüíþþòü åëå-

êòðîñòàòè÷íèé ôóíêöiîíàë íà çâè÷àéíié ñôåði. Öå äà¹ âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ

ïîñòàâëåíå ïðîôåñîðîì E. Ñàôîì íà êîíôåðåíöi¨ ¾Optimal Con�gurations

on the Sphere and Other Manifolds¿ â óíiâåðñèòåòi Âàíäåðáiëüäó â 2010 ðîöi.

Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà d ∈ N, ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç Sd ñôåðó îäèíè-

÷íîãî ðàäióñó â Rd+1 (òàêèì ÷èíîì, S2 öå çâè÷àéíà ñôåðà). Äëÿ α > 0 i

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N > 2 ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë åíåðãi¨

Eα(x1, x2, . . . , xN) =
∑
i6=j

1

|xi − xj|α
,

âèçíà÷åíèé äëÿ äîâiëüíèõ ïîïàðíî ðiçíèõ òî÷îê x1, x2, . . . , xN ∈ Sd, äå

÷åðåç ‖ · ‖ ìè ïîçíà÷à¹ìî íîðìó â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rd+1.

Äëÿ d = 2, α = 1 öåé ôóíêöiîíàë ìà¹ ôiçè÷íó iíòåðïðåòàöiþ ÿê åëå-

êòðîñòàòè÷íà ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ñèñòåìè ç N îäíàêîâî çàðÿäæåíèõ ÷à-
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ñòèíîê íà ñôåði.

Çàäà÷à çíàõîäæåííÿ êîíôiãóðàöié íà ñôåði, ùî ìiíiìiçóþòü öi ôóí-

êöiîíàëè (ç ôiçè÷íî¨ òî÷êè çîðó öå òàê çâàíi ñòàíè ñòàáiëüíî¨ ðiâíîâàãè)

¹ òiñíî ïîâ'ÿçàíîþ iç çàäà÷åþ çíàõîäæåííÿ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèõ íàáî-

ðiâ òî÷îê íà ñôåðàõ i, çîêðåìà, iç çàäà÷åþ ïîáóäîâè ñôåðè÷íèõ äèçàéíiâ

(äèâ. [42], [4]), à òàêîæ ç çàäà÷åþ çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíèõ ñôåðè÷íèõ

êîäiâ (äèâ. [8]).

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî d ∈ N, N > 2, i α > 0 iñíó¹ êîíôiãóðàöiÿ

ç N òî÷îê íà ñôåði Sd ó ÿêié Eα äîñÿãà¹ ëîêàëüíîãî (i íàâiòü ãëîáàëüíî-

ãî) ìiíiìóìó. Ó ñâî¨é äîïîâiäi íà êîíôåðåíöi¨ ¾Optimal Con�gurations on

the Sphere and Other Manifolds,¿ ïðîôåñîð E. Ñàô ïîñòàâèâ ïèòàííÿ ïðî

iñíóâàííÿ íåñòàáiëüíèõ òî÷îê ðiâíîâàãè, òîáòî ÷è ìîæå Eα ìàòè ëîêàëüíi

ìàêñèìóìè.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ ïîâíó âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ ó ðîçìiðíîñòi 2

i ÷àñòêîâó âiäïîâiäü ó áiëüøèõ ðîçìiðíîñòÿõ, äå ëîêàëüíi ìàêñèìóìè íå

ìîæóòü iñíóâàòè ïðè óìîâi, ùî ñòàëà α ¹ äîñòàòíüî âåëèêîþ.

Òåîðåìà 5.1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî äîäàòíîãî ÷èñëà α, ùî çàäîâîëüíÿ¹ íå-

ðiâíiñòü α > d − 2, ôóíêöiîíàë åíåðãi¨ Eα(x1, x2, . . . , xN) íà d-âèìiðíié

ñôåði Sd íå ìà¹ ëîêàëüíèõ ìàêñèìóìiâ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ çðó÷íîñòi ó ïiäðàõóíêàõ, ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ïîòåí-

öiéíó åíåðãiþ 2α/2Eα, ùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ íà ìóëüòèïëiêàòèâíó ñòàëó 2α/2.

Íåõàé β = α/2 i ïîêëàäåìî

gβ(t) = (1− t)−β.

Òîäi
2β

|xi − xj|α
= gβ(〈xi, xj〉),

äå 〈·, ·〉 � öå çâè÷àéíèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê Rd+1. Ôóíêöiîíàë åíåðãi¨ òîäi
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ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê

Eα(x1, . . . , xN) =
∑
i6=j

gβ(〈xi, xj〉).

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi âåêòîðè h1, h2, . . . , hN îðòîãîíàëüíi äî âiäïîâiäíèõ âå-

êòîðiâ xi (òîáòî 〈xi, hi〉 = 0) i âèçíà÷èìî ôóíêöiþ f : R→ R çà ðiâíÿííÿì

f(t) = Eα

( x1 + th1

|x1 + th1|
, . . . ,

xN + thN
|xN + thN |

)
.

ßêùî Eα äîñÿãà¹ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó â òî÷öi (x1, . . . , xN), òî f ′(0) = 0 i

f ′′(0) 6 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî âèáîðó âåêòîðiâ h1, h2, . . . , hN . Ëåãêî ïåðåâiðèòè,

ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f ′′(0) =
∑
i6=j

[
g′′β(〈xi, xj〉)(〈xi, hj〉+ 〈xj, hi〉)2

+ g′β(〈xi, xj〉)
(
2〈hi, hj〉 − (|hi|2 + |hj|2)〈xi, xj〉

)]
. (5.1)

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ òîãî ùîá äîâåñòè, ùî ôóíêöiîíàë Eα íå ìà¹ ëîêàëüíèõ

ìàêñèìóìiâ, äîñòàòíüî çíàéòè òàêi hi, ùî (5.1) ¹ ñòðîãî äîäàòíiì. Äëÿ öüîãî

ïîêëàäåìî

h1 = h, h2 = h3 = . . . = hN = 0,

äå h öå äåÿêèé âåêòîð îðòîãîíàëüíèé äî x1 i ‖h‖ = 1. Òîäi f ′′(0)/2 äîðiâíþ¹

N∑
j=2

(
g′′β(〈x1, xj〉)〈xj, h〉2 − g′β(〈x1, xj〉)〈x1, xj〉

)
. (5.2)

Ìè äîâåäåìî, ùî iñíó¹ áàãàòî (ìíîæèíà äîäàòíî¨ ìiðè) âåêòîðiâ h îðòî-

ãîíàëüíèõ äî x1 äëÿ ÿêèõ âèðàç (5.2) ¹ äîäàòíèì. Äëÿ öüîãî ìè ðîçãëÿíåìî

ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ f ′′(0)/2 (ùî äîðiâíþ¹ âèðàçó (5.2)) ïî óñiì h îðòîãîíàëü-

íèì äî x1. Òî÷íiøå, ïîêëàäåìî

H = {h ∈ Sd : 〈x1, h〉 = 0}.
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìíîæèíà H ¹ (d− 1)-âèìiðíîþ ñôåðîþ. Íåõàé µ = µd−1

� öå íîðìîâàíà ìiðà Ëåáåãà íà ìíîæèíi H (ïiä íîðìóâàííÿì ìè ìà¹ìî íà

óâàçi âèìîãó µ(H) = 1; iíàêøå êàæó÷è, ìiðà µ ìà¹ áóòè éìîâiðíiñíîþ).

Òîäi ∫
H

〈xj, h〉2dµ(h) =

∫
H

〈xj − x1〈x1, xj〉, h〉2dµ(h) =
1− 〈xj, x1〉2

d
,

îñêiëüêè x′j = xj − x1〈x1, xj〉 íàëåæèòü H, à |x′j|2 = 1 − 〈xj, x1〉2. Òàêèì
÷èíîì, iíòåãðóþ÷è (5.2) ïî H âiäíîñíî éìîâiðíiñíî¨ ìiðè µ ìè îòðèìà¹ìî

ùî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ f ′′(0)/2 äîðiâíþ¹

N∑
j=2

(
g′′β(〈x1, xj〉)

1− 〈x1, xj〉2

d
− g′β(〈x1, xj〉)〈x1, xj〉

)
. (5.3)

Ïiäñòàâëÿþ÷è gβ(t) = (1− t)−β â ðiâíÿííÿ (5.3) ìè îòðèìà¹ìî

N∑
j=2

(
β(β + 1)(1 + 〈x1, xj〉)
d(1− 〈x1, xj〉)β+1

− β〈x1, xj〉
(1− 〈x1, xj〉)β+1

)
,

ùî äîðiâíþ¹

β

d
·

N∑
j=2

(β + 1) + (β + 1− d)〈x1, xj〉
(1− 〈x1, xj〉)β+1

. (5.4)

Îñêiëüêè α > d− 2, ìè ìà¹ìî, ùî

|β + 1− d| 6 β + 1,

à îòæå êîæíèé ÷ëåí ó ðiâíÿííi (5.4) ¹ íåâiä'¹ìíèì. Áiëüø òîãî, îñêiëüêè

òî÷êè x1, x2, . . . , xN ∈ Sd ¹ ðiçíèìè, ìè ìà¹ìî ùî 〈x1, xj〉 < 1, à îòæå óñi

÷ëåíè ¹ ñòðîãî äîäàòíèìè. Òàêèì ÷èíîì, ìè äîâåëè, ùî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ

f ′′(0) ïî h ⊥ x1 ¹ äîäàòíiì ÷èñëîì. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà

{h ∈ H : f ′′(0) > 0}

ìà¹ ñòðîãî äîäàòíó ìiðó, à îòæå ¹ íåïîðîæíüîþ, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

(x1, . . . , xN) íå ¹ ëîêàëüíèì ìàêñèìóìîì Eα.
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Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó çâè÷àéíî¨ ñôåðè (òîáòî êîëè d = 2) ç íà-

âåäåíîãî äîâåäåííÿ âèïëèâà¹, ùî âëàñòèâiñòü âiäñóòíîñòi ìàêñèìóìiâ âè-

êîíó¹òüñÿ äëÿ Eα äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ α > 0. Äëÿ α = 0 ïðèðîäíèì

óçàãàëüíåííÿì Eα ¹ òàê çâàíèé ëîãàðèôìi÷íèé ïîòåíöiàë

E0(x1, x2, . . . , xN) = −
∑
i6=j

log |xi − xj|.

Ó öüîìó âèïàäêó ïîâòîðþþ÷è äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.1 ç î÷åâèäíèìè çìiíàìè

ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5.2. Íåõàé d = 2 i

E0(x1, x2, . . . , xN) = −
∑
i6=j

log |xi − xj|.

Òîäi E0(x1, x2, . . . , xN) íå ìà¹ ëîêàëüíèõ ìàêñèìóìiâ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ïîêëàñòè

g(t) = − log(1− t),

òî

− log |xi − xj| = − log(2)

2
+
g(〈xi, xj〉)

2
,

i äàëi ìîæíà ïîâòîðèòè äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.1 çàìiíþþ÷è âñþäè β íà 0, à

gβ íà g.

Çàóâàæåííÿ 5.1. Çàóâàæèìî, ùî ó äîâåäåííi òåîðåìè 5.1 ìè íå âèêî-

ðèñòîâóâàëè óìîâó ñòàöiîíàðíîñòi f ′(0) = 0. Êðiì òîãî, ç äîâåäåííÿ òàêîæ

âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiîíàë åíåðãi¨ çàâæäè ìîæíà çáiëüøèòè çìiíþþ÷è ïî-

ëîæåííÿ ëèøå îäíi¹¨ ç òî÷îê íà ñôåði.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5

Ó öüîìó ðîçäiëi áóëî ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ ëîêàëüíèõ ìàêñè-

ìóìiâ ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié òî÷îê íà áàãàòîâè-
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ìiðíèõ ñôåðàõ. Áóëî äîâåäåíî âiäñóòíiñòü ëîêàëüíèõ ìàêñèìóìiâ äëÿ ôóí-

êöiîíàëiâ

Eα(x1, x2, . . . , xN) =
∑
i6=j

1

|xi − xj|α
,

çà óìîâè ùî α > d − 2, äå d öå ðîçìiðíiñòü ñôåðè. Öå äà¹ âiäïîâiäü íà

ïèòàííÿ ïîñòàâëåíå ïðîôåñîðîì E. Ñàôîì â 2010 ðîöi.

Äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó âèêîðèñòîâó¹ íåîáõiäíó ëîêàëüíó óìîâó äðóãî-

ãî ïîðÿäêó òîãî, ùî äåÿêà òî÷êà ¹ ëîêàëüíèì ìàêñèìóìîì. Ìè äîâåëè, ùî

öÿ óìîâà ïîðóøó¹òüñÿ â äåÿêîìó íàïðÿìi, àëå äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ òàêîãî

íàïðÿìó ¹ íåêîíñòðóêòèâíèì. Òî÷íiøå, ìè äîâåëè, ùî öÿ óìîâà ïîðóøó¹-

òüñÿ íà ìíîæèíi äîòè÷íèõ âåêòîðiâ ùî ìà¹ ñòðîãî äîäàòíó ìiðó âiäíîñíî

ìiðè Ëåáåãà íà äîòè÷íîìó ïðîñòîði.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ íàáëèæåííÿ âiäîáðàæå-

ííÿìè ç íåâiä'¹ìíèì ÿêîáiàíîì, êîìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ íà âiäðiçêó òà

îöiíêè ñòàëî¨ Âiòíi ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ íà áàãàòîâèìiðíîìó êóái. Ó ðîáî-

òi òàêîæ äîâåäåíî íåiñíóâàííÿ ëîêàëüíèõ ìàêñèìóìiâ ôóíêöiîíàëó åíåðãi¨

òî÷îê íà ñôåði.

Ïèòàííÿ ùîäî iñíóâàííÿ íàáëèæåííÿ âiäîáðàæåííÿìè ç íåâiä'¹ìíèì

ÿêîáiàíîì (òåîðåìà Âå¹ðøòðàñà) âèÿâëÿ¹òüñÿ ïîâ'ÿçàíèì ç äåÿêèìè ïèòà-

ííÿìè ãåîìåòðè÷íî¨ òîïîëîãi¨, à òàêîæ ç âiäêðèòèìè ïèòàííÿìè òåîði¨ ìíî-

ãîâèäiâ. Ïðè öüîìó ïîòðåáà ó âèêîðèñòàííi ïîíÿòòÿ òîïîëîãi÷íî¨ ñòåïåíi

âiäîáðàæåíü ÿêiñíî âiäðiçíÿ¹ öþ çàäà÷ó âiä îäíîâèìiðíî¨ çàäà÷i ìîíîòîí-

íîãî íàáëèæåííÿ.

Êîìîíîòîííå íàáëèæåííÿ âèÿâëÿ¹òüñÿ ñêëàäíiøèì çà ïèòàííÿ ùîäî

ìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ, à êðiì òîãî ïèòàííÿ ïðî ìàæîðèçàöiþ çà óìîâè

ñòåïåíåâîãî ïîðÿäêó çðîñòó âèÿâëÿ¹òüñÿ òàêîæ íå ñõîæèì íà àíàëîãi÷íi

ïèòàííÿ êîîïóêëîãî íàáëèæåííÿ, îñêiëüêè â êîìîíîòîííîìó âèïàäêó iñíó¹

íåñêií÷åííî áàãàòî âèêëþ÷íèõ âèïàäêiâ, à äëÿ êîîïóêëîãî íàáëèæåííÿ òà-

êèõ âèêëþ÷íèõ âèïàäêiâ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü.

Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îòðèìàíî òàêi ðåçóëüòàòè.

1) Çíàéäåíî óìîâó, ÿêà ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ äëÿ iñíóâàííÿ ïî-

ñëiäîâíîñòi ïîëiíîìiàëüíèõ âiäîáðàæåíü íà ïëîùèíi ç íåâiä'¹ìíèì

ÿêîáiàíîì, çáiæíî¨ äî çàäàíîãî âiäîáðàæåííÿ, ó âèïàäêó, ÿêùî âiä-

îáðàæåííÿ ìà¹ òîòàëüíî íåçâ'ÿçíi øàðè. Àíàëîãi÷íó çàäà÷ó ðîçâ'ÿ-

çàíî äëÿ âiäîáðàæåíü ç äîäàòíèì ÿêîáiàíîì. Îáèäâi çàäà÷i ðîçâ'ÿ-

çàíî ó äâîâèìiðíîìó âèïàäêó, à äðóãó çàäà÷ó òàêîæ ó òðèâèìiðíîìó

âèïàäêó.
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2) Äîâåäåíî, ùî ÿêùî âåëè÷èíà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ áåç îáìåæåíü

êóñêîâî-ìîíîòîííî¨ ôóíêöi¨ ìà¹ ñòåïåíåâèé ïîðÿäîê, òî âîíà ìàæî-

ðó¹ âåëè÷èíó íàéêðàùîãî êîìîíîòîííîãî íàáëèæåííÿ, çà âèêëþ-

÷åííÿì ñêií÷åííîãî ÷èñëà ïîêàçíèêiâ. Â óñiõ âèêëþ÷íèõ âèïàäêàõ

ïîáóäîâàíî êîíòðïðèêëàäè.

3) Äëÿ âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ m äîâåäåíî iñíóâàííÿ ãðàôiâ-

êîíöåíòðàòîðiâ ç ïàðàìåòðàìè (6m, 4m, 3m, 5.05). Çà äîïîìîãîþ

öèõ ãðàôiâ ñóòò¹âî ïîêðàùåíî îöiíêó ñòàëî¨ Âiòíi ëiíiéíîãî íàáëè-

æåííÿ íà áàãàòîâèìiðíîìó êóái (ïîïåðåäíüî áóëî âiäîìî, ùî çíà÷å-

ííÿ ñòàëî¨ ìåíøå çà 802, à çà íîâèì ðåçóëüòàòîì � 73).

4) Äîâåäåíî, ùî ó âèïàäêó ñòåïåíåâî¨ ôóíêöi¨ ç âiä'¹ìíèì ïîêàçíè-

êîì, ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ñèñòåìè òî÷îê íà äâîâèìiðíié ñôåði íå

ìîæå ìàòè ëîêàëüíèõ ìàêñèìóìiâ. Çà äåÿêèõ äîäàòêîâèõ óìîâ àíà-

ëîãi÷íèé ðåçóëüòàò äîâåäåíî òàêîæ äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ ñôåð. Êðiì

òîãî, íåiñíóâàííÿ ëîêàëüíèõ ìàêñèìóìiâ äîâåäåíî òàêîæ äëÿ ëîãà-

ðèôìi÷íîãî ïîòåíöiàëó íà äâîâèìiðíié ñôåði.
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