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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ïî÷èíàþ÷è ç äðóãî¨ ïîëîâèíè 1970-õ ðîêiâ, óâàãó äî-
ñëiäíèêiâ ïðèâåðíóëè ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, íå ðîçâ'ÿçàíèõ âiäíî-
ñíî ñòàðøèõ ïîõiäíèõ, ó ÿêèõ ïðè ñòàðøèõ ïîõiäíèõ ìiñòèòüñÿ òîòîæíî âèðî-
äæåíà ìàòðèöÿ. Iíòåðåñ äî âèâ÷åííÿ òàêèõ ñèñòåì îáóìîâëåíèé òèì, ùî äî íèõ
çâîäÿòüñÿ ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi áàãàòüîõ òåõíi÷íèõ, ôiçè÷íèõ, áiîëîãi÷íèõ, åêî-
íîìi÷íèõ òà iíøèõ ïðîöåñiâ. Îñîáëèâî ÷àñòî íà ïðàêòèöi çóñòði÷àþòüñÿ ìàòå-
ìàòè÷íi ìîäåëi ðiçíèõ ôiçè÷íèõ ÿâèù, ÿêi îïèñóþòüñÿ òàê çâàíèìè ãiáðèäíèìè
ñèñòåìàìè, äå ÷àñòèíà ðiâíÿíü � äèôåðåíöiàëüíi, à ÷àñòèíà � àëãåáðà¨÷íi. Òà-
êi ñèñòåìè òàêîæ íàëåæàòü äî ñèñòåì äàíîãî òèïó, ÿêi íàé÷àñòiøå íàçèâàþòü
äèôåðåíöiàëüíî-àëãåáðà¨÷íèìè àáî âèðîäæåíèìè.

Íà äàíèé ÷àñ êiëüêiñòü íàóêîâèõ ðîáiò, ïðèñâÿ÷åíèõ äîñëiäæåííþ âèðîäæå-
íèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ¹ äîñèòü âåëèêîþ, i ¨õ êiëüêiñòü ïðîäîâ-
æó¹ çðîñòàòè. Íàéáiëüø âàãîìi ðåçóëüòàòè îòðèìàíî âïðîäîâæ 1980 � 2010 ðð.
ó ðîáîòàõ âiò÷èçíÿíèõ ìàòåìàòèêiâ À.Ì. Ñàìîéëåíêà, Â.Ï. ßêîâöÿ, Ì.I. Øêi-
ëÿ, Î.À. Áîé÷óêà, Â.Ã. Ñàìîéëåíêà, Ï.Ô. Ñàìóñåíêà òà ðÿäó çàðóáiæíèõ: S.L.
Campbell, R.L. Petzold, C.W. Gear, K.E. Brenan (ÑØÀ), E. Griepentrong, R.
Maerz (Íiìå÷÷èíà), Þ.�. Áîÿðèíöåâà, Â.Ô. ×èñòÿêîâà, À.Î. Ùåãëîâî¨ (Ðîñié-
ñüêà Ôåäåðàöiÿ) òà ií.

Ïðè öüîìó îñíîâíi çóñèëëÿ áóëè íàïðàâëåíi íà äîñëiäæåííÿ ëiíiéíèõ ñèñòåì

B(t)
dx

dt
= A(t)x+ f(t), (1)

äå x(t) � øóêàíèé n-âèìiðíèé âåêòîð, A(t), B(t) � êâàäðàòíi ìàòðèöi n-ãî ïî-
ðÿäêó. Ó ðåçóëüòàòi áóëî âñòàíîâëåíî, ùî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1) ìà¹
íàéïðîñòiøó ñòðóêòóðó (òèïó Êîøi), êîëè öÿ ñèñòåìà çâîäèòüñÿ äî òàê çâàíî¨
öåíòðàëüíî¨ êàíîíi÷íî¨ ôîðìè (ÖÊÔ), ïîíÿòòÿ ÿêî¨ áóëî ââåäåíî â 1983 ð. S.L.
Campbell i R.L. Petzold. Ïiçíiøå â ðîáîòàõ À.Ì. Ñàìîéëåíêà i Â.Ï. ßêîâöÿ áóëî
çíàéäåíî óìîâè, çà âèêîíàííÿ ÿêèõ ñèñòåìà (1) çâîäèòüñÿ äî ÖÊÔ, ùî äîçâîëèëî
âñòàíîâèòè ñòðóêòóðó ¨¨ çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó òà óìîâè îäíîçíà÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi
âiäïîâiäíî¨ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i. Äåÿêi óìîâè çâiäíîñòi ñèñòåìè (1) äî ÖÊÔ áóëî
âñòàíîâëåíî òàêîæ ó ðîáîòàõ Þ.�. Áîÿðèíöåâà i Â.Ô. ×èñòÿêîâà.

Öi ðåçóëüòàòè äàëè ìîæëèâiñòü Â.Ï. ßêîâöþ óçàãàëüíèòè êëàñè÷íó òåîðiþ
àñèìïòîòè÷íîãî iíòåãðóâàííÿ ëiíiéíèõ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ñèñòåì äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü, çàïî÷àòêîâàíó G. Birkho� i ß.Ä. Òàìàðêiíèì i ðîçâèíóòó â
ïðàöÿõ Õ.Ë. Òåððèòiíà, Â. Âàçîâà, Ñ.Ô. Ôåùåíêà, Ì.I. Øêiëÿ, Ã.Ñ. Æóêîâî¨,
I.I. Ñòàðóíà òà ií. íà ñèíãóëÿðíî çáóðåíi ñèñòåìè âèãëÿäó

εhB(t, ε)
dx

dt
= A(t, ε)x+ f(t, ε), (2)
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â ÿêèõ ε � ìàëèé ïàðàìåòð, à ìàòðèöÿ B(t, ε) àáî òîòîæíî âèðîäæåíà, àáî âè-
ðîäæó¹òüñÿ ïðè ε→ 0.

Ïðîòå íà ïðàêòèöi äîñèòü ÷àñòî äîâîäèòüñÿ ìàòè ñïðàâó ç ñèñòåìàìè äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèùèõ ïîðÿäêiâ, ÿêi ó âåêòîðíî-ìàòðè÷íèé ôîðìi ìîæíà
ïîäàòè ó âèãëÿäi

Am(t)
dmx

dtm
+ Am−1(t)

dm−1x

dtm−1
+ · · ·+ A1(t)

dx

dt
+ A0(t)x = f(t). (3)

Ïðè öüîìó ìàòðèöÿ Am(t) ïðè ñòàðøié ïîõiäíié áóäå òîòîæíî âèðîäæåíîþ,
ÿêùî ñåðåä ðiâíÿíü, ÿêi óòâîðþþòü ñèñòåìó (3), ìiñòÿòüñÿ ðiâíÿííÿ ðiçíèõ ïî-
ðÿäêiâ.

Ðîçãëÿäàþ÷è òàêi ñèñòåìè, ðiçíi àâòîðè, ÿê ïðàâèëî, íàìàãàþòüñÿ çâåñòè ¨õ
äî ñèñòåìè âèãëÿäó (1) çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíî¨ çàìiíè, ùî ïðèçâîäèòü äî çðî-
ñòàííÿ ðîçìiðíîñòi ñèñòåìè, à öå çíà÷íî óñêëàäíþ¹ ¨¨ äîñëiäæåííÿ, ðåçóëüòàòè
ÿêîãî âñåîäíî òðåáà âèðàæàòè â òåðìiíàõ ìàòðèöü Ai(t), i = 0,m, âèõiäíî¨ ñè-
ñòåìè (3).

Ó çâ'ÿçêó ç öèì äîöiëüíèì ¹ ðîçðîáëåííÿ çàãàëüíî¨ òåîði¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü
âèùèõ ïîðÿäêiâ âèãëÿäó (3), à òàêîæ àíàëîãi÷íî¨ ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨ ñèñòåìè

εmhAm(t, ε)
dmx

dtm
+. . .+εhA1(t, ε)

dx

dt
+A0(t, ε)x = f(t, ε) exp

(
ε−h

∫ t

0

α(τ)dτ

)
, (4)

â ÿêié ìàòðèöÿ Am(t, ε) òîòîæíî âèðîäæåíà àáî âèðîäæó¹òüñÿ ïðè ε = 0.
Íà äàíèé ÷àñ ñèñòåìè âèãëÿäó (4) äåòàëüíî âèâ÷åíi ëèøå ïðè m = 2. Äëÿ

äîâiëüíîãîm ðîçãëÿäàëèñÿ ëèøå îêðåìi ÷àñòèííi âèïàäêè çà óìîâè, ùî ìàòðèöÿ
ïðè ñòàðøèõ ïîõiäíèõ îäèíè÷íà. Òîìó òåìà äàíî¨ äèñåðòàöi¨ ¹ äîñèòü âàæëèâîþ
i àêòóàëüíîþ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.
Ðîáîòà âèêîíóâàëàñü ó Íàöiîíàëüíîìó ïåäàãîãi÷íîìó óíiâåðñèòåòi iìåíi Ì.Ï.

Äðàãîìàíîâà íà êàôåäði ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó òà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íîãî iíñòèòóòó çãiäíî iç çàãàëüíèì ïëàíîì äîñëiäæåíü â ðàì-
êàõ íàóêîâî¨ òåìè "Àñèìïòîòè÷íå iíòåãðóâàííÿ âèðîäæåíèõ ñèíãóëÿðíî çáóðå-
íèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü"(íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0110U001582).

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ.
Îñíîâíèì îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ëiíiéíà ñèíãóëÿðíî çáóðåíà ñèñòåìà çâè-

÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (4).
Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâ-

íÿíü (4) ïðè ε→ 0.
Ìåòà äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ ïîëÿãà¹ â ðîçðîáöi òåîði¨ àñèìïòîòè÷íî-

ãî iíòåãðóâàííÿ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äàíîãî òèïó.
Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ:
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1. Çíàéòè óìîâè, çà âèêîíàííÿ ÿêèõ ñèñòåìà ðiâíÿíü âèùèõ ïîðÿäêiâ âèãëÿäó
(3) ìà¹ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òèïó Êîøi, i âèçíà÷èòè éîãî ñòðóêòóðó. Äîñëiäèòè
ïèòàííÿ iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíî¨ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i.

2. Çäiéñíèòè àñèìïòîòè÷íèé àíàëiç çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ðiâíÿíü
(4) çà óìîâè ðåãóëÿðíîñòi ãðàíè÷íî¨ â'ÿçêè ìàòðèöü

∑m
i=0 λ

iAi(t, 0) íà çàäàíîìó
ïðîìiæêó çìiíè t ó ðiçíèõ âèïàäêàõ, ïîâ'ÿçàíèõ ç êðîíåêåðîâîþ ñòðóêòóðîþ ¨¨
ñïåêòðà.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Äëÿ ðåàëiçàöi¨ çàâäàíü äîñëiäæåííÿ âèêîðèñòîâó-
¹òüñÿ òåîðiÿ ïîëiíîìiàëüíèõ â'ÿçîê ìàòðèöü, òåõíiêà óçàãàëüíåíîãî îáåðíåííÿ
ìàòðèöü, ìåòîä äiàãðàì Íüþòîíà òà àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè ëiíiéíî¨ òåîði¨ ñèíãó-
ëÿðíèõ çáóðåíü.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè, ùî
âiäîáðàæàþòü íàóêîâó íîâèçíó, ¹ íàñòóïíi:

1. Çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè, çà âèêîíàííÿ ÿêèõ ñèñòåìà ðiâíÿíü (3) ìà¹ çà-
ãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òèïó Êîøi, i âèçíà÷åíî éîãî ñòðóêòóðó. Âñòàíîâëåíî óìîâè
iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíî¨ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i.

2. Äîñëiäæåíî ïèòàííÿ ïîáóäîâè àñèìïòîòèêè ïðè ε→ 0 çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿç-
êó îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè

εmhAm(t, ε)
dmx

dtm
+ε(m−1)hAm−1(t, ε)

dm−1x

dtm−1
+· · ·+εhA1(t, ε)

dx

dt
+A0(t, ε)x = 0, (5)

ÿêà âiäïîâiäà¹ (4), çà óìîâè ðåãóëÿðíîñòi ãðàíè÷íî¨ â'ÿçêè ìàòðèöü.
Âèçíà÷åíî âèãëÿä i ðîçðîáëåíî àëãîðèòì ïîáóäîâè âiäïîâiäíèõ àñèìïòîòè-

÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ñèñòåìè ó âñiõ ìîæëèâèõ âèïàäêàõ ñòàáiëüíî¨ ïîâåäiíêè
ñïåêòðà ãðàíè÷íî¨ â'ÿçêè ìàòðèöü.

3. Ó âèïàäêó, êîëè ãðàíè÷íà â'ÿçêà ìàòðèöü ìà¹ ïî îäíîìó êðàòíîìó ñêií÷åí-
íîìó òà íåñêií÷åííîìó åëåìåíòàðíîìó äiëüíèêó, âèâåäåíî âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ
ðîçãàëóæåííÿ i çäiéñíåíî ¨õ àíàëiç ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó äiàãðàì Íüþòî-
íà. Âèêîðèñòîâóþ÷è éîãî ðåçóëüòàòè, ïðîâåäåíî ïîâíå äîñëiäæåííÿ ñòðóêòóðè
àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (5) çàëåæíî âiä ïîâåäiíêè ¨¨ êîåôiöi¹íòiâ.

4. Ïîáóäîâàíî àñèìïòîòèêó ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (4) â
íåðåçîíàíñíîìó òà ðåçîíàíñíîìó âèïàäêàõ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ìà-
þòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Âîíè óçàãàëüíþþòü ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi äëÿ âèðî-
äæåíèõ ëiíiéíèõ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî
ïîðÿäêó, íà àíàëîãi÷íi ñèñòåìè ðiâíÿíü âèùèõ ïîðÿäêiâ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ ïîëÿãà¹ â ìîæëèâîñòi ¨õ çàñòîñó-
âàííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ êîíêðåòíèõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷, ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ÿêèõ
çâîäÿòüñÿ äî ñèñòåì äàíîãî òèïó.
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Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi íàóêîâi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îäåðæàíî
çäîáóâà÷åì îñîáèñòî. Ó ñïiëüíèõ ðîáîòàõ ç íàóêîâèì êåðiâíèêîì Â.Ï. ßêîâöþ
íàëåæèòü ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà îáãîâîðåííÿ ðåçóëüòàòiâ, àâòîðó äèñåðòàöi¨ �
ïðîâåäåííÿ äîñëiäæåíü òà äîâåäåííÿ âñiõ òâåðäæåíü.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äîïî-
âiäàëèñü i îáãîâîðþâàëèñü íà:

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çàñòî-
ñóâàííÿ", ïðèñâÿ÷åíié 70-ði÷÷þ ïðîô. Â. Â. Ìàðèíöÿ (ì. Óæãîðîä, âåðåñåíü
2012 ð.);

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè â òåîði¨ äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü", ïðèñâÿ÷åíié 80-ði÷÷þ äîêòîðà ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîðà,
àêàäåìiêà ÍÀÏÍ Óðà¨íè Øêiëÿ Ìèêîëè Iâàíîâè÷à (ì. Êè¨â, ãðóäåíü 2012 ð.);

� XVI International Conference "Dynamical system: modelling and stability
investigation"(c. Kyiv, may 2013);

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Áîãîëþáiâñüêi ÷èòàííÿ DIF-2013. Äè-
ôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, òåîðiÿ ôóíêöié òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ" ç íàãîäè 75-ði÷÷ÿ ç
äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà À. Ì. Ñàìîéëåíêà (ì. Ñåâàñòîïîëü, ÷åðâåíü 2013 ð.);

� "Ëåòíåé ìàòèìàòè÷åêîé øêîëå Â. Ïëîòíèêîâà"(ì. Îäåñà, ëèïåíü 2013 ð.);
� Ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ "Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, îá÷è-

ñëþâàëüíà ìàòåìàòèêà, òåîðiÿ ôóíêöié òà ìàòåìàòè÷íi ìåòîäè ìåõàíiêè"äî 100-
ði÷÷ÿ âiä äíÿ íàðîäæåííÿ ÷ëåíà-êîðåñïîíäåíòà ÍÀÍ Óêðà¨íè Ïîëîæîãî Ãåîðãiÿ
Ìèêîëàéîâè÷à (ì. Êè¨â, êâiòåíü 2014 ð.);

� XV ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà Ìèõàéëà Êðàâ÷óêà
(ì. Êè¨â, òðàâåíü 2014 ð.);

� íàóêîâîìó ñåìiíàði êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó òà äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiíÿíü Íàöiîíàëüíîãî ïåäàãîãi÷íîãî óíiâåðñèòåòó iì. Ì. Ï. Äðàãîìàíîâà (íàó-
êîâèé êåðiâíèê äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîô. Òîðáií Ã.Ì.) (2014�2015 ðð.);

� çâiòíèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ ÍÏÓ iìåíi Ì. Ï. Äðàãîìàíîâà (2012�2015
ðð.).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî â 11 ïðàöÿõ, 5 ç
ÿêèõ � ñòàòòi â ïðîâiäíèõ íàóêîâèõ âèäàííÿõ, ÿêi âêëþ÷åíî äî ïåðåëiêó ôà-
õîâèõ âèäàíü, çàòâåðäæåíèõ ÄÀÊ Óêðà¨íè, i 6 � òåçè äîïîâiäåé íà íàóêîâèõ
êîíôåðåíöiÿõ.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã ðîáîòè. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó,
÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ, ÿêi îá'¹äíóþòü 18 ïiäðîçäiëiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë
iç 125 íàéìåíóâàíü òà äîäàòêó. Ïîâíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ ñòàíîâèòü 191 ñòîðiíêó
äðóêîâàíîãî òåêñòó, îñíîâíèé çìiñò âèêëàäåíî íà 165 ñòîðiíêàõ.
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ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Ó âñòóïi îáãðóíòîâó¹òüñÿ àêòóàëüíiñòü òåìè, ñôîðìóëüîâàíî ìåòó i çàâäà-
ííÿ äîñëiäæåííÿ, ðîçêðèòî íàóêîâó íîâèçíó, òåîðåòè÷íå i ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ,
íàâåäåíî ïåðåëiê íàóêîâèõ êîíôåðåíöié, íà ÿêèõ äîïîâiäàëèñü i îáãîâîðþâàëèñü
ðåçóëüòàòè äåñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.

Ïåðøèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî îãëÿäó íàóêîâèõ ïðàöü çà òåìîþ äèñåðòàöi¨.
Ó äðóãîìó ðîçäiëi íàâåäåíî äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ i ðåçóëüòàòè, ÿêi âèêî-

ðèñòîâóþòüñÿ â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ.
Ó ïóíêòi 2.1 ðîçìiùåíî íåîáõiäíi âiäîìîñòi ç òåîði¨ ðåãóëÿðíèõ ïîëiíîìi-

àëüíèõ â'ÿçîê ìàòðèöü âèãëÿäó

P (λ) =
m∑
i=0

λiAi,

â ÿêèõAi(i = 0,m) � êâàäðàòíi ìàòðèöi n−ãî i ìàòðèöÿAm âèðîäæåíà. Ñôîðìó-
ëüîâàíî îçíà÷åííÿ ñêií÷åííèõ i íåñêií÷åííèõ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, æîðäàíî-
âèõ ëàíöþæêiâ âåêòîðiâ òà ïîâíîòè âiäïîâiäíèõ æîðäàíîâèõ íàáîðiâ. Ïîêàçàíî,
ùî êîæíîìó ñêií÷åííîìó åëåìåíòàðíîìó äiëüíèêó äàíî¨ â'ÿçêè ìàòðèöü âiäïî-
âiäà¹ æîðäàíiâ ëàíöþæîê âåêòîðiâ, äîâæèíà ÿêîãî äîðiâíþ¹ êðàòíîñòi öüîãî
åëåìåíòàðíîãî äiëüíèêà, à ïðè íàÿâíîñòi íåñêií÷åííèõ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ
íóëüîâîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ ñèìåòðè÷íî¨ â'ÿçêè ìàòðèöü

∑m
i=0 ξ

m−iAi âiäïî-
âiäà¹ æîðäàíiâ ëàíöþæîê, äîâæèíà ÿêîãî çáiãà¹òüñÿ ç êðàòíiñòþ äàíîãî íåñêií-
÷åííîãî åëåìåíòàðíîãî äiëüíèêà.

Ó ïóíêòi 2.2 ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü âèãëÿäó (3), äå Ai(t), i = 0,m,
� êâàäðàòíi ìàòðèöi n-ãî ïîðÿäêó, f(t) � n-âèìiðíèé âåêòîð, ÿêi ìîæóòü ìàòè
ÿê äiéñíi, òàê i êîìïëåêñíîçíà÷íi åëåìåíòè, x(t) -� øóêàíèé n-âèìiðíèé âåêòîð,
t ∈ [a, b], detAm(t) = 0,∀t ∈ [a, b].

Äîâåäåíî òàêå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 2.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè:
2.1◦. rankAm(t) = n− r = const;

2.2◦. Ìàòðèöÿ Am(t) ìà¹ íà âiäðiçêó [a, b] ïîâíèé æîðäàíiâ íàáið âåêòîðiâ
âiäíîñíî îïåðàòîðiâ Li(t) =

∑k
j=0C

i−j
m−jAm−j(t)

di−j

dti−j , i = 1,m, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ
ç r ëàíöþæêiâ çàâäîâæêè si, i = 1, r;

2.3◦.Ai(t) ∈ C3p−2[a, b], i = 1,m, f(t) ∈ Cp−1[a, b], äå p = max si.
Òîäi çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (3) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ x(t) =

Xmn−s(t)c + x̃(t), äå Xmn−s(t) � ïðÿìîêóòíà ìàòðèöÿ ðîçìiðíiñòþ n × (mn −
s), ñêëàäåíà ç mn − s ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè, ÿêà
âiäïîâiäà¹ (3) s = s1 + · · ·+ sr, c � äîâiëüíèé ñòàëèé (mn− s)-âèìiðíèé âåêòîð;
x̃(t) � ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3).
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Ó öüîìó æ ïiäðîçäiëi äëÿ ñèñòåìè (3) ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó Êîøi ç ïî÷àòêîâèìè
óìîâàìè

dk

dtk
x(t)

∣∣∣
t=t0

= x
(k)
0 , k = 0,m− 1. (6)

Çíàéäåíî óìîâè, ÿêi ìàþòü çàäîâîëüíÿòè ïî÷àòêîâi âåêòîðè x(k)0 (k = 0,m− 1),
ùîá öÿ çàäà÷à ìàëà ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè 2.1◦ − 2.3◦, òî äëÿ òîãî, ùîá çàäà-
÷à Êîøi (3), (6) ìàëà ðîçâ'ÿçîê, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ïî÷àòêîâi âåêòîðè
x
(s)
0 , s = 0,m− 1, çàäîâîëüíÿëè óìîâó

k−1∑
i=0

m−1∑
s=1

s−1∑
α=0

k−i−α−2∑
β=0

Cα
α+β

dβ+i

dtβ+i

(
As−α−1(t0)x

(s)
0 , ψ

(k−i−α−β−1)
j (t0)

)
−

−
k−1∑
i=0

m−1∑
s=0

di

dti

(
As(t)x

(s)
0 , ψ

(k−i)
j (t0)

)
= 0, k = 1, sj, j = 1, r,

äå ψ(j)
i (t), j = 1, si, i = 1, r, � n-âèìiðíi âåêòîðè, ùî óòâîðþþòü æîðäàíiâ íàáið

ìàòðèöi A∗m(t) âiäíîñíî îïåðàòîðiâ L∗k(t) =
∑k

i=0(−1)k−iCk−i
m−i

dk−i

dtk−iA
∗
m−i(t), k =

1,m. Çà âèêîíàííÿ öi¹¨ óìîâè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3),(6) áóäå ¹äèíèì.
Âiäìiòèìî, ùî, ÿê íàñëiäîê, ç òåîðåì 2.1, 2.2 âèïëèâàþòü ðåçóëüòàòè, îòðèìà-

íi Â.Ï. ßêîâöåì (ßêîâåöü Â.Ï. Ïðî ñòðóêòóðó çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âèðîäæåíî¨
ëiíiéíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó / Â.Ï. ßêîâåöü //
Óêð. ìàò. æóðí. � 1998. � Ò. 50, � 2. � Ñ. 292�298) äëÿ àíàëîãi÷íèõ ñèñòåì
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó.

Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â II ðîçäiëi, ñòàëè òåîðåòè÷íîþ îñíîâîþ äëÿ ïðîâåäå-
ííÿ àñèìïòîòè÷íîãî àíàëiçó çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨ ñèñòåìè
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (4), äå x(t, ε) � øóêàíèé n-âèìiðíèé âåêòîð,
Ai(t, ε), i = 0,m, � (n × n)-ìàòðèöi, f(t, ε) � n-âèìiðíèé âåêòîð, åëåìåíòàìè
ÿêèõ ¹ äiéñíi àáî êîìïëåêñíîçíà÷íi ôóíêöi¨; α(t) � ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ, ε ∈ (0; ε0]

� ìàëèé äiéñíèé ïàðàìåòð, h � íàòóðàëüíå ÷èñëî, t ∈ [0;T ].
Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:
1◦. Ìàòðèöi Ai(t, ε), i = 0,m, i âåêòîð f(t, ε) äîïóñêàþòü íà âiäðiçêó [0;T ]

ðiâíîìiðíi àñèìïòîòè÷íi ðîçâèíåííÿ çà ñòåïåíÿìè ε:

Ai(t, ε) ∼
∑
s≥0

εsA
(s)
i (t), i = 0,m, f(t, ε) ∼

∑
s≥0

εsf (s)(t).

2◦. Êîåôiöi¹íòè A
(s)
i (t), f (s)(t), i = 0,m, s = 0, 1, . . ., äàíèõ ðîçâèíåíü i

ôóíêöiÿ α(t) íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíi íà âiäðiçêó [0;T ].
3◦. detA

(0)
m (t) = 0,∀t ∈ [0;T ].
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4◦. Ãðàíè÷íà â'ÿçêà ìàòðèöü

P (t, λ) =
m∑
i=0

λiA
(0)
i (t) (7)

ðåãóëÿðíà ïðè âñiõ t ∈ [0;T ], à ¨¨ ñêií÷åííi i íåñêií÷åííi åëåìåíòàðíi äiëüíèêè
çáåðiãàþòü íà [0;T ] ïîñòiéíó êðàòíiñòü.

Ó ðîçäiëi III ñèñòåìà (4) äîñëiäæó¹òüñÿ çà óìîâè ¨¨ íåïîâíîãî âèðîäæåí-
íÿ, êîëè, íåçâàæàþ÷è íà âèðîäæåíiñòü A(0)

m (t), ìàòðèöÿ Am(t, ε) ïðè ñòàðøèõ
ïîõiäíèõ çàëèøà¹òüñÿ íåîñîáëèâîþ ïðè äîñèòü ìàëèõ ε > 0, âiäìiííèõ âiä íó-
ëÿ. Ó ðåçóëüòàòi ïðîâåäåíèõ äîñëiäæåíü âñòàíîâëåíî, ùî, ÿê i ó âèïàäêó ñèñòåì
ïåðøîãî ïîðÿäêó, áàçèñíèé íàáið ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñè-
ñòåìè (5), ÿêà âiäïîâiäà¹ (4), ïîäiëÿþòüñÿ íà äâi ãðóïè: ðîçâ'ÿçêè, ùî âiäïî-
âiäàþòü ñêií÷åííèì åëåìåíòàðíèì äiëüíèêàì ãðàíè÷íî¨ â'ÿçêè ìàòðèöü P (t, λ),
i ðîçâ'ÿçêè, ùî âiäïîâiäàþòü ¨¨ íåñêií÷åííèì åëåìåíòàðíèì äiëüíèêàì. Àñèì-
ïòîòèêó ðîçâ'ÿçêiâ ïåðøî¨ ãðóïè ìîæíà ïîáóäóâàòè â êëàñè÷íîìó âèãëÿäi Äæ.
Áiðêãîôà, à ðîçâ'ÿçêè äðóãî¨ ãðóïè � ó âèãëÿäi, çàïðîïîíîâàíîìó â ðîáîòàõ À.Ì.
Ñàìîéëåíêà i Â.Ï. ßêîâöÿ. Ïðè öüîìó óìîâè iñíóâàííÿ âiäïîâiäíèõ ôîðìàëü-
íèõ ðîçâèíåíü, ïîêàçíèêè ñòåïåíiâ ìàëîãî ïàðàìåòðà, çà ÿêèìè ¨õ ìîæíà ïî-
áóäóâàòè, àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ êîåôiöi¹íòiâ öèõ ðîçâèíåíü ñóòò¹âî çàëåæàòü
âiä êðîíåêåðîâî¨ ñòðóêòóðè ñïåêòðà ãðàíè÷íî¨ â'ÿçêè ìàòðèöü äàíî¨ ñèñòåìè òà
ïîâåäiíêè çáóðþâàëüíèõ ìàòðèöü.

Ó ïóíêòàõ 3.2.1 � 3.2.4 äàíîãî ðîçäiëó äîñëiäæåíî âñi ìîæëèâi âèïàä-
êè, ïîâ'ÿçàíi çi ñòðóêòóðîþ ñêií÷åííèõ òà íåñêií÷åííèõ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ
ãðàíè÷íî¨ â'ÿçêè ìàòðèöü P (t, λ). Îñíîâíi ðåçóëüòàòè âiäîáðàæåíi â íàñòóïíèõ
òåîðåìàõ.

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1◦ � 4◦, à òàêîæ íàñòóïíi:
3.1◦. Ãðàíè÷íà â'ÿçêà ìàòðèöü (7) ìà¹ òiëüêè ïðîñòi åëåìåíòàðíi äiëüíèêè:

mn− 1 ñêií÷åííèõ i îäèí � íåñêií÷åííèé;

3.2◦.
(
A

(1)
m (t)ϕ̃(t), ψ̃(t)

)
6= 0,∀t ∈ [0;T ], äå ϕ̃(t), ψ̃(t) � åëåìåíòè íóëü-ïðîñòîðiâ

ìàòðèöü A(0)
m (t) òà

(
A

(0)
m (t)

)∗
âiäïîâiäíî.

Òîäi ñèñòåìà (5) ìàòèìå mn− 1 ôîðìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âèãëÿäó

xi(t, ε) = ui(t, ε) exp

(
ε−h

∫ t

0

λi(τ, ε)dτ

)
, i = 1,mn− 1, (8)

ùî âiäïîâiäàþòü ñêií÷åííèì åëåìåíòàðíèì äiëüíèêàì ãðàíè÷íî¨ â'ÿçêè ìàòðèöü
(7), i îäèí ðîçâ'ÿçîê âèãëÿäó

x(t, ε) = v(t, ε) exp

(
ε−h−1

∫ t

0

dτ

ξ(τ, ε)

)
, (9)
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ùî âiäïîâiäà¹ íåñêií÷åííîìó åëåìåíòàðíîìó äiëüíèêó öi¹¨ â'ÿçêè, äå ui(t, ε),
v(t, ε) � n-âèìiðíi âåêòîðè, à λi(t, ε), ξ(t, ε) � ñêàëÿðíi ôóíêöi¨, ÿêi çîáðàæàþòüñÿ
ó âèãëÿäi ôîðìàëüíèõ ðîçâèíåíü

ui(t, ε) =
∞∑
s=0

εsu
(s)
i (t), v(t, ε) =

∞∑
s=0

εsv(s)(t), (10)

λi(t, ε) =
∞∑
s=0

εsλ
(s)
i (t), ξ(t, ε) =

∞∑
s=0

εsξ(s)(t). (11)

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1◦ − 4◦, à òàêîæ íàñòóïíi:
3.3◦. Ãðàíè÷íà â'ÿçêà ìàòðèöü (7) ìà¹ îäèí ñêií÷åííèé åëåìåíòàðíèé äiëüíèê

(λ− λ0(t))p êðàòíiñòþ p i îäèí íåñêií÷åííèé � êðàòíiñòþ q = mn− p;
3.4◦.

(
A

(1)
m (t)ϕ̃(t), ψ̃(t)

)
6= 0,∀t ∈ [0;T ];

3.5◦. (K(t)ϕ(t), ψ(t)) 6= 0,∀t ∈ [0;T ],

K(t)=−
m∑
k=0

λk0(t)A
(1)
k (t)−δ1,h

m∑
k=1

Ck−1
k λk−10 (t)A

(0)
k (t)

d

dt
−δ1,h

m∑
k=2

k−1∑
i=1

λk−1−i0 (t)
dλi0(t)

dt
A

(0)
k (t),

äå ϕ(t) � âëàñíèé âåêòîð â'ÿçêè ìàòðèöü P (t, λ), ùî âiäïîâiäà¹ ¨¨ âëàñíîìó çíà-
÷åííþ λ0(t), ψ(t) � åëåìåíò íóëü-ïðîñòîðó ìàòðèöi P ∗(t, λ

0
(t)).

Òîäi ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (5) ìà¹ íà âiäðiçêó [0;T ] p ôîðìàëü-
íèõ ðîçâ'ÿçêiâ âèãëÿäó

xi(t, ε) = ui(t, µ) exp

(
ε−h

∫ t

0

λi(τ, µ)dτ

)
, i = 1, p, (12)

ùî âiäïîâiäàþòü ñêií÷åííîìó åëåìåíòàðíîìó äiëüíèêó ãðàíè÷íî¨ â'ÿçêè ìà-
òðèöü (7), i q ðîçâ'ÿçêiâ âèãëÿäó

xj(t, ε) = vj(t, ν) exp

(
ν−qh−1

∫ t

0

dτ

ξj(τ, ν)

)
, j = 1, q, (13)

ÿêi âiäïîâiäàþòü íåñêií÷åííîìó åëåìåíòàðíîìó äiëüíèêó öi¹¨ â'ÿçêè, äå ui(t, µ),
vj(t, ν) � n-âèìiðíi âåêòîðè, à λi(t, µ), ξj(t, ν) � ñêàëÿðíi ôóíêöi¨, ÿêi çîáðàæà-
þòüñÿ ó âèãëÿäi ôîðìàëüíèõ ðîçâèíåíü

ui(t, µ) =
∞∑
s=0

µsu
(s)
i (t), vj(t, ν) =

∞∑
k=0

νkv
(k)
j (t), (14)

λi(t, µ) =
∞∑
s=0

µsλ
(s)
i (t), ξj(t, ν) =

∞∑
k=0

νkξ
(k)
j (t) (15)

çà ñòåïåíÿìè ïàðàìåòðiâ µ = p
√
ε òà ν = q

√
ε âiäïîâiäíî.
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Òåîðåìà 3.3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1◦ − 4◦, i, êðiì òîãî:
3.6◦. Ãðàíè÷íà â'ÿçêà ìàòðèöü (7) ìà¹ r > 1 ñêií÷åííèõ åëåìåíòàðíèõ äiëü-

íèêiâ (λ− λ0(t))p êðàòíiñòþ p > 1 i s > 1 íåñêií÷åííèõ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ
êðàòíiñòþ q (pr + qs = mn);

3.7◦. Ìàòðèöÿ R1(t) =
∥∥(K(t)ϕi(t), ψj(t)

)∥∥
i,j=1,r

ìà¹ íà âiäðiçêó [0;T ] r ïðî-

ñòèõ, âiäìiííèõ âiä íóëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü, äå ϕi(t), i = 1, r, � âëàñíi âåêòîðè â'ÿç-
êè ìàòðèöü P (t, λ), ùî âiäïîâiäàþòü ¨¨ âëàñíîìó çíà÷åííþ λ0(t), ψj(t), j = 1, r,

� áàçèñíi åëåìåíòè íóëü-ïðîñòîðó ìàòðèöi P ∗(t, λ
0
(t));

3.8◦. Ìàòðèöÿ R2(t) =
∥∥∥(A(1)

m (t)ϕ̃i(t), ψ̃j(t)
)∥∥∥

i,j=1,s
, â ÿêié ϕ̃i(t), ψ̃j(t), i, j =

1, r, � áàçèñíi åëåìåíòè íóëü-ïðîñòîðiâ ìàòðèöü A(0)
m (t) òà

(
A

(0)
m (t)

)∗
âiäïîâiäíî,

ìà¹ íà [0;T ] s ïðîñòèõ, âiäìiííèõ âiä íóëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü.
Òîäi íà âiäðiçêó [0;T ] ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (5), ìà¹ pr ôîðìàëü-

íèõ ðîçâ'ÿçêiâ âèãëÿäó (12) ùî âiäïîâiäàþòü ñêií÷åííèì åëåìåíòàðíèì äiëüíè-
êàì ãðàíè÷íî¨ â'ÿçêè ìàòðèöü, i qs ðîçâ'ÿçêiâ âèãëÿäó (13), ÿêi âiäïîâiäàþòü
íåñêií÷åííèì åëåìåíòàðíèì äiëüíèêàì öi¹¨ â'ÿçêè, äå âåêòîðè ui(t, µ), vj(t, ν)

i ôóíêöi¨λi(t, µ), ξj(t, ν) çîáðàæóþòüñÿ ó âèãëÿäi ôîðìàëüíèõ ðîçâèíåíü (14),
(15) çà ñòåïåíÿìè ïàðàìåòðiâ µ = p

√
ε òà ν = q

√
ε âiäïîâiäíî.

Òåîðåìà 3.4. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1◦ � 4◦, à òàêîæ íàñòóïíi:
3.9◦. Ãðàíè÷íà â'ÿçêà ìàòðèöü (7) ìà¹ êðàòíå âëàñíå çíà÷åííÿ λ0(t), ÿêîìó

âiäïîâiäà¹ ri ñêií÷åííèõ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ êðàòíiñòþ pi(i = 1, α) êîæíèé,
à òàêîæ sj íåñêií÷åííèõ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ êðàòíiñòþ qj(j = 1, β) êîæíèé,
ïðè÷îìó: p1 > p2 > · · · > pα; q1 > q2 > · · · > qβ; r1 + r2 + · · · + rα = r;
s1 + s2 + · · ·+ sβ = s.

3.10◦. Ðiâíÿííÿ det
(
‖(K(t)ϕl(t), ψk(t))‖r1+···+ri1 − ηΛri

)
= 0, i = 1, α, â ÿêèõ

Λri � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ, ri îñòàííiõ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ÿêî¨ äîðiâíþþòü
îäèíèöi, à ðåøòà � íóëi, ìàþòü ëèøå ïðîñòi âiäìiííi âiä íóëÿ êîðåíi;

3.11◦. Ðiâíÿííÿ det

(∥∥∥(A(1)
m (t)ϕ̃l(t), ψ̃k(t)

)∥∥∥s1+···+si
1

− θΛsi

)
= 0, i = 1, β, ìà-

þòü íà [0;T ] ëèøå ïðîñòi âiäìiííi âiä íóëÿ êîðåíi.
Òîäi íà âiäðiçêó [0;T ] ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (5) ìà¹ r1p1 +r2p2 +

· · · + rαpα ôîðìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âèãëÿäó (12), ùî âiäïîâiäàþòü ñêií÷åííèì
åëåìåíòàðíèì äiëüíèêàì ãðàíè÷íî¨ â'ÿçêè ìàòðèöü, i s1q1 + s2q2 + · · · + sβqβ
ðîçâ'ÿçêiâ âèãëÿäó (13), ÿêi âiäïîâiäàþòü íåñêií÷åííèì åëåìåíòàðíèì äiëüíè-
êàì öi¹¨ â'ÿçêè, äå n-âèìiðíi âåêòîðè ui(t, µ), vj(t, ν) òà ôóíêöi¨ λi(t, µ), ξj(t, ν)

çîáðàæóþòüñÿ ó âèãëÿäi ôîðìàëüíèõ ðîçâèíåíü (14), (15) çà ñòåïåíÿìè ïàðàìå-
òðiâ µ = pk

√
ε, k = 1, α òà ν = ql

√
ε, l = 1, β âiäïîâiäíî.

Óìîâè 3.2◦, 3.4◦, 3.8◦, 3.11◦ òåîðåì 3.1 � 3.4 çàáåçïå÷óþòü íåîñîáëèâiñòü ìà-
òðèöi Am(t, ε) ïðè äîñèòü ìàëèõ ε, âiäìiííèõ âiä íóëÿ, ùî â ñâîþ ÷åðãó ãàðàíòó¹
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iñíóâàííÿ â ñèñòåìè ðiâíÿíü (5) nm ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ëiíiéíà êîì-
áiíàöiÿ ÿêèõ óòâîðþ¹ ¨¨ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê.

Ó ïðîöåñi äîâåäåííÿ öèõ òåîðåì ðîçðîáëåíî àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ êîåôiöi-
¹íòiâ âiäïîâiäíèõ ôîðìàëüíèõ ðîçâèíåíü, âèâåäåíî ðåêóðåíòíi ôîðìóëè, ÿêèìè
âîíè âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç êîåôiöi¹íòè äàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Äàíi òåîðåìè óçàãàëüíþþòü ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi iíøèìè àâòîðàìè äëÿ ñè-
ñòåì ðiâíÿíü íèæ÷èõ ïîðÿäêiâ (ïðè m = 1, 2). Çîêðåìà, ÿê íàñëiäîê ç òåîðå-
ìè 3.4 âèïëèâà¹ òåîðåìà, ñôîðìóëüîâàíà ÿê ãiïîòåçà â äèñåðòàöiéíèé ðîáîòi
Â.Ï. ßêîâöÿ (ßêîâåöü Â.Ï. Àñèìïòîòè÷íå iíòåãðóâàííÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ
ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç âèðîäæåííÿìè: äèñ. . . . äîêòîðà ôiç.-ìàò.
íàóê: 01.01.02 / ßêîâåöü Âàñèëü Ïàâëîâè÷. � Ê., 1993. � 318 ñ.)

Ïiäðîçäië 3.3 ïðèñâÿ÷åíî ïîáóäîâi ÷àñòèííîãî ôîðìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó íå-
îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (4) â íåðåçîíàíñíîìó òà ðåçîíàíñíîìó âèïàäêàõ.

Ïðè öüîìó ðîçãëÿäà¹òüñÿ äâà ïðèíöèïîâî âiäìiííèõ âèïàäêè: íåðåçîíàí-
ñíèé, êîëè ôóíêöiÿ α(t) â æîäíié òî÷öi âiäðiçêà [0;T ] íå äîðiâíþ¹ íi îäíîìó
ç âëàñíèõ çíà÷åíü ãðàíè÷íî¨ â'ÿçêè ìàòðèöü P (t, λ), i ðåçîíàíñíèé, êîëè öÿ
ôóíêöiÿ òîòîæíî äîðiâíþ¹ îäíîìó ç íèõ.

Ó ïåðøîìó âèïàäêó ñïðàâäæó¹òüñÿ
Òåîðåìà 3.5. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1◦ � 4◦ i ôóíêöiÿ α(t) â æîäíié òî÷öi

âiäðiçêà [0;T ] íå äîðiâíþ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì â'ÿçêè ìàòðèöü (7), òî ñèñòåìà
ðiâíÿíü (4) ìà¹ íà öüîìó âiäðiçêó ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âèãëÿäó

x(t, ε) = ω(t, ε) exp

(
ε−h

∫ t

0

α(τ)dτ

)
,

äå ω(t, ε) � n-âèìiðíèé âåêòîð, ÿêèé çîáðàæó¹òüñÿ ôîðìàëüíèì ðîçâèíåííÿì çà
ñòåïåíÿìè ε:

ω(t, ε) =
∞∑
s=0

εsω(s)(t). (16)

Ó ðåçîíàíñíîìó âèïàäêó ìà¹ ìiñöå
Òåîðåìà 3.6. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1◦ � 4◦ i â'ÿçêà ìàòðèöü (7) ìà¹ íà

âiäðiçêó [0;T ] âëàñíå çíà÷åííÿ λ0(t) êðàòíiñòþ p, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ ñêií÷åííèé
åëåìåíòàðíèé äiëüíèê òàêî¨ ñàìî¨ êðàòíîñòi, ïðè÷îìó α(t) = λ0(t), ∀t ∈ [0;T ].
Òîäi, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâà 3.5◦, òî ñèñòåìà ðiâíÿíü (4) ìà¹ ôîðìàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê âèãëÿäó

x(t, ε) = ε−1ω(t, ε) exp

(
ε−h

∫ t

0

α(τ)dτ

)
,

äå ω(t, ε) � n-âèìiðíèé âåêòîð, ÿêèé çîáðàæó¹òüñÿ ôîðìàëüíèì ðîçâèíåííÿì
(16).
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Ó ïiäðîçäiëi 3.4 äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi ïîáóäîâàíèõ ôîð-
ìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ â óñiõ ðîçãëÿíóòèõ âèïàäêàõ, à ñàìå: âñòàíîâëåíî óìîâè, çà
âèêîíàííÿ ÿêèõ ïîáóäîâàíi ôîðìàëüíi ðÿäè ¹ àñèìïòîòè÷íèìè ðîçâèíåííÿìè
ïðè ε → 0 òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äàíèõ ñèñòåì, i çíàéäåíî âiäïîâiäíi àñèìïòîòè-
÷íi îöiíêè.

Ó ïiäðîçäiëi 3.5 ðîçãëÿíóòî äâà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäè, íà ÿêèõ iëþñòðó¹-
òüñÿ çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Äîñëiäæåííÿ, ïðîâåäåíi â òðåòüîìó ðîçäiëi, íå äàþòü âiäïîâiäi íà ïèòàííÿ,
ÿê áóäóâàòè àñèìïòîòè÷íi ðîçâèíåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (5) ó òèõ âèïàäêàõ,
êîëè îñíîâíi óìîâè òåîðåì 3.1 � 3.4 íå âèêîíóþòüñÿ. Êðiì òîãî, ÿê óæå âiä-
ìi÷àëîñü, óìîâè öèõ òåîðåì çàáåçïå÷óþòü íåîñîáëèâiñòü ìàòðèöi Am(t, ε) ïðè
ε > 0. Òîìó âèíèêà¹ ïèòàííÿ ùîäî ñòðóêòóðè àñèìïòîòèêè çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿç-
êó ñèñòåìè (5) ó âèïàäêó ¨¨ ïîâíîãî âèðîäæåííÿ, êîëè ìàòðèöÿ Am(t, ε) ïðè
ñòàðøèõ ïîõiäíèõ òîòîæíî âèðîäæåíà ïðè âñiõ t ∈ [0;T ] i ε ∈ (0; ε0]. Âiäïîâiäi
íà öi ïèòàííÿ äàþòüñÿ â ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨, â ÿêîìó çäiéñíåíî
äåòàëüíèé àñèìïòîòè÷íèé àíàëiç çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (5) ó âèïàäêó,
êîëè ãðàíè÷íà â'ÿçêà ìàòðèöü (7) ìà¹ îäèí ñêií÷åííèé åëåìåíòàðíèé äiëüíèê
êðàòíiñòþ p i îäèí íåñêií÷åííèé � êðàòíiñòþ q (p+q = nm). Ç öi¹þ ìåòîþ â öüî-
ìó ðîçäiëi âèâåäåíî âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ ðîçãàëóäæåííÿ òà ïðîâåäåíî ¨õ àíàëiç
ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó äiàãðàì Íüþòîíà.

Ó ïiäðîçäiëi 4.1 âèâåäåíî ðiâíÿííÿ ðîçãàëóæåííÿ äëÿ ðîç'ÿçêiâ ïåðøî¨
ãðóïè. Äîâåäåíî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.1. Äëÿ òîãî, ùîá âåêòîð

x(t, ε) = u(t, ε) exp

(
ε−h

∫ t

0

(λ0(τ) + λ(τ, ε)) dτ

)
, (17)

äå u(t, ε), λ(t, ε) � øóêàíi n-âèìiðíèé âåêòîð i ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ âiäïîâiäíî,
áóâ ôîðìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (5), íåîáõiäíî i
äîñòàòíüî, ùîá ôóíêöiÿ λ(t, ε) çàäîâîëüíÿëà ðiâíÿííÿ ðîçãàëóæåííÿ

λp +
∞∑

k=p+1

λkLk0 +
∞∑
s=1

εsL0s +
∞∑
s=1

∞∑
k=1

εsLks[λ
k] = 0. (18)

Âiäïîâiäíà âåêòîð-ôóíêöiÿ u(t, ε) çîáðàæó¹òüñÿ ôîðìàëüíèì ðîçâèíåííÿì

u(t, ε)=ϕ(t)−
∞∑
s=1

εsH(t)L̃0sϕ(t)−
∞∑
k=1

λkH(t)L̃k0ϕ(t)−
∞∑
s=1

∞∑
k=1

εsH(t)L̃ks[λ
k]ϕ(t). (19)

Êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ (18) i ðîçâèíåííÿ (19) âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç êîåôiöi¹íòè
ðîçâèíåíü ìàòðè÷íèõ ôóíêöié Ai(t, ε), i = 1,m, çà ôîðìóëàìè, âèâåäåíèìè â
äèñåðòàöi¨.
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Ó ïiäðîçäiëi 4.2 âèâåäåíî ðiâíÿííÿ ðîçãàëóæåííÿ äëÿ ðîç'ÿçêiâ äðóãî¨ ãðó-
ïè. Äîâåäåíî òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.2. Äëÿ òîãî, ùîá âåêòîð

x(t, ε) = v(t, ε) exp

(
ε−h

∫ t

0

dτ

ξ(τ, ε)

)
, (20)

äå v(t, ε) � n−âèìiðíèé âåêòîð, à ξ(t, ε) � ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ, áóâ ôîðìàëüíèì
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (5), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá
ôóíêöiÿ ξ(t, ε) áóëà ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

ξq +
∞∑

k=q+1

ξkNk0 +
∞∑
s=1

εsN0s +
∞∑
s=1

∞∑
k=1

εsNks[ξ
k] = 0. (21)

Âiäïîâiäíà âåêòîð-ôóíêöiÿ v(t, ε) çîáðàæó¹òüñÿ ðîçâèíåííÿì

v(t, ε)= ϕ̃(t)−
∞∑
k=1

ξkG(t)Ñk0ϕ̃(t)−
∞∑
s=1

εsG(t)Ñ0sϕ̃(t)−
∞∑
s=1

∞∑
k=1

εsG(t)Ñks[ξ
k]ϕ̃(t). (22)

Êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ (21) i ðîçâèíåííÿ (22) âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç êîåôiöi¹íòè
ðîçâèíåíü ìàòðèöü Ai(t, ε), i = 1,m, çà ôîðìóëàìè, ÿêi âèâåäåíî â äèñåðòàöi¨.

Ó ïiäðîçäiëi 4.3 ïðîâåäåíî àíàëiç êîåôiöi¹íòiâ îáîõ ðiâíÿíü ðîçãàëóæåííÿ
íà ïðåäìåò êiëüêîñòi ôîðìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ òà ¨õ çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi ðîçâè-
íåíü çà öiëèìè ÷è äðîáîâèìè ñòåïåíÿìè ïàðàìåòðà ε.

Ó ðåçóëüòàòi àíàëiçó êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ (18) âñòàíîâëåíî, ùî Lk,(p−k)h[λk] 6=
0 ïðè k = 1, p− 1, íåçàëåæíî âiä ïîâåäiíêè êîåôiöi¹íòiâ äàíî¨ ñèñòåìè. Òîìó
íà äiàãðàìi Íüþòîíà, ïîáóäîâàíèé çà êîåôiöi¹íòàìè ðiâíÿííÿ (18), çàâæäè áó-
äóòü ïðèñóòíi òî÷êè (k; (p− k)h), k = 1, p− 1. Âèõîäÿ÷è ç öüîãî äîâåäåíî òàêå
òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.3.Íåçàëåæíî âiä ñòðóêòóðè ìàòðèöüA(s)
i (t), i = 0,m, s = 0, 1, . . . ,

ðiâíÿííÿ ðîçãàëóæåííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ïåðøî¨ ãðóïè ìà¹ p ðîçâ'ÿçêiâ λ(t, ε) ç
óðàõóâàííÿì ¨õ êðàòíîñòi, ïðè÷îìó íå áiëüøå îäíîãî íóëüîâîãî.

Ç öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî ñèñòåìà ðiâíÿíü (5) çàâæäè ìà¹ p ðîçâ'ÿçêiâ
ïåðøî¨ ãðóïè, ÿêi âiäïîâiäàþòü ñêií÷åííèì åëåìåíòàðíèì äiëüíèêàì ãðàíè÷íî¨
â'ÿçêè ìàòðèöü (7).

Ïðîàíàëiçóâàâøè äðóãå ðiâíÿííÿ ðîçãàëóæåííÿ (22), âñòàíîâëåíî, ùî éîãî
êîåôiöi¹íòè ïîäiáíîþ âëàñòèâiñòþ íå âîëîäiþòü. �äèíîþ òî÷êîþ, ÿêà çàâæäè
ìiñòèòüñÿ íà âiäïîâiäíèé äiàãðàìi Íüþòîíà, áóäå òî÷êà (q; 0). Òîìó, â çàëåæíîñòi
âiä ñòðóêòóðíèõ îñîáëèâîñòåé, ñèñòåìà (5) ìîæå ìàòè q − k ðîçâ'ÿçêiâ äðóãî¨
ãðóïè, ùî âiäïîâiäàþòü íåñêií÷åííèì åëåìåíòàðíèì äiëüíèêàì â'ÿçêè ìàòðèöü
P (t, λ), äå k � êðàòíiñòü íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ ðîçãàëóæåííÿ (22). Ó
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äèñåðòàöi¨ äîâåäåíî, ùî çà íàÿâíîñòi íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (22) ìàòðèöÿ
Am(t, ε) ìà¹ æîðäàíiâ ëàíöþæîê âåêòîðiâ âiäíîñíî îïåðàòîðiâ Li(t, ε), i = 1,m,
äîâæèíà ÿêîãî çáiãà¹òüñÿ ç éîãî êðàòíiñòþ. Ó ðåçóëüòàòi äîâåäåíî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.4. Êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ äðóãî¨ ãðóïè, ùî âiäïîâiäàþòü íåñêií-
÷åííîìó åëåìåíòàðíîìó äiëüíèêó â'ÿçêè ìàòðèöü P (t, λ) êðàòíiñòþ q, äîðiâíþ¹
q−k, äå k � äîâæèíà æîðäàíîâîãî ëàíöþæêà âåêòîðiâ ìàòðèöi Am(t, ε) âiäíîñíî
îïåðàòîðiâ Li(t, ε), i = 1,m.

Òàêèì ÷èíîì, ó ðåçóëüòàòi àíàëiçó ðiâíÿíü ðîçãàëóæåííÿ (18), (22) âñòàíîâ-
ëåíî, ùî çà âèêîíàííÿ âiäïîâiäíèõ óìîâ ñòàáiëüíîñòi êðîíåêåðîâî¨ ñòðóêòóðè
ñïåêòðà ãðàíè÷íî¨ â'ÿçêè ìàòðèöü P (t, λ) íà çàäàíîìó ïðîìiæêó [0;T ] ñèñòå-
ìà (5) ìà¹ nm − k ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ôîðìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âèãëÿäó (19),
(20), äå k � äîâæèíà æîðäàíîâîãî ëàíöþæêà âåêòîðiâ ìàòðèöi Am(t, ε) âiäíîñíî
îïåðàòîðiâ Li(t, ε), i = 1,m, ùî çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.2, äîâåäåíîþ ó äðóãîìó ðîç-
äiëi, çáiãà¹òüñÿ ç áàçèñíîþ êiëüêiñòþ ¨¨ òî÷íèõ ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.
Âèâåäåíi íàìè ôîðìóëè äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿíü ðîçãàëóæåííÿ ìiñòÿòü ïîâíó
iíôîðìàöiþ ÿê ïðî êiëüêiñòü îáîõ ãðóï ðîçâ'ÿçêiâ, òàê i ïðî ïîêàçíèêè ñòå-
ïåíiâ ìàëîãî ïàðàìåòðà, çà ÿêèìè íåîáõiäíî áóäóâàòè âiäïîâiäíi àñèìïòîòè÷íi
ðîçâèíåííÿ, ùî âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ äiàãðàì Íüþòîíà. Ïîêàçàíî, ùî
êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåíü äëÿ ôóíêöié λ(t, ε), ξ(t, ε) ìîæíà çíàõîäèòè ç ðiâíÿíü
ðîçãàëóæåííÿ, à äëÿ âåêòîð-ôóíêöié u(t, ε), v(t, ε) � âèêîðèñòîâóâàòè âèðàçè
(19), (22).

Çàñòîñîâóþ÷è îïèñàíèé ìåòîä, ó ïiäðîçäiëi 4.4 äîñëiäæåíî âèïàäêè, êîëè
óìîâè 3.4◦, 3.5◦ òåîðåìè 3.2 òîòîæíî íå âèêîíó¹òüñÿ. Ïîêàçàíî, ùî â öüîìó ðàçi
íåîáõiäíî ïîêëàäàòè iíøi óìîâè: L02(t) 6= 0, L11[λ](t) 6= 0, ∀t ∈ [0;T ], i òîäi p−1

ðîçâ'ÿçêiâ ïåðøî¨ ãðóïè ìîæíà áóäóâàòè ó âèãëÿäi ðîçâèíåíü çà ñòåïåíÿìè p−1
√
ε,

à îäèí � çà öiëèìè ñòåïåíÿìè ε. Ðîçãëÿíóòî òàêîæ ñèòóàöiÿ, êîëè íå âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà 3.4◦ öi¹¨ òåîðåìè.

Ó ïiäðîçäiëi 4.5 ðîçãëÿíóòî êîíêðåòíèé ïðèêëàä, íà ÿêîìó iëþñòðó¹òüñÿ
ðîçðîáëåíà òåîðiÿ.

Ó äîäàòêó äî äèñåðòàöi¨ íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ïðîâåäåíîãî íàìè àíàëiçó âñiõ
ìîæëèâèõ âàðiàíòiâ ñòðóêòóðè àñèìïòîòè÷íèõ ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ
îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè äâîõ ðiâíÿíü òðåòüîãî ïîðÿäêó (n = 2, m = 3). Öi ðåçóëüòà-
òè ïðåäñòàâëåíî ó âèãëÿäi äâîõ òàáëèöü, îäíà ç ÿêèõ ñòîñó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêiâ 1-¨
ãðóïè, à äðóãà � ðîçâ'ÿçêiâ 2-¨ ãðóïè.

ÇÀÃÀËÜÍI ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ðåçóëüòàòi ïðîâåäåíèõ äîñëiäæåíü îòðèìàíî òàêi ðåçóëüòàòè:
1. Äëÿ âèðîäæåíî¨ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèùèõ ïî-

ðÿäêiâ (3) çíàéäåíî óìîâè, çà âèêîíàííÿ ÿêèõ âîíà ìà¹ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
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òèïó Êîøi. Âñòàíîâëåíî çàëåæíiñòü ìiæ ¨¨ âíóòðiøíüîþ ñòðóêòóðîþ òà êiëüêi-
ñòþ ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi óòâîðþþòü ¨¨ ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ.
Âèçíà÷åíî óìîâè, ÿêi ìàþòü çàäîâîëüíÿòè ïî÷àòêîâi âåêòîðè, äëÿ iñíóâàííÿ i
¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i Êîøi.

2. Ïîáóäîâàíî àñèìïòîòèêó ïðè ε → 0 çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ëiíiéíî¨ îäíî-
ðiäíî¨ ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèùèõ ïîðÿäêiâ
âèãëÿäó (5) ó ðiçíèõ âèïàäêàõ, ïîâ'ÿçàíèõ ç êðîíåêåðîâîþ ñòðóêòóðîþ ñïåêòðà
ãðàíè÷íî¨ â'ÿçêè ìàòðèöü:

� êîëè öÿ â'ÿçêà ìà¹ ïðîñòèé ñïåêòð;
� êîëè âîíà ìà¹ ïî îäíîìó êðàòíîìó ñêií÷åííîìó i íåñêií÷åííîìó åëåìåí-

òàðíîìó äiëüíèêó;
� êîëè ¨¨ âëàñíîìó çíà÷åííþ âiäïîâiäà¹ êiëüêà ñêií÷åííèõ åëåìåíòàðíèõ äiëü-

íèêiâ îäíàêîâî¨ êðàòíîñòi, i âîíà ìà¹ òàêîæ êiëüêà íåñêií÷åííèõ åëåìåíòàðíèõ
äiëüíèêiâ îäíàêîâî¨ êðàòíîñòi;

� ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, êîëè öÿ â'ÿçêà ìà¹ êiëüêà ñêií÷åííèõ i íåñêií÷åííèõ
åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ ÿê îäíàêîâî¨, òàê i ðiçíî¨ êðàòíîñòi.

Ó êîæíîìó ç öèõ âèïàäêiâ âèçíà÷åíî óìîâè, çà âèêîíàííÿ ÿêèõ äàíà ñèñòå-
ìà ðiâíÿíü ìà¹ ôîðìàëüíi ðîçâ'ÿçêè, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ ó âèãëÿäi ðîçâèíåíü çà
öiëèìè àáî äðîáîâèìè ñòåïåíÿìè ε, i ðîçðîáëåíî àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ ¨õ êîå-
ôiöi¹íòiâ ó ÿâíîìó âèãëÿäi. Âñòàíîâëåíî, ùî ôîðìàëüíi ðîçâ'ÿçêè äàíî¨ ñèñòåìè
ïîäiëÿþòüñÿ íà äâi ãðóïè: ðîçâ'ÿçêè, ùî âiäïîâiäàþòü ñêií÷åííèì åëåìåíòàðíèì
äiëüíèêàì ãðàíè÷íî¨ â'ÿçêè ìàòðèöü, i ðîçâ'ÿçêè, ÿêi âiäïîâiäàþòü ¨¨ íåñêií÷åí-
íèì åëåìåíòàðíèì äiëüíèêàì. Ïåðøà ãðóïà ðîçâ'ÿçêiâ áóäó¹òüñÿ â êëàñè÷íîìó
âèãëÿäi Äæ. Áiðêãîôà, à äðóãà � â iíøîìó âèãëÿäi, âñòàíîâëåíîìó â ðîáîòàõ
À.Ì. Ñàìîéëåíêà i Â.Ï. ßêîâöÿ. Äëÿ êîæíî¨ ãðóïè ïîáóäîâàíèõ ôîðìàëüíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ âèâåäåíî âiäïîâiäíi àñèìïòîòè÷íi îöiíêè.

3. Äîñëiäæåíî ïèòàííÿ ïðî ïîáóäîâó ÷àñòèííîãî àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó
íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü (4.4) â ðåçîíàíñíîìó òà íåðåçîíàíñíîìó âèïàäêàõ.
Ïîêàçàíî, ùî â ðåçîíàíñíîìó âèïàäêó âiäïîâiäíi ðîçâèíåííÿ ðîçïî÷èíàþòüñÿ ç
âiä'¹ìíèõ ñòåïåíiâ ïàðàìåòðà.

4. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä äiàãðàì Íüþòîíà, çäiéñíåíî ïîâíèé àñèìïòîòè-
÷íèé àíàëiç çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (5) ó îäíîâèìiðíîìó âè-
ïàäêó, êîëè ãðàíè÷íà â'ÿçêà ìàòðèöü ìà¹ ïî îäíîìó êðàòíîìó ñêií÷åííîìó i
íåñêií÷åííîìó åëåìåíòàðíîìó äiëüíèêó. Âèâåäåíî òà ïðîàíàëiçîâàíî ðiâíÿííÿ
ðîçãàëóæåííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ, ùî âiäïîâiäàþòü ñêií÷åííîìó åëåìåíòàðíîìó äiëü-
íèêó, i äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ, ùî âiäïîâiäàþòü íåñêií÷åííîìó åëåìåíòàðíîìó äiëüíè-
êó. Çíàéäåíî ôîðìóëè, ÿêi âèðàæàþòü êîåôiöi¹íòè öèõ ðiâíÿíü ÷åðåç ìàòðè÷íi
êîåôiöi¹íòè äàíî¨ ñèñòåìè. Âñòàíîâëåíî êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ïåðøî¨ ãðóïè òà
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çâ'ÿçîê ìiæ êiëüêiñòþ ðîçâ'ÿçêiâ äðóãî¨ i ñòðóêòóðíèìè îñîáëèâîñòÿìè äàíî¨
ñèñòåìè.
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Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ïîáóäîâi àñèìïòîòèêè çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó
ëiíiéíî¨ ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

εmhAm(t, ε)
dmx

dtm
+. . .+εhA1(t, ε)

dx

dt
+A0(t, ε)x = f(t, ε) exp

(
ε−h

∫ t

0

α(τ)dτ

)
,

â ÿêié x(t, ε) � âèìiðíèé âåêòîð, Ai(t, ε), i = 1,m � êâàäðàòíi ìàòðèöi n-ãî ïî-
ðÿäêó, ε � ìàëèé äiéñíèé ïàðàìåòð, h � íàòóðàëüíå ÷èñëî, ïðè÷îìó ìàòðèöÿ
Ai(t, ε) ïðè ñòàðøèõ ïîõiäíèõ òîòîæíî âèðîäæåíà àáî âèðîäæó¹òüñÿ ç ïðÿìó-
âàííÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà äî íóëÿ.

Ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî ãðàíè÷íà ïîëiíîìiàëüíà â'ÿçêà ìàòðèöü P (t, λ) = A0(t, 0)+

λA1(t, 0) + · · ·+λmAm(t, 0) ðåãóëÿðíà i ìà¹ ñòàáiëüíó êðîíåêåðîâó ñòðóêòóðó íà
çàäàíîìó âiäðiçêó [0;T ].

Âñòàíîâëåíî, ùî çà âèêîíàííÿ öèõ óìîâ äàíà ñèñòåìà ðiâíÿíü ìà¹ çàãàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê òèïó Êîøi, âèçíà÷åíî éîãî ñòðóêòóðó òà ðîçðîáëåíî àëãîðèòì ïîáóäî-
âè àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâèíåíü ïðè ε→ 0 áàçèñíèõ ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ
îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè òà ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíî¨ ó ðiçíèõ âèïàäêàõ, ïî-
â'ÿçàíèõ ç êðîíåêåðîâîþ ñòðóêòóðîþ ãðàíè÷íî¨ â'ÿçêè ìàòðèöü.

Ó âèïàäêó, êîëè â'ÿçêà P (t, λ) ìà¹ ïî îäíîìó êðàòíîìó ñêií÷åííîìó i íå-
ñêií÷åííîìó åëåìåíòàðíîìó äiëüíèêó, ïðîâåäåíî ïîâíèé àñèìïòîòè÷íèé àíàëiç
çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó
äiàãðàì Íüþòîíà.

Ç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ, ÿê íàñëiäîê, âèïëèâàþòü ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ðà-
íiøå iíøèìè àâòîðàìè äëÿ ñèñòåì ðiâíÿíü ïåðøîãî i äðóãîãî ïîðÿäêiâ.

Êëþ÷îâi ñëîâà : âèðîäæåíi ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ñèíãóëÿðíi
çáóðåííÿ, ïîëiíîìiàëüíà â'ÿçêà ìàòðèöü, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òèïó Êîøi, àñèì-
ïòîòè÷íi ðîçâèíåííÿ.
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εmhAm(t, ε)
dmx

dtm
+. . .+εhA1(t, ε)

dx

dt
+A0(t, ε)x = f(t, ε) exp

(
ε−h

∫ t

0

α(τ)dτ

)
,
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â êîòîðîé x(t, ε) � n-ìåðíûé âåêòîð, Ai(t, ε), i = 1,m � êâàäðàòíûå ìàòðèöû
n-ãî ïîðÿäêà, ε ∈ (0; ε0] � ìàëûé ïàðàìåòð, h � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðåäåëüíûé ïîëèíîìèàëüíûé ïó÷îê ìàòðèö P (t, λ) =

A0(t, 0)+λA1(t, 0)+· · ·+λmAm(t, 0) ðåãóëÿðíûé è èìååò ïîñòîÿííóþ êðîíåêåðîâó
ñòðóêòóðó íà çàäàííîì îòðåçêå [0;T ].

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
èìååò îáùåå ðåøåíèå òèïà Êîøè, îïðåäåëåíà åãî ñòðóêòóðà è ðàçðàáîòàí àë-
ãîðèòì ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðîçëîæåíèé ïðè áàçèñíèõ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé â ðà-
çëè÷íûõ ñëó÷àÿõ, ñâÿçàííûõ ñ êðîíåêåðîâîé ñòðóêòóðîé ïðåäåëüíîãî ïó÷êà ìà-
òðèö.

Â ñëó÷àå, êîãäà ïðåäåëüíûé ïó÷îê P (t, λ) èìååò ïî îäíîìó êðàòíîìó êîíå-
÷íîìó è áåçêîíå÷íîìó ýëåìåíòàðíûì äåëèòåëÿì, ïðîâåäåí ïîëíûé àñèìïòîòè-
÷åñêèé àíàëèç îáùåãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ìåòîäà äèàãðàìì Íüþòîíà.

Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, êàê ñëåäñòâèå, âûòåêàþò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-
íûå ðàíåå äðóãèìè àâòîðàìè äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà : âûðîæäåííûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
ñèíãóëÿðíûå âîçìóùåíèÿ, ïîëèíîìèàëüíûé ïó÷îê ìàòðèö, îáùåå ðåøåíèå òèïà
Êîøè, àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ.

ANNOTATION

Pafyc S. P. Construction of the asymptotic solution of linear singularly
perturbed systems of higher order di�erential equations with degenerati-
ons.

The dissertation submitted for a Candiedate's degree of physical and mathemati-
cal science on speciality 01.01.02 � di�erential equations. � Institute of Mathematics
of NAS of Ukraine, Kyiv, 2015.

The dissertation research is devoted to the construction of asymptotic of the
general solution of linear singularly perturbed system of higher order di�erential
equations

εmhAm(t, ε)
dmx

dtm
+. . .+εhA1(t, ε)

dx

dt
+A0(t, ε)x = f(t, ε) exp

(
ε−h

∫ t

0

α(τ)dτ

)
,

where x(t, ε) is n-dimensional vector, Ai(t, ε), i = 1,m � n-order square matrixes, ε
is a real small parameter, h is a natural number.

Assume that the following conditions are ful�lled:
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1) Matrixes Ai(t, ε) and vector f(t, ε) allow uniform asymptotic expansions at
the interval [0;T ]:

Ai(t, ε) ∼
∑
k≥0

εkA
(k)
i (t), f(t, ε) ∼

∑
k≥0

εkf (k)(t),

2) The coe�cients A(k)
i (t), f (k)(t) of these expansions in�nitely di�erentiable on

segment [0;T ],
3) Limit polynomial bundle of matrixes

P (t, λ) = A0(t, 0) + λA1(t, 0) + · · ·+ λmAm(t, 0)

is regular and has stable Kronecker structure on [0;T ].
The case of partial degeneracy of the system, when in spite of the degeneracy of

the matrix A(0)
m (t), the matrix Am(t, ε) at higher derivatives is nonsingular at a su�-

ciently small non-zero ε, and case of its complete degeneracy, when detAm(t, ε) = 0

at all t ∈ [0;T ] and ε ∈ [0;T ].
It is established that under conditions 1) � 3) given system has the general soluti-

on of Cauchy type, the structure of this solution is found and the algorithms for
constructing asymptotic expansions at ε→ 0 for the base linear independent soluti-
ons of the homogeneous system and particular solution of inhomogeneous one in
di�erent cases connected with a Kronecker structure of the limit bundle of matrixes
are worked out.

The asymptotic analysis of the general solution of the corresponding homogeneous
system by using the Newton diagrams method is realized in case when the bundle of
matrixes P (t, λ) has one �nite elementary divisor and one in�nite elementary divisor.

The results which have established earlier by other authors for systems of the
�rst and second order equations are following from obtained results.

Key words: degenerated systems of di�erential equations, singular perturbation,
polynomial bundle of matrixes, general solution of Cauchy type, asymptotic expansi-
ons.


