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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Робота присвячена дослiдженню властивостей найбiльш широких
класiв крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь,
залежних вiд параметра, розв’язки яких належать до просторiв Гельдера.

Актуальнiсть теми. Питання щодо умов неперервностi за парамет-
ром розв’язкiв систем диференцiальних рiвнянь посiдають важливе мiсце
в сучаснiй теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь. Найбiльш повно цi
питання дослiджено стосовно задачi Кошi для систем диференцiальних
рiвнянь першого порядку, залежних вiд параметра. В роботах I. I. Гiхма-
на (1952), М. А. Красносельського i С. Г. Крейна (1955), Я. Курцвейля i
З. Ворела (1957), А. М. Самойленка (1962), А. Ю. Лєвiна (1967), З. Опяла
(Z. Opial, 1967), У. Т. Рейда (W. T. Reid, 1967) i Нгуен Тхе Хоана (1993)
отримано фундаментальнi результати про умови неперервностi за парамет-
ром розв’язкiв задачi Кошi.

Крайовi задачi, залежнi вiд параметра, iстотно менш вивченi, нiж за-
дача Кошi. Це пов’язано з великою рiзноманiтнiстю крайових умов. Тут
пiонерськими є результати I. Т. Кiгурадзе (1975 – 2003) i М. Ашор-
дiа (M. Ashordia, 1996), якi ввели i дослiдили клас загальних лiнiйних
крайових задач для систем диференцiальних рiвнянь першого порядку. Бу-
ло встановлено умови неперервностi за параметром розв’язкiв цих задач
у просторi C([a, b],Rm). Недавно в роботах В. А. Михайлеця, Н. В. Реви,
Т. I. Кодлюк, Г. О. Чеханової (2008 – 2013) цi результати було уточнено
та узагальнено на комплекснозначнi функцiї i системи диференцiальних
рiвнянь довiльного порядку.

Разом з тим В. А. Михайлецем та його учнями було введено i дослiд-
жено новi найбiльш широкi класи крайових задач для систем диферен-
цiальних рiвнянь першого порядку, розв’язки яких належать до просторiв
Соболєва або просторiв неперервно диференцiйовних функцiй. Такi задачi
було названо тотальними щодо вибраного нормованого функцiонального
простору. У них крайова умова задається у найбiльш загальному виглядi
By = q, де B є довiльним лiнiйним неперервним оператором, що дiє з цьо-
го простору у простiр векторiв q ∈ Cm, де m — число рiвнянь системи.
Ця умова охоплює як усi вiдомi типи класичних крайових умов (данi Ко-
шi, рiзнi багатоточковi крайовi умови, iнтегральнi умови та iншi), так i
некласичнi крайовi умови, якi мiстять похiднi шуканої функцiї. Для таких
тотальних крайових задач було встановлено достатнi умови неперервностi
за параметром розв’язкiв у вказаних функцiональних просторах.

У цьому зв’язку є актуальними дослiдження тотальних крайових задач
для систем диференцiальних рiвнянь високих порядкiв, тотальних крайо-
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вих задач щодо iнших класичних функцiональних просторiв, питання про
необхiднi i достатнi умови неперервностi за параметром розв’язкiв цих за-
дач та про оцiнку швидкостi збiжностi їх розв’язкiв до розв’язку незбуреної
задачi.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. До-
слiдження проводилися в Iнститутi математики НАН України у вiддiлi
нелiнiйного аналiзу згiдно iз загальним планом роботи у рамках науково-
дослiдних тем «Нелiнiйнi, неархiмедовi та спектральнi задачi теорiї дифе-
ренцiальних рiвнянь i математичної фiзики» (номер державної реєстрацiї
0111U001011) i «Дробове числення, неархiмедiв та спектральний аналiз у
задачах теорiї диференцiальних рiвнянь та математичної фiзики» (номер
державної реєстрацiї 0116U003127).

Метою дослiдження дисертацiйної роботи є знаходження необхiдних
i достатнiх умов неперервностi за параметром розв’язкiв двох класiв то-
тальних одновимiрних крайових задач. Перший з них складається з усiх
лiнiйних крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь
першого порядку, розв’язки яких належать до простору Гельдера Cn+1,α,
де 0 ≤ n ∈ Z i 0 ≤ α ≤ 1. Другий складається з усiх лiнiйних крайо-
вих задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2,
розв’язки яких належать до простору C(n+r) := Cn+r,0, де 0 ≤ n ∈ Z.

Об’єктом дослiдження є одновимiрнi крайовi задачi, тотальнi щодо
просторiв Гельдера.

Предметом дослiдження є характер залежностi за параметром розв’яз-
кiв крайових задач, тотальних щодо просторiв Гельдера.

Завдання дослiдження:

1. Ввести i дослiдити найбiльш широкий клас лiнiйних крайових задач
для систем звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку,
розв’язки яких належать до комплексного простору Гельдера Cn+1,α,
де 0 ≤ n ∈ Z i 0 ≤ α ≤ 1, — тотальнi крайовi задачi щодо Cn+1,α.

2. Встановити критерiй неперервностi за параметром розв’язкiв цих за-
дач у нормованому просторi Cn+1,α i дослiдити швидкiсть збiжностi
розв’язкiв до розв’язку незбуреної задачi.

3. Ввести i дослiдити найбiльш широкий клас лiнiйних крайових задач
для систем звичайних диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2, роз-
в’язки яких належать до комплексного простору C(n+r), де 0 ≤ n ∈
Z, — тотальнi крайовi задачi щодо C(n+r).
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4. Встановити критерiй неперервностi за параметром розв’язкiв цих за-
дач у нормованому просторi C(n+r) i дослiдити швидкiсть збiжностi
розв’язкiв до розв’язку незбуреної задачi.

5. Ввести новi широкi класи багатоточкових крайових задач, залежних
вiд параметра, i встановити достатнi умови неперервностi за пара-
метром їх розв’язкiв у просторах Cn+1,α i C(n+r).

Методи дослiдження. У дисертацiйнiй роботi використано методи теорiї
звичайних диференцiальних рiвнянь та функцiонального аналiзу.

Наукова новизна отриманих результатiв. Результати дисертацiї,
запропонованi до захисту, є новими i полягають у такому:

1. Для систем m ≥ 1 звичайних диференцiальних рiвнянь першого по-
рядку введено новий клас лiнiйних крайових задач, тотальних щодо
комплексного простору Гельдера Cn+1,α, де 0 ≤ n ∈ Z i 0 ≤ α ≤ 1.

2. Доведено, що цi задачi є фредгольмовими з iндексом нуль на парi
просторiв (Cn+1,α)m i (Cn,α)m × Cm та встановлено критерiй одно-
значної розв’язностi задач.

3. Встановлено конструктивний критерiй неперервностi за параметром
розв’язкiв цих задач у нормованому просторi Cn+1,α i показано, що
похибка i нев’язка розв’язку мають однаковий порядок.

4. Для систем m ≥ 1 звичайних диференцiальних рiвнянь порядку
r ≥ 2 введено новий клас лiнiйних крайових задач, тотальних що-
до комплексного простору C(n+r), де 0 ≤ n ∈ Z.

5. Доведено, що цi задачi є фредгольмовими з iндексом нуль на парi
просторiв (C(n+r))m i (C(n))m × Crm та встановлено критерiй одно-
значної розв’язностi задач.

6. Встановлено конструктивний критерiй неперервностi за параметром
розв’язкiв цих задач у нормованому просторi C(n+r) та показано, що
похибка i нев’язка розв’язку мають однаковий порядок.

7. Введено новi широкi класи багатоточкових крайових задач, залеж-
них вiд параметра. Для їх розв’язкiв встановлено явнi достатнi умови
неперервностi за параметром у просторi Cn+1,α для систем диферен-
цiальних рiвнянь першого порядку i у просторi C(n+r) для систем
диференцiальних рiвнянь довiльного порядку r ≥ 1.
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Результати дисертацiї, вказанi у пп. 3 i 6, є завершеними i непокра-
щуваними. Вони є новими навiть для класичних крайових умов, оскiльки
отримано не лише достатнi, а й необхiднi умови неперервностi за пара-
метром розв’язкiв, i результати сформульовано у термiнах бiльш сильних
норм.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робо-
та має теоретичний характер. Її результати та методика їх отримання мо-
жуть бути використанi у подальшого розвитку теорiї одновимiрних край-
ових задач.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану дослiд-
ження i постановка задач належать науковому керiвниковi — доктору
фiзико-математичних наук О. О. Мурачу i доктору фiзико-математичних
наук, професору В. А. Михайлецю. Результати статей [1, 2, 5] отриманi
здобувачем самостiйно. Ключовi результати статей [3, 4] отримано спiльно
з О. О. Мурачем i В. А. Михайлецем, iншi результати — самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї
доповiдалися та обговорювалися на:

— XIII Мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї студентiв, ас-
пiрантiв та молодих вчених

”
Шевченкiвська весна — 2015“ (Україна,

Київ, 1 – 3 квiтня 2015 року);

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв (Україна, Київ, 3 –
6 червня 2015 року);

— XIV Мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї студентiв, ас-
пiрантiв та молодих вчених

”
Шевченкiвська весна — 2016“ (Україна,

Київ, 6 – 8 квiтня 2016 року);

— Сiмнадцятiй мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi академiка Ми-
хайла Кравчука (Україна, Київ, 19 – 20 травня 2016 року);

— Мiжнароднiй конференцiї з диференцiальних рiвнянь, присвяченiй
110-й рiчницi Я. Б. Лопатинського (Україна, Львiв, 20 – 24 вересня
2016 року);

— Всеукраїнськiй науково-практичнiй конференцiї
”
Диференцiальнi

рiвняння i сумiжнi питання“ (III сiверськi читання з математики),
присвяченiй 90-рiччю вiд дня народження Я. А. Ройтберга (Чернi-
гiв, 25 вересня 2015 року);
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— семiнарi вiддiлу диференцiальних рiвнянь та теорiї коливань Iнсти-
туту математики НАН України (керiвник семiнару — академiк НАН
України А. М. Самойленко);

— семiнарi вiддiлу нелiнiйного аналiзу Iнституту математики НАН
України (керiвник семiнару — член-кореспондент НАН України
А. Н. Кочубей);

— семiнарi кафедри вищої математики та методик навчання фiзико-
математичних дисциплiн Чернiгiвського нацiонального педагогiчно-
го унiверситету iменi Т. Г. Шевченка (керiвник семiнару — доктор
фiзико-математичних наук О. О. Мурач).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано в
12 наукових працях, з яких п’ять [1 – 5] — статтi у провiдних наукових
виданнях, якi включено до перелiку фахових видань, а iншi [6 – 12] опуб-
лiковано в матерiалах наукових конференцiй. Двi статтi [1, 3] опублiковано
в журналах, якi входять до мiжнародних наукометричних баз даних (Web
of Science, Scopus).

Структура дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi вступу,
чотирьох роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел, що налiчує
61 найменування. Повний обсяг роботи складає 120 сторiнок друкованого
тексту.

Основний змiст дисертацiї

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, визначено мету,
об’єкт, предмет, завдання i методи дослiдження, розкрито наукову новиз-
ну отриманих результатiв, їх теоретичне i практичне значення, наведено
данi про апробацiю результатiв i коротко викладено змiст основної частини
дисертацiї.

У першому роздiлi дисертацiї наведено огляд лiтератури за її темою.
У другому роздiлi дисертацiї введено i дослiджено максимально широ-

кий клас лiнiйних крайових задач для систем звичайних диференцiальних
рiвнянь першого порядку на вiдрiзку [a, b] ⊂ R, розв’язки яких належать
до простору Гельдера Cn+1,α := Cn+1,α([a, b],C), де 0 ≤ n ∈ Z i 0 ≤ α ≤ 1.

Розглядається така крайова задача для системи m ≥ 1 лiнiйних дифе-
ренцiальних рiвнянь першого порядку:

Ly(t) ≡ y′(t) +A(t)y(t) = f(t), a ≤ t ≤ b, (1)
By = q. (2)
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Тут є шуканою вектор-функцiя y ∈ (Cn+1,α)m i довiльно задано матрицю-
функцiю A ∈ (Cn,α)m×m, вектор-функцiю f ∈ (Cn,α)m, вектор q ∈ Cm i
лiнiйний неперервний оператор

B : (Cn+1,α)m → Cm. (3)

Оскiльки цей оператор дiє у простiр Cm, то крайова умова (2) задає m
скалярних крайових умов для системи m диференцiальних рiвнянь.

Якщо вектор-функцiя f пробiгає весь простiр (Cn,α)m, то розв’язок
y системи (1) пробiгає весь простiр (Cn+1,α)m. Отже, крайова умова (2)
з неперервним оператором (3) є найбiльш загальною для системи дифе-
ренцiальних рiвнянь (1). Ця умова охоплює як усi вiдомi типи класичних
крайових умов (умови задачi Кошi, рiзнi багатоточковi умови, iнтеграль-
нi умови, умови змiшаних крайових задач), так i рiзнi некласичнi крайовi
умови, якi мiстять похiднi шуканих функцiй. Тому крайову задачу (1), (2)
називаємо тотальною щодо простору Гельдера Cn+1,α.

Пов’яжемо з нею неперервний лiнiйний оператор

(L,B) : (Cn+1,α)m → (Cn,α)m × Cm. (4)

Вiн є фредгольмовим оператором з iндексом нуль. Сформулюємо критерiй
оборотностi цього оператора.

Позначимо через Y ∈ (Cn+1,α)m×m матрицант системи (1), тобто єди-
ний розв’язок крайової задачi, яка складається з матричного диферен-
цiального рiвняння Y ′(t) = −A(t)Y (t) при a ≤ t ≤ b i крайової умови
Y (a) = Im, де Im — одинична матриця порядку m. Позначимо через [BY ]
числову квадратну матрицю порядкуm, стовпцi якої є результатом дiї опе-
ратора B на вiдповiднi стовпцi матрицi-функцiї Y .

Теорема 2.2. Оператор (4) є оборотним тодi i тiльки тодi, коли
det[BY ] 6= 0.

Нехай ε0 > 0. Розглянемо лiнiйну крайову задачу вигляду (1), (2), за-
лежну вiд параметра ε ∈ [0, ε0):

L(ε)y(t, ε) ≡ y′(t, ε) +A(t, ε)y(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (5)
B(ε)y(·, ε) = q(ε). (6)

Припускаємо, що для кожного ε ∈ [0, ε0) вона є тотальною щодо простору
Cn+1,α.

Для крайової задачi (5), (6) розглянемо такi
Граничнi умови при ε→ 0+:
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(2.I) A(·, ε)→ A(·, 0) в (Cn,α)m×m;

(2.II) B(ε)y → B(0)y в Cm для кожного y ∈ (Cn+1,α)m.

Окрiм того, розглядається
Умова (2.0). Гранична однорiдна крайова задача

L(0)y(t, 0) = 0, a ≤ t ≤ b, B(0)y(·, 0) = 0

має лише тривiальний розв’язок.
Базове означення розд. 2. Говоримо, що розв’язок крайової задачi

(5), (6) неперервно залежить вiд параметра ε при ε = 0, якщо виконуються
такi двi умови:

(∗) Iснує додатне число ε1 < ε0 таке, що для кожного ε ∈ [0, ε1) i будь-
яких правих частин f(·, ε) ∈ (Cn,α)m та q(ε) ∈ Cm, ця задача має
єдиний розв’язок y(·, ε) ∈ (Cn+1,α)m.

(∗∗) Збiжнiсть правих частин

f(·, ε)→ f(·, 0) в (Cn,α)m, q(ε)→ q(0) в Cm при ε→ 0+

тягне за собою збiжнiсть розв’язкiв

y(·, ε)→ y(·, 0) в (Cn+1,α)m при ε→ 0 + .

Теорема 2.3. Для того, щоб розв’язок крайової задачi (5), (6) непере-
рвно залежав вiд параметра ε при ε = 0 необхiдно i достатньо, щоб ця
задача задовольняла умову (2.0) i граничнi умови (2.I) та (2.II).

Це — основний результат другого роздiлу. У важливому випадку, коли
α = 0, достатнiсть у цiй теоремi встановлена В. А. Михайлецем i Г. О. Че-
хановою (2014).

Для крайової задачi (5), (6) розглянемо нев’язку її розв’язку

dn,α(ε) := ‖L(ε)y(·, 0)− f(·, ε))‖n,α + ‖B(ε)y(·, 0)− q(ε)‖,

де ‖ · ‖n,α — норма у просторi (Cn,α)m, а ‖ · ‖ — норма у просторi Cm. При
цьому y(·, 0) розглядаємо як наближений розв’язок цiєї задачi.

Теорему 2.3 доповнює такий результат.
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Теорема 2.5.Нехай для крайової задачi (5), (6) виконуються умова (0)
i граничнi умови (2.I) та (2.II). Тодi iснують додатнi числа ε2 < ε1, κ1 i
κ2 такi, що для довiльного ε ∈ (0, ε2) виконується двобiчна оцiнка

κ1 dn,α(ε) ≤ ‖y(·, 0)− y(·, ε)‖n+1,α ≤ κ2 dn,α(ε).

Тут числа ε2, κ1 i κ2 не залежать вiд y(·, 0) i y(·, ε).
Отже, похибка i нев’язка розв’язку y(·, ε) крайової задачi (5), (6) мають

однаковий порядок.
У третьому роздiлi дисертацiї введено i дослiджено максимально ши-

рокий клас лiнiйних крайових задач для систем звичайних диференцiаль-
них рiвнянь порядку r ≥ 2 на вiдрiзку [a, b], розв’язки яких належать до
простору C(n+r) := Cn+r,0, де 0 ≤ n ∈ Z.

Розглядається така крайова задача для системи m ≥ 1 лiнiйних дифе-
ренцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2:

Lz(t) ≡ z(r)(t) +
r∑
j=1

Kr−j(t)z
(r−j)(t) = f(t), a ≤ t ≤ b, (7)

Bz = q. (8)

Тут є шуканою вектор-функцiя z ∈ (C(n+r))m i довiльно задано матрицi-
функцiї Kr−j ∈ (C(n))m×m, вектор-функцiю f ∈ (C(n))m, вектор q ∈ Crm i
лiнiйний неперервний оператор

B : (C(n+r))m → Crm. (9)

Оскiльки цей оператор дiє у простiр Crm, то крайова умова (8) задає rm
скалярних крайових умов для системи m диференцiальних рiвнянь поряд-
ку r.

Якщо вектор-функцiя f пробiгає весь простiр (C(n))m, то розв’язок z
системи (7) пробiгає весь простiр (C(n+r))m. Отже, крайова умова (8) з
неперервним оператором (9) є найбiльш загальною для системи диферен-
цiальних рiвнянь (7). Тому крайову задачу (7), (8) називаємо тотальною
щодо простору C(n+r) функцiй, n + r разiв неперервно диференцiйовних
на [a, b].

Пов’яжемо з цiєю задачею неперервний лiнiйний оператор

(L,B) : (C(n+r))m → (C(n))m × Crm. (10)
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Вiн є фредгольмовим оператором з iндексом нуль. Сформулюємо критерiй
оборотностi цього оператора.

Для кожного номера l ∈ {0, . . . , r − 1} позначимо через Zl єдиний роз-
в’язок матричної задачi Кошi

Z
(r)
l (t) +

r∑
j=1

Kr−j(t)Z
(r−j)
l (t) = 0, a ≤ t ≤ b,

Z
(j)
l (a) = δl,jIm, j = 0, . . . , r − 1,

де δl,j — символ Кронекера.
Теорема 3.2. Оператор (10) є оборотним тодi i тiльки тодi, коли є

невиродженою матриця (
[BZ0] · · · [BZr−1]

)
. (11)

Тут (11) є числова квадратна матриця порядку rm, утворена з пря-
мокутних блокiв [BZl], де l = 0, . . . r − 1, розмiру rm × m. Кожний стов-
пець блоку [BZl] є результатом дiї оператора B на вiдповiдний стовпець
матрицi-функцiї Zl.

Розглянемо лiнiйну крайову задачу вигляду (7), (8), залежну вiд пара-
метра ε ∈ [0, ε0):

L(ε)z(t, ε) ≡ z(r)(t, ε) +
r∑
j=1

Kr−j(t, ε)z
(r−j)(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (12)

B(ε)z(·, ε) = q(ε). (13)

Припускаємо, що для кожного ε ∈ [0, ε0) вона є тотальною щодо простору
C(n+r).

Для крайової задачi (12), (13) розглянемо такi
Граничнi умови при ε→ 0+:

(3.I) Kr−j(·, ε)→ Kr−j(·, 0) в (C(n))m×m для кожного номера j ∈ {1 . . . r};

(3.II) B(ε)z → B(0)z в Crm для довiльної вектор-функцiї z ∈ (C(n+r))m.

Розглядається ще така
Умова (3.0). Гранична однорiдна крайова задача

L(0)z(t, 0) = 0, a ≤ t ≤ b, B(0)z(·, 0) = 0
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має лише тривiальний розв’язок.
Базове означення розд. 3. Говоримо, що розв’язок крайової задачi

(12), (13) неперервно залежить вiд параметра ε при ε = 0, якщо викону-
ються такi двi умови:

(∗) Iснує додатне число ε1 < ε0 таке, що для довiльних числа ε ∈ [0, ε1),
вектор-функцiї f(·, ε) ∈ (C(n))m i вектора q(ε) ∈ Crm ця задача має
єдиний розв’язок z(·, ε) ∈ (C(n+r))m.

(∗∗) Збiжнiсть правих частин

f(·, ε)→ f(·, 0) в (C(n))m, q(ε)→ q(0) в Crm при ε→ 0+

тягне за собою збiжнiсть розв’язкiв

z(·, ε)→ z(·, 0) в
(
C(n+r)

)m при ε→ 0 + .

Теорема 3.3. Для того, щоб розв’язок крайової задачi (12), (13) непе-
рервно залежав вiд параметра ε при ε = 0 необхiдно й достатньо, щоб ця
задача задовольняла умову (3.0) i граничнi умови (3.I) та (3.II).

Це — основний результат третього роздiлу.
Для крайової задачi (12), (13) розглянемо нев’язку її розв’язку

dn(ε) := ‖L(ε)z(·, 0)− f(·, ε)‖n + ‖B(ε)z(·, 0)− q(ε)‖,

де ‖ · ‖n — норма у просторi (C(n))m, а ‖ · ‖ — норма у просторi Crm. При
цьому z(·, 0) розглядаємо як наближений розв’язок цiєї задачi.

Теорему 3.3 доповнює такий результат.
Теорема 3.4. Нехай крайова задача (12), (13) задовольняє умову (3.0)

i граничнi умови (3.I) i (3.II). Тодi iснують додатнi числа ε2 < ε1 i κ1, κ2

такi, що для довiльного ε ∈ (0, ε2) виконується двобiчна оцiнка

κ1 dn(ε) ≤ ‖z(·, 0)− z(·, ε)‖n+r ≤ κ2 dn(ε).

Тут числа ε2, κ1 i κ2 не залежать вiд вектор-функцiй z(·, 0) i z(·, ε).
Таким чином, похибка i нев’язка розв’язку z(·, ε) крайової задачi (12),

(13) мають однаковий порядок.
У четвертому роздiлi дисертацiї введено i дослiджено новi класи за-

лежних вiд параметра багатоточкових крайових задач для систем лiнiйних
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звичайних диференцiальних рiвнянь як першого порядку, так i вищих по-
рядкiв. Їх дослiдження спирається на результати, отриманi у другому i
третьому роздiлах.

Нехай задано цiлi числа r ≥ 1, m ≥ 1, n ≥ 0 i p ≥ 1. На вiдрiзку
[a, b] розглядаємо систему (12) лiнiйних диференцiальних рiвнянь порядку
r, залежну вiд числового параметра ε ∈ [0, ε0). Для кожного ε ∈ (0, ε0)
пов’яжемо з цiєю системою багатоточкову крайову умову

B(ε)z(·, ε) ≡
p∑
j=0

ωj∑
k=1

n+r∑
l=0

β
(l)
j,k(ε)z

(l)(tj,k(ε), ε) = q(ε). (14)

Тут усi числа ωj ∈ N, матрицi β(l)
j,k(ε) ∈ Crm×m, точки tj,k(ε) ∈ [a, b] та

вектор q(ε) ∈ Crm є заданими. При цьому не припускається, що коефi-
цiєнти Kr−j(t, ε), β

(l)
j,k(ε) чи точки tj,k(ε) мають яку-небудь регулярнiсть за

параметром ε.
Використання у крайовiй умовi (14) повторної суми за iндексами j i k

зумовлено подальшими припущеннями щодо поведiнки точок tj,k(ε) при
ε→ 0+ у залежностi вiд значень параметра j. Вимагатиметься, щоб для
кожного фiксованого j ∈ 1, p усi точки tj,k(ε) мали спiльну границю при
ε→ 0+, а для точок t0,k(ε) така вимога не висуватиметься.

З огляду на це, у граничному випадку ε = 0 розглядаємо таку крайову
задачу:

L(0)z(t, 0) = f(·, 0), a ≤ t ≤ b, (15)

B(0)z(·, 0) ≡
p∑
j=1

n+r∑
l=0

β
(l)
j z(l)(tj , 0) = q(0). (16)

Тут усi матрицi β(l)
j ∈ Crm×m, точки tj ∈ [a, b] та вектор q(0) ∈ Crm є

заданими.
Для кожного ε ∈ [0, ε0) лiнiйне вiдображення z 7→ B(ε)z, де z ∈

(C(n+r))m, є обмеженим оператором на парi просторiв (C(n+r))m i Crm.
Зробленi у третьому роздiлi припущення щодо системи (12) та обмеженiсть
цього оператора означають, що крайова задача (12), (14) є тотальною щодо
простору (C(n+r))m для кожного ε ∈ (0, ε0), як i задача (15), (16). Отже,
для цих задач застосовнi результати другого i третього роздiлiв дисертацiї.
Використовуючи цi результати, отримано явнi достатнi умови неперервно-
стi за параметром ε розв’язку крайової задачi (12), (14).

Сформулюємо цi явнi
Граничнi умови при ε→ 0+:
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(c1) tj,k(ε)→ tj для усiх j ∈ 1, p та k ∈ 1, ωj ;

(c2)
ωj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)→ β

(l)
j для усiх j ∈ 1, p та l ∈ 0, n+ r;

(c3) ‖β(n+r)
j,k (ε)‖ = O(1) для усiх j ∈ 1, p та k ∈ 1, ωj ;

(c4) ‖β(l)
j,k(ε)‖ · |tj,k(ε) − tj(0)| → 0 для усiх j ∈ 1, p, k ∈ 1, ωj та l ∈

0, n+ r − 1;

(c5) ‖β(l)
0,k(ε)‖ → 0 для усiх k ∈ 1, ω0 та l ∈ 0, n+ r.

Теорема 4.4. Нехай крайова задача (12), (14) задовольняє умову (3.0)
i граничнi умови (3.I), (c1) – (c5). Тодi її розв’язок неперервно залежить
вiд параметра ε при ε = 0 у сенсi базового означення розд. 3.

У випадку, коли ωj = 1 для кожного j ∈ 1, p, багатоточковi крайовi
задачi вигляду (12), (14) були введенi i дослiдженi В. А. Михайлецем i
Г. О. Чехановою (2014, 2015). Зокрема, ними доведена теорема 4.4 для
r = 1 у зазначеному випадку. При цьому система умов (c2) – (c4) стає
еквiвалентною такiй однiй умовi: β(l)

j,1(ε) → β
(l)
j в Cm×m при ε → 0+ для

усiх j ∈ 1, p та l ∈ 0, n+ 1.
У четвертому роздiлi також введено i дослiджено залежнi вiд параметра

багатоточковi крайовi задачi з крайовою умовою вигляду (14) для систем
диференцiальних рiвнянь першого порядку, розв’язки яких належать до
простору Гельдера Cn+1,α, де 0 ≤ n ∈ Z i 0 < α ≤ 1. Для таких задач
отримано явнi достатнi умови неперервностi за параметром розв’язкiв.

ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi отримано такi основнi результати:

1. Введено максимально широкий клас лiнiйних крайових задач для
систем m ≥ 1 звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку,
розв’язки яких належать до комплексного простору Гельдера Cn+1,α,
де 0 ≤ n ∈ Z i 0 ≤ α ≤ 1, — тотальнi крайовi задачi щодо простору
Cn+1,α.

2. Доведено, що цi задачi є фредгольмовими з iндексом нуль на парi
нормованих просторiв (Cn+1,α)m i (Cn,α)m×Cm та встановлено кри-
терiй однозначної розв’язностi цих задач.
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3. Для крайових задач, тотальних щодо простору Cn+1,α i залежних
вiд малого параметра ε ≥ 0, встановлено конструктивний критерiй
неперервностi за параметром розв’язкiв при ε = 0 у цьому просторi i
показано, що похибка i нев’язка розв’язкiв мають однаковий порядок
малостi при ε→ 0+.

4. Введено максимально широкий клас лiнiйних крайових задач для
систем m ≥ 1 звичайних диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2,
розв’язки яких належать до комплексного простору C(n+r), де 0 ≤
n ∈ Z, — тотальнi крайовi задачi щодо C(n+r).

5. Показано, що введенi задачi є фредгольмовими з iндексом нуль на
парi нормованих просторiв (C(n+r))m i (C(n))m×Crm та встановлено
критерiй однозначної розв’язностi цих задач.

6. Для крайових задач, тотальних щодо простору C(n+r) i залежних
вiд малого параметра ε ≥ 0, встановлено конструктивний критерiй
неперервностi за параметром розв’язкiв при ε = 0 у цьому просторi i
доведено, що похибка i нев’язка розв’язкiв мають однаковий порядок
малостi при ε→ 0+.

7. Введено новий широкий клас залежних вiд параметра ε ≥ 0 бага-
тоточкових лiнiйних крайових задач для систем звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь першого порядку, розв’язки яких належать до
простору Гельдера Cn+1,α, де 0 ≤ n ∈ Z i 0 < α ≤ 1. Для цих за-
дач встановлено явнi достатнi умови неперервностi за параметром
розв’язкiв при ε = 0 у нормованому просторi Cn+1,α.

8. Введено новий широкий клас залежних вiд параметра ε ≥ 0 багато-
точкових лiнiйних крайових задач для систем звичайних диферен-
цiальних рiвнянь довiльного порядку r ≥ 1, розв’язки яких належать
до простору C(n+r), де 0 ≤ n ∈ Z. Для цих задач встановлено явнi
достатнi умови неперервностi за параметром розв’язкiв при ε = 0 у
нормованому просторi C(n+r).
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Анотацiї

Солдатов В. О. Неперервнiсть за параметром розв’язкiв одно-
вимiрних крайових задач у просторах Гельдера. — Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-матема-
тичних наук за спецiальнiстю 01.01.02 — диференцiальнi рiвняння. —
Iнститут математики НАН України, Київ, 2016.

У дисертацiйнiй роботi введено i дослiджено два нових класи лiнiйних
крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь. Перший
з них є максимально широким класом для систем диференцiальних рiв-
нянь першого порядку, розв’язки яких належать до комплексного простору
Гельдера Cn+1,α, де 0 ≤ n ∈ Z i 0 ≤ α ≤ 1. Другий є максимально широ-
ким класом для систем диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2, розв’язки
яких належать до комплексного простору C(n+r) = Cn+r,0, де 0 ≤ n ∈ Z.
Крайовi задачi з цих класiв названо тотальними щодо вказаних просторiв.
Показано, що цi задачi є фредгольмовими з iндексом нуль на парах вiд-
повiдних просторiв i встановлено критерiй однозначної розв’язностi цих
задач.
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Для введених тотальних крайових задач, залежних вiд малого пара-
метра ε ≥ 0, встановлено конструктивний критерiй неперервностi за па-
раметром розв’язкiв при ε = 0 у нормованих просторах Cn+1,α i C(n+r)

вiдповiдно. Доведено, що похибка i нев’язка розв’язкiв мають однаковий
порядок малостi при ε→ 0+.

Введено новi широкi класи багатоточкових лiнiйних крайових задач,
залежних вiд малого параметра ε. Для їх розв’язкiв встановлено явнi до-
статнi умови неперервностi за параметром при ε = 0 у просторi Cn+1,α

при 0 < α ≤ 1 для систем диференцiальних рiвнянь першого порядку i у
просторi C(n+r) для систем диференцiальних рiвнянь довiльного порядку
r ≥ 1.

Ключовi слова: система диференцiальних рiвнянь, крайова задача,
простiр Гельдера, неперервнiсть за параметром, багатоточкова крайова за-
дача.

Солдатов В. А. Непрерывность по параметру решений одно-
мерных краевых задач в пространствах Гёльдера. — Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математи-
ческих наук по специальности 01.01.02 — дифференциальные уравнения. —
Институт математики НАН Украины, Киев, 2016.

В диссертационной работе введены и исследованы два новых класса
линейных краевых задач для систем m ≥ 1 обыкновенных дифференци-
альных уравнений, заданных на отрезке вещественной оси. Первый из них
является максимально широким классом для систем дифференциальных
уравнений первого порядка, решения которых принадлежат комплексному
нормированному пространству Гельдера Cn+1,α, где 0 ≤ n ∈ Z и 0 ≤ α ≤ 1.
Второй является максимально широким классом для систем дифферен-
циальных уравнений порядка r ≥ 2, решения которых принадлежат ком-
плексному пространству C(n+r) = Cn+r,0, где 0 ≤ n ∈ Z. Краевые задачи из
этих классов названы тотальными относительно указанных пространств.
Краевые условия в этих задачах имеют вид By = q, где B — произ-
вольный непрерывный линейный оператор, действующий из пространства
(Cn+1,α)m либо (C(n+r))m в конечномерное пространство комплексных век-
торов q. Такие условия охватывают как все классические типы краевых
условий, так и неклассические краевые условия, которые содержат произ-
водные y(l) порядка l ≤ n+ 1 либо l ≤ n+ r соответственно.

Диссертация состоит из введения, четырех глав, выводов и библиогра-
фии.

Во введении дана общая характеристика тематики работы и обоснована
ее актуальность, приведены основные результаты работы и показана их
научная новизна, указаны данные об апробации диссертационной работы.

Первая глава содержит обзор литературы по теме диссертации.
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Во второй главе для систем линейных дифференциальных уравне-
ний первого порядка исследованы тотальные краевые задачи относитель-
но пространства Гельдера Cn+1,α. Доказано, что эти задачи являются
фредгольмовыми с индексом нуль на паре нормированных пространств
(Cn+1,α)m и (Cn,α)m × Cm. Получен критерий однозначной разрешимо-
сти этих задач. Для краевых задач, тотальных относительно пространства
Cn+1,α и зависящих от малого параметра ε ≥ 0, установлен конструктив-
ный критерий непрерывности по параметру решений при ε = 0 в этом
пространстве. Показано, что погрешность и невязка решений имеют оди-
наковый порядок малости при ε→ 0+.

В третьей главе для систем линейных дифференциальных уравнений
порядка r ≥ 2 исследованы тотальные краевые задачи относительно про-
странства C(n+r), состоящего из n+ r раз непрерывно дифференцируемых
функций. Доказано, что эти задачи являются фредгольмовыми с индек-
сом нуль на паре нормированных пространств (C(n+r))m и (C(n))m ×Crm.
Установлен критерий однозначной разрешимости этих задач. Для краевых
задач, тотальных относительно пространства C(n+r) и зависящих от мало-
го параметра ε ≥ 0, установлен конструктивный критерий непрерывности
по параметру решений при ε = 0 в этом пространстве. Доказано, что по-
грешность и невязка решений одного порядка малости при ε→ 0+.

В четвертой главе результаты второй и третьей глав применены к мно-
готочечным краевым задачам. Введены и исследованы новые широкие
классы многоточечных краевых задач, зависимых от малого параметра
ε ≥ 0. Эти задачи рассмотрены для систем линейных дифференциальных
уравнений первого порядка, решения которых принадлежат пространству
Гельдера Cn+1,α при 0 < α ≤ 1, и для систем линейных дифференциаль-
ных уравнений произвольного порядка r, решения которых принадлежат
пространству C(n+r). Введенные многоточечные краевые задачи являют-
ся тотальными относительно указанных пространств и для них примени-
мы результаты второй и третьей глав. Для этих задач получены явные
достаточные условия непрерывности по параметру решений при ε = 0 в
пространствах Cn+1,α и C(n+r).

Ключевые слова: система дифференциальных уравнений, краевая за-
дача, пространство Гельдера, непрерывность по параметру, многоточечная
краевая задача.

Soldatov V. O. Continuity in a parameter of solutions to one-
dimensional boundary-value problems in Hölder spaces. — Manuscript.

The thesis for the scientific degree of the candidate of physical and
mathematical sciences by speciality 01.01.02 — differential equations. —
Institute of Mathematics, National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2016.

In the thesis we introduce and investigate two new classes of linear
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boundary-value problems for systems of ordinary differential equations. The
first of them is the broadest class for systems of first-order differential equations
whose solutions belong to the complex Hölder space Cn+1,α with 0 ≤ n ∈ Z and
0 ≤ α ≤ 1. The second is the broadest class for systems of differential equations
of order r ≥ 2 whose solutions belong to the complex space C(n+r) = Cn+r,0

with 0 ≤ n ∈ Z. The boundary-value problems from these classes are called
generic with respect to the indicated spaces. We prove that these problems
are Fredholm with zero index between corresponding spaces and establish a
criterion for the unique solvability of these problems.

For the generic boundary-value problems depending on a small parameter
ε ≥ 0, we establish a constructive criterion under which their solutions are
continuous in the parameter at ε = 0 in the normed spaces Cn+1,α and C(n+r)

respectively. We prove that the error and discrepancy of the solutions are of
the same order as ε→ 0+.

New broad classes of multipoint linear boundary-value problems depending
on the small parameter ε are introduced. We establish explicit sufficient
conditions under which the solutions to these problems are continuous in the
parameter at ε = 0 in the space Cn+1,α with 0 < α ≤ 1 for systems of first-
order differential equations and in the space C(n+r) for systems of differential
equations of an arbitrary order r ≥ 1.

Key words: differential system, boundary-value problem, Hölder space,
continuity in parameter, multipoint boundary-value problem.




