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ВСТУП

Робота присвячена дослiдженню властивостей найбiльш широких класiв

крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь, залежних

вiд параметра, розв’язки яких належать до просторiв Гельдера.

Актуальнiсть теми. Питання щодо умов неперервностi за параметром

розв’язкiв систем диференцiальних рiвнянь посiдають важливе мiсце в суча-

снiй теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь. Найбiльш повно цi питання

дослiджено стосовно задачi Кошi для систем диференцiальних рiвнянь пер-

шого порядку, залежних вiд параметра. В роботах I. I. Гiхмана [4], М. А. Кра-

сносельського i С. Г. Крейна [17], Я. Курцвейля i З. Ворела [18], А. М. Са-

мойленка [32 33, 58], А. Ю. Лєвiна [20 – 19], З. Опяла [56] i Нгуен Тхе Хоана

[30] отримано фундаментальнi результати про умови неперервностi за пара-

метром розв’язкiв задачi Кошi.

Крайовi задачi, залежнi вiд параметра, iстотно менш вивченi, нiж задача

Кошi. Це пов’язано з великою рiзноманiтнiстю крайових умов. Тут пiонер-

ськими є результати I. Т. Кiгурадзе [10 – 12] i М. Ашордiа [46], якi ввели i

дослiдили клас загальних лiнiйних крайових задач для систем диференцi-

альних рiвнянь першого порядку. Було встановлено умови неперервностi за

параметром розв’язкiв цих задач у просторi C([a, b],Rm). Недавно в роботах

В. А. Михайлеця, Н. В. Реви, Т. I. Кодлюк, Г. О. Чеханової [15, 23, 25, 54]

цi результати було уточнено та узагальнено на комплекснозначнi функцiї i

системи диференцiальних рiвнянь довiльного порядку.

Разом з тим В. А. Михайлецем та його учнями [6, 24, 28, 51] було введено

i дослiджено новi найбiльш широкi класи крайових задач для систем дифе-

ренцiальних рiвнянь першого порядку, розв’язки яких належать до просто-

рiв Соболєва або просторiв неперервно диференцiйовних функцiй. Такi задачi

було названо тотальними щодо вибраного нормованого функцiонального про-

стору. У них крайова умова задається у найбiльш загальному виглядi By = q,



5

де B є довiльним лiнiйним неперервним оператором, що дiє з цього простору

у простiр векторiв q ∈ Cm, де m — число рiвнянь системи. Ця умова охоплює

як усi вiдомi типи класичних крайових умов (данi Кошi, рiзнi багатоточковi

крайовi умови, iнтегральнi умови та iншi), так i некласичнi крайовi умови,

якi мiстять похiднi шуканої функцiї. Для таких тотальних крайових задач

було встановлено достатнi умови неперервностi за параметром розв’язкiв у

вказаних функцiональних просторах.

У цьому зв’язку є актуальними дослiдження тотальних крайових задач

для систем диференцiальних рiвнянь високих порядкiв, тотальних крайових

задач щодо iнших класичних функцiональних просторiв, питання про необ-

хiднi i достатнi умови неперервностi за параметром розв’язкiв цих задач та

про оцiнку швидкостi збiжностi їх розв’язкiв до розв’язку незбуреної задачi.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. До-

слiдження проводилися в Iнститутi математики НАН України у вiддiлi не-

лiнiйного аналiзу згiдно iз загальним планом роботи у рамках науково-

дослiдних тем «Нелiнiйнi, неархiмедовi та спектральнi задачi теорiї дифе-

ренцiальних рiвнянь i математичної фiзики» (номер державної реєстрацiї

0111U001011) i «Дробове числення, неархiмедiв та спектральний аналiз у за-

дачах теорiї диференцiальних рiвнянь та математичної фiзики» (номер дер-

жавної реєстрацiї 0116U003127).

Мета i завдання дослiдження.

Метою дослiдження дисертацiйної роботи є знаходження необхiдних i

достатнiх умов неперервностi за параметром розв’язкiв двох класiв тоталь-

них одновимiрних крайових задач. Перший з них складається з усiх лiнiйних

крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь першого по-

рядку, розв’язки яких належать до простору Гельдера Cn+1,α, де 0 ≤ n ∈ Z

i 0 ≤ α ≤ 1. Другий складається з усiх лiнiйних крайових задач для систем
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звичайних диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2, розв’язки яких належать

до простору C(n+r) := Cn+r,0, де 0 ≤ n ∈ Z.

Об’єктом дослiдження є одновимiрнi крайовi задачi, тотальнi щодо про-

сторiв Гельдера.

Предметом дослiдження є характер залежностi за параметром розв’язкiв

крайових задач, тотальних щодо просторiв Гельдера.

Завдання дослiдження:

1. Ввести i дослiдити найбiльш широкий клас лiнiйних крайових задач для

систем звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку, розв’язки

яких належать до комплексного простору Гельдера Cn+1,α, де 0 ≤ n ∈ Z

i 0 ≤ α ≤ 1, — тотальнi крайовi задачi щодо Cn+1,α.

2. Встановити критерiй неперервностi за параметром розв’язкiв цих задач

у нормованому просторi Cn+1,α i дослiдити швидкiсть збiжностi розв’яз-

кiв до розв’язку незбуреної задачi.

3. Ввести i дослiдити найбiльш широкий клас лiнiйних крайових задач для

систем звичайних диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2, розв’язки

яких належать до комплексного простору C(n+r), де 0 ≤ n ∈ Z, —

тотальнi крайовi задачi щодо C(n+r).

4. Встановити критерiй неперервностi за параметром розв’язкiв цих задач

у нормованому просторi C(n+r) i дослiдити швидкiсть збiжностi розв’яз-

кiв до розв’язку незбуреної задачi.

5. Ввести новi широкi класи багатоточкових крайових задач i встановити

достатнi умови неперервностi за параметром їх розв’язкiв у просторах

Cn+1,α i C(n+r).

Методи дослiдження. У дисертацiйнiй роботi використано методи теорiї

звичайних диференцiальних рiвнянь та функцiонального аналiзу.
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Наукова новизна отриманих результатiв. Результати дисертацiї, за-

пропонованi до захисту, є новими i полягають у такому:

1. Для систем m ≥ 1 звичайних диференцiальних рiвнянь першого по-

рядку введено новий клас лiнiйних крайових задач, тотальних щодо

комплексного простору Гельдера Cn+1,α, де 0 ≤ n ∈ Z i 0 ≤ α ≤ 1.

2. Доведено, що цi задачi є фредгольмовими з iндексом нуль на парi про-

сторiв (Cn+1,α)m i (Cn,α)m × Cm та встановлено критерiй однозначної

розв’язностi задач.

3. Встановлено конструктивний критерiй неперервностi за параметром

розв’язкiв цих задач у нормованому просторi Cn+1,α i показано, що по-

хибка i нев’язка розв’язку мають однаковий порядок.

4. Для систем m ≥ 1 звичайних диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2

введено новий клас лiнiйних крайових задач, тотальних щодо компле-

ксного простору C(n+r), де 0 ≤ n ∈ Z.

5. Доведено, що цi задачi є фредгольмовими з iндексом нуль на парi про-

сторiв (C(n+r))m i (C(n))m × Crm та встановлено критерiй однозначної

розв’язностi задач.

6. Встановлено конструктивний критерiй неперервностi за параметром

розв’язкiв цих задач у нормованому просторi C(n+r) та показано, що

похибка i нев’язка розв’язку мають однаковий порядок.

7. Введено новi широкi класи багатоточкових крайових задач. Для їх

розв’язкiв встановлено явнi достатнi умови неперервностi за параме-

тром у просторi Cn+1,α для систем диференцiальних рiвнянь першого

порядку i у просторi C(n+r) для систем диференцiальних рiвнянь до-

вiльного порядку r ≥ 1.



8

Результати дисертацiї, вказанi у пп. 3 i 6, є завершеними i непокращувани-

ми. Вони є новими навiть для класичних крайових умов, оскiльки отримано

не лише достатнi, а й необхiднi умови неперервностi за параметром розв’яз-

кiв, i результати сформульовано у термiнах бiльш сильних норм.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота

має теоретичний характер. Її результати та методика їх отримання можуть

бути використанi у подальшого розвитку теорiї одновимiрних крайових задач.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану дослiдже-

ння i постановка задач належать науковому керiвниковi — доктору фiзико-

математичних наук О. О. Мурачу i доктору фiзико-математичних наук, про-

фесору В. А. Михайлецю. Результати статей [34, 35, 36] отриманi здобувачем

самостiйно. Ключовi результати статей [29, 55] отримано спiльно з О. О. Му-

рачем i В. А. Михайлецем, iншi результати — самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї до-

повiдалися та обговорювалися на:

— XIII Мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї студентiв, аспiран-

тiв та молодих вчених
”
Шевченкiвська весна — 2015“ (Україна, Київ,

1 – 3 квiтня 2015 року);

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв (Україна, Київ, 3 – 6

червня 2015 року);

— XIV Мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї студентiв, аспiран-

тiв та молодих вчених
”
Шевченкiвська весна — 2016“ (Україна, Київ,

6 – 8 квiтня 2016 року);

— Сiмнадцятiй мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi академiка Михай-

ла Кравчука (Україна, Київ, 19 – 20 травня 2016 року);
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— Мiжнароднiй конференцiї з диференцiальних рiвнянь, присвяченiй 110-

й рiчницi Я. Б. Лопатинського (Україна, Львiв, 20 – 24 вересня 2016

року);

— Всеукраїнськiй науково-практичнiй конференцiї
”
Диференцiальнi

рiвняння i сумiжнi питання“ (III сiверськi читання з математики),

присвяченiй 90-рiччю вiд дня народження Я. А. Ройтберга (Чернiгiв,

25 вересня 2015 року);

— семiнарi вiддiлу диференцiальних рiвнянь та теорiї коливань Iнституту

математики НАН України (керiвник семiнару — академiк НАН України

А. М. Самойленко);

— семiнарi вiддiлу нелiнiйного аналiзу Iнституту математики НАН

України (керiвник семiнару — член-кореспондент НАН України

А. Н. Кочубей);

— семiнарi кафедри вищої математики та методик навчання фiзико-

математичних дисциплiн Чернiгiвського нацiонального педагогiчного

унiверситету iменi Т. Г. Шевченка (керiвник семiнару — доктор фiзико-

математичних наук О. О. Мурач).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано в 12

наукових працях, з яких п’ять [29, 34, 35, 36, 55] — статтi у провiдних наукових

виданнях, якi включено до перелiку фахових видань, а iншi [26, 37, 38, 39,

40, 59, 60] опублiковано в матерiалах наукових конференцiй. Двi статтi [34,

55] опублiковано в журналах, якi входять до мiжнародних наукометричних

баз даних (Web of Science, Scopus).

Структура дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi вступу, чо-

тирьох роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел, що налiчує 61

найменування. Повний обсяг роботи складає 120 сторiнок друкованого текс-

ту.
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ОСНОВНИЙ ЗМIСТ ДИСЕРТАЦIЇ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, визначено мету,

об’єкт, предмет, завдання i методи дослiдження, розкрито наукову новизну

отриманих результатiв, їх теоретичне i практичне значення, наведено данi

про апробацiю результатiв i коротко викладено змiст основної частини ди-

сертацiї.

У першому роздiлi дисертацiї наведено огляд лiтератури за її темою.

У другому роздiлi дисертацiї введено i дослiджено максимально широкий

клас лiнiйних крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiв-

нянь першого порядку на вiдрiзку [a, b] ⊂ R, розв’язки яких належать до

простору Гельдера Cn+1,α := Cn+1,α([a, b],C), де 0 ≤ n ∈ Z i 0 ≤ α ≤ 1.

Розглядається така крайова задача для системи m ≥ 1 лiнiйних диферен-

цiальних рiвнянь першого порядку:

Ly(t) ≡ y′(t) + A(t)y(t) = f(t), a ≤ t ≤ b, (1)

By = q. (2)

Тут є шуканою вектор-функцiя y ∈ (Cn+1,α)m i довiльно задано матрицю-

функцiю A ∈ (Cn,α)m×m, вектор-функцiю f ∈ (Cn,α)m, вектор q ∈ Cm i

лiнiйний неперервний оператор

B : (Cn+1,α)m → Cm. (3)

Оскiльки цей оператор дiє у простiр Cm, то крайова умова (2) задає m ска-

лярних крайових умов для системи m диференцiальних рiвнянь першого по-

рядку.

Якщо вектор-функцiя f пробiгає весь простiр (Cn,α)m, то розв’язок y си-

стеми (1) пробiгає весь простiр (Cn+1,α)m. Отже, крайова умова (2) з непе-

рервним оператором (3) є найбiльш загальною для системи диференцiальних

рiвнянь (1). Ця умова охоплює як усi вiдомi типи класичних крайових умов
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(умови задачi Кошi, рiзнi багатоточковi умови, iнтегральнi умови, умови змi-

шаних крайових задач), так i рiзнi некласичнi крайовi умови, якi мiстять

похiднi шуканих функцiй. Тому крайову задачу (1), (2) називаємо тотальною

щодо простору Гельдера Cn+1,α.

Пов’яжемо з нею неперервний лiнiйний оператор

(L,B) : (Cn+1,α)m → (Cn,α)m × Cm. (4)

Вiн є фредгольмовим оператором з iндексом нуль. Сформулюємо критерiй

оборотностi цього оператора.

Позначимо через Y матрицант системи (1), тобто єдиний розв’язок кра-

йової задачi, яка складається з матричного диференцiального рiвняння

Y ′(t) = −A(t)Y (t) при a ≤ t ≤ b i крайової умови Y (a) = Im, де Im — одини-

чна матриця порядку m. Позначимо через [BY ] числову квадратну матрицю

порядку m, стовпцi якої є результатом дiї оператора B на вiдповiднi стовпцi

матрицi-функцiї Y .

Теорема 2.2. Оператор (4) є оборотним тодi i тiльки тодi, коли

det[BY ] 6= 0.

Нехай ε0 > 0. Розглянемо лiнiйну крайову задачу вигляду (1), (2), зале-

жну вiд параметра ε ∈ [0, ε0):

L(ε)y(t, ε) ≡ y′(t, ε) + A(t, ε)y(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (5)

B(ε)y(·, ε) = q(ε). (6)

Припускаємо, що для кожного ε ∈ [0, ε0) вона є тотальною щодо простору

Cn+1,α.

Для крайової задачi (5), (6) розглянемо такi

Граничнi умови при ε→ 0+:

(2.I) A(·, ε)→ A(·, 0) в (Cn,α)m×m;

(2.II) B(ε)y → B(0)y в Cm для кожного y ∈ (Cn+1,α)m.
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Окрiм того, розглядається

Умова (2.0). Гранична однорiдна крайова задача

L(0)y(t, 0) = 0, a ≤ t ≤ b,

B(0)y(·, 0) = 0

має лише тривiальний розв’язок.

Базове означення розд. 2. Говоримо, що розв’язок крайової задачi (5),

(6) неперервно залежить вiд параметра ε при ε = 0, якщо виконуються такi

двi умови:

(∗) Iснує додатне число ε1 < ε0 таке, що для кожного ε ∈ [0, ε1) i будь-яких

правих частин f(·, ε) ∈ (Cn,α)m та q(ε) ∈ Cm, ця задача має єдиний

розв’язок y(·, ε) ∈ (Cn+1,α)m.

(∗∗) Збiжнiсть правих частин

f(·, ε)→ f(·, 0) в (Cn,α)m, q(ε)→ q(0) в Cm при ε→ 0+

тягне за собою збiжнiсть розв’язкiв

y(·, ε)→ y(·, 0) в (Cn+1,α)m при ε→ 0 + .

Теорема 2.3. Для того, щоб розв’язок крайової задачi (5), (6) неперервно

залежав вiд параметра ε при ε = 0 необхiдно i достатньо, щоб ця задача

задовольняла умову (2.0) i граничнi умови (2.I) та (2.II).

Це — основний результат другого роздiлу. У важливому випадку, коли

α = 0, достатнiсть у цiй теоремi встановлена В. А. Михайлецем i Г. О. Чеха-

новою [28, с. 26, 27].

Для крайової задачi (5), (6) розглянемо нев’язку її розв’язку

dn,α(ε) := ‖L(ε)y(·, 0)− f(·, ε))‖n,α + ‖B(ε)y(·, 0)− q(ε)‖,
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де ‖ · ‖n,α — норма у просторi (Cn,α)m, а ‖ · ‖ — норма у просторi Cm. При

цьому y(·, 0) розглядаємо як наближений розв’язок цiєї задачi.

Теорему 2.3 доповнює такий результат.

Теорема 2.5. Нехай для крайової задачi (5), (6) виконуються умова (0)

i граничнi умови (2.I) та (2.II). Тодi iснують додатнi числа ε2 < ε1, κ1 i κ2

такi, що для кожного ε ∈ (0, ε2) виконується двобiчна оцiнка

κ1 dn,α(ε) ≤ ‖y(·, 0)− y(·, ε)‖n+1,α ≤ κ2 dn,α(ε).

Тут числа ε2, κ1 i κ2 не залежать вiд y(·, 0) i y(·, ε).

Отже, похибка i нев’язка розв’язку y(·, ε) крайової задачi (5), (6) мають

однаковий порядок.

У третьому роздiлi дисертацiї введено i дослiджено максимально ши-

рокий клас лiнiйних крайових задач для систем звичайних диференцiальних

рiвнянь порядку r ≥ 2 на вiдрiзку [a, b], розв’язки яких належать до простору

C(n+r) := Cn+r,0, де 0 ≤ n ∈ Z.

Розглядається така крайова задача для системи m ≥ 1 лiнiйних диферен-

цiальних рiвнянь порядку r ≥ 2:

Lz(t) ≡ z(r)(t) +
r∑
j=1

Kr−j(t)z
(r−j)(t) = f(t), a ≤ t ≤ b, (7)

Bz = q. (8)

Тут є шуканою вектор-функцiя z ∈ (C(n+r))m i довiльно задано матрицi-

функцiї Kr−j ∈ (C(n))m×m, вектор-функцiю f ∈ (C(n))m, вектор q ∈ Crm i

лiнiйний неперервний оператор

B : (C(n+r))m → Crm. (9)

Оскiльки цей оператор дiє у простiр Crm, то крайова умова (8) задає rm ска-

лярних крайових умов для системи m диференцiальних рiвнянь порядку r.
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Якщо вектор-функцiя f пробiгає весь простiр (C(n))m, то розв’язок z си-

стеми (7) пробiгає весь простiр (C(n+r))m. Отже, крайова умова (8) з непе-

рервним оператором (9) є найбiльш загальною для системи диференцiальних

рiвнянь (7). Тому крайову задачу (7), (8) називаємо тотальною щодо простору

C(n+r) функцiй, n+ r разiв неперервно диференцiйовних на [a, b].

Пов’яжемо з цiєю задачею неперервний лiнiйний оператор

(L,B) : (C(n+r))m → (C(n))m × Crm. (10)

Вiн є фредгольмовим оператором з iндексом нуль. Сформулюємо критерiй

оборотностi цього оператора.

Для кожного номера l ∈ {0, . . . , r− 1} позначимо через Zl єдиний розв’я-

зок матричної задачi Кошi

Z
(r)
l (t) +

r∑
j=1

Kr−j(t)Z
(r−j)
l (t) = 0, a ≤ t ≤ b,

Z
(j)
l (a) = δl,jIm, j = 0, . . . , r − 1,

де δl,j — символ Кронекера.

Теорема 3.2. Оператор (10) є оборотним тодi i тiльки тодi, коли є

невиродженою матриця (
[BZ0] · · · [BZr−1]

)
. (11)

Тут (11) є числова квадратна матриця порядку rm, утворена з прямо-

кутних блокiв [BZl], де l = 0, . . . r − 1, розмiру rm × m. Кожний стовпець

блоку [BZl] є результатом дiї оператора B на вiдповiдний стовпець матрицi-

функцiї Zl.

Розглянемо лiнiйну крайову задачу вигляду (7), (8), залежну вiд параме-

тра ε ∈ [0, ε0):

L(ε)z(t, ε) ≡ z(r)(t, ε) +
r∑
j=1

Kr−j(t, ε)z
(r−j)(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (12)

B(ε)z(·, ε) = q(ε). (13)
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Припускаємо, що для кожного ε ∈ [0, ε0) вона є тотальною щодо простору

C(n+r).

Для крайової задачi (12), (13) розглянемо такi

Граничнi умови при ε→ 0+:

(3.I) Kr−j(·, ε)→ Kr−j(·, 0) в (C(n))m×m для кожного номера j ∈ {1 . . . r};

(3.II) B(ε)z → B(0)z в Crm для довiльної вектор-функцiї z ∈ (C(n+r))m.

Розглядається ще така

Умова (3.0). Гранична однорiдна крайова задача

L(0)z(t, 0) = 0, a ≤ t ≤ b,

B(0)z(·, 0) = 0

має лише тривiальний розв’язок.

Базове означення розд. 3. Говоримо, що розв’язок крайової задачi (12),

(13) неперервно залежить вiд параметра ε при ε = 0, якщо виконуються такi

двi умови:

(∗) Iснує додатне число ε1 < ε0 таке, що для довiльних числа ε ∈ [0, ε1),

вектор-функцiї f(·, ε) ∈ (C(n))m i вектора q(ε) ∈ Crm ця задача має

єдиний розв’язок z(·, ε) ∈ (C(n+r))m.

(∗∗) Збiжнiсть правих частин

f(·, ε)→ f(·, 0) в (C(n))m, q(ε)→ q(0) в Crm при ε→ 0+

тягне за собою збiжнiсть розв’язкiв

z(·, ε)→ z(·, 0) в
(
C(n+r)

)m при ε→ 0 + .

Теорема 3.3. Для того, щоб розв’язок крайової задачi (12), (13) непе-

рервно залежав вiд параметра ε при ε = 0 необхiдно й достатньо, щоб ця

задача задовольняла умову (3.0) i граничнi умови (3.I) та (3.II).
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Це — основний результат третього роздiлу.

Для крайової задачi (12), (13) розглянемо нев’язку її розв’язку

dn(ε) := ‖L(ε)z(·, 0)− f(·, ε)‖n + ‖B(ε)z(·, 0)− q(ε)‖,

де ‖ · ‖n — норма у просторi (C(n))m, а ‖ · ‖ — норма у просторi Crm. При

цьому z(·, 0) розглядаємо як наближений розв’язок цiєї задачi.

Теорему 3.3 доповнює такий результат.

Теорема 3.4. Нехай крайова задача (12), (13) задовольняє умову (3.0) i

граничнi умови (3.I) i (3.II). Тодi iснують додатнi числа ε2 < ε1 i κ1, κ2

такi, що для довiльного ε ∈ (0, ε2) виконується двобiчна оцiнка

κ1 dn(ε) ≤ ‖z(·, 0)− z(·, ε)‖n+r ≤ κ2 dn(ε).

Тут числа ε2, κ1 i κ2 не залежать вiд вектор-функцiй z(·, 0) i z(·, ε).

Таким чином, похибка i нев’язка розв’язку z(·, ε) крайової задачi (12), (13)

мають однаковий порядок.

У четвертому роздiлi дисертацiї введено i дослiджено новi класи зале-

жних вiд параметра багатоточкових крайових задач для систем лiнiйних зви-

чайних диференцiальних рiвнянь як першого порядку, так i вищих порядкiв.

Їх дослiдження спирається на результати, отриманi у другому i третьому роз-

дiлах.

Нехай задано цiлi числа r ≥ 1, m ≥ 1, n ≥ 0 i p ≥ 1. На вiдрiзку [a, b]

розглядаємо систему (12) лiнiйних диференцiальних рiвнянь порядку r, за-

лежну вiд числового параметра ε ∈ [0, ε0). Для кожного ε ∈ (0, ε0) пов’яжемо

з цiєю системою багатоточкову крайову умову

B(ε)z(·, ε) ≡
p∑
j=0

ωj∑
k=1

n+r∑
l=0

β
(l)
j,k(ε)z

(l)(tj,k(ε), ε) = q(ε). (14)

Тут усi числа ωj ∈ N, матрицi β(l)
j,k(ε) ∈ Crm×m, точки tj,k(ε) ∈ [a, b] та ве-

ктор q(ε) ∈ Crm є заданими. При цьому не припускається, що коефiцiєнти
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Kr−j(t, ε), β
(l)
j,k(ε) чи точки tj,k(ε) мають яку-небудь регулярнiсть за параме-

тром ε.

Використання у крайовiй умовi (14) повторної суми за iндексами j i k зу-

мовлено подальшими припущеннями щодо поведiнки точок tj,k(ε) при ε→ 0+

у залежностi вiд значень параметра j. Вимагатиметься, щоб для кожного фi-

ксованого j ∈ 1, p усi точки tj,k(ε) мали спiльну границю при ε → 0+, а для

точок t0,k(ε) така вимога не висуватиметься.

З огляду на це, у граничному випадку ε = 0 розглядаємо таку крайову

задачу:

L(0)z(t, 0) = f(·, 0), a ≤ t ≤ b, (15)

B(0)z(·, 0) ≡
p∑
j=1

n+r∑
l=0

β
(l)
j z

(l)(tj, 0) = q(0). (16)

Тут усi матрицi β(l)
j ∈ Crm×m, точки tj ∈ [a, b] та вектор q(0) ∈ Crm є задани-

ми.

Для кожного ε ∈ [0, ε0) лiнiйне вiдображення z 7→ B(ε)z, де z ∈ (C(n+r))m,

є обмеженим оператором на парi просторiв (C(n+r))m i Crm. Зробленi у тре-

тьому роздiлi припущення щодо системи (12) та обмеженiсть цього оператора

означають, що крайова задача (12), (14) є тотальною щодо простору (C(n+r))m

для кожного ε ∈ (0, ε0), як i задача (15), (16). Отже, для цих задач застосовнi

результати другого i третього роздiлiв дисертацiї. Використовуючи цi резуль-

тати, отримано явнi достатнi умови неперервностi за параметром ε розв’язку

крайової задачi (12), (14).

Сформулюємо цi явнi

Граничнi умови при ε→ 0+:

(c1) tj,k(ε)→ tj для усiх j ∈ 1, p та k ∈ 1, ωj;

(c2)
ωj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)→ β

(l)
j для усiх j ∈ 1, p та l ∈ 0, n+ r;

(c3) ‖β(n+r)
j,k (ε)‖ = O(1) для усiх j ∈ 1, p та k ∈ 1, ωj;
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(c4) ‖β(l)
j,k(ε)‖·|tj,k(ε)−tj(0)| → 0 для усiх j ∈ 1, p, k ∈ 1, ωj та l ∈ 0, n+ r − 1;

(c5) ‖β(l)
0,k(ε)‖ → 0 для усiх k ∈ 1, ω0 та l ∈ 0, n+ r.

Теорема 4.4. Нехай крайова задача (12), (14) задовольняє умову (3.0) i

граничнi умови (3.I), (c1) – (c5). Тодi її розв’язок неперервно залежить вiд

параметра ε при ε = 0 у сенсi базового означення розд. 3.

У випадку, коли ωj = 1 для кожного j ∈ 1, p, багатоточковi крайовi задачi

вигляду (12), (14) були введенi i дослiдженi В. А. Михайлецем i Г. О. Чеха-

новою [28, 54]. Зокрема, ними доведена теорема 4.4 для r = 1 у зазначеному

випадку. При цьому система умов (c2) – (c4) стає еквiвалентною такiй однiй

умовi: β(l)
j,1(ε)→ β

(l)
j в Cm×m при ε→ 0+ для усiх j ∈ 1, p та l ∈ 0, n+ 1.

У четвертому роздiлi також введено i дослiджено залежнi вiд параметра

багатоточковi крайовi задачi з крайовою умовою вигляду (14) для систем ди-

ференцiальних рiвнянь першого порядку, розв’язки яких належать до про-

стору Гельдера Cn+1,α, де 0 ≤ n ∈ Z i 0 < α ≤ 1. Для таких задач отримано

явнi достатнi умови неперервностi за параметром розв’язкiв.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

Класичним об’єктом дослiджень у теорiї звичайних диференцiальних

рiвнянь є задача Кошi. Фундаментальнi результати стосовно залежностi її

розв’язкiв вiд параметра отримали Й. I. Гiхман [4], М. А. Красносельский i

С. Г. Крейн [17]. В їхнiх роботах розглядалися нелiнiйнi диференцiальнi рiвня-

ння, залежнi вiд параметра, правi частини яких неперервнi в iнтегральному

сенсi. Вибiр такої постановки був пов’язаний iз застосуванням цих резуль-

татiв до обґрунтування принципу усереднення М. М. Боголюбова в рiзних

постановках [2].

Окрема увага придiлялася задачам Кошi для систем лiнiйних диференцi-

альних рiвнянь. Розглянемо лiнiйну матричну задачу Кошi першого порядку,

залежну вiд параметра ε ∈ [0, ε0):

Y ′(t, ε) = A(t, ε)Y (t, ε) + F (t, ε), a ≤ t ≤ b,

Y (a, ε) = Im.
(1.1)

Тут Y (·, ε), A(·, ε) i F (·, ε) є дiйснi квадратнi матрицi-функцiї порядкуm ∈ N,

а Im — числова одинична матриця порядку m.

Якщо

A(·, ε), F (·, ε) ∈ C([a, b],Rm×m),

то найпростiшою умовою неперервностi розв’язкiв цiєї задачi за параметром,

тобто властивостi

Y (·, ε)→ Y (·, 0) в C([a, b],Rm×m) при ε→ 0+ (1.2)

є рiвномiрна збiжнiсть матриць коефiцiєнтiв i правих частин

A(t, ε)⇒ A(t, 0) i F (t, ε)⇒ F (t, 0) при ε→ 0+

(див., наприклад, [41, 50]).
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У важливому випадку, коли

A(·, ε), F (·, ε) ∈ L1([a, b],Rm×m),

властивiсть (1.2) згiдно з Я. Д. Тамаркiним [61] є наслiдком збiжностi

матриць-функцiй

A(·, ε)→ A(·, 0), F (·, ε)→ F (·, 0) в L1([a, b],Rm×m) при ε→ 0 + .

Згаданi результати М. А. Красносельського i С. Г. Крейна [17] дають мо-

жливiсть у випадку лiнiйної крайової задачi (1.1) одержати бiльш тонкi до-

статнi умови неперервностi за параметром розв’язкiв. Цi умови є такими:

1) при ε→ 0+ виконується збiжнiсть

A∨(·, ε)→ A∨(·, 0), F∨(·, ε)→ F∨(·, 0) в L∞([a, b],Rm×m), (1.3)

де

A∨(t) :=

t∫
a

A(s)ds, F∨(t) :=

t∫
a

F (s)ds

для довiльного t ∈ [a, b];

2) iснує функцiя L1([a, b],Rm×m) така, що |A(t, ε)| ≤ h(t) для довiльних

t ∈ [a, b] i ε ∈ [0, ε0).

Пiзнiше А. Ю. Лєвiн [20] послабив другу умову так:

‖A(·, ε)‖L1
= O(1) при ε→ 0 + . (1.4)

Бiльше того, ним було показано, що за припущення (1.4) умова (1.3) є не

лише достатньою, але й необхiдною для виконання (1.2).

Тут i надалi у цьому роздiлi позначаємо через ‖ · ‖Lp, де 1 ≤ p ≤ ∞, нор-

му числових, скалярних, або матриць функцiй у дiйсному чи комплексному

просторi Лебега Lp на [a, b].
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У. Т. Рейд [57] показав, що для виконання (1.2) достатньо, щоб матриця-

функцiя A(·, ε) слабко збiгалася до A(·, 0) у просторi L1([a, b],Rm×m) при

ε→ 0+. Втiм, як вiдмiтив А. Ю. Лєвiн [21], з цiєї слабкої збiжностi виплива-

ють умови (1.3) i (1.4).

Умова (1.4) є суттєвою для розглянутої постановки. Спроба вiдкинути її

значно ускладнює задачу, бо умова (1.3), взагалi кажучи, не є анi необхiдною,

анi достатньою для (1.2). Цю властивiсть iлюструє такий приклад, наведений

у роботi Я. Курцвейля [52].

Приклад 1.1. Розглянемо на вiдрiзку [a, b] послiдовнiсть дiйсних скаляр-

них диференцiальних рiвнянь

dxk(t)

dt
= pk(t)xk(t) + fk(t), (1.5)

де

pk(t) := k1−α cos kt, fk(t) := k1−β sin kt

для кожного k ∈ N, а α i β є дiйснi числовi параметри. Порiвняємо розв’язки

рiвняння (1.5) з розв’язками рiвняння

dx(t)

dt
= 0.

Нехай xk(t) — розв’язок рiвняння (1.5), який задовольняє початкову умову

xk(a) = c0, де c0 ∈ R. Як перевiрив Я. Курцвейль [52], рiвнiсть

lim
k→∞
‖xk − c0‖L∞ = 0 (1.6)

правильна при будь-якому c0 ∈ R тодi i лише тодi, коли

α > 0, β > 0, α + β > 1. (1.7)

Для розглянутих диференцiальних рiвнянь умова збiжностi коефiцiєнтiв i

правих частин у просторi L1([a, b],R) зводиться до пари нерiвностей α > 1 i

β > 1, а умова (1.3) — до пари нерiвностей α > 0 i β > 0. Звiдси випливає,

що спiввiдношення (1.3) не є достатнiм для збiжностi розв’язкiв. Виявилося

також, що цi спiввiдношення не є необхiдними.
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Продовжуючи дослiдження рiвняння (1.5), Я. Курцвейль [52, 53] отримав

таку достатню умову для виконання (1.6):

α >
1

2
, β > 0, α + β > 1.

На цi результати Я. Курцвейля корисно подивитися з бiльш загаль-

ної точки зору матричних диференцiальних рiвнянь, спираючись на роботу

А. Ю. Лєвiна [20], де було отримано наступний результат.

Теорема 1.1 (Левiн [20]). Нехай при ε→ 0+ виконується одна iз таких

чотирьох нееквiвалентних мiж собою умов:

(L.1) ‖R(·, ε)‖L1
= O(1),

(L.2) ‖R∨(·, ε)R(·, ε)‖L1
→ 0,

(L.3) ‖R(·, ε)R∨(·, ε)‖L1
→ 0,

(L.4) ‖R(·, ε)R∨(·, ε)−R∨(·, ε)R(·, ε)‖L1
→ 0,

де R(t, ε) := A(t, ε)− A(t, 0). Тодi умова

lim
ε→0+

‖R∨(·, ε)‖L∞ = 0

є необхiдною i достатньою для виконання спiввiдношення (1.2).

Iнша умова, достатня для виконання (1.2), отримана З. Опялем [56]. Ним

був встановлений такий результат.

Теорема 1.2 (Опял [56]). Якщо

lim
ε→0+

‖R∨(·, ε)‖L∞ · (1 + ‖A(·, ε)‖L1
) = 0, (1.8)

то розв’язки системи (1.1) задовольняють умову (1.2).
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Нгуен Тхе Хоан [30] послабив умови А. Ю. Лєвiна (L.1) − (L.4) у такий

спосiб. Розглянемо послiдовностi матриць-функцiй

Q0(t, ε), Q1(t, ε), ..., Qi(t, ε), ...,

P0(t, ε), P1(t, ε), ..., Pi(t, ε), ...

такi, що

Q0(t, ε) := R(t, ε), Qi(t, ε) := Q∨i−1(t, ε)R(t, ε)

та

P0(t, ε) := R(t, ε), Pi(t, ε) := R(t, ε)P∨i−1(t, ε).

Для будь-яких i, j ∈ N покладемо

Gi(t, ε) := Q0(t, ε)−Q1(t, ε) + ...+ (−1)iQi(t, ε),

Hj(t, ε) := P0(t, ε) + P1(t, ε) + ...+ Pj(t, ε).

Окрiм того, G−1(t, ε) := 0 i H−1(t, ε) := 0.

Розглянемо для цiлих i, j ≥ 0 такi припущення:

(Ni) при 0 ≤ ε� 1 виконуються нерiвностi

‖G∨i−1(·, ε)‖L∞ ≤ δ < 1, ‖Qi(·, ε)‖L1
≤ σ <∞

для деяких чисел δ i σ;

(Nj) при 0 ≤ ε� 1 виконуються нерiвностi

‖H∨j−1(·, ε)‖L∞ ≤ δ < 1, ‖Pj(·, ε)‖L1
≤ σ <∞

для деяких чисел δ i σ.

Теорема 1.3 (Нгуен Тхе Хоан [30]). Якщо припущення (Ni) справджує-

ться для деякого цiлого i ≥ 0, то

lim
ε→0+

‖G∨i (·, ε)‖L∞ = 0 ⇔ (1.2).

Якщо припущення (Nj) справджується для деякого цiлого j ≥ 0, то

lim
ε→0+

‖H∨j (·, ε)‖L∞ = 0 ⇔ (1.2).
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Вiдмiтимо, що умова (L.1) еквiвалентна кожнiй з умов (N0) i (N0). Окрiм

того, з умов (L.2) i (L.3) випливають умови (N1) i (N1) вiдповiдно.

Узагальнюючи результати М. А. Красносельского та С. Г. Крейна [17],

Я. Курцвейль i З. Ворел [18] розглянули цiкавий випадок залежностi розв’яз-

кiв вiд параметра. Я. Курцвейль i З. Ворел показали, що з умов рiвномiрної

збiжностi
t∫

0

Y (t, y, λ)dt⇒

t∫
0

Y 0(t, y)dt при λ→ λ0,

y(t, λ)⇒ y(t, λ0) при λ→ λ0,

де Y (t, y, λ) — права частина, а y(t, λ) розв’язок диференцiального рiвняння

dy

dt
= Y (t, y, λ),

не випливає, що функцiя y(t, λ0) задовольняє граничне рiвняння

dy

dt
= Y 0(t, y).

Пiзнiше А. М. Самойленком [32, 33] був запропонований пiдхiд, що дозво-

ляє з’ясовувати питання про характер залежностi розв’язкiв вiд параметра

для диференцiальних рiвнянь, правi частини яких неперервнi в iнтеграль-

ному сенсi. Цей пiдхiд полягає в тому, щоб замiсть безпосереднього дослi-

дження диференцiального рiвняння, дослiджувати деяке йому еквiвалентне

iнтегральне рiвняння. Такий пiдхiд дав змогу автору доповнити згаданi вище

результати [4, 17, 18, 52].

Наведенi результати можна поширити на задачу Кошi для лiнiйних си-

стем диференцiальних рiвнянь високих порядкiв i на комплекснозначi фун-

кцiї (див., наприклад, роботу В. А. Михайлеця i Н. В. Реви [23]).

На вiдмiну вiд задачi Кошi, крайовi задачi для звичайних диференцiаль-

них рiвнянь дослiджено iстотно менш повно. Це зумовлено великою рiзно-

манiтнiстю крайових умов. Систематичне дослiдження крайових задач було

започатковано в роботах I. Т. Кiгурадзе [10 – 12] i М. Ашордiа [46]. Ними
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була дослiджена неперервнiсть за малим параметром ε розв’язкiв лiнiйних

крайових задач вигляду

y′(t, ε) + A(t, ε)y(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (1.9)

B(ε)y(·, ε) = q(ε), (1.10)

де для кожного ε ∈ [0, ε0) виконуються такi припущення:

A(·, ε) ∈ L1([a, b],Rm×m), f(·, ε) ∈ L1([a, b],Rm), q(ε) ∈ Rm,

i, окрiм того,

B(ε) : C([a, b],Rm)→ Rm

є довiльний неперервний лiнiйний оператор. Розв’язок y(t, ε) цiєї задачi роз-

глядається у класi AC([a, b],Rm) вектор-функцiй, абсолютно неперервних на

вiдрiзку [a, b]. Оскiльки похiдна довiльної вектор-функцiї з цього класу iснує

майже скрiзь на [a, b], то i диференцiальне рiвняння (1.10) розглядається май-

же в усiх точках t ∈ [a, b]. I. Т. Кiгурадзе отримав достатнi умови рiвномiрної

збiжностi при ε→ 0+ розв’язку y(t, ε).

Теорема 1.4 (Кiгурадзе [10]). Припустимо, що однорiдна гранична кра-

йова задача

y′(t, 0) = −A(t, 0)y(t, 0), a ≤ t ≤ b, B(0)y(t, 0) = 0 (1.11)

має лише тривiальний розв’язок. Нехай при ε→ 0+ виконуються такi сiм

умов:

1) ‖A(·, ε)‖L1
= O(1);

2) ‖f(·, ε)‖L1
= O(1);

3) ‖B(ε)‖ = O(1);

4) max
t∈[a,b]

∥∥∥ t∫
a

A(s, ε)ds−
t∫
a

A(s, 0)ds
∥∥∥→ 0;
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5) max
t∈[a,b]

∥∥∥ t∫
a

f(s, ε)ds−
t∫
a

f(s, 0)ds
∥∥∥→ 0;

6) q(ε)→ q(0) в Rm;

7) B(ε)y → B(0)y в Rm для кожного y ∈ AC([a, b],Rm).

Тодi крайова задача (1.9), (1.10) має єдиний розв’язок при 0 ≤ ε � 1 i вiн

задовольняє умову

y(·, ε)→ y(·, 0) в C([a, b],Rm) при ε→ 0 + .

Як зауважили В. А. Михайлець i Н. В. Рева [25], умови 3) i 7) у цiй теоремi

значать, що оператор B(ε) сильно збiгається до оператора B(0) при ε→ 0+.

Тому в умовi 7) множину AC([a, b],Rm) можна замiнити довiльною пiдмно-

жиною вектор-функцiй, повною у банаховому просторi C([a, b],Rm). Оскiльки

простiр Rm скiнченновимiрний, то ця умова еквiвалентна слабкiй збiжностi

оператора B(ε) до B(0) при ε→ 0+. Отже, умова 7) iстотно слабша за умову

рiвномiрної збiжностi оператора B(ε) до B(0). Окрiм того, можна показати,

що умови 1) i 4) випливають iз слабкої збiжностi матрицi-функцiї A(·, ε) до

A(·, 0) у просторi L1([a, b],Rm×), а умови 2) i 5) випливають iз слабкої збi-

жностi вектор-функцiї f(·, ε) до f(·, 0) у просторi L1([a, b],Rm). Й поготiв цi

умови випливають iз збiжностi у нормах вiдповiдних просторiв. Керуючись

цими мiркуваннями, В. А. Михайлець i Н. В. Рева [25] узагальнили умови

теореми Кiгурадзе i покращили його результати. До того ж В. А. Михай-

лець i Н. В. Рева розглянули бiльш загальну ситуацiю, коли розв’язки, правi

частини i коефiцiєнти диференцiального рiвняння (1.9) є комплекснозначни-

ми функцiями i тому у крайовiй умовi (1.10) фiгурує неперервний лiнiйний

оператор

B(ε) : C([a, b],Cm)→ Cm,

на парi комплексних банахових просторiв.
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Сформулюємо цi результати. Позначимо черезMm[a, b] множину усiх аб-

страктних функцiй

[0, ε0) 3 ε 7→ R(·, ε) ∈ L1([a, b],Cm×m)

таких, що роз’язок Z(t, ε) матричної задачi Кошi

Z ′(t, ε) = −R(t, ε)Z(t, ε), a ≤ t ≤ b, Z(a, ε) = Im

задовольняє граничне спiввiдношення

lim
ε→0+

‖Z(·, ε)− Im‖L∞ = 0.

Теорема 1.5 (Перше узагальнення теореми Кiгурадзе; Михайлець i Рева

[25]). У формулюваннi теореми 1.4 можна замiнити умови 1) i 4) на бiльш

слабку умову

функцiя R(·, ε) := A(·, ε)− A(·, 0) аргументу ε ∈ [0, ε0)

належить до Mm.
(1.12)

Для заданих

A(·, ε) ∈ L1([a, b],Cm×m) i f(·, ε) ∈ L1([a, b],Cm)

покладемо

Af(t, ε) :=

 A(t; ε) f(t, ε)

0 0


для довiльних t ∈ [a, b] i ε ∈ [0, ε0). Тут вектор-функцiя f(·, ε) подана у

виглядi стовпця. Отже,

Af(·, ε) ∈ L1([a, b],C(m+1)×(m+1)).

Теорема 1.6 (Друге узагальнення теореми Кiгурадзе; Михайлець i Рева

[25]). У формулюваннi теореми 1.4 можна замiнити умови 2) i 5) на бiльш

слабку умову

функцiя Rf(·, ε) := Af(·, ε)− Af(·, 0) аргументу ε ∈ [0, ε0)

належить до Mm+1.
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Як показав I. Т. Кiгурадзе [10], якщо однорiдна крайова задача, що вiд-

повiдає (1.9), (1.10), має лише тривiальний розв’язок, то для напiводнорiдної

крайової задачi (1.9), (1.10) з q(ε) = 0 iснує матриця Грiна, тобто матриця-

функцiя

G(·, ·, ε) ∈ L∞([a, b]× [a, b];Rm×m)

така, що розв’язок останньої задачi зображається у виглядi

y(t, ε) =

b∫
a

G(t, s, ε)f(s, ε)ds при a ≤ t ≤ b

для кожної вектор-функцiї f(·, ε) ∈ L1([a, b],Rm). Ця матриця Грiна визнача-

ється однозначно з точнiстю до значень на пiдмножинi квадрата [a, b]× [a, b]

лебегової мiри нуль.

В. А. Михайлець i Н. В. Рева встановили достатнi умови неперервностi за

параметром ε вказаної матрицi Грiна у нормi ‖ · ‖L∞. Ними була розглянута

загальна ситуацiя, коли коефiцiєнти i правi частини системи диференцiаль-

них рiвнянь (1.9) є комплекснозначними функцiями.

Теорема 1.7 (Михайлець i Рева [25]). Припустимо, що однорiдна грани-

чна крайова задача (1.11) має лише тривiальний розв’язок. Нехай виконує-

ться умова (1.12) i крайовий оператор B(ε) рiвномiрно збiгається до B(0)

при ε→ 0+. Тодi для достатньо малих ε ≥ 0 iснує матриця Грiна

G(·, ·, ε) ∈ L∞([a, b]× [a, b];Cm×m) (1.13)

та

lim
ε→0+

‖G(·, ·, ε)−G(·, ·, 0)‖L∞ = 0. (1.14)

Пiзнiше Т. I. Кодлюк, В. А. Михайлець i Н. В. Рева [15] ввели поняття нор-

мованої матрицi Грiна для напiводнорiдної крайової задачi (1.9), (1.10). Ця

матриця означається однозначно в усiх точках квадрата [a, b]× [a, b]. Т. I. Ко-

длюк, В. А. Михайлець i Н. В. Рева показали, що за умов теореми 1.7 нормо-
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вана матриця Грiна iснує для достатньо малих ε ≥ 0 i рiвномiрно збiгається

на [a, b]× [a, b] до нормованої матрицi Грiна, яка вiдповiдає ε = 0.

Для систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь довiльного порядку r ≥ 1

загальнi крайовi задачi дослiджено В. А. Михайлецем i Г. О. Чехановою [54].

Таку задачу, залежну вiд параметра ε ∈ [0, ε0), запишемо у виглядi

z(r)(t, ε) +
r∑
j=1

Kr−j(t, ε)z
(r−j)(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (1.15)

B(ε)z(·, ε) = q(ε). (1.16)

Тут для кожного ε ∈ [0, ε0) задано матрицi-функцiї

Ar−j(·, ε) ∈ L1([a, b],Cm×m), j = 1, . . . , r,

вектор-функцiю

f(·, ε) ∈ L1([a, b],Cm),

лiнiйний неперервний оператор

B(ε) : C(r−1)([a, b],Cm)→ Crm

i вектор q(ε) ∈ Cm. Розв’язкок z(t, ε) цiєї задачi має абсолютно неперервну

похiдну порядку r − 1 i задовольняє диференцiальне рiвняння (1.15) майже

скрiзь на [a, b].

Для загальної крайової задачi (1.15), (1.16) В. А. Михайлець i Г. О. Че-

ханова знайшли конструктивнi умови, за яких розв’язок z(·, ε) неперервний

за параметром ε при ε = 0 у нормованому просторi C(r−1)([a, b],Cm). Сфор-

мулюємо вiдповiдний результат. Для будь-яких j ∈ {1, . . . , r} i ε ∈ [0, ε0)

введемо функцiї

Rj−1(t, ε) := Aj−1(t, ε)− Aj−1(t, 0),

R∨j−1(t, ε) :=

t∫
a

Rj−1(s, ε) ds, f∨(t, ε) :=

t∫
a

f(s, ε) ds

аргументу t ∈ [a, b].
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Теорема 1.8 (Михайлець i Чеханова [54]). Припустимо, що однорiдна

крайова задача (1.15), (1.16), де ε = 0, має лише тривiальний розв’язок.

Нехай при ε→ 0+ виконуються такi чотири умови:

1) ‖Rr−1(·, ε)R∨j−1(·, ε)‖L1
→ 0 для кожного j ∈ {1, . . . , r};

2) ‖R∨j−1(·, ε)‖L∞ → 0 для кожного j ∈ {1, . . . , r};

3) ‖f(·, ε)‖L1
= O(1) i ‖f∨(·, ε)− f∨(·, 0)‖L∞ → 0;

4) B(ε)z → B(0)z для довiльного z ∈ C(r−1)([a, b],Cm) та q(ε) → q(0),

обидвi збiжностi в Crm.

Тодi для кожного достатньо малого ε ≥ 0 iснує єдиний розв’язок z(·, ε)

крайової задачi (1.15), (1.16) i вiн має граничну властивiсть

z(·, ε)→ z(·, 0) в C(r−1)([a, b],Cm) при ε→ 0 + .

У роботах В. А. Михайлеця, Н. В. Реви, Т. I. Кодлюк, Є. В. Гнип [24, 6,

51] i В. А. Михайлеця, Г. О. Чеханової [27, 28] введено i дослiджено макси-

мально широкi класи лiнiйних крайових задач для систем звичайних дифе-

ренцiальних рiвнянь, розв’язки яких пробiгають вiдповiдно простiр Соболєва

W n+1
p ([a, b],Cm), де 0 ≤ n ∈ Z i 1 ≤ p < ∞, або простiр C(n+1)([a, b],Cm), де

0 ≤ n ∈ Z. Цi крайовi задачi названо тотальними щодо вказаного простору.

Першою у цьому напрямку була робота В. А. Михайлеця i Н. В. Реви

[24], у якiй була розглянута тотальна крайова задача щодо простору Собо-

лєва W 1
1 . Ця задача, залежна вiд параметра ε, складається з системи (1.9)

диференцiальних рiвнянь першого порядку i крайової умови

α(ε)y(a, ε) +

b∫
a

Φ(t, ε)y′(t, ε)dt = q(ε), (1.17)

де для кожного ε ∈ [0, ε0) задано

A(·, ε) ∈ L1([a, b],Cm×m), f(·, ε) ∈ L1([a, b],Cm),

Φ(·, ε) ∈ L∞([a, b],Cm×m), α(ε) ∈ Cm×m, q(ε) ∈ Cm.
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Розв’язок y(·, ε) цiєї задачi розглядається у просторi Соболєва W 1
1 ([a, b],Cm).

Оскiльки останнiй збiгається з класом AC([a, b],Cm), то y(·, ε) задовольняє

диференцiальне рiвняння (1.9) майже скрiзь на вiдрiзку [a, b]. Вiдмiтимо, що

лiва частина крайової умови (1.17) задає довiльний неперервний лiнiйний

оператор

B(ε) : W 1
1 ([a, b],Cm)→ Cm.

Якщо усi елементи матрицi-функцiї Φ(t, ε) мають обмежену по t варiацiю на

вiдрiзку [a, b], то розглянутий клас тотальних крайових задач мiстить у собi

клас загальних крайових задач. Було дослiджено питання iснування, єдиностi

i неперервностi за параметром ε розв’язку i матрицi Грiна тотальної крайової

задачi щодо простору Соболєва W 1
1 . Сформулюємо отриманi результати.

Теорема 1.9 (Михайлець i Рева [24]). Припустимо, що однорiдна крайова

задача (1.9), (1.17), де ε = 0, має лише тривiальний розв’язок. Нехай при

ε→ 0+ виконуються такi п’ять умов:

1) A(·, ε)→ A(·, 0) в L1([a, b],Cm×m);

2) f(·, ε)→ f(·, 0) в L1([a, b],Cm);

3) q(ε)→ q(0) в Cm;

4) α(ε)→ α(0) в Cm×m;

5) Φ(·, ε)→ Φ(·, 0) в L∞([a, b],Cm×m).

Тодi для кожного достатньо малого ε ≥ 0 iснує єдиний роз’язок y(·, ε) кра-

йової задачi (1.9), (1.17) i вiн має граничну властивiсть

y(·, ε)→ y(·, 0) в W 1
1 ([a, b],Cm) при ε→ 0 + .

Теорема 1.10 (Михайлець i Рева [24]). Припустимо, що однорiдна кра-

йова задача (1.9), (1.17), де ε = 0, має лише тривiальний розв’язок. Нехай
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при ε → 0+ виконуються умови 1), 4) i 5) теореми 1.9. Тодi для кожного

достатньо малого ε > 0 iснує матриця Грiна (1.13) напiводнорiдної крайо-

вої задачi (1.9), (1.17), де q(ε) = 0, i ця матриця Грiна задовольняє граничну

властивiсть (1.14).

Пiзнiше Т. I. Кодлюк i В. А. Михайлець [51] узагальнили результати ро-

боти [24] на крайовi задачi для систем диференцiальних рiвнянь першого

порядку, тотальнi щодо простору Соболєва W n+1
p , де 0 ≤ n ∈ Z i 1 ≤ p <∞.

Розглянемо крайову задачу цього класу, залежну вiд параметра ε ∈ [0, ε0).

Вона складається з системи (1.9) диференцiальних рiвнянь першого порядку

i крайової умови

B(ε)y(·, ε) = q(ε), (1.18)

де для кожного ε ∈ [0, ε0) задано функцiї

A(·, ε) ∈ W n
p ([a, b],Cm×m), (1.19)

f(·, ε) ∈ W n
p ([a, b],Cm),

вектор q(ε) ∈ Cm i неперервний лiнiйний оператор

B(ε) : W n+1
p ([a, b],Cm)→ Cm. (1.20)

Розв’язок y(·, ε) цiєї задачi розглядається у просторi W n+1
p ([a, b],Cm).

Права частина f(·, ε) (векторного) диференцiального рiвняння (1.9) про-

бiгає увесь простiрW n
p ([a, b],Cm) тодi i лише тодi, коли розв’язок y(·, ε) цього

рiвняння пробiгає увесь простiр W n+1
p ([a, b],Cm). Тому крайова умова (1.18)

з довiльним неперервним оператором (1.20) є найбiльш загальною для дифе-

ренцiального рiвняння (1.9), коефiцiєнти яких задовольняють умову (1.19).

Теорема 1.11 (Кодлюк i Михайлець [51]). Припустимо, що однорiдна

крайова задача (1.9), (1.18), де ε = 0, має лише тривiальний розв’язок. Не-

хай при ε→ 0+ виконуються такi чотири умови:

1) A(·, ε)→ A(·, 0) в W n
p ([a, b],Cm×m);
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2) f(·, ε)→ f(·, 0) в W n
p ([a, b],Cm);

3) q(ε)→ q(0) в Cm;

4) B(ε)y → B(0)y в Cm для довiльного y ∈ W n+1
p ([a, b],Cm).

Тодi для кожного достатньо малого ε ≥ 0 iснує єдиний роз’язок y(·, ε) кра-

йової задачi (1.9), (1.18) i вiн має граничну властивiсть

y(·, ε)→ y(·, 0) в W n+1
p ([a, b],Cm) при ε→ 0 + .

В. А. Михайлець i Г. О. Чеханова [27, 28] ввели i дослiдили крайовi задачi

тотальнi щодо простору C(n+1)([a, b],Cm), де 0 ≤ n ∈ Z. Цi задачi ставля-

ться для систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого порядку. Введе-

на В. А. Михайлецем i Г. О. Чехановою тотальна крайова задача, залежна

вiд параметра ε, складається з системи (1.9) диференцiальних рiвнянь пер-

шого порядку i крайової умови (1.18), у яких для кожного ε ∈ [0, ε0) задано

функцiї

A(·, ε) ∈ C(n)([a, b],Cm×m), (1.21)

f(·, ε) ∈ C(n)([a, b],Cm), (1.22)

вектор q(ε) ∈ Cm i неперервний лiнiйний оператор

B(ε) : C(n+1)([a, b],Cm)→ Cm.

Розв’язок y(·, ε) цiєї задачi розглядається у просторi C(n+1)([a, b],Cm).

Права частина f(·, ε) диференцiального рiвняння (1.9) пробiгає увесь про-

стiр C(n)([a, b],Cm) тодi i лише тодi, коли розв’язок y(·, ε) цього рiвняння про-

бiгає увесь простiр C(n+1)([a, b],Cm). Тому крайова умова (1.18) з довiльним

неперервним оператором (1.20) є найбiльш загальною для диференцiально-

го рiвняння (1.9), коефiцiєнти яких задовольняють умову (1.21). Ця крайова

умова охоплює як усi види класичних крайових умов (початковi умови Кошi,
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багатоточковi крайовi умови, рiзнi iнтегральнi умови, умови мiшаних кра-

йових задач), так i некласичнi крайовi умови, якi мiстять похiднi шуканої

функцiї до порядку n+ 1 включно.

Теорема 1.12 (Михайлець i Чеханова [28]). Припустимо, що однорiдна

крайова задача (1.9), (1.18), де ε = 0, має лише тривiальний розв’язок. Не-

хай при ε→ 0+ виконуються такi чотири умови:

1) A(·, ε)→ A(·, 0) в C(n)([a, b],Cm×m);

2) f(·, ε)→ f(·, 0) в C(n)([a, b],Cm);

3) q(ε)→ q(0) в Cm;

4) B(ε)y → B(0)y в Cm для довiльного y ∈ C(n+1)([a, b],Cm).

Тодi для кожного достатньо малого ε ≥ 0 iснує єдиний роз’язок y(·, ε) кра-

йової задачi (1.9), (1.18) i вiн має граничну властивiсть

y(·, ε)→ y(·, 0) в C(n+1)([a, b],Cm) при ε→ 0 + . (1.23)

Теореми про iснування, єдинiсть i неперервнiсть за параметром розв’язкiв

загальних i тотальних крайових задач та методика їх доведень були засто-

сованi до дослiдження багатоточкових крайових задач у роботах Є. В. Гнип

i Т. I. Кодлюк [5], Т. I. Кодлюк [13], Г. О. Чеханової [43, 45], до вивчення

питань про iснування i неперервну залежнiсть вiд параметра матриць Грi-

на крайових задач у роботах В. А. Михайлеця, Т. I. Кодлюк i Н. В. Реви

[15, 24, 25, 51], В. А. Михайлеця i Г. О. Чеханової [44, 54], у спектральнiй

теорiї диференцiальних операторiв iз сингулярними коефiцiєнтами у роботах

А. С. Горюнова, В. А. Михайлеця i К. Панкрашкiна [7, 47, 48, 49].

Як приклад цих застосувань, сформулюємо один результат Г. О. Чеха-

нової [45] (п. 2.4) про неперервну залежнiсть вiд параметра розв’язкiв бага-

тоточкових крайових задач. Цей результат близький до питань розглянутих



35

у четвертому роздiлi дисертацiї. Для системи (1.9) диференцiальних рiвнянь

першого порядку, яка задовольняє умови (1.21) i (1.22), розглядається при

кожному ε ∈ (0, ε0) багатоточкова крайова умова

B(ε)y(·, ε) ≡
p+q∑
j=1

n+1∑
l=0

βj,l(ε)y
(l)(tj(ε), ε) = q(ε), (1.24)

а при ε = 0 — багатоточкова крайова умова

B(ε)y(·, 0) ≡
p∑
j=1

n+1∑
l=0

βj,l(0)y(l)(tj(0), 0) = q(0). (1.25)

Тут при кожному ε ∈ [0, ε0) задано числовi матрицi βj,l(ε) ∈ Cm×m, точки

tj(ε) ∈ [a, b] i вектор q(ε) ∈ Cm. Вiдмiтимо, що у граничнiй крайовiй умо-

вi (1.25) зовнiшня сума мiстить на q доданкiв менше, нiж зовнiшня сума в

крайовiй умовi (1.24).

Для кожного ε ∈ [0, ε0) розглянута крайова задач є тотальною щодо про-

стору C(n+1); тому для неї застосовна теорема 1.12. В останнiй замiсть умо-

ви 4) можна узяти явнi умови, вираженi у термiнах лiвих частин багатото-

чкових крайових умов (1.24) i (1.25).

Теорема 1.13 (Чеханова, [45, с. 74]). Припустимо, що однорiдна крайова

задача, яка складається з системи (1.9), де ε = 0, i крайової умови (1.25),

має лише тривiальний розв’язок. Нехай при ε → 0+ виконуються умови

1), 2) i 3) теореми 1.12 i ще такi двi умови:

4′) βj,l(ε)→ βj,l(0) i tj(ε)→ tj(0) для кожного j ∈ {1, . . . , p};

4′′) βj,l(ε)→ 0 для кожного j ∈ {p+ 1, . . . , p+ q}.

Тодi для кожного достатньо малого ε ≥ 0 iснує єдиний роз’язок y(·, ε) кра-

йової задачi (1.9), (1.24) ( (1.25), якщо ε = 0) i вiн має граничну власти-

вiсть (1.23).
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Як бачимо, поняття тотальної крайової задачi виявилося досить плiдним

у теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь. З огляду на отриманi результа-

ти стосовно властивостей цих задач та їх застосувань, можна запропонувати

таку програму подальшого розвитку теорiї тотальних крайових задач: до-

слiдження цих задач для систем диференцiальних рiвнянь високих порядкiв,

для функцiональних просторiв з дробовим показником регулярностi таких як

простори Гельдера i простори Соболєва-Слободецького, отримання не лише

достатнiх, але i необхiдних конструктивних умов неперервностi за параме-

тром розв’язкiв тотальних крайових задач, знаходження оцiнок швидкостi

збiжностi розв’язкiв цих задач до розв’язку незбуреної задачi, дослiдження

рiзних класiв некласичних багатоточкових крайових задач. Iстотна частина

цiєї програми реалiзована у данiй дисертацiї.
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РОЗДIЛ 2

ТОТАЛЬНI КРАЙОВI ЗАДАЧI ДЛЯ СИСТЕМ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

У цьому роздiлi вводиться i дослiджується максимально широкий клас лi-

нiйних крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь пер-

шого порядку, розв’язки яких належать до вказаного простору Гельдера.

2.1. Основнi позначення

У роботi використовуємо такi основнi позначення:

1. N, Z, R i C — вiдповiдно множини усiх натуральних, цiлих, дiйсних i

комплексних чисел; N0 := N ∪ {0}.

2. k, l := {j ∈ Z : k ≤ j ≤ l}, де k, l ∈ Z i k ≤ l.

3. Cm — m-вимiрний лiнiйний простiр усiх комплексних числових

векторiв-стовпцiв y = col(y1, y2, ..., ym), надiлений нормою

‖y‖ :=
m∑
j=1

|yj|.

4. Cm×µ — лiнiйний простiр усiх комплексних числових матриць порядку

m× µ, надiлений нормою

‖A‖ :=
m∑
j=1

µ∑
k=1

|aj,k|

матрицi A = (aj,k)j=1,...,m
k=1,...,µ

.

5. detA — визначник матрицi A.

6. Im — одинична матриця порядку m, та Om — квадратна нуль-матриця

матриця порядку m.
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7. C(l) := C(l)([a, b],C) — комплексний простiр усiх l ∈ N0 разiв неперервно

диференцiйовних функцiй x : [a, b]→ C, надiлений нормою

‖x‖l :=
l∑

j=0

max
{
|x(j)(t)| : t ∈ [a, b]

}
.

Тут i далi [a, b] є (скiнченний) вiдрiзок на дiйснiй осi. Простiр C(l) є

банаховою алгеброю.

8. C l,α := C l,α([a, b],C) — комплексний простiр Гельдера на [a, b] з пока-

зниками гладкостi l ∈ N0 i α ∈ (0, 1]. Вiн складається з усiх функцiй

x ∈ C(l) таких, що

‖x(l)‖′α := sup
{|x(l)(t2)− x(l)(t1)|

|t2 − t1|α
: t1, t2 ∈ [a, b], t1 6= t2

}
<∞.

Цей простiр надiлений нормою

‖x‖l,α := ‖x‖l + ‖x(l)‖′α

i є банаховою алгеброю. З метою унiфiкацiї позначень покладаємо

C l,0 := C(l).

9. (C l,α)m := C l,α([a, b],Cm) i (C l,α)m×m := C l,α([a, b],Cm×m), де l ∈ N0

i α ∈ [0, 1], є комплекснi банаховi простори вiдповiдно всiх вектор-

функцiй та квадратних матриць-функцiй порядку m, елементи яких

належать до C l,α. Норми у цих просторах дорiвнюють сумi норм в

C l,α усiх компонентiв вектор- або матриць-функцiй. Усi цi норми по-

значаємо через ‖ · ‖l,α. З контексту завжди буде зрозумiло у якому

просторi (скалярних, вектор-, або матриць-функцiй) розглядається нор-

ма ‖ · ‖l,α. У випадку α = 0 покладаємо також (C(l))m := (C l,α)m,

(C(l))m×m := (C l,α)m×m та ‖ · ‖l := ‖ · ‖l,α.

10. Bn ⇒ B позначає рiвномiрну збiжнiсть лiнiйних обмежених операторiв.

11. Bn
s−→ B позначає сильну збiжнiсть лiнiйних обмежених операторiв.

У роботi числовi вектори i вектор-функцiї трактуються як стовпцi.
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2.2. Постановка задачi

Нехай довiльним чином вибрано (скiнченний) вiдрiзок [a, b] ⊂ R, числа

m ∈ N, n ∈ N0 i дiйсне число α таке, що 0 ≤ α ≤ 1. Розглядаємо таку

крайову задачу для системи m лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого

порядку:

Ly(t) ≡ y′(t) + A(t)y(t) = f(t), a ≤ t ≤ b, (2.1)

By = q. (2.2)

Тут є шуканою вектор-функцiя y ∈ (Cn+1,α)m i довiльно задано матрицю-

функцiю A ∈ (Cn,α)m×m, вектор-функцiю f ∈ (Cn,α)m, вектор q ∈ Cm i

лiнiйний неперервний оператор

B : (Cn+1,α)m → Cm. (2.3)

Оскiльки цей оператор дiє у простiр Cm, то крайова умова (2.2) задає m

скалярних крайових умов для системи m диференцiальних рiвнянь.

Крайова умова (2.2) з неперервним оператором (2.3) є найбiльш загальною

для системи диференцiальних рiвнянь (2.1), що випливає з леми 2.1, поданої

нижче. Ця умова охоплює як усi вiдомi типи класичних крайових умов (умови

задачi Кошi, рiзнi багатоточковi умови, iнтегральнi умови, умови змiшаних

крайових задач), так i рiзнi некласичнi крайовi умови. Останнi можуть мi-

стити похiднi шуканих функцiй порядку k, де 1 ≤ k ≤ n + 1. Тому крайову

задачу (2.1), (2.2) називаємо тотальною щодо простору Гельдера Cn+1,α.

Лема 2.1. Нехай матриця-функцiя A ∈ (Cn,α)m×m. Якщо диференцi-

йовна функцiя y : [a, b] → Cm є розв’язком рiвняння (2.1) для деякої пра-

вої частини f ∈ (Cn,α)m, то y ∈ (Cn+1,α)m. Бiльше того, якщо f пробiгає

весь простiр (Cn,α)m, то розв’язки рiвняння (2.1) пробiгають весь простiр

(Cn+1,α)m.
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Доведення. Припустимо, що для деякого f ∈ (Cn,α)m диференцiйовна

вектор-функцiя y є розв’язком рiвняння (2.1). Доведемо, що y ∈ (Cn+1,α)m.

Враховуючи, що A i f є принаймнi неперервними на [a, b], маємо

y′ = f − Ay ∈ (C(0))m.

Звiдси, y ∈ (C(1))m ⊂ (C0,α)m. Бiльше того,

(
y ∈ (C l,α)m ⇒ y ∈ (C l+1,α)m

)
для кожного l ∈ Z ∩ [0, n]. (2.4)

Справдi, якщо y ∈ (C l,α)m для деякого цiлого числа l ∈ [0, n], то

y′ = f − Ay ∈ (C l,α)m,

i тому y ∈ (C l+1,α)m. Включення y ∈ (C0,α)m i властивiсть (2.4) тягнуть за

собою потрiбне включення y ∈ (Cn+1,α)m.

Доведемо останнє твердження леми. Для довiльного f ∈ (Cn,α)m iснує

розв’язок y рiвняння (2.1). Як щойно було показано, y ∈ (Cn+1,α)m. Це, вра-

ховуючи очевидну iмплiкацiю

y ∈ (Cn+1,α)m ⇒ Ly ∈ (Cn,α)m,

доводить останнє твердження леми. Лема 2.1 доведена.
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2.3. Розв’язнiсть задачi

Запишемо крайову задачу (2.1), (2.2) у короткiй формi (L,B)y = (f, q) за

допомогою неперервного лiнiйного оператора

(L,B) : (Cn+1,α)m → (Cn,α)m × Cm. (2.5)

Теорема 2.1. Оператор (2.5) є фредгольмовим з iндексом нуль.

У важливому випадку, коли α = 0, ця теорема встановлена В. А. Михай-

лецем i Г. О. Чехановою [27, с. 271] (теорема 1).

З огляду на теорему 2.1 нагадаємо, що лiнiйний неперервний оператор

T : E1 → E2, де E1 i E2 — банаховi простори, називають фредгольмовим,

якщо його ядро kerT i коядро E2/T (E1) скiнченновимiрнi. Якщо цей опера-

тор фредгольмiв, то його область значень T (E1) замкнена в E2, а iндекс

indT := dim kerT − dim(E2/T (E1))

скiнченний (див., наприклад, [42, лема 19.1.1]). Зауважимо, що часто в укра-

їномовнiй та росiйськомовнiй математичнiй лiтературi фредгольмiв оператор

з довiльним iндексом називають нетеровим, а термiн “фредгольмiв” застосо-

вують до нетерових операторiв з iндексом нуль. Використана у роботi термi-

нологiя є загальноприйнятою в англомовнiй лiтературi.

Доведення теореми 2.1. Покладемо Cy := y(a) ∈ Cm для довiльної

вектор-функцiї y ∈ (Cn+1,α)m. Лiнiйне вiдображення y 7→ (Ly,Cy), де

y ∈ (Cn+1,α)m є iзоморфiзмом

(L,C) : (Cn+1,α)m ↔ (Cn,α)m × Cm. (2.6)

Справдi, для довiльних f ∈ (Cn,α)m i q ∈ Cm, задача Кошi, яка скла-

дається з диференцiального рiвняння (2.1) i початкової умови y(a) = q, має

єдиний розв’язок y. На пiдставi леми 2.1, маємо включення y ∈ (Cn+1,α)m. То-

му, вказане вiдображення є взаємно однозначним лiнiйним оператором (2.6).
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Оскiльки вiн неперервний, то за теоремою Банаха про обернений оператор,

маємо iзоморфiзм (2.6).

Оператор (2.5) є скiнченновимiрним збуренням цього iзоморфiзму. Тому,

(2.5) є фредгольмовим оператором з iндексом нуль (див., наприклад, [42, на-

слiдок 19.1.8]). Теорема 2.1 доведена.

Встановимо критерiй оборотностi оператора (2.5). Позначимо через Y :=

(yj,k)
m
j,k=1 матрицант системи (2.1), вiднесений до точки t = a. Отже, Y —

єдиний розв’язок матричної задачi Кошi

Y ′(t) = −A(t)Y (t), a ≤ t ≤ b, (2.7)

Y (a) = Im. (2.8)

Вiдмiтимо, що Y ∈ (Cn+1,α)m×m згiдно з лемою 2.1. Покладемо

[BY ] :=

B

y1,1
...

ym,1

 . . . B


y1,m
...

ym,m


 . (2.9)

Таким чином, [BY ] є квадратна числова матриця порядку m, яка отримує-

ться в результатi дiї оператора B на стовпцi матрицi-функцiї Y .

Теорема 2.2. Оператор (2.5) є оборотним тодi i тiльки тодi, коли

det[BY ] 6= 0.

У важливому випадку, коли α = 0, ця теорема встановлена В. А. Михай-

лецем i Г. О. Чехановою [27, с. 272] (теорема 3).

Доведення теореми 2.2. За теоремою 2.1, оператор (2.5) є оборотним тодi

i тiльки тодi, коли його ядро є тривiальним. Тому теорему 2.2 буде доведено,

якщо ми обґрунтуємо еквiвалентнiсть

ker(L,B) 6= {0} ⇔ det[BY ] = 0.

Припустимо спочатку, що ker(L,B) 6= {0}. Тодi iснує нетривiальний

розв’язок y ∈ (Cn+1,α)m однорiдної крайової задачi (L,B)y = (0, 0). Вiн по-
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дається у виглядi y = Y p для деякого вектора p ∈ Cm \ {0}. Тому

0 = By = B(Y p) = [BY ]p.

Тут остання рiвнiсть правильна на пiдставi леми 2.2, наведеної зразу пiсля

цього доведення. Отже, det[BY ] = 0. Таким чином,

ker(L,B) 6= {0} ⇒ det[BY ] = 0.

Доведемо тепер обернену iмплiкацiю. Припустимо, що det[BY ] = 0. Тодi

iснує вектор p ∈ Cm \ {0} такий, що [BY ]p = 0. Вектор-функцiя y := Y p ∈

(Cn+1,α)m є нетривiальним розв’язком однорiдної системи

Ly(t) = 0 для усiх t ∈ [a, b].

Окрiм того,

By = B(Y p) = [BY ]p = 0.

Отже, 0 6= y ∈ ker(L,B). Таким чином,

det[BY ] = 0 ⇒ ker(L,B) 6= {0}.

Теорема 2.2 доведена.

У цьому доведеннi використано рiвнiсть B(Y p) = [BY ]p. Вона є окремим

випадком такого результату.

Нехай κ, λ, µ ∈ N, E — комплексний лiнiйний простiр, T : Eκ → Cλ є

лiнiйний оператор, а H є матриця розмiру κ × µ, елементи якої належать

до E. За аналогiєю з (2.9) позначимо через [TH] числову матрицю розмiру

λ × µ, кожний стовпець якої є результатом дiї оператора T на вiдповiдний

стовпець (з тим же номером) матрицi H.

Лема 2.2. За цих припущень правильна рiвнiсть

[TH]d = T (Hd) для довiльного стовпця d ∈ Cµ.
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Доведення. Запишемо

H = (hj,k)j=1,...,κ
k=1,...,µ

, d = col(d1, . . . , dµ), [TH] = (lj,k)j=1,...,λ
k=1,...,µ

,

де 
l1,k
...

lλ,k

 := T


h1,k
...

hκ,k


для кожного k ∈ {1, . . . , µ}. Тодi

T (Hd) = T


µ∑
k=1

h1,k dk

...
µ∑
k=1

hκ,k dk

 = T

µ∑
k=1

dk


h1,k
...

hκ,k

 =

=

µ∑
k=1

dk T


h1,k
...

hκ,k

 =

µ∑
k=1

dk


l1,k
...

lλ,k

 =


µ∑
k=1

l1,k dk

...
µ∑
k=1

lλ,k dk

 = [TH]d.

Лема 2.2 доведена.
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2.4. Критерiй неперервностi за параметром розв’язкiв

задачi

Зафiксуємо число ε0 > 0. Розглянемо систему m лiнiйних диференцiаль-

них рiвнянь першого порядку вигляду (2.1), (2.2), якi залежать вiд числового

параметра ε ∈ [0, ε0):

L(ε)y(t, ε) ≡ y′(t, ε) + A(t, ε)y(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (2.10)

B(ε)y(·, ε) = q(ε). (2.11)

Тут для кожного ε ∈ [0, ε0) вектор-функцiя y(·, ε) ∈ (Cn+1,α)m є шуканою

та довiльним чином задано матрицю-функцiю A(·, ε) ∈ (Cn,α)m×m, вектор-

функцiю f(·, ε) ∈ (Cn,α)m, неперервний лiнiйний оператор

B(ε) : (Cn+1,α)m → Cm (2.12)

i вектор q(ε) ∈ Cm. Отже, для кожного ε ∈ [0, ε0) крайова задача (2.10), (2.11)

є тотальною щодо простору Гельдера Cn+1,α.

Для цiєї задачi розглянемо такi

Граничнi умови при ε→ 0+:

(2.I) A(·, ε)→ A(·, 0) в (Cn,α)m×m;

(2.II) B(ε)y → B(0)y в Cm для кожного y ∈ (Cn+1,α)m.

Окрiм того, розглядається

Умова (2.0). Гранична однорiдна крайова задача

L(0)y(t, 0) = 0, a ≤ t ≤ b,

B(0)y(·, 0) = 0

має лише тривiальний розв’язок.
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Введемо

Базове означення розд. 2. Говоримо, що розв’язок крайової задачi

(2.10), (2.11) неперервно залежить вiд параметра ε при ε = 0, якщо вико-

нуються такi двi умови:

(∗) Iснує додатне число ε1 < ε0 таке, що для кожного ε ∈ [0, ε1) i будь-яких

правих частин f(·, ε) ∈ (Cn,α)m та q(ε) ∈ Cm, ця задача має єдиний

розв’язок y(·, ε) ∈ (Cn+1,α)m.

(∗∗) Збiжнiсть правих частин

f(·, ε)→ f(·, 0) в (Cn,α)m, q(ε)→ q(0) в Cm при ε→ 0+

тягне за собою збiжнiсть розв’язкiв

y(·, ε)→ y(·, 0) в (Cn+1,α)m при ε→ 0 + .

Сформулюємо основну теорему другого роздiлу.

Теорема 2.3. Для того, щоб розв’язок крайової задачi (2.10), (2.11) не-

перервно залежав вiд параметра ε при ε = 0 необхiдно i достатньо, щоб ця

задача задовольняла умову (2.0) i граничнi умови (2.I) та (2.II).

Ця теорема буде доведена у п. 2.6. У важливому випадку, коли α = 0,

достатнiсть у теоремi 2.3 встановлена В. А. Михайлецем i Г. О. Чехановою у

роботi [28, с. 26, 27].

Зауваження 2.1. Легко переконатися, що умови (∗) i (∗∗) базового озна-

чення еквiвалентнi таким умовам вiдповiдно:

(z) iснує додатне число ε1 < ε0 таке, що неперервний оператор

(L(ε), B(ε)) : (Cn+1,α)m → (Cn,α)m × Cm

є оборотним для кожного ε ∈ [0, ε1);
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(zz) обернений оператор (L(ε), B(ε))−1 збiгається сильно до (L(0), B(0))−1

при ε→ 0+.

Крiм того легко показати, що граничнi умови (2.I) i (2.II) разом еквiва-

лентнi такiй умовi:

(2.A) оператор (L(ε), B(ε)) збiгається до (L(0), B(0)) при ε → 0+ в сильнiй

операторнiй топологiї.

Отже, з основної теореми випливає, що при виконаннi умови (2.0), пра-

вильна еквiвалентнiсть

(2.A) ⇔
(
(z) ∧ (zz)

)
.

На перший погляд цей результат здається несподiваним. Справдi, якщо

X i Y є довiльними нескiнченновимiрними банаховими просторами, та

L(X, Y ) — лiнiйний простiр усiх неперервних лiнiйних операторiв з X в Y , то

множина всiх оборотних операторiв з L(X, Y ) є щiльною в L(X, Y ) в силь-

нiй операторнiй топологiї. Бiльше того, якщо простiр X має базис Шаудера,

то ця множина є не лише щiльною, а й секвенцiально щiльною. Крiм того,

вiдображення Inv : T 7→ T−1, задане на множинi всiх оборотних операторiв

T ∈ L(X, Y ), є всюди розривним у сильнiй операторнiй топологiї. Обґрунту-

вання цих фактiв буде наведено у п. 2.9.
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2.5. Допомiжнi результати

Тут буде встановлено декiлька результатiв, пов’язаних з дослiджуваною

крайовою задачею. Вони будуть використанi в доведеннi основної теореми

другого роздiлу.

Лема 2.3. Для диференцiального оператора L(ε) маємо таку еквiвален-

тнiсть збiжностей при ε→ 0+:

(L(ε)⇒ L(0))⇔ (L(ε)
s−→ L(0))⇔ (‖A(ε)− A(0)‖n,α → 0).

Тут рiвномiрна i сильна збiжностi розглядаються для лiнiйних неперерв-

них операторiв

L(ε) : (Cn+1,α)m → (Cn,α)m,

де 0 ≤ ε < ε0.

Доведення. Оскiльки з рiвномiрної збiжностi лiнiйних неперервних опера-

торiв випливає їх сильна збiжнiсть, то для доведеннi цiєї леми залишається

обґрунтувати такi двi iмплiкацiї:

(L(ε)
s−→ L(0))⇒ (‖A(ε)− A(0)‖n,α → 0),

(‖A(ε)− A(0)‖n,α → 0)⇒ (L(ε)⇒ L(0)).

Доведемо першу з них. Припустимо, що L(ε)
s−→ L(0). Тодi

Y ′ + A(ε)Y = [L(ε)Y ]→ [L(0)Y ] = Y ′ + A(0)Y в (Cn,α)m×m

при ε → 0+ для кожної матрицi-функцiї Y ∈ (Cn+1,α)m×m. При цьому

матриця-функцiя [L(ε)Y ] утворена стовпцями, якi є результатами дiї опера-

тора L(ε) на вiдповiднi стовпцi матрицi Y . Узявши тут Y (t) ≡ Im, отримаємо

потрiбну збiжнiсть A(ε) → A(0) в (Cn,α)m×m при ε → 0+. Перша iмплiкацiя

доведена.
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Обґрунтуємо другу iмплiкацiю. Припустимо, що ‖A(ε)−A(0)‖n,α → 0 при

ε→ 0+. Для довiльної вектор-функцiї y ∈ (Cn+1,α)m маємо таке:

‖(L(ε)− L(0))y‖n,α = ‖(A(ε)− A(0))y‖n,α ≤

≤ cn,α ‖A(ε)− A(0)‖n,α ‖y‖n,α ≤ cn,α ‖A(ε)− A(0)‖n,α ‖y‖n+1,α.

Тут cn,α — деяке додатне число, не залежне вiд y; воно iснує, оскiльки Cn,α —

банахова алгебра. Тому

‖L(ε)− L(0)‖ ≤ cn,α ‖A(ε)− A(0)‖n,α → 0 при ε→ 0 + .

Тут ‖ · ‖ позначає норму лiнiйного обмеженого оператора на парi просторiв

(Cn+1,α)m i (Cn,α)m. Друга iмплiкацiя, а з нею i лема 2.3 доведена.

Позначимо через Yn+1,α множину всiх матриць-функцiй Y ∈ (Cn+1,α)m×m

таких, що Y (a) = Im i detY (t) 6= 0 для кожної точки t ∈ [a, b]. Надiлимо цю

множину метрикою iз банахового простору (Cn+1,α)m×m.

Теорема 2.4. Розглянемо нелiнiйне вiдображення Υ : A 7→ Y , яке ко-

жнiй матрицi-функцiї A ∈ (Cn,α)m×m ставить у вiдповiднiсть єдиний

розв’язок Y ∈ (Cn+1,α)m×m матричної задачi Кошi (2.7), (2.8). Це вiдображе-

ння є гомеоморфiзмом банахового простору (Cn,α)m×m на метричний про-

стiр Yn+1,α.

У важливому випадку, коли α = 0, ця теорема встановлена В. А. Михай-

лецем i Г. О. Чехановою [28] (див. також кандидатську дисертацiю Г. О. Че-

ханової [45, с. 54] (теорема 2.3)).

Нехай A ∈ (Cn,α)m×m. У доведеннi цiєї теореми буде використано вла-

стивостi iнтегрального оператора VA, який довiльнiй матрицi-функцiї Y ∈

(Cn+1,α)m×m ставить у вiдповiднiсть матрицю-функцiю

(VAY )(t) :=

t∫
a

A(s)Y (s) ds аргументу t ∈ [a, b]. (2.13)
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Звiсно, для кожного Y ∈ (Cn+1,α)m×m правильна еквiвалентнiсть

ΥA = Y ⇔ (I + VA)Y = Im. (2.14)

Тут i надалi I позначає тотожний оператор у вiдповiдному просторi. Доведе-

мо спочатку таку властивiсть оператора VA.

Лема 2.4. Нехай A ∈ (Cn,α)m×m. Тодi лiнiйний оператор VA є компа-

ктним на (Cn+1,α)m×m, а його норма задовольняє нерiвнiсть

‖VA‖ ≤ κ ‖A‖n,α, (2.15)

де κ деяке додатне число, незалежне вiд A. Крiм того, цей оператор є

квазiнiльпотентним, тобто для кожного λ ∈ C виконується iзоморфiзм

I − λVA : (Cn+1,α)m×m ↔ (Cn+1,α)m×m. (2.16)

Доведення. Для довiльної матрицi-функцiї Y ∈ (Cn,α)m×m маємо таке:

‖VAY ‖n+1,α = ‖VAY ‖0 + ‖AY ‖n,α ≤

≤ (b− a) ‖AY ‖0 + ‖AY ‖n,α ≤

≤ (b− a) c0 ‖A‖0 ‖Y ‖0 + c1 ‖A‖n,α ‖Y ‖n,α.

Тут c0 i c1 — деякi додатнi числа, якi не залежать вiд A i Y . Цi числа iснують,

оскiльки C(0) i Cn,α є банаховими алгебрами. Тому

‖VAY ‖n+1,α ≤ c2 ‖A‖n,α ‖Y ‖n,α

де c2 := ((b − a)c0 + c1). Таким чином, вiдображення Y 7→ VAY є обмеже-

ним оператором з простору (Cn,α)m×m у простiр (Cn+1,α)m×m, причому норма

цього оператора не перевищує числа c2‖A‖n,α. Звiдси, з огляду на компактне

вкладення

(Cn+1,α)m×m ↪→ (Cn,α)m×m
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робимо висновок, що звуження цього вiдображення на простiр (Cn+1,α)m×m

є компактним оператором на цьому просторi. Окрiм того, норма цього опе-

ратора задовольняє нерiвнiсть (2.15), де κ := c2c3, а c3 є нормою вказаного

компактного вкладення.

Обґрунтуємо останнє речення леми 2.4. Нехай λ ∈ C. Оскiльки матриця-

функцiя A неперервна на [a, b], то вiдображення Y 7→ Y − λVAY , де Y ∈

(C(0))m×m, є iзоморфiзмом простору (C(0))m×m на себе. Це випливає з огляду

на теорему Банаха про обернений оператор з того, що iнтегральне рiвняння

Вольтерра другого роду

Y (t)− λ
t∫

a

G(t, s)Y (s)ds = F (t) при a ≤ t ≤ b,

має єдиний розв’язок Y ∈ (C(0))m×m для кожного F ∈ (C(0))m×m; тут квадра-

тна матриця-функцiя G(t, s) неперервна при a ≤ s ≤ t ≤ b. (Нам потрiбен

окремий випадок, коли ядро G(t, s) = A(s) не залежить вiд t.) Цей факт

добре вiдомий, якщо m = 1 (див., наприклад, [1, c. 306] (вправа 6.7), або [3,

c. 99] (теорема 7.1) у випадку дiйсних функцiй). Для довiльного m ∈ N до-

ведення аналогiчно мiркуванням у випадку m = 1. Для повноти викладення

доведення буде наведено наприкiнцi цього пiдроздiлу.

Звуження цього iзоморфiзму на простiр (C0,α)m×m є обмеженим iн’єктив-

ним оператором на (C0,α)m×m. Висновок про обмеженiсть зроблено на пiдставi

iмплiкацiї (
A ∈ (Cn,α)m×m для деяких n ∈ N0, α ∈ [0, 1]

)
⇒

⇒
(
обмеженiсть оператора VA : (Cn,α)m×m → (Cn+1,α)m×m

)
,

обґрунтованої вище у цьому доведеннi. Окрiм того, цей оператор є сюр’єктив-

ним. Справдi, якщо F ∈ (C0,α)m×m, то iснує функцiя Y ∈ (C(0))m×m така, що

Y − λVAY = F . Тому

Y = λVAY + F ∈ (C0,α)m×m,
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оскiльки VAY ∈ (C(1))m×m на пiдставi цiєї iмплiкацiї, де n = α = 0. Отже,

маємо iзоморфiзм

I − λVA : (Ck,α)m×m ↔ (Ck,α)m×m (2.17)

у випадку k = 0.

Виберемо довiльним чином цiле число l ∈ [0, n], i припустимо, що iзомор-

фiзм (2.17) виконується i для k = l. Мiркуючи аналогiчно, можна показати,

що цей iзоморфiзм виконується i для k = l+1. А саме, звуження iзоморфiзму

(2.17) для k = l на простiр (C l+1,α)m×m є обмеженим iн’єктивним оператором

на цьому просторi. Крiм того, якщо F ∈ (C l+1,α)m×m, то, за припущенням,

iснує функцiя Y ∈ (C l,α)m×m така, що Y − λVAY = F . Тому

Y = λVAY + F ∈ (C l+1,α)m×m

на пiдставi вказаної iмплiкацiї, де n = l. Отже, iзоморфiзм (2.17) виконується

для k = l + 1.

Таким чином, iндукцiєю за цiлим k ∈ [0, n] в (2.17), доведено потрiбний

iзоморфiзм (2.16). Лема 2.4 доведена.

Доведення теореми 2.4. Якщо A ∈ (Cn,α)m×m, то за лемою 2.1 i формулою

Лiувiлля-Якобi маємо включення Y := ΥA ∈ Yn+1,α. Тодi

A(t) = −Y ′(t)(Y (t))−1 для кожного t ∈ [a, b].

Отже, маємо iн’єктивне вiдображення

Υ : (Cn,α)m×m → Yn+1,α. (2.18)

Воно є i сюр’єктивним. Справдi, якщо Y ∈ Yn+1,α, то ΥA = Y для

A := −Y ′ Y −1 ∈ (Cn,α)m×m.

Покажемо, що оператор (2.18) є неперервним. Припустимо, що Ak → A

в (Cn,α)m×m при k → ∞. З огляду на лему 2.3 маємо рiвномiрну збiжнiсть
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I+VAk ⇒ I+VA при k →∞ обмежених операторiв на просторi (Cn+1,α)m×m.

Тому на пiдставi леми 2.4 i формули (2.14), робимо висновок, що

ΥAk = (I + VAk)
−1Im → (I + VA)−1Im = ΥA

в (Cn+1,α)m×m при k →∞. Отже, оператор (2.18) є неперервним.

Оператор, обернений до нього, є також неперервним. Справдi, якщо

Yk → Y в Yn+1,α при k → ∞, то Y ′k → Y ′ в (Cn,α)m×m i Y −1k → Y −1 в

(Cn+1,α)m×m при k →∞. Тому

Υ−1Yk = −Y ′k Y −1k → −Y ′ Y −1 = Υ−1Y

в (Cn,α)m×m при k →∞. Теорема 2.4 доведена.

Наприкiнцi цього пiдроздiлу дамо обґрунтування одного результату, ви-

користаного у доведеннi леми 2.4. Нехай на трикутнику{
(t, s) ∈ R2 : a ≤ t ≤ b, a ≤ s ≤ t

}
задано неперервну квадратну матрицю-функцiю G(t, s) порядку m. Роз-

глянемо iнтегральний оператор Вольтерра, який кожнiй матрицi функцiї

Y ∈ (C(0))m×m ставить у вiдповiднiсть матрицю-функцiю

(VGY )(t) :=

t∫
a

G(t, s)Y (s) ds аргументу t ∈ [a, b].

Маємо лiнiйний обмежений оператор

VG : (C(0))m×m → (C(0))m×m. (2.19)

Лема 2.5. Оператор (2.19) є квазiнiльпотентним, тобто для кожного

λ ∈ C виконується iзоморфiзм

I − λVG : (C(0))m×m ↔ (C(0))m×m.

Доведення. Треба довести, що спектральний радiус оператора (2.19) до-

рiвнює нулю. За формулою спектрального радiуса це рiвносильно тому, що



54

‖V k
G‖1/k → 0 при k → ∞, де ‖ · ‖ позначає норму обмеженого оператора на

просторi (C(0))m×m. Покажемо спочатку, що при кожному k ∈ N правильна

така формула k-го степеня оператора VG:

(V k
GY )(t) =

t∫
a

Gk(t, s)Y (s)ds

для усiх Y ∈ (C(0))m×m, t ∈ [a, b],

(2.20)

де G1(t, s) := G(t, s) i

Gk(t, s) :=

t∫
s

Gk−1(t, τ)G(τ, s)dτ при k ≥ 2 (2.21)

для довiльних t ∈ [a, b] i s ∈ [a, t]. Доведемо цю формулу iндукцiєю за k.

Для k = 1 вона є означенням оператора VG. Припустивши, що ця формула

правильна для деякого натурального k, доведемо її для наступного номера

k + 1. Для довiльних Y ∈ (C(0))m×m i t ∈ [a, b] запишемо за iндуктивним

припущенням таке:

(V k+1
G Y )(t) = (V k

GVGY )(t) =

t∫
a

Gk(t, τ) (VGY )(τ) dτ =

=

t∫
a

Gk(t, τ)

( τ∫
a

G(τ, s)Y (s)ds

)
dτ =

=

t∫
a

( τ∫
a

Gk(t, τ)G(τ, s)Y (s)ds

)
dτ =

=

t∫
a

( t∫
s

Gk(t, τ)G(τ, s)dτ

)
Y (s)ds =

t∫
a

Gk+1(t, s)Y (s)ds.

Отже, отримали потрiбну формулу для k + 1. Тому згiдно з принципом ма-

тематичної iндукцiї формула (2.20) правильна для довiльного k ∈ N.

Запишемо G = (gj,l)
m
j,l=1 i Gk = (gj,lk )mj,l=1 для довiльного k ∈ N. Позначимо

µ := sup
{
|gj,l(t, s)| : a ≤ s ≤ t ≤ b, j, l ∈ {1, . . . ,m}

}
<∞.
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Покажемо, що для кожного k ∈ N матриця-функцiя Gk задовольняє таку

властивiсть:

|gj,lk (t, s)| ≤ mk−1µk

(k − 1)!
(t− s)k−1 для усiх t ∈ [a, b], s ∈ [a, t],

j, l ∈ {1, . . . ,m}.
(2.22)

Доведемо цю властивiсть iндукцiєю за k. Для k = 1 властивiсть очевидна.

Припустивши, що вона правильна для деякого k ∈ N, доведемо її для насту-

пного номера k + 1. Для довiльних j, l i t, s з формули (2.22) маємо згiдно з

рiвнiстю (2.21) та iндуктивним припущенням таке:

|gj,lk+1(t, s)| =
∣∣∣∣ m∑
r=1

t∫
s

gj,rk (t, τ) gr,l(τ, s) dτ

∣∣∣∣ ≤
≤

m∑
r=1

t∫
s

|gj,rk (t, τ) gr,l(τ, s)| dτ
∣∣∣∣ ≤

≤ mk−1µk

(k − 1)!
µm

t∫
s

(t− τ)k−1dτ =

=
mkµk+1

(k − 1)!
· (t− s)

k

k
=
mkµk+1

k!
(t− s)k.

Отримали потрiбну властивiсть для k + 1. Тому за принципом математичної

iндукцiї властивiсть (2.22) правильна для довiльного k ∈ N.

Тепер на пiдставi формул (2.20) i (2.22) запишемо для кожного номера

k ∈ N i довiльної матрицi-функцiї Y ∈ (C(0))m×m = (yj,l)
m
j,l=1 таку оцiнку:

‖V k
G Y ‖0 =

m∑
j,l=1

max
a≤t≤b

∣∣∣∣
t∫

a

m∑
r=1

gj,rk (t, s) yr,l(s) ds

∣∣∣∣ ≤
≤

m∑
j,l=1

max
a≤t≤b

m∑
r=1

t∫
a

|gj,rk (t, s) yr,l(s)| ds ≤

≤
m∑
j=1

m∑
r,l=1

max
a≤t≤b

t∫
a

|gj,rk (t, s)|·|yr,l(s)| ds ≤
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≤ m
mk−1µk

(k − 1)!

m∑
r,l=1

max
a≤t≤b

t∫
a

(t− s)k−1|yr,l(s)| ds ≤

≤ mkµk

(k − 1)!
‖Y ‖0 max

a≤t≤b

t∫
a

(t− s)k−1ds =

=
mkµk

(k − 1)!
‖Y ‖0 max

a≤t≤b

(t− a)k

k
=

(mµ (b− a))k

k!
‖Y ‖0.

Тому

‖V k
G‖1/k ≤

mµ (b− a)

(k!)1/k
→ 0 при k →∞.

Лема 2.5 доведена.
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2.6. Доведення критерiю

У цьому пунктi доведемо основний результат другого роздiлу — теоре-

му 2.3. Нагадаємо, що вона є критерiєм неперервностi за параметром ε при

ε = 0 розв’язку крайової задачi (2.10), (2.11).

Попередньо вiдмiтимо таке. Пов’яжемо з крайовою задачею (2.10), (2.11)

лiнiйний неперервний оператор

(L(ε), B(ε)) : (Cn+1,α)m → (Cn,α)m × Cm, (2.23)

де ε ∈ [0, ε0). За теоремою 2.1, цей оператор є фредгольмовим з iндексом нуль

для кожного ε ∈ [0, ε0). Тому умова (2.0) еквiвалентна тому, що оператор

(2.23) для ε = 0 є iзоморфiзмом

(L(0), B(0)) : (Cn+1,α)m ↔ (Cn,α)m × Cm. (2.24)

Доведення теореми 2.3 подамо у виглядi доведення трьох лем, наведених

нижче.

Лема 2.6. Припустимо, що виконуються умова (2.0) та граничнi умови

(2.I) i (2.II). Тодi iснує додатне число ε1 < ε0 таке, що оператор (2.23) є

оборотним для кожного ε ∈ [0, ε1).

Зауваження 2.2. Нехай виконується умова (2.0). Тодi з граничних умов

(2.I) i (2.II) не випливає, що оператор (2.23) при 0 < ε� 1 є малим збурення

iзоморфiзму (2.24) у нормi операторiв. Це було б так, якщо б ми замiнили

граничну умову (2.II) на iстотно сильнiшу умову рiвномiрної збiжностi кра-

йових операторiв B(ε) ⇒ B(0) при ε → 0+. Тому висновок леми 2.6 не є

наслiдком вiдомого факту про те, що клас усiх iзоморфiзмiв одного банахо-

вого простору на iнший є вiдкритою множиною у рiвномiрнiй операторнiй

топологiї.
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Доведення леми 2.6. З огляду на теорему 2.4 покладемо

Y (·, ε) := ΥA(·, ε) ∈ Yn+1,α

для кожного ε ∈ [0, ε0). На пiдставi цiєї теореми i граничної умови (2.I) маємо

збiжнiсть

Y (·, ε)→ Y (·, 0) в (Cn+1,α)m×m при ε→ 0 + . (2.25)

Звiдси i з граничної умови (2.II) випливає, що

[B(ε)Y (·, ε)]→ [B(0)Y (·, 0)] в Cm×m при ε→ 0 + . (2.26)

Умова (2.0) тягне за собою нерiвнiсть det[B(0)Y (·, 0)] 6= 0 з огляду на теореми

2.1 i 2.2. Тому iснує число ε1 ∈ (0, ε0) таке, що

det[B(ε)Y (·, ε)] 6= 0 для кожного ε ∈ [0, ε1). (2.27)

Отже, за теоремою 2.2, оператор (2.23) є оборотним для довiльного ε ∈ [0, ε1).

Лема 2.6 доведена.

Лема 2.7. Припустимо, що крайова задача (2.10), (2.11) задовольняє

умову (2.0), граничнi умови (2.I), (2.II) i граничнi умови

f(·, ε)→ f(·, 0) в (Cn,α)m при ε→ 0+, (2.28)

q(ε)→ q(0) в Cm при ε→ 0 + . (2.29)

Тодi єдиний розв’язок y(·, ε) ∈ (Cn+1,α)m цiєї задачi, де ε ∈ [0, ε1), має гра-

ничну властивiсть

y(·, ε)→ y(·, 0) в (Cn+1,α)m при ε→ 0 + . (2.30)

Доведення виконаємо у два кроки.

Крок 1. Тут доведемо лему 2.7 у випадку, коли f(t, ε) = 0 для довiльних

t ∈ [a, b] i ε ∈ [0, ε0). Використаємо мiркування з доведення леми 2.6. За цiєю
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лемою крайова задача (2.10), (2.11) має єдиний розв’язок y(·, ε) ∈ (Cn+1,α)m

для кожного ε ∈ [0, ε1). Оскiльки f(·, ε) ≡ 0, то iснує вектор p(ε) ∈ Cm такий,

що y(·, ε) = Y (·, ε)p(ε). На пiдставi умови (2.29) маємо збiжнiсть

[B(ε)Y (·, ε)]p(ε) = q(ε)→ q(0) = [B(0)Y (·, 0)]p(0)

в Cm при ε→ 0+. Тут рiвностi виконуються тому, що

q(ε) = B(ε)y(·, ε) = B(ε)(Y (·, ε)p(ε)) = [B(ε)Y (·, ε)]p(ε)

для кожного ε ∈ [0, ε0). З останньої збiжностi випливає на пiдставi формул

(2.26) i (2.27), що

p(ε) = [B(ε)Y (·, ε)]−1q(ε)→ [B(0)Y (·, 0)]−1q(0) = p(0)

в Cm при ε → 0+. Звiдси та з формули (2.25) дiстаємо потрiбну збiжнiсть

(2.30); а саме,

y(·, ε) = Y (·, ε)p(ε)→ Y (·, 0)p(0) = y(·, 0)

в (Cn+1,α)m при ε→ 0+.

Крок 2. Використовуючи результат кроку 1, доведемо граничну власти-

вiсть (2.30) у загальнiй ситуацiї. Для кожного ε ∈ [0, ε1) єдиний розв’язок

y(·, ε) ∈ (Cn+1,α)m крайової задачi (2.10), (2.11) зобразимо у виглядi

y(·, ε) = x(·, ε) + ŷ(·, ε).

Тут x(·, ε) ∈ (Cn+1,α)m — єдиний розв’язок здачi Кошi

L(ε)x(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b,

x(a, ε) = 0,

а ŷ(·, ε) ∈ (Cn+1,α)m — єдиний розв’язок крайової задачi

L(ε)ŷ(t, ε) = 0, a ≤ t ≤ b,

B(ε)ŷ(·, ε) = q̂(ε),
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де

q̂(ε) := q(ε)−B(ε)x(·, ε).

За лемою 2.6 усi цi три розв’язки iснують i єдинi.

Нехай Cx := x(a) для довiльного x ∈ (Cn+1,α)m. За лемою 2.1 i теоремою

Банаха про обернений оператор маємо iзоморфiзм

(L(ε), C) : (Cn+1,α)m ↔ (Cn,α)m × Cm

для кожного ε ∈ [0, ε0). На пiдставi граничної умови (2.I) маємо рiвномiр-

ну збiжнiсть L(ε) ⇒ L(0) при ε → 0+ обмежених операторiв, якi дiють з

простору (Cn+1,α)m у простiр (Cn,α)m. Справдi, для довiльних ε ∈ [0, ε0) i

z ∈ (Cn+1,α)m, можемо записати

‖(L(ε)− L(0))z‖n,α = ‖(A(·, ε)− A(·, 0))z‖n,α ≤

≤ c0 ‖A(·, ε)− A(·, 0)‖n,α ‖z‖n,α ≤

≤ c0 c1 ‖A(·, ε)− A(·, 0)‖n,α ‖z‖n+1,α;

тут c0 i c1 деякi додатнi числа, не залежнi вiд ε i z. Остання збiжнiсть тягне

за собою рiвномiрну збiжнiсть

(L(ε), C)−1 → (L(0), C)−1 при ε→ 0+

обмежених операторiв, що дiють з простору (Cn,α)m×Cm у простiр (Cn+1,α)m.

Звiдси, використовуючи граничну умову (2.28), робимо висновок, що

(L(ε), C)−1(f(·, ε), 0)→ (L(0), C)−1(f(·, 0), 0) (2.31)

в (Cn+1,α)m при ε→ 0+.

Отже, з урахуванням рiвностей

(L(ε), C)−1(f(·, ε), 0) = x(·, ε),

(L(0), C)−1(f(·, 0), 0) = x(·, 0),
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отримаємо збiжнiсть

x(·, ε)→ x(·, 0) в (Cn+1,α)m при ε→ 0 + . (2.32)

З цiєї збiжностi та граничних умов (2.II) i (2.29) випливає, що

q̂(ε) = q(ε)−B(ε)x(·, ε)→ q(0)−B(0)x(·, 0) = q̂(0)

в Cm при ε → 0+. Звiдси за доведеним на кроцi 1 i на пiдставi граничних

умов (2.I), (2.II) i (2.29) отримуємо збiжнiсть

ŷ(·, ε)→ ŷ(·, 0) в (Cn+1,α)m при ε→ 0 + . (2.33)

Тепер, враховуючи спiввiдношення (2.32) i (2.33), маємо шукану властивiсть

(2.30) для y(·, ε) = x(·, ε) + ŷ(·, ε).

Лема 2.7 доведена.

Лема 2.8. Припустимо, що крайова задача (2.10), (2.11) задовольняє ба-

зове означення. Тодi для неї виконуються граничнi умови (2.I) i (2.II).

Доведення. Проведемо мiркування у три кроки.

Крок 1. Доведемо тут, що крайова задача (2.10), (2.11) задовольняє гра-

ничну умову (2.I). За умовою (∗) базового означення оператор (2.23) є оборо-

тним для кожного ε ∈ [0, ε1). Нехай задано ε ∈ [0, ε1), розглянемо матричну

крайову задачу

Y ′(t, ε) + A(t, ε)Y (t, ε) = Om, a ≤ t ≤ b, (2.34)

[B(ε)Y (·, ε)] = Im. (2.35)

Зауважимо, що вона є об’єднанням m крайових задач (2.10), (2.11), правi

частини яких не залежать вiд ε. Тому матрична задача (2.34), (2.35) має

єдиний розв’язок Y (·, ε) ∈ (Cn+1,α)m×m. Бiльше того, за умовою (∗∗) базового

означення маємо збiжнiсть

Y (·, ε)→ Y (·, 0) в (Cn+1,α)m×m при ε→ 0 + . (2.36)
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Стверджується, що

detY (t, ε) 6= 0 для кожного t ∈ [a, b]. (2.37)

Справдi, якщо б властивiсть (2.37) не виконувалася, то функцiї-стовпцi ма-

трицi Y (·, ε) були б лiнiйно залежними, що суперечило б (2.35). Тепер, фор-

мули (2.36) i (2.37) дають шукану збiжнiсть

A(·, ε) = −Y ′(·, ε)(Y (·, ε))−1 → −Y ′(·, 0)(Y (·, 0))−1 = A(·, 0)

в (Cn,α)m×m при ε → 0+. Таким чином, крайова задача (2.10), (2.11) задо-

вольняє граничну умову (2.I). Зауважимо, що тодi

sup
{
‖A(ε)‖n,α : ε ∈ [0, ε3)

}
<∞ (2.38)

для деякого числа ε3 ∈ (0, ε1).

Крок 2. Перед тим як доводити, що дослiджувана крайова задача задо-

вольняє граничну умову (2.II), покажемо на цьому кроцi, що

sup
{
‖B(ε)‖ : ε ∈ [0, ε4)

}
<∞ (2.39)

для деякого числа ε4 ∈ (0, ε1). Тут ‖·‖ позначає норму обмеженого оператора

з (Cn+1,α)m в Cm. Припустимо супротивне. Тодi iснує послiдовнiсть чисел

ε(k) ∈ (0, ε1), де k ∈ N, таких, що

ε(k) → 0 i 0 < ‖B(ε(k))‖ → ∞ при k →∞. (2.40)

Для кожного k ∈ N виберемо функцiю zk ∈ (Cn+1,α)m таку, що

‖zk‖n+1,α = 1 i ‖B(ε(k))zk‖Cm ≥
1

2
‖B(ε(k))‖. (2.41)

Покладемо

y(·, ε(k)) := ‖B(ε(k))‖−1 zk ∈ (Cn+1,α)m,

f(·, ε(k)) := L(ε(k)) y(·, ε(k)) ∈ (Cn,α)m,

q(ε(k)) := B(ε(k)) y(·, ε(k)) ∈ Cm.
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За формулами (2.40) i (2.41) маємо збiжнiсть

y(·, ε(k))→ 0 в (Cn+1,α)m при k →∞. (2.42)

Звiдси, враховуючи, що матриця-функцiя A(·, ε) задовольняє граничну умо-

ву (2.I) за доведеним на кроцi 1, отримаємо збiжнiсть

f(·, ε(k))→ 0 в (Cn,α)m при k →∞. (2.43)

Крiм того, за властивiстю (2.41), маємо нерiвнiсть

1

2
≤ ‖q(ε(k))‖Cm ≤ 1.

Тодi iснує збiжна пiдпослiдовнiсть (q(ε(kj)))∞j=1 послiдовностi (q(ε(k)))∞k=1, при-

чому

q(0) := lim
j→∞

q(ε(kj)) 6= 0 в Cm. (2.44)

Таким чином для кожного цiлого числа j ≥ 1, вектор-функцiя y(·, ε(kj)) ∈

(Cn+1,α)m є єдиним розв’язком крайової задачi

L(ε(kj)) y(t, ε(kj)) = f(t, ε(kj)), a ≤ t ≤ b,

B(ε(kj)) y(·, ε(kj)) = q(ε(kj)).

За умовою (∗∗) базового означення та згiдно з формулами (2.43) i (2.44), по-

слiдовнiсть (y(·, ε(kj)))∞j=1 збiгається у просторi (Cn+1,α)m до єдиного розв’язку

y(·, 0) граничної крайової задачi

L(0)y(t, 0) = 0, a ≤ t ≤ b,

B(0)y(·, 0) = q(0).

На пiдставi (2.42) маємо рiвнiсть y(·, 0) = 0, що суперечить крайовiй умовi

B(0)y(·, 0) = q(0), де q(0) 6= 0. Тому зроблене припущення хибне. Тим самим

доведено потрiбну нерiвнiсть (2.39).
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Крок 3. Доведемо тут, що крайова задача (2.10), (2.11) задовольняє гра-

ничну умову (2.II). Згiдно з формулами (2.38) i (2.39) маємо нерiвнiсть

κ′ := sup
{
‖(L(ε), B(ε))‖ : ε ∈ [0, ε′2)

}
<∞, (2.45)

де ε′2 := min{ε3, ε4} < ε1, а ‖(L(ε), B(ε))‖ позначає норму оператора (2.23).

Виберемо довiльним чином функцiю y ∈ (Cn+1,α)m та позначимо

f(·, ε) := L(ε)y ∈ (Cn,α)m i q(ε) := B(ε)y ∈ Cm

для кожного ε ∈ [0, ε0). Отже,

y = (L(ε), B(ε))−1(f(·, ε), q(ε)) (2.46)

для кожного ε ∈ [0, ε1). Тут (L(ε), B(ε))−1 позначає обмежений оператор

(L(ε), B(ε))−1 : (Cn,α)m × Cm → (Cn+1,α)m, (2.47)

обернений до оператора (2.23). За умовою (∗∗) базового означення маємо

збiжнiсть

(L(ε), B(ε))−1(f, q)→ (L(0), B(0))−1(f, q) (2.48)

в (Cn+1,α)m при ε→ 0+ для довiльних f ∈ (Cn,α)m i q ∈ Cm.

Використовуючи послiдовно формули (2.45), (2.46) i (2.48), отримуємо для

кожного ε ∈ [0, ε′2) такi спiввiдношення:∥∥B(ε)y −B(0)y
∥∥
Cm ≤

≤
∥∥(f(·, ε), q(ε))− (f(·, 0), q(0))

∥∥
(Cn,α)m×Cm =

=
∥∥(L(ε), B(ε))(L(ε), B(ε))−1

(
(f(·, ε), q(ε))− (f(·, 0), q(0))

)∥∥
(Cn,α)m×Cm ≤

≤ κ′
∥∥(L(ε), B(ε))−1

(
(f(·, ε), q(ε))− (f(·, 0), q(0))

)∥∥
n+1,α

=

= κ′
∥∥(L(0), B(0))−1(f(·, 0), q(0))− (L(ε), B(ε))−1(f(·, 0), q(0))

∥∥
n+1,α

→ 0,

де границя виконується при ε→ 0+. Таким чином,∥∥B(ε)y −B(0)y
∥∥
Cm → 0 при ε→ 0 + .



65

Оскiльки вектор-функцiя y ∈ (Cn+1,α)m вибрана довiльним чином, то крайова

задача (2.10), (2.11) задовольняє граничну умову (2.II). Лема (2.8) доведена.

Оскiльки теорема 2.3 складається з щойно доведених лем 2.6, 2.7 i 2.8, то

ця теорема також доведена.
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2.7. Оцiнка швидкостi збiжностi розв’язкiв задачi за па-

раметром

Для крайової задачi (2.10), (2.11) розглянемо нев’язку її розв’язку

dn,α(ε) := ‖L(ε)y(·, 0)− f(·, ε))‖n,α + ‖B(ε)y(·, 0)− q(ε)‖Cm. (2.49)

При цьому y(·, 0) розглядаємо як наближений розв’язок цiєї задачi.

Основну теорему другого роздiлу доповнює такий результат.

Теорема 2.5. Нехай для крайової задачi (2.10), (2.11) виконуються умо-

ва (0) i граничнi умови (2.I) та (2.II). Тодi iснують додатнi числа ε2 < ε1,

κ1 i κ2 такi, що для довiльного ε ∈ (0, ε2) виконується двобiчна оцiнка

κ1 dn,α(ε) ≤ ‖y(·, 0)− y(·, ε)‖n+1,α ≤ κ2 dn,α(ε). (2.50)

Тут числа ε2, κ1 i κ2 не залежать вiд вектор-функцiй y(·, 0) i y(·, ε).

Згiдно з (2.50), похибка i нев’язка розв’язку y(·, ε) крайової задачi (2.10),

(2.11) мають однаковий порядок.

Доведення теореми 2.5. Доведемо спочатку лiву частину двобiчної оцiн-

ки (2.50). Згiдно з граничними умовами (2.I) i (2.II), крайовий оператор (2.23)

збiгається сильно до обмеженого оператора (2.24) при ε→ 0+. Тому iснує до-

датне число ε′2 < ε1 таке, що нерiвнiсть (2.45) виконується, де ‖ · ‖ позначає

норму оператора (2.23).

Справдi, припускаючи супротивне, отримаємо послiдовнiсть додатних чи-

сел ε(k), де k ∈ N таку, що ε(k) → 0 i ‖(L(ε(k)), B(ε(k))‖ → ∞ при k →∞. За

теоремою Банаха-Штейнгауза, це суперечить сильнiй збiжностi

(L(ε(k)), B(ε(k)))→ ((L(0), B(0)) при k →∞.

Тому для кожного ε ∈ (0, ε′2) виконується оцiнка

dn,α(ε) = ‖L(ε)(y(·, 0)− y(·, ε))‖n,α + ‖B(ε)(y(·, 0)− y(·, ε))‖Cm ≤

≤ κ′ ‖y(·, 0)− y(·, ε)‖n+1,α.
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Отримали лiву частину двобiчної оцiнки (2.50), де κ1 := 1/κ′.

Доведемо тепер праву частину цiєї оцiнки. За лемою 2.6, кожний опера-

тор (2.23), де ε ∈ [0, ε1), має обмежений обернений оператор (2.47). Бiльше

того, (L(ε), B(ε))−1 збiгається сильно до (L(0), B(0))−1 при ε→ 0+. Справдi,

для довiльних f ∈ (Cn,α)m i q ∈ Cm маємо на пiдставi основної теореми 2.3

збiжнiсть

(L(ε), B(ε))−1(f, q) =: y(·, ε)→ y(·, 0) := (L(0), B(0))−1(f, q)

у просторi (Cn+1,α)m при ε→ 0+. Тодi iснує додатне число ε2 < ε′2 таке, що

κ2 := sup
{
‖(L(ε), B(ε))−1‖ : ε ∈ [0, ε2)

}
<∞,

де ‖ · ‖ позначає норму оператора (2.47). Це випливає з теореми Банаха-

Штейнгауза за допомогою мiркувань, цiлком аналогiчним тим, що були у

попередньому абзацi. Тому для кожного ε ∈ (0, ε2) маємо таке:

‖y(·, 0)− y(·, ε)‖n+1,α =

= ‖(L(ε), B(ε))−1(L(ε), B(ε))(y(·, 0)− y(·, ε))‖n+1,α ≤

≤ κ2

(
‖L(ε)(y(·, 0)− y(·, ε))‖n,α + ‖B(ε)(y(·, 0)− y(·, ε))‖Cm

)
=

= κ2 dn,α(ε).

Отримали праву частину двобiчної оцiнки (2.50). Теорема 2.5 доведена.
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2.8. Приклад

Нехай n = 0 i α = 0. Розглянемо такий приклад крайової задачi, тотальної

щодо простору Cn+1,α = C(1) i залежної вiд параметра ε ∈ [0, ε0):

y′(t, ε) + A(t, ε)y(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (2.51)

β0(ε)y(t(ε), ε) + β1(ε)y
′(t(ε), ε) = q(ε). (2.52)

Тут для кожного ε ∈ [0, ε0) вектор-функцiя y(·, ε) ∈ (C(1))m є шуканою та до-

вiльним чином задано матрицю-функцiюA(·, ε) ∈ (C(0))m×m, вектор-функцiю

f(·, ε) ∈ (C(0))m, числовi матрицi β0(ε), β1(ε) ∈ Cm×m, точку t(ε) ∈ [a, b] i ве-

ктор q(ε) ∈ Cm. Вiдмiтимо, що не припускається яка-небудь регулярнiсть

матриць A(·, ε), β0(ε), β1(ε) i точок t(ε) за параметром ε.

Задача (2.51), (2.52) є некласичною одноточковою крайовою задачею,

оскiльки у крайовiй умовi (2.52) наявна похiднi шуканої функцiї, а порядок

диференцiального рiвняння (2.51) дорiвнює одиницi. Вiдображення

B(ε) : y 7→ β0(ε)y(t(ε)) + β1(ε)y
′(t(ε)), де y ∈ (C(1))m, (2.53)

є неперервним лiнiйним оператором з простору (C(1))m у простiр Cm. Тому ця

задача є справдi тотальною щодо простору C(1) неперервно диференцiйовних

функцiй. Отже, для неї застосовнi теореми 2.3 i 2.5.

У цьому зв’язку обговоримо граничну умову (2-II) для крайового опера-

тора (2.53). Звiсно, вона є наслiдком системи явних умов

β0(ε)→ β0(0), β1(ε)→ β1(0), t(ε)→ t(0) при ε→ 0 + . (2.54)

Бiльше того, якщо B(0) не є нуль-оператором, то гранична умова (2-II) еквi-

валентна цiй системi умов. Це буде показано нижче.

З огляду на зауваження 2.2 вiдмiтимо, що система умов (2.54) не тягне за

собою рiвномiрну збiжнiсть крайових операторiв B(ε)⇒ B(0) при ε→ 0+ як

неперервних операторiв на парi просторiв (C(1))m i Cm. Справдi, для кожного
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числа ε ∈ (0, ε0) розглянемо вектор-функцiю u(·, ε) ∈ (C(0))m таку, що її

перша компонента u1(·, ε) задовольняє умови u1(t(ε), ε) = 1, u1(t(0), ε) = 0

i 0 ≤ u1(t, ε) ≤ 1 для довiльного t ∈ [a, b], а усi iншi компоненти тотожно

дорiвнюють нулю. Вектор-функцiя

y(t, ε) :=

t∫
a

u(τ, ε) dτ аргументу t ∈ [a, b]

належить до простору (C(1))m i задовольняє такi умови:

‖y(·, ε)‖1 ≤ b− a+ 1, (2.55)

‖y(t(ε), ε)− y(t(0), ε)‖ ≤ |t(ε)− t(0)|, (2.56)

y′(t(ε), ε) = col(1, 0, . . . , 0), y′(t(0), ε) = 0 ∈ Cm. (2.57)

З огляду на формули (2.55) i (2.57) маємо нерiвностi

‖B(ε)−B(0)‖ ≥ ‖B(ε)y(·, ε)−B(0)y(·, ε)‖
‖y(·, ε)‖1

≥

≥ (b− a+ 1)−1
(
‖β1(ε)col(1, 0, . . . , 0)‖−

−‖β0(ε)y(t(ε), ε)− β0(0)y(t(0), ε)‖
)
.

Тут ‖ · ‖ позначає норму лiнiйного неперервного оператора, який дiє з про-

стору (C(1))m у простiр Cm. Отже, за умов (2.54) робимо висновок на пiдставi

(2.56), що

‖B(ε)−B(0)‖ ≥ ‖β1(0)col(1, 0, . . . , 0)‖
2(b− a+ 1)

при 0 < ε� 1.

Якщо перший стовпець числової матрицi β1(0) не нульовий, то отримана не-

рiвнiсть означає, що нема рiвномiрної збiжностi оператора B(ε) до B(0) при

ε→ 0+.

Припустимо тепер, що крайовий оператор (2.53) задовольняє граничну

умову (2-II) i що B(0) не є нуль-оператором. Покажемо, що тодi крайовий

оператор (2.53) задовольняє умови (2.54). Для кожного числа ε ∈ [0, ε0) i
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довiльної вектор-функцiї y ∈ (C(1))m покладемо

B0(ε)y := β0(ε)y(t(ε)) i B1(ε)y := β1(ε)y
′(t(ε)).

Розглянемо вектор-функцiю

y = col(y1, . . . , ym) ∈ (C(1))m (2.58)

таку, yk(t) ≡ 1 для деякого номера k ∈ 1,m i yl(t) ≡ 0 при l 6= k. Для такої

функцiї маємо на пiдставi граничної умови (2-II) спiввiдношення

β0(ε)y(t(ε)) = B(ε)y → B(0)y = β0(0)y(t(0));

тут i далi у цьому пiдроздiлi границi розглядаються за умови ε→ 0+, якщо

iнше не вказано окремо. Отже, k-ий стовпець матрицi β0(ε) збiгається до k-ого

стовпця матрицi β0(0). Таким чином, β0(ε) → β0(0) з огляду на довiльнiсть

вибору номера k ∈ 1,m.

Доведемо, що крайовий оператор (2.53) задовольняє решту умов (2.54).

Розглянемо окремо випадки, коли β0(0) 6= Om i коли β0(0) = Om.

Припустимо спочатку, що β0(0) 6= Om. Тодi числова матриця β0(0) мiстить

принаймнi один елемент θ 6= 0; нехай вiн розташований у j-ому рядку i k-

ому стовпцi цiєї матрицi. Доведемо, що t(ε)→ t(0). Припустимо супротивне;

тодi iснує нескiнченно мала послiдовнiсть (εν)
∞
ν=1 ⊂ (0, ε0) i число τ 6= t(0)

такi, що t(εν) → τ при ν → ∞. Розглянемо вектор-функцiю (2.58) таку, що

yk(t) = 1 у достатньо малому околi точки t(0) i yk(t) = 0 у достатньо малому

околi точки τ та yl(t) ≡ 0 при l 6= k. Для цiєї функцiї B(εν)y → B(0)y при

ν →∞ згiдно з граничною умовою (2-II), де

B(εν)y = β0(εν)y(t(εν)) + β1(εν)y
′(t(εν)) = 0 ∈ Cm при ν � 1.

Тому

0 = B(0)y = β0(0)y(t(0)),
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звiдки θ = 0, оскiльки j-ий елемент вектора β0(0)y(t(0)) дорiвнює θ. Отри-

мали протирiччя, яке i доводить збiжнiсть t(ε)→ t(0).

Звiдси на пiдставi доведеної ранiше збiжностi β0(ε) → β0(0) випливає

сильна збiжнiсть B0(ε)
s−→ B0(0) операторiв. Остання разом з граничною

умовою (2-II) дає сильну збiжнiсть B1(ε)
s−→ B1(0). Виведемо звiдси, що

β1(ε) → β1(0). Розглянемо вектор-функцiю (2.58) таку, що yk(t) ≡ t для

деякого номера k ∈ 1,m i yl(t) ≡ 0 при l 6= k. Для цiєї функцiї маємо на

пiдставi сильної збiжностi B1(ε)
s−→ B1(0) спiввiдношення

β1(ε)y
′(t(ε)) = B1(ε)y → B1(0)y = β1(0)y′(t(0)).

Отже, k-ий стовпець матрицi β1(ε) збiгається до k-ого стовпця матрицi β1(0).

Таким чином, β1(ε)→ β1(0) з огляду на довiльнiсть вибору номера k ∈ 1,m.

Дослiдимо тепер випадок, коли β0(0) = Om. Оскiльки за доведеним

β0(ε) → β0(0), то B0(ε)
s−→ 0 у цьому випадку. Тому на пiдставi граничної

умови (2-II) маємо збiжнiсть

B1(ε) = B(ε)−B0(ε)
s−→ B(0) = B1(0). (2.59)

Звiдси виводиться, що t(ε) → t(0) подiбно до мiркувань, застосованих у по-

передньому випадку. А саме, припустимо супротивне; тодi iснує нескiнченно

мала послiдовнiсть (εν)
∞
ν=1 ⊂ (0, ε0) i число τ 6= t(0) такi, що t(εν) → τ

при ν → ∞. Оскiльки оператор B(0) не нульовий, то матриця β1(0) 6= Om

у випадку, що дослiджується. Отже, вона мiстить принаймнi один елемент

θ 6= 0; нехай вiн розташований у її j-ому рядку i k-ому стовпцi. Розглянемо

вектор-функцiю (2.58) таку, що yk(t) = t у достатньо малому околi точки t(0)

i yk(t) = 0 у достатньо малому околi точки τ та yl(t) ≡ 0 при l 6= k. Згiдно з

(2.59) маємо збiжнiсть B1(εν)y → B1(0)y при ν →∞, де

B1(εν)y = β1(εν)y
′(t(εν)) = 0 ∈ Cm при ν � 1.

Тому

0 = B1(0)y = β1(0)y′(t(0)),
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звiдки θ = 0, оскiльки j-ий елемент вектора β1(0)y′(t(0)) дорiвнює θ. Отри-

мали протирiччя, яке i доводить збiжнiсть t(ε)→ t(0). Звiдси i з властивостi

(2.59) виводиться збiжнiсть β1(ε) → β1(0) так само як i в попередньому ви-

падку.

Таким чином, доведено, що гранична умова (2-II) тягне за собою умови

(2.54), якщо B(0) 6= 0.



73

2.9. Деякi властивостi сильної операторної топологiї

Нехай X i Y комплекснi або дiйснi банаховi простори. Нехай хоча б один

iз просторiв X i Y має базис Шаудера.

Твердження 2.1. Множина всiх скiнченновимiрних операторiв з про-

стору L(X, Y ) є секвенцiально щiльною в L(X, Y ) у сильнiй операторнiй

топологiї.

Оскiльки кожен скiнченновимiрний оператор з простору L(X, Y ) є необо-

ротним, то це твердження означає, що множина всiх необоротних операторiв

з L(X, Y ) є секвенцiально щiльною в L(X, Y ) у сильнiй операторнiй топологiї.

Доведення твердження 2.1. Розглянемо окремо випадки, коли X або Y

має базис Шаудера.

Розглянемо спочатку перший випадок, коли X має деякий базис Шаудера

(ej)
∞
j=1. Тодi кожен вектор x ∈ X єдиним чином зображається у виглядi

x =
∞∑
j=1

e∗j(x) ej, (2.60)

де кожне e∗j є деяким лiнiйним неперервним функцiоналом на X. Використо-

вуючи цей базис, означимо оператор k-ої частинної суми

Sk : x 7→
k∑
j=1

e∗j(x) ej, де x ∈ X.

Очевидно, що Sk → IX при k →∞ у сильнiй операторнiй топологiї в L(X,X).

Тут, як звичайно, IX позначає тотожний оператор на X. Розглянемо довiль-

ний оператор T ∈ L(X, Y ) i покладемо Tk := TSk для кожного k ∈ N. Кожний

оператор Tk є скiнченновимiрним, i Tk → T при k →∞ в сильнiй операторнiй

топологiї у просторi L(X, Y ).

Випадок, коли Y має базис Шаудера розглядається аналогiчним чином.

А саме, нехай (ẽj)
∞
j=1 — базис Шаудера у просторi Y i ẽ∗j(y) — j-та координата
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вектора y ∈ Y в цьому базисi. Для кожного k ∈ N означимо оператор

S̃k : y 7→
k∑
j=1

ẽ∗j(y) ẽj, де y ∈ Y.

Для довiльного оператора T ∈ L(X, Y ) покладемо T̃k := S̃kT для кожного

k ∈ N. Кожний оператор T̃k є скiнченновимiрним, i T̃k → T при k → ∞ в

сильнiй операторнiй топологiї в L(X, Y ). Твердження 2.1 доведене.

Твердження 2.2. Нехай простори X i Y iзоморфнi. Тодi вiдображення

T 7→ T−1, задане на множинi всiх оборотних операторiв T ∈ L(X, Y ), є

всюди розривним у сильнiй операторнiй топологiї.

Припущення, зроблене у цьому твердженнi, є природними. Справдi, якщо

просториX i Y не є iзоморфними, то не iснує оборотних операторiв в L(X, Y ).

Доведення твердження 2.2. За теоремою Банаха-Штейнгауза достатньо

показати, що для довiльного оборотного оператора T ∈ L(X, Y ) iснує по-

слiдовнiсть оборотних операторiв (Tk)
∞
k=1 ⊂ L(X, Y ) така, що Tk → T при

k →∞ в сильнiй операторнiй топологiї в L(X, Y ) i послiдовнiсть (‖T−1k ‖)∞k=1

є необмеженою. Тут, звiсно, ‖T−1k ‖ позначає норму оберненого оператора

T−1k : Y → X. Без втрати загальностi можна припустити, що Y = X i T = IX .

Справдi, враховуючи, що банаховi простори X i Y є iзоморфними, загальний

випадок тривiально зводиться до вже розглянутого.

Використаємо мiркування з доведення твердження 2.1. Для кожного

k ∈ N, розглянемо оператор

Ik : x 7→
k−1∑
j=1

e∗j(x) ej +
1

k
e∗k(x) ek +

∞∑
j=k+1

e∗j(x) ej, де x ∈ X. (2.61)

Кожен оператор Ik належить до простору L(X, Y ) i є оборотним, причому

I−1k : x 7→
k−1∑
j=1

e∗j(x) ej + k e∗k(x) ek +
∞∑

j=k+1

e∗j(x) ej, де x ∈ X. (2.62)
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З формул (2.60) i (2.61) випливає, що Ik → IX при k → ∞ в сильнiй опера-

торнiй топологiї у просторi L(X, Y ). Проте, послiдовнiсть (‖I−1k ‖)∞k=1 є нео-

бмеженою, оскiльки за формулою (2.62) задовольняє умову

‖I−1k ‖ ≥
‖I−1k ek‖
‖ek‖X

= k для кожного k ∈ N.

Твердження 2.2 доведене.

Зауважимо, що в твердженнях 2.1 i 2.2 не можна замiнити сильну опера-

торну топологiю на рiвномiрну. Справдi, як вiдомо, вiдображення T 7→ T−1 є

всюди неперервним у рiвномiрнiй операторнiй топологiї, а замикання множи-

ни усiх скiнченовимiрних операторiв у цiй топологiї мiстить лише компактнi

(а тому необоротнi) оператори.
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Висновки до роздiлу 2

У другому роздiлi дисертацiї введено i дослiджено максимально широкий

клас лiнiйних крайових задач для систем m ≥ 1 звичайних диференцiальних

рiвнянь першого порядку, розв’язки яких належать до простору Гельдера

Cn+1,α, де n ∈ N0 i 0 ≤ α ≤ 1. Цi крайовi задачi названо тотальними щодо

простору Cn+1,α. Отримано такi основнi результати:

1. Показано, що введеним крайовим задачам вiдповiдає фредгольмiв

оператор з iндексом нуль на парi нормованих просторiв (Cn+1,α)m i

(Cn,α)m × Cm (теорема 2.1).

2. Встановлено критерiй однозначної розв’язностi введених крайових за-

дач у цих просторах (теорема 2.2).

3. Для крайових задач, тотальних щодо простору Cn+1,α i залежних вiд

малого параметра ε ≥ 0, встановлено конструктивний критерiй непе-

рервностi за параметром розв’язкiв при ε = 0 у цьому просторi (теоре-

ма 2.3). Це — основний результат другого роздiлу.

4. Показано, що похибка i нев’язка розв’язкiв цих задач мають однаковий

порядок малостi при ε→ 0+ (теорема 2.5).

Результати другого роздiлу опублiковано у статтi [55].
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РОЗДIЛ 3

ТОТАЛЬНI КРАЙОВI ЗАДАЧI ДЛЯ СИСТЕМ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ВИСОКИХ ПОРЯДКIВ

У цьому роздiлi вводиться i дослiджується максимально широкий клас

лiнiйних крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь по-

рядку r ≥ 2, розв’язки яких належать до простору l ≥ r разiв неперервно

диференцiйовних функцiй.

3.1. Формулювання задачi

Як i ранiше, [a, b] є (скiнченний) вiдрiзок дiйсної осi, m ∈ N i n ∈ N0.

Нехай також довiльним чином вибрано натуральне число r ≥ 2.

Розглянемо таку крайову задачу для системи m лiнiйних диференцiаль-

них рiвнянь порядку r:

Lz(t) ≡ z(r)(t) +
r∑
j=1

Kr−j(t)z
(r−j)(t) = f(t), a ≤ t ≤ b, (3.1)

Bz = q. (3.2)

Тут є шуканою вектор-функцiя z ∈ (C(n+r))m i довiльно задано матрицю-

функцiю Kr−j ∈ (C(n))m×m для кожного j ∈ {1, . . . , r}, вектор-функцiю f ∈

(C(n))m, вектор q ∈ Crm i лiнiйний неперервний оператор

B : (C(n+r))m → Crm. (3.3)

Оскiльки цей оператор дiє у простiр Crm, то крайова умова (3.2) задає rm

скалярних крайових умов для системи m диференцiальних рiвнянь поряд-

ку r.

Крайова умова (3.2) з неперервним оператором (3.3) є найбiльш загаль-

ною для системи диференцiальних рiвнянь (3.1). Це випливає з леми, поданої

нижче. Ця умова охоплює як усi вiдомi типи класичних крайових умов (умови
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задачi Кошi, рiзнi багатоточковi умови, iнтегральнi умови, умови змiшаних

крайових задач), так i рiзнi некласичнi крайовi умови. Останнi можуть мi-

стити похiднi шуканих функцiй порядку k, де r ≤ k ≤ n + r. Тому крайову

задачу (2.1), (2.2) називаємо тотальною щодо простору C(n+r), тобто про-

стору n+ r разiв неперервно диференцiйовних функцiй .

Лема 3.1. Нехай Kr−j ∈ (C(n))m×m для кожного j ∈ {1, . . . , r}. Якщо r

разiв диференцiйовна функцiя z : [a, b]→ Cm є розв’язком рiвняння (3.1) для

деякої правої частини f ∈ (C(n))m, то z ∈ (C(n+r))m. Бiльше того, якщо f

пробiгає весь простiр (C(n))m, то розв’язки рiвняння (3.1) пробiгають весь

простiр (C(n+r))m.

Доведення. Припустимо, що r разiв диференцiйовна функцiя z є розв’яз-

ком рiвняння (3.1) для деякого f ∈ (C(n))m. Доведемо, що z ∈ (C(n+r))m.

Враховуючи, що f i всi Kr−j є принаймнi неперервними на [a, b], маємо

z(r) = f −
r∑
j=1

Kr−j z
(r−j) ∈ (C(0))m.

Отже, z ∈ (C(r))m. Бiльше того,(
z ∈ (C(l))m ⇒ z ∈ (C(l+1))m

)
для кожного l ∈ Z ∩ [r, n+ r − 1].

(3.4)

Справдi, якщо z ∈ (C(l))m для деякого цiлого числа l ∈ [r, n+ r − 1], то

z(r) = f −
r∑
j=1

Kr−j z
(r−j) ∈ (C(l−r+1))m,

оскiльки l − r + 1 ≤ n i кожне Kr−j ∈ (C(n))m×m; отже, z ∈ (C(l+1))m. Тепер

включення z ∈ (C(r))m i властивiсть (3.4) тягнуть за собою потрiбне включе-

ння z ∈ (C(n+r))m.

Доведемо останнє твердження леми. Для довiльного f ∈ (C(n))m iснує

розв’язок z рiвняння (3.1). Як щойно було показано, z ∈ (C(n+r))m. А це,
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враховуючи очевидну властивiсть

z ∈ (C(n+r))m ⇒ Lz ∈ (C(n))m,

доводить останнє твердження леми. Лема 3.1 доведена.
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3.2. Характер розв’язностi задачi

Коротко запишемо крайову задачу (3.1), (3.2) у виглядi (L,B)z = (f, q)

за допомогою неперервного лiнiйного оператора

(L,B) : (C(n+r))m → (C(n))m × Crm. (3.5)

Теорема 3.1. Оператор (3.5) є фредгольмовим з iндексом нуль.

Доведення. Лiнiйне вiдображення z 7→ (Lz,Cz), де z ∈ (C(n+r))m i

Cz :=
(
z(a), z′(a), . . . , z(r−1)(a)

)
,

є iзоморфiзмом

(L,C) : (C(n+r))m ↔ (C(n))m × Crm. (3.6)

Справдi, для довiльних f ∈ (C(n))m i q ∈ Crm, задача Кошi, яка складається

з диференцiального рiвняння (3.1) i початкової умови Cz = q, має єдиний

розв’язок z (див., наприклад, [9, с. 146]). На пiдставi леми 3.1 виконується

включення z ∈ (C(n+r))m. Тому, вказане вiдображення є взаємно однозначним

лiнiйним оператором (3.6). Оскiльки вiн неперервний, то за теоремою Банаха

про обернений оператор, маємо iзоморфiзм (3.6).

Оператор (3.5) є скiнченновимiрним збуренням цього iзоморфiзму. Тому,

(3.5) є фредгольмовим оператором з iндексом нуль. Теорема 3.1 доведена.

Для фредгольмового оператора (3.5) сформулюємо критерiй бути iзомор-

фiзмом.

Як вiдомо, загальний розв’язок однорiдного рiвняння (3.1) з f ≡ 0 пода-

ється у виглядi

z =
r−1∑
l=0

Zl ql, (3.7)

де стовпцi q0, . . . , qr−1 ∈ Cm довiльнi (див., наприклад, [9] (розд. 2, п. 2.5)).

Тут кожна матриця-функцiя Zl ∈ (C(n+r))m×m, де l ∈ {0, . . . , r−1}, є розв’яз-
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ком матричної задачi Кошi

Z
(r)
l (t) +

r∑
j=1

Kr−j(t)Z
(r−j)
l (t) = 0, a ≤ t ≤ b, (3.8)

Z
(j)
l (a) = δl,jIm, j = 0, . . . , r − 1.. (3.9)

Як звичайно δl,j — символ Кронекера.

Теорема 3.2. Оператор (3.5) є оборотним тодi i тiльки тодi, коли є

невиродженою матриця (
[BZ0)] · · · [BZr−1]

)
. (3.10)

Тут (3.10) є числова квадратна матриця порядку rm, утворена з прямо-

кутних блокiв [BZl], де l = 0, . . . r− 1, розмiру rm×m. Як i в п. 2.3, кожний

стовпець блоку [BZl] є результатом дiї оператора B на вiдповiдний стовпець

(з тим же номером) матрицi-функцiї Zl.

Доведення теореми 3.2. За теоремою 3.1, оператор (3.5) є оборотним тодi

i тiльки тодi, коли його ядро ker(L,B) є нуль-простором. Тому теорема 3.2

буде доведена, якщо покажемо, що нерiвнiсть ker(L,B) 6= {0} еквiвалентна

виродженостi матрицi (3.10).

Припустимо спочатку, що ker(L,B) 6= {0}. Тодi iснує нетривiальний z ∈

(C(n+r))m однорiдної крайової задачi (L,B)z = (0, 0). Вiн зображається у

виглядi (3.7), де принаймнi один iз стовпцiв q0, . . . , qr−1 ∈ Cm вiдмiнний вiд

нуля. На пiдставi леми 2.2 запишемо

0 = Bz =
r−1∑
l=0

B(Zlql) =
r−1∑
l=0

[BZl]ql,

тобто блоки матрицi (3.10) лiнiйно залежнi. Тому її стовпцi лiнiйно залежнi

i вона вироджена.

Зворотно, припустимо, що матриця (3.10) вироджена. Тодi її стовпцi, а

отже, i блоки є лiнiйно залежними:
r−1∑
l=0

[BZl]ql = 0 (3.11)
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для деяких стовпцiв q0, . . . , qr−1 ∈ Cm, серед яких принаймнi один вiдмiн-

ний вiд нуля. Означимо ненульову вектор-функцiю z ∈ (C(n+r))m за форму-

лою (3.7). Для цiєї функцiї Lz = 0 i

Bz =
r−1∑
l=0

B(Zlql) =
r−1∑
l=0

[BZl]ql = 0

на пiдставi леми 2.2 i рiвностi (3.11). Отже, 0 6= z ∈ ker(L,B). Теорема 3.2

доведена.
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3.3. Необхiднi й достатнi умови неперервностi за пара-

метром розв’язкiв задачi

Нехай ε0 > 0. Розглянемо лiнiйну крайову задачу вигляду (3.1), (3.2),

залежну вiд параметра ε ∈ [0, ε0):

L(ε)z(t, ε) ≡ z(r)(t, ε) +
r∑
j=1

Kr−j(t, ε)z
(r−j)(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (3.12)

B(ε)z(·, ε) = q(ε). (3.13)

Тут для кожного ε ∈ [0, ε0) є шуканою вектор-функцiя z(·, ε) ∈ (C(n+r))m i

довiльним чином заданi матрицi-функцiїKr−j(·, ε) ∈ (C(n))m×m, де j = 1 . . . r,

вектор-функцiя f(·, ε) ∈ (C(n))m, неперервний лiнiйний оператор

B(ε) : (C(n+r))m → Crm (3.14)

та вектор q(ε) ∈ Crm.

Для крайової задачi (3.12), (3.13) розглянемо такi

Граничнi умови при ε→ 0+:

(3.I) Kr−j(·, ε)→ Kr−j(·, 0) в (C(n))m×m для кожного номера j ∈ {1 . . . r};

(3.II) B(ε)z → B(0)z в Crm для довiльної вектор-функцiї z ∈ (C(n+r))m.

Розглядається ще така

Умова (3.0). Гранична однорiдна крайова задача

L(0)z(t, 0) = 0, a ≤ t ≤ b,

B(0)z(·, 0) = 0
(3.15)

має лише тривiальний розв’язок.

Сформулюємо

Базове означення розд. 3. Говоримо, що розв’язок крайової задачi

(3.12), (3.13) неперервно залежить вiд параметра ε при ε = 0, якщо вико-

нуються такi двi умови:
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(∗) Iснує додатне число ε1 < ε0 таке, що для довiльних числа ε ∈ [0, ε1),

вектор-функцiї f(·, ε) ∈ (C(n))m i вектора q(ε) ∈ Crm ця задача має

єдиний розв’язок z(·, ε) ∈ (C(n+r))m.

(∗∗) Збiжнiсть правих частин

f(·, ε)→ f(·, 0) в (C(n))m, q(ε)→ q(0) в Crm при ε→ 0+

тягне за собою збiжнiсть розв’язкiв

z(·, ε)→ z(·, 0) в
(
C(n+r)

)m при ε→ 0 + .

Сформулюємо основну теорему третього роздiлу.

Теорема 3.3. Для того, щоб розв’язок крайової задачi (3.12), (3.13) не-

перервно залежав вiд параметра ε при ε = 0 необхiдно й достатньо, щоб

ця задача задовольняла умову (3.0) i граничнi умови (3.I) та (3.II).

Цю теорему доведемо у наступному п. 3.4.

Зауваження 3.1. Лiнiйний неперервний оператор (3.14) єдиним чином

зображається у виглядi

B(ε)z =
n+r∑
k=1

βk(ε) z
(k−1)(a) +

b∫
a

(dΦ(t, ε))z(n+r)(t) (3.16)

для довiльної вектор-функцiї z ∈ (C(n+r))m. Тут кожне βk(ε), де k ∈

{1, . . . , n + r}, є числовою матрицею розмiру rm ×m, а Φ(·, ε) є матрицею-

функцiєю розмiру rm×m, складеною iз скалярних функцiй обмеженої варiа-

цiї на [a, b], неперервних справа на (a, b) та рiвних нулю у точцi t = a. (Звiсно,

iнтеграл в (3.16) розумiється за Рiманом-Стiльтьєсом.) Зображення (3.16) є

прямим наслiдком вiдомого опису простору, спряженого до C(n+r) (див., на-

приклад, [8, с. 374]). Використовуючи (3.16), можемо переписати граничну

умову (3.II) у явнiй формi. А саме, гранична умова (3.II) при ε→ 0+ еквiва-

лентна виконанню таких чотирьох умов:
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(2a) βk(ε)→ βk(0) для кожного номера k ∈ {1, . . . , n+ r};

(2b) ‖V b
a Φ(·, ε)‖Crm×m = O(1);

(2c) Φ(b, ε)→ Φ(b, 0);

(2d)
t∫
a

Φ(s, ε)ds→
t∫
a

Φ(s, 0)ds для кожного t ∈ (a, b].

(Звiсно, збiжнiсть розглядається у просторi Crm×m.) Така еквiвалентнiсть є

наслiдком критерiю Ф. Рiса [31, с. 136] слабкої збiжностi лiнiйних функцiо-

налiв на C(0). Корисно порiвняти цi умови з критерiєм збiжностi операторiв

B(ε) → B(0) за нормою при ε → 0+. Вiн стверджує, що ця збiжнiсть за

нормою еквiвалентна виконанню умов (2a) i

V b
a

(
Φ(·, ε)− Φ(·, 0)

)
→ 0 при ε→ 0 + . (3.17)

Умова (3.17) є бiльш сильною, нiж система умов (2b) – (2d). Справдi, з умо-

ви (3.17) випливає рiвномiрна збiжнiсть функцiй Φ(t, ε) до Φ(t, 0) на [a, b]

при ε→ 0+, тодi як з умов (2b) – (2d) не випливає поточкова збiжнiсть цих

функцiй хоча б в однiй точцi iнтервалу (a, b).
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3.4. Доведення необхiдної i достатньої умови

У цьому пунктi доведемо основний результат третього роздiлу — теоре-

му 3.3.

Попередньо доведемо достатню частину цiєї теореми у випадку задачi

Кошi

L(ε)x(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (3.18)

x(j−1)(a, ε) = pj(ε), j = 1, . . . , r, (3.19)

залежної вiд параметра ε ∈ [0, ε0). Тут для кожного ε ∈ [0, ε0), довiльно

задано як вектор-функцiю f(·, ε) ∈ (C(n))m, так i вектори pj(ε) ∈ Cm, де

j = 1, . . . , r. Єдиний розв’язок x(·, ε) цiєї задачi належить до (C(n+r))m за

лемою 3.1.

Лема 3.2. Нехай виконуються гранична умова (3.I) i умови

f(·, ε)→ f(·, 0) в (C(n))m при ε→ 0+, (3.20)

pj(ε)→ pj(0) в Cm при ε→ 0+

для кожного j ∈ {1, . . . , r}.
(3.21)

Тодi розв’язок x(·, ε) задачi Кошi (3.18), (3.19) має таку властивiсть:

x(·, ε)→ x(·, 0) в (C(n+r))m при ε→ 0 + . (3.22)

Доведення. Нехай ε ∈ [0, ε0). Зведемо задачу Кошi (3.18), (3.19) до задачi

Кошi для системи диференцiальних рiвнянь першого порядку (див., напри-

клад, [9, п. 2.5]). Для цього, як звичайно, покладемо

y(·, ε) := col
(
x(·, ε), x′(·, ε), . . . , x(r−1)(·, ε)

)
∈ (C(n+1))rm, (3.23)

g(·, ε) := col
(
0, f(·, ε)

)
∈ (C(n))rm,

p(ε) := col
(
p1(ε), . . . , pr(ε)

)
∈ Crm
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та

A(·, ε) :=



Om Im Om . . . Om

Om Om Im . . . Om

... ... ... . . . ...

Om Om Om . . . Im

K0(·, ε) K1(·, ε) K2(·, ε) . . . Kr−1(·, ε)


, (3.24)

де A(·, ε) ∈ (C(n))rm×rm. Розглянемо задачу Кошi

y′(t, ε) + A(t, ε)y(t, ε) = g(t, ε), a ≤ t ≤ b, (3.25)

y(a, ε) = p(ε). (3.26)

Вектор-функцiя x(·, ε) ∈ (C(n+r))m є розв’язком задачi Кошi (3.18), (3.19)

тодi i лише тодi, коли вектор-функцiя (3.23) є розв’язком задачi Кошi (3.25),

(3.26).

Задача Кошi (3.25), (3.26) є окремим випадком тотальної щодо C(n+1)

крайової задачi вигляду (2.10), (2.11), де крайовий оператор B(ε)y := y(a)

не залежить вiд ε i тому задовольняє граничну умову (2.II). З граничних

умов (3.I), (3.20) i (3.21) негайно випливає, що ця задача Кошi задоволь-

няє при ε → +0 граничну умову (2.I) та умови g(·, ε) → g(·, 0) в (C(n))rm i

p(ε) → p(0) в Crm. Отже, за основною теоремою 2.3 для α = 0, маємо збi-

жнiсть y(·, ε) → y(·, 0) в (C(n+1))rm при ε → 0+. Звiдси з огляду на (3.23)

випливає потрiбна властивiсть (3.22). Лема 3.2 доведена.

Доведення теореми 3.3 подамо у виглядi доведення трьох лем, сформу-

льованих нижче. При цьому буде використана щойно встановлена лема 3.2.

Пов’яжемо iз крайовою задачею (3.12), (3.13) лiнiйний неперервний опе-

ратор

(L(ε), B(ε)) : (C(n+r))m → (C(n))m × Crm. (3.27)

З теореми 3.1 випливає, що оператор (3.27) є фредгольмовим з iндексом нуль

для кожного числа ε ∈ [0, ε0).
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Лема 3.3. Припустимо, що виконуються умова (3.0) та граничнi умови

(3.I) i (3.II). Тодi iснує додатне число ε1 < ε0 таке, що оператор (3.27) є

оборотним для кожного ε ∈ [0, ε1).

Доведення. Для довiльних числа ε ∈ [0, ε0) i номера l ∈ {0, . . . , r − 1}

розглянемо матричну задачу Кошi (3.8), (3.9), де Zl(·) = Zl(·, ε) i Kr−j(·) =

Kr−j(·, ε). Вона складається з m напiводнорiдних задач Кошi вигляду (3.18),

(3.19), де f(·, ε) ≡ 0 i кожне pj не залежить вiд ε, вiдносно вектор-функцiй

x(t, ε), що є стовпчиками матрицi Zl(·, ε). Тому, скориставшись граничною

умовою (3.I) i лемою (3.2), отримуємо збiжнiсть

Zl(·, ε)→ Zl(·, 0) в (C(n+r))m×m при ε→ 0 + . (3.28)

Звiдси на пiдставi граничної умови (3.II) маємо таку збiжнiсть блочних чи-

слових квадратних матриць:(
[B(ε)Z0(ε, ·)] · · · [B(ε)Zr−1(ε, ·)]

)
→

→
(
[B(0)Z0(ε, 0)] · · · [B(0)Zr−1(ε, 0)]

)
при ε→ 0 + .

(3.29)

Тут гранична матриця невироджена згiдно з умовою (3.0) i з огляду на тео-

реми 3.1 i 3.2. Тому iснує додатне число ε1 < ε0 таке, що

det
(
[B(ε)Z0(ε, ·)] · · · [B(ε)Zr−1(ε, ·)]

)
6= 0

для довiльного ε ∈ [0, ε1).
(3.30)

Отже, за теоремою 3.2, оператор (3.27) є оборотним для кожного ε ∈ [0, ε1).

Лема 3.3 доведена.

Лема 3.4. Припустимо, що крайова задача (3.12), (3.13) задовольняє

умову (3.0), граничнi умови (3.I), (3.II), (3.20) i

q(ε)→ q(0) в Crm при ε→ 0 + . (3.31)

Тодi єдиний розв’язок z(·, ε) ∈ (C(n+r))m цiєї задачi, де ε ∈ [0, ε1), має грани-

чну властивiсть

z(·, ε)→ z(·, 0) в (C(n+r))m при ε→ 0 + . (3.32)
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Доведення виконаємо у два кроки.

Крок 1. Доведемо тут граничну властивiсть (3.32) у випадку напiво-

днорiдної крайової задачi (3.12), (3.13), коли f(·, ε) ≡ 0 для довiльного

ε ∈ [0, ε0). Для кожного такого числа ε запишемо загальний розв’язок рiвня-

ння L(ε)z(·, ε) ≡ 0 у виглядi (3.7), тобто

z(·, ε) =
r−1∑
l=0

Zl(·, ε)hl(ε) (3.33)

iз довiльними стовпцями h0(ε), . . . , hr−1(ε) ∈ Cm. Тут кожна матриця-

функцiя Zl(·, ε) ∈ (C(n+r))m×m є розв’язком задачi Кошi (3.8), (3.9), де

Zl(·) = Zl(·, ε) i Kr−j(·) = Kr−j(·, ε).

На пiдставi леми 2.2 маємо рiвностi

B(ε)z(·, ε) =
r−1∑
l=0

B(ε)(Zl(·, ε)hl(ε)) =
r−1∑
l=0

[B(ε)Zl(·, ε)]hl(ε).

Отже, крайова умова B(ε)z(·, ε) = q(ε) рiвносильна умовi

r−1∑
l=0

[B(ε)Zl(·, ε)]hl(ε) = q(ε).

Остання є системою лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

(
[B(ε)Z0(ε, ·)] · · · [B(ε)Zr−1(ε, ·)]

)
h(ε) = q(ε),

вiдносно координат стовпця h(ε) := col(h0(ε), . . . , hr−1(ε)). Звiдси, на пiдставi

властивостей (3.29) i (3.30) та умови (3.31), робимо висновок, що ця система

має єдиний розв’язок h(ε) для кожного ε ∈ [0, ε1) i вiн задовольняє граничну

умову h(ε) → h(0) в Crm при ε → 0+. Тепер потрiбна властивiсть (3.32) є

прямим наслiдком останньої умови та формул (3.28) i (3.33).

Крок 2. Доведемо тут граничну властивiсть (3.32) у загальнiй ситуацiї.

Для кожного ε ∈ [0, ε1) покладемо ẑ(·, ε) := z(·, ε)−x(·, ε), де z(·, ε) є розв’яз-

ком крайової задачi (3.12), (3.13) (вiн iснує за лемою 3.3), а x(·, ε) є розв’язком
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задачi Кошi (3.18), (3.19), в якiй усi pj(ε) = 0. Тодi ẑ(·, ε) є розв’язком напiв-

однорiдної крайової задачi

L(t, ε)ẑ(t, ε) = 0, a ≤ t ≤ b, (3.34)

B(ε)ẑ(·, ε) = q̂(ε), (3.35)

де

q̂(ε) := q(ε)−B(ε)x(·, ε) ∈ Crm.

На пiдставi леми 3.2 розв’язок x(·, ε) задовольняє граничну умову (3.22). Тому

за умовами (3.II) i (3.31) маємо збiжнiсть q̂(ε) → q̂(0) в просторi Crm при

ε → 0+. Отже, за доведеним на першому кроцi для крайової задачi (3.34),

(3.35) її розв’язок має граничну властивiсть

ẑ(·, ε)→ ẑ(·, 0) в (C(n+r))m при ε→ 0 + . (3.36)

Тепер на пiдставi властивостей (3.22) i (3.36) отримуємо потрiбну гранична

властивiсть (3.32)

x(·, ε) + ẑ(·, ε) = z(·, ε)→ z(·, 0) = x(·, 0) + ẑ(·, 0)

у просторi (C(n+r))m при ε→ 0+.

Лема 3.4 доведена.

Лема 3.5. Припустимо, що крайова задача (3.12), (3.13) задовольняє ба-

зове означення. Тодi для неї виконуються граничнi умови (3.I) i (3.II).

Доведення. Проведемо мiркування у три кроки.

Крок 1. Означимо матрицю A(·, ε) за формулою (3.24) та покладемо

y(·, ε) := col
(
z(·, ε), z′(·, ε), . . . , z(r−1)(·, ε)

)
∈ (C(n+1))rm,

g(·, ε) := col
(
0, f(·, ε)

)
∈ (C(n))rm,
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Окрiм того, з огляду на зображення (3.16) покладемо

N(ε)y :=
r−1∑
k=1

βk(ε)yk(a) +
n+r∑
k=r

βk(ε)y
(k−r)
r (a)+

+

b∫
a

(dΦ(t, ε))y(n+1)
r (t)

(3.37)

для довiльної вектор-функцiї y = col(y1, . . . , yr), де y1, . . . , yr ∈ (C(n+1))m.

Лiнiйне вiдображення y 7→ Ny дiє неперервно з простору (C(n+1))rm у простiр

Crm.

Вектор-функцiя z(·, ε) ∈ (C(n+r))m є розв’язком крайової задачi (3.12),

(3.13) тодi i тiльки тодi, коли функцiя y(·, ε) є розв’язком крайової задачi

y′(t, ε) + A(t, ε)y(t, ε) = g(t, ε), a ≤ t ≤ b, (3.38)

N(ε)y(·, ε) = q(ε). (3.39)

За умовою (∗) базового означення ця задача має єдиний розв’язок y(t, ε) для

кожного ε ∈ [0, ε1). Гранична умова (3.I) еквiвалента тому, що

A(·, ε)→ A(·, 0) в (C(n))rm×rm при ε→ 0 + .

Доведемо цю збiжнiсть.

Зауважимо попередньо таке: якщо g(·, ε) i q(ε) не залежать вiд ε ∈ [0, ε1),

то z(·, ε)→ z(·, 0) в (C(n+r))m при ε→ 0+ за умовою (∗∗) базового означення.

Остання збiжнiсть еквiвалента тому, що

y(·, ε)→ y(·, 0) в (C(n+1))rm при ε→ 0 + .

Для кожного числа ε ∈ [0, ε1) розглянемо матричну крайову задачу

Y ′(t, ε) + A(t, ε)Y (t, ε) = Orm, a ≤ t ≤ b, (3.40)

[N(ε)Y (·, ε)] = Irm. (3.41)
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Тут шуканою є матриця-функцiя Y (·, ε) := (yj,k(·, ε))rmj,k=1 з простору

(C(n+1))rm×rm i, за означенням,

[N(ε)Y (·, ε)] :=

N(ε)


y1,1(·, ε)

...

yrm,1(·, ε)

 . . . N(ε)


y1,rm(·, ε)

...

yrm,rm(·, ε)


 .

Задача (3.40), (3.41) є сукупнiстю rm крайових задач (3.38), (3.39), правi

частини яких не залежать вiд ε. Тому вона має єдиний розв’язок Y (·, ε) ∈

(C(n+1))rm×rm, i вiн задовольняє умову

Y (·, ε)→ Y (·, 0) в (C(n+1))rm×rm при ε→ 0 + . (3.42)

Окрiм того,

detY (t, ε) 6= 0 для кожного t ∈ [a, b]. (3.43)

Справдi, у противному разi функцiї, що є стовпцями матрицi Y (·, ε) були б

лiнiйно залежними, що суперечило б крайовiй умовi (3.41).

Тепер на пiдставi формул (3.42) i (3.43) отримаємо потрiбну збiжнiсть

A(·, ε) = −Y ′(·, ε)(Y (·, ε))−1 → −Y ′(·, 0)(Y (·, 0))−1 = A(·, 0),

у просторi (C(n))rm×rm при ε→ 0+. Таким чином крайова задача (3.12), (3.13)

задовольняє граничну умову (3.I). Звiдси негайно випливає, що

‖Kr−j(ε)‖(n) = O(1) при ε→ 0+

для кожного номера j ∈ {1, . . . , r}.
(3.44)

Крок 2. На цьому кроцi доведемо, що

‖B(ε)‖ = O(1) при ε→ 0 + . (3.45)

Тут ‖ · ‖ позначає норму обмеженого оператора, що дiє з простору (C(n+r))m

у простiр Crm. Припустимо супротивне; тодi iснує числова послiдовнiсть

(ε(k))∞k=1 ⊂ (0, ε1) така, що

ε(k) → 0 i 0 < ‖B(ε(k))‖ → ∞ при ε→ 0 + . (3.46)
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Для кожного k ∈ N виберемо функцiю wk ∈ (C(n+r))m таку, що

‖wk‖(n+r) = 1 i ‖B(ε(k))wk‖Crm ≥ ‖B(ε(k))‖/2. (3.47)

Покладемо

z(·, ε(k)) := ‖B(ε(k))‖−1wk ∈ (C(n+r))m,

f(·, ε(k)) := L(ε(k)) z(·, ε(k)) ∈ (C(n))m,

q(ε(k)) := B(ε(k)) z(·, ε(k)) ∈ Crm.

Враховуючи спiввiдношення (3.46), (3.47), маємо збiжнiсть

z(·, ε(k))→ 0 в (C(n+r))m при k →∞. (3.48)

Звiдси

f(·, ε(k))→ 0 в (C(n))m при k →∞, (3.49)

оскiльки крайова задача (3.12), (3.13) задовольняє граничну умову (3.I), як

було показано на кроцi 1. Окрiм того, на пiдставi (3.47) маємо двобiчну оцiнку

1/2 ≤ ‖q(ε(k))‖Crm ≤ 1 для кожного k ∈ N.

Тому iснує пiдпослiдовнiсть

(q(ε(kp)))∞p=1 ⊂ (q(ε(k)))∞k=1

та ненульовий вектор q(0) ∈ Crm такi, що

q(ε(kp))→ q(0) в Crm при p→∞. (3.50)

Отже, для кожного номера p функцiя z(·, ε(kp)) ∈ (C(n+r))m є єдиним

розв’язком крайової задачi

L(ε(kp)) z(t, ε(kp)) = f(t, ε(kp)), a ≤ t ≤ b,

B(ε(kp)) z(·, ε(kp)) = q(ε(kp)).
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Тому на пiдставi формул (3.49) i (3.50) та умови (∗∗) базового означення

робимо висновок, що функцiя z(·, ε(kp)) збiгається до єдиного розв’язку z(·, 0)

граничної крайової задачi

L(0)z(t, 0) = 0, a ≤ t ≤ b,

B(0)z(·, 0) = q(0). (3.51)

Ця збiжнiсть виконується у просторi (C(n+r))m при ε→ 0+. Отже, z(·, 0) ≡ 0

згiдно з формулою (3.48). Ця рiвнiсть суперечить крайовiй умовi (3.51), де

q(0) 6= 0. Таким чином, зроблене припущення є хибним, чим i доведено (3.45).

Крок 3. Використовуючи результати попереднiх двох крокiв, доведемо, що

крайова задача (3.12), (3.13) задовольняє граничну умову (3.II). На пiдставi

формул (3.44) i (3.45) iснують числа κ′ > 0 i ε′ ∈ (0, ε1) такi, що

‖(L(ε), B(ε))‖ ≤ κ′ для кожного ε ∈ [0, ε′). (3.52)

Тут ‖(L(ε), B(ε))‖ позначає норму обмеженого оператора (3.27). Виберемо

довiльним чином вектор-функцiю z ∈ (C(n+r))m та покладемо f(·, ε) := L(ε)z

i q(ε) := B(ε)z для кожного ε ∈ [0, ε′). Отже,

z = (L(ε), B(ε))−1(f(·, ε), q(ε)) для кожного ε ∈ [0, ε′). (3.53)

Тут, звiсно, (L(ε), B(ε))−1 позначає оператор, обернений до (3.27). (Нагадає-

мо, що оператор (3.27) оборотний за умовою (∗) базового означення.)

Застосовуючи формули (3.52) i (3.53), отримаємо при 0 < ε < ε′ таке:

∥∥B(ε)z −B(0)z
∥∥
Crm ≤

≤
∥∥(f(·, ε), q(ε))− (f(·, 0), q(0))

∥∥
(Cn)m×Crm =

=
∥∥(L(ε), B(ε))(L(ε), B(ε))−1

(
(f(·, ε), q(ε))− (f(·, 0), q(0))

)∥∥
(C(n))m×Crm ≤

≤ κ′
∥∥(L(ε), B(ε))−1

(
(f(·, ε), q(ε))− (f(·, 0), q(0))

)∥∥
n+r

=

= κ′
∥∥(L(0), B(0))−1(f(·, 0), q(0))− (L(ε), B(ε))−1(f(·, 0), q(0))

∥∥
n+r

.
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Звiдси на пiдставi умови (∗∗) базового означення робимо висновок, що

B(ε)z → B(0)z в Crm при ε → 0+. Оскiльки вектор-функцiю y ∈ (C(n+r))m

вибрано довiльно, то крайова задача (3.12), (3.13) задовольняє граничну умо-

ву (3.II).

Лема 3.5 доведена.
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3.5. Швидкiсть збiжностi за параметром розв’язкiв за-

дачi

Для крайової задачi (3.12), (3.13) розглянемо нев’язку її розв’язку

dn(ε) := ‖L(ε)z(·, 0)− f(·, ε)‖n + ‖B(ε)z(·, 0)− q(ε)‖Crm. (3.54)

При цьому z(·, 0) розглядаємо як наближений розв’язок цiєї задачi.

Основну теорему третього роздiлу доповнює такий результат.

Теорема 3.4. Нехай крайова задача (3.12), (3.13) задовольняє умову (3.0)

i граничнi умови (3.I) i (3.II). Тодi iснують додатнi числа ε2 < ε1 i κ1, κ2

такi, що для довiльного ε ∈ (0, ε2) виконується двобiчна оцiнка

κ1 dn(ε) ≤ ‖z(·, 0)− z(·, ε)‖n+r ≤ κ2 dn(ε). (3.55)

Тут числа ε2, κ1 i κ2 не залежать вiд вектор-функцiй z(·, 0) i z(·, ε).

Згiдно з нерiвнiстю (3.55), похибка i нев’язка розв’язку z(·, ε) крайової

задачi (3.12), (3.13) мають однаковий порядок.

Доведення теореми 3.4 аналогiчне доведенню теореми 2.5. Для повноти

викладення наведемо вiдповiднi мiркування. Спочатку доведемо лiву частину

оцiнки (3.55). Граничнi умови (3.I) i (3.II) тягнуть за собою сильну збiжнiсть

операторiв

(L(ε), B(ε))
s−→ (L(0), B(0)) при ε→ 0 + .

Тут, як i ранiше, (L(ε), B(ε)), де 0 ≤ ε < ε0, є обмеженим оператором, що дiє

з простору (C(n+r))m у простiр (C(n))m × Crm. Тому iснують числа κ′ > 0 i

ε′ ∈ (0, ε1) такi, що норма цього оператора задовольняє нерiвнiсть (3.52).

Справдi, у противному разi iснувала б послiдовнiсть додатних чисел

(ε(k))∞k=1 така, що

ε(k) → 0 i ‖(L(ε(k)), B(ε(k)))‖ → ∞ при k →∞.
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Це з огляду на теорему Банаха-Штейнгауза суперечило б вказанiй вище силь-

нiй збiжностi операторiв.

Тепер на пiдставi нерiвностi (3.52) робимо висновок, що

dn(ε) = ‖L(ε)(z(·, 0)− z(·, ε))‖n + ‖B(ε)(z(·, 0)− z(·, ε))‖Crm ≤

≤ κ′ ‖z(·, 0)− z(·, ε)‖n+r

для довiльного ε ∈ [0, ε′). Отримали лiву частину двобiчної оцiнки (3.55), де

κ1 := 1/κ′.

Доведемо тепер праву частину цiєї оцiнки. Згiдно з теоремою 3.3, крайо-

ва задача (3.12), (3.13) задовольняє базове означення. Тому оператор (3.27)

є оборотним для кожного ε ∈ [0, ε1). Бiльше того, оператор (L(ε), B(ε))−1,

обернений до (3.27), збiгається сильно до (L(0), B(0))−1 при ε→ 0+. Справ-

дi, для довiльних f ∈ (Cn)m i q ∈ Crm за умовою (∗∗) базового означення

маємо збiжнiсть

(L(ε), B(ε))−1(f, q) =: z(·, ε)→ z(·, 0) := (L(0), B(0))−1(f, q)

у просторi (C(n+r))m при ε→ 0+.

Отже, за теоремою Банаха-Штейнгауза iснують додатнi числа ε2 < ε′ i κ2

такi, що норма оберненого оператора

‖(L(ε), B(ε))−1‖ ≤ κ2 для кожного ε ∈ [0, ε2).

Тому для довiльного числа ε ∈ [0, ε2) правильнi такi спiввiдношення:

‖z(·, 0)− z(·, ε)‖n+r =

= ‖(L(ε), B(ε))−1(L(ε), B(ε))(z(·, 0)− z(·, ε))‖n+r ≤

≤ κ2 ‖(L(ε), B(ε))(z(·, 0)− z(·, ε))‖(Cn)m×Crm = κ2 dn(ε).

Отримали праву частину двобiчної оцiнки (3.55). Теорема 3.4 доведена.
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Висновки до роздiлу 3

У третьому роздiлi дисертацiї введено i дослiджено максимально широкий

клас лiнiйних крайових задач для систем m ≥ 1 звичайних диференцiальних

рiвнянь порядку r ≥ 2, розв’язки яких належать до простору C(n+r), де n ∈

N0, — тотальнi крайовi задачi щодо C(n+r). Отримано такi основнi результати:

1. Доведено, що цим крайовим задачам вiдповiдає фредгольмiв оператор

з iндексом нуль на парi нормованих просторiв (C(n+r))m i (C(n))m×Crm

(теорема 3.1).

2. Встановлено критерiй однозначної розв’язностi цих крайових задач у

вказаних просторах (теорема 3.2).

3. Для крайових задач, тотальних щодо простору C(n+r) i залежних вiд

малого параметра ε ≥ 0, встановлено конструктивний критерiй непе-

рервностi за параметром розв’язкiв при ε = 0 у цьому просторi (теоре-

ма 3.3). Це — основний результат третього роздiлу.

4. Показано, що похибка i нев’язка розв’язкiв цих задач мають однаковий

порядок малостi при ε→ 0+ (теорема 3.4).

Результати цього роздiлу опублiковано у статтях [29, 34].
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РОЗДIЛ 4

БАГАТОТОЧКОВI КРАЙОВI ЗАДАЧI

У цьому роздiлi введемо i дослiдимо новi класи залежних вiд параметра

багатоточкових крайових задач для систем лiнiйних звичайних диференцi-

альних рiвнянь як першого порядку, так i вищих порядкiв. Їх дослiдження

спирається на результати другого i третього роздiлiв.

4.1. Багатоточковi крайовi задачi для систем диферен-

цiальних рiвнянь першого порядку

У четвертому роздiлi [a, b] — скiнченний вiдрiзок дiйсної осi, m ∈ N,

n ∈ N0, 0 < α ≤ 1 i ε0 > 0. Для кожного ε ∈ [0, ε0) розглядається систе-

ма лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого порядку

L(ε)y(t, ε) ≡ y′(t, ε) + A(t, ε)y(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (4.1)

така сама як i в другому роздiлi. Тут, нагадаємо, вектор-функцiя y(·, ε) ∈

(Cn+1,α)m є шуканою та довiльним чином задано матрицю-функцiю A(·, ε) ∈

(Cn,α)m×m i вектор-функцiю f(·, ε) ∈ (Cn,α)m.

Для кожного ε ∈ (0, ε0) пов’яжемо з системою (4.1) багатоточкову крайову

умову

B(ε)y(·, ε) ≡
p∑
j=0

ωj∑
k=1

n+1∑
l=0

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε), ε) = q(ε). (4.2)

Тут усi числа ωj ∈ N, матрицi β(l)
j,k(ε) ∈ Cm×m, точки tj,k(ε) ∈ [a, b] та вектор

q(ε) ∈ Cm є заданими.

Для крайової задачi (4.1), (4.2) не припускається, що коефiцiєнти A(t, ε),

β
(l)
j,k(ε) чи точки tj,k(ε) мають яку-небудь регулярнiсть за параметром ε.

Використання у крайовiй умовi (4.2) повторної суми за iндексами j i k зу-

мовлено подальшими припущеннями щодо поведiнки точок tj,k(ε) при ε→ 0+
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у залежностi вiд значень параметра j. Вимагатиметься, щоб для кожного фi-

ксованого j ∈ 1, p усi точки tj,k(ε) мали спiльну границю при ε → 0+, а для

точок t0,k(ε) така вимога не висуватиметься.

З огляду на це, у граничному випадку ε = 0 розглядаємо таку крайову

задачу

L(0)y(t, 0) = f(t, 0), a ≤ t ≤ b, (4.3)

B(0)y(·, 0) ≡
p∑
j=1

n+1∑
l=0

β
(l)
j y

(l)(tj, 0) = q(0). (4.4)

Тут усi матрицi β(l)
j ∈ Cm×m, точки tj ∈ [a, b] та вектор q(0) ∈ Cm є заданими.

Звiсно, для кожного ε ∈ [0, ε0) лiнiйне вiдображення y 7→ B(ε)y, де

y ∈ (Cn+1,α)m, є обмеженим оператором

B(ε) : (Cn+1,α)m → Cm. (4.5)

Зробленi припущення щодо системи (4.1) та обмеженiсть оператора (4.5)

означають, що крайова задача (4.1), (4.2) є тотальною щодо простору Гель-

дера Cn+1,α для кожного ε ∈ [0, ε0), як i задача (4.1), (4.4).

Зауважимо, що крайовi умови (4.2), (4.4) охоплюють як класичнi багато-

точковi задачi, так i некласичнi, що мiстять похiднi шуканої функцiї.

Для багатоточкової крайової задачi (4.1), (4.2) розглянемо такi

Граничнi умови при ε→ 0+:

(b1) tj,k(ε)→ tj для усiх j ∈ 1, p та k ∈ 1, ωj;

(b2)
ωj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)→ β

(l)
j для усiх j ∈ 1, p та l ∈ 0, n+ 1;

(b3) ‖β(n+1)
j,k (ε)‖·|tj,k(ε)− tj|α → 0 для усiх j ∈ 1, p та k ∈ 1, ωj;

(b4) ‖β(l)
j,k(ε)‖·|tj,k(ε)− tj(0)| → 0 для усiх j ∈ 1, p, k ∈ 1, ωj та l ∈ 0, n;

(b5) ‖β(l)
0,k(ε)‖ → 0 для усiх k ∈ 1, ω0 та l ∈ 0, n+ 1.
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Окрiм того, для крайової задачi (4.1), (4.2) розглядаємо граничнi умови

(2.I) i (2.II), а для граничної крайової задачi (4.3), (4.4) — i умову (2.0). Цi

умови сформульованi у п. 2.4.

Теорема 4.1. Нехай крайова задача (4.1), (4.2) задовольняє граничнi умо-

ви (b1) – (b5). Тодi вона задовольняє i граничну умову (2.II).

Доведення. Для довiльної вектор-функцiї y ∈ (Cn+1,α)m i достатньо мало-

го числа ε > 0 маємо таке:

‖B(ε)y −B(0)y‖ =

=

∥∥∥∥∥
p∑
j=0

ωj∑
k=1

n+1∑
l=0

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε))−
p∑
j=1

n+1∑
l=0

β
(l)
j y

(l)(tj)

∥∥∥∥∥ ≤
≤

ω0∑
k=1

n+1∑
l=0

‖β(l)
0,k(ε)‖ · ‖y

(l)(t0,k(ε))‖+

+

p∑
j=1

n+1∑
l=0

∥∥∥∥∥
ωj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε))− β(l)
j y

(l)(tj)

∥∥∥∥∥ . (4.6)

Тут на пiдставi умови (b5) виконується

‖β(l)
0,k(ε)‖ · ‖y

(l)(t0,k(ε))‖ ≤ ‖β(l)
0,k(ε)‖ · ‖y‖n+1,α → 0 (4.7)

для усiх припустимих значень iндексiв k i l. Ця i всi iншi границi у доведеннi

розглядаються за умови, що ε→ 0+.

Дослiдимо другий доданок у правiй частинi формули (4.6). Для довiльних

j ∈ 1, p та l ∈ 0, n+ 1 маємо:∥∥∥∥∥
ωj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε))− β(l)
j y

(l)(tj)

∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥
ωj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε))−
ωj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj) +

+

ωj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj)− β(l)
j y

(l)(tj)

∥∥∥∥∥ ≤
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≤

∥∥∥∥∥
ωj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε) ·

(
y(l)(tj,k(ε))− y(l)(tj)

)∥∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥∥
(

ωj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)− β

(l)
j

)
· y(l)(tj)

∥∥∥∥∥ ≤
≤

ωj∑
k=1

‖β(l)
j,k(ε)‖ · ‖y

(l)(tj,k(ε))− y(l)(tj)‖+

+

∥∥∥∥∥
ωj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)− β

(l)
j

∥∥∥∥∥ · ‖y‖n+1,α. (4.8)

Тут на пiдставi умови (b2) маємо∥∥∥∥∥
ωj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)− β

(l)
j

∥∥∥∥∥ · ‖y‖n+1,α → 0. (4.9)

Окрiм того,
ωj∑
k=1

‖β(l)
j,k(ε)‖ · ‖y

(l)(tj,k(ε))− y(l)(tj) ‖ → 0. (4.10)

Справдi, якщо l = n + 1, то це є прямим наслiдком умови (b3) i того факту,

що вектор-функцiя y належить до простору (Cn+1,α)m:

‖β(l)
j,k(ε)‖ · ‖y

(l)(tj,k(ε))− y(l)(tj) ‖ =

= ‖β(l)
j,k(ε)‖ · ‖y

(l)‖′α · |tj,k(ε)− tj|α ≤

≤ ‖β(l)
j,k(ε)‖ · ‖y‖n+1,α · | tj,k(ε)− tj|α.

Якщо l ≤ n, то це випливає з теореми Лагранжа i умови (b4):

ωj∑
k=1

‖β(l)
j,k(ε)‖ · ‖y

(l)(tj,k(ε))− y(l)(tj) ‖ ≤

≤ ‖y‖n+1,α

ωj∑
k=1

‖β(l)
j,k(ε)‖ · |tj,k(ε)− tj| → 0.

Iз формул (4.8), (4.9), (4.10) негайно випливає, що∥∥∥∥∥
ωj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε))− β(l)
j y

(l)(tj)

∥∥∥∥∥→ 0. (4.11)
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Тепер на пiдставi формул (4.6), (4.7) i (4.11) робимо висновок, що ‖B(ε)y−

B(0)y‖ → 0. Тут, нагадаємо, вектор-функцiя y ∈ (Cn+1,α)m довiльна. Отже,

гранична умова (2.II) задовольняється. Теорема 4.1 доведена.

Сформулюємо основний результат цього пiдроздiлу.

Теорема 4.2. Нехай крайова задача (4.1), (4.2) задовольняє умову (2.0) i

граничнi умови (2.I), (b1) – (b5). Тодi її розв’язок неперервно залежить вiд

параметра ε при ε = 0 у сенсi базового означення розд. 2.

Цей результат є прямим наслiдком теорем 2.3 i 4.1.
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4.2. Багатоточковi крайовi задачi для систем диферен-

цiальних рiвнянь довiльних порядкiв

Для кожного ε ∈ [0, ε0) розглядається система лiнiйних диференцiальних

рiвнянь довiльного порядку r ≥ 1

L(ε)z(t, ε) ≡ z(r)(t, ε) +
r∑
j=1

Kr−j(t, ε)z
(r−j)(t, ε) = f(t, ε),

a ≤ t ≤ b,

(4.12)

така сама як i в третьому роздiлi. Тут, нагадаємо, вектор-функцiя z(·, ε) ∈

(C(n+r))m шукана, а усi матрицi-функцiї Kr−j(·, ε) ∈ (C(n))m×m i вектор-

функцiя f(·, ε) ∈ (C(n))m вважаються вiдомими.

Для кожного ε ∈ (0, ε0) пов’яжемо з системою (4.12) багатоточкову кра-

йову умову

B(ε)z(·, ε) ≡
p∑
j=0

ωj∑
k=1

n+r∑
l=0

β
(l)
j,k(ε)z

(l)(tj,k(ε), ε) = q(ε). (4.13)

Тут усi числа ωj ∈ N, матрицi β(l)
j,k(ε) ∈ Crm×m, точки tj,k(ε) ∈ [a, b] та ве-

ктор q(ε) ∈ Crm є заданими. Ця умова є аналогом багатоточкової крайової

умови (4.2), введеної для системи диференцiальних рiвнянь першого порядку.

Вiдмiтимо, що як i у п. 4.1, не припускається, що коефiцiєнти Kr−j(t, ε),

β
(l)
j,k(ε) чи точки tj,k(ε) мають яку-небудь регулярнiсть за параметром ε.

У граничному випадку ε = 0 розглядаємо таку крайову задачу:

L(0)z(t, 0) = f(·, 0), a ≤ t ≤ b, (4.14)

B(0)z(·, 0) ≡
p∑
j=1

n+r∑
l=0

β
(l)
j z

(l)(tj, 0) = q(0). (4.15)

Тут усi матрицi β(l)
j ∈ Crm×m, точки tj ∈ [a, b] та вектор q(0) ∈ Crm є задани-

ми.
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Для кожного ε ∈ [0, ε0) лiнiйне вiдображення z 7→ B(ε)z, де z ∈ (C(n+r))m,

є обмеженим оператором

B(ε) : (C(n+r))m → Crm. (4.16)

Зробленi припущення щодо системи (4.12) та обмеженiсть оператора (4.16)

означають, що крайова задача (4.12), (4.13) є тотальною щодо простору

(C(n+r))m для кожного ε ∈ (0, ε0), як i задача (4.14), (4.15).

Для крайової задачi (4.12), (4.13) розглянемо такi

Граничнi умови при ε→ 0+:

(c1) tj,k(ε)→ tj для усiх j ∈ 1, p та k ∈ 1, ωj;

(c2)
ωj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)→ β

(l)
j для усiх j ∈ 1, p та l ∈ 0, n+ r;

(c3) ‖β(n+r)
j,k (ε)‖ = O(1) для усiх j ∈ 1, p та k ∈ 1, ωj;

(c4) ‖β(l)
j,k(ε)‖·|tj,k(ε)−tj(0)| → 0 для усiх j ∈ 1, p, k ∈ 1, ωj та l ∈ 0, n+ r − 1;

(c5) ‖β(l)
0,k(ε)‖ → 0 для усiх k ∈ 1, ω0 та l ∈ 0, n+ r.

Окрiм того, для крайової задачi (4.12), (4.13) розглядаємо граничнi умови

(3.I) i (3.II), а для граничної крайової задачi (4.14), (4.15) — i умову (3.0). Цi

умови сформульованi у п. 3.2.

Теорема 4.3. Нехай задача (4.12), (4.13) задовольняє умови (c1) – (c5).

Тодi вона задовольняє i граничну умову (3.II).

Доведення. Для довiльної вектор-функцiї z ∈ (C(n+r))m i достатньо малого

числа ε > 0 маємо:

‖B(ε)z −B(0)z‖ =

=

∥∥∥∥∥
p∑
j=0

ωj∑
k=1

n+r∑
l=0

β
(l)
j,k(ε)z

(l)(tj,k(ε))−
p∑
j=1

n+r∑
l=0

β
(l)
j z

(l)(tj)

∥∥∥∥∥ ≤
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≤
ω0∑
k=1

n+r∑
l=0

‖β(l)
0,k(ε)‖ · ‖z

(l)(t0,k(ε))‖+

+

p∑
j=1

n+r∑
l=0

∥∥∥∥∥
ωj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)z

(l)(tj,k(ε))− β(l)
j z

(l)(tj)

∥∥∥∥∥ . (4.17)

Тут на пiдставi умови (c5) виконується збiжнiсть

‖β(l)
0,k(ε)‖ · ‖z

(l)(t0,k(ε))‖ ≤ ‖β(l)
0,k(ε)‖ · ‖z‖(n+r) → 0 (4.18)

для усiх припустимих значень iндексiв k i l. Ця i всi iншi границi у доведеннi

розглядаються за умови, що ε→ 0+.

Дослiдимо останнiй доданок в (4.17). Для довiльних j ∈ 1, p та l ∈ 0, n+ 1

запишемо ∥∥∥∥∥
ωj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)z

(l)(tj,k(ε))− β(l)
j z

(l)(tj)

∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥
ωj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)z

(l)(tj,k(ε))−
ωj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)z

(l)(tj) +

+

ωj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)z

(l)(tj)− β(l)
j z

(l)(tj)

∥∥∥∥∥ ≤
≤

∥∥∥∥∥
ωj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε) ·

(
z(l)(tj,k(ε))− z(l)(tj)

)∥∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥∥
(

ωj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)− β

(l)
j

)
· z(l)(tj)

∥∥∥∥∥ ≤
≤

ωj∑
k=1

‖β(l)
j,k(ε)‖ · ‖z

(l)(tj,k(ε))− z(l)(tj)‖+

+

∥∥∥∥∥
ωj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)− β

(l)
j

∥∥∥∥∥ · ‖z‖n+r. (4.19)

Тут на пiдставi умови (c2) маємо:∥∥∥∥∥
ωj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)− β

(l)
j

∥∥∥∥∥ · ‖z‖n+r → 0. (4.20)
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Окрiм того,
ωj∑
k=1

‖β(l)
j,k(ε)‖ · ‖z

(l)(tj,k(ε))− z(l)(tj) ‖ → 0. (4.21)

Справдi, якщо l = n+ r, то це є прямим наслiдком умов (c1), (c3) i неперерв-

ностi функцiї z(l). Якщо l ≤ n + r − 1, то це випливає з теореми Лагранжа i

умови (c4):
ωj∑
k=1

‖β(l)
j,k(ε)‖ · ‖z

(l)(tj,k(ε))− z(l)(tj) ‖ ≤

≤ ‖z‖(n+r)
ωj∑
k=1

‖β(l)
j,k(ε)‖ · |tj,k(ε)− tj| → 0.

Iз формул (4.19), (4.20) i (4.21) негайно випливає, що∥∥∥∥∥
ωj∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)z

(l)(tj,k(ε))− β(l)
j z

(l)(tj)

∥∥∥∥∥→ 0. (4.22)

З формул (4.17), (4.18) i (4.22) негайно випливає, що ‖B(ε)z−B(0)z‖ → 0,

де, нагадаємо, вектор-функцiя z ∈ (C(n+r))m довiльна. Отже, гранична умова

(3.II) задовольняється. Теорема 4.3 доведена.

Сформулюємо основний результат цього пiдроздiлу.

Теорема 4.4. Нехай крайова задача (4.12), (4.13) задовольняє умову (3.0)

i граничнi умови (3.I), (c1) – (c5). Тодi її розв’язок неперервно залежить вiд

параметра ε при ε = 0 у сенсi базового означення розд. 3.

Цей результат є негайним наслiдком теорем 3.3 i 4.3.

У випадку, коли r = 1 i ωj = 1 для кожного j ∈ 1, p, багатоточкова

крайова задача (4.12), (4.13) була введена Г. О. Чехановою [45] (п. 2.4) та

дослiджена у просторi C(n+1). У цьому випадку Г. О. Чеханова встановила

теорему 4.2. При цьому система умов (c.2) – (c.4) стає еквiвалентною такiй

однiй умовi: β(l)
j,1(ε)→ β

(l)
j в Cm×m при ε→ 0+ для усiх j ∈ 1, p та l ∈ 0, n+ 1.

У ситуацiї, коли r ≥ 1, n = −1 i ωj = 1 для кожного j ∈ 1, p, багатото-

чкова крайова задача (4.12), (4.13) була введена Г. О. Чехановою [45] (п. 3.5).
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Розв’язок цiєї задачi розглядався ними у просторi функцiй, якi мають абсолю-

тно неперервну похiдну порядку r−1 на [a, b]. Для такої задачi Г. О. Чеханова

отримала достатнi умови неперервностi за параметром розв’язку в просторi

C(r−1).
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Висновки до роздiлу 4

У четвертому роздiлi дисертацiї дано застосування основних результатiв

її другого i третього роздiлiв до одновимiрних багатоточкових крайових за-

дач, залежних вiд параметра. Введено i дослiджено новi широкi класи бага-

тоточкових лiнiйних крайових задач для систем звичайних диференцiальних

рiвнянь першого порядку, розв’язки яких належать до простору Гельдера

Cn+1,α, де n ∈ N0 i 0 < α ≤ 1, i для систем звичайних диференцiальних рiв-

нянь довiльного порядку r ≥ 1, розв’язки яких належать до простору C(n+r),

де n ∈ N0. Для цих задач, залежних вiд малого параметра ε ≥ 0, встановле-

но явнi достатнi умови неперервностi за параметром розв’язкiв при ε = 0 у

нормованих просторах Cn+1,α (теорема 4.2) i C(n+r) (теорема 4.4).

Результати цього роздiлу опублiковано у статтях [35, 36].
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi одержано такi основнi результати:

1. Введено максимально широкий клас лiнiйних крайових задач для си-

стем m ≥ 1 звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку,

розв’язки яких належать до комплексного простору Гельдера Cn+1,α,

де n ∈ N0 i 0 ≤ α ≤ 1, — тотальнi крайовi задачi щодо простору Cn+1,α.

2. Доведено, що цi задачi є фредгольмовими з iндексом нуль на парi нор-

мованих просторiв (Cn+1,α)m i (Cn,α)m × Cm та встановлено критерiй

однозначної розв’язностi цих задач.

3. Для крайових задач, тотальних щодо простору Cn+1,α i залежних вiд ма-

лого параметра ε ≥ 0, встановлено конструктивний критерiй неперерв-

ностi за параметром розв’язкiв при ε = 0 у цьому просторi i показано,

що похибка i нев’язка розв’язкiв мають однаковий порядок малостi при

ε→ 0+.

4. Введено максимально широкий клас лiнiйних крайових задач для си-

стемm ≥ 1 звичайних диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2, розв’яз-

ки яких належать до комплексного простору C(n+r), де n ∈ N0, — то-

тальнi крайовi задачi щодо C(n+r).

5. Показано, що введенi задачi є фредгольмовими з iндексом нуль на парi

нормованих просторiв (C(n+r))m i (C(n))m×Crm та встановлено критерiй

однозначної розв’язностi цих задач.

6. Для крайових задач, тотальних щодо простору C(n+r) i залежних вiд ма-

лого параметра ε ≥ 0, встановлено конструктивний критерiй неперерв-

ностi за параметром розв’язкiв при ε = 0 у цьому просторi i доведено,

що похибка i нев’язка розв’язкiв мають однаковий порядок малостi при

ε→ 0+.
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7. Введено новий широкий клас залежних вiд параметра ε ≥ 0 багатото-

чкових лiнiйних крайових задач для систем звичайних диференцiаль-

них рiвнянь першого порядку, розв’язки яких належать до простору

Гельдера Cn+1,α, де n ∈ N0 i 0 < α ≤ 1. Для цих задач встановлено

явнi достатнi умови неперервностi за параметром розв’язкiв при ε = 0

у нормованому просторi Cn+1,α.

8. Введено новий широкий клас залежних вiд параметра ε ≥ 0 багатото-

чкових лiнiйних крайових задач для систем звичайних диференцiаль-

них рiвнянь довiльного порядку r ≥ 1, розв’язки яких належать до

простору C(n+r), де n ∈ N0. Для цих задач встановлено явнi достатнi

умови неперервностi за параметром розв’язкiв при ε = 0 у нормованому

просторi C(n+r).

Результати дисертацiї, вказанi у пп. 3 i 6, є завершеними i непокращува-

ними.

Пiдхiд, запропонований у дисертацiї, носить загальний характер. Цей пiд-

хiд оснований у бiльшiй мiрi на мультиплiкативних властивостях функцiй iз

простору Гельдера Cn+1,α, нiж на явнiй формi норми в цьому просторi. Так,

постiйно використовується той факт, що простiр Cn+1,α утворює банахову ал-

гебру, в якiй, як вiдомо, вiдображення x 7→ x−1 є неперервним у топологiї,

породженiй нормою. Тому цей пiдхiд застосовний i для iнших функцiональ-

них просторiв, якi є банаховими алгебрами.
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