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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

1. C — поле комплексних чисел.

2. Cm — m-вимiрний комплексний простiр векторiв y = (y1, y2, ..., ym) з

нормою

‖y‖ := |y| = max
i
|yi|.

3. Cm×m — простiр комплексних m×m-матриць A = (aik)
m
i,k=1 з нормою

‖A‖ := |A| = max
i,k
|aik|.

4. detA — визначник матрицi A.

5. A−1 — матриця, обернена до A.

6. Im та 0m — вiдповiдно одинична та нульова m×m-матрицi.

7. C := C([a, b];C) — простiр всiх комплекснозначних функцiй y(t), ви-

значених i неперервних на вiдрiзку [a, b], з нормою

‖y‖∞ := max
a6t6b

|y(t)|.

8. Cm := Cm([a, b];C) — простiр всiх комплекснозначнихm раз неперервно

диференцiйованих на [a, b] функцiй з нормою

‖y‖Cm :=
m∑
k=0

1

k!
max
a6t6b

|y(k)(t)|.

9. (C)m := C([a, b];Cm) i (C)m×m := C([a, b];Cm×m) — простори всiх ком-

плекснозначних вектор-функцiй y(t) : [a, b] → Cm та матриць-функцiй

A(t) : [a, b]→ Cm×m з неперервними на вiдрiзку [a, b] елементами.

10. L∞ := L∞([a, b];C) — простiр всiх вимiрних комплекснозначних фун-

кцiй, визначених i суттєво обмежених на вiдрiзку [a, b], з нормою

‖y‖+∞ := ess sup
a6t6b

|y(t)|.
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11. (L∞)m := L∞([a, b];Cm) i (L∞)m×m := L∞([a, b];Cm×m) — простори

всiх вимiрних комплекснозначних вектор-функцiй y(t) : [a, b] → Cm

та матриць-функцiй A(t) : [a, b]→ Cm×m з суттєво обмеженими на вiд-

рiзку [a, b] елементами.

12. Lp := Lp([a, b];C), де 1 ≤ p < ∞, — простiр всiх вимiрних компле-

кснозначних функцiй, якi при пiднесеннi до степеня p iнтегровними за

Лебегом, з нормою

‖y‖p :=

( b∫
a

|y(t)|pdt
)1/p

.

13. (Lp)
m := Lp([a, b];Cm) i (Lp)

m×m := Lp([a, b];Cm×m) — простори всiх

вимiрних комплекснозначних вектор-функцiй y(t) : [a, b] → Cm та

матриць-функцiй A(t) : [a, b] → Cm×m, елементи яких належать про-

стору Lp.

14. W n
p := W n

p ([a, b];C), де n ∈ N i 1 ≤ p < ∞, — простiр С. Л. Соболєва

всiх комплекснозначних функцiй, тобто

W n
p ([a, b];C) := {y ∈ Cn−1 : y(n−1) ∈ AC[a, b], y(n) ∈ Lp[a, b]},

де AC[a, b] — множина усiх абсолютно неперервних комплекснозначних

функцiй на вiдрiзку [a, b]. Норма у просторi W n
p означена за формулою

‖y‖n,p :=

(∑
α6n

b∫
a

|Dαy(t)|pdt
)1/p

i еквiвалентна нормi

‖y‖n,p �
n−1∑
k=0

‖y(k)‖∞ + ‖y(n)‖p.

Покладемо також W 0
p := Lp.
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15. (W n
p )m := W n

p ([a, b];Cm) i (W n
p )m×m := W n

p ([a, b];Cm×m) — простори

всiх комплекснозначних вектор-функцiй y(t) : [a, b] → Cm та матриць-

функцiй A(t) : [a, b] → Cm×m, елементи яких належать соболєвському

простору W n
p .

16. W s
p := W s

p ([a, b];C), де 1 < p <∞ i нецiле s > 0, — простiр Л. Н. Слобо-

децького всiх комплекснозначних функцiй, якi належать простору Со-

болєва W [s]
p i задовольняють умову

‖f‖s,p := ‖f‖[s],p +

 b∫
a

b∫
a

|f [s](x)− f [s](y)|p

|x− y|1+{s}p
dxdy

1/p

< +∞,

де [s] є цiла, а {s} є дробова частини числа s. Тут, нагадаємо, ‖ · ‖[s],p —

норма у просторi Соболєва W [s]
p . Лiва частина цiєї нерiвностi задає нор-

му ‖f‖s,p у просторi W s
p .

17. (W s
p )m := W s

p ([a, b];Cm) i (W s
p )m×m := W s

p ([a, b];Cm×m) — простори всiх

комплекснозначних вектор-функцiй f : [a, b]→ Cm та матриць-функцiй

A : [a, b] → Cm×m, елементи яких належать простору Слободецького

W s
p .

18. L[E1, E2] — простiр усiх лiнiйних неперервних операторiв, якi дiють iз

лiнiйного нормованого простору E1 в лiнiйний нормований простiр E2.

19. L[E] — алгебра усiх лiнiйних неперервних операторiв на лiнiйному нор-

мованому просторi E.

20. Bn
s−→ B — сильна збiжнiсть операторiв.
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ВСТУП

Робота присвячена дослiдженню умов неперервностi за параметром

розв’язкiв тотальних (найбiльш загальних) щодо просторiв Соболєва лiнiй-

них крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь довiль-

ного порядку i тотальних щодо просторiв Слободецького лiнiйних крайових

задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку.

Актуальнiсть теми. Питання, якi пов’язанi з граничним переходом у

системах диференцiальних рiвнянь, виникають у багатьох задачах. Цi питан-

ня найкраще дослiджено стосовно задачi Кошi для систем звичайних лiнiйних

диференцiальних рiвнянь першого порядку. Так, Й. I. Гiхман [23], а пiзнiше

М. О. Красносельський та С. Г. Крейн [42], Я. Курцвейль та З. Ворель [43],

А. М. Самойленко [67; 68], О. А. Бойчук [3] та iншi встановили фундаменталь-

нi результати про характер залежностi розв’язкiв диференцiальних рiвнянь

вiд параметра. Частина їх пов’язана з обгрунтуванням вiдомого принципу

усереднення М. М. Боголюбова (див., наприклад, [20]) в нелiнiйнiй механiцi

(див., наприклад, [70]) та характеризується спiльною точкою зору на лiнiйний

та нелiнiйний випадки (див., наприклад [37]). Для лiнiйних задач Кошi цi ре-

зультати посилювалися та уточнювалися в роботах У. Т. Рейда (W. T. Reid)

[17], З. Опеля (Z. Opial) [16], А. Ю. Левiна [45, 44], Нгуен Тхе Хоана [57]

та iнших. Бiльш складний випадок загальних крайових задач дослiджений

I. Т. Кiгурадзе [34, 35]. Нещодавно В. А. Михайлецю i Н. В. Ревi [49], [50]

вдалося узагальнити i уточнити цi результати.

На теперешнiй час низка питань теорiї лiнiйних крайових задач для

систем диференцiальних рiвнянь першого порядку та скалярних рiвнянь по-

рядку r > 2 достатньо добре вивченi. Такi задачi знаходять широке засто-

сування в рiзних областях i активно дослiджуються математиками багатьох

країн свiту. Цього, проте, не можна сказати про бiльш загальнi лiнiйнi кра-

йовi задачi. Цi задачi мають ряд специфiчних особливостей, якi вiдсутнi у
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задачах Кошi чи двоточкових крайових задач. Тому систематичне вивчення

їх властивостей представляє науковий iнтерес.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ро-

бота виконувалася в Iнститутi математики НАН України у вiддiлi нелiнiйного

аналiзу згiдно iз загальним планом дослiджень в рамках науково-дослiдної

теми "Методи нелiнiйного аналiзу та їх застосування до теорiї диференцi-

альних рiвнянь i задач математичної фiзики" (номер державної реєстрацiї

0111U001011).

Мета i завдання дослiдження.

Метою дослiдження дисертацiйної роботи є знаходження достатнiх

умов неперервної залежностi вiд параметра розв’язкiв двох класiв неодно-

рiдних крайових задач для систем лiнiйних звичайних диференцiальних рiв-

нянь на скiнченному iнтервалi.

Об’єктом дослiдження є багатоточковi (некласичнi) та тотальнi що-

до просторiв Соболєва та Слободецького лiнiйнi крайовi задачi для систем

диференцiальних рiвнянь вiдповiдно довiльного та першого порядкiв.

Предметом дослiдження є залежнiсть розв’язкiв лiнiйних крайових

задач для систем диференцiальних рiвнянь та крайових умов задачi.

Завдання дослiдження:

1. Ввести i дослiдити найбiльш широкий клас лiнiйних крайових задач для

систем звичайних диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2, розв’язки

яких належать до комплексного простору СоболєваW n+r
p , де цiле n ≥ 0

i дiйсне p ≥ 1.

2. Для цих задач, залежних вiд параметра, дослiдити умови неперервно-

стi за параметром розв’язкiв у вказаному просторi Соболєва i знайти

порядок швидкостi їх збiжностi до розв’язку незбуреної задачi.
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3. Ввести i дослiдити найбiльш широкий клас лiнiйних крайових задач для

систем звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку, розв’яз-

ки яких належать до комплексного простору Слободецького W s+1
p , де

нецiле s > 0 i дiйсне p > 1.

4. Для цих задач, залежних вiд параметра, дослiдити умови неперервностi

за параметром розв’язкiв у вказаному просторi Слободецького i знайти

порядок швидкостi їх збiжностi.

5. Ввести новi широкi класи параметризованих багатоточкових лiнiй-

них крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь,

розв’язки яких належать до простору Соболєва або Слободецького. За-

стосувати отриманi результати до дослiдження умови неперервностi за

параметром розв’язкiв цих задач у вказаних просторах.

Методи дослiдження. У роботi використовуються методи теорiї зви-

чайних диференцiальних рiвнянь, функцiонального та дiйсного аналiзу.

Наукова новизна одержаних результатiв. Результати роботи, що

виносяться на захист, є новими i полягають у наступному:

1. Введено найбiльш широкий клас лiнiйних крайових задач для систем

звичайних диференцiальних рiвнянь довiльного порядку r, розв’язки

яких належать до комплексного простору СоболєваW n+r
p , де цiле n ≥ 0

i дiйсне p ≥ 1. Цi задачi названо тотальними щодо W n+r
p . Доведено, що

вони є фредгольмовими з iндексом нуль на парi просторiв Соболєва та

отримано необхiдну i достатню умову їх однозначної розв’язностi.

2. Для залежних вiд параметра ε ∈ [0, ε0) тотальних крайових задач щодо

простору Соболєва W n+r
p встановлено конструктивний критерiй непе-

рервної залежностi розв’язкiв вiд параметра ε при ε = 0 у просторi

W n+r
p i отримано двобiчну оцiнку швидкостi збiжностi цих розв’язкiв

до розв’язку незбуреної задачi.
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3. Введено найбiльш широкий клас лiнiйних крайових задач для систем

звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку, розв’язки яких

належать до комплексного простору Слободецького W s+1
p , де нецiле

s > 0 i дiйсне p > 1. Цi задачi названо тотальними щодо W s+1
p . Доведе-

но їх фредгольмовiсть з iндексом нуль на парi просторiв Слободецького

та отримано необхiдну i достатню умову їх однозначної розв’язностi.

4. Для залежних вiд параметра ε ∈ [0, ε0) тотальних крайових задач щодо

простору Слободецького W s+1
p встановлено конструктивний критерiй

неперервної залежностi розв’язкiв вiд параметра ε при ε = 0 у просторi

W s+1
p i отримано двобiчну оцiнку швидкостi збiжностi цих розв’язкiв.

5. Введено новi широкi класи параметризованих багатоточкових крайо-

вих задач для систем диференцiальних рiвнянь, розв’язки яких нале-

жать до простору Соболєва W n+r
p у випадку рiвнянь порядку r ≥ 1,

або до простору Слободецького W s+1
p у випадку рiвнянь першого по-

рядку. Встановлено явнi достатнi умови, за яких розв’язки цих задач

неперервнi за параметром ε при ε = 0 у вказаних просторах.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна ро-

бота носить теоретичний характер. Результати роботи, а також методика їх

отримання можуть бути застосованi до дослiдження крайових задач тоталь-

них щодо iнших функцiональних просторiв.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану дi-

яльностi i постановка задач належать науковому керiвнику та спiвавтору

праць — доктору фiзико-математичних наук, професору В. А. Михайлецю.

Ключовi результати отримано спiльно з ним, iншi – автором самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї

доповiдались та обговорювались на:
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– семiнарi вiддiлу диференцiальних рiвнянь та теорiї коливань Iнсти-

туту математики НАН України (керiвник семiнару – академiк НАН України

А. М. Самойленко);

– семiнарi вiддiлу нелiнiйного аналiзу Iнституту математики НАН

України (керiвник семiнару – доктор фiзико-математичних наук А. Н. Ко-

чубей);

– Мiжнародна конференцiя молодих математикiв, Україна, Київ, 3–6

червня 2015 р.;

– XIV Мiжнародна найково-практична конференцiя студентiв, аспiран-

тiв та молодих вчених "Шевченкiвська весна – 2016 Україна, Київ, 6–8 квiтня

2016 р.;

– Мiжнародна конференцiя з диференцiальних рiвнянь, присвячена 110-

рiччю Я. Б. Лопатинського, Україна, Львiв, 20–24 вересня 2016 р.;

– V Мiжнародна конференцiя молодих вчених з диференцiальних рiв-

нянь та їх застосувань iменi Я. Б. Лопатинського, Україна, Київ, 9–11 листо-

пада 2016 р.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано в

п’ятьох статтях у фахових виданнях [24, 25, 26, 29, 30] та тезах доповiдей

мiжнародних наукових конференцiй [10, 27, 28].

Структура дисертацiї. Дисертацiйна робота складається з перелiку

умовних позначень, вступу, трьох роздiлiв, висновкiв та списку використа-

них джерел, що налiчує 85 найменувань. Повний обсяг роботи складає 116

сторiнок друкованого тексту.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ ДИСЕРТАЦIЇ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйної роботи, визна-

чено мету i сформульовано задачi дослiдження, а також висвiтлено наукову

новизну отриманих результатiв. Наведено вiдомостi про апробацiю роботи та

публiкацiї.
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У першому роздiлi дисертацiйної роботи наведено огляд лiтератури за

її темою.

Другий роздiл дисертацiї присвячений дослiдженню неперервної зале-

жностi вiд параметра ε розв’язкiв крайових задач для систем лiнiйних дифе-

ренцiальних рiвнянь довiльного порядку за нормою комплексного простору

Соболєва W n+r
p на вiдрiзку [a, b] та застосуванню одержаних результатiв до

некласичних багатоточкових крайових задач. Тут цiле n ≥ 0 i дiйсне p ≥ 1.

Розглядається залежна вiд параметра ε ∈ [0, ε0) крайова задача для

систем m ≥ 1 лiнiйних диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 2:

L(ε)y(t, ε) ≡ y(r)(t, ε) +
r∑
j=1

Ar−j(t, ε)y
(r−j)(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (1)

B(ε)y(·, ε) = c(ε). (2)

Тут задано матрицi-функцiї Ar−j(·, ε) ∈
(
W n

p

)m×m, вектор-функцiю f(·, ε) ∈(
W n

p

)m, вектор c(ε) ∈ Cm, i лiнiйний неперервний оператор

B(ε) :
(
W n+r

p

)m → Crm.

Якщо n ≥ 1, то розв’язок y(·, ε) ∈ (W n+r
p )m належить простору

(Cr)m := Cr([a, b],Cm) за теоремою Соболєва про вкладення i рiвняння (1)

розглядається в усiх точках t ∈ [a, b]. (У цьому випадку, всi коефiцiєнти

Ar−j(·, ε) i f(·, ε) неперервнi на [a, b].) Якщо n = 0, то y(·, ε) ∈ (W n+r
p )m ⊂

(Cr−1)m за цiєю теоремою i функцiя y(r−1)(·, ε) абсолютно неперервна на [a, b].

У цьому випадку класична похiдна y(r)(·, ε) iснує майже скрiзь на [a, b] i рiв-

няння (1) розглядається майже скрiзь на [a, b].

Крайова умова (2) є найбiльш загальною для системи (1), розв’язок якої

пробiгає увесь простiр Соболєва (W n+r
p )m. Тому крайову задачу (1), (2) нази-

ваємо тотальною щодо цього простору. Їй вiдповiдає обмежений фредгольмiв

оператор

(L(ε), B(ε)) : (W n+r
p )m → (W n

p )m × Crm
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з iндексом нуль.

Розглянемо декiлька умов для крайової задачi (1), (2).

Умова (0). Гранична однорiдна крайова задача

L(0)y(t, 0) = 0, a ≤ t ≤ b, B(0)y(·, 0) = 0

має лише тривiальний розв’язок.

Граничнi умови при ε→ 0+:

(I) Ar−j(·, ε)→ Ar−j(·, 0) в (W n
p )m×m для кожного j ∈ {1 . . . r};

(II) B(ε)y → B(0)y в Crm для кожного y ∈ (W n+r
p )m.

Означення 2.1. Говоримо, що розв’язок крайової задачi (1), (2) непе-

рервно залежить вiд параметра ε при ε = 0, якщо виконуються такi двi

умови:

(∗) Iснує додатне число ε1 < ε0 таке, що для довiльних ε ∈ [0, ε1), функцiї

f(·, ε) ∈ (W n
p )m i вектора c(ε) ∈ Crm ця задача має єдиний розв’язок

y(·, ε) ∈ (W n+r
p )m.

(∗∗) Збiжнiсть правих частин f(·, ε) → f(·, 0) в (W n
p )m та c(ε) → c(0) в

Crm при ε→ 0+ тягне за собою збiжнiсть розв’язку

y(·, ε)→ y(·, 0) в (W n+r
p )m при ε→ 0 + .

Теорема 2.4. Розв’язок крайової задачi (1), (2) неперервно залежить

вiд параметра ε при ε = 0 тодi i тiльки тодi, коли вона задовольняє умову

(0) та граничнi умови (I) i (II).

Це — основний результат другого роздiлу. Його доповнює двобiчна оцiн-

ка швидкостi збiжностi розв’язкiв крайової задачi (1), (2).

Покладемо

dn,p(ε) := ‖L(ε)y(·, 0)− f(·, ε)‖n,p + ‖B(ε)y(·, 0)− c(ε)‖Crm.
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Величини ‖y(·, 0) − y(·, ε)‖n+r,p i dn,p(ε) є вiдповiдно похибкою i нев’язкою

розв’язку y(·, ε) цiєї крайової задачi, якщо вважати y(·, 0) за наближений її

розв’язок.

Теорема 2.5. Нехай крайова задача (1), (2) задовольняє умову (0) i

граничнi умови (I), (II). Тодi iснують додатнi числа ε2 < ε1 i γ1, γ2 такi,

що для кожного ε ∈ (0, ε2) виконується двобiчна оцiнка

γ1dn,p(ε) ≤ ‖y(·, 0)− y(·, ε)‖n+r,p ≤ γ2dn,p(ε). (3)

Тут числа ε2, γ1 i γ2 не залежать вiд y(·, 0), y(·, ε), f(·, ε) i c(ε).

Згiдно з цiєю теоремою похибка i нев’язка розв’язку мають однаковий

порядок малостi при ε→ 0+.

Основний результат другого роздiлу застосовано до дослiдження умов

неперервностi за параметром багатоточкової крайової задачi, яка для кожно-

го ε ∈ (0, ε0) складається з системи (1) i крайової умови

B(ε)y(·, ε) ≡
n+r−1∑
l=0

N∑
i=0

ki∑
j=1

α
(l)
i,j(ε)y

(l)(ti,j(ε), ε) = c(ε). (4)

Тут задано N натуральних чисел ki, матрицi α
(l)
i,j(ε) ∈ Cm×m i точки ti,j(ε) ∈

[a, b]. Умова (4) є некласичною для системи диференцiальних рiвнянь поряд-

ку r, бо мiстить похiднi шуканої функцiї до порядку n+ r − 1 ≥ r включно.

Використання у крайовiй умовi повторної суми за iндексами i та j зу-

мовлено подальшими припущеннями щодо поведiнки точок ti,j(ε) при ε→ 0+

у залежностi вiд значень параметра i. У граничному випадку ε = 0 розгля-

даємо крайову умову

B(0)y ≡
n+r−1∑
l=0

N∑
i=1

α
(l)
i y

(l)(ti) = c(0).

Тут задано точки t1, . . . , tN ∈ [a, b] i матрицi α(l)
i ∈ Crm×m.

Теорема 2.6. Припустимо, що крайова задача (1), (4) задовольняє

такi умови при ε→ 0+:
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(d1) ti,j(ε)→ ti для всiх i ∈ {1, . . . , N} та j ∈ {1, . . . , ki};

(d2)
ki∑
j=1

α
(l)
i,j(ε)→ α

(l)
i для всiх i ∈ {1, . . . , N} та l ∈ {0, . . . , n+ r − 1};

(d3) ‖α(n+r−1)
i,j (ε)‖ · |ti,j(ε) − ti|1/q = O(1) для всiх i ∈ {1, . . . , N} та j ∈

{1, . . . , ki}, де 1/p+ 1/q = 1;

(d4) ‖α(l)
i,j(ε)‖ · |ti,j(ε) − ti| → 0 для всiх i ∈ {1, . . . , N}, j ∈ {1, . . . , ki} та

l ∈ Z таких, що 0 ≤ l ≤ n+ r − 2;

(d5) α(l)
0,j(ε)→ 0 для всiх j ∈ {1, . . . , k0} та l ∈ {0, . . . , n+ r − 1}.

Тодi ця задача задовольняє граничну умову (II).

Оскiльки багатоточкова крайова задача (1), (4) є тотальною щодо про-

стору Соболєва W n+r
p , то з теорем 2.4 i 2.6 випливає

Теорема 2.7. Припустимо, що багатоточкова крайова задача (1), (4)

задовольняє умову (0), граничну умову (I) та умови (d1) – (d5). Тодi розв’я-

зок цiєї задачi неперервно залежить вiд параметра ε при ε = 0 у сенсi

означення 2.1.

Третiй роздiл дисертацiї присвячений дослiдженню неперервної зале-

жностi вiд параметра ε розв’язкiв крайових задач для систем лiнiйних ди-

ференцiальних рiвнянь першого порядку за нормою комплексного простору

СлободецькогоW s+1
p на вiдрiзку [a, b] та застосуванню одержаних результатiв

до широкого класу багатоточкових крайових задач. Тут нецiле s > 0 i дiйсне

p > 1.

Розглядається така крайова задача для систем m ≥ 1 лiнiйних дифе-

ренцiальних рiвнянь першого порядку:

Ly(t) ≡ y′(t) + A(t)y(t) = f(t), a ≤ t ≤ b, (5)

By(·) = c. (6)



16

Тут задано матрицю-функцiю A(·) ∈ (W s
p )m×m, вектор-функцiю f(·) ∈

(W s
p )m, вектор c(ε) ∈ Cm, i лiнiйний неперервний оператор

B : (W s+1
p )m → Cm.

Розв’язком цiєї крайової задачi є вектор-функцiя y(·) ∈ (W s+1
p )m, яка задо-

вольняє рiвняння (5) на вiдрiзку [a, b] (при [s] = 0 — майже скрiзь на [a, b]).

Крайова умова (6) є найбiльш загальною для рiвняння (5), бо коли його

права частина f пробiгає весь простiр (W s
p )m, то шукана функцiя пробiгає

весь простiр (W s+1
p )m. Ця умова охоплює всi класичнi види крайових умов, а

також низку некласичних умов, бо може мiстити похiднi шуканої функцiї аж

до порядку [s]. Тому крайову задачу (5), (6) природно називати тотальною

щодо простору Слободецького W s+1
p .

Теорема 3.2. Лiнiйне вiдображення y 7→ (L,B)y є обмеженим фре-

дгольмовим оператором

(L,B) :
(
W s+1

p

)m → (
W s

p

)m × Cm.

з iндексом нуль.

Сформульовано критерiй оборотностi цього оператора. Позначимо че-

рез Y (·) ∈ (W s+1
p )m×m єдиний розв’язок матричної задачi Кошi

Y ′(t) + A(t)Y (t) = 0, a ≤ t ≤ b,

Y (a) = Im,

де Im — одинична матриця порядку m. Позначимо через [BY ] числову ква-

дратну матрицю порядку m, стовпцi якої є результатом дiї оператора B на

вiдповiднi стовпцi матрицi-функцiї Y (·).

Теорема 3.3. Оператор (L,B) оборотний тодi i тiльки тодi, коли

матриця [BY ] невироджена.

Далi у третьому роздiлi розглядається залежна вiд параметра ε ∈ [0, ε0)

крайова задача для системm ≥ 1 лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого
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порядку:

y′(t, ε) + A(t, ε)y(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (7)

B(ε)y(·, ε) = c(ε). (8)

Припускаємо, що для кожного ε ∈ [0, ε0) ця задача є тотальною щодо про-

стору Слободецького W s+1
p .

Для цiєї задачi розглядаємо умову (0) з другого роздiлу i такi

Граничнi умови при ε→ 0+:

(I) A(·, ε)→ A(·, 0) в (W s
p )m×m;

(II) B(ε)y → B(0)y в Cm для кожного y ∈ (W s+1
p )m.

Означення 3.1. Говоримо, що розв’язок крайової задачi (7), (8) не-

перервно залежить вiд параметра ε при ε = 0, якщо виконуються такi двi

умови:

(∗) Iснує додатне число ε1 < ε0 таке, що для кожного ε ∈ [0, ε1) i будь-

яких правих частин f(·, ε) ∈ (W s
p )m i c(ε) ∈ Cm ця задача має єдиний

розв’язок y(·, ε) ∈ (W s+1
p )m.

(∗∗) Збiжнiсть правих частин f(·, ε) → f(·, 0) в (W s
p )m та c(ε) → c(0) в

Crm при ε→ 0+ тягне за собою збiжнiсть

y(·, ε)→ y(·, 0) в (W s+1
p )m при ε→ 0 + .

Теорема 3.5. Розв’язок крайової задачi (7), (8) неперервно залежить

вiд параметра ε при ε = 0 тодi i тiльки тодi, коли вона задовольняє умову

(0) та граничнi умови (I) i (II).

Цей основний результат третього роздiлу доповнює двобiчна оцiнка

швидкостi збiжностi розв’язкiв крайової задачi (7), (8). Покладемо

d̃s,p(ε) := ‖L(ε)y(·, 0)− f(·, ε)‖s,p + ‖B(ε)y(·, 0)− c(ε)‖Cm.
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Теорема 3.6. Нехай крайова задача (7), (8) задовольняє умови (0), (I)

i (II). Тодi iснують додатнi числа ε2 < ε1 i γ1, γ2 такi, що для кожного

ε ∈ (0, ε2) виконується двобiчна оцiнка

γ1d̃s,p(ε) ≤ ‖y(·, 0)− y(·, ε)‖s+1,p ≤ γ2d̃s,p(ε).

Тут числа ε2, γ1 i γ2 не залежать вiд y(·, 0), y(·, ε), f(·, ε) i c(ε).

Згiдно з теоремою 3.6 похибка i нев’язка розв’язку y(·, ε) крайової задачi

(7), (8) мають однаковий порядок малостi при ε → 0+. При цьому y(·, 0)

розглядається як наближений розв’язок цiєї задачi.

Наприкiнцi третього роздiлу отриманi у ньому результати застосовано

до дослiдження умов неперервностi за параметром ε багатоточкових крайо-

вих задач, тотальних щодо простору Слободецького W s+1
p . Крайовий опера-

тор у цих задачах має вигляд (4), де n+r−1 = [s]. Для таких багатоточкових

задач встановлено версiї теорем 2.6 i 2.7.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

1.1. Задача Кошi

Питання, якi пов’язанi з граничним переходом у системах диференцi-

альних рiвнянь, виникають у багатьох задачах. Цi питання найкраще дослi-

джено стосовно задачi Кошi для систем звичайних лiнiйних диференцiальних

рiвнянь першого порядку. Й. I. Гiхман [23], а пiзнiше М. А. Красносельський

та С. Г. Крейн [42] отримали фундаментальнi результати про характер за-

лежностi розв’язкiв задачi Кошi для нелiнiйних диференцiальних систем вiд

параметра, вiдносно якого правi частини неперервнi в iнтегральному сенсi.

Важливiсть таких теорем, зокрема, пов’язана з тим, що вони обґрунтовують

вiдомий принцип усереднення М. М. Боголюбова та М. М. Крилова (див.,

наприклад, [20]).

Для лiнiйної матричної задачi Кошi вигляду

Y ′(t; k) = A(t; k)Y (t; k) + F (t; k), t ∈ [a, b], k ∈ N, (1.1)

Y (a; k) = Im,

найпростiшою i досить грубою умовою на коефiцiєнти A(t; k) ∈ (C)m×m та

правi частини F (t; k) ∈ (C)m×m, яка забезпечує рiвномiрну збiжнiсть на

вiдрiзку [a, b] розв’язкiв Y (t; k) до Y (t; 0), є рiвномiрна на [a, b] збiжнiсть

матриць-функцiй A(t; k), F (t; k) до A(t; 0) i F (t; 0) вiдповiдно (див., напри-

клад, [8; 79]).

Якщо розглядати загальнiший випадок, коли елементи матриць-

функцiй A(t; k) та F (t; k) належать банаховому простору Lm×m1 , а A(t; k)

та F (t; k) збiгаються в цьому просторi до матриць A(t; 0) i F (t; 0) вiдповiдно,

рiвномiрна збiжнiсть розв’язкiв Y (t; k) до Y (t; 0) на [a, b] є прямим наслiдком

результату, встановленого ще в 1930 роцi Я. Д. Тамаркiним [18].
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Результати робiт М. А. Красносельського i С. Г. Крейна [42] в застосу-

ваннi до лiнiйного випадку дають бiльш тонкi достатнi умови для виконання

спiввiдношення

‖ Y (t; k)− Y (t; 0)‖∞ → 0, k →∞. (1.2)

Нехай

A∨(t; k) =

∫ t

a

A(s; k)ds, F∨(t; k) =

∫ t

a

F (s; k)ds.

Достатнi умови полягають в тому, що

‖A∨(t; k)− A∨(t; 0)‖∞ → 0, ‖F∨(t; k)− F∨(t; 0)‖∞ → 0, k →∞ (1.3)

та в iснуваннi сумовної мажоранти

|A(t; k)| ≤ h(t) ∈ L1, t ∈ [a, b], k ∈ N.

Вдосконалення доведень дозволило А. Ю. Лєвiну [44] послабити останню не-

рiвнiсть до

‖A(t; k)‖1 ≤ c <∞, ∀k ∈ N. (1.4)

Крiм цього, виявилося, що при виконаннi (1.4) умова (1.3) є не лише доста-

тньою, але й необхiдною для (1.2).

В. Т. Рейд [17] встановив, що для виконання граничного спiввiдношен-

ня (1.2) достатньо, щоб при k →∞ коефiцiєнти R(t; k) = [A(t; k)−A(t; 0)] ∈

(C)m×m слабко збiгалися в просторi L1 до нуля. Але А. Ю. Левiна в роботi

[45] показав, що цей результат не можна вважати суттєво новим, оскiльки iз

умови слабкої збiжностi в просторi L1 випливають умови (1.3) та (1.4). Як

стверджується в роботi [45], на цю оцiнку не впливає також та обставина, що

замiсть умови

Y (a; k) = C

в [45] фiгурують умови

Y (ak; k) = Ck, де ak → a0, Ck → C0 при k →∞.
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Якщо вiдмовитися вiд обмеження (1.4), то проблема суттєво ускладню-

ється. Хоча в деяких випадках, – наприклад, для скалярного рiвняння пер-

шого порядку – спiввiдношення (1.4), очевидно, зайве. Але в цiлому це не так,

адже умова (1.3) сама по собi не є нi необхiдною, анi достатньою для (1.2).

Щоб пояснити останнє зауваження, скористаємось прикладом, запози-

ченим iз роботи Я. Курцвейля [14].

Приклад 1.1. Розглянемо на промiжку [a, b] послiдовнiсть дiйсних ска-

лярних рiвнянь
dx(t; k)

dt
= p(t; k)x(t; k) + f(t; k), (1.5)

де

p(t; k) = k1−α cos kt, f(t; k) = k1−β sin kt, k ∈ N.

Будемо порiвнювати розв’язки (1.5) з розв’язками рiвняння

dx(t; 0)

dt
= 0.

Нехай x(t; k) – розв’язок рiвняння (1.5), який задовольняє умову

x(a; k) = c(0).

Як показує безпосереднiй пiдрахунок, спiввiдношення

‖x(t; k)− c(0)‖∞ → 0, k →∞ (1.6)

при будь-якому c(0) справедливе в тому i лише в тому випадку, якщо

α > 0, β > 0, α + β > 1. (1.7)

Для даного прикладу вимога збiжностi в просторi L1 коефiцiєнтiв i пра-

вих частин зводиться до нерiвностей

α > 1, β > 1,

а умова (1.3) – до нерiвностей

α > 0, β > 0.
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Звiдси випливає, що спiввiдношення (1.3) не є достатнiми для збiжностi

розв’язкiв. В той же час вони не будуть i необхiдними. Щоб впевнитися в

цьому, покладемо

α = β =
1

2
.

Тодi розв’язок x(t; k) рiвняння (1.5), який задовольняє умову

x(a; k) = c

матиме вигляд

x(t; k) = c− 1

2
(t− a) +O(k−

1
2 ),

тобто при k → ∞ та будь-якому c отриманi розв’язки x(t; k) рiвномiрно збi-

гаються до вiдповiдного розв’язку рiвняння

dx(t; k)

dt
=

1

2
,

хоча спiввiдношення

f∨(t; k)
∞−→ 1

2
t, k →∞

не виконується.

Приклад 1.1 став вiдправною точкою для робiт [14; 15] Я. Курцвейля,

результати яких, дають достатню для (1.6) умову у виглядi

α >
1

2
, β > 0, α + β > 1.

В роботi А. Ю. Левiна [44] було встановлено, що коли при k → ∞

виконується одна iз наступних чотирьох нееквiвалентних мiж собою умов:

(L1) ‖R(·; k)‖1 = O(1),

(L2) ‖R∨(·; k)R(·; k)‖1 → 0,

(L3) ‖R(·; k)R∨(·; k)‖1 → 0,

(L4) ‖R(·; k)R∨(·; k)−R∨(·; k)R(·; k)‖1 → 0,

то умова

‖R∨(·; k)‖∞ → 0, k →∞



23

є необхiдною i достатньою для виконання спiввiдношення (1.2).

Даний результат пояcнює в прикладi 1.1 основну iмплiкацiю (1.7) →

(1.6) з бiльш загальної, матричної, точки зору. Дiйсно, переходячи до одно-

рiдного матричного запису, отримуємо, що

R(t; k) =

 k1−α cos kt k1−β sin kt

0 0

 ,

R∨(t; k) =

 k−α sin kt k−β(1− cos kt)

0 0

 .

Умови (L1)− (L3) виявляються недостатнiми, оскiльки, окрiм (1.7), ви-

магають додаткових обмежень. Але умова (L4) нас влаштовує:

R(t; k)R∨(t; k)−R∨(t; k)R(t; k) =

 0 k1−α−β(cos kt− 1)

0 0

 .

Достатнi умови для виконання спiввiдношення (1.2) отриманi також в

роботi Z. Opial’а [16]:

(О) Якщо при k →∞ виконується умова

‖R∨(t; k)‖∞(1 + ‖A(t; k)‖1)→ 0, (1.8)

то розвя’зки системи (1.1) задовольняють умовi (1.2).

Наведемо приклад, який показує, що умова (1.8) в теоремi Z. Opial’а є

суттєвою.

Приклад 1.2. Розглянемо послiдовнiсть (2× 2) - матриць

A(t; k) =

 k
1
2 cos kt k

1
2 sin kt

0 0


i вiдповiдну послiдовнiсть задач Кошi

u′(t; k) = k
1
2 cos ktuk(t) + k

1
2 sin kt, u(0; k) = 0,
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v′(t; k) = 0, v(0; k) = 0, k ∈ N, t ∈ [0, 1].

Розв’язки u(t; k), v(t; k) мають такий вигляд:

u(t; k) = k
1
2

t∫
0

sin ks exp(k−
1
2 (sin kt− sin ks))ds, v(t; k) = 1, k ∈ N.

i

u(t; 0) = 0, v(t; 0) = 1.

У даному випадку послiдовнiсть {A(t; k)} задовольняє умову (L1) теореми

А. Ю. Левiна. Але, оскiльки

u(t; k) = −1

2
t+O(k−

1
2 ),

то

‖u(t; k)− u(t; 0)‖∞ 9 0, k →∞.

В 1993 роцi Нгуєн Тхе Хоан [57] отримав бiльш загальнi умови на коефi-

цiєнти системи (1.1), що узагальнюють умови (L1)− (L4) отриманi А. Ю. Лє-

вiним. В його роботi [57] введено послiдовностi матриць

Q0(t; k), Q1(t; k), ..., Qi(t; k), ...

та

P0(t; k), P1(t; k), ..., Pi(t; k), ..., i = 1, 2, ...,

якi визначаються рекурентними спiввiдношеннями

Q0(t; k) = R(t; k), Qi(t; k) = Q∨i−1(t; k)R(t; k)

та

P0(t; k) = R(t; k), Pi(t; k) = R(t; k)P∨i−1(t; k).

Далi було покладено

Gi(t; k) = Q0(t; k)−Q1(t; k) + ...+ (−1)iQi(t; k), i = 1, 2, ...,
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Hj(t; k) = P0(t; k) + P1(t; k) + ...+ Pj(t; k), j = 1, 2, ...

Тодi умови, при яких має мiсце спiввiдношення (1.2), формулюються насту-

пним чином:

(Ni). Нехай при k →∞ та i ≥ 0

‖G∨i−1(t; k)‖∞ ≤ δ < 1, ‖Qi(t; k)‖1 ≤ σ <∞.

Тодi умова

‖G∨i (t; k)‖∞ → 0, k →∞

є необхiдною i достатньою для (1.2).

(Nj). Нехай при k →∞ та j ≥ 0

‖H∨j−1(t; k)‖∞ ≤ δ < 1, ‖Pj(t; k)‖1 ≤ σ <∞.

Тодi умова

‖H∨j (t; k)‖∞ → 0, k →∞

є необхiдною i достатньою для (1.2).

Вважаючи

G−1(t; k) = H−1(t; k) = 0

iз умов (Ni) та (Nj) при i = j = 0 отримуємо, що достатня умова (L1) еквi-

валентна достатнiм умовам (N0) та (N0).

А при i = j = 1 iз достатнiх умов (L2) та (L3) випливають достатнi

умови (N1) та (N1) вiдповiдно.

Дiйсно, iз умови (L2) :

‖R∨(t; k)R(t; k)‖1 → 0, k →∞

випливає, що

‖R∨(t; k)R(t; k)‖1 ≤ σ <∞,

а iз

‖R∨(t; k)‖∞ → 0, k →∞
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випливає

‖R∨(t; k)‖∞ ≤ δ < 1.

Тодi

‖R∨(t; k) + (R(t; k)R∨(t; k))∨‖∞ ≤ ‖R∨(t; k)‖∞ + ‖(R(t; k)R∨(t; k))∨‖∞ ≤

≤ ‖R∨(t; k)‖∞ + ‖R(t; k)R∨(t; k)‖1 → 0 k →∞.

Отже, iз умови (L2) випливає умова (N 1). Аналогiчно iз умови (L3) випливає

умова (N1).

Приклад 1.3. Нехай m = 2, [a, b] = [0, 1], A(t; k) = A(t) + R(t; k),

де

R(t; k) =

 0
√
k cos kt

√
k sin 2kt 0

 .

Неважко перевiрити, що ‖R∨(t; k)‖∞ → 0 i

R(t; k)R∨(t; k) = diag {1
2

sin 2kt · sin kt, sin 2kt · sin kt},

R∨(t; k)R(t; k) = diag {sin kt · sin 2kt,
1

2
sin kt · sin 2kt},

R∨(t; k)R(t; k)−R(t; k)R∨(t; k) = diag {−1

2
sin 2kt · sin kt, 1

2
sin kt · sin 2kt}.

Однак:

‖R(t; k)‖1 ≥
√
k

1∫
0

| cos kt|dt =
1√
k

1
k∫

0

| cos t|dt =
√
kM{| cos t|} → +∞,

1∫
0

| sin kt · sin 2kt|dt =
1

k

k∫
0

| sin t| · | sin 2t|dt→M{| sin t · sin 2t|} > 0,

(див. [32]). Жодна iз чотирьох наведених вище умов (L1)− (L4) тут не вико-

нана, однак неважко впевнитися, що виконується умова (N 1).
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Зв’язки мiж вище розглянутими достатнiми умовами можна зобразити

у виглядi наступного графа
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Узагальнюючи результати М. А. Красносельського та С. Г. Крейна [42],

Я. Курцвейль i З. Ворель [43] дiйшли до цiкавого випадку залежностi розв’яз-

кiв вiд параметра, коли наявнiсть граничних спiввiдношень

lim
λ→λ0

t∫
0

Y (t, y, λ)dt =

t∫
0

Y 0(t, y)dt

lim
λ→λ0

y(t, λ) = y(t, λ0)

у сенсi рiвномiрної збiжностi, де Y (t, y, λ) – права частина, а y(t, λ) розв’язок

рiвняння
dy

dt
= Y (t, y, λ),

не означає, що y(t, λ0) задовольняє граничне рiвняння

dy

dt
= Y 0(t, y).
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Бажання з’ясувати бiльш детально цей випадок штовхнули Я. Курцвей-

ля на створення поняття узагальненого розв’язку диференцiального рiвнян-

ня.

В 1962 роцi А. М. Самойленко [67; 68] довiв теорему, яка показала, що

для того, щоб з’ясувати питання про характер залежностi розв’язкiв дифе-

ренцiальних рiвнянь вiд параметра, вiдносно якого правi частини неперервнi

в iнтегральному сенсi, потрiбно перейти вiд диференцiального рiвняння до

деякого, еквiвалентного йому, iнтегрального i дослiджувати безпосередньо

останнє. Такий пiдхiд дозволив автору доповнити iснуючi результати Й. I. Гi-

хмана, М. А. Красносельського та С. Г. Крейна, Я. Курцвейля i З. Вореля

[14; 23; 42; 43] та детальнiше з’ясувати питання про рiвняння для функцii

y(t, λ0) у наведеному вище випадку.

Як приклад дослiдження неперерервної залежностi вiд параметра роз-

в’зкiв задачi Кошi для диференцiальних рiвнянь високих порядкiв можна

навести роботу В. А. Михайлеця та Н. В. Реви [51].

1.2. Багатоточковi крайовi задачi

В теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь багатоточковi крайовi за-

дачi є класичним об’єктом дослiджень. Їх особливiстю є те, що промiжнi

точки, якi входять в крайовi умови, породжують ряд проблем: порушення

гладкостi функцiї Грiна, вiдсутнiсть спряженої задачi та iнше. Вирiшення

цих труднощiв, якi виникають в даних задачах, здiйснюється за рахунок ви-

користання функцiї Грiна, яка вiдображає всю специфiку крайової задачi i є

досить складним об’єктом.

Багато робiт вiдомих математикiв присвяченi питанню iснування, єди-

ностi i побудови наближених методiв знаходження розв’язкiв багатоточкових

крайових задач (див. наприклад, [11; 36; 63; 64; 67; 69; 71; 80; 82]). Велика

кiлькiсть математикiв дослiджувала також питання про властивостi функцiї
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Грiна цих задач, зокрема I. Т. Кiгурадзе [36], А. Ю. Левiн [46; 47], Ю. В. По-

корний [60; 61; 62], Є. С. Чiчкiн [84], P. R. Beesack [2], L. J. Grimm i P. W. Eloe

[9], L. K. Jackson та iншi [64; 81 i т. д.].

Н. В. Рева у своїй роботi [64] розглянула параметризовану числом

ε ∈ [0, ε0] сiм’ю багатоточкових крайових задач для системи m ∈ N дифе-

ренцiальних рiвнянь першого порядку.

y′(t; ε) = A(t; ε)y(t; ε) + f(t; ε), (1.9)

U(ε)y(t; ε) :=
n∑
j=1

Bj(ε)y(tj; ε) = 0, (1.10)

де матрицi-функцiї A(·; ε) ∈ (L1)
m×m, вектор-функцiї f(·; ε) ∈ (L1)

m, матрицi

Bj(ε) ∈ Cm×m, tj ∈ [a, b], j ∈ J := {1, 2, ..., n}, n ∈ N.

В роботi Н. В. Реви [64] встановлена

Teорема. Нехай гранична однорiдна крайова задача

y′(t; 0) = A(t; 0)y(t; 0), (1.11)

U(0)y(t; 0) :=
n∑
j=1

Bj(0)y(tj; 0) = 0, (1.12)

має лише тривiальний розв’язок i виконуються умови:

1) A(·; ε)− A(·; 0) = R(·; ε) ∈Mm;

2) ‖f(·; ε)‖1 = O(1);

3) ‖f∨(·; ε)− f∨(·; 0)‖∞ → 0, ε→ 0+;

4) ∀j ∈ J : Bj(ε) −→ Bj(0), ε→ 0 + .

Тодi для достатньо малих значень ε розв’язки y(·; ε) задачi (1.9) – (1.10) ви-

значенi однозначно i задовльняють граничне спiввiдношення

‖y(·; ε)− y(·; 0)‖∞ → 0, ε→ 0 + . (1.13)

ТутMm[a, b] =: Mm, m ∈ N – клас всiх m ×m комплекснозначних

сумовних на [a, b] матриць-функцiй R(·; ε) : [0, ε0]→ (L1)
m×m, для яких нор-

мований розв’язок Z(·; ε) системи

Z ′(t; ε) = R(t; ε)Z(t; ε), Z(a; ε) ≡ Im
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задовольняє граничне спiввiдношення

lim
ε→0+

‖Z(t; ε)− Im‖(0) = 0.

Випадок, коли коефiцiенти A(·) належать бiльш вузькому простору,

простору Соболєва W n−1
p ([a, b];Cm×m), дослiджено в роботi [41] Т. I. Кодлюк.

В роботi [41] розглянута параметризована числом ε ∈ [0, ε0] сiм’я ба-

гатоточкових крайових задач для системи m ∈ N диференцiальних рiвнянь

першого порядку такого вигляду:

y′(t; ε) = A(t; ε)y(t; ε) + f(t; ε), (1.14)
k∑
j=1

Bj(ε)y(tj; ε) = cε, (1.15)

де матрицi-функцiї A(·; ε) ∈ (W n−1
p )m×m, вектор-функцiї f(·; ε) ∈ (W n−1

p )m,

матрицi Bj(ε) ∈ Cm×m, вектори cε ∈ Cm, t, tj ∈ [a, b], j = {1, 2, ..., k}, k ∈ N.

В її роботi встановлена

Teорема. Нехай гранична однорiдна крайова задача вигляду (1.14) –

(1.15) має лише тривiальний розв’язок i при ε→ 0+ виконуються умови:

1) ‖A(·; ε)− A(·; 0)‖n−1,p → 0;

2) ‖f(·; ε)− f(·; 0)‖n−1,p → 0;

3) cε → c0;

4) ‖Bj(ε)→ Bj(0)‖, j = {1, 2, ..., k}.

Тодi для достатньо малих значень ε розв’язки y(·; ε) задачi (1.14) – (1.15)

визначенi однозначно i задовольняють граничне спiввiдношення

‖y(·; ε)− y(·; 0)‖n,p → 0, ε→ 0 + . (1.16)

В роботi [83] Чеханової Г. розглядається багатоточкова задача щодо

просторiв C(n)[a, b] для рiвнянь першого порядкiв, в яких допускається iсну-

вання додаткових точок, що входять у крайовий вираз, нехтуваний при ε→ 0

y′(t; ε) + A(t; ε)y(t; ε) = f(t; ε), (1.17)
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B(ε)y(·; ε) =

p+q∑
i=1

n∑
j=0

αi,j(ε)y
(j)(ti(ε); ε) = c(ε), (1.18)

де матрицi-функцiї A(·; ε) ∈ C(n−1) ([a, b],Cm×m) , вектор-функцiї f(·; ε) ∈

C(n−1) ([a, b],Cm) , матрицi αi,j(ε) ∈ Cm×m, де i ∈ 1, p+ q, j ∈ 0, n, точки

ti ∈ [a, b], а вектори c(ε) ∈ Cm.

Зазначимо, що гранична (ε = 0) крайова умова

y′(t; 0) + A(t; 0)y(t; 0) = 0, (1.19)

B(0)y(·) =

p∑
i=1

n∑
j=0

αi,jy
(j)(ti(0); 0) = 0, (1.20)

ставиться лише для p точок t1, . . . , tp.

Teорема. Нехай (1.19), (1.20) має лише тривiальний розв’язок i при

ε→ 0+ виконуються умови:

1) ‖A(·; ε)− A(·; 0)‖(n−1) → 0;

2) ‖f(·; ε)− f(·; 0)‖(n−1) → 0;

3) ti(ε)→ ti(0), αi,j(ε)→ αi,j(0), i ∈ 1, p, j ∈ 0, n;

4) αi,j(ε)→ 0, i ∈ p+ 1, p+ q, j ∈ 0, n;

5) c(ε)→ c(0).

Тодi при достатньо малих значеннях ε розв’язки y(·; ε) задачi (1.17) –

(1.18) однозначно визначенi i для них виконується граничне спiввiдношення

‖y(·; ε)− y(·; 0)‖(n) → 0, ε→ 0 + . (1.21)

Для системи диференцiальних рiвнянь високого порядку Чехановою Г.

в роботi [83] розглянута наступна класична багатоточкова крайова задача

y(r)(t; ε) + Ar−1(t; ε)y
(r−1)(t; ε) + · · ·+ A0(t)y(t; ε) = f(t; ε), (1.22)

Bj(ε)y(·; ε) =

p+q∑
i=1

r∑
k=1

αji,k−1(ε)y
(k−1)(ti(ε); ε) = cj(ε), j ∈ 1, r, (1.23)
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де матрицi-функцiї Ak−1(·; ε) ∈ L1 ([a, b],Cm×m) , k ∈ 1, r, вектор-функцiї

f(·; ε) ∈ L1 ([a, b],Cm) , матрицi αji,k−1(ε) ∈ Cm×m, де i ∈ 1, p+ q, а вектори

cj(ε) ∈ Cm, ti ∈ [a, b]. Розв’язки рiвняння (1.22) мають абсолютно непе-

рервну похiдну порядку r − 1 i задовольняють рiвнiсть (1.23) майже скрiзь.

I справедлива наступна

Teорема. Нехай гранична однорiдна задача вигляду (1.22), (1.23) має

лише тривiальний ров’язок i при ε→ 0+ та k ∈ 1, r, j ∈ 1, r виконуються

умови:

1) ‖Rr−1(·; ε)R∨k−1(·; ε)‖1 → 0;

2) ‖R∨k−1(·; ε)‖∞ → 0;

3) ‖f(·; ε)‖1 = O(1); ‖f∨(·; ε)− f∨(·; 0)‖∞ → 0;

4) ti(ε)→ ti(0), αji,k−1(ε)→ αji,k−1(0), i ∈ 1, p;

5) αji,k−1(ε)→ 0, i ∈ p+ 1, p+ q;

6) cj(ε)→ cj(0).

Тодi для достатньо малих значень ε розв’язки y(·; ε) задач (1.22), (1.23)

однозначно визначенi i для них виконується граничне спiввiдношення

‖y(·; ε)− y(·; 0)‖(r−1) → 0, ε→ 0 + . (1.24)

Що ж стосується матриць Грiна, то у 1987 роцi I. Т. Кiгурадзе довiв,

що якщо визначник

det
n∑
j=1

Bj(ε)Y (tj; ε) 6= 0, (1.25)

то для багатоточкової крайової задачi (1.9) – (1.10) iснуватиме матриця Грiна,

тобто матрична функцiя

Gt,B(t, s; ε) ∈ L∞([a, b]× [a, b];Cm×m),

де

t = t1, t2, ..., tn, B = B1, B2, ..., Bn, n ∈ N,
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за допомогою якої розв’язок напiводнорiдної крайової задачi може бути пред-

ставлений у виглядi

y(t; ε) =

∫ b

a

Gt,B(t, s; ε)f(s; ε)ds, t ∈ [a, b], f(·; ε) ∈ (L1)
m.

В цiй рiвностi матриця Грiна Gt,B(t, s; ε) визначається неоднозначно,

лише з точнiстю до значень на пiдмножини квадрата [a, b]× [a, b] мiри нуль.

У зв’язку з цим Н. В. Рева [64] дослiджувала збiжнiсть таких матриць

Грiна у просторi L∞.

В її роботi встановлена

Теорема. Нехай однорiдна гранична крайова задача (1.11) – (1.12) має

лише тривiальний розв’язок i виконуються умови:

1) A(t; ε)− A(t; 0) = R(t; ε) ∈Mm;

2) ∀j ∈ J Bj(ε) −→ Bj(0), ε→ 0 + .

Тодi для достатньо малих ε iснують матрицi Грiна Gt,B(t, s; ε) задачi

вигляду (1.9) – (1.10) i на квадратi [a, b]× [a, b] виконується

‖Gt,B(t, s; ε)−Gt,B(t, s; 0)‖+∞ → 0, ε→ 0 + .

Питання про достатнi умови збiжностi матриць Грiна багатоточкових

крайових задач в бiльш сильних нормах соболєвських просторiв W n
p ([a, b];C)

дослiдила в своїй роботi Т. I. Кодлюк [41] .

В цiй роботi розглядається напiводнорiдна крайова задача для системи

m ∈ N диференцiальних рiвнянь першого порядку:

y′(t; ε) = A(t; ε)y(t; ε) + f(t; ε), (1.26)

k∑
j=1

Bj(ε)y(tj; ε) = 0, (1.27)

де матрицi-функцiї A(·; ε) ∈ (W n−1
p )m×m, вектор-функцiї f(·; ε) ∈ (W n−1

p )m,

матрицi Bj(ε) ∈ Cm×m, t, tj ∈ [a, b], j = {1, 2, ..., k}, k ∈ N.

В роботi [41] була видiлена особлива, нормована, матриця Грiна, яка

визначається однозначно i доведена
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Teорема. Нехай

det[B1(0) +
k∑
j=2

Bj(0)Y (tj; 0)] 6= 0,

тодi iснує нормована матриця Грiна напiводнорiдної багатоточкової кра-

йової задачi виду (1.26) – (1.27), яка представляється у виглядi:

G(t, s) =

=


−Y (t)[B1 +

k∑
j=2

BjY (tj)]
−1Z(s), t ≤ s;

Y (t)Y −1(s)− Y (t)[B1 +
k∑
j=2

BjY (tj)]
−1Z(s), s < t,

(1.28)

де

Z(s) =
∑
j:tj≤s

BjY (tj)Y
−1(s).

Матриця Грiна G(t, s), що записана формулою (1.28), визначається

однозначно.

Teорема. Нехай

det[B1(0) +
k∑
j=2

Bj(0)Y (tj; 0)] 6= 0

i при ε→ 0+ виконуються умови:

1) ‖A(·; ε)− A(·; 0)‖n−1,p → 0;

2) ‖Bj(ε)→ Bj(0)‖, j = {1, 2, ..., k}.

Тодi для достатньо малих значень ε iснують нормованi матрицi Грi-

на G(t, s; ε) задач (1.26) – (1.27) i на кожному з k − 1 прямокутникiв

(a, b) × (aj−1, aj) виконується

‖G(·, ·; ε)−G(·, ·; 0)‖n,p → 0, ε→ 0 + .
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1.3. Загальнi крайовi задачi

У роботi I. Т. Кiгурадзе [35] були отриманi достатнi умови рiвномiрної

збiжностi розв’язкiв сiм’ї загальних лiнiйних крайових задач для системи

m ∈ N диференцiальних рiвнянь першого порядку з дiйсними коефiцiєнтами

y′(t; ε) = A(t; ε)y(t; ε) + f(t; ε), t ∈ [a, b], (1.29)

U(ε)y(t; ε) = c(ε). (1.30)

де матрицi-функцiї A(·; ε) ∈ Lm×m1 , вектор-функцiї f(·; ε) ∈ Lm1 , вектори

c(ε) ∈ Rm, а лiнiйнi неперервнi оператори

U(ε) : C([a, b];Rm)→ Rm.

Теорема (I.Т. Кiгурадзе). Нехай однорiдна гранична крайова задача

y′(t; 0) = A(t; 0)y(t; 0), U(0)y(t; 0) = 0 (1.31)

має лише тривiальний розв’язок i при ε→∞ виконуються умови:

1) sup
ε
‖A(·; ε)‖1 <∞;

2) sup
ε
‖f(·; ε)‖1 <∞;

3) sup
ε
‖U(ε)‖ <∞;

4) max
t∈[a,b]

|
t∫
a

A(s; ε)ds−
t∫
a

A(s; 0)ds| → 0;

5) max
t∈[a,b]

|
t∫
a

f(s; ε)ds−
t∫
a

f(s; 0)ds| → 0;

6) cε → c(0);

7) U(ε)y → U(0)y, ∀y ∈ (W 1
1 )m.

Тодi, починаючи з деякого ε0, задачi (1.29) – (1.30) мають єдиний розв’язок

i

‖y(·; ε)− y(·; 0)‖∞ → 0, ε→∞. (1.32)

Наведенi нижче приклади показують, що в теоремi I. Т. Кiгурадзе всi

умови є суттєвими.
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Приклад 1.4. Нехай m = 1, [a, b] = [0, 2π], cε = c(0) = 1,

A(t; ε) = A(t; 0) = 0, f(t; 0) = 0, f(t; ε) = ε cos ε2t,

U(0)y = y(0), U(ε)y = y(0) + ε

2∫
0

πy(t) sin ε2tdt.

Тодi виконуються всi умови теореми Кiгурадзе окрiм 3). З iншого боку

y(t; 0) = 1, y(t; ε) = 1− π +
1

ε
sin ε2t,

що й показує порушення граничної рiвностi (1.32).

Приклад 1.5. Припустимо тепер, що m = 1, [a, b] = [0, 2π],

A(t; 0) = f(t; 0) = 0, A(t; ε) = ε cos ε2t, f(t; ε) = −ε sin ε2t,

U(ε)y = U(0)y = y(0), cε = c(0) = 1.

Тодi

y(t; 0) = 0, y(t; ε) = −ε
1∫

0

exp

(
sin ε2t

ε
− sin ε2τ

ε

)
sin ε2τdτ

i

lim
ε→∞

[y(t; ε)− y(t; 0)] =
t

2
.

У даному випадку виконуються всi умови теореми Кiгурадзе, окрiм 1).

Умови 3) та 7) в теоремi Кiгурадзе означають, що оператори U(ε) силь-

но збiгаються до оператора U(0). Тому в умовi 7) множину ACm можна замi-

нити довiльною пiдмножиною вектор-функцiй, лiнiйна оболонка яких щiль-

на в банаховому просторi C([a, b];Rm). Iз скiнченовимiрностi простору Rm

випливає, що дана умова рiвносильна тому, що оператори U(ε) слабко збiга-

ються до оператора U(0). Вона суттєво слабша, нiж умова рiвномiрної збi-

жностi операторiв: ‖U(ε)− U(0)‖ → 0.
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Можна показати, що для виконання умов 1), 4) и 2), 5) достатньо, щоб

A(·; ε) слабко збiгалась в банаховому просторi Lm×m1 до матрицi - функцiї

A(·; 0), а f(·; ε) слабко збiгалась в банаховому просторi Lm1 до вектор - фун-

кцiї f(·; 0). Тим бiльше для цього достатньо збiжностi в нормах вiдповiдних

просторiв. Приклади також показують, що iз цих умов не випливає збiжнiсть

за мiрою Лебега i тим бiльше поточкова збiжнiсть майже скрiзь на вiдрiзку

[a, b].

У роботi [50] В. А. Михайлецю та Н. В. Ревi вдалося узагальнити тео-

рему I. Т. Кiгурадзе та покращити його результати.

Теорема (Перше узагальнення теореми Кiгурадзе). В формулю-

ваннi теореми I. Т. Кiгурадзе умови 1) та 4) на коефiцiєнти системи (1.29)

можна замiнити бiльш загальною нелiнiйною умовою

R(t; ε) := A(t; ε)− A(t; 0) ∈Mm.

ТутMm[a, b] =: Mm, m ∈ N – клас всiх m ×m комплекснозначних

сумовних на [a, b] матриць-функцiй R(·; ε) : [0, ε0]→ (L1)
m×m, для яких нор-

мований розв’язок Z(·; ε) системи

Z ′(t; ε) = R(t; ε)Z(t; ε), Z(a; ε) ≡ Im

задовольняє граничне спiввiдношення

lim
ε→0+

‖Z(t; ε)− Im‖(0) = 0.

Якщо визначити за заданими матрицями-функцiями A(t; ε) ∈ (L1)
m×m та

вектор-функцiями f(t; ε) ∈ (L1)
m матрицю-функцiю

Af(t; ε) :=

 A(t; ε) f(t; ε)

0 0

 ∈ (L1)
m+1×m+1, (1.33)

де вектор-функцiя f(·; ε) записана у виглядi стовпчика висоти m, то справе-

длива (див. [50]) наступна
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Теорема (Друге узагальнення теореми Кiгурадзе). В формулю-

ваннi теореми Кiгурадзе можна замiнити умови 2), 5) на правi частини

системи (1.29) однiєю бiльш загальною умовою

Rf(t; ε) := Af(t; ε)− Af(t; 0) ∈Mm+1.

Дана теорема дозволила iстотно послабити умови теореми Кiгурадзе не

лише на ростки вiдображень A(·; ε), а й на f(·; ε) в точцi ε = 0.

Розглядаючи напiводнорiдну загальну крайову задачу, яка вiдповiдає

задачi (1.29) – (1.30), Кiгурадзе встановив, що якщо однорiдна крайова зада-

ча (1.31) має лише тривiальний розв’язок, то для неї буде iснувати матриця

Грiна, тобто матрична функцiя G(t, s) ∈ L∞([a, b]× [a, b];Cm×m), за допомо-

гою якої розв’язок задачi може бути представлений у виглядi:

y(t) =

∫ b

a

G(t, s)f(s)ds, t ∈ (a, b)

для кожної вектор-функцiї f(·) ∈ (L1)
m.

Така матриця Грiна визначається однозначно з точнiстю до значень на

пiдмножинi квадрата [a, b]× [a, b] мiри нуль.

В. А. Михайлець та Н. В. Рева дослiдили питання про неперервнiсть за

параметром ε матрицi Грiна G(t, s; ε) в метрицi простору L∞, яка для сiм’ї

загальних крайових задач (1.29) – (1.30) теж буде залежати вiд параметра ε.

Теорема (Уточнення теореми Кiгурадзе). Нехай однорiдна гра-

нична крайова задача з ε = 0 має лише тривiальний розв’язок та виконую-

ться умови

1) A(t; ε)− A(t; 0) ∈Mm;

2) оператори U(ε) рiвномiрно збiгаються до оператора U(0), тобто

‖U(ε)− U(0)‖ → 0, ε→ 0 + .

Тодi для достатньо малих ε iснують матрицi Грiна

G(t, s) ∈ L∞([a, b]× [a, b];Cm×m)
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розглянутих задач i на квадратi [a, b]× [a, b]

‖G(·, ·; ε)−G(·, ·; 0)‖+∞ → 0, ε→ 0 + .

Достатнi умови збiжностi матриць Грiна розглянутих задач до матрицi

Грiна граничної крайової задачi на квадратi (a, b) × (a, b) за рiвномiрною

нормою розглянула Т. I. Кодлюк [41].

Теорема. Нехай однорiдна гранична крайова задача з ε = 0 має лише

тривiальний розв’язок та виконуються такi умови:

1) A(t; ε)− A(t; 0) ∈Mm;

2) ‖U(ε)− U(0)‖ → 0, ε→ 0 + .

Тодi для достатньо малих ε iснують нормованi матрицi Грiна задач

(1.29) – (1.30) i рiвномiрно на квадратi (a, b)× (a, b)

‖G(t, s; ε)−G(t, s; 0)‖∞ → 0, ε→ 0 + . (1.34)

У слабшiй формi граничне спiввiдношення (1.34), де ‖ · ‖+∞ – норма в

просторi Лебега L∞, використовувалося в роботах [4; 5] для доведення рiв-

номiрної апроксимацiї операторiв Штурма-Лiувiлля з сильно сингулярними

потенцiалами аналогiчними операторами з гладкими потенцiалами. Подiбнi

диференцiальнi оператори зустрiчаються у рядi задач сучасної математичної

фiзики. Вiдносно диференцiальних операторiв високих порядкiв див., напри-

клад, роботи [6; 7].

В роботах [1; 34; 49; 50] знайденi достатнi умови неперервної залежностi

вiд параметра при ε → 0+ розв’язкiв загальних крайових задач для систем

рiвнянь першого порядку за рiвномiрною нормою ‖ · ‖∞.

Питання залежностi вiд параметра ε → 0+ розв’язкiв i матриць Грiна

загальних крайових задач для систем рiвнянь довiльних порядкiв за нормами

просторiв C(r−1)([a, b],C) були розглянутi Чехановою Г. в десертацiйнiй роботi

[83].
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Розглядалась крайова задача з параметром ε наступного вигляду:

y(r)(t; ε) + Ar−1(t; ε)y
(r−1)(t; ε) + · · ·+ A0(t; ε)y(t; ε) = f(t; ε),

t ∈ [a, b],
(1.35)

Bj(ε)y(·; ε) = cj(ε), j ∈ 1, r. (1.36)

Тут (m×m)–матрицi-функцiїї Aj−1(·; ε) i вектор-функцiї f(·; ε) сумовнi

на [a, b], вектори cj(ε) ∈ Cm, розв’язок y(·; ε) ∈ (W r
1 )m,

а кожне Bj є лiнiйним неперервним оператором у парi просторiв

Bj(ε) : C(r−1) ([a, b];Cm)→ Cm. (1.37)

Теорема (Г. Чеханової). Нехай гранична однорiдна крайова задача

вигляду (1.35), (1.36) має лише тривiальний розв’язок i при ε → 0+ та

j ∈ 1, r виконуються умови:

(i) ‖Rr−1(·; ε)R∨j−1(·; ε)‖1 → 0;

(ii) ‖R∨j−1(·; ε)‖∞ → 0;

(iii) Bj(ε)y → Bj(0)y, y ∈ C(n−1) ([a, b];Cm) ; cj(ε)→ cj(0);

(iv) ‖f(·; ε)‖1 = O(1); ‖f∨(·; ε)− f∨(·; 0)‖∞ → 0.

Тодi для достаточно малих ε > 0 задача (1.35) – (1.36) має єдиний розв’язок

y(·; ε) i для нього виконується спiввiдношення

‖y(·; ε)− y(·; 0)‖(r−1) → 0, ε→ 0 + . (1.38)

Умова (i) даної теореми виконується, якщо ‖Ar−1(·; ε)‖1 = O(1), при

цьому немає обмежень на поведiнку функцiй ‖Aj−1(·; ε)‖1 при j < r.

Також Г. Чеханова отримала достатню умову рiвномiрної збiжностi ма-

триць Грiна для напiводнорiдної крайової задачi вигляду:

y(r)(t; ε) + Ar−1(t; ε)y
(r−1)(t; ε) + · · ·+ A0(t; ε)y(t; ε) = f(t; ε),

t ∈ [a, b],
(1.39)
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Bj(ε)y(·; ε) = 0, j ∈ 1, r. (1.40)

Тут Aj−1(·; ε) i вектор-функцiя f(·; ε) сумовнi на [a, b], а лiнiйнi неперервнi

оператори
Bj : C(r−1) ([a, b];Cm)→ Cm. (1.41)

Для крайової задачi (1.39), (1.40) нормована матриця Грiна означена

як (m×m) матриця-функцiя

G(·, ·; ε) := G̃1r(·, ·; ε),

де G̃1r(·, ·; ε) є блок (mr×mr) матрицi Грiна однорiдної крайової задачi для

вiдповiдної системи рiвнянь I-го порядку.

Teорема. Нехай при ε→ 0+ та j ∈ 1, r виконуються умови:

1) ‖Rr−1(·; ε)R∨j−1(·; ε)‖1 → 0;

2) ‖R∨j−1(·; ε)‖∞ → 0;

3) ‖Bj(ε)−Bj(0)‖ → 0,

де

Rj−1(·; ε) := Aj−1(·; ε)− Aj−1(·; 0), R∨j−1(t; ε) :=

t∫
a

Rj−1(s; ε)ds.

Тодi для достатньо малих ε iснують нормованi матрицi Грiна задач (1.39),

(1.40) то для них виконується граничне спiввiдношення

‖G(·, ·; ε)−G(·, ·; 0)‖∞ → 0, ε→ 0, (1.42)

де

G(·, ·; ε) := G̃1r(·, ·; ε),

де G̃1r(·, ·; ε) є блок (mr×mr) матрицi Грiна однорiдної крайової задачi для

вiдповiдної системи рiвнянь I-го порядку.



42

1.4. Тотальнi крайовi задачi для системи диференцiаль-

них рiвнянь першого порядку

У диссертацiйнiй роботi Н. В. Реви розглянуто найбiльш загальнi (то-

тальнi) щодо простору W 1
1 крайовi задачi, що мiстять в собi загальнi крайовi

задачi, та дослiджено неперервнiсть за параметром розв’язкiв таких задач за

нормою простору Соболєва W 1
1 на вiдрiзку [a, b] та вiдповiдних їм матриць

Грiна за нормою простору L∞ на квадратi [a, b] × [a, b]. Розглянуто параме-

тризовану числом ε ∈ [0, ε0] сiм’ю неоднорiдних тотальних щодо простору

W 1
1 крайових задач для системи m ∈ N диференцiальних рiвнянь першого

порядку

y′(t; ε) = A(t; ε)y(t; ε) + f(t; ε), t ∈ [a, b], (1.43)

αεy(a; ε) +

∫ b

a

Φ(t; ε)y′(t; ε)dt = c(ε). (1.44)

де матрицi-функцiї A(·; ε) ∈ (L1)
m×m, Φ(·; ε) ∈ (L∞)m×m, вектор-функцiї

f(·; ε) ∈ Lm1 , матрицi αε ∈ Cm×m, а вектори c(ε) ∈ Cm.

У випадку, коли матрицi-функцiї Φ(·; ε) мають обмежену варiацiю по t

на [a, b], умова (1.44) еквiвалентна загальнiй крайовiй.

Пiд розв’язком тотальної щодо простору W 1
1 крайової задачi розумiє-

ться вектор-функцiя y(·; ε) ∈ (W 1
1 )m, яка задовольняє диференцiальне рiвня-

ння (1.43) майже скрiзь на вiдрiзку [a, b] та крайову умову (1.44).

Теорема. Нехай однорiдна гранична крайова задача

y′(t; 0) = A(t; 0)y(t; 0) + f(t; 0), α0y(a; 0) +

∫ b

a

Φ(t; 0)y′(t; 0)dt = c0, (1.45)

має лише тривiальний розв’язок i при ε→ 0+ виконуються умови:

1) ‖A(·; ε)− A(·; 0)‖1 → 0+;

2) ‖f(·; ε)− f(·; 0)‖1 → 0+;

3) cε → c(0);

4) αε → α0;
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5) ‖Φ(·; ε)− Φ(·; 0)‖∞ → 0 + .

Тодi для достатньо малих ε > 0 задача (1.43) – (1.44) має єдиний

розв’язок та виконується

‖y(·; ε)− y(·; 0)‖1,1 → 0, ε→ 0 + .

Якщо однорiдна гранична крайова задача (1.45) має лише тривiальний

розв’язок, то iснує матриця Грiна G(t, s) ∈ L∞([a, b] × [a, b];Cm×m) задачi

(1.43) – (1.44), за допомогою якої розв’язок напiводнорiдної тотальної щодо

простору W 1
1 крайової задачi (cε = 0) можна представити у виглядi

y(t) =

∫ b

a

G(t, s)f(s)ds, t ∈ [a, b], f(·) ∈ (L1)
m.

У роботi Н. В. Реви встановлена

Теорема. Нехай при ε→ 0+ виконуються умови:

1) ‖A(·; ε)− A(·; 0)‖1 → 0+;

2) αε → α0;

3) ‖Φ(·; ε)− Φ(·; 0)‖+∞ → 0 + .

Тодi для достатньо малих ε > 0 iснують матрицi Грiна G(t, s) задачi

(1.43) – (1.44) i на квадратi [a, b]× [a, b]

‖G(·, ·; ε)−G(·, ·; 0)‖+∞ → 0, ε→ 0 + .

У роботi Н. В. Реви дослiджена неперервна залежнiсть вiд параметра

розв’язкiв тотальних крайових задач та вiдповiдних їм матриць Грiна за нор-

мою просторiв W 1
1 та L∞ вiдповiдно.

Неперервна залежнiсть розв’язкiв за параметром тотальних крайових

задач в нормах соболєвських просторiв W n
p (n > 0, p > 0) дослiджено у

роботi [41] Т. I. Кодлюк.

В роботi [41] розглянуто параметризовану числом ε ∈ [0, ε0] сiм’ю нео-

днорiдних тотальних щодо простору W n
p крайових задач для системи m ∈ N

диференцiальних рiвнянь першого порядку
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y′(t; ε) = A(t; ε)y(t; ε) + f(t; ε), t ∈ [a, b], (1.46)

U(ε)y(t; ε) = c(ε). (1.47)

де матрицi-функцiї A(·; ε) ∈ (W n−1
p )m×m, вектор-функцiї f(·; ε) ∈ (W n−1

p )m,

вектори c(ε) ∈ Cm, а лiнiйнi неперервнi оператори

U(ε) : W n
p ([a, b],Cm)→ Cm.

Пiд розв’язком тотальної щодо простору W n
p крайової задачi розумiє-

ться вектор-функцiя y(·; ε) ∈ (W n
p )m, яка задовольняє диференцiальне рiвня-

ння (1.46) майже скрiзь на вiдрiзку [a, b] та крайову умову (1.47).

Теорема (Т. I. Кодлюк). Нехай однорiдна гранична крайова задача

вигляду (1.46) – (1.47) має лише тривiальний розв’язок i при ε → 0+

виконуються умови:

1) ‖A(·; ε)− A(·; 0)‖n−1 → 0+;

2) ‖f(·; ε)− f(·; 0)‖n−1 → 0+;

3) cε → c(0);

4) U(ε)y → U(0)y, ∀y ∈ (W n
p )m.

Тодi для достатньо малих ε > 0 розв’язок розглядуваних задач одно-

значно визначений та виконується

‖y(·; ε)− y(·; 0)‖n,p → 0, ε→ 0 + .

Питання неперервностi за параметром ε матриць Грiна тотальних щодо

просторiв W 1
p ([a, b],Cm) крайових задач дослiджено Т. I. Кодлюк (див. [41]).

В цiй роботi Т. I. Кодлюк розглядає параметризовану числом ε ∈ [0, ε0]

сiм’ю напiводнорiдних крайових задач:

y′(t; ε) = A(t; ε)y(t; ε) + f(t; ε), t ∈ (a, b), (1.48)

αεy(a; ε) +

∫ b

a

Φ(t; ε)y′(t; ε)dt = 0. (1.49)
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де матрицi-функцiї A(·; ε) ∈ (Lp)
m×m, вектор-функцiї f(·; ε) ∈ (Lp)

m, матрицi

αε ∈ Cm×m, а матрицi-функцiї Φ(·; ε) ∈ (Lq)
m×m, q = p

p−1 .

Теорема (Т. I. Кодлюк). Нехай однорiдна гранична крайова задача

вигляду (1.48) – (1.49) має лише тривiальний розв’язок i при ε → 0+

виконуються умови:

1) ‖A(·; ε)− A(·; 0)‖p → 0+;

2) αε → α0;

3) ‖Φ(·; ε− Φ(·; 0)‖q, q = p
p−1 .

Тодi для достатньо малих ε > 0 iснують матрицi Грiна розглядува-

них задач i на квадратi (a, b)× (a, b) виконується

‖G(·, ·; ε)−G(·, ·; 0)‖q → 0, ε→ 0 + .

Разом з тим вiдкритим залишається питання залежностi вiд параметра

ε → 0+ розв’язкiв тотальних крайових задач для систем рiвнянь довiльних

порядкiв.

1.5. Тотальнi крайовi задачi для системи диференцiаль-

них рiвнянь високого порядку

Щодо просторiв неперервно диференцiйовних функцiй тотальнi крайовi

задачi введено i дослiджено в роботах [52], [55], [83] для систем диференцi-

альних рiвнянь першого порядку. Доведено фредгольмовiсть цих задач, зна-

йдено достатнi умови їх коректної розв’язностi та неперервної залежностi за

параметром їх розв’язкiв у вказаних просторах.

В. Солдатов у своїй роботi [73] поширив цi результати на системи ди-

ференцiальних рiвнянь високих порядкiв. Хоча такi системи зводяться до

систем диференцiальних рiвнянь першого порядку, для тотальних крайових

задач застосування цiєї стандартної редукцiї викликає складнощi з огляду на

некласичнiсть крайових умов.
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Розглядалась сiм’я крайових задач, залежних вiд числового параме-

тра ε, вигляду:

L(ε)z(t, ε) ≡ z(r)(t, ε) +
r∑
j=1

Kr−j(t, ε)z
(r−j)(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (1.50)

B(ε)z(·, ε) = c(ε), (1.51)

де ε ∈ [0, ε0), а число ε0 > 0 фiксоване, z(·, ε) ∈ (C(n+r))m, усi Kr−j(·, ε) ∈

(C(n))m×m, f(·, ε) ∈ (C(n))m, B(ε) є лiнiйний неперервний оператор B(ε) :

(C(n+r))m → Crm i c(ε) ∈ Crm.

I була сформульована теорема про умови, достатнi для однозначної

розв’язностi задачi (1.50), (1.51) i неперервної залежностi її розв’язку за ма-

лим параметром.

Теорема. Нехай гранична однорiдна задача виду (1.50), (1.51) має ли-

ше тривiльний розв’язок i при ε→ 0+ виконуються такi умови:

(i) ‖Kl(·, ε)−Kl(·, 0)‖(n) → 0 для кожного номера l ∈ {0, . . . , r − 1};

(ii) ‖f(·, ε)− f(·, 0)‖(n) → 0;

(iii) B(ε)z → B(0)z для довiльного z ∈ (C(n+r))m;

(iv) c(ε)→ c(0).

Тодi для достатньо малих ε > 0 задача (1.50), (1.51) має єдиний розв’язок

i вiн задовольняє граничну властивiсть

‖z(·, ε)− z(·, 0)‖(n+r) → 0 при ε→ 0 + .

Зауваження 1. Для кожного ε ∈ [0, ε0) подамо крайовий оператор

B(ε) у виглядi

Bz(·) =
n+r∑
k=1

αk z
(k−1)(a) +

b∫
a

(dΦ(t))z(n+r)(t), (1.52)

де усi αk є деякi числовi матрицi розмiру rm × m, а Φ(t) є деяка матриця-

функцiя розмiру rm×m, утворена скалярними функцiями обмеженої варiацiї
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на вiдрiзку [a, b], неперервними злiва на [a, b] i рiвними нулю при t = a,

причому iнтеграл розумiється за Рiманом–Стiлтьєсом. З теореми Рiса про

критерiй слабкої збiжностi лiнiйних неперервних функцiоналiв на C([a, b],C)

(див., наприклад, [58, с. 523]) випливає, що умова (iii) рiвносильна виконанню

таких чотирьох умов щодо αk(ε) i Φ(·, ε) при ε→ 0+:

(3a) αk(ε)→ αk(0) для довiльного номера k ∈ {1, . . . , n+ r};

(3b) ‖V b
a Φ(·, ε)‖ = O(1);

(3c) Φ(b, ε)→ Φ(b, 0);

(3d)
t∫
a

Φ(s, ε)ds→
t∫
a

Φ(s, 0)ds для кожного t ∈ (a, b].

Пiзнiше у роботi Мурача О.О. та Солдатова В. [56] автори показали,

що встановленi ранiше умови є ще й необхiдними.

Базове означення. Говоримо, що розв’язок крайової задачi (1.50), (1.51)

неперервно залежить вiд параметра ε при ε = 0, якщо виконуються такi двi

умови:

(∗) Iснує додатне число ε1 < ε0 таке, що для довiльних ε ∈ [0, ε1), функцiї

f(·, ε) ∈ (C(n))m i вектора q(ε) ∈ Crm ця задача має єдиний розв’язок

z(·, ε) ∈ (C(n+r))m.

(∗∗) Граничнi умови (ii) i (iv) тягнуть за собою збiжнiсть

z(·, ε)→ z(·, 0) в (C(n+r))m при ε→ 0 + .

Теорема. Розв’язок крайової задачi (1.50), (1.51) неперервно зале-

жить вiд параметра ε при ε = 0 тодi i тiльки тодi, коли гранична одно-

рiдна задача виду (1.50), (1.51) має лише тривiальний розв’язок i граничнi

умови (i) i (iii).

Крiм того, дали двобiчну оцiнку степеня вiдхилення розв’язкiв.

Теорема. Нехай гранична однорiдна задача виду (1.50), (1.51) має ли-

ше тривiльний розв’язок i крайова задача (1.50), (1.51) задовольняє граничнi
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умови (i) i (iii). Тодi iснують додатнi числа ε2 < ε1 i κ1, κ2 такi, що для

кожного ε ∈ (0, ε2) виконується двобiчна оцiнка

κ1

(
‖L(ε)z(·, 0)− f(·, ε)‖(n) + ‖B(ε)z(·, 0)− q(ε)‖Crm

)
≤ ‖z(·, 0)− z(·, ε)‖(n+r)

≤ κ2

(
‖L(ε)z(·, 0)− f(·, ε)‖(n) + ‖B(ε)z(·, 0)− q(ε)‖Crm

)
.

Тут числа ε2, κ1 i κ2 не залежать вiд z(·, 0), z(·, ε), f(·, ε) i q(ε).

Цiкавим для подальшого розгляду залишається питання про критерiй

неперервної залежностi розв’язкiв за нормами вужчих просторiв, наприклад,

Слободецького.
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Висновки до роздiлу 1

У першому роздiлi дисертацiйної роботи зроблено огляд лiтератури за

темою дисертацiї. З наведених вiдомостей можна зробити такi висновки:

1. Недослiдженим є питання неперервної залежностi вiд параметра

розв’язкiв тотальних крайових задач для систем лiнiйних диференцi-

альних рiвнянь порядку r ≥ 2 у просторах Соболєва.

2. Актуальним i цiкавим є поширення результатiв, наведених в оглядi лi-

тератури, на простори з дробовими показниками регулярностi такi як

простори Слободецького i простори Гельдера.

3. Корисно розглянути застосування теорем про неперервнiсть за параме-

тром розв’язкiв тотальних крайових задач до некласичних багатоточко-

вих крайових задач.



50

РОЗДIЛ 2

ТОТАЛЬНI ЩОДО ПРОСТОРIВ СОБОЛЄВА

КРАЙОВI ЗАДАЧI

2.1. Постановка задачi

У цьому роздiлi задано дiйсне число p ∈ [1,∞), цiлi числаm ≥ 1, n ≥ 0,

r ≥ 1 i (скiнченний) вiдрiзок [a, b] ⊂ R. Введемо клас тотальних щодо

простору W n+r
p [a, b] крайових задач. А саме, розглянемо на iнтервалi (a, b)

таку неоднорiдну крайову задачу для системи m диференцiальних рiвнянь

порядку r:

(Ly)(t) ≡ y(r)(t) +
r∑
j=1

Ar−j(t)y
(r−j)(t) = f(t), t ∈ [a, b], (2.1)

By = c, (2.2)

де є невiдомою вектор-функцiя y(·) ∈
(
W n+r

p

)m i заданi матрицi-функцiї

Ar−j(·) ∈
(
W n

p

)m×m, вектор-функцiя f(·) ∈
(
W n

p

)m, вектор c ∈ Crm та лi-

нiйний неперервний оператор

B :
(
W n+r

p

)m → Crm. (2.3)

Якщо n ≥ 1, то розв’язок y(·) ∈ (W n+r
p )m належить простору (Cr)m :=

Cr([a, b],Cm) за теоремою Соболєва про вкладення i тодi рiвнiсть (2.1) має

розв’язок в кожнiй точцi t ∈ [a, b]. (В цьому випадку, всi коефiцiєнти Ar−j(·)

i f(·) неперервнi на [a, b].) Якщо n = 0, тодi y(·) ∈ (W n+r
p )m ⊂ (Cr−1)m

за цiєю теоромою i y(r−1)(·) абсолютно неперервна на [a, b]. Тому в даному

випадку класична похiдна y(r)(·) iснує майже скрiзь на [a, b], i тому рiвнiсть

(2.1) розглядається майже скрiзь на [a, b].

Крайова умова (2.2) з неперервним оператором (2.3) є найбiльш загаль-

ною для системи диференцiальних рiвнянь (2.1), бо коли її права частина f(·)
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пробiгає весь простiр (W n
p )m, то розв’язок y(·) цiєї системи пробiгає весь про-

стiр (W n+r
p )m. Така умова мiстить в собi як усi класичнi типи крайових умов,

такi як початковi умови задачi Кошi, багатоточковi й iнтегральнi крайовi

умови, так i некласичнi умови, якi мiстять похiднi y(k)(·), де 1 ≤ k ≤ n + r.

Тому природно називати крайову задачу (2.1), (2.2) тотальною щодо простору

W n+r
p .

Оператор (2.3) допускає однозначне аналiтичне представлення.

Твердження 2.1. При кожному виборi числових матриць αk ∈ Cm×m

i квадратної матрицi-функцiї Φ(·) ∈ (Lq)
m×m, де 1/p+ 1/q = 1, формула

F (f) =
n−1∑
k=0

αkf
(k−1)(a) +

b∫
a

Φ(t)f (n)(t)dt, f ∈
(
W n

p

)m
, (2.4)

задає єдиним чином деякий лiнiйний неперервний оператор F :
(
W n

p

)m →
Cm. Правильне i обернене твердження: для кожного лiнiйного неперервного

оператора F :
(
W n

p

)m → Cm знайдуться такi αk ∈ Cm×m i Φ(·) ∈ (Lq)
m×m,

що вiн зображається у виглядi (2.4). При цьому {αk,Φ(t)} i {α̃k, Φ̃(t)} за-

дають один i той же оператор F тодi i тiльки тодi, коли αk = α̃k для

довiльного k ∈ {0, . . . , n− 1} i Φ(t) = Φ̃(t) для майже усiх t ∈ [a, b].

Для доведення цього факту сформулюємо вiдомi твердження.

Лема 2.1. Для кожної фiксованiй матрицi-функцiї Φ(·) ∈ (Lq)
m×m

формула

F (f) =

b∫
a

Φ(t)f(t)dt, f ∈ (Lp)
m , (2.5)

єдиним чином задає деякий лiнiйний неперервний оператор F : (Lp)
m →

Cm, i, окрiм того, ‖F‖ = ‖Φ(·)‖q, де 1/p + 1/q = 1. Правильне i обернене

твердження: для кожного лiнiйного неперервного оператора F знайдеться

така матриця-функцiя Φ(·) ∈ (Lq)
m×m, що F зображається у виглядi (2.5).

При цьому матрицi-функцiї Φ(t) i Φ̃(t) задають один i той же оператор

тодi i тiльки тодi, коли Φ(t) = Φ̃(t) для майже усiх t ∈ [a, b].
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Лема 2.2. Нехай E,E1, E2 — банаховi простори i A,B — неперервнi

лiнiйнi оператори, якi дiють вiдповiдно з E в E1 та з E в E2, причому B

вiдображає E на все E2. Якщо при цьому KerA ⊃ KerB, то iснує непе-

рервний лiнiйний оператор C : E2 → E1, такий що A = CB

Доведення твердження 2.1. Розглянемо в
(
W n

p

)m пiдпростiр
(
W̌ n

p

)m
вектор-функцiй, якi задовольняють умову g(n−1)(a) = 0 i оператор A =

dn/dtn, який переводить цей простiр в простiр (Lp[a, b])
m. Нехай F — опе-

ратор на
(
W n

p

)m. Розглянемо його спочатку на пiдпросторi
(
W̌ n

p

)m. Тепер до

операторiв A :
(
W̌ n

p

)m 7−→ (Lp[a, b])
m i F :

(
W̌ n

p

)m 7−→ Cm можно застосувати

лему про трiйку 2.2. В силу цiєї леми знайдеться таке лiнiйне вiдображення:

ϕ : (Lp[a, b])
m 7−→ Cm,

що для кожної вектор-функцiї g ∈
(
W̌ n

p

)m виконується рiвнiсть

F (g) = ϕ(Ag). (2.6)

Кожна вектор-функцiя f ∈
(
W n

p

)m зображається у виглядi

f(t) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k

k!
+ g(t), g ∈

(
W̌ n

p

)m
.

Тому

F (f) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)
F ((t− a)k)

k!
+ F (g). (2.7)

В силу теореми (2.1), рiвностi (2.6) i означення оператора A маємо:

F (g) = ϕ(Ag) =

b∫
a

Φ(t)g(n)(t)dt,

тобто

F (g) =

b∫
a

Φ(t)f (n)(t)dt, (2.8)
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оскiльки f (n)(t) = g(n)(t). Позначимо

αk =
F ((t− a)k)

k!
, k = {0, . . . , n− 1}.

Тодi, враховуючи дане позначення та рiвностi (2.7) i (2.8), отримаємо потрiбну

формулу (2.4).

Доведемо єдинiсть зображення (2.4). Припустимо супротивне, тобто, що

iснує ще одне зображення оператора F

F (f) =
n−1∑
k=0

α̃kf
(k−1)(a) +

b∫
a

Φ̃(t)f (n)(t)dt, (2.9)

яке задовольняє тим же вимогам, що i (2.4).

Тодi з формул (2.4) i (2.9) матимемо

n−1∑
k=0

αkf
(k−1)(a) =

n−1∑
k=0

α̃kf
(k−1)(a),

b∫
a

Φ(t)f (n)(t)dt =

b∫
a

Φ̃(t)f (n)(t)dt

для кожної вектор-функцiї f(t) ∈
(
W n

p

)m. Звiдси випливає покомпонетна

рiвнiсть числових матриць αk = α̃k, k = {0, . . . , n − 1} i матриць-функцiй

Φ(t) = Φ̃(t) майже скрiзь на [a, b], що i доводить єдинiсть.

Твердження 2.1 доведено.
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2.2. Фредгольмовiсть крайових задач

Розглянемо неоднорiдну крайову задачу (2.1), (2.2) i запишемо її у ви-

глядi лiнiйного операторного рiвняння

(L,B)y = (f, c),

де (L,B) — лiнiйний оператор на парi банахових просторiв

(L,B) :
(
W n+r

p

)m → (
W n

p

)m × Cm. (2.10)

Теорема 2.1. Лiнiйний оператор (2.10) обмежений i фредгольмiв з

нульовим iндексом.

Доведення. Обґрунтуємо неперервнiсть оператора (L,B). Так як опе-

ратор B за умовою є лiнiйним i неперервним, то залишається довести непе-

рервнiсть оператора L, яка еквiвалентна його обмеженостi (див., наприклад,

[48]).

Обмеженiсть лiнiйного оператора

L :
(
W n+r

p

)m → (
W n

p

)m
випливає з означення норм в просторах Соболєва W n

p i того, що кожен з цих

просторiв утворює банахову алгебру. Доведемо фредгольмовiсть оператора

(L,B).

Означимо лiнiйний обмежений оператор

C :
(
W n+r

p

)m → Crm,

поклавши

Cy =
(
y(a), y′(a) . . . , y(r−1)(a)

)
.

Оскiльки неоднорiдна задача Кошi

(L,C)y = (f, c) ∈
(
W n

p

)m × Crm
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має єдиний розв’язок y ∈
(
W n+r

p

)m при будь-якому значеннi правої частини

рiвняння, то оператор (L,C) бiєктивний. За теоремою Банаха про обернений

оператор вiн оборотний. З iншого боку, оператор (L,B) допускає зображення

у виглядi

(L,B) = (L,C) + (0, B − C),

де другий доданок є скiнченновимiрним оператором. Оскiльки компактне збу-

рення не змiнює фредгольмовiсть оператора i його iндекс (див., наприклад,

[31]), то оператора (L,B) фредгольмiв з iндексом 0.

Теорема 2.1 доведена.

Наслiдок 2.1. Наступнi твердження є еквiвалентними:

1. Неоднорiдна крайова задача (2.1), (2.2) має єдиний розв’язок при до-

вiльних f(·) ∈
(
W n

p

)m та c ∈ Crm.

2. Однорiдна крайова задача вигляду (2.1), (2.2) має лише тривiальний

розв’язок.

З теореми 2.1 випливає, що оператор (L,B) є оборотним тодi i тiль-

ки тодi, коли його ядро тривiальне. Цю умову можна переформулювати в

конструктивнiших термiнах.

Позначимо через Yk(·) ∈
(
W n+r

p

)m×m розв’язок матричної задачi задачi

Кошi

Y
(r)
k (t) +

r∑
j=1

Ar−j(t)Y
(r−j)
k (t) = 0, t ∈ [a, b] (2.11)

Y
(j)
k (a) = δkjIm, k, j = 0, . . . , r − 1, (2.12)

де δkj — символ Кронекера. Тодi загальний розв’язок однорiдного рiвняння

(2.1) з f = 0 можна записати у виглядi

y(·) =
r−1∑
k=0

Yk(·)gk, (2.13)



56

де вектори-стовпцi gk ∈ Cm довiльнi.

Нехай комплекснозначна матриця-функцiя Y (·) ∈
(
W n+r

p

)m×m. Позна-

чимо через [BY (·)] квадратну матрицю з простору Cm×m, k-ий стовпець якої

збiгається з дiєю оператора B на k-ий стовпець матрицi-функцiї Y (·).

Лема 2.3. Для довiльної матрицi-функцiї Y (·) ∈
(
W n

p

)m×m, вектора

q ∈ Cm та лiнiйного неперервного оператора B правильна така рiвнiсть:

B(Y (t) · q) = [BY (t)] q. (2.14)

Доведення. Нехай матриця-функцiя Y має вигляд Y (t) = (yij(t))
m
i,j=1,

а матриця-стовпець — вигляд q = (qj)
m
j=1. Позначимо (αi)

m
i=1 = [BY (·)] · q та

(βi)
m
i=1 = B(Y (·)q). Нагадаємо, що k-ий стовпець квадратної матрицi [BY (·)]

збiгається з результатом дiї оператора B на k-ий стовпець матрицi-функцiї

Y (·). Нехай

B(yk(·))mk=1 = (ck)
m
k=1.

При дiї оператора B на матрицю-функцiю Y (·) отримаємо матрицю

[BY (·)] = (cij)
m
i,j=1.

Тодi

(αi)
m
i=1 = (cij)

m
i,j=1 · (qj)mj=1 =

(
m∑
j=1

cijqj

)m

i=1

.

Отже, довiльний елемент αi має вигляд

αi =
m∑
j=1

cijqj, i = 1, 2, . . . ,m.

Тепер

(βi)
m
i=1 = B

(
(yij(·))mi,j=1 · (qj)mj=1

)
= B

(
m∑
j=1

yij(·)qj

)m

i=1

=

=
m∑
j=1

(Byij(·))mi=1 · qj =
m∑
j=1

(cij)
m
i=1 · qj =

(
m∑
j=1

cij · qj

)m

i=1

.

З цього випливає, що αi = βi.

Лема 2.3 доведена.
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Теорема 2.2. Оператор (L,B) оборотний тодi i тiльки тодi, коли

квадратна матриця

([BY0(·)] . . . [BYr−1(·)]) (2.15)

невироджена.

Тут квадратна rm×rm-матриця (2.15) утворена з r прямокутних блокiв

[BYk(·)] розмiрностi rm×m, а j-ий стовпчик матрицi [BYk(·)] спiвпадає з дiєю

оператора B на j-ий стовпчик матрицi-функцiї Yk(·).

Доведення. За теоремою 2.1 оператор (L,B) оборотний тодi i тiльки

тодi, коли Ker(L,B) = {0}. Тому достатньо показати, що умова Ker(L,B) 6=

{0} рiвносильна виродженостi матрицi (2.15).

Нехай Ker(L,B) 6= {0}. Тодi iснує нетривiальний розв’язок однорiдного

рiвняння (L,B)y = (0, 0), який допускає представлення (2.13), де хоча б один

з векторiв-стовпцiв q0, . . . , qr−1 ∈ Cm вiдмiнний вiд нуля. В силу леми 2.3

0 = By(·) =
r−1∑
k=0

B(Yk(·)qk) =
r−1∑
k=0

[BYk(·)]qk.

Це означає, що блоки матрицi (2.15) лiнiйно незалежнi. Тому її стовпцi також

лiнiйно незалежнi i сама матриця вироджена.

Зворотно, нехай матриця (2.15) вироджена. Тодi її стовпцi лiнiйно не-

залежнi, а, отже, лiнiйно незалежнi i блоки, тобто

r−1∑
k=0

[BYk(·)]qk = 0 (2.16)

для деяких вектор-стовпцiв q0, q1, . . . , qr−1 ∈ Cm, серед яких є ненульовий.

Означимо за формулою (2.13) вектор-функцiю y(·) 6≡ 0. Для неї Ly = 0 i

By(·) =
r−1∑
k=0

B(Yk(·)qk) =
r−1∑
k=0

[BYk(·)]qk = 0

на пiдставi леми 2.3 i рiвностi (2.16). Тому y(·) ∈ Ker(L,B) 6= {0}.

Теорема 2.2 доведена.
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2.3. Неперервна залежнiсть розв’язкiв вiд параметра

Розглянемо параметризовану числом ε ∈ [0, ε0) сiм’ю неоднорiдних кра-

йових задач для систем m лiнiйних диференцiальних рiвнянь порядку r:

L(ε)y(t, ε) ≡ y(r)(t, ε) +
r∑
j=1

Ar−j(t, ε)y
(r−j)(t, ε) = f(t, ε), t ∈ [a, b] (2.17)

B(ε)y(·, ε) = c(ε), (2.18)

де для кожного ε ∈ [0, ε0) є шуканою вектор-функцiя y(·, ε) ∈ (W n+r
p )m i зада-

но матрицi-функцiї Ar−j(·, ε) ∈
(
W n

p

)m×m, вектор-функцiю f(·, ε) ∈
(
W n

p

)m,
вектор c(ε) ∈ Crm та лiнiйний неперервний оператор

B(ε) :
(
W n+r

p

)m → Crm. (2.19)

Отже, крайова задача (2.17), (2.18) є тотальною щодо простору W n+r
p .

Будемо вважати далi, що виконується

Передумова I. Гранична однорiдна крайова задача

L(0)y(·, 0) = 0, B(0)y(·, 0) = 0

має лише тривiальний розв’язок.

Тим самим вектор-функцiя y(·, 0) визначена однозначно. Наступна тео-

рема вказує конструктивнi умови при яких неперервний оператор (L(ε), B(ε))

є оборотним при достатньо малих значеннях параметра ε i одночасно гаран-

тує неперервну залежнiсть розв’язкiв вiд параметра на просторi (W n+r
p )m.

Теорема 2.3. Нехай виконується передумова I i при ε→ 0+ умови

1) норма ‖Ak(·, ε)− Ak(·, 0)‖n,p → 0 для кожного k ∈ {0, . . . , r − 1};

2) B(ε)y → B(0)y для кожної вектор-функцiї y ∈
(
W n+r

p

)m.
Тодi для достатньо малих ε > 0 оператор (L(ε), B(ε)) оборотний.

Якщо, окрiм того,
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3) ‖f(·, ε)− f(·, 0)‖n,p → 0, c(ε)→ c(0),

то єдиний розв’язок y(·, ε) при малих ε крайової задачi (2.17), (2.18) задо-

вольняє граничне спiввiдношення

‖y(·, ε)− y(·, 0)‖n+r,p → 0, ε→ 0 + . (2.20)

Зауваження 2.1. Запишемо при кожному ε ∈ [0, ε0) оператор B(ε) у

виглядi (2.4), де αk = αk(ε), Φ(t) = Φ(t, ε). Тодi з критерiю слабкої збiжно-

стi функцiоналiв на просторi на просторi Lp ([a, b],C) випливає, що умова 2)

рiвносильна виконанню таких умов на αk(ε) i Φ(t, ε) при ε→ 0+:

2a) αk(ε)→ αk(0) в Cm×m для кожного k ∈ {1, 2, . . . , n+ r} ;

2b) ‖Φ(·, ε)‖q = O(1);

2c)
t∫
a

Φ(s, ε)ds→
t∫
a

Φ(s, 0)ds в Cm×m для кожного t ∈ (a, b].

При цьому умова ‖B(ε) − B(0)‖ → 0 рiвносильна умовi 2a) i бiльш сильнiй,

чим умова 2b) i 2c), умовi

2d) ‖Φ(·, ε)− Φ(·, 0)‖q → 0.

Зауваження 2.2. З умов 1) i 2) теореми 2.3 не випливає, що оператор

(L(ε), B(ε)) є малим у операторнiй нормi збуренням оборотного оператора

(L(0), B(0)), оскiльки iз виконання умов 2b) i 2c) не випливає спiввiдношення

2d). Бiльш того, множина необоротних операторiв у парi банахових просторiв(
W n+r

p

)m → (
W n

p

)m × Cm є секвенцiально щiльним в просторi всiх лiнiйно

неперервних операторiв, якi дiють в цiй парi просторiв.

Доведення теореми 2.3. Розглянемо спочатку параметризовану

сiм’ю неоднорiдних задач Кошi для системи k ∈ N лiнiйних диференцiальних

рiвнянь першого порядку

y′(t, ε) = A(t, ε)y(t, ε) + g(t, ε), t ∈ [a, b], y(a, ε) = h(ε). (2.21)
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Тут при кожному ε ∈ [0, ε0) є шуканою вектор-функцiя y(·, ε) ∈
(
W n+1

p

)k i

заданi матриця-функцiя A(·, ε) ∈
(
W n

p

)k×k, вектор-функцiя g(·, ε) ∈
(
W n

p

)k i

вектор h(ε) ∈ Ck. Як вiдомо, ця задача однозначно розв’язна при кожному

фiксованому ε.

Лема 2.4. Нехай при ε→ 0+ виконуються умови:

a) ‖A(·, ε)− A(·, 0)‖n,p → 0;

b) ‖g(·, ε)− g(·, 0)‖n,p → 0;

c) h(ε)→ h(0).

Тодi

‖y(·, ε)− y(·, 0)‖n+1,p → 0, ε→ 0 + . (2.22)

Це твердження є наслiдком теореми 1.1 з роботи [12].

Доведемо спочатку теорему 2.3 для задачi Кошi

L(ε)x(t, ε) = f(t, ε), t ∈ [a, b] (2.23)

x(j−1)(a, ε) = hj(ε), j = 1, . . . , r, (2.24)

де параметр ε ∈ [0, ε0). Єдиний розв’язок x(·, ε) цiєї задачi належить простору(
W n+r

p

)m.
Лема 2.5. Нехай виконуються умови 1), 3) теореми 2.3 i, крiм того,

hj(ε)→ hj(0), ε→ 0+, для кожного j ∈ {1, . . . , r} (2.25)

Тодi

‖x(·, ε)− x(·, 0)‖n+r,p → 0, ε→ 0 + . (2.26)
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Доведення. При r = 1 лема 2.5 рiвносильна лемi 2.4. Нехай r ≥ 2. Як

вiдомо, задача Кошi (2.23), (2.24) рiвносильна задачi (2.21), в якiй

A(·, ε) :=



0m Im 0m . . . 0m

0m 0m Im . . . 0m
... ... ... . . .

...

0m 0m 0m . . . Im

−A0(·, ε) −A1(·, ε) −A2(·, ε) . . . −Ar−1(·, ε)


∈
(
W n

p

)mr×mr
,

де

g(·, ε) := col (0, f(·, ε)) ,

h(·, ε) := col (h1(·, ε), . . . , hr(·, ε)) .

Розв’язки цих задач пов’язанi мiж собою рiвнiстю

y(·, ε) = col
(
x(·, ε), x′(·, ε), . . . , x(r−1)(·, ε)

)
. (2.27)

При цьому, умови 1), 3) теореми 2.3 i умова (2.25) рiвносильнi вiдпо-

вiдно умовам a), b), c) леми 2.4, а асимптотична рiвнiсть (2.26) з урахуван-

ням (2.27) рiвносильна (2.22). Таким чином, твердження леми 2.5 випливає

iз справедливостi леми 2.4.

Встановимо тепер iснування i єдинiсть розв’язку крайової задачi (2.17),

(2.18) при малих значеннях параметра ε.

Лема 2.6. Нехай виконуються умови 1) i 2) теореми 2.3 i передумо-

ва I. Тодi для достатньо малих ε > 0 оператор (L(ε), B(ε)) оборотний.

Доведення. Розглянемо при кожному ε ∈ [0, ε0) i k ∈ {0, . . . , r − 1}

задачу Кошi (2.11), (2.12), де

Y
(r)
k (·) = Y

(r)
k (·, ε), Ar−j(·) = Ar−j(·, ε).

Вона складається з m задач Кошi виду (2.23), (2.24) з f = 0 вiдносно вектор-

функцiї x(·, ε), якi є стовпцями матрицi Yk(·, ε). Тодi, в силу леми 2.5

‖Yk(·, ε)− Yk(·, 0)‖n+r,p → 0, ε→ 0 + . (2.28)
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Звiдки на пiдставi умови 2) теореми 2.3 випливає збiжнiсть при ε → 0+

блочних числових матриць

([B(ε)Y0(·, ε)] . . . [B(ε)Yr−1(·, ε)])→ ([B(0)Y0(·, ε)] . . . [B(0)Yr−1(·, ε)]) .

Але гранична квадратна матриця невироджена в силу передумови I i теоре-

ми 2.2. Тому для достатньо малих ε ≥ 0

det ([B(ε)Y0(·, ε)] . . . [B(ε)Yr−1(·, ε)]) 6= 0. (2.29)

Звiдки на пiдставi теореми 2.2 випливає оборотнiсть оператора (L(ε), B(ε)).

Лема 2.6 доведена.

Розглянемо тепер напiводнорiдну крайову задачу

L(ε)v(·, ε) ≡ 0, B(ε)v(·, ε) = c(ε), (2.30)

яка залежить вiд параметра ε ∈ [0, ε0).

Лема 2.7. Нехай виконуються умови 1), 2), 3) теореми 2.3. Тодi

‖v(·, ε)− v(·, 0)‖n+r,p → 0, ε→ 0 + . (2.31)

Доведення. Запишемо при кожному ε ∈ [0, ε0) розв’язок однорiдного

диференцiального рiвняння (2.30) у виглядi

v(·, ε) =
r−1∑
k=0

Yk(·, ε)qk(ε) (2.32)

з довiльними вектор-функцiями q0(ε), . . . , qr−1(ε) ∈ Cm, де кожна матриця-

функцiя Yk(·, ε) ∈
(
W n+r

p

)m×m. На пiдставi леми 2.3 маємо

B(ε)v(·, ε) =
r−1∑
k=0

B(ε) (Yk(·, ε)qk(ε)) =
r−1∑
k=0

[B(ε)Yk(·, ε)] qk(ε).

Тому друге рiвняння в формулi (2.30) рiвносильно тому, що

r−1∑
k=0

[B(ε)Yk(·, ε)] qk(ε) = c(ε). (2.33)



63

Рiвнiсть (2.33) можна записати у виглядi системи лiнiйних алгебраїчних рiв-

нянь

([B(ε)Y0(·, ε)] . . . [B(ε)Yr−1(·, ε)]) q(ε) = c(ε) (2.34)

вiдностно вектора-стовпця q(ε) = col (q0(ε), . . . , qr−1(ε)). Звiдси i з умо-

ви 3) теореми 2.3 й формули (2.29) випливає, що система (2.34) має єди-

ний розв’язок при достатньо малих ε i вiн задовольняє граничну рiвнiсть

q(ε)→ q(0) ∈ Crm при ε→ 0+. З неї i спiввiдношення (2.28) випливає потрi-

бна формула (2.31).

Лема 2.7 доведена.

Доведемо тепер правильнiсть граничної рiвностi (2.20) без припущення

про однорiднiсть диференцiального рiвняння (2.17). Для кожного достатньо

малого ε ≥ 0 покладемо

z(·, ε) = y(·, ε)− x(·, ε),

де вектор-функцiя y(·, ε) є розв’язком неоднорiдної крайової задачi (2.17),

(2.18), а вектор-функцiя x(·, ε) є розв’язком задачi Кошi (2.23), (2.24) з

hj(ε) ≡ 0. Тодi z(·, ε) є розв’язком напiводнорiдної крайової задачi

L(ε)z(·, ε) ≡ 0, B(ε)z(·, ε) = c̃(ε),

де

c̃(ε) := c(ε)−B(ε)x(·, ε) ∈ Crm.

На пiдставi зроблених припущень i леми 2.5 маємо збiжнiсть c̃(ε)→ c̃(0) при

ε→ 0+. Тому за лемою 2.7 виконується

‖z(·, ε)− z(·, 0)‖n+r,p → 0, ε→ 0 + . (2.35)

Iз спiввiдношення (2.26) i (2.35) випливає потрiбна гранична властивiсть

(2.20).

Теорема 2.3 доведена.
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2.4. Критерiй неперервної залежностi розв’язкiв вiд па-

раметра

Виявляється, що сформульванi умови в теоремi 2.3 є не лише достатнi-

ми, а й необхiдними. I у цьому пiдроздiлi буде встановлено критерiй неперев-

ної залежностi розв’язкiв крайової задачi вигляду (2.17), (2.18) для систем

диференцiальних рiвнянь довiльного порядку.

Розглянемо такi

Граничнi умови при ε→ 0+:

(I) Ar−j(·, ε)→ Ar−j(·, 0) в (W n
p )m×m для кожного j ∈ {1, . . . , r};

(II) B(ε)y → B(0)y в Crm для кожного y ∈ (W n+r
p )m.

Розглядається також ще одна

Умова (0). Гранична однорiдна крайова задача

L(0)y(t, 0) = 0, a ≤ t ≤ b, B(0)y(·, 0) = 0

має лише тривiальний розв’язок.

Введемо

Означення 2.1. Говоримо, що розв’язок крайової задачi (2.17), (2.18)

неперервно залежить вiд параметра ε при ε = 0, якщо виконуються такi

двi умови:

(∗) Iснує додатне число ε1 < ε0 таке, що для довiльних ε ∈ [0, ε1), функцiї

f(·, ε) ∈ (W n
p )m i вектора c(ε) ∈ Crm ця задача має єдиний розв’язок

y(·, ε) ∈ (W n+r
p )m.

(∗∗) Збiжнiсть правих частин f(·, ε) → f(·, 0) в (W n
p )m та c(ε) → c(0) в

Crm при ε→ 0+ тягне за собою збiжнiсть

y(·, ε)→ y(·, 0) в (W n+r
p )m при ε→ 0 + . (2.36)
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Теорема 2.4. Розв’язок крайової задачi (2.17), (2.18) неперервно зале-

жить вiд параметра ε при ε = 0 тодi i тiльки тодi, коли вона задовольняє

умову (0) i граничнi умови (I), (II).

Доведення. Достатнiсть умов (0), (I) i (II) для того, щоб задача (2.17),

(2.18) задовольняла означення 2.1 доведена в теоремi 1.1 роботи [12] для r = 1

i в теоремi 2.3 для r ≥ 2. Доведемо необхiднiсть цих умов. Припустимо, що

ця задача задовольняє означення 2.1; тодi виконується умова (0). Залишає-

ться показати, що для цiєї задачi виконуються умови (I) i (II). Роздiлимо це

доведення на три кроки.

Крок 1. Доведемо, що крайова задача (2.17), (2.18) задовольняє грани-

чну умову (I).

Якщо r ≥ 2, то зведемо крайову задачу (2.17), (2.18) до крайової за-

дачi для системи диференцiальних рiвнянь першого порядку. Для цього, як

звичайно, покладемо

x(·, ε) := col
(
y(·, ε), y′(·, ε), . . . , y(r−1)(·, ε)

)
∈ (W n+1

p )rm,

f̃(·, ε) := col
(
0, f(·, ε)

)
∈ (W n

p )rm,

та

Ã(·, ε) :=



Om Im Om . . . Om

Om Om Im . . . Om

... ... ... . . . ...

Om Om Om . . . Im

A0(·, ε) A1(·, ε) A2(·, ε) . . . Ar−1(·, ε)


∈ (W n

p )rm×rm.

З огляду на зображення (2.4), покладемо

B̃(ε)x :=
r−1∑
k=1

αk(ε)xk(a) +
n+r∑
k=r

αk(ε)x
(k−r)
r (a) +

b∫
a

Φ(t, ε)x(n+1)
r (t) (2.37)

для довiльної вектор-функцiї x = col(x1, . . . , xr), де x1, . . . , xr ∈ (W n+1
p )m.

Лiнiйне вiдображення x 7→ B̃x є неперервним оператором з (W n+1
p )rm в Crm.
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Розглянемо крайову задачу

x′(t, ε) + Ã(t, ε)x(t, ε) = f̃(t, ε), t ∈ [a, b], (2.38)

B̃(ε)x(·, ε) = c̃(ε). (2.39)

Звiсно, функцiя y(t, ε) ∈
(
W n+r

p

)m є розв’язком крайової задачi (2.17), (2.18)

тодi i тiльки тодi, коли функцiя x(t, ε) ∈
(
W n+1

p

)rm є розв’язком крайової

задачi (2.38), (2.39). У випадку r = 1, покладемо x(·, ε) := y(·, ε), f̃(·, ε) :=

f(·, ε), Ã(·, ε) := A0(·, ε) i B̃(ε) := B(ε), тому задача (2.17), (2.18) збiгається

з задачею (2.38), (2.39).

Гранична умова (I) еквiвалентна збiжностi Ã(·, ε) → Ã(·, 0) в просторi

(W n
p )rm×rm при ε → 0+. Доведемо цю збiжнiсть. Спочатку зауважимо таке:

якщо f̃(·, ε) i c̃(ε) не залежать вiд ε ∈ [0, ε1), то y(·, ε) → y(·, 0) в (W n+r
p )m

при ε → 0+ за умовою (∗∗) означення 2.1. Остання збiжнiсть еквiвалента

тому, що x(·, ε)→ x(·, 0) в (W n+1
p )rm при ε→ 0+.

Розглянемо матричну крайову задачу

X ′(t, ε) + Ã(t, ε)X(t, ε) = 0rm, t ∈ [a, b], (2.40)

[B̃(ε)X(·, ε)] = Irm. (2.41)

Тут невiдома матриця-функцiя X(·, ε) := (xj,k(·, ε))mj,k=1 належить простору

(W n+1
p )rm×rm i

[B̃(ε)X(·, ε)] :=

B̃(ε)


x1,1(·, ε)

...

xrm,1(·, ε)

 . . . B̃(ε)


x1,rm(·, ε)

...

xrm,rm(·, ε)


 .

Крайова задача (2.40), (2.41) є сукупнiстю rm крайових задач (2.38),

(2.39), правi частини яких не залежать вiд ε. Тому, за припущенням, во-

на має єдиний розв’язок X(·, ε) ∈ (W n+1
p )rm×rm i вiн задовольняє умову

X(·, ε) → X(·, 0) в (W n+1
p )rm×rm при ε → 0+. Вiдмiтимо, що detX(t, ε) 6= 0

для кожного t ∈ [a, b], бо iнакше функцiї-стовпцi X(·, ε) будуть лiнiйно за-
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лежними, що суперечить (2.41). Оскiльки (W n+1
p )rm×rm — банахова алге-

бра, то (X(·, ε))−1 → (X(·, 0))−1 в (W n+1
p )rm×rm при ε → 0+. Окрiм того,

X ′(·, ε) → X ′(·, 0) в (W n
p )rm×rm при ε → 0+. Отже, на пiдставi (2.40) маємо

збiжнiсть

Ã(·, ε) = −X ′(·, ε)(X(·, ε))−1 → −X ′(·, 0)(X(·, 0))−1 = Ã(·, 0)

у просторi (W n
p )rm×rm при ε → 0+. Тут використовуємо той факт, що

(W n
p )rm×rm є банаховою алгеброю при n ≥ 1, i, що (X(·, ε))−1 → (X(·, 0))−1 в

C([a, b],Crm×rm) при n = 0. Отже, крайова задача (2.17), (2.18) задовольняє

граничну умову (I). Тому

‖Ar−j(ε)‖n,p = O(1) при ε→ 0+ (2.42)

для кожного j ∈ {1, . . . , r}.

Крок 2. Доведемо, що ‖B(ε)‖ = O(1) при ε→ 0+, де ‖ · ‖ є норма обме-

женого оператора (2.3). Припустимо супротивне: iснує числова послiдовнiсть

(ε(k))∞k=1 ⊂ (0, ε1) така, що ε(k) → 0 i

0 < ‖B(ε(k))‖ → ∞, ε→ 0 + .

Для кожного номера k виберемо функцiю wk ∈ (W n+r
p )m таку, що

‖wk‖n+r,p = 1 i ‖B(ε(k))wk‖Crm ≥ 1

2
‖B(ε(k))‖.

Покладемо y(·, ε(k)) := ‖B(ε(k))‖−1wk, f(·, ε(k)) := L(ε(k)) y(·, ε(k)) та

c(ε(k)) := B(ε(k)) y(·, ε(k)). Оскiльки y(·, ε(k)) → 0 у просторi (W n+r
p )m при

ε→ 0+, то f(·, ε(k))→ 0 в (W n
p )m, бо, за доведеним, A(·, ε) задовольняє умо-

ву (I). Оскiльки 1/2 ≤ ‖c(ε(k))‖Cm ≤ 1, то, перейшовши до пiдпослiдовностi

чисел ε(k), можна вважати, що c(ε(k))→ c(0) при k →∞, де c(0) — деякий не-

нульовий вектор в Cm. Таким чином, для кожного номера k вектор-функцiя

y(·, ε(k)) ∈ (W n+r
p )m є єдиним розв’язком крайової задачi

L(ε(k)) y(t, ε(k)) = f(t, ε(k)), t ∈ [a, b],

B(ε(k)) y(·, ε(k)) = c(ε(k)).
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Тут, нагадаємо, f(·, ε(k))→ 0 в (W n+r
p )m i c(ε(k))→ c(0) 6= 0 при k →∞. Тому

на пiдставi умови (∗∗) означення 2.1 функцiя y(·, ε(k)) збiгається у просторi

(W n+r
p )m до єдиного розв’язку y(·, 0) граничної крайової задачi, яка склада-

ється з диференцiального рiвняння L(0)y(t, 0) = 0, t ∈ [a, b], i неоднорiдної

крайової умови B(0)y(·, 0) = c(0). Але y(·, ε(k)) → 0 у тому ж просторi. От-

же, y(·, 0) ≡ 0, що суперечить цiй неоднорiднiй крайовiй умовi. Тому зроблене

припущення є хибним, тобто ‖B(ε)‖ = O(1) при ε→ 0+.

Крок 3.Тепер можемо показати, що виконується умова (II). За доведе-

ним у попереднiх двох кроках, iснують числа γ′ > 0 i ε′ ∈ (0, ε1) такi, що

‖(L(ε), B(ε))‖ ≤ γ′ для усiх ε ∈ [0, ε′), де ‖ · ‖ є норма обмеженого опера-

тора, що дiє з простору (W n+r
p )m у простiр (W n

p )m × Cm. Виберемо функцiю

y ∈ (W n+r
p )m довiльним чином та покладемо f(·, ε) := L(ε)y i c(ε) := B(ε)y

для кожного ε ∈ [0, ε0). Тодi при ε→ 0+ маємо:∥∥B(ε)y −B(0)y
∥∥
Cm ≤

∥∥(f(·, ε), c(ε))− (f(·, 0), c(0))
∥∥
(Wn

p )
m×Cm

≤ γ′
∥∥(L(ε), B(ε))−1

(
(f(·, ε), c(ε))− (f(·, 0), c(0))

)∥∥
n+r,p

= γ′
∥∥(L(0), B(0))−1(f(·, 0), c(0))− (L(ε), B(ε))−1(f(·, 0), c(0))

∥∥
n+r,p

→ 0

за умовою (∗∗) означення 2.1. Вiдмiтимо, що остання рiвнiсть правильна,

оскiльки

(L(0), B(0))−1(f(·, 0), c(0)) = y = (L(ε), B(ε))−1(f(·, ε), c(ε)).

Отже, крайова задача (2.17), (2.18) задовольняє умову (II).

Теорема 2.4 доведена.

Легко перевiрити, що умова (∗) i (∗∗) означення 2.1 рiвносильнi вiдпо-

вiдно умовам

(?) iснує додатнє ε1 < ε0 таке, що для кожного ε ∈ [0, ε1) оператор

(L(ε), B(ε)) є оборотним;

(??) оператор (L(ε), B(ε))−1 збiгається до оператора (L(0), B(0))−1 в сильнiй

операторнiй топологiї.
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Можна також показати, що система умов (I), (II) рiвносильна тому, що

виконується

Гранична умова (IV). Оператор (L(ε), B(ε)) збiгається до оператора

(L(0), B(0)) в сильнiй операторнiй топологiї.

Таким чином, з теореми 2.4 випливає, що за умови (0) маємо еквiвален-

тнiсть граничної умови (IV) парi умов (?) i (??).

Це може здатися дещо несподiваним, бо якщо X i Y нескiнченно вимiр-

нi банаховi простори з базисом Шаудера, то множина необоротних операторiв

секвенцiально щiльна в L(X, Y ) в сильнiй топологiї. Крiм того, в цьому ви-

падку задане на множинi оборотних операторiв вiдображення Inv : T 7→ T−1

є скрiзь розривним в сильнiй операторнiй топологiї.
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2.5. Двобiчна оцiнка швидкостi збiжностi розв’язкiв

крайової задачi

Покладемо

dn,p(ε) := ‖L(ε)y(·, 0)− f(·, ε)‖n,p + ‖B(ε)y(·, 0)− c(ε)‖Crm.

Величини

‖y(·, 0)− y(·, ε)‖n+r,p

i dn,p(ε) є похибкою i нев’язкою розв’язку y(·, ε) крайової задачi (2.17), (2.18),

якщо y(·, 0) розглядати як її наближений розв’язк. Покажемо, що вони мають

однаковий порядок малостi при ε→ 0+.

Теорема 2.5. Нехай крайова задача (2.17), (2.18) задовольняє умову

(0) та граничнi умови (I), (II). Тодi iснують додатнi числа ε2 < ε1 i γ1, γ2

такi, що для кожного ε ∈ (0, ε2) виконується двобiчна оцiнка

γ1dn,p(ε) ≤ ‖y(·, 0)− y(·, ε)‖n+r,p ≤ γ2dn,p(ε). (2.43)

Тут числа ε2, γ1 i γ2 не залежать вiд y(·, 0), y(·, ε), f(·, ε) i c(ε).

Доведення. Спочатку доведемо лiву частину оцiнки (2.43). Грани-

чнi умови (I) i (II) тягнуть сильну збiжнiсть операторiв (L(ε), B(ε)) до

(L(0), B(0)) при ε→ 0+. Нагадаємо, що оператор (L(ε), B(ε)), де 0 ≤ ε < ε0,

є обмеженим

(L(ε), B(ε)) : (W n+r
p )m → (W n

p )m × Cm. (2.44)

Iснують числа γ′ > 0 i ε′ ∈ (0, ε1) такi, що його норма ‖(L(ε), B(ε))‖ ≤ γ′

для кожного ε ∈ [0, ε′). Справдi, у противному разi iснувала б послiдовнiсть

додатних чисел (ε(k))∞k=1 така, що ε(k) → 0 i ‖(L(ε(k)), B(ε(k))‖ → ∞ при

k → ∞, що на пiдставi теореми Банаха-Штейнгауза суперечило б вказанiй

сильнiй збiжностi. Отже, лiва частина двобiчної оцiнки (2.43) виконується

для кожного ε ∈ (0, ε′), де γ1 := 1/γ′.
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Доведемо тепер праву частину оцiнки. Вiдповiдно до теореми 2.4, кра-

йова задача (2.17), (2.18) задовольняє означення 2.1. Тому оператор (2.44) є

оборотним для кожного ε ∈ [0, ε1), i, бiльше того, його обернений оператор

(L(ε), B(ε))−1 збiгається сильно до (L(0), B(0))−1 при ε → 0+. Справдi, для

довiльних f ∈ (W n
p )m i c ∈ Crm за умовою (∗∗) означення 2.1 маємо збiжнiсть

(L(ε), B(ε))−1(f, c) =: y(·, ε)→ y(·, 0) := (L(0), B(0))−1(f, c)

в (W n+r
p )m при ε → 0+. Отже, iснують додатнi числа ε2 < ε′ i γ2 такi, що

норма оберненого оператора ‖(L(ε), B(ε))−1‖ ≤ γ2 для кожного ε ∈ [0, ε2).

Це випливає iз теореми Банаха-Штейнгауза, так само як це було показано

ранiше.

Теорема 2.5 доведена.
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2.6. Некласичнi багатоточковi крайовi задачi

Застосуємо отриманi результати до багатоточкових крайових задач. До-

вiльним чином виберемо N ≥ 1 точок t1, . . . , tN ∈ [a, b] i розглянемо багато-

точкову крайову задачу

Ly(t) ≡ y(r)(t) +
r∑
j=1

Ar−j(t)y
(r−j)(t) = f(t), a ≤ t ≤ b, (2.45)

By ≡
n+r−1∑
l=0

N∑
i=1

α
(l)
i y

(l)(ti) = c. (2.46)

Тут є невiдомою вектор-функцiя y ∈ (W n+r
p )m i задано матрицi-функцiї

Ar−j ∈ (W n
p )m×m, вектор-функцiю f ∈ (W n

p )m, матрицi α(l)
i ∈ Crm×m i ве-

ктор c ∈ Crm.

З огляду на неперервне вкладення

(W n+r
p )m ↪→ (Cn+r−1)m (2.47)

лiва частина крайової умови (2.46) має сенс, i вiдображення y → By, де

y ∈ (W n+r
p )m, є неперервним оператором з простору B : (W n+r

p )m у простiр

Crm. Тому крайова задача (2.45), (2.46) є тотальною щодо простору Соболєва

W n+r
p . Вiдмiтимо, що крайова умова (2.46) не є класичною, тому що мiстить

похiднi y(l) порядку l ≥ r, якщо n ≥ 1.

Розглянемо такий приклад задачi вигляду (2.45), (2.46), де r = N = 1 i

n ≥ 1, залежної вiд параметра ε ∈ [0, ε0):

L(ε)y(t, ε) ≡ y′(t, ε) + A(t, ε)y(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b (2.48)

B(ε)y(·, ε) ≡ α(ε)y′(t(ε), ε) + β(ε)y(t(ε), ε) = c(ε). (2.49)

Тут для кожного ε ∈ [0, ε0) є невiдомою вектор-функцiя y(·, ε) ∈ (W n+1
p )m i

задано матрицю-функцiю A(·, ε) ∈ (W n
p )m, вектор-функцiю f(·, ε) ∈ (W n

p )m,

матрицi α(ε), β(ε) ∈ Cm×m, точку t(ε) ∈ [a, b] i вектор c(ε) ∈ Cm. Для кра-

йової умови (2.49) оператор B(ε) сильно збiгається до B(0) при ε → 0+,
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якщо

α(ε)→ α(0), β(ε)→ β(0), t(ε)→ t(0) при ε→ 0 + . (2.50)

Тому з теореми 2.3 негайно випливає

Наслiдок 2.2. Нехай однорiдна крайова задача (2.48), (2.49) має лише

тривiальний розв’язок при ε = 0. Тодi, якщо A(t, ε) → A(t, 0) в (W n
p )m при

ε → 0+ i виконуються умови (2.50), то розв’язок крайової задачi (2.48),

(2.49) неперервно залежить вiд параметра ε при ε = 0.

Перейдемо до загальної ситуацiї. Розглядаємо (2.45), (2.46) як грани-

чну крайову задачу при ε → 0+ для такої багатоточкової крайової задачi,

залежної вiд параметра ε ∈ (0, ε0):

L(ε)y(t, ε) ≡ y(r)(t, ε) +
r∑
j=1

Ar−j(t, ε)y
(r−j)(t, ε) = f(t, ε), a ≤ t ≤ b, (2.51)

B(ε)y(·, ε) =
n+r−1∑
l=0

N∑
i=0

ki∑
j=1

α
(l)
i,j(ε)y

(l)(ti,j(ε), ε) = c(ε). (2.52)

Тут для кожного ε ∈ (0, ε0) є невiдомою вектор-функцiя y(·, ε) ∈ (W n+r
p )m

i задано матрицi-функцiї Ar−j(·, ε) ∈ (W n
p )m×m, вектор-функцiю f(·, ε) ∈

(W n
p )m, матрицi α(l)

i,j(ε) ∈ Cm×m, точки ti,j(ε) ∈ [a, b] i вектор c(ε) ∈ Crm.

Окрiм того, фiксовано натуральнi числа k0, k1, . . . , kN . Не припускається, що

коефiцiєнти Ar−j(·, ε) i α(l)
i,j(ε) чи точки ti,j(ε) мають яку-небудь регулярнiсть

за параметром ε. Як i (2.45), (2.46), крайова задача (2.51), (2.52) тотальна

щодо простору Соболєва W n+r
p для кожного ε ∈ (0, ε0).

Використання у крайовiй умовi (2.52) повторної суми за iндексами i

та j зумовлено подальшими припущеннями щодо поведiнки точок ti,j(ε) при

ε → 0+ у залежностi вiд значень параметра i. У граничному випадку при

ε = 0 на вiдрiзку [a, b] вибрано N точок ti. У випадку, коли ε > 0, на вiдрiзку

вибрано бiльше точок, якi поєднанi у N + 1 серiю таким чином: для кожного
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фiксованого i ∈ {1, . . . , N} усi точки ti,j(ε) повиннi мати спiльну границю ti

при ε→ 0+, а для точок t0,j(ε) така вимога не висуватиметься.

Вiдмiтимо, що у роботах Т. I. Кодлюк i В. А. Михайлеця [39, 40, 41] до-

слiджено багатоточковi крайовi задачi для систем диференцiальних рiвнянь

першого порядку у просторах Соболєва, але в цих роботах точки вiдрiзка

[a, b], якi фiгурують у крайовiй умовi, не залежать вiд параметра. Тому за-

дачi (2.51), (2.52) навiть у випадку r = 1 не зводяться до багатоточкових

крайових задач, дослiджених ранiше.

Оскiльки крайова задача (2.51), (2.52) i гранична крайова задача (2.45),

(2.46) обидвi тотальнi щодо простору W n+r
p , то до них застосовнi теореми 2.3

i 2.4. У цих теоремах фiгурує гранична умова (II), згiдно з якою оператор

B(ε) сильно збiгається до оператора B(0). З огляду на спецiальний вигляд

крайових умов у цих задачах, можна пред’явити явнi умови, достатнi для

виконання граничної умови (II).

Теорема 2.6. Припустимо, що крайова задача (2.51), (2.52) задоволь-

няє такi умови при ε→ 0+:

(d1) ti,j(ε)→ ti для всiх i ∈ {1, . . . , N} та j ∈ {1, . . . , ki};

(d2)
ki∑
j=1

α
(l)
i,j(ε)→ α

(l)
i для всiх i ∈ {1, . . . , N} та l ∈ {0, . . . , n+ r − 1};

(d3) ‖α(n+r−1)
i,j (ε)‖ · |ti,j(ε) − ti|1/q = O(1) для всiх i ∈ {1, . . . , N} та j ∈

{1, . . . , ki}, де 1/p+ 1/q = 1;

(d4) ‖α(l)
i,j(ε)‖ · |ti,j(ε) − ti| → 0 для всiх i ∈ {1, . . . , N}, j ∈ {1, . . . , ki} та

l ∈ Z таких, що 0 ≤ l ≤ n+ r − 2;

(d5) α(l)
0,j(ε)→ 0 для всiх j ∈ {1, . . . , k0} та l ∈ {0, . . . , n+ r − 1}.

Тодi ця задача задовольняє граничну умову (II) теореми 2.4.

Зробимо деякi коментарi до формулювання цiєї теореми. В умовах (d3)

i (d4) вираз ‖ · ‖ є нормою комплексної числової матрицi i ця норма дорiвнює
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сумi абсолютних значень усiх елементiв матрицi. Якщо p = 1, то 1/q = 0

в умовi (d3) i вона означає, що ‖α(n+r−1)
i,j (ε)‖ = O(1) при ε → 0+. Умови

(d2) та (d4) допускають, що коефiцiєнти α
(l)
i,j(ε) при l ≤ n + r − 2 можуть

зростати нескiнченно при ε → 0+, але не надто швидко. Те саме стосується

i коефiцiєнтiв при старших похiдних α
(n+r−1)
i,j (ε), якщо p > 1, з огляду на

умову (d3). З умови (d5) випливає, що не потрiбно вимагати збiжнiсть точок

t0,j(ε) при ε→ 0+, на вiдмiну для умови (d1).

Вiдмiтимо, що система умов (d1) – (d5) не гарантує рiвномiрну збi-

жнiсть B(ε) → B(0) при ε → 0+ неперервних операторiв з (W n+r
p )m в Crm.

Тому теорема 2.7 не випливає з теореми Банаха про оборотний оператор.

Доведення теореми 2.6. За теоремою Банаха–Штейнгауза, доста-

тньо показати, що норма оператора B(ε) : (W n+r
p )m → Crm обмежена при

0 < ε� 1 i, що B(ε)y → B(0)y в Crm при ε → 0+ для кожної вектор-

функцiї y, яка належить щiльнiй множинi (C∞)m := C∞([a, b],Cm) в просторi

(W n+r
p )m.

Доведемо спочатку обмеженiсть нормиB(ε). Виберемо довiльну вектор-

функцiю y ∈ (W n+r
p )m i достатньо малий параметр ε > 0. З огляду на (2.46)

i (2.52) маємо нерiвнiсть

‖B(0)y −B(ε)y‖ ≤
n+r−1∑
l=0

k0∑
j=1

‖α(l)
0,j(ε)‖·‖y

(l)(t0,j(ε))‖+

+
n+r−1∑
l=0

κ∑
i=1

∥∥∥∥α(l)
i y

(l)(ti)−
ki∑
j=1

α
(l)
i,j(ε)y

(l)(ti,j(ε))

∥∥∥∥.
(2.53)

Тут, використовуючи неперервнiсть вкладення (2.47), запишемо нерiвнiсть

‖α(l)
0,j(ε)‖·‖y

(l)(t0,j(ε))‖ ≤ c0‖α(l)
0,j(ε)‖·‖y‖n+r,p (2.54)

для всiх l ∈ {0, . . . , n + r − 1} i j ∈ {1, . . . , k0}, де c0 — норма оператора

вкладення (2.47).
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Крiм того, для будь-яких l ∈ {0, . . . , n + r − 1} i i ∈ {1, . . . , N}, маємо

нерiвнiсть∥∥∥∥α(l)
i y

(l)(ti)−
ki∑
j=1

α
(l)
i,j(ε)y

(l)(ti,j(ε))

∥∥∥∥ ≤
≤
∥∥∥∥(α(l)

i −
ki∑
j=1

α
(l)
i,j(ε)

)
y(l)(ti)

∥∥∥∥+

∥∥∥∥ ki∑
j=1

α
(l)
i,j(ε)

(
y(l)(ti)− y(l)(ti,j(ε))

)∥∥∥∥ ≤
≤ c0

∥∥∥∥α(l)
i −

ki∑
j=1

α
(l)
i,j(ε)

∥∥∥∥·‖y‖n+r,p +

ki∑
j=1

‖α(l)
i,j(ε)‖·‖y

(l)(ti,j(ε))− y(l)(ti)‖.

(2.55)

Тут, для l = n+ r − 1 i кожного j ∈ {1, . . . , ki}, правильна нерiвнiсть

‖α(n+r−1)
i,j (ε)‖·‖y(n+r−1)(ti,j(ε))− y(n+r−1)(ti)‖ ≤

≤ ‖α(n+r−1)
i,j (ε)‖ c1 ‖y‖n+r,p |ti,j(ε)− ti|1/q,

(2.56)

де c1 — норма неперервного оператора вкладення простору Соболєва W n+r
p в

комплексний простiр Гельдера Cn+r−1,1/q([a, b]) (див., наприклад, [77, Теоре-

ма 4.6.1(e)]). Якщо 1/q = 0, то останнiй простiр є Cn+r−1 i нерiвнiсть (2.56)

правильна з c1 := 2c0. Крiм того, для кожного l ∈ Z, де 0 ≤ l ≤ n+ r − 2, за

теоремою Лагранжа маємо

‖α(l)
i,j(ε)‖·‖y

(l)(ti,j(ε))− y(l)(ti)‖ ≤ ‖α(l)
i,j(ε)‖ max

a≤t≤b
‖y(l+1)(t)‖·|ti,j(ε)− ti| ≤

≤ ‖α(l)
i,j(ε)‖ c0‖y‖n+r,p|ti,j(ε)− ti|.

(2.57)

Тепер з нерiвностей (2.53) – (2.57) i умов (d2) – (d5) негайно випливає,

що

‖B(0)y −B(ε)y‖ ≤ c ‖y‖n+r,p

де число c > 0 не залежить вiд y ∈ (W n+r
p )m i достатньо малого ε > 0. Отже,

норма оператора B(ε) обмежена при 0 < ε� 1.

Окрiм того,

‖α(l)
0,j(ε)‖·‖y

(l)(t0,j(ε))‖ → 0 при ε→ 0+ (2.58)



77

на пiдставi нерiвностi (2.54) i умови (d5), i

c0

∥∥∥∥α(l)
i −

ki∑
j=1

α
(l)
i,j(ε)

∥∥∥∥·‖y‖n+r,p → 0 при ε→ 0+ (2.59)

за умовою (d2). Якщо y ∈ (C∞)m, то

‖α(l)
i,j(ε)‖·‖y

(l)(ti,j(ε))− y(l)(ti)‖

≤ ‖α(l)
i,j(ε)‖ max

a≤t≤b
‖y(l+1)(t)‖·|ti,j(ε)− ti| → 0 при ε→ 0+

(2.60)

для всiх l ∈ {0, . . . , n+r−1} на пiдставi умов (d1), (d3) i (d4). Отже, формули

(2.53) i (2.58) – (2.60) дають збiжнiсть B(ε)y → B(0)y в Crm при ε→ 0+ для

кожного y ∈ (C∞)m.

Теорема 2.6 доведена.

З теорем 2.4 i 2.6 негайно випливає

Теорема 2.7. Припустимо, що однорiдна гранична крайова задача

(2.45), (2.46) має лише тривiальний розв’язок. Нехай багатоточкова кра-

йова задача (2.51), (2.52) задовольняє граничну умову (I) та умови (d1) –

(d5). Тодi розв’язок цiєї задачi неперервно залежить вiд параметра ε при

ε = 0.
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Висновки до роздiлу 2

У другому роздiлi дисертацiйної роботи отримано такi основнi резуль-

тати:

1. Для систем m ≥ 1 лiнiйних диференцiальних рiвнянь довiльного по-

рядку r введено тотальнi крайовi задачi щодо простору СоболєваW n+r
p ,

де цiле n ≥ 0 i дiйсне p ≥ 1. Цi задачi утворюють максимально широ-

кий клас лiнiйних крайових задач для систем диференцiальних рiвнянь,

розв’язки яких пробiгають простiр (W n+r
p )m.

2. Доведено, що крайовi задачi, тотальнi щодо просторуW n+r
p , є фредголь-

мовими з iндексом нуль i отримано необхiдну i достатню умову їх одно-

значної розв’язностi.

3. Для залежних вiд параметра ε ∈ [0, ε0) тотальних крайових задач що-

до простору W n+r
p встановлено конструктивний критерiй неперервної

залежностi розв’язкiв вiд параметра ε при ε = 0 у просторi W n+r
p .

4. Отримано двобiчну оцiнку швидкостi збiжностi розв’язкiв цих задач до

розв’язку незбуреної задачi за нормою у просторi W n+r
p .

5. Для систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь довiльного порядку r,

залежних вiд параметра ε, введено новий широкий клас багатоточко-

вих крайових задач, розв’язки яких належать до простору Соболєва

W n+r
p . Встановлено явнi достатнi умови, за яких розв’язки цих задач

неперервнi за параметром ε при ε = 0 у просторi W n+r
p .
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РОЗДIЛ 3

ТОТАЛЬНI ЩОДО ПРОСТОРIВ СЛОБОДЕЦЬКОГО

КРАЙОВI ЗАДАЧI

3.1. Деякi властивостi просторiв Слободецького

У цьому роздiлi задано дiйсне число p > 1, натуральне число m i скiн-

ченний iнтервал [a, b] ⊂ R. Окрiм того, задано нецiле число s > 0. Як зви-

чайно, [s] i {s} позначають вiдповiдно цiлу i дробову частину числа s.

Комплексний простiр Слободецького W s
p := W s

p ([a, b],C) i норма ‖ · ‖s,p
у ньому означенi у п. 16 перелiку умовних позначень. Вiдмiтимо, що функцiя

f належить до W s
p тодi i тiльки тодi, коли f ∈ Lp i узагальнена похiдна

f ([s]) ∈ W {s}
p . Бiльше того, виконується еквiвалентнiсть норм

‖f‖s,p � ‖f‖0,p + ‖f ([s])‖{s},p

(див., наприклад, [77] (п.4.4.1, зауваження 2)).

Простiр W s
p банахiв. Вiдомо, що вiн є банаховою алгеброю вiдносно

операцiї множення функцiй тодi i лише тодi, коли s > 1/p (див., наприклад,

[78, с. 211] (теорема 2.8.3)). Замiсть цiєї властивостi у випадку s ≤ 1/p будемо

використовувати такий результат.

Позначимо через M(W s
p ) лiнiйний простiр усiх функцiй ϕ : [a, b] → C

таких, що ϕf ∈ W s
p для довiльної функцiї f ∈ W s

p i

‖ϕ‖M(W s
p )

:= sup

{
‖ϕf‖s,p
‖f‖s,p

: f ∈ W s
p , f 6= 0

}
<∞.

Функцiї ϕ ∈M(W s
p ) називають (поточковими) мультиплiкаторами у просторi

W s
p . Простiр M(W s

p ) надiлений нормою ‖ϕ‖M(W s
p )
, яка дорiвнює лiвiй частинi

останньої нерiвностi.
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Лема 3.1. Нехай s ∈ (0, 1). Тодi W 1
p ⊂ M(W s

p ) та iснує число c > 0

таке, що

‖ϕ‖M(W s
p )
≤ c ‖ϕ‖1,p для довiльного ϕ ∈M(W s

p ).

Доведення. Нехай функцiя ϕ належить до соболєвського простору

W 1
p . Оскiльки вiн є банаховою алгеброю, то

‖ϕf‖1,p ≤ c1‖f‖1,p

для довiльного f ∈ W 1
p , де число c1 > 0 не залежить вiд f . Окрiм того,

оскiльки

ϕ ∈ W 1
p ⊂ W 1

1 ⊂ C[a, b],

то

‖ϕf‖p ≤ c2‖f‖p ≤ c2‖f‖1,p,

для довiльного f ∈ Lp, де c2 := ‖ϕ‖∞.

Тому вiдображення f 7→ ϕf є обмеженим лiнiйним оператором як на

просторi W 1
p , так i на просторi Lp. За iнтерполяцiйною теоремою [77] (теоре-

ма 4.3.1/1) це вiдображення є обмеженим оператором i на банаховому про-

сторi W s
p , оскiльки 0 < s < 1. Отож, W 1

p ⊂ M(W s
p ). Окрiм того, згiдно з [77]

(теорема 1.3.1 (a)) з останнiх двох нерiвностей випливає потрiбна оцiнка для

‖ϕ‖M(W s
p )
.

Лема 3.1 доведена.

Зауваження 3.1. Якщо s ∈ (1/p, 1), то лема 3.1 випливає з того, що

простiр W s
p є банаховою алгеброю.
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3.2. Теорема про гомеоморфiзм

Позначимо через Y (·) ∈
(
W s+1

p

)m×m єдиний розв’язок (матрицант) ма-

тричної задачi Кошi

Y ′(t) + A(t)Y (t) = 0, t ∈ [a, b], (3.1)

Y (a) = Im, (3.2)

де комплекснозначний коефiцiєнт A(·) ∈
(
W s

p

)m×m.
Розглянемо питання про коректнiсть задачi (3.1), (3.2) у просторi Сло-

бодецького з нормою ‖·‖s+1,p. Для цього введемо метричний простiр матриць-

функцiй

(Ys+1
p ) := {Y (t) ∈ (W s+1

p )m×m : Y (a) = Im, detY (t) 6= 0}

з метрикою

ds+1
p (Y, Z) := ‖Y (·)− Z(·)‖s+1,p.

Теорема 3.1. Нелiнiйне вiдображення γ : A 7→ Y , де A ∈ (W s
p )m×m,

а Y ∈ AC[a, b] є розв’язок задачi (3.1), (3.2), є гомеоморфiзмом банахового

простору (W s
p )m×m на метричний простiр (Ys+1

p ).

Доведення теореми роздiлимо на три частини.

1. Покажемо спочатку, що це вiдображення є бiєкцiєю. Скористаємося

методом математичної iндукцiї по [s].

1.1.Покажемо справедливiсть твердження для випадку [s] = 0. Оскiль-

ки A(·) ∈ (W s
p )m×m i усi елементи матрицi-функцiї обмеженi на [a, b], то

Y ′(·) = −A(·)Y (·) ∈ (Lp)
m×m. Отже, Y (·) ∈ (W 1

p )m×m. Тому Y ′(·) =

−A(·)Y (·) ∈ (W s
p )m×m за лемою 3.1. Звiдси Y (·) ∈ (W s+1

p )m×m.

1.2. Припустимо, що для [s] = k правильною є iмплiкацiя A(·) ∈

(W s
p )m×m ⇒ Y (·) ∈ (W s+1

p )m×m.
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1.3. Проведемо тепер доведення для [s] = k + 1. Нехай A(·) ∈

(W s+1
p )m×m. За iндуктивним припущенням, матрицант Y (·) ∈ (W s+1

p )m×m. То-

дi Y ′(·) = −A(·)·Y (·) належатиме просторову (W s+1
p )m×m, оскiлькиW s+1

p є ал-

гебра. Отже, Y (·) ∈ (W s+2
p )m×m. Таким чином, вiдображення γ : (W s

p )m×m →

(Ys+1
p ) є iн’єктивним, оскiльки A(·) = Y ′(·) · Y (·).

Покажемо, що це вiдображення є сюр’єктивним. Нехай Y (·) ∈ (Ys+1
p ),

покладемо A(·) := Y ′(·) · Y (·). Оскiльки Y ′(·) ∈ (W s
p )m×m i Y −1(·) ∈

(W s+1
p )m×m, то Y ′(·) · Y −1(·) належить до (W s

p )m×m. Тому матрична функцiя

A(·) належить до (W s
p )m×m. У випадку 0 < s < 1 це випливає з леми 3.1, а у

випадку s ≥ 1 – з того, щоW s
p є алгеброю. Тепер Y (·) є розв’язком задачi Ко-

шi (3.1), (3.2), де A(·) ∈ (W s
p )m×m, тобто γ(A(·)) = Y (·). Отже, вiдображення

γ є сюр’єктивним. Таким чином, маємо бiєкцiю

γ : (W s
p )m×m ↔ (Ys+1

p ). (3.3)

2. Покажемо, що розв’язок Y (·) ∈ (Ys+1
p ) рiвняння (3.1) неперервно

залежить вiд коефiцiєнта A(·) ∈ (W s
p )m×m при m ∈ N, s > 0, p > 1.

Застосуємо знову принцип математичної iндукцiї за [s].

2.1. Доведемо твердження для випадку [s] = 0, тобто покажемо непе-

рервну залежность розв’язку Y (·) ∈ (Ys+1
p ) рiвняння (3.1) вiд коефiцiєнта

A(·) ∈ (W s
p )m×m.

Для цього розглянемо параметризовану числом ε ∈ [0, ε0] сiм’ю матри-

чних задач вигляду

Y ′(t; ε) = −A(t; ε)Y (t; ε), t ∈ [a, b], (3.4)

Y (a; ε) = Im, a ∈ [a, b], (3.5)

де A(·; ε) ∈ (W s
p )m×m.

Нехай при ε→ 0+ виконується умова

‖A(·; ε)− A(·; 0)‖s,p → 0, (3.6)
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яка рiвносильне такiй:

‖A(·; ε)− A(·; 0)‖p → 0, (3.7)

i
b∫

a

b∫
a

|(A(x; ε)− A(x; 0))− (A(y; ε)− A(y; 0))|p

|x− y|1+sp
dxdy → 0.

Покажемо, що в такому випадку однозначно визначенi розв’язки задач (3.4),

(3.5) задовольняють граничне спiввiдношення

‖Y (·; ε)− Y (·; 0)‖s+1,p → 0, ε→ 0 + . (3.8)

За теоремою (Т. I. Кодлюк), що, якщо виконується (3.7), то

‖Y (·; ε)− Y (·; 0)‖1,p → 0, ε→ 0 + . (3.9)

Залишилось тепер оцiнити лiву частину (3.8)

‖Y ′(·; ε)− Y ′(·; 0)‖s,p = ‖A(·; ε)Y (·; ε)− A(·; 0)Y (·; 0)‖s,p ≤

≤ ‖A(·; ε)Y (·; ε)− A(·; ε)Y (·; 0)‖s,p + ‖A(·; ε)Y (·; 0)− A(·; 0)Y (·; 0)‖s,p ≤

≤ c‖A(·; ε)‖s,p‖Y (·; ε)− Y (·; 0)‖1,p + c‖A(·; ε)− A(·; 0)‖s,p‖Y (·; 0)‖1,p.

Звiдси на пiдставi леми 3.1 та умов (3.6), (3.9) отримуємо (3.8).

2.2. Припустимо, що умови леми виконуються для випадку [s] = k i

розв’язок Y (·) ∈ (Ys+1
p ) рiвняння (3.1) неперервно залежить вiд коефiцiєнта

A(·) ∈ (W s
p )m×m.

2.3. Доведемо тепер правильнiсть твердження для [s] = k + 1. Нехай

при ε→ 0+ виконано умову

‖A(·; ε)− A(·; 0)‖s,p → 0. (3.10)

Тодi

‖A(·; ε)− A(·; 0)‖s−1,p → 0, ε→ 0+,
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i за iндуктивним припущенням

‖Y (·; ε)− Y (·; 0)‖s,p → 0, ε→ 0 + .

Тому

‖Y ′(·; ε)− Y ′(·; 0)‖s,p = ‖A(·; ε)Y (·; ε)− A(·; 0)Y (·; 0)‖s,p 6

6 ‖A(·; ε)− A(·; 0)‖s,p‖Y (·; ε)‖s,p + ‖Y (·; ε)− Y (·; 0)‖s,p‖A(·; 0)‖s,p → 0,

ε→ 0 + . Отже, виконується (3.8).

Таким чином, неперервнiсть вiдображення (3.3) доведена для всiх s.

3. Залишилось показати, що коефiцiєнти A(·; ε) ∈ (W s
p )m×m неперервно

залежать вiд розв’язкiв Y (·; ε) ∈ (Ys+1
p ) рiвняння (3.4).

Нехай для розв’язкiв задач (3.4), (3.5) виконується спiввiдношення (3.8).

Тодi

‖Y ′(·; ε)− Y ′(·; 0)‖s,p → 0, ε→ 0+,

та

‖Y −1(·; ε)− Y −1(·; 0)‖s+1,p → 0, ε→ 0+, (3.11)

оскiльки (W s+1
p )m×m — банахова алгебра. Тому

‖A(·; ε)− A(·; 0)‖s,p = ‖Y ′(·; ε)Y −1(·; ε)− Y ′(·; 0)Y −1(·; 0)‖s,p → 0, ε→ 0 + .

Таким чином, встановлено бiнеперервнiсть вiдображення

A(·) 7→ Y (·) : (W s
p )m×m → (Ys+1

p ).

Теорему 3.1 доведено.
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3.3. Фредгольмовiсть крайових задач

Розглянемо лiнiйну крайову задачу на просторi (W s+1
p )m для системи

m диференцiальних рiвнянь першого порядку вигляду:

y′(t) + A(t)y(t) = f(t), t ∈ [a, b], (3.12)

By(·) = c. (3.13)

Тут матриця-функцiя A(·) ∈ (W s
p )m×m, вектор-функцiя f(·) ∈ (W s

p )m, вектор

c ∈ Cm, а B є лiнiйний неперервний оператор

B : (W s+1
p )m → Cm.

Розв’язком цiєї крайової задачi є вектор-функцiя y(·) ∈ (W s+1
p )m, яка

задовольняє рiвняння (3.12) в кожнiй точцi (a, b) (при [s] = 0, майже скрiзь).

Крiм того, y(·) повинна задовольняти рiвнiсть (3.13).

Якщо y належить W s+1
p , то y′ належить W s

p як узагальнена похiдна.

Якщо [s] = 0, то W s+1
p ⊂ W 1

p ⊂ AC[a, b] i y′ iснує майже скрiзь на [a, b].

Якщо [s] ≥ 1, то W s+1
p ⊂ W 2

p ⊂ C1[a, b] i y′ – класична похiдна, абсолютно

неперервна на [a, b].

Неоднорiдна крайова умова (3.13) охоплює всi класичнi види крайових

умов: задачi Кошi, двоточковi та багатоточковi, iнтегральнi та мiшанi кра-

йовi задачi, а також ряд некласичних задач, бо може мiстити похiднi аж до

порядку [s] ≥ 1. За аналогiєю з [12, 51] крайову задачу (3.12), (3.13) можна

називати тотальною щодо простору W s+1
p .

Запишемо неоднорiдну крайову задачу (3.12), (3.13) у виглядi опера-

торного рiвняння

(L,B)y = (f, c).

Теорема 3.2. Вiдображення y 7→ (L,B)y, де y ∈
(
W s+1

p

)m, є обмеже-

ним лiнiйним оператором

(L,B) :
(
W s+1

p

)m → (
W s

p

)m × Cm.
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Цей оператор фредгольмiв з iндексом 0.

Доведення. Обмеженiсть лiнiйного оператора L :
(
W s+1

p

)m → (
W s

p

)m
випливає з означення норм у просторах Слободецького i, при s ∈

(
0, 1p

]
–

леми 3.1 i при s > 1
p – з того, що W s

p є банаховою алгеброю. Оператор B

обмежений за означенням. Доведемо фредгольмовiсть оператора (L,B).

Означемо лiнiйний обмежений оператор C :
(
W s+1

p

)m → Cm, поклавши

Cy := y(a).

Оскiльки неоднорiдна задача Кошi

(L,C)y = (f, c) ∈
(
W s

p

)m × Cm

має єдиний розв’язок y ∈
(
W s

p

)m при будь-якому значеннi правої частини

рiвняння, то оператор (L,C) бiєктивний. За теоремою Банаха про обернений

оператор вiн є оборотний. З iншого боку, оператор (L,B) допускає представ-

лення

(L,B) = (L,C) + (0, B − C),

де другий доданок - це скiнченновимiрний оператор. Тодi за теоремою Нi-

кольського [76] (§21.5) , оператор (L,B) є фредгольмовим з iндексом 0.

Теорему 3.2 доведено.

Сформулюємо критерiй оборотностi оператора (L,B) тобто умови, коли

неоднорiдна крайова задача (3.12), (3.13) має єдиний розв’язок, який непе-

рервно залежить вiд правої частини диференцiального рiвняння та крайової

умови.

Позначимо

[BY (t)] :=

B

y1,1(t)

...

ym,1(t)

 . . . B


y1,m(t)

...

ym,m(t)


 . (3.14)

Цю матриця отримуємо в результатi дiї оператора B на стовпчики матрицан-

та Y (t) рiвняння (3.1), (3.2).



87

Теорема 3.3. Оператор (L,B) оборотний тодi i тiльки тодi, коли

квадратна (m×m)-матриця [BY (·)] невироджена.

Доведення. За теоремою 3.2 неперервна оборотнiсть оператора (L,B)

рiвносильна тому, що ядро N(L,B) = {0}. На пiдставi леми 2.3

y(·) ∈ N(L,B)⇔ (∃q ∈ Cm : y(t) = Y (t) · q, [BY (·)] q = 0).

Тому N(L,B) 6= {0} тодi й лише тодi, коли det [BY (·)] = 0.

Теорема 3.3 доведена.
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3.4. Неперервна залежнiсть розв’язкiв вiд параметра

Розглянемо параметризовану числом ε ∈ [0, ε0) сiм’ю тотальних щодо

простору W s+1
p крайових задач вигляду

y′(t; ε) + A(t; ε)y(t; ε) = f(t; ε), t ∈ [a, b], (3.15)

B(ε)y(·; ε) = c(ε), (3.16)

де при кожному фiксованому значеннi параметра ε матриця-функцiя A(·; ε)

належить простору
(
W s

p

)m×m
, вектор-функцiя f(·; ε) – простору

(
W s

p

)m
, c(ε)

– простору Cm, а B(ε) – лiнiйний неперервний оператор:

B(ε) :
(
W s+1

p

)m → Cm.

Для того, щоб дослiджувана задача мала змiст, будемо надалi вважати,

що виконується

Припущення E. Гранична однорiдна крайова задача вигляду (3.15),

(3.16) має лише тривiальний розв’язок, тобто, є невиродженою.

У цьому випадку гранична неоднорiдна крайова задача завжди має єди-

ний розв’язок.

Теорема 3.4. Нехай при ε→ 0+ виконуються такi умови:

1) ‖A(·; ε)− A(·; 0)‖s,p → 0;

2) B(ε)y → B(0)y, для довiльного y ∈
(
W s+1

p

)m;
Тодi для достатньо малих ε > 0 оператор (L(ε), B(ε)) є оборотним. Якщо,

окрiм цього

3) ‖f(·; ε)− f(·; 0)‖s,p → 0, c(ε)→ c(0),

то розв’язок y(·, ε) задачi (3.15), (3.16) задовольняє граничну властивiсть

‖y(·, ε)− y(·, 0)‖s+1,p → 0, ε→ 0 + . (3.17)



89

Попередньо встановимо декiлька допомiжних тверджень.

Лема 3.2. Нехай виконуються умови 1) и 2) теореми 3.4 i припуще-

ння E . Тодi для достатно малих ε > 0 оператор (L(ε), B(ε)) є оборотним.

Доведення. З умови 1) за теоремою 3.1 про гомеоморфiзми випливає,

що

‖Y (·; ε)− Y (·; 0)‖s+1,p → 0, ε→ 0 + . (3.18)

Тодi на пiдставi умови 2 отримаємо збiжнiсть числових матриць

[B(ε)Y (·, ε)]→ [B(0)Y (·, 0)] , ε→ 0 + . (3.19)

Гранична квадратна матриця невироджена згiдно з припущенням E i теоре-

мою 3.3. Тому для достатньо малих ε ≥ 0

det [B(ε)Y (·, ε)] 6= 0.

Звiдси за теоремою 3.3 випливає оборотнiсть оператора (L(ε), B(ε)).

Лему 3.2 доведено.

Розглянемо разом з вихiдною неоднорiдною крайовою задачею (3.15),

(3.16) вiдносно вектор-функцiї y(t; ε) ще три векторнi крайовi задачi:

v′(t; ε) = −A(t; ε)v(t; ε), B(ε)v(·; ε) = c(ε), (3.20)

x′(t; ε) + A(t; ε)x(t; ε) = f(t; ε), x(a; ε) = 0, (3.21)

w′(t; ε) + A(t; ε)w(t; ε) = f(t; ε), B(ε)w(·; ε) = 0, (3.22)

де параметр ε ≥ 0 малий. Як вiдомо, крайова задача (3.21) (задача Кошi)

завжди має єдиний розв’язок.

З огляду на лему 3.2

y(·; ε) = v(·; ε) + w(·; ε), (3.23)
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для малих ε ≥ 0. Тому для доведення теореми 3.4 достатньо показати, що

при виконаннi її умов є правильними такi спiввiдношення:

‖v(·; ε)− v(·; 0)‖s+1,p → 0, ε→ 0+, (3.24)

‖w(·; ε)− w(·; 0)‖s+1,p → 0, ε→ 0 + . (3.25)

Лема 3.3. Нехай при ε → 0+ виконуються умови теореми 3.4. Тодi

правильне граничне спiввiдношення (3.24).

Доведення. З першої рiвностi крайової задачi (3.20) випливає, що

v(·; ε) = Y (·; ε)c̃(ε), (3.26)

для деякого c̃(ε) ∈ Cm. Звiдси, враховуючи другу рiвнiсть задачi (3.20) i лему

2.3, отримуємо

[B(ε)Y (·; ε)]c̃(ε) = c(ε).

Тому на пiдставi леми 3.2, теореми 3.3, формули (3.19) i умови 2), маємо

c̃(ε) = [B(ε)Y (·; ε)]−1c(ε)→ [B(0)Y (·; 0)]−1c(0) = c̃(0), ε→ 0 + .

Звiдси на пiдставi (3.18) i (3.26) отримуємо спiввiдношення (3.24).

Лему 3.3 доведено.

Лема 3.4. Нехай при ε→ 0+ виконуються умови 1)–3) теореми 3.4.

Тодi розв’язок задачi (3.21) має властивiсть

‖x(·; ε)− x(·; 0)‖s+1,p → 0, ε→ 0 + . (3.27)

Доведення. Нехай число ε > 0 достатньо мале. Розв’язок задачi (3.21)

допускає представлення

x(t; ε) = Y −1(t; ε)

t∫
a

Y (s; ε)f(s; ε)ds. (3.28)
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З умови 1) за теоремою 3.1 про гомеоморфiзм маємо

‖Y ±1(·; ε)− Y ±1(·; 0)‖s+1,p → 0 (3.29)

при ε→ 0+. Тодi на пiдставi умови 3) i спiввiдношення (3.29)

‖Y (·; ε)f(·; ε)− Y (·; 0)f(·; 0)‖s,p → 0. (3.30)

Для 0 < s < 1 це випливає з леми 3.1, а для s ≥ 1 – з того, що W s
p є

банахова алгебра. Тепер з спiввiдношень (3.28)-(3.30) отримаємо потрiбне нам

спiввiдношення (3.27).

Лему 3.4 доведено.

Лема 3.5. За умов теореми 3.4 виконується граничне спiввiдношення

(3.25).

Доведення. Вектор-функцiя u(·; ε) = x(·; ε)−w(·; ε) є розв’язком кра-

йової задачi вигляду (3.20):

u′(t; ε) = −A(t; ε)u(t; ε),

B(ε)u(·; ε) = B(ε)x(·; ε) =: c̃(ε).
(3.31)

Тут c̃(ε) → c̃(0) при ε → 0+ на пiдставi властивостi 2) i леми 3.4. Тому за

лемою 3.3 маємо збiжнiсть

‖u(·; ε)− u(·; 0)‖s+1,p → 0, ε→ 0 + . (3.32)

Iз рiвностi w(·; ε) = x(·; ε)−u(·; ε) та формул (3.27) i (3.32) отримуємо (3.25).

Лему 3.4 доведено.

Потрiбна гранична властивiсть (3.17) є безпосереднiм наслiдком рiвно-

стi (3.23) i лем 3.3, 3.5. Цим i доведено теорему 3.4.

Зазначимо, що в умовах теореми 3.4 оператор (L(ε), B(ε)) збiгається до

оператора (L(0), B(0)) в сильнiй операторнiй топологiї, але, узагалi кажучи,

не збiгаються за нормою.
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3.5. Критерiй неперервної залежностi розв’язкiв вiд па-

раметра

Встановимо критерiй неперервностi розв’язку y = y(t, ε) крайової зада-

чi (3.15), (3.16) за параметром ε у просторi W s+1
p при ε→ 0+.

Розглянемо такi

Граничнi умови при ε→ 0+:

(I) A(·, ε)→ A(·, 0) в (W s
p )m×m;

(II) B(ε)y → B(0)y в Cm для кожного y ∈ (W s+1
p )m.

Розглянемо ще одну умову

Умова (0). Гранична однорiдна крайова задача

L(0)y(t, 0) = 0, a ≤ t ≤ b, B(0)y(·, 0) = 0

має лише тривiальний розв’язок.

Тепер сформулюємо наше

Означення 3.1. Говоримо, що розв’язок крайової задачi (3.15), (3.16)

неперервно залежить вiд параметра ε при ε = 0, якщо виконуються такi

двi умови:

(∗) Iснує додатне число ε1 < ε0 таке, що для кожного ε ∈ [0, ε1) i будь-

яких правих частин f(·, ε) ∈ (W s
p )m i c(ε) ∈ Cm ця задача має єдиний

розв’язок y(·, ε) ∈ (W s+1
p )m.

(∗∗) Збiжнiсть правих частин f(·, ε) → f(·, 0) в (W s
p )m та c(ε) → c(0) в

Crm при ε→ 0+ тягне за собою збiжнiсть розв’язкiв

y(·, ε)→ y(·, 0) в (W s+1
p )m при ε→ 0 + . (3.33)
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Теорема 3.5. Розв’язок крайової задачi (3.15), (3.16) неперервно зале-

жить вiд параметра ε при ε = 0 тодi i тiльки тодi, коли вона задовольняє

умову (0) та граничнi умови (I) i (II).

Доведення. Достатнiсть умов (0), (I) i (II) для того, щоб задача (3.15),

(3.16) задовольняла означення 3.1 була доведена в теоремi 3.4 . Доведемо не-

обхiднiсть. Припускаємо, що ця задача задовольняє означення 3.1, тодi ви-

конується умова (0). Залишається показати, що для цiєї задачi виконуються

умови (I) i (II). Роздiлимо це доведення на три кроки.

Крок 1. Доведемо, що крайова задача (3.15), (3.16) задовольняє грани-

чну умову (I). В силу умови (∗) основного означення, оператор

(L(ε), B(ε)) : (W s+1
p )m → (W s

p )m × Cm (3.34)

оборотний для будь якого ε ∈ [0, ε1). Для кожного ε ∈ [0, ε1) розглянемо

матричну крайову задачу

Y ′(t, ε) + A(t, ε)Y (t, ε) = 0 · Im, t ∈ [a, b],

[BY (·, ε)] = Im.

Ця крайова задача є сукупнiстю m крайових задач (3.15), (3.16) iз прави-

ми частинами, не залежними вiд ε. Тому, за припущенням, вона має єдиний

розв’язок Y (·, ε) ∈ (W s+1
p )m×m i вiн задовольняє умову Y (·, ε)→ Y (·, 0) у про-

сторi (W s+1
p )m×m при ε → 0+. Вiдмiтимо, що detY (t, ε) 6= 0 для довiльного

t ∈ [a, b], бо iнакше стовпцi-функцiї матрицi Y (·, ε) будуть лiнiйно залежни-

ми, що суперечитиме умовi [BY (·, ε)] = Im. Тому

A(·, ε) = −Y ′(·, ε)(Y (·, ε))−1 → −Y ′(·, 0)(Y (·, 0))−1 = A(·, 0)

у просторi (W s+1
p )m×m при ε→ 0+, тобто виконується умова (I).

Крок 2. Покажемо, що виконується умова (II) . Спочатку доведемо,

що ‖B(ε)‖ = O(1) при ε → 0+, де ‖ · ‖ є норма обмеженого оператора
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B(ε) : (W s+1
p )m → Cm. Припустимо супротивне: iснує числова послiдовнiсть

(ε(k))∞k=1 ⊂ (0, ε1) така, що ε(k) → 0 i

0 < ‖B(ε(k))‖ → ∞, ε→ 0 + .

Для кожного номера k виберемо функцiю xk ∈ (W s+1
p )m таку, що

‖xk‖s+1,p = 1 i ‖B(ε(k))xk‖Cm ≥ 1

2
‖B(ε(k))‖.

Покладемо

y(·, ε(k)) := ‖B(ε(k))‖−1xk,

f(·, ε(k)) := L(ε(k)) y(·, ε(k)),

c(ε(k)) := B(ε(k)) y(·, ε(k)).

Оскiльки y(·, ε(k)) → 0 у просторi (W s+1
p )m при ε → 0+, то f(·, ε(k)) → 0

в (W s
p )m, бо, за доведеним, A(·, ε) задовольняє умову (I). Оскiльки 1/2 ≤

‖c(ε(k))‖Cm ≤ 1, то, перейшовши до пiдпослiдовностi чисел ε(k), можна вва-

жати, що c(ε(k)) → c(0) при k → ∞, де c(0) — деякий ненульовий вектор в

Cm. Таким чином, для кожного номера k вектор-функцiя y(·, ε(k)) ∈ (W n+1
p )m

є єдиним розв’язком крайової задачi

L(ε(k)) y(t, ε(k)) = f(t, ε(k)), t ∈ [a, b],

B(ε(k)) y(·, ε(k)) = c(ε(k)).

Тут, нагадаємо, f(·, ε(k)) → 0 в (W n+1
p )m i c(ε(k)) → c(0) 6= 0 при k → ∞.

Тому на пiдставi умови (∗∗) базового означення функцiя y(·, ε(k)) збiгається

у просторi (W n+1
p )m до єдиного розв’язку y(·, 0) граничної крайової задачi,

яка складається з диференцiального рiвняння L(0)y(t, 0) = 0, t ∈ [a, b], i

неоднорiдної крайової умови B(0)y(·, 0) = c(0). Але, згадаємо, y(·, ε(k)) → 0

у тому ж просторi. Отож, y(·, 0) ≡ 0, що суперечить крайовiй умовi. Тому

зроблене припущення є хибним, тобто ‖B(ε)‖ = O(1) при ε→ 0+.
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Крок 3. Тепер можемо показати, що виконується умова (II). За доведе-

ним у попереднiх двох абзацах, iснують числа γ′ > 0 i ε′ ∈ (0, ε1) такi, що

‖(L(ε), B(ε))‖ ≤ γ′ для усiх ε ∈ [0, ε′), де ‖ · ‖ є норма обмеженого опера-

тора, що дiє з простору (W n+1
p )m у простiр (W n

p )m × Cm. Виберемо функцiю

y ∈ (W n+1
p )m довiльним чином та покладемо f(·, ε) := L(ε)y i c(ε) := B(ε)y

для кожного ε ∈ [0, ε0). Тодi при ε→ 0+ маємо:

∥∥B(ε)y −B(0)y
∥∥
Cm ≤

≤
∥∥(f(·, ε), c(ε))− (f(·, 0), c(0))

∥∥
(W s

p )
m×Cm ≤

≤ γ′
∥∥(L(ε), B(ε))−1

(
(f(·, ε), c(ε))− (f(·, 0), c(0))

)∥∥
s+1,p

=

= γ′
∥∥(L(0), B(0))−1(f(·, 0), c(0))−

−(L(ε), B(ε))−1(f(·, 0), c(0))
∥∥
s+1,p

→ 0

за умовою (∗∗). Отже, крайова задача (3.15), (3.16) задовольняє умову (II).

Теорема доведена.
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3.6. Двобiчна оцiнка швидкостi збiжностi розв’язкiв

крайової задачi

Покладемо

d̃s,p(ε) := ‖L(ε)y(·, 0)− f(·, ε)‖s,p + ‖B(ε)y(·, 0)− c(ε)‖Cm.

Величини

‖y(·, 0)− y(·, ε)‖s+1,p

i d̃s,p(ε) є похибкою i нев’язкою розв’язку y(·, ε) крайової задачi (3.15), (3.16),

якщо y(·, 0) розглядати як її наближений розв’язк.

Теорема 3.6. Нехай крайова задача (3.15), (3.16) задовольняє умови

(0), (I) i (II). Тодi iснують додатнi числа ε2 < ε1 i γ1, γ2 такi, що для

кожного ε ∈ (0, ε2) виконується двобiчна оцiнка

γ1 d̃s,p(ε) ≤ ‖y(·, 0)− y(·, ε)‖s+1,p ≤ γ2 d̃s,p(ε). (3.35)

Тут числа ε2, γ1 i γ2 не залежать вiд y(·, 0), y(·, ε), f(·, ε) i c(ε).

Згiдно з цiєю теоремою похибка i нев’язка розв’язку y(·, ε) крайової

задачi (3.15), (3.16) мають однаковий порядок.

Доведення теореми 3.6. Доведемо спочатку лiву частину подвiйної

нерiвностi (3.35). Згiдно з граничними умовами (I) i (II)

(L(ε), B(ε))
s−→ (L(0), B(0)), ε→ 0 + .

Тому норми операторiв обмеженi деяким числом γ′ > 0 при 0 ≤ ε � 1.

Дiйсно, припустивши протилежне, можна знайти послiдовнiсть (ε(k))∞k=1 таку,

що ε(k) → 0 i ‖(L(ε(k)), B(ε(k)))‖ → ∞ при k →∞. Але за теоремою Банаха-

Штейнгауза це суперечить сильнiй збiжностi (L(ε(k)), B(ε(k))) до (L(0), B(0))

при k →∞. Тому для довiльного ε ∈ (0, ε′2)

‖L(ε)y(·, 0)− f(·, ε)‖s,p + ‖B(ε)y(·, 0)− c(ε)‖Cm ≤

≤ γ′‖y(·, 0)− y(·, ε)‖s+1,p,
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тобто встановлена лiва частина (3.35) iз γ1 := 1/γ′.

Доведемо праву частину подвiйної нерiвностi (3.35). За теоремою 3.5

оператор (L(ε), B(ε)) має обмежений обернений оператор (L(ε), B(ε))−1 для

довiльного ε ∈ [0, ε), причому виконується

(L(ε), B(ε))−1
s−→ (L(0), B(0))−1, ε→ 0 + .

Справдi, вибравши f ∈ (W n
p )m та c ∈ Cm, маємо

(L(ε), B(ε))−1(f, c) =: y(·, ε)→ y(·, 0) := (L(0), B(0))−1(f, c),

в (W n+1
p )m при ε → 0+. Тодi за теоремою Банаха-Штейнгауза аналогiчним

чином, який наведений у попередньому абзацi, випливає, що норми цих обер-

нених операторiв обмеженi. Отже, для довiльного ε ∈ (0, ε2)

‖y(·, 0)− y(·, ε)‖s+1,p ≤

≤ γ2
(
‖L(ε)y(·, 0)− f(·, ε)‖s,p + ‖B(ε)y(·, 0)− c(ε)‖Cm

)
.

Звiдси негайно випливає права частина двобiчної оцiнки (3.35).

Теорема 3.6 доведена.
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3.7. Некласичнi багатоточковi крайовi задачi

Розглянемо некласичну багатоточкову крайову задачу для системи не-

однорiдних диференцiальних рiвнянь першого порядку, яка залежить вiд па-

раметра ε ∈ [0, ε0), де ε0 > 0

L(ε)y(t, ε) ≡ y′(t, ε) + A(t, ε)y(t, ε) = f(t, ε), t ∈ [a, b], (3.36)

B(ε)y(·, ε) ≡
[s]∑
l=0

p∑
i=0

ki∑
j=1

α
(l)
i,j(ε)y

(l)(ti,j(ε), ε) = c(ε), (3.37)

де матриця-функцiї A(·; ε) ∈
(
W s

p

)m×m, вектор-функцiї f(·; ε) ∈
(
W s

p

)m, ве-
ктори c(ε) ∈ Cm, матрицi α(l)

i,j(ε) ∈ Cm×m, a точки ti ∈ [a, b] мають вiдповiдну

серiю точок ti,j, де i ∈ 0, p, j ∈ 1, ki, ki ∈ N, l ∈ 0, [s].

Розв’язком цiєї крайової задачi є вектор-функцiя y(·) ∈ (W s+1
p )m, яка

задовольняє рiвняння (3.36) в кожнiй точцi [a, b]. Крiм того, y(·) повинна

задовольняти умову (3.37). Вона є некласичною при s > 1, бо мiстить похiднi

шуканої вектор-функцiї до порядку [s].

Як i в другому роздiлi, використання у крайовiй умовi повторної суми за

iндексами i i j зумовлено подальшими припущеннями щодо поведiнки точок

ti,j(ε) при ε→ 0+ у залежностi вiд значень параметра i. Вимагатиметься, щоб

для кожного фiксованого i ∈ 0, p усi точки ti,j(ε) мають спiльну границю при

ε→ 0+, а для точок t0,j(ε) така вимога не висуватиметься.

З огляду на це, у граничному випадку ε = 0 розглядається така крайова

задача:

L(0)y(t; 0) = f(t, 0), t ∈ [a, b], (3.38)

B(0)y(·, 0) ≡
[s]∑
l=0

p∑
i=1

α
(l)
i (0)y(l)(ti(0); 0) = c(0), (3.39)

де матрицi α(l)
i (0) ∈ Cm×m, точки ti ∈ [a, b] та вектор c(0) ∈ Cm є заданими.
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Звiсно, для кожного ε ∈ [0, ε0) лiнiйне вiдображення y(·, ε) 7→

B(ε)y(·, ε) є обмеженим оператором

B(ε) :
(
W s+1

p

)m → Cm. (3.40)

Крайова задача (3.36), (3.37) при кожному ε ∈ (0, ε0) вiдповiдає лiнiй-

ний обмежений оператор

(L(ε), B(ε)) :
(
W s+1

p

)m → (
W s

p

)m × Cm. (3.41)

Оскiльки дана задача є тотальною щодо простору
(
W s+1

p

)m, то, як по-

казано в теоремi 3.2, оператор (3.41) є фредгольмовим з iндексом нуль для

кожного ε ∈ [0, ε0).

Надалi вважатимемо, що виконується

Припущення E ′. Однорiдна гранична крайова задача

L(0)y(t, 0) = 0, t ∈ [a, b] B(0)y(·, 0) = 0,

має лише тривiальний розв’язок.

Звiдси випливає, що при ε = 0 фредгольмiв оператор (3.41) є iзоморфi-

змом

(L(0), B(0)) :
(
W s+1

p

)m ↔ (
W s

p

)m × Cm.

Тому крайова задача (3.38),(3.39) має один i тiльки один розв’язок

y(t, 0) ∈
(
W s+1

p

)m для довiльно вибраних правих частин f(t, 0) ∈
(
W s

p

)m i

c(0) ∈ Cm.

Теорема 3.7. Нехай при ε→ 0+ виконуються умови:

1) ‖A(·; ε)− A(·; 0)‖s,p → 0;

2) ti,j(ε)→ ti для будь-яких i ∈ 1, p та j ∈ 1, ki;

3)
ki∑
j=1

α
(l)
i,j(ε)→ α

(l)
i для будь-яких l ∈ 0, [s] та i ∈ 1, p;
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4) |α(l)
i,j(ε)| · |ti,j(ε)− ti| → 0 i |α([s])

i,j (ε)| = O(1) для будь-яких l ∈ 0, [s]− 1,

i ∈ 1, p та j ∈ 1, ki;

5) α(l)
0,j(ε)→ 0 для будь-яких l ∈ 0, [s] та j ∈ 1, k0.

Тодi для достатньо малих ε > 0 оператор (L(ε), B(ε)) оборотний. Якщо,

окрiм того,

6) ‖f(·; ε)− f(·; 0)‖n,p → 0, c(ε)→ c(0),

то однозначно визначений розв’язок y(·; ε) задачi (3.36), (3.37) задовольняє

граничне спiввiдношення (3.17).

Оскiльки задача (3.36), (3.37) є тотальною щодо простору (W s+1
p )m, то

для доведення цiєї теореми достатньо показати, що умова 2) теореми 3.4 є

наслiдком умов 2) - 5) теореми, що доводяться. Встановимо попередньо двi

леми.

Лема 3.6. Нехай для задачi (3.36) – (3.37) при ε → +0 виконуються

умови 2), 3) i 4) теореми 3.7. Тодi

ki∑
j=1

α
(l)
i,j(ε)y

(l)(ti,j(ε))→ α
(l)
i y

(l)(ti) при ε→ +0

для для будь-яких y ∈ (W s+1
p )m, l ∈ 0, [s] та i ∈ 1, p.

Доведення. Для вказаних y, l та i маємо нерiвностi

‖
ki∑
j=1

α
(l)
i,j(ε)y

(l)(ti,j(ε))− α(l)
i y

(l)(ti)‖ ≤

≤ ‖
ki∑
j=1

α
(l)
i,j(ε)y

(l)(ti,j(ε))−
ki∑
j=1

α
(l)
i,j(ε)y

(l)(ti)‖+

+‖
ki∑
j=1

α
(l)
i,j(ε)y

(l)(ti)− α(l)
i y

(l)(ti)‖ ≤
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≤ ‖
ki∑
j=1

α
(l)
i,j(ε)

(
y(l)(ti,j(ε))− y(l)(ti)

)
‖+ ‖

(
ki∑
j=1

α
(l)
i,j(ε)− αi

)
y(l)(ti)‖ ≤

≤
ki∑
j=1

‖α(l)
i,j(ε)‖ · ‖y

(l)(ti,j(ε))− y(l)(ti)‖+ ‖
ki∑
j=1

α
(l)
i,j(ε)− α

(l)
i ‖ · ‖y‖s+1,p.

Дослiдимо доданки у першiй сумi. Нехай j ∈ 1, ki. Якщо l = [s], то на

пiдставi умов 2), 4) i неперервностi функцiї y(l) маємо збiжнiсть

‖α(l)
i,j(ε)‖ · ‖y

(l)(ti,j(ε))− y(l)(ti)‖ → 0 при ε→ 0 + .

Якщо l < [s], то на пiдставi теореми Лагранжа про середнє маємо

‖α(l)
i,j(ε)‖ · ‖y

(l)(ti,j(ε))− y(l)(ti)‖ ≤

≤ ‖α(l)
i,j(ε)‖ · ‖y

(l+1)‖∞ |ti,j(ε)− ti| → 0 при ε→ 0+

з огляду на тi самi умови 2) i 4). Отже,

ki∑
j=1

‖α(l)
i,j(ε)‖ · ‖y

(l)(ti,j(ε))− y(l)(ti)‖ → 0 при ε→ 0 + .

Окрiм того, за умовою 3) маємо

‖
ki∑
j=1

α
(l)
i,j(ε)− α

(l)
i ‖ · ‖y‖s+1,p → 0 при ε→ 0 + .

З останнiх двох збiжностей випливає висновок леми 3.6.

Лема 3.7. Нехай для задачi (3.36) – (3.37) при ε → +0 виконується

умова 5) теореми 3.7. Тодi

k0∑
j=1

α
(l)
0,j(ε)y

(l)(ti,j(ε))→ 0 при ε→ 0+

для кожного кожного l ∈ 0, [s].

Доведення. Нехай l ∈ 0, [s]. Маємо

‖
k0∑
j=1

α
(l)
0,j(ε)y

(l)(ti,j(ε))‖ ≤
k0∑
j=1

‖α(l)
0,j(ε)‖‖y‖s+1,p → 0
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при ε→ 0+ на пiдставi умови 5). Лема 3.7 доведена.

Доведення теореми 3.7. Запишемо

‖B(ε)y(·, ε)−B(0)y(·, 0)‖ ≤

‖
[s]∑
l=0

p∑
i=0

ki∑
j=1

α
(l)
i,j(ε)y

(l)(ti,j(ε))−
[s]∑
l=0

p∑
i=1

α
(l)
i y

(l)(ti)‖ ≤

‖
[s]∑
l=0

p∑
i=1

ki∑
j=1

α
(l)
i,j(ε)y

(l)(ti,j(ε))−
[s]∑
l=0

p∑
i=1

α
(l)
i y

(l)(ti)‖+

+‖
[s]∑
l=0

k0∑
j=1

α
(l)
0,j(ε)y

(l)(ti,j(ε))‖ ≤

≤
[s]∑
l=0

p∑
i=1

‖
ki∑
j=1

α
(l)
i,j(ε)y

(l)(ti,j(ε))− α(l)
i y

(l)(ti)‖+

+

[s]∑
l=0

‖
k0∑
j=1

α
(l)
0,j(ε)y

(l)(ti,j(ε))‖.

Звiдси на пiдставi лем 3.6 i 3.7 маємо сильну збiжнiсть операторiв B(ε)
s−→

B(0). З цiєї збiжностi i умови 1) випливає висновок теореми 3.7 на пiдставi

теореми 3.4.

Таким чином, встановлено явнi достатнi умови неперервностi за пара-

метром ε при ε = 0 розв’язкiв задачi (3.36), (3.37). Це досягається, зокрема,

завдяки тому, що умови на коефiцiєнти при похiдних шуканої функцiї у кра-

йових операторах ставляться окремо для цiлої серiї точок, якi залежать вiд

параметра i мають спiльну граничну точку.
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Висновки до роздiлу 3

У третьому роздiлi дисертацiйної роботи одержано такi основнi резуль-

тати:

1. Для систем m ≥ 1 лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого порядку

введено тотальнi крайовi задачi щодо простору СлободецькогоW s+1
p , де

нецiле s > 0 i дiйсне p > 1. Цi задачi утворюють максимально широ-

кий клас лiнiйних крайових задач для систем диференцiальних рiвнянь,

розв’язки яких пробiгають простiр (W s+1
p )m.

2. Доведено, що крайовi задачi, тотальнi щодо простору Слободецького

W s+1
p , є фредгольмовими з iндексом нуль i отримано необхiдну i доста-

тню умову їх однозначної розв’язностi.

3. Для залежних вiд параметра ε ∈ [0, ε0) тотальних крайових задач щодо

простору Слободецького W s+1
p встановлено конструктивний критерiй

неперервної залежностi розв’язкiв вiд параметра ε при ε = 0 у цьому

просторi.

4. Отримано двобiчну оцiнку швидкостi збiжностi розв’язкiв цих задач до

розв’язку незбуреної задачi за нормою у просторi W s+1
p .

5. Для систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого порядку, за-

лежних вiд параметра ε, введено новий широкий клас багатоточкових

крайових задач, розв’язки яких належать до простору Слободецького

W s+1
p . Знайдено явнi достатнi умови, за яких розв’язки цих задач непе-

рервнi за параметром ε при ε = 0 у вказаному просторi.
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ВИСНОВКИ ДО ДИСЕРТАЦIЇ

У дисертацiйнiй роботi одержано такi основнi результати:

1. Для систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь довiльного порядку r

введено клас тотальних крайових задач щодо простору СоболєваW n+r
p ,

де цiле n ≥ 0 i дiйсне p ≥ 1.

2. Доведено, що цi крайовi задачi є фредгольмовими з iндексом нуль на

парi просторiв Соболєва та отримано необхiдну i достатню умову їх

однозначної розв’язностi.

3. Для залежних вiд параметра ε ∈ [0, ε0) тотальних крайових задач щодо

простору Соболєва W n+r
p встановлено конструктивний критерiй непе-

рервної залежностi розв’язкiв вiд параметра ε при ε = 0 у просторi

W n+r
p i отримано двобiчну оцiнку швидкостi збiжностi розв’язкiв цих

задач до розв’язку незбуреної задачi.

4. Для систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого порядку введе-

но клас тотальних крайових задач щодо простору СлободецькогоW s+1
p ,

де нецiле s > 0 i дiйсне p > 1.

5. Доведено, що цi крайовi задачi є фредгольмовими з iндексом нуль на

парi просторiв Слободецького та отримано необхiдну i достатню умову

їх однозначної розв’язностi.

6. Для залежних вiд параметра ε ∈ [0, ε0) тотальних крайових задач щодо

простору Слободецького W s+1
p встановлено конструктивний критерiй

неперервної залежностi розв’язкiв вiд параметра ε при ε = 0 у просторi

W s+1
p i отримано двобiчну оцiнку швидкостi збiжностi розв’язкiв цих

задач до розв’язку незбуреної задачi.



105

7. Введено широкi класи залежних вiд параметра багатоточкових крайо-

вих задач для систем диференцiальних рiвнянь, розв’язки яких нале-

жать до простору Соболєва W n+r
p у випадку рiвнянь порядку r ≥ 1,

або до простору Слободецького W s+1
p у випадку рiвнянь першого по-

рядку. Встановлено явнi достатнi умови, за яких розв’язки цих задач

неперервнi за параметром ε при ε = 0 у вказаних просторах.

Результати, наведенi у пп. 3 i 6, є завершеними i непокращуваними для

вказаних там крайових задач.
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