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Вступ

Актуальнiсть теми

У данiй дисертацiйнiй роботi розглядаються мiрозначнi випадковi процеси

– важливий та актуальний роздiл теорiї випадкових процесiв. Як правило,

вони отримуються зi скiнченних чи злiченних систем стохастичних диферен-

цiальних рiвнянь, а також як границi таких систем. А саме: розглядається

послiдовнiсть систем взаємодiючих частинок у випадковому середовищi, в

яких кiлькiсть частинок зростає, а маса кожної частинки прямує до нуля,

та за певних умов доводиться iснування границi вiдповiдних мiрозначних

процесiв. Питаннями побудови та iснування мiрозначних процесiв займали-

ся багато математикiв з рiзних точок зору, зокрема Дж. В. Гiбс, М. Кац,

Г. П. Маккiн, Д. А. Доусон, Г. Гартнер, А. С. Шнiтман, Д. П. Рюель, Р.

Л. Добрушин, М. М. Боголюбов, А. А. Дороговцев, А. Ю. Пилипенко, Д.

Я. Петрина, О. Л. Ребенко, В. В. Герасименко та iншi. Для побудови мiро-

значних процесiв використовувались рiзнi методи, зокрема методи стохасти-

чних диференцiальних рiвнянь, побудова гiбсових мiр, ланцюжкiв рiвнянь

Боголюбова, форм Дiрiхле та iншi.

Рiзноманiтнi моделi систем взаємодiючих частинок у випадковому се-

редовищi багато вивчались у вiддiлi теорiї випадкових процесiв Iнституту

математики НАН України. Зокрема, А. В. Скороход [60] запропонував опис

мiрозначної дифузiї за допомогою проблеми мартингалiв. А. Ю. Пилипенко

[57] показав, що ця мiрозначна дифузiя описується стохастичними диферен-

цiальними рiвняннями зi взаємодiєю. А. А. Дороговцев [7] увiв клас сто-

хастичних диференцiальних рiвнянь зi взаємодiєю та дослiдив властивостi

розв’язкiв таких рiвнянь, зокрема навiв достатнi умови iснування стацiо-

нарних розв’язкiв. Учнi А. А. Дороговцева, зокрема М. П. Карликова, Т.

В. Маловичко, В. В. Конаровський отримали багато важливих результатiв

з цiєї теми.
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Одним з питань, що розглядаються у дисертацiйнiй роботi, є рiвняння

Маккiна-Власова 
dXt = dwt + a(Xt, νt)dt,

νt = distr(Xt),

X|t=0 = x0.

(∗)

Рiвняння подiбного типу одними з перших почали вивчати M. Кац та Г.

П. Маккiн. Рiвняння (*) отримується як граничне рiвняння для послiдов-

ностi систем взаємодiючих частинок, в яких кiлькiсть частинок зростає до

нескiнченностi, а маса кожної частинки прямує до нуля, а саме
dX i,N

t = dwi
t + a(X i,N

t , µNt )dt, i = 1, ..., N, t ∈ [0, T ]

µNt = 1
N

∑N
i=1 δXi,N

t
,

X i,N
0 = xi0.

Рiвняння типу (*) узагальнювались на рiзноманiтнi випадки взаємодiї, не-

однорiднi за часом коефiцiєнти, тощо, див. наприклад роботи Г. Гартнера

[39], А. С. Шнiтмана [63] та Х. Танаки [64].

В данiй дисертацiйнiй роботi узагальнено рiвняння Маккiна-Власова на

випадок, коли розподiл мас частинок є локально скiнченною мiрою. Отри-

мання такого рiвняння ускладнюється тим, що сукупна маса частинок є не-

скiнченною. Зокрема, для нескiнченних мiр вiдсутня метрика Васерштейна,

а також потрiбно доводити, що розподiл мас частинок залишиться локаль-

но скiнченною мiрою. Для отримання такого рiвняння як границi злiченних

систем доводиться розглядати нескiнченнi системи стохастичних диферен-

цiальних рiвнянь.

Iснування та єдинiсть розв’язку стохастичних диференцiальних рiвнянь

є важливим питанням теорiї випадкових процесiв. I. I. Гiхман [3, 4] довiв

iснування та єдинiсть сильного розв’язку стохастичного диференцiального

рiвняння з лiпшицевими коефiцiєнтами. В той же час К. Iто незалежно вiд

I. I. Гiхмана побудував подiбну теорiю стохастичних диференцiальних рiв-

нянь, основану на поняттi стохастичного iнтегралу. Великий внесок в тео-
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рiю стохастичних диференцiальних рiвнянь зробив А. В. Скороход. Зокрема,

вiн довiв iснування слабкого розв’язку для стохастичного диференцiального

рiвняння з неперервними коефiцiєнтами, теорему про iснування та єдинiсть

сильного розв’язку, теореми про залежнiсть розв’язкiв стохастичного ди-

ференцiального рiвняння вiд початкових даних та iншi важливi результати

[14]. В роботi А. К. Звонкiна [8] доведено iснування та єдинiсть сильного

розв’язку одновимiрного стохастичного диференцiального рiвняння з нелi-

пшицевими коефiцiєнтами. Результат А. К. Звонкiна був узагальнений на

багатовимiрний випадок в роботi А. Ю. Веретенникова [69]. В роботi [27]

доведено iснування та єдинiсть сильного розв’язку нескiнченних систем сто-

хастичних диференцiальних рiвнянь. Вiдмiтимо, що припущення цiєї роботи

не виконанi для нескiнченних систем стохастичних диференцiальних рiвнянь

що розглядаютья у дисертацiї.

Рiвняння Маккiна-Власова не вивчалось для випадку, коли сукупна ма-

са взаємодiючих частинок є нескiнченною. В данiй роботi доведено теоре-

му iснування слабкого розв’язку та теорему iснування та єдиностi сильного

розв’язку рiвняння Маккiна-Власова для системи взаємодiючих частинок

з нескiнченною сукупною масою. Доведено теореми iснування та єдиностi

сильного та слабкого розв’язкiв нескiнченних систем стохастичних дифе-

ренцiальних рiвнянь за припущення, що коефiцiенти системи задовольняють

умову скiнченностi радiусу взаємодiї. Також доведено, що рiвняння Маккiна-

Власова з нескiнченою масою є граничним для послiдовностi рiвнянь що за-

дають рух злiченних систем взаємодiючих частинок якщо густота розподiлу

частинок зростає до нескiнченностi а маса частинок прямує до нуля.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами

Робота виконана в Iнститутi математики Нацiональної академiї наук

України у вiддiлi теорiї випадкових процесiв у рамках державної бюджетної

науково-дослiдної теми “Аналiз складних систем,” державний реєстрацiйний

номер 0111U001002.
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Мета та задачi дослiдження

Метою дисертацiйної роботи є розв’язання наступних задач.

• Доведення теорем iснування та єдиностi розв’язку злiченних систем сто-

хастичних диференцiальних рiвнянь з нелiпшицевими коефiцiєнтами.

• Встановлення теорем iснування та єдиностi розв’язку стохастичних ди-

ференцiальних рiвнянь типу середнього поля з нескiнченною масою.

• Доведення граничних теорем для послiдовностi злiченних систем сто-

хастичних диференцiальних рiвнянь зi взаємодiєю.

Об’єкт дослiдження

Об’єктом дослiдження є рiвняння руху злiченної системи взає-

модiючих частинок з нескiнченною сукупною масою. Також об’-

єктом дослiдження є рiвняння типу Маккiна-Власова для випад-

ку, коли сукупна маса взаємодiючих частинок є нескiнченною.

Предмет дослiдження

Предметом дослiдження є iснування слабкого розв’язку та iснува-

ння та єдинiсть сильного розв’язку рiвняння руху злiченної систе-

ми взаємодiючих частинок з нескiнченною сукупною масою та рiв-

няння типу Маккiна-Власова для випадку, коли сукупна маса вза-

ємодiючих частинок є нескiнченною. Також предметом дослiджен-

ня є гранична поведiнка послiдовностi рiвнянь руху злiченної си-

стеми взаємодiючих частинок з нескiнченною сукупною масою.

Методика дослiджень

У роботi використовуються методи теорiї ймовiрностей, стохастичних

диференцiальних рiвнянь, стохастичного аналiзу та теорiї мартингалiв.

Наукова новизна отриманих результатiв

Основнi результати, якi визначають наукову новизну роботи, наступнi.

1. Доведено теорему iснування слабкого розв’язку злiченної системи сто-
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хастичних диференцiальних рiвнянь для обмежених неперервних кое-

фiцiєнтiв дифузiї та зносу.

2. Доведено теореми iснування та єдиностi сильного розв’язку злiченної

системи стохастичних диференцiальних рiвнянь з неплiпшицевим обме-

женим коефiцiєнтом переносу, який задовольняє умову скiнченностi ра-

дiусу взаємодiї.

3. Доведено теорему iснування слабкого розв’язку рiвняння руху конти-

нуальної системи взаємодiючих частинок для обмеженого неперервного

коефiцiєнту зносу та постiйного коефiцiєнту дифузiї.

4. Доведено теореми iснування та єдиностi сильного розв’язку контину-

альної системи стохастичних диференцiальних рiвнянь зi взаємодiєю.

5. Доведено слабку збiжнiсть послiдовностi мiрозначних випадкових про-

цесiв, що визначаються з рiвнянь руху злiченних систем взаємодiючих

частинок до розв’язку рiвняння типу Маккiна-Власова у випадку не-

скiнченної сукупної маси частинок.

6. Доведено сильну збiжнiсть розв’язкiв (тобто мiрозначних процесiв та

траєкторiй окремих частинок) рiвняння руху злiченної системи взає-

модiючих частинок до розв’язку рiвняння типу Маккiна-Власова для

випадку нескiнченної сукупної маси частинок.

Практичне значення отриманих результатiв

Усi отриманi у дисертацiйнiй роботi результати мають теоре-

тичний характер. Отриманi результати можуть мати подаль-

ше застосування у рiзних роздiлах теорiї випадкових процесiв.

Особистий внесок здобувача

Всi результати дисертацiйної роботи отриманi автором самостiйно. За

результатами дисертацiї здобувач опублiкував п’ять робiт [58], [68], [13],
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[67], [19], з них [58], [13] у спiвавторствi з науковим керiвником Пили-

пенком А. Ю., в яких науковому керiвнику належить постановка задачi.

Апробацiя результатiв

Результати дисертацiйної роботи доповiдались та обговорювались на

наступних конференцiях та наукових семiнарах:

• мiжнароднiй науковiй конференцiї “Young Researchers in Stochastic

analysis with applications in Biology, Physiсs and Finance”, Берлiн, По-

тсдам, 2014.

• мiжнароднiй науковiй конференцiї “Probability, Reliability and Stochastic

Optimization”, Київ, 2015.

• мiжнароднiй науковiй конференцiї “Stochastic Processes in Abstract

Spaces”, Київ, 2015.

• ХVII мiжнароднiй науковiй конференцiї iм. акад. Михайла Кравчука,

Київ, 2016.

• всеукраїнськiй науковiй конференцiї “Сучаснi проблеми теорiї ймовiрно-

стей та математичного аналiзу”, Iвано-Франкiвськ, 2012, 2013, 2014,

2016.

• науковому семiнарi “Числення Маллявена та його застосування” вiд-

дiлу теорiї випадкових процесiв Iнституту математики НАН України,

Київ, 2010, 2012, 2014, 2015, 2016 (науковий керiвник професор, доктор

фiзико-математичних наук Андрiй Анатолiйович Дороговцев).

• науковому семiнарi “Forschungseminar, PU”, Потсдам, 2013 (науковий

керiвник професор, доктор Сiлвiя Роеллi).

• науковому семiнарi “Стохастика та її застосування” факультету кiберне-

тики КНУ iменi Тараса Шевченка, Київ, 2016 (науковий керiвник про-

фесор, доктор фiзико-математичних наук Олександр Маратович Iкса-

нов).
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• науковому семiнарi “Статистичнi проблеми для випадкових процесiв

i полiв” при кафедрi математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей

НТУУ “КПI”, Київ, 2016 (науковi керiвники професор, доктор фiзико-

математичних наук Клесов Олег Iванович та професор, доктор фiзико-

математичних наук Iванов Олександр Володимирович).

• науковому семiнарi “Теорiя ймовiрностей та математична статистика”

кафедри теорiї ймовiрностей, статистики та актуарної математики КНУ

iменi Тараса Шевченка, Київ, 2016 (науковi керiвники професор, доктор

фiзико-математичних наук Юлiя Степанiвна Мiшура та професор, до-

ктор фiзико-математичних наук Юрiй Васильович Козаченко).

Публiкацiї

Основнi результати роботи викладено у 5 статтях [13, 19, 58, 67, 68],

опублiкованих у фахових виданнях, та додатково вiдображено в матерiалах

7 конференцiй [16, 17, 18, 20, 21, 56, 66].

Структура та обсяг дисертацiї

Дисертацiя складається зi вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв та пе-

релiку використаних джерел, який мiстить 73 найменування. Повний обсяг

роботи становить 125 сторiнок.

Перший роздiл дисертацiї мiстить огляд лiтератури за тематикою ди-

сертацiї.

У другому роздiлi розглядаються стохастичнi диференцiальнi рiвня-

ння що описують злiченнi системи взаємодiючих частинок.

Позначимо через M простiр локально скiнченних мiр на R з топологiєю

грубої збiжностi τ :

νn
τ→ ν ⇔ ∀f ∈ Cc(R) :

∫
R
fdνn →

∫
R
fdν, n→∞,

де Cc(R) - множина неперервних функцiй з компактним носiєм. Нехай a, b :

R×M→ R – вимiрнi функцiї. Розглянемо нескiнченну систему стохастичних
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диференцiальних рiвнянь


dXk(t) = a(Xk(t), µ(t))dt+ b(Xk(t), µ(t))dwk(t), k ∈ Z, t ∈ [0, T ],

µ(t) =
∑

k∈Z δXk(t),

Xk(0) = uk, k ∈ Z,
(2.1.1)

де {uk, k ∈ Z} – неспадна числова послiдовнiсть така, що limk→+∞ uk =

+∞, limk→−∞ uk = −∞, wk(·) – незалежнi вiнерiвськi процеси. Тут Xk(t)

будемо iнтерпретувати як положення k-ої частинки в момент часу t, мiру

µ(t) – як розподiл мас частинок в момент часу t, uk – як початкове положе-

ння k-ої частинки. Функцiї a та b вiдповiдають за взаємодiю частинок.

Позначимо

pw(t, x) = P ( sup
s∈[0,t]

w(s) ≥ x) = 2

∫ ∞
x∨0

1√
2πt

exp (−y2/2t)dy, x ∈ R, (2.2.2)

де w – вiнерiвський процес.

Теорема 2.2.1. Нехай a та b – обмеженi та неперервнi за сукупнiстю

змiнних функцiї. Припустимо, що iснує стала L > 0 така, що початкова

мiра µ(0) задовольняє спiввiдношення

lim sup
m→∞

µ(0, [−m,m])/mL <∞. (2.2.1)

Тодi iснує слабкий розв’язок рiвняння (2.1.1).

Розглянемо рiвняння (2.1.1) в якому b(x, µ) ≡ 1.
dXk(t) = a(Xk(t), µt)dt+ dwk(t), k ∈ Z, t ∈ [0, T ],

µt =
∑

k∈Z δXk(t),

Xk(0) = uk, k ∈ Z.

(2.3.1)

Має мiсце наступна теорема iснування та єдиностi сильного розв’язку рiв-

няння (2.1.1).

Теорема 2.3.1. Припустимо, що:
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1. функцiя a є вимiрною та обмеженою:

‖a‖∞ := sup
x∈R

sup
ν∈M
|a(x, ν)| <∞;

2. функцiя a має властивiсть скiнченностi радiусу взаємодiї:

∃d > 0 ∀x ∈ R ∀ν ∈M : a(x, ν) = a(x, ν1I(x−d,x+d)),

де (ν1IB)(A) = ν(A ∩B), A,B ∈ B(R);

3. з iмовiрнiстю 1 iснує випадкова послiдовнiсть {yn|n ∈ Z} така, що

∀n ∈ Z : inf
i:ui≥yn

inf
t∈[0,T ]

(ui +wi(t)∧ 0)− sup
i:ui<yn

sup
t∈[0,T ]

(ui +wi(t)∨ 0) ≥ 2‖a‖∞T +d.

Тодi iснує єдиний сильний розв’язок (2.3.1).

З усiх припущень теореми 2.3.1 найскладнiше перевiрити припущення

3. Наступна теорема дає достатнi умови виконання цього припущення.

Теорема 2.3.2. Припустимо, що iснує невипадкова зростаюча послi-

довнiсть {zn|n ∈ Z} така, що:

1. limn→∞ zn = +∞, limn→−∞ zn = −∞;

2. ∃ε1 > 0 ∀n ∈ Z :
∏

i∈Z
(
1− pw(T, |zn − ui| − ‖a‖∞T − d/2)

)
> ε1.

Тодi виконується припущення 3 теореми 2.3.1.

Для локально скiнченної мiри ν позначимо

Λ(ν) := lim sup
n→∞

ν([−n, n])

2n
.

Показник Λ(ν) є верхньою оцiнкою для “середньої густини” атомiв мiри ν.

Для довiльного λ > 0 покладемо

Mλ = {ν|Λ(ν) ≤ λ}.

Наступнi результати вказують широкий клас мiр µ(0), для яких вико-

нується припущення 2 теореми 2.3.2.

Теорема 2.3.4. Нехай µ0 =
∑

k∈Z δuk ∈ Mλ, λd < 1. Припустимо, що ви-

конуються умови 1 та 2 теореми 2.3.1. Тодi iснує єдиний сильний розв’язок
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рiвняння (2.3.1) для довiльного T > 0.

Теорема 2.3.3. Нехай µ0 - незалежна вiд {wk|k ∈ Z} пуасонiвська точкова

мiра з iнтенсивнiстю m. Припустимо, що

∃Cm ∀[α, β] ⊂ R : m([α, β]) ≤ Cm(β − α + 1),

i виконуються припущення 1 та 2 теореми 2.3.1. Тодi iснує єдиний сильний

розв’язок рiвняння (2.3.1) для довiльного T > 0.

Наступна теорема дає достатнi умови iснування та єдиностi сильного

розв’язку у випадку неадитивного дифузiйного коефiцiєнту.

Теорема 2.4.1. Припустимо, що:

1. функцiя a є неперервною та обмеженою:

‖a‖∞ := sup
x∈R

sup
ν∈M
|a(x, ν)| <∞;

2. функцiя b неперервна, обмежена та вiддiлена вiд нуля:

‖b‖∞ := sup
x∈R

sup
ν∈M
|b(x, ν)| <∞, inf

x∈R
inf
ν∈M
|b(x, ν)| > 0;

3. iснує константа Cb,n така, що для довiльного натурального n i до-

вiльних x1, ..., xn, y1, ..., yn має мiсце нерiвнiсть

|b
(
x,

n∑
k=1

δxk
)
− b
(
y,

n∑
k=1

δyk
)
| ≤ Cb,n|x− y|+ Cb,n

n∑
k=1

|xk − yk|;

4. функцiї a та b мають властивiсть скiнченностi радiусу взаємодiї:

∃d > 0 ∀x ∈ R ∀ν ∈M : a(x, ν) = a(x, ν1I(x−d,x+d)), b(x, ν) = b(x, ν1I(x−d,x+d));

5. мiра µ(0) задовольняє наступне припущення: iснує невипадкова зро-

стаюча послiдовнiсть {zn|n ∈ Z} така, що

lim
n→∞

zn = +∞, lim
n→−∞

zn = −∞

i

sup
i∈Z

sup
n∈N

pw(T‖b‖2
∞, |zn − ui| − ‖a‖∞T − d/2) <

1

2
,
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∃r > 0 ∀n ∈ Z :
∏
i∈Z

(
1− pw(T‖b‖2

∞, |zn − ui| − ‖a‖∞T − d/2)
)
> r.

Тодi iснує єдиний сильний розв’язок (2.1.1).

У третьому роздiлi доведено теорему iснування та єдиностi розв’язку

для стохастичного диференцiального рiвняння вигляду
dX(u, t) = a(X(u, t), µ(t))dt+ dw(t), u ∈ R, t ∈ [0, T ],

µ(t) = E
(
m ◦X(·, t)−1

)
,

X(u, 0) = u, u ∈ R,

(3.2.1)

де m – локально скiнченна мiра, w – вiнерiвський процес.

Рiвняння (3.2.1) рiвносильне рiвнянню Маккiна-Власова у випадку, ко-

ли m – ймовiрнiсна мiра, але рiвняння (3.2.1) має сенс i для локально скiн-

ченної мiри m.

Введемо наступнi пiдмножини M :

MC = {µ ∈M : ∀[α, β] ⊂ R : µ([α, β]) ≤ C(β − α + 1)}, M∞ =
⋃
C>0

MC .

Нехай w – вiнерiвський процес, що породжує фiльтрацiю {=t, t ∈ [0, T ]}.
Означення 3.2.1. Сильним розв’язком рiвняння (3.2.1) будемо називати

=t-узгоджену вимiрну за (u, t, ω) випадкову функцiю {X(u, t), u ∈ R, t ∈
[0, T ]} та =t-узгоджений випадковий мiрозначний процес µ(·) такi, що при

пiдстановцi в рiвняння (3.2.1) з iмовiрнiстю 1 отримаємо рiвностi для всiх

u ∈ R, t ∈ [0, T ].

Означення 3.2.2. Нехай задано функцiю a(·, ·) та локально скiнченну мiру

m. Ймовiрнiсний простiр з фiльтрацiєю (Ω,=, (=t, t ≥ 0), P ), =t-узгодженi

випадковi функцiї {X(u, t), u ∈ R, t ∈ [0, T ]}, =t-узгоджений вiнерiвський

процес w та =t-узгоджений мiрозначний процес µ(·) називаються слабким

розв’язком рiвняння (3.2.1) якщо при пiдстановцi в (3.2.1) з iмовiрнiстю 1

отримуємо рiвностi для всiх u ∈ R, t ∈ [0, T ].

Теорема 3.3.1. Припустимо, що:

1. функцiя a : R× (M, ρ) є обмеженою та неперервною за сукупнiстю

змiнних;
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2. ∀C > 0 ∃LC > 0 ∀µ ∈MC : |a(x1, µ)− a(x2, µ)| ≤ LC |x1 − x2|;
3. m ∈M∞.

Тодi iснує слабкий розв’язок рiвняння (3.2.1).

Введемо клас функцiй

F = {f ∈ C1(R) | supp f ⊂ [−1, 1], ‖f‖∞ ≤ 1, ‖f ′‖∞ ≤ 1} (3.4.1)

Введемо метрику на M∞ :

ρ∞(µ, ν) = sup
r∈R

sup
f∈F

∣∣∣∣∫
R
f(x+ r)(µ(dx)− ν(dx))

∣∣∣∣ .
Теорема 3.4.1. Припустимо, що:

1. функцiя a : R× (M, ρ) є обмеженою та неперервною за сукупнiстю

змiнних.

2. ∀C > 0 ∃LC > 0 ∀µ ∈MC ∀x1, x2 ∈ R |a(x1, µ)− a(x2, µ)| ≤ LC |x1 −
x2|.

3. ∃K > 0 ∀x ∈ R ∀µ, ν ∈M∞ |a(x, µ)− a(x, ν)| ≤ Kρ∞(µ, ν).

4. m ∈M∞.

Тодi iснує єдиний сильний розв’язок рiвняння (3.2.1).

Наступнi результати дають достатнi умови iснування та єдиностi силь-

ного розв’язку для випадку, коли функцiя взаємодiї a(x, µ) є iнтегралом за

розподiлом мас, тобто

a(x, µ) =

∫
R
b(y − x)µ(dy). (3.2.7)

Функцiя a, взагалi кажучи, не буде обмеженою, якщо вона задана рiвнi-

стю (3.2.7), i, отже, не задовольняє умовам теореми 3.4.1. Проте завдяки

лiнiйностi взаємодiї вiдносно мiри µ теорему iснування та єдиностi сильно-

го розв’язку та теорему iснування слабкого розв’язку можна довести без

припущення обмеженостi.

Рiвняння (3.2.1) для випадку, коли функцiя a вiдповiдає iнтегральнiй

взаємодiї (3.2.7) можна переписати в наступному виглядi
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 dX(u, t, ω) = dwt(ω) +
∫
R

∫
Ω

b(X(v, t, ω̃)−X(u, t, ω))P (dω̃)m(dv)dt,

X(u, 0) = u.

(3.2.8)

Зробимо наступнi припущення щодо мiри m та функцiї b:

(A1) iснує константа Cm > 0 така, що для довiльного вiдрiзка [α, β] ⊂ R

m([α, β]) ≤ Cm(β − α + 1);

(A2) b ∈ C1(R);

(A3) iснує функцiя R : R → [0,+∞), R монотонно неспадна на (−∞, 0] та

монотонно незростаюча на [0,+∞), така, що |b(z)| ≤ R(z) для всiх

z ∈ R, та CR := 2 supa∈R
∫
RR(z + a)m(dz) < +∞;

(A4) iснує функцiя Q : R → [0,+∞), Q монотонно неспадна на (−∞, 0] та

монотонно незростаюча на [0,+∞), така, що |b′(z)| ≤ Q(z) для всiх

z ∈ R, та CQ := 2 supa∈R
∫
RQ(z + a)m(dz) < +∞.

Нехай {X(u, t), µ(t), u ∈ R, t ∈ [0, T ]} – розв’язок рiвняння (3.2.8).

Позначимо

M(t) = sup
s≤t

sup
u∈R
|X(u, s)− u|. (3.2.9)

Теорема 3.4.2. Припустимо, що виконанi умови (A1)-(A4). Тодi iснує

розв’язок (3.2.8) такий, що

∀α > 0 E exp (αMT ) < +∞.

Розв’язок (3.2.8) є єдиним в такому сенсi: якщо X(u, t) = X(u, t, ω) i

Y (u, t) = Y (u, t, ω) - два розв’язки (3.2.8) такi, що

E sup
u∈R,s∈[0,T ]

|Xs(u, ω)− u| < +∞, E sup
u∈R,s∈[0,T ]

|Y (u, s, ω)− u| < +∞,

то
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P (∀t ∈ [0, T ] ∀u ∈ R : X(u, t) = Y (u, t)) = 1.

У четвертому роздiлi розглядається гранична поведiнка послiдов-

ностi розв’язкiв рiвнянь руху систем взаємодiючих частинок, коли густота

частинок зростає, а маса кожної частинки прямує до нуля.

Для кожного n ∈ N розглянемо нескiнченну систему стохастичних ди-

ференцiальних рiвнянь
dXn

i (t) = a(Xn
i (t), µn(t))dt+ dwi(t), t ∈ [0, T ], i ∈ Z,

µn(t) = 1
n

∑
i∈Z δXn

i (t), t ∈ [0, T ],

µn(0) = 1
nµ

n.

(4.2.1)

Тут для довiльного n ∈ N мiра {µn =
∑

i∈Z δuni |n ∈ N} є пуасонiвською

точковою мiрою з iнтенсивнiстю n m(dx), де m – деяка σ-скiнченна мiра,

вiнерiвськi процеси {wi(·), i ∈ Z} незалежнi в сукупностi i незалежнi вiд

{µn|n ∈ N}.
Ми розглядаємо слабкi розв’язки (4.1.1) i не припускаємо, що розв’язок

єдиний. Якщо функцiя a обмежена та неперервна за сукупнiстю змiнних, то

iснування слабкого розв’язку випливає з теореми 2.2.1.

Теорема 4.3.1. Припустимо, що функцiя a обмежена та неперерв-

на за сукупнiстю змiнних, m ∈ M∞. Нехай µ(·) – довiльна слабка гра-

нична точка послiдовностi {µn(·), n ≥ 1}, що розглядається як послi-

довнiсть випадкових елементiв простору C([0, T ],M). Тодi для довiльної

f ∈ C2,1
c (R× [0, T ])

〈µ(t), f(·, t)〉 = 〈µ(0), f(·, 0)〉+

+

∫ t

0

〈(
f ′x(·, s)a(·, µ(s)) +

1

2
f ′′xx(·, s) + f ′s(·, s)

)
, µ(s)

〉
ds, t ∈ [0, T ]. (4.3.8)

Нехай ϕst(x), s ≤ t, x ∈ R – розв’язок рiвняння{
dϕst(x) = a(ϕst(x), µ(t))dt+ dw(t), t ∈ [s, T ],

ϕss(x) = x,
(4.3.9)
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де µ(·) з теореми 4.3.1, w(·) – незалежний вiд µ(·) вiнерiвський процес.

Позначимо A(x, t) = a(x, µ(t)), Ew – iнтеграл за вiнерiвською мiрою.

Лема 4.3.4. Нехай (µ(t), t ≥ 0) визначено в теоремi 4.3.1. Припустимо,

що функцiя A(x, t) є диференцiйовною за x, причому функцiя A′x(x, t) обме-

жена. Якщо функцiя g ∈ C2
c (R) а функцiя A(x, t) є неперервною за t, то

для довiльного фiксованого S ∈ [0, T ] функцiя f виду

f(t, x) = Ewg(ϕtS(x)), t ∈ [0, S] (4.3.10)

задовольняє спiввiдношення

∀ t ∈ [0, S] 〈µ(t), f(·, t)〉 = 〈µ(0), f(·, 0)〉.

Теорема 4.3.2. Нехай µ(·) – довiльна слабка гранична точка послi-

довностi {µn(·), n ≥ 1}, що розглядається як послiдовнiсть випадкових

елементiв простору C([0, T ],M). Припустимо, що виконуються умови те-

ореми 4.3.1 та леми 4.3.4. Тодi

∀t ∈ [0, T ] µ(t) = Ew

(
m ◦ ϕ0t(·)−1

)
. (4.3.23)

Доведення теорем 3.3.1 та 3.4.1 справедливi i для рiвняння
dϕt(x) = a(ϕt(x), ν(t))dt+ dw(t), x ∈ R, t ∈ [0, T ],

ν(t) = Ewm ◦ ϕt(·)−1,

ϕ0(x) = x, x ∈ R.

(4.4.1)

Отже, за припущень теореми 4.4.1 iснують єдинi сильнi розв’язки рiвнянь

(3.2.1) та (4.4.1). Процес {X(u, t), u ∈ R, t ∈ [0, T ]} з (3.2.1) є вимiрним вiд-

носно вiнерiвської фiльтрацiї, отже, пара {(X(u, t), µ(t)), u ∈ R, t ∈ [0, T ]}
також задовольняє рiвняння (4.4.1). З єдиностi розв’язкiв випливає, що вони

спiвпадають, i з теореми 4.3.2 випливає, що довiльна слабка гранична точка

послiдовностi {µn(·), n ≥ 1} є невипадковою. Таким чином, з теорем 4.3.2
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та 3.4.1 випливає наступний результат.

Теорема 4.4.1. Нехай {µn(·), Xn
i (·), i ∈ Z} – довiльнi розв’язки рiвнянь

(4.2.1). Припустимо, що виконуються наступнi умови:

1. функцiя a : R×M→ R є обмеженою та неперервною за сукупнiстю

змiнних;

2. функцiя a = a(x, µ) є неперервно диференцiйовною за x, причому

∀C > 0 ∃LC > 0 ∀µ ∈MC ∀x ∈ R |a′x(x, µ)| ≤ LC ;

3. ∃K > 0 ∀x ∈ R ∀µ, ν ∈M∞ |a(x, µ)− a(x, ν)| ≤ Kρ∞(µ, ν);

4. m ∈M∞.

Тодi послiдовнiсть мiрозначних процесiв {µn(·), n ≥ 1} ⊂ C([0, T ],M)

слабко збiгається до мiрозначного процесу µ(·), який єдиним чином визна-

чається з рiвняння
dX(u, t) = a(X(u, t), µ(t))dt+ dw(t), u ∈ R, t ∈ [0, T ],

µ(t) = Em ◦X(·, t)−1,

X(u, 0) = u, u ∈ R.

(4.1.2)

З теореми 4.4.1 випливає, що мiрозначний процес µ(·) з рiвняння (3.2.1)

є слабкою границею послiдовностi мiрозначних процесiв {µn(·), n ≥ 1} з

рiвнянь (4.2.1). Для теореми про збiжнiсть траєкторiй окремих частинок

потрiбнi будуть деякi додатковi умови.

Нехай {µi =
∑

j∈Z δui,j} – незалежнi пуасонiвськi точковi мiри з iнтен-

сивнiстю m. Нехай µn =
∑n

i=1 µi для довiльного n ∈ N. Тодi µn є пуасонiв-

ською точковою мiрою з iнтенсивнiстю nm(dx). Нехай {wi,j(·), i ∈ N, j ∈ Z}
– незалежнi вiнерiвськi процеси, причому {wi,j(·), i ∈ N, j ∈ Z} незалежнi

вiд {µi, i ≥ 1}. Розглянемо систему рiвнянь
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
dXn

i,j(t) = a(Xn
i,j(t), µ

n(t))dt+ dwi,j(t), t ∈ [0, T ], i = 1, n, j ∈ Z,
µn(t) = 1

n

∑n
i=1

∑
j∈Z δXn

i,j(t)
, t ∈ [0, T ],

Xn
i,j(0) = ui,j, i = 1, n, j ∈ Z.

(4.4.3)

Вiдмiтимо, що якщо iснує єдиний розв’язок рiвнянь (4.4.3) та (4.2.1), то

мiрозначний процес µn(·) з рiвняння (4.4.3) має такий же розподiл як µn(·)
з рiвняння (4.2.1). Достатнi умови iснування та єдиностi сильного розв’язку

рiвняння (4.4.3) дає, наприклад, теорема 2.3.1.

Теорема 4.4.2. Припустимо, що виконанi умови теореми 4.4.1 та для

довiльного n ≥ 1 iснує єдиний сильний розв’язок рiвняння (4.4.3). Тодi

1. µn(·) P→ µ(·), n→∞ в C([0, T ],M).

2. для довiльних цiлих i та j

lim
n→∞

sup
0≤t≤T

E(Xn
i,j(t)−Xi,j(ui,j, t))

2 = 0,

де Xi,j(·, ·) – розв’язок рiвняння
dXi,j(u, t) = a(Xi,j(u, t), µ(t))dt+ dwi,j(t), u ∈ R, t ∈ [0, T ],

µ(t) = Em ◦Xi,j(·, t)−1,

Xi,j(u, 0) = u, u ∈ R.

(4.4.4)

Приклад 4.4.1. Нехай

a(x, µ) =

= q

(∫
R
g1(y − x)µ(dy), ...,

∫
R
gm(y − x)µ(dy),

∫
R
h1(y)µ(dy), ...,

∫
R
hk(y)µ(dy)

)
,

де

1. функцiя q ∈ C1(Rm+k), функцiї q, q′ є обмеженими;

2. функцiї g1, ..., gm, h1, ..., hk ∈ C1
c (R).

Для такої функцiї a виконанi всi припущення теореми 4.4.2.

Автор висловлює щиру вдячнiсть своєму науковому керiвниковi Пили-

пенку Андрiю Юрiйовичу за цiннi поради та постiйну пiдтримку на всiх

етапах виконання даної роботи.
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Роздiл 1

Огляд лiтератури за темою дисертацiї

1.1 Iснування та єдинiсть розв’язкiв стохастичних диференцiаль-

них рiвнянь

Стохастичнi диференцiальнi рiвняння є важливим роздiлом теорiї випадко-

вих процесiв. I. I. Гiхман в роботах [3, 4] ввiв загальне поняття стохастичного

диференцiального рiвняння та довiв теорему iснування та єдиностi сильного

розв’язку стохастичного диференцiального рiвняння з лiпшицевими коефi-

цiєнтами. У той же час К. Iто [40, 43, 44, 41, 42] незалежно вiд I. I. Гiхмана

побудував теорiю стохастичних диференцiальних рiвнянь, основану на по-

няттi стохастичного iнтегралу. Великий внесок в теорiю стохастичних ди-

ференцiальних рiвнянь зробив А. В. Скороход. Зокрема, вiн довiв [14] iсну-

вання слабкого розв’язку для стохастичного диференцiального рiвняння з

неперервними коефiцiєнтами.

В кiнцi 60-х – початку 70-х рокiв 20 столiття стало зрозумiло, що слiд

розрiзняти поняття сильного та слабкого розв’язкiв стохастичного диферен-

цiального рiвняння.

Розглянемо стохастичне диференцiальне рiвняння в Rn :{
dX(t) = b(t,X(t))dt+ σ(t,X(t))dw(t), t ∈ [0, T ],

X(0) = x0.
(1.1.1)

Тут w(·) є Rm-значним вiнерiвським процесом, b : [0, T ] × Rn → Rn та σ :

[0, T ]× Rn → Rn ⊗ Rm є вимiрними функцiями.

Означення 1.1.1. Нехай {=wt , t ∈ [0, T ]} – фiльтрацiя, породжена вiне-

рiвським процесом. Сильним розв’язком стохастичного диференцiального

рiвняння (1.1.1) називається =wt -узгоджений випадковий процес {X(t), t ∈
[0, T ]} такий, що з iмовiрнiстю 1 рiвнiсть (1.1.1) виконується одразу для всiх

t ∈ [0, T ].
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Означення 1.1.2. Слабким розв’язком стохастичного диференцiального

рiвняння (1.1.1) називаються ймовiрнiсний простiр (Ω,=, P ) та пара =t-
узгоджених випадкових процесiв (X(t), wt) такi, що (wt,=t) є вiнерiвським

процесом i з iмовiрнiстю 1 рiвнiсть (1.1.1) виконується одразу для всiх

t ∈ [0, T ].

Означення 1.1.3. Кажуть, що розв’язок рiвняння (1.1.1) є потраєкторно

єдиним, якщо для довiльних двох розв’язкiв (X ′(t), w′t) та (X ′′(t), w′′t ) з рiв-

ностi м. н. X ′(0) = X ′′(0) та w′t = w′′t , t ≥ 0 випливає, що

P ( max
t∈[0,T ]

|X(t)− Y (t)| > 0) = 0.

Означення 1.1.4. Кажуть, що розв’язок рiвняння є слабко єдиним якщо

для довiльних двох розв’язкiв (X ′(t), w′t) та (X ′′(t), w′′t ) рiвняння (1.1.1) у

цих пар процесiв спiвпадають всi скiнченновимiрнi розподiли.

Питання iснування та єдиностi сильного розв’язку стохастичного дифе-

ренцiального рiвняння вивчали багато математикiв, зокрема Т. Ямада, Ш.

Ватанабе, С. Накао, Н. В. Крилов, А. К. Звонкiн, А. Ю. Веретенников та iн.

Наприклад, Т. Ямада та Ш. Ватанабе встановили зв’язок мiж сильним та

слабким розв’язком. А саме, вони довели [73], що якщо слабкий розв’язок є

потраєкторно єдиним, то вiн є сильним розв’язком. Доведення цiєї теореми

унiверсальне i легко переноситься практично на будь який вид стохастичних

диференцiальних рiвнянь. У роботi А. К. Звонкiна [8] доведено iснування та

єдинiсть сильного розв’язку одновимiрного стохастичного диференцiального

рiвняння з нелiпшицевими коефiцiєнтами. Для доведення даного результа-

ту А. К. Звонкiн використав перетворення, що знищує коефiцiєнт переносу.

Результат А. К. Звонкiна був узагальнений на багатовимiрний випадок у

роботi А. Ю. Веретенникова [69].

Теорема 1.1.1 ([69]). Нехай b та σ – обмеженi борелевi функцiї. Припу-

стимо, що

∃λ > 0 ∀x ∈ Rn ∀t ≥ 0 : σ(t, x)σT (t, x) ≥ λ|x|2,



23

функцiя a(t, x) = σ(t, x)σT (t, x) неперервна, для довiльного t > 0 функцiя

σ(s, ·) на довiльному компактi K ⊂ Rn неперервна рiвномiрно по s ∈ [0, t] i

функцiя σ має вигляд

σ(s, x) = σL(s, σn(x), σn+1(s, x)),

де σn та σn+1 – k-вимiрнi борелевi вектор-фунцiї, σn ∈ W 1
2n,loc(Rn), σn+1 ∈

W 0,1
2n+2,loc([0,+∞) × Rn), функцiя σL(s, z, v) = σL(s, z1, ..., zk, v1, ..., vk) є бо-

релевою i задовольняє умову Лiпшиця по (z, v) рiвномiрно за s ∈ [0, t] для

довiльного t > 0. Тодi iснує єдиний сильний розв’язок рiвняння (1.1.1).

Питання iснування та єдиностi слабкого розв’язку вивчали Н. В. Кри-

лов, М. I. Портенко, А. В. Скороход, Д. В. Струк, С. Р. С. Варадан, та iн.

Приклад стохастичного диференцiального рiвняння, яке має слабкий розв’я-

зок, але не має сильного розв’язку, було наведено Х. Танакою. Скороход [14]

запропонував метод доведення iснування слабкого розв’язку користуючись

теоремою про спiльний iмовiрнiсний простiр.

Теорема 1.1.2. Припустимо, що коефiцiєнти b та σ неперервнi за суку-

пнiстю змiнних i

∃K > 0 ∀t, x ‖a(t, x)‖2 + ‖σ(t, x)‖2 ≤ K(1 + ‖x‖2).

Тодi iснує слабкий розв’язок рiвняння (1.1.1).

Дуже ефективний метод доведення iснування слабкого розв’язку запро-

понували Д. В. Струк та С. Р. С. Варадан [62]. Вони звели питання iснування

слабкого розв’язку до певної проблеми мартингалiв. Наприклад, за допомо-

гою цiєї методики було доведено наступний результат

Теорема 1.1.3 ([62]). Припустимо, що коефiцiєнти b та σ рiвняння (1.1.1)

задовольняють наступнi умови:

1. матриця a(t, x) = σ(t, x)σT (t, x) неперервна за сукупнiстю змiнних;

2. iснує C > 0 таке, що

∀e ∈ Rd eTa(t, x)e ≥ C‖e‖2;
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3. коефiцiєнти b та σ є обмеженими.

Тодi iснує слабкий розв’язок рiвняння (1.1.1) i цей розв’язок є слабко єди-

ним. Бiльш того, цей розв’язок є (неоднорiдним) строго марковським про-

цесом.

У 70-х – 80-х роках 20 столiття почалося дослiдження питання iснуван-

ня та єдиностi розв’язкiв нескiнченновимiрних стохастичних диференцiаль-

них рiвнянь. Якщо коефiцiєнти нескiнченновимiрного стохастичного дифе-

ренцiального рiвняння є лiпшицевими, то доведення iснування та єдиностi

розв’язку в гiльбертовому просторi проводиться аналогiчно скiнченновимiр-

ному випадку. Широкий клас рiвнянь в нескiнченновимiрному просторi не

має скiнченновимiрного аналогу, а саме, рiвняння з необмеженими лiнiйни-

ми операторами, зокрема стохастичнi диференцiальнi рiвняння в частинних

похiдних.

Нехай H – сепарабельний гiльбертiв простiр. Розглянемо нескiнченно-

вимiрне стохастичне диференцiальне рiвняння

dXt = (AXt +B(Xt))dt+ σ(Xt)dWt, X0 = x ∈ H, (1.1.2)

де A : D(A) ⊂ H → H є генератором сильно неперервної напiвгрупи S(t) =

etA, функцiя B : H → H борелiвська та обмежена, Wt є цилiндричним

вiнерiвським процесом.

Нетривiальним є навiть випадок, коли B = 0, σ – лiнiйна функцiя.

Розв’язок (1.1.2) природньо називати лiнiйними стохастичними напiвгрупа-

ми. Вiдповiдне означення було введено А. В. Скороходом в [15] та доведено

теорему iснування та єдиностi розв’язку.

Можна порiзному вводити означення розв’язку рiвняння (1.1.2). Зокре-

ма, можна припускати, що для кожного t випадковий елемент Xt належить

D(A) i виконується рiвнiсть (1.1.2), або припускати, що рiвнiсть (1.1.2) ви-

конується в слабкому сенсi, тобто для довiльного ζ ∈ D(A∗)

〈Xt, ζ〉 = 〈X0, ζ〉+

∫ t

0

(
〈Xs, A

∗ζ〉+ 〈B(Xs), ζ〉
)
ds+

∫ t

0

〈σ(Xs), ζ〉dW (s).
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В наступному означеннi вводиться поняття м’якого розв’язку рiвняння

(1.1.2).

Означення 1.1.5. Будемо називати м’яким розв’язком задачi Кошi (1.1.2)

неперервний =t-узгоджений H-значний процес X = (Xt), якщо

Xt = etAx+

∫ t

0

e(t−s)AB(Xs)ds+

∫ t

0

e(t−s)Aσ(Xs)dWs.

Питання iснування та єдиностi розв’язкiв нескiнченновимiрних стоха-

стичних диференцiальних рiвнянь вивчали А. В. Скороход, Ю. Л. Дале-

цький, Дж. Да Прато, Є. Забчик, Е. Парду, Н. В. Крилов, Б. Л. Розовський

та iн. [15, 28, 55, 48, 29]

1.2 Рух системи взаємодiючих частинок у випадковому середо-

вищi

Рiвняння, що задають рух систем взаємодiючих частинок у випадковому

середовищi, широко вивчались багатьма математиками з рiзних точок зору.

Такi моделi мають застосування в фiзицi, хiмiї, бiологiї i т. д.

Рiвняння Маккiна-Власова є одним iз типiв рiвнянь, що задають ди-

намiку руху взаємодiючих частинок у випадковому середовищi. Рiвняння

Маккiна-Власова вивчали з рiзних точок зору багато математикiв, зокрема

Г. П. Маккiн, Р. Л. Добрушин, М. Кац, Х. Танака, Ю. Гартнер, А. Шнiтман,

Д. Доусон та iншi.

M. Kaц та Г. П. Маккiн отримали рiвняння Маккiна-Власова наступним

чином [45, 46, 50]. Припустимо, що рух N взаємодiючих частинок, кожна з

яких має масу 1/N, задається наступною системою стохастичних диферен-

цiальних рiвнянь
dX i,N

t = dwi
t + a(X i,N

t , µNt )dt, i = 1, ..., N, t ∈ [0, T ]

µNt = 1
N

∑N
i=1 δXi,N

t
,

X i,N
0 = xi0.

(1.2.1)
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Тут wi
t – незалежнi вiнерiвськi процеси, xi0 – однаково розподiленi випадковi

величини, причому {{wi
t, t ≥ 0}, xi0, i = 1, ..., N} – незалежнi в сукупностi.

Випадкову величину X i,N
t можна iнтерпретувати як положення i-тої частин-

ки в момент часу t, µNt – як розподiл мас частинок в момент часу t. Функцiя

a вiдповiдає за взаємодiю мiж частинками.

За природнiх припущень [63, 39] послiдовнiсть розв’язкiв {X i,N
t }N≥1 рiв-

нянь (1.2.1) збiгається при n→∞ до розв’язку рiвняння
dX i

t = dwi
t + a(X i

t , νt)dt,

νt = distr(X i
t),

X i
0 = x0,

(1.2.2)

де distr(X i
t)–розподiл випадкової величини X i

t .

Це рiвняння можна розглядати як рiвняння руху системи взаємодiючих

частинок у випадковому середовищi, iнтерпретуючи мiру νt як розподiл мас

частинок в момент часу t, а для довiльного фiксованого ω ∈ Ω функцiю

X·(ω) – як траєкторiю одної частинки.

Рух системи взаємодiючих частинок у випадковому середовищi також

може бути заданий злiченною системою стохастичних диференцiальних рiв-

нянь. Злiченнi системи стохастичних диференцiальних рiвнянь вивчали С.

Албеверiо, Ю. Г. Кондратьєв, А. В. Скороход, Р. Л. Добрушин, Й. Фрiц, С.

Роеллi, П. Даi Пра та iншi [61, 23, 26, 36]. В основному результати стосуються

слабких, а не сильних розв’язкiв.

У вiддiлi теорiї випадкових процесiв Iнституту математики НАН Укра-

їни багато i плiдно працювали над рiзноманiтними моделями руху систем

взаємодiючих частинок у випадковому середовищi.

В [7] А. А. Дороговцев довiв iснування та єдинiсть розв’язку для ши-

рокого класу систем стохастичних диференцiальних рiвнянь зi взаємодiєю,

навiв достатнi умови iснування стацiонарних розв’язкiв та отримав багато

iнших важливих результатiв. Нехай γ - метрика Васерштейна на просторi

M ймовiрнiсних мiр на Rd. В [7] А. А. Дороговцев, зокрема, довiв наступну
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теорему iснування та єдиностi сильного розв’язку рiвняння (1.2.3).

Теорема 1.2.1. Припустимо, що коефiцiєнти a та b задовольняють на-

ступну умову Лiпшиця вiдносно проcторової та мiрозначної змiнних

∃C > 0∀u1, u2 ∈ Rd, ν1, ν2 ∈M ∀t ≥ 0 : ‖a(u1, ν1, t)− a(u2, ν2, t)‖+

+

(∫
Rd

‖b(u1, ν1, t, q)− b(u2, ν2, t, q)‖2

) 1
2

≤ C(‖u1 − u2‖+ γ(ν1, ν2)).

Припустимо, що функцiї a та b неперервнi за змiнними (x, µ, t) (в

нормi простору L2 на Rd.) Тодi iснує єдиний сильний розв’язок рiвняння
dX(u, t) = a(X(u, t), µt, t)dt+

∫
Rd b(X(u, t), µt, t, q)W (dt, dq)

X(u, 0) = u,

µt = µ0 ◦X(·, t)−1.

(1.2.3)

М. П. Карликова [10] довела наступну теорему про iснування слабкого

розв’язку для системи стохастичних диференцiальних рiвнянь зi взаємодiєю

в Rd.

Теорема 1.2.2. Припустимо, що виконанi наступнi умови

∃C > 0 ∀u ∈ Rd ∀µ ∈M ‖a(u, µ)‖+ ‖b(u, µ)‖ ≤ C(1 + ‖u‖),

∃{LN , N ≥ 1} ∀u, v ∈ B(0, N) ∀µ, λ ∈M

‖a(u, µ)− a(v, λ)‖+ ‖b(u, µ)− b(v, λ)‖ ≤ LN(‖u− v‖+ γ(µ, λ)).

Тодi iснує слабкий розв’язок рiвняння
dX(u, t) = a(X(u, t), µt, t)dt+ b(X(u, t), µt)dw(t)

X(u, 0) = u,

µt = µ0 ◦X(·, t)−1.

(1.2.4)

В роботi [37] А. А. Дороговцев та М. П. Карликова отримали достатнi

умови iснування та єдиностi стацiонарного розв’язку системи
dX(u, t) =

∫
Rd f(X(u, t), v)µt(dv)dt+ b(X(u, t))dw(t)

X(u, 0) = u,

µt = µ0 ◦X(·, t)−1.

(1.2.5)
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Т. В. Маловичко [12] довела аналог теореми Гiрсанова для наступної

системи стохастичних диференцiальних рiвнянь зi взаємодiєю


dX(u, t) =

∫
R
∫
R b(X(v, t), p)µ(dv)f(X(u, t)− p)dp dt+

+
∫
R f(X(u, t)− p)W (dp, dt),

X(u, 0) = u.

(1.2.6)

В. В. Конаровський [11] сконструював математичну модель нескiнчен-

ної системи взаємодiючих дифузiйних частинок. Особливiстю його моделi є

наявнiсть маси у частинок, що впливає на дифузiю. При зiткненнi частинки

склеюються, а їхня маса сумується.

А. В. Скороход [60] запропонував опис мiрозначної дифузiї за допомо-

гою проблеми мартингалiв. В роботi [57] А. Ю. Пилипенко довiв, що ця

мiрозначна дифузiя описується наступною системою стохастичних диферен-

цiальних рiвнянь зi взаємодiєю


dXt(u) = a0(Xt(u), µt)dt+

∑n
k=1 ak(Xt(u), µt)dwk(t),

dρt(u) = (b0(Xt(u), µt)dt+
∑n

k=1 bk(Xt(u), µt)dwk(t)) ρt(u),

µt = (ρtµ) ◦X−1
t .

X0(u) = u, ρ0(u) = 1,

(1.2.7)

де µ є довiльною скiнченною мiрою. В роботi [57] доведено наступну теорему

iснування та єдиностi розв’язку рiвняння (1.2.7).

Теорема 1.2.3. Припустимо, що функцiї ak та bk задовольняють насту-

пнi умови:

1) ak та bk є обмеженими;

2) iснує L > 0 така, що для довiльного k = 0,m, довiльних u1, u2 ∈ Rd

та довiльних скiнченних мiр µ1, µ2

|ak(u1, µ1)− ak(u2, µ2)|+ |bk(u1, µ1)− bk(u2, µ2)| ≤
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L

(
sup
K∈R

∣∣∣∫ K(u1, v)µ1(dv)−
∫
K(u2, v)µ2(dv)

∣∣∣+ |u1 − u2|
)
,

де R – множина функцiй K : Rd × Rd → R, обмежених одиницею, якi

задовольняють умову Лiпшиця з константою не бiльше 1.

Тодi iснує єдиний розв’язок рiвняння (1.2.7).
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Роздiл 2

Слабкi та сильнi розв’язки злiченних

систем стохастичних диференцiальних

рiвнянь

2.1 Вступ

Розглянемо нескiнченну систему стохастичних диференцiальних рiвнянь
dXk(t) = a(Xk(t), µ(t))dt+ b(Xk(t), µ(t))dwk(t), k ∈ Z, t ∈ [0, T ],

µ(t) =
∑

k∈Z δXk(t),

Xk(0) = uk, k ∈ Z.
(2.1.1)

Будемо iнтерпретувати Xk(t) як положення k-ої частинки в момент

часу t, мiру µ(t) як розподiл мас частинок в момент часу t, uk як поча-

ткове положення k-ої частинки, функцiї a та b вiдповiдають за взаємодiю

частинок. Тут δx – це мiра на R з одиничним атомом в точцi x, тобто

∀A ∈ B(R) : δx(A) = 1Ix∈A. Будемо вважати, що {uk|k ∈ Z} – неспадна

числова послiдовнiсть така, що limk→+∞ uk = +∞, limk→−∞ uk = −∞.
В першому пiдроздiлi даного роздiлу буде доведена теорема iснуван-

ня слабкого розв’язку системи (2.1.1). В другому пiдроздiлi буде доведена

теорема iснування та єдиностi сильного розв’язку рiвняння (2.1.1) у випад-

ку b(x, µ) ≡ 1. В третьому пiдроздiлi буде доведена теорема iснування та

єдиностi сильного розв’язку рiвняння (2.1.1).

2.2 Iснування слабкого розв’язку

Позначимо через M простiр локально скiнченних мiр на R з топологiєю

грубої збiжностi τ :
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νn
τ→ ν ⇔ ∀f ∈ Cc(R) :

∫
R
fdνn →

∫
R
fdν, n→∞,

де Cc(R) - множина неперервних функцiй з компактним носiєм.

Означення 2.2.1. Нехай задано функцiї a(·, ·), b(·, ·) та числову послi-

довнiсть {uk, k ∈ Z}. Ймовiрнiсний простiр з фiльтрацiєю (Ω,=, (=t, t ≥
0), P ), =t-узгодженi випадковi процеси {Xk(·), k ∈ Z}, =t-узгодженi незале-

жнi вiнерiвськi процеси {wk, k ∈ Z} та =t-узгоджений мiрозначний процес

µ(·) називаються слабким розв’язком рiвняння (2.1.1), якщо при пiдстановцi

в (2.1.1) з iмовiрнiстю 1 отримуємо рiвностi.

Теорема 2.2.1. Нехай a та b – обмеженi та неперервнi за сукупнiстю

змiнних функцiї. Припустимо, що iснує стала L > 0 така, що початкова

мiра µ(0) задовольняє спiввiдношення

lim sup
m→∞

µ(0, [−m,m])/mL <∞. (2.2.1)

Тодi iснує слабкий розв’язок рiвняння (2.1.1).

Iдея доведення полягає в наступному. Рiвняння (2.1.1) апроксимується

послiдовнiстю систем зi скiнченною початковою мiрою µ(0). Пiсля цього пе-

ревiряється передкомпактнiсть послiдовностi розподiлiв розв’язкiв цих си-

стем. Застосувавши теорему Скорохода про спiльний iмовiрнiсний простiр та

перейшовши до границi у системi (2.1.1), можна отримати слабкий розв’язок

рiвняння (2.1.1).

Для довiльного вiдрiзка [α, β] ⊂ R та числа x ∈ R будемо позначати

d([α, β], x) евклiдову вiдстань вiд точки x до вiдрiзка [α, β]. Позначимо

‖a‖∞ = sup
x∈R

sup
µ∈M
|a(x, µ)|, ‖b‖∞ = sup

x∈R
sup
µ∈M
|b(x, µ)|,

pw(t, x) = P ( sup
s∈[0,t]

w(s) ≥ x) = 2

∫ ∞
x∨0

1√
2πt

exp (−y2/2t)dy, x ∈ R, (2.2.2)

де w – вiнерiвський процес.
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У доведеннi теореми 2.2.1 буде використовуватись наступна лема, яка

дає апрiорну оцiнку на ймовiрнiсть потрапляння траєкторiї частинки в за-

даний вiдрiзок:

Лема 2.2.1. Припустимо, що для довiльного t ∈ [0, T ]

Z(t) = Z0 +

∫ t

0

a1(s)ds+

∫ t

0

b1(s)dw(s), (2.2.3)

причому

∀t ∈ [0, T ] |a1(s)| ≤ ‖a‖∞, |b1(s)| ≤ ‖b‖∞.

Тодi для довiльного вiдрiзка [α, β] ⊂ R

P (∃t ∈ [0, T ] : Z(t) ∈ [α, β]) ≤ pw(T‖b‖2
∞, d([α− ‖a‖∞T, β + ‖a‖∞T ], Z0)).

Доведення леми 2.2.1. З рiвняння (2.2.3) випливає, що

M(t) := Z(t)− Z0 −
∫ t

0

a1(s)ds =

∫ t

0

b1(s)dw(s),

тобтоM(·) є неперервним мартингалом. Тому iснує вiнерiвський процес B(·)
такий, що

∀t ∈ [0, T ] M(t) = B(〈M〉(t)).

Оскiльки для довiльного t ∈ [0, T ]∣∣∣∣∫ t

0

a1(s)ds

∣∣∣∣ ≤ ‖a‖∞t ≤ ‖a‖∞T,
то

P (∃t ∈ [0, T ] : Z(t) ∈ [α, β]) ≤

≤ P ( sup
t∈[0,T‖b‖2∞]

B(t) ≥ d([α− ‖a‖∞T, β + ‖a‖∞T ], Z0)) =

= pw(T‖b‖2
∞, d([α− ‖a‖∞T, β + ‖a‖∞T ], Z0)).

Лема доведена.

Для довiльного n ≥ 1 розглянемо систему стохастичних диференцiаль-

них рiвнянь
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
dXn

k (t) = a(Xn
k (t), µn(t))dt+ b(Xn

k (t), µn(t))dwk(t), k = −n, n, t ∈ [0, T ],

µnt =
∑n

i=−n δXn
i (t),

Xn
k (0) = uk, k = −n, n,

Xn
k (t) = uk, |k| > n, t ∈ [0, T ].

(2.2.4)

Система (2.2.4) рiвносильна


dXn

k (t) = a(Xn
k (t),

∑n
i=−n δXn

i (t))dt+ b(Xn
k (t),

∑n
i=−n δXn

i (t))dwk(t),

k = −n, n, t ∈ [0, T ],

Xn
k (0) = uk, k = −n, n,

Xn
k (t) = uk, |k| > n, t ∈ [0, T ].

(2.2.5)

Система (2.2.5) для −n ≤ k ≤ n є замкненою системою сто-

хастичних диференцiальних рiвнянь. Вирази a(Xn
k (t),

∑n
i=−n δXn

i (t))

та b(Xn
k (t),

∑n
i=−n δXn

i (t)) є неперервними функцiями вiд вектора

(Xn
−n(t), X

n
−n+1(t), ..., X

n
n−1(t), X

n
n(t)). Тому за теоремою Скорохода [14]

iснує слабкий розв’язок системи (2.2.5) а, отже, i системи (2.2.4).

Має мiсце наступна лема про передкомпактнiсть.

Лема 2.2.2. За припущень теореми 2.2.1 для довiльного i ∈ Z послi-

довнiсть розподiлiв процесiв {Xn
i (·), n ≥ 1} як випадкових елементiв в

C([0, T ]) є передкомпактною.

Доведення леми 2.2.2. Для доведення передкомпактностi послiдовно-

стi розподiлiв {Xn
i (·), n ≥ 1} як випадкових елементiв в C([0, T ]) достатньо

перевiрити (див. [49], теорема 1.4.7) що iснує константа C > 0 така що:

∀n ≥ 1 ∀t0, t1 ∈ [0, T ] : E(Xn
i (t1)−Xn

i (t0))
4 ≤ C|t1 − t0|3/2 (2.2.6)

та

∀n ≥ 1 ∀t ∈ [0, T ] : E(Xn
i (t))4 ≤ C. (2.2.7)
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Перевiримо умову (2.2.7).

E(Xn
i (t))4 = E

(
ui +

∫ t

0

a(Xn
i (s), µn(s))ds+

∫ t

0

b(Xn
i (s), µn(s))dwi(s)

)4

≤

≤ 27u4
i +27E

(∫ t

0

a(Xn
i (s), µn(s))ds

)4

+27E

(∫ t

0

b(Xn
i (s), µn(s))dwi(s)

)4

≤

≤ 27(u4
i + t4‖a‖4

∞ + 3t2‖b‖4
∞).

Отже, умова (2.2.7) виконана. Перевiримо умову (2.2.6). Застосувавши фор-

мулу Iто до виразу (Xn
i (t)−Xn

i (t0))
4, отримаємо

d(Xn
i (t)−Xn

i (t0))
4 =

= 4(Xn
i (t)−Xn

i (t0))
3
(
a(Xn

i (t), µn(t))dt+ b(Xn
i (t), µn(t))dwi(t)

)
+

+6(Xn
i (t)−Xn

i (t0))
2b2(Xn

i (t), µn(t))dt. (2.2.8)

Взявши математичне сподiвання вiд обох частин рiвностi (2.2.8), отримаємо

E(Xn
i (t1)−Xn

i (t0))
4 = 4

∫ t1

t0

E
(

(Xn
i (t)−Xn

i (t0))
3a(Xn

i (t), µn(t))+

+6(Xn
i (t)−Xn

i (t0))
2b2(Xn

i (t), µn(t))
)
dt.

З нерiвностi Гельдера випливає, що

E(Xn
i (t1)−Xn

i (t0))
4 ≤ 4

∫ t1

t0

(
E(Xn

i (t)−Xn
i (t0))

4
)3/4(

Ea4(Xn
i (t), µn(t))

)1/4

dt+

+6

∫ t1

t0

(
E(Xn

i (t)−Xn
i (t0))

4
)1/2(

Eb4(Xn
i (t), µn(t))

)1/2

dt ≤

4‖a‖∞
∫ t1

t0

(
E(Xn

i (t)−Xn
i (t0))

4
)3/4

dt+ 6‖b‖2
∞

∫ t1

t0

(
E(Xn

i (t)−Xn
i (t0))

4
)1/2

dt.

(2.2.9)

З (2.2.7) та (2.2.9) випливає, що

E(Xn
i (t1)−Xn

i (t0))
4 ≤ 4‖a‖∞|t1 − t0|C3/4 + 6‖b‖2

∞|t1 − t0|C1/2 =: C1|t1 − t0|.
(2.2.10)
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Пiдставивши оцiнку (2.2.10) в праву частину (2.2.9), отримаємо

E(Xn
i (t1)−Xn

i (t0))
4 ≤ 4‖a‖∞

∫ t1

t0

(
C1|t−t0|

)3/4

dt+6‖b‖2
∞

∫ t1

t0

(
C1|t−t0|

)1/2

dt,

звiдки i випливає умова (2.2.6). Лема доведена.

Будемо позначати через ωf(·) модуль неперервностi функцiї f, а саме

ωf(δ) = sup
|x1−x2|<δ

|f(x1)− f(x2)|.

Позначимо

〈f, µ〉 =

∫
R
f(x)µ(dx).

Лема 2.2.3. За припущень теореми 2.2.1 для довiльної неперервної функцiї

f з компактним носiєм послiдовнiсть розподiлiв {〈f, µn(t)〉}n≥1 є передком-

пактною.

Доведення леми 2.2.3. Достатньо перевiрити двi умови:

∀ε > 0 ∃C > 0 ∀n ≥ 1 P (|〈f, µn(0)〉| > C) < ε, (2.2.11)

∀ε > 0 ∃δ ∈ (0, 1) ∀n ≥ 1 P (ω〈f,µn(·)〉(δ) ≥ ε) ≤ ε. (2.2.12)

Оскiльки

〈f, µn(0)〉 =
∑
|i|≤n

f(Xn
i (0)) =

∑
|i|≤n

f(ui)→
∑
i∈Z

f(ui), n→∞,

то послiдовнiсть {〈f, µn(0)〉, n ≥ 1} обмежена i умова (2.2.11) виконана.

Перевiримо умову (2.2.12). Легко бачити, що для довiльного M ∈ N

P (ω〈f,µn(·)〉(δ) ≥ ε) ≤ P (∃|i| > M ∃t ∈ [0, T ] : Xn
i (t) ∈ supp f)+

+
∑
|i|≤M

P

(
ωf(Xn

i (·))(δ) ≥
ε

2M + 1

)
.

Нехай supp f ⊂ [−m,m]. Тодi

P (∃|i| > M ∃t ∈ [0, T ] : Xn
i (t) ∈ [−m,m]) ≤
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≤
∑
|i|>M

P (∃t ∈ [0, T ] : X i
n(t) ∈ [−m,m]) ≤

≤
∑
i:i>M

pw(T‖b‖2
∞, ui − ‖a‖∞T −m) +

∑
i:i<−M

pw(T‖b‖2
∞,−ui − ‖a‖∞T −m).

Позначимо SM праву частину останньої нерiвностi. Користуючись (2.2.1),

легко отримати, що SM <∞. З леми 2.2.2 та з [1, теорема 8.2] випливає, що

∀i ∈ Z ∀ε > 0 ∃δ = δ(i, ε) ∈ (0, 1) ∀n ≥ 1 : P (|ωXn
i
(δ)| ≥ ε) ≤ ε.

Нехай ε > 0 задане. ВиберемоM таке, що SM < ε/2. Нехай ε1 ∈ (0, ε
4M+2) та-

ке, що ωf(ε1) < ε/(4M+2). Оскiльки для модуля неперервностi суперпозицiї

функцiй маємо

ωf(g)(δ) ≤ ωf(ωg(δ)),

то для

δ = min
−M−1≤i≤M+1

δ (i, ε1)

маємо

P (ω〈f,µn(·)〉(δ) > ε) ≤ P (∃|i| ≥M ∃t ∈ [0, T ] : Xn
i (t) ∈ [−m,m])+∑

|i|≤M

P (ωf(Xn
i (·))(δ) > ε/(4M + 2)) ≤ ε/2 + ε/2 = ε.

Лема доведена.

Лема 2.2.4. За припущень теореми 2.2.1 послiдовнiсть розподiлiв

{µn(·), n ≥ 1} як випадкових елементiв в C([0, T ],M) є передкомпактною.

Доведення леми 2.2.4. Нехай {fn, n ∈ N} – всюди щiльна множина в

Cc(R). Тодi топологiя збiжностi в M породжується метрикою

ρ(µ, ν) =
∑
n∈N

1/2n
(∣∣∣∣∫

R
fndµ−

∫
R
fndν

∣∣∣∣ ∧ 1

)
(2.2.13)

i (M, ρ) є повним сепарабельним метричним простором [31].

Позначимо

M(Cm,m ≥ 1) = {µ ∈M|∀m ≥ 1 µ((−m,m)) ≤ Cm}.
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Зауваження 2.2.1. Якщо множина G вiдкрита i νn
w→ ν, то ν(G) ≤

lim infn→∞ νn(G) [1, теорема 1.2.1]. В означеннi M(Cm,m ≥ 1) iнтервал

(−n, n) береться вiдкритим для того, щоб множина M(Cm,m ≥ 1) була

замкненою.

Перевiримо що для довiльної послiдовностi {Cm,m ∈ N} множина

M(Cm,m ≥ 1) є компактом в M. Достатньо довести, що якщо {νn, n ≥
1} ⊂ M(Cm,m ≥ 1), то iснує пiдпослiдовнiсть {νnk, k ≥ 1} така, що

νnk → ν ∈M(Cm,m ≥ 1).

З теореми Прохорова випливає, що множина {1I(−l,l)(x)ν(dx)|ν ∈
M(Cm,m ≥ 1)} є передкомпактною. Отже, для довiльного l ∈ N з послi-

довностi {1I(−l,l)(x)νn(dx)}n≥1 можна вибрати збiжну пiдпослiдовнiсть. Дi-

агональним методом виберемо пiдпослiдовнiсть {νnk, k ≥ 1} таку, що для

довiльного l ∈ N послiдовнiсть {1I(−l,l)(x)νn(dx)}n≥1 є збiжною. Нехай

1I(−l,l)(x)νn(dx)→ ν l, n→∞. (2.2.14)

Тодi для довiльних l1 < l2 i довiльної функцiї f ∈ Cc(R) такої, що supp f ⊂
(−l1, l1) маємо ∫

R
fdνn →

∫
R
fdν l1,

∫
R
fdνn →

∫
R
fdν l2.

Отже,

1I(−l1,l1)(x)ν l1(dx) = 1I(−l1,l1)(x)ν l2(dx),

тому iснує мiра ν ∈M(Cm,m ≥ 1) така, що

∀l ≥ 1 1I(−l,l)(x)ν l(dx) = 1I(−l,l)(x)ν(dx).

Тепер з (2.2.14) випливає, що

∀f ∈ Cc(R)

∫
R
fdνn →

∫
R
fdν.

Отже, νnk → ν. Компактнiсть множини {M(Cm),m ≥ 1} доведена.
Для доведення леми достатньо перевiрити двi умови [38, теорема 3.7.2]:
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1. для довiльних ε > 0 та t ∈ [0, T ] ∩ Q iснує компакт Γε,t ⊂ M такий,

що

sup
n
P (µn(t) ∈ Γε,t) ≥ 1− ε;

2. ∀ε > 0 ∃δ > 0 : supn P (ωµn(·)(δ) ≥ ε) ≤ ε.

Перевiримо умову 1. Для цього оцiнимо

E
∑
i∈Z

1I∃t∈[0,T ]:Xn
i (t)∈[−m,m] ≤ |{i : ui ∈ [−m− ‖a‖∞T,m+ ‖a‖∞T ]}|+

∑
i:ui<−m−‖a‖∞T

pw(T‖b‖2
∞,−m− ‖a‖∞T − ui)+

∑
i:ui>m+‖a‖∞T

pw(T‖b‖2
∞, ui −m− ‖a‖∞T ). (2.2.15)

Позначимо Cm праву частину нерiвностi (2.2.15). З (2.2.1) i з того, що

pw(t, x) ∼ 2

x
√

2πt
e−x

2/2t, x→∞,

випливає, що ∑
i:ui>m+‖a‖∞T

pw(T‖b‖2
∞, ui −m− ‖a‖∞T ) ≤

∑
k≥m+‖a‖∞T

∣∣{i : |ui| < k}
∣∣pw(T‖b‖2

∞, k −m− ‖a‖∞T ) <∞.

Аналогiчно можна перевiрити що i iнша сума в (2.2.15) скiнченна, отже,

Cm <∞.

З (2.2.15) та з нерiвностi Чебишова випливає, що

P (µn(t) /∈M(2mCm/ε,m ≥ 1)) ≤

≤
∑
m∈N

P (µn(t)([−m,m]) ≥ 2mCm/ε) ≤
∑
m∈N

ε/2m = ε.

Отже, умова 1 виконана. Перевiримо умову 2.

ρ(µn(t1), µ
n(t2)) =

∑
m∈N

1/2m (|〈fm, µn(t1)〉 − 〈fm, µn(t2)〉| ∧ 1) ≤
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≤
∑
m∈N

1/2m(ω〈fm,µn(·)〉(|t1 − t2|) ∧ 1).

Тепер умова 2 випливає з (2.2.12). Лема доведена.

З лем 2.2.3, 2.2.4 та дiагонального методу Кантора випливає, що iснує

деяка пiдпослiдовнiсть {nk, k ≥ 1} така, що послiдовнiсть (Xnk
i (·), i ∈

Z, µnk(·)), k ≥ 1 є слабко збiжною як послiдовнiсть випадкових елементiв в

C([0, T ],R∞)× C([0, T ],M).

Отже, за теоремою Скорохода про спiльний iмовiрнiсний простiр

iснує ймовiрнiсний простiр (Ω̃, F̃ , P̃ ) i випадковi процеси на ньому

{X̃nk
i (·), w̃nk

i (·), µ̃nk(·)}i∈Z, k≥1 та X̃i(·), w̃i(·), i ∈ Z, µ̃(·) такi, що X̃nk
i

P1→
X̃i, w̃

nk
i

P1→ w̃i як випадковi елементи в C([0, T ]), i µ̃nk(·) → µ̃(·), k → ∞
як випадковi елементи в C([0, T ],M), причому

∀k ≥ 1 (X̃nk
i (·), w̃nk

i (·), µ̃nk(·))i∈Z
d
= (Xnk

i (·), wnk
i (·), µnk(·))i∈Z.

Надалi для спрощення позначень будемо вважати, що

∀i Xn
i (·) P1→ Xi(·), wn

i (·) P1→ wi(·) та µn(·) P1→ µ(·) при n→∞.

Лема 2.2.5. За припущень теореми 2.2.1

∀f ∈ Cc(R) E sup
t∈[0,T ]

∑
i∈Z

|f(Xn
i (t))− f(Xi(t))| → 0, n→∞.

Доведення леми 2.2.5. Нехай f ∈ Cc(R), число l ∈ N таке, що

supp f ⊂ (−l, l). Тодi

E sup
t∈[0,T ]

∑
i∈Z

|f(Xn
i (t))− f(Xi(t))| ≤ E sup

t∈[0,T ]

∑
|i|≤N

|f(Xn
i (t))− f(Xi(t))|

+‖f‖∞
∑
|i|>N

(P (∃t ∈ [0, T ] : Xn
i (t) ∈ (−l, l)) + P (∃t ∈ [0, T ] : Xi(t) ∈ (−l, l)))

(2.2.16)

З леми 2.2.1 (застосованої до Xn
i ) та умови (2.2.1) аналогiчно оцiнюванню

(2.2.15) випливає, що

lim
N→∞

∑
|i|>N

P (∃t ∈ [0, T ] : Xn
i (t) ∈ (−l, l)) = 0.
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Нехай ε > 0 задане. Виберемо N ∈ N таке, що∑
|i|>N

P (∃t ∈ [0, T ] : Xn
i (t) ∈ (−l, l)) < ε.

Оскiльки з леми Фату

limn→∞
∑
|i|>N

P (∃t ∈ [0, T ] : |Xn
i (t)| > l) ≥

∑
|i|>N

P (∃t ∈ [0, T ] : |Xi(t)| > l),

маємо, що права частина (2.2.16) не перевищує 3ε для N ≥ N0. Лема дове-

дена.

З леми 2.2.5 випливає, що

∀j ∈ N sup
t∈[0,T ]

∑
i∈Z

|fj(Xn
i (t))− fj(Xi(t))|

P→ 0, n→∞,

де функцiї fj з означення метрики (2.2.13). А отже, µn(·)→ µ(·) за ймовiрнi-

стю. Перейшовши до пiдпослiдовностi, не обмежуючи загальностi, можемо

вважати, що µn(·)→ µ(·) майже напевно. Перейшовши тепер до границi при

n→∞ в системi
dXn

k (t) = a(Xn
k (t), µn(t))dt+ b(Xn

k (t), µn(t))dwn
k (t), k ∈ Z, t ∈ [0, T ],

µn(t) =
∑n

i=−n δXn
i (t),

Xn
k (0) = uk, k ∈ Z,

(2.2.17)

отримаємо, що (Xi(·), i ∈ Z, µ(·)) є слабким розв’язком рiвняння (2.1.1).

Збiжнiсть iнтегралiв Лебега випливає з теореми Лебега про мажоровану збi-

жнiсть. Збiжнiсть стохастичних iнтегралiв перевiряється як у доведеннi те-

ореми Скорохода про слабке iснування розв’язку стохастичного диференцi-

ального рiвняння (див. [14], параграф 3.3). Теорема 2.2.1 доведена.
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2.3 Iснування та єдинiсть сильного розв’язку для систем з одно-

рiдною дифузiєю

Розглянемо рiвняння (2.1.1) в якому b(x, µ) ≡ 1.
dXk(t) = a(Xk(t), µt)dt+ dwk(t), k ∈ Z, t ∈ [0, T ],

µt =
∑

k∈Z δXk(t),

Xk(0) = uk, k ∈ Z.

(2.3.1)

Нехай =t – фiльтрацiя, породжена початковою умовою µ0 та вiнерiвськими

процесами wk(·), k ∈ Z.

Означення 2.3.1. Сильним розв’язком рiвняння (2.3.1) називаються =t-
узгодженi випадковi процеси {Xk(·), k ∈ Z} та випадковий мiрозначний про-

цес µ(·) що мають майже напевно неперервнi траєкторiї i при пiдстановцi в

(2.3.1) з iмовiрнiстю 1 отримуємо рiвнiсть.

Має мiсце наступна теорема iснування та єдиностi.

Теорема 2.3.1. Припустимо, що:

1. функцiя a є вимiрною та обмеженою:

‖a‖∞ := sup
x∈R

sup
ν∈M
|a(x, ν)| <∞;

2. функцiя a має властивiсть скiнченностi радiусу взаємодiї:

∃d > 0 ∀x ∈ R ∀ν ∈M : a(x, ν) = a(x, ν1I(x−d,x+d)),

де (ν1IB)(A) = ν(A ∩B), A,B ∈ B(R);

3. з iмовiрнiстю 1 iснує випадкова послiдовнiсть {yn|n ∈ Z} така, що

∀n ∈ Z : inf
i:ui≥yn

inf
t∈[0,T ]

(ui +wi(t)∧ 0)− sup
i:ui<yn

sup
t∈[0,T ]

(ui +wi(t)∨ 0) ≥ 2‖a‖∞T +d.

Тодi iснує єдиний сильний розв’язок (2.3.1).

Зауваження 2.3.1. Умова 2 означає, що частинки, якi знаходяться на вiд-

станi бiльше d, не взаємодiють мiж собою.
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Зауваження 2.3.2. З умови 3 слiдує, що систему частинок можна розбити на

злiченну кiлькiсть скiнченних пiдсистем, вiдстань мiж якими бiльша за d для

довiльного t ∈ [0, T ]. Тому, згiдно з умовою 2, цi пiдсистеми не взаємодiють

мiж собою.

Зауваження 2.3.3. З усiх припущень теореми 2.3.1 найскладнiше перевiрити

припущення 3. Теорема 2.3.2 (див. далi) дає достатнi умови виконання цього

припущення.

Приклад 2.3.1. Нехай функцiя f обмежена вимiрна, а функцiя g вимiрна

i має компактний носiй. Тодi функцiя

a(x, µ) = f

(∫
R
g(y − x)µ(dy)

)
задовольняє припущення 1 та 2 теореми 2.3.1, при цьому умова 2 виконується

з довiльним d таким, що supp g ⊂ (−d, d).

Доведення теореми 2.3.1 З теореми Веретенникова [69] випливає, що

якщо функцiя b : Rd × [0, T ] → Rd є обмеженою та вимiрною функцiєю, то

стохастичне диференцiальне рiвняння{
dY (t) = b(t, Y (t))dt+ dW (t), t ∈ [0, T ],

Y (0) = Y0

(2.3.2)

має єдиний сильний розв’язок. Тут W (t), t ∈ [0, T ] - вiнерiвський процес в

Rd.

Розбиття з умови 3, взагалi кажучи, є випадковим i упереджуючим.

Тому безпосередньо теорему Веретенникова використати неможливо. Для

доведення iснування та єдиностi розв’язку (2.3.1) розглянемо послiдовнiсть

систем
dXn

i (t) = a(Xn
i (t), µt)dt+ dwi(t), −n ≤ i ≤ n, t ∈ [0, T ],

dXn
i (t) = 0, |i| > n,

µnt =
∑

k∈Z δXn
k (t),

Xn
i (0) = ui, i ∈ Z.

(2.3.3)
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Пiдставивши друге та третє рiвняння в перше рiвняння системи, отри-

маємо, що (2.3.3) рiвносильно скiнченнiй системi стохастичних диференцi-

альних рiвнянь. Отже, за теоремою Веретенникова, iснує єдиний розв’язок

(2.3.3).

Позначимо через τn1,n2 iнфiмум тих t ∈ [0, T ], для яких iснують iндекси

k1 ∈ (n1, n2] та k2 /∈ (n1, n2] такi, що

|uk1 + wk1(t)− uk2 − wk2(t)| ∨ |uk1 − uk2 − wk2(t)|∨

∨|uk1 + wk1(t)− uk2| ≤ 2‖a‖∞T + d.

Доведемо, що м. н.

∀t ∈ [0, τn1,n2] ∀n ≥ |n1| ∨ |n2| : X
|n1|∨|n2|
i (t) = Xn

i (t). (2.3.4)

Дiйсно, для n ≥ |n1| ∨ |n2|, t ≤ τn1,n2, k ∈ (n1, n2] маємо

Xn
k (t) = uk + wk(t) +

∫ t

0

a(Xn
k (s), µns )ds =

= uk + wk(t) +

∫ t

0

a(Xn
k (s), µns1I[Xn

k (s)−d,Xn
k (s)+d])ds. (2.3.5)

З означення τn1,n2 випливає, що

∀j /∈ (n1, n2] ∀s ∈ [0, τn1,n2] : |Xn
j (s)−Xn

k (s)| ≥ d.

Тому

µns1I[Xn
k (s)−d,Xn

k (s)+d] =
∑

n1<j≤n2

δXn
j (s)1I[Xn

k (s)−d,Xn
k (s)+d], s ∈ [0, τn1,n2].

Отже,

Xn
k (t) = uk + wk(t) +

∫ t

0

a(Xn
k (s),

∑
n1<j≤n2

δXn
j (s))ds, t ∈ [0, τn1,n2].

Тому Xn
k (t), t ∈ [0, τn1,n2], k ∈ (n1, n2] та X

|n1|∨|n2|
k (t), t ∈ [0, τn1,n2], k ∈

(n1, n2], є розв’язками одної й тої ж системи рiвнянь. Звiдси
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X
|n1|∨|n2|
k = Xn

k (t), t ∈ [0, τn1,n2] м. н. (2.3.6)

З припущення 3 теореми випливає, що м. н.

∀k ∈ Z ∃n1 < k ∃n2 ≥ k : τn1,n2 = T. (2.3.7)

З (2.3.6) та (2.3.7) випливає, що з iмовiрнiстю 1 для довiльного k ∈ Z
розв’язки Xn

k (t), t ∈ [0, T ] спiвпадають, починаючи з деякого n0.

Позначимо

Xk(t) = lim
n→∞

Xn
k (t). (2.3.8)

Отже,

Xk(t) = uk + wk(t) +

∫ t

0

a(Xk(s),
∑

n1<j≤n2

δXj(s))ds, k ∈ (n1, n2], t ∈ [0, τn1,n2].

(2.3.9)

Тепер, враховуючи (2.3.7), легко бачити, що Xk(t), k ∈ Z, t ∈ [0, T ] є

розв’язком (2.3.1). Iснування сильного розв’язку (2.3.1) доведено.

Нехай {Yk(·), k ∈ Z} - iнший розв’язок (2.3.1). Тодi з теореми Веретен-

никова для довiльних n1 < n2 маємо

Xk(s) = Yk(s), k ∈ (n1, n2], s ∈ [0, τn1,n2].

Знову враховуючи (2.3.7), отримаємо, що розв’язки {Xk(·), k ∈ Z} та

{Yk(·), k ∈ Z} спiвпадають. Теорема доведена.

Наступна теорема дає достатнi умови виконання припущення 3 теореми

2.3.1.

Теорема 2.3.2. Припустимо, що iснує невипадкова зростаюча послiдов-

нiсть {zn|n ∈ Z} така, що:

1. limn→∞ zn = +∞, limn→−∞ zn = −∞;

2. ∃ε1 > 0 ∀n ∈ Z :
∏

i∈Z
(
1− pw(T, |zn − ui| − ‖a‖∞T − d/2)

)
> ε1.

Тодi виконується припущення 3 теореми 2.3.1.
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Зауваження 2.3.4. Теореми 2.3.1 та 2.3.2 справедливi i у випадку, якщо по-

чатковий розподiл мас

µ0 =
∑
k∈N

δuk,

а не

µ0 =
∑
k∈Z

δuk,

де {uk, k ≥ 1} - неспадна числова послiдовнiсть така, що

lim
k→+∞

uk = +∞.

Доведення теореми 2.3.2 Спочатку доведемо, що

∀k ≥ 1 P ( sup
i:ui<zk

sup
t∈[0,T ]

(ui + wi(t)) <∞) = 1. (2.3.10)

Зафiксуємо довiльне k ≥ 1. З припущення 2 теореми випливає, що∑
i:ui<zk

pw(T, |zk − ui| − ‖a‖∞T − d/2) < +∞, (2.3.11)

тобто∑
i:ui<zk

P
(

sup
t∈[0,T ]

(ui + wi(t)) ≥ zk − ‖a‖∞T − d/2
)
< +∞. (2.3.12)

Отже, за лемою Бореля-Кантеллi, кiлькiсть цiлих i таких, що ui < zk

та supt∈[0,T ](ui + wi(t)) ≥ zk − ‖a‖∞T − d/2 є скiнченною. Звiдси випливає

(2.3.10).

Аналогiчно,

∀k ≥ 1 P
(

inf
i:ui>zk

inf
t∈[0,T ]

(ui + wi(t)) > −∞
)

= 1.

Позначимо

ξk = max
t∈[0,T ]

(uk + wk(t)), (2.3.13)

ηk = min
t∈[0,T ]

(uk + wk(t)). (2.3.14)
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Для доведення теореми достатньо довести, що подiї

Ak = { sup
i:ui<zk

ξi ≤ zk − d/2− ‖a‖∞T, inf
i:ui>zk

ηi ≥ zk + d/2 + ‖a‖∞T} (2.3.15)

м. н. вiдбуваються нескiнченно часто при k → +∞ та при k → −∞. Доведе-

ння цих тверджень є аналогiчними, тому доведемо що подiї Ak вiдбуваються

нескiнченно часто при k → +∞.
Безпосередньо другу частину леми Бореля-Кантеллi не можна застосо-

вувати до подiй Ak, оскiльки вони є залежними. Iдея доведення полягає в

наближеннi подiй деякої пiдпослiдовностi Akn подiями A′kn, в яких максимум

та мiнiмум в означеннi подiй Ak замiняється, вiдповiдно, максимумом та мi-

нiмумом за скiнченними неперетинними множинами iндексiв. Таким чином

отримана послiдовнiсть подiй A′kn буде послiдовнiстю незалежних подiй.

Аналогiчно доведенню (2.3.10) можна перевiрити, що для довiльного

цiлого k кiлькiсть цiлих i таких, що ui > zk та ηi ≤ zk + ‖a‖∞T + d/2 є

скiнченною м. н. Звiдси

ηn
P1→ +∞, n→ +∞,

i значить

ξn
P1→ +∞, n→ +∞.

Отже, для довiльних n ∈ Z та ε > 0 iснує l(n, ε) таке, що

∀l ≥ l(n, ε) : P ( sup
n<k≤n+l

ξk 6= sup
k≤n+l

ξk) < ε, P (inf
k>n

ηk 6= inf
n+l≥k>n

ηk) < ε.

(2.3.16)

Нехай {mk|k ∈ N} ⊂ Z - деяка строго зростаюча послiдовнiсть. Позна-

чимо

i(k) = max{i|ui ≤ zmk
}.

Побудуємо послiдовнiсть {mk} так, щоб

∀k ≥ 1 i(k + 1)− i(k) ≥ max{l(i(k), 1/2k), 2}. (2.3.17)
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Тодi

P (∀M ∃k > M : sup
i≤i(k)

ξi ≤ zmk
−d/2−‖a‖∞T, inf

i>i(k)
ηi ≥ zmk

+d/2+‖a‖∞T ) ≥

P (∀M ∃k > M : sup
i≤i(k)

ξi = sup
i(k−1)<i≤i(k)

ξi, inf
i>i(k)

ηi = inf
i(k+1)≥i>i(k)

ηi,

sup
i(k−1)<i≤i(k)

ξi ≤ zmk
− d/2− ‖a‖∞T, inf

i(k+1)≥i>i(k)
ηi ≥ zmk

+ d/2 + ‖a‖∞T ) ≥

P (B1 ∩B2), (2.3.18)

де

B1 = {∃M ∀k > M : sup
i≤i(k)

ξi = sup
i(k−1)<i≤i(k)

ξi, inf
i>i(k)

ηi = inf
i(k+1)≥i>i(k)

ηi},

(2.3.19)

B2 = {∀M ∃k > M : sup
i(k−1)<i≤i(k)

ξi ≤ zmk
− d/2− ‖a‖∞T,

inf
i(k+1)≥i>i(k)

ηi ≥ zmk
+ d/2 + ‖a‖∞T}. (2.3.20)

Подiя B1 полягає в тому, що починаючи з деякого номера виконуються всi

подiї

{ sup
i≤i(k)

ξi = sup
i(k−1)<i≤i(k)

ξi, inf
i>i(k)

ηi = inf
i(k+1)≥i>i(k)

ηi},

подiя B2 полягає в тому, що подiї

sup
i(k−1)<i≤i(k)

ξi ≤ zmk
− d/2− ‖a‖∞T, inf

i(k+1)≥i>i(k)
ηi ≥ zmk

+ d/2 + ‖a‖∞T}

виконуються нескiнченно часто при n→∞.
З (2.3.17) та (2.3.16) випливає, що∑

k≥1

P ({ sup
i≤i(k)

ξi 6= sup
i(k−1)<i≤i(k)

ξi} ∪ { inf
i>i(k)

ηi 6= inf
i(k+1)≥i>i(k)

ηi}) ≤

≤
∑
k≥1

(1/2k + 1/2k) < +∞.

Отже, за лемою Бореля-Кантеллi, P -м. н. для всiх k окрiм, можливо,

скiнченної кiлькостi, має мiсце подiя

{ sup
i≤i(k)

ξi = sup
i(k−1)<i≤i(k)

ξi, inf
i>i(k)

ηi = inf
i(k+1)≥i>i(k)

ηi},
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тобто P (B1) = 1.

Позначимо

Ck = { sup
i(2k−1)<i≤i(2k)

ξi ≤ zm2k
− d/2− ‖a‖∞T,

inf
i(2k+1)≥i>i(2k)

ηi ≥ zm2k
+ d/2 + ‖a‖∞T}

Подiї Ck, k ≥ 1 є незалежними. Для встановлення P (B2) = 1 за лемою

Бореля-Кантеллi достатньо перевiрити, що∑
k≥1

P (Ck) = +∞. (2.3.21)

Оцiнимо ймовiрнiсть P (Ck) знизу:

P (Ck) = P

 i(2k)⋂
i=i(2k−1)+1

{max
t∈[0,T ]

(ui + wi(t)) ≤ zmk
− d/2− T‖a‖∞}∩

i(2k+1)⋂
i=i(2k)+1

{ min
t∈[0,T ]

(ui + wi(t)) ≥ zmk
+ d/2 + T‖a‖∞}

 =

i(2k+1)∏
i=i(2k−1)+1

(1− pw(T, |zmk
− ui| − d/2− T‖a‖∞})) ≥

∏
i∈Z

(1− pw(T, |zmk
− ui| − d/2− T‖a‖∞})) > ε1,

тут ε1 > 0 з припущення 2 даної теореми. Звiдси випливає (2.3.21), значить

P (B2) = 1. Отже, P (B1∩B2) = 1, i з (2.3.18) випливає, що подiї Ak, визначенi

в (2.3.15), м.н. вiдбуваються нескiнченно часто при k → +∞ та при k → −∞.
Теорема доведена.

Теорема 2.3.3. Нехай µ0 - незалежна вiд {wk|k ∈ Z} пуасонiвська точкова

мiра з iнтенсивнiстю m. Припустимо, що

∃Cm ∀[α, β] ⊂ R : m([α, β]) ≤ Cm(β − α + 1),

i виконуються припущення 1 та 2 теореми 2.3.1. Тодi iснує єдиний силь-

ний розв’язок рiвняння (2.3.1) для довiльного T > 0.
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Доведення теореми 2.3.3 Якщо iнтенсивнiсть пуасонiвської точкової

мiриm є скiнченною мiрою, то мiра µ майже напевно має скiнченну кiлькiсть

атомiв i iснування та єдинiсть сильного розв’язку (2.3.1) випливає з теоре-

ми Веретенникова. Надалi розглядаємо випадок, коли m([0,+∞)) = +∞ i

m((−∞, 0]) = +∞. Випадок, коли одна з величин m([0,+∞)) i m((−∞, 0])

є скiнченною розглядається аналогiчно. Нехай µ =
∑

k∈Z δuk. Без втрати

загальностi будемо вважати, що послiдовнiсть {uk, k ∈ Z} впорядкована

за зростанням. Оскiльки {uk, k ∈ Z} та {wi, i ∈ Z} незалежнi, то доста-

тньо побудувати цiлочисельну вимiрну вiдносно σ(uk, k ∈ Z) послiдовнiсть

{zn|n ≥ 0} таку що м. н. задовольняє припущення теореми 2.3.2. Для вiд’-

ємних n послiдовнiсть {zn} будується аналогiчно.

Позначимо

A = d/2 + ‖a‖∞T,

D1(x, r) =
∏

|ui−x|>r

(1− pw(T, |x− ui| − A)),

D2(x, r) =
∏

|ui−x|≤r

(1− pw(T, |x− ui| − A)),

D(x) =
∏
i∈Z

(1− pw(T, |x− ui| − A)).

Лема 2.3.1. Нехай µ - пуасонiвька точкова мiра, що задовольняє припу-

щення теореми 2.3.3. Тодi для всiх B > 0, x ∈ R :∑
i∈Z

pw(T, |x− ui| −B) < +∞ м. н.

Доведення леми 2.3.1. Позначимо f(y) = m([0, y))1Iy≥0 −
m([y, 0))1Iy<0. Не обмежуючи загальностi, можна вважати, що

µ([y1, y2)) = Π([f(y1), f(y2))), [y1, y2) ⊂ R,

де Π – пуасонiвська точкова мiра з iнтенсивнiстю 1. Тому з посиленого закону

великих чисел випливає, що

P (lim sup
n→∞

µ([x− n, x+ n])/2n ≤ Cm) = 1.
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Отже,

P (∃Q > 0 ∀n ∈ N µ([x− n, x+ n]) ≤ Qn) = 1.

Тодi з iмовiрнiстю 1∑
i∈Z

pw(T, |x− ui| −B) =
∑
k∈N

∑
i:|x−ui|∈[k−1,k)

pw(T, |x− ui| −B) ≤

∑
k∈N

|{i : |x−ui| ∈ [k−1, k)}|pw(T, k−1−B) ≤
∑
k∈N

Qkpw(T, k−1−B) < +∞,

оскiльки

pw(t, x) ∼
√

2t√
πx

exp (−x2/2t), x→ +∞.

Лема доведена.

Для довiльного x ∈ N визначимо пуасонiвську точкову мiру µx =∑
k∈Z δvk(x) з iнтенсивнiстю 2Cm

(
δx +

∑
k∈Z δk

)
таким чином, щоб

∀r > 0 µ([x− r, x+ r]) ≤ µx([x− r, x+ r]).

А саме, позначимо

Ix(k) =


[x+ k, x+ k + 1), k ≥ 1,

(x− 1, x+ 1), k = 0,

(x+ k − 1, x+ k], k ≤ −1,

(2.3.22)

i µx(k) = µ(Ix(k)) + ξk, де {ξk|k ∈ Z} - незалежнi пуасонiвськi випадковi

величини, незалежнi вiд µ, причому ξk ∼ Pois(2Cm − m(Ix(k))), k ∈ Z.
Позначимо

Dv
1(x, r) =

∏
i:|vi(x)−x|>r

(1− pw(T, |x− vi(x)| − A)),

Dv
2(x, r) =

∏
i:|vi(x)−x|≤r

(1− pw(T, |x− vi(x)| − A)),

Dv(x) =
∏
i∈Z

(1− pw(T, |x− vi(x)| − A))
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Розподiл Dv
1(x, r), Dv

2(x, r) та Dv(x) однаковий для всiх x ∈ N. Крiм

того,

∀x ∈ Z ∀r > 0 : D1(x, r) ≥ Dv
1(x, r), D2(x, r) ≥ Dv

2(x, r), D(x) ≥ Dv(x).

(2.3.23)

З леми 2.3.1 випливає, що Dv
1(x, r)→ 1, r → +∞ з iмовiрнiстю 1, тому

∀i ∈ N ∃ri ∈ N ∀x ∈ Z : P (Dv
1(x, ri) < 1/2) < 1/2i. (2.3.24)

З (2.3.23) та (2.3.24) випливає, що

∀i ∈ N ∀x ∈ Z : P (D1(x, ri) < 1/2) < 1/2i.

Виберемо послiдовнiсть {xi|i ≥ 1} ⊂ Z наступним чином:

x1 = 0, xk+1 = xk + rk + rk+1 + 1, k ≥ 1.

Тодi з леми Бореля-Кантеллi випливає, що

P (∃k0 ∀k > k0 : D1(xk, rk) > 1/2) = 1.

Виберемо A2 > ‖a‖∞T +d так, щоб pw(T,A2−A) < 1/2. Не обмежуючи

загальностi, можна вважати, що {rk, k ≥ 1} вибранi таким чином, що A2 <

rk для всiх k ∈ N. Оцiнимо ймовiрнiсть

P (µ([xk − A2, xk + A2]) = 0, D2(xk, rk) > 1/2) ≥

P (µ([xk−A2, xk+A2]) = 0)P (
∏

A2<|vi(x)−x|<rk

(1−pw(T, |x−vi(x)|−A)) > 1/2) ≥

exp(−Cm(2A2 + 1))P (Dv
1(x,A2) > 1/2). (2.3.25)

Оскiльки мiри в послiдовностi {µ1I[xk−rk,xk+rk], k ≥ 1} є незалежними, i

оцiнка ймовiрностi (2.3.25) рiвномiрна за k, то з iмовiрнiстю 1 iснує пiдпо-

слiдовнiсть {xnk|k ≥ 1} ⊂ {xk|k ≥ 1} така, що

∀k ≥ 1 : µ([xnk − A2, xnk + A2]) = 0, D2(xnk, rnk) > 1/2.
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Отже, при nk > k0 маємо µ([xnk − A2, xnk + A2]) = 0, D2(xnk, rnk) >

1/2, D1(xnk, rnk) > 1/2. Звiдси

D(xnk) = D1(xnk, rnk)D2(xnk, rnk) > 1/4,

тобто послiдовнiсть zk = xnk, k ≥ 1, задовольняє припущення теореми 2.3.2.

Теорема доведена.

Для локально скiнченної мiри ν позначимо

Λ(ν) := lim sup
n→∞

ν([−n, n])

2n
.

Показник Λ(ν) є верхньою оцiнкою для “середньої густини” атомiв мiри ν.

Для довiльного λ > 0 покладемо

Mλ = {ν|Λ(ν) ≤ λ}.

Теорема 2.3.4. Нехай µ0 =
∑

k∈Z δuk ∈Mλ, λd < 1. Припустимо, що вико-

нуються умови 1 та 2 теореми 2.3.1. Тодi iснує єдиний сильний розв’язок

рiвняння (2.3.1) для довiльного T > 0.

Доведення теореми 2.3.4 Перевiримо, що виконуються умови теоре-

ми 2.3.2 для деякого T0. Позначимо AT = ‖a‖∞T + d/2, fT (x) = pw(T, |x| −
AT ) ∧ 1/2.

З (2.2.2) випливає, що

I(T ) :=

∫
R
fT (x)dx < +∞, In(T ) :=

∫
|x|>n

fT (x)dx < +∞.

Позначимо

ST (x) =
∑
i∈Z

fT (x− ui).

Оцiнимо iнтеграл∫ n

−n
ST (x)dx =

∑
i∈Z

∫ n

−n
fT (x− ui)dx ≤

∑
i:ui∈[−n,n]

∫
R
fT (x− ui)dx+

∑
k∈N

∑
i:|ui|∈(k+n−1,k+n]

∫
|x−ui|≥k

fT (x− ui)dx ≤
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|{i : ui ∈ [−n, n]}|I(T ) +
∑
k∈N

|{i : |ui| ≤ k + n}|Ik(T ).

Виберемо ε > 0 таким чином, щоб λ(1 + ε) < 1/d. Оскiльки µ(0) ∈Mλ,

то iснує n0 = n0(ε) таке, що для всiх n ≥ n0(ε)

|{i : ui ≤ n}| ≤ 2nλ(1 + ε).

Звiдси∫ n

−n
ST (x)dx ≤ 2nλ(1 + ε)I(T ) +

∑
k∈N

2(k + n)λ(1 + ε)Ik(T ) < +∞. (2.3.26)

Скiнченнiсть правої частини нерiвностi випливає з означення I(T ), Ik(T ) та

з (2.2.2).

Позначимо

f(x) := lim
T→0

fT (x) =

{
0, |x| > d/2,

1/2, |x| ≤ d/2.
(2.3.27)

Помiтимо, що I(T )→ d та Ik(T )→ (d− 2k)1Ik<d/2 при T → 0 + .

Позначимо S(x) =
∑

i∈Z f(x− ui).
Використавши (2.3.26), (2.3.27) та теорему Лебега про мажоровану збi-

жнiсть, отримаємо, що∫ n

−n
S(x)dx = lim

T→0

∫ n

−n
ST (x)dx.

Доведемо, що

lim
T→0

lim sup
n→∞

∫ n
−n(ST (x)− S(x))dx

2n
= 0. (2.3.28)

Позначимо

K(T ) =

∫
R
(fT (x)− f(x))dx, Kn(T ) =

∫
|x|∈[n,n+1)

(fT (x)− f(x))dx.

Аналогiчно до оцiнювання
∫ n
−n ST (x)dx маємо

1

2n

∫ n

−n
(ST (x)− S(x))dx ≤ 1

2n
|{i : ui ∈ [−n, n]}|K(T )+
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1

2n

∑
k∈N

∑
i:ui∈(k+n−1,k+n]

∑
j≥k

Kj(T ) ≤ 1

2n
λ(1 + ε)nK(T )+

1

2n

∑
j∈N

Kj(T )
∑

0≤ k≤ j

|{i : |ui| ∈ (k + n− 1, k + n]}| =

1

2n
λ(1 + ε)nK(T ) +

1

2n

∑
j∈N

Kj(T )|{i : |ui| ∈ (n− 1, j + n]}| ≤

1

2n
λ(1 + ε)nK(T ) +

1

2n

∑
j∈N

Kj(T )|{i : |ui| ≤ j + n}| ≤

≤ 1

2n
λ(1 + ε)nK(T ) +

1

2n

∑
j∈N

2λ(1 + ε)(j + n)Kj(T ), n ≥ n0(ε).

Отже,

1

2n

∫ n

−n
(ST (x)− S(x))dx ≤ λ

1 + ε

2

K(T ) +
∑
j∈N

Kj(T )

+

λ(1 + ε)

n

∑
j∈N

jKj(T ) = λ(1 + ε)K(T ) +
λ(1 + ε)

n

∑
j∈N

jKj(T ), n ≥ n0(ε).

За теоремою Лебега про монотонну збiжнiсть K(T ) → 0, T → 0. З

означення Kj(T ) легко бачити, що
∑

j∈N jKj(T ) < +∞. Звiдси випливає

(2.3.28). Легко бачити, що∫ n
−n S(x)dx

2n
→ λd/2, n→∞. (2.3.29)

Позначимо H(x) = sup{T > 0|K(T ) < x}. Враховуючи, що λd < 1 з (2.3.28)

та (2.3.29) отримаємо, що

∀T0 < H

(
1− λd

2λ(1 + ε)

)
: lim sup

n→∞

∫ n
−n ST0(x)dx

2n
< 1/2. (2.3.30)

Покладемо

T0 =
1

2
H

(
1− λd

2λ(1 + ε)

)
.

Тодi

∀n0 ∃x, |x| > n0 : ST0(x) < 1/2.
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З означення ST (x) випливає, що якщо ST (x) < 1/2, то

∀i ≥ 1 pw(T, |x− ui| − AT ) < 1/2.

Для довiльного y ∈ [0, 1/2] має мiсце нерiвнiсть ln(1− y) ≥ −2y.

Звiдси якщо ST0(x) < 1/2, то∑
i∈Z

ln(1−pw(T0, |ui−x|−AT0)) ≥ −
∑
i∈Z

2pw(T0, |ui−x|−AT0) = −2ST0(x) ≥ −1.

Позначимо z0 довiльне число з множини {z ∈ R|ST0(z) < 1/2}, при n ≥
0 позначимо zn+1 довiльне число з множини {z ≥ zn + 1|ST0(z) < 1/2},
аналогiчно zn−1 ∈ {z ≤ zn − 1|ST0(z) < 1/2} для n < 0. Тодi∏

i∈Z

(
1− pw(T, |zn − ui| − ‖a‖∞T − d/2)

)
≥ e−1.

Тому за теоремою 2.3.2 iснує єдиний сильний розв’язок (2.3.1) на вiд-

рiзку t ∈ [0, T0].

Лема 2.3.2. Нехай {Xk(t)|t ∈ [0, T ], k ∈ Z} - розв’язок (2.3.1), Λ(µ0) < +∞.
Тодi

∀t ∈ [0, T ] : Λ(µ0) = Λ(µt).

Доведення леми 2.3.2. З того, що Λ(µ0) < +∞ випливає, що

lim inf
|k|→+∞

uk
k

= lim inf
|k|→+∞

Xk(0)

k
≥ 2

Λ(µ0)
.

Звiдси

∀δ > 0
∑
k∈Z

P

(
sup
t∈[0,T ]

|wk(t)| > δ|Xk(0)|

)
< +∞.

Отже, з леми Бореля-Кантеллi випливає, що м. н. для всiх k окрiм,

можливо, скiнченної кiлькостi

sup
t∈[0,T ]

|wk(t)| ≤ δ|Xk(0)|.

Звiдси м. н. для всiх k окрiм, можливо, скiнченної кiлькостi

sup
t∈[0,T ]

|Xk(t)−Xk(0)| ≤ ‖a‖∞T + sup
t∈[0,T ]

|wk(t)| ≤ ‖a‖∞T + δ|Xk(0)|.
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Тому з iмовiрнiстю 1 iснує n0 таке, що при n ≥ n0{
k : |Xk(0)| ≤ n

1 + 2δ

}
⊂ {k : |Xk(t)| ≤ n} ⊂ {k : |Xk(0)| ≤ n(1 + 2δ)}

Отже, з iмовiрнiстю 1

lim sup
n→∞

µt([−n, n])

2n
≤ lim sup

n→∞

µ0([−n(1 + 2δ), n(1 + 2δ)])

2n
= Λ(µ0)(1 + 2δ).

Аналогiчно

lim sup
n→∞

µt([−n, n])

2n
≥ Λ(µ0)

1 + 2δ
м. н.

Спрямувавши δ → 0, отримаємо Λ(µt) = Λ(µ0) м. н.

Лема доведена.

З леми 2.3.2 випливає, що µT0 ∈Mλ. Тому розв’язок (2.3.1) можна єди-

ним чином продовжити на t ∈ [T0, 2T0], потiм на t ∈ [2T0, 3T0], i так далi.

Отже, iснує єдиний розв’язок (2.3.1) для довiльного T > 0. Теорема доведе-

на.

2.4 Iснування та єдинiсть сильного розв’язку для систем з некон-

стантним дифузiйним коефiцiєнтом

В даному пiдроздiлi доведена наступна теорема iснування та єдиностi силь-

ного розв’язку рiвняння (2.1.1).

Теорема 2.4.1. Припустимо, що:

1. функцiя a є неперервною та обмеженою:

‖a‖∞ := sup
x∈R

sup
ν∈M
|a(x, ν)| <∞;

2. функцiя b неперервна, обмежена та вiддiлена вiд нуля:

‖b‖∞ := sup
x∈R

sup
ν∈M
|b(x, ν)| <∞, inf

x∈R
inf
ν∈M
|b(x, ν)| > 0;
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3. iснує константа Cb,n така, що для довiльного натурального n i до-

вiльних x1, ..., xn, y1, ..., yn має мiсце нерiвнiсть

|b
(
x,

n∑
k=1

δxk
)
− b
(
y,

n∑
k=1

δyk
)
| ≤ Cb,n|x− y|+ Cb,n

n∑
k=1

|xk − yk|;

4. функцiї a та b мають властивiсть скiнченностi радiусу взаємодiї:

∃d > 0 ∀x ∈ R ∀ν ∈M : a(x, ν) = a(x, ν1I(x−d,x+d)), b(x, ν) = b(x, ν1I(x−d,x+d)).

5. мiра µ(0) задовольняє наступне припущення: iснує невипадкова зро-

стаюча послiдовнiсть {zn|n ∈ Z} така, що

lim
n→∞

zn = +∞, lim
n→−∞

zn = −∞

i

sup
i∈Z

sup
n∈N

pw(T‖b‖2
∞, |zn − ui| − ‖a‖∞T − d/2) <

1

2
,

∃r > 0 ∀n ∈ Z :
∏
i∈Z

(
1− pw(T‖b‖2

∞, |zn − ui| − ‖a‖∞T − d/2)
)
> r.

Тодi iснує єдиний сильний розв’язок (2.1.1).

Зауваження 2.4.1. Умова 4 означає, що частинки, якi знаходяться на вiд-

станi бiльше d, не взаємодiють мiж собою.

Зауваження 2.4.2. Прологарифмувавши нескiнченнi добутки та скористав-

шись оцiнками виду−Cx < ln(1−x) < −x, x ∈ (0, 1−ε), легко отримати, що

припущення 5 теореми 2.4.1 рiвносильне наступнiй умовi: iснує невипадкова

зростаюча послiдовнiсть {zn|n ∈ Z} така, що

lim
n→∞

zn = +∞, lim
n→−∞

zn = −∞

i

∃r > 0 ∀n ∈ Z :
∏
i∈Z

(
1− 2pw(T‖b‖2

∞, |zn − ui| − ‖a‖∞T − d/2)
)
> r.
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Зауваження 2.4.3. У випадку b(·, ·) ≡ 1 для розбиття системи на скiнченнi

пiдсистеми достатньо знати лише траєкторiї вiнерiвських процесiв. Зараз же

стохастичнi iнтеграли ∫ t

0

b(Xi(s), µ(s))dwi(s)

залежать також вiд самого розв’язку. Тому не вдається отримати iснуван-

ня розв’язку, розбиваючи систему рiвнянь на злiченну кiлькiсть скiнченних

пiдсистем та застосовуючи теорему Веретенникова. I, на вiдмiну вiд випадку

b(·, ·) ≡ 1, потрiбне припущення неперервностi коефiцiєнтiв для доведення

iснування слабкого розв’язку. Для доведення потраєкторної єдиностi також

потрiбне бiльш сильне припущення на µ(0), щоб довести, що для довiль-

них двох розв’язкiв система рiвнянь може бути однаковим чином розбита на

злiченну кiлькiсть скiнченних пiдсистем.

Доведення теореми 2.4.1 В першому пiдроздiлi даного роздiлу до-

ведено iснування слабкого розв’язку рiвняння (2.1.1) за бiльш слабких при-

пущень (теорема 2.2.1). Тому для доведення теореми достатньо перевiрити

потраєкторну єдинiсть розв’язку рiвняння (2.1.1). Тодi iснування та єдинiсть

розв’язку рiвняння (2.1.1) буде випливати з теореми Ямада-Ватанабе.

Iдея доведення потраєкторної єдиностi розв’язку рiвняння (2.1.1) поля-

гає в наступному. Користуючись умовою 5 теореми 2.4.1 ми доводимо, що

для довiльних двох сильних розв’язкiв (2.1.1) систему частинок майже на-

певно можна однаково розбити на злiченну кiлькiсть скiнченних пiдсистем,

вiдстань мiж якими бiльша за d для довiльного t ∈ [0, T ]. Тому, згiдно з умо-

вою 4, цi пiдсистеми не взаємодiють мiж собою. Отже, систему стохастичних

диференцiальних рiвнянь (2.1.1) можна розбити на злiченну кiлькiсть окре-

мих скiнченних пiдсистем, для яких виконуються умови теореми Веретенни-

кова про iснування та єдинiсть розв’язку системи стохастичних диференцi-

альних рiвнянь [69]. Взагалi кажучи, розбиття на пiдсистеми є випадковим

та упереджуючим, тому потраєкторна єдинiсть не випливає безпосередньо з

теореми Веретенникова i потрiбнi деякi додатковi мiркування.
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Припустимо, що (X1
k(t), µ1(t), k ∈ Z, t ∈ [0, T ]) та (X2

k(t), µ2(t), k ∈
Z, t ∈ [0, T ]) - розв’язки (2.1.1). Доведемо, що

P (∀n ∈ N ∃m ≥ n : ∀j ∈ {1, 2} sup
k≤m

sup
t∈[0,T ]

Xj
k(t) + d ≤ inf

k>m
inf

t∈[0,T ]
Xj
k(t)) = 1

(2.4.1)

Для довiльних k ∈ Z, i ∈ {1, 2} функцiя

M i
k(t) =

∫ t

0

b(X i
k(s), µ

i(s))dwk(s)

є мартингалом, причому для довiльних i, j ∈ {1, 2} та рiзних k, l ∈ Z має

мiсце 〈M i
k,M

j
l 〉 = 0. Iснує послiдовнiсть (див. [2], теорема 2.7.3) незалежних

пар вiнерiвських процесiв {(B1
k(·), B2

k(·))|k ∈ Z} (всерединi пари B1
k, B

2
k мо-

жуть бути залежними) таких, що

∀t ∈ [0, T ] ∀k ∈ Z ∀i ∈ {1, 2} : M i
k(t) = Bi

k(〈M i
k〉(t)). (2.4.2)

Позначимо

ξik = uk + ‖a‖∞T + sup
t∈[0,T‖b‖2∞]

Bi
k(t), η

i
k = uk − ‖a‖∞T + inf

t∈[0,T‖b‖2∞]
Bi
k(t),

Перевiримо, що

∀k ≥ 1 P ( sup
i:ui<zk

ξik <∞) = 1. (2.4.3)

Зафiксуємо довiльне k ≥ 1. З припущення 5 теореми 2.4.1 випливає, що∑
i:ui<zk

pw(T‖b‖2
∞, |zk − ui| − ‖a‖∞T − d/2) < +∞, (2.4.4)

тобто

∀q ∈ {1, 2}
∑
i:ui<zk

P
(
ξqk ≥ zk − ‖a‖∞T − d/2

)
< +∞. (2.4.5)

Отже, за лемою Бореля-Кантеллi, для довiльного q ∈ {1, 2} кiлькiсть

цiлих i таких, що ui < zk та ξqi (t) ≥ zk − ‖a‖∞T − d/2 є скiнченною. Звiдси

випливає (2.4.3).
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Аналогiчно,

∀q ∈ {1, 2}∀k ≥ 1 P ( inf
i:ui>zk

ηqi > −∞) = 1.

Для доведення (2.4.1) достатньо довести, що подiї

Ak = {∀q ∈ {0, 1} sup
i:ui<zk

ξqi ≤ zk− d/2−‖a‖∞T, inf
i:ui>zk

ηqi ≥ zk + d/2 + ‖a‖∞T}

(2.4.6)

м. н. вiдбуваються нескiнченно часто при k → +∞ та при k → −∞. Доведе-

ння цих тверджень є аналогiчними, тому доведемо що подiї Ak вiдбуваються

нескiнченно часто при k → +∞.
Безпосередньо другу частину леми Бореля-Кантеллi не можна застосо-

вувати до подiй Ak, оскiльки вони є залежними. Iдея доведення полягає в

наближеннi подiй деякої пiдпослiдовностi Akn подiями A′kn, в яких максимум

та мiнiмум в означеннi подiй Ak замiняється, вiдповiдно, максимумом та мi-

нiмумом за скiнченними неперетинними множинами iндексiв. Таким чином

отримана послiдовнiсть подiй A′kn буде послiдовнiстю незалежних подiй.

Аналогiчно доведенню (2.4.3) можна перевiрити, що для довiльного цi-

лого k кiлькiсть цiлих i таких, що ui > zk та ηqi ≤ zk + ‖a‖∞T + d/2 для всiх

q ∈ {1, 2} є скiнченною м. н. Отже,

∀q ∈ {1, 2} ηqn
P1→ +∞, n→ +∞,

i значить

∀q ∈ {1, 2} ξqn
P1→ +∞, n→ +∞.

Отже, для довiльних n ∈ Z та ε > 0 iснує l(n, ε) таке, що

∀l ≥ l(n, ε) : P (∀q ∈ {1, 2} sup
n<k≤n+l

ξqk 6= sup
k≤n+l

ξqk) < ε,

P (∀q ∈ {1, 2} inf
k>n

ηqk 6= inf
n+l≥k>n

ηqk) < ε. (2.4.7)

Нехай {mk|k ∈ N} ⊂ Z – деяка строго зростаюча послiдовнiсть. Позна-

чимо

i(k) = max{i|ui ≤ zmk
}.
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Побудуємо послiдовнiсть {mk} так, щоб

∀k ≥ 1 i(k + 1)− i(k) ≥ max{l(i(k), 1/2k), 2}. (2.4.8)

Тодi

P (∀M ∃k > M : ∀q ∈ {1, 2} sup
i≤i(k)

ξqi ≤ zmk
− d/2− ‖a‖∞T,

inf
i>i(k)

ηqi ≥ zmk
+ d/2 + ‖a‖∞T ) ≥

P (∀M ∃k > M : ∀q ∈ {1, 2} sup
i≤i(k)

ξqi = sup
i(k−1)<i≤i(k)

ξqi , inf
i>i(k)

ηqi = inf
i(k+1)≥i>i(k)

ηqi ,

sup
i(k−1)<i≤i(k)

ξqi ≤ zmk
− d/2− ‖a‖∞T, inf

i(k+1)≥i>i(k)
ηqi ≥ zmk

+ d/2 + ‖a‖∞T ) ≥

P (B1 ∩B2), (2.4.9)

де

B1 = {∃M ∀k > M : ∀q ∈ {1, 2} sup
i≤i(k)

ξqi = sup
i(k−1)<i≤i(k)

ξqi , inf
i>i(k)

ηqi = inf
i(k+1)≥i>i(k)

ηqi },

(2.4.10)

B2 = {∀M ∃k > M : ∀q ∈ {1, 2} sup
i(k−1)<i≤i(k)

ξqi ≤ zmk
− d/2− ‖a‖∞T,

inf
i(k+1)≥i>i(k)

ηqi ≥ zmk
+ d/2 + ‖a‖∞T}. (2.4.11)

Подiя B1 полягає в тому, що починаючи з деякого номера виконуються всi

подiї

{∀q ∈ {1, 2} sup
i≤i(k)

ξqi = sup
i(k−1)<i≤i(k)

ξqi , inf
i>i(k)

ηqi = inf
i(k+1)≥i>i(k)

ηqi },

подiя B2 полягає в тому, що подiї

{∀q ∈ {1, 2} sup
i(k−1)<i≤i(k)

ξqi ≤ zmk
−d/2−‖a‖∞T, inf

i(k+1)≥i>i(k)
ηqi ≥ zmk

+d/2+‖a‖∞T}

виконуються нескiнченно часто при n→∞.
З (2.4.8) та (2.4.7) випливає, що∑

k≥1

P
(
∀q ∈ {1, 2} { sup

i≤i(k)

ξqi 6= sup
i(k−1)<i≤i(k)

ξqi }∪
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∪{∀q ∈ {1, 2} inf
i>i(k)

ηqi 6= inf
i(k+1)≥i>i(k)

ηqi }
)
≤
∑
k≥1

(1/2k + 1/2k) < +∞.

Отже, за лемою Бореля-Кантеллi, P -м. н. для всiх k окрiм, можливо,

скiнченної кiлькостi, має мiсце подiя

{∀q ∈ {1, 2} sup
i≤i(k)

ξqi = sup
i(k−1)<i≤i(k)

ξqi , inf
i>i(k)

ηqi = inf
i(k+1)≥i>i(k)

ηqi },

тобто P (B1) = 1.

Позначимо

Ck = {∀q ∈ {1, 2} sup
i(2k−1)<i≤i(2k)

ξqi ≤ zm2k
− d/2− ‖a‖∞T,

inf
i(2k+1)≥i>i(2k)

ηqi ≥ zm2k
+ d/2 + ‖a‖∞T}

Подiї Ck, k ≥ 1 є незалежними. Для встановлення P (B2) = 1 за лемою

Бореля-Кантеллi достатньо перевiрити, що∑
k≥1

P (Ck) = +∞. (2.4.12)

Оцiнимо ймовiрнiсть P (Ck) знизу:

P (Ck) = P

 i(2k)⋂
i=i(2k−1)+1

{∀q ∈ {1, 2} ξqi ≤ zmk
− d/2− T‖a‖∞}∩

i(2k+1)⋂
i=i(2k)+1

{∀q ∈ {1, 2} ηqi ≥ zmk
+ d/2 + T‖a‖∞}

 =

i(2k+1)∏
i=i(2k−1)+1

(1− 2pw(T‖b‖2
∞, |zmk

− ui| − d/2− T‖a‖∞})) ≥

∏
i∈Z

(1− 2pw(T‖b‖2
∞, |zmk

− ui| − d/2− T‖a‖∞})) > r,

тут r > 0 з зауваження 2.4.2. Звiдси випливає (2.4.12), значить, P (B2) =

1. Отже, P (B1 ∩ B2) = 1, i з (2.4.9) випливає, що подiї Ak, визначенi в

(2.4.6), м.н. вiдбуваються нескiнченно часто при k → +∞ та при k → −∞.
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Отже, (2.4.1) доведено. Подальше доведення теореми (2.4.1) проводиться

аналогiчно доведенню теореми (2.2.1). Теорема доведена.

Наступнi результати дають приклади широких класiв мiр µ(0) що за-

довольняють припущення 5 теореми 2.4.1.

Теорема 2.4.2. Нехай µ0 - незалежна вiд {wk|k ∈ Z} пуасонiвська точкова

мiра з iнтенсивнiстю m. Припустимо, що

∃Cm ∀[a, b] ⊂ R : m([a, b]) ≤ Cm(b− a+ 1).

Тодi для довiльного T > 0 виконується припущення 5 теореми 2.4.1. Зокре-

ма, якщо додатково виконанi припущення 1-4 теореми 2.4.1 то для довiль-

ного T > 0 iснує єдиний сильний розв’язок рiвняння (2.1.1).

Теорема 2.4.3. Нехай µ0 =
∑

k∈Z δuk ∈ Mλ, 2λd < 1. Припустимо, що

виконуються припущення 1-4 теореми 2.4.1. Тодi iснує єдиний сильний

розв’язок рiвняння (2.1.1) для довiльного T > 0.

Теореми 2.4.2 та 2.4.3 доводяться аналогiчно випадку однорiдної дифу-

зiї.

2.5 Висновки

В даному роздiлi розглянуто питання iснування слабкого розв’язку та iсну-

вання та єдиностi сильного розв’язку нескiнченної системи стохастичних ди-

ференцiальних рiвнянь що задають рух злiченної системи взаємодiючих ча-

стинок.

1. Доведено теорему iснування слабкого розв’язку рiвняння руху злi-

ченної системи взаємодiючих частинок для обмежених неперервних коефi-

цiєнтiв дифузiї та зносу (теорема 2.2.1).

2. Доведено теорему iснування та єдиностi сильного розв’язку рiвняння

руху злiченної системи взаємодiючих частинок для обмеженого вимiрного

коефiцiєнту зносу та постiйного коефiцiєнту дифузiї (теореми 2.3.1, 2.3.2,

2.3.3, 2.4.3).
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3. Доведено iснування та єдинiсть сильного розв’язку рiвняння руху

злiченної системи взаємодiючих частинок для лiпшицевого невиродженого

коефiцiєнту дифузiї i неперервного обмеженого коефiцiєнту зносу (теорема

2.4.1).

Основнi результати даного роздiлу опублiковано в роботах [58], [67].
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Роздiл 3

Рiвняння Маккiна-Власова з

нескiнченною масою

3.1 Вступ

Розглянемо динамiку N взаємодiючих частинок масою 1/N кожна, рух яких

задається наступною системою стохастичних диференцiальних рiвнянь


dX i,N

t = dwi
t + a(X i,N

t , µNt )dt, i = 1, ..., N, t ∈ [0, T ]

µNt = 1
N

∑N
i=1 δXi,N

t
,

X i,N
0 = xi0.

(3.1.1)

Тут X i,N
t – це положення i-тої частинки в момент часу t, µNt – розподiл мас

частинок в момент часу t, wi
t – вiнерiвськi процеси, xi0 – однаково розподiленi

випадковi величини, причому {{wi
t, t ≥ 0}, xi0, i = 1, ..., N} – незалежнi в

сукупностi, функцiя a вiдповiдає за взаємодiю мiж частинками.

В [39] доведено, що за певних природнiх умов на коефiцiєнти має мiсце

(для довiльного фiксованого i ∈ N) збiжнiсть послiдовностi випадкових еле-

ментiв {(X i,N
t , µNt , t ∈ [0, T ]), N ≥ 1} до єдиного розв’язку (X i

t , ν
i
t , t ∈ [0, T ])

наступного рiвняння 
dX i

t = dwi
t + a(X i

t , ν
i
t)dt,

νit = distr(X i
t),

X i|t=0 = xi0,

(3.1.2)

де distr(X i
t)–розподiл випадкової величини X i

t .

Вiдмiтимо, що νit не залежить вiд i. Позначимо νt(dy) = νit(dy). Отже,
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рiвняння 
dXt = dwt + a(Xt, νt)dt,

νt = distr(Xt),

X|t=0 = x0,

(3.1.3)

можна розглядати як рiвняння руху системи частинок зi взаємодiєю, iнтер-

претуючи мiру νt як розподiл мас частинок в момент часу t, а для довiльного

фiксованого ω ∈ Ω функцiю X·(ω) – як траєкторiю одної частинки.

Таким чином, (3.1.3) є рiвнянням руху системи взаємодiючих частинок з

сукупною масою 1. Якщо ж сукупна маса частинок рiвнаM , то, аналогiчно,

розглянемо N частинок в R з масою M/N кожна та припустимо, що їх рух

задається рiвнянням


dX i,N

t = dwi
t + a(X i,N

t , µNt )dt, i = 1, ..., N, t ∈ [0, T ]

µNt = M
N

∑N
i=1 δXi,N

t
,

X i,N
0 = xi0.

(3.1.4)

З аналогiчних мiркувань випливає, що послiдовнiсть випадкових елементiв

{(X i,N
t , µNt , t ∈ [0, T ]), N ≥ 1} збiгається до єдиного розв’язку (X i

t , µ
i
t, t ∈

[0, T ]) наступного рiвняння
dXt = dwt + a(Xt, µt(dy))dt,

µt = Mdistr(Xt),

X0 = xi0.

Якщо сукупна маса частинок нескiнченна, то аналогiчнi мiркування не про-

ходять, тому що ми не можемо пронормувати мiру µt щоб отримати ймовiр-

нiсну мiру νt. Щоб усунути це обмеження, перетворимо рiвняння (3.1.3) на-

ступним чином. Позначимо через m розподiл випадкової величини x0 (тобто

початковий розподiл мас частинок), Ω1 = C[0, T ]. Нехай P1 – розподiл вiне-

рiвського процесу в C[0, T ]. Припустимо, що ймовiрнiсний простiр є прямим

добутком Ω = R×Ω1 з продакт мiроюm⊗P1, тодi довiльне ω ∈ Ω має вигляд
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ω = (u, ω1). Припустимо, що випадкова величина x0 з (3.1.3) задана рiвнi-

стю x0(ω) = x0(u, ω1) = u, а вiнерiвський процес є функцiєю вiд ω1, тобто

w(·, ω) = w(·, (u, ω1)) = w(·, ω1). Для довiльних u ∈ R та t > 0 будемо роз-

глядати Xt(u) = Xt(u, ω1) як випадковi величини на новому ймовiрнiсному

просторi (Ω1, P1). Отже, рiвняння (3.1.3) можна переписати у виглядi
dX(u, t) = a(X(u, t), µ(t))dt+ dw(t), u ∈ R, t ∈ [0, T ],

µ(t) = Em ◦X(·, t)−1,

X(u, 0) = u, u ∈ R.

(3.1.5)

Тут m ◦ X(·, t)−1 – це образ мiри m при випадковому вiдображеннi X(·, t),
число X(u, t) можна iнтерпретувати як положення в момент часу t частинки

що стартувала з точки u, мiру µ(t) – як розподiл мас частинок в момент часу

t.

Рiвняння (3.1.5) має сенс i для локально скiнченної мiри m, тобто рiв-

няння (3.1.5) можна iнтерпретувати як рiвняння що задає рух системи вза-

ємодiючих частинок з нескiнченною сукупною масою.

Якщо мiра m – локально скiнченна, то мiра Em ◦X(·, t)−1, взагалi ка-

жучи, не є локально скiнченною. Тому при доведеннi теорем щодо рiвняння

(3.1.5) потрiбно буде перевiряти локальну скiнченнiсть мiри Em ◦X(·, t)−1.

Функцiя взаємодiї a(x, µ) може бути iнтегралом за розподiлом мас, тоб-

то

a(x, µ) =

∫
R
b(y − x)µ(dy). (3.1.6)

У цьому випадку рiвняння (3.1.5) можна переписати у виглядi

 dXt(u, ω1) = dwt(ω1) +
∫
R

∫
Ω1

b(Xt(v, ω1)−Xt(u, ω̃1))P (dω̃1)m(dv)dt,

X0(u) = u.

(3.1.7)

У даному роздiлi буде розглядатися питання iснування та єдиностi слаб-

кого та сильного розв’язку рiвнянь (3.1.5) та (3.1.7). Для доведення локаль-
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ної скiнченностi мiр µ(t) з рiвняння (3.1.5) буде потрiбне припущення обме-

женостi функцiї взаємодiї a(x, µ). Для випадку, коли функцiя a(x, µ) має

вигляд (3.1.6), аналогiчнi результати будуть доведенi без припущення обме-

женостi функцiї a(x, µ).

У другому пiдроздiлi буде наведено апрiорнi оцiнки на розв’язок рiвня-

ння (3.1.5). У третьому пiдроздiлi буде доведено теореми iснування слабкого

розв’язку рiвняння (3.1.5). У четвертому пiдроздiлi буде доведено теореми

iснування та єдиностi сильного розв’язку рiвняння (3.1.5).

3.2 Апрiорнi оцiнки на розв’язки рiвняння Маккiна-Власова з не-

скiнченною масою

Розглянемо рiвняння, що задає рух системи взаємодiючих частинок
dX(u, t) = a(X(u, t), µ(t))dt+ dw(t), u ∈ R, t ∈ [0, T ],

µ(t) = E
(
m ◦X(·, t)−1

)
,

X(u, 0) = u, u ∈ R.

(3.2.1)

Нагадаємо (див. пiдроздiл 2.2), що на просторi M локально скiнченних

мiр на R розглядається топологiя грубої збiжностi τ :

νn
τ→ ν ⇔ ∀f ∈ Cc(R) :

∫
R
fdνn →

∫
R
fdν, n→∞,

де Cc(R) - множина неперервних функцiй з компактним носiєм. Введемо

наступнi пiдмножини M :

MC = {µ ∈M : ∀[α, β] ⊂ R : µ([α, β]) ≤ C(β − α + 1)}, M∞ =
⋃
C>0

MC .

Нехай w – вiнерiвський процес, що породжує фiльтрацiю {=t, t ∈ [0, T ]}.

Означення 3.2.1. Сильним розв’язком рiвняння (3.2.1) будемо називати

=t-узгоджену вимiрну за (u, t, ω) випадкову функцiю {X(u, t), u ∈ R, t ∈
[0, T ]} та =t-узгоджений випадковий мiрозначний процес µ(·) такi, що при



69

пiдстановцi в рiвняння (3.2.1) з iмовiрнiстю 1 отримаємо рiвностi для всiх

u ∈ R, t ∈ [0, T ].

Означення 3.2.2. Нехай задано функцiю a(·, ·) та локально скiнченну мiру

m. Ймовiрнiсний простiр з фiльтрацiєю (Ω,=, (=t, t ≥ 0), P ), =t-узгодженi

випадковi функцiї {X(u, t), u ∈ R, t ∈ [0, T ]}, =t-узгоджений вiнерiвський

процес w та =t-узгоджений мiрозначний процес µ(·) називаються слабким

розв’язком рiвняння (3.2.1) якщо при пiдстановцi в (3.2.1) з iмовiрнiстю 1

отримуємо рiвностi для всiх u ∈ R, t ∈ [0, T ].

Нехай {X(u, t), µ(t), u ∈ R, t ∈ [0, T ]} – розв’язок рiвняння 3.2.1, a –

обмежена функцiя. Позначимо

M(t) = sup
s≤t

sup
u∈R
|X(u, s)− u|. (3.2.2)

Легко бачити, що

M(t) ≤ sup
s≤t
|w(s)|+ t‖a‖∞. (3.2.3)

Наступна лема дає апрiорнi оцiнки на мiри {µ(t), t ∈ [0, T ]} з рiвняння

(3.2.1).

Лема 3.2.1. Нехай функцiя a обмежена та неперервна за сукупнiстю

змiнних, m ∈ M∞. Якщо {X(u, t), µ(t), u ∈ R, t ∈ [0, T ]} – розв’язок

(3.2.1), то iснує константа N = N(‖a‖∞, T, Cm), яка залежить лише вiд

‖a‖∞, T, Cm, така, що

∀ t ∈ [0, T ] µ(t) ∈MN . (3.2.4)

Доведення леми 3.2.1. Оскiльки {X(u, t), µ(t), u ∈ R, t ∈ [0, T ]} –
розв’язок (3.2.1), то для довiльного вiдрiзка [α, β]

µ(t, [α, β]) =

∫
R
P (X(u, t) ∈ [α, β]))m(du).

З (3.2.3) випливає, що для u /∈ [α− ‖a‖∞T, β + ‖a‖∞T ]

P (X(u, t) ∈ [a, b]) ≤ pw
(
T, d(u, [α, β])− ‖a‖∞T

)
,
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де функцiя pw(t, x) визначена в (2.2.2) i рiвна ймовiрностi того, що вiнерiв-

ський процес досягає рiвень x за промiжок часу [0, t]. Звiдси

µ(t, [α, β]) ≤ m([α− ‖a‖∞T − 1, β + ‖a‖∞T + 1])+

+
∑
n≥2

pw(T, n− 1)m([β + ‖a‖∞T + n− 1, β + ‖a‖∞T + n])+

+
∑
n≥2

pw(T, n− 1)m([α− ‖a‖∞T − n, α− ‖a‖∞T − n+ 1]) ≤

≤ Cm(β − α + 2‖a‖∞T + 2) + 4
∑
n≥2

pw(T, n− 1). (3.2.5)

Отже, µ(t, [α, β]) ≤ N(β − α + 1), де N = N(‖a‖∞, T, Cm) = Cm(2‖a‖∞T +

3) + 4
∑

n≥2 pw(T, n− 1). Лема доведена.

У наступнiй лемi доведено апрiорну оцiнку на коефiцiєнт лiпшицевостi

за u функцiї X(u, t).

Лема 3.2.2. Нехай функцiя a обмежена та неперервна за сукупнiстю

змiнних, m ∈M∞. Припустимо, що

∀C > 0 ∃LC > 0 ∀µ ∈MC ∀x1, x2 ∈ R |a(x1, µ)− a(x2, µ)| ≤ LC |x1 − x2|.

Тодi iснує константа D = D(‖a‖∞, T, Cm, L), яка залежить лише вiд

‖a‖∞, T, Cm, LC , така, що довiльний розв’язок {X(u, t), µ(t), u ∈ R, t ∈
[0, T ]} рiвняння (3.2.1) задовольняє спiввiдношення

∀t ∈ [0, T ] ∀u1, u2 ∈ R |X(u1, t)−X(u2, t)| ≤ D|u1 − u2|. (3.2.6)

Доведення леми 3.2.2. З леми 3.2.1 випливає, що

∃N = N(‖a‖∞, T, Cm) ∀s ∈ [0, T ] µ(s) ∈MN .

Звiдси

|X(u1, t)−X(u2, t)| ≤ |u1−u2|+
∫ t

0

∣∣a(X(u1, s), µ(s))−a(X(u2, s), µ(s))
∣∣ds ≤

≤ |u1 − u2|+ LN

∫ t

0

|X(u1, s)−X(u2, s)|ds.
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Застосуємо тепер лему Гронуола-Белмана, а саме: якщо f, g – невiд’ємнi

вимiрнi функцiї, f локально обмежена, g неспадна, A ≥ 0 i

∀t ≥ 0 f(t) ≤ g(t) +

∫ t

0

Af(s)ds,

то

∀t ≥ 0 f(t) ≤ g(t)eAt.

Отримаємо

|X(u1, t)−X(u2, t)| ≤ |u1 − u2|eLN t ≤ |u1 − u2|eLNT .

Лема доведена.

Приклад 3.2.1. Нехай g1, g2 : R→ R неперервнi та обмеженi. Припустимо,

що функцiя g2 має компактний носiй. Тодi функцiя a, визначена рiвнiстю

a(x, µ) = g1

(∫
R
g2(y − x)µ(dy)

)
,

є обмеженою та неперервною за сукупнiстю змiнних.

Апрiорнi оцiнки з лем 3.2.1 та 3.2.2 дозволять довести iснування та єди-

нiсть сильного розв’язку рiвняння 3.2.1 (див. пiдроздiли 3.3 та 3.4) за при-

пущення, що коефiцiєнт a є обмеженим. Якщо

a(x, µ) =

∫
R
b(y − x)µ(dy), (3.2.7)

то умова обмеженостi функцiї a, взагалi кажучи, не виконується. Проте

завдяки лiнiйностi взаємодiї вiдносно мiри µ теорему iснування та єдиностi

сильного розв’язку та теорему iснування слабкого розв’язку можна довести

без припущення про обмеженiсть функцiї a. Якщо a визначається рiвнiстю

(3.2.7) то рiвняння (3.2.1) можна переписати у виглядi dX(u, t, ω) = dwt(ω) +
∫
R

∫
Ω

b(X(v, t, ω̃)−X(u, t, ω))P (dω̃)m(dv)dt,

X(u, 0) = u.

(3.2.8)

Зробимо наступнi припущення щодо мiри m та функцiї b:
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(A1) iснує константа Cm > 0 така, що для довiльного вiдрiзка [α, β] ⊂ R

m([α, β]) ≤ Cm(β − α + 1);

(A2) b ∈ C1(R);

(A3) iснує функцiя R : R → [0,+∞), R монотонно неспадна на (−∞, 0] та

монотонно незростаюча на [0,+∞), така, що |b(z)| ≤ R(z) для всiх

z ∈ R, та CR := 2 supa∈R
∫
RR(z + a)m(dz) < +∞;

(A4) iснує функцiя Q : R → [0,+∞), Q монотонно неспадна на (−∞, 0] та

монотонно незростаюча на [0,+∞), така, що |b′(z)| ≤ Q(z) для всiх

z ∈ R, та CQ := 2 supa∈R
∫
RQ(z + a)m(dz) < +∞.

Зауваження. Для скiнченностi CR та CQ достатньо, щоб R та Q були iнте-

гровними за мiрою Лебега на R.

Введемо позначення

M(t, ω) = sup
u∈R,s∈[0,t]

|Xs(u, ω)− u|. (3.2.9)

Наступна лема дає оцiнку вiдхилень вiд початкового положення

Лема 3.2.3. Припустимо, що виконанi припущення (A1)-(A4). Тодi iснує

функцiя C(t) = C(Cm, CR, R(0), t) така, що для довiльного розв’язку

Xt(u, ω) рiвняння (3.2.8), що задовольняє нерiвнiсть EM(T ) < +∞, має

мiсце спiввiдношення

∀t ∈ [0, T ] : EM(t) ≤ C(t). (3.2.10)

Доведення леми 3.2.3. З рiвняння (3.2.8) випливає, що

|X(u, t, ω)− u| ≤ |wt(ω)|+
∫ t

0

∫
Ω

∫
R
R(X(v, s, ω̃)−X(u, s, ω))m(dv)P (dω̃)ds

(3.2.11)

Оцiнимо рiзницю

X(v, s, ω̃)−X(u, s, ω) = (X(v, s, ω̃)− v)− (X(u, s, ω)− u) + v − u ≥
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≥ v − u−M(s, ω)−M(s, ω̃).

Розiб’ємо внутрiшнiй iнтеграл у правiй частинi (3.2.11) на три iнтеграли: за

промiжками [u−M(t, ω)−M(t, ω̃), u+M(t, ω)+M(t, ω̃)], (−∞, u−M(t, ω)−
M(t, ω̃)) та (u+M(t, ω)+M(t, ω̃),+∞). З останньої нерiвностi випливає, що

при оцiнцi пiдiнтегральної функцiї на (u+M(t, ω)+M(t, ω̃),+∞) можна ско-

ристатися монотоннiстю R на [0,+∞). Отримаємо R(Xs(v, ω̃)−Xs(u, ω)) ≤
R(v − u−M(s, ω)−M(s, ω̃)) при v ≥ u+M(s, ω) +M(s, ω̃)

Аналогiчно при v ≤ u − M(s, ω) − M(s, ω̃) має мiсце нерiвнiсть

R(Xs(v, ω̃)−Xs(u, ω)) ≤ R(v−u+M(s, ω)+M(s, ω̃)). Для v ∈ [u−M(t, ω)−
M(t, ω̃), u+M(t, ω) +M(t, ω̃)] оцiнимо

R(X(v, s, ω̃)−X(u, s, ω)) ≤ R(0),

бо з припущення (A3) випливає, що

R(0) = sup
x∈R

R(x).

Скориставшись вказаними оцiнками, нерiвнiстю (3.2.11) та умовами (A1)-

(A3), отримаємо нерiвнiсть

|X(u, t, ω)− u| ≤ |wt(ω)|+
∫ t

0

(2R(0)Cm(EM(s) +M(s, ω) + 1) + CQ)ds.

(3.2.12)

Взявши математичне сподiвання та супремум за u ∈ R, s ∈ [0, t] вiд обох

частин (3.2.12), отримаємо

EM(t) ≤ E|wt|+
∫ t

0

(2R(0)Cm(2EM(s) + 1) + CR).

Оскiльки E|wt| ≤
√
t, за нерiвнiстю Гронуола-Белмана отримаємо

EM(t) ≤ (
√
t+ (2CmR(0) + CR)t)e4CmR(0)t =: C(t),

що i треба було довести.

Наступна лема є аналогом леми 3.2.2 для випадку, коли функцiя a має

вигляд (3.2.7).
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Лема 3.2.4. Нехай виконанi припущення (A1)-(A4). Тодi для довiльного

T > 0 iснує константа C4 = C4(CQ, Cm, Q(0), T ) така, що для довiльного

розв’язку X(u, t, ω) рiвняння (3.2.8) що задовольняє нерiвнiсть EM(T ) <

+∞, має мiсце спiввiдношення

∀t ∈ [0, T ] ∀u1, u2 ∈ R : |X(u1, t)−X(u2, t)| ≤ C4|u1 − u2|.

Доведення леми 3.2.4. Позначимо

b̃(s, u) =

∫
Ω

∫
R
b(X(v, s, ω̃)− u)m(dv)P (dω̃).

Тодi рiвняння (3.2.8) можна переписати у виглядi

X(u, t, ω) = u+ wt +

∫ t

0

b̃(s,X(u, s, ω))ds (3.2.13)

Якщо ми доведемо, що

∃C5 ∀t ∈ [0, T ] ∀u1, u2 : |̃b(t, u1)− b̃(t, u2)| ≤ C5|u1 − u2|,

то, вiднявши рiвняння (3.2.13) дляX(u1, t, ω) таX(u2, t, ω) та скориставшись

лемою Гронуола-Белмана ми завершимо доведення леми.

З означення b̃(s, u) маємо

|̃b(s, u1)− b̃(s, u2)| ≤
∫

Ω

∫
R
|b(X(v, s, ω̃)− u1)− b(X(v, s, ω̃)− u2)|m(dv)

(3.2.14)

За теоремою Лагранжа

|b(X(v, s, ω̃)− u1)− b(X(v, s, ω̃)− u2)| =

= |b′(θ(u1, u2, v, s, ω̃))| · |(X(v, s, ω̃)− u1)− (X(v, s, ω̃)− u2)| ≤

≤ Q(θ(u1, u2, v, s, ω̃))|u1 − u2|.

Тут θ(u1, u2, v, s, ω̃) - точка мiж (X(v, s, ω̃)−u1) та (X(v, s, ω̃)−u2). Застосу-

ємо для оцiнки правої частини (3.2.14) метод, аналогiчний доведенню леми

3.2.3.
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Не обмежуючи загальностi можемо вважати, що u1 ≤ u2. Тодi

v − u2 −M(s, ω̃) ≤ θ(u1, u2, v, s, ω̃) ≤ v − u1 +M(s, ω̃)

Розiб’ємо внутрiшнiй iнтеграл у правiй частинi (3.2.14) на три iнтегра-

ли по промiжкам [u1 − M(s, ω̃), u2 + M(s, ω̃)], (−∞, u1 − M(s, ω̃)) та

(u2 + M(s, ω̃),+∞). В першому з них оцiнимо пiдiнтегральну функцiю

|b(Xs(v, ω̃) − u1) − b(Xs(v, ω̃) − u2)| ≤ Q(0)|u1 − u2|. Аналогiчно доведен-

ню леми 3.2.3, скористаємось монотоннiстю Q на (−∞, 0] та [0,+∞) для

оцiнювання пiдiнтегральної функцiї в другому та третьому iнтегралах. Тодi

з (3.2.14) отримаємо

|̃b(s, u1)− b̃(s, u2)| ≤ Cm(1 + |u2 − u1|+ 2EM(s))Q(0)|u2 − u1|+CQ|u2 − u1|.
(3.2.15)

Тому, якщо |u1 − u2| ≤ 1, то з (3.2.15) випливає, що

|̃b(s, u1)− b̃(s, u2)| ≤ C5|u1 − u2|, (3.2.16)

де C5 = CQ + (2 + 2EM(T ))Q(0)Cm. Очевидно, що якщо (3.2.16) виконано

для всiх u1, u2 таких, що |u1−u2| ≤ 1, то (3.2.16) справедливо i для всiх u1, u2.

Звiдси |X(u1, t)−X(u2, t)| ≤ |u1−u2|+
∫ t

0 |̃b(s,X(u1, s))− b̃(s,X(u2, s))|ds ≤
|u1 − u2| + C5

∫ t
0 |X(u1, s) −X(u2, s)|ds. Тому, за лемою Гронуола-Белмана,

|X(u1, t) −X(u2, t)| ≤ |u1 − u2| exp(C5T ), тобто C4 = exp(C5T ). Лема дове-

дена.

Лема 3.2.5. Нехай X(·, ·) - розв’язок (3.2.8), EMT <∞. Припустимо, що

виконанi припущення (A1)-(A4). Тодi

∀t ∈ [0, T ] M(t) ≤ ( sup
s∈[0,t]

|ws|+ TCmR(0)(C(T ) + 1) + TCR)eCmR(0)t.

Доведення леми 3.2.5. Аналогiчно доведенню леми 3.2.3 можна отри-

мати оцiнку

|X(u, t, ω)− u| ≤ |wt|+
∫ t

0

(CmR(0)(EMs +Ms(ω) + 1) + CR)ds ≤
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≤ sup
s∈[0,t]

|ws|+ TCmR(0)(CT + 1) + TCR +

∫ T

0

CmR(0)Ms(ω)ds (3.2.17)

Взявши супремум за t, u вiд обох частин нерiвностi (3.2.17), отримаємо

Mt(ω) ≤ ( sup
s∈[0,t]

|ws|+ TC1R(0)(C(T ) + 1) + TCR) + CmR(0)

∫ t

0

Ms(ω)ds.

Тодi за лемою Гронуола-Белмана

Mt(ω) ≤ ( sup
s∈[0,t]

|ws|+ TCmR(0)(C(T ) + 1) + TCR)eCmR(0)t.

Лема доведена.

3.3 Iснування слабких розв’язкiв

В даному пiдроздiлi буде розглянуто питання iснування слабких розв’язкiв

рiвнянь (3.2.1) та (3.2.8). Наступна теорема дає умови iснування слабкого

розв’язку рiвняння (3.2.1).

Теорема 3.3.1. Припустимо, що:

1. функцiя a : R× (M, ρ) є обмеженою та неперервною за сукупнiстю

змiнних;

2. ∀C > 0 ∃LC > 0 ∀µ ∈MC : |a(x1, µ)− a(x2, µ)| ≤ LC |x1 − x2|;
3. m ∈M∞.

Тодi iснує слабкий розв’язок рiвняння (3.2.1).

Для доведення теореми потрiбно буде кiлька допомiжних лем.

Лема 3.3.1. Припустимо, що:

1. функцiя a неперервна та обмежена за сукупнiстю змiнних;

2. ∀C > 0 ∃LC > 0 ∀µ ∈MC : |a(x1, µ)− a(x2, µ)| ≤ LC |x1 − x2|;
3. мiра m є скiнченною.

Тодi iснує слабкий розв’язок рiвняння
dX(u, t) = a(X(u, t), µ(t))dt+ dw(t), u ∈ R, t ∈ [0, T ],

µ(t) = Em ◦X(·, t)−1,

X(u, 0) = u, u ∈ R.

(3.3.1)
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Доведення леми 3.3.1 Доведемо спочатку iснування слабкого розв’яз-

ку для випадку, коли мiра m дискретна, тобто m =
∑r

k=1mkδuk. Визначимо

Xn(uk, 0) = uk, i для довiльного i ≥ 0

Xn(uk, T (i+ 1)/n) =

= Xn(uk, T i/n) + w(T (i+ 1)/n)− w(Ti/n) + a(Xn(uk), µ
n(Ti/n))

T

n
,

µn(Ti/n) =
r∑

k=1

mkδXn(uk,T i/n);

мiж точками вигляду T
n i iнтерполюємо Xn(uk, ·) лiнiйно. Довизначимо мiро-

значний процес для всiх t ∈ [0, T ]

µn(t) = E(m ◦Xn(·, t)−1) = E

r∑
k=1

mkδXn(uk,t).

Користуючись обмеженiстю коефiцiєнта a, можна перевiрити, що по-

слiдовнiсть {(Xn(uk, ·)), k = 1, r}n≥1 є слабко вiдносно компактною як по-

слiдовнiсть випадкових елементiв в C([0, T ],Rr). Для спрощення позначень

будемо вважати що послiдовнiсть {(Xn(uk, ·)), k = 1, r}n≥1 є слабко збiжною.

Тодi за теоремою Скорохода iснує ймовiрнiсний простiр i визначенi на ньому

випадковi процеси {X̃n(uk, ·), X̃(uk, ·), k = 1, r, w̃n(·), w(·), n ≥ 1} такi,

що (X̃n(uk, ·), k = 1, r, w̃n(·)) мають такий же розподiл як (X̃(uk, ·), k =

1, r, w̃(·)) i Xn(uk, ·)
P1

⇒ X(uk, ·), wn(·)
P1

⇒ w(·), n→∞.
Визначимо

µ(t) = Em ◦X(·, t)−1.

Доведемо, що µn(t)→ µ(t), n→∞ в (M, ρ) для довiльного t ∈ [0, T ]. Нехай

f ∈ Cc(R). Маємо∣∣∣∣∫
R
fdµn(t)−

∫
R
fdµ(t)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
r∑

k=1

(
f(Xn(uk, t))− f(X(uk, t))

)∣∣∣∣∣→ 0, n→∞.

Отже, µn(t) → µ(t), i, перейшовши до границi n → ∞, отримаємо, що

{X(uk, ·), µ(·), k = 1, r} задовольняють рiвняння
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
dX(uk, t) = a(X(uk, t), µ(t))dt+ dw(t), k = 1, r, t ∈ [0, T ],

µ(t) = Em ◦X(·, t)−1,

X(uk, 0) = uk, u ∈ R.

(3.3.2)

Для довiльного u /∈ {uk|k = 1, r} довизначимо X(u, t) з рiвняння{
dX(u, t) = a(X(u, t), µ(t))dt+ dw(t), t ∈ [0, T ],

X(u, 0) = u.
(3.3.3)

Iснування та єдинiсть сильного розв’язку рiвняння (3.3.3) випливає з теоре-

ми Веретенникова. Отже, {X(u, t), µ(t), w(t), u ∈ R, t ∈ [0, T ]} є слабким

розв’язком рiвняння (3.3.1).

Нехай тепер m є довiльною скiнченною мiрою. Визначимо

mn = m((−∞,−n])δ−n +
n2∑

k=−n2+1

m

((
k − 1

n
,
k

n

])
δ k

n
+m((n,+∞))δn,

Нехай {Xn(u, t), µn(t)} – слабкий розв’язок рiвняння
dXn(u, t) = a(Xn(u, t), µn(t))dt+ dwn(t), u ∈ R, t ∈ [0, T ],

µn(t) = Emn ◦Xn(·, t)−1,

Xn(u, 0) = u, u ∈ R

(3.3.4)

для довiльного фiксованого n ∈ N. Перевiримо що виконуються припущення

теореми 8.2[1]:

1. ∀ε > 0 ∃R > 0 ∀n ≥ 1 P (|Xn(0, 0)| ≥ R) ≤ ε,

2. ∀ε > 0 ∃δ ∈ (0, 1) ∃ n0 ∀n ≥ n0 P (ωXn(·,·)(δ) ≥ ε) ≤ ε, де

ωXn(·,·)(δ) = sup|u1−u2|≤δ sup|t1−t2|≤δ |X
n(u1, t1)−Xn(u2, t2)| – модуль неперерв-

ностi. З (3.1.5) маємо X(0, 0) = 0, отже, умова 1 виконана.

Аналогiчно доведенню леми 3.2.2 можна перевiрити, що Xn(u, t) лiпши-

цева за u з коефiцiєнтом D що не залежить вiд n. Звiдси

|Xn(u1, t1)−Xn(u2, t2)| ≤ |Xn(u1, t1)−Xn(u2, t1)|+ |Xn(u2, t1)−Xn(u2, t2)| ≤
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≤ D|u1 − u2|+ |wn(t1)− wn(t2)|+ ‖a‖∞|t1 − t2|. (3.3.5)

З [1, теорема 1.4] випливає, що

∃δ1 = δ1(ε) ∈ (0, 1) : P (ωw(δ1) > ε/3) < ε.

Тому для

δ = min

(
ε

3D
, δ1(ε),

ε

3‖a‖∞

)
з (3.3.5) випливає, що

P
(

sup
|t1−t2|<δ, |u1−u2|<δ

|Xn(u1, t1)−Xn(u2, t2)| > ε
)
< ε.

Отже, умова 2 виконана. Тому [1, теорема 8.2] послiдовнiсть {Xn(·, ·), n ≥ 1}
є слабко вiдносно компактною як послiдовнiсть випадкових елементiв в

C(R× [0, T ]) з топологiєю рiвномiрної збiжностi на компактних множинах.

Аналогiчно випадку дискретної мiриm можна вибрати слабко збiжну пiдпо-

слiдовнiсть, застосувати теорему Скорохода про спiльний iмовiрнiсний про-

стiр та перейти до границi i отримати слабкий розв’язок рiвняння (3.3.1).

Лема доведена.

Для доведення теореми 3.3.1 потрiбна буде наступна лема в якiй буду-

ється послiдовнiсть випадкових процесiв, що мають збiгатись до розв’язку

(3.2.1), i доводиться передкомпактнiсть послiдовностi розподiлiв цих проце-

сiв.

Лема 3.3.2. Нехай {Xn(u, t), µn(t), t ∈ [0, T ], u ∈ R} – розв’язки рiвнянь
dXn(u, t) = a(Xn(u, t), µn(t))dt+ dwn(t), u ∈ R, t ∈ [0, T ],

µn(t) = Emn ◦Xn(·, t)−1,

Xn(u, 0) = u, u ∈ R,

(3.3.6)

де mn(dx) = 1I[−n,n](x)m(dx). Припустимо, що функцiя a обмежена та не-

перервна за сукупнiстю змiнних, m ∈M∞. Позначимо λni розподiл звуже-

ння Xn(u, t) на [−i, i] × [0, T ], що розглядається як випадковий елемент

у C([−i, i] × [0, T ]). Тодi для довiльного i ∈ N множина ймовiрнiсних мiр

λni , n ≥ 1 є щiльною в C([−i, i]× [0, T ]).
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Зауваження 3.3.1. З леми 3.3.1 випливає, що iснує слабкий розв’язок рiвня-

ння (3.3.6). В лемi 3.3.2 ми не припускаємо єдиностi розв’язку (3.3.6).

Зауваження 3.3.2. Не обмежуючи загальностi можна вважати, що для рiв-

няння (3.3.6) константи D та N з лем 3.2.1 та 3.2.2 такi ж, як для рiвняння

(3.2.1).

Доведення леми 3.3.2. Для доведення передкомпактностi λni , n ≥ 1

достатньо перевiрити двi умови [1, теорема 8.2]:

1. ∀ε > 0 ∃R > 0 ∀n ≥ 1 P (|Xn(0, 0)| ≥ R) ≤ ε,

2. ∀ε > 0 ∃δ ∈ (0, 1) ∃ n0 ∀n ≥ n0 P (ωXn(·,·)(δ) ≥ ε) ≤ ε.

З (3.1.5) маємо X(0, 0) = 0, отже, умова 1 виконана. З леми 3.2.2 ви-

пливає, що

|Xn(u1, t1)−Xn(u2, t2)| ≤ |Xn(u1, t1)−Xn(u2, t1)|+ |Xn(u2, t1)−Xn(u2, t2)| ≤

≤ D|u1 − u2|+ |wn(t1)− wn(t2)|+ ‖a‖∞|t1 − t2|, (3.3.7)

отже, умова 2 виконана. Лема доведена.

Доведення теореми 3.3.1. З леми 3.3.2 випливає, що iснує пiдпо-

слiдовнiсть Xn1(k)(·, ·), k ≥ 1, яка є слабко збiжною в C([−1, 1] × [0, T ]).

Аналогiчно, iснує пiдпослiдовнiсть Xn2(k)(·, ·), k ≥ 1, яка є слабко збiжною

в C([−2, 2] × [0, T ]), i так далi. Дiагональним методом виберемо пiдпослi-

довнiсть Xn(k)(·, ·), k ≥ 1, яка є слабко збiжною в C([−i, i] × [0, T ]) для

довiльного n ≥ 1, тобто Xn(k)(·, ·), k ≥ 1 є збiжною в топологiї рiвномiр-

ної збiжностi на компактних множинах. За теоремою Скорохода про спiль-

ний iмовiрнiсний простiр, iснує ймовiрнiсний простiр i випадковi елементи

(wn(k)(·), Xn(k)(·, ·)), k ≥ 1 на ньому такi, що ця пара випадкових елементiв

збiгається майже напевно до (w(·), X(·, ·)). Оскiльки

∀k ≥ 1 sup
s≤t

sup
u∈R
|Xn(k)(u, s)− u| ≤ ‖a‖∞t+ sup

s≤t
|wn(k)(s)|,

то

sup
s≤t

sup
u∈R
|X(u, s)− u| ≤ ‖a‖∞t+ sup

s≤t
|w(s)|.
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Звiдси, аналогiчно доведенню леми 3.2.1, для довiльного t ∈ [0, T ] мiра

µ(t) = E(m ◦X(·, t)−1) ∈MN ,

де число N з леми 3.2.1. Доведемо, що

∀t ∈ [0, T ] µn(k)(t)→ µ(t), k →∞

в просторi (M, ρ). Для цього достатньо перевiрити, що

∀f ∈ Cc(R)

∫
R
f(u)µn(k)(t, du)→

∫
R
f(u)µ(t, du), k →∞.

Оцiнимо рiзницю ∣∣∣∣∫
R
f(u)µn(k)(t, du)−

∫
R
f(u)µ(t, du)

∣∣∣∣ =

= E

∣∣∣∣∫
R
f(Xn(k)(u, t))mn(k)(du)−

∫
R
f(X(u, t))m(du)

∣∣∣∣ ≤
≤ E

∫
R
|f(Xn(k)(u, t))1I|u|<n(k) − f(X(u, t))|m(du). (3.3.8)

Нехай supp f ⊂ [−R,R]. Тодi якщо |u| ≥ R+‖a‖∞T + sups∈[0,T ] |w(s)|+ 1, то

iснує k0 (взагалi кажучи, випадкове) таке, що для довiльного k ≥ k0 маємо

Xn(k)(u, t) /∈ supp f, отже, f(Xn(k)(u, t)) = 0, i, аналогiчно, f(X(u, t)) = 0.

Звiдси для k ≥ k0

|f(Xn(k)(u, t))1I|u|<n(k) − f(X(u, t))| ≤ 2‖f‖∞1I|u|≤R+‖a‖∞T+sups∈[0,T ] |w(s)|.

Отже, функцiя

Z(u) = 2‖f‖∞1I|u|≤R+‖a‖∞T+sups∈[0,T ] |w(s)|+1

є iнтегровною мажорантою, i за теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть

ξk :=

∫
R
|f(Xn(k)(u, t))1I|u|<n(k) − f(X(u, t))|m(du)

P1→ 0, k →∞. (3.3.9)

Оскiльки для всiх k та майже всiх ω
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ξk ≤
∫
R

2‖f‖∞1I|x|≤R+‖a‖∞T+sups∈[0,T ] |w(s)|+sups∈[0,T ] |wn(k)(s)|m(dx),

то, supk≥1Eξ
2
k < ∞. Отже, послiдовнiсть {ξk, k ≥ 1} є рiвномiрно iнтегров-

ною i

E

∫
R
|f(Xn(k)(u, t))1I|u|<n(k) − f(X(u, t))|m(du) = Eξk → 0, k →∞.

Отже, права частина (3.3.8) прямує до 0 при k → ∞, тобто µn(k)(t) →
µ(t), k →∞. Тепер за теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть∫ t

0

a(Xn(k)(u, s), µn(k)(s))ds→
∫ t

0

a(X(u, s), µ(s))ds, k →∞.

Тому, перейшовши до границi k → ∞ в рiвняннi (3.3.6), записаному в iн-

тегральнiй формi, отримаємо, що {X(u, t), µ(t), u ∈ R, t ∈ [0, T ]} є слабким

розв’язком (3.2.1). Теорема 3.3.1 доведена.

Доведемо тепер теорему iснування слабкого розв’язку для випадку, ко-

ли функцiя взаємодiї є iнтегралом за розподiлом мас частинок, тобто

a(x, µ) =

∫
R
b(y − x)µ(dy). (3.3.10)

Теорема 3.3.2. Припустимо, що виконанi умови (A1)-(A4). Тодi iснує

слабкий розв’язок рiвняння (3.2.8) такий, що

∀α > 0 EeαMT < +∞.

Для доведення теореми потрiбна буде наступна лема про передкомпа-

ктнiсть:

Лема 3.3.3. Нехай {Xn
t (u, ω), n ≥ 1} – розв’язки рiвнянь

Xn
t (u,w) = u+ wt(ω)+∫ t

0

∫
Ω

∫
R
b(Xn

s (v, ω̃)−Xn
s (u, ω))mn(dv)P (dω̃)ds, t ∈ [0, T ], (3.3.11)

де mn(dx) = 1I[−n,n](x)m(dx). Припустимо, що виконанi умови (A1)-(A4).

Тодi для всiх i ∈ N сiм’я розподiлiв звужень на [0, T ] × [−i, i] випадкових
елементiв Xn

· (·, ω) є щiльною в C([0, T ]× [−i, i]).
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Зауваження 3.3.3. Оскiльки для довiльного n мiра mn є скiнченною, то рiв-

няння (3.3.11) рiвносильне рiвнянню Маккiна-Власова, i має єдиний сильний

розв’язок (див. [63]).

Зауваження 3.3.4. Оскiльки mn задовольняє нерiвностям з умов (A1)-(A4)

(див. пiдроздiл 3.2) з тими ж константами, що i m, то, не обмежуючи за-

гальностi можна вважати, що константи з лем 3.2.3 та 3.2.4 для mn такi ж

як i для m.

Доведення леми 3.3.3. Для доведення леми достатньо перевiрити двi

умови (див. [1]):

(B1) ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀n ≥ 1 P (|Xn
0 (0)| > δ) < ε,

(B2) ∀ε > 0 ∃δ ∈ (0, 1) ∃n0 ∀n ≥ n0 P (ωXn(δ) ≥ ε) ≤ ε,

де

ωXn(δ) = sup
|t1−t2|≤δ,|u1−u2|≤δ

|Xn
t1

(u1)−Xn
t2

(u2)|

- модуль неперервностi.

Умова (B1) виконана, оскiльки з (3.3.11) маємо, що Xn
0 (0) = 0. Доведе-

мо, що умова (B2) виконана. Для цього запишемо ланцюжок нерiвностей

|Xn
t1

(u1, ω)−Xn
t2

(u2, ω)| ≤ |Xn
t1

(u1, ω)−Xn
t1

(u2, ω)|+ |Xn
t1

(u2, ω)−Xn
t2

(u2, ω)| ≤

C4|u1 − u2|+ |wt1 −wt2|+
∫ t2

t1

∫
Ω

∫
R
R(Xn

s (v, ω̃)−Xn
s (u2, ω))mn(dv)P (dω̃)ds.

З доведення леми 3.2.3 випливає, що∫
Ω

∫
R
R(Xn

s (v, ω̃)−Xn
s (u2, ω))mn(dv)P (dω̃) ≤

2R(0)Cm(EMn(s) +Mn(s, ω) + 1) + CR.

Звiдси

|Xn
t1

(u1, ω)−Xn
t2

(u2, ω)| ≤ C4|u1 − u2|+ |wt1 − wt2|+

(CR + 2R(0)Cm(EM(T ) +M(t, w)))|t1 − t2|.
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Якщо |u1 − u2| ≤ δ1 := ε/(3C4), то C4|u1 − u2| < ε/3. З [1, теорема 1.4]

випливає, що

∃δ2 ∈ (0, 1) : P (ωw(δ2) ≥ ε/3) ≤ ε/2.

З леми 3.2.3 випливає, що

∀n ≥ 1 EMn(t) ≤ C(t),

тому за нерiвнiстю Чебишова

P ( sup
|t1−t2|≤δ3

(CR + 2R(0)Cm(EMn(T ) +Mn(T, ω)))|t1 − t2| ≥ ε/3) ≤

≤ (CR + 4R(0)CmCT δ3)/(ε/3) ≤ ε/2

при δ3 = ε2/(6(CR + 4R(0)CmCT )). Отже, при δ = min(δ1, δ2, δ3) маємо

P ( sup
|t1−t2|≤δ,|u1−u2|≤δ

|Xn
t1

(u1, ω)−Xn
t2

(u2, ω)| ≥ ε) ≤ P ( sup
|u1−u2|≤δ1

C4|u1−u2| ≥ ε/3)

+P ( sup
|t1−t2|≤δ2

|wt1 − wt2| ≥ ε/3) + P ( sup
|t1−t2|≤δ3

(CR + 2R(0)C1(EMn(T )+

Mn(T, ω)))|t1 − t2| ≥ ε/3) ≤ 0 + ε/2 + ε/2 = ε

Лема доведена.

Доведення теореми 3.3.2. З леми 3.3.3 випливає, що iснує пiдпо-

слiдовнiсть Xn1(k)
t (u, ω), що є слабко збiжною на [−1, 1] × [0, T ], з неї мо-

жна вибрати пiдпослiдовнiсть Xn2(k)
t (u, ω), що є слабко збiжною на [−2, 2]×

[0, T ], i так далi. Дiагональним методом Кантора виберемо пiдпослiдовнiсть

Xn(k)(u, t, ω), що є слабко збiжною на [−i, i] × [0, T ] для довiльного i ≥ 1.

Тодi, за теоремою Скорохода про єдиний iмовiрнiсний простiр (див. [14]),

iснує ймовiрнiсний простiр, на якому пара (wn(k)(·), Xn(k)(·, ·)) є збiжною

з iмовiрнiстю 1 до (w(·), X(·, ·)). Щоб не ускладнювати позначення, будемо

позначати отриману послiдовнiсть Xn(u, t). За лемою Фату маємо

∀i > 0 E sup
u∈[−i,i]

|X(u, t, ω)− u| ≤ lim inf
n→∞

E sup
u∈[−i,i]

|Xn(u, t, ω)− u| ≤ C(t).
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Тодi за теоремою Бепо Левi

sup
u∈R
|X(u, t, ω)− u| ≤ lim

i→∞
E sup

u∈[−i,i]
|X(u, t, ω)− u| ≤ C(t).

Позначимо

Mn
t (ω) = sup

u∈R,s∈[0,t]

|Xn(u, t, ω)− u|,

An = An
T (ω, ω̃) = MT (ω) +MT (ω̃) +Mn

T (ω) +Mn
T (ω̃).

Доведемо тепер, що∫ t

0

∫
Ω

∫
R
b(X(v, s, ω̃)−X(u, s, ω))m(dv)P (dω̃)ds−∫ t

0

∫
Ω

∫
R
b(Xn(v, s, ω̃)−Xn(u, s, ω))mn(dv)P (dω̃)ds→ 0, n→∞. (3.3.12)

Розбивши перший iнтеграл в (3.3.12) на двi частини : за вiдрiзком [−n, n]

та доповненням до [−n, n], отримаємо, що лiва частина (3.3.12) рiвна∫ t

0

∫
Ω

∫
R
b(X(v, s, ω̃)−X(u, s, ω))1I|v|>nm(dv)P (dω̃)ds−

∫ t

0

∫
Ω

∫
R
(b(X(v, s, ω̃)−X(u, s, ω))−b(Xn(v, s, ω̃)−Xn(u, s, ω)))mn(dv)P (dω̃)ds.

(3.3.13)

В першого iнтеграла в (3.3.13) є iнтегровна мажоранта R(X(v, s, ω̃) −
X(u, s, ω)), тому за теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть перший iн-

теграл в (3.3.13) прямує до 0 при n→∞. З умови (A4) випливає, що

|b(X(v, s, ω̃)−X(u, s, ω))− b(Xn(v, s, ω̃)−Xn(u, s, ω))| =

=
∣∣b′(θ(s, u, v, ω, ω̃)

)
(X(v, s, ω̃)−X(u, s, ω)−Xn(v, s, ω̃) +Xn(u, s, ω))

∣∣ ≤
≤ Q

(
θ(s, u, v, ω, ω̃)

)
|X(v, s, ω̃)−X(u, s, ω)−Xn(v, s, ω̃) +Xn(u, s, ω)|.

З леми 3.2.5 випливає, що

∃C2 > 0 ∀t ∈ [0, T ] ∀n ≥ 1 : M(t, ω) ≤ C2( sup
s∈[0,t]

|w(s, ω)|+ 1),
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Mn(t, ω) ≤ C2( sup
s∈[0,t]

|wn(s, ω)|+ 1).

Позначимо

F (t, ω) = 1 + C2( sup
s∈[0,t]

|w(s, ω)|+ 1), F n(t, ω) = C2( sup
s∈[0,t]

|wn(s, ω)|+ 1).

Оскiльки послiдовнiсть випадкових процесiв (wn(·))n≥1 збiгається майже на-

певно до w(·) у просторi C([0, T ]), то

∃n0 = n0(ω) ∀n ≥ n0 F
n(t, ω) ≤ F (t, ω).

Тодi для v ≥ u + 2F (t, ω) + 2F (t, ω̃) та n ≥ n0(ω) ∨ n0(ω̃) можна оцiнити

Q
(
θ(t, u, v, ω, ω̃)

)
≤ Q(v − u − 2F (t, ω) − 2F (t, ω̃)), для v ≤ u − 2F (t, ω) −

2F (t, ω̃) та n ≥ n0(ω) ∨ n0(ω̃) можна оцiнити Q
(
θ(t, u, v, ω, ω̃)

)
≤ Q(v − u+

2F (t, ω) + 2F (t, ω̃)).

Позначимо

Dn(t, u, v, ω, ω̃) =
∣∣X(v, s, ω̃)−Xn(v, s, ω̃) +Xn(u, s, ω)−X(u, s, ω)

∣∣.
Для довiльного n ≥ n0(ω) ∨ n0(ω̃) маємо∣∣∣∣∫ n

−n
(b(X(v, s, ω̃)−X(u, s, ω))− b(Xn(v, s, ω̃)−Xn(u, s, ω)))mn(dv)P (dω̃)ds

∣∣∣∣ ≤
≤
∫
R
Dn(s, u, v, ω, ω̃)Q(v − u− 2F (T, ω)− 2F (T, ω̃))m(dv)P (dω̃)ds+

+

∫
R
Dn(s, u, v, ω, ω̃)Q(v − u+ 2F (T, ω) + 2F (T, ω̃))m(dv)P (dω̃)ds+

+

∫ u+2F (T,ω)+2F (T,ω̃)

u−2F (T,ω)−2F (T,ω̃)

2R(0)Dn(s, u, v, ω, ω̃)m(dv)P (dω̃)ds. (3.3.14)

Зi збiжностi Xn(·, ·) до X(·, ·) випливає, що пiдiнтегральнi вирази в усiх

трьох iнтегралах правої частини (3.3.14) прямують до 0. Для довiльного

n ≥ n0(ω) ∨ n0(ω̃) функцiя

(2F (T, ω) + 2F (T, ω̃))Q(v − u− 2F (T, ω)− 2F (T, ω̃))
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є iнтегровною мажорантою для першого iнтеграла в правiй частинi (3.3.14).

Справдi, з умови (A4) випиває, що∫
R
(2F (T, ω) + 2F (T, ω̃))Q(v − u− 2F (T, ω)− 2F (T, ω̃))m(dv) ≤

≤ CQ(2F (T, ω) + 2F (T, ω̃)) < +∞.

Аналогiчно, для довiльного n ≥ n0(ω) ∨ n0(ω̃) функцiя

(2F (T, ω) + 2F (T, ω̃))Q(v − u+ 2F (T, ω) + 2F (T, ω̃))

є iнтегровною мажорантою для другого iнтеграла в правiй частинi (3.3.14).

Для довiльного n ≥ n0(ω) ∨ n0(ω̃) функцiя

f(u, v, ω, ω̃) = 2R(0)(2F (T, ω)+2F (T, ω̃))1I[u−2F (T,ω)−2F (T,ω̃),u+2F (T,ω)+2F (T,ω̃)](v)

є iнтегровною мажорантою для третього iнтеграла в правiй частинi (3.3.14).

Отже, за теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть права частина (3.3.14)

прямує до 0 при n→∞.
Позначимо

ξn(s, ω, ω̃) =∫ n

−n
(b(X(v, s, ω̃)−X(u, s, ω))− b(Xn(v, s, ω̃)−Xn(u, s, ω)))mn(dv)P (dω̃)ds,

Gn(s, ω, ω̃) = F (s, ω) + F (s, ω̃) + F n(s, ω) + F n(s, ω̃).

Оцiнимо

|ξn(s, ω, ω̃)| ≤
∫
R
Dn(s, u, v, ω, ω̃)Q(v − u−G(T, ω, ω̃))m(dv)+

+

∫
R
Dn(s, u, v, ω, ω̃)Q(v − u+G(T, ω, ω̃))m(dv)+

+

∫ u+Gn(T,ω,ω̃)

u−Gn(T,ω,ω̃)

2R(0)Dn(s, u, v, ω, ω̃)m(dv). (3.3.15)

Легко бачити, що

Dn(t, u, v, ω, ω̃) ≤ Gn(s, ω, ω̃) ≤ Gn(T, ω, ω̃).
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Отже,

|ξn(s, ω, ω̃)| ≤
∫
R
Gn(T, ω, ω̃)Q(v − u−Gn(T, ω, ω̃))m(dv)+∫

R
Gn(T, ω, ω̃)Q(v − u+Gn(T, ω, ω̃))m(dv)+

+

∫ u+Gn(T,ω,ω̃)

u−Gn(T,ω,ω̃)

2R(0)Gn(T, ω, ω̃)m(dv) ≤

≤ 2CQG
n(T, ω, ω̃) + 2R(0)Gn(T, ω, ω̃)Cm(2Gn(T, ω, ω̃) + 1).

Оскiльки

Gn(t, ω, ω̃) = 2 + C2

(
sup
s∈[0,t]

|w(s, ω)|+ sup
s∈[0,t]

|w(s, ω̃)|+ sup
s∈[0,t]

|wn(s, ω)|+

+ sup
s∈[0,t]

|w(s, ω̃)|+ 4

)
,

то з iмовiрнiстю 1

sup
n≥1

∫ t

0

∫
Ω

(
ξn(s, ω, ω̃)

)2

P (dω̃)ds < +∞.

Отже, за теоремою про граничний перехiд для рiвномiрно iнтегрованої по-

слiдовностi маємо ∫ t

0

∫
Ω

ξn(s, ω, ω̃)P (dω̃)ds→ 0, n→∞

для майже всiх ω. Перейшовши до границi в рiвняннi (3.3.11), отримаємо, що

{X(u, t), u ∈ R, t ∈ [0, T ]} є слабким розв’язком рiвняння (3.2.8). Теорема

доведена.

3.4 Iснування та єдинiсть сильного розв’язку

В попередньому пiдроздiлi були доведенi теореми iснування слабких розв’яз-

кiв рiвнянь (3.2.1) та (3.2.8), тому для доведення теорем iснування та єдино-

стi сильних розв’язкiв достатньо перевiрити потраєкторну єдинiсть розв’яз-

кiв та застосувати теорему Ямада-Ватанабе. Розглянемо спочатку рiвняння

(3.2.1).
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Введемо клас функцiй

F = {f ∈ C1(R)| supp f ⊂ [−1, 1], ‖f‖∞ ≤ 1, ‖f ′‖∞ ≤ 1} (3.4.1)

Введемо метрику на M∞ :

ρ∞(µ, ν) = sup
r∈R

sup
f∈F

∣∣∣∣∫
R
f(x+ r)(µ(dx)− ν(dx))

∣∣∣∣ .
Теорема 3.4.1. Припустимо, що:

1. Функцiя a : R× (M, ρ) є обмеженою та неперервною за сукупнiстю

змiнних.

2. ∀C > 0 ∃LC > 0 ∀µ ∈MC ∀x1, x2 ∈ R |a(x1, µ)− a(x2, µ)| ≤ LC |x1 −
x2|.

3. ∃K > 0 ∀x ∈ R ∀µ, ν ∈M∞ |a(x, µ)− a(x, ν)| ≤ Kρ∞(µ, ν).

4. m ∈M∞.

Тодi iснує єдиний сильний розв’язок рiвняння (3.2.1).

Доведення теореми 3.4.1. Доведемо потраєкторну єдинiсть розв’язку

рiвняння (3.2.1). Нехай {X(u, t), µ(t), u ∈ R, t ∈ [0, T ]} та {Y (u, t), ν(t), u ∈
R, t ∈ [0, T ]} – два розв’язки рiвняння (3.2.1). Вiднявши вiдповiднi рiвняння

(3.2.1) та скориставшись лемою 3.2.1, отримаємо

|X(u, t)− Y (u, t)| =
∣∣∣∣∫ t

0

(
a(X(u, s), µ(s))− a(Y (u, s), ν(s))

)
ds

∣∣∣∣ ≤
≤ LN

∫ t

0

|X(u, s)− Y (u, s)|ds+K

∫ t

0

ρ∞(µ(s), ν(s))ds, (3.4.2)

де N – константа з леми 3.2.1. Оцiнимо ρ∞(µ(s), ν(s)) :

ρ∞(µ(s), ν(s)) = sup
r∈R

sup
f∈F

∣∣∣∣∫
R
f(x+ r)(µ(s, dx)− ν(s, dx))

∣∣∣∣ ≤
≤ sup

r∈R
sup
f∈F

E

∫
R
|f(X(u, s) + r)− f(Y (u, s) + r)|m(du). (3.4.3)

З теореми Лагранжа маємо оцiнку

|f(X(u, s) + r)− f(Y (u, s) + r)| ≤ ‖f ′‖∞|X(u, s)− Y (u, s)|.
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З того, що supp f ⊂ [−1, 1] та з (3.2.3) випливає, що

|f(X(u, s)+r)−f(Y (u, s)+r)| ≤ ‖f ′‖∞|X(u, s)−Y (u, s)|1I|u+r|≤‖a‖∞T+sup[0,T ] |w|+1.

(3.4.4)

Звiдси i з означення метрики ρ∞ маємо

ρ∞(µ(s), ν(s)) ≤ E sup
r∈R

∫ −r+‖a‖∞T+sup[0,T ] |w|+1

−r−‖a‖∞T−sup[0,T ] |w|−1

|X(u, s)− Y (u, s)|m(du) ≤

≤ E sup
u∈R
|X(u, s)− Y (u, s)|Cm(2‖a‖∞T + 2 sup

[0,T ]

|w|+ 3).

Застосувавши нерiвнiсть Кошi, отримаємо(
ρ∞(µ(s), ν(s))

)2 ≤

C2
mE

(
sup
u∈R
|X(u, s)− Y (u, s)|

)2

E

(
2‖a‖∞T + 2 sup

[0,T ]

|w|+ 3

)2

.

Позначимо V = (CN ∨K)2, C2 = E
(
2‖a‖∞T + 2 sup[0,T ] |w|+ 3

)2
. Тепер з

(3.4.2) випливає, що

E sup
s∈[0,t]

sup
u∈R
|X(u, s)−Y (u, s)|2 ≤ 2V T

∫ t

0

E sup
s1∈[0,s]

sup
u∈R
|X(u, s1)−Y (u, s1)|2ds+

+2V T

∫ t

0

sup
s1∈[0,s]

sup
u∈R

(
ρ∞(µ(s1), ν(s1))

)2
ds ≤

≤ 2V T (1 + C2C
2
m)

∫ t

0

E sup
s1∈[0,s]

sup
u∈R
|X(u, s1)− Y (u, s1)|2ds.

З (3.2.3) випливає, що

E sup
s∈[0,t]

sup
u∈R
|X(u, s)− Y (u, s)|2 = E sup

s∈[0,t]

sup
u∈R
|(X(u, s)− u) + (u− Y (u, s))|2 ≤

≤ E(2 sup
s≤t
|w(s)|+ 2t‖a‖∞)2 < +∞.

Отже, за лемою Гронуола-Белмана

∀t ∈ [0, T ] E sup
s∈[0,t]

sup
u∈R
|X(u, s)− Y (u, s)|2 = 0,
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тобто розв’язок (3.2.1) є потраєкторно єдиним. З теореми Ямада-Ватанабе

випливає iснування та єдинiсть сильного розв’язку. Теорема доведена.

В наступнiй теоремi доведено iснування та єдинiсть в деякому класi

функцiй розв’язку рiвняння dX(u, t, ω) = dwt(ω) +
∫
R

∫
Ω

b(X(v, t, ω̃)−X(u, t, ω))P (dω̃)µ(dv)dt,

X(u, 0) = u,

(3.4.5)

тобто коли функцiя взаємодiї має вигляд

a(x, µ) =

∫
R
b(y − x)µ(dy).

Цей випадок вiдрiзняється вiд попереднього тим, що не виконується припу-

щення обмеженостi функцiї взаємодiї a, але iснування та єдинiсть розв’язку

можна довести, користуючись лiнiйнiстю взаємодiї вiдносно мiри µ.

Теорема 3.4.2. Припустимо, що виконанi умови (A1)-(A4). Тодi iснує

розв’язок (3.2.8) такий, що

∀α > 0 E exp (αMT ) < +∞.

Розв’язок (3.2.8) є єдиним в такому сенсi: якщо X(u, t) = X(u, t, ω) i

Y (u, t) = Y (u, t, ω) - два розв’язки (3.2.8),

E sup
u∈R,s∈[0,T ]

|X(u, s, ω)− u| < +∞, E sup
u∈R,s∈[0,T ]

|Y (u, s, ω)− u| < +∞,

то

P (∀t ∈ [0, T ] ∀u ∈ R : X(u, t) = Y (u, t)) = 1.

Доведення теореми 3.4.2. Iснування слабкого розв’язку було доведе-

но в теоремi 3.3.2. Тому доведення буде випливати з теореми Ямада-Ватанабе

та леми 3.2.5 якщо перевiрити потраєкторну єдинiсть розв’язку.

Позначимо

At(ω) = sup
s≤t,u∈R

|X(u, s)− u|+ sup
s≤t,u∈R

|Y (u, s)− u|,
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gt(ω) = sup
s≤t,u∈R

|X(u, s)− Y (u, s)|.

Вiднявши рiвняння (3.2.8) для X та Y , аналогiчно доведенню леми 3.2.1

отримаємо

|X(u, t, ω)− Y (u, t, ω)| ≤

≤
∫ t

0

∫
Ω

(Cµ(As(ω) + As(ω̃) + 1)Q(0) + CQ)(gs(ω) + gs(ω̃))P (dω̃)ds. (3.4.6)

Позначимо C7 = max(Cµ, Q(0), CµQ(0), CQ). Тодi, взявши супремум за u ∈
R, s ∈ [0, t] вiд обох частин (3.4.6), отримаємо

gt(ω) ≤ C7

∫ t

0

∫
Ω

(As(ω)gs(ω) + As(ω)gs(ω̃) + As(ω̃)gs(ω) + As(ω̃)gs(ω)+

gs(ω̃) + gs(ω))P (dω̃)ds.

Позначимо Bs(ω) = As(ω) + 1. Тодi з останньої нерiвностi випливає, що

gt ≤ C7

∫ t

0

(Bsgs +BsEgs + gsEBs + E(gsBs))ds.

Домноживши обидвi частини цiєї нерiвностi на Bt а також деякi доданки в

правiй частинi на Bs, отримаємо

Btgt ≤ C7Bt

∫ t

0

(Bsgs +BsE(gsBs) +BsgsEBs + EBsgs)ds.

Позначимо ξt = Btgt. Тодi останню нерiвнiсть можна переписати у виглядi

ξt ≤ C8Bt

∫ t

0

(BsEξs + ξsEBs)ds.

Застосувавши нерiвнiсть Гронуола-Белмана до функцiї ξt, отримаємо

ξt ≤ C8Bt

∫ t

0

BsEξsds exp (c8Bt

∫ t

0

EBsds) ≤

≤ C8Bt

∫ t

0

BsEξsds exp (c8BtT (CT + 1)).

Взявши математичне сподiвання вiд обох частин нерiвностi та застосував-

ши нерiвнiсть Гронуола-Белмана до функцiї Eξt, отримаємо Eξt = 0, тобто

розв’язок є потраєкторно єдиним. Тепер з теореми 3.3.2, леми 3.2.5 та тео-

реми Ямада-Ватанабе випливає тверждення теореми. Теорема доведена.
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3.5 Висновки

В даному роздiлi розглянуто питання iснування слабкого розв’язку та iсну-

вання та єдиностi сильного розв’язку системи стохастичних диференцiаль-

них рiвнянь, що задають рух континуальної системи взаємодiючих частинок.

1. Доведено теорему iснування слабкого розв’язку рiвняння руху кон-

тинуальної системи взаємодiючих частинок для обмеженого неперервного

за сукупнiстю змiнних та лiпшицевого за положенням частинки коефiцiєнту

зносу та постiйного коефiцiєнту дифузiї (теорема 3.3.1).

2. Доведено теорему iснування та єдиностi сильного розв’язку рiвняння

руху континуальної системи взаємодiючих частинок для обмеженого лiпши-

цевого коефiцiєнту зносу та постiйного коефiцiєнту дифузiї (теорема 3.4.1).

3. Доведено теорему iснування слабкого розв’язку та теорему iснування

та єдиностi сильного розв’язку рiвняння руху континуальної системи взаємо-

дiючих частинок для випадку, коли знос має вигляд iнтегралу за розподiлом

мас частинок, а коефiцiєнт дифузiї постiйний (теореми 3.3.2 та 3.4.2).

Основнi результати даного роздiлу опублiковано в роботах [68], [13],

[19].
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Роздiл 4

Рiвняння Маккiна-Власова як границя

злiченних систем стохастичних

диференцiальних рiвнянь

4.1 Вступ

Для кожного n ≥ 1 розглянемо нескiнченну систему стохастичних диферен-

цiальних рiвнянь
dXn

i (t) = a(Xn
i (t), µn(t))dt+ dwi(t), t ∈ [0, T ], i ∈ Z,

µn(t) = 1
n

∑
i∈Z δXn

i (t), t ∈ [0, T ],

µn(0) = 1
nµ

n.

(4.1.1)

Тут для довiльного n ∈ N мiра {µn =
∑

i∈Z δuni |n ∈ N} є пуасонiвською

точковою мiрою з iнтенсивнiстю n m(dx), де m – деяка σ-скiнченна мiра,

вiнерiвськi процеси {wi(·), i ∈ Z} незалежнi в сукупностi i незалежнi вiд

{µn|n ∈ N}.
Таким чином, коли n зростає, маса кожної частинки в (4.1.1) прямує

до нуля, а iнтенсивнiсть пуасонiвської точкової мiри, що задає початковий

розподiл мас, прямує до нескiнченностi. В даному роздiлi буде доведено, що

рiвняння
dX(u, t) = a(X(u, t), µ(t))dt+ dw(t), u ∈ R, t ∈ [0, T ],

µ(t) = Em ◦X(·, t)−1,

X(u, 0) = u, u ∈ R,

(4.1.2)

є граничним рiвнянням для послiдовностi рiвнянь (4.1.1). Тобто рiвняння,

що вивчається в роздiлi 3, є граничним для послiдовностi рiвнянь з роздiлу

2.
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Теореми iснування та єдиностi слабких та сильних розв’язкiв рiвняння
dXk(t) = a(Xk(t), µ(t))dt+ b(Xk(t), µ(t))dwk(t), k ∈ Z, t ∈ [0, T ],

µ(t) =
∑

k∈Z δXk(t),

Xk(0) = uk, k ∈ Z
(4.1.3)

були доведенi в роздiлi 2. Теореми iснування та єдиностi сильного та слабкого

розв’язку рiвняння (4.1.2) були доведенi в роздiлi 3.

Даний роздiл має наступну структуру. В другому пiдроздiлi даного роз-

дiлу доведено, що послiдовнiсть мiрозначних процесiв {µn(·), n ≥ 1} є слаб-
ко передкомпактною. В третьому пiдроздiлi даного роздiлу доведено, що до-

вiльна слабка гранична точка µ(·) послiдовностi {µn(·), n ≥ 1} задовольняє
певне рiвняння в частинних похiдних (теорема 4.3.1) та є в деякому сен-

сi розподiлом розв’язку стохастичного диференцiального рiвняння (теорема

4.3.2). В четвертому пiдроздiлi буде доведена гранична теорема про слабку

збiжнiсть послiдовностi мiрозначних процесiв {µn(·), n ≥ 1} до мiрозначно-

го процесу ν(·), який єдиним чином визначається з рiвняння (4.1.2). Також

буде доведено збiжнiсть траєкторiй розв’язкiв модифiкованої послiдовностi

систем (4.1.1).

4.2 Передкомпактнiсть послiдовностi розв’язкiв злiченних си-

стем стохастичних диференцiальних рiвнянь

В даному пiдроздiлi буде доведено слабку передкомпактнiсть мiрозначних

процесiв {µn(·), n ≥ 1}, якi визначаються з нескiнченних систем стохасти-

чних диференцiальних рiвнянь
dXn

i (t) = a(Xn
i (t), µn(t))dt+ dwi(t), t ∈ [0, T ], i ∈ Z,

µn(t) = 1
n

∑
i∈Z δXn

i (t), t ∈ [0, T ],

µn(0) = 1
nµ

n.

(4.2.1)

Тут випадковi величини {uni , i ∈ Z, n ≥ 1} такi, що для кожного натураль-

ного n мiра µn =
∑

i∈Z δuni є пуасонiвською точковою мiрою з iнтенсивнiстю
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n m(dx), де m – деяка σ-скiнченна мiра, вiнерiвськi процеси {wi(·), i ∈ Z}
незалежнi в сукупностi та незалежнi вiд {µn|n ∈ N}.

Надалi скрiзь будемо припускати, що m – така мiра на R, що

∃Cm > 0 ∀[a, b] ⊂ R : m([a, b]) ≤ Cm(b− a+ 1). (4.2.2)

Для довiльного вiдрiзка [α, β] ⊂ R та числа x ∈ R будемо позначати

d([α, β], x) евклiдову вiдстань вiд точки x до вiдрiзка [α, β].

Нагадаємо (див. пiдроздiл 2.2) що на просторi M локально скiнченних

мiр на R розглядається топологiя грубої збiжностi τ :

νn
τ→ ν ⇔ ∀f ∈ Cc(R) :

∫
R
fdνn →

∫
R
fdν, n→∞,

де Cc(R) - множина неперервних функцiй з компактним носiєм.

Теорема 4.2.1. Припустимо, що функцiя a : R× (M, ρ)→ R є обмеженою

та неперервною за сукупнiстю змiнних i виконано спiввiдношення (4.2.2).

Тодi послiдовнiсть {µn(·), n ≥ 1} є слабко вiдносно компактною як послi-

довнiсть випадкових елементiв в C([0, T ],M).

Зауваження 4.2.1. Для довiльного n ≥ 1 iснування слабкого розв’язку рiв-

няння (4.2.1) випливає з теореми 2.2.1. Ми розглядаємо слабкi розв’язки

(4.2.1) i не припускаємо, що розв’язок єдиний. Взагалi кажучи, при рiзних

n випадковi процеси {Xn
i (·)}n≥1 заданi на рiзних iмовiрнiсних просторах, i

вiнерiвськi процеси wi(·) залежать вiд номеру серiї n.

Доведення теореми 4.2.1. Для доведення теореми достатньо перевi-

рити наступнi двi умови (див. [38], наслiдок 3.7.4):

1. для довiльного ε > 0 та t ∈ [0, T ] ∩Q iснує компакт Γε,t ⊂M такий,

що

sup
n∈N

P (µn(t) ∈ Γε,t) ≥ 1− ε; (4.2.3)

2.

∀ε > 0 ∃δ > 0 : sup
n∈N

P (ωµn(·)(δ) ≥ ε) ≤ ε. (4.2.4)



97

Щоб перевiрити умову (4.2.3), нам потрiбна наступна лема.

Лема 4.2.1. Для довiльного вiдрiзка математичне сподiвання значень мi-

ри µn(t) цього вiдрiзка є обмеженим рiвномiрно за n ∈ N та t ∈ [0, T ].

Бiльш того,

∀ [α, β] ⊂ R ∀t ∈ [0, T ] ∀n ≥ 1 : Eµn(t, [α, β]) ≤

≤
∫
R
pw(T, d([α− ‖a‖∞T, β + ‖a‖∞T ], x))m(dx). (4.2.5)

Доведення леми 4.2.1. Мiра µn(0) є пуасонiвською точковою мiрою

з iнтенсивнiстю nm. Позначимо =0 = σ(µn(0), n ≥ 1). Легко бачити, що для

довiльних i, n та довiльного вiдрiзка [α, β] ⊂ R

P (∃t ∈ [0, T ] : Xn
i (t) ∈ [α, β]|=0) ≤ pw(T, d([α− ‖a‖∞T, β + ‖a‖∞T ], Xn

i (0))).

Тому

Eµn(t, [α, β]) =
1

n

∑
i∈Z

E
(
P (Xn

i (t) ∈ [α, β]|=0)
)
≤

≤ E
∑
i∈Z

1

n
pw(T, d([α− ‖a‖∞T, β + ‖a‖∞T ], Xn

i (0))) =

=

∫
R
pw(T, d([α− ‖a‖∞T, β + ‖a‖∞T ], x))m(dx) < +∞.

З (4.2.2) випливає, що права частина (4.2.5) скiнченна. Лема доведена.

З леми 4.2.1 випливає, що для довiльного k ∈ N

Eµn(t, [−k, k]) ≤
∫
R
pw(T, d([−k−‖a‖∞T, k+‖a‖∞T ], x))µ(dx) =: Ck < +∞.

(4.2.6)

Позначимо Mε = {µ | ∀k ≥ 1 µ([−k, k]) ≤ 2kCk/ε}. З доведення леми

2.2.4 отримаємо, що для довiльного ε > 0 множина Mε є компактом в M.

Тепер з (4.2.6) та з нерiвностi Чебишова випливає, що

P (µn(t) /∈Mε) ≤
∑
k∈N

P (µn(t, [−k, k]) ≥ 2kCk/ε) ≤
∑
k∈N

ε

2k
= ε.

Отже, умова (4.2.3) виконана.
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Для довiльної мiри λ та функцiї f будемо позначати

〈f, λ〉 =

∫
R
f(x)λ(dx). (4.2.7)

Для перевiрки умови (4.2.4) потрiбна наступна лема.

Лема 4.2.2. Нехай f ∈ C2
c (R) – двiчi неперервно диференцiйовна функцiя з

компактним носiєм. Тодi послiдовнiсть розподiлiв 〈f, µn(·)〉 як випадкових

елементiв в C([0, T ]) є передкомпактною.

Доведення леми 4.2.2. Нехай 0 ≤ t0 ≤ t ≤ T. З оцiнки леми 4.2.1 ви-

пливає допустимiсть застосування формули Iто до 〈f, µ(t)〉 =
∑

i f(Xn
i (t)).

Маємо

d(〈f, µn(t)〉 − 〈f, µn(t0)〉)4 = d

(
1

n

∑
i∈Z

(
f(Xn

i (t))− f(Xn
i (t0))

))4

=

= 4(〈f, µn(t)〉 − 〈f, µn(t0)〉)3

(
1

n

∑
i∈Z

f ′(Xn
i (t))a(Xn

i (t), µn(t)) +

+
1

2n

∑
i∈Z

f ′′(Xn
i (t))

)
dt+ 6(〈f, µn(t)〉 − 〈f, µn(t0)〉)2 1

n

∑
i∈Z

f ′(Xn
i (t))2dt+

+4(〈f, µn(t)〉 − 〈f, µn(t0)〉)3 1

n

∑
i∈Z

f ′(Xn
i (t))dwi(t) (4.2.8)

Отже,

E(〈f, µn(t)〉 − 〈f, µn(t0)〉)4 =

= E

∫ t

t0

4(〈f, µn(s)〉 − 〈f, µn(t0)〉)3

〈
f ′(·)a(·, µn(s)) +

1

2
f ′′(·), µn(s)

〉
ds+

+E

∫ t

t0

6(〈f, µn(s)〉 − 〈f, µn(t0)〉)2
〈(
f ′(·)

)2
, µn(s)

〉
ds.

Застосувавши нерiвнiсть Гельдера, отримаємо:

E(〈f, µn(t)〉 − 〈f, µn(t0)〉)4 ≤
∫ t

t0

4
(
E(〈f, µn(s)〉 − 〈f, µn(t0)〉)4

)3/4 ·

·

(
E

〈
f ′(·)a(·, µn(s)) +

1

2
f ′′(·), µn(s)

〉4
)1/4

ds+
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+6

∫ t

t0

(
E(〈f, µn(s)〉 − 〈f, µn(t0)〉)4

)1/2
(
E
〈(
f ′(·)

)2
, µn(s)

〉2
)1/2

ds. (4.2.9)

З мiркувань, аналогiчних доведенню леми 4.2.1, та припущень щодо

функцiї f випливає, що всi доданки в правiй частинi (4.2.9) обмеженi рiвно-

мiрно за n. Тому з (4.2.9) отримаємо

E(〈f, µn(t)〉 − 〈f, µn(t0)〉)4 ≤ C1|t− t0|, (4.2.10)

де C1 не залежить вiд t0, t, n.

Пiдставивши (4.2.10) в праву частину (4.2.9), отримаємо, що

E(〈f, µn(t)〉 − 〈f, µn(t0)〉)4 ≤ C2|t− t0|3/2.

Отже, за достатньою умовою передкомпактностi Колмогорова послiдовнiсть

розподiлiв 〈f, µn(·)〉 є передкомпактною. Лема доведена.

Щоб завершити доведення теореми, перевiримо умову (4.2.4).

ρ(µn(t1), µ
n(t2)) =

∑
m∈N

1

2m

(∣∣〈fm, µn(t1)〉 − 〈fm, µn(t2)〉∣∣ ∧ 1
)
≤

≤
∑
m∈N

1

2m
(
ω〈fm,µn(·)〉(|t1 − t2|) ∧ 1

)
Тепер умова (4.2.4) випливає з леми 4.2.2 i теореми 2.8.2 з [1]. Теорема дове-

дена.

4.3 Характеризацiя граничних точок послiдовностi розв’язкiв

У даному пiдроздiлi буде доведено, що довiльна гранична точка µ(·) послi-

довностi {µn(·), n ≥ 1} задовольняє певне рiвняння в частинних похiдних

(теорема 4.3.1) та є в деякому сенсi розподiлом розв’язку стохастичного ди-

ференцiального рiвняння (теорема 4.3.2).

Позначимо через C2,1
c (R × [0, T ]) множину функцiй f = f(x, t) : R ×

[0, T ] → R з компактним носiєм, що є неперервно диференцiйовними за t
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i двiчi неперервно диференцiйовними за x. Надалi для f ∈ C2,1
c (R × [0, T ])

будемо позначати supp f найменшу замкнену множину M таку, що

∀x /∈M ∀t ∈ [0, T ] f(x, t) = 0.

Лема 4.3.1. Нехай виконанi припущення теореми 4.2.1. Тодi

d〈f(·, t), µn(t)〉 =

〈
f ′t(·, t) + f ′x(·, t)a(·, µn(t)) +

1

2
f ′′xx(·, t), µn(t)

〉
dt+

+
1

n

∑
i∈Z

f ′x(X
n
i (t), t)dwi(t). (4.3.1)

Доведення леми 4.3.1. Рiвняння (4.3.1) рiвносильне
1

n

∑
i∈Z

f(Xn
i (t), t) =

1

n

∑
i∈Z

f(Xn
i (0), 0)+

+
1

n

∑
i∈Z

∫ t

0

(
f ′t(X

n
i (s), s) + f ′x(X

n
i (s), s)a(Xn

i (s), µn(s)) +
1

2
f ′′xx(X

n
i (s), s)

)
ds+

+
1

n

∑
i∈Z

∫ t

0

f ′x(X
n
i (s), s)dwi(s). (4.3.2)

З формули Iто випливає, що для довiльного натурального m
1

n

∑
|i|≤m

f(Xn
i (t), t) =

1

n

∑
|i|≤m

f(Xn
i (0), 0)+

+
1

n

∑
|i|≤m

∫ t

0

(
f ′t(X

n
i (s), s) + f ′x(X

n
i (s), s)a(Xn

i (s), µn(s)) +
1

2
f ′′xx(X

n
i (s), s)

)
ds+

+
1

n

∑
|i|≤m

∫ t

0

f ′x(X
n
i (s), s)dwi(s). (4.3.3)

З мiркувань, аналогiчних доведенню леми 4.2.1, випливає, що

E

1

n

∑
|i|>m

f(Xn
i (t), t)

2

≤ 1

n2
‖f‖∞E

∣∣{|i| > m : Xn
i (t) ∈ supp f}

∣∣2 → 0, n→∞.

Аналогiчно
1

n

∑
|i|≤m

f(Xn
i (0), 0)

L2(Ω)−→ 1

n

∑
i∈Z

f(Xn
i (0), 0), m→∞.
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Користуючись додатково обмеженiстю похiдних функцiї f, обмеженiстю

функцiї a та теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть, отримаємо, що

1

n

∑
|i|≤m

∫ t

0

(
f ′t(X

n
i (s), s) + f ′x(X

n
i (s), s)a(Xn

i (s), µn(s)) +
1

2
f ′′xx(X

n
i (s), s)

)
ds

L2→

L2→ 1

n

∑
i∈Z

∫ t

0

(
f ′t(X

n
i (s), s) + f ′x(X

n
i (s), s)a(Xn

i (s), µn(s)) +
1

2
f ′′xx(X

n
i (s), s)

)
ds

при m→∞. З iзометрiї стохастичного iнтегралу випливає, що

E

1

n

∑
|i|>m

∫ t

0

f ′x(X
n
i (s), s)dwi(s)

2

=
1

n2

∑
|i|>m

∫ t

0

E(f ′x(X
n
i (s), s))2ds ≤

≤ 1

n2
t‖f ′x‖2

∞E
∣∣{|i| > m : Xn

i (t) ∈ supp f}
∣∣2 → 0,m→∞.

Отже, перейшовши до границi m → ∞ в (4.3.3), отримаємо (4.3.2). Лема

доведена.

Лема 4.3.2. Нехай виконанi припущення теореми 4.2.1. Тодi для довiльної

f ∈ C2,1
c (R× [0, T ])

sup
t∈[0,T ]

(
1

n

∑
i∈Z

∫ t

0

f ′x(X
n
i (s), s)dwi(s)

)
P→ 0, n→∞.

Доведення леми 4.3.2. Оскiльки вiнерiвськi процеси {wi(·), i ∈ Z} є
незалежними, то

E

(
1

n

∑
i∈Z

∫ T

0

f ′x(X
n
i (s), s)dwi(s)

)2

= E
1

n2

∑
i∈Z

∫ T

0

(
f ′x(X

n
i (s), s)

)2
ds ≤

≤ ‖f
′‖2
∞

n
E

1

n

∣∣∣{i ∈ Z|∃s ∈ [0, T ] : Xn
i (s) ∈ supp f

}∣∣∣. (4.3.4)

Аналогiчно доведенню леми 4.2.1 можна перевiрити, що послiдовнiсть

E
1

n

∣∣∣{i ∈ Z|∃s ∈ [0, T ] : Xn
i (s) ∈ supp f

}∣∣∣, n ≥ 1

є обмеженою. Тепер лема випливає з (4.3.4) та нерiвностi Колмогорова для

мартингалiв. Лема доведена.
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Нехай пiдпослiдовнiсть {nk, k ≥ 1} i мiрозначний процес {µ(t), t ∈
[0, T ]} такi, що µnk(·) слабко збiгається до µ(·) як послiдовнiсть випадкових

елементiв в C([0, T ],M). З теореми Скорохода про спiльний iмовiрнiсний

простiр випливає, що iснує ймовiрнiсний простiр i визначенi на ньому випад-

ковi елементи {µ̃nk(t), w̃ink(t), k ≥ 1, i ∈ Z, t ∈ [0, T ]} i {µ̃(t), t ∈ [0, T ]}
такi, що для довiльного k ≥ 1 випадковий елемент {µ̃nk(t), w̃ink(t), i ∈
Z, t ∈ [0, T ]} має такий же розподiл як {µnk(t), wi(t), i ∈ Z, t ∈ [0, T ]}, i
має мiсце збiжнiсть:

µ̃nk(·) P1→ µ̃(·), k →∞, (4.3.5)

як випадкових елементiв в C([0, T ],M), тобто

sup
t∈[0,T ]

ρ(µ̃nk(t), µ̃(t))
P1→ 0, k →∞.

Надалi для спрощення позначень будемо писати n замiсть nk i wn
i замiсть

w̃i
nk.

Лема 4.3.3. Нехай виконанi припущення теореми 4.2.1. Тодi для довiль-

ного f ∈ C2,1
c (R× [0, T ]) i довiльного t ∈ [0, T ]∫ t

0

〈(
f ′s(·, s) + f ′x(·, s)a(·, µ̃n(s)) +

1

2
f ′′xx(·, s)

)
, µ̃n(s)

〉
ds

P1→

P1→
∫ t

0

∫
R

〈(
f ′s(·, s) + f ′x(·, s)a(·, µ̃(s)) +

1

2
f ′′xx(·, s)

)
, µ̃(s)

〉
ds, n→∞.

Доведення леми 4.3.3. Оцiнимо рiзницю

∣∣∣∣∫ t

0

∫
R

〈(
f ′s(·, s) + f ′x(·, s)a(·, µ̃n(s)) +

1

2
f ′′xx(·, s)

)
, µ̃n(s)

〉
ds−

−
∫ t

0

∫
R

〈(
f ′s(·, s) + f ′x(·, s)a(·, µ̃(s)) +

1

2
f ′′xx(·, s)

)
, µ̃(s)

〉
ds

∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣∫ t

0

〈(
f ′x(·, s)(a(·, µ̃n(s))− a(·, µ̃(s)))

)
, µ̃n(s)

〉
ds

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∫ t

0

〈(
f ′s(·, s) + f ′x(·, s)a(·, µ̃(s)) +

1

2
f ′′xx(·, s)

)
, µ̃n(s)− µ̃(s)

〉
ds

∣∣∣∣ . (4.3.6)
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Оскiльки з iмовiрнiстю 1 має мiсце рiвномiрна збiжнiсть

µ̃n(·)
[0,T ]

⇒ µ̃(·), n→∞,

то для майже кожного ω iснує компакт K(ω) ⊂ M такий, що

{µ̃n(t, ω), µ(t, ω)|t ∈ [0, T ], n ≥ 1} ⊂ K(ω). Оскiльки supp f×K(ω) є компа-

ктом, то неперервна функцiя a є рiвномiрно неперервною на supp f ×K(ω).

Отже, перший доданок в правiй частинi (4.3.6) не перевищує

sup
x∈suppf

sup
s∈[0,T ]

|a(x, µ̃n(s))− a(x, µ̃(s))| · ‖f ′x‖∞ sup
s∈[0,T ]

µ̃n(s, supp f)→ 0, n→∞,

бо

sup
x∈suppf

sup
s∈[0,T ]

|a(x, µ̃n(s))− a(x, µ̃(s))| → 0, n→∞

i

lim
n→∞

sup
s∈[0,T ]

µ̃n(s, supp f) ≤ sup
s∈[0,T ]

µ̃(s, supp f). (4.3.7)

Оскiльки для довiльного фiксованого s ∈ [0, T ]

h(·) = f ′x(·, s)a(·, µ(s)) +
1

2
f ′′xx(·, s) + f ′s(·, s) ∈ Cc(R),

то

∀s ∈ [0, T ] 〈h, µ̃n(s)〉 → 〈h, µ(s)〉, n→∞,

причому∣∣〈h, µ(s)〉
∣∣ ≤ (‖f ′s‖∞ + ‖f ′x‖∞‖a‖∞ +

1

2
‖f ′′xx‖∞

)
sup
s∈[0,T ]

µ̃(s, supp f).

З (4.3.7) випливає, що {sups∈[0,T ] µ̃
n(s, supp f), n ≥ 1} є обмеженою по-

слiдовнiстю. Тому, застосувавши теорему Лебега про мажоровану збiжнiсть,

отримаємо збiжнiсть iнтегралiв у другому доданку з правої частини (4.3.6).

Отже, права частина (4.3.6) прямує до 0 при n→∞. Лема доведена.

З (4.3.1), лем 4.3.2, 4.3.3 та того, що µn(0)
P→ m, n → ∞, випливає

наступний результат
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Теорема 4.3.1. Припустимо, що функцiя a обмежена та неперервна за

сукупнiстю змiнних. Нехай µ(·) – довiльна слабка гранична точка послi-

довностi {µn(·), n ≥ 1}, що розглядається як послiдовнiсть випадкових

елементiв простору C([0, T ],M). Тодi для довiльної f ∈ C2,1
c (R× [0, T ])

〈µ(t), f(·, t)〉 = 〈m, f(·, 0)〉+

+

∫ t

0

〈(
f ′x(·, s)a(·, µ(s)) +

1

2
f ′′xx(·, s) + f ′s(·, s)

)
, µ(s)

〉
ds, t ∈ [0, T ]. (4.3.8)

Зауваження 4.3.1. Рiвнiсть (4.3.8) виконується м. н. також для випадкових

елементiв f в просторi C2,1
c (R× [0, T ]) з топологiєю збiжностi

gn → g, n→∞⇔ ∃K > 0
∞⋃
n=1

supp gn ⊂ [−K,K], ‖gn − g‖∞ → 0, n→∞.

Справдi, для довiльної невипадкової функцiї f iснує множина Ωf мiри 1 така,

що для довiльного ω ∈ Ωf виконується рiвнiсть (4.3.8). Нехай {fn, n ≥ 1} –
щiльна пiдмножина в C2,1

c (R × [0, T ]). Позначимо Ω1 =
⋂∞
n=1 Ωfn. Тодi Ω1 є

множиною мiри 1, i для довiльних ω ∈ Ω1 i n ∈ N рiвнiсть (4.3.8) виконується

для функцiї fn. Нехай тепер f є випадковим елементом в просторi C2,1
c (R×

[0, T ]). Тодi для довiльного фiксованого ω ∈ Ω1 функцiя f(·, ω) є границею

деякої пiдпослiдовностi функцiй {fnk, k ≥ 1}, для яких (4.3.8) виконано.

Перейшовши до границi k →∞, отримаємо, що (4.3.8) виконано для ω ∈ Ω1.

Нашою подальшою метою є встановлення зв’язку (4.3.8) з певним сто-

хастичним диференцiальним рiвнянням.

Нехай ϕst(x), s ≤ t, x ∈ R – розв’язок рiвняння{
dϕst(x) = a(ϕst(x), µ(t))dt+ dw(t), t ∈ [s, T ],

ϕss(x) = x,
(4.3.9)

де w(·) – незалежний вiд µ(·) вiнерiвський процес. Тут µ(·) з теореми 4.3.1.

Позначимо A(x, t) = a(x, µ(t)), Ew – математичне сподiвання за вiне-

рiвською мiрою.
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Лема 4.3.4. Припустимо, що функцiя a неперервна за сукупнiстю змiнних

i для майже всiх ω функцiя A = A(x, t) є диференцiйовною за x, причому

функцiя A′x(x, t) обмежена. Якщо g ∈ C2
c (R), то для довiльного фiксованого

S ∈ [0, T ] функцiя f вигляду

f(x, t) = Ewg(ϕtS(x)), t ∈ [0, S] (4.3.10)

задовольняє спiввiдношення

∀ t ∈ [0, S] 〈µ(t), f(·, t)〉 = 〈m, f(·, 0)〉.

Зауваження 4.3.2. Далi буде доведено, що мiри µ(t), t ∈ [0, T ] є невипадко-

вими.

Зауваження 4.3.3. З [22, теорема 1.7.12] випливає, що iснує розв’язок рiвня-

ння{
f ′t(x, t) + f ′x(x, t)A(x, t) + 1

2f
′′
xx(x, t) = 0, t ∈ [s, S), x ∈ R,

f(x, S) = g(x), x ∈ R,
(4.3.11)

i з оберненого рiвняння Колмогорова випливає, що розв’язок (4.3.11) за-

довольняє рiвнiсть (4.3.10). Однак функцiя f, що визначена в (4.3.10) не

задовольняє умови теореми 4.3.1, оскiльки не має компактного носiя. Для

доведення леми достатньо довести що (4.3.8) виконується також для функцiї

f з (4.3.10).

Зауваження 4.3.4. Для виконання припущень щодо фукцiї A достатньо, щоб

функцiя a була неперервно диференцiйовною за x, неперервною за сукупнi-

стю змiнних i

sup
x∈R

sup
µ∈M
|a′x(x, µ)| < +∞.

Доведення леми 4.3.4. Перевiримо збiжнiсть iнтегралу м. н.〈
|f(·, t)|, µ(t)

〉
=

∫
R
|f(x, t)|µ(t, dx) < +∞ (4.3.12)

для функцiї f з (4.3.10). Оцiнимо

|f(t, x)| ≤ Ew|g(ϕtS(x))| ≤ ‖g‖∞P (ϕtS(x) ∈ supp g). (4.3.13)
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Нехай supp g ⊂ [−R,R]. З (4.3.13) та нерiвностi Чебишова для довiльного

|x| ≥ R та p ≥ 1 отримаємо

|f(x, t)| ≤ ‖g‖∞P (|ϕtS(x)− x| ≥ |x| −R) ≤ ‖g‖∞
Ew(R + 1 + |ϕtS(x)− x|)p

(1 + |x|)p
.

(4.3.14)

Оскiльки |ϕtS(x)− x| ≤ |w(S)− w(t)|+ ‖a‖∞|S − t|, то

|f(x, t)| ≤ ‖g‖∞
Ew

(
R + 1 + |w(S)− w(t)|+ ‖a‖∞|S − t|

)p
(1 + |x|)p

=

= ‖g‖∞
K(S, p, ‖g‖∞)

(1 + |x|)p
, (4.3.15)

де функцiя K залежить лише вiд S, p, ‖g‖∞. Оскiльки

E

∫
R
|f(x, t)|µ(t, dx) =

∫
R
|f(x, t)|(Eµ(t, dx)), (4.3.16)

то з (4.2.5) i (4.3.15) випливає, що iнтеграл в (4.3.16) скiнченний. Тепер за

теоремою Фубiнi iнтеграл в (4.3.12) є скiнченним м. н.

Нехай, q(·) ∈ C2(R, [0, 1]) – функцiя з носiєм в [−1, 1] така, що q(0) = 1.

Визначимо послiдовнiсть функцiй {hn, n ≥ 1} :

hn(x) = 1I|x|≤n + q(x− n)1Ix>n + q(x+ n)1Ix<−n (4.3.17)

i послiдовнiсть {fn, n ≥ 1} :

fn(x, t) = hn(x)f(x, t). (4.3.18)

Для довiльного натурального n функцiя fn ∈ C2,1
c (R×[0, T ]), тому (4.3.8) ви-

конано для fn. Оскiльки функцiї fn збiгаються поточково до f, то достатньо

обгрунтувати граничний перехiд в (4.3.8).

З (4.3.12) та теореми Лебега про мажоровану збiжнiсть випливає, що

〈µ(t), fn(·, t)〉
P1→ 〈µ(t), f(·, t)〉, n→∞

для довiльного t ∈ [0, S].
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Користуючись (4.3.11) перетворимо пiдiнтегральний вираз в правiй ча-

стинi (4.3.8):

∂fn(x, s)

∂s
+
∂fn(x, s)

∂x
A(x, s) +

1

2

∂2fn(x, s)

∂x2
= hn(x)f ′s(x, s)+

+(hn(x)f ′x(x, s) + h′n(x)f(x, s))A(x, s) +
1

2
(hn(x)f ′′xx(x, s)+

+2h′n(x)f ′x(x, s) + h′′xx(x)f(x, s)) = h′n(x)f(x, s)A(x, s)+

+h′n(x)f ′x(x, s) +
1

2
h′′n(x)f(x, s).

Оскiльки функцiя A(x, t) неперервно диференцiйовна за x, то функцiя

ϕtT (x) неперервно диференцiйовна за x в середньоквадратичному сенсi (див.

[5], теорема 2.8.1), причому похiдна ∂ϕtS(x)
∂x задовольняє рiвняння

∂ϕtS(x)

∂x
= 1 +

∫ T

t

A′1(ϕtu(x), u)
∂ϕtu(x)

∂x
du.

Тепер з леми Гронуола-Белмана випливає, що∣∣∣∣∂ϕtS(x)

∂x

∣∣∣∣ ≤ e‖A
′
x‖∞(S−t) ≤ e‖A

′
x‖∞S,

де ‖A′x‖∞ = supx∈R supt∈[0,T ] |A′x(x, t)|. Звiдси

|f ′x(x, s)| =
∣∣∣∣ ddxEwg(ϕsS(x))

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣Ew

(
g′(ϕsS(x))

∂ϕsS(x)

∂x

)∣∣∣∣ ≤
≤ Ew|g′(ϕsS(x))|e‖A′

x‖∞S. (4.3.19)

Аналогiчно доведенню (4.3.15) можна перевiрити, що

∀ p ≥ 1 : Ew|g′(ϕsS(x))| ≤ ‖g′‖∞
K(S, p, ‖g‖∞)

(1 + |x|)p
. (4.3.20)

Тому з (4.3.14), (4.3.16), (4.3.19), (4.3.20) випливає, що для довiльного p ≥ 1∣∣∣∣∫ t

0

∫
|x|∈(n,n+1)

(
h′n(x)f(x, s)A(x, s) + h′n(x)f ′x(x, s) +

1

2
h′′n(x)f(x, s)

)
µ(s, dx)

∣∣∣∣ ≤
‖q′‖∞

∫ t

0

∫
|x|∈(n,n+1)

(
‖A′x‖∞|f(x, s)|+ e‖A

′
x‖∞S‖g′‖∞

K(S, p, ‖g‖∞)

(1 + |x|)p

)
µ(s, dx)ds+
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+
1

2
‖q′′‖∞

∫ t

0

∫
|x|∈(n,n+1)

|f(x, s)|µ(s, dx)ds. (4.3.21)

Аналогiчно доведенню (4.3.12) можна перевiрити, що для p ≥ 2

E

∫ t

0

∫
R

1

(1 + |x|)p
µ(s, dx) < +∞. (4.3.22)

З (4.3.12), (4.3.22) та теореми Лебега про мажоровану збiжнiсть випливає,

що права частина (4.3.21) прямує до 0 м. н. при n→∞. Оскiльки fn(x, s) =

f(x, s) для |x| ≤ n, то з (4.3.11) випливає, що∫
|x|/∈(n,n+1)

(
∂fn(x, s)

∂s
+
∂fn(x, s)

∂x
A(x, s) +

1

2

∂2fn(x, s)

∂x2

)
µn(s, dx) = 0.

Отже, ∫ t

0

〈(
∂fn(·, s)
∂s

+
∂fn(·, s)
∂x

A(·, s) +
1

2

∂2fn(·, s)
∂x2

)
, µ(s)

〉
ds

P1→

∫ t

0

〈(
f ′s(·, s) + f ′x(·, s)A(·, s) +

1

2
f ′′xx(·, s)

)
, µ(s)

〉
ds, n→∞.

Перейшовши до границi в рiвняннi (4.3.8) для функцiї fn отримаємо, що

(4.3.8) виконано i для функцiї f. Лема доведена.

Теорема 4.3.2. Нехай µ(·) – довiльна слабка гранична точка послiдовностi

{µn(·), n ≥ 1}, що розглядається як послiдовнiсть випадкових елементiв

простору C([0, T ],M). Припустимо, що виконуються умови теореми 4.3.1

та леми 4.3.4. Тодi

∀t ∈ [0, T ] µ(t) = Ew

(
m ◦ ϕ0t(·)−1

)
. (4.3.23)

Зауваження 4.3.5. Функцiя ϕ0t(x) вимiрна за (t, x, ω).

Доведення теореми 4.3.2. Позначимо ϕt(x) = ϕ0t(x), де ϕ0t(x) –

розв’язок рiвняння (4.3.9). Зафiксуємо довiльне S ∈ [0, T ]. З леми 4.3.4 ви-

пливає, що для довiльного g ∈ C2
c (R) для f(t, x) := Eg(ϕtS(x)), t ∈ [0, S],

має мiсце спiввiдношення

〈µ(S), g〉 = 〈µ(S), f(·, S)〉 = 〈µ(0), f(·, 0)〉 = 〈m, f(·, 0)〉 = 〈m,Ewg(ϕS(x))〉 =
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= Ew

∫
R
g(ϕS(x))m(dx) = Ew

∫
R
g(y)

(
m ◦ ϕS(·)−1

)
(dy) = 〈Ewm◦ϕS(·)−1, g(·)〉.

(4.3.24)

Отже,

∀ g ∈ C2
c (R) 〈µ(S), g(·)〉 = 〈Ewm ◦ ϕS(·)−1, g(·)〉.

Звiдси µ(S) = Ew(m ◦ ϕS(·)−1). Теорема доведена.

4.4 Граничнi теореми

Основними результатами даного пiдроздiлу є граничнi теореми про збi-

жнiсть мiрозначних процесiв µn(·) з рiвняння (4.2.1) до мiрозначного проце-

су ν(·) з рiвняння (4.1.2) та про збiжнiсть траєкторiй випадкових процесiв

{Xn
i (·)}n≥1.

Теорема 4.4.1. Нехай {µn(·), Xn
i (·), i ∈ Z} – довiльнi розв’язки рiвнянь

(4.2.1). Припустимо, що

1. функцiя a : R×M→ R є обмеженою та неперервною за сукупнiстю

змiнних;

2. функцiя a = a(x, µ) є неперервно диференцiйовною за x, причому

∀C > 0 ∃LC > 0 ∀µ ∈MC ∀x ∈ R |a′x(x, µ)| ≤ LC ;

3. ∃K > 0 ∀x ∈ R ∀µ, ν ∈M∞ |a(x, µ)− a(x, ν)| ≤ Kρ∞(µ, ν);

4. m ∈M∞.

Тодi послiдовнiсть мiрозначних випадкових процесiв {µn(·), n ≥ 1}
слабко збiгається в C([0, T ],M) до невипадкового мiрозначного процесу

µ(·), який єдиним чином визначається з рiвняння (4.1.2).

Доведення теореми 4.4.1. Доведення теорем 3.3.1 та 3.4.1 справе-

дливi i для рiвняння
dϕt(x) = a(ϕt(x), ν(t))dt+ dw(t), x ∈ R, t ∈ [0, T ],

ν(t) = Ewm ◦ ϕt(·)−1,

ϕ0(x) = x, x ∈ R.

(4.4.1)
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Отже, за припущень теореми 4.4.1 iснують єдинi сильнi розв’язки рiвнянь

(3.2.1) та (4.4.1). Процес {X(u, t), u ∈ R, t ∈ [0, T ]} з (3.2.1) є вимiрним вiд-

носно вiнерiвської фiльтрацiї, отже, пара {(X(u, t), µ(t)), u ∈ R, t ∈ [0, T ]}
також задовольняє рiвняння (4.4.1). З єдиностi розв’язкiв випливає що вони

спiвпадають. Тепер теорема 4.4.1 випливає з теорем 4.3.2, 3.4.1 та наступної

леми.

Лема 4.4.1. Припустимо, що виконанi умови теореми 4.4.1. Нехай µ(·)
– довiльна слабка гранична точка послiдовностi випадкових елементiв

{µn(·), n ≥ 1} в просторi C([0, T ],M). Тодi з iмовiрнiстю 1 для всiх

t ∈ [0, T ] мiра µ(t) ∈MC , де

C = Cm + 2‖a‖∞T + 2

∫ ∞
β+‖a‖∞T

pw(T, x− β − ‖a‖∞T )m(dx).

Тут конcтанта Cm з рiвностi (4.2.2).

Доведення леми 4.4.1. Зафiксуємо довiльний вiдрiзок [α, β] ⊂ R.
Легко бачити, що для довiльного t ∈ [0, T ]

µn(t, [α, β]) ≤ 1

n
µn([α− ‖a‖∞T, β + ‖a‖∞T ])+

+
1

n

∑
i:uni >β+‖a‖∞T

1Iinf [0,T ] wi(t)<β+‖a‖∞T−uni +
1

n

∑
i:uni <α−‖a‖∞T

1Isup[0,T ] wi(t)>α−‖a‖∞T−uni .

(4.4.2)

Оскiльки µn є пуасонiвською точковою мiрою з iнтенсивнiстю nm(dx), то

1

n
µn([α− ‖a‖∞T, β + ‖a‖∞T ])→ m([α− ‖a‖∞T, β + ‖a‖∞T ]).

Зафiксуємо довiльне B > β + ‖a‖∞T. Позначимо I = [β + ‖a‖∞T,B],

ρ(dx) =
1

m(I)
1II(x)m(dx).

Нехай, {ui, i ≥ 1} – незалежнi однаково розподiленi випадковi величини з

розподiлом ρ, а N(·) пуасонiвський процес з iнтенсивнiстю 1, незалежний
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вiд {ui, i ≥ 1} та w(·). Тодi [53, теорема 2.1.16]

Sn(I) :=
1

n

∑
i:uni ∈I

1Iinf [0,T ] wi(t)<β+‖a‖∞T−uni
d
=

1

n

N(nm(I))∑
i=1

1Iinf [0,T ] wi(t)<β+‖a‖∞T−ui.

Отже, (див. [53, параграф 3.1.1])

ESn(I) = EN(nm(I))E
1

n
1Iinf [0,T ] w1(t)<β+‖a‖∞T−u1 =

=

∫ B

β+‖a‖∞T
pw(T, x− β − ‖a‖∞T )m(dx)→

→
∫ ∞
β+‖a‖∞T

pw(T, x− β − ‖a‖∞T )m(dx), B →∞.

Оцiнимо дисперсiю, користуючись результатами з [53, параграф 3.1.1]

DSn(I) = EN(nm(I))D
1

n
1Iinf [0,T ] w1(t)<β+‖a‖∞T−u1+

+DM(nm(I))

(
E

1

n
1Iinf [0,T ] w1(t)<β+‖a‖∞T−u1

)2

=

= nm(I)E

(
1

n
1Iinf [0,T ] w1(t)<β+‖a‖∞T−u1

)2

=

=
m(I)

n

∫ B

β+‖a‖∞T
pw(T, x− β − ‖a‖∞T )m(dx)→

→ m(I)

n

∫ +∞

β+‖a‖∞T
pw(T, x− β − ‖a‖∞T )m(dx), B → +∞.

Отже, для довiльного n ≥ 1

E
1

n

∑
i:uni >β+‖a‖∞T

1Iinf [0,T ] wi(t)<β+‖a‖∞T−uni =

∫ ∞
β+‖a‖∞T

pw(T, x−β−‖a‖∞T )m(dx),

i

D

∫ ∞
β+‖a‖∞T

pw(T, x− β − ‖a‖∞T )m(dx)→ 0, n→∞.

Аналогiчнi спiввiдношення мають мiсце i для другої суми в правiй частинi

рiвностi (4.4.2). Тому якщо µ(·) є слабкою граничною точкою послiдовностi

µn(·), то

µ(t, [α, β]) ≤ m([α−‖a‖∞T, β+‖a‖∞T ])+2

∫ ∞
β+‖a‖∞T

pw(T, x−β−‖a‖∞T )m(dx).
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Лема доведена.

Для теореми про збiжнiсть траєкторiй окремих частинок потрiбнi бу-

дуть деякi додатковi умови.

Нехай {µi =
∑

j∈Z δui,j} – незалежнi пуасонiвськi точковi мiри з iнтен-

сивнiстю m. Нехай µn =
∑n

i=1 µi для довiльного n ∈ N. Тодi µn є пуасонiв-

ською точковою мiрою з iнтенсивнiстю nm(dx). Нехай {wi,j(·), i ∈ N, j ∈ Z}
– незалежнi вiнерiвськi процеси, причому {wi,j(·), i ∈ N, j ∈ Z} незалежнi

вiд {µi, i ≥ 1}. Розглянемо систему рiвнянь


dXn

i,j(t) = a(Xn
i,j(t), µ

n(t))dt+ dwi,j(t), t ∈ [0, T ], i = 1, n, j ∈ Z,
µn(t) = 1

n

∑n
i=1

∑
j∈Z δXn

i,j(t)
, t ∈ [0, T ],

Xn
i,j(0) = ui,j, i = 1, n, j ∈ Z.

(4.4.3)

Вiдмiтимо що розв’язок µn(·) рiвняння (4.4.3) має такий самий розподiл,

як µn(·) з рiвняння (4.2.1), якщо має мiсце єдинiсть розв’язкiв рiвнянь (4.4.3)

та (4.2.1). Достатнi умови iснування та єдиностi сильного розв’язку рiвняння

(4.4.3) дає, наприклад, теорема 2.3.1.

Наступна теорема дає достатнi умови збiжностi траєкторiй окремих ча-

стинок.

Теорема 4.4.2. Припустимо, що виконанi умови теореми 4.4.1 та для

довiльного n ≥ 1 iснує єдиний сильний розв’язок рiвняння (4.4.3). Тодi

1. µn(·) P→ µ(·), n→∞ в C([0, T ], (M, ρ)).

2. для довiльних цiлих i та j

lim
n→∞

sup
0≤t≤T

E(Xn
i,j(t)−Xi,j(ui,j, t))

2 = 0,

де Xi,j(·, ·) – розв’язок рiвняння
dXi,j(u, t) = a(Xi,j(u, t), µ(t))dt+ dwi,j(t), u ∈ R, t ∈ [0, T ],

µ(t) = Em ◦Xi,j(·, t)−1,

Xi,j(u, 0) = u, u ∈ R.

(4.4.4)
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Доведення теореми 4.4.2. Нехай µ(·) – довiльна слабка гранична то-

чка послiдовностi {µn(·), n ≥ 1}. З леми 4.3.4 та теорем 4.3.2, 4.2.1 випливає,

що µ(·) є розв’язком рiвняння (4.1.2), а, отже, µ(·) є невипадковим мiрозна-

чним процесом i µn(·) P→ µ(·), n→∞ як випадковi елементи в C([0, T ],M).

Випадковий процес Xn
i,j(·) задовольняє рiвнiсть

Xn
i,j(t) = ui,j +

∫ t

0

a(Xn
i,j(s), µ

n(s))ds+ wi,j(t),

а Xi,j(ui,j, ·) задовольняє

Xi,j(t) = ui,j +

∫ t

0

a(Xi,j(s), µ(s))ds+ wi,j(t).

Отже, друга частина теореми випливає з [5, теорема 2.8.2]. Теорема доведена.

Приклад 4.4.1. Нехай

a(x, µ) =

= q

(∫
R
g1(y − x)µ(dy), ...,

∫
R
gm(y − x)µ(dy),

∫
R
h1(y)µ(dy), ...,

∫
R
hk(y)µ(dy)

)
,

де

1. функцiя q ∈ C1(Rm+k), функцiї q, q′ є обмеженими;

2. функцiї g1, ..., gm, h1, ..., hk ∈ C1
c (R).

Для такої функцiї a виконанi всi припущення теореми 4.4.2.

Перевiримо, що виконуються умова 2 теореми 4.4.1. Позначимо

~r(x, µ) =(∫
R
g1(y − x)µ(dy), ...,

∫
R
gm(y − x)µ(dy),

∫
R
h1(y)µ(dy), ...,

∫
R
hk(y)µ(dy)

)
.

Продиференцiювавши за параметром iнтеграли в означеннi a(x, µ),

отримаємо

a′x(x, µ) = −
m∑
i=1

q′i(~r(x, µ))

∫
R
g′i(y − x)µ(dy).

Звiдси

|a′x(x, µ)| ≤
m∑
i=1

‖q′1‖∞‖g′i‖∞µ(supp gi).
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Отже, умова 2 теореми (4.4.1) виконана.

Перевiримо, що виконується умова 3 теореми (4.4.1). З теореми Лагран-

жа випливає оцiнка

|a(x, µ1)− a(x, µ2)| =
∣∣q(~r(x, µ1)

)
− q
(
~r(x, µ2)

)∣∣ ≤
≤ ‖q′‖∞

m∑
i=1

∣∣∣∣∫
R
gi(y − x)(µ1(dy)− µ2(dy))

∣∣∣∣+
+‖q′‖∞

k∑
i=1

∣∣∣∣∫
R
hi(y)(µ1(dy)− µ2(dy))

∣∣∣∣ . (4.4.5)

Нехай {li, 1 ≤ i ≤ n} ⊂ C1
c (R, [0, 1]) – такi функцiї, що

∀ y ∈
m⋃
i=1

supp gi ∪
k⋃
i=1

supphi :
n∑
i=1

li(y) = 1, (4.4.6)

та

∀i ∈ {1, ..., n} ∃u ∈ R : supp li ⊂ [u, u+ 2].

Тодi з (4.4.5) i (4.4.6) випливає, що

|a(x, µ1)− a(x, µ2)| ≤ ‖q′‖∞
n∑
j=1

m∑
i=1

∣∣∣∣∫
R
gi(y − x)lj(y)(µ1(dy)− µ2(dy))

∣∣∣∣+
+‖q′‖∞

n∑
j=1

k∑
i=1

∣∣∣∣∫
R
hi(y)lj(y)(µ1(dy)− µ2(dy))

∣∣∣∣ .
Позначимо

H = max{‖li‖∞, ‖l′i‖∞, 1 ≤ i ≤ n},

C = max
1≤i≤m

sup
x∈R
|gi(x)| ∨ |g′i(x)| ∨ max

1≤i≤k
sup
x∈R
|hi(x)| ∨ |h′i(x)|.

Легко бачити, що для довiльних i та j

|gi(x− y)lj(y)| ≤ CH, |(gi(x− y)lj(y))′y| ≤ 2CH,

|hi(y)lj(y)| ≤ CH, |(hi(y)lj(y))′y| ≤ 2CH.
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Тепер з означення ρ∞(µ1, µ2) випливає, що

∀ i ∈ {1, ..., n}
∣∣∣∣∫

R
S(x, y)li(y)(µ1(dy)− µ2(dy))

∣∣∣∣ ≤ 2nC(m+ k)Hρ∞(µ1, µ2).

Отже,

|a(x, µ1)− a(x, µ2)| ≤ 2nC(m+ k)H‖g1‖∞ρ∞(µ1, µ2).

Безпосередньо з означення функцiї a(·, ·) випливає, що виконанi й iншi при-

пущення теореми 4.4.2.

4.5 Висновки

У даному роздiлi розглянуто граничнi теореми про слабку та сильну збi-

жнiсть розв’язкiв послiдовностi рiвнянь що задають рух злiченної системи

взаємодiючих частинок.

1. Доведено слабку збiжнiсть послiдовностi мiрозначних процесiв що

визначаються з рiвнянь руху злiченних систем взаємодiючих частинок до

мiрозначного процесу що визначається з рiвняння Маккiна-Власова для ви-

падку нескiнченної сукупної маси частинок.

2. Доведено сильну збiжнiсть розв’язкiв(тобто мiрозначних процесiв та

траєкторiй окремих частинок) рiвняння руху злiченної системи взаємодiю-

чих частинок до розв’язку рiвняння Маккiна-Власова для випадку нескiн-

ченної сукупної маси частинок.

Основнi результати даного роздiлу опублiковано в роботах [13], [19].
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Висновки

Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню питання iснування та єдино-

стi розв’язкiв нескiнченних систем стохастичних диференцiальних рiвнянь

зi взаємодiєю, а також дослiдженню граничної поведiнки розв’язкiв таких

систем.

У роботi доведено iснування та єдинiсть сильного розв’язку нескiнчен-

ної системи стохастичних диференцiальних рiвнянь з вимiрним обмеженим

коефiцiєнтом переносу що задовольняє умову скiнченностi радiусу взаємо-

дiї та сталим коефiцiєнтом дифузiї. Доведено теорему iснування та єдино-

стi сильного розв’язку нескiнченної системи стохастичних диференцiальних

рiвнянь з неперервними обмеженими коефiцiєнтами переносу та дифузiї що

задовольняють умову скiнченностi радiусу взаємодiї. Отримано iснування

слабкого розв’язку для нескiнченних систем стохастичних диференцiальних

рiвнянь з неперервними обмеженими коефiцiєнтами дифузiї та переносу.

Рiвняння Маккiна-Власова переписано таким чином, що воно має сенс i

для випадку, коли початковий розподiл мас частинок є локально скiнченною

мiрою. Доведено теорему iснування та єдиностi сильного розв’язку рiвняння

Маккiна-Власова для випадку, коли сукупна маса частинок є нескiнченною.

Розглянуто послiдовнiсть нескiнченних систем стохастичних диферен-

цiальних рiвнянь, в яких маса частинок прямує до нуля, а густота частинок

зростає до нескiнченностi. Доведено збiжнiсть траєкторiй окремих частинок

а також вiдповiдних мiрозначних процесiв до розв’язку рiвняння Маккiна-

Власова для випадку нескiнченної сукупної маси частинок.
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