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Ñïèñîê óìîâíèõ ïîçíà÷åíü
N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèé ÷èñåë.
Z � ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë.
Z+ � ìíîæèíà öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë.
R � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë.
C � ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
C+ (C−) � âåðõíÿ (íèæíÿ) âiäêðèòà êîìïëåêñíà ïiâïëîùèíà.
T � ìíîæèíà òî÷îê íà ìåæi îäèíè÷íîãî êðóãà {z : |z| = 1}.
D � ìíîæèíà òî÷îê ó ñåðåäíi îäèíè÷íîãî êðóãà {z : |z| < 1}.
Cn � ëiíiéíèé ïðîñòið êîìïëåêñíèõ n-ìiðíèõ âåêòîðiâ�êîëîíîê.
Cn×m � ïðîñòið êîìïëåêñíèõ ìàòðèöü ðîçìiðó n×m.
(·, ·), (·, ·)H � ñêàëÿðíèé äîáóòîê (â ïðîñòîði H).
spanL � ëiíiéíà îáîëîíêà ìíîæèíè L.
clos L � çàìêíåííÿ ìíîæèíè L.
A¹ L � çâóæåííÿ îïåðàòîðà A íà ïiäïðîñòið L ⊂ H.
ΠL � îðòîãîíàëüíèé ïðîåêòîð íà ïiäïðîñòið L ⊂ H.
H1 ⊥ H2 � ïiäïðîñòîðè H1 i H2 îðòîãîíàëüíi.
H1 + H2 � ñóìà ïiäïðîñòîðiâ H1 i H2.
H1+̇H2 � ïðÿìà ñóìà ïiäïðîñòîðiâ H1 i H2.
H1 ⊕H2 � îðòîãîíàëüíà ñóìà ïiäïðîñòîðiâ H1 i H2.
H1 ×H2 � äåêàðòîâèé äîáóòîê ïiäïðîñòîðiâ H1 i H1.
I, In � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ (ïîðÿäêó n).
0, 0n � íóëüîâà ìàòðèöÿ (ïîðÿäêó n).
A−1 � ìàòðèöÿ (îïåðàòîð) îáåðíåíà äî A.
A∗ � ìàòðèöÿ (îïåðàòîð) ñïðÿæåíà äî A.
A−∗ = (A−1)∗ � îïåðàòîð ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà îáåðíåíîãî äî A.
A ≥ 0 � ñàìîñïðÿæåíà ìàòðèöÿ (îïåðàòîð) A íåâiä'¹ìíà.
A > 0 � ñàìîñïðÿæåíà ìàòðèöÿ (îïåðàòîð) A ñòðîãî äîäàòíà.
A ⊂ B � B ¹ ðîçøèðåííÿ îïåðàòîðà A.
det A � âèçíà÷íèê ìàòðèöi A.
rank A � ðàíã ìàòðèöi A.
dom A � îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ìàòðèöi (îïåðàòîðà) A.
ran A � îáëàñòü çíà÷åíü ìàòðèöi (îïåðàòîðà) A.
ker A � ÿäðî ìàòðèöi (îïåðàòîðà) A.
||A||, ||A||H � íîðìà ìàòðèöi (îïåðàòîðà) A (â ïðîñòîði H).
λ→̂α � íåäîòè÷íà ãðàíèöÿ â òî÷öi α àáî â íåñêií÷åííîñòi.
δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.
hs � ìíîæèíà òî÷îê ãîëîìîðôíîñòi ôóíêöi¨ s.
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Âñòóï
Àêòóàëüíiñòü òåìè. Äèñåðòàöiÿ ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ îïåðàòîðíîãî ìå-
òîäà ðîçâ'ÿçêó iíòåðïîëÿöiéíèõ ïðîáëåì â óçàãàëüíåíèõ êëàñàõ ôóíêöié. Òåî-
ðiÿ iíòåðïîëÿöi¨ íàáóëà îñòàííiì ÷àñîì øèðîêîãî çàñòîñóâàííÿ â òåîði¨ ñèñòåì
i òåîði¨ H∞-êîíòðîëþ. Ãîëîâíi ïðîáëåìè òåîði¨ H∞-êîíòðîëþ � öå ïðîáëåìà
ðåäóêöi¨ ìîäåëi áåç ïîìiòíî¨ çìiíè ïåðåäàâàëüíî¨ ôóíêöi¨ i ïðîáëåìà ðîáàñò-
íî¨ (âiäìîâîñòiéêî¨) ñòàáiëiçàöi¨, ÿêà ïîëÿãà¹ â ñèíòåçi êîìïåíñàòîðà â ñèñòå-
ìàõ çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó òàêèì ÷èíîì, ùîá ñèñòåìà çàëèøàëàñü âíóòðiøíüî
ñòàáiëüíîþ. Â ðîáîòi Ãëîâåðà [69] áóëî ïîêàçàíî, ùî ïðîáëåìà ðåäóêöi¨ ìî-
äåëi ìîæå áóòè çâåäåíà äî iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè Íåõàði-Òàêàãi. Òàêîæ
Êiìóðà i Âèä'ÿñàãàð [95] ïîêàçàëè, ùî ïðîáëåìà ðîáàñòíî¨ ñòàáiëiçàöi¨ ¹ äåÿ-
êîþ iíòåðïîëÿöiéíîþ ïðîáëåìîþ. Öi ïðîáëåìè òåîði¨ H∞-êîíòðîëþ iíòåíñèâ-
íî äîñëiäæóâàëèñü â îñòàííi òðè äåêàäè â ðîáîòàõ Áõàéÿ, Ôðàíñiñà, Êóðòåéí,
ÌàêÔàðëàéíà, òà áàãàòüîõ iíøèõ. Ïðè äîñëiäæåííi öèõ ïðîáëåì øèðîêî âè-
êîðèñòîâóâàëèñü ìåòîäè òåîði¨ iíòåðïîëÿöiéíèõ ìàòðè÷íèõ ïðîáëåì, ðîçðîá-
ëåíi â ðîáîòàõ Àäàìÿíà, Àðîâà i Êðåéíà [1], Áîëëà i Õåëòîíà [44], Áîëëà,
Ãîõáåðãà i Ðîäìàíà [43], Ã. Äiìà [68]. Ïiäêðåñëèìî, ùî äóæå ÷àñòî òåîðiÿ
H∞-êîíòðîëþ ïîòðåáó¹ âèêîðèñòàííÿ òàêèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ çàäà÷, ÿêi ¹ ií-
äåôiíiòíèìè çà ñâî¹þ ñóòòþ.

Îïåðàòîðíèé ïiäõiä äî êëàñè÷íî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè Íåâàíëiííè-
Ïiêà áóâ ðîçðîáëåíèé â ðîáîòi Á. Ñåêåôàëüâi-Íàäü i À. Êîðàíüè [76]. Â 60-õ
ðîêàõ îïåðàòîðíèé ïiäõiä áóâ çàñòîñîâàíèé Àäàìÿíîì, Àðîâèì i Êðåéíîì äî
ïðîáëåìè Íåõàði i iíäåôiíiòíî¨ ïðîáëåìè Íåõàði-Òàêàãi. Â 1986 ðîöi â ðîáîòi
Â.Å. Êàöíåëüñîíà, À.ß. Õåéôåöà òà Ï.Ì. Þäèöüêîãî [14] áóëà çàïðîïîíîâà-
íà íîâà ñõåìà ðîçâ'ÿçêó iíòåðïîëÿöiéíèõ ïðîáëåì. Â öié ðîáîòi áóëî ââåäåíî
äî ðîçãëÿäó àáñòðàêòíó iíòåðïîëÿöiéíó ïðîáëåìó, ÿê óçàãàëüíåííÿ ïiäõîäó
Â.Ï. Ïîòàïîâà äî iíòåðïîëÿöiéíèõ çàäà÷. Îïèñ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ àáñòðàêòíî¨
iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè áóëî çâåäåíî äî îïèñó âñiõ ìàòðèöü ðîçñiþâàííÿ
óíiòàðíèõ ðîçøèðåíü äåÿêî¨ ÷àñòêîâî¨ içîìåòði¨. Ó ïîäàëüøîìó áóëî ïîêàçàíî
(Ï.Ì. Þäèöüêèé [35], À.ß. Õåéôåö [33], Ñ. Êóïií [82]), ùî áàãàòî çàäà÷ àíàëi-
çó, òàêèõ ÿê äîòè÷íà i áiäîòè÷íà ïðîáëåìè, ïðîáëåìà ëiôòèíãà êîììóòàíòà,
ïðîáëåìà ìîìåíòiâ, òà iíøèõ, ìîæíà âêëþ÷èòè â çàãàëüíó ñõåìó àáñòðàêòíî¨
iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè. Ïàðàëåëüíó âåðñiþ àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨
ïðîáëåìè â îïåðàòîðíèõ êëàñàõ Íåâàíëiííè áóëî ðîçãëÿíóòî Â.Î. Äåðêà÷åì
â [58].

Iíäåôiíiòíèé àíàëîã àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè â óçàãàëü-
íåíèõ êëàñàõ Øóðà äîñëiäæóâàëñÿ â [57]. Ïðîòå àáñòðàêòíà iíòåðïîëÿöiéíà
ïðîáëåìà â îïåðàòîðíèõ êëàñàõ Íåâàíëiííè çàëèøàëàñü âiäêðèòîþ. Ðîçãëÿä
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öi¹¨ ïðîáëåìè äîçâîëèâ áè îòðèìàòè íîâèé ïiäõiä äî áàãàòüîõ iíäåôiíiòíèõ
iíòåðïîëÿöiéíèõ çàäà÷. Îäíà ç òàêèõ çàäà÷ � öå iíäåôiíiòíà ïðîáëåìà ìî-
ìåíòiâ, ÿêà áóëà ðîçãëÿíóòà â ðîáîòàõ Ì.Ã. Êðåéíà i Ã. Ëàíãåðà [80] ìåòîäàìè
òåîði¨ ðîçøèðåíü ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ â ïðîñòîðàõ Ïîíòðÿãiíà. Iíøèé ïiä-
õiä äî öi¹¨ ïðîáëåìè, ÿêèé áàçó¹òüñÿ íà àëãîðèòìi Øóðà, áóëî çàñòîñîâàíî
â [55].

Iíøà ïðîáëåìà, ÿêà âèâ÷à¹òüñÿ â ðîáîòi � öå ïðîåêòèâíèé âàðiàíò äîòè÷-
íî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè. Äîòè÷íà iíòåðïîëÿöiéíà ïðîáëåìà, ÿêà âïåðøå
áóëà ðîçãëÿíóòà â ðîáîòi I. Ôåä÷iíî¨ â 1974 ð., îäðàçó çíàéøëà çàñòîñóâàííÿ
â òåîði¨ ñèñòåì. Ðiçíi ïiäõîäè äî öi¹¨ ïðîáëåìè áóëî çàïðîïîíîâàíî À.À. Íó-
äåëüìàíîì, Ä.Ç. Àðîâèì, I.Ö. Ãîõáåðãîì, Ã. Äiìîì, Ë.Ô. Ñàõíîâè÷åì òà ií-
øèìè. Çîêðåìà, â ðîáîòàõ Î. Õåéôåöà áiäîòè÷íà iíòåðïîëÿöiéíà ïðîáëåìà
áóëà ðîçâ'ÿçàíà ìåòîäàìè àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè. Â êëàñè÷-
íîìó âèïàäêó ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ äîòè÷íî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè ìîæå
áóòè îïèñàíà ÿê äåÿêå äðîáîâî-ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ TW [ε] âiä ïàðàìåòðà ε,
ÿêèé ïðîáiãà¹ ìàòðè÷íèé êëàñ Øóðà, äå ìàòðèöÿ W äðîáîâî-ëiíiéíîãî ïåðå-
òâîðåííÿ áóäó¹òüñÿ çà äàíèìè ïðîáëåìè.

Iíäåôiíiòíèé âàðiàíò äîòè÷íî¨ i áiäîòè÷íî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè
ðîçãëÿäàâñÿ â ðîáîòàõ À.À. Íóäåëüìàíà, Äæ. Áîëëà, I.Ö. Ãîõáåðãà i Ë. Ðîäìà-
íà [43], À.À. Àìiðøàäÿíà i Â.Î. Äåðêà÷à [39], Â.Î. Äåðêà÷à i Ã. Äiìà [60]. Äëÿ
iíäåôiíiòíî¨ äîòè÷íî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè çàãàëüíà êàðòèíà ïàðàìåò-
ðèçàöi¨ ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ çáåðiãà¹òüñÿ, àëå ìíîæèíîþ ïàðàìåòðiâ ¹ ëèøå ÷àñòèíà
êëàñó Øóðà. Òi ìàòðèöi-ôóíêöi¨ ε, äëÿ ÿêèõ äðîáîâî-ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ
TW [ε] íå ¹ ðîçâ'ÿçêîì äîòè÷íî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè, íàçèâàþòü âèíÿò-
êîâèìè. Ó ñêàëÿðíîìó âèïàäêó ìíîæèíà âèíÿòêîâèõ ïàðàìåòðiâ iíäåôiíiòíî¨
iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè Êàðàòåîäîði-Ôåé¹ðà áóëî îïèñàíî Â. Áîëîòíiêî-
âèì, Î. Õåéôåöåì i Ë. Ðîäìàíîì [49, 48]. Äëÿ iíäåôiíiòíî¨ äîòè÷íî¨ iíòåðïî-
ëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè çàäà÷à îïèñó ìíîæèíè âèíÿòêîâèõ ïàðàìåòðiâ çàëèøàëàñü
âiäêðèòîþ.

Çâ'ÿçîê ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Îñíîâíi íà-
óêîâi ðåçóëüòàòè, âèêëàäåíi â äèñåðòàöi¨, îòðèìàíî â õîäi âèêîíàííÿ íàóêîâî-
äîñëiäíèöüêèõ ðîáiò "Ãàðìîíi÷íèé òà ñïåêòðàëüíèé àíàëiç ôóíêöié i îïåðà-
òîðiâ, ðiâíÿííÿ çãîðòêè òà íàáëèæåííÿ ôóíêöié"(íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨
0115U000136), "Ìåòðè÷íi ïðîñòîðè, ãàðìîíi÷íèé àíàëiç ôóíêöié i îïåðàòîðiâ,
ñèíãóëÿðíi òà íåêëàñè÷íi çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü"(íîìåð äåð-
æàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0115U000136), ùî âèêîíóâàëèñü âiäïîâiäíî äî ïëàíó ðî-
áîòè Äîíåöüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó; "Ñïåêòðàëüíi ïðîáëåìè òåî-
ði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ i ðiçíèöåâèõ îïåðàòîðiâ"(íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨
0115U000556), ùî âèêîíóâàëàñü âiäïîâiäíî äî ïëàíó ðîáîòè Íàöiîíàëüíîãî
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ïåäàãîãi÷íîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà.
Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Îñíîâíîþ ìåòîþ äèñåðòàöi¨ ¹ âïðîâà-

äæåííÿ íîâîãî ïiäõîäó äî iíòåðïîëÿöiéíèõ ïðîáëåì â óçàãàëüíåíèõ êëàñàõ
ôóíêöié Íåâàíëiííè àáî íåâàíëiííiâñüêiõ ïàð. Çàäà÷àìè äîñëiäæåííÿ ¹:

• ïîáóäîâà äëÿ êîæíî¨ íîðìàëiçîâàíî¨ óçàãàëüíåíî¨ íåâàíëiííiâñüêî¨ ïàðè
(Nκ-ïàðè) ôóíêöiîíàëüíî¨ ìîäåëi ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî âiäíîøåí-
íÿ A ó ïðîñòîði Ïîíòðÿãiíà ç âiäòâîðþþ÷èì ÿäðîì, òàêîãî ùî çàäàíà
Nκ-ïàðà ¹ àñîöiéîâàííîþ ç öèì ñàìîñïðÿæåííèì âiäíîøåííÿì; ïîáóäî-
âà äëÿ êîæíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ Íåâàíëiííè m ∈ Nκ ôóíêöiîíàëüíî¨
ìîäåëi ñèìåòðè÷íîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà â ïðîñòîði äå Áðàíæà-Ðîâíÿêà
i ãðàíè÷íî¨ òðiéêè, òàêèõ ùî âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ Âåéëÿ ñïiâïàäà¹ ç ôóíê-
öi¹þ m; îïèñ ïðîñòîðó äå Áðàíæà-Ðîâíÿêà H(m) óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨
Íåâàíëiííè m ∈ Nκ.

• ââåäåííÿ äî ðîçãëÿäó àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè â êëàñi Nκ-
ïàð, îïèñ ðîçâ'ÿçêiâ àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè â êëàñi Nκ-
ïàð.

• çàñòîñóâàííÿ àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè â êëàñi Nκ-ïàð äî
iíäåôiíiòíî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ, ïîáóäîâà àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨
ïðîáëåìè, ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ÿêî¨ ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ ðîçâ'ÿçêiâ ií-
äåôiíiòíî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ.

• äîâåäåííÿ àíàëîãó òåîðåìè Ðóøå äëÿ ôóíêöié ç óçàãàëüíåíîãî êëàñó
Ñìiðíîâà.

• îïèñ âèíÿòêîâèõ ïàðàìåòðiâ óçàãàëüíåíî¨ äîòè÷íî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðî-
áëåìè Øóðà-Òàêàãi, ðîçãëÿä i äîñëiäæåííÿ äîïîìiæíî¨ ïðîåêòèâíî¨ äî-
òè÷íî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè, ïîâ'ÿçàíî¨ ç ðåçîëüâåíòíîþ ìàòðèöåþ
óçàãàëüíåíî¨ äîòè÷íî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè Øóðà-Òàêàãi.

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ. Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ iíòåðïîëÿöiéíi ïðîáëåìè â
óçàãàëüíåíèõ êëàñàõ Íåâàíëiííè i Øóðà.

Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ. Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ôóíêöiîíàëüíà ìîäåëü
ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ A ó ïðîñòîði Ïîíòðÿãiíà ç âiäòâîðþþ-
÷èì ÿäðîì, àáñòðàêòíà iíòåðïîëÿöiéíà ïðîáëåìà â êëàñi óçàãàëüíåíèõ íåâàí-
ëiííiâñüêiõ ïàð, iíäåôiíiòíà ïðîáëåìà ìîìåíòiâ, ïðîåêòèâíà äîòè÷íà iíòåð-
ïîëÿöiéíà ïðîáëåìà, îïèñ âèíÿòêîâèõ ïàðàìåòðiâ óçàãàëüíåíî¨ äîòè÷íî¨ ií-
òåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè Øóðà-Òàêàãi.
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Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ó äèñåðòàöi¨ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ i ðîçâèâà¹òüñÿ ìå-
òîä àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè Êàöíåëüñîíà, Õåéôåöà i Þäèöü-
êîãî, ìåòîä ãðàíè÷íèõ òðiéîê â òåîði¨ ðîçøèðåíü ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ ó
ïðîñòîði Ïîíòðÿãiíà, ìåòîäè òåîði¨ ìàòðèöü, ìåòîäè ïðîñòîðiâ Ïîíòðÿãiíà ç
âiäòâîðþþ÷èì ÿäðîì.

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ Ó äèñåðòàöi¨ îòðèìàíi òà-
êi íîâi ðåçóëüòàòè:

• Ââåäåíî ïîíÿòòÿ íîðìàëiçîâàíî¨ Nκ-ïàðè. Äëÿ êîæíî¨ óçàãàëüíåíî¨
íåâàíëiííiâñüêî¨ ïàðè ïîáóäîâàíî ôóíêöiîíàëüíó ìîäåëü ñàìîñïðÿæåíî-
ãî ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ ó ïðîñòîði Ïîíòðÿãiíà ç âiäòâîðþþ÷èì ÿäðîì.
Äëÿ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ Íåâàíëiííè m ∈ Nκ îòðèìàíî îïèñ ïðîñòîðó
äå Áðàíæà-Ðîâíÿêà H(m), ÿêèé ¹ ïðîñòîðîì Ïîíòðÿãiíà ç âiäòâîðþþ-
÷èì ÿäðîì.

• Ðîçãëÿíóòî àáñòðàêòíó iíòåðïîëÿöiéíó ïðîáëåìó â êëàñi Nκ-ïàð. Ç êîæ-
íîþ àáñòðàêòíîþ iíòåðïîëÿöiéíîþ ïðîáëåìîþ ïîâ'ÿçàíî äåÿêå ñèìåò-
ðè÷íå ëiíiéíå âiäíîøåííÿ A ó ïðîñòîði Ïîíòðÿãiíà, òàêå ùî ìíîæèíà
ðîçâ'ÿçêiâ àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè çíàõîäèòüñÿ ó âçà¹ìíî
îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi ç ìíîæèíîþ ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü öüî-
ãî ñèìåòðè÷íîãî âiäíîøåííÿ A. Çíàéäåíî âèãëÿä ðåçîëüâåíòíî¨ ìàòðè-
öi îïåðàòîðà â òåðìiíàõ äàíèõ iíòåðïîëÿöi¨. Çà äîïîìîãîþ öi¹¨ ìàòðè-
öi îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨
ïðîáëåìè ó âèãëÿäi äðîáîâî-ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ äîâiëüíî¨ íåâàíëií-
íiâñüêî¨ ïàðè.

• Ìåòîä àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè çàñòîñîâàíî äî ïîâíî¨ ií-
äåôiíiòíî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ. Ïîáóäîâàíî àáñòðàêòíó iíòåðïîëÿöiéíó
ïðîáëåìó, ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ÿêî¨ ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ ðîçâ'ÿçêiâ ií-
äåôiíiòíî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ. Çíàéäåíî âèãëÿä ðåçîëüâåíòíî¨ ìàòðèöi.

• Ââåäåíî äî ðîçãëÿäó íîâèé êëàñ ìåðîìîðôíèõ â D ìàòðè÷íî-çíà÷íèõ
ôóíêöié, òàê çâàíèé óçàãàëüíåíèé êëàñ Ñìiðíîâà ç κ ïîëþñàìè â D,
ÿêèé ó âèïàäêó κ = 0 ñïiâïàäà¹ ç êëàñè÷íèì êëàñîì Ñìiðíîâà. Äîâåäåíî
àíàëîã òåîðåìè Ðóøå äëÿ ôóíêöié ç óçàãàëüíåíîãî êëàñó Ñìiðíîâà.

• Çíàéäåíî îïèñ âèíÿòêîâèõ ïàðàìåòðiâ óçàãàëüíåíî¨ äîòè÷íî¨ iíòåðïîëÿ-
öiéíî¨ ïðîáëåìè Øóðà-Òàêàãi. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíóòî íîâó äîïîìiæíó
ïðîåêòèâíó äîòè÷íó ïðîáëåìó, ÿêà ðîçâ'ÿçàíà ìåòîäîì àáñòðàêòíî¨ ií-
òåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè. Ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ïðîáëåìè îïèñàíà ó
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ôîðìi äðîáîâî-ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çà äîïîìîãîþ ðåçîëüâåíòíî¨ ìàò-
ðèöi. Â ñêàëÿðíîìó âèïàäêó îòðèìàíèé îïèñ âèíÿòêîâèõ ïàð ñïiâïàäà¹ ç
ðåçóëüòàòàìè ïîïåðåäíiõ ðîáiò Â. Áîëîòíiêîâà, Î. Õåéôåöà i Ë. Ðîäìàíà.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè äèñåðòà-
öi¨ ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Âîíè ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi ïðè äîñëiä-
æåííi iíøèõ òèïiâ iíòåðïîëÿöiéíèõ ïðîáëåì. Iíòåðïîëÿöiéíi ïðîáëåìè â óçà-
ãàëüíåíèõ îïåðàòîðíî-çíà÷íèõ êëàñàõ âèíèêàþòü ó òåîði¨ ñèñòåì. Ìàòåðiàëè
äèñåðòàöi¨ ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ó íàâ÷àëüíîìó ïðîöåñi - ïðè âèêëàäàííi
ñïåöiàëüíèõ êóðñiâ ïî ìàòåìàòè÷íîìó àíàëiçó.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âèçíà÷åííÿ íàïðÿìêó òà ïëàíó äîñëiä-
æåíü, ïîñòàíîâêà çàäà÷ òà ôîðìóëþâàííÿ îñíîâíèõ ãiïîòåç íàëåæèòü íàóêî-
âîìó êåðiâíèêó. Îñòàòî÷íi ôîðìóëþâàííÿ òà äîâåäåííÿ ðåçóëüòàòiâ íàëåæàòü
çäîáóâà÷ó. Ðåçóëüòàòè ðîçäiëiâ 2, 3, 4 òà 5 îïóáëiêîâàíî âiäïîâiäíî â ðîáîòàõ
[86, 88], [87], [88] òà [24, 89].

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äîïîâiäà-
ëèñü íà òàêèõ êîíôåðåíöiÿõ:

• Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ - VW Summer School 2010, In�nite Dimensional
Operator Matrices � Theory and Applications, 5�9 ëèïíÿ 2010, Technische
Universitat Berlin, ì. Áåðëií, Íiìå÷÷èíà;

• Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìàòåìàòèêè i ¨¨ çàñòîñóâàííÿ, 30 êâiòíÿ 2012, ì. Õàð-
êiâ, Óêðà¨íà;

• Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ � International conference dedicate to the 120th
anniversary of Stefan Banach, 17�21 âåðåñíÿ 2012, ì. Ëüâiâ, Óêðà¨íà;

• Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ � Êðèìñüêà Ìiæíàðîäíà ìàòåìàòè÷íà êîíôå-
ðåíöiÿ, 23 âåðåñíÿ � 3 æîâòíÿ 2013, ì. Ñóäàê, Êðèì, Óêðà¨íà;

• Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ � ÕVII Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iì.
àêàä. Ìèõàéëà Êðàâ÷óêà, 19�20 òðàâíÿ 2016, ì. Êè¨â, Óêðà¨íà;

• Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ � Modeling, Analysis and Approximation Theory
toward applications in tomography and inverse problems, 24-28 ÷åðâíÿ 2016,
ì. Ëþáåê, Íiìå÷÷èíà;

• Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ � 7th European Congress of Mathematics, 18�22
ëèïíÿ 2016, ì. Áåðëií, Íiìå÷÷èíà.

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äîïîâiäàëèñü íà ñåìiíàðàõ:
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• Äîíåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò, ñåìiíàð êàôåäðè ìàòåìàòè÷íî-
ãî àíàëiçó òà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, êåðiâíèê ä.ô.-ì.í. ïðîôåñîð
Â.Î. Äåðêà÷, 2014;

• Íàöiîíàëüíèé ïåäàãîãi÷íèé óíiâåðñèòåò iìåíi Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà, ñåìi-
íàð êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó òà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, êåðiâ-
íèê ä.ô.-ì.í. ïðîôåñîð Ã.Ì. Òîðáií, 2016;

• Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍÓêðà¨íè, Êè¨âñüêèé ñåìiíàð ç ôóíêöiîíàëüíî-
ãî àíàëiçó, êåðiâíèêè: àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà¨íè ïðîôåñîðÞ.Ì. Áåðåçàíñü-
êèé, ÷ëåí-êîðåñïîíäåíò ÍÀÍ Óêðà¨íè ïðîôåñîð Ì.Ë. Ãîðáà÷óê, 2016;

• Õàðêiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Â.Í. Êàðàçiíà, ñåìiíàð
êàôåäðè ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìàòåìàòèêè, êåðiâíèê ä.ô.-ì.í. ïðîôåñîð
Â.Ê. Äóáîâèé, 2016.
Ïóáëèêàöèè Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíi ó 5 ñòàòòÿõ

[24], [86], [87], [88], [89] òà ó 5 òåçàõ äîïîâiäåé íà êîíôåðåíöiÿõ.
Ñòðóêòóðà i îá'¹ì ðîáîòè. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, 4

ðîçäiëiâ, ùî ïîäðiáíåíi íà ïiäðîçäiëè, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó ëiòåðàòóðè, ùî
ìiñòèòü 95 íàéìåíóâàíü. Îáñÿã ðîáîòè ñêëàäà¹ 134 ñòîðiíîê.

Îñíîâíèé çìiñò äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ îïå-
ðàòîðíîãî ïiäõîäó äî ðîçâ'ÿçàííÿ iíòåðïîëÿöiéíèõ ïðîáëåì â óçàãàëüíåíèõ
êëàñàõ ôóíêöié.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè îòðèìàíî ôóíê-
öiîíàëüíó ìîäåëü ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ ó ïðîñòîði Ïîíòðÿ-
ãiíà ç âiäòâîðþþ÷èì ÿäðîì. Öþ ôóíêöiîíàëüíó ìîäåëü çàñòîñîâàíî äëÿ ïî-
áóäîâè ñèìåòðè÷íîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ïîâ'ÿçàíîãî ç àáñòðàêòíîþ iíòåð-
ïîëÿöiéíîþ ïðîáëåìîþ i äëÿ îá÷èñëåííÿ éîãî ðåçîëüâåíòíî¨ ìàòðèöi. Îòðè-
ìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè
ó âèãëÿäi äðîáîâî-ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ äîâiëüíî¨ íåâàíëiííiâñüêî¨ ïàðè.
Ðîçðîáëåíèé ìåòîä àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè çàñòîñîâàíî äî ïî-
âíî¨ iíäåôiíiòíî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ. Çíàéäåíî ÿâíèé âèãëÿä ðåçîëüâåíòíî¨
ìàòðèöi öi¹¨ ïðîáëåìè.

Ââåäåíî äî ðîçãëÿäó íîâi óçàãàëüíåíi êëàñè ìàòðè÷íèõ ôóíêöié Ñìið-
íîâà i îòðèìàíî ìàòðè÷íèé àíàëîã òåîðåìè Ðóøå äëÿ ìàòðè÷íèõ ôóíêöié ç
öèõ êëàñiâ. Ðîçãëÿíóòî íîâó äîòè÷íó iíòåðïîëÿöiéíó ïðîáëåìó â ìàòðè÷íèõ
êëàñàõ Øóðà. Öþ äîïîìiæíó ïðîáëåìó çàñòîñîâàíî äëÿ îïèñó âèíÿòêîâèõ
ïàðàìåòðiâ äîòè÷íî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè Øóðà-Òàêàãi.

Ïîäÿêè. Àâòîð âèñëîâëþ¹ ùèðó ïîäÿêó ñâî¹ìó íàóêîâîìó êåðiâíèêó
ïðîôåñîðó Â.Î. Äåðêà÷ó.
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1 Îãëÿä ëiòåðàòóðè
1.1 Îñíîâíi ïîíÿòòÿ
Ñòàíäàðòíèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê â ïðîñòîði iíòåãðîâàíèõ ìàòðè÷íî-çíà÷íèõ
ôóíêöié Lp×q

2 áóäåìî ïîçíà÷àòè

〈f, g〉st =
1

2π

∫ 2π

0
g(eit)∗f(eit)dt (f, g ∈ Lp×q

2 ).

Áóäåìî ïîçíà÷àòè H2 � ïðîñòið ôóíêöié f , ùî ¹ ãîëîìîðôíèìè â D i çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâi

sup
0<r<1

∫ 2π

0
|f(reiθ)|2dt < ∞

Áóäåìî îòîòîæíþâàòè ôóíêöiþ f ∈ H2 ç ¨¨ ãðàíè÷íèìè çíà÷åííÿìè íà T.
Òàêèì ÷èíîì áóäåìî ââàæàòè, ùî H2 ⊂ L2. Áóäåìî ïîçíà÷àòè H∞ � ïðîñòið
ôóíêöié f , ùî ¹ ãîëîìîðôíèìè i îáìåæåíèìè â D

supz∈D|f(z)| < ∞

Äåòàëüíiøå ïðî ñêàëÿðíi êëàñè Õàðäi H2, H∞ äèâèñü [11]. Íåõàé Hp×q
k (1 ≤

k ≤ ∞) � öå êëàñè Õàðäè ìàòðè÷íî-çíà÷íèõ ôóíêöié ïîðÿäêó p× q (äèâèñü
[29]).

Âèçíà÷èìî Π+, ÿê îðòîãîíàëüíèé ïðîåêòîð â L2 íà ïðîñòið H2 âiäïî-
âiäíî¨ ðîçìiðíîñòi, à ΠX , ÿê îðòîãîíàëüíèé ïðîåêòîð íà ïiäïðîñòið X. Äëÿ
ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà A = A∗ áóäåìî ïîçíà÷àòè ν−(A) � ðîçìiðíiñòü
íàéáiëüøîãî ïiäïðîñòîðó, íà ÿêîìó îïåðàòîð A ¹ âiä'¹ìíèì. ν−(A) äîðiâíþ¹
ñóìàðíié êðàòíîñòi âëàñíèõ âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà A.

Ïðîñòið ÃiëüáåðòàH âåêòîðíîçíà÷íèõ ôóíêöié iç çíà÷åííÿìè ó ìíîæèíi
Cn, ùî âèçíà÷åíi íà ìíîæèíi Ω ⊂ C, íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì Ãiëüáåðòà ç
âiäòâîðþþ÷èì ÿäðîì (RKHS, reproducing kernel Hilbert space)(äèâèñü [52], à
òàêîæ [41]), ÿêùî iñíó¹ Cn×n ìàòðè÷íî-çíà÷íà ôóíêöiÿ Kω(λ), ÿêà âèçíà÷åíà
íà Ω× Ω, òàêà ùî âèêîíàíi óìîâè:

(1) Ïðè áóäü-ÿêîìó âèáîði òî÷êè ω ∈ Ω i âåêòîðà u ∈ Cn ìà¹ ìiñöå âêëþ-
÷åííÿ

Kω(·)u ∈ H. (1.1)

(2) Äëÿ âñiõ ω ∈ Ω, u ∈ Cn i f ∈ H âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(f, Kωu)H = u∗f(ω) (1.2)
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Ïðè öüîìó ìàòðè÷íî-çíà÷íó ôóíêöiþ Kω(λ) íàçèâàþòü âiäòâîðþþ÷èì ÿäðîì
ïðîñòîðó H.

Íåõàé H ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì C. Âíóòðiøíiì äîáóòêîì íàçè-
âàþòü âiäîáðàæåííÿ 〈·, ·〉H : H×H → C, ÿêå ¹ ëiíiéíèì ïî ïåðøîìó àðãóìåí-
òó i ñèìåòðè÷íèì (äèâèñü [36]). Ïðîñòîðîì Êðåéíà

(H, 〈·, ·〉H
)
íàçèâàþòü

ëiíiéíèé ïðîñòið H ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì 〈·, ·〉H, ÿêèé ìîæíà ðîçêëàñòè â
îðòîãîíàëüíó ïðÿìó ñóìó

H = H+ ⊕H− (1.3)
âiäíîñíî âíóòðiøíüîãî äîáóòêó 〈·, ·〉H, äå

(H+, 〈·, ·〉H
)
i
(H−,−〈·, ·〉H

)
¹ êëà-

ñè÷íèìè ïðîñòîðàìè Ãiëüáåðòà. Çîáðàæåííÿ (1.3) íàçèâàþòü ôóíäàìåí-
òàëüíèì ðîçêëàäîì ïðîñòîðó H.

Ëiíiéíèé ïiäïðîñòið G ïðîñòîðó Êðåéíà H íàçèâà¹òüñÿ âiä'¹ìíèì (äî-
äàòíèì), ÿêùî

〈f, f〉H < 0 (〈f, f〉H > 0) (∀f ∈ G, f 6= 0).

Ëiíiéíèé ïiäïðîñòið G ïðîñòîðó Êðåéíà H íàçèâà¹òüñÿ íåéòðàëüíèì (àáî
âèðîäæåíèì), ÿêùî

〈f, f〉H = 0 (∀f ∈ G).

Êîæíèé çàìêíåíèé ïiäïðîñòið G â H äîïóñêà¹ îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä

G = G+ [+]G− [+]G0, (1.4)

äå G+ ¹ äîäàòíèì ïiäïðîñòîðîì, G− ¹ âiä'¹ìíèì ïiäïðîñòîðîì, G0 ¹ íåéòðàëü-
íèì ïiäïðîñòîðîì â H. Ïðè öüîìó ðîçêëàä (1.4) íå ¹ îäíîçíà÷íèì, àëå ïiä-
ïðîñòið G0 âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî i íàçèâà¹òüñÿ içîòðîïíèì ïiäïðîñòîðîì
ïðîñòîðó G. Âiäìiòèìî, ùî ðîçìiðíîñòi

κ+(G) = dimG+ κ−(G) = dimG− κ0(G) = dimG0

íå çàëåæàòü âiä âèáîðó ðîçêëàäó(1.4). Iíäåêñè κ+(G) i κ−(G) íàçèâàþòü äî-
äàòíiì i âiä'¹ìíèì iíäåêñàìè ïðîñòîðó G.

Ó âèïàäêó, êîëè ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó H− ç ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçêëà-
äó (1.3) ¹ ñêií÷åííîþ i äîðiâíþ¹ κ, ïðîñòið H íàçèâàþòü ïðîñòîðîì Ïîíò-
ðÿãiíà ç âiä'¹ìíèì iíäåêñîì κ. Ïîíÿòòÿ âiäòâîðþþ÷îãî ÿäðà áóëî ðîçøèðåíî
äî ïðîñòîðiâ Ïîíòðÿãiíà (äèâèñü [38]).

Ïðîñòið Ïîíòðÿãiíà H âåêòîðíîçíà÷íèõ ôóíêöié ìåðîìîðôíèõ â Ω ìà¹
âiäòâîðþþ÷å ÿäðî Kω(λ) (RKPS, reproducing kernel Pontriagin space), ÿêùî
âèêîíàíi óìîâè (1.1) i (1.2) (ïðè öüîìó â ôîðìóëi (1.2) ìà¹òüñÿ íà óâàçi
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âíóòðiøíié äîáóòîê â ïðîñòîði H).

1.2 Êëàñ ñòèñêàþ÷èõ ôóíêöié. Äîáóòîê Áëÿøêå-
Ïîòàïîâà

Ôóíêöiþ s ç êëàñó H∞ âiäíîñÿòü äî êëàñó Øóðà S, ÿêùî |s(z)| ≤ 1 äëÿ
âñiõ z ∈ D. ßê âiäîìî [11], íóëi αj (j ≤ N ≤ ∞) ñêàëÿðíî¨ ôóíêöi¨ f ∈
H∞, ùî ¹ çàíóìåðîâàíèìè ç óðàõóâàííÿì êðàòíîñòi, çàäîâîëüíÿþòü óìîâi
N∑

j=1

(
1− |αj|

)
< ∞, à ñàìà ôóíêöiÿ f ìà¹ ôàêòîðèçàöiþ

f(λ) = b(λ)f0(λ), b(λ) =
N∏
1

bαj
(λ), N ≤ ∞,

äå b(λ) ¹ äîáóòêîì Áëÿøêå, bαj
(λ) =

αj

αj

λ−αj

1−λαj
� ìíîæíèêè Áëÿøêå, à f0(λ)

íàëåæèòü äî H∞ i íå ìà¹ íóëiâ â D. ×èñëî N íàçèâàþòü ñòóïiííþ äîáóòêó
Áëÿøêå b(λ).

Íàãàäà¹ìî, ùî ìàòðè÷íî-çíà÷íó ôóíêöiþ s(z) ïîðÿäêó p×q âiäíîñÿòü äî
ìàòðè÷íîãî êëàñó Øóðà Sp×q, ÿêùî s(z)∗s(z) ≤ Iq äëÿ âñiõ z ∈ D. Ìàòðè÷íî-
çíà÷íà ôóíêöiÿ ψ ïîðÿäêó p× q ç êëàñó Hp×q

∞ íàçèâà¹òüñÿ çîâíiøíüîþ, ÿêùî
ìíîæèíà ψHq

2(D) ¹ ùiëüíîþ â Hq
2(D). Ìàòðè÷íî-çíà÷íà ôóíêöiÿ ϕ(λ) ∈ Hp×q

íàçèâà¹òüñÿ âíóòðiøíüîþ, ÿêùî

ϕ(ζ)∗ϕ(ζ) = Iq (äëÿ ìàéæå âñiõ ζ ∈ T).

Sp×q
in � öå ìíîæèíà âñiõ âíóòðiøíiõ ìàòðè÷íî-çíà÷íèõ ôóíêöié s ∈ Sp×q.

Ïðèêëàäîì âíóòðiøíüî¨ ìàòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ ¹ ìíîæíèê Áëÿøêå-
Ïîòàïîâà [28], òîáòî ìàòðè÷íî-çíà÷íà ôóíêöiÿ, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ

Bα(λ) = In − Π + bα(λ)Π, (1.5)

äå bα(λ) � ìíîæíèê Áëÿøêå, à Π � îðòîãîíàëüíèé ïðîåêòîð â Cn. Ìíîæíèê
Áëÿøêå-Ïîòàïîâà Bα(λ) íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì, ÿêùî îðòîãîíàëüíèé ïðîåêòîð
Π â (1.5) ìà¹ ðàíã 1. Ìàòðè÷íî-çíà÷íà ôóíêöiÿ

B`(λ) =
x∏N

j=1
Bαj

(λ), N ≤ ∞, (1.6)
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äå Bαj
(λ), (j = 1, 2, . . . , N) � ïðîñòi ìíîæíèêè Áëÿøêå-Ïîòàïîâà i

N∑
j=1

(
1 −

|αj|
)

< ∞, íàçèâàþòüñÿ ëiâèì äîáóòêîì Áëÿøêå-Ïîòàïîâà. Çîáðàæåííÿ (1.6)
äëÿ ìàòðè÷íî-çíà÷íî¨ ôóíêöi¨ B`(λ) íå ¹ îäíîçíà÷íèì, àëå ïðè óìîâi, ùî
âñi ìíîæíèêè bαj

¹ ïðîñòèìè, âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ¨õíÿ êiëüêiñòü ¹ ñòàëîþ [28].
Êiëüêiñòü ìíîæíèêiâ Áëÿøêå-Ïîòàïîâà â ðîçêëàäi (1.6) íàçèâàþòü ñòóïiííþ
ëiâîãî äîáóòêó Áëÿøêå-Ïîòàïîâà i ïîçíà÷à¹òüñÿ deg B`.

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ïîíÿòòÿ ïðàâîãî äîáóòêó Áëÿøêå-Ïîòàïîâà i
âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ñòóïåíi ëiâîãî i ïðàâîãî äîáóòêiâ Áëÿøêå-Ïîòàïîâà ñïiâ-
ïàäàþòü. ßê âiäîìî [28], ìàòðè÷íî-çíà÷íà ôóíêöiÿ F ∈ Hn×n

∞ , òàêà ùî
det F (λ) 6≡ 0 äîïóñêà¹ ôàêòîðèçàöi¨

F (λ) = B`(λ)G`(λ) = Gr(λ)Br(λ)

äå B`(λ) i Br(λ) ¹ äîáóòêàìè Áëÿøêå-Ïîòàïîâà, à G`, Gr ∈ Hn×n
∞ ¹ îáîðîòíèìè

äëÿ âñiõ λ ∈ D.
Îçíà÷åííÿ 1.1. Íóëüîâîþ êðàòíiñòþMζ äëÿ F ∈ Hn×n

∞ ìè áóäåìî íàçèâà-
òè ñòóïiíü äîáóòêó Áëÿøêå-Ïîòàïîâà B`, ÿêà äîðiâíþ¹ ñòóïåíþ äîáóòêó
Áëÿøêå-Ïîòàïîâà Br [81].

Mζ(F ) = deg B`(= deg Br).

1.3 Iíòåðïîëÿöiéíà ïðîáëåìà Íåâàíëiííè-Ïiêà
Â ðîáîòàõ Øóðà [93], Íåâàíëiííè [90], Ïiêà [92] áóëà ðîçãëÿíóòà òàêà iíòåð-
ïîëÿöiéíà ïðîáëåìà:
Ïðîáëåìà Íåâàíëiííè-Ïiêà. Ìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê zj ∈ D (j =

1, ..., n) i ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë wj ∈ D (j = 1, ..., n). Òðåáà çíàéòè ôóíêöiþ
f ∈ S, òàêó ùî

f(zj) = wj (j = 1, ..., n). (1.7)
ßê âèÿâëÿ¹òüñÿ òàêà ïðîáëåìà íå çàâæäè ìà¹ ðîçâ'ÿçîê. Ç ïðîáëåìîþ (1.7)
ïîâ'ÿçóþòü ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà-Ñòåéíà

P − Z∗PZ = W ∗j11W, (1.8)

äå
Z = diag(z1, ..., zn), W =

[
w1 · · ·wn

1 1

]
, j11 =

[
1 0

0 −1

]
.
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Ðîçâ'ÿçêîì öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ ìàòðèöÿ Ïiêà

P =

[
1− wjwk

1− zjzk

]n

j,k=1
. (1.9)

ßê ïîêàçàíî â [92] íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ äëÿ òîãî, ùîá ïðîáëåìà
Íåâàíëiííè-Ïiêà (1.7) ìàëà ðîçâ'ÿçîê, ¹ íåâiä'¹ìíiñòü ìàòðèöi Ïiêà

P ≥ 0. (1.10)

Øóð ðîçðîáèâ ïîêðîêîâèé àëãîðèòì äëÿ îïèñó ðîçâ'ÿçêiâ ïðîáëåìè (1.7) [93].
Ïiçíiøå Íåâàíëiííà [90] çàñòîñóâàâ àëãîðèòì Øóðà äëÿ îïèñó ðîçâ'ÿçêiâ ií-
òåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè (1.7) ç íåñêií÷åííèì ÷èñëîì òî÷îê iíòåðïîëÿöi¨. Ìàò-
ðè÷íi iíòåðïîëÿöiéíi ïðîáëåìè ç êðàòíèìè òî÷êàìè iíòåðïîëÿöi¨ áóëè ðîçã-
ëÿíóòi â [15], [26], [31], [43].

Çàãàëüíèé ïiäõiä äî iíòåðïîëÿöiéíèõ ïðîáëåì Øóðà-Íåâàíëiííè-Ïiêà
áóâ çàïðîïîíîâàíèé â ðîáîòàõ Àðîâà [2], äå iíôîðìàöiÿ ïðî äàíi iíòåðïî-
ëÿöi¨ ìiñòèòüñÿ â äåÿêèõ ôóíêöiÿõ êëàñó Øóðà. Öi ôóíêöi¨ óòâîðþþòü àñî-
öiéîâàíó ïàðó â òåðìiíîëîãi¨ Àðîâà [2]. Ïðè öüîìó âíóòðiøíiì òî÷êàì ií-
òåðïîëÿöi¨ âiäïîâiäàþòü âíóòðiøíi ôóíêöi¨ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó � äîáóòêè
Áëÿøêå-Ïîòàïîâà.

1.4 Óçàãàëüíåíèé êëàñ Øóðà
Íåõàé κ ∈ N∪{0}, Ω � îáëàñòü ó D. Áóäåìî êàçàòè, ùî ÿäðî Kζ(z) : Ω×Ω →
Cp×p ìà¹ κ âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N i áóäü-ÿêèõ
ðiçíèõ zj ∈ Ω i uj ∈ Cp (j = 1, . . . , n) ìàòðèöÿ

(〈
Kzj

(zk)uj, uk

〉)n

j,k=1

ìà¹ íå áiëüø íiæ κ, i ïðè äåÿêèõ n ∈ N, zj ∈ D i uj ∈ Cp ðiâíî κ âiä'¹ìíèõ
âëàñíèõ çíà÷åíü (äèâèñü [77]).

Íåõàé s � Cp×q-çíà÷íà ôóíêöiÿ, ùî ¹ ìåðîìîðôíîþ â D. Ìàòðè÷íî-
çíà÷íó ôóíêöiþ s âiäíîñÿòü äî óçàãàëüíåíîãî êëàñó Øóðà Sp×q

κ , ÿêùî ÿäðî

Λs
ζ(z) =

Ip − s(z)s(ζ)∗

1− zζ
(z, ζ ∈ hs) (1.11)

ìà¹ κ âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ â hs × hs.
Âiäìiòèìî, ùî êëàñ Sp×q := Sp×q

0 ¹ çâè÷àéíèì êëàñîì Øóðà, òîáòî êëà-
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ñîì ìàòðè÷íèõ ôóíêöié ãîëîìîðôíèõ â D i îáìåæåíèõ çà íîðìîþ îäèíèöåþ.
ßê âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Êðåéíà-Ëàíãåðà [77], áóäü ÿêà ôóíêöiÿ s ∈ Sp×q

κ ,
ùî íàëåæèòü äî óçàãàëüíåíîãî êëàñó Øóðà, ïðèïóñêà¹ ôàêòîðèçàöiþ

s(z) = bl(z)−1sl(z) (z ∈ hs), (1.12)

äå bl � äîáóòîê Áëÿøêå-Ïîòàïîâà ñòóïåíþ κ, sl � ôóíêöiÿ êëàñó Øóðà Sp×q i

ker sl(z)∗ ∩ ker bl(z)∗ = {0} (z ∈ D). (1.13)

Òàêà ôàêòîðèçàöiÿ (1.12) íàçèâà¹òüñÿ ëiâîþ âçà¹ìíî ïðîñòîþ ôàêòîðèçàöiþ
ìàòðè÷íî-çíà÷íî¨ ôóíêöi¨ s.

Àíàëîãi÷íî, áóäü-ÿêà ìàòðè÷íî-çíà÷íà ôóíêöiÿ s ∈ Sp×q
κ ç êëàñó Øóðà

äîïóñêà¹ ïðàâó âçà¹ìíî ïðîñòó ôàêòîðèçàöiþ

s(z) = sr(z)br(z)−1 (z ∈ hs), (1.14)

äå br � äîáóòîê Áëÿøêå-Ïîòàïîâà ñòóïåíþ κ i sr ∈ Sp×q çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

ker sr(z) ∩ ker br(z) = {0} (z ∈ D). (1.15)

Â ðîçêëàäàõ (1.12) i (1.14) ìàòðè÷íî-çíà÷íi ôóíêöi¨ b` i br âèçíà÷à¹òüñÿ
îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî ëiâîãî, âiäïîâiäíî ïðàâîãî, ïîñòiéíîãî óíiòàðíîãî
ìíîæíèêà. Çàçíà÷èìî, ùî âèêîíóþòüñÿ òàêi òâåðäæåííÿ (äèâèñü [59]) â ÿêèõ
óìîâè (1.13) i (1.15) âçà¹ìíî¨ ïðîñòîòè ôàêòîðèçàöié (1.12) i (1.14) ïåðåôîð-
ìóëüîâàíi â åêâiâàëåíòíîìó âèãëÿäi.

Ïðîïîçèöiÿ 1.2. ([59]) Íåõàé s` ∈ Sp×q, sr ∈ Sp×q, b` ∈ Sp×p
in , br ∈ Sq×q

in .
Òîäi:

(i) Ôàêòîðèçàöiÿ (1.12) ¹ ëiâîþ âçà¹ìíî ïðîñòîþ, òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè iñíó¹ ïàðà ìàòðè÷íî-çíà÷íèõ ôóíêöié c ∈ Hp×p

∞ i d ∈ Hq×p
∞ òàêèõ, ùî

b`(z)c(z) + s`(z)d(z) = Ip (z ∈ D).

(ii) Ôàêòîðèçàöiÿ (1.14) ¹ ïðàâîþ âçà¹ìíî ïðîñòîþ, òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè iñíó¹ ïàðà ìàòðè÷íî-çíà÷íèõ ôóíêöié c ∈ Hq×q

∞ i d ∈ Hq×p
∞ òàêèõ, ùî

c(z)br(z) + d(z)sr(z) = Iq (z ∈ D).
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1.5 ÀIÏ â êëàñàõ Øóðà
Îïåðàòîðíèé ïiäõiä äî êëàñè÷íî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè Íåâàíëiííè-
Ïiêà (1.7) áóâ çàïðîïîíîâàíèé â [29], [76] (äèâèñü òàêîæ [4, Ãëàâà 3]). Â ðîáî-
òàõ Ì.Ã. Êðåéíà âåëèêà êiëüêiñòü iíòåðïîëÿöiéíèõ ïðîáëåì áóëà ðîçâ'ÿçàíà
çà äîïîìîãîþ éîãî òåîði¨ çîáðàæåííÿ ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ i ôîðìóëè óçà-
ãàëüíåíèõ ðåçîëüâåíò.

Â 1986 ðîöi â ðîáîòi [14] áóëà çàïðîïîíîâàíà ñõåìà ðîçâ'ÿçêó àáñòðàêò-
íî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè (äèâèñü òàêîæ [75]). Â [14] àáñòðàêòíà iíòåð-
ïîëÿöiéíà ïðîáëåìà ðîçãëÿäàëàñü, ÿê óçàãàëüíåííÿ ïiäõîäó Â.Ï. Ïîòàïîâà
äî iíòåðïîëÿöiéíèõ çàäà÷ [15]. Îïèñ óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿ-
öiéíî¨ ïðîáëåìè áóëî çâåäåíî äî îïèñó âñiõ ìàòðèöü ðîçñiþâàííÿ óíiòàðíèõ
ðîçøèðåíü ÷àñòêîâî¨ içîìåòði¨ V ([3]). Â íèçöi ñòàòåé [45], [74], [75], [82] áóëî
ïîêàçàíî, ùî áàãàòî çàäà÷ àíàëiçó, òàêi ÿê, áiäîòè÷íà ïðîáëåìà, ïðîáëåìà ìî-
ìåíòiâ, ïðîáëåìà ëiôòèíãà êîììóòàíòà òà iíøi, ìîæíà âêëþ÷èòè â çàãàëüíó
ñõåìó àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè.

Ïåðø íiæ ôîðìóëþâàòè àáñòðàêòíó iíòåðïîëÿöiéíó ïðîáëåìó äàìî
âèçíà÷åííÿ ïðîñòîðó äå Áðàíæà-Ðîâíÿêà B(w) (äèâèñü [53]).

Íåõàé w ∈ Sp×r. Ïðîñòið B(w) ñêëàäà¹òüñÿ ç âåêòîðíîçíà÷íèõ ôóíêöié
f =

[
f+

f−

]
∈ Hp

2 ⊕ (Hr
2)
⊥ òàêèõ, ùî

f(τ) ∈ Ran

[
Ip w(τ)

w(τ)∗ Ir

]
( ì.â. T), (1.16)

∫

T
f(τ)∗

[
Ip w(τ)

w(τ)∗ Ir

][−1]

f(τ)dτ < ∞. (1.17)

Ïðè öüîìó ïðîñòið B(w) ¹ ïðîñòîðîì Ãiëüáåðòà ç íîðìîþ, ùî çàäà¹òüñÿ ôîð-
ìóëîþ (1.17).

Çàðàç ïåðåéäåìî äî ôîðìóëþâàííÿ àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëå-
ìè

Ïðîáëåìà AIP (X,E1, E2, T1, T2,M1,M2, D). Íåõàé X � ëiíiéíèé ïðî-
ñòið; E1 i E2 � ñåïàðàáåëüíi ïðîñòîðè Ãiëüáåðòà; T1 i T2 � ëiíiéíi îïåðàòîðè â
X; M1 i M2 � ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ç X â E1 i E2, âiäïîâiäíî; D � íåâiä'¹ìíà
êâàäðàòè÷íà ôîðìà íà X. Íåõàé äëÿ f, g ∈ X îïåðàòîðè T1, T2,M1,M2, D

ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì

D(T1f, T1g)−D(T2f, T2g) = (M1f,M1g)E1
− (M2f,M2g)E2

. (1.18)
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Òðåáà îïèñàòè óñi [E1, E2]-çíà÷íi ôóíêöi¨ w, ÿêi ¹ ñòèñêàþ÷èìè i àíàëiòè÷íè-
ìè â D, i äëÿ ÿêèõ iñíó¹ ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ F : X → B(w), ùî çàäîâîëüíÿ¹
òàêi óìîâè:

(C1) FT1f = t · FT2f −
[
IE1

w

w∗ IE2

] [−M1f

M2f

]
, ïðè f ∈ X äëÿ ì.â. t ∈ T;

(C2) ||Ff ||2B(w) ≤ D(f, f) ïðè f ∈ X.
Íàñòóïíèé îïèñ ðîçâ'ÿçêiâ àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè áóëî

íàâåäåíî â [14] (äèâèñü òàêîæ [75]).
Òåîðåìà 1.3. Ìíîæèíà óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ AIP (X,E1, E2, T1, T2,M1,M2, D) ïà-
ðàìåòðèçó¹òüñÿ ñòèñêàþ÷èìè îïåðàòîðíèìè ôóíêöiÿìè ε ∈ S[L1,L2], äå
L1, L2 � äåôåêòíi ïiäïðîñòîðè içîìåòði¨ V , ùî ïîáóäîâàíà çà äàíèìè ïðî-
áëåìè (äèâèñü [14]). À ñàìå, äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ ε ∈ S[L1,L2] ðîçâ'ÿçîê
AIP âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

w = s0 + s2(IL2
− εs)−1εs1., (1.19)

äå S =

[
s0 s2

s1 s

]
� ìàòðèöÿ ðîçñiþâàííÿ içîìåòði¨ V (äèâèñü [3]).

Iíäåôiíiòíèé àíàëîã àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè â óçàãàëüíå-
íèõ êëàñàõ Øóðà áóëî ðîçãëÿíóòî â [57]. Áóëî ââåäåíî iíäåôiíiòíèé ïðîñòið
äå Áðàíæà-Ðîâíÿêà B(w) âiäïîâiäíî¨ ìàòðè÷íî-çíà÷íî¨ ôóíêöi¨ w ∈ Sp×q

κ .
Âiäìiòèìî, ùî ïðîñòið B(w) ¹ óíiòàðíî åêâiâàëåíòíèì äåÿêîìó ïðîñòîðó
Ïîíòðÿãiíà ç âiäòâîðþþ÷èì ÿäðîì, ÿêèé ¹ ïîâ'ÿçàíèì ç ìàòðè÷íî-çíà÷íîþ
ôóíêöi¹þ w ∈ Sp×q

κ ([59, Theorem 2.20]).

1.6 Êëàñ Íåâàíëiííè i íåâàíëiííiâñüêiõ ïàð
Äî ñêàëÿðíîãî êëàñó N âiäíîñÿòü ãîëîìîðôíi ôóíêöi¨, êîòði äiþòü ç C+ äî
C+.

ßê âiäîìî (äèâèñü [5, �69, Òåîðåìà 2]) áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ ç êëàñó N äî-
ïóñêà¹ iíòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ

m(λ) = a + bλ +

∫ ∞

−∞

(
1

t− λ
− t

1 + t2

)
dσ(t), (1.20)

äå a, b äiéñíi ÷èñëà, b ≥ 0 i σ(t) � íåïåðåðâíà ïðàâîðó÷ íåñïàäíà ôóíêöiÿ,
òàêà ùî ∫ ∞

−∞

dσ(t)

1 + t2
< ∞. (1.21)
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Ïiäêëàñîì N 0 íàçèâàþòü ôóíêöi¨ m0 ∈ N , êîòði ìàþòü iíòåãðàëüíå çîá-
ðàæåííÿ

m0(λ) =

∫

R

dσ(t)

t− λ
(1.22)

ç îáìåæåíîþ ôóíêöi¹þ σ(t), ùî íå ñïàäà¹. Êîæíà ôóíêöiÿ m ç êëàñó N

äîïóñêà¹ ïðèìóñîâå ïðîäîâæåííÿ äî ïiâïëîùiíè C−, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ ôîð-
ìóëîþ (1.20) i â ïîäàëüøîìó ïîçíà÷à¹òüñÿ òèì æå ñèìâîëîì m(λ), ïðè öüîìó

m(λ) = m(λ̄)∗, λ ∈ C−. (1.23)

Âiäìiòèìî, ùî áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ m ç êëàñó N çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó m(λ) =

O(λ) ïðè λ→̂∞. Òóò λ→̂∞ îçíà÷à¹, ùî λ ïðÿìó¹ äî∞ íåäîòè÷íèì øëÿõîì,
òîáòî â äåÿêîìó ñåêòîði | arg(λ) − π/2| < π/2 − ε, ε > 0. ßê âiäîìî (äèâèñü
[5, �69 Òåîðåìà 3]) ôóíêöiÿ m0 ∈ N íàëåæèòü äî êëàñó N 0, òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè

m0(λ) = O(λ−1) (λ→̂∞).

Ç Òåîðåìè Ãàìáóðãåðà-Íåâàíëiííè (äèâèñü [4, Òåîðåìà 3.2.1]) âèïëèâà¹,
ùî ôóíêöiÿ m0 ∈ N 0 âèãëÿäó (1.22) äîïóñêà¹ àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä

m0(λ) = −s0
0

λ
− s0

1

λ2 −
s0
2

λ3 − ..., λ→̂∞. (1.24)

äå s0
j ∈ R, òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

∫ ∞

−∞
tjdσ(t) = s0

j (j = 0, 1, ...). (1.25)

Çàóâàæåííÿ 1.4. Ç (1.25) âèïëèâà¹, ùî áóäü-ÿêèé ïîëiíîì íàëåæèòü äî
ïðîñòîðó L2(dσ).

Êëàñ N(L) ñêëàäà¹òüñÿ ç îïåðàòîðíî-çíà÷íèõ ôóíêöié m(λ), ÿêi ¹ ãîëî-
ìîðôíèìè ó âåðõíié íàïiâïëîùèíi C+ çi çíà÷åííÿìè ó ìíîæèíi [L] îáìåæå-
íèõ îïåðàòîðiâ ó ïðîñòîði Ãiëüáåðòà L i òàêèõ, ùî ÿäðî

Nm
ω (λ) =

m(λ)−m(ω)∗

λ− ω̄
(1.26)

¹ íåâiä'¹ìíèì íà C+. Ç öi¹¨ óìîâè àâòîìàòè÷íî âèïëèâà¹, ùî äëÿ ïðèìóñîâîãî
ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ m, âèçíà÷åííîãî ôîðìóëîé (1.23), ÿäðî Nm

ω (λ) òàêîæ
áóäå íåâiä'¹ìíèì íà C− ∩ C+.

Íàñòóïíå ïîíÿòòÿ íåâàíëiííiâñüêî¨ ïàðè ¹ óçàãàëüíåííÿì ïîíÿòòÿ ôóíê-
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öi¨ Íåâàíëiííè.

Îçíà÷åííÿ 1.5. Ïàðà {Φ, Ψ} [L]-çíà÷íèõ ôóíêöié Φ(·), Ψ(·) ãîëîìîðôíèõ â
C\R íàçèâà¹òüñÿ N -ïàðîþ (íåâàíëiííiâñüêîþ ïàðîþ) ÿêùî:

(i) ÿäðî
NΦΨ

ω (λ) =
Ψ(λ̄)∗Φ(ω̄)− Φ(λ̄)∗Ψ(ω̄)

λ− ω̄

íåâiä'¹ìíå íà C+;

(ii) Ψ(λ̄)∗Φ(λ)− Φ(λ̄)∗Ψ(λ) = 0 ïðè âñåõ λ ∈ C+;

(iii) 0 ∈ ρ(Φ(λ)− λΨ(λ)) äëÿ âñiõ λ ∈ C+.

Äâi N -ïàðè {Φ, Ψ} i {Φ1, Ψ1} íàçèâàþòü åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî Φ1(λ) =

Φ(λ)χ(λ) i Ψ1(λ) = Ψ(λ)χ(λ) äëÿ äåÿêî¨ îïåðàòîðíî¨ ôóíêöi¨ χ(·) iç çíà÷åí-
íÿìè â [L], ÿêà ¹ ãîëîìîðôíîþ i îáîðîòíîþ íà C+. Ìíîæèíó âñiõ êëàñiâ
åêâiâàëåíòíîñòi N -ïàð â L áóäåìî ïîçíà÷àòè Ñ(L).

ßêùî Φ(λ) ≡ IL, äå IL ¹ îäèíè÷íèé îïåðàòîð â ïðîñòîði L, òî ç Îçíà-
÷åííÿ 1.5 âèïëèâà¹, ùî Ψ(λ) ¹ N(L)-ôóíêöi¹þ â ñåíñi [21]. Â öüîìó âèïàä-
êó óìîâà (iii) âèêîíó¹òüñÿ àâòîìàòè÷íî. ßêùî {Φ, Ψ} ¹ N -ïàðîþ òàêîþ, ùî
0 ∈ ρ

(
Φ(λ)

)
λ ∈ hΦΨ, òî âîíà ¹ åêâiâàëåíòíîþ ïàði

{
IL, Ψ(λ)Φ(λ)−1

}
, äå

ΨΦ−1 ∈ N(L). Öå äà¹ ïiäñòàâó ââàæàòè, ùî êëàñ N(L) ¹ âêëàäåíèì â êëàñ
Ñ(L).

Àíàëîãi÷íî, áóäåìî êàçàòè, ùî îïåðàòîðíî-çíà÷íà ôóíêöiÿ m(λ) íàëå-
æèòü äî óçàãàëüíåíîãî êëàñó Íåâàíëiííè Nκ(L), ÿêùî ÿäðî Nm

ω (λ) ìà¹ κ

âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ â hm × hm.

Îçíà÷åííÿ 1.6. N -ïàðà {ϕ, ψ} íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëiçîâàíîþ N -ïàðîþ, ÿê-
ùî äëÿ íå¨ òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

(iii′) ϕ(λ)− λψ(λ) ≡ IL äëÿ âñiõ λ ∈ C+.

Áóäü-ÿêà N -ïàðà {Φ, Ψ} òàêà, ùî 0 ∈ ρ
(
Φ(λ) − λΨ(λ)

)
ïðè λ ∈ C+

åêâiâàëåíòíà íîðìàëiçîâàíié N -ïàði {ϕ, ψ}, ÿêà îòðèìàíà ïåðåòâîðåííÿì

ϕ(λ) = Φ(λ)
(
Φ(λ)− λΨ(λ)

)−1
, ψ(λ) = Ψ(λ)

(
Φ(λ)− λΨ(λ)

)−1
. (1.27)

1.7 AIP â êëàñàõ Íåâàíëiííè
Íåõàé m ∈ N(L). Áóäåìî ïîçíà÷àòè ïðîñòið Ãiëüáåðòà ç âiäòâîðþþ÷èì ÿäðîì
Nm

ω (λ), ÿêå âèçíà÷åíî çà ôîðìóëîþ (1.26), ÿê H(m). Â ðîáîòi Â.Î. Äåðêà÷à
[58] áóëà ðîçãëÿíóòà ïàðàëåëüíà âåðñiÿ AIP äëÿ êëàñó Íåâàíëiííè N(L).
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Íåõàé X ¹ êîìïëåêñíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì; L ¹ ïðîñòîðîì Ãiëüáåðòà;
B1, B2 ¹ ëiíiéíèìè îïåðàòîðàìè â X ; C1, C2 ¹ ëiíiéíèìè îïåðàòîðàìè ç X
â L; K ¹ íåâiä'¹ìíîþ ïiâòîðàëiíiéíó ôîðìîþ â X . Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíèé
àíàëîã àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè.

Ïðîáëåìà AIP (B1, B2, C1, C2, K). Íåõàé îïåðàòîðè B1, B2, C1, C2, K

çàäîâîëüíÿþòü óìîâi

(A1) K(B2h,B1g)−K(B1h,B2g) = (C1h,C2g)L − (C2h,C1g)L ∀h, g ∈ X ;

Çíàéòè ôóíêöiþ m(λ) ç êëàñó N(L) òàêó, ùî iñíó¹ ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ F :

X → H(m), äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè ïðè áóäü-ÿêîìó h ∈ X :

(C1) (FB2h)(λ)− λ(FB1h)(λ) =
[

IL −m(λ)
] [

C1h

C2h

]
;

(C2) 〈Fh, Fh〉H(m) ≤ K(h, h);

Äëÿ äîñëiäæåííÿ ïðîáëåìè AIP â êëàñi Íåâàíëiííè â ðîáîòi [58] ðîáèòüñÿ
ôàêòîðèçàöiÿ ïðîñòîðó X âiäíîñíî ÿäðà ker K ëiíiéíî¨ ôîðìè K. Áóäåìî
ââàæàòè, ùî ker K = {h ∈ X : K(h, h) = 0} = 0. Íåõàé H ¹ ïîïîâíåííÿì
ïðîñòîðó X âiäíîñíî íîðìè ||h||H =

(
K(h, h)

) 1
2 .

Ç óìîâè (A1) âèïëèâà¹, ùî ëiíiéíå âiäíîøåííÿ

Â =

{{[
B1h

C1h

]
,

[
B2h

C2h

]}
: h ∈ X

}

¹ ñèìåòðè÷íèì â ïðîñòîði X ⊕ L.
Â [58] îòðèìàíî îïèñ ìíîæèíè óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ïðîáëåìè AIP .

Òåîðåìà 1.7. Íåõàé îïåðàòîðè B1, B2, C1, C2, K çàäîâîëüíÿþòü óìîâi (A1).
Òîäi ïðîáëåìà AIP (B1, B2, C1, C2, K) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, i âñi ¨¨ ðîçâ'ÿçêè m(λ)

ïàðàìåòðèçóþòüñÿ ó âèãëÿäi

m(λ) = ΠL(Ã− λ)−1¹ L
(
IL + λΠL(Ã− λ)−1¹ L

)−1
, (1.28)

äå Ã ïðîáiãà¹ ìíîæèíó âñiõ ñàìîñïðÿæåíèõ L-ðåãóëÿðíèõ ðîçøèðåíü ëiíié-
íîãî âiäíîøåííÿ Â â ïðîñòið H̃⊕L ⊃ H⊕L. Âiäïîâiäíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ
F : X → H(m) çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

(Fh)(λ) = ΠL(Ã− λ)−1h, h ∈ X .

ßê âèïëèâà¹ ç Òåîðåìè 1.7 îïèñ óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ m ïðîáëåìè
AIP (B1, B2, C1, C2, K) çâîäèòüñÿ äî îïèñó âñiõ L-ðåãóëÿðíèõ L-ðåçîëüâåíò
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ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ Â. Òàêèé îïèñ áåðå ïî÷àòîê ç ðîáiò Ì.Ã. Êðåéíà [20]
(äèâèñü òàêîæ [23]).

Âiäïîâiäíî äî [58] íàêëàäåìî äîäàòêîâi óìîâè íà äàíi ïðîáëåìè:

(A2) dim ker K < ∞ i ïðîñòið X äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

X = X0 + ker K (1.29)

òàêå, ùî BjX0 ⊆ X0 (j = 1, 2).

(A3) B2 = IX i îïåðàòîðè B1 : X0 ⊆ H → H, C1, C2 : X ⊆ H → L ¹ îáìåæå-
íèìè.

Âèçíà÷èìî îïåðàòîðíî-çíà÷íó ôóíêöiþ Θ ôîðìóëîþ

Θ(λ) =

[
θ11(λ) θ12(λ)

θ21(λ) θ22(λ)

]
= IL⊕L − λ

[
C1

C2

]
(IH − λB1)

−1 [−C∗
2 C∗

1

]
. (1.30)

Òåîðåìà 1.8. Íåõàé îïåðàòîðè B1, B2, C1, C2, K çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
(A1)-(A3) i ran C2 = L. Íåõàé Θ(λ) âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (1.30).
Òîäi ôîðìóëà

m(λ) = (θ11(λ)q(λ) + θ12(λ)p(λ))(θ21(λ)q(λ) + θ22(λ)p(λ))−1 (1.31)

âñòàíîâëþ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìíîæèíîþ óñiõ
ðîçâ'ÿçêiâ m(λ) ïðîáëåìè AIPκ(B1, B2, C1, C2, K) i ìíîæèíîþ êëàñiâ åêâi-
âàëåíòíîñòi íåâàíëiííiâñüêiõ ïàð {p, q} ∈ Ñ(L).

1.8 Ìåòîä ãðàíè÷íèõ òðiéîê â òåîði¨ ðîçøèðåíü ñèìåò-
ðè÷íèõ îïåðàòîðiâ

Òåîðiÿ ðîçøèðåííÿ ùiëüíî âèçíà÷åíèõ ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ áåðå ñâié ïî-
÷àòîê â 1930-òi ðîêè ç ðîáiò Äæîíà ôîí Íåéìàíà. Ïîâíèé îïèñ äëÿ âñiõ
ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà â òåðìiíàõ äåôåêòíèõ
ïiäïðîñòîðiâ áóëî îòðèìàíî â [85] (äèâèñü òàêîæ [94]). Ó ïîäàëüøîìó Êàë-
êiíèì áóâ ðîçðîáëåíèé iíøèé ïiäõiä, ùî áàçó¹òüñÿ íà ïîíÿòòi "àáñòðàêòíèõ
ãðàíè÷íèõ óìîâ". Öåé ìåòîä çâîäèòü ïðîáëåìó ðîçøèðåííÿ îïåðàòîðà äî ïðî-
áëåìè îïèñó ãiïåð-ìàêñèìàëüíèõ íåéòðàëüíèõ ïiäïðîñòîðiâ äåÿêèõ äîïîìiæ-
íèõ ïðîñòîðiâ Ãiëüáåðòà (äèâèñü [7, Chapter 2]). Ïðîäîâæåííÿ öüîãî ïiäõîäó
äî êðàéîâèõ ïðîáëåì ìîæíà çíàéòè â ðîáîòàõ [19], [8], [6], à ïîòiì â [91], [71],
[30], [10]. Ïiä âïëèâîì öèõ ðîáiò áóëî ðîçðîáëåíå ïîíÿòòÿ ãðàíè÷íî¨ òðiéêè
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À.Í. Êî÷óáå¹ì â [16] i Â.Ì. Áðóêîì â [7] (äèâèñü òàêîæ [9]). Ãîëîâíèì îá'¹êòîì
öi¹¨ êîíöåïöi¨ ¹ àáñòðàêòíà âåðñiÿ òîòîæíîñòi Ãðiíà äëÿ ùiëüíî âèçíà÷åíîãî
ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà A â ïðîñòîði Ãiëüáåðòà H ç ðiâíèìè iíäåêñàìè äå-
ôåêòó.
Îçíà÷åííÿ 1.9. Íåõàé L ¹ ïðîñòîðîì Ãiëüáåðòà. Òðiéêà Υ = {L, Γ1, Γ2},
äå Γi : dom A∗ → L, i = 1, 2 ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ, íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ
òðiéêîþ äëÿ A∗, ÿêùî äëÿ âñiõ f, g ∈ dom A∗ âèêîíó¹òüñÿ ôîðìóëà

(A∗f, g)H − (f, A∗g)H = (Γ1f, Γ2g)L − (Γ2f, Γ1g)L, (1.32)

i âiäîáðàæåííÿ Γ :=

[
Γ1

Γ2

]
: dom A∗ →

[L
L

]
¹ ñþð'¹êòèâíèì.

Âiäîáðàæåííÿ Γ ñïiâïàäà¹ ç îïåðàòîðîì, ÿêèé Êàëêií íàçèâà¹ îïåðàòî-
ðîì ðåäóêöi¨. Öå âiäîáðàæåííÿ âñòàíîâëþ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü
ìiæ ôàêòîð-ïðîñòîðîì dom A∗¹ domA i L ⊕ L. Öåé ôàêò ïðèâîäèòü äî ïà-
ðàìåòðèçàöi¨ ìíîæèíè ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü îïåðàòîðà A â òåðìiíàõ
àáñòðàêòíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ.

Íåõàé îïåðàòîð A0 � öå çâóæåííÿ îïåðàòîðà A∗ íà ïðîñòið dom A0 =

ker Γ2. Âëàñíi ñàìîñïðÿæåíi ðîçøèðåííÿ Ã ¹ çâóæåííÿ îïåðàòîðà A∗ íà ïiä-
ïðîñòið

dom Ã =
{
f ∈ dom A∗ : Γ1f = BΓ2f

}
, (1.33)

äå B ïðîáiãà¹ ìíîæèíó âñiõ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ â H. Âiäìiòèìî, ùî
îïèñ (1.33) íå ïîòðåáó¹ çíàííÿ äåôåêòíèõ ïiäïðîñòîðiâ, i ïàðàìåòðèçàöiÿ óñiõ
ðîçøèðåíü ïîäà¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî â òåðìiíàõ àáñòðàêòíî¨ ãðàíè÷íèõ óìîâ.

Ôóíêöiÿ Âåéëÿ, ùî âiäïîâiäà¹ ãðàíè÷íié òðiéöi Υ äëÿ ñïðÿæåíîãî îïåðà-
òîðà A∗, áóëà ââåäåíà i äîñëiäæåíà â ðîáîòàõ Â.À. Äåðêà÷à i Ì.Ì. Ìàëàìóäà
[13], [65].
Îçíà÷åííÿ 1.10. Îïåðàòîð-çíà÷íà ôóíêöiÿ M , ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

Γ1f̂λ = M(λ)Γ2f̂λ, f̂λ ∈ N̂λ, λ ∈ ρ(A0), (1.34)

íàçèâà¹òüñÿ àáñòðàêòíîþ ôóíêöi¹þ Âåéëÿ ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà A, ùî
âiäïîâiäà¹ ãðàíè÷íié òðiéöi Υ = {L, Γ1, Γ2}.

ßê ïîêàçàíî â ðîáîòi [13] ôóíêöiÿ Âåéëÿ ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà íà-
ëåæèòü äî êëàñó ôóíêöié Íåâàíëiííè N . Öÿ ôóíêöiÿ ¹ àáñòðàêòíèì àíàëî-
ãîì âiäîìî¨ ôóíêöi¨ Âåéëÿ-Òiò÷ìàðøà, ùî ïîâ'ÿçàíà ç îïåðàòîðîì Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ. Îïåðàòîð ôóíêöiÿ M(λ) ¹ äðîáîâî-ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì õàðàê-
òåðèñòè÷íî¨ ôóíêöi¨ (ÿêà áóëà ââåäåíà À.Í. Êî÷óáå¹ì â [17]), ùî âiäïîâiäà¹
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ãðàíè÷íié òðiéöi Υ. Àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ Âåéëÿ M âèçíà÷à¹ îïåðàòîð A, à
òàêîæ ñàìó ãðàíè÷íó òðiéêó Υ, îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî óíiòàðíî¨ åêâiâà-
ëåíòíîñòi (äèâèñü [65], à òàêîæ [83]).
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2 Ôóíêöiîíàëüíà ìîäåëü
Â 1946 Ì.Ã. Êðåéí â [18] ââiâ ïîíÿòòÿ Q-ôóíêöi¨ ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà
A â ïðîñòîði Ãiëüáåðòà çi ñêií÷åíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó (m,m). Öÿ ôóíê-
öiÿ âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü â îïèñi óçàãàëüíåíèõ ðåçîëüâåíò îïåðàòîðà A. Ó
ïîäàëüøîìó Ì.Ã. Êðåéí òà Õ. Ëàíãåð â [77] óçàãàëüíèëè öå ïîíÿòòÿ íà âèïà-
äîê ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà A ç íåñêií÷åííèìè iíäåêñàìè äåôåêòó, ÿêèé äi¹
ó ïðîñòîði Ïîíòðÿãiíà, i ïîêàçàëè, ùî Q-ôóíêöiÿ îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ ïðî-
ñòèé ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð A ç òî÷íiñòþ äî óíiòàðíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi. Áiëüø
òîãî, ó [77] áóëà ââåäåíà òà äîñëiäæåíà ôóíêöiîíàëüíà ìîäåëü äëÿ ñèììåò-
ðè÷íîãî îïåðàòîðà. Öÿ ìîäåëü äîçâîëÿ¹ âèðiøóâàòè îáåðíåíó ïðîáëåìó äëÿ
Q-ôóíêöié, ïðîáëåìó ïîøóêó êðèòåðiþ äëÿ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ Íåâàíëiííè
ÿêà ¹ Q-ôóíêöi¹þ π-Åðìiòîâà îïåðàòîðà.

Ôóíêöiîíàëüíà ìîäåëü äëÿ ñèììåòðè÷íîãî îïåðàòîðà â ïðîñòîði Ãiëü-
áåðòà â òåðìiíàõ Q-ôóíêöi¨ áóëà ïîáóäîâàíà â [83], [72]. Â [66] Â.À. Äåðêà-
÷åì òà Ì.Ì. Ìàëàìóäîì áóëè âèêîðèñòàíi iíøi ôóíêöiîíàëüíi ìîäåëi äëÿ
ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ (äèâèñü òàêîæ [84]) äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ îáåðíåíî¨ ïðî-
áëåìè äëÿ ôóíêöi¨ Âåéëÿ. À ñàìå, ïî÷èíàþ÷è âiä R-ôóíêöi¨ M(·) òàêî¨, ùî
0 ∈ ρ

(
Im M(λ)

)
äëÿ λ ∈ C\R àâòîðè â [66] áóäóþòü ìîäåëü ñèìåòðè÷íîãî

îïåðàòîðà A i ãðàíè÷íó òðiéêó äëÿ A∗ òàêó, ùî âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ Âåéëÿ
ñïiâïàäà¹ ç M(·).

Áiëüø çàãàëüíå ïîíÿòòÿ ãðàíè÷íîãî âiäíîøåííÿ áóëî çàïðîïîíîâàíî â
[50]. Âèêîðèñòîâóþ÷è öå ïîíÿòòÿ àâòîðè [50] ïðåäñòàâèëè äîâiëüíó Íåâàí-
ëèííiâñüêó ïàðó {ϕ, ψ}, ÿê ñiì'þ Âåéëÿ ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà, ÿêèé âiä-
ïîâiäà¹ ãðàíè÷íié òðiéöi. Äîâåäåííÿ â [50] áàçó¹òüñÿ íà òåîðåìi Íàéìàðêà
ïðî äiëàòàöi¨. Ìîäåëi äëÿ ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi ðåàëiçóþòü áóäü-ÿêó
Íåâàíëèííiâñüêó ïàðó, ÿê ñiì'þ Âåéëÿ, ùî âiäïîâiäà¹ ãðàíè÷íîìó âiäíîøåí-
íþ Γ áóëî ïðåäñòàâëåíî òàêîæ â [47].

2.1 Óçàãàëüíåíi íåâàíëiííiâñüêi ïàðè
Íåõàé L ¹ ïðîñòîðîì Ãiëüáåðòà. ßäðîì íàçèâàþòü ôóíêöiþ Kω(λ) íà Ω×Ω iç
çíà÷åííÿìè ó ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ ó ïðîñòîði Ãiëüáåðòà L (Ω ⊂
C). Ìè áóäåìî êàçàòè, ùî ÿäðî Kω(λ) ìà¹ κ âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ i ïèñàòè
sq−K = κ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ òî÷îê ω1, ..., ωn â Ω, âåêòîðiâ u1, ..., un â L
êâàäðàòè÷íà ôîðìà

n∑
i,j=1

(
Kωj

(ωi)uj, ui

)
Lξjξi, ξj ∈ Cn
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ìà¹ íå ìåíøå íiæ κ âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü, i ïðè äåÿêîìó âèáîði n, ωj,
uj öÿ ìàòðèöÿ ìà¹ ðiâíî κ âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü ([36]).
Îçíà÷åííÿ 2.1. Êëàñ Nκ(L) ¹ ìíîæèíîþ ìåðîìîðôíèõ â C+ ∪ C−
îïåðàòîðíî-çíà÷íèõ ôóíêöié m(λ), òàêèõ ùî m(λ) = m(λ)∗, i ÿäðî

Nm
ω (λ) =

m(λ)−m(ω)∗

λ− ω
(2.1)

ìà¹ κ âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ ó hm � îáëàñòi ãîëîìîðôíîñòi m.
Îçíà÷åííÿ 2.2. Ïàðà {Φ, Ψ} [L]-çíà÷íèõ ôóíêöié Φ(·), Ψ(·) ìåðîìîðôíèõ
íà C\R çi ñïiëüíîþ îáëàñòþ ãîëîìîðôíîñòi hΦΨ íàçèâà¹òüñÿ Nκ-ïàðîþ
(óçàãàëüíåíîþ íåâàíëiííiâñüêîþ ïàðîþ) ÿêùî:
(i) ÿäðî

NΦΨ
ω (λ) =

Ψ(λ̄)∗Φ(ω̄)− Φ(λ̄)∗Ψ(ω̄)

λ− ω̄
,

ìà¹ κ âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ íà hΦΨ;

(ii) Ψ(λ̄)∗Φ(λ)− Φ(λ̄)∗Ψ(λ) = 0 for all λ ∈ hΦΨ;

(iii) äëÿ âñiõ λ ∈ hΦΨ ∩ C+ iñíó¹ µ ∈ C+, òàêå ùî

0 ∈ ρ
(
Φ(λ)− µΨ(λ)

)
i 0 ∈ ρ

(
Φ(λ)− µΨ(λ)

)
.

Äâi Nκ-ïàðè {Φ, Ψ} i {Φ1, Ψ1} íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî
Φ1(λ) = Φ(λ)χ(λ) òà Ψ1(λ) = Ψ(λ)χ(λ) äëÿ äåÿêî¨ îïåðàòîðíî-çíà÷íî¨ ôóíê-
öi¨ χ(·) çi çíà÷åííÿìè â [H], ÿêà ãîëîìîðôíà i îáîðîòíà äëÿ óñiõ λ ∈ hΦΨ.
Ìíîæèíà óñiõ êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi Nκ-ïàð â L âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê Ñκ(L). Ìè
áóäåìî ïèñàòè {Φ, Ψ} ∈ Ñκ(L) äëÿ óçàãàëüíåíî¨ íåâàíëiííiâñüêî¨ ïàði {Φ, Ψ}.

ßêùî Φ(λ) ≡ IL, äå IL � öå îäèíè÷íèé îïåðàòîð ó ïðîñòîði L, òîäi ç
Îçíà÷åííÿ 2.2 âèïëèâà¹, ùî Ψ(λ) ¹ Nκ(L)-ôóíêöi¹þ ó ñåíñi [21]. À òàêîæ
ÿêùî {Φ, Ψ} ¹ Nκ-ïàðà òàêà, ùî 0 ∈ ρ

(
Φ(λ)

)
λ ∈ hΦΨ, òî âîíà åêâiâàëåíòíà

ïàði
{
IL,m(λ)

}
, äå ôóíêöiÿ m := ΨΦ−1 íàëåæèòü äî êëàñó Nκ(L).

Îçíà÷åííÿ 2.3. Nκ-ïàðà {ϕ, ψ} íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëiçîâàííîþ Nκ-ïàðîþ,
ÿêùî:
(iii′) ϕ(λ)− λψ(λ) ≡ IL for all λ ∈ hϕψ.

Áóäü-ÿêà Nκ-ïàðà {Φ, Ψ} òàêà, ùî 0 ∈ ρ
(
Φ(λ) − λΨ(λ)

)
äëÿ λ ∈ hΦΨ

åêâiâàëåíòíà ¹äèíié íîðìàëiçîâàííié Nκ-ïàði {ϕ, ψ}, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ

ϕ(λ) = Φ(λ)
(
Φ(λ)− λΨ(λ)

)−1
, ψ(λ) = Ψ(λ)

(
Φ(λ)− λΨ(λ)

)−1
. (2.2)
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2.2 Nκ-ïàðà, ùî âiäïîâiäà¹ ñàìîñïðÿæåíîìó ëiíiéíîìó
âiäíîøåííþ

Íåõàé H � öå ïðîñòið Ïîíòðÿãiíà, i L � öå ïðîñòið Ãiëüáåðòà. Ëiíiéíèì âiäíî-
øåííÿì A âH íàçèâàþòü ëiíiéíèé ïiäïðîñòið âH×H (äèâèñü [40]). Ñïðÿæåíå
ëiíiéíå âiäíîøåííÿ A∗ âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

A∗ =
{
(f, f ′)> : 〈f ′, g〉H = 〈f, g′〉H, äëÿ âñiõ (g, g′)> ∈ A

}
.

Ëiíiéíå âiäíîøåííÿ A íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì, ÿêùî A ⊂ A∗ i ñàìîñïðÿ-
æåíèì, ÿêùî A = A∗.

Òî÷êà λ ∈ C íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ðåãóëÿðíîãî òèïó äëÿ çàìêíóòîãî ñè-
ìåòðè÷íîãî ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ A, ÿêùî ìíîæèíà ran (A− λ) ¹ çàìêíåíîþ
â H⊕L. Áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç ρ̂(A) ìíîæèíó óñiõ òî÷îê ðåãóëÿðíîãî òèïó
äëÿ ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ A. Âiäîìî ([70]), ùî âñi òî÷êè C+∪C− çà âèêëþ÷åí-
íÿì ÿêíàéáiëüøå κ ïàð êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíèõ ÷èñåë ¹ òî÷êàìè ðåãóëÿðíîãî
òèïó, i äåôåêòíèé ïiäïðîñòið

Nλ(A) := (H⊕L)ª ran (A− λ̄)

ìà¹ ðîçìiðíîñòi n+(A) i n−(A) ïðè λ ∈ C+ i λ ∈ C−, âiäïîâiäíî, êîòði íàçè-
âàþòü äåôåêòíèìè ÷èñëàìè ñèìåòðè÷íîãî ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ A.

Îçíà÷åííÿ 2.4. Ëiíiéíå âiäíîøåííÿ Ã = Ã∗ â H ⊕ L íàçèâà¹òüñÿ L-
ìiíiìàëüíèì, ÿêùî

H0 := span{ΠH(Ã− λ)−1L : λ ∈ ρ(Ã)} = H, (2.3)

äå ΠH � öå îðòîãîíàëüíèé ïðîåêòîð íà ïðîñòið Ïîíòðÿãiíà H.

Íåõàé Ã � öå ñàìîñïðÿæåíå ëiíiéíå âiäíîøåííÿ â H⊕L, i ΠL � öå îðòî-
ãîíàëüíèé ïðîåêòîð íà ìàñøòàáíèé ïðîñòið L. Ïîçíà÷èìî îïåðàòîðíî-çíà÷íi
ôóíêöi¨

ϕ(λ) := IL + λΠL(Ã− λ)−1 ¹L, ψ(λ) := ΠL(Ã− λ)−1 ¹L (λ ∈ ρ(Ã)). (2.4)

Î÷åâèäíî, ùî

ϕ(λ)∗ = ϕ(λ), ψ(λ)∗ = ψ(λ) (λ ∈ ρ(Ã)). (2.5)

Ïðîïîçèöiÿ 2.5. Íåõàé H � öå Πκ-ïðîñòið, L � öå ïðîñòið Ãiëüáåðòà, Ã

� öå ñàìîñïðÿæåíå ëiíiéíå âiäíîøåííÿ â H ⊕ L. Ïàðà îïåðàòîðíî-çíà÷íèõ
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ôóíêöié {ϕ, ψ} àñîöiéîâàíèõ ç Ã çà ôîðìóëîþ (2.4) ¹ íîðìàëiçîâàííîþ Nκ′-
ïàðîþ, äå 0 ≤ κ′ ≤ κ. ßêùî, äî òîãî æ, ëiíiéíå âiäíîøåííÿ Ã ¹ L-
ìiíiìàëüíèì, òî κ′ = κ.

Äîâåäåííÿ. ßê ìîæíà ïîáà÷èòè ç âëàñòèâîñòåé (2.5) ÿäðî Nϕψ
ω (λ) äëÿ ïàðè

{ϕ, ψ} ïðèéìà¹ âèãëÿä

Nϕψ
ω (λ) =

ψ(λ)ϕ(ω̄)− ϕ(λ)ψ(ω̄)

λ− ω̄
, λ, ω ∈ ρ(Ã). (2.6)

Ç Îçíà÷åííÿ (2.4) âèïëèâà¹, ùî

Nϕψ
ω (λ) =

ψ(λ)− ψ(ω)∗

λ− ω̄
− ψ(λ)ψ(ω)∗

= ΠL
Rλ −Rω̄

λ− ω̄
¹L −ΠLRλΠLRω̄ ¹L

= ΠLRλΠHRω̄ ¹L,

(2.7)

äå Rλ = (Ã− λ)−1 � öå ðåçîëüâåíòà ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ Ã. Íåõàé ωj íàëå-
æàòü äî ρ(Ã), uj íàëåæàòü äî ïðîñòîðó L ïðè j = 1, ..., n. Òîäi

n∑

j,k=1

(
Nϕψ

ωj
(ωk)uj, uk

)
L ξj ξk =

n∑

j,k=1

(
(ΠLRωk

ΠHRωj |L)uj, uk

)
L ξj ξk

=
n∑

j,k=1

[ΠHRωj
uj, ΠHRωk

uk]H ξj ξk

=
n∑

j,k=1

[gj, gk]H ξj ξk,

(2.8)

äå gj = ΠHRωj
uj. Òàê ÿê H ¹ Πκ-ïðîñòîðîì i uj (j = 1, ..., n) � äîâiëüíi

âåêòîðè â L, òî êâàäðàòè÷íà ôîðìà (2.8) ìà¹ κ′ âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ, äå κ′ ≤ κ.
Òàêèì ÷èíîì äîâåäåíî âëàñòèâiñòü (i) Îçíà÷åííÿ 2.2.

Âëàñòèâiñòü (ii) ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ. Î÷åâèäíî, ùî ϕ(λ) − λψ(λ) ≡ IL
äëÿ óñiõ λ ∈ ρ(Ã) i, çíà÷èòü ïàðà {ϕ, ψ} ¹ íîðìàëiçîâàííîþ Nκ′-ïàðîþ.

ßêùî âiäíîøåííÿ Ã ¹ L-ìiíiìàëüíèì, òî ìíîæèíà

span
{
ΠHRωu : ω ∈ ρ(Ã), u ∈ L}

¹ ùiëüíîþ ó ïðîñòîðiH. Â öüîìó âèïàäêó êâàäðàòè÷íà ôîðìà (2.8) ìà¹ òî÷íî
κ âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ, à çíà÷èòü ÿäðî Nϕψ

ω (λ) ìà¹ κ âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ.
Òàêèì ÷èíîì ïàðà {ϕ, ψ} ¹ íîðìàëiçîâàíîþ Nκ-ïàðîþ. 2
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Îçíà÷åííÿ 2.6. Ïàðà îïåðàòîðíî-çíà÷íèõ ôóíêöié {ϕ, ψ}, ùî âèçíà÷å-
íà ôîðìóëîþ (2.4) íàçèâà¹òüñÿ Nκ-ïàðîþ, ùî âiäïîâiäà¹ ñàìîñïðÿæåíîìó
ëiíiéíîìó âiäíîøåííþ Ã i ìàñøòàáó L.

Çàóâàæèìî, ùî âåêòîðíîçíà÷íi ôóíêöi¨ ϕ(λ) i ψ(λ) âèçíà÷åíi ôîðìó-
ëîþ (2.4), ìàþòü ñïiëüíó îáëàñòü ãîëîìîðôíîñòi hϕψ = hϕ = hψ.

2.3 Ôóíêöiîíàëüíà ìîäåëü äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíié-
íîãî âiäíîøåííÿ

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Ïîíòðÿãiíà ç âiäòâîðþþ÷èì ÿäðîì H(ϕ, ψ), ÿêèé õàðàê-
òåðèçó¹òüñÿ âëàñòèâîñòÿìè:

(1) Nϕψ
ω (·)u ∈ H(ϕ, ψ) äëÿ óñiõ ω ∈ hϕψ òà u ∈ L;

(2) äëÿ âñiõ f ∈ H(ϕ, ψ) âèêîíó¹òüñÿ òàêà òîòîæíiñòü
[
f(·), Nϕψ

ω (·)u]
H(ϕ,ψ) = (f(ω), u)L, ω ∈ hϕ,ψ, u ∈ L. (2.9)

ßê âèïëèâà¹ ç (2.9) îïåðàòîð åâàëþàöi¨

E(λ) : f 7→ f(λ) (f ∈ H(ϕ, ψ))

¹ îáìåæåíèì îïåðàòîðîì ç H(ϕ, ψ) â L. Òàêîæ âiäìiòèìî, ùî ìíîæèíà ôóíê-
öié {Nϕψ

ω (·)u : ω ∈ hϕψ, u ∈ L} ¹ òîòàëüíîþ äëÿ H(ϕ, ψ) ([36]).
Ó íàñòóïíié òåîðåìi ìè îòðèìà¹ìî ôóíêöiîíàëüíó ìîäåëü äëÿ ñàìîñïðÿ-

æåíîãî ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ Ã.

Òåîðåìà 2.7. Íåõàé L ¹ ïðîñòîðîì Ãiëüáåðòà, i {ϕ, ψ} ¹ íîðìàëiçîâàíîþ
Nκ-ïàðîþ. Òîäi ëiíiéíå âiäíîøåííÿ

A(ϕ, ψ) =

{{[
f

u

]
,

[
f ′

u′

]}
:

f, f ′ ∈ H(ϕ, ψ); u, u′ ∈ L;

f ′(λ)− λf(λ) = ϕ(λ)∗u− ψ(λ)∗u′ λ ∈ hϕψ

}

(2.10)
¹ ñàìîñïðÿæåíèì â H(ϕ, ψ) ⊕ L, i íîðìàëiçîâàíà ïàðà {ϕ, ψ} ¹ Nκ-ïàðîþ,
ùî âiäïîâiäà¹ ñàìîñïðÿæåíîìó âiäíîøåííþ A(ϕ, ψ) òà ìàñøòàáó L.

Äîâåäåííÿ. Êðîê 1. Ïîêàæåìî, ùî A(ϕ, ψ) ìiñòèòü â ñîái âåêòîðè âèãëÿäó

{Fωv, F ′
ωv} :=

{[
Nω(·)v
ψ(ω̄)v

]
,

[
ω̄Nω(·)v
ϕ(ω̄)v

]}
, v ∈ L, ω ∈ hϕψ, (2.11)
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äå Nω(·) := Nϕψ
ω (·) i

A′ := span
{
{Fωv, F ′

ωv} : v ∈ L, ω ∈ hϕψ

}

¹ ñèìåòðè÷íèì ëiíiéíèì âiäíîøåííÿì.
Äiéñíî, ç ôîðìóëè (2.10) i òîòîæíîñòi

(ω̄ − λ)Nω(λ)v = ϕ(λ̄)∗ψ(ω̄)v − ψ(λ̄)∗ϕ(ω̄)v

âèïëèâà¹, ùî {Fωv, F ′
ωv} ∈ A(ϕ, ψ).

Äëÿ äîâiëüíèõ ωj ∈ hϕψ, vj ∈ L (j = 1, 2) îòðèìà¹ìî, ùî
[
ω̄1Nω1

(·)v1, Nω2
(·)v2

]
H(ϕ,ψ)

−
[
Nω1

(·)v1, ω̄2Nω2
(·)v2

]
H(ϕ,ψ)

+
(
ϕ(ω̄1)v1, ψ(ω̄2)v2

)
L
−

(
ψ(ω̄1)v1, ϕ(ω̄2)v2

)
L

= (ω̄1 − ω2)
(
Nω1

(ω2)v1, v2

)
L
−

((
ϕ(ω̄2)

∗ψ(ω̄1)− ψ(ω̄2)
∗ϕ(ω̄1)

)
v1, v2

)
L

= 0,

îòæå, A′ ¹ ñèìåòðè÷íèì âiäíîøåííÿì ó H(ϕ, ψ)⊕ L.
Êðîê 2. Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà ran (A′ − λ) ¹ ùiëüíîþ â H(ϕ, ψ) ⊕ L

äëÿ λ ∈ hϕψ. Âèáåðåìî âåêòîð {Fωv, F ′
ωv} ç ω = λ̄. Òàê ÿê ϕ(λ)−λψ(λ) = IL,

òî {
Fλ̄v, F ′̄

λv − λFλ̄v
}

=

{[
Nλ̄(·)v
ψ(λ)v

]
,

[
0

ϕ(λ)v − λψ(λ)v

]}

=

{[
Nλ̄(·)v
ψ(λ)v

]
,

[
0

v

]}
∈ A′ − λ.

(2.12)

Îòæå 0⊕L ⊂ ran (A′−λ). Ðîçãëÿíåìî ïàðó {Fωv, F ′
ωv} ç ω 6= λ̄, ìè îòðèìà¹ìî,

ç ôîðìóëè (2.11)
{[

Nω(·)v
ψ(ω̄)v

]
,

[
(ω̄ − λ)Nω(·)v

ϕ(ω̄)v − λψ(ω̄)v

]}
∈ A′ − λ,

îòæå
[
Nω(·)v

0

]
∈ ran (A′−λ) äëÿ óñiõ ω 6= λ̄. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi (1)

i (2) ïðîñòîðó Ïîíòðÿãiíà ç âiäòâîðþþ÷èì ÿäðîì H(ϕ, ψ) îòðèìà¹ìî òâåð-
äæåííÿ, ÿêå íàì ïîòðiáíå. Òàêèì ÷èíîì, A′ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì ëiíiéíèì âiäíî-
øåííÿì, i îòæå (A′)+ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì ëiíiéíèì âiäíîøåííÿì â H(ϕ, ψ)⊕L.
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Êðîê 3. Ïîêàæåìî, ùî A(ϕ, ψ) = (A′)+. Äiéñíî, äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðó

F̂ := {F, F ′} =

{[
f(·)
u

]
,

[
f ′(·)
u′

]}
∈ A(ϕ, ψ)

äå f, f ′ ∈ H(ϕ, ψ) i u, u′ ∈ L, i äîâiëüíà ω ∈ hϕϕ, v ∈ L. Ç òîòîæíîñòi (2.10)
âèïëèâà¹, ùî
[
F ′, Fωv

]
H(ϕ,ψ)⊕L −

[
F, F ′

ωv
]
H(ϕ,ψ)⊕L =

[
f ′, Nω(·)v]

H(ϕ,ψ) −
[
f, ω̄Nω(·)v]

H(ϕ,ψ)

+
(
u′, ψ(ω̄)v

)
L −

(
u, ϕ(ω̄)v

)
L

=
(
f ′(ω)− ωf(ω) + ψ(ω̄)∗u′ − ϕ(ω̄)∗u, v

)
L = 0.

Îòæå F̂ ∈ (A′)+ and A(ϕ, ψ) ⊂ (A′)+. Íàâïàêè, ÿêùî
[
f ′, Nω(·)v]

H(ϕ,ψ) −
[
f, ω̄Nω(·)v]

H(ϕ,ψ) +
(
u′, ψ(ω̄)v

)
L −

(
u, ϕ(ω̄)v

)
L = 0

äëÿ äåÿêîãî f, f ′ ∈ H(ϕ, ψ), u, u′ ∈ L i äëÿ óñiõ ω ∈ hϕ,ψ, v ∈ L, òîäi

f ′(ω)− ωf(ω)− (
ϕ(ω)∗u− ψ(ω)∗u′

)
= 0

i îòæå, F̂ ∈ A(ϕ, ψ). Öå äîâîäèòü, ùî (A′)+ ⊂ A(ϕ, ψ), i îçíà÷à¹, ùî (A′)+ =

A(ϕ, ψ). Òîìó A(ϕ, ψ) ¹ ñàìîñïðÿæåíèì ëiíiéíèì âiäíîøåííÿì.
Êðîê 4. Íàðåøòi, ìè ïîêàæåìî, ùî {ϕ, ψ} ¹ ïàðîþ, ùî âiäïîâiäà¹ ñàìî-

ñïðÿæåíîìó ëiíiéíîìó âiäíîøåííþ Ã i ìàñøòàáó L. Äiéñíî, ç (2.12) i Îçíà-
÷åííÿ 2.3 (iii′) âèïëèâà¹, ùî

ΠL
(
Ã(ϕ, ψ)− λ

)−1 ¹L = ψ(λ),

IL + λΠL
(
Ã(ϕ, ψ)− λ

)−1 ¹L = ϕ(λ).

Îòæå ïàðà {ϕ, ψ} ¹ íîðìàëiçîâàíîþ Nκ-ïàðîþ, ùî âiäïîâiäà¹ ëiíiéíîìó âiä-
íîøåííþ A(ϕ, ψ) i ìàñøòàáó L. 2

Çàóâàæåííÿ 2.8. Ç ôîðìóëè (2.12) âèïëèâà¹, ùî ëiíiéíå âiäíîøåííÿ
A(ϕ, ψ), ÿêå îòðèìàíå ôîðìóëîþ (2.10), ¹ L-ìiíiìàëüíèì.
Çàóâàæåííÿ 2.9. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ íîðìàëiçîâàíî¨ Nκ-ïàðè {ϕ, ψ} i h ∈
H(ϕ, ψ) âèêîíó¹òüñÿ òàêà ðiâíiñòü

ΠL(A(ϕ, ψ)− λ)−1
[
h

0

]
= h(λ), (λ ∈ hϕψ). (2.13)
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Äiéñíî, ÿê ñëiäó¹ ç (2.12), äëÿ áóäü-ÿêèõ v ∈ L îòðèìà¹ìî, ùî
(

ΠL
(
A(ϕ, ψ)− λ

)−1
[
h

0

]
, v

)

L
=

[[
h

0

]
,
(
A(ϕ, ψ)− λ̄

)−1
[
0

v

]]

H(ϕ,ψ)⊕L
=

[
h, Nλ(·)v

]
H(ϕ,ψ) =

(
h(λ), v

)
L.

Îòæå, E(λ) = ΠL
(
A(ϕ, ψ)− λ

)−1 ¹H(ϕ,ψ) ¹ îïåðàòîðîì åâàëþàöi¨ â H(ϕ, ψ).

Ïîçíà÷èìî ëiíiéíèé ïðîñòið Ñω ôîðìóëîþ

Ñω :=
{

Nϕψ
ω (·)u, u ∈ L

}
. (2.14)

Ïðîïîçèöiÿ 2.10. Íåõàé {ϕ, ψ} ¹ íîðìàëiçîâàíîþ Nκ-ïàðîþ â ïðîñòîði L.
Òîäi:

(i) ïðîñòið Ñω ¹ äîäàòíèì ïiäïðîñòîðîì â H(ϕ, ψ) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
Nϕψ

ω (ω) ¹ ñòðîãî äîäàòíèé îïåðàòîð â L.
(ii) ÿêùî äî òîãî æ

⋂
λ ker Nϕψ

ω (λ) = {0}, òî ïðîñòið Ñω ¹ âèðîäæåíèì
ïiäïðîñòîðîì â H(ϕ, ψ) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè 0 ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì
Nϕψ

ω (ω).

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî ïîçíà÷àòè Nω(·) := Nϕψ
ω (·). Äîâåäåìî ïåðøå òâåðäæåí-

íÿ. Òàê ÿê [
Nω(·)u, Nω(·)u]

H(ϕ,ψ) =
(
Nω(ω)u, u

)
L (u ∈ L)

òî óìîâè Nω(ω) > 0 åêâiâàëåíòíi íåðiâíîñòi
(
Nω(·)u, Nω(·)u)

H(ϕ,ψ) > 0, ÿêå
âèêîíó¹òüñÿ äëÿ óñiõ (0 6=)u ∈ L.

Çàðàç ìè äîâåäåìî äðóãå òâåðäæåííÿ. Ñïî÷àòêó âiäìiòèìî, ùî ïðîñòið
Ñω ¹ âèðîäæåíèì ïiäïðîñòîðîì. Òîäi iñíó¹ (0 6=)u0 ∈ L òàêå, ùî

0 =
[
Nω(·)u0, Nω(·)v]

H(ϕ,ψ) =
(
Nω(ω)u0, v

)
L

äëÿ óñiõ v ∈ L. Îòæå Nω(ω)u0 = 0, öå îçíà÷à¹, ùî 0 ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì
Nω(ω).

Íàâïàêè, íåõàé Nω(ω)u0 = 0, äå (0 6=)u0 ∈ L. Òîäi

0 =
(
Nω(ω)u0, v

)
L =

[
Nω(·)u0, Nω(·)v]

H(ϕ,ψ),

òîìó Nω(·)u0 ¹ îðòîãîíàëüíå ïðîñòîðó Ñω. Òàê ÿê Nω(·)u0 6≡ 0, òîäi öå içî-
òðîïíèé âåêòîð ó ïðîñòîði Ñω. 2
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Ïðîïîçèöiÿ 2.11. Íåõàé Ã ¹ ñàìîñïðÿæåíèì ëiíiéíèì âiäíîøåííÿì ó ïðî-
ñòîðiH⊕L i íåõàé {ϕ, ψ} ¹ íîðìàëiçîâàíîþ íåâàíëiííiâñüêîþ ïàðîþ, ùî îò-
ðèìàíà çà ôîðìóëîþ (2.4). Íåõàé îïåðàòîðíî-çíà÷íà ôóíêöiÿ γ(λ) : L → H
âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ

γ(λ) := ΠH(Ã− λ)−1|L (λ ∈ ρ(Ã)). (2.15)

Òîäi âèêîíó¹òüñÿ òàêà ðiâíiñòü

Nϕψ
ω (λ) = γ(λ̄)∗γ(ω̄). (2.16)

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ÿê âèïëèâà¹ ç (2.7), ÿäðî Nϕψ
ω (λ) ìà¹ ôîðìó

Nϕψ
ω (λ) = (ΠLRλΠH)(ΠHRω̄|L) = γ(λ̄)∗γ(ω̄).

2

Íàãàäà¹ìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíî ðîçâ'ÿçóâàíèì,
ÿêùî âií ìà¹ çàìêíåíó îáëàñòü âèçíà÷åííÿ.

Ïðîïîçèöiÿ 2.12. Íåõàé {ϕ, ψ} ¹ íîðìàëiçîâàíîþ Nκ-ïàðîþ â ïðîñòîði L.
Òîäi Ñω ¹ çàìêíåíèì ïðîñòîðîì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè îïåðàòîð Nω(ω) ¹
íîðìàëüíî ðîçâ'ÿçóâàíèì.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî B := Nϕψ
ω (ω) i ðîçãëÿíåìî éîãî ñïåêòðàëüíèé ðîç-

êëàä
B = B+ ⊕B− ⊕B0 (2.17)

i âiäïîâiäíèé ðîçêëàä ïðîñòîðó Ãiëüáåðòà L

L = L+ ⊕ L− ⊕ L0 (2.18)

äå B+ > 0, B− < 0, i B0 = 0L0
. ßê âèïëèâà¹ ç (2.12) i (2.15),

γ(ω)v = Nϕψ
ω̄ (·)v ∀v ∈ L.

Òàê ÿê Ñω = γ(ω)L, òî Ñω ìîæíà ðîçêëàñòè

Ñω = N+
ω [+]N−

ω [+]N0
ω, (2.19)

äå N±
ω = γ(ω)L± i N0

ω = γ(ω)L0. Öåé ðîçêëàä ¹ îðòîãîíàëüíèì, òàê ÿê
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Nω(ω) = Nω̄(ω̄). Íàïðèêëàä, ÿêùî v+ ∈ L+, v− ∈ L− òîäi
[
γ(ω)v+, γ(ω)v−

]
H(ϕ,ψ) =

[
Nω(·)v+, Nω(·)v−

]
H(ϕ,ψ) =

(
Nω(ω)v+, v−

)
L

=
(
Nω(ω)v+, v−

)
L = 0.

Íåõàé B = Nϕψ
ω (ω) ¹ íîðìàëüíî ðîçâ'ÿçóâàíèì, ran B ¹ çàìêíåíèì â

L. Îñêiëüêè L− i L0 ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ïiäïðîñòîðîì â L, òîäi ran B+ ¹
çàìêíåíèì, îòæå çà òåîðåìîþ Áàíàõà iñíó¹ ÷èñëî c > 0 òàêå, ùî

(B+v, v)L ≥ c2||v||2L (v ∈ L+). (2.20)

Ç Ïðîïîçèöi¨ 2.11 âèïëèâà¹, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
[
γ(ω)v, γ(ω)v

]
H(ϕ,ψ) ≥ c2||v||2L (v ∈ L+). (2.21)

Òàêèì ÷èíîì N+
ω = γ(ω)L+ ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ. Òàê ÿê dim N−

ω ≤ κ i
dim N0

ω ≤ κ, òî öå îçíà÷à¹, ùî Ñω ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ.
Íàâïàêè, íåõàé Ñω ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ, òîäi N+

ω ¹ òàêîæ çàìêíåíîþ
ìíîæèíîþ. Òàê ÿê γ(ω) ¹L+

¹ îáîðîòíîþ, òî iñíó¹ c > 0 òàêå, ùî âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü (2.21). Ç Ïðîïîçèöi¨ 2.11 âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíè ran B+ ¹ çàìêíåíîþ
ó ïðîñòîði L. Òàê ÿê B− ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì, òî ìíîæèíà ran B ¹ çàìêíåíîþ.
Öå äîâîäèòü òâåðäæåííÿ. 2

Çàóâàæåííÿ 2.13. ßêùî m ¹ ôóíêöi¹þ ç êëàñó Nκ(L) öå îçíà÷à¹, ùî I −
λm(λ) ¹ îáîðîòíîþ äëÿ óñiõ λ ∈ C\R òîäi ïàðà

{
IL, m(λ)

}
¹ åêâiâàëåíòíîþ

äî íîðìàëiçîâàíî¨ Nκ-ïàðè

{ϕ, ψ} =
{(

IL − λm(λ)
)−1

, m(λ)
(
IL − λm(λ)

)−1
}

i âiäïîâiäíå ìîäåëüíå âiäíîøåííÿ ìîæíà çàïèñàòè, ÿê

A(ϕ, ψ) =

{{[
f

u

]
,

[
f ′

u′

]}
:

f, f ′ ∈ H(ϕ, ψ); u, u′ ∈ L;

f ′(λ)− λf(λ) = u−m(λ)u′ λ ∈ C\R
}

.

(2.22)

Ðîçãëÿäàþ÷è ïðîåêöiþ öi¹¨ ìîäåëi íà ïðîñòið H(ϕ, ψ), ìîæíà ïîáóäóâà-
òè, ìîäåëü ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà S ç àáñòðàêòíîþ ôóíêöi¹þ Âåéëÿ m(λ)

ó ïðîñòîði Ïîíòðÿãiíà. Çîêðåìà ìîäåëü äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî ðîçøèðåííÿ A0

îïåðàòîðà S ìîæíà çàïèñàòè, ÿê (2.22) ó âèãëÿäi:

A0 =
{{f, f ′} ∈ H(ϕ, ψ)2 : f ′(λ)− λf(λ) ≡ u äëÿ äåÿêîãî u ∈ L}

. (2.23)
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2.4 Óçàãàëüíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹
Çàðàç ìè ïîêàæåìî, ùî áóäü-ÿêå L-ìiíiìàëüíå ñàìîñïðÿæåíå ëiíiéíå âiäíî-
øåííÿ A ¹ óíiòàðíî åêâiâàëåíòíèì ¨¨ ôóíêöiîíàëüíié ìîäåëi A(ϕ, ψ), ÿêå áóëî
ïîáóäîâàíî â Òåîðåìi 2.7. Îïåðàòîð F : H → H(ϕ, ψ) âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ

h 7→ (Fh)(λ) = γ(λ̄)∗h = ΠL(Ã− λ)−1h (h ∈ H) (2.24)

íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíèì ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'¹, ùî àñîöiéîâàíå ç Ã i ìàñ-
øòàáîì L.
Òåîðåìà 2.14. Íåõàé Ã ¹ ñàìîñïðÿæåíèì ëiíiéíèì âiäíîøåííÿì â H ⊕ L
i {ϕ, ψ} ¹ âiäïîâiäíà Nκ-ïàðà, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.4). Òîäi:

1) Óçàãàëüíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'å F ¹ içîìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì ç ïiä-
ïðîñòîðó H0 íà H(ϕ, ψ) i F òîòîæíüî äîðiâíþ¹ 0 íà ïiäïðîñòîði
HªH0;

2) Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïàðè
{[

f

u

]
,

[
f ′

u′

]}
∈ Ã âèêîíó¹òüñÿ òàêà ðiâíiñòü

E(λ)F(f ′ − λf) =
[
ϕ(λ) −ψ(λ)

] [
u

u′

]
. (2.25)

Äîâåäåííÿ. 1) Äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðó h = γ(ω̄)v (ω ∈ ρ(Ã), v ∈ L) ç
Ïðîïîçèöi¨ 2.11 âèïëèâà¹, ùî

(Fh)(λ) = γ(λ̄)∗γ(ω̄)v = Nϕψ
ω (λ)v.

Îòæå, F âiäîáðàæà¹ ëiíiéíèé ïðîñòið span{γ(ω̄)L : ω ∈ ρ(Ã)}, ÿêèé ¹ ùiëü-
íèì ó H0, íà ëiíiéíèé ïðîñòið span{Nϕψ

ω (·)L : ω ∈ ρ(Ã)}, ÿêèé ¹ ùiëüíèì ó
H(ϕ, ψ). Áiëüøå òîãî, öå âiäîáðàæåííÿ ¹ içîìåòðè÷íèì òàê ÿê,

H(ϕ,ψ) = [Nϕψ
ω (·)v, Nϕψ

ω (·)v]H(ϕ,ψ)

= (Nϕψ
ω (ω)v, v)L = [h, h]H.

(2.26)

Öå äîâîäèòü ïåðøå òâåðäæåííÿ. ßê ìîæíà ïîáà÷èòè ç (2.24) Fh ≡ 0 äëÿ
h ∈ H ªH0.

2) Íåõàé h = γ(ω̄)v = ΠH(Ã− ω̄)−1v, äå v ∈ L. Ç (2.4), (2.15) âèïëèâà¹,
ùî [

h

ψ(ω̄)v

]
= (Ã− ω̄)−1

[
0

v

]
,

[
ω̄h

ϕ(ω̄)v

]
=

(
I + ω̄(Ã− ω̄)−1)

[
0

v

]
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i çíà÷èòü {[
h

ψ(ω̄)v

]
,

[
ω̄h

ϕ(ω̄)v

]}
∈ Ã.

Òàê ÿê Ã = Ã∗, òî îäåðæó¹ìî äëÿ óñiõ
{[

f

u

]
,

[
f ′

u′

]}
∈ Ã

[f ′, h]H − [f, ω̄h]H +
(
u′, ψ(ω̄)

)
L −

(
u, ϕ(ω̄)v

)
L = 0, v ∈ L.

Öå îçíà÷à¹, ùî

γ(ω̄)∗(f ′ − ω̄f) = ϕ(ω)u− ψ(ω)u′, ω ∈ ρ(Ã). (2.27)

Ðiâíiñòü (2.25) äîâåäåíà. 2

Íàñëiäîê 2.15. Ó âèïàäêó, êîëè ëiíiéíå âiäíîøåííÿ Ã ¹ L-ìiíiìàëüíèì,
âîíî ¹ óíiòàðíî åêâiâàëåíòíèì ëiíiéíîìó âiäíîøåííþ A(ϕ, ψ) çà ôîðìóëîþ

A(ϕ, ψ) =

{{[Ff

u

]
,

[Ff ′

u′

]}
:

{[
f

u

]
,

[
f ′

u′

]}
∈ Ã

}
. (2.28)

Îïåðàòîð F ⊕ IL çäiéñíþ¹ öþ åêâiâàëåíòíiñòü.

Íàñëiäîê 2.16. ßê âèïëèâà¹ ç (2.13) ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ F , ÿêå ¹ àñîöié-
îâàíèì ç îïåðàòîðîì A(ϕ, ψ) ¹ òîòîæíiì, òàê ÿê

(Fh)(λ) = ΠL(A(ϕ, ψ)− λ)−1
[
h

0

]
= h(λ) äëÿ âñiõ h ∈ H(ϕ, ψ).

Ëåìà 2.17. Íåõàé Ã � öå ñàìîñïðÿæåíå ëiíiéíå âiäíîøåííÿ â H⊕L, íåõàé
{ϕ, ψ} � íîðìàëiçîâàíà Nκ-ïàðà, ùî îòðèìàíà çà ôîðìóëîþ (2.4). Òîäi âè-
êîíóþòüñÿ òàêi iìïëiêàöi¨:

(i) ker ψ(λ) = {0} äëÿ äåÿêîãî λ ∈ ρ(Ã) ⇒ ΠL dom Ã ¹ ùiëüíîþ â L;
(ii) ker ϕ(λ) = {0} äëÿ äåÿêîãî λ ∈ ρ(Ã) ⇒ ΠL ran Ã ¹ ùiëüíîþ â L.
ßêùî äî òîãî æ âiäíîøåííÿ Ã ¹ L-ìiíiìàëüíèì, òà Nϕψ

ω (ω) > 0 äëÿ äåÿêîãî
ω ∈ ρ(Ã), òî

ker ϕ(ω) = {0}, ker ψ(ω) = {0}.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó ïåðøå òâåðäæåííÿ. Ìíîæèíà ΠLdom Ã
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ñêëàäà¹òüñÿ ç âåêòîðiâ u ∈ L òàêèõ, ùî
{[

f

u

]
,

[
f ′

u′

]}
∈ Ã äëÿ äåÿêèõ f, f ′ ∈ H, u′ ∈ L.

ßêùî iñíó¹ âåêòîð v ∈ L òàêèé, ùî v ⊥ u äëÿ óñiõ u ∈ ΠLdom Ã, òî
{[

0

0

]
,

[
0

v

]}
∈ Ã,

òîìó ç (2.4) âèïëèâà¹, ùî ϕ(λ)v = 0. Àëå ker ψ(λ) = {0}, îòæå v = 0.
Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ÷àñòèíè ¹ àíàëîãi÷íèì.
Áóäåìî ââàæàòè, ùî Nϕψ

ω (ω) > 0 äëÿ äåÿêîãî ω ∈ ρ(Ã) i, ùî ψ(ω)v = 0.
Òîäi, ÿê ìîæíà áà÷èòè ç (2.4), ùî ϕ(ω)v = v i

(
Nω(ω)v, v

)
L =

(
Nω(ω)v, v

)
L =

1

ω − ω̄

((
ψ(ω̄)ϕ(ω)− ϕ(ω̄)ψ(ω)

)
v, v

)
L

=
1

ω − ω̄

(
v, ϕ(ω)v

)
L = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî v = 0. 2

Êðèòåði¨ äëÿ ïðàâèõ ÷àñòèí â (i) òà (ii) òàêîæ âiðíi.

Ëåìà 2.18. Íåõàé Ã ¹ L-ìiíiìàëüíèì ñàìîñïðÿæåíèì ëiíiéíèì âiäíîøåí-
íÿì ó H ⊕ L, íåõàé {ϕ, ψ} ¹ íîðìàëiçîâàíîþ Nκ-ïàðîþ, ùî îòðèìàíà çà
ôîðìóëîþ (2.4). Òîäi

(i)
⋂

λ∈ρ(Ã) ker ψ(λ) = {0} òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ΠL dom Ã ¹ ùiëüíîþ ó
L;

(ii)
⋂

λ∈ρ(Ã) ker ϕ(λ) = {0} òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ΠL ran Ã ¹ ùiëüíîþ ó L.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü óìîâ â (i) òà (ii) âèïëèâà¹ ç Ëåìè 2.17. Äëÿ äî-
âåäåííÿ äîñòàòíîñòi ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå âiäíîøåííÿ A(ϕ, ψ), ÿêå îòðèìàíå
çà ôîðìóëîþ. Çàâäÿêè Íàñëiäêó 2.15 âiäíîøåííÿ A(ϕ, ψ) ¹ óíiòàðíî åêâiâà-
ëåíòíèì ëiíiéíîìó âiäíîøåííþ Ã. Îòæå äîñòàòíüî äîâåñòè òâåðäæåííÿ äëÿ
âiäíîøåííÿ A(ϕ, ψ).

Ïðèïóñòèìî, ùî ψ(λ)v = 0 äëÿ äåÿêîãî v ∈ L i äëÿ óñiõ λ ∈ ρ
(
A(ϕ, ψ)

)
.

Òîäi ç (2.4) âèïëèâà¹, ùî ϕ(λ)v = v òà

Nϕψ

λ̄
(ω)v =

1

ω − λ

(
ψ(ω)ϕ(λ)− ϕ(ω)ψ(λ)

)
v = 0
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äëÿ óñiõ λ, ω ∈ ρ
(
A(ϕ, ψ)

)
. Ç (2.11) âèïëèâà¹, ùî

{[
0

0

]
,

[
0

v

]}
=

{[
Nϕψ

ω (·)v
0

]
,

[
ω̄Nϕψ

ω (·)v
v

]}
∈ A(ϕ, ψ).

Îòæå v ⊥ ΠLdom Ã. 2

2.5 Ôóíêöiîíàëüíà ìîäåëü äëÿ ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà
â ïðîñòîði Ïîíòðÿãiíà

ßê ïîêàçàíî â Çàóâàæåííi 2.13 êîæíié óçàãàëüíåíié îïåðàòîðíî-çíà÷íî¨
ôóíêöi¨ Íåâàíëiííè m ∈ Nκ(L) âiäïîâiäà¹ ñàìîñïðÿæåíå ëiíiéíå âiäíîøåííÿ
A(m) â ïðîñòîðiH(m), òàêå ùî ïàðà (IL,m(λ)) ¹ àñîöiéîâàíîþ ç öèì ëiíiéíèì
âiäíîøåííÿì.

Ó öüîìó ïàðàãðàôi áóäå ïîáóäîâàíî ìîäåëüíèé ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð
S(m) ó ïðîñòîði H(m) i äåÿêó ãðàíè÷íó òðiéêó {L, Γ0, Γ1} äëÿ ëiíiéíîãî âiä-
íîøåííÿ S(m)∗, òàêó ùî îïåðàòîð ôóíêöiÿ m(λ) ¹ ôóíêöi¹þ Âåéëÿ îïåðàòî-
ðà S(m), ÿêà âiäïîâiäà¹ ãðàíè÷íié òðiéöi {L, Γ0, Γ1}. Öåé ðåçóëüòàò âèïëèâà¹
ç ïîïåðåäíüîãî ðåçóëüòàòó ïðî ôóíêöiîíàëüíó ìîäåëü äëÿ ëiíiéíîãî âiäíî-
øåííÿ A(m) çà äîïîìîãîþ òàê çâàíîãî "îñíîâíîãî ïåðåòâîðåííÿ"ãðàíè÷íîãî
ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ, ïîâ'ÿçàíîãî ç ãðàíè÷íîþ òðiéêîþ {L, Γ0, Γ1} (äèâèñü
[50]).

Òåîðåìà 2.19. Íåõàé m ∈ Nκ(L), dimL < ∞ i det Im m(λ) 6≡ 0. Íåõàé H(m)

� öå ïðîñòið Ïîíòðÿãiíà ç âiäòâîðþþ÷èì ÿäðîì (1.26), S(m) � îïåðàòîð
ìíîæåííÿ â H(m). Òîäi:

(1) S(m) ¹ ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì â H(m);

(2) ñïðÿæåíå ëiíiéíå âiäíîøåííÿ S(m)∗ ñïiâïàäà¹ ç

T =

{[
g

g′

]
∈ H(m)2 : g′(λ)− λg(λ) = u1 −m(λ)u0, u0, u1 ∈ L

}
;

(2.29)

(3) ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ S(m)∗ ìîæå áóòè âèçíà÷åíà ó âèãëÿäi {L, Γ1, Γ2}

Γ1

[
g

g′

]
= u1, Γ2

[
g

g′

]
= u0; (2.30)

(4) ôóíêöiÿ Âåéëÿ, ùî âiäïîâiäà¹ òðiéöi {L, Γ1, Γ2}, ñïiâïàäà¹ ç m(λ).
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Äîâåäåííÿ. Ïåðåõîäÿ÷è, ÿêùî íåîáõiäíî, âiä ìàòðè÷íî-çíà÷íî¨ ôóíêöi¨
m(λ) äî ìàòðè÷íî-çíà÷íî¨ ôóíêöi¨ cm(λ) (c > 0), áóäåìî ââàæàòè, ùî

det(IL − λm(λ)) 6≡ 0.

Òîäi ïàðà
{
IL,m(λ)

}
¹ åêâiâàëåíòíîþ íîðìàëiçîâàíié Nκ-ïàði

{
ϕ(λ), ψ(λ)

}
=

{
(IL − λm(λ))−1, m(λ)(IL − λm(λ))−1}.

Ç òîòîæíîñòi

Nϕψ
ω (λ) = (IL − λm(λ))−1Nm

ω (λ)(IL − ωm(ω))−1

âèïëèâà¹, ùî ìàòðè÷íî-çíà÷íà ôóíêöiÿ f(λ) íàëåæèòü äî ïðîñòîðó H(ϕ, ψ)

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ìàòðè÷íî-çíà÷íà ôóíêöiÿ
(
IL− λm(λ)

)
f(λ) íàëåæèòü

äî ïðîñòîðó H(m).
Ðîçãëÿíåìî ñàìîñïðÿæåíå ëiíiéíå âiäíîøåííÿ A(ϕ, ψ) âèãëÿäó (2.10) i

âèçíà÷èìî ëiíiéíå âiäíîøåííÿ G ôîðìóëîþ

G :=

{{[
f

f ′

]
,

[
u0

−u1

]}
:

{[
f

u0

]
,

[
f ′

u1

]}
∈ A(ϕ, ψ)

}
(2.31)

Êðîê 1. Óíiòàðíiñòü ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ G. Ñèìåòðè÷íiñòü ëiíié-
íîãî âiäíîøåííÿ A(ϕ, ψ) îçíà÷à¹, ùî äëÿ âåêòîðà

{[
f

u0

]
,

[
f ′

u1

]}
∈ A(ϕ, ψ)

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(f ′, f)H(ϕ,ψ) + (u1, u0)L = (f, f ′)H(ϕ,ψ) + (u0, u1)L. (2.32)

Ïåðåïèøåìî (2.32) ó âèãëÿäi

(f ′, f)H(ϕ,ψ) − (f, f ′)H(ϕ,ψ) = (u0, u1)L − (u1, u0)L. (2.33)

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòîðè Êðåéíà (H(ϕ, ψ)2, JH(ϕ,ψ)) i (L2, JL), äå ôóíäàìåí-
òàëüíi ñèìåòði¨ JH(ϕ,ψ) i JL âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè

JH(ϕ,ψ) =

[
0 −iIH(ϕ,ψ)

iIH(ϕ,ψ) 0

]
, JL =

[
0 −iIL

iIL 0

]
. (2.34)
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Ïîçíà÷èìî f̂ =

[
f

f ′

]
i û =

[
u0

−u1

]
. Îòðèìó¹ìî

(JH(ϕ,ψ)f̂ , f̂)H(ϕ,ψ)2 =

([
0 −iIH(ϕ,ψ)

iIH(ϕ,ψ) 0

] [
f

f ′

]
,

[
f

f ′

])

H(ϕ,ψ)2

=

([−if ′

if

]
,

[
f

f ′

])

H(ϕ,ψ)2

= −(f ′, f)H(ϕ,ψ) + i(f, f ′)H(ϕ,ψ).

Çàñòîñîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.32), îòðèìó¹ìî

(JH(ϕ,ψ)f̂ , f̂)H(ϕ,ψ)2 = −i(u0, u1)L + i(u1, u0)L. (2.35)

Ç iíøîãî áîêó

(JLû, û)L2 =

([
0 −iIL

iIL 0

] [
u0

−u1

]
,

[
u0

−u1

])

L2

=

([
iu1

iu0

]
,

[
u0

−u1

])

L2

= i(u1, u0)L − i(u0, u1)L.

Îòæå ç ðiâíîñòi (2.35) âèïëèâà¹, ùî

(JH(ϕ,ψ)f̂ , f̂)H(ϕ,ψ)2 = (JLû, û)L2.

Öå îçíà÷à¹, ùî ëiíiéíå âiäíîøåííÿ G âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ (2.31) ¹
(JH(ϕ,ψ), JL)-içîìåòðè÷íèì.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ç óìîâè ñàìîñïðÿæåíîñòi ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ
A(ϕ, ψ) = A(ϕ, ψ)∗ âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

G−1 = G∗,

ùî îçíà÷à¹ (JH(ϕ,ψ), JL)-óíiòàðíiñòü ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ G.
Êðîê 2.

S(m) = ker G, T = dom G.

Äiéñíî, ïåðøà ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç (2.31) i (2.10). Ïîêàæåìî äðóãå ñïiââiäíî-
øåííÿ.

Íåõàé
[
f

f ′

]
∈ dom G. Òîäi â ñèëó îçíà÷åííÿ ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ G
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(2.31) iñíóþòü âåêòîðè u0, u1 ∈ L, òàêi ùî

f ′(λ)− λf(λ) =
(
IL − λm(λ)

)−1
u1 −m(λ)

(
IL − λm(λ)

)−1
u0.

Ïðèïóñòèìî, ùî

g(λ) :=
(
IL − λm(λ)

)
f(λ) ∈ H(m), g′(λ) :=

(
IL − λm(λ)

)
f ′(λ) ∈ H(m).

Òîäi ïîïåðåäíÿ ðiâíiñòü ïðèéìà¹ âèãëÿä

g′(λ)− λg′(λ) = u1 −m(λ)u0.

Òàêèì ÷èíîì, dom G ⊂ T . Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ îáåðíåíå òâåðäæåííÿ.
Êðîê 3. Ïîêàæåìî, ùî

ran G = L2, mul G = {0}. (2.36)

Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî âåêòîðíîçíà÷íi ôóíêöi¨

h(λ) = Nm
ω (λ)v, h′(λ) = ωNm

ω (λ)v (v ∈ L, ω ∈ hm ∩ C+),

ÿêi íàëåæàòü äî ïðîñòîðó H(m). Òàê ÿê

h′(λ)− λh(λ) = (ω − λ)Nm
ω (λ)v = m(ω)+v −m(λ)v,

òî â ñèëó (2.31)
[

v

m(ω)∗v

]
∈ ran G,

[
v

m(ω)v

]
∈ ran G.

Öå îçíà÷à¹, ùî ran G = L2. Ç [50, Prop 2.12] âèïëèâà¹, ùî mul G = {0}, òîáòî
G ¹ îäíîçíà÷íèé îïåðàòîð.

Êðîê 4. Ç (2.36) âèïëèâà¹, ùî T = clos T , òîìó T = S(m)∗, ùî äîâîäèòü
òâåðäæåííÿ (2).

Ç òîòîæíîñòi (2.33) âèïëèâà¹ ôîðìóëà Ãðiíà (1.32), à ñþð'¹êòèâíiñòü
âiäîáðàæåííÿ Γ =

[
Γ0

Γ1

]
ñëiäó¹ ç âëàñòèâîñòi (2.36).

Òâåðäæåííÿ (4) òàêîæ âèïëèâà¹ ç òîòîæíîñòi (2.33). Äiéñíî,

h′(λ)− λh(λ) = ωNm
ω (λ)v − λNm

ω (λ)v = m(ω)∗v −m(λ)v = u1 −m(λ)u0,
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òîáòî ïðè ĥ =

[
Nm

ω (λ)v

ωNm
ω (λ)v

]
∈ Nω

(
S(m)

)
îòðèìà¹ìî

Γ2ĥ = m(λ)Γ1ĥ.

Òàêèì ÷èíîì, m(λ) ¹ ôóíêöi¹þ Âåéëÿ îïåðàòîðà S(m), ÿêà âiäïîâiäà¹
ãðàíè÷íié òðiéöi {L, Γ0, Γ1}. 2

Çàóâàæåííÿ 2.20. Ðåçóëüòàò Òåîðåìè 2.19 áóëî ïîøèðåíî íà âèïàäîê Nκ-
ïàð ó ðîáîòi [46, Theorem 4.7].

2.6 Óçàãàëüíåíèé ïðîñòið H(m)

Ó ñêàëÿðíîìó âèïàäêó ïàðà {ϕ, ψ} iç êëàñó Nκ(C) âiäïîâiäà¹ äåÿêié ôóíêöi¨
m ç êëàñó Nκ çà ¹äèíèì âèíÿòêîì, êîëè ïàðà {ϕ, ψ} ¹ åêâiâàëåíòíîþ ïàði
{0, 1}, ùî ìîæëèâå òiëüêè ó âèïàäêó κ = 0. Äiéñíî, ÿäðî

N0,1
ω (λ) =

0 · 1− 1 · 0
λ− ω

≡ 0

íå ìà¹ âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñêàëÿðíó ôóíêöiþ m ∈ Nκ i ÿäðî Nm

ω (λ), ùî âèçíà-
÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.1). Ïðîñòið Ïîíòðÿãiíà ç âiäòâîðþþ÷èì ÿäðîì Nm

ω (λ)

áóäåìî íàçèâàòè óçàãàëüíåíèì ïðîñòîðîì äå Áðàíæà-Ðîâíÿêà H(m). Ó âè-
ïàäêó κ = 0 òàêèé ïðîñòið áóëî ðîçãëÿíóòî ó [51] äå íàâåäåíî òàêîæ éîãî
îïèñ â òåðìiíàõ iíòåãðàëüíèõ çîáðàæåíü ôóíêöi¨ m.

Òåîðåìà 2.21. ([53, Theorem 5]) Íåõàé ôóíêöiÿ m0 íàëåæèòü äî êëàñó N

i äîïóñêà¹ iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ (1.20). Òîäi:

(i) ïðîñòið H(m0) ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ ôóíêöié

H(m0) =

{
c +

∫ ∞

−∞

f(t)

t− λ
dσ(t), c ∈ C, f ∈ L2(dσ)

}
.

(ii) ßêùî îêðiì öüîãî ôóíêöiÿ m0 íàëåæèòü äî êëàñó N 0 i äîïóñêà¹ çîáðà-
æåííÿ (1.22), òî

H(m0) =

{∫ ∞

−∞

f(t)

t− λ
dσ(t), f(t) ∈ L2(dσ)

}
. (2.37)
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Â ìàòðè÷íîìó âèïàäêó àíàëîã Òåîðåìè 2.21 íàâåäåíî â [37]. Íèæ÷å áóäå
íàâåäåíî àíàëîã Òåîðåìè 2.21 äëÿ ôóíêöi¨ ç êëàñó Nκ. Ïðè öüîìó ìè áóäåìî
âèêîðèñòîâóâàòè òåîðåìó ïðî ôàêòîðèçàöiþ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ êëàñó Nκ

Íåõàé p(λ) = p0λ
n +p1λ

n−1 + ...+pn−1λ+pn ¹ ïîëiíîì ñòåïåíþ n. Âèçíà-
÷èìî p#(λ) ôîðìóëîþ

p#(λ) := p(λ)
∗

= p0λ
n + p1λ

n−1 + ... + pn−1λ + pn.

Òåîðåìà 2.22. ([67], [62]) Áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ m ∈ Nκ äîïóñêà¹ ôàêòîðèçàöiþ

m(λ) =
p(λ)p#(λ)

q(λ)q#(λ)
m0(λ), (2.38)

äå p i q � îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíi âçà¹ìíî ïðîñòi ìîíi÷íi ïîëiíîìè òà m0 ∈ N .
Ïðè öüîìó

max
{
deg(p), deg(q)

}
= κ.

Íåõàé ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ r âèçíà÷åíà ÷åðåç ôîðìóëó

r(λ) :=
p(λ)

q(λ)
, r#(λ) :=

p#(λ)

q#(λ)
. (2.39)

Òîäi ôîðìóëà (2.38) ìîæå áóòè ïåðåïèñàíà, ÿê

m(λ) = r(λ)m0(λ)r#(λ). (2.40)

Íåõàé p, q ¹ ïîëiíîìàìè, κ = max{deg p, deg q} i íåõàé êîåôiöi¹íòè bij

âèçíà÷åíi çà ïðàâèëîì

p(x)q(y)− p(y)q(x)

x− y
=

κ−1∑
i,j=0

bijx
iyj.

Ìàòðèöÿ Bp,q :=
(
bij

)κ−1
i,j=0 íàçèâà¹òüñÿ áåçóòiàíòîþ ïîëiíîìiâ p òà q (äèâèñü

[22]). Áåçóòiàíòà Bp,q ¹ îáîðîòíîþ ìàòðèöåþ, ÿêùî p òà q ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèìè
ïîëiíîìàìè.

Âèçíà÷èìî ìàòðèöi

Λ := Λκ = (1, λ, λ2, ..., λκ−1), M := Mκ = (1, µ, µ2, ..., µκ−1).

Òåîðåìà 2.23. Íåõàé m ∈ Nκ äîïóñêà¹ ôàêòîðèçàöiþ (2.38). Òîäi ïðîñòið
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H(m) ñïiâïàäà¹ ç ïðîñòîðîì
(H, 〈·, ·〉H

)
, äå H � öå ìíîæèíà ôóíêöié

f(λ) = r(λ)f0(λ) +
1

q(λ)
ϕ1(λ) +

r(λ)

q#(λ)
m0(λ)ϕ2(λ), (2.41)

à âíóòðiøíié äîáóòîê 〈·, ·〉H âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

〈f, f〉H = (f0, f0)H(m0) + F∗B−1F , (2.42)

F =

[
f (1)

f (2)

]
∈ C2κ, B =

[
0 Bp,q

B∗
p,q 0

]
,

äå f0 ∈ H(m0); ϕ1, ϕ2 � äîâiëüíi ïîëiíîìè ôîðìàëüíîãî ñòóïåíþ κ − 1;
f (1), f (2) ∈ Cκ � ñòîâïöi êîåôiöi¹íòiâ ïîëiíîìiâ ϕ1 òà ϕ2, âiäïîâiäíî; Bp,q �
áåçóòiàíòà ïîëiíîìiâ p òà q.

Äîâåäåííÿ. Áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ f âèäó (2.41) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

f(λ) =

[
r(λ) 1

q(λ)
Λ

r(λ)

q#(λ)
m0(λ)Λ

] 


f0

f (1)

f (2)


 , (2.43)

äå f0 ∈ H(m0), òà f (1), f (2) ∈ Cκ. Òîäi ôóíêöiÿ Nm
µ (λ) ïðè áóäü ÿêîìó µ ∈ h+

m

ìà¹ ôîðìó

Nm
µ (λ) =

[
r(λ) 1

q(λ)
Λ

r(λ)

q#(λ)
m0(λ)Λ

] 

1 0 0

0 0 Bpq

0 B∗
pq 0







r#(µ)Nm0
µ (λ)

1
q#(µ)

M ∗

r#(µ)m0(µ)
q(µ)

M ∗


 .

Î÷åâèäíî, ùî H ¹ ïðîñòîðîì Ïîíòðÿãiíà ç âiä'¹ìíèì iíäåêñîì κ. Áiëüø òîãî
H ¹ ïðîñòîðîì Ïîíòðÿãiíà ç âiäòâîðþâàëüíèì ÿäðîì Nm

µ (λ), òàê ÿê äëÿ áóäü-
ÿêî¨ ôóíêöi¨ f âèäó (2.43) îòðèìà¹ìî

〈
f(·), Nm

µ (·)〉H =
(
f0(·), Nm0

µ (·)r#(µ)
)
H(m0)

+

[
1

q(µ)
M m∗

0(µ)
r(µ)

q#(µ)
M

]
B∗B−1F

= r(µ)f0(µ) +
1

q(µ)
ϕ1(µ) + m0(µ)

r(µ)

q#(µ)
ϕ2(µ),

äå ϕj(µ) = Mf (j) (j = 1, 2). Öå äîâîäèòü âiäòâîðþâàëüíó âëàñòèâiñòü ïðîñòî-
ðó H. Òàêèì ÷èíîì, H ñïiâïàäà¹ ç H(m). 2
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2.7 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2
Ðåçóëüòàòè ãëàâè áóëè ïðåäñòàâëåíi â [86] i [88].

1) Ââåäåíî ïîíÿòòÿ íîðìàëiçîâàíî¨ Nκ-ïàðè, ùî âiäïîâiäà¹ ñàìîñïðÿæå-
íîìó ëiíiéíîìó âiäíîøåííþ ó ïðîñòîði Ïîíòðÿãiíà. Â Òåîðåìi 2.7 ïîêàçàíî,
ùî äëÿ êîæíî¨ íîðìàëiçîâàíî¨ Nκ-ïàðè iñíó¹ ¹äèíå ç òî÷íiñòþ äî óíiòàðíî¨
åêâiâàëåíòíîñòi ìiíiìàëüíå ñàìîñïðÿæåíå ëiíiéíå âiäíîøåííÿ A ó ïðîñòîði
Ïîíòðÿãiíà, òàêå ùî ïàðà {ϕ, ψ} âiäïîâiäà¹ öüîìó âiäíîøåííþ A. Ïîáóäîâà-
íî ôóíêöiîíàëüíó ìîäåëü òàêîãî ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ A ó
ïðîñòîði Ïîíòðÿãiíà ç âiäòâîðþþ÷èì ÿäðîì.

2) Äëÿ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ Íåâàíëiííè m ∈ Nκ â Òåîðåìi 2.23 íàâåäåíî
îïèñ ïðîñòîðó äå Áðàíæà-Ðîâíÿêà H(m), ÿêèé ¹ ïðîñòîðîì Ïîíòðÿãiíà ç
âiäòâîðþþ÷èì ÿäðîì Nm

ω (λ).
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3 Àáñòðàêòíà iíòåðïîëÿöiéíà ïðîáëåìà â óçà-
ãàëüíåíèõ êëàñàõ Íåâàíëiííè

3.1 Ïîñòàíîâêà òà ðîçâ'ÿçàííÿ àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿ-
öiéíî¨ ïðîáëåìè

Íåõàé X ¹ êîìïëåêñíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì, L � öå ïðîñòið Ãiëüáåðòà. Íåõàé
B1, B2 � öå ëiíiéíi îïåðàòîðè â X , i C1, C2 � öå ëiíiéíi îïåðàòîðè ç X â
L. Íåõàé K � öå ïiâòîðàëiíiéíà ôîðìà â X , ùî ìà¹ ν âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ.
Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíèé àíàëîã àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè.

Ïðîáëåìà AIPκ(B1, B2, C1, C2, K). Íåõàé κ ∈ Z+ i íåõàé îïåðàòîðè
B1, B2, C1, C2, K çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

(A1) K(B2h,B1g)−K(B1h,B2g) = (C1h,C2g)L − (C2h,C1g)L ∀h, g ∈ X ;

(A2) ker K = {0}, äå ker K = {h ∈ X : K(h, u) = 0 ∀u ∈ X}.
Çíàéòè Nκ-ïàðó {ϕ, ψ} ∈ Ñκ(L), òàêó ùî iñíó¹ ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

F : X → H(ϕ, ψ), äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

(C1) (FB2h)(λ)− λ(FB1h)(λ) =
[

ϕ(λ) −ψ(λ)
] [

C1h

C2h

]
, äëÿ óñiõ h ∈ X ;

(C2) 〈Fh, Fh〉H(ϕ,ψ) ≤ K(h, h), äëÿ óñiõ h ∈ X .

Çàóâàæåííÿ 3.1. Äëÿ ðîçâ'ÿçíîñòi ïðîáëåìè AIPκ(B1, B2, C1, C2, K), íåîá-
õiäíî ùîá

ν ≤ κ. (3.1)

Äiéñíî, ðîçêëàäåìî ïðîñòið X â ïðÿìó ñóìó âiä'¹ìíîãî X− i íåâiä'¹ìíîãî
X+ ïiäïðîñòîðiâ âiäíîñíî ôîðìè K(h, h)

X = X−+̇X+. (3.2)

Ïðè öüîìó deg clos (X−) = ν, à îòæå X− � öå çàìêíåíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó
X . Ç óìîâè (Ñ2) âèïëèâà¹, ùî, 〈Fh, Fh〉H(ϕ,ψ) < 0 ïðè áóäü-ÿêîìó h(6= 0) ∈
X−. Òàêèì ÷èíîì, ëiíiéíèé îïåðàòîð F íå îáåðòà¹òüñÿ â 0 íà ïiäïðîñòîði X−,
îêðiì íóëüîâîãî âåêòîðó. Òîìó çâóæåííÿ îïåðàòîðà F íà ñêií÷åííîâèìiðíèé
ïiäïðîñòið X− ìà¹ îáîðîòíèé îïåðàòîð, à îòæå çáåðiãà¹ ðîçìiðíiñòü

dim F (X−) = ν.
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Ïðè öüîìó ìíîæèíà F (X−) ¹ ÷àñòèíîþ âiä'¹ìíîãî ïiäïðîñòîðó ïðîñòîðó
H(ϕ, ψ). Îòæå ðîçìiðíiñòü âiä'¹ìíîãî ïiäïðîñòîðó ïðîñòîðó H(ϕ, ψ) íå ìåíø
íiæ ν.

Ïðè κ = ν = 0 çàäà÷à (C1)-(C2) áóëà ðîçãëÿíóòà â [58].
Âèçíà÷èìî ïðîñòið Ïîíòðÿãiíà H ç âiä'¹ìíèì iíäåêñîì ν, ÿê ïîïîâíåííÿ

ïðîñòîðó X âiäíîñíî äîáóòêó

〈h, g〉H = K(h, g), h, g ∈ X . (3.3)

Ïðè öüîìó ìè áóäåìî îòîòîæíþâàòè îïåðàòîðè B1, B2 : X → X ç ëiíiéíèìè
îïåðàòîðàìè B1, B2 : X → H.

Ïðîïîçèöiÿ 3.2. Íåõàé îïåðàòîðè B1, B2, C1, C2, K çàäîâîëüíÿþòü óìîâi
(A1). Òîäi ëiíiéíå âiäíîøåííÿ

Â =

{{[
B1h

C1h

]
,

[
B2h

C2h

]}
: h ∈ X

}
(3.4)

¹ ñèìåòðè÷íèì â H⊕L.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç ïðîïîçèöi¨ (A1), òàê ÿê
〈[

B2h

C2h

]
,

[
B1h

C1h

]〉

H⊕L
−

〈[
B1h

C1h

]
,

[
B2h

C2h

]〉

H⊕L
= K(B2h,B1h) + (C2h,C1h)L −K(B1h, B2h)− (C1h,C2h)L = 0.

2

Îçíà÷åííÿ 3.3. Ëiíiéíå âiäíîøåííÿ Ã = Ã∗ â H ⊕ L íàçèâà¹òüñÿ L-
ðåãóëÿðíèì, ÿêùî H ª H0 ¹ ïðîñòîðîì Ãiëüáåðòà, äå H0 âèçíà÷åíî ôîð-
ìóëîþ (2.3).

Ó âèïàäêó içîìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà â ïðîñòîði Ïîíòðÿãiíà ïîíÿòòÿ L-
ðåãóëÿðíîñòi áóëî ïðåäñòàâëåíî â [57].

Òåîðåìà 3.4. Íåõàé îïåðàòîðè B1, B2, C1, C2, K çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì
(A1)-(A2) i ν = sq−(K) ≤ κ. Òîäi ïðîáëåìà AIPκ(B1, B2, C1, C2, K) ¹
ðîçâ'ÿçíîþ, i ìíîæèíà âñiõ ¨¨ íîðìàëiçîâàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàìåòðèçó¹òüñÿ
ôîðìóëîþ [

ψ(λ)

ϕ(λ)

]
=

[
IL 0

λ IL

] [
ΠL(Ã− λ)−1¹ L

IL

]
, (3.5)
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äå Ã ïðîáiãà¹ ìíîæèíó óñiõ ñàìîñïðÿæåíèõ L-ðåãóëÿðíèõ ðîçøèðåíü ëiíié-
íîãî âiäíîøåííÿ Â â ïðîñòîði Ïîíòðÿãiíà H̃ ⊕ L ⊃ H ⊕ L òàêèõ, ùî
κ−(H̃) = κ. Âiäïîâiäíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ F : X → H(ϕ, ψ) çàäà¹òüñÿ
ôîðìóëîþ

(Fh)(λ) = ΠL(Ã− λ)−1h, h ∈ X . (3.6)

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü. Íåõàé Ã ¹ ñàìîñïðÿæåíèì L-ðåãóëÿðíèì ðîç-
øèðåííÿì ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ Â i íåõàé {ϕ, ψ} � íîðìàëiçîâàíà Nκ-ïàðà,
ùî âiäïîâiäà¹ ëiíiéíîìó âiäíîøåííþ Ã i ìàñøòàáíîìó ïðîñòîðó L. Òîäi ôîð-
ìóëà (3.5) âèïëèâà¹ ç (2.4).

Íåõàé F : H̃ → H(ϕ, ψ) � öå óçàãàëüíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹, ùî âiäïî-
âiäà¹ Ã. Òîäi ç (2.24) âèïëèâà¹, ùî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ F : X → H(ϕ, ψ),
ÿêå âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ (3.6), ¹ ïîâ'ÿçàíèì ç F ñïiââiäíîøåííÿì

Fh = Fh (h ∈ X ). (3.7)

Òàê ÿê F çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíîñòi (2.25) i
{[

B1h

C1h

]
,

[
B2h

C2h

]}
∈ Â ⊂ Ã

îòðèìà¹ ç (2.25), ùî

(FB2h)(λ)− λ(FB1h)(λ) = (FB2h)(λ)− λ(FB1h)(λ)

=
[

ϕ(λ) −ψ(λ)
] [

C1h

C2h

]
∀h ∈ X .

(3.8)

Öå äîâîäèòü òâåðäæåííÿ (Ñ1) äëÿ âiäîáðàæåííÿ F .
Òàê ÿê Ã ¹ L-ðåãóëÿðíèì ðîçøèðåííÿì ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ Â, òî ç

Òåîðåìè 2.14 âèïëèâà¹, ùî

〈Fh,Fh〉H(ϕ,ψ) ≤ 〈h, h〉H (h ∈ H) (3.9)

i κ = κ−(H̃). Äiéñíî, íåðiâíiñòü (3.9) âèêîíó¹òüñÿ, òàê ÿê óçàãàëüíåíå ïåðå-
òâîðåííÿ Ôóð'¹ F içîìåòðè÷íî âiäîáðàæà¹ ïðîñòið Ïîíòðÿãiíà H0 íà H(ϕ, ψ)

i òîòîæíüî äîðiâíþ¹ 0 íà ïðîñòîði Ãiëüáåðòà H ªH0. Äàëi ç ôîðìóë (3.7) i
(3.3) îòðèìó¹ìî, äëÿ óñiõ h ∈ X

〈Fh, Fh〉H〈ϕ,ψ〉 = 〈Fh,Fh〉H(ϕ,ψ) ≤ 〈h, h〉H = K(h, h),

ùî äîâîäèòü òâåðäæåííÿ (C2). Òàê ÿê H ⊂ H̃ i ν = κ−(H), κ = κ−(H̃), òî
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âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (3.1).
Òàêèì ÷èíîì ìè îòðèìàëè, ùî ëiíiéíî âiäîáðàæåííÿ F çàäîâîëüíÿ¹ óìî-

âè (Ñ1)-(Ñ2) i îòæå, Nκ-ïàðà {ϕ, ψ} äiéñíî ¹ ðîçâ'ÿçêîì ïðîáëåìè AIPκ.
Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé íîðìàëiçîâàíà Nκ-ïàðà {ϕ, ψ} ¹ ðîç'ÿçêîì AIPκ i

íåõàé âiäîáðàæåííÿ F : X → H(ϕ, ψ) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (C1)-(C2). Ïîáó-
äó¹ìî ñàìîñïðÿæåíå L-ðåãóëÿðíå ðîçøèðåííÿ Ã ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ Â äëÿ
ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ âiäíîøåííÿ (3.5) i (3.6).

Êðîê 1. Ïîáóäîâà içîìåòðè÷íîãî âêëàäåííÿ H â H(ϕ, ψ). Ðîçãëÿíåìî
âiäîáðàæåííÿ F̂ : H → H(ϕ, ψ), ÿê ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåííÿ F : X →
H(ϕ, ψ) íà ïðîñòið H ⊃ X .

Âiäîáðàæåííÿ F̂ ¹ ñòèñêàþ÷èì. Äiéñíî. öå âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ F̂ i (C2)
〈
(F̂ h)(λ), (F̂ h)(λ)

〉
H(ϕ,ψ) =

〈
(Fh)(λ), (Fh)(λ)

〉
H(ϕ,ψ) ≤ K(h, h) = 〈h, h〉H.

Òàêèì ÷èíîì îïåðàòîð IH − F̂ ∗F̂ : H → H ¹ íåâiä'¹ìíèì.
Íåõàé D = D∗(≥ 0) ¹ äåôåêòíèì îïåðàòîðîì ñòèñêàþ÷îãî îïåðàòîðà F̂ ,

êîòðèé çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

D2 = I − F̂ ∗F̂ : H → H. (3.10)

Íåõàé D = ran D � öå äåôåêòíèé ïiäïðîñòið âiäîáðàæåííÿ F̂ âH. Âiäìiòèìî,
ùî ïðîñòið D ¹ ïðîñòîðîì Ãiëüáåðòà, òàê ÿê îïåðàòîð D íåâiä'¹ìíèé. Ðîçã-
ëÿíåìî ðîçøèðåííÿ îïåðàòîðà F̂ äî içîìåòðè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ F̃ : H →
D ⊕H(ϕ, ψ), ùî ïðåäñòàâëåíî ôîðìóëîþ

F̃ h =

[
Dh

F̂h

]
, h ∈ H. (3.11)

Êðîê 2. Ïîáóäîâà ñàìîñïðÿæåíîãî ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ Ã. Íåõàé AD �
öå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ â D, ùî âèçíà÷åíî ÿê

AD = {{DB1h,DB2h} : h ∈ X} .

Ïîêàæåìî, ùî AD ¹ ñèìåòðè÷íèì ëiíiéíèì âiäíîøåííÿì â D. Äëÿ öüîãî òðåáà
äîâåñòè, ùî

〈DB2h,DB1h〉H − 〈DB1h,DB2h〉H = 0. (3.12)
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Ç ôîðìóëè (3.10) âèïëèâà¹, ùî

〈DB2h,DB1h〉H − 〈DB1h,DB2h〉H
= 〈(I − F̂ ∗F̂ )B2h,B1h〉H − 〈(I − F̂ ∗F̂ )B1h,B2h〉H
= 〈B2h,B1h〉H − 〈B1h,B2h〉H
− 〈F̂B2h, F̂B1h〉H(ϕ,ψ) + 〈F̂B1h, F̂B2h〉H(ϕ,ψ)

= K(B2h,B1h)−K(B1h,B2h)

− 〈F̂B2h, F̂B1h〉H(ϕ,ψ) + 〈F̂B1h, F̂B2h〉H(ϕ,ψ).

(3.13)

Óìîâà (C1) îçíà÷à¹, ùî

(F̂B2h)(λ)− λ(F̂B1h)(λ) = (FB2h)(λ)− λ(FB1h)(λ)

=
[

ϕ(λ) −ψ(λ)
] [

C1h

C2h

]
∀h ∈ X .

(3.14)

Îòæå, ó çâ'ÿçêó ç Òåîðåìîþ 2.7 âèïëèâà¹, ùî
{[

F̂B1h

C1h

]
,

[
F̂B2h

C2h

]}
∈ A(ϕ, ψ).

Òàê ÿê A(ϕ, ψ) ¹ ñàìîñïðÿæåíèì ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, òî

〈F̂B2h, F̂B1h〉H(ϕ,ψ) + (C2h,C1h)L − 〈F̂B1h, F̂B2h〉H(ϕ,ψ) − (C1h,C2h)L = 0.

Òîäi ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (3.13) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

K(B2h,B1h)−K(B1h,B2h)− (C1h,C2h)L + (C2h,C1h)L.

Öåé âèðàç äîðiâíþ¹ 0 â ñèëó óìîâè (A1). Òàêèì ÷èíîì ðiâíiñòü (3.12) äîâå-
äåíà, îòæå AD äiéñíî ¹ ñèìåòðè÷íèì ëiíiéíèì âiäíîøåííÿì â D.

Íåõàé ÃD öå ñàìîñïðÿæåíå ðîçøèðåííÿ ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ AD â ïðî-
ñòið Ãiëüáåðòà D̃ ⊃ D i íåõàé

Ã = ÃD ⊕ A(ϕ, ψ). (3.15)

Âiäìiòèìî, ùî Ã ¹ ñàìîñïðÿæåíå ëiíiéíå âiäíîøåííÿ, ÿê ïðÿìà ñóìà ñàìî-
ñïðÿæåíèõ ëiíiéíèõ âiäíîøåíü.

Êðîê 3. Ëiíiéíå âiäíîøåííÿ Ã çàäîâîëüíÿ¹ ôîðìóëàì (3.5) i (3.6). Îòî-
òîæíþ¹ìî âåêòîð h ∈ H ç F̃ h. Òîäi ìîæíà îòîòîæíþâàòè ñèìåòðè÷íå ëiíiéíå
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âiäîáðàæåííÿ Â â H⊕L ç ñèìåòðè÷íèì ëiíiéíèì âiäíîøåííÿì

A1 = (F̃ ⊕ IL)Â(F̃ ⊕ IL)−1

=












DB1h

F̂B1h

C1h


 ,




DB2h

F̂B2h

C2h






 : h ∈ X





â H̃ := D̃ ⊕ H(ϕ, ψ) ⊕ L. Áiëüøå òîãî ç ðåçóëüòàòiâ Êðîêó 2 öi¹¨ òåîðåìè
âèïëèâà¹, ùî A1 ìiñòèòüñÿ â ñàìîñïðÿæåíîìó ëiíiéíîìó âiäíîøåííi Ã = ÃD⊕
A(ϕ, ψ), òàê ÿê {DB1h,DB2h} ∈ AD ⊂ ÃD i

{[
F̂B1h

C1h

]
,

[
F̂B2h

C2h

]}
∈ A(ϕ, ψ).

Ôîðìóëà (3.5) âèïëèâà¹ ç àíàëîãi÷íî¨ ôîðìóëè äëÿ ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ
A(ϕ, ψ) [

ψ(λ)

ϕ(λ)

]
=

[
IL 0

λIL IL

] [
ΠL(A(ϕ, ψ)− λ)−1¹ L

IL

]

òàê ÿê
ΠL(A(ϕ, ψ)− λ)−1¹ L = ΠL(Ã− λ)−1¹ L.

Ç îçíà÷åííÿ ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ Ã i âiäîáðàæåííÿ F̂ âèïëèâà¹, ùî äëÿ óñiõ
h ∈ X

ΠL(Ã− λ)−1
[

F̃ h

0

]
= ΠL(A(ϕ, ψ)− λ)−1

[
F̂ h

0

]

= ΠL(A(ϕ, ψ)− λ)−1
[

Fh

0

] (3.16)

Äàëi, ïiäñòàâèìî â (3.16) ðåçóëüòàò Çàóâàæåííÿ 2.9. Îòðèìà¹ìî

ΠL(Ã− λ)−1
[

F̃ h

0

]
= (Fh)(λ).

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ ôîðìóëè (3.6) çàëèøèëîñü âiäìiòèòè òîòîæíiñòü
F̃ h i h.

Êðîê 4. Äîâåäåìî L-ðåãóëÿðíiñòü ðîçøèðåííÿ Ã. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið

H̃0 = span
{

ΠD̃⊕H(ϕ,ψ)(Ã− λ)−1L : λ ∈ ρ(Ã)
}

.
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Òàê ÿê ñàìîñïðÿæåíå âiäíîøåííÿ A(ϕ, ψ) ¹ L-ìiíiìàëüíèì i

ΠD̃⊕H(ϕ,ψ)(Ã− λ)−1¹ L = ΠH(ϕ,ψ)(A(ϕ, ψ)− λ)−1¹ L,

òî H̃0 = H(ϕ, ψ). Îòæå ïiäïðîñòið
(
D̃ ⊕ H(ϕ, ψ)

)
ª H̃0

ñïiâïàäà¹ ç ïðîñòîðîì Ãiëüáåðòà D̃, ùî äîâîäèòü L-ðåãóëÿðíiñòü ëiíiéíîãî
âiäíîøåííÿ Ã. 2

3.2 Îïèñ ðîç'ÿçêiâ àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëå-
ìè â êëàñàõ Íåâàíëiííè

Â öié ÷àñòèíi, ìè áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî êiëüêiñòü âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ ÿäðà
Nϕψ

ω (λ) äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ ôîðìè K. Iíàêøå êàæó÷è, ìè
äîñëiäæó¹ìî ïðîáëåìó AIPκ, äå κ = ν.

Îçíà÷åííÿ 3.5. Íåõàé Ã öå ñàìîñïðÿæåíå ðîçøèðåííÿ ëiíiéíîãî âiäíîøåí-
íÿ A â ïðîñòið Ïîíòðÿãiíà H̃⊕L. Îïåðàòîð-ôóíêöiþ Rλ = ΠL(Ã−λ)−1¹L
íàçèâàþòü L-ðåçîëüâåíòîþ âiäíîøåííÿ A.

ßêùî Ã ¹ L-ðåãóëÿðíèì ëiíiéíèì âiäíîøåííÿì, òî L-ðåçîëüâåíòó Rλ

áóäåìî íàçèâàòè L-ðåãóëÿðíîþ.
ßê âèïëèâà¹ ç Òåîðåìè 3.4 îïèñ ìíîæèíè óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ïðîáëåìè AIPκ

çâîäèòüñÿ äî îïèñó óñiõ L-ðåãóëÿðíèõ L-ðåçîëüâåíò ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ Â.
Íàêëàäåìî äîäàòêîâi óìîâè íà îïåðàòîðè B1, B2, C1, C2, K:

(A3) B2 = IX i îïåðàòîðè B1 : X ⊆ H → H, C1, C2 : X ⊆ H → L ¹ îáìåæåíè-
ìè.

Ñèìåòðè÷íå ëiíiéíå âiäíîøåííÿ Â ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

Â =

{{[
B1h

C1h

]
,

[
h

C2h

]}
: h ∈ X

}
. (3.17)

ßê ñëiäó¹ ç (À3) çàìèêàííÿ ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ Â ìà¹ âèãëÿä

A := clos Â =

{{[
B1h

C1h

]
,

[
h

C2h

]}
: h ∈ H

}
. (3.18)



53

Äàëi ìè ïîêàæåìî, ùî ñèìåòðè÷íå ëiíiéíå âiäíîøåííÿ A, ÿêå âèçíà÷åíî
çà ôîðìóëîþ (3.18), ìà¹ ðiâíi äåôåêòíi ÷èñëà n+(A) = n−(A) = dimL i, êðiì
òîãî, 0 ∈ ρ̂(A).

Ïðîïîçèöiÿ 3.6. Íåõàé îïåðàòîðè B1, B2, C1, C2, K çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
(A1)-(A3). Òîäi:

1) ñïðÿæåíå ëiíiéíå âiäíîøåííÿ A∗ ìà¹ âèãëÿä

A∗ =

{
ĝ =

{[
g

v

]
,

[
g′

v′

]}
:

v, v′ ∈ L, g′ ∈ H;

g = B∗
1g
′ + C∗

1v
′ − C∗

2v

}
; (3.19)

2) ìíîæèíà ρ̂(A) òî÷îê ðåãóëÿðíîãî òèïà ñèìåòðè÷íîãî ëiíiéíîãî âiäíî-
øåííÿ A ìiñòèòü ó ñîái ðåçîëüâåíòíó ìíîæèíó ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ
B−1

1
ρ(B−1

1 ) =
{
λ ∈ (C \ {0}) : 1/λ ∈ ρ(B1)

} ∪ {0};

3) äåôåêòíèé ïiäïðîñòið Nλ(A) ïðè λ ∈ ρ(B−1
1 ) ñêëàäà¹òüñÿ ç âåêòîðiâ

[ −F (λ)∗u
u

]
, u ∈ L, (3.20)

äå îïåðàòîðíî-çíà÷íà ôóíêöiÿ F (λ) : H → L, ¹ âèçíà÷åíîþ ôîðìóëîþ

F (λ) = (C2 − λC1)(IH − λB1)
−1. (3.21)

Äîâåäåííÿ. 1) Íåõàé

ĝ =

{[
g

v

]
,

[
g′

v′

]}
∈ A∗ (g, g′ ∈ H; v, v′ ∈ L).

Òîäi ç ôîðìóëè (3.18) âèïëèâà¹, ùî

〈g′, B1h〉H − 〈g, h〉H + (v′, C1h)L − (v, C2h)L = 0

äëÿ óñiõ h ∈ H. Òàê ÿê ïðîñòið Ïîíòðÿãiíà H ¹ âèðîäæåíèì, òî

B∗
1g
′ − g + C∗

1v
′ − C∗

2v = 0,

ùî ìîæíà çàïèñàòè â åêâiâàëåíòíîìó âèãëÿäi

g = B∗
1g
′ + C∗

1v
′ − C∗

2v. (3.22)
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2) ßê âèïëèâà¹ ç (3.18)

A− λ =

{{[
B1h

C1h

]
,

[
(IH − λB1)h

(C2 − λC1)h

]}
: h ∈ H

}
, (3.23)

îòæå
ran (A− λ) =

{[
h

F (λ)h

]
: h ∈ H

}
.

äå F (λ) çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (3.21). Òîìó ìíîæèíà ran (A− λ) ¹ çàìêíåíîþ
äëÿ óñiõ λ ∈ ρ(B−1

1 ).
3) ßêùî λ ∈ ρ(B−1

1 ) i ĝ ∈ Nλ(A) = ker(A∗ − λ), òî g′ = λg, v′ = λv.
Ïiäñòàâèìî öi ðiâíÿííÿ â ôîðìóëó (3.22), ìè îòðèìà¹ìî

(IH − λB∗
1)g = −(C∗

2 − λC∗
1)v.

Öÿ ðiâíiñòü äîâîäèòü òðåòþ ÷àñòèíó òâåðäæåííÿ, òàê ÿê g = −F (λ̄)∗v. 2

3.2.1 Çîáðàæåííÿ Êðåéíà äëÿ ñèìåòðè÷íîãî âiäíîøåííÿ A

Íàãàäà¹ìî äåÿêi ôàêòè ç òåîði¨ ïðåäñòàâëåíü Êðåéíà äëÿ ñèìåòðè÷íîãî ëiíié-
íîãî âiäíîøåííÿ ([20], [66]). Áóäåìî êàçàòè, ùî λ ∈ ρ(A,L) äëÿ ñèìåòðè÷íîãî
ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ A â H⊕L, ÿêùî λ ¹ òî÷êîþ ðåãóëÿðíîãî òèïó i

H⊕L = ran (A− λ) u L. (3.24)

Ïîêëàäåìî ρs(A,L) := ρ(A,L) ∩ ρ(A,L). Äëÿ áóäü-ÿêîãî λ ∈ ρ(A,L) âèçíà-
÷èìî îïåðàòîðíî-çíà÷íó ôóíêöiþ P(λ) : H → L, ÿê êîñèé ïðîåêòîð íà ïiä-
ïðîñòið L â ðîçêëàäi (3.24), i Q(λ) : H → L, ÿê

Q(λ) = ΠL(A− λ)−1(I − P(λ)), λ ∈ ρ(A,L). (3.25)

Íåõàé ìàòðèöÿ J ∈ L ⊕ L ¹ âèçíà÷åíîþ ôîðìóëîþ

J =

[
0 −iIL

iIL 0

]

Â íàñòóïíié òåîðåìi ìè ïðåäñòàâèìî P(λ) i Q(λ) ÷åðåç äàíi ïðîáëåìè
AIPκ.

Òåîðåìà 3.7. Íåõàé îïåðàòîðè B1, B2, C1, C2, K çàäîâîëüíÿþòü óìî-
âè (A1) − (A3). Âèçíà÷èìî îïåðàòîðíî-çíà÷íó ôóíêöiþ F (λ) çà ôîðìóëîþ
(3.21). Òîäi:
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1) ρ(A,L) = ρ(B−1
1 ) i äëÿ λ ∈ ρ(A,L) îïåðàòîðíî-çíà÷íi ôóíêöi¨ P(λ),

Q(λ) âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

P(λ)

[
f

u

]
= u− F (λ)f, f ∈ H, u ∈ L, (3.26)

Q(λ)

[
f

u

]
= C1(IH − λB1)

−1f, f ∈ H. (3.27)

2) Ñïðÿæåíi îïåðàòîðè äî îïåðàòîðiâ P(λ),Q(λ) :

[ H
L

]
→ L ìàþòü

âèãëÿä
P(λ)∗u =

[ −F (λ)∗u
u

]
u ∈ L, λ ∈ ρ(A,L), (3.28)

Q(λ)∗u =

[
(IH − λ̄B∗

1)
−1C∗

1u

0

]
u ∈ L, λ ∈ ρ(A,L); (3.29)

Äîâåäåííÿ. 1) Ïðèïóñòèìî, ùî λ ∈ ρ(A,L) i ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä (3.24). Òîäi
äëÿ f ∈ H, u ∈ L îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíi h ∈ H i v ∈ L òàêi, ùî

(IH − λB1)h = f, (C2 − λC1)h + v = u. (3.30)

Çîêðåìà öå îçíà÷à¹, ùî λ ∈ ρ(B−1
1 ).

Íàâïàêè, ÿêùî λ ∈ ρ(B−1
1 ), òî ñèñòåìà ðiâíÿíü (3.30) ìà¹ ¹äèíèé

ðîç'ÿçîê h ∈ H i v ∈ L. Îòæå λ ∈ ρ(A,L). ßê áà÷èìî ç (3.30) öi ðîçâ'ÿçêè
ìàþòü âèãëÿä

h = (IH − λB1)
−1f, v = P(λ)

[
f

u

]
= u− F (λ)f. (3.31)

Çi ñïiââiäíîøåííü (3.25), (3.31) i (3.23) âèïëèâà¹, ùî

Q(λ)

[
f

u

]
= ΠL(A− λ)−1(I − P(λ))

[
f

u

]

= ΠL(A− λ)−1
[

f

F (λ)f

]

= ΠL

[
B1(IH − λB1)

−1f

C1(C2 − λC1)
−1F (λ)f

]

= C1(IH − λB1)
−1f.

2) Ôîðìóëè (3.28), (3.29) âèïëèâàþòü ç âæå äîâåäåíèõ ñïiââiäíî-
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øåíü (3.26), (3.27) i ðiâíîñòåé
〈
P(λ)∗v,

[
f

u

]〉

H⊕L
= (v, u− F (λ)f)L =

〈[ −F (λ)∗v
v

]
,

[
f

u

]〉

H⊕L
,

〈
Q(λ)∗v,

[
f

u

]〉

H⊕L
= (v, C1(IH − λB1)

−1f)L

=

〈[
(IH − λB∗

1)
−1C∗

1v

0

]
,

[
f

u

]〉

H⊕L
.

2

Ïîçíà÷èìî Υ = {L, Γ1, Γ2} ÿê ãðàíè÷íó òðiéêó äëÿ A∗, äå Γi : A∗ → L,
i = 1, 2. Â öüîìó ðàçi àáñòðàêòíà ôîðìóëà Ãðèíà äëÿ âñiõ f̂ = {f, f ′}, ĝ =

{g, g′} ∈ A∗ ìà¹ âèãëÿä

〈f ′, g〉H⊕L − 〈f, g′〉H⊕L = (Γ1f̂ , Γ2ĝ)L − (Γ2f̂ , Γ1ĝ)L (3.32)

i âiäîáðàæåííÿ Γ :=

[
Γ1

Γ2

]
: A∗ →

[L
L

]
¹ ñþð'¹êòèâíèì.

3.2.2 Ãðàíè÷íà òðiéêà äëÿ A∗

Íåõàé îïåðàòîðíî-çíà÷íi ôóíêöi¨ P̂(λ)∗ i Q̂(λ)∗ âèçíà÷åíi çà ôîðìóëàìè

P̂(λ)∗u = {P(λ)∗u, λ̄P(λ)∗u}, u ∈ L, (3.33)

Q̂(λ)∗u = {Q(λ)∗u, u + λ̄Q(λ)∗u}, u ∈ L, (3.34)
äå P(λ)∗, Q(λ)∗ : L → H îïåðàòîðè ñïðÿæåíi äî îïåðàòîðiâ P(λ), Q(λ) :

H → L.
Òåîðåìà 3.8. ([56]) Íåõàé λ ∈ ρs(A,L), òîäi ñïðàâåäëèâèé òàêèé ïðÿìèé
ðîçêëàä ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ A∗

A∗ = A u P̂(λ)∗Lu Q̂(λ)∗L. (3.35)

Ïðîïîçèöiÿ 3.9. Íåõàé îïåðàòîðè B1, B2, C1, C2, K çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
(A1)-(A3). Òîäi ãðàíè÷íà òðiéêà Υ = {L, Γ1, Γ2} äëÿ A∗ ìîæå áóòè çíàéäåíà
çà ôîðìóëîþ

Γ1ĝ = v − C1g
′, Γ2ĝ = −v′ + C2g

′. (3.36)
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Äîâåäåííÿ. Äëÿ äâîõ âåêòîðiâ

f̂ =

{[
f

u

]
,

[
f ′

u′

]}
, ĝ =

{[
g

v

]
,

[
g′

v′

]}
∈ A∗

îòðèìà¹ìî

〈f ′, g〉H − 〈f, g′〉H + (u′, v)L − (u, v′)L = (u′, v)L − (u, v′)L
+ 〈f ′, B∗

1g
′ + C∗

1v
′ − C∗

2v〉H − 〈B∗
1f

′ + C∗
1u

′ − C∗
2u, g′〉H.

(3.37)

Ç âëàñòèâîñòåé (À1) âèïëèâà¹, ùî ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (3.37) ìà¹ âèãëÿä

〈B1f
′, g′〉H − 〈f ′, B1g

′〉H + (C1f
′, v′)L − (C2f

′, v)L
− (u′, C1g

′)L + (u,C2g
′)L + (u′, v)L − (u, v′)L

= (C2f
′, C1g

′)L − (C1f
′, C2g

′)L + (C1f
′, v′)L − (C2f

′, v)L
− (u′, C1g

′)L + (u,C2g
′)L + (u′, v)L − (u, v′)L

= (C2f
′ − u′, C1g

′ − v)L − (C1f
′ − u,C2g

′ − v′)L.

Îòæå äëÿ âiäîáðàæåííü Γ1 i Γ2, ùî âèçíà÷åíi çà ôîðìóëàìè (3.36) âèêîíó¹òü-
ñÿ àáñòðàêòíà ôîðìóëà Ãðiíà (3.32).

Òàê ÿê 0 ∈ ρ(A,L), òî ôîðìóëó (3.35) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

A∗ = A u P̂(0)∗Lu Q̂(0)∗L.

Ç ðiâíîñòåé (3.28), (3.29), (3.33), (3.34) âèïëèâà¹, ùî ïðè áóäü-ÿêèõ u ∈ L

P̂(0)∗u =

{[ −C̃∗
2u

u

]
,

[
0

0

]}
, Q̂(0)∗u =

{[
C∗

1u

0

]
,

[
0

u

]}
.

Òîäi, ç ôîðìóë (3.36) âèïëèâà¹, ùî

ΓP̂(0)∗u =

[
u

0

]
, ΓQ̂(0)∗u =

[
0

−u

]
.

Îòæå âiäîáðàæåííÿ Γ : A∗ → L⊕L ¹ ñþð'¹êòèâíèì. Òàêèì ÷èíîì, {L, Γ1, Γ2}
äiéñíî ¹ ãðàíè÷íîþ òðiéêîþ äëÿ ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ A∗. 2
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3.2.3 L-ðåçîëüâåíòíà ìàòðèöÿ
Îçíà÷åííÿ 3.10. ([66], [56]) Íåõàé Υ = {L, Γ1, Γ2} ¹ ãðàíè÷íîþ òðiéêîþ
äëÿ A∗, i λ ∈ ρs(A,L). Ìàòðèöþ âèãëÿäó

WΥL(λ) = [wij(λ)]2i,j=1 =

[
−Γ2Q̂(λ)∗ Γ2P̂(λ)∗

−Γ1Q̂(λ)∗ Γ1P̂(λ)∗

]∗
(3.38)

íàçèâàþòü L-ðåçîëüâåíòíîþ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ A, ÿêà âiäïî-
âiäà¹ ãðàíè÷íié òðiéöi Υ (àáî ΥL-ðåçîëüâåíòíîþ ìàòðèöåþ).

Ïðîïîçèöiÿ 3.11. Íåõàé îïåðàòîðè B1, B2, C1, C2, K çàäîâîëüíÿþòü óìî-
âè (A1)-(A3). Òîäi L-ðåçîëüâåíòíà ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ A, ùî
âiäïîâiäà¹ ãðàíè÷íié òðiéöi Υ = {L, Γ1, Γ2}, çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

WΥL(λ) =

[
IL 0

−λ IL

](
I + iλ

[
C1

C2

]
(IH − λB1)

−1
[

C1

C2

]∗
J

)
. (3.39)

Äîâåäåííÿ. Ç ñïiââiäíîøåíü (3.33), (3.28) i (3.36) îòðèìà¹ìî, ùî

Γ2P̂(λ)∗v = −λ̄v − λ̄C2F (λ)∗v, (3.40)

Γ1P̂(λ)∗v = v + λ̄C1F (λ)∗v. (3.41)
Àíàëîãi÷íî, ç ôîðìóë (3.34), (3.29) i (3.36) âèïëèâà¹, ùî

−Γ2Q̂(λ)∗v = v − λ̄C2(IH − λB∗
1)
−1C∗

1v, (3.42)

−Γ1Q̂(λ)∗v = λ̄C1(IH − λB∗
1)
−1C∗

1v. (3.43)
Òîäi, ç ðiâíîñòåé (3.40)-(3.43) i (3.38) îòðèìà¹ìî, ùî

WΥL(λ)∗ =

[
IL −λ̄

0 IL

]
− λ̄

[
C2

−C1

]
(IH − λ̄B∗

1)
−1 [

C∗
1 C∗

2 − λ̄C∗
1

]

i îòæå

WΥL(λ) =

[
I 0

−λ I

]
− λ

[
C1

C2 − λC1

]
(IH − λB1)

−1 [
C∗

2 −C∗
1

]

=

[
I 0

−λ I

](
IL⊕L − λ

[
C1

C2

]
(IH − λB1)

−1 [
C∗

2 −C∗
1

])
,

ùî ñïiâïàäà¹ ç ôîðìóëîþ (3.39) 2
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Íàãàäà¹ìî îñíîâíi âëàñòèâîñòi ΥL-ðåçîëüâåíòíî¨ ìàòðèöi WΥL. Ââåäåìî
áëî÷íi îïåðàòîðíî-çíà÷íi ôóíêöi¨ V(λ) =

[−Q(λ)

P(λ)

]
∈ [H,L ⊕ L] i V̂(λ)∗ =

[
−Q̂(λ)∗

P̂(λ)∗

]
. Òîäi ôîðìóëó (3.38) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

WΥL(λ) = (ΓV̂(λ)∗)∗. (3.44)

Ïðîïîçèöiÿ 3.12. ([56]) Íåõàé A ¹ ñèìåòðè÷íèì ëiíiéíèì âiäíîøåííÿì â
H⊕ L, Υ = {L, Γ1, Γ2} ¹ ãðàíè÷íîþ òðiéêîþ äëÿ ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ A∗ i
ρs(A,L) 6= 0, íåõàé W (λ) = WΥL(λ) ¹ ΥL-ðåçîëüâåíòíîþ ìàòðèöåþ. Òîäi:
1) 0 ∈ ρ(W (λ)) äëÿ óñiõ λ ∈ ρs(A,L);

2) L-ðåçîëüâåíòíà ìàòðèöÿ W (λ) çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿì

W (λ)JW (µ)∗ = J + i(λ− µ̄)V(λ)V(µ)∗ (λ, µ ∈ ρ(A,L)); (3.45)

W (λ) = I + iλV(λ)V(0)∗J (λ ∈ ρ(A,L)); (3.46)

3) L-ðåçîëüâåíòíà ìàòðèöÿ W (λ) íàëåæèòü äî êëàñó Ïîòàïîâà P(J),
òîáòî

W (λ)JW (λ)∗ − J

i(λ− λ̄)
≥ 0 (λ ∈ ρ(A,L));

4) êëàñ L-ðåçîëüâåíòíèõ ìàòðèöü ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ A, ùî âiäïîâiäà-
þòü ãðàíè÷íié òðiéöi Υ, ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî ìíîæåííÿ íà ïðàâèé
J-óíiòàðíèé ìíîæíèê.
Âiäìiòèìî, ùî ñïî÷àòêó òîòîæíiñòü (3.45) âèêîðèñòîâóâàëàñü Ì.Ã. Êðåé-

íîì ÿê îçíà÷åííÿ L-ðåçîëüâåíòíî¨ ìàòðèöi â [20], [23].
Îòðèìà¹ìî ôîðìóëó äëÿ çíàõîäæåííÿ L-ðåçîëüâåíòíî¨ ìàòðèöi ëiíiéíî-

ãî âiäíîøåííÿ A äëÿ áiëüø çàãàëüíî¨ ïðîáëåìè.

Íàñëiäîê 3.13. Íåõàé îïåðàòîðè B1, B2, C1, C2, K çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
(A1), (A2) i óìîâi

(A3′) îïåðàòîð D = B2 − µB1 ¹ içîìîðôiçìîì â X äëÿ äåÿêîãî µ ∈ R, i
îïåðàòîðè B1D

−1 : X → X , G(µ) : X → L2 ¹ îáìåæåíèìè, äå îïåðàòîð
G(µ) : X → L2 çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

G(µ) =

[
C1

C2

]
(B2 − µB1)

−1 (µ ∈ R). (3.47)
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Òîäi L-ðåçîëüâåíòíà ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ A ìîæå áóòè çíàéäåíà
çà ôîðìóëîþ

[
I 0

−λ I

]−1

W µ(λ)

= I + i(λ− µ)

[
C1

C2

]
(B2 − λB1)

−1(B∗
2 − µB∗

1)
−1

[
C1

C2

]∗
J.

(3.48)

Äîâåäåííÿ. Îïåðàòîðè B1, B2, C1, C2, K

(B1(B2 − µB1)
−1, IX , C1(B2 − µB1)

−1, (C2 − µC1)(B2 − µB1)
−1, K)

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (A1)-(A3). Äiéñíî, óìîâà (À1) äîâîäèòüñÿ áåçïîñåðåä-
íüî ïiäñòàíîâêîþ â ôîðìóëó (À1) âåêòîðiâ

h = (B2 − µB1)h
′, g = (B2 − µB1)g

′;

à óìîâè (À2) i (À3) âèïëèâàþòü ç óìîâè (À3′).
Âiäìiòèìî, ùî ëiíiéíå âiäíîøåííÿ A, ùî âèçíà÷åíî çà ôîðìóëîþ (3.18),

ìà¹ îäíàêîâèé âèãëÿä äëÿ ïðîáëåì AIPκ(B1, B2, C1, C2, K) i

AIPκ(B1(B2 − µB1)
−1, IX , C1(B2 − µB1)

−1, (C2 − µC1)(B2 − µB1)
−1, K).

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå âiäíîøåííÿ A− µ

A− µ =

{{[
B1(B2 − µB1)

−1h

C1(B2 − µB1)
−1h

]
,

[
h

(C2 − µC1)(B2 − µB1)
−1h

]}
: h ∈ H

}
.

ßê âèïëèâà¹ ç (3.39) ¨¨ L-ðåçîëüâåíòíà ìàòðèöÿ W (λ) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòi
[ −I 0

λ −I

]−1

W (λ) =

= IL⊕L + iλ

[
C1

C2 − µC1

]
(B2 − (λ + µ)B1)

−1(B∗
2 − µB∗

1)
−1

[
C1

C2 − µC1

]∗
J.

Òîäi ìàòðèöÿ W µ(λ) = W (λ − µ) ¹ L-ðåçîëüâåíòíîþ ìàòðèö¹þ ëiíiéíîãî
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âiäíîøåííÿ A, îòæå
[

I 0

−λ I

]−1

W µ(λ) =

[
I 0

−λ I

]−1

W (λ− µ)

=

(
IL⊕L + i(λ− µ)

[
C1

C2

]
(B2 − λB1)

−1(B∗
2 − µB∗

1)
−1

[
C1

C2

]∗
J

)[
I 0

µ I

]
.

Öå äîâîäèòü ôîðìóëó (3.48), òàê ÿê êëàñ L-ðåçîëüâåíòíèõ ìàòðèöü ¹ ií-
âàðiàíòíèì âiäíîñíî ìíîæåííÿ íà ïðàâèé J-óíiòàðíèé ìíîæíèê. 2

Òåîðåìà 3.14. Íåõàé dimL < ∞. Íåõàé A ¹ ñèìåòðè÷íèì ëiíiéíèì âiäíî-
øåííÿì â H⊕ L, íåõàé Υ = {L, Γ1, Γ2} ¹ ãðàíè÷íîþ òðiéêîþ äëÿ ëiíiéíîãî
âiäíîøåííÿ A∗ i WΥL(λ) ¹ ΥL-ðåçîëüâåíòíîþ ìàòðèöåþ âiäíîøåííÿ A. Òî-
äi ìíîæèíà L-ðåçîëüâåíò ñèìåòðè÷íîãî âiäíîøåííÿ A ïàðàìåòðèçó¹òüñÿ
ôîðìóëîþ

ΠL(Ã−λ)−1¹ L = (w11(λ)q(λ)+w12(λ)p(λ))(w21(λ)q(λ)+w22(λ)p(λ))−1, (3.49)

äå {p, q} ïðîáiãà¹ ìíîæèíó Ñ(L) íåâàíëiííiâñüêiõ ïàð òàêèõ, ùî

det(w21q + w22p) 6≡ 0. (3.50)

Ïðè öüîìó L-ðåçîëüâåíòà ΠL(Ã− λ)−1¹ L, ùî âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (3.49), ¹
L-ðåãóëÿðíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

(
w11(λ)q(λ) + w12(λ)p(λ)

)(
w21(λ)q(λ) + w22(λ)p(λ)

)−1 ∈ Nκ(L). (3.51)

Äîâåäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ öi¹¨ Òåîðåìè äîâåäåíî â ðîáîòi [56, Prop.
5.3].

Ïðèïóñòèìî, ùî L-ðåçîëüâåíòà ΠL(Ã−λ)−1¹ L ¹ L-ðåãóëÿðíîþ. Òîäi ïiä-
ïðîñòið

H0 = span{ΠH(Ã− λ)−1L : λ ∈ ρ(Ã)},
¹ íåâèðîäæäåíèì ïðîñòîðîì Ïîíòðÿãiíà ç âiä'¹ìíèì iíäåêñîì, ùî äîðiâíþ¹
κ. ßê âèïëèâà¹ ç Òåîðåìè 2.14 ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'å, ùî çàäà¹òüñÿ ôîðìó-
ëîþ (2.24) içîìåòðè÷íî ïåðåâîäèòü ïðîñòið H0 íà H(ϕ, ψ), äå ôóíêöi¨ ϕ, ψ

âèçíà÷åíi çà ôîðìóëîþ (2.4). Òîìó ïðîñòið H(ϕ, ψ) ¹ Πκ-ïðîñòîðîì. Îòæå
{ϕ, ψ} ∈ Nκ(L).

Íåõàé òåïåð {ϕ, ψ} ∈ Nκ(L). Òîäi ïðîñòið H(ϕ, ψ) ¹ Πκ-ïðîñòîðîì, çíà-
÷èòü H0 ¹ Πκ-ïðîñòîðîì. Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ îçíà÷à¹, ùî ñèìåòðè÷íå âiäíî-
øåííÿ Ã ¹ L-ðåãóëÿðíèì. 2
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3.2.4 Ïàðàìåòðèçàöiÿ ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ ïðîáëåìè AIPκ

Äëÿ îïèñó ðîçâ'ÿçêiâ àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè íàì çàëèøà¹òüñÿ
âèêîðèñòàòè ðåçóëüòàòè Òåîðåì 3.4 i 3.14. Íåõàé îïåðàòîðíî-çíà÷íà ôóíêöiÿ
Θ =

[
θ11 θ12

θ21 θ22

]
¹ âèçíà÷åíîþ çà ôîðìóëîþ

Θ(λ) =

[
I 0

λ I

]
W (λ) =

(
I − λ

[
C1

C2

]
(IH − λB1)

−1 [
C∗

2 −C∗
1

])
(3.52)

Òåîðåìà 3.15. Îïåðàòîðè B1, B2, C1, C2, K çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (A1)-
(A3) i sq−K = κ. Òîäi ôîðìóëà

[
ψ(λ)

ϕ(λ)

]
= Θ(λ)

[
q(λ)

p(λ)

]
(w21(λ)q(λ) + w22(λ)p(λ))−1 (3.53)

âñòàíîâëþ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìíîæèíîþ óñiõ íîð-
ìàëiçîâàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ {ϕ, ψ} ïðîáëåìè AIPκ(B1, B2, C1, C2, K) i ìíîæèíîþ
óñiõ êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi íåâàíëiííiâñüêiõ ïàð {p, q} ∈ Ñ(L), òàêèõ ùî
âèêîíóþòüñÿ óìîâè (3.50) i (3.51).

Âiäïîâiäíå âiäîáðàæåííÿ F : X → H(ϕ, ψ), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (C1)-
(C2), âèçíà÷à¹òüñÿ ïàðîþ {ϕ, ψ} çà ôîðìóëîþ

(Fg)(µ) =
[
ϕ(µ) −ψ(µ)

]
G(µ)g (µ ∈ O, g ∈ X ), (3.54)

äå O � äåÿêèé îêië òî÷êè 0, i ìàòðè÷íî-çíà÷íà ôóíêöiÿ G âèçíà÷åíà ôîð-
ìóëîþ

G(µ) =

[
C1

C2

]
(IH − µB1)

−1 (µ ∈ O).

Äîâåäåííÿ. Ñïiââiäíîøåííÿ (3.53) âèïëèâà¹ ç Òåîðåìè 3.14 i ôîðìóë (3.5),
(3.52). Äiéñíî,
[
ψ(λ)

ϕ(λ)

]
=

[
IL 0

λ IL

] [
ΠL(Ã− λ)−1¹ L

IL

]

=

[
IL 0

λ IL

] [(
w11(λ)q(λ) + w12(λ)p(λ)

)(
w21(λ)q(λ) + w22(λ)p(λ)

)−1

IL

]

= Θ(λ)W (λ)−1

[(
w11(λ)q(λ) + w12(λ)p(λ)

)(
w21(λ)q(λ) + w22(λ)p(λ)

)−1

IL

]
.

(3.55)
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Ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiäíîøåííÿì

W

[
q

p

]
=

[
w11q + w12p

w21q + w22p

]

ìè îòðèìà¹ìî ïðàâó ÷àñòèíó ôîðìóëè (3.55) ó âèãëÿäi
[
ψ(λ)

ϕ(λ)

]
= Θ(λ)W (λ)−1W (λ)

[
q(λ)

p(λ)

] (
w21(λ)q(λ) + w22(λ)p(λ)

)−1

= Θ

[
q(λ)

p(λ)

] (
w21(λ)q(λ) + w22(λ)p(λ)

)−1

Òàêèì ÷èíîì, ôîðìóëó (3.53) äîâåäåíî.
Íåõàé O � öå îêië òî÷êè 0 òàêèé, ùî îïåðàòîð (IH−µB1) ¹ îáîðîòíèì â

H äëÿ µ ∈ O, i íåõàé g ∈ (I − µB1)X (µ ∈ O). Çàñòîñîâóþ÷è óìîâó (C1) äî
âåêòîðà h = hµ := (I − µB1)

−1g, îòðèìà¹ìî

(Fg)(λ) = (Fhµ)(λ)− µ(FB1hµ)(λ)

=
[
ϕ(λ) −ψ(λ)

]
G(µ)g + (λ− µ)(FB1hµ)(λ).

(3.56)

Ïiäñòàâëÿþ÷è ó ôîðìóëó (3.56) λ = µ, îòðèìà¹ìî

(Fg)(µ) =
[
ϕ(µ) −ψ(µ)

]
G(µ)g (µ ∈ O, g ∈ (I − µB1)X ). (3.57)

Íåõàé g ∈ X , gn ∈ (I − µB1)X i gn → g ïðè n →∞ (òîáòî gn çáiãà¹òüñÿ äî g

ó ïðîñòîði Ïîíòðÿãiíà H). Òîäi ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè n →∞ â ðiâíîñòi

(Fgn)(µ) =
[
ϕ(µ) −ψ(µ)

]
G(µ)gn

îòðèìà¹ìî ôîðìóëó (3.54) äëÿ g ∈ X . 2

Òåîðåìà 3.16. Íåõàé îïåðàòîðè B1, B2, C1, C2, K çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
(A1), (A2), (A3') (sq−K = κ) i íåõàé

Θµ(λ) :=

[
I 0

λ I

]
W µ(λ)

=

(
I + i(λ− µ)

[
C1

C2

]
(B2 − λB1)

−1(B∗
2 − µB∗

1)
−1

[
C1

C2

]∗
J

)
V.
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Òîäi ôîðìóëà
[

ψ(λ)

ϕ(λ)

]
= Θµ(λ)

[
q(λ)

p(λ)

]
(wµ

21(λ)q(λ) + wµ
22(λ)p(λ))−1 (3.58)

âñòàíîâëþ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìíîæèíîþ âñiõ íîð-
ìàëiçîâàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ {ϕ, ψ} ïðîáëåìè AIPκ(B1, B2, C1, C2, K) i ìíîæèíîþ
âñiõ êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi íåâàíëiííiâñüêiõ ïàð {p, q} ∈ Ñ(L), òàêèõ ùî
âèêîíóþòüñÿ óìîâè

det(wµ
21q + wµ

22p) 6≡ 0,
(
wµ

11(λ)q(λ) + wµ
12(λ)p(λ)

)(
wµ

21(λ)q(λ) + wµ
22(λ)p(λ)

)−1 ∈ Nκ(L).

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç ùîéíî äîâåäåíî¨ Òåîðåìè 3.15
i Íàñëiäêó 3.13. 2

3.2.5 Îäíîçíà÷íiñòü âiäîáðàæåííÿ F

Íåõàé îïåðàòîðè B1, B2, C1, C2, K çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (A1)-(A2), i ν ≤ κ.
Òîäi âiäîáðàæåííÿ F : X → H(ϕ, ψ), ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, âèçíà÷à¹òüñÿ
ðîçâ'ÿçêîì {ϕ, ψ} ïðîáëåìè AIPκ(B1, B2, C1, C2, K) i óìîâàìè(C1)-(C2) íå
îäíîçíà÷íî. Ìè íàêëàäåìî äîäàòêîâó óìîâó íà äàíi ïðîáëåìè AIPκ:

(U) âiäîáðàæåííÿ B2 − λB1 ¹ içîìîðôiçìîì â X äëÿ âñiõ λ, ùî íàëåæàòü
äåÿêîìó îêîëó O± ⊂ C±.
ßê ïîêàçàíî â íàñòóïíîìó òâåðäæåííi óìîâà (U) ãàðàíòó¹ ¹äèíiñòü âi-

äîáðàæåííÿ F . Ïîêëàäåìî

G(λ) =

[
C1

C2

]
(B2 − λB1)

−1 (λ ∈ O±). (3.59)

Ïðîïîçèöiÿ 3.17. Íåõàé îïåðàòîðè B1, B2, C1, C2, K çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
(A1)-(A2) i (U) (ν ≤ κ). Òîäi âiäîáðàæåííÿ F : X → H(ϕ, ψ) âèçíà÷à¹òüñÿ
óìîâàìè (Ñ1)-(Ñ2) îäíîçíà÷íî ïðè ôiêñîâàíîìó ðîçâ'ÿçêó {ϕ, ψ} ïðîáëåìè
AIPκ(B1, B2, C1, C2, K). Âiäîáðàæåííÿ F : X → H(ϕ, ψ) çíàõîäèòüñÿ çà
ôîðìóëîþ

(Fh)(λ) =
[
ϕ(λ) −ψ(λ)

]
G(λ)h (λ ∈ O±). (3.60)

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî óìîâó (C1) äî âåêòîðà

h = hµ := (B2 − µB1)
−1g (µ ∈ O±, g ∈ X ),



65

îòðèìà¹ìî, ùî

(Fg)(λ) = (FB2hµ)(λ)− µ(FB1hµ)(λ)

= (FB2hµ)(λ)− λ(FB1hµ)(λ) + (λ− µ)(FB1hµ)(λ)

=
[
ϕ(λ) −ψ(λ)

]
G(µ)g + (λ− µ)(FB1hµ)(λ).

(3.61)

Ïðè λ = µ îòðèìà¹ìî ç (3.61), ùî (Fg)(µ) =
[
ϕ(µ) −ψ(µ)

]
G(µ)g. 2

Çàóâàæåííÿ 3.18. Íåõàé îïåðàòîðè B1, B2, C1, C2, K çàäîâîëüíÿþòü óìî-
âè (A1)-(A3). Òîäi óìîâà (U) äëÿ öèõ îïåðàòîðiâ âèêîíó¹òüñÿ àâòîìàòè÷-
íî. Îòæå çà óìîâ Òåîðåìè 3.15 âiäîáðàæåííÿ F : X → H(ϕ, ψ), ÿêå çà-
äîâîëüíÿ¹ óìîâè (C1)-(C2), âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî çà ïàðîþ {ϕ, ψ}. Öå
âiäîáðàæåííÿ ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëîþ (3.54).

3.3 Ðîçâ'ÿçíiñòü AIPκ â êëàñi Nκ-ôóíêöié
Íåõàé Nκ-ïàðà {ϕ, ψ} ¹ ðîçâ'ÿçêîì AIPκ. Ôóíêöiþ m ∈ Nκ(L) áóäåìî íàçè-
âàòè ðîçâ'ÿçêîì AIPκ, ÿêùî ïàðà {IL,m} åêâiâàëåíòíà ïàði {ϕ, ψ}. Âçàãàëi
êàæó÷è, íå êîæíà àáñòðàêòíà iíòåðïîëÿöiéíà ïðîáëåìà ìà¹ ðîçâ'ÿçêè â êëàñi
îäíîçíà÷íèõ îïåðàòîð-ôóíêöié. Íàêëàäåìî äîäàòêîâó óìîâó íà îïåðàòîðè
B1, B2, C1, C2, K

(A4) äëÿ äåÿêèõ ðiçíèõ òî÷îê λj ∈ C+ (j = 1, ..., κ) âèêîíàíî ñïiââiäíîøåííÿ

ker
[
C∗

2 (1− λ1B
∗
1)
−1C∗

2 (1− λ2B
∗
1)
−1C∗

2 · · · (1− λκB
∗
1)
−1C∗

2

]
= {0}.

Âïåðøå óìîâà âèãëÿäó (A4), ìàáóòü, çóñòði÷à¹òüñÿ ó ðîáîòi [27]. Â ðîáîòi
[39] àíàëîãi÷íà óìîâà âèêîðèñòîâóâàëàñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêî¨ iíòåðïîëÿ-
öiéíî¨ ïðîáëåìè ó ìíîæèíi ôóíêöié.
Òåîðåìà 3.19. Íåõàé îïåðàòîðè B1, B2, C1, C2, K çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
(A1) K(B2h,B1g)−K(B1h,B2g) = (C1h,C2g)L − (C2h,C1g)L ∀h, g ∈ X ;

(A2) ker K = {0}, äå ker K = {h ∈ X : K(h, u) = 0 ∀u ∈ X}.
(A3) B2 = IX i îïåðàòîðè B1 : X ⊆ H → H, C1, C2 : X ⊆ H → L ¹

îáìåæåíèìè.

(A4) äëÿ äåÿêèõ ðiçíèõ òî÷îê λj ∈ C+ (j = 1, ..., κ) âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíî-
øåííÿ

ker
[
C∗

2 (1− λ1B
∗
1)
−1C∗

2 (1− λ2B
∗
1)
−1C∗

2 · · · (1− λκB
∗
1)
−1C∗

2

]
= {0}.
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Òîäi ïðîáëåìà AIPκ(B1, B2, C1, C2, K) ìà¹ ðîçâ'ÿçêè. Âñi ¨¨ ðîçâ'ÿçêè ¹ îäíî-
çíà÷íèìè ôóíêöiÿìè i ïàðàìåòðèçóþòüñÿ ó âèãëÿäi

m(λ) = ΠL(Ã− λ)−1¹ L
(
IL + λΠL(Ã− λ)−1¹ L

)−1
,

äå Ã ïðîáiãà¹ ìíîæèíó âñiõ ñàìîñïðÿæåíèõ L-ðåãóëÿðíèõ ðîçøèðåíü ëiíié-
íîãî âiäíîøåííÿ Â â ïðîñòið Ïîíòðÿãiíà H̃⊕L ⊃ H⊕L. Âiäïîâiäíå ëiíiéíå
âiäîáðàæåííÿ F : X → H(m) çàäà¹òüñÿ ÷åðåç ôîðìóëó

(Fh)(λ) = ΠL(Ã− λ)−1h, h ∈ X .

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç Òåîðåìîþ 3.4 íàì çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêèé
ðîçâ'ÿçîê ïðîáëåìè AIPκ(B1, B2, C1, C2, K) ¹ îïåðàòîð-ôóíêöi¹þ. Íåõàé ïàðà
{ϕ, ψ} ¹ ðîçâ'ÿçêîì AIPκ, i íå åêâiâàëåíòíà ïàði âèãëÿäó {IL,m}. Öå îçíà÷à¹,
ùî iñíó¹ ùå îäíà òî÷êà λκ+1 ∈ C+(6= λj) i âåêòîð fj ∈ L (j = 1, ..., κ+1), òàêi
ùî âèêîíàíi òàêi óìîâè

ϕ(λj)fj = 0, ψ(λj)fj 6= 0 (j = 1, ..., κ + 1). (3.62)

Òàê ÿê Nκ-ïàðà {ϕ, ψ} ¹ íîðìàëiçîâàíîþ, òî ϕ(λ)−λψ(λ) = IL. Íåõàé ñèìåò-
ðè÷íå ëiíiéíå âiäíîøåííÿ Ã ¹ ñàìîñïðÿæåíèì L-ðåãóëÿðíèì ðîçøèðåííÿì
ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ Â â ïðîñòîði Ïîíòðÿãiíà H̃ ⊕ L ⊃ H ⊕ L, i ïðè öüîìó
âèêîíó¹òüñÿ ôîðìóëà (3.5). Âèçíà÷èìî âåêòîðè hj ∈ H̃⊕L ñïiââiäíîøåííÿìè

hj := λj(Ã− λj)
−1fj + fj, (j = 1, ...κ + 1). (3.63)

Òîäi
{hj − fj, λjhj} ∈ Ã (j = 1, ...κ + 1). (3.64)

Ïîêàæåìî, ùî âåêòîðè hj íàëåæàòü ïðîñòîðó H̃. Äiéñíî,

ΠLhj = ΠL(λj(Ã− λj)
−1 + IL)fj = ϕ(λj)fj = 0.

Òàê ÿê ëiíiéíå âiäíîøåííÿ Ã ¹ ñàìîñïðÿæåíèì, à ïðîñòîðè H̃ i L ¹ îð-
òîãîíàëüíèìè, òî ïðè áóäü-ÿêèõ j, k = 1, ..., κ + 1

0 = 〈hj − fj, λkhk〉H̃⊕L − 〈λjhj, hk − fk〉H̃⊕L = (λj − λk)〈hj, hk〉H̃.

Îòæå óñi κ + 1 âåêòîðè hj íàëåæàòü íåéòðàëüíîìó ïiäïðîñòîðó ïðîñòîðà H̃.
Òàê ÿê ðîçìiðíiñòü íåéòðàëüíîãî ïiäïðîñòîðó ïðîñòîðà H̃ íå ïåðåâèùó¹ κ,
òî ñèñòåìà âåêòîðiâ {hj}κ+1

1 ëiíiéíî çàëåæíà, òîáòî iñíóþòü ÷èñëà αj ∈ C
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(j = 1, . . . , κ + 1) òàêi, ùî
κ+1∑
j=1

αjhj = 0. (3.65)

Ïðèïóñòèìî, ùî ακ+1 = −1, òîáòî

hκ+1 =
κ∑

j=1

αjhj.

Òîäi ç âêëþ÷åíü (3.64) âèïëèâà¹, ùî
{

1

λκ+1
(hκ+1 − fκ+1)−

κ∑

j=1

αj

λj
(hj − fj), 0

}
∈ Ã,

îòæå
{

κ∑
j=1

αj

(
1

λκ+1
− 1

λj

)
hj − 1

λκ+1
fκ+1 +

κ∑
j=1

αj

λj
fj, 0

}
∈ Ã. (3.66)

Âèçíà÷èìî âåêòîðè g0 ∈ L i g̃ ∈ H̃ ðiâíîñòÿìè

g0 :=
κ∑

j=1

αj

λj
fj − 1

λκ+1
fκ+1, g̃ :=

κ∑
j=1

αj

(
1

λκ+1
− 1

λj

)
hj.

Òîäi ñïiââiäíîøåííÿ (3.66) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi {g0 + g̃, 0} ∈ Ã.
Òàê ÿê Â =

{{[
B1x

C1x

]
,

[
x

C2x

]}
: x ∈ X

}
i ëiíiéíå âiäíîøåííÿ Ã ¹

éîãî ñàìîñïðÿæåíèì ðîçøèðåííÿì, òî ïðè áóäü-ÿêîìó x ∈ X

0 =

〈
g̃ + g0,

[
x

C2x

]〉

H̃⊕L
= (g0, C2x)L + 〈g̃, x〉H̃. (3.67)

Ðîçãëÿíåìî âåêòîð g̃. Çàñòîñîâóþ÷è äî íüîãî âèçíà÷åííÿ (3.63) âåêòîðiâ hj
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îòðèìà¹ìî

g̃ =
κ∑

j=1

αj

(
1

λκ+1
− 1

λj

)
hj

=
κ∑

j=1

αj

(
1

λκ+1
− 1

λj

)
(λj(Ã− λj)

−1 + IL)fj

=
κ∑

j=1

(λj(Ã− λj)
−1 + I)gj,

äå âåêòîðè gj ∈ L, âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

gj = αj

(
1

λκ+1
− 1

λj

)
fj ∈ L.

Äàëi âiäìiòèìî, ùî ç ñïiââiäíîøåííÿ (3.23) âèïëèâà¹

Kλj
: = λj(Â− λj)

−1 + I =

{{[
(I − λjB1)x

(C2 − λjC1)x

]
,

[
x

C2x

]}
: x ∈ H

}

=

{{[
x

(C2 − λjC1)(I − λjB1)
−1x

]
,

[
(I − λjB1)

−1x

C2(I − λjB1)
−1x

]}
: x ∈ H

}
.

Îòæå, çíîâó ç ñàìîñïðÿæåíîñòi ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ Ã ⊃ Â âèïëèâà¹, ùî
K∗

λj
= Kλj

. Òàêèì ÷èíîì îòðèìà¹ìî äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ X

〈g̃, x〉H̃ =
κ∑

j=1

〈(λj(Ã− λj)
−1 + I)gj, x〉H̃

=
κ∑

j=1

〈
Kλj

[
0

gj

]
,

[
x

0

]〉

H̃⊕L

=
κ∑

j=1

〈
Kλj

[
0

gj

]
,

[
x

(C2 − λjC1)(I − λjB1)
−1x

]〉

H̃⊕L

=
κ∑

j=1

〈[
0

gj

]
, Kλj

[
x

(C2 − λjC1)(I − λjB1)
−1x

]〉

H̃⊕L

=
κ∑

j=1

〈[
0

gj

]
,

[
(I − λjB1)

−1x

C2(I − λjB1)
−1x

]〉

H̃⊕L

=
κ∑

j=1

(gj, C2(I − λjB1)
−1x)L.
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Ïiäñòàâëÿþ÷è îòðèìàíèé âèðàç ó ôîðìóëó (3.67) ìà¹ìî ðiâíiñòü

0 = (go, C2x)L +
κ∑

j=1

(gj, C2(I − λjB1)
−1x)L

= (C∗
2go, x)H +

κ∑
j=1

((I − λjB
∗
1)
−1C∗

2gj, x)H.

(3.68)

Öÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ x ç âñþäè ùiëüíî¨ ïiäìíîæèíè X
ïðîñòîðó Ïîíòðÿãiíà H. Òîìó ç óìîâè (A4) âèïëèâà¹, ùî

g0 = g1 = g2 = ... = gκ = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî

α1f1 = α2f2 = ... = αkfk = 0, fκ+1 = 0,

Ùî ïðèâîäèòü äî ïðîòèði÷÷ÿ ç óìîâîþ fκ+1 6= 0.
Âiäìiòèìî, ùî ç ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi âåêòîðiâ {hj}κ+1

1 âèïëèâà¹, ùî ÿêùî
êîåôiöi¹íò λκ+1 ïðè hκ+1 â (3.65) äîðiâíþ¹ 0, òî ìè òàêîæ îòðèìà¹ìî ïðîòè-
ði÷÷ÿ. Äiéñíî, âèðàæà¹ìî äîâiëüíèé âåêòîð hk ÷åðåç κ−1 òèõ, ùî çàëèøèëèñü
(îêðiì âåêòîðà hκ+1). Àíàëîãi÷íî âæå äîâåäåíîìó îòðèìà¹ìî, ùî fk = 0.

Òàêèì ÷èíîì, íå iñíó¹ âåêòîðiâ {fj}κ+1
1 , ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (3.62).

Îòæå â Nκ-ïàði {ϕ, ψ} îïåðàòîð-ôóíêöiÿ ϕ(λ) ¹ îáîðîòíîþ äëÿ óñiõ λ ∈ C+

îêðiì, ìîæëèâî, κ òî÷îê. Òàêèì ÷èíîì, Nκ-ôóíêöiÿ m(λ) = ψ(λ)ϕ−1(λ) ¹
ðîçâ'ÿçêîì ïðîáëåìè AIPκ(B1, B2, C1, C2, K). 2

ßê âèïëèâà¹ ç Òåîðåìè 3.19 îïèñ óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ m ïðîáëåìè
AIPκ(B1, B2, C1, C2, K) çâîäèòüñÿ äî ïðîáëåìè îïèñó óñiõ L-ðåãóëÿðíèõ L-
ðåçîëüâåíò ñèìåòðè÷íîãî âiäíîøåííÿ Â. Íàñòóïíèé îïèñ âîçõîäèòü äî ðîáîòè
Êðåéíà [20] (äèâèñü òàêîæ [23]).

Òåîðåìà 3.20. Íåõàé κ = ν. Íåõàé îïåðàòîðè B1, B2, C1, C2, K çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâè (A1)-(A4), i íåõàé Θ(λ) âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (3.52).
Òîäi ôîðìóëà

m(λ) =
(
θ11(λ)q(λ) + θ12(λ)p(λ)

)(
θ21(λ)q(λ) + θ22(λ)p(λ)

)−1 (3.69)

âñòàíîâëþ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìíîæèíîþ óñiõ
ðîçâ'ÿçêiâ m(λ) ïðîáëåìè AIPκ(B1, B2, C1, C2, K) i ìíîæèíîþ êëàñiâ åêâi-
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âàëåíòíîñòi íåâàíëiííiâñüêiõ ïàð {p, q} ∈ Ñ(L), òàêèõ ùî âèêîíàíi óìîâè

det(θ21q + θ22p) 6≡ 0,

(
θ11(λ)q(λ) + θ12(λ)p(λ)

)(
θ21(λ)q(λ) + θ22(λ)p(λ)

)−1 ∈ Nκ(L).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ïàðà {ϕ, ψ} ¹ ðîçâ'ÿçêîì ïðîáëåìè
AIPκ(B1, B2, C1, C2, K). Ç Òåîðåìè 3.15 âèïëèâà¹, ùî

[
ψ(λ)

ϕ(λ)

]
=

[
θ11(λ)q(λ) + θ12(λ)p(λ)

θ21(λ)q(λ) + θ12(λ)p(λ)

]
(w21(λ)q(λ) + w22(λ)p(λ))−1.

Ç Òåîðåìè 3.19 âèïëèâà¹, ùî ðîçâ'ÿçêîì ïðîáëåìè AIPκ(B1, B2, C1, C2, K) ¹
Nκ-ôóíêöi¨ m(λ) = ψ(λ)ϕ(λ)−1. Çâiäñè âèïëèâà¹ ôîðìóëà (3.69). 2

3.4 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3
Ðåçóëüòàòè ãëàâè îïóáëiêîâàíî â [87].

1) Ðîçãëÿíóòî àáñòðàêòíó iíòåðïîëÿöiéíó ïðîáëåìó â êëàñi Nκ-ïàð. Ç
êîæíîþ àáñòðàêòíîþ iíòåðïîëÿöiéíîþ ïðîáëåìîþ ïîâ'ÿçàíî äåÿêå ñèìåò-
ðè÷íå âiäíîøåííÿ Â ó ïðîñòîði Ïîíòðÿãiíà, òàêå ùî ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ àá-
ñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè çíàõîäèòüñÿ ó âçà¹ìíî îäíîçíà÷íié âiä-
ïîâiäíîñòi ç ìíîæèíîþ ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü Ã öüîãî ñèìåòðè÷íîãî âiä-
íîøåííÿ Â.

2) Çíàéäåíî âèãëÿä ðåçîëüâåíòíî¨ ìàòðèöi îïåðàòîðà Â â òåðìiíàõ äà-
íèõ iíòåðïîëÿöi¨. Çà äîïîìîãîþ öi¹¨ ìàòðèöi îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ âñiõ
ðîçâ'ÿçêiâ àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè ó âèãëÿäi äðîáîâî-ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ äîâiëüíî¨ íåâàíëiííiâñüêî¨ ïàðè. Ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ ïðî îäíî-
çíà÷íiñòü ïîáóäîâè óçàãàëüíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ïî ðîçâ'ÿçêó àáñòðàêò-
íî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè.
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4 Iíäåôiíiòíà ïðîáëåìà ìîìåíòiâ
Êëàñè÷íà ïðîáëåìà ìîìåíòiâ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîá çíàéòè ìiðó σ íà äiéñíèé
âiñi R ïî íàïåðåä âiäîìèì ìîìåíòàì sk ∈ R

∫ ∞

−∞
tkdσ(t) = sk (k = 0, 1, ...). (4.1)

Öÿ ïðîáëåìà âèâ÷àëàñü Ò. Ñòèëò'¹ñîì, Ã. Ãàìáóðãåðîì, Ì. Ðèñîì, Ð. Íåâàí-
ëiííîþ òà iíøèìè. ßê âiäîìî íåîáõiäíà óìîâà äëÿ òîãî, ùîá ïðîáëåìà ìîìåí-
òiâ (4.1) áóëà ðîçâ'ÿçíà, ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ìàòðèöi Ãàíêåëÿ Dn := (sj+k)

n−1
j,k=0

¹ íåâiä'¹ìíèìè äëÿ áóäü-ÿêèõ n ∈ N. Çâ'ÿçîê öi¹¨ ïðîáëåìè ç äåÿêîþ êðàò-
íîþ iíòåðïîëÿöiéíîþ ïðîáëåìîþ íà ∞ áóâ çíàéäåíèé Ãàìáóðãåðîì â 1920.
�ì áóëî ïîêàçàíî, ùî σ ¹ ðîçâ'ÿçêîì êëàñè÷íî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ (4.1) òîäi
i ëèøå òîäi, êîëè ¨¨ àñîöiéîâàíà ôóíêöiÿ

m(λ) =

∫

R

dσ(t)

t− λ
(4.2)

äîïóñêà¹ òàêå àñèìïòîòè÷íå ðîçâèíåííÿ

m(λ) ∼ −s0

λ
− s1

λ2 −
s2

λ3 − ..., (λ→̂∞) (4.3)

äå λ ïðÿìó¹ äî ∞ íåäîòè÷íèì øëÿõîì (äèâèñü Ðîçäië 1.6).
Iíäåôiíiòíà ïðîáëåìà ìîìåíòiâ áóëà ðîçãëÿíóòà â 1979 Ì.Ã. Êðåéíîì i

Ã. Ëàíãåðîì [80]. Öÿ ïðîáëåìà ôîðìóëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:
Ïðîáëåìà MPκ(s). Ìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë s = {sj}∞j=0.

Çíàéòè ôóíêöiþ m ∈ Nκ òàêó, ùî âèêîíó¹òüñÿ ôîðìóëà (4.3).
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hκ êëàñ ïîñëiäîâíîñòåé äiéñíèõ ÷èñåë s = {sj}∞j=0 òà-

êèõ, ùî Ãàíêåëåâà ìàòðèöÿ Dn ìà¹ ðiâíî κ âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü äëÿ âñiõ
äîñòàòíüî âåëèêèõ n. ßê áóëî ïîêàçàíî â [80] ïðîáëåìà MPκ(s) ìà¹ ðîç'ÿçîê
äëÿ áóäü-ÿêèõ s ∈ Hκ. Öÿ ïðîáëåìà íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷åíîþ, ÿêùî âîíà ìà¹
¹äèíèé ðîç'ÿçîê i íåâèçíà÷åíîþ, â iíøîìó âèïàäêó. Â ïîäàëüøîìó ìè áóäåìî
ââàæàòè, ùî

ïðîáëåìà MPκ(s) ¹ íåâèçíà÷åíîþ. (4.4)
Ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ íåâèçíà÷åíî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ áóëà îïèñàíà â [80]

ìåòîäàìè òåîði¨ ðîçøèðåííü. Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè àáñòðàêòíó iíòåðïîëÿ-
öiéíó ïðîáëåìó (AIPκ), àñîöiéîâàíó ç ïðîáëåìîþ MPκ(s) i îòðèìà¹ìî îïèñ
ðîçâ'ÿçêiâ AIPκ.
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4.1 Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ
4.1.1 Ôîðìàëüíi ðÿäè òà ìàòðèöi Òåïëiöà
Íàñòóïíà äîïîìiæíà óìîâà áóëà äîâåäåíà â ðîáîòi [58, Lemma 2.12] ó áiëüø
çàãàëüíîìó ñåíñi.

Ëåìà 4.1. ([58]) Íåõàé m0 ∈ N , òîäi

(i) f(λ) = O(1) (λ→̂∞) äëÿ âñiõ f ∈ H(m0);

(ii) ßêùî äî òîãî æ, m0 ∈ N 0 òîäi f(λ) = O( 1
λ) (λ→̂∞) äëÿ âñiõ f ∈

H(m0).

Áóäåìî ïîçíà÷àòè Pn ìíîæèíó ïîëiíîìiâ ôîðìàëüíîãî ñòóïåíþ n.
Äîâåäåìî àëãåáðà¨÷íå òâåðäæåííÿ, ÿêå ñòîñó¹òüñÿ ôîðìàëüíèõ ñòåïåíå-

âèõ ðÿäiâ p(λ) ñòóïåíþ n

p(λ) = p0λ
n + p1λ

n−1 + ... (4.5)

i âiäïîâiäíèõ ìàòðèöü Òåïëiöà Tk(p) ∈ Ck×k ¨õ k ñòàðøèõ êîåôiöi¹íòiâ

Tk(p) :=




p0 p1 p2 · · · pk−1

0 p0 p1 · · · pk−2

0 0 p0 · · · pk−3... . . . ...
0 0 0 · · · p0




(4.6)

Ïðîïîçèöiÿ 4.2. Íåõàé p i q � öå ôîðìàëüíi ðÿäè ñòóïåíiâ k i n, âiäïîâiäíî,

p(λ) = p0λ
k + p1λ

k−1 + ..., q(λ) = q0λ
n + q1λ

n−1 + ... (p0, q0 6= 0).

Íåõàé Tj(p) i Tj(q) ¹ ìàòðèöÿìè j ñòàðøèõ êîåôiöi¹íòiâ ðÿäiâ p i q. Òîäi

Tj(pq) = Tj(p)Tj(q). (4.7)

Äîâåäåííÿ. Äîáóòîê Tj(p)Tj(q) äîðiâíþ¹

Tj(p)Tj(q) =




p0q0 p0q1 + p1q0 p0q2 + p1q1 + p2q0 · · · p0qj−1 + p1qj−2 + ... + pj−1q0

0 p0q0 p0q1 + p1q0 · · · p0qj−2 + p1qj−3 + ... + pj−2q0

0 0 p0q0 · · · p0qj−3 + p1qj−4 + ... + pj−3q0
... . . . ...
0 0 0 · · · p0q0




.

(4.8)
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Äîáóòîê ðÿäiâ p(λ)q(λ) ìà¹ ôîðìó

p(λ)q(λ) = p0q0λ
k+n + (p0q1 + p1q0)λ

k+n−1 + (p0q2 + p1q1 + p2q0)λ
k+n−2 + ...

+ (p0qj−1 + p1qj−2 + ... + pj−1q0)λ
k+n−j+1 + o(λk+n−j+1).

(4.9)
Îòæå ôîðìóëà (4.7) äîâåäåíà. 2

Íàñëiäîê 4.3. Òàê ÿê äîáóòêè p(λ)q(λ) i q(λ)p(λ) ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ ñïiâ-
ïàäàþòü, òî ìàòðèöi Tj(p) i Tj(q) êîìóòóþòü

Tj(p)Tj(q) = Tj(q)Tj(p).

Íàñëiäîê 4.4. Íåõàé q(λ) = q0λ
n + q1λ

n−1 + ... ôîðìàëüíèé ðÿä ç q0 6= 0.
Òîäi j ñòàðøèõ êîåôiöi¹íòiâ ðÿäó

1

q(λ)
=

q′0
λn

+
q′1

λn+1 +
q′2

λn+2 + ...

áóäóþòüñÿ ïî ìàòðèöi Tj(1/q), ÿêà ïîâ'ÿçàíà ç Tj(q) ñïiââiäíîøåííÿì
Tj

(
1/q

)
=

(
Tj(q)

)−1.

Ïðîïîçèöiÿ 4.5. Íåõàé c(λ) = λj + c1λ
j−1 + ... + cj ¹ ïîëiíîìîì ñòóïåíþ j.

Íåõàé ôóíêöiÿ m0 ∈ N 0 äîïóñêà¹ iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ (1.22) i äîïóñêà¹
ðîçêëàä ó ðÿä (1.24). Òîäi ôóíêöiÿ

d(λ) =

∫ ∞

−∞

c(t)− c(λ)

t− λ
dσ(t)

¹ ïîëiíîìîì âiä λ ñòóïåíþ j − 1 i

Tj(d) = Tj(c)Tj(s
0), (4.10)

äå Tj(c) i Tj(s
0) ìàòðèöi j ñòàðøèõ êîåôiöi¹íòiâ ïîëiíîìiâ c(λ) i

s0(λ) = s0
0λ

j−1 + s0
1λ

j−2 + ... + s0
j .
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Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî c0 = 1. Òîäi ôóíêöiÿ d(λ) ìà¹ ôîðìó

d(λ) =

∫ ∞

−∞
(
tj − λj

t− λ
c0 +

tj−1 − λj−1

t− λ
c1 + ... +

t− λ

t− λ
cj−1)dσ(t)

=

∫ ∞

−∞

(
c0(t

j−1 + tj−2λ + ... + λj−1) + c1(t
j−2 + ... + λj−2) + ... + cj−1

)
dσ(t).

(4.11)
ßê âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòåé (1.25) òà (4.11)

d(λ) = c0(s
0
j−1 + ... + s0

0λ
j−1) + c1(s

0
j−2 + ... + s0

0λ
j−2) + ... + cj−1s

0
0

= c0s
0
0λ

j−1 + (c0s
0
1 + c1s

0
0)λ

j−2 + ... + (c0s
0
j−1 + c1s

0
j−2 + ... + cj−1s

0
0).

Îòæå ç (4.8) âèïëèâà¹ (4.10). 2

4.1.2 Îäíà äîïîìiæíà ëåìà
Ëåìà 4.6. Ôóíêöiÿ m ∈ Nκ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

m(λ) = −s0

λ
− s1

λ2−
s2

λ3−...− sj−1

λj
+O(

1

λj+1 ), λ→̂∞ (äëÿ âñiõ j ∈ Z) (4.12)

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

λjm(λ) + s0λ
j−1 + s1λ

j−2 + .. + sj−1 ∈ H(m) (äëÿ âñiõ j ∈ Z). (4.13)

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ m ∈ Nκ çàäîâîëüíÿ¹
(4.13). Ïîêàæåìî, ùî óìîâà (4.12) âèêîíàíà. Íåõàé ïîëiíîìè p, q i ôóíêöiÿ
m0 ∈ N âèçíà÷åíi ôàêòîðèçàöi¹þ (2.38) äëÿ ôóíêöi¨ m ∈ Nκ.

Âèïàäîê 1. Íåõàé κ = n = deg q > deg p = k. Òîäi r(λ) = O(1/λ) ïðè
λ→̂∞. Òàê ÿê m0 ∈ N , òî

m0(λ) = O(λ) (λ→̂∞). (4.14)

Ç Ëåìè 4.1 âèïëèâà¹, ùî

f0(λ) = O(1) (λ→̂∞) (4.15)

äëÿ óñiõ f0 ∈ H(m0). Ç ôîðìóëè (2.41) îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ óñiõ f ∈ H(m)

f(λ) = O(1/λ) (λ→̂∞). (4.16)
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Òàêèì ÷èíîì, ñïiââiäíîøåííÿ (4.13) îçíà÷à¹, ùî

m(λ) +
s0

λ
+

s1

λ2 + ... +
sj−1

λj
= O(

1

λj+1 ) (λ→̂∞).

Âèïàäîê 2. Íåõàé κ = deg q = deg p. Òîäi r(λ) = O(1) ïðè λ→̂∞.
Øâèäêiñòü çðîñòàííÿ íà íåñêií÷åííîñòi ôóíêöi¨ m0(λ) ïîêàçàíî â (4.14) òà
(4.15). Òîäi ç Òåîðåìè 2.23 âèïëèâà¹, ùî äëÿ óñiõ f ∈ H(m)

f(λ) = O(1) (λ→̂∞). (4.17)

Ç ôîðìóëè (4.13) ñëiäó¹, ùî

m(λ) = O(1/λ) (λ→̂∞).

Îòæå, ç ïðèïóùåííÿ deg q = deg p òà ôàêòîðèçàöi¨ (2.38) âèïëèâà¹, ùî

m0(λ) = O(1/λ) (λ→̂∞). (4.18)

Ç Ëåìè 4.1 îòðèìà¹ìî, ùî

f0(λ) = O(1/λ) (λ→̂∞) (4.19)

äëÿ óñiõ f0 ∈ H(m0). Îòæå ç (2.41), (4.18) i (4.19) ìè ìà¹ìî (4.16). Çàêií÷åííÿ
äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå Âèïàäêó 1 öi¹¨ Ëåìè.

Âèïàäîê 3. Íåõàé n = deg q < deg p = k = κ. Òîäi r(λ) = O(λk−n)

ïðè λ→̂∞. ßê ñëiäó¹ ç Òåîðåìè 2.23 i ñïiââiäíîøåíü (4.14), (4.15), äëÿ óñiõ
f ∈ H(m) ìà¹ìî

f(λ) = O(λ2k−2n) (λ→̂∞). (4.20)
Óìîâà (4.13) ïðè j = 2 äà¹

m(λ) = O(λ2k−2n−2) (λ→̂∞).

Òàêèì ÷èíîì ç ôàêòîðèçàöi¨ (2.38) âèïëèâà¹, ùî

m0(λ) = O(λ−2) (λ→̂∞). (4.21)

Ñïiââiäíîøåííÿ (4.21) ¹ ïðîòèði÷÷ÿì óìîâi m0 ∈ N . Îòæå íåðiâíiñòü deg q <

deg p ¹ íåìîæëèâîþ, äëÿ ôóíêöié m, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (4.13).
Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ôóíêöiÿ m ∈ Nκ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi (4.12). Âèçíà-
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÷èìî ïîëiíîì s(λ) ôîðìàëüíîãî ñòóïåíþ j − 1 ôîðìóëîþ

s(λ) := s0λ
j−1 + s1λ

j−2 + ... + sj−1. (4.22)

Íåõàé ôóíêöiÿ m0 ∈ N òà ìîíi÷íi ïîëiíîìè p i q âèçíà÷åíi ôàêòîðèçà-
öi¹þ (2.38). Íåõàé ñòóïåíi ïîëiíîìiâ p i q äîðiâíþþòü k òà n, âiäïîâiäíî,

p(λ) = λk + p1λ
k−1 + ... + pk−1λ + pk,

q(λ) = λn + q1λ
n−1 + ... + qn−1λ + qn,

(4.23)

i íåõàé ôóíêöiÿ m0 ∈ N âèçíà÷åíà ôàêòîðèçàöi¹þ (2.38).
Âèïàäîê 1: κ = k = deg p = deg q = n.
Ç óìîâè (4.12) âèïëèâà¹, ùî m0 = O(1/λ), òîìó, ôóíêöiÿ m0 íàëåæèòü

äî êëàñó N 0 òà ìà¹ iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ (1.22).
Íåõàé c ¹ äåÿêié ìîíi÷íèé ïîëiíîì ñòóïåíþ j (ci ∈ C ïðè i = 1, 2, ..., j)

c(λ) := λj + c1λ
j−1 + c2λ

j−2 + ... + cj. (4.24)

Ðîçãëÿíåìî òàêèé ðîçêëàä ôóíêöi¨ λjm(λ) + s(λ)

λjm(λ) + s(λ) =
p(λ)

q(λ)
f(λ) +

p(λ)

q(λ)q#(λ)
m0(λ)ϕ2(λ) +

1

q(λ)
ϕ1(λ), (4.25)

äå
f(λ) :=

∫ ∞

−∞

c(t)

t− λ
dσ(t), (4.26)

ϕ1(λ) := q(λ)s(λ) + p(λ)m0(λ)c(λ)− p(λ)

∫ ∞

−∞

c(t)

t− λ
dσ(t), (4.27)

ϕ2(λ) := p#(λ)λj − q#(λ)c(λ). (4.28)
Ìè ïîêàæåìî, ùî ïîëiíîì c ìîæíà âèáðàòè òàêèì ÷èíîì, ùî

f(·) ∈ H(m0); ϕ1(·), ϕ2(·) ∈ Pκ−1. (4.29)

Òîäi çà Òåîðåìîþ 2.23 öå áóäå îçíà÷àòè, ùî (4.13) âèêîíàíî.
Âêëþ÷åííÿ f(·) ∈ H(m0) âèïëèâà¹ ç Çàóâàæåííÿ 1.4 i Òåîðåìè 2.21.
Íåõàé Pi = Ti(p), Qi = Ti(q), Si = Ti(s), Ci = Ti(c), S0

i = Ti(s
0) ìàòðèöi i

ñòàðøèõ êîåôiöi¹íòiâ ïîëiíîìiâ p(λ), q(λ), s(λ), c(λ), s0(λ), âiäïîâiäíî, i íåõàé
P i, Qi ìàòðèöi ç êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèìè åëåìåíòàìè äî åëåìåíòiâ ìàòðèöü
Pi òà Qi. Âiäìiòèìî, ùî P i = Ti(p

#), Qi = Ti(q
#).

Ôóíêöiÿ ϕ2 ¹ ïîëiíîìîì ôîðìàëüíîãî ñòóïåíþ κ+j. Âèçíà÷èìî ïîëiíîì
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c(λ) òàê, ùîá ϕ2(·) ∈ Pκ−1. Öÿ óìîâà ¹ åêâiâàëåíòíîþ óìîâi

P i −QiCi = 0, (i = 1, 2, ..., j + 1).

Òàêèì ÷èíîì

Ci = (Qi)
−1P i = P i(Qi)

−1 (i = 1, 2, ..., j + 1). (4.30)

Âiäìiòèìî, ùî ìàòðèöÿ Qj+1 ¹ îáîðîòíîþ, à òîìó êîåôiöi¹íòè c1, c2, ..., cj çíà-
õîäÿòüñÿ îäíîçíà÷íî.

Äàëi äîâåäåìî âêëþ÷åííÿ ϕ1(·) ∈ Pκ−1. Ç ôàêòîðèçàöi¨ (2.38) âèïëèâà¹,
ùî

−Sj = PjP jQ
−1
j (Qj)

−1(−S0
j ), (4.31)

ïðè ÷îìó âñi ìàòðèöi â (4.31) êîìóòóþòü (äèâèñü Íàñëiäîê 4.3). Ç iíòåãðàëü-
íîãî âèãëÿäó (1.22) âèïëèâà¹

ϕ1(λ) = q(λ)s(λ)− p(λ)

∫ ∞

−∞

c(t)− c(λ)

t− λ
dσ(t).

Ïðîïîçèöiÿ 4.5 îçíà÷à¹, ùî ϕ1(λ) � öå ïîëiíîì ôîðìàëüíîãî ñòóïåíþ κ+j−1

i
Tj(ϕ1) = QjSj − PjCjS

0
j . (4.32)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (4.30) ïðè i = j i ñïiââiäíîøåííÿ (4.31) îòðèìà¹ìî

Tj(ϕ1) =QjPjP jQ
−1
j (Qj)

−1S0
j − Pj(Qj)

−1P jS
0
j = 0.

Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìàëè (4.29).
Âèïàäîê 2: k = deg p < deg q = n = κ. Ïîçíà÷èìî d := n − k(> 0). Ç

ðîçêëàäó (1.20) äëÿ ôóíêöi¨ m0 ∈ N âèïëèâà¹, ùî

m0(λ) = aλ + b + m00(λ). (4.33)

Ç ôàêòîðèçàöi¨ (2.38) äëÿ m ∈ Nκ i óìîâè (4.12) îòðèìà¹ìî, ùî m00(λ) =

O(1/λ), òàê ùî m00 ∈ N 0. Îòæå ôóíêöiÿ m00 ìà¹ iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ,
ùî ¹ àíàëîãi÷íèì (1.22).

Íåõàé êîåôiöi¹íò a â (4.33) íå äîðiâíþ¹ 0, òîäi m0(λ) = O(λ) ïðè λ→̂∞
(âèïàäêè êîëè m0(λ) = O(1) i m0(λ) = m00(λ) = O(1/λ) ïðè λ→̂∞ ðîçãëÿäà-
þòüñÿ àíàëîãi÷íî). Ç ôàêòîðèçàöi¨ (2.38) âèïëèâà¹, ùî m(λ) = O( 1

λ2d−1 ) ïðè
λ→̂∞ i

s0 = s1 = ... = s2d−3 = 0, s2d−2 6= 0 (4.34)
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(s0 = ... = s2d−2 = 0, s2d−1 6= 0 ïðè a = 0; s0 = ... = s2d−1 = 0, s2d 6= 0 ïðè
a = b = 0). Áiëüø òîãî, ïîëiíîì s(λ), ùî ¹ âèçíà÷åíèì ôîðìóëîþ (4.22), ìà¹
ñòóïiíü j − 2d + 1

s(λ) = s2d−2λ
j−2d+1 + s2d−1λ

j−2d + ... + sj−1.

Íåõàé j ≥ 2d − 1. Ðîçãëÿíåìî ðîçêëàä (4.25) ôóíêöi¨ λjm(λ) + s(λ).
Âiäìiíà âiä ðîçãëÿíóòîãî âèïàäêó d = 0 ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ôóíêöiÿ m0 ∈ N

ìà¹ çîáðàæåííÿ (4.33); ìiðà dσ, çíàõîäèòüñÿ ç iíòåãðàëüíîãî ðîçêëàäó (1.22)
äëÿ ôóíêöi¨ m00; ïîëiíîì c ìà¹ ñòóïiíü j − d

c(λ) := λj−d + c1λ
j−d−1 + c2λ

j−d−2 + ... + cj−d. (4.35)

Ïîêàæåìî, ùî ïîëiíîì c ìîæíà âèáðàòè òàê, ùî óìîâà (4.29) áóäå âèêî-
íàíà.

Ç Çàóâàæåííÿ 1.4 i Òåîðåìè 2.21 âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ f(·) ∈ H(m0).
Óìîâà ϕ2(·) ∈ Pκ−1 ¹ åêâiâàëåíòíîþ äî óìîâè (4.30) ïðè i = j − d + 1.

Äàëi ïîêàæåìî âêëþ÷åííÿ ϕ1(·) ∈ Pκ−1. Ç ïðåäñòàâëåíü (4.33) òà (1.22)
âèïëèâà¹, ùî

ϕ1(λ) = q(λ)s(λ) + p(λ)c(λ)(aλ + b)− p(λ)

∫ ∞

−∞

c(t)− c(λ)

t− λ
dσ(t). (4.36)

Íåõàé

Aj−2d+2 = Tj−2d+2(aλ + b) :=




a b 0 · · · 0

0 a b · · · 0

0 0 a · · · 0
... . . . ...
0 0 0 · · · a




(âiäïîâiäíî A = bI, äå I � öå îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, êîëè a = 0, b 6= 0; òà
A = 0 êîëè a = b = 0). Âèçíà÷èìî ïîëiíîì s0 ç ôîðìàëüíèì ñòóïåíåì
deg s0 = j − d + 2

s0(λ) := 0 · λj−d+2 + 0 · λj−d+1 + s0
0λ

j−d + s0
1λ

j−d−1 + ... + s0
j−d.

äå {s0
i}j−d

i=0 � öå êîåôiöi¹íòè ç ðîçêëàäó (1.24) äëÿ ôóíêöi¨ m00 ∈ N 0. Ìè
ìà¹ìî äîáàâèòè äî ïîëiíîìà s0 íóëüîâi äîäàíêè òàê, ùîá ñòóïåíi äîäàíêiâ ϕ1
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ñïiâïàäàëè. Íåõàé

S0
j−2d+2 = Tj−2d+2(s

0) :=




0 0 s0
0 s0

1 · · · s0
j−2d−1

0 0 0 s0
0 · · · s0

j−2d−2
0 0 0 0 · · · s0

j−2d−3... . . . ...
0 0 0 0 · · · 0




.

Ç Ïðîïîçèöi¨ 4.5 âèïëèâà¹, ùî ϕ1 ¹ ïîëiíîìîì ôîðìàëüíîãî ñòóïåíþ j + n−
2d + 1 i

Tj−2d+2(ϕ1) = Qj−2d+2Sj−2d+2+Pj−2d+2Cj−2d+2Aj−2d+2−Pj−2d+2Cj−2d+2S
0
j−2d+2.

Ôàêòîðèçàöiÿ (2.38) i çîáðàæåííÿ (4.33) îçíà÷àþòü, ùî

−S = PPQ−1(Q)−1(A− S0), (4.37)

äå óñi ìàòðèöi ìàþòü ðîçìið (j − 2d + 2)× (j − 2d + 2).
Ç ôîðìóëè (4.30) äëÿ i = j − 2d + 2 i ñïiââiäíîøåííÿ (4.36) îòðèìà¹ìî,

T (ϕ1) = QPPQ−1(Q)−1(−A + S0) + PP (Q)−1A− PP (Q)−1S0 = 0.

Òàêèì ÷èíîì ϕ1 ∈ Pn−1 i ôîðìóëà (4.29) âèêîíàíà.
Íåõàé d ≤ j < 2d − 1. Ç óìîâè (4.34) âèïëèâà¹, ùî s(λ) ≡ 0. Ðîçãëÿíå-

ìî çîáðàæåííÿ âèãëÿäó (4.25) äëÿ ôóíêöi¨ λjm(λ), äå ïîëiíîì c âèçíà÷åíèé
ôîðìóëîþ (4.35).

Âêëþ÷åííÿ f(·) ∈ H(m0) i ϕ2(·) ∈ Pκ−1 äîâîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî. Ðîçãëÿ-
íåìî ôóíêöiþ

ϕ1(λ) = p(λ)c(λ)(aλ + b)− p(λ)

∫ ∞

−∞

c(t)− c(λ)

t− λ
dσ(t).

Ç Ïðîïîçèöi¨ 4.5 i óìîâè j < 2d− 1 âèïëèâà¹, ùî ϕ1 ¹ ïîëiíîìîì, òà

deg ϕ1 = j + k − d + 1 < d + k = n = κ.

Îòæå ϕ1 ∈ Pn−1, i òàêèì ÷èíîì âiäíîøåííÿ (4.29) âèêîíàíî.
Íåõàé j < d. Ç óìîâ (4.34) âèïëèâà¹, ùî s(λ) ≡ 0. Ðîçãëÿíåìî ñòóïiíü

ïîëiíîìà p(λ)λj

deg
(
p(λ)λj

)
= k + j < k + d = n = κ.
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ßê âèïëèâà¹ ç Òåîðåìè 2.23 λjm(λ) ∈ H(m).
Âèïàäîê 3: κ = deg p > deg q ¹ íåìîæëèâèé ç óìîâè (4.12). 2

Íàñëiäîê 4.7. Íåõàé ôóíêöiÿ m ∈ Nκ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi m(λ) = O(1/λ)

äëÿ λ→̂∞. Âèçíà÷èìî ÿäðî Km
µ (λ) ôîðìóëîþ

Km
µ (λ) =

λm(λ)− µm(µ)

λ− µ
(λ, µ ∈ hm). (4.38)

Òîäi
Km

µ (λ) ∈ H(m) (4.39)

Äîâåäåííÿ. Âiäíîøåííÿ (4.39) âèïëèâà¹ ç òîòîæíîñòi

Km
µ (λ) = m(λ) + µNm

µ (λ). (4.40)

Âêëþ÷åííÿ m ∈ H(m) äîâåäåíî â Ëåìi 4.6, à âêëþ÷åííÿ Nm
µ ∈ H(m)

âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ ïðîñòîðó ç âiäòâîðþâàëüíèì ÿäðîì. 2

4.2 Àáñòðàêòíà iíòåðïîëÿöiéíà ïðîáëåìà, àñîöiéîâàíà ç
ïðîáëåìîþ ìîìåíòiâ

Íåõàé X = C[x] � öå ïðîñòið ïîëiíîìiâ h(x) =
∑n

j=0 hjx
j (n = 0, 1, 2, ...).

Ïîçíà÷èìî ïîñëiäîâíiñòü s = {sj}∞0 ∈ Hκ. Âèçíà÷èìî ïiâòîðàëiíiéíó ôîðìó
K(·, ·) íà ìíîæèíi X = C[λ] ôîðìóëîþ

K(h, h) =
n∑

j,k=0

sj+khjhk. (4.41)

Òàê ÿê ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë {sj}∞0 íàëåæèòü äî êëàñó Hκ, òî ôîðìà K(·, ·)
ìà¹ κ âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ. Ñòàíäàðòíà ïðîöåäóðà çàìèêàííÿ ïðîñòîðó X
âiäíîñíî âíóòðiøíüîãî äîáóòêó (4.41) ïðèâîäèòü äî ïðîñòîðó Ïîíòðÿãiíà H.

Âèçíà÷èìî îïåðàòîðè B1, B2 i C1, C2 çà ôîðìóëàìè (äèâèñü [74], [58])

B1, B2 : X → X , B1h =
h(x)− h(0)

x
, B2h = h;

C1, C2 : X → C, C1h =
n∑

j=1

sj−1hj, C2h = −h(0).
(4.42)

Ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîðè B1, B2, C2, C2, K çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (A1)-
(A4). Àëå ñïåðøó äîâåäåìî êiëüêà äîïîìiæíèõ âëàñòèâîñòåé.
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Ïðîïîçèöiÿ 4.8. Îçíà÷åííÿ (4.42) äëÿ îïåðàòîðà C1 ìîæíà ïåðåïèñàòè

C1h = h̃(0) (h ∈ X ), (4.43)

äå ñóìiæíèé ïîëiíîì h̃ âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ

h̃(λ) = K

(
h(x)− h(λ)

x− λ
,1

)
(h ∈ X , λ ∈ C). (4.44)

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî,

h(x)− h(0)

x
=

n∑
j=1

hjx
j−1 (h ∈ X ),

òîäi

h̃(0) = K(
n∑

j=1

hjx
j−1, 1) =

n∑
j=1

sj−1hj = C1h (h ∈ X ).

2

Ïðîïîçèöiÿ 4.9. Íåõàé îïåðàòîðè B1, C1, C2 âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (4.42).
Òîäi âèêîíóþòüñÿ òàêå ñïiââiäíîøåííÿ

(I − λB1)
−1h =

xh(x)− λh(λ)

x− λ
, (h ∈ X ); (4.45)

C1(I − λB1)
−1h = h̃(λ), C2(I − λB1)

−1h = −h(λ), (4.46)
äå ñóìiæíèé ïîëiíîì h̃ âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (4.44).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ X . Òîäi

(I − λB1)f(x) = f(x)− λ
f(x)− f(0)

x
=: h(x). (4.47)

Ïiäñòàâèìî x = λ â ðiâíiñòü (4.47), îòðèìà¹ìî f(0) = h(λ). ßê âèïëèâà¹ ç
(4.47), ùî

f(x) =
xh(x)− λh(λ)

x− λ
. (4.48)

Òàêèì ÷èíîì ðiâíiñòü (4.45) äîâåäåíà.
Ç ôîðìóë (4.46) òà (4.42) îòðèìà¹ìî

C2(1− λB1)
−1h = C2f = −f(0) = −h(λ).
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Àíàëîãi÷íî, ç ôîðìóë (4.46) òà (4.43) îòðèìà¹ìî

C1(1− λB1)
−1h = C1f = f̃(0)

= K(
f(x)− f(0)

x
,1) = K(

h(x)− h(λ)

x− λ
,1) = h̃(λ).

2

Ïðîïîçèöiÿ 4.10. Íåõàé {sj}∞0 ∈ Hκ i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4.4). Òîäi îïå-
ðàòîðè B1, B2, C1, C2, K çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (A1)-(A4) Òåîðåìè 3.19 .

Äîâåäåííÿ. Âëàñòèâiñòü (A1) äîâîäèòüñÿ áåçïîñåðåäíiìè îá÷èñëåííÿìè.
(A2). Äîâåäåìî óìîâó (A2) âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, øî ker K 6=

0. Òîáòî iñíó¹ ïîëiíîì h(x) ñòóïåíþ n òàêèé, ùî K(h, u) = 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî
ïîëiíîìà u ∈ C[x]. Îòæå Ãàíêåëåâà ìàòðèöÿ Dn := {sj+k}n

j,k=0 ¹ òàêîþ, ùî
âèðîäæó¹òüñÿ (det Dn = 0). Òàê ÿê ïðîáëåìà MPκ (4.3) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, òî çà
Òåîðåìîþ [64, Theorem 1.3] öié ðîçâ'ÿçîê ¹ ¹äèíèì. Îòðèìó¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ
ïðèïóùåííþ (4.4). Òàêèì ÷èíîì ker K = {0}.

(A3). Íåõàé H - öå ïîïîâíåííÿ ïðîñòîðó X ç âíóòðiøíiì äîáóòêîì
K(·, ·). Íåõàé M0 ¹ îïåðàòîð ìíîæåííÿ â X i íåõàé îïåðàòîð M � öå çà-
ìèêàííÿ M0 â ïðîñòîði H. Òàê ÿê âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4.4), òî îïåðàòîð M

¹ öiëèì π-ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì â H ç ìàñøòàáîì L = C (äèâèñü [80,
Proposition 1.1]).

Íåõàé B̃1 ¹ çàìèêàííÿì ãðàôiêà îïåðàòîðà B1

B̃−1
1 = {{h,Mh + u} : h ∈ dom M, u ∈ C}.

Òàê ÿê îïåðàòîð M ¹ öiëèì, òî 0 ∈ ρ(M,C) i

ran B̃−1
1 = ran M+̇C = H, ker B̃−1

1 = ran M ∩ C = {0}.

Îòæå B̃1 öå ãðàôiê îáìåæåíîãî îïåðàòîðà â ïðîñòîði H.
Îáìåæåíiñòü îïåðàòîðà C1 âèïëèâà¹ ç âæå äîâåäåíî¨ îáìåæåíîñòi îïå-

ðàòîðà B1 i Ïðîïîçèöi¨ 4.8. Äiéñíî

C1h = K(
h(x)− h(0)

x
, 1) = 〈B1h, 1〉H.

Îïåðàòîð C2 ¹ îáìåæåíèì, òàê ÿê 0 ∈ ρ(M,C) i

C2h = −ΠM,C(0)h,
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äå ΠM,C(0) � öå êîñèé ïðîåêòîð íà ïðîñòið C â ðîçêëàäi H = ran M+̇C.
(A4). Òåïåð ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîðè B1, B2, C1, C2 çàäîâîëüíÿþòü óìîâi

(A4). Äëÿ ðiçíèõ òî÷îê λj ∈ C+ (j = 1, ..., κ) âèêîíó¹òüñÿ

ran




C2

C2(1− λ1B1)
−1

...
C2(1− λκB1)

−1


 = Cκ+1. (4.49)

ßê âèïëèâà¹ ç ñïiââiäíîøåííÿ (4.46)



C2

C2(1− λ1B1)
−1

...
C2(1− λκB1)

−1


 f =




−f(0)

−f(λ1)...
−f(λκ)


 .

Òàê ÿê ïîëiíîìè f(x) ¹ äîâiëüíèìè, ìè îòðèìà¹ìî óìîâè (4.49). 2

Àáñòðàêòíó iíòåðïîëÿöiéíó ïðîáëåìó AIPκ, ùî àñîöiéîâàíà ç MPκ(s),
ìîæíà ôîðìóëþâàòè òàêèì ÷èíîì.

Ïðîáëåìà AIPκ(B1, B2, C1, C2, K). Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷è-
ñåë s = {sj}∞j=0 íàëåæèòü Hκ òà âèêîíàíà óìîâà (4.4). Íåõàé îïåðàòîðè
B1, B2, C1, C2, K âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (4.42) òà F âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (3.60).
Çíàéòè Nκ ôóíêöiþ m(λ), òàêó ùî:

(C1) Fh ∈ H(m) äëÿ áóäü-ÿêèõ h ∈ X ;

(C2) 〈Fh, Fh〉H(m) ≤ K(h, h) äëÿ áóäü-ÿêèõ h ∈ X .

Ïðîïîçèöiÿ 4.11. Íåõàé s = {sj}∞j=0 ∈ Hκ òà îïåðàòîðè B1, B2, C1, C2, K

âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (4.42). Òîäi ôóíêöiÿ m, ùî âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (3.69),
íàëåæèòü êëàñó Nκ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ϕ ∈ Ñ = N ∪ {∞} òà m ∈ Nκ′ (κ′ ≤ κ, âèïàäîê κ′ >

κ ¹ íåìîæëèâèì) âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (3.69). Íåõàé ëiíiéíå âiäíîøåííÿ A

îòðèìàíî ôîðìóëîþ (3.17). Çà Òåîðåìîþ 3.19 iñíó¹ ñàìîñïðÿæåíå ðîçøèðåííÿ
Ã ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ A, òàêå ùî

(Fh)(λ) = PL(Ã− λ)−1h ∈ H(m) (h ∈ X ).

i âiäîáðàæåííÿ F : X → H(m) çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíîñòi (C1). Ç iíøîãî áîêó,
ç Ïðîïîçèöi¨ 3.17 âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ F ìà¹ ôîðìó (3.60), äå G(λ)
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âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (3.59)

(Fh)(λ) =
[
1 −m(λ)

] [
C1

C2

]
(1− λB1)

−1h (h ∈ X ).

Ç (4.42) òà (4.45) îòðèìà¹ìî, äëÿ h = xj

G(λ)h =

[
C1

C2

]
(xj + xj−1λ + ... + λj) =

[
s0λ

j−1 + s1λ
j−2 + ... + sj−1

−λj

]
,

îòæå

(Fh)(λ) = λjm(λ) + s0λ
j−1 + s1λ

j−2 + .. + sj−1 ∈ H(m) (h = xj). (4.50)

ßê âèïëèâà¹ ç Ëåìè 4.6, ôóíêöiÿ m çàäîâîëüíÿ¹ çîáðàæåííþ (4.3). Òàêèì
÷èíîì, ç [80, Proposition 1.3] îòðèìà¹ìî, ùî m ∈ Nκ′ (κ′ ≥ κ).

Îòæå m íàëåæèòü äî êëàñó Nκ. 2

4.3 Åêâiâàëåíòíiñòü ïðîáëåì AIPκ òà MPκ(s)

Òåîðåìà 4.12. Íåõàé {sj} ∈ Hκ, îïåðàòîðè B1, B2, C1, C2, K âèçíà-
÷åíi ôîðìóëàìè (4.42). Òîäi ôóíêöiÿ m ¹ ðîçâ'ÿçêîì ïðîáëåìè
AIPκ(B1, B2, C1, C2, K) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè m ¹ ðîçâ'ÿçêîì ïðîáëå-
ìè MPκ(s).

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé m ∈ Nκ ¹ ðîçâ'ÿçêîì
AIPκ(B1, B2, C1, C2, K). Ç Ïðîïîçèöi¨ 3.17 âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ
F , ùî âiäïîâiäà¹ ôóíêöi¨ m, ¹äèíå. Öå âiäîáðàæåííÿ ìà¹ âèãëÿä (3.60) òà çà-
äîâîëüíÿ¹ (4.50). Ç Ëåìè 4.6 âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ m ìà¹ ðîçâèíåííÿ (4.12)
äëÿ áóäü-ÿêîãî j ∈ Z+. Îòæå ôóíêöiÿ m ¹ ðîçâ'ÿçêîì ïðîáëåìè MPκ(s).

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé m ∈ Nκ � öå ðîçâ'ÿçîê ïðîáëåìè MPκ(s). Âèçíà-
÷èìî âiäîáðàæåííÿ F çà ôîðìóëîþ (3.60).

Êðîê 1. Ïîêàæåìî, ùî F çàäîâîëüíÿ¹ (C1). Ç ôîðìóëè (4.50) òà Ëå-
ìè 4.6 îòðèìà¹ìî, ùî

Fh ∈ H(m) (h = xj, j ∈ Z+),

îòæå Fh ∈ H(m) äëÿ áóäü-ÿêèõ h ∈ X . Çà Ïðîïîçèöi¹þ 3.17 âiäîáðàæåííÿ
F , ùî âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ (3.60), çàäîâîëüíÿ¹ (C1).

Êðîê 2. Ïîêàæåìî, ùî F çàäîâîëüíÿ¹ (C2). Íåõàé Ã � öå ñàìîñïðÿæå-
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íèé îïåðàòîð â ïðîñòîði äå Áðàíæà-Ðîâíÿêà H(m) (äèâèñü [86])

Ã =
{{f, f ′} ∈ H(m)2 : f ′(λ)− λf(λ) ≡ const ∈ C}

. (4.51)

Âèçíà÷èìî ôóíêöi¨

fj(λ) := λjm(λ) + λj−1s0 + λj−2s1 + ... + sj−1 (j = 0, 1, ...).

Ç Ëåìè 4.6 âèïëèâà¹, ùî fj ∈ H(m) (j = 0, 1, ...). Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöi¨ fj

äëÿ j = 0, 1, ... çàäîâîëüíÿþòü âiäíîøåííþ

fj+1(λ)− λfj(λ) ≡ sj = const.

Îòæå {fj, fj+1} ∈ Ã îçíà÷à¹, ùî

Ãfj = fj+1. (4.52)

Ç îçíà÷åííÿ ïðîñòîðó Ïîíòðÿãiíà ç âiäòâîðþþ÷èì ÿäðîì H(m) òà Íà-
ñëiäêó 4.7 âèïëèâà¹, ùî

Nm
µ (·) ∈ H(m) i Km

µ (·) ∈ H(m).

Áiëüø òîãî, ç ðiâíîñòi (4.40) âèïëèâà¹, ùî
{

Nm
µ (·), Km

µ (·)
}

=
{m(λ)−m(µ)

λ− µ
, λ

m(λ)−m(µ)

λ− µ
+ m(µ)

}
∈ Ã

i îòæå {
Nm

µ (·), m(·)
}

=
{

Nm
µ (·), Km

µ (·)− µNm
µ (·)

}
∈ Ã− µ.

Öå îçíà÷à¹, ùî

(Ã− µ)−1m(·) = (Ã− µ)−1f0(·) = Nm
µ (·).

Òîäi âiäòâîðþþ÷à âëàñòèâiñòü â ïðîñòîði H(m) äà¹ ðiâíiñòü
〈
(Ã− µ)−1f0(·), f0(·)

〉
H(m) =

〈
Nm

µ (·),m(·)〉H(m) = m(µ). (4.53)

Òàê ÿê m äîïóñêà¹ àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä (4.3), òî f0 ∈ dom (Ãj) äëÿ áóäü-
ÿêèõ j ∈ N (äèâèñü [78, Satz 1.10], à òàêîæ [63]) i

〈Ãjf0, f0〉H(m) = sj (j = 0, 1, ...). (4.54)
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Òàê ÿê Ãjf0 = fj, òî

〈fj, fi〉H(m) = 〈Ãi+jf0, f0〉H(m) = si+j (i, j = 0, 1, 2, ...). (4.55)

Îòæå äëÿ áóäü-ÿêîãî h =
∑n

j=0 hjx
j ∈ X îòðèìà¹ìî, ùî Fh =

∑n
j=0 hjfj,

i ç (4.55) âèïëèâà¹

〈Fh, Fh〉H(m) = 〈
n∑

j=0

hjfj,

n∑
j=0

hjfj〉H(m)

=
n∑

i,j=0

〈hifi, hjfj〉H(m)

=
n∑

i,j=0

hihjsi+j = K(h, h).

2

Çàóâàæåííÿ 4.13. Âiäìiòèìî, ùî ó ïðîöåñi äîâåäåííÿ Òåîðåìè 4.12 ìè
ïîêàçàëè, ùî äëÿ óçàãàëüíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ F : X → H(m),
ïîâ'ÿçàíîãî ç ðîçâ'ÿçêîì m ïðîáëåìè AIPκ(B1, B2, C1, C2, K), âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ

〈Fh, Fh〉H(m) = K(h, h) (∀h ∈ X ). (4.56)

Ó âèïàäêó κ = 0 öÿ ðiâíiñòü (4.56) áóëà ïîêàçàíà â [74].

4.4 Îïèñ ðîçâ'ÿçêiâ ïðîáëåìè MPκ

Áàçèñè {fk}∞k=0 i {gk}∞k=0 â C[x] íàçèâàþòüñÿ áiîðòîãîíàëüíèìè âiäíîñíî ôîð-
ìè K(·, ·), ÿêùî

K(fj, gk) = δjk (j, k = 0, 1, ...),

äå δjk = 0 äëÿ k 6= j òà δjj = 1 (k, j = 0, 1, ...). ßêùî ôîðìà K(·, ·) ¹
íåâiä'¹ìíîþ, òî áóäü-ÿêèé îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ¹ áiîðòîãîíàëüíèì ñàì äî ñå-
áå. Êîíñòðóêöiþ áiîðòîãîíàëüíîãî áàçèñó ó çàãàëüíîìó âèïàäêó áóäå ïîäàíî
íèæ÷å.

Ñèñòåìà ñóìiæíèõ ïîëiíîìiâ {g̃k(λ)}∞k=0 âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíîñòÿìè

g̃k(λ) = K

(
gk(t)− gk(λ)

t− λ
, 1

)
(k = 0, 1, ...). (4.57)
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Ïðîïîçèöiÿ 4.14. Íåõàé s ∈ Hκ i âèêîíàíà óìîâà (4.4). Íåõàé áàçèñè
{fk}∞k=0 òà {gk}∞k=0 ¹ áiîðòîãîíàëüíèìè âiäíîñíî ôîðìè K(·, ·). Òîäi,

C1 =
∞∑

k=0

fk(·)g̃k(0)∗, C2 = −
∞∑

k=0

fk(·)gk(0)∗. (4.58)

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ç ðîçêëàäó ôóíêöié C∗
1 i C∗

2 çà áàçèñîì {fk}, òà ôîð-
ìóë (4.43), (4.42) âèïëèâà¹, ùî

(C∗
11)(λ) =

∞∑

k=0

fk(λ)
〈
C∗

11, gk(·)
〉
H =

∞∑

k=0

fk(λ)
(
1, C1gk(·)

)
C =

∞∑

k=0

fk(λ)g̃k(0)∗,

(C∗
21)(λ) =

∞∑

k=0

fk(λ)
〈
C∗

21, gk(·)
〉
H =

∞∑

k=0

fk(λ)
(
1, C2gk(·)

)
C = −

∞∑

k=0

fk(λ)gk(0)∗.

2

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ îïèñ ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ ïðîáëåìè MPκ(s).

Òåîðåìà 4.15. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü s = {sj}∞j=0 íàëåæèòü äî Hκ i âè-
êîíó¹òüñÿ óìîâà (4.4). Âèçíà÷èìî âíóòðiøíié äîáóòîê K(·, ·) íà ìíî-
æèíi C[x] ôîðìóëîþ (4.41). Íåõàé {fk(λ)}∞k=0 òà {gk(λ)}∞k=0 ¹ áiîðòîãî-
íàëüíèìè áàçèñàìè âiäíîñíî ôîðìè K. Íåõàé ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ Θ(λ) =[
θ11(λ) θ12(λ)

θ21(λ) θ22(λ)

]
∈ C2×2 âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ

θ11(λ) = 1 + λ

∞∑

k=0

f̃k(λ)gk(0)∗, θ12(λ) = λ

∞∑

k=0

f̃k(λ)g̃k(0)∗,

θ21(λ) = −λ

∞∑

k=0

fk(λ)gk(0)∗, θ22(λ) = 1− λ

∞∑

k=0

fk(λ)g̃k(0)∗.

(4.59)

Òîäi ôîðìóëà

m(λ) =
(
θ11(λ)ϕ(λ) + θ12(λ)

)(
θ21(λ)ϕ(λ) + θ22(λ)

)−1
, (4.60)

âñòàíîâëþ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè m(λ) ïðî-
áëåìè MPκ(s) òà ìíîæèíîþ ϕ ∈ Ñ = N ∪ {∞}.

Íåõàé ìàòðè÷íî-çíà÷íà ôóíêöiÿ Θ(λ) âèçíà÷åíà çà ôîðìóëîþ (3.52). Ç
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ñïiââiäíîøåíü (4.46) òà (4.58) âèïëèâà¹, ùî

θ11(λ) = 1 + λC1(I − λB1)
−1

∞∑

k=0

fk(·)gk(0)∗ = 1 + λ

∞∑

k=0

f̃k(λ)gk(0)∗,

θ12(λ) = λC1(I − λB1)
−1

∞∑

k=0

fk(·)g̃k(0)∗ = λ
∞∑

k=0

f̃k(λ)g̃k(0)∗,

θ21(λ) = λC2(I − λB1)
−1

∞∑

k=0

fk(·)gk(0)∗ = −λ

∞∑

k=0

fk(λ)gk(0)∗,

θ22(λ) = 1 + λC2(I − λB1)
−1

∞∑

k=0

fk(·)g̃k(0)∗ = 1− λ

∞∑

k=0

fk(λ)g̃k(0)∗.

(4.61)

Îòæå Θ(λ) çáiãà¹òüñÿ ç ìàòðè÷íî-çíà÷íîþ ôóíêöi¹þ â (4.59).
Íåõàé m � öå ðîçâ'ÿçîê ïðîáëåìè MPκ(s). Òîäi çà Òåîðåìîþ 4.12 ôóíêöiÿ

m ¹ ðîçâ'ÿçêîì ïðîáëåìè AIPκ(B1, B2, C1, C2, K), îòæå äîïóñêà¹ çîáðàæåí-
íÿ (3.69) ç ϕ ∈ Ñ .

Íàâïàêè, íåõàé ϕ ∈ Ñ . Òîäi ôóíêöiÿ m âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (3.69) íà-
ëåæèòü äî êëàñó Nκ çà Ïðîïîçèöi¹þ 4.11. Çà Òåîðåìîþ 3.20 ôóíêöiÿ m ¹
ðîçâ'ÿçêîì ïðîáëåìè AIPκ(B1, B2, C1, C2, K). Çà Òåîðåìîþ 4.12 ôóíêöiÿ m ¹
òàêîæ i ðîçâ'ÿçêîì ïðîáëåìè MPκ(s). 2

Ó âèïàäêó κ = 0 ôîðìóëè òîòîæíi (4.61) áóëî çíàéäåíî â [4].

4.4.1 Îïèñ ðîçâ'ÿçêiâ ïðîáëåìè MPκ(s) ó ôîðìi Êðåéíà-Ëàíãåðà
Ìíîæèíà ïîëiíîìiâ G = {gk}∞k=0 íàçèâà¹òüñÿ ìàéæå îðòîãîíàëüíîþ ñèñòå-
ìîþ ([79, �7.1], äèâèñü òàêîæ [80, �3.1]) âiäíîñíî ôîðìè K(·, ·), ÿêùî äëÿ
áóäü-ÿêîãî gk ∈ G iñíó¹ gk′ ∈ G ç âëàñòèâîñòÿìè:

(i) K(gk, gj) = 0 äëÿ áóäü-ÿêèõ j (j 6= k′);

(ii) K(gk, gk′) = ±1.

Ïîêëàäåìî εk := K(gk, gk′) äëÿ k = 0, 1, ....
ßê âèïëèâà¹ ç [79, Behauptung 7.1]), iñíó¹ ìàéæå îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà

{gk}∞k=0 âiäíîñíî ôîðìè K(·, ·) òàêà, ùî g0 ≡ 1, òà gk öå äiéñíèé ïîëiíîì
ñòåïåíþ k. Îòæå áàçèñè {gk}∞k=0 òà {εk′gk′}∞k=0 ¹ áiîðòîãîíàëüíèìè âiäíîñíî
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ôîðìè K(·, ·). Ç ôîðìóë (4.59) âèïëèâà¹, ùî

θ11(λ) = 1 + λ

∞∑

k=0

εkg̃k(λ)gk′(0), θ12(λ) = λ

∞∑

k=0

εkg̃k(λ)g̃k′(0)

θ21(λ) = −λ
∞∑

k=0

εkgk(λ)gk′(0), θ22(λ) = 1− λ
∞∑

k=0

εkgk(λ)g̃k′(0),

äå {g̃k(λ)}∞k=0 � öå ñèñòåìà ñóìiæíèõ ïîëiíîìiâ, ùî âèçíà÷åíà ôîðìó-
ëîþ (4.57).

Öåé îïèñ ðîçâ'ÿçêiâ ïðîáëåìè MPκ(s) ñïiâïàäà¹ ç îïèñîì [80, Theorem
1.4] (äèâèñü òàêîæ [79, Satz 7.5]).

4.4.2 Îïèñ ðîçâ'ÿçêiâ ïðîáëåìè MPκ(s) ó ôîðìi Äåðåâÿãiíà-
Äåðêà÷à

Iíøèé îïèñ ðîçâ'ÿçêiâ ïðîáëåìè MPκ(s) áóëî ïðåäñòàâëåíî â [55]. Öåé îïèñ
òàêîæ ìîæíà îòðèìàòè ç Òåîðåìè 4.15, ÿêùî îáðàòè iíøi áiîðòîãîíàëüíi ñè-
ñòåìè {fk}∞k=0 òà {gk}∞k=0.

Ç âêëàäåííÿ {sj}∞0 ∈ Hκ âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ íîìåð N òàêèé, ùî κ =

ν−(DN) = ν−(DN+1) = ν−(DN+2) = ..., äå ν−(Dn) � öå êiëüêiñòü âiä'¹ìíèõ
âëàñíèõ çíà÷åíü Ãàíêåëåâî¨ ìàòðèöi Dn := {sj+k}n−1

j,k=0. Iíäåêñ n íàçèâà¹òüñÿ
íîðìàëüíèì, ÿêùî det Dn 6= 0. Íåõàé n0 = 0 òà n1 < n2 < ... � öå ïîñëi-
äîâíiñòü óñiõ íîðìàëüíèõ iíäåêñiâ {sj}∞j=0. Íåõàé kj = nj+1 − nj (j ∈ Z+).
Âèçíà÷èìî ïîëiíîìè Pnj

ðiâíiñòþ

Pnj
(λ) = cj det




s0 s1 ... snj

s1 s2 ... snj−1... . . . ...
1 λ ... λnj


 (j ∈ Z+), (4.62)

äå íîðìàëiçóþ÷i êîåôiöi¹íòè cj ¹ âèçíà÷åíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè

K
(
Pnj

(λ), λkj−1Pnj
(λ)

)
= εj |εj| = 1 (j ∈ Z+).

Äàëi âèçíà÷èìî ïîëiíîìè Pn(λ) ïðè n 6= nj

Pnj+k(λ) = λkPnj
(λ) k = 1, 2, ...kj − 1 (j ∈ Z+).
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Òîäi ìàòðèöÿ Ãðàìà

G = (Gjk)
∞
j,k=0 Gjk = K(Pj, Pk)

ñèñòåìè {Pj}∞j=0 ïðèéìà¹ áëî÷íó ôîðìó (äèâèñü [54])

G = diag(G(0), G(1), ...),

äå Gj � öå nj−1 × nj−1 íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ, i Gj = 1 äëÿ j ≥ M . Ç [54]
âèïëèâà¹, ùî H ¹ içîìîðôíèì ïðîñòîðó

(
l2, 〈G·, ·〉l2

)
÷åðåç âiäîáðàæåííÿ

V : Pj 7→ ej (j ∈ N ∪ {0}),

äå {ej}∞j=1 � öå ñòàíäàðòíèé áàçèñ ó ïðîñòîði l2.
Íåõàé π(λ) =

(
P0(λ), P1(λ), ...

)
. Ç óìîâè (4.4) âèïëèâà¹, ùî π(λ) ∈ l2.

Íåõàé
fk(λ) = Pk(λ), gk(λ) =

(
G−1π(λ), ek

)
l2

(k ∈ Z+).

Ñèñòåìà {gk}∞k=0 ¹ áiîðòîãîíàëüíîþ äî {fk}∞k=0 âiäíîñíî ôîðìè K(·, ·), òàê ÿê

K(fj, gk) = (GV fj, V gk)l2
= (Gej, G

−1ek)l2
= (ej, ek)l2 = δjk.

Ïðîïîçèöiÿ 4.16. Íåõàé ïîëiíîìè Pnj
(j ∈ Z+), ùî âèçíà÷åíi ôîðìóëà-

ìè (4.62), òà Qnj
¹ ñóìiæíèìè ïîëiíîìàìè

Qnj
(λ) := P̃nj

(λ) = K

(
Pnj

(λ)− Pnj
(t)

λ− t
, 1

)
.

Íåõàé
Qnj+k(λ) := λkQnj

(λ) (k = 1, 2, ..., kj − 1).

Òîäi
Qnj+k(λ) = P̃nj+k(λ) (k = 1, 2, ..., kj − 1). (4.63)
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Äîâåäåííÿ. Äëÿ áóäü ÿêèõ j ∈ N, k = 1, 2, ..., kj − 1 îòðèìà¹ìî

P̃nj+k(λ) = K

(
λkPnj

(λ)− tkPnj
(t)

λ− t
, 1

)

= λkK

(
Pnj

(λ)− Pnj
(t)

λ− t
, 1

)
+ K

(
Pnj

(t),
λ

k − tk

λ− t

)
.

(4.64)

Ç (4.64) âèëèâà¹ (4.63), òàê ÿê îñòàííié ÷ëåí äîðiâíþ¹ 0. 2

Òàêèì ÷èíîì ôîðìóëà (4.59) ñïiâïàäà¹ ç ðåçóëüòàòîì [55, Corollary 3.17]
ïðè öüîìó âèáîði áiîðòîãîíàëüíî¨ ñèñòåìè {fk}∞k=0 òà {gk}∞k=0.

4.5 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4
Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó íàâåäåíi ó ðîáîòi [88].

Ìåòîä àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè çàñòîñîâàíî äî ïîâíî¨ ií-
äåôiíiòíî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ. Ïîáóäîâàíî àáñòðàêòíó iíòåðïîëÿöiéíó ïðî-
áëåìó, ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ÿêî¨ ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ ðîçâ'ÿçêiâ iíäåôiíiòíî¨
ïðîáëåìè ìîìåíòiâ. Ïîêàçàíî, ùî äëÿ öi¹¨ àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðî-
áëåìè âèêîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü Ïàðñåâàëÿ. Çíàéäåíî âèãëÿä ðåçîëüâåíòíî¨
ìàòðèöi W (λ).
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5 Äîòè÷íà iíòåðïîëÿöiéíà ïðîáëåìà â óçàãàëü-
íåíèõ êëàñàõ Øóðà

Â öüîìó ðîçäiëi ìè áóäåìî âèâ÷àòè iíòåðïîëÿöiéíi ïðîáëåìè ó âiäêðèòîìó
îäèíè÷íîìó êðóçi D.

5.1 Óçàãàëüíåíà ïðîáëåìà Øóðà-Òàêàãi
5.1.1 Óçàãàëüíåíèé êëàñ Ñìiðíîâà N p×q

+,κ

Êëàñîì Ñìiðíîâà N p×q
+ íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà ìàòðè÷íî-çíà÷íèõ ôóíêöié

âèãëÿäó h−1s, äå s ∈ Sp×q, à h � ñêàëÿðíà çîâíiøíÿ ôóíêöiÿ.
Ïîëþñíà êðàòíiñòü p× q-ìåðîìîðôíî¨ ìàòðè÷íî-çíà÷íî¨ ôóíêöi¨ F (z) ç

ïîëþñàìè â D, ó âiäïîâiäíîñòi ç [1], ðàõó¹òüñÿ çà êîåôiöi¹íòàìè ðÿäiâ Ëîðàíà.
À ñàìå, íåõàé ðîçêëàä ó ðÿä Ëîðàíà ôóíêöi¨ F (z) â îêîëi òî÷öi α ∈ D ìà¹
âèãëÿä

F (z) =
∞∑

j=−k

Fj(z − α)j.

Âèçíà÷èìî ïîëþñíó êðàòíiñòü ôóíêöi¨ F â òî÷öi α ÿê

Mπ(F, α) = rank(F−k+i−j)
k−1
i,j=0.

Îçíà÷åííÿ 5.1. Ïîëþñíà êðàòíiñòü ìåðîìîðôíî¨ â îäèíè÷íîìó êðóçi p× q-
ìàòðè÷íî-çíà÷íî¨ ôóíêöi¨ F äîðiâíþ¹

Mπ(F ) =
∑

α∈D
Mπ(F, α).

Äëÿ êâàäðàòíî¨ ìàòðè÷íî-çíà÷íî¨ ôóíêöi¨ F (z) ∈ Cq×q âèçíà÷èìî íó-
ëüîâó êðàòíiñòü ñïiââiäíîøåííÿì

Mζ(F ) = Mπ(F
−1) (det F (z) 6≡ 0).

Öå îçíà÷åííÿ íå ¹ òðèâiàëüíèì ó âèïàäêó, ÿêùî íóëi ìàòðè÷íî-çíà÷íî¨
ôóíêöi¨ F ñïiâïàäàþòü ç ¨¨ ïîëþñàìè. Íàïðèêëàä, ìàòðè÷íî-çíà÷íà ôóíêöiÿ
F (λ) =

(
1 0

1/λ 1

)
ìà¹ i íóëü i ïîëþñ ó òî÷öi 0 îäíî÷àñíî, òàê ÿê F (λ)−1 =

(
1 0

−1/λ 1

)
. Ó öüîìó âèïàäêó îòðèìà¹ìî, ùî Mζ(F ) = Mπ(F ) = 1.

Âiäìiòèìî, ùî ñòóïiíü ñêií÷åíîãî äîáóòêó Áëÿøêå-Ïîòàïîâà b ∈ Sq×q
in
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ñïiâïàäà¹ ç Mζ(b).

Òåîðåìà 5.2. ([28]) Áóäü-ÿêà ìàòðè÷íî-çíà÷íà ôóíêöiÿ F ∈ Hn×n
∞ (D) ìà¹

çîáðàæåííÿ
F (λ) = b0(λ)F0(λ) = F1(λ)b1(λ),

äå b0, b1 � äîáóòêè Áëÿøêå-Ïîòàïîâà; F0, F1 ∈ Hn×n
∞ i íå ìàþòü íóëiâ â

D. Ïðè öüîìó ñòóïåíi äîáóòêiâ Áëÿøêå-Ïîòàïîâà b0 i b1 ñïiâïàäàþòü.

Îçíà÷åííÿ 5.3. (äèâèñü [24] i [61]) Ìåðîìîðôíó â D ìàòðè÷íî-çíà÷íó
ôóíêöiþ F áóäåìî íàçèâàòè òàêîþ, ùî íàëåæèòü äî óçàãàëüíåíîãî êëà-
ñó Ñìiðíîâà N p×q

+,κ , ÿêùî âîíà äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi

F = f + r,

äå f ôóíêöiÿ ç êëàñó Ñìiðíîâà N p×q
+ , à r � ðàöiîíàëüíà ìàòðè÷íî-çíà÷íà

ôóíêöiÿ ç ïîëþñíîþ êðàòíiñòþ Mπ(r) = κ.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ iëþñòðó¹ iíøèé ñïîñiá âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ç óçà-
ãàëüíåíîãî êëàñó Ñìiðíîâà N p×q

+,κ .

Ïðîïîçèöiÿ 5.4. ([61, Proposition 2.2]) Íåõàé F öå � p×q-ìàòðè÷íî-çíà÷íà
ôóíêöi¨, ùî ¹ ìåðîìîðôíîþ â D. Òîäi òâåðäæåííÿ ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) F ∈ N p×q
+,κ ;

(ii) F ìà¹ âçà¹ìíî ïðîñòó ëiâó ôàêòîðèçàöiþ

F (z) = b`(z)−1F`(z), (5.1)

äå b` ∈ Sp×p
in , F` ∈ N p×q

+ , Mζ(b`) = κ i

ker b`(z)∗ ∩ ker F`(z)∗ = {0} (z ∈ D);

(iii) F ìà¹ âçà¹ìíî ïðîñòó ïðàâó ôàêòîðèçàöiþ

F (z) = Fr(z)br(z)−1

äå br ∈ Sq×q
in , Fr ∈ N p×q

+ , Mζ(br) = κ i

ker Fr(z) ∩ ker br(z) = {0} (z ∈ D).

Âiäìiòèìî, ùî ç Ïðîïîçèöi¨ (5.4) âèïëèâà¹, ùî óçàãàëüíåíèé êëàñ Øóðà
Sp×q

κ ìiñòèòüñÿ â êëàñi N p×q
+,κ .
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5.1.2 Óçàãàëüíåíà òåîðåìà Ðóøå
Íåõàé F i G ãîëîìîðôíi â çàìêíåíîìó îäèíè÷íîìó êðóçi D ôóíêöi¨, òàêi ùî
|F (λ)| > |G(λ)|, äëÿ óñiõ λ ∈ T. Âiäîìà òåîðåìà Ðóøå [34] ñòâåðäæó¹, ùî
ôóíêöi¨ F i F + G ìàþòü îäíàêîâó êiëüêiñòü íóëiâ â D.

Â [81] áóëî îòðèìàíî òàêå óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Ðóøå

Òåîðåìà 5.5. (Êðåéí-Ëàíãåð) Íåõàé F, G ∈ N n×n
+ , det(F (λ) + G(λ)) 6≡ 0

(â D) i ||G(λ) · F (λ)−1|| ≤ 1 (ì.â. íà T). ßêùî F ìà¹ âíóòðiøíié äiëüíèê
ñòóïåíþ κF (< ∞), òî F +G ìà¹ âíóòðiøíié äiëüíèê ñòóïåíþ κF+G ≤ κF .
ßêùî äî òîãî æ F (F + G)−1|T ∈ Ln×n

1 (T), òîäi κF+G = κF .

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 5.5 â [81] ìà¹ ïðîáië, ÿêèé áóëî óñóíåíî â [61,
Theorem B1]. Iíøå óçàãàëüíåííÿ Òåîðåìè Ðóøå íà ìàòðè÷íî-çíà÷íi ôóíêöi¨,
ùî ¹ ìåðîìîðôíèìè â D îòðèìàíî â [12].

Îçíà÷åííÿ 5.6. Íåõàé F ∈ N n×n
+,κ (D) ìà¹ ëiâó ôàêòîðèçàöiþ (5.1). Òîäi

÷èñëî
M(F ) := Mζ(Fl)− κ

íàçèâà¹òüñÿ ñóìàðíîþ êðàòíiñòþ ìåðîìîðôíî¨ ìàòðè÷íî-çíà÷íî¨ ôóíêöi¨
F (λ) âiäíîñíî îáëàñòi D.

Ëåìà 5.7. Äëÿ äîâiëüíèõ ìåðîìîðôíèõ ìàòðè÷íî-çíà÷íèõ ôóíêöié A i B ç
êëàñiâ N n×n

+,κ1
i N n×n

+,κ2
âiäïîâiäíî, âèêîíó¹òüñÿ âiäíîøåííÿ

M(A ·B) = M(A) +M(B). (5.2)

Äîâåäåííÿ. ßêùî n = 1, òî A i B � ñêàëÿðíi ôóíêöi¨, i òâåðäæåííÿ (5.2)
î÷åâèäíî. Äiéñíî, ïðè äîáóòêó ôóíêöié A i B âiäïîâiäíi ïîðÿäêè íóëiâ i
ïîëþñiâ äîäàþòüñÿ. ßêùî n > 1, òî ÿê âèïëèâà¹ ç [12]

M(A) = M(
det(A)

)
, M(B) = M(

det(B)
)
. (5.3)

Ïåðåõîäÿ÷è, äî ñêàëÿðíèõ ôóíêöié ìè îòðèìà¹ìî ç ôîðìóë (5.3) ôîðìóëó

M(AB) = M(
det(AB)

)

= M(
det(A) · det(B)

)

= M(
det(A)

)
+M(

det(B)
)

= M(A) +M(B)

2
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Òåîðåìà 5.8. Íåõàé F ∈ N n×n
+,κ (D), G ∈ N n×n

+,κ1
(D). ßêùî det(F (λ)+G(λ)) 6≡

0 (â D) i ||G(λ)F (λ)−1|| ≤ 1 (ì. â. íà T), òî

M(F + G) ≤M(F ). (5.4)

ßêùî äî òîãî æ F (F + G)−1|T ∈ Ln×n
1 (T), òî

M(F + G) = M(F ). (5.5)

Äîâåäåííÿ. Ç Ïðîïîçèöi¨ 5.4 âèïëèâà¹, ùî ôóíêöi¨ F i G ìîæíà ïðåäñòà-
âèòè ó âèãëÿäi

F = b−1F1, G = G1d
−1,

äå b i d � äîáóòêè Áëÿøêå-Ïîòàïîâà ñòóïåíiâ κ i κ1, âiäïîâiäíî; F1, G1 ∈
N n×n

+ . Òîäi
F + G = b−1(F1d + bG1)d

−1.

Ç Ëåìè 5.7 âèïëèâà¹, ùî:

M(F + G) = M(b−1) +M(F1d + bG1) +M(d−1)

= −κ1 +M(F1d + bG1)− κ.
(5.6)

Äàëi çàñòîñó¹ìî Òåîðåìó 5.5 äî ôóíêöi¨ F1d + bG1. Ïåðåâiðèìî, ùî âèêîíó-
þòüñÿ óñi óìîâè Òåîðåìè 5.5:

Ïî-ïåðøå F1d, bG1 ∈ N n×n
+ òàê ÿê F1, G1 ∈ N n×n

+ i b, d ∈ Hn×n
∞ .

Äàëi äëÿ âñiõ λ ∈ T âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

||b(λ)G1(λ) · (F1(λ)d(λ)
)−1|| ≤ 1.

Äiéñíî,

||b(λ)G1(λ) · (F1(λ)d(λ)
)−1|| = ||b(λ)G1(λ)d−1(λ)F−1

1 (λ)||
= ||b(λ)G(λ)F−1

1 (λ)||
= ||G(λ)F−1

1 (λ)b(λ)||
= ||G(λ)F−1(λ)|| ≤ 1 (íà T)

Ïðè öüîìó âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ||b(λ)G(λ)F−1
1 (λ)|| = ||G(λ)F−1

1 (λ)b(λ)||,
ÿêà ¹ ñïðàâåäëèâîþ íà T, òàê ÿê b(λ) ¹ óíiòàðíîþ íà ãðàíèöi T. Çâiäñè âèï-
ëèâà¹, ùî

||b(λ)G1(λ) · (F1(λ)d(λ)
)−1|| ≤ 1

íà T.
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Ïîêàæåìî, ùî det
(
b(λ)G1(λ) + F1(λ)d(λ)

) 6≡ 0. Äiéñíî, äëÿ óñiõ λ ∈ D
îòðèìà¹ìî

det
(
b(λ)G1(λ) + F1(λ)d(λ)

)
= det

(
b−1(λ)

)

· det
(
b(λ)G1(λ) + F1(λ)d(λ)

) · det
(
d−1(λ)

)

= det
(
b−1(λ)

(
b(λ)G1(λ) + F1(λ)d(λ)

)
d−1(λ)

)

= det
(
F (λ) + G(λ)

) 6≡ 0.

Îòæå ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè Òåîðåìó 5.5.

M(F1d + bG1) ≤M(F1d). (5.7)

Ç Ëåìè 5.7 âèïëèâà¹, ùî

M(F1d) = M(F1) +M(d) = Mζ(F1) + κ1. (5.8)

Ïiäñòàâèìî (5.8) â (5.6):

M(F + G) ≤ −κ +Mζ(F1) + κ1 − κ1

= −κ +Mζ(F1) = M(F ).

Òàêèì ÷èíîì íåðiâíiñòü (5.4) äîâåäåíà.
Çàëèøèëîñü ïåðåâiðèòè ïðèíàëåæíiñòü F1d(F1d + bG1)

−1 ∈ Ln×n
1 (T).

Äiéñíî, çà óìîâîþ
F (F + G)−1 ∈ Ln×n

1 (T).

Òîìó
F (F + G)−1 = b−1F1(b

−1F1 + G1d
−1)

= b−1F1
(
b−1(F1d + bG1)d

−1)−1 ∈ Ln×n
1 (T).

Ïîçíà÷èìî B := b−1F1d(F1d + bG1)
−1b ∈ Ln×n

1 (T). Òàê ÿê κ < ∞, òî
bBb−1 ¹ âèçíà÷åíîþ ì.â. íà T, à òàê ÿê b ¹ óíiòàðíîþ íà T, òî ìàòðè÷íî-
çíà÷íà ôóíêöiÿ bBb−1 íàëåæèòü Ln×n

1 (T), àëå bBb−1 = F1d(F1d + bG1)
−1.

Çàñòîñîâóþ÷è Òåîðåìó 5.5 äî ôóíêöi¨ F1d + bG1, àíàëîãi÷íî äîâîäèìî
ðiâíiñòü (5.5) ïðè âèêîíàííi óìîâè F (F +G)−1 ∈ Ln×n

1 (T). Òåîðåìà äîâåäåíà.
2

Íàñëiäîê 5.9. Íåõàé F ∈ N n×n
+,κ , G ∈ N n×n

+,κ1
. ßêùî ||G(λ)F (λ)−1|| < ρ < 1

íà T, òî M(F + G) = M(F ).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî F (F + G)−1|T ∈
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Ln×n
1 (T). Äiéñíî,

||F (λ)
(
F (λ) + G(λ)

)−1|| = ||F (λ) · F (λ)−1(1 + F (λ)−1G(λ)
)−1||

= ||I · (1 + F (λ)−1G(λ)
)−1||

≤ (1− ρ)−1 < ∞ (íà T).

Ìè âèêîðèñòàëè ñïiââiäíîøåííÿ, ùî ||G(λ)F (λ)−1|| = ||F (λ)−1G(λ)||. 2

Öå òâåðäæåííÿ ¹ áiëüø çàãàëüíèì íiæ ðåçóëüòàò îòðèìàíèé ó [12], áî
ìè íå íàêëàäàëè óìîâó íîðìàëüíîñòi ìàòðè÷íî-çíà÷íèõ ôóíêöié F i G òà ¨õ
íåïåðåðâíiñòü àæ äî êîíòóðó. Â òîé æå ÷àñ âiäìiòèìî, ùî â [12] éäåòüñÿ ïðî
îïåðàòîðíî-çíà÷íi ôóíêöi¨.

5.1.3 Ïðîáëåìà GSTPκ(K, b)

Ñôîðìóëþ¹ìî iíòåðïîëÿöiéíó ïðîáëåìó, ÿêó ïîñòàâèëè òà ðîçâ'ÿçàëè Â. Äåð-
êà÷ i Ã. Äèì â [61].

Óçàãàëüíåíà ïðîáëåìà Øóðà-Òàêàãi GSTPκ(K, b). Ìà¹ìî âíóòðiø-
íþ ìàòðè÷íî-çíà÷íó ôóíêöiþ b ∈ Sq×q

in , ôóíêöiþ K ∈ Hp×q
∞ i öiëå ÷èñëî κ ≥ 0.

Çíàéòè óñi ìàòðè÷íî-çíà÷íi ôóíêöi¨ s ∈ Sp×q
κ òàêi, ùî

(s−K)b−1 ∈ N p×q
+,κ . (5.9)

Âèçíà÷èìî H∗(b), ÿê ìîäåëüíèé ïðîñòið H∗(b) := H⊥
2 ª b∗H⊥

2 , i Π−, ÿê
îðòîãîíàëüíèé ïðîåêòîð â L2 íà ïðîñòið H⊥

2 âiäïîâiäíî¨ ðîçìiðíîñòi
Âèçíà÷èìî îïåðàòîðè Γ : H∗(b) → (Hp

2)
⊥ i P : H∗(b) → H∗(b), ÿêi äiþòü

çà ïðàâèëîì
Γf = Π−Kf (f ∈ H∗(b)), (5.10)
P = I − Γ∗Γ (f ∈ H∗(b)). (5.11)

Òåîðåìà 5.10. ([61]) Äëÿ òîãî ùîá ïðîáëåìà GSTPκ(K, b) ìàëà ðîçâ'ÿçêè
íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

ν−(P) ≤ κ,

äå îïåðàòîð P âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (5.11).

Âèçíà÷èìî îïåðàòîð

F =

[
Γ

IH∗(b)

]
: H∗(b) → (Hp

2 )
⊥ ⊕H∗(b)
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Íåõàé
F(z) = E(z)F (z ∈ hb#), (5.12)

äå E(z) � îïåðàòîð åâàëþàöi¨ E(z) : f → f(z) ∈ Cp+q â òî÷öi z ∈ hb#, ϕ ∈ H⊥
2 .

Âèçíà÷èìî ìàòðè÷íî-çíà÷íó ôóíêöiþ W (z) ðiâíiñòþ

W (z) =

[
w11 w12

w21 w22

]
= I − (1− zζ)F(z)P−1F(ζ)∗jpq (z, ζ ∈ hb# ∩ T). (5.13)

ßê ïîêàçàíî â [61] ìàòðè÷íî-çíà÷íà ôóíêöiÿ
[
w21 w22

]
äîïóñêà¹ âçà¹ìíî

ïðîñòó ôàêòîðèçàöiþ
[
w21 w22

]
= b−1 [

ϕ21 ϕ22
]
, (5.14)

òîáòî
ker b(z)∗ ∩ ker

[
ϕ21(z) ϕ22(z)

]∗
= {0}.

Òåîðåìà 5.11. ([61]) Íåõàé îïåðàòîð P, ùî âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (5.11),
ìà¹ îáîðîòíèé, i ν−(P) = κ. Íåõàé ìàòðè÷íî-çíà÷íà ôóíêöiÿ W (λ) âèçíà-
÷åíà ôîðìóëîþ (5.13). Òîäi äðîáîâî-ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ

s = TW [ε] = (w11ε + w12)(w21ε + w22)
−1 (5.15)

âñòàíîâëþ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìíîæèíîþ ðîçâ'ÿçêiâ
ïðîáëåìè GSTPκ(K, b) i ìíîæèíîþ ôóíêöié ε ∈ Sp×q òàêèõ, ùî ôàêòîðè-
çàöiÿ

w21(z)ε(z) + w22(z) = b(z)−1(ϕ21(z)ε(z) + ϕ22(z)
)

(5.16)
¹ âçà¹ìíî ïðîñòîþ íà D, äå ϕ21(z) i ϕ22(z) âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíiñòþ (5.14).

5.2 Äîïîìiæíà äîòè÷íà iíòåðïîëÿöiéíà ïðîáëåìà
Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó äîïîìiæíó iíòåðïîëÿöiéíó ïðîáëåìó.

Ïðîáëåìà GTIP (θ, ϕ1, ϕ2) (Óçàãàëüíåíà äîòè÷íà iíòåðïîëÿöiéíà ïðî-
áëåìà). Ìà¹ìî ìàòðè÷íî-çíà÷íi ôóíêöi¨ θ ∈ Sq×q

in , ϕ1 ∈ Hq×p
∞ , ϕ2 ∈ Hq×r

∞ .
Îïèñàòè óñi ìàòðè÷íi ôóíêöi¨ ε ∈ Sp×r, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

θ−1(ϕ1ε + ϕ2) ∈ Hq×r
∞ . (5.17)

Ó âèïàäêó, êîëè q = p i ϕ1 ≡ Iq ïðîáëåìà GTIP (θ, Iq, ϕ2) ñïiâïàäà¹ ç
äîòè÷íîþ iíòåðïîëÿöiéíîþ ïðîáëåìîþ, ùî áóëà ðîçãëÿíóòà â [2], [73], [27].
Äàëi áóäå íàâåäåíî ðiçíi ìåòîäè îïèñó ðîçâ'ÿçêiâ ïðîáëåìè GTIP (θ, ϕ1, ϕ2).
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5.2.1 Àáñòðàêòíà iíòåðïîëÿöiéíà ïðîáëåìà, ùî àñîöiéîâàíà ç äî-
ïîìiæíîþ iíòåðïîëÿöiéíîþ ïðîáëåìîþ GTIP (θ, ϕ1, ϕ2)

Ñôîðìóëþ¹ìî iíòåðïîëÿöiéíó ïðîáëåìó GTIP (θ, ϕ1, ϕ2), ÿê àáñòðàêòíó ií-
òåðïîëÿöiéíó ïðîáëåìó, äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà äîïîìiæíèõ òâåð-
äæåíü.

Íåõàé ϕ1 ∈ Hq×p
∞ , ϕ2 ∈ Hq×r

∞ . Äëÿ âíóòðiøíüî¨ ôóíêöi¨ θ ∈ Sq×q
in ââåäåìî

äâà ìîäåëüíèõ ïðîñòîðè

H(θ) = Hq
2 ª θHq

2 , H∗(θ) = (Hq
2)
⊥ ª θ∗(Hq

2)
⊥.

Ââåäåìî îïåðàòîðè N1 : Hp
2 → H(θ) i N2 : Hr

2 → H(θ), ÿêi äiþòü çà
ïðàâèëîì

N1f = ΠH(θ)ϕ1f, N2g = −ΠH(θ)ϕ2g (f ∈ Hp
2 , g ∈ Hr

2). (5.18)

Òîäi îïåðàòîðè N ∗
1 : H(θ) → Hp

2 i N ∗
2 : H(θ) → Hr

2 äiþòü çà ïðàâèëîì

N ∗
1f = Π+ϕ∗1f, N ∗

2f = −Π+ϕ∗2f (f ∈ H(θ)). (5.19)

Ïîçíà÷èìî
Pf = (N1N

∗
1 −N2N

∗
2 )f, (5.20)

äëÿ f ∈ H(θ).
Ââåäåìî ó ïðîñòîði H(θ) ñêàëÿðíèé äîáóòîê çà ôîðìóëîþ

(f, g)H(θ) =
〈
(N1N

∗
1 −N2N

∗
2 )f, g

〉
st

= 〈Pf, g〉st. (5.21)

Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîðè M1 : H(θ) → Cp i M2 : H(θ) → Cr, ÿêi äiþòü çà
ïðàâèëîì

M1f = (N ∗
1f)(0), M2f = (N ∗

2f)(0) (f ∈ H(θ)). (5.22)
Íåõàé îïåðàòîð T � öå îïåðàòîð çñóâó â ïðîñòîði Hq

2 . Íåõàé îïåðàòîð
Tθ : H(θ) → H(θ) � ¹ çðiçàíèì îïåðàòîðîì çñóâó â ïðîñòîði H(θ)

Tθ = ΠH(θ)T ¹H(θ),

òîäi îïåðàòîð T ∗
θ ¹ îïåðàòîðîì çâîðîòíîãî çñóâó â ïðîñòîði H(θ).

Ëåìà 5.12. Íàñòóïíi òîòîæíîñòi ¹ âiðíèìè

N ∗
j T ∗

θ = T ∗N ∗
j (j = 1, 2), (5.23)
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äå îïåðàòîð T ¹ îïåðàòîðîì çñóâó â ïðîñòîði Hp
2 àáî Hr

2 , âiäïîâiäíî, ïðè
j = 1, 2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f, g ∈ H(θ). Òîäi çà îçíà÷åííÿì îïåðàòîðà Nj

〈N ∗
j T ∗

θ f, g〉st = 〈Π+ϕ∗jT
∗
θ f, g〉st

= 〈ϕ∗jT ∗
θ f, g〉st

= 〈ϕj(λ)∗f(λ), λg(λ)〉st
= 〈Π+ϕ∗j(λ)f(λ), λg(λ)〉st = 〈T ∗N ∗

j f, g〉st.

Îòæå, äiéñíî, N ∗
j T ∗

θ = T ∗N ∗
j ïðè j = 1, 2. 2

Íàñëiäîê 5.13. Ç ðiâíîñòåé (5.23) òàêîæ ñëiäóþòü òîòîæíîñòi

TθNj = NjT (j = 1, 2). (5.24)

Ëåìà 5.14. Îïåðàòîð P , ùî âèçíà÷åíèé ðiâíiñòþ (5.20), i îïåðàòîðè M1,
M2, ÿêi çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè (5.22) çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ Ëÿïóíîâà

P − TθPT ∗
θ = M ∗

1M1 −M ∗
2M2. (5.25)

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî äëÿ áóäü-ÿêèõ f, g ∈ H(θ), âèêîðèñòîâó¹ìî îçíà÷åííÿ
ïðîñòîðó H i çàñòîñîâóþ÷è òîòîæíîñòi (5.23) i (5.24), îòðèìà¹ìî òàêèé ëàí-
öþã ïåðåòâîðåíü

〈Pf, g〉st−〈TθPT ∗
θ f, g〉st

= 〈(N1N
∗
1 −N2N

∗
2 )f, g〉st − 〈(N1N

∗
1 −N2N

∗
2 )T ∗

θ f, T ∗
θ g〉st

= 〈(N1N
∗
1 −N2N

∗
2 )f, g〉st −

〈(
N1(TT ∗)N ∗

1 −N2(TT ∗)N ∗
2
)
f, g

〉
st

=
〈(

N1(I − TT ∗)N ∗
1 −N2(I − TT ∗)N ∗

2
)
f, g

〉
st

= 〈(M ∗
1M1 −M ∗

2M2)f, g〉st .

Îòæå, P çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ Ëÿïóíîâà (5.25). 2

Ïðîïîçèöiÿ 5.15. Ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà (5.25) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà (5.25) ìà¹ ðîçâ'ÿçêè P1 i P2. Íåõàé
P̃ = P1 − P2. Òîäi

P̃ = TθP̃ T ∗
θ . (5.26)

Ïiäñòàâèìî (5.26) ñàìî â ñåáå îòðèìà¹ìî, ùî

P̃ = T n
θ P̃ (T ∗

θ )n (∀n ∈ N). (5.27)
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Ç [25, ñòð. 66] âèïëèâà¹, ùî (T ∗
θ )n s→ 0 i ||T ∗

θ || ≤ 1. Òîäi (5.27) îçíà÷à¹, ùî
P̃ = 0, òîáòî P1 = P2. 2

Ç ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà (5.25) âèïëèâà¹, ùî ïðè óìîâi P ≥ 0 îïåðàòîðè
(H(θ),Cp,Cr, I, T ∗

θ ,M1,M2, P ) çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííþ (1.18). Îòæå,
ìè ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè àáñòðàêòíó iíòåðïîëÿöiéíó ïðîáëåìó, ùî âiäïîâi-
äà¹ GTIP (θ, ϕ1, ϕ2).

Ïðîáëåìà AIP ′(θ, ϕ1, ϕ2). Ìà¹ìî ìàòðè÷íi ôóíêöi¨ θ ∈ Sq×q
in , ϕ1 ∈

Hq×p
∞ , ϕ2 ∈ Hq×r

∞ . Íåõàé T ∗ � öå îïåðàòîð çâîðîòíîãî çñóâó â ïðîñòîði H(θ),
îïåðàòîðè M1, M2 âèçíà÷åíi ðiâíiñòþ (5.22), îïåðàòîð P çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ
(5.20). Îïèñàòè âñi ôóíêöi¨ ε ∈ Sp×r, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ
F : H(θ) → B(ε), ùî çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

(C1) Ff = t · FT ∗f −
[
Ip ε

ε∗ Ir

] [−M1f

M2f

]
, ïðè f ∈ H(θ) äëÿ ì.â. t ∈ T;

(C2) ||Ff ||2B(ε) ≤ 〈Pf, f〉st ïðè f ∈ H(θ).

Çàóâàæåííÿ 5.16. Ïðîáëåìà AIP ′(θ, ϕ1, ϕ2) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi i ëèøå òî-
äi, êîëè îïåðàòîð P , ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (5.20), ¹ íåâiä'¹ìíèì îïå-
ðàòîðîì â ïðîñòîði H(θ). Äàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî P ≥ 0.

5.2.2 Åêâiâàëåíòíiñòü GTIP i AIP'
Òåîðåìà 5.17. Íåõàé îïåðàòîðè N1, N2 âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (5.18).
ßêùî ôóíêöiÿ ε ∈ Sp×r ¹ ðîçâ'ÿçêîì ïðîáëåìè AIP ′(θ, ϕ1, ϕ2), òîäi âiäîáðà-
æåííÿ F : H(θ) → B(ε), ùî âiäïîâiäà¹ ôóíêöi¨ ε, ¹ ¹äèíèì, i çàäà¹òüñÿ
ôîðìóëîþ

Ff =

[
Ir ε

ε∗ Ip

] [
N ∗

1f

−N ∗
2f

]
(∀f ∈ H(θ)). (5.28)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

Ff = t · FT ∗
θ f −

[
Ip ε

ε∗ Ir

] [−M1f

M2f

]
=

[
F+f

F−f.

]

Ðîçãëÿíåìî àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ Ff(·) â D. Ç ñïiââiäíîøåííÿ (C1) âèï-
ëèâà¹, ùî

(F+f)(z)− z(F+T ∗
θ f)(z) = M1f − ε(z)M2f (z ∈ D). (5.29)
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Ïiäñòàâèìî â (5.29) f = (I − ζT ∗
θ )−1g, äå g ∈ H(θ) i ζ ∈ D, îòðèìà¹ìî

F+(I − ζT ∗
θ )−1g − zF+T ∗

θ (I − ζT ∗
θ )−1g = (M1 − ε(z)M2)(I − ζT ∗

θ )−1g. (5.30)

Ïiäñòàâèìî ñïiââiäíîøåííÿ

T ∗
θ (1− ζT ∗

θ )−1 =
1

ζ

(−I + (I − ζT ∗
θ )−1), (5.31)

ó ôîðìóëó (5.30), îòðèìà¹ìî

F+(I − ζT ∗
θ )−1g − z

ζ
F+

(−I + (I − ζT ∗
θ )−1)g = (M1 − ε(z)M2)(I − ζT ∗

θ )−1g.

Ïîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè íà ζ îòðèìà¹ìî, ùî

ζ(F+g)(z) + (ζ − z)
(
F+(I − ζT ∗)−1g

)
(z) = ζ

(
(M1 − ε(z)M2)(I − ζT ∗

θ )−1g
)
(z)

Ïiäñòàâèìî ó ïîïåðåäíþ ðiâíiñòü ζ = z îòðèìà¹ìî, ùî

(F+g)(z) =
(
(M1 − ε(z)M2)(I − zT ∗

θ )−1g
)
(z). (5.32)

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ (5.22) îïåðàòîðà M1 i ñïiââiäíîøåííÿ (5.23) îò-
ðèìà¹ìî, ùî

M1(I − zT ∗
θ )−1g = E0N

∗
1 (I − zT ∗

θ )−1g

= E0(I − zT ∗)−1N ∗
1g = (N ∗

1g)(z).

Àíàëîãi÷íî, ìà¹ìî, ùî

M2(I − zT ∗
θ )−1g = (N ∗

2g)(z).

Ïiäñòàâèìî öi ðiâíîñòi â ñïiââiäíîøåííÿ (5.32), îòðèìà¹ìî, ùî

(F+g)(z) = (N ∗
1g)(z)− ε(z)(N ∗

2g)(z).

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî (F−g)(z) = ε(z)∗(N ∗
1g)(z)− (N ∗

2g)(z).
Äiéñíî, ç ñïiââiäíîøåííÿ (C1) âèïëèâà¹, ùî

(F−f)(z)− z(F−T ∗
θ f)(z) = ε∗M1f(z)−M2f(z).
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Ïiäñòàâèìî f := (I − ζT ∗
θ )−1g, äå g ∈ H(θ) i ζ ∈ D, îòðèìà¹ìî

F−(I − ζT ∗
θ )−1g − zF−T ∗

θ (I − ζT ∗
θ )−1g = ε∗M1(I − ζT ∗

θ )−1g −M2(I − ζT ∗
θ )−1g.

Äàëi ç ñïiââiäíîøåííÿ (5.31) îòðèìà¹ìî, ùî

F−(I−ζT ∗
θ )−1g− z

ζ
F−(I +(1−ζT ∗

θ )−1)g = ε∗M1(I−ζT ∗
θ )−1g−M2(I−ζT ∗

θ )−1g,

çâiäêè, ïîìíîæèâøè íà ζ îòðèìà¹ìî, ùî

zF−g + (ζ − z)F−(I − ζT ∗
θ )−1g = ζε∗M1(I − ζT ∗

θ )−1g − ζM2(I − ζT ∗
θ )−1g.

Ïiäñòàâèìî ζ = z i âèêîðèñòà¹ìî âæå äîâåäåíi ôîðìóëè äëÿ N ∗
1 , N ∗

2 áóäåìî
ìàòè, ùî

(F−g)(z) = ε∗M1(I − zT ∗
θ )−1g −M2(I − zT ∗

θ )−1g

= ε∗(z)(N ∗
1g)(z)− (N ∗

2g)(z).

2

Òåîðåìà 5.18. Ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ ïðîáëåì GTIP (θ, ϕ1, ϕ2) i
AIP ′(θ, ϕ1, ϕ2) ñïiâïàäàþòü.

Äîâåäåííÿ. Êðîê 1. Íåõàé ìàòðè÷íî-çíà÷íà ôóíêöiÿ ε íàëåæèòü äî êëàñó
Sp×r. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ F =

[
F+

F−

]
, ÿêå çàäàíî ôîðìóëîþ (5.28).

Âiäìiòèìî, ùî F+f íàëåæèòü äî êëàñó Hp
2 ïðè áóäü-ÿêîìó f ∈ H(θ).

Äiéñíî, ç ñïiââiäíîøåííÿ (5.19) âèïëèâà¹, ùî

F+f = Π+ϕ∗1f + εΠ+ϕ∗2f ∈ Hp
2 .

Çàðàç ðîçãëÿíåìî óìîâè ïðèíàëåæíîñòi F−f ïðîñòîðó (Hr
2)
⊥. Ç ñïiââiä-

íîøåíü (5.19) âèïëèâà¹, ùî

F−f = ε∗Π+ϕ∗1f + Π+ϕ∗2f. (f ∈ H(θ)) (5.33)

Ïðèíàëåæíiñòü ôóíêöi¨ F−f ïðîñòîðó (Hr
2)
⊥ îçíà÷à¹, ùî

Π+F−f = Π+(ε∗Π+ϕ∗1 + Π+ϕ∗2)f = 0. (f ∈ H(θ))

Ïåðåïèøåìî öi ðiâíîñòi ó ñïðÿæåííîìó âèãëÿäi

ΠH(θ)(ϕ1ε + ϕ2)g = 0. (g ∈ Hp
2 ) (5.34)
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Ñïiââiäíîøåííÿ (5.34) îçíà÷à¹, ùî (ϕ1ε + ϕ2)g ∈ θH2, ùî âiäïîâiäà¹ óìî-
âi (5.17) ïðîáëåìè GTIP (θ, ϕ1, ϕ2).

Êðîê 2. Íåõàé ôóíêöiÿ ε ∈ Sp×r � öå ðîçâ'ÿçîê ïðîáëåìè
GTIP (θ, ϕ1, ϕ2). Ç ôîðìóëè (5.28) âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ F çàäîâîëüíÿ¹
óìîâi (C1) ïðîáëåìè AIP ′(θ, ϕ1, ϕ2). Òàêîæ ç äîâåäåíîãî íà Êðîöi 1 âèïëè-
âà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ F äi¹ ó ïðîñòîði Hp

2 ⊕ (Hr
2)
⊥.

Äëÿ òîãî, ùîá ôóíêöiÿ ε áóëà ðîçâ'ÿçêîì ïðîáëåìè AIP ′(θ, ϕ1, ϕ2) çà-
ëèøèëîñü äîâåñòè, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâà (C2). Äiéñíî, ïðè áóäü-ÿêîìó
f ∈ H(θ) âèêîíàíî ñïiââiäíîøåííÿ

(Ff, Ff)B(ε) =

∫

T
〈
[
Ip ε

ε∗ Ir

] [
N ∗

1f

−N ∗
2f

]
,

[
N ∗

1f

−N ∗
2f

]
〉C(p+r)×(p+r)dτ

= 〈N ∗
1f − εN ∗

2f,N ∗
1f〉st + 〈ε∗N ∗

1f −N ∗
2f,−N ∗

2f〉st . (5.35)

Òàê ÿê ε ∈ Sp×r � öå ðîçâ'ÿçîê GTIP (θ, ϕ1, ϕ2), òî ç ðiâíîñòi (5.34) âèïëè-
âà¹, ùî äðóãèé äîäàíîê ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (5.35) äîðiâíþ¹ íóëþ. Òîäi
ðiâíiñòü (5.35) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

(Ff, Ff)B(ε) = 〈N ∗
1f,N ∗

1f〉st − 〈εN ∗
2f,N ∗

1f〉st
= 〈N1N

∗
1f, f〉st − 〈N ∗

2f, ε∗N1f〉st .

Çíîâó âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿì (5.34) äëÿ äðóãîãî äîäàíêó, îòðè-
ìà¹ìî, ùî

(Ff, Ff)B(ε) = 〈N1N
∗
1f, f〉st − 〈N2N

∗
2f, f〉st = 〈Pf, f〉st .

Òàêèì ÷èíîì, óìîâó (C2) äîâåäåíî.
Êðîê 3. Íåõàé ôóíêöiÿ ε � öå ðîçâ'ÿçîê AIP ′(θ, ϕ1, ϕ2). Òîäi çà Òåîðå-

ìîþ 5.17 âiäîáðàæåííÿ F =

[
F+

F−

]
, ÿêå çàäàíå ôîðìóëîþ (5.28) äi¹ â ïðîñòið

B(ε). Îòæå ôóíêöiÿ F− äi¹ â ïðîñòið (Hr
2)
⊥, ùî ¹ åêâiâàëåíòíèì (äèâèñü Êðîê

1) óìîâi (5.17) ïðîáëåìè GTIP (θ, ϕ1, ϕ2) 2

Çàóâàæåííÿ 5.19. Âiäìiòèìî, ùî ïî õîäó äîâåäåííÿ Òåîðåìè 5.18 ìè ïî-
êàçàëè, ùî äëÿ àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè, ÿêà ïîáóäîâàíà çà
äàíèìè äîïîìiæíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ äîòè÷íî¨ ïðîáëåìè GTIP (θ, ϕ1, ϕ2) âè-
êîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü Ïàðñåâàëþ

||Ff ||2B(ε) = 〈Pf, f〉st, (f ∈ H(θ)) (5.36)
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äå P � îïåðàòîð Ïiêà, ùî âèçíà÷åíèé ðiâíiñòþ (5.20).

5.2.3 Ðîçâ'ÿçîê äîïîìiæíî¨ äîòè÷íî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè.
Ìåòîä óíiâåðñàëüíîãî ðîçøèðåííÿ

Ïîíÿòòÿ óíiâåðñàëüíîãî ðîçøèðåííÿ içîìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà áóëî ââåäåíî â
ðîáîòi [3] (äèâèñü òàêîæ [14]). Ìåòîä óíiâåðñàëüíîãî ðîçøèðåííÿ áóëî çàñòî-
ñîâàíî äëÿ îïèñó ðîçâ'ÿçêiâ àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè. Íà öüîìó
ìåòîäi çàñíîâàíèé òàêèé îïèñ ðîçâ'ÿçêó ïðîáëåìè AIP ′(θ, ϕ1, ϕ2).

Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð V : H(θ)⊕ Cr → H(θ)⊕ Cp, ÿêèé äi¹ çà ïðàâèëîì

V :

[
f

M2f

]
→

[
T ∗

θ f

M1f

]
(f ∈ H(θ)). (5.37)

Ïðîïîçèöiÿ 5.20. Ç ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà (5.25) âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð V ,
ÿêèé âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (5.37), ¹ içîìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì.

Ïîçíà÷èìî äåôåêòíi ïiäïðîñòîðè îïåðàòîðà V ÿê

NdV
=

(H(θ)⊕ Cr
)ª dV , N∆V

=
(H(θ)⊕ Cp

)ª∆V .

×èñëà d1 = dim NdV
i d2 = dim N∆V

íàçèâàþòüñÿ ðàíãàìè íåâèçíà÷åíîñòi
ïðîáëåìè AIP ′(θ, ϕ1, ϕ2).

Ïðîïîçèöiÿ 5.21. Äåôåêòíi ïiäïðîñòîði äëÿ îïåðàòîðà V ìàþòü âèãëÿä

NdV
=

{[
g

u

]
∈ H(θ)⊕ Cr : Pg − ΠH(θ)ϕ2u = 0

}
, (5.38)

N∆V
=

{[
g

u

]
∈ H(θ)⊕ Cp : TθPg + ΠH(θ)ϕ1u = 0

}
. (5.39)

Äîâåäåííÿ. Âåêòîð
[
g

u

]
íàëåæèòü äåôåêòíîìó ïiäïðîñòîðó NdV

, ÿêùî âè-
êîíó¹òüñÿ óìîâà

〈Pg, f〉st + (u,M2f)Cr = 0 (∀f ∈ H(θ)). (5.40)

Âèêîðèñòà¹ìî îçíà÷åííÿì îïåðàòîðiâ M2 i N2, äëÿ öüîãî áóäåìî îòîòîæíþ-
âàòè êîíñòàíòó u ç ïîñòiéíîþ ôóíêöi¹þ. Ïåðåïèøåìî ëiâó ÷àñòèíó ðiâíî-
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ñòi (5.40) ó âèãëÿäi

〈Pg, f〉st + (u,M2f)Cr = 〈Pg, f〉st +
(
u, (N ∗

2f)(0)
)
Cr

= 〈Pg, f〉st +
(
u,−(Π+ϕ∗2f)(0)

)
Cr = 〈Pg, f〉st − 〈u, Π+ϕ∗2f〉st

=
〈
Pg − ΠH(θ)ϕ2u, f

〉
st

= 0.

Òàêèì ÷èíîì, ðiâíiñòü (5.38) äîâåäåíå. Àíàëîãi÷íî, äîâîäèòüñÿ ðiâ-
íiñòü (5.39). Äiéñíî, âåêòîð

[
g

u

]
íàëåæèòü äåôåêòíîìó ïiäïðîñòîðó N∆V

, ÿê-
ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

〈Pg, T ∗
θ f〉st + (u,M1f)Cp = 0 (∀f ∈ H(θ)).

Äàëi âèêîðèñòà¹ìî îçíà÷åííÿì îïåðàòîðiâ M1 i N1, îòðèìà¹ìî

〈TθPg, f〉st + (u,M1f)Cp = 〈TθPg, f〉st +
(
u, (N ∗

1f)(0)
)
Cp

= 〈TθPg, f〉st +
(
u, (Π+ϕ∗1f)(0)

)
Cp = 〈TθPg, f〉st + 〈u, Π+ϕ∗1f〉st

=
〈
TθPg + ΠH(θ)ϕ1u, f

〉
st

= 0.

2

Íàñëiäîê 5.22. ßêùî îïåðàòîð P , ùî âèçíà÷åíèé ðiâíiñòþ (5.20), ìà¹
îáåðíåíèé, òî ïåðøèé ðàíã íåâèçíà÷åíîñòi d1 ïðîáëåìè AIP ′(θ, ϕ1, ϕ2) ¹
ìàêñèìàëüíèì, òîáòî

d1 = dim NdV
= r.

Äiéñíî, ÿêùî îïåðàòîð P ìà¹ îáåðíåíèé, òî äåôåêòíèé ïiäïðîñòið NdV

ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

NdV
=

{[
g

u

]
∈ H(θ)⊕ Cr : g = P−1ΠH(θ)ϕ2u

}
.

Íàñëiäîê 5.23. ßêùî îïåðàòîð P ìà¹ îáåðíåíèé, i äî òîãî æ θ(0)

¹ îáîðîòíîþ ìàòðèöåþ, òî äðóãèé ðàíã íåâèçíà÷åíîñòi d2 ïðîáëåìè
AIP ′(θ, ϕ1, ϕ2) òàêîæ ¹ ìàêñèìàëüíèì, òîáòî

d2 = dim N∆V
= p.

Äiéñíî, ÿêùî θ(0) ¹ îáîðîòíîþ ìàòðèöåþ, òî îïåðàòîð çñóâó Tθ ¹ îáåð-
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íåíèì. Îòæå äåôåêòíèé ïiäïðîñòið N∆V
ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

N∆V
=

{[
g

u

]
∈ H(θ)⊕ Cp : g = −P−1T−1

θ ΠH(θ)ϕ1u

}
.

Íåõàé L1 i L2 � êîïi¨ äåôåêòíèõ ïðîñòîðiâ NdV
i N∆V

, âiäïîâiäíî. Ââåäåìî
îïåðàòîð

A : H(θ)⊕ Cr ⊕ L2 = dV ⊕NdV
⊕ L2 → H(θ)⊕ Cp ⊕ L1 = ∆V ⊕N∆V

⊕ L1,

ÿêèé ¹ óíiòàðíèì ðîçøèðåííÿì içîìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà V , ùî âèçíà÷åíèé
ôîðìóëîþ

A¹ dV
= V, A¹ NdV

= id : NdV
→ L1 A¹ L2

= id : L2 → N∆V
,

äå id ïîçíà÷à¹ âiäîáðàæåííÿ òîòîæíîñòi.
Íåõàé S : Cr ⊕ L2 → Cp ⊕ L1 � öå îïåðàòîð ðîçñiþâàííÿ óíiòàðíîãî

îïåðàòîðà A, ùî ¹ âèçíà÷åíèì ôîðìóëîþ (äèâèñü [75])

S(z) = ΠCp⊕L1
(I − zAΠH(θ))

−1A¹ Cr⊕L2
. (5.41)

Íàñòóïíèé îïèñ ðîçâ'ÿçêiâ àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè áóëî
íàâåäåíî â [73] (äèâèñü òàêîæ [14]).

Òåîðåìà 5.24. ([73]) Íåõàé P ≥ 0, äå îïåðàòîð P ¹ âèçíà÷åíèì ðiâ-
íiñòþ (5.20), íåõàé L1, L2 ¹ äåôåêòíèìè ïiäïðîñòîðàìè içîìåòði¨ V ,
ùî ïîáóäîâàíà çà ôîðìóëîþ (5.37), íåõàé S ¹ îïåðàòîð ðîçñiþâàííÿ, ùî
âèçíà÷åíèé çà ôîðìóëîþ (5.41). Òîäi ìíîæèíà âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ïðîáëåìè
AIP ′(θ, ϕ1, ϕ2) ïàðàìåòðèçó¹òüñÿ ñòèñêàþ÷èìè ìàòðè÷íî-çíà÷íèìè ôóíê-
öiÿìè ω ∈ S[L1,L2]. À ñàìå, äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìàòðè÷íî-çíà÷íî¨ ôóíêöi¨ ω ∈
S[L1,L2] ðîçâ'ÿçîê AIP ′(θ, ϕ1, ϕ2) âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

ε = ΠCp(ICp⊕L1
− S¹ L2

ωΠL1
)−1S¹ Cr . (5.42)

Çàóâàæåííÿ 5.25. Âèêîðèñòîâóþ÷è áëî÷íå çîáðàæåííÿ äëÿ îïåðàòîðà ðîç-
ñiþâàííÿ S

S =

[
s0 s2

s1 s

]
:

[
Cr

L2

]
→

[
Cp

L1

]
,

ôîðìóëó (5.42) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

ε = s0 + s2(IL2
− ωs)−1ωs1. (ω ∈ S[L1,L2]) (5.43)
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ßê ïîêàçàíî â [32, Òåîðåìà 1] ç ðiâíîñòi Ïàðñåâàëþ (5.36) âèïëèâà¹
Ïðîïîçèöiÿ 5.26. ([32]) Çà óìîâ Òåîðåìè (5.24):

(i) âèêîíóþòüñÿ òàêi åêâiâàëåíòíi òâåðäæåííÿ

rank(ICp⊕L1
− SS∗) = rank(Ip − s0s

∗
0)− dim N∆V

(ì.â. íà T), (5.44)

rank(ICr⊕L2
− S∗S) = rank(Ir − s∗0s0)− dim NdV

(ì.â. íà T); (5.45)
(ii) äëÿ áóäü-ÿêîãî ïàðàìåòðà ω ∈ S[L1,L2], ùî âiäïîâiäà¹ ðîçâ'ÿçêó ε

ïðîáëåìè AIP ′(θ, ϕ1, ϕ2), ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

rank(ICp⊕L1
− SS∗) = rank(ICp − εε∗)− rang(ICp − ωω∗), (5.46)

rank(ICr⊕L2
− S∗S) = rank(ICr − ε∗ε)− rang(ICp − ω∗ω). (5.47)

Ïðîïîçèöiÿ 5.27. Íåõàé îïåðàòîð P , ùî âèçíà÷åíèé ðiâíiñòþ (5.20), çà-
äîâîëüíÿ¹ óìîâi P ≥ 0, i íåõàé

0 ∈ ρ(P ), det(θ(0)) 6= 0. (5.48)

Òîäi îïåðàòîð ðîçñiþâàííÿ S ¹ âíóòðiøíüîþ ôóíêöi¹þ, òîáòî

Ip+r − SS∗ = Ip+r − S∗S = 0 (ì.â. íà T). (5.49)

Äîâåäåííÿ. Ç Íàñëiäêó 5.22 âèïëèâà¹, ùî ðàíã íåâèçíà÷åíîñòi d1 ïðîáëåìè
AIP ′(θ, ϕ1, ϕ2) ¹ ìàêñèìàëüíèìè, òîáòî dim NdV

= r. Òîäi çi ñïiââiäíîøåí-
íÿ (5.45) îòðèìó¹ìî, ùî

rank(Ir − s∗0s0) ≥ dim NdV
= r (ì.â. íà T).

Öÿ íåðiâíiñòü ¹ ìîæëèâîþ ëèøå çà óìîâè rank(Ir − s∗0s0) = r. Òîäi çi ñïiââiä-
íîøåííÿ (5.45), îòðèìó¹ìî, ùî rank(ICr⊕L2

− S∗S) = 0.
Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî rank(ICp⊕L1

− SS∗) = 0. Äiéñíî, ç Íàñëiä-
êó 5.23 âèïëèâà¹, ùî ðàíã íåâèçíà÷åíîñòi d2 ïðîáëåìè AIP ′(θ, ϕ1, ϕ2) ¹ ìàê-
ñèìàëüíèìè, òîáòî dim N∆V

= p. Çi ñïiââiäíîøåííÿ (5.44) îòðèìó¹ìî, ùî

rank(ICp⊕L1
− SS∗) = rank(Ip − s0s

∗
0)− dim N∆V

= 0 (ì.â. íà T).

2

Ïî¹äíóþ÷è ðåçóëüòàòè (5.46), (5.47) i (5.49), ïðè âèêîíàííi óìîâ (5.48) ìè
îòðèìà¹ìî êëàñè÷íó òåîðåìó Íåâàíëiííè-Àäàìÿíà-Àðîâà-Êðåéíà äëÿ ïðî-
áëåìè GTIP (θ, ϕ1, ϕ2) (äèâèñü [1]).
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Òåîðåìà 5.28. Íåõàé îïåðàòîð P ≥ 0 ¹ çàäàíèì ðiâíiñòþ (5.20), i âèêî-
íóþòüñÿ óìîâè (5.48). Òîäi ðîçâ'ÿçîê ε ïðîáëåìè AIP ′(θ, ϕ1, ϕ2) ¹ âíóò-
ðiøíüîþ (*-âíóòðiøíüîþ) ìàòðè÷íî-çíà÷íîþ ôóíêöi¹þ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè âiäïîâiäíèé ïàðàìåòð ω ∈ S[L1,L2] â ôîðìóëi (5.43) òàêîæ ¹ âíóò-
ðiøíüîþ (*-âíóòðiøíüîþ) ôóíêöi¹þ.

5.2.4 Ðîçâ'ÿçîê äîïîìiæíî¨ äîòè÷íî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè.
Ìåòîä ðåçîëüâåíòíî¨ ìàòðèöi

Çà äåÿêèõ äîäàòêîâèõ óìîâ íà äàíi ïðîáëåìè GTIP (θ, ϕ1, ϕ2) ôîðìóëà (5.43)
ìîæå áóòè çàìiíåíà äðîáîâî-ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì, ÿêå ïîðîäæåíî äåÿêîþ
ìàòðè÷íî-çíà÷íîþ ôóíêöi¹þ. Â âèïàäêó äîòè÷íî¨ i áiäîòè÷íî¨ iíòåðïîëÿöié-
íî¨ ïðîáëåìè òàêå ïåðåòâîðåííÿ âèêîðèñòîâóâàëîñÿ â ðîáîòàõ [27], [2], à â
ñêàëÿðíîìó âèïàäêó (p = q = 1) ùå ðàíiøå â [1].

Çàðàç ìè ïîñèëèìî óìîâó (5.48) íà îïåðàòîð P ≥ 0, i ïðèïóñòèìî ó
ïîäàëüøîìó, ùî

0 ∈ ρ(P ), 1 ∈ hθ. (5.50)
Ïåðøà ç óìîâ (5.50) îçíà÷à¹, ùî ïðîñòið H(θ) çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì, ùî
âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (5.21), ¹ ïðîñòîðîì Ãiëüáåðòà. Äðóãà óìîâà îçíà÷à¹,
ùî äëÿ îïåðàòîðà V , ÿêèé âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (5.37), òî÷êà z = 1 ¹ òî÷êîþ
ðåãóëÿðíîãî òèïó, i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

ran (1− ΠH(θ)V ) u
[

0

Cq

]
=

[H(θ)

Cq

]
,

ÿêà â ñâîþ ÷åðãó ¹ åêâiâàëåíòíîþ óìîâi 1 ∈ ρ(T ∗
θ ).

ßê ïîêàçàíî â [42] ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðî-
áëåìè AIP ′(θ, ϕ1, ϕ2) îïèñó¹òüñÿ òàêîþ òåîðåìîþ

Òåîðåìà 5.29. Íåõàé îïåðàòîðè θ, ϕ1, ϕ2 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (5.50) i P ≥
0, äå îïåðàòîð P ¹ âèçíà÷åíèì ôîðìóëîþ (5.20). Íåõàé ìàòðè÷íî-çíà÷íà
ôóíêöiÿ U(z) =

[
u11(z) u12(z)

u21(z) u22(z)

]
: C(p+r)×(p+r) → C(p+r)×(p+r) çàäàíà ðiâíiñòþ

U(z) = I − (1− z)

[
M1

M2

]
(I − zT ∗

θ )−1P−1(I − T ∗
θ )−∗

[
M ∗

1 −M ∗
2

]
. (5.51)

Òîäi ôîðìóëà
ε = TU [ω] = (u11ω + u12)(u21ω + u22)

−1 (5.52)
äà¹ îïèñ óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè, êîëè ω ïðîáiãà¹ êëàñ
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Sp×r.

Çàóâàæåííÿ 5.30. Ïåðåâàãà ôîðìóëè (5.52) ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî â (5.51)
ïðåäñòàâëåíà ÿâíà ôîðìóëà äëÿ ðåçîëüâåíòíî¨ ìàòðèöi U iíòåðïîëÿöié-
íî¨ çàäà÷i GTIP (θ, ϕ1, ϕ2). Ïðè öüîìó â ðîáîòi [42] ôîðìóëà (5.52) äîâåäåíà
â iíäåôiíiòíîìó âèïàäêó ìåòîäîì àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè
(äèâèñü [57]).

5.2.5 Ìàêñèìóì åíòðîïi¨
ßê âiäîìî âåëèêèé êëàñ çàäà÷, ÷è¨ ðîçâ'ÿçêè ìîæíà îïèñàòè äðîáîâî-ëiíiéíèì
ïåðåòâîðåííÿì ôóíêöi¨ ç êëàñó Øóðà Sp×r, äîïóñêà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ó ÿêî-
ãî ζ-åíòðîïiéíèé iíòåãðàë

Eζ(ε) =

∫ 2π

0
ln det(I − ε(eit)ε(eit)∗)dσζ(t), (5.53)

ïðèéìà¹ ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ. Òóò ζ ∈ D i dσζ(t) = 1
2π

1−|ζ|2
|eit−ζ|2dt (äèâèñü [68,

Section 11]). Äëÿ ïðîáëåìè GTIP (θ, ϕ1, ϕ2) ìà¹ ìiñöå òàêå òâåðäæåííÿ

Òåîðåìà 5.31. Íåõàé îïåðàòîðè θ, ϕ1, ϕ2 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (5.50) i
P ≥ 0, äå îïåðàòîð P ¹ âèçíà÷åíèì ôîðìóëîþ (5.20). Íåõàé ìàòðè÷íî-
çíà÷íà ôóíêöiÿ U(λ) : C(p+r)×(p+r) → C(p+r)×(p+r) çàäàíà ðiâíiñòþ (5.51), i
ðîçâ'ÿçîê ε ∈ Sp×r ïðîáëåìè GTIP (θ, ϕ1, ϕ2) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (5.52)
äëÿ äåÿêîþ ôóíêöi¨ ω ∈ Sp×r. Òîäi äëÿ äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ òî÷êè ζ ∈ D⋂

hu22

Eζ(ε) ≤ ln det
(
u22(ζ)u22(ζ)∗ − u21(ζ)u21(ζ)∗

)
. (5.54)

Ïðè öüîìó ðiâíiñòü â ôîðìóëi (5.54) äîñÿãà¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

ε(z) = εmax(z)

=
(
u11(z)u21(ζ)∗ − u12(z)u22(ζ)∗

)(
u21(z)u21(ζ)∗ − u22(z)u22(ζ)∗

)−1
.

(5.55)
Òàêèì ÷èíîì, ðiâíiñòü â ôîðìóëi (5.54) äîñÿãà¹òüñÿ, ÿêùî ðîçâ'ÿçîê ε âiä-
ïîâiäà¹ â ôîðìóëi (5.52) ïàðàìåòðó

ω(z) = ωmax(z) ≡ −u21(ζ)∗u22(ζ)−∗. (5.56)

Äîâåäåííÿ. Ôîðìóëà (5.54) âèïëèâà¹ ç îïèñó ðîçâ'ÿçêiâ ïðîáëåìè
GTIP (θ, ϕ1, ϕ2) ó âèãëÿäi äðîáîâî-ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ (5.52). ßê ïîêà-
çàíî â [68, Theorem 11.1] åíòðîïiéíèé iíòåãðàë (5.53) äîñÿãà¹ ìàêñèìóìó ó
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âèïàäêó, ÿêùî ε ìà¹ âèãëÿä âèä (5.55), ùî âiäïîâiäà¹ çíà÷åííþ ïàðàìåòðà
ω(z) ≡ −w21(ζ)∗w22(ζ)−∗ â ôîðìóëi (5.52). 2

5.3 Âèíÿòêîâi ïàðàìåòðè
5.3.1 Êëàñèôiêàöiÿ âèíÿòêîâèõ ïàðàìåòðiâ
Ïîâåðíåìîñÿ äî ðîçãëÿäó óçàãàëüíåíî¨ ïðîáëåìè Øóðà-Òàêàãè (5.9).

Îçíà÷åííÿ 5.32. Ïàðàìåòð ε ∈ Sp×q íàçèâà¹òüñÿ âèíÿòêîâèì äëÿ ïðîáëå-
ìè GSTPκ(K, b), ÿêùî ïîðóøó¹òüñÿ óìîâà âçà¹ìíî¨ ïðîñòîòè ôàêòîðèçà-
öi¨ (5.16), òîáòî b(z) i ϕ21(z)ε(z) + ϕ22(z) ìàþòü ñïiëüíèé ëiâèé äiëüíèê
θ ∈ Sq×q.

Ââåäåìî òàêó êëàñèôiêàöiþ ìíîæèíè âèíÿòêîâèõ ïàðàìåòðiâ ïðîáëåìè
GSTPκ(K, b). Íåõàé θ � öå ëiâèé äiëüíèê ìàòðè÷íî-çíà÷íî¨ ôóíêöi¨ b (θ 6≡ I).
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

E(θ) =
{

ε ∈ Sp×q : θ−1(ϕ21ε + ϕ22) ∈ Hq×q
∞

}
.

ßêùî ε ∈ E(θ), òî ïîêëàäåìî

ψ = θ−1(ϕ21ε + ϕ22),

i îòðèìà¹ìî
ϕ21ε + ϕ22 = θψ,

òîáòî θ ¹ ëiâèì äiëüíèêîì ìàòðè÷íî-çíà÷íî¨ ôóíêöi¨ ϕ21ε + ϕ22. Òàê ÿê θ �
öå íåòðèâiàëüíèé ëiâèé äiëüíèê b, òî öå îçíà÷à¹, ùî ôàêòîðèçàöiÿ (5.16) íå
¹ âçà¹ìíî ïðîñòîþ.

Ç iíøîãî áîêó, áóäü-ÿêèé âèíÿòêîâèé ïàðàìåòð ε ïîòðàïëÿ¹ ó îäèí ç
êëàñiâ E(θ) ïðè äåÿêîìó âèáîði ëiâîãî äiëüíèêà θ ìàòðè÷íî-çíà÷íî¨ ôóíêöi¨
b.

Äiéñíî, ÿêùî ôàêòîðèçàöiÿ (5.16) íå ¹ âçà¹ìíî ïðîñòîþ, òî iñíóþòü z0 ∈
D i h0 ∈ Cp (||h0|| = 1) òàêi, ùî

h∗0b(z0) = h∗0
(
ϕ21(z0)ε(z0) + ϕ22(z0)

)
= 0,

i îòæå îáèäâi ìàòðè÷íî-çíà÷íi ôóíêöi¨ b(z) i ϕ21(z)ε(z)+ϕ22(z) ìàþòü ñïiëü-
íèé ëiâèé äiëüíèê

θ(z) =
z − z0

1− zz0
Πh0

+ I − Πh0
,
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äå Πh0
= h0h

∗
0 � öå îðòîãîíàëüíèé ïðîåêòîð íà ïiäïðîñòið span{h0} â Cp.

Òîáòî ε ∈ E(θ).

Çàóâàæåííÿ 5.33. Ìíîæèíà óñiõ âèíÿòêîâèõ ïàðàìåòðiâ ïðîáëåìè
GSTPκ(K, b) ¹ îá'¹äíàííÿì ìíîæèí E(θ), äå θ ¹ ëiâèì äiëüíèêîì b. Ïðè
öüîìó ìíîæèíà E(θ) ¹ ìíîæèíîþ ðîçâ'ÿçêiâ ïðîáëåìè GTIP (θ, ϕ21, ϕ22).

Ëåìà 5.34. ([60]) Íåõàé Ψ ∈ N p×q
+,κ , b1 ∈ Hp×p

∞ , b2 ∈ Hq×q
∞ ìàòðè÷íî-çíà÷íi

ôóíêöi¨, òàêi ùî
Mπ(b1Ψ) = Mπ(Ψ).

Òîäi
Mπ(b1Ψb2) = Mπ(Ψb2).

Íàâïàêè, ÿêùî
Mπ(Ψb2) = Mπ(Ψ),

òî
Mπ(b1Ψb2) = Mπ(b1Ψ).

Ëåìà 5.35. ([61, Theorem 4.2]) Ìàòðè÷íîçíà÷íà ôóíêöiÿ W , ùî âèçíà÷åíà
ôîðìóëîþ (5.13), äîïóñêà¹ âçà¹ìíî ïðîñòó ôàêòîðèçàöiþ

W = Θ Φ, ãäå Θ =

[
I Kb−1

0 b−1

]
, (5.57)

i Φ±1 ∈ H2.

Ïðåäñòàâèìî ìàòðè÷íî-çíà÷íó ôóíêöiþ Φ, ùî âèçíà÷åíà ç ôàêòîðèçà-
öi¨ (5.57), ó áëî÷íîìó âèãëÿäi Φ =

[
ϕ11 ϕ12

ϕ21 ϕ22

]
, äå ϕ11 i ϕ22 � ìàòðè÷íî-çíà÷íi

ôóíêöi¨ iç çíà÷åííÿì ó Cp×p i Cq×q, âiäïîâiäíî.
Âèçíà÷èìî ìàòðè÷íî-çíà÷íi ôóíêöi¨

H = ϕ11ε + ϕ12, G = ϕ21ε + ϕ22. (5.58)

Ëåìà 5.36. ([61, Lemma 5.5]) Íåõàé ìàòðè÷íî-çíà÷íà ôóíêöi¨ W , ùî âèçíà-
÷åíà ôîðìóëîþ (5.13), äîïóñêà¹ ôàêòîðèçàöiþ (5.57). Íåõàé ν−(P) = κ, äå
îïåðàòîð P âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (5.11). Íåõàé ìàòðè÷íî-çíà÷íà ôóíê-
öiÿ s âèçíà÷åíà äðîáîâî-ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì (5.15) s = TW [ε]. Òîäi
ìàòðè÷íî-çíà÷íà ôóíêöiÿ (s − K)b−1 ïðèïóñêà¹ âçà¹ìíî ïðîñòó ôàêòîðè-
çàöiþ

(s−K)b−1 = HG−1, (5.59)
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äå ôóíêöi¨ H i G âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (5.58). Ïðè öüîìó H ∈ N p×q
+ , G ∈

N q×q
+,κ .

Òåîðåìà 5.37. Íåõàé b ∈ Sq×q
in , K ∈ Hp×q

∞ i κ ∈ N. Íåõàé ν−(P) = κ, äå
îïåðàòîð P âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (5.11). Âèçíà÷èìî ìàòðè÷íî-çíà÷íi
ôóíêöi¨ ϕ21 i ϕ22 ðiâíiñòþ (5.14) òà ìàòðè÷íî-çíà÷íó ôóíêöiþ W ðiâ-
íiñòþ (5.13).

Íåõàé θ ¹ ëiâèì äiëüíèêîì ìàòðè÷íî-çíà÷íî¨ ôóíêöi¨ b, ïðè öüîìó

b(z) = θ(z)̃b(z), (5.60)

i deg θ = κ0 ≤ κ. Íåõàé ε ∈ Sp×q ¹ ðîçâ'ÿçêîì ïðîáëåìè GTIP (θ, ϕ21, ϕ22),
òîáòî

ϕ21(z)ε(z) + ϕ22(z) = θ(z)ψ(z) (5.61)
äëÿ äåÿêî¨ ψ ∈ Hq×q

∞ . Òîäi ìàòðè÷íî-çíà÷íà ôóíêöiÿ s = TW [ε] âèãëÿ-
äó (5.15), íàëåæèòü äî êëàñó Sp×q

κ1
, äå κ1 ≤ κ− κ0, i

(s−K )̃b−1 ∈ N p×q
+,κ−κ0

. (5.62)

Ïðè öüîìó
(s−K)b−1 ∈ N p×q

+,κ . (5.63)
Ó âèïàäêó, êîëè θ ¹ íàéáiëüøèì ëiâèì äiëüíèêîì b i ϕ21ε+ϕ22, âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü κ1 = κ− κ0.

Óìîâó (5.62) ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê âèêîíàííÿ ðiâíî κ − κ0 iíòåðïîëÿ-
öiéíèõ óìîâ äëÿ ôóíêöi¨ s ∈ Sp×q

κ−κ0
, ó òîé ÷àñ ÿê (5.63) îçíà÷à¹, ùî íå âñi

iíòåðïîëÿöiéíi óìîâè ïðîáëåìè (5.9) âèêîíóþòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Êðîê 1. Ïîêàæåìî, ùî s ∈ Sp×q
κ1

. Ç âçà¹ìíî ïðîñòî¨ ôàêòîðè-
çàöi¨ (5.59) âèïëèâà¹, ùî

Mπ(HG−1) = Mπ(G
−1) = κ.

Òîäi ç Ëåìè 5.34 ñëiäó¹, ùî

Mπ(HG−1b) = Mπ(G
−1b).

Äàëi, òàê ÿê HG−1b = s −K i G−1b = ψ−1b̃ (äèâèñü ôîðìóëè (5.59), (5.61) i
(5.60)), òîäi

Mπ(s) = Mπ(s−K) = Mπ(ψ
−1b̃) ≤ κ− κ0.
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Ó âèïàäêó, êîëè θ ¹ íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì b i ϕ21ε+ϕ22 îòðèìà¹ìî,
ùî

Mπ(s) = Mπ(ψ
−1b̃) = κ− κ0.

Êðîê 2. Ïîêàæåìî, ùî (s−K )̃b−1 ∈ N p×q
+,κ−κ0

. Âiäìiòèìî, ùî

(s−K )̃b−1 = HG−1θ.

Çíîâó, çà Ëåìîþ 5.34

Mπ(HG−1θ) = Mπ(G
−1θ).

Îòæå, òàê ÿê θ ¹ äiëüíèêîì G,

Mπ

(
(s−K )̃b−1) = Mπ(G

−1θ) = κ− κ0.

Êðîê 3. Ïðèíàëåæíiñòü (s − K)b−1 äî êëàñó N p×q
+,κ âèïëèâà¹ ç Ëå-

ìè (5.36). 2

5.3.2 Îïèñ âèíÿòêîâèõ ïàðàìåòðiâ ó ñêàëÿðíîìó âèïàäêó
Ðåçóëüòàò, ÿêèé îòðèìàíî â Òåîðåìi 5.37, â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó çâîäèòüñÿ
äî âiäîìîãî ðåçóëüòàòó Â. Áîëîòíiêîâà ([48]). Â [48] áóëà ðîçãëÿíóòà òàêà
îäíîâèìiðíà iíäåôiíiòíà ïðîáëåìà Êàðàòåîäîði-Ôåé¹ðà.

Ïðîáëåìà CFκ. Ìà¹ìî k ðiçíèõ òî÷îê z1, . . . , zk ∈ D i äîäàòíèõ öiëèõ
÷èñåë n1, . . . , nk, i N :=

k∑
i=1

ni êîìïëåêñíèõ ÷èñåë si,j (0 ≤ j ≤ ni − 1; 1 ≤
i ≤ k). Íåõàé κ � öå íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî. Çíàéòè óñi ôóíêöi¨ s ∈ Sκ, êîòði
¹ àíàëiòè÷íèìè â òî÷êàõ zi i çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

s(j)(zi) = j!si,j (i = 1, . . . , k; j = 0, . . . , ni − 1). (5.64)

Iíøèìè ñëîâàìè, òðåáà çíàéòè óñi ôóíêöi¨ s ∈ Sκ, ó ÿêèõ ðîçêëàä ó ðÿä
Òåéëîðà â òî÷êàõ zi ìà¹ âèãëÿä

s(z) = si,0 + (z − zi)si,1 + · · ·+ (z − zi)
ni−1si,ni−1 + o

(
(z − zi)

ni−1)

äëÿ i = 1, . . . , k.
Ââåäåìî äåêiëüêà óìîâíèõ ïîçíà÷åíü.
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Íåõàé Jn(α) � îäíîêëiòèííà ìàòðèöÿ Æîðäàíà ðîçìiðó n× n

Jn(α) =




α 1 0 · · · 0

0 α 1 . . . ...
... . . . . . . . . . 0

α 1

0 · · · 0 α




.

Çà äàíèìè ïðîáëåìè ïîáóäó¹ìî ìàòðèöi

T̂ =




Jn1
(z1)

. . .
Jnk

(zk)


 ,

L =
[
Ln1

· · · Lnk

]
, C =

[
C1 · · · Ck

]
,

äå Lni
i Ci � öå âåêòîð ðÿäêè äîâæèíîþ ni âèãëÿäó

Lni
=

[
1 0 · · · 0

]
, Ci =

[
si,0 si,1 · · · si,ni−1

]
.

Íåõàé P̂ � öå ìàòðèöÿ Ïiêà, ùî âèçíà÷åíà çà ïðàâèëîì

P̂ =
∞∑

k=0

(T̂ ∗)k(L∗L− C∗C)T̂ k. (5.65)

Òàê ÿê |zi| < 1, òî ðÿä (5.65) çáiãà¹òüñÿ i ìàòðèöÿ Ïiêà P ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâ-
íÿííÿ Ëÿïóíîâà-Ñòåéíà

P̂ − T̂ ∗P̂ T̂ = L∗L− C∗C. (5.66)

Íåõàé ìàòðèöÿ Ŵ (z) ∈ C2×2 îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

Ŵ (z) = I2 + (1− z)

[
C

L

]
(zI − T̂ )−1P̂−1(I − T̂ ∗)−1 [−C∗ L∗

]
. (5.67)

Âèçíà÷èìî ìàòðè÷íî-çíà÷íó ôóíêöiþ Ω(z) ðiâíiñòþ

Ω(z) :=

[
Ω11(z) Ω12(z)

Ω21(z) Ω22(z)

]
=

(
k∏

i=1

(z − zi)
ni

)
Ŵ (z). (5.68)

Òåîðåìà 5.38. ([48]) Íåõàé ìàòðèöÿ Ïiêà P̂ ïðîáëåìè CFκ (5.64) ¹ âèðîä-
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æåíîþ i ìà¹ κ âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü. Íåõàé ìàòðè÷íî-çíà÷íà ôóíêöiÿ
Ω ïîáóäîâàíà çà ôîðìóëîþ (5.68). Òîäi âñi ðîçâ'ÿçêè s ïðîáëåìè (5.64) ïàðà-
ìåòðèçóþòüñÿ ôîðìóëîþ

s(z) = TΩ[ε], (5.69)
äå ïàðàìåòð ε ∈ S çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòÿìè

Ω21(zi)ε(zi) + Ω22(zi) 6= 0 (i = 1, . . . , k). (5.70)

Îçíà÷åííÿ 5.39. ([48]) Ôóíêöiÿ ε ∈ S íàçèâà¹òüñÿ âèíÿòêîâèì ïàðàìåò-
ðîì ïåðåòâîðåííÿ (5.69), ÿêùî âîíà íå çàäîâîëüíÿ¹ õî÷à á îäíó ç óìîâ (5.70).
Âèíÿòêîâèé ïàðàìåòð ε ∈ S ìà¹ ìóëüòèïîðÿäîê m = (m1, . . . , mk), ÿê-
ùî ôóíêöiÿ Ω21(z)ε(z) + Ω22(z) ìà¹ íóëi êðàòíîñòi mi â òî÷êàõ zi ïðè
i = 1, . . . , k.

Ç ïîïåðåäíüîãî âèçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî ïàðàìåòð äðîáîâî-ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ, ÿêèé íå ¹ âèíÿòêîâèì � öå ïàðàìåòð ìóëüòèïîðÿäêó 0 =

(0, . . . , 0).
Çàôiêñó¹ìî ìóëüòèiíäåêñ n = (n1, . . . , nk), ùî âèçíà÷åíèé äàíèìè ïðî-

áëåìè CFκ (5.64). Â çàëåæíîñòi âiä ìóëüòèiíäåêñó n ðîçiá'¹ìî iíäåêñè ìóëü-
òèïîðÿäêó m íà ìíîæèíi

Z−
m =

{
i ∈ {1, . . . , k} : mi ≤ ni

}

Z+
m =

{
i ∈ {1, . . . , k} : mi > ni

}

Z0
m =

{
i ∈ {1, . . . , k} : mi = 0

}
⊂ Z−

m.

Íåõàé γm :=
∑

i∈Z−m
mi +

∑
i∈Z+m

ni =
k∑

i=1
min{mi, ni}.

Òåîðåìà 5.40. ([48]) ßêùî ε ∈ S � öå âèíÿòêîâèé ïàðàìåòð ìóëüòèïî-
ðÿäêó m = (m1, . . . , mk), òî ôóíêöiÿ s = TΩ[ε] íàëåæèòü äî êëàñó Sκ−γm,

s = TΩ[ε] ∈ Sκ−γm. (5.71)

Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ s ìà¹ ïîëþñè ïîðÿäêó mi − ni â òî÷öi zi ïðè i ∈ Z+
m, i

çàäîâîëüíÿ¹ iíòåðïîëÿöiéíi óìîâè

s(j)(zi) = j!si,j (j = 0, . . . ni −mi − 1) (i ∈ Z−
m), (5.72)
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à òàêîæ óìîâi

s(ni−mi)(zi) 6= (ni −mi)!si,ni−mi
(i ∈ Z−

m \ Z0
m). (5.73)

Çàóâàæåííÿ 5.41. ßêùî ïàðàìåòð ε ∈ S ìà¹ ìóëüòèïîðÿäîê m = 0, òî
òâåðäæåííÿ Òåîðåìè 5.40 ñïiâïàäà¹ ç âiäïîâiäíîþ ÷àñòèíîþ Òåîðåìè 5.38.

5.3.3 Çiñòàâëåííÿ ðåçóëüòàòiâ
Ïîêàæåìî, ùî íàø ðåçóëüòàò Òåîðåìà 5.37 ¹ ìàòðè÷íèì àíàëîãîì ðåçóëüòàòó
Â. Áîëîòíiêîâà. Ñôîðìóëþ¹ìî çàäà÷ó CFκ (5.64), ÿê ñêàëÿðíó çàäà÷ó Øóðà-
Òàêàãè.

Ïðîáëåìà CF ′
κ.Íåõàé κ � öå íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî. Íåõàé b � öå äîáóòîê

Áëÿøêå, ùî ìà¹ íóëi ïîðÿäêó ni â òî÷êàõ zi ∈ D

b(z) =
k∏

i=1

(
z − zi

1− zzi

)ni

;

i K � öå áóäü-ÿêà ãîëîìîðôíà ôóíêöiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ iíòåðïîëÿöiéíi óìîâè
(5.64)1. Çíàéòè âñi ôóíêöi¨ s ∈ Sκ, òàêi ùî

(s−K)b−1 ∈ N+,κ. (5.74)

Ïðîáëåìè CFκ (5.64) i CF ′
κ (5.74) ¹ åêâiâàëåíòíèìè. Äiéñíî, óìîâà (5.74)

¹ åêâiâàëåíòíîþ óìîâi, ùî ôóíêöiÿ s−K ¹ ãîëîìîðôíîþ â íóëÿõ ôóíêöi¨ b.
Ïðè öüîìó íóëi ôóíêöié s−K i b ñïiâïàäàþòü ç óðàõóâàííÿ êðàòíîñòi. Òîáòî

s(j)(zi) = K(j)(zi) = j!si,j (i = 1, ..., k; j = 0, ..., ni − 1).

Âiäìiòèìî, ùî ôóíêöiÿ K ìà¹ òàêèõ ðîçêëàä Òåéëîðà â îêîëi òî÷öi zi

K(z) =
∞∑

`=0

ci,`(z − zi)
`, (i = 1, ..., k) (5.75)

äå
ci,` =

K(`)(zi)

`!
= si,`. (` = 0, .., ni − 1)

Ïîêàæåìî, ùî ôîðìóëà (5.69), ÿêà îïèñó¹ ðîçâ'ÿçîê ïðîáëåìè
CFκ (5.64), ñïiâïàäà¹ ç ôîðìóëîþ (5.15), ÿêà îïèñó¹ ðîçâ'ÿçîê ïðîáëåìè
CF ′

κ (5.74).
1Íàïðèêëàä â ÿêîñòi ôóíêöi¨ K ìîæíà âèáðàòè âiäïîâiäíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ïîëiíîì Åðìiòà.
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Ðîçãëÿíåìî òàêi îïåðàòîðè â ïðîñòîði H∗(b): T � öå îïåðàòîð çâîðîòíîãî
çñóâó, E � öå îïåðàòîð åâàëþàöi¨ â íåñêií÷åííîñòi

(Th)(z) = zh(z)− lim
z→∞

zh(z) (h ∈ H∗(b)), (5.76)

Eh = lim
z→∞

zh(z) (h ∈ H∗(b)). (5.77)

Íåõàé îïåðàòîð P : H∗(b) → H∗(b) ¹ âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (5.11).
ßê ïîêàçàíî â [61, Theorem 3.16], îïåðàòîð P ìîæíà âèçíà÷èòè ðiâíÿííÿì
Ëÿïóíîâà-Ñòåéíà

P− T ∗PT = −B∗j11B, (5.78)

äå B =

[
EΓ

E

]
îïåðàòîð ç H∗(b) â C2 (îïåðàòîð Γ âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

(5.10)).
ßê âiäîìî, ìíîæèíà ôóíêöié

{
fij(z)

}
i=1,..,k; j=0,...,ni−1 =

{
1

(z − zi)j+1

}

i=1,..,k; j=0,...,ni−1
(5.79)

¹ áàçèñîì â ïðîñòîði H∗(b). Â áàçèñó (5.79) îïåðàòîð çâîðîòíîãî çñóâó T

çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ 


Jn1
(z1)

. . .
Jnk

(zk)


 = T̂ .

Îïåðàòîð åâàëþàöi¨ E â áàçèñi (5.79) äi¹ ÿê

Efi,j =

{
1 : j = 0

0 : j 6= 0
. (5.80)

Òîäi öåé îïåðàòîð E çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ
[
1 0 · · · 1 0 · · · 1 0 · · · 0

]
= L.
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Â áàçèñi (5.79) ïðè i = 1, .., k òà j = 0, ..., ni − 1 îïåðàòîð Γ äi¹ ÿê

Γfij = Π−K(z)fij = Π−

( ∞∑

`=0

ci,`(z − zi)
` · 1

(z − zi)j+1

)

=

j∑

`=0

ci,`

(z − zi)j−`+1

=

j∑

`=0

ci,`fi,j−`+1,

(5.81)

äå êîåôiöi¹íòè ci,j çàäàþòüñÿ ç ðîçêëàäó â ðÿä Òåéëîðà (5.75) ôóíêöi¨ K.
Ç ôîðìóë (5.80) i (5.81) âèïëèâà¹, ùî

EΓfi,j = ci,j = si,j. (i = 1, .., k, j = 0, ..., ni − 1).

Òîäi êîìïîçèöiÿ îïåðàòîðiâ EΓ â áàçèñi (5.79) çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ
[
s1,0 · · · s1,n1−1 s2,0 · · · sk,nk−1

]
= C.

Âèçíà÷èìî ìàòðèöþ Ãðàìà P îïåðàòîðà P ðiâíiñòþ

P =
(
〈Pfij, fi′j′〉st

)j=0,..,ni−1; j′=0,...,ni′−1

i=1,..,k; i′=1,...,k
. (5.82)

Òàêèì ÷èíîì, ç ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà-Ñòåéíà (5.78) âèïëèâà¹, ùî ìàòðèöÿ
Ãðàìà P çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ

P− T̂ ∗PT̂ = L∗L− C∗C.

Âiäìiòèìî, ùî öå ðiâíÿííÿ ñïiâïàäà¹ ç ðiâíÿííÿì (5.66) äëÿ ìàòðèöi Ïiêà P̂

ïðîáëåìè CFκ (5.64). Îòæå, ìàòðèöi P i P̂ ñïiâïàäàþòü.
ßê âèïëèâà¹ ç ðîáîòè [61, Lemma 3.11] îïåðàòîð F(z), ùî çàäàíèé ðiâ-

íiñòþ (5.12), ìîæíà âèçíà÷èòè ôîðìóëîþ

(Fh)(z) =

[
EΓ

E

]
(1− zT )−1h (h ∈ H∗(b)). (5.83)

Çàïèøåìî ôîðìóëó (5.83) â áàçèñi (5.79)

(Fh)(z) =

[
C

L

]
(zI − T̂ )−1h (h ∈ H∗(b)).
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Ïiäñòàâèìî îòðèìàíi ðåçóëüòàòè â ðiâíiñòü (5.13) äëÿ ðåçîëüâåíòíî¨ ìàò-
ðèöi W

W (z) = I − (1− z)

[
C

L

]
(zI − T̂ )−1P̂−1(I − T̂ ∗)−1 [

C∗ L∗
]
j11.

Öÿ ðiâíiñòü ñïiâïàäà¹ ç ôîðìóëîþ (5.67) äëÿ ðåçîëüâåíòíî¨ ìàòðèöi Ŵ ïðî-
áëåìè CFκ (5.64). Îòæå, îïèñè ðîçâ'ÿçêiâ ïðîáëåìè CFκ (5.64) i CF ′

κ (5.74) ¹
åêâiâàëåíòíèìè.

Ïîêàæåìî, ùî Îçíà÷åííÿ 5.32 âèíÿòêîâèõ ïàðàìåòðiâ ñïiâïàäàþòü ç
Îçíà÷åííÿì 5.39. Íåõàé ε ¹ âèíÿòêîâèì ïàðàìåòðîì â ñåíñi Îçíà÷åííÿ 5.39.
Òîäi

Ω21(zi)ε(zi) + Ω22(zi) äëÿ äåÿêîãî i ≤ k.

Öå îçíà÷à¹, ùî
(

k∏
j=1

(z − zj)
nj

(
w21(z)ε(z) + w22(z)

)
)

¹ z=zi
= 0,

îòæå (
b(z)

(
w21(z)ε(z) + w22(z)

))
¹ z=zi

= 0.

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ

w21ε + w22 = b−1(ϕ21ε + ϕ22
)

(5.84)

ìà¹ â òî÷öi zi ïîëþñ ïîðÿäêó íå áiëüøå íiæ ni − 1, â òîé ÷àñ, ÿê âçà¹ìíà
ïðîñòîòà ôàêòîðèçàöi¨ (5.16) îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ (5.84) ìà¹ ïîëþñ ïîðÿäêó
ni â òî÷öi zi.

Ïðîâîäÿ÷è ìiðêóâàííÿ ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó, ìè îòðèìà¹ìî åêâiâàëåíò-
íiñòü Îçíà÷åííÿ 5.32 i Îçíà÷åííÿ 5.39.

Íåõàé ε ¹ âèíÿòêîâèì ïàðàìåòðîì ïðîáëåìè CFκ (5.64) ìóëüòèïîðÿäêó
m = (m1, . . . , mk), i mi ≤ ni (i=1,...,k),

κ0 := m1 + m2 + ... + mk.

Òîäi ôóíêöiÿ θ(z), âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ

θ(z) =
k∏

i=1

(
z − zi

1− zzi

)mi

, (5.85)
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¹ íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì b(z) i ϕ21(z)ε(z) + ϕ22(z). Âiäìiòèìî, ùî
deg θ = κ0 i

b̃(z) = b(z)/θ(z) =
k∏

i=1

(
z − zi

1− zzi

)ni−mi

.

Â ñèëó Òåîðåìè 5.37 îòðèìà¹ìî, ùî s = TW [ε] ∈ Sκ−κ0
i

s(z)−K(z)

b̃(z)
∈ N+,κ−κ0

,
s(z)−K(z)

b(z)
∈ N+,κ. (5.86)

Ïðè öüîìó ïåðøå ç âêëþ÷åíü (5.86) îçíà÷à¹, ùî

s(j)(zi) = j!si,j (i = 0, . . . , k; j = 0, . . . ni −mi − 1),

à äðóãå îçíà÷à¹, ùî

s(ni−mi)(zi) 6= (ni −mi)!si,ni−mi
(i = 0, . . . , k).

Çâiäñè âèïëèâàþòü óìîâè (5.72) i (5.73).
Òàêèì ÷èíîì îïèñ âèíÿòêîâèõ ïàðàìåòðiâ, ÿêèé ìè îòðèìàëè, ìiñòèòü â

ñîái, ÿê ÷àñòêîâèé âèïàäîê, ðåçóëüòàòè ðîáîòè [48].

5.4 Ïðèêëàä

Íåõàé κ = 1, p = 1, q = 2. Íåõàé b =

[
z 0

0 z

]
, K =

[
0 2

]
. Òîäi ïðîáëåìó

GSTPκ(K, b) ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàêèì ÷èíîì: Çíàéòè âñi ôóíêöi¨ s =[
s1 s2

] ∈ S1×2
1 òàêi, ùî

(s− [
0 2

]
)

[1
z 0

0 1
z

]
∈ N 1×2

+,1 . (5.87)

Óìîâà (5.87) ¹ åêâiâàëåíòíîþ ñèñòåìi ðiâíÿíü

s1(0) = 0, s2(0) = 2. (5.88)

Ïðîñòið H∗(b), ùî ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ

H∗(b) = span{
[
1/z

0

]
,

[
0

1/z

]
},

áóäåìî îòîòîæíþâàòè ç ïðîñòîðîì C2. Îïåðàòîðè Γ, P, F, âèçíà÷åíi ôîðìó-
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ëàìè (5.10), (5.11), (5.12), âiäïîâiäíî, äîðiâíþþòü â áàçèñi
{[

1/z

0

]
,

[
0

1/z

]}

Γ =
[
0 2

]
, P =

[
1 0

0 −3

]
, F =




0 2

1 0

0 1


 .

Ðåçîëüâåíòíà ìàòðèöÿ W , ùî âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (5.13), äîðiâíþ¹

W (z) =
1

3z




4− z 0 z − 2

0 3 0

2− z 0 4z − 1




Çà Òåîðåìîþ 5.11 ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (5.87) ïàðàìåòðèçó¹òüñÿ ôîðìó-
ëîþ

s = TW [ε] =

[ −3ε1z

2ε2z − 2ε2 − 4z + 1

ε2z − 4ε2 − 2z + 2

2ε2z − 2ε2 − 4z + 1

]
,

äå ìàòðè÷íî-çíà÷íà ôóíêöiÿ ε =
[
ε1 ε2

]
¹ òàêîþ, ùî ôàêòîðèçàöiÿ

[
z

2−z
z

] [
ε1(z) ε2(z)

]
+

[3
z 0

0 4z−1
z

]

=

[1
z 0

0 1
z

]([
0

2− z

] [
ε1(z) ε2(z)

]
+

[
3 0

0 4z − 1

]) (5.89)

¹ âçà¹ìíî ïðîñòîþ.
Ïîçíà÷èìî ìàòðè÷íî-çíà÷íi ôóíêöi¨

ϕ1(z) =

[
0

2− z

]
, ϕ2(z) =

[
3 0

0 4z − 1

]
.

Íåõàé θ � ëiâèé äiëüíèê b, i íåõàé

θ(z) =

[
1 0

0 z

]
.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ âèíÿòêîâèõ ïàðàìåòðiâ ε, ùî âiäïîâiäàþòü äiëüíèêó θ,
ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåíó äîòè÷íó ïðîáëåìó GTIP (θ, ϕ1, ϕ2). Â ïðîáëåìi
GTIP (θ, ϕ1, ϕ2) íàì íåîáõiäíî çíàéòè âñi ôóíêöi¨ ε =

[
ε1 ε2

] ∈ S1×2 òàêi,
ùî [

1 0

0 1/z

]
(

[
0

2− z

] [
ε1 ε2

]
+

[
3 0

0 4z − 1

]
) ∈ H2

2 . (5.90)
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Ïðîñòið H(θ), ùî ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ

H(θ) = span{
[
0

1

]
},

áóäåìî îòîòîæíþâàòè ç ïðîñòîðîì C. Îïåðàòîðè N1, N2, P , ùî âèçíà÷åíi
ôîðìóëàìè (5.18), (5.20), âiäïîâiäíî, äîðiâíþþòü

N1 =
[
2
]
, N2 =

[
0 1

]
, P =

[
3
]
.

Òàê ÿê P > 0, òî ìîæíà ñêîðèñòàòèñü Òåîðåìîþ (5.29) äëÿ îïèñó
ðîçâ'ÿçêiâ ïðîáëåìè (5.90). Ìàòðè÷íîçíà÷íà ôóíêöiÿ U , ùî âèçíà÷åíà ôîð-
ìóëîþ (5.51) äîðiâíþ¹

U(z) =
1

3




1− 4z 0 2− 2z

0 3 0

2z − 2 0 4− z


 .

Çà Òåîðåìîþ 5.29 ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ïðîáëåìè (5.90) ïàðàìåòðèçó¹òüñÿ
ôîðìóëîþ

ε = TU [ω] =

[
3ω1z

2ω2z − 2ω2 − z + 4

4ω2z − ω2 − 2z + 2

2ω2z − 2ω2 − z + 4

]
,

äå ìàòðè÷íî-çíà÷íà ôóíêöiÿ ω =
[
ω1 ω2

]
ïðîáiãà¹ êëàñ S1×2.

Âiäìiòèìî, ùî ìàòðè÷íî-çíà÷íà ôóíêöiÿ

s(z) = TW [ε] = TW

[
TU [ω]

]
=

[
ω1z ω2

]
,

íàëåæèòü äî êëàñó S1×2. Ïðè öüîìó çíà÷åííÿ â òî÷öi 0 ìàòðè÷íî-çíà÷íî¨
ôóíêöi¨ s äîðiâíþ¹

s(0) =
[
0 ω2(0)

] 6= [
0 2

]
.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ε ¹ âèíÿòêîâèì ïàðàìåòðîì, ùî âiäïîâiäà¹ äiëüíèêó
θ, òî âiäïîâiäíà ìàòðè÷íî-çíà÷íà ôóíêöiÿ s, ùî îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ
s = TW [ε], íå çàäîâîëüíÿ¹ äðóãîìó ç iíòåðïîëÿöiéíèõ óìîâ (5.88)

Çàðàç ðîçãëÿíåìî iíøèé ëiâèé äiëüíèê b. Íåõàé

θ′(z) =

[
z 0

0 1

]
.
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Àíàëîãi÷íî, ïðîñòið H(θ′), ùî ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ

H(θ′) = span

{[
1

0

]}
,

áóäåìî îòîòîæíþâàòè ç ïðîñòîðîì C. Îïåðàòîðè N ′
1, N ′

2, P ′, ùî âèçíà÷åíi çà
ôîðìóëàìè (5.18), (5.20), âiäïîâiäíî, äîðiâíþ¹

N ′
1 =

[
0
]
, N ′

2 =
[−3 0

]
, P ′ =

[−9
]
.

Òàê ÿê P ′ < 0, òî ïðîáëåìà GTIP (θ′, ϕ1, ϕ2) íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ. Îòæå, íå
iñíó¹ âèíÿòêîâèõ ïàðàìåòðiâ ε, ùî âiäïîâiäàþòü äiëüíèêó θ′.

5.5 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5
Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [89], [24].

1) Ââåäåíî äî ðîçãëÿäó íîâèé êëàñ ìåðîìîðôíèõ â D ìàòðè÷íî-çíà÷íèõ
ôóíêöié, òàê çâàíèé óçàãàëüíåíèé êëàñ Ñìiðíîâà ç κ ïîëþñàìè â D, ÿêèé
ó âèïàäêó κ = 0 ñïiâïàäà¹ ç êëàñè÷íèì êëàñîì Ñìiðíîâà. Äîâåäåíî àíàëîã
òåîðåìè Ðóøå äëÿ ôóíêöié ç óçàãàëüíåíîãî êëàñó Ñìiðíîâà.

2) Çíàéäåíî îïèñ âèíÿòêîâèõ ïàðàìåòðiâ óçàãàëüíåíî¨ äîòè÷íî¨ iíòåð-
ïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè Øóðà-Òàêàãi. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíóòî íîâó äîïîìiæíó
äîòè÷íó ïðîáëåìó, ÿêó ðîçâ'ÿçàíî ìåòîäîì àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðî-
áëåìè, çàïðîïîíîâàíèì â [14]. Ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ïðîáëåìè íàâåäåíà
ó äâîõ ôîðìàõ: ó ôîðìi ïåðåòâîðåííÿ Ðåäõåôåðà çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà
ðîçñiþâàííÿ ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà, ùî ¹ ïîðîäæåíèì äàíèìè ïðîáëåìè; i
â ôîðìi äðîáîâî-ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çà äîïîìîãîþ ðåçîëüâåíòíî¨ ìàòðè-
öi. Â ñêàëÿðíîìó âèïàäêó îòðèìàíèé îïèñ âèíÿòêîâèõ ïàð, ùî ñïiâïàäà¹ ç
ðåçóëüòàòàìè ðîáiò Â. Áîëîòíiêîâà, Î. Õåéôåöà i Ï. Þäèöüêîãî (äèâèñü [48]).
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Âèñíîâêè
Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðîçãëÿíóòî i äîñëiäæåíî àáñòðàêòíó iíòåðïîëÿöiéíó
ïðîáëåìó â êëàñi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié Íåâàíëiííè. Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòà-
ìè ðîáîòè ¹:

1) Ââåäåíî ïîíÿòòÿ íîðìàëiçîâàíî¨ Nκ-ïàðè, ùî âiäïîâiäà¹ ñàìîñïðÿæå-
íîìó ëiíiéíîìó âiäíîøåííþ ó ïðîñòîði Ïîíòðÿãiíà. Ïîêàçàíî, ùî äëÿ êîæíî¨
íîðìàëiçîâàíî¨ Nκ-ïàðè iñíó¹ ¹äèíå ç òî÷íiñòþ äî óíiòàðíî¨ åêâiâàëåíòíî-
ñòi ìiíiìàëüíå ñàìîñïðÿæåíå ëiíiéíå âiäíîøåííÿ A ó ïðîñòîði Ïîíòðÿãiíà,
òàêå ùî ïàðà {ϕ, ψ} âiäïîâiäà¹ öüîìó âiäíîøåííþ A. Äëÿ êîæíî¨ óçàãàëüíå-
íî¨ íåâàíëiííiâñüêî¨ ïàðè ïîáóäîâàíî ôóíêöiîíàëüíó ìîäåëü ñàìîñïðÿæåíîãî
ëiíiéíîãî âiäíîøåííÿ A ó ïðîñòîði Ïîíòðÿãiíà ç âiäòâîðþþ÷èì ÿäðîì. Äëÿ
óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ Íåâàíëiííè m ∈ Nκ íàâåäåíî îïèñ ïðîñòîðó äå Áðàíæà-
Ðîâíÿêà H(m), ÿêèé ¹ ïðîñòîðîì Ïîíòðÿãiíà ç âiäòâîðþþ÷èì ÿäðîì Nm

ω (λ).
2) Ðîçãëÿíóòî àáñòðàêòíó iíòåðïîëÿöiéíó ïðîáëåìó â êëàñi Nκ-ïàð. Ç

êîæíîþ àáñòðàêòíîþ iíòåðïîëÿöiéíîþ ïðîáëåìîþ ïîâ'ÿçàíî äåÿêå ñèìåò-
ðè÷íå âiäíîøåííÿ Â ó ïðîñòîði Ïîíòðÿãiíà, òàêå ùî ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ àá-
ñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè çíàõîäèòüñÿ ó âçà¹ìíî îäíîçíà÷íié âiä-
ïîâiäíîñòi ç ìíîæèíîþ ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü Ã öüîãî ñèìåòðè÷íîãî âiä-
íîøåííÿ Â. Çíàéäåíî âèãëÿä ðåçîëüâåíòíî¨ ìàòðèöi îïåðàòîðà Â â òåðìiíàõ
äàíèõ iíòåðïîëÿöi¨. Çà äîïîìîãîþ öi¹¨ ìàòðèöi îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ âñiõ
ðîçâ'ÿçêiâ àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè ó âèãëÿäi äðîáîâî-ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ äîâiëüíî¨ íåâàíëiííiâñüêî¨ ïàðè. Ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ ïðî îäíî-
çíà÷íiñòü ïîáóäîâè óçàãàëüíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ïî ðîçâ'ÿçêó ïðîáëåìè
àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè.

3) Ìåòîä àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè çàñòîñîâàíî äî ïîâíî¨
iíäåôiíiòíî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ. Ïîáóäîâàíî àáñòðàêòíó iíòåðïîëÿöiéíó ïðî-
áëåìó, ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ÿêî¨ ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ ðîçâ'ÿçêiâ iíäåôiíiòíî¨
ïðîáëåìè ìîìåíòiâ. Ïîêàçàíî, ùî äëÿ öi¹¨ àáñòðàêòíî¨ ïðîáëåìè âèêîíó¹òüñÿ
âëàñòèâiñòü Ïàðñåâàëÿ. Çíàéäåíî âèãëÿä ðåçîëüâåíòíî¨ ìàòðèöi.

4) Ââåäåíî äî ðîçãëÿäó íîâèé êëàñ ìåðîìîðôíèõ â D ìàòðè÷íî-çíà÷íèõ
ôóíêöié, òàê çâàíèé óçàãàëüíåíèé êëàñ Ñìiðíîâà ç κ ïîëþñàìè â D. Äîâåäåíî
àíàëîã òåîðåìè Ðóøå äëÿ ôóíêöié ç óçàãàëüíåíîãî êëàñó Ñìiðíîâà.

5) Ðîçãëÿíóòî íîâó äîòè÷íó iíòåðïîëÿöiéíó ïðîáëåìó â ìàòðè÷íèõ êëà-
ñàõØóðà, ÿêó ðîçâ'ÿçàíî ìåòîäîì àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè. Öþ
äîïîìiæíó ïðîáëåìó çàñòîñîâàíî äëÿ îïèñó âèíÿòêîâèõ ïàðàìåòðiâ äîòè÷íî¨
iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïðîáëåìè Øóðà-Òàêàãi.
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[79] Kre��n M. Über einige Fortsetzungsprobleme, die eng mit der Theorie
Hermitscher Operatoren in Raume πκ zusammenhangen, II. verallgemeinerte
resolventen, u-resolventen und ganze operatoren / M.G. Kre��n, H. Langer //
J. Funct. Analysis. � 1978. � Vol. 3. � P. 390�447.

[80] Kre��n M. On some extension problem which are closely connected with the
theory of Hermitian operators in a space πκ iii. Inde�nite analogues of the
Hamburger and Stieltjes moment problems, part i / M.G. Kre��n, H. Langer //
Beitr�age zur Anal. � 1979. � Vol. 14, no. 25�40.

[81] Kre��n M. Some propositions of analytic matrix functions related to the
theory of operators in the space Πκ / M.G. Kre��n, H. Langer // Acta
Sci.Math.Szeged. � 1981. � Vol. 43. � P. 181�205.

[82] Kupin S. Lifting theorem as a special case of abstract interpolation problem /
S. Kupin // Zeitschrift fur Analysis und ihre Anwendungen. � 1996. �
Vol. 15, no. 4. � P. 789�798.

[83] Langer H. On generalized resolvents and q-functions of symmetric linear
relations (subspaces) in Hilbert space / H. Langer, B. Textorius // Paci�c J.
Math. � 1977. � Vol. 72. � P. 135�165.

[84] Malamud M. Spectral theory of operator measures in Hilbert space /
M.M. Malamud, S.M. Malamud // St. -Petersburg Math. Journal. � 2003. �
Vol. 15, no. 3. � P. 1�77.

[85] von Neumann J. Uber adjungierte operatoren / J von Neumann // Ann.
Math. � 1932. � Vol. 33. � P. 294�310.

[86] Neiman E. A functional model associated with a generalized Nevanlinna
pair / E. Neiman // Journal of Mathematical Sciences. � 2011. � Vol. 174,
no. 4. � P. 469�480.

[87] Neiman E. Abstract interpolation problem in generalized Nevanlinna classes /
E. Neiman // Methods Funct. Anal. Topology. � 2012. � Vol. 18, no. 3. �
P. 266�287.

[88] Neiman E. Inde�nite moment problem as an abstract interpolation problem /
E. Neiman // Methods Funct. Anal. Topology. � 2013. � Vol. 19, no. 2. �
P. 168�186.



134

[89] Neiman E. A generalized tangent interpolation problem / E. Neiman //
Journal of Mathematical Sciences. � 2015. � Vol. 207, no. 1. � P. 74�97.

[90] Nevanlinna R. Uber beschrankte analytischen funktionen / R. Nevanlinna //
Ann. Acad. Sci. Fenn., Ser. A. � 1929. � Vol. 32. � P. 1�75.

[91] Phillips R. Dissipative operators and hyperbolic systems of partial di�erential
equations / R.S. Phillips // Trans. Amer. Math. Soc. � 1959. � Vol. 90. �
P. 193�254.

[92] Pick G. Uber die beschrankungen analytischen funktionen, welche durch
vorgegebene funktionswerte bewirkt werden / G. Pick // Math. Ann. �
1916. � Vol. 77, no. 1. � P. 7�23.

[93] Schur I. Uber potenzreihen, die im inner des einheitskreises beschrankt sind /
I. Schur // J. reine angew. Math. � 1918. � Vol. 148. � P. 122�145.

[94] Stone M. Linear transformations in Hilbert space and their applications to
analysis / M.H. Stone. � New York. : Amer. Math. Soc. Colloquium Publ.,
1932. � Vol. 15.

[95] Vidyasagar M. Robust controllers for uncertain linear multivariable systems /
M. Vidyasagar, H. Kimura // Automatica. � 1986. � Vol. 22. � P. 85�94.


