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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Задачi, пов’язанi з чутливiстю динамiчних си-
стем до початкових умов, зустрiчаються у багатьох наукових напрямках.
Подiбнi питання виникають у фiзицi, екологiї, економiцi та iнших дисци-
плiнах, де потрiбно з’ясувати, наскiльки точним може бути прогноз по-
ведiнки певного об’єкта або деякої системи. Чутливiсть систем також фi-
гурує у численних роздiлах математики. Наприклад, у теорiї диферен-
цiальних рiвнянь, теорiї рiзницевих рiвнянь, математичному аналiзi, то-
пологiчнiй динамiцi. Пiд час дослiдження динамiчних систем математики
намагаються знайти умови, при виконаннi яких система точно буде або то-
чно не буде чутливою, а також аналiзують рiзноманiтнi види чутливостi
та спiввiдношення мiж ними.

Один iз перших аналiтичних пiдходiв до стiйкостi та чутливостi си-
стем наприкiнцi XIX столiття запровадив О. М. Ляпунов. Вiн запропо-
нував визначати, наскiльки сильно вiдрiзняються мiж собою траєкторiї,
одна з яких починається у данiй точцi, а iнша – у достатньо малому околi
цiєї точки. У залежностi вiд того, як змiнюється розбiжнiсть траєкторiй
зi зменшенням радiуса згаданого околу, система вважається стiйкою або
чутливою у вiдповiднiй точцi.

У часи Ляпунова бiльшу цiкавiсть викликали стiйкi системи, бо вони
мають важливе значення для аналiзу фiзичних систем. Окремий iнтерес
до чутливих систем виник у другiй половинi XX столiття. Зокрема, це
було спричинено спробами дослiдження хаосу. У роботах Е. Лоренца, Г.
Фату та Б. Мандельброта було продемонстровано, що деякi системи, пове-
дiнка яких спричиняє враження хаотичної, можуть задавати фрактали –
особливi геометричнi фiгури, структура яких залишається складною при
розгляданнi як завгодно малих їхнiх фрагментiв. Це привернуло увагу
науковцiв до хаотичних систем. Єдиного означення хаотичностi системи
немає, але у рiзних означеннях однiєю з вимог до такої системи є чутли-
вiсть до початкових умов.

Чутливiсть систем та пов’язанi з нею явища особливо активно дослi-
джуються з 1970-их рокiв. Майже одночасно означення чутливої динамi-
чної системи було наведено у роботах Д. Рюеля (1978), Дж. Гукенхаймера
(1979) та Дж. Ауслендера i Дж. Йорка (1980).

З цього часу в статтях та монографiях багатьох авторiв було опублi-
ковано численнi факти про чутливi системи. Рiзнi властивостi чутливих
систем описано у статтях Е. Гласнера та Б. Вайса (1993), I. Ейкiна, Дж.
Ауслендера та К. Берга (1996), В. Хуанга, П. Лу та Кс. Йє (2011).
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Досить неочiкуваний результат отримали Дж. Бенкс, Дж. Брукс, Г.
Кернс, Г. Девiс та П. Стейсi у 1993 роцi. Вони встановили, що чутливiсть
динамiчної системи, заданої неперервним вiдображенням нескiнченного
компактного простору, випливає з транзитивностi системи та щiльностi
множини перiодичних точок. По-перше, це спростило означення хаотичної
системи, яке запровадив Р. Деванi: вiн пропонував вважати хаотичними
тi системи, якi є транзитивними, чутливими до початкових умов та мають
щiльну множину перiодичних точок. По-друге, результат згаданих п’яти
авторiв став прикладом того, що чутливiсть може бути наслiдком умов,
не пов’язаних з метрикою простору, на якому задана система. Наведений
результат дiстав узагальнення у статтi Е. Гласнера та Б. Вайса (1993), якi
замiнили умову щiльностi множини перiодичних точок на умову щiльностi
множини мiнiмальних точок. Цi результати показують, що чутливiсть є
важливою характеристикою, яка може бути пов’язана з багатьма iншими
властивостями динамiчних систем.

У статтi I. Ейкiна та С. Коляди (2003) було доведено, що для певного
класу систем чутливiсть до початкових умов рiвносильна тому, що певнi
пари точок суттєво вiддаляються одна вiд iншої на нескiнченнiй множи-
нi iтерацiй. Усього у згаданiй роботi дано чотири рiвносильних означення
чутливостi, у кожному з яких фiгурує деяке порогове значення, яке мають
перевищувати вiдстанi мiж певними точками. Це наводить на думку до-
слiдити, як спiввiдносяться згаданi пороговi величини для вiдстаней. Такi
величини названi числами Ляпунова. Усього означено чотири числа, по
одному для кожного означення.

Деякi математики почали дослiджувати бiльш сильнi аналоги чутли-
востi. Наприклад, у 2008 роцi Т. К. С. Мутатху ввiв означення рiзних
форм чутливостi, пов’язаних зi структурою множини тих моментiв, у якi
трапляється iстотне розходження траєкторiй. У цих означеннях фiгурує
певне порогове значення для вiдстанi мiж точками. Такi значення за їх
роллю в системi аналогiчнi числам Ляпунова.

Також на початку XXI столiття проводиться багато дослiджень на пре-
дмет того, якi властивостi зберiгаються, якщо замiсть iтерацiй одного вiд-
ображення розглянути довiльну напiвгрупу вiдображень метричного про-
стору. Деякi роботи з цього напрямку присвяченi чутливостi до початко-
вих умов та рiзним узагальненням даного поняття. Такi питання, зокрема,
розглядаються у статтях Е. Конторовича та М. Мегрелiшвiлi (2008), Ф.
Поло (2010). Якщо деяку теорему про систему, задану iтерацiями одно-
го вiдображення, узагальнити на випадок напiвгрупової системи, то нове
твердження може виявитися складнiшим для доведення. Наприклад, у
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статтi I. Ейкiна та С. Коляди (2003) доведено, що довiльна слабко змiшу-
юча система на компактi є чутливою в сенсi Лi–Йорка. Для напiвгрупових
систем аналогiчне питання залишається вiдкритим. Це iлюструє той факт,
що дослiдження напiвгрупових систем є цiкавим напрямком.

Окремо дослiджується чутливiсть систем iз простором спецiального ви-
гляду – наприклад, динамiчних систем, заданих вiдображенням вiдрiзка.
Серед робiт у згаданому напрямку слiд згадати статтю О. Блоха (1982),
де iлюструвався зв’язок чутливостi та транзитивностi системи, заданої не-
перервним вiдображенням вiдрiзка. Блох довiв, що довiльна транзитивна
система є чутливою, а довiльна чутлива система є у певному сенсi майже
транзитивною: вона мiстить транзитивну пiдсистему, простiр якої склада-
ється зi скiнченної кiлькостi вiдрiзкiв. Задачi, пов’язанi з iтерацiями вiд-
ображення вiдрiзка, допускають спецiальнi методи аналiзу. Вивчення си-
стем, де простiр є вiдрiзком або iншою добре структурованою множиною,
вiдноситься до комбiнаторної динамiки. Згаданий напрямок використовує
комбiнаторний апарат, що розкриває цiкавий взаємозв’язок вiдображень
вiдрiзка зi скiнченними структурами.

Ще одним цiкавим напрямком, який має вiдношення до топологiчної
динамiки, є теорiя iндукованих вiдображень. Основним пiдходом цiєї теорiї
є те, що певнi пiдмножини простору, на якому задано динамiчну систему,
розглядаються як елементи деякого нового топологiчного або метричного
простору. Досить важливим для цього напрямку є клас систем, де просто-
ром є набiр замкнених зв’язних непорожнiх пiдмножин деякого вiдрiзка.
Аналiз таких систем зроблено у статтях Д. Робатiана та М. Матвiйчука
(2015).

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Робота виконувалася в Iнститутi математики НАН України у вiддiлi те-
орiї динамiчних систем згiдно з загальним планом дослiджень у рамках
науково-дослiдних тем “Топологiчна динамiка та нелiнiйнi еволюцiйнi за-
дачi” (2006–2010 рр., номер державної реєстрацiї 0106U000882), “Топологi-
чна i комбiнаторна динамiка та еволюцiйнi задачi” (2011–2015 рр., номер
державної реєстрацiї 0111U001003) та “Топологiчна динамiка на скiнченно-
вимiрних та функцiональних просторах” (2016–2020 рр., номер державної
реєстрацiї 0116U000072).

Метою дослiдження є виявлення рiвностей та спiввiдношень мiж кiль-
кiсними характеристиками чутливостi динамiчних систем.

Об’єктом дослiдження є динамiчнi системи, яким властива чутливiсть
до початкових умов.

Предметом дослiдження є кiлькiснi характеристики чутливостi дина-
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мiчних систем, якi у данiй роботi названi числами Ляпунова. Також роз-
глядаються узагальнення поняття чутливостi на системи, що задаються
дiєю напiвгрупи на метричному просторi.

Завдання дослiдження:

• Знайти достатнi умови рiвностей мiж числами Ляпунова для дина-
мiчних систем (X, f) з компактним метричним простором X та не-
перервним вiдображенням f .

• Дослiдити взаємозв’язок чисел Ляпунова для систем, заданих на вiд-
рiзку.

• Дослiдити властивостi чисел Ляпунова для iндукованих систем на
вiдрiзку.

• Узагальнити поняття чисел Ляпунова та чутливостi у сенсi Лi-Йорка
на випадок напiвгрупи вiдображень. Дослiдити, якi твердження про
чутливiсть систем переносяться на згаданий випадок. Встановити до-
статнi умови для виконання тих самих властивостей, що i у системах
(X, f).

Результати роботи, що виносяться на захист, є новими i полягають у
наступному:

• Отримано рiзнi достатнi умови для рiвностей мiж числами Ляпунова
L1, L2, L3 та L4. Зокрема, показано, що у транзитивних системах
виконується L1 = L2, у слабко змiшуючих та у мiнiмальних: L1 = L2

i L3 = L4, а у системах, що є одночасно мiнiмальними та слабко
змiшуючими: L1 = L2 = L3 = L4.

• Доведено, що у випадку неперервного вiдображення вiдрiзка вико-
нуються рiвностi L1 = L2 та L3 = L4. Це означає, що дiаметральна
константа чутливостi спiвпадає з дiаметральною асимптотичною, а
радiальна – з радiальною асимптотичною.

• Доведено, що у випадку неперервного вiдображення вiдрiзка локаль-
на радiальна константа L3(x) не менша за дiаметральну константу
L1 для всiх точок за винятком несуттєвої множини. Тобто, множина
тих точок x, де не виконується вказана нерiвнiсть, складає пiдмно-
жину першої категорiї у сенсi Бера.
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• Доведено, що всi числа Ляпунова для iндукованої системи на вiд-
рiзку, що складається з замкнених зв’язних непорожнiх пiдмножин,
рiвнi нулю. Бiльше того, у такiй системi завжди є стiйка точка.

• Доведено, що у напiвгрупових системах усi числа Ляпунова вiдрi-
зняються не бiльше, нiж у два рази.

• Доведено, що у напiвгруповiй системi з комутативною напiвгрупою
за умови транзитивностi виконується L1 = L2, а за умови мiнiмаль-
ностi – L1 = L2 i L3 = L4.

• Доведено, що слабко змiшуюча система (X,G), де X – компакт i G –
комутативна напiвгрупа його неперервних вiдображень, є чутливою
в сенсi Лi-Йорка.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робо-
та носить теоретичний характер. Результати роботи, а також методика їх
отримання можуть бути використанi при подальшому вивченнi чутливих
динамiчних систем. Також результати можуть бути корисними для аналi-
зу обчислювальних алгоритмiв, де багатократно застосовуються однi й тi
самi перетворення.

Методи дослiдження. У роботi використовуються методи тополо-
гiчної динамiки та математичного аналiзу. Зокрема, застосовуються вла-
стивостi компактiв. Наприклад, теорема про iснування спiльної точки у
вкладених компактах та теорема Бера про те, що компакт не може бути
об’єднанням злiченної сiм’ї своїх нiде не щiльних пiдмножин.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати роботи, що ви-
носяться на захист, отриманi автором самостiйно. Зi статтi, опублiкованої
у спiвавторствi, до дисертацiї включенi лише тi результати, що належать
автору.

Апробацiя результатiв дисертацiї.
Основнi результати дисертацiї доповiдалися та обговорювалися на:

• Чотирнадцятiй мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi академiка
М. Кравчука, 19–21 квiтня 2012 року, м. Київ;

• Мiжнароднiй конференцiї “Динамiчнi системи та їх застосування”,
16–18 травня 2012 року, м. Київ;

• Мiжнароднiй конференцiї “Динамiчнi системи та їх застосування”,
22–26 червня 2015 року, м. Київ;
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• семiнарi вiддiлу теорiї динамiчних систем Iнституту математики
НАН України.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано у
5 статтях [1–5] та тезах доповiдей 3 мiжнародних наукових конференцiй
[6–8].

Структура й об’єм дисертацiї. Дисертацiйна робота складається з
перелiку умовних позначень, вступу, 4 роздiлiв, висновкiв та списку ви-
користаних джерел, що налiчує 62 найменування. Повний обсяг роботи
складає 109 сторiнок друкованого тексту.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi наведенi загальнi поняття, що мають вiдношення до теми
дисертацiї. Також сформульованi завдання та основнi результати даної
роботи.

У першому роздiлi зроблено огляд лiтератури за темою дисертацiї.
Описано способи аналiзу динамiчних систем та питання, що стосуються
цiєї тематики. Наведено основнi поняття, якi пов’язанi з комбiнаторною
та топологiчною динамiкою, а також iз чутливiстю до початкових умов.

Означення 1.1. Динамiчною системою називається пара (X, f), де X
– деяка множина, а f – вiдображення цiєї множини у себе.

Ми будемо розглядати випадки, коли множина X – метричний простiр,
а вiдображення f є неперервним вiдносно метрики цього простору. Тому
далi не будемо казати про це окремо. Також, як правило, розглядається
випадок компактного X.

Вiдмiтимо, що при вивченнi динамiчної системи (X, f) ми зазвичай
аналiзуємо еволюцiю точок або пiдмножин простору X, яка вiдбувається
пiд час багатократного застосування вiдображення f . Тому введемо по-
значення, якi ми будемо використовувати далi.

Через fn позначатимемо n-кратну композицiю функцiї f , тобто
fn(x) = f(...f︸ ︷︷ ︸

n разiв

(x)...). Зокрема, f0 є тотожним вiдображенням: f0(x) = x.

Якщо A є деякою множиною, через f(A) позначатимемо множину
{f(x)|x ∈ A}.

Також нехай N0 позначає множину цiлих невiд’ємних чисел, тобто мно-
жину натуральних чисел разом iз нулем.

Означення 1.2. Послiдовнiсть (x, f(x), ..., fn(x), ...) називає-
ться орбiтою (або траєкторiєю) точки x у системi (X, f). Множину
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{x, f(x), ..., fn(x), ...} позначатимемо як Orbf (x) або просто як Orb(x),
якщо зрозумiло, яка функцiя f розглядається.

Деякi системи демонструють сильну непередбачуванiсть. Наприклад,
для X = [0, 1] та f(x) = 4x(1 − x) послiдовнiсть {fn(x)} дуже хаотична.
Починаючи з близьких x1 та x2, для достатньо великих n можна отримати
досить далекi точки fn(x1) та fn(x2). Для аналiзу подiбного явища О. М.
Ляпунов запропонував означення стiйкої системи.

Означення 1.5. Систему (X, f) називатимемо стiйкою (або рiвномiрно
неперервною) в точцi x, якщо для будь-якого ε > 0 iснує таке δ > 0 (яке
може залежати вiд x та ε), що для довiльного y, яке задовольняє умову
d(x, y) < δ, та для довiльного цiлого невiд’ємного числа n справджується
нерiвнiсть d(fn(x), fn(y)) < ε.

Протилежнiстю до стiйких систем є чутливi системи.
Означення 1.8. Система (X, f) називається чутливою до початкових

умов (або просто чутливою), якщо iснує таке ε > 0, що для будь-якої точки
x ∈ X та будь-якого δ > 0 знайдуться такi y ∈ X та n ∈ N, що d(x, y) < δ
та d(fn(x), fn(y)) > ε.

Також можна дослiджувати класи динамiчних систем, що задовольня-
ють певнi умови, пов’язанi зi взаємним розташуванням iтерацiй вiдкритих
пiдмножин простору системи. Наприклад, видiляють транзитивнi, слабко
змiшуючi та мiнiмальнi системи.

Означення 1.10. Динамiчна система (X, f) називається транзитив-
ною, якщо для будь-яких вiдкритих непорожнiх пiдмножин U, V ⊂ X iснує
таке цiле невiд’ємне n, що fn(U) ∩ V 6= ∅.

Означення 1.11. Динамiчна система (X, f) називається слабко
змiшуючою, якщо для будь-яких вiдкритих непорожнiх пiдмножин
U1, V1, U2, V2 ⊂ X iснує таке цiле невiд’ємне n, що одночасно справджу-
ються умови fn(U1) ∩ V1 6= ∅ та fn(U2) ∩ V2 6= ∅.

Означення 1.12. Динамiчна система (X, f) називається мiнiмальною,
якщо для будь-якої точки x ∈ X та будь-якої вiдкритої непорожньої пiд-
множини U ⊂ X знайдеться таке цiле невiд’ємне n, що fn(x) ∈ U .

Окрiм означення транзитивностi, яке спирається на взаємодiю вiдкри-
тих пiдмножин простору X, можна ввести поняття транзитивної точки.

Означення 1.13. Точка x системи (X, f) називається транзитивною,
якщо для будь-якої вiдкритої непорожньої пiдмножини U ⊂ X iснує таке
цiле невiд’ємне число n, що fn(x) належить U .
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Виявляється, топологiчнi властивостi системи пов’язанi з явищем чу-
тливостi. Наприклад, цей зв’язок демонструє така теорема.

Теорема 1.7 (Бенкс, Брукс, Кернс, Девiс, Стейсi). Нехай дина-
мiчна система (X, f) задана на компактному просторi X. Якщо ця система
транзитивна i має щiльну множину перiодичних точок, то вона чутлива
або множина X скiнченна.

У другому роздiлi наведенi означення чисел Ляпунова як певних кiль-
кiсних характеристик чутливостi системи.

Означення 2.1. Перше число Ляпунова L1 для системи (X, f) – це
найбiльше з таких ε1, що для кожного ε < ε1 та для кожної вiдкритої
непорожньої множини U ⊂ X знайдуться такi x, y ∈ U та n ∈ N0, що
d(fn(x), fn(y)) > ε.

Означення 2.2. Друге число Ляпунова L2 для системи (X, f) – це
найбiльше з таких ε2, що для кожного ε < ε2 та для кожної вiдкритої
непорожньої множини U ⊂ X знайдуться такi x, y ∈ U , що нерiвнiсть
d(fn(x), fn(y)) > ε виконується для нескiнченно багатьох n ∈ N0 (тобто
справджується умова lim supn→∞ d(fn(x), fn(y)) > ε).

Означення 2.3. Третє число Ляпунова L3 для системи (X, f) – це най-
бiльше з таких ε3, що для кожного ε < ε3, кожної вiдкритої непорожньої
множини U ⊂ X та довiльної x ∈ U знайдуться такi y ∈ U та n ∈ N0, що
d(fn(x), fn(y)) > ε.

Означення 2.4. Четверте число Ляпунова L4 для системи (X, f) –
це найбiльше з таких ε4, що для кожного ε < ε4, кожної вiдкритої не-
порожньої множини U ⊂ X та довiльної x ∈ U знайдеться така y ∈ U ,
що нерiвнiсть d(fn(x), fn(y)) > ε виконується для нескiнченно багатьох
n ∈ N0 (тобто справджується умова lim supn→∞ d(fn(x), fn(y)) > ε).

Мiж числами Ляпунова виконуються очевиднi нерiвностi L1 ≥ L2 ≥ L4

та L1 ≥ L3 ≥ L4. Також доведене спiввiдношення, яке обмежує розбiжно-
стi мiж числами Ляпунова. Воно сформульоване у якостi теореми.

Теорема 2.1. Нехай (X, f) – динамiчна система на компактному ме-
тричному просторi X з неперервною функцiєю f . Тодi L1 ≤ 2L4.

З цiєї теореми та зазначених ранiше нерiвностей маємо, що за вiд-
повiдних обмежень нерiвнiсть Li ≤ 2Lj справджується для довiльних
i, j ∈ {1, 2, 3, 4}.

Далi вивчаються спiввiдношення мiж числами Ляпунова для певних
класiв систем.
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Теорема 2.2. Нехай (X, f) – транзитивна динамiчна система. Тодi
L1 = L2.

Транзитивна система (X, f), де X не має iзольованих точок, назива-
ється ToM-системою, якщо кожна точка x ∈ X є транзитивною або мi-
нiмальною. Тобто для кожної x ∈ X виконана рiвнiсть Orb(x) = X або
система (Orb(x), f) мiнiмальна. Для таких систем, до яких, зокрема, на-
лежать транзитивнi та мiнiмальнi, має мiсце наступна теорема.

Теорема 2.3 Нехай (X, f) – чутлива ToM-система. Тодi L3 = L4.
Нарештi, для слабко змiшуючих систем доведенi рiвностi мiж декiль-

кома парами чисел Ляпунова.
Теорема 2.4. Нехай (X, f) – слабко змiшуюча система. Тодi вiрнi такi

рiвностi.
1. L1 = L2 = diam(X).
2. L3 = L4.
3. Якщо система (X, f) також є мiнiмальною, то L1 = L2 = L3 = L4 =

diam(X).

У третьому роздiлi дослiджуються спiввiдношення мiж константами
Ляпунова для неперервного вiдображення вiдрiзка.

Введенi поняття локальних чисел Ляпунова.
Означення 3.1. Локальне третє число Ляпунова L3(x) для точки x

динамiчної системи (X, f) – це найбiльше з таких ε3(x), що для кожного
ε < ε3(x) та кожної вiдкритої непорожньої множини U ⊂ X, яка мiстить
x, знайдуться такi y ∈ U та n ∈ N0, що d(fn(x), fn(y)) > ε.

Означення 3.2. Локальне четверте число Ляпунова L4(x) для точки
x системи (X, f) – це найбiльше з таких ε4(x), що для кожного ε < ε4(x) та
кожної вiдкритої непорожньої множини U ⊂ X, яка мiстить x, знайдеться
така y ∈ U , що нерiвнiсть d(fn(x), fn(y)) > ε виконується для нескiнченно
багатьох n ∈ N0 (тобто справджується умова lim supn→∞ d(fn(x), fn(y)) >
ε).

Отримано рiвностi мiж деякими парами чисел Ляпунова.
Теорема 3.3. Якщо I – вiдрiзок, то для системи (I, f) виконується

рiвнiсть L1 = L2.
Теорема 3.4. Для довiльної динамiчної системи (I, f) на вiдрiзку I

справджується рiвнiсть L3 = L4.
Також показано, що випадок, коли L3(x) менше за L1, не є типовим.
Теорема 3.5. Для довiльної динамiчної системи (X, f) на метрично-

му просторi (X, d) пiдмножина Y = {x ∈ X| L3(x) < L1} є пiдмножиною
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першою категорiї Бера в X. Тобто Y є злiченним об’єднанням таких мно-
жин Yi, що нiяке замикання Yi не мiстить жодної вiдкритої непорожньої
пiдмножини простору X.

Також у третьому роздiлi розглядаються iндукованi системи.
Означення 3.3. Iндукованою системою називається пара (S, f), по-

будована на основi динамiчної системи (X, f) таким чином: у якостi S
обирається деяка сiм’я пiдмножин множини X, а функцiя f природним
чином розповсюджується на пiдмножини згаданої сiм’ї: для всiх A ∈ S
вiдображення задається рiвнiстю f(A) = {f(x)|x ∈ A}. При цьому для
кожної A ∈ S має виконуватися включення f(A) ∈ S.

Зокрема, розглядаються iндукованi системи (C(I), f), де C(I) – мно-
жина вiдрiзкiв та окремих точок, що мiстяться у вiдрiзку I. На множинi
C(I) розглядається метрика Хаусдорфа, яка для вiдрiзкiв має простий
вигляд: dH([a, b], [c, d]) = max{|a− c|, |b− d|}.

Основним результатом дослiдження у цьому напрямку є доведення то-
го, що система (C(I), f) має стiйкий у сенсi Ляпунова елемент, отже не
може бути чутливою.

Теорема 3.8. Нехай I – вiдрiзок. Тодi в iндукованiй системi (C(I), f)
з метрикою dH iснує такий елемент J ∈ C(I), що L3(J) = 0.

У четвертому роздiлi поняття чисел Ляпунова узагальнюється на ви-
падок дiї напiвгрупи. Проведено аналiз, якi властивостi чисел Ляпунова
зберiгаються при переходi вiд систем вигляду (X, f) до напiвгрупових.

Означення 4.1. Напiвгруповою динамiчною системою називається
пара (X,G), де X – деяка множина, а G – напiвгрупа, для якої ко-
жному елементу g ∈ G поставлено у вiдповiднiсть деяке вiдображення
fg : X → X. При цьому для будь-яких g, h ∈ G повинна справджуватись
умова fgh = fg(fh). Також, якщо G мiстить одиничний елемент e, то має
виконуватися тотожнiсть fe(x) = x.

Для таких систем введено поняття чисел Ляпунова, що узагальнюють
вiдповiднi характеристики систем вигляду (X, f).

Означення 4.3. Першим числом Ляпунова L1 для системи (X,G) на-
зивається найбiльше з таких ε1, що для будь-якого ε < ε1 та будь-якої
вiдкритої непорожньої множини U ⊂ X знайдуться такi x, y ∈ U та g ∈ G,
що d(g(x), g(y)) > ε.

Означення 4.4. Другим числом Ляпунова L2 для системи (X,G) на-
зивається найбiльше з таких ε2, що для будь-якого ε < ε2 та будь-якої
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вiдкритої непорожньої U ⊂ X знайдуться такi x, y ∈ U , що нерiвнiсть
d(g(x), g(y)) > ε виконується для нескiнченної множини елементiв g ∈ G.

Означення 4.5. Третiм числом Ляпунова L3 для системи (X,G) нази-
вається найбiльше з таких L3, що для будь-якого ε < ε3, будь-якої x ∈ X
та довiльної вiдкритої U ⊂ X, що мiстить x, знайдуться такi y ∈ U та
g ∈ G, що d(g(x), g(y)) > ε.

Означення 4.6. Четвертим числом Ляпунова L4 для системи (X,G)
називається найбiльше з таких L4, що для будь-якого ε < ε4, будь-якої
x ∈ X та довiльної вiдкритої U ⊂ X, що мiстить x, знайдуться такi x, y ∈
U , що нерiвнiсть d(g(x), g(y)) > ε виконується для нескiнченної множини
елементiв g ∈ G.

Отримано теореми про рiвностi мiж числами Ляпунова для таких си-
стем або їх певних класiв.

Теорема 4.1. Для системи (X,G) виконується нерiвнiсть L1 ≤ 2L4.
Теорема 4.3. Для транзитивної системi (X,G) з комутативною напiв-

групою G вiрна рiвнiсть L1 = L2.
Теорема 4.4. Для мiнiмальної системi (X,G) з комутативною напiв-

групою G вiрнi рiвностi L1 = L2 та L3 = L4.
Також отримано результати, якi стосуються чутливостi у сенсi Лi-

Йорка.
Означення 4.10. Для заданого ε пару (x, y) будемо називати ε-

асимптотичною, якщо iснує лише скiнченна кiлькiсть елементiв g ∈ G,
для яких d(g(x), g(y)) > ε. Пара (x, y) називається асимптотичною, якщо
вона ε-асимптотична для будь-якого ε > 0.

Означення 4.12. Пара (x, y) називається проксимальною, якщо для
будь-якого δ > 0 iснує елемент g ∈ G, для якого d(g(x), g(y)) < δ. Через
Prox(x) ми позначатимемо множину точок y ∈ X, для яких пара (x, y) є
проксимальною.

Означення 4.13. Пара (x, y) називається парою Лi-Йорка, якщо во-
на проксимальна, але не асимптотична. Для заданого ε пару (x, y) бу-
демо називати ε-парою Лi-Йорка, якщо вона проксимальна, але не ε-
асимптотична.

Означення 4.14. Система (X,G) називається чутливою у сенсi Лi-
Йорка, якщо є таке ε > 0, що для будь-якої вiдкритої непорожньої мно-
жини U ⊂ X та будь-якого x ∈ U iснує таке y ∈ U , для якого пара (x, y) є
ε-парою Лi-Йорка.
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Для певних класiв систем доведена їх чутливiсть у сенсi Лi-Йорка.
Теорема 4.10. Нехай X мiстить бiльше однiєї точки, G – комутативна

та (X,G) – слабко змiшуюча. Тодi (X,G) є чутливою в сенсi Лi-Йорка.
Також можна розглянути тотально транзитивнi системи, тобто такi

(X,G), що G – група, i для будь-якої пiдгрупи H, яка має скiнченний
iндекс у G, система (X,H) є транзитивною. Для наведених систем спосте-
рiгається аналогiчне явище.

Теорема 4.11. Нехай X мiстить бiльше однiєї точки, G – група, а
(X,G) є тотально транзитивною системою з усюди щiльною множиною
перiодичних точок. Тодi (X,G) є чутливою в сенсi Лi-Йорка.

ВИСНОВКИ

Дисертацiю присвячено вивченню кiлькiсних показникiв чутливостi
динамiчних систем. Також розглянуто ширший клас напiвгрупових си-
стем та зробленi деякi узагальнення на цей випадок.

Основнi результати дисертацiйної роботи можна пiдсумувати таким чи-
ном:

• Отримано рiзнi достатнi умови для рiвностей та нерiвностей мiж чи-
слами Ляпунова L1, L2, L3, L4, пов’язанi з топологiчними властиво-
стями динамiчної системи (X, f).

• Доведено рiвностi L1 = L2 та L3 = L4 для системи, заданої непе-
рервним вiдображенням вiдрiзка у себе.

• Показано, що в системi, заданiй неперервним вiдображенням компа-
ктного простору, точки x, для яких третє локальне число Ляпунова
L3(x) менше за перше число L1 цiєї системи, складають множину
першої категорiї у сенсi Бера. Тобто, множина таких точок є у певно-
му сенсi малою. Зокрема, вона не може спiвпадати з усiм простором,
на якому задано систему.

• Показано, що iндукована система, простором якої є сiм’я замкнених
зв’язних непорожнiх пiдмножин вiдрiзка, завжди має точку стiйко-
стi, отже, зокрема, не може бути чутливою.

• Отримано рiзнi достатнi умови для рiвностей та нерiвностей мiж чи-
слами Ляпунова L1, L2, L3, L4 у випадку дiї напiвгрупи.

• Доведено, що у випадку комутативної напiвгрупи G слабко змiшую-
ча система (X,G) чутлива у сенсi Лi-Йорка.
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Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-
математичних наук зi спецiальностi 01.01.02 — диференцiальнi рiвняння.
— Iнститут математики НАН України, Київ, 2017.

Дисертацiйна робота присвячена вивченню властивостей, якi пов’язанi
з чутливiстю динамiчних систем до початкових умов. Спочатку розглянутi
ранiше вiдомi поняття та результати, що вiдносяться до цього питання.
В основнiй частинi зроблено узагальнення таких результатiв та доведенi
деякi новi твердження про чутливiсть систем.

Вводяться чотири числа Ляпунова, якi є кiлькiсними показниками,
призначенi для опису екстремальних та асимптотичних характеристик чу-
тливостi певної системи (X, f). Тут X – метричний i, як правило, компа-
ктний простiр, а f є його неперервним вiдображенням у себе. Для чисел
Ляпунова доведено серiю рiвностей та нерiвностей. Зокрема, показано, що
у випадку компактного простору довiльнi числа Ляпунова вiдрiзняються
не бiльше, нiж у два рази. Також показанi рiвностi мiж певними парами
цих чисел для транзитивних, мiнiмальних i слабко змiшуючих систем.

Окремо розглядаються динамiчнi системи, де простором X є вiдрiзок.
Для них теж доведенi рiвностi мiж певними числами Ляпунова, якi не
обов’язково мають мiсце у загальному випадку. Додатково розглядаються
iндукованi системи, у яких точками простору є всi вiдрiзки, що належать
даному. Для систем такого типу показано, що завжди знайдеться елемент,
стiйкий у сенсi Ляпунова. У якостi наслiдку отримуємо, що наведенi си-
стеми не бувають чутливими до початкових умов.

Також у дисертацiї розглянуто системи бiльш загального вигляду, де
замiсть одного вiдображення дiє довiльна їх напiвгрупа. На випадок та-
ких систем перенесено поняття чисел Ляпунова, а також чутливостi у сенсi
Лi-Йорка. Для цього узагальненого випадку отриманi рiвностi та нерiвно-
стi мiж числами Ляпунова. Також доведено теорему про те, що слабко
змiшуюча система з компактним простором, що мiстить бiльше однiєї то-
чки, та комутативною напiвгрупою неперервних вiдображень є чутливою
в сенсi Лi-Йорка. Це узагальнює вiдомий результат для систем iз одним
вiдображенням.

Ключовi слова: динамiчна система, дiя напiвгрупи, мiнiмальнiсть,
слабка змiшуванiсть, транзитивнiсть, числа Ляпунова, чутливiсть.

Рыбак А. В. Некоторые задачи комбинаторной и топологической
динамики. — Рукопись.
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Диссертация на соискание учёной степени кандидата физико-
математических наук по специальности 01.01.02 — дифференциальные
уравнения. — Институт математики НАН Украины, Киев, 2017.

Диссертационная работа посвящена изучению свойств, которые свя-
заны с чувствительностью динамических систем к начальным условиям.
Сначала рассмотрены ранее известные понятия и результаты, относящие-
ся к этому вопросу. В основной части сделаны обобщения таких результа-
тов и доказаны некоторые новые утверджения о чувствительности систем.

Вводятся четыре числа Ляпунова, которые являются количествен-
ными показателями, предназначенными для описания экстремальных и
асимптотических характеристик чувствительности определённой системы
(X, f). Здесь X – метрическое и, как правило, компактное пространство,
а f является его непрерывным отображением в себя. Для чисел Ляпунова
доказана серия равенств и неравенств. В частности, показано, что в случае
компактного пространства произвольные числа Ляпунова отличаются не
более, чем в два раза. Также показаны равенства между определёнными
парами этих чисел для транзитивных, минимальных и слабо перемешива-
ющих систем.

Отдельно рассматриваются динамические системы, где пространством
X является отрезок. Для них тоже доказаны равенства между опреде-
лёнными числами Ляпунова, которые не обязательно имеют место в об-
щем случае. Дополнительно рассматриваются индуцированные системы,
в которых точками пространства являются все отрезки, принадлежащие
данному. Для систем такого типа показано, что всегда найдётся элемент,
устойчивый в смысле Ляпунова. В качестве следствия получаем, что упо-
мянутые системы не бывают чувствительными к начальным условиям.

Также в диссертации рассмотрены системы более общего вида, где вме-
сто одного отображения действует произвольная их полугруппа. На слу-
чай таких систем перенесены понятия чисел Ляпунова, а также чувстви-
тельности в смысле Ли-Йорка. Для этого обобщённого случая получены
равенства и неравенства между числами Ляпунова. Ещё доказана теорема
о том, что слабо перемешивающая система с компактным пространством,
которое содержит более одной точки, и коммутативной полугруппой не-
прерывных отображений является чувствительной в смысле Ли-Йорка.
Это обобщает известный результат для систем с одним отображением.

Ключевые слова: динамическая система, действие полугруппы, ми-
нимальность, слабая перемешиваемость, транзитивность, числа Ляпунова,
чувствительность.
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Rybak O. V. Some problems of combinatorial and topological
dynamics. — Manuscript.

Thesis for the candidate’s degree of physical and mathematical sciences
by speciality 01.01.02 — Differential Equations. — Institute of Mathematics of
National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2017.

The dissertational work is devoted to studying the properties, which are
connected with the sensitivity of the dynamical systems to the initial conditi-
ons. At the beginning we consider earlier known concepts and results, related
to this topic. In the main part the generalization of such results is made and
some new statements about the sensitivity of systems are proved.

We introduce four Lyapunov numbers, which are the quantitative measures,
assigned for the description of extremal and asymptotic characteristics of sensi-
tivity for some system (X, f). Here X is a metric and, as usual, compact space,
and f is its self-mapping. A series of equalities and inequalities is proved for
the Lyapunov numbers. In partial, it is shown, that in case of a compact space
two arbitrary Lyapunov numbers differ at most twice. Also we have shown
the equalities between some pairs of these numbers for transitive, minimal and
weakly mixing systems.

Separately we consider the systems, where a segment stands for the space
X. For them we also have proved the equalities between the Lyapunov
numbers, which not necessarily have place in the general case. Additionally
the induced systems, where the points of the space are all segments, which
belong to the given one, are studied. It is shown for the systems of such type,
that there is always an element, which is stable in the sense of Lyapunov. As
a corollary we get, that the mentioned systems can’t be sensitive to the initial
conditions.

Also the systems of more general type, where an arbitrary semigroup
of mappings acts instead of a single one, are considered in the dissertati-
on. The concept of Lyapunov numbers, and also the Li-Yorke sensitivity, are
transferred to the case of such systems. For this generalized case the equalities
and inequalities are obtained. Also we have proved a theorem, which states
the following: a weakly mixing system with a compact space, which contains
more than one point, and a commutative semigroup of continuous mappings
is sensitive in the sense of Li-Yorke. This generalizes the known result for the
systems with one mapping.

Key words: dynamical system, semigroup action, minimality, weak mixi-
ng, transitivity, Lyapunov numbers, sensitivity.
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