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Ïåðåëiê óìîâíèõ ïîçíà÷åíü

(X, f) � äèíàìi÷íà ñèñòåìà, ÿêà çàäà¹òüñÿ ïðîñòîðîì X òà âiäîáðà-

æåííÿì f öüîãî ïðîñòîðó â ñåáå.

(X, f)× (Y, g) � äîáóòîê ñèñòåì, ùî çàäà¹òüñÿ íà ïðîñòîði X × Y çà

äîïîìîãîþ âiäîáðàæåííÿ h(x, y) = (f(x), g(y)) äëÿ x ∈ X, y ∈ Y .

(X,G) � äèíàìi÷íà ñèñòåìà, ÿêà çàäà¹òüñÿ ïðîñòîðîì X òà íàïiâãðó-

ïîþ G, åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ âiäîáðàæåííÿìè X ó ñåáå.

fn(x) � âiäîáðàæåííÿ âèãëÿäó f(...f(f︸ ︷︷ ︸
n ðàçiâ

(x))...).

f(A) � îáðàç ìíîæèíè A âiäíîñíî âiäîáðàæåííÿ f , òîáòî ìíîæèíà

âñiõ y, äëÿ ÿêèõ çíàéäåòüñÿ òàêèé åëåìåíò x ∈ A, ùî f(x) = y.

f−1(A) � ïðîîáðàç ìíîæèíè A âiäíîñíî âiäîáðàæåííÿ f , òîáòî ìíî-

æèíà âñiõ y, äëÿ ÿêèõ çíàéäåòüñÿ òàêèé x ∈ A, ùî f(y) = x.

A � îá'¹äíàííÿ ìíîæèíè A ç ìíîæèíîþ ¨¨ ãðàíè÷íèõ òî÷îê.

Br(x) � âiäêðèòà êóëÿ ç ðàäióñîì r òà öåíòðîì x.

Nf(x, U) � ìíîæèíà öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë n, äëÿ ÿêèõ fn(x) íàëå-

æèòü ìíîæèíi U .

Nf(U, V ) � ìíîæèíà öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë n, äëÿ ÿêèõ ìíîæèíè

fn(U) òà V ìàþòü ñïiëüíèé åëåìåíò.

diam(X) � äiàìåòð ìíîæèíè X.

Asym(x) � ìíîæèíà òî÷îê y ñèñòåìè (X, f), äëÿ ÿêèõ âiäñòàíü ìiæ

fn(x) òà fn(y) çi çðîñòàííÿì n ïðÿìó¹ äî 0.

Eq(f) � ìíîæèíà ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèõ òî÷îê ñèñòåìè (X, f).

Orbf(x) � îðáiòà òî÷êè x ïiä äi¹þ iòåðàöié âiäîáðàæåííÿ f , òîáòî

ìíîæèíà {x, f(x), ..., fn(x), ...}.
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Prox(x) � ìíîæèíà òî÷îê y, äëÿ ÿêèõ ïàðà (x, y) ¹ ïðîêñèìàëüíîþ,

òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå n, ùî âiäñòàíü ìiæ fn(x) òà fn(y)

ìåíøà çà ε.

Trans(f) � ìíîæèíà òàêèõ òî÷îê x, äëÿ ÿêèõ Orbf(x) ñïiâïàäà¹ ç óñiì

ïðîñòîðîì X, íà ÿêîìó çàäàíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà.

∅ � ïîðîæíÿ ìíîæèíà.

N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

N0 � ìíîæèíà öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë.

Z � ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë.

Q � ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.

R � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë.

C � ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
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Âñòóï

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Çàäà÷i, ïîâ'ÿçàíi ç ÷óòëèâiñòþ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì

äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ, çóñòði÷àþòüñÿ ó áàãàòüîõ íàóêîâèõ íàïðÿìêàõ. Ïî-

äiáíi ïèòàííÿ âèíèêàþòü ó ôiçèöi, åêîëîãi¨, åêîíîìiöi òà iíøèõ äèñöèïëi-

íàõ, äå ïîòðiáíî ç'ÿñóâàòè, íàñêiëüêè òî÷íèì ìîæå áóòè ïðîãíîç ïîâåäií-

êè ïåâíîãî îá'¹êòà àáî äåÿêî¨ ñèñòåìè. ×óòëèâiñòü ñèñòåì òàêîæ ôiãóðó¹

ó ÷èñëåííèõ ðîçäiëàõ ìàòåìàòèêè. Íàïðèêëàä, ó òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü, òåîði¨ ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü, ìàòåìàòè÷íîìó àíàëiçi, òîïîëîãi÷íié

äèíàìiöi. Ïiä ÷àñ äîñëiäæåííÿ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ìàòåìàòèêè íàìàãà-

þòüñÿ çíàéòè óìîâè, ïðè âèêîíàííi ÿêèõ ñèñòåìà òî÷íî áóäå àáî òî÷íî

íå áóäå ÷óòëèâîþ, à òàêîæ àíàëiçóþòü ðiçíîìàíiòíi âèäè ÷óòëèâîñòi òà

ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ íèìè.

Îäèí iç ïåðøèõ àíàëiòè÷íèõ ïiäõîäiâ äî ñòiéêîñòi òà ÷óòëèâîñòi ñè-

ñòåì íàïðèêiíöi XIX ñòîëiòòÿ çàïðîâàäèâ Î. Ì. Ëÿïóíîâ. Âií çàïðîïî-

íóâàâ âèçíà÷àòè, íàñêiëüêè ñèëüíî âiäðiçíÿþòüñÿ ìiæ ñîáîþ òðà¹êòîði¨,

îäíà ç ÿêèõ ïî÷èíà¹òüñÿ ó äàíié òî÷öi, à iíøà � ó äîñòàòíüî ìàëîìó îêîëi

öi¹¨ òî÷êè. Ó çàëåæíîñòi âiä òîãî, ÿê çìiíþ¹òüñÿ ðîçáiæíiñòü òðà¹êòîðié

çi çìåíøåííÿì ðàäióñà çãàäàíîãî îêîëó, ñèñòåìà ââàæà¹òüñÿ ñòiéêîþ àáî

÷óòëèâîþ ó âiäïîâiäíié òî÷öi.

Ó ÷àñè Ëÿïóíîâà áiëüøó öiêàâiñòü âèêëèêàëè ñòiéêi ñèñòåìè, áî âîíè

ìàþòü âàæëèâå çíà÷åííÿ äëÿ àíàëiçó ôiçè÷íèõ ñèñòåì. Îêðåìèé iíòå-

ðåñ äî ÷óòëèâèõ ñèñòåì âèíèê ó äðóãié ïîëîâèíi XX ñòîëiòòÿ. Çîêðåìà,

öå áóëî ñïðè÷èíåíî ñïðîáàìè äîñëiäæåííÿ õàîñó. Ó ðîáîòàõ Å. Ëîðåíöà,

Ã. Ôàòó òà Á. Ìàíäåëüáðîòà áóëî ïðîäåìîíñòðîâàíî, ùî äåÿêi ñèñòåìè,

ïîâåäiíêà ÿêèõ ñïðè÷èíÿ¹ âðàæåííÿ õàîòè÷íî¨, ìîæóòü çàäàâàòè ôðà-
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êòàëè � îñîáëèâi ãåîìåòðè÷íi ôiãóðè, ñòðóêòóðà ÿêèõ çàëèøà¹òüñÿ ñêëà-

äíîþ ïðè ðîçãëÿäàííi ÿê çàâãîäíî ìàëèõ ¨õíiõ ôðàãìåíòiâ. Öå ïðèâåðíó-

ëî óâàãó íàóêîâöiâ äî õàîòè÷íèõ ñèñòåì. �äèíîãî îçíà÷åííÿ õàîòè÷íîñòi

ñèñòåìè íåìà¹, àëå ó ðiçíèõ îçíà÷åííÿõ îäíi¹þ ç âèìîã äî òàêî¨ ñèñòåìè

¹ ÷óòëèâiñòü äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ.

×óòëèâiñòü ñèñòåì òà ïîâ'ÿçàíi ç íåþ ÿâèùà îñîáëèâî àêòèâíî äîñëi-

äæóþòüñÿ ç 1970-èõ ðîêiâ. Ìàéæå îäíî÷àñíî îçíà÷åííÿ ÷óòëèâî¨ äèíà-

ìi÷íî¨ ñèñòåìè áóëî íàâåäåíî ó ðîáîòàõ Ä. Ðþåëÿ (1978), Äæ. Ãóêåíõàé-

ìåðà (1979) òà Äæ. Àóñëåíäåðà i Äæ. Éîðêà (1980).

Ç öüîãî ÷àñó â ñòàòòÿõ òà ìîíîãðàôiÿõ áàãàòüîõ àâòîðiâ áóëî îïóáëi-

êîâàíî ÷èñëåííi ôàêòè ïðî ÷óòëèâi ñèñòåìè. Ðiçíi âëàñòèâîñòi ÷óòëèâèõ

ñèñòåì îïèñàíî ó ñòàòòÿõ Å. Ãëàñíåðà òà Á. Âàéñà (1993), I. Åéêiíà, Äæ.

Àóñëåíäåðà òà Ê. Áåðãà (1996), Â. Õóàíãà, Ï. Ëó òà Êñ. É¹ (2011).

Äîñèòü íåî÷iêóâàíèé ðåçóëüòàò îòðèìàëè Äæ. Áåíêñ, Äæ. Áðóêñ, Ã.

Êåðíñ, Ã. Äåâiñ òà Ï. Ñòåéñi ó 1993 ðîöi. Âîíè âñòàíîâèëè, ùî ÷óòëèâiñòü

äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè, çàäàíî¨ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì íåñêií÷åííîãî

êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó, âèïëèâà¹ ç òðàíçèòèâíîñòi ñèñòåìè òà ùiëüíîñòi

ìíîæèíè ïåðiîäè÷íèõ òî÷îê. Ïî-ïåðøå, öå ñïðîñòèëî îçíà÷åííÿ õàîòè-

÷íî¨ ñèñòåìè, ÿêå çàïðîâàäèâ Ð. Äåâàíi: âií ïðîïîíóâàâ ââàæàòè õàîòè-

÷íèìè òi ñèñòåìè, ÿêi ¹ òðàíçèòèâíèìè, ÷óòëèâèìè äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ

òà ìàþòü ùiëüíó ìíîæèíó ïåðiîäè÷íèõ òî÷îê. Ïî-äðóãå, ðåçóëüòàò çãàäà-

íèõ ï'ÿòè àâòîðiâ ñòàâ ïðèêëàäîì òîãî, ùî ÷óòëèâiñòü ìîæå áóòè íàñëiä-

êîì óìîâ, íå ïîâ'ÿçàíèõ ç ìåòðèêîþ ïðîñòîðó, íà ÿêîìó çàäàíà ñèñòåìà.

Íàâåäåíèé ðåçóëüòàò äiñòàâ óçàãàëüíåííÿ ó ñòàòòi Å. Ãëàñíåðà òà Á. Âàé-

ñà (1993), ÿêi çàìiíèëè óìîâó ùiëüíîñòi ìíîæèíè ïåðiîäè÷íèõ òî÷îê íà

óìîâó ùiëüíîñòi ìíîæèíè ìiíiìàëüíèõ òî÷îê. Öi ðåçóëüòàòè ïîêàçóþòü,
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ùî ÷óòëèâiñòü ¹ âàæëèâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ, ÿêà ìîæå áóòè ïîâ'ÿçàíà ç

áàãàòüìà iíøèìè âëàñòèâîñòÿìè äèíàìi÷íèõ ñèñòåì.

Ó ñòàòòi I. Åéêiíà òà Ñ. Êîëÿäè (2003) áóëî äîâåäåíî, ùî äëÿ ïåâíîãî

êëàñó ñèñòåì ÷óòëèâiñòü äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî ïåâíi

ïàðè òî÷îê ñóòò¹âî âiääàëÿþòüñÿ îäíà âiä iíøî¨ íà íåñêií÷åííié ìíîæèíi

iòåðàöié. Óñüîãî ó çãàäàíié ðîáîòi äàíî ÷îòèðè ðiâíîñèëüíèõ îçíà÷åííÿ

÷óòëèâîñòi, ó êîæíîìó ç ÿêèõ ôiãóðó¹ äåÿêå ïîðîãîâå çíà÷åííÿ, ÿêå ìà-

þòü ïåðåâèùóâàòè âiäñòàíi ìiæ ïåâíèìè òî÷êàìè. Öå íàâîäèòü íà äóìêó

äîñëiäèòè, ÿê ñïiââiäíîñÿòüñÿ çãàäàíi ïîðîãîâi âåëè÷èíè äëÿ âiäñòàíåé.

Òàêi âåëè÷èíè íàçâàíi ÷èñëàìè Ëÿïóíîâà. Óñüîãî îçíà÷åíî ÷îòèðè ÷èñëà,

ïî îäíîìó äëÿ êîæíîãî îçíà÷åííÿ.

Äåÿêi ìàòåìàòèêè ïî÷àëè äîñëiäæóâàòè áiëüø ñèëüíi àíàëîãè ÷óòëè-

âîñòi. Íàïðèêëàä, ó 2008 ðîöi Ò. Ê. Ñ. Ìóòàòõó ââiâ îçíà÷åííÿ ðiçíèõ

ôîðì ÷óòëèâîñòi, ïîâ'ÿçàíèõ çi ñòðóêòóðîþ ìíîæèíè òèõ ìîìåíòiâ, ó

ÿêi òðàïëÿ¹òüñÿ iñòîòíå ðîçõîäæåííÿ òðà¹êòîðié. Ó öèõ îçíà÷åííÿõ ôi-

ãóðó¹ ïåâíå ïîðîãîâå çíà÷åííÿ äëÿ âiäñòàíi ìiæ òî÷êàìè. Òàêi çíà÷åííÿ

çà ¨õ ðîëëþ â ñèñòåìi àíàëîãi÷íi ÷èñëàì Ëÿïóíîâà.

Òàêîæ íà ïî÷àòêó XXI ñòîëiòòÿ ïðîâîäèòüñÿ áàãàòî äîñëiäæåíü íà

ïðåäìåò òîãî, ÿêi âëàñòèâîñòi çáåðiãàþòüñÿ, ÿêùî çàìiñòü iòåðàöié îäíîãî

âiäîáðàæåííÿ ðîçãëÿíóòè äîâiëüíó íàïiâãðóïó âiäîáðàæåíü ìåòðè÷íîãî

ïðîñòîðó. Äåÿêi ðîáîòè ç öüîãî íàïðÿìêó ïðèñâÿ÷åíi ÷óòëèâîñòi äî ïî-

÷àòêîâèõ óìîâ òà ðiçíèì óçàãàëüíåííÿì äàíîãî ïîíÿòòÿ. Òàêi ïèòàííÿ,

çîêðåìà, ðîçãëÿäàþòüñÿ ó ñòàòòÿõ Å. Êîíòîðîâè÷à òà Ì. Ìåãðåëiøâiëi

(2008), Ô. Ïîëî (2010). ßêùî äåÿêó òåîðåìó ïðî ñèñòåìó, çàäàíó iòåðà-

öiÿìè îäíîãî âiäîáðàæåííÿ, óçàãàëüíèòè íà âèïàäîê íàïiâãðóïîâî¨ ñè-

ñòåìè, òî íîâå òâåðäæåííÿ ìîæå âèÿâèòèñÿ ñêëàäíiøèì äëÿ äîâåäåííÿ.
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Íàïðèêëàä, ó ñòàòòi I. Åéêiíà òà Ñ. Êîëÿäè (2003) äîâåäåíî, ùî äîâiëü-

íà ñëàáêî çìiøóþ÷à ñèñòåìà íà êîìïàêòi ¹ ÷óòëèâîþ â ñåíñi Ëi�Éîðêà.

Äëÿ íàïiâãðóïîâèõ ñèñòåì àíàëîãi÷íå ïèòàííÿ çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì.

Öå iëþñòðó¹ òîé ôàêò, ùî äîñëiäæåííÿ íàïiâãðóïîâèõ ñèñòåì ¹ öiêàâèì

íàïðÿìêîì.

Îêðåìî äîñëiäæó¹òüñÿ ÷óòëèâiñòü ñèñòåì iç ïðîñòîðîì ñïåöiàëüíîãî

âèãëÿäó � íàïðèêëàä, äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, çàäàíèõ âiäîáðàæåííÿì âiä-

ðiçêà. Ñåðåä ðîáiò ó çãàäàíîìó íàïðÿìêó ñëiä çãàäàòè ñòàòòþ Î. Áëîõà

(1982), äå iëþñòðóâàâñÿ çâ'ÿçîê ÷óòëèâîñòi òà òðàíçèòèâíîñòi ñèñòåìè,

çàäàíî¨ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì âiäðiçêà. Áëîõ äîâiâ, ùî äîâiëüíà

òðàíçèòèâíà ñèñòåìà ¹ ÷óòëèâîþ, à äîâiëüíà ÷óòëèâà ñèñòåìà ¹ ó ïåâ-

íîìó ñåíñi ìàéæå òðàíçèòèâíîþ: âîíà ìiñòèòü òðàíçèòèâíó ïiäñèñòåìó,

ïðîñòið ÿêî¨ ñêëàäà¹òüñÿ çi ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi âiäðiçêiâ. Çàäà÷i, ïîâ'ÿ-

çàíi ç iòåðàöiÿìè âiäîáðàæåííÿ âiäðiçêà, äîïóñêàþòü ñïåöiàëüíi ìåòîäè

àíàëiçó. Âèâ÷åííÿ ñèñòåì, äå ïðîñòið ¹ âiäðiçêîì àáî iíøîþ äîáðå ñòðó-

êòóðîâàíîþ ìíîæèíîþ, âiäíîñèòüñÿ äî êîìáiíàòîðíî¨ äèíàìiêè. Çãàäà-

íèé íàïðÿìîê âèêîðèñòîâó¹ êîìáiíàòîðíèé àïàðàò, ùî ðîçêðèâà¹ öiêàâèé

âçà¹ìîçâ'ÿçîê âiäîáðàæåíü âiäðiçêà çi ñêií÷åííèìè ñòðóêòóðàìè.

Ùå îäíèì öiêàâèì íàïðÿìêîì, ÿêèé ìà¹ âiäíîøåííÿ äî òîïîëîãi÷íî¨

äèíàìiêè, ¹ òåîðiÿ iíäóêîâàíèõ âiäîáðàæåíü. Îñíîâíèì ïiäõîäîì öi¹¨ òå-

îði¨ ¹ òå, ùî ïåâíi ïiäìíîæèíè ïðîñòîðó, íà ÿêîìó çàäàíî äèíàìi÷íó

ñèñòåìó, ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê åëåìåíòè äåÿêîãî íîâîãî òîïîëîãi÷íîãî àáî

ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó. Äîñèòü âàæëèâèì äëÿ öüîãî íàïðÿìêó ¹ êëàñ ñè-

ñòåì, äå ïðîñòîðîì ¹ íàáið çàìêíåíèõ çâ'ÿçíèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí

äåÿêîãî âiäðiçêà. Àíàëiç òàêèõ ñèñòåì çðîáëåíî ó ñòàòòÿõ Ä. Ðîáàòiàíà

òà Ì. Ìàòâié÷óêà (2015).
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Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Ðîáîòà âèêîíóâàëàñÿ â Iíñòèòóòi ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè ó âiääiëi òå-

îði¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì çãiäíî ç çàãàëüíèì ïëàíîì äîñëiäæåíü ó ðàìêàõ

íàóêîâî-äîñëiäíèõ òåì �Òîïîëîãi÷íà äèíàìiêà òà íåëiíiéíi åâîëþöiéíi çà-

äà÷i� (2006�2010 ðð., íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0106U000882), �Òîïî-

ëîãi÷íà i êîìáiíàòîðíà äèíàìiêà òà åâîëþöiéíi çàäà÷i� (2011�2015 ðð.,

íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0111U001003) òà �Òîïîëîãi÷íà äèíàìiêà íà

ñêií÷åííîâèìiðíèõ òà ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ� (2016�2020 ðð., íîìåð

äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0116U000072).

Ìåòîþ äîñëiäæåííÿ ¹ âèÿâëåííÿ ðiâíîñòåé òà ñïiââiäíîøåíü ìiæ

êiëüêiñíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ÷óòëèâîñòi äèíàìi÷íèõ ñèñòåì.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ äèíàìi÷íi ñèñòåìè, ÿêèì âëàñòèâà ÷óòëè-

âiñòü äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ êiëüêiñíi õàðàêòåðèñòèêè ÷óòëèâîñòi äè-

íàìi÷íèõ ñèñòåì, ÿêi ó äàíié ðîáîòi íàçâàíi ÷èñëàìè Ëÿïóíîâà. Òàêîæ

ðîçãëÿäàþòüñÿ óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ ÷óòëèâîñòi íà ñèñòåìè, ùî çàäàþ-

òüñÿ äi¹þ íàïiâãðóïè íà ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði.

Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ:

• Çíàéòè äîñòàòíi óìîâè ðiâíîñòåé ìiæ ÷èñëàìè Ëÿïóíîâà äëÿ äè-

íàìi÷íèõ ñèñòåì (X, f) ç êîìïàêòíèì ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì X òà

íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì f .

• Äîñëiäèòè âçà¹ìîçâ'ÿçîê ÷èñåë Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåì, çàäàíèõ íà

âiäðiçêó.

• Äîñëiäèòè âëàñòèâîñòi ÷èñåë Ëÿïóíîâà äëÿ iíäóêîâàíèõ ñèñòåì íà

âiäðiçêó.
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• Óçàãàëüíèòè ïîíÿòòÿ ÷èñåë Ëÿïóíîâà òà ÷óòëèâîñòi ó ñåíñi Ëi-

Éîðêà íà âèïàäîê íàïiâãðóïè âiäîáðàæåíü. Äîñëiäèòè, ÿêi òâåð-

äæåííÿ ïðî ÷óòëèâiñòü ñèñòåì ïåðåíîñÿòüñÿ íà çãàäàíèé âèïàäîê.

Âñòàíîâèòè äîñòàòíi óìîâè äëÿ âèêîíàííÿ òèõ ñàìèõ âëàñòèâîñòåé,

ùî i ó ñèñòåìàõ (X, f).

Ðåçóëüòàòè ðîáîòè, ùî âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, ¹ íîâèìè i ïîëÿãàþòü ó

íàñòóïíîìó:

• Îòðèìàíî ðiçíi äîñòàòíi óìîâè äëÿ ðiâíîñòåé ìiæ ÷èñëàìè Ëÿïó-

íîâà L1, L2, L3 òà L4. Çîêðåìà, ïîêàçàíî, ùî ó òðàíçèòèâíèõ ñèñòå-

ìàõ âèêîíó¹òüñÿ L1 = L2, ó ñëàáêî çìiøóþ÷èõ òà ó ìiíiìàëüíèõ:

L1 = L2 i L3 = L4, à ó ñèñòåìàõ, ùî ¹ îäíî÷àñíî ìiíiìàëüíèìè òà

ñëàáêî çìiøóþ÷èìè: L1 = L2 = L3 = L4.

• Äîâåäåíî, ùî ó âèïàäêó íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ âiäðiçêà âèêî-

íóþòüñÿ ðiâíîñòi L1 = L2 òà L3 = L4. Öå îçíà÷à¹, ùî äiàìåòðàëüíà

êîíñòàíòà ÷óòëèâîñòi ñïiâïàäà¹ ç äiàìåòðàëüíîþ àñèìïòîòè÷íîþ, à

ðàäiàëüíà � ç ðàäiàëüíîþ àñèìïòîòè÷íîþ.

• Äîâåäåíî, ùî ó âèïàäêó íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ âiäðiçêà ëî-

êàëüíà ðàäiàëüíà êîíñòàíòà L3(x) íå ìåíøà çà äiàìåòðàëüíó êîí-

ñòàíòó L1 äëÿ âñiõ òî÷îê çà âèíÿòêîì íåñóòò¹âî¨ ìíîæèíè. Òîáòî,

ìíîæèíà òèõ òî÷îê x, äå íå âèêîíó¹òüñÿ âêàçàíà íåðiâíiñòü, ñêëà-

äà¹ ïiäìíîæèíó ïåðøî¨ êàòåãîði¨ ó ñåíñi Áåðà.

• Äîâåäåíî, ùî âñi ÷èñëà Ëÿïóíîâà äëÿ iíäóêîâàíî¨ ñèñòåìè íà âiä-

ðiçêó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç çàìêíåíèõ çâ'ÿçíèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí,

ðiâíi íóëþ. Áiëüøå òîãî, ó òàêié ñèñòåìi çàâæäè ¹ ñòiéêà òî÷êà.

• Äîâåäåíî, ùî ó íàïiâãðóïîâèõ ñèñòåìàõ óñi ÷èñëà Ëÿïóíîâà âiäði-

çíÿþòüñÿ íå áiëüøå, íiæ ó äâà ðàçè.
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• Äîâåäåíî, ùî ó íàïiâãðóïîâié ñèñòåìi ç êîìóòàòèâíîþ íàïiâãðóïîþ

çà óìîâè òðàíçèòèâíîñòi âèêîíó¹òüñÿ L1 = L2, à çà óìîâè ìiíiìàëü-

íîñòi � L1 = L2 i L3 = L4.

• Äîâåäåíî, ùî ñëàáêî çìiøóþ÷à ñèñòåìà (X,G), äå X � êîìïàêò i

G � êîìóòàòèâíà íàïiâãðóïà éîãî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü, ¹ ÷ó-

òëèâîþ â ñåíñi Ëi-Éîðêà.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðî-

áîòà íîñèòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè, à òàêîæ ìåòîäèêà

¨õ îòðèìàííÿ ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè ïîäàëüøîìó âèâ÷åííi ÷ó-

òëèâèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì. Òàêîæ ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè êîðèñíèìè

äëÿ àíàëiçó îá÷èñëþâàëüíèõ àëãîðèòìiâ, äå áàãàòîêðàòíî çàñòîñîâóþ-

òüñÿ îäíi é òi ñàìi ïåðåòâîðåííÿ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ó ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè òîïîëî-

ãi÷íî¨ äèíàìiêè òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó. Çîêðåìà, çàñòîñîâóþòüñÿ âëà-

ñòèâîñòi êîìïàêòiâ. Íàïðèêëàä, òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ ñïiëüíî¨ òî÷êè ó

âêëàäåíèõ êîìïàêòàõ òà òåîðåìà Áåðà ïðî òå, ùî êîìïàêò íå ìîæå áóòè

îá'¹äíàííÿì çëi÷åííî¨ ñiì'¨ ñâî¨õ íiäå íå ùiëüíèõ ïiäìíîæèí.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîáîòè, ùî âè-

íîñÿòüñÿ íà çàõèñò, îòðèìàíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî. Çi ñòàòòi, îïóáëiêîâàíî¨

ó ñïiâàâòîðñòâi, äî äèñåðòàöi¨ âêëþ÷åíi ëèøå òi ðåçóëüòàòè, ùî íàëåæàòü

àâòîðó.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äîïîâiäàëèñÿ òà îáãîâîðþâàëèñÿ íà:

• ×îòèðíàäöÿòié ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà

Ì. Êðàâ÷óêà, 19�21 êâiòíÿ 2012 ðîêó, ì. Êè¨â;
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• Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Äèíàìi÷íi ñèñòåìè òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ�,

16�18 òðàâíÿ 2012 ðîêó, ì. Êè¨â;

• Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Äèíàìi÷íi ñèñòåìè òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ�,

22�26 ÷åðâíÿ 2015 ðîêó, ì. Êè¨â;

• ñåìiíàði âiääiëó òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè

ÍÀÍ Óêðà¨íè.

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè îïóáëiêîâàíî

ó 5 ñòàòòÿõ [25, 51�54] òà òåçàõ äîïîâiäåé 3 ìiæíàðîäíèõ íàóêîâèõ êîí-

ôåðåíöié [55�57].

Ñòðóêòóðà é îá'¹ì äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ

ç ïåðåëiêó óìîâíèõ ïîçíà÷åíü, âñòóïó, 4 ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó

âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ùî íàëi÷ó¹ 62 íàéìåíóâàííÿ. Ïîâíèé îáñÿã ðîáîòè

ñêëàäà¹ 109 ñòîðiíîê äðóêîâàíîãî òåêñòó.

Ïîäÿêà. Àâòîð âèñëîâëþ¹ ïîäÿêó ñâî¹ìó íàóêîâîìó êåðiâíèêîâi Ñ.

Ô. Êîëÿäi çà ïîñòàíîâêó öiêàâèõ çàäà÷ i äîïîìîãó ïðè ïóáëiêàöi¨ ñòàòåé.

Òàêîæ àâòîð âèñëîâëþ¹ ïîäÿêó ñïiâðîáiòíèêàì âiääiëó òåîði¨ äèíàìi÷íèõ

ñèñòåì Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè çà ïîðàäè òà ìîðàëüíó ïiäòðèìêó.

Êîðîòêèé çìiñò äèñåðòàöi¨

Ó âñòóïi íàâåäåíi çàãàëüíi ïîíÿòòÿ, ùî ìàþòü âiäíîøåííÿ äî òåìè

äèñåðòàöi¨. Òàêîæ ñôîðìóëüîâàíi çàâäàííÿ òà îñíîâíi ðåçóëüòàòè äàíî¨

ðîáîòè.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi çðîáëåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòàöi¨.

Îïèñàíî ñïîñîáè àíàëiçó äèíàìi÷íèõ ñèñòåì òà ïèòàííÿ, ùî ñòîñóþòüñÿ

öi¹¨ òåìàòèêè. Íàâåäåíî îñíîâíi ïîíÿòòÿ, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç êîìáiíàòîðíîþ

òà òîïîëîãi÷íîþ äèíàìiêîþ, à òàêîæ iç ÷óòëèâiñòþ äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ.
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Îçíà÷åííÿ 1.1. Äèíàìi÷íîþ ñèñòåìîþ íàçèâà¹òüñÿ ïàðà (X, f), äå

X � äåÿêà ìíîæèíà, à f � âiäîáðàæåííÿ öi¹¨ ìíîæèíè ó ñåáå.

Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè âèïàäêè, êîëè ìíîæèíà X � ìåòðè÷íèé ïðî-

ñòið, à âiäîáðàæåííÿ f ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî ìåòðèêè öüîãî ïðîñòîðó.

Òîìó äàëi íå áóäåìî êàçàòè ïðî öå îêðåìî. Òàêîæ, ÿê ïðàâèëî, ðîçãëÿ-

äà¹òüñÿ âèïàäîê êîìïàêòíîãî X.

Âiäìiòèìî, ùî ïðè âèâ÷åííi äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (X, f) ìè çàçâè÷àé

àíàëiçó¹ìî åâîëþöiþ òî÷îê àáî ïiäìíîæèí ïðîñòîðó X, ÿêà âiäáóâà¹òüñÿ

ïiä ÷àñ áàãàòîêðàòíîãî çàñòîñóâàííÿ âiäîáðàæåííÿ f . Òîìó ââåäåìî ïî-

çíà÷åííÿ, ÿêi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè äàëi.

×åðåç fn ïîçíà÷àòèìåìî n-êðàòíó êîìïîçèöiþ ôóíêöi¨ f , òîáòî

fn(x) = f(...f︸ ︷︷ ︸
n ðàçiâ

(x)...). Çîêðåìà, f 0 ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì: f 0(x) = x.

ßêùî A ¹ äåÿêîþ ìíîæèíîþ, ÷åðåç f(A) ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó

{f(x)|x ∈ A}.

Òàêîæ íåõàé N0 ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë, òîáòî

ìíîæèíó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ðàçîì iç íóëåì.

Îçíà÷åííÿ 1.2. Ïîñëiäîâíiñòü (x, f(x), ..., fn(x), ...) íàçèâà¹-

òüñÿ îðáiòîþ (àáî òðà¹êòîði¹þ) òî÷êè x ó ñèñòåìi (X, f). Ìíîæèíó

{x, f(x), ..., fn(x), ...} ïîçíà÷àòèìåìî ÿê Orbf(x) àáî ïðîñòî ÿê Orb(x),

ÿêùî çðîçóìiëî, ÿêà ôóíêöiÿ f ðîçãëÿäà¹òüñÿ.

Äåÿêi ñèñòåìè äåìîíñòðóþòü ñèëüíó íåïåðåäáà÷óâàíiñòü. Íàïðèêëàä,

äëÿ X = [0, 1] òà f(x) = 4x(1− x) ïîñëiäîâíiñòü {fn(x)} äóæå õàîòè÷íà.

Ïî÷èíàþ÷è ç áëèçüêèõ x1 òà x2, äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ n ìîæíà îòðè-

ìàòè äîñèòü äàëåêi òî÷êè fn(x1) òà fn(x2). Äëÿ àíàëiçó ïîäiáíîãî ÿâèùà

Î. Ì. Ëÿïóíîâ çàïðîïîíóâàâ îçíà÷åííÿ ñòiéêî¨ ñèñòåìè.
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Îçíà÷åííÿ 1.5. Ñèñòåìó (X, f) íàçèâàòèìåìî ñòiéêîþ (àáî ðiâíî-

ìiðíî íåïåðåðâíîþ) â òî÷öi x, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå

δ > 0 (ÿêå ìîæå çàëåæàòè âiä x òà ε), ùî äëÿ äîâiëüíîãî y, ÿêå çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó d(x, y) < δ, òà äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî íåâiä'¹ìíîãî ÷èñëà

n ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü d(fn(x), fn(y)) < ε.

Ïðîòèëåæíiñòþ äî ñòiéêèõ ñèñòåì ¹ ÷óòëèâi ñèñòåìè.

Îçíà÷åííÿ 1.8. Ñèñòåìà (X, f) íàçèâà¹òüñÿ ÷óòëèâîþ äî ïî÷àòêî-

âèõ óìîâ (àáî ïðîñòî ÷óòëèâîþ), ÿêùî iñíó¹ òàêå ε > 0, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨

òî÷êè x ∈ X òà áóäü-ÿêîãî δ > 0 çíàéäóòüñÿ òàêi y ∈ X òà n ∈ N, ùî

d(x, y) < δ òà d(fn(x), fn(y)) > ε.

Òàêîæ ìîæíà äîñëiäæóâàòè êëàñè äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ùî çàäîâîëü-

íÿþòü ïåâíi óìîâè, ïîâ'ÿçàíi çi âçà¹ìíèì ðîçòàøóâàííÿì iòåðàöié âiä-

êðèòèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó ñèñòåìè. Íàïðèêëàä, âèäiëÿþòü òðàíçèòèâ-

íi, ñëàáêî çìiøóþ÷i òà ìiíiìàëüíi ñèñòåìè.

Îçíà÷åííÿ 1.10. Äèíàìi÷íà ñèñòåìà (X, f) íàçèâà¹òüñÿ òðàíçèòèâ-

íîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí U, V ⊂ X

iñíó¹ òàêå öiëå íåâiä'¹ìíå n, ùî fn(U) ∩ V 6= ∅.

Îçíà÷åííÿ 1.11. Äèíàìi÷íà ñèñòåìà (X, f) íàçèâà¹òüñÿ ñëàáêî

çìiøóþ÷îþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí

U1, V1, U2, V2 ⊂ X iñíó¹ òàêå öiëå íåâiä'¹ìíå n, ùî îäíî÷àñíî ñïðàâäæó-

þòüñÿ óìîâè fn(U1) ∩ V1 6= ∅ òà fn(U2) ∩ V2 6= ∅.

Îçíà÷åííÿ 1.12. Äèíàìi÷íà ñèñòåìà (X, f) íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëü-

íîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x ∈ X òà áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨

ïiäìíîæèíè U ⊂ X çíàéäåòüñÿ òàêå öiëå íåâiä'¹ìíå n, ùî fn(x) ∈ U .

Îêðiì îçíà÷åííÿ òðàíçèòèâíîñòi, ÿêå ñïèðà¹òüñÿ íà âçà¹ìîäiþ âiä-
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êðèòèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó X, ìîæíà ââåñòè ïîíÿòòÿ òðàíçèòèâíî¨ òî-

÷êè.

Îçíà÷åííÿ 1.13. Òî÷êà x ñèñòåìè (X, f) íàçèâà¹òüñÿ òðàíçèòèâíîþ,

ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ ïiäìíîæèíè U ⊂ X iñíó¹ òàêå

öiëå íåâiä'¹ìíå ÷èñëî n, ùî fn(x) íàëåæèòü U .

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi ñèñòåìè ïîâ'ÿçàíi ç ÿâèùåì ÷ó-

òëèâîñòi. Íàïðèêëàä, öåé çâ'ÿçîê äåìîíñòðó¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.7 (Áåíêñ, Áðóêñ, Êåðíñ, Äåâiñ, Ñòåéñi). Íåõàé äè-

íàìi÷íà ñèñòåìà (X, f) çàäàíà íà êîìïàêòíîìó ïðîñòîði X. ßêùî öÿ

ñèñòåìà òðàíçèòèâíà i ìà¹ ùiëüíó ìíîæèíó ïåðiîäè÷íèõ òî÷îê, òî âîíà

÷óòëèâà àáî ìíîæèíà X ñêií÷åííà.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi íàâåäåíi îçíà÷åííÿ ÷èñåë Ëÿïóíîâà ÿê ïåâíèõ

êiëüêiñíèõ õàðàêòåðèñòèê ÷óòëèâîñòi ñèñòåìè.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ïåðøå ÷èñëî Ëÿïóíîâà L1 äëÿ ñèñòåìè (X, f) � öå

íàéáiëüøå ç òàêèõ ε1, ùî äëÿ êîæíîãî ε < ε1 òà äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨

íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè U ⊂ X çíàéäóòüñÿ òàêi x, y ∈ U òà n ∈ N0, ùî

d(fn(x), fn(y)) > ε.

Îçíà÷åííÿ 2.2. Äðóãå ÷èñëî Ëÿïóíîâà L2 äëÿ ñèñòåìè (X, f) � öå

íàéáiëüøå ç òàêèõ ε2, ùî äëÿ êîæíîãî ε < ε2 òà äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨

íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè U ⊂ X çíàéäóòüñÿ òàêi x, y ∈ U , ùî íåðiâíiñòü

d(fn(x), fn(y)) > ε âèêîíó¹òüñÿ äëÿ íåñêií÷åííî áàãàòüîõ n ∈ N0 (òîáòî

ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà lim supn→∞ d(f
n(x), fn(y)) > ε).

Îçíà÷åííÿ 2.3. Òðåò¹ ÷èñëî Ëÿïóíîâà L3 äëÿ ñèñòåìè (X, f) � öå

íàéáiëüøå ç òàêèõ ε3, ùî äëÿ êîæíîãî ε < ε3, êîæíî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðî-

æíüî¨ ìíîæèíè U ⊂ X òà äîâiëüíî¨ x ∈ U çíàéäóòüñÿ òàêi y ∈ U òà
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n ∈ N0, ùî d(fn(x), fn(y)) > ε.

Îçíà÷åííÿ 2.4. ×åòâåðòå ÷èñëî Ëÿïóíîâà L4 äëÿ ñèñòåìè (X, f)

� öå íàéáiëüøå ç òàêèõ ε4, ùî äëÿ êîæíîãî ε < ε4, êîæíî¨ âiäêðèòî¨

íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè U ⊂ X òà äîâiëüíî¨ x ∈ U çíàéäåòüñÿ òàêà y ∈ U ,

ùî íåðiâíiñòü d(fn(x), fn(y)) > ε âèêîíó¹òüñÿ äëÿ íåñêií÷åííî áàãàòüîõ

n ∈ N0 (òîáòî ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà lim supn→∞ d(f
n(x), fn(y)) > ε).

Ìiæ ÷èñëàìè Ëÿïóíîâà âèêîíóþòüñÿ î÷åâèäíi íåðiâíîñòi L1 ≥ L2 ≥

L4 òà L1 ≥ L3 ≥ L4. Òàêîæ äîâåäåíå ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêå îáìåæó¹ ðîç-

áiæíîñòi ìiæ ÷èñëàìè Ëÿïóíîâà. Âîíî ñôîðìóëüîâàíå ó ÿêîñòi òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé (X, f) � äèíàìi÷íà ñèñòåìà íà êîìïàêòíîìó ìå-

òðè÷íîìó ïðîñòîði X ç íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ f . Òîäi L1 ≤ 2L4.

Ç öi¹¨ òåîðåìè òà çàçíà÷åíèõ ðàíiøå íåðiâíîñòåé ìà¹ìî, ùî çà âiä-

ïîâiäíèõ îáìåæåíü íåðiâíiñòü Li ≤ 2Lj ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíèõ

i, j ∈ {1, 2, 3, 4}.

Äàëi âèâ÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ÷èñëàìè Ëÿïóíîâà äëÿ ïåâíèõ

êëàñiâ ñèñòåì.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé (X, f) � òðàíçèòèâíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà. Òîäi

L1 = L2.

Òðàíçèòèâíà ñèñòåìà (X, f), äå X íå ìà¹ içîëüîâàíèõ òî÷îê, íàçè-

âà¹òüñÿ ToM-ñèñòåìîþ, ÿêùî êîæíà òî÷êà x ∈ X ¹ òðàíçèòèâíîþ àáî

ìiíiìàëüíîþ. Òîáòî äëÿ êîæíî¨ x ∈ X âèêîíàíà ðiâíiñòü Orb(x) = X

àáî ñèñòåìà (Orb(x), f) ìiíiìàëüíà. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì, äî ÿêèõ, çîêðåìà,

íàëåæàòü òðàíçèòèâíi òà ìiíiìàëüíi, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.3 Íåõàé (X, f) � ÷óòëèâà ToM-ñèñòåìà. Òîäi L3 = L4.

Íàðåøòi, äëÿ ñëàáêî çìiøóþ÷èõ ñèñòåì äîâåäåíi ðiâíîñòi ìiæ äåêiëü-
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êîìà ïàðàìè ÷èñåë Ëÿïóíîâà.

Òåîðåìà 2.4. Íåõàé (X, f) � ñëàáêî çìiøóþ÷à ñèñòåìà. Òîäi âiðíi

òàêi ðiâíîñòi.

1. L1 = L2 = diam(X).

2. L3 = L4.

3. ßêùî ñèñòåìà (X, f) òàêîæ ¹ ìiíiìàëüíîþ, òî L1 = L2 = L3 =

L4 = diam(X).

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ êîíñòàíòàìè

Ëÿïóíîâà äëÿ íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ âiäðiçêà.

Ââåäåíi ïîíÿòòÿ ëîêàëüíèõ ÷èñåë Ëÿïóíîâà.

Îçíà÷åííÿ 3.1. Ëîêàëüíå òðåò¹ ÷èñëî Ëÿïóíîâà L3(x) äëÿ òî÷êè x

äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (X, f) � öå íàéáiëüøå ç òàêèõ ε3(x), ùî äëÿ êîæíîãî

ε < ε3(x) òà êîæíî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè U ⊂ X, ÿêà ìiñòèòü

x, çíàéäóòüñÿ òàêi y ∈ U òà n ∈ N0, ùî d(fn(x), fn(y)) > ε.

Îçíà÷åííÿ 3.2. Ëîêàëüíå ÷åòâåðòå ÷èñëî Ëÿïóíîâà L4(x) äëÿ òî-

÷êè x ñèñòåìè (X, f) � öå íàéáiëüøå ç òàêèõ ε4(x), ùî äëÿ êîæíîãî

ε < ε4(x) òà êîæíî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè U ⊂ X, ÿêà ìi-

ñòèòü x, çíàéäåòüñÿ òàêà y ∈ U , ùî íåðiâíiñòü d(fn(x), fn(y)) > ε âèêî-

íó¹òüñÿ äëÿ íåñêií÷åííî áàãàòüîõ n ∈ N0 (òîáòî ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà

lim supn→∞ d(f
n(x), fn(y)) > ε).

Îòðèìàíî ðiâíîñòi ìiæ äåÿêèìè ïàðàìè ÷èñåë Ëÿïóíîâà.

Òåîðåìà 3.3. ßêùî I � âiäðiçîê, òî äëÿ ñèñòåìè (I, f) âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü L1 = L2.

Òåîðåìà 3.4. Äëÿ äîâiëüíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (I, f) íà âiäðiçêó I

ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü L3 = L4.
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Òàêîæ ïîêàçàíî, ùî âèïàäîê, êîëè L3(x) ìåíøå çà L1, íå ¹ òèïîâèì.

Òåîðåìà 3.5. Äëÿ äîâiëüíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (X, f) íà ìåòðè÷íî-

ìó ïðîñòîði (X, d) ïiäìíîæèíà Y = {x ∈ X| L3(x) < L1} ¹ ïiäìíîæèíîþ

ïåðøîþ êàòåãîði¨ Áåðà â X. Òîáòî Y ¹ çëi÷åííèì îá'¹äíàííÿì òàêèõ ìíî-

æèí Yi, ùî íiÿêå çàìèêàííÿ Yi íå ìiñòèòü æîäíî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨

ïiäìíîæèíè ïðîñòîðó X.

Òàêîæ ó òðåòüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ iíäóêîâàíi ñèñòåìè.

Îçíà÷åííÿ 3.3. Iíäóêîâàíîþ ñèñòåìîþ íàçèâà¹òüñÿ ïàðà (S, f), ïî-

áóäîâàíà íà îñíîâi äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (X, f) òàêèì ÷èíîì: ó ÿêîñòi S

îáèðà¹òüñÿ äåÿêà ñiì'ÿ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X, à ôóíêöiÿ f ïðèðîäíèì

÷èíîì ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ íà ïiäìíîæèíè çãàäàíî¨ ñiì'¨: äëÿ âñiõ A ∈ S

âiäîáðàæåííÿ çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ f(A) = {f(x)|x ∈ A}. Ïðè öüîìó äëÿ

êîæíî¨ A ∈ S ìà¹ âèêîíóâàòèñÿ âêëþ÷åííÿ f(A) ∈ S.

Çîêðåìà, ðîçãëÿäàþòüñÿ iíäóêîâàíi ñèñòåìè (C(I), f), äå C(I) � ìíî-

æèíà âiäðiçêiâ òà îêðåìèõ òî÷îê, ùî ìiñòÿòüñÿ ó âiäðiçêó I. Íà ìíîæèíi

C(I) ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìåòðèêà Õàóñäîðôà, ÿêà äëÿ âiäðiçêiâ ìà¹ ïðîñòèé

âèãëÿä: dH([a, b], [c, d]) = max{|a− c|, |b− d|}.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì äîñëiäæåííÿ ó öüîìó íàïðÿìêó ¹ äîâåäåííÿ

òîãî, ùî ñèñòåìà (C(I), f) ìà¹ ñòiéêèé ó ñåíñi Ëÿïóíîâà åëåìåíò, îòæå

íå ìîæå áóòè ÷óòëèâîþ.

Òåîðåìà 3.8. Íåõàé I � âiäðiçîê. Òîäi â iíäóêîâàíié ñèñòåìi (C(I), f)

ç ìåòðèêîþ dH iñíó¹ òàêèé åëåìåíò J ∈ C(I), ùî L3(J) = 0.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ïîíÿòòÿ ÷èñåë Ëÿïóíîâà óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà

âèïàäîê äi¨ íàïiâãðóïè. Ïðîâåäåíî àíàëiç, ÿêi âëàñòèâîñòi ÷èñåë Ëÿïóíî-

âà çáåðiãàþòüñÿ ïðè ïåðåõîäi âiä ñèñòåì âèãëÿäó (X, f) äî íàïiâãðóïîâèõ.
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Îçíà÷åííÿ 4.1. Íàïiâãðóïîâîþ äèíàìi÷íîþ ñèñòåìîþ íàçèâà¹òüñÿ

ïàðà (X,G), äå X � äåÿêà ìíîæèíà, à G � íàïiâãðóïà, äëÿ ÿêî¨ êî-

æíîìó åëåìåíòó g ∈ G ïîñòàâëåíî ó âiäïîâiäíiñòü äåÿêå âiäîáðàæåííÿ

fg : X → X. Ïðè öüîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ g, h ∈ G ïîâèííà ñïðàâäæóâàòèñü

óìîâà fgh = fg(fh). Òàêîæ, ÿêùî G ìiñòèòü îäèíè÷íèé åëåìåíò e, òî ìà¹

âèêîíóâàòèñÿ òîòîæíiñòü fe(x) = x.

Äëÿ òàêèõ ñèñòåì ââåäåíî ïîíÿòòÿ ÷èñåë Ëÿïóíîâà, ùî óçàãàëüíþþòü

âiäïîâiäíi õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåì âèãëÿäó (X, f).

Îçíà÷åííÿ 4.3. Ïåðøèì ÷èñëîì Ëÿïóíîâà L1 äëÿ ñèñòåìè (X,G)

íàçèâà¹òüñÿ íàéáiëüøå ç òàêèõ ε1, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε < ε1 òà áóäü-

ÿêî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè U ⊂ X çíàéäóòüñÿ òàêi x, y ∈ U òà

g ∈ G, ùî d(g(x), g(y)) > ε.

Îçíà÷åííÿ 4.4. Äðóãèì ÷èñëîì Ëÿïóíîâà L2 äëÿ ñèñòåìè (X,G)

íàçèâà¹òüñÿ íàéáiëüøå ç òàêèõ ε2, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε < ε2 òà áóäü-ÿêî¨

âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ U ⊂ X çíàéäóòüñÿ òàêi x, y ∈ U , ùî íåðiâíiñòü

d(g(x), g(y)) > ε âèêîíó¹òüñÿ äëÿ íåñêií÷åííî¨ ìíîæèíè åëåìåíòiâ g ∈ G.

Îçíà÷åííÿ 4.5. Òðåòiì ÷èñëîì Ëÿïóíîâà L3 äëÿ ñèñòåìè (X,G)

íàçèâà¹òüñÿ íàéáiëüøå ç òàêèõ L3, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε < ε3, áóäü-ÿêî¨

x ∈ X òà äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ U ⊂ X, ùî ìiñòèòü x, çíàéäóòüñÿ òàêi

y ∈ U òà g ∈ G, ùî d(g(x), g(y)) > ε.

Îçíà÷åííÿ 4.6. ×åòâåðòèì ÷èñëîì Ëÿïóíîâà L4 äëÿ ñèñòåìè (X,G)

íàçèâà¹òüñÿ íàéáiëüøå ç òàêèõ L4, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε < ε4, áóäü-ÿêî¨

x ∈ X òà äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ U ⊂ X, ùî ìiñòèòü x, çíàéäóòüñÿ òàêi

x, y ∈ U , ùî íåðiâíiñòü d(g(x), g(y)) > ε âèêîíó¹òüñÿ äëÿ íåñêií÷åííî¨

ìíîæèíè åëåìåíòiâ g ∈ G.
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Îòðèìàíî òåîðåìè ïðî ðiâíîñòi ìiæ ÷èñëàìè Ëÿïóíîâà äëÿ òàêèõ

ñèñòåì àáî ¨õ ïåâíèõ êëàñiâ.

Òåîðåìà 4.1. Äëÿ ñèñòåìè (X,G) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü L1 ≤ 2L4.

Òåîðåìà 4.3. Äëÿ òðàíçèòèâíî¨ ñèñòåìi (X,G) ç êîìóòàòèâíîþ íà-

ïiâãðóïîþ G âiðíà ðiâíiñòü L1 = L2.

Òåîðåìà 4.4. Äëÿ ìiíiìàëüíî¨ ñèñòåìi (X,G) ç êîìóòàòèâíîþ íàïiâ-

ãðóïîþ G âiðíi ðiâíîñòi L1 = L2 òà L3 = L4.

Òàêîæ îòðèìàíî ðåçóëüòàòè, ÿêi ñòîñóþòüñÿ ÷óòëèâîñòi ó ñåíñi Ëi-

Éîðêà.

Îçíà÷åííÿ 4.10. Äëÿ çàäàíîãî ε ïàðó (x, y) áóäåìî íàçèâàòè ε-

àñèìïòîòè÷íîþ, ÿêùî iñíó¹ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü åëåìåíòiâ g ∈ G,

äëÿ ÿêèõ d(g(x), g(y)) > ε. Ïàðà (x, y) íàçèâà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íîþ, ÿêùî

âîíà ε-àñèìïòîòè÷íà äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0.

Îçíà÷åííÿ 4.12. Ïàðà (x, y) íàçèâà¹òüñÿ ïðîêñèìàëüíîþ, ÿêùî äëÿ

áóäü-ÿêîãî δ > 0 iñíó¹ åëåìåíò g ∈ G, äëÿ ÿêîãî d(g(x), g(y)) < δ. ×åðåç

Prox(x) ìè ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó òî÷îê y ∈ X, äëÿ ÿêèõ ïàðà (x, y)

¹ ïðîêñèìàëüíîþ.

Îçíà÷åííÿ 4.13. Ïàðà (x, y) íàçèâà¹òüñÿ ïàðîþ Ëi-Éîðêà, ÿêùî âî-

íà ïðîêñèìàëüíà, àëå íå àñèìïòîòè÷íà. Äëÿ çàäàíîãî ε ïàðó (x, y) áó-

äåìî íàçèâàòè ε-ïàðîþ Ëi-Éîðêà, ÿêùî âîíà ïðîêñèìàëüíà, àëå íå ε-

àñèìïòîòè÷íà.

Îçíà÷åííÿ 4.14. Ñèñòåìà (X,G) íàçèâà¹òüñÿ ÷óòëèâîþ ó ñåíñi Ëi-

Éîðêà, ÿêùî ¹ òàêå ε > 0, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíî-

æèíè U ⊂ X òà áóäü-ÿêîãî x ∈ U iñíó¹ òàêå y ∈ U , äëÿ ÿêîãî ïàðà (x, y)

¹ ε-ïàðîþ Ëi-Éîðêà.
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Äëÿ ïåâíèõ êëàñiâ ñèñòåì äîâåäåíà ¨õ ÷óòëèâiñòü ó ñåíñi Ëi-Éîðêà.

Òåîðåìà 4.10. Íåõàé X ìiñòèòü áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè, G � êîìóòàòèâ-

íà òà (X,G) � ñëàáêî çìiøóþ÷à. Òîäi (X,G) ¹ ÷óòëèâîþ â ñåíñi Ëi-Éîðêà.

Òàêîæ ìîæíà ðîçãëÿíóòè òîòàëüíî òðàíçèòèâíi ñèñòåìè, òîáòî òàêi

(X,G), ùî G � ãðóïà, i äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïiäãðóïè H, ÿêà ìà¹ ñêií÷åííèé

iíäåêñ ó G, ñèñòåìà (X,H) ¹ òðàíçèòèâíîþ. Äëÿ íàâåäåíèõ ñèñòåì ñïî-

ñòåðiãà¹òüñÿ àíàëîãi÷íå ÿâèùå.

Òåîðåìà 4.11. Íåõàé X ìiñòèòü áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè, G � ãðóïà, à

(X,G) ¹ òîòàëüíî òðàíçèòèâíîþ ñèñòåìîþ ç óñþäè ùiëüíîþ ìíîæèíîþ

ïåðiîäè÷íèõ òî÷îê. Òîäi (X,G) ¹ ÷óòëèâîþ â ñåíñi Ëi-Éîðêà.



23

Ðîçäië 1

Îãëÿä ëiòåðàòóðè

Âæå äåêiëüêà îñòàííiõ ñòîëiòü ìàòåìàòèêè òà ôiçèêè ðîçðîáëÿþòü ìåòî-

äè, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ìîæíà âèâ÷àòè ñèñòåìè, ùî çìiíþþòüñÿ ç ÷àñîì.

Îäèí iç ïåðøèõ ïiäõîäiâ � ÿâíèé ñïîñiá îïèñó ïðîöåñó. Íàïðèêëàä, ó

XVI ñòîëiòòi I. Êåïëåð âèçíà÷èâ, ùî ïëàíåòè ðóõàþòüñÿ íàâêîëî Ñîíöÿ

ïî åëiïñàõ, à òàêîæ îïèñàâ, ÿêîþ ñàìå ¹ øâèäêiñòü ðóõó â êîæíié òî÷öi

îðáiòè [59]. Çàêîíîìiðíîñòi ðóõó ïëàíåò âèïëèâàëè ç òðüîõ ïðèíöèïiâ, ùî

äiñòàëè íàçâó çàêîíiâ Êåïëåðà. Â÷åíèé âiäêðèâ öi çàêîíè çà äîïîìîãîþ

ñïîñòåðåæåíü, i â òîé ÷àñ âîíè ùå íå ìàëè ñòðîãîãî îáãðóíòóâàííÿ.

Êîëè I. Íüþòîí âiäêðèâ çàêîí âñåñâiòíüîãî òÿæiííÿ òà ðîçðîáèâ ìåòî-

äè äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ, ç'ÿâèëàñÿ ìîæëèâiñòü ìàòåìàòè÷íî äî-

âåñòè çàêîíè Êåïëåðà. Òàêîæ öi çàêîíè áóëî óçàãàëüíåíî. Íàïðèêëàä,

ñòàëî çðîçóìiëî, ùî ïî åëiïñàõ ðóõàþòüñÿ íå òiëüêè ïëàíåòè íàâêîëî

Ñîíöÿ, àëå i áóäü-ÿêi äâà òiëà îáåðòàþòüñÿ íàâêîëî ¨õ ñïiëüíîãî öåíòðà

ìàñ, ÿêùî ìiæ íèìè ¹ äîñòàòíüî ñèëüíà ãðàâiòàöiéíà âçà¹ìîäiÿ.

Îñíîâíà iäåÿ ìåòîäó, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ìîæíà àíàëiçóâàòè ñèñòåìè

âçà¹ìîäiþ÷èõ òië àáî ïîäiáíi ñèñòåìè, ïîëÿãà¹ ó íàñòóïíîìó. Ñïî÷àòêó

äëÿ îïèñó ñèñòåìè îáèðàþòüñÿ ïàðàìåòðè, ÿêi âèçíà÷àþòü ¨¨ ñòàí. Ïîòiì

âèçíà÷à¹òüñÿ, ÿê ïîòî÷íi çíà÷åííÿ îáðàíèõ ïàðàìåòðiâ ïîâ'ÿçàíi ç ¨õíi-

ìè ìàéáóòíiìè çìiíàìè. Â çàëåæíîñòi âiä âèãëÿäó öüîãî çâ'ÿçêó ñêëàäà-

¹òüñÿ äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ àáî iíøå ñïiââiäíîøåííÿ. Äàëi ïîòðiáíî

ïðîàíàëiçóâàòè ñèñòåìó íà îñíîâi ïîáóäîâàíèõ ñïiââiäíîøåíü. Ïåðåâàãà

òàêîãî ïiäõîäó ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ìîæíà îòðèìàòè iíôîðìàöiþ ïðî ñè-

ñòåìó íàâiòü ó òèõ âèïàäêàõ, êîëè íåìà¹ ìîæëèâîñòi âèðàçèòè ôîðìó



24

òðà¹êòîðié ÷åðåç âiäîìi ôóíêöi¨. ßêùî æå òðà¹êòîði¨ äîïóñêàþòü çðó÷íå

ïðåäñòàâëåííÿ, éîãî ìîæíà âiäøóêàòè, ðîçâ'ÿçóþ÷è çãàäàíi ðiâíÿííÿ.

Ïðè öüîìó ìîæíà âèÿâèòè é iíøi ìîæëèâi ðîçâ'ÿçêè, ÿêi âàæ÷å âèÿâèòè

çi ñïîñòåðåæåíü. Íàïðèêëàä, ïðè äîñòàòíüî âèñîêié ïî÷àòêîâié øâèäêî-

ñòi òiëî áóäå ðóõàòèñÿ âiäíîñíî Ñîíöÿ ïî ïàðàáîëi àáî ãiïåðáîëi. Öåé

ïiäõiä âèÿâèâñÿ åôåêòèâíèì ó ðîçâ'ÿçàííi iíøèõ ôiçè÷íèõ çàäà÷ � íà-

ïðèêëàä, çàäà÷i ïðî îïèñ ðóõó ïðóæèííîãî ìàÿòíèêà àáî ïðî ðîçðàõóíîê

òðà¹êòîði¨ ïîëüîòó êðiçü àòìîñôåðó.

Äëÿ çðó÷íîñòi âèâ÷åííÿ ñèñòåìè ðîçäiëÿþòü íà âiäêðèòi òà çàìêíå-

íi. Âiäêðèòèìè íàçèâàþòüñÿ ñèñòåìè, íà ÷èé ñòàí âïëèâàþòü ïåâíi ñòî-

ðîííi ôàêòîðè, ÿêi ìîæóòü çìiíþâàòèñÿ ç ÷àñîì. Ó çàìêíåíèõ ñèñòåìàõ

ïîäàëüøà ïîâåäiíêà âèçíà÷à¹òüñÿ ëèøå ïîòî÷íèì ñòàíîì. Íàïðèêëàä,

ïîâåðõíÿ âîäîéìè ¹ âiäêðèòîþ ñèñòåìîþ, àäæå íà íå¨ äiþòü ñîíÿ÷íi ïðî-

ìåíi, âiòåð òà iíøi ÷èííèêè. Åêçåìïëÿðîì çàìêíåíî¨ ñèñòåìè ìîæå áóòè

ïðóæèííèé ìàÿòíèê. Ó äàíié ðîáîòi áóäå ðîçãëÿíóòî òiëüêè çàìêíåíi

ñèñòåìè. �õ ùå íàçèâàþòü àâòîíîìíèìè.

Òàêîæ ñåðåä ñèñòåì ìîæíà âèäiëèòè íåïåðåðâíi òà äèñêðåòíi. Ïàðà-

ìåòðè íåïåðåðâíî¨ ñèñòåìè çàëåæèòü âiä ìîìåíòó ÷àñó, çíà÷åííÿ ÿêîãî ¹

äîâiëüíèì äiéñíèì ÷èñëîì àáî ÷èñëîì iç äåÿêîãî âiäðiçêó. ßêùî ñèñòåìà

äèñêðåòíà, òî ¨¨ ñòàí ¹ ôóíêöi¹þ âiä íîìåðó êðîêó, ÿêèé ïðîáiãà¹ öiëi çíà-

÷åííÿ. Ïðèêëàäîì íåïåðåðâíî¨ ñèñòåìè ìîæå áóòè ñèñòåìà ãðàâiòàöiéíî

âçà¹ìîäiþ÷èõ òië. Çà äîïîìîãîþ äèñêðåòíèõ ñèñòåìè ìîæíà ìîäåëþâàòè,

íàïðèêëàä, çìiíè ÷èñåëüíîñòi ðîñëèí, ÿêi ðîçìíîæóþòüñÿ ëèøå ó ïåâíó

ïîðó ðîêó. Òóò îñíîâíà óâàãà ïðèäiëåíà äèñêðåòíèì ñèñòåìàì.

Ñòàíè äèñêðåòíî¨ ñèñòåìè ìîæíà îïèñóâàòè çà äîïîìîãîþ ïîñëiäîâ-

íîñòi {an}, äå êîæåí åëåìåíò an ïîçíà÷à¹ ñòàí íà êðîöi ç íîìåðîì n, ÿêèé



25

ìîæå ïðèéìàòè âñi öiëi àáî ëèøå öiëi íåâiä'¹ìíi çíà÷åííÿ. ßêùî ñèñòåìà

àâòîíîìíà, êîæåí ¨¨ íàñòóïíèé ñòàí âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïîïåðå-

äíüîãî. Öå ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ñïiââiäíîøåííÿ an = f(an−1), äå

f � äåÿêà ôóíêöiÿ, ÿêà âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi ìîæëèâèõ ñòàíiâ ñèñòåìè

òà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ ç öi¹¨ æå ìíîæèíè. Îñêiëüêè çìiíó ñòàíiâ ìîæíà

ñïðèéìàòè ÿê ïåâíèé ðóõ, çãàäàíi ñèñòåìè íàçèâàþòü äèíàìi÷íèìè. Àâ-

òîíîìíó äèñêðåòíó äèíàìi÷íó ñèñòåìó ìîæíà çàäàòè, âèçíà÷èâøè ìíî-

æèíó ¨¨ ìîæëèâèõ ñòàíiâ òà ôóíêöiþ ïåðåõîäó ìiæ íèìè. Òàêèé ñïîñiá

ïîáóäîâè âiçüìåìî ó ÿêîñòi îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.1. Äèíàìi÷íîþ ñèñòåìîþ íàçèâà¹òüñÿ ïàðà (X, f), äå

X � äåÿêà ìíîæèíà, à f � âiäîáðàæåííÿ öi¹¨ ìíîæèíè ó ñåáå.

Íàñïðàâäi îçíà÷åííÿ 1.1 çàäà¹ íå áóäü-ÿêi, à ëèøå àâòîíîìíi äèñêðå-

òíi äèíàìi÷íi ñèñòåìè. Àëå îñêiëüêè äàíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ñàìå òàêèì

ñèñòåìàì, áóäåìî íàçèâàòè ¨õ ïðîñòî äèíàìi÷íèìè.

Ìíîæèíó X ÷àñòî íàäiëÿþòü ìåòðèêîþ, òîáòî äëÿ ïàð x, y ∈ X çà-

äàþòü äiéñíîçíà÷íó ôóíêöiþ d(x, y), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ êðèòåði¨ âiäñòàíi.

Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíîþ ñòàíiâ X çàçâè÷àé ¹ ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Åëå-

ìåíòè ïðîñòîðó X ìè ÷àñòî íàçèâàòèìåìî òî÷êàìè, íàâiòü ÿêùî âîíè

¹ âåêòîðàìè, ïîñëiäîâíîñòÿìè àáî ìíîæèíàìè. Ó äàíié ðîáîòi ìè çàâ-

æäè ðîçãëÿäàòèìåìî âèïàäîê, êîëè ôóíêöiÿ f ¹ íåïåðåðâíîþ âiäíîñíî

ìåòðèêè d íà ïðîñòîði X.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ, ÿêi ìè áóäåìî ÷àñòî âèêîðèñòîâóâàòè äàëi.

×åðåç fn ïîçíà÷àòèìåìî n-êðàòíó êîìïîçèöiþ ôóíêöi¨ f , òîáòî

fn(x) = f(...f(f︸ ︷︷ ︸
n ðàçiâ

(x))...). Çîêðåìà, f 0 ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì: äëÿ

âñiõ x ∈ X âiðíî f 0(x) = x.
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ßêùî A ¹ äåÿêîþ ìíîæèíîþ, ÷åðåç f(A) ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó

{f(x)|x ∈ A}.

Îçíà÷åííÿ 1.2. Ïîñëiäîâíiñòü (x, f(x), ..., fn(x), ...) íàçèâà¹-

òüñÿ îðáiòîþ (àáî òðà¹êòîði¹þ) òî÷êè x ó ñèñòåìi (X, f). Ìíîæèíó

{x, f(x), ..., fn(x), ...} ïîçíà÷àòèìåìî ÿê Orbf(x) àáî ïðîñòî ÿê Orb(x),

ÿêùî çðîçóìiëî, ÿêà ôóíêöiÿ f ðîçãëÿäà¹òüñÿ.

ßêùî ïîòðiáíî âiäñëiäêóâàòè ðîçâèòîê ïîäié ó äèíàìi÷íié ñèñòåìi,

ìè îáèðà¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò a0 ∈ X, à íàñòóïíi åëåìåíòè çàäà¹ìî

ðåêóðåíòíèì ñïiââiäíîøåííÿì an = f(an−1). Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 1.2,

ïîñëiäîâíiñòü (a0, a1, ..., an, ...) ¹ òðà¹êòîði¹þ òî÷êè a0. Îòæå, ñèñòå-

ìà âèãëÿäó (X, f) äåìîíñòðó¹ ïîâíó äåòåðìiíîâàíiñòü: ÿêùî âèçíà÷åíî

ïî÷àòêîâó óìîâó a0 òà ôóíêöiþ f , ùî çäiéñíþ¹ ïåðåõiä ìiæ ñòàíàìè,

ïîäàëüøèé ðîçâèòîê ñèñòåìè ìîæíà âèçíà÷èòè. Àíàëîãi÷íå ÿâèùå ñïî-

ñòåðiãà¹òüñÿ â äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿõ: ÿêùî çàäàòè ïî÷àòêîâi óìî-

âè òà çàëåæíiñòü ïîõiäíî¨ âiä ïîòî÷íîãî ñòàíó, òî (ïðè âèêîíàííi ïåâíèõ

óìîâ, íàêëàäåíèõ íà äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ) òðà¹êòîðiÿ âñòàíîâëþ¹-

òüñÿ îäíîçíà÷íî [49].

Àëå, íåçâàæàþ÷è íà îäíîçíà÷íiñòü òðà¹êòîðié, ñèñòåìà ìîæå âèãëÿ-

äàòè äóæå íåïåðåäáà÷óâàíî. Íàïðèêëàä, â îñòàííié ÷âåðòi XIX ñòîëiòòÿ

Àíði Ïóàíêàðå ïîìiòèâ, ùî çàäà÷à ãðàâiòàöiéíî¨ âçà¹ìîäi¨ òðüîõ òië iíîäi

çàäà¹ äóæå õàîòè÷íó ïîâåäiíêó, ÿêà íå âëàñòèâà åëåìåíòàðíèì ôóíêöi-

ÿì. Ïåðåäáà÷åííÿ ïîëîæåíü òië ÷åðåç äîâãèé ïðîìiæîê ÷àñó âèÿâèëîñÿ

çàäà÷åþ, ÿêà íå ðåàëiçó¹òüñÿ íà ïðàêòèöi. Ïóàíêàðå âiäêðèâ ñõîæå ÿâèùå

i â ñèñòåìàõ iç äèñêðåòíèìè çìiíàìè ñòàíó. Íàïðèêëàä, äëÿ a0 ∈ (0, 1) òà

an = 4an−1(1 − an−1) ïîñëiäîâíiñòü {an} äåìîíñòðó¹ âiäñóòíiñòü ÷iòêèõ
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çàêîíîìiðíîñòåé íà äîâãèõ ïðîìiæêàõ ÷àñó. Ïî÷èíàþ÷è ç áëèçüêèõ a0,

äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ n ìîæíà îòðèìàòè äîñèòü äàëåêi an.

Îäíîçíà÷íiñòü òðà¹êòîði¨ ìà¹ ìiñöå òîäi, êîëè ñèñòåìà ðîçãëÿäà¹òüñÿ

ÿê iäåàëüíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü. Àëå íà ïðàêòèöi ìîæå òàê âèÿâèòè-

ñÿ, ùî äiéñíèé ñòàí ñèñòåìè ÷åðåç äîâãèé ïðîìiæîê ÷àñó áóäå ñèëüíî

âiäðiçíÿòèñÿ âiä ïðîãíîçîâàíîãî ðåçóëüòàòó. Îäíi¹þ ç ïðè÷èí òàêî¨ ðîç-

áiæíîñòi ¹ òå, ùî âèìiðþâàííÿ ïî÷àòêîâîãî ñòàíó çäiéñíþ¹òüñÿ ç äåÿêîþ

ïîõèáêîþ. Ó ïåâíèõ ñèñòåìàõ íàÿâíiñòü ÿê çàâãîäíî ìàëî¨ ïîõèáêè ìîæå

ïðèçâåñòè äî ïîñòóïîâîãî çðîñòàííÿ ðîçáiæíîñòåé ìiæ ïðîãíîçîâàíèì òà

ðåàëüíèì ñòàíàìè, àæ ïîêè ïðîãíîç íå ïåðåñòàíå õî÷ ÿêîñòü âiäîáðàæàòè

õàðàêòåð ñïðàâæíiõ ïîäié.

Àíàëiòè÷íèé ïiäõiä äî îïèñàíîãî ÿâèùà çàïðîïîíóâàâ Î. Ì. Ëÿïóíîâ

[62]. Äëÿ áiëüø çðó÷íîãî îïèñó öüîãî ïiäõîäó ââåäåìî òàêå ïîçíà÷åííÿ:

íåõàé f(x0, t) äîðiâíþ¹ ñòàíó äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ó ìîìåíò ÷àñó t, ÿêùî

â íóëüîâèé ìîìåíò ÷àñó ñòàíîì ñèñòåìè áóâ x0. Òóò t ìîæå íàáóâàòè

äiéñíèõ àáî ëèøå öiëèõ çíà÷åíü â çàëåæíîñòi âiä êîíêðåòíî¨ ñèñòåìè.

Ëÿïóíîâ çàïðîïîíóâàâ âèäiëÿòè ñòiéêi äèíàìi÷íi ñèñòåìè çà íàñòóïíîþ

îçíàêîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.3. Ñèñòåìà íàçèâà¹òüñÿ ñòiéêîþ (àáî ñòiéêîþ â ñåí-

ñi Ëÿïóíîâà) â òî÷öi x, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå δ > 0

(ÿêå ìîæå çàëåæàòè âiä x òà ε), ùî äëÿ äîâiëüíîãî y, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó d(x, y) < δ, òà äëÿ äîâiëüíîãî t > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

d(f(x0, t), f(y0, t)) < ε.

Îçíà÷åííÿ 1.4. Ñèñòåìà íàçèâà¹òüñÿ ñòiéêîþ (àáî ñòiéêîþ â ñåí-

ñi Ëÿïóíîâà), ÿêùî âîíà ñòiéêà â áóäü-ÿêié äîïóñòèìié òî÷öi x ó ñåíñi



28

ïîïåðåäíüîãî îçíà÷åííÿ.

Ñòiéêiñòü îçíà÷à¹, ùî òðà¹êòîði¨ íåïåðåðâíî çàëåæàòü âiä ïî÷àòêî-

âèõ óìîâ, ÿêùî âiäñòàíü ìiæ òðà¹êòîðiÿìè âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíîìiðíîþ

ìåòðèêîþ. Äëÿ âèïàäêó ñèñòåìè (X, f) íàâåäåíi îçíà÷åííÿ ìîæíà êîí-

êðåòèçóâàòè íàñòóïíèì ÷èíîì.

Îçíà÷åííÿ 1.5. Ñèñòåìó (X, f) íàçèâàòèìåìî ñòiéêîþ (àáî ðiâíî-

ìiðíî íåïåðåðâíîþ) â òî÷öi x, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå

δ > 0 (ÿêå ìîæå çàëåæàòè âiä x òà ε), ùî äëÿ äîâiëüíîãî y, ÿêå çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó d(x, y) < δ, òà äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî íåâiä'¹ìíîãî ÷èñëà

n ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü d(fn(x), fn(y)) < ε.

Ìîæíà ââåñòè îçíà÷åííÿ ñòiéêîñòi òà ðiâíîìiðíî¨ íåïåðåðâíîñòi äëÿ

ñèñòåìè â öiëîìó. Íà âiäìiíó âiä ñèòóàöi¨ â òî÷öi, äëÿ âñi¹¨ ñèñòåìè çãà-

äàíi äâà ïîíÿòòÿ âiäðiçíÿþòüñÿ îäíå âiä îäíîãî.

Îçíà÷åííÿ 1.6. Ñèñòåìó (X, f) íàçèâàòèìåìî ñòiéêîþ, ÿêùî âîíà

ñòiéêà â áóäü-ÿêié òî÷öi x ∈ X ó ñåíñi ïîïåðåäíüîãî îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.7. Ñèñòåìà (X, f) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâ-

íîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0, iñíó¹ òàêå δ > 0 (ÿêå ìîæå çàëåæàòè

ëèøå âiä ε), ùî äëÿ âñiõ öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ n òà âñiõ òàêèõ x, y ∈ X, ùî

d(x, y) < δ, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü d(fn(x), fn(y)) > ε.

Îçíà÷åííÿ 1.7 âiäïîâiäà¹ âóæ÷îìó êëàñó ñèñòåì, íiæ îçíà÷åííÿ 1.6,

îñêiëüêè â öüîìó âèïàäêó ïîâèííî iñíóâàòè óíiâåðñàëüíå δ îäðàçó äëÿ

âñiõ òî÷îê ïðîñòîðóX. Àëå ÿêùîX êîìïàêòíèé, à ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà

âiäíîñíî ìåòðèêè d, òî îçíà÷åííÿ 1.6 òà 1.7 çàäàþòü îäèí i òîé ñàìèé êëàñ

äèíàìi÷íèõ ñèñòåì.

Ïðîòèëåæíiñòþ äî ñòiéêèõ òà ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèõ ñèñòåì ¹ ÷óòëè-
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âi ñèñòåìè. Öå ñèñòåìè, â ÿêèõ ôîðìà òðà¹êòîði¨ ìîæå çíà÷íî çìiíèòèñÿ

íàâiòü ïðè äóæå ìàëié ìîäèôiêàöi¨ ïî÷àòêîâîãî ñòàíó. Ó òàêèõ ñèñòåìàõ,

ÿê ïðàâèëî, òèïîâi òðà¹êòîði¨ âèãëÿäàþòü õàîòè÷íî.

×óòëèâi ñèñòåìè ñòàëè îñîáëèâî öiêàâèòè ìàòåìàòèêiâ ó äðóãié ïî-

ëîâèíi XX ñòîëiòòÿ, êîëè ç'ÿâèëèñÿ äîñèòü ïîòóæíi îá÷èñëþâàëüíi ìà-

øèíè. Íàïðèêëàä, Å. Ëîðåíö âèÿâèâ, ùî ñèñòåìà òðüîõ äèôåðåíöiëüíèõ

ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ìîæå çàäàâàòè òðà¹êòîði¨ äóæå öiêàâîãî âè-

ãëÿäó: ñòàí ñèñòåìè â ïåâíèé ìîìåíò ÷àñó ¹ âàæêî ïåðåäáà÷óâàíèì, àëå

ç ÷àñîì ðiçíi òðà¹êòîði¨ âñå áiëüøå íàáëèæàþòüñÿ çà ñâî¹þ ôîðìîþ äî

ïðîñòîðîâî¨ ôiãóðè, ùî ìà¹ äîñèòü íåçâè÷íó ñòðóêòóðó [32]. Öÿ ôiãóðà,

çãîäîì íàçâàíà àòðàêòîðîì Ëîðåíöà, âèãëÿäà¹ âîëîêíèñòîþ ïðè çáiëü-

øåííi äî ÿê çàâãîäíî âåëèêîãî ìàñøòàáó: âñåðåäèíi ÿê çàâãîäíî ìàëîãî

îêîëó ¨¨ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè ìîæíà çíàéòè iíøi ôðàãìåíòè, ìiæ ÿêèìè íå-

ìà¹ ñïîëó÷åííÿ â ìåæàõ äàíîãî îêîëó. Àòðàêòîð Ëîðåíöà ìà¹ äðîáîâó

ôðàêòàëüíó ðîçìiðíiñòü, ùî òåæ ñâiä÷èòü ïðî éîãî ñêëàäíó ñòðóêòóðó,

àäæå, íàïðèêëàä, ãëàäêi ôiãóðè ìàþòü öiëó ôðàêòàëüíó ðîçìiðíiñòü.

Çà äîïîìîãîþ êîìï'þòåðà òàêîæ áóëè çíàéäåíi ñèñòåìè, ÿêi çàäà-

þòü ôðàêòàëè íà ïëîùèíi. Íàïðèêëàä, ÿêùî C � ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ

÷èñåë, à f ¹ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíÿ 2 àáî âèùå, òî â ñèñòåìi (C, f) ìî-

æóòü óòâîðþâàòèñÿ ïiäñèñòåìè ñêëàäíî¨ ôîðìè. Çîêðåìà, ìíîæèíà òî-

÷îê z ∈ C, äëÿ ÿêèõ òðà¹êòîðiÿ Orbf(z) îáìåæåíà, çà ïåâíèõ çíà÷åíü

êîåôiöi¹íòiâ ìíîãî÷ëåíà f ìîæå ìàòè ñàìîïîäiáíó ñòðóêòóðó. Ïðèêëà-

äàìè ôðàêòàëüíèõ ôiãóð, ïîâ'ÿçàíèõ çi çãàäàíèìè ñèñòåìàìè, ¹ ìíîæèíà

Ìàíäåëüáðîòà [33] òà ìíîæèíè Æþëià, ÿêi çàäàþòüñÿ çà äîïîìîãîþ âiä-

îáðàæåíü âèãëÿäó f(z) = z2 + c. Ìíîæèíè Æþëià ñóòò¹âî ïîâ'ÿçàíi ç

÷óòëèâiñòþ ñèñòåìè äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ: ìåæà ìíîæèíè Æþëià ¹ ÷ó-
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òëèâîþ ïiäñèñòåìîþ â (C, f), â òîé ÷àñ ÿê â iíøèõ òî÷êàõ ïðîÿâëÿ¹òüñÿ

ñòiéêiñòü äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ.

Äåÿêi äîñëiäæåííÿ áóëî çðîáëåíî ùå äî ïîÿâè ìîæëèâîñòi åêñïåðè-

ìåíòóâàòè íà êîìï'þòåði. Íàïðèêëàä, ïåâíi âëàñòèâîñòi iòåðàöié êîì-

ïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié îïèñàíî â ðîáîòàõ [14] òà [23]. Àëå îñîáëèâà

öiêàâiñòü äî ñèñòåì âèãëÿäó (C, f) ç'ÿâèëàñÿ ñàìå ç ïîÿâîþ êîìï'þòåðiâ.

Íàóêîâöÿìè áóëî çíàéäåíî äåÿêi âçà¹ìîçâ'ÿçêè ìiæ çãàäàíèìè ìíî-

æèíàìè. Íàïðèêëàä, áóëà äîâåäåíà òåîðåìà ïðî òå, ùî ìíîæèíà Æþëià

äëÿ âiäîáðàæåííÿ f(z) = z2+c ¹ çâ'ÿçíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè c íàëå-

æèòü ìíîæèíi Ìàíäåëüáðîòà. Ó âèïàäêó, êîëè c íå íàëåæèòü ìíîæèíi

Ìàíäåëüáðîòà, âiäïîâiäíà ìíîæèíà Æþëià ¹ öiëêîì íåçâ'ÿçíîþ, òîáòî

âñi ¨¨ çâ'ÿçíi êîìïîíåíòè ¹ îêðåìèìè òî÷êàìè [14].

Öi òà iíøi ïîäiáíi ôàêòè íàøòîâõíóëè ìàòåìàòèêiâ íà äóìêó âèâ÷àòè

÷óòëèâiñòü äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ ÿê îêðåìå ïîíÿòòÿ, ùî óçàãàëüíþ¹ ðàíiøå

âiäîìi ïðèêëàäè. Îäíèìè ç ïåðøèõ ðîáiò, äå íàâåäåíî îçíà÷åííÿ ÷óòëèâî¨

ñèñòåìè, ¹ [41], [19] òà [7]. Öå îçíà÷åííÿ ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä.

Îçíà÷åííÿ 1.8. Ñèñòåìà (X, f) íàçèâà¹òüñÿ ÷óòëèâîþ äî ïî÷àòêî-

âèõ óìîâ (àáî ïðîñòî ÷óòëèâîþ), ÿêùî iñíó¹ òàêå ε > 0, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨

òî÷êè x ∈ X òà áóäü-ÿêîãî δ > 0 çíàéäóòüñÿ òàêi y ∈ X òà n ∈ N, ùî

d(x, y) < δ òà d(fn(x), fn(y)) > ε.

Ñèñòåìà, ÷óòëèâà äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ, íå ïðîñòî íåñòiéêà â êîæíié

òî÷öi ïðîñòîðó X. Äëÿ òàêî¨ ñèñòåìè ìà¹ iñíóâàòè óíiâåðñàëüíå ÷èñëî

ε > 0, ïðè ÿêîìó âèìîãà ç îçíà÷åííÿ ñòiéêîñòi ïîðóøó¹òüñÿ â áóäü-ÿêié

òî÷öi ñèñòåìè òà äëÿ áóäü-ÿêîãî δ > 0.

Ñåðåä íàïðÿìêiâ òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ïîâ'ÿçàíèõ iç ÷óòëèâiñòþ
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äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ, ìîæíà âèäiëèòè êîìáiíàòîðíó òà òîïîëîãi÷íó äè-

íàìiêó.

Êîìáiíàòîðíà äèíàìiêà ðîçãëÿäà¹ iòåðàöiéíi ïåðåòâîðåííÿ ñêií÷åí-

íèõ ìíîæèí, à òàêîæ ìíîæèí, äå âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ òî÷îê âèçíà÷à¹

ïåâíi âëàñòèâîñòi íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü. Íàïðèêëàä, òàêîþ ìíîæè-

íîþ ¹ âiäðiçîê, àäæå äëÿ íüîãî âèêîíó¹òüñÿ òåîðåìà ïðî ïðîìiæíå çíà-

÷åííÿ: ÿêùî x < z, òî äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f íà âiäðiçêó

òà äîâiëüíîãî a, ùî ëåæèòü ìiæ f(x) òà f(z), çíàéäåòüñÿ òàêå y ∈ [x, z],

äëÿ ÿêîãî f(y) = a.

Âèÿâèëîñÿ, ùî äèíàìi÷íi ñèñòåìè âèãëÿäó (I, f), äå I � âiäðiçîê, à f �

éîãî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ â ñåáå, ìàþòü öiêàâi âëàñòèâîñòi, íå ïðèòà-

ìàííi óñiì äèíàìi÷íèì ñèñòåìàì. Îäèí ç ïðèêëàäiâ òàêèõ âëàñòèâîñòåé

� óìîâè iñíóâàííÿ ïåðiîäè÷íèõ òðà¹êòîðié.

Îçíà÷åííÿ 1.9. Òî÷êà x äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (X, f) íàçèâà¹òüñÿ ïå-

ðiîäè÷íîþ, ÿêùî iñíó¹ òàêå n ∈ N, ùî fn(x) = x. Òðà¹êòîðiÿ òàêî¨ òî-

÷êè ñêëàäà¹òüñÿ çi ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi òî÷îê i íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäè÷íîþ

òðà¹êòîði¹þ. Ìiíiìàëüíå íàòóðàëüíå n, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

fn(x) = x, íàçèâàòèìåìî ïåðiîäîì òðà¹êòîði¨.

Âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ïåðiîäè÷íèìè òðà¹êòîðiÿìè ðiçíîãî ïåðiîäó äëÿ

íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ âiäðiçêà áóëî âñòàíîâëåíî Î. Ì. Øàðêîâ-

ñüêèì [60, 61]. Çàðàç öåé ðåçóëüòàò âiäîìèé ÿê òåîðåìà Øàðêîâñüêîãî.

Äëÿ áiëüø çðó÷íîãî ôîðìóëþâàííÿ öi¹¨ òåîðåìè îïèøåìî íàñòóïíèé ïî-

ðÿäîê íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Ðîçãëÿíåìî äâà äîâiëüíèõ ðiçíèõ ÷èñëà a, b ∈ N. Ïðåäñòàâèìî ¨õ ó

âèãëÿäi a = 2m · p òà b = 2n · q, äå m, n � íåâiä'¹ìíi öiëi, à p, q � íåïàðíi
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íàòóðàëüíi ÷èñëà. ßêùî p = q = 1, áóäåìî ââàæàòè, ùî a � b çà óìîâè

m > n. ßêùî p > q = 1, òî çàâæäè ââàæàòèìåìî, ùî a � b. ßêùî p > 1

òà q > 1, òî ñïiââiäíîøåííÿ a � b âèêîíó¹òüñÿ çà óìîâè m < n àáî çà

óìîâ m = n òà p < q. Ó âñiõ iíøèõ âèïàäêàõ ââàæàòèìåìî, ùî a ≺ b.

Çãiäíî ç íàâåäåíèìè ïðàâèëàìè, äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ a òà b çàâæäè

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíî îäíà ç óìîâ a � b, a ≺ b. Âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà ìîæíà

âïîðÿäêóâàòè âiäïîâiäíî äî çàäàíîãî âiäíîøåííÿ. Öå âïîðÿäêóâàííÿ äi-

ñòàëî íàçâó ïîðÿäêó Øàðêîâñüêîãî i âèãëÿäà¹ òàê:

3 � 5 � 7 � ... � 2 · 3 � 2 · 5 � 2 · 7 � ... � 4 · 3 � 4 · 5 � 4 · 7 � ... �

� 2n · 3 � 2n · 5 � 2n · 7 � ... � ... � 2n � ... � 4 � 2 � 1.

Òåïåð ñôîðìóëþ¹ìî ðàíiøå çãàäóâàíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.1 (òåîðåìà Øàðêîâñüêîãî). Íåõàé çàäàíî äèíàìi÷íó

ñèñòåìó (I, f), äå I � âiäðiçîê, à f � éîãî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ â ñåáå.

ßêùî ñèñòåìà ìà¹ öèêë äîâæèíè n, òî âîíà ìà¹ i öèêëè äîâæèíè m äëÿ

âñiõ òàêèõ m, ùî n � m.

Âiðíèé i çâîðîòíå òâåðäæåííÿ: äëÿ êîæíîãî n ∈ N iñíó¹ òàêà ñèñòåìà

(I, f), äå ¹ öèêë äîâæèíè n (à îòæå, i äîâiëüíî¨ äîâæèíè m, äå n � m),

àëå äëÿ æîäíîãî òàêîãî m, ùî m � n, íåìà¹ öèêëiâ äîâæèíè m. Ó öüîìó

âèïàäêó êàæóòü, ùî ñèñòåìà ìà¹ òèï n. Òàêîæ iñíó¹ ñèñòåìà, ùî ìà¹

öèêëè âñiõ äîâæèí âèãëÿäó 2n, àëå íå ìà¹ öèêëiâ íiÿêèõ iíøèõ äîâæèí.

Ïðî òàêi ñèñòåìè êàæóòü, ùî âîíè ìàþòü òèï 2∞. [61]

Iíîäi ñèñòåìó (I, f), íàçèâàþòü òîïîëîãi÷íî õàîòè÷íîþ, ÿêùî ¨¨ òèï

¹ áiëüøèì çà 2∞ ([5], ñ. 231).
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Íà ïî÷àòêó XX ñòîëiòòÿ ïî÷àëîñÿ äîñëiäæåííÿ êëàñiâ äèíàìi÷íèõ ñè-

ñòåì, ùî çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi óìîâè, ïîâ'ÿçàíi çi âçà¹ìíèì ðîçòàøóâàí-

íÿì iòåðàöié âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó ñèñòåìè. Íàïðÿìîê, ùî âè-

â÷à¹ òàêi êëàñè ñèñòåì, ñòàâ íàçèâàòèñÿ òîïîëîãi÷íîþ äèíàìiêîþ. Ó ÿêî-

ñòi îá'¹êòiâ äîñëiäæåííÿ öi¹¨ ãàëóçi ìîæíà âèäiëèòè òðàíçèòèâíi, ñëàáêî

çìiøóþ÷i òà ìiíiìàëüíi ñèñòåìè. Áàãàòî ïîíÿòü òà ôàêòiâ ç òîïîëîãi÷íî¨

äèíàìiêè áóëî ñèñòåìàòèçîâàíî â êíèæöi [48].

Îçíà÷åííÿ 1.10. Äèíàìi÷íà ñèñòåìà (X, f) íàçèâà¹òüñÿ òðàíçè-

òèâíîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí U, V ⊂

X iñíó¹ òàêå öiëå íåâiä'¹ìíå n, ùî fn(U) ∩ V 6= ∅.

Îçíà÷åííÿ 1.11. Äèíàìi÷íà ñèñòåìà (X, f) íàçèâà¹òüñÿ ñëàáêî

çìiøóþ÷îþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí

U1, V1, U2, V2 ⊂ X iñíó¹ òàêå öiëå íåâiä'¹ìíå n, ùî îäíî÷àñíî ñïðàâäæó-

þòüñÿ óìîâè fn(U1) ∩ V1 6= ∅ òà fn(U2) ∩ V2 6= ∅.

Îçíà÷åííÿ 1.12. Äèíàìi÷íà ñèñòåìà (X, f) íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëü-

íîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x ∈ X òà áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨

ïiäìíîæèíè U ⊂ X çíàéäåòüñÿ òàêå öiëå íåâiä'¹ìíå n, ùî fn(x) ∈ U .

ßê âiäîìî, ìiíiìàëüíi ñèñòåìè ¹ òðàíçèòèâíèìè. Òàêîæ çðîçóìiëî, ùî

äîâiëüíà ñëàáêî çìiøóþ÷à ñèñòåìà òðàíçèòèâíà. Îáåðíåíi òâåðäæåííÿ íå

çàâæäè âiðíi.

Ïðèêëàäîì ìiíiìàëüíî¨ ñèñòåìè ¹ (S,Rα), äå S � êîëî, à Rα � éîãî

ïîâîðîò íà êóò α, ÿêèé ìà¹ iððàöiîíàëüíó ãðàäóñíó ìiðó. Öÿ ñèñòåìà

òðàíçèòèâíà, àëå íå ñëàáêî çìiøóþ÷à.

Ïðèêëàäîì òðàíçèòèâíî¨, àëå íå ìiíiìàëüíî¨ ñèñòåìè ¹ (I, f), äå I �

âiäðiçîê [0, 1], à f(x) = 1 − |2x − 1|. Òðàíçèòèâíiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî,
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ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî U = (a, b) (ïðè a < b) çíàéäåòüñÿ òàêå n, çà ÿêîãî

fn(U) = [0, 1]. Ñèñòåìà íå ¹ ìiíiìàëüíîþ, áî f(0) = 0, òîìó, çîêðåìà,

äëÿ x = 0 òà U = (12 , 1) íåìà¹ òàêîãî n, ùî f
n(x) ∈ U .

Îêðiì îçíà÷åííÿ òðàíçèòèâíîñòi, â ÿêîìó íàêëàäàþòüñÿ óìîâè íà

âçà¹ìîäiþ âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó X, ìîæíà ââåñòè ïîíÿòòÿ

òðàíçèòèâíî¨ òî÷êè, äå îáìåæåííÿ íàêëàäàþòüñÿ íà òðà¹êòîði¨ òî÷îê.

Îçíà÷åííÿ 1.13. Òî÷êà x ñèñòåìè (X, f) íàçèâà¹òüñÿ òðàíçèòèâ-

íîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ ïiäìíîæèíè U ⊂ X iñíó¹

òàêå öiëå íåâiä'¹ìíå ÷èñëî n, ùî fn(x) ∈ U .

Iíàêøå êàæó÷è, òî÷êà ¹ òðàíçèòèâíîþ, ÿêùî ¨¨ îðáiòà ¹ ùiëüíîþ ïiä-

ìíîæèíîþ ïðîñòîðó X.

Iñíóâàííÿ òðàíçèòèâíèõ òî÷îê ñèëüíî âçà¹ìîïîâ'ÿçàíå ç òðàíçèòèâ-

íiñòþ ñèñòåìè ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 1.10. Íàïðèêëàä, ÿêùî X ¹ ïðîñòîðîì

äðóãî¨ êàòåãîði¨ ó êëàñèôiêàöi¨ Áåðà (çîêðåìà, êîìïàêòîì), òî ç òðàíçè-

òèâíîñòi ñèñòåìè (X, f) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òðàíçèòèâíî¨ òî÷êè. Áiëüø

òîãî, ìíîæèíà òðàíçèòèâíèõ òî÷îê ùiëüíà â X, à ¨¨ äîïîâíåííÿ ¹ ïiä-

ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨. Çâîðîòíå òâåðäæåííÿ òåæ âiðíå çà äîñèòü

ïðîñòî¨ óìîâè: ÿêùî â X âiäñóòíi içîëüîâàíi òî÷êè, òî iñíóâàííÿ òðàíçè-

òèâíî¨ òî÷êè äà¹ â ÿêîñòi íàñëiäêó òðàíçèòèâíiñòü (X, f) [26].

Òåðìií õàîñ äëÿ âiäçíà÷åííÿ ïåâíèõ âëàñòèâîñòåé äèíàìi÷íèõ ñèñòåì

âïåðøå âèêîðèñòàëè Ò. Ëi òà Äæ. Éîðê [30].

Ïîÿâà ïðàöi [30] ñòèìóëþâàëà äîñëiäæåííÿ îäíîâèìiðíèõ äèíàìi÷íèõ

ñèñòåì, ïðî ÿêi íà äàíèé ÷àñ îòðèìàíî áàãàòî ðiçíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äîñèòü

äåòàëüíî öå îïèñàíî [5], [43]. Êîðîòêî ðîçãëÿíåìî òi ôàêòè ïðî õàîòè÷íi

âiäîáðàæåííÿ âiäðiçêà, ùî ìàþòü âiäíîøåííÿ i äî çàãàëüíîãî âèïàäêó
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äèíàìi÷íèõ ñèñòåì. Áiëüø ðîçãîðíóòî öi ôàêòè îïèñàíi â [43] òà [42].

Ñëîâî õàîñ Ò. Ëi òà Äæ. Éîðê âèêîðèñòàëè, íå íàäàâøè éîìó ôîð-

ìàëüíîãî îçíà÷åííÿ. Îñíîâíèé ìàòåìàòè÷íèé ðåçóëüòàò ¨õíüî¨ ðîáîòè

[30], çîêðåìà, ñòâåðäæó¹ íàñòóïíå. Íåõàé f ¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåí-

íÿ âiäðiçêà I ó ñåáå ìà¹ ïåðiîäè÷íó òî÷êó ïåðiîäó 3. Òîäi, ïî-ïåðøå, f

ìà¹ ïåðiîäè÷íi òî÷êè áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ïåðiîäó, à, ïî-äðóãå, iñíó¹

íåçëi÷åííà ïiäìíîæèíà S ⊂ I (ùî íå ìiñòèòü ïåðiîäè÷íèõ òî÷îê) i çàäî-

âîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

(a) äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ òî÷îê x, y ∈ S:

lim inf
n→∞

|fn(x)− fn(y)| = 0,

àëå

lim sup
n→∞

|fn(x)− fn(y)| > 0,

(b) äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ S òà áóäü-ÿêî¨ ïåðiîäè÷íî¨ òî÷êè p ∈ I

âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim sup
n→∞

|fn(x)− fn(p)| > 0.

Íàÿâíiñòü òàêî¨ íåçëi÷åííî¨ ìíîæèíè S â ñèñòåìi (X, f) ñòàëè íàçè-

âàòè õàîñîì ó ñåíñi Ëi�Éîðêà.

Íàñïðàâäi, íà òîé ÷àñ ó áàãàòüîõ êðà¨íàõ ùå íå áóëî âiäîìî, ùî ïåðøà

÷àñòèíà ðåçóëüòàòó Ëi òà Éîðêà ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì òåîðåìè Øàðêîâ-

ñüêîãî, îïóáëiêîâàíî¨ â óêðà¨íñüêîìó âèäàííi íà 11 ðîêiâ ðàíiøå.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ó íåçëi÷åííié ìíîæèíi S ùîíàéáiëüøå äëÿ îäíi¹¨

x ∈ S ìîæå iñíóâàòè òàêà ïåðiîäè÷íà òî÷êà p ∈ I, ùî lim supn→∞ |fn(x)−

fn(p)| > 0. Äiéñíî, ÿêùî á iñíóâàëè äâi òî÷êè x, y ∈ S, äëÿ ÿêèõ ¹ âiäïî-

âiäíi ïåðiîäè÷íi p òà q, òî ó âèïàäêó p 6= q áóëà áè íåìîæëèâîþ ðiâíiñòü
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lim infn→∞ |fn(x)− fn(y)| = 0, à ó âèïàäêó p = q íå ñïðàâäæóâàëàñÿ áè

ðiâíiñòü lim supn→∞ |fn(x)−fn(y)| > 0. Iíøèìè ñëîâàìè, ìîæíà âiäêèíó-

òè óìîâó (b) i ïiä õàîñîì ó ñåíñi Ëi�Éîðêà ðîçóìiòè iñíóâàííÿ íåçëi÷åííî¨

S iç âëàñòèâiñòþ (a).

Ïiçíiøå áóëî äîâåäåíî, ùî âëàñòèâiñòü õàîòè÷íîñòi çà Ëi�Éîðêîì ìà-

þòü âñi ñèñòåìè âèãëÿäó (I, f), òèï ÿêèõ ¹ áiëüøèì, íiæ 2∞, òà äåÿêi

íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ âiäðiçêà, ÿêi ìàþòü òèï 2∞ [46], à òàêîæ çíà-

éäåíî iíøi åêâiâàëåíòíi îçíà÷åííÿ. Íàðåøòi, â ðîáîòi [27] ïîêàçàíî, ùî

ñèñòåìà (I, f) ¹ õàîòè÷íîþ â ñåíñi Ëi�Éîðêà òîäi òà òiëüêè òîäi, êî-

ëè iñíóþòü òàêi òî÷êè x, y ∈ I, ùî lim infn→∞ |fn(x) − fn(y)| = 0, àëå

lim supn→∞ |fn(x) − fn(y)| > 0. Ó öüîìó âèïàäêó ìíîæèíó {x, y} íàçè-

âàþòü äâîòî÷êîâî ñêðàìáëåíîþ (scrambled) ìíîæèíîþ.

Çîêðåìà, ÿêùî (I, f) ¹ òðàíçèòèâíîþ, òî âîíà õàîòè÷íà çà Ëi�Éîðêîì.

Çâîðîòíå íå çàâæäè âiðíî, îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ f ìîæå áóòè, íàïðè-

êëàä, ñòàëèì íà äåÿêîìó ïiäâiäðiçêó â I.

Ïîíÿòòÿ õàîòè÷íîñòi â ñåíñi Ëi�Éîðêà íå âñòàíîâëþ¹ îáìåæåíü íà

òå, íàñêiëüêè ìàëîþ ìîæå áóòè ìíîæèíà, äå ñïîñòåðiãà¹òüñÿ õàîñ. Ùîá

íàêëàñòè òàêi îáìåæåííÿ, áóëî çàïðîïîíîâàíî äåêiëüêà iíøèõ ïiäõîäiâ.

À. Ëÿñîòà çàïðîïîíóâàâ ðîçãëÿäàòè âëàñòèâiñòü õàîòè÷íîñòi, ÿêà

ñèëüíiøà çà òó, ùî âèâ÷àëàñÿ Ëi òà Éîðêîì. Öÿ âëàñòèâiñòü çãàäó¹òüñÿ

â ðîáîòi [38] éîãî ó÷íÿ I. Ïüîðåêà.

Äëÿ íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : I → I îçíà÷èìî íàñòóïíó ìíî-

æèíó íà ïëîùèíi:

L(f) = {(x, y) ∈ I2| lim inf
n→∞

|fn(x)−fn(y)| = 0, lim sup
n→∞

|fn(x)−fn(y)| > 0}.

Çãiäíî ç ïðîïîçèöi¹þ Ëÿñîòè, ñèñòåìó (I, f) íàçèâàþòü òèïîâî õàîòè-



37

÷íîþ, ÿêùî L(f) ðåçèäóàëüíà â I2, òîáòî I2\L(f) äëÿ ìíîæèíè I2 ¹

ïiäìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â ñåíñi Áåðà. Àíàëîãi÷íî, áóäåìî ãîâî-

ðèòè, ùî f ¹ ùiëüíî õàîòè÷íîþ, ÿêùî L(f) ¹ ùiëüíîþ â I2. Òàêîæ â

[44] áóëè ââåäåíi îçíà÷åííÿ òèïîâîãî òà ùiëüíîãî ε-õàîñó, ÿêi íàñïðàâäi

¹ åêâiâàëåíòíèìè äî òèïîâîãî õàîñó.

Ó ðîáîòi [44] çíàéäåíî äåêiëüêà óìîâ, ðiâíîñèëüíèõ óìîâi òèïîâîãî

õàîñó íà âiäðiçêó (äèâ. òàêîæ [42]). Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ç òîïîëîãi÷íî¨

òðàíçèòèâíîñòi âèïëèâà¹ òèïîâèé õàîñ, àëå çâîðîòíå íå ¹ ñïðàâåäëèâèì.

Çîêðåìà, òðàíçèòèâíå âiäîáðàæåííÿ çàâæäè ñþð'¹êòèâíå, àëå iñíóþòü

òèïîâî õàîòè÷íi âiäîáðàæåííÿ, ÿê çàâãîäíî áëèçüêi äî äåÿêîãî ñòàëîãî. Â

[45] ïîêàçàíî, ùî äëÿ äåÿêîãî êëàñó äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ÿêèé ìiñòèòü óñi

ñèñòåìè (I, f) iç êóñêîâî-ìîíîòîííèì âiäîáðàæåííÿì, ïîíÿòòÿ ùiëüíîãî

õàîñó òà òèïîâîãî õàîñó ñïiâïàäàþòü. Ïðèêëàä ùiëüíî õàîòè÷íî¨, àëå íå

òèïîâî õàîòè÷íî¨ ñèñòåìè íàâåäåíî â [44].

Ó ðîáîòi [10] äîâåäåíî, ùî çà óìîâè ñïðàâåäëèâîñòi êîíòèíóóì-

ãiïîòåçè âiäîáðàæåííÿ f : [a, b] → [a, b] ¹ áiòðàíçèòèâíèì (éîãî äðóãà

iòåðàöiÿ f 2 ¹ òðàíçèòèâíèì âiäîáðàæåííÿì) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹

äåÿêà íåçëi÷åííà åêñòðåìàëüíî ñêðàìáëåíà ìíîæèíà äëÿ f , òîáòî òàêà

íåçëi÷åííà ìíîæèíà S, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ x, y ∈ S:

lim inf
n→∞

|fn(x)− fn(y)| = 0,

àëå

lim sup
n→∞

|fn(x)− fn(y)| = b− a.

Äëÿ ñèñòåìè, çàäàíî¨ íà âiäðiçêó áóëî âiäêðèòî áàãàòî ñïiââiäíîøåíü

ìiæ óìîâîþ ÷óòëèâîñòi òà iíøèìè ñòðóêòóðíèìè ÿêîñòÿìè. Íàïðèêëàä,

òàêi çâ'ÿçêè äåìîíñòðóþòü ðåçóëüòàòè Î. Áëîõà. [47]
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Òåîðåìà 1.2. Êîæíà òðàíçèòèâíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà (I, f), äå I �

âiäðiçîê äîäàòíî¨ äîâæèíè, ¹ ÷óòëèâîþ.

Òåîðåìà 1.3 (Î. Áëîõ). ßêùî ñèñòåìà (I, f) íà âiäðiçêó I ÷óòëèâà

äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ, òî I ìiñòèòü íåâèðîäæåíi âiäðiçêè J1, J2, ..., Jp,

ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ i äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi äâi óìîâè. Ïî-

ïåðøå, äëÿ äàíèõ âiäðiçêiâ ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi f(J1) = J2, f(J2) = J3,

..., f(Jp) = J1. Ïî-äðóãå, ñèñòåìà (J1 ∪ J2 ∪ ... ∪ Jp, f) ¹ òðàíçèòèâíîþ.

Äåÿêi õàðàêòåðèñòèêè äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ïîâ'ÿçàíi çi ñòðóêòóðîþ

ìíîæèí ïîòðàïëÿííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.14. Äëÿ òî÷êè x ∈ X òà ïiäìíîæèíè U ⊂ X ìíîæè-

íîþ ïîòðàïëÿííÿ Nf(x, U) íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ òàêèõ n ∈ N0, ùî

fn(x) ∈ U .

Îçíà÷åííÿ 1.15. Äëÿ äâîõ ïiäìíîæèí U, V ⊂ X ìíîæèíîþ ïî-

òðàïëÿííÿ Nf(U, V ) áóäåìî íàçèâàòè ìíîæèíó âñiõ òàêèõ n ∈ N0, ùî

fn(U) ∩ V 6= ∅.

Îçíà÷åííÿ 1.15 ìîæíà ïåðåíåñòè i íà ìíîæèíè âèãëÿäó Nf(x, U),

ÿêùî ðîçãëÿäàòè x ÿê îäíîòî÷êîâó ìíîæèíó. Àëå ìíîæèíè Nf(x, U) ìà-

þòü ñàìîñòiéíå âàæëèâå çíà÷åííÿ, òîìó äëÿ íèõ äàíî îêðåìå îçíà÷åííÿ.

Äàìî âèçíà÷åííÿ äåÿêèõ êëàñiâ ïiäìíîæèí ìíîæèíè N0, ÿêi âèêîðè-

ñòîâóþòüñÿ ïðè âèâ÷åííi äèíàìi÷íèõ ñèñòåì.

Îçíà÷åííÿ 1.16. Ìíîæèíà M ⊂ N0 íàçèâà¹òüñÿ ç÷åïëåíîþ, ÿêùî

iñíó¹ òàêå íåâiä'¹ìíå öiëå k, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N0 õî÷à á îäíå ÷èñëî

ç ìíîæèíè {n + 1, n + 2, ..., n + k} íàëåæèòü M . Iíàêøå êàæó÷è, ìíî-

æèíàM ¹ ç÷åïëåíîþ, ÿêùî âîíà íåñêií÷åííà òà iñíó¹ òàêå d, ùî ðiçíèöÿ

ìiæ áóäü-ÿêèìè äâîìà ñóñiäíiìè åëåìåíòàìè ìíîæèíè M íå ïåðåâèùó¹
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d. Iíîäi íàéìåíøå ç ìîæëèâèõ d íàçèâàþòü ïàðàìåòðîì ç÷åïëåíîñòi ìíî-

æèíè M .

Îçíà÷åííÿ 1.17. Ìíîæèíà M ⊂ N0 íàçèâà¹òüñÿ ãóñòîþ, ÿêùî äëÿ

áóäü-ÿêîãî íåâiä'¹ìíîãî öiëîãî k iñíó¹ òàêå n, ùî ìíîæèíà {n, n +

1, ..., n+ k} ⊂M .

Âiäìiòèìî, ùî ç÷åïëåíà òà ãóñòà ìíîæèíè çàâæäè ïåðåòèíàþòüñÿ.

Áiëüø òîãî, òàêèé ïåðåòèí ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ âëàñòèâiñòþ: ÿêùî ìíî-

æèíà M ïåðåòèíà¹òüñÿ ç áóäü-ÿêîþ ãóñòîþ, òî âîíà ç÷åïëåíà, à ÿêùî ç

áóäü-ÿêîþ ç÷åïëåíîþ, òî âîíà ãóñòà.

Ç÷åïëåíi òà ãóñòi ìíîæèíè ìîæóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ ó êðèòåðiÿõ

íàëåæíîñòi äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè äî ïåâíîãî êëàñó. Ó ÿêîñòi ïðèêëàäó íà-

âåäåìî íàñòóïíi òåîðåìè.

Òåîðåìà 1.4 (Êðèòåðié ìiíiìàëüíîñòi Áiðõîôà). Íåõàé X �

êîìïàêòíà ìíîæèíà, à f � ¨¨ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ó ñåáå. Ñèñòåìà

(X, f) ¹ ìiíiìàëüíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåïîðîæíüî¨

âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ⊂ X òà äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X ìíîæèíà Nf(x, U)

¹ ç÷åïëåíîþ.

Òåîðåìà 1.5. Ñèñòåìà (X, f) ¹ ñëàáêî çìiøóâàíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæí U, V ⊂ X ìíîæèíà

Nf(U, V ) ¹ ãóñòîþ.

×óòëèâiñòü äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ òåæ ìîæå áóòè

ïîâ'ÿçàíà ç òîïîëîãi÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè. Íà-

ïðèêëàä, öiêàâèì ÷èíîì ïîâ'ÿçàíi ÷óòëèâiñòü òà òðàíçèòèâíiñòü. Äëÿ

îïèñó öüîãî çâ'ÿçêó ââåäåìî íîâi ïîçíà÷åííÿ. Ìíîæèíó òðàíçèòèâíèõ

òî÷îê ñèñòåìè (X, f) áóäåìî çàïèñóâàòè ÿê Trans(f). ×åðåç Eq(f) ïî-
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çíà÷èìî ìíîæèíó òî÷îê ñèñòåìè (X, f), ÿêi ¹ ñòiéêèìè ó ñåíñi îçíà÷åííÿ

1.5. Òåïåð âçà¹ìîçâ'ÿçîê òðàíçèòèâíîñòi òà ÷óòëèâîñòi ïîäàìî ó âèãëÿäi

òåîðåìè, äîâåäåíî¨ â ñòàòòi [18].

Òåîðåìà 1.6. ßêùî X � êîìïàêòíà ìíîæèíà, òà (X, f) � òðàíçè-

òèâíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà. Òîäi ìîæëèâi ëèøå äâà âàðiàíòè: Eq(f) =

Trans(f) àáî Eq(f) = ∅. ßêùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ïåðøå ñïiââiäíîøåííÿ,

òî ñèñòåìà ¹ ðiâíîìiðíî æîðñòêîþ, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 çíàéäå-

òüñÿ òàêå n ∈ N, ùî íåðiâíiñòü d(x, fn(x)) < ε ñïðàâåäëèâà äëÿ âñiõ

x ∈ X. Öå îçíà÷à¹, ùî íà äåÿêèõ iòåðàöiÿõ óñi òî÷êè ïðîñòîðó îäíî÷àñíî

ìàéæå ïîâåðòàþòüñÿ äî ñâî¨õ âèõiäíèõ ïîëîæåíü. ßêùî æ âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà Eq(f) = ∅, òî ñèñòåìà çàâæäè áóäå ÷óòëèâîþ äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ.

Âiäìiòèìî, ùî çãàäàíi âàðiàíòè íå ìîæóòü ìàòè ìiñöå îäíî÷àñíî, òî-

ìó ùî ó âèïàäêó êîìïàêòíîãî ïðîñòîðóX ìíîæèíà Trans(f) íåïîðîæíÿ.

Òàêîæ âiäìiòèìî, ùî ñèñòåìà (X, f) ¹ ìiíiìàëüíîþ, êîëè Trans(f) = X.

Òîáòî äëÿ ìiíiìàëüíèõ ñèñòåì ìîæëèâi ëèøå âàðiàíòè Eq(f) = ∅ òà

Eq(f) = X.

×óòëèâiñòü ïîâ'ÿçàíà ç ïîíÿòòÿì õàîòè÷íîñòi ñèñòåì. �äèíîãî òî÷íî-

ãî îçíà÷åííÿ õàîòè÷íîñòi íåìà¹. Ðiçíi àâòîðè íàìàãàëèñÿ äàòè ñâîþ âåð-

ñiþ ïîíÿòòÿ õàîñó, ÿêà á âiäïîâiäàëà iíòó¨òèâíîìó âðàæåííþ ïðî íåïå-

ðåäáà÷óâàíiñòü òà ñêëàäíiñòü ñèñòåìè. Íàïðèêëàä, ó ðîáîòi Ð. Äåâàíi

[12] ñèñòåìà íàçèâà¹òüñÿ õàîòè÷íîþ, ÿêùî âîíà òðàíçèòèâíà, ÷óòëèâà äî

ïî÷àòêîâèõ óìîâ òà ìà¹ âñþäè ùiëüíó ìíîæèíó ïåðiîäè÷íèõ òî÷îê. Çãî-

äîì ó ðîáîòi [8] áóëî äîâåäåíî, ùî óìîâà ÷óòëèâîñòi ó äàíîìó ñïèñêó ¹

çàéâîþ. Öå ñïðàâåäëèâî âíàñëiäîê íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 1.7. Íåõàé äèíàìi÷íà ñèñòåìà (X, f) çàäàíà íà êîìïàêòíî-
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ìó ñêií÷åííîìó ïðîñòîði X. ßêùî öÿ ñèñòåìà òðàíçèòèâíà i ìà¹ ùiëüíó

ìíîæèíó ïåðiîäè÷íèõ òî÷îê, òî âîíà ¹ ÷óòëèâîþ.

Òîìó â îçíà÷åííi õàîòè÷íî¨ ñèñòåìè äîñòàòíüî çàçíà÷èòè, ùî öÿ ñè-

ñòåìà ¹ òðàíçèòèâíîþ, íåñêií÷åííîþ òà ìiñòèòü ùiëüíó ìíîæèíó ïåðiî-

äè÷íèõ òî÷îê.

Çãîäîì âèÿâèëîñÿ, ùî äàíå òâåðäæåííÿ ìà¹ óçàãàëüíåííÿ: ïåðiîäè÷íi

òî÷êè ìîæíà çàìiíèòè ìiíiìàëüíèìè, òîáòî òàêèìè òî÷êàìè x, äëÿ ÿêèõ

ïiäñèñòåìà (Orb(x), f) ìiíiìàëüíà â ñåíñi îçíà÷åííÿ 1.11. Íàïðèêëàä, ó

ñòàòòi [24] äîâåäåíî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1.8. Íåõàé äèíàìi÷íà ñèñòåìà (X, f) çàäàíà íà êîìïàêòíî-

ìó ïðîñòîði X. ßêùî öÿ ñèñòåìà òðàíçèòèâíà i ìà¹ ùiëüíó ìíîæèíó

ìiíiìàëüíèõ òî÷îê, òî âîíà ÷óòëèâà àáî ìiíiìàëüíà.

Òóò ìiíiìàëüíi ñèñòåìè ¹ ðiäêiñíèì, àëå ñóòò¹âèì âèíÿòêîì. Íàïðè-

êëàä, ñèñòåìà (S,Rα), äå S � êîëî, à Rα � ïîâîðîò íà iððàöiîíàëüíèé êóò

α, ¹ ìiíiìàëüíîþ, àëå íå ¹ ÷óòëèâîþ.

ßêùî ñèñòåìà òðàíçèòèâíà, òî âîíà ¹ ìiíiìàëüíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè âñi ¨¨ òî÷êè ìiíiìàëüíi (äëÿ êîìïàêòíîãî X). Äiéñíî, òðàíçèòèâíà

ñèñòåìà ìiñòèòü òðàíçèòèâíó òî÷êó, òîáòî òàêó z, ùî Orb(z) = X. ßêùî

âñi òî÷êè ñèñòåìè ìiíiìàëüíi, òî òàêîþ áóäå i z. Òîäi óòâîðåíà íåþ ñèñòå-

ìà (Orb(z), f) � ìiíiìàëüíà, à öÿ ñèñòåìà ñïiâïàäà¹ ç (X, f). Îáåðíåíå

òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå. Òîìó äëÿ ÷óòëèâîñòi ñèñòåìè äîñòàòíüî òðàíçè-

òèâíîñòi i òîãî, ùî ìíîæèíà ìiíiìàëüíèõ òî÷îê ùiëüíà, àëå íå ñïiâïàäà¹

ç X.

×óòëèâiñòü äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ îçíà÷à¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïî÷àòêî-

âî¨ òî÷êè x ÿê çàâãîäíî ìàëèé ¨¨ çñóâ ìîæå ïðèçâåñòè äî äîñòàòíiõ çìií
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îðáiòè (x, f(x), ..., fn(x), ...). Öiêàâî äîñëiäèòè, ïðî ÿêó íàéáiëüøó çìi-

íó îðáiòè ìîæíà áóäå òî÷íî ñòâåðäæóâàòè, ÿêùî çñóâ ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè

ïðÿìó¹ äî 0. Òîáòî, ÿêå íàéáiëüøå ÷èñëî ïiäõîäèòü ó ÿêîñòi ε, ùî ôiãó-

ðó¹ â îçíà÷åííi 1.8. Íàïðèêëàä, òî÷íó âåðõíþ ãðàíü âiäïîâiäíèõ ε ìîæíà

ïîðiâíþâàòè ç äiàìåòðîì ïðîñòîðó X, íà ÿêîìó çàäàíî ñèñòåìó.

Ó ðîáîòi [26] äîâåäåíî ðiâíîñèëüíiñòü îçíà÷åííÿ 1.8 òà íàñòóïíèõ

òðüîõ îçíà÷åíü.

Îçíà÷åííÿ 1.18. Ñèñòåìà (X, f) íàçèâà¹òüñÿ ÷óòëèâîþ, ÿêùî iñíó¹

òàêå ε > 0, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè U ⊂ X

çíàéäóòüñÿ òî÷êè x, y ∈ U òà ÷èñëî n ∈ N, äëÿ ÿêèõ d(fn(x), fn(y)) > ε.

Îçíà÷åííÿ 1.19. Ñèñòåìà (X, f) íàçèâà¹òüñÿ ÷óòëèâîþ, ÿêùî iñíó¹

òàêå ε > 0, ùî âñåðåäèíi áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè U ⊂

X çíàéäóòüñÿ òî÷êè x òà y, äëÿ ÿêèõ lim supn→∞ d(f
n(x), fn(y)) > ε.

Îçíà÷åííÿ 1.20. Ñèñòåìà (X, f) íàçèâà¹òüñÿ ÷óòëèâîþ, ÿêùî iñíó¹

òàêå ε > 0, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x ∈ X òà áóäü-ÿêîãî δ > 0 çíàéäåòüñÿ

òàêà y ∈ X, ùî d(x, y) < δ òà lim supn→∞ d(f
n(x), fn(y)) > ε.

Öi îçíà÷åííÿ ðiâíîñèëüíi, àëå ìàêñèìàëüíi çíà÷åííÿ ε, äëÿ ÿêèõ âîíè

âèêîíóþòüñÿ, ìîæóòü áóòè ðiçíèìè. Öiêàâî äîñëiäèòè, ÿêi ñïiââiäíîøå-

ííÿ ìîæóòü áóòè äëÿ ÷èñåë ε ç ðiçíèõ îçíà÷åíü òà çà ÿêèõ óìîâ öi ÷èñëà

ñïiâïàäàþòü.

Òàêîæ ðîçãëÿäàþòü óçàãàëüíåííÿ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ïîâ'ÿçàíi ç ïåâ-

íîþ íàïiâãðóïîþ. Áàãàòî îçíà÷åíü, ùî ìàþòü âiäíîøåííÿ äî çâè÷àéíèõ

äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ìîæíà ðîçïîâñþäèòè i íà íàïiâãðóïîâi ñèñòåìè. Íà-

ïðèêëàä, öå ìîæíà çðîáèòè ç îçíà÷åííÿìè òðàíçèòèâíîñòi, ñëàáêî¨ çìi-

øóâàíîñòi àáî ìiíiìàëüíîñòi. Ïîäiáíi óçàãàëüíåííÿ ìîæëèâi i äëÿ äå-
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ÿêèõ òâåðäæåíü. Íàïðèêëàä, ÿê i ó âèïàäêó (X, f), òðàíçèòèâíà ñèñòåìà

(X,G) ç êîìïàêòíèì X ìiñòèòèìå òî÷êó, îðáiòà ÿêî¨ ¹ âñþäè ùiëüíîþ.

Àáî ç òîãî, ùî ñèñòåìà òðàíçèòèâíà, íåñêií÷åííà òà ìà¹ ùiëüíó ìíîæè-

íó ìiíiìàëüíèõ òî÷îê, âèïëèâà¹ ¨¨ ÷óòëèâiñòü ÿê ó çâè÷àéíîìó, òàê i â

íàïiâãðóïîâîìó âèïàäêó [24]. Äîâåäåííÿ äëÿ âèïàäêó çâè÷àéíî¨ ñèñòåìè

áóëî âïåðøå íàâåäåíå â ðîáîòi [8]. Öÿ òåîðåìà ïðèâåðíóëà äî ñåáå âåëèêó

óâàãó çàâäÿêè òîìó, ùî ñïî÷àòêó âñi òðè çãàäàíi âëàñòèâîñòi ââàæàëèñÿ

íåçàëåæíèìè i âèìàãàëèñÿ â îçíà÷åííi õàîòè÷íî¨ ñèñòåìè [12].

Äîñèòü áàãàòîñòîðîíí¹ äîñëiäæåííÿ ç ïèòàíü, ïðèñâÿ÷åíèì ÷óòëèâî-

ñòi äi¨ ãðóïè, çðîáèâ Ô. Ïîëî [39].

Äåÿêi âëàñòèâîñòi ñèñòåì âèãëÿäó (X, f) íå ïåðåíîñÿòüñÿ íà çàãàëü-

íèé âèïàäîê. Íàïðèêëàä, äëÿ ñèñòåìè (X, f) âiðíèì ¹ òâåðäæåííÿ, ùî çi

ñëàáêî¨ çìiøóâàíîñòi âèïëèâà¹ k-êðàòíà òðàíçèòèâíiñòü äëÿ äîâiëüíîãî

íàòóðàëüíîãî k. Äëÿ íàïiâãðóïîâèõ ñèñòåì öå íå çàâæäè âiðíî: ìíîæèíà

ìîíîòîííèõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü âiäðiçêà óòâîðþ¹ ñëàáêî çìiøóþ-

÷ó, àëå íå 3-êðàòíî òðàíçèòèâíó ñèñòåìó [11]. Òîìó âèâ÷åííÿ íàïiâãðó-

ïîâèõ ñèñòåì ñòàâèòü áàãàòî öiêàâèõ ïèòàíü.
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Ðîçäië 2

Ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ÷èñëàìè Ëÿïóíîâà äëÿ ðiçíèõ òèïiâ

ñèñòåì

Ó äàíîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ íåðiâíîñòi òà ðiâíîñòi ìiæ ÷èñëàìè Ëÿ-

ïóíîâà äëÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (X, f) ç êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì X òà

íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ f . Ðîçãëÿäà¹òüñÿ, ÿêi íîâi ñïiââiäíîøåííÿ âèíè-

êàþòü ìiæ öèìè ÷èñëàìè, ÿêùî íà ñèñòåìó äîäàòêîâî íàêëàñòè óìîâó

ìiíiìàëüíîñòi, òðàíçèòèâíîñòi àáî ñëàáêî¨ çìiøóâàíîñòi. Òàêîæ ïîáóäî-

âàíi ïðèêëàäè ñèñòåì, äå ÷èñëà Ëÿïóíîâà âiäðiçíÿþòüñÿ ó äâà ðàçè, ùî

ïîêàçó¹ òî÷íiñòü îöiíêè â òåîðåìi 2.1.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â ðîáîòi [25].

Äëÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (X, f) âèçíà÷èìî ÷îòèðè âåëè÷èíè, ÿêi áó-

äåìî íàçâàòè ÷èñëàìè Ëÿïóíîâà. Òàêà íàçâà îáðàíà òîìó, ùî òàêi ÷èñëà

ç ïîäiáíèìè âëàñòèâîñòÿìè ôiãóðóþòü â îçíà÷åííÿõ ñòiéêî¨ àáî íåñòié-

êî¨ ñèñòåìè, äàíèõ Ëÿïóíîâèì. Öi ïàðàìåòðè ïîêàçóþòü, íàñêiëüêè äà-

ëåêî ìîæóòü ðîçáiãàòèñÿ áëèçüêi òî÷êè àáî ÿê ñèëüíî áóäóòü çðîñòàòè

äiàìåòðè ìàëèõ âiäêðèòèõ ìíîæèí ïiñëÿ òîãî, ÿê âiäîáðàæåííÿ f áóäå

çàñòîñîâàíî äîñòàòíüî âåëèêó êiëüêiñòü ðàçiâ.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ïåðøå ÷èñëî Ëÿïóíîâà L1 äëÿ ñèñòåìè (X, f) � öå

íàéáiëüøå ç òàêèõ ε1, ùî äëÿ êîæíîãî ε < ε1 òà äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨

íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè U ⊂ X çíàéäóòüñÿ òàêi x, y ∈ U òà n ∈ N0, ùî

d(fn(x), fn(y)) > ε.

Îçíà÷åííÿ 2.2. Äðóãå ÷èñëî Ëÿïóíîâà L2 äëÿ ñèñòåìè (X, f) � öå

íàéáiëüøå ç òàêèõ ε2, ùî äëÿ êîæíîãî ε < ε2 òà äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨

íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè U ⊂ X çíàéäóòüñÿ òàêi x, y ∈ U , ùî íåðiâíiñòü
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d(fn(x), fn(y)) > ε âèêîíó¹òüñÿ äëÿ íåñêií÷åííî áàãàòüîõ n ∈ N0 (òîáòî

ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà lim supn→∞ d(f
n(x), fn(y)) > ε).

Îçíà÷åííÿ 2.3. Òðåò¹ ÷èñëî Ëÿïóíîâà L3 äëÿ ñèñòåìè (X, f) � öå

íàéáiëüøå ç òàêèõ ε3, ùî äëÿ êîæíîãî ε < ε3, êîæíî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðî-

æíüî¨ ìíîæèíè U ⊂ X òà äîâiëüíî¨ x ∈ U çíàéäóòüñÿ òàêi y ∈ U òà

n ∈ N0, ùî d(fn(x), fn(y)) > ε.

Îçíà÷åííÿ 2.4. ×åòâåðòå ÷èñëî Ëÿïóíîâà L4 äëÿ ñèñòåìè (X, f)

� öå íàéáiëüøå ç òàêèõ ε4, ùî äëÿ êîæíîãî ε < ε4, êîæíî¨ âiäêðèòî¨

íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè U ⊂ X òà äîâiëüíî¨ x ∈ U çíàéäåòüñÿ òàêà y ∈ U ,

ùî íåðiâíiñòü d(fn(x), fn(y)) > ε âèêîíó¹òüñÿ äëÿ íåñêií÷åííî áàãàòüîõ

n ∈ N0 (òîáòî ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà lim supn→∞ d(f
n(x), fn(y)) > ε).

ßê âèäíî ç îçíà÷åíü 2.1�2.4, êîæíå ÷èñëî Ëÿïóíîâà êiëüêiñíî õàðà-

êòåðèçó¹ ïåâíó âëàñòèâiñòü, ïîâ'ÿçàíó ç ÷óòëèâiñòþ ñèñòåìè äî ïî÷àòêî-

âèõ óìîâ. Ïàðàìåòðè Li (i ∈ {1, 2, 3, 4}) îïèñóþòü ðiçíi ÿêîñòi ñèñòåìè,

àëå ¨õ ñïiëüíà ïðèðîäà âèêëèêà¹ âðàæåííÿ, ùî ìiæ ÷èñëàìè Ëÿïóíîâà ¹

ïåâíi ñïiââiäíîøåííÿ. Äàëi áóäå ïîêàçàíî, ùî öÿ çäîãàäêà ñïðàâåäëèâà.

2.1 Íåðiâíiñòü äëÿ ÷èñåë Ëÿïóíîâà ó çàãàëüíîìó âèïàäêó

Îäðàçó ç îçíà÷åíü 2.1�2.4 îòðèìó¹ìî íåðiâíîñòi L1 ≥ L2 ≥ L4 òà

L1 ≥ L3 ≥ L4. Âîíè ¹ íàñëiäêîì òîãî, ùî äî L2 òà L3 âèñóâàþòüñÿ

æîðñòêiøi âèìîãè, íiæ äî L1, i ìåíø æîðñòêi, íiæ äî L4. Ñïiââiäíîøå-

ííÿ, äå L1 îöiíþ¹òüñÿ çãîðè, äîâîäèòüñÿ ñêëàäíiøå, òîìó ñôîðìóëþ¹ìî

éîãî ó ÿêîñòi òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé (X, f) � äèíàìi÷íà ñèñòåìà íà êîìïàêòíîìó ìå-

òðè÷íîìó ïðîñòîði X ç íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ f . Òîäi L1 ≤ 2L4.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé L1 � ïåðøå ÷èñëî Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìè (X, f).

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå äîñòàòíüî ìàëå δ > 0, òî÷êó x ∈ X òà äåÿêèé

âiäêðèòèé îêië U òî÷êè x.

Íåõàé U0 = U òà n0 � íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî äiàìåòð

ìíîæèíè fn0(U0) áiëüøèé çà L1 − δ. Òîäi iñíó¹ òàêà òî÷êà y0 ∈ U0, ùî

d(fn0(x), fn0(y0)) > (L1 − δ)/2. Âiçüìåìî òàêó âiäêðèòó ìíîæèíó U1 äëÿ

ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ âñi íàñòóïíi óìîâè: ìíîæèíà U1 ìiñòèòü òî÷êó y0, çà-

ìèêàííÿ U1 ìiñòèòüñÿ â U0 òà äëÿ áóäü-ÿêîãî öiëîãî äîäàòíîãî m ≤ n0

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü y0 ∈ U1 and diam(fm(U1)) ≤ δ/2. Íåõàé n1

� ïåðøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî diam(fn1(U1)) > L1 − δ. Çãiäíî ç

âèáîðîì U1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü n1 > n0.

Îïèøåìî, ÿê ìè áóäåìî äàëi ââîäèòè âiäêðèòi ìíîæèíè (U2, U3, ...)

òà íàòóðàëüíi ÷èñëà (n2, n3, ...) ðåêóðåíòíèì ÷èíîì. Ïðèïóñòèìî, ùî

Uk−1 òà nk−1 âæå ïîáóäîâàíî. Òîäi iñíó¹ òàêà òî÷êà yk−1 ∈ Uk−1, ùî

d(fnk−1(x), fnk−1(yk−1)) > (L1−δ)/2. Ìè îáåðåìî òàêó âiäêðèòó ìíîæèíó

Uk âñåðåäèíi Uk−1, ùî yk−1 ∈ Uk òà äëÿ áóäü-ÿêîãî öiëîãî m ≤ nk−1

âiðíà íåðiâíiñòü diam(fm(Unk)) ≤ δ/2. Íåõàé nk � íàéìåíøå íàòóðàëüíå

÷èñëî, ÿêå ïåðåâèùó¹ n òà äëÿ ÿêîãî diam(fnk(Uk)) > L1 − δ. ßê i â

ïîïåðåäíüîìó îçíà÷åííi, çà âèáîðîì Uk î÷åâèäíèì ÷èíîì ìà¹ìî nk >

nk−1.

ßêùî y � òî÷êà íåïîðîæíüîãî ïåðåòèíó ∩∞k=1Unk , òî y ∈ U òà

lim supn→∞ d(f
n(x), fn(y)) ≥ L1/2 − δ. Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêî¨ x ∈ X çíà-

éäåòüñÿ òî÷êà y, ÿêà ðåàëiçó¹ íåðiâíiñòü L4 ≥ L1/2 − δ. Ç äîâiëüíîñòi

îáðàíîãî ÷èñëà δ > 0 îòðèìó¹ìî, ùî L4 ≥ L1/2, òîáòî L1 ≤ 2L4. �

Ó ÿêîñòi íàñëiäêó ìà¹ìî Li ≤ 2Lj äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ {1, 2, 3, 4}.
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Äëÿ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi L1 ≤ 2L4 ìè âèêîðèñòàëè êîìïàêòíiñòü

ïðîñòîðó X. Öÿ óìîâà ¹ iñòîòíîþ. Áåç ¨¨ âèêîíàííÿ äëÿ öÿ íåðiâíiñòü

ìîæå ïîðóøóâàòèñÿ, ùî ïîêàçó¹ íàñòóïíèé ïðèêëàä.

Ïðèêëàä 2.1. Ó ÿêîñòi ïðîñòîðó X ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó òàêèõ ïî-

ñëiäîâíîñòåé (a1, a2, ..., an, ...), ùî ai ∈ {0, 1} äëÿ âñiõ i ∈ N, ïðè÷îìó

ðiâíiñòü ai = 1 âèêîíó¹òüñÿ ëèøå äëÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi iíäåêñiâ i. Äëÿ

ðiçíèõ ïîñëiäîâíîñòåé a = (a1, a2, ..., an, ...) òà b = (b1, b2, ..., bn, ...)

ó ÿêîñòi âiäñòàíi d(a, b) âiçüìåìî ÷èñëî 1/k, äå k � íàéìåíøèé iíäåêñ,

äëÿ ÿêîãî ak 6= bk. ßêùî òàêîãî iíäåêñó íå iñíó¹, òî ïîñëiäîâíîñòi a òà

b îäíàêîâi, òîìó äëÿ íèõ d(a, b) = 0. Íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî âiäñòàíü

d(a, b) çàäà¹ êîðåêòíó ìåòðèêó íà ìíîæèíi X. Ó ÿêîñòi ôóíêöi¨ f âiçüìå-

ìî îïåðàòîð çñóâó, ÿêèé ïåðåâîäèòü ïîñëiäîâíiñòü (a1, a2, ..., an, ...) â

(a2, a3, ..., an+1, ...). Ïðîñòî îòðèìàòè, ùî äëÿ (X, f) âiðíî L1 = 1 òà

L2 = 0. Îòæå, i L4 = 0, áî L4 ≤ L2. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äàíî¨ (X, f) ìà¹

ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ L1 > 2L4.

2.2 ×èñëà Ëÿïóíîâà äëÿ òðàíçèòèâíèõ âiäîáðàæåíü

Äàëi ðîçãëÿíåìî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ÷èñëà Ëÿïóíîâà, ÿêi ñïðàâäæóþ-

òüñÿ â ñèñòåìàõ ïåâíîãî âèãëÿäó. Îçíà÷åííÿ òðàíçèòèâíî¨ òà ìiíiìàëüíî¨

ñèñòåìè âæå ââîäèëèñÿ.

ßêùî êîæíà òî÷êà ñèñòåìè (X, f) òðàíçèòèâíà, òîäi ñèñòåìó íàçè-

âàþòü ìiíiìàëüíîþ. Çàìêíåíà ïiäìíîæèíà M ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ ìiíi-

ìàëüíîþ ìíîæèíîþ ñèñòåìè (X, f), ÿêùî f(M) ⊂M òà áóäü-ÿêà òî÷êà

x ∈ M ìà¹ ùiëüíó íà ìíîæèíi M îðáiòó. Êîæíà òî÷êà x ∈ X, äëÿ ÿêî¨

çàìèêàííÿ îðáiòè Orb(x) ¹ ìiíiìàëüíîþ ìíîæèíîþ, íàçèâà¹òüñÿ ìiíi-
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ìàëüíîþ òî÷êîþ ñèñòåìè (X, f).

ßêùî ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïåâíó äèíàìi÷íó ñèñòåìó (X, f), òî äëÿ äî-

âiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X òà äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè U ⊂ X ÷åðåç Nf(x, U)

ïîçíà÷èìî ìíîæèíó ïîòðàïëÿíü {n ∈ Z+ : fn(x) ∈ U}. Òî÷êà x ∈ X

íàçèâà¹òüñÿ ðåêóðåíòíîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ¨¨ âiäêðèòîãî îêîëó U

ìíîæèíà nf(x, U) ¹ íåñêií÷åííîþ.

Ïiäìíîæèíà S ìíîæèíè öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ ç÷åïëå-

íîþ, ÿêùî âîíà ìà¹ îáìåæåíi ïðîãàëèíè, òîáòî, ÿêùî iñíó¹ òàêå n ∈ N,

ùî {i, i + 1, ..., i + n} ∩ S 6= ∅ äëÿ áóäü-ÿêîãî i ∈ N ∩ {0}. Ìíîæèíà S

íàçèâà¹òüñÿ ãóñòîþ, ÿêùî âîíà ìiñòèòü ÿê çàâãîäíî ñóöiëüíi áëîêè öiëèõ

÷èñåë, òîáòî, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî i,

ùî {i, i+ 1, ..., i+ n} ⊂ S.

Äåÿêi âëàñòèâîñòi äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ìîæíà îïèñàòè çà äîïîìîãîþ

ïîíÿòü ðiâíîìiðíî¨ òà ãóñòî¨ ìíîæèíè. Íàïðèêëàä, îäèí ç êëàñè÷íèõ

ðåçóëüòàòiâ Ãîòøàëêà ñòâåðäæó¹, ùî x ∈ X ¹ ìiíiìàëüíîþ òî÷êîþ òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè Nf(x, U) ¹ ðiâíîìiðíîþ ìíîæèíîþ äëÿ áóäü-ÿêîãî

âiäêðèòîãî îêîëó U òî÷êè x. Iíøèé ðåçóëüòàò öüîãî àâòîðà ïîëÿãà¹ ó

òîìó, ùî (X, f) ¹ ñëàáêî çìiøóþ÷îþ ñèñòåìîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

ìíîæèíà Nf(U, V ) ¹ ãóñòîþ äëÿ áóäü-ÿêèõ âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ U, V ⊂

X (äèâ. [16], [17]).

Äëÿ òðàíçèòèâíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ¹ âiðíîþ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé (X, f) � òðàíçèòèâíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà. Òîäi

L1 = L2.

Äîâåäåííÿ. Ó âèïàäêó L1 = 0 ç íåðiâíîñòi L2 ≤ L1 ìàòèìåìî L2 = 0.

Äàëi ðîçãëÿäàòèìåìî ëèøå âèïàäîê L1 > 0, òîáòî áóäåìî ââàæàòè, ùî
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ñèñòåìà (X, f) ¹ ÷óòëèâîþ.

Çà îçíà÷åííÿì L1, äëÿ áóäü-ÿêîãî ε < L1 i äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðè-

òî¨ íåïîðîæíüî¨ U ∈ X ¹ òàêi òî÷êè x, y ∈ U òà íàòóðàëüíå n0, ùî

d(fn0(x), fn0(y)) > ε. Îáåðåìî äîâiëüíå (äîñòàòíüî ìàëå) δ > 0. Íå-

õàé V,W ⊂ U � òàêi îêîëè òî÷îê x òà y, ùî diam(fn0(V )) < δ òà

diam(fn0(W )) < δ. ßêùî z ∈ V � òðàíçèòèâíà òî÷êà, çíàéäåòüñÿ íà-

òóðàëüíå m, äëÿ ÿêîãî fm(z) ∈ W . Çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà ìà¹ìî

d(fn0(z), fn0+m(z)) > ε− 2δ.

Íåõàé S � òàêèé îêië òî÷êè z, ùî S ⊂ U òà fm(S) ⊂ W . Òîäi, î÷åâè-

äíî, diam(fn0(S)) < δ òà diam(fn0+m(S)) < δ.

Îñêiëüêè íàøà ñèñòåìà íå ìà¹ içîëüîâàíèõ òî÷îê (çà ¨õ íàÿâíî-

ñòi âîíà íå ìîãëà áè áóòè îäíî÷àñíî òðàíçèòèâíîþ òà ÷óòëèâîþ), S

¹ íåñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ. Îòæå, îðáiòà òî÷êè z ïîòðàïëÿ¹ â S íå-

ñêií÷åííî áàãàòî ðàçiâ. ßêùî äëÿ öiëîãî íåâiä'¹ìíîãî ÷èñëà nk ñïðàâ-

äæó¹òüñÿ óìîâà fnk(z) ∈ S, òî fn0+nk(z) = fn0(fnk(z)) ⊂ fn0(S) i

fn0+nk+m(z) = fn0+m(fnk(z)) ⊂ fn0+m(S) = fn0(fm(S)) ⊂ fn0(W ). À

òîäi, çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà, d(fn0+nk(z), fn0+nk+m(z)) > ε−2δ. Ç öüî-

ãî ìà¹ìî L2 > lim supn→∞ d(f
n(z), fn(fm(z))) ≥ ε − 2δ. Îñêiëüêè δ > 0

òà ε < L1 áóëè îáðàíi äîâiëüíèì ÷èíîì, ìà¹ìî L1 = L2. �

Òðàíçèòèâíà ñèñòåìà (X, f), äå X íå ìà¹ içîëüîâàíèõ òî÷îê, íàçèâà-

¹òüñÿ ToM-ñèñòåìîþ, ÿêùî êîæíà òî÷êà x ∈ X ¹ òðàíçèòèâíîþ àáî

ìiíiìàëüíîþ. Îçíà÷åííÿ òàêèõ ñèñòåì áóëî ââåäåíî Äîâíàðîâi÷åì òà

É¹ (äèâ. [13]). Îñêiëüêè â ïîäàëüøèõ äîâåäåííÿõ íå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ

óìîâà, ùî ìiíiìàëüíi òî÷êè íå ¹ òðàíçèòèâíèìè (ÿê âèìàãà¹ îçíà÷åí-

íÿ ToM-ñèñòåìè â ðîáîòi [13]), ìiíiìàëüíi ñèñòåìè ìè òåæ ââàæàòèìåìî
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ToM-ñèñòåìàìè. ßêùî òàêà ñèñòåìà íå ¹ ìiíiìàëüíîþ, ìíîæèíà ¨¨ ìi-

íiìàëüíèõ òî÷îê ùiëüíà â X (îñêiëüêè äëÿ òðàíçèòèâíî¨, àëå íå ìiíi-

ìàëüíî¨ ñèñòåìè ìíîæèíà ¨¨ íå òðàíçèòèâíèõ òî÷îê ùiëüíà � äîâåäåííÿ

äèâiòüñÿ, íàïðèêëàä, ó ñòàòòi [26]).

Òåîðåìà 2.3. Íåõàé (X, f) � ÷óòëèâà ToM-ñèñòåìà. Òîäi L3 = L4.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äåÿêó òî÷êó x ∈ X. Íåõàé Ux � âiäêðèòèé

îêië òî÷êè x òà íåõàé δ > 0. Çà îçíà÷åííÿì L3, iñíóþòü òàêi y ∈ Ux òà

íàòóðàëüíå ÷èñëî m, ùî d(fm(x), fm(y)) > L3−δ. Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòèé

îêië Uy ⊂ Ux òî÷êè y, òàêèé, ùî diamfm(Uy) < δ.

Òåïåð, ÿêùî x ¹ òðàíçèòèâíîþ òî÷êîþ, ìîæíà ïðîñòî ïîâòîðèòè iäåþ

òåîðåìè 2.2 äëÿ äîâåäåííÿ ó öüîìó âèïàäêó. ßêùî x íå òðàíçèòèâíà, òî

âîíà ìiíiìàëüíà. Îñêiëüêè (X, f) ¹ ToM-ñèñòåìîþ, ìîæíà çíàéòè ìiíi-

ìàëüíó òî÷êó z1 ∈ Uy, à òîäi d(fm(x), fm(z1)) > L3 − 2δ.

Ðîçãëÿíåìî ïðÿìèé äîáóòîê ñèñòåì (Orbf(x) × Orbf(z1), f |Orbf (x)
×

f |Orbf (z1)
). Íåõàé M � ìiíiìàëüíà ïiäìíîæèíà öi¹¨ ñèñòåìè. Òîäi, î÷åâè-

äíî, M ∩ Mx 6= ∅, äå Mx = {(x, z) : z ∈ Orbf(z1)}. Çâiäñè âèïëèâà¹,

ùî iñíó¹ òî÷êà (x, z2) ∈ Ux × Orbf(z1), ÿêà ¹ ìiíiìàëüíîþ, à îòæå, i

ðåêóðåíòíîþ ó ñèñòåìi f |Orbf (x)
× f |Orbf (z1)

). Çðîçóìiëî, ùî êîæíà òî-

÷êà âèãëÿäó (x, fk(z2)) (k = 0, 1, 2, ...) òàêîæ áóäå ðiâíîìiðíî ðåêóðåí-

òíîþ. Îñêiëüêè z1 ìiíiìàëüíà, ìè ìîæåìî îáðàòè òàêå öiëå äîäàòíå k, ùî

z3 = fk(z2) ∈ Uy. Îòæå, ìà¹ìî, ùî lim supn→∞ d(f
n(x), fn(z3)) ≥ L3−2δ.

Îñêiëüêè x òà δ > 0 îáèðàþòüñÿ äîâiëüíèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî L3 = L4.

�

Ó ÿêîñòi íàñëiäêó ìîæíà âiäìiòèòè, ùî ðiâíîñòi L3 = L4 òà L1 = L2

âèêîíóþòüñÿ äëÿ ìiíiìàëüíèõ ñèñòåì. Âiäêðèòèì ¹ ïèòàííÿ, äëÿ ÿêèõ

ñèñòåì âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü L3 = L1. Çîêðåìà, ÷è çàâæäè âîíà ìà¹ ìiñöå
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ó âèïàäêó ìiíiìàëüíî¨ ñèñòåìè?

2.3 ×èñëà Ëÿïóíîâà äëÿ ñëàáêî çìiøóþ÷èõ ñèñòåì

Çãàäà¹ìî, ùî äèíàìi÷íà ñèñòåìà (X, f) íàçèâà¹òüñÿ ñëàáêî çìiøóþ÷îþ,

ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ íåïîðîæíiõ âiäêðèòèõ U1, U2, V1, V2 ⊂ X iñíó¹ òàêå

öiëå íåâiä'¹ìíå ÷èñëî n, ùî U1 ∩ fn(V1) 6= ∅ òà U2 ∩ fn(V2) 6= ∅. Iíøèìè

ñëîâàìè, ñèñòåìà (X, f) ñëàáêî çìiøóþ÷à, ÿêùî ïðÿìèé äîáóòîê (X ×

X, f × f) ¹ òðàíçèòèâíîþ ñèñòåìîþ.

Òåîðåìà 2.4. Íåõàé (X, f) � ñëàáêî çìiøóþ÷à ñèñòåìà. Òîäi âiðíi

òàêi ðiâíîñòi.

1. L1 = L2 = diam(X).

2. L3 = L4.

3. ßêùî ñèñòåìà (X, f) òàêîæ ¹ ìiíiìàëüíîþ, òî L1 = L2 = L3 =

L4 = diam(X).

Äîâåäåííÿ. 1. Îñêiëüêè ñëàáêî çìiøóþ÷à ñèñòåìà ¹ òðàíçèòèâíîþ, çà

òåîðåìîþ 2.2 ìà¹ìî L1 = L2.

Îñêiëüêè (X, f) � ñëàáêî çìiøóþ÷à, òî ïðÿìèé äîáóòîê (X×X, f×f)

¹ òðàíçèòèâíîþ ñèñòåìîþ. Îòæå, â êîæíié âiäêðèòié íåïîðîæíié ïiäìíî-

æèíi ïðîñòîðóX×X, çíàéäåòüñÿ òðàíçèòèâíà òî÷êà ñèñòåìè (X×X, f×

f). Çîêðåìà, òàêà òî÷êà çíàéäåòüñÿ ó áóäü-ÿêîìó äåêàðòîâîìó äîáóòêó

U ×U , äå U � âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó X. Öå îçíà÷à¹,

ùî çíàéäåòüñÿ òàêà òî÷îê x, y ∈ U ç íàñòóïíîþ âëàñòèâiñòþ: äëÿ äî-

âiëüíèõ âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí V,W ⊂ X iñíó¹ íåñêií÷åííî

áàãàòî òàêèõ íàòóðàëüíèõ n, ùî çàäîâîëüíÿþòüñÿ óìîâè fn(x) ∈ V òà

fn(y) ∈ W . ßêùî ó ÿêîñòi V òà W âçÿòè δ-îêîëè òî÷îê v, w ∈ X, äëÿ
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ÿêèõ d(v, w) > diam(X)−δ (äå δ � äîâiëüíå äîñòàòíüî ìàëå ÷èñëî áiëüøå

íóëÿ), òî îòðèìà¹ìî L2 ≥ lim supn→∞ d(f
n(x), fn(y)) > diam(X)− 3δ. Ç

äîâiëüíîñòi âèáîðó δ ìà¹ìî L2 ≥ diam(X). Òàêîæ ñïðàâåäëèâi î÷åâèäíi

íåðiâíîñòi L1 ≤ diam(X) òà L1 > L2. Çâiäñè ìà¹ìî L1 = L2 = diam(X).

2. Íåõàé x ∈ X. Îñêiëüêè (X, f) ¹ ñëàáêî çìiøóþ÷îþ, iñíó¹ òàêà

òî÷êà z ∈ X, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî âiäêðèòîãî îêîëó G òî÷êè z òà äî-

âiëüíèõ çàìêíåíèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí U , V ïðîñòîðó X çíàéäåòüñÿ

íåñêií÷åííî áàãàòî íàòóðàëüíèõ n, äëÿ ÿêèõ îäíî÷àñíî fn(x) ∈ G òà

fn(U) ∩ V 6= ∅ (äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó ìiñòèòüñÿ â ðîáîòi [4], áiëüø

çàãàëüíå òâåðäæåííÿ äîâîäèòüñÿ ó ëåìi 4.7).

Çà îçíà÷åííÿì L3, äëÿ òî÷êè z òà áóäü-ÿêîãî äîäàòíîãî δ ¹ òî÷êà

y ∈ X òà íàòóðàëüíå ÷èñëî k, òàêi, ùî d(fk(y), fk(z)) > L3 − δ.

Òåïåð íåõàé U � âiäêðèòèé îêië òî÷êè x. Íåõàé Gz i Vy ¹ âiäêðèòè-

ìè êóëÿìè ðàäióñà δ ç öåíòðàìè â fk(z) òà fk(y) âiäïîâiäíî. Îáåðåìî

δ íàñòiëüêè ìàëèì, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà Gz ∩ Vy = ∅. Ùîá äîâå-

ñòè äðóãó ÷àñòèíó òåîðåìè, ó ìíîæèíi Ux çíàéäåìî òî÷êó z, ÿêà ¹ òî-

÷êîþ êîíöåíòðàöi¨. Íåõàé n0 � òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ùî fn0(x) ∈ Gz

òà fn0(Ux) ∩ Vy 6= ∅. Ïîêëàäåìî U0 = Ux ∩ f−n0(Vy). Î÷åâèäíî, U0 ¹

âiäêðèòîþ íåïîðîæíüîþ ïiäìíîæèíîþ Ux, U0 ⊂ Ux i x 6∈ U0. Çàäàìî

ìíîæèíè U1, U2, ... òà íàòóðàëüíi ÷èñëà ni iíäóêòèâíèì ÷èíîì. À ñà-

ìå, íåõàé nk � äîñòàòíüî âåëèêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, íàïðèêëàä, nk ≥ k,

òàêå, ùî fnk(x) ∈ Gz òà fnk(Uk−1) ∩ Vy 6= ∅. Îçíà÷èìî Uk ÿê ìíîæè-

íó Uk−1 ∩ f−nk(Vy). Çðîçóìiëî, ùî Uk � âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæè-

íà X òà Ui ⊂ Ui−1 äëÿ áóäü-ÿêîãî i ≥ 1. Çâiäñè U0 ⊃ U1 ⊃ U2 ⊃ ...

ßêùî u � òî÷êà íåïîðîæíüîãî ïåðåòèíó ìíîæèí ∩iUi, òî äëÿ áóäü-

ÿêîãî íàòóðàëüíîãî i ìè ìà¹ìî fni(u) ∈ V y i fni(x) ∈ Gz. Îòæå,
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lim supn→∞ d(f
n(x), fn(u)) ≥ L3 − 3δ. Îñêiëüêè δ > 0 âçÿòà äîâiëüíèì

÷èíîì, îòðèìó¹ìî L3 = L4. �

3. Âèïàäêè 1 òà 2 ïðèâîäÿòü äî òîãî, ùî äîñòàòíüî äîâåñòè ðiâíiñòü

L3 = diam(X). Íåõàé x ∈ X i íåõàé Ux � âiäêðèòèé îêië x. Çi ñëàáêî¨ çìi-

øóâàíîñòi ñèñòåìè ëåãêî âèâåñòè âiäñóòíiñòü ó íié içîëüîâàíèõ òî÷îê. À

òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî äîäàòíîãî ÷èñëà δ iñíóþòü òàêi âiäêðèòi íåñêií÷åííi

ìíîæèíè Vx, Vy ⊂ X, ùî âiäñòàíü ìiæ Vx i Vy íå ìåíøà çà diam(X)− δ.

ßê çãàäóâàëîñÿ ðàíiøå, òàê ÿê (X, f) ìiíiìàëüíà, áóäü-ÿêà òî÷êà X

¹ ðiâíîìiðíî ðåêóðåíòíîþ. Çîêðåìà, öå îçíà÷à¹, ùî Nf(x, Vx) ¹ ðiâíî-

ìiðíîþ ìíîæèíîþ. Ç iíøîãî áîêó, (X, f) òàêîæ ¹ ñëàáêî çìiøóþ÷îþ

ñèñòåìîþ. À öå îçíà÷à¹, ùî Nf(U, Vy) ¹ ãóñòîþ ïiäìíîæèíîþ N ∪ {0}.

Çâiäñè nf(x, Vx) ∩ nf(U, Vy) 6= ∅, îòæå iñíóþòü òî÷êà y ∈ U òà íàòó-

ðàëüíå k ∈ nf(x, Vx) ∩ nf(U, Vy), òàêi, ùî fk(x) ∈ Vx i fk(y) ∈ Vy. Îòæå,

d(fk(x), fk(y)) ≥ diam(X) − δ. Òàê ÿê δ > 0 äîâiëüíà, ìè îòðèìó¹ìî

L3 = diam(X). �

2.4 Çàêëþ÷íi çàóâàæåííÿ

Ñïåðøó âiäìiòèìî, ùî iñíóþòü ñëàáêî çìiøóþ÷i (íàâiòü ïðîñòî çìiøó-

þ÷i) ñèñòåìè, äëÿ ÿêèõ L3 = L4 = diam(X)/2. Äëÿ ïðèêëàäó ðîçãëÿ-

íåìî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ âiäðiçêà g : [0, 1] → [0, 1], äå g(x) =

3((x − 1/3) − |x − 1/3| + |x − 2/3|). Öå âiäîáðàæåííÿ ¹ òîïîëîãi÷íî òî-

÷íèì, à îäíi¹þ ç éîãî íåðóõîìèõ òî÷îê ¹ 1/2. Îòæå, äëÿ ñèñòåìè ([0, 1], g)

âèêîíó¹òüñÿ L3 ≤ 1/2. Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 2.1, ìà¹ìî, ùî L1 = 1 òà

L3 ≥ L1/2 = 1/2. Òîìó äëÿ äàíî¨ ñèñòåìè L3 = 1/2.

Òàêîæ (ÿê ìè ïîáà÷èìî ó òâåðäæåííi 2.5) iñíóþòü ñèñòåìè, äëÿ ÿêèõ
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L3 = 2L4. Àëå âiäêðèòèì çàëèøà¹òüñÿ ïèòàííÿ iñíóâàííÿ òðàíçèòèâíèõ

ñèñòåì ç ïîäiáíîþ âëàñòèâiñòþ. Çà òåîðåìîþ 2.2, òàêi ñèñòåìè íå ìîæóòü

áóòè ìiíiìàëüíèìè.

Íàñòóïíi ïèòàííÿ çàëèøàþòüñÿ âiäêðèòèìè:

1. ×è iñíó¹ äèíàìi÷íà ñèñòåìà (X, f), äëÿ ÿêî¨ L1 > L2 àáî L3 > L2?

2. ×è iñíó¹ ìiíiìàëüíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà (X, f), äëÿ ÿêî¨ L1 > L3?

Òâåðäæåííÿ 2.5. Iñíó¹ äèíàìi÷íà ñèñòåìà (X, f), äëÿ ÿêî¨ L3 = 2L4.

Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî ïðîñòið X, ÿêèé áóäå êîìïàêòíîþ ïiäìíî-

æèíîþ R3, ãîìåîìîðôíîþ äâîâèìiðíîìó êðóãó. Çðó÷íiøå çðîáèòè öå

çà äîïîìîãîþ öèëiíäðè÷íèõ êîîðäèíàò: ó öèõ êîîðäèíàòàõ êîæíà òî-

÷êà òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó çàäà¹òüñÿ ÷èñëàìè (r, ϕ, z), i öå âiäïîâiäà¹

ïðÿìîêóòíèì êîîðäèíàòàì (r cosϕ, r sinϕ, z). Iíøèìè ñëîâàìè, (r, ϕ) �

öå ïîëÿðíi êîîðäèíàòè òî÷êè (x, y), à z çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííèì. Íåõàé

h(r) = 8r(1 − r). Âèçíà÷èìî X ÿê ìíîæèíó òî÷îê ç öèëiíäðè÷íèìè êî-

îðäèíàòàìè (r, ϕ, h(r)), äå 0 ≤ r ≤ 1 òà ϕ ∈ R, à ó ÿêîñòi ìåòðèêè íà X

âiçüìåìî ñòàíäàðòíó åâêëiäîâó ìåòðèêó.

Òåïåð âèçíà÷èìî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f , ÿêå ïåðåâîäèòü X ó

ñåáå, íàñòóïíèì ÷èíîì: f(r, ϕ, h(r)) = (g(r), 2ϕ, h(g(r))), äå g : [0, 1] →

[0, 1] � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ óìîâè g(0) = 0, g(1) =

1 òà g(x) > x äëÿ âñiõ x ∈ (0, 1). Íåõàé, íàïðèêëàä, g(x) = 2x − x2. Ç

íàâåäåíèõ óìîâ äëÿ g ëåãêî âèâåñòè, ùî limn→∞ g
n(x) = 1 äëÿ áóäü-ÿêîãî

x ∈ (0, 1].

Íåõàé p ∈ X òà U � âiäêðèòèé îêië p. ßêùî p 6= (0, 0, 0), òî äëÿ

áóäü-ÿêîãî δ > 0 iñíóþòü òàêi n ∈ N òà q ∈ U , ùî d(fn(p), fn(q)) > 2− δ.

ßêùî p = (0, 0, 0), òî çíàéäóòüñÿ n ∈ N òà q ∈ U , äëÿ ÿêèõ fn(q) ëåæèòü
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íà êîëi, ç öåíòðîì (0, 0, 2) (ó ïðîñòîði R3) òà ðàäióñîì 1
2 . Äëÿ öèõ n òà q

ìè ìà¹ìî d(fn(p), fn(q)) > 2. Îòæå, L3 ≥ 2.

Òåïåð íåõàé p = (0, 0, 0). Ðiâíiñòü limn→∞ d(f
n(p), fn(q)) = 1 âèêîíó¹-

òüñÿ íåðiâíiñòü q 6= p. Îòæå, L4 ≤ 1. Îñêiëüêè L3 ≤ 2L4 (çà òâåðäæåííÿì

1.1), öå äà¹ L3 = 2L4. �

Iäåÿ îçíà÷åííÿ òà âèâ÷åííÿ ÷èñåë Ëÿïóíîâà áóëà ñïðè÷èíåíà íàñòó-

ïíèì:

1. ßêùî äåÿêå ïðàêòè÷íå ïðèïóùåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ïåâíî¨ ñèñòå-

ìè, íàïðèêëàä, äëÿ ôiçè÷íîãî îá'¹êòà, íàì ïîòðiáíî çíàòè, ÿê ñèëüíî ìè

ìîæåìî ïðèïóñòèòèñÿ ïîìèëêè â ðîçðàõóíêàõ, ÿêùî ìè íàìàãà¹ìîñÿ ïå-

ðåäáà÷èòè åâîëþöiþ ñèñòåìó íà äîñòàòíüî äîâãèé òåðìií. Çíàííÿ ëèøå

òîãî ôàêòó, ùî â ðîçðàõóíêàõ ïîäàëüøî¨ ïîâåäiíêè ñèñòåìè áóäóòü õî÷à

áè ìàëi ïîõèáêè, íå ¹ òàêèì êîðèñíèì, òîìó ùî iñíóâàííÿ ïîõèáîê ó ðîç-

ðàõóíêàõ ïðèòàìàííå ìàéæå âñiì ïðèðîäíèì ñèñòåìàì, ïðèíàéìíi, ÷åðåç

íåòî÷íiñòü ïî÷àòêîâèõ äàíèõ. Îòæå, êiëüêiñíèé àíàëiç ÷óòëèâîñòi, ÿêèé

âèçíà÷à¹, ÿêèé ñàìå ðîçìið ìîæóòü ìàòè ïîõèáêè, ïðåäñòàâëÿ¹ âåëèêèé

iíòåðåñ. Ïîðiâíÿííÿ ðiçíèõ ÷èñåë Ëÿïóíîâà äåìîíñòðó¹, ùî ïîõèáêè ó

ðîçðàõóíêàõ íå ìîæóòü çíèêàòè ç ÷àñîì. Òîáòî, ìè íå ìîæåìî ñïîäi-

âàòèñÿ, ùî, íàïðèêëàä, ÷åðåç 10000 ÷è 1000000 êðîêiâ òî÷íiñòü íàøèõ

ïðîãíîçiâ iñòîòíî çáiëüøèòüñÿ.

2. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Àóñëåíäåðà, îäíi¹þ ç íàéáiëüø âàæëèâèõ òåîðåì

òîïîëîãi÷íî¨ äèíàìiêè, áóäü-ÿêà ïðîêñèìàëüíà êîìiðêà (òîáòî ìíîæèíà

Proxf(x) = {y ∈ X : lim infn→∞ d(f
n(x), fn(y)) = 0}) ìiñòèòü ìiíiìàëü-

íó òî÷êó [3]. Ç öüîãî, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî äèñòàëüíà òî÷êà çàâæäè

¹ ìiíiìàëüíîþ. Ïîòðiáíî çàçíà÷èòè íàñòóïíå: ÿêùî (X, f) � ñëàáêî çìi-

øóþ÷à äèíàìi÷íà ñèñòåìà, òî äëÿ êîæíî¨ x ∈ X ïðîêñèìàëüíà êîìiðêà
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Proxf(x) ¹ ùiëüíîþ â X [4]. Ùî ìîæíà ñêàçàòè ïðî öþ âëàñòèâiñòü äëÿ

÷óòëèâèõ òðàíçèòèâíèõ ñèñòåì, çîêðåìà, äëÿ ñèñòåì Äåâàíi (òîáòî òðàí-

çèòèâíèõ ñèñòåì ç êîìïàêòíèì X òà ùiëüíîþ ìíîæèíîþ ïåðiîäè÷íèõ

òî÷îê)? Âiäìiòèìî, ùî iñíó¹ ïðÿìèé çâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i ç ïèòàííÿì ïðî

òå, êîëè ðiâíiñòü L3 = L4 âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ÷óòëèâî¨ òîïîëîãi÷íî òðàíçè-

òèâíî¨ ñèñòåìè.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ó äàíîìó ðîçäiëi áóëî çàïðîâàäæåíî íîâi ïàðàìåòðè, ùî õàðàêòåðèçó-

þòü ÷óòëèâiñòü äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ � ÷èñëà Ëÿïó-

íîâà. Ïåðøi äâà ÷èñëà ïîêàçóþòü, íàñêiëüêè âåëèêèì ìîæå áóòè ðîçòÿã

äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ ïiäìíîæèíè ïðè ïîâòîðíié äi¨ âiäîáðà-

æåííÿ. Iíøi äâà ÷èñëà õàðàêòåðèçóþòü òå, íàñêiëüêè ñèëüíî ìîæóòü çìi-

íþâàòèñÿ îðáiòè êîíêðåòíèõ òî÷îê ïðè ìàëié çìiíi ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Ïðè

öüîìó ïåðøå é òðåò¹ ÷èñëî îïèñóþòü îäèíè÷íi âèïàäêè ìàêñèìàëüíîãî

âiäõèëåííÿ, à äðóãå é ÷åòâåðòå � âèïàäêè, ùî òðàïëÿþòüñÿ íåñêií÷åííó

êiëüêiñòü ðàçiâ.

Ìiæ ÷èñëàìè Ëÿïóíîâà âñòàíîâëåíî ïåâíi ñïiââiäíîøåííÿ ó âèãëÿäi

ðiâíîñòåé òà íåðiâíîñòåé. Äîâåäåíî, ùî äëÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ç êîìïà-

êòíèì ïðîñòîðîì òà éîãî íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì áóäü-ÿêi äâà ÷èñëà

ñåðåä ÷îòèðüîõ çãàäàíèõ ìîæóòü âiäðiçíÿòèñÿ íå áiëüøå, íiæ ó äâà ðàçè.

Äëÿ ñèñòåì ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó âñòàíîâëåíî äîäàòêîâi ôàêòè ñòîñîâíî

íàâåäåíèõ ÷èñåë. Äëÿ òðàíçèòèâíî¨ ñèñòåìè ñïiâïàäàþòü ïåðøå òà äðó-

ãå ÷èñëî. Äëÿ ToM-ñèñòåìè (ÿêà òðîõè óçàãàëüíþ¹ âèïàäîê ìiíiìàëüíî¨

ñèñòåìè) ïåðøå ÷èñëî äîðiâíþ¹ äðóãîìó, à òðåò¹ ñïiâïàäà¹ ç ÷åòâåðòèì.
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Äëÿ ñëàáêî çìiøóþ÷î¨ ñèñòåìè âèêîíó¹òüñÿ òàêà æ ïàðà ðiâíîñòåé, à

ÿêùî öÿ ñèñòåìà ¹ ùå i ìiíiìàëüíîþ, òî ðiâíi ìiæ ñîáîþ âñi ¨¨ ÷îòèðè

÷èñëà Ëÿïóíîâà.

Íàïðèêiíöi ðîçäiëó ïîáóäîâàíî ïðèêëàäè ÷óòëèâèõ ñèñòåì, äëÿ ÿêèõ

äåÿêi ÷èñëà Ëÿïóíîâà âiäðiçíÿþòüñÿ ðiâíî âäâi÷i. Öå ïîêàçó¹ òî÷íiñòü

îöiíêè ìàêñèìàëüíîãî ìîæëèâîãî âiäíîøåííÿ ìiæ çàçíà÷åíèìè ïàðàìå-

òðàìè ñèñòåìè.
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Ðîçäië 3

×èñëà Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåì íà âiäðiçêó

Ó äàíîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ðiçíèìè õàðàêòåðè-

ñòèêàìè ÷óòëèâîñòi äèíàìi÷íèõ ñèñòåì âèãëÿäó (I, f), äå I � âiäðiçîê

ïðÿìî¨. Îêðiì ÷îòèðüîõ ÷èñåë Ëÿïóíîâà, îçíà÷åííÿ ÿêèõ äàíi â ðîçäiëi

2, ââîäÿòüñÿ ëîêàëüíi ÷èñëà Ëÿïóíîâà. Âîíè ïîêàçóþòü, ÿê ñèëüíî ìî-

æå çìiíþâàòèñÿ òðà¹êòîðiÿ ïåâíî¨ òî÷êè ïðè ìàëèõ çìiíàõ ïî÷àòêîâèõ

óìîâ.

Òàêîæ ðîçãëÿäàþòüñÿ iíäóêîâàíi äèíàìi÷íi ñèñòåìè, äå â ÿêîñòi ïðî-

ñòîðó âèñòóïà¹ äåÿêà ñiì'ÿ ïiäìíîæèí âiäðiçêà. Íàïðèêëàä, âèâ÷àþòüñÿ

âëàñòèâîñòi ñèñòåì âèãëÿäó (C(I), f), äå C(I) � íàáið óñiõ çàìêíåíèõ

çâ'ÿçíèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí âiäðiçêà I, òîáòî éîãî òî÷îê, à òàêîæ

âiäðiçêiâ, êiíöi ÿêèõ íàëåæàòü éîìó. Äîâåäåíî, ùî òàêà ñèñòåìà çà óìî-

âè íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f íå ÷óòëèâà äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Áiëüø òîãî,

ñèñòåìà (C(I), f) çàâæäè ìiñòèòü òî÷êè, ÿêi ¹ ñòiéêèìè ó ñåíñi Ëÿïóíî-

âà. Öå äà¹ äîñèòü âàæëèâèé âèñíîâîê äëÿ òåîði¨ îá÷èñëåíü: çàìiíà òî÷êè

îêîëîì äîçâîëÿ¹ îöiíèòè çãîðè ïîõèáêó ðîçðàõóíêiâ.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [52] òà [53].

3.1 Ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ÷èñëàìè Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåì íà âiä-

ðiçêó

Äèíàìi÷íó ñèñòåìó íà âiäðiçêó áóäåìî ïîçíà÷àòè ÿê (I, f), äå I � âiäðiçîê

äîäàòíî¨ äîâæèíè, à f � âiäîáðàæåííÿ öüîãî âiäðiçêà â ñåáå. Ââàæàòèìå-

ìî, ùî âiäðiçîê ðîçòàøîâàíèé íà ÷èñëîâié ïðÿìié, òîìó âií ìà¹ âèãëÿä
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[a, b], äå a òà b � äiéñíi ÷èñëà, äëÿ ÿêèõ a < b. ßêùî öå áóäå ïîòðiáíî,

çàâæäè ââàæàòèìåìî, ùî íà âiäðiçêó I çàäàíà çâè÷àéíà ìåòðèêà, çãiäíî

ç ÿêîþ d(x, y) = |x− y|.

Äèíàìi÷íi ñèñòåìè, äå â ÿêîñòi ïðîñòîðó âèñòóïà¹ âiäðiçîê, çàñëóãîâó-

þòü îñîáëèâî¨ óâàãè. Ïî-ïåðøå, òàêi ñèñòåìè äîñèòü ïðîñòi äëÿ àíàëiçó,

îñêiëüêè â ðîáîòi ç íèìè ìîæíà âèêîðèñòàòè íàÿâíiñòü ïîðÿäêó òî÷îê

âiäðiçêà. Ïî-äðóãå, çàçíà÷åíi ñèñòåìè íà ÷àñòî çàñòîñîâóþòüñÿ ó ìîäåëþ-

âàííi áiîëîãi÷íèõ, åêîëîãi÷íèõ òà iíøèõ äèñêðåòíèõ ïðîöåñiâ. Ïî-òðåò¹,

òàêi ñèñòåìè ìàþòü áàãàòî öiêàâèõ âëàñòèâîñòåé. Íàïðèêëàä, äèíàìi÷íi

ñèñòåìè íà âiäðiçêó äåìîíñòðóþòü îñîáëèâèé çâ'ÿçîê ìiæ òðàíçèòèâíi-

ñòþ òà ÷óòëèâiñòþ äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ, ùî ïiäòâåðäæó¹òüñÿ, çîêðåìà,

äâîìà íàñòóïíèìè òåîðåìàìè.

Òåîðåìà 3.1. Êîæíà òðàíçèòèâíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà (I, f), äå I �

âiäðiçîê äîäàòíî¨ äîâæèíè, ¹ ÷óòëèâîþ.

Òåîðåìà 3.2 (Î. Áëîõ). ßêùî ñèñòåìà (I, f) íà âiäðiçêó I ÷óòëèâà

äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ, òî I ìiñòèòü íåâèðîäæåíi âiäðiçêè J1, J2, ..., Jp,

ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ i äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi äâi óìîâè. Ïî-

ïåðøå, äëÿ äàíèõ âiäðiçêiâ ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi f(J1) = J2, f(J2) = J3,

..., f(Jp) = J1. Ïî-äðóãå, ñèñòåìà (J1 ∪ J2 ∪ ... ∪ Jp, f) ¹ òðàíçèòèâíîþ.

Íàâåäåíi òåîðåìè âäàëî ïîâ'ÿçóþòü ÷óòëèâiñòü çi ñòðóêòóðíèìè ÿêî-

ñòÿìè ñèñòåìè (I, f). Àëå âîíè íå äàþòü êiëüêiñíèõ îöiíîê äëÿ âåëè÷èí,

çãàäàíèõ ó òåîðåìàõ. Íàïðèêëàä ó òåîðåìi 3.2 íå âêàçàíà òî÷íà îöiíêà

äîâæèíè íàéáiëüøîãî ç âiäðiçêiâ J1, J2, ..., Jp â çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðà

ε, ÿêèé ôiãóðó¹ â îçíà÷åííi ÷óòëèâîñòi.
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3.2 Îñíîâíi îçíà÷åííÿ

Îçíà÷åííÿ ÷èñåë Ëÿïóíîâà L1, L2, L3 òà L4 áóëè ââåäåíi â ðîçäiëi

2. Äëÿ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì íà âiäðiçêó ââàæàòèìåìî, ùî â îçíà÷åííÿõ

âiäïîâiäíèõ ¨ì ÷èñåë Ëÿïóíîâà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñòàíäàðòíà ìåòðèêà

d(x, y) = |x− y|.

Òàêîæ ìîæíà ââåñòè êîíñòàíòè ÷óòëèâîñòi, ïîâ'ÿçàíi ç âiäõèëåííÿì

îðáiò áëèçüêèõ òî÷îê âiä îðáiòè ïåâíî¨ òî÷êè x ∈ X. Öi êîíñòàíòè ìàþòü

àíàëîãiþ ç ÷èñëàìè Ëÿïóíîâà L3 òà L4, òîìó ïîçíà÷àòèìåìî ¨õ L3(x) òà

L4(x).

Îçíà÷åííÿ 3.1. Ëîêàëüíå òðåò¹ ÷èñëî Ëÿïóíîâà L3(x) äëÿ òî÷êè x

äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (X, f) � öå íàéáiëüøå ç òàêèõ ε3(x), ùî äëÿ êîæíîãî

ε < ε3(x) òà êîæíî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè U ⊂ X, ÿêà ìiñòèòü

x, çíàéäóòüñÿ òàêi y ∈ U òà n ∈ N0, ùî d(fn(x), fn(y)) > ε.

Îçíà÷åííÿ 3.2. Ëîêàëüíå ÷åòâåðòå ÷èñëî Ëÿïóíîâà L4(x) äëÿ òî-

÷êè x ñèñòåìè (X, f) � öå íàéáiëüøå ç òàêèõ ε4(x), ùî äëÿ êîæíîãî

ε < ε4(x) òà êîæíî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè U ⊂ X, ÿêà ìi-

ñòèòü x, çíàéäåòüñÿ òàêà y ∈ U , ùî íåðiâíiñòü d(fn(x), fn(y)) > ε âèêî-

íó¹òüñÿ äëÿ íåñêií÷åííî áàãàòüîõ n ∈ N0 (òîáòî ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà

lim supn→∞ d(f
n(x), fn(y)) > ε).

Ç îçíà÷åíü 3.1 òà 3.2 î÷åâèäíî, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x ∈ X âè-

êîíàíà íåðiâíiñòü L3(x) ≥ L4(x). Äàëi áóäå äîâåäåíî iíøi âëàñòèâîñòi

ëîêàëüíèõ ÷èñåë Ëÿïóíîâà.
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3.3 Ðiâíîñòi ìiæ ÷èñëàìè Ëÿïóíîâà äëÿ âiäîáðàæåííÿ âiäðiç-

êà

Ó âèïàäêó äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè íà âiäðiçêó äëÿ ÷èñåë Ëÿïóíîâà ñïðàâ-

äæóþòüñÿ äåÿêi ðiâíîñòi, ÿêi íå ¹ âiðíèìè â çàãàëüíîìó âèïàäêó. Öi ðiâ-

íîñòi âèêîíóþòüñÿ òîìó, ùî ìåòðèêà íà âiäðiçêó óçãîäæåíà ç ïîðÿäêîì

òî÷îê: ÿêùî x < y < z, òî d(x, z) > d(x, y) òà d(x, z) > d(y, z). Ðiâíîñòi

äëÿ ïåâíèõ ïàð ÷èñåë Ëÿïóíîâà çàçíà÷åíi ó íàñòóïíèõ äâîõ òåîðåìàõ.

Òåîðåìà 3.3. ßêùî I � âiäðiçîê, òî äëÿ ñèñòåìè (I, f) âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü L1 = L2.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî íåïîðîæíþ âiäêðèòó ìíîæèíó U ⊂ I. Òàêîæ

âiçüìåìî äîâiëüíå δ > 0.

Çà îçíà÷åííÿì äiàìåòðàëüíî¨ êîíñòàíòè Ëÿïóíîâà, çíàéäóòüñÿ

x1, y1 ∈ U òà n1 ∈ N, äëÿ ÿêèõ d(fn1(x1), fn1(y1)) > L1 − δ. Âiäîáðà-

æåííÿ f ¹ íåïåðåðâíèì, òîìó iñíó¹ âiäðiçîê V1 ⊂ U , ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè x1 ∈ V1 i diam(fn1(V1)) < δ. Àíàëîãi÷íî, iñíó¹ âiäðiçîê W1 ⊂ U ,

ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè y1 ∈ W1 i diam(fn1(W1)) < δ. Ç íåðiâíîñòi òðè-

êóòíèêà îòðèìó¹ìî d(fn1(V1), fn1(W1)) > L1−3δ, äå d(A,B) äëÿ ìíîæèí

A òà B îçíà÷à¹ ìiíiìóì âåëè÷èíè d(a, b) ïî âñiõ a ∈ A òà b ∈ B.

Ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíîñòi âiäðiçêiâ {Vk}∞k=2 òà {Wk}∞k=2 òà çðîñòàþ÷ó

ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë {nk}∞k=2 ç íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè.

Ïî-ïåðøå, äëÿ âñiõ k ∈ N ïîâèííi âèêîíóâàòèñÿ âêëþ÷åííÿ Vk+1 ⊂ Vk òà

Wk+1 ⊂ Wk. Ïî-äðóãå, äëÿ êîæíîãî k ∈ N (k ≥ 2) ìà¹ ñïðàâäæóâàòèñÿ

íåðiâíiñòü d(fnk(Vk), fnk(Wk)) > L1 − 3δ. Îñêiëüêè ìè âæå çíàéøëè V1,

W1 òà n1, ïîñëiäîâíîñòi ìîæíà áóäóâàòè iíäóêòèâíî. Òîáòî, äëÿ äîâiëü-

íîãî k ∈ N (k ≥ 2) äîñòàòíüî äîâåñòè iñíóâàííÿ âiäïîâiäíèõ Vk, Wk òà
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nk, ïðèïóñêàþ÷è, ùî Vk−1, Wk−1 òà nk−1 âæå iñíóþòü.

Ó âiäðiçêó Vk−1 âèáåðåìî íàñòiëüêè ìàëèé âiäðiçîê S, ùî äëÿ âñiõ

öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ i ≤ nk−1 âèêîíó¹òüñÿ diam(f i(S)) < L1 − δ. Ç âëà-

ñòèâîñòåé êîíñòàíòè L1 âèïëèâà¹, ùî çíàéäåòüñÿ òàêå m, äëÿ ÿêîãî

diam(fm(S)) > L1 − δ. Çà âèáîðîì S, ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü m > nk−1.

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè iñíó¹ òî÷êà y ∈ Wk−1, äëÿ ÿêî¨

fm(y) /∈ fm(S). Íåõàé z � òîé êiíåöü âiäðiçêà fm(S), ÿêèé çíàõîäèòüñÿ

äàëi âiä fm(y). Î÷åâèäíî, çíàéäåòüñÿ òî÷êà x ∈ S, äëÿ ÿêî¨ fm(x) = z.

Òîäi d(fm(x), fm(y)) = d(z, fm(y)) ≥ diam(fm(S)) > L1 − δ. Ðîçãëÿ-

íåìî âiäðiçîê Vk, äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ óìîâè x ∈ Vk, Vk ⊂ Vk−1 òà

diam(fm(Vk)) < δ. Àíàëîãi÷íî, íåõàé Wk � äåÿêèé âiäðiçîê, äëÿ ÿêîãî

y ∈ Wk, Wk ⊂ Wk−1 òà diam(fm(Wk)) < δ. Ó ÿêîñòi nk âiçüìåìî m. Òî-

äi ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü d(fnk(Vk), fnk(Wk)) = d(fm(Vk), f
m(Wk)) ≥

d(fm(x), fm(y))− 2δ > L1 − 3δ.

Çàëèøèâñÿ âèïàäîê, êîëè fm(Wk−1) ⊂ fm(S). Òîäi ñïðàâåäëèâå

âêëþ÷åííÿ fm(Wk−1) ⊂ fm(Vk−1), òîìó ùî S ⊂ Vk−1. Çà îçíà÷åííÿì

L1, iñíó¹ òàêå t ∈ N, ùî diam(f t(fm(Wk−1))) > L1 − δ. Îòæå, äëÿ äå-

ÿêèõ y, z ∈ Wk−1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü d(fm+t(y), fm+t(z)) > L1 − δ.

Îñêiëüêè fm(Wk−1) ⊂ fm(Vk−1), çíàéäåòüñÿ x ∈ Vk−1, äëÿ ÿêî¨ fm(x) =

fm(z), à îòæå fm+t(x) = fm+t(z). Ìà¹ìî x ∈ Vk−1, y ∈ Wk−1 òà

d(fm+t(x), fm+t(y)) > L1 − δ. Òîìó ìîæíà âçÿòè nk = m + t, à âiäðiçêè

Vk òà Wk îáðàòè òàê ñàìî, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó.

Óñi âiäðiçêè ïîñëiäîâíîñòi {Vk}∞k=1 ¹ âêëàäåíèìè, òîìó âîíè ìàþòü

ñïiëüíó òî÷êó v. Àíàëîãi÷íî, âiäðiçêè ïîñëiäîâíîñòi {Wk}∞k=1 ìàþòü äå-

ÿêó ñïiëüíó òî÷êó w. Çà âèáîðîì V1 òà W1, ñïðàâåäëèâå âêëþ÷åííÿ

v, w ∈ U . Òàêîæ, çà ïîáóäîâîþ {nk}∞k=1, äëÿ áóäü-ÿêîãî k ∈ N âiðíà



63

íåðiâíiñòü d(fnk(v), fnk(w)) > L1−3δ. Òîáòî, L2 ≥ L1−3δ. Ç äîâiëüíîñòi

δ > 0 îòðèìó¹ìî, ùî L2 = L1. �

Iñíóâàííÿ ñèñòåì (X, f) ç êîìïàêòíèì X òà íåïåðåðâíîþ f , äëÿ ÿêèõ

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü L1 > L2, çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì ïèòàííÿì.

Òåîðåìà 3.1 âiäïîâiäà¹ íà öå ïèòàííÿ äëÿ ñèñòåì, çàäàíèõ íà âiäðiçêó.

Òåîðåìà 3.4. Äëÿ äîâiëüíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (I, f) íà âiäðiçêó I

ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü L3 = L4.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó x ∈ I òà äåÿêó âiäêðèòó ìíî-

æèíó U ⊂ I, ÿêà ìiñòèòü x. Òàêîæ îáåðåìî äîâiëüíå δ > 0.

Çà îçíà÷åííÿì L3, çíàéäóòüñÿ y ∈ U òà n1 ∈ N, äëÿ ÿêèõ

d(fn1(x), fn1(y)) > L3 − δ. Íà ìíîæèíi U îáåðåìî âiäðiçîê V1, äëÿ ÿêîãî

âèêîíóþòüñÿ óìîâè y ∈ V1 òà diam(fn1(V1)) < δ. Òîäi âiðíà íåðiâíiñòü

d(fn1(x), fn1(V1)) < L3 − 2δ, äå d(p,A) ïîçíà÷à¹ âiäñòàíü âiä òî÷êè p äî

íàéáëèæ÷î¨ äî íå¨ òî÷êè ç ìíîæèíè A.

Ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü âiäðiçêiâ {Vk}∞k=2 òà çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâ-

íiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë {nk}∞k=2 ç íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè. Ïî-

ïåðøå, äëÿ âñiõ k ∈ N âèêîíóâàòèìåòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ Vk+1 ⊂ Vk.

Ïî-äðóãå, äëÿ êîæíîãî k ∈ N (k ≥ 2) ñïðàâäæóâàòèìåòüñÿ íåðiâíiñòü

d(fnk(x), fnk(Vk)) > L3− 2δ. ßê i â äîâåäåííi ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè, áóäó-

âàòèìåìî ïîñëiäîâíîñòi iíäóêòèâíî.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå k ∈ N (k ≥ 2). Îáåðåìî íà Vk−1 íàñòiëüêè ìà-

ëèé âiäðiçîê S, ùî äëÿ âñiõ öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ i ≤ nk−1 âèêîíó¹òüñÿ

diam(f i(S)) < L3 − δ. Ç îçíà÷åííÿ L3 âèïëèâà¹, ùî ¹ òàêå m, äëÿ ÿêîãî

diam(fm(S)) > L3 − δ. Çà âèáîðîì S, ìà¹ìî m > nk−1.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè fm(x) /∈ fm(S). Íåõàé z � òîé ç äâîõ êií-
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öiâ âiäðiçêà fm(S), ÿêèé çíàõîäèòüñÿ äàëi âiä fm(x). Òîäi, î÷åâèäíî,

d(fm(x), z) > diam(fm(S)) > L3 − δ. Îñêiëüêè z ∈ fm(S), iñíó¹ òî-

÷êà y ∈ S, äëÿ ÿêî¨ fm(y) = z. Îáåðåìî âiäðiçîê Vk ⊂ S, ÿêèé ìiñòèòü y

òà ìà¹ íàñòiëüêè ìàëó äîâæèíó, ùî diam(fm(Vk)) < δ. Òàêîæ ïîêëàäåìî

nk = m. Òîäi Vk ⊂ S ⊂ Vk−1 òà d(fnk(x), fnk(Vk)) > L3 − 2δ, ùî i áóëî

ïîòðiáíî.

Çàëèøèâñÿ âèïàäîê, êîëè fm(x) ∈ fm(S). Çà îçíà÷åííÿì L3, iñíóþòü

t ∈ N òà z ∈ fm(S), äëÿ ÿêèõ d(f t(fm(x)), f t(z)) > L3 − δ. Ðîçãëÿíåìî

òî÷êó y ∈ S, äëÿ ÿêî¨ fm(y) = z. Òîäi d(fm+t(x), fm+t(y)) > L3 − δ.

Ïîêëàäåìî nk = m + t i, àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, îáåðåìî

âiäðiçîê Vk ⊂ S, ÿêèé ìiñòèòü y òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó diam(fnk(Vk)) < δ.

Ïîñëiäîâíî ðîçãëÿäàþ÷è âñi íàòóðàëüíi k ≥ 2, ìè ïîáóäó¹ìî ïîòðiáíi

ïîñëiäîâíîñòi {Vk}∞k=2 òà {nk}∞k=2. Äëÿ òî÷êè v, ùî íàëåæèòü óñiì Vk, çà

áóäü-ÿêîãî k ∈ N âèêîíó¹òüñÿ óìîâà d(fnk(x), fnk(v)) > L3 − 2δ. Îòæå,

L4 ≥ L3 − 2δ, à çàâäÿêè äîâiëüíîñòi δ > 0 âèõîäèòü L3 = L4. �

Íàâåäåìî ïðèêëàä ñèñòåìè, äëÿ ÿêî¨ L3 < L1. Íåõàé I = [0, 1] òà

f(x) = |1−2x|. Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåïîðîæíüî¨ âiäêðèòî¨

ïiäìíîæèíè U ⊂ I çíàéäåòüñÿ òàêå n ∈ N, ùî fn(U) = I. Òîìó L1 = 1. Ç

iíøîãî áîêó, òî÷êà x1 = 1
3 ¹ íåðóõîìîþ äëÿ f . Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêèõ n ∈ N

òà y ∈ I ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ d(fn(x1), fn(y)) = |13 − f
n(y)| ≤ 2

3 .

Òîìó L3 ≤ 2
3 (i ìîæíà ïîêàçàòè, ùî L3 =

2
3).

Íàãàäà¹ìî, ùî L3 = infx∈X L3(x). ßê ïîêàçó¹ íàâåäåíèé ïðèêëàä, äëÿ

äåÿêî¨ òî÷êè x ∈ I ìîæëèâà íåðiâíiñòü L3(x) < L1. Öiêàâî äîñëiäèòè,

ÿêîþ ìîæå áóòè ìíîæèíà òî÷îê, ùî çàäîâîëüíÿþòü íàâåäåíó íåðiâíiñòü.

Äàëi ìè ïîêàæåìî, ùî òàêà ñèòóàöiÿ íå ¹ òèïîâîþ. Òîáòî ïiäìíîæèíó
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òî÷îê âiäðiçêà I, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà L3(x) < L1, ìîæíà íàçâàòè

â ïåâíîìó ñåíñi ìàëîþ.

Ïiäìíîæèíó Y ⊂ X áóäåìî íàçèâàòè ïiäìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòå-

ãîði¨ Áåðà, ÿêùî Y ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ íiäå íå

ùiëüíèõ ïiäìíîæèí ç X. Ïiäìíîæèíè ïåðøî¨ êàòåãîði¨ Áåðà ¹, ó äåÿêî-

ìó ñåíñi, ìàëèìè ïiäìíîæèíàìè. Íàïðèêëàä, òîìó, ùî âiäðiçîê (àáî iíøó

íåïîðîæíþ êîìïàêòíó ìíîæèíó) íå ìîæíà ïîêðèòè çëi÷åííîþ êiëüêiñòþ

ïiäìíîæèí ïåðøî¨ êàòåãîði¨.

Òåîðåìà 3.5. Äëÿ äîâiëüíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (X, f) íà ìåòðè÷íî-

ìó ïðîñòîði (X, d) ïiäìíîæèíà Y = {x ∈ X| L3(x) < L1} ¹ ïiäìíîæèíîþ

ïåðøîþ êàòåãîði¨ Áåðà â X.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Br(x) = {y ∈ X : d(x, y) < r} ïîçíà÷à¹ âiäêðèòó

êóëþ ðàäióñà r íàâêîëî x ∈ X. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Apq ìíîæèíó òàêèõ

òî÷îê x, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî y ∈ B1/p(x) òà áóäü-ÿêîãî íåâiä'¹ìíîãî öiëîãî

÷èñëà n âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü d(fn(x), fn(y)) < L1 − 1
q . Î÷åâèäíî, Y =⋃∞

p=1

⋃∞
q=1Apq.

Äîâåäåìî, ùî êîæíà Apq � íiäå íå ùiëüíà, òîáòî âîíà íå ¹ ùiëüíîþ

íi â ÿêié âiäêðèòié íåïîðîæíié ìíîæèíi U ⊂ X. Ïðèïóñòèìî ïðîòè-

ëåæíå: íåõàé äåÿêà Apq ùiëüíà â ïåâíié U ∈ O(X). Îáåðåìî â U âiä-

êðèòó ïiäìíîæèíó V äiàìåòðîì ìåíøå 1
p . Çà îçíà÷åííÿì L1, iñíóþòü

òî÷êè x, y ∈ V òà ÷èñëî n ∈ N , äëÿ ÿêèõ d(fn(x), f y(n)) > L1 − 1
2q .

Îñêiëüêè Apq ùiëüíà ó V , iñíó¹ òî÷êà z ∈ Apq ∩ V , ÿêà íàñòiëüêè

áëèçüêà äî x, ùî d(fn(x), fn(z)) < 1
2q . Àëå çà îçíà÷åííÿì ìíîæèíè

Apq ìà¹ìî, ùî d(fn(z), fn(y)) < L1 − 1
q . Òîäi, çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíè-

êà, d(fn(x), fn(y)) ≤ d(fn(x), fn(z)) + d(fn) < L1 − 1
2q , ùî ñóïåðå÷èòü

âèáîðó x, y òà n. Îòæå, êîæíà Apq � íiäå íå ùiëüíà, à òîäi Y ¹ ïiäìíî-
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æèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨. �

3.4 Óçàãàëüíåííÿ ðåçóëüòàòiâ äëÿ ñèñòåì íà âiäðiçêó

Òåîðåìè 3.3 òà 3.4 âèêîíóþòüñÿ íå ëèøå äëÿ ñèñòåì, çàäàíèõ íà âiäðiçêó.

Ùîá çðîáèòè óçàãàëüíåííÿ öèõ òåîðåì, îïèøåìî âèìîãó äî âiäîáðàæåííÿ

f , ÿêó íàçâåìî óìîâîþ ñèëüíî¨ âiääàëåíîñòi.

Áóäåìî êàçàòè, ùî äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X → X âèêîíó¹òüñÿ óìî-

âà ñèëüíî¨ âiääàëåíîñòi, ÿêùî iñíó¹ òàêå r1 > 0, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ çà-

ìêíåíî¨ êóëi B = {y ∈ X : d(x, y) ≤ r} ðàäióñà r < r1, äîâiëü-

íîãî öiëîãî n ≥ 0 òà äîâiëüíî¨ x /∈ fn(B) ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

supy∈fn(B) d(x, y) ≥ diam(fn(B)). Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äîâåäåííÿ òåî-

ðåì 3.3 òà 3.4 âèêîðèñòîâóþòü ëèøå òîé ôàêò, ùî ìåòðè÷íèé ïðîñòið X

� ïîâíèé, à f ¹ íåïåðåðâíîþ òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ñèëüíî¨ âiääàëåíîñòi.

Äëÿ âiäðiçêà I çi ñòàíäàðòíîþ ìåòðèêîþ d(x, y) = |x − y| îïèñàíèé

ïðèíöèï, î÷åâèäíî, âèêîíó¹òüñÿ çà äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ f . Âèÿâëÿ¹òüñÿ

ïðèíöèï ìà¹ ìiñöå i äëÿ iíøèõ âèäiâ ñèñòåì.

Ïî-ïåðøå, âií âiðíèé äëÿ âiäðiçêà I ç áóäü-ÿêîþ ìîíîòîííîþ ìåòðè-

êîþ, òîáòî òàêîþ ìåòðèêîþ d, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ x < y < z âèêîíóþòüñÿ

íåðiâíîñòi d(x, y) ≤ d(x, z) òà d(y, z) ≤ d(x, z).

Ïî-äðóãå, ïðèíöèï ñèëüíî¨ âiääàëåíîñòi ñïðàâåäëèâèé äëÿ êîëà, íà

ÿêîìó âiäñòàíü ìiæ òî÷êàìè x òà y âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê äîâæèíà áiëüø êî-

ðîòêî¨ äóãè ç êiíöÿìè â öèõ òî÷êàõ. Òàêîæ äàíèé ïðèíöèï ðîçïîâñþäæó-

¹òüñÿ íà ñêií÷åííå îá'¹äíàííÿ âiäðiçêiâ òà êië, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Öå ¹

íàñëiäêîì òîãî, ùî êóëÿ U äîñòàòíüî ìàëîãî ðàäióñà áóäå íàëåæàòè ëèøå

îäíîìó êîëó àáî âiäðiçêó. Òîìó ¨¨ íåïåðåðâíèé îáðàç fn(U) òàêîæ çíà-
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õîäèòèìåòüñÿ âñåðåäèíi îäíi¹¨ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ïðîñòîðó, à äî íüîãî

ìîæíà çàñòîñóâàòè ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ.

Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà ñôîðìóëþâàòè áiëüø çàãàëüíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.6. Íåõàé X � ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, à f : X → X ¹

íåïåðåðâíèì i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ñèëüíî¨ âiääàëåíîñòi. Òîäi äëÿ (X, f)

ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi L1 = L2 òà L3 = L4.

Íàãàäà¹ìî, ùî ìåòðèêà d íà ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ óëüòðàìåòðè-

êîþ, ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ ïîñèëåíó íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà

d(x, z) ≤ max{d(x, y), d(y, z)} äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê x, y, z ∈ X.

Íàïðèêëàä, ìåòðèêà íà êàíòîðîâîìó êóái iç ïðèêëàäó 2.1 ¹ óëüòðàìåòðè-

êîþ. Ïîñèëåíà íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà ãàðàíòó¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïiä-

ìíîæèíè B ⊂ X óëüòðàìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) òà òî÷êè x ∈ X

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü diam(B) ≤ supy∈B d(x, y), çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

áóäü-ÿêå âiäîáðàæåííÿ f : X → X íà X çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ñèëüíî¨

âiääàëåíîñòi. Òîìó iç òåîðåìè 3.6 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 3.7. Äëÿ äîâiëüíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (X, f) íà ïîâíîìó

óëüòðàìåòðè÷íîìó ïðîñòîði ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi L1 = L2 òà L3 = L4.

3.5 Iíäóêîâàíi äèíàìi÷íi ñèñòåìè

Â ðîáîòàõ áàãàòüîõ àâòîðiâ âèâ÷àþòüñÿ iíäóêîâàíi äèíàìi÷íi ñèñòåìè.

Íàïðèêëàä, öüîìó îá'¹êòó ïðèñâÿ÷åíi ðîáîòè [58], [35] òà [40].

Íåõàé f : X → X íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ç êîíòèíóóìó (òîáòî

êîìïàêòíîãî çâ'ÿçíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó) X â ñåáå. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

C(X) ïðîñòið âñiõ êîìïàêòíèõ çâ'ÿçíèõ ïiäìíîæèí X iç ìåòðèêîþ Õà-
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óñäîðôà. Áóëî âñòàíîâëåíî, ùî ÿêùî X ¹ îäíîâèìiðíèé êîíòèíóóì, òîäi

ìîæå iñíóâàòè òiñíèé çâ'ÿçîê ìiæ äèíàìiêîþ iíäóêîâàíîãî âiäîáðàæåííÿ

i ïîðîäæóþ÷îãî éîãî âiäîáðàæåííÿ [58], [34]. Çîêðåìà, áóëî äîâåäåíî, ùî

ÿêùî ìè ðîçãëÿíåìî iíäóêîâàíå âiäîáðàæåííÿ âiäðiçêà I, òî ω-ãðàíè÷íà

ìíîæèíà òî÷êè ç C(I) ¹ àáî îá'¹äíàííÿì âèðîäæåíèõ åëåìåíòiâ ç C(I)

(òîáòî òî÷îê ç I), àáî ñêií÷åíà ïiäìíîæèíà ç C(I). Ïðîòå, çâ'ÿçîê ìiæ äè-

íàìiêîþ âiäîáðàæåíü âiäðiçêó f òà iíäóêîâàíèì âiäîáðàæåííÿì íà C(I)

íå çàâæäè íàñòiëüêè ñèëüíèé. Íàïðèêëàä, iíäóêîâàíå âiäîáðàæåííÿ íi-

êîëè íå ¹ òðàíçèòèâíèì, íàâiòü ÿêùî òàêèì ¹ ñàìå âiäîáðàæåííÿ f . Ó

áiëüø çàãàëüíîìó ïëàíi, òðàíçèòèâíiñòü íiêîëè íå ìà¹ ìiñöå äëÿ iíäóêî-

âàíèõ âiäîáðàæåíü ãðàôiâ [28].

Îçíà÷åííÿ 3.3. Iíäóêîâàíîþ ñèñòåìîþ íàçèâà¹òüñÿ ïàðà (S, f), ïî-

áóäîâàíà íà îñíîâi äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (X, f) òàêèì ÷èíîì: ó ÿêîñòi S

îáèðà¹òüñÿ äåÿêà ñiì'ÿ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X, à ôóíêöiÿ f ïðèðîäíèì

÷èíîì ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ íà ïiäìíîæèíè çãàäàíî¨ ñiì'¨: äëÿ âñiõ A ∈ S

âiäîáðàæåííÿ çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ f(A) = {f(x)|x ∈ A}. Ïðè öüîìó äëÿ

êîæíî¨ A ∈ S ìà¹ âèêîíóâàòèñÿ âêëþ÷åííÿ f(A) ∈ S.

Ïðèêëàä 3.1. Ó âèïàäêó íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : X → X ðîçãëÿíå-

ìî ïðîñòið C(X) âñiõ çàìêíåíèõ çâ'ÿçíèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí ïðîñòî-

ðó X. Äëÿ êîæíî¨ A ∈ C(X) îáðàç f(A) òåæ áóäå çàìêíåíèì, çâ'ÿçíèì

òà íåïîðîæíiì. Îòæå, (C(X), f) ¹ iíäóêîâàíîþ äèíàìi÷íîþ ñèñòåìîþ.

Ó ïðîñòîði S, íà ÿêîìó çàäà¹òüñÿ iíäóêîâàíà ñèñòåìà (S, f) áàæàíî

çàäàòè ìåòðèêó, ùî äîçâîëèòü äîñëiäæóâàòè çáiæíiñòü i ïîäiáíi ÿâèùà.

Äëÿ öüîãî äîáðå ïiäõîäèòü ìåòðèêà Õàóñäîðôà.

Îçíà÷åííÿ 3.4. Ìåòðèêîþ Õàóñäîðôà íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ
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dH(U, V ), çàäàíà äëÿ ïàð U, V ⊂ X i âèçíà÷åíà ñïiââiäíîøåííÿì

dH(U, V ) = max{sup
u∈U

inf
v∈V

d(u, v), sup
v∈V

inf
u∈U

d(u, v)},

äå d(u, v) äîðiâíþ¹ âiäñòàíi ìiæ u òà v ó ïðîñòîði X. Iíøèìè ñëîâàìè,

âiäñòàíü Õàóñäîðôà � öå íèæíÿ ìåæà òàêèõ r, äëÿ ÿêèõ çàìêíåíèé r-îêië

ìíîæèíè U ìiñòèòü V , à çàìêíåíèé r-îêië ìíîæèíè V ìiñòèòü U .

Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ íåïîðîæíiõ çàìêíåíèõ U, V ⊂ X âèêîíó¹òüñÿ

dH(U, V ) > 0. Òàêîæ âiðíèìè ¹ ðiâíiñòü dH(U,U) = 0 òà íåðiâíiñòü òðè-

êóòíèêà dH(U,W ) ≤ dH(U, V ) + dH(V,W ) (âîíà íå î÷åâèäíà, àëå äîáðå

âiäîìà). Îòæå, dH çàäà¹ êîðåêòíó ìåòðèêó â ïðîñòîði C(X).

Òàêîæ ìåòðèêà Õàóñäîðôà öiêàâà òèì, ùî âiäíîñíî íå¨ ïðîñòið C(X)

áóäå êîìïàêòíèì, ÿêùî êîìïàêòíèì ¹ ñàì X. Äëÿ âiäîáðàæåíü âèêî-

íó¹òüñÿ àíàëîãi÷íå ïðàâèëî: f : C(X) → C(X) áóäå íåïåðåðâíèì âiä-

íîñíî ìåòðèêè Õàóñäîðôà, ÿêùî íåïåðåðâíèì ¹ âèõiäíå âiäîáðàæåííÿ

f : X → X.

Òóò ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê, êîëè ïðîñòið X ¹ âiäðiçêîì I. Òîäi ïðî-

ñòið C(I) ¹ ìíîæèíîþ âñiõ âiäðiçêiâ, ùî ìiñòÿòüñÿ â I (âêëþ÷àþ÷è îêðåìi

òî÷êè), à âiäñòàíü dH([a, b], [c, d]) äîðiâíþ¹ max{|a−c|, |b−d|}. Ìíîæèíà

C(I) (ç ìåòðèêîþ dH) ãîìåîìîðôíà òðèêóòíèêó {(a, b)|a, b ∈ I, a ≤ b} (ç

Åâêëiäîâîþ ìåòðèêîþ).

3.6 Âëàñòèâîñòi iíäóêîâàíèõ ñèñòåì íà âiäðiçêó

Ïåðåéäåìî äî àíàëiçó ÷óòëèâîñòi iíäóêîâàíèõ ñèñòåì âèãëÿäó (C(I), f).

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.8. Íåõàé I � âiäðiçîê. Òîäi â iíäóêîâàíié ñèñòåìi (C(I), f)
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ç ìåòðèêîþ dH iñíó¹ òàêèé åëåìåíò J ∈ C(I), ùî L3(J) = 0.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî äâi äîïîìiæíi ëåìè.

Ëåìà 3.9. ßêùî ôóíêöiÿ f : [0, 1]→ R íåñòðîãî ìîíîòîííà, òî âîíà

ìà¹ íå áiëüøå, íiæ çëi÷åííó ìíîæèíó òî÷îê ðîçðèâó.

Äîâåäåííÿ ëåìè. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè f íåñïàäàþ÷à. Âèïàäîê

íåçðîñòàþ÷î¨ ôóíêöi¨ àíàëîãi÷íèé.

Íåõàé u(x) = sup{f(y)|y < x} òà v(x) = inf{f(y)|y > x}. Íåõàé D �

ìíîæèíà òî÷îê, äå f ìà¹ ðîçðèâ. Òîäi äëÿ êîæíî¨ x ∈ D âiðíà íåðiâíiñòü

u(x) < v(x), òîáòî iíòåðâàë (u(x), v(x)) íå ïîðîæíié. Ïîñòàâèìî êîæíié

x ∈ D ó âiäïîâiäíiñòü äåÿêå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî q(x) ç (u(x), v(x)). Íåõàé

x1 òà x2 (x1 < x2) � äåÿêi òî÷êè ìíîæèíèD. Ç ìîíîòîííîñòi f îòðèìó¹ìî,

ùî v(x1) ≤ f(x1) ≤ f(x2) ≤ u(x2), òîáòî iíòåðâàëè (u(x1), v(x1)) òà

(u(x2), v(x2)) íå ìàþòü ñïiëüíèõ òî÷îê. Îòæå, äëÿ âñiõ x ∈ D âiäïîâiäíi

q(x) áóäóòü ðiçíèìè. Çâiäñè ñëiäó¹, ùî ìíîæèíà D íå ïîòóæíiøà, íiæ

Q, òîáòî íå áiëüø, íiæ çëi÷åííà. Ëåìó 3.9 äîâåäåíî.

Íàñòóïíà ëåìà ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ðåçóëüòàòó ñòàòòi [58]. Äîâåäå-

ííÿ äëÿ çàçíà÷åíîãî ó ëåìi âèïàäêó ¹ äîñèòü êîðîòêèì, òîìó íàâåäåìî

éîãî äëÿ ïîâíîòè âèêëàäó.

Ëåìà 3.10. ßêùî âiäðiçîê J ìiñòèòü íåðóõîìó òî÷êó ôóíêöi¨ f , òî

ïîñëiäîâíiñòü âiäðiçêiâ f 2n(J) çáiãà¹òüñÿ. Çáiæíiñòü âiäðiçêiâ áóäåìî ðî-

çóìiòè ÿê çáiæíîñòi êîîðäèíàò ëiâèõ òà ïðàâèõ êiíöiâ (òîáòî ó ñåíñi ìå-

òðèêè Õàóñäîðôà).

Äîâåäåííÿ ëåìè. Íåõàé J � âiäðiçîê, ùî ìiñòèòü íåðóõîìó òî÷êó s.

Äëÿ êîæíîãî n ∈ N0 ÷åðåç Jn ïîçíà÷àòèìåìî âiäðiçîê fn(J).

Âèïàäîê 1. Íåõàé äëÿ äåÿêîãî öiëîãî íåâiä'¹ìíîãî m ìà¹ ìiñöå âêëþ-
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÷åííÿ Jm ⊂ Jm+1 àáî Jm+1 ⊂ Jm. Òîäi äëÿ âñiõ n > m òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ

Jn ⊂ Jn+1 àáî Jn+1 ⊂ Jn âiäïîâiäíî. Îòæå, âñi Jn (n ≥ m) âêëàäåíi îäèí

â iíøèé. Çâiäñè ìà¹ìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü âiäðiçêiâ Jn çáiãà¹òüñÿ. À òîäi

öþ âëàñòèâiñòü ìàþòü i f 2n(J).

Âèïàäîê 2. Íåõàé äëÿ äåÿêîãî öiëîãî íåâiä'¹ìíîãî m âèêîíó¹òüñÿ

Jm ⊂ Jm+2 àáî Jm+2 ⊂ Jm. Òîäi, àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, âiä-

ðiçêè f 2n(J) äëÿ n ≥ m óòâîðþþòü ïîñëiäîâíiñòü âêëàäåíèõ ìíîæèí.

Âèïàäîê 3. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ âñiõ n ∈ N0 âiäðiçîê Jn íå ìiñòèòü

àíi Jn+1, àíi Jn+2, à òàêîæ ñàì íå ìiñòèòüñÿ â æîäíîìó ç îñòàííiõ äâîõ

âiäðiçêiâ.

Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ. Äëÿ U = [a, b] òà V = [c, d] áóäåìî

âèêîðèñòîâóâàòè çàïèñ U < V , ÿêùî a < c òà b < d. Àíàëîãi÷íî, çàïèñó-

âàòèìåìî U > V , ÿêùî a > c òà b > d. Ïîìiòèìî, ùî äëÿ âiäðiçêiâ U òà

V , æîäåí ç ÿêèõ íå ìiñòèòü iíøèé, çàâæäè áóäå U < V àáî U > V .

Âèïàäîê 3.1. Íåõàé äëÿ âñiõ n ∈ N0 âèêîíó¹òüñÿ Jn < Jn+1 àáî äëÿ

âñiõ n ∈ N0 âiðíî Jn > Jn+1. Ó öüîìó ðàçi, çà òåîðåìîþ Âå¹ðøòðàñà,

êîîðäèíàòè êiíöiâ Jn çáiãàþòüñÿ.

Âèïàäîê 3.2. Òåïåð ðîçãëÿíåìî ñèòóàöiþ, êîëè äëÿ äåÿêîãî m ∈ N

îäíî÷àñíî âèêîíàíi íåðiâíîñòi Jm < Jm−1 òà Jm < Jm+1 àáî æ îäíî-

÷àñíî ìàþòü ìiñöå Jm > Jm−1 i Jm > Jm+1. Íåõàé K = Jm−1 ∪ Jm.

Ìíîæèíà K ¹ âiäðiçêîì, òîìó ùî Jm−1 òà Jm îáèäâà ìiñòÿòü òî÷êó s.

Çàñòîñîâóþ÷è âiäîáðàæåííÿ f äî îáîõ ÷àñòèí ðiâíîñòi K = Jm−1 ∪ Jm,

îòðèìà¹ìî f(K) = Jm ∪ Jm+1. Îòæå, çãiäíî ç ðîçãëÿíóòèì âèïàäêîì,

âèêîíó¹òüñÿ f(K) ⊂ K àáî K ⊂ f(K). Ðîçãëÿíåìî âàðiàíò f(K) ⊂ K �

iíøèé ¹ àíàëîãi÷íèì. Iç êóëüêàìè ðiçíi ðîçâàãè iñíóþòü: îäíi ¨õ êèäàþòü,

à iíøi ïàêóþòü. Çàñòîñîâóþ÷è ôóíêöiþ fn äî îáîõ ÷àñòèí îñòàííüîãî
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âêëþ÷åííÿ, îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n âèêîíó¹òüñÿ

fn+1(K) ⊂ fn(K).

Îñêiëüêè â ðîçãëÿíóòîìó âèïàäêó âiäðiçêè Jm−1 i Jm íå ìiñòÿòü îäèí

îäíîãî, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Jm−1 < Jm àáî Jm−1 > Jm. Ââàæàòèìåìî, ùî

Jm−1 < Jm � ïðîòèëåæíèé âàðiàíò àíàëiçó¹òüñÿ òàê ñàìî. Çi ñïiââiäíîøå-

ííÿ f(K) ⊂ K âèïëèâà¹, ùî Jm+1 ⊂ K = Jm−1 ∪ Jm. Òîìó ëiâèé êiíåöü

Jm+1 ìà¹ áóòè íå ëiâiøå ëiâîãî êiíöÿ Jm−1, à ïðàâèé êiíåöü Jm+1 � íå ïðà-

âiøå ïðàâîãî êiíöÿ Jm. Çà óìîâîþ âèïàäêó 3, âiäðiçîê Jm+1 íå ìiñòèòüñÿ

àíi â Jm−1, àíi â Jm. Òîìó Jm−1 < Jm+1 < Jm. Òåïåð iç f 2(K) ⊂ f(K) òà

íåðiâíîñòi Jm > Jm+1 òàê ñàìî âèâîäèìî, ùî Jm > Jm+2 > Jm+1.

Çàñòîñîâóþ÷è iíäóêöiþ òà âêëþ÷åííÿ fn+1(K) ⊂ fn(K) (n ∈ N0),

ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ k âèêîíóþòüñÿ íåðiâ-

íîñòi Jm−1+2k < Jm+1+2k < Jm+2k i Jm+2k > Jm+2+2k > Jm+1+2k.

Îòæå, âiäðiçêè âèãëÿäó Jm+2k óòâîðþþòü ñïàäàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü, à

Jm−1+2k � çðîñòàþ÷ó. Òîìó êîîðäèíàòè êiíöiâ J2n äëÿ n ≥ m óòâîðþþòü

ìîíîòîííi ïîñëiäîâíîñòi. Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü âiäðiçêiâ

f 2n(J) çáiãà¹òüñÿ. Ëåìó 3.10 äîâåäåíî.

Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ ñàìî¨ òåîðåìè. Äëÿ çðó÷íîñòi ââåäåìî ñèñòå-

ìó êîîðäèíàò, ó ÿêié I ñòàíå âiäðiçêîì [0,1]. Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà âèïàä-

êiâ.

Âèïàäîê 1. Íåõàé íà iíòåðâàëi (0, 1) íåìà¹ òàêî¨ òî÷êè s, ùî f(s) = s.

Ó öüîìó âèïàäêó äëÿ âñiõ x ∈ (0, 1) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü f(x) > x àáî

äëÿ âñiõ x ∈ (0, 1) ñïðàâäæó¹òüñÿ f(x) < x.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè äëÿ âñiõ x ∈ (0, 1) ìà¹ìî f(x) > x � iíøèé

öiëêîì àíàëîãi÷íèé. Ó íàøîìó âèïàäêó âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü f(1) = 1,



73

áî ôóíêöiÿ f ¹ íåïåðåðâíîþ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âiäðiçîê J = [a, b], äëÿ ÿêîãî a > 0. Ïîêà-

æåìî, ùî â ñèñòåìi (C(I), f) âèêîíó¹òüñÿ L3(J) = 0. Íåõàé a0 = a/2.

Ðîçãëÿíåìî âiäðiçêè Jn = fn([a0, 1]) (n ∈ N0). Îñêiëüêè ñïðàâäæó¹-

òüñÿ ðiâíiñòü f(1) = 1, äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî íåâiä'¹ìíîãî n âiäðiçîê

Jn ìiñòèòèìå òî÷êó 1. Îòæå, êîæåí òàêèé âiäðiçîê ìà¹ âèãëÿä [an, 1].

Äëÿ ëiâèõ êðà¨â çãàäàíèõ âiäðiçêiâ ïðè âñiõ n ∈ N âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

an = min{f(x)|x ∈ [an−1, 1]}.

Çà âèáîðîì âèïàäêó, äëÿ âñiõ x ∈ [an−1, 1] âiðíî f(x) > x ≥ an−1. Òî-

ìó äëÿ âñiõ n ∈ N âèêîíó¹òüñÿ an ≥ an−1. Îòæå, çà òåîðåìîþ Âå¹ðøòðà-

ñà, {an} ìà¹ ãðàíèöþ. Ïîêàæåìî, ùî çàçíà÷åíà ãðàíèöÿ äîðiâíþ¹ 1. Íå-

õàé lim
n→∞

an = d. Òîäi äëÿ âñiõ n âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü an ≤ d. À ç íåïå-

ðåðâíîñòi f òà ðiâíîñòi f([an, 1]) = [an+1, 1] îòðèìó¹ìî íàñëiäîê, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî n ∈ N íà âiäðiçêó [an, 1] ¹ òàêà òî÷êà xn, äëÿ ÿêî¨ f(xn) = d. Çà

âèáîðîì ðîçãëÿíóòîãî âèïàäêó, x ≤ f(x) äëÿ âñiõ x. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî

íàòóðàëüíîãî n âiðíî xn ≤ f(xn) = d. Çi ñïiââiäíîøåíü an ≤ xn ≤ d òà

lim
n→∞

an = d ìà¹ìî lim
n→∞

xn = d. Îòæå, f(d) = lim
n→∞

f(xn) = d.

Ó ðîçãëÿíóòîìó âèïàäêó ðiâíiñòü f(d) = d ìîæëèâà ëèøå ïðè d = 0

àáî d = 1. Ç íåðiâíîñòi d ≥ a0 > 0 âèïëèâà¹, ùî d = 1.

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî ðîçãëÿíóòèé íàìè âiäðiçîê J = [a, b] íå ¹ ÷ó-

òëèâèì. Âiäðiçîê J0 = [a0, 1] ìiñòèòü J , îòæå äëÿ âñiõ n ∈ N âèêîíó¹-

òüñÿ âêëþ÷åííÿ fn(J) ⊂ fn(J0) = Jn. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå ε > 0. ßê

ïîêàçàíî ðàíiøå, äëÿ ïîñëiäîâíîñòi {an}, äå [an, 1] = fn(J), âiðíà ðiâ-

íiñòü lim
n→∞

an = 1. Çâàæàþ÷è íà öå, çíàéäåòüñÿ òàêèé iíäåêñ m, ùî äëÿ

âñiõ íàòóðàëüíèõ n > m ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü 1 − an < ε. ßêùî äëÿ

äåÿêîãî K = [c, d] âèêîíàíî dH(J,K) ≤ a/2, òî, çà âèáîðîì a0, âiä-
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ðiçîê K òàêîæ ìiñòèòüñÿ â J0. À òîäi ïðè âñiõ n ∈ N âèêîíàíî ñïiâ-

âiäíîøåííÿ fn(K) ⊂ Jn. Çà âèáîðîì iíäåêñó m, äëÿ âñiõ n > m âiä-

ðiçêè fn(J) òà fn(K) ëåæàòü âñåðåäèíi Jn, äîâæèíà ÿêîãî ìåíøà çà

ε. Òîìó äëÿ öèõ n âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü dH(fn(J), fn(K)) < ε. Ðîç-

ãëÿíåìî òàêå δ ∈ (0, a/2), ùî äëÿ âñiõ âiäðiçêiâ L, ùî çàäîâîëüíÿþòü

óìîâó dH(J, L) < δ, òà äëÿ âñiõ öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ n ≤ m ìà¹ ìiñöå íå-

ðiâíiñòü dH(fn(J), fn(L)) < ε. Ïîòðiáíå δ çíàéäåòüñÿ, áî âiäîáðàæåííÿ

f : C(I) → C(I) ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî ìåòðèêè Õàóñäîðôà. Òîäi äëÿ

áóäü-ÿêîãî K ∈ C(I), ùî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü dH(J,K) < δ, ìà¹ìî

íåðiâíiñòü dH(fn(J), fn(K)) < ε ïðè âñiõ n ∈ N0. Äiéñíî, äëÿ n ≤ m öÿ

íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ çà âèáîðîì δ. À äëÿ n > m âîíà ñïðàâäæó¹òüñÿ

çà âèáîðîì m. Îòæå, çà îçíà÷åííÿì 3.1, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü L3(J) = 0.

Âèïàäîê 2. Íåõàé iñíó¹ òî÷êà s ∈ (0, 1), äëÿ ÿêî¨ f(s) = s. Äëÿ êî-

æíîãî x ∈ [0, 1] íåõàé Ix = [s−sx, s+(1−s)x]. Òîäi âiäðiçîê I0 ñïiâïàäà¹

ç {s}, à I1 � ç âiäðiçêîì [0, 1]. Òàêîæ, ÿêùî 0 ≤ x < y ≤ 1, òî Ix ⊂ Iy.

Çà ëåìîþ 3.10, äëÿ âñiõ x ∈ [0, 1] ïîñëiäîâíiñòü {f 2n(Ix)} ìà¹ ãðàíè-

öþ. Íåõàé äëÿ êîæíîãî x ∈ [0, 1] ôóíêöi¨ g(x) òà h(x) çàäàíi ðiâíiñòþ

[g(x), h(x)] = lim
n→∞

f 2n(Ix). Îñêiëüêè âiäðiçêè Ix (0 ≤ x ≤ 1) âêëàäåíi

îäèí â îäíîãî, òàê ñàìî âëàøòîâàíi é ãðàíè÷íi âiäðiçêè [g(x), h(x)]. Òîá-

òî, g(x) íåñòðîãî ìîíîòîííî ñïàäà¹, à h(x) íåñòðîãî ìîíîòîííî çðîñòà¹.

Çà ëåìîþ 3.9, ôóíêöi¨ g(x) òà h(x) ìàþòü ìàêñèìóì çëi÷åííó ìíîæèíó

òî÷îê ðîçðèâó.

Íåõàé y ∈ (0, 1) � òî÷êà íåïåðåðâíîñòi ôóíêöié g òà h. Ïîêàæåìî,

ùî âiäðiçîê Iy íå ¹ ÷óòëèâèì ó äèíàìi÷íié ñèñòåìi (C(I), f). Çàäàìî

ôóíêöi¨ p(x) òà q(x) çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi [p(x), q(x)] = lim
n→∞

f 2n+1(Ix).

Îñêiëüêè [p(x), q(x)] = f([g(x), h(x)]), à âiäîáðàæåííÿ f � íåïåðåðâíå
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âiäíîñíî ìåòðèêè Õàóñäîðôà, ôóíêöi¨ p òà q òàêîæ íåïåðåðâíi â òî÷öi y.

Äëÿ çðó÷íîñòi çàïèñàìè Jx òà Kx ïîçíà÷àòèìåìî âiäðiçêè [g(x), h(x)] òà

[p(x), q(x)] âiäïîâiäíî. Òîäi, ÿêùî ðîçãëÿäàòè Jx òà Kx ÿê ôóíêöi¨ âiä x,

âîíè íåïåðåðâíi â òî÷öi y âiäíîñíî ìåòðèêè dH .

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå ε > 0. Íåõàé δ � òàêå äîäàòíå ÷èñëî,

ùî dH(Jy−δ, Jy) < ε/4, dH(Jy+δ, Jy) < ε/4, dH(Ky−δ, Ky) < ε/4 i

dH(Ky+δ, Ky) < ε/4. Ðîçãëÿíåìî òàêå m, ùî äëÿ âñiõ ïàðíèõ n > m

âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi dH(fn(Iy−δ), Jy−δ) < ε/4 òà dH(fn(Iy+δ), Jy+δ) <

ε/4, à äëÿ âñiõ íåïàðíèõ n > m âiðíî dH(f
n(Iy−δ), Ky−δ) < ε/4 òà

dH(f
n(Iy+δ), Ky+δ) < ε/4. Òîäi äëÿ ïàðíèõ n > m, çà íåðiâíiñòþ òðè-

êóòíèêà, ìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

dH(f
n(Iy−δ), Jy) ≤ dH(f

n(Iy−δ), Jy−δ) + dH(Jy−δ, Jy) < ε/4 + ε/4 = ε/2,

dH(f
n(Iy+δ), Jy) ≤ dH(f

n(Iy+δ), Jy+δ) + dH(Jy+δ, Jy) < ε/4 + ε/4 = ε/2.

Àíàëîãi÷íî, äëÿ íåïàðíèõ n > m ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

dH(f
n(Iy+δ), Ky) ≤ dH(f

n(Iy+δ), Ky+δ) + dH(Ky+δ, Ky) <

< ε/4 + ε/4 = ε/2,

dH(f
n(Iy+δ), Ky) ≤ dH(f

n(Iy+δ), Ky+δ) + dH(Ky+δ, Ky) <

< ε/4 + ε/4 = ε/2.

Çðîçóìiëî, ùî äîâiëüíèé âiäðiçîê U , äëÿ ÿêîãî âèêîíàíî Iy−δ ⊂ U ⊂ Iy+δ

òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi dH(fn(U), Jy) < ε/2 (äëÿ ïàðíèõ n) òà

dH(f
n(U), Ky) < ε/2 (äëÿ íåïàðíèõ n) ïðè âñiõ n > m. Äëÿ âiäðiçêà Iy

òåæ âiðíà óìîâà Iy−δ ⊂ Iy ⊂ Iy+δ, òîìó ç íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà îòðèìó-

¹ìî, ùî äëÿ ïàðíèõ n > m òà äëÿ âñiõ âiäðiçêiâ U , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
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óìîâó Iy−δ ⊂ U ⊂ Iy+δ, ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

dH(f
n(Iy), f

n(U)) < dH(f
n(Iy), Jy) + dH(Jy, f

n(U)) < ε/2 + ε/2 = ε.

Àíàëîãi÷íî, äëÿ íåïàðíèõ n > m òà òèõ ñàìèõ U âèêîíó¹òüñÿ

dH(f
n(Iy), f

n(U)) < dH(f
n(Iy), Ky) + dH(Ky, f

n(U)) < ε/2 + ε/2 = ε.

Îòæå, äëÿ âñiõ n > m ñïðàâäæó¹òüñÿ dH(fn(Iy), fn(U)) < ε.

Òåïåð ïiäáåðåìî òàêå δ1 > 0, ùî δ1 < dH(Iy, Iy−δ) = dH(Iy, Iy+δ) i

äëÿ âñiõ öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ n ≤ m ç íåðiâíîñòi dH(Iy, U) < δ1 âèïëèâà-

òèìå dH(fn(Iy), fn(U)) < ε. Ç óìîâè dH(Iy, U) < δ1 òàêîæ âèïëèâà¹, ùî

Iy−δ ⊂ U ⊂ Iy+δ. À òîìó äëÿ îáðàíîãî δ1 íåðiâíiñòü dH(fn(Iy), fn(U)) < ε

âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ âñiõ n > m, ÿêùî òiëüêè dH(Iy, U) < δ1. Îòæå, âiäði-

çîê Iy ¹ ñòiéêèì â iíäóêîâàíié ñèñòåìi (C(I), f), äëÿ íüîãî âèêîíó¹òüñÿ

L3(Iy) = 0. �

Íàñëiäîê 3.11. Iíäóêîâàíà ñèñòåìà âèãëÿäó (C(I), f) íå ìîæå áóòè

÷óòëèâîþ äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ.

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿìè çâè÷àéíèõ òà ëîêàëüíèõ ÷èñåë Ëÿïóíîâà

(à ñàìå, çà îçíà÷åííÿìè 2.3 òà 3.1), L3 = infx∈X L3(x). Çãiäíî ç òåîðåìîþ

3.8, ó ñèñòåìi (C(I), f) iñíó¹ åëåìåíò J , äëÿ ÿêîãî L3(J) = 0. Îòæå, äëÿ

äàíî¨ ñèñòåìè òðåò¹ ÷èñëî Ëÿïóíîâà L3 äîðiâíþ¹ íóëþ, òîáòî âîíà íå ¹

÷óòëèâîþ. �

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ñâiä÷àòü ïðî áiëüøó ñòiéêiñòü iíäóêîâàíî¨ ñè-

ñòåìè (C(I), f) ó ïîðiâíÿííi çi ñòiéêiñòþ âèõiäíî¨ ñèñòåìè (I, f). Îêðiì

òåîðåòè÷íîãî iíòåðåñó, öå ìîæå äîïîìîãòè ó ðîçðàõóíêàõ, ïîâ'ÿçàíèõ iç

iòåðàöiÿìè äåÿêî¨ ÷óòëèâî¨ ñèñòåìè. Çàìiíèâøè îêðåìi òî÷êè ¨õíiìè îêî-

ëàìè ìîæíà áóòè âïåâíåíèì, ùî ïðè îá÷èñëåííi ïîëîæåííÿ òî÷êè íà
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ïåâíié iòåðàöi¨ ïîõèáêà ðîçðàõóíêiâ ìîæå ïðèçâåñòè ëèøå äî òàêîãî âiä-

õèëåííÿ, ÿêå íå âèâîäèòü çà ìåæi iòåðàöi¨ âiäïîâiäíîãî îêîëó.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ó öüîìó ðîçäiëi íàâåäåíî ðÿä îçíà÷åíü òà ðåçóëüòàòiâ.

1. Íàâåäåíî îçíà÷åííÿ ëîêàëüíèõ ÷èñåë Ëÿïóíîâà.

2. Äîâåäåíî òåîðåìè ïðî òå, ùî â ñèñòåìàõ íà âiäðiçêó ïåðøå ÷èñëî

Ëÿïóíîâà ñïiâïàäà¹ ç äðóãèì, à òðåò¹ � ç ÷åòâåðòèì.

3. Ïîêàçàíî, ùî â äèíàìi÷íié ñèñòåìi íà âiäðiçêó ìíîæèíà òî÷îê,

äëÿ ÿêèõ òðåò¹ ëîêàëüíå ÷èñëî Ëÿïóíîâà ïåðåâèùó¹ L1, ¹ òîïîëîãi÷íî

íåiñòîòíîþ.

4. Òåîðåìè ïðî ðiâíîñòi L1 = L2 òà L3 = L4 óçàãàëüíåíî íà âèïàäîê

ñèñòåìè (X, f) ç ïîâíèì ïðîñòîðîì X òà íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì f ,

ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ ïåâíó óìîâó, íàçâàíó óìîâîþ ñèëüíî¨ âiääàëåíîñòi.

5. Äîâåäåíî, ùî iíäóêîâàíà ñèñòåìà íà âiäðiçêó (C(I), f) çàâæäè ìi-

ñòèòü òî÷êè, ÿêi ¹ ñòiéêèìè ó ñåíñi Ëÿïóíîâà. Íàñëiäêîì iñíóâàííÿ òà-

êèõ òî÷îê ¹ òå, ùî çãàäàíi ñèñòåìè íå áóâàþòü ÷óòëèâèìè äî ïî÷àòêîâèõ

óìîâ.
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Ðîçäië 4

×èñëà Ëÿïóíîâà äëÿ íàïiâãðóïîâèõ ñèñòåì

Ó äàíîìó ðîçäiëi ïðîàíàëiçîâàíî ïèòàííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç ÷óòëèâiñòþ ñèñòåì

âèãëÿäó (X,G), äå X � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, à G � äåÿêà íàïiâãðóïà éî-

ãî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü ó ñåáå. Äåÿêi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ÷èñëàìè

Ëÿïóíîâà, ÿêi â ðîçäiëi 2 äîâåäåíî äëÿ äëÿ ñèñòåì âèãëÿäó (X, f), óçà-

ãàëüíåíî íà âèïàäîê íàïiâãðóïîâî¨ ñèñòåìè. Òàêîæ íà âèïàäîê òàêèõ ñè-

ñòåì ïåðåíåñåíî ïîíÿòòÿ ÷óòëèâîñòi ó ñåíñi Ëi-Éîðêà i óçàãàëüíåíî äåÿêi

òåîðåìè, ïîâ'ÿçàíi ç öèì ÿâèùåì.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [51] òà [54].

4.1 Îñíîâíi ïîíÿòòÿ

Â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ ó ÿêîñòi äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ðîçãëÿäàëàñÿ ïàðà

(X, f), äå X � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, à f � éîãî âiäîáðàæåííÿ â ñåáå. Ïî-

íÿòòÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ìîæíà óçàãàëüíèòè íàñòóïíèì ÷èíîì. ßê âæå

áóëî çàçíà÷åíî, áàãàòîêðàòíå çàñòîñóâàííÿ ôóíêöi¨ f ¹ ðåàëiçàöi¹þ âiä-

îáðàæåííÿ fn, äå n ∈ N0. Òîáòî, êîæíîìó åëåìåíòó n ç N0 ìîæíà ïîñòà-

âèòè ó âiäïîâiäíiñòü ôóíêöiþ fn. Ïðè öüîìó îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ ÷èñåë,

ÿêà äi¹ â íàïiâãðóïi N0, óçãîäæåíà ç êîìïîçèöi¹þ ôóíêöié: äëÿ áóäü-ÿêèõ

m,n ∈ N0 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü fm+n = fm(fn). Çà àíàëîãi¹þ ìîæíà ðîç-

ãëÿíóòè äîâiëüíó íàïiâãðóïó G i ñïiâñòàâèòè ¨¨ åëåìåíòàì äåÿêi âiäîáðà-

æåííÿ ïðîñòîðó X ó ñåáå. Ïîíÿòòÿ, ùî óçàãàëüíþ¹ ðàíiøå ðîçãëÿíóòi

äèíàìi÷íi ñèñòåìè, çàäàìî çà äîïîìîãîþ òàêîãî îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 4.1. Íàïiâãðóïîâîþ äèíàìi÷íîþ ñèñòåìîþ íàçèâà¹òüñÿ
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ïàðà (X,G), äå X � äåÿêà ìíîæèíà, à G � íàïiâãðóïà, äëÿ ÿêî¨ êî-

æíîìó åëåìåíòó g ∈ G ïîñòàâëåíî ó âiäïîâiäíiñòü äåÿêå âiäîáðàæåííÿ

fg : X → X. Ïðè öüîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ g, h ∈ G ïîâèííà ñïðàâäæóâàòèñü

óìîâà fgh = fg(fh). Òàêîæ, ÿêùî G ìiñòèòü îäèíè÷íèé åëåìåíò e, òî ìà¹

âèêîíóâàòèñÿ òîòîæíiñòü fe(x) = x.

Ó âèïàäêó, îïèñàíîìó â íàâåäåíîìó îçíà÷åííi, áóäåìî êàçàòè, ùî íà-

ïiâãðóïà G äi¹ íà ïðîñòîði X.

Íàñïðàâäi X òà G íå ìiñòÿòü ïîâíî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî âiäïîâiäíó äè-

íàìi÷íó ñèñòåìó, àäæå åëåìåíòàì íàïiâãðóïè ìîæóòü áóòè ñïiâñòàâëåíi

ðiçíi âiäîáðàæåííÿ. Àëå ìè, âèêîðèñòîâóþ÷è çàïèñ (X,G), áóäåìî ââà-

æàòè, ùî äëÿ êîæíîãî g ∈ G âæå çàäàíî âiäîáðàæåííÿ fg. Äàëi çàìiñòü

âiäîáðàæåííÿ fg iíîäi ìè áóäåìî ïèñàòè ïðîñòî g, áî ìîæíà ââàæàòè, ùî

ñàìi åëåìåíòè g ∈ G ¹ âiäîáðàæåííÿìè X ó ñåáå.

Íàâåäåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ íàïiâãðóïîâèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì.

Ïðèêëàä 4.1. Íåõàé ïðîñòið X ¹ äåêàðòîâèì äîáóòêîì X1× ...×Xk,

òîáòî éîãî òî÷êè � öå íàáîðè åëåìåíòiâ (x1, ..., xk), äå xi ∈ Xi (i =

1, ..., k). Äëÿ êîæíîãî Xi íåõàé iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ fi : Xi → Xi. Ìíî-

æèíà Nk
0 = {(n1, ..., nk)|n1, ..., nk ∈ N0} ¹ íàïiâãðóïîþ âiäíîñíî îïåðàöi¨

ïîêîîðäèíàòíîãî äîäàâàííÿ. Çàäàìî ¨¨ äiþ íà X: íåõàé äëÿ äîâiëüíîãî

âåêòîðà ~n = (n1, ..., nk) òà âñiõ òî÷îê x = (x1, ..., xn) âèêîíó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ ~n(x) = (fn11 (x1), ..., f
nk
k (xk)). Ìà¹ìî äèíàìi÷íó ñèñòåìó

(X1 × ...×Xk,Nk
0).

Íà ïðîñòîði ç ïðèêëàäó 4.1 ÷àñòî ðîçãëÿäà¹òüñÿ äiÿ ìåíøî¨ íàïiâãðó-

ïè {(n, ..., n)|n ∈ N0}. Òîäi âiäïîâiäíó ñèñòåìó íàçèâàþòü äåêàðòîâèì

äîáóòêîì ñèñòåì (X1, f1), ..., (Xk, fk).
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Ïðèêëàä 4.2. Íåõàé ïðîñòið X ¹ êîëîì S1. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

äiéñíèõ ÷èñåë R ç îïåðàöi¹þ äîäàâàííÿ. Íåõàé äëÿ êîæíîãî α ∈ R ôóí-

êöiÿ fα ¹ ïîâîðîòîì íà êóò α (äëÿ âèçíà÷åíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî ïîâî-

ðîò çäiéñíþ¹òüñÿ ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè). Òîäi (S1,R) ¹ ùå îäíèì

ïðèêëàäîì äi¨ íàïiâãðóïè.

Ïðèêëàä 4.3. Ðîçãëÿíåìî îäèíè÷íèé âiäðiçîê I = [0, 1]. Íåõàé G

ñêëàäà¹òüñÿ ç íåïåðåðâíèõ ìîíîòîííèõ ôóíêöié g : I → I. Îñêiëüêè

êîìïîçèöiÿ äâîõ íåïåðåðâíèõ ìîíîòîííèõ ôóíêöié òåæ íåïåðåðâíà òà

ìîíîòîííà, ìíîæèíà G ¹ íàïiâãðóïîþ âiäíîñíî êîìïîçèöi¨, Åëåìåíòè g ∈

G äiÿòèìóòü íà I ïðèðîäíèì ÷èíîì: ó ÿêîñòi fg áåðåòüñÿ ñàìà ôóíêöiÿ

g. Ïàðà (I,G) ¹ íàïiâãðóïîâîþ äèíàìi÷íîþ ñèñòåìîþ.

Äiÿ äîâiëüíî¨ íàïiâãðóïè G ìîæå áóòè íå êîìóòàòèâíîþ: íå äëÿ âñiõ

âiäîáðàæåíü f, g áóäå âèêîíóâàòèñÿ ðiâíiñòü f(g) = g(f). Òàêå ÿâèùå

ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ó ïðèêëàäi 4.3.

Äëÿ íàïiâãðóïîâèõ ñèñòåì (X,G) òàêîæ ìîæíà ââåñòè ïîíÿòòÿ ÷ó-

òëèâîñòi çà àíàëîãi¹þ ç îçíà÷åííÿì 1.8.

Îçíà÷åííÿ 4.2. Ñèñòåìó (X,G) íàçèâàþòü ÷óòëèâîþ (àáî ÷óòëèâîþ

äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ), ÿêùî iñíó¹ òàêå ε > 0, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè

x ∈ X i äîâiëüíîãî ¨¨ âiäêðèòîãî îêîëó U çíàéäóòüñÿ y ∈ U òà g ∈ G,

äëÿ ÿêèõ d(g(x), g(y)) > ε.

ßê ïðàâèëî, ðîçãëÿäàþòüñÿ äi¨ íàïiâãðóï, äå âiäîáðàæåííÿ ¹ íåïå-

ðåðâíèìè âiäíîñíî ìåòðèêè ïðîñòîðó X. Íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ îñîáëèâî

öiêàâi ó äîñëiäæåííi ÷óòëèâîñòi, àäæå ó öüîìó âèïàäêó ÷óòëèâiñòü ìîæå

áóòè äîñÿãíóòà ëèøå çàâäÿêè íåñêií÷åííié ìíîæèíi âiäîáðàæåíü. Ó äà-

íîìó ðîçäiëi òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòèìåòüñÿ äàíå îáìåæåííÿ íà ôóíêöi¨
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äiþ÷î¨ íàïiâãðóïè.

Ó ðîçäiëi 2 áóëè çàïðîïîíîâàíi îçíà÷åííÿ ÷èñåë Ëÿïóíîâà. Öi ÷èñëà

íà êiëüêiñíîìó ðiâíi õàðàêòåðèçóþòü ÷óòëèâiñòü ïåâíî¨ ñèñòåìè. Òåïåð

íàâåäåìî îçíà÷åííÿ äëÿ âèïàäêó ñèñòåìè (X,G).

Îçíà÷åííÿ 4.3. Ïåðøèì ÷èñëîì Ëÿïóíîâà L1 äëÿ ñèñòåìè (X,G)

íàçèâà¹òüñÿ íàéáiëüøå ç òàêèõ ε1, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε < ε1 òà áóäü-

ÿêî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè U ⊂ X çíàéäóòüñÿ òàêi x, y ∈ U òà

g ∈ G, ùî d(g(x), g(y)) > ε.

Îçíà÷åííÿ 4.4. Äðóãèì ÷èñëîì Ëÿïóíîâà L2 äëÿ ñèñòåìè (X,G)

íàçèâà¹òüñÿ íàéáiëüøå ç òàêèõ ε2, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε < ε2 òà áóäü-ÿêî¨

âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ U ⊂ X çíàéäóòüñÿ òàêi x, y ∈ U , ùî íåðiâíiñòü

d(g(x), g(y)) > ε âèêîíó¹òüñÿ äëÿ íåñêií÷åííî¨ ìíîæèíè åëåìåíòiâ g ∈ G.

Îçíà÷åííÿ 4.5. Òðåòiì ÷èñëîì Ëÿïóíîâà L3 äëÿ ñèñòåìè (X,G)

íàçèâà¹òüñÿ íàéáiëüøå ç òàêèõ L3, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε < ε3, áóäü-ÿêî¨

x ∈ X òà äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ U ⊂ X, ùî ìiñòèòü x, çíàéäóòüñÿ òàêi

y ∈ U òà g ∈ G, ùî d(g(x), g(y)) > ε.

Îçíà÷åííÿ 4.6. ×åòâåðòèì ÷èñëîì Ëÿïóíîâà L4 äëÿ ñèñòåìè (X,G)

íàçèâà¹òüñÿ íàéáiëüøå ç òàêèõ L4, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε < ε4, áóäü-ÿêî¨

x ∈ X òà äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ U ⊂ X, ùî ìiñòèòü x, çíàéäóòüñÿ òàêi

x, y ∈ U , ùî íåðiâíiñòü d(g(x), g(y)) > ε âèêîíó¹òüñÿ äëÿ íåñêií÷åííî¨

ìíîæèíè åëåìåíòiâ g ∈ G.

Iíøèìè ñëîâàìè, ÷èñëà L1, L2, L3 òà L4 � öå òî÷íi âåðõíi ãðàíi òèõ

ε, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ ïåâíi âëàñòèâîñòi, ïîâ'ÿçàíi çi âçà¹ìíèì âiääà-

ëåííÿì òî÷îê ïðîñòîðó ïiä äi¹þ íàïiâãðóïè.
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4.2 Ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ÷èñëàìè Ëÿïóíîâà äëÿ íàïiâãðóïî-

âèõ ñèñòåì

Äàëi ìè áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî X � êîìïàêòíèé ïðîñòið ç ìåòðèêîþ d, à

âñi âiäîáðàæåííÿ fg, âiäïîâiäíi åëåìåíòàì g ∈ G, íåïåðåðâíi âiäíîñíî öi¹¨

ìåòðèêè. Òîìó ìè íå áóäåìî îêðåìî çãàäóâàòè ïðî öå ó ôîðìóëþâàííi

êîæíî¨ ïîäàëüøî¨ òåîðåìè.

Iç îçíà÷åíü 4.3�4.6 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî L1 ≥ L2 ≥ L4 òà

L1 ≥ L3 ≥ L4. Òåîðåìà 2.1 ñòâåðäæó¹ ïðî ìåíø î÷åâèäíó íåðiâíiñòü L1 ≤

2L4 äëÿ ñèñòåìè (X, f) iç êîìïàêòíèì X òà íåïåðåðâíèì f . Äîâåäåìî

àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ äëÿ íàïiâãðóïîâî¨ äi¨.

Òåîðåìà 4.1. Äëÿ ñèñòåìè (X,G) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü L1 ≤ 2L4.

Äîâåäåííÿ. Ïîòðiáíî ïðîàíàëiçóâàòè ëèøå âèïàäîê L1 > 0, áî äëÿ

L1 = 0 íàâåäåíà íåðiâíiñòü îòðèìó¹òüñÿ î÷åâèäíèì ÷èíîì ç íåâiä'¹ìíîñòi

÷èñåë Ëÿïóíîâà.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêó òî÷êó x ∈ X. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî δ > 0

òà áóäü-ÿêîãî âiäêðèòîãî îêîëó U òî÷êè x çíàéäåòüñÿ y ∈ U , äëÿ ÿêî¨ íå-

ðiâíiñòü d(g(x), g(y)) > L1/2−δ ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè íåñêií÷åííî áàãàòüîõ

g ∈ G.

Çà îçíà÷åííÿì ïåðøîãî ÷èñëà Ëÿïóíîâà, çíàéäóòüñÿ òî÷êè z1, z2 ∈ U

òà âiäîáðàæåííÿ g1 ∈ G, äëÿ ÿêèõ âiðíà óìîâà d(g1(z1), g1(z2)) > ε1 − δ.

Çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà, äëÿ îäíi¹¨ ç öèõ äâîõ òî÷îê (ïîçíà÷èìî ¨¨

y1) âèêîíó¹òüñÿ d(g1(x), g1(y1)) > (ε1 − δ)/2. Îáåðåìî âiäêðèòèé îêië U1

òî÷êè y1, äëÿ ÿêîãî ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè diam(U1) < 1, diam(g1(U1)) <

δ/2 i U1 ⊂ U . Ïîòðiáíèé îêië iñíó¹ çàâäÿêè (ðiâíîìiðíié) íåïåðåðâíîñòi

âiäîáðàæåííÿ g1.
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Ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê {yn}, à ðàçîì ç íåþ � ïîñëiäîâíîñòi

âiäîáðàæåíü {gn} òà âiäêðèòèõ îêîëiâ {Un}. Çãàäàíà {yn} ìà¹ çáiãàòèñÿ

äî òàêî¨ òî÷êè y, ùî ñïiââiäíîøåííÿ d(g(x), g(y)) > L1/2 − δ âiðíå çà

íåñêií÷åííî áàãàòüîõ g ∈ G.

Áóäóâàòèìåìî çàçíà÷åíi ïîñëiäîâíîñòi iíäóêòèâíî. Åëåìåíòè y1, g1

òà U1 âæå îáðàíi. Òîìó äîñòàòíüî çàäàòè yk+1, gk+1, Uk+1 (k ∈ N) ó

ïðèïóùåííi, ùî âiäïîâiäíi ÷ëåíè yk, gk òà Uk âæå ¹.

Çà îçíà÷åííÿì ÷èñëà L1, çíàéäåòüñÿ òàêà gk+1 ∈ G, ùî

diam(gk+1(Uk)) > L1 − δ. Òîäi, çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà, iñíó¹ òî÷êà

yk+1, äëÿ ÿêî¨ d(gk+1(x), gk+1(yk+1)) > (L1 − δ)/2. Îáåðåìî çãàäàíi yk+1

òà gk+1 â ÿêîñòi íàñòóïíèõ åëåìåíòiâ âiäïîâiäíèõ ïîñëiäîâíîñòåé. Íàðå-

øòi, âiçüìåìî òàêèé îêië Uk+1 òî÷êè yk+1, ùî diam(Uk+1) < 1/(k + 1),

diam(gk+1(Uk+1)) < δ/2 òà Uk+1 ⊂ Uk.

Çãiäíî ç ïðàâèëàìè ïîáóäîâè íàøèõ ïîñëiäîâíîñòåé, äëÿ êîæíîãî íà-

òóðàëüíîãî k âèêîíàíà óìîâà Uk+1 ⊂ Uk, çâiäêè ìà¹ìî Uk+1 ⊂ Uk. Ìíî-

æèíàX êîìïàêòíà, òîìó áóäü-ÿêà ¨¨ çàìêíåíà ïiäìíîæèíà òåæ áóäå êîì-

ïàêòíîþ. Îòæå, {Un} � öå ïîñëiäîâíiñòü âêëàäåíèõ êîìïàêòiâ, à òàêi ìíî-

æèíè çàâæäè ìàþòü ñïiëüíó òî÷êó y. Îñêiëüêè U1 ⊂ U , òî÷êà y òåæ íà-

ëåæèòü U . Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî k òî÷êè y òà yk íàëåæàòü ìíîæèíi

Uk. Çà âèáîðîì Uk òà gk, âèêîíóþòüñÿ óìîâè d(gk(x), gk(yk)) > (L1−δ)/2

òà d(gk(yk), gk(y)) ≤ diam(gk(Uk)) < δ/2. Òîìó ç íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà

ìà¹ìî, ùî d(gk(x), gk(y)) ≥ d(gk(x), gk(yk))− d(gk(yk), gk(y)) < L1/2− δ.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî δ < 2L1/3 âñi âiäîáðàæåííÿ {gk}

ðiçíi. Ðîçãëÿíåìî äåÿêi gi òà gj, äå i < j. Çà âèáîðîì ìíîæèíè Uj

ìà¹ìî diam(gi(Ui)) < δ/2. Ç iíøîãî áîêó, Ui ìiñòèòü Uj−1 (ìîæëè-

âî, Ui = Uj−1), òîìó diam(gj(Ui)) ≥ diam(gj(Uj−1)) > L1 − δ. ßêùî
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δ/2 < L1 − δ, ìíîæèíè gi(Ui) òà gj(Ui) ìàþòü ðiçíi äiàìåòðè. Îòæå, ó

âèïàäêó δ < 2L1/3 âiäîáðàæåííÿ gi òà gj âiäðiçíÿþòüñÿ îäíå âiä îäíîãî.

Òîìó äëÿ 0 < δ < 2L1/3 âèêîíó¹òüñÿ L1 ≤ 2L4 + 2δ.

Áåðó÷è ÿê çàâãîäíî ìàëi δ > 0, îòðèìó¹ìî L1 ≤ 2L4. �

Ç äîâåäåíî¨ òåîðåìè òà î÷åâèäíèõ íåðiâíîñòåé L1 ≥ L2 ≥ L4 i L1 ≥

L3 ≥ L4 ñëiäó¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, 2, 3, 4} ñïðàâäæó¹òüñÿ Li ≤

2Lj.

Òåîðåìà 4.1 ó ïåâíîìó ñåíñi ¹ òî÷íîþ. Òîáòî ìîæíà íàâåñòè ïðèêëàäè

÷óòëèâèõ ñèñòåì, äå íåðiâíiñòü Li ≤ 2Lj äëÿ äåÿêèõ i òà j ïåðåòâîðþ¹-

òüñÿ íà ðiâíiñòü. Íàâåäåìî ïðèêëàä òàêî¨ ñèñòåìè.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x) = 1− |2x− 1| íà âiäðiçêó [0, 1]. Äàíà ôóí-

êöiÿ ïåðåâîäèòü öåé âiäðiçîê ó ñåáå, òîìó ç ¨¨ äîïîìîãîþ ìîæíà çàäàòè

äèíàìi÷íó ñèñòåìó (X, f), äå X = [0, 1]. Ëåãêî äîâåñòè, ùî òàêà ñèñòåìà

¹ òîïîëîãi÷íî òî÷íîþ, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíî-

æèíè U ⊂ X çíàéäåòüñÿ òàêå n, ùî fn(U) = X. Äiéñíî, âñåðåäèíi áóäü-

ÿêî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ ïiäìíîæèíè ïðîñòîðó X ìiñòèòüñÿ äåÿêèé

âiäðiçîê [a, b], äå a > b. Ïðîñëiäêó¹ìî åâîëþöiþ ìíîæèí fn([a, b]), ÿêà

âiäáóâà¹òüñÿ çi çðîñòàííÿì íàòóðàëüíîãî n. Êîæíèé âiäðiçîê fn([a, b])

âäâi÷i äîâøèé çà fn−1([a, b]) àáî ìiñòèòü òî÷êó 1. Îñêiëüêè äîâæèíè âiä-

ðiçêiâ fn([a, b]) îáìåæåíi çãîðè äîâæèíîþ âiäðiçêà [0, 1], äëÿ ïåâíîãî n

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 1 ∈ fn([a, b]). Äëÿ íàâåäåíî¨ ôóíêöi¨ âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-

íiñòü f(1) = 0, òîìó ñïðàâåäëèâå âêëþ÷åííÿ 0 ∈ fn+1([a, b]). Êîæåí

íàñòóïíèé âiäðiçîê òåæ áóäå ìiñòèòè òî÷êó 0, áî f(0) = 0. Îòæå äîâæè-

íè âiäðiçêiâ fn+k([a, b]) çi çáiëüøåííÿì k áóäóòü êîæíîãî ðàçó çðîñòàòè

âäâi÷i, ïîêè äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî k ñòàíå ñïðàâåäëèâèì ñïiââiäíî-
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øåííÿ 1 ∈ fn+k([a, b]). Çãiäíî ç ïîïåðåäíiìè ñïîñòåðåæåííÿìè, âiðíî i

0 ∈ fn+k([a, b]). Îòæå, fn+k([a, b]) = X, òîìó é fn+k(U) = X.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî äåÿêèé ãîìåîìîðôiçì g, ÿêèé ïåðåâîäèòü âiäði-

çîê [0, 1] ó ñåáå. Ñèñòåìà (X, g−1 ◦ f ◦ g) òàêîæ áóäå òîïîëîãi÷íî òî-

÷íîþ. Äiéñíî, äëÿ áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ U ⊂ X ìíîæèíà

g(U) òàêîæ âiäêðèòà òà íåïîðîæíÿ. Îòæå, çíàéäåòüñÿ n ∈ N, äëÿ ÿêîãî

fn(g(U)) = X. À òîäi i (g−1 ◦ f ◦ g)n(U) = g−1(fn(g(U))) = X.

Çà îçíà÷åííÿì òîïîëîãi÷íî òî÷íî¨ ñèñòåìè, ¨¨ ÷èñëî L1 äîðiâíþ¹ äi-

àìåòðó ïðîñòîðó X. Ó íàøîìó âèïàäêó L1 = 1. Îáåðåìî òàêèé ãîìåî-

ìîðôiçì g, ùî g(12) =
2
3 . Òîäi òî÷êà

1
2 áóäå íåðóõîìîþ äëÿ âiäîáðàæåííÿ

g−1 ◦ f ◦ g. Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêîãî n òà áóäü-ÿêî¨ òî÷êè y ∈ [0, 1] âèêîíó¹-

òüñÿ d(fn(12), f
n(y)) = d(12 , f

n(y)) ≤ 1
2 . Òîìó ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøå-

ííÿ L3 ≤ 1
2 . Çà òåîðåìîþ 4.1, öå ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó L3 =

1
2 . Òåïåð

íàâåäåìî ïðèêëàä ïîòðiáíî¨ ñèñòåìè.

Ïðèêëàä 4.4 Íåõàé X = [0, 1], f(x) = 1 − |2x − 1| òà g(x) = x +

1
6 −

1
6 |2x − 1|. Òîäi ôóíêöiÿ h = g−1 ◦ f ◦ g ìà¹ âèãëÿä h(x) = 1

2x +

1
2 + |x−

1
4 | − 4|x− 3

8 | +
3
2 |x−

1
2 |. Îñêiëüêè g(x) � ãîìåîìîðôiçì âiäðiçêà

[0, 1], ñèñòåìà (X, h) ¹ òîïîëîãi÷íî òî÷íîþ, çâiäêè îòðèìó¹ìî L1 = 1. Ç

óðàõóâàííÿì ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü òà ðiâíîñòi g(12 = 2
3) ìà¹ìî L3 = 1

2 .

Îòæå, äëÿ ÷óòëèâî¨ ñèñòåìè (X, h) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü L1 = 2L3.

4.3 Ðiâíîñòi ìiæ ÷èñëàìè Ëÿïóíîâà äëÿ íàïiâãðóïîâèõ ñèñòåì

ïåâíèõ òèïiâ

Ó ðîçäiëi 2 áóëî ïîêàçàíî, ùî äëÿ äåÿêèõ êëàñiâ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì âè-

ãëÿäó (X, f) ìiæ ïåâíèìè ÷èñëàìè Ëÿïóíîâà ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ðiâíiñòü.
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Íàïðèêëàä, áóëî äîâåäåíî, ùî äëÿ òðàíçèòèâíèõ ñèñòåì âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü ìiæ ïåðøèìè äâîìà ÷èñëàìè. Äëÿ ìiíiìàëüíèõ ñèñòåì, ÿêi ¹

÷àñòêîâèì âèïàäêîì òðàíçèòèâíèõ, äîâåäåíî, ùî îêðiì L1 = L2 âèêîíó-

¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ L3 = L4.

Äàëi áóäóòü âèâåäåíi òàêi æ ðiâíîñòi äëÿ âèïàäêó äi¨ êîìóòàòèâíî¨

íàïiâãðóïè.

Íàâåäåìî äåÿêi îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 4.7. Òðàíçèòèâíîþ ñèñòåìîþ íàçèâà¹òüñÿ òàêà (X,G),

ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí U, V ⊂ X çíàéäå-

òüñÿ g ∈ G, äëÿ ÿêî¨ g(U) ∩ V 6= ∅.

ßê âiäîìî, ìíîæèíà M ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ ùiëüíîþ â òî÷öi x ÿêùî

äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ òàêà y ∈ M , ùî d(x, y) < ε. Ìíîæèíà

M ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ âñþäè ùiëüíîþ, ÿêùî âîíà ùiëüíà â áóäü-ÿêié òî÷öi

x ∈ X. Ìíîæèíà M ⊂ X íiäå íå ùiëüíà, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåïîðî-

æíüî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ⊂ X iñíó¹ òî÷êà z ∈ U , äå M íå ùiëüíà.

(Ïiäêðåñëèìî, ùî íiäå íå ùiëüíà ìíîæèíà ìîæå áóòè ùiëüíîþ â äåÿêèõ

òî÷êàõ, ÿêùî ìíîæèíà öèõ òî÷îê íå ìiñòèòü âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ ïiä-

ìíîæèíè.) ßêùî ðîçãëÿíóòè çàìèêàííÿ, ùiëüíiñòü ìîæíà ðîçóìiòè íà-

ñòóïíèì ÷èíîì. Ìíîæèíà M ùiëüíà â òî÷öi x, ÿêùî x ∈ M , âñþäè

ùiëüíà, ÿêùî X = M , i íiäå íå ùiëüíà, ÿêùî M íå ìiñòèòü âiäêðèòèõ

íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó X.

Ìîæíà äàòè îçíà÷åííÿ ìiíiìàëüíî¨ òà òðàíçèòèâíî¨ òî÷êè, âèõîäÿ÷è

ç ïîíÿòòÿ ùiëüíîñòi.

Îçíà÷åííÿ 4.8. Òî÷êà x ∈ X íàçèâà¹òüñÿ òðàíçèòèâíîþ òî÷êîþ

ñèñòåìè (X,G), ÿêùî ìíîæèíà {g(x)|g ∈ G} ùiëüíà â X.
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Îçíà÷åííÿ 4.9.Ìiíiìàëüíîþ ñèñòåìîþ íàçèâà¹òüñÿ òàêà (X,G), ùî

äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X ìíîæèíà {g(x)|g ∈ G} ùiëüíà â X. Òîáòî

ñèñòåìà ìiíiìàëüíà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè áóäü-ÿêà ¨¨ òî÷êà òðàíçèòèâíà.

Äëÿ ïîäàëüøèõ äîâåäåíü áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêó ëåìó.

Ëåìà 4.2. ßêùî ñèñòåìà (X,G) òðàíçèòèâíà, ïðîñòið X � êîìïà-

êòíèé, à G ñêëàäà¹òüñÿ ç íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü, òî áóäü-ÿêà íåïîðî-

æíÿ âiäêðèòà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó X ìiñòèòü òðàíçèòèâíó òî÷êó.

Äîâåäåííÿ. ßê âiäîìî, ÿêùî X � êîìïàêòíèé, òî â íüîìó iñíó¹ çëi-

÷åííà áàçà, òîáòî òàêà ñiì'ÿ íåïîðîæíiõ âiäêðèòèõ ìíîæèí Bi|i ∈ N, ùî

äëÿ áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ U ⊂ X çíàéäåòüñÿ Bi, ÿêà ïîâíiñòþ

ëåæèòü â U .

Òî÷êà x íå ¹ òðàíçèòèâíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè çàìèêàííÿ ¨¨ îðáiòè

{g(x)|g ∈ G} íå ñïiâïàäà¹ ç óñiì X. Îñêiëüêè {g(x)|g ∈ G} ¹ çàìêíåíîþ

ìíîæèíîþ, ¨¨ äîïîâíåííÿ äî X âiäêðèòå. Çà âèáîðîì ñèñòåìè Bi|i ∈ N,

çíàéäåòüñÿ Bj, ÿêà íå ìà¹ ñïiëüíèõ òî÷îê iç {g(x)|g ∈ G}, à òèì áiëüøå

� ç ñàìîþ îðáiòîþ {g(x)|g ∈ G}. Îòæå, òî÷êà íå ¹ òðàíçèòèâíîþ òîäi i

ëèøå òîäi, êîëè ¨¨ îðáiòà íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç äåÿêîþ Bj.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ êîæíî¨ Bj (j ∈ N) ìíîæèíà Cj òèõ òî÷îê, îðáiòè

ÿêèõ íå ïåðåòèíàþòüñÿ ç Bj, ¹ íiäå íå ùiëüíîþ â X. Íåõàé öå íå òàê. Òîäi

äëÿ äåÿêî¨ j çíàéäåòüñÿ íåïîðîæíÿ âiäêðèòà ìíîæèíà U , ùî íàëåæèòü

Cj. Àëå, çà îçíà÷åííÿì òðàíçèòèâíî¨ ñèñòåìè, çíàéäåòüñÿ g ∈ G, äëÿ

ÿêî¨ g(U) ∩ Bj 6= ∅. Îñêiëüêè g íåïåðåðâíà i Cj ùiëüíà â U , çíàéäåòüñÿ

òî÷êà z ∈ U ∩ Cj, äëÿ ÿêî¨ g(z) ∈ Bj. Àëå öå ñóïåðå÷èòü îçíà÷åííþ Cj.

Òîìó Cj íiäå íå ùiëüíà.

Îòæå, ìíîæèíà íå òðàíçèòèâíèõ òî÷îê ¹ îá'¹äíàííÿì çëi÷åííî¨ ñiì'¨
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íiäå íå ùiëüíèõ ìíîæèí Cj. Çà òåîðåìîþ Áåðà, íåïîðîæíÿ âiäêðèòà

ïiäìíîæèíà êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó íå ìîæå áóòè îá'¹äíàííÿì çëi÷åí-

íî¨ êiëüêîñòi íiäå íå ùiëüíèõ ìíîæèí. Òîìó äëÿ äîâiëüíî¨ íåïîðîæíüî¨

âiäêðèòî¨ U ⊂ X iñíó¹ òî÷êà z ∈ U , ÿêà íå íàëåæèòü æîäíié Cj (j ∈ N).

Âîíà ¹ òðàíçèòèâíîþ. �

Çàâäÿêè íàâåäåíié ëåìi ìîæíà ïîêàçàòè ðiâíiñòü ìiæ ïåðøèìè äâîìà

÷èñëàìè Ëÿïóíîâà äëÿ òðàíçèòèâíî¨ ñèñòåìè, ùî ìè ñôîðìóëþ¹ìî ó

âèãëÿäi îêðåìî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 4.3. Äëÿ òðàíçèòèâíî¨ ñèñòåìi (X,G) ç êîìóòàòèâíîþ íà-

ïiâãðóïîþ G âiðíà ðiâíiñòü L1 = L2.

Äîâåäåííÿ. ßê i â äîâåäåííi òåîðåìè 1, ðîçãëÿíåìî ëèøå âèïàäîê

L1 > 0. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó âiäêðèòó íåïîðîæíþ ìíîæèíó U ⊂ X òà

äåÿêå δ > 0. Çà îçíà÷åííÿì L1, çíàéäóòüñÿ òàêi x, y ∈ U òà g ∈ G, ùî

d(g(x), g(y)) > L1 − δ.

Çà ëåìîþ 4.2, ó ÿê çàâãîäíî ìàëîìó âiäêðèòîìó îêîëi x çíàéäåòüñÿ

òðàíçèòèâíà òî÷êà. Ôóíêöiÿ g íåïåðåðâíà, òîìó iñíó¹ òàêèé îêië V òî-

÷êè x, ùî äëÿ âñiõ v ∈ V âiðíî d(g(x), g(v)) < δ. Ìíîæèíà U ∩ V âiä-

êðèòà òà íåïîðîæíÿ, áî ìiñòèòü òî÷êó x. Îáåðåìî òðàíçèòèâíó òî÷êó z

âñåðåäèíi öi¹¨ ìíîæèíè. Îñêiëüêè z òðàíçèòèâíà, çíàéäåòüñÿ òàêå âiä-

îáðàæåííÿ h ∈ G, ùî òî÷êà h(z) äîñòàòíüî áëèçüêà äî y äëÿ âèêîíàííÿ

óìîâè d(g(h(z)), g(y)) < δ. Òîäi, çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà, ñïðàâäæó-

¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ d(g(z), g(h(z))) ≥ d(g(x), g(y)) − d(g(x), g(z)) −

d(g(h(z)), g(y)) < L1 − 3δ.

Ç êîìóòàòèâíîñòi íàïiâãðóïè G ìà¹ìî g(h(z)) = h(g(z)). Òîìó

d(g(z), h(g(z))) < L1 − 3δ. Òî÷êà g(z) íå ìîæå áóòè içîëüîâàíîþ, iíà-
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êøå âèêîíóâàòèìåòüñÿ ðiâíiñòü L1 = 0. Îòæå, â äîâiëüíîìó îêîëi g(z) ¹

íåñêií÷åííî áàãàòî òî÷îê âèãëÿäó f(z), äå f ∈ G.

Òî÷êà z íå içîëüîâàíà. Äiéñíî, ÿêáè iñíóâàâ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè

z, ùî ìiñòèòü ëèøå ¨¨, òî â öüîìó îêîëi íå çíàéøëîñÿ áè äâîõ òî÷îê x

òà y, ÿêi äëÿ äåÿêî¨ f ∈ G çàäîâîëüíÿëè áè óìîâó d(f(x), f(y)) > 0.

À öå ñóïåðå÷èëî áè ïðèïóùåííþ ïðî L1 > 0. Ðîçãëÿíåìî íàñòiëüêè ìà-

ëèé âiäêðèòèé îêië W òî÷êè z, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ p ∈ W âèêîíóþòüñÿ

íåðiâíîñòi d(p, z) < δ òà d(h(p), h(z)) < δ. Iç òðàíçèòèâíîñòi òà íå içîëüî-

âàíîñòi z âèïëèâà¹, ùî âñåðåäèíi W iñíó¹ áåçëi÷ òî÷îê âèãëÿäó fi(z), äå

fi ∈ G. Çà âèáîðîì ìíîæèíè W , äëÿ òàêèõ òî÷îê âèêîíóþòüñÿ íåðiâíî-

ñòi d(z, fi(z)) < δ òà d(h(z), h(fi(z))) < δ. Òîìó çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà

îòðèìó¹ìî d(fi(z), fi(h(z))) > d(z, h(z))−d(z, fi(z))−d(h(z), h(fi(z))) >

L1 − 5δ.

Îòæå, äëÿ äàíî¨ ñèñòåìè L2 ≥ L1 − 5δ. Ç äîâiëüíîñòi δ > 0 ìà¹ìî

L1 = L2. �

Ìîæíà äîâåñòè ñõîæó òåîðåìó äëÿ ìiíiìàëüíèõ ñèñòåì. Ó öüîìó âè-

ïàäêó âiðíèìè âèÿâëÿþòüñÿ äâi ðiâíîñòi ó ðiçíèõ ïàðàõ ÷èñåë Ëÿïóíîâà.

Òåîðåìà 4.4. Äëÿ ìiíiìàëüíî¨ ñèñòåìi (X,G) ç êîìóòàòèâíîþ íàïiâ-

ãðóïîþ G âiðíi ðiâíîñòi L1 = L2 òà L3 = L4.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ìiíiìàëüíà ñèñòåìà çàâæäè ¹ òðàíçèòèâíîþ,

ðiâíiñòü L1 = L2 ñëiäó¹ ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè.

Äëÿ äîâåäåííÿ ðiâíîñòi L3 = L4 ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó z òà ¨¨

äîâiëüíèé îêië U . Çà îçíà÷åííÿì ÷èñëà L3, äëÿ äîâiëüíîãî δ > 0 çíà-

éäóòüñÿ òàêi y ∈ U òà g ∈ G, ùî d(g(z), g(y)) > L3 − δ. Íåõàé V ⊂ U

� âiäêðèòèé îêië òî÷êè y, äëÿ ÿêîãî diam(g(V )) < δ. Òî÷êà z ¹ òðàíçè-
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òèâíîþ, òîìó iñíó¹ òàêà h ∈ G, ùî h(z) ∈ V . Çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà,

d(g(z), h(g(z))) > d(g(z), g(y)) − d(g(y), h(g(z))) > L3 − 2δ. Äàëi ìîæíà

çàñòîñóâàòè òi æ ñàìi ìiðêóâàííÿ, ùî i â äîâåäåííi òåîðåìè 4.3, çâiäêè

îòðèìà¹ìî L3 = L4. �

4.4 ×óòëèâiñòü ó ñåíñi Ëi-Éîðêà

Äàëi ìè ðîçãëÿíåìî ïîíÿòòÿ ÷óòëèâîñòi â ñåíñi Ëi-Éîðêà. Öå ïîíÿòòÿ,

çàïðîïîíîâàíå Ëi òà Éîðêîì äëÿ ñèñòåì âèãëÿäó (X, f), óçàãàëüíåíå òóò

íà âèïàäîê ñèñòåìè (X,G).

Ó äàíié ÷àñòèíi ìè ïîøèðèìî íà âèïàäîê äi¨ íàïiâãðóïè äåÿêi òâåð-

äæåííÿ çi ñòàòòi [4], ùî ñòîñóþòüñÿ ÷óòëèâîñòi ñèñòåì ó ñåíñi Ëi-Éîðêà, à

òàêîæ ÷óòëèâîñòi âçàãàëi. Â íàâåäåíèõ óçàãàëüíåííÿõ äîâåäåòüñÿ íàêëà-

ñòè ïåâíi îáìåæåííÿ íà äiþ÷ó íàïiâãðóïó G. Íàïðèêëàä, ìè ïîêàæåìî

÷óòëèâiñòü ñëàáêî çìiøóþ÷î¨ ñèñòåìè (X,G) çà Ëi-Éîðêîì ó âèïàäêó,

êîëè G ¹ êîìóòàòèâíîþ.

Ââåäåìî äåÿêi äîïîìiæíi ïîíÿòòÿ.

Îçíà÷åííÿ 4.10. Äëÿ çàäàíîãî ε ïàðó (x, y) áóäåìî íàçèâàòè ε-

àñèìïòîòè÷íîþ, ÿêùî iñíó¹ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü åëåìåíòiâ g ∈ G,

äëÿ ÿêèõ d(g(x), g(y)) > ε. Ïàðà (x, y) íàçèâà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íîþ,

ÿêùî âîíà ε-àñèìïòîòè÷íà äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0.

Ìîæíà äàòè é iíøå îçíà÷åííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïàðè, ÿêå òàêîæ çáiãà-

¹òüñÿ ç êëàñè÷íèì ó âèïàäêó G = fn|n ∈ N0.

Îçíà÷åííÿ 4.11. Ïàðà (x, y) íàçèâà¹òüñÿ ñåêâåíöiàëüíî àñèì-

ïòîòè÷íîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi {gi}∞i=1, äå âñi gi ¹

åëåìåíòàìè íàïiâãðóïè G, âiäìiííèìè âiä îäèíè÷íîãî, âèêîíó¹òüñÿ
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limn→∞ d(gn...g1(x), gn...g1(y)) = 0.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó àñèìïòîòè÷íà ïàðà íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ ñåêâåíöi-

àëüíî àñèìïòîòè÷íîþ. Àëå çà íàñòóïíèõ óìîâ òàêå òâåðäæåííÿ ¹ âiðíèì.

Òâåðäæåííÿ 4.5. ßêùî äëÿ âñiõ g ∈ G, âñiõ k ∈ N òà âñiõ íåîäèíè-

÷íèõ h1, ..., hk ∈ G âèêîíó¹òüñÿ hk...h1g 6= g, òî áóäü-ÿêà àñèìïòîòè÷íà

ïàðà ¹ ñåêâåíöiàëüíî àñèìïòîòè÷íîþ.

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ îòðèìó¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åíü.

Ç íüîãî ñëiäó¹, ùî àñèìïòîòè÷íi ïàðè ¹ ñåêâåíöiàëüíî àñèìïòîòè÷íè-

ìè ó âèïàäêó, êîëè íàïiâãðóïà G ¹ âiëüíîþ àáî âiëüíîþ êîìóòàòèâíîþ.

Çîêðåìà, êîëè G = F . À ó âèïàäêó ñêií÷åííî ïîðîäæåíî¨ êîìóòàòèâíî¨

íàïiâãðóïè G ìîæíà äîâåñòè é îáåðíåíå òâåðäæåííÿ: êîæíà ñåêâåíöi-

àëüíî àñèìïòîòè÷íà ïàðà òàêîæ ¹ àñèìïòîòè÷íîþ.

Äàëi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïåðøå îçíà÷åííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïà-

ðè, òîìó ùî âîíî çðó÷íiøå äëÿ íàøèõ öiëåé.

Îçíà÷åííÿ 4.12. Ïàðà (x, y) íàçèâà¹òüñÿ ïðîêñèìàëüíîþ, ÿêùî äëÿ

áóäü-ÿêîãî δ > 0 iñíó¹ åëåìåíò g ∈ G, äëÿ ÿêîãî d(g(x), g(y)) < δ. ×åðåç

Prox(x) ìè ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó òî÷îê y ∈ X, äëÿ ÿêèõ ïàðà (x, y)

¹ ïðîêñèìàëüíîþ.

Îçíà÷åííÿ 4.13. Ïàðà (x, y) íàçèâà¹òüñÿ ïàðîþ Ëi-Éîðêà, ÿêùî âî-

íà ïðîêñèìàëüíà, àëå íå àñèìïòîòè÷íà. Äëÿ çàäàíîãî ε ïàðó (x, y) áó-

äåìî íàçèâàòè ε-ïàðîþ Ëi-Éîðêà, ÿêùî âîíà ïðîêñèìàëüíà, àëå íå ε-

àñèìïòîòè÷íà.

Îçíà÷åííÿ 4.14. Ñèñòåìà (X,G) íàçèâà¹òüñÿ ÷óòëèâîþ ó ñåíñi Ëi-

Éîðêà, ÿêùî ¹ òàêå ε > 0, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíî-

æèíè U ⊂ X òà áóäü-ÿêîãî x ∈ U iñíó¹ òàêå y ∈ U , äëÿ ÿêîãî ïàðà (x, y)
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¹ ε-ïàðîþ Ëi-Éîðêà.

4.5 Äåÿêi çàãàëüíi àñïåêòè ÷óòëèâîñòi äi¨ íàïiâãðóï

Äëÿ çàäàíî¨ ñèñòåìè (X,G) áóäåìî ïîçíà÷àòè ìíîæèíó ðiâíîìiðíî íå-

ïåðåðâíèõ òî÷îê ÷åðåç Eq(G), à ìíîæèíó òðàíçèòèâíèõ òî÷îê ïîçíà÷à-

òèìåìî çàïèñîì Trans(G).

Ó [4] áóëî çàçíà÷åíî, ùî äëÿ òðàíçèòèâíî¨ ñèñòåìè (X, f) ìîæå ñïðàâ-

äæóâàòèñÿ ëèøå îäèí ç äâîõ íàñòóïíèõ âèïàäêiâ: àáî Eq(f) = ∅, àáî

Eq(f) = Trans(f). Ìè óçàãàëüíèìî öå òâåðäæåííÿ íàñòóïíèì ÷èíîì.

Áóäåìî êàçàòè, ùî íàïiâãðóïà ìà¹ âëàñòèâiñòü ñêií÷åííîãî çñóâó, ÿêùî

äëÿ áóäü-ÿêîãî g ∈ G ìíîæèíà G\{hg|h ∈ G} ñêií÷åííà. Íàïðèêëàä, G

ìà¹ öþ âëàñòèâiñòü ó âèïàäêó, êîëè âîíà ïîðîäæåíà îäíèì åëåìåíòîì

(âèïàäîê G = fn|n ∈ N0), àáî ó âèïàäêó, êîëè âîíà ¹ ãðóïîþ. Ñïðàâå-

äëèâå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 4.6. ßêùî ñèñòåìà (X,G) � òðàíçèòèâíà, G ìà¹ âëà-

ñòèâiñòü ñêií÷åííîãî çñóâó òà Eq(G) 6= ∅, òî Eq(G) = Trans(G).

Äîâåäåííÿ. Ñïåðøó ïîêàæåìî, ùî Eq(G) ⊆ Trans(G). Íåõàé x /∈

Trans(G). Òîäi iñíó¹ òàêà âiäêðèòà íåïîðîæíÿ U ⊂ X, ùî g(x) /∈ U äëÿ

âñiõ g ∈ G. Íåõàé y � äåÿêà òî÷êà ìíîæèíè U . Òîäi iñíó¹ ε > 0, äëÿ

ÿêîãî âåñü ε-îêië òî÷êè y íàëåæèòü U . Íåõàé V � ε/2-îêië y. Íåõàé z

� äîâiëüíà òðàíçèòèâíà òî÷êà. Òîäi iñíó¹ g ∈ G, äëÿ ÿêîãî g(z) ∈ V .

Çâiäñè ñëiäó¹ d(g(x), g(z)) > ε/2, òîìó ùî g(x) /∈ U . Çà òâåðäæåííÿì

2, ó áóäü-ÿêîìó âiäêðèòîìó îêîëi òî÷êè x ¹ òðàíçèòèâíà òî÷êà. Îòæå,

áóäü-ÿêèé îêië òî÷êè x ïiä äi¹þ äåÿêîãî åëåìåíòà ç G ðîçòÿãó¹òüñÿ íå

ìåíøå, íiæ íà ε/2. Òîìó x ¹ ÷óòëèâîþ. Iíøèìè ñëîâàìè, x /∈ Eq(G).
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Òåïåð äîâåäåìî, ùî êîæíà òðàíçèòèâíà òî÷êà ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâ-

íîþ. Âiçüìåìî äîâiëüíå ε > 0. Íåõàé y ∈ Eq(G). Òîäi iñíó¹ òàêèé

âiäêðèòèé îêië U òî÷êè y, ùî diam(h(U)) < ε äëÿ âñiõ h ∈ G. Íå-

õàé x ∈ Trans(G). Çà âèáîðîì x, iñíó¹ g ∈ G, äëÿ ÿêîãî g(x) ∈ U . Ç

íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ g ñëiäó¹, ùî ¹ âiäêðèòèé îêië V òî÷êè x, äëÿ

ÿêîãî g(V ) ⊂ U . Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà âèãëÿäó hg (h ∈ G) ìà¹ìî

diam(hg(V )) = diam(h(g(V ))) ≤ diam(h(U)) < ε. Çà âëàñòèâiñòþ ñêií-

÷åííîãî çñóâó, â G iñíó¹ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü åëåìåíòiâ g1, ..., gk, ÿêi

íå äîðiâíþþòü hg äëÿ æîäíîãî h ∈ G. Íåõàé Vi (1 ≤ i ≤ k) � âiäêðèòi

îêîëè òî÷êè x, äëÿ ÿêèõ diam(gi(Vi)) < ε. Òîäi W = V ∩V1 ∩ ...∩Vk òåæ

¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x. Çà ïîáóäîâîþ ìíîæèíè W , äëÿ áóäü-ÿêîãî

h ∈ G âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü diam(h(W )) < ε. Îòæå, x ∈ Eq(G). �

ßêùî íàïiâãðóïà G ¹ ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì, ìåòðèêà ÿêî¨ óçãîäæåíà

ç ¨¨ äi¹þ íà X (òîáòî ÿêùî âiäîáðàæåííÿ f(g, x) = g(x) ¹ íåïåðåðâ-

íèì çà ñóêóïíiñòþ àðãóìåíòiâ), òî óìîâó ñêií÷åííîñòi çñóâó ìîæíà ïî-

ñëàáèòè. À ñàìå, ¨¨ ìîæíà çàìiíèòè óìîâîþ ïåðåäêîìïàêòíîñòi çñóâó:

áóäü-ÿêà ìíîæèíà âèãëÿäó G\{hg|h ∈ G} ìà¹ ìiñòèòèñÿ â äåÿêîìó êîì-

ïàêòi. Îñêiëüêè X � êîìïàêòíèé ïðîñòið, òî äëÿ áóäü-ÿêî¨ êîìïàêòíî¨

ïiäìíîæèíè C ⊂ G ìíîæèíà C × X òåæ áóäå êîìïàêòíîþ. Îòæå, çà

òåîðåìîþ ïðî ðiâíîìiðíó íåïåðåðâíiñòü, iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî äëÿ áóäü-

ÿêîãî g ∈ C òà äîâiëüíèõ x, y ∈ X, äëÿ ÿêèõ d(x, y) < δ, ñïðàâäæó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü d(g(x), g(y)) < ε/2. Öå îçíà÷à¹, ùî îñòàíí¹ äîâåäåííÿ ìîæíà

ðîçïîâñþäèòè íà âèïàäîê óìîâè ïåðåäêîìïàêòíîñòi çñóâó, ÿêùî â ÿêîñòi

âiäïîâiäíîãî W âçÿòè ïåðåòèí V ç δ-îêîëîì òî÷êè x.

Óìîâi ïåðåäêîìïàêòíîñòi çñóâó, çîêðåìà, çàäîâîëüíÿ¹ íàïiâãðóïà R+,
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åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ íåâiä'¹ìíi äiéñíi ÷èñëà, à îïåðàöi¹þ ¹ äîäàâàííÿ. Çà

äîïîìîãîþ äi¨ òàêî¨ íàïiâãðóïè ìîæíà îïèñóâàòè ñèñòåìè, åâîëþöiÿ ÿêèõ

çàäà¹òüñÿ çâè÷àéíèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì. Îòæå, äëÿ âèïàäêó

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ òâåðäæåííÿ 4.6 òåæ âiðíå (ÿêùî ìíîæèíà

çíà÷åíü ôóíêöié, çàäàíèõ ðiâíÿííÿì, ¹ êîìïàêòíîþ).

4.6 ×óòëèâiñòü Ëi-Éîðêà äëÿ ñëàáêî çìiøóþ÷èõ ñèñòåì

Ó öüîìó ðîçäiëi íàâîäèòüñÿ îñíîâíèé ðåçóëüòàò ùîäî ÷óòëèâîñòi ó ñåíñi

Ëi-Éîðêà äëÿ ñëàáêî çìiøóþ÷èõ ñèñòåì. Íàâåäåìî îçíà÷åííÿ òàêî¨ ñè-

ñòåìè.

Îçíà÷åííÿ 4.15. Ñèñòåìà (X,G) ¹ (òîïîëîãi÷íî) ñëàáêî çìiøóþ÷îþ,

ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ ìíîæèí T, U, V,W ⊂ X iñíó¹

g ∈ G, äëÿ ÿêîãî g(T )∩V 6= ∅ òà g(U)∩W 6= ∅. Iíøèìè ñëîâàìè, (X,G)

¹ ñëàáêî çìiøóþ÷îþ, ÿêùî (X ×X,G×G) ¹ òðàíçèòèâíîþ.

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíó ëåìó.

Ëåìà 4.7. Íåõàé (X,G) � ñëàáêî çìiøóþ÷à ñèñòåìà, äå G � àáåëåâà

(òîáòî äëÿ âñiõ g, h ∈ G: gh = hg). Òîäi äëÿ êîæíîãî x ∈ X iñíó¹ z ∈ X ç

íàñòóïíîþ âëàñòèâiñòþ: äëÿ áóäü-ÿêèõ âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ U, V ⊂ X

i áóäü-ÿêîãî âiäêðèòîãî îêîëó W òî÷êè z ¹ åëåìåíò g ∈ G, äëÿ ÿêîãî

îäíî÷àñíî ìà¹ìî g(U) ∩ V 6= ∅ òà g(x) ∈ W .

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ: ÿêùî C � ñiì'ÿ çà-

ìêíåíèõ ïiäìíîæèí êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè i êîæíèé ñêií÷åííèé íàáið

ìíîæèí ç C ìà¹ ñïiëüíó òî÷êó, òî é óñi ìíîæèíè ó C ìàþòü ñïiëüíó

òî÷êó. Öå òâåðäæåííÿ ðiâíîñèëüíå òåîðåìi Áîðåëÿ-Ëåáåãà ïðî òå, ùî ç

áóäü-ÿêîãî ïîêðèòòÿ êîìïàêòà âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè ìîæíà âèáðàòè
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ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ.

Áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç OrbU,V (x) ìíîæèíó {g(x)| g ∈ G, g(U) ∩

V 6= ∅}. Òàêîæ íåõàé O(X) ïîçíà÷à¹ ñiì'þ âñiõ âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ

ïiäìíîæèí X. Ìè ïîêàæåìî, ùî âñi ìíîæèíè ñiì'¨ {OrbU,V (x) | U, V ∈

O(X)} ìàþòü ñïiëüíó òî÷êó.

Îñíîâíà iäåÿ íàøîãî äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íà iäå¨ Õ. Ôþðñòåíáåðãà,

ÿêèé ó ðîáîòi [16] ïîêàçàâ, ùî ó âèïàäêó çìiøóþ÷î¨ ñèñòåìè (X, f) äëÿ

áóäü-ÿêîãî k ∈ N ñèñòåìà (Xk, fk) ¹ òðàíçèòèâíîþ.

Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ ìíîæèí U1, U2, ..., Uk òà

V1, V2, ..., Vk. Çà îçíà÷åííÿì ñëàáêî çìiøóþ÷î¨ ñèñòåìè, iñíó¹ g ∈ G,

äëÿ ÿêîãî g(U1) ∩ U2 6= ∅ i g(V1) ∩ V2 6= ∅. Íåõàé U12 = U1 ∩ g−1(U2)

òà V12 = V1 ∩ g−1(V2). (Âiäìiòèìî, ùî iñíóâàííÿ åëåìåíòà g−1 ó G íå

¹ íåîáõiäíèì: ÷åðåç g−1(S) ìè ïîçíà÷à¹ìî ìíîæèíó âñiõ òî÷îê x, äëÿ

ÿêèõ g(x) ∈ S.) Çà âèáîðîì g, ìíîæèíè U12 i V12 íå ïîðîæíi. Òàêîæ âîíè

âiäêðèòi, áî ôóíêöiÿ g ¹ íåïåðåðâíîþ.

Ïîêàæåìî, ùî OrbU12,V12(x) ìiñòèòüñÿ ó ïåðåòèíi ìíîæèí OrbU1,V1(x)

òà OrbU2,V2(x). Äiéñíî, ÿêùî h(U12) ∩ V12 6= ∅, òî h(U1) ∩ V1 6= ∅ òà

hg−1(U2) ∩ g−1(V2) 6= ∅. Äî îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ çàñòîñó¹ìî äiþ

åëåìåíòà g: ghg−1(U2) ∩ V2 6= ∅. Çàâäÿêè êîìóòàòèâíîñòi G öåé âèðàç

ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê h(U2)∩V2 6= ∅. Îòæå, OrbU1,V1(x)∩OrbU2,V2(x) ïî-

êðèâà¹ OrbU12,V12(x). Çàñòîñîâóþ÷è öi ìiðêóâàííÿ ùå êiëüêà ðàçiâ, îòðè-

ìà¹ìî, ùî
k⋂
i=1

OrbUi,Vi(x) ⊃ OrbU12...k,V12...k(x) äëÿ äåÿêèõ íåïîðîæíiõ âiä-

êðèòèõ U12...k òà V12...k. Çâiäñè ìà¹ìî, ùî áóäü-ÿêèé ñêií÷åííèé ïåðåòèí

ìíîæèí âèãëÿäó OrbU,V (x) ¹ íåïîðîæíiì. Îòæå, íåïîðîæíiì áóäå i ñêií-

÷åííèé ïåðåòèí ìíîæèí âèãëÿäó OrbU,V (x). À òîìó, çà òåîðåìîþ Áîðåëÿ-

Ëåáåãà, óñi ìíîæèíè ñiì'¨ {OrbU,V (x) | U, V ∈ O(X)} ìàþòü ñïiëüíó òî-
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÷êó.

Î÷åâèäíî, áóäü-ÿêà òî÷êà z, ÿêà íàëåæèòü óñiì ìíîæèíàì çãàäàíî¨

ñiì'¨, çàäîâîëüíÿ¹ âèìîãàì, âêàçàíèì â óìîâi ëåìè. �

Ç ëåìè 4.7 îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 4.8. Íåõàé (X,G) � ñëàáêî çìiøóþ÷à ñèñòåìà ç êîìóòàòèâ-

íîþ íàïiâãðóïîþ G. Òîäi äëÿ êîæíîãî x ∈ X ìíîæèíà Prox(x) ùiëüíà

â X. �

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x � äîâiëüíà òî÷êà, à U � äîâiëüíà âiäêðèòà íåïî-

ðîæíÿ ïiäìíîæèíàX. Íåõàé z � òàêà òî÷êà, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âiäêðèòèõ

íåïîðîæíiõ ìíîæèí U, V ⊂ X i áóäü-ÿêîãî âiäêðèòîãî îêîëó W òî÷êè z

iñíó¹ åëåìåíò g ∈ G, äëÿ ÿêîãî g(U)∩V 6= ∅ òà g(x) ∈ W . Çà ëåìîþ 4.7,

çãàäàíà òî÷êà z iñíó¹.

Äëÿ êîæíîãî n ∈ N ðîçãëÿíåìî âiäêðèòó êóëþ Bz,1/n iç öåíòðîì ó

òî÷öi z òà ç ðàäióñîì 1/n. Íåõàé U0 � âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, ÷è¹

çàìèêàííÿ ëåæèòü â U . Ìè ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí {Un}∞n=1

íàñòóïíèì ðåêóðåíòíèì ÷èíîì. Äëÿ êîæíîãî n ∈ N íåõàé gn ∈ G � öå

òàêèé åëåìåíò, äëÿ ÿêîãî gn(x) ∈ Bz,1/n òà gn(Un−1) ∩ Bz,1/n 6= ∅. Òîäi

íåõàé Un = Un−1 ∩ g−1n (Bz,1/n).

Ìà¹ìî U0 ⊃ U1 ⊃ U2 ⊃ ..., òîìó ¨õ çàìèêàííÿ � öå âêëàäåíi êîìïàêòè.

Îòæå, âñi Un ìàþòü äåÿêó ñïiëüíó òî÷êó y. Âiäìiòèìî, ùî çà âèáîðîì

U0 ñïðàâäæó¹òüñÿ y ∈ U . Äëÿ êîæíîãî n ∈ N ìà¹ìî gn(x) ∈ Bz,1/n òà

gn(y) ∈ Bz,1/n, ç ÷îãî ñëiäó¹ d(gn(x), gn(y)) < 2/n. Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî

(x, y) � ïðîêñèìàëüíà ïàðà. Îñêiëüêè ìíîæèíà U � äîâiëüíà, Prox(x) ¹

ùiëüíîþ â X. �

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Asymε(x) ìíîæèíó òàêèõ òî÷îê y ∈ X, ùî (x, y) ¹



97

ε-àñèìïòîòè÷íîþ ïàðîþ. Òåïåð äîâåäåìî ïðîìiæíèé ðåçóëüòàò ó ïðèïó-

ùåííi çëi÷åííîñòi G.

Òåîðåìà 4.9. Íåõàé X ìiñòèòü áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè, G � çëi÷åííà òà

àáåëåâà, à (X,G) � ñëàáêî çìiøóþ÷à. Òîäi iñíó¹ òàêå ε > 0, ùî äëÿ âñiõ

x ∈ X ìíîæèíà Prox(x)\Asymε(x) ¹ ùiëüíîþ â X.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó x ∈ X. Íåõàé (x, y) � ε-

àñèìïòîòè÷íà ïàðà. Òîäi, çà îçíà÷åííÿì òàêî¨ ïàðè, iñíó¹ ñêií÷åííà ïiä-

ìíîæèíà F ⊂ G, òàêà, ùî íåðiâíiñòü d(g(x), g(y)) ≤ ε âiðíà äëÿ âñiõ

g ∈ G\F . Iíøèìè ñëîâàìè, äëÿ áóäü-ÿêîãî g ∈ G\F òî÷êà y íàëåæèòü

g−1(Bg(x),ε), äå Bg(x),ε � çàìêíåíà êóëÿ ç öåíòðîì g(x) òà ðàäióñîì ε. Îò-

æå, y íàëåæèòü ìíîæèíi
⋂

g∈G\F
g−1(Bg(x),ε). Öÿ ìíîæèíà ¹ çàìêíåíîþ ÿê

ïåðåòèí çàìêíåíèõ ìíîæèí g−1(Bg(x),ε). Íàðåøòi, íåõàé F(G) ïîçíà÷à¹

ñiì'þ âñiõ ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí G. Òîäi

Asymε(x) =
⋃

F∈F(G)

 ⋂
g∈G\F

g−1(Bg(x),ε)

 .

Âiçüìåìî äâi ðiçíi òî÷êè a, b ∈ X. Äîâåäåìî, ùî äëÿ ε = d(a, b)/4

ìíîæèíà Prox(x)\Asymε(x) ùiëüíà â X äëÿ êîæíîãî x ∈ X.

Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòi êóëi Ba,ε òà Bb,ε ðàäióñà ε ç öåíòðàìè a òà b

âiäïîâiäíî. Çà âëàñòèâiñòþ ñëàáêî¨ çìiøóâàíîñòi, äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨

íåïîðîæíüî¨ U ⊂ X ¹ äåÿêå g ∈ G, äëÿ ÿêîãî îäíî÷àñíî g(U)∩Bx,ε 6= ∅

òà g(U)∩By,ε 6= ∅. Ç öüîãî ñëiäó¹, ùî äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨

U ⊂ X iñíó¹ g ∈ G, äëÿ ÿêîãî diam(g(U)) > 2ε.

Äëÿ äîâiëüíîãî F ∈ F(G) ÷åðåç AF,ε(x) ïîçíà÷èìî ìíîæèíó⋂
g∈G\F

g−1(Bg(x),ε). Çà ïîáóäîâîþ AF,ε(x), öÿ ìíîæèíà çàìêíåíà. Äîâåäå-

ìî, ùî êîæíà ìíîæèíà òàêîãî âèãëÿäó ¹ íiäå íå ùiëüíîþ â X. Ïðèïó-
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ñòèìî ïðîòèëåæíå: íåõàé äåÿêà AF,ε(x) ùiëüíà ó ÿêiéñü âiäêðèòié íåïî-

ðîæíié V ⊂ X. Àëå ðàçîì ç òèì, ùî AF,ε(x) çàìêíåíà, öå äàâàëî áè

V ⊂ AF,ε(x). Çâiäñè äëÿ áóäü-ÿêîãî g /∈ F i äëÿ áóäü-ÿêèõ y, z ∈ V áó-

ëî áè d(g(y), g(z)) ≤ d(g(x), g(y)) + d(g(x), g(z)) ≤ 2ε. Îòæå, äëÿ âñiõ

g /∈ F ìè ìàëè áè diam(g(V )) ≤ 2ε. Îñêiëüêè F � ñêií÷åííà, ìîæíà

áóëî á îáðàòè âiäêðèòó íåïîðîæíþ U ⊂ V òàêèì ÷èíîì, ùî íåðiâíiñòü

diam(g(V )) ≤ 2ε âèêîíóâàëàñÿ á i äëÿ âñiõ g ∈ F . Àëå öå ñóïåðå÷èëî á

ðàíiøå äîâåäåíîìó òâåðäæåííþ, çãiäíî ç ÿêèì äëÿ áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨

íåïîðîæíüî¨ U ⊂ X iñíó¹ òàêå g ∈ G, ùî diam(g(U)) > 2ε. Òîìó âñi ìíî-

æèíè âèãëÿäó AF,ε(x) ¹ íiäå íå ùiëüíèìè â X. I ÿê ìè ïîêàçàëè âèùå,

Asymε(x) =
⋃

F∈F(G)
AF,ε(x).

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

X\Prox(x) =
∞⋃
n=1

⋂
g∈G

X\g−1(Bg(x),1/n)

 .

Íåõàé D1/n(x) ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó
⋂
g∈G

X\g−1(Bg(x),1/n). Çà ïîáóäîâîþ,

áóäü-ÿêà ìíîæèíà òàêîãî âèãëÿäó ¹ çàìêíåíîþ. Òàêîæ óñi òàêi ìíîæèíè

íiäå íå ùiëüíi, iíàêøå îäíà ç òàêèõ ìíîæèí ìiñòèëà áè äåÿêó âiäêðèòó

íåïîðîæíþ ìíîæèíó, ç ÷îãî ñëiäóâàëî áè, ùî Prox(x) íå ùiëüíà â X.

Àëå îñòàíí¹ ñóïåðå÷èëî áè íàñëiäêó 4.8.

Ïiñëÿ âñüîãî öüîãî ìîæíà ñêàçàòè, ùî

(X\Prox(x)) ∪ Asymε(x) =

( ∞⋃
n=1

D1/n(x)

)
∪

 ⋃
F∈F(G)

AF,ε(x)

 .

Îòæå, çàçíà÷åíà ìíîæèíà ¹ çëi÷åííèì îá'¹äíàííÿì íiäå íå ùiëüíèõ ìíî-

æèí. Òîìó, çà òåîðåìîþ Áåðà ïðî êàòåãîði¨, ìíîæèíà (X\Prox(x)) ∪
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Asymε(x) íå ìîæå ìiñòèòè íiÿêî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè. Îòæå,

¨¨ äîïîâíåííÿ Prox(x)\Asymε(x) ùiëüíå â X äëÿ êîæíîãî x ∈ X. �

Íàñàìêiíåöü, äîâåäåìî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.10. Íåõàé X ìiñòèòü áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè, G � êîìóòàòèâ-

íà òà (X,G) � ñëàáêî çìiøóþ÷à. Òîäi (X,G) ¹ ÷óòëèâîþ â ñåíñi Ëi-Éîðêà.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ âiäîìèì ôàêòîì, ùî ïðîñòið íåïåðåðâíèõ

ôóíêöié ç êîìïàêòà â êîìïàêò ¹ ñåïàðàáåëüíèì âiäíîñíî ðiâíîìiðíî¨ ìå-

òðèêè. Òîáòî, ìîæíà âèáðàòè òàêó çëi÷åííó ïiäìíîæèíó H0 ⊂ G, ùî

äëÿ äîâiëüíîãî δ > 0 i áóäü-ÿêîãî g ∈ G iñíó¹ h ∈ H0, äëÿ ÿêîãî

max
x∈X

d(g(x), h(x)) < δ. Âiçüìåìî ïiäìíîæèíó H0 ç îïèñàíèìè âëàñòè-

âîñòÿìè i ðîçãëÿíåìî íàïiâãðóïó H, ïîðîäæåíó âñiìà åëåìåíòàìè ç H0.

Íàïiâãðóïà H, ÿê i ìíîæèíà H0, ¹ çëi÷åííîþ. Òàêîæ, î÷åâèäíî, ñèñòåìà

(X,H) � ñëàáêî çìiøóþ÷à.

Ç òåîðåìè 4.9 îòðèìó¹ìî, ùî (X,H) � ÷óòëèâà çà Ëi-Éîðêîì. Îòæå,

òàêîþ ¹ i (X,G). �

4.7 Çàêëþ÷íi çàóâàæåííÿ

Ìè ïîêàçàëè ÷óòëèâiñòü ó ñåíñi Ëi-Éîðêà äëÿ ñëàáêî çìiøóþ÷î¨ ñèñòåìè

(X,G), äå ïðîñòið X ìiñòèòü áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè, à íàïiâãðóïà G ¹ êîìó-

òàòèâíîþ. �äèíèì ìiñöåì ó äîâåäåííi, äå ïîòðiáíà êîìóòàòèâíiñòü G, ¹

òâåðäæåííÿ ïðî òå, ùî ñèñòåìà (X,G) ¹ k-òðàíçèòèâíîþ äëÿ âñiõ k ∈ N �

òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî k òðàíçèòèâíîþ ¹ ñèñòåìà (Xk, Gk).

Ç iíøîãî áîêó, â ñòàòòi [11] ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó íåêîìóòàòèâíî¨ íàïiâ-

ãðóïè ç ¨¨ ñëàáêî¨ çìiøóâàíîñòi íå îáîâ'ÿçêîâî ñëiäó¹ k-òðàíçèòèâíiñòü.

Îêðiì òâåðäæåííÿ ïðî k-òðàíçèòèâíiñòü ñëàáêî çìiøóþ÷î¨ ñèñòåìè, ó
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âñiõ iíøèõ ìiðêóâàííÿõ, ïîòðiáíèõ äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.10, ìè íå

ïðèïóñêàëè êîìóòàòèâíiñòü G. Òîìó öþ òåîðåìó ìîæíà ïåðåíåñòè i íà

âèïàäîê äîâiëüíî¨ íàïiâãðóïè, çàìiíèâøè ñëàáêó çìiøóâàíiñòü óìîâîþ,

ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî k çàäàíà ñèñòåìà ¹ k-òðàíçèòèâíîþ.

Òàêîæ ó [11] íàâåäåíî ðåçóëüòàòè, ç ÿêèõ âèïëèâà¹, ùî ÷óòëèâiñòü Ëi-

Éîðêà ïðèòàìàííà øèðîêîìó êëàñó ñèñòåì (X,G), äå G ¹ ãðóïîþ. Çîêðå-

ìà, ðîçãëÿäàþòüñÿ òîòàëüíî òðàíçèòèâíi ñèñòåìè, òîáòî òàêi (X,G),

ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïiäãðóïè H, ÿêà ìà¹ ñêií÷åííèé iíäåêñ ó ãðóïi G, ñè-

ñòåìà (X,H) ¹ òðàíçèòèâíîþ. Ó çãàäàíié ðîáîòi ïðîäåìîíñòðîâàíî, ùî

ñèñòåìà (X,G) ¹ k-òðàíçèòèâíîþ äëÿ âñiõ k, ÿêùî âîíà òîòàëüíî òðàíçè-

òèâíà (çîêðåìà, ÿêùî âîíà ñëàáêî çìiøóþ÷à) òà ìà¹ âñþäè ùiëüíó ìíî-

æèíó ïåðiîäè÷íèõ òî÷îê. Òóò òî÷êà x íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäè÷íîþ, ÿêùî

¨¨ îðáiòà {g(x)|g ∈ G} ñêií÷åííà. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ òîòàëüíî òðàíçè-

òèâíèõ ñèñòåì ç óñþäè ùiëüíîþ ìíîæèíîþ ïåðiîäè÷íèõ òî÷îê ìîæíà

äîâåñòè àíàëîã ëåìè 4.6, íå ïðèïóñêàþ÷è êîìóòàòèâíîñòi ãðóïè G. À

òîäi ñïðàâåäëèâà i íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.11. Íåõàé X ìiñòèòü áiëüøå îäíi¹¨ òî÷êè, G � ãðóïà, à

(X,G) ¹ òîòàëüíî òðàíçèòèâíîþ ñèñòåìîþ ç óñþäè ùiëüíîþ ìíîæèíîþ

ïåðiîäè÷íèõ òî÷îê. Òîäi (X,G) ¹ ÷óòëèâîþ â ñåíñi Ëi-Éîðêà.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Ó öüîìó ðîçäiëi íàâåäåíî ðÿä îçíà÷åíü òà ðåçóëüòàòiâ, ÿêi ñòîñóþòüñÿ

ñèñòåì, ùî çàäàþòüñÿ äi¹þ íàïiâãðóïè.

Ïðîàíàëiçîâàíî ÿâèùå ÷óòëèâîñòi ñèñòåì âèãëÿäó (X,G), äå X � êîì-

ïàêòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, à G � íàïiâãðóïà íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü
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X ó ñåáå, äëÿ ÿêî¨ íàïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ ¹ êîìïîçèöiÿ ôóíêöié. Äëÿ

òàêèõ ñèñòåì ðîçãëÿäàþòüñÿ ÷îòèðè ÷èñëà Ëÿïóíîâà � öå ðiçíi êiëüêiñíi

ïîêàçíèêè, ùî ¹ åêñòðåìàëüíèìè òà àñèìïòîòè÷íèìè õàðàêòåðèñòèêà-

ìè, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç ÷óòëèâiñòþ ñèñòåìè äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Ïîêàçàíî,

ùî áóäü-ÿêi äâà ÷èñëà Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåì âèãëÿäó (X,G) âiäðiçíÿþ-

òüñÿ íå áiëüøå, íiæ ó 2 ðàçè. Òàêîæ äîâåäåíî, ùî ìiæ äåÿêèìè ÷èñëàìè

Ëÿïóíîâà ñïîñòåðiãàþòüñÿ ðiâíîñòi ó âèïàäêó òðàíçèòèâíî¨, ìiíiìàëüíî¨

òà ñëàáêî çìiøóþ÷î¨ ñèñòåì ç êîìóòàòèâíîþ íàïiâãðóïîþ G.
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Âèñíîâêè

Äèñåðòàöiþ ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ êiëüêiñíèõ ïîêàçíèêiâ ÷óòëèâîñòi äè-

íàìi÷íèõ ñèñòåì. Òàêîæ ðîçãëÿíóòî øèðøèé êëàñ íàïiâãðóïîâèõ ñèñòåì

òà çðîáëåíi äåÿêi óçàãàëüíåííÿ íà öåé âèïàäîê.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ìîæíà ïiäñóìóâàòè òàêèì

÷èíîì:

• Îòðèìàíî ðiçíi äîñòàòíi óìîâè äëÿ ðiâíîñòåé òà íåðiâíîñòåé ìiæ

÷èñëàìè Ëÿïóíîâà L1, L2, L3, L4, ïîâ'ÿçàíi ç òîïîëîãi÷íèìè âëà-

ñòèâîñòÿìè äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (X, f).

• Äîâåäåíî ðiâíîñòi L1 = L2 òà L3 = L4 äëÿ ñèñòåìè, çàäàíî¨ íåïå-

ðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì âiäðiçêà ó ñåáå.

• Ïîêàçàíî, ùî â ñèñòåìi, çàäàíié íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì êîì-

ïàêòíîãî ïðîñòîðó, òî÷êè x, äëÿ ÿêèõ òðåò¹ ëîêàëüíå ÷èñëî Ëÿ-

ïóíîâà L3(x) ìåíøå çà ïåðøå ÷èñëî L1 öi¹¨ ñèñòåìè, ñêëàäàþòü

ìíîæèíó ïåðøî¨ êàòåãîði¨ ó ñåíñi Áåðà. Òîáòî, ìíîæèíà òàêèõ òî-

÷îê ¹ ó ïåâíîìó ñåíñi ìàëîþ. Çîêðåìà, âîíà íå ìîæå ñïiâïàäàòè ç

óñiì ïðîñòîðîì, íà ÿêîìó çàäàíî ñèñòåìó.

• Ïîêàçàíî, ùî iíäóêîâàíà ñèñòåìà, ïðîñòîðîì ÿêî¨ ¹ ñiì'ÿ çàìêíå-

íèõ çâ'ÿçíèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí âiäðiçêà, çàâæäè ìà¹ òî÷êó

ñòiéêîñòi, îòæå, çîêðåìà, íå ìîæå áóòè ÷óòëèâîþ.

• Îòðèìàíî ðiçíi äîñòàòíi óìîâè äëÿ ðiâíîñòåé òà íåðiâíîñòåé ìiæ

÷èñëàìè Ëÿïóíîâà L1, L2, L3, L4 ó âèïàäêó äi¨ íàïiâãðóïè.

• Äîâåäåíî, ùî ó âèïàäêó êîìóòàòèâíî¨ íàïiâãðóïè G ñëàáêî çìiøó-

þ÷à ñèñòåìà (X,G) ÷óòëèâà ó ñåíñi Ëi-Éîðêà.
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