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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Дисертацiя присвячена дослiдженню гомотопiйних властивостей ор-
бiт гладких функцiй на поверхнях вiдносно дiї вiдповiдних груп дифе-
оморфiзмiв.

Актуальнiсть теми. Гладкi функцiї на многовидах є одним з основ-
них об’єктiв математики сьогодення i мають застосування у рiзних га-
лузях науки. Аналiтичнi властивостi таких функцiй часто несуть iнфор-
мацiю про геометрiю та топологiю многовиду, на якому вони визначенi.

Наприклад, М. Морс довiв, що в околi кожної своєї невиродженої
критичної точки гладка функцiя, пiсля деякої замiни координат, має
стандартний вигляд квадратичного многочлену (лема Морса). Це до-
зволило йому встановити зв’язок мiж числом невироджених критичних
точок рiзних iндексiв з рангами та скрутами груп гомологiй многовиду
(слабкi та сильнi нерiвностi Морса), а також отримати оцiнки числа за-
мкнених геодезичних рiманового многовиду. Таким чином, виявилось,
що «геометрична» будова многовиду суттєво визначається функцiями
Морса на ньому. Розвитком цих iдей, якi отримали назву «теорiя Мор-
са», займалися Л. Люстерник, Л. Шнiрельман, Г. Чогошвiлi, Л. Ельс-
гольц, Р. Бот, Е. Вiттен, С. Новiков, В. Шарко та багато iнших матема-
тикiв XX ст. Їх результати заклали надiйний фундамент для подальших
дослiджень многовидiв методами гладких функцiй та дослiджень глад-
ких функцiй на многовидах.

Варто вiдзначити, що особлива увага придiлялась вивченню спе-
цiальних класiв функцiй Морса, наприклад, мiнiмальних та точних.
С. Смейл довiв iснування таких функцiй на однозв’язних многовидах
розмiрностi бiльше 5. Це дало змогу довести вiдому гiпотезу Пуанкаре
у високих розмiрностях. В. Шарко узагальнив результати С. Смейла та
отримав умови iснування мiнiмальних та точних функцiй Морса на не-
однозв’язних многовидах високої розмiрностi. Також вiн довiв «бiльш
жорсткiшi» нерiвностi Морса для неоднозв’язних многовидiв.

Топологiчна еквiвалентнiсть функцiй дослiджувалась у роботах
А. Фоменка, С. Матвєєва, О. Болсiнова, А. Ошемкова, В. Шарка. У
Києвi цими питаннями займались О. Пришляк, О. Кадубовський, Є. По-
лулях, I. Юрчук, Д. Личак.

Компоненти зв’язностi просторiв функцiй Морса у високих розмiр-
ностях описанi В. Шарка, а на поверхнях вони класифiкованi у роботах
В. Шарка, С. Матвєєва, Х. Цишанга, О. Кудрявцевої та С. Максименка.

Групи кобордизмiв функцiй Морса на поверхнях обчислили К. Iке-
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гамi i О. Саекi та Б. Кальмар.
Дослiдження функцiй на поверхнях у останнi 40 рокiв також було

стимульоване значним прогресом у симплектичнiй топологiї i, зокрема,
у теорiї iнтегровних гамiльтонових систем. А. Фоменко та О. Болсi-
нов побудували теорiї типу Морса для цiлком iнтегровних гамiльтоно-
вих систем з двома ступенями вiльностi (тобто систем, що мають два
функцiонально-незалежних iнтеграли) на чотиривимiрних многовидах.
Також вони показали, що вивчення структури таких систем зводиться
до задач дослiдження комбiнаторних властивостей гладких функцiй на
поверхнях та 3-многовидах, їх деформацiй та симетрiй, тобто автомор-
фiзмiв многовидiв, що зберiгають деяке клiтинне розбиття многовиду.

Зауважимо, що дослiдження груп автоморфiзмiв має довгу iсторiю.
Для повноти викладу нагадаємо, що перший загальний результат був
отриманий ще A. Келi у 1854 роцi, який довiв, що будь-яка скiнченна
група G порядку n є пiдгрупою групи перестановок з n елементiв. E.
Нумелла узагальнив цей результат на топологiчнi групи. К. Жордан
у 1869 роцi описав структуру групи автоморфiзмiв скiнченних дерев i
Р. Фрукт у 1939 показав, що будь-яка скiнченна група може бути реа-
лiзована як група симетрiй деякого скiнченного графу.

Нехай M – замкнена компактна поверхня i Ξ – деяке клiтинне роз-
биття M (наприклад, триангуляцiя). Р. Корi i A. Маншi розглядали
Ξ-гомеоморфiзми, тобто гомеоморфiзми M , що переводять клiтину в
клiтину однакової розмiрностi та зберiгають орiєнтацiї клiтин.

Визначимо групу комбiнаторних автоморфiзмiв Aut(Ξ) розбиття Ξ
як фактор-групу групи Ξ-гомеоморфiзмiв за модулем тих, що зберiга-
ють орiєнтацiї клiтин. Р. Корi i A. Маншi та Й. Шiрань i М. Шковейра
довели, що кожна скiнченна група є iзоморфною групi Aut(Ξ) для де-
якого розбиття деякої поверхнi, яка може бути як орiєнтованою, так i
неорiєнтованою.

A. Фоменко i О. Кудрявцева дали конструктивне доведення цього
факту за допомогою функцiй Морса.

Зауважимо, що 1-вимiрний остов Ξ можна розглядати як граф, вкла-
дений у поверхню. Припустимо, що кожна його вершина має парний
степiнь. Тодi у багатьох випадках (наприклад, коли M є орiєнтованою)
ми можемо побудувати гладку функцiю f : M → R таку, що цей граф
є критичним рiвнем, що мiстить всi сiдла f , а групу Aut(Ξ) можна iн-
терпретувати як групу «комбiнаторних» симетрiй f . Групу симетрiй
функцiй Морса вивчали A. Фоменко, Ю. Браiлов, O. Кадубовський i
A. Клiмчук, О. Кудрявцева i I. Нiконов.
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С. Максименко дослiджував гомотопiйнi властивостi стабiлiзаторiв
та орбiт гладких функцiй на поверхнях вiдносно дiї груп дифеомор-
фiзмiв. Вимагалось, щоб такi функцiї приймали постiйнi значення на
кожнiй зв’язнiй компонентi межi поверхнi, їх критичнi точки належали
до внутрiшностi поверхнi та, щоб в околi кожної критичної точки во-
ни були гладко еквiвалентнi деяким однорiдним полiномам без кратних
множникiв. Позначимо через F (M) множину таких функцiй наM.Оче-
видно, що множина функцiй Морса, якi приймають постiйнi значення
на кожнiй зв’язнiй компонентi межi, є пiдмножиною F (M).

С. Максименко повнiстю описав гомотопiйнi властивостi стабiлiзато-
рiв функцiй з класу F (M). Бiльш того, було знайдено зв’язок мiж фун-
даментальними групами компонент зв’язностi орбiт гладких функцiй на
поверхнях з компонентами зв’язностi стабiлiзаторiв цих функцiй. Зокре-
ма, для всiх компактних поверхонь, крiм 2-тора, 2-сфери, проективної
площини та пляшки Клейна, це дало змогу описати i фундаментальнi
групи компонент зв’язностi орбiт Of (f) функцiй з F (M). Окремо вiд-
значимо, що С. Максименко дав повний опис вищих гомотопiйних груп
орбiт, показавши, що друга гомотопiйна група є тривiальною, а вищi
гомотопiйнi групи iзоморфнi вiдповiдним вищим гомотопiйним групам
поверхнi. Звiдси, якщо поверхня є асферичною, тобто її старшi гомо-
топiйнi групи зануляються, то зв’язна компонента орбiти, яка мiстить
функцiю, є простором Ейленберга-Маклейна K(π, 1), де π – фундамен-
тальна група орбiти. Iншими словами, це означає, що вся гомотопiйна
iнформацiя про компоненту орбiти, що мiстить функцiю, описується
лише її фундаментальною групою.

С. Максименко довiв, що орбiта Of (f) для функцiй з класу F (M)
має гомотопiйний тип скiнченновимiрного CW комплексу, причому,
якщоM є компактною поверхнею, вiдмiнною вiд сфери S2 та проектив-
ної площини RP2, а f ∈ F (M) є функцiєю загального положення, то
Of (f) має гомотопiйний тип n-тора Tn. Якщо f є функцiєю загального
положення на S2 або RP2, то Of (f) має гомотопiйний тип SO(3) × Tn,
для деякого n ≥ 0.

О. Кудрявцева, вивчаючи гомотопiйнi типи просторiв функцiй Мор-
са на поверхнях i використовуючи подiбну технiку узагальнила, цей ре-
зультат i довела, що орбiти довiльних функцiй Морса на орiєнтованих
поверхнях, вiдмiнних вiд S2, мають гомотопiйний тип фактор-простору
n-тора Tn вiдносно дiї деякої скiнченної групи.

Вiдкритою залишалась задача описання фундаментальних груп ор-
бiт гладких функцiй з класу F (M) на орiєнтованих поверхнях M у
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випадках, коли M є 2-тором або 2-сферою.
Основним результатом дисертацiї є повний опис фундаментальних

груп орбiт гладких функцiй з класу F (T 2) на 2-торi.
Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-

ми. Робота виконана у лабораторiї топологiї у складi вiддiлу алгебри
i топологiї Iнституту математики НАН України у рамках державної
науково-дослiдної теми «Алгебраїчнi геометричнi та топологiчнi вла-
стивостi многовидiв з додатковими структурами», номер державної ре-
єстрацiї 0111U000159.

Метою дослiдження є дослiдження структури фундаментальної
групи орбiт широкого класу гладких функцiй на поверхнях вiдносно
правих дiй груп дифеоморфiзмiв поверхонь.

Об’єктом дослiдження є рiзнi класи гладких вiдображень поверхонь
та їх гомотопiйнi властивостi.

Предметом дослiдження є гладкi функцiї на 2-торi та дифеоморфi-
зми 2-тора, що зберiгають функцiї.

Завдання дослiдження: повнiстю описати фундаментальну групу ор-
бiт гладких функцiй на 2-торi для великої множини гладких функцiй,
що мiстить вiдкриту щiльну множину функцiй Морса.

Результати роботи, що виносяться на захист, є новими i полягають
у наступному:

• описано структуру фундаментальних груп орбiт гладких функцiй
на 2-торi, граф Кронрода-Рiба яких мiстить цикл;

• описано структуру фундаментальних груп орбiт гладких функцiй
на 2-торi, граф Кронрода-Рiба яких є деревом, а стабiлiзатори цих
функцiй дiють на зiрках вiдповiдних спецiальних вершин графiв
Кронрода-Рiба тривiально;

• також дано опис фундаментальних груп орбiт для випадку, ко-
ли стабiлiзатори цих функцiй дiють нетривiально на вiдповiдних
зiрках;

• знайдено умови, за яких «комбiнаторна» дiя скiнченної групи на
деякому розбиттi компактної поверхнi є iндукованою дiєю цiєї гру-
пи дифеоморфiзмами, що зберiгають задану гладку функцiю.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати ди-
сертацiї носять теоретичний характер. Отриманi у нiй результати мо-
жуть бути використанi у дослiдженнях з топологiї, алгебри, теорiї дина-
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мiчних систем, теорiї особливостей гладких вiдображень та iнших галу-
зей знань, методи яких використовують топологiчнi структури гладких
функцiй.

Методи дослiдження. У роботi використовуються методи алге-
бри, алгебраїчної, геометричної та диференцiальної топологiї, теорiї ди-
намiчних систем та теорiї особливостей.

Особистий внесок здобувача. Всi результати, що виносяться на
захист, одержанi автором самостiйно. Визначення загального плану до-
слiджень та постановка задач належать науковому керiвниковi.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи доповiда-
лись на:

• ХVI Мiжнароднiй науковiй конференцiї iм. акад. М. Кравчука
(м. Київ, 2014);

• IV Мiжнароднiй Ганськiй конференцiї (м. Чернiвцi, 2014);

• Мiжнароднiй конференцiї присвяченої 100-рiччю професора
Л. А. Калужнiна (м. Київ, 2014);

• Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв (м. Київ 2015);

• 11 Лiтнiй школi «Алгебра, Топологiя, Аналiз» (м. Одеса, 2016);

• Мiжнароднiй конференцiї «Геометрiя та топологiя в Одесi – 2016»
(м. Одеса, 2016);

• Мiжнароднiй конференцiї «Modern Advances in Geometry and
Topology in honor of professor A. A. Borisenko for his 70th birthday»
(м. Харкiв, 2016);

• Науковому семiнарi лабораторiї топологiї вiддiлу алгебри та топо-
логiї Iнституту математики НАН України (м. Київ);

• Семiнарi з фрактального аналiзу Нацiонального педагогiчного
унiверситету iм. М. П. Драгоманова (м. Київ, 2017);

• Мiському геометричному семiнарi (м. Харкiв, 2017).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у 5 стат-
тях.
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Науковi роботи [1, 6–9] опублiковано у наукових виданнях, якi вхо-
дять до перелiку фахових видань МОН України. Серед них три стат-
тi [1,6,9] опублiковано у журналах, що входять до мiжнародних науко-
метричних баз даних (Web of Science, Scopus). В статтях, що опублiко-
ванi у спiвавторствi [1, 6, 7], науковому керiвнику належать постановка
задач, а також загальне керiвництво роботою. Остаточнi формулювання
та доведення результатiв належать здобувачу.

Також результати роботи представленi у матерiалах конференцiй [2–
5,10–12].

Структура й об’єм дисертацiї. Дисертацiйна робота складається
зi вступу, трьох роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел, що
мiстить 76 найменувань. Повний обсяг роботи — 121 сторiнка.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

Роздiлi 1 мiстить вiдомостi про основнi об’єкти дослiдження.
Пiдроздiл 1.1 присвячений гладким функцiя на поверхнях. У пiд-

пунктi 1.1.1 наведено деякi базовi поняття та твердження теорiї Морса.
У пiдпунктi 1.1.2 введено два класи гладких функцiй на поверхнях,

що будуть дослiджуватися в дисертацiї. Для зручностi наведемо їх озна-
чення.

НехайM – гладка компактна поверхня, F (M) ⊂ C∞(M) – множина
гладких функцiй, що задовольняють такi двi умови:

(B) функцiя f ∈ F (M) приймає постiйне значення на кожнiй зв’язнiй
компонентi межi ∂M i всi критичнi точки f належать до внутрi-
шностi M ;

(PL) для кожної критичної точки x функцiї f паросток f у x є глад-
ко еквiвалентним до деякого ненульового однорiдного многочлена
fx : R2 → R степеня ≥ 2 без кратних лiнiйних множникiв.

Нехай E (M) – пiдмножина функцiй у C∞(M), що задовольняють умову
(B), а також наступну умову:

(PQ) для кожної критичної точки x функцiї f паросток f у x є гладко
еквiвалентним до деякого однорiдного многочлену fx : R2 → R без
кратних множникiв.

Очевидно, що E (M) – пiдмножина F (M). Також легко побачити, що
множина функцiй Морса, що задовольняють умову (B), є пiдмножиною
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простору E (M). Таким чином, множина E (M) є також всюди щiльною
i складається з «типових» функцiй.

У цьому пiдпунктi також описана локальна будова шарування в око-
лах критичних точок гладких функцiй.

У пiдроздiлi 1.2 наведено результати про локальнi «симетрiї» фун-
кцiй з класу F (M) у околах критичних точок.

У пiдроздiлi 1.3 дається означення стабiлiзаторiв та орбiт гладких
функцiй.

Нехай M – гладка компактна поверхня, X – замкнена (можливо,
порожня) пiдмножина M i D(M,X) – група дифеоморфiзмiв M, неру-
хомих на деякому околi X. Тодi група D(M,X) дiє справа на просторi
гладких функцiй C∞(M) за таким правилом:

γ : C∞(M)× (M,X)→ C∞(M), γ(f, h) = f ◦ h. (1.3)

Нехай f ∈ C∞(M) – гладка функцiя на M.
Означення 1.3.0.1. Множини

S(f,X) = {h ∈ D(M,X) | f ◦ h = f},
O(f,X) = {f ◦ h |h ∈ D(M,X)}

називаються, вiдповiдно, стабiлiзатором i орбiтою функцiї f вiд-
носно дiї γ. Якщо X = ∅ є порожньою множиною, то покладемо:

D(M) = D(M,∅), S(f) = S(f,∅), O(f) = O(f,∅).

Надiлимо простори D(M,X) та C∞(M,X) вiдповiдними сильними то-
пологiями Уiтнi. Цi топологiї iндукують деякi топологiї на S(f,X) i
O(f,X).

Позначимо через Sid(f,X) i D(M,X), вiдповiдно, зв’язнi компонен-
ти S(f,X) i D(M,X), якi мiстять тотожне вiдображення idM , а через
Of (f,X) – зв’язну компоненту O(f,X), що мiстить f. Нехай також

S ′(f,X) := S(f) ∩ Did(M,X)

– пiдгрупа S(f,X), що складається з дифеоморфiзмiв h ∈ S(f,X), iзо-
топних до тотожного дифеоморфiзму idM . При цьому не вимагається,
щоб цi iзотопiї обов’язково зберiгали f . Тому Sid(f,X) ⊂ S ′(f,X), але,
взагалi кажучи, Sid(f,X) 6= S ′(f,X).
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У пiдроздiлi 1.4 наведено вiдомi результати1,2,3,4 про гомотопiйнi
властивостi орбiт та стабiлiзаторiв функцiй з класу F (M) на гладких
компактних поверхнях. Також у пiдроздiлi 1.4.1 приводяться результа-
ти про множення шляхiв у вiдносних гомотопiйних групах.

У пiдроздiлi 1.5 розглядаються спецiальнi класи дифеоморфiзмiв ци-
лiндра Q = S1 × [0, 1] – скручування Дена та слайди. Також наведено
результат про твiрнi групи компонент зв’язностi групи дифеоморфiзмiв
π0D(Q, ∂Q) цилiндру Q, нерухомих на деякому околi межi. Ця група
породжується класом iзотопiї скручування Дена уздовж деякої кривої,
що паралельна основам цилiндра.

Пiдроздiл 1.6 присвячений графу Кронрода-Рiба гладких функцiй.
У ньому доведено, що для функцiй f ∈ F (T 2) цей граф, Γf , є або
деревом, або мiстить єдиний цикл, лема 1.6.1.1.

У пiдпунктi 1.6.2 показано, що стабiлiзатор функцiї f ∈ F (M) дiє на
її графi Кронрода-Рiба, а в пiдпунктi 1.6.3 — наведено приклади таких
дiй.

У пiдроздiлi 1.7 розглядаються вiдображення спецiального вигляду,
якi зберiгають орбiти потоку на многовидi. Зокрема у пiдпунктi 1.7.1
ми нагадуємо означення потоку на многовидi, породженого векторним
полем, а у пiдпунктах 1.7.2 та 1.7.3 — означення та властивостi гамiль-
тонових та градiєнтних полiв функцiй на многовидах. У пiдпунктi 1.7.4
дано означення вiдображення зсуву уздовж орбiт потокiв та сформульо-
вано деякi властивостi таких вiдображень для потокiв на поверхнях.

У пiдроздiлi 1.8 наведено опис фундаментальної групи компоненти
зв’язностi групи дифеоморфiзмiв 2-тора, що мiстить тотожне вiдобра-
ження.

У пiдроздiлi 1.9 дається означення вiнцевих добуткiв спецiального
виду,

G o
Zn×Zm

Z2, G o
Zn

Z,

1Maksymenko, Sergiy. Stabilizers and orbits of smooth functions / Sergiy
Maksymenko // Bull. Sci. Math. — 2006. — Vol. 130, no. 4. — Pp. 279–311.

2Maksymenko, Sergiy. Functions with isolated singularities on surfaces / Sergiy
Maksymenko // Geometry and topology of functions on manifolds. Pr. 112 Inst. Mat.
Nats. Akad. Nauk Ukr. Mat. Zastos. — 2010. — Vol. 7, no. 4. — Pp. 7–66.

3Maksymenko, Sergiy. Homotopy types of right stabilizers and orbits of smooth functi-
ons functions on surfaces / Sergiy Maksymenko // Ukrainian Math. Journal. — 2012. —
Vol. 64, no. 9. — Pp. 1186–1203.

4Sergeraert, Francis. Un théorème de fonctions implicités sur certains espaces de
Frechet et quelques applications / Francis Sergeraert // Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4).
— 1972. — Vol. 5. — Pp. 599–660.
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якi вiдповiдають неефективним дiям групи Z на циклiчних групах Zn.
Наведемо цi означення.

Нехай G – група з одиницею 1, n,m ≥ 1, i Map(Zn × Zm, G) – група
всiх вiдображень Zn ×Zm → G вiдносно поточкового множення. Таким
чином, якщо α, β : Zn×Zm → G – два вiдображення з Map(Zn×Zm, G),
то

(α · β)(i, j) = α(i, j) · β(i, j), (i, j) ∈ Zn × Zm.

Група Z2 дiє справа на Map(Zn × Zm, G) за таким правилом: якщо
α ∈ Map(Zn × Zm, G) i (k, l) ∈ Z2, то результат цiєї дiї αk,l задається
формулою:

αk,l(i, j) = α(i+ k mod n, j + l mod m), (i, j) ∈ Z2. (1.12)

Напiвпрямий добуток Map(Zn × Zm, G) o Z2, що вiдповiдає цiй дiї,
позначимо через

G o
Zn×Zm

Z2 := Map(Zn × Zm, G) o Z2

i будемо називати вiнцевим добутком G i Z2 над Zn × Zm.
Таким чином, G o

Zn×Zm

Z2 —це прямий добуток множин

Map(Zn × Zm, G)× Z2

з такою операцiєю

(α, (k1, k2))(β, (l1, l2)) = (αl1,l2β, (k1 + l1, k2 + l2))

для всiх (α, (k1, k2)), (β, (l1, l2)) ∈ Map(Zn × Zm, G)× Z2.
Нехай Map(Zn, G) – група всiх вiдображень Zn → G вiдносно пото-

чкового множення. Тодi група Z дiє на множинi Map(Zn, G) за таким
правилом: якщо α ∈ Map(Zn, G) i k ∈ Z, то результат αk : Zn → G дiї k
на α визначається за формулою

αk(i) = α(i+ k modn), i ∈ Zn. (1.13)

Напiвпрямий добуток Map(Zn, G)oZ, що вiдповiдає такiй дiї, називає-
ться вiнцевим добутком G i Z над Zn. Отже,

G o
Zn

Z := Map(Zn, G) o Z.
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Таким чином, GoZn
Z є декартовим добутком Map(Zn, G)×Z з операцiєю,

що визначена за формулою

(α, k) · (β, l) = (αlβ, k + l),

для всiх (α, k), (β, l) ∈ Map(Zn, G) o Z.
Роздiл 2 присвячений дослiдженню дiї скiнченних груп на поверх-

нях та їх пiдняттiв до дiй груп дифеоморфiзмiв, що зберiгають задану
функцiю.

У пiдроздiлi 2.1 дається таке означення спецiальної вершини графу
Кронрода-Рiба функцiї f з класу F (M) на гладкiй компактнiй поверхнi.
Наведемо це означення нижче.

Нехай M — замкнута поверхня, f ∈ F (M) i Γf —KR-граф функцiї
f . Нехай G = ρ(S(f)) – образ S(f) в Aut(Γf ). Довiльний зв’язний Gv-
iнварiантний окiл v, що не мiстить iнших вершин Γf , будемо називати
зiркою v. Зiрку вершини v будемо позначати через st(v). Нехай v – вер-
шина Γf , Gv = {g ∈ G | g(v) = v} – стабiлiзатор вершини v вiдносно дiї
G на Γf .
Означення 2.1.0.1. Вершину v KR-графу Γf функцiї f називатимемо
спецiальною, якщо iснує бiєкцiя мiж зв’язними компонентами st(v)\
v i M \V. Вiдповiдну зв’язну компоненту V = p−1f (v) критичного рiвня
f будемо також називати спецiальною.

Також ми наводимо приклади вершин, що задовольняють та не за-
довольняють цю умову.

У пiдроздiлi 2.2 ми показуємо, що якщо граф Кронрода-Рiба функцiї
f мiстить спецiальну вершину, то на поверхнi виникає деяке розбиття
Ξ. А саме, нехай M — замкнута поверхня, f ∈ F (M) —функцiя на M i
Γf —KR-граф функцiї f . Припустимо, що Γf має спецiальну вершину
v. Нехай також V = p−1f (v) — зв’язна компонента критичного рiвня f ,
що вiдповiдає v. Нагадаємо, що V є вкладеним у поверхню M графом.
Тодi компонента V задає розбиття Ξ поверхнi M таке, що 0-вимiрними
компонентами Ξ є вершини V , 1-вимiрними компонентами Ξ є ребра V,
а 2-вимiрними компонентами Ξ є зв’язнi компоненти доповнення до V
в M.

У пiдроздiлi 2.3 ми вивчаємо комбiнаторнi дiї скiнченної групи на по-
верхнi. Приведемо необхiднi означення. Нехай f ∈ F (M). Припустимо,
що KR-граф Γf функцiї f мiстить спецiальну вершину v i V — спецiаль-
на компонента множини рiвня f, що вiдповiдає v. Нехай також st(v) –
зiрка v та Gv – стабiлiзатор v.



– 11 –

Множина
Glocv = {g|st(v) |g ∈ Gv}

що складається з обмежень елементiв Gv на зiрку st(v) вершини v є
пiдгрупою Aut(st(v)). Будемо називати її локальним стабiлiзатором
вершини v. Нехай також r : Gv → Glocv – вiдображення обмеження на
зiрку, тобто r(g) = g|st(v).

Нехай далi, SV (f) = {h ∈ S(f) |h(V ) = V } – пiдгрупа у S(f), яка
складається з дифеоморфiзмiв, що залишають компоненту V iнварiан-
тною. З означення випливає, що ρ(SV (f)) ⊂ Gv. Позначимо через φ таку
композицiю

φ = r ◦ ρ : SV (f)
ρ−−−→ Gv

r−−−→ Glocv ,

де вiдображення r : Gv → Glocv є вiдображенням обмеження на st(v),
тобто r(g) = g|st(v).

Нехай H —пiдгрупа в Glocv i H = φ−1(H) —пiдгрупа в SV (f).
Означення 2.3.0.1. Будемо говорити, що група H має властивiсть
(C), якщо виконана така умова.

(C) Нехай h ∈ H i E — 2-вимiрний елемент Ξ. Припустимо, що
h(E) = E. Тодi h(e) = e для всiх iнших e ∈ Ξ i вiдображення
h зберiгає орiєнтацiю кожного елементу Ξ.

Також ми доводимо таку лему.
Лема 2.3.0.2. Якщо H = φ−1(H) має властивiсть (C), то H дiє на
множинi всiх елементiв розбиття Ξ. Зокрема, ця дiя є вiльною на
множинi 2-вимiрних елементiв Ξ.
Означення 2.3.0.3. Нехай H – пiдгрупа Glocv . Будемо говорити, що
група H комбiнаторно дiє на M , якщо виконанi такi двi умови:

(C1) H дiє на розбиттi Ξ поверхнi M ,

(C2) група H = φ−1(H) задовольняє умову (C).

Головним результатом даного роздiлу є така теорема.
Теорема 2.3.0.4. Нехай f ∈ F (M) така, що її KR-граф Γf мiстить
спецiальну вершину v, Glocv —локальний стабiлiзатор v. Нехай також
H —пiдгрупа в Glocv що комбiнаторно дiє на M i H = φ−1(H) —пiд-
група в SV (f). Тодi iснує перерiз s : H → H вiдображення φ, тобто
вiдображення s є гомоморфiзмом, що задовольняє умову φ ◦ s = idH .

Iншими словами, якщо H задовольняє умову (C), то комбiнаторна
дiя H на M пiднiмається до «справжньої дiї» H на M дифеоморфiзма-
ми, що зберiгають f .
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У пiдроздiлi 2.4 дослiджується топологiчна структура атома спецi-
альної зв’язної компоненти множини рiвня, що вiдповiдає спецiальнiй
вершинi v, а у пiдроздiлi 2.5 ми даємо доведення теореми 2.3.0.4.

Роздiл 3 присвячений повному опису фундаментальних груп орбiт
гладких функцiй з класу E (T 2) на 2-торi, граф Кронрода-Рiба яких
є деревом. Пiдмножину гладких функцiй E (T 2), граф Кронрода-Рiба
яких є деревом ми будемо позначати через N (T 2).

У пiдроздiлi 3.1 ми доводимо, що для таких функцiй граф Кронрода-
Рiба завжди має спецiальну вершину. Це твердження є наслiдком такої
теореми.
Теорема 3.1.0.1. Нехай f ∈ N (T 2) – гладка функцiя i Γf – її KR-
граф. Тодi iснує така єдина вершина v графу Γf , що кожна компонента
доповнення T 2 \ p−1f (v) є вiдкритим диском.

У пiдроздiлi 3.2 ми формулюємо основний результат роздiлу.
Теорема 3.2.0.1. Нехай f ∈ N (T 2) i v – спецiальна вершина її KR-
графу Γf . Тодi

(i) Glocv = Zn × Zmn для деяких n,m ∈ N;

(ii) iснують замкненi 2-диски D1, D2, . . . , Dr ⊂ T 2 такi, що f |Di
∈

N (Di), i = 1, 2, . . . , r i має мiсце такий iзоморфiзм

ξ : π1Of (f) ∼=
r∏
i=1

π0Si o
Zn×Znm

Z2,

де Si = S ′(f |Di , ∂Di). Зокрема, у випадку Glocv = 1 отримуємо
iзоморфiзм:

ξ : π1O ∼= π0S ′(f)× Z2.

У пiдроздiлi 3.3 ми даємо доведення твердження (i) теореми 3.2.0.1, у
пiдроздiлi 3.4 доводимо твердження (ii) теореми 3.2.0.1 для частинного
випадку Glocv = 1, а у пiдроздiлi 3.5 – теорему 3.2.0.1 для Glocv = Zn×Znm.

У роздiлi 4 ми дослiджуємо фундаментальнi групи орбiт гладких
функцiй з класу E (T 2) на 2-торi, граф Кронрода-Рiба яких мiстить
цикл. Множину таких функцiй ми будемо позначати через L (T 2).

У пiдроздiлi 4.1 ми вводимо таке означення паралельностi кривих на
2-торi.
Означення 4.1.0.1. Непорожню скiнчену сiм’ю C0, C1, . . . , Cn−1 про-
стих замкнутих кривих на T 2 будемо називати паралельною, якщо цi
кривi попарно диз’юнктивнi i не є гомотопними нулю.
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У пiдроздiлi 4.1.1 ми даємо означення циклiчного iндексу функцiї
f ∈ L (T 2). За означенням, функцiя f ∈ L (T 2) є такою, що Γf мiстить
єдиний простий цикл, який ми позначатимемо через Λ.

Нехай також C ⊂ T 2 – регулярна компонента деякої множини рiвня
f−1(c), c ∈ R, i z – вiдповiдна точка на Γf . Легко перевiрити, що z
належить єдиному простому циклу Λ в Γf , тодi i тiльки тодi, коли C
не розбиває тор T 2. Вiдмiтимо, що f−1(c) складається зi скiнченого
числа зв’язних компонент i є iнварiантною вiдносно кожного h ∈ S(f).
Нехай C = {h(C) |h ∈ S ′(f)} — множина образiв кривої C вiдносно дiї
S ′(f) = S(f)∩Did(T 2). Тодi C складається зi скiнченого числа зв’язних
компонент C = {C0 = C, C1, . . . , Cn−1}, n ≥ 1, множини f−1(c).
Означення 4.1.1.1. Число n кривих у C ми будемо називати циклi-
чним iндексом f .

Основним результатом даного роздiлу є така теорема.
Теорема 4.1.1.2. Нехай f ∈ L (T 2), C – регулярна компонента деякої
множини рiвня f−1(c) функцiї f , що не розбиває T 2, C = {h(C) |h ∈
S ′(f)} i n – циклiчний iндекс f, тобто число кривих у C.

Якщо n = 1, то iснує iзоморфiзм

ξ : π1O(f) ∼= π1O(f, C)× Z.

Припустимо, що n ≥ 2, i нехай Q0 – цилiндр, обмежений кривими C0

i C1. Тодi має мiсце iзоморфiзм

ξ : π1O(f) ∼= π1Of |Q0
(f |Q0 , ∂Q0) o

Zn

Z,

де f |Q0
— звуження функцiї f на Q0.

У пiдроздiлi 4.6 ми доводимо теорему 4.1.1.2.

ВИСНОВКИ

Дисертацiя присвячена дослiдженню гладких функцiй на 2-торi та
їх деформацiй.

Основнi результати дисертацiйної роботи можна пiдсумувати таким
чином:

• описано структуру фундаментальних груп орбiт гладких функцiй
на 2-торi, граф Кронрода-Рiба яких мiстить цикл;
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• описано структуру фундаментальних груп орбiт гладких функцiй
на 2-торi, граф Кронрода-Рiба яких є деревом, а стабiлiзатори цих
функцiй дiють на зiрках вiдповiдних спецiальних вершин графiв
Кронрода-Рiба тривiально;

• також дано опис фундаментальних груп орбiт для випадку, ко-
ли стабiлiзатори цих функцiй дiють нетривiально на вiдповiдних
зiрках;

• знайдено умови, за яких «комбiнаторна» дiя скiнченної групи на
деякому розбиттi компактної поверхнi є iндукованою дiєю цiєї гру-
пи дифеоморфiзмами, що зберiгають задану гладку функцiю.
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АНОТАЦIЇ

Фещенко Б. Г. Деформацiї гладких функцiй на 2-торi. — Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-мате-
матичних наук зi спецiальностi 01.01.04 – геометрiя та топологiя. – Iн-
ститут математики НАН України, Київ, 2017.

Дисертацiя присвячена дослiдженню гомотопiйних властивостей
гладких функцiй на поверхнях.

У дисертацiї дослiджуються орбiти гладких функцiй на 2-торi вiд-
носно дiй груп дифеоморфiзмiв
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Ми даємо повний опис фундаментальних груп орбiт гладких фун-
кцiй на 2-торi для великого класу гладких функцiй, що мiстить мно-
жину функцiй Морса, яка є вiдкритою i всюди щiльною у просторi всiх
гладких функцiй. Також ми розглядаємо дiї скiнченних груп на по-
верхнях, якi зберiгають деяке спецiальне розбиття поверхнi. Знайдено
умови, за яких цi дiї є iндукованими деякими дiями цiєї групи дифео-
морфiзмами, що зберiгають задану функцiю.

Ключовi слова: гладка функцiя, фундаментальна група, орбiта.

Фещенко Б. Г. Деформации гладких функций на 2-торе. — Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-мате-
матических наук по специальности 01.01.04 – геометрия и топология. –
Институт математики НАН Украины, Киев, 2017.

Диссертация посвящена исследованию гомотопических свойств глад-
ких функций на поверхностях.

В диссертации изучаются орбиты гладких функций на 2-торе отно-
сительно действий группы диффеоморфизмов.

Мы даем полное описание фундаментальных групп орбит гладких
функций на 2-торе для большого класса гладких функций, который
содержит множество функций Морса, являющихся открытым и всюду
плотным подмножеством пространства всех гладких функций. Также
мы рассматриваем действия конечных групп на поверхностях, кото-
рые сохраняют некоторые специальные разбиения поверхности. Най-
дены условия, при которых эти действия являються индуцироваными
некоторыми действиями этой группы с помощью диффеоморфизмов,
сохраняющих заданную функцию.

Ключевые слова: гладкая функция, фундаментальная группа, ор-
бита.
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The thesis is devoted to the investigation of homotopy properties of
smooth functions on surfaces.
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We study orbits of smooth functions on 2-torus under the actions of the
group of diffeomorphisms.

Let M be a smooth compact surface. The group of diffeomorphisms
D(M) of M acts on the space of smooth functions C∞(M) by the rule:

γ : C∞(M)×D(M)→ C∞(M), γ(f, h) = f ◦ h.

Given f ∈ C∞ let S(f) = {h ∈ D(M) | f ◦ h = f} be the stabilizer of
f and O(f) = {f ◦ h |h ∈ D(M)} be the orbit of f . Endow on C∞(M)
and D(M) the corresponding Whitney topologies. These topologies induce
certain topologies on the stabilizer S(f) and the orbit O(f). Let also Of (f)
be the connected component of O(f), which contains f ∈ C∞(M).

Let E (M) be the subset of C∞(M) satisfying the following two conditi-
ons:

(B) all critical points of f belong to the interior ofM , and f takes constant
values on each connected component of the boundary of M ;

(PQ) for each critical point z of f its germ at z is smoothly equivalent
to some non-zero homogeneous polynomial R2 → R of degree ≥ 2
without multiple factors

We give a full description of the fundamental groups of orbits of smooth
functions on 2-torus for a class of smooth functions E (M) containing the set
of Morse functions being open and dense subset of the space of all smooth
functions on M .

Let f : M → R be a Morse function on a smooth closed surface, V be
a connected component of some critical level of f , and EV be its atom. Let
also SV (f) = {h ∈ S(f) |h(V ) = V } be the group of diffeomorphisms which
preserve a given function and leaving invariant the set V

The group SV (f) acts on the set π0∂EV of connected components of
the boundary of EV . Therefore we have a homomorphism φ : S(f) →
Aut(π0∂EV ). Let also G = φ(S(f)) be the image of S(f) in Aut(π0∂EV ).

Suppose that the inclusion ∂EV ⊂ M \ V induces a bijection π0∂EV →
π0(M \ V ). Let H be a subgroup of G.

We find sufficient condition when the restriction of the action of H on
π0∂EV lifts to the action of H onM by f -preserving diffeomorphisms ofM .

Key words: smooth function, fundamental group, orbit.
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