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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ СКОРОЧЕНЬ

R множина дiйсних чисел

Z множина цiлих чисел

N множина натуральних чисел

C множина комплексних чисел

Zn фактор-група Z/nZ

R n-вимiрний евклiдовий простiр

Sn n-вимiрна сфера

Dn n-вимiрний диск

∂Dn межа Dn

A замикання множини A

T 2 2-вимiрний тор

I вiдрiзок [0, 1]



ВСТУП

Дисертацiя присвячена дослiдженню гомотопiйних властивостей орбiт гладких

функцiй на поверхнях вiдносно дiї вiдповiдних груп дифеоморфiзмiв.

Актуальнiсть теми

Гладкi функцiї на многовидах є одним з основних об’єктiв математики сьогоден-

ня i мають застосування в рiзних галузях науки. Аналiтичнi властивостi таких

функцiй часто несуть iнформацiю про геометрiю та топологiю многовиду, на

якому вони визначенi.

Наприклад, М. Морс [33, 34] довiв, що в околi кожної своєї невиродженої кри-

тичної точки гладка функцiя, пiсля деякої замiни координат, має стандартний

вигляд квадратичного многочлену (лема Морса). Це дозволило йому встанови-

ти зв’язок мiж числом невироджених критичних точок рiзних iндексiв з ранга-

ми та скрутами груп гомологiй многовиду (слабкi та сильнi нерiвностi Морса),

а також отримати оцiнки на число замкнутих геодезичних рiманового много-

виду. Таким чином, виявилось, що «геометрична» будова многовиду суттєво

визначається функцiями Морса на ньому. Розвитком цих iдей, якi отримали

назву теорiя Морса, займалися Л. Люстерник, Л. Шнiрельман, Г. Чогошвiлi,

Л. Ельсгольц, Р. Бот, Е. Вiттен, С. Новiков, В. Шарко та багато iнших матема-

тикiв XX ст. Їх результати заклали надiйний фундамент для подальших дослi-

джень многовидiв методами гладких функцiй та дослiджень гладких функцiй

на многовидах.

Варто вiдзначити, що особлива увага придiлялась вивченню спецiальних кла-

5
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сiв функцiй Морса, наприклад мiнiмальних та точних. С. Смейл довiв iснування

таких функцiй на однозв’язних многовидах розмiрностi бiльше 5. Це дало змогу

довести вiдому гiпотезу Пуанкаре у високих розмiрностях [47]. В. Шарко уза-

гальнив результати С. Смейла та отримав умови iснування мiнiмальних та то-

чних функцiй Морса на неоднозв’язних многовидах високої розмiрностi. Також

вiн довiв «бiльш жорсткiшi» нерiвностi Морса для неоднозв’язних многовидiв.

Топологiчна еквiвалентнiсть функцiй дослiджувалась в роботах А. Фоменко,

С. Матвєєва, О. Болсiнова [50], А. Ошемкова [65], В. Шарка [45, 75]. В Києвi

цими питаннями займались О. Пришляк [66, 41], О. Кадубовський [53], Є. По-

лулях [37], I. Юрчук [76], Д. Личак [61], Є. Полулях та I. Юрчук [38].

Компоненти зв’язностi просторiв функцiй Морса в високих розмiрностях опи-

санi В. Шарко [73], а на поверхнях вони класифiкованi в роботах В. Шарка [74],

С. Матвєєва, Х. Цишанга, О. Кудрявцевої [55] та С. Максименка [22, 26]. Групи

кобордизмiв функцiй Морса на поверхнях обчислили К. Ikegami i О. Saeki [15]

та B. Kalmar [18].

Дослiдження функцiй на поверхнях в останнi 40 рокiв також було стимульо-

ване значним прогресом в симплектичнiй топологiї i, зокрема, в теорiї iнтегров-

них гамiльтонових систем. А. Фоменко та О. Болсiнов [50, 51] побудували теорiї

типу Морса для цiлком iнтегровних гамiльтонових систем з двома ступенями

вiльностi (тобто систем, що мають два функцiонально-незалежних iнтеграли)

на чотиривимiрних многовидах. Також вони показали, що вивчення структу-

ри таких систем зводяться до задач дослiдження комбiнаторних властивостей

гладких функцiй на поверхнях та 3-многовидах, їх деформацiй та симетрiй,

тобто автоморфiзмiв многовидiв, що зберiгають деяке їх клiтинне розбиття.

Зауважимо, що дослiдження груп автоморфiзмiв має довгу iсторiю. Для пов-

ноти викладу нагадаємо, що перший загальний результат був отриманий ще

A. Cayley в 1854 роцi, який довiв, що будь-яка скiнченна група G порядку n є

пiдгрупою групи перестановок з n елементiв, див. також результат E. Nummela
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[36] де цей факт узагальнений на топологiчнi групи. C. Jordan [16] в 1869 роцi

описав структуру групи автоморфiзмiв скiнченних дерев i R. Frucht [12] в 1939

показав, що будь-яка скiнченна група може бути реалiзована як група симетрiй

деякого скiнченного графу.

Нехай M – замкнена компактна поверхня i Ξ – деяке клiтинне розбиття M

(наприклад, триангуляцiя). R. Cori i A. Machi розглядали Ξ-гомеоморфiзми,

тобто гомеоморфiзми M , що зберiгають клiтинне розбиття, тобто переводять

клiтину в клiтину однакової розмiрностi та зберiгають орiєнтацiї клiтин.

Визначимо групу комбiнаторних автоморфiзмiв Aut(Ξ) розбиття Ξ як фактор-

групу групи Ξ-гомеоморфiзмiв за модулем тих, що зберiгають орiєнтацiї клiтин.

R. Cori i A. Machi [1] та J. Širáň i M. Škoveira [48] довели, що кожна скiнчен-

на група є iзоморфною групi Aut(Ξ) для деякого розбиття деякої поверхнi, що

може бути як орiєнтованою так i неорiєнтованою.

A. Фоменко i О. Кудрявцева [58, 59] дали конструктивне доведення цього

факту за допомогою функцiй Морса.

Зауважимо, що 1-вимiрний остов Ξ може бути розглянутий як граф. Припу-

стимо, що кожна його вершина має парну степiнь. Тодi в багатьох випадках

(наприклад коли M є орiєнтованою) ми можемо побудувати гладку функцiї

f : M → R таку, що цей граф є критичним рiвнем, що мiстить всi сiдла f i гру-

пу Aut(Ξ) можна iнтерпретувати як групу «комбiнаторних» симетрiй f . Групу

симетрiй функцiй Морса вивчали A. Фоменко [70], Ю. Браiлов [52], Kadubovsky

та A. V. Klimchuk [17], A. Fomenko, E. Kudrjavtseva i I. Nikonov [57].

С. Максименко дослiджував гомотопiйнi властивостi стабiлiзаторiв та орбiт

гладких функцiй на поверхнях, вiдносно дiї груп дифеоморфiзмiв. Вимагалось,

щоб такi функцiї приймали постiйнi значення на кожнiй зв’язнiй компонентi

межi поверхнi, їх критичнi точки належали до внутрiшностi поверхнi та, щоб в

околi кожної критичної точки вони були гладко еквiвалентнi деяким однорiдним

полiномам без кратних множникiв. Позначимо через F (M) множину таких
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функцiй наM. Очевидно, що множина функцiй Морса, що приймають постiйнi

значення на кожнiй зв’язнiй компонентi межi є пiдмножиною F (M).

В роботах [23, 28] С. Максименка повнiстю описано гомотопiйнi властивостi

стабiлiзаторiв функцiй з класу F (M). Бiльш того, було знайдено зв’язок мiж

фундаментальними групами компонент зв’язностi орбiт гладких функцiй на

поверхнях з компонентами зв’язностi стабiлiзаторiв цих функцiй. Зокрема, для

всiх компактних поверхонь крiм 2-тора, 2-сфери, проективної площини та пля-

шки Клейна, це дало змогу описати i фундаментальнi групи компонент зв’язно-

стi орбiт функцiй з F (M). Окремо вiдзначимо, що С. Максименко дав повний

опис вищих гомотопiйних груп орбiт, а саме показав, що друга гомотопiйна гру-

па є тривiальною, а вищi гомотопiйнi групи iзоморфнi вiдповiдним вищим гомо-

топiйним групам поверхнi. Звiдси, якщо поверхня є асферичною, тобто її стар-

шi гомотопiйнi групи зануляються, то зв’язна компонента орбiти, що мiстить

функцiю є простором Ейленберга-Маклейна K(π, 1), де π – фундаментальна

група орбiти. Iншими словами це означає, що вся гомотопiйна iнформацiя про

компоненту орбiти, що мiстить функцiю, описується лише її фундаментальною

групою.

С. Максименко довiв [24], що орбiта Of(f) для функцiй з класу F (M) має

гомотопiйний тип скiнченновимiрного CW комплексу причому, якщо M є ком-

пактною поверхнею вiдмiнною вiд сфери S2 та проективної площини RP2, а

f ∈ F (M) є функцiєю загального положення, то Of(f) має гомотопiйний тип

n-тора T n. Якщо f є функцiєю загального положення на S2 або RP2, то Of(f)

має гомотопiйний тип SO(3)× T n, для деякого n ≥ 0.

О. Кудрявцева [60, 56], вивчаючи гомотопiйнi типи просторiв функцiй Морса

на поверхнях i використовуючи подiбну технiку до робiт [23, 28] узагальнила

цей результат i довела, що орбiти довiльних функцiй Морса на орiєнтованих по-

верхнях крiм S2 мають гомотопiйний тип фактор-простору n-тора T n вiдносно

дiї деякої скiнченної групи.
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Вiдкритою залишалась задача описання фундаментальних груп орбiт гладких

функцiй з класу F (M) на орiєнтованих поверхнях M у випадках коли M є 2-

тором або M є 2-сферою.

Основним результатом дисертацiї є повний опис фундаментальних груп ор-

бiт гладких функцiй з класу F (T 2) на 2-торi.

Зв’язок з науковими програмами, планами, темами

Робота виконана в лабораторiї топологiї у складi вiддiлу алгебри i топологiї Iн-

ституту математики НАН України в рамках державної науково-дослiдної теми

«Алгебраїчнi геометричнi та топологiчнi властивостi многовидiв з додатковими

структурами», номер державної реєстрацiї 0111U000159.

Мета i завдання дослiдження

Метою роботи є дослiдження структури фундаментальних груп орбiт широкого

класу функцiй гладких на поверхнях вiдносно правих дiй груп дифеоморфiзмiв

поверхонь.

Об’єкт дослiдження: рiзнi класи гладких вiдображень поверхонь та їх гомо-

топiйнi властивостi.

Предмет дослiдження: гладкi функцiї на 2-торi та дифеоморфiзми 2-тора,

що зберiгають функцiї.

Завдання дослiдження: повнiстю описати фундаментальнi групи орбiт глад-

ких функцiй на 2-торi для великої множини гладких функцiй, що мiстить вiд-

криту i всюди щiльну множину функцiй Морса.

Методи дослiдження

У роботi використовуються методи алгебри, алгебраїчної, геометричної та ди-

ференцiальної топологiї, теорiї динамiчних систем та теорiї особливостей.
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Наукова новизна одержаних результатiв

Результати роботи, що виносяться на захист:

• описано структуру фундаментальних груп орбiт гладких функцiй на 2-торi,

граф Кронрода-Рiба яких мiстить цикл;

• описано структуру фундаментальних груп орбiт гладких функцiй на 2-торi,

граф Кронрода-Рiба яких є деревом, а стабiлiзатори цих функцiй дiють на

зiрках вiдповiдних спецiальних вершин графiв Кронрода-Рiба тривiально;

• також дано опис фундаментальних груп орбiт для випадку, коли стабiлiза-

тори цих функцiй дiють нетривiально на вiдповiдних зiрках;

• знайдено умови, за яких «комбiнаторна» дiя скiнченної групи на деякому

розбиттi компактної поверхнi є iндукованою дiєю цiєї групи дифеоморфi-

змами, що зберiгають задану гладку функцiю.

Практичне значення одержаних результатiв

Результати дисертацiї носять теоретичний характер. Отриманi в нiй результати

можуть бути використанi в дослiдженнях з топологiї, алгебри, теорiї динамi-

чних систем, теорiї особливостей гладких вiдображень та iнших галузей знань,

методи яких базуються на топологiчних властивостях гладких функцiй.

Особистий внесок здобувача

Всi результати, що виносяться на захист, одержанi автором самостiйно. Визна-

чення загального плану дослiджень та постановка задач належать науковому

керiвниковi.
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Апробацiя результатiв

Результати дисертацiї доповiдались та обговорювались на таких конференцiях

та семiнарах:

• ХVI Мiжнародна наукова конференцiя iм. акад. М. Кравчука (м. Київ,

2014);

• IV Мiжнародна Ганська конференцiя (м. Чернiвцi, 2014);

• Мiжнародна конференцiя присвячена 100-рiччю професора Л. А. Калужнi-

на (м. Київ, 2014);

• Мiжнародна конференцiя молодих математикiв (м. Київ 2015);

• 11 Лiтня школа «Алгебра, Топологiя, Аналiз» (м. Одеса, 2016);

• Геометрiя та топологiя в Одесi – 2016 (м. Одеса, 2016);

• Modern Advances in Geometry and Topology in honor of professor A. A. Bori-

senko for his 70th birthday (Kharkiv, 2016);

• Науковий семiнар лабораторiї топологiї вiддiлу алгебри та топологiї Iнсти-

туту математики НАН України (м. Київ);

• Семiнар з фрактального аналiзу Нацiонального педагогiчного унiверситету

iм. М. П. Драгоманова (м. Київ, 2017);

• Мiський геометричний семiнар (м. Харкiв, 2017).

Публiкацiї

Основнi результати дисертацiї опублiковано в 5 статтях.

Науковi роботи [8, 30, 31, 63, 67] опублiковано в наукових виданнях, якi вхо-

дять до перелiку фахових видань МОН України. Серед них три статтi [8, 30, 63]

опублiковано в журналах, що входять до мiжнародних наукометричних баз
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даних (Web of Science, Scopus). В статтях, що опублiкованi у спiвавторствi

[30, 31, 63], науковому керiвнику належать постановка задач, а також загальне

керiвництво роботою. Остаточнi формулювання та доведення результатiв нале-

жать здобувачу.

Також результати роботи представленi в матерiалах конференцiй [6, 7, 9, 10,

11, 69, 68].

Структура та обсяг дисертацiї

Дисертацiйна робота складається з перелiку умовних скорочень, вступу, чоти-

рьох роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел, що мiстить 76 найме-

нувань. Повний обсяг роботи 121 сторiнка.

Основний змiст роботи

Роздiлi 1 включає формулювання результатiв про основнi об’єкти дослiджен-

ня.

Пiдроздiл 1.1 присвячений гладким функцiя на поверхнях. В пiдпунктi 1.1.1

наведено деякi базовi поняття та твердження теорiї Морса.

В пiдпунктi 1.1.2 введено два класи гладких функцiй на поверхнях, що будуть

дослiджуватися в дисертацiї. Для зручностi наведемо їх означення.

НехайM – гладка компактна поверхня, F (M) ⊂ C∞(M) – множина гладких

функцiй, що задовольняють такi двi умови:

(B) функцiя f ∈ F (M) приймає постiйне значення на кожнiй зв’язнiй компо-

нентi межi ∂M i всi критичнi точки f належать до внутрiшностi M ;

(PL) для кожної критичної точки x функцiї f паросток f в x є гладко еквiвален-

тним до деякого однорiдного многочлена fx : R2 → R без кратних лiнiйних

множникiв.
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Нехай E (M) – пiдмножина функцiй в C∞(M), що задовольняють умову (B), а

також наступну умову:

(PQ) для кожної критичної точки x функцiї f паросток f в x є гладко еквiва-

лентним до деякому однорiдному многочлену fx : R2 → R без кратних

множникiв.

Очевидно, що E (M) – пiдмножина F (M). Також легко побачити, що множина

функцiй Морса, що задовольняють умову (B), є пiдмножиною простору E (M).

Таким чином, множина E (M) є також всюди щiльною i складається з «типових»

функцiй.

В цьому пiдпунктi також описана локальна будова шарування в околi крити-

чних точок гладких функцiй.

В пiдроздiлi 1.2 наведено результати про локальнi «симетрiї» функцiй з класу

F (M) в околах критичних точок.

В пiдроздiлi 1.3 дається означення стабiлiзаторiв та орбiт гладких функцiй.

Нехай M – гладка компактна поверхня, X – замкнена (можливо порожня)

пiдмножина M i D(M,X) – група дифеоморфiзмiв M, нерухомих в деякому

околi X. Тодi група D(M,X) дiє справа на просторi гладких функцiй C∞(M)

за таким правилом:

γ : C∞(M)×D(M,X)→ C∞(M), γ(f, h) = f ◦ h. (1.3)

Нехай f ∈ C∞(M) – гладка функцiя на M.

Означення 1.3.0.1. Множини

S(f,X) = {h ∈ D(M,X) | f ◦ h = f},

O(f,X) = {f ◦ h |h ∈ D(M,X)}

називаються, вiдповiдно, стабiлiзатором i орбiтою функцiї f вiдносно дiї

γ. Якщо X = ∅ є порожньою множиною, то покладемо:

D(M) = D(M,∅), S(f) = S(f,∅), O(f) = O(f,∅).
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Надiлимо простори D(M,X) та C∞(M,X) вiдповiдними сильними топологiями

Уiтнi, [72]. Цi топологiї iндукують деякi топологiї на S(f,X) i O(f,X).

Позначимо через Sid(f,X) i D(M,X), вiдповiдно, зв’язнi компоненти S(f,X)

i D(M,X), якi мiстять тотожне вiдображення idM , а через Of(f,X) – зв’язну

компоненту O(f,X), що мiстить f. Нехай також

S ′(f,X) := S(f) ∩ Did(M,X)

– пiдгрупа S(f,X), що складається з дифеоморфiзмiв h ∈ S(f,X) iзотопних

до тотожного дифеоморфiзму idM . При цьому не вимагається, щоб цi iзото-

пiї обов’язково зберiгали f . Тому Sid(f,X) ⊂ S ′(f,X), але, взагалi кажучи,

Sid(f,X) 6= S ′(f,X).

В пiдроздiлi 1.4 наведено вiдомi результати [44, 23, 29, 62] про гомотопiйнi вла-

стивостi орбiт на стабiлiзаторiв функцiй з класу F (M) на гладких компактних

поверхнях. Також в пiдроздiлi 1.4.1 приводяться результати про множення шля-

хiв у вiдносних гомотопiйних групах.

В пiдроздiлi 1.5 розглядаються спецiальнi класи дифеоморфiзмiв цилiндру

Q = S1× [0, 1] – скручування Дена та слайди. Також наведено наведено резуль-

тат про твiрнi групи компонент зв’язностi групи дифеоморфiзмiв π0D(Q, ∂Q)

цилiндру Q, нерухомих на деякому околi межi. Ця група породжується кла-

сом iзотопiї скручування Дена уздовж деякої кривої, що паралельна основам

цилiндра.

Пiдроздiл 1.6 присвячений графу Кронрода-Рiба гладких функцiй. В ньому

доведено, що для функцiй f ∈ F (T 2) цей граф, Γf , є або деревом, або мiстить

єдиний цикл, лема 1.6.1.1.

В пiдпунктi 1.6.2 показано стабiлiзатор функцiї f ∈ F (M) дiє на її графi

Кронрода-Рiба, а в пiдпунктi 1.6.3 наведено приклади таких дiй.

В пiдроздiлi 1.7 розглядаються вiдображення спецiального вигляду, якi збе-

рiгають орбiти потоку на многовидi. Зокрема в пiдпунктi 1.7.1 ми нагадуємо
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означення потоку на многовидi, породженого векторним полем, а в пiдпунктах

1.7.2 та 1.7.3 — означення та властивостi гамiльтонових та градiєнтних полiв

функцiй на многовидах. В пiдпунктi 1.7.4 дано означення вiдображення зсуву

уздовж орбiт потокiв та сформульовано деякi властивостi таких вiдображень

для потокiв на поверхнях.

В пiдроздiлi 1.8 наведено опис фундаментальної групи компоненти зв’язностi

групи дифеоморфiзмiв 2-тора, що мiстить тотожне вiдображення.

В пiдроздiлi 1.9 дається означення вiнцевих добуткiв спецiального виду,

G o
Zn×Zm

Z2, G o
Zn

Z,

якi вiдповiдають неефективним дiям групи Z на циклiчних групах Zn.

Роздiл 2 присвячений дослiдженню дiї скiнченних груп на поверхнях та їх

пiдняття до дiй груп дифеоморфiзмiв, що зберiгають задану функцiю.

В пiдроздiлi 2.1 дається таке означення спецiальної вершини графу Кронрода-

Рiба функцiї f з класу F (M) на гладкiй компактнiй поверхнi. Наведемо це

означення нижче.

Нехай M — замкнута поверхня, f ∈ F (M) i Γf —KR-граф функцiї f . Нехай

G = ρ(S(f)) – образ S(f) в Aut(Γf). Довiльний зв’язний Gv-iнварiантний окiл

v, що не мiстить iнших вершин Γf , будемо називати зiркою v. Зiрку вершини v

будемо позначати через st(v). Нехай v – вершина Γf , Gv = {g ∈ G | g(v) = v} –

стабiлiзатор вершини v вiдносно дiї G на Γf .

Означення 2.1.0.1. Вершину v KR-графу Γf функцiї f називатимемо спецi-

альною, якщо iснує бiєкцiя мiж зв’язними компонентами st(v) \ v i M \ V.

Вiдповiдну зв’язну компоненту V = p−1f (v) критичного рiвня f будемо також

називати спецiальною.

Також ми наводимо приклади вершин, що задовольняють та не задовольня-

ють цю умову.

В пiдроздiлi 2.2 ми показуємо, що якщо граф Кронрода-Рiба функiї f мiстить
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спецiальну вершину, то на поверхнi виникає деяке клiтине розбиття Ξ. А саме,

нехай M — замкнута поверхня, f ∈ F (M) —функцiя на M i Γf —KR-граф

функцiї f . Припустимо, що Γf має спецiальну вершину v. Нехай також V =

p−1f (v) — зв’язна компонента критичного рiвня f , що вiдповiдає v. Нагадаємо,

що V є вкладеним в поверхню M графом. Тодi компонента V задає розбиття Ξ

поверхнi M таке, що 0-вимiрними компонентами Ξ є вершини V , 1-вимiрними

компонентами Ξ є ребра V, а 2-вимiрними компонентами Ξ є зв’язнi компоненти

доповнення до V в M.

В пiдроздiлi 2.3 ми вивчаємо комбiнаторнi дiї скiнченної групи на поверхнi.

Приведемо необхiднi означення. Нехай f ∈ F (M).Припустимо, що KR-граф Γf

функцiї f мiстить спецiальну вершину v i V — спецiальна компонента множини

рiвня f, що вiдповiдає v. Нехай також st(v) – зiрка v, та Gv – стабiлiзатор v.

Множина

Glocv = {g|st(v) |g ∈ Gv}

що складається з обмежень елементiв Gv на зiрку st(v) вершини v є пiдгрупою

Aut(st(v)). Будемо називати її локальним стабiлiзатором вершини v. Нехай

також r : Gv → Glocv – вiдображення обмеження на зiрку, тобто r(g) = g|st(v).

Нехай далi, SV (f) = {h ∈ S(f) |h(V ) = V } – пiдгрупа в S(f), яка складається

з дифеоморфiзмiв, що залишають компоненту V iнварiантною. З означення

випливає, що ρ(SV (f)) ⊂ Gv. Позначимо через φ таку композицiю

φ = r ◦ ρ : SV (f)
ρ−−−→ Gv

r−−−→ Glocv ,

де вiдображення r : Gv → Glocv є вiдображенням обмеження на st(v), тобто

r(g) = g|st(v).

Нехай H —пiдгрупа в Glocv i H = φ−1(H) —пiдгрупа в SV (f).

Означення 2.3.0.1. Будемо говорити, що група H має властивiсть (C), якщо

виконана така умова.

(C) Нехай h ∈ H i E — 2-вимiрний елемент Ξ. Припустимо, що h(E) = E.
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Тодi h(e) = e для всiх iнших e ∈ Ξ i вiдображення h зберiгає орiєнтацiю

кожного елементу Ξ.

Також ми доводимо таку лему.

Лема 2.3.0.2. Якщо H = φ−1(H) має властивiсть (C), тодi H дiє на мно-

жинi всiх елементiв розбиття Ξ. Зокрема, ця дiя є вiльною на множинi 2-

вимiрних елементiв Ξ.

Означення 2.3.0.3. Нехай H – пiдгрупа Glocv . Будемо говорити, що група H

комбiнаторно дiє на M , якщо виконанi такi двi умови:

(C1) H дiє на розбиттi Ξ поверхнi M ,

(C2) група H = φ−1(H) задовольняє умову (C).

Умова (C1) означає, що H «перемiшує» елементи розбиття Ξ поверхнi M, а

умова (C2) накладає обмеження на цю дiю.

Головним результатом даного роздiлу є така теорема.

Теорема 2.3.0.4. Нехай f ∈ F (M) така, що її KR-граф Γf мiстить спецiаль-

ну вершину v, Glocv —локальний стабiлiзатор v. Нехай також H —пiдгрупа в

Glocv що комбiнаторно дiє на M i H = φ−1(H) —пiдгрупа в SV (f). Тодi iснує

перерiз s : H → H вiдображення φ, тобто вiдображення s є гомоморфiзмом,

що задовольняє умову φ ◦ s = idH .

Iншими словами, якщо H задовольняє умову (C), то комбiнаторна дiя H на

M пiднiмається до «справжньої дiї» H на M дифеоморфiзмами, що зберiгають

f .

В пiдроздiлi 2.4 дослiджується топологiчна структура атома спецiальної зв’я-

зної компоненти множини рiвня, що вiдповiдає спецiальнiй вершинi v, а в пiд-

роздiлi 2.5 ми даємо доведення теореми 2.3.0.4.

Роздiл 3 присвячений повному опису фундаментальних груп орбiт гладких

функцiй з класу E (T 2) на 2-торi, граф Кронрода-Рiба яких є деревом. Пiдмно-
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жину гладких функцiй E (T 2), граф Кронрода-Рiба яких є деревом ми будемо

позначати через N (T 2).

В пiдроздiлi 3.1 ми доводимо, що для таких функцiй граф Кронрода-Рiба

завжди має спецiальну вершину. Це твердження є наслiдком такої теореми.

Теорема 3.1.0.1. Нехай f ∈ N (T 2) – гладка функцiя i Γf – її KR-граф. Тодi

iснує така єдина вершина v графу Γf , що кожна компонента доповнення

T 2 \ p−1f (v)

є вiдкритим диском.

В пiдроздiлi 3.2 ми формулюємо основний результат роздiлу.

Теорема 3.2.0.1. Нехай f ∈ N (T 2) i v – спецiальна вершина її KR-графу Γf .

Тодi

(i) Glocv = Zn × Zmn для деяких n,m ∈ N;

(ii) iснують замкненi 2-диски D1, D2, . . . , Dr ⊂ T 2 такi, що f |Di
∈ N (Di),

i = 1, 2, . . . , r i має мiсце такий iзоморфiзм

ξ : π1Of(f) ∼=
r∏
i=1

π0S i o
Zn×Znm

Z2,

де S i = S ′(f |Di
, ∂Di) . Зокрема, у випадку Glocv = 1 отримуємо iзоморфiзм:

ξ : π1O ∼= π0S ′(f)× Z2.

У пiдроздiлi 3.2 ми даємо доведення твердження (i) теореми 3.2.0.1, в пiд-

роздiлi 3.4 доводимо твердження (ii) теореми 3.2.0.1 для частинного випадку

Glocv = 1, а в пiдроздiлi 3.5 – теорему 3.2.0.1 для Glocv = Zn × Znm.

В роздiлi 4 ми дослiджуємо фундаментальнi групи орбiт гладких функцiй з

класу E (T 2) на 2-торi, граф Кронрода-Рiба яких мiстить цикл. Множину таких

функцiй ми будемо позначати через L (T 2).

В пiдроздiлi 4.1 ми вводимо таке означення паралельностi кривих на 2-торi.
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Означення 4.1.0.1. Непорожню скiнчену сiм’ю C0, C1, . . . , Cn−1 простих за-

мкнутих кривих на T 2 будемо називати паралельною, якщо цi кривi попарно

диз’юнктивнi i не є гомотопними нулю.

В пiдроздiлi 4.1.1 ми даємо означення циклiчного iндексу функцiї f ∈ L (T 2).

За означенням, функцiя f ∈ L (T 2) є такою, що Γf мiстить єдиний простий

цикл, який ми позначатимемо через Λ.

Нехай також C ⊂ T 2 – регулярна компонента деякої множини рiвня f−1(c),

c ∈ R, i z – вiдповiдна точка на Γf . Легко перевiрити, що z належить єдиному

простому циклу Λ в Γf , тодi i тiльки тодi, коли C не розбиває тор T 2. Вiдмiтимо,

що f−1(c) складається зi скiнченого числа зв’язних компонент i є iнварiантною

вiдносно кожного h ∈ S(f). Нехай C = {h(C) |h ∈ S ′(f)} — множина образiв

кривої C вiдносно дiї S ′(f) = S(f) ∩ Did(T
2). Тодi C складається зi скiнченого

числа зв’язних компонент C = {C0 = C, C1, . . . , Cn−1}, n ≥ 1 множини f−1(c).

Означення 4.1.1.1. Число n кривих в C ми будемо називати циклiчним

iндексом f .

Основним результатом даного роздiлу є така теорема.

Теорема 4.1.1.2. Нехай f ∈ L (T 2), C – регулярна компонента деякої мно-

жини рiвня f−1(c) функцiї f , що не розбиває T 2, C = {h(C) |h ∈ S ′(f)} i n –

циклiчний iндекс f, тобто число кривих в C.

Якщо n = 1, то iснує iзоморфiзм

ξ : π1O(f) ∼= π1O(f, C)× Z.

Припустимо, що n ≥ 2 i нехай Q0 – цилiндр, обмежений кривими C0 i C1.

Тодi має мiсце iзоморфiзм

ξ : π1O(f) ∼= π1Of |Q0
(f |Q0

, ∂Q0) o
Zn

Z,

де f |Q0
— звуження функцiї f на Q0.

У пiдроздiлi 4.6 ми доводимо теорему 4.1.1.2.
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Подяки

Автор висловлює щиру вдячнiсть своєму науковому керiвниковi Максименку

Сергiю Iвановичу за спiвпрацю, пiдтримку та увагу до роботи, а також всiм

учасникам семiнару лабораторiї топологiї Iнституту математики НАН України

за цiннi зауваження пiд час обговорення результатiв дисертацiї.



Роздiл 1. Попереднi вiдомостi

1.1 Гладкi функцiї на поверхнях

В даному пунктi будуть наведенi деякi результати про функцiї Морса та гладкi

функцiї бiльш широкого класу, див. напр. [32, 64].

Якщо не зазначено протилежне, ми будемо вважати, що всi многовиди та

вiдображення мають клас C∞.

1.1.1 Функцiї Морса

Нехай M – гладкий многовид розмiрностi m без межi i f : M → R – гладка

функцiя на M. Точка p0 ∈M називається критичною точкою функцiї f , якщо

∂f

∂x1
(p0) = 0,

∂f

∂x2,
(p0) = 0, . . . ,

∂f

∂xm
(p0) = 0

у деякiй локальнiй системi координат (x1, x2, . . . , xm) в околi точки p0. Озна-

чення критичної точки не залежить вiд вибору локальної системи координат.

Дiйсне число c ∈ R будемо називати критичним значенням f , якщо f(p0) = c

для деякої критичної точки p0 функцiї f.

Матрицею Гессе Hessf(p0) функцiї f в критичнiй точцi p0 називається ква-

дратна симетрична (m×m) матриця

Hessf(p0) =

(
∂2f

∂xi∂xj
(p0)

)m
i,j=1

,

складена з похiдних другого порядку в точцi p0. Визначник det(Hessf(p0)) ма-

трицi Гессе функцiї f в точцi p0 називається гессiаном функцiї f в p0.

21
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Означення 1.1.1.1. Критична точка p0 функцiї f : M → R називається

невиродженою, якщо її гессiан в точцi p0 вiдмiнний вiд нуля, тобто

det(Hessf(p0)) 6= 0.

В протилежному випадку p0 називається виродженою критичною точкою.

Означення 1.1.1.2. Гладка функцiя f ∈ C∞(M) називається функцiєю Мор-

са, якщо кожна критична точка f є невиродженою.

Має мiсце такий результат.

Теорема 1.1.1.3 (Лема Морса, [64]). Нехай p0 – невироджена критична точ-

ка функцiї f ∈ C∞(M). Тодi можна вибрати систему локальних координат

(x1, x2, . . . xm) таку, що координатне представлення функцiї f бiля p0 має та-

кий вигляд:

f = −x21 − x22 − . . . x2λ + x2λ+1 + . . . x2m + c, (1.1)

де p0 вiдповiдає початку координат 0 = (0, 0, . . . 0) i c = f(p0).

Число λ вiд’ємних членiв стандартної форми (1.1) є числом вiд’ємних елемен-

тiв матрицi Hessf(p0) пiсля її дiагоналiзацiї. На пiдставi теореми Сiльвестра,

число λ не залежить вiд вибору локальної системи координат. Це означає, що

λ залежить лише вiд функцiї f та критичної точки p0. Число λ називається

iндексом критичної точки p0. Множину функцiй Морса наM будемо позначати

через Morse(M).

1.1.2 Класи гладких функцiй F (M) та E (M)

Нехай M – гладка компактна поверхня, F (M) ⊂ C∞(M) – множина гладких

функцiй, що задовольняють такi двi умови:

(B) функцiя f ∈ F (M) приймає постiйне значення на кожнiй зв’язнiй компо-

нентi межi ∂M i всi критичнi точки f належать до внутрiшностi M ;
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(a) (b) (c)

Рис. 1.1.1.1: Невиродженi критичнi точки функцiй на поверхнях:

(a) – локальний мiнiмум (λ = 0), (б) – сiдло (λ = 1),

(c) – локальний максимум (λ = 2)

(PL) для кожної критичної точки x функцiї f паросток f в x є гладко еквiвален-

тним до деякого однорiдного многочлена fx : R2 → R без кратних лiнiйних

множникiв.

Вiдомо, що будь-який однорiдний многочлен fx : R2 → R розкладається в

добуток лiнiйних та незвiдних над R2 квадратичних множникiв. Умова (PL)

означає, що

fx =
n∏
i=1

Li ·
m∏
j=1

Q
qj
j , (1.2)

де Li(x, y) = aix+biy – лiнiйна форма, а Qj(x, y) = cjx
2+djxy+ejy

2 – незвiдна

над R квадратична форма такi, що Li/Li′ 6= const при i 6= i′ i Qj/Qj′ 6= const

при j 6= j′. Отже, якщо deg fz ≥ 2, то 0 ∈ R2 є iзольованою критичною точкою

fx.

Нехай f : (C, 0)→ (R, 0) – паросток C∞-функцiї такої, що 0 ∈ C є iзольованою

критичною точкою для f . Тодi iснує паросток дифеоморфiзму h : (C, 0) →

(C, 0) такий, що

fx ◦ h(z) =


±|z|2, якщо 0 є локальним екстремумом, [2],

Re(zn), для деякого n ∈ N в iншому випадку[41].

Якщо 0 не є локальним екстремумом, то число n не залежить вiд вибору h. В

цьому випадку точка 0 називається узагальненим n-сiдлом, або простiше, n-

сiдлом. Число n вiдповiдає кiлькостi лiнiйних множникiв в (1.2).
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Приклади шарувань лiнiй рiвня f в малому околi iзольованої критичної точки

показанi на Рис. 1.1.2.1.

a b c

Рис. 1.1.2.1: a – локальний екстремум, b – 1-сiдло, c – 3-сiдло

Вiдомим прикладом гладкої функцiї на R2 з особливiстю типу 3-сiдло, див.

рис. 1.1.2.1, є f(x, y) = x3 − 3xy2. Очевидно, що f(tx, ty) = t3f(x, y), t ∈ R,

(x, y) ∈ R2. Початок координат (0, 0) ∈ R2 є особливою точкою для f . Таку

особливiсть iнколи називають «мавп’ячим сiдлом».

Нехай E (M) – пiдмножина в C∞(M), що задовольняють умову (B) i ще таку

умову (PQ):

(PQ) для кожної критичної точки x функцiї f паросток f в x є гладко еквiва-

лентним до деякому однорiдному многочлену fx : R2 → R без кратних

множникiв.

Очевидно, що E (M) – пiдмножина F (M).

Нехай Morse∂(M) ⊂ Morse(M) – пiдмножина функцiй Морса на M, що задо-

вольняють умову (B), f ∈ Morse∂(M) i x – критична точка f. Тодi на пiдставi

леми Морса 1.1.1.3, iснує координатна система (s, t) в околi x така, що функ-

цiя f в околi x має одну з таких форм: f(s, t) = ±s2 ± t2, яка є, очевидно,

однорiдним многочленом без кратних множникiв. Тому маємо вкладення

Morse∂(M) ⊂ E (M) ⊂ F (M).

Вiдомо, що множина Morse(M) є вiдкритою i всюди щiльною в C∞(M), див.

в [64], тобто «майже кожна» гладка функцiя є функцiєю Морса. Звiдси маємо,

що множини E (M) та F (M) є «великими».
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1.2 Лiнiйнi симетрiї однорiдних многочленiв без
кратних лiнiйних множникiв

Нехай f ∈ F (M) – гладка функцiя на поверхнi M . За умовою (PL), в околi

кожної критичної точки f , що не є локальним екстремумом, функцiя f гладко

еквiвалентна до однорiдного многочлена без кратних множникiв., див. п.п. 1.1.2.

В даному пiдроздiлi ми опишемо основнi результати, що стосуються локальних

симетрiй функцiй з класу F (M) в околах особливих точок.

Нехай fz : R2 → R – однорiдний многочлен без кратних лiнiйних множникiв.

Припустимо, що 0 ∈ R2 не є точкою локального екстремуму для fz. Позначимо

через L(fz) – групу лiнiйних дифеоморфiзмiв h : R2 → R2 таких, що

(i) h зберiгає орiєнтацiю R2,

(ii) fz ◦ h = fz.

Тодi має мiсце така лема.

Лема 1.2.0.1 ([25], пункт 6). Пiсля деякої лiнiйної замiни координат можна

вважати, що група L(fz) описується наступним чином:

(1) якщо deg fz = 2, то L(fz) складається з лiнiйних перетворень такого

виду

±

a 0

0 1
a

 , a > 0,

(див. [25], пункт 6, випадок (B));

(2) якщо ж deg fz ≥ 3, то L(fz) є скiнченною циклiчною пiдгрупою в SO(2),

(див. [25], пункт 6, випадок (E)).

Також нам потрiбна така лема.

Лема 1.2.0.2 ([25], наслiдок 7.4). Нехай h : (R2, 0)→ (R2, 0) – паросток дифе-

оморфiзму h : R2 → R2 в 0 ∈ R2 i T0h – дотичне до h вiдображення в 0 ∈ R2.

Якщо fz ◦ h = fz, то fz ◦ T0h = fz.
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Доведення. Для повноти викладу ми нагадаємо просте доведення цього факту.

Нехай k = deg fz. Так як fz — однорiдний многочлен, тобто fz(tx) = tkfz(x) для

t > 0 i x ∈ R2, то

fz(x) =
fz(tx)

tk
=
fz(h(tx))

tk
= fz

(
h(tx)

t

)
−−−→
t→0

(fz ◦ T0h)(x).

Лема доведена.

1.3 Стабiлiзатори та орбiти гладких функцiй

Нехай M – гладка компактна поверхня, X – замкнута (можливо порожня) пiд-

множина M i D(M,X) – група дифеоморфiзмiв M, нерухомих в деякому околi

X. Тодi група D(M,X) дiє справа на просторi гладких функцiй C∞(M) за та-

ким правилом:

γ : C∞(M)×D(M,X)→ C∞(M), γ(f, h) = f ◦ h. (1.3)

Означення 1.3.0.1. Нехай f ∈ C∞(M) – гладка функцiя на M. Множини

S(f,X) = {h ∈ D(M,X) | f ◦ h = f},

O(f,X) = {f ◦ h |h ∈ D(M,X)}

називаються, вiдповiдно, стабiлiзатором i орбiтою f вiдносно дiї γ.

Якщо X = ∅ є порожньою множиною, то покладемо:

D(M) = D(M,∅), S(f) = S(f,∅), O(f) = O(f,∅).

Надiлимо простори D(M,X) та C∞(M,X) вiдповiдними сильними топологi-

ями Уiтнi, [72]. Цi топологiї iндукують деякi топологiї на S(f,X) i O(f,X).

Позначимо через Sid(f,X) i D(M,X), вiдповiдно, зв’язнi компоненти S(f,X)

i D(M,X), якi мiстять тотожне вiдображення idM , а через Of(f,X) – зв’язну

компоненту O(f,X), що мiстить f. Нехай також

S ′(f,X) := S(f) ∩ Did(M,X)
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– пiдгрупа S(f,X), що складається з дифеоморфiзмiв h ∈ S(f,X) iзотопних до

тотожного дифеоморфiзму idM . При цьому не вимагається, щоб iзотопiя мiж

h ∈ S ′(f,X) та idM зберiгала f . Вiдмiтимо, що Sid(f,X) ⊂ S ′(f,X).

1.4 Гомотопiйнi властивостi стабiлiзаторiв та орбiт
гладких функцiй

Означення 1.4.0.1. Неперервне вiдображення p : E → X топологiчних про-

сторiв називається розшаруванням Серра, якщо для будь-якого скiнченного

полiедру K i таких неперервних вiдображень

f : K × [0, 1]→ X F0 : K = K × {0} → X,

що f |K×{0} = p ◦ F0, iснує вiдображення F : K × [0, 1]→ E таке, що

F |K×{0} = F0 p ◦ F = f.

Наступний результат описує гомотопiйнi властивостi стабiлiзаторiв та орбiт

гладких функцiй на поверхнях, див. також [14, § 4.1, теорема 4.1].

Теорема 1.4.0.2 ([44, 23, 62]). Нехай M — гладка компактна поверхня, f ∈

F (M) i X — скiнчене (можливо порожнє) об’єднання регулярних компонент

множин рiвня функцiї f . Тодi вiдображення

p : D(M,X)→ O(f,X), p(h) = f ◦ h

є розшаруванням Серра з шаром S(f,X)

Тому p(Did(M,X)) = Of(f,X) i звуження

p|Did(M,X) : Did(M,X)→ Of(f,X) (1.4)

також є розшаруванням Серра з шаром S ′(f,X) = S(f) ∩ Did(M,X).

Крiм того для будь-якого k ≥ 0 має мiсце iзоморфiзм

λk : πk(D(M,X),S(f,X))→ πkO(f,X), λk([ω]) = [f ◦ ω],
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де ω : (Ik, ∂Ik, 0) → (D(M.X),S(f,X), idM) i такий, що робить дiаграму ко-

мутативною

. . . // πkD(M,X)
q //

p **

πk(D(M,X),S(f,X))

∼= λk
��

∂X // πk−1S(f,X) // . . .

πkO(f,X)
∂x◦λ−1k

44
(1.5)

Теорема 1.4.0.3 ([23, 29, 62]). Нехай M — гладка компактна поверхня, f ∈

F (M) i X — скiнчене (можливо порожнє) об’єднання регулярних компонент

множин рiвня функцiї f . Тодi

(i) Of(f,X) = Of(f,X) ∪ ∂M , тому

πkOf(f,X) ∼= πkOf(f,X ∪ ∂M), k ≥ 1.

(ii) Припустимо, що X = ∅ i, або f має критичну точку, що не є невиродже-

ним локальним екстремумом, або M є неорiєнтованою поверхнею. Тодi

тотожна компонента зв’язностi Sid(f) стабiлiзатора є стягуваною,

πnOf(f) = πnM, n ≥ 3, π2Of(f) = 0,

а для π1Of(f) маємо таку коротку точну послiдовнiсть

1 −→ π1Did(M)
p−−−→ π1Of(f)

∂−−−→ π0S ′(f) −→ 1. (1.6)

Також зауважимо, що образ p(π1Did(M)) мiститься в центрi π1Of(f).

(iii) Припустимо, що ейлерова характеристика χ(M) < 0 або X 6= ∅. Тодi

Did(M,X) i Sid(f,X) є стягуваними, πnOf(f,X) = 0 для n ≥ 0, а грани-

чний гомоморфiзм

∂ : π1O(f,X) −→ π0S ′(f,X)

є iзоморфiзмом.

В подальшому нас цiкавитиме нетривiальна частина послiдовностi (1.5), тоб-

то послiдовнiсть (1.6) у випадку функцiй на T 2. Тому ми коротко нагадаємо
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побудову граничного гомоморфiзму ∂. Нехай f̃ – петля в Of(f) з базовою то-

чкою f, тобто f̃ : I → Of(f) – таке вiдображення, що f̃0 = f = f̃1. Оскiльки

p : Did(M) → Of(f) є розшаруванням Серра, то iснує шлях h : I → Did(M)

такий, що

f̃t = f ◦ h, h0 = id, h1 = h ∈ S ′(f).

Позначимо через [f̃ ] та [h] гомотопiйнi класи f̃ та h в π1Of(f) та π0S ′(f) вiд-

повiдно. Тодi граничний гомоморфiзм ∂ визначається так: ∂[f̃ ] = [h].

Припустимо, що M не є 2-сферою, 2-тором, проективною площиною чи пля-

шкою Клейна. Нехай такожX = ∂M . ТодiM iX задовольняють умови теореми

1.4.0.3 i ми маємо iзоморфiзми

π1Of(f) ∼= π1Of(f, ∂M) ∼= π0S ′(f, ∂M).

З iншого боку, для вказаних вище поверхонь π1Did(M) 6= 0, а тому всi члени

короткої точної послiдовностi (1.6) можуть бути нетривiальними.

1.4.1 Множення шляхiв в вiдносних гомотопiйних групах

Нехай D – топологiчний простiр, S – його пiдмножина i e ∈ S – точка. Тодi,

в загальному випадку, вiдноснi гомотопiйнi множини π1(D,S, e), π0(D, e) та

π0(S, e) не мають групової структури. Якщо D є топологiчною групою, S є

пiдгрупою D i e є одиницею D, то груповi структури iснують.

Зокрема, топологiчнi простори Did(M,X) та S ′(f,X) є топологiчними гру-

пами. Ми наведемо декiлька результатiв, що стосуються групових операцiй на

множинах π0Did(M,X), π0S ′(f,X) та π1(Did(M,X),S ′(f,X)), iндукованих гру-

повими операцiями на Did(f,X) та S ′(f,X).

Лема 1.4.1.1 ([71], роздiл 1, §4). Нехай D – топологiчна група з множенням

◦, S – пiдгрупа D та e – одиниця D. Тодi π0(D, e), π1(D,S, e) та π0(S, e)

мають групову структуру, що в такiй точнiй послiдовностi гомотопiйних
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груп трiйки (D,S, e)

. . . −→ π1(D, e)
q−−−→ π1(D,S, e)

∂−−−→ π0(S, e)
i−−−→ π0D −→ . . .

вiдображення q, ∂, i є гомоморфiзмами. Зокрема, q(π1(D, e)) мiститься в цен-

трi π1(D,S, e).

Припустимо, що D,S i e є такими, як в лемi 1.4.1.1. Нагадаємо формулу для

множення в групi π1(D,S, e).

Нехай g, h : (I, ∂I, 0) → (D,S, e) – два шляхи, що представляють деякi еле-

менти π1(D,S, e). Для простоти, позначатимемо g(t) i h(t) через gt i ht вiдпо-

вiдно, а гомотопiйний клас [g] ∈ π1(D,S, e) – через [gt]. Визначимо iнший шлях

r : (I, ∂I, 0)→ (D,S, e) за такою формулою:

r(t) =


g2t, t ∈ [0, 1/2],

g1 ◦ h2t−1, t ∈ [1/2, 1].

Тодi [rt] = [gt][ht] в π1(D,S, e).

Лема 1.4.1.2. Нехай g, h : (I, ∂I, 0)→ (D,S, e) – такi два шляхи, що g(0) = e,

g(1) = h(0) ∈ S i h(1) ∈ S, i s : (I, ∂I, 0) → (D,S, e) – шлях, визначений за

формулою:

s(t) =


g2t, t ∈ [0, 1/2],

h2t−1, t ∈ [1/2, 1],

тобто, шлях s отриманий проходженням шляху g а потiм шляху h, див рис.

1.4.1.1. Тодi

[st] = [gt][g
−1
1 ◦ ht] (1.7)

в π1(D,S, e), де [g−11 ◦ ht] – клас шляху (I, ∂I, 0) → (D,S, e), визначеного за

правилом: t 7→ g−11 ◦ ht.

Лема 1.4.1.3. Нехай gt, ht : (I, ∂I, 0)→ (D,S, e) – два шляхи. Тодi в π1(D,S, e)

виконуються такi тотожностi:

[gt ◦ ht] = [gs][ht] = [ht][h
−1
1 ◦ gs ◦ h1], (1.8)
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Рис. 1.4.1.1: Шлях s

[ht][gs][h
−1
t ] = [h−11 ◦ gs ◦ h−1t ], (1.9)

де [gt ◦ ht] – клас шляху (I, ∂I, 0)→ (D,S, e) заданого формулою: t 7→ gt ◦ ht.

Доведення. Нехай γ : I × I → D – неперервний шлях, визначений за такою

формулою:

γ(s, t) = gs ◦ ht, (s, t) ∈ I × I,

див рис. 1.4.1.2.
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Рис. 1.4.1.2: Шлях gs ◦ ht

Тодi клас шляху [gt ◦ ht] вiдповiдає обмеженню γ на дiагональ

AC = {s = t | (s, t) ∈ I × I}.

Очевидно, що цей шлях є гомотопним вiдносно кiнцiв до композицiї шляхiв

уздовж сторiн AB i BC так i до композицiї уздовж сторiн AD i DC. На пiдставi

(1.7) i того, що g0 = h0 = e, маємо такi спiввiдношення в π1(D,S, e):

[gt ◦ ht] = [gs ◦ h0][(g1 ◦ h0)−1 ◦ g1 ◦ ht] = [gs][ht],

[gt ◦ ht] = [g0 ◦ ht][(g0 ◦ h1)−1 ◦ gs ◦ h1] = [ht][h
−1
1 ◦ gs ◦ h1],

[ht][gs][h
−1
t ] = [ht][h

−1
t ][h1 ◦ gs ◦ h−11 ] = [ht ◦ h−1t ][h1 ◦ gs ◦ h−11 ] = [h1 ◦ gs ◦ h−11 ].

Лема доведена.
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1.5 Скручування Дена i слайди уздовж кривих

В цьому пiдроздiлi ми опишемо спецiальнi класи дифеоморфiзмiв, що грають

важливе значення для дослiдження автоморфiзмiв поверхонь.

Нехай α, β : [−1, 1] → [0, 1] – двi C∞-функцiї такi, що α = 0 на [−1,−1/2] i

α = 1 на [1/2, 1], див. рис. 1.5.0.3, та β = 0 на [−1,−2/3] ∪ [2/3, 1] i β = 1 на

[−1/3, 1/3], див. рис. 1.5.0.4.

Рис. 1.5.0.3: Скручування Дена

Рис. 1.5.0.4: Слайд

Нехай також Q = S1 × [−1, 1] – цилiндр i C = S1 × {0}. Визначимо дифео-

морфiзми τ, θ : Q→ Q за формулами:

τ(z, t) = (zeα(t), t), θ(z, t) = (zeβ(t), t)

для (z, t) ∈ Q, див. рис. 1.5.0.3 i 1.5.0.4. Вiдображення τ називається скручу-

ванням Дена кривої C, а вiдображення θ – слайдом уздовж C. Вiдмiтимо, що

вiдображення τ є нерухомим на деякому околi ∂Q, а θ є нерухомим на деякому

околi C ∪ ∂Q.

Скручування Дена були введенi М. Деном [3] у 1938 роцi. В цiй же роботi

Ден показав, що вони породжують групу класiв вiдображень, що зберiгають

орiєнтацiю для замкнених орiєнтованих поверхонь.

Має мiсце така лема.
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Лема 1.5.0.1. Нехай D(Q, ∂Q) – група дифеоморфiзмiв Q, нерухомих в деяко-

му околi ∂Q = S1 × {0, 1}, i τ ∈ D(Q, ∂Q) – скручування Дена уздовж кривої

C. Тодi

π0D(Q, ∂Q) = 〈[τ ]〉 ∼= Z,

тобто π0D(Q, ∂Q) є нескiнченною циклiчною групою, породженою класом iзо-

топiї скручування Дена τ.

Нехай C ⊂ M – проста замкнена крива. Припустимо, що C двостороння,

тобто вона має окiл W дифеоморфний цилiндру Q. Зафiксуємо довiльний ди-

феоморфiзм φ : Q→ W такий, що φ(S1 × {0}) = C.

Оскiльки скручування Дена τ уздовж S1 × 0 є нерухомим на деякому околi

W межi ∂Q, то вiдображення φ◦ t◦φ−1 : W → W продовжується за допомогою

тотожного вiдображення до єдиного дифеоморфiзму τ поверхнi M . Будь-який

дифеоморфiзм h : M →M поверхнiM , що є iзотопним до τ , або τ−1, ми також

будемо називати скручуванням Дена.

Аналогiчно, слайд θ є нерухомим в деякому околiW простору (S1×{0})∪∂Q,

а тому дифеоморфiзм φ ◦ θ ◦φ−1 : W → W також продовжується за допомогою

тотожного вiдображення до єдиного дифеоморфiзму θ поверхнi M. Будь-який

дифеоморфiзм h : M → M поверхнi M , нерухомий на деякому околi кривої C

та має носiй в деякому цилiндричному околi W кривої C i iзотопний до θ або

θ
−1 вiдносно деякого околу C ∪M \Q ми будемо називати слайдом уздовж C.

1.6 Граф Кронрода-Рiба функцiї f

Нехай f ∈ F (M) i c ∈ R – дiйсне число. Множина f−1(c) = {p ∈M | f(p) = c}

називається множиною рiвня функцiї f . Зв’язна компонента C множини f−1(c)

називається критичною, якщо C мiстить щонайменше одну критичну точку f .

В протилежному випадку C називається регулярною.
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Нехай M – гладкий компактний многовид i ∆ – розбиття M на зв’язнi ком-

поненти множин рiвня функцiї f. Добре вiдомо, [42], що фактор-простiр Γf =

M/∆ має структуру 1-вимiрного CW-комплексу, i називається графом Кронрода-

Рiба функцiї f, або просто KR-графом f.

T
2

Γf

Рис. 1.6.0.5: Побудова KR-графу

Зазвичай такий простiр називають графом Рiба, на честь Ж. Рiба, що ввiв

його у роботi [42], але такий простiр був описаний московськими математиками

Г. Адельсон–Вельским та А. Кронродом ранiше для вивчення гладких функцiй

на поверхнях [49], також див. [54].

Вершинам KR-графа Γf вiдповiдають критичнi компоненти множин рiвня f.

Проекцiю M → Γf = M/∆ будемо позначати через pf .

Так як функцiя f приймає постiйнi значення на елементах розбиття ∆, то f

iндукує функцiю φf : Γf → R на KR-графi Γf таку, що

f = φf ◦ pf : M
pf−−−→ Γf

φf−−−→ R.

Вiдмiтимо, що функцiя φf є монотонною на ребрах графу Γf .

1.6.1 KR-граф гладких функцiй на T 2

Для функцiї f ∈ F (T 2) вiдображення проекцiї pf : T 2 → Γf iндукує гомомор-

фiзм

(pf)∗ : π1(T
2,Z)→ π1(Γf ,Z).
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Лема 1.6.1.1. Вiдображення (pf)∗ є епiморфiзмом з ненульовим ядром. Зокре-

ма, для кожної функцiї f ∈ F (T 2) KR-граф Γf є або деревом, або мiстить

єдиний цикл.

Доведення. Вiдмiтимо, що π1(Γf ,Z) = Fk — вiльна група деякого рангу k, де

k—число незалежних циклiв в Γf , а π1(T 2,Z) ∼= Z2. Неважко побудувати «го-

мотопiйний перерiз» вiдображення pf , тобто таке вiдображення s : Γf → T 2,

що композицiя pf ◦ s гомотопна тотожному вiдображенню id(Γf). Тодi на рiвнi

фундаментальних груп ми отримуємо, що композицiя

π1(Γf ,Z)
s∗−−→ π1(T

2,Z)
(pf )∗−−−−→ π1(Γf ,Z)

є тотожним iзоморфiзмом. Зокрема, (pf)∗— сюр’єктивне i π1(Γf ,Z) = Fk iзо-

морфна пiдгрупi групи π1(T
2,Z) = Z2. Останнє можливе лише коли k = 0,

або 1, тобто коли Γf є або деревом або має єдиний цикл. В обох цих випадках

(pf)∗ : Z2 → Fk матиме нетривiальне ядро.

1.6.2 Дiя S(f) на Γf

Нехай M – гладка компактна поверхня i f ∈ F (M) – гладка функцiя на M.

Нагадаємо, що функцiя f може бути представлена як композицiя вiдображень:

f = φf ◦ pf : M
pf−−−→ Γf

φf−−−→ R,

див. п.п. 1.6. Припустимо, що h ∈ S(f), тобто f ◦h = f . Тодi h(f−1(c)) = f−1(c)

для всiх c ∈ R. Це значить, що h переставляє зв’язнi компоненти множин рiвня

f, а тому iндукує гомеоморфiзм ρ(h) KR-графа Γf такий, що наступна дiаграма

M
pf //

h
��

Γf
φf //

ρ(h)
��

R

M pf
// Γf φf

//R

є комутативною. Iншими словами, ми отримуємо гомоморфiзм

ρ : S(f)→ Aut(Γf)
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в групу Aut(Γf) автоморфiзмiв KR-графа Γf .

1.6.3 Приклади дiй дифеоморфiзмiв з S(f) на T 2 та Γf

Нехай f ∈ F (T 2) – функцiя така, що f має 1 мiнiмум c0, 3 сiдловi точки s0, s1,

s2 та 2 локальнi максимуми m1,m2 такi, що

f(c0) < f(s0) < f(s1) < f(s2) < f(m1) = f(m2),

див. рис 1.6.3.1.

c
0

s
0

s
1

s
2

m
1

m
2

Рис. 1.6.3.1: Функцiя f та її KR-граф

Приклад 1.6.3.1 (Скручування Дена уздовж негомотопної нулю кривої). Не-

хай C – зв’язна компонента деякої множини рiвня f , що f(s0) < f(C) < f(s1).

Тодi, C – негомотопна нулю крива в T 2. Нехай також Q – цилiндричний окiл C

в T 2, що цiлком складається iз зв’язних компонент множин рiвня f . Визначимо

дифеоморфiзм h1 : T 2 → T 2 за формулою:

h1 =


τC , на Q,

id, на T 2 \Q,

де τC – скручування Дена уздовж C, яке лишає iнварiантними компоненти

зв’язностi множин рiвня f , див. рис. рис. 1.6.3.2. Таким чином, h1 є дифеомор-

фiзмом тора T 2 з носiєм в Q i належить до стабiлiзатора S(f).

З iншого боку, h1 не є iзотопним тотожному вiдображенню, а отже h 6∈ S ′(f).

Вiдмiтимо також, що образ ρ(h1) тривiально дiє на KR-графi функцiї f .
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Рис. 1.6.3.2: (a)–(d) Дiя дифеоморфiзму h1 на T 2. Червона крива – крива C.

Крива C∨ (синя) iлюструє цю дiю.

Приклад 1.6.3.2. Нехай C – регулярна компонента деякої множини рiвня

функцiї f така, що f(s2) < f(C) < f(m1), i нехай Q – цилiндричний окiл C, що

складається iз зв’язних компонент множин рiвня f . Визначимо дифеоморфiзм

h2 : T 2 → T 2 за таким правилом:

h2 =


τC , на Q,

id, на T 2 \Q,

де τC – скручування Дена уздовж кривої C, яке лишає iнварiантними компо-

ненти зв’язностi множин рiвня f , див. рис. 1.6.3.3. Дифеоморфiзм h2 зберiгає

C

(a)

h2

(b)

Рис. 1.6.3.3: Образ h2(T 2)

функцiю, оскiльки τC зберiгає функцiю на Q. Отже, h2 ∈ S(f). Зауважимо,

що h2 є iзотопним idT 2. Дiйсно, нехай D – 2-диск, що є зв’язною компонентою

f−1[f(s2), f(m2)], який мiстить C. Очевидно, що iснує iзотопiя, яка «розкручує»

криву h2(C) уздовж множин рiвня функцiї f , див. напр. [46]. Таким чином,
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h2 ∈ Sid(f). Також вiдмiтимо, що образ ρ(h2) в групi Aut(Γf) тривiально дiє на

графi Γf .

Приклад 1.6.3.3. Нехай C – зв’язна компонента рiвня f така, що f(s1) <

f(C) < f(s2), Q – її цилiндричний окiл, що складається з регулярних зв’язних

компонент множин рiвня f . Нехай D — 2-диск, що є об’єднанням Q та зв’язної

компоненти T 2 \ C, яка є 2-диском Нехай h3 – такий дифеоморфiзм T 2, що h3

прокручує диск D на кут π уздовж C, а на T 2\D дифеоморфiзм h3 є тотожнiм,

див. рис. 1.6.3.4.

Очевидно, що h3 є iзотопним тотожному вiдображенню i f ◦ h3 = f, тобто

h3 ∈ S(f). Образ ρ(h3) нетривiально дiє на KR-графi Γf , переставляючи ребра

«верхнi» ребра мiсцями. Звiдси, h3 6∈ Sid(f).

CQ

(a)

C

(b)

h3

Рис. 1.6.3.4: Образ h3(T 2)

Приклад 1.6.3.4. Нехай C1 та C2 – зв’язнi компоненти деяких множин рiвня

f, C1 6= C2 i такi, що f(s0) < f(Ci) < f(s1), i = 1, 2, Q1 та Q2 – вiдповiднi цилiн-

дричнi околи кривих C1 та C2, що складається зi зв’язних компонент множин

рiвня f. Вiдмiтимо, що C1 та C2 гомологiчнi та є простими циклами.

Розглянемо дифеоморфiзм h4 тора T 2 заданий так:

h4 =


τC1
, на Q1,

τ−1C2
, на Q2,

id, на T 2 \ (Q1 ∪Q2),

де τ1 та τ2 – скручування Дена уздовж кривих C1 та C2. Таким чином, h4 є
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дифеоморфiзмом T 2, що supp(h4) = Q1 ∪Q2. На рис. 1.6.3.5 зображений образ

h4(C
∨) кривої C∨ при вiдображеннi h4.

CC

(a) (b)

1

h4

2

C
v 4

h (C )v

Рис. 1.6.3.5: Образ h4(T 2)

Очевидно, що h4 зберiгає функцiю f, тобто h4 ∈ S(f). Крiм того, h4 є iзото-

пним id. Дiйсно, «розрiжемо» тор T 2 уздовж деякої зв’язної компоненти рiвня

C такої, що f(s0) < f(C) < f(s1). Множина T 2 \ C дифеоморфна цилiндру

S1 × I. Очевидно, що iснує iзотопiя на цилiндрi мiж h4 та id i те, що вона про-

довжується на T 2. Таким чином h4 ∈ S ′(f), але h4 6∈ Sid(f). Зауважимо також,

що ρ(h4) тривiально дiє на KR-графi Γf функцiї f .

1.7 Вiдображення зсуву уздовж орбiт потокiв на
поверхнях

В даному пунктi ми розглядаємо вiдображення спецiального вигляду, якi збе-

рiгають орбiти заданого потоку на многовидi.

1.7.1 Векторнi поля та потоки

Нехай M – гладкий компактний многовид без межi. Нагадаємо, що потоком F

називається R-дiя на M , тобто гладке вiдображення

F : M × R→M,

що задовольняє такi двi умови:



40

(i) F0 = idM ,

(ii) Fs ◦ Ft = Fs+t для всiх t, s ∈ R.

Нехай F – гладке векторне поле на M . Iнтегральною кривою поля F , що про-

ходить через точку x ∈ M , будемо називати вiдображення wx : R → M таке,

що
d

dt
wx(t) = F (wx(t)), wx(0) = x, (x, t) ∈M × R.

Тодi вiдображення F : M × R → M визначене за формулою Ft(x) = wx(t) є

потоком на M.

1.7.2 Гамiльтоновi поля гладких функцiй

Нехай M – гладкий орiєнтований многовид парної розмiрностi. Нагадаємо, що

диференцiальна 2-форма ω на M називається симплектичною, якщо вона за-

довольняє такi умови:

1. ω – замкнута;

2. для будь-якого ненульового вектора Xp ∈ TpM

ιXp
ω 6= 0,

де ιXp
– операцiя пiдстановки вектора.

Якщо на M iснує така 2-форма ω, що задовольняє умови 1 та 2, то пара (M,ω)

називається симплектичним многовидом. Зокрема, кожна орiєнтовна поверхня

допускає симплектичну структуру.

Нехай f : M → R – гладка функцiя на гладкiй орiєнтованiй поверхнi (M,ω)

з симплектичною 2-формою ω. Тодi iснує єдине векторне поле F на M , яке

задовольняє тотожнiсть:

df = ιFω. (1.10)
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Воно називається гамiльтоновим векторним полем для функцiї f. Вiдповiдно,

потiк F : M × R → M гамiльтонового векторного поля F називається гамiль-

тоновим потоком.

З означення гамiльтонового потоку F функцiї f випливає, що F задовольняє

такi умови:

(H1) точка z ∈ M є нерухомою для F тодi i тiльки тодi, коли z є критичною

точкою для f ;

(H2) f є постiйною уздовж орбiт потоку F, тобто f(z) = f(F(z, t)) для всiх

z ∈M i t ∈ R.

Приклад 1.7.2.1. Нехай f – гладка функцiя на T 2 така, як в п.п. 1.6.3 i

Q = f−1[f(c0 + ε), f(s0 + ε)] для деякого ε > 0. На рис. 1.7.2.1 зображенi

траєкторiї гамiльтонового векторного поля функцiї f |Q.

Рис. 1.7.2.1: Траєкторiї гамiльтонового векторного поля функцiї f |Q

Iнколи буває зручно не фiксувати симплектичну структуру ω на поверхнi

M , а розглядати потоки, що задовольняють умовам (H1) та (H2). Потiк X

векторного поляX, що задовольняє умови (H1) i (H2) будемо називати потоком

гамiльтонового типу.

1.7.3 Поле градiєнта гладкої функцiї

Нехай M – гладкий многовид i g : TM ×M TM → R – рiманова метрика на M ,

тобто сiм’я скалярних добуткiв gx : TxM × TxM → R така, що для будь-яких
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векторних полiв F1 та F2 на M вiдображення x 7→ gp(F1(x), F2(x)) визначає

гладку функiю на M .

Нехай f – гладка функцiя на M . Полем градiєнта гладкої функцiї f вiдносно

рiманової метрики g називається таке векторне поле ∇gf на M , що

g(∇gf, F ) = Ff,

для будь-якого векторного поля F на M.

З означення випливає, що критичнi точки f є особливими точками поля гра-

дiєнта ∇gf. Також зрозумiло, що траєкторiї ∇gf трансверсально перетинають

множини рiвня функцiї f.

Приклад 1.7.3.1. Нехай f – гладка функцiя на T 2 така, як в п.п. 1.6.3 i нехай

Q = f−1[f(c0 + ε), f(s0 + ε)] для деякого ε > 0. Виберемо на T 2 деяку рiманову

метрику g. Тодi траєкторiї поля ∇gf на Q зображенi на рис. 1.7.3.1.

Рис. 1.7.3.1: Траекторiї поля ∇gf на Q

1.7.4 Вiдображення зсуву

Нехай M – гладкий многовид i F : M × R → M – гладкий потiк на M. Тодi

для кожної гладкої функцiї α : M → R ми можемо визначити вiдображення

Fα : M →M за такою формулою:

Fα(z) = F(z, α(z)), z ∈M.

Вiдображення Fα називається гладким зсувом уздовж орбiт потоку F. Такi

вiдображення вивчались в [21].
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Лема 1.7.4.1 ([21], теорема 19). Нехай F – гладкий потiк векторного поля F

на гладкому компактному многовидi M. Вiдображення зсуву Fα за допомогою

гладкої функцiї α : M → R є дифеоморфiзмом, який лишає iнварiантними

орбiти потоку та зберiгає їх орiєнтацiю, тодi i тiльки тодi, коли похiдна Лi

Fα функцiї α уздовж F задовольняє умову:

Fα > −1. (1.11)

Для поля F гладкi функцiї α : M → R, що задовольняють умову (1.11) будемо

називати функцiями зсуву.

Лема 1.7.4.2 ([23, 29]). Нехай M – гладка орiєнтована поверхня, F : M×R→

M – потiк i α : M → R – гладка функцiя. Припустимо, що Fα є дифеоморфiз-

мом. Тодi для будь-якого t ∈ I вiдображення Ftα також є дифеоморфiзмом.

Зокрема, (Ftα)t∈I є iзотопiєю мiж Fα та тотожним дифеоморфiзмом idM .

Припустимо, що f ∈ F (M) i F : M ×R→M – потiк гамiльтонового типу

функцiї f на M . Тодi мають мiсце такi твердження.

(1) Нехай h ∈ S(f). Тодi h ∈ Sid(f) тодi i тiльки тодi, коли iснує гладка

функцiя α : T 2 → R, що h = Fα. Така функцiя є єдиною i сiм’я множин

{Ftα}t∈I встановлює iзотопiю мiж h та idM , [29, лема 16].

(2) Нехай C — регулярна компонента деякої множини рiвня f i h ∈ S(f) є

таким, що h(C) = C i h зберiгає орiєнтацiю C. Нехай також N — довiльний

вiдкритий окiл C. Тодi кожен h ∈ S(f) є iзотопним в S(f) за допомогою

iзотопiї в N до дифеоморфiзму g, що є нерухомим на деякому меншому околi

C. Зокрема, [h] = [g] ∈ π0S(f), [23, лема 4.14].

1.8 Фундаментальна група Did(T
2)

В цьому пунктi ми дамо опис π1Did(T
2). Оскiльки тор T 2 є зв’язною групою

Лi, то вiн дiє на собi правими зсувами, якi є дифеоморфiзмами. Ця дiє iндукує

вкладення i : T 2 → Did(T
2).
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Теорема 1.8.0.1 ([4, 5, 13]). Вкладення i : T 2 ⊂ Did(T
2) є гомотопiйною еквi-

валентнiстю. Зокрема, вiдображення i1 : π1T
2 → π1Did(T

2) є iзоморфiзмом.

Наслiдок 1.8.0.2. Нехай ω : T 2 × [0, 1] → T 2 – петля в Did(T
2), тобто iзо-

топiя така, що ω0 = ω1 = idT 2. Нехай також q ∈ T 2 i ωq : {q} × [0, 1] → T 2

– петля в T 2 задана формулою ωq(t) = ω(q, t). Петля ω гомотопна нулю в

Did(T
2) тодi i лише тодi, коли петля ωq гомотопна нулю в T 2.

На пiдставi теореми 1.8.0.1 отримуємо, що послiдовнiсть (1.6) у випадку фун-

кцiй на 2-торi має такий вигляд:

1 −→ Z2 p−−−→ π1Off
∂−−−→ π0S ′(f) −→ 1.

1.9 Вiнцевi добутки груп

Вiнцевi добутки вiдiграють важливу роль у теорiї груп. Зазначимо, що вони

незалежно з’явились в роботах A. Lowely [20], L. Kaloujnine [19], G. Pólya [39],

див. також B. H. Neumann [35]. В цьому пунктi ми наведемо означення спецi-

ального класу вiнцевих добуткiв груп, якi будуть вiдiгравати важливу роль у

подальшому формулюваннi результатiв дисертацiї.

Нехай B – множина, H – пiдгрупа групи перестановок S(B) множини B

i S – iнша група. Позначимо через Map(B, S) – множину всiх вiдображень

B → S вiдносно операцiї поточкового множення. Тодi група H дiє на множинi

Map(B, S) за таким правилом

α · h = α ◦ h : B
h−−−→ B

α−→ S,

де α ∈ Map(B, S) i h ∈ H. Вiдносно цiєї дiї ми можемо визначити напiвпрямий

добуток Map(B, S)oH, який позначатиметься S oBH i називатиметься вiнцевим

добутком S i H над B. Отже,

S oB H := Map(B, S) oH.
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Нагадаємо, що Map(B, S) oH – це прямий добуток множин Map(B, S) ×H з

операцiєю множенням, яка визначається наступним чином:

(α1, h1) · (α2, h2) = ((α1 ◦ h2) · α2, h1 ◦ h2).

Нехай ε : B → S – постiйне вiдображення в одиницю S. Тодi пара (ε, idS) є

одиницею S oB H.

Нехай далi (α, h) ∈ S oBH i α ∈ Map(B, S) – поточково обернений елемент до

α, тобто α(b) = (α(b))−1 ∈ S для всiх b ∈ B. Тодi (α ◦ h−1, h−1) є оберненим до

(α, h) в S oB H.

Вiдмiтимо також, що має мiсце коротка точна послiдовнiсть:

1 −→ Map(B, S) oH
i−−→ S oB H

π−−−→ H −→ 1,

де i(α) = (α, e) – вкладення, а π(α, h) = h – проекцiя. Вiдображення π допускає

перерiз:

s : H → S oB H, s(h) = (ε, h).

Опишемо спецiальнi типи вiнцевих добуткiв.

1.9.1 Вiнцевi добутки G oZn×Zm
Z2

Нехай G –група з одиницею 1, n,m ≥ 1, i Map(Zn × Zm, G) – група всiх вi-

дображень Zn × Zm → G вiдносно поточкового множення. Таким чином, якщо

α, β : Zn × Zm → G – два вiдображення з Map(Zn × Zm, G), то

(α · β)(i, j) = α(i, j) · β(i, j), (i, j) ∈ Zn × Zm.

Група Z2 дiє справа на Map(Zn × Zm, G) за таким правилом: якщо α ∈

Map(Zn × Zm, G) i (k, l) ∈ Z2, то результат цiєї дiї αk,l задається формулою:

αk,l(i, j) = α(i+ k mod n, j + l mod m), (i, j) ∈ Z2. (1.12)
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Напiвпрямий добуток Map(Zn×Zm, G)oZ2, що вiдповiдає цiй дiї, позначимо

через

G o
Zn×Zm

Z2 := Map(Zn × Zm, G) o Z2

i будемо називати вiнцевим добутком G i Z2 над Zn × Zm.

Таким чином, G o
Zn×Zm

Z2 —це прямий добуток множин

Map(Zn × Zm, G)× Z2

з такою операцiєю

(α, (k1, k2))(β, (l1, l2)) = (αl1,l2β, (k1 + l1, k2 + l2))

для всiх (α, (k1, k2)), (β, (l1, l2)) ∈ Map(Zn × Zm, G)× Z2.

1.9.2 Вiнцевi добутки G oZn
Z

Нехай Map(Zn, G) – група всiх вiдображень Zn → G вiдносно поточкового

множення. Тодi група Z дiє на множинi Map(Zn, G) за таким правилом: як-

що α ∈ Map(Zn, G) i k ∈ Z, то результат αk : Zn → G дiї k на α визначається

за формулою

αk(i) = α(i+ k modn), i ∈ Zn. (1.13)

Напiвпрямий добуток Map(Zn, G)oZ, що вiдповiдає такiй дiї, називається вiн-

цевим добутком G i Z над Zn. Отже,

G o
Zn

Z := Map(Zn, G) o Z.

Таким чином, G oZn
Z є декартовим добутком Map(Zn, G)×Z з такою операцiєю

(α, k) · (β, l) = (αlβ, k + l),

для всiх (α, k), (β, l) ∈ Map(Zn, G) o Z.
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1.10 Висновки

В даному роздiлi дисертацiйної роботи були сформульованi деякi означення та

результати, що будуть використовуватися в подальшому викладi роботи.



Роздiл 2. Дiї скiнченних груп i гладкi функцiї

на поверхнях

2.1 Спецiальнi вершини KR-графу функцiї f

Нехай M — замкнута поверхня, f ∈ F (M) i Γf —KR-граф функцiї f .

Нагадаємо, що дифеоморфiзм h ∈ S(f) iндукує автоморфiзм ρ(h) KR-графу

Γf функцiї f , а саме, має мiсце гомоморфiзм ρ : S(f)→ Aut(Γf), див. п. п. 1.6.2.

Нехай G = ρ(S(f)) – образ S(f) в Aut(Γf). Нехай v – вершина Γf , Gv = {g ∈

G | g(v) = v} – стабiлiзатор вершини v вiдносно дiї G на Γf . Довiльний зв’язний

Gv-iнварiантний окiл v, що не мiстить iнших вершин Γf будемо називати зiркою

v. Зiрку вершини v будемо позначати через st(v).

Означення 2.1.0.1. Вершину v KR-графу Γf функцiї f називатимемо спецi-

альною, якщо iснує бiєкцiя мiж зв’язними компонентами st(v) \ v i M \ V.

Вiдповiдну зв’язну компоненту V = p−1f (v) будемо також називати спецi-

альною.

На пiдставi означення KR-графу Γf маємо, що для спецiальної вершини v

також має мiсце бiєкцiя мiж зв’язними компонентами доповнення до v в st(v) i

зв’язними компонентами Γf \ v.

Приклад 2.1.0.2. Нехай Υ1 i Υ2 — графи, зображенi на рис. 2.1.0.1 (a) i (b)

вiдповiдно.

Вершина u графу Υ1 не є спецiальною, бо число зв’язних компонент st(u) \ u

дорiвнює 5, а число зв’язних компонент Γf \ u дорiвнює 3, див. рис. 2.1.0.2.
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(a)

u

(b)

v

Рис. 2.1.0.1: (a) — граф Υ1, (b) — граф Υ2

st(u)\u Γ\uf

Рис. 2.1.0.2: Множини st(u) \ u i Γf \ u графу Υ1

З iншого боку, вершина v графу Υ2 є спецiальною, тому що число зв’язних

компонент st(v) \ v дорiвнює числу зв’язних компонент Γf \ v i дорiвнює 5, див.

рис. 2.1.0.3.

st(v)\v Γ\vf

Рис. 2.1.0.3: Множини st(v) \ v i Γf \ v графу Υ2



50

2.2 Розбиття поверхнi спецiальною компонентою
критичного рiвня

Нехай M — замкнута поверхня, f ∈ F (M) —функцiя на M i Γf —KR-граф

функцiї f . Припустимо, що Γf має спецiальну вершину v. Нехай також V —

спецiальна зв’язна компонента, що вiдповiдає v. Нагадаємо, що V є вкладеним

в поверхню M графом. Тодi компонента V задає розбиття Ξ поверхнi M таке,

що 0-вимiрними компонентами Ξ є вершини V , 1-вимiрними компонентами Ξ є

ребра V, а 2-вимiрними компонентами Ξ є зв’язнi компоненти доповнення до V

в M. Проiлюструємо це на прикладi.

Приклад 2.2.0.1. Нехай M = S2 i f : S2 → R—функцiя на S2 така, що

f має 4 локальних мiнiмуми ni, (i = 1, 2, 3, 4), 4 локальних максимуми mi,

(i = 1, 2, 3, 4), 6 сiдел li, (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6) i така, що

f(ni) = f(nj), f(mi) = f(mj), i, j = 1, 2, 3, 4, (2.1)

f(l1) = f(l2), f(l3) = f(l4), f(l5) = f(l6) (2.2)

f(n1) < f(l3) < f(l6) < f(l1) < f(m1).

На рисунку 2.2.0.4 зображена така функцiя.

m1

n1

l2l1

l3 l4

l5

l6

n2 n3 n

m2 m3 m4

Рис. 2.2.0.4: Поверхня, що задовольняє умови 2.1 та 2.2

Розбиття компонентою V сфери S2 зображене на рис. 2.2.0.5.

Таким чином, маємо таке розбиття: одновимiрнi клiтини Ξ —це вершини V , а

одновимiрнi клiтини Ξ —ребра V . Далi до цього остову приклеєнi 2-диски, що
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Ξ

Ξ M

Ξ
0 1

2

Рис. 2.2.0.5: Розбиття поверхнi M за допомогою спецiальної критичнi

компоненти V

є 2-вимiрними клiтинами Ξ.

Також зауважимо, що оскiльки M є компактною, то Ξ має скiнченне число

елементiв кожної розмiрностi.

2.3 Комбiнаторнi дiї скiнченних груп на поверхнях

Нехай f ∈ F (M). Припустимо, що KR-граф Γf функцiї f мiстить спецiаль-

ну вершину v i V — спецiальна компонента множини рiвня f, що вiдповiдає v.

Нехай також st(v) – зiрка v, та Gv – стабiлiзатор v.

Множина

Glocv = {g|st(v) |g ∈ Gv}

що складається з обмежень елементiв Gv на зiрку st(v) вершини v є пiдгрупою

Aut(st(v)). Будемо називати її локальним стабiлiзатором вершини v вiдносно

групи G. Нехай також r : Gv → Glocv – вiдображення обмеження на зiрку, тобто

r(g) = g|st(v).

Нехай SV (f) = {h ∈ S(f) |h(V ) = V } – пiдгрупа в S(f) дифеоморфiзмiв, що

залишають компоненту V iнварiантною. З означення випливає, що ρ(SV (f)) ⊂
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Gv. Позначимо через φ таку композицiю

φ = r ◦ ρ : SV (f)
ρ−−−→ Gv

r−−−→ Glocv ,

де вiдображення r : Gv → Glocv є вiдображенням обмеження на st(v), тобто

r(g) = g|st(v).

Нехай H —пiдгрупа в Glocv i H = φ−1(H) —пiдгрупа в SV (f).

Означення 2.3.0.1. Будемо говорити, що групаH має властивiсть (C), якщо

виконана така умова.

(C) Нехай h ∈ H i E — 2-вимiрний елемент Ξ. Припустимо, що h(E) = E.

Тодi h(e) = e для всiх iнших e ∈ Ξ i вiдображення h зберiгає орiєнтацiю

кожного елементу Ξ.

Має мiсце такий результат.

Лема 2.3.0.2. Якщо H = φ−1(H) має властивiсть (C), то H дiє на множинi

всiх елементiв розбиття Ξ, причому ця дiя є вiльною на множинi 2-вимiрних

елементiв Ξ.

Доведення. Нехай g ∈ H i h ∈ H такий, що φ(h) = g. Визначимо вiдображення

τ : H × Ξ→ Ξ за таким правилом:

τ(g, e) = h(e), e ∈ Ξ.

(1) Ми стверджуємо, що це означення не залежить вiд вибору h.Нехай h1, h2 ∈

H такi, що φ(h1) = φ(h2). Тодi φ(h1 ◦ h−12 ) = 1H , де 1H – одиниця H, тобто

(h1 ◦ h−12 )(E) = E для кожного 2-вимiрного елементу Ξ. На пiдставi умови (C),

(h1 ◦h−12 )(e) = e для всiх iнших e ∈ Ξ, тобто h1(e) = h2(e) для всiх e ∈ Ξ. Отже,

τ є коректно визначеним вiдображенням.

(2) Перевiримо, що τ є H-дiєю на Ξ. Очевидно, що τ(1H , e) = e для всiх

e ∈ Ξ. Нехай g1, g2 ∈ H i h1, h2 ∈ H такi, що φ(h1) = g1 та φ(h2) = g2. Тодi
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τ(g1, τ(g2, e)) = τ(g1, h2(e)) = h1(h2(e)) = (h1 ◦ h2)(e) = τ(g1 ◦ g2, e) для всiх

e ∈ Ξ. Отже, τ є H-дiєю на Ξ.

(3) Доведемо, що τ є вiльною H-дiєю на множинi 2-вимiрних елементiв Ξ.

Нехай h ∈ H такий, що h(E) = E для деякого 2-вимiрного елементу E розбиття

Ξ. Тодi, на пiдставi умови (C), h(E ′) = E ′ для всiх 2-вимiрних елементiв E ′

розбиття Ξ. Звiдси, τ(h) = 1H . Це означає, що H-дiя τ на множинi 2-вимiрних

елементiв Ξ є вiльною.

Таким чином, група H, що має властивiсть (C), дiє на розбиттi поверхнi M .

Введемо таке означення.

Означення 2.3.0.3. Нехай H – пiдгрупа Glocv . Будемо говорити, що група H

комбiнаторно дiє на M , якщо виконанi такi двi умови:

(C1) H дiє на розбиттi Ξ поверхнi M ,

(C2) група H = φ−1(H) задовольняє умову (C).

Умова (C1) означає, що H «перемiшує» елементи розбиття Ξ поверхнi M, а

умова (C2) накладає обмеження на цю дiю.

Головним результатом даного роздiлу є така теорема.

Теорема 2.3.0.4. Нехай f ∈ F (M) така, що її KR-граф Γf мiстить спецi-

альну вершину v, Glocv —локальний стабiлiзатор v вiдносно дiї Gv. Нехай та-

кож H —пiдгрупа в Glocv що комбiнаторно дiє на M i H = φ−1(H) —пiдгрупа

в SV (f). Тодi iснує перерiз s : H → H вiдображення φ, тобто вiдображення s

є гомоморфiзмом, що задовольняє умову φ ◦ s = idH .

Iншими словами, якщо H задовольняє умову (C), то комбiнаторна дiя H на

M пiднiмається до «справжньої дiї» H на M дифеоморфiзмами, що зберiгають

f . Теорема 2.3.0.4 буде доведена в пунктi 2.5.
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2.4 Топологiчна структура атома EV,a

Нехай f — гладка функцiя з F (M), ε1 > 0, c ∈ R i V — зв’язна компонента де-

якого критичного рiвня f−1(c) функцiї f . Пiд атомом компоненти V ми будемо

розумiти зв’язний окiл V, що складається з шарiв функцiї f та не мiстить iн-

ших критичних точок f окрiм тих, що належать до V . Дамо бiльш формальне

означення.

Нехай також E — зв’язна компонента f−1([c− ε1, c+ ε1]), що мiстить V. При-

пустимо, що межа ∂E мiстить n + k зв’язних компонент Ai, i = 1, 2, . . . n + k,

тобто ∂E =
⋃n
i=1Ai ∪

⋃k
j=1A−j. Оскiльки f ∈ F (M) то f |E належить до F (E),

i значить на пiдставi умови (B), f |E приймає постiйнi значення на кожнiй зв’я-

знiй компонентi межi ∂E . Припустимо, що f(Ai) = ci ∈ [c, c + ε1], i ≥ 1 i

f(Ai) = di ∈ [c− ε1, c], i ≤ 1. Покладемо c′ = min{ci} i d′ = max{di}. Зафiксує-

мо a > 0 таке, що [c− a, c+ a] ⊂ [d′, c′].

Зв’язну компоненту f−1([c− a, c+ a]), яка мiстить V , називатимемо атомом

V i позначатимемо через EV,a.

Нехай H —пiдгрупа в Glocv i H = φ−1(H) ⊂ SV (f). Нам буде потрiбна така

лема.

Лема 2.4.0.1. Нехай EV,a— атом спецiальної критичної компоненти V , A—

зв’язна компонента межi ∂EV,a i h ∈ H. Припустимо, що група H задовольняє

умову (C). Якщо h|EV,a(A) = A, то h зберiгає орiєнтацiю A.

Доведення. Зафiксуємо рiманову метрику g : TM ×M TM → R на M. Нехай

∇gf – поле градiєнта функцiї f в цiй рiмановiй метрицi. Нехай Q—множина

точок x ∈ A таких, що iснує iнтегральна крива cx поля ∇gf, що з’єднує точку

x з деякою точкою yx ∈ V, див. рис. 2.4.0.6. Тодi Q є об’єднанням вiдкритих

iнтервалiв в A, а вiдображення ψ : Q → V , задане формулою ψ(x) = yx, є

вкладенням. Образ ψ(Q) є циклом в V. Отже, зв’язна компонента A межi ∂EV,a
визначає цикл γA в V. Крiм того, орiєнтацiя A iндукує орiєнтацiю γA i навпаки,
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див. [65].

V

Ax

y
x

c
x

Рис. 2.4.0.6: Орiєнтацiя A та циклу на V

Припустимо, що H задовольняє умову (C). Нехай h ∈ H i E – 2-вимiрний

елемент Ξ такий, що h(E) = E. Тодi на пiдставi умови (C), h(e) = e для всiх

iнших елементiв e ∈ Ξ. Зокрема h(γA) = γA i h зберiгає орiєнтацiю γA. Тодi

h(A) = A i h зберiгає орiєнтацiю A.

2.5 Доведення теореми 2.3.0.4

Нехай f ∈ F (M) така, що її KR-граф Γf мiстить спецiальну вершину v, V =

p−1f (v) — спецiальна компонента деякої множини рiвня, що вiдповiдає v i Glocv —

локальний стабiлiзатор v.

Нехай H —пiдгрупа в Glocv така, що H = φ−1(H) має властивiсть (C). Ми

побудуємо пiдняття H-дiї на st(v) до дiї Σ : H ×M →M групи H на поверхнi

M.

Нехай V – об’єднання всiх вершин графу V . Так як вершини V , тобто критичнi

точки f , є елементами розбиття Ξ i V є iнварiантною вiдносно H, то ми маємо

коректно визначене звуження σ0 = τ |H×V : H×V→ V дiїH з Ξ на V. Вiдмiтимо,

що для довiльної вершини z i h ∈ H

σ0(φ(h), z) = h(z).
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Стратегiя доведення теореми 2.3.0.4

Розiб’ємо доведення на 3 кроки. На першому кроцi ми побудуємо таку H-дiю σ1

на на множинi деяких околiв вершин графу V , що σ1|V = σ0. На другому кроцi

продовжимо її до дiї на атомi V , а на третьому кроцi — до дiї на всiй поверхнi

M .

Крок 1

Ми продовжимо дiю σ0 групи H до H-дiї σ1 на множинi околiв вершин V .

Припустимо, що дiя σ0 має s орбiт Vr = {zr0, zr1, . . . , zrk(r)} для деякого k(r) ∈

N, r = 1, 2, . . . , s. Зокрема, V =
⋃s
r=1 Vr.

На пiдставi означення класу F (M), для кожного r = 1, 2, . . . , s iснує карта

(Ur0, qr0), що мiстить zr0 така, що вiдображення f ◦ q−1r0 = fr є однорiдним

полiномом без кратних лiнiйних множникiв. Ми також можемо припускати, що

qr0(Ur0) ⊂ R2 є 2-диском з центром в 0 ∈ R2 радiусу ε, i що група L(fr) має

властивостi, описанi в лемi 1.2.0.1.

Зафiксуємо дифеоморфiзми hri ∈ H такi, що hri(zr0) = zri, i = 1, 2, . . . , k(r) i

визначимо карти (Uri, qri) для вершин zri, i = 1, 2, . . . , k(r) за наступним пра-

вилом:

• Uri = hri(Ur0),

• а вiдображення qri робить комутативною таку дiаграму:

Ur0
hri //

qr0
��

Uri

qrivv

qr0(Ur0)

тобто qri = qr0 ◦ h−1ri .

Зменшуючи ε ми можемо вважати, що Uri ∩ Urj = ∅ для i 6= j.
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Отже, карта (Uri, qri) вибрана так, що вiдображення

f ◦ q−1ri : qr0(Ur0)→ R

є однорiдним многочленом без кратних лiнiйних множникiв, i збiгається iз за-

даним многочленом fr для карти (Ur0, qr0). Ми також покладемо Ur =
⋃k(r)
i=0 Uri

i U =
⋃s
r=1 Ur.

Лема 2.5.0.1. Iснують гомоморфiзм λ1 : H → Diff(U) i мономорфiзм χ1 :

H → Diff(U), якi роблять комутативною таку дiаграму:

H λ1 //

φ
��

Diff(U)

H
χ1

77

Доведення. (1) Спочатку ми побудуємо вiдображення λ1. Нехай h ∈ H такий,

що h(zri) = zrj для деяких i, j = 0, 1, . . . , k(r) i r = 1, 2, . . . , s. Нехай також

γh = qrj ◦ h ◦ q−1ri —дифеоморфiзм qr0(Ur0). Легко бачити, що вiдображення γh

зберiгає многочлен fr. На пiдставi леми 1.2.0.2, дотичне вiдображення T0γh та-

кож зберiгає многочлен fr. Тодi T0γh ∈ L(fr). Визначимо лiнiйне вiдображення

Ah ∈ L(fr) за наступним правилом. Якщо deg fr = 2, то на пiдставi леми 1.2.0.1,

T0γh =

a 0

0 1
a

 , a 6= 0,

i ми покладемо

Ah = sign(a)

1 0

0 1

 .

Якщо ж deg fr ≥ 3, то згiдно леми 1.2.0.1 i припущень про околи Uri, L(fr) є

циклiчною пiдгрупою SO(2). У цьому випадку ми покладемо

Ah = T0γh

i визначимо дифеоморфiзм λ1(h) ∈ Diff(U) за формулою:

λ1(h)|Uri
= q−1rj ◦ Ah ◦ qri. (2.3)
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(2) Доведемо, що вiдображення λ1 є гомоморфiзмом. Нехай h1, h2 ∈ H такi,

що h1(zri) = zrj i h2(zrj) = zrk. На пiдставi (2.3) ми маємо:

λ1(h1)|Uri
= q−1rj ◦ Ah1 ◦ qri, λ1(h2)|Urj

= q−1rk ◦ Ah2 ◦ qrj,

λ1(h2)|Urj
◦ λ1(h1)|Uri

= q−1rk ◦ Ah2 ◦ Ah1 ◦ qrj.

З iншого боку,

λ1(h2 ◦ h1)|Uri
= q−1rk ◦ Ah2◦h1 ◦ qri.

Тодi з визначення лiнiйних вiдображень Ah випливає, що Ah2◦h1 = Ah2 ◦ Ah1.

Отже,

λ1(h2 ◦ h1) = λ1(h2) ◦ λ1(h1).

Це означає, що λ1 є гомоморфiзмом.

(3) Нехай g ∈ H i h ∈ H такий, що φ(h) = g. Визначимо вiдображення

χ1 : H → Diff(U) за правилом:

χ1(g) = λ1(h).

Нехай g1, g2 ∈ H i h1, h2 ∈ H такi, що φ(h1) = g1 та φ(h2) = g2 i крiм того

h1(Uri) = Urj та h2(Urj) = Urk.Поклавши χ1(g1)|Uri
= q−1rj ◦Ah1◦qri та χ1(g2)|Urj

=

q−1rk ◦ Ah2 ◦ qrj та проробивши аналогiчний виклад як в (2) доведення, легко

переконатися, що χ1(g1 ◦ g2) = χ1(g1) ◦ χ1(g2). Це означає, що вiдображення χ1

є гомоморфiзмом.

Залишається довести, що χ1 є мономорфiзмом. Для цього нам необхiдно пере-

вiрити, що Kerχ1 = Kerφ, тобто λ1(h) = id тодi i тiльки тодi, коли h тривiально

дiє на множинi 2-вимiрних елементiв розбиття Ξ.

Припустимо, що h тривiально дiє на множинi 2-вимiрних елементiв Ξ. На

пiдставi умови (C), h тривiально дiє на множинi вершин V . Оскiльки h(zri) = zri

для всiх i = 0, 1, . . . , k(r) i r = 1, 2, . . . , s, то з (2.3) отримаємо, що λ1(h) = idU.

Припустимо, що h ∈ H такий, що λ1(h) = idU. Тодi h(e) = e для всiх ребер

e графу V i h зберiгає орiєнтацiю e. Тодi, згiдно леми 2.4.0.1, h залишає iнва-
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рiантним кожну зв’язну компоненту ∂EV,a та зберiгає її орiєнтацiю. А отже, h

тривiально дiє на множинi 2-вимiрних елементiв розбиття Ξ.

Визначимо вiдображення σ1 : H × U→ U так:

σ1(g, x) = χ1(g)(x), x ∈ U.

Оскiльки χ1 є гомоморфiзмом, то σ1 є H-дiєю на U.

Крок 2

На цьому кроцi ми продовжимо дiю σ1 до H-дiї σ на атомi EV,a.

Нехай (Uri, qri) – карта M, що мiстить zri, визначена в кроцi 1 доведення.

Проекцiя qri iндукує вiдображення Tqri : TUri → Tqri(Uri) мiж дотичними

розшаруваннями до Uri та qri(Uri) ⊂ R2 вiдповiдно. Зафiксуємо таку рiманову

метрику g на M , що дiаграма

TUri
Tqri //

∇gf |Uri
��

Tqri(Uri)

∇fr|qri(Uri)
��

Uri qri
// qri(Uri)

є комутативною, де∇gf i∇fr – вiдповiдно, поле градiєнта f в рiмановiй метрицi

на M та поле градiєнта fr в стандартнiй рiмановiй метрицi на R2. Нехай також

G – потiк поля градiєнта ∇gf на M.

Для подальшої конструкцiї нам буде зручно дати iнший опис вiдображення

λ1(h).

Iнший опис вiдображення λ1(h)

Нехай x ∈ Uri – точка, i = 0, 1, . . . , k(r), r = 1, 2, . . . , s i y = λ1(h)(x) – образ x

вiдносно вiдображення λ1(h). Нехай також ωx i ωy – траєкторiї потоку градiєнта

G такi, що x ∈ ωx i y ∈ ωy. Оскiльки λ1(h) зберiгає траєкторiї потоку G на U,

то

λ1(h)(ωx ∩ Uri) = ωy ∩ λ1(h)(Uri).
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За означенням вiдображення λ1(h) ми маємо, що f(x) = f(y). Зокрема, як-

що траєкторiя ωx перетинає деяке ребро R графу V в деякiй точцi x′, i y′ =

λ1(h)(x′), то y = f−1(f(x)) ∩ ωy′, де ωy′ – траєкторiя G, що проходить через

точку y′. Отже, образ точки x при вiдображеннi λ1(h) однозначно визначається

образом точки x′.

На пiдставi леми 2.3.0.2, група H дiє на множинi всiх ребер R графу V . При-

пустимо, що ця дiє має u орбiт Rr = {Rr0, Rr1, . . . , Rrn(u)} для деякого n(u) ∈ N

i r = 1, 2, . . . , u. Ми також покладемо R =
⋃u
r=1 Rr.

Для кожного ребра Rri зафiксуємо

(I) C∞–дифеоморфiзм `ri : (−1, 1) → Rri такий, що обмеження `ri|(−1,−1+ε) i

`ri|(1−ε,1) є iзометрiями,

де ε – радiус диску qr0(Ur0), що визначений в Кроцi 1.

Лема 2.5.0.2. Iснують гомоморфiзм λ2 : H → Diff(EV,a) i мономорфiзм χ2 :

H → Diff(EV,a), якi роблять комутативною таку дiаграму

H λ2 //

φ
��

Diff(EV,a)

H
χ2

66

причому λ2(h)|U = λ1(h)|U∩EV,a.

Доведення. Нехай h ∈ H. Ми продовжимо дифеоморфiзм λ1(h) до дифеомор-

фiзму λ2(h) атома EV,a. Нехай x ∈ EV,a – точка атому. Якщо x ∈ Uri для деяких

i = 0, 1, . . . , k(r), r = 1, 2, . . . s, то покладемо

λ2(h)(x) := λ1(h)(x).

Припустимо, що x 6∈ Uri. Нехай ωx – траєкторiя потокуG, що проходить через

точку x. Тодi ми маємо один з двох таких випадкiв: траєкторiя ωx або

(1) перетинає деяке ребро R графу V в точцi, скажiмо y, або
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(2) збiгається до деякої вершини z графу V.

Розглянемо випадок (1). Нехай R′ = h(R), ` : (−1, 1) → R i `′ : (−1, 1) → R′

– вiдображення, що задовольняють (I) для R та R′ вiдповiдно, i

h′ = `′ ◦ `−1 : R
`−1−−−−→ (−1, 1)

`′−−−→ R.′

Нехай y′ = h′(y) ∈ R′, ωy′ – траєкторiя G, що проходить через y′ i x′ – єдина

точка в ωy′ така, що f(x) = f(x′). Тодi ми покладемо λ2(h)(x) = x′, див. рис.

2.5.0.7.

U
U’

x

x’

ωx

ωx’

z
z’

x
y

x’
y

R

R’

Рис. 2.5.0.7: Вiдображення λ2 у випадку (1)

Розглянемо випадок (2). Нехай U – окiл точки z, означений в Кроцi 1, z′ =

λ1(h)(z) – вiдповiдна точка в U ′ = λ1(h)(U), ωz′ – траєкторiя G така, що

ωz′ ∩ U ′ = λ1(h)(ωx ∩ U),

i x′ – єдина точка в ωz′ така, що f(x) = f(x′). В цьому випадку ми покладемо

λ2(h)(x) = x′, див. рис. 2.5.0.8.

За означенням λ2(h)|U = λ1(h)|U∩EV,a.

Не важко довести, що вiдображення λ2 є гомоморфiзмом. Нехай h i h′ – ди-

феоморфiзми з H. Для цього треба перевiрити, що

λ2(h ◦ h′)(x) = λ2(h) ◦ λ2(h′)(x) (2.4)

для всiх x ∈ EV,a. Оскiльки за побудовою вiдображення λ2 має мiсце тотожнiсть

λ2|U = λ1, то (2.4) справедлива для x ∈ U. Так якH переводить ребра V в ребра,
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U

U’x

x’

ωx

ωx’

z

z’
x
y

x’
y

Рис. 2.5.0.8: Вiдображення λ2 у випадку (2)

а траєкторiї градiєнту ∇f в траєкторiї градiєнту, то на пiдставi побудови λ2(h)

та λ2(h′) маємо, що (2.4) також виконується для x ∈ EV,a\U. Таким чином, (2.4)

справедлива для всiх x ∈ EV,a. Це означає, що λ2 – гомоморфiзм.

Нехай χ2 : H → Diff(EV,a) – вiдображення, що визначене так: якщо g ∈ H

i h ∈ H такий, що φ(h) = g, то χ2(g) = λ2(h). Подiбним мiркуваннями, як

в доведеннi, що λ2 є гомоморфiзмом, можна показати, що вiдображення χ2 є

гомоморфiзмом. Бiльш того, λ2(h) = idEV,a тодi i тiльки тодi, коли λ1(h) = idU.

Тому χ2 – мономорфiзм.

Визначимо вiдображення σ : H × EV,a → EV,a за таким правилом:

σ(g, x) = χ2(g)(x).

Оскiльки χ2 є гомоморфiзмом, то вiдображення σ є H-дiєю на атомi EV,a.

Крок 3

На цьому кроцi ми продовжимо H-дiю σ до H-дiї на поверхнi M.

Нехай E – множина 2-вимiрних елементiв розбиття Ξ. На пiдставi леми 2.3.0.2,

група H дiє на множинi E. Припустимо, що ця дiя має y орбiт

Er = {Er0, Er1, . . . , Erk(r)},

i = 0, 1 . . . , k(r) i r = 1, 2, . . . , y. Ми покладемо E =
⋃y
r=1 Er. Зафiксуємо дифе-

оморфiзми hri ∈ H такi, що hri(Er0) = Eri.
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Нехай Yr = Er0 ∩ f−1([−a,−a/2] ∪ [a/2, a]) ∩ EV,a. Оскiльки v – спецiальна

вершина, то множина Yr це – зв’язна пiдповерхня, що не мiстить критичних

точок f , причому f приймає постiйнi значення на її межi. Тому Yr є цилiндром.

Покладемо Yri = hri(Yr) i Y =
⋃y
r=1

⋃k(r)
i=0 Yri.

Виберемо a1 > a таке, що множина EV,a1 є також атомом V. Нехай

Zr = Er0 ∩ f−1([−a1, a/2] ∪ [a/2, a1]) ∩ EV,a.

За означенням, Yr ⊂ Zr i Zr не мiстить критичних точок f. Покладемо також

Zri = hri(Zr) i Z =
⋃y
r=1

⋃k(r)
i=0 Zri.

A

E
r0

Z
r

a,ε

Рис. 2.5.0.9: Вiдображення λ2 у випадку (2)

Зафiксуємо векторне поле F на Z таке, що його орбiти тотожнi iз зв’язними

компонентами множин рiвня обмеження f |Z i F – потiк поля F.

Оскiльки всi орбiти F є замкненими, то на пiдставi леми 1.7.4.1 вiдображення

Fα є дифеоморфiзмом тодi i тiльки тодi, коли похiдна Лi Fα функцiї α уздовж

F задовольняє нерiвнiсть Fα > −1. Легко бачити, [21], що (Fα)−1 = Fξ, де

ξ = −α ◦ F−1α . (2.5)

Твердження 2.5.0.3. Для кожного g ∈ H вiдображення χ2(g) продовжує-

ться до дифеоморфiзму Σ(g) ∈ S(f) такого, що вiдповiднiсть g 7→ Σ(g) є

гомоморфiзмом Σ : H → S(f).

Доведення. Нам необхiднi такi двi леми.
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Лема 2.5.0.4. Нехай g ∈ H i h ∈ H такий, що φ(h) = g i h(Er0) = Eri. Тодi

iснує єдина C∞-функцiя ξri : Yr → R така, що

χ2(g)|Yr = hri|Yr ◦ Fξ : Yr → Yr.

Зокрема, функцiя ξri залежить лише вiд елементу g.

Лема 2.5.0.5. Дифеоморфiзм Fξri продовжується до дифеоморфiзму wri : Er0 →

Er0 такого, що f ◦ wri = f на Er0.

Ми доведемо леми 2.5.0.4 i 2.5.0.5 нижче, а зараз ми продовжимо доведення

теореми 2.3.0.4.

Для кожної пари iндексiв r, i визначимо дифеоморфiзм h̃ri : Er0 → Er0 такою

формулою:

h̃ri = hri ◦ wri.

Далi для кожного h ∈ H задамо дифеоморфiзм λ3(h) ∈ Diff(E) за таким

правилом: якщо h(Eri) = Erj, то

λ3(h)|Eri
= h̃rj ◦ h̃−1ri : Eri

h̃−1ri−−−−→ Er0
h̃rj−−−−→ Erj.

На пiдставi леми 2.5.0.5, вiдображення λ3 збiгається з λ2 на Y.

Перевiримо, що вiдображення h 7→ λ3(h) є гомоморфiзмом. Нехай h1 i h2 –

дифеоморфiзми з H такi, що h1(Eri) = Erj i h2(Erj) = Erk. Згiдно означення,

λ3(h1)|Eri
= h̃rj ◦ h̃−1ri , λ3(h2)|Erj

= h̃rk ◦ h̃−1rj .

Тодi

λ3(h2)|Erj
◦ λ3(h1)|Eri

= h̃rk ◦ h̃−1rj ◦ h̃rj ◦ h̃−1ri = h̃rk ◦ h̃−1ri = λ3(h2 ◦ h1)|Eri
.

Отже, λ3 є гомоморфiзмом.

Нехай g ∈ H i h ∈ H такий, що φ(h) = g. На пiдставi умови (C), λ3(h) = id

тодi i тiльки тодi, коли h(Eri) = Eri для деяких r = 1, 2, . . . , y, i = 0, 1, . . . , k(r).
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Тодi вiдображення χ3 : H → Diff(E), визначене за правилом χ3(g) = λ3(h), є

мономорфiзмом.

Визначимо вiдображення σ′ : H × E→ E за формулою

σ′(g, x) = χ3(g)(x), x ∈ E.

Оскiльки χ3 – гомоморфiзм, то σ′ є H-дiєю на E.

Задамо H-дiю Σ на M за таким правилом:

Σ =


σ′, на H × E,

σ, на H × EV,a

Теорему 2.3.0.4 доведено.

2.5.1 Доведення леми 2.5.0.4

Згiдно [23, лема 4.12.], див. також лему 1.7.4.2, для дифеоморфiзму

h′ri = χ2(g)−1|Yri ◦ hri|Yr : Yr → Yr

цилiндру Yr iснує гладка функцiя αri така, що h′ri = Fαri
, як тiльки для кожної

траєкторiї ω потоку F ми маємо h′ri(ω) = ω i h′ri зберiгає орiєнтацiю ω.

Нехай ω – траєкторiя F. На пiдставi умови (C), ω = f−1 ∩ Yr для деякого

t ∈ R. Множини f−1(t) i Yr є h′ri-iнварiантними, а тому множина f−1(t) ∩ Yr
також є h′ri-iнварiантною. Отже, h′ri(ω) = ω для всiх траєкторiй ω потоку F.

Зокрема, за лемою 2.4.0.1, h′ri зберiгає орiєнтацiю кожної орбiти ω потоку F.

Тодi h′ri = Fαri
для єдиної гладкої функцiї αri : Yr → R. Тепер з формули (2.5)

випливає, що функцiя ξri : Yr → R, визначена за формулою

ξri = −αri ◦ F−1αri
,

задовольняє твердження леми.
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2.5.2 Доведення леми 2.5.0.5

На пiдставi результату Seeley [43], функцiя ξri продовжується до гладкої функцiї

β′ri на Eri. Легко побудувати функцiю δr ∈ C∞(Er0, [0, 1]), яка задовольняє такi

умови:

(1) δr = 1 на Yr,

(2) δr = 0 на деякому околi Zr ∩ (f−1(−a1) ∪ f−1)(a1),

(3) Fδr = 0, тобто δr є постiйною уздовж орбiт F ,

(4) функцiя βri = δrβ
′
ri задовольняє нерiвнiсть Fβri|Zr

> −1.

Дiйсно, оскiльки β′ri = ξri на Yri i Fαri
є дифеоморфiзмом, то Fβ′ri > −1 на

Yri. Тодi iснує b ∈ (a, a1) таке, що Fβ′ri > −1 на

Ar = Er0 ∩ f−1([−b,−a/2] ∪ [a/2, b]) ∩ EV,a.

Нехай δr : Er0 → [0, 1] – гладка функцiя така, що δr = 1 на Yr, δr = 0 на Er0 \Ar

i Fδr = 0. Тодi δrFβ′ri на Eri. Тепер шуканий дифеоморфiзм wri : Er0 → Er0

можна визначити за такою формулою

wri(x) =


Fβri, x ∈ Zr,

x, x ∈ Er0 \ Zr.

Лема доведена.

2.6 Висновки

В цьому роздiлi ми вивчали дiї комбiнаторнi груп автоморфiзмiв зiрок спецi-

альних вершин KR-графу функцiї f на поверхнi. Отриманi результати будуть

застосованi в роздiлi 3 для доведення основної теореми.



Роздiл 3. Фундаментальна група орбiт глад-

ких функцiй на 2-торi KR-граф яких

є деревом

Нехай T 2 – 2-тор. Множину всiх гладких функцiй f ∈ E (T 2) KR-граф яких є

деревом ми будемо позначати через N (T 2). Для фiксованої f ∈ N (T 2) покла-

демо:

Did(T
2, X) = DX , Of(f,X) = OX Sid(f,X) = SX ,

Did(T
2,∅) = D, Of(f,∅) = O, Sid(f,∅) = S.

3.1 Cпецiальнi вершини KR-графу для гладких функцiй
на 2-торi

В роздiлi 2 ми розглядали спецiальнi вершини KR-графiв гладких функцiй на

поверхнях. Для гладких функцiй на 2-торi T 2 має мiсце така теорема.

Теорема 3.1.0.1. Нехай f ∈ N (T 2) – гладка функцiя i Γf – її KR-граф. Тодi

iснує така єдина вершина v графу Γf , що кожна компонента доповнення T 2 \

p−1f (v) є вiдкритим диском.

Нехай ρ|S ′(f) : S ′(f) → Aut(Γf) — гомоморфiзм, див п.п. 2.1 i G = ρ(S ′(f))

– образ S ′(f) в Aut(Γf) вiдносно ρ. Нехай Gv – стабiлiзатор v вiдносно дiї G

на Γf i st(v) – зiрка v в Γf вiдносно дiї Gv. З теореми 3.1.0.1 випливає, що має

мiсце бiєкцiя π0(st(v) \ v)→ π0(Γf \ v). Тому вершина v i вiдповiдна їй зв’язна

компонента V є спецiальними.

67
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3.1.1 Доведення теореми 3.1.0.1

Наступна лема є простим наслiдком означення KR-графу гладкої функцiї та

властивостей замкнутих кривих на 2-торi.

Лема 3.1.1.1. Нехай e – вiдкрите ребро дерева Γf , z ∈ e – точка на ребрi e, i

C = p−1f (z) – вiдповiдна регулярна компонента деякої множини рiвня f, що є

простою замкненою кривою в T 2. Тодi

(1) z розбиває Γf ;

(2) C розбиває T 2 i, значить, рiвно одна з компонент зв’язностi T 2 \ C є

2-диском.

Нехай e = (u0u1) – вiдкрите ребро дерева Γf , z ∈ e i C = p−1f (z) такi як i в

лемi 3.1.1.1. Для i = 0, 1 позначимо через Tzui замикання зв’язної компоненти

Γf \ z, що мiстить точку ui, i покладемо

Ai = p−1f (Tzui).

Згiдно леми 3.1.1.1, рiвно одна з пiдповерхонь A0 або A1 є 2-диском. Орiєнтуємо

ребро e вiд u0 до u1, якщо A0 є 2-диском i вiд u1 до u0 в протилежному випадку,

тобто коли A1 є диском.

Таким чином на кожному ребрi заданий напрям, тобто Γf стає орiєнтованим

деревом.

Лема 3.1.1.2. З кожної вершини u дерева виходить не бiльше одного ребра.

Доведення. Припустимо, що з вершини u виходять два ребра, якi входять в

вершини v0 i v1 вiдповiдно. Виберемо довiльнi точки z0 ∈ (uv0) i z1 ∈ (uv1) i

позначимо:

A = p−1f (Tz0u), A′ = p−1f (Tz0u0), B = p−1f (Tz1u), B′ = p−1f (Tz1v1),

див. рис. 3.1.1.1 За означенням орiєнтацiї ребер, A i B є 2-дисками. Оскiльки

T 2 = A ∪ A′ = B ∪B′, то
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Рис. 3.1.1.1: Диски A, A′, B′, B′

A′ ⊂ B, B′ ⊂ A. (3.1)

Крiм того, перетини A ∩ A′ = p−1f (z0) i B ∩ B′ = p−1f (z1) – простi замкненi

кривi. Тому кожна з поверхонь A′ i B′ є тором з дiркою. Але тодi анi A′ i анi

B′ не може бути вкладеною в 2-диск, що суперечить включенням (3.1). Отже з

кожної вершини дерева Γf виходить не бiльше одного ребра.

Нехай v – вершина графу Γf . Тодi доповнення T 2 \ p−1f (v) є об’єднання дискiв

тодi i тiльки тодi, коли всi ребра, що iнцидентнi v входять в цю вершину. Будемо

називати таку вершину максимальною.

Таким чином для доведення теореми 3.1.0.1 необхiдно показати, що в орiєнто-

ваному деревi Γf iснує єдина максимальна вершина. Це випливає з такої леми.

Лема 3.1.1.3. Нехай Γ – орiєнтоване дерево.

(a) Якщо Γ – скiнченне, то в ньому iснують максимальнi вершини.

(b) Якщо з будь-якої вершини Γ виходить не бiльше нiж одне ребро (iншi ре-

бра, що їй iнцидентнi, входять в цю вершину), то максимальних вершин

не бiльше нiж одна.

Доведення. (a) Припустимо, що в Γ немає максимальних вершин, тобто з будь-

якої вершини виходить хоча б одне ребро. Нехай v0, . . . , vn−1, vn – довiльний

орiєнтований шлях в Γ, який складається з попарно рiзних вершин. Оскiль-

ки ребро (vn−1vn) входить в vn, то знайдеться ребро (vnvn+1), яке виходить з
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vn. Зауважимо, що vn+1 6= vi, i = 0, 1, . . . , n, бо iнакше v0, . . . , vn, vn+1 був би

циклом в деревi Γ, що неможливо. Вiдтак, будь-який орiєнтовний шлях може

бути продовжений до довшого шляху. Але це суперечить тому, що Γ – скiнчене

дерево. Отже, максимальнi вершини iснують.

(b) Припустимо, що Γ має двi максимальнi вершини v1 та v2 i нехай γ :

e0, . . . , ek – єдиний шлях, що з’єднує v1 i v2. Оскiльки ребра e0 i ek направ-

ленi до v1 i v2 вiдповiдно, то для однiєї з вершин u шляху γ, iнцидентнi їм ребра

ei та ei+1 виходять з u, що не можливо. Отримали протирiччя. Отже, iснує не

бiльше одної максимальної вершини графу Γ. Лема доведена.

1

2

v

vu

Рис. 3.1.1.2: Шлях мiх v1 i v2

Iснування максимальної вершини в Γf випливає з (a) леми 3.1.1.3, а її єдинiсть

з (b). Теорема доведена.

Нехай f ∈ N (T 2) – гладка функцiя на T 2, Γf – її KR-граф, v – спецiальна

вершина.

Домовленiсть. Нагадаємо, що в п.п. 1.6.2 ми показали, що має мiсце гомо-

морфiзм ρ : S(f) → Aut(Γf). В цьому роздiлi ми будемо розглядати звуження

вiдображення ρ на S ′(f), позначаючи його тiєю ж буквою. Тодi покладемо

G = ρ(S ′), Gv = {g ∈ G | g(v) = v}.

Для зiрки st(v) позначимо Glocv = {g|st(v) | g ∈ Gv} локальний стабiлiзатор v в

st(v) вiдносно дiї G = ρ(S ′) на Γf .
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3.2 Опис π1O(f ) для функцiй з N (T 2)

Основним результатом роздiлу є така теорема:

Теорема 3.2.0.1. Нехай f ∈ N (T 2) i v – спецiальна вершина її KR-графу Γf .

Тодi

(i) Glocv = Zn × Zmn для деяких n,m ∈ N;

(ii) iснують замкненi 2-диски D1, D2, . . . , Dr ⊂ T 2 такi, що f |Di
∈ N (Di),

i = 1, 2, . . . , r i має мiсце такий iзоморфiзм

ξ : π1O ∼=
r∏
i=1

π0S i o
Zn×Znm

Z2,

де S i = S ′(f |Di
, ∂Di) . Зокрема, у випадку Glocv = 1 отримуємо iзоморфiзм:

ξ : π1O ∼= π0S ′ × Z2.

Структура доведення 3.2.0.1

В пiдроздiлi 3.3 ми доведемо частину (i) теореми 3.2.0.1, а в пiдроздiлi 3.3 –

частину (ii).

3.3 Структура локального стабiлiзатора Glocv

Нехай f ∈ N (T 2), v – спецiальна вершина графу Γf i V = p−1f (v) – вiдповiдна

спецiальна критична компонента.

Оскiльки V є спецiальною компонентою, що вiдповiдає v, то V задає клiтинне

розбиття T 2, див пiдроздiл 2.2: 0- та 1-клiтини цього розбиття – це вiдповiдно

вершини (тобто критичнi точки f) та ребра V , а 2-клiтини – це компоненти

доповнення до V в T 2.

З леми 2.3.0.2 випливає, що для кожного h ∈ ker(r ◦ ρ) виконанi такi умови:

(1) h(e) = e для будь-якої клiтини e,
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(2) вiдображення h : e 7→ h(e) зберiгає орiєнтацiю кожної клiтини e розмiрностi

dim e ≥ 1.

Нагадаємо означення числа Лефшеця неперервного вiдображення. Нехай X –

топологiчний простiр i f : X → X – неперервне вiдображення. Тодi f iндукує

лiнiйнi вiдображення Hif : Hi(X, k) → Hi(X, k) груп гомологiй простору X з

коефiцiєнтами в полi k, i ≥ 0. Числом Лефшеця L(f) називається вираз

L(f) =
∞∑
i=0

(−1)itr(Hif).

Лема 3.3.0.1 ([27], Proposition 5.4.). Нехай M – замкнута орiєнтована по-

верхня, Ξ – деяке клiтинне розбиття M i h : M → M – гомеоморфiзм, що

задовольняє такi умови:

• h зберiгає клiткову структуру, тобто якщо e ∈ Ξ, то h(e) ∈ Ξ та

dim(e) = dim(h(e));

• h зберiгає орiєнтацiю клiтин;

• h не є Ξ-тривiальним, тобто h(e) 6= e для деякої e ∈ Ξ.

Тодi число h-iнварiантних клiтин розбиття Ξ дорiвнює

L(f) = tr(H0h)− tr(H1h) + tr(H2h).

Доведення (i) теореми 3.2.0.1

Нехай h ∈ S ′ – дифеоморфiзм. Згiдно леми 3.3.0.1, або всi клiтини є h-iн-

варiантними, або число iнварiантних клiтин автоморфiзму h дорiвнює числу

Лефшеця L(h). Оскiльки h iзотопний тотожному вiдображенню тора T 2, то

L(h) = χ(T 2) = 0. Таким чином, «комбiнаторна дiя» h на множинi клiтин

визначається його дiєю на довiльнiй фiксованiй 2-клiтинi, тобто дiєю ρ(h) на

довiльному ребрi зiрки st(v).
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На пiдставi теореми 2.3.0.4 iснує перерiз

s : Glocv → S ′(f)

вiдображення r ◦ρ такий, що s(Glocv ) дiє вiльно на T 2. Зокрема, фактор-вiдобра-

ження q : T 2 → T 2/Glocv є накриттям, а отже T 2/Glocv є або тором, або пляшкою

Клейна. Але оскiльки Glocv -дiя на T 2 є дiєю групи дифеоморфiзмiв, що зберi-

гають орiєнтацiю, то фактор-простiр T 2/Glocv є тором. Зокрема ми отримуємо

точну послiдовнiсть:

1 −→ π1T
2 q−−−→ π1T

2/Glocv −→ Glocv −→ 1.

Оскiльки q – мономорфiзм, то твердження (ii) теореми 3.2.0.1 випливає з такої

леми.

Лема 3.3.0.2 ([40], роздiл E). Нехай A,B – вiльнi абелевi групи рангу 2, i q :

A→ B – вкладення. Тодi iснують L,M ∈ A i X, Y ∈ B такi, що породжують

A та B, тобто A = 〈L,M〉, B = 〈X, Y 〉, i

q(L) = nX, q(M) = mnY,

для деяких n,m ∈ N. Зокрема B/A ∼= Zn × Znm.

Отже, Glocv ∼= Zn×Zmn для деяких n,m ∈ N,. Крiм того, у випадку n = m = 1,

маємо Glocv = 1.

3.4 Доведення твердження (ii) теореми 3.2.0.1 у
випадку Glocv = 1. Побудова перерiзу

Нехай f ∈ F (T 2) – гладка функцiя така, що Γf є деревом i v – спецiальна

вершина Γf . Нам необхiдно показати, що послiдовнiсть

1 −→ π1D
p1−−−→ π1O

∂1−−−→ π0S ′ −→ 1

розщеплюється.
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Зауважимо, що на пiдставi теореми 1.4.0.3 образ p1(π1D) мiститься в центрi

групи π1O. Тому, для того, щоб ця послiдовнiсть розщеплювалась, достатньо

показати, що iснує перерiз s : π0S ′ → π1O, тобто такий гомоморфiзм, що ∂1◦s =

id.

Твердження (ii) теореми 3.2.0.1 у випадку Glocv = 1 є наслiдком такої леми:

Лема 3.4.0.1. Нехай v – максимальна вершина дерева Γf , (uv) – яке-небудь

ребро Γf iнцидентне v, z ∈ (vu) – точка i C = p−1f (z) – вiдповiдна проста

замкнута крива на T 2. Якщо група Glocv тривiальна, то мають мiсце такi

твердження.

(i) Нехай h ∈ S ′. Тодi h(C) = C i iснує iзотопiя ht : T 2 → T 2, t ∈ [0, 1] така,

що

h0 = idT 2, h1 = h, ht(C) = C, t ∈ [0, 1]. (3.2)

(ii) Якщо {h′t} – iнша iзотопiя, що задовольнає (3.2), то шляхи {ht} i {h′t}

– гомотопнi в D вiдносно кiнцiв. Зокрема, петлi {f ◦ ht} i {f ◦ h′t} пред-

ставляють один i той же елемент в π1O. Позначимо його через s(h).

(iii) Вiдображення s : h 7→ s(h) є гомоморфiзмом s : π0S ′ → π1O таким, що

∂1 ◦ s = id. Зокрема, s розщеплює послiдовнiсть.

Доведення. Нам необхiдна така лема, також див [58].

Лема 3.4.0.2. Нехай M – гладка компактна поверхня, f ∈ F (M), ρ : S →

Aut(Γf) – гомоморфiзм дiї S на Γf , v – вершина Γf , st(v) – зiрка v i N =

p−1f (st(v)). Нехай далi h ∈ S ′ i ρ(h) : Γf → Γf – вiдповiдний автоморфiзм

Γf iндукований h. Припустимо, що ρ(h)(v) = v i ρ(h)|st(v) = id. Тодi iснує

iзотопiя gt : M →M, t ∈ [0, 1] така, що

(1) g0 = h;

(2) gt ∈ S ′;
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(3) g1 є нерухомим на N ;

(4) ρ(h) = ρ(gt) = id для кожного t ∈ [0, 1].

Зокрема, [h] = [gt] ∈ π0S ′.

Доведення. Нехай V = p−1f (v) – критична компонента критичного рiвня f , що

вiдповiдає вершинi v. Тодi V є скiнченним графом, що вкладений в M i з

ρ(h)(v) = v випливає, що h(V ) = V. Оскiльки h iзотопний до idM i тривi-

ально дiє на зiрцi st(v), то на пiдставi результату [23, теорема 7] h переводить

кожне ребро e графу с V в себе i зберiгає орiєнтацiю e. Iснування iзотопiї, що

задовольняє (1)− (4) випливає з [23, леми 6.4 та 4.14]. Лема доведена.

Доведемо (i). Не втрачаючи загальностi можна вважати, що знайдуться двi

зiрки st1(v) i st2(v) такi, що z ∈ st1(v) ⊂ Int(st(v)), де Int(stv) – внутрiшнiсть

st(v). Iншими словами, якщо покласти N1 = p−1f (st1(v)) i N = p−1f (st(v)), то

N1 ⊂ Int(N).

Нехай тепер h ∈ S ′ i gt : T 2 → T 2, t ∈ [0, 1] – iзотопiя, що має властивостi (1)–

(4) леми 3.4.0.2. Тодi з (3) випливає, що ρ(gt)(z) = z, а значить gt(C) = C для

всiх t ∈ [0, 1]. Оскiльки g1 нерухомий на N, а доповнення T 2 \ N1 складається

з 2-дискiв, то g1 iзотопний до idT 2 за допомогою iзотопiї нерухомiї на N1, а

значить i на C.

Отже, h iзотопний до id2
T за допомогою iзотопiї, що залишає криву C iнварi-

антною.

(ii) Нехай тепер α = {ht} i β = {h′t} – два шляхи, що задовольняють умови

леми 3.4.0.2 i D – 2-диск, який обмежує C в T 2. Розглянемо петлю ω = αβ−1 в

D. Оскiльки ω(C× t) = C, t ∈ [0, 1], то ω(D× t) = D. Тодi для всiх q ∈ D петля

ωq : {q} × [0, 1] → T 2 – гомотопна нулю в T 2, а тому, на пiдставi леми 1.8.0.2,

петля ω гомотопна нулю в D, тобто α i β є гомотопними вiдносно кiнцiв.

(iii) Нехай {ht} i {h′t} – шляхи в S ′, що задовольняють умову (3.2). Розглянемо
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шлях

gt =


h2t, t ∈ [0, 1/2],

h ◦ h′2t−1, t ∈ [1/2, 1]

в D i вiдповiдну петлю

f ◦ gt =


f ◦ h2t, t ∈ [0, 1/2],

f ◦ h ◦ h′2t−1 = f ◦ h′2t−1, t ∈ [1/2, 1]

в O. Тодi, за означенням групової операцiї в π1O, маємо:

[{f ◦ ht}] · [{f ◦ h′t}] = [{f ◦ gt}].

З iншого боку, g1 = h◦h′ i gt(C) = C для всiх t ∈ [0, 1], тобто [{f ◦gt}] = s(h◦h′).

Отже, s(h) ◦ s(h′) = s(h ◦ h′).

3.5 Доведення твердження (ii) теореми 3.2.0.1

Нехай f ∈ N (T 2) – гладка функцiя, Γf – її KR-граф i v – спецiальна вершина

Γf .

3.5.1 Вибiр спецiальних твiрних для π1T
2 i π1T 2/Glocv

Нехай y ∈ T 2 – точка. Нагадаємо, що Glocv вiльно дiє на T 2, а вiдображення

q : T 2 → T 2/Glocv , що iндуковане цiєю вiльною дiєю, є накриттям. Позначимо

через z = q(y) ∈ T 2/Glocv – образ y пiд дiєю накриваючомого вiдображення q.

Тодi ми маємо таку комутативну дiаграму

0 // π1(T
2, y)

q1 // π1(T
2/Glocv , z) ∂ // Glocv // 0

0 // Z2 q // Z2 ∂ // Zn × Znm // 0

де q : T 2 → T 2/Glocv та ∂ : Z2 → Zn × Znm заданi формулами:

q(λ, µ) = (nλ, nmµ), ∂(x, y) = (x mod n, y mod nm).
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Нехай X̂, Ŷ : T 2/Glocv × [0, 1]→ T 2/Glocv – iзотопiї такi, що

X̂0 = X̂1 = Ŷ0 = Ŷ1 = idT 2/Glocv
,

X̂s ◦ Ŷt = Ŷt ◦ X̂s,

для всiх s, t ∈ [0, 1], причому петлi X̂z, Ŷz : I → T 2/Glocv , визначенi формулами

X̂z = X̂(z, t) та Ŷz = Ŷ (z, t), представляють елементи

[X̂z] = (1, 0), [Ŷz] = (0, 1) ∈ Z2 = π1(T
2/Glocv , z).

Продовжимо X̂ i Ŷ до вiдображень

X, Y : π1T
2/Glocv × R→ π1T

2/Glocv

за формулами

X(x, t) = X̂(x, t mod 1), Y (x, t) = Ŷ (x, t mod 1).

Нехай L,M : T 2 × R → T 2 – єдинi пiдняття вiдповiдно X та Y вiдносно q такi,

що L та M комутують i L0 = M0 = idT 2. Тобто

Xt ◦ q = q ◦ Lt, Yt ◦ q = q ◦Mt.

Нехай s : Glocv ∼= Zn × Znm → S ′ – перерiз r ◦ ρ, див. теорему 2.3.0.4. Тодi

Lt ◦Mt′ = Mt′ ◦ Lt для всiх t, t′ ∈ R i

Lk = s(k mod n, 0), Mk = s(0, k mod nm),

для всiх k ∈ Z. Зокрема

Lkn = Mkmn = idT 2, k ∈ Z,

а петлi

Lz : [0, n]→ T 2, Mz : [0,mn]→ T 2

представляють елементи

[Lz] = (1, 0), [Mz] = (0, 1) ∈ Z2 = π1(T
2, y)
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групи π1(T
2, y). З того, що Glocv дiє вiльно на T 2 випливає, що компоненти

зв’язностi T 2 \N можна занумерувати трьома iндексами Dijk такими, що i =

1, 2, . . . r, j = 0, 1, . . . , n − 1, k = 0, 1, . . . , nm − 1. Причому, якщо γ = (a, b) ∈

Zn × Znm = Glocv , то

γ(Dijk) = Di, j+a,modn, k+bmodnm.

Покладемо також Sijk = π0S ′(f |Dijk
, ∂Dijk) i

S0 =
r∏
i=1

n−1∏
j=0

nm−1∏
j=0

Sijk.

Визначимо вiдображення

τ : S0 → Map(Glocv ,
r∏
i=1

Si00)

за такою формулою: якщо α = (hijk) ∈ S0, то

τ(α) : Zn × Zmn →
r∏
i=1

Si00

задається формулою

τ(α)(k, j) = ([M−1k ◦ L
−1
j ◦ hijk ◦ Lj ◦Mk], i = 1, 2, . . . , r), (3.3)

для (k, j) ∈ Zn × Zmn = Glocv .

Лема 3.5.1.1. Вiдображення τ є iзоморфiзмом.

Доведення. Доведемо, що τ – гомоморфiзм. Нехай α = (hijk) i β = (h̃ijk). Тому

для i ≥ 0 маємо:

τ(αβ)(k, j) = [M−1k ◦ L
−1
j ◦ hijk ◦ h̃ijk ◦ Lj ◦Mk]

= M−1k ◦ L
−1
j ◦ hijk ◦ Lj ◦Mk ◦M−1k ◦ L

−1
j ◦ h̃ijk ◦ Lj ◦Mk]

= τ(α)(k, j)τ(β)(k, j).

Таким чином, τ є гомоморфiзмом.
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Нехай α = (hijk) та β = (h̃ijk). З того, що τ(α) = τ(β), на пiдставi (3.3),

випливає, що (hijk) = (h̃ijk), тобто α = β. Це означає, що τ – мономорфiзм.

Не важко переконатись, що вiдображення τ є епiморфiзмом. Таким чином, τ –

iзоморфiзм. Отже, τ – iзоморфiзм.

3.5.2 Епiморфiзм ψ : π1(D,S ′)→ π1T
2/Glocv

Нехай h : I → D – петля в D така, що h(0) = h(1) = idT 2, тобто h можна

розглядати як iзотопiю h : T 2 × I → T 2 тора T 2. Нехай x ∈ T 2 – точка. Тодi

hx : {x} × I → T 2 – петля в T 2 з початком в x. Визначимо вiдображення

` : π1D → π1T
2 за формулою:

`([h]) = [hx] ∈ π1T 2.

Вiдомо, що вiдображення ` є iзоморфiзмом, див. теорему 1.8.0.1.

Лема 3.5.2.1. Iснує епiморфiзм ψ : π1(D,S ′)→ π1T
2/Glocv такий, що наступна

дiаграма є комутативною

1 // π1D //

`∼=
��

π1(D,S ′) //

ψ
��

π0S ′ //

ρ̂0
��

1

1 // π1T
2 // π1T

2/Glocv // Glocv // 1

(3.4)

а рядки є точними.

Доведення. Зафiксуємо довiльну вершину z ∈ V спецiальної компоненти V i

визначимо вiдображення:

ψ0 : D → T 2/Glocv , ψ0(h) = q(h(z)),

для h ∈ D, де q : T 2 → T 2/Glocv – накриття, iндуковане вiльною дiєю Glocv на

T 2. Очевидно, що вiдображення ψ0 є неперервним. Оскiльки Glocv -дiя та S ′-дiя

збiгаються на вершинах V, то ψ0(h) належить до Glocv -орбiти точки z для h ∈ S ′.
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Тому вiдображення ψ0 iндукує вiдображення трiйок:

ψ0 : (D,S ′, id)→ (T 2/Glocv , z′, z′), ψ(ĥ) = q(ĥ(z)).

Зокрема, ми отримуємо гомоморфiзм вiдносних гомотопiйних множин

ψ : π1(D,S ′, id)→ π1(T
2/Glocv , z′, z′).

Оскiльки рядки дiаграми (3.4) є точними послiдовностями, вiдображення ` є

iзоморфiзмом, вiдображення ρ̂0 є епiморфiзмом, то, на пiдставi 5-леми, вiдоб-

раження ψ – епiморфiзм.

3.5.3 Ядро вiдображення ψ

Нехай f(V ) = c, i N – деякий атом критичного рiвня V . Нагадаємо, що

S ′N = {h ∈ S ′ |h|N = idN}.

Наступна лема описує ядро вiдображення ψ.

Лема 3.5.3.1. Iснують iзоморфiзми мiж такими п’ятьма групами:

kerψ
ζ−−−→ ker ρ̂0

ι←−−− π0S ′N
σ−−−→ S0 τ−−−→ Map(Glocv ,

r∏
i=1

Si00).

Доведення. 1) Побудуємо iзоморфiзм ζ : kerψ → ker ρ̂0. Розглянемо дiаграму, у

якої всi рядки i стовпчики є точними:

1

��

1

��

π1D `
∼=

//

��

π1T
2

��

1 // kerψ

ζ∼=
��

// π1(D,S ′)
∂◦λ−11
��

ψ // π1T
2/Glocv

��

// 1

1 // ker ρ̂0 // π0S ′

��

ρ̂0 // Glocv

��

// 1

1 1

(3.5)
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Оскiльки вiдображення ` – iзоморфiзм, то на пiдставi 3× 3-леми, гомоморфiзм

ζ = ∂ ◦ λ−11 |kerψ є iзоморфiзмом.

2) Вiдмiтимо, що має мiсце iзоморфiзм

σ : S ′N ∼=
∏
i,j,k

S ′(f |Dijk
, ∂Dijk), σ(h) = (h|Dijk

)i,j,k,

який iндукує iзоморфiзм

σ : π0S ′N ∼=
r∏
i=1

n∏
j=0

nm−1∏
j=1

Sijk = S0.

3) Досить показати, що вкладення ι : S ′ → ker(r ◦ ρ) є гомотопiйною еквiва-

лентнiстю. Тодi воно iндукуватиме iзоморфiзм

ι : π0S ′ → π0 ker(r ◦ ρ) = ker ρ̂0.

Покажемо, що iснує iзотопiяH : ker(r◦ρ)×I → ker(r◦ρ) така, що виконуються

такi умови:

(i) H0 = id,

(ii) Ht(S ′N) ⊂ S ′N для всiх t ∈ I,

(iii) H1(ker(r ◦ ρ)) ⊂ S ′N .

Нехай F – гамiльтонове векторне поле функцiї f ∈ N (T 2), F : T 2 × R → T 2

– потiк поля F, i N,N ′ – атоми V такi, що N ⊂ IntN ′. Для кожної функцiї

γ : T 2 → R визначимо вiдображення Fγ : T 2 → T 2 за такою формулою:

Fγ(x) = F(x, γ(x)).

З леми 1.4.0.3, див. також [28, Claim 1], випливає, що для кожного h ∈ ker r ◦ ρ

iснує єдина гладка функцiя βh ∈ C∞(N ′) така, що h = Fβh, тобто

h(x) = F(xβh(x)), x ∈ N ′,

причому вiдображення

ŝ : ker r ◦ ρ→ C∞(N ′), ŝ(h) = βh
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є неперервним вiдносно вiдповiдних C∞-топологiй. Бiльш того, якщо h –нерухомий

на N, то βh = 0 та N.

Продовжимо функцiю βh до гладкої функцiї αh ∈ C∞(T 2) такої, що αh|N = βh

i αh = 0 на T 2 \N ′ наступним чином. Нехай ε : T 2 → [0, 1] – гладка функцiя на

T 2 така, що

(1) ε є постiйною на орбiтах F,

(2) ε = 1 на N ;

(3) ε = 0 на T 2 \N ′.

Покладемо αh = εβh на N ′ i αh = 0 на T 2 \N ′. Очевидно, що тодi вiдповiднiсть

h 7→ αh є неперервним вiдображенням α : ker r ◦ ρ → C∞(T 2). Бiльш того, з

умови (1) на ε на пiдставi леми 1.4.0.3 випливає, що вiдображення Ftαh
: T 2 →

T 2, визначене формулою Ftαh
= F(x, tαh(x)), x ∈ T 2, є дифеоморфiзмом для

всiх t ∈ I. Також, з умов (2) i (3) слiдує, що

F(x, αh(x)) =


h(x), x ∈ N,

x, x ∈ T 2 \N ′.

Визначимо iзотопiю H : ker r ◦ ρ× I → ker r ◦ ρ формулою:

H(h, t) = h ◦ F−1tαh

i покажемо, що H задовольняє умови (i)-(iii).

(i) H0 = h ◦ F−10 = h, тобто H0 = id|ker r◦ρ.

(ii) Припустимо, що h ∈ S ′. Тодi βh = tαh = 0 на N, а отже Ftαh
|N = idN для

всiх t ∈ I. Зокрема,

Ht(h)|N = h|N = idN .

(iii) H1(h)|N = h ◦ F−1αh
= h ◦ h−1|N = idN .

Лему доведено.
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3.5.4 Побудова iзоморфiзму ξ

Визначимо вiдображення

ξ : Map(Glocv ,
r∏
i=1

Si00) o π1(T
2/Glocv )→ π1(D,S ′, idT 2)

за таким правилом. Нехай α : Zn × Zmn ≡ Glocv →
∏r

i=1 Si00 – довiльне вi-

дображення i (a, b) ∈ Z2 ≡ π1(T
2/Glocv ). Для кожної трiйки (i, j, k) виберемо

hijk ∈ S ′(f |Di00
, ∂Di00) такий, щоб

α(j, k) = ([h1jk], [h2jk], . . . , [hrjk])

i нехай htijk : Di00 → Di00, t ∈ [0, 1] – довiльна iзотопiя мiж h0ijk = idDi00
та

h1ijk = hijk. Визначимо вiдображення

h : (I, 0, 1)→ (D,S ′, idT 2)

за такою формулою:

h(x) =


Mk+at ◦ Lj+bt ◦ htijk ◦ L−1j ◦M−1k (x), x ∈ Dijk

Mat ◦ Lbt(x), x ∈ N.

Легко бачити, що h визначено коректно. Покладемо

ξ(α, (a, b)) = [h] ∈ π1(D,S ′, idT 2).

Лема 3.5.4.1. Вiдображення ξ є гомоморфiзмом.

Доведення. Нехай

α = ([hijk]), β = ([h̃ijk]) ∈ Map(Glocv ,
r∏
i=1

Si00),

(a1, b1), (a2, b2) ∈ Z2.

Тодi, на пiдставi означення ξ, маємо

ξ(α, (a1, b1))(x) = [Mk+a1t ◦ Lj+b1t ◦ htijk ◦ L−1j ◦M−1k ](x), x ∈ Dijk,
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ξ(β, (a2, b2))(x) = [Mk+a2t ◦ Lj+b2t ◦ h̃tijk ◦ L−1j ◦M−1k (x)], x ∈ Dijk.

За формулою (1.12) маємо

(αa2,b2β) = ([M−1a2t ◦ L
−1
b2t
◦ htijk ◦Ma2t ◦ Lb2t ◦ h̃tijk]).

З iншого боку

ξ(αa2,b2β, (a1 + a2, b1 + b2))(x) = [Mk+(a1+a2)t ◦ Lj+(b1+b2)t◦

◦M−1a2t ◦ L
−1
b2t
◦ htijk ◦Ma2t ◦ Lb2t ◦ h̃tijk ◦ L−1j ◦M−1k ]

= [Mk+a1t ◦ Lj+b1t ◦ htijk ◦Ma2t ◦ Lb2t ◦ h̃tijk ◦ L−1j ◦M−1k ]

= [Mk+a1t ◦ Lj+b1t ◦ htijk ◦ L−1j ◦M−1k ◦

◦Mk ◦ Lj ◦Ma2t ◦ Lb2t ◦ h̃tijk ◦ L−1j ◦M−1k ]

= [Mk+a1t ◦ Lj+b1t ◦ htijk ◦ L−1j ◦M−1k ◦

◦Mk+a2t ◦ Lj+b2t ◦ h̃tijk ◦ L−1j ◦M−1k ]

= ξ(α, (a1, b1))ξ(β, (a2, b2))(x), x ∈ Dijk

Таким чином, вiдображення ξ є гомоморфiзмом.

Бiльш того з леми 3.5.3.1 та формули (3.3) для τ випливає, що наступна дiа-

грама є комутативною:

1

��

1

��
Map(Glocv ,

∏r
i=1 Si00)

(τ◦σ◦ι◦ζ)−1
∼=

//

��

kerψ

��

Map(Glocv ,
∏r

i=1 Si00) o π1(T
2/Glocv )

��

ξ // π1(D,S ′, idT 2)

��

π1(T
2/Glocv )

��

π1(T
2/Glocv )

��
1 1

Тому, на пiдставi 5-леми, ξ є iзоморфiзмом.
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Зокрема, у випадку Glocv = 1, маємо, що π1(T 2/Glocv ) = π1T
2, i r = 1. Тому

Map(Glocv ,
r∏
i=1

Si00) = S ′,

а отже, π1(D,S ′) ∼= π0S ′ × π1T 2.

3.6 Висновки

В даному роздiлi, ми описали структуру фундаментальної групи орбiт гладких

функцiй з N (T 2) на 2-торi.



Роздiл 4. Фундаментальна група орбiт глад-

ких функцiй на 2-торi, KR-граф яких

мiстить цикл

Множину функцiй f ∈ E (T 2), KR-граф яких мiсить цикл, будемо позначати

через L (T 2).

4.1 Паралельнi кривi на T 2

Означення 4.1.0.1. Непорожню скiнченну сiм’ю C0, C1, . . . , Cn−1 простих за-

мкнутих кривих на T 2 будемо називати паралельною, якщо цi кривi попарно

диз’юнктивнi i не є гомотопними нулю.

Якщо n = 1, то T 2 \ C0 є вiдкритим цилiндром. В цьому випадку ми будемо

розглядати T 2 як цилiндр Q, основи якого ототожненi, див. рис. 4.1.0.1 a).

Припустимо, що n ≥ 2. Тодi всi кривi паралельної сiм’ї повиннi бути iзото-

пними одна до одної. В цьому випадку ми завжди припускатимемо, що вони

циклiчно занумерованi уздовж T 2, тобто кривi Ci та Ci+1 обмежують цилiндр

Qi, який не мiстить iнших кривих Cj, де всi iндекси взятi по модулю n, див.

рис. 4.1.0.1 b).

Також ми використовуватимемо такi позначення:

C =
n−1⋃
i=0

Ci, Ci := Ci modn, Qi := Qimodn

для всiх цiлих i ∈ Z.
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Рис. 4.1.0.1

4.1.1 Циклiчний iндекс функцiї f

Нехай f ∈ L (T 2) – гладка функцiя на T 2, тобто f ∈ F (T 2) i ї ї KR-граф Γf

мiстить єдиний простий цикл, який ми позначатимемо через Λ, див. рис. 4.1.1.1.

Рис. 4.1.1.1: Функцiя з класу L (T 2) та її KR-граф

Нехай також C ⊂ T 2 – регулярна компонента деякої множини рiвня f−1(c),

c ∈ R, i z – вiдповiдна точка на Γf . Легко перевiрити, що z належить Λ в Γf ,

тодi i лише тодi, коли C не розбиває тор T 2. Вiдмiтимо, що f−1(c) складається

зi скiнченого числа зв’язних компонент i є iнварiантною вiдносно кожного g ∈

S(f). Нехай

C = {h(C) |h ∈ S ′(f)}

— множина образiв кривої C вiдносно дiї S ′(f) = S(f) ∩ Did(T
2). Тодi C скла-

дається зi скiнченого числа зв’язних компонент

C = {C0 = C, C1, . . . , Cn−1}, n ≥ 1,

множини f−1(c). Вiдмiтимо, що ми розглядаємо образи C лише для тих дифе-
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оморфiзмiв h, якi зберiгають функцiю f i є iзотопними до idT 2. Проте, може

iснувати такий h ∈ S(f), що не є iзотопний до idT 2, але h(C) ⊂ f−1(c) \ C.

Кривi з C є попарно диз’юнктивними i, оскiльки C0 не розбиває тор T 2, то

жодна з них також не розбиває тор T 2. Тому вони є паралельними в сенсi озна-

чення 4.1.0.1. Це означає, що ми можемо припускати, що вони так циклiчно

занумерованi уздовж T 2, що Ci та Ci+1 обмежують цилiндр Qi, внутрiшнiсть

якого не перетинається з C.

Означення 4.1.1.1. Число n кривих в C називатимемо циклiчним iндексом

функцiї f .

Легко бачити, що циклiчний iндекс f не залежить вiд вибору регулярної ком-

поненти C множини рiвня f, яка не розбиває тор T 2.

Нехай f |Q0
– обмеження функцiї f на Q0 i Of |Q0

(f |Q0
, ∂Q0) — зв’язна компо-

нента орбiти O(f |Q0
, ∂Q0), що мiстить f |Q0

, вiдносно дiї групи дифеоморфiзмiв

Did(Q0, ∂Q0) цилiндру Q0, iзотопних до idQ0
та нерухомих на деякому околi

межi ∂Q0.

Основним результатом даного роздiлу є така теорема.

Теорема 4.1.1.2. Нехай f ∈ L (T 2), C – регулярна компонента деякої мно-

жини рiвня f−1(c) функцiї f , що не розбиває T 2, C = {h(C) |h ∈ S ′(f)}, i n –

циклiчний iндекс f, тобто число кривих в C.

Якщо n = 1, то iснує iзоморфiзм

ξ : π1O(f) ∼= π1O(f, C)× Z.

Припустимо, що n ≥ 2 i нехай Q0 – цилiндр, обмежений кривими C0 i C1.

Тодi має мiсце iзоморфiзм

ξ : π1O(f) ∼= π1Of |Q0
(f |Q0

, ∂Q0) o
Zn

Z.
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4.2 Дифеоморфiзми T 2, нерухомi на паралельнiй сiм’ї
кривих

Нехай C0, C1, . . . , Cn−1 ⊂ T 2 – сiм’я паралельних кривих, циклiчно впорядкова-

них уздовж T 2, див. п.п. 4.1 та рис. 4.1.1.1. Для всiх i = 0, 1, . . . , n − 1 нехай

τi ∈ D(T 2) – скручування Дена таке, що supp(τi) ⊂ Int(Qi), а обмеження τi|Qi

породжує π0Did(Qi, ∂Qi) ∼= Z, див. лему 1.5.0.1. Замiнюючи, при необхiдностi,

τi на τ−1i , ми можемо припускати, що всi τi є попарно iзотопними як дифео-

морфiзми T 2.

Нехай

G = Did(T
2) ∩ D(T 2, C) (4.1)

— група дифеоморфiзмiв нерухомих на деякому околi кожної кривої Ci, що є

iзотопними до тотожного дифеоморфiзму за допомогою iзотопiї, яка не обов’яз-

ково є нерухомою в околi C. Нехай також Did(T
2, C) – зв’язна компонента групи

G, що мiстить idT 2. Тому

π0G ∼= G/Did(T
2, C).

Має мiсце така теорема.

Теорема 4.2.0.1. Нехай θi ∈ G, i = 0, 1, . . . , n − 1 – слайд уздовж Ci такий,

що

(i) supp(θi) ⊂ Int(Qi−1) ∪ Int(Qi) i, зокрема, θi є нерухомим в околi Qi;

(ii) supp(θi) ∩ supp(θj) = ∅ для i 6= j;

(iii) θ|Qi
є iзотопним до τi−1 ◦ τ−1i вiдносно деякого околу Ci ∪M \ (Qi−1 ∪Qi),

див. рис. 4.2.0.2.

Позначимо через θ таку композицiю θ0 ◦ θ1 ◦ . . . ◦ θn−1. Тодi θ ∈ Did(T
2, C),

тобто θ є iзотопним до idT 2 вiдносно деякого околу C. Крiм того,

π0G ∼= 〈[θ1], [θ2], . . . [θn−1]〉 ∼= Zn−1, (4.2)
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причому класи iзотопiї слайдiв θ1, θ2, . . . , θn−1 утворюють вiльний базис G.

Зокрема, якщо n = 1, то π0G = {1} i ми маємо:

G = Did(T
2) ∩ D(T 2, C) = Did(T

2, C).

Рис. 4.2.0.2

Доведення. Нехай n = 1, а отже C = {C} – негомотопна нулю крива. Доведемо,

що D(T 2)∩D(T 2, C) = Did(T
2, C). Включення Did(T

2, C) ⊂ Did(T
2)∩D(T 2, C)

є очевидним. Встановимо обернене включення.

Нехай h ∈ Did(T
2) ∩ D(T 2, C), тобто h є нерухомим на C i iзотопний до idT 2.

Потрiбно довести, що h ∈ Did(T
2, C), тобто h є iзотопним idT 2 за допомогою

iзотопiї, що нерухома на C.

Нехай C ′ ⊂ T 2 – довiльна проста замкнена крива, яка є iзотопною до C i не

перетинає C, а τ : T 2 → T 2 – скручування Дена уздовж C ′ нерухоме на C.

Розрiжемо тор T 2 уздовж C i позначимо отриманий цилiндр через Q.

Вiдмiтимо, що обмеження h|Q : Q → Q є нерухомим на ∂Q. Вiдомо, що клас

iзотопiї τ |Q породжує групу π0D(Q, ∂Q) ∼= Z див. лему 1.5.0.1. Отже, iснує n ∈ Z

таке, що h|Q є iзотопним до τn|Q вiдносно ∂Q. Ця iзотопiя iндукує iзотопiю мiж

h i τn нерухому на C.

За припущенням h є iзотопним idT 2, а дифеоморфiзм τn є iзотопним до idT 2

лише у випадку, коли n = 0. Тодi h є iзотопним до τ 0 = idT 2 за допомогою

iзотопiї нерухомiй на C.

Припустимо, що n ≥ 2. Тодi з (iii) випливає, що θ є iзотопний вiдносно деякого
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околу C до

τ0 ◦ τ−11 ◦ τ1 ◦ τ−12 ◦ . . . ◦ τn−1 ◦ τ−10 = idT 2,

звiдки маємо: θ ∈ Did(T
2, C).

Залишилось встановити справедливiсть формули (4.2). Очевидно, якщо h ∈

G, то h(Qi) = Qi i h є нерухомим на деякому околi ∂Qi = Ci∪Ci+1. Iншими сло-

вами, обмеження h|Qi
належить до D(Qi, ∂Qi). Отже, на пiдставi леми 1.5.0.1,

h|Qi
є iзотопним вiдносно деякого околу C до добутку

τ a00 ◦ τ
a1
1 ◦ . . . ◦ τ

an−1
n−1 (4.3)

для деяких цiлих a0, a1, . . . , an−1 ∈ Z, що визначенi однозначно.

Легко бачити, що вiдповiднiсть h 7→ (a0, a1, . . . an−1) є коректно визначеним

гомоморфiзмом

q : G→ Zn.

Розглянемо таку пiдгрупу групи Zn:

∆ = {(a0, a1, . . . , an−1) ∈ Z2 | a0 + a1 + . . .+ an−1 = 0}.

Лема 4.2.0.2. Ker(q) = Did(T
2, C) i q(G) = ∆. Тому ми маємо таку точну

послiдовнiсть

1 −→ Did(T
2, C) ⊂−−−→ G

q−−−→ ∆ −→ 1,

а отже, π0G ∼= G/Did(T
2, C) ∼= ∆ ∼= Zn−1.

Доведення. Рiвнiсть Ker(q) = Did(T
2, C) випливає з леми 1.5.0.1.

Доведемо, що q(G) = ∆. Припустимо, що q(h) = (a0, a1. . . . , an−1), тобто h є

iзотопним вiдносно деякого околу C до добутку τ a00 ◦ τ
a1
1 ◦ . . .◦ τ

an−1
n1 . На пiдставi

конструкцiї, всi τi є попарно iзотопнi, як дифеоморфiзми T 2. Тому h є iзотопним

до τ a0+a1+...an−10 . З iншого боку, за припущенням, h є iзотопним до idT 2 а τ0 не

є iзотопним до тотожного дифеоморфiзму i його клас iзотопiї в π0D(T 2) має

нескiнчений порядок. Отже, a0 + a1 + . . .+ an−1 = 0, тобто q(h) ∈ ∆.
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Тепер ми можемо завершити доведення теореми 4.2.0.1. На пiдставi (ii), вi-

дображення θi є iзотопним вiдносно C до добутку τi−1 ◦ τ−1i , див. рис. 4.2.0.2. Це

означає, що

q(θi) = (0, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸
i

,−1, 0, . . . , 0), i = 1, 2, . . . , n− 1.

Вiдмiтимо, що елементи q(θi), i = 1, 2, . . . , n−1 задають базис для ∆, а їх класи

iзотопiї в G задають базис для π0G.

Наслiдок 4.2.0.3. Для будь-якого h ∈ G iснують єдинi b1, b1, . . . bn−1 ∈ Z i

g ∈ Did(T
2, C) такi, що h = θb11 ◦ θ

b2
2 ◦ . . . ◦ θ

bn−1
n−1 ◦ g.

4.3 f-адаптованi допомiжнi конструкцiї

Далi ми будемо розглядати коло S1 i тор T 2 як фактор-групи R/Z i R2/Z2

вiдповiдно. Для точки s ∈ S1 i ε ∈ (0, 1/2) нехай

Jε = (s− ε, s+ ε) ⊂ S1

— вiдкритий ε-окiл s ∈ S1.

Нехай далi f ∈ L (T 2), C – регулярна зв’язна компонента деякої множини

рiвня функцiї f, що не розбиває T 2, i

C = {h(C) |h ∈ S ′(f)} = {C0, C1, . . . , Cn−1},

див. рис. 4.1.0.1. Зараз ми означимо декiлька допомiжних конструкцiй, «ада-

птованих» до функцiї f.

4.3.1 Спецiальнi координати

Оскiльки кривi {Ci | i = 0, 1, . . . , n− 1} є «паралельними», ми можемо вважати

(пiсля правильного вибору системи координат на T 2), що виконанi наступнi двi

умови:
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(a) Ci = { in} × S
1 ⊂ R2/Z2 ≡ T 2;

(b) iснує ε > 0 таке, що для всiх t ∈ Jε = ( in − ε, in + ε) крива {t} × S1 є

регулярною зв’язною компонентою деякої множини рiвня f.

Зручно розглядати кожну Ck як меридiан тора T 2. Нехай C ′ = S1 × {0} –

вiдповiдна паралель. Тодi C ′ ∩ Ci = ( in , 0) ∈ T 2.

4.3.2 Iзотопiї L i M

Нехай L,M : T 2 × [0, 1]→ T 2 – двi iзотопiї, визначенi за такими формулами:

L(x, y, t) = (x+ tmod 1, y), M(x, y, t) = (x, y + tmod 1) (4.4)

для x ∈ C ′, y ∈ C i t ∈ [0, 1].

Зауважимо, що «геометрично» L є «обертанням» тора уздовж його паралелей,

а M – «обертанням» уздовж меридiанiв. Ми також можемо розглядати iх як

петлi в π1Did(T
2).

Позначимо через L iM пiдгрупи в π1Did(T
2), породженi петлями L i M вiд-

повiдно. Вiдомо, що групи L iM є циклiчними групами нескiнченного порядку,

i має мiсце iзоморфiзм:

π1Did(T
2) ∼= L ×M.

Також зауважимо, що L i M можна розглядати, як потоки L,M : T 2×R→ T 2

визначенi за тими само формулами що i формула (4.4) для (x, y, t) ∈ T 2 × R.

Всi орбiти потокiв L i M є перiодичними перiоду 1.

Нехай F – потiк гамiльтонового типу функцiї f ∈ L (T 2), див. п. п. 1.7.2.

Кожна крива {t}×S1 для t ∈ Jε( in) та i = 0, 1, . . . , n− 1, є орбiтою F. З iншого

боку, ця крива є також орбiтою потоку M. Внаслiдок цього, ми завжди можемо

вибрати F так, що

M(x, y, t) = F(x, y, t) (4.5)

для (x, y, t) ∈ Jε( in)× S1 × R та i = 0, 1, . . . , n− 1.
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4.3.3 Спецiальнi слайди

З формул (4.4) i (4.5) випливає, що кожна крива Ck є орбiтою потоку F перiоду

1. Нехай α, β : [−1, 1] → [0, 1] – функцiї, визначенi в п. п. 1.5, та ε таке як

в (4.5). Визначимо два дифеоморфiзми τi, θi : T 2 → T 2, i = 0, 1, . . . , n − 1 за

формулами

τi(x, y) =


F(x, y, α((y − i

n)/2ε)), (x, y) ∈ Jε( in)× S1,

(x, y), в iншому випадку,
(4.6)

θi(x, y) =


F(x, y, β((y − i

n)/2ε)), (x, y) ∈ Jε( in)× S1,

(x, y), в iншому випадку.
(4.7)

Очевидно, що τi є скручуванням Дена, а θi є слайдом в сенсi п. п. 1.5.

Зауважимо, що f ◦ θi = f, вiдображення θi є iзотопним до idT 2 i є нерухомим

на деякому околi C. Iншими словами

θi ∈ S(f) ∩ Did(T
2) ∩ D(T 2, C) = S(f) ∩G,

див. (4.1) Крiм того, supp(θi)∩ supp(θj) = ∅ для i 6= j ∈ {1, 2, . . . , n−1}. Нехай

також

θ = θ0 ◦ θ1 ◦ . . . ◦ θn−1. (4.8)

Тодi, за теоремою 4.2.0.1,

θ ∈ S(f) ∩ Did(T
2, C) = S ′(f, C).

Позначимо через [θ]c клас iзотопiї θ в π0S ′(f, C) i нехай Θ = 〈[θ]c〉 – пiдгрупа в

S ′(f, C), що породжена [θ]c. Тодi має мiсце така лема:

Лема 4.3.3.1. θ = Fσ = Mσ для деякої гладкої функцiї σ такої, що σ = 1 на

C. Причому, оскiльки σ є постiйною уздовж орбiт потоку F, то, θk = Fkσ

для всiх k ∈ Z.

Доведення. Доведення випливає з формул (4.7) та (4.8).
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4.4 Епiморфiзми ϕ i κ

Нехай f ∈ L (T 2), C — регулярна зв’язна компонента деякої множини рiвня

f−1(c), яка не розбиває тор T 2, C = {h(C) |h ∈ S ′(f)} — вiдповiдна сiм’я кривих

паралельних C i n – кiлькiсть кривих в C.

Для простоти, в цьому роздiлi використовуватимемо такi позначення

Did := Did(T
2), O := Of(f), S := S ′(f),

Did
C := Did(T

2, C), OC := Of(f, C), SC := S ′(f, C),

DQ := Did(Q0, ∂Q0), OQ := Of |Q0
(f |Q0

, ∂Q0), SQ := S ′(f |Q0
, ∂Q0),

S id := Sid(T 2), S idC := Sid(f, C).

Наша мета – побудувати iзоморфiзм π1O ∼= π1OQ oZn
Z. Так як згiдно з теоре-

мою 1.4.0.2 ми маємо iзоморфiзми

π1(Did
C ,SC) ∼= π1OC, π1(Did,S) ∼= π1O, π1(DQ,SQ) ∼= π1OQ,

то задача зводиться до встановлення iзоморфiзму

ξ : π1(DQ,SQ) oZn
Z→ π1(Did,S). (4.9)

Нехай i : (Did
C ,SC) ⊂ (Did,S) – вiдображення вкладення. Це вiдображення дає

морфiзм мiж точними послiдовностями гомотопiйних груп цих пар, див. теоре-

му 1.4.0.2. Нетривiальна частина цих морфiзмiв мiститься в такiй комутативнiй

дiаграмi

1 // 1 //

��

π1(Did
C ,SC)

∂C //

i1
��

π0SC //

i0
��

1

1 // π1Did q // π1(Did,S) ∂ // π0S // 1

(4.10)

В цьому роздiлi ми опишемо ядро та образи всiх гомоморфiзмiв дiаграми 4.10,

див. теорему 4.4.0.1 нижче.
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Для h ∈ S позначатимемо через [h] гомотопiйний клас h в π0S. Якщо дода-

тково h ∈ SC, то його клас iзотопiї в π0SC позначатимемо через [h]c. Очевидно,

що

i0([h]c) = [h].

Аналогiчно, для шляху ω : (I, ∂I, 0) → (Did,S, idT 2) позначимо через [ω] гомо-

топiйний клас ω в π1(Did,S), а якщо ω(I, ∂I, 0) ⊂ (Did
C ,SC, idT 2), то [ω]c позна-

чатиме гомотопiйний клас ω в π1(Did
C ,SC, idT 2). Очевидно також, що

i1([ω]c) = [ω].

Нагадаємо, нарештi, що граничний гомоморфiзм ∂C : π1(Did
C ,SC)→ π0SC визна-

чається так: якщо ω : (I, ∂I, 0)→ (Did
C ,SC, idT 2) – неперервний шлях, то

∂C([ω]c) = [ω(1)]c ∈ π0SC.

Теорема 4.4.0.1. Iснують епiморфiзми

ϕ : π1(Did,S)→ Z, k : π0S → Z,

якi роблять комутативною таку дiаграму:

1

��
1

��

Θ

��
π1(Did

C ,SC)
∂C
∼=

//

i1
��

π0SC
i0
��

1 // L ×M q //

pr

��

π1(Did,S) ∂ //

ϕ

��

π0S //

k
��

1

1 // L ·n // Z modn //

��

Zn //

��

1

1 1

(4.11)

Тут стрiлка ·n−−−→ означає єдиний мономорфiзм, асоцiйований з генератором

L ∈ L. Крiм того, мають мiсце такi твердження:
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(a) q(M) = i1 ◦ ∂−1C (Θ);

(b) всi рядки i стовпчики дiаграми (4.11) є точними;

(c) iснує такий шлях γ : (I, ∂I, 0)→ (Did,S, idT 2), що

ϕ([γ]) = 1, γ(1)n = idT 2.

4.4.1 Доведення твердження (a) теореми 4.4.0.1

Нехай M : T 2×I → T 2 – петля в Did, що породжує пiдгрупуM групи Did, див.

(4.4). Нехай також θ = θ0 ◦ θ1 ◦ . . . ◦ θn−1 — добуток слайдiв уздовж всiх кривих

C, див (4.8), θ−1 — його обернений елемент i [θ−1]c ∈ Θ — клас iзотопiї θ−1 в

π0SC. Тодi елемент [θ−1]c також вiльно породжує Θ = 〈[θ]c〉. Тому достатньо

довести, що

q(M) = i1 ◦ ∂−1C ([θ−1]c).

Вiдмiтимо, що q(M) представляється iзотопiєю {Mt}t∈I .

Нагадаємо, що ми можемо розглядатиM як потiк на торi T 2, що визначається

за формулою (4.4). Оскiльки всi орбiти M мають перiод 1, то Mα = Mα+k, для

всiх k ∈ Z i довiльної функцiї α.

Зокрема, на пiдставi леми 4.3.3.1,

θ−1 = M−σ = M1−σ

для функцiї σ : T 2 → R такої, що σ = 1 на деякому малому околi U множини

C i σ = 0 зовнi деякого бiльшого околу N.

Нехай тепер Gt = Mt(1−σ), t ∈ I – iзотопiя мiж G(0) = idT 2 i дифеоморфiзмом

G(1) = θ−1, нерухомим на деякому околi C. Цю iзотопiю можна розглядати як

шлях G : (I, ∂I, 0)→ (Did
C ,SC, idT 2). Тодi ∂C([G]c) = [G(1)]c = [θ−1]c, а отже

[G]c = ∂−1C [θ−1]c,
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оскiльки ∂C є iзоморфiзмом. Крiм того, i1 ◦ ∂−1C ([θ−1]c) є гомотопiйним класом

G, що розглядається як вiдображення

G : (I, ∂I, 0)→ (Did,S, idT 2), G(t) = Mt(1−σ). (4.12)

Зауважимо, що гомотопiя мiж {Gt}t∈I i {Mt}t∈I в C((I, ∂I, 0), (Did,S, idT 2))

задається формулою:

H : (I, ∂I, 0)× I → (Did,S, idT 2), H(t, s) = Mt(1−sσ). (4.13)

За допомогою (4.13) не важко показати, що [G] = q(idT 2 ×M) ∈ π1(Did,S).

Очевидно маємо, [G] = [H1] = [M] = q(idT 2 ×M). Твердження (a) доведене.

4.4.2 Доведення твердження (b) теореми 4.4.0.1

Зауважимо, шо верхнiй рядок дiаграми (4.11) збiгається з (4.10), а точнiсть

нижнього ряду є очевидною. Тому залишається побудувати епiморфiзми φ i κ i

довести, що точними є стовпчики дiаграми (4.11).

4.4.3 (b1) Побудова епiморфiзму κ : π0S → Zn

Нехай h ∈ S. Тодi h(C) = C. Оскiльки кривi в C є циклiчно впорядкованими, то

iснує κ(h) ∈ Zn таке, що

h(Ci) = Ci+κ(h)modn, i = 0, 1, . . . , n− 1, (4.14)

де всi iндекси беруться по модулю n. Очевидно, що κ(h) залежить лише вiд

класу iзотопiї [h] дифеоморфiзму h в S, а вiдповiднiсть h 7→ κ([h]) є гомомор-

фiзмом κ : π0S → Zn. Крiм того, κ є епiморфiзмом, оскiльки, за означенням, C

збiгається з всiма образами C вiдносно S.
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4.4.4 (b2) Побудова ϕ : π1(Did,S)→ Z

Нехай η : R × S1 → T 2 ≡ S1 × S1 – накриваюче вiдображення, визначене за

такою формулою:

η(x, y) = (xn mod 1, y).

Оскiльки Ci = i
n × S

1, то

η({i} × S1) = Cimodn, i ∈ Z, (4.15)

i, зокрема, η−1(C) = Z× S1.

Нехай ω : (I, ∂I, 0) → (Did,S, idT 2) представляє деякий елемент в π1(Did,S).

Тодi ω можна розглядати як iзотопiю ω : T 2 × I → T 2 таку, що ω0 = idT 2

i ω1 ∈ S, тобто ω1(C) = C. Вiдмiтимо, що ω пiднiмається до єдиної iзотопiї

ω̃ : (R× S1)× I → R× S1 такої, що ω̃0 = idR×S1 i η ◦ ω̃t = ωt ◦ η для всiх t ∈ I.

Оскiльки ω1(C) = C, то з (4.15) випливає, що якщо iснує таке число ϕω ∈ Z,

яке задовольняє

ω̃1({i} × S1) = ({i+ ϕω} × S1), i ∈ Z, (4.16)

то ω̃1(Z× S1) = Z× S1.

Легко бачити, що ϕω залежить лише вiд класу гомотопiї [ω] iзотопiї ω в

π1(Did,S), а вiдповiднiсть [ω] 7→ ϕω є гомоморфiзмом ϕ : π1(Did,S)→ Z.

4.4.5 (b3) Комутативнiсть дiаграми (4.11)

На пiдставi (4.10) верхнiй квадрат дiаграми є комутативним.

Нижнiй правий квадрат. Ми повиннi перевiрити, що

κ ◦ ∂ = ϕmodn. (4.17)

В позначеннях (b2), маємо, що ∂([ω]) = [ω1] ∈ π0S за означенням граничного

гомоморфiзму. Тодi для i = 0, 1, . . . , n− 1

ω1(Ci)
(4.15)
= ω1 ◦ ω̃1({i} × S1)

(4.16)
= η({i+ ϕ([ω])} × S1) = Ci+ϕ([ω])modn.
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Тепер (4.17) є наслiдком (4.14).

Нижнiй лiвий квадрат. Ми повиннi довести, що

ϕ ◦ q([L]) = n. (4.18)

Очевидно, що шлях q(L) : (I, ∂I, 0) → (Did,S, idT 2) можна розглядати як iзо-

топiю

L : T 2 × I → T 2, L(x, y, y) = (x+ tmodn, y)

для (x, y) ∈ T 2, див (4.4). Тодi L пiднiмається до iзотопiї L̃ : (R, S1)×I → R×S1,

визначеної за формулою

L̃(x, y, t) = (x+ nt, y).

Зокрема, з (4.16) i того, що ϕ ◦ q([L]) = n, маємо L̃({i} × S1) = {i+ n} × S1.

4.4.6 (b4) Точнiсть правого стовпчика

Ми повиннi довести, що послiдовнiсть

1 −→ Θ
⊂−−−→ π0SC

i0−−−→ π0S
κ−−−→ Zn −→ 1

є точною. За побудовою, Θ є пiдгрупою в π0SC i, як доведено вище, вiдображення

κ – епiморфiзм. Тому потрiбно перевiрити, що Θ = Keri0 i i0(π0SC) = Kerκ.

Вкладення Θ ⊂ Keri0.

Нагадаємо, що кожен θi ∈ Sid(f), а отже i їх добуток θ, належить до Sid(f).

Тому i0([θ]c) = [θ] = [idT 2] ∈ π0S. Це показує, що Θ = 〈[θ]c〉 ⊂ Keri0.

Обернене включення Θ ⊃ Keri0.

Зауважимо, що ядро вiдображення i0 : π0SC → π0S складається з класiв

iзотопiї дифеоморфiзмiв в SC, якi є iзотопними до idT 2 за допомогою зберiгаючої

f iзотопiї, причому така iзотопiя не обов’язково повинна бути нерухомою на C.

Iншими словами, якщо позначити

K := S id ∩ DCid = Sid(f) ∩ D(T 2, C),
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то

Keri0 = π0K. (4.19)

Очевидно, що SC = S(f) ∩ Did(T
2, C) є компонентою зв’язностi K, яка мiстить

idT 2, а тому

Keri0 = π0K = K/S idC .

З iншого боку за теоремою 4.2.0.1, θ ∈ Did
C , i, як вiдмiчалось вище θ ∈ S id, а

отже

θ ∈ S id ∩ Did
C = K.

Лема 4.4.6.1. Має мiсце iзоморфiзм π0K = 〈[θ]c〉 ∼= Z. Iншими словами, ко-

жен h ∈ K є iзотопним в K до θb для деякого b ∈ Z.

Доведення. Нехай h ∈ K. Оскiльки K := S id ∩ Did
C ⊂ S id, то на пiдставi леми

1.7.4.2 iснує єдина гладка функцiя α ∈ C∞(T 2) така, що h = Fα.

Оскiльки h є нерухомим на деякому околi Ni кривої Ci, тобто

h(x) = Fα(x) = F(x, α(x)) = x

для всiх x ∈ Ni, то значення α(x) для є цiлочисельним кратним перiоду трає-

кторiї точки x вiдносно потоку F, див. також [23, лема 4.2]. Тому, за неперервнi-

стю, функцiя α повинна приймати постiйне значення на Ni, див. [23, лема 4.14].

Оскiльки траєкторiї потоку F в Ni мають перiод 1, то α приймає на Ni деяке

постiйне цiле значення k.

Ми можемо вибрати його таким, щоб це значення було однаковим для всiх

i = 0, 1, . . . n− 1. Дiйсно, нехай Qi – цилiндр, обмежений кривими Ci i Ci+1, h є

iзотопним до idQ вiдносно деякого околу ∂Qi i τi – скручування Дена визначене

формулою (4.6). Зокрема, suppτi ⊂ Int(Qi). За лемою 1.5.0.1 класи iзотопiї

обмеження τi|Qi
породжують групу π0D(Qi, ∂Qi). Тепер легко бачити, що h|Qi

є iзотопним в D(Qi, ∂Qi) до τ b тодi i лише тодi, коли α(Qi+1) − α(Qi) = b. За
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припущенням h|Qi
є iзотопним до idQi

= τ 0i вiдносно ∂Qi, а отже, α(Qi+1) −

α(Qi) = 0 для всiх i.

Задамо iзотопiю мiж h = Fα i θk = Fkσ в SC такими формулами:

ht = F(1−t)α+tkσ,

див. лему 1.7.4.2.

Залишається вiдмiтити, що оскiльки f має критичнi точки у внутрiшностi Qi,

то θk не iзотопний θl для k 6= l.

Вкладення Im(i0) ⊂ Kerκ. Нехай h ∈ SC. Тодi h є нерухомим на C i, зокрема,

h(Ci) = Ci, для всiх i. Тому, на пiдставi формули (4.14), κ ◦ i0([h]c) = 0, тобто

Im(i0) ⊂ Kerκ.

Обернене включення Im(i0) ⊃ Kerκ. Нехай h ∈ S такий, що κ([h]) = 0,

тобто h(Ci) = Ci для всiх i. Оскiльки h є iзотопним до тотожного дифеоморфi-

зму idT 2, то вiн також зберiгає орiєнтацiю кожної кривої Ci, а, отже, на пiдставi

леми 1.7.4.2, ми можемо вважати, що h є нерухомим на деякому околi C i що

така замiна не змiнює його клас iзотопiї [h] ∈ π0S. Отже, можна припускати,

що h ∈ Did(T
2) ∩ D(T 2, C) = G див. (4.1). Тодi на пiдставi наслiдку 4.2.0.3

h = θa11 ◦ θ
a2
2 ◦ . . . ◦ θ

an−1
n−1 ◦ g

для деяких ai ∈ Z i g ∈ Did(T
2, C). Але θi ∈ Sid(f), тому [h] = [g] ∈ π0S i

g ∈ S(f) ∩ Did(T
2, C) ≡ SC.

Iншими словами, [h] = [g] = i0([g]c), а отже, Im(i0) ⊃ Kerκ.

4.4.7 (b5) Точнiсть середнього стовпчика

Ми повиннi перевiрити, що така коротка послiдовнiсть

1 −→ π1(Did
C ,SC)

i1−−−→ π1(Did,S)
ϕ−−−→ Z −→ 1
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є точною.

Оскiльки вiдображення ∂, κ i modn є сюр’єкцiями, то з формули (4.17) ви-

пливає, що ϕ також є сюр’єктивним вiдображенням. Тому нам залишається

довести, що i1 є iн’єкцiєю i Im(i1) = Kerϕ.

Включення Im(i1) ⊂ Kerφ. Використовуючи позначення з (b2), нехай

ω : (I, ∂I, 0)→ (Did
C ,SC, idT 2)

— шлях, що представляє деякий елемент в π1(Did
C ,SC, idT 2). Тодi ω можна роз-

глядати як iзотопiю ω : T 2 × I → T 2 нерухому на C, а отже її пiдняття

ω̃ : (R× S1)× I → R× S1 є нерухомим на Z× S1 i ω̃1({i} × S1) = {i} × S1 для

всiх i ∈ Z. Тому, на пiдставi формули (4.16), ϕ ◦ i1([ω]c) = ϕ([ω]c) = 0, тобто

ω ∈ Kerϕ.

Обернене включення Im(i1) ⊃ Kerϕ. Нехай x ∈ π1(Did,S) такий, що

ϕ(x) = 0, тобто x ∈ Kerϕ. Тодi

0 = ϕ(x) modn = κ ◦ ∂(x).

Отже, ∂(x) ∈ kerκ = Im(i0) = i0(Θ). Iншими словами, ∂(x) = i0(θ
k) для деякого

k ∈ Z, де для простоти запису ми позначили через θ його клас iзотопiї [θ]c ∈

π0SC.

Покладемо y = i1 ◦ ∂−1C (θk) ∈ π1(Did,S). Тодi

∂(y) = ∂ ◦ i1 ◦ ∂−1C (θk) = i0 ◦ ∂C ◦ ∂−1C (θk) = i0(θ
k) = ∂(x).

Отже, елемент xy−1 ∈ Ker∂ = Im(q). Iншими словами,

x = q(L)a · q(M)b · y

для деяких a, b ∈ Z.

Ми стверджуємо, що a = 0, звiдки x = q(M)b ·y. Дiйсно, оскiльки ϕ◦q(L) = n

ϕ ◦ q(M) = 0 i ϕ(y) = ϕ ◦ i1 ◦ ∂−1C (θk) = 0, то ми бачимо, що

0 = ϕ(x) = ϕ(q(L)a · q(M)b · y) = an+ 0 + 0.
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Отже a = 0.

Крiм того, на пiдставi (a) маємо, що q(M) = i1 ◦ ∂−1C (θ−1), звiдки

x = q(M)b · y = i1 ◦ ∂−1C (θ−b) · i1 ◦ ∂−1C (θk) = i1 ◦ ∂−1C (θk−b) ∈ Im(i1).

4.4.8 Доведення твердження (c) теореми 4.4.0.1

Для n = 1 ми можемо взяти γ постiйним шляхом в idT 2.

Припустимо, що n ≥ 2. Нехай Lt : T 2 → T 2, t ∈ I – iзотопiя, що визначена

формулою (4.4) i яка породжує групу L. Позначимо λ = L1/n. Тодi

λ(x, y) = (x+ 1
n mod 1, y).

Ми будемо використовувати такi три властивостi λ :

• f ◦ λ збiгається з f в деякому околi N множини C, див (4.5);

• λn = idT 2;

• λ(Qi) = Qi+1 для всiх i = 0, 1, . . . , n− 1.

Зауважимо, що на пiдставi означення циклiчного iндексу функцiї f, iснує та-

кий h ∈ S, що h(Qi) = Qi+1.

Ми можемо вважати, що h = λ в деякому околi N множини C. Дiйсно,

оскiльки λ i h зберiгають орiєнтацiю T 2 i f ◦ h = f, то h ◦ λ−1 залишає iнварi-

антними всi регулярнi компоненти множин рiвня функцiя f, що належать N .

Тому h є iзотопним в S до дифеоморфiзму h2 ∈ S такого, що h1 ◦ λ−1 є нерухо-

мим на деякому околi N1 множини C, звiдки h1 = λ в меншому околi C. Отже,

ми можемо замiнити h на h1 i N на N1.

Крiм того, можна також вважати, що hn = idT 2. Дiйсно, маємо

hn−1|N = λn−1|N = λ−1|N = h−1|N .

Визначимо вiдображення h1 : T 2 → T 2 за правилом: h1 = h на M \ Qn−1 i

h1 = h−1 на Qn−1. Тодi h1 є коректно визначним дифеоморфiзмом таким, що

hn1 = idT 2 i f ◦ h1 = f, тобто, h1 ∈ S(f). Знову, ми можемо замiнити h на h1.
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Нарештi, можемо також припускати, що h є iзотопним до idT 2. Дiйсно,

оскiльки h = λ на деякiй вiдкритiй множинi, наприклад на околi C, i λ зберiгає

орiєнтацiю, то h також зберiгає орiєнтацiю. Але всi нетривiальнi класи iзотопiї

дифеоморфiзмiв T 2 мають нескiнченний порядок, звiдки h є iзотопним id.

Нехай також γt : T 2 → T 2, t ∈ I – iзотопiя мiж idT 2 i h. Вона може розгля-

датись як елемент в π1(D(T 2),S(f)). Тодi 1 = κ([γ]) = ϕ([γ]) mod n. Отже,

ϕ([γ]) = an + 1 для деякого a ∈ Z. Замiнивши γ на будь-якого представника

класу [γ][L]−a и можемо вважати, що ϕ([γ]) = 1. Теорема 4.4.0.1 доведена.

4.5 Iнтерлюдiя: f-iнварiантнi вiльнi Zn-дiї

Наступна теорема є переформулюванням пункту (с) теореми 4.4.0.1. Вона по-

казує, що iснує вiльна f -iнварiантна Zn-дiя на T 2 а, отже, f факторизується до

функцiї з того ж класу L (T 2) на фактор-просторi T 2/Zn, що також є тором

T 2.

Теорема 4.5.0.1. Iснує n-листне накриття p : T 2 → T 2 i f̂ ∈ L (T 2) така,

що дiаграма

T 2 p //

f   

T 2

f̂~~
R

(4.20)

є комутативною. Зокрема, KR-граф f̂ також має цикл i циклiчний iндекс f̂

дорiвнює 1.

Доведення. Нехай γ така як в пунктi (с) теореми 4.4.0.1 i нехай g = γ(1) ∈ S(f).

Тодi gn = idT 2. Вiдмiтимо, що g не має нерухомих точок, оскiльки κ(g) =

ϕ(γ) modn = 1, тобто g(Qi) = Qi+1 для всiх i. Iншими словами, g iндукує вiльну

f -iнварiантну дiю групи Zn на T 2 дифеоморфiзмами, що зберiгають орiєнтацiю.

Отже, вiдповiдне фактор-вiдображення p : T 2 → T 2/Zn є n-листним накриттям

T 2 i фактор-простiр T 2/Zn дифеоморфний до T 2.
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Крiм того, оскiльки ця дiя f -iнварiантна, то f iндукує гладку функцiю

f̂ : T 2/Zn = T 2 → R

таку, що дiаграма (4.5.0.1) є комутативною.

Залишається вiдмiтити, що оскiльки p є локальним дифеоморфiзмом, то функ-

цiя f̂ має властивiсть (PQ), як i функцiя f. Тодi f̂ ∈ L (T 2/Zn). Легко переко-

натись, що Γf̂ мiстить цикл i f̂ має циклiчний iндекс 1.

4.6 Доведення теореми 4.1.1.2

Ми повиннi побудувати iзоморфiзм

ξ : π1(DQ,SQ) oZn
Z ∼= π1(Did,S).

Нехай γ : (I, ∂I, 0)→ (Did,S, id) – шлях, визначений в пунктi (с) теореми 4.4.0.1

i g = γ(1) ∈ S. Тодi g(Qi) = Qi+1 i gn = idT 2.

Нагадаємо, що група Z дiє на Map(Z1, π1OQ) за формулою (1.13).

Лема 4.6.0.1. Iснує iзоморфiзм

η : Map(Zn, π1(DQ,SQ))→ π1(Did
C ,SC).

Крiм того, нехай α ∈ Map(Zn, π1(DQ,SQ)), k ∈ Z i αk ∈ Map(Zn, π1(DQ),SQ)

– результат дiї k на α, див. (1.13). Тодi

i1(η(αk)) = [γk]i1(η(α))[γ−k]. (4.21)

Доведення. Нехай α : Zn → π1(DQ,SQ) – довiльне вiдображення i

ωi : (I, ∂I, 0)→ (DQ,SQ, idQ)

– представник α(i) в π1(DQ,SQ), i = 0, . . . , n−1. Тодi ωi(t) є нерухомим в околi

∂Q, а тому шлях ω : I → Did
C задається формулою:

ω(t)|Qi
= gi ◦ ωi(t) ◦ g−i|Qi

, i = 0, 1, . . . , n− 1. (4.22)



107

Зауважимо, що

ω(0)|Qi
= g ◦ ωi(0) ◦ g−i = idQi

, f ◦ ω(1)|Qi
= f ◦ g ◦ ωi(1) ◦ g−i = f,

звiдки ω(0) = idT 2 i ω(1) ∈ S(f)∩Did(T
2, C) = SC. Крiм того, ω є вiдображенням

трiйок ω : (I, ∂I, 0)→ (Did
C ,SC, idT 2) i значить воно представляє деякий елемент

[ω]c в π1(Did
C ,SC). Легко бачити, що клас [ω]c залежить лише вiд класу [ωi] в

π1(DQ,SQ).

Визначимо вiдображення η : Map(Zn, π1(DQ,SQ)) → π1(Did
C ,SC) за форму-

лою:

η(α) = [ω]c.

Лема 4.6.0.2. Вiдображення η є iзоморфiзмом.

Доведення. Нехай α, β : Zn → π1(DQ,SQ) i ωi, ω′i : (I, ∂I, 0) → (DQ,SQ, idQ)

– представники α(i) та β(i) в π1(DQ,SQ). На пiдставi (4.22), задамо шляхи

ω, ω′ : I → Did
C так:

ω(t)|Qi
= gi ◦ ωi(t) ◦ g−i|Qi

, ω′(t)|Qi
= gi ◦ ω′i(t) ◦ g−i|Qi

,

для i = 0, 1, . . . , n− 1.

Нехай η̃ : Map(Zn, π1(DQ,SQ)) → π1Did
C — вiдображення, задане так: η̃(α) =

[ω]. Тому для всiх i = 0, 1, . . . , n− 1 маємо, що

η̃(αβ)(i)|Qi
= [gi ◦ ωi(t) ◦ ω′i(t) ◦ g−i|Qi

]

= [gi ◦ ωi(t) ◦ g−i ◦ gi ◦ ω′i(t) ◦ g−i|Qi
]

= η̃(α)(i)η̃(β)(i).

Таким чином, вiдображення η̃ є гомоморфiзмом. Оскiльки ω та ω′ є вiдобра-

женнями трiйок ω, ω′ : (I, ∂I, 0) → (Did
C ,SC, idT 2) i тому представляють деякi

класи [ω]c та [ω′]c в π1(Did
C ,SC). Очевидно, що з того, що η̃ є гомоморфiзмом

випливає, що η — гомоморфiзм.
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На пiдставi означення (4.22) шляху ω та вiдображення η, легко переконатись,

що з того, що η(α) = η(β), випливає α = β, звiдки, η є мономорфiзмом. Дове-

демо, що η — епiморфiзм. Нехай ω : (I, ∂I, 0)→ (Did
C ,SC, id) – шлях. Визначимо

шляхи ωi : (I, ∂I, 0)→ (DQ,SQ, idQ) за правилом

ωi(t) = g−i ◦ ω(t)|Qi
◦ gi, i = 0, 1, . . . , n− 1,

i нехай функцiя α : Zn → π1(DQ,SQ) задається формулою: α(i) = [ωi]. Тодi

η(α) = [ω]c. Це означає, що η – епiморфiзм, а отже i iзоморфiзм.

Нехай k ∈ Z. Тодi, за означенням дiї, αk(i) = α(i+kmodn), i = 0, 1, . . . , n−1.

Крiм того, якщо ωi : (I, ∂I, 0) → (DQ,SQ, idQ) представник α(i) в π1(DQ,SQ),

то ωi+kmodn є представником αk(i). Тому шлях ω′ : I → Did
C , заданий формулою

ω′(t)|Qi
= gi ◦ ωi+kmodn(t) ◦ g−i|Qi

, i = 0, 1, . . . , n− 1,

вiдповiдає αk, тобто η(αk) = [ω′]c. Зауважимо, що

ω′(t)|Qi
= g−k ◦ gi+k ◦ ωi+kmodn(t) ◦ g−i−k ◦ gk|Qi

= g−k ◦ ω(t) ◦ gk|Qi
.

Отже,

ω′(t)|Qi
= g−k ◦ ω(t) ◦ gk = γk1 ◦ ωt ◦ γ−k1 .

Вiдмiтимо, що i1(η(α)) = [ω] i i1(η(αk)) = [ω′] є класами гомотопiї ω i ω′, що

розглядаються як елементи в π1(Did,S). Тодi, на пiдставi (1.9)

i1(η(αk)) = [γk1 ◦ ωt ◦ γ−k1 ] = [γkt ][ωt][ω
−1
t ] = [γkt ]i1(η(α))[γ−kt ].

Лема доведена.

Наступна лема завершує доведення теореми 4.1.1.2.

Лема 4.6.0.3. Визначимо вiдображення ξ : π1(DQ,SQ) oZn
Z → π1(Did,S) за

формулою

ξ(α, k) = [γkt ]i1(η(α)) (4.23)
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де α ∈ Map(Zn, π1(DQ,SQ)) i k ∈ Z. Тодi ξ є гомоморфiзмом, що робить таку

дiаграму з точних рядкiв комутативною:

1 //Map(Zn, π1(DQ,SQ))

η∼=

��

ζ // π1(DQ,SQ) oZn
Z p //

ξ

��

Z // 1

1 // π1(Did
C ,SC)

i1 // π1(Did,S)
ϕ // Z // 1

Тому, на пiдставi 5-леми, ξ є iзоморфiзмом.

Доведення. Ми повиннi перевiрити, що ξ є iзоморфiзмом.

Нехай α, β ∈ Map(Z,π1(DQ,SQ)) i k, l ∈ Z. Тодi в π1(DQ,SQ) ми маємо, що

(α, k)(β, l) = (αlβ, k + l).

На пiдставi (4.23) маємо

ξ(α, k) = [γk]i1(η(α)), ξ(β, l) = [γlt]i1(η(β)).

З iншого боку,

ξ(αlβ, k + l) = [γk+lt ]i1(η(αlβ)) = [γk+lt ]i1(η(αl))i1(η(β))

= [γk+lt ][γ−lt ]i1(η(α))[γlt]i1(η(β))

= [γkt ]i1(η(α))[γlt]i1(η(β))

= ξ(α, k)ξ(β, l),

а отже, ξ є гомоморфiзмом. Зауважимо, що

ξ ◦ ζ(α) = ξ(α, 0) = i1 ◦ η(α),

ϕ ◦ ξ(α, k) = ϕ([γk]η(α)) = ϕ ◦ η(α) + ϕ([γk]) = 0 + k = k = p(α, k).

Тому дiаграма в твердженнi леми є комутативною i, згiдно 5-леми, ξ є iзомор-

фiзмом.
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4.7 Висновки

В даному роздiлi, ми описали структуру фундаментальної групи орбiт гладких

функцiй з класу L (T 2) на 2−торi.



ВИСНОВКИ

Дисертацiя присвячена дослiдженню гладких функцiй на 2-торi та iх деформа-

цiй. В роботi отриманi такi результати:

• описано структуру фундаментальних груп орбiт гладких функцiй на 2-торi,

граф Кронрода-Рiба яких мiстить цикл;

• описано структуру фундаментальних груп орбiт гладких функцiй на 2-торi,

граф Кронрода-Рiба яких є деревом, а стабiлiзатори цих функцiй дiють на

зiрках вiдповiдних спецiальних вершин графiв Кронрода-Рiба тривiально;

• також дано опис фундаментальних груп орбiт для випадку, коли стабiлiза-

тори цих функцiй дiють нетривiально на вiдповiдних зiрках;

• знайдено умови, за яких «комбiнаторна» дiя скiнченної групи на деякому

розбиттi компактної поверхнi є iндукованою дiєю цiєї групи дифеоморфi-

змами, що зберiгають задану гладку функцiю.
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chemische Verbindungen / G. Pólya // Acta Math. — 1937. — Vol. 68, no. 1.

— Pp. 145–254.

[40] Pontryagin, L. S. Topological groups / L. S. Pontryagin. Translated from the

second Russian edition by Arlen Brown. — Gordon and Breach Science Publi-

shers, Inc., New York-London-Paris, 1966. — Pp. xv+543.



117

[41] Prishlyak, A. O. Topological equivalence of smooth functions with isolated cri-

tical points on a closed surface / A. O. Prishlyak // Topology Appl. — 2002. —

Vol. 119, no. 3. — Pp. 257–267.

[42] Reeb, Georges. Sur certaines propriétés topologiques des variétés feuilletées /

Georges Reeb. Actualités Sci. Ind., no. 1183. — Hermann & Cie., Paris, 1952.

— P. no book paging given. — Publ. Inst. Math. Univ. Strasbourg 11, pp. 5–89,

155–156.

[43] Seeley, R. T. Extension of C∞ functions defined in a half space / R. T. Seeley //

Proc. Amer. Math. Soc. — 1964. — Vol. 15. — Pp. 625–626.
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Fréchet et quelques applications / Francis Sergeraert // Ann. Sci. École Norm.
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