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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Дисертацiйна робота виконана в галузi метричної теорiї чисел та
геометрiї представлення чисел рядами. Вона присвячена вивченню
однопараметричної сiм’ї систем аналiтичного кодування (зображен-
ня) дiйсних чисел з (0; 1] засобами нескiнченного алфавiту i знако-
почережних рядiв та їх застосуванням у метричнiй та ймовiрнiснiй
теорiях чисел, теорiї функцiй, фрактальнiй геометрiї та фракталь-
ному аналiзi.

Актуальнiсть теми. Iснує декiлька змiстовних теорiй дiйсних
чисел, в кожнiй з яких число має свою математично змiстовну форму
iснування, зручну в одному вiдношеннi i не завжди зручну в iншо-
му аспектi. Це класичнi теорiї Р. Дедекiнда, Г. Кантора, К. Вейєр-
штрасса, Колмогорова-Кавун та iншi. Вони взаємодоповнюють одна
одну i цим самим розширюють можливостi рiзнопланових застосу-
вань теорiї дiйсних чисел. Вважаючи вiдомими згаданi теорiї, роз-
глядають рiзнi системи кодування дiйсних чисел. Для потреб тео-
рiї чисел, ймовiрнiсної теорiї, теорiї функцiй, фрактальної геометрiї
та фрактального аналiзу системи кодування є зручним знаряддям
вивчення математичних об’єктiв зi складною локальною тополого-
метричною структурою (множин, функцiй, мiр, розподiлiв випадко-
вих величин, перетворень простору, динамiчних систем тощо). Однi
з таких систем використовують скiнченний, iншi — нескiнченний ал-
фавiти. Iснують системи, якi використовують змiнний алфавiт.

Скiнченна або злiченна множина A (|A| > 1) називається алфа-
вiтом, її елементи — цифрами, а L=A×A×. . . — простором послi-
довностей елементiв алфавiту A. Якщо A мiстить s елементiв, то
алфавiт називається s-символьним; якщо A є злiченною множиною,
то алфавiт називається нескiнченно-символьним.

Сюр’єктивне вiдображення φ простору L в числову множину E
називається кодуванням або зображенням чисел множини E за-
собами алфавiту A. Послiдовнiсть (an), що є прообразом числа x
при кодуваннi φ, називається його ∆φ-зображенням i позначається
∆φ

a1a2...an..., число an називається n-ою цифрою цього зображення.
Якщо “бiльшiсть” чисел множини E мають єдине ∆φ-зображення

i лише незначна їх частина має не бiльше двох зображень, то ка-
жуть, що кодування має нульову надлишковiсть. Кодування, при
яких кожне число має єдине зображення, називають кодуваннями з
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екстранульовою надлишковiстю. Кодування чисел, яке встановлює-
ться через розклад числа в ряд, нескiнченний добуток, ланцюговий
дрiб або iнший математичний вираз, називається аналiтичним.

Нехай (c1, . . . , cm) — впорядкований набiр елементiв алфавiту A,
тобто (c1, . . . , cm) ∈ Am. Цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm, що
вiдповiдає ∆φ-зображенню чисел (або ∆φ-цилiндром), називається
множина всiх тих x = ∆φ

a1...amam+1..., якi мають таке ∆φ-зображення,
що ai = ci, i = 1,m, тобто

∆φ
c1c2...cm =

{
x : x = ∆φ

c1c2...cmam+1am+2..., am+i ∈ A
}
.

Тополого-метрична теорiя дiйсних чисел, у тiй чи iншiй системi
зображення, займається вивченням топологiчних i метричних вла-
стивостей множин чисел, визначених умовами на їх зображення.
Основою для них є геометрiя зображення. Геометрiя зображення
(кодування) чисел є вiдносно новою вiткою дослiджень, яка вивчає
геометричний змiст цифр, властивостi цилiндричних та хвостових
множин, геометричне тлумачення рiвнянь, нерiвностей та їх систем,
визначених у термiнах цифр зображення, а також метричнi вiдно-
шення, породженнi зображенням i геометричною мiрою.

Кажуть, що ∆φ1 -зображення i ∆φ2-зображення є топологiчно
еквiвалентними, якщо: 1) вони мають спiльний алфавiт; 2) вiдобра-
ження f

(
∆φ1

a1a2...an...

)
= ∆φ2

a1a2...an... є гомеоморфiзмом.
Топологiчна еквiвалентнiсть зображень може бути прихованою.
Нескiнченно-символьнi системи кодування принципово вiдрiзня-

ються вiд скiнченно-символьних. Хоча мiж окремими представника-
ми цих двох сiмей iснує тiсний зв’язок. А саме: нескiнченно-символьне
зображення можна отримати зi скiнченно-символьного.

Створення нової системи кодування дробової частини дiйсного
числа суттєво розширює коло об’єктiв зi складною локальною топо-
лого-метричною структурою i фрактальними властивостями, якi вiд-
носно просто формально описуються та дослiджуються. Неперервнi
строго монотоннi функцiї допомагають отримувати нове кодування
з уже вiдомого, зокрема, сингулярна функцiя Салема i двiйкове зо-
браження аргумента породжує Q2-зображення значення функцiї.

У 1943 роцi Р. Салем знайшов вираз неперервної строго зростаю-
чої сингулярної функцiї ?(x), яку ввiв у розгляд в 1911 роцi Г. Мiн-
ковський, як функцiю, що встановлює взаємнооднозначну вiдповiд-
нiсть мiж всiма квадратичними iррацiональностями вiдрiзка [0; 1] i
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рацiональними числами з цього ж вiдрiзка (далi функцiя Мiнков-
ського), означивши її в термiнах елементарних ланцюгових дробiв
та медiант звичайних нескоротних дробiв. Знайдений Салемом ана-
лiтичний вираз функцiї має вигляд:

? (x) =?([0; a1, a2, . . . , an, . . .]) =

= 21−a1 − 21−a1−a2 + 21−a1−a2−a3 + . . .+ (−1)n+121−a1−...−an + . . . ,

де x=[0; a1, a2, ...] – розклад x в елементарний ланцюговий дрiб.
Функцiя Мiнковського породжує нове кодування дiйсних чисел

з (0; 1], яке ми називаємо ∆♯-зображенням. Йому присвячено дру-
гий роздiл даного дисертацiйного дослiдження. Не зважаючи на те,
що ∆♯-зображення є окремим випадком Q̃∞-зображення, введеного i
частково вивченого у роботах М.В. Працьовитого та О.Л. Лещинсь-
кого (1997 р.), воно вповнi заслуговує на самостiйне дослiдження,
оскiльки в даному випадку моделлю числа є знакопочережний ряд,
членами якого є числа оберненi до степенiв двiйки. Саме ця обста-
вина дозволяє поглибити теорiю i вичерпно розв’язати iншi задачi.

У 2010 р. М.В. Працьовитим, А.В. Калашнiковим, В.К. Безборо-
довим побудовано однопараметричне узагальнення φµ функцiї Мiн-
ковського, де µ ∈ (0; 1). Функцiя φµ аналiтично виражається:
φµ(x) = φµ ([0; a1, a2, . . . , an, . . .]) = (1−µ)a1−1−(1−µ)a1−1µa2 + . . .+

+(1− µ)a1+a3+...+a2n−1+a2n+1−1µa2+a4+...+a2n−
−(1− µ)a1+a3+...+a2n−1+a2n+1−1µa2+a4+...+a2n+a2n+2 + . . . = (1)

=
∞∑

n=1
An (1− µa2n) ,

де An = (1−µ)a1+a3+...+a2n−1−1µa2+a4+...+a2n−2 i φµ(0) = 0, φµ(1) = 1,
i є єдиним неперервним розв’язком системи функцiональних рiвнянь φµ

(
x

1 + x

)
= (1− µ)φµ(x),

φµ(1− x) = 1− φ1−µ (x) .
Функцiя φµ є сингулярною строго зростаючою функцiєю. За її допо-
могою отримується нова однопараметрична сiм’я зображень чисел
з (0; 1] з нескiнченним алфавiтом, яка ґрунтується на аналiтичному
представленнi числа знакопочережним рядом або скiнченною сумою.

Нескiнченно-символьних систем кодування чисел, залежних вiд
одного параметра, розглядалось небагато, серед них q∞0 -зображення,
що є перекодуванням Q2-зображення засобами нескiнченного алфа-
вiту, яке вивчалось Гончаренко Я.В. та Лисенко I.М. (2013 р.).
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Подання числа x у формi знакопочережного ряду (1) ми нази-
ваємо ∆µ-представленням, а його символiчний запис ∆µ

a1a2...am(∅) у
випадку скiнченної суми та ∆µ

a1a2...an... при нескiнченному розкла-
дi — ∆µ-зображенням. Це зображення i йому вiдповiдна тополого-
метрична теорiя є основним об’єктом даного дисертацiйного дослi-
дження. ∆µ-зображення є топологiчно еквiвалентним з аналiтични-
ми зображеннями чисел елементарними ланцюговими дробами, зна-
копочережними рядами Люрота, Остроградського, Остроградського-
Серпiнського-Пiрса, але його метрична теорiя вiдрiзняється вiд вiд-
повiдних теорiй для вказаних зображень. Згаданi зображення (за ви-
ключенням Q̃∞-зображення i розкладiв чисел у ряди Люрота) не ма-
ють властивостей самоподiбностi, тодi як ∆µ-зображення є однопа-
раметричним i N -самоподiбним. Зауважимо також, що сiм’я Q̃∞-зо-
бражень перетинається з сiм’єю ∆µ-зображень по ∆♯-зображенню.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Робота виконана в рамках дослiдження математичних об’єктiв
зi складною локальною будовою i фрактальними властивостями, що
проводиться на кафедрi вищої математики НПУ iменi М.П. Драгома-
нова та у вiддiлi фрактального аналiзу Iнституту математики НАН
України. Дослiдження проводилось у рамках науково-дослiдних тем:

– системи кодування дiйсних чисел з нескiнченним алфавiтом i
фрактали (№ державної реєстрацiї 0113U003009);

– дослiдження еволюцiйних детермiнованих та стохастичних си-
стем складної тополого-метричної структури. Фрактальнi властиво-
стi, керованiсть (№ державної реєстрацiї 0115U000557).

Об’єктом дослiдження даної дисертацiйної роботи є однопара-
метрична сiм’я аналiтичних нескiнченно-символьних зображень дiй-
сних чисел пiвiнтервала (0; 1], породженх узагальненням сингулярної
функцiї Мiнковського, та їй вiдповiдна тополого-метрична теорiя.

Предмет дослiдження. Геометрiя ∆µ-зображення i його ча-
стинного випадку ∆♯-зображення, фрактальнi властивостi цих зо-
бражень, метричнi спiввiдношення ними породженi, умови рацiо-
нальностi числа, статистична незалежнiсть цифр зображення.

Метою дослiдження є вивчення властивостей ∆µ-представлен-
ня чисел пiвiнтервала (0; 1] i йому вiдповiдного ∆µ-зображення та їх
застосування у метричнiй та ймовiрнiснiй теорiях чисел, фракталь-
нiй геометрiї та фрактальному аналiзi функцiй та мiр.
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Основними завданнями дослiдження є: 1) вивчення геометрiї
∆µ-зображення чисел (властивостей хвостових та цилiндричних мно-
жин i метричних вiдношень, з ними пов’язаних); 2) встановлення
умов рацiональностi числа за його рацiональним ∆µ-зображенням;
3) побудова тополого-метричної теорiї ∆µ-зображення i його частин-
ного випадку ∆♯-зображення; 4) розвиток фрактальної геометрiї оди-
ничного промiжка на основi ∆µ-зображення; 5) застосування геоме-
трiї i тополого-метричної теорiї ∆µ-зображення до розв’язання задач
метричної та ймовiрнiсної теорiй чисел, зокрема до вивчення стру-
ктури i спектральних властивостей розподiлу випадкової величини,
визначеного розподiлами її цифр у ∆µ-зображеннi.

Методи дослiдження. У роботi використовувались методи мет-
ричної теорiї чисел, фрактального аналiзу та фрактальної геометрiї,
математичного аналiзу, теорiї функцiй та теорiї ймовiрностей.

У дисертацiї використовувалась методологiя, запропоновану у ро-
ботах М.В. Працьовитого та його учнiв при дослiдженнi рiзних зо-
бражень чисел з нескiнченним алфавiтом, зокрема таких, що ґрун-
туються на розкладах чисел в знакодотантi ряди Люрота, Енгеля,
Сильвестера та знакопочережнi ряди Люрота, Остроградського-Сер-
пiнського-Пiрса, Остроградського, в елементарнi ланцюговi дроби.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi науковi
результати, що виносяться на захист:

1) введено в розгляд i детально вивчено кодування дiйсних чисел
засобами нескiнченного алфавiту, яке ґрунтується на розкладi чисел
у знакопочережнi двiйковi ряди i породжується сингулярною фун-
кцiєю Мiнковського. Встановлено його зв’язок з класичним двiйко-
вим зображенням, доведено критерiй рацiональностi числа, розв’я-
зано ряд задач метричного, топологiчного та фрактального змiсту;

2) створено цiлiсну теорiю ∆µ-зображення чисел з (0; 1], яка вклю-
чає геометрiю, метричну та ймовiрнiсну теорiї, опис нормальних вла-
стивостей чисел, результати дослiдження тополого-метричних i фра-
ктальних властивостей множин чисел, визначених обмеженнями на
використання цифр у зображеннях. Для пiдкласу рацiональних ∆µ-
зображень спростовано гiпотезу про критерiй рацiональностi числа;

3) застосування ∆µ-зображення для конструювання i дослiджен-
ня властивостей функцiй та неперервних перетворень [0; 1], якi зберi-
гають властивостi ∆µ-зображення чисел, зокрема, хвости; розподiлiв
випадкових величин, iндукованих розподiлами цифр зображення.
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Всi одержанi результати є новими, строго i повно обґрунтованими.
Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна

робота має в основному теоретичний характер. Разом з цим отрима-
нi результати можуть бути використанi для конструювання та дослi-
дження функцiй зi складною локальною структурою i фрактальни-
ми властивостями, об’єктiв фрактальної геометрiї, а також ймовiр-
нiсних мiр, зосереджених на нуль-множинах Лебега.

Особистий внесок здобувача. Усi положення i результати, якi
виносяться на захист, отриманi автором самостiйно. У спiльних з
науковим керiвником публiкацiях Працьовитому М.В. належить за-
гальна постановка задач, iдеї доведень та перевiрка результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дослiдження
доповiдались на наукових конференцiях та семiнарах :

– Мiжнародна математична конференцiя “Диференцiальнi рiвня-
ння, обчислювальна математика, теорiя функцiй та математичнi ме-
тоди механiки” до 100-рiччя вiд дня народження члена-кореспондента
НАНУ Г.М. Положого (Київ, 2014);

– П’ятнадцята мiжнародна наукова конференцiя iменi акад. Ми-
хайла Кравчука (Київ, 2014);

– IV Мiжнародна Ганська конференцiя, присвячена 135 рiчницi
вiд дня народження Ганса Гана (Чернiвцi, 2014);

– International conference “Probability, Reliability And Stochastic
Optimization” (Kyiv, 2015);

– Четверта всеукраїнська конференцiя молодих вчених з матема-
тики та фiзики (Київ, 2015);

– International Conference of Young Mathematicians (Kyiv, 2015);
– Мiжнародна науково-методична конференцiя “Сучаснi науково-

методичнi проблеми математики у вищiй школi” (Київ, 2015);
– Наукова конференцiя, присвячена 100-рiччю вiд дня народже-

ння К.М. Фiшмана та М.К. Фаге (Чернiвцi, 2015);
– X Мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi, присвячена

70-рiччю Ю.А. Дрозда (Одеса, 2015);
– П’ята всеукраїнська конференцiя молодих вчених з математики

та фiзики (Київ, 2016);
– Четверта Мiжнародна науково-практична конференцiя “Вiд-

критi еволюцiонуючi системи” (Нiжин, 2016);
– Всеукраїнська науково-методична конференцiя “Сучаснi науко-

во-методичнi проблеми математики у вищiй школi” (Київ, 2016);
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– International mathematical conference “Groups and Actions: Geo-
metry and Dynamics” (Kyiv, 2016);

– алгебраїчний семiнар Iнституту математики НАН України (ке-
рiвник: доктор фiз.-мат. наук, професор Ю. А. Дрозд);

– семiнар вiддiлу фрактального аналiзу Iнституту математики
НАН України та НПУ iменi М.П. Драгоманова (керiвник: доктор
фiз.-мат. наук, професор М. В. Працьовитий);

– семiнар “Стохастичнi диференцiальнi рiвняння” кафедри за-
гальної математики мех.-мат. фак-ту КНУ iм. Т.Шевченка (керiвни-
ки: доктори фiз.-мат. наук, проф. Г.Л.Кулiнiч, О.М.Станжицький).

Публiкацiї. Результати дослiдження викладено у 6 статтях [1–6],
опублiкованих у виданнях, внесених до перелiку наукових фахових
видань України, з них 3 статтi [2, 5, 6] у наукових виданнях, що
входять до мiжнародних наукометричних баз (Zentralblatt MATH,
Scopus), та додатково вiдображено у матерiалах конференцiй [7–19].

Структура дисертацiї. Робота складається зi вступу, чотирьох
роздiлiв, розбитих на пiдроздiли, висновкiв до кожного роздiлу та за-
гальних висновкiв, списку використаних джерел (107 найменувань)
та списку публiкацiй автора (19 найменувань), списку умовних по-
значень. Загальний обсяг роботи — 147 сторiнок.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть дослiдження, визначено йо-
го об’єкт, предмет, мету i завдання, висвiтлено наукову новизну, пра-
ктичне значення, анонсовано основнi науковi результати.

Роздiл 1 “Огляд лiтератури та концептуальнi засади дос-
лiдження” носить вступний характер. У ньому означено ключо-
вi поняття та сформульовано необхiднi для подальших дослiджень
факти, здiйснено огляд лiтератури, який безпосередньо стосується
теми дисертацiйної роботи. У пiдроздiлi 1.2 описано геометрiю та ме-
тричнi спiввiдношення систем кодування дiйсних чисел з нескiнчен-
ним алфавiтом, що тiсно пов’язанi з об’єктом дослiдження, зокрема,
геометрiю представлення чисел елементарними ланцюговими дро-
бами, в термiнах якого означується функцiя Мiнковського, яка є
вiдправним пунктом даної роботи. Пiдроздiл 1.3 присвячено огля-
ду попереднiх результатiв дослiдження властивостей цiєї функцiї. У
пунктi 1.2.2 розкривається змiст вiдомого Q̃∞-зображення чисел.
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У пiдроздiлi 1.4 описано одне з можливих узагальнень функцiї
Мiнковського i дослiджено ним породжене ∆q-зображення чисел, ви-
вчено його геометрiю i вказано застосування.

Теорема 1.4.1. Нехай (0; 1) ∋ q — фiксоване число. Для будь-
якого x ∈ (0; 1] iснує скiнченний набiр (a1, a2, . . . , am) або послi-
довнiсть (an) натуральних чисел таких, що x =

∑
k(Ak − A′

k),де
Ak = (1− q)2k−2qa1+a2+...+a2k−1−(2k−1), A′

k = Ak(1− q)qa2k−1.

Зауважимо, що ∆q-зображення є окремим випадком Q̃∞-зобра-
ження при q0 = 1−q, qk = (1−q)qk, яке, будучи однопараметричним,
заслуговує на самостiйну увагу. Окремий iнтерес викликає випадок,
коли q є рацiональним числом.

У пiдроздiлi 1.5 розглядається суттєво iнше узагальнення функцiї
Мiнковського, яке введене i вивчалось у роботах М.В. Працьовитого
та його учнiв. Це функцiя φµ, яка виражається рiвнiстю (1).

Другий роздiл “∆♯-зображення дiйсних чисел” присвячено
нескiнченно-символьному зображенню чисел пiвiнтервала (0;1], яке
породжується класичною функцiєю Мiнковського.

Теорема 2.1.1. Для будь-якого x ∈ (0; 1] iснує скiнченна або
нескiнченна послiдовнiсть натуральних чисел (an) така, що

x =
∑

(−1)k−121−a1−a2−...−ak .

Це подання числа називається його ∆♯-представленням, а скоро-
чений запис ∆♯

a1...an... у випадку нескiнченної суми та ∆♯
a1...an(∅) у

випадку скiнченного розкладу — ∆♯-зображенням.
У пiдроздiлi 2.1 доведено, що ∆♯-зображення має нульову надли-

шковiсть i встановленого його зв’язок з двiйковим зображенням.
Теорема 2.1.2. Мають мiсце рiвностi:
1) ∆♯

a1a2...a2k(∅) = ∆2
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a1−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a2k−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2k

(0)
;

2) ∆♯
a1a2...a2ka2k+1(∅) = ∆2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a1−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a2k−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2k

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a2k+1−1

1(0)
;

3) ∆♯
a1a2...an... = ∆2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a1−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a2k−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2k

...
.

У пiдроздiлi 2.2 наведено ймовiрнiсну задачу, яка приводить до
∆♯-зображення. У пiдроздiлi 2.3 обґрунтовується критерiй рацiональ-
ностi числа у його ∆♯-зображеннi.
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Теорема 2.3.1. Для того щоб число x ∈ (0, 1] було рацiональ-
ним, необхiдно i достатньо, щоб його ∆♯-зображення було скiнчен-
ним або перiодичним.

Геометрiї ∆♯-зображення присвячено пiдроздiл 2.4.
У пiдроздiлi 2.5 вивчаються оператори лiвостороннього i прав-

стороннього зсувiв цифр ∆♯-зображення чисел з (0; 1], зокрема вста-
новлено їх кускову лiнiйнiсть, що свiдчить про N -самоподiбнiсть зо-
браження. Пiдроздiл 2.6 присвячено розв’язанню традицiйної задачi
теорiї розмiрностi Гаусдорфа–Безиковича — задачi про те, чи дос-
татньо класу множин для еквiвалентного означення розмiрностi.

Нехай W — клас усiх зв’язних множин, що є об’єднаннями ци-
лiндрiв однакового рангу, якi належать одному i тому ж цилiндру
попереднього рангу, тобто множин вигляду:

(1) ∆♯
c1c2...cm , (2)

∞∪
i=n

∆♯
c1c2...cmi, (3)

n∪
i=1

∆♯
c1c2...cmi, (4)

n∪
i=k

∆♯
c1c2...cmi.

Теорема 2.6.1. Класу множин W достатньо для визначення
розмiрностi Гаусдорфа–Безиковича довiльної борелiвської множини
E ⊂ [0, 1], тобто α0(E,W) = α0(E).

У пiдроздiлi 2.7 для множин канторiвського типу, визначених
обмеженнями на вживання цифр, виведенi рiвняння для обчислення
самоподiбної таN -самоподiбної розмiрностей i формули для обчисле-
ння мiри Лебега. У пiдроздiлi 2.8 вказано застосування ∆♯-зображен-
ня у ймовiрнiснiй теорiї чисел, а саме: в теорiї розподiлiв випадкових
величин (в.в.), iндукованих розподiлами їх цифр.

Теорема 2.8.1. Якщо в.в. τ = ∆♯
τ1τ2...τk...

має рiвномiрний на
(0, 1] розподiл, то цифри τk її ∆♯-зображення є незалежними в.в.,
що мають однаковi розподiли

P{τk = i} = 2−i, i = 1, 2, . . . .

Теорема 2.8.2. Якщо цифри ξk ∆♯-зображення в.в. ξ = ∆♯
ξ1...ξn...

є незалежними в.в., якi набувають значень 1, 2, . . . , i, . . . вiдповiд-
но з ймовiрностями p1k, p2k, . . . , pik, . . . (p1k + ... + pik + ... = 1), то
розподiл ξ є або чисто дискретним, або чисто неперервним (не-
атомарним), причому чисто дискретним — лише тодi, коли

M =
∞∏
k=1

max
i

{pik}> 0. Точковий спектр (множина атомiв) дискре-

тно розподiленої в.в. ξ складається з точки x0: paj(x0)j=max
i

{pik},
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i всiх точок x, якi мають властивiсть paj(x)j > 0 для будь-якого
j ∈ N i iснує таке m ∈ N, що aj(x) = aj(x0) при j > m.

У роздiлi 3 “∆µ-зображення дiйсних чисел” обґрунтовується
∆µ-зображення чисел, яке є узагальненням ∆♯-зображення, причому
спiвпадає з ним при µ = 0, 5.

Теорема 3.1.1. Нехай (0, 1) ∋ µ — фiксоване число (параметр).
Для будь-якого x ∈ (0,1] iснує скiнченний впорядкований набiр
(a1, . . . , am) або послiдовнiсть натуральних чисел (an) такi, що

x = (1− µ)a1−1 − (1− µ)a1−1µa2 + . . .
+(1− µ)a1+a3+...+a2n−1−1µa2+a4+...+a2n−2−

−(1− µ)a1+a3+...+a2n−1−1µa2+a4+...+a2n + . . . =
∑
n
(Bn −Bn

′),

де Bn = (1− µ)a1+a3+...+a2n−1−1µa2+a4+...+a2n−2 , Bn
′ = Bn · µa2n .

У пiдроздiлi 3.2 вказана ймовiрнiсна задача, яка приводить до
поняття ∆µ-зображення дiйсного числа.

Якщо µ — рацiональне число з (0; 1), то ∆µ-зображення нази-
вається рацiональним ∆µ-зображенням, таким є ∆♯-зображення.

У пiдроздiлi 3.3, видiливши злiченний пiдклас рацiональних ∆µ-
зображень, ми вказали достатнi умови рацiональностi числа i спро-
стували гiпотезу про те, що критерiй рацiональностi числа, знайде-
ний для ∆♯-зображення, матиме мiсце для довiльного рацiонального
∆µ-зображення.

Лема 3.3.1. Якщо рацiональне ∆µ-зображення числа x скiнчен-
не або перiодичне, то саме число x є рацiональним.

Теорема 3.3.1. Якщо число 1
2 ̸= µ = p

s — правильний нескоро-
тний дрiб, причому s — просте число i s− p ̸=1, то число 1

s−p має
нескiнченне неперiодичне ∆µ-зображення.

Пiдроздiл 3.4 присвячено геометрiї ∆µ-зображення.
Лема 3.4.1. Цилiндр ∆µ

c1c2...cm є вiдрiзком, причому
якщо m — непарне, то ∆µ

c1c2...c2k−1
= [a− δ; a], де

a=(1−µ)c1−1− (1−µ)c1−1µc2 + . . .+(1−µ)c1+...+c2k−1−1µc2+...+c2k−2 ,
δ = (1− µ)c1+c3+...+c2k−1−1 · µc2+c4+...+c2k−2+1;

якщо m — парне, то ∆µ
c1c2...c2k

= [a; a+ δ], де
a = (1− µ)c1−1 − (1− µ)c1−1µc2 + . . .+

+(1− µ)c1+...+c2k−1−1µc2+...+c2k−2 − (1− µ)c1+...+c2k−1−1µc2+...+c2k ,
δ = (1− µ)c1+c3+...+c2k−1 · µc2+c4+...+c2k .
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Наслiдок 3.4.1. Довжина цилiндра виражається формулою:

|∆µ
c1c2...cm |=

{
(1− µ)c1+c3+...+c2k−1−1 · µc2+...+c2k−2+1, m=2k−1,
(1− µ)c1+c3+...+c2k−1 · µc2+c4+...+c2k , m = 2k.

Наслiдок 3.4.2. Якщо ∆µ
c1c2...cm — фiксований цилiндр, то має

мiсце рiвнiсть (основне метричне вiдношення)
|∆µ

c1c2...cmi|
|∆µ

c1c2...cm | =

{
(1− µ)µi−1, коли m = 2k − 1,
µ(1− µ)i−1, коли m = 2k.

У пiдроздiлi 3.5 розв’язано метричнi задачi, пов’язанi з ∆µ-зобра-
женням чисел, зокрема, вивчено тополого-метричнi властивостi мно-
жин чисел, визначених умовами на використання цифр.

Теорема 3.5.1. Якщо V — власна пiдмножина множини N,
потужнiсть якої бiльша за одиницю, то множина

C[∆µ, V ] = {x : x = ∆µ
a1a2...an..., an ∈ V ⊂ N}

1) є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега; 2) самоподiб-
ною, якщо V — скiнченна i N -самоподiбною, якщо V — нескiнченна.
Її самоподiбна розмiрнiсть спiвпадає з фрактальною розмiрнiстю
Гаусдорфа-Безиковича α0, яка задовольняє умову:

α0 (C [∆µ, V ]) = sup
n

{
x :

∑
u,v∈V ∩{1,2,...,n}

((1− µ)uµv)
x
= 1

}
.

Теорема 3.5.2. Множина
C ≡ C[∆µ, (Vn)] =

{
x : x = ∆µ

a1a2...an..., an(x) ∈ Vn ⊂ N, ∀n ∈ N
}

є:
1) об’єднанням вiдрiзкiв, якщо Vn ̸= N скiнченну кiлькiсть разiв;
2) нiде не щiльною, якщо Vn ̸= N нескiнченну кiлькiсть разiв;
3) її мiра Лебега обчислюється за формулою:

λ(C) =
∞∏
k=1

λ(F2k)
λ(F2k−2)

=
∞∏
k=1

(
1− λ(F 2k)

λ(F2k−2)

)
,

де F0 = (0; 1], F2k — замикання об’єднання цилiндрiв рангу 2k, серед
внутрiшнiх точок яких є точки множини C, F 2k = F2k−2 \ F2k.

Теорема 3.5.3. Нехай c i s — фiксованi натуральнi числа. Мно-
жина D ≡ D[∆µ, cs] = {x : x = ∆µ

a1...an..., де anan+1 ̸= cs ∀n ∈ N}
є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега.

Теорема 3.6.1 (Про нормальну властивiсть числа). 1. Мно-
жина B всiх чисел з пiвiнтервала (0; 1], послiдовнiсть цифр ∆µ-зоб-
раження яких обмежена, є всюди щiльною, континуальною мно-
жиною нульової мiри Лебега. 2. Майже всi (у розумiннi мiри Лебе-
га) числа пiвiнтервалу (0; 1] задовольняють умову lim

n→∞
an(x) = ∞.
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Четвертий роздiл “Застосування ∆µ-зображення чисел” при-
свячено застосуванням ∆µ-зображення у фрактальному аналiзi, ме-
тричнiй та ймовiрнiснiй теорiї чисел. У пiдроздiлi 4.1 вивчаються
функцiї з фрактальними властивостями, означенi у термiнах ∆µ-зо-
браження числа.

Теорема 4.1.1. Функцiя f , означена на множинi H рiвнiстю:
y = f

(
∆µ

a1a2a3a4...

)
= ∆µ

a2a1a4a3..., 1) є бiєктивним вiдображенням;
2) у точках виду ∆µ

a1...ani(∅) має неусувнi розриви першого роду; у
точках, що мають нескiнченне ∆µ-зображення, — усувний розрив.
3) Частина Γi

f ≡ {(x; y) : x ∈ ∆µ
ii, i ∈ N, y = f(x)} графiка Γf функ-

цiї f подiбна всьому графiку з коефiцiєнтом подiбностi k=(1−µ)iµi,

причому Γi
f = ψi (Γf ), де ψi :

{
x′=(1− µ)iµi · x+(1− µ)i−1(1− µi),
y′=(1− µ)iµi · y+(1− µ)i−1(1− µi).

Графiк функцiї f є N -самоафiнною множиною: Γf =
∞∪
i=1

ψij (Γf ), де

ψij :

{
x′=∆µ

ija1(x)a2(x)...
,

y′=∆µ
jia2(x)a1(x)...

,
з N -самоподiбною розмiрнiстю −1

log2(1−µ)µ
;

4) перетворення f зберiгає частоти цифр ∆µ-зображення.

Теорема 4.1.2. Функцiя φ, означена на множинi H рiвнiстю:
y = φ

(
∆µ

a1a2...a2n−1a2n...

)
= ∆µ

[a1a2][a3a4]...
,

1) є сюр’єктивним, але не є iн’єктивним вiдображенням;
2) у точках виду ∆µ

a1...ani(∅) має неусувнi розриви першого роду; у
точках, що мають нескiнченне ∆µ-зображення, — усувний розрив;
3) є нiде не монотонною функцiєю.
4) Якщо в ∆µ-зображеннi числа y0 ∈ H мiститься нескiнченна
кiлькiсть цифр, вiдмiнних вiд 1, то рiвень φ−1(y0) функцiї φ є кон-
тинуальним; рiвень φ−1

(
∆µ

c1...cm(1)

)
є скiнченним, φ−1

(
∆µ

(1)

)
=∆µ

(1).

Теорема 4.1.3. Функцiя γ, означена на множинi H рiвнiстю:
y = γ

(
∆µ

a1a2...a2n−1a2n...

)
= ∆µ

[a1a2][a2a3]...
,

1) є вiдображенням нi сюр’єктивним, нi iн’єктивним;
2) у точках виду ∆µ

a1...ani(∅) має неусувнi розриви першого роду; у
точках, що мають нескiнченне ∆µ-зображення, — усувний розрив;
3) її множина значень має канторiвський тип (є нiде не щiльною
множиною нульової мiри Лебега) i дробову фрактальну розмiрнiсть
Гаусдорфа-Безиковича.
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Означення. Кажуть, що два ∆µ-зображення ∆µ
a1...an... i ∆µ

b1...bn...

мають однаковий хвiст (або перебувають у вiдношеннi ∼), якщо
iснують натуральнi числа k та m такi, що ak+j = bm+j ∀ j ∈ N; два
числа x i y з множини H мають однаковий хвiст у ∆µ-зображеннi,
якщо їх ∆µ-зображення перебувають у вiдношеннi ∼.

Бiнарне вiдношення ∼, будучи вiдношенням еквiвалентностi, роз-
биває множину, на якiй воно задане, на класи еквiвалентностi. Кожен
з класiв еквiвалентностi називається хвостовою множиною.

Теорема 4.2.1. Кожна хвостова множина є злiченною i щiль-
ною в (0, 1]; фактор-множина F ≡ (0, 1]/ ∼ є континуальною.

Казатимемо, що функцiя f , яка визначена на множинi H i на-
буває значень з цiєї множини, зберiгає хвости ∆µ-зображень чисел,
якщо для будь-якого x ∈ (0, 1] iснують натуральнi числа k = k(x) i
m = m(x) такi, що ak+n(x) = am+n (f(x)) для всiх n ∈ N.

У пiдроздiлi 4.2 конструюються i дослiджуються властивостi кус-
ково-неперервних функцiй та неперервних перетворень вiдрiзка [0; 1],
якi зберiгають властивостi ∆µ-зображення чисел, зокрема, їх хвости.

Лема 4.2.1. Функцiя y = σ1(x), означена на H рiвнiстю
y = σ1(x) = σ1

(
∆µ

a1(x)a2(x)a3(x)...an(x)...

)
= ∆µ

[a1+a2+a3]a4a5...an...
,

аналiтично виражається формулою

σ1(x) =
(

ν
µ

)a2(x)

· x+ νa1(x)+a2(x)−1
(
1− 1

µa2(x)

)
, де ν = 1− µ,

є лiнiйною на кожному цилiндрi 2-го рангу, причому: 1) є неперерв-
ною строго зростаючою; 2) sup

x∈∆µ
ij

σ1(x) = νi+j, inf
x∈∆µ

ij

σ1(x) = 0;

3)
∫

∆µ
ij

σ1(x)dx = 1
2ν

2i+jµj; 4)
1∫
0

σ1(x)dx = 1
2 · ν3

1+ν3 .

Теорема 4.2.2. Нехай s — фiксоване натуральне число. Функцiя
ds, означена на пiвiнтервалi (0, 1] рiвнiстю

y = ds(x) = ds

(
∆µ

a1(x)a2(x)a3(x)...

)
= ∆µ

[s+a1]a2a3...
,

аналiтично виражається формулою ds(x) = νs · x i є:
1) лiнiйною строго зростаючою функцiєю,
2) inf

x∈(0,1]
ds(x)=0, sup

x∈(0,1]

ds(x)=ν
s; крiм цього, рiвняння σ1(x)=ds(x)

не має розв’язкiв, якщо a2 > s, а при a2 < s має їх злiченну мно-
жину: E =

{
x : x = ∆µ

a1(a2[s−a2])
, де a1 ∈ N, a2 ∈ {1, 2, . . . , s− 1}

}
.
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Лема 4.2.2. Оператор лiвостороннього зсуву цифр ω2, означе-
ний на множинi H рiвнiстю ω2

(
∆µ

a1a2a3a4...an...

)
= ∆µ

a3a4...an..., є
сюр’єктивним, але не є iн’єктивним вiдображенням; аналiтично
виражається рiвнiстю ω2(x) = x

νa1(x)µa2(x) − 1−µa2(x)

νµa2(x) , i є неперерв-
ною зростаючою функцiєю на кожному цилiндрi 2-го рангу.

Лема 4.2.3. Рiвняння ds(x) = ω2(x) має злiченну множину
розв’язкiв: x = ∆µ

a1(a2[s+a1])
, де a1, a2 — довiльнi натуральнi числа.

Лема 4.2.4. Нехай i, j — фiксованi натуральнi числа. Функцiя,
означена на H рiвнiстю δij(x) = δij(∆

µ
a1(x)a2(x)...

) = ∆µ
ija1a2...

, аналi-
тично виражається формулою y = δij(x) = νiµj · x+ νi−1

(
1− µj

)
i

є лiнiйною строго зростаючою функцiю на пiвiнтервалi (0, 1].
Теорема 4.2.3. Мають мiсце наступнi твердження.
1. Рiвняння σ1(x)=δij(x) не має жодного розв’язку, якщо

a1 + a2 > i, а при a1+a2<i має їх злiченну множину
{x : x = ∆µ

(a1a2[i−a1−a2]j)
, a1, a2 ∈ N, (a1 + a2) ∈ {1, 2, . . . , i− 1}}.

2. Рiвняння ds(x) = δij(x) не має розв’язкiв, якщо s > i, а при
s < i має їх злiченну множину {x : x = ∆µ

([i−s]j), s ∈ {1, . . . , i−1}}.
3. Рiвняння ω2(x) = δij(x) має безлiч розв’язкiв: x = ∆µ

(a1a2ij)
, де

(a1, a2)— довiльна пара натуральних чисел.
Теорема 4.2.4. Множина G всiх неперервних строго зростаю-

чих перетворень пiвiнтервала (0, 1], якi зберiгають хвости ∆µ-зо-
браження чисел, вiдносно операцiї ◦ — “суперпозицiя функцiй” утво-
рює нескiнченну некомутативну групу.

Пiдроздiл 4.3 присвячений дослiдженню розподiлiв цифр ∆µ-зоб-
раження рiвномiрно розподiленої випадкової величини.

Теорема 4.3.1. Якщо в.в. τ = ∆µ
τ1...τn... має рiвномiрний на [0, 1]

розподiл, то цифри τn її ∆µ-зображення є незалежними в.в., при-
чому цифри послiдовностi (τn) з непарними номерами однаково роз-
подiленi: P{τ2k−1= i}=µ·νi−1; i цифри послiдовностi (τn) з парними
номерами мають однаковий розподiл: P{τ2k = i} = ν · µi−1.

У пiдроздiлi 4.4 розглядається в.в. τ = ∆µ
τ1τ2...τn..., де (τn) — по-

слiдовнiсть незалежних однаково розподiлених в.в., якi набувають
значень 1, 2, . . . , n, . . . вiдповiдно з ймовiрностями P{τi = i} = pi.

Теорема 4.4.1. Якщо (τn) — задана послiдовнiсть незалежних
однаково розподiлених в.в., то розподiл в.в. τ=∆µ

τ1...τn... є сингуляр-
ним.
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ВИСНОВКИ

Аналiтичнi кодування дiйсних чисел засобами нескiнченного ал-
фавiту є продуктивним засобом розвитку метричної та ймовiрнiсної
теорiй чисел. Уваги заслуговують зображення, що ґрунтуються на
представленнях чисел знакопочережними рядами, членами яких є
числа, оберненi до натуральних. Запропоноване ∆♯-зображення є та-
ким. Воно вiдповiдає виразу строго зростаючої сингулярної функцiї
Мiнковського, iнтерес до неї не згасає протягом столiття. Не зважа-
ючи на те, що ∆♯-зображення є окремим випадком Q̃∞-зображення,
воно заслуговує на самостiйне дослiдження, завдяки його “натураль-
ностi” i зв’язку з класичними двосимвольними зображеннями.

У роботi знайдено континуальну сiм’ю нових зображень чисел,
залежних вiд параметра µ ∈ (0; 1), названих ∆µ-зображеннями, яка
включає ∆♯-зображення при µ = 0, 5. Вказавши задачу, яка при-
водить до ∆µ-зображення, ми вивчили його геометрiю, факти якої
використали для постановки та розв’язання задач метричної та ймо-
вiрнiсної теорiї чисел. Видiливши клас рацiональних ∆µ-зображень,
ми вказали умови рацiональностi числа i спростували гiпотезу про
те, що критерiй рацiональностi числа, знайдений для ∆♯-зображен-
ня, матиме мiсце для довiльного рацiонального ∆µ-зображення.

Основнi результати дисертацiйної роботи:
1) цiлiсна теорiя ∆♯-зображення, яка включає критерiй рацiо-

нальностi числа, опис властивостей цилiндричних та хвостових мно-
жин, операторiв лiвостороннього та правостороннього зсуву цифр,
розв’язки задач про метричнi, топологiчнi та фрактальнi властиво-
стi множин чисел з певними обмеженнями на вживання цифр тощо;

2) теорiя ∆µ-зображення, яка включає геометричне тлумачен-
ня цифр, метричнi вiдношення, породженi властивостями цилiндрiв,
нормальнi властивостi чисел, опис фрактальних властивостей мно-
жин канторiвського типу, формули для обчислення їх мiри Лебега;

3) застосування ∆µ-зображення для дослiдження кусково-непе-
рервних функцiй та неперервних перетворень [0; 1], якi зберiгають
властивостi ∆µ-зображення чисел, зокрема, їх хвости; розподiлiв ймо-
вiрностей, iндукованих розподiлами цифр ∆µ-зображення та iн.

Наявнiсть рiзних зображень чисел з нескiнченним алфавiтом сут-
тєво розширює можливостi дослiдження математичних об’єктiв зi
складною локальною тополого-метричною структурою.



16

СПИСОК ОПУБЛIКОВАНИХ ПРАЦЬ
ЗА ТЕМОЮ ДИСЕРТАЦIЇ

1. Iсаєва Т.М. Кодування дiйсних чисел з нескiнченним алфавiтом i осно-
вою 2 / М.В. Працьовитий, Т.М. Iсаєва // Науковий часопис НПУ
iменi М.П. Драгоманова. Серiя 1. Фiз.-мат. науки. — К.: НПУ iме-
нi М.П. Драгоманова, 2013. — №15. — С. 6–23.

2. Iсаєва Т.М. Про деякi застосування ∆♯-зображення дiйсних чисел /
М.В. Працьовитий, Т.М. Iсаєва // Буковинський математичний жур-
нал. — 2014. — Т.2, №2-3. — С. 187–197.

3. Iсаєва Т.М. ∆µ-зображення як узагальнення ∆♯-зображення i осно-
ва нової метричної теорiї дiйсних чисел /Т.М. Iсаєва, М.В. Працьо-
витий // Науковий часопис НПУ iменi М.П. Драгоманова. Серiя 1.
Фiз.-мат. науки. — К.: НПУ iменi М.П. Драгоманова, 2014. — №16. —
С. 164–186.

4. Iсаєва Т.М. Геометрiя та основи метричної теорiї злiченно-символьно-
го зображення дiйсних чисел одиничного пiвiнтервала / Т.М. Iсаєва,
М.В. Працьовитий // Науковi записки НаУКМА. Фiзико-математичнi
науки. — 2015. — Т. 165. — С. 11–18.

5. Iсаєва Т.М. Фрактальнi функцiї, пов’язанi з ∆µ-зображенням чисел /
М.В. Працьовитий, Т.М. Iсаєва // Буковинський математичний жур-
нал. — 2015.— Т.3, №3-4. — С. 156–165.

6. Isaieva T.M. Transformations of (0, 1] preserving tails of ∆µ-representa-
tion of numbers / M. Pratsiovytyi, T. Isaieva // Algebra and Discrete
Mathematics. — 2016. — Vol. 22, no. 1. — Pp. 102–115.

7. Iсаєва Т.М. ∆♯-зображення як частинний випадок Q̃∞ / М.В. Працьо-
витий, Т.М. Iсаєва // Мiжнар. матем. конф. “Диференцiальнi рiвня-
ння, обчислювальна математика, теорiя функцiй та математичнi ме-
тоди механiки” до 100-рiччя вiд дня народження члена-кор. НАНУ
Г.М. Положого, 23–24 квiтня 2014, Київ: Матерiали конф. — К.: КНУ
iменi Т. Шевченка, 2014. — С. 106.

8. Iсаєва Т.М. Одна однопараметрична сiм’я систем кодування дiйсних
чисел з нескiнченним алфавiтом / М.В. Працьовитий, Т.М. Iсаєва //
XV Miжнар. наук. конф. iм. акад. М. Кравчука, 15–17 травня, 2014,
Київ: Матерiали конф. Т. 2. Алгебра. Геометрiя. Математичний ана-
лiз. — К.: НТУУ “КПI”, 2014. — С. 154.

9. Iсаєва Т.М. Про деякi застосування ∆♯-зображення дiйсних чисел /
М.В. Працьовитий, Т.М. Iсаєва // IV Мiжнар. Ганська конф., при-
свячена 135 рiчницi вiд дня народження Ганса Гана, 30 червня – 5
липня 2014, Чернiвцi: Тези доп. — Чернiвцi: ЧНУ iм. Ю. Федьковича,
2014. — С. 166–167.



17

10. Isaieva Т.М. Spectral and fractal properties of singular probability distri-
bution functions of Minkowski type / M.V. Pratsiovytyi, Т.М. Isaieva //
International conf. “Probability, Reliability And Stochastic Optimization”,
April 7–10, 2015, Kyiv: Conf. materials. — K.: Taras Shevchenko National
University, 2015. — P. 22.

11. Iсаєва Т.М. Основи метричної теорiї дiйсних чисел у їх ∆λ-зображен-
нi / Т.М. Iсаєва, М.В. Працьовитий // Четверта всеукраїнська кон-
ференцiя молодих вчених з математики та фiзики, 23–25 квiтня 2015,
Київ: Тези доп. — К.: НТУУ “КПI”, 2015. — С. 39–40.

12. Iсаєва Т.М. Умови нуль-мiрностi та аномальної фракальностi компа-
ктiв, визначених в термiнах ∆λ-зображення дiйсних чисел / Т.М. Iсає-
ва // International Conference of Young Mathematicians, June 3–6, 2015,
Kyiv. Abstracts. — Kyiv: Institute of Mathematics of NAS of Ukraine,
2015. — P. 35.

13. Iсаєва Т.М. Нормальнi властивостi дiйсних чисел у їх ∆µ-зображен-
нi / Т.М. Iсаєва // Матерiали Мiжнар. наук.-метод. конф. “Сучаснi
науково-методичнi проблеми математики у ВШ”, 25–26 червня 2015,
Київ. — К.: НУХТ, 2015. — С. 88–90.

14. Iсаєва Т.М. Фрактальнi функцiї, пов’язанi з ∆µ-зображенням /
М.В. Працьовитий, Т.М. Iсаєва // Наукова конференцiя, присвяче-
на 100-рiччю вiд дня народження К.М. Фiшмана та М.К. Фаге, 1–4
липня 2015, Чернiвцi: Тези доп. — Чернiвцi: ЧНУ iм. Ю. Федьковича,
2015. — C. 101–102.

15. Iсаєва Т.М. Простiр ∆µ-зображень дiйсних чисел з нескiнченним
алфавiтом та алгебраїчнi структури в ньому / М.В. Працьовитий,
Т.М. Iсаєва // X Мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi, при-
свячена 70-рiччю Ю.А. Дрозда. 20–27 серпня 2015, Одеса, Україна.
Тези доп. — Одеса: ТЕС, 2015. — С. 141.

16. Iсаєва Т.М. Група перетворень (0, 1], якi зберiгають хвости ∆µ-зобра-
ження чисел / Т.М. Iсаєва, М.В. Працьовитий // П’ята всеукраїнська
конференцiя молодих вчених з математики та фiзики, 25–26 квiтня
2016, Київ: Тези доп. — К.: НПУ iменi М.П. Драгоманова, 2016. — C. 48.

17. Iсаєва Т.М. Одна система кодування дiйсних чисел, залежна вiд одно-
го параметра, та її застосування / М.В. Працьовитий, Т.М. Iсаєва //
IV Мiжнар. наук.-практ. конф. “Вiдкритi еволюцiонуючi системи”, 20–
21 травня 2016, Нiжин: Збiрник праць: Ч. 2. — Нiжин: ВНЗ ВП НУБiП
України НАI. — 2017. — C. 57–63.

18. Iсаєва Т.М. ∆µ-зображення у задачах ймовiрнiсної теорiї чисел /
Т.М. Iсаєва, М.В. Працьовитий // Всеукр. наук.-метод. конф. “Суча-
снi науково-методичнi проблеми математики у ВШ”, 7–8 жовтня 2016,
Київ: Збiрник тез. — К.: НПУ iменi М.П. Драгоманова, 2016. — С. 45.



18

19. Iсаєва Т.М. Метричний простiр ∆µ-зображення чисел i групи не-
перервних перетворень (0; 1] / М.В. Працьовитий, Т.М. Iсаєва //
International math. conf. “Groups and Actions: Geometry and Dynamics”
dedicated to the memory of prof. V. Sushchanskyy, December 19–22, 2016,
Kyiv. — K.: Taras Shevchenko National University, 2016. — P. 67.

АНОТАЦIЇ

Iсаєва Т. М. Одне кодування дiйсних чисел засобами нескiн-
ченного алфавiту i його застосування. — Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-матема-
тичних наук за спецiальнiстю 01.01.06 — алгебра та теорiя чисел. — Iнсти-
тут математики НАН України, Київ, 2017.

Дисертацiйна робота присвячена вивченню аналiтичного кодування
(∆µ-зображення) чисел одиничного пiвiнтервалу, залежного вiд параме-
тра µ ∈ (0; 1), засобами нескiнченного алфавiту i спецiальних знакопо-
чережних рядiв, яке породжується сингулярною строго зростаючою фун-
кцiєю, що є узагальненням класичної сингулярної функцiї Мiнковського;
розвитку вiдповiдної йому метричної та ймовiрнiсної теорiй чисел; застосу-
ванням у теорiї функцiй, фрактальнiй геометрiї та фрактальному аналiзi.

Створено цiлiсну теорiю ∆µ-зображення чисел з (0; 1], яка включає гео-
метрiю, метричну та ймовiрнiсну теорiї, опис нормальних властивостей
чисел, результати дослiдження тополого-метричних i фрактальних вла-
стивостей множин чисел, визначених обмеженнями на використання цифр
у зображеннi чисел. Для найпростiшого представника цiєї сiм’ї зображень
(випадок µ = 1

2
) встановлено зв’язок з класичним двiйковим зображенням,

доведено критерiй рацiональностi числа, встановлено довiрчiсть системи
покриттiв зв’язними об’єднаннями цилiндричних множин одного рангу
для означення фрактальної розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича. Для ви-
дiленого пiдкласу рацiональних ∆µ-зображень спростовано гiпотезу про
критерiй рацiональностi числа.

Використано ∆µ-зображення чисел для конструювання i дослiдження
властивостей кусково-неперервних функцiй та неперервних перетворень
вiдрiзка [0; 1], якi зберiгають властивостi ∆µ-зображення чисел, зокрема,
їх “хвости”. Конструктивно доведено iснування некомутативної групи не-
перервних перетворень одиничного вiдрiзка, якi зберiгають хвости ∆µ-
зображення чисел.

Ключовi слова: кодування дiйсних чисел, ∆µ-зображення числа, гео-
метрiя зображення, основне метричне вiдношення, нормальнi властивостi
чисел, сингулярна функцiя Мiнковського, N -самоподiбнiсть, розмiрнiсть
Гаусдорфа-Безиковича.
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Исаева Т. Н. Одно кодирование действительных чисел сред-
ствами бесконечного алфавита и его применение. — Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-матема-
тических наук по специальности 01.01.06 — алгебра и теория чисел. — Ин-
ститут математики НАН Украины, Киев, 2017.

Диссертационная работа посвящена изучению аналитического кодиро-
вания (∆µ-изображения) чисел единичного полуинтервала, зависимого от
параметра µ ∈ (0; 1), с помощью бесконечного алфавита и специальных
знакочередующихся рядов, порождаемое сингулярной строго возрастаю-
щей функцией, которая является обобщением классической сингулярной
функции Минковского, а именно:

φµ(x)=
∞∑

n=1

An (1− µa2n) , где An=(1−µ)a1+...+a2n−1−1µa2+...+a2n−2 ;

развитию соответствующей ∆µ-изображению метрической и вероятностной
теорий чисел; применением его в теории функций, фрактальной геометрии
и фрактальном анализе.

Построена целостная теория ∆µ-изображения чисел из (0; 1], кото-
рая включает геометрию, метрическую и вероятностную теории, описание
нормальных свойств чисел, результаты исследования тополого-метричес-
ких и фрактальных свойств множеств чисел, определенных ограничени-
ями на использование цифр в изображении чисел. Для самого простого
представителя этой семьи изображений (случай, когда µ = 1

2
) установлена

связь с классическим двоичным изображением, доказан критерий раци-
ональности числа, установлена доверительность системы покрытий свя-
зными объединениями цилиндрических множеств одного ранга для опре-
деления фрактальной размерности Хаусдорфа-Безиковича. Для выделен-
ного подкласса рациональных ∆µ-изображений опровергнута гипотеза о
критерии рациональности числа.

Использовано ∆µ-изображение для построения и исследования свойств
кусочно-непрерывных функций и непрерывных преобразований отрезка
[0; 1], которые сохраняют свойства ∆µ-изображения чисел, в частности их
“хвосты”. Конструктивно доказано, что множество непрерывных преобра-
зований единичного отрезка, которые сохраняют хвосты ∆µ-изображения
чисел, относительно операции композиция (суперпозиция) образуют не-
коммутативную группу.

Исследованны функции с фрактальными свойствами, которые зада-
ны в терминах ∆µ-изображения числа, а именно: структурные свойства
самих функций и фрактальные (самоподобные, самоафинные) свойства
существенных для функций множеств.

Ключевые слова: кодирование действительных чисел, ∆µ-изобра-
жение числа, геометрия изображения, основное метрическое отношение,



20

нормальные свойства чисел, сингулярная функция Минковского, N -само-
подобие, размерность Хаусдорфа-Безиковича.

Isaieva T. M. One encoding of real numbers by means of infinite
alphabet and its applications. ”— Manuscript.

Candidate’s thesis on Physics and Mathematics, speciality 01.01.06 — al-
gebra and number theory. — Institute of Mathematics of NAS of Ukraine,
Kyiv, 2017.

In the thesis we study analytic encoding (∆µ-representation) of numbers
belonging to left-open unit interval by means of an infinite alphabet and special
alternating series. This representation depends on parameter µ ∈ (0; 1) and
is generated by a singular strictly increasing function generalizing the classic
Minkowski singular function. The corresponding metric and probabilistic the-
ory of numbers are developed and applications to theory of functions, fractal
geometry and fractal analysis are considered.

We create a complete theory of ∆µ-representation of numbers belonging to
(0; 1]. In particular, geometry, metric and probabilistic theory are developed
and normal properties of numbers are described. We also study topological,
metric and fractal properties of sets of numbers defined by restrictions on
digits in the representation of numbers. For the simplest representative of
this family of representations (if µ = 1

2
), we establish a relation with classic

binary representation, prove a criterion for rationality of number, and establish
faithfulness of system of coverings by connected unions of cylindrical sets of
the same rank for definition of Hausdorff-Besicovitch fractal dimension. A
criterion for rationality of number is disproved for some subclass of rational
∆µ-representation.

We use ∆µ-representation of numbers to construct and study properties
of piecewise continuous functions and continuous transformation of closed in-
terval [0; 1] preserving properties of ∆µ-representation of numbers, in par-
ticular, preserving their “tails”. We prove constructively that there exists a
non-commutative group of continuous transformations of closed unit interval
preserving tails of ∆µ-representation of numbers.

Key words: encoding of real numbers, ∆µ-representation of number, ge-

ometry of representation, basic metric relation, normal properties of numbers,

Minkowski singular function, N -self-similarity, Hausdorff-Besicovitch dimen-

sion.
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