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СПИСОК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

N — множина натуральних чисел

Z0 — множина цiлих невiд’ємних чисел

R — множина дiйсних чисел

(an) — числова послiдовнiсть (функцiя, визначена на множинi N)

(c) — простий перiод у певному зображеннi числа

(c1c2 . . . cn)— перiод у певному зображеннi числа

∆c1c2...cn — цилiндрична множина (цилiндр) рангу n з основою c1c2 . . . cn, що по-

роджена певним представленням чисел

∇c1c2...cn — iнтервал з такими кiнцями, що й ∆c1c2...cn

|∆c1c2...cn| — довжина цилiндричного вiдрiзка

λ(E) — мiра Лебега множини E

Hα(E) — α-мiрна мiра Гаусдорфа (або Hα-мiра Гаусдорфа) множини E

α0(E) — розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича множини E

E
k∼ E ′ — множина E подiбна множинi E ′ з коефiцiєнтом подiбностi k

C[∆, (Vn)] — множина чисел пiвiнтервала (0, 1], n-ий символ яких у ∆−зображеннi

належить множинi Vn
P (E) — ймовiрнiсть подiї (множини) E

в.в. — випадкова величина;

� — кiнець доведення;

ν = 1− µ — параметр.
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ВСТУП

Дисертацiйна робота виконана в галузi метричної теорiї чисел та гео-

метрiї представлення чисел рядами. Вона присвячена вивченню однiєї одно-

параметричної сiм’ї систем аналiтичного кодування (зображення) дiйсних

чисел з пiвiнтервалу (0; 1] засобами нескiнченного алфавiту i знакопочере-

жних рядiв та їх застосуванням у метричнiй та ймовiрнiснiй теорiях чисел,

теорiї функцiй, фрактальнiй геометрiї та фрактальному аналiзi.

Актуальнiсть дослiдження. Iснує декiлька змiстовних теорiй дiй-

сних чисел, в кожнiй з яких число має свою математично змiстовну фор-

му iснування, зручну в одному вiдношеннi i не завжди зручну в iншому

аспектi. Це класичнi теорiї Р. Дедекiнда [70], Г. Кантора [69], К. Вейєр-

штрасса [106], Колмогорова-Кавун [19,23] та iншi. Вони взаємодоповнюють

одна одну i цим самим розширюють можливостi рiзнопланових застосувань

теорiї дiйсних чисел.

Iснують альтернативнi шляхи побудови теорiї або ж iншi моделi за-

гальної аксiоматичної теорiї дiйсних чисел. Вважаючи вiдомими згаданi

теорiї, розглядають рiзнi системи зображення (кодування) дiйсних чисел.

Пiсля чого використовують наявнi форми для конструювання, моделюван-

ня та дослiдження рiзних математичних об’єктiв. Для потреб теорiї чисел,

ймовiрнiсної теорiї, теорiї функцiй, фрактальної геометрiї та фракталь-

ного аналiзу системи кодування є зручним знаряддям вивчення матема-

тичних об’єктiв зi складною локальною тополого-метричною структурою

(множин, функцiй, мiр, розподiлiв випадкових величин, перетворень про-

стору, динамiчних систем тощо). Однi з таких систем використовують скiн-

ченний [32,40], iншi — нескiнченний [2,11,17,30,45,58,59] алфавiти. Iснують

системи, якi використовують змiнний алфавiт [38,55,69].
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Скiнченна або злiченна множина A, що мiстить бiльше одного елемента,

називається алфавiтом, її елементи — цифрами, а L=A×A×. . . — просто-

ром послiдовностей елементiв алфавiту A. Якщо A мiстить s елементiв,

то алфавiт називається s-символьним (двосимвольним, трисимвольним то-

що); якщо A — злiченна множина, то алфавiт називається нескiнченно-

символьним. Найчастiше у якостi нескiнченно-символьного алфавiту ви-

користовують множину натуральних або цiлих невiд’ємних чисел.

Сюр’єктивне вiдображення φ простору L в числову множину E нази-

вається кодуванням або зображенням чисел множини E засобами алфавi-

ту A. Послiдовнiсть (an), що є прообразом числа x при кодуваннi φ, нази-

вається його ∆φ-зображенням i позначається ∆φ
a1a2...an...

. При цьому число

an називається n-ою цифрою цього зображення.

Якщо “бiльшiсть” чисел множини E мають єдине ∆φ-зображення i лише

незначна їх частина має не бiльше двох зображень, то кажуть, що кодува-

ння має нульову надлишковiсть. Кодування, при яких кожне число має

єдине зображення, називають кодуваннями з екстранульовою надлишко-

вiстю. Кодування чисел, яке встановлюється через розклад числа в ряд,

нескiнченний добуток, ланцюговий дрiб або iнший математичний вираз,

називається аналiтичним.

Нехай (c1, c2, . . . , cm) — впорядкований набiр елементiв алфавiту A, тоб-

то (c1, c2, . . . , cm) ∈ Am. Цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm, що вiд-

повiдає ∆φ-зображенню чисел (або ∆φ-цилiндром), називається множина

всiх тих x = ∆φ
a1a2...amam+1...

, якi мають таке ∆φ-зображення, що ai = ci,

i = 1,m, тобто ∆φ
c1c2...cm

=
{
x : x = ∆φ

c1c2...cmam+1am+2...
, am+i ∈ A

}
.

З даного означення випливають такi властивостi цилiндрiв:

1. ∆φ
c1c2...cmi ⊂ ∆φ

c1c2...cm
;

2. E =
∪

a1∈A
∆φ

a1
=
∪

a1∈A

∪
a2∈A

∆φ
a1a2

= . . . =
∪

a1∈A

∪
a2∈A

. . .
∪

am∈A
∆φ

a1a2...am
;

3.
∞∩

m=1
∆φ

c1c2...cm
= ∆φ

c1c2...cm... .
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Метричнi властивостi цилiндрiв залежать вiд самого вiдображення φ i

мають iндивiдуальний характер.

Кодування називається неперервним, якщо цилiндр є промiжком (вiд-

рiзком, iнтервалом, пiввiдрiзком або пiвiнтервалом) i при цьому для будь-

якої послiдовностi (an), an ∈ A, перерiз
∞∩

m=1
∆φ

a1a2...am
≡ ∆φ

a1a2...am... є числом

(точкою), причому ∆φ
a1a2...am... = x→ x′ = ∆φ

a′1a
′
2...a

′
m... (m→ ∞), де am ̸= a′m,

але ai = a′i при i < m.

Тополого-метрична теорiя дiйсних чисел, у тiй чи iншiй системi зоб-

раження, займається вивченням топологiчних i метричних властивостей

множин чисел, визначених умовами на їх зображення. Основою для них

є геометрiя зображення. Геометрiя чисел [86] — це галузь математики,

яка займається розв’язанням теоретико-числових задач з використанням

засобiв геометрiї. Геометрiя зображення (кодування) чисел [32] є вiдносно

новою вiткою дослiджень, яка вивчає геометричний змiст цифр, властивос-

тi цилiндричних та хвостових множин, геометричне тлумачення рiвнянь,

нерiвностей та їх систем, визначених у термiнах цифр зображення, а також

метричнi вiдношення, породженнi зображенням i геометричною мiрою.

Кажуть, що ∆φ1-зображення i ∆φ2-зображення є топологiчно еквiва-

лентними, якщо виконуються умови:

1) вони мають спiльний алфавiт;

2) вiдображення f , задане рiвнiстю f
(
∆φ1

a1a2...an...

)
= ∆φ2

a1a2...an...
є го-

меоморфiзмом.

Топологiчна еквiвалентнiсть зображень може бути прихованою.

Нескiнченно-символьнi системи кодування принципово вiдрiзняються

вiд скiнченно-символьних. Хоча мiж окремими представниками цих двох

сiмей, як показано в [12, 31], iснує тiсний зв’язок. А саме: нескiнченно-

символьне зображення можна отримати зi скiнченно-символьного. Це доб-

ре проiлюстровано в роботi [31].
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Створення нової системи кодування дробової частини дiйсного числа

суттєво розширює коло об’єктiв зi складною локальною тополого-метричною

структурою i фрактальними властивостями, якi вiдносно просто формаль-

но описуються та дослiджуються. Неперервнi строго монотоннi функцiї

допомагають отримувати нове кодування з уже вiдомого. Наприклад, кла-

сична сингулярна функцiя Салема [40] i двiйкове зображення аргумента

породжує Q2-зображення значення функцiї [37].

У 1943 роцi Р. Салем [101] знайшов вираз неперервної строго зростаючої

сингулярної функцiї ?(x), яку ввiв у розгляд в 1911 роцi Г. Мiнковський [87],

як функцiю, що встановлює взаємнооднозначну вiдповiднiсть мiж всiма

квадратичними iррацiональностями вiдрiзка [0; 1] i рацiональними числами

з цього ж вiдрiзка (далi функцiя Мiнковського), означивши її в термiнах

елементарних ланцюгових дробiв та медiант звичайних нескоротних дробiв.

Знайдений Салемом аналiтичний вираз функцiї має вигляд:

? (x) =?([0; a1, a2, . . . , an, . . .]) =

= 21−a1 − 21−a1−a2 + 21−a1−a2−a3 + . . .+ (−1)n+121−a1−...−an + . . . ,

де x = [0; a1, a2, ...] — розклад числа x в елементарний ланцюговий дрiб,

тобто

x =
1

a1 +
1

a2 + ...

, an ∈ N.

Функцiя Мiнковського породжує нове кодування (зображення) дiйсних

чисел з (0; 1], яке ми називаємо ∆♯-зображенням. Йому присвячено дру-

гий роздiл даного дисертацiйного дослiдження. Не зважаючи на те, що

∆♯-зображення є окремим випадком Q̃∞-зображення, введеного i частково

вивченого у роботах [40,49] М.В. Працьовитого та О.Л. Лещинського, воно

вповнi заслуговує на самостiйне дослiдження, оскiльки в даному випадку
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моделлю числа є знакопочережний ряд, членами якого є числа оберненi до

степенiв двiйки. Саме ця обставина дозволяє поглибити теорiю i вичерпно

розв’язати iншi задачi.

У роботi [48] М.В. Працьовитого, А.В. Калашнiкова, В.К. Безбородова

побудовано однопараметричне узагальнення φµ функцiї Мiнковського, де

параметр µ ∈ (0; 1). Функцiя φµ аналiтично виражається:

φµ(x) = φµ ([0; a1, a2, . . . , an, . . .]) = (1− µ)a1−1 − (1− µ)a1−1µa2 + . . .+

+(1− µ)a1+a3+...+a2n−1+a2n+1−1µa2+a4+...+a2n−

−(1− µ)a1+a3+...+a2n−1+a2n+1−1µa2+a4+...+a2n+a2n+2 + . . . = (1)

=
∞∑
n=1

An (1− µa2n) ,

де An = (1− µ)a1+a3+...+a2n−1−1µa2+a4+...+a2n−2 i φµ(0) = 0, φµ(1) = 1,

i є єдиним неперервним розв’язком системи функцiональних рiвнянь φµ

(
x

1 + x

)
= (1− µ)φµ(x),

φµ(1− x) = 1− φ1−µ (x) .

(2)

Вона є сингулярною [21] строго зростаючою функцiєю. За її допомогою

отримується нова однопараметрична сiм’я систем кодування (зображення)

чисел x ∈ (0; 1] з нескiнченним алфавiтом A = N, яка ґрунтується на ана-

лiтичному представленнi числа знакопочережним рядом або скiнченною

сумою. Кожна з систем визначається єдиним параметром µ ∈ (0; 1).

Нескiнченно-символьних систем кодування чисел, залежних вiд одного

параметра, розглядалось небагато, серед них q∞0 -зображення, що є переко-

дуванням Q2-зображення засобами нескiнченного алфавiту, яке вивчалось

в роботi [12] Гончаренко Я.В. та Лисенко I.М.

Подання числа x у формi знакопочережного ряду (1) ми називаємо

∆µ-представленням, а його символiчний запис ∆µ
a1a2...am(∅) у випадку скiн-

ченної суми та ∆µ
a1a2...an...

при нескiнченному розкладi — ∆µ-зображенням.
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Це зображення i йому вiдповiдна тополого-метрична теорiя є основним

об’єктом даного дисертацiйного дослiдження. Топологiя ∆µ-зображення

спiвпадає з топологiєю аналiтичних зображень чисел елементарними лан-

цюговими дробами [40], знакопочережними рядами Люрота [58], Остро-

градського [30], Остроградського-Серпiнського-Пiрса [2,3], але його метри-

чна теорiя вiдрiзняється вiд вiдповiдних теорiй для вказаних зображень.

Згаданi зображення (за виключенням Q̃∞-зображення i розкладiв чисел у

ряди Люрота) не мають властивостей самоподiбностi тодi, як ∆µ-зображе-

ння є однопараметричним i N -самоподiбним. Зауважимо також, що сiм’я

Q̃∞-зображень перетинається з сiм’єю ∆µ-зображень по ∆♯-зображенню.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ро-

бота виконана в рамках дослiдження математичних об’єктiв зi складною

локальною будовою i фрактальними властивостями, що проводиться на

кафедрi вищої математики НПУ iменi М.П. Драгоманова та у вiддiлi фра-

ктального аналiзу Iнституту математики НАН України. Дослiдження про-

водилось у рамках науково-дослiдних тем:

– системи кодування дiйсних чисел з нескiнченним алфавiтом i фрактали

(№ державної реєстрацiї 0113U003009);

– дослiдження еволюцiйних детермiнованих та стохастичних систем скла-

дної тополого-метричної структури. Фрактальнi властивостi, керованiсть

(№ державної реєстрацiї 0115U000557).

Об’єктом дослiдження даної дисертацiйної роботи є однопараметри-

чна сiм’я аналiтичних нескiнченно-символьних зображень дiйсних чисел

пiвiнтервала (0; 1], породженх узагальненням сингулярної функцiї Мiнков-

ського, та їй вiдповiдна тополого-метрична теорiя.

Предмет дослiдження. Геометрiя ∆µ-зображення i його частинного

випадку ∆♯-зображення, фрактальнi властивостi цих зображень, метричнi

спiввiдношення ними породженi, умови рацiональностi числа, статистична

незалежнiсть цифр зображення.
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Метою дослiдження є вивчення властивостей ∆µ-представлення дiй-

сних чисел пiвiнтервала (0; 1] i йому вiдповiдного ∆µ-зображення та їх за-

стосування у метричнiй та ймовiрнiснiй теорiях чисел, фрактальнiй геоме-

трiї та фрактальному аналiзi функцiй та мiр.

Основними завданнями дисертацiйного дослiдження є: 1) вивчення

геометрiї ∆µ-зображення чисел (властивостей хвостових та цилiндричних

множин i метричних вiдношень, з ними пов’язаних); 2) встановлення умов

рацiональностi числа за його рацiональним ∆µ-зображенням; 3) побудо-

ва тополого-метричної теорiї ∆µ-зображення i його частинного випадку

∆♯-зображення; 4) розвиток фрактальної геометрiї одиничного промiжка

на основi ∆µ-зображення; 5) застосування геометрiї i тополого-метричної

теорiї ∆µ-зображення до розв’язання задач метричної та ймовiрнiсної тео-

рiй чисел, зокрема до вивчення структури i спектральних властивостей

розподiлу випадкової величини, визначеного розподiлами її цифр у ∆µ-зо-

браженнi.

Методи дослiдження. У роботi використовувались методи фракталь-

ного аналiзу та фрактальної геометрїї, метричної теорiї чисел, математи-

чного аналiзу, теорiї функцiй та теорiї ймовiрностей.

У дисертацiї використовувалась методологiя, запропонована у роботах

М.В. Працьовитого та його учнiв при дослiдженнi рiзних зображень чисел

з нескiнченним алфавiтом, зокрема таких, що ґрунтуються на розкладах

чисел в знакодотантi ряди Люрота, Енгеля, Сильвестера та знакопочере-

жнi ряди Люрота, Остроградського-Серпiнського-Пiрса, Остроградського,

в елементарнi ланцюговi дроби.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi науковi резуль-

тати, що виносяться на захист:

1) введено в розгляд i детально вивчено кодування дiйсних чисел засоба-

ми нескiнченного алфавiту, яке ґрунтується на розкладi чисел у знакопоче-

режнi двiйковi ряди i породжується сингулярною функцiєю Мiнковського.
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Встановлено його зв’язок з класичним двiйковим зображенням, доведено

критерiй рацiональностi числа, розв’язано ряд задач метричного, тополо-

гiчного та фрактального змiсту;

2) створено цiлiсну теорiю ∆µ-зображення чисел з (0; 1], яка включає

геометрiю, метричну та ймовiрнiсну теорiї, опис нормальних властивостей

чисел, результати дослiдження тополого-метричних i фрактальних власти-

востей множин чисел, визначених обмеженнями на використання цифр у

зображеннях. Для пiдкласу рацiональних ∆µ-зображень спростовано гiпо-

тезу по критерiй рацiональностi числа;

3) застосування ∆µ-зображення для конструювання i дослiдження вла-

стивостей кусково-неперервних функцiй та неперервних перетворень [0; 1],

якi зберiгають властивостi ∆µ-зображення чисел, зокрема, їх хвости; розпо-

дiлiв випадкових величин, iндукованих розподiлами цифр ∆µ-зображення.

Всi одержанi результати є новими, строго i повно обґрунтованими.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робо-

та має в основному теоретичний характер. Разом з цим отриманi результати

можуть бути використанi для конструювання та дослiдження функцiй зi

складною локальною структурою i фрактальними властивостями, об’єктiв

фрактальної геометрiї, а також ймовiрнiсних мiр, зосереджених на нуль-

множинах Лебега, та динамiчних систем зi складними вiдображеннями.

Особистий внесок здобувача. Усi положення i результати, якi ви-

носяться на захист, належать автору i отриманi самостiйно. У спiльних з

науковим керiвником публiкацiях Працьовитому М.В. належить загальна

постановка задач, iдеї доведень та перевiрка отриманих результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйного до-

слiдження доповiдались на наукових конференцiях та семiнарах :

– Мiжнар. матем. конф. “Диференцiальнi рiвняння, обчислювальна ма-

тематика, теорiя функцiй та математичнi методи механiки” до 100-рiччя вiд

дня народження члена-кореспондента НАНУ Г.М. Положого (Київ, 2014);
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– П’ятнадцята мiжнародна наукова конференцiя iменi акад. Михайла

Кравчука (Київ, 2014);

– IV Мiжнародна Ганська конференцiя, присвячена 135 рiчницi вiд дня

народження Ганса Гана (Чернiвцi, 2014);

– International conference “Probability, Reliability And Stochastic Optimi-

zation” (Kyiv, 2015);

– Четверта всеукраїнська конференцiя молодих вчених з математики та

фiзики (Київ, 2015);

– International Conference of Young Mathematicians (Kyiv, 2015);

– Мiжнародна науково-методична конференцiя “Сучаснi науково-мето-

дичнi проблеми математики у вищiй школi” (Київ, 2015);

– Наукова конференцiя, присвячена 100-рiччю вiд дня народження К.М.

Фiшмана та М.К. Фаге (Чернiвцi, 2015);

– X Мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi, присвячена 70-

рiччю Ю.А. Дрозда (Одеса, 2015);

– П’ята всеукраїнська конференцiя молодих вчених з математики та

фiзики (Київ, 2016);

– Четверта Мiжнародна науково-практична конференцiя “Вiдкритi ево-

люцiонуючi системи” (Нiжин, 2016);

– Всеукраїнська науково-методична конференцiя “Сучаснi науково-ме-

тодичнi проблеми математики у вищiй школi” (Київ, 2016);

– International mathematical conference “Groups and Actions: Geometry

and Dynamics” (Kyiv, 2016);

– алгебраїчний семiнар Iнституту математики НАН України (керiвник:

доктор фiз.-мат. наук, професор Ю. А. Дрозд);

– семiнар вiддiлу фрактального аналiзу Iнституту математики НАН

України та НПУ iменi М.П. Драгоманова (керiвник: доктор фiз.-мат. наук,

професор М. В. Працьовитий);

– семiнар “Стохастичнi диференцiальнi рiвняння” кафедри загальної
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математики мех.-мат. фак-ту КНУ iм. Т. Шевченка (керiвники: доктори

фiз.-мат. наук, професори Г. Л. Кулiнiч, О. М. Станжицький).

Публiкацiї. Основнi результати дослiдження викладено у 6 статтях

[1a–6a], опублiкованих у виданнях, внесених до перелiку наукових фахо-

вих видань України, з них 3 статтi [2a, 5a, 6a] у наукових виданнях, що

входять до мiжнародних наукометричних баз (Zentralblatt MATH, Scopus),

та додатково вiдображено у матерiалах конференцiй [7a–19a].

Структура дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi вступу,

чотирьох роздiлiв, розбитих на пiдроздiли, висновкiв до кожного роздiлу

та загальних висновкiв, списку використаних джерел (107 найменувань)

та списку публiкацiй автора (19 найменувань), списку умовних позначень.

Загальний обсяг роботи — 147 сторiнок.

Основний змiст роботи. У вступi обґрунтовано актуальнiсть дослi-

дження, визначено його об’єкт, предмет, мету i завдання, висвiтлено нау-

кову новизну, практичне значення, анонсовано основнi результати.

Роздiл 1 “Огляд лiтератури та концептуальнi засади дослiджен-

ня” носить вступний характер. У ньому означено ключовi поняття та сфор-

мульовано необхiднi для подальших дослiджень факти, здiйснено огляд лi-

тератури, який безпосередньо стосується теми дисертацiйної роботи.

Пiдроздiл 1.1 висвiтлює основнi поняття теорiї фракталiв. У пунктi 1.1.1

наведено означення самоподiбностi та N -самоподiбностi множин, самопо-

дiбної розмiрностi; пункт 1.1.2 присвячено поняттям мiри Гаусдорфа i роз-

мiрностi Гаусдорфа-Безиковича та їх властивостям.

У пiдроздiлi 1.2 описано геометрiю та метричнi спiввiдношення систем

кодування дiйсних чисел з нескiнченним алфавiтом, що тiсно пов’язанi з

об’єктом дослiдження, зокрема, геометрiю представлення чисел елементар-

ними ланцюговими дробами, в термiнах якого означується функцiя Мiн-

ковського, яка є вiдправним пунктом даної роботи. Пiдроздiл 1.3 присвяче-

но огляду попереднiх результатiв дослiдження властивостей цiєї функцiї.
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У пунктi 1.2.2 розкривається змiст Q̃∞-зображення дiйсних чисел, яке

визначається набором параметрiв q0, q1, . . . , qn, . . .,
( ∞∑

i=0

qi = 1

)
i ґрунтує-

ться на наступному твердженнi:

Теорема 1.2.1 ([40, c. 269],[49]). Для будь-якого числа x ∈ (0; 1] iснує

скiнченний набiр (a1, a2, . . . , am) або послiдовнiсть (an), an ∈ N такi, що

x = βa1(x) +
m∑
k=2

[
βak(x)

k−1∏
j=1

qaj(x)

]
≡ ∆Q̃∞

a1a2...am(∅) (1.2.3)

або

x = βa1(x) +
∞∑
k=2

[
βak(x)

k−1∏
j=1

qaj(x)

]
≡ ∆Q̃∞

a1a2...an...
, (1.2.4)

де β0 = 0, βa2k =
a2k−1∑
j=0

qj, βa2k−1
= 1−

a2k−1∑
j=0

qj.

У пiдроздiлi 1.4 описано одне з можливих (найпростiше) узагальнень

функцiї Мiнковського i дослiджено ним породжене ∆q-зображення чисел

(0; 1], вивчено його геометрiю i вказано застосування.

Теорема 1.4.1. Нехай (0; 1) ∋ q — фiксоване число. Для будь-якого

x ∈ (0; 1] iснує скiнченний набiр (a1, a2, . . . , am) або послiдовнiсть (an)

натуральних чисел таких, що

x =
∑
k

(Ak − A′
k), (1.4.2)

де Ak = (1− q)2k−2qa1+a2+...+a2k−1−(2k−1), A′
k = (1− q)2k−1qa1+a2+...+a2k−2k.

Подання числа x у формi (1.4.2) називається його ∆q-представленням,

а його символiчний запис ∆q
a1a2...an(∅) або ∆q

a1a2...an...
в залежностi вiд скiн-

ченностi чи нескiнченностi розкладу — ∆q-зображенням числа x.

Зауважимо, що ∆q-зображення є окремим випадком Q̃∞-зображення

при q0 = 1 − q, qk = (1 − q)qk, яке, будучи однопараметричним, заслу-

говує на самостiйну увагу. Окремий iнтерес викликає випадок, коли q є

рацiональним числом.
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У пiдроздiлi 1.5 розглядається суттєво iнше узагальнення функцiї Мiн-

ковського, яке введене i вивчалось у роботах [21,48]. Це функцiя φµ, про яку

йшлося в обґрунтуваннi актуальностi. Вона виражається рiвнiстю (1.5.2).

Другий роздiл “∆♯-зображення дiйсних чисел” присвячено нескiн-

ченно-символьному зображенню чисел пiвiнтервала (0;1], яке породжує-

ться класичною функцiєю Мiнковського.

Теорема 2.1.1. Для будь-якого x ∈ (0; 1] iснує скiнченна або нескiн-

ченна послiдовнiсть натуральних чисел (an) така, що

x =
∑

(−1)k−121−a1−a2−...−ak.

Таке подання числа x називається його ∆♯-представленням, а його сим-

волiчний запис ∆♯
a1...an...

у випадку нескiнченної суми та ∆♯
a1...an(∅) у випад-

ку скiнченного розкладу — ∆♯-зображенням. У пiдроздiлi 2.1 доведено, що

∆♯-зображення має нульову надлишковiсть i встановленого його зв’язок з

класичним двiйковим зображенням, який виражає наступне твердження.

Теорема 2.1.2. Мають мiсце рiвностi:

1) ∆♯
a1a2...a2k(∅) = ∆2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a1−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a2k−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2k

(0)
;

2) ∆♯
a1a2...a2ka2k+1(∅) = ∆2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a1−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a2k−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2k

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a2k+1−1

1(0)
;

3) ∆♯
a1a2...an...

= ∆2
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

a1−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a2k−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2k

...
.

У пiдроздiлi 2.2 наведено ймовiрнiсну задачу, яка приводить до ∆♯-зоб-

раження i встановлено, що функцiя Мiнковського ?(x) є функцiєю розпо-

дiлу випадкової величини ξ = [0; η1, η2, ..., ηn, ...], представленої елементар-

ним ланцюговим дробом, елементи ηn якого утворюють послiдовнiсть неза-

лежних однаково розподiлених випадкових величин, якi набувають значень

1, 2, 3, . . . , k, . . . з ймовiрностями 2−1, 2−2, 2−3, . . . , 2−k, . . . вiдповiдно.

У пiдроздiлi 2.3 обґрунтовується критерiй рацiональностi числа у його

∆♯-зображеннi.
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Теорема 2.3.1. Для того щоб число x ∈ (0, 1] було рацiональним,

необхiдно i достатньо, щоб його ∆♯-зображення було скiнченним або пе-

рiодичним.

Геометрiї ∆♯-зображення присвячено пiдроздiл 2.4.

Лема 2.4.1. Цилiндр ∆♯
c1c2...cm

є вiдрiзком, причому ∆♯
c1c2...cm

= [a−δ; a],
коли m = 2k − 1, i ∆♯

c1c2...cm
= [a; a+ δ], коли m = 2k, де δ = 1

2c1+c2+...+cm ,

a = 1
2c1−1 − 1

2c1+c2−1 + . . .+ (−1)m−2

2c1+c2+...+cm−1−1 +
(−1)m−1

2c1+c2+...+cm−1 .

Наслiдок 2.4.1. Для довжини цилiндра ∆♯
c1c2...cm

рангу m мають мi-

сце спiввiдношення: |∆♯
c1c2...cm

| = 1

2c1+c2+...+cm
6 1

2m
→ 0 (m→ ∞).

Наслiдок 2.4.2. Для довiльного цилiндра ∆♯
c1c2...cm

має мiсце рiвнiсть

(основне метричне вiдношення)

|∆♯
c1c2...cmi| = 2−i|∆♯

c1c2...cm
|, i = 1, 2, . . . .

У пiдроздiлi 2.5 вивчено оператори лiвостороннього i правстороннього

зсувiв цифр ∆♯-зображення дiйсних чисел з (0; 1], зокрема встановлено їх

кускову лiнiйнiсть, що свiдчить про N -самоподiбнiсть зображення.

Пiдроздiл 2.6 присвячено розв’язанню традицiйної задачi теорiї розмiр-

ностi Гаусдорфа–Безиковича — задачi [3, 5, 45] про те, чи достатньо класу

множин Φ для того, щоб α0(E,Φ) = α0(E) i доведено, що при обчислен-

нi (рiвноцiнно означенню) розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича борелiвських

пiдмножин [0;1] можна обмежитись зв’язними об’єднаннями цилiндрiв.

Нехай W— клас усiх зв’язних множин, що є об’єднаннями цилiндрiв

однакового рангу, якi належать одному i тому ж цилiндру попереднього

рангу, тобто множин вигляду

(1) ∆♯
c1c2...cm

, (2)
∞∪
i=n

∆♯
c1c2...cmi, (3)

n∪
i=1

∆♯
c1c2...cmi, (4)

n∪
i=k

∆♯
c1c2...cmi.

для всiх k,m, n ∈ N i наборiв натуральних чисел (c1, c2, . . . , cm).

Теорема 2.6.1. Класу множин W достатньо для визначення розмiр-

ностi Гаусдорфа–Безиковича довiльної борелiвської множини E ⊂ [0, 1],

тобто α0(E,W) = α0(E).
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У пiдроздiлi 2.7 для множин канторiвського типу, визначених обмеже-

ннями на вживання цифр, виведенi рiвняння для обчислення самоподiбної

та N -самоподiбної розмiрностей, формули для обчислення мiри Лебега. У

пiдроздiлi 2.8 вказано застосування ∆♯-зображення у ймовiрнiснiй теорiї

чисел, а саме: в теорiї розподiлiв в.в., iндукованих розподiлами їх цифр.

Теорема 2.8.1. Якщо випадкова величина τ = ∆♯
τ1τ2...τk...

має рiвно-

мiрний на (0, 1] розподiл, то цифри τk її ∆♯-зображення є незалежними

випадковими величинами, що мають однаковi розподiли

P{τk = i} = 1
2i , i = 1, 2, . . . .

Теорема 2.8.2. Якщо цифри ξk ∆♯-зображення в.в. ξ = ∆♯
ξ1ξ2...ξn...

є не-

залежними випадковими величинами, якi набувають значень 1, 2,. . . , i,. . .

вiдповiдно з ймовiрностями p1k, p2k, . . . , pik, . . .

( ∞∑
i=1

pik = 1, k ∈ N
)

, то

розподiл ξ є або чисто дискретним, або чисто неперервним (неатомар-

ним), причому чисто дискретним — тодi, коли M =
∞∏
k=1

max
i

{pik} > 0.

Точковий спектр (множина атомiв) дискретно розподiленої випадкової

величини ξ складається з точки x0 такої, що paj(x0)j = max
i

{pik}, i всiх

точок x, якi мають властивiсть paj(x)j > 0 для будь-якого j ∈ N i iснує

таке m ∈ N, що aj(x) = aj(x0) при j > m.

У роздiлi 3 “∆µ-зображення дiйсних чисел” обґрунтовується ∆µ-зо-

браження чисел, що узагальнює ∆♯-зображення i спiвпадає з ним при µ = 1
2 .

Теорема 3.1.1. Нехай (0, 1) ∋ µ — фiксоване число (параметр). Для

будь-якого x∈ (0,1] iснує скiнченний впорядкований набiр (a1, . . . , am) або

послiдовнiсть натуральних чисел (an) такi, що

x = (1−µ)a1−1−(1−µ)a1−1µa2+(1−µ)a1+a3−1µa2−(1−µ)a1+a3−1µa2+a4+. . .+

+(1−µ)a1+a3+...+a2n−1−1µa2+a4+...+a2n−2−(1−µ)a1+a3+...+a2n−1−1µa2+...+a2n+. . . =

=
∑
n

(Bn −Bn
′), (3.1.1)

де Bn = (1− µ)a1+a3+...+a2n−1−1µa2+a4+...+a2n−2, Bn
′ = Bn · µa2n.
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У пiдроздiлi 3.2 вказується задача, яка приводить до поняття ∆µ-зоб-

раження дiйсного числа. Якщо µ — рацiональне число з iнтервалу (0; 1), то

∆µ-зображення чисел називається рацiональним ∆µ-зображенням, ∆♯-зо-

браження є саме таким. У пiдроздiлi 3.3, видiливши злiченний пiдклас ра-

цiональних ∆µ-зображень, ми вказали достатнi умови рацiональностi числа

i спростували гiпотезу про те, що критерiй рацiональностi числа, знайдений

для ∆♯-зображення, матиме мiсце для довiльного ∆µ-зображення.

Лема 3.3.1. Якщо рацiональне ∆µ-зображення числа x скiнченне або

перiодичне, то саме число x є рацiональним.

Теорема 3.3.1. Якщо число 1
2 ̸= µ = p

s — правильний нескоротний

дрiб, причому s — просте число i s− p ̸=1, то число 1
s−p має нескiнченне

неперiодичне ∆µ-зображення.

Пiдроздiл 3.4 присвячено геометрiї ∆µ-зображення.

Лема 3.4.1. Цилiндр ∆µ
c1c2...cm

є вiдрiзком, причому

якщо m — непарне, то ∆µ
c1c2...c2k−1

= [a− δ; a], де

a=(1− µ)c1−1 − (1− µ)c1−1µc2 + . . .+ (1− µ)c1+c3+...+c2k−1−1µc2+c4+...+c2k−2,

δ = (1− µ)c1+c3+...+c2k−1−1 · µc2+c4+...+c2k−2+1;

якщо m — парне, то ∆µ
c1c2...c2k

= [a; a+ δ], де

a = (1− µ)c1−1 − (1− µ)c1−1µc2 + . . .+

+(1− µ)c1+...+c2k−1−1µc2+...+c2k−2 − (1− µ)c1+...+c2k−1−1µc2+...+c2k,

δ = (1− µ)c1+c3+...+c2k−1 · µc2+c4+...+c2k.

Наслiдок 3.4.1. Довжина цилiндра виражається формулою:

|∆µ
c1c2...cm

|=

 (1− µ)c1+c3+...+c2k−1−1 · µc2+c4+...+c2k−2+1, m=2k−1,

(1− µ)c1+c3+...+c2k−1 · µc2+c4+...+c2k, m = 2k.

Наслiдок 3.4.2. Якщо ∆µ
c1c2...cm

— фiксований цилiндр, то має мiсце

рiвнiсть (основне метричне вiдношення)

|∆µ
c1c2...cmi|

|∆µ
c1c2...cm|

=

 (1− µ)µi−1, коли m = 2k − 1,

µ(1− µ)i−1, коли m = 2k.
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У пiдроздiлi 3.5 розв’язано метричнi задачi, пов’язанi з ∆µ-зображенням

чисел, а саме: вивчено тополого-метричнi властивостi множин чисел з пев-

ними умовами на використання цифр у їх ∆µ-зображеннi.

Теорема 3.5.1. Якщо V — власна пiдмножина множини N, поту-

жнiсть якої бiльша за одиницю, то множина

C[∆µ, V ] = {x : x = ∆µ
a1a2...an...

, an ∈ V ⊂ N}
1) є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега; 2) самоподiбною,

якщо V — скiнченна i N -самоподiбною, якщо V — нескiнченна. Її са-

моподiбна розмiрнiсть спiвпадає з фрактальною розмiрнiстю Гаусдорфа-

Безиковича α0, яка задовольняє умову:

α0 (C [∆µ, V ]) = sup
n

{
x :

∑
u,v∈V ∩{1,2,...,n}

((1− µ)uµv)x = 1

}
.

Теорема 3.5.2. Множина

C ≡ C[∆µ, (Vn)] =
{
x : x = ∆µ

a1a2...an...
, an(x) ∈ Vn ⊂ N, ∀n ∈ N

}
є:

1) об’єднанням вiдрiзкiв, якщо Vn ̸= N скiнченну кiлькiсть разiв;

2) нiде не щiльною, якщо Vn ̸= N нескiнченну кiлькiсть разiв;

3) її мiра Лебега обчислюється за формулою:

λ(C) =
∞∏
k=1

λ(F2k)
λ(F2k−2)

=
∞∏
k=1

(
1− λ(F 2k)

λ(F2k−2)

)
,

де F0 = (0; 1], F2k — замикання об’єднання цилiндрiв рангу 2k, серед вну-

трiшнiх точок яких є точки множини C, F 2k = F2k−2 \ F2k.

Теорема 3.5.3. Нехай c i s — фiксованi натуральнi числа. Множина

D ≡ D[∆µ, cs] = {x : x = ∆µ
a1...an...

, де anan+1 ̸= cs ∀n ∈ N}
є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега.

Властивiсть числа x ∈ (0; 1] називають нормальною [40], якщо вона має

мiсце для майже всiх (у розумiннi мiри Лебега) чисел з цього промiжку.

Теорема 3.6.1 (Про нормальну властивiсть числа). 1. Множина

B всiх чисел з (0; 1], послiдовнiсть цифр ∆µ-зображення яких обмеже-

на, є всюди щiльною, континуальною множиною нульової мiри Лебега.

2. Майже всi числа з (0; 1] задовольняють умову lim
n→∞

an(x) = ∞.
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Четвертий роздiл “Застосування ∆µ-зображення чисел” присвяче-

но застосуванням ∆µ-зображення у фрактальному аналiзi, метричнiй та

ймовiрнiснiй теорiях чисел.

У пiдроздiлi 4.1 вивчаються функцiї з фрактальними властивостями,

якi визначенi у термiнах ∆µ-зображення числа, дослiджуються структур-

нi властивостi самої функцiї i фрактальнi (самоподiбнi, самоафiннi тощо)

властивостi суттєвих для неї множин.

Теорема 4.1.1. Функцiя f , означена на множинi H рiвнiстю:

y = f
(
∆µ

a1a2a3a4...

)
= ∆µ

a2a1a4a3...
, 1) є бiєктивним вiдображенням;

2) у точках виду ∆µ
a1...ani(∅) має неусувнi розриви першого роду; у точках,

що мають нескiнченне ∆µ-зображення, — усувний розрив.

3) Частина Γi
f ≡ {(x; y) : x ∈ ∆µ

ii, i ∈ N, y = f(x)} графiка Γf функцiї f

подiбна всьому графiку з коефiцiєнтом подiбностi k=(1−µ)iµi, причому

Γi
f = ψi (Γf), де ψi :

 x′=(1− µ)iµi · x+(1− µ)i−1(1− µi),

y′=(1− µ)iµi · y+(1− µ)i−1(1− µi).

Графiк функцiї f є N -самоафiнною множиною: Γf =
∞∪
i=1

ψij (Γf), де

ψij :

 x′=∆µ
ija1(x)a2(x)...

,

y′=∆µ
jia2(x)a1(x)...

,
з N -самоподiбною розмiрнiстю x =

−1

log2(1−µ)µ
;

4) перетворення f зберiгає частоти цифр ∆µ-зображення.

Теорема 4.1.2. Функцiя φ, означена на множинi H рiвнiстю:

y = φ
(
∆µ

a1a2...a2n−1a2n...

)
= ∆µ

[a1a2][a3a4]...
,

1) є сюр’єктивним, але не є iн’єктивним вiдображенням;

2) у точках виду ∆µ
a1...ani(∅) має неусувнi розриви першого роду; у точках,

що мають нескiнченне ∆µ-зображення, — усувний розрив;

3) є нiде не монотонною функцiєю.

4) Якщо в ∆µ-зображеннi числа y0 ∈ H мiститься нескiнченна кiлькiсть

цифр, вiдмiнних вiд 1, то рiвень φ−1(y0) функцiї φ є континуальним;

рiвень φ−1
(
∆µ

c1...cm(1)

)
є скiнченним, φ−1

(
∆µ

(1)

)
=∆µ

(1).
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Теорема 4.1.3. Функцiя γ, означена на множинi H рiвнiстю:

y = γ
(
∆µ

a1a2...a2n−1a2n...

)
= ∆µ

[a1a2][a2a3]...
,

1) є вiдображенням нi сюр’єктивним, нi iн’єктивним;

2) у точках виду ∆µ
a1...ani(∅) має неусувнi розриви першого роду; у точках,

що мають нескiнченне ∆µ-зображення, — усувний розрив;

3) її множина значень має канторiвський тип (є нiде не щiльною множи-

ною нульової мiри Лебега) i дробову фрактальну розмiрнiсть Гаусдорфа-

Безиковича.

Зауважимо, що функцiї, якi розглядались, є фрактальними з рiзних то-

чок зору. Графiк першої функцiї є N -самоафiнною множиною, друга фун-

кцiя має множину рiвнiв з фрактальними властивостями, суттєва для тре-

тьої функцiї множина — множина її значень — є фрактальною множиною.

Означення 4.2.1. Кажуть, що два ∆µ-зображення ∆µ
a1a2...an...

i ∆µ
b1b2...bn...

мають однаковий хвiст (або перебувають у вiдношеннi ∼), якщо iснують

натуральнi числа k та m такi, що ak+j = bm+j для будь-якого j ∈ N.

Бiнарне вiдношення ∼, будучи вiдношенням еквiвалентностi, розбиває

множину, на якiй воно задане, на класи еквiвалентностi. Кожен з класiв

еквiвалентностi називається хвостовою множиною. Кожна хвостова мно-

жина визначається довiльним своїм елементом (представником).

Будемо говорити, що два числа x i y з множини H мають однаковий

хвiст у ∆µ-зображеннi (або перебувають у вiдношеннi ∼), якщо їх ∆µ-зо-

браження перебувають у вiдношеннi ∼. Символiчно: x ∼ y.

Теорема 4.2.1. Кожна хвостова множина є злiченною i щiльною в

(0, 1] множиною; фактор-множина F ≡ (0, 1]/ ∼ є континуальною.

Означення 4.2.2. Казатимемо, що функцiя f , яка визначена на мно-

жинi H i набуває значень з цiєї множини, зберiгає хвости ∆µ-зображень

чисел, якщо для будь-якого x ∈ (0, 1] iснують натуральнi числа k = k(x) i

m = m(x) такi, що ak+n(x) = am+n (f(x)) для всiх n ∈ N.
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У пiдроздiлi 4.2 конструюються i дослiджуються властивостi кусково-

неперервних функцiй та неперервних перетворень вiдрiзка [0; 1], якi зберi-

гають властивостi ∆µ-зображення чисел, зокрема, їх хвости.

Зрозумiло, що функцiй, якi зберiгають хвости ∆µ-зображень чисел,

iснує нескiнченна множина, але нас цiкавлять лише неперервнi функцiї.

Найпростiшим прикладом такої функцiї є тотожне перетворення y = e(x).

Лема 4.2.1. Функцiя y = σ1(x), означена на H рiвнiстю

y = σ1(x) = σ1

(
∆µ

a1(x)a2(x)a3(x)...an(x)...

)
= ∆µ

[a1+a2+a3]a4a5...an...
,

аналiтично виражається формулою

σ1(x) =
(

ν
µ

)a2(x)
· x+ νa1(x)+a2(x)−1

(
1− 1

µa2(x)

)
, де ν = 1− µ,

є лiнiйною на кожному цилiндрi 2-го рангу, причому:

1) є неперервною строго зростаючою; 2) sup
x∈∆µ

ij

σ1(x)=ν
i+j, inf

x∈∆µ
ij

σ1(x)=0;

3)
∫
∆µ

ij

σ1(x)dx = 1
2ν

2i+jµj; 4)
1∫
0

σ1(x)dx = 1
2 ·

ν3

1+ν3 .

Теорема 4.2.2. Нехай s — фiксоване натуральне число. Функцiя ds,

означена на пiвiнтервалi (0, 1] рiвнiстю

y = ds(x) = ds

(
∆µ

a1(x)a2(x)a3(x)...

)
= ∆µ

[s+a1]a2a3...
,

аналiтично виражається формулою ds(x) = νs · x i є:

1) лiнiйною строго зростаючою функцiєю,

2) inf
x∈(0,1]

ds(x)=0, sup
x∈(0,1]

ds(x)=ν
s; крiм цього, рiвняння σ1(x)=ds(x) не має

розв’язкiв, якщо a2 > s, а при a2 < s має їх злiченну множину:

E =
{
x : x = ∆µ

a1(a2[s−a2])
, де a1 ∈ N, a2 ∈ {1, 2, . . . , s− 1}

}
.

Лема 4.2.2. Оператор лiвостороннього зсуву цифр ω2, означений на

множинi H рiвнiстю ω2

(
∆µ

a1a2a3a4...an...

)
= ∆µ

a3a4...an...
, є сюр’єктивним, але

не є iн’єктивним вiдображенням; аналiтично виражається формулою

ω2(x) =
x

νa1(x)µa2(x)
− 1−µa2(x)

νµa2(x)
,

i є неперервною зростаючою функцiєю на кожному цилiндрi 2-го рангу.
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Лема 4.2.3. Рiвняння ds(x) = ω2(x) має злiченну множину розв’язкiв:

x = ∆µ
a1(a2[s+a1])

, де a1, a2 — довiльнi натуральнi числа.

Лема 4.2.4. Нехай i, j — фiксованi натуральнi числа. Функцiя, озна-

чена на H рiвнiстю δij(x) = δij(∆
µ
a1(x)a2(x)...

) = ∆µ
ija1a2...

, аналiтично вира-

жається формулою y = δij(x) = νiµj ·x+νi−1
(
1− µj

)
i є лiнiйною строго

зростаючою функцiю на пiвiнтервалi (0, 1].

Теорема 4.2.3. Мають мiсце наступнi твердження.

1. Рiвняння σ1(x)=δij(x) не має жодного розв’язку, якщо

a1 + a2 > i, а при a1+a2<i має їх злiченну множину

{x : x = ∆µ
(a1a2[i−a1−a2]j)

, a1, a2 ∈ N, (a1 + a2) ∈ {1, 2, . . . , i− 1}}.
2. Рiвняння ds(x) = δij(x) не має розв’язкiв, якщо s > i, а при s < i

має їх злiченну множину {x : x = ∆µ
([i−s]j), s ∈ {1, . . . , i−1}}.

3. Рiвняння ω2(x) = δij(x) має безлiч розв’язкiв: x = ∆µ
(a1a2ij)

, де

(a1, a2)— довiльна пара натуральних чисел.

Нагадаємо, що перетворенням непорожньої множини E називається

кожне взаємно однозначне, тобто бiєктивне (одночасно iн’єктивне i сюр’єк-

тивне), вiдображення цiєї множини на себе.

Простими прикладами неперервних строго зростаючих перетворень, якi

зберiгають хвости ∆µ-зображення чисел, є функцiї:

φτ(x) =


di(x), якщо 0 < x 6 x1 ≡ ∆µ

a1(a2[i+a1])
,

ω2(x), якщо x1 < x 6 x2 ≡ ∆µ
(a1a2)

,

e(x), якщо x2 < x 6 1,

де τ = (i, a1, a2) — довiльна трiйка натуральних чисел;

ψ(x) =


d1(x), якщо 0 < x 6 x1 ≡ ∆µ

1(12),

ω2(x), якщо x1 < x 6 x2 ≡ ∆µ
(1112),

δ12(x), якщо x2 < x 6 x3 ≡ ∆µ
(12),

e(x), якщо x3 < x 6 1.
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Теорема 4.2.4. Множина G всiх неперервних строго зростаючих пе-

ретворень пiвiнтервала (0, 1], якi зберiгають хвости ∆µ-зображення чи-

сел, вiдносно операцiї ◦ — “суперпозицiя функцiй” утворює нескiнченну

некомутативну групу.

Пiдроздiл 4.3 присвячений дослiдженню розподiлiв цифр ∆µ-зображення

рiвномiрно розподiленої випадкової величини.

Теорема 4.3.1. Якщо випадкова величина τ = ∆µ
τ1τ2...τn...

має рiвно-

мiрний на вiдрiзку [0, 1] розподiл, то цифри τn її ∆µ-зображення є неза-

лежними випадковими величинами, причому цифри послiдовностi (τn) з

непарними номерами однаково розподiленi: P{τ2k−1 = i} = µ · νi−1; i ци-

фри послiдовностi (τn) з парними номерами мають однаковий розподiл:

P{τ2k = i} = ν · µi−1.

У пiдроздiлi 4.4 розглядається випадкова величина τ = ∆µ
τ1τ2...τn...

, де

(τn) — послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених випадкових ве-

личин, якi набувають значень 1, 2, . . . , n, . . . вiдповiдно з ймовiрностями

P{τi = i} = pi.

Лема 4.4.1. Функцiя розподiлу Fτ(x) випадкової величини τ має ви-

гляд

Fτ(x) = β1 +
∞∑
k=2

(
βk

k−1∏
j=1

paj(x)

)
, (4.4.1)

де βk =
∞∑

i=ak(x)+1

pi, при непарному k i βk =
ak(x)−1∑

i=1

pi при парному k.

Теорема 4.4.1. Якщо (τn) — задана послiдовнiсть незалежних одна-

ково розподiлених випадкових величин, то розподiл випадкової величини

τ = ∆µ
τ1τ2...τn...

є сингулярним.

Подяка. Автор висловлює щиру вдячнiсть науковому керiвнику докто-

ру фiзико-математичних наук, професору Миколi Вiкторовичу Працьови-

тому за постановку задач, постiйну увагу до роботи, цiннi поради i заува-

ження, пiдтримку та допомогу.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ТА КОНЦЕПТУАЛЬНI ЗАСАДИ

ДОСЛIДЖЕННЯ

Цей роздiл має вступний характер. У ньому ми формулюємо означення

ключових понять та вiдомих фактiв, якi будуть використанi у дослiджен-

нi. Разом з цим у ньому розглядається одне узагальнення вiдомої функцiї

Мiнковського i вивчається їй вiдповiдне зображення.

1.1. Елементи теорiї фракталiв

1.1.1. Самоподiбнiсть множин простору R1.

Означення 1.1.1. Непорожня обмежена множина E простору R1 на-

зивається самоподiбною, якщо

1) E = E1

∪
E2

∪
. . .
∪
En, n > 1, причому

2) E ki∼ Ei = fi(E), де fi — перетворення подiбностi з коефiцiєнтом ki < 1;

3) мiнiмальнi вiдрiзки, що мiстять Ei i Ej (i ̸= j) не перекриваються.

Найменше таке число n називається показником самоподiбностi, а (K,n) —

законом самоподiбностi, де K = {k1, k2, . . . , kn}.

Означення 1.1.2. Якщо E — самоподiбна множина з законом самопо-

дiбностi (K,n), K = {k1, k2, . . . , kn}, то число α, яке є розв’язком рiвняння

kx1 + kx2 + . . .+ kxn = 1, (1.1.1)

називається самоподiбною розмiрнiстю множини E i позначається αs(E).

Зауважимо, що рiвняння (1.1.1) завжди має єдиний корiнь, причому

додатний.
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Означення 1.1.3. Якщо ж множину E не можна подати у виглядi

скiнченного, але можна подати у виглядi злiченного об’єднання власних

пiдмножин Ei, якi подiбнi E, то її називають N -самоподiбною.

Для N -самоподiбної множини аналогiчно вводиться поняття N -самопо-

дiбної розмiрностi. Рiвняння для її визначення має вигляд:

∞∑
i=1

kxi = 1. (1.1.2)

Зауважимо, що рiвняння (1.1.2) не завжди має корiнь, але коли має, то вiн

задовольняє умову

αN
s = sup

n

{
x :
∑
i<n

kxi = 1

}
.

Тому саме це число αN
s ми називаємо розв’язком рiвняння (1.1.2).

Ще один пiдхiд до самоподiбних множин запропонував Хатчинсон [78].

Його змiст в наступному. Якщо задано набiр перетворень подiбностi

{f1, f2, . . . , fn} простору Rn з коефiцiєнтами ki < 1, i = 1, n, то iснує єдиний

компакт (обмежена замкнена множина) X такий, що

X = f1(X) ∪ f2(X) ∪ . . . ∪ fn(X), (1.1.3)

тобто при вказаних умовах рiвняння (1.1.3) має єдиний розв’язок у метри-

чному просторi (K, ρ) всiх компактiв з Rn, де ρ — метрика Гаусдорфа.

Нагадаємо [57], що метрикою Гаусдорфа у просторi компактiв K (всiх

компактних пiдмножин евклiдового простору Rn) називається функцiя па-

ри множин X i Y , означена рiвнiстю: ρH(X, Y ) = max {δ(X,Y ), δ(Y,X)} ,
де δ(X,Y ) = inf {ε : ε > 0, Y ⊂ OεX} — вiдхилення множини X вiд мно-

жини Y , при цьому OεZ — ε-окiл множини Z, тобто

OεZ = {x ∈ Rn : ρe(x, Z) ≡ inf {ρe(x, y), y ∈ Z} < ε} .
Зауважимо, що вiдхилення δ не володiє властивiстю симетрiї, а отже,

не є метрикою.
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1.1.2. Мiри Гаусдорфа i розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича.

Нагадаємо деякi теоретичнi вiдомостi з теорiї фракталiв [40, с. 53–56].

Дiаметр d(E) множини E⊂R1 означується рiвнiстю d(E)≡ sup
x,y∈E

|x−y|.

Нехай Φ— сiм’я пiдмножин простору R1 така, що для довiльної пiдмножи-

ни E ⊂ R1 i для довiльного ε > 0 iснує не бiльш нiж злiченне ε-покриття

{Ej} множини E, а саме: E ⊂
∪
j

Ej, Ej ∈ Φ, d(Ej) 6 ε.

Для заданої обмеженої множини E ⊂ R1, довiльних α > 0 i ε > 0

означимо величину mα
ε (E,Φ) = inf

d(Ej)6ε

{∑
j

dα(Ej)

}
, де iнфiмум береться за

всiма не бiльш нiж злiченним ε-покриттями {Ej} множини E множинами

Ej ∈ Φ.

Означення 1.1.4. Невiд’ємне число або нескiнченнiсть

Hα(E,Φ) = lim
ε→0

mα
ε (E,Φ) = sup

ε>0
mα

ε (E,Φ)

називається α-мiрною мiрою Гаусдорфа (або Hα-мiрою Гаусдорфа) обме-

женої множини E ⊂ R1 вiдносно сiм’ї покриттiв Φ.

Мiра Гаусдорфа має властивостi:

1) Hα
(∪

i

Ei,Φ
)
6
∑
i

Hα(Ei,Φ);

2) якщо α1 < α2, то Hα1(E,Φ) > Hα2(E,Φ);

3) якщо Hα1(E,Φ) = 0, то Hα2(E,Φ) = 0 при α1 < α2;

4) якщо Hα2(E,Φ) = ∞, то Hα1(E,Φ) = ∞ при 0 < α1 < α2.

Означення 1.1.5. Невiд’ємне число

α0(E,Φ) = sup{α : Hα(E,Φ) = +∞} = inf{α : Hα(E,Φ) = 0}
називається розмiрнiстю Гаусдорфа–Безиковича множини E вiдносно сiм’ї

покриттiв Φ.

Зауважимо, що розмiрнiсть Гаусдорфа–Безиковича для множини з R1

може набувати всiх значень з [0; 1] i має наступнi властивостi.

1) α0(E,Φ) = 0 для довiльної не бiльш нiж злiченної множини E;

2) α0(E1,Φ) 6 α0(E2,Φ), якщо E1 ⊂ E2;
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3) α0(
∪
n
En,Φ) = sup

n
α0(En,Φ);

4) якщоE1 iE2 — геометрично подiбнi множини, то α0(E1,Φ) = α0(E2,Φ);

5) якщо Φ1 — ширший клас множин, нiж Φ2, то α0(E,Φ1) 6 α0(E,Φ2).

Якщо Φ — сiм’я всiх iнтервалiв або вiдрiзкiв, то α0(E,Φ) ми позначаємо

через α0(E) i називаємо просто розмiрнiстю Гаусдорфа–Безиковича.

Розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича є показником масивностi множини

та “компактностi” її точок. Завдяки властивостi 3 (злiченної стабiльно-

стi) по своїй сутi вона є локальним поняттям. Розмiрностi двох афiнно-

еквiвалентних множин евклiдової площини мають однаковi фрактальнi роз-

мiрностi Гаусдорфа-Безиковича. Тi континуальнi множини, якi мають ну-

льову розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича називаються аномально фракталь-

ними.

Якщо самоподiбна (N -самоподiбна) множина задовольняє умову вiд-

критої множини, то її самоподiбна розмiрнiсть спiвпадає з розмiрнiстю

Гаусдорфа-Безиковича.

Кажуть [75], що самоподiбна множина простору Rn, породжена набо-

ром перетворень подiбностi {f1, f2, . . . , fn}, задовольняє умову вiдкритої

множини, якщо iснує вiдкрита множина V така, що мiстить
n∪

i=1

fi(V ), при-

чому елементи об’єднання не перекриваються.
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1.2. Системи кодування дiйсних чисел з нескiнченним

алфавiтом

Пiд системою кодування чисел за допомогою алфавiту A називається

сукупнiсть засобiв для ототожнення числа з впорядкованим скiнченним або

нескiнченним набором елементiв цього алфавiту.

1.2.1. Елементарнi ланцюговi дроби. Одним з класичних спосо-

бiв кодування чисел пiвiнтервала (0; 1] за допомогою алфавiту, який скла-

дають натуральнi числа, є розклад числа в елементарний ланцюговий дрiб

[40,59]. Нагадаємо, що кожне рацiональне число x можна подати у виглядi

x = a0 +
1

a1 +
1

a2 + . . .
+

1

ak

≡ [a0; a1, a2, . . . , ak], (1.2.1)

а iррацiональне — у виглядi

x = a0 +
1

a1 +
1

a2 + . . .

≡ [a0; a1, a2, . . .], (1.2.2)

де a0 ∈ Z, ak ∈ N, який називається розкладом x в елементарний ланцю-

говий дрiб, а символiчний запис [a0; a1, a2, . . .] — зображенням цього числа.

Очевидно, що [a0; a1, . . . , ak + 1] = [a0; a1, . . . , ak, 1]. Якщо домовитись

не використовувати останнє зображення, то кожне дiйсне число x єдиним

чином представляється ланцюговим дробом, кожний елемент якого одно-

значно визначається x, тобто є функцiєю вiд x: ak = ak(x). Вираз (1.2.1)

є рацiональним числом, тобто зображається звичайним дробом
pk
qk

, який

називається пiдхiдним дробом порядку k даного ланцюгового дробу.
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Для кожного x, яке задовольняє умову
1

s1 + 1
< x <

1

s1
, виконується

рiвнiсть a1(x) = s1, тобто a1 = a1(x) є ступiнчатою фукцiєю, яка постiйна

в кожному з пiвiнтервалiв (пiвiнтервалiв 1-го рангу) ∆s1 =

(
1

s1 + 1
;
1

s1

]
,

має розриви в усiх точках, для яких
1

x
є цiлим числом, i необмежено зростає

при x→ 0. Аналогiчними властивостями володiє функцiя a2(x):

a2(x) = s2, якщо x ∈ ∆s1s2 =

(
1

s1 +
1
s2

;
1

s1 +
1

s2+1

]
=

=

[
p2(x)

q2(x)
;
p2(x) + p1(x)

q2(x) + q1(x)

)
i N ∋ a2(x) → ∞

(
x→ 1

s1

)
.

Пiвiнтервали ∆s1i (i ∈ N) називають пiвiнтервалами 2-го рангу. Ко-

жний пiвiнтервал 1-го рангу розбивається на злiченну множину пiвiнтер-

валiв 2-го рангу ∆s1 =
∞∪
i=1

∆s1i, причому sup∆s1i = inf ∆s1(i+1), в серединi

яких a2(x) постiйна. I т.д. Пiвiнтервал ∆a1(x)...ak(x) з кiнцями

pk(x)

qk(x)
= [0; a1(x), . . . , ak(x)] i

pk(x) + pk−1(x)

qk(x) + qk−1(x)
= [0; a1(x), . . . , ak(x) + 1],

називають пiвiнтервалом k-го рангу. Причому

∆a1(x)...a2k(x) = [[0; a1(x), . . . , a2k(x)]; [0; a1(x), . . . , a2k(x) + 1]) ,

∆a1(x)...a2k−1(x) = ([0; a1(x), . . . , a2k−1(x) + 1]; [0; a1(x), . . . , a2k−1(x)]] .

Для довжини пiвiнтервала k-го рангу має мiсце формула:∣∣∆a1(x)...ak(x)

∣∣ = 1

qk(x) (qk(x) + qk−1(x))
,

де qk(x), qk−1(x) — знаменники пiдхiдних дробiв довiльно числа x даного

цилiндра, що визначаються рекурентно q−1 = 0, q0 = 1, qk = akqk−1 + qk−2

(k = 1, 2, . . .).

Лема 1.2.1 ([40, c. 231]). В будь-якому iнтервалi k-го рангу ∇a1a2...ak

iнтервал ∇a1a2...aks займає таку частину

|∇a1...aks|
|∇a1...ak|

=
1

s2
·

1 + qn−1

qn(
1 + qn−1

sqn

)(
1 + 1

s +
qn−1

sqn

) i
1

3s2
<

|∇a1...aks|
|∇a1...ak|

<
2

s2
.
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1.2.2. Q̃∞-зображення дiйсних чисел.

Теорема 1.2.1 ([40, c. 269],[49]). Якщо Q̃∞ = (q0, q1, . . . , qn, . . .) —

задана послiдовнiсть додатних чисел така, що q0+ q1+ . . .+ qn+ . . . = 1,

то для будь-якого числа x ∈ (0; 1] iснує скiнченний набiр (a1, a2, . . . , am)

або послiдовнiсть натуральних чисел (an) такi, що

x = βa1(x) +
m∑
k=2

[
βak(x)

k−1∏
j=1

qaj(x)

]
≡ ∆Q̃∞

a1a2...am(∅) (1.2.3)

або

x = βa1(x) +
∞∑
k=2

[
βak(x)

k−1∏
j=1

qaj(x)

]
≡ ∆Q̃∞

a1a2...an...
, (1.2.4)

де β0 = 0, βa2k =
a2k−1∑
j=0

qj, βa2k−1
= 1−

a2k−1∑
j=0

qj.

Запис ∆Q̃∞
a1a2...am(∅) для скiнченного розкладу числа x i ∆Q̃∞

a1a2...an...
для

представлення його рядом називається Q̃∞-зображенням цього числа.

Зауваження 1.2.1. Цилiндр ∆Q̃∞
c1c2...cm

є вiдрiзком з кiнцями [a − δ; a],

коли m — непарне число i [a; a+ δ], коли m — парне число, де

a =
m∑
k=1

[
βck

k−1∏
j=1

qcj

]
, δ =

m∏
j=1

qcj ,

а отже, породжує метричнi спiввiдношення:

1)
∣∣∣∆Q̃∞

c1c2...cm

∣∣∣ = m∏
j=1

qcj ; 2)
∣∣∣∆Q̃∞

c1c2...cmi

∣∣∣ = qi

∣∣∣∆Q̃∞
c1c2...cm

∣∣∣ .
Останнє називається основним метричним вiдношенням.

Зауваження 1.2.2. Q̃∞-зображення є N -самоподiбним в силу основного

метричного вiдношення

∣∣∣∆Q̃∞
c1c2...cmi

∣∣∣∣∣∣∆Q̃∞
c1c2...cm

∣∣∣ = qi, яке залежить лише вiд останньої

цифри i i не залежить вiд основи цилiндра ∆Q̃∞
c1c2...cm

.
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1.2.3. Зображення чисел за допомогою збiжних знакопочере-

жних рядiв. Широкий спектр нескiнченно-символьних систем кодувань

складають моделi дiйсного числа у виглядi збiжного знакопочережного ря-

ду, членами якого є числа, оберненi до натуральних. Це кодування чисел

за допомогою рядiв Люрота (L̃-зображення) [58, 79, 80], Остроградського-

Серпiнського-Пiрса (O1-зображення) [2, 3], Остроградського 2-го виду

(O2-зображення) [30] тощо.

У 1990 роцi S. Kalpazidou, A. Knopfmacher i J. Knopfmacher [79] довели,

що довiльне дiйсне число x ∈ (0, 1] можна подати у виглядi скiнченної суми

або нескiнченного знакопочережного ряду:

x =
1

a1
+
∑
n>2

(−1)n−1

a1(a1 + 1) . . . an−1(an−1 + 1)an
, an ∈ N, (1.2.5)

(далi знакопочережного ряду Люрота), причому кожне iррацiональне чи-

сло має єдине нескiнченне i неперiодичне представлення, а кожне рацiо-

нальне число або скiнченне, або перiодичне. Цiєю ж групою авторiв у 1991

роцi в роботi [80] було проведено дослiдження деяких метричних власти-

востей представлення чисел знакопочережними рядами Люрота. Рiвнiсть

(1.2.5) скорочено записують ∆L̃
a1a2...an...

або ∆L̃
a1a2...ak(ø)

в залежностi вiд того

нескiнченним чи скiнченним є розклад числа x.

Дисертацiйне дослiдження Ю. В. Хворостiни [58] було присвячене гео-

метрiї L̃-зображення, вiдповiднiй метричнiй та ймовiрнiснiй теорiям чисел i

їх застосуванням у теорiї розподiлiв випадкових величин. Зауважимо лише,

що для L̃-зображення має мiсце основне метричне вiдношення:

|∆L̃
c1c2...cni

|
|∆L̃

c1c2...cn
|
=

1
c1(c1+1)...cn(cn+1)i(i+1)

1
c1(c1+1)...cn(cn+1)

=
1

i(i+ 1)
.

З виразу основного метричного вiдношення для L̃-зображення, яке за-

лежить лише вiд останньої цифри i i не залежить вiд основи цилiндра

∆L̃
c1c2...cn

, випливає, що L̃-зображення є N -самоподiбним.
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Для будь-якого x ∈ (0, 1) iснує послiдовнiсть (gn), gn ∈ N така, що

x =
1

g1
− 1

g1(g1 + g2)
+ · · ·+ (−1)n−1

g1(g1 + g2) . . . (g1 + g2 + . . . gn)
+ . . . . (1.2.6)

Розклад (1.2.6) числа x в ряд Остроградського 1-го виду скорочено за-

писується x = O
1
(g1, g2 . . . , gn, . . .) i називається O1-зображенням числа x.

Основне метричне вiдношення для O1-зображення має вид:∣∣∣∆O
1

c1c2...cmi

∣∣∣∣∣∣∆O
1

c1c2...cm

∣∣∣ =
1

σ1σ2...σm(σm+i)(σm+i+1)

1
σ1σ2...σm(σm+1)

=
σm + 1

(σm + i− 1)(σm + i)
,

де σm=σm(c1, . . . , cm)=
m∑
i=1

ci, i залежить не лише вiд цифри i, а i вiд основи

цилiндра ∆O
1

c1c2...cm
, що свiдчить про несамоподiбнiсть O1-зображення.

Для довiльного числа x ∈ (0, 1] iснує послiдовнiсть натуральних чисел

(qn) така, що qk ∈ N, qk+1 > qk(qk + 1) i

x =
1

q1
− 1

q2
+ . . .+

(−1)m−1

qm
≡ O2(q1, q2, . . . , qm) (1.2.7)

або

x =
∞∑
n=1

(−1)n−1

qn
≡ O2(q1, q2, . . . , qn . . .). (1.2.8)

Подання числа x у виглядi (1.2.7) називається його розкладом в ряд Остро-

градського 2-го виду, а символiчний запис — O2-зображенням цього числа.

Урiвноправити цифри у зображеннi числа можна перекодуванням:

x = O2(q1, q2, . . . , qn . . .) = O
2
(d1, d2, . . . , dn . . .),

де d1 ≡ q1, dn+1 ≡ qn+1 − qn(qn + 1) + 1, n = 1, 2, . . . .

Основне метричне вiдношення для O2-зображення має вид:∣∣∣∆O
2

c1c2...cmi

∣∣∣∣∣∣∆O
2

c1c2...cm

∣∣∣ = σm(σm + 1)

(σm(σm + 1) + i− 1)(σm(σm + 1) + i)
,

де σ1 = c1, σk = σk−1(σk−1 + 1) + ck − 1, 1 < k 6 m, що свiдчить про

несамоподiбнiсть O2-зображення.
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Тополого-метричну теорiю рядiв Остроградського-Серпiнського-Пiрса

розвивав у своєму дисертацiйному дослiдженнi О. М. Барановський [2], то-

полого-метричну, фрактальну та ймовiрнiсну теорiї для рядiв Остроград-

ського 2-го виду — I. М. Працьовита [30].

1.3. Сингулярна функцiя Мiнковського

Iнтерес до функцiї Мiнковського ?(x), введеної у 1911 р., не згасає про-

тягом столiття. У 1932 р. Данжуа [71] дослiджував її властивостi, а у 1938 р.

довiв її сингулярнiсть [72] (похiдна функцiї рiвна нулю майже скрiзь у ро-

зумiннi мiри Лебега). У 1943 р. Салем [101], окрiм доведення сингулярностi,

показав, що функцiя ?(x) в iррацiональних точках вiдрiзка [0; 1] аналiтично

виражається рядом:

? (x) =?([0; a1, a2, . . . , an, . . .]) =

= 21−a1 − 21−a1−a2 + 21−a1−a2−a3 + . . .+ (−1)n+121−a1−...−an + . . . ,

а в рацiональних точках виражається скiнченною сумою.

Вивчаючи модуль неперервностi функцiї ?(x), Салем довiв, що вона

задовольняє умову Лiпшица порядку α = log 2
2 log γ , де γ = 1+

√
5

2 .

Часткова систематизацiя властивостей функцiї Мiнковського наведена

у [40], де, зокрема, зазначається, що функцiя ?(x):

— є функцiєю розподiлу випадкової величини, елементи елементарно-

го ланцюгового зображення якої є незалежними однаково розподiле-

ними випадковими величинами, що набувають значень 1, 2, ..., k, ...

з ймовiрностями
1

2
,
1

22
, ...,

1

2k
, ... вiдповiдно.

— взаємно однозначно переводить рацiональнi числа в двiйково-ра-

цiональнi; квадратичнi iррацiональностi (числа виду a+
√
b, де a i

b - рацiональнi) в рацiональнi числа. Справдi, x є квадратичною

iррацiональнiстю лише тодi, коли його розклад в ланцюговий дрiб

перiодичний, що рiвносильно перiодичностi двiйкового запису.
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У 1960 р. Kinney J. [82] довiв, що розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича

множини точок росту функцiї ?(x) дорiвнює α = 1
2

(
1∫
0

log2(1 + x)d?(x)

)−1

.

У 1995 р. Tichy R., Uitz J. [103], подовжуючи дослiдження Kinney, отри-

мали чисельнi оцiнки цiєї константи; вивчали сiм’ю неперервних строго зро-

стаючих сингулярних функцiй на одиничному вiдрiзку та дослiджували

розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича множин точок, де сингулярнi функцiї

мають не нульовi похiднi.

У 1998 р. Paradis J., Viader P., Bibiloni L. [93] функцiю Мiнковського

подали у формi асимптотичної функцiї розподiлу нумерацiї рацiональних

чисел з пiвiнтервалу (0, 1] та довели її сингулярнiсть двома способами: вка-

зано множину мiри 1, на якiй ?′(x) = 0; з iншого боку, знайдено множину

мiри 1, яка вiдображається на множину мiри 0 i навпаки. Продовжуючи

дослiдження, в 2001 р. [94], встановили, що похiдна функцiї ?(x), якщо

вона iснує, може набувати лише двох значень — нуль або нескiнченнiсть.

Особлива увага до сингулярних функцiй в останнi десятилiття поро-

джує природнiй iнтерес до класичних прикладiв таких функцiй, якi є осно-

вою для розробки нових методiв їх дослiдження. Цим обумовлено пiдви-

щення iнтересу до функцiї ?(x) в останнiй час [15,62–68,73,74,81,83,88,92].

У 2004 р. Beaver O. i Garrity T. [68] побудували функцiю подiбну до

функцiї Мiнковського, яка є неперервною i має похiдну рiвну нулю майже

скрiзь, а також зберiгає властивiсть взаємно однозначної вiдповiдностi мiж

квадратичними iррацiональностями одиничного вiдрiзку i рацiональними

числами на тому ж вiдрiзку.

У 2006 р. Lamberger M. [83] розглядав певну точкову мiру функцiї роз-

подiлу, яка дуже схожа на функцiю Мiнковського i означена за допомогою

алгоритму Евклiда. Крiм того, ним розглядається цiла сiм’я функцiй роз-

подiлу для якої доведено, що всi мiри, якi вiдповiдають згаданим функцiям,

є взаємно сингулярними.
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У 2007 р. Okamoto H., Wunsch M. [88] побудували ще одне узагальнення

функцiї ?(x).

У 2008 р. Kessebohmer M., Stratmann B. [81] вивчали фрактальнi вла-

стивостi множин диференцiальних особливостей функцiї Мiнковського:

Λ0 ≡ {x : ?′(x) = 0}, Λ∞ ≡ {x : ?′(x) = ∞},
Λ∼ ≡ {x : ?′(x) не iснує, або ?′(x) ̸= ∞}.

Дослiдженням похiдної функцiї ?(x) також займалися А. Душистова i

H. Мощевитiн [15,74]. У 2010 р. для функцiї ?(x) було доведено, що ?′(x) =

+∞ за умови lim sup
t→∞

a1+...+at
t < κ1 ≡ 2 log λ1

log 2 = 1,388+ i що ?′(x) = 0 за умови

lim inf
t→∞

a1+...+at
t > κ2 ≡ 4L5−5L4

L5−L4
= 4,401+, де log

(
j+
√

j2+4

2

)
− j · log 22 . Сталi κ1,

κ2 не можуть бути покращеннi, також доведено, що ?′(x) = +∞ для всiх

x, в яких всi неповнi частки обмеженi величиною 4. У 2013 р. [73] автори

отримують необхiднi й достатнi умови, коли похiдна функцiї Мiнковського

?(x) дорiвнює нулю або нескiнченностi. Цi умови сформульованi в термiнах

сум Sx(t) = a1 + . . . + at елементiв розвинення в ланцюговий дрiб x =

[0; a1, . . . , at, . . .]. Зокрема, доводиться, що якщо iснує таке C, що Sx(t) 6
κ1t +

log t
log 2 + C, де κ1 =

2 log 1+
√
5

2

log 2 = 1,388 . . ., то ?′(x) iснує i ?′(x) = +∞.

Доведено, що коли iснує така константа C, що Sx(t) > κ2t − C, де κ2 =
4 log 5+

√
29

2 −5 log(2+
√
5)

log 5+
√
29

2 −log(2+
√
5)−log

√
2
= 4,401 . . .. Тодi ?′(x) iснує i ?′(x) = 0. Показано, що

умови на суму Sx(t) непокращуванi.

Alkauskas G. серiю статей [62,63,65,66] присвятив вивченню моментiв i

iнтегральних перетворень функцiї ?(x). У 2011 р. [67] вiн встановив фор-

мулу для моментiв, яка не мiстить явно елементарних ланцюгових дро-

бiв, хоча має приховану гарну iнтерпретацiю в термiнах напiвелементарних

ланцюгових дробiв. У 2012 р. [64] ним розглядаються можливi пiдходи до

розв’язання гiпотези Салема [101] (Чи перетворення Фур’є–Стiлтьєса фун-

кцiї Мiнковського прямує до нуля на нескiнченностi), показується, що це

перетворення задовольняє iнтегральнi й рiзнецевi функцiональнi рiвняння.
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1.4. Найпростiше узагальнення класичної функцiї

Мiнковського i йому вiдповiдне зображення чисел

Функцiя Мiнковського допускає рiзнi узагальнення. Як вище зазначало-

ся, вона є функцiєю розподiлу випадкової величини ξ = [0; ξ1, ξ2, . . . , ξk, . . .],

елементи ланцюгового зображення якої є незалежними однаково розподi-

леними випадковими величинами, що набувають значень 1,2,. . ., k, . . . з

ймовiрностями
1

2
,
1

22
, ...,

1

2k
, ... вiдповiдно. Замiною ймовiрностей у розпо-

дiлах елементiв розкладу випадкової величини ξ в елементарний дрiб на

(1− q), (1− q)q, ..., (1− q)qk−1, ..., отримується узагальнення функцiї Мiн-

ковського. Функцiя розподiлу Fξ випадкової величини ξ пiсля такої замiни

має наступний аналiтичний вираз:

Fξ(x) = P {ξ < x} = qa1−1 − (1− q)qa1+a2−2 + (1− q)2qa1+a2+a3−3 − . . .+

+(1− q)2k−2qa1+...+a2k−1−(2k−1) − (1− q)2k−1qa1+...+a2k−2k + . . . =

=
∑
k

(Vk − V ′
k) ≡ Fq(x), (1.4.1)

де Vk = (1− q)2k−2qa1+...+a2k−1−(2k−1), V ′
k = (1− q)2k−1qa1+...+a2k−2k,

q — фiксований параметр з iнтервала (0; 1).

Функцiя Fq(x) є узагальненням функцiї Мiнковського i породжує одно-

параметричне зображення дiйсних чисел, яке ми позначаємо ∆q
a1a2...ak...

.

Теорема 1.4.1. Нехай (0; 1) ∋ q — фiксоване число. Для будь-якого

x ∈ (0; 1] iснує скiнченний набiр (a1, a2, . . . , am) або послiдовнiсть (an)

натуральних чисел таких, що

x=qa1−1−(1−q)qa1+a2−2+ . . .+ (1− q)2k−2qa1+a2+...+a2k−1−(2k−1)−

−(1− q)2k−1qa1+a2+...+a2k−2k + . . . =
∑
k

(Ak − A′
k), (1.4.2)

де Ak = (1− q)2k−2qa1+a2+...+a2k−1−(2k−1), A′
k = (1− q)2k−1qa1+a2+...+a2k−2k.
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Доведення. Нехай x— довiльне число з (0;1]. Оскiльки (0;1]=
∞∪
n=1

(qn;qn−1],

то очевидно, що iснує a1 ∈ N таке, що

qa1 < x 6 qa1−1, −(1− q)qa1−1 = qa1 − qa1−1 < x− qa1−1 ≡ x1 6 0,

Якщо x1=0, то x=qa1−1. Нехай x1 ̸=0. Оскiльки

x1 ∈ (−(1− q)qa1−1; 0] =
∞∪
n=1

(−(1− q)qa1+(n−1)−1;−(1− q)qa1+n−1],

то очевидно, що iснує a2 ∈ N таке, що

−(1− q)qa1+a2−2 6 x1 < −(1− q)qa1+a2−1,

06x2≡x1+(1−q)qa1+a2−2<(1−q)2qa1+a2−2, 0 6 x2 < (1− q)2qa1+a2−2.

Якщо x2 = 0, то x = qa1−1 − (1− q)qa1+a2−2. Якщо ж x2 ̸= 0, то

|x2| < (1− q)2qa1+a2−2. Оскiльки

x2 ∈ (0; (1− q)2qa1+a2−2] =
∞∪
n=1

((1− q)2qa1+a2+n−1; (1− q)2qa1+a2+(n−1)−1],

то iснує a3 ∈ N таке, що

(1− q)2qa1+a2+a3−2 < x2 6 (1− q)2qa1+a2+a3−3,

−(1−q)3qa1+a2+a3−3<x2−(1−q)2qa1+a2+a3−3≡x360,

−(1− q)3qa1+a2+a3−3 < x3 6 0.

Якщо x3 = 0, то x=qa1−1−(1−q)qa1+a2−2+(1−q)2qa1+a2+a3−3.

Якщо x3 ̸= 0, то |x3| < (1− q)3qa1+a2+a3−3. I т.д.

Якщо xk = 0 при деякому k ∈ N, то отримуємо скiнченний розклад

числа x. Якщо ж xk ̸= 0 для жодного k ∈ N, то матимемо нескiнченний,

але збiжний процес, оскiльки q ∈ (0; 1), а отже, xk → 0 при k → ∞. I тому

x =
∞∑
k=1

(
(1− q)2k−2qa1+a2+...+a2k−1−(2k−1) − (1− q)2k−1qa1+a2+...+a2k−2k

)
,

що й вимагалось довести.

Подання числа x у формi суми (1.4.2) називається його ∆q-представлен-

ням, а його символiчний запис ∆q
a1a2...an(∅) або ∆q

a1a2...an...
в залежностi вiд

скiнченностi чи нескiнченностi розкладу — ∆q-зображенням числа x.

Зауваження 1.4.1. При q = 1
2 вираз функцiї Fq(x) спiвпадає з виразом

функцiї Мiнковського. Разом з цим, ∆q-зображення є окремим випадком

Q̃∞-зображення при q0 = 1− q, qk = (1− q)qk.
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1.4.1. Геометрiя цилiндричного ∆q-зображення дiйсних чисел.

Цилiндри ∆q-зображення мають наступнi властивостi:

1. inf ∆q
c1c2...c2k−1i

= sup∆q
c1c2...c2k−1(i+1); sup∆q

c1c2...c2ki
= inf ∆q

c1c2...c2k(i+1);

2. Для дiаметра цилiндра виконується рiвнiсть

d(∆q
c1c2...cm

) = (1− q)m · qc1+c2+...+cm−m;

3. Цилiндри одного рангу не перетинаються або спiвпадають (рiвнi),

причому ∆q
c1c2...cm

=∆q
c′1c

′
2...c

′
m

⇐⇒ ci = c′i i = 1,m.

Лема 1.4.1. Цилiндр ∆q
c1c2...cm

є вiдрiзком, причому

∆q
c1c2...cm

= [a− δ; a], коли m = 2k − 1 i

∆q
c1c2...cm

= [a; a+ δ], коли m = 2k, де

δ = (1− q)m · qc1+c2+...+cm−m,

a = qc1−1 − (1− q)qc1+c2−2 + . . .+ (−1)m−1(1− q)m−1qc1+c2+...+cm−m.

Доведення. Введемо позначення

C ≡ ∆q
c1c2...cm

, A ≡ [a− δ; a], B ≡ [a; a+ δ].

1. Розглянемо випадок, коли m = 2k − 1. Покажемо, що C ⊂ A.

Нехай x = ∆q
c1c2...cm... − довiльний елемент множини C, тобто

x = qc1−1 − (1− q)qc1+c2−2 + . . .+(1− q)2k−2qc1+c2+...+c2k−1−(2k−1)−

−(1− q)2k−1qc1+c2+...+c2k−1−(2k−1)
(
qa2k−1 − (1− q)qa2k+a2k+1−2 + . . .

)︸ ︷︷ ︸
x2k

.

Тодi

minC = qc1−1 − (1− q)qc1+c2−2 + . . .+(1− q)2k−2qc1+c2+...+c2k−1−(2k−1)−

−(1− q)2k−1qc1+c2+...+c2k−1−(2k−1) = a− δ,

що досягається при x2k = q1−1 = 1, а

maxC = qc1−1 − (1− q)qc1+c2−2 + . . .+(1− q)2k−2qc1+c2+...+c2k−1−(2k−1) = a.

Отже, x ∈ [a− δ; a], а це означає, що C ⊂ A.
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Доведемо тепер таке включення: A ⊂ C. Нехай x ∈ [a−δ; a]. Покажемо,

що в цьому випадку або

x = ∆q
c1c2...c2k−1(∅), або (1.4.3)

x = ∆q
c1c2...c2k−1a2ka2k+1...a2k+n(∅), або (1.4.4)

x = ∆q
c1c2...c2k−1a2ka2k+1...

, (1.4.5)

де a2k+j ∈ N, тобто що x ∈ C, а отже, A ⊂ C.

Справдi, якщо x = a, то очевидно, що виконується рiвнiсть (1.4.3); якщо

x = a− δ, то виконується рiвнiсть (1.4.4), а саме: x = a− δ = ∆q
c1c2...c2k−11(∅).

Нехай тепер a− δ < x < a. Покажемо, що в цьому випадку ai(x) = ci для

всiх i 6 m = 2k − 1. Для цього скористаємось методом вiд супротивного.

Припустимо, що iснує ai(x) = c′i ̸= ci при i 6 2k − 1.

Випадок А. Розглянемо число x′ = ∆q
c1c2...ci−1c′i(∅). Тодi або c′i < ci, або

c′i>ci, причому або i=2j − 1, або i=2j.

Розглянемо випадок, коли c′2j−1<c2j−1. Тодi рiзниця

x′ − a = (1− q)2j−2qc1+...+c2j−2+c′2j−1−(2j−1) −
(
(1− q)2j−2qc1+...+c2j−1−(2j−1)−

−(1− q)2j−1qc1+...+c2j−2j + . . .+ (1− q)2k−2qc1+...+c2k−1−(2k−1)
)
>

> (1− q)2j−2qc1+...+c2j−2+c′2j−1−(2j−1) − (1− q)2j−2qc1+...+c2j−1−(2j−1) > 0.

Отже, число x′ лежить за межами iнтервала (a− δ; a). Аналогiчно мiр-

куючи, можна показати, що у випадках, коли c′2j−1 > c2j−1, c′2j < c2j i

c′2j > c2j, число x′ також лежить за межами iнтервала (a − δ; a). Таким

чином, з x ∈ A випливає, що ai(x) = ci для всiх i 6 2k − 1 i має мiсце

рiвнiсть (1.4.5), тобто x ∈ C.

Випадок B. Розглянемо тепер число x′ =∆q
c1c2...ci−1c′iai+1...ai+n(∅). Тодi та-

кож або c′i<ci, або c′i>ci, причому i може бути парне, чи непарне.

Нехай c′2j−1>c2j−1. Тодi рiзниця

x′ − a =
(
(1− q)2j−2qc1+...+c2j−2+c′2j−1−(2j−1)−

−(1−q)2j−1qc1+...+c′2j−1+a2j−2j+. . .(1−q)2(j+n)−2qc1+...+c′2j−1+a2j+...+a2(j+n)−1−(2(j+n)−1)
)
−
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−
(
(1− q)2j−2qc1+...+c2j−1−(2j−1) − . . .+ (1− q)2k−2qc1+...+c2k−1−(2k−1)

)
6

6 (1− q)2j−2qc1+...+c2j−2+c′2j−1−(2j−1) − (1− q)2j−2qc1+...+c2j−1−(2j−1) <

<−(1−q)2k−1qc1+...+c2j−1+...+c2k−1−(2k−1)=−δ.
Аналогiчно, коли c′2j > c2j, c′2j<c2j i c′2j−1<c2j−1, можна показати, що

число x′ лежить за межами iнтервала (a− δ; a).

Випадок C. Розглянемо тепер число x′ = ∆q
c1c2...ci−1c′iai+1ai+2...

. В цьому

випадку також або c′i < ci, або c′i > ci, причому i може бути непарним, чи

парним числом.

Нехай c′2j < c2j. Тодi рiзниця

x′−a=
(
−(1−q)2j−1qc1+...+c2j−1+c′2j−2j+(1−q)2jqc1+...+c′2j+a2j+1−(2j+1)−. . .

)
−

−
(
− (1− q)2j−1qc1+...+c2j−2j + (1− q)2jqc1+...+c2j+1−(2j+1) − . . .+

+(1− q)2k−2qc1+...+c2k−1−(2k−1)
)
=

=
(
− (1− q)2j−1qc1+...+c2j−1+c′2j−2j + (1− q)2j−1qc1+...+c2j−2j

)
+

+
(
(1− q)2jqc1+...+c′2j+a2j+1−(2j+1) − (1− q)2jqc1+...+c2j+1−(2j+1)

)
− . . . 6

6 −(1− q)2j−1qc1+...+c2j−1+c′2j−2j(1− q)2j−1qc1+...+c2j−2j <

<−(1−q)2k−1qc1+...+c2j−1+...+c2k−1−(2k−1)=−δ.
Аналогiчно можна довести, що число x′ лежить поза iнтервалом (a−δ;a),

коли c′2j > c2j, c′2j−1>c2j−1 i c′2j−1<c2j−1.

Отже, x не може мати зображення, вiдмiнне вiд (1.4.3)-(1.4.5), а це озна-

чає, що x ∈ C i A ⊂ C. Враховуючи першу частину доведення, маємо

C ⊂ A i A ⊂ C, тобто A = C. Таким чином, при m = 2k − 1 цилiндр

∆q
c1c2...cm

є вiдрiзком [a − δ; a]. Для випадку парного m доведення аналогi-

чне.

Наслiдок 1.4.1. Для довжини цилiндра рангу m мають мiсце спiв-

вiдношення: |∆q
c1...cm

|=(1− q)m · qc1+...+cm−m6(1−q)m→0 при m→ ∞.

Наслiдок 1.4.2. Якщо ∆q
c1c2...cm

— фiксований цилiндр, то має мiсце

рiвнiсть (основне метричне вiдношення)

|∆q
c1c2...cmi|

|∆q
c1c2...cm|

= (1− q) · qi−1.
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1.4.2. Метричнi задачi, пов’язанi з ∆q-зображенням чисел. З

основного метричного вiдношення, виразу довжини цилiндра та формул

суми членiв геометричної прогресiї випливають наступнi рiвностi.

Лема 1.4.2. Для мiри Лебега λ мають мiсце наступнi рiвностi:

1. λ

(
k∪

i=1

∆q
c1...cmi

)
=
(
1− qk

)
· |∆q

c1...cm
| =

(
1− qk

)
(1− q)m qc1+...+cm−m;

2. λ

( ∞∪
i=k+1

∆q
c1...cmi

)
=qk · |∆q

c1...cm
| = (1− q)m qc1+...+cm+k−m;

3. λ

( ∞∪
i=k+1

∆q
c1...cmi

)
=qk

(
1−qn−k

)
·|∆q

c1...cm
|=
(
1−qn−k

)
(1−q)mqc1+...+cm+k−m.

Теорема 1.4.2. Множина C[∆q, V ] = {x : x = ∆q
a1a2...an...

, an ∈ V ̸= N}
має нульову мiру Лебега.

Доведення. Проведемо мiркування для випадку, коли N\V ={v} — мно-

жина, що складається з одного елемента, враховуючи, що якщо V1 ⊂ V2,

то C[∆q;V1] ⊂ C[∆q;V2].

λ(C[∆q;V ]) = 1− |∆q
v| −

∑
i1 ̸=v

|∆q
i1v
| −
∑
i1 ̸=v

∑
i2 ̸=v

|∆q
i1i2v

| − . . . =

= 1− (1− q)qv−1 −
∑
i1 ̸=v

(1− q)2qi1+v−2 −
∑
i1 ̸=v

∑
i2 ̸=v

(1− q)3qi1+i2+v−3 − . . . =

= 1− (1− q)qv−1−(1− q)2qv−2
∑
i1 ̸=v

qi1−(1− q)3qv−3
∑
i1 ̸=v

∑
i2 ̸=v

qi1+i2−. . .=

=1−(1−q)qv−1−(1−q)2qv−2
(

q

1− q
− qv

)
−(1−q)3qv−3

(
q

1−q
− qv

)2

−. . .=

=1−(1−q)qv−1−(1−q)qv−1
(
1−qv−1(1−q)

)
−(1−q)qv−1

(
1−qv−1(1−q)

)2−. . .=
= 1− (1− q)qv−1

1− (1− qv−1(1− q))
= 1− (1− q)qv−1

qv−1(1− q)
= 1− 1 = 0.

Теорема 1.4.3. Множина C[∆q, V ] є самоподiбною, якщо V — скiнчен-

на, i N–самоподiбною, якщо V − нескiнченна, самоподiбна i фрактальна

розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича якої є розв’язком рiвняння∑
v∈V

(
(1− q)qv−1

)x
= 1.
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Доведення. Оскiльки C =
∪
n
Cn i C

1−q

q1−cn∼ Cn = ∆q
cn
∩ C, то множина

C є самоподiбною у випадку скiнченного об’єднання i N -самоподiбною,

якщо n→ ∞. Її самоподiбна (N -самоподiбна) розмiрнiсть набуває значень

з нескiнченної множини i є розв’язком рiвняння
∑
cn∈V

(
(1−q)qcn−1

)x
=1.

Теорема 1.4.4. Мiра Лебега множини

C ≡ C[∆q, (Vn)] =
{
x : x = ∆q

a1a2...an...
an(x) ∈ Vn ⊆ N

}
обчислюється за формулою λ(C) =

∞∏
k=1

λ(Fk)
λ(Fk−1)

=
∞∏
k=1

(
1− λ(F k)

λ(Fk−1)

)
.

Доведення. Нехай F0 = (0; 1]. Оскiльки Fk — це об’єднання цилiндрiв

рангу k, серед внутрiшнiх точок яких є точки множини C, то C ⊂Fk+1⊂

Fk для всiх k ∈ N i C = lim
k→∞

Fk =
∞∩
k=1

Fk та λ(C) = lim
k→∞

λ(Fk). Тому з

рiвностi Fk = Fk−1\F k маємо λ(Fk) = λ(Fk−1)− λ(F k). Звiдки

λ(C) = lim
k→∞

λ(Fk) = lim
k→∞

(
λ(Fk)

λ(Fk−1)
· λ(Fk−1)

λ(Fk−2)
· . . . · λ(F1)

λ(F0)

)
=

=
∞∏
i=1

λ(Fi)

λ(Fi−1)
=

∞∏
i=1

λ(Fi−1)− λ(F i)

λ(Fi−1)
=

∞∏
i=1

(
1− λ(F i)

λ(Fi−1)

)
.

А отже, λ(C) =
∞∏
i=1

(
1− λ(F i)

λ(Fi−1)

)
.

Наслiдок 1.4.3. Мiра Лебега множини C[∆q, (Vn)] дорiвнює нулю то-

дi i тiльки тодi, коли розбiгається ряд
∞∑
k=1

λ(F k)

λ(Fk−1)
.

Теорема 1.4.5. Нехай c i s — фiксованi натуральнi числа. Множина

D ≡ D[∆q, cs]{x : x = ∆q
a1...an...

, де anan+1 ̸= cs ∀n ∈ N}
є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега.

Доведення. Доведемо, що D є нiде не щiльною множиною за означен-

ням. Нехай (u, v) — довiльний iнтервал, що належить (0, 1]. Не порушуючи

загальностi можемо вважати, що числа u i v мають нескiнченнi розкла-

ди. Легко вказати цилiндр такий, що повнiстю належить iнтервалу (u, v).

Справдi, оскiльки u < v, то iснує k таке, що ak(u) ̸=ak(v), але ai(u)=ai(v)

при i < k. Тодi можливi випадки: 1) k − непарне; 2) k − парне.
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Тому в першому випадку: ak(u)>ak(v), а отже,

∆q
a1(u)...ak(u)[ak+1(u)+1] ⊂ (u, v), i ∇q

a1(u)...ak(u)[ak+1(u)+1]cs ∩D = ∅.

У другому випадку: ak(u) < ak(v), тому

∆q
a1(v)...ak(v)[ak+1(v)+1] ⊂ (u, v), i ∇q

a1(v)...ak(v)[ak+1(v)+1]cs ∩D = ∅.

Отже, множина D є нiде не щiльною за означенням.

Доведемо, що мiра Лебега множини D дорiвнює нулю. Можливi випад-

ки: 1) c = s; 2) c ̸= s.

Нехай ∆
q
c1...cm

≡ ∆q
c1...cm

∩D. Тодi у першому випадку

D =

∪
i̸=c

∆
q
i

 ∪

∪
i ̸=c

∆
q
ci

 .
У другому випадку

D =

∪
i̸=c

∆
q
i

∪
 ∪
c̸=i̸=s

∆
q
ci

∪
 ∪
c ̸=i ̸=s

∆
q
cci

∪. . .∪
 ∪
c̸=i̸=s

∆
q
c . . . c︸ ︷︷ ︸

k

i

 ∪ . . . ∪∆
q
(c).

Нехай F0=(0,1], F2k — об’єднання цилiндрiв рангу 2k, серед внутрiшнiх

точок яких є точки множини D,

F 2(k+1) = F2k \ F2(k+1). (1.4.6)

Очевидно, що F2k ⊃ F2(k+1) ⊃ D ∀ k ∈ N i D =
∞∩
k=1

F2k = lim
k→∞

F2k.

За неперервнiстю мiри Лебега зверху λ(D) = lim
k→∞

λ(F2k). Тодi

λ(D)= lim
k→∞

[
λ(F2k)

λ(F2(k−1))
·
λ(F2(k−1))

λ(F2(k−2))
·. . .·λ(F2)

λ(F0)

]
=

= lim
k→∞

k∏
m=1

λ(F2m)

λ(F2(m−1))
=

∞∏
m=1

λ(F2m)

λ(F2(m−1))
. (1.4.7)

З (1.4.6) маємо λ(F2(k+1))=λ(F2k)−λ(F 2(k+1)) i

λ(F2(k+1))

λ(F2k)
= 1−

λ(F 2(k+1))

λ(F2k)
.
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Пiдставивши в (1.4.7) отриманий вираз, одержимо

λ(D) =
∞∏
k=1

(
1−

λ(F 2(k+1))

λ(F2k)

)
.

Останнiй нескiнченний добуток розбiгається до нуля тодi i тiльки тодi,

коли ∞∑
k=1

λ(F 2(k+1))

λ(F2k)
= ∞. (1.4.8)

Знайдемо оцiнки останнього вiдношення.

Нехай ∆q
c1...c2k

— цилiндр з F2k. Можливi випадки: 1)c2k = c, 2)c2k ̸= c.

Якщо c2k = c, то ∇q
c1...c2ks

∩
D = ∅ i

|∆q
c1...c2ks

|
|∆q

c1...c2k|
= (1− q)qs−1.

Якщо c2k ̸= c, то ∇q
c1...c2kcs

∩
D=∅ i

|∆q
c1...c2kcs

|
|∆q

c1...c2k|
=(1−q)2qc+s−2.

Тому, враховуючи це, маємо 0<(1−q)2qc+s−26
λ(F 2(k+1))

λ(F2k)
6(1−q)qs−1<1.

Отже, ряд (1.4.8) розбiгається, оскiльки не виконується необхiдна умова

збiжностi ряду i тому λ(D)=0. Теорему доведено.

1.5. Однопараметричне узагальнення сингулярної функцiї

Мiнковського

У роботах Алкаускаса [62, 67], пiзнiше Калашнiкова А.В. [20] доведе-

но, що класична функцiя Мiнковського ?(x) є єдиним розв’язком у класi

неперервних функцiй наступної системи функцiональних рiвнянь: ?

(
x

1 + x

)
=

1

2
?(x),

? (1− x) = 1−?(x),

якi можуть бути покладенi в означення функцiї. Ця iдея дозволяє побуду-

вати принципово iнше узагальнення функцiї Мiнковського.

У 2010 р. Працьовитим М. В., Калашнiковим А. В. i Безбородовим В. К.

у роботi [48] побудовано однопараметричне узагальнення φµ класичної фун-
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кцiї Мiнковського, яке є єдиним неперервним розв’язком системи функцiо-

нальних рiвнянь:  φµ

(
x

1 + x

)
= (1− µ)φµ(x),

φµ(1− x) = 1− φ1−µ (x) ,

(1.5.1)

де φ (x, µ) ≡ φµ(x) — функцiя двох змiнних x та µ (x ∈ [0, 1], µ ∈ (0, 1))

або функцiя однiєї змiнної x, залежна вiд параметра µ ∈ (0, 1). Цими ж

авторами встановлено, що функцiя φµ у iррацiональнiй точцi iнтервалу

(0, 1) має наступний аналiтичний вигляд:

φµ (x) = φµ ([0; a1, a2, ..., an, ...]) = (1− µ)a1−1 − (1− µ)a1−1 µa2 + ...+

+(1− µ)a1+a3+...+an−1+an+1−1 µa2+a4+...+an− (1.5.2)

− (1− µ)a1+a3+...+an−1+an+1−1 µa2+a4+...+an+an+2 + ... =

=
∞∑
k=1

Ak (1− µa2k), (1.5.3)

де Ak = (1 − µ)a1+a3+...+a2k−1−1µa2+a4+...+a2k−2, а в рацiональних точках iн-

тервалу (0; 1) доозначується за неперервнiстю i виражається скiнченною

сумою. Бiльше того, φµ(0) = 0 i φµ(1) = 1.

Функцiя φµ(x) має наступнi властивостi [21]:

— Рiвнiсть (1.5.3) коректно визначає функцiю φµ, означену в кожнiй

iррацiональнiй точцi вiдрiзка [0, 1].

— Функцiя φµ на множинi iррацiональних чисел вiдрiзка [0, 1] набуває

невiд’ємних значень, якi не перевищують одиницi.

— Функцiя φµ(x) є неперервною в кожнiй точцi iнтервала (0, 1), в точцi

x = 0 — справа, а в точцi x = 1 — злiва.

— Функцiя φµ(x), визначена в iррацiональних точках [0, 1] рiвнiстю

(1.5.2), є строго зростаючою функцiєю.

— При довiльному значеннi параметра µ функцiя φµ є сингулярною

строго зростаючою функцiєю.
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Висновки до роздiлу 1

У цьому роздiлi, який має вступний характер, ми означили ключовi

поняття, сформулювали необхiднi для подальших дослiджень факти, здiй-

снили огляд лiтератури, який безпосередньо стосується теми дисертацiйної

роботи. Разом з цим ми розглянули одне з можливих узагальнень (найпро-

стiше) класичної функцiї Мiнковського i ним породжене ∆q-зображення

чисел пiвiнтервала (0; 1], зосередивши лише увагу на його геометрiї i зале-

жностi властивостей вiд значення параметра q ∈ (0; 1).

Основнi результати цього роздiлу опублiкованi у роботi [4a] та доповi-

дались на наукових конференцiях [10a,17a].
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РОЗДIЛ 2

∆♯-ЗОБРАЖЕННЯ ДIЙСНИХ ЧИСЕЛ

Роздiл присвячений зображенню i представленню чисел, яке вперше

фiгурувало у роботi Салема [101] у виразi значення класичної сингулярної

строго зростаючої функцiї Мiнковського [87]. Вивчається геометрiя цьо-

го зображення, описуються властивостi оператора зсуву цифр, доводиться

критерiй рацiональностi числа. Вказуються застосування даного зображе-

ння чисел у теорiї фрактальної розмiрностi, у фрактальнiй геометрiї, ме-

тричнiй та ймовiрнiснiй теорiях чисел.

2.1. Означення ∆♯-зображення дiйсних чисел

Лема 2.1.1. При довiльних натуральному n i наборi натуральних чи-

сел (a1, a2, . . . , an−1, an) число

x = 21−a1 − 21−a1−a2 + . . .+ (−1)n−121−a1−...−an−1−an ≡ ∆♯
a1...an−1an(∅) (2.1.1)

є рацiональним числом з пiвiнтервалу (0; 21−a1], причому якщо an = 1, то

x = 21−a1 − 21−a1−a2 + . . .+ (−1)n−221−a1−...−an−2−a′n−1 ≡ ∆♯
a1...an−2a′n−1(∅),

(2.1.2)

де a′n−1 = an−1 + 1.

Доведення. Рацiональнiсть числа x очевидна. Спочатку доведемо пер-

шу частину твердження. Для цього використаємо метод математичної iн-

дукцiї. При n = 1 твердження очевидно правильне, оскiльки x = 21−a1.

Припускаємо правильнiсть твердження для n = k, тобто, що

21−a1 − 21−a1−a2 + . . .+ (−1)k−121−a1−a2−...−ak = x ∈ (0; 21−a1].
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Розглянемо випадок, коли n = k + 1. Очевидно, що x = 21−a1 − 2−a1x1,

де x1 = 21−a2 − 21−a2−a3 + . . . + (−1)k21−a2−a3−...−ak+1. За припущенням

x1 ∈ (0; 21−a2]. Тому 0 < 21−a1 − 21−a1−a2 6 x = 21−a1 − 2−a1x1 < 21−a1, що й

вимагалось довести. Тепер доведемо другу частину твердження.

Розглянувши рiзницю виразiв (2.1.1) i (2.1.2) при an = 1, отримаємо:

(−1)n−2((21−a1−a2−...−an−1 − 21−a1−a2−...−an−1−1)− 21−a1−a2−...−an−2−(an−1+1)) =

= (−1)n−2(2−a1−a2−...−an−1 − 2−a1−a2−...−an−1) = 0.

Отже, при an = 1 для числа x має мiсце розклад (2.1.2).

Лема 2.1.2. Число x, що є значенням виразу (2.1.1) або (2.1.2), є

двiйково-рацiональним, тобто має класичне двiйкове зображення з пе-

рiодом (0).

Доведення. Враховуючи лему 2.1.1, ми можемо вважати, що n є числом

парним, тобто n=2m. Тодi

x =(21−a1 − 21−a1−a2) + . . .+ (21−a1−...−a2m−1 − 21−a1−...−a2m−1−a2m) =

=
2a2 − 1

2a1+a2−1
+

2a4 − 1

2a1+a2+a3+a4−1
+ . . .+

22m − 1

2a1+a2+...+a2m−1
.

Оскiльки 2ai − 1 = 2ai−1 + 2ai−2 + . . .+ 21 + 20, то

2ai − 1

2a1+a2+...+ai−1
=

2ai−1 + 2ai−2 + . . .+ 21 + 20

2a1+a2+...+ai−1
=

=
1

2a1+a2+...+ai−1
+

1

2a1+a2+...+ai−1+1
+ . . .+

1

2a1+a2+...+ai−1
.

Тому

x =

(
1

2a1
+

1

2a1+1
+

1

2a1+2
+ . . .+

1

2a1+a2−1

)
+

+

(
1

2a1+a2+a3
+

1

2a1+a2+a3+1
+ . . .+

1

2a1+a2+a3+a4−1

)
+ . . .+

+

(
1

2a1+...+a2m−1
+

1

2a1+...+a2m−1+1
+ . . .+

1

2a1+...+a2m−1+a2m−1

)
=

= ∆2
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

a1−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a4

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a5

...1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2m

(0)
.
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Лема 2.1.3. При довiльнiй послiдовностi натуральних чисел (an) сума

x ряду

x = 21−a1 − 21−a1−a2 +. . .+ (−1)n−121−a1−...−an +. . .=
∞∑
n=1

(−1)n−121−a1−...−an

(2.1.3)

належить iнтервалу (0; 21−a1), причому рiзним послiдовностям вiдповiд-

ають рiзнi суми.

Доведення. Збiжнiсть ряду (2.1.3) i те, що його сума x 6 21−a1 випливає

з теореми Лейбнiца — ознаки збiжностi знакозмiнного ряду.

Оскiльки x = 21−a1 − 2−a1x1, де

x1 = 21−a2 − 21−a2−a3 + . . .+ (−1)n−121−a2−a3−...−an + . . . =

=
∞∑
n=2

(
21−a2−...−an − 21−a2−...−an−an+1

)
=

∞∑
n=2

21−a2−...−an

(
1− 1

2an+1

)
> 0

i x1 6 21−a2 за ознакою Лейбнiца, тобто 0 < x1 6 21−a2. Тодi

0 < 2−a1 6 x < 21−a1.

Тепер доведемо, що для рiзних послiдовностей (an) i (a′n) суми x i x′

вiдповiдних рядiв не є рiвними.

Оскiльки (an) ̸= (a′n), то iснує m ∈ N таке, що am ̸= a′m, але ai = a′i при

i < m. Тодi

x− x′ = (−1)m−121−a1−...−am−1−1×

×

(
2−am − 2−a′m +

∞∑
i=1

2−am−...−am+i −
∞∑
i=1

2−a′m−...−a′m+i

)
.

Не порушуючи загальностi, вважатимемо, що am < a′m. Тодi

2−am − 2−a′m =
1

2am
− 1

2a′m
> 1

2am
− 1

2am+1
=

1

2am+1
.

Оскiльки
∞∑
i=1

1

2am+am+1+...+am+i
> 0,

∞∑
i=1

1

2a
′
m+a′m+1+...+a′m+i

=
1

2a′m

∞∑
i=1

1

2a
′
m+1+...+a′m+i

6 1

2a′m

∞∑
i=1

1

2i
=

1

2a′m
6 1

2am+1
,
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то
∞∑
i=1

2−am−...−am+i −
∞∑
i=1

2−a′m−...−a′m+i > − 1

2am+1
, а отже,

∞∑
i=1

(2−am − 2−a′m) +
∞∑
i=1

2−a′m−...−a′m+i −
∞∑
i=1

2−a′m−...−a′m+i >
1

2am+1
− 1

2am+1
= 0,

тобто x > x1, що й вимагалось довести.

Теорема 2.1.1. Для будь-якого x ∈ (0; 1] iснує скiнченна або нескiн-

ченна послiдовнiсть натуральних чисел (an) така, що

x =
∑
k

(−1)k−121−a1−a2−...−ak. (2.1.4)

Доведення. Оскiльки (0; 1] =
∞∪
n=1

(
1

2n
;

1

2n−1

]
, то iснує a1 ∈ N таке, що

x ∈
(

1

2a1
;

1

2a1−1

]
⇔ 1

2a1
< x 6 1

2a1−1
.

Звiдки − 1

2a1
< x− 1

2a1−1
≡ x1 6 0. Якщо x1 = x− 1

2a1−1
= 0, то x =

1

2a1−1
.

Нехай x1 ̸= 0. Оскiльки
∞∪
n=0

[
− 1

2a1+n−1
;− 1

2a1+n

)
, то iснує a2, таке, що

− 1

2a1+a2−1
6 x1 < − 1

2a1+a2
.

Звiдки 0 6 x1 +
1

2a1+a2−1
≡ x2 <

1

2a1+a2
. Якщо x2 = x1 +

1

2a1+a2−1
= 0, то

x1 = − 1

2a1+a2−1
i x =

1

2a1−1
− 1

2a1+a2−1
.

Якщо x2 ̸= 0, то процес продовжується до тих пiр, поки не буде отри-

мано xk = 0, яке виражається xk ≡ xk−1 +
(−1)k

2a1+a2+...+ak−1
.

Звiдки xk−1 =
(−1)k+1

2a1+a2+...+ak−1
+ xk. Тодi

xk−2 =
(−1)k

2a1+a2+...+ak−1−1
+ xk−1 =

(−1)k

2a1+a2+...+ak−1−1
+

(−1)k+1

2a1+a2+...+ak−1
+ xk

i т.д. А отже, x =
1

2a1−1
− 1

2a1+a2−1
+ . . .+

(−1)k+1

2a1+a2+...+ak−1
+ xk.
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Якщо xk = 0, то x =
1

2a1−1
− 1

2a1+a2−1
+ . . . +

(−1)k+1

2a1+a2+...+ak−1
. Якщо ж

xk ̸= 0 для довiльного k ∈ N , то x =
∞∑
k=1

(−1)k+1

2a1+a2+...+ak−1
, оскiльки збiжнiсть

процесу гарантує умова

|xk| 6
1

2a1+a2+...+ak+1−1
6 1

2k
→ 0 (k → ∞).

Означення 2.1.1. Подання числа x у формi (2.1.4) називається його

∆♯-представленням, а його символiчний запис ∆♯
a1...an...

у випадку нескiнчен-

ної суми та ∆♯
a1...an(∅) у випадку скiнченного розкладу — ∆♯-зображенням.

З теореми 2.1.1 i лем 2.1.1–2.1.3 випливає, що кожне iррацiональне чи-

сло має єдине ∆♯-зображення. Єдине зображення мають також двiйково-

iррацiональнi числа, двiйково-рацiональнi числа, якi утворюють пiдмножи-

ну множини рацiональних чисел, мають їх два (для одного з них an = 1).

Зв’язок мiж ∆♯-зображенням числа i його класичним двiйковим зобра-

женням встановлює наступне твердження.

Теорема 2.1.2. Мають мiсце рiвностi:

1) ∆♯
a1a2...a2k(∅) = ∆2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a1−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a2k−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2k

(0)
;

2) ∆♯
a1a2...a2ka2k+1(∅) = ∆2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a1−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a2k−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2k

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a2k+1−1

1(0)
;

3) ∆♯
a1a2...an...

= ∆2
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

a1−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a2k−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2k

...
.

Доведення. 1. Справедливiсть твердження випливає з леми 2.1.2.

2. Оскiльки можливi випадки a2k+1 = 1 або a2k+1 > 1 i враховуючи

рiвностi (2.1.1), (2.1.2) та лему 2.1.2, отримаємо:

∆♯
a1a2...a2ka2k+1(∅) = ∆2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a1−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a2k−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2k

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a2k+1−1

1(0)

3. Оскiльки

x =(21−a1 − 21−a1−a2) + . . .+ (21−a1−...−a2k−1 − 21−a1−...−a2k−1−a2k) + . . . =

=
2a2 − 1

2a1+a2−1
+

2a4 − 1

2a1+a2+a3+a4−1
+ . . .+

22k − 1

2a1+a2+...+a2k−1
+ . . .
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i 2ai − 1 = 2ai−1 +2ai−2 + . . .+21 +20, то, мiркуючи аналогiчно, отримаємо

x =

(
1

2a1
+

1

2a1+1
+

1

2a1+2
+ . . .+

1

2a1+a2−1

)
+

+

(
1

2a1+a2+a3
+

1

2a1+a2+a3+1
+ . . .+

1

2a1+a2+a3+a4−1

)
+ . . .+

+

(
1

2a1+...+a2k−1
+

1

2a1+...+a2k−1+1
+ . . .+

1

2a1+...+a2k−1+a2k−1

)
+ . . . =

= ∆2
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

a1−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a2k−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2k

...
.

2.2. Задача, яка приводить до поняття ∆♯-зображення

Розглядяється випадкова величина ξ, представлена елементарним лан-

цюговим дробом ξ = [0; η1, η2, ..., ηn, ...], елементи ηn якого утворюють по-

слiдовнiсть незалежних однаково розподiлених випадкових величин, якi

набувають значень 1, 2, 3, . . . , k, . . . з ймовiрностями
1

21
,
1

22
,
1

23
, . . . ,

1

2k
, . . .

вiдповiдно. Знайдемо вираз функцiї розподiлу Fξ випадкової величини ξ.

Оскiльки згiдно з означенням Fξ(x) = P{ξ < x}, то проаналiзуємо подiю

{ξ < x} i виразимо її ймовiрнiсть.

Враховуючи геометрiю ланцюгового представлення (зображення) чи-

сел, маємо

{ξ < x} = {η1 > a1(x)} ∪ {η1 = a1(x) ∧ η2 < a2(x)} ∪ . . .∪

∪{ηi = ai(x), при i = 1, 2k − 1 ∧ η2k < a2k(x)}∪

∪{ηi = ai(x), при i = 1, 2k ∧ η2k+1 > a2k+1(x)} ∪ . . . ,

де подiї в правiй частинi рiвностi попарно несумiснi.

Враховуючи незалежнiсть випадкових величин ηn, знайдемо вирази ймо-

вiрностей подiй, якi беруть участь в останньому об’єднаннi:

P{η1 > a1(x)} =
∞∑
n=1

P{η1 = a1(x) + n} =
∞∑
n=1

1

2a1+n
=

1

2a1
;
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P{ηi = ai(x), при i = 1, 2k − 1 ∧ η2k < a2k(x)} =

=
2k−1∏
i=1

P{ηi = ai(x)} ·
a2k(x)−1∑

j=1

P{η2k = j} =
2k−1∏
i=1

1

2ai(x)
·
a2k(x)−1∑

j=1

1

2j
=

=
1

2a1+a2+...+a2k−1
− 1

2a1+a2+...+a2k−1
;

P{ηi = ai(x), при i = 1, 2k ∧ η2k+1 > a2k+1(x)} =

=
2k∏
i=1

P{ηi = ai(x)}
∞∑

j=a2k+1(x)+1

P{η2k+1 = j} =

=

(
2k∏
i=1

1

2ai(x)

)
· 1

2a2k+1
=

1

2a1+a2+...+a2k+a2k+1
.

Тодi

P{ξ < x} =
1

2a1
+

∞∑
k=1

[ 1

2a1+a2+...+a2k−1
− 1

2a1+a2+...+a2k−1
+

1

2a1+a2+...+a2k+a2k+1

]
=

=
1

2a1−1
− 1

2a1+a2−1
+

1

2a1+a2+a3−1
− . . .+

(−1)k−1

2a1+a2+...+ak−1
+ . . . = Fξ(x).

Зауваження 2.2.1. Вираз значення функцiї розподiлу Fξ(x) в iррацiо-

нальнiй точцi x iнтервалу (0; 1) є ∆♯-представленням. Оскiльки розподiл

випадкової величини ξ є неперервним, то Fξ(x) є неперервною функцiєю,

значення якої в рацiональних точках теж має вiдповiдне ∆♯-зображення.

Зауваження 2.2.2. Як видно, з щойно викладено, класична функцiя

Мiнковського ?(x) є функцiєю розподiлу Fξ(x) випадкової величини ξ.



57

2.3. Критерiй рацiональностi числа у його ∆♯-зображеннi

Теорема 2.3.1. Для того щоб число x ∈ (0, 1] було рацiональним,

необхiдно i достатньо, щоб його ∆♯-зображення було скiнченним або пе-

рiодичним.

Доведення. Н е о б х i д н i с т ь. Якщо x = 1, то x = 21−1 = ∆♯
1(∅).

Нехай x =
p

q
− рацiональне число з (0, 1), причому дрiб

p

q
є нескоротним.

Тодi p < q. Зрозумiло, що ∆♯-зображення числа x може бути скiнченним.

Розглянемо випадок, коли його розклад є нескiнченним. Подамо x у виглядi

x = 21−a1 − 21−a1−a2 + . . .+ (−1)n−221−a1−...−an−1 + (−1)n−12−a1−...−an−1xn−1,

де xn−1 = 21−an − 21−an−an+1 + 21−an−an+1−an+2 − . . . .

Пiсля множення останньої рiвностi на 2an, отримуємо

2anxn−1 = 2− (21−an+1 − 21−an+1−an+2 + . . .︸ ︷︷ ︸
xn

) = 2− xn.

Тодi кожне xn є рацiональним i

xn = 2− 2anxn−1 = 2− 2an(2− 2an−1xn−2) = 2− 2an+1 + 2an−1+anxn−2 =

=2−2an+1+2an−1+an(2−2an−2xn−3)=2−2an+1+2an−1+an+1−2an−2+an−1+anxn−3= . . .=

= 2− 2an+1 + 2an−1+an+1 − . . .+ (−1)n−12a2+...+an+1 + (−1)n2a1+...+anx =

=
2q − q2an+1 + . . .+ (−1)n−1q2a2+...+an+1 + (−1)nq2a1+...+anp

q
=
pn
q
.

Оскiльки x ∈ (0, 1] для всiх n, то або xn = 1 для деякого натурального n,

i в цьому випадку розклад скiнченний, або ж для кожного n

xn ∈
{
1

q
,
2

q
, . . .

q − 1

q

}
.

Тому iснують t, n ∈ N такi, що xn = xn+t. Остання рiвнiсть i доводить

перiодичнiсть ∆♯-зображення числа x.
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Д о с т а т н i с т ь. Якщо розклад числа x є скiнченним, то x як ре-

зультат скiнченної кiлькостi арифметичних операцiй над цiлими числами,

є рацiональним.

Нехай x = ∆♯
a1a2...an(c1c2...ct)

— дiйсне число з (0, 1], що має перiодичне

∆♯-зображення з перiодом (c1c2 . . . ct). Якщо покласти

a ≡ a1 + a2 + . . .+ an, c ≡ c1 + c2 + . . .+ ct,

B = 21−a1 − 21−a1−a2 + . . .+ (−1)n−121−a,

D = 2−c1 − 2−c1−c2 + . . .+ (−1)t−12−c,

то x = B+S, де S = (−1)n21−a·D+(−1)n+t21−a−c·D+(−1)n+2t21−a−2c·D+. . .

як сума всiх членiв нескiнченно спадної геометричної прогресiї з першим

членом b1 = (−1)n21−a ·D i знаменником q = (−1)t2−c виражається

S =
(−1)n21−a ·D
1− (−1)t2−c

.

Оскiльки B i S є рацiональними числами, рацiональною є i їх сума x.

Очевидно, що число x = ∆♯
a1a2...an...

, цифри у ∆♯-зображеннi якого утво-

рюють арифметичну прогресiю, тобто an+1 − an = d = const для кожно-

го n ∈ N, є рацiональним тодi i тiльки тодi, коли d = 0. Якщо ж ци-

фри у ∆♯-зображеннi числа x утворюють геометричну прогресiю, тобто
an+1

an
= q = const для кожного n ∈ N, то воно є рацiональним тодi i тiльки

тодi, коли q = 1.

Означення 2.3.1. Число x називається ∆♯-рацiональним, якщо його

∆♯-зображення є скiнченним.

Як випливає з леми 2.1.1, ∆♯-рацiональне число має два ∆♯-зображення

i є рацiональним числом. Таким чином, ∆♯-рацiональнi числа утворюють

злiченну пiдмножину множини рацiональних чисел, а доповнення множи-

ни ∆♯-рацiональних чисел до множини рацiональних чисел — це множина

чисел, що мають перiодичнi ∆♯-зображення.
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2.4. Геометрiя цилiндричного ∆♯-зображення чисел

Цилiндри мають наступнi властивостi.

1. inf ∆♯
c1...c2k−1i

= sup∆♯
c1...c2k−1(i+1); sup∆♯

c1...c2ki
= inf ∆♯

c1...c2k(i+1);

2. Для дiаметра цилiндра ∆♯
c1c2...cm

виконується рiвнiсть

d(∆♯
c1c2...cm

) =
1

2c1+c2+...+cm
;

3. Цилiндри одного рангу не перетинаються або спiвпадають (рiвнi),

причому ∆♯
c1c2...cm

= ∆♯
c′1c

′
2...c

′
m

⇐⇒ ci = c′i i = 1,m.

Лема 2.4.1. Цилiндр ∆♯
c1c2...cm

є вiдрiзком, причому

∆♯
c1c2...cm

= [a− δ; a], коли m = 2k − 1, i

∆♯
c1c2...cm

= [a; a+ δ], коли m = 2k, де

δ =
1

2c1+c2+...+cm
,

a =
1

2c1−1
− 1

2c1+c2−1
+ . . .+

(−1)m−2

2c1+c2+...+cm−1−1
+

(−1)m−1

2c1+c2+...+cm−1
.

Доведення. Позначимо C ≡ △♯
c1c2...cm

, A ≡ [a− δ; a], B ≡ [a; a+ δ].

Розглянемо випадок, коли m = 2k − 1. Покажемо, що C ⊂ A.

Нехай x = ∆♯
c1c2...cm... — довiльний елемент множини C, тобто

x =
1

2c1−1
− . . .+

1

2c1+...+c2k−1−1
− 1

2c1+...+c2k−1

(
1

2a2k−1
− 1

2a2k+a2k+1−1
+ . . .

)
︸ ︷︷ ︸

x2k

.

Тодi minC =
1

2c1−1
− 1

2c1+c2−1
+ . . .+

1

2c1+...+c2k−1−1
− 1

2c1+...+c2k−1
, що дося-

гається при x2k =
1

21−1
= 1, а maxC =

1

2c1−1
− 1

2c1+c2−1
+ . . .+

1

2c1+...+c2k−1−1
.

Отже,

1

2c1−1
− . . .+

1

2c1+...+c2k−1−1︸ ︷︷ ︸
a

− 1

2c1+...+c2k−1︸ ︷︷ ︸
δ

6 x 6 1

2c1−1
− . . .+

1

2c1+...+c2k−1−1︸ ︷︷ ︸
a

або a− δ 6 x 6 a, а це означає, що C ⊂ A.
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Доведемо тепер таке включення: A ⊂ C.

Нехай x ∈ [a− δ; a]. Покажемо, що в цьому випадку або

x = ∆♯
c1c2...c2k−1(∅), або (2.4.1)

x = ∆♯
c1c2...c2k−1a2ka2k+1...a2k+n(∅), або (2.4.2)

x = ∆♯
c1c2...c2k−1a2ka2k+1...

, (2.4.3)

де a2k+j ∈ N, тобто що x ∈ C, а отже, A ⊂ C.

Справдi, якщо x = a, то очевидно, що виконується рiвнiсть (2.4.1); якщо

x = a− δ, то виконується рiвнiсть (2.4.2), а саме: x = a− δ = ∆♯
c1c2...c2k−11(∅).

Нехай тепер a− δ < x < a. Покажемо, що в цьому випадку ai(x) = ci для

всiх i 6 m = 2k − 1. Для цього скористаємось методом вiд супротивного.

Припустимо, що iснує ai(x) = c′i ̸= ci при i 6 2k − 1.

Випадок А. Розглянемо число x′ = ∆♯
c1c2...ci−1c′i(∅). Тодi або c′i < ci, або

c′i > ci, причому можливi двi ситуацiї: 1) i− непарне, тобто i = 2j − 1;

2) i− парне, тобто i = 2j. Розглянемо випадок, коли c′2j−1 < c2j−1.

Тодi рiзниця

x′−a= 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
−
(

1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1
− 1

2c1+...+c2j−1+c2j−1
+. . .+

+
1

2c1+...+c2k−1−1

)
> 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
− 1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1
> 0.

Отже, у випадку A число x′ лежить за межами iнтервала (a− δ; a).

Аналогiчно мiркуючи, можна показати, що у випадках, коли c′2j < c2j,

c′2j>c2j i c′2j−1>c2j−1, число x′ також лежить за межами iнтервала (a−δ; a).
Таким чином, з x ∈ A випливає, що ai(x) = ci для всiх i 6 2k − 1, тобто

x ∈ C.

Випадок B. Розглянемо тепер число x′ =∆♯
c1c2...ci−1c′iai+1...ai+n(∅). Тодi та-

кож або c′i<ci, або c′i > ci, причому можливi ситуацiї: 1) i− непарне, тобто

i = 2j − 1; 2) i− парне, тобто i = 2j.

Розглянемо випадок, коли c′2j−1 > c2j−1. Тодi рiзниця

x′−a=
(

1

2c1+...+c′2j−1−1
− 1

2c1+...+c′2j−1+a2j−1
+. . .+

(−1)2j+n−1

2c1+...+c′2j−1+a2j+...+a2j+n−1

)
−
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−
(

1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1
− 1

2c1+...+c2j−1+c2j−1
+ . . .+

1

2c1+...+c2k−1−1

)
=

=

(
1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
− 1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1

)
−

−
(

1

2c1+...+c′2j−1+a2j−1
− 1

2c1+...+c2j−1+c2j−1

)
+ . . .+

+

(
(−1)2j+n−1

2c1+...+c′2j−1+a2j+...+a2j+n−1
− 1

2c1+...+c2k−1−1

)
6

6 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
− 1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1
< − 1

2c1+...+c2j+...+c2k−1
= −δ.

Аналогiчно у випадках, коли c′2j > c2j, c′2j < c2j i c′2j−1 < c2j−1, можна

показати, що число x′ лежить за межами iнтервала (a− δ; a).

Випадок C. Розглянемо тепер число x′ = ∆♯
c1c2...ci−1c′iai+1ai+2...

. В цьому

випадку також або c′i < ci, або c′i > ci, причому можливо: 1) i− непарне,

тобто i = 2j − 1; 2) i− парне, тобто i = 2j. Коли c′2j < c2j, то рiзниця

x− a =

(
− 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
+

1

2c1+...+c′2j−1+a2j−1
−

− 1

2c1+...+c′2j−1+a2j+a2j+1−1
+ . . .

)
+

+

(
1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1
− 1

2c1+...+c2j−1+c2j−1
+ . . .+

(−1)2k−2

2c1+...+c2k−1−1

)
=

=

(
− 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
+

1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1

)
−

−
(
− 1

2c1+...+c′2j−1+a2j−1
+

1

2c1+...+c2j−1+c2j−1

)
+ . . .+

+

(
− (−1)2j+n−1

2c1+...+c′2j−1+a2j+...+a2j+n−1
+

(−1)2k−2

2c1+...+c2k−1−1

)
+ . . . 6

6 − 1

2c1+...+ci−1+c′2j−1−1
+

1

2c1+...+ci−1+c2j−1−1
< − 1

2c1+...+c2j+...+c2k−1
= −δ.

Аналогiчно можна довести, що число x′ не належить (a − δ; a), коли

c′2j−1 < c2j−1, c′2j−1 > c2j−1 i c′2j > c2j.

Отже, x не може мати зображення, вiдмiнне вiд (2.4.1)-(2.4.3), а це озна-

чає, що x ∈ C i, отже, A ⊂ C. Враховуючи першу частину доведення,

маємо C ⊂ A i A ⊂ C, тобто A = C. Таким чином, при m = 2k − 1 ци-

лiндр ∆♯
c1c2...cm

є вiдрiзком [a−δ; a], що i вимагалось довести. Аналогiчними

мiркуваннями можна дiйти того ж висновку, коли m = 2k.
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Наслiдок 2.4.1. Для довжини цилiндра ∆♯
c1c2...cm

рангу m мають мi-

сце спiввiдношення: |∆♯
c1c2...cm

| = 1

2c1+c2+...+cm
6 1

2m
→ 0 (m→ ∞).

Наслiдок 2.4.2. Для довiльного цилiндра ∆♯
c1c2...cm

має мiсце рiвнiсть

(основне метричне вiдношення)

|∆♯
c1c2...cmi|

|∆♯
c1c2...cm|

=
1

2i
, i = 1, 2, . . . .

Зауважимо, що значення основного метричного вiдношення залежить

лише вiд останньої цифри в основi цилiндра ∆♯
c1c2...cmi.

2.5. Оператори у просторi ∆♯-зображень

У множинi всiх ∆♯-зображень дiйсних чисел пiвiнтервала (0; 1] розгля-

немо оператор ω̂ лiвостороннього зсуву цифр зображення числа (далi —

оператор лiвостороннього зсуву), означений рiвностями:

ω̂
(
∆♯

a1a2...an...

)
= ∆♯

a2a3...an...
, ω̂

(
∆♯

a1a2...an(∅)

)
= ∆♯

a2a3...an(∅),

ω̂
(
∆♯

[i+1](∅)

)
= ω̂

(
∆♯

i1(∅)

)
= ∆♯

1(∅).

Вiн породжує функцiю ω : (0; 1] → (0; 1], коректно означену в ∆♯-iрра-

цiональних точках в силу однозначностi ∆♯-зображення; а в ∆♯-рацiональ-

них точках пiсля домовленостi використовувати лише одне з ∆♯-зображень,

а саме: ∆♯
a1a2...an1(∅).

Даний оператор володiє властивiстю сюр’єктивностi, але не має власти-

востi iн’єктивностi, оскiльки ω̂(∆♯
ia2...an...

) = ω̂(∆♯
ja2...an...

) при i ̸= j.

Точки ∆♯
(i), i = 1, 2, 3, . . . є iнварiантними для вiдображення ω.

Лема 2.5.1. 1. Функцiя ω(x) є кусково-лiнiйною, причому лiнiйною на

кожному цилiндрi першого рангу:

ω(x) = 2− 2ix при x ∈ ∆♯
i, (2.5.1)

тобто x = ∆♯
ia2...an...

, i = 1, 2, 3, . . ..



63

2. В кожнiй точцi виду x = ∆♯
[i+1](∅), i ∈ N, вона має розрив першого

роду зi стрибком 1.

Доведення. 1. Справдi,

x = ∆♯
ia2a3...an...

=
1

2i−1
− 1

2i

(
1

2a2−1
− 1

2a2+a3−1
+ . . .

)
,

тобто x =
1

2i−1
− 1

2i
ω(x), звiдки випливає (2.5.1).

2. Дослiдимо поведiнку ω(x) в правому ε-пiвоколi точки x=∆♯
[i+1](∅).

Оскiльки x→ ∆♯
[i+1](∅) + 0 рiвносильна умовi x ∈ ∆♯

i1j, де j → ∞, то

lim
x→∆♯

[i+1](∅)+0
ω(x) = lim

j→∞
ω
(
∆♯

i1j

)
= lim

j→∞
∆♯

1j = 1.

У лiвому ε-пiвоколi точки x = ∆♯
[i+1](∅) умова x → ∆♯

[i+1](∅) − 0 рiвно-

сильна умовi x ∈ ∆♯
[i+1]j, де j → ∞. Тодi

lim
x→∆♯

[i+1](∅)−0
ω(x) = lim

j→∞
ω
(
∆♯

[i+1]j

)
= lim

j→∞
∆♯

j = 0.

Зауваження 2.5.1. Всi прямi, що є графiками лiнiйних функцiй (2.5.1),

мають рiзнi кутовi коефiцiєнти, але вiсь ординат перетинають в однiй точцi.

Наслiдок 2.5.1. Оператор лiвостороннього зсуву символiв ω̂ кожну

пiдмножину пiвiнтервала (0; 1] нульової мiри Лебега переводить в мно-

жину нульової мiри Лебега, а пiдмножину повної мiри — в множину

повної мiри; бiльше того, прообразом множини нульової мiри є множи-

на нульової мiри, а множини повної мiри — множина повної мiри.

Нехай i — фiксоване натуральне число. Оператор, залежний вiд пара-

метра i, коректно означений на пiвiнтервалi (0, 1] рiвнiстю

δi(x) = δi

(
∆♯

a1(x)a2(x)...

)
= ∆♯

ia1a2...
,

який визначає злiченний клас функцiй y = δi(x), i ∈ N, називається опера-

тором правостороннього зсуву цифр ∆♯-зображення.
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Лема 2.5.2. При кожному фiксованому значеннi параметра i ∈ N

вiдображення

δi(x) = ∆♯
ia1(x)...an(x)...

= − 1

2i
x+

1

2i−1

є стискуючим вiдображенням з коефiцiєнтом
1

2i
i iнварiантною точкою

x = ∆♯
(i).

Доведення. Дане твердження випливає з того, що

δi(x) = ∆♯
ia1(x)...an(x)...

=
1

2i−1
− 1

2i

(
1

2a1−1
− 1

2a1+a2−1
+

1

2a1+a2+a3−1
− . . .

)
=

=
1

2i−1
− 1

2i
x,

а тому,
∣∣∣∣δi(x2)− δi(x1)

x2 − x1

∣∣∣∣ = 1

2i
i δi

(
∆♯

(i)

)
= ∆♯

(i).

Зауваження 2.5.2. Для операторiв лiвостороннього зсуву ω̂ i правосто-

роннього зсуву δi(x) мають мiсце рiвностi:

ω̂(δi(x)) = x; δa1(x)(ω̂(x)) = x.

У множинi Z♯
(0,1] всiх ∆♯-зображень чисел (0, 1] введемо бiнарне вiдно-

шення еквiвалентностi “мати однаковий хвiст” (символiчно: ∼).

Означення 2.5.1. Будемо говорити, що два ∆♯-зображення

∆♯
a1a2...an...

i ∆♯
b1b2...bn...

мають однаковий хвiст, або перебувають у вiдношеннi ∼, якщо iснують

натуральнi числа m та k такi, що am+j = bk+j для будь-якого j ∈ N .

Очевидно, що вiдношення ∼ є вiдношенням еквiвалентностi (тобто має

властивостi рефлективностi, симетричностi та транзитивностi) i розбиває

множину, на якiй воно задане, на класи еквiвалентностi. Кожен з класiв

еквiвалентностi називається хвостовою множиною, яка однозначно визна-

чається довiльним своїм елементом (представником).
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Означення 2.5.2. Будемо говорити, що два числа x i y мають одна-

ковий хвiст (або пребувають у вiдношеннi ∼), якщо їх ∆♯-зображення пе-

ребувають у вiдношеннi ∼. Символiчно: x ∼ y.

Лема 2.5.3. Кожна хвостова множина є злiченною i щiльною в (0, 1]

множиною.

Доведення. Нехай K — довiльний клас еквiвалентностi, x0 = ∆♯
c1...ck...

—

його представник. Тодi очевидно, що для довiльного натурального m iснує

множина Km таких чисел x, що ak+j(x) = cm+j для довiльного j ∈ N ,

k = 1, 2, ... . Тодi множина K =
∪

m∈N
Km, будучи злiченним об’єднанням

злiченних множин, є множиною злiченною.

Доведемо тепер, що множина K щiльна в (0, 1]. Оскiльки належнiсть

числа x до множини K не залежить вiд довiльної скiнченної кiлькостi пер-

ших символiв його ∆♯-зображення, то в кожному з цилiндрiв довiльного

рангу m iснує точка множини K. Отже, K є всюди щiльною в (0, 1] мно-

жиною. Що й вимагалось довести.

Теорема 2.5.1. Фактор-множина G ≡ (0, 1]/ ∼ є континуальною.

Доведення. Скористаємось методом доведення вiд супротивного. При-

пустимо, що G є злiченною. Тодi, згiдно з лемою 2.5.3, пiвiнтервал (0, 1]

є злiченним об’єднанням злiченних множин. Але добре вiдомо, що остан-

ня множина є злiченною, а пiвiнтервал (0, 1] є континуальною множиною.

Отримана суперечнiсть доводить теорему.



66

2.6. Фрактальна розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича i

∆♯-цилiндри

Однiєю з традицiйних задач теорiї розмiрностi Гаусдорфа–Безиковича

є задача [3, 5, 45] про те, чи достатньо класу множин Φ для того, щоб

α0(E,Φ) = α0(E).

Нехай W— клас усiх зв’язних множин, що є об’єднаннями цилiндрiв

однакового рангу, якi належать одному i тому ж цилiндру попереднього

рангу, тобто множин вигляду

(1) ∆♯
c1c2...cm

, (2)
∞∪
i=n

∆♯
c1c2...cmi, (3)

n∪
i=1

∆♯
c1c2...cmi, (4)

n∪
i=k

∆♯
c1c2...cmi

для всiх k,m, n ∈ N i наборiв натуральних чисел (c1, c2, . . . , cm).

Позначимо через Wε клас множин з W, дiаметри яких не перевищу-

ють ε.

Лема 2.6.1. Для довiльного iнтервалу u ⊂ (0, 1] iснує не бiльше чо-

тирьох множин з W|u|, якi покривають u i мають дiаметри не бiльшi

за |u|.

Доведення. Нехай u = (a, b). Точки a i b можуть належати: 1) рiзним

цилiндрам 1-го рангу; 2) одному цилiндру 1-го рангу.

1. Нехай a ∈ ∆♯
a1

, b ∈ ∆♯
b1

, c = max∆♯
a1

, d = min∆♯
b1

. Оскiльки a < b, то

a1 > b1 i a < d < b.

Можливi пiдвипадки: 1) a1 − b1 > 1 i 2) a1 − b1 = 1.

1.1. Нехай a1 − b1 > 1. Тодi (a, b) = (a, d] ∪ (d, b).

Якщо a = min∆♯
a1

, то [a, d] =
a1∪

i=b1+1

∆♯
i ⊂ Wd−a ⊂ Wb−a. Якщо a ∈ ∇♯

a1
,

то (a, d) покривається двома множинами з Wd−a, а саме: ∆♯
a1

i
a1−1∪

j=b1+1

∆♯
j.

Таким чином, для покриття [a, d] достатньо двох множин з Wd−a, а

отже, i з Wb−a.
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Розглянемо [d, b]. Якщо b = max∆♯
b1

, то [d, b] = ∆♯
b1

⊂ Wb−d ⊂ Wb−a.

Якщо b ∈ ∇♯
b1

, то розглянемо цилiндри 2-го рангу ∆♯
b1j

, якi належать ∆♯
b1

.

Якщо b = max∆♯
b1n

, то [d, b] =
n∪

j=1

∆♯
b1j

⊂ Wb−d. Якщо b ∈ ∇♯
b1n

, то [d, b]

покривають:

а) двi множини з Wb−a:
n−1∪
j=1

∆♯
b1j

i ∆♯
b1n
, якщо n > 1,

б) одна множина ∆♯
b11

, якщо n=1, оскiльки |∆♯
b11
| < |∆♯

b1+1|, ∆♯
b1+1 ⊂ [a, b].

Отже, для покриття [d, b] досить двох множин з Wb−a i не бiльше чоти-

рьох множин для покриття [a, b].

1.2. Нехай a1 − b1 = 1. Тодi c = d, a ∈ ∇♯
a1

. Розглянемо [a, d]. Якщо

a = min∆♯
a1k

, то [a, d] =
∞∪
j=k

∆♯
a1j

⊂ Wd−a ⊂ Wb−a.

Якщо a ∈ ∇♯
a1k

, то [a, d] покривається двома множинами з Wb−a, а

саме: ∆♯
a1k

i
∞∪

j=k+1

∆♯
a1j
, оскiльки згiдно з рiвнiстю |∆♯

c1...cms| =
∞∑

j=s+1

|∆♯
c1...cmj|

маємо |∆♯
a1k

| =
∞∑

j=k+1

|∆♯
a1j

|. Отже, для покриття [a, d] досить двох множин

з Wb−a.

Тепер розглянемо [d, b]. Якщо b = max∆♯
b1n

, то [d, b] =
n∪

j=1

∆♯
b1j

⊂ Wb−d.

Якщо b ∈ ∇♯
b1n

i n > 1, то [d, b] покривається двома множинами з Wb−a,

а саме:
n−1∪
j=1

∆♯
b1j

i ∆♯
b1n
, оскiльки |∆♯

b1n
| < |∆♯

b11
|, ∆♯

b11
⊂ [d, b].

Якщо ж b ∈ ∇♯
b11

, то розглянемо цилiндри ∆♯
b11j

3-го рангу, якi належать

∆♯
b11

. В цьому випадку [d, b] покривається не бiльш нiж двома множинами

з Wb−a, а саме:

а) якщо b = max∆♯
b11s

, то однiєю множиною:
∞∪
j=s

∆♯
b11j

,

б) якщо b ∈ ∇♯
b11s

, то двома множинами:
∞∪

j=s+1

∆♯
b11j

i ∆♯
b11s

,

оскiльки довжина останньої є меншою дiаметра першої. Отже, для покри-

ття [d, b] досить двох множин з Wb−a i чотирьох множин для покриття

всього [a, b].
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2. Якщо a i b належать одному цилiндру 1-го рангу, то iснує цилiндр

∆♯
c1c2...cm

деякого рангуm, якому належать числа a i b, але не iснує цилiндра

рангу m+ 1, якому б вони належали.

У випадку, коли m парне, для доведення леми досить повторити мiр-

кування випадку 1, де роль (0, 1] буде вiдiгравати цилiндр ∆♯
c1c2...cm

.

Якщо ж m— число непарне, дiйти до висновку можна аналогiчними

мiркуваннями. При цьому числа a i b, c i d обмiнюються ролями.

Теорема 2.6.1. Класу множин W достатньо для визначення розмiр-

ностi Гаусдорфа–Безиковича довiльної борелiвської множини E ⊂ [0, 1],

тобто

α0(E,W) = α0(E). (2.6.1)

Доведення. З леми 2.6.1 випливає mα
ε (E,W) 6 4mα

ε (E). Справдi, для

довiльного вiдрiзка u, що бере участь в покриттi E, iснує не бiльше чо-

тирьох множин ω1, ω2, ω3, ω4 з W, для яких |ωi|α 6 |u|α при довiльному

α ∈ (0, 1).

З iншого боку, mα
ε (E) 6 mα

ε (E,W), оскiльки у визначеннi mα
ε (E) iнфi-

мум береться за ширшим класом покриттiв, який включає i множини з W.

Таким чином, mα
ε (E) 6 mα

ε (E,W) 6 4mα
ε (E) для будь-якого ε > 0. Звiд-

ки перехiд до границь дає Hα(E) 6 Hα(E,W) 6 4Hα(E), тобто Hα(E) i

Hα(E,W) одночасно по α набувають значень 0 та ∞. А це означає, що має

мiсце рiвнiсть (2.6.1).

2.7. Метричнi задачi: фрактали канторiвського типу

З виразу довжини цилiндра i формул для геометричної прогресiї ви-

пливає наступне твердження.

Лема 2.7.1. Для мiри Лебега λ мають мiсце наступнi рiвностi:

1. λ

(
k∪

i=1

∆c1...cmi

)
=

(
1− 1

2k

)
|∆♯

c1...cm
| =

(
1− 1

2k

)
1

2c1+c2+...+cm
;
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2. λ

( ∞∪
i=k+1

∆c1...cmi

)
=

1

2k
|∆♯

c1...cm
| ==

1

2k
1

2c1+c2+...+cm
;

3. λ

( n∪
i=k+1

∆c1...cmi

)
=

(
1− 1

2n−k

)
|∆♯

c1...cm
| =

(
1− 1

2n−k

)
1

2c1+c2+...+cm
.

Теорема 2.7.1. Множина

C ≡ C[∆♯, V ] = {x : x = ∆♯
a1a2...an...

, an ∈ V ̸= N} :

1) досконала; 2) нiде не щiльна; 3) має нульову мiру Лебега; 4) самопо-

дiбна, якщо V — скiнченна множина, i N -самоподiбна, якщо V — не-

скiнченна множина, її фрактальна розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича є

розв’язком рiвняння ∑
v∈V

(
1

2v

)x

= 1.

Доведення. 1. Нехай x0 = ∆♯
c1...cn...

— гранична точка множини C, тобто

така, що для будь-якого ε > 0 iнтервал (x0− ε;x0+ ε) мiстить нескiнченну

кiлькiсть точок множини C.

Доведемо, що x0 ∈ C, тобто покажемо, що всi cj належать V, j ∈ N.

Припустимо, що це не так, тобто iснує ci ∈ N \ V . Тодi x0 ∈ ∆♯
c1...ci−1ci

.

Але ∇♯
c1...ci−1ci

∩ C = ∅ i тому (x0 − ε;x0 + ε) ∩ C = ∅ при ε <
1

2i+1
, що

суперечить тому, що x0 є граничною для C. Тобто всi cj ∈ V i x0 ∈ C.

Отже, C є замкненою множиною.

Тепер покажемо, що C не мiстить iзольованих точок. Припустимо су-

противне. Нехай x1 = ∆♯
c1...cn...

— iзольована точка множини C (cj ∈ V ),

тобто iснує ε > 0 таке, що (x1 − ε;x1) ∩ C = ∅ = C ∩ (x1;x1 + ε).

Але, взявши m достатньо великим, а саме:
1

2c1+c2+...+cm
< ε, матимемо

∆♯
c1...cm

⊂ (x1 − ε;x1 + ε). Тодi точка x2 = ∆♯
c1...cmi(v) ∈ C ∩ (x1 − ε;x1 + ε),

де i ∈ V \ {cm+1}, v ∈ V, що суперечить припущенню, оскiльки x2 ̸= x1.

Таким чином, множина C є замкненою i не мiстить iзольованих точок,

тобто є досконалою.
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2. Скористаємось означенням нiде не щiльної множини. Для цього пока-

жемо, що для довiльного iнтервалу (a, b) ⊂ (0, 1) iснує пiдiнтервал (a′, b′) ⊂
(a, b), який не мiстить точок множини C. Не порушуючи загальностi, мо-

жна вважати, що числа a i b мають нескiнченнi зображення. Нехай

a = ∆♯
c1...cm−1cmcm+1...

, b = ∆♯
c1...cm−1c′mc′m+1...

, де cm ̸= c′m.

1) Якщо m — число непарне, то cm > c′m i cj = c′j при j < m. Тодi

(a′, b′) = ∇c1...cm−1cm[cm+1+1]j, де j ∈ N \ V.
2) Якщо ж m — парне, то cm < c′m i cj = c′j при j < m. I тодi

(a′, b′) = ∇c1...cm−1c′m[c′m+1+1]j, де j = N \ V.
3. Якщо V1 ⊂ V2, то очевидно, що C[∆♯, V1] ⊂ C[♯, V2]. Тодi мiркування

досить провести для випадку, коли множина N \ V = {u} складається з

одного елемента.

Нехай Fk — це об’єднання всiх цилiндрiв k-го рангу, серед внутрiшнiх

точок яких є точки множини C. Тодi C ⊂ Fk+1 ⊂ Fk. А отже,

λ(C) 6 λ(Fk) для всiх k ∈ N.

Оскiльки Fk =
∪
i1 ̸=u

∪
i2 ̸=u

. . .
∪
ik ̸=u

∆i1i2...ik, то

λ(Fk) =
∑
i1 ̸=u

∑
i2 ̸=u

. . .
∑
ik ̸=u

|∆i1i2...ik| =
∑
i1 ̸=u

∑
i2 ̸=u

. . .
∑

ik−1 ̸=u

|∆i1i2...ik−1
|
∑
ik ̸=u

1

2ik
=

=

(
1− 1

2u

)∑
i1 ̸=u

. . .
∑

ik−1 ̸=u

|∆i1...ik−1
| =
(
1− 1

2u

)∑
i1 ̸=u

. . .
∑

ik−2 ̸=u

|∆i1...ik−2
|
∑

ik−1 ̸=u

1

2ik−1
=

=

(
1− 1

2u

)2∑
i1 ̸=u

. . .
∑

ik−2 ̸=u

|∆i1...ik−2
|= . . .=

(
1− 1

2u

)k−1∑
i1 ̸=u

|∆i1| =

=

(
1− 1

2u

)k−1∑
i1 ̸=u

1

2i1
=

(
1− 1

2u

)k

.

Тодi λ(C) 6 λ(Fk) =

(
1− 1

2u

)k

→ 0, коли k → ∞. А отже, λ(C) = 0.

4. Оскiльки C =
∪
n
Cn i C 2−cn

∼ Cn = ∆♯
cn
∩ C, то множина C є самопо-

дiбною у випадку скiнченного об’єднання i N -самоподiбною, якщо n→ ∞.
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Її самоподiбна (N -самоподiбна) розмiрнiсть набуває значень з нескiнченної

множини i є розв’язком рiвняння
∑
cn∈V

(
1

2cn

)x

= 1.

Наслiдок 2.7.1. Якщо V = N\{1}, то α0(C) = log2
2√
5− 1

.

Теорема 2.7.2. Нехай c i s — фiксованi натуральнi числа. Множина

D ≡ D[∆♯, cs] = {x : x = ∆♯
a1...an...

, де anan+1 ̸= cs ∀n ∈ N}

є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега.

Доведення. Доведемо, що D є нiде не щiльною множиною за означен-

ням. Нехай (a, b) — довiльний iнтервал, що належить (0, 1]. Легко вказати

цилiндр ∆♯
c1...cm

⊂ (a, b).

Справдi, оскiльки a < b, то iснує k таке, що ak(a) ̸= ak(b), але ai(a) =

ai(b) при i < k. Тодi можливi випадки: 1) k − непарне; 2) k − парне.

1) ∆♯
a1(a)...ak(a)[ak+1(a)+1] ⊂ (a, b), а ∆♯

a1(a)...ak(a)[ak+1(a)+1]cs ∩D = ∅.

2) ∆♯
a1(b)...ak(b)[ak+1(b)+1] ⊂ (a, b), а ∆♯

a1(b)...ak(b)[ak+1(b)+1]cs ∩D = ∅.

Тому множина D є нiде не щiльною за означенням.

Доведемо, що мiра Лебега множини D рiвна нулю. Можливi випадки:

1) c = s; 2) c ̸= s. Нехай ∆
♯
c1...cm

≡ ∆♯
c1...cm

∩D. Тодi у першому випадку

D =

∪
i̸=c

∆
♯
i

 ∪

∪
i̸=c

∆
♯
ci

 .
У другому випадку

D=

∪
i̸=c

∆
♯
i

∪
 ∪
c̸=i̸=s

∆
♯
ci

∪
 ∪
c̸=i̸=s

∆
♯
cci

∪. . .∪
 ∪
c̸=i ̸=s

∆
♯
c . . . c︸ ︷︷ ︸

k

i

 ∪ . . . ∪∆♯
(c).

Нехай F0 = (0, 1], F2k — об’єднання цилiндрiв рангу 2k, якi мiстять

точки множини D,

F 2(k+1) = F2k \ F2(k+1). (2.7.1)
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Очевидно, що F2k ⊃ F2(k+1) ⊃ D ∀ k ∈ N i D =
∞∩
k=1

F2k = lim
k→∞

F2k.

За неперервнiстю мiри Лебега зверху λ(D) = lim
k→∞

λ(F2k). Тодi

λ(D) = lim
k→∞

[
λ(F2k)

λ(F2(k−1))
·
λ(F2(k−1))

λ(F2(k−2))
· . . . · λ(F2)

λ(F0)

]
=

lim
k→∞

k∏
m=1

λ(F2m)

λ(F2(m−1))
=

∞∏
m=1

λ(F2m)

λ(F2(m−1))
. (2.7.2)

З (2.7.1) маємо

λ(F2(k+1)) = λ(F2k)− λ(F 2(k+1)) i
λ(F2(k+1))

λ(F2k)
= 1−

λ(F 2(k+1))

λ(F2k)
.

Пiдставивши в (2.7.2) отриманий вираз, одержимо

λ(D) =
∞∏
k=1

(1−
λ(F 2(k+1))

λ(F2k)
).

Останнiй нескiнченний добуток розбiгається до нуля тодi i тiльки тодi,

коли ∞∑
k=1

λ(F 2(k+1))/λ(F2k) = ∞. (2.7.3)

Знайдемо оцiнки останнього вiдношення.

Нехай ∆♯
c1...c2k

— цилiндр з F2k. Можливi випадки: 1)c2k = c, 2)c2k ̸= c.

Якщо c2k = c, то ∇♯
c1...c2ks

∩D = ∅ i
|∆♯

c1...c2ks
|

|∆♯
c1...c2k|

=
1

2s
.

Якщо c2k ̸= c, то ∇♯
c1...c2kcs

∩D = ∅ i
|∆♯

c1...c2kcs
|

|∆♯
c1...c2k|

=
1

2c+s
.

Тому, враховуючи це, маємо 0 <
1

2c+s
6

λ(F 2(k+1))

λ(F2k)
6 1

2s
< 1. Отже,

ряд (2.7.3) розбiгається, оскiльки не виконується необхiдна умова збiжностi

i тому λ(D) = 0.
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2.8. Деякi задачi ймовiрнiсної теорiї чисел, пов’язанi з

∆♯-зображенням чисел

У традицiйному розумiннi ймовiрнiсна теорiя чисел займається теоре-

тико-числовими проблемами з використанням ймовiрнiсних засобiв. Ймо-

вiрнiсна теорiя зображень дiйсних чисел розв’язує ймовiрнiснi проблеми з

використанням рiзних систем зображення чисел. Її важливою складовою

є вивчення розподiлiв ймовiрностей на множинах дiйсних чисел, визначе-

них умовами на їх зображення у тiй чи iншiй системi, зокрема випадкових

величин, цифри зображення яких є випадковими величинами з наперед

заданими розподiлами.

Теорема 2.8.1. Якщо випадкова величина τ = ∆♯
τ1τ2...τk...

має рiвно-

мiрний на (0, 1] розподiл, то цифри τk її ∆♯-зображення є незалежними

випадковими величинами, що мають однаковi розподiли

P{τk = i} =
1

2i
, i = 1, 2, . . . . (2.8.1)

Доведення. Оскiльки τ має рiвномiрний розподiл на (0, 1], то

1. P{τ = a} = 0 для довiльного a ∈ (0, 1];

2. P{τ ∈(a, b)}=P{τ ∈ [a, b]}=P ([a, b])= =b−a, зокрема для довiльного

цилiндра ∆♯
c1...cm

, враховуючи вираз його довжини, має мiсце рiвнiсть

P (∆♯
c1...cm

) = |∆♯
c1...cm

| = 1

2c1+...+cm
=

m∏
i=1

1

2ci
.

Скористаємось методом математичної iндукцiї, тобто доведемо, що для

довiльного k ∈ N випадкова величина τk не залежить вiд τj, де j < k i

мають мiсце рiвностi (2.8.1).

Враховуючи неперервнiсть розподiлу випадкової величини τ та власти-

востi цилiндрiв, маємо

P{τ1= i}=P{τ ∈ ∆♯
i}=P (∆

♯
i)= |∆♯

i|=
1

2i
;

P{τ1 = i, τ2 = j} = P{τ ∈ ∆♯
ij} = P (∆♯

ij) = |∆♯
ij| =

1

2i+j
= |∆♯

i| · |∆
♯
j| =
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=P (∆♯
i)P (∆

♯
j)=P{τ1= i}·P{τ2=j}=

1

2i+j
;

P{τ2 = i} = P{τ ∈
∞∪
j=1

∆♯
ji} = P (

∞∪
j=1

∆♯
ji) =

=
∞∑
j=1

|∆♯
ji| =

∞∑
j=1

1

2i+j
=

1

2i

∞∑
j=1

1

2j
=

1

2i
.

Аналогiчно,

P{τk+1 = i} = P{τ ∈
∞∪

j1=1

...
∞∪

jk=1

∆♯
j1...jki

} =
∞∑

j1=1

...
∞∑

jk=1

|∆♯
j1...jki

| =

=
1

2i

∞∑
j1=1

...
∞∑

jk=1

1

2j1+j2+...+jk
=

1

2i
.

Оскiльки остання ймовiрнiсть не залежить вiд k, а лише вiд i, то τk є

незалежними i однаково розподiленими.

Теорема 2.8.2. Якщо цифри ξk ∆♯-зображення випадкової величини

ξ = ∆♯
ξ1ξ2...ξn...

є незалежними випадковими величинами, якi набувають

значень 1, 2, . . . , i, . . . вiдповiдно з ймовiрностями p1k, p2k, . . . , pik, . . .

(p1k+ ...+ pik+ ... = 1, k ∈ N), то розподiл ξ є або чисто дискретним, або

чисто неперервним (неатомарним), причому чисто дискретним — тодi

i тiльки тодi, коли M =
∞∏
k=1

max
i

{pik} > 0.

Точковий спектр (множина атомiв) дискретно розподiленої випадко-

вої величини ξ складається з точки x0 такої, що paj(x0)j = max
i

{pik}, i

всiх точок x, якi мають властивiсть paj(x)j > 0 для будь-якого j ∈ N i

iснує таке m ∈ N, що aj(x) = aj(x0) при j > m.

Доведення. Зауважимо, що випадкова величина ξ не набуває значень

з множини точок, якi мають скiнченнi ∆♯-зображення. Тому у подальших

мiркуваннях ми нехтуємо точками цiєї множини. А решта точок (0; 1] ма-

ють єдине ∆♯-зображення. З незалежностi ξk i єдиностi ∆♯-зображення ви-

пливає, що P{ξ = ∆♯
c1c2...cm...} =

∞∏
k=1

pckk, тобто P{ξ = x} =
∞∏
j=1

paj(x)j.

Спочатку доведемо необхiднiсть: якщо M > 0, то розподiл ξ є чисто

дискретним. Оскiльки P{ξ = x0} =M , то P{ξ = x0} > 0.
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Якщо pak(x′)k > 0 для будь-якого k ∈ N i ∆♯-зображення точки x′ вiдрi-

зняється вiд зображення точки x0 не бiльше, нiж першими (m−1) ∆♯-сим-

волами, то

P{ξ = x′} =
m−1∏
k=1

pak(x′)k ·
∞∏

k=m

pak(x0)k =
m−1∏
k=1

pak(x′)k ·
M

m∏
k=1

pak(x0)k

.

Нехай Am — множина всiх точок x′, ∆♯-цифри яких спiвпадають з

∆♯-цифрами точки x0, починаючи з m. Тодi послiдовнiсть множин Am має

властивостi:

1. {x0} = A1 ⊂ A2 ⊂ . . . ⊂ Am ⊂ Am+1 ⊂ . . . ;

2. P{ξ ∈ Am} =
∑

a1∈N
. . .

∑
am−1∈N

m−1∏
k=1

pak(x′)k · M
m∏

k=1

pak(x0)k

=
M

m∏
k=1

pak(x0)k

→ 1,

коли m→ ∞.

Отже, злiченна множина A = lim
m→∞

Am =
∞∪

m=1
Am є носiєм розподiлу

випадкової величини ξ, тобто розподiл є дискретним.

Достатнiсть. Якщо ξ має дискретний розподiл, то iснує x′ таке, що

0 < P{ξ = x′} =
∞∏
k=1

pak(x′)k 6
∞∏
k=1

max
i

{pik} =M, тобто M > 0.
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Висновки до роздiлу 2

Цей роздiл був присвячений нескiнченно-символьному зображенню чи-

сел пiвiнтервала (0;1], яке породжується класичною неперервною строго

зростаючою сингулярною функцiєю Мiнковського i називається ∆♯-зобра-

женням. В ньому ми обґрунтували критерiй рацiональностi числа; вивчили

геометрiю цього зображення (з’ясували геометричний змiст цифр, описа-

ли властивостi цилiндричних i хвостових множин, обґрунтували основне

метричне вiдношення, розв’язали кiлька задач метричного змiсту) i вказа-

ли застосування ∆♯-зображення у ймовiрнiснiй теорiї чисел, а саме: в теорiї

розподiлiв випадкових величин, iндукованих розподiлами їх цифр. В ньому

також описано властивостi операторiв лiвостороннього та правосторонньо-

го зсуву цифр ∆♯-зображення, зокрема встановлено їх кускову лiнiйнiсть,

що свiдчить про N -самоподiбнiсть зображення.

Доведено, що при обчисленнi (рiвноцiнно означенню) розмiрностi Гаус-

дорфа-Безиковича борелiвських пiдмножин [0;1] можна обмежитись зв’я-

зними об’єднаннями цилiндрiв. Для множин канторiвського типу, визначе-

них обмеженнями на вживання цифр, виведенi рiвняння для обчислення

самоподiбної розмiрностi та формули для обчислення мiри Лебега.

Основними науковими результатами цього роздiлу є теореми 2.6.1 (про

довiрчiсть класу покриттiв зв’язними об’єднаннями цилiндрiв та еквiвален-

тне означення розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича), 2.7.2 (про нуль-мiрнiсть

Лебега множини чисел з забороною у їх ∆♯-зображеннi пари фiксованих

цифр), 2.8.1 (про “статистичну” незалежнiсть цифр ∆♯-зображення чисел

та незалежнiсть цифр ∆♯-зображення чисел рiвномiрно розподiленої в.в.),

2.8.2 (про лебегiвську чистоту розподiлу в.в., цифри ∆♯-зображення якої є

незалежними в.в., та критерiй її неперервностi).

Основнi результати цього роздiлу опублiкованi у роботах [1a,2a] i апро-

бованi на наукових конференцiях, про що свiдчать тези доповiдей [7a,9a].
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РОЗДIЛ 3

∆µ-ЗОБРАЖЕННЯ ДIЙСНИХ ЧИСЕЛ

Роздiл присвячений зображенню (кодуванню) чисел з пiвiнтервала (0; 1]

з нескiнченним алфавiтом, залежне вiд одного параметра µ ∈ (0; 1), яке є

узагальненням ∆♯-зображення i називається ∆µ-зображенням. Вивчається

геометрiя цього зображення та розв’язуються задачi йому вiдповiдної ме-

тричної теорiї. Вводиться поняття рацiонального ∆µ-зображення, доводи-

ться ознака рацiональностi числа у його рацiональному ∆µ-зображеннi.

3.1. Означення ∆µ-зображення числа

Нехай (0, 1) ∋ µ — фiксоване число (параметр).

Теорема 3.1.1. Для будь-якого x∈ (0,1] iснує скiнченний впорядкова-

ний набiр (a1, . . . , am) або послiдовнiсть натуральних чисел (an) такi, що

x = (1−µ)a1−1−(1−µ)a1−1µa2+(1−µ)a1+a3−1µa2−(1−µ)a1+a3−1µa2+a4+. . .+

+(1−µ)a1+a3+...+a2n−1−1µa2+a4+...+a2n−2−(1−µ)a1+a3+...+a2n−1−1µa2+a4+...+a2n+. . . =

=
∑
n

(Bn −Bn
′), (3.1.1)

де Bn = (1− µ)a1+a3+...+a2n−1−1µa2+a4+...+a2n−2, Bn
′ = Bn · µa2n.

Зауваження. Не дивлячись на те, що дане твердження є наслiдком фа-

ктiв, доведених у роботi [48], ми дамо йому нове незалежне доведення.

Доведення. Нехай x — довiльне число з (0; 1]. Оскiльки

(0; 1] =
∞∪
n=1

(
(1− µ)n; (1− µ)n−1

]
,

то очевидно, що iснує a1 ∈ N таке, що (1− µ)a1 < x 6 (1− µ)a1−1,
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(1− µ)a1 − (1− µ)a1−1 = −µ(1− µ)a1−1 < x− (1− µ)a1−1 ≡ x1 6 0.

Якщо x1 = 0, тодi x = (1− µ)a1−1. Якщо x1 ̸= 0, тодi |x1| < µ(1− µ)a1−1.

Оскiльки

x1 ∈
[
−µ(1− µ)a1−1; 0

)
=

∞∪
n=1

[
−µn(1− µ)a1−1;−µn+1(1− µ)a1−1

)
,

то iснує a2 ∈ N таке, що −(1− µ)a1−1µa2 6 x1 < −(1− µ)a1−1µa2+1,

06x1+(1−µ)a1−1µa2≡x2 < −(1−µ)a1−1µa2+1+(1−µ)a1−1µa2=(1−µ)a1µa2.
Якщо x2 = 0, то x = (1 − µ)a1−1 − (1 − µ)a1−1µa2. Якщо x2 ̸= 0, то

|x2| < (1− µ)a1µa2.

Аналогiчно, оскiльки

x2 ∈ (0; (1− µ)a1µa2] =
∞∪
n=1

(
(1− µ)a1+nµa2; (1− µ)a1+n−1µa2

]
,

тодi iснує a3 ∈ N таке, що (1− µ)a1+a3µa2 < x2 6 (1− µ)a1+a3−1µa2,

(1− µ)a1+a3µa2 − (1− µ)a1+a3−1µa2 = −(1− µ)a1+a3−1µa2+1 <

< x2 − (1− µ)a1+a3−1µa2 ≡ x3 6 0.

Якщо x3 = 0, тодi x = (1 − µ)a1−1 − (1 − µ)a1−1µa2 + (1 − µ)a1+a3−1µa2.

Якщо x3 ̸= 0, тодi |x3| < (1− µ)a1+a3−1µa2+1. I т.д.

Якщо при деякому k ∈ N матимемо xk = 0, то отримаємо скiнченний

розклад числа x. В iншому випадку матимемо розвинення числа x в ряд,

оскiльки процес розкладу буде збiжним завдяки тому, що xn → 0 при

n→ ∞ i µ ∈ (0, 1). При цьому отримаємо:

x =
∞∑
n=1

(
(1− µ)a1+...+a2n−1−1µa2+...+a2n−2 − (1− µ)a1+...+a2n−1−1µa2+...+a2n

)
.

Наслiдок 3.1.1. Для будь-якого x ∈ (0, 1] iснує скiнченний впорядко-

ваний набiр (a1, . . . , am) або послiдовнiсть натуральних чисел (an) такi,

що

x = (1− µ)a1−1(1− µa2) + (1− µ)a1+a3−1µa2(1− µa4) + . . .+

+(1− µ)a1+a3+...+a2n−1−1µa2+a4+...+a2n−2(1− µa2n) + . . . =

=
∑
n

An(1− µa2n), (3.1.2)

де An = (1− µ)a1+a3+...+a2n−1−1µa2+a4+...+a2n−2.
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Означення 3.1.1. ∆µ-представленням називається подання числа x

у формi (3.1.1), а ∆µ-зображенням — його символiчний запис ∆µ
a1a2...an(∅)

або ∆µ
a1a2...an...

в залежностi вiд скiнченностi чи нескiнченностi суми (3.1.1)

(ряду).

Зауваження 3.1.1. При µ =
1

2
рiвнiсть (3.1.1) набуває вигляду (2.1.4),

а отже, ∆µ-зображення є узагальненням ∆♯-зображення.

3.2. Задача, яка приводить до поняття ∆µ-зображення

Для фiксованого ∆µ-зображення чисел розглядається випадкова вели-

чина ξ = [0; ξ1, ξ2, ...], представлена елементарним ланцюговим дробом, еле-

менти ξk якого утворюють послiдовнiсть незалежних випадкових величин,

що набувають значень 1, 2, . . . , k, . . . з ймовiрностями

P {ξ2k−1 = i} = pi,2k−1 = µ(1− µ)i−1 ≡ pi,1,

P {ξ2k = i} = pi,2k = (1− µ)µi−1 ≡ pi,2

вiдповiдно.

Знайдемо вираз функцiї розподiлу Fξ випадкової величини ξ. Оскiльки

згiдно з означенням Fξ(x) = P{ξ < x}, то проаналiзуємо подiю {ξ < x} i

виразимо її ймовiрнiсть. Враховуючи геометрiю ланцюгового представле-

ння (зображення) чисел, маємо

{ξ < x} = {ξ1 > a1(x)} ∪ {ξ1 = a1(x) ∧ ξ2 < a2(x)} ∪ . . .
∪{ξi = ai(x), при i = 1, 2k − 1 ∧ ξ2k < a2k(x)}∪

∪{ξi = ai(x), при i = 1, 2k ∧ ξ2k+1 > a2k+1(x)} ∪ . . . ,
де подiї в правiй частинi рiвностi попарно несумiснi.

Враховуючи незалежнiсть випадкових величин ξn, знайдемо вирази ймо-

вiрностей подiй, якi беруть участь в останньому об’єднаннi:

P{ξ1 > a1(x)} =
∞∑
n=1

P{ξ1 = a1(x) + n} =
∞∑
n=1

µ(1− µ)a1(x)+n−1 =
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= µ · (1− µ)a1−1 · 1− µ

µ
= µa1(x);

P{ξi = ai(x), при i = 1, 2k − 1 ∧ ξ2k < a2k(x)} =

=
2k−1∏
i=1

P{ξi = ai(x)} ·
a2k(x)−1∑

j=1

P{ξ2k = j} =

= µ(1−µ)a1(x)−1 · (1−µ)µa2(x)−1 · . . . ·µ(1−µ)a2k−1(x)−1 ·
a2k(x)−1∑

j=1

(1−µ)µj−1 =

= (1−µ)a1(x)+a3(x)+...+a2k−1(x)−1µa2(x)+a4(x)+...+a2k−2(x)+1·(1− µ) · (1− µa2k(x)−1)

1− µ
=

= (1− µ)a1(x)+a3(x)+...+a2k−1(x)−1µa2(x)+a4(x)+...+a2k−2(x)+1
(
1− µa2k(x)−1

)
.

P{ξi = ai(x), при i = 1, 2k ∧ ξ2k+1 > a2k+1(x)} =

=
2k∏
i=1

P{ξi = ai(x)} ·
∞∑

j=a2k+1(x)+1

P{ξ2k+1 = j} =

= µ(1− µ)a1(x) · (1− µ)µa2(x) · . . . · (1− µ)µa2k−1(x)
∞∑

j=a2k+1(x)+1

µ(1− µ)j−1 =

= (1− µ)a1(x)+a3(x)+...+a2k−1(x)µa2(x)+a4(x)+...+a2k(x) · µ(1− µ)a2k+1(x)+1)

1− (1− µ)
=

= (1− µ)a1(x)+a3(x)+...+a2k−1(x)+a2k+1(x)µa2(x)+a4(x)+...+a2k(x).

Тодi

P{ξ < x} = µa1 +
∞∑
k=1

[
(1− µ)a1+a3+...+a2k−1−1µa2+a4+...+a2k−2+1

(
1− µa2k−1

)
+

+(1− µ)a1+a3+...+a2k−1+a2k+1µa2+a4+...+a2k
]
=

= (1− µ)a1 + (1− µ)a1−1µ− (1− µ)a1−1µa2 + (1− µ)a1+a3µa2+

+(1− µ)a1+a3−1µa2+1 − (1− µ)a1+a3−1µa2+a4 + (1− µ)a1+a3+a5µa2+a4 + . . . =

= (1−µ)a1−1− (1−µ)a1−1µa2+(1−µ)a1+a3−1µa2− (1−µ)a1+a3−1µa2+a4 + . . . =

= ∆µ
a1a2...an...

.

Таким чином, вираз значення функцiї розподiлу Fξ(x) в iррацiональних

точках x iнтервалу (0; 1) є ∆µ-представленням числа x.
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3.3. Рацiональне ∆µ-зображення

Означення 3.3.1. Якщо µ — рацiональне число з iнтервалу (0; 1), то

∆µ-зображення числа x називається рацiональним ∆µ-зображенням.

Легко бачити, що ∆♯-зображення є рацiональним ∆µ-зображенням.

Лема 3.3.1. Якщо рацiональне ∆µ-зображення числа x скiнченне або

перiодичне, то саме число x є рацiональним.

Доведення. Якщо розклад числа x є скiнченним, то очевидно, що x як

значення виразу, що мiстить скiнченну кiлькiсть арифметичних операцiй

над цiлими числами, є рацiональним.

Нехай x = ∆µ
a1a2...an(c1c2...ck)

— дiйсне число з (0, 1], що має перiодичне

∆µ-зображення з перiодом (c1c2 . . . ck). Розглянемо випадок, коли n i k —

парнi числа. Якщо покласти

a = a1 + a3 + . . .+ a2m−1, a′ = a2 + a4 + . . .+ a2m−2,

c = c1 + c3 + . . .+ c2t−1, c′ = c2 + c4 + . . .+ c2t−2,

B = (1−µ)a1−1(1−µa2)+(1−µ)a1+a3−1µa2(1−µa4)+. . .+(1−µ)a−1µa
′
(1−µa2m),

D = (1−µ)c1−1(1−µc2)+(1−µ)c1+c3−1µc2(1−µc4)+. . .+(1−µ)c−1µc
′
(1−µc2t),

то x = B + S, де

S = (1− µ)a · µa′+a2m ·D + (1− µ)a+c · µa′+a2m+c′+c2t ·D+

+(1− µ)a+2c · µa′+a2m+2(c′+c2t) ·D + . . . ,

як сума всiх членiв нескiнченно спадної геометричної прогресiї з першим

членом b1 = (1−µ)a·µa′+a2m·D i знаменником q = (1−µ)c·µc′+c2t виражається

S =
(1− µ)a · µa′+a2m ·D
1− (1− µ)c · µc′+c2t

.

Оскiльки B i S є рацiональними числами, рацiональною є i їх сума x. Ана-

логiчнi мiркування приводять до того ж висновку i у випадках, коли: 1) n

i k — непарнi; 2) n — парне, k — непарне; 3) n — непарне, k — парне.
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Обернене твердження неправильне. Про це свiдчить наступна

Теорема 3.3.1. Якщо число
1

2
̸=µ= p

s
— правильний нескоротний дрiб,

причому s — просте число i s − p ̸= 1, то число
1

s− p
має нескiнченне

неперiодичне ∆µ-зображення.

Доведення. Скористаємось методом вiд супротивного.

1. Припустимо спочатку, що число
1

s− p
має скiнченне ∆µ-зображення:

∆µ
a1a2...am(∅). Розглянемо випадок, коли m є числом непарним (m = 2n− 1).

Тодi маємо

1

s− p
=
(
1− p

s

)a1−1

−
(
1− p

s

)a1−1

·
(p
s

)a2
+
(
1− p

s

)a1+a3−1

·
(p
s

)a2
−

−
(
1− p

s

)a1+a3−1

·
(p
s

)a2+a4
+. . .+

(
1− p

s

)a1+a3+...+a2n−1−1

·
(p
s

)a2+a4+...+a2n−2

=

=
A

sa1+a2+...+a2n−1−1
,

де

A = (s− p)a1−1sa2+a3+...+a2n−1 − (s− p)a1−1pa2sa3+a4+...+a2n−1+

+(s− p)a1+a3−1pa2sa4+...+a2n−1 − (s− p)a1+a3−1pa2+a4sa5+...+a2n−1 + . . .+

+(s− p)a1+a3+...+a2n−1−1pa2+a4+...+a2n−2.

Звiдки sa1+a2+...+a2n−1−1 = (s− p) · A.
Оскiльки A — цiле число, то права частина останньої рiвностi є цiлим

числом, кратним (s− p). Тому i лiва частина має бути кратна (s− p), що

очевидно не виконується. Отримане протирiччя спростовує припущення.

Мiркуючи аналогiчно, можна дiйти до того ж висновку, припустивши,

що m = 2n. Отже, ∆µ-зображення розглядуваного числа є нескiнченним.

2.Нехай тепер число
1

s− p
має перiодичне ∆µ-зображення: ∆µ

a1...am(c1...ck)
.

Можливi випадки: 1) числа m i k — парнi, 2) числа m i k — непарнi, 3) m−
непарне, k — парне, 4) m− — парне, k — непарне.

1) Нехай
1

s− p
= ∆µ

a1a2...a2n(c1c2...c2t)
. Введемо позначення:
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a = a1 + a3 + . . .+ a2n−1, a′ = a2 + a4 + . . .+ a2n,

c = c1 + c3 + . . .+ c2t−1, c′ = c2 + c4 + . . .+ c2t.

Тодi

1

s− p
=

[(
1− p

s

)a1−1

−
(
1− p

s

)a1−1

·
(p
s

)a2
+
(
1− p

s

)a1+a3−1

·
(p
s

)a2
−

−
(
1− p

s

)a1+a3−1 (p
s

)a2+a4
+ . . .+

(
1− p

s

)a−1

·
(p
s

)a2+...+a2n−2

−

+
(
1− p

s

)a−1

·
(p
s

)a′]
+

+
(
1− p

s

)a (p
s

)a′
·
[(

1− p

s

)c1−1

−
(
1− p

s

)c1−1 (p
s

)c2
+ . . .−

−
(
1− p

s

)c−1 (p
s

)c′]
+

+
(
1− p

s

)a+c (p
s

)a′+c′

·
[(

1− p

s

)c1−1

−
(
1− p

s

)c1−1 (p
s

)c2
+ . . .−

−
(
1− p

s

)c−1 (p
s

)c′]
+

+
(
1− p

s

)a+2c (p
s

)a′+2c′

·
[(

1−p
s

)c1−1

−
(
1−p

s

)c1−1 (p
s

)c2
+. . .−

−
(
1−p

s

)c−1 (p
s

)c′]
+ . . . =

=
(s− p)a1−1sa2+...+a2n − (s− p)a1−1pa2sa3+...+a2n + . . .− (s− p)a−1pa

′

sa+a′−1
+

+

(
1− p

s

)a · (ps)a′ · [(1− p
s

)c1−1 −
(
1− p

s

)c1−1 (p
s

)c2 + . . .−
(
1− p

s

)c−1 (p
s

)c′]
1−

(
1− p

s

)c · (ps)c′ =

=
(s− p)a1−1sa2+...+a2n − (s− p)a1−1pa2sa3+...+a2n + . . .− (s− p)a−1pa

′

sa+a′−1
+

+
(s−p)apa′

[
(s−p)c1−1sc2+...+c2t−(s−p)c1−1pc2sc3+...+c2t + . . .−(s−p)c−1pc

′]
sa+a′−1 (sc+c′ − (s− p)cpc′)

=

=

(
sc+c′−(s−p)cpc′

) [
(s−p)a1−1sa2+...+a2n−. . .− (s−p)a−1pa

′]
sa+a′−1 (sc+c′ − (s−p)cpc′)

+
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+
(s−p)apa′

[
(s−p)c1−1sc2+...+c2t−(s−p)c1−1pc2sc3+...+c2t + . . .−(s−p)c−1pc

′]
sa+a′−1 (sc+c′ − (s− p)cpc′)

,

звiдки

sa+a′+c+c′−1 =

(s− p) ·
[(
sc+c′ − (s− p)cpc

′
)(

(s− p)a1−1sa2+...+a2n − . . .− (s− p)a−1pa
′
)
+

+(s−p)apa′
(
(s−p)c1−1sc2+...+c2t−(s−p)c1−1pc2sc3+...+c2t+. . .− (s−p)c−1pc

′
)
+

+(s− p)c−1pc
′
sa+a′−1

]
.

Права частина останньої рiвностi є цiлим числом, кратним (s−p), тому

i лiва частина має бути кратна (s− p), тобто s має дiлитись на (s− p), що

неможливо (оскiльки s — просте, а 1 < s− p < s). Отримали протирiччя.

2) Нехай тепер
1

s− p
= ∆µ

a1a2...a2n−1(c1c2...c2t)
. Введемо позначення:

a = a1 + a3 + . . .+ a2n−1, a′ = a2 + a4 + . . .+ a2n−2,

c = c1 + c3 + . . .+ c2t−1, c′ = c2 + c4 + . . .+ c2t. Тодi

1

s− p
=

[(
1− p

s

)a1−1

−
(
1− p

s

)a1−1 (p
s

)a2
+
(
1− p

s

)a1+a3−1 (p
s

)a2
−

−
(
1− p

s

)a1+a3−1 (p
s

)a2+a4
+ . . .+

(
1− p

s

)a−1

·
(p
s

)a′]
−

−
(
1− p

s

)a−1 (p
s

)a′
·
[(p
s

)c1
−
(
1− p

s

)c2 (p
s

)c1
+ . . .−

(
1− p

s

)c′ (p
s

)c]
−

−
(
1−p

s

)a+c′−1 (p
s

)a′+c

·
[(p
s

)c1
−
(
1− p

s

)c2 (p
s

)c1
+. . .−

(
1−p

s

)c′ (p
s

)c]
−

−
(
1−p

s

)a+2c′−1 (p
s

)a′+2c

·
[(p
s

)c1
−
(
1−p

s

)c2(p
s

)c1
+. . .−

(
1−p

s

)c′ (p
s

)c]
−. . .=

=
(s− p)a1−1sa2+...+a2n−1 − (s− p)a1−1pa2sa3+...+a2n−1 + . . .+ (s− p)a−1pa

′

sa+a′−1
−

−

(
1− p

s

)a−1 ·
(
p
s

)a′ · [(ps)c1 − (1− p
s

)c2 (p
s

)c1 + . . .−
(
1− p

s

)c′ (p
s

)c]
1−

(
1− p

s

)c′ · (ps)c =

=
(s− p)a1−1sa2+...+a2n−1 − (s− p)a1−1pa2sa3+...+a2n−1 + . . .+ (s− p)a−1pa

′

sa+a′−1
−
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−
(s− p)a−1pa

′ [
pc1sc2+...+c2t − (s− p)c2pc1sc3+...+c2t + . . .− (s− p)c

′
pc
]

sa+a′−1 (sc+c′ − (s− p)c′pc)
=

=

(
sc+c′−(s−p)c′pc

) [
(s−p)a1−1sa2+...+a2n−1−. . .+(s−p)a−1pa

′]
sa+a′−1 (sc+c′ − (s− p)c′pc)

−

−
(s− p)a−1pa

′ [
pc1sc2+...+c2t − (s− p)c2pc1sc3+...+c2t + . . .− (s− p)c

′
pc
]

sa+a′−1 (sc+c′ − (s− p)c′pc)
,

звiдки

sa+a′+c+c′−1 =

= (s− p) ·
[(
sc+c′ − (s− p)c

′
pc
) (

(s− p)a1−1sa2+...+a2n−1−

−(s− p)a1−1pa2sa3+...+a2n−1 + . . .+ +(s− p)a−1pa
′
)
−

−(s− p)a−1pa
′
(
pc1sc2+...+c2t − (s− p)c2pc1sc3+...+c2t + . . .− (s− p)c

′
pc
)
+

+(s− p)c
′
pcsa+a′−1

]
.

Права частина останньої рiвностi є цiлим числом, кратним (s−p), тому

i лiва частина має дiлитись на (s−p), що неможливо. Отримане протирiччя

спростовує припущення.

I в цьому випадку отримали протирiччя, оскiльки права частина остан-

ньої рiвностi є цiлим числом, кратним (s−p), а лiва частина не дiлиться на

(s − p), що спростовує припущення. Отже, число
1

s− p
має неперiодичне

∆µ-зображення.

Мiркуючи аналогiчно, можна дiйти того ж висновку i у випадках, коли
1

s− p
= ∆µ

a1a2...a2n−1(c1c2...c2t−1)
, або

1

s− p
= ∆µ

a1a2...a2n(c1c2...c2t−1)
.

Аналогiчними мiркуваннями можна довести наступне твердження:

Для того, щоб число
1

s− p
мало скiнченне або перiодичне ∆µ-зобра-

ження, де µ =
p

s
, необхiдно, щоб для деяких натуральних m i k викону-

валась рiвнiсть sm = k(s− p).
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3.4. Геометрiя цилiндричного ∆µ-зображення чисел

Цилiндри мають наступнi властивостi:

1. min∆µ
c1...c2k−1i

= max∆µ
c1...c2k−1(i+1); max∆µ

c1...c2ki
= min∆µ

c1...c2k(i+1);

2. Цилiндри одного рангу не перетинаються або спiвпадають, причому

∆µ
c1c2...cm

= ∆µ
c′1c

′
2...c

′
m

⇐⇒ ci = c′i i = 1,m.

Лема 3.4.1. Цилiндр ∆µ
c1c2...cm

є вiдрiзком, причому

якщо m — непарне, то ∆µ
c1c2...c2k−1

= [a− δ; a], де

a = (1− µ)c1−1 − (1− µ)c1−1µc2 + . . .+ (1− µ)c1+c3+...+c2k−1−1µc2+c4+...+c2k−2,

δ = (1− µ)c1+c3+...+c2k−1−1 · µc2+c4+...+c2k−2+1;

якщо m — парне, то ∆µ
c1c2...c2k

= [a; a+ δ], де

a = (1− µ)c1−1 − (1− µ)c1−1µc2 + . . .+

+(1− µ)c1+c3+...+c2k−1−1µc2+c4+...+c2k−2 − (1− µ)c1+c3+...+c2k−1−1µc2+c4+...+c2k,

δ = (1− µ)c1+c3+...+c2k−1 · µc2+c4+...+c2k.

Доведення. Позначимо C ≡ ∆µ
c1c2...cm

, A ≡ [a− δ; a], B ≡ [a; a+ δ].

1. Розглянемо випадок, коли m = 2k − 1. Покажемо, що C ⊂ A.

Нехай x = ∆µ
c1c2...cm... — довiльний елемент множини C, тобто

x = (1− µ)c1−1 − (1− µ)c1−1µc2 + . . .+ (1− µ)c1+c3+...+c2k−1−1µc2+c4+...+c2k−2−

−(1− µ)c1+c3+...+c2k−1−1µc2+c4+...+c2k−2 (µa2k − (1− µ)a2k+1µa2k + . . .)︸ ︷︷ ︸
y2k

.

Тодi

minC = (1−µ)c1−1−(1−µ)c1−1µc2+. . .+(1−µ)c1+c3+...+c2k−1−1µc2+c4+...+c2k−2−

−(1− µ)c1+c3+...+c2k−1−1µc2+c4+...+c2k−2+1 = a− δ,
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що досягається при y2k = µ, а

maxC = (1−µ)c1−1− (1−µ)c1−1µc2 + . . .+(1−µ)c1+...+c2k−1−1µc2+...+c2k−2 = a.

Отже, a− δ 6 x 6 a, а це означає, що C ⊂ A.

Доведемо тепер таке включення: A ⊂ C. Нехай x ∈ [a−δ; a]. Покажемо,

що в цьому випадку або

x = ∆µ
c1c2...c2k−1(∅), або (3.4.1)

x = ∆µ
c1c2...c2k−1a2ka2k+1...a2k+n(∅), або (3.4.2)

x = ∆µ
c1c2...c2k−1a2ka2k+1...

, (3.4.3)

де a2k+j ∈ N, тобто що x ∈ C, а отже, A ⊂ C.

Справдi, якщо x = a, то очевидно, що виконується рiвнiсть (3.4.1); якщо

x = a− δ, то виконується рiвнiсть (3.4.2), а саме: x = a− δ = ∆µ
c1c2...c2k−11(∅).

Нехай тепер a− δ < x < a. Покажемо, що в цьому випадку ai(x) = ci для

всiх i 6 m = 2k − 1. Для цього скористаємось методом вiд супротивного.

Припустимо, що iснує ai(x) = c′i ̸= ci при i 6 2k − 1.

Випадок А. Розглянемо число x′ = ∆µ
c1c2...ci−1c′i(∅). Тодi або c′i < ci, або

c′i > ci, причому можливi двi ситуацiї: 1) i− непарне, тобто i = 2j − 1;

2) i− парне, тобто i = 2j.

A.1. Розглянемо випадок, коли c′2j−1 < c2j−1. Тодi рiзниця

x′−a = (1−µ)c1+c3+...+c′2j−1−1µc2+c4+...+c2j−2−
(
(1−µ)c1+c3+...+c2j−1−1µc2+c4+...+c2j−2−

−(1−µ)c1+c3+...+c2j−1−1µc2+c4+...+c2j+. . .+(1−µ)c1+c3+...+c2k−1−1µc2+c4+...+c2k−2
)
>

> (1−µ)c1+c3+...+c′2j−1−1µc2+c4+...+c2j−2 − (1−µ)c1+c3+...+c2j−1−1µc2+c4+...+c2j−2 > 0.

A.2. Нехай тепер c′2j < c2j. Тодi рiзниця

x′−a = −(1−µ)c1+c3+...+c2j−1−1µc2+c4+...+c′2j+
(
(1−µ)c1+c3+...+c2j−1−1µc2+c4+...+c2j−

−(1−µ)c1+c3+...+c2j+1−1µc2+c4+...+c2j+. . .+ (1−µ)c1+c3+...+c2k−1−1µc2+c4+...+c2k−2
)
6

6 −(1− µ)c1+c3+...+c2j−1−1µc2+c4+...+c′2j + (1− µ)c1+c3+...+c2j−1−1µc2+c4+...+c2j <

< −(1− µ)c1+c3+...+c2j−1+...+c2k−1−1µc2+c4+...+c2j+...+c2k−2+1 = −δ.
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Отже, у випадках A.1, А.2 число x′ лежить за межами iнтервала (a −
δ; a). Аналогiчно мiркуючи, можна показати, що у випадках, коли c′2j > c2j

i c′2j−1 > c2j−1, число x′ також лежить за межами iнтервала (a − δ; a).

Таким чином, з x ∈ A випливає, що ai(x) = ci для всiх i 6 2k − 1 i має

мiсце рiвнiсть (3.4.3), тобто x ∈ C.

Випадок B. Розглянемо тепер число x′ =∆µ
c1c2...ci−1c′iai+1...ai+n(∅). Тодi та-

кож або c′i<ci, або c′i > ci, причому можливi ситуацiї: 1) i− непарне, тобто

i = 2j − 1; 2) i− парне, тобто i = 2j.

B.1. Розглянемо випадок, коли c′2j−1 > c2j−1. Тодi рiзниця

x′−a=
(
(1− µ)c1+c3+...+c′2j−1−1µc2+c4+...+c2j−2−

−(1− µ)c1+c3+...+c′2j−1−1µc2+c4+...+c2j−2+a2j + . . .+

+(1− µ)c1+c3+...+c′2j−1+a2j+1+...+a2(j+n)−1−1µc2+c4+...+c2j−2+a2j+...+a2(j+n)−2
)
−

−
(
(1−µ)c1+c3+...+c2j−1−1µc2+c4+...+c2j−2 − (1−µ)c1+c3+...+c2j−1−1µc2+c4+...+c2j+. . .+

+(1− µ)c1+c3+...+c2k−1−1µc2+c4+...+c2k−2
)
6

6 (1− µ)c1+c3+...+c′2j−1−1µc2+c4+...+c2j−2 − (1− µ)c1+c3+...+c2j−1−1µc2+c4+...+c2j−2 <

< −(1− µ)c1+c3+...+c2j−1+...+c2k−1−1µc2+c4+...+c2j+...+c2k−2+1 = −δ.
B.2. Нехай тепер c′2j > c2j, тодi рiзниця

x′−a=
(
− (1− µ)c1+c3+...+c2j−1−1µc2+c4+...+c′2j+

+(1− µ)c1+c3+...+c2j−1+a2j+1−1µc2+c4+...+c′2j − . . .+

+(1− µ)c1+c3+...+c2j−1+a2j+1+...+a2(j+n)−1−1µc2+c4+...+c′2j+a2j+2+...+a2(j+n)−2
)
+

+
(
(1−µ)c1+c3+...+c2j−1−1µc2+c4+...+c2j − (1−µ)c1+...+c2j−1+c2j+1−1µc2+...+c2j+. . .+

+(1− µ)c1+c3+...+c2k−1−1µc2+c4+...+c2k−2
)
>

> −(1−µ)c1+c3+...+c2j−1−1µc2+c4+...+c′2j+(1−µ)c1+c3+...+c2j−1−1µc2+c4+...+c2j−2 > 0.

Аналогiчно у випадках, коли c′2j < c2j i c′2j−1 < c2j−1, можна показати,

що число x′ лежить за межами iнтервала (a− δ; a).

Випадок C. Розглянемо тепер число x′ = ∆µ
c1c2...ci−1c′iai+1ai+2...

. В цьому

випадку також або c′i < ci, або c′i > ci, причому можливо: 1) i− непарне,

тобто i = 2j − 1; 2) i− парне, тобто i = 2j.
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С.1. Розглянемо випадок, коли c′2j−1 < c2j−1. Тодi рiзниця

x′−a=
(
(1− µ)c1+c3+...+c′2j−1−1µc2+c4+...+c2j−2−

−(1− µ)c1+c3+...+c′2j−1−1µc2+c4+...+c2j−2+a2j + . . .−
+(1− µ)c1+c3+...+c′2j−1+a2j+1+...+a2(j+n)−1−1µc2+c4+...+c2j−2+a2j+...+a2(j+n) + . . .

)
−

−
(
(1−µ)c1+c3+...+c2j−1−1µc2+c4+...+c2j−2 − (1−µ)c1+c3+...+c2j−1−1µc2+c4+...+c2j+. . .+

+(1− µ)c1+c3+...+c2k−1−1µc2+c4+...+c2k−2
)
=

=
(
(1−µ)c1+c3+...+c′2j−1−1µc2+c4+...+c2j−2 − (1−µ)c1+c3+...+c2j−1−1µc2+c4+...+c2j−2

)
−

−
(
(1−µ)c1+c3+...+c′2j−1−1µc2+c4+...+c2j−2+a2j−(1−µ)c1+c3+...+c2j−1−1µc2+c4+...+c2j

)
+. . . >

> (1−µ)c1+c3+...+c′2j−1−1µc2+c4+...+c2j−2−(1−µ)c1+c3+...+c2j−1−1µc2+c4+...+c2j−2 > 0.

C.2. У випадку, коли c′2j−1 > c2j−1, рiзниця

x′−a=
(
(1− µ)c1+c3+...+c′2j−1−1µc2+c4+...+c2j−2−

−(1− µ)c1+c3+...+c′2j−1−1µc2+c4+...+c2j−2+a2j + . . .−
−(1− µ)c1+c3+...+c′2j−1+a2j+1+...+a2(j+n)−1−1µc2+c4+...+c2j−2+a2j+...+a2(j+n) + . . .

)
−

−
(
(1−µ)c1+c3+...+c2j−1−1µc2+c4+...+c2j−2 − (1−µ)c1+c3+...+c2j−1−1µc2+c4+...+c2j+. . .+

+(1− µ)c1+c3+...+c2k−1−1µc2+c4+...+c2k−2
)
=

=
(
(1−µ)c1+c3+...+c′2j−1−1µc2+c4+...+c2j−2 − (1−µ)c1+c3+...+c2j−1−1µc2+c4+...+c2j−2

)
−

−
(
(1−µ)c1+c3+...+c′2j−1−1µc2+c4+...+c2j−2+a2j−(1−µ)c1+c3+...+c2j−1−1µc2+c4+...+c2j

)
+. . . 6

6 (1− µ)c1+c3+...+c′2j−1−1µc2+c4+...+c2j−2 − (1− µ)c1+c3+...+c2j−1−1µc2+c4+...+c2j−2 <

< −(1− µ)c1+c3+...+c2j−1+...+c2k−1−1µc2+c4+...+c2j+...+c2k−2+1 = −δ.
Аналогiчно можна довести, що x′ лежить поза iнтервалом (a − δ; a),

коли c′2j > c2j i c′2j < c2j.

Отже, x не може мати зображення, вiдмiнне вiд (3.4.1)-(3.4.3), а це озна-

чає, що x ∈ C i A ⊂ C. Враховуючи першу частину доведення, маємо

C ⊂ A i A ⊂ C, тобто A = C. Таким чином, при m = 2k − 1 цилiндр

∆µ
c1c2...cm

є вiдрiзком [a− δ; a], що i вимагалось довести. Для випадку, коли

m = 2k, доведення аналогiчне.
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Наслiдок 3.4.1. Довжина цилiндра рангу m обчислюється за форму-

лами:

|∆µ
c1c2...cm

| =

 (1− µ)c1+c3+...+c2k−1−1 · µc2+c4+...+c2k−2+1, коли m=2k−1,

(1− µ)c1+c3+...+c2k−1 · µc2+c4+...+c2k, коли m = 2k.

Наслiдок 3.4.2. Якщо ∆µ
c1c2...cm

— фiксований цилiндр, то має мiсце

рiвнiсть (основне метричне вiдношення)

|∆µ
c1c2...cmi|

|∆µ
c1c2...cm|

=

 (1− µ)µi−1, коли m = 2k − 1,

µ(1− µ)i−1, коли m = 2k.

3.5. Метричнi задачi, пов’язанi з ∆µ-зображенням чисел

З основного метричного вiдношення, виразу довжини цилiндра та фор-

мул суми членiв геометричної прогресiї випливає наступне твердження.

Лема 3.5.1. Для мiри Лебега λ мають мiсце наступнi рiвностi:

1. Якщо m — парне число, то

1) λ
(

s∪
i=1

∆µ
c1...cmi

)
= (1− µ)c1+c3+...+c2k−1 · µc2+c4+...+c2k · (1− (1− µ)s);

2) λ
( ∞∪

i=s+1

∆µ
c1...cmi

)
= (1− µ)c1+c3+...+c2k−1+s · µc2+c4+...+c2k;

3) λ
(

n∪
i=s+1

∆µ
c1...cmi

)
= (1−µ)c1+c3+...+c2k−1+s·µc2+c4+...+c2k·(1− (1− µ)n−s).

2. Якщо m — непарне число, то

1) λ
(

s∪
i=1

∆µ
c1...cmi

)
= (1− µ)c1+c3+...+c2k−1−1 · µc2+c4+...+c2k−2+1 · (1− µs);

2) λ
( ∞∪

i=s+1

∆µ
c1...cmi

)
= (1− µ)c1+c3+...+c2k−1−1 · µc2+c4+...+c2k−2+s+1;

3) λ
(

n∪
i=s+1

∆µ
c1...cmi

)
=(1−µ)c1+c3+...+c2k−1−1 ·µc2+c4+...+c2k−2+s+1 · (1−µn−s).

Теорема 3.5.1. Якщо V — власна пiдмножина множини N, поту-

жнiсть якої бiльша за одиницю, то множина

C[∆µ, V ] = {x : x = ∆µ
a1a2...an...

, an ∈ V ⊂ N}
1) є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега; 2) самоподi-

бною, якщо V — скiнченна i N -самоподiбною, якщо V — нескiнченна. Її са-
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моподiбна розмiрнiсть спiвпадає з фрактальною розмiрнiстю Гаусдорфа-

Безиковича α0, яка задовольняє умову:

α0 (C [∆µ, V ]) = sup
n

x :
∑

u,v∈V ∩N1
n

((1− µ)uµv)x = 1

 , (3.5.1)

де N1
n = {1, 2, . . . , n}.

Доведення. 1. Спочатку доведемо, що множина C[∆µ, V ] є нiде не щiль-

ною за означенням. Для цього покажемо, що для довiльного iнтервалу

(a, b) ⊂ (0, 1) iснує пiдiнтервал (a′, b′) ⊂ (a, b), який не мiстить точок мно-

жини C. Не порушуючи загальностi, можна вважати, що числа a i b мають

нескiнченнi ∆µ-зображення. Нехай

a = ∆µ
c1...cm−1cmcm+1...

, b = ∆µ
c1...cm−1c′mc′m+1...

, де cm ̸= c′m.

1) Якщо m — число непарне, то cm > c′m i cj = c′j при j < m. Тодi

(a′, b′) = ∇µ
c1...cm−1cm[cm+1+1]j, де j ∈ N \ V.

2) Якщо ж m — парне, то cm < c′m i cj = c′j при j < m. I тодi

(a′, b′) = ∇µ
c1...cm−1c′m[c′m+1+1]j, де j ∈ N \ V.

Для доведення другої частини першого твердження проведемо мiркува-

ння для випадку, коли множина N\V = {v} складається з одного елемента,

враховуючи, що якщо V1 ⊂ V2, то C[∆µ;V1] ⊂ C[∆µ;V2]. Тодi

λ(C[∆µ;V ]) = 1−|∆µ
v |−
∑
i1 ̸=v

|∆µ
i1v
|−
∑
i1 ̸=v

∑
i2 ̸=v

|∆µ
i1i2v

|−
∑
i1 ̸=v

∑
i2 ̸=v

∑
i3 ̸=v

|∆µ
i1i2i3v

|−. . . =

= 1− (1− µ)v−1 · µ−
∑
i1 ̸=v

(1− µ)i1 · µv −
∑
i1 ̸=v

∑
i2 ̸=v

(1− µ)i1+v−1 · µi2+1−

−
∑
i1 ̸=v

∑
i2 ̸=v

∑
i3 ̸=v

(1− µ)i1+i3 · µi2+v − . . . =
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= 1− (1− µ)v−1 · µ− µv ·
(
1− µ

µ
− (1− µ)v

)
−

−µ(1− µ)v−1 ·
(
1− µ

µ
− (1− µ)v

)
·
(

µ

1− µ
− µv

)
−

−µv ·
(
1− µ

µ
− (1− µ)v

)2

·
(

µ

1− µ
− µv

)
− . . . =

= 1− µ(1− µ)v−1

1−
(
1−µ
µ − (1− µ)v

)(
µ

1−µ − µv
)− µv ·

(
1−µ
µ − (1− µ)v

)
1−

(
1−µ
µ − (1− µ)v

)(
µ

1−µ − µv
) =

=
µv−1(1−µ)+µ(1−µ)v−1−µv(1−µ)v−µ(1−µ)v−1−µv−1(1−µ)+µv(1−µ)v

µv−1(1−µ)+µ(1−µ)v−1−µv(1−µ)v
=0.

Отже, λ(C[∆µ;V ]) = 0.

2. Оскiльки C =
∪
n
C2n i C

k∼ C2n = ∆µ
v1v2

∩ C, k = (1 − µ)v2µv1,

то множина C є самоподiбною у випадку, коли множина V є скiнченною, i

N -самоподiбною, якщо V — нескiнченна. У першому випадку самоподiбна

розмiрнiсть є розв’язком рiвняння∑
v1,v2∈V

((1− µ)v2µv1)x = 1. (3.5.2)

Нехай V — множина нескiнченна. Тодi C[∆µ, Vn] ⊂ C[∆µ, V ], де

Vn = V ∩N 1
n. Оскiльки перша множина є самоподiбною, її самоподiбна роз-

мiрнiсть обчислюється за формулою (3.5.2) i вона спiвпадає з фрактальною

розмiрнiстю Гаусдорфа-Безиковича, то, враховуючи властивiсть монотон-

ностi розмiрностi, приходимо до рiвностi (3.5.1). Теорему доведено.

Розглянемо множину

C ≡ C[∆µ, (Vn)] =
{
x : x = ∆µ

a1a2...an...
, an(x) ∈ Vn ⊂ N, ∀n ∈ N

}
,

де (Vn) — фiксована послiдовнiсть пiдмножин множини N.

Якщо Vn = N для всiх n ∈ N, то C[∆µ, (Vn)] = (0; 1].
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Лема 3.5.2. Якщо |Vn| = 1 при всiх n, бiльших деякого m ∈ N, то

множина C є не бiльше, нiж злiченною, причому якщо серед Vi, i 6 m

є злiченна множина, то C є злiченною, якщо ж усi Vi, i 6 m скiнченнi,

то i C скiнченна; якщо |Vn| > 1 нескiнченну кiлькiсть разiв, то C є

континуальною.

Доведення. Якщо Vn = {vn} для всiх натуральних n, то очевидно, що

C =
{
∆µ

v1...vn...

}
. Нехай Vn = {vn} для всiх n > m ∈ N. Оскiльки

C =
∪

a1∈V1

∪
a2∈V2

. . .
∪

am∈Vm

∆µ
a1a2...amcm+1...cm+j ...

{cm+j ∈ Vm+j},

то легко бачити скiнченнiсть множини C, якщо всi Vi при i 6 m скiнченнi,

i злiченнiсть множини C, якщо серед Vi при i 6 m є злiченна множина.

Якщо ж потужнiсть множин послiдовностi Vnk
=
{
v
(nk)
1 , v

(nk)
2 , . . .

}
бiль-

ша 1, то мiж множиною чисел

E =
{
x : ank

(x) ∈
{
v
(nk)
1 , v

(nk)
2

}
, aj(x) = v

(j)
1 , j /∈ {nk}

}
i пiвiнтервалом (0; 1] взаємно однозначну вiдповiднiсть встановлює вiдобра-

ження f(x) =
∞∑
k=1

αk

2k
, де αk = 0, якщо ank

= v
(nk)
1 i αk = 1, якщо ank

= v
(nk)
2 .

Тодi E — континуальна множина. Але E ⊂ C, а тому i множина C конти-

нуальна.

Теорема 3.5.2. Множина C має властивостi:

1) є об’єднанням вiдрiзкiв, якщо Vn ̸= N скiнченну кiлькiсть разiв;

2) є нiде не щiльною, якщо Vn ̸= N нескiнченну кiлькiсть разiв;

3) мiра Лебега множини C обчислюється за формулою:

λ(C) =
∞∏
k=1

λ(F2k)

λ(F2k−2)
=

∞∏
k=1

(
1− λ(F 2k)

λ(F2k−2)

)
,

де F0 = (0; 1], F2k — замикання об’єднання цилiндрiв рангу 2k, серед

внутрiшнiх точок яких є точки множини C, F 2k = F2k−2 \ F2k.

Доведення. 1. Нехай Vn = N для всiх n > m. Тодi ∆µ
a1...ama ⊂ C, де

an ∈ Vn, n = 1,m, a ∈ N, i C =
∪

a1∈V1

. . .
∪

am∈Vm

∆µ
a1...am

.
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2. Нехай Vnk
̸= N для будь-якого k ∈ N i Vj = N при j /∈ (nk).

Нехай (a; b) — довiльний iнтервал, що належить (0; 1]. Легко вказати

цилiндр ∆µ
a1...am

, який повнiстю належить iнтервалу (a; b). Тодi цилiндри-

чний iнтервал ∇µ
a1...am...ank−1c

∩ C = ∅, де c ∈ N \ Vnk
. Тому множина C є

нiде не щiльною за означенням.

3. Нехай F0 = (0; 1]. Введемо позначення F2k — замикання об’єднання

цилiндрiв рангу 2k, серед внутрiшнiх точок яких є точки множини C, а

множину F 2k означимо рiвнiстю F 2k = F2k−2 \ F2k. Тодi

F2k−2 =
∪

a1∈V1

∪
a2∈V2

. . .
∪

a2k−2∈V2k−2

∆µ
a1a2...a2k−2

,

F 2k =
∪

a1∈V1

∪
a2∈V2

. . .
∪

a2k−1∈V2k−1

∪
a2k /∈V2k

∆µ
a1a2...a2k−1a2k

.

Мiра Лебега множин F2k−2 i F 2k визначається рiвностями

λ(F2k−2) =
∑
a1∈V1

∑
a2∈V2

. . .
∑

a2k−2∈V2k−2

|∆µ
a1a2...a2k−2

|,

λ(F 2k) =
∑
a1∈V1

∑
a2∈V2

. . .
∑

a2k−1∈V2k−1

∑
a2k /∈V2k

|∆µ
a1a2...a2k−1a2k

|.

Оскiльки F 2k = F2k−2 \ F2k, то λ(F 2k) = λ(F2k−2)− λ(F2k) або

λ(F 2k)

λ(F2k−2)
= 1− λ(F2k)

λ(F2k−2)
.

З означення множин C, F2k i F 2k i неперервностi мiри Лебега λ маємо:

λ(C) 6 λ(F2k) ̸= 0 ∀k ∈ N,

λ(C) = lim
k→∞

λ(F2k) i λ(C) = 1−
∞∑
k=1

λ(F 2k).

Очевидно, що F2k+2 ⊂ F2k ⊂ F2k−2 для будь-якого k ∈ N i

C =
∞∩
k=1

F2k = lim
k→∞

F2k.
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Тому λ(C) < λ(F2k) i

λ(C) = lim
k→∞

λ(F2k) = lim
k→∞

(
λ(F2k)

λ(F2k−2)
· λ(F2k−2)

λ(F2k−4)
· . . . · λ(F4)

λ(F2)
· λ(F2)

λ(F0)

)
=

=
∞∏
k=1

λ(F2k)

λ(F2k−2)
=

∞∏
k=1

λ(F2k−2)− λ(F 2k)

λ(F2k−2)
=

∞∏
k=1

(
1− λ(F 2k)

λ(F2k−2)

)
.

Наслiдок 3.5.1. Мiра Лебега множини C дорiвнює нулю тодi i тiльки

тодi, коли розбiгається ряд

∞∑
k=1

λ(F 2k)

λ(F2k−2)
.

Теорема 3.5.3. Нехай c i s — фiксованi натуральнi числа. Множина

D ≡ D[∆µ, cs] = {x : x = ∆µ
a1...an...

, де anan+1 ̸= cs ∀n ∈ N}

є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега.

Доведення. Доведемо, що D є нiде не щiльною за означенням.

Нехай (u, v) — довiльний iнтервал, що належить (0, 1]. Не порушуючи

загальностi можемо вважати, що числа u i v мають нескiнченнi розкла-

ди. Легко вказати цилiндр такий, що повнiстю належить iнтервалу (u, v).

Справдi, оскiльки u < v, то iснує k таке, що ak(u) ̸=ak(v), але ai(u)=ai(v)

при i < k. Тодi можливi випадки: 1) k − непарне; 2) k − парне.

Тому в першому випадку: a2k−1(u) > a2k−1(v), а отже,

∆µ
a1(u)...a2k−1(u)[a2k(u)+1] ⊂ (u, v), i ∇µ

a1(u)...a2k−1(u)[a2k(u)+1]cs ∩D = ∅.

У другому випадку: a2k(u) < a2k(v), тому

∆µ
a1(v)...a2k(v)[a2k+1(v)+1] ⊂ (u, v), i ∇µ

a1(v)...a2k(v)[a2k+1(v)+1]cs ∩D = ∅.

Тому множина D є нiде не щiльною за означенням.
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Доведемо, що мiра Лебега множини D дорiвнює нулю. Можливi випад-

ки: 1) c = s; 2) c ̸= s. Нехай ∆
µ
c1...cm

≡ ∆µ
c1...cm

∩D. Тодi у першому випадку

D =

∪
i̸=c

∆
µ
i

 ∪

∪
i ̸=c

∆
µ
ci

 .
У другому випадку

D =

∪
i̸=c

∆
µ
i

∪
 ∪
c̸=i̸=s

∆
µ
ci

∪
 ∪
c̸=i ̸=s

∆
µ
cci

∪. . .∪
 ∪
c̸=i̸=s

∆
µ
c . . . c︸ ︷︷ ︸

k

i

 ∪ . . . ∪∆
µ
(c).

Оскiльки F0 = (0, 1], F2k — об’єднання цилiндрiв рангу 2k, серед внутрiшнiх

точок яких є точки множини D,

F 2k = F2k−2 \ F2k. (3.5.3)

Очевидно, що F2k−2 ⊃ F2k ⊃ D ∀ k ∈ N i D =
∞∩
k=1

F2k = lim
k→∞

F2k.

За неперервнiстю мiри Лебега зверху λ(D) = lim
k→∞

λ(F2k). Тодi

λ(D) = lim
k→∞

[
λ(F2k)

λ(F2k−2)
· λ(F2k−2)

λ(F2k−4)
· . . . · λ(F4)

λ(F2)
· λ(F2)

λ(F0)

]
=

= lim
k→∞

k∏
m=1

λ(F2m)

λ(F2m−2)
=

∞∏
m=1

λ(F2m)

λ(F2m−2)
. (3.5.4)

З (3.5.3) маємо

λ(F2k) = λ(F2k−2)− λ(F 2k) i
λ(F2k)

λ(F2k−2)
= 1− λ(F 2k)

λ(F2k−2)
.

Пiдставивши в (3.5.4) отриманий вираз, одержимо

λ(D) =
∞∏
k=1

(
1− λ(F 2k)

λ(F2k−2)

)
.

Останнiй нескiнченний добуток прямує до нуля тодi i тiльки тодi, коли

розбiгається ряд
∞∑
k=1

λ(F 2k)

λ(F2k−2)
= ∞. (3.5.5)
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Знайдемо оцiнки останнього вiдношення.

Нехай ∆µ
c1...c2k

— цилiндр з F2k. Можливi випадки: 1)c2k = c, 2)c2k ̸= c.

Якщо c2k = c, то ∇µ
c1...c2ks

∩D = ∅ i
|∆µ

c1...c2ks
|

|∆µ
c1...c2k|

= µ(1− µ)s−1.

Якщо c2k ̸= c, то ∇µ
c1...c2kcs

∩D = ∅ i
|∆µ

c1...c2kcs
|

|∆µ
c1...c2k|

= (1− µ)cµs.

Тому, враховуючи це, маємо

0 < (1− µ)cµs 6 λ(F 2k+2)

λ(F2k)
6 µ(1− µ)s−1 < 1.

Отже, ряд (3.5.5) розбiгається, оскiльки не виконується необхiдна умова

збiжностi ряду i тому λ(D) = 0.

3.6. Нормальнi властивостi дiйсних чисел у їх ∆µ-зображеннi

Властивiсть дiйсного числа x ∈ (0; 1] називають нормальною [40], якщо

вона має мiсце для майже всiх (у розумiннi мiри Лебега) чисел з цього

промiжку.

Теорема 3.6.1 (Про нормальну властивiсть числа). 1. Множина

B всiх чисел з пiвiнтервала (0; 1], послiдовнiсть цифр ∆µ-зображення

яких обмежена, є всюди щiльною, континуальною множиною нульової

мiри Лебега.

2. Майже всi (у розумiннi мiри Лебега) числа пiвiнтервалу (0; 1] за-

довольняють умову lim
n→∞

an(x) = ∞.

Доведення. 1. Очевидно, що кожна точка x ∈ (0; 1], яка має скiнченне

∆µ-зображення, належить множинi B. Тому B є всюди щiльною множиною

в (0; 1]. Також очевидно, що кожна множина C[∆µ, V ], де V — скiнченна

множина, мiститься в B. Якщо ж V мiстить бiльше одного елемента, то

C[∆µ, V ] є континуальною. А отже, континуальною є i B.

Нехай Bs є множиною чисел, цифри ∆µ-зображення яких не перевищу-

ють числа s. Тодi Bs = C[∆µ,Ns
1] i B =

∞∪
s=1

Bs, де Ns
1 = {1, 2, . . . , s}.
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За властивiстю мiри Лебега λ(B) 6
∞∑
s=1

Bs = 0. Тому λ(B) = 0.

2. Оскiльки множина

B∞ =
{
x : lim

n→∞
an(x) = ∞

}
є доповненням множиниB до промiжка (0; 1], то друга частина твердження

є наслiдком першої. (Справдi, λ(B∞) = 1− λ(B) = 1.)

Наслiдок 3.6.1. Множина B всiх чисел з пiвiнтервала (0; 1], послi-

довнiсть цифр ∆µ-зображення яких обмежена, є всюди розривною мно-

жиною.
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Висновки до роздiлу 3

У даному роздiлi ми отримали узагальнення ∆♯-зображення чисел пiв-

iнтервала (0; 1], залежне вiд параметра µ, який може набувати довiльного

значення з iнтервалу (0; 1). Це зображення тiсно пов’язане з узагальненням

φµ(x) функцiї Мiнковського ?(x), запропоноване у роботi [48]. Сингуляр-

нiсть функцiї φµ при довiльному значеннi параметра µ знаходить вiдобра-

ження у метричних властивостях ∆µ-зображення, яке є N -самоподiбним.

Видiлено злiченний пiдклас ∆µ-зображеннь, названих рацiональними, до

яких зокрема вiдноситься ∆♯-зображення. Для них вказано ознаку рацiо-

нальностi числа.

Основними результатами цього роздiлу є:

– теорема 3.1.1 (про iснування ∆µ-розкладу чисел i єдинiсть нескiн-

ченного розкладу);

– лема 3.3.1(ознака рацiональностi числа за його рацiональним ∆µ-

зображенням);

– теорема 3.3.1, що спростовує гiпотезу про критерiй рацiональностi

числа за його ∆µ-зображенням;

– теорема 3.5.1 (про тополого-метричнi та фрактальнi властивостi мно-

жини чисел зi сталими заборонами на використання цифр);

– теорема 3.5.2 (про тополого-метричнi властивостi множини чисел з

умовами на використання цифр);

– теорема 3.5.3 (про нiде не щiльнiсть та нуль-мiрнiсть множини чисел

з забороною вживання комбiнацiї двох цифр).

Основнi результати цього роздiлу опублiкованi у роботi [3a] i доповiда-

лись на наукових конференцiях [8a,10a–13a].
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РОЗДIЛ 4

ЗАСТОСУВАННЯ ∆µ-ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ

Роздiл присвячено застосуванню ∆µ-зображення чисел у теорiї функцiй

та ймовiрнiснiй теорiї чисел. А саме: вивчаються функцiї з фрактальними

властивостями, якi визначенi у термiнах ∆µ-зображення числа, дослiджую-

ться структурнi властивостi самої функцiї i фрактальнi (самоподiбнi, само-

афiннi тощо) властивостi суттєвих для неї множин; конструюються класи

неперервних строго зростаючих функцiй, що зберiгають “хвости” ∆µ-зобра-

ження чисел, за допомогою яких будуються неперервнi перетворення (0, 1];

доводиться, що множина всiх таких перетворень є нескiнченною i вiдносно

операцiї “композицiя” (суперпозицiя) утворює некомутативну групу.

4.1. Фрактальнi функцiї, пов’язанi з ∆µ-зображенням чисел

Фрактальнi властивостi функцiй дослiджуються в рiзних аспектах [12,

18, 21, 34, 40, 43, 46–48,50, 51, 61, 85, 95–97,107]. Вивчаються фрактальнi вла-

стивостi їх рiвнiв [43,97], графiкiв [50], множин особливостей [95,107], атра-

кторiв одновимiрних динамiчних систем [61], породжених функцiєю, де-

формацiї фрактальних властивостей множин пiд дiєю функцiї [95] тощо.

При цьому розв’язуються задачi конструктивної та загальної теорiї фун-

кцiй. Особлива увага придiляється неперервним функцiям [18,34,43,51,60,

97], для яких необхiдною умовою фрактальностi їх графiка (як множини

простору R2) є глобальна або локальна нiде не монотоннiсть, або навiть

звивистiсть [34,43], та iснування принаймнi одного континуального рiвня.
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Однiєю з достатньо плiдних iдей теорiї фракталiв (фрактальної геоме-

трiї та фрактального аналiзу [40]) є iдея автомодельностi [60] (самоподi-

бностi, самоафiнностi тощо). Серед неперервних функцiй, якi мають скла-

днi локальнi властивостi, саме такi складають в деякiй мiрi найпростiший

клас. Локально-неоднорiднi структурнi та тополого-метричнi властивостi

суттєвих для функцiй множин є ознакою їх фрактальних властивостей.

Множину всiх чисел, що мають єдине (тобто нескiнченне) ∆µ-зображе-

ння позначатимемо через H, а множину тих чисел, що мають скiнченне

∆µ-зображення, — через S.

У задачах метричної теорiї чисел, яка займається задачами про мiру

Лебега множин чисел, визначених умовами на їх зображення, можна не-

хтувати множинами нульової мiри (нуль-множинами), до яких зокрема вiд-

носяться всi злiченнi множини.

4.1.1. Функцiя f(x) та її властивостi. Розглядається функцiя f ,

яка на множинi H визначається рiвнiстю:

y = f
(
∆µ

a1a2a3a4...

)
= ∆µ

a2a1a4a3...
. (4.1.1)

Легко бачити, що для будь-якого x∈(0; 1) має мiсце рiвнiсть f(f(x))=x.

З цього випливає, що графiк функцiї f симетричний вiдносно прямої y = x.

Теорема 4.1.1. Функцiя f володiє наступними властивостями:

1) вона є бiєктивним вiдображенням;

2) має злiченну всюди щiльну множину точок розриву 1 роду, а саме:

у точках виду ∆µ
a1...a2k[i+1](∅) зi стрибком

(1− µ)a2+a4+...+a2kµa1+a3+...+a2k−1
(
1− µi

)
,

у точках виду ∆µ
a1...a2k−1[i+1](∅) зi стрибком

(1− µ)a2+a4+...+a2k−2+i−1µa1+a3+...+a2k−3+1 (1− µa2k−1) ,

у точках, що мають нескiнченне ∆µ-зображення, функцiя має усув-

ний розрив;
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3) частина Γi
f ≡ {(x; y) : x ∈ ∆µ

ii, i ∈ N, y = f(x)} графiка Γf функцiї f

подiбна всьому графiку з коефiцiєнтом подiбностi k = (1−µ)iµi, причому

Γi
f = ψi (Γf), де

ψi :

 x′ =(1− µ)iµi · x+(1− µ)i−1(1− µi),

y′ =(1− µ)iµi · y+(1− µ)i−1(1− µi).

Графiк функцiї f — N -самоафiнна множина, причому Γf =
∞∪
i=1

ψi (Γf), де

ψi :

 x′ = ∆µ
ija1(x)a2(x)...

,

y′ = ∆µ
jia2(x)a1(x)...

з N -самоподiбною розмiрнiстю x = − 1

log2(1− µ)µ
;

4) перетворення f зберiгає частоти цифр ∆µ-зображення.

Доведення. 1) Бiєктивнiсть (iн’єктивнiсть та сюр’єктивнiсть) вiдобра-

ження f випливає з єдиностi ∆µ-зображення чисел з множини H i означе-

ння функцiї.

2.1) Дослiдимо поведiнку функцiї f в правому i лiвому ε-пiвоколах то-

чки x0 = ∆µ
a1...a2k[i+1](∅). Умова x → ∆µ

a1...a2k[i+1](∅) + 0 рiвносильна умовi

x ∈ ∆µ
a1...a2ki1j

, де j → ∞. Тодi

D1= lim
x→x0+0

f(x)= lim
j→∞

f
(
∆µ

a1...a2ki1j(∅)

)
= lim

j→∞
∆µ

a2a1...a2ka2k−11ij(∅) =

= ∆µ
a2a1...a2ka2k−11i(∅).

Оскiльки умова x→ ∆µ
a1...a2k[i+1](∅)−0 рiвносильна умовi x ∈ ∆µ

a1...a2k[i+1]j,

де j→∞, то

D2= lim
x→x0−0

f(x)= lim
j→∞

f
(
∆µ

a1...a2k[i+1]j(∅)

)
= lim

j→∞
∆µ

a2a1...a2ka2k−1j[i+1](∅) =

= ∆µ
a2a1...a2ka2k−1(∅).

Величина стрибка функцiї f у точцi x0 дорiвнює рiзницi |D1 −D2|:
(1− µ)a2+a4+...+a2kµa1+a3+...+a2k−1

(
1− µi

)
.
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2.2) Дослiдимо тепер поведiнку функцiї f в правому i лiвому ε-пiвоколах

точки x1 = ∆µ
a1...a2k−1[i+1](∅). Умова x→ ∆µ

a1...a2k−1[i+1](∅)+0 рiвносильна умо-

вi x ∈ ∆µ
a1...a2k−1[i+1]j, де j → ∞. Тодi

D3= lim
x→x1+0

f(x)= lim
j→∞

f
(
∆µ

a1...a2k−1[i+1]j(∅)

)
= lim

j→∞
∆µ

a2a1...[i+1]a2k−1j(∅) =

= ∆µ
a2a1...[i+1]a2k−1(∅).

Оскiльки умова x→ ∆µ
a1...a2k−1[i+1](∅)−0 рiвносильна умовi x ∈ ∆µ

a1...a2k−1i1j
,

де j→∞, то

D4= lim
x→x1−0

f(x)= lim
j→∞

f
(
∆µ

a1...a2k−1i1j(∅)

)
= lim

j→∞
∆µ

a2a1...ia2k−1j1(∅) =

= ∆µ
a2a1...ia2k−1(∅).

Величина стрибка функцiї f у точцi x1 дорiвнює рiзницi |D3 −D4|:
(1− µ)a2+a4+...+a2k−2+i−1µa1+a3+...+a2k−3+1 (1− µa2k−1) .

3) Справдi, якщо (x; y) ∈ Γf i

 x = ∆µ
a1a2a3a4...

,

y = ∆µ
a2a1a4a3...

,
то точка (x′; y′), отри-

мана в результатi перетворення подiбностi x′ = (1− µ)iµi · x+ (1− µ)i−1(1− µi) = ∆µ
iia1a2...

,

y′ = (1− µ)iµi · y + (1− µ)i−1(1− µi) = ∆µ
iia2a1...

,

теж належить графiку Γf , причому образом Γf є множина Γi
f . Бiльше того,

ψ (Γf) = Γi
f i Γf =

∞∪
i=1

ψi (Γf) .

Оскiльки Γf
((1−µ)µ)

i

∼ Γi
f , то її N -самоподiбна розмiрнiсть є розв’язком

рiвняння
∞∑
k=1

((1− µ)µ)kx = 1, звiдки x = − 1

log2(1− µ)µ
.

4) Нехай Ni(x, k) — кiлькiсть символiв «i» в ∆µ−зображеннi числа x

до k-го мiсця включно. Нагадаємо, що границя (якщо вона iснує)

νi (x,∆
µ) = lim

k→∞

Ni(x, k)

k

називається частотою цифри «i» в ∆µ−зображеннi числа x.
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Кажуть, що перетворення f зберiгає частоти цифр ∆µ−зображення,

якщо νi (f(x),∆µ) = νi (x,∆
µ) . Оскiльки для довiльного k ∈ N

Ni(y, 2k) = Ni(x, 2k), Ni(y, 2k + 1) = Ni(x, 2k) + εi(x),

де εi(x) =

 0, якщо a2k+1(x) ̸= i,

1, якщо a2k+1(x) = i,
тому має мiсце рiвнiсть

lim
n→∞

Ni(y, n)

n
= lim

n→∞

Ni(x, n)

n
+ 0

у випадку iснування останньої границi або ж обидвi границi не iснують

одночасно.

4.1.2. Функцiя φ(x) та її властивостi. Розглядається функцiя, яка

на множинi H визначена рiвнiстю:

y = φ
(
∆µ

a1a2...a2n−1a2n...

)
= ∆µ

[a1a2][a3a4]...
, (4.1.2)

першою цифрою ∆µ-зображення якої є добуток a1a2 перших двох цифр

аргумента, другою — добуток a3a4 i т.д.

Теорема 4.1.2. Функцiя φ володiє наступними властивостями:

1) вiдображення φ є сюр’єктивним, але не є iн’єктивним;

2) має злiченну всюди щiльну множину точок розриву 1 роду, а саме

у точках виду ∆µ
a1...a2k[i+1](∅) зi стрибком

(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2+i−1 · µa3a4+...+a2k−1a2k, якщо k — парне,

(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1 · µa3a4+...+a2k−3a2k−2+i, якщо k — непарне;

у точках виду ∆µ
a1...a2k−1[i+1](∅) зi стрибком

(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1µa3a4+...+a2k−1i (1− µa2k−1) , якщо k — парне,

(1− µ)a1a2+...+a2k−1i−1µa3a4+...+a2k−3a2k−2 (1− (1− µ)a2k−1) , якщо k — непарне;

у точках, що мають нескiнченне ∆µ-зображення, — усувний розрив;

3) є нiде не монотонною функцiєю;
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4) якщо в ∆µ-зображеннi числа y0 ∈ H мiститься нескiнченна кiлькiсть

цифр, вiдмiнних вiд 1, то рiвень φ−1(y0) функцiї φ є континуальним;

рiвень φ−1
(
∆µ

c1...cm(1)

)
є скiнченним, причому φ−1

(
∆µ

(1)

)
= ∆µ

(1).

Доведення. 1) Оскiльки функцiя φ визначена на множинi H, то мно-

жиною значень функцiї буде також множина H. Тому сюр’єктивнiсть вiд-

ображення φ очевидна.

Для рiзних значень аргумента, наприклад, для

x = ∆µ
a1a2(1)

̸= ∆µ
a2a1(1)

= x′

значення функцiї φ спiвпадають

y = φ(x) = φ(∆µ
a1a2(1)

) = ∆µ
[a1a2](1)

= ∆µ
[a2a1](1)

= φ(∆µ
a2a1(1)

) = φ(x′).

Отже, вiдображення φ не є iн’єктивним.

2.1) Дослiдимо поведiнку функцiї φ(x) в правому i лiвому ε-пiвоколах

точки x0 = ∆µ
a1...a2k[i+1](∅). Можливi випадки: k — парне, k — непарне число.

a) Нехай k — парне число. Умова x → ∆µ
a1...a2k[i+1](∅) + 0 рiвносильна

умовi x ∈ ∆µ
a1...a2ki1j

, де j → ∞, тодi

D1= lim
x→x0+0

φ(x) = lim
j→∞

φ
(
∆µ

a1...a2ki1j(1)

)
= lim

j→∞
∆µ

[a1a2] . . . [a2k−1a2k]︸ ︷︷ ︸
парне

[i·1][j·1](1)
=

=(1−µ)a1a2−1−(1−µ)a1a2−1µa3a4+. . .−(1−µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1µa3a4+...+a2k−1a2k+

+(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2+i−1µa3a4+...+a2k−1a2k.

Оскiльки умова x→ ∆µ
a1...a2k[i+1](∅)−0 рiвносильна умовi x ∈ ∆µ

a1...a2k[i+1]j,

де j → ∞, то

D2= lim
x→x0−0

φ(x) = lim
j→∞

φ
(
∆µ

a1...a2k[i+1]j(1)

)
= lim

j→∞
∆µ

[a1a2] . . . [a2k−1a2k]︸ ︷︷ ︸
парне

[(i+1)j](1)
=

=(1−µ)a1a2−1−(1−µ)a1a2−1µa3a4+. . .−(1−µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1µa3a4+...+a2k−1a2k.

Величина стрибка у точцi x0, коли k — парне число, дорiвнює рiзницi

|D1 −D2|= (1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2+i−1µa3a4+...+a2k−1a2k.

b) Нехай k — непарне число. Умова x → ∆µ
a1...a2k[i+1](∅) + 0 рiвносильна

умовi x ∈ ∆µ
a1...a2ki1j

, де j → ∞, тодi
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D3= lim
x→x0+0

φ(x)= lim
j→∞

φ
(
∆µ

a1...a2ki1j(1)

)
= lim

j→∞
∆µ

[a1a2] . . . [a2k−1a2k]︸ ︷︷ ︸
непарне

[i·1][j·1](1)
=

=(1−µ)a1a2−1−(1−µ)a1a2−1µa3a4+. . .+(1−µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1µa3a4+...+a2k−3a2k−2−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1µa3a4+...+a2k−3a2k−2+i.

Оскiльки умова x→ ∆µ
a1...a2k[i+1](∅)−0 рiвносильна умовi x ∈ ∆µ

a1...a2k[i+1]j,

де j → ∞, то

D4= lim
x→x0−0

φ(x) = lim
j→∞

φ
(
∆µ

a1...a2k[i+1]j(1)

)
= lim

j→∞
∆µ

[a1a2] . . . [a2k−1a2k]︸ ︷︷ ︸
непарне

[(i+1)j](1)
=

= (1−µ)a1a2−1−(1−µ)a1a2−1µa3a4+. . .+(1−µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1µa3a4+...+a2k−3a2k−2.

Величина стрибка у точцi x0, коли k — непарне число, дорiвнює рiзницi

|D3 −D4|= (1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1µa3a4+...+a2k−3a2k−2+i.

Дослiдження поведiнки функцiї φ(x) в правому i лiвому ε-пiвоколах

точки x1 = ∆µ
a1...a2k−1[i+1](∅) аналогiчне.

3) Для доведення нiде не монотонностi покажемо, що для будь-якого

цилiндра рангу 2k знайдеться цилiндр рангу 2k + 2 такий, що прирости

δφ = δ
(
∆µ

a1a2...a2k

)
i δφ = δ

(
∆µ

a1a2...a2kij

)
набувають рiзних знакiв. Позначимо кiнцi цилiндра ∆µ

a1a2...a2k
через

x1 = ∆µ
a1a2...a2k−2[a2k−1+1](∅) i x2 = ∆µ

a1a2...a2k−1[a2k+1](∅).

Прирiст на цьому цилiндрi δφ = δ
(
∆µ

a1a2...a2k

)
= φ(x2)−φ(x1). Можливi

випадки:

1.δφ=δ
(
∆µ

a1a2...a2k

)
= φ(x2)− φ(x1) =

= φ
(
∆µ

a1a2...a2k−1[a2k+1](∅)

)
− φ

(
∆µ

a1a2...a2k−2[a2k−1+1](∅)

)
=

= ∆µ

[a1a2][a3a4] . . . [a2k−1(a2k + 1)]︸ ︷︷ ︸
парне

(∅)
−∆µ

[a1a2]. . .[a2k−3a2k−2][a2k−1+1]︸ ︷︷ ︸
непарне

(∅)
=

=(1− µ)a1a2−1−(1− µ)a1a2−1µa3a4+. . .+

+(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1µa3a4+...+a2k−5a2k−4−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1µa3a4+...+a2k−1a2k+a2k−1−

−
(
(1−µ)a1a2−1−(1−µ)a1a2−1µa3a4+. . .+

+(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1µa3a4+...+a2k−5a2k−4−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1µa3a4+...+a2k−1+1

)
=
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= −(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1µa3a4+...+a2k−1a2k+a2k−1+

+(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1µa3a4+...+a2k−1+1 =

= (1−µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1µa3a4+...+a2k−5a2k−4+a2k−1+1
(
1− µa2k−1a2k−1

)
> 0.

δφ=δ
(
∆µ

a1a2...a2kij

)
= φ(x′2)− φ(x′1) =

= φ
(
∆µ

a1a2...a2ki[j+1](∅)

)
− φ

(
∆µ

a1a2...a2k[i+1](∅)

)
=

= ∆µ

[a1a2][a3a4] . . . [a2k−1a2k]︸ ︷︷ ︸
парне

[i(j+1)](∅)
−∆µ

[a1a2][a3a4] . . . [a2k−1a2k]︸ ︷︷ ︸
парне

[i+1](∅)
=

=(1− µ)a1a2−1 − (1− µ)a1a2−1µa3a4+. . .−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1µa3a4+...+a2k−1a2k+

+(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2+i(j+1)−1µa3a4+...+a2k−1a2k−
−
(
(1− µ)a1a2−1−(1− µ)a1a2−1µa3a4+. . .−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2−1µa3a4+...+a2k−1a2k+

+(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2+i µa3a4+...+a2k−1a2k) =

= (1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2+ij+i−1µa3a4+...+a2k−1a2k−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2+iµa3a4+...+a2k−1a2k =

= (1− µ)a1a2+...+a2k−3a2k−2+iµa3a4+...+a2k−1a2k
(
(1− µ)ij−1 − 1

)
6 0.

2. δφ=δ
(
∆µ

a1a2...a2k

)
= φ(x2)− φ(x1) =

= φ
(
∆µ

a1a2...a2k−1[a2k+1](∅)

)
− φ

(
∆µ

a1a2...a2k−2[a2k−1+1](∅)

)
=

= ∆µ

[a1a2] . . . [a2k−1(a2k + 1)]︸ ︷︷ ︸
непарне

(∅)
−∆µ

[a1a2] . . . [a2k−3a2k−2][a2k−1+1]︸ ︷︷ ︸
парне

(∅)
=

=(1− µ)a1a2−1−(1− µ)a1a2−1µa3a4+. . .−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−5a2k−4−1µa3a4+...+a2k−3a2k−2+

+(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k+a2k−1−1µa3a4+...+a2k−3a2k−2−
−
(
(1−µ)a1a2−1−(1− µ)a1a2−1µa3a4+. . .−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−5a2k−4−1µa3a4+...+a2k−3a2k−2+

+(1− µ)a1a2+...+a2k−5a2k−4+a2k−1 µa3a4+...+a2k−3a2k−2) =

= (1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k+a2k−1−1µa3a4+...+a2k−3a2k−2−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−5a2k−4+a2k−1µa3a4+...+a2k−3a2k−2 =

=(1−µ)a1a2+...+a2k−5a2k−4+a2k−1µa3a4+...+a2k−3a2k−2
(
(1−µ)a2k−1a2k−1−1

)
60.
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δφ=δ
(
∆µ

a1a2...a2kij

)
= φ(x′2)− φ(x′1) =

= φ
(
∆µ

a1a2...a2ki[j+1](∅)

)
− φ

(
∆µ

a1a2...a2k[i+1](∅)

)
=

= ∆µ

[a1a2][a3a4] . . . [a2k−1a2k]︸ ︷︷ ︸
непарне

[i(j+1)](∅)
−∆µ

[a1a2][a3a4] . . . [a2k−1a2k]︸ ︷︷ ︸
непарне

[i+1](∅)
=

= (1− µ)a1a2−1 − (1− µ)a1a2−1µa3a4 + . . .+

+(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1µa3a4+...+a2k−3a2k−2−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1µa3a4+...+a2k−3a2k−2+ij+i−

−
(
(1−µ)a1a2−1−(1−µ)a1a2−1µa3a4+. . .+

+(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1µa3a4+...+a2k−3a2k−2−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1 µa3a4+...+a2k−3a2k−2+i+1

)
=

= −(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1µa3a4+...+a2k−3a2k−2+ij+i+

+(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1µa3a4+...+a2k−3a2k−2+i+1 =

= (1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1µa3a4+...+a2k−3a2k−2+i+1
(
1− µij−1

)
> 0.

4) Множиною рiвня y0 функцiї φ називається множина

φ−1(y0) = {x : φ(x) = y0} .
Нехай ank

(y0) = bk ̸= 1, k ∈ N i aj(y0) = 1 при j ∈ N\ (nk). Тодi образом

кожного числа x такого, що
 a2nk−1(x) = bk,

a2nk
(x) = 1,

a2j−1(x) = a2j(x) = 1

або


 a2nk−1(x) = 1,

a2nk
(x) = bk,

a2j−1(x) = a2j(x) = 1

є число y0. Оскiльки таких чисел континуальна множина (що легко дово-

дится встановленням бiєктивного вiдображення з вiдрiзком [0; 1] за допо-

могою класичного двiйкового зображення), то рiвень φ−1(y0) функцiї φ є

континуальним.

Нехай bj — кiлькiсть рiзних розкладiв числа cj з зображення ∆µ
c1...cm(1)

числа y0 на два множники (j = 1,m). Тодi рiвень φ−1
(
∆µ

c1...cm(1)

)
функцiї

φ є скiнченним i мiстить
m∏
j=1

2·bj точок. Зокрема, рiвень φ−1
(
∆µ

(1)

)
мiстить

єдину точку.
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4.1.3. Функцiя γ(x) та її властивостi. Розглядається функцiя, яка

на множинi H визначена рiвнiстю:

y = γ
(
∆µ

a1a2...a2n−1a2n...

)
= ∆µ

[a1a2][a2a3]...
. (4.1.3)

Лема 4.1.1. Множина C ≡ C
[
∆µ, abcd

]
є нiде не щiльною множиною

нульової мiри Лебга.

Доведення. 1. Скористаємось означенням нiде не щiльної множини. Не-

хай (u; v) довiльний пiдiнтервал з iнтервалу (0; 1). ∆µ
c1c2...cm

— цилiндр, що

повнiстю належить (u; v). Тодi цилiндричний iнтервал ∇µ
c1c2...cmabcd, який

належить цилiндру ∆µ
c1c2...cm

точок множини C не мiстить. Отже, множина

C є нiде не щiльною.

2. Нехай F0 = (0; 1]. Введемо позначення F2k−2 — замикання об’єднання

цилiндрiв рангу 2k − 2, серед внутрiшнiх точок яких є точки множини C,

тобто

F2k−2 =
∪∪

. . .
∪︸ ︷︷ ︸

ai−2ai−1aiai+2 ̸=abcd

∆µ
a1a2...a2k−2

.

А множину F 2k+2 означимо рiвнiстю F 2k+2 = F2k−2 \ F2k+2. Тодi

λ(F 2k+2) = λ(F2k−2)− λ(F2k+2)

або
λ(F 2k+2)

λ(F2k−2)
= 1− λ(F2k+2)

λ(F2k−2)
.

З означення множин C, F2k+2 i F 2k+2 i неперервностi мiри Лебега λ маємо:

λ(C) 6 λ(F2k+2) ̸= 0 ∀k ∈ N,

λ(C) = lim
k→∞

λ(F2k+2) i λ(C) = 1−
∞∑
k=1

λ(F 2k+2).

Очевидно, що C ⊂ F2k+2 ⊂ F2k−2 для будь-якого k ∈ N i

C =
∞∩
k=1

F2k+2 = lim
k→∞

F2k+2.
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Тому λ(C) < λ(F2k+2) i

λ(C) = lim
k→∞

λ(F2k+2) = lim
k→∞

(
λ(F2k+2)

λ(F2k−2)
· λ(F2k−2)

λ(F2k−6)
· . . . · λ(F4)

λ(F0)

)
=

=
∞∏
k=1

λ(F2k+2)

λ(F2k−2)
=

∞∏
k=1

λ(F2k−2)− λ(F 2k+2)

λ(F2k−2)
=

∞∏
k=1

(
1− λ(F 2k+2)

λ(F2k−2)

)
.

Останнiй нескiнченний добуток прямує до нуля тодi i тiльки тодi, коли

розбiгається ряд, тобто
∞∑
k=1

λ(F 2k+2)

λ(F2k−2)
= ∞. (4.1.4)

Знайдемо оцiнки останнього вiдношення.

0 <
λ(F 2k+2)

λ(F2k−2)
6 (1− µ)a+cµb+d < 1.

Отже, ряд (4.1.4) розбiгається, оскiльки не виконується необхiдна умова

збiжностi ряду i тому λ(C) = 0.

Теорема 4.1.3. Функцiя γ володiє наступними властивостями:

1) є вiдображенням нi сюр’єктивним, нi iн’єктивним;

2) має злiченну всюди щiльну множину точок розриву 1 роду, а саме:

у точках виду ∆µ
a1...a2k[i+1](∅) зi стрибком

(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1µa2a3+...+a2ki
(
1− µa2k − (1− µ)i

)
;

у точках виду ∆µ
a1...a2k−1[i+1](∅) зi стрибком

(1− µ)a1a2+...+a2k−1i−1µa2a3+...+a2k−2a2k−1
(
1− µi − (1− µ)a2k−1

)
;

у точках, що мають нескiнченне ∆µ-зображення, — усувний розрив;

3) її множина значень має канторiвський тип (є нiде не щiльною множи-

ною нульової мiри Лебега) i дробову фрактальну розмiрнiсть Гаусдорфа-

Безиковича.
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Доведення. 1) Наприклад, для рiзних значень аргумента

x = ∆µ
a1a2(1)

̸= ∆µ
a2a1(1)

= x′

значення функцiї γ спiвпадають

y = γ(x) = γ(∆µ
a1a2(1)

) = ∆µ
[a1a2](1)

= ∆µ
[a2a1](1)

= γ(∆µ
a2a1(1)

) = γ(x′) = y.

Отже, вiдображення γ не є iн’єктивним.

А для значення функцiї y = ∆µ
1234(1) знайти значення аргументу, ∆µ-сим-

воли якого є натуральними, неможливо. Тому вiдображення γ не є сюр’є-

ктивним.

2.1) Дослiдимо поведiнку функцiї γ(x) в правому i лiвому ε-пiвоколах

точки x0 = ∆µ
a1...a2k[i+1](∅). Умова x → ∆µ

a1...a2k[i+1](∅) + 0 рiвносильна умовi

x ∈ ∆µ
a1...a2ki1j

, де j → ∞, тодi

D1= lim
x→x0+0

γ(x) = lim
j→∞

γ
(
∆µ

a1...a2ki1j(∅)

)
=

= lim
j→∞

∆µ

[a1a2] . . . [a2ki][i · 1][1 · j]︸ ︷︷ ︸
парне

(∅)
=

= (1− µ)a1a2−1 − (1− µ)a1a2−1µa2a3 + . . .+

+(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1µa2a3+...+a2k−2a2k−1−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1µa2a3+...+a2ki+

+(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k+i−1µa2a3+...+a2ki.

Оскiльки умова x→ ∆µ
a1...a2k[i+1](∅)−0 рiвносильна умовi x ∈ ∆µ

a1...a2k[i+1]j,

де j → ∞, то

D2= lim
x→x0−0

γ(x) = lim
j→∞

γ
(
∆µ

a1...a2k[i+1]j(∅)

)
=

= lim
j→∞

∆µ

[a1a2] . . . [a2k(i+ 1)][(i+ 1)j]︸ ︷︷ ︸
непарне

(∅)
=

=(1− µ)a1a2−1 − (1− µ)a1a2−1µa2a3+. . .+

+(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1µa2a3+...+a2k−2a2k−1−
−(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1µa2a3+...+a2ki+a2k.

Величина стрибка у точцi x0 дорiвнює рiзницi |D1 −D2|:

(1− µ)a1a2+...+a2k−1a2k−1µa2a3+...+a2ki
(
1− µa2k − (1− µ)i

)
.
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Дослiдження поведiнки функцiї γ(x) в правому i лiвому ε-пiвоколах

точки x1 = ∆µ
a1...a2k−1[i+1](∅) аналогiчне.

3) Легко бачити, що кожне число y, у ∆µ-зображеннi якого зустрiчає-

ться комбiнацiя цифр 1bc, де c ̸ ... b, не має прообразу. Тодi множина значень

функцiї не мiститиме чисел, ∆µ-зображення яких мiстить комбiнацiю цифр

1bcd. Тому згiдно з лемою 1 вона є нiде не щiльною множиною нульової мiри

Лебега.

Легко бачити, що множина E(γ) значень функцiї γ мiстить множину:

G =
{
y : y = ∆µ

a1a1a2a2a3a3...
, де an ∈ N \ {1}

}
,

яка має додатну фрактальну розмiрнiсть меншу 1. Такою ж є i множина

E(γ), тобто фрактальною множиною канторiвського типу.

Зауважимо, що функцiї, якi розглядались, є фрактальними з рiзних

точок зору. Графiк першої функцiї є N -самоафiнною множиною, друга

функцiя має множину рiвнiв з фрактальними властивостями, суттєва для

третьої функцiї множина, а саме: множина її значень, є фрактальною мно-

жиною.

4.2. Функцiї, що зберiгають хвости ∆µ-зображення чисел

4.2.1. Хвостовi множини i функцiї, що зберiгають хвости ∆µ-

зображення чисел. У множинi Zµ
H всiх ∆µ-зображень чисел з множини

H введемо бiнарне вiдношення “мати однаковий хвiст” (символiчно: ∼).

Означення 4.2.1. Кажуть, що два ∆µ-зображення

∆µ
a1a2...an...

i ∆µ
b1b2...bn...

мають однаковий хвiст (або перебувають у вiдношеннi ∼), якщо iснують

натуральнi числа k та m такi, що ak+j = bm+j для будь-якого j ∈ N.
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Очевидно, що бiнарне вiдношення ∼ є вiдношенням еквiвалентностi

(тобто є рефлексивним, симетричним i транзитивним) та розбиває множи-

ну, на якiй воно задане, на класи еквiвалентностi. Кожен з класiв еквiва-

лентностi називатимемо хвостовою множиною. Кожна хвостова множина

однозначно визначається довiльним своїм елементом (представником).

Будемо говорити, що два числа x i y з множини H мають однаковий

хвiст у ∆µ-зображеннi (або перебувають у вiдношеннi ∼), якщо їх ∆µ-зо-

браження перебувають у вiдношеннi ∼. Символiчно: x ∼ y.

Теорема 4.2.1. Кожна хвостова множина є злiченною i щiльною в

(0, 1] множиною; фактор-множина F ≡ (0, 1]/ ∼ є континуальною.

Доведення. Нехай K — довiльний клас еквiвалентностi, x0 = ∆µ
c1...cn...

—

його представник. Тодi, очевидно, що для довiльногоm ∈ Z0 iснує множина

Km =
{
x : x = ∆µ

a1...akcm+1cm+2...
, ai ∈ N, k = 0, 1, 2, . . .

}
таких чисел x, для яких при деякому k ∈ Z0

ak+j(x) = cm+j для довiльного j ∈ N i K =
∪

m∈Z0

Km .

Множина K, будучи злiченним об’єднанням злiченних множин, є мно-

жиною злiченною.

Доведемо тепер, що K — щiльна в (0, 1]. Оскiльки належнiсть числа

x до множини K не залежить вiд довiльної скiнченної кiлькостi перших

цифр його ∆µ-зображення, то в кожному з цилiндрiв довiльного рангу m

iснує точка множини K. Тому K є всюди щiльною в пiвiнтервалi (0, 1]

множиною.

Для доведення континуальностi фактор-множини F ≡ (0, 1]/ ∼ скори-

стаємось методом вiд супротивного. Припустимо, що F — злiченна множи-

на. Тодi пiвiнтервал (0, 1] є злiченною множиною як злiченне об’єднання

злiченних множин (класiв еквiвалентностi фактор-множини F ), що супе-

речить його континуальностi. Отримане протирiччя доводить теорему.
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Зауважимо, що фактор-множину F можна легко метризувати, тобто

ввести вiдстань (метрику).

Означення 4.2.2. Казатимемо, що функцiя f , яка визначена на мно-

жинi H i набуває значень з цiєї множини, зберiгає хвости ∆µ-зображень

чисел, якщо для будь-якого x ∈ (0, 1] iснують натуральнi числа k = k(x) i

m = m(x) такi, що

ak+n(x) = am+n (f(x)) для всiх n ∈ N.

Зрозумiло, що функцiй, якi зберiгають хвости ∆µ-зображень чисел,

iснує нескiнченна множина, але нас цiкавлять лише неперервнi функцiї.

Найпростiшим прикладом такої функцiї є тотожне перетворення y = e(x).

Клас функцiй, що задовольняють означення 4.2.2, позначимо через X

i розглянемо кiлька представникiв цього класу.

4.2.2. Функцiя σ1(x). Розглядається функцiя, означена на множинi

H рiвнiстю

y = σ1(x) = σ1

(
∆µ

a1(x)a2(x)a3(x)...an(x)...

)
= ∆µ

[a1+a2+a3]a4a5...an...
.

Коректнiсть означення цiєї функцiї випливає з єдиностi ∆µ-зображення

чисел з множини H i очевидно, що вона зберiгає хвости ∆µ-зображення

чисел.

Лема 4.2.1. Функцiя y = σ1(x) аналiтично виражається формулою

σ1(x) =

(
ν

µ

)a2(x)

· x+ νa1(x)+a2(x)−1

(
1− 1

µa2(x)

)
, (4.2.1)

є лiнiйною на кожному цилiндрi 2-го рангу i має наступнi властивостi:

1) є неперервною строго зростаючою;

2) sup
x∈∆µ

ij

σ1(x) = νi+j, inf
x∈∆µ

ij

σ1(x) = 0;

3)
∫
∆µ

ij

σ1(x)dx =
1

2
ν2i+jµj; 4)

1∫
0

σ1(x)dx =
1

2
· ν3

1 + ν3
.
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Доведення. 1. Справдi, якщо x = ∆µ
a1a2a3a4a5...an...

, то

x = νa1−1 − νa1−1µa2 + νa1+a3−1µa2 − νa1+a3−1µa2+a4 + . . . =

= νa1−1 − νa1−1µa2 +
µa2

νa2

(
νa1+a2+a3−1 − νa1+a2+a3−1µa4 + . . .

)︸ ︷︷ ︸
σ1(x)

=

= νa1−1 − νa1−1µa2 +
µa2

νa2
· σ1(x).

Звiдки σ1(x) =
(
ν

µ

)a2(x)

·x+νa1(x)+a2(x)−1

(
1− 1

µa2(x)

)
i очевидно, що фун-

кцiя σ1(x) є лiнiйною, а отже, неперервною строго зростаючою на множинi

H ∩∆µ
a1a2

. Довизначення її по неперервностi в ∆µ-скiнченних точках при-

водить до неперервностi на всьому цилiндрi ∆µ
a1a2

.

2. Граничнi значення функцiї σ1(x) на цилiндрi ∆µ
ij:

sup
x∈∆µ

ij

σ1(x) = lim
k→∞

σ1

(
∆µ

ij1(k)

)
= ∆µ

[i+j+1](∅) = νi+j.

inf
x∈∆µ

ij

σ1(x) = lim
k→∞

σ1

(
∆µ

ij(k)

)
= lim

k→∞
∆µ

[i+j+k](k) = 0.

3. Обчислимо ∫
∆µ

ij

σ1(x)dx =

∆µ
i[j+1](∅)∫

∆µ
ij(∅)

σ1(x)dx =

=

νi−1(1−µj+1)∫
νi−1(1−µj)

((
ν

µ

)j

· x+ νi+j−1

(
1− 1

µj

))
dx =

=

((
ν

µ

)j

· x
2

2
+ νi+j−1

(
1− 1

µj

)
· x

)∣∣∣∣∣
νi−1(1−µj+1)

νi−1(1−µj)

=
1

2
ν2i+jµj.

4.

1∫
0

σ1(x)dx =
1

2

∞∑
i=1

ν2i
∞∑
j=1

νjµj =
1

2
· ν2

1− ν2
· νµ

1− νµ
=

1

2
· ν3

1 + ν3
.
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4.2.3. Функцiя ds(x). Нехай s — фiксоване натуральне число. Роз-

глянемо функцiю, залежну вiд параметра s, коректно означену на пiвiн-

тервалi (0, 1] рiвнiстю y = ds(x) = ds

(
∆µ

a1(x)a2(x)a3(x)...

)
= ∆µ

[s+a1]a2a3...
.

Оскiльки s — довiльне натуральне число, то маємо злiченний клас фун-

кцiй y = ds(x).

Теорема 4.2.2. Функцiя ds аналiтично виражається формулою:

ds(x) = νs · x

i є: 1) лiнiйною строго зростаючою функцiєю,

2) inf
x∈(0,1]

ds(x) = 0, sup
x∈(0,1]

ds(x) = νs;

крiм цього, рiвняння σ1(x) = ds(x) не має розв’язкiв, якщо a2 > s, а при

a2 < s має їх злiченну множину:

E =
{
x : x = ∆µ

a1(a2[s−a2])
, де a1 ∈ N, a2 ∈ {1, 2, . . . , s− 1}

}
.

Доведення. За означенням функцiї ds маємо

ds(x) = ∆µ
[s+a1]a2a3...

= νs+a1−1 − νs+a1−1µa2 + . . . =

= νs
(
νa1−1 − νa1−1µa2 + . . .

)︸ ︷︷ ︸
x

= νs · x,

Отже, ds(x) = νs · x. Звiдки очевидно, що функцiя ds є лiнiйною строго

зростаючою на пiвiнтервалi (0, 1]. Причому

inf
x∈(0,1]

ds(x) = lim
x→0+0

ds(x) = lim
k→∞

ds

(
∆µ

(k)

)
= lim

k→∞
∆µ

[s+k](k) = 0;

sup
x∈(0,1]

ds(x) = lim
x→1−0

ds(x) = lim
k→∞

ds

(
∆µ

1(k)

)
= ∆µ

[s+1](∅) = νs.

Рiвняння σ1(x) = ds(x) можна записати у виглядi

∆µ
[a1(x)+a2(x)+a3(x)]a4(x)...

= ∆µ
[s+a1(x)]a2(x)a3(x)a4(x)...

.
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З єдиностi ∆µ-зображення чисел з множини H випливає одночасне ви-

конання рiвностей:

a1(x) + a2(x) + a3(x) = s+ a1(x), a4(x) = a2(x),

a5(x) = a3(x) = s− a2(x), . . . a2k(x) = a2(x),

a2k+1(x) = s− a2(x), k ∈ N.

Очевидно, що ця система несумiсна при a2 > s. А при a2 < s рiвняння має

злiченну множину розв’язкiв виду x = ∆µ
a1(a2[s−a2])

, де a1, a2 — незалежнi

натуральнi параметри.

4.2.4. Оператор лiвостороннього зсуву цифр ∆µ-зображення

числа. У множинi Zµ
H всiх ∆µ-зображень дiйсних чисел з H розгляне-

мо оператор ω2 зсуву цифр, означений рiвнiстю

ω2

(
∆µ

a1a2a3a4...an...

)
= ∆µ

a3a4...an...
,

який породжує на множинi H функцiю y = ω2(x) = ∆µ
a3(x)a4(x)...an(x)...

.

Даний оператор володiє властивiстю сюр’єктивностi, але не має власти-

востi iн’єктивностi, оскiльки

ω2(∆
µ
i1i2a3...an...

) = ω2(∆
µ
j1j2a3...an...

) при i1 ̸= j1, i2 ̸= j2.

Кожна точка ∆µ
(ij) =

νi−1(1− µj)

1− νiµj
, де (i, j) — довiльна пара натуральних

чисел, є iнварiантною для вiдображення ω2.

Лема 4.2.2. Функцiя y = ω2(x), яка аналiтично виражається форму-

лою

ω2(x) =
x

νa1(x)µa2(x)
− 1− µa2(x)

νµa2(x)
, (4.2.2)

є неперервною монотонно зростаючою функцiєю на кожному цилiндрi 2-

го рангу.

Доведення. Нехай x ∈ ∆µ
ij. Тодi x = ∆µ

ija3a4...
i

x = νi−1 − νi−1µj + νi+a3−1µj − νi+a3−1µj+a4 + . . . =
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= νi−1 − νi−1µj + νiµj
(
νa3−1 − νa3−1µa4 + . . .

)︸ ︷︷ ︸
ω2(x)

= νi−1 − νi−1µj + νiµj · ω2(x).

Звiдки ω2(x) =
x

νiµj
− 1− µj

νµj
.

Отже, будучи лiнiйною, функцiя ω2 є неперервною строго зростаючою

на множинi H∩∆µ
a1a2

. Довизначивши її по неперервностi в точках множини

S, отримаємо неперервну функцiю на всьому цилiндрi ∆µ
a1a2

.

Лема 4.2.3. Рiвняння ds(x) = ω2(x) має злiченну множину розв’яз-

кiв, якi мають загальний вигляд x = ∆µ
a1(a2[s+a1])

, де a1, a2 — довiльнi

натуральнi числа.

Доведення. Рiвняння ds(x) = ω2(x) можна записати у виглядi

∆µ
[s+a1(x)]a2(x)a3(x)a4(x)...

= ∆µ
a3(x)a4(x)...

.

З єдиностi ∆µ-зображення чисел з множини H випливає одночасне ви-

конання рiвностей:

s+ a1(x) = a3(x), a2(x) = a4(x), a3(x) = a5(x) = s+ a1(x),

a4(x) = a6(x) = a2(x), . . . a2k+1(x) = s+ a1(x),

a2k(x) = a2(x), k ∈ N.

Тодi розв’язками рiвняння будуть числа x=∆µ
a1(a2[s+a1])

, де a1, a2∈N.

4.2.5. Оператор правостороннього зсуву цифр ∆µ-зображення

числа. Нехай i, j — фiксованi натуральнi числа. Розглядається оператор,

залежний вiд параметрiв i, j, коректно означений на пiвiнтервалi (0, 1] рiв-

нiстю δij(x) = δij

(
∆µ

a1(x)a2(x)...

)
= ∆µ

ija1a2...
, який визначає злiченний клас

функцiй y = δij(x), i ∈ N, j ∈ N.

Лема 4.2.4. Функцiя y = δij(x), яка аналiтично виражається фор-

мулою y = δij(x) = νiµj · x+ νi−1
(
1− µj

)
, є лiнiйною строго зростаючою

функцiю на пiвiнтервалi (0, 1], причому

inf
x∈(0,1]

δij(x) = ∆µ
ij(∅) = νi−1

(
1− µj

)
, sup

x∈(0,1]
δij(x) = ∆µ

ij1(∅) = νi−1
(
1− µj+1

)
.
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Доведення. Справдi, за означенням функцiїї δij маємо:

y = δij(∆
µ
a1a2...

) = ∆µ
ija1a2...

= νi−1 − νi−1µj + νi+a1−1µj − νi+a1−1µj+a2 + . . . =

= νi−1 − νi−1µj + νiµj
(
νa1−1 − νa1−1µa2 + . . .

)︸ ︷︷ ︸
x

= νi−1 − νi−1µj + νiµj · x.

Отже, y = δij(x) = νiµj · x + νi−1
(
1− µj

)
. Звiдки з лiнiйностi функцiї δij

випливає, що вона є неперервною строго зростаючою на (0, 1] для кожної

впорядкованої пари натуральних чисел (i, j). Причому

inf
x∈(0,1]

δij(x)= lim
x→0+0

δij(x)= lim
k→∞

di

(
∆µ

(k)

)
= lim

k→∞
∆µ

ij(k)=∆µ
ij(∅)=ν

i−1
(
1−µj

)
;

sup
x∈(0,1]

δij(x) = lim
x→1−0

δij(x) = lim
k→∞

δij

(
∆µ

1(k)

)
= ∆µ

ij1(∅) = νi−1
(
1− µj+1

)
.

Для функцiй ω2 i δij очевидними є наступнi рiвностi:

ω2 (δij) = x δa1(x)a2(x) (ω2(x)) = x.

Теорема 4.2.3. Для функцiї δij мають мiсце наступнi твердження.

1. Рiвняння σ1(x) = δij(x) не має жодного розв’язку, якщо a1+ a2 > i,

а при a1 + a2 < i має їх злiченну множину{
x : x = ∆µ

(a1a2[i−a1−a2]j)
, a1 ∈ N, a2 ∈ N, a1 + a2 ∈ {1, 2, . . . , i− 1}

}
.

2. Рiвняння ds(x) = δij(x) не має жодного розв’язку, якщо s > i, а при

s < i має їх злiченну множину{
x : x = ∆µ

([i−s]j), s ∈ N, s ∈ {1, 2, . . . , i− 1}
}
.

3. Рiвняння ω2(x) = δij(x) має безлiч розв’язкiв, якi мають загальний

вигляд x = ∆µ
(a1a2ij)

, де (a1, a2)— довiльна пара натуральних чисел.
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Доведення. 1. Рiвняння σ1(x) = δij(x) можна записати у виглядi

∆µ
[a1(x)+a2(x)+a3(x)]a4(x)a5(x)...

= ∆µ
ija1(x)a2(x)a3(x)a4(x)...

.

З єдиностi ∆µ-зображення чисел з множини H випливає одночасне ви-

конання рiвностей:

a1(x) + a2(x) + a3(x) = i, a4(x) = j, a5(x) = a1(x), a6(x) = a2(x),

a7(x) = a3 = i− (a1 + a2), a8(x) = a4 = j, . . . a4k−1(x) = i− (a1 + a2),

a4k(x) = j, a4k+1(x) = a1, a4k+2(x) = a2, k ∈ N.

Тодi ця система не має жодного розв’язку, якщо a1+a2 > i, i має їх злiченну

множину E =
{
x : x = ∆µ

(a1a2[i−a1−a2]j)

}
, де a1, a2 — незалежнi натуральнi

параметри, якщо a1 + a2 < i.

2. Рiвняння ds(x) = δij(x) можна записати у виглядi

∆µ
[s+a1(x)]a2(x)a3(x)...

= ∆µ
ija1(x)a2(x)a3(x)...

.

З єдиностi ∆µ-зображення чисел з множини H випливає одночасне ви-

конання рiвностей:

s+ a1(x) = i, a2(x) = j, a3(x) = a1(x) = i− s,

a4(x) = a2(x) = j, . . . a2k−1(x) = i− s, a2k(x) = j, k ∈ N.

Тодi остання система несумiсна, якщо s > i. Якщо ж s < i, то рiвняння

має злiченну множину розв’язкiв вигляду x = ∆µ
([i−s]j).

3. Рiвняння ω2(x) = δij(x) можна записати у виглядi

∆µ
a3(x)a4(x)a5(x)...

= ∆µ
ija1(x)a2(x)a3(x)...

.

З єдиностi ∆µ-зображення чисел з множини H випливає одночасне ви-

конання рiвностей:

i = a3(x), j = a4(x), a1(x) = a5(x), a2(x) = a6(x),

a3(x) = a7(x) = i, . . . a4k−1(x) = i, a4k(x) = j,

a4k+1(x) = a1, a4k+2(x) = a2, k ∈ N.

Тодi розв’язками будуть числа виду x = ∆µ
(a1a2ij)

, де a1, a2 ∈ N.
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4.2.6. Перетворення, що зберiгають хвости ∆µ-зображення чи-

сел. Нагадаємо, що перетворенням непорожньої множини E називається

кожне взаємно однозначне, тобто бiєктивне (одночасно iн’єктивне i сюр’є-

ктивне), вiдображення цiєї множини на себе.

Зрозумiло, що неперервними перетвореннями [0, 1] є строго монотоннi

(зростаючi або спаднi) функцiї такi, що f(0) = 0 i f(1) = 1 або f(0) = 1 i

f(1) = 0.

Якщо f — перетворення [0, 1], то φ(x) = 1 − f(x) теж є перетворен-

ням цiєї множини. Саме тому при вивченнi неперервних перетворень [0, 1]

можна обмежитись строго зростаючими функцiями, якими є неперервнi

функцiї розподiлу ймовiрностей.

Простими прикладами неперервних строго зростаючих перетворень, якi

зберiгають хвости ∆µ-зображення чисел, є функцiї:

φτ(x) =


di(x), якщо 0 < x 6 x1 ≡ ∆µ

a1(a2[i+a1])
,

ω2(x), якщо x1 < x 6 x2 ≡ ∆µ
(a1a2)

,

e(x), якщо x2 < x 6 1,

де τ = (i, a1, a2) — довiльна трiйка натуральних чисел;

ψ(x) =


d1(x), якщо 0 < x 6 x1 ≡ ∆µ

1(12),

ω2(x), якщо x1 < x 6 x2 ≡ ∆µ
(1112),

δ12(x), якщо x2 < x 6 x3 ≡ ∆µ
(12),

e(x), якщо x3 < x 6 1;

γ(x) =



d3(x), якщо 0 < x 6 x1 ≡ ∆µ
1(12),

σ1(x), якщо x1 < x 6 x2 ≡ ∆µ
(1111),

δ31(x), якщо x2 < x 6 x3 ≡ ∆µ
(1231),

ω2(x), якщо x3 < x 6 x4 ≡ ∆µ
(1212),

e(x), якщо x4 < x 6 1.
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Теорема 4.2.4. Множина G всiх неперервних строго зростаючих пе-

ретворень пiвiнтервала (0, 1], якi зберiгають хвости ∆µ-зображення чи-

сел, вiдносно операцiї ◦ — “суперпозицiя функцiй” утворює нескiнченну

некомутативну групу.

Доведення. Множина неперервних перетворень (0, 1] є пiдмножиною

всiх перетворень (0, 1], якi, як вiдомо, утворюють групу. Тому скористає-

мось критерiєм пiдгрупи. Замкненiсть множини G вiдносно операцiї супер-

позицiя є очевидною. Функцiя, обернена до неперервної строго зростаючої,

сама є неперервною i строго зростаючою функцiєю. I якщо перетворення f

зберiгає “хвости” ∆µ-зображень, то обернене перетворення теж їх зберiгає.

Тому перетворення, обернене до даного перетворення з множини G теж

належить G.

Оскiльки множина перетворень φτ , τ ∈ N × N × N, є злiченною, то

зрозумiло, що нескiнченною є i множина G.

Для доведення некомутативностi групи (G, ◦) наведемо приклад пари

перетворень f1 i f2, якi не комутують, тобто f2 ◦ f1 ̸= f1 ◦ f2. Розглянемо

два перетворення φτ1(x) i φτ2(x), де τ1 = (1, 2, 3), τ2 = (1, 1, 2), тобто

φτ1(x) =


d1(x), якщо 0 < x 6 x1 ≡ ∆µ

2(33),

ω2(x), якщо x1 < x 6 x2 ≡ ∆µ
(23),

e(x), якщо x2 < x 6 1;

φτ2(x) =


d1(x), якщо 0 < x 6 x3 ≡ ∆µ

1(22),

ω2(x), якщо x3 < x 6 x4 ≡ ∆µ
(12),

e(x), якщо x4 < x 6 1.

Тодi для x0 = ∆µ
12(3), враховуючи, що

x0 > x2 = ∆µ
(23), а φτ1(x0) < x3 = ∆µ

1(22) i

x0 < x3 = ∆µ
1(22), а φτ2(x0) < x1 = ∆µ

2(33),
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отримуємо

φτ2

(
φτ1

(
∆µ

12(3)

))
= φτ2

(
∆µ

12(3)

)
= ∆µ

22(3);

φτ1

(
φτ2

(
∆µ

12(3)

))
= φτ1

(
∆µ

22(3)

)
= ∆µ

32(3) ̸= ∆µ
22(3).

Отже, φτ2 ◦ φτ1 ̸= φτ1 ◦ φτ2 i група (G, ◦) некомутативна.

4.3. Розподiли цифр ∆µ-зображення рiвномiрно розподiленої

випадкової величини

Теорема 4.3.1. Якщо випадкова величина τ = ∆µ
τ1τ2...τn...

має рiвно-

мiрний на вiдрiзку [0, 1] розподiл, то цифри τn її ∆µ-зображення є неза-

лежними випадковими величинами, причому цифри послiдовностi (τn) з

непарними номерами однаково розподiленi:

P{τ2k−1 = i} = µ · νi−1; (4.3.1)

i цифри послiдовностi (τn) з парними номерами мають однаковий розпо-

дiл:

P{τ2k = i} = ν · µi−1. (4.3.2)

Доведення. Оскiльки τ має рiвномiрний розподiл на [0, 1], то

1. P{τ = a} = 0 для довiльного a ∈ [0, 1];

2. P{τ ∈ (a, b)} = P{τ ∈ [a, b]} = P ([a, b]) = b− a.

Зауважимо, що подiя {τn = i} рiвносильна подiї{
τ ∈

∞∪
c1=1

∞∪
c2=1

. . .
∞∪

cn−1=1
∆µ

c1c2...cn−1i

}
.

Розглянемо цифри з непарними номерами. Для довiльного цилiндра

непарного рангу ∆µ
c1...c2k−1

, враховуючи вираз його довжини, має мiсце рiв-

нiсть

P (∆µ
c1...c2k−1

) = |∆µ
c1...c2k−1

| = νc1+c3+...+c2k−1−1 · µc2+c4+...+c2k−2+1 =

=
2k−1∏
i=1

νc2i−1−1µc2i−2+1.
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Скористаємось методом математичної iндукцiї, тобто доведемо, що для

довiльного k ∈ N цифри послiдовностi (τn) з непарними номерами однаково

розподiленi i мають мiсце рiвностi (4.3.1).

Враховуючи неперервнiсть розподiлу випадкової величини τ та власти-

востi цилiндрiв, маємо

P{τ1 = i} = P{τ ∈ ∆µ
i } = P (∆µ

i ) = |∆µ
i | = νi−1µ;

P{τ3 = i} = P

{
τ ∈

∞∪
j1=1

∞∪
j2=1

∆µ
j1j2i

}
=

∞∑
j1=1

∞∑
j2=1

|∆µ
j1j2i

| =

=
∞∑

j1=1

∞∑
j2=1

νj1+i−1µj2+1 = νi−1µ
∞∑

j1=1

νj1
∞∑

j2=1

µj2 = νi−1 · µ.

Аналогiчно,

P{τ2k−1 = i} = P

τ ∈
∞∪

j1=1

∞∪
j2=1

. . .
∞∪

j2k−2=1

∆µ
j1j2...j2k−2i

 =

=
∞∑

j1=1

∞∑
j2=1

. . .
∞∑

j2k−2=1

∣∣∣∆µ
j1j2...j2k−2i

∣∣∣ =
=

∞∑
j1=1

∞∑
j2=1

. . .
∞∑

j2k−2=1

νj1+j3+...+j2k−3+i−1µj2+j4+...+j2k−2+1 =

= νi−1µ

∞∑
j1=1

∞∑
j2=1

. . .

∞∑
j2k−2=1

νj1+j3+...+j2k−3µj2+j4+...+j2k−2 = νi−1µ.

Оскiльки остання ймовiрнiсть не залежить вiд k, а лише вiд i, то цифри

послiдовностi (τ2k−1), k ∈ N є однаково розподiленими.

Доведемо, що для будь-яких натуральних k i l розподiл випадкової ве-

личини τ2k−1 не залежить вiд розподiлу τ2l−1, де k < l, i має мiсце рiвнiсть

P {τ2k−1 = i, τ2l−1 = j} = P {τ2k−1 = i} · P {τ2l−1 = j} .

P {τ1 = i, τ3 = j} = P

{
τ ∈

∞∪
j2=1

∆µ
ij2j

}
=

∞∑
j2=1

∣∣∆µ
ij2j

∣∣ = ∞∑
j2=1

νi+j−1µj2+1 =
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= νi+j−2µ2 = νi−1µ · νj−1µ = |∆µ
i | ·
∣∣∆µ

j

∣∣ =
= P (∆µ

i ) · P
(
∆µ

j

)
= P {τ1 = i} · P {τ3 = j} ;

P {τ2k−1 = i, τ2l−1 = j} =

= P

τ ∈
∞∪

j1=1

. . .

∞∪
j2k−2=1

∞∪
j2k=1

. . .

∞∪
j2l−2=1

∆µ
j1...j2k−2ij2k...j2l−2j

 =

=
∞∑

j1=1

. . .
∞∑

j2k−2=1

∞∑
j2k=1

. . .
∞∑

j2l−2=1

∣∣∣∆µ
j1...j2k−2ij2k...j2l−2j

∣∣∣ =
=νi+j−1µ

∞∑
j1=1

. . .

∞∑
j2k−2=1

∞∑
j2k=1

. . .

∞∑
j2l−2=1

νj1+...+j2k−3+j2k+1+...+j2l−3×

×µj2+...+j2k−2+j2k+...+j2l−2=

= νi+j−1µ · µ
ν
= νi−1µ · νj−1µ = P {τ2k−1 = i} · P {τ2l−1 = j} .

Розглянемо тепер цифри з парними номерами. Для довiльного цилiндра

парного рангу ∆µ
c1...c2k

, враховуючи вираз його довжини, має мiсце рiвнiсть

P (∆µ
c1...c2k

) = |∆µ
c1...c2k

| = νc1+c3+...+c2k−1 · µc2+c4+...+c2k =
2k∏
i=1

νc2i−1µc2i.

Методом математичної iндукцiї доведемо, що для довiльного k ∈ N

цифри послiдовностi (τn) з парними номерами однаково розподiленi i мають

мiсце рiвностi (4.3.2).

Враховуючи неперервнiсть розподiлу випадкової величини τ та власти-

востi цилiндрiв, маємо

P{τ2 = i} = P

{
τ ∈

∞∪
j=1

∆µ
ji

}
=

∞∑
j=1

|∆µ
ji| =

∞∑
j=1

νjµi = ν · µi−1;

Аналогiчно,

P{τ2k = i} = P

τ ∈
∞∪

j1=1

∞∪
j2=1

. . .
∞∪

j2k−1=1

∆µ
j1j2...j2k−1i

 =
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=
∞∑

j1=1

∞∑
j2=1

. . .
∞∑

j2k−1=1

∣∣∣∆µ
j1j2...j2k−1i

∣∣∣ =
=

∞∑
j1=1

∞∑
j2=1

. . .
∞∑

j2k−1=1

νj1+j3+...+j2k−1µj2+j4+...+j2k−2+i =

= µi
∞∑

j1=1

∞∑
j2=1

. . .
∞∑

j2k−1=1

νj1+j3+...+j2k−1µj2+j4+...+j2k−2 = ν · µi−1.

Оскiльки остання ймовiрнiсть не залежить вiд k, а лише вiд i, то цифри

послiдовностi (τ2k), k ∈ N є однаково розподiленими.

Доведемо, що для будь-яких натуральних k i l розподiл випадкової ве-

личини τ2k не залежить вiд розподiлу τ2l, де k < l, i має мiсце рiвнiсть

P {τ2k = i, τ2l = j} = P {τ2k = i} · P {τ2l = j} .

P {τ2 = i, τ4 = j} = P

{
τ ∈

∞∪
j1=1

∞∪
j3=1

∆µ
j1ij3j

}
=

∞∑
j1=1

∞∑
j3=1

∣∣∆µ
j1ij3j

∣∣ =
=

∞∑
j1=1

∞∑
j3=1

νj1+j3µi+j = µi+j

(
ν

µ

)2

= µi−1ν · µj−1ν = P {τ2 = i} · P {τ4 = j} ;

P {τ2k = i, τ2l = j} =

= P

τ ∈
∞∪

j1=1

. . .

∞∪
j2k−1=1

∞∪
j2k+1=1

. . .

∞∪
j2l−1=1

∆µ
j1...j2k−1ij2k+1...j2l−1j

 =

=
∞∑

j1=1

. . .
∞∑

j2k−1=1

∞∑
j2k+1=1

. . .
∞∑

j2l−1=1

∣∣∣∆µ
j1...j2k−1ij2k+1...j2l−1j

∣∣∣ =
=µi+j

∞∑
j1=1

. . .
∞∑

j2k−1=1

∞∑
j2k+1=1

. . .
∞∑

j2l−1=1

νj1+...+j2k−1+j2k+1+...+j2l−1×

×µj2+...+j2k−2+j2k+2+...+j2l−2=

= µi+j ·
(
ν

µ

)2

= µi−1ν · µj−1ν = P {τ2k = i} · P {τ2l = j} .
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4.4. Розподiли випадкових величин з незалежними цифрами

∆µ-зображення

Розглядається випадкова величина τ = ∆µ
τ1τ2...τn...

, де (τn) — послiдов-

нiсть незалежних однаково розподiлених випадкових величин, якi набува-

ють значень 1, 2, . . . , n, . . . вiдповiдно з ймовiрностями P{τi = i} = pi.

Очевидно, що коли pj = 1, то розподiл випадкової величини τ є виро-

дженим з єдиним атомом ∆µ
(j). В рештi випадкiв розподiл τ є неперервним.

Далi ми виключаємо цей випадок з розгляду.

Лема 4.4.1. Функцiя розподiлу Fτ(x) в.в. τ має вигляд

Fτ(x) = β1 +
∞∑
k=2

(
βk

k−1∏
j=1

paj(x)

)
, (4.4.1)

де βk =


∞∑

i=ak(x)+1

pi, при непарному k,

ak(x)−1∑
i=1

pi, при парному k.

Доведення. За означенням функцiї розподiлу Fτ(x) = P{τ < x}, де

x = ∆µ
a1a2...ak...

. Оскiльки подiя {τ < x} подається у виглядi об’єднання

несумiсних подiй

{τ < x} = {τ1 > a1(x)} ∪ {τ1 = a1(x) ∧ τ2 < a2(x)} ∪ . . .

∪
{
τi = ai(x), якщо i = 1, 2k − 1 ∧ τ2k < a2k(x)

}
∪

∪
{
τi = ai(x), якщо i = 1, 2k ∧ τ2k+1 > a2k+1(x)

}
∪ . . . ,

то

P {τ1 > a1(x)} =
∞∑

j=a1(x)+1

P{τj = j} =
∞∑

j=a1(x)+1

pj;

P
{
τi = ai(x), якщо i = 1, 2k − 1 ∧ τ2k < a2k(x)

}
=

=
2k−1∏
i=1

P{τi = ai(x)} ·
a2k(x)−1∑

j=1

P{τ2k = j} =
2k−1∏
i=1

pai(x) ·
a2k(x)−1∑

j=1

pj;
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P
{
τi = ai(x), якщо i = 1, 2k ∧ τ2k+1 > a2k+1(x)

}
=

=
2k∏
i=1

P{τi = ai(x)} ·
∞∑

j=a2k+1+1

P{τ2k+1 = j} =
2k∏
i=1

pai(x) ·
∞∑

j=a2k+1(x)+1

pj.

Отже,

Fτ(x) =
∞∑

j=a1+1

pj + . . .+

a2k−1∑
j=1

pj ·
2k−1∏
i=1

pai +
∞∑

j=a2k+1+1

pj ·
2k∏
i=1

pai + . . . =

= β1 +
∞∑
k=2

(
βk

k−1∏
j=1

paj

)
,

де βk =


∞∑

i=ak(x)+1

pi, при непарному k,

ak(x)−1∑
i=1

pi, при парному k.

Теорема 4.4.1. Якщо (τn) — задана послiдовнiсть незалежних одна-

ково розподiлених випадкових величин i µ ̸= 1
2, то розподiл випадкової

величини τ = ∆µ
τ1τ2...τn...

є сингулярним.

Доведення. З виразу (4.4.1) функцiї розподiлу Fτ на довiльному цилiн-

дрi ∆µ
a1a2...a2k

прирiст функцiї має вид

δ = Fτ

(
∆µ

a1a2...[a2k+1](∅)

)
− Fτ

(
∆µ

a1a2...a2k(∅)

)
=

=

a2k∑
j=1

pj ·
2k−1∏
i=1

pai(x) −
a2k−1∑
j=1

pj ·
2k∏
i=1

pai(x) =
2k∏
i=1

pai(x).

Тодi

F ′
τ(x) = lim

k→∞

δ

|∆µ
a1a2...a2k|

= lim
k→∞

2k∏
i=1

pai(x)

νa1+a3+...+a2k−1µa2+a4+...+a2k
=

= lim
k→∞

pa1
νa1

· pa2
µa2

· . . . ·
pa2k−1

νa2k−1
· pa2k
µa2k

.

Якщо точка x має нормальну властивiсть, а саме: lim
n→∞

an(x) = ∞, то

F ′
τ(x) = 0, оскiльки pn → 0, коли n → ∞, i необхiдна умова збiжностi

нескiнченного добутку не виконується.
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Теорема 4.4.2. Якщо ζ = ∆µ
ζ1ζ2...ζn...

— випадкова величина, цифри ∆µ-

зображення якої є незалежними випадковими величинами, має чистий

лебегiвський тип розподiлу (чисто дискретний, чисто абсолютно непе-

рервний або чисто сингулярно неперервний).

Дане твердження є аналогом теореми Джессена-Вiнтнера [36] для су-

ми випадкового ряду з незалежними дискретно розподiленими доданками.

Його доведення можна провести за аналогiєю з доведенням аналогiчного

твердження для Q̃∞-зображення [36,49].
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Висновки до роздiлу 4

Даний роздiл був присвячений застосуванням ∆µ-зображення чисел. У

ньому дослiджувались функцiї з фрактальними властивостями, неперерв-

нi перетворення вiдрiзка [0; 1] та розподiли випадкових величин, означенi

в термiнах ∆µ-зображення чисел. Перше застосування стосується теорiї

функцiй, друге — геометрiї, третє — теорiї ймовiрностей.

Апарат ∆µ-зображення чисел створює широкi можливостi для констру-

ювання функцiй зi складною локальною тополого-метричною структурою i

фрактальними властивостями, зокрема, функцiй, що володiють N -самопо-

дiбними, N -самоафiнними та автомодельними властивостями.

Неперервнi перетворення вiдрiзка [0; 1] вичерпуються строго зростаю-

чими та строго спадними функцiями. А вони, згiдно з вiдомою теоремою

Лебега, мають скiнченну похiдну майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега.

Не дивлячись на це, диференцiальнi властивостi таких функцiй можуть

бути вкрай неоднорiдними. Iснують функцiї (причому їх бiльшiсть), якi в

будь-якому як завгодно малому iнтервалi мiстять континуальну множину

точок, в яких похiдна рiвна нулю, i континуальну множину точок, в яких

похiдна є нескiнченною. До таких вiдносяться сингулярнi функцiї, похiдна

яких майже скрiзь рiвна нулю. Добре вiдомо, що клас всiх неперервних пе-

ретворень вiдрiзка [0; 1] вiдносно операцiї композицiя перетворень утворює

некомутативну групу. У пунктi 4.2.6 знайдена її некомутативна пiдгрупа —

це неперервнi перетворення, що зберiгають хвости ∆µ-зображення чисел.

Основними результатами цього роздiлу є його теореми.

Основнi результати цього роздiлу опублiкованi у роботах [5a,6a] i допо-

вiдались на наукових конференцiях [14a–19a].
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ЗАГАЛЬНI ВИСНОВКИ

Аналiтичнi кодування дiйсних чисел засобами нескiнченного алфавiту

є продуктивним засобом розвитку метричної та ймовiрнiсної теорiї чисел i

виявленню їх нормальних властивостей. Серед них окремої уваги заслуго-

вують зображення, що ґрунуються на представленнях числа рядом (зна-

кододатним або знакопочережним), членами якого є числа, оберненi до

натуральних. Запропоноване в роботi ∆♯-зображення є саме таким. Воно

тiсно пов’язане з класичними двосимвольними зображеннями (двiйковим

та нега-двiйковим) i вiдповiдає виразу неперервної строго зростаючої син-

гулярної функцiї Мiнковського, iнтерес до якої не згасає протягом столiття.

Не зважаючи на те, що ∆♯-зображення є окремим випадком Q̃∞-зображен-

ня, яке вивчалось у роботах М.В. Працьовитого та О.Л. Лещинського, воно

вповнi заслуговує на самостiйне дослiдження, оскiльки в даному випадку

моделлю числа є знакопочережний ряд, членами якого є числа оберненi

до натуральних. Саме ця обставина дозволила суттєво поглибити теорiю i

вичерпно розв’язати iншi задачi, зокрема, довести критерiй рацiональностi

числа.

У роботi знайдено континуальну сiм’ю нових зображень чисел пiвiнтер-

вала (0; 1], визначених параметром µ ∈ (0; 1). Таке зображення ми назваємо

∆µ-зображенням. Воно є ∆♯-зображенням при µ =
1

2
. Вказавши ймовiрнi-

сну задачу, яка приводить до ∆µ-зображення, ми детально вивчили його

геометрiю, факти якої використали для постановки та розв’язання задач

метричної та ймовiрнiсної теорiї чисел. Видiливши злiчений клас рацiо-

нальних ∆µ-зображень, ми вказали достатнi умови рацiональностi числа i

спростували гiпотезу про те, що критерiй рацiональностi числа, знайдений

для ∆♯-зображення, матиме мiсце для довiльного ∆µ-зображення.
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У дисертацiйному дослiдженнi ми використовували методологiю, запро-

поновану у роботах М.В. Працьовитого та його учнiв при дослiдженнi рi-

зних зображень чисел з нескiнченним алфавiтом, зокрема таких, що ґрун-

туються на розкладах чисел в знакодотантi ряди Люрота, Енгеля, Силь-

вестера та знакопочережнi ряди Люрота, Остроградського-Серпiнського-

Пiрса, Остроградського, в елементарнi ланцюговi дроби. Цi зображення

(за виключенням розкладiв чисел у ряди Люрота) не мають властивостей

самоподiбностi тодi, як ∆µ-зображення є N -самоподiбним.

Наукову новизну даного дисертацiйного дослiдження складають:

1) цiлiсна теорiя ∆♯-зображення, яка включає критерiй рацiонально-

стi числа, опис властивостей цилiндричних та хвостових множин,

властивостей операторiв лiвостороннього та правостороннього зсу-

ву цифр, розв’язки задач про метричнi, топологiчнi та фрактальнi

властивостi множин чисел з певними обмеженнями на вживання

цифр тощо;

2) теорiя ∆µ-зображення, яка включає геометричне тлумачення цифр

зображення, метричнi вiдношення, породженi властивостями цилiн-

дрiв, нормальнi властивостi чисел, опис тополого-метричних i фра-

ктальних властивостей множин канторiвського типу, зокрема, фор-

мули для обчислення їх мiри Лебега;

3) застосування ∆µ-зображення для конструювання i дослiдження

властивостей кусково-неперервних функцiй та неперервних пере-

творень вiдрiзка [0; 1], якi зберiгають властивостi ∆µ-зображення

чисел, зокрема, їх хвости; розподiлiв випадкових величин, iндуко-

ваних розподiлами цифр ∆µ-зображення та iн.

Наявнiсть рiзних (за своїми суто геометричними та тополого-метрични-

ми властивостями) зображень чисел з нескiнченним алфавiтом суттєво роз-

ширює можливостi дослiдження математичних об’єктiв зi складною ло-

кальною тополого-метричною структурою.
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69. Cantor G. Über die einfachen Zahlensysteme / G. Cantor //

Z. Math. Phys. — 1869. — Bd. 14. — Pp. 121–128.

70. Dedekind R. Stetigkeit und irrationale Zahlen / R. Dedekind. — Vieweg:

Braunschweig (originally published as a separate booklet). — Vol. 3. —

Pp. 315–334.

71. Denjoy A. Sur une fonction de Minkowski / A. Denjoy // C. R. Acad. Sci.

Paris. — 1932. — Vol. 194. — Pp. 44–46.
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