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Побудована математична модель руху довiльної оболонки обертання з

приєднаним до її торця твердим тiлом скiнчених розмiрiв пiд дiєю зосере-

джених та розподiлених навантажень. Сформульована спектральна задача

про неосесиметричнi вiльнi коливання розглядуваної механiчної системи та

побудованi її розв’язки з використанням методу Рiтца. Розглянута спроще-

на постановка задачi в припущеннi, що для оболонки виконується гiпотеза

плоских перерiзiв. Показано, що балкова теорiя Тимошенка має iстотно бiль-

шу область застосування по вiдношенню до класичної теорiї балок Ейлера –

Бернуллi.

Розвинуто варiацiйний метод побудови наближеного розв’язку сингулярно

збуреної спектральної задачi про вiльнi коливання довiльних оболонок обер-

тання. Побудова систем координатних функцiй для методу Рiтца базується на

врахуваннi попередньо встановленiй формальної структури фундаменталь-

них розв’язкiв вихiдної системи рiвнянь. Отриманi на цiй основi системи ба-

зисних функцiй враховують наявнiсть у розв’язках примежових функцiй, що

локалiзованi у вузьких зонах бiля торцiв оболонки, а також асимптотичну

поведiнку розв’язкiв в околi регулярної особливої точки вихiдних рiвнянь.

Запропонований алгоритм володiє поточковою збiжнiстю розв’язкiв та її пер-

ших чотирьох похiдних у всiй областi iнтегрування рiвнянь, а також вiдно-

ситься до числа рiвномiрних алгоритмiв по малому параметру розв’язання

сингулярно збурених задач.
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Запропоновано застосування метода Рiтца до побудови розв’язкiв спе-

ктральних задач з умовами спряження. Знаходження розв’язкiв цих задач ба-

зується на формулюваннi узагальненого функцiоналу, для якого умови спря-

ження вiдносяться до числа його природних граничних умов. Ефективнiсть

такого пiдходу продемонстрована при побудовi розв’язкiв одномiрної задачi

на власнi значення про коливання стержня з кусково-неперервними пружно-

масовими характеристиками, а також спектральної задачi з параметром в

граничнiй умовi для рiвнянь в частинних похiдних про вiльнi коливання рi-

дини в резервуарi складної геометрiї. Розроблений алгоритм забезпечує збi-

жнiсть в рiвномiрнiй метрицi розв’язкiв та їх похiдних, що входять в умови

спряження.

Наведено дослiдження поперечних коливань вертикально розташованого

пружного стержня, який має на вiльному торцi резервуар з рiдиною, а також

стержня з приєднаним в деякому перерiзi резервуаром в формi тiла обертан-

ня, який частково заповнений рiдиною. Використовуючи основнi положення

лiнiйної теорiї руху твердого тiла з рiдиною та лiнiйної теорiї пружних стер-

жнiв, побудовано математичнi моделi динамiки розглядуваних механiчних

систем пiд дiєю зосереджених та розподiлених зовнiшнiх навантажень. На-

ближенi розв’язки задач про вiльнi коливання системи «стержень – резервуар

– рiдина» будуються на основi варiацiйних методiв. При цьому, в задачi про

коливання стержня з пiдвiсним резервуаром у зв’язку з наявнiстю розрив-

них граничних умов при побудовi розв’язкiв використовується метод Рiтца

у поєднаннi з методом декомпозицiї областi визначення шуканих розв’язкiв.

Розв’язано також задачi про вимушенi коливання розглядуваних механiчних

систем пiд дiєю зовнiшнiх сил, а також при заданому гармонiчному збуреннi

основи стержня.

Запропоновано наближений метод розрахунку вiльних коливань довiль-

них оболонок обертання, якi частково заповненi рiдиною. Оскiльки оболонка

знаходиться пiд дiєю розривного гiдродинамiчного навантаження, то розв’я-
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зок вихiдної задачi гiдропружностi базується на застосуваннi методу деком-

позицiї областi iнтегрування рiвнянь теорiї оболонок в поєднаннi з методом

Рiтца, а також на наближенiй побудовi оберненого оператора для гiдродина-

мiчної частини задачi.

Ключовi слова: оболонка обертання, сингулярно збуренi задачi, метод Рi-

тца, метод декомпозицiї, множники Лагранжа, пружнi конструкцiї з рiдиною.

Trotsenko Yu.V. Development the methods of analytical mechanics in the

problems about oscillations of multicomponent mechanical systems. – Manuscript.

Doctor of Sciences thesis on Physics and Mathematics, speciality 01.02.01 –

theoretical mechanics. – Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2017.

A mathematical model of the motion of an arbitrary shell of revolution wi-

th attached of the solid body of finite size on its end under the influence of

concentrated and distributed loads is obtained. The spectral problem of non-

axisymmetric vibrations for this mechanical system is formulated and its soluti-

ons are built using the Ritz method. The simplified formulation of the problem is

considered assuming that the hypothesis of flat sections for the shell is performed.

It is shown that the theory of Timoshenko has a much greater range of applicabi-

lity with respect to the classical theory of Euler-Bernoulli beams.

For a singularly perturbed spectral problem about free oscillations of arbitrary

shells of revolution the variational method is developed. The coordinate functions

are built taking into account the structure of the fundamental solutions of the ini-

tial system of equations. This coordinate functions take into account the existence

of border functions in solutions and the asymptotic behavior of solutions in the

field of special regular point of the original equations. The proposed algorithm

has the pointwise convergence in the whole domain of integration equations. It

also refers to the uniform algorithms in the small parameter of the solution of

singularly perturbed problems.

The Ritz method is proposed for construct the solutions of spectral problems



with the transmission conditions. Finding the solutions to these problems is

based on the construction of a generalized functional for which the transmissi-

on conditions are natural boundary conditions. The effectiveness of this approach

is demonstrated by solving a one-dimensional eigenvalues problem about the vi-

brations of a rod with piecewise continuous elastic mass characteristics and by

spectral problem with a parameter in the boundary condition for partial differenti-

al equations about free vibrations of a liquid in a tank of complex geometry. The

developed algorithm ensures the convergence in the uniform metric for solutions

and their derivatives, which are included in the transmission conditions.

Researches of transverse vibrations of a vertical rod, which has at the free end

of the fluid reservoir, and for a rod with a suspended tank partially filled with

liquid, are presented. By use of the linear theory of motion of a solid with a liquid

and the linear theory of elastic rods, mathematical models of the dynamics of

these mechanical systems under the action of concentrated and distributed loads

are built. Approximate solutions of problems of natural vibrations of systems «rod

– tank – liquid» are based on the variational methods. Since the problem of beam

oscillation with outboard tank contains discontinuous boundary conditions, the

Ritz method and decomposition method of domain solutions is applied. Problems

about forced vibrations of these mechanical systems under the action of external

forces and for a given harmonic effects on rod base are also solved.

Approximate method for solving of problem about the natural oscillations of

arbitrary shells of revolution, partially filled with liquid is proposed. Since the

shell is subjected to breaking hydrodynamic load, that the solution of the original

problem hydroelasticity boundary is based on a domain decomposition method of

integrating the equations shell in combination with the method of the Ritz, as well

as on the constructing of the approximate inverse of operator for the hydroelastic

part of the problem.

Keywords: shell of revolution, singularly perturbed problems, Ritz method,

decomposition method, Lagrange multipliers, the elastic structure with liquid.
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ВСТУП

Значна кiлькiсть сучасних реальних механiчних конструкцiй являються

багатокомпонентними системами, якi мiстять в собi великi маси рiдини та

приєднанi рiзним чином твердi або пружнi тiла скiнчених розмiрiв. Найбiльш

типовими об’єктами такого роду є ракети-носiї, космiчнi апарати з рiдинними

двигунами та лiтаки. Також такi конструкцiї досить широко представленi у

кораблебудуваннi та iнших галузях промислового будiвництва.

При дослiдженнi динамiчної поведiнки таких механiчних систем доводи-

ться долати значнi труднощi, якi полягають в необхiдностi сумiсного описан-

ня руху декiлькох iстотно рiзних об’єктiв механiки – абсолютно твердого тiла,

твердого – деформiвного тiла та рiдини. Дослiдження таких багатокомпонен-

тних механiчних систем, як об’єктiв аналiтичної механiки, що знаходяться пiд

дiєю нестацiонарного динамiчного навантаження зводиться до розв’язування

досить складних початково-граничних задач в частинних похiдних. Побудо-

ва розв’язкiв таких задач, як правило, базується на зведеннi їх до розв’я-

зування систем звичайних диференцiальних рiвнянь вiдносно узагальнених

координат, що характеризують збурений рух розглядуваних механiчних си-

стем. Для ефективної реалiзацiї цього пiдходу необхiдно знати власнi форми

коливань вiдповiдних пiдсистем конструкцiї. Тому визначення резонансних

частот i форм коливань механiчної системи є першочерговою задачею в за-

гальному комплексi дослiдження її динамiчної поведiнки. Оскiльки цi задачi

є базовими, то при побудовi наближених методiв їх розв’язування перевага

надається методам, якi дають аналiтичну форму розв’язку та забезпечують

гарантовану точнiсть обчислювального процесу.

Особливе мiсце в розрахунковiй практицi займають задачi про колива-

ння довiльних оболонок обертання з приєднаними до їх торцевих перерiзiв

абсолютно твердих тiл скiнчених розмiрiв. Цi задачi вiдносяться до числа

малодослiджених задач, як в планi побудови математичних моделей розгля-
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дуваних механiчних систем, так i в планi побудови ефективних алгоритмiв

для розв’язання вiдповiдних граничних задач. При певних геометричних та

фiзичних параметрах вказаної системи її коливання можуть бути описанi за

допомогою спрощених моделей, якi базуються на гiпотезi плоских перерiзiв

для деформацiї оболонки. Такi моделi потребують встановлення їх границь

застосування в розрахунковiй практицi сучасного машинобудування.

Успiх побудови аналiтичного розв’язку задачi про коливання довiльних

оболонок обертання, що частково заповненi рiдиною в iстотнiй мiрi залежить

вiд знаходження аналiтичної форми розв’язку задачi про власнi коливання

оболонки без рiдини. Розв’язки цiєї задачi для системи диференцiальних рiв-

нянь зi змiнними коефiцiєнтами можна отримати на основi метода Рiтца. Роз-

глядувана задача має суттєву особливiсть, що пов’язана з наявнiстю малого

параметра при старшi похiднiй, який обумовлений товщиною оболонки. Цей

факт є визначальним при виборi iснуючих та розробцi нових методiв iнтегру-

вання вихiдних рiвнянь. У зв’язку з цим, розробка методу Рiтца розв’язання

сингулярно збурених граничних задач є актуальною задачею в теоретичному

i практичному значеннi.

Бiльшiсть задач динамiки складних механiчних систем зводяться до iнте-

грування рiвнянь з кусково-неперервними коефiцiєнтами, до крайових задач

з розривними граничними умовами, або з розривними навантаженнями. Як

правило, такi задачi можуть бути ефективно розв’язанi, якщо при цьому за-

стосувати метод декомпозицiї областi визначення шуканих розв’язкiв. Тому

розвиток метода Рiтца для розв’язання задач спряження є важливою задачею

механiки суцiльного середовища.

Для багатьох практичних випадкiв має великий iнтерес проблема дослi-

дження поперечних коливань вертикально розташованого стержня, який має

на вiльному торцi резервуар з рiдиною, а також стержня з приєднаним до

нього в деякому перерiзi резервуаром у формi тiла обертання (пiдвiсний ре-

зервуар), що частково заповнений рiдиною. Iнтерес до дослiдження динамiки
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таких конструкцiй обумовлений запитами ракетно-космiчної технiки, а також

високими вимогами до проектування промислових резервуарiв в сейсмiчно-

небезпечних регiонах.

При дослiдженнi коливань розглядуваних конструкцiй пiд дiєю зосере-

джених та розподiлених зовнiшнiх навантажень базовою задачею являється

спектральна задача, що описує вiльнi коливання стержнiв з приєднаними до

них резервуарами з рiдиною. Побудова ефективних розв’язкiв цiєї задачi, що

мають аналiтичну форму i забезпечують гарантовану точнiсть обчислень,

має важливе практичне значення. Представляє також iнтерес дослiдження

вимушених коливань розглядуваних механiчних систем при кiнематичному

збуреннi основи стержня.

Дослiдженню коливань та стiйкостi пружних оболонок з рiдким напов-

ненням при наявностi вiльної поверхнi придiляється значна увага в науковiй

лiтературi. Першi дослiдження в цiй галузi були проведенi у спрощенiй по-

становцi задачi в припущеннi, що для оболонки виконується гiпотеза плоских

перерiзiв. Таке наближення може бути справедливим тiльки для оболонок з

певними геометричними характеристиками. В загальному випадку потребує-

ться бiльш точна постановка задачi з використанням рiвнянь теорiї оболонок.

В останнi роки набув бурхливого розвитку метод скiнченних елементiв при

розв’язаннi задач гiдропружностi. Цей метод володiє великою унiверсальнi-

стю, але його реалiзацiя потребує потужної обчислювальної технiки, а та-

кож прискiпливого аналiзу точностi отриманих результатiв обчислення. Iз-за

принципових труднощiв апроксимацiї скiнченими рядами перемiщень оболон-

ки та потенцiалу змiщень рiдини у всiй областi їх визначення, метод Рiтца,

незважаючи на його привабливiсть, не знайшов широкого застосування в за-

дачах гiдропружностi.

Таким чином, дослiдження в згаданих напрямках є актуальними, як в

теоретичному, так i в прикладному значеннi.

Результати дисертацiйної роботи отримано при виконаннi наукових дослi-
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джень згiдно з планом вiддiлу динамiки та стiйкостi багатовимiрних систем

Iнституту математики НАН України на 2003 – 2016 роки в рамках держбю-

джетної теми № III-13-11 «Розробка i дослiдження некласичних математи-

чних моделей динамiки багатовимiрних механiчних систем типу «тверде тiло

– рiдина» (номер держ. реєстрацiї 0111U001031), а також в межах науково-

дослiдної теми № III-23-12 «Математичнi моделi полiагрегатних систем та

чисельно-аналiтичнi методи розв’язування сучасних задач динамiки, стiйко-

стi та оптимального керування» (номер держ. реєстрацiї 0112U001015) за про-

грамою «Розробка математичних моделей та чисельно-аналiтичних методiв

розв’язування сучасних задач фiзико-технiчних i медико-бiологiчних наук та

iнформацiйних технологiй».

Частина результатiв була отримана пiд час роботи над DFG проектом

нiмецької наукової спiльноти та НАН України «Чисельно-аналiтичнi моделi

i методи для дослiдження динамiки рiдини в резервуарах» (GZ: 436 UKR

113/33/0-4) в унiверситетi Фрiдрiха Шиллера, Йена (2004 – 2010 р.р.).

Мета i задачi дисертацiйної роботи полягають в наступному:

• побудувати математичнi моделi руху наступних механiчних систем: до-

вiльної оболонки обертання з приєднаним до одного з її торцiв твердим тiлом

скiнчених розмiрiв; пружних стержнiв з пiдвiсними резервуарами з рiдиною,

що знаходяться пiд дiєю зовнiшнього навантаження загального вигляду;

• розробити методи розрахунку частот i форм вiльних коливань розгля-

дуваних механiчних систем;

• розвиток аналiтичних пiдходiв до розв’язання спектральної задачi про

коливання довiльних оболонок обертання, що частково заповненi рiдиною;

• дослiдити основнi закономiрностi впливу параметрiв зазначених меха-

нiчних систем на їх частоти i форми власних коливань та встановити межi

застосування спрощених постановок розглядуваних задач.

Об’єктом дослiдження є складнi механiчнi системи, що включають в себе

пружнi елементи, та тонкостiннi резервуари з рiдиною.
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Предметом дослiдження є спектральнi задачi, що описують коливання

розглядуваних механiчних систем.

Побудова математичних моделей механiчних систем здiйснюється на осно-

вi загальної теорiї теоретичної механiки, рiвнянь руху рiдини та тонкостiн-

них оболонок. Загальна iдеологiя побудови наближених розв’язкiв граничних

задач базується на поєднаннi варiацiйних методiв та аналiтичної теорiї дифе-

ренцiальних рiвнянь. При цьому враховується наявнiсть розривiв у грани-

чних умовах, навантаженнях, та коефiцiєнтах рiвнянь; наявнiсть у шуканих

розв’язках високих градiєнтiв у вузьких примежових зонах. Врахування цих

особливостей задач дозволяє при побудовi їх розв’язкiв уникнути розв’язан-

ня алгебраїчних систем великої розмiрностi, отримувати для розв’язкiв та їх

перших похiдних збiжнiсть в рiвномiрнiй метрицi.

Наукова новизна одержаних результатiв полягає в наступному:

• Сформульована спектральна задача, що описує неосесиметричнi коли-

вання довiльної оболонки обертання з приєднаним до її торця твердим тiлом,

та запропоновано пiдхiд до побудови її наближеного розв’язку в аналiтичнiй

формi.

• Розвинуто застосування методу Рiтца до розв’язання задач з викори-

станням декомпозицiї областi визначення шуканих розв’язкiв. Отриманi на

цiй основi алгоритми забезпечують поточкову збiжнiсть для розв’язкiв та їх

перших похiдних, що входять в умови спряження.

• Розроблено енергетичний метод розв’язування сингулярно збуреної спе-

ктральної задачi про коливання оболонок обертання. Результати розрахункiв

свiдчать, що запропонований метод вiдноситься до числа методiв з рiвномiр-

ною збiжнiстю за малим параметром.

• Запропоновано варiацiйний метод визначення власних коливань стер-

жня з пiдвiсним резервуаром, що частково заповнений рiдиною. Розв’язанi

задачi про вимушенi коливання розглядуваної механiчної системи пiд дiєю

зовнiшнiх навантажень та при кiнематичному збуреннi основи стержня.
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• Розвинуто варiацiйний метод визначення коливань довiльної пружної

оболонки обертання, що частково заповнена рiдиною. Цей метод базується

на застосуваннi декомпозицiї областi визначення для перемiщень оболонки

та на побудовi оберненого оператора для гiдродинамiчної частини задачi.

Достовiрнiсть одержаних в дисертацiї результатiв забезпечується порiв-

нянням отриманих розрахункових даних з iснуючими теоретичними та екс-

периментальними даними iнших авторiв; дослiдженням практичної збiжно-

стi запропонованих алгоритмiв розв’язання задач та контрольованою точнi-

стю всiх виконаних обрахункiв; перевiркою точностi задоволення побудова-

них розв’язкiв вихiдним рiвнянням.

Практичне значення одержаних результатiв визначається розробкою ефе-

ктивних пiдходiв розв’язання складних та важливих у прикладному вiд-

ношеннi класiв задач механiки суцiльного середовища. Розвинутi в роботi

методи дослiдження складають основу пiдвищення ефективностi проектно-

конструкторських робiт по створенню нових транспортних засобiв, якi мають

в собi приєднанi твердi тiла та великi маси рiдини.

Основнi результати роботи доповiдались на таких мiжнародних конфе-

ренцiях: International Conference, «Dynamic System Mode-lling and Stability

Investigation» (22 – 25 may 2007, Kyiv); Український марема-тичний конгрес

( 27 – 29 серпня 2009, м. Київ); Мiжнародна математична конференцiя «Бо-

голюбiвськi читання DIF-2013. Диференцiальнi рiвняння, теорiя функцiй та

їх застосування» (23 – 30 червня 2013, м. Севастополь); XII Inter-national

Conference «Dynamical system modelling and stability investigation» (27 – 29

May, 2015, Kyiv).

Результати роботи обговорювалися на наступних наукових семiнарах:

Friedrich-Schiller-Universitat Jena, Faculty of Mathematics and Computer Sci-

ence (Prof. Dr. M. Hermann) (Jena, Germany, 2006, 2008); «Математичнi про-

блеми механiки та обчислювальна математика» при Iнститутi математики

НАН України (керiвники – академiки НАН України I.О. Луковський та В.Л.
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Макаров) (м. Київ, 2006 р.).

У повному обсязi результати дослiджень обговорювалися на сумiсному се-

мiнарi «Математичнi проблеми механiки та обчислювальна математика» та

вiддiлу диференцiальних рiвнянь та теорiї коливань при Iнститутi матема-

тики НАН України (керiвники – академiк НАН України I.О. Луковський та

член-кореспондент НАН України О.А. Бойчук) (м. Київ, 2017 р.).

Також результати дослiджень обговорювалися на вченiй радi Iнституту

математики НАН України (м. Київ, 2007, 2015 р.р.)

Змiст дисертацiйної роботи викладено в двадцяти трьох наукових працях

[99] – [114], [137] – [139], [152] – [155] i чотирьох тезах доповiдей на конференцi-

ях [115] – [118]. В роботах, що опублiкованi у спiвавторствi, особистий внесок

автора полягає в виведеннi основних рiвнянь та спiввiдношень, чисельна ре-

алiзацiя розроблених алгоритмiв. Спiвавторам належить постановка задач,

рекомендацiї щодо методiв їх розв’язування, участь в обговореннi та систе-

матизацiї отриманих результатiв.

Перший роздiл присвячений аналiзу праць за темою дисертацiйної роботи,

розгляду методiв дослiдження механiчних систем, що вивчаються в роботi,

обґрунтуванню вибору найбiльш ефективних способiв моделювання та мето-

дiв розв’язання розглядуваних спектральних задач.

В другому роздiлi роботи побудована математична модель взаємодiї до-

вiльної оболонки обертання з абсолютно твердим тiлом скiнченних розмiрiв,

яке жорстко прикрiплене до одного з її торцiв та запропоновано наближений

метод розрахунку власних коливань розглядуваної механiчної системи.

З використанням принципу можливих перемiщень отримано варiацiйне

формулювання розглядуваної задачi. Користуючись традицiйними метода-

ми варiацiйного числення сформульована iнтегро-диференцiальна постанов-

ка задачi про визначення рiвноважного стану довiльної оболонки обертання

та твердого тiла при дiї на них навантаження самого загального вигляду.

Спираючись на принцип Д’Аламбера сформульована крайова задача на
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власнi значення, що описує вiльнi коливання тiла i оболонки. При цьому пока-

зано, що сумiснi коливання оболонки та твердого тiла можливi лише при чи-

слi хвиль оболонки в круговому напрямку рiвному одиницi. При числi хвиль

бiльшому за одиницю, коливання вiдбуваються так, як i у випадку жорсткого

крiплення контура оболонки в мiсцi приєднання твердого тiла.

Проаналiзовано ускладнення з якими доводиться стикатися при розв’я-

заннi сформульованої спектральної задачi та обгрунтовано доцiльнiсть за-

стосування варiацiйного методу при побудовi її наближеного розв’язку. На

основi метода Рiтца запропонована схема знаходження стацiонарних значень

вiдповiдного квадратичного функцiоналу. На вiдмiну вiд традицiйного мето-

ду Рiтца, побудованi представлення для перемiщень оболонки не є незале-

жними, оскiльки мiстять в собi параметри руху твердого тiла, що пiдляга-

ють визначенню. Базиснi функцiї у цих представленнях будувалися на класi

степеневих функцiй та з використанням многочленiв Лежандра. Вiдзначено,

що апроксимацiя шуканих розв’язкiв на основi полiномiв Лежандра дозво-

ляє iстотно покращити стiйкiсть обчислювального процесу по вiдношенню до

степеневого базису.

На практицi використовують рiзного роду спрощенi моделi реальної кон-

струкцiї за рахунок введення в розгляд додаткових гiпотез та припущень.

Як правило використовується класична балкова теорiя Ейлера – Бернуллi.

Природним чином виникає питання про можливiсть розширення меж засто-

сування спрощеної моделi шляхом врахування деформацiй зсуву та iнерцiї

повороту поперечного перерiзу балки.

Розглядається механiчна система, яка складається з балки Тимошенка та

абсолютно твердого тiла, яке приєднане до одного з її торцiв. Сформульована

спектральна задача, що описує вiльнi коливання даної системи. З цiєї задачi

отримується, як частинний випадок, задача про коливання балки Ейлера –

Бернуллi з приєднаним твердим тiлом. Отримано точний розв’язок для бал-

ки Тимошенка. З наведеного аналiзу результатiв розрахунку частот та форм



23

власних коливань цилiндричної оболонки з приєднаним твердим тiлом ви-

пливає, що балкова теорiя, побудована на врахуваннi деформацiй зсуву та

iнерцiї повороту поперечного перерiзу має суттєво бiльшу область застосува-

ння по вiдношенню до елементарної теорiї балок. Теорiя балок Тимошенка

дає прийнятнi для практичних розрахункiв результати при визначеннi не ли-

ше нижчих, але i вищих форм коливань даної механiчної системи.

Третiй роздiл дисертацiйної роботи присвячений розробцi рекомендацiй

щодо побудови координатних функцiй в методi Рiтца при розв’язаннi зада-

чi про коливання довiльних оболонок обертання в умовах її сингулярного

збурення.

Скориставшись принципом можливих перемiщень, розв’язок вихiдної си-

стеми рiвнянь при вiдповiдних граничних умовах можна звести до варiацiйної

задачi вiдшукання стацiонарних значень деякого функцiонала. Розв’язок цi-

єї задачi знаходиться за допомогою метода Рiтца, успiх застосування якого

iстотно залежить вiд вибору базисних функцiй для апроксимацiї шуканих

розв’язкiв.

Послiдовностi координатних функцiй повиннi бути повними та лiнiйно

незалежними. Слiд вiдзначити, що виконання цих вимог є необхiдною, але

не достатньою умовою для ефективної побудови мiнiмiзуючої послiдовностi

Рiтца. При великiй кiлькостi координатних функцiй необхiдно розв’язувати

алгебраїчнi системи великої розмiрностi. При цьому похибки округлення по-

чинають вiдiгравати суттєву роль з одного боку при обчисленнi коефiцiєнтiв

алгебраїчної системи, а з iншого – при розв’язаннi цiєї системи рiвнянь. Все

це призводить до втрати стiйкостi обчислювального процесу до досягнення

граничних значень розв’язкiв. Таким чином вибiр базисних функцiй є далеко

не тривiальною задачею.

На швидкiсть збiжностi методу Рiтца суттєво впливає вiдносна товщи-

на оболонки. Зменшення її призводить до того, що розглядувана гранична

задача переходить у розряд сингулярно збурених спектральних задач. Для
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таких задач характерно наявнiсть вузьких примежових шарiв у яких шуканi

розв’язки мають великi градiєнти. У зв’язку з цим виникає проблема побу-

дови таких базисних функцiй, для яких алгоритм знаходження розв’язкiв

вихiдної задачi володiв би рiвномiрною збiжнiстю по параметру. У зв’язку з

цим попередньо встановлюється структура розв’язку задачi i характеру його

виродження, коли параметр при старшiй похiднiй наближається до нуля. Для

встановлення цього факту використовується загальна теорiя асимптотичного

iнтегрування сингулярно збурених задач. Для незамкнених в меридiональ-

ному напрямку оболонок побудова регулярних iнтегралiв вихiдних рiвнянь

здiйснюється за допомогою прямого розкладу їх по малому параметру. При

цьому показано, що цi iнтеграли є аналiтичними функцiями i можуть бути

представленi у виглядi ряду Тейлора.

Наступнi iнтеграли шукаються у виглядi розкладiв, що включають в се-

бе експоненцiальний множник. Побудованi таким чином лiнiйно незалежнi

розв’язки вихiдної системи рiвнянь локалiзованi лише поблизу країв оболон-

ки. Для таких оболонок обертання, коли iнтеграл, що входить в показник

експоненцiального множника не обчислюється в елементарних функцiях, про-

понується користуватися представленням примежових функцiй у формi Вi-

шика – Люстерника.

Наявнiсть експоненцiальних множникiв у примежових iнтегралах свiд-

чить в якiйсь мiрi про те, що традицiйнi методи розв’язання сингулярно

збурених задач не можуть однаково добре працювати в усiй областi змiни

параметра при старшiй похiднiй. При малих показниках експонента обчи-

слюється вiдомим рядом Тейлора для неї, тодi як при великих показниках,

вона обчислюється за допомогою рацiональної апроксимацiї.

Отриманi результати дозволяють сформулювати основнi принципи побу-

дови координатних функцiй для розв’язання розглядуваної задачi варiацiй-

ним методом. Загальний розв’язок необхiдно пiдкорити головним граничним

умовам задачi. Виходячи з цих умов, знаходяться додатковi спiввiдношення
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мiж коефiцiєнтами в формальних представленнях для шуканих розв’язкiв.

Пiсля пiдстановки цих спiввiдношень у загальний розв’язок i деяких пере-

творень отримуємо набiр базисних функцiй.

Далi розглядаються куполоподiбнi оболонки обертання, для яких у вер-

шинi радiуси кривизни спiвпадають та iснує горизонтальна дотична площина.

Для таких оболонок деякi коефiцiєнти вихiдних рiвнянь мають нулi першо-

го i другого порядку. При чисельному iнтегруваннi цих рiвнянь в лiтературi

є рiзнi рекомендацiї наближеного характеру, що дозволяють обiйти цю тру-

днiсть. Пропонується вважати, що в полюсi оболонки є отвiр малого радiуса

з вiдповiдними граничними умовами на його контурi. Такий пiдхiд дозволяє

з певною точнiстю обчислювати частоти коливань оболонки i не дає можли-

востi визначення її напружено-деформованого стану. У зв’язку з цим вста-

новлюється структура фундаментальних iнтегралiв вихiдних рiвнянь вико-

ристовуючи аналiтичну теорiю диференцiальних рiвнянь.

Отримана асимптотика розв’язкiв забезпечує скiнченнiсть деформацiй

оболонки в її полюсi. По сутi отриманi представлення розв’язкiв включають

в себе всi послiдовнi наближення при асимптотичному iнтегруваннi вихiдних

рiвнянь. В подальшому невизначенi постiйнi в цих розкладах знаходяться iз

головних граничних умов i умов стацiонарностi вiдповiдного функцiонала.

Отриманий при цьому степеневий базис замiнюється полiномами Лежандра,

абсолютнi значення яких не ростуть зi збiльшенням їх порядку. Це дозволяє

в значнiй мiрi пiдвищити стiйкiсть обчислюваного процесу.

Для оцiнки ефективностi запропонованих алгоритмiв розглядуваної спе-

ктральної задачi проведено розрахунок частот i форм власних коливань ци-

лiндричної, зрiзаної конiчної та сферичної оболонок. Розрахунковi данi для

цилiндричної та конiчної оболонок показують, що запропонованi системи ба-

зисних функцiй забезпечують рiвномiрну збiжнiсть розв’язкiв i перших чо-

тирьох похiдних в усiх точках iнтегрування вихiдних рiвнянь. Розроблений

алгоритм вiдноситься до числа рiвномiрних алгоритмiв за параметром. По-
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рiвняння розрахункових даних по частотам з iснуючими їх точними значення-

ми (Ю.Ю. Швейко) свiдчить про їх повне спiвпадання. Поточкова збiжнiсть

розв’язкiв i їх похiдних дозволяє провести перевiрку задоволення їх вихi-

дним рiвнянням. При цьому виявилося, що побудованi варiацiйним методом

узагальненi розв’язки в певному сенсi близькi до точних розв’язкiв.

На прикладi розрахунку частот та форм коливань сферичного купола

показано, що запропонований алгоритм дає можливiсть визначати сили та

моменти в усiх точках серединної поверхнi оболонки. Це дозволяє використо-

вувати цей алгоритм для аналiзу динамiчної мiцностi оболонок.

Четвертий роздiл дисертацiйної роботи присвячений розробцi варiацiйно-

го метода побудови наближених розв’язкiв спектральних задач, поставлених

з позицiї спряження розв’язкiв. При цьому розглядаються вiльнi коливан-

ня стержня кусково-неперервної структури та крайова задача для рiвнянь

в частинних похiдних про вiльнi коливання рiдини в резервуарах складної

геометрiї. Цi задачi мають самостiйне прикладне значення.

В багатьох задачах математичної фiзики при їх розв’язаннi виникає необ-

хiднiсть в розбиттi областi iнтегрування вихiдних рiвнянь на окремi пiдобла-

стi з наступним введенням на поверхнях роздiлу вiдповiдних умов спряження.

У зв’язку з цим розробка методiв розв’язання граничних задач з використа-

нням методу декомпозицiї областi є актуальною задачею.

Побудова наближених розв’язкiв задач в такiй постановцi має певнi тру-

днощi, якi пов’язанi в першу чергу з виконанням граничних умов спряжен-

ня на сумiжних границях введених пiдобластей. Розробцi рiзних алгоритмiв

розв’язання задач спряження, якi базуються на застосуваннi метода скiнчен-

них елементiв, присвячена велика кiлькiсть робiт. В той же час застосування

метода Рiтца в поєднаннi з методом декомпозицiї областi не знайшло доста-

тнього розвитку. В данiй роботi розвинуто варiацiйний метод розв’язання

граничних задач, поставлених з позицiй задач спряження.

Загальна iдеологiя такого пiдходу до побудови розв’язкiв полягає в на-
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ступному. Вихiдна задача зводиться до еквiвалентної варiацiйної задачi для

деякого квадратичного функцiоналу I, використовуючи при цьому (напри-

клад) принцип можливих перемiщень. При цьому встановлюється, що шуканi

функцiї на сумiжнiй границi ведених пiдобластей повиннi задовольняти пев-

ним кiнематичним та силовим умовам спряження. При цьому показується, що

якщо клас допустимих функцiй задовольняє кiнематичним умовам спряжен-

ня, то силовi умови будуть природними граничними умовами для функцiона-

лу I. Побудова класу допустимих функцiй, що задовольняють кiнематичним

умовам спряження представляє собою в загальному випадку досить складну

задачу. У зв’язку з цим виникає питання про перетворення функцiоналу I

в такий узагальнений функцiонал, для якого всi умови спряження були б

природними умовами. Теорiя перетворення варiацiйних задач створена вже

досить давно (Р. Курант, Д. Гiльберт), але в лiтературi вiдомо досить незна-

чна кiлькiсть робiт до її застосування.

Кiнематичнi умови спряження можливо розглядати як допомiжнi обмеже-

ння на задачу знаходження стацiонарних значень функцiоналу I. Виключити

їх з розв’язку можливо за допомогою методу множникiв Лагранжа. в резуль-

татi розв’язок розглядуваної задачi зводиться до знаходження стацiонарних

значень функцiоналу I1 вiдносно варiацiй шуканих функцiй та множникiв

Лагранжа. Для уникнення штучного збiльшення числа невiдомих в задачi з

першої варiацiї функцiонала I1 при вiльному варiюваннi шуканих функцiй

та множникiв Лагранжа знаходяться явнi вирази для цих множникiв. Ви-

ключаючи їх з функцiоналу I1, отримуємо узагальнений функцiонал I2, який

залежить лише вiд шуканих функцiй. Граничнi умови спряження для фун-

кцiоналу I2 будуть автоматично виконуватись для функцiй, що доставляють

цьому функцiоналу стацiонарнi значення. Це є досить важливим моментом

в застосуваннi методу Рiтца в поєднаннi з методом декомпозицiї областi при

побудовi наближених розв’язкiв спектральних задач.

Розглядувана методика була застосована до знаходження частот вiльних
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поперечних коливань стержня, що складається з двох спряжених стержнiв

з рiзними фiзичними та геометричними характеристиками. Для цiєї задачi

похiднi другого i бiльш високого порядку вiд шуканих розв’язкiв допускають

розриви першого роду в точцi спряження стержнiв. Визначення стацiонар-

них значень узагальненого функцiоналу здiйснюється за допомогою метода

Рiтца з використанням многочленiв Лежандра, в якому шуканi розв’язки ва-

рiюються незалежно вiд їх визначення в кожнiй з пiдобластей. В результатi

вихiдна задача зводиться до розв’язання узагальненої алгебраїчної проблеми.

Приклади розрахунку частот i форм коливань розглядуваного стержня

показують, що запропонований алгоритм забезпечує ефективне обчислення

нижчої частини спектра розглядуваної задачi та збiжнiсть в рiвномiрнiй ме-

трицi розв’язкiв i їх похiдних, що входять до складу умов спряження. Гра-

ничнi значення частот, форм, моментiв i перерiзуючих сил спiвпадають з

точними розв’язками задачi.

Iз загальної теорiї варiацiйних методiв (С.Г. Мiхлiн) випливає, що послi-

довнi наближення для функцiй i їх перших похiдних збiгаються до своїх то-

чних значень рiвномiрно, тодi як похiднi вiд форми коливань вище другого

порядку збiгаються лише в середньому. Результати обчислень показують, що

варiацiйний метод має збiжнiсть розв’язкiв i перших трьох її похiдних в рiв-

номiрнiй метрицi, як на границях пiдобластей, так i в серединi їх.

Аналогiчний пiдхiд був використаний при розв’язаннi двомiрної спе-

ктральної задачi про вiльнi коливання рiдини в складному резервуарi, що

має форму тiла обертання. Як i в попереднiй задачi розрахунок власних ко-

ливань рiдини в конкретному резервуарi свiдчить про те, що даний алгоритм

забезпечує поточкову збiжнiсть для розв’язкiв та їх нормальних похiдних на

сумiжнiй границi введених пiдобластей. Запропонований вище спосiб побу-

дови розв’язкiв розглядуваної задачi можна iстотно спростити, якщо одна з

пiдобластей є канонiчною (границi пiдобласi спiвпадають з координатними

лiнiями однiєї з систем координат).
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Таким чином, побудова наближених розв’язкiв спектральних задач з ви-

користанням методу декомпозицiї та методу Рiтца для функцiоналу, для яко-

го умови спряження є природними граничними умовами, дозволяє отримати

досить ефективний алгоритм розрахунку частот i власних функцiй цих за-

дач. Цей метод в наступних роздiлах роботи використовується при побудовi

розв’язкiв задач з розривними граничними умовами та розривними наванта-

женнями.

П’ятий роздiл дисертацiйної роботи присвячений дослiдженню попе-

речних коливань вертикально розташованого пружного стержня, який має

на вiльному торцi резервуар з рiдиною, а також тонкостiнного стержня з

приєднаним до нього в деякому перерiзi резервуара у формi тiла обертання,

який частково заповнений iдеальною рiдиною.

Розглядається осесиметрична конструкцiя, що складається з вертикально

розташованої пружної оболонки обертання, до однiєї з паралелей якої за допо-

могою шпангоута прикрiпленiй абсолютно жорсткий резервуар, частково за-

повнений iдеальною нестисливою рiдиною. Типовими конструкцiями такого

роду є корпус рiдинної ракети, фюзеляж лiтака, а також деякi промисловi ре-

зервуари. Динамiка таких конструкцiй розглядається в рамках лiнiйної теорiї

пружностi i гiдродинамiки. При певних геометричних параметрах даної кон-

струкцiї тонкостiнну оболонку в деякому сенсi можна ототожнити з пружним

стержнем (роздiл 2). Тому в якостi розрахункової схеми використовується

пружний стержень з пiдвiшеним в деякому його перерiзi жорстким резерву-

аром з рiдиною. Для визначеностi вважається, що нижнiй торець стержня

закрiплений, а верхнiй – вiльний. Вважається, що до розглядуваної механi-

чної системи прикладенi зовнiшнi зосередженi та розподiленi навантаження.

Виходячи з варiацiйного принципу можливих перемiщень побудована за-

гальна математична модель динамiки розглядуваної механiчної системи, що

знаходиться пiд дiєю зовнiшнього навантаження. Отриманi граничнi зада-

чi для рiвнянь в частинних похiдних далi за допомогою метода Бубнова –
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Гальоркiна приводяться до системи звичайних диференцiальних рiвнянь з

незалежною змiнною по часу. Ця система приймає найбiльш простий вигляд,

якщо у якостi базисних функцiй при апроксимацiї шуканих розв’язкiв взяти

власнi форми коливань стержня з рухомим резервуаром.

Для випадку, коли масовi та жорсткiстнi характеристики стержня є

кусково-сталими функцiями, для розв’язання подiбної спектральної задачi

використовується чисельний метод початкових параметрiв (Б.I. Рабiнович,

В.П. Шмаков). Оскiльки граничнi умови спектральної задачi в мiстi крiпле-

ння резервуара мають в точцi розриви першого роду, то для її розв’язання

використовується метод Рiтца в поєднаннi з декомпозицiєю областi визначе-

ння шуканого розв’язку. Задача зводиться до вiдшукання стацiонарних зна-

чень узагальненого функцiонала, для якого умови спряження є природними

граничними умовами. В результатi визначення частот i форм коливань стер-

жня з пiдвiсним резервуаром зведено до розв’язання однорiдної алгебраїчної

задачi невеликої розмiрностi.

Окремо також розв’язана задача про коливання пружного стержня з при-

єднаним до нього на вiльному торцi резервуаром з рiдиною. Оскiльки роз-

глядувана задача не має розривних граничних умов, то при її розв’язаннi

отримано бiльш простий алгоритм нiж алгоритм для стержня з пiдвiсним

резервуаром. Слiд вiдзначити, що другий алгоритм дозволяє розраховувати i

випадок крiплення резервуара до верхнього торця стержня. Це використову-

валось для незалежного контролю обчислень за запропонованими схемами.

Для резервуара в формi кругового цилiндра проаналiзована ефективнiсть

алгоритмiв розв’язання розглядуваних задач та наведено деякi результати

розрахунку частот i форм коливань даних механiчних систем.

На практицi зустрiчаються задачi, коли коливання розглядуваних кон-

струкцiй викликаються деяким заданим горизонтальним гармонiчним рухом

основи стержня. Розв’язання цiєї задачi по визначенню амплiтуд усталених

коливань зведено до розв’язання неоднорiдної алгебраїчної системи. Наведенi
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результати розрахунку для випадку кiнематичного збурення основи стержня

показують, що малi вiдхилення стержня вiд положення рiвноваги можуть

викликати великi амплiтуди коливань рiдини в резервуарi.

Шостий роздiл присвячено розробцi наближеного методу розв’язання за-

дачi про коливання оболонок обертання, якi частково заповненi iдеальною

нестисливою рiдиною. Виходячи з лiнiйної теорiї руху iдеальної, нестисливої

рiдини та лiнiйної теорiї тонких оболонок, навеено формулювання початково-

граничної задачi, що описує взаємозв’язанi коливання оболонки та рiдини,

яка в нiй знаходиться, при наявностi вiльної поверхнi. У зв’язку з доста-

тньою складнiстю сформульованої задачi для рiвнянь в частинних похiдних,

як правило її розв’язання зводиться до розв’язання системи звичайних ди-

ференцiальних рiвнянь з незалежною змiнною по часу, використовуючи при

цьому метод Бубнова – Гальоркiна. При реалiзацiї цього пiдходу необхiдно

володiти деякими системами базисних функцiй для апроксимацiї потенцiалу

змiщень рiдини та перемiщень оболонки. Для визначення хвильових рухiв

рiдини в якостi базисних функцiй вибираються власнi функцiї спектральної

задачi з параметром в граничнiй умовi, яка пов’язана з вiльними коливання-

ми рiдини в абсолютно жорсткому резервуарi. В свою чергу для апроксимацiї

перемiщень оболонки i потенцiалу змiщень рiдини, що обумовлений деформа-

цiєю оболонки, вибираються власнi форми коливань оболонки з рiдиною при

вiдсутностi хвильових рухiв на її вiльнiй поверхнi. Показується, що введена

допомiжна задача має дискретний спектр з точкою згущення на нескiнчен-

ностi, а її власнi функцiї володiють повнотою на всiй серединнiй поверхнi

оболонки, та задовольняють певним умовам ортогональностi.

Таким чином основною проблемою при розв’язаннi розглядуваної задачi

гiдропружностi є проблема знаходження скiнченного числа власних функцiй

додатково введеної спектральної задачi. В данiй роботi розроблено наближе-

ний метод розв’язання цiєї задачi з використанням її еквiвалентного варiа-

цiйного формулювання.
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За допомогою введення до розгляду функцiї Грiна для задачi Неймана,

додатково введена спектральна задача зводиться до граничної задачi для си-

стеми iнтегро-диференцiальних рiвнянь. Оскiльки оболонка знаходиться пiд

дiєю розривного динамiчного навантаження зi сторони рiдини, то для ефе-

ктивної апроксимацiї розв’язкiв розглядуваної задачi та забезпечення можли-

востi вирахування перемiщень оболонки i її перших похiдних в кожнiй точцi

iнтервалу iнтегрування рiвнянь, доцiльно розбити цей iнтервал на двi пiдо-

бластi. Перша пiдобласть вiдповiдає змоченiй частинi поверхнi оболонки, а

друга – не змоченiй частинi оболонки, що залишилась. При цьому на грани-

чнiй лiнiї цих пiдобластей повиннi виконуватись вiсiм досить складних грани-

чних умов спряження розв’язкiв. Сформульована задача спряження для си-

стеми iнтегро-диференцiальних рiвнянь розв’язується за допомогою метода

Рiтца. При цьому, згiдно з роздiлом 3 роботи, попередньо будується узагаль-

нений функцiонал, для якого всi вiсiм умов спряження будуть автоматично

виконуватися при знаходженнi його стацiонарних значень. Оскiльки знайти

функцiю Грiна для даної граничної задачi в довiльнiй областi не вдається, то

в роботi запропонована наближена побудова оберненого оператора для гiдро-

динамiчної частини задачi, яка зводиться до розв’язання неоднорiдних задач

Неймана для скiнченного числа вiдповiдних граничних умов. Такий пiдхiд

дозволяє роздiлити труднощi побудови розв’язкiв вихiдної задачi гiдропру-

жностi, якi виникають при сумiсному iнтегруваннi рiвнянь в частинних похi-

дних для потенцiалу змiщень та системи звичайних диференцiальних рiвнянь

зi змiнними коефiцiєнтами, що описують коливання довiльної оболонки обер-

тання.

На основi запропонованої методики визначення динамiчних характери-

стик довiльних оболонок обертання, якi частково заповненi рiдиною, наведе-

нi результати розрахункiв вiльних коливань цилiндричної оболонки i рiдини.

Проаналiзована ефективнiсть розв’язання задачi спряження для оболонок

обертання на основi розробленого варiацiйного методу, збiжнiсть наближених
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розв’язкiв в залежностi вiд числа базисних функцiй для перемiщень оболон-

ки i для потенцiалу змiщень рiдини. Проведенi розрахунки вiльних коливань

розглядуваної механiчної системи як з врахуванням хвильових рухiв рiди-

ни, так i без них, а також порiвняння розрахункових даних з iснуючими в

лiтературi точними розв’язками задачi.

Дисертацiйна робота виконана у вiддiлi динамiки та стiйкостi багатови-

мiрних систем Iнституту математики НАН України.



РОЗДIЛ 1

РОЗВИТОК ДОСЛIДЖЕНЬ ДИНАМIКИ БАГАТОКОМПО-

НЕНТНИХ МЕХАНIЧНИХ СИСТЕМ (ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ)

Дисертацiйна робота присвячена розробцi наближених методiв розрахун-

ку власних коливань довiльних оболонок обертання з приєднаними до їх тор-

цiв твердих тiл скiнченних розмiрiв, пружних стержнiв з пiдвсними ємностя-

ми з рiдиною та довiльних тонкостiнних оболонок обертання, що частково

заповненi рiдиною.

В розрахунковiй практицi часто зустрiчаються задачi про визначення вла-

сних коливань довiльних оболонок обертання з приєднаними до їх торцевих

перерiзiв абсолютно твердими тiлами. Наявнiсть цих приєднаних тiл може

призвести до суттєвої змiни як частот, так i форм власних коливань обо-

лонки, яка є одним iз складових елементiв в механiчнiй системi «оболонка

– приєднанi тiла». В залежностi вiд властивостей приєднаних елементiв (їх

жорсткостi або пружностi) та способiв їх крiплення до оболонки можливi рi-

знi розрахунковi схеми, якi дозволяють в деякiй мiрi спростити постановку

та розв’язання розглядуваної задачi. В рядi випадкiв розмiрами тiла можна

знехтувати i говорити про нього як про приєднану масу.

До числа перших робiт, в яких дослiджувалися поздовжнi та крутильнi

коливання кругової цилiндричної оболонки їз зосередженими масами на її

торцях вiдносяться роботи В.Є. Бреславського [14, 15]. Теоретичному та екс-

периментальному дослiдженню коливань ребристої цилiндричної оболонки,

деформiвний стан якої описується на основi конструктивно ортотропної мо-

делi, присвяченi роботи [5, 81, 82]. При цьому розглядаються оболонки, що

несуть зосередженi маси та твердi тiла, якi приєднанi до поверхнi оболонки

за допомогою жорстких або пружних в’язiв. При побудовi розв’язкiв зада-

чi про сумiснi коливання оболонки та приєднаних до її поверхнi тiл часто
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використовуються форми коливань шарнiрно опертої по торцям цилiндри-

чної оболонки. Дослiдження коливань оболонок обертання з зосередженими

масами та осциляторами на їх поверхнi розглянутi в роботах [63, 65].

В роботах А.С. Каiрова [43, 44] побудована математична модель та за-

пропонована методика розрахунку власних форм та частот вiльних коливань

пiдкрiплених оболонок обертання з приєднаними тiлами до її поверхнi. Ме-

тодика розв’язання розглядуваних задач базується на використаннi варiацiй-

ного принципу Гамiльтона – Остроградського i методу Рiтца. Координатнi

функцiї для перемiщень оболонки вибираються у виглядi добутку тригоно-

метричних i балкових функцiй, якi залежать вiд кутової та поздовжньої ко-

ординат вiдповiдно.

Дослiдженню вiльних коливань попередньо напруженої безмоментної обо-

лонки обертання iз гiперпружного матерiалу з приєднаним на одному з її тор-

цiв абсолютно твердим дископодiбним тiлом присвяченi роботи В.С. Клади-

ноги та В.А. Троценка [51, 52, 94]. Задача розв’язується у два етапи. Перший

етап пов’язаний з розв’язанням нелiнiйної задачi статики високоеластичної

безмоментної оболонки обертання та приєднаною до неї жорсткою концентри-

чною вставкою з метою знаходження її напружено-деформiвного стану пiд дi-

єю гiдростатичного навантаження. На другому етапi розв’язується задача про

зв’язанi коливання дископодiбного тiла та деформованої рiвномiрним тиском

оболонки обертання. Запропоновано ефективнi методи розв’язання вказаних

граничних задач на основi їх еквiвалентних варiацiйних формулювань i вста-

новлено границi застосування теорiї пологих оболонок в припущеннi лiнiйної

залежностi внутрiшнiх зусиль вiд деформацiй.

При певних параметрах розглядуваної механiчної системи її коливання

можуть бути описанi за допомогою спрощених розрахункових моделей в яких

оболонка замiнюється пружним тонкостiнним стержнем. Такi моделi значно

спрощують розрахунок динамiки механiчних систем, до складу яких входять

оболонки з приєднаними тiлами в якостi пiдконструкцiй. Такi спрощенi мо-
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делi потребують встановлення границь їх застосування.

Наведений вище короткий аналiз лiтературних джерел свiдчить про те,

що на теперiшнiй час iснує досить значна кiлькiсть робiт по вивченню коли-

вань оболонок з приєднаними до її поверхнi твердими тiлами. Значно меньш

робiт вiдноситься до дослiдження коливань оболонок з приєднаними до їх

торцьових перерiзiв твердих тiл. Вивчення динамiчних процесiв в таких си-

стемах викликає певнi труднощi як при побудовi їх математичних моделей,

так i при розробцi методiв розв’язання граничних задач, що виникають при

цьому.

На теперiшнiй час теорiя оболонок отримала досить повний розвиток. По-

будовi математичних моделей оболонок i методам їх розрахунку присвяченi

узагальнюючi монографiї [5, 12, 18, 19, 29, 34, 38, 39, 40, 48, 49, 64, 75, 76, 77,

79, 122]. В роботах В.З. Власова, В.В. Новожилова та А.I. Лурьє теорiя тонких

оболонок базується на гiпотезах Кiрхгофа – Лява. Моментна теорiя оболо-

нок, що побудована на цих гiпотезах досить успiшно використовується для

розв’язання задач статики та динамiки. В рамках гiпотез Кiрхгофа – Лява

отримуються спрощенi крайовi задачi. Це дозволяє формулювати умови ор-

тогональностi для власних форм коливань оболонки i гарантувати дiйснiсть

їх частот.

Широке застосування в практичних розрахунках отримав варiант технi-

чної теорiї оболонок, запропонований В.З. Власовим, який приводить до най-

бiльш простих рiвнянь i самоспряжених крайових задач. Рiвняння цiєї теорiї

можуть бути отриманi з варiацiйних принципiв механiки, що дозволяє ви-

користовувати для побудови наближених розв’язкiв крайових задач прямi

методи математичної фiзики [71, 72].

Традицiйний пiдхiд до дослiдження вiльних коливань пружних елемен-

тiв пов’язаний з розглядом iзотропних оболонок канонiчної конфiгурацiї ти-

пу кругового цилiндра, конуса, сфери та iн. В якостi основного засобу для

розв’язання вiдповiдних крайових задач тут використовуються точнi аналiти-
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чнi методи, якi дозволяють виявити якiснi i кiлькiснi особливостi динамiчних

характеристик оболонкових елементiв. Детальний аналiз спектра власних ча-

стот деяких типiв оболонок з використанням точного розв’язання крайових

задач наведено в роботах [4, 13, 30, 123, 136, 149]. Отриманi результати ма-

ють важливе значення для розумiння математичної i фiзичної сутi задачi i є

своєрiдним еталоном для побудови наближених розв’язкiв.

Природне розширення класу оболонок i часто складна форма розв’язкiв,

якi отриманi на основi точного iнтегрування вихiдних рiвнянь, приводять до

необхiдностi використання рiзного роду наближених методiв математичної

фiзики для вiдшукання частот i форм власних коливань пружних констру-

кцiй. Широкого розвитку для розв’язання одновимiрних динамiчних задач

теорiї оболонок набув метод, який базується на зведеннi вихiдної граничної

задачi на власнi значення до послiдовностi задач Кошi для системи звичай-

них диференцiальних рiвнянь зi змiнними коефiцiєнтами [35, 48]. У зв’язку з

тим, що розв’язки для оболонок в бiльшостi випадкiв є функцiями з великою

змiннiстю, то пряме зведення задачi до розв’язання послiдовностi задач Кошi

може призвести до нестiйкостi обчислень. Це обумовлено тим, що за рахунок

втрати значущих цифр, система векторiв - розв’язкiв задач Кошi стає майже

лiнiйно залежною i це не дозволяє знайти постiйнi iнтегрування при виконан-

нi граничних умов на другому кiнцi iнтервалу iнтегрування системи рiвнянь.

Уникнути в деякiй мiрi вищевказанi труднощi дозволяє метод дискретної ор-

тогоналiзацiї С.К. Годунова [28]. Обчислювальнi експерименти показали на

певну ефективнiсть i точнiсть при чисельному розв’язаннi розглядуваного

класу задач [2, 35, 48, 77].

При розв’язаннi задач теорiї пластин та оболонок часто використовують

варiацiйнi принципи механiки. Вiдомо, що основнi закони механiки описую-

ться диференцiальними спiввiдношеннями i одночасно пiдкорюються так зва-

ним мiнiмальним принципам [1, 20, 62, 89]. При цьому проблема розв’язання

граничних задач теорiї пластин та оболонок може бути зведена до еквiвален-
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тної варiацiйної задачi вiдшукання стацiонарних значень деяких функцiона-

лiв, для яких вихiднi диференцiальнi рiвняння є рiвняннями Ейлера. Для

розв’язання задачi варiацiйного числення можуть використовуватися прямi

методи, якi дозволяють звести вихiдну задачу до розв’язання системи алге-

браїчних рiвнянь. В силу вказаної вище еквiвалентностi, розв’язки, отриманi

за допомогою цих методiв, є одночасно i розв’язками в узагальненому сенсi

[71, 88] крайових задач для диференцiальних рiвнянь.

З iншого боку, варiацiйнi принципи механiки є потужним засобом для ви-

ведення основних диференцiальних рiвнянь i вiдповiдних їм граничних умов.

Так iз варiацiйного принципу Лагранжа можна отримати рiвняння рiвноваги,

граничнi умови i умови спряження конструкцiй.

Найбiльш поширеним методом для вiдшукання стацiонарних значень

функцiоналiв є метод Рiтца [47, 88, 91]. Вiдповiдно до основної iдеї цього

методу, розв’язки для перемiщень оболонки представляються у виглядi роз-

кладiв по деяким системам координатних функцiй. Пiдставивши цi розклади

у функцiонал, задача зводиться до вiдшукання екстремуму функцiї, яка за-

лежить вiд коефiцiєнтiв введених розкладiв. Необхiднi умови стацiонарностi

цiєї функцiї приводять до системи алгебраїчних рiвнянь. Послiдовностi ко-

ординатних функцiй повиннi бути повними i лiнiйно незалежними. Слiд вiд-

значити, що виконання цих вимог не є достатньою умовою для ефективної

побудови мiнiмiзуючої послiдовностi Рiтца. Справа в тому, що при велико-

му числi координатних функцiй необхiдно розв’язувати алгебраїчнi системи

великої розмiрностi. При цьому похибки округлення чисел починають вiдi-

гравати суттєву роль при обчисленнi коефiцiєнтiв алгебраїчної системи, а

також при розв’язаннi цiєї системи. Все це приводить до втрати стiйкостi об-

числювального процесу до досягнення граничних значень розв’язкiв. Таким

чином, успiх застосування варiацiйного методу до розв’язання крайових за-

дач в значнiй мiрi залежить вiд вибору послiдовностi координатних функцiй.

В якостi координатних функцiй, як правило, використовуються одновимiрнi
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або двовимiрнi многочлени, а також тригонометричнi функцiї [24, 46, 88].

Тригонометричний базис найбiльш доцiльно використовувати для апро-

ксимацiї перiодичних розв’язкiв. Полiномiальнi координатнi функцiї прида-

тнi лише для тих випадкiв, коли в розкладах Рiтца можна обiйтися неве-

ликою кiлькiстю членiв. В iншому випадку елементи алгебраїчної системи

дуже швидко зростають по абсолютнiй величинi i це може суттєво вплину-

ти на стiйкiсть обчислювального процесу. Певне розповсюдження в теорiї

оболонок отримали координатнi функцiї з використанням балкових функцiй,

якi задовольняють граничним умовам у вiдповiдностi з вихiдною задачею

[31, 43, 45, 120]. Однак, як показали обчислення, при розв’язаннi задачi про

коливання цилiндричної оболонки, яка має точний розв’язок, використання

цих базисних функцiй ведуть до завищених результатiв по частотi коливань

на 5−7%. Цiлком ймовiрно, що це обумовлено тим, що при апроксимацiї пере-

мiщень оболонки в тангенцiальному напрямку вiдбувається звуження класу

допустимих функцiй за рахунок граничних умов, яким задовiльняють балко-

вi функцiї.

При варiацiйному пiдходi до розв’язання задач про коливання оболон-

кових систем, найбiльш доцiльним є використання варiацiйного принципу

Лагранжа. В цьому випадку системи координатних функцiй повиннi задо-

вольняти лише геометричним граничним умовам. Задоволення силових гра-

ничних умов не є необхiдним, оскiльки вони є природними граничними умо-

вами для вiдповiдного функцiоналу. Ця обставина є важливою перевагою

варiацiйного методу розв’язання крайових задач в порiвняннi з iншими ме-

тодами математичної фiзики.

В той же час в багатьох випадках не вдається використати метод Рiтца iз

за принципових труднощiв апроксимацiї шуканого розв’язку єдиним чином

у всiй областi iнтегрування вихiдних рiвнянь. Тому в останнiй час бурхли-

вого розвитку набув метод скiнченних елементiв (МСЕ) при розв’язаннi за-

дач сучасного машинобудування [27, 42]. МСЕ виник вiдносно недавно, хоча
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iдея представлення деякого суцiльного середовища у виглядi системи еле-

ментiв скiнченних розмiрiв бере свiй початок ще вiд Пуассона (1829 р.). У

вiдповiдностi з цим методом вихiдна область розбивається на малi частин-

ки – скiнченнi елементи. Далi в серединi кожного елементу задаються в ма-

ксимально простому виглядi шуканi функцiї, якi тотожно дорiвнюють нулю

всюди, окрiм розглядуваного елемента. Як правило, в якостi iнтерполяцiйних

функцiй використовуються полiноми другої, третьої, або четвертої степенi,

як найбiльш простi та зручнi у використаннi при обчисленнях. Спряження

скiнченних елементiв здiйснюється у вузлах. Далi для визначення невiдомих

величин у вузлах областi використовують один з варiацiйних принципiв. В

результатi отримується алгебраїчна система рiвнянь стрiчкової структури.

Критерiєм достовiрностi отриманих результатiв є порiвняння їх з точними

для модельних задач, або спiвставлення результатiв при збiльшеннi числа ву-

злiв. МСЕ володiє великою унiверсальнiстю i дозволяє розв’язувати досить

широкий клас задач.

Наведенi вище методи розв’язування граничних задач теорiї оболонок

iстотно залежать вiд величини вiдносної товщини оболонки.

Система диференцiальних рiвнянь, що описує власнi коливання оболон-

ки, має одну з iстотних особливостей, яка пов’язана з наявнiстю малого па-

раметра при старшiй похiднiй, обумовленого тонкостiннiстю оболонки. Для

сингулярно збурених крайових задач характерна наявнiсть вузьких приме-

жових шарiв, в яких розв’язки мають високi градiєнти. Апроксимацiя цих

розв’язкiв скiнченними рiзницями чи вiдрiзками рядiв не дає позитивного

результату, оскiльки для отримання з необхiдною точнiстю розв’язкiв дово-

диться зменшувати крок дискретизацiї, або брати велику кiлькiсть членiв в

розкладах для шуканих функцiй. Як наслiдок це призводить до ускладнення

отриманих розв’язкiв i втрати стiйкостi обчислень. У зв’язку з цим виникає

проблема розробки таких методiв розв’язання сингулярно збурених задач,

якi мали б однакову збiжнiсть, як при малих, так i при середнiх значеннях
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параметра при старшiй похiднiй. Такi методи отримали в лiтературi назву

рiвномiрних методiв за параметром. Розробцi рiвномiрних рiзницевих схем

присвячена монографiя Є. Дулана, Дж. Мiллера, У. Шилдерса [41], в якiй

наведено досить загальний огляд лiтературних джерел з даного питання.

Широке застосування асимптотичних методiв стосовно до спектральних

задач теорiї оболонок наведено в монографiї А.Л. Гольденвейзера, В.Б. Лiд-

ського та П.Є. Товстiка [30].

Застосування аналiтичних методiв типу Рiтца до розв’язання задач теорiї

оболонок iстотно ускладнено у зв’язку з побудовою систем базисних функцiй,

якi враховували б наявнiсть у розв’язках великих градiєнтiв у вузьких зонах

граничних точок задачi.

Наближенi розв’язки крайових задач з розривними коефiцiєнтами в рiвня-

ннях, а також рiвнянь з розривними граничними умовами чи навантаження-

ми в рядi випадкiв можуть бути ефективно побудованi, якщо область визна-

чення шуканих функцiй розбити на окремi пiдобластi з введенням при цьому

на поверхнях роздiлу вiдповiдних умов спряження. Тому розробка алгоритмiв

розв’язання крайових задач з використанням методу декомпозицiї областi є

важливою задачею, про що свiдчать роботи [90, 129, 130, 133, 135, 141, 151] та

наведенi в них посилання. Побудова розв’язкiв в такiй постановцi має певнi

труднощi, якi в першу чергу пов’язанi з виконанням граничних умов спря-

ження на сумiжних границях уведених пiдобластей. Якщо пiдобластi мають

канонiчну форму, то допомогою методу Фур’є вихiдну задачу можливо звести

до розв’язання систем алгебраїчних рiвнянь [6]. При розв’язаннi задач мето-

дом спряження може бути використаний iтерацiйний методШварца [47], який

отримав свiй подальший розвиток в багатьох роботах, наприклад [143, 144].

При застосуваннi варiацiйних методiв з використанням декомпозицiї обла-

стi виникає проблема побудови такого узагальненого функцiоналу, для якого

умови спряження були б природними граничними умовами.

Розробцi рiзного роду модифiкацiй метода скiнченних елементiв до розв’я-
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зання задач спряження в лiтературi придiляється значна увага [1, 33, 80, 83,

89, 146]. В той же час метод Рiтца при розв’язуваннi задач спряження не

знайшов належного застосування.

Дослiдження поперечних коливань вертикально розташованого стержня

з приєднаним до нього резервуаром з рiдиною мають великий практичний

iнтерес. Теорiя коливань конструкцiй, що несуть резервуари з рiдиною роз-

роблена в роботах Б.I. Рабiновiча [86] та В.П. Шмакова [126]. Використання

еквiвалентної маятникової моделi для дослiдження коливань таких механi-

чних систем запропоновано в роботах Dutta S., Mandal A., Dutta S.C. [134]

i Sweedan A.M. [150]. Експериментальнi дослiдження вимушених коливань

стержня з приєднаним до його верхнього торця резервуаром з рiдиною при

гармонiчному збуреннi основи стержня наведенi в роботi [132]. При дослi-

дженнi руху розглядуваних конструкцiй пiд дiєю зосереджених розподiлених

навантажень базовою задачею є спектральна задача, що описує власнi коли-

вання стержня з приєднаним до нього резервуаром з рiдиною. Для розв’яза-

ння цiєї задачi в iнженернiй практицi використовуються чисельнi методи, якi

вимагають проведення великої кiлькостi обчислень.

Найбiльш ефективним чисельним методом розрахунку частот i форм вла-

сних коливань є метод початкових параметрiв, який було запропоновано

О.М. Криловим [58] для розрахунку балок на пружнiй основi. У вiдповiд-

ностi з цим методом стержень розбивається на дiлянки, на кожнiй з яких

згинна жорсткiсть i погонна маса є постiйними величинами. Диференцiаль-

нi рiвняння четвертого порядку з постiйними коефiцiєнтами для будь якої

дiлянки стержня повиннi розв’язуватися при прийнятих граничних умовах

крiплення його торцiв i умовах спряження дiлянок стержня, якi визначають

собою неперервнiсть перемiщень, кутiв повороту, моментiв та перерiзуючих

сил.

Загальний розв’язок для кожної дiлянки представляється через балковi

функцiї Крилова. Далi за допомогою побудованої матрицi переходу, розв’я-
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зок на кожнiй дiлянцi виражається через його початковi значення на першiй

дiлянцi. Пiсля задоволення знайдених розв’язкiв граничним умовам крiпле-

ння торцiв стержня отримується трансцендентне рiвняння вiдносно часто-

тного параметра. Отриманий алгоритм дозволяє побудувати точний розв’я-

зок спектральної задачi про власнi коливання неоднорiдної балки з кусково-

постiйними пружно-масовими характеристиками. При цьому характеристи-

чне рiвняння вiдносно частоти коливань стержня не залежить вiд номера

тону коливань i вiд числа дiлянок стержня з постiйними геометричними та

фiзичними параметрами. Сам алгоритм зводиться до перемноження матриць

четвертого порядку i знаходження коренiв трансцендентного рiвняння. Вiн

успiшно застосовується для наближеного розрахунку власних коливань пру-

жних стержневих систем зi змiнними параметрами по їх довжинi.

Оскiльки спектральна задача про коливання стержня з пiдвiсним резерву-

аром має розривнi граничнi умови, то застосування методу Рiтца для побудо-

ви її наближеного розв’язку не знайшло вiдображення в науковiй лiтературi.

Великий вклад в розробку методiв розрахунку та експериментальних до-

слiджень коливань рiдини в рухомих порожнинах та пружних конструкцiях,

а також в розв’язання багатьох практично важливих задач внесли Ю.Г. Ба-

лакiрєв, I.Б. Богоряд, В.В. Болотiн, О.М. Гузь, Л.В. Докучаєв, М.Є. Жуков-

ський, М.А. Iльгамов, К.С. Колеснiков, В.Д. Кубенко, Р.Є. Лампер, I.О. Лу-

ковський, Г.Н. Мiкiшев, М.М. Моiсєєв, Г.С. Нарiманов, Б.I. Рабiновiч, I.М. Ра-

попорт, В.В. Румянцев, Ф.Л. Черноусько, Ю.Ю. Швейко, Ф.М. Шклярчук,

В.П. Шмаков, H.N. Abramson, D.D. Kana, J.W. Miles та iншi.

Крайовi задачi гiдропружностi вiдносяться до числа досить складних за-

дач математичної фiзики, оскiльки необхiдно сумiсно iнтегрувати систему

диференцiальних рiвнянь для перемiщення оболонки i рiвнянь в частинних

похiдних для потенцiалу змiщень рiдини. Тим не менш серед публiкацiй є ро-

боти в яких побудованi точнi розв’язки розглядуваних задач В.Б. Кулешов,

Ю.Ю. Швейко [60], Ф.М. Шклярчук [32].
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Точнi розв’язки для осесиметричних коливань пружної цилiндричної обо-

лонки, яка повнiстю заповнена стисливою рiдиною; стисливої рiдини в аб-

солютно жорсткому цилiндричному резервуарi з пружним дном у виглядi

пологої сферичної оболонки; пружної напiвсферичної оболонки, що повнiстю

заповнена нестисливою рiдиною наведенi в монографiї [32].

В роботi [60] розроблено алгоритм розрахунку частот та форм власних ко-

ливань цилiндричних оболонок, якi частково заповненi нестисливою рiдиною

при рiзних граничних умовах на її торцях. Задача розв’язується в лiнiйнiй

постановцi, нехтуючи при цьому початковим пружно-деформiвним станом

оболонки, який виникає за рахунок гiдростатичного тиску рiдини в незбуре-

ному станi системи. Хвильовi рухи на вiльнiй поверхнi рiдини враховуються.

Рух оболонки описується за допомогою технiчної теорiї оболонок В.З. Власо-

ва [23].

Оскiльки рiвняння коливань цилiндричної оболонки представляють собою

систему звичайних диференцiальних рiвнянь з постiйними коефiцiєнтами во-

сьмого порядку, то побудова розв’язкiв базується на знаходженнi загальних

iнтегралiв рiвнянь оболонки для незмочуваної рiдиною частини, та вiдповiд-

но для її змочуваної частини. Загальний розв’язок для змочуваної части-

ни оболонки будується з урахуванням алгоритму розв’язання iнтегрального

рiвняння Фредгольма другого роду з виродженим ядром, використовуючи

при цьому результати роботи [125]. Пiсля пiдстановки побудованих загаль-

них розв’язкiв на сумiжнiй границi змоченої i не змоченої частини оболонки

отримана система однорiдних лiнiйних алгебраїчних рiвнянь шiстнадцятого

порядку вiдносно постiйних iнтегрування. На основi отриманого алгоритму

наведенi табличнi результати розрахунку неосесиметричних коливань цилiн-

дричних оболонок при рiзних умовах крiплення їх торцiв. Отриманi розра-

хунковi данi для частот та форм коливань розглядуваної механiчної системи

можуть бути використанi для оцiнки точностi рiзних наближених розв’язкiв

задачi в зазначенiй постановцi.
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Для оболонок обертання довiльного виду розроблено ряд наближених ана-

лiтичних методiв розв’язання розглядуваних крайових задач гiдропружностi.

Побудова цих розв’язкiв базується на застосуваннi методiв Рiтца [3, 32] i Бу-

бнова – Гальоркiна [10, 53, 124, 126]. При їх застосуваннi основна проблема

полягає у виборi координатних функцiй для перемiщень оболонки i рiдини.

Мабуть з цiєї причини варiацiйнi методи розв’язання задач гiдропружностi

не отримали належного розвитку та застосування. При використаннi метода

Бубнова – Гальоркiна труднощi побудови систем базисних функцiй можуть

бути подоланi шляхом його модифiкацiї, запропонованим В.П. Шмаковим

[125]. Слiдуючи цим шляхом в роботах [9, 10, 53, 126] були запропонованi

оригiнальнi розв’язки для ряду задач гiдропружностi.

Останнiм часом iнтенсивно розвиваються чисельнi методи розрахунку ди-

намiчних характеристик пружних оболонок обертання, частково заповнених

рiдиною. Так в роботi [17] запропоновано алгоритм розрахунку вiльних та ви-

мушених коливань пружних оболонок з рiдиною. Вихiдна задача зводиться

до системи iнтегро-диференцiальних рiвнянь за рахунок введення в розгляд

допомiжної спектральної задачi з параметром в граничнiй умовi. Сформу-

льована крайова задача зводиться до вiдповiдних задач Кошi, розв’язки яких

знаходяться методом Кутта – Мерсона з ортогоналiзацiєю розв’язкiв по С.К.

Годунову.

Iснує також велика кiлькiсть лiтератури по застосуванню рiзних варiантiв

метода скiнченних елементiв в задачах гiдропружностi [32, 36, 74, 128, 148] та

iн. Слiд вiдзначити роботу [128], яка присвячена огляду публiкацiй за остан-

нi п’ятнадцять рокiв по дослiдженню динамiки, мiцностi i стiйкостi оболонок

обертання, що мiстять рiдину. З наведеного аналiзу випливає, що при розв’я-

заннi даних задач основна перевага вiддається переважно методу скiнченних

елементiв, що на можливо пов’язано з його унiверсальнiстю i наявнiстю про-

грамного забезпечення (NASTRAN, ANSIS), яке забезпечує вiдносну просто-

ту його застосування. У той же час у багатьох з опублiкованих дослiджень
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авторами вiдзначаються значнi розбiжностi мiж експериментальними i роз-

рахунковими результатами, що вказує на необхiднiсть покращення теорiй i

подальшого розвитку iснуючих та розробку нових методiв розв’язання роз-

глядуваних задач.

У зв’язку з вище сказаним, проблема побудови алгоритмiв розрахунку ко-

ливань довiльних оболонок обертання, частково заповнених рiдиною з ура-

хуванням хвильових рухiв її вiльної поверхнi є актуальною як з теоретичної,

так i з практичної точки зору.

Наведений короткий огляд лiтературних джерел свiдчить про те, що зада-

чi про динамiчну поведiнку розглядуваних механiчних систем вiдносяться до

числа малодослiджених задач i мають певний науковий i практичний iнтерес.



РОЗДIЛ 2

КОЛИВАННЯ ДОВIЛЬНОЇ ОБОЛОНКИ ОБЕРТАННЯ З

ПРИЄДНАНИМ АБСОЛЮТНО ТВЕРДИМ ТIЛОМ

Даний роздiл присвячений розробцi варiацiйного методу побудови набли-

женого розв’язку задачi про вiльнi коливання тонкостiнної пружної довiльної

оболонки обертання з жорстко приєднаним до одного з її торцiв абсолютно

твердим тiлом скiнченних розмiрiв.

Використовуючи принцип можливих перемiщень отримана iнтегро-

диференцiальна постановка крайової задачi про визначення рiвноважного

стану системи «оболонка-тверде тiло» при дiї на неї малого навантаження

загального вигляду.

На основi отриманого еквiвалентного варiацiйного формулювання задачi

з використанням методу Рiтца запропонований алгоритм побудови розв’язку

задачi про вiльнi коливання системи «оболонка-тверде тiло». Ефективнiсть

пiдходу проiлюстрована на прикладi конiчної оболонки iз приєднаним твер-

дим тiлом. Проаналiзовано вплив маси тiла й кута пiврозтвору конуса на

власнi коливання даної механiчної системи.

Розглянута спрощена постановка задачi в припущеннi, що оболонка за-

мiнюється балкою Тимошенка [91]. На основi побудованих точних розв’язкiв

отримана досить проста розрахункова схема розв’язання задачi про власнi

згиннi коливання оболонки з приєднаним на торцi абсолютно твердим тiлом.

Розв’язки представленi для жорсткого крiплення i незакрiпленого торця бал-

ки. За рахунок подання точного розв’язку у запропонованому виглядi, можна

без особливих труднощiв реалiзувати i iншi, що найбiльш часто зустрiчаються

на практицi типи граничних умов.

На основi порiвняння чисельних даних, отриманих за рiзними розрахун-

ковими схемами зроблено висновки про межi застосування спрощених схем
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розрахунку системи «оболонка-тверде тiло».

2.1 Постановка задачi

Розглянемо механiчну систему, що складається з тонкостiнної пружної

оболонки обертання i абсолютно твердого тiла, яке жорстко прикрiплено до

одного з її торцiв. Для визначеностi будемо вважати, що нижнiй торець обо-

лонки жорстко закрiплений рис. 2.1.

Рис. 2.1. Загальний вигляд розглядуваної механiчної системи.

Нехай тiло володiє двома взаємно ортогональними площинами симетрiї,

лiнiєю перетину яких є вiсь Oz, що с збiгається з поздовжньою вiссю оболон-

ки. Координатну площину Oxz сумiстимо з однiєю з площин симетрiї твердо-

го тiла, а початок системи координат Oxyz помiстимо в площинi торцевого

перерiзу оболонки, вiльного вiд твердого тiла. Для описання руху твердо-

го тiла введемо прямокутну систему координат Cxcyczc з початком в центрi
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iнерцiї твердого тiла i осями Cxc i Cyc, паралельними до осей Ox i Oy вiд-

повiдно. Орти системи координат Cxcyczc позначимо через ~ic, ~jc i ~kc. Сере-

динну поверхню оболонки вiднесемо до ортогональної системи криволiнiйних

координат s i ϕ, де ϕ – полярний кут, вiдлiчуваний вiд осi Ox за годинни-

ковою стрiлкою якщо дивитися в бiк зростання координати z. s – довжина

дуги меридiана, яка вiдраховується вiд торцевого перерiзу оболонки, до якого

прикрiплено тверде тiло. З цими координатами зв’яжемо локальний ортого-

нальний базис ~e1, ~e2 i ~e3 в якому ~e1 i ~e2 – одиничнi вектори, дотичнi до лiнiй

головних кривин серединної поверхнi оболонки i спрямованi в бiк зростання

координат s i ϕ, а ~e3 = [~e1 × ~e2].

Припустимо, що до даної конструкцiї прикладене мале навантаження за-

гального вигляду: зосереджена в точцi C сила

∆~F = ∆F1
~ic + ∆F2

~jc + ∆F3
~kc,

момент вiдносно точки C

∆ ~M = ∆M1
~ic + ∆M2

~jc + ∆M3
~kc,

що дiють на тверде тiло i розподiлене навантаження

∆ ~Q = ∆Q1~e1 + ∆Q2~e2 + ∆Q3~e3,

що дiє на оболонку. В результатi механiчна система «оболонка – тiло» при-

йде в рiвноважний збурений стан, пiдкорюючись при цьому деформацiям i

перемiщенням. Рiвноважний стан системи будемо характеризувати вектором

перемiщення точок серединної поверхнi оболонки

~U = u~e1 + v~e2 + w~e3,

вектором поступального перемiщення центра мас твердого тiла

~u0 = u01
~ic + u02

~jc + u03
~kc
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i вектором кута повороту навколо цього центра

~ϑ0 = ϑ01
~ic + ϑ02

~jc + ϑ03
~kc.

При цьому, припустимо, що перемiщення твердого тiла i оболонки настiль-

ки малi, що можна знехтувати членами другого i бiльш високого порядку

малостi в порiвняннi з лiнiйними. Будемо також вважати, що для оболонки

справедливi гiпотези Кiрхгофа-Лява.

Рiвняння рiвноважного стану даної системи, що знаходиться пiд дiєю зов-

нiшнiх сил, можна отримати з використанням будь-якого варiацiйного прин-

ципу механiки. Такий пiдхiд дозволить сформулювати варiацiйну постанов-

ку задачi, яка буде використана в подальшому при побудовi її наближеного

розв’язку.

Скористаємося принципом можливих перемiщень, згiдно з яким

δΠ = δA, (2.1)

де δΠ — варiацiя потенцiальної енергiї пружної деформацiї оболонки, δA —

робота зовнiшнiх сил, прикладених до системи на можливих перемiщеннях,

якi можуть бути представленi в наступному виглядi:

δA =

∫∫
Σ

∆ ~Q · δ~UdΣ + ∆~F · δ~u0 + ∆ ~M · δ~ϑ0, (2.2)

δΠ =

∫∫
Σ

(T1δε1 + T2δε2 + Sδω +M1δκ1 +M2δκ2 + 2Hδτ)dΣ. (2.3)

Тут:

T1 =
Eh

1− ν2
(ε1 + νε2); T2 =

Eh

1− ν2
(ε2 + νε1);

M1 =
Eh3

12(1− ν2)
(κ1 + νκ2); M2 =

Eh3

12(1− ν2)
(κ2 + νκ1);

S =
Eh

2(1 + ν)
ω; H =

Eh3

12(1 + ν)
τ ;

(2.4)
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E, ν и h — модуль пружностi, коефiцiєнт Пуассона и товщина оболонки вiд-

повiдно, Σ — серединна поверхня оболонки. При цьому, компоненти тензора

деформацiй серединної поверхнi оболонки ε1, ε2, κ1, κ2, ω, τ зв’язанi с ком-

понентами вектора перемiщень наступними спiввiдношеннями [79]:

ε1 =
∂u

∂s
+
w

R1
; ε2 =

1

r

∂v

∂ϕ
+

cos θ

r
u+

sin θ

r
w;

ω =
1

r

∂u

∂ϕ
+
∂v

∂s
− cos θ

r
v; κ1 = −∂

2w

∂s2
+

∂

∂s

(
u

R1

)
;

κ2 = − 1

r2

∂2w

∂ϕ2
+

sin θ

r2

∂v

∂ϕ
− cos θ

r

∂w

∂s
+

cos θ

r

u

R1
;

τ = −1

r

∂2w

∂ϕ∂s
+

1

r

∂u

R1∂ϕ
− cos θ sin θ

r2
v +

cos θ

r2

∂w

∂ϕ
+

sin θ

r

∂v

∂s
,

(2.5)

де R1(s) — радiус кривизни меридiана оболонки; θ(s) — кут, утворений нор-

маллю до серединної поверхнi i вiссю обертання оболонки Oz; r(s) — радiус

кола, утвореного паралелями оболонки.

З урахуванням спiввiдношень (2.2) — (2.5), скориставшись формулами

iнтегрування по частинам для подвiйних iнтегралiв, а також пiсля ряду пе-

ретворень, варiацiйне рiвняння (2.1) можна представити в наступнiй формi:∫∫
Σ

[(
−∂T1

∂s
+

cos θ

r
(T2 − T1)−

1

r

∂S

∂ϕ
− 1

rR1

∂

∂s
(M1r) +

+M2
cos θ

rR1
− 2

rR1

∂H

∂ϕ

)
δu+

(
−1

r

∂T2

∂ϕ
− ∂S

∂s
− 2 cos θ

r
S −

−sin θ

r2

∂M2

∂ϕ
− 2H

sin θ cos θ

r2
− 2

r

∂

∂s
(H sin θ)

)
δv +

+

(
T1

R1
+ T2

sin θ

r
− 1

r

∂2

∂s2
(M1r)−

1

r2

∂2M2

∂ϕ2
+

+
1

r

∂

∂s
(M2 cos θ)− 2

r

∂2H

∂s∂ϕ
− 2 cos θ

r2

∂H

∂ϕ

)
δw

]
dΣ +

+

∮
L2

[(
T1 +

M1

R1

)
δu+

(
S + 2H

sin θ

r

)
δv +

+

(
1

r

∂

∂s
(M1r)−M2

cos θ

r
+

2

r

∂H

∂ϕ

)
δw −M1

∂δw

∂s

]
dL2−
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−
∮
L1

[(
T1 +

M1

R1

)
δu+

(
S + 2H

sin θ

r

)
δv +

+

(
1

r

∂

∂s
(M1r)−M2

cos θ

r
+

2

r

∂H

∂ϕ

)
δw −M1

∂δw

∂s

]
dL1 =

=

∫∫
Σ

∆ ~Q · δ~UdΣ + ∆~F · δ~u0 + ∆ ~M · δ~ϑ0, (2.6)

де L1 i L2 — контури, що обмежують оболонку рис. 2.1.

Враховуючи незалежнiсть варiацiй δu, δv i δw в областi Σ, з варiацiйно-

го рiвняння (2.6) отримаємо три рiвняння, якi описують рiвноважний стан

оболонки пiд дiєю прикладеного розподiленого навантаження ∆ ~Q

− ∂T1

∂s
+

cos θ

r
(T2 − T1)−

1

r

∂S

∂ϕ
− 1

R1

∂M1

∂s
+

+
cos θ

rR1
(M2 −M1)−

2

rR1

∂H

∂ϕ
= ∆Q1;

− 1

r

∂T2

∂ϕ
− ∂S

∂s
− 2 cos θ

r
S − sin θ

r2

∂M2

∂ϕ
−

− 2H
sin θ cos θ

r2
− 2

r

∂

∂s
(H sin θ) = ∆Q2;

T1

R1
+ T2

sin θ

r
− 1

r

∂2

∂s2
(M1r)−

1

r2

∂2M2

∂ϕ2
+

1

r

∂

∂s
(M2 cos θ)−

− 2

r

∂2H

∂s∂ϕ
− 2 cos θ

r2

∂H

∂ϕ
= ∆Q3.

(2.7)

Якщо в цих рiвняннях перейти вiд зусиль до перемiщень вiдповiдно до

формул (2.4) i (2.5), то отримаємо рiвняння вiдносно перемiщень u, v i w,

якi з огляду на їх достатню громiздкiсть тут не наводяться. З рiвняння (2.6)

випливають також i граничнi умови задачi. Так, у разi жорсткого крiплення

контуру оболонки L2 матимемо

u = v = w =
∂w

∂s

∣∣∣∣∣
L2

= 0. (2.8)

Варiацiї δu, δv i δw на контурi L1 не є незалежними оскiльки пов’язанi

геометричними граничними умовами, якi виражаються в рiвностi вiдповiд-

них перемiщень i кутiв повороту твердого тiла i оболонки, що приводить до
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наступного спiввiдношення

~U = ~u0 + [~ϑ0 × ~r0], (2.9)

де ~r0 = (r cosϕ)~ic + (r sinϕ)~jc− lc~kc — радiус-вектор точок контуру оболонки

L1 в системi координат Cxcyczc, lc — вiдстань вiд центру мас твердого тiла

вздовж осi Oz до торцевого перерiзу оболонки, в якому прикрiплено тверде

тiло. Зв’язок одиничних векторiв ~ic, ~jc, ~kc i ~e1, ~e2, ~e3 має наступний вигляд

~ic = (cos θ cosϕ)~e1 − (sinϕ)~e2 + (sin θ cosϕ)~e3,

~jc = (cos θ sinϕ)~e1 + (cosϕ)~e2 + (sin θ sinϕ)~e3,

~kc = (− sin θ)~e1 + (cos θ)~e3.
(2.10)

Беручи до уваги спiввiдношення (2.10), в результатi прирiвнювання вiдповiд-

них компонентiв векторiв у формулi (2.9) отримаємо:

u
∣∣
L1

= (u01 cos θ + ϑ02r sin θ − ϑ02lc cos θ) cosϕ+

+ (ϑ01lc cos θ + u02 cos θ − ϑ01r sin θ) sinϕ− u03 sin θ;

v
∣∣
L1

= (lcϑ01 + u02) cosϕ+ (ϑ02lc − u01) sinϕ+ ϑ03r;

w
∣∣
L1

= (−ϑ02lc sin θ + u01 sin θ − ϑ02r cos θ) cosϕ+

+ (ϑ01lc sin θ + u02 sin θ + ϑ01r cos θ) sinϕ+ u03 cos θ.

(2.11)

Граничнi умови накладаються також i на кут повороту

θ1 = −∂w
∂s

+
u

R1

вектора ~e1 навколо вектора ~e2 в результатi деформування серединної поверхнi

оболонки. Переходячи в ~ϑ0 до базису ~e1, ~e2, ~e3 за допомогою спiввiдношень

(2.10), отримаємо четверту геометричну граничну умову

∂w

∂s

∣∣∣∣∣
L1

=
u

R1
+ ϑ01 sinϕ− ϑ02 cosϕ. (2.12)



54

Iз формул (2.11) i (2.12) неважко отримати вирази для варiацiй
[
δu, δv,

δw,
∂δw

∂s

]
L1

. Пiдставляючи цi вирази в вiдповiдний контурний iнтеграл з рiв-

няння (2.6) i з огляду на незалежнiсть варiацiй вiд вiдповiдних компонент

вектора перемiщень оболонки, отримаємо шiсть iнтегральних спiввiдношень,

якi представляють собою силовi граничнi умови спряження оболонки i твер-

дого тiла на контурi L1:∮
L1

[(
T1 cos θ −Q∗1 sin θ

)
cosϕ−

(
S + 2H

sin θ

r

)
sinϕ

]
dL1 = −∆F1;

∮
L1

[(
T1 cos θ −Q∗1 sin θ

)
sinϕ+

(
S + 2H

sin θ

r

)
cosϕ

]
dL1 = −∆F2;

∮
L1

(
T1 sin θ +Q∗1 cos θ

)
dL1 = ∆F3;

∮
L1

{[
T1

(
lc cos θ −R sin θ

)
−Q∗1

(
R cos θ + lc sin θ

)
−M1

]
sinϕ+

+

(
S + 2H

sin θ

r

)
lc cosϕ

}
dL1 = −∆M1;∮

L1

{[
T1

(
R sin θ − lc cos θ

)
+Q∗1

(
R cos θ + lc sin θ

)
+M1

]
cosϕ+

+

(
S + 2H

sin θ

r

)
lc sinϕ

}
dL1 = −∆M2;∮

L1

(
S + 2H

sin θ

r

)
RdL1 = −∆M3,

(2.13)

де Q∗1 = −1

r

∂

∂s

(
M1r

)
+M2

cos θ

r
− 2

r

∂H

∂ϕ
.

Таким чином, задача про визначення рiвноважного збуреного стану си-

стеми «оболонка обертання – тверде тiло», що знаходиться пiд дiєю малого

навантаження загального вигляду звелася до iнтегрування системи з трьох

диференцiальних рiвнянь (2.7) при граничних умовах (2.8), (2.11) — (2.13).

Щоб перейти вiд задачi статики до задачi про власнi коливання розглядуваної



55

механiчної системи необхiдно скористатися принципом Даламбера, замiнив-

ши навантаження, що дiє на систему вiдповiдними силами iнерцiї за такими

формулами:

∆Q1 = −ρh∂
2u

∂t2
; ∆Q2 = −ρh∂

2v

∂t2
; ∆Q3 = −ρh∂

2w

∂t2
;

∆F1 = −m0
∂2u01

∂t2
; ∆F2 = −m0

∂2u02

∂t2
; ∆F3 = −m0

∂2u03

∂t2
;

∆M1 = −Jxc
∂2ϑ01

∂t2
; ∆M2 = −Jyc

∂2ϑ02

∂t2
; ∆M3 = −Jzc

∂2ϑ03

∂t2
, (2.14)

де: ρ i m0 — густина матерiалу оболонки i маса твердого тiла вiдповiдно; Jxc,

Jyc, Jzc — моменти iнерцiї твердого тiла вiдносно осей Cxc, Cyc, Czc вiдповiд-

но.

Слiд зазначити, що досить складнi силовi i моментнi граничнi умови (2.13)

є природними для вiдповiдного функцiоналу, отриманого з принципу можли-

вих перемiщень i його мiнiмiзацiю досить проводити на класi функцiй, що

задовольняють лише граничним умовам (2.8), (2.11) i (2.12).

2.2 Застосування методу Рiтца до побудови наближених

розв’язкiв задачi

Малiсть параметрiв руху i осьова симетрiя при усталених вiльних коли-

ваннях системи «оболонка-тiло» з частотою ω дозволяє загальний її рух роз-

класти на незалежнi складовi в напрямку i навколо поздовжньої осi, а також

в двох взаємно ортогональних площинах симетрiї, лiнiєю перетину яких є вiсь

Oz. Надалi будемо розглядати поперечнi коливання системи в площинi Oxz.

У цьому випадку перемiщення точок серединної поверхнi оболонки можна

представити в наступному виглядi

u = eiωtUn(s) cosnϕ, v = eiωtVn(s) sinnϕ, w = eiωtWn(s) cosnϕ, (2.15)

де n — число хвиль в круговому напрямку оболонки.
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Перейдемо до безрозмiрних величин, якi пов’язанi з вiдповiдними розмiр-

ними величинами наступними спiввiдношеннями:

{Un, Vn,Wn} = R{Ūn, V̄n, W̄n}; {r, s, R1, lc, h} = R{r̄, s̄, R̄1, l̄c, h̄};

c2 =
h2

12R2
; m̄0 =

m0

πρhR2
; J̄yc =

Jyc
πρhR4

; ω̄2 =
R2ρ(1− ν2)

E
ω2,

(2.16)

де R — радiус, що обмежує оболонку, контуру L1. Далi, для скорочення за-

пису, риску над безрозмiрними величинами будемо опускати.

Тодi варiацiйне рiвняння задачi про усталенi вiльнi коливання оболонки

обертання з приєднаним на торцi твердим тiлом можна представити:

δI =

ls∫
0

[
Ψ11(Un, δUn) + Ψ12(Vn, δUn) + Ψ13(Wn, δUn)+

+Ψ12(δVn, Un) + Ψ22(Vn, δVn) + Ψ23(Wn, δVn) +

+Ψ13(δWn, Un) + Ψ23(δWn, Vn) + Ψ33(Wn, δWn)
]
rds−

−ω2

ls∫
0

(UnδUn + VnδVn +WnδWn)rds−

−δ1nω
2(m0u01δu01 + Jycϑ02δϑ02) = 0, (2.17)

де ls — довжина оболонки по координатi s,

δ1n =

 1 при n = 1

0 при n > 1.

Введенi тут диференцiальнi оператори Ψij(p, q), де p i q довiльнi функцiї,

мають вигляд:

Ψ11(p, q) =

(
cos2 θ

r2
+
ν1n

2

r2
+
c2 cos2 θ

r2R2
1

+
2(1− ν)c2n2

r2R2
1

)
pq +

+

(
dp

ds
+
ν cos θ

r
p

)
dq

ds
+
ν cos θ

r

[
dp

ds
+
c2

R1

d

ds

(
p

R1

)]
q +

+c2

[
d

ds

(
p

R1

)
+
ν cos θ

rR1
p

]
d

ds

(
q

R1

)
,
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Ψ12(p, q) =
n cos θ

r2

(
1 +

c2 sin θ

rR1

)
pq +

νn

r

[
dq

ds
+
c2 sin θ

r

d

ds

(
q

R1

)]
p+

+

[(
ν1n

r
+

2(1− ν)c2n sin θ

r2R1

)(
cos θ

r
p− dp

ds

)]
q,

Ψ13(p, q) =

(
1

R1
+
ν sin θ

r

)
p
dq

ds
+

cos θ

r

(
sin θ

r
+

ν

R1
+
c2n2

r2R1

)
pq −

−c2

(
d2p

ds2
− νn2

r2
p+

ν cos θ

r

dp

ds

)
d

ds

(
q

R1

)
−

−c
2 cos θ

rR1

(
cos θ

r

dp

ds
+ ν

d2p

ds2

)
q +

2(1− ν)c2n2

r2R1

(
cos θ

r
p− dp

ds

)
q,

Ψ22(p, q) =
1

r2

(
n2 + ν1 cos2 θ +

c2n2 sin2 θ

r2

)
pq −

−ν1 cos θ

r

(
dp

ds
q + p

dq

ds

)
+ ν1

dp

ds

dq

ds
+

+
2(1− ν)c2 sin2 θ

r2

[(
cos θ

r
q − dq

ds

)(
cos θ

r
p− dp

ds

)]
,

Ψ23(p, q) =

(
n sin θ

r2
+

νn

rR1
+
c2n3 sin θ

r4

)
pq − c2n sin θ

r2

(
ν
d2p

ds2
+

+
cos θ

r

dp

ds

)
q + 2(1− ν)c2

[
n sin θ

r2

(
dp

ds
− cos θ

r
p

)(
dq

ds
− cos θ

r
q

)]
,

Ψ33(p, q) = c2

[
d2p

ds2

d2q

ds2
+
ν cos θ

r

(
d2p

ds2

dq

ds
+
d2q

ds2

dp

ds

)
−

−νn
2

r2

(
d2p

ds2
q + +

d2q

ds2
p

)
+

+
cos2 θ + 2(1− ν)n2

r2

dp

ds

dq

ds
− n2 cos θ(3− 2ν)

r3

(
dq

ds
p+

dp

ds
q

)]
+

+

(
1

R2
1

+
sin2 θ

r2
+

2ν sin θ

rR1
+
c2n4 + 2(1− ν)c2n2 cos2 θ

r4

)
pq,

де ν1 = (1− ν)/2.

У разi застосування технiчної теорiї оболонок [23], замiсть наведених вище

формул слiд скористатися наступними виразами для функцiй Ψij(p, q)

Ψ11(p, q) =

(
cos2 θ

r2
+
ν1n

2

r2

)
pq +

(
dp

ds
+
ν cos θ

r
p

)
dq

ds
+
ν cos θ

r

dp

ds
q,
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Ψ12(p, q) =

(
n cos θ

r2
+
ν1n cos θ

r2

)
pq +

νn

r
p
dq

ds
− ν1n

r
q
dp

ds
,

Ψ13(p, q) =

(
1

R1
+
ν sin θ

r

)
p
dq

ds
+

(
cos θ sin θ

r2
+
ν cos θ

rR1

)
pq,

Ψ22(p, q) =

(
n2

r2
+
ν1 cos2 θ

r2

)
pq +

(
ν1
dp

ds
− ν1 cos θ

r
p

)
dq

ds
− ν1 cos θ

r

dp

ds
q,

Ψ23(p, q) =

(
n sin θ

r2
+

νn

rR1

)
pq,

Вираз для Ψ33(p, q) залишається без змiн.

При цьому, з аналiзу спiввiдношень (2.11) i (2.12) випливає, що в разi, коли

число хвиль в круговому напрямку оболонки n дорiвнює одиницi, при зна-

ходженнi мiнiмуму функцiоналу, вiдповiдного варiацiйного рiвняння (2.17),

пiдлягають задоволенню наступнi граничнi умови:

U1(0) = u01k1 − ϑ02k2; V1(0) = −(u01 − ϑ02k3);

W1(0) = u01k4 − ϑ02k5;
dW1

ds

∣∣∣∣
s=0

= u01k6 − ϑ02k7;

U1(ls) = V1(ls) = W1(ls) =
dW1

ds

∣∣∣∣
s=ls

= 0,

(2.18)

де

k1 = cos θ, k2 = lc cos θ − sin θ, k3 = lc, k4 = sin θ,

k5 = lc sin θ + cos θ, k6 =
k1

R1
, k7 = 1 +

k2

R1
.

У випадку ж коли n > 1, пiдлягають задоволенню умови жорсткого крi-

плення обох торцiв оболонки

Un(0) = Vn(0) = Wn(0) =
dWn

ds

∣∣∣∣
s=0

= 0,

Un(ls) = Vn(ls) = Wn(ls) =
dWn

ds

∣∣∣∣
s=ls

= 0.

(2.19)

Неважко бачити, що при n = 1 мають мiсце сумiснi коливання тiла i

оболонки. У разi ж коли n > 1, тiло залишається нерухомим, а оболонка

здiйснює просторовi рухи.
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Пошук мiнiмуму функцiоналу, варiацiя якого представлена в формi (2.17),

на класi функцiй, що задовольняють граничним умовам (2.18), (2.19) будемо

здiйснювати за допомогою методу Рiтца, згiдно з яким компоненти перемi-

щень оболонки представимо у виглядi кiнцевих рядiв такого вигляду:

Un(s) =
N∑
j=1

ajuj(s) + δ1n(u01k1 − ϑ02k2)u0(s);

Vn(s) =
N∑
j=1

bjvj(s) + δ1n(u01 − ϑ02k3)v0(s);

Wn(s) =
N∑
j=1

cjwj(s) + δ1n(u01w0(s) + ϑ02ψ0(s)),

(2.20)

де aj, bj, cj, u01, ϑ02 — константи, що пiдлягають визначенню.

Координатнi функцiї uj(s), vj(s) i wj(s) виберемо у виглядi:

uj(s) = vj(s) = s(ls − s)Pj
(

2s

ls
− 1

)
;

wj(s) = s2(ls − s)2Pj

(
2s

ls
− 1

)
,

j = 1, 2, . . . , N.

(2.21)

Тут Pj(s) — змiщенi на одиницю за iндексом j многочлени Лежандра, об-

числення яких i їх перших двох похiдних можна проводити за допомогою

рекурентних спiввiдношень:

Pj+2(s) =
1

j + 1

[
(2j + 1)sPj+1(s)− jPj(s)

]
,

P
′

j+2(s) = sP
′

j+1(s) + (j + 1)Pj+1(s),

P
′′

j+2(s) = sP
′′

j+1(s) + (j + 2)P
′

j+1(s),

P1(s) = 1; P2(s) = s, (j = 1, 2, . . . , N − 2).

(2.22)

Функцiї u0(s), v0(s), w0(s) i ψ0(s) виберемо в наступному виглядi:

u0(s) =
ls − s
ls

; v0(s) = −u0(s);

w0(s) =
3k4 + k6ls

l2s
(s− ls)2 +

k6ls + 2k4

l3s
(s− ls)3;
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ψ0(s) = −3k5 + k7ls
l2s

(s− ls)2 − k7ls + 2k5

l3s
(s− ls)3. (2.23)

При такому представленнi, розклади (2.20) задовольняють граничним

умовам (2.18) i (2.19) при будь-яких значеннях вектора

~X =
[
a1, a2, . . . , aN , b1, b2, . . . , bN , c1, c2, . . . , cN , u01, ϑ02

]
.

При цьому забезпечується повнота i лiнiйна незалежнiсть функцiй, що вхо-

дять в розклади (2.20).

Компоненти вектора ~X надалi визначаються з умови стацiонарностi вiд-

повiдного функцiоналу I. При цьому вихiдна задача зводиться до розв’язання

однорiдної алгебраїчної системи

(A− ω2B) ~XT = 0, (2.24)

де ~XT — транспонований вектор ~X, A i B — симетричнi матрицi порядку

3N + 2 при n = 1 i 3N для випадку n > 1.

Елементи матриць A i B, якi розташованi на головнiй дiагоналi i вище,

будуть обчислюватися за такими формулами

ai,j =

ls∫
0

Ψ11(uj, ui)rds, ai,j+N =

ls∫
0

Ψ12(vj, ui)rds,

ai,j+2N =

ls∫
0

Ψ13(wj, ui)rds, ai+N,j+N =

ls∫
0

Ψ22(vj, vi)rds,

ai+N,j+2N =

ls∫
0

Ψ23(wj, vi)rds, ai+2N,j+2N =

ls∫
0

Ψ33(wj, wi)rds,

ai,3N+1 =

ls∫
0

[
k1Ψ11(u0, ui) + Ψ12(v0, ui) + Ψ13(w0, ui)

]
rds,

ai,3N+2 =

ls∫
0

[
−k2Ψ11(u0, ui)− k3Ψ12(v0, ui) + Ψ13(ψ0, ui)

]
rds,

ai+N,3N+1 =

ls∫
0

[
k1Ψ12(vi, u0) + Ψ22(v0, vi) + Ψ23(w0, vi)

]
rds,



61

ai+N,3N+2 =

ls∫
0

[
−k2Ψ12(vi, u0)− k3Ψ22(v0, vi) + Ψ23(ψ0, vi)

]
rds,

ai+2N,3N+1 =

ls∫
0

[
k1Ψ13(wi, u0) + Ψ23(wi, v0) + Ψ33(w0, wi)

]
rds,

ai+2N,3N+2 =

ls∫
0

[
−k2Ψ13(wi, u0)− k3Ψ23(wi, v0) + Ψ33(ψ0, wi)

]
rds,

a3N+1,3N+1 =

ls∫
0

[
k2

1Ψ11(u0, u0) + 2k1Ψ12(v0, u0) + 2k1Ψ13(w0, u0) +

+Ψ22(v0, v0) + 2Ψ23(w0, v0) + Ψ33(w0, w0)
]
rds,

a3N+1,3N+2 =

ls∫
0

[
−k1k2Ψ11(u0, u0)− k1k3Ψ12(v0, u0) + k1Ψ13(ψ0, u0)−

−k2Ψ12(v0, u0)− k3Ψ22(v0, v0) + Ψ23(ψ0, v0)−

−k2Ψ13(w0, u0)− k3Ψ23(w0, v0) + Ψ33(ψ0, w0)
]
rds,

a3N+2,3N+2 =

ls∫
0

[
k2

2Ψ11(u0, u0) + 2k2k3Ψ12(v0, u0)− 2k2Ψ13(ψ0, u0) +

+k2
3Ψ22(v0, v0)− 2k3Ψ23(ψ0, v0) + Ψ33(ψ0, ψ0)

]
rds,

bi,j =

ls∫
0

ujuirds, bi,j+N = bi,j+2N = bi+N,j+2N = 0,

bi+N,j+N =

ls∫
0

vjvirds, bi+2N,j+2N =

ls∫
0

wjwirds,

bi,3N+1 =

ls∫
0

k1u0uirds, bi,3N+2 =

ls∫
0

−k2u0uirds,

bi+N,3N+1 =

ls∫
0

v0virds, bi+N,3N+2 =

ls∫
0

−k3v0virds,

bi+2N,3N+1 =

ls∫
0

w0wirds, bi+2N,3N+2 =

ls∫
0

ψ0wirds,
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b3N+1,3N+1 =

ls∫
0

[k2
1u

2
0 + v2

0 + w2
0]rds+m0,

b3N+1,3N+2 =

ls∫
0

[−k1k2u
2
0 − k3v

2
0 + ψ0w0]rds,

b3N+2,3N+2 =

ls∫
0

[k2
2u

2
0 + k2

3v
2
0 + ψ2

0]rds+ Jyc.

Нагадаємо, що в разi, коли n > 1, матрицi A i B мають порядок 3N i

отримуються з наведених шляхом вiдкидання останнiх двох стовпцiв i ряд-

кiв. При виведеннi цих виразiв було використано представлення для варiацiї

функцiонала δI в формi (2.17), що забезпечило простоту їх отримання i зна-

чнi зручностi при програмуваннi пропонованого алгоритму розв’язання даної

задачi.

2.3 Спрощена постановка задачi про поперечнi колива-

ння механiчної системи «оболонка-тверде тiло»

Як видно з роздiлу 2.1 задача про коливання складової механiчної кон-

струкцiї, «оболонка - тверде тiло» вiдноситься до розряду некласичних задач

математичної фiзики, оскiльки мова йде про з’єднання елементiв, поведiнка

яких, описується рiвняннями рiзної розмiрностi. Це викликає певнi трудно-

щi при їх розв’язаннi. У зв’язку з цим, на практицi використовують рiзного

роду спрощенi моделi реальної конструкцiї за рахунок введення в розгляд

додаткових гiпотез i припущень.

Для спрощеної схеми як правило використовується класична балкова те-

орiя Ейлера-Бернуллi. Природним чином виникає питання про можливiсть

розширення меж застосування спрощеної моделi шляхом врахування дефор-

мацiй зсуву та iнерцiї повороту поперечного перерiзу балки [91].
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У зв’язку з цим, нижче наведемо на цiй основi спрощену постановку роз-

глядуваної задачi i побудуємо її точний розв’язок.

Розглянемо механiчну систему, що складається з балки Тимошенка i аб-

солютно твердого тiла, яке жорстко прикрiплено до одного з її торцiв. Перед-

бачається, що другий торець балки деяким чином закрiплений. Вважається,

що тiло володiє двома взаємно ортогональними площинами симетрiї, лiнiєю

перетину яких є вiсь Oz, що спiвпадає з нейтральною лiнiєю балки. Коорди-

натну площину Oxz сумiстимо з однiєю з площин симетрiї твердого тiла, а

початок системи координат Oxyz розмiстимо в площинi торцевого перерiзу

балки, вiльного вiд твердого тiла. Для описання перемiщень твердого тiла

введемо прямокутну систему координат Cxcyczc з початком в центрi iнерцiї

твердого тiла i осями Cxc, Cyc паралельними осям Ox i Oy вiдповiдно. Крiм

того, зручно також ввести в розгляд систему координат O1x1y1z1 з одинични-

ми ортами~i1,~j1, ~k1, осi якої паралельнi осям Ox, Oy i Oz, а початок зв’язано

з точкою крiплення твердого тiла до балки.

Оскiльки механiчна система має двi площини симетрiї, то її коливання в

площинах Oxz i Oyz можна розглядати незалежно. Тому далi розглядатиме-

мо рух системи тiльки в площинi Oxz.

Позначимо перемiщення точок нейтральної лiнiї пружної балки в напрям-

ку осi Ox через w(z, t). Тодi кут нахилу дотичної можна представити у ви-

глядi [91]:
∂w

∂z
= ψ + τ, (2.25)

де ψ− кут нахилу дотичної до пружної лiнiї балки вiд дiї тiльки згинальних

моментiв; τ− кут нахилу вiд змiни перерiзуючих сил.

У точцi крiплення твердого тiла при z = l повиннi виконуватися кiнемати-

чнi умови спряження, тобто рiвнiсть вiдповiдних перемiщень i кутiв повороту

балки i тiла.

w(l, t) = w0, ψ(l, t) = ϑ02.
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Тут w0 i ϑ02 - перемiщення точки O1 i кут повороту твердого тiла вiдносно

осi O1y1.

Вектор перемiщення точок твердого тiла ~U ∗ можна представити у виглядi

~U ∗ = ~U0 +
[
~θ0 × ~r

]
, (2.26)

де ~r− радiус вектор точок твердого тiла, ~U0 = {w0, 0, 0} i ~θ0 = {0, ϑ02, 0}

-вектори малого перемiщення i повороту системи координат O1x1y1z1. У роз-

горнутому виглядi для вектора (2.26) будемо мати такий вираз:

~U ∗ = (w0 + z1ϑ02)~i1 + (−ϑ02x1)~k1. (2.27)

Для виведення рiвнянь руху системи скористаємося принципом можли-

вих перемiщень. Потенцiальна енергiя деформацiї для балки Тимошенка має

вигляд [21]:

Π =
1

2

l∫
0

EJ

(
∂2w

∂z2
− ∂τ

∂z

)2

dz +
1

2

l∫
0

κGFτ 2dz, (2.28)

де l− довжина балки, κ− коефiцiєнт, що залежить вiд характеру розподiлу

зсувiв по перерiзу i способу визначення середнього значення для кута зсуву

τ , EJ i GF - згинна i зсувна жорсткостi вiдповiдно.

Робота сил iнерцiї на можливих перемiщеннях матиме вигляд:

δA = −γ
∫∫
V

∫
~̈U ∗δ~U ∗dV − ρF

l∫
0

ẅδwdz − ρJ
l∫

0

ψ̈δψdz, (2.29)

де γ i ρ густина матерiалiв твердого тiла i балки вiдповiдно. Двокрапка над

величинами в рiвняннi (2.29) означає дворазове диференцiювання за часом t.

Прирiвнявши варiацiю вiд потенцiальної енергiї деформацiї балки до робо-

ти зовнiшнiх сил на можливих перемiщеннях, отримаємо наступне варiацiйне

рiвняння:

EJ

l∫
0

∂ψ

∂z

(
∂δψ

∂z

)
dz + κGF

l∫
0

τ
∂δw

∂z
dz − κGF

l∫
0

τδψdz =
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= −ρF
l∫

0

ẅδwdz − ρJ
l∫

0

ψ̈δψdz −
(
m0ẅ0 + L03ϑ̈02

)
δw0 −

−
(
L03ẅ0 + Jy1ϑ̈02

)
δϑ02. (2.30)

Тут:

L03 = γ

∫∫∫
V

z1dV −

статичний момент iнерцiї твердого тiла вiдносно площини O1y1z1,

Jy1 = γ

∫∫∫
V

(x2
1 + z2

1)dV −

момент iнерцiї твердого тiла вiдносно осi O1y1, m0− маса твердого тiла.

Позначимо через lc координату центру мас твердого тiла в системi коор-

динат O1y1z1. Тодi матимемо: L03 = m0lc; Jy1 = m0l
2
c + Jyc, де Jyc− момент

iнерцiї твердого тiла вiдносно осi Cyc.

Виконавши в лiвiй частинi рiвняння (2.30) iнтегрування по частинах i

взявши до уваги кiнематичнi умови спряження, а також незалежнiсть варiа-

цiй δw i δψ, отримаємо наступну початково-крайову задачу:
ρF

∂2w

∂t2
− κGF

(
∂2w

∂z2
− ∂ψ

∂z

)
= 0;

ρJ
∂2ψ

∂t2
− EJ ∂

2ψ

∂z2
− κGF

(
∂w

∂z
− ψ

)
= 0;

(2.31)

[
κGF

(
∂w

∂z
− ψ

)
+m0

∂2w

∂t2
+ L03

∂2ψ

∂t2

]
z=l

= 0;[
EJ

∂ψ

∂z
+ L03

∂2w

∂t2
+ Jy1

∂2ψ

∂t2

]
z=l

= 0. (2.32)

Для жорстко закрiпленого торця балки матимемо наступнi граничнi умо-

ви:

w(0, t) = 0; ψ = 0. (2.33)
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У випадку вiльного торця отримаємо:(
∂w

∂z
− ψ

)
z=0

= 0;
∂ψ

∂z

∣∣∣∣
z=0

= 0. (2.34)

До спiввiдношень (2.31) - (2.34) необхiдно додати вiдповiднi початковi умо-

ви на шуканi функцiї.

Систему рiвнянь (2.31), шляхом нескладних перетворень, можна привести

до наступного вигляду:


EJ

∂4w

∂z4
− ρJ

(
1 +

E

κG

)
∂4w

∂z2∂t2
+
ρ2J

κG
∂4w

∂t4
+ ρF

∂2w

∂t2
= 0;

EJ
∂4ψ

∂z4
− ρJ

(
1 +

E

κG

)
∂4ψ

∂z2∂t2
+
ρ2J

κG
∂4ψ

∂t4
+ ρF

∂2ψ

∂t2
= 0;

(2.35)

Для випадку вiльних гармонiчних коливань системи з частотою ω, пред-

ставимо функцiї w(z, t) i Ψ(z, t) у виглядi

w(z, t) = W (z)eiωt, ψ(z, t) = Ψ(z)eiωt. (2.36)

Введемо в розгляд наступнi безрозмiрнi величини, якi пов’язанi з вiдпо-

вiдними розмiрними за формулами:

β2 =
ω2L4ρF

EJ
; r2 =

J

FL2
; s2 =

EJ

κGFL2
;

m̄0 =
m0

ρFL
; J̄yc =

Jyc
ρFL3

; l̄c =
lc
L

;

W̄ =
W

L
; z̄ =

z

L
; J̄y1 = m̄0l̄

2
c + J̄yc;

L̄03 = m̄0l̄c. (2.37)

Тут: β− безрозмiрна власна частота коливань системи; r2− квадрат радiуса

iнерцiї балки (коефiцiєнт, що враховує iнерцiю повороту поперечного перерiзу

балки); s2− коефiцiєнт, що враховує вплив деформацiй зсуву; L− деякий (по-

ки довiльний) лiнiйний розмiр. Риски над безрозмiрними величинами надалi

для простоти запису будемо опускати.
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З урахуванням формул (2.36) i (2.37), спiввiдношення (2.31) - (2.35) при-

ймуть такий вигляд:
d4W

dz4
+ β2

(
r2 + s2

)d2W

dz2
+ β2

(
β2r2s2 − 1

)
W = 0;

d4Ψ

dz4
+ β2

(
r2 + s2

)d2Ψ

dz2
+ β2

(
β2r2s2 − 1

)
Ψ = 0;

(2.38)


d2W

dz2
− dΨ

dz
+ β2s2W = 0;

s2d
2Ψ

dz2
+
dW

dz
+
(
β2r2s2 − 1

)
Ψ = 0;

(2.39)

(
dW

dz
−Ψ− β2s2m0W − β2s2m0lcΨ

)
z=l

= 0;(
dΨ

dz
− β2L03W − β2Jy1Ψ

)
z=l

= 0. (2.40)

Граничнi умови для вiльного торця:(
dW

dz
−Ψ

)
z=0

= 0;
dΨ

dz

∣∣∣∣
z=0

= 0. (2.41)

При закрiпленому торцi повиннi виконуватися умови:

W (0) = 0; Ψ(0) = 0. (2.42)

Спiввiдношення (2.39) дають можливiсть виразити Ψ i dΨ/dz через фун-

кцiю W i ї ї похiднi 
Ψ =

s2

b0

d3W

dz3
+

(β2s4 + 1)

b0

dW

dz
,

dΨ

dz
=
d2W

dz2
+ β2s2W.

(2.43)

Пiдставляючи вирази (2.43) в рiвняння (2.40) - (2.42) остаточно будемо

мати наступну крайову задачу на власнi значення вiдносно функцiї W при

жорсткому закрiпленнi торця оболонки при z = 0:

d4W

dz4
+ b2

d2W

dz2
− β2b0W = 0; (2.44)
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f1
d3W

dz3
+ f2

dW

dz
+ f3W

)
z=l

= 0;(
f4
d3W

dz3
+ f5

d2W

dz2
+ f6

dW

dz
+ f7W

)
z=l

= 0; (2.45)

W (0) = 0;

(
b1
dW

dz
+ s2d

3W

dz3

)
(z=0)

= 0; (2.46)

У випадку вiльного торця балки при z = 0, граничнi умови (2.46) слiд

замiнити на умови (
d2W

dz2
+ β2s2W

)
z=0

= 0;(
d3W

dz3
+ b2

dW

dz

)
z=0

= 0. (2.47)

Тут були введенi такi позначення:

b0 = 1− β2r2s2; b1 = β2s4 + 1;

b2 = β2(r2 + s2); f1 = 1 + β2s2L03;

f2 = β2b1L03 + b2; f3 = β2m0b0;

f4 = β2s2Jy1; f5 = −b0;

f6 = β2b1Jy1; f7 = b0β
2(L03 − s2). (2.48)

Таким чином, розв’язання задачi про власнi згиннi коливання балки Ти-

мошенка з приєднаним на торцi абсолютно твердим тiлом звелося до iнте-

грування звичайного диференцiального рiвняння з постiйними коефiцiєнта-

ми (2.44) при вiдповiдних граничних умовах. При необхiдностi визначення

величин Ψ i dΨ/dz необхiдно скористатися виразами (2.43).

Зауважимо, що якщо в рiвняннях (2.43) - (2.48) покласти r2 = s2 = 0,

то отримаємо, як частинний випадок, задачi про власнi коливання балки

Ейлера-Бернуллi з приєднаним твердим тiлом. Вiдповiдно, якщо знехтувати

тiльки членами, якi враховують деформацiї зсуву (s2 = 0), матимемо балку

Релея.



69

2.4 Побудова точних розв’язкiв для спрощеної поста-

новки задачi

Перейдемо до побудови точного розв’язку сформульованої крайової зада-

чi. Загальним розв’язком рiвняння (2.44) при µ > b2/2 буде

W (β, z) = A sinh γ1z +B cosh γ1z + C sin γ2z +D cos γ2z,

де γ1 =
√
µ− b2/2, γ2 =

√
µ+ b2/2, (2.49)

Для випадку, коли µ < b2/2 матимемо

W (β, z) = A
′
sin γ1z +B

′
cos γ1z + C

′
sin γ2z +D

′
cos γ2z,

де γ1 =
√
b2/2− µ, γ2 =

√
µ+ b2/2. (2.50)

Тут µ =
√

(b2/2)2 + b0β2.

Розв’язки (2.49), (2.50) зручно представити в наступному виглядi

Wi(β, z) = C1iSi(β, z) + C2iTi(β, z) + C3iUi(β, z) + C4iVi(β, z). (2.51)

Тут i далi i =


1, ∀ µ >

b2

2
,

2, ∀ µ <
b2

2
.

Лiнiйно незалежнi функцiї Si, Ti, Ui i Vi є лiнiйними комбiнацiями функцiй,

що входять в (2.49), (2.50) i володiють тiєю властивiстю, що матриця Кошi

для них при z = 0 є одиничною.

Зазначенi функцiї можна представити наступним чином:

S1(β, z) =
1

2µ

(
γ2

2 cosh γ1z + γ2
1 cos γ2z

)
;

T1(β, z) =
1

2µ

(
γ2

2

γ1
sinh γ1z +

γ2
1

γ2
sin γ2z

)
;

U1(β, z) =
1

2µ

(
cosh γ1z − cos γ2z

)
;
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V1(β, z) =
1

2µ

(
1

γ1
sinh γ1z −

1

γ2
sin γ2z

)
. (2.52)

S2(β, z) =
1

2µ

(
γ2

2 cos γ1z − γ2
1 cos γ2z

)
;

T2(β, z) =
1

2µ

(
γ2

2

γ1
sin γ1z −

γ2
1

γ2
sin γ2z

)
;

U2(β, z) =
1

2µ

(
cos γ1z − cos γ2z

)
;

V2(β, z) =
1

2µ

(
1

γ1
sin γ1z −

1

γ2
sin γ2z

)
. (2.53)

Слiд зауважити, що наведенi функцiї дещо вiдрiзняються вiд вiдомих бал-

кових функцiй Крилова, в тому сенсi, що не вдається виразити першi три

похiднi вiд них по змiннiй z через цi ж функцiї, що має мiсце в елементар-

нiй балковiй теорiї. У зв’язку з цим, введемо додатково в розгляд наступнi

функцiї:

Q11(β, z) =
1

2µ

(
γ1 sinh γ1z + γ2 sin γ2z

)
;

Q21(β, z) =
1

2µ

(
γ2

1 cosh γ1z + γ2
2 cos γ2z

)
;

Q31(β, z) =
1

2µ

(
γ3

1 sinh γ1z − γ3
2 sin γ2z

)
;

Q12(β, z) =
1

2µ

(
γ2 sin γ2z − γ1 sin γ1z

)
;

Q22(β, z) =
1

2µ

(
γ2

2 cos γ2z − γ2
1 cos γ1z

)
;

Q32(β, z) =
1

2µ

(
γ3

1 sin γ1z − γ3
2 sin γ2z

)
. (2.54)

Тут другий iндекс вiдповiдає значенню iндексу i.

Тодi першi три похiднi вiд Wi(β, z) по змiннiй z можна обчислити за та-

кими формулами:

W
′

1(β, z) = C11ζV1(β, z) + C21S1(β, z) + C31Q11(β, z) + C41U1(β, z);

W
′′

1 (β, z) = C11ζU1(β, z) + C21ζV1(β, z) + C31Q21(β, z) + C41Q11(β, z);
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W
′′′

1 (β, z) = C11ζQ11(β, z) + C21ζU1(β, z) + C31Q31(β, z) + C41Q21(β, z);

W
′

2(β, z) = −C12ζV2(β, z) + C22S2(β, z) + C32Q12(β, z) + C42U2(β, z);

W
′′

2 (β, z) = −C12ζU2(β, z)− C22ζV2(β, z) + C32Q22(β, z) + C42Q12(β, z);

W
′′′

2 (β, z) = −C12ζQ12(β, z)− C22ζU2(β, z) + C32Q32(β, z) + C42Q22(β, z).

(2.55)

Тут i далi ζ = γ2
1γ

2
2 . Нагадаємо, що величини γ1 i γ2 визначаються формулами

з (2.49) i (2.50). При представленнi розв’язкiв в формi (2.51), довiльнi постiйнi

можна виразити через значення функцiй Wi i їх похiдних в точцi z = 0

Wi(β, 0) = C1i; W
′

i (β, 0) = C2i;

W
′′

i (β, 0) = C3i; W
′′′

i (β, 0) = C4i. (2.56)

Розглянемо випадок, коли вiльний вiд твердого тiла торець балки жорстко

закрiплений. Пiдставляючи розв’язок (2.51) в граничнi умови (2.45) i (2.46),

отримаємо однорiдну алгебраїчну систему вiдносно постiйних iнтегрування

C3i i C4i, яка має наступний вигляд:
C3ia

(i)
11 + C4ia

(i)
12 = 0,

C3ia
(i)
21 + C4ia

(i)
22 = 0.

(2.57)

При цьому C1i = 0, C2i = −K1C4i, де K1 = s2/b1. Величини a
(i)
kj , що входять

в систему рiвнянь (2.57), будуть визначатися за формулами:

a
(1)
11 = f1Q31(β, l) + f2Q11(β, l) + f3U1(β, l);

a
(1)
12 = f1

(
Q21(β, l)−K1ζU1(β, l)

)
+ f2

(
U1(β, l)−K1S1(β, l)

)
+

+ f3

(
V1(β, l)−K1T1(β, l)

)
;

a
(1)
21 = f4Q31(β, l) + f5Q21(β, l) + f6Q11(β, l) + f7U1(β, l);

a
(1)
22 = f4

(
Q21(β, l)−K1ζU1(β, l)

)
+ f5

(
Q11(β, l)−K1ζV1(β, l)

)
+

+ f6

(
U1(β, l)−K1S1(β, l)

)
+ f7

(
V1(β, l)−K1T1(β, l)

)
;

a
(2)
11 = f1Q32(β, l) + f2Q12(β, l) + f3U2(β, l);
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a
(2)
12 = f1

(
Q22(β, l) +K1ζU2(β, l)

)
+ f2

(
U2(β, l)−K1S2(β, l)

)
+

+ f3

(
V2(β, l)−K1T2(β, l)

)
;

a
(2)
21 = f4Q32(β, l) + f5Q22(β, l) + f6Q12(β, l) + f7U2(β, l);

a
(2)
22 = f4

(
Q22(β, l) +K1ζU2(β, l)

)
+ f5

(
Q12(β, l) +K1ζV2(β, l)

)
+

+ f6

(
U2(β, l)−K1S2(β, l)

)
+ f7

(
V2(β, l)−K1T2(β, l)

)
.

(2.58)

З умови iснування розв’язку алгебраїчної системи (2.57) отримаємо хара-

ктеристичне рiвняння для визначення параметра β

det

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
a

(i)
11 a

(i)
12

a
(i)
21 a

(i)
22

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (2.59)

Якщо параметр β визначено, то з розв’язку системи (2.57) знайдемо C3i =

−C4i(a
(i)
12/a

(i)
11 ).

Аналогiчним чином, задовольняючи умови (2.45) i (2.47), отримаємо си-

стему алгебраїчних рiвнянь вiдносно постiйних C1i i C2i для випадку, коли

лiвий торець балки вiльний вiд навантажень
C1ia

(i)
11 + C2ia

(i)
12 = 0,

C1ia
(i)
21 + C2ia

(i)
22 = 0.

(2.60)

При цьому C3i = −K2C1i, C4i = −b2C2i, де K2 = s2β2. Вiдповiдно величи-

ни a(i)
kj , що входять в систему рiвнянь (2.60), будуть визначатися наступним

чином:

a
(1)
11 = f1

(
ζQ11(β, l)−K2Q31(β, l)

)
+ f2

(
ζV1(β, l)−K2Q11(β, l)

)
+

+ f3

(
S1(β, l)−K2U1(β, l)

)
;

a
(1)
12 = f1

(
ζU1(β, l)− b2Q21(β, l)

)
+ f2

(
S1(β, l)− b2U1(β, l)

)
+

+ f3

(
T1(β, l)− b2V1(β, l)

)
;

a
(1)
21 = f4

(
ζQ11(β, l)−K2Q31(β, l)

)
+ f5

(
ζU1(β, l)−K2Q21(β, l)

)
+

+ f6

(
ζV1(β, l)−K2Q11(β, l)

)
+ f7

(
S1(β, l)−K2U1(β, l)

)
;
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a
(1)
22 = f4

(
ζU1(β, l)− b2Q21(β, l)

)
+ f5

(
ζV1(β, l)− b2Q11(β, l)

)
+

+ f6

(
S1(β, l)− b2U1(β, l)

)
+ f7

(
T1(β, l)− b2V1(β, l)

)
;

a
(2)
11 = −f1

(
ζQ12(β, l) +K2Q32(β, l)

)
− f2

(
ζV2(β, l) +K2Q12(β, l)

)
+

+ f3

(
S2(β, l)−K2U2(β, l)

)
;

a
(2)
12 = −f1

(
ζU2(β, l) + b2Q22(β, l)

)
+ f2

(
S2(β, l)− b2U2(β, l)

)
+

+ f3

(
T2(β, l)− b2V2(β, l)

)
;

a
(2)
21 = −f4

(
ζQ12(β, l) +K2Q32(β, l)

)
− f5

(
ζU2(β, l) +K2Q22(β, l)

)
−

−f6

(
ζV2(β, l) +K2Q12(β, l)

)
+ f7

(
S2(β, l)−K2U2(β, l)

)
;

a
(2)
22 = −f4

(
ζU2(β, l) + b2Q22(β, l)

)
− f5

(
ζV2(β, l) + b2Q12(β, l)

)
+

+f6

(
S2(β, l)− b2U2(β, l)

)
+ f7

(
T2(β, l)− b2V2(β, l)

)
. (2.61)

Частотне рiвняння матиме вигляд (2.59). Пiсля визначення β, з розв’язку

системи (2.60) знайдемо C2i = −C1i(a
(i)
11/a

(i)
12 ).

Таким чином, отримана досить проста розрахункова схема розв’язання

задачi про власнi згиннi коливання балки Тимошенка з приєднаним на торцi

абсолютно твердим тiлом. Розв’язки представленi для жорсткого крiплення i

незакрiпленого торця балки. За рахунок подання розв’язку у виглядi (2.51),

можна без особливих труднощiв реалiзувати i iншi, що найбiльш часто зустрi-

чаються на практицi типи граничних умов. Запропонована формульна схема

розв’язання даної задачi зручна i для реалiзацiї її на ПК.

2.5 Аналiз ефективностi алгоритмiв та результати роз-

рахункiв власних коливань системи

2.5.1 Вiльнi коливання системи «оболонка-тверде тiло»

Як приклад використання запропонованого пiдходу до розв’язання зада-

чi про визначення власних коливань розглядуваної системи, нижче наведенi

деякi результати розрахункiв для зрiзаної конiчної оболонки з приєднаним
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на торцi абсолютно твердим тiлом. В цьому випадку слiд покласти:

s =
l − z
cosα

; r(s) = 1 + s sinα; θ =
π

2
− α, 1

R1
= 0, (2.62)

де l i α — висота i кут пiврозтвора зрiзаного конуса вiдповiдно. Якщо в фор-

мулах (2.62) прийняти α = 0, то отримаємо цилiндричну оболонку одинично-

го радiуса. У розрахунках були використанi вирази для Ψij(p, q), отриманi

на основi технiчної теорiї оболонок. Крiм того, для визначеностi вважалося,

що до оболонки прикрiплено тверде тiло, яке має форму кругового цилiндра

радiуса R i висотою H. У цьому випадку момент iнерцiї Jyc визначатиметься

за формулою

Jyc =
m0

12
(3 +H2), де H = 2lc.

У таблицi 2.1 представленi результати розрахунку перших п’яти частот

зрiзаної конiчної оболонки з жорстко закрiпленими торцями в залежностi

вiд числа членiв N в розкладах (2.20) i кута пiврозтвора конуса α, отрима-

них при наступних вхiдних даних n = 1, l = 10, h = 0.001 i ν = 0.3. Наведенi

в зазначенiй таблицi результати розрахункiв свiдчать про швидку збiжнiсть

запропонованого варiанту побудови розв’язкiв у виглядi розкладiв за полi-

номами Лежандра для досить тонких оболонок. При цьому забезпечується

стiйкiсть обчислювального процесу при утриманнi в розкладах до шiстдеся-

ти координатних функцiй без втрати точностi розв’язку алгебраїчної систе-

ми (2.24). Крiм того, слiд зазначити, що запропонований алгоритм дозволяє

отримувати вiдразу весь необхiдний спектр частот без будь-яких iстотних

витрат машинного часу. При збiльшеннi кута пiврозтвора конуса спостерiга-

ється деяке полiпшення збiжностi розв’язкiв для першої частоти i незначне

погiршення її на бiльш високих тонах власних коливань системи. Збiльшення

висоти l зрiзаного конуса i зменшення вiдносної товщини оболонки h веде до

погiршення процесу збiжностi розв’язкiв.

На рис. 2.2 показано поведiнку перших трьох власних частот системи «ко-

нiчна оболонка-тверде тiло» в залежностi вiд кута пiврозтвора конуса αo i
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Таблиця 2.1
Першi п’ять частот зрiзаної конiчної оболонки в залежностi вiд числа членiв N в

розкладах (2.20) i кута пiврозтвора конуса α при n = 1, l = 10, h = 0.001, ν = 0.3

N ω1 ω2 ω3 ω4 ω5

α = 0◦

24 0.09939 0.21122 0.33820 0.46218 0.57333

26 0.09938 0.21121 0.33819 0.46217 0.57332

28 0.09937 0.21120 0.33818 0.46217 0.57332

30 0.09936 0.21119 0.33818 0.46217 0.57332

32 0.09935 0.21119 0.33818 0.46217 0.57332

34 0.09935 0.21118 0.33817 0.46217 0.57332

36 0.09934 0.21118 0.33817 0.46216 0.57332

α = 30◦

24 0.10333 0.12595 0.12838 0.13170 0.13479

26 0.10332 0.12592 0.12823 0.13125 0.13422

28 0.10332 0.12591 0.12818 0.13099 0.13355

30 0.10332 0.12591 0.12816 0.13093 0.13327

32 0.10332 0.12591 0.12814 0.13083 0.13316

34 0.10332 0.12590 0.12813 0.13078 0.13296

36 0.10332 0.12590 0.12813 0.13077 0.13290

α = 60◦

24 0.02717 0.02781 0.02865 0.02942 0.03048

26 0.02717 0.02780 0.02858 0.02924 0.03016

28 0.02717 0.02779 0.02857 0.02919 0.03000

30 0.02717 0.02779 0.02854 0.02915 0.02994

32 0.02717 0.02778 0.02853 0.02910 0.02983

34 0.02717 0.02778 0.02853 0.02910 0.02980

36 0.02717 0.02778 0.02852 0.02908 0.02977

маси твердого тiла m0 при lc = 0.5, l = 4, h = 0.01 i ν = 0.3.

Зi збiльшенням маси твердого тiла m0 спостерiгається монотонне знижен-

ня власних частот даної системи. Зi збiльшенням же кута пiврозтвора конуса
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α спостерiгається зростання а потiм зниження частот. При цьому, має мi-

сце суттєве зближення всього спектра власних частот. Так, вже при α = 40◦

вiдмiннiсть мiж сусiднiми частотами спостерiгається лише в третiй значущiй

цифрi.
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Рис. 2.2. Поведiнка перших трьох власних частот системи «конiчна оболонка-тверде

тiло» в залежностi вiд кута пiврозтвора конуса αo i маси твердого тiла m0 при lc = 0.5,

l = 4, h = 0.01 i ν = 0.3.

На рис. 2.3 показано поведiнку перших трьох форм власних коливань

системи «конiчна оболонка - тверде тiло» в залежностi вiд маси твердого тi-

ла m0. Результати отриманi при наступних вихiдних даних lc = 0.5, l = 4,

h = 0.01, ν = 0.3, n = 1 i α = 15o. Тут було введено позначення z∗ = z/l.

Як бачимо, змiна маси тiла веде до змiни форм коливань розглянутої си-

стеми. Слiд зазначити, що в граничному випадку, коли m0 → ∞, першi двi

частоти наближаються до нуля, а третя до першої частоти зрiзаної конiчної

оболонки з двома жорстко закрiпленими торцями. При цьому, першi двi фор-

ми коливань розглядуваної системи вироджуються, оскiльки нульовим часто-
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Рис. 2.3. Поведiнка перших трьох форм власних коливань системи «конiчна

оболонка -тверде тiло» в залежностi вiд маси твердого тiла m0 при lc = 0.5, l = 4,

h = 0.01, ν = 0.3, n = 1 i α = 15o.

там вiдповiдають тривiальнi розв’язки задачi (2.17) - (2.19), а третя форма

наближається вiдповiдно до виду першої форми коливань зрiзаної конiчної

оболонки з двома жорстко закрiпленими торцями.

Таким чином, на пiдставi наведених результатiв розрахунку можна зроби-

ти висновок, що запропонована система базисних функцiй з використанням

полiномiв Лежандра забезпечує високу стiйкiсть обчислювального процесу

при великiй кiлькостi членiв в розкладах для перемiщень оболонки. Це дозво-



78

ляє розраховувати нижчi частоти i форми коливань розглядуваної системи з

досить високою точнiстю в широкому дiапазонi її вхiдних параметрiв.

2.5.2 Вiльнi коливання системи «балка Тимошенка-тверде тi-

ло»

Нижче наведенi деякi результати розрахункiв для випадку жорсткого крi-

плення торця оболонки при z = 0.

На рис. 2.4 показанi першi чотири власнi форми i вiдповiднi їм частоти

коливань жорстко закрiпленої балки Тимошенка, що несе на вiльному торцi

тверде тiло.
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Рис. 2.4. Першi чотири власнi форми коливань i вiдповiднi їм частоти жорстко

закрiпленої балки Тимошенка, з приєднаним на торцi твердим тiлом.

В якостi вхiдних даних були прийнятi данi роботи [142]: e = 0.2; η = 0.01;

µ = 1; j = 0.2; κ = 1/1.2; ν = 0.3. Зв’язок безрозмiрних величин, введених в

зазначенiй роботi, з величинами представленими формулами (2.37) здiйсню-

ється за формулами:

η = r2; λ =
2(1 + ν)

κ
; e = lc; µ = m0;
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s2 = λη; Jy1 = µ(e2 + j2); j =

√
Jyc
µl2

.

При цьому всi лiнiйнi розмiри вiднесенi до довжини балки (L = l).

Порiвняння отриманих результатiв з частотами i формами, представле-

ними в роботi [142], свiдчить про їх повне спiвпадання.

Звернемося до питання про можливiсть застосування наведеної розрахун-

кової схеми для визначення власних коливань цилiндричної оболонки з приєд-

наним на торцi абсолютно твердим тiлом. Для можливостi проведення порiв-

няння отриманих результатiв, перейдемо до безрозмiрних величин, якi далi

позначенi (∗). Будемо вважати, що до оболонки приєднано тверде тiло, що

має форму кругового цилiндра радiуса R i довжиною H = 2lc. Якщо в фор-

мулах (2.37) покласти L = R, а також врахувати, що F = 2πRh, J = πR3h,

де h− товщина оболонки, тодi будемо мати:

β∗2 =
(1− ν2)

2
β2; m0 =

1

2
m∗0; r2 =

1

2
;

Jy1 =
1

2

[
m∗0l

2
c +

m∗0
12

(H2 + 3)

]
.

Всi iншi спiввiдношення, для введених за формулами (2.37) безрозмiрних

величин, залишаються без змiн. У всiх розрахунках коефiцiєнт зсуву κ ви-

значався за такою формулою [131]:

κ =
2(1 + ν)

(4 + 3ν)
. (2.63)

У таблицi 2.2 наведенi результати обчислень перших трьох частот згинних

коливань системи. При цьому були прийнятi наступнi вхiднi данi: m∗0 = 50;

lc = 0.5; ν = 0.3; H = 0.01. Довжина оболонки l варiювалася. Розрахунки

були проведенi на основi технiчної теорiї оболонок - (I), з використанням

балкової теорiї Тимошенка - (II), по балковiй теорiї з урахуванням тiльки

деформацiй зсуву (r2 = 0) - (III), з урахуванням тiльки iнерцiї повороту

поперечного перерiзу балки (s2 = 0) - (IV ) i за балковою схемою Ейлера-

Бернуллi (r2 = s2 = 0) - (V ).
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Таблиця 2.2
Частоти коливань системи, отриманi за рiзними розрахунковими схемами (I−

оболонкова схема, II− балкова схема Тимошенка, III i IV− схема з урахуванням тiльки

деформацiй зсуву або тiльки iнерцiї повороту, V− схема Ейлера-Бернуллi).

l 2 4 6 8 10

β∗1

I 0.04104 0.02062 0.01266 0.00868 0.00640

II 0.04152 0.02073 0.01269 0.00868 0.00640

III 0.04156 0.02076 0.01271 0.00869 0.00640

IV 0.05582 0.02372 0.01367 0.00909 0.00660

V 0.05600 0.02376 0.01369 0.00910 0.00660

β∗2

I 0.21491 0.16684 0.12665 0.09380 0.07040

II 0.21560 0.16707 0.12666 0.09380 0.07040

III 0.21856 0.16971 0.12842 0.09490 0.07110

IV 0.45942 0.24775 0.16542 0.11600 0.08380

V 0.46749 0.25257 0.16903 0.11840 0.08530

β∗3

I 0.59670 0.34020 0.25126 0.20393 0.16650

II 0.68582 0.35616 0.25673 0.20530 0.16650

III 0.68635 0.35722 0.25836 0.20749 0.16890

IV 2.39765 0.86431 0.46155 0.30342 0.22220

V 3.86339 1.02308 0.501883 0.32016 0.23180

Результати таблицi показують, що при вибранiй масi тiла елементарна те-

орiя балок дає хорошi результати при обчисленнi першої частоти тiльки для

довгих оболонок (l > 10). Врахування деформацiй зсуву та iнерцiї повороту

в рiвняннях балки значно покращують точнiсть балкового наближення роз-

глядуваної конструкцiї. Так при l > 6 першi двi частоти, обчисленi з теорiї

оболонок i по теорiї балок Тимошенка практично спiвпадають, а для третьої

частоти розбiжнiсть становить не бiльше 3%. При цьому визначальну роль
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вiдiграє врахування деформацiй зсуву. Iнерцiя повороту може мати iстотний

вплив при розрахунку вищих частот системи.
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Рис. 2.5. Вiдносна похибка δi% обчислення перших трьох частот системи по балковiй

теорiї Тимошенка в залежностi вiд маси твердого тiла m0 i довжини оболонки l.

Просторове зображення поверхнi вiдносної похибки δi, (вираженої в вiд-



82

сотках) визначення перших трьох частот коливань системи за балковою тео-

рiєю Тимошенка, як функцiї вiд маси приєднаного тiла i довжини оболонки,

представлено на рис. 2.5. З наведених рисункiв видно, що похибки δi iстотно

залежать вiд маси приєднаного тiла i довжини оболонки.

Збiльшення довжини оболонки при фiксованiй масi тiла i збiльшення ма-

си тiла при фiксованiй довжинi оболонки призводить до зменшення похибок

δi. Так вже при m0 > 1 i l > 1 похибка визначення першої частоти систе-

ми не перевищує 5%. Похибки визначення перших трьох частот системи не

перевищують 1% при m0 > 1 i l > 6.
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Рис. 2.6. Порiвняння амплiтудних значень перших чотирьох форм коливань системи,

визначених з теорiї оболонок (суцiльнi лiнiї), по балковiй теорiї Тимошенка (штриховi

лiнiї) i по балковiй теорiї Ейлера Бернуллi (штрих-пунктирнi лiнiї).
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Амплiтуднi значення Wi перших чотирьох форм коливань оболонки, вiд-

несенi до їх максимальних значень, представленi на рис. 2.6 (z∗ = z/l). Су-

цiльними лiнiями показанi форми коливань, визначенi по теорiї оболонок,

штриховими лiнiями - по теорiї балок Тимошенка i штрих-пунктирними лiнi-

ями - з елементарної теорiї балок. В якостi вихiдних даних вибиралися данi,

при яких були отриманi результати таблицi для l = 4. З наведених рисун-

кiв випливає, що балкова модель Тимошенка дозволяє визначати не тiльки

нижчi частоти розглянутої механiчної конструкцiї, а й вiдповiднi їм форми

коливань. Максимальнi вiдмiнностi в формах коливань при їх розрахунку

за розглянутими схемами спостерiгаються в околi торцевих перерiзiв оболон-

ки. Цi вiдмiнностi носять локальний характер i обумовленi проявом крайових

ефектiв деформування оболонки, якi посилюються при зменшеннi її вiдносної

товщини. У свою чергу елементарна теорiя балок при вибраних параметрах

системи дає задовiльнi результати лише при розрахунку першої форми коли-

вань.

З наведеного аналiзу результатiв розрахунку частот i форм власних ко-

ливань цилiндричної оболонки з приєднаним до її торця абсолютно твердим

тiлом випливає, що балкова теорiя, побудована на врахуваннi деформацiй

зсуву та iнерцiї повороту поперечного перерiзу, має iстотно бiльшу область

застосування по вiдношенню до класичної теорiї балок Ейлера- Бернуллi. Во-

на дає прийнятнi для практичного використання результати при визначеннi

не тiльки нижчих, а й вищих форм коливань розглядуваної механiчної систе-

ми.



РОЗДIЛ 3

ПОБУДОВА НАБЛИЖЕНОГО РОЗВ’ЯЗКУ СПЕКТРАЛЬНОЇ

ЗАДАЧI ПРО КОЛИВАННЯ ДОВIЛЬНИХ ОБОЛОНОК

ОБЕРТАННЯ В УМОВАХ ЇЇ СИНГУЛЯРНОГО ЗБУРЕННЯ

Даний роздiл присвячений розвитку варiацiйного методу для знаходже-

ння розв’язку спектральної задачi про вiльнi коливання довiльних оболонок

обертання, який має рiвномiрну збiжнiсть як по малому параметру при стар-

шiй похiднiй у вихiдних рiвняннях, так i по незалежнiй змiннiй. При цьо-

му, використовуючи елементи аналiтичної теорiї диференцiальних рiвнянь з

малим параметром при старших похiдних та рiвнянь з особливою регуляр-

ною точкою, попередньо встановлена формальна структура фундаменталь-

них розв’язкiв вихiдної системи рiвнянь. На цiй основi побудованi системи

базисних функцiй для методу Рiтца, якi враховують особливiсть примежо-

вих функцiй, що локалiзованi в околi границь оболонки, та асимптотичну

поведiнку регулярних розв’язкiв в околi полюса куполоподiбних оболонок.

На прикладi розрахунку частот та форм коливань цилiндричної, конiчної,

та сферичної оболонки показано, що запропонований алгоритм забезпечує

поточкову збiжнiсть розв’язкiв та їх перших чотирьох похiдних у всiй областi

iнтегрування рiвнянь.

3.1 Постановка задачi

Розглянемо оболонку, серединна поверхня якої є поверхнею обертання.

У такої оболонки лiнiями головних кривизн будуть її меридiани i паралелi.

Припустимо, що оболонка обмежена двома паралелями L1 i L2. В якостi кри-

волiнiйних координат вiзьмемо довжину дуги меридiана s (s1 6 s 6 s2) i кут
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ϕ, що визначає положення точки на вiдповiдному паралельному колi. Позна-

чимо через R1 радiус кривизни меридiана, а через r = r(s) – вiдстань вiд

точки меридiана до осi обертання. Другий радiус кривизни R2 дорiвнює дов-

жинi вiдрiзка нормалi до серединної поверхнi вiд цiєї поверхнi до осi оболонки

рис. 3.1.
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Рис. 3.1. Оболонка обертання.

Проекцiї перемiщення точок серединної поверхнi на додатнi напрямки ме-

ридiана i паралелi, а також зовнiшню нормаль до поверхнi оболонки позна-

чимо, вiдповiдно, через u, v i w. Розглядаючи усталенi коливання оболонки з

n хвилями по паралелi, перемiщення оболонки можна представити у виглядi

u(s, ϕ, t) = eiωtu(s) cosnϕ,

v(s, ϕ, t) = eiωtv(s) sinnϕ,

w(s, ϕ, t) = eiωtw(s) cosnϕ,

(3.1)

Тодi визначення вектор-функцiї ~u = (u, v, w) i частоти коливань оболонки

ω зводиться до iнтегрування однорiдної системи звичайних диференцiальних

рiвнянь при вiдповiдних граничних умовах, якi визначають умови закрiпле-

ння торцiв оболонки. Переходячи до безрозмiрним величин, цю систему рiв-
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нянь можна записати в такiй формi:

A~u− λ~u = 0, (3.2)

де

A = c2K + L, c2 =
h2

12R2
0

, λ =
(1− ν2)ρR2

0ω
2

E
,

h, R0 – товщина i характерний лiнiйний розмiр оболонки, E, ν, ρ – модуль

Юнга, коефiцiєнт Пуассона i густина матерiалу оболонки. Диференцiальнi

вирази, що входять до матриць L i K мають вигляд

L11 = − d

ds

1

r

d

ds
r +

1− ν
2

(
n2

r2
− 2

R1R2

)
, L12 = −n d

ds

1

r
+

1− ν
2

n

r2

d

ds
r,

L13 =
1− ν
R2

d

ds
− d

ds

(
1

R1
+

1

R2

)
, L21 =

n

r2

d

ds
r − (1− ν)n
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d

ds

1

r
,

L22 =

(
n2

r2
− 1− ν
R1R2

)
− (1− ν)

2

d

ds

1

r

d

ds
r, L23 =

n

r

(
ν

R1
+

1

R2

)
,

L31 =
1

r

(
1

R1
+

1

R2

)
d

ds
r − 1− ν

r
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ds

r

R2
, L32 =

n

r

(
ν

R1
+

1

R2

)
,

L33 =
1

R2
1

+
2ν

R1R2
+

1

R2
2

, ∆n =
1

r

d

ds
r
d

ds
− n2

r2
,

K33 = ∆n∆n +
1− ν
r

(
d

ds

r

R1R2

d

ds
− n2

rR1R2

)
.

Оператори Kij, при яких стоїть параметр c2, мiстять диференцiювання

не вище другого порядку при i, j 6 2 i не вище третього - при i + j < 6.

Їх явний вигляд, на вiдмiну вiд Lij, залежить вiд припущень, якi робляться

в рамках рiзних теорiй оболонок, що використовують гiпотезу Кирхгофа-

Лява. Вирази дляKij в разi оболонок довiльного обрису i найбiльш загальних

спiввiдношеннях пружностi наведено в роботi [7]. Нижче будемо вважати, що

Kij = 0 при i+ j < 6. (3.3)

Припущення (3.3) в термiнологiї В.З. Власова [23] вiдповiдає технiчнiй

теорiї оболонок, в якiй нехтується членами, залежними вiд дотичних перемi-

щень в формулах для змiни кривизни та кручення.
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Розв’язки системи звичайних диференцiальних рiвнянь (3.2) повиннi бути

пiдпорядкованi вiдповiдним однорiдним граничним умовам.

3.2 Загальнi принципи побудови наближених розв’язкiв

задачi

Скориставшись принципом можливих перемiщень (2.1), розв’язання вихi-

дної однорiдної системи диференцiальних рiвнянь (3.2) при вiдповiдних гра-

ничних умовах можна звести до наступної еквiвалентної варiацiйної зада-

чi вiдшукання стацiонарних значень функцiоналу I, варiацiю якого можна

представити в наступному виглядi:

δI =

s2∫
s1

[
Ψ11(u, δu) + Ψ12(v, δu) + Ψ13(w, δu) + Ψ12(δv, v) +

+Ψ22(v, δv) + Ψ23(w, δv) + Ψ13(δw, u) + Ψ23(δw, v) +

+Ψ33(w, δw)
]
rds− λ

s2∫
s1

(uδu+ vδv + wδw)rds. (3.4)

Диференцiальнi оператори Ψij(p, q), де p i q довiльнi функцiї, спiвпадають

з аналогiчними операторами, введеними в роздiлi 2.2.

Для знаходження стацiонарних значень вiдповiдного функцiоналу скори-

стаємося методом Рiтца. У зв’язку з цим, представимо функцiї u(s), v(s) i

w(s) у виглядi вiдрiзкiв узагальнених рядiв

u(s) =
N∑
j=1

xjUj(s), v(s) =
N∑
j=1

xj+NVj(s),

w(s) =
N∑
j=1

xj+2NWj(s).

(3.5)

Тут xj (j = 1, 2, . . . , 3N) – поки невизначенi постiйнi, {Uj}, {Vj} i {Wj} –

системи координатних функцiй, якi пiдпорядкованi граничним умовам крi-

плення торцiв оболонки.
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При знаходженнi стацiонарних значень функцiоналу I, як функцiї

x1, x2, . . . , x3N в якостi необхiдних умов виступають рiвностi

∂I

∂xi
= 0, (i = 1, 2, . . . , 3N).

В результатi, розв’язання вихiдної задачi зводиться до розв’язання уза-

гальненої алгебраїчної проблеми на власнi значення

(A− λB)~xT = 0, ~x = (x1, x2, . . . , x3N) (3.6)

з симетричними матрицями A i B. Симетричнiсть матрицi A випливає з симе-

тричностi оператора A. Власнi числа алгебраїчної задачi (3.6) є наближеними

значеннями перших 3N власних чисел даної граничної задачi. При цьому всi

вони є верхнiми межами для λi (i = 1, 2, . . . , 3N).

Послiдовностi координатних функцiй повиннi бути повними i лiнiйно не-

залежними [55]. Виконання першої умови забезпечує збiжнiсть методу, а сам

N -й член послiдовностi Рiтца можна зробити як завгодно близьким до ви-

хiдного узагальненого розв’язку задачi, вибравши досить велике число N .

Друга умова обумовлює iснування тiльки одного розв’язку алгебраїчної за-

дачi (3.6). Слiд зазначити, що виконання цих вимог є необхiдною, але не до-

статньою умовою для ефективної побудови мiнiмiзуючої послiдовностi Рiтца.

Справа в тому, що при великiй кiлькостi координатних функцiй необхiдно

розв’язувати алгебраїчнi системи великої розмiрностi. При цьому, помилки

округлення чисел починають вiдiгравати суттєву роль з одного боку при об-

численнi коефiцiєнтiв алгебраїчної системи, а з iншого - при розв’язаннi цi-

єї системи рiвнянь. Все це призводить до втрати стiйкостi обчислювального

процесу до досягнення граничних значень розв’язкiв. Таким чином, питан-

ня про вибiр послiдовностi координатних функцiй далеко не є тривiальним i

успiх використання варiацiйного методу при побудовi наближеного розв’язку

граничних задач в значнiй мiрi залежить вiд цього вибору.

В одновимiрних задачах побудову координатних функцiй можна здiйсню-
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вати на класi степеневих функцiй. Однак, побудованi таким чином наближе-

ння придатнi лише для тих випадкiв, коли в розкладах Рiтца можна обiйтися

невеликим числом членiв. Iнакше елементи алгебраїчної системи дуже швид-

ко зростають за абсолютною величиною i це iстотно впливає на стiйкiсть

обчислювального процесу. Певних успiхiв можна досягти, якщо при апро-

ксимацiї шуканих розв’язкiв використовувати полiноми Лежандра, абсолютнi

значення яких не перевищують одиницю для будь-якого аргументу. Це дозво-

ляє збiльшити граничне значення числа N в три-чотири рази по вiдношенню

до степеневого базису i тим самим розширити дiапазон вхiдних параметрiв

задачi, при яких можна проводити розрахунки з заданою точнiстю.

На швидкiсть збiжностi послiдовностi Рiтца в iстотнiй мiрi впливає вiд-

носна товщина оболонки. Зменшення її призводить до того, що розглядува-

на гранична задача переходить в розряд сингулярно збурених спектральних

задач. Наявнiсть малого параметра при старшiй похiднiй в вихiднiй систе-

мi рiвнянь вказує на те, що шуканi розв’язки мають одночасно як швидко,

так i повiльно змiннi компоненти. Апроксимацiя швидко змiнних компонен-

тiв розв’язку полiномiальним базисом не призводить до бажаного результату

i, таким чином, виникає принципове питання про розширення класу допу-

стимих функцiй такими функцiями, якi дозволяли б отримувати наближенi

розв’язки з однаково високим ступенем точностi як при наявностi вузької

зони з великими градiєнтами в розв’язках, так i без неї. Зазначена пробле-

ма вiдноситься до проблеми побудови наближених алгоритмiв розв’язання

сингулярно збурених крайових задач, що володiють рiвномiрною збiжнiстю

[41].

3.2.1 Побудова координатних функцiй для незамкнених оболо-

нок обертання

Однiєю з важливих переваг методу Рiтца є та обставина, що вiн дозволяє

при побудовi наближеного розв’язку врахувати властивостi шуканих розв’яз-
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кiв, якi можна встановити на основi чисто якiсного аналiзу даної задачi. З

iншого боку, методи малого параметра, крiм свого безпосереднього призначе-

ння, можуть служити основою для з’ясування якiсних особливостей задачi.

Тому з метою встановлення структури розв’язку задачi i характеру його ви-

родження, коли параметр при старшiй похiднiй наближається до нуля, наве-

демо формальнi асимптотичнi розклади фундаментальної системи розв’язкiв

рiвнянь (3.2). Система диференцiальних рiвнянь (3.2) приводиться до одно-

го диференцiального рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами вiдносно невiдомої

w(s) [30]. Це рiвняння може бути представлене в наступному виглядi:

µm−lN(w)−M(w) = 0, (3.7)

де

N(w) =
m∑
k=0

am−k(s)
dkw

dsk
, M(w) =

l∑
k=0

bl−k(s)
dkw

dsk
, m > l.

Структура рiвняння (3.7) вписується в загальну теорiю диференцiальних

рiвнянь m− го порядку з малим параметром при старшiй похiднiй [18]. По-

значення малого параметра c2 через µm−l використовується далi лише для

зручностi.

Приm = 8 i l = 4 до цього рiвняння зводиться система рiвнянь, що описує

неосесиметричнi коливання оболонки обертання при невеликому числi хвиль

по паралелi. Для випадку осесиметричних коливань оболонки маємо m = 6

i l = 2. Коефiцiєнти рiвняння ai(s) i bi(s) є дiйсними i диференцiйовними

функцiями на скiнченному замкнутому iнтервалi s1 6 s 6 s2. Крiм того,

a0(s) ≡ 1, b0(s) = λ− 1− ν2

R2
2

. (3.8)

Явний вигляд iнших коефiцiєнтiв нам не знадобитися, оскiльки в подаль-

шому нас буде цiкавити тiльки структура лiнiйно незалежних розв’язкiв рiв-

няння (3.7). Вимагатимемо, щоб

b0(s) 6= 0, b0(s) < 0 при s1 6 s 6 s2. (3.9)
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Перша умова виключає з розгляду точки повороту для даного рiвняння,

а друга умова означає, що в подальшому будемо розглядати тiльки нижчу

частину частотного спектру оболонки.

Побудуємо спочатку l iнтегралiв рiвняння (3.7), використовуючи для цiєї

мети прямий розклад його розв’язку по малому параметру:

wj(s, µ) =
∞∑
p=0

µp(m−l)wj,p(s), (j = 1, 2, . . . , l). (3.10)

Пiдставимо цей ряд в рiвняння (3.7) i прирiвняємо до нуля коефiцiєнти

при однакових степенях µ. Тодi для нульового наближення отримаємо одно-

рiдне диференцiальне рiвняння

M(wj,0(s)) = 0, (j = 1, 2, . . . , l). (3.11)

Очевидно, що функцiї wj,0(s) утворюють фундаментальну систему

розв’язкiв для виродженого диференцiального рiвняння (3.7) при µ = 0.

Визначення наступних функцiй wj,p(s) зводиться до iнтегрування цього ж

рiвняння, в праву частину якого входять ранiше знайденi функцiї wj,p−1(s):

M(wj,p(s)) = N(wj,p−1(s)), (p = 1, 2, . . .). (3.12)

Iстотною властивiстю побудованих таким чином перших l iнтегралiв рiв-

няння (3.7) є те, що кожен з них може бути представлений у виглядi ряду

Тейлора в iнтервалi s1 6 s 6 s2.

Наступнi (m− l) iнтегралiв будемо шукати у виглядi розкладiв, що вклю-

чають в себе експоненцiальний множник [18]:

wl+j(s, µ) =
∞∑
p=0

µpwl+j,p(s) exp

{
1

µ

s∫
s0

ϕj(t)dt

}
,

j = 1, 2, . . . , (m− l).

(3.13)

Для визначення функцiй ϕj(s) i wl+j,p(s) пiдставляємо цей ряд в диферен-

цiальне рiвняння (3.7) i прирiвняємо коефiцiєнти при однакових степенях µ.
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Коефiцiєнт при µ−l дає характеристичне рiвняння для визначення функцiй

ϕj(s):

(ϕj(s))
m−l − b0(s) = 0, (3.14)

звiдки знаходимо чотири ненульовi значення ϕj(s). Розташовуючи їх в по-

рядку зростання дiйсних частин, матимемо

ϕ1(s) =
−1 + i√

2
|b0|1/4, ϕ2(s) =

−1− i√
2
|b0|1/4,

ϕ3(s) =
1 + i√

2
|b0|1/4, ϕ4(s) =

1− i√
2
|b0|1/4.

(3.15)

За термiнологiєю роботи [22] виродження вихiдної крайової задачi в за-

дачу при µ → 0 є регулярним, оскiльки рiвняння (3.14) в розглядуваному

дiапазонi частот вiльних коливань оболонки має коренi, з яких два мають

вiд’ємну дiйсну частину, а два додатну. Коефiцiєнт при µ−l+1 дає однорiдне

лiнiйне рiвняння першого порядку для знаходження функцiй wl+j,0(s). У свою

чергу коефiцiєнт при µ−l+1+p (p = 1, 2, . . .) призводить до розв’язання цього

ж рiвняння вiдносно функцiй wl+j,p(s), але з правими частинами, якi лiнiйно

залежать вiд попереднiх функцiй wl+j,k(s) (k < p) i їх похiдних. Структура

цих рiвнянь i аналiтичнi властивостi їх коефiцiєнтiв дозволяє зробити висно-

вок, що всi функцiї wl+j,p(s) можуть бути представленi у виглядi розкладiв в

ряд Тейлора в околi точок s = s1 i s = s2.

У представленнi iнтегралiв (3.13) при j = 1, 2 покладемо s0 = s1, а при

j = 3, 4 покладемо s0 = s2 i вiдокремимо в цих iнтегралах їх дiйсну i уявну

частини. При цьому для експоненцiального множника отримаємо вирази

eβk(s) cos βk(s), eβk(s) sin βk(s),

βk(s) =
(−1)k

µ
√

2

s∫
sk

|b0(t)|1/4dt, (k = 1, 2).
(3.16)

Виходячи з цього можна зробити висновок, що першi два iнтеграла (3.13)

локалiзованi в околицi точки s = s1, тодi як iншi два iнтеграла локалiзованi в
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околi точки s = s2. Iншими словами їх внесок в загальний розв’язок рiвняння

(3.7) iстотний тiльки поблизу одного з країв оболонки на вiдстанях |s − sk|

(k = 1, 2) порядку O(µ) вiд краю.

Для бiльшостi оболонок обертання iнтеграл, що входить у вираз для βk(s)

не обчислюється в елементарних функцiях. В цьому випадку iнтеграли з ве-

ликою змiннiстю можуть бути представленi в iншiй формi, яка є бiльш зру-

чною для їх побудови. Як показано в роботi [22], iнтеграли (3.13), у яких

Reϕj(s) < 0, можуть бути представленi у виглядi:

wl+j(s, µ) =
∞∑
p=0

µpP
(p)
j (τ) exp{ϕj(s1)τ}, τ =

s− s1

µ
, (3.17)

де P (p)
j (τ) - полiном по τ степенi не вище 2p з постiйними коефiцiєнтами,

залежними вiд коефiцiєнтiв рiвнянь ai(s) i bi(s) i їх похiдних в точцi s = s1.

Аналогiчне представлення iнтегралiв має мiсце i в околi точки s = s2 при

Reϕj(s) > 0. Цi полiноми в лiтературi отримали назву полiномiв Вiшика-

Люстерника.

Структура iнтегралiв з великою змiннiстю для функцiй u(s, µ) i v(s, µ)

збiгається зi структурою iнтегралiв для функцiї w(s, µ) з тiєю лише рiзницею,

що в розкладах типу (3.13) з’являється постiйний множник, що залежить вiд

параметра µ [30].

Побудова iнтегралiв (3.10) з повiльною змiннiстю, як правило, здiйснює-

ться за допомогою стандартних чисельних методiв iнтегрування вiдповiдної

послiдовностi рiвнянь. Явнi вирази для iнтегралiв з великою змiннiстю для

ряду оболонок (в тому числi з урахуванням точок повороту) для нульового та

першого наближення побудованi в роботах Н.А. Алумяе [4], Г.I. Пшенiчнова

[84], [85], П.Є. Товстiка [30], [92] та iнших авторiв.

Наведенi вище результати дозволяють тепер сформулювати основнi прин-

ципи побудови координатних функцiй при розв’язаннi даної задачi варiацiй-

ним методом в умовах її сингулярного збурення.
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З огляду на встановлену вище регулярнiсть функцiй wj,p(s) (j =

1, 2, . . . ,m, p = 0, 1 . . .) в розкладах (3.10) i (3.13), їх можна представити у

виглядi вiдповiдних рядiв Тейлора на замкнутому iнтервалi s1 6 s 6 s2 з

невiдомими коефiцiєнтами. Тодi загальний розв’язок для функцiй u(s), v(s)

i w(s) можна представити в такiй формi:

f(s) =
∞∑
i=0

fi,0s
i + eβ1(s) cos β1(s)

∞∑
i=0

fi,1(s− s1)
i+

+ eβ1(s) sin β1(s)
∞∑
i=0

fi,2(s− s1)
i + eβ2(s) cos β2(s)

∞∑
i=0

fi,3(s− s2)
i+

+ eβ2(s) sin β2(s)
∞∑
i=0

fi,4(s− s2)
i,

(3.18)

де fi,j - невизначенi постiйнi, залежнi вiд параметра µ, а пiд функцiєю f(s)

будемо розумiти будь-яку з невiдомих функцiй u(s), v(s) i w(s) з вiдповiдними

для них коефiцiєнтами розкладiв.

Вiдповiдно до викладеного вище, загальнi розв’язки (3.18) необхiдно пiд-

порядкувати головним граничним умовам даної задачi на власнi значення.

Виходячи з цих умов, знаходимо додатковi спiввiдношення мiж деякими кое-

фiцiєнтами в представленнi (3.18). Пiдставляючи цi спiввiдношення в загаль-

ний вигляд розв’язкiв для функцiй u(s), v(s), w(s) i збираючи члени при

однакових коефiцiєнтах, отримаємо набори координатних функцiй для апро-

ксимацiї шуканих розв’язкiв. При цьому слiд враховувати ту обставину, що

другий i третiй доданки у (3.18) суттєво вiдрiзняються вiд нуля лише в околi

точки s = s1, тодi як четвертий та п’ятий — в околi точки s = s2. Тому вза-

ємним впливом цих двох груп доданкiв при виведеннi координатних функцiй

будемо нехтувати, допускаючи при цьому малу похибку порядку

exp

{
− 1

µ
√

2

s2∫
s1

|b0(t)|1/4dt
}

Для отримання найбiльш простих спiввiдношень мiж коефiцiєнтами в ви-
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разах (3.18) при виконаннi граничних умов першу суму, не порушуючи спiль-

ностi, можна представляти у виглядi розкладiв за степенями (s − s1) або за

степенями (s−s2). Отриманий при цьому степеневий базис з деякою ваговою

функцiєю можна представити у виглядi добутку цiєї вагової функцiї i полi-

номiв Лежандра, абсолютнi значення яких не зростають з ростом порядку

полiнома.

Для тих форм меридiана оболонки, для яких явне обчислення iнтеграла,

що входить у вираз для βk(s), не представляється можливим, побудова систем

координатних функцiй має здiйснюватися на основi представлення iнтегралiв

з великою змiннiстю в формi (3.17).

В якостi прикладу використання систем базисних функцiй нижче розгля-

немо задачу про вiльнi коливання зрiзаної конiчної оболонки з двома жорстко

закрiпленими краями. Граничнi умови, що пiдлягають задоволенню в цьому

випадку мають такий вигляд

u = v = w =
dw

ds
= 0. (3.19)

Елементи матриць A i B алгебраїчної системи (3.6), якi розташованi на

головнiй дiагоналi i вище неї, будуть обчислюватися за такими формулами:

ai,j =

s2∫
s1

Ψ11(Uj, Ui)rds, ai,j+N =

s2∫
s1

Ψ12(Vj, Ui)rds,

ai,j+2N =

s2∫
s1

Ψ13(Wj, Ui)rds, ai+N,j+N =

s2∫
s1

Ψ22(Vj, Vi)rds,

ai+N,j+2N =

s2∫
s1

Ψ23(Wj, Vi)rds, ai+2N,j+2N =

s2∫
s1

Ψ33(Wj,Wi)rds,

bi,j =

s2∫
s1

UjUirds, bi+N,j+N =

s2∫
s1

VjVirds,

bi,j+N = bi,j+2N = bi+N,j+2N = 0, bi+2N,j+2N =

s2∫
s1

WjWirds.
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Координатнi функцiї Ui(s), Vi(s) i Wi(s) повиннi бути пiдпорядкованi го-

ловним граничним умовам (3.19).

В результатi застосування описаної вище процедури, система базисних

функцiй для апроксимацiї функцiї w(s) матиме наступну структуру:

{Wi}Ni=1 = {W1, . . . ,Wm;Wm+1, . . . ,Wm+mp
;Wm+mp+1, . . . ,Wm+2mp

;

Wm+2mp+1, . . . ,Wm+3mp
;Wm+3mp+1, . . . ,Wm+4mp

}.
(3.20)

У виразi (3.20) видiлено п’ять груп функцiй, якi вiдокремленi одна вiд

одної крапкою з комою. Перша група з m функцiй представляє собою регу-

лярний базис, утворений з полiномiв Лежандра з певною ваговою функцiєю.

Друга i третя групи функцiй пов’язанi з наявнiстю примежового шару в око-

лi точки s = s1, а четверта i п’ята групи функцiй – в околi точки s = s2.

Кiлькiсть функцiй в цих групах позначено через mp. Аналогiчну структуру

мають i координатнi функцiї для апроксимацiї розв’язкiв u(s) i v(s). Оскiль-

ки головнi граничнi умови для функцiй u(s) i v(s) мають однаковий вигляд,

то Vi = Ui (i = 1, 2, . . . , N).

Введемо в розгляд наступнi позначення:

b0,k(λ) = λ− 1− ν2

R2
2(sk)

, pk = pk(λ) =
(−1)k|b0,k(λ)|1/4

µ
√

2
,

gck = epk(s−sk) cos pk(s− sk), gsk = epk(s−sk) sin pk(s− sk),

(k = 1, 2).

(3.21)

Тодi явнi вирази для координатних функцiй Uj i Wj матимуть вигляд:

Uj(s) = (s− s1)(s− s2)Pj

(
2s

ls
− 1

)
,

Wj(s) = (s− s1)
2(s− s2)

2Pj

(
2s

ls
− 1

)
,

(j = 1, 2, . . . ,m),

Um+1(s) = gc1 − 1 +
s− s1

s2 − s1
, Wm+1(s) = gc1 − 1 +

s− s1

s2 − s1
−
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− (s− s1)(s− s2)[p1(s− s1)(s2 − s1) + 1]

(s1 − s2)(s2 − s1)
−

− (s− s1)
2(s− s2)[p1(s− s1)(s2 − s1) + 2]

(s2 − s1)3
,

Wm+2(s) = gc1(s− s1) +
(s− s1)(s− s2)

(s2 − s1)
− (s− s1)

2(s− s2)

(s2 − s1)2
,

Um+j(s) = gc1(s− s1)s
j−1, Um+mp+1(s) = gs1,

Um+mp+j(s) = gs1(s− s1)s
j−1,

Um+2mp+1(s) = gc2 −
s− s1

s2 − s1
, Um+2mp+j(s) = gc2(s− s2)s

j−1,

Um+3mp+1(s) = gs2,

Um+3mp+j(s) = gs2(s− s2)s
j−1, (j = 2, 3, . . . ,mp),

Wm+j(s) = gc1(s− s1)
2sj−1,

Wm+mp+1(s) = gs1 +
p1(s− s1)

2(s− s2)

(s2 − s1)
− p1(s− s1)

3(s− s2)

(s2 − s1)2
,

Wm+mp+2(s) = gs1(s− s1), Wm+mp+j(s) = gs1(s− s1)
2sj−1,

Wm+2mp+1(s) = gc2 −
(s− s1)

(s2 − s1)
− (s− s1)(s− s2)

(s1 − s2)2
−

− (s− s1)
2(s− s2)[p2(s− s2)(s2 − s1)− 2]

(s2 − s1)3
,

Wm+2mp+2(s) = gc2(s− s2)−
(s− s1)

2(s− s2)

(s2 − s1)2
,

Wm+2mp+j(s) = gc2(s− s2)
2sj−1,

Wm+3mp+1(s) = gs2 −
p2(s− s1)

2(s− s2)
2

(s2 − s1)2
,

Wm+3mp+2(s) = gs2(s− s2),

Wm+3mp+j(s) = gs2(s− s2)
2sj−1, (j = 3, 4, . . . ,mp), ls = s2 − s1.

(3.22)

Тут Pj(s) – змiщенi на одиницю за iндексом j многочлени Лежандра.

Певнi незручностi при розв’язаннi даної задачi на власнi значення достав-

ляє той факт, що, як i слiд було очiкувати, в показник змiнностi координа-

тних функцiй pk (3.21), пов’язаних з наявнiстю крайових ефектiв, входить

параметр λ, який заздалегiдь невiдомий. Це призводить до необхiдностi ор-
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ганiзацiї iтерацiйного процесу послiдовних наближень за параметром λ для

знаходження його мiнiмального значення, що певним чином ускладнює алго-

ритм розв’язання задачi. Цього процесу можна уникнути, якщо знайти таке

наближене значення λ̃, яке вiдрiзняється вiд iстинного значення λ на малу

величину порядку µ. Оскiльки параметр λ є iнтегральною характеристикою

задачi, то його обчислення з достатнiм ступенем точностi можна провести на

основi використання лише регулярної частини базису навiть в умовах сингу-

лярного збурення задачi. При цьому неточнiсть обчислення λ в виразi для pk

в формулах (3.21) буде компенсуватися кiлькiстю mp членiв для вiдповiдних

розв’язкiв з високими градiєнтами. Отримання початкового значення пара-

метра λ можна здiйснити в рамках єдиної програми для ПК, поклавши в нiй

параметр mp рiвним нулю.

3.2.2 Формальна структура регулярних iнтегралiв вихiдних

рiвнянь для куполоподiбних оболонок обертання в околi їх полюса

та побудова координатних функцiй

Пiд куполоподiбними рис. 3.2 будемо розумiти такi оболонки, для яких у

вершинi є горизонтальна дотична площина i для радiусiв кривизни виконую-

ться спiввiдношення

(R1)s=0 = (R2)s=0 = R.

Для таких оболонок функцiя r(s) буде аналiтичною i непарною функцiєю,

яку в околi точки s = 0 можна представити у виглядi розкладу:

r(s) = s

(
1− 1

6R2
s2 + a4s

4 + . . .

)
. (3.23)

При розв’язаннi крайових задач на основi методу Рiтца вибiр апроксимую-

чих виразiв для шуканих функцiй iстотно впливає на кiнцевий результат i об-

сяг обчислень, необхiдний для його отримання. Тому в подальшому побудову
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Рис. 3.2. Куполоподiбна оболонка обертання

систем координатних функцiй будемо здiйснювати на основi максимального

врахування особливостей задачi, що породжують повiльну збiжнiсть обчи-

слювального процесу.

Однiєю з особливостей розглядуваних рiвнянь є виродження деяких їх

коефiцiєнтiв при наближеннi s до нуля. При чисельному iнтегруваннi цих

рiвнянь в лiтературi є рiзнi рекомендацiї наближеного характеру, що до-

зволяють обiйти цi труднощi. Так в роботi [48] пропонується вважати, що

в полюсi оболонки є отвiр малого радiусу r0 з деякими граничними умова-

ми на його контурi. У роботi [19] пропонується малий окiл поблизу полюса

оболонки замiнити круглою пружною пластинкою з використанням для неї

наявних точних розв’язкiв. Такi пiдходи дозволяють з певною точнiстю об-

числювати частоти коливань оболонки але не дають можливостi визначення

її напружено-деформованого стану.

Другою характерною особливiстю задачi, як вже зазначалося ранiше, є

наявнiсть параметра c2 при старшiй похiднiй у вихiдних рiвняннях, який для

тонкостiнних оболонок може приймати малi значення.
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У зв’язку з цим з’ясуємо структуру фундаментальних iнтегралiв вихiдних

рiвнянь, використовуючи аналiтичну теорiю диференцiальних рiвнянь [18],

[22].

Першi iнтеграли рiвнянь (3.2), якi приймають обмеженi значення при s =

0, будемо шукати у виглядi прямого розкладу по параметру µ:

u =
∞∑
k=0

µ4kuk(s); v =
∞∑
k=0

µ4kvk(s); w =
∞∑
k=0

µ4kwk(s). (3.24)

Для визначення функцiй uk(s), vk(s) i wk(s) пiдставимо розклади (3.24) в

рiвняння (3.2) i прирiвняємо до нуля коефiцiєнти при рiзних степенях пара-

метра µ. При µ = 0 отримаємо систему диференцiальних рiвнянь четвертого

порядку вiдносно функцiй u0(s), v0(s) i w0(s), яку можна привести до вигляду

α1
du0

ds
+ α2u0 + α3v0 + α4w0 = 0,

β1
d2v0

ds2
+ β2

dv0

ds
+ β3v0 + β4

du0

ds
+ β5u0 + β6w0 = 0,

γ1
dw0

ds
+ γ2w0 + γ3u0 + γ4

dv0

ds
+ γ5v0 = 0.

(3.25)

Змiннi коефiцiєнти рiвнянь (3.25) визначаються за такими формулами:

α1 =
1

R1
+

ν

R2
, α2 =

r′

r

(
ν

R1
+

1

R2

)
, α3 =

n

r

(
ν

R1
+

1

R2

)
,

α4 =
1

R2
1

+
2ν

R1R2
+

1

R2
2

− λ, β1 =
1− ν

2
, β2 = β1

r′

r
,

β3 =
1− ν
R1R2

+
1− ν

2

(
r′

r

)′
− n2

r2
+ λ, β4 = −n(1 + ν)

2r
,

β5 = −(3− ν)nr′

2r2
, β6 = −n

r

(
ν

R1
+

1

R2

)
, γ1 = −α1

(
λ− 1− ν2

R2
2

)
,

γ2 = (1− ν2)

[
1

R2
2

(
1

R2
− 1

R1

)′
+

2

R1R2

(
1

R2

)′]
+

+ λ

[(
1

R1

)′
+ (2ν − 1)

(
1

R2

)′]
,

γ3 = (ν − 1)

(
r′

r

)′(
1

R2
1

+
ν − 1

R1R2
− ν

R2
2

)
+ (ν2 − 1)

r′

r
×

×
[

1

R2

(
1

R1

)′
− 1

R1

(
1

R2

)′]
+ (1− ν)

(
r′

r

)2(
ν

R2
1

+
1− ν
R1R2

− 1

R2
2

)
−
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− α2
1

(
λ+

1− ν
R1R2

− β1
n2

r2

)
,

γ4 = α1α3 + α2
1β4, γ5 = α1α

′
3 − β5α

2
1 − α2α3 − α′1α3 +

r′

r
α1α3.

Очевидно, що функцiї u0(s), v0(s) i w0(s) визначають розв’язки для рiв-

нянь безмоментної теорiї оболонок обертання.

Визначення наступних членiв розкладiв (3.24) зводиться до iнтегруван-

ня системи рiвнянь (3.25), правi частини якої мiстять деякi оператори вiд

розв’язкiв, знайдених на попередньому наближеннi. Оскiльки вищi набли-

ження в розкладах (3.24) не впливають на структуру розв’язкiв нульового

наближення, то далi встановимо поведiнку iнтегралiв рiвнянь (3.25) в околi

точки s = 0. Для цього зведемо вихiдну систему рiвнянь до нормального ви-

гляду, коефiцiєнти якої є аналiтичними функцiями при s ∈ [0, s1]. Зауважимо

при цьому, що з урахуванням розкладу (3.23) коефiцiєнти α2, α3, β2, β4, β6

i γ4 мають полюси першого порядку, а коефiцiєнти β3, β5, γ3 i γ5 — полюси

другого порядку при s→ 0. Решта коефiцiєнтiв є аналiтичними функцiями.

Введемо в розгляд новi функцiї

y1 = u0, y2 = v0, y3 = sw0, y4 = s
dv0

ds
. (3.26)

Тодi систему рiвнянь (3.25) можна звести до системи чотирьох рiвнянь

першого порядку, розв’язних вiдносно похiдних. У векторно - матричнiй фор-

мi ця система набуде вигляду

s
d~y

ds
= F (s, λ)~y. (3.27)

Тут ~y — вектор з компонентами yi(i = 1, 4), а елементи матрицi F (s, λ) ви-

значаються за такими формулами:

f11 = −α2

α1
s, f12 = −α3

α1
s, f13 = −α4

α1
, f14 = 0,

f21 = f22 = f23 = 0, f24 = 1, f31 = −γ3

γ1
s2, f32 = −γ5

γ1
s2,

f33 = 1− γ2

γ1
s f34 = −γ4

γ1
s f41 =

(
α2β4

α1β1
− β5

β1

)
s2,
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f42 =

(
α3β4

α1β1
− β3

β1

)
s2, f43 =

(
α4β4

α1β1
− β6

β1

)
s, f44 = 1− β2

β1
s.

Слiд зазначити, що в такому представленнi вихiдної системи диференцi-

альних рiвнянь всi функцiї fpq(s) є аналiтичними функцiями при s ∈ [0, s1] i

не обертаються одночасно в нуль в точцi s = 0. З вигляду рiвнянь (3.27) ви-

пливає, що точка s = 0 є регулярною особливою точкою для цих рiвнянь [18].

Для побудови iнтегралiв рiвнянь (3.27) будемо користуватися узагальненим

методом степеневих рядiв.

З урахуванням розкладу (3.23) матрицю F (s, λ) можна представити у

виглядi розкладу по парним степеням незалежної змiнної s:

F (s, λ) =
∞∑
i=0

F2is
2i. (3.28)

Тут матрицi F2i мають наступну структуру:

F0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f
(0)
11 f

(0)
12 f

(0)
13 0

0 0 0 1

f
(0)
31 f

(0)
32 f

(0)
33 f

(0)
34

f
(0)
41 f

(0)
42 f

(0)
43 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, F2i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f
(2i)
11 f

(2i)
12 f

(2i)
13 0

0 0 0 0

f
(2i)
31 f

(2i)
32 f

(2i)
33 f

(2i)
34

f
(2i)
41 f

(2i)
42 f

(2i)
43 f

(2i)
44

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

(k = 1, 2, . . .),

де

f
(0)
11 = −1, f

(0)
12 = −n, f (0)

13 =
λR

1 + ν
− 2

R
, f

(0)
31 =

n2(1− ν2)

2Rb
(0)
0

,

f
(0)
32 =

n(1− ν2)

2Rb
(0)
0

, b
(0)
0 = λ− 1− ν2

R2
, f

(0)
33 = 1, f

(0)
34 = f

(0)
32 ,

f
(0)
41 = 2n, f

(0)
42 = 1 + n2, f

(0)
43 =

nλR

1− ν
.

Вирази для наступних елементiв матриць F2i тут не наводяться через їх

громiздкiсть.

Розв’язок системи (3.27) будемо шукати у виглядi

yi = sσ
∞∑
k=0

gi,ks
k, (i = 1, 4). (3.29)
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У цих розкладах σ i gi,k — невизначенi постiйнi. Скориставшись далi форму-

лою Кошi для множення степеневих рядiв, отримаємо

fp,qyq = sσ
∞∑
k=0

k∑
j=0

gq,jf
(k−j)
p,q sk, (p, q = 1, 4). (3.30)

Пiдстановка рядiв (3.29) i (3.30) в рiвняння (3.27) i прирiвнювання коефi-

цiєнтiв при sσ в обох частинах отриманої рiвностi призводить до однорiдної

алгебраїчної системи вiдносно перших коефiцiєнтiв розкладiв (3.29), яка в

матричному представленнi матиме вигляд

(F0 − σE)~g0 = 0, (3.31)

де E — одинична матриця; ~g0 — вектор з компонентами gi,0 (i = 1, 4).

Прирiвнювання коефiцiєнтiв при sσ+k (k = 1, 2, . . .) приводить до неодно-

рiдних алгебраїчних систем виду

[F0 − (σ + k)]~gk = ~dk, (3.32)

Тут ~gk — вектори з компонентами gi,k, а ~dk — вектори з компонентами d(k)
i ,

якi визначаються за формулами

d
(k)
i = −

4∑
q=1

k−1∑
j=0

gq,jf
(k−j)
i,q .

Таким чином, визначення показника σ i коефiцiєнтiв розкладiв (3.29)

звелося до розв’язання однорiдної алгебраїчної системи (3.31) вiдносно ве-

ктора ~g0 i послiдовностi неоднорiдних систем (3.32) вiдносно векторiв ~gk

(k = 1, 2, . . .), правi частини яких лiнiйно виражаються через k− 1 розв’язки

попереднiх алгебраїчних систем.

З умови iснування нетривiального розв’язку системи (3.31) отримуємо ха-

рактеристичне рiвняння четвертого порядку вiдносно показника σ

a4σ
4 + a3σ

3 + a2σ
2 + a1σ + a0 = 0, (3.33)
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де

a4 = 1, a3 = 0, a2 = −1− f (0)
32 f

(0)
43 − f

(0)
13 f

(0)
31 − f

(0)
42 ,

a1 = −f (0)
13 f

(0)
32 f

(0)
41 − f

(0)
32 f

(0)
43 − f

(0)
12 f

(0)
41 − f

(0)
32 f

(0)
43 , a0 = −f (0)

32 f
(0)
43 +

+ f
(0)
13 f

(0)
31 f

(0)
42 + f

(0)
12 f

(0)
41 − f

(0)
13 f

(0)
32 f

(0)
41 + f

(0)
42 − f

(0)
12 f

(0)
31 f

(0)
43 .

З урахуванням виразiв для коефiцiєнтiв f (0)
ij пiсля ряду перетворень мо-

жна показати, що коренi рiвняння (3.33), якi розташованi в порядку їх змен-

шення, приймають такi цiлочисельнi значення:

σ1 = n+ 1, σ2 = n− 1, σ3 = −(n− 1), σ4 = −(n+ 1). (3.34)

Покладаючи в рiвняннях (3.31) i (3.32) σ = σ1 i розв’язуючи послiдовно-

стi алгебраїчних рiвнянь можна переконатися в тому, що перший розв’язок

системи рiвнянь (3.27) для функцiй y(1)
i (i = 1, 2, 3) набуває вигляду

y
(1)
1 = sn+1

∞∑
k=0

g
(1)
1,2ks

2k, y
(1)
2 = sn+1

∞∑
k=0

g
(1)
2,2ks

2k,

y
(1)
3 = sn+1

∞∑
k=0

g
(1)
3,2ks

2k.

(3.35)

Тут i надалi верхнiй iндекс при yi i gi,k означатиме номер знайденого частин-

ного розв’язку.

Зауважимо, що ряди (3.35) будуть збiжними рядами в областi збiжностi

для рядiв елементiв матрицi F (s, λ).

Для отримання iнших iнтегралiв рiвнянь, коли коренi характеристичного

рiвняння вiдрiзняються вiд найбiльшого кореня на цiле число, в загальному

випадку необхiдно знизити порядок вихiдної системи за допомогою одного

знайденого її розв’язку i потiм для отримання розв’язку цiєї нової систе-

ми застосувати знову описаний вище прийом. На цьому шляху отримуються

розв’язки, якi будуть мати логарифмiчнi члени. Так можна дiяти лише тiльки

тодi, коли вдається переконатися в тому, що для випадку σ = σ2 розв’язкiв

неоднорiдних систем (3.32) не iснує. В iншому випадку виникає небезпека
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втрати обмеженого в точцi s = 0 iнтеграла, що призведе до помилкового

представлення загального розв’язку системи (3.27) в околi полюса оболонки.

Покладемо в рiвняннях (3.31) i (3.32) σ = σ2 i покажемо, що в цьому

випадку iснує обмежений в точцi s = 0 iнтеграл системи (3.27). Так як при

σ = σ2 визначник системи (3.31) дорiвнює нулю, то iснує її нетривiальний

розв’язок. При цьому отримаємо

g
(2)
1,0 = −g(2)

2,0, g
(2)
3,0 = 0. (3.36)

При k = 1 система (3.32) буде однорiдною системою рiвнянь, визначник

якої не дорiвнює нулю. Тому

g
(2)
1,1 = g

(2)
2,1, g

(2)
3,1 = 0. (3.37)

Для випадку k = 2 маємо неоднорiдну алгебраїчну систему четвертого по-

рядку, визначник якої дорiвнює нулю, так як σ2 + 2 є коренем характеристи-

чного рiвняння. Пiсля нескладних але досить громiздких перетворень можна

показати, що ранг матрицi, складеної з коефiцiєнтiв рiвнянь при невiдомих

дорiвнює трьом i вiн спiвпадає з рангом розширеної матрицi. Отже отримана

система є сумiсною i вона допускає iснування нетривiального розв’язку.

При k = 3 маємо однорiдну систему з нерiвним нулю визначником. Отже

g
(2)
1,3 = g

(2)
2,3 = g

(2)
3,3 = 0.

Скориставшись методом математичної iндукцiї, можна показати, що дру-

гий регулярний розв’язок для функцiй y1, y2 i y3 матиме наступну структуру:

y
(2)
1 = sn−1

∞∑
k=0

g
(2)
1,2ks

2k, y
(2)
2 = sn−1

∞∑
k=0

g
(2)
2,2ks

2k,

y
(2)
3 = sn−1

∞∑
k=0

g
(2)
3,2ks

2k.

(3.38)

При цьому першi коефiцiєнти цих розкладiв повиннi пiдкорюватися умо-

вам (3.36).
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Розв’язки даної системи диференцiальних рiвнянь, якi вiдповiдають ко-

реням характеристичного рiвняння σ3 i σ4, будуть необмеженими при s = 0.

Таким чином, за допомогою прямого розкладу розв’язкiв по малому па-

раметру (3.24) отриманi асимптотичнi представлення (3.35) i (3.38) двох ре-

гулярних розв’язкiв рiвнянь неосесиметричних коливань тонкої пружної обо-

лонки в околi вершини купола. Вiдповiдно до теорiї сингулярно збурених рiв-

нянь [18], [22] два iншi iнтеграла вихiдних рiвнянь повиннi включати в себе

експоненцiйний множник. Цi розв’язки мають таке формальне представлення

u(j)(s) = µγ(j)(s)
∞∑
k=0

µk

{ ∞∑
i=0

u
(j)
k,i(s− s1)

i

}
,

v(j)(s) = µ2γ(j)(s)
∞∑
k=0

µk

{ ∞∑
i=0

v
(j)
k,i (s− s1)

i

}
,

w(j)(s) = γ(j)(s)
∞∑
k=0

µk

{ ∞∑
i=0

w
(j)
k,i(s− s1)

i

}
, (j = 3, 4).

(3.39)

Тут u(j)
k,i , v

(j)
k,i , w

(j)
k,i — невiдомi коефiцiєнти розкладiв; j — iндекс, який вказує

на номер знайденого частинного розв’язку,

γ(j)(s) =

 eβ(s) cos (β(s)) при j = 3,

eβ(s) sin (β(s)) при j = 4.
,

β(s) =
1

µ
√

2

s∫
s1

|b0(t)|1/4dt, b0(s) = λ− 1− ν2

R2
2(s)

, b0(s) < 0 при s ∈ [0, s1] .

Цi розв’язки при малих значеннях параметра µ є сильно осцилюючими i

експоненцiально затухаючими при вiддаленнi вiд краю оболонки. Тому не мо-

жна розраховувати на те, що класичнi методи розв’язання даної спектральної

задачi будуть однаково добре працювати в усiй областi змiни параметра µ.

Їх використання аналогiчно апроксимацiї експоненцiйної функцiї вiдрiзком

ряду Тейлора або рацiональної апроксимацiї Паде.

У випадку оболонок обертання, для яких iнтеграл у виразi для β(s) не

обчислюється в елементарних функцiях, функцiї γ(j)(s) вiдповiдно до роботи
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[22] можна представити в виглядi

γ(j)(s) = γ
(j)
0

∞∑
k=0

µkP
(j)
k (η), (3.40)

де

γ
(j)
0 = γ(j)(β(s) = β0(s)), β0(s) = p(s−s1), p =

1√
2µ

4
√
|b0(s1)|, η =

s− s1

µ
,

P
(j)
k (η) – полiном з постiйними коефiцiєнтами, що залежать вiд коефiцiєнтiв

рiвнянь (3.2) i їх похiдних в точцi s = s1.

При побудовi iнтегралiв (3.39) передбачалося, що область має такi геоме-

тричнi параметри, при яких можна знехтувати впливом функцiй примежо-

вого шару на поведiнку розв’язкiв в околi її полюса. Для тих оболонок, для

яких ця умова не виконується, користуватися формулами (3.39) не можна.

В цьому випадку необхiдно будувати два обмежених iнтеграла в околi точки

s = 0 з великою змiннiстю, якi ростуть при вiддаленнi вiд полюса оболонки.

Оскiльки точка s = 0 є регулярною особливою точкою для вихiдних рiвнянь,

то такi iнтеграли повиннi володiти встановленою асимптотикою в околi цiєї

точки. Тому iнтеграли з великою змiннiстю замiсть експоненцiального мно-

жника повиннi мати множник iншої структури, що забезпечує асимптотику

розв’язкiв при s → 0 i аналiтичнiсть функцiй uk(s), vk(s) i wk(s), що сто-

ять при цьому множнику. В силу цього асимптотичне iнтегрування вихiдних

рiвнянь в цьому випадку iстотно ускладнюється.

Отриманi вище результати якiсного характеру про поведiнку iнтегралiв

рiвнянь, що описують власнi коливання тонкостiнної оболонки обертання в

формi купола можуть бути використанi для побудови систем базисних фун-

кцiй пiд час розв’язання вихiдної задачi методом Рiтца.

Для знаходження структури загального розв’язку системи (3.2) складемо

лiнiйну комбiнацiю iнтегралiв (3.35), (3.38) i (3.39). З огляду на представле-

ння примежових функцiй в формi Вiшика - Люстерника (3.40), загальний

розв’язок пiсля перегрупування членiв у виразах (3.39) можна представити
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в наступному виглядi:

[u, v, w] = R [u, v, w] + expβ0(s) cos β0(s)
∞∑
i=0

[ui,1, vi,1, wi,1] (s− s1)
i+

+ expβ0(s) sin β0(s)
∞∑
i=0

[ui,2, vi,2, wi,2] (s− s1)
i.

(3.41)

У квадратних дужках перерахованi функцiї i вiдповiднi їм невiдомi кое-

фiцiєнти, якi включають в себе також параметр µ. Тут R [u, v, w] – регулярна

частина загального розв’язку, структуру якого можна представити у виглядi:
u = sn−1(a1 + a2s

2 + a3s
4 + . . .),

v = sn−1(b1 + b2s
2 + b3s

4 + . . .),

w = sn(c1 + c2s
2 + c3s

4 + . . .).

(3.42)

При цьому першi коефiцiєнти при s(n−1) пiдпорядкованi умовi

b1 = −a1. (3.43)

Представлення (3.42) показують, що виродження деяких коефiцiєнтiв рiв-

нянь (3.2) при s → 0 породжує цiлком певну асимптотику шуканих розв’яз-

кiв, що залежить вiд числа хвиль n оболонки в круговому напрямку. Ця

асимптотика з урахуванням залежностi (3.43) забезпечує скiнченнiсть пере-

мiщень i деформацiй оболонки (2.5) в її полюсi. Слiд зазначити, що асимпто-

тика розв’язкiв (3.42) збiгається з асимптотикою роботи [158], яка отримана

на основi використання спрощеного варiанту методу Фробенiуса.

По сутi, представлення розв’язкiв в формi (3.41) включають в себе всi по-

слiдовнi наближення при асимптотичному iнтегруваннi сингулярно збурених

рiвнянь. Надалi невизначенi коефiцiєнти в розкладах (3.41) i (3.42) будемо

знаходити з головних граничних умов задачi i умов стацiонарностi вiдповiд-

ного квадратичного функцiоналу.

Зауважимо, що якщо розв’язки шукати у виглядi розкладу в степеневi

ряди (за винятком перших членiв ряду для забезпечення скiнченностi де-

формацiй при s→ 0), то побудованi на такiй основi базиси для апроксимацiї
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розв’язкiв вiдповiдно до представлення (3.42) будуть неповними. Це призво-

дить до повiльної збiжностi рядiв для шуканих функцiй.

Побудова систем координатних функцiй здiйснюється на основi пiдпоряд-

кування загального розв’язку (3.41) головним граничним умовам вихiдної

спектральної задачi. Виходячи з цих умов отримаємо деякi додатковi спiввiд-

ношення мiж коефiцiєнтами в розкладах для шуканих функцiй. Пiдставляю-

чи цi спiввiдношення в загальний вигляд розв’язку, пiсля ряду перетворень

знаходимо системи базисних функцiй для апроксимацiї розв’язкiв.

В якостi прикладу наведемо алгоритм розв’язання задачi про неосесиме-

тричнi коливання куполоподiбної оболонки обертання, де координатнi фун-

кцiї побудованi з урахуванням асимптотики лише регулярної частини загаль-

ного розв’язку (3.42)

У вiдповiдностi зi сказаним вище, функцiї u(s), v(s) i w(s) можна пред-

ставити у виглядi наступних вiдрiзкiв узагальнених рядiв:

u =
N∑
j=1

xjUj(s); v =
N∑
j=1

xN+jVj(s); w =
N∑
j=1

x2N+jWj(s), (3.44)

де

U1(s) = (s2 − s2
1)s

n−1; W1(s) = (s2 − s2
1)

2sn;

Uj+1(s) = Uj(s)s
2; Wj+1(s) = Wj(s)s

2; (j = 1, N − 1).

Тут xj — невизначенi постiйнi, Uj(s), Vj(s), Wj(s) — системи координатних

функцiй, що задовольняють лише кiнематичним граничним умовам задачi

при s = s1. Крiм цього, вiдповiдно до асимптотики (3.42) в розкладах (3.44)

слiд покласти

xN+1 = −x1. (3.45)

Оскiльки граничнi умови для u(s) i v(s) мають однаковий вигляд, то

Vj(s) = Uj(s) (j = 1, N).
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Наведенi системи координатних функцiй виявляються придатними лише

для тих випадкiв, коли в розкладах (3.44) можна утримувати невелику кiль-

кiсть членiв N , оскiльки при великих значеннях N спостерiгається втрата

стiйкостi обчислень. Тому в подальшому, не порушуючи повноти представле-

ння розв’язкiв, степеневi функцiї замiнимо вiдповiдними многочленами Ле-

жандра, якi є лiнiйними комбiнацiями степеневих функцiй. Побудованi таким

чином системи базисних функцiй дозволяють iстотно збiльшити кiлькiсть

членiв в розкладах (3.44) по вiдношенню до степеневого базису i тим самим

розширити дiапазон вхiдних параметрiв задачi, при яких можна проводити

розрахунки з заданою точнiстю.

Цi системи координатних функцiй можна представити в наступному ви-

глядi:

u1(s) = sn−1(s2 − s2
1); Ui(s) = u1(s)

[
P2i−2

(
s

s1

)
− P2i−2(0)

]
;

w1(s) = sn(s2 − s2
1)

2; Wi(s) = w1(s)

[
P2i−2

(
s

s1

)
− P2i−2(0)

]
; (i = 2, 3 . . .),

(3.46)

де Pj(s) – многочлени Лежандра.

З необхiдних умов стацiонарностi функцiоналу I (3.4) отримаємо однорi-

дну систему алгебраїчних рiвнянь

(A− λB) ~XT = 0, (3.47)

де вектор ~X має коефiцiєнти

~X = {x1, x2, . . . , xN ,−x1, xN+2, xN+3, . . . , x2N , x2N+1, x2N+2, . . . , x3N} .

Елементи αi,j верхньої частини вiдносно головної дiагоналi симетричної

матрицi A можна представити таким чином:

α1,1 =

s1∫
0

[Ψ11(U1, U1)− 2Ψ12(U1, U1) + Ψ22(U1, U1)] rds;
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α1,j =

s1∫
0

[Ψ11(Uj, U1)−Ψ12(U1, Uj)] rds;

α1,j+N−1 =

s1∫
0

[Ψ12(Vj, U1)−Ψ22(Vj, U1)] rds; (j = 2, N);

α1,j+2N−1 =

s1∫
0

[Ψ13(Wj, U1)−Ψ23(Wj, U1)] rds; (j = 1, N);

αi,j =

s1∫
0

Ψ11(Uj, Ui)rds; (i = 2, N, j = i, N);

αi,j+N−1 =

s1∫
0

Ψ12(Vj, Ui)rds; (i, j = 2, N);

αi,j+2N−1 =

s1∫
0

Ψ13(Wj, Ui)rds; (i = 2, N, j = 1, N);

αi+N−1,j+N−1 =

s1∫
0

Ψ22(Vj, Vi)rds; (i = 2, N, j = i, N);

αi+N−1,j+2N−1 =

s1∫
0

Ψ23(Wj, Vi)rds; (i = 2, N, j = 1, N);

αi+2N−1,j+2N−1 =

s1∫
0

Ψ33(Wj,Wi)rds; (i = 1, N, j = i, N); (3.48)

Симетричнiсть матрицi A випливає з симетричностi вихiдного оператора,

породженого диференцiальним рiвнянням (3.2), визначеного на класi фун-

кцiй, пiдкорених граничним умовам задачi i встановленим вище властиво-

стями поведiнки розв’язкiв в околi полюса оболонки.

У свою чергу ненульовi елементи βi,j верхньої частини симетричної ма-

трицi B обчислюються за формулами:

β1,1 = 2

s1∫
0

U 2
1 rds; β1,j =

s1∫
0

UjU1rds;
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β1,j+N−1 = −
s1∫

0

VjV1rds; (j = 2, N);

βi,j =

s1∫
0

UiUjrds; βi+N−1,j+N−1 =

s1∫
0

VjVirds; (i = 2, N, j = i, N);

βi+2N−1,j+2N−1 =

s1∫
0

WiWjrds; (i = 1, N, j = i, N). (3.49)

Оскiльки координатнi функцiї в виразах (3.48) i (3.49) є многочленами, то

при обчисленнi iнтегралiв доцiльно користуватися квадратурною формулою

Гауса.

Наведемо розрахункову схему розв’язання задачi про осесиметричнi ко-

ливання куполоподiбних оболонок обертання (n = 0) з урахуванням приме-

жових функцiй. Скориставшись аналогiчним пiдходом можна показати, що

в цьому випадку структура регулярної частини розв’язкiв R [u,w] матиме

такий вигляд u = s(a1 + a2s
2 + a3s

4 + . . .),

w = c1 + c2s
2 + c3s

4 + . . . .
(3.50)

При цьому елементи aij матрицi A i bij матрицi B алгебраїчної системи

(3.47) обчислюються за такими формулами:

ai,j =

s1∫
0

Ψ11(Uj, Ui)rds, ai+N,j+N =

s1∫
0

Ψ22(Wj,Wi)rds,

bi,j =

s1∫
0

Uj, Uirds, bi+N,j+N =

s1∫
0

Wj,Wirds,

(i = 1, 2, . . . , N, j > i),

ai,j+N =

s1∫
0

Ψ12(Wj, Ui)rds, bi,j+N = 0, (i, j = 1, 2, . . . , N).

В результатi застосування описаної вище процедури система базисних

функцiй для апроксимацiї функцiї w(s) матиме наступну структуру:

{Wi(s)}Ni=1 = {W1, . . . ,Wm;Wm+1, . . . ,Wm+mp
;Wm+mp+1, . . . ,Wm+2mp

}(3.51)
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У виразi (3.51) видiленi три групи функцiй, якi вiдокремленi один вiд

одного крапкою з комою. Перша група з m функцiй представляє собою регу-

лярний базис, утворений з полiномiв Лежандра з певною ваговою функцiєю.

Друга i третя групи пов’язанi з апроксимацiєю примежових розв’язкiв в околi

точки s = s1. Кiлькiсть функцiй в цих групах позначено черезmp. Аналогiчну

структуру мають i координатнi функцiї для знаходження функцiї u(s).

Явнi вирази для координатних функцiй Uj(s) i Wj(s) при використаннi

представлення примежових функцiй в формi Вiшика - Люстерника (3.17)

будуть мати вигляд

Uj = s(s2 − s2
1)P2j−1

(
2s

s1
− 1

)
, Wj = (s2 − s2

1)
2P2j−1

(
2s

s1
− 1

)
,

(j = 1, 2, . . . ,m),

Um+1 = gc −
s

s1
, Um+2 = (s− s1)gc, Um+mp+1 = gs, Um+mp+2 = (s− s1)gs,

Wm+1 = gc − 1− p

2s1
(s2 − s2

1), Wm+2 = (s− s1)gc −
1

2s1
(s2 − s2

1),

Wm+mp+1 = gs −
p

2s1
(s2 − s2

1), Wm+mp+2 = (s− s1)gs,

Um+j = Wm+j = (s− s1)
j−1gc, Um+mp+j = Wm+mp+j = (s− s1)

j−1gs,

(j = 3, 4, . . . ,mp).

Тут функцiї gc(s) i gs(s) обчислюються за формулами

gc = exp{p(s− s1)} cos p(s− s1),

gs = exp{p(s− s1)} sin p(s− s1),

p = p(λ) = 4

√∣∣∣∣λ− 1− ν2

R2
2(s1)

∣∣∣∣/(µ
√

2).

3.3 Чисельнi результати та аналiз ефективностi запро-

понованих алгоритмiв

3.3.1 Незамкненi оболонки обертання
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Наведемо деякi результати розрахунку частот i форм власних коливань

конiчної оболонки за запропонованому вище алгоритму. У цьому випадку

будемо мати:

s =
l − z
cosα

; r(s) = 1 + s sinα; θ =
π

2
− α;

1

R1
= 0, (3.52)

де l i α — висота i кут пiврозтвору зрiзаного конуса вiдповiдно.

Якщо в формулах (3.52) прийняти α = 0, то отримаємо, як окремий випа-

док, цилiндричну оболонку одиничного радiуса. У всiх розрахунках вважало-

ся, що безрозмiрна висота зрiзаного конуса дорiвнює 4, а коефiцiєнт Пуассона

дорiвнює 0.3. Вiдношення радiусу оболонки при s = s1 до її товщинi позна-

чимо через δ.

У таблицi 3.1 наведенi результати розрахункiв при δ = 1000, α = 0◦

перших трьох безрозмiрних частот ωi =
√
λi, функцiй wi(z∗), (i = 1, 2, 3) i їх

похiдних в точцi z∗ = 0.99 при неосесиметричних коливаннях оболонки n = 1

в залежностi вiд кiлькостi членiв m в регулярному базисi. Тут i далi z∗ = z/l.

Для апроксимацiї компонентiв розв’язкiв з великими градiєнтами, лока-

лiзованих в околi точок z∗ = 0 i z∗ = 1, було використано по двi координатнi

функцiї (mp = 2). У таблицi наведено таку кiлькiсть знакiв у обчислюва-

них величинах, якi не змiнюються зi збiльшенням числа mp. Отриманi данi

свiдчать про рiвномiрну збiжнiсть розв’язкiв i їх перших чотирьох похiдних.

Аналогiчна збiжнiсть спостерiгається i в iнших точках iнтервалу s1 6 s 6 s2,

що дозволяє визначати значення сил i моментiв в усiх точках серединної по-

верхнi оболонки.

Швидкiсть збiжностi обчислюваних величин до їх граничних значень, як

i слiд було очiкувати, є неоднаковою. Так, для нижчої частоти першi дев’ять

знакiв стабiлiзуються, починаючи з m = 8, тодi як для третьої похiдної при

цьому ж значеннi m стабiлiзується лише чотири значущi цифри. При збiль-

шеннi номера форми коливань спостерiгається деяке уповiльнення збiжностi

послiдовностей Рiтца.
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Таблиця 3.1
Значення частот ωi, функцiй wi(z∗) i їх похiдних в точцi z∗ = 0.99 коливань цилiндричної

оболонки при n = 1, mp = 2, δ = 1000, α = 0◦ в залежностi вiд кiлькостi членiв m в

регулярному базисi

m ωi wi wIi wIIi wIIIi wIVi

i = 1

2 0.308517 0.078491 1.946292 -49.2410 -487.154 214694.6

4 0.305471 0.073404 1.824635 -41.1165 -372.750 157571.2

6 0.305466 0.073336 1.822331 -41.3055 -373.444 159370.3

8 0.305466 0.073334 1.822307 -41.3001 -373.457 159328.0

10 0.305466 0.073334 1.822307 -41.3002 -373.457 159328.4

12 0.305466 0.073334 1.822307 -41.3002 -373.457 159328.4

i = 2

2 0.586145 -0.06180 -2.35139 39.9794 4031.075 -409828

4 0.573173 -0.05370 -1.88036 -8.33819 658.7091 -22648.6

6 0.573034 -0.05432 -1.92459 -1.31042 1112.712 -77168.2

8 0.573034 -0.05429 -1.92222 -1.74325 1087.452 -73777.6

10 0.573034 -0.05429 -1.92227 -1.72866 1088.174 -73892.9

12 0.573034 -0.05429 -1.92227 -1.72897 1088.161 -73890.4

14 0.573034 -0.05429 -1.92227 -1.72896 1088.161 -73890.5

i = 3

2 0.883718 0.06e11 0.21e13 -0.1e14 -0.15e16 0.72e17

4 0.774417 -0.10408 -4.07654 1.15063 4020.93 -28653.0

6 0.759725 -0.07338 -2.76493 -17.0210 1460.89 -48932.4

8 0.759391 -0.07186 -2.71864 -12.8252 1657.91 -78465.8

10 0.759388 -0.07169 -2.71190 -13.1577 1637.33 -75411.5

12 0.759388 -0.07169 -2.71184 -13.1370 1637.96 -75571.5

14 0.759388 -0.07169 -2.71184 -13.1377 1637.94 -75565.2

Отримання аналогiчних результатiв з використанням лише регулярного

базису можливо при m = 80. Це можна пояснити тiєю обставиною, що точнi

розв’язки, якi включають в себе експоненти з великими аргументами, погано
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представляються у виглядi рядiв Тейлора. При подальшому зменшеннi вiд-

носної товщини оболонки використання регулярного базису для отримання

розв’язкiв такої якостi стає неефективним, оскiльки настає втрата стiйкостi

обчислень до досягнення граничних значень обчислюваних величин.

Таблиця 3.2
Значення частоти ω1, функцiї w1(z

∗) i ї ї похiдних в точцi z∗ = 0.99 коливань

цилiндричної оболонки при n = 1, mp = 2, δ = 100, δ = 2000, α = 0◦ в залежностi вiд

числа членiв m в регулярному базисi

m ω1 w1 wI1 wII1 wIII1 wIV1

δ = 100

2 0.3073112 0.0225267 0.995807 15.25770 -450.78 3971.5

4 0.3058882 0.0222008 0.957922 13.48223 -430.34 6712.7

6 0.3058869 0.0221731 0.957494 13.51401 -430.49 6613.6

8 0.3058869 0.0221732 0.957485 13.51337 -430.47 6614.9

10 0.3058869 0.0221732 0.957485 13.51336 -430.47 6614.9

12 0.3058869 0.0221732 0.957485 13.51335 -430.47 6614.9

δ = 2000

2 0.3087912 0.0932625 1.360032 -72.72263 3868.799 118159.5

4 0.3054399 0.0876306 1.353135 -64.16305 2832.105 81459.6

6 0.3054344 0.0875060 1.347701 -64.21545 2866.972 82253.7

8 0.3054344 0.0875046 1.347749 -64.21226 2866.097 82241.1

10 0.3054344 0.0875046 1.347748 -64.21227 2866.106 82241.1

12 0.3054344 0.0875046 1.347748 -64.21227 2866.106 82241.1

У таблицi 3.2 наведенi аналогiчнi данi для першої форми згинних коли-

вань оболонки, отриманi при δ = 100 i δ = 2000. Спiвставляючи цi результа-

ти, можна зробити висновок, що запропонований алгоритм розв’язання даної

задачi володiє однаковою ефективнiстю як при середнiх, так i при малих зна-

ченнях параметра при старшiй похiднiй у вихiдних рiвняннях.

Слiд також зауважити, що оскiльки сама вихiдна система рiвнянь (3.2)
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є неточною, то немає необхiдностi проводити обчислення з такою точнiстю.

Зазначена кiлькiсть значущих цифр для обчислюваних величин в таблицях

3.1 i 3.2 iлюструє лише можливостi запропонованого пiдходу до побудови на-

ближеного розв’язку спектральної задачi. Обмежуючись в практичних роз-

рахунках реальною точнiстю обчислень, можна iстотно зменшити порядок

розв’язуваної алгебраїчної системи.

Поточкова збiжнiсть наближених розв’язкiв i їх перших чотирьох похi-

дних дозволяє провести перевiрку задоволення цих розв’язкiв вихiдним рiв-

нянням на всьому iнтервалi їх iнтегрування. Позначимо через εi = εi(z
∗), (i =

1, 2, 3) значення лiвих частин рiвнянь (3.2) обчислених в точках z∗ ∈ [0, 1].
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Рис. 3.3. Поведiнка функцiй εi(z∗) у всiй областi

iнтегрування рiвнянь (3.2) при mp = 0 i mp = 2.

На рис. 3.3 показано поведiнку функцiй εi(z∗) в усiй областi iнтегрування

рiвнянь (3.2) при mp = 0 i mp = 2. При цьому в обох випадках в регулярно-

му базисi утримувалося шiстнадцять координатних функцiй. При виконаннi

розрахункiв нормування власних функцiй виконувалося таким чином, щоб

максимум абсолютного значення для перемiщень оболонки в її нормальному

напрямку дорiвнював одиницi. Результати рис. 3.3 показують, що розв’яз-

ки, побудованi з використанням тiльки регулярного базису задовольняють
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всi три рiвняння з точнiстю, що не перевищує 0.1. Додавання до регулярного

базису двох координатних функцiй, локалiзованих в околi закрiплених тор-

цiв, призводить до того, що значення εi не перевищують величину близько

4·10−9. При цьому найбiльшi значення εi приймають, як i слiд було очiкувати,

поблизу границь крiплення оболонки. Наведенi результати дозволяють тра-

ктувати отриманi наближенi розв’язки розглядуваної спектральної задачi, як

розв’язки близькi, в певному сенсi, до точних розв’язкiв задачi.

Перейдемо до деякого аналiзу розв’язкiв для конiчної оболонки. Розра-

хунки показують, що запропонованi координатнi функцiї дозволяють, як i

у випадку цилiндричної оболонки, обчислювати розв’язки i їх першi чотири

похiднi в кожнiй точцi iнтервалу iнтегрування рiвнянь. Тим самим пiдтвер-

джується ефективнiсть представлень примежових функцiй в формi Вiшика-

Люстерника для диференцiальних рiвнянь зi змiнними коефiцiєнтами.

Вiдомо, що на збiжнiсть розв’язкiв впливає не тiльки товщина оболонки,

але i її довжина. В таблицi 3.3 представленi результати розрахунку перших

трьох частот згинних коливань (n = 1) зрiзаної конiчної оболонки в залежно-

стi вiд числа членiв в регулярному базисi m, отриманi при наступних вхiдних

даних l = 20; 30, δ = 2000 i α = 15◦. При цьому було покладено mp = 2. Як

видно з таблицi 3.3 збiльшення довжини оболонки, як i слiд було очiкувати,

тягне за собою зниження швидкостi збiжностi. Для стабiлiзацiї шести значу-

щих цифр в перших трьох частотах при l = 20 досить утримувати десять

координатних функцiй в регулярному базисi при mp = 2. В другому випадку

(l = 30) при m = 16 гарантується лише п’ять значущих цифр для перших

трьох частот коливань. Щоб отримати аналогiчний результат, без урахування

примежових функцiй, в першому випадку треба було утримувати п’ятдесят

членiв в розкладах. У другому - вдається досягти точностi не бiльше трьох

значущих цифр при m = 100. Подальше нарощування числа членiв в розкла-

дах Рiтца веде до втрати стiйкостi обчислювального процесу.

Додатковi дослiдження показали, що саме по собi збiльшення кута α на
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Таблиця 3.3
Значення перших трьох частот ωi згинних коливань n = 1 зрiзаної конiчної оболонки в

залежностi вiд числа членiв в регулярному базисi m, отриманi при l = 20; 30, δ = 2000,

α = 15◦ i mp = 2.

l = 20 l = 30

m ω1 ω2 ω3 ω1 ω2 ω3

2 0.059030 0.111711 0.146790 0.038377 0.074419 0.103706

4 0.057773 0.105058 0.144611 0.037463 0.068582 0.099733

6 0.057679 0.104800 0.143988 0.037363 0.068313 0.098588

8 0.057672 0.104789 0.143981 0.037351 0.068287 0.098567

10 0.057671 0.104788 0.143978 0.037348 0.068282 0.098562

12 0.057671 0.104788 0.143978 0.037345 0.068279 0.098559

14 0.057671 0.104788 0.143978 0.037340 0.068274 0.098557

16 0.057671 0.104788 0.143978 0.037335 0.068269 0.098554

Таблиця 3.4
Мiнiмальнi частоти зрiзаної конiчної оболонки для l = 4 i α = 30◦ при рiзних її вiдносних

товщинах.

ωmin

m δ = 100, δ = 400, δ = 1000, δ = 2000,

n = 7 n = 11 n = 12 n = 15

2 0.0494923 0.0285036 0.0183033 0.0137052

4 0.0481154 0.0260378 0.0161554 0.0115560

6 0.0481085 0.0259863 0.0161529 0.0115525

8 0.0481084 0.0259860 0.0161528 0.0115523

10 0.0481084 0.0259860 0.0161527 0.0115523

12 0.0481084 0.0259860 0.0161527 0.0115523

процес збiжностi не впливає. Однак, ситуацiя ускладнюється тим, що при йо-

го збiльшеннi i певних геометричних спiввiдношеннях оболонки, може iстотно
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Рис. 3.4. Поведiнка функцiї w1(z
∗) i її перших чотирьох похiдних в околi

жорстко закрiпленого краю зрiзаної конiчної оболонки при α = 30◦.

звузитися дiапазон застосовностi викладеного тут пiдходу, оскiльки переста-

ють виконуватись умови (3.9). У цьому випадку, використання запропонова-

них примежових функцiй виявляється малоефективним. Як вже зазначалося

вище, структура iнтегралiв вихiдної системи рiвнянь справедлива для неве-

ликого числа хвиль в круговому напрямку оболонки. Однак, в якостi експе-
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рименту, за викладеною методикою, був проведений розрахунок мiнiмальних

частот зрiзаної конiчної оболонки для l = 4 i α = 30◦ при рiзних її вiдносних

товщинах i вiдповiдних числах хвиль в круговому напрямку. результати цих

обчислень представленi в таблицi 3.4 в залежностi вiд числа членiв в регу-

лярному базисi m при mp = 2.

Данi таблицi 3.4 показують, що вже при m = 6 забезпечується точнiсть

обчислень до п’яти значущих цифр, як для середньої, так i для малої товщини

оболонки. Аналогiчний результат можна отримати, використовуючи тiльки

регулярний базис. При цьому необхiдно утримувати понад п’ятдесят членiв в

розкладах. Таким чином, i в даному випадку, врахування примежових фун-

кцiй дає певнi переваги при визначеннi частот з великим числом хвиль в

круговому напрямку.

На рис. 3.4 показано поведiнку функцiї w1(z
∗) i її перших чотирьох похi-

дних в околi жорстко закрiпленого краю зрiзаної конiчної оболонки при кутi

пiврозтвору конуса α = 30◦. Наведенi рисунки iлюструють виникнення i роз-

виток зони великих змiн цих функцiй по мiрi змiни товщини оболонки вiд

середнiх до малих значень. Зi зменшенням товщини оболонки змiннiсть фун-

кцiї i її похiдних збiльшується з одночасним зменшенням областi цих змiн.

При цьому, чим вище порядок похiдної, тим бiльшi значення вона приймає.

Таким чином, запропонованi системи координатних функцiй для розв’я-

зання варiацiйним методом спектральної крайової задачi про вiльнi коливан-

ня оболонки обертання забезпечують при невеликому порядку алгебраїчних

систем рiвномiрну збiжнiсть розв’язкiв i їх перших чотирьох похiдних у всiх

точках областi iнтегрування вихiдних рiвнянь. Розроблений алгоритм розв’я-

зання даної задачi має однакову швидкiсть збiжностi як при середнiх, так i

при малих значеннях вiдносної товщини оболонки. В областi тих значень

параметра при старшiй похiднiй в рiвняннях, коли можливе застосування

регулярного базису на основi полiномiв Лежандра, використання запропоно-

ваних систем координатних функцiй призводить до зниження в два-три рази
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порядку розв’язуваних алгебраїчних систем.

3.3.2 Куполоподiбнi оболонки обертання

Нижче представленi результати розрахунку за запропонованим вище ал-

горитмом частот i форм коливань сферичного купола з жорстко закрiпленим

краєм. В якостi характерного лiнiйного розмiру оболонки виберемо її радiус.

Вiдношення радiусу оболонки до її товщини позначимо через δ. Кут мiж вiс-

сю симетрiї оболонки i нормаллю до її серединної поверхнi позначимо через

ϑ. Значення цього кута для закрiпленої нормалi оболонки позначимо через

ϑ0. У всiх наведених розрахунках коефiцiєнт Пуассона ν покладався рiвним

0.3.

У таблицi 3.5 представленi значення перших п’яти безрозмiрних частот

ωi =
√
λi, (i = 1, 5) неосесиметричних коливань (n = 1) розглядуваної обо-

лонки в залежностi вiд числа членiв N в розкладах (3.44) при ϑ0 = 90◦ для

трьох значень параметра δ. Результати таблицi 3.5 показують, що регуляр-

нi координатнi функцiї, побудованi з урахуванням асимптотичної поведiнки

шуканих розв’язкiв в околi полюса оболонки, дозволяють розраховувати з ви-

соким ступенем точностi нижчi частоти коливань як для оболонок середньої

товщини, так i для дуже тонких оболонок.

Значення нормального прогину для першої форми коливань оболонки i

його перших двох похiдних в точцi ϑ = 80◦ в залежностi вiд числа членiв

N в розкладах (3.44) наведенi в таблицi 3.6 при рiзних значеннях параметра

δ. Нормування власних форм коливань оболонки тут вибиралася з умови

w(ϑ0/2 = 1).

Данi таблицi 3.6 свiдчать про те, що для оболонок середньої товщини

(δ 6 400) запропонований вище алгоритм розв’язання вихiдної спектраль-

ної задачi володiє поточковою збiжнiстю як для самої функцiї w(s), так i

для її перших двох похiдних. Зi зменшенням вiдносної товщини оболонки ця

збiжнiсть iстотно уповiльнюється.
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Таблиця 3.5
Значення перших п’яти частот коливань оболонки (n = 1) в залежностi вiд числа членiв

N в розкладах (3.44) при ϑ0 = 90◦

.
N ω1 ω2 ω3 ω4 ω5

δ = 100

8 .5417556 .8525449 .9215523 .9564843 1.0048565

10 .5417536 .8525446 .9215523 .9564067 .9969224

12 .5417535 .8525446 .9215523 .9564067 .9968500

14 .5417535 .8525446 .9215523 .9564067 .9968499

16 .5417535 .8525446 .9215523 .9564067 .9968499

δ = 1000

8 .5337277 .8414342 .9090418 .9302792 .9400686

10 .5326600 .8405728 .9087909 .9302271 .9397110

12 .5323757 .8404612 .9087818 .9302265 .9397103

14 .5323457 .8404580 .9087811 .9302262 .9397103

16 .5323436 .8404572 .9087810 .9302262 .9397103

18 .5323431 .8404572 .9087810 .9302262 .9397103

20 .5323430 .8404572 .9087810 .9302262 .9397103

δ = 2000

12 .5314705 .8391282 .9079635 .9295781 .9389937

14 .5312517 .8390431 .9079570 .9295777 .9389934

16 .5312150 .8390396 .9079563 .9295774 .9389934

18 .5312125 .8390385 .9079561 .9295774 .9389934

20 .5312116 .8390383 .9079561 .9295774 .9389934

22 .5312114 .8390383 .9079561 .9295774 .9389934

Пiдвищення точностi обчислень можна досягти за рахунок збiльшення чи-

сла наближень N в методi Рiтца. При цьому число N обмежене зверху таким

його значенням N ∗, при якому алгебраїчна система (3.47) є погано обумовле-

ною i порушується стiйкiсть обчислювального процесу. З метою обчислення

похiдних вiд функцiї w(s) аж до третього порядку з одночасним зменшенням



124

Таблиця 3.6
Значення w1, w′1 i w′′1 в точцi ϑ = 80◦ для першої форми коливань в залежностi вiд числа

членiв N в розкладах (3.44).

N 8 10 12 14 16 18

δ = 100

w1 .8544 .8527 .8525 .8525 .8525 .8525

w′1 -3.1329 -3.0925 -3.0889 -3.0889 -3.0889 -3.0889

w′′1 -38.2459 -37.9901 -38.0512 -38.0529 -38.0529 -38.0529

δ = 300

w1 .9735 .9528 .9514 .9513 .9514 .9514

w′1 -.5723 -.4685 -.5449 -.5542 -.5585 -.5586

w′′1 -24.1190 -17.1345 -13.4682 -13.3579 -13.3318 -13.3251

δ = 600

w1 .9676 .9213 .9266 .9304 .9312 .9312

w′1 .4812 -.1412 -.4686 -.5894 -.5772 -.5738

w′′1 -4.5266 15.0868 14.4900 9.7187 8.5375 8.0980

δ = 1000

w1 .9625 .8968 .9201 .9289 .9297 .9290

w′1 .8117 -.3595 -1.0541 -1.0456 -.9095 -.8735

w′′1 2.5390 32.0210 11.9583 1.9427 -1.6608 -.2282

розмiрностi алгебраїчної системи (3.47) необхiдно розширити клас допусти-

мих функцiй функцiями примежового шару (3.41), якi локалiзованi в околi

закрiпленого торця оболонки.

Власнi частоти, отриманi запропонованим методом, порiвнюються в та-

блицi 3.7 з частотами, наведеними у роботi [158], якi отриманi за допомогою

модифiкованого чисельного методу розв’язання вихiдної граничної задачi. За

висновком авторiв роботи [158], запропонований ними алгоритм дозволяє з

високою точнiстю визначати частоти i форми коливань сферичної оболонки.

Однак цей алгоритм iстотно ускладнюється зi зменшенням вiдносної товщини
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Таблиця 3.7
Значення нижчих частот першої форми коливань закрiпленого сферичного купола,

обчисленi за запропонованим алгоритмом (верхнiй рядок), i вiдповiднi значення роботи

[158] (нижнiй рядок).

ϑ0 n
δ

25 50 100 200

45◦

1
.9944 .9424 .9270 .9210

.9905 .9414 .9269 .9211

2
1.1657 1.0207 .9704 .9469

1.1635 1.0201 .9703 .9470

3
1.3752 1.0892 .9974 .9606

1.3670 1.0868 .9968 .9606

90◦

1
.5600 .5485 .5418 .5375

.5594 .5483 .5417 .5373

2
.8749 .8636 .8599 .8583

.8736 .8633 .8598 .8583

3
.9471 .9155 .9044 .9003

.9434 .9145 .9041 .9002

оболонки i при δ > 1000 вiн не застосовний.

Як видно з таблицi, наведенi частоти коливань досить добре узгоджую-

ться мiж собою. Найбiльша розбiжнiсть в частотах таблицi 3.7 спостерiгає-

ться для невеликих значень δ. Ця розбiжнiсть пояснюється тим, що в роботi

[158] були використанi рiвняння загальної теорiї тонких оболонок, тодi як

тут — спрощенi рiвняння в формi Муштарi - Донелла - Власова.

Нижче наведенi деякi результати розрахунку частот i форм осесиметри-

чних власних коливань сферичного купола з жорстко закрiпленим краєм.

У таблицi 3.8 наведенi значення перших п’яти безрозмiрних частот ωi =
√
λi осесиметричних коливань сферичного купола в залежностi вiд числа

членiв m в регулярному базисi при ϑf = 135◦ для трьох значень параметра δ.
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Таблиця 3.8
Значення нижчих частот коливань сферичної оболонки в залежностi вiд числа членiв m

в регулярному базисi при mp = 2 i ϑf = 135◦.

m ω1 ω2 ω3 ω4 ω5

δ = 100

2 0.424822 0.810329 0.935994 1.036195 1.595648

4 0.424767 0.801161 0.886484 0.925515 1.091895

6 0.424767 0.801159 0.885994 0.920509 0.951959

8 0.424767 0.801159 0.885994 0.920490 0.943053

10 0.424767 0.801159 0.885994 0.920490 0.942929

12 0.424767 0.801159 0.885994 0.920490 0.942929

δ = 1000

2 0.407475 0.810061 0.962506 1.067890 1.541983

4 0.407312 0.791919 0.880269 0.925323 0.959443

6 0.407312 0.791908 0.878332 0.910762 0.929201

8 0.407312 0.791908 0.878330 0.910476 0.925902

10 0.407312 0.791908 0.878330 0.910476 0.925853

12 0.407312 0.791908 0.878330 0.910476 0.925853

δ = 2000

2 0.405188 0.810334 0.966930 1.070927 1.562291

4 0.404998 0.790777 0.879828 0.926367 0.960434

6 0.404998 0.790765 0.877607 0.910297 0.929309

8 0.404998 0.790765 0.877605 0.909941 0.925456

10 0.404998 0.790765 0.877605 0.909941 0.925388

12 0.404998 0.790765 0.877605 0.909941 0.925388

Для апроксимацiї розв’язкiв, локалiзованих в околi точки ϑf i маючих великi

градiєнти, було використано двi примежовi координатнi функцiї (mp = 2).

Значення нормального прогину w1, меридiонального зусилля T1, згиналь-

ного моменту M1 i перерiзуючої сили Q1 в точцi ϑ∗ = ϑ/ϑf = 0.95 при

ϑf = 135◦ для першої форми коливань оболонки в залежностi вiд числа чле-



127

Таблиця 3.9
Значення w1, T1, M1, Q1 в точцi ϑ∗ = 0.95 при ϑf = 135◦ для першої форми коливань в

залежностi вiд числа членiв m в регулярному базисi (mp = 2).

m w1 T1 M1 Q1

δ = 100

2 -0.48655 0.32695 -0.3572 ·10−3 0.1540 ·10−2

4 -0.47964 0.32650 -0.3433 ·10−3 0.1330 ·10−2

6 -0.47954 0.32654 -0.3427 ·10−3 0.1332 ·10−2

8 -0.47953 0.32654 -0.3427 ·10−3 0.1333 ·10−2

10 -0.47952 0.32653 -0.3427 ·10−3 0.1333 ·10−2

12 -0.47952 0.32653 -0.3427 ·10−3 0.1333 ·10−2

δ = 1000

2 -0.66267 0.30698 0.2381 ·10−5 0.1218 ·10−4

4 -0.66974 0.31265 0.1276 ·10−5 -0.1936 ·10−4

6 -0.66974 0.31285 0.1253 ·10−5 -0.2058 ·10−4

8 -0.66972 0.31286 0.1253 ·10−5 -0.2078 ·10−4

10 -0.66971 0.31286 0.1254 ·10−5 -0.2085 ·10−4

12 -0.66970 0.31286 0.1256 ·10−5 -0.2085 ·10−4

14 -0.66970 0.31286 0.1256 ·10−5 -0.2084 ·10−4

δ = 2000

2 -0.65883 0.30248 0.7736 ·10−8 0.1982 ·10−4

4 -0.66188 0.31066 0.6321 ·10−7 0.1384 ·10−4

6 -0.66158 0.31068 0.6789 ·10−7 0.1371 ·10−4

8 -0.66154 0.31067 0.6874 ·10−7 0.1372 ·10−4

10 -0.66153 0.31067 0.6908 ·10−7 0.1374 ·10−4

12 -0.66153 0.31067 0.6913 ·10−7 0.1375 ·10−4

14 -0.66153 0.31067 0.6901 ·10−7 0.1376 ·10−4

нiв m в регулярному базисi при фiксованому числi примежових базисних

функцiй (mp = 2) наведенi в таблицi 3.9 для трьох значень параметра δ.

Нормування власних форм коливань оболонки тут i далi вибиралося та-

ким чином, щоб максимальний прогин оболонки в напрямку зовнiшньої нор-



128

малi дорiвнював одиницi.

Данi таблиць 3.8 i 3.9 свiдчать про те, що запропонований алгоритм

розв’язання даної спектральної задачi має однакову збiжнiсть як при малих,

так i при середнiх значеннях вiдносної товщини оболонки.

Аналогiчна збiжнiсть, наведених в таблицi 3.9 величин, спостерiгається i

при iнших значеннях незалежної змiнної ϑ. Отже, побудованi вище системи

координатних функцiй забезпечують поточкову збiжнiсть не тiльки самих

розв’язкiв, але i їх похiдних до певного порядку. Це дозволяє визначати си-

ли i моменти в усiх точках серединної поверхнi оболонки. Таким чином, при

вдалому виборi системи базисних функцiй варiацiйний метод дозволяє по-

будувати наближений розв’язок задачi, який в певному сенсi близький до її

точного розв’язку.

Слiд також зазначити, що аналогiчнi результати для даної оболонки мо-

жна отримати з використанням тiльки регулярних координатних функцiй

(mp = 0). Однак, побудований на такiй основi алгоритм розв’язання зада-

чi не буде володiти властивiстю рiвномiрної збiжностi по параметру µ. Для

отримання результатiв iз заданою точнiстю, кiлькiсть членiв в розкладах Рi-

тца з використанням тiльки регулярного базису необхiдно збiльшити вiдносно

базису з примежовими функцiями в 1.5; 2 i 3 рази при δ = 100; 1000 i 2000.

вiдповiдно. При подальшому зменшеннi вiдносної товщини оболонки, вико-

ристання тiльки регулярного базису для отримання розв’язкiв розглядуваної

якостi стає неефективним, оскiльки може настати втрата стiйкостi обчислю-

вального процесу до досягнення граничних значень обчислюваних величин.

Пояснення цього факту випливає з того, що точнi розв’язки, якi включають в

себе експоненцiальнi функцiї з великим аргументом, погано апроксимуються

рядами Тейлора. Якщо в практичних розрахунках немає необхiдностi обчи-

слювати похiднi вiд форм коливань, то вiдповiдно до результатiв таблиць 3.8

i 3.9 можна iстотно знизити порядок розв’язуваної алгебраїчної системи.

На рис. 3.5 показано поведiнку функцiй T1(ϑ
∗),M1(ϑ

∗) i Q1(ϑ
∗) в залежно-
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Рис. 3.5. Розподiл зусиль T1, моментiв M1 i перерiзуючих сил Q1 по

меридiану оболонки для рiзних значень кута ϑf при δ = 150.

стi вiд значення аргументу ϑ∗ = ϑ/ϑf при рiзних значеннях кута ϑf закрiпле-

ної паралелi оболонки i при δ = 150. З наведених графiкiв випливає, що всi

розглядуванi величини приймають максимальнi значення в околi закрiплено-

го контуру оболонки (за винятком зусилля T1 при ϑf = 90◦). При цьому в за-

значеному околi по мiрi зростання кута ϑf зростають i значення цих величин.
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Слiд зазначити, що при розрахунку замкнутих в полюсi оболонок обертання

безпосереднє застосування методу ортогональної прогонки або iнших набли-

жених методiв розв’язання даної спектральної задачi є неможливим, оскiльки

в цьому випадку система вихiдних диференцiальних рiвнянь має регулярну

особливу точку. Тому в рядi робiт [67], [140], приймається додаткове припу-

щення, що наявнiсть малого отвору в полюсi оболонки не робить iстотного

впливу на характер власних коливань замкнутих в полюсi оболонок. При цьо-

му на паралелi, що вiдповiдає цьому отвору (ϑ = ϑ0), ставляться граничнi

умови вiльного краю:

(T1)ϑ=ϑ0 = (M1)ϑ=ϑ0 = (Q1)ϑ=ϑ0 = 0. (3.53)

Виходячи з встановленої вище поведiнки розв’язкiв u(ϑ) i w(ϑ) в околi

полюса оболонки, можна показати, що при ϑ → 0 перерiзуюча сила Q1 на-

ближається до нуля, тодi як зусилля T1 i момент M1 наближаються до своїх

граничних значень. Розрахунки показують рис. 3.5, що функцiяM1(ϑ) в околi

полюса оболонки приймає малi значення. Таким чином, для вихiдної оболон-

ки при малих значеннях кута ϑ перша умова (3.53) не виконується, а друга

i третя умови виконуються наближено. Проте, порiвняння частот коливань

сферичної оболонки, якi отриманi в данiй роботi i в роботi [67], пiдтверджує

правомiрнiсть застосування в даному випадку розрахункової схеми, заснова-

ної на замiнi вихiдної оболонки оболонкою з малим вiльним отвором в околi

полюса. Можливо невiдповiднiсть умов (3.53) дiйснiй поведiнцi силових фа-

кторiв оболонки при ϑ→ 0 може позначитися при визначеннi форм коливань

оболонки i особливо їх похiдних в околi її полюса. Загалом же при розрахунку

iнтегральних характеристик при коливаннях оболонки, згадана вище набли-

жена розрахункова схема куполоподiбних оболонок є виправданою.

Таким чином розроблений алгоритм розв’язання задачi про осесиметричнi

коливаннях куполоподiбних оболонок обертання на основi варiацiйного мето-

ду має однакову швидкiсть збiжностi як при малих, так i при середнiх значе-
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ннях вiдносної товщини оболонки. В областi тих значень товщини оболонки,

коли можливе застосування регулярного базису з використанням полiномiв

Лежандра, розширення класу допустимих функцiй функцiями типу приме-

жового шару призводить до зниження порядку розв’язуваних алгебраїчних

систем.

Запропонованi системи координатних функцiй в методi Рiтца забезпечу-

ють рiвномiрну збiжнiсть розв’язкiв i їх перших похiдних у всiх точках обла-

стi iнтегрування рiвнянь, що описують власнi осесиметричнi коливання ку-

полоподiбних оболонок обертання.



РОЗДIЛ 4

ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДА РIТЦА В ПОЄДНАННI З

МЕТОДОМ ДЕКОМПОЗИЦIЇ ОБЛАСТI ДЛЯ РОЗРАХУНКУ

КОЛИВАНЬ МЕХАНIЧНИХ СИСТЕМ

Даний роздiл присвячений застосуванню метода Рiтца до побудови на-

ближених розв’язкiв спектральних задач з умовами спряження. Знаходження

роз’язкiв цих задач базується на формулюваннi узагальненого функцiоналу,

для якого умови спряження на сумiжнiй границi штучно введених пiдобла-

стей вiдносяться до числа його природних граничних умов. Це дозволяє не-

залежно вибирати базиснi функцiї для метода Рiтца в цих пiдобластях.

Ефективнiсть запропонованого метода продемонстровано при побудовi

розв’язкiв одномiрної задачi на власнi значення про коливання стержня

з кусково-неперервними пружно-масовими характеристиками, а також спе-

ктральної задачi з параметром в граничнiй умовi для рiвнянь в частинних

похiдних про вiльнi коливання iдеальної рiдини в резервуарах складної гео-

метрiї. Розробка методiв побудови розв’язкiв цих задач має самостiйне пра-

ктичне значення.

4.1 Вiльнi коливання складеного стержня

4.1.1 Постановка задачi

Розглянемо стержень довжини l, який складається зi спряжених стер-

жнiв з рiзними пружно-масовими характеристиками. Вважається, що складе-

ний стержень має одну вiсь симетрiї. Введемо декартову систему координат

Oxyz, вiсь Oz якої сумiсна з вiссю симетрiї стержня. Початок системи ко-

ординат O зв’яжемо з нижнiм краєм стержня. Без обмеження загалу будемо

розглядати стержень, який складається з двох спряжених стержнiв з рiзними

фiзичними та геометричними характеристиками. Покладемо, що спряження
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вiдбувається при z = ζ.

Нижче розглядаються поперечнi коливання конструкцiї на основi лiнiйної

теорiї згину стержнiв без врахування поперечних зсувiв i iнерцiї повороту пе-

рерiзiв. Вiдповiдно до цього згиннi вiльнi коливання розглядуваного стержня

будуть описуватися диференцiальним рiвнянням [25], [91]:

d2

dz2

(
EJ

d2w

dz2

)
− ω2ρSw = 0, z ∈ G, (4.1)

де

EJ =

 E(1)J (1), z ∈ [0, ζ],

E(2)J (2), z ∈ [ζ, l],
ρS =

 ρ(1)S(1), z ∈ [0, ζ],

ρ(2)S(2), z ∈ [ζ, l],

w =

 w(1), z ∈ [0, ζ],

w(2), z ∈ [ζ, l],
G = G(1) ∪G(2), G(1) = (0, ζ), G(2) = (ζ, l),

J(z) i S(z) — момент iнерцiї i площа поперечного перерiзу з абсцисою z;

E(z) i ρ(z) — модуль пружностi при згинi i густина матерiалу стержня; ω —

частота вiльних коливань; w(z) — поперечне перемiщення точок нейтральної

лiнiї стержня.

Будемо вважати, що згиннi жорсткостi E(i)J (i) i погоннi маси ρ(i)S(i) дi-

лянок стержня є неперервно-диференцiйованими функцiями в областях G(i)

(i = 1, 2).

Припустимо для визначеностi, що один кiнець стержня закрiплений, а

iнший — вiльний. Тодi на кiнцях вiдрiзка [0, l] повиннi виконуватися граничнi

умови

w(0) =
dw

dz

∣∣∣∣
z=0

= 0, (4.2)

Q(2)|z=l = 0; M (2)|z=l = 0. (4.3)

Тут i далiQ(i) iM (i) — поперечна сила i згинний момент стержня в перерiзi

z вiдповiдно:

Q(i) =
d

dz

(
E(i)J (i)d

2w(i)

dz2

)
; M (i) = E(i)J (i)d

2w(i)

dz2
. (4.4)
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Крiм граничних умов (4.2) i (4.3) в точцi z = ζ повиннi виконуватися

кiнематичнi та силовi граничнi умови спряження:

[w(2) − w(1)]z=ζ = 0,

[
dw(2)

dz
− dw(1)

dz

]
z=ζ

= 0, (4.5)

[Q(2) −Q(1)]z=ζ = 0, [M (2) −M (1)]z=ζ = 0. (4.6)

Розбиття вихiдного стержня на пiдобластi i формулювання умов спряже-

ння пов’язано не з фiзичною постановкою задачi, а з наближеним методом її

розв’язання. В результатi умови спряження розв’язкiв для пiдобластей фiгу-

рують нарiвнi з рiвняннями i граничними умовами вихiдної задачi.

Похiднi другого i бiльш високого порядку вiд розв’язкiв сформульованої

однорiдної крайової задачi (4.1) - (4.6) допускають розриви першого роду в

точцi z = ζ.

4.1.2 Побудова розв’язку

Розглянемо функцiонал

F1(w) =
2∑

k=1

∫
G(k)

[
E(k)J (k)

(
d2w(k)

dz2

)2

− ω2ρ(k)S(k)(w(k))2

]
dG(k). (4.7)

Розглянемо задачу про стацiонарнi значеннях функцiоналу (4.7), не на-

кладаючи нiяких граничних умов на функцiю w(z), крiм умов (4.2). Викону-

ючи iнтегрування по частинах, вираз для першої варiацiї функцiоналу можна

представити в наступному виглядi:

1

2
δF1(w) =

2∑
k=1

∫
G(k)

L(w(k)) δ w(k)dz +

[
M (2)d δ w

(2)

dz
−Q(2)δ w(2)

]
z=l

+

+

[
M (1)d δ w

(1)

dz
−Q(1)δ w(1) −M (2)d δ w

(2)

dz
+Q(2)δw(2)

]
z=ζ

= 0, (4.8)

де

L(w(k)) =
d2

dz2

(
E(k)J (k)d

2w(k)

dz2

)
− ω2ρ(k)S(k)w(k).
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З довiльностi варiацiй δw(k) в областях G(k) i варiацiй на вiльному кiнцi

стержня з варiацiйного рiвняння (4.8) випливає, що

L(w(k)) = 0 при z ∈ G(k), Q(2)|z=l = 0, M (2)|z=l = 0.

Якщо покласти, що на класi допустимих функцiй виконуються кiнемати-

чнi умови спряження (4.5), то з (4.8) випливає, що силовi умови спряження

(4.6) будуть природними граничними умовами для функцiоналу F1(w).

Отже, при використаннi методу Рiтца для розв’язання варiацiйного рiв-

няння (4.8) апроксимацiї для перемiщень w(1) i w(2) повиннi вибиратися та-

ким чином, щоб забезпечити неперервнiсть перемiщень i їх перших похiдних

в сумiжнiй точцi z = ζ подобластей G(1) i G(2) i виконання граничних умов

жорсткого крiплення стержня при z = 0. В цьому випадку iншi граничнi умо-

ви задачi для розглядуваного функцiоналу будуть природними граничними

умовами. Якщо виконання граничних умов (4.2) не викликає особливих тру-

днощiв, то виконання умов спряження (4.5) призводить до досить складного

алгоритму розв’язання розглядуваної задачi, заснованого на методi Рiтца, на-

приклад [95]. У зв’язку з цим виникає проблема побудови такого функцiона-

лу F (w), для якого всi умови спряження мiж стержнями були б природними

граничними умовами.

Якщо розглядати умови (4.5) як додатковi обмеження на задачу знахо-

дження стацiонарних значень функцiоналу F1(w), то можна скористатися

пiдходом Лагранжа для побудови нового функцiоналу F2(w). Вiдповiдно до

цього пiдходу введемо в розгляд новий функцiонал F2(w, α1, α2), який буду-

ється за правилом

F2(w, α1, α2) =

= F1(w) + α1(w
(2) − w(1))z=ζ + α2

(
dw(2)

dz
− dw(1)

dz

)
z=ζ

, (4.9)

де α1 i α2 — так званi множники Лагранжа, що пiдлягають визначенню в

подальшому.
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Отже, для знаходження розв’язку даної задачi потрiбно знайти стацiо-

нарнi значення функцiонала (4.9) вiдносно варiацiй по w, α1 i α2 на класi

функцiй, що задовольняють лише головним граничним умовам (4.2).

Щоб уникнути штучного пiдвищення числа невiдомих задачi за рахунок

множникiв Лагранжа виразимо α1 i α2 через самi розв’язки w(k) i їх похiднi.

Це дозволить спростити алгоритм знаходження наближеного розв’язку задачi

за допомогою методу Рiтца.

Обчислимо першу варiацiю функцiонала (4.9) з урахуванням виразу для

варiацiї функцiонала F1(w). При цьому будемо мати

1

2
δ F2(w, α1, α2) =

2∑
k=1

∫
G(k)

L(w(k))δ w(k) dG(k)+

+

[
M (2)dδ w

(2)

dz
−Q(2)δ w(2)

]
z=l

+
{[α1

2
+Q(2)

]
δ w(2)−

−
[α1

2
+Q(1)

]
δ w(1) +

[α2

2
−M (2)

] dδ w(2)

dz
−
[α2

2
−M (1)

] dδ w(1)

dz
+

+
δ α1

2
[w(2) − w(1)] +

δ α2

2

[
dw(2)

dz
− dw(1)

dz

]}
z=ζ

. (4.10)

Якщо F2 приймає стацiонарне значення, тобто δF2 = 0 для довiльних варi-

ацiй δw, δα1, δα2, то з (4.10) випливає, що розв’язки w i значення множникiв

Лагранжа, повиннi задовольняти рiвнянням (4.1), (4.3), (4.5), i рiвнянням

α1

2
= −Q(1)|z=ζ ;

α1

2
= −Q(2)|z=ζ ;

α2

2
= M (2)|z=ζ ;

α2

2
= M (1)|z=ζ . (4.11)

Звiдси випливають рiвностi правих частин в формулах (4.11), якi є силови-

ми умовами спряження (4.6). Складаючи вирази (4.11) для α1 i α2 одержуємо

такi значення:

α1 = −(Q(1) +Q(2))|z=ζ ; α2 = (M (1) +M (2))|z=ζ . (4.12)

Отриманi спiввiдношення (4.12) дозволяють сформулювати узагальнений

функцiонал F (w), замiнивши в функцiоналi (4.9) значення α1 i α2 тотожно
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рiвними їм величинами. Таким чином, можна шукати стацiонарнi значення

не функцiоналу F1(w), а функцiоналу

F (w) = F1(w)− [(Q(1) +Q(2))(w(2) − w(1))]z=ζ+

+

[
(M (1) +M (2))

(
dw(2)

dz
− dw(1)

dz

)]
z=ζ

. (4.13)

Застосовуючи стандартнi прийоми варiацiйного числення, переконуємося,

що рiвняннями Ейлера для функцiонала (4.13) будуть рiвняння (4.1). Крайо-

вi умови (4.3), (4.5), (4.6) тепер є природними крайовими умовами для нього,

так як вони автоматично виконуються для функцiї w, що доставляє фун-

кцiоналу F (w) стацiонарне значення. В цьому випадку множина допустимих

функцiй є бiльш широкою (по вiдношенню до функцiоналу F1(w)), так як по-

трiбно, щоб будь-яка функцiя, що належить цiй множинi, задовольняла лише

головним граничним умовами (4.2). Це дуже важливий момент в застосуван-

нi варiацiйного методу до розв’язання розглядуваної задачi, який дозволяє

фактично виключити з розгляду досить складнi граничнi умови.

Отриманi результати дозволяють перейти тепер до побудови наближеного

розв’язку розглядуваної спектральної задачi на основi методу Рiтца. У зв’яз-

ку з цим представимо шуканi функцiї w(k)(z) у виглядi наступних розкладiв

в пiдобластях G(k) (k = 1, 2):

w(1)(z) =
N∑
j=1

ajV
(1)
j (z), w(2)(z) =

N∑
j=1

bjV
(2)
j (z), (4.14)

де

V
(1)
j (z) = z2Pj

(
2z

ζ
− 1

)
, V

(2)
j (z) = Pj

(
2z

l − ζ
− l + ζ

l − ζ

)
.

Тут Pj — змiщенi на одиницю за iндексом j многочлени Лежандра з ар-

гументами, перетвореними на iнтервали [0, ζ] i [ζ, l] вiдповiдно. Система ко-

ординатних функцiй {V (1)
j (z)} пiдпорядкована головним граничним умовам

задачi (4.2).

Вибранi системи базисних функцiй є лiнiйно-незалежними i повними си-

стемами функцiй в областях G(k). Такi координатнi функцiї забезпечують
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високу стiйкiсть обчислювального процесу при великому числi членiв N в

розкладах (4.14).

Надалi будемо користуватися безрозмiрними величинами (позначенi ри-

скою зверху), якi пов’язанi з вiдповiдними розмiрними величинами насту-

пним чином:

m̄(i) =
ρ(i)S(i)

ρ(0)S(0)
, Ē(i)J̄ (i) =

E(i)J (i)

E(0)J (0)
, w = R0w̄; ω̄2 =

R4
0ρ

(0)F (0)

E(0)J (0)
ω2, (4.15)

де R0 — характерний лiнiйний розмiр стержня, ρ(0)S(0) i E(0)J (0) — погоннi

маса i згинна жорсткiсть стержня в характерному його перерiзi.

Далi, для спрощення форми запису, риску над безрозмiрними величинами

будемо опускати.

Пiдставимо розклади (4.14) в функцiонал (4.13). Тодi функцiонал F (w)

буде залежати вiд 2N змiнних a1, a2, ... , aN , b1, b2, ... , bN . Задача про ста-

цiонарнiсть функцiоналу (4.13) еквiвалентна системi лiнiйних алгебраїчних

рiвнянь
∂F

∂ai
= 0,

∂F

∂bi
= 0, (i = 1, 2, ... , N).

Ця система рiвнянь може бути записана у виглядi

(A− ω2B) ~X = 0, (4.16)

де вектор-стовпець ~X має вигляд ~X = {a1, a2, ... , aN , b1, b2, ... , bN}.

Для формування елементiв αij i βij вiдповiдно симетричних матриць A

i B випишемо варiацiю функцiонала F (w) в безрозмiрних величинах. За-

уважимо, що симетричнiсть матрицi A випливає з симетричностi оператора

вихiдної задачi. При цьому δF (w) можна представити в наступному виглядi:

1

2
δF (w) =

2∑
k=1

∫
G(k)

[
E(k)J (k)d

2w(k)

dz2

d2δw(k)

dz2
− ω2m(k)w(k)δw(k)

]
dG(k)+

+
1

2

{
δα1(w

(2) − w(1)) + δα2

(
dw(2)

dz
− dw(1)

dz

)
+ α1δw

(2) − α1δw
(1)+
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+α2
dδw(2)

dz
− α2

dδw(1)

dz

}
z=ζ

. (4.17)

Для спрощення запису формул введемо додатковi позначення:

Q
(k)
i =

d

dz

(
E(k)J (k)d

2V
(k)
i

dz2

)
; M

(k)
i = E(k)J (k)d

2V
(k)
i

dz2
, (4.18)

(k = 1, 2, ; i = 1, 2, ... , N).

Обчислимо ∂F
∂ai

. Для цього випадку у формулi (4.17) покладаємо

δw(1) = V
(1)
i , δw(2) = 0, δα1 = −Q(1)

i , δα2 = M
(1)
i .

При цьому будемо мати

αij =

ζ∫
0

E(1)J (1)d
2V

(1)
i

dz2

d2V
(1)
j

dz2
dz+

+
1

2

[
Q

(1)
i V

(1)
j +Q

(1)
j V

(1)
i −M

(1)
i

dV
(1)
i

dz
−M (1)

j

dV
(1)
i

dz

]
z=ζ

,

αi,j+N =
1

2

[
Q

(2)
j V

(1)
i −Q

(1)
i V

(2)
j +M

(1)
i

dV
(2)
j

dz
−M (2)

j

dV
(1)
j

dz

]
z=ζ

,

(i, j = 1, 2, ... , N). (4.19)

Обчислимо ∂F
∂bi

. В цьому випадку в формулi (4.17) покладаємо

δw(1) = 0, δw(2) = V
(2)
i , δα1 = −Q(2)

i , δα2 = M
(2)
i .

При цьому для елементiв αi+N,j+N отримаємо вираз

αi+N,j+N =

l∫
ζ

E(2)J (2)
d2V

(2)
j

dz2

d2V
(2)
i

dz2
dz+

+
1

2

[
M

(2)
i

dV
(2)
j

dz
+M

(2)
j

dV
(2)
i

dz
−Q(2)

i V
(2)
j −Q

(2)
j V

(2)
i

]
z=ζ

, (4.20)
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(i, j = 1, 2, ... , N).

Елементи αi+N,j симетричнi елементам αi,j+N .

У свою чергу ненульовi елементи матрицi B обчислюються за формулами

βij =

ζ∫
0

m1V
(1)
i V

(1)
j dz, βi+m0,j+m0

=

l∫
ζ

m2V
(2)
i V

(2)
j dz. (4.21)

Таким чином, вихiдна задача зведена до узагальненої алгебраїчної задачi

на власнi значення (4.16). Елементи матриць A i B досить просто i з висо-

кою степiнню точностi обчислюються за допомогою квадратурної формули

Гаусса. Для розв’язання алгебраїчної задачi (4.16) є достатня кiлькiсть стан-

дартних програм для сучасних ПK.

4.1.3 Деякi чисельнi результати i аналiз ефективностi запропо-

нованого алгоритму

Наведемо приклад розрахунку частот, форм коливань, перерiзуючих сил i

моментiв для складеного стержня за запропонованим вище алгоритмом. Роз-

глянемо стержень, який складається з двох дiлянок цилiндричної форми з

кусково-постiйними пружно-масовими характеристиками. Для такого скла-

деного стержня можна отримати точний розв’язок розглядуваної спектраль-

ної задачi. Дiаметри складових стержня позначимо через d1 i d2. Покладемо

також, що

E(1) = E(2), ρ(1) = ρ(2), E(0)J (0) = E(1)J (1), ρ(0)S(0) = ρ(1)S(1).

За характерний лiнiйний розмiр вибираємо радiус першого стержня. Тодi

безрозмiрнi величини в формулах (4.15) приймуть наступнi значення:

m1 = 1, m2 =

(
d2

d1

)2

, E(1)J (1) = 1, E(2)J (2) =

(
d2

d1

)4

. (4.22)

При проведеннi розрахункiв будемо вважати, що l = 20 i ζ = 10.

У таблицi 4.1 наведенi результати обчислень перших п’яти нижчих частот

поперечних коливань розглядуваного стержня в залежностi вiд числа членiв
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Таблиця 4.1
Залежнiсть перших п’яти частот власних коливань складеної балки вiд числа членiв N в

розкладi (4.14) при рiзних значеннях вiдношення d2/d1.

N ω1 ω2 ω3 ω4 ω5

d2/d1 = 1.0

5 0.0087901 0.0551941 0.1549078 0.3155029 0.5921559

6 0.0087900 0.0550870 0.1544961 0.3059954 0.5060671

7 0.0087900 0.0550862 0.1542435 0.3023844 0.5038674

8 0.0087900 0.0550862 0.1542432 0.3022674 0.4996959

9 0.0087900 0.0550862 0.1542430 0.3022549 0.4996735

10 0.0087900 0.0550862 0.1542430 0.3022548 0.4996491

11 0.0087900 0.0550862 0.1542430 0.3022548 0.4996489

∗ 0.0087900 0.0550862 0.1542430 0.3022548 0.4996488

d2/d1 = 2.0

5 0.0045992 0.0499424 0.2230907 0.4350730 0.7040081

6 0.0045992 0.0499030 0.2225490 0.4244556 0.6706942

7 0.0045992 0.0499030 0.2224979 0.4198270 0.6628935

8 0.0045992 0.0499030 0.2224977 0.4198146 0.6624623

9 0.0045992 0.0499030 0.2224977 0.4198105 0.6624366

10 0.0045992 0.0499030 0.2224977 0.4198105 0.6624354

11 0.0045992 0.0499030 0.2224977 0.4198105 0.6624354

∗ 0.0045992 0.0499030 0.2224977 0.4198105 0.6624354

d2/d1 = 3.0

5 0.0030829 0.0382659 0.2317938 0.5907269 0.7887204

6 0.0030829 0.0382503 0.2314184 0.5682713 0.7384920

7 0.0030829 0.0382503 0.2314111 0.5651969 0.7196961

8 0.0030829 0.0382503 0.2314111 0.5650976 0.7194735

9 0.0030829 0.0382503 0.2314111 0.5650956 0.7194500

10 0.0030829 0.0382503 0.2314111 0.5650954 0.7194490

11 0.0030829 0.0382503 0.2314111 0.5650954 0.7194490

∗ 0.0030829 0.0382503 0.2314111 0.5650954 0.7194490
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N в розкладах (4.14) при рiзних значеннях вiдношення дiаметрiв d2
d1

. Значен-

ня частот, якi позначенi в таблицi зiрочкою, вiдповiдають точному розв’язку

даної задачi, отриманого за алгоритмом роботи [54]. Результати наведеної та-

блицi свiдчать про те, що при заданих параметрах стержня, для обчислення

перших п’яти частот i форм коливань з точнiстю до семи значущих цифр

досить утримати в розкладах (4.14) до 11 членiв. збiльшення довжини стер-

жня супроводжується збiльшенням кiлькостi членiв у розкладах для шука-

них функцiй в пiдобластях G(i). При зменшеннi довжини стержня збiжнiсть

згаданих рядiв покращується. При цьому витрати машинного часу на ПK

середнього класу для розрахунку п’яти форм i частот коливань складають

менше однiєї секунди. Все це свiдчить про певну ефективнiсть запропонова-

ного алгоритму розв’язання даної задачi.

У таблицях 4.2 i 4.3 наведенi граничнi значення першої i п’ятої форм

коливань i їх першої похiдної, моменту i перерiзуючої сили при пiдходi з

рiзних сторiн до сумiжної точки z = ζ пiдобластей G(1) i G(2) при рiзнiй

кiлькостi наближеньN в розкладах (4.14). Тут символи ζ−0 i ζ+0 означають,

що всi величини, якi йдуть за ними обчисленi як граничнi значення вiдповiдно

злiва i праворуч вiд точки z = ζ. Зiрочкою позначенi розрахунковi величини,

отриманi на основi точного розв’язання розглядуваної спектральної задачi.

При обчисленнi форм коливань було прийняте нормування w(l) = 1.0.

Данi таблицi свiдчать про те, що наближення Рiтца збiгаються досить

швидко i мають граничнi величини, якi спiвпадають з точним розв’язком

задачi. Крiм того, цi результати показують точнiсть задоволення кiнемати-

чних i силових умов спряження дiлянок стержня по мiрi збiльшення числа

наближень в методi Рiтца.

Вiдповiдно до загальної теорiї варiацiйних методiв [71] випливає, що по-

слiдовнi наближення для wN i w′N збiгаються до своїх точних значень рiвно-

мiрно, а похiднi вiд форм коливань вище другого порядку збiгаються лише в

середньому. Результати обчислень за запропонованим вище алгоритмом по-
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Таблиця 4.2
Значення функцiй w1(ζ ± 0), w′1(ζ ± 0), M1(ζ ± 0) i Q1(ζ ± 0) в залежностi вiд числа

членiв N в розкладi (4.14) при рiзних значеннях вiдношення d2/d1.

N w1(ζ ± 0) w′1(ζ ± 0) M1(ζ ± 0) Q1(ζ ± 0)

d2/d1 = 1.0

5 0.3394959E+00 0.5811823E-01 0.2983103E-02 -0.4784634E-03

0.3395525E+00 0.5818732E-01 0.2985662E-02 -0.5438817E-03

7 0.3395231E+00 0.5815275E-01 0.2984410E-02 -0.5112992E-03

0.3395231E+00 0.5815270E-01 0.2984432E-02 -0.5110301E-03

9 0.3395231E+00 0.5815272E-01 0.2984421E-02 -0.5111641E-03

0.3395231E+00 0.5815272E-01 0.2984421E-02 -0.5111652E-03

11 0.3395231E+00 0.5815272E-01 0.2984421E-02 -0.5111647E-03

0.3395231E+00 0.5815272E-01 0.2984421E-02 -0.5111647E-03

∗ 0.3395231E+00 0.5815272E-01 0.2984421E-02 -0.5111647E-03

d2/d1 = 3.0

5 0.3659575E+00 0.6329483E-01 0.3384255E-02 -0.5659157E-03

0.3659643E+00 0.6329366E-01 0.3360817E-02 -0.6022989E-03

7 0.3659609E+00 0.6329424E-01 0.3372537E-02 -0.5841078E-03

0.3659609E+00 0.6329424E-01 0.3372538E-02 -0.5841063E-03

9 0.3659609E+00 0.6329424E-01 0.3372537E-02 -0.5841071E-03

0.3659609E+00 0.6329424E-01 0.3372537E-02 -0.5841071E-03

11 0.3659609E+00 0.6329424E-01 0.3372537E-02 -0.5841071E-03

0.3659609E+00 0.6329424E-01 0.3372537E-02 -0.5841070E-03

∗ 0.3659609E+00 0.6329424E-01 0.3372537E-02 -0.5841071E-03

казують, що варiацiйний метод має збiжнiсть розв’язкiв i перших трьох їх

похiдних в рiвномiрнiй метрицi як на границях областей G(1) i G(2), так i

всерединi їх. Це дозволяє розраховувати моменти i перерiзуючi сили в будь-

якому перерiзi складеного стержня.

Поведiнка п’ятої форми коливань складеного стержня i її перших трьох

похiдних при d2/d1 = 3 показано на рис. 4.1. Тут z = z/l. З рисункiв видно,
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Таблиця 4.3
Значення функцiй w5(ζ ± 0), w′5(ζ ± 0), M5(ζ ± 0) i Q5(ζ ± 0) в залежностi вiд числа

членiв N в розкладi (4.14) при d2/d1 = 3.

N w5(ζ ± 0) w′5(ζ ± 0) M5(ζ ± 0) Q5(ζ ± 0)

5 0.1910717E+01 -0.6741793E+00 -0.3938804E+01 -0.40655E+01

0.9860990E+00 -0.4919829E+00 0.6326108E+00 0.42152E+01

7 0.1055531E+01 -0.4291291E+00 -0.1809747E+01 -0.10133E+00

0.1054878E+01 -0.4247421E+00 -0.2012769E+01 -0.12391E+01

9 0.1054638E+01 -0.4268204E+00 -0.1911010E+01 -0.73063E+00

0.1054715E+01 -0.4270997E+00 -0.1898053E+01 -0.60000E+00

11 0.1054677E+01 -0.4269671E+00 -0.1904200E+01 -0.66032E+00

0.1054674E+01 -0.4269543E+00 -0.1904811E+01 -0.67027E+00

13 0.1054675E+01 -0.4269606E+00 -0.1904515E+01 -0.66551E+00

0.1054675E+01 -0.4269608E+00 -0.1904495E+01 -0.66507E+00

15 0.1054675E+01 -0.4269607E+00 -0.1904505E+01 -0.66528E+00

0.1054675E+01 -0.4269607E+00 -0.1904505E+01 -0.66530E+00

∗ 0.1054675E+01 -0.4269607E+00 -0.1904505E+01 -0.66529E+00

що шуканi розв’язки не володiють достатньою гладкiстю. Як i слiд було очi-

кувати, похiднi вiд розв’язку другого i бiльш високого порядку в точцi z = ζ

терплять розрив першого роду. При цьому, необхiдна степiнь гладкостi роз-

глядуваних розв’язкiв не приймається заздалегiдь, а забезпечується самим

варiацiйним рiвнянням.

Таким чином, побудова наближеного розв’язку розглядуваної спектраль-

ної задачi з використанням методу декомпозицiї областi визначення шукано-

го розв’язку i методу Рiтца для функцiоналу, для якого умови спряження

в сумiжнiй точцi введених пiдобластей є природними граничними умовами,

дозволяє отримати досить ефективний алгоритм розрахунку власних коли-

вань складених стержнiв з кусково-неперервними пружно-масовими характе-

ристиками.
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Рис. 4.1. Поведiнка п’ятої форми коливань i її перших трьох похiдних при d2/d1 = 3.

4.2 Власнi коливання рiдини в резервуарах складної

геометрiї

4.2.1 Постановка задачi

Задача про лiнiйнi власнi коливання iдеальної i нестисливої рiдини в не-

рухомому резервуарi вiдносно потенцiалу змiщень Φ(x, y, z) має вигляд [119]:

∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
+
∂2Φ

∂z2
= 0, (x, y, z) ∈ Q,(

∂Φ

∂ν
− κΦ

)∣∣∣∣
Σ

= 0,
∂Φ

∂ν

∣∣∣∣
S

= 0,

∫
Σ

ΦdS = 0,
(4.23)

де Σ — незбурена вiльна поверхня рiдини, S — змочувана поверхня резерву-

ара, Q — область, обмежена поверхнею Σ∪S, ~ν — орт зовнiшньої нормалi до

поверхонь Σ i S, κ — частотний параметр, який пiдлягає визначенню.

Нехай резервуар має форму тiла обертання. Вiсь Oz декартової системи

координатOxyz сумiстимо з вiссю симетрiї ємностi i направимо її в бiк вiльної
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поверхнi Σ. Введемо цилiндричну систему координат Oxrη

x = r cos η, y = r sin η, z = z. (4.24)

Надалi будемо розглядати антисиметричнi коливання рiдини в площи-

нi Oyz. З урахуванням осьової симетрiї резервуара представимо функцiю

Φ(x, y, z) в наступному виглядi:

Φ(x, y, z) = ψ(r, z) sin η. (4.25)

Тодi для складової потенцiалу змiщень ψ(r, z) отримаємо наступну спе-

ктральну задачу в областi G меридiонального перерiзу посудини:

M(ψ) =
∂

∂r

(
r
∂ψ

∂r

)
+

∂

∂z

(
r
∂ψ

∂z

)
− 1

r
ψ = 0, (z, r) ∈ G,(

∂ψ

∂z
− κψ

)∣∣∣∣
L0

= 0,
∂ψ

∂ν

∣∣∣∣
L

= 0, ψ(0, z) = 0.

(4.26)

Тут L0 i L — лiнiї перетину меридiонального перерiзу посудини з поверхнями

Σ i S вiдповiдно.

Однорiдна крайова задача (4.26) з параметром κ в граничнiй умовi еквi-

валентна варiацiйнiй задачi для функцiоналу [119]:

I =

∫
G

r

[(
∂ψ

∂z

)2

+

(
∂ψ

∂r

)2

+
1

r
ψ2

]
dG− κ

∫
L0

rψ2ds (4.27)

на класi функцiй, iнтегрованих разом з квадратом i їх першими похiдними, i

пiдкорених останнiй граничнiй умовi з (4.26). Стацiонарнi значення функцiо-

налу (4.27) досягаються на власних значеннях i функцiях задачi (4.26).

На основi варiацiйного формулювання задачi (4.26) i методу Трефтца ра-

нiше було розв’язано широкий клас задач по визначенню частот i форм вла-

сних коливань рiдини в осесиметричних резервуарах [68], [119]. Однак, для

видовжених уздовж осi Oz ємностей, у яких радiус вiльної поверхнi рiдини

набагато менше поздовжнього розмiру посудини, збiжнiсть методу Трефтца
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iстотно сповiльнюється, що призводить до необхiдностi проведення велико-

го числа обчислень. Для розглядуваного класу резервуарiв розв’язок задачi

(4.26) може бути ефективно побудовано, якщо виходити при цьому з позицiй

задач спряження.

Розiб’ємо область G лiнiєю γ на двi пiдобластi G(1) i G(2). При цьому,

область G(1) буде обмежена вiссю Oz, лiнiями L0, L(1) i γ, а область G(2)

вiдповiдно вiссю Oz i лiнiями L(2) i γ. Тут L(1) i L(2) — лiнiї перетину ме-

ридiонального перерiзу резервуара зi змочуваними границями областей G(1)

i G(2) вiдповiдно. Позначимо розв’язки вихiдної задачi (4.26) в пiдобластях

G(1) i G(2) через ψ(1) i ψ(2). Надалi верхнiй iндекс у всiх функцiях, що зустрi-

чаються буде означати номер областi, в якiй цi функцiї визначенi. При цьому,

для функцiй ψ(1) i ψ(2), а також їх похiдних на сумiжнiй лiнiї γ пiдобластей

G(1) i G(2) повиннi виконуватися умови спряження

(
ψ(1) = ψ(2)

)∣∣
γ
,

(
∂ψ(1)

∂ν(1)
= −∂ψ

(2)

∂ν(2)

)∣∣∣∣
γ

, (4.28)

де ~ν(1) i ~ν(2) — орти зовнiшнiх нормалей до областей G(1) i G(2) вiдповiдно.

Умови (4.28) фiгурують нарiвнi з граничними умовами вихiдної задачi.

4.2.2 Варiацiйний метод розв’язання задачi

Для побудови наближеного розв’язку сформульованої задачi спряження

будемо використовувати варiацiйний метод, який для одновимiрної задачi

застосовувався вище в роздiлi 4.1. Замiнивши в функцiоналi (4.27) iнтеграл

по областi G сумою iнтегралiв по областям G(1) i G(2), представимо його в

наступному виглядi:

I =
2∑
i=1

∫
G(i)

F (ψ(i))dG(i) − κ
∫
L0

r
(
ψ(1)

)2
ds, (4.29)

де

F
(
ψ(i)
)

= r

[(
∂ψ(i)

∂z

)2

+

(
∂ψ(i)

∂r

)2]
+

1

r

(
ψ(i)
)2
.
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Обчислимо першу варiацiю функцiонала (4.29), не накладаючи жодних

обмежень на варiйованi функцiї, крiм умови на осi Oz.

Нехай ми маємо двi довiльнi функцiї ψ(r, z) i ϕ(r, z), якi разом з їх перши-

ми похiдними є неперервними функцiями в деякiй областi G аж до її границi

Γ. Введемо в розгляд наступний iнтеграл:

K(ψ, ϕ) =

∫
G

r

[
∂ψ

∂r

∂ϕ

∂r
+
∂ψ

∂z

∂ϕ

∂z

]
dG.

Перетворимо його за допомогою формули Грiна:

K(ψ, ϕ) =

∫
G

[
∂

∂r

(
r
∂ψ

∂r
ϕ

)
+

∂

∂z

(
r
∂ψ

∂z
ϕ

)]
dG−

−
∫
G

[
r
∂2ψ

∂r2
+ r

∂2ψ

∂z2
+
∂ψ

∂r

]
ϕdG =

= −
∫
G

[
M(ψ) +

1

r
ψ

]
ϕdG+

∫
Γ

r
∂ψ

∂ν
ϕds.

(4.30)

З урахуванням формули (4.30) i прийнятих позначень першу варiацiю вiд

функцiоналу (4.29) можна представити у виглядi:

δI = 2
2∑

k=1

[∫
L(k)

∂ψ(k)

∂ν(k)
δψ(k)rds+

∫
γ(k)

∂ψ(k)

∂ν(k)
δψ(k)rds−

−
∫
G(k)

M(ψ(k))δψ(k)dG(k)

]
+ 2

∫
L0

[
∂ψ(1)

∂ν(1)
− κψ(1)

]
rδψ(1)ds.

(4.31)

Вiдзначимо, що iнтегрування уздовж лiнiї γ, в силу прийнятого розбиття

областi G виконується двiчi в протилежних напрямках. Тому тут через γ(k)

позначенi контури iнтегрування по лiнiї γ з боку областей G(k) вiдповiдно.

Прирiвнюючи (4.31) до нуля, отримаємо варiацiйне рiвняння для визна-

чення функцiй ψ(k)(r, z) i параметра κ. З цього рiвняння в силу довiльного

варiювання функцiй ψ(k) в областях G(k) i на границях L0 i L(k), (k = 1, 2)

випливає, що в межах кожної з введених пiдобластей повиннi виконуватися

вихiднi рiвняння i вiдповiднi граничнi умови на контурах L0 i L(k).
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Далi, якщо припустити, що клас допустимих функцiй пiдкорений умовi

(
ψ(1) − ψ(2)

)∣∣
γ

= 0, (4.32)

то друга умова спряження (4.28) буде природною граничною умовою для

функцiонала I.

Отже, при використаннi методу Рiтца для розв’язання варiацiйного рiвня-

ння δI = 0 апроксимацiї для функцiй ψ(k) повиннi вибиратися таким чином,

щоб вони забезпечували виконання умови (4.32) на контурi γ. У цьому ви-

падку iншi граничнi умови задачi для розглядуваного функцiоналу будуть

природними граничними умовами. Побудова координатних функцiй, що за-

довольняють граничнiй умовi (4.32), викликає певнi труднощi. В зв’язку з

цим виникає проблема побудови такого функцiоналу F1, для якого всi умови

спряження (4.28) були б природними граничними умовами.

Якщо розглядати умову (4.32) як додаткове обмеження на задачу знахо-

дження стацiонарного значення функцiоналу I(ψ), то можна скористатися

методом Лагранжа [61] для побудови такого функцiоналу. Вiдповiдно до цьо-

го введемо в розгляд новий функцiонал F1(ψ, α), який має вигляд:

F1(ψ, α) = I(ψ) +

∫
γ

α
(
ψ(1) − ψ(2)

)
rds, (4.33)

де α(s) — невiдома функцiя, задана на контурi γ i пiдлягає визначенню в

подальшому. Ця функцiя називається множником Лагранжа.

Стацiонарне значення функцiоналу (4.33) потрiбно розшукувати при вiль-

ному варiюваннi функцiй ψ(k) i α. Отже, введення множника Лагранжа при-

зводить до збiльшення числа невiдомих функцiй даної задачi. Щоб уникнути

штучного пiдвищення числа невiдомих функцiй вихiдної задачi знайдемо яв-

ний вираз для множника Лагранжа. Тодi, на вiдмiну вiд роботи [56], де шу-

канi функцiї i множник Лагранжа знаходились методом Рiтца, пiсля замiни

функцiї α(s) в функцiоналi (4.33) на тотожно рiвний їй вираз, можна отри-

мати узагальнений функцiонал вiдносно функцiй ψ(k). Це дозволить iстотно
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спростити алгоритм знаходження наближеного розв’язку варiацiйної задачi

за допомогою методу Рiтца.

Обчислимо першу варiацiю функцiонала (4.33) i прирiвняємо її до нуля.

З урахуванням виразу (4.31) будемо мати:

δF1 =
2∑

k=1

[∫
L(k)

∂ψ(k)

∂ν(k)
δψ(k)rds−

∫
G(k)

M(ψ(k))δψ(k)dG(k)

]
+

+

∫
L0

(
∂ψ(1)

∂ν(1)
− κψ(1)

)
δψ(1)rds+

∫
γ

(
∂ψ(1)

∂ν(1)
+
α

2

)
δψ(1)rds+

+

∫
γ

(
∂ψ(2)

∂ν(2)
− α

2

)
δψ(2)rds+

1

2

∫
γ

δα
(
ψ(1) − ψ(2)

)
rds = 0.

(4.34)

Тут було враховано, що при змiнi напрямку шляху iнтегрування на протиле-

жний, криволiнiйний iнтеграл першого роду не змiнюється.

З вiльного варiювання функцiй ψ(k) на границi γ з варiацiйного рiвняння

(4.34) випливають такi спiввiдношення:

α

2
= −∂ψ

(1)

∂ν(1)

∣∣∣∣
γ

;
α

2
=
∂ψ(2)

∂ν(2)

∣∣∣∣
γ

. (4.35)

Складаючи цi двi рiвностi, отримаємо наступний вираз для множника Ла-

гранжа:

α =

(
∂ψ(2)

∂ν(2)
− ∂ψ(1)

∂ν(1)

)∣∣∣∣
γ

. (4.36)

З урахуванням цього спiввiдношення, узагальнений функцiонал F (ψ(1), ψ(2))

матиме вигляд

F (ψ(1), ψ(2)) = I(ψ(1), ψ(2)) +

∫
γ

(
ψ(1) − ψ(2)

)(∂ψ(2)

∂ν(2)
− ∂ψ(1)

∂ν(1)

)
rds. (4.37)

Проводячи всi мiркування в зворотному порядку, переконуємося, що рiв-

няннями Ейлера для функцiонала (4.37) будуть рiвняння (4.26). При цьому

крайовi умови задачi i умови спряження (4.28) для нього є природними грани-

чними умовами, так як вони автоматично виконуються для функцiй ψ(k), що
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доставляють функцiоналу F стацiонарне значення. Це є важливим чинником

при розв’язаннi задач спряження варiацiйним методом.

Отриманi результати дозволяють тепер перейти до побудови наближеного

розв’язку вихiдної задачi на основi методу Рiтца. У зв’язку з цим представимо

шуканi функцiї у виглядi наступних вiдрiзкiв узагальнених рядiв:

ψ(1)(r, z) =

m0∑
j=1

ajW
(1)
j ; ψ(2)(r, z) =

n0∑
j=1

bjW
(2)
j , (4.38)

де aj, bj — довiльнi постiйнi,
{
W

(1)
j

}∞
j=1

i
{
W

(2)
j

}∞
j=1

— системи базисних

функцiй для областей G(1) i G(2), якi задовольняють умовi M
(
W

(k)
j

)
= 0,

(k = 1, 2).

Вимога того, що системи базисних функцiй задовольняють вихiдному рiв-

нянню, дозволяє позбавитися вiд обчислення подвiйних iнтегралiв по областi

G(k) при знаходженнi коефiцiєнтiв алгебраїчної системи рiвнянь вiдносно по-

стiйних aj i bj.

Коефiцiєнти розкладiв (4.38) визначаються з умов стацiонарностi фун-

кцiоналу (4.37):

∂F

∂ai
= 0,

∂F

∂bi
= 0. (4.39)

В результатi, розв’язання вихiдної задачi зводиться до розв’язання уза-

гальненої алгебраїчної проблеми власних значень(
A− κB

)
~X = 0,

~XT = {a1, a2, . . . , am0
, b1, b2, . . . , bn0}.

(4.40)

Формування елементiв αij i βij матриць A i B будемо здiйснювати на

основi варiацiйного рiвняння δF = 0 з використанням виразу (4.31). При

обчисленнi ∂F/∂ai в варiацiї для функцiонала F покладаємо δψ(1) = W
(1)
i ,

δψ(2) = 0. При знаходженнi ∂F/∂bi — покладаємо δψ(1) = 0, δψ(2) = W
(2)
i .

В результатi будемо мати наступнi вирази для елементiв αij i ненульових
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елементiв βij:

αi,j = 2

∫
Γ(1)

W
(1)
i

∂W
(1)
j

∂ν(1)
rds−

∫
γ

(
W

(1)
i

∂W
(1)
j

∂ν(1)
+W

(1)
j

∂W
(1)
i

∂ν(1)

)
rds,

(i, j = 1, 2, . . . ,m0),

αi,j+m0
=

∫
γ

(
W

(1)
i

∂W
(2)
j

∂ν(2)
+W

(2)
j

∂W
(1)
i

∂ν(1)

)
rds,

(i = 1, 2, . . . ,m0, j = 1, 2, . . . , n0),

αi+m0,j =

∫
γ

(
W

(2)
i

∂W
(1)
j

∂ν(1)
+W

(1)
j

∂W
(2)
i

∂ν(2)

)
rds,

(i, j = 1, 2, . . . , n0),

αi+m0,j+m0
= 2

∫
Γ(2)

W
(2)
i

∂W
(2)
j

∂ν(2)
rds−

−
∫
γ

(
W

(2)
i

∂W
(2)
j

∂ν(2)
+W

(2)
j

∂W
(2)
i

∂ν(2)

)
rds, (i, j = 1, 2, . . . , n0),

βi,j = 2

∫
L0

W
(1)
i W

(1)
j rds, (i, j = 1, 2, . . . ,m0).

(4.41)

Нагадаємо, що Γ(k), (k = 1, 2) — границi областей G(k) (Γ(1) = L(1)∪L0∪γ;

Γ(2) = L(2)∪γ). Симетричнiсть матрицi A випливає з симетричностi оператора

вихiдної задачi. Елементи матриць A i B з високою степiнню точностi можуть

бути обчисленi за допомогою квадратурних формул Гауса.

Розрахунок власних коливань рiдини у конкретному резервуарi за запро-

понованою вище схемою, свiдчить про те, що даний алгоритм забезпечує пото-

чкову збiжнiсть для розв’язкiв i їх нормальних похiдних на сумiжнiй границi

областей G(1) i G(2).

4.2.3 Побудова розв’язкiв задачi для випадку, коли одна з пi-

добластей є канонiчною
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Запропонований вище пiдхiд побудови розв’язкiв розглядуваної спе-

ктральної задачi можна суттєво спростити, якщо границi однiєї з пiдобластей

спiвпадають з координатними лiнiями будь-якої систем координат. В цьому

випадку за допомогою методу Фур’є можна побудувати координатнi функцiї,

якi задовольняють вихiдному рiвнянню i граничним умовам на частинi гра-

ницi цiєї областi.

Як приклад розглянемо складену посудину, яка має форму прямого кру-

гового цилiндра одиничного радiуса з довiльним осесиметричним днищем.

Меридiональний перерiз такої посудини представлено на рис. 4.2.

z

h1

h2

G
(1)

G
(2)

L
(1)

L
(2)

L 0

r

γ

Рис. 4.2. Меридiональний перерiз посудини

Розiб’ємо область G прямою лiнiєю γ, яка перпендикулярна осi Oz на двi

пiдобластi G(1) i G(2). У цьому випадку область G(1) матиме форму прямоку-

тника одиничної ширини i висоти h1.

Функцiї ψ(1)(z, r) i ψ(2)(z, r), визначенi вiдповiдно в однозв’язних областях

G1 i G2, в загальному випадку можна представити в наступному виглядi

ψ(1) =

m0∑
j=1

ajVj(z, r), ψ(2) =

m0∑
j=1

bjVj(z, r). (4.42)

Тут
{
Vj(z, r)

}∞
j=1

– системи базисних функцiй, що задовольняють вихiдно-

му рiвнянню (4.26), умовам повноти i лiнiйної незалежностi [119]. В полярнiй
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системi координат R i ϑ розв’язки цього рiвняння можна представити у ви-

глядi:

Vj(z, r) =
2(j − 1)!

(j + 1)!
RjP

(1)
j (cosϑ), j > 1, R =

√
z2 + r2, (4.43)

де P (1)
j (cos θ) – приєднанi функцiї Лежандра першого роду. Вирази (4.43) ма-

ють полiномiальну структуру вiдносно змiнних z i r, причому кожний такий

полiном мiстить лише члени порядку j.

Вирази для коефiцiєнтiв матрицi A в деяких випадках можуть бути iсто-

тно спрощенi за рахунок рацiонального вибору систем базисних функцiй для

апроксимацiї розв’язкiв ψ(1) i ψ(2) в областях G(1) i G(2) вiдповiдно.

Застосовуючи метод роздiлення змiнних, координатнi функцiї для пiдо-

бластi G(1) доцiльно вибрати у виглядi:

W
(1)
i =

{
ζi cosh[ζi(z − h1)] + κ sinh[ζi(z − h1)]

}
J1(ζir), (4.44)

де J1(x) — функцiя Бесселя першого роду i першого порядку; ζi — i -й корiнь

рiвняння J ′1(x) = 0.

Представлена система координатних функцiй
{
W

(1)
i

}∞
i=1

заздалегiдь задо-

вольняє вихiдному рiвнянню в областi G(1) i граничним умовам для функцiї

ψ(1) на контурах L0 i L1. Крiм того, цi функцiї ортогональнi одна до одної з

вагою r.

Для пiдобластi G(2) в якостi координатних функцiй виберемо власнi фун-

кцiї наступної однорiдної граничної задачi з параметром в граничнiй умовi:

M(W
(2)
i ) = 0,

∂W
(2)
i

∂ν(2)

∣∣∣∣
L(2)

= 0,

(
∂W

(2)
i

∂ν(2)
− ωiW (2)

i

)∣∣∣∣
γ

= 0, i = 1, 2, . . .
(4.45)

Гранична задача (4.45) визначає вiльнi коливання рiдини в посудинi, що

має форму днища розглядуваного резервуара. Всi власнi значення ωi задачi

(4.45) дiйснi, додатнi i мають єдину граничну точку, розташовану на нескiн-

ченностi. У свою чергу, сукупнiсть власних функцiй має властивiсть повноти



155

на лiнiї γ i задовольняє умовам ортогональностi [119]:∫
γ

W (2)
n W (2)

m rds = 0,

∫
γ

∂W
(2)
n

∂z

∂W
(2)
m

∂z
rds = 0, (n 6= m). (4.46)

Наближений розв’язок задачi (4.45) можна представити у виглядi

W
(2)
i =

K0∑
k=1

X
(i)
k Vk(z, r), (4.47)

де X(i)
k — невизначенi постiйнi, а

{
Vk
}∞
k=1

— система лiнiйно незалежних ча-

стинних розв’язкiв вихiдного рiвняння в сферичнiй системi координат (4.43).

В змiнних r i z цi функцiї мають вигляд [119]:

V1 = r, V2 = zr, V3 = z2r − 1

4
r3. (4.48)

Подальше обчислення функцiй Vk i їх перших частинних похiдних осно-

ване на використаннi наступних рекурентних формул [119]:

Vk+1 =

[
(2k + 1)zVk − (k − 1)(z2 + r2)Vk−1

]
k + 2

,

∂Vk
∂z

= (k − 1)Vk−1, r
∂Vk
∂r

= kVk − (k − 1)zVk−1.

Постiйнi X(i)
k знаходяться з умов стацiонарностi функцiоналу (4.27). В

результатi визначення векторiв ~X(i) =
{
X

(i)
1 , X

(i)
2 , . . . , X

(i)
K0

}
зводиться до

розв’язання однорiдної алгебраїчної системи

(
Ã− ωiB̃

)
~X(i) = 0, (4.49)

де елементи aij i bij матриць Ã i B̃ обчислюються за формулами

αi,j =

∫
L(2)∪γ

Vi
∂Vj
∂ν(2)

rds, bi,j =

∫
γ

ViVjrds.

Система базисних функцiй
{
Vk
}∞
k=1

в бiльшостi випадкiв забезпечує зна-

ходження з досить високою точнiстю тiльки першi три-чотири власнi фун-

кцiї i власнi значення задачi (4.45). Визначення довiльного скiнченного числа
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функцiй W (2)
i (z, r) можна досягти за рахунок розширення класу допустимих

функцiй такими функцiями, якi враховували б властивiсть локалiзацiї ви-

щих власних функцiй в околi границi γ областi G(2) i їх велику змiннiсть при

вiддаленнi вiд цiєї границi усередину областi G(2). В зв’язку з цим, слiдую-

чи роботi [98], отримаємо нову систему базисних функцiй
{
Ṽk
}∞
k=1

, яка має

наступну структуру:{
Ṽk
}N0

k=1
=
{
V1, V2, . . . , VK0

, VK0+1, VK0+2, . . . , VK0+i

}
,

N0 = K0 + p− p0 + 1,
(4.50)

де першi K0 координатних функцiй обчислювалися за формулами (4.48), тодi

як наступнi базиснi функцiї мають вигляд{
VK0+i

}p−p0+1

i=1
=

cosh[ζqi(z + h2)]

ζqiJ1(ζqi) sinh(ζqih2)
J1(ζqir),

qi = p0 + i− 1, (i = 1, 2, . . .).

Тут: p — кiлькiсть обчислюваних власних функцiй задачi (4.45); h2 — висота

днища посудини; p0 — параметр, який характеризує кiлькiсть обчислюваних

власних функцiй по координатним функцiям
{
Vk
}K0

k=1
. Так, якщо за цим ба-

зисом з достатньою степiнню точностi знаходяться першi m власних функцiй

задачi (4.45), то в формулах (4.50) слiд покласти p0 = m + 1. Таким чином,

при p = 10 i p0 = 5 до системи координатних функцiй
{
Vk
}K0

k=1
слiд додати

шiсть базисних функцiй
{
VK0+i

}6

i=1
.

Припускаючи, що функцiї W (2)
i знайденi, перейдемо до побудови розв’яз-

кiв даної задачi, представивши функцiї ψ(1)(z, r) i ψ(2)(z, r) в наступному

виглядi:

ψ(1)(z, r) =

m0∑
j=1

ajW
(1)
j , ψ(2)(z, r) =

m0∑
j=1

bjW
(2)
j . (4.51)

При вибраних координатних функцiях алгебраїчна система (4.40) роз-

падається на двi системи вiдносно вектор-стовпцiв ~a = {a1, a2, . . . , am0
} i
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~b = {b1, b2, . . . , bm0
}:

C~a = 0, CT~b = 0. (4.52)

При цьому коефiцiєнти ci,j несиметричної матрицi C мають вигляд:

ci,j =

∫
γ

(
W

(1)
j

∂W
(2)
i

∂ν(2)
+W

(2)
i

∂W
(1)
j

∂ν(1)

)
rds, (i, j = 1, 2, . . . ,m0).

З урахуванням виразу (4.44) елементи ci,j можна представити таким чи-

ном:

ci,j =
(
ζj cosh ζjh1 − κ sinh ζjh1

)
ωidi,j −

(
κζj cosh ζjh1 − ζ2

j sinh ζjh1

)
di,j,

di,j =

1∫
0

(
W

(2)
i J1(ζjr)

)
z=0

rdr.

З умови iснування нетривiальних розв’язкiв рiвнянь (4.52) отримуємо ха-

рактеристичне рiвняння для визначення параметра κ

detC = 0. (4.53)

Компоненти векторiв ~a i ~b визначаються з рiвнянь (4.52) з точнiстю до до-

вiльних постiйних множникiв. З огляду на це зв’язок мiж коефiцiєнтами ai i

bi буде здiйснюватися за такими формулами:

bi =

m0∑
j=1

aj(ζj cosh ζjh1 − κ sinh ζjh1)di,j

K0∑
j=1

K0∑
k=1

X
(i)
k X

(i)
j βk,j

, (i = 1, 2, . . . ,m0)

Таким чином, розв’язання вихiдної задачi в даному випадку звелося до

розв’язання однорiдної алгебраїчної системи C~a = 0 порядку m0.

4.2.4 Деякi результати розрахункiв та їх аналiз

Наведемо деякi результати розрахункiв частот i форм власних коливань

рiдини по запропонованому алгоритму для випадку, коли днищем посудини є
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пiвсфера одиничного радiуса. Нехай ϑ — кут мiж вiссю Oz i радiус-вектором

контуру кола; hc — вiдстань вiд центру сфери до вiльної поверхнi рiдини;

r0 — радiус вiльної поверхнi рiдини. Тодi, вибираючи початок системи Oxyz

на вiльнiй поверхнi рiдини, елементи αi,j i βi,j матриць Ã i B̃ алгебраїчної

системи (4.49) можна представити у виглядi:

αi,j =

r0∫
0

[
∂Vi
∂z

Vj

]
z=0

rdr +

π∫
ϑ0

[
rVj

(
∂Vi
∂z

cosϑ+
∂Vi
∂r

sinϑ

)]
z=cosϑ−hc,

r=sinϑ

dϑ,

βi,j =

r0∫
0

[
ViVj

]
z=0

rdr, ϑ0 =
π

2
− arctan

hc
r0
, r0 =

√
1− h2

c.

(4.54)

У таблицi 4.4 наведена збiжнiсть перших п’яти власних значень κi (i =

1, 2, . . . , 5) в залежностi вiд числа членiв в розкладi (4.51).

Таблиця 4.4
Збiжнiсть частот κi в залежностi вiд порядку m0 алгебраїчної системи (4.52) при

h1 = 0.5 i K0 = 24.

m0 κ1 κ2 κ3 κ4 κ5

1 1.7935458 — — — —

2 1.7936587 5.3311629 — — —

3 1.7936712 5.3311647 8.5363099 — —

4 1.7936740 5.3311651 8.5363099 11.706005 —

5 1.7936749 5.3311652 8.5363099 11.706005 14.863589

6 1.7936753 5.3311653 8.5363099 11.706005 14.863589

7 1.7936755 5.3311653 8.5363099 11.706005 14.863589

8 1.7936756 5.3311653 8.5363099 11.706005 14.863589

9 1.7936757 5.3311653 8.5363099 11.706005 14.863589

10 1.7936757 5.3311653 8.5363099 11.706005 14.863589
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Таблиця 4.5
Виконання умов спряження на границi γ для першої форми коливань при h1 = 0.5,

K0 = 24 в залежностi вiд порядку m0 алгебраїчної системи (4.52).

r ψ1 ψ2
∂ψ1

∂z

∂ψ2

∂z

m0 = 10

0.20 0.13981 0.13979 0.22952 0.22950

0.40 0.26635 0.26634 0.43425 0.43424

0.60 0.36772 0.36772 0.59060 0.59059

0.80 0.43450 0.43451 0.67903 0.67904

1.00 0.45940 0.45958 0.68411 0.68433

m0 = 15

0.20 0.13981 0.13980 0.22969 0.22968

0.40 0.26634 0.26634 0.43456 0.43456

0.60 0.36772 0.36772 0.59065 0.59065

0.80 0.43451 0.43451 0.67895 0.67895

1.00 0.45944 0.45953 0.68225 0.68234

Данi таблицi 4.4 свiдчать про те, що для визначення перших п’яти вла-

сних частот коливань рiдини з високою степiнню точностi в розкладах для

функцiй ψ(1) i ψ(2) необхiдно утримувати по п’ять членiв. Змiна висоти рiдини

в цилiндричнiй частинi посудини несуттєво впливає на швидкiсть збiжностi

послiдовних наближень задачi.

Слiд зазначити, що елементи ci,j при (i 6= j) матрицi C алгебраїчної си-

стеми (4.52) по абсолютнiй величинi на два порядки меншi вiд дiагональних

членiв ci,i. В зв’язку з цим якщо при розв’язаннi трансцендентного рiвняння

(4.40) знехтувати недiагональними членами матрицi C, то для i -ої форми

коливань рiдини можна встановити наближену формулу для частотного па-

раметра κi:

κi =
ζi(ωi + ζi tanh ζih1)

ζi + ωi tanh ζih1
. (4.55)
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Ця формула спiвпадає з вiдповiдною формулою монографiї [119], яка була

там отримана при використаннi наближених умов спряження на сумiжнiй

лiнiї подобластей G(1) i G(2). Вiдповiднi значення параметрiв κi, обчисленi за

формулою (4.55), спiвпадають в даному випадку з даними таблицi 4.4 аж до

чотирьох-п’яти значущих цифр.

У таблицi 4.5 для h1 = 0.5, K0 = 24 наведенi значення функцiй ψ(1)(z, r)

i ψ(2)(z, r), а також їх похiдних в напрямку осi Oz, якi обчисленi на лiнiї

спряження γ при рiзних значеннях координати r i порядка m0 алгебраїчної

системи (4.52).

Результати розрахункiв показують, що запропонований метод розв’язання

вихiдної задачi забезпечує (на вiдмiну вiд роботи [119]) поточкову збiжнiсть

для розв’язкiв i їх похiдних в напрямку осi Oz на сумiжнiй границi пiдобла-

стей G(1) i G(2).

Таким чином, запропонований в данiй роботi узагальнений функцiонал

для розв’язання задачi спряження забезпечує виконання з високою степiн-

ню точностi умов спряження в кожнiй точцi прямої γ. Отриманi результа-

ти можуть бути використанi при дослiдженнi нелiнiйних коливань рiдини в

складених резервуарах [145].

Наприкiнцi наведемо розв’язання вихiдної задачi з позицiй запропонова-

ного варiацiйного методу для випадку, коли посудина має форму прямого

кругового цилiндра одиничного радiусу. Для цiєї посудини, однорiдна кра-

йова задача (4.26) має точний розв’язок, який можна представити в такiй

формi:

ψi(z, r) = ci cosh[ζi(z + h2)]J1(ζir), κi = ζi tanh[ζi(h1 + h2)], (4.56)

де ci — довiльнi постiйнi, h2 — висота прямокутної областi G(2).

Систему базисних функцiй W (1)
i (z, r) для областi G(1) виберемо в формi

(4.44), тодi як для областi G(2) виберемо базиснi функцiї W (2)
i (z, r) в насту-
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пному виглядi:

W
(2)
i =

ζi
cosh[ζi(h1 + h2)]

cosh[ζi(z + h2)]J1(ζir) (4.57)

Кожна з цих функцiй задовольняє вихiдному рiвнянню i граничнiй умовi

∂W
(2)
i

∂ν(2)

∣∣∣∣
L(2)

= 0.

В силу ортогональностi базисних функцiй W (1)
i i W (2)

i i їх похiдних в на-

прямку осi Oz на лiнiї γ, алгебраїчна система (4.52) в даному випадку зве-

деться до алгебраїчної системи вiдносно коефiцiєнтiв ai з дiагональною ма-

трицею коефiцiєнтiв. З розв’язання цiєї алгебраїчної системи власнi функцiї

i власнi значення спектральної задачi (4.26) набудуть вигляду:

ψ
(1)
i = ai{ζi cosh[ζi(z − h1)] + κi sinh[ζi(z − h1)]}J1(ζir),

ψ
(2)
i = ai

ζi
cosh[ζi(h1 + h2)]

cosh[ζi(z + h2)]J1(ζir),

κi = ζi tanh[ζi(h1 + h2)], (i = 1, 2, . . . )

(4.58)

Порiвнюючи вирази (4.58) i (4.56) приходимо до висновку, що в даному

випадку узагальнене варiацiйне формулювання задачi спряження призводить

до розв’язку, який спiвпадає з точним розв’язком вихiдної задачi.

Таким чином з позицiй методу декомпозицiї запропоновано наближений

метод розв’язання двовимiрної спектральної задачi про вiльнi коливання iде-

альної рiдини в ємностях складної геометрiї.

Метод базується на формулюваннi узагальненого функцiонала, для якого

умови спряження на сумiжнiй границi штучно введених пiдобластей вiдно-

сяться до числа його природних граничних умов. Це дозволяє незалежно

вибирати системи базисних функцiй в цих областях, що в багатьох випадках

спрощує отримання наближеного розв’язку у вихiднiй областi.

На конкретному прикладi показана ефективнiсть запропонованого пiд-

ходу розв’язання даної задачi шляхом порiвняння отриманих результатiв з
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iснуючими наближеними i точними розв’язками вихiдної задачi. Чисельна

реалiзацiя запропонованого алгоритму вказує на той факт, що в рамках цьо-

го пiдходу послiдовнi наближення методу Трефтца мають збiжнiсть в рiвно-

мiрнiй метрицi на сумiжнiй лiнiї штучно введених подобластей як для самих

розв’язкiв, так i для перших похiдних по поздовжнiй координатi.



РОЗДIЛ 5

КОЛИВАННЯ ТОНКОСТIННИХ КОНСТРУКЦIЙ, ЩО

МIСТЯТЬ РЕЗЕРВУАРИ, ЧАСТКОВО ЗАПОВНЕНI РIДИНОЮ

В даному роздiлi наведенi дослiдження поперечних коливань вертикаль-

но розмiщеного пружного стержня, який несе на вiльному кiнцi резервуар

з рiдиною, а також тонкостiнного стержня з приєднаним до нього в деяко-

му перерiзi резервуара в формi тiла обертання, який частково заповнений

рiдиною.

Використовуючи основнi положення лiнiйної теорiї руху твердих тiл з по-

рожнинами, частково заповненими рiдиною та лiнiйної теорiї пружних стер-

жнiв побудованi загальнi математичнi моделi динамiки розглядуваних меха-

нiчних систем в припущеннi, що до них прикладенi зовнiшнi зосередженi та

розподiленi навантаження. Отриманi граничнi задачi для рiвнянь в частин-

них похiдних далi зводяться до системи звичайних диференцiальних рiвнянь

з незалежною змiнною по часу застосовуючи метод Бубнова-Гальоркiна. Цi

системи рiвнянь набувають найбiльш простого вигляду якщо в якостi ба-

зисних функцiй при апроксимацiї шуканих розв’язкiв взяти власнi форми

коливань стержнiв з приєднаними до них резервуарiв з рiдиною.

Наближенi розв’язки задач про власнi коливання системи «стержень-

резервуар-рiдина» пропонується будувати на основi варiацiйних методiв. При

цьому в задачi про власнi коливання стержня з пiдвiсним резервуаром у зв’яз-

ку з наявнiстю розривних граничних умов для побудови розв’язкiв викори-

стовується метод Рiтца в поєднаннi з методом декомпозицiї областi визначе-

ння шуканих розв’язкiв, який наведено в роздiлi 4. Запропонований метод

розв’язання спектральних задач може бути застосований для стержнiв осе-

симетричної форми зi змiнними пружно-масовими характеристиками.

На основi отриманих результатiв розв’язанi конкретнi задачi про виму-

шенi коливання розглядуваних механiчних систем, що знаходяться пiд дiєю
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довiльних сил та моментiв, а також при заданому гармонiчному збуреннi

стержнiв.

Для резервуара, що має форму кругового цилiндра, проаналiзована ефе-

ктивнiсть запропонованих алгоритмiв побудови розв’язкiв розглядуваних за-

дач та наведенi деякi результати розрахункiв частот та форм вiльних та ви-

мушених коливань.

5.1 Поперечнi коливання пружного стержня, що несе

на вiльному кiнцi резервуар з рiдиною

5.1.1 Визначення силової дiї рiдини на резервуар при заданому

його русi

Нехай маємо абсолютно жорсткий резервуар, поки довiльної конфiгурацiї,

який частково заповнений iдеальною i нестисливою рiдиною. Передбачається,

що резервуар здiйснює заданий рух в просторi i потрiбно визначити рух рiди-

ни i якi виникають при цьому сили i моменти, дiючi з боку рiдини на резерву-

ар. При розглядi цiєї задачi будемо користуватися основними положеннями

теорiї руху тiл, що мiстять рiдину, викладеними в роботах [68, 70, 73, 78].

Рух твердого тiла i рiдини будемо розглядати в полi сил тяжiння з ве-

ктором прискорення ~g. Введемо нерухому прямокутну систему координат

O∗x∗y∗z∗, вiсь O∗z∗ якої паралельна вектору ~g i має протилежний йому на-

прямок. Зв’язану з тiлом систему координат Oxyz розташуємо так, щоб вона

в початковий момент часу t збiгалася з системою координат O∗x∗y∗z∗. Орти

осей Ox, Oy i Oz будемо позначати через~i1,~i2 i~i3. Вiдповiднi орти нерухомої

системи координат O∗x∗y∗z∗ будемо позначати зiрочками. При розгляданнi

руху даної механiчної системи будемо припускати, що перемiщення, швид-

костi i прискорення частинок рiдини i стiнок резервуара настiльки малi, що

добутками, квадратами i бiльш високими їх степенями можна знехтувати в

порiвняннi зi значеннями будь-якої з цих величин. Введена гiпотеза малостi
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Рис. 5.1. Загальний вигляд ррозглядуваної системи.

параметрiв руху системи дозволяє iстотно спростити постановку даної задачi,

зберiгши при цьому її практичне значення.

При обговорених умовах, якщо початковий рух рiдини є безвихровим, в

силу теореми Лагранжа, властивiсть потенцiальностi руху буде зберiгатися

увесь час руху.

Припустимо тепер, що резервуар здiйснює вiдносно системи координат

O∗x∗y∗z∗ деякий заданий рух. Цей рух резервуара можна характеризувати

вектором малого змiщення ~u(t) точки O вiдносно точки O∗ i вектором малого

повороту ~θ(t) рухомої системи координат Oxyz вiдносно O∗x∗y∗z∗ рис. 5.1.

Для описання руху рiдини в резервуарi скористаємося потенцiалом змi-

щень χ(x, y, z, t), який пов’язаний з потенцiалом швидкостей χ′(x, y, z, t) спiв-
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вiдношенням

χ′ =
∂χ

∂t
. (5.1)

У випадку малих рухiв рiдини для потенцiалу змiщень частинок рiдини

справедливi тi ж спiввiдношення, що i для потенцiалу швидкостей:

∆χ = 0, ~w = ∇χ, (5.2)

де ~w – вектор змiщень частинок рiдини; ∆ и ∇ оператори Лапласа i Гамiль-

тона вiдповiдно.

Вектор змiщення ~w грає тут ту ж роль, що i вектор швидкостi частинки

рiдини при описаннi картини руху рiдини за допомогою потенцiалу швидко-

стей.

Сформулюємо тепер граничнi умови, яким повинна задовольняти гармо-

нiчна функцiя χ. Позначимо через Q фiксовану область, яка обмежена змо-

чуваною поверхнею порожнини S i вiльною поверхнею рiдини Σ в її незбуре-

ному станi. В силу прийнятих припущень про малiсть рухiв частинок рiдини

i стiнок резервуара, граничнi умови можна вiднести до поверхонь Σ i S. На

змочуванiй поверхнi резервуара нормальна складова змiщення рiдини дорiв-

нює вiдповiднiй складовiй змiщення стiнки резервуара. На вiльнiй поверхнi

рiдини нормальна складова її змiщення ще залежить i вiд зсуву ξ(x, y, t) вiль-

ної поверхнi рiдини в напрямку осi Oz за рахунок її хвильових рухiв.

З огляду на сказане, кiнематичним граничним умовам для потенцiалу

змiщення рiдини χ(x, y, z, t) можна придати наступну форму:

∂χ

∂ν

∣∣∣∣
S

= ~u · ~ν + (~θ × ~r) · ~ν = ~u · ~ν + ~θ · (~r × ~ν),

∂χ

∂ν

∣∣∣∣
Σ

= ~u · ~ν + ~θ · (~r × ~ν) + ξ(x, y, t),

(5.3)

де ~ν — орт зовнiшньої нормалi до поверхнi S або Σ; ~r — радiус-вектор будь-

якої точки поверхнi S або Σ вiдносно точки O.

Динамiчна гранична умова на вiльнiй поверхнi рiдини встановлюється

в припущеннi, що тиск на вiльнiй поверхнi дорiвнює постiйнiй величинi p0.
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Тиск в довiльнiй точцi рiдини p(x, y, z, t) можна визначити з лiнеаризованого

iнтеграла Лагранжа-Кошi [57]:

∂2χ

∂t2
+ U +

p

ρ
= f(t). (5.4)

Тут ρ — масова густина рiдини; F (t) — довiльна функцiя часу; U — потенцiал

сил тяжiння, який можна представити у виглядi

U = −~g · ~r∗, ~r∗ = ~u+ ~r, (5.5)

де ~r∗ – радiус-вектор точки рiдини вiдносно початку O∗ абсолютної системи

координат; ~r – радiус вектор цiєї ж точки вiдносно точки O.

Таким чином, динамiчну граничну умову на вiльнiй поверхнi рiдини мо-

жна записати у такому виглядi:[
∂2χ

∂t2
− ~g · ~r + gξ(x, y, t)

]
Σ

= f(t)− p0

ρ
+ ~g · ~u, (5.6)

де g – модуль вектора ~g.

При виведеннi умови (5.6) було враховано, що радiус-вектор точки збу-

реної вiльної поверхнi Σ′ виражається через радiус-вектор вiдповiдної точки

незбуреної поверхнi Σ за формулою

~r(x, y, z, t)
∣∣
Σ′

= ~r(x, y, z)
∣∣
Σ
+ξ(x, y, t)~i3. (5.7)

Зауважимо, що права частина рiвняння (5.6) не залежить вiд координат

на вiльнiй поверхнi i залежить вiд часу t.

Кiнематичнi граничнi умови (5.3) дозволяють представити потенцiал змi-

щень рiдини в наступному виглядi:

χ(x, y, z, t) = ~u · ~Φ + ~θ · ~Ψ + ϕ. (5.8)

Тут ~Φ(x, y, z), ~Ψ(x, y, z) i ϕ(x, y, z, t) гармонiчнi функцiї, що задовольняють

граничним умовам:

∂~Φ

∂ν

∣∣∣∣
Σ∪S

= ~ν;
∂~Ψ

∂ν

∣∣∣∣
Σ∪S

= ~r × ~ν;

∂ϕ

∂ν

∣∣∣∣
S

= 0;
∂ϕ

∂ν

∣∣∣∣
Σ

= ξ(x, y, t).

(5.9)
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Розв’язки для функцiй Φ1, Φ2 i Φ3 можна виписати в явному виглядi

Φ1 = x; Φ2 = y; Φ3 = z. (5.10)

На функцiї Ψi(x, y, z), (i = 1, 2, 3) i ϕ(x, y, z, t) повиннi бути накладенi

додатковi обмеження ∫
Σ∪S

∂Ψi

∂ν
dS = 0,

∫
Σ

∂ϕ

∂ν
dS = 0 (5.11)

що випливають з умов розв’язностi крайових задач Неймана для рiвняння

Лапласа. У справедливостi виконання першої умови можна переконатися,

скориставшись формулами Гауса - Остроградського.

Гармонiчнi векторнi функцiї ~Φ i ~Ψ пов’язанi з описанням поведiнки рiди-

ни при поступальних i обертальних вiдносно точки O рухах резервуара для

випадкiв, коли вiльна поверхня рiдини залишається незбуреною.

Функцiю ϕ(x, y, z, t), що характеризує хвильовi рухи рiдини, представимо

у виглядi наступного розкладу:

ϕ =
∞∑
n=1

βn(t)ϕn(x, y, z) (5.12)

Тут ϕn(x, y, z) – власнi функцiї спектральної задачi з параметром κn в гра-

ничнiй умовi:

∆ϕn = 0, (x, y, z) ∈ Q, ∂ϕn
∂ν

∣∣∣∣
S

= 0,(
∂ϕn
∂ν
− κnϕn

)∣∣∣∣
Σ

= 0,

∫
Σ

∂ϕn
∂z

dS = 0.
(5.13)

Крайова задача (5.13) описує вiльнi коливання рiдини в нерухомiй посу-

динi. При цьому квадрат частоти σ2
n n -ої форми власних коливань рiдини

пов’язаний з частотним параметром κn спiввiдношенням

σ2
n = gκn. (5.14)

Вiдомо, що сукупнiсть власних функцiй ϕn володiє властивiстю повноти
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в областi Σ i задовольняє наступним спiввiдношенням ортогональностi [119]:∫
Σ

ϕndS = 0;

∫
Σ

ϕnϕmdS = 0;∫
Σ

∂ϕn
∂ν

∂ϕm
∂ν

dS = 0, (m 6= n).
(5.15)

Таким чином, остаточний вираз для потенцiалу змiщень рiдини можна

представити у виглядi

χ = ~u · ~r(x, y, z) + ~θ · ~Ψ(x, y, z) +
∞∑
i=1

βi(t)ϕi(x, y, z). (5.16)

Для потенцiалу χ(x, y, z, t) залишилася невиконаною динамiчна умова на

вiльнiй поверхнi рiдини. Для цього пiдставимо вираз (5.16) в граничну умову

(5.6) i потiм помножимо його на ρ∂ϕn/∂ν i проiнтегруємо результат по незбу-

ренiй поверхнi Σ. Тодi з урахуванням умов ортогональностi (5.15) отримаємо

наступну систему диференцiальних рiвнянь вiдносно узагальнених координат

βn(t):

µn(β̈n + σ2
nβn) + ~̈u · ~λn + ~̈θ · ~λ0n − ~g · ~λn = 0, (n = 1, 2, . . .), (5.17)

де коефiцiєнти цих рiвнянь визначаються за формулами

µn = ρ

∫
Σ

ϕn
∂ϕn
∂ν

dS, ~λn = ρ

∫
Σ

~r
∂ϕn
∂ν

dS,

~λ0n = ρ

∫
Σ

~Ψ
∂ϕn
∂ν

dS.
(5.18)

Слiд зауважити, що третiй компонент вектора ~λn дорiвнює нулю.

Знаходження цих коефiцiєнтiв, якi в подальшому будемо називати гiдро-

динамiчними коефiцiєнтами, пов’язане з розв’язанням неоднорiдної крайової

задачi для потенцiалу Стокса - Жуковського ~Ω i однорiдної спектральної за-

дачi (5.13) з параметром в граничнiй умовi.

Iнтегрування рiвнянь (5.17) з урахуванням задання форми вiльної поверх-

нi i розподiлу поля швидкостей на нiй в початковий момент часу дозволяє
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визначити рух рiдини в резервуарi при заданих його поступальних i кутових

прискореннях.

Отриманi результати дозволяють перейти до обчислення сил i моментiв,

що дiють на резервуар з боку рiдини при заданому його русi. Цi сили можна

роздiлити на двi групи. До першої групи вiднесемо сили ~P (s) i моменти ~M
(s)
0

вiдносно точки O, якi обумовленi масовими силами i не пов’язанi з прискоре-

ннями, що виникають при русi системи координат Oxyz вiдносно O∗x∗y∗z∗.

Сили ~P (d) i моменти ~M
(d)
0 вiдносно точки O, якi дiють на резервуар з боку

рiдини за рахунок її рухливостi в ємностi, вiднесемо до другої групи.

Вектори статичних сил i моментiв ~P (s) i ~M (s)
0 можна визначити за форму-

лами

~P (s) = mw~g, ~M
(s)
0 = ~L× ~g, ~L = ρ

∫
Q′

~rdQ′, (5.19)

де mw - маса рiдини; Q′ - область зайнята рiдиною в її збуреному станi.

Для обчислення вектора ~L область Q′ можна представити у виглядi су-

ми областi Q, займаної рiдиною в її незбуреному станi i областi збуреного

шару рiдини Q∗. Елементарний об’єм областi Q∗ можна обчислити як обєєм

цилiндра з площею основи dΣ i висотою ξ(x, y, t). При цьому будемо мати

dQ∗ = ξ(x, y, t)dΣ =
∞∑
i=1

βi(t)
∂ϕi
∂z

dΣ.

З урахуванням цього виразу, з точнiстю до величин першого порядку ма-

лостi, вектор ~L можна представити в наступному виглядi:

~L = ρ

∫
Q

~rdQ+ ρ

∫
Q∗

~rdQ∗ = mw~rcw +
∞∑
i=1

βi(t)~λi, (5.20)

де ~rcw =
ρ

mw

∫
Q

~rdQ – радiус-вектор вiдносно точки O центру мас затвердiлої

рiдини.
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Таким чином вектор ~M
(s)
0 визначатиметься за формулою

~M
(s)
0 = mw(~rcw × ~g) +

∞∑
i=1

βi(t)(~λi × ~g). (5.21)

Перейдемо до визначення векторiв ~P (d) i ~M (d)
0 . Цi динамiчнi складовi ве-

ктора сил i моментiв, що дiють на резервуар з боку рiдини, можна визначити

на основi теорем про змiну кiлькостi руху рiдини в областiQ. Головний вектор
~P (d) i головний момент ~M

(d)
0 з точнiстю до членiв першого порядку малостi

мають вигляд [57]:

~P (d) = −∂
~K

∂t
, ~M

(d)
0 = −∂

~G0

∂t
. (5.22)

Вхiднi в цi вирази вектори кiлькостi руху ~K i кiнетичного моменту ~G0

вiдносно точки O обчислюються за формулами

~K = ρ

∫
Q

~V dQ = ρ

∫
Q

∂

∂t
∇χdQ,

~G0 = ρ

∫
Q

(~r × ~V )dQ = ρ

∫
Q

(~r ×∇)
∂χ

∂t
dQ,

(5.23)

де ~V – вектор швидкостi частинок рiдини.

Пiдставляючи в вирази (5.23) потенцiал змiщень (5.16), отримаємо

∂ ~K

∂t
= ρ

∫
Q

∇(~̈u · ~r + ~̈θ · ~Ψ +
∞∑
i=1

β̈iϕi)dQ, (5.24)

∂ ~G0

∂t
= ρ

∫
Q

[~r ×∇(~̈u · ~r) + ~r ×∇(~̈θ · ~Ψ)+

+
∞∑
i=1

β̈i · (~r ×∇ϕi)]dQ.
(5.25)

Перетворимо вирази (5.24) i (5.25) до бiльш зручної форми, використовую-

чи гармонiчнiсть функцiй ~r, ~Ψ i ϕ, загальну формулу Гауса - Остроградського∫
Q

Λ(∇)dQ =

∫
S∪Σ

Λ(~ν)dS
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i формулу Грiна∫
Q

(ϕ∆ψ − ψ∆ϕ)dQ =

∫
S∪Σ

(
ϕ
∂ψ

∂ν
− ψ∂ϕ

∂ν

)
dS,

де Λ – лiнiйний оператор; ϕ i ψ – неперервнi разом з частинними похiдними

до другого порядку скалярнi функцiї.

Обчислимо спочатку складовi виразу (5.24):

ρ

∫
Q

∇(~̈u · ~r)dQ = ~̈uρ

∫
Q

dQ = mw~̈u;

ρ

∫
Q

∇(~̈θ · ~Ψ)dQ = ρ

∫
S∪Σ

(~̈θ · ~Ψ)~νdS = ρ

∫
S∪Σ

(~̈θ · ~Ψ)
∂~r

∂ν
dS = ρ

∫
S∪Σ

(
~̈θ · ∂

~Ψ

∂ν

)
~rdS =

= ρ

∫
S∪Σ

[~̈θ · (~r × ~ν)]~rdQ = ρ

∫
Q

(~̈θ × ~r)dQ = mw(~̈θ × ~rcw);

ρ

∫
Q

∇ϕidQ = ρ

∫
S∪Σ

ϕi~νdS = ρ

∫
S∪Σ

ϕi
∂~r

∂ν
dS = ρ

∫
S∪Σ

~r
∂ ~ϕi
∂ν

dS = ρ

∫
Σ

~r
∂ ~ϕi
∂z

dΣ = ~λi.

(5.26)

Збираючи отриманi результати, головний вектор гiдродинамiчних сил, що

дiють на резервуар, матиме такий вигляд:

~P (d) = −mw~̈u−mw(~̈θ × ~rcw)−
∞∑
i=1

β̈i~λi. (5.27)

Тепер перейдемо до обчислення складових виразу (5.25):

ρ

∫
Q

[~r ×∇(~̈u · ~r)]dQ = ρ

∫
Q

(~r × ~̈u)dQ = mw(~rcw × ~̈u);

ρ

∫
Q

[~r ×∇(~̈θ · ~Ψ)]dQ = ρ

∫
S∪Σ

(~r × ~ν)(~̈θ · ~Ψ)dS =

= ρ

∫
S∪Σ

(~̈θ · ~Ψ)
∂~Ψ

∂ν
dS = ρ

3∑
i=1

θ̈i

3∑
j=1

~ij

∫
S∪Σ

∂Ψj

∂ν
ΨidS = I(w) · ~̈θ;

ρ

∫
Q

(~r ×∇ϕi)dQ = ρ

∫
S∪Σ

(~r × ~ν)ϕidS = ρ

∫
S∪Σ

ϕi
∂~Ψ

∂ν
dS = ρ

∫
Σ

~Ψ
∂ϕi
∂ν

dS = ~λ0i,

(5.28)
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де I(w) – тензор iнерцiї рiдини з компонентами

I
(w)
ij =

∫
S∪Σ

∂Ψj

∂ν
ΨidS. (5.29)

Важливо вiдзначити симетрiю тензора I(w), що витiкає з формули Грiна

для гармонiчних функцiй.

З огляду на формули (5.21), (5.22), (5.25) i (5.28), головний момент ~M
(w)
0

вiдносно точки O сил тискiв, що дiють з боку рiдини на резервуар, набуде

такого вигляду:

~M
(w)
0 = ~M

(d)
0 + ~M

(s)
0 = −mw(~rcw × ~̈u)− I(w) · ~̈θ−

−
∞∑
i=1

β̈i~λ0i +mw(~rcw × ~g) +
∞∑
i=1

βi(~λi × ~g).
(5.30)

Таким чином, вектора ~P (d) i ~M0, що характеризують вплив рiдини на рухо-

мий резервуар, виражаються через гiдродинамiчнi коефiцiєнти (5.14), (5.18)

i (5.29), параметри руху резервуара i узагальненi координати βi(t), що хара-

ктеризують хвильовi рухи рiдини.

Для випадку, коли резервуар має осесиметричну форму, обмежимося роз-

глядом поперечного руху резервуара в площинi O∗x∗y∗z∗. Цей напрямок ви-

брано для визначеностi, оскiльки для даного резервуара всi поперечнi на-

прямки рiвноцiннi. В цьому випадку вектора ~u, ~θ i ~g матимуть вигляд

~u = u2
~i2; ~θ = ϑ1

~i1;

~g = −g~i∗3 = −gϑ1
~i2 − g~i3.

(5.31)

Випишемо проекцiї векторiв ~P (w) = ~P (s) + ~P (d) i ~M
(w)
0 на осi O∗y∗ i Ox

вiдповiдно. Опустивши несуттєвi тепер iндекси при компонентах векторiв,

отримаємо такi вирази для згаданих проекцiй ~P
(w)
O∗y∗ i ~M

(w)
0x :

~P
(w)
O∗y∗ = −mwü+mwzcwϑ̈−

∞∑
i=1

β̈iλi,

~M
(w)
0x = mwzcwü− I(w)ϑ̈−

∞∑
i=1

β̈iλ0i +mwzcwgϑ−
∞∑
i=1

βigλi.

(5.32)
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Тут гiдродинамiчнi коефiцiєнти набувають вигляду

λi = ρ

∫
Σ

y
∂ϕi
∂z

dS, λ0i = ρ

∫
Σ

Ψ
∂ϕi
∂z

dS, I(w) = ρ

∫
S∪Σ

Ψ
∂Ψ

∂ν
dS, (5.33)

де потенцiал Стокса - Жуковського Ψ визначається з розв’язання наступної

неоднорiдною крайової задачi Неймана:

∆Ψ = 0, (x, y, z) ∈ Q,
∂Ψ

∂ν

∣∣∣∣
S∪Σ

= y cos(ν, z)− z cos(ν, y),
(5.34)

а функцiї ϕi є власними функцiями спектральної задачi (5.13), якi мають

властивiсть симетричностi вiдносно площини Oyz i несиметричностi вiдносно

площини Oxz.

Зауважимо, що останнi два доданки у виразi для ~M
(w)
0x представляють

собою моменти рiдини, якi обумовленi масовими силами за рахунок повороту

резервуара на малий кут ϑ i за рахунок деформацiї вiльної поверхнi рiдини.

5.1.2 Математична модель поперечних рухiв резервуара з рi-

диною, закрiпленого на пружнiй опорi

Розглянемо частково заповнений рiдиною резервуар в формi тiла оберта-

ння, який жорстко прикрiплений до верхнього краю вертикально розташо-

ваної пружної опори, яка має осьову симетрiю. При цьому передбачається,

що осi симетрiї резервуара i опори збiгаються, а нижнiй край опори жорстко

закрiплений. Перейдемо тепер до виведення рiвнянь поперечних коливань

розглядуваної механiчної системи пiд впливом зовнiшнiх розподiлених i зо-

середжених навантажень, прикладених до резервуару i пружної опори.

У бiльшостi практично важливих випадкiв пружна опора являє собою

тонкостiнну оболонку обертання, яка пiдкрiплена рiвномiрно розташовани-

ми на її внутрiшнiй поверхнi стрiнгерами i шпангоутами. Рiвняння коливань

такої оболонки можуть бути iстотно спрощенi для випадку, коли поздовжнi

i поперечнi ребра розташованi досить часто. Тодi, в результатi усереднення
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жорсткiсних i масових характеристик пiдкрiплена оболонка замiнюється де-

якою конструктивно ортотропною оболонкою, жорсткiснi i масовi характери-

стики якої будуть залежати вiд властивостей елементiв пiдкрiплюючого набо-

ру. З iншого боку, якщо довжина такої оболонки значно бiльше характерного

лiнiйного розмiру її поперечного перерiзу, то можна припустити, що попере-

чнi перерiзи оболонки при її згинних коливаннях залишаються плоскими i

перпендикулярними до деформованої осi. В цьому випадку вихiдну оболонку

можна ототожнити з тонкостiнним пружним стержнем зi змiнними по дов-

жинi площею поперечного перерiзу F , екваторiальним моментом iнерцiї J ,

модулем пружностi при розтягуваннi E i масової густини матерiалу ρ1.

Межi застосування такої спрощеної постановки задачi на прикладi вiль-

них коливань iзотропної цилiндричної оболонки були встановленi в роботi

[121]. Це ж питання в рамках рiзних теорiй стержнiв обговорювалося вище в

роздiлi 2, де розглядалися власнi коливання цилiндричної оболонки з приєд-

наним до одного з її торцiв абсолютно жорстким тiлом скiнченних розмiрiв.

Для описання коливань стержня введемо в розгляд ще одну систему ко-

ординат O1x1y1z1 з початком, пов’язаним iз закрiпленим краєм стержня. Вiсь

O1z1 сумiстимо з вiссю симетрiї системи, а осi Ox1 i Oy1 розташуємо пара-

лельно осям O∗x∗ i O∗y∗ вiдповiдно.

Припустимо, що до резервуару прикладена сумарна сила PO∗y∗, дiюча в

напрямку осi O∗y∗ i сумарний момент MOx системи зовнiшнiх сил вiдносно

осi Ox. Будемо також вважати, що на стержень дiє змiнне поперечне наван-

таження q(z1, t) в напрямку осi O1y1. Крiм цього, стержень пiддається дiї

стискаючої осьової сили, обумовленої вагою резервуара з рiдиною i власною

вагою стержня. Складемо рiвняння зв’язаних коливань в поперечнiй площинi

O1y1z1 стержня i прикрiпленого до нього резервуара з рiдиною.

Рiвняння руху рiдини в резервуарi при його поступальних i кутових пе-

ремiщеннях були отриманi в попередньому роздiлi. Перейдемо тепер до ви-

ведення рiвнянь руху стержня в площинi O1y1z1, включивши в зовнiшнє на-
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вантаження на нього сили i моменти, що дiють з боку резервуара з рiдиною.

При виведеннi цих рiвнянь будемо користуватися варiацiйним принципом мо-

жливих перемiщень, який в поєднаннi з принципом Д’Аламбера може бути

використаний i в динамiчних задачах.

Позначимо через w(z1, t) прогин нейтральної лiнiї стержня в перерiзi z1

в напрямку осi O1y1 пiд впливом прикладених сил, а через l — довжину

стержня. В даному випадку руху системи компоненти векторiв ~u(t) i ~ϑ(t), що

характеризують рух резервуара, будуть мати такий вигляд:

~u(t) = {0, u, 0}, ~ϑ(t) = {ϑ, 0, 0}. (5.35)

Перемiщення резервуара в напрямку осi Oy i кут його повороту вiдносно

осi Ox можна виразити через функцiю w(z1, t) i ї ї похiдну в перерiзi z1 = l:

u = w(l, t), ϑ = −∂w
∂z1

∣∣∣∣
z1=l

. (5.36)

Якщо вихiдна форма стержня є рiвноважною, то згiдно принципу можли-

вих перемiщень має виконуватися рiвнiсть

δW =
5∑
i=1

δAi, (5.37)

де δW =

l∫
0

EJ
∂2w

∂z2
1

∂2δw

∂z2
1

dz1 – варiацiя потенцiальної енергiї деформацiї згину

стержня;
5∑
i=1

δAi — сума робiт зовнiшнiх сил на можливих перемiщеннях δw

стержня.

Робота δA1 сил iнерцiї i масових сил, що дiють на корпус резервуара на

можливих його перемiщеннях може бути обчислена в такий спосiб:

δA1 = −
∫
Q0

ρ0~̈u
∗ · δ~u∗dQ+

∫
Q0

ρ0(~r × ~g)dQ, (5.38)

де двокрапка означає дворазове диференцiювання за часом t; ρ0 — масова

густина матерiалу, з якого виготовлений резервуар; Q0 — об’єм резервуара;

~u∗ = ~u+ (~ϑ× ~r).
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Пiсля обчислення об’ємних iнтегралiв в (5.38), з урахуванням формул

(5.31) i (5.35), вираз для δA1 набуде вигляду

δA1 = −I(0)ϑ̈δϑ+m0zc0(ϑ̈δu+ üδϑ)−m0üδu+ gm0zc0ϑδϑ. (5.39)

Тут I(0) = ρ

∫
Q0

(y2 + z2)dQ — момент iнерцiї корпусу резервуара вiдносно осi

Ox; M0 i zc0 — маса резервуара i координата його центра ваги на осi Oz.

Робота δA2 сил iнерцiї стержня i розподiленого навантаження q(z1, t) на

його можливому перемiщеннi δw може бути представлена виразом

δA2 = −
l∫

0

ρ1Fẅδwdz1 +

l∫
0

q(z1, t)δwdz1, (5.40)

де ρ1 – масова густина матерiалу стержня.

Варiацiя роботи δA3 стискаючої сили N(z1) може бути обчислена за фор-

мулою

δA3 =

l∫
0

N(z)
∂w

∂z1

∂δw1

∂z1
dz1. (5.41)

Тут сила N(z), що не мiняє свого напрямку i своєї величини в процесi коли-

вання системи, має такий вигляд:

N(z1) = mg + ρ1Fg(l − z1), (5.42)

де m = m0 +mw – маса резервуара з рiдиною.

Варiацiя роботи δA4 сумарних зовнiшнiх сил PO∗y∗ i моментiв MOx вiдно-

сно осi Ox, прикладених до резервуару, визначається виразом

δA4 = PO∗y∗δu+MOxδϑ. (5.43)

С урахуванням формул (5.32) варiацiя роботи δA5 сил, дiючих на резер-

вуар з боку рiдин, буде мати вигляд:

δA5 = (−mwü+mwzcwϑ̈−
∞∑
i=1

β̈iλi)δu+ (mwzcwü− I(w)ϑ̈−

−
∞∑
i=1

β̈iλ0i + gmwzcwϑ− g
∞∑
i=1

βiλi)δϑ.
(5.44)
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Збираючи отриманi результати разом, варiацiйне рiвняння (5.37) з ура-

хуванням кiнематичних спiввiдношень (5.36) можна представити в наступнiй

формi:
l∫

0

[
EJ

∂2w

∂z2
1

∂2δw

∂z2
1

−N(z)
∂w

∂z1

∂δw

∂z1
+ ρ1Fẅδw − q(z1, t)δw

]
dz1+

+

[
I
∂ẅ

∂z1

∂δw

∂z1
+mẅδw +mzc

(
ẅ
∂δw

∂z1
+
∂ẅ

∂z1
δw

)
+

+
∞∑
i=1

β̈i

(
λiδw − λ0i

∂δw

∂z1

)
− gmzc

∂w

∂z1

∂δw

∂z1
− g

∞∑
i=1

βiλi
∂δw

∂z1
−

−PO∗y∗δw +MOx
∂δw

∂z1

]
z1=l

= 0.

(5.45)

Тут I = I(0) +I(w) – момент iнерцiї вiдносно осi Ox резервуара i рухомої рiди-

ни;M = m0+mw – загальна маса резервуара i рiдини; zc – координата центру

мас системи «резервуар - рiдина» на осi Oz, що обчислюється за формулою

zc =
m0zc0 +mwzcw
m0 +mw

. (5.46)

Перетворимо iнтеграли, що входять в рiвняння (5.45) i мiстять похiднi вiд

варiацiї прогину стержня. За допомогою iнтегрування за частинами отрима-

ємо
l∫

0

EJ
∂2w

∂z2
1

∂2δw

∂z2
1

=

[
EJ

∂2w

∂z2
1

∂δw

∂z1
− ∂

∂z1

(
EJ

∂2w

∂z2
1

)
δw

]l
0

+

+

l∫
0

∂2

∂z2
1

(
EJ

∂2w

∂z2
1

)
δwdz1,

−
l∫

0

N(z)
∂w

∂z1

∂δw

∂z1
dz1 = −

[
N(z1)

∂w

∂z1
δw

]l
0

+

l∫
0

∂

∂z1

(
N(z1)

∂w

∂z1

)
δwdz1,

(5.47)

де в силу умов закрiплення нижнього краю стержня δw i
∂δw

∂z1
при z1 = 0

дорiвнюють нулю.

Пiдставляючи вирази (5.47) в варiацiйне рiвняння (5.45) i з огляду на

довiльнiсть варiацiї δw в областi iнтегрування, а також довiльнiсть варiацiй
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δw i
∂δw

∂z1
при z1 = l, отримуємо наступну крайову задачу вiдносно прогину

стержня w(z, t):

∂2

∂z2
1

(
EJ

∂2w

∂z2
1

)
+

∂

∂z1

(
N(z1)

∂w

∂z1

)
+ ρ1Fẅ = q(z1, t), z1 ∈ (0, l),[

∂

∂z1

(
EJ

∂2w

∂z2
1

)
+N(z1)

∂w

∂z1

]
z1=l

=

(
mẅ +mzc

∂ẅ

∂z1

)
z1=l

+
∞∑
i=1

β̈iλi − PO∗y∗,(
EJ

∂2w

∂z2
1

)
z1=l

=

(
gmzc

∂w

∂z1
−mzcẅ − I

∂ẅ

∂z1

)
z1=l

+

+
∞∑
i=1

β̈iλ0i + g
∞∑
i=1

βiλi −MOx, w(0, t) =
∂w(z1, t)

∂z1

∣∣∣∣
z=0

= 0.

(5.48)

Рiвняння (5.48) вiдносно функцiї w(z1, t), є вiдомим рiвнянням згинних

коливань стисненого осьовою силою N(z1) стержня до якого прикладене роз-

подiлене навантаження Q(z1, t). Оскiльки поперечна сила i згинальний мо-

мент стержня в деякому його перерiзi визначаються за формулами

Q = −
[
∂

∂z1

(
EJ

∂2w

∂z2
1

)
+N(z1)

∂w

∂z1

]
,

M = −EJ ∂
2w

∂z2
1

,

то перша i друга гранична умова в (5.48) являють собою вiдповiдно умови

рiвноваги сил i моментiв, що дiють в перерiзi стержня при z = l.

У цi граничнi умови входять заздалегiдь невiдомi узагальненi координа-

ти βi(t), що характеризують хвильовi рухи рiдини в рухомому резервуарi.

Тому до рiвнянь (5.48) необхiдно ще додати рiвняння (5.17) з урахуванням

кiнематичних спiввiдношень (5.36):

µn(β̈n + σ2
nβn) + λnẅ(l, t)− λ0n

∂ẅ(l, t)

∂z1
− gλn

∂w(l, t)

∂z1
= 0, (n = 1, 2, . . .).

(5.49)

Рiвняння (5.48) i (5.49) разом з початковими умовами, накладеними на

вiльну поверхню рiдини i на стержень, повнiстю визначають взаємопов’яза-

нi коливання механiчної системи «стержень - резервуар - рiдина» пiд дiєю

прикладених до неї зовнiшнiх сил i моментiв.
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Слiд зауважити, що рiвняння (5.49) можна отримати також з варiацiйно-

го рiвняння (5.37), додавши до нього в праву частину роботу сил тиску на

вiльнiй поверхнi рiдини на її можливих перемiщеннях.

Для того, щоб в подальшому спростити розрахунки при дослiдженнi руху

розглядуваної механiчної системи, доцiльно в варiацiйному рiвняннi (5.45),

рiвняннях (5.48) i (5.49) перейти до безрозмiрних величин. Використовуючи

теорiю розмiрностей i вибираючи для системи характерний лiнiйний розмiр

R0, можна записати такi формули переходу вiд розмiрних до безрозмiрних

величин, якi позначенi рискою зверху:

ϕn = R0ϕ̄n, Ψ = R2
0Ψ̄, t2 =

R0

g
t̄2, σ2

n =
g

R0
σ̄2
n, µn = ρR3

0µ̄n, I = ρR5
0Ī ,

Ī =
ρ0

ρ
I(0) + I(w), w = R0w̄, βn = R0β̄n, EJ = E0J0ĒJ̄ , N =

E0J0

R2
0

N̄ ,

λn = ρR3
0λ̄n, N̄ = D(m̄+

ρ1

ρ
(l̄ − z̄1), D =

ρR5
0g

E0J0
, m = ρR3

0m̄, MOx =
E0J0

R0
M̄Ox,

m̄ =

(
ρ0

ρ
m̄0 + m̄w

)
, F = R2

0F̄ , q =
E0J0

R3
0

q̄, PO∗y∗ =
E0J0

R2
0

P̄O∗y∗.

(5.50)

де E0J0 – згинна жорсткiсть стержня в його характерному перерiзi.

З урахуванням цих формул варiацiйне рiвняння (5.45) можна представити

у безрозмiрному виглядi (риски над безрозмiрними величинами для спроще-

ння запису в подальшому опускаємо):

l∫
0

[
EJ

∂2w

∂z2
1

∂2δw

∂z2
1

−N(z1)
∂w

∂z1

∂δw

∂z1
+
ρ1

ρ
DF

∂2w

∂t2
δw − q(z1, t)δw

]
dz1+

+

{
D

[
I
∂3w

∂z1∂t2
∂δw

∂z1
+mzc

(
∂2w

∂t2
∂δw

∂z1
+

∂3w

∂z1∂t2
δw

)
+

+m
∂2w

∂t2
δw +

∞∑
i=1

d2βi
dt2

(
λiδw − λ0i

∂δw

∂z1

)
−mzc

∂w

∂z1

∂δw

∂z1
−
∞∑
i=1

βiλi
∂δw

∂z1

]
−

−PO∗y∗δw +MOx
∂δw

∂z1

}
z1=l

= 0.

(5.51)
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У свою чергу безрозмiрне рiвняння (5.49) набуде наступного вигляду:

µn

(
∂2βn
dt2

+ σ2
nβn

)
+

(
λn
∂2w

∂t2
− λ0n

∂3w

∂z1∂t2
− λn

∂w

∂z1

)
z1=l

= 0. (5.52)

Надалi варiацiйне рiвняння (5.51) буде використано для побудови набли-

жених розв’язкiв задач динамiки розглядуваної системи.

У рiвняння (5.51) i (5.52) входять гiдродинамiчнi коефiцiєнти σ2
n, λn, λ0n i

I(w), знаходження яких пов’язане з розв’язками однорiдної спектральної за-

дачi з параметром в граничнiй умовi (5.13) i неоднорiдної крайової задачi

Неймана (5.34) для потенцiалу Стокса - Жуковського Ψ. Тому перед подаль-

шим дослiдженням динамiки даної системи необхiдно визначити зазначенi

гiдродинамiчнi коефiцiєнти.

Крайовi задачi (5.13) i (5.34) для резервуарiв, що володiють осьовою си-

метрiєю зручно розв’язувати в цилiндричнiй системi координат

x = r cos η, y = r sin η, z = z, (5.53)

де r и η – полярнi координати проекцiї довiльної точки на площину Oxy.

Представляючи функцiю ϕ(x, y, z) крайової задачi (5.13) у виглядi

ϕ(x, y, z) = f(η)ψ(r, z) (5.54)

отримуємо наступнi рiвняння вiдносно функцiй ψ(r, z) i f(η):

∂2ψ

∂r2
+

1

r

∂ψ

∂r
+
∂2ψ

∂z2
− m2

r2
ψ = 0, (r, z) ∈ G,(

∂ψ

∂z
− κψ

)
L0

= 0,

(
∂ψ

∂ν

)
L1

= 0,

d2f

dη2
+m2f = 0,

(5.55)

де L0 i L1 – лiнiї перетину меридiонального перерiзу з вiльною поверхнею Σ

i змочуваною поверхнею S вiдповiдно; G – область, обмежена лiнiями L0, L1

i вiссю Oz.
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Рiвняння вiдносно функцiї f(η) розв’язується в тригонометричних фун-

кцiях. Умова перiодичностi функцiї ϕ(r, z, η) по змiннiй η з перiодом 2π при-

зводить до цiлочисельних значень параметра m. Надалi займемося вивчен-

ням неосесиметричних коливань рiдини в площинi Oyz, для яких головний

вектор гiдродинамiчних сил, прикладених до рухомого резервуару, вiдмiнний

вiд нуля, тобто коефiцiєнти λn i λ0n не обертаються тотожно в нуль. Коли-

вання такого класу вiдповiдають значенням m = 1. Таким чином, при русi

резервуара в площинi Oyz, функцiю ϕ(r, z, η) будемо представляти у виглядi

ϕ(r, z, η) = ψ(r, z) sin η. (5.56)

В силу осьової симетрiї резервуара, функцiю Ψ(r, z, η) крайової задачi

(5.34) можна шукати в формi

Ψ(r, z, η) = F (r, z) sin η. (5.57)

Тодi для функцiї F (r, z) матимемо двовимiрну неоднорiдну крайову зада-

чу Неймана в областi меридiонального перерiзу резервуара

∂2F

∂z2
+

1

r

∂F

∂z
+
∂2F

∂z2
− 1

r2
F = 0, (r, z) ∈ G,(

∂F

∂ν

)
L0∪L1

= r cos(ν, z)− z cos(ν, r).
(5.58)

До граничних умов задач (5.57) i (5.58) слiд ще додати умову обмеженостi

вiдповiдних функцiй на осi Oz.

Розробцi методiв розв’язання розглядуваних крайових задач для рiзних

форм резервуарiв в тому числi i резервуарiв, що мiстять конструктивнi при-

строї у виглядi ребер-перегородок, присвяченi монографiї [68], [97], [119].

Нижче будемо розглядати резервуар в формi прямого кругового цилiндра

з плоским днищем. В якостi характерного лiнiйного розмiру системи виберемо

радiус цилiндра, а початок цилiндричної системи координат помiстимо в пло-

щинi днища. У цьому випадку, розв’язок крайової задачi (5.55) можна отри-

мати методом роздiлення змiнних. При цьому, безрозмiрнi функцiї ϕn(r, z, η)
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будуть мати наступний вигляд:

ϕn(r, z, η) =
cosh(Knz)

Kn sinh(Knh)

J1(Knr)

J1(Kn)
sin η (5.59)

де J1(x) – функцiї Бесселя першого роду i першого порядку; Kn – n -й корiнь

рiвняння J ′1(Kn) = 0; h –глибина рiдини в резервуарi.

Власнi значення κn задачi (5.55) визначаються за формулою

κn = σ2
n = Kn tanh(Knh). (5.60)

Розв’язки (5.59) нормованi таким чином, що

∂ϕn
∂z

∣∣∣∣
z=h, r=1, η=π

2

= 1.

Прийняте нормування дозволяє розглядати узагальненi координати βn(t)

в розкладах (5.12) як змiщення точки незбуреної вiльної поверхнi рiдини з

координатами r = 1, η = π/2 в напрямку осi Oz при n -й формi власних

коливань рiдини.

При знаходженнi функцiї F (r, z), що задовольняє крайовiй задачi (5.58)

видiляється її частина −ry, а частина, що залишилася у виглядi розкладу в

узагальнений ряд Фур’є - Бесселя. В результатi функцiя Ψ(r, z, η) може бути

представлена в наступнiй формi:

Ψ(r, z, η) = −zr sin η +
∞∑
n=1

4

(K2
n − 1)

Zn(z)
J1(Knr)

J1(Kn)
sin η, (5.61)

де

Zn(z) =
sinh

[
Kn

(
z − h

2

)]
Kn cosh

(
Kn

h
2

) .

Отриманi розв’язки задач (5.13) i (5.34) дозволяють визначити безрозмiрнi

гiдродинамiчнi коефiцiєнти для резервуара в формi кругового цилiндра:

σ2
n = Kn tanh(Knh), λn =

π

K2
n

, µn =
π(K2

n − 1)

2K3
n tanh(Knh)

,

λ0n =
π

K2
n

[
h− 2

Kn
tanh

(
Knh

2

)]
,

I(w) = π

[
1

3
h3 − 3

4
h+

∞∑
n=1

16

K3
n(K2

n − 1)
tanh

(
Knh

2

)]
.

(5.62)
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Для резервуара, що має форму довiльного тiла обертання, визначення

гiдродинамiчних коефiцiєнтiв пов’язане iз застосуванням наближених методiв

для розв’язання вiдповiдних крайових задач.

5.1.3 Постановка i розв’язання задачi про власнi коливання си-

стеми «стержень – резервуар – рiдина»

Розглянемо розв’язок спектральної задачi, яка описує власнi взаємопов’я-

занi коливання стержня i прикрiпленого до нього резервуара, який частково

заповнений рiдиною. Математичне формулювання цiєї задачi можна отрима-

ти з рiвнянь (5.48) i (5.49), в яких необхiдно покласти

q(z1, t) = PO∗y∗ = MOx = 0,

w(z1, t) = expiωt η(z1), βn(t) = expiωt bn.

(5.63)

Пiсля переходу до безрозмiрних величин за формулами (5.50), отримаємо

таку задачу вiдносно функцiї η(z1) i чисел bn:

d2

dz2
1

(
EJ

d2η

dz2
1

)
+

d

dz1

(
N
dη

dz1

)
− ω2ρ1

ρ
DFη = 0, z1 ∈ (0, l),(

EJ
d2η

dz2
1

)
z1=l

= ω2D

[(
mzcη + I

dη

dz1

)
z1=l

−
∞∑
i=1

biλ0i

]
+Dmzc

dη

dz1

∣∣∣∣
z1=l

+

+D
∞∑
i=1

biλi,

[
d

dz1

(
EJ

d2η

dz2
1

)
+N

dη

dz1

]
z1=l

=

= −ω2D

[
m

(
η + zc

dη

dz1

)
z1=l

+
∞∑
i=1

biλi

]
, η(0) =

dη

dz1

∣∣∣∣
z1=0

= 0,

(5.64)

µi(σ
2
i − ω2)bi +

[
ω2

(
λ0i

dη
dz1
− λiη

)
− λi dηdz1

]
z1=l

= 0,

(i = 1, 2, . . .)

(5.65)

Крайова задача (5.64) разом з рiвняннями (5.65), якi пов’язують узагаль-

ненi координати bi зi значеннями прогину стержня i його похiдної в перерiзi

z1 = l, утворюють однорiдну спектральну задачу, власнi числа якої ω2
j є ква-

дратами частот власних коливань розглядуваної системи, а власнi функцiї
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ηj(z1) — формами вiльних коливань стержня. Вiдповiдно до розкладу (5.12)

числа b(j)
i характеризують хвильовi рухи рiдини в резервуарi для j -ої форми

власних коливань системи.

Точний розв’язок задачi (5.64), (5.65) можна побудувати для випадкiв, ко-

ли рiвняння в (5.64) має постiйнi коефiцiєнти, що звужує клас даних констру-

кцiй. Крiм того, такий розв’язок має досить громiздкий вигляд, що ускладнює

його застосування при конкретних розрахунках. Далi побудуємо наближе-

ний розв’язок задачi (5.64), (5.65), використовуючи при цьому еквiвалентне

варiацiйне формулювання задачi (5.64). Пiсля пiдстановки формул (5.63) в

спiввiдношення (5.51), варiацiйне рiвняння для задачi (5.64) набуде вигляду:
l∫

0

[
EJ

d2η

dz2
1

d2δη

dz2
1

−N(z1)
dη

dz1

dδη

dz1

]
dz1 −mzcD

(
dη

dz1

dδη

dz1

)
z1=l

−

−ω2D

l∫
0

ρ1

ρ
Fηδηdz1 − ω2D

[
I
dη

dz1

dδη

dz1
+mzc

(
η
dδη

dz1
+
dη

dz1
δη

)
+

+mηδη +
∞∑
i=1

bi

(
λiδη − λ0i

dδη

dz1

)]
z1=l

−D
∞∑
i=1

biλi
dδη

dz1

∣∣∣∣
z1=l

= 0.

(5.66)

Розв’язок задачi (5.66) будемо розшукувати на класi функцiй, якi пiдпо-

рядкованi лише кiнематичним граничним умовам при z1 = 0, оскiльки силовi

граничнi умови в (5.64) є природними граничними умовами для вiдповiдного

квадратичного функцiоналу. Ця обставина iстотно спрощує побудову систем

базисних функцiй при розв’язаннi вихiдного варiацiйного рiвняння методом

Рiтца.

Представимо функцiю η(z1) в виглядi наступного вiдрiзка узагальненого

ряду:

η(z1) =

m0∑
q=1

ajWj(z1). (5.67)

Тут aj – що пiдлягають визначенню в подальшому постiйнi, Wj(z1) – коор-

динатнi функцiї, якi мають вигляд

Wj(z1) = z2
1Pj

(
2z1

l
− 1

)
, (5.68)
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де Pj(x) – змiщенi на одиницю за iндексом j многочлени Лежандра.

Спочатку координатнi функцiї будувалися на основi полiномiального

представлення розв’язку, пiдпорядкувавши його граничним умовам задачi

при z1 = 0. Замiна в виразi (5.68) отриманих таким чином степеневих фун-

кцiй полiномами Лежандра, якi є їх лiнiйною комбiнацiєю, обумовлена тим,

що на вiдмiну вiд степеневого базису, запропонованi координатнi функцiї до-

зволяють утримувати в розкладi (5.67) досить велику кiлькiсть членiв, при

якiй не порушується стiйкiсть обчислювального процесу. Це дозволяє прово-

дити в подальшому необхiднi обчислення з високою точнiстю.

Пiдставимо розклади (5.67) в рiвняння (5.65) i (5.66), попередньо помно-

живши рiвняння (5.65) для симетрiї на коефiцiєнт D, i покладемо в рiв-

няннi (5.65) δη(z1) = Wi(z1). Обмежуючись скiнченним числом постiйних

bi (i = 1, 2, . . . , n0), отримуємо при цьому однорiдну алгебраїчну систему

(A− ω2B) ~X = 0, (5.69)

де вектор-стовпець ~X має координати {a1, a2, . . . , am0
, b1, b2, . . . , bn0}.

Елементи симетричних матриць A i B вiдповiдно αij i βij, якi розташованi

на їх головнiй дiагоналi i вище неї визначаються за такими формулами:

αi,j =

l∫
0

(
EJ

d2Wj

dz2
1

d2Wi

dz2
1

−N(z1)
dWj

dz1

dWi

dz1

)
dz1 −mzcD

(
dWj

dz1

dWi

dz1

)
z1=l

,

(i, j = 1, 2, . . . ,m0);

αi,j+m0
= −Dλj

(
dWi

dz1

)
z1=l

, (i = 1, 2, . . . ,m0, j = 1, 2, . . . , n0);

αi+m0,j+m0
= Dµiσ

2
i δij, (i, j = 1, 2, . . . , n0);

βi,j = D

l∫
0

ρ1

ρ
FWjWidz1 +D

[
I
dWj

dz1

dWi

dz1
+mzc

(
Wj

dWi

dz1
+
dWj

dz1
Wi

)
+

+mWiWj

]
z1=l

, (i, j = 1, 2, . . . ,m0);

βi,j+m0
= D

(
λjWi − λ0j

dWi

dz1

)
z1=l

, (i = 1, 2, . . . ,m0, j = 1, 2, . . . , n0);
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βi+m0,j+m0
= Dµiδij, (i, j = 1, 2, . . . , n0),

де δij – символ Кронекера.

Таким чином, визначення частот i форм власних коливань системи «стер-

жень – резервуар – рiдина» звелося до розв’язання узагальненої алгебраїчної

задачi на власнi значення (5.69). Запропонований пiдхiд розв’язання даної

спектральної задачi може бути застосований для стержнiв осесиметричної

форми зi змiнними пружно-масовими характеристиками.

5.1.4 Вимушенi коливання стержня, закрiпленого на пружнiй

опорi

Як уже зазначалося в роздiлi 5.1.2 для побудови наближених розв’язкiв

задачi про вимушенi коливання розглядуваної системи, що знаходиться пiд

дiєю прикладених до неї зовнiшнiх сил i моментiв скористаємося варiацiйним

рiвнянням (5.51).

При розрахунку вимушених коливань розглядуваної механiчної системи

пiд впливом прикладених до неї зосереджених i розподiлених навантажень

граничну задачу для рiвняння в частинних похiдних (5.48) доцiльно звести

до системи звичайних диференцiальних рiвнянь з незалежною змiнною за

часом t, застосовуючи для цього метод Бубнова - Гальоркiна. Приведення

задачi (5.48) до системи диференцiальних рiвнянь не є однозначною задачею

i в iстотнiй мiрi залежить вiд вибору узагальнених координат, що характери-

зують в сукупностi збурений рух конструкцiї. З практичної точки зору слiд

прагнути до такої системи диференцiальних рiвнянь, яка мала б найбiльш

простий вигляд i невелику розмiрнiсть. З цiєї точки зору в розглядуванiй

задачi в якостi координатних функцiй при апроксимацiї шуканих розв’язкiв

найдоцiльнiше вибрати власнi функцiї спектральної задачi, яка описує вiльнi

коливання стержня з приєднаним до нього резервуаром з рiдиною.

Встановимо спочатку умови ортогональностi власних функцiй спектраль-

ної граничної задачi (5.64), (5.65). З цiєю метою пiдставимо в рiвняння (5.64)
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η = ηi(z), ω = ωi, помножимо це рiвняння на ηj(z) i проiнтегруємо отри-

мане спiввiдношення в межах вiд 0 до l. Пiсля iнтегрування по частинах з

використанням граничних умов (5.64) отримуємо наступне рiвняння:

l∫
0

[
d2ηi
dz2

1

d2ηj
dz2

1

−N dηi
dz1

dηj
dz1
− ω2

i

ρ1

ρ
DFηiηj

]
dz1 −D

{
ω2
i

[
mηiηj +

+mzc

(
dηi
dz1

ηj +
dηj
dz1

ηi

)
+ I

dηi
dz1

dηj
dz1

+
∞∑
n=1

b(i)
n

(
λnηj − λ0n

dηj
dz1

)]
+

+
∞∑
n=1

b(i)
n λn

dηj
dz1

+mzc
dηi
dz1

dηj
dz1

}
z1=l

= 0. (5.70)

Помiняємо мiсцями в цьому рiвняннi iндекси i i j i вiднiмемо одержане

рiвняння з рiвняння (5.70). При цьому отримаємо

(ω2
j − ω2

i )

{ l∫
0

ρ1

ρ
Fηiηjdz1 +

[
mηiηj +mzc

(
dηi
dz1

ηj +
dηj
dz1

ηi

)
+

+I
dηi
dz1

dηj
dz1

]
z1=l

}
+
∞∑
n=1

b(j)
n

[
ω2
j

(
λnηi − λ0n

dηi
dz1

)
+ λn

dηi
dz1

]
z1=l

−

−
∞∑
n=1

b(i)
n

[
ω2
i

(
λnηj − λ0n

dηj
dz1

)
+ λn

dηj
dz1

]
z1=l

= 0. (5.71)

Для подальшого перетворення рiвняння (5.71) скористаємося зв’язком

мiж b
(i)
n i ηi, отриманого з рiвняння (5.65):

b(i)
n (µnσ

2
n − µnω2

i ) =

[
ω2
i

(
λnηi − λ0n

dηi
dz1

)
+ λn

dηi
dz1

]
z1=l

. (5.72)

З урахуванням того, що ωj 6= ωi, отримуємо першу умову ортогональностi

l∫
0

ρ1

ρ
Fηiηjdz1 +

[
mηiηj +mzc

(
dηi
dz1

ηj +
dηj
dz1

ηi

)
+ I

dηi
dz1

dηj
dz1

]
z1=l

+

+
∞∑
n=1

[
b(i)
n b

(j)
n µn + b(j)

n

(
λnηi − λ0n

dηi
dz1

)
+ b(i)

n

(
λnηj − λ0n

dηj
dz1

)]
z1=l

= 0.(5.73)

Помноживши рiвняння (5.64) при η = ηi(z), ω = ωi на ω2
jηj i проробляючи

вище описану процедуру, пiсля ряду перетворень, отримуємо другу умову
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ортогональностi для власних функцiй спектральної задачi (5.64), (5.65):

l∫
0

[
EJ

d2ηi
dz2

1

d2ηj
dz2

1

−N dηi
dz1

dηj
dz1

]
dz1 − zcmD

(
dηi
dz1

dηj
dz1

)
z1=l

+

+D
∞∑
n=1

b(i)
n b

(j)
n µnσ

2
n −D

∞∑
n=1

λn

(
b(j)
n

dηi
dz1

+ b(i)
n

dηj
dz1

)
z1=l

= 0. (5.74)

Припустимо, що власнi функцiї ηi(z), власнi числа ω2
i i вiдповiднi їм зна-

чення b
(i)
n спектральної задачi (5.64), (5.65) вiдомi. Нехай до розглядуваної

механiчної системi прикладенi описанi вище зовнiшнi навантаження. Виника-

ючi при цьому поперечнi перемiщення стержня в площинi O1y1z1 i вiдповiднi

йому узагальненi координати βn(t), що характеризують хвильовi рухи рiдини

в резервуарi, представимо у виглядi наступних розкладiв:

w(z1, t) =
∞∑
i=1

qi(t)ηi(z1), βn(t) =
∞∑
i=1

qi(t)b
(i)
n , (5.75)

де qi(t) – узагальненi координати системи, що характеризують її вимушенi

коливання.

Для отримання диференцiальних рiвнянь вiдносно функцiй qi(t) скориста-

ємося варiацiйним рiвнянням (5.51), рiвнянням (5.52) i встановленими умо-

вами ортогональностi (5.73) i (5.74).

Пiдставляючи розклади (5.75) в систему безрозмiрних диференцiальних

рiвнянь (5.52), яка виведена з динамiчної умови на вiльнiй поверхнi рiдини,

отримаємо наступнi рiвняння:

∞∑
i=1

q̈i

(
µnb

(i)
n + λnηi − λ0n

dηi
dz1

)
z1=l

=
∞∑
i=1

qi

(
λn
dηi
dz1
− µnσ2

nb
(i)
n

)
z1=l

,

n = 1, 2, . . . . (5.76)

Решту спiввiдношень отримаємо з варiацiйного рiвняння (5.51), пiдста-

вивши в нього розклади (5.75) i поклавши в ньому δw = ηj(z1).

При цьому будемо мати
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∞∑
i=1

qi

l∫
0

(
EJ

d2ηi
dz2

1

d2ηj
dz2

1

−N dηi
dz1

dηj
dz1

)
dz1 + Φ(t)−

−
∞∑
i=1

qiD

(
mzc

dηi
dz1

dηj
dz1

+
∞∑
n=1

b(j)
n λn

dηj
dz1

)
z1=l

= Qj(t),

j = 1, 2 . . . , (5.77)

де

Φ(t) =
∞∑
i=1

q̈iD

l∫
0

ρ1

ρ
Fηiηjdz1 +

∞∑
i=1

q̈iD

[
mηiηj +mzc

(
ηi
dηj
dz1

+ ηj
dηi
dz1

)
+

+ I
dηi
dz1

dηj
dz1

+
∞∑
i=1

b(i)
n

(
λnηj − λ0n

dηj
dz1

)]
z1=l

,

Qj(t) =

l∫
0

q(z1, t)ηjdz1 +

(
PO∗y∗ηj −MOx

dηj
dz1

)
z1=l

.

Перетворимо вираз, що стоїть в лiвiй частинi рiвнянь (5.77). Якщо скори-

статися другою умовою ортогональностi (5.74), формулою (5.70) при i = j,

спiввiдношенням (5.65) для власних форм коливань системи, то для першої

суми в рiвняннi (5.77) можна встановити такий вираз

∞∑
i=1

qi

l∫
0

(
EJ

d2ηi
dz2

1

d2ηj
dz2

1

−N dηi
dz1

dηj
dz1

)
dz1 = qjω

2
jaj +

+
∞∑
i=1

qiD

{
mzc

dηi
dz1

dηj
dz1
−
∞∑
i=1

[
b(i)
n b

(j)
n µnσ

2
n − λn

(
b(j)
n

dηi
dz1

+ b(i)
n

dηj
dz1

)]}
z1=l

.(5.78)

Тут

aj = D

{ l∫
0

ρ1

ρ
Fη2

jdz1 +

[
mη2

j + 2mzcηj
dηj
dz1

+ I

(
dηj
dz1

)2

+

+
∞∑
i=1

(b(i)
n )2µn + 2b(j)

n

(
λnηj − λ0n

dηj
dz1

)]}
z1=l

.
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З урахуванням першої умови ортогональностi (5.73), функцiя Φ(t) може

бути представлена у виглядi

Φ(t) = q̈jaj −
∞∑
i=1

q̈iD

{ ∞∑
i=1

[
b(i)
n b

(j)
n µn + b(j)

n

(
λnηi − λ0n

dηi
dz1

)
z1=l

]}
. (5.79)

Пiдставимо вирази (5.78) i (5.79) в рiвняння (5.77). При цьому будемо мати

aj(q̈j + ω2
j qj) +

∞∑
i=1

qiD

[ ∞∑
i=1

(
λnb

(j)
n

dηi
dz1
− b(i)

n b
(j)
n µnσ

2
n

)]
z1=l

−

−
∞∑
i=1

q̈D

{ ∞∑
i=1

[
b(j)
n

(
λnηi − λ0n

dηi
dz1

)
+ b(i)

n b
(j)
n µn

]}
z1=l

= Qj(t). (5.80)

Скориставшись спiввiдношеннями (5.76), рiвняння (5.80) приводимо до

виду

aj(q̈j + ω2
j qj) = Qj(t), j = 1, 2, . . . (5.81)

Таким чином, розв’язання задачi про вимушенi коливання розглядува-

ної механiчної системи пiд дiєю прикладених до неї зовнiшнiх навантажень

звелося до iнтегрування нескiнченної системи не пов’язаних мiж собою ди-

ференцiальних рiвнянь (5.81) при заданнi положення i швидкостi системи

в початковий момент часу. Перед розв’язанням цiєї задачi необхiдно попе-

редньо визначити частоти i форми власних коливань даної конструкцiї, що

дозволить обчислити коефiцiєнти i правi частини рiвнянь (5.81).

На практицi зустрiчаються такi випадки, коли коливання розглядуваної

механiчної системи викликаються деяким заданим кiнематичним збуренням

основи пружної опори. Нехай основу стержня жорстко закрiплено на деякiй

рухомiй платформi, яка здiйснює задане гармонiчне коливання в площинi

O1y1z1 за законом

w(0, t) = H sin pt, H � 1. (5.82)

Потрiбно визначити рухи рiдини в резервуарi i стержня, викликанi перемi-

щеннями його основи.
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Розглянемо усталенi вимушенi коливання механiчної системи. Перемiще-

ння стержня w(z1, t) в площинi O1y1z1 i узагальненi координати βn(t), що

характеризують хвильовi рухи рiдини в рухомому резервуарi можна пред-

ставити у виглядi:

w(z1, t) = η(z1) sin pt, βn(t) = bn sin pt. (5.83)

Математичне формулювання задачi для визначення функцiї η(z1) i чисел

bn можна отримати з рiвнянь (5.48) i (5.49). При цьому воно матиме форму

рiвнянь (5.64) i (5.65), в яких ω2 слiд замiнити на p2. Крiм цього, граничнi

умови жорсткого крiплення торця стержня слiд замiнити на граничнi умови:

η(0) = H,
dη

dz1

∣∣∣∣
z1=0

= 0. (5.84)

Для побудови наближеного розв’язку отриманої неоднорiдної задачi вико-

ристаємо її варiацiйне формулювання. Варiацiйне рiвняння вiдносно функцiї

η(z1) матиме вигляд:

l∫
0

[
EJ

d2η

dz2
1

d2δη

dz2
1

−N(z1)
dη

dz1

dδη

dz1

]
dz1 −mzcD

(
dη

dz1

dδη

dz1

)
z1=l

−

−p2D

l∫
0

ρ1

ρ
Fηδηdz1 − p2D

[
I
dη

dz1

dδη

dz1
+mzc

(
η
dδη

dz1
+
dη

dz1
δη

)
+

+mηδη +
∞∑
i=1

bi

(
λiδη − λ0i

dδη

dz1

)]
z1=l

−D
∞∑
i=1

biλi
dδη

dz1

∣∣∣∣
z1=l

= 0. (5.85)

Розв’язок варiацiйного рiвняння (5.85) слiд розшукувати на класi фун-

кцiй, якi пiдпорядкованi лише головним граничним умовам (5.84). У зв’язку

з цим представимо шукану функцiю η(z1) в наступному виглядi:

η(z1) = H +

m0∑
j=1

ajWj(z1). (5.86)

Тут aj – постiйнi, що пiдлягають визначенню в подальшому,Wj – координатнi

функцiї, якi визначенi формулами (5.68).
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Пiдставимо розклад (5.86) в варiацiйне рiвняння (5.85), поклавши δη(z1) =

Wi(z1), i в динамiчну умову на вiльнiй поверхнi рiдини. При цьому, отримаємо

наступну неоднорiдну систему алгебраїчних рiвнянь виду

(A− p2B) ~X = ~Γ, (5.87)

де вектор-стовпець ~X має координати

{a1, a2, . . . , am0
, b1, b2, . . . , bn0}.

Матрицi A i B будуть такими ж як матрицi A i B в задачi про власнi

коливання системи, а елементи γi вектора правої частини ~Γ визначатимуться

за такими формулами:

γi = p2DH

[ l∫
0

ρ1

ρ
FWidz +mzc

dWi

dz1

∣∣∣∣
z1=l

+mWi

∣∣
z1=l

]
,

(i = 1, 2, . . . ,m0);

γi+m0
= p2DHλi, i = 1, 2, . . . , n0.

(5.88)

Таким чином, задача про визначення амплiтуд усталених вимушених гар-

монiчних коливань розглядуваної системи при кiнематичному збуреннi осно-

ви стержня звелася до розв’язання неоднорiдної алгебраїчної системи (5.87).

Аналогiчним чином може бути розв’язана задача про вимушенi коливання

системи, якi викликанi гармонiчним обертанням нижнього торця стержня.

5.2 Коливання стержня з пiдвiсним резервуаром, час-

тково заповненим рiдиною

5.2.1 Основнi припущення i постановка задачi

Розглядається осесиметрична конструкцiя, що складається з вертикально

розташованої тонкостiнної оболонки обертання, до однiєї з паралелей якої за

допомогою жорсткого шпангоута прикрiплений осесиметричний резервуар,
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Рис. 5.2. Загальний вигляд розглядуваної механiчної системи

частково заповнений iдеальною i нестисливою рiдиною рис. 5.2. Вважається,

що стiнки резервуара є абсолютно жорсткими. Типовими конструкцiями та-

кого роду є корпус рiдинної ракети або фюзеляж лiтака, а також деякi про-

мисловi резервуари [69]. Динамiку таких споруд будемо розглядати в рамках

лiнiйної теорiї пружностi i гiдродинамiки. В силу цього припущення i осьо-

вої симетрiї конструкцiї можна розглядати незалежно поперечнi, поздовжнi

i крутильнi коливання такої механiчної системи.

При певних геометричних параметрах даної споруди тонкостiнну оболон-

ку в певному сенсi можна ототожнити з пружним стержнем [69]. Можли-

вiсть такої замiни цилiндричної оболонки на еквiвалентний пружний стер-

жень обговорювалася вище.

В якостi розрахункової схеми нижче використовується пружний стержень

з пiдвiшеним в деякому його перерiзi жорстким резервуаром з рiдиною. Да-

лi розглядаються поперечнi коливання конструкцiї на основi рiвнянь згину

стержнiв без урахування поперечних зсувiв i iнерцiї повороту перерiзiв.

Для визначеностi будемо вважати, що нижнiй край стержня жорстко за-
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крiплений, а верхнiй - вiльний. Рух резервуара i рiдини в ньому будемо роз-

глядати в полi сил ваги з вектором прискорення ~g(g = |~g|). Введемо нерухому

прямокутну систему координат O∗x∗y∗z∗, вiсь O∗z∗ якої збiгається з вiссю си-

метрiї конструкцiї, паралельна вектору ~g i має протилежний йому напрямок.

Початок O∗ цiєї системи координат помiстимо в площинi крiплення резервуа-

ра до стержня. Зв’язану з резервуаром систему координат Oxyz розташуємо

так, щоб в початковий момент часу t вона збiгалася з системою координат

O∗x∗y∗z∗. Для описання коливань стержня введемо в розгляд ще одну систе-

му координат O1x1y1z1 з початком, зв’язаним iз закрiпленим краєм стержня.

Вiсь O1z1 сумiстимо з вiссю симетрiї системи, а осi O1x1 i O1y1 розташованi

паралельно до осей O∗x∗ i O∗y∗ вiдповiдно.

Припустимо, що до резервуару прикладена зовнiшня сумарна сила PO∗y∗,

дiюча в напрямку осi O∗y∗ i сумарний момент MOx вiдносно осi Ox, систе-

ми зовнiшнiх сил. Будемо також вважати, що на стержень дiє розподiлене

поперечне навантаження q(z1, t) в напрямку осi O1y1. Крiм цього, стержень

пiддається дiї стискаючої сили, обумовленої вагою резервуара з рiдиною i

своєю власною вагою. Складемо рiвняння зв’язаних коливань стержня i при-

крiпленого до нього резервуара з рiдиною в перерiзi стержня z1 = ζ.

Позначимо через w(z1, t) прогин нейтральної лiнiї стержня в напрямку осi

O1y1 пiд впливом прикладених до нього зовнiшнiх сил, а через l – довжину

стержня. При виведеннi рiвнянь руху стержня в площинi O1y1z1 будемо кори-

стуватися принципом можливих перемiщень, який в поєднаннi з принципом

Д’Аламбера може бути використаний i в динамiчних задачах.

Надалi будемо розглядати стержень зi змiнними (в загальному випадку)

його площею поперечного перерiзу S, екваторiальним моментом iнерцiї J i

модулем пружностi при згинi E. Густина матерiалу стержня ρ1 також може

бути змiнною по його довжинi.

Розiб’ємо область G = [0, l] змiни координати z1 на двi пiдобластi G(1) =

[0, ζ] i G(2) = [ζ, l], i позначимо прогини стержня в цих пiдобластях через
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w(1)(z1, t) i w(2)(z1, t) вiдповiдно. Надалi верхнiй iндекс при всiх функцiях,

якi можна зустрiти буде позначати область в якiй цi функцiї визначенi.

Для забезпечення гладкого спряження перемiщень стержня в сумiжнiй

точцi z = ζ пiдобластейG(1) iG(2) повиннi виконуватися кiнематичнi граничнi

умови [
w(1) = w(2) = w

]
z1=ζ

;

[
dw(1)

dz1
=
dw(2)

dz1
=
dw

dz1

]
z1=ζ

(5.89)

Введемо наступнi позначення для перерiзуючих сил i згинних моментiв

стержня в перерiзi z1:

Q(i) =
d

dz1

(
E(i)J (i)d

2w(i)

dz2
1

)
; M (i) = E(i)J (i)d

2w(i)

dz2
1

, (i = 1, 2). (5.90)

На краях стержня, в силу прийнятих умов їх крiплення, повиннi викону-

ватися граничнi умови

w1

∣∣
z1=0

= 0,
dw1

dz1

∣∣∣∣
z1=0

= 0, (5.91)

Q(2)
∣∣
z1=l

= 0, M (2)
∣∣
z1=l

= 0. (5.92)

Якщо вихiдна форма стержня є рiвноважною, то згiдно з принципом мо-

жливих перемiщень має виконуватися рiвнiсть

δW = δA, (5.93)

де

δW =
2∑
i=1

∫
G(i)

E(i)J (i)∂
2w(i)

∂z2
1

∂2δw(i)

∂z2
1

dz1−

варiацiя потенцiальної енергiї деформацiї згину стержня, δA – робота всiх

зовнiшнiх сил, прикладених до стержня i резервуару на їх можливих перемi-

щеннях.

Як i ранiше для випадку резервуара, закрiпленого на пружнiй опорi, ви-

пишемо проекцiї головного вектора сил i моментiв на осi O∗y∗ i Ox вiдповiдно,

якi дiють з боку рiдини на резервуар при його збуреному русi. Якщо стержень
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здiйснює поперечнi коливання в площинi O1y1z1, то резервуар буде здiйсню-

вати поступальнi перемiщення u в напрямку осi O1y1 i кутовi повороти ϑ

вiдносно осi Ox. При цьому будемо мати

u = w(ζ, t), ϑ = −∂w
∂z1

∣∣∣∣
z1=ζ

. (5.94)

Вiдповiдно до цього, потенцiал змiщень рiдини в зв’язанiй з резервуаром

системi координат Oxyz представимо в наступному виглядi

χ(x, y, z, t) = w(ζ, t)− ∂w

∂z1

∣∣∣∣
z1=ζ

·Ψ(x, y, z) +

n0∑
n=1

βn(t)ϕn(x, y, z). (5.95)

Тут потенцiал Стокса - Жуковського Ψ визначається з розв’язання неодно-

рiдної крайової задачi Неймана виду

∆Ψ(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ Q,

∂Ψ

∂ν

∣∣∣∣
Σ∪S0

= y cos(ν, z)− z cos(ν, y),
(5.96)

де Q – фiксована область, яка обмежена змочуваною поверхнею резервуара

S0 i вiльною поверхнею рiдини Σ в її незбуреному станi; ~ν – орт зовнiшньої

нормалi до поверхнi S0 або Σ; ∆ - оператор Лапласа.

У представленнi (5.95) узагальненi координати βn(t) характеризують хви-

льовi рухи рiдини в резервуарi, а функцiї ϕn – власнi функцiї спектральної

задачi з параметром κn в граничнiй умовi:

∆ϕn(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ Q,

∂ϕn
∂ν

∣∣∣∣
S0

= 0,

(
∂ϕn
∂ν
− κnϕn

)∣∣∣∣
Σ

= 0,

∫
Σ

∂ϕn
∂ν

dS = 0.
(5.97)

Крайова задача (5.97) описує вiльнi коливання рiдини в нерухомому резер-

вуарi. При цьому, квадрат частоти σ2
n – n-ої форми власних коливань рiдини

зв’язаний з частотним параметром κn спiввiдношенням

σ2
n = gκn. (5.98)
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Гiдродинамiчнi складовi PO∗y∗ i MOx головних векторiв сил i моментiв,

дiючих на резервуар з боку рiдини, при його збуреному русi, можна визначити

на основi теорем про змiну кiлькостi руху i моменту кiлькостi руху рiдини в

областi Q. Пiсля ряду перетворень матимемо:

PO∗y∗ = −mw

(
ẅ + zcw

∂ẅ

∂z1

)
z1=ζ

−
n0∑
n=1

β̈nλn,

MOx =

(
mwzcwẅ + I(w) ∂ẅ

∂z1
− gmwzcw

∂w

∂z1

)
z1=ζ

−
n0∑
n=1

(β̈nλon + gβnλn),

(5.99)

де zcw , mw – координата центру мас вiдносно точки O на осi Oz i маса за-

твердiлої рiдини.

Гiдродинамiчнi коефiцiєнти в формулах (5.99) мають вигляд

λn = ρ

∫
Σ

y
∂ϕn
∂ν

dS, λ0n = ρ

∫
Σ

Ψ
∂ϕn
∂ν

dS, I(w) = ρ

∫
Σ∪S0

Ψ
∂Ψ

∂ν
dS.

Тут ρ – густина рiдини.

Обчислимо роботу iнерцiйних, масових, зовнiшнiх i гiдродинамiчних сил,

що дiють на корпус резервуара на його можливих перемiщеннях, а також

роботу сил iнерцiї, розподiленого навантаження Q(i)(z1, t) i стискаючої сили

N (i)(z1) (i = 1, 2) на можливих перемiщеннях стержня з урахуванням грани-

чних умов (5.89). Тодi варiацiйне рiвняння (5.93) набуде вигляду

2∑
i=1

∫
G(i)

[
E(i)J (i)∂

2w(i)

∂z2
1

∂2δw(i)

∂z2
1

−N (i)(z1)
∂w(i)

∂z1

∂δw(i)

∂z1
+

+ρ
(i)
1 S

(i)ẅ(i)δw(i) − q(i)(z1, t)δw
(i)

]
dz1 +

[
I
∂ẅ

∂z1

∂δw

∂z1
+

+mẅδw +mzc

(
ẅ
∂δw

∂z1
+
∂ẅ

∂z1
δw

)
+

n0∑
n=1

β̈n

(
λnδw − λ0n

∂δw

∂z1

)
−

−gmzc
∂w

∂z1

∂δw

∂z1
− g

n0∑
n=1

βnλn
∂δw

∂z1
− PO∗y∗δw +MOx

∂δw

∂z1

]
z1=ζ

= 0.

(5.100)

Тут I = I(0) + I(w) – момент iнерцiї корпусу резервуара i рухомої рiдини

вiдносно осi Ox; M = m(0) + mw – загальна маса резервуара i рiдини; zc =
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m(0)zc0 +mwzcw
m(0) +mw

– координата центру мас на осi Oz системи «резервуар -

рiдина».

За допомогою iнтегрування за частинами перетворимо iнтеграли, що вхо-

дять в рiвняння (5.100) i мiстять похiднi вiд варiацiї прогину стержня. При

цьому варiацiйне рiвняння (5.100) набуде вигляду:

2∑
i=1

∫
G(i)

[
=(i)(w(i))− q(i)(z1, t)

]
δw(i)dz1+

+

[
M (2)∂δw

(2)

∂z1
−Q(2)

∗ δw
(2)

]
z1=l

+

+

[(
M (1) −M (2)

)∂δw
∂z1

+
(
Q(2)
∗ −Q(1)

∗
)
δw+

+

(
mẅ +mzc

∂ẅ

∂z1
+

n0∑
n=1

β̈nλn − PO∗y∗
)
δw+

+

(
I
∂ẅ

∂z1
+mzcẅ −

n0∑
n=1

β̈nλ0n − gmzc
∂w

∂z1
−

−g
n0∑
n=1

βnλn +MOx

)
∂δw

∂z1

]
z1=ζ

= 0,

(5.101)

де

=(i)(w(i)) =
∂2

∂z2
1

(
E(i)J (i)∂

2w(i)

∂z2
1

)
+

∂

∂z1

(
N (i)∂w

(i)

∂z1

)
+ ρ

(i)
1 S

(i)∂
2w(i)

∂t2
,

Q(i)
∗ = Q(i) +N (i)∂w

(i)

∂z1
.

Враховуючи довiльнiсть варiацiй δw(i) в областяхG(i), а також довiльнiсть

варiацiй δw i
∂δw

∂z1
при z1 = l i z1 = ζ, отримаємо наступну крайову задачу

вiдносно прогину стержня

=(i)(w(i)) = q(i)(z1, t) при z1 ∈ G(i),

M (2)|z1=l = 0, Q(2)|z1=l = 0,

[
Q(2)
∗ −Q(1)

∗
]
z1=ζ

= −
[
mẅ +mzc

∂ẅ

∂z1
+

n0∑
n=1

β̈nλn − PO∗y∗
]
z1=ζ

,
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[
M (1) −M (2)

]
z1=ζ

= −
[
I
∂ẅ

∂z1
+mzcẅ −

n0∑
n=1

β̈nλ0n − gmzc
∂w

∂z1
−

−g
n0∑
n=1

βnλn +MOx

]
z1=ζ

,
[
w(1) = w(2) = w

]
z1=ζ

,

[
∂w(1)

∂z1
=
∂w(2)

∂z1
=
∂w

∂z1

]
z1=ζ

, w(1)|z1=0 =
∂w(1)

∂z1

∣∣∣∣
z1=0

= 0. (5.102)

Рiвняння (5.102) в областях G(i) вiдносно функцiй w(i)(z1, t) є вiдомими

рiвняннями згинальних коливань стисненого осьовою силоюN (i)(z1) стержня,

до якого прикладене розподiлене навантаження q(i)(z1, t).

Система рiвнянь (5.102) не є замкнутою, оскiльки вона включає в себе

заздалегiдь невiдомi узагальненi координати βn(t). Для потенцiалу змiщень

рiдини χ(x, y, z, t) залишилася невиконаною динамiчна гранична умова на

вiльнiй поверхнi рiдини. Пiдставимо вираз (5.95) в цю граничну умову. Тодi,

пiсля застосування до отриманого рiвняння процедури Бубнова - Гальоркiна,

отримаємо наступну систему диференцiальних рiвнянь, що зв’язує узагаль-

ненi координати βn(t) з прогином стержня i його кутом повороту в перерiзi

z1 = ζ:

µn(β̈n + σ2
nβn) +

[
λnẅ − λ0n

∂ẅ

∂z1
− gλn

∂w

∂z1

]
z1=ζ

= 0,

(n = 1, 2, . . . , n0),

(5.103)

де

µn = ρ

∫
Σ

ϕn
∂ϕn
∂ν

dS.

Рiвняння (5.102) i (5.103) разом з додатково заданими початковими умо-

вами, що полягають в розподiлi перемiщень i швидкостей рiдини на її вiльнiй

поверхнi i по довжинi стержня при t = 0, повнiстю визначають взаємозв’яза-

нi коливання системи «стержень - резервуар - рiдина» пiд дiєю прикладених

до неї зовнiшнiх сил.

Введемо наступнi безрозмiрнi величини, якi позначенi рискою зверху:
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ϕn = R0ϕ̄n, Ψ = R2
0Ψ̄, t2 =

R0

g
t̄2, λn = ρR3

0λ̄n, λ0n = ρR4
0λ̄0n,

σ2
n =

g

R0
σ̄2
n, µn = ρR3

0µ̄n, I = ρR5
0Ī , w = R0w̄, βn = R0β̄n,

E(i)J (i) = E0J0Ē
(i)J̄ (i), D̄ =

ρR5
0g

E0J0
, m = ρR3

0m̄, N =
E0J0

R2
0

N̄ ,

q =
E0J0

R3
0

q̄, PO∗y∗ =
E0J0

R2
0

P̄O∗y∗, MOx =
E0J0

R0
M̄Ox,

(5.104)

де E0J0 - згинна жорсткiсть стержня в його характерному перерiзi, R0 - ха-

рактерний лiнiйний розмiр розглядуваної механiчної системи.

Тодi безрозмiрне варiацiйне рiвняння (5.100) i система рiвнянь (5.103) на-

будуть вигляду (риски над безрозмiрними величинами надалi опускаються):

2∑
i=1

∫
G(i)

[
E(i)J (i)∂

2w(i)

∂z2
1

∂2δw(i)

∂z2
1

−N (i)∂w
(i)

∂z1

∂δw(i)

∂z1
+

+
ρ

(i)
1

ρ
DS(i)∂

2w(i)

∂t2
δw(i) − q(i)δw(i)

]
dz1+

+

{
D

[
∂3w

∂z1∂t2
∂δw

∂z1
+mzc

(
∂2w

∂t2
∂δw

∂z1
+

∂3w

∂z1∂t2
δw

)
+

+m
∂2w

∂t2
δw +

n0∑
n=1

∂2βn
∂t2

(
λnδw − λ0n

∂δw

∂z1

)
−mzc

∂w

∂z1

∂δw

∂z1
−

−
n0∑
n=1

βnλn
∂δw

∂z1

]
− PO∗y∗δw +MOx

∂δw

∂z1

}
z1=ζ

= 0;

(5.105)

µn

(
∂2βn
∂t2

+ σ2
nβn

)
+

(
λn
∂2w

∂t2
− λ0n

∂3w

∂z1∂t2
− λn

∂w

∂z1

)
z1=ζ

= 0. (5.106)

Коефiцiєнти цих рiвнянь визначаються за допомогою квадратур, якщо

вiдомо розв’язок однорiдної спектральної задачi з параметром в граничнiй

умовi (5.97) i неоднорiдної крайової задачi Неймана (5.96) для потенцiалу

Стокса - Жуковського Ψ.

5.2.2 Варiацiйний метод розв’язання задачi про власнi колива-

ння системи
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Отриманi рiвняння дозволяють сформулювати математичну постановку

задачi, яка описує вiльнi коливання розглядуваної механiчної системи з ча-

стотою ω. Для цього покладемо:

q(k)(z1, t) = PO∗y∗ = MOx = 0;

w(k)(z1, t) = expiωt η(k)(z1); βn(t) = expiωt cn, (i =
√
−1).

(5.107)

Пiсля переходу до безрозмiрних величин, отримаємо наступну крайову

задачу вiдносно функцiй η(i)(z1):

=(i)
1 (η(i)) =

d2

dz2
1

(
E(i)J (i)d

2η(i)

dz2
1

)
+

d

dz1

(
N (i)dη

(i)

dz1

)
−

−ω2ρ
(i)
1

ρ
DS(i)η(i) = 0, z1 ∈ G(i), M (2)|z1=l = Q(2)

∗ |z1=l = 0,

[
Q(2)
∗ −Q(1)

∗
]
z1=ζ

= ω2D

[
mη +mzc

dη

dz1
+

n0∑
n=1

cnλn

]
z1=ζ

,

[
M (1) −M (2)

]
z1=ζ

= ω2D

[
I
dη

dz1
+mzcη −

n0∑
n=1

cnλ0n

]
z1=ζ

+

+Dmzc
dη

dz1

∣∣∣∣
z1=ζ

+D

n0∑
n=1

cnλn,
[
η(1) = η(2) = η

]
z1=ζ

,[
dη(1)

dz1
=
dη(2)

dz1
=

dη

dz1

]
z1=ζ

, η(1)
∣∣
z1=0

=
dη(1)

dz1

∣∣∣∣
z1=0

= 0.

(5.108)

Еквiвалентне варiацiйне формулювання задачi (5.108) можна отримати з ва-

рiацiйного рiвняння (5.100). Пiсля вiддiлення координати часу i переходу до

безрозмiрних величин, варiацiйне рiвняння для здачi (5.108) можна предста-

вити в наступному виглядi:

δF1 =
2∑
i=1

∫
G(i)

[
E(i)J (i)d

2η(i)

dz2
1

d2δη(i)

dz2
1

−N (i)dη
(i)

dz1

dδη(i)

dz1
−

−ω2ρ
(i)
1

ρ
DS(i)η(i)δη(i)

]
dz1 + p(η)δη + q(η)

dδη

dz1
= 0.

(5.109)

Тут

p(η) = −ω2D

[
mη +mzc

dη

dz1
+

n0∑
n=1

cnλn

]
z1=ζ

,
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q(η) =

[
−ω2D

(
I
dη

dz1
+mzcη −

n0∑
n=1

cnλ0n

)
−D

(
mzc

dη

dz1
+

n0∑
n=1

cnλn

)]
z1=ζ

.

(5.110)

Варiацiйне рiвняння (5.109) має розв’язуватися на класi функцiй, що за-

довольняють граничним умовам

η(1)
∣∣
z1=0

=
dη(1)

dz1

∣∣∣∣
z1=0

= 0, (5.111)

[
η(1) = η(2) = η

]
z1=ζ

,

[
dη(1)

dz1
=
dη(2)

dz1
=

dη

dz1

]
z1=ζ

. (5.112)

Решта граничних умов в формулах (5.108) є природними умовами для

функцiоналу F1.

До рiвнянь (5.108) i (5.109) слiд додати ще рiвняння, що випливають з

динамiчної граничної умови на вiльнiй поверхнi рiдини (5.103):

µn(σ
2
n − ω2)cn +

[
ω2

(
λ0n

dη

dz1
− λnη

)
− λn

dη

dz1

]
z1=ζ

= 0,

(n = 1, 2, . . . , n0).

(5.113)

Таким чином, визначення частот i форм власних коливань пружної кон-

струкцiї, що несе резервуар з рiдиною, зведено до розв’язання спектральної

задачi (5.108), (5.113), де частотний параметр ω входить як в рiвняння, так

i в граничнi умови. Для випадку, коли масовi та жорсткiснi характеристики

стержня є кусково постiйними функцiями, для розв’язання такої спектраль-

ної задачi широке застосування отримав чисельний метод початкових пара-

метрiв [69], [86]. Вiдповiдно до цього методу розв’язок рiвняння (5.109) для

кожної з дiлянок з постiйними пружно-масовими характеристиками пред-

ставляються у виглядi функцiй Крилова. При використаннi цього методу по-

слiдовно виражають постiйнi розв’язку для кожної дiлянки через постiйнi

розв’язку для попередньої дiлянки. При цьому вдається побудувати матри-

цю переходу, яка пов’язує вектор розв’язкiв, що вiдповiдає перерiзу стержня

z1 = l, з вектором розв’язкiв, що вiдповiдає перерiзу z1 = 0. Рiвняння для ча-

стот отримують при задоволеннi крайових умов на останнiй дiлянцi. Оскiльки
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це рiвняння являє собою досить складне трансцендентне рiвняння вiдносно

параметра ω, то знаходження його розв’язку можливо тiльки при викори-

станнi чисельних методiв типу методу послiдовних наближень.

Для побудови наближеного розв’язку сформульованої спектральної зада-

чi (5.108), (5.113) нижче будемо використовувати її еквiвалентне варiацiйне

формулювання. З алгебраїчних рiвнянь (5.113) можна знайти явнi вирази

для коефiцiєнтiв cn, що залежать вiд прогину стержня i його кута повороту в

перерiзi z1 = ζ. Пiсля пiдстановки цих виразiв в варiацiйне рiвняння (5.109)

параметр ω буде нелiнiйно входити в це рiвняння, що в подальшому ускла-

днює алгоритм знаходження власних частот системи. Тому рiвняння (5.113)

будемо розглядати як додатковi спiввiдношення для знаходження зозв’язку

варiацiйного рiвняння (5.109).

Отже розв’язання задачi про власнi коливання розглядуваної механiчної

системи зведено до розв’язання варiацiйного рiвняння (5.109) на класi фун-

кцiй, що задовольняють головним граничним умовами (5.111) i (5.112). У

цьому випадку iншi граничнi умови для варiацiйної задачi (5.109) будуть

природними граничними умовами. При використаннi методу Рiтца основнi

труднощi цiєї задачi пов’язанi з таким вибором апроксимуючих виразiв для

перемiщень стержня, якi забезпечували б неперервнiсть не тiльки самих пе-

ремiщень η(i), але i їх перших похiдних. Ця вимога призводить до досить

складного в реалiзацiї методу Рiтца наприклад [95]. У зв’язку з цим вини-

кає проблема про побудову такого варiацiйного рiвняння, для якого умови

спряження (5.112) були б природними умовами.

Якщо розглядати граничнi умови (5.112) як додатковi обмеження на клас

допустимих функцiй для варiацiйної задачi (5.109), то можна скористатися

пiдходом Лагранжа для побудови нового функцiоналу F , для якого умови

(5.112) будуть природними граничними умовами. У зв’язку з цим представи-

мо варiацiйне рiвняння для функцiоналу F в наступному виглядi:
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δF (η(i), α1, α2) =
2∑
i=1

∫
G(i)

[
E(i)J (i)d

2η(i)

dz2
1

d2δη(i)

dz2
1

−N (i)dη
(i)

dz1

dδη(i)

dz1
−

−ω2ρ
(i)
1

ρ
DS(i)η(i)δη(i)

]
dz1 +

1

2

[
p(η(1))δη(1) + p(η(2))δη(2)

]
z1=ζ

+

+
1

2

[
q(η(1))

dδη(1)

dz1
+ q(η(2))

dδη(2)

dz1

]
z1=ζ

+

+δ

[
α1

(
η(2) − η(1)

)
+ α2

(
dη(2)

dz1
− dη(1)

dz1

)]
z1=ζ

= 0.

(5.114)

Тут α1 i α2 так званi множники Лагранжа, що пiдлягають визначенню в

подальшому. Якщо виконанi кiнематичнi умови спряження (5.112), то варiа-

цiйне рiвняння (5.114) переходить до вiдповiдного йому рiвняння (5.109).

Знаходження розв’язку варiацiйної задачi (5.109) вiдносно функцiй η(i),

α1 i α2 повинно здiйснюватися на класi функцiй, що задовольняють лише

головним граничним умовам (5.111).

Покажемо, що множники α1 i α2 можна виразити через розв’язки η(i),

(i = 1, 2) i їх похiднi в точцi z1 = ζ. Це дає можливiсть отримати узагальнене

варiацiйне рiвняння, коли α1 i α2 в рiвняннi (5.114) замiнюються тотожно

рiвними їм виразами, що дозволить iстотно спростити алгоритм розв’язання

вихiдної спектральної задачi.

Застосовуючи процедуру iнтегрування за частинами, вираз для δF можна

представити в наступному виглядi:

δF =
2∑
i=1

∫
G(i)

=(i)
1 (η(i))δη(i)dz1 + δα1

[
η(2) − η(1)

]
z1=ζ

+

+δα2

[
dη(2)

dz1
− dη(1)

dz1

]
z1=ζ

+

{[
M (2)(η(2))

dδη(2)

dz1
−Q(2)

∗ (η(2))δη(2) +

+

(
1

2
p(η(1))−Q(1)

∗ (η(1))− α1

)
δη(1) +

+

(
1

2
p(η(2)) +Q(2)

∗ (η(2)) + α1

)
δη(2)+
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+

(
1

2
q(η(1)) +M (1)(η(1))− α2

)
dδη(1)

dz1
+

+

(
1

2
q(η(2))−M (2)(η(2)) + α2

)
dδη(2)

dz1

}
z1=ζ

= 0. (5.115)

Варiацiйне рiвняння (5.115) має виконуватися для будь-яких варiацiй δη(i),

δα1 i δα2. Звiдси випливає, що рiвняннями Ейлера i природними граничними

умовами для функцiоналу F є рiвняння i граничнi умови спектральної задачi

(5.108). Крiм того, з рiвняння (5.115) випливають спiввiдношення:

α1 =

[
1

2
p(η(1))−Q(1)

∗ (η(1))

]
z1=ζ

; α1 = −
[

1

2
p(η(2)) +Q(2)

∗ (η(2))

]
z1=ζ

;

α2 =

[
1

2
q(η(1)) +M (1)(η(1))

]
z1=ζ

; α2 = −
[

1

2
q(η(2))−M (2)(η(2))

]
z1=ζ

;
(5.116)

Спiввiдношення (5.116) дозволяють визначити вiдповiднi вирази для мно-

жникiв Лагранжа:

α1 =
1

2

[
p(η(1))− p(η(2))

2
−Q(2)

∗ (η(2))−Q(1)
∗ (η(1))

]
z1=ζ

,

α2 =
1

2

[
q(η(1))− q(η(2))

2
+M (2)(η(2)) +M (1)(η(1))

]
z1=ζ

.

(5.117)

Пiсля пiдстановки виразiв (5.117) в варiацiйне рiвняння (5.115) ми уникне-

мо штучного пiдвищення числа невiдомих задачi за рахунок введених мно-

жникiв Лагранжа.

Отриманi результати дозволяють перейти тепер до побудови наближено-

го розв’язку розглядуваної спектральної задачi використовуючи при цьому

метод Рiтца. У зв’язку з цим, представимо шуканi функцiї η(i)(z1) у виглядi

наступних вiдрiзкiв узагальнених рядiв:

η(1) =

m0∑
j=1

ajV
(1)
j (z1), η(2) =

m0∑
j=1

bjV
(2)
j (z1), (5.118)

де

V
(1)
j (z1) = z2

1Pj

(
2z

ζ
− 1

)
, V

(2)
j (z1) = Pj

(
2z

l − ζ
− l + ζ

l − ζ

)
.
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Тут Pj – змiщенi на одиницю за iндексом j многочлени Лежандра з аргумен-

тами, перетвореними на iнтервали [0, ζ] i [ζ, l].

Система базисних функцiй {V (1)
j (z1)} пiдпорядкована кiнематичним гра-

ничним умовам задачi (5.111).

Пiдставимо розклади (5.118) в варiацiйне рiвняння (5.114). Тодi фун-

кцiонал F (η) залежатиме вiд 2m0 + n0 змiнних a1, a2, . . . , am0
, b1, b2, . . . , bm0

,

c1, c2, . . . , cn0. З умов (5.113) i (5.114) можна отримати систему алгебраїчних

рiвнянь такого виду

(A− ω2B) ~X = 0, (5.119)

де вектор стовпець ~X має компоненти a1, a2, . . . , am0
, b1, b2, . . . , bm0

,

c1, c2, . . . , cn0.

При цьому елементи αij матрицi A визначаються за такими формулами:

αij =

ζ∫
0

[
E(1)J (1)

d2V
(1)
j

dz2
1

d2V
(1)
i

dz2
1

−N (1)dV
(1)
i

dz1

dV
(1)
j

dz1

]
dz1 +

+
1

2

[
Q

(1)
i V

(1)
j +Q

(1)
j V

(1)
i −M

(1)
i

dV
(1)
j

dz1
−M (1)

j

dV
(1)
i

dz1

]
z1=ζ

,

(i, j = 1, 2, . . . ,m0),

αi,j+m0
=

1

2

[
Q

(2)
j V

(1)
i −Q

(1)
i V

(2)
j −Dmzc

dV
(1)
i

dz1

dV
(2)
j

dz1
+

+M
(1)
i

dV
(2)
j

dz1
−M (2)

j

dV
(1)
i

dz1

]
z1=ζ

, (i, j = 1, 2, . . . ,m0),

αi,j+2m0
= −1

2
Dλj

dV
(1)
i

dz1

∣∣∣∣
z1=ζ

, (i = 1, 2, . . . ,m0, j = 1, 2, . . . , n0),

αi+m0,j =
1

2

[
Q

(2)
i V

(1)
j −Q

(1)
j V

(2)
i −Dmzc

dV
(2)
i

dz1

dV
(1)
j

dz1
+

+M
(1)
j

dV
(2)
i

dz1
−M (2)

i

dV
(1)
j

dz1

]
z1=ζ

, (i, j = 1, 2, . . . ,m0),

αi+m0,j+m0
=

l∫
ζ

E(2)J (2)
d2V

(2)
j

dz2
1

d2V
(2)
i

dz2
1

−N (2)dV
(2)
i

dz1

dV
(2)
j

dz1

]
dz1+
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+
1

2

[
M

(2)
i

dV
(2)
j

dz1
+M

(2)
j

dV
(2)
i

dz1
−Q(2)

i V
(2)
j −Q

(2)
j V

(2)
i

]
z1=ζ

,

(i, j = 1, 2, . . . ,m0),

αi+m0,j+2m0
= −1

2
Dλj

dV
(2)
i

dz1

∣∣∣∣
z1=ζ

, (i = 1, 2, . . . ,m0, j = 1, 2, . . . , n0),

αi+2m0,j = −1

2
Dλi

dV
(1)
j

dz1

∣∣∣∣
z1=ζ

, (i = 1, 2, . . . , n0, j = 1, 2, . . . ,m0),

αi+2m0,j+m0
= −1

2
Dλi

dV
(2)
j

dz1

∣∣∣∣
z1=ζ

,

(i = 1, 2, . . . , n0, j = 1, 2, . . . ,m0),

αi+2m0,j+2m0
= δijDµiσ

2
i , (i, j = 1, 2, . . . , n0). (5.120)

У свою чергу ненульовi елементи βij матрицi B обчислюються за форму-

лами:

βi,j = D

ζ∫
0

ρ
(1)
1

ρ
S(1)V

(1)
i V

(1)
j dz +

+
1

4

[
P

(1)
j V

(1)
i − P

(1)
i V

(1)
j +R

(1)
j

dV
(1)
i

dz1
−R(1)

i

dV
(1)
j

dz1

]
z1=ζ

,

(i, j = 1, 2, . . . ,m0),

βi,j+m0
=

1

4

[
P

(1)
i V

(2)
j + P

(2)
j V

(1)
i +R

(1)
i

dV
(2)
j

dz1
+R

(2)
j

dV
(1)
i

dz1

]
z1=ζ

,

(i, j = 1, 2, . . . ,m0),

βi,j+2m0
=

1

2
D

[
λjV

(1)
i − λ0j

dV
(1)
i

dz1

]
z1=ζ

,

(i = 1, 2, . . . ,m0, j = 1, 2, . . . , n0),

βi+m0,j =
1

4

[
P

(2)
i V

(1)
j + P

(1)
j V

(2)
i +R

(2)
i

dV
(1)
j

dz1
+R

(1)
j

dV
(2)
i

dz1

]
z1=ζ

,

(i, j = 1, 2, . . . ,m0),

βi+m0,j+m0
= D

l∫
ζ

ρ
(2)
1

ρ
S(2)V

(2)
i V

(2)
j dz +

+
1

4

[
P

(2)
j V

(2)
i − P

(2)
i V

(2)
j +R

(2)
j

dV
(2)
i

dz1
−R(2)

i

dV
(2)
j

dz1

]
z1=ζ

,
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(i, j = 1, 2, . . . ,m0),

βi+m0,j+2m0
=

1

2
D

[
λjV

(2)
i − λ0j

dV
(2)
i

dz1

]
z1=ζ

,

(i = 1, 2, . . . ,m0, j = 1, 2, . . . , n0),

βi+2m0,j =
1

2
D

[
λiV

(1)
j − λ0i

dV
(1)
j

dz1

]
z1=ζ

,

(i = 1, 2, . . . , n0, j = 1, 2, . . . ,m0),

βi+2m0,j+m0
=

1

2
D

[
λiV

(2)
j − λ0i

dV
(2)
j

dz1

]
z1=ζ

,

(i = 1, 2, . . . , n0, j = 1, 2, . . . ,m0),

βi+2m0,j+2m0
= δijDµi, (i, j = 1, 2, . . . , n0). (5.121)

У формулах (5.120) i (5.121) δij - символ Кронекера, а решта позначень

мають наступний вигляд:

Q
(k)
i = Q(k)

∗ (V
(k)
i ), M

(k)
i = M (k)(V

(k)
i ),

P
(k)
i = Dm

(
V

(k)
i + zc

dV
(k)
i

dz1

)
, R

(k)
i = D

(
mzcV

(k)
i + I

dV
(k)
i

dz1

)
,

(k = 1, 2, i = 1, 2, . . . ,m0).

Першi 2m0 рiвнянь алгебраїчної системи (5.119) були отриманi з варiа-

цiйного рiвняння (5.114), а останнi n0 рiвнянь - з рiвнянь (5.113) попередньо

помноживши їх на коефiцiєнт D i поклавши в них η = (η(1) + η(2))/2 при

z1 = ζ. З наведених виразiв для αij i βij можна легко побачити, що матрицi

A i B є симетричними.

Таким чином, визначення частот i форм власних коливань розглядуваної

механiчної системи звелося до розв’язання узагальненої алгебраїчної задачi

(5.119).

5.2.3 Вимушенi коливання стержня з пiдвiсним резервуаром

при дiї на нього навантаження довiльного виду

Нагадаємо, що вище були отриманi рiвняння (5.102) i (5.103), якi разом з

додатково заданими початковими умовами, що полягають в розподiлi пере-
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мiщень i швидкостей рiдини на її вiльнiй поверхнi i по довжинi стержня при

t = 0, повнiстю визначають взаємопов’язанi коливання системи «стержень –

резервуар – рiдина» пiд дiєю прикладених до неї зовнiшнiх сил.

Для ефективного розрахунку коливань розглядуваної механiчної систе-

ми пiд дiєю прикладених до неї зосереджених i розподiлених навантажень,

граничну задачу для рiвнянь в частинних похiдних (5.102) i (5.103) доцiльно

привести до системи звичайних диференцiальних рiвнянь, незалежною змiн-

ною в яких є час t.

Приведення рiвнянь (5.102) i (5.103), з урахуванням вiдповiдних гра-

ничних умов, до нескiнченної системи звичайних диференцiальних рiвнянь

можна здiйснити за допомогою методу Бубнова - Гальоркiна. Для реалiза-

цiї цього методу необхiдно мати у своєму розпорядженнi системою лiнiйно-

незалежних функцiй, що задовольняє граничним умовам задачi i умовi пов-

ноти. Ця процедура не є однозначною i в iстотнiй мiрi залежить вiд вибору

узагальнених координат, що характеризують в сукупностi збурений рух кон-

струкцiї. У роботах [69] i [86] в якостi базисних функцiй для прогинiв стержня

вибиралися власнi функцiї спектральної задачi, яка описує вiльнi коливання

стержня з рухомим резервуаром з затвердiлою рiдиною. У свою чергу, для

опису хвильових рухiв рiдини в рухомому резервуарi були використанi вла-

снi функцiї спектральної задачi про вiльнi коливання рiдини в нерухомому

резервуарi. В результатi, вихiдна задача була зведена до системи взаємозв’я-

заних звичайних диференцiальних рiвнянь вiдносно узагальнених координат,

що характеризують збурений рух стержня i хвильовi рухи рiдини в рухомому

резервуарi.

З практичної точки зору необхiдно прагнути до такої системи звичайних

диференцiальних рiвнянь, яка мала б найбiльш простий вигляд i невелику

розмiрнiсть. Як буде показано нижче, цим вимогам вiдповiдає система, де

для апроксимацiї шуканих розв’язкiв в якостi базисних функцiй обранi вла-

снi функцiї спектральної задачi, яка описує вiльнi взаємозв’язанi коливання
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стержня i рiдини в прикрiпленому до нього резервуарi.

Встановимо умови ортогональностi власних функцiй однорiдної крайової

задачi (5.108). Для цього пiдставимо в цi рiвняння η = ηi(z1), ω = ωi i помно-

жимо їх на ηj(z1), де i i j приймають довiльнi, нерiвнi мiж собою, цiлочисельнi

значення, i проiнтегруємо отриманий результат вiд нуля до l. Пiсля застосу-

вання процедури iнтегрування по частинам з урахуванням граничних умов

(5.108) отримуємо:

l∫
0

[
EJ

d2ηi
dz2

1

d2ηj
dz2

1

−N dηi
dz1

dηj
dz1
− ω2

i

ρ1

ρ
DSηiηj

]
dz1 −

−D
{
ω2
i

[
mηiηj +mzc

(
dηi
dz1

ηj +
dηj
dz1

ηi

)
+ I

dηi
dz1

dηj
dz1

+

+
∞∑
n=1

c(i)
n

(
λnηj − λ0n

dηj
dz1

)]
+
∞∑
n=1

c(i)
n λn

dηj
dz1

+mzc
dηi
dz1

dηj
dz1

}
z1=ζ

= 0. (5.122)

Помiняємо мiсцями в цьому рiвняннi iндекси i i j потiм вiднiмемо одер-

жане рiвняння з рiвняння (5.122). При цьому будемо мати

(ω2
j − ω2

i )

{ l∫
0

ρ1

ρ
Sηiηjdz1 +

[
mηiηj +

+mzc

(
dηi
dz1

ηj +
dηj
dz1

ηi

)
+ I

dηi
dz1

dηj
dz1

]
z1=ζ

}
+

+
∞∑
n=1

c(j)
n

[
ω2
j

(
λnηi − λ0n

dηi
dz1

)
+ λn

dηi
dz1

]
z1=ζ

−

−
∞∑
n=1

c(i)
n

[
ω2
i

(
λnηj − λ0n

dηj
dz1

)
+ λn

dηj
dz1

]
z1=ζ

= 0. (5.123)

Для подальшого перетворення рiвняння (5.123) скористаємося зв’язком

мiж c
(i)
n i ηi отриманим з рiвняння (5.113):

µn(σ
2
n − ω2

i )c
(i)
n = −

[
ω2
i

(
λ0n

dηi
dz1
− λnηi

)
− λn

dηi
dz1

]
z1=ζ

.

(n = 1, 2, . . . , n0).

(5.124)

Беручи до уваги рiвняння (5.124), пiсля нескладних перетворень можна
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показати, що [
ω2
j

(
λnηi − λ0n

dηi
dz1

)
+ λn

dηi
dz1

]
z1=ζ

=

= (ω2
j − ω2

i )

(
λnηi − λ0n

dηi
dz1

)
z1=ζ

+ c(i)
n (µnσ

2
n − µnω2

i ). (5.125)

Помiнявши в цьому рiвняннi мiсцями iндекси i i j, отримаємо ще одне

спiввiдношення, яке необхiдно для подальших перетворень виразу (5.123). З

урахуванням цих спiввiдношень i того, що ωj 6= ωi при i 6= j з рiвняння

(5.123) отримуємо першу умову ортогональностi для власних функцiй задачi

(5.108), (5.113):

2∑
k=1

∫
G(k)

ρ
(k)
1

ρ
S(k)η

(k)
i η

(k)
j dz1 +

[
mηiηj +mzc

(
dηj
dz1

ηi +
dηi
dz1

ηj

)
+ I

dηi
dz1

dηj
dz1

]
z1=ζ

+

+
∞∑
n=1

[
c(i)
n c

(j)
n µn + c(j)

n

(
λnηi − λ0n

dηi
dz1

)
+ c(i)

n

(
λnηj − λ0n

dηj
dz1

)]
z1=ζ

= 0.

(5.126)

Другу умову ортогональностi отримаємо з рiвняння (5.108) при η = ηi,

ω = ωi. Помножимо отримане рiвняння на ω2
jηj i iнтегруємо його в межах вiд

нуля до l з використанням формули iнтегрування по частинам та граничних

умов крайової задачi (5.108). При цьому отримуємо

ω2
j

2∑
k=1

∫
G(k)

[
E(k)J (k)d

2η
(k)
i

dz2
1

d2η
(k)
j

dz2
1

−

−N (k)dη
(k)
i

dz1

dη
(k)
j

dz1
− ω2

iω
2
jD

ρ
(k)
1

ρ
S(k)η

(k)
i η

(k)
j

]
dz1 −

−ω2
jD

{
ω2
i

[
mηiηj +mzc

(
dηi
dz1

ηj +
dηj
dz1

ηi

)
+

+I
dηi
dz1

dηj
dz1

]
+ ω2

i

∞∑
n=1

c(i)
n

[
λnηj − λ0n

dηj
dz1

]
+

+
∞∑
n=1

c(i)
n λn

dηj
dz1

+ zcm
dηi
dz1

dηj
dz1

}
z1=ζ

= 0. (5.127)
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Помiняємо мiсцями в цьому рiвняннi iндекси i i j потiм вiднiмемо одер-

жане рiвняння з рiвняння (5.127). При цьому будемо мати

(ω2
j − ω2

i )
2∑

k=1

∫
G(k)

[
E(k)J (k)d

2η
(k)
i

dz2
1

d2η
(k)
j

dz2
1

−N (k)dη
(k)
i

dz1

dη
(k)
j

dz1

]
dz1−

−D
{
zcm

dηi
dz1

dηj
dz1

(ω2
j − ω2

i ) + ω2
iω

2
j

∞∑
n=1

c(i)
n

(
λnηj − λ0n

dηj
dz1

)
+ ω2

j

∞∑
n=1

c(i)
n λn

dηj
dz1
−

− ω2
iω

2
j

∞∑
n=1

c(j)
n

(
λnηi − λ0n

dηi
dz1

)
− ω2

i

∞∑
n=1

c(j)
n λn

dηi
dz1

}
z1=ζ

= 0.

(5.128)

Перетворимо рiвняння (5.128) з урахуванням спiввiдношень (5.124). Тодi

беручи до уваги, що ωj 6= ωi при i 6= j, другу умову ортогональностi можна

представити в наступному виглядi:

2∑
k=1

∫
G(k)

[
E(k)J (k)d

2η
(k)
i

dz2
1

d2η
(k)
j

dz2
1

−N (k)dη
(k)
i

dz1

dη
(k)
j

dz1

]
dz1 −

−D
{
zcm

dηi
dz1

dηj
dz1
−
∞∑
n=1

c(i)
n c

(j)
n µnσ

2
n +

+
∞∑
n=1

λn

(
c(j)
n

dηi
dz1

+ c(i)
n

dηj
dz1

)}
z1=ζ

= 0, (i 6= j). (5.129)

Нехай до розглядуваної механiчної системи прикладенi описанi вище зов-

нiшнi навантаження. Виникаючi при цьому поперечнi перемiщення стержня

w(z1, t) в площинi O1y1z1 i вiдповiднi їм узагальненi координати βn(t), що

характеризують хвильовi рухи рiдини в рухомому резервуарi представимо у

виглядi наступних розкладiв:

w(z1, t) =
∞∑
i=1

qi(t)ηi(z1), βn(t) =
∞∑
i=1

qi(t)c
(i)
n , (5.130)

де qi(t) – узагальненi координати системи, що характеризують її вимушенi

коливання.
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Пiдставимо розклади (5.130) в систему диференцiальних рiвнянь (5.113).

В результатi отримаємо наступнi рiвняння:

∞∑
i=1

[
q̈i

(
µnc

(i)
n + λnηi − λ0n

dηi
dz1

)
− qi

(
λn
dηi
dz1
− µnσ2

nc
(i)
n

)]
z1=ζ

= 0. (5.131)

Решту диференцiальних рiвнянь отримаємо з безрозмiрного варiацiйно-

го рiвняння (5.105) пiдставивши в нього розклади (5.130) i поклавши δw =

ηj(z1). З урахуванням першої умови ортогональностi (5.126) отриманi рiвня-

ння можна перетворити до наступного вигляду:

∞∑
i=1

qiψij + q̈jaj −
∞∑
i=1

Dq̈i

∞∑
n=1

[
c(i)
n c

(j)
n µn +

+c(j)
n

(
λnηi − λ0n

dηi
dz1

)]
z1=ζ

−

−D
∞∑
i=1

qi

[ ∞∑
n=1

c(i)
n λn

dηj
dz1

+mzc
dηi
dz1

dηj
dz1

]
z1=ζ

= Qj(t), (5.132)

(j = 1, 2, . . .)

де

ψi,j =
2∑

k=1

∫
G(k)

(
E(k)J (k)d

2η
(k)
i

dz2
1

d2η
(k)
j

dz2
1

−N (k)dη
(k)
i

dz1

dη
(k)
j

dz1

)
dz1,

aj = D

{ 2∑
k=1

∫
G(k)

ρ
(k)
1

ρ
(η

(k)
j )2S(k)dz1 +

[
mη2

j + 2mzcηj
dηj
dz1

+ I

(
dηj
dz1

)2

+

+
∞∑
n=1

((
c(j)
n

)2
µn + 2c(j)

n

(
λnηj − λ0n

dηj
dz1

))]
z1=ζ

}
,

Qj(t) =
2∑

k=1

∫
G(k)

q(k)η
(k)
j dz1 +

[
PO∗y∗ηj −MOx

dηj
dz1

]
z1=ζ

.

Якщо скористаємося другою умовою ортогональностi (5.2.3), формулою

(5.122) при i = j, спiввiдношенням (5.123) для власних форм коливань систе-

ми, то для першої суми в лiвiй частинi рiвнянь (5.132) пiсля ряду перетворень
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можна встановити наступне вираз:

∞∑
i=1

qiψij = qjajω
2
j +

∞∑
i=1

Dqi

[
zcm

dηi
dz1

dηj
dz1
−
∞∑
n=1

(
c(i)
n c

(j)
n µnσ

2
n −

−λnc(j)
n

dηi
dz1
− λnc(i)

n

dηj
dz1

)]
z1=ζ

(5.133)

З урахуванням цього спiввiдношення рiвняння (5.132) набудуть вигляду:

aj
(
q̈j + ω2

j qj
)

+
∞∑
i=1

qiD

[ ∞∑
n=1

(
λnc

(j)
n

dηi
dz1
− c(i)

n c
(j)
n µnσ

2
n

)]
z1=ζ

−

−
∞∑
i=1

q̈iD

[ ∞∑
n=1

(
c(i)
n c

(j)
n µn + c(j)

n

(
λnηi − λ0n

dηi
dz1

))]
z1=ζ

= Qj(t). (5.134)

Скориставшись рiвняннями (5.131), рiвняння (5.134) приймають наступну

форму:

aj
(
q̈j + ω2

j qj
)

= Qj(t), (j = 1, 2, . . .) (5.135)

Таким чином, отриманi рiвняння руху розглядуваної механiчної системи

пiд впливом прикладених до неї зосереджених i розподiлених навантажень

з використанням розкладу по власним функцiям спектральної задачi, яка

описує спiльнi вiльнi коливання стержня i рiдини в пiдвiшеному до нього

резервуарi, дозволило звести вихiдну задачу (5.108), (5.113) до iнтегруван-

ня нескiнченної системи не зв’язаних мiж собою диференцiальних рiвнянь

найбiльш простого виду (5.135). Коефiцiєнти цiєї системи рiвнянь виража-

ються через частоти i форми власних коливань даної конструкцiї, а також

через гiдродинамiчнi коефiцiєнти µn, σ2
n, I(w), λn i λ0n. Отже перед розв’яза-

нням задачi про збурений рух конструкцiї необхiдно попередньо розв’язати

спектральну задачу про власнi коливання системи i визначити вищевказанi

гiдродинамiчнi коефiцiєнти.

5.2.4 Вимушенi коливання стержня з пiдвiсним резервуаром

при гармонiчному збуреннi його основи
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Вище передбачалося, що вимушенi коливання розглядуваної механiчної

системи були викликанi прикладеними до неї заданими силами i моментами,

що змiнюються в часi. На практицi також зустрiчаються випадки, коли ко-

ливання виникають внаслiдок заданого руху деяких точок осi або обертання

певних поперечних перерiзiв стержня. Розглянемо випадок, коли основа стер-

жня, жорстко закрiплена на деякiй рухомий опорi, яка в свою чергу здiйснює

заданi гармонiчнi коливання в площинi O1y1z1 по наступному закону

w(0, t) = H sin pt, H � 1. (5.136)

Потрiбно визначити рух стержня i рiдини в резервуарi, викликанi гори-

зонтальними перемiщеннями основи стержня з амплiтудою H i частотою p.

Доцiльнiсть представлення руху основи стержня у виглядi гармонiчних коли-

вань (5.136) випливає з того, що всякий рух основи може бути представлено

у виглядi суперпозицiї гармонiчних коливань, оскiльки будь-яка неперервна

функцiя w(0, t) на кiнцевому iнтервалi часу може бути замiнена вiдповiдним

рядом Фур’є.

Далi будемо розглядати усталенi вимушенi коливання механiчної систе-

ми пiд дiєю кiнематичного збурення (5.136), масових i вiдновлюючих сил. В

цьому випадку перемiщення стержня w(z1, t) в площинi O1y1z1 i узагальне-

нi координати βn(t), що характеризують хвильовi рухи рiдини в рухомому

резервуарi, можна представити в наступному виглядi:

w(z1, t) = η(z1) sin pt, βn(t) = cn sin pt. (5.137)

Математичне формулювання задачi для визначення функцiї η(z1) i чисел

cn можна отримати з рiвнянь (5.102) i (5.103). При цьому її можна представи-

ти у виглядi (5.108) i (5.113), де ω2 слiд замiнити на p2. Крiм цього граничнi

умови жорсткого крiплення торця стержня в (5.108) слiд замiнити на умови:

η(0) = H,
dη

dz1

∣∣∣∣
z1=0

= 0.
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Для побудови наближеного аналiтичного розв’язку сформульованої не-

однорiдної крайової задачi використовуємо її варiайцiйне формулювання i

метод Рiтца.

Розв’язок варiацiйного рiвняння

δF (η(i), α1, α2) =
2∑
i=1

∫
G(i)

[
E(i)J (i)d

2η(i)

dz2
1

d2δη(i)

dz2
1

−

−N (i)dη
(i)

dz1

dδη(i)

dz1
− ω2ρ

(i)
1

ρ
DS(i)η(i)δη(i)

]
dz1+

+
1

2

[
p(η(1))δη(1) + p(η(2))δη(2)

]
z1=ζ

+

+
1

2

[
q(η(1))

dδη(1)

dz1
+ q(η(2))

dδη(2)

dz1

]
z1=ζ

+

+δ

[
α1

(
η(2) − η(1)

)
+ α2

(
dη(2)

dz1
− dη(1)

dz1

)]
z1=ζ

= 0, (5.138)

пiсля пiдстановки в нього явних виразiв для множникiв Лагранжа α1, α2 i за-

мiни ω2 на p2 слiд розшукувати на класi функцiй, пiдкорених лише головним

граничним умовами задачi:

η(1)(0) = H,
dη(1)

dz1

∣∣∣∣
z1=0

= 0.

У зв’язку з цим представимо шуканi функцiї η(1)(z1) i η(2)(z1) в наступному

виглядi:

η(1)(z1) = H +

m0∑
j=1

ajV
(1)
j (z1), η(2)(z1) =

m0∑
j=1

bjV
(2)
j (z1), (5.139)

де aj и bj – постiйнi, що пiдлягають визначенню;

V
(1)
j (z1) = z2

1Pj

(
2z

ζ
− 1

)
, V

(2)
j (z1) = Pj

(
2z

l − ζ
− l + ζ

l − ζ

)
.

Тут Pj — змiщенi на одиницю за iндексом j многочлени Лежандра з ар-

гументами, перетвореними на iнтервали [0, ζ] i [ζ, l] вiдповiдно.

Першi 2m0 рiвнянь вiдносно постiйних {aj}m0

j=1, {bj}
m0

j=1 i {cj}
n0
j=1 отримаємо

з варiацiйного рiвняння (5.138) пiсля пiдстановки в нього виразiв (5.139).
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Останнi n0 рiвнянь отримаємо з рiвнянь (5.113) попередньо помноживши їх

на D, для симетрiї загальної системи рiвнянь, i поклавши в них[
η =

η(1) + η(2)

2

]
z1=ζ

(5.140)

з урахуванням виразiв (5.139) при z1 = ζ.

При цьому отримаємо наступну неоднорiдну систему алгебраїчних рiв-

нянь:

(A− p2B) ~X = ~Γ, (5.141)

де вектор стовпець ~X має компоненти a1, a2, . . . , am0
, b1, b2, . . . , bm0

,

c1, c2, . . . , cn0.

Елементи матриць A i B визначаються за формулами аналогiчними наве-

деним вище для задачi про коливання резервуара, закрiпленого на пружнiй

опорi. Коефiцiєнти γi вектора-стовпця ~Γ правої частини рiвнянь (5.141) бу-

дуть визначатися за формулами:

γi = p2HD

∫
G(1)

ρ(1)

ρ
S(1)V

(1)
i dz1 −

H

2
Q

(1)
i

∣∣∣∣
z1=ζ

,

γi+m0
=

{
p2HDm

2

(
V

(2)
i + zc

dV
(2)
i

dz1

)
− H

2
Q

(2)
i

}∣∣∣∣
z1=ζ

,

(i = 1, 2 . . . ,m0),

γi+2m0
= p2HDλi, (i = 1, 2 . . . , n0), (5.142)

де

Q
(k)
i = Q(k)

∗ (V
(k)
i ), (k = 1, 2).

Таким чином, задача про визначення вимушених коливань розглядуваної

механiчної системи при заданому горизонтальному гармонiчному збуреннi

основи стержня звелася до розв’язання неоднорiдної алгебраїчної системи

(5.141). Симетрiя матриць A i B є математичним виразом консервативностi

механiчної системи.
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Аналогiчним чином може бути розв’язана задача для випадку, коли уста-

ленi вимушенi коливання системи викликаються заданим гармонiчним обер-

танням певних поперечних перерiзiв стержня.

5.3 Деякi результати розрахункiв i їх аналiз

5.3.1 Власнi коливання резервуара з рiдиною, закрiпленого на

пружнiй опорi

Нехай тонкостiнний стержень, до верхнього торця якого прикрiплений ци-

лiндричний резервуар, є однорiдним i має цилiндричну форму. Введемо на-

ступнi позначення: r0, δ – радiус i товщина стержня вiдповiдно; a = r0/R0 –

радiус стержня вiднесений до радiусу резервуара; l1 = l/r0, δ1 = δ/r0 – дов-

жина i товщина стержня, вiднесенi до його радiусу.

Виберемо в якостi характерного лiнiйного розмiру розглядуваної механi-

чної системи радiус резервуара R0. Безрозмiрнi площа поперечного перерiзу,

його екваторiальний момент iнерцiї i коефiцiєнт D (формули (2.17)) можна

представити в наступному виглядi:

F = 2πa2δ1; J = πa4δ1;

D = D1
1

πa4δ1
; D1 =

ρgR0

E0
.

Наведемо деякi результати розрахункiв власних коливань розглядуваної

механiчної системи, що iлюструють ефективнiсть запропонованого методу

розв’язання спектральної задачi i вплив коливань рiдини в резервуарi на ча-

стоти i форми коливань системи в цiлому.

При розрахунках масою резервуара нехтували m0 = 0 i були використанi

наступнi безрозмiрнi величини:

ρ0

ρ
= 7.8; D1 = 0.476 · 10−7; a = 0.5; δ1 = 0.01.

Глибина рiдини в резервуарi h i довжина стержня l варiювалися.
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Таблиця 5.1
Значення частот ωi pв’язаних коливань системи «стержень – резервуар – рiдина» при

h = 1, l1 = 20 в залежностi вiд числа членiв n0 i m0 в розкладах (5.12) i (5.67) вiдповiдно.

m0 ω1 ω2 ω3 ω4 ωn0+1 ωn0+2 ωn0+3

n0 = 1

6 1.3086905 6.8813575 84.14739 296.54805

7 1.3086905 6.8813575 84.14727 296.49416

8 1.3086905 6.8813575 84.14727 296.46383

9 1.3086905 6.8813575 84.14727 296.46365

10 1.3086905 6.8813575 84.14727 296.46360

n0 = 2

6 1.3086864 2.3069021 6.9330457 84.67431 300.29854

7 1.3086864 2.3069021 6.9330457 84.67418 300.24745

8 1.3086864 2.3069021 6.9330457 84.67418 300.21354

9 1.3086873 2.3069021 6.9330457 84.67418 300.21336

10 1.3086864 2.3069021 6.9330457 84.67418 300.21330

n0 = 3

6 1.3086859 2.3069007 2.9207033 6.9458870 84.83303 301.32484

7 1.3086863 2.3069007 2.9207032 6.9458870 84.83290 301.27459

8 1.3086864 2.3069007 2.9207032 6.9458870 84.83290 301.23966

9 1.3086864 2.3069006 2.9207032 6.9458870 84.83290 301.23949

10 1.3086864 2.3069006 2.9207032 6.9458870 84.83290 301.23949

n0 = 4

6 1.3086858 2.3069005 2.9207026 3.4207563 6.9511584 84.90045 301.74666

7 1.3086858 2.3069005 2.9207026 3.4207563 6.9511584 84.90032 301.69676

8 1.3086858 2.3069005 2.9207026 3.4207563 6.9511584 84.90032 301.66141

9 1.3086858 2.3069005 2.9207025 3.4207563 6.9511584 84.90032 301.66123

10 1.3086858 2.3069005 2.9207026 3.4207563 6.9511584 84.90032 301.66117

У таблицях 5.1 i 5.2 представленi залежностi частот ωi зв’язаних коли-

вань рiдини i пружного стержня при h = 1 i l1 = 20 в залежностi вiд числа
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Таблиця 5.2
Значення частот ωn0+1 зв’язаних коливань системи «стержень – резервуар – рiдина» при

h = 1, l1 = 20, m0 = 10 в залежностi вiд числа членiв n0 в розкладах (5.67).

n0 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

ωn0+1 6.954 6.955 6.956 6.957 6.959 6.960 6.960 6.960 6.960 6.961 6.962

ωn0+2 84.93 84.96 84.97 84.98 84.98 84.99 84.99 84.99 84.99 85.00 85.00

ωn0+3 301.9 302.0 302.1 302.1 302.1 302.2 302.2 302.2 302.2 302.2 302.2

членiв m0 i n0 в розкладах (5.12) i (5.67). Данi цих таблиць свiдчать про те,

що частотний спектр складається з двох типiв частот. До першого типу вiд-

носяться частоти, якi обумовленi в основному коливаннями рiдини на вiльнiй

поверхнi. Цi частоти будемо називати частотами «переважно хвильових ко-

ливань». До другого типу частот будемо вiдносити частоти, якi обумовленi

в основному пружними i iнерцiйними властивостями стержня i прикрiплено-

го на його торцi маси рiдини скiнченних розмiрiв. На значення цих частот

в меншiй мiрi позначаються коливання вiльної поверхнi рiдини. В даному

прикладi при n0 6 15 частоти другого типу починаються з ωn0+1. Зi збiль-

шенням n0 частоти першого i другого типу змiшуються. Результати таблиць

i подальшi розрахунки також показують, що для отримання молодших ча-

стот ωk першого типу з точнiстю до п’яти значущих цифр необхiдно покласти

n0 = k + 1 при числi членiв m0 = 10 в розкладi (5.67). Для отримання трьох

частот другого типу з такою ж точнiстю необхiдно утримувати до 30 членiв в

розкладi (5.12) при m0 = 10 в розкладi (5.67). Збiльшення довжини стержня

не призводить до погiршення встановленої швидкостi збiжностi розв’язкiв.

Поведiнка перших трьох нижчих частот ωi зв’язаних коливань системи в

залежностi вiд довжини стержня l i глибини рiдини в резервуарi h вiднесених

до R0 показано на рис. 5.3.

На рис. 5.4 представленi нижчi форми зв’язаних коливань стержня ηi i
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Рис. 5.3. Поведiнка частот ωi зв’язаних коливань системи «стержень – резервуар –

рiдина» в залежностi вiд довжини стержня l i глибини заповнення резервуара рiдиною h.
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Рис. 5.4. Нижчi форми зв’язаних коливань стержня ηi i рiдини ϕi (i = 1 . . . 5), отриманi

при h = 1 i l1 = 20.

рiдини ϕi (i = 1 . . . 5), отриманi при h = 1 i l1 = 20. Цi рисунки показують,

що першим п’яти формам коливань вiльної поверхнi, якi вiдповiдають «пере-

важно хвильовим коливанням рiдини», вiдповiдають коливання стержня по
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Рис. 5.5. Залежнiсть зв’язаних i парцiальних двох нижчих частот системи «стержень –

резервуар – рiдина» вiд вiдносної глибини рiдини в резервуарi.

його першiй формi з рiзними амплiтудними значеннями. Вищi форми коли-

вань стержня проявляються на другому типi частотного спектра системи.

Розглянемо далi два спектра частот {σi} i {ω∗i }. Перший спектр спiвпа-

дає з власними частотами системи при абсолютно жорсткiй опорi. Другий

спектр частот - це частоти коливань пружного стержня з приєднаним до

нього резервуаром кiнцевих розмiрiв iз закритою жорсткою кришкою вiльної

поверхнi рiдини. Такi частоти можна отримати з алгебраїчної системи (5.69),

поклавши в нiй n0 = 0. В цьому випадку вихiдна система з n = n0 + m0

степенями свободи, пiсля накладення на неї n0 зв’язкiв переходить в систему

з m0 степенями свободи. Введення частот {σi} i {ω∗i } вiдповiдає роздiленню

вихiдної механiчної системи на двi пiдсистеми, так званi парцiальнi системи.

Поняття про парцiальнi системи дозволяє сформулювати деякi загальнi

висновки про вплив параметрiв системи на її власнi частоти. Один з виснов-

кiв, наприклад, можна виразити у виглядi нерiвностей

ωi 6 ω∗i 6 ωi+n0, (i = 1, 2 . . .m0).

Згiдно з цими нерiвностями парцiальнi частоти завжди лежать в iнтерва-

лi, що обмежений частотами зв’язаної системи.

Бiльш детальну iнформацiю про поведiнку в’язаних i парцiальних частот
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в залежностi вiд безрозмiрної глибини рiдини в резервуарi дає графiк, на-

ведений на рис. 5.5. Результати розрахункiв отриманi для стержня, вiдносна

довжина якого дорiвнює l1 = 30. Суцiльнi лiнiї на рисунку вiдповiдають двом

нижчим частотам зв’язаних коливань системи (ω1 i ω2). Штриховi лiнiї вiдпо-

вiдають парцiальним частотам σ1 i σ2. Штрих-пунктирною лiнiєю позначена

залежнiсть парцiальної частоти ω∗1 вiд параметра h.

Таблиця 5.3
Значення зв’язаних i парцiальних частот системи «стержень - резервуар - рiдина» при

деяких безрозмiрних глибинах рiдини в резервуарi.

h ω1 ω2 σ1 σ2 ω∗1 ω∗2

0.2 0.8007 2.0454 0.8056 2.0498 5.8171 43.908

0.6 1.1831 2.2972 1.2153 2.3051 3.8676 39.627

1.0 1.2735 2.2999 1.3232 2.3089 3.0533 37.927

1.4 1.2926 2.2969 1.3491 2.3090 2.5742 36.750

1.8 1.2950 2.2867 1.3551 2.3090 2.2477 35.573

2.2 1.2929 2.2046 1.3565 2.3090 2.0060 34.165

2.6 1.2886 1.9985 1.3568 2.3090 1.8173 32.457

3.0 1.2820 1.8219 1.3569 2.3090 1.6645 30.489

3.4 1.2716 1.6826 1.3569 2.3090 1.5374 28.368

3.8 1.2552 1.5748 1.3569 2.3090 1.4295 26.224

4.2 1.2298 1.4951 1.3569 2.3090 1.3364 24.161

4.6 1.1934 1.4411 1.3569 2.3090 1.2551 22.249

5.0 1.1481 1.4076 1.3569 2.3090 1.1833 20.517

Чисельнi значення введених вище частот для деяких значень параметра

h наведенi в таблицi 5.3.

З рис. 5.5 i таблицi 5.3 видно, вiдсутнiсть зв’язаностi мiж парцiальними

системами досягається в даному прикладi при h < 1. При цьому нижчi часто-

ти зв’язаних коливань системи близькi до частот σ1 i σ2 першої парцiальної

системи. При h→ 0 ω∗1 наближається до частоти коливань стержня з одним
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закрiпленим i iншим вiльним торцем. Слабка зв’язанiсть мiж парцiальними

частотами спостерiгається при h > 5. Для цього випадку перша частота си-

стеми ω1 близька до першої частоти ω∗1 другої парцiальної системи. Поблизу

збiгу парцiальних частот зв’язанi частоти помiтно вiдрiзняються вiд парцi-

альних.

Проведений аналiз отриманих розв’язкiв свiдчить про ефективнiсть за-

пропонованого алгоритму розв’язання даної задачi. Слiд пiдкреслити, що за-

пропонована математична модель має сенс тiльки для нижчих форм попере-

чних коливань, оскiльки при пiдвищеннi частоти власних коливань системи

втрачають силу припущення, що використовуються при описаннi коливань

стержня.

Результати розрахункiв показують, що ефект хвильових рухiв рiдини в

резервуарi при його поперечних коливаннях може бути досить iстотним i

нехтування ним в загальному випадку є неприпустимим.

5.3.2 Вимушенi коливання резервуара з рiдиною, закрiпленого

на пружнiй опорi

Нижче представленi деякi результати розрахунку вимушених коливань

системи «стержень - резервуар - рiдина» для випадку кiнематичного збурення

основи стержня.

Нехай тонкостiнний стержень, до верхнього торця якого прикрiплений

цилiндричний резервуар, є однорiдним i має цилiндричну форму. Введемо

наступнi позначення:

r0, δ – радiус i товщина стержня вiдповiдно;

a = r0/R0 – радiус стержня вiднесений до радiусу резервуара;

l1 = l/r0, δ1 = δ/r0 – довжина i товщина стержня, вiднесенi до його

радiусу;

H1 = H/R0 – амплiтуда збурення, вiднесена до радiусу резервуара.

Виберемо в якостi характерного лiнiйного розмiру розглядуваної механi-
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чної системи радiус резервуара R0. Безрозмiрнi площа поперечного перерiзу,

його екваторiальний момент iнерцiї i коефiцiєнт D можна представити в на-

ступному виглядi:

F = 2πa2δ1; J = πa4δ1; D = D1
1

πa4δ1
; D1 =

ρgR0

E0
.

При розрахунках масою резервуара будемо нехтувати i були використанi

наступнi безрозмiрнi величини:

ρ1

ρ
= 7.8; D1 = 0.476 · 10−7; a = 0.5; δ1 = 0.01.

Глибина рiдини в резервуарi h, довжина стержня l i частота збурення p

варiювалися.

Таблиця 5.4
Значення амплiтуд коливань рiдини ξ (r/R0 = 0.5) i стержня η(z1 = l1) при l1 = 20,

p = 0.5 i рiзних значеннях глибини заповнення рiдини h в залежностi вiд числа

координат m0 i n0 вектора ~X.

h = 0.1 h = 0.3 h = 0.5

ω1 = 0.5785 ω1 = 0.9582 ω1 = 1.1483

n0 η ξ η ξ η ξ

m0 = 2

2 0.01004 0.00562 0.01004 0.00180 0.01005 0.00159

4 0.01004 0.00562 0.01004 0.00180 0.01005 0.00159

6 0.01004 0.00562 0.01004 0.00180 0.01005 0.00159

m0 = 4

2 0.01004 0.00562 0.01004 0.00180 0.01005 0.00159

4 0.01004 0.00562 0.01004 0.00180 0.01005 0.00159

6 0.01004 0.00562 0.01004 0.00180 0.01005 0.00159

В таблицi 5.4 наведенi значення амплiтуд коливань рiдини ξ (r/R0 = 0.5)

i стержня η(z1 = l1) при l1 = 20, p = 0.5 i рiзних значеннях глибини заповнен-

ня рiдини h в залежностi вiд числа координат m0 i n0 вектора ~X. Результати
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таблицi, а також додатковi розрахунки показують, що для отримання зна-

чень амплiтуд стержня i рiдини з точнiстю до п’яти значущих цифр досить

утримувати всього два члена m0 i n0. Змiна глибини заповнення резервуа-

ра рiдиною практично не впливає на процес збiжностi. Збiльшення довжини

стержня також не призводить до погiршення встановленої швидкостi збiжно-

стi розв’язкiв.

Таблиця 5.5
Значення амплiтуд коливань рiдини ξ (r/R0 = 0.5) i стержня η(z1 = l1) при l1 = 20,

p = 1.14 (поблизу першої резонансної частоти ω1 = 1.1483), h = 0.5, m0 = 2 в залежностi

вiд числа координат n0 вектора ~X.

n0 η ξ

2 0.01869 0.53970

4 0.01869 0.53978

6 0.01869 0.53971

8 0.01869 0.53976

У таблицi 5.5 представленi значення амплiтуд коливань рiдини ξ (r/R0 =

0.5) i стержня η(z1 = l1), отриманi при тих же параметрах, що i для таблицi

5.4, але при частотi збурення p = 1.14 (поблизу першої резонансної частоти

ω1 = 1.1483), h = 0.5, m0 = 2 в залежностi вiд числа координат n0 векто-

ра ~X. Як видно з представлених даних, при наближеннi частоти збурення до

резонансної частоти системи, збiжнiсть для амплiтуди рiдини дещо погiршує-

ться. У той же час, для амплiтуди стержня швидкiсть збiжностi залишається

колишньою.

На рис. 5.6 представленi амплiтудно-частотнi характеристики стержня i

рiдини, отриманi при l1 = 20 i h = 0.5. Як видно з рисунка, при набли-

женнi частоти збурення до власних частот системи, спостерiгається явище

резонансу. Неважко помiтити, що в представленому дiапазонi частоти збу-

рення, стержень виявляється менш схильний до резонансу нiж рiдина. Його
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Рис. 5.6. Залежностi амплiтуд коливань стержня η(z1 = l1) i рiдини ξ(r/R0 = 1) вiд

частоти збурення p, отриманi при l1 = 20 i h = 0.5
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Рис. 5.7. Форми коливань стержня η i рiдини ξ при рiзних значеннях частоти збурення

p, отриманi при l1 = 20 i h = 0.5.

перемiщення значно менше, нiж амплiтуда коливань рiдини. Це пояснюється

тим, що на формування нижчих частот системи основний вплив має рiдина

i, взаємодiя зi стержнем на цих частотах незначна. Стержень здiйснює рухи,

близькi до першої форми його коливань при наближеннi частоти збурення

до власної частоти системи. А при видаленнi вiд резонансних частот, йо-

го максимальне перемiщення становить близько амплiтуди збурення. Тобто,

практично, стержень рухається, як тверде тiло.

У свою чергу, рiдина, при наближеннi частоти збурення до власної часто-

ти системи набуває форму, близьку до вiдповiдної формi власних коливань
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Рис. 5.8. Залежнiсть амплiтуди коливань рiдини ξ(z1/R0 = 1) вiд довжини стержня l1,

при p = 1 i h = 0.5.

рiдини. На рис. 5.7 представленi форми коливань стержня η i рiдини ξ при

рiзних значеннях частоти збурення p, отриманi при l1 = 20 i h = 0.5. Часто-

та збурення тут вибиралася близькою до вiдповiдних перших трьох власних

частот даної системи. З вказаного рисунка видно, що при досить малих вiдхи-

леннях стержня вiд положення рiвноваги виникають досить великi амплiтуди

коливань поверхнi рiдини.

I нарештi на рис. 5.8 представлена залежнiсть амплiтуди коливань рiдини

ξ(z1/R0 = 1) вiд довжини стержня l1, при p = 1 i h = 0.5. Як i слiд бу-

ло очiкувати, при збiльшеннi довжини стержня, амплiтуда коливань рiдини

зростає.

Проведений аналiз отриманих розв’язкiв свiдчить про ефективнiсть за-

пропонованого алгоритму розв’язання даної задачi.

Представленi результати розрахунку для випадку кiнематичного збурен-

ня основи стержня показують, що малi вiдхилення стержня вiд положення

рiвноваги можуть викликати чималi амплiтуди коливань рiдини в резервуарi.

5.3.3 Власнi коливання тонкостiнного стержня з пiдвiсним ре-

зервуаром, частково заповненим рiдиною

Нехай тонкостiнний стержень є однорiдним i має цилiндричну форму. Для

визначеностi, а також для можливостi порiвняння отриманих результатiв з
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уже iснуючими в лiтературi, будемо вважати, що резервуар являє собою пря-

мий круговий цилiндр, який прикрiплений до стержня за допомогою абсо-

лютно жорсткого шпангоута бiля основи резервуара i заповнений рiдиною

на висоту h. У цьому випадку, для визначення гiдродинамiчних коефiцiєнтiв

λi, λ0i, µi, σi i I(w), що входять в систему алгебраїчних рiвнянь (5.69) можна

скористатися формулами, наведеними вище.

Введемо наступнi позначення:

r0, δ – радiус i товщина стержня вiдповiдно;

a = r0/R0 – радiус стержня вiднесений до радiусу резервуара;

l1 = l/r0, δ1 = δ/r0 – довжина i товщина стержня, вiднесенi до його

радiусу.

ζ1 = ζ/r0 – точка крiплення резервуара до стержня.

Виберемо в якостi характерного лiнiйного розмiру розглядуваної механi-

чної системи радiус резервуара R0. Безрозмiрнi площа поперечного перерiзу,

його екваторiальний момент iнерцiї i коефiцiєнт D можна представити в на-

ступному виглядi:

S = 2πa2δ1; J = πa4δ1;

D = D1
1

πa4δ1
; D1 =

ρgR0

E0
.

Наведемо деякi результати розрахункiв власних коливань розглядуваної

механiчної системи, що iлюструють ефективнiсть запропонованого методу

розв’язання спектральної задачi i вплив коливань рiдини в резервуарi на ча-

стоти i форми коливань системи в цiлому.

При розрахунках масою резервуара будемо нехтувати i були використанi

наступнi безрозмiрнi величини:

ρ0

ρ
= 7.8; D1 = 0.476 · 10−7;

a = 1.25; δ1 = 0.001; h = 1.0.

У таблицях 5.6 i 5.7 представленi значення частот ωi зв’язаних коливань
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Таблиця 5.6
Значення частот ωi зв’язаних коливань розглядуваної системи при l1 = 28 i ζ1 = 14 в

залежностi вiд числа членiв m0 i n0 в розкладах (5.118) i (5.95) вiдповiдно.

m0 ω1 ω2 ω3 ω4 ωn0+1 ωn0+2 ωn0+3

n0 = 1

4 1.30227 3.58888 18.6539 75.6249

6 1.30227 3.58700 18.6321 73.3952

8 1.30227 3.58700 18.6320 73.2925

10 1.30227 3.58700 18.6320 73.2925

12 1.30227 3.58700 18.6320 73.2925

n0 = 2

4 1.30226 2.30465 3.60426 18.7504 75.6459

6 1.30226 2.30465 3.60235 18.7286 73.4908

8 1.30226 2.30465 3.60235 18.7286 73.3882

10 1.30226 2.30465 3.60235 18.7286 73.3882

12 1.30226 2.30465 3.60235 18.7286 73.3882

n0 = 3

4 1.30226 2.30465 2.91837 3.61036 18.7743 75.6544

6 1.30226 2.30465 2.91836 3.60845 18.7525 73.5192

8 1.30226 2.30465 2.91836 3.60845 18.7525 73.4167

10 1.30226 2.30464 2.91836 3.60844 18.7525 73.4166

12 1.30226 2.30464 2.91836 3.60844 18.7525 73.4166

n0 = 4

4 1.30226 2.30466 2.91836 3.41495 3.61793 18.7837 75.6583

6 1.30226 2.30464 2.91835 3.41490 3.61606 18.7619 73.5312

8 1.30226 2.30464 2.91835 3.41490 3.61606 18.7618 73.4287

10 1.30226 2.30464 2.91835 3.41490 3.61606 18.7618 73.4286

12 1.30226 2.30464 2.91835 3.41490 3.61606 18.7618 73.4286

рiдини i пружного стержня при l1 = 28 i ζ1 = 14 в залежностi вiд числа

членiв m0 i n0 в розкладах (5.118) i (5.95) вiдповiдно.

Далi введемо в розгляд два типи частот: {σi} i {ω∗i }. Перший з них спiвпа-
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Таблиця 5.7
Значення частот ωi зв’язаних коливань розглядуваної системи при l1 = 28, M0 = 10 i

zeta1 = 14 в залежностi вiд числа членiв n0 в розкладах (5.95).

n0 5 6 7 8 9 10 11 12

ω5 3.61337 3.61282 3.61262 3.61253 3.61248 3.61245 3.61245 3.61243

ωn0+2 18.7665 18.7691 18.7708 18.7718 18.7726 18.7732 18.7736 18.7739

ωn0+3 73.4348 73.4383 73.4406 73.4421 73.4431 73.4439 73.4445 73.4449

дає з частотами коливань рiдини в нерухомому резервуарi, а другий представ-

ляє частоти коливань пружного стержня з пiдвiшеним до нього резервуаром,

вiльна поверхня рiдини в якому закрита жорсткою кришкою. Такi частоти

можна отримати з алгебраїчоi системи рiвнянь (5.119), поклавши в нiй n0 = 0.

В цьому випадку вихiдна алгебраїчна система порядку 2m0 + n0 переходить

в систему порядку 2m0. Введення частот {σi} i {ω∗i } вiдповiдає розбиттю

вихiдної механiчної системи на двi пiдсистеми, якi називаються парцiальни-

ми системами. Поведiнка перших трьох парцiальних частот в залежностi вiд

безрозмiрної глибини рiдини в резервуарi наведено в таблицi 5.8.

Зiставлення даних таблиць 5.6 i 5.8 при h = 1 свiдчить про те, що для

прийнятих в рамках вихiдних даних першi три частоти системи близькi до

парцiальних частот {σi}, тодi як ωn0+i близькi до парцiальних частот {ω∗i },

(i = 1, 2, 3). Надалi будемо розрiзняти два типи частот системи «стержень

- рiдина». перший тип частот, це частоти обумовленi в основному колива-

ннями рiдини в резервуарi. В цьому випадку будемо говорити про частоти

«переважно хвильових коливань». До другого типу вiдносяться частоти, якi

обумовленi в основному пружними i iнерцiйними властивостями стержня з

пiдвiшеною до нього в певному перетинi масою рiдини. На значення цих ча-

стот в меншiй мiрi позначаються коливання вiльної поверхнi рiдини. Надалi

цi частоти будемо називати частотами «переважно пружних коливань» си-
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Таблиця 5.8
Залежнiсть парцiальних частот вiд безрозмiрної глибини рiдини в резервуарi.

h σ1 σ2 σ3 ω∗1 ω∗2 ω∗3

.20 .806 2.050 2.827 3.942 21.791 72.829

.40 1.074 2.277 2.919 3.747 19.537 72.656

.60 1.215 2.305 2.922 3.570 18.156 72.523

.80 1.287 2.309 2.922 3.409 17.233 72.425

1.00 1.323 2.309 2.922 3.263 16.583 72.344

1.20 1.341 2.309 2.922 3.129 16.107 72.249

1.40 1.349 2.309 2.922 3.006 15.751 72.106

1.60 1.353 2.309 2.922 2.892 15.479 71.878

1.80 1.355 2.309 2.922 2.787 15.268 71.531

2.00 1.356 2.309 2.922 2.690 15.104 71.037

2.20 1.356 2.309 2.922 2.599 14.976 70.370

2.40 1.357 2.309 2.922 2.514 14.876 69.511

2.60 1.357 2.309 2.922 2.435 14.797 68.445

2.80 1.357 2.309 2.922 2.361 14.736 67.167

3.00 1.357 2.309 2.922 2.290 14.689 65.678

стеми.

В даному прикладi при n0 6 5 частоти другого типу починаються з ωn0+1.

Зi збiльшенням числа n0 частоти першого i другого типу змiшуються. Резуль-

тати таблиць i подальшi розрахунки також показують, що для отримання

молодших частот ωi першого типу з точнiстю до шести значущих цифр не-

обхiдно покласти n0 = i + 1 при числi членiв m0 = 10 в розкладi (5.118).

Для отримання трьох частот ωi другого типу з такою ж точнiстю необхiдно

покласти n0 = i+ 15 i m0 = 10.

Вiдповiдно отриманому потенцiалу змiщень амплiтуднi значення для i-ої

форми коливань вiльної поверхнi рiдини мають вигляд
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Таблиця 5.9
Значення функцiй η5∓(ζ1), η′5∓(ζ1), а також лiвих та правих частин граничних умов

(5.108) при l1 = 28, ζ1 = 14.

η5−(ζ1) -.369381062E+00

η5+(ζ1) -.369381062E+00

η′5−(ζ1) -.352173074E-01

η′5+(ζ1) -.352173074E-01[
Q

(2)
∗ −Q(1)

∗

]
z1=ζ1

-.487448281E-04

RQ -.487448349E-04[
M (1) −M (2)

]
z1=ζ1

-.589616197E-04

RM -.589616147E-04

ξi =

n0∑
n=1

c(i)
n

J1(Knr)

J1(Kn)
sin η,

де J1(x) – функцiя Бесселя першого роду i першого порядку; Kn – n-й корiнь

рiвняння J ′1(x) = 0. Надалi вектора ~X(i) алгебраїчної системи (5.119) норму-

валися таким чином, щоб вiдхилення рiдини ξi в напрямку осi Oz в площинi

Oyz на стiнцi резервуара дорiвнювали одиницi.

Результати обчислень форм власних коливань розглядуваної механiчної

системи показують, що запропонований алгоритм розв’язання вихiдної задачi

забезпечує поточкову збiжнiсть для розв’язкiв i їх перших трьох похiдних для

прогинiв стержня як всерединi областей G(1) i G(2), так i на їх границi. Це

дозволяє розраховувати моменти i перерiзуючi сили в будь-якому перерiзi

стержня.

У таблицi 5.9 представленi результати перевiрки виконання граничних

умов (5.108) в точцi z1 = ζ1 крiплення резервуара до стержня, отриманi в

результатi пiдстановки побудованих наближених розв’язкiв для п’ятої форми

коливань в зазначенi граничнi умови. Тут через RQ i RM позначенi вирази

для правих частин вiдповiдних силових граничних умов, що входять в (5.108).
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Рис. 5.9. Залежнiсть зв’язаних i парцiальних частот системи вiд глибини h

заповнення резервуара рiдиною.

Символами ∓ позначенi вiдповiднi граничнi величини, обчисленi при пiдходi

до точки z1 = ζ1 злiва i праворуч вiд неї.

З наведеної таблицi випливає, що запропонований узагальнений функцiо-

нал забезпечує виконання з високою точнiстю кiнематичних i силових грани-

чних умов спряження в точцi z1 = ζ1. Отриманi вище результати свiдчать про

достатню ефективнiсть розробленого способу розв’язання даної спектральної

задачi.

На рис. 5.9 показана залежнiсть зв’язаних i парцiальних частот вiд вiд-

носної глибини h заповнення рiдиною резервуара. Результати розрахункiв

отриманi при l1 = 28 i ζ1 = 14. Суцiльнi лiнiї на рисунку вiдповiдають двом

нижчим частотам ω1 i ω2 зв’язаних коливань стержня i рiдини; штриховi

– парцiальним частотам σ1 i σ2 i штрих-пунктирна – парцiальнiй частотi

ω∗1. Числовi значення цих частот наведенi в таблицi 5.8. Поблизу спiвпадi-

ння парцiальних частот, частоти ω1 i ω2 найбiльш значимо вiдрiзняються вiд

парцiальних. Якщо парцiальнi частоти рознесенi, то в деякому наближен-

нi кожна пiдсистема коливається сама по собi. Якщо частоти парцiальних

систем збiгаються, то силовий вплив рiдини, що коливається на стержень на-

стає в моменти часу, сприятливi для передачi енергiї вiд рiдини до стержня.

У цьому випадку спостерiгається сильна взаємодiя парцiальних систем. Цi
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Рис. 5.10. Форми коливань стержня i рiдини при рiзних глибинах h

заповнення резервуара рiдиною.

висновки повнiстю узгоджуються iз загальною теорiєю коливань механiчних

систем [66].

На рис. 5.10 представленi форми коливань рiдини i стержня для перших

двох нижчих частот коливань розглядуваної механiчної системи при деяких

значеннях глибини h заповнення резервуара рiдиною, при l1 = 28 i ζ1 = 14. Iз

цих рисункiв випливає, що коли система здiйснює коливання з частотою ω1,

то рiдина i пружний стержень рухаються в однiй фазi. Якщо система робить

коливання з частотою ω2, то рiдина i стержень рухаються зi зсувом фаз на

180◦.

Вiдзначимо, що за запропонованим алгоритмом можна також розрахо-

вувати i конструкцiю, коли резервуар з рiдиною жорстко прикрiплений до

верхнього торця стержня. З метою здiйснення незалежного контролю прове-

дених обчислень, порiвнювалися розрахунковi данi для обох випадкiв. При

цьому було отримано їх повне спiвпадiння.

Проведенi обчислення показали на достатню ефективнiсть запропонова-

ного алгоритму розв’язання вихiдної задачi i, що хвильовi рухи рiдини в ре-
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зервуарi можуть iстотно впливати на коливання стержня.

5.3.4 Вимушенi коливання системи «стержень - резервуар - рi-

дина» (порiвняння з експериментом)

В роботi [132] наведенi експериментальнi данi дослiдження вимушених

коливань стержня, до верхнього торця якого прикрiплений резервуар з рi-

диною, при гармонiчному збуреннi основи стержня. В якостi резервуара був

обраний круговий цилiндр з спiвосною центральною вставкою малого радi-

уса r0. Вiдмiтимо, що гiдродинамiчнi коефiцiєнти λi, λ0i, µi, σi i I(w) для

такого резервуара при r0/R0 6 0.1 (R0 – радiус цилiндра) вiдрiзняються вiд

гiдродинамiчних коефiцiєнтiв для першої форми вiльних коливань рiдини в

круговому цилiндрi на 1 – 4 процента. Тому в розрахунках за запропоно-

ваним алгоритмом будемо користатися значеннями λi, λ0i, µi, σi i I(w) для

резервуара в формi кругового цилiндра без центральної вставки.

Рис. 5.11. Вид експериментальної установки [132].



238

0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

1

2

3

4

5

p Hz

|w
(l

)/
w

(0
)|

Рис. 5.12. Залежнiсть вiдносної амплiтуди коливань стержня вiд частоти

збурення його основи (о - експеримент, — - теорiя).

Геометричнi i фiзичнi параметри механiчної системи для якої проведено

експеримент мають наступнi значення: радiус бака R0 = 0.225 м; вiдстань

до центра мас бака zc0 = 0.19 м; маса бака m0 = 19 кг; момент iнерцiї бака

I(0) = 0.5 кгм2; площа поперечного перерiзу балки F = 3.14·10−4 м2; довжина

балки L = 1.2 м; коефiцiєнт жорсткостi балки C1 = 1/E0I0 = 3.3 ·10−41/Нм2;

глибина заповнення рiдиною бака
h

R0
= 0.5 густина матерiалу бака (оргскло)

ρ0 = 1190кг/м3; густина матерiалу балки (сталь) ρ1 = 7800кг/м3; густина

рiдини ρ = 1000кг/м3.

На рис.5.11 показано вид експериментальної установки, яка була викори-

стана в роботi [132].

На рис. 5.12) наведена залежнiсть вiдносної амплiтуди |w(l)/w(0)| коли-

вань стержня вiд частоти збурення p його основи в областi перших трьох

резонансних частот розглядуваної механiчної системи. Кружечками позначе-

нi експериментальнi данi роботи [132].

Наведений рисунок свiдчить про задовiльний збiг експериментальних i

теоретичних даних в областi невеликих амплiтуд зв’язаних коливань стержня

i рiдини в резервуарi.



РОЗДIЛ 6

НЕОСЕСИМЕТРИЧНI КОЛИВАННЯ ОБОЛОНОК

ОБЕРТАННЯ, ЧАСТКОВО ЗАПОВНЕНИХ РIДИНОЮ

В даному роздiлi запропоновано алгоритм розрахунку частот та форм

власних коливань довiльних оболонок обертання, частково заповнених iде-

альною рiдиною з врахуванням хвильових рухiв на її вiльнiй поверхнi. Розв’я-

зок вихiдної задачi гiдропружностi базується на застосуваннi методу деком-

позицiї областi iнтегрування рiвнянь теорiї оболонок в поєднаннi з варiацiй-

ним методом та наближенiй побудовi оберненого оператора для гiдродинамi-

чної частини задачi. Наведено порiвняння отриманих чисельних результатiв з

iснуючими точними розв’язками розглядуваної задачi для оболонки в формi

кругового цилiндра.

6.1 Постановка задачi

Розглянемо тонкостiнну пружну оболонку обертання, яка на глибину H

заповнена iдеальною i нестисливою рiдиною. Надалi передбачається, що поле

масових сил, що дiють на оболонку i рiдину, є потенцiальним i прискорення

поля масових сил ~g паралельно осi симетрiї оболонки. Будемо вважати, що

змiщення, швидкостi i прискорення оболонки i частинок рiдини малi в тому

сенсi, що їх добутками i квадратами можна знехтувати в порiвняннi з самими

величинами. Оболонка є iзотропною i володiє всiма властивостями, що забез-

печують можливiсть застосування моментної теорiї тонкостiнних оболонок

В.З. Власова [23]. Початковими перемiщеннями серединної поверхнi оболон-

ки, обумовленими гiдростатичним тиском рiдини, а також дисипацiєю енергiї

при коливаннях оболонки нехтуємо.
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Введенi припущення дозволяють максимально спростити постановку за-

дачi, зберiгши при цьому її практичне значення. Такого роду припущення

характернi для бiльшостi теоретичних робiт по динамiцi пружних оболонок

з рiдиною [32, 69, 126].

У оболонок обертання лiнiями головних кривизн є її меридiани i паралелi.

В якостi ортогональних координат для довiльної точки серединної поверхнi

оболонки виберемо довжину дуги меридiана s, що вiдраховується вiд деякої

початкової паралелi (s1 6 s 6 s2) або вiд полюса оболонки (s1 = 0), i кут

β, який визначає положення точки на вiдповiднiй паралелi. Проекцiї перемi-

щення точок серединної поверхнi оболонки на додатнi напрямки її твiрної,

паралелi i зовнiшньої нормалi позначимо вiдповiдно через u, v i w. Позначи-

мо через ν, E i h коефiцiєнт Пуассона, модуль пружностi матерiалу оболонки

i її товщину вiдповiдно. Якщо в рiвняння рiвноваги елемента оболонки, що

знаходиться пiд впливом поверхневого навантаження ~Q = {Q1, Q2, Q3}, пiд-

ставити сили i моменти, вираженi через перемiщення оболонки i помножити

отриманi рiвняння на коефiцiєнт (1 − ν2)/(Eh), то отримаємо таку систему

рiвнянь в частинних похiдних вiдносно компонентiв перемiщення u, v i w:

L11(u) + L12(v) + L13(w) =
1− ν2

Eh
Q1,

L21(u) + L22(v) + L23(w) =
1− ν2

Eh
Q2,

L31(u) + L32(v) + L33(w) =
1− ν2

Eh
Q3,

(6.1)

де Li,j (i, j = 1, 3) – вiдомi лiнiйнi оператори теорiї оболонок [23]. Компоненти

поверхневого навантаження Q1, Q2 i Q3 в напрямку додатного вiдлiку коор-

динат s, β i зовнiшньої нормалi до поверхнi оболонки вiдповiдно до принципу

Д’Аламбера можна представити в наступному виглядi:

Q1 = −ρh∂
2u

∂t2
+ X̃1; Q2 = −ρh∂

2v

∂t2
+ X̃2; Q3 = −ρh∂

2w

∂t2
+ ∆P + X̃3.

(6.2)

Тут ρ – густина матерiалу оболонки; ∆P – динамiчний тиск на оболонку
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з боку рiдини; X̃i− компоненти вектора поверхневого навантаження iнших

зовнiшнiх сил. До рiвнянь (6.1) необхiдно додати граничнi умови крiплення

торцiв оболонки при s = s1 i s = s2.

z

x

y
O

s

β

Рис. 6.1. Оболонка обертання, частково заповнена рiдиною.

Введемо декартову систему координат Oxyz i вiдповiдну цилiндричну си-

стему координат Ozrβ, вiсь Oz якої спiвпадає з вiссю симетрiї оболонки.

Для описання руху рiдини в оболонцi введемо в розгляд потенцiал змi-

щень χ(z, r, β, t). Позначимо через S – серединну поверхню оболонки; S1 –

поверхню, змочену рiдиною; S2 – не змочена частина поверхнi оболонки; Σ –

незбурену вiльну поверхню рiдини i D – область, зайняту рiдиною рис. 6.1.

З прийнятих вище припущень випливає можливiсть вiднесення граничних

умов для потенцiалу змiщень χ до нерухомої серединної поверхнi оболонки

S1, а умови на збуренiй вiльнiй поверхнi рiдини – до її незбуреної вiльної

поверхнi Σ.

Потенцiал змiщень частинок рiдини при заданому русi оболонки в її нор-

мальному напрямку w(s, β, t) = w(p, t) визначається з розв’язання наступної
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крайової задачi [32, 126]

∆χ = 0, (z, r, β) ∈ D,
∂χ

∂n

∣∣∣∣
S1

= w(p, t),(
∂2χ

∂t2
+ g

∂χ

∂z
+ f(t)

)∣∣∣∣
Σ

= 0,

(6.3)

де ∆ – оператор Лапласа; g – модуль вектора ~g; n – зовнiшня нормаль до

поверхнi S1 i f(t) – довiльна функцiя вiд часу.

Динамiчна умова на поверхнi Σ представляє собою умову постiйностi ти-

ску рiдини на її вiльнiй поверхнi.

На пiдставi лiнеаризованого iнтеграла Лагранжа - Кошi динамiчний тиск

з боку рiдини на оболонку буде визначатися за формулою [126]:

∆P = −ρ0

(
∂2χ

∂t2
− 1

Σ

∫
Σ

∂2χ

∂t2
dΣ

)
. (6.4)

При написаннi формули (6.4) нехтувалось несуттєвим гiдростатичним ти-

ском, обумовленим деформацiєю серединної поверхнi оболонки i вiльної по-

верхнi рiдини.

Зауважимо, що потенцiал змiщень χ повинен ще задовольняти наступно-

му спiввiдношенню: ∫
S1+Σ

∂χ

∂n
dS = 0, (6.5)

що витiкає з рiвняння нерозривностi i закону збереження маси нестисливої

рiдини.

Таким чином, рiвняння (6.1), (6.3) разом з спiввiдношеннями (6.2), (6.4),

(6.5) i вiдповiдними початковими умовами для оболонки i для хвильових ру-

хiв рiдини [69] однозначно визначають взаємозв’язанi коливання пружної обо-

лонки i iдеальної рiдини, що в нiй знаходиться.
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Надалi зручно перейти до безрозмiрних величин. Позначимо через R0

будь-який характерний розмiр оболонки. Введемо в розгляд наступнi без-

розмiрнi параметри i величини (позначенi рискою зверху):

η =
ρgR0(1− ν2)

E
; c2 =

h2

12R2
0

; a =
ρ0R0

ρh
; K =

ρR2
0(1− ν2)

E
;

t2 = Kt̄2; {u, v, w} = R0{ū, v̄, w̄}; χ = R2
0χ̄;

{Ti, S} =
Eh

(1− ν2)
{T̄i, S̄}; {Mi, H} =

EhR0

(1− ν2)
{M̄i, H̄}; i = 1, 2.

(6.6)

Крiм того, вiднесемо до R0 також параметри Ламе, кривизни i координати

точок серединної поверхнi оболонки. Надалi риску над безрозмiрними вели-

чинами будемо опускати. У формулах (6.6) Ti i Mi – погоннi сили i згинальнi

моменти; S i H – зсувна сила i крутильний момент, вiднесенi до одиницi

довжини нормального перерiзу серединної поверхнi оболонки.

Безрозмiрнi рiвняння збуреного руху оболонки зручно представити в на-

ступнiй векторно-матричнiй формi:

L~U + ~f = ~X. (6.7)

Тут L – матричний оператор, породжений диференцiальними рiвняннями

(6.1) i визначений на множинi функцiй ~U , якi задовольняють граничним умо-

вам закрiплення країв оболонки. Трикомпонентнi вектори ~f , ~X i ~U мають

вигляд

~f =

ü, v̈, ẅ + aδ(p)

(
∂2χ

∂t2
− 1

Σ

∫
Σ

∂2χ

∂t2
dΣ

) ;

~X = {X1, X2, X3}; Xi =
1− ν2

Eh
X̃i, i = 1, 3;

~U = {u, v, w}, δ(p) =

 1 при p ∈ S1,

0 при p /∈ S1.

У свою чергу потенцiал змiщень частинок рiдини визначається з розв’я-

зання наступної крайової задачi
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∂2χ

∂x2
+
∂2χ

∂y2
+
∂2χ

∂z2
= 0, (x, y, z) ∈ D,

∂χ

∂n

∣∣∣∣
S1

= w(p, t),

(
∂χ

∂z
+

1

η

∂2χ

∂t2
+ f̂(t)

)∣∣∣∣
Σ

= 0.

(6.8)

Характерною особливiстю сформульованих крайових задач для перемi-

щень оболонки i для потенцiалу змiщень рiдини є необхiднiсть сумiсного iн-

тегрування рiвнянь для вектор-функцiї ~U , визначеної в точках серединної

поверхнi оболонки i рiвнянь для функцiї χ(x, y, z, t), заданої в тривимiрнiй

областi D. Функцiя χ(x, y, z, t) залежить вiд нормального прогину оболонки

w(p, t), оскiльки вiн входить в граничну умову на частинi границi S1 областi

D. У свою чергу функцiя w(p, t) залежить вiд функцiї χ(x, y, z, t), яка вхо-

дить в вектор ~f в рiвняннi (6.7 ). У зв’язку з цим безпосереднє розв’язання

крайової задачi (6.7), (6.8) в загальному випадку представляє собою досить

складну задачу. Тому в подальшому для її розв’язання будемо застосовува-

ти наближенi методи, що дозволяють звести розв’язання вихiдної задачi для

рiвнянь в частинних похiдних до розв’язання системи звичайних диференцi-

альних рiвнянь, незалежною змiнною в яких є час.

6.2 Зведення рiвнянь збуреного руху оболонки з рiди-

ною до системи звичайних диференцiальних рiв-

нянь

Аналогiчно, як i в динамiцi твердого тiла з рiдким заповненням [68, 78],

представимо потенцiал змiщень рiдини у виглядi суми двох гармонiчних фун-

кцiй

χ = Φ(x, y, z, t) + Ψ(x, y, z, t), (6.9)
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де Φ — потенцiал змiщень частинок рiдини, обумовлений деформацiєю обо-

лонки, за умови, що вiльна поверхня являє собою площину, паралельну по-

верхнi Σ (iншими словами вiдсутнi хвильовi рухи); Ψ – потенцiал хвильових

рухiв рiдини.

Функцiю Φ визначимо як розв’язок наступної крайової задачi:

∆Φ = 0, (x, y, z) ∈ D;
∂Φ

∂n

∣∣∣∣
S1

= w(p, t);
∂Φ

∂n

∣∣∣∣
Σ

= c(t), (6.10)

де c(t) – довiльна функцiя часу t, p – координати будь-якої точки серединної

поверхнi оболонки.

Функцiю c(t) виберемо таким чином, щоб виконувалася умова розв’язностi

задачi Неймана для рiвняння Лапласа (6.10), яка є умовою рiвностi потоку

рiдини через замкнуту поверхню Σ + S1:∫
Σ+S1

∂Φ

∂n
dS = 0.

Звiдки випливає, що

c(t) = − 1

Σ

∫
S1

w(p, t)dS. (6.11)

Тут Σ — площа незбуреної вiльної поверхнi рiдини.

Приведення рiвнянь (6.7) i (6.8) з урахуванням вiдповiдних граничних

умов до нескiнченної системи звичайних диференцiальних рiвнянь можна

здiйснити методом Бубнова - Гальоркiна. Для реалiзацiї цього методу необхi-

дно мати у своєму розпорядженнi деяку систему лiнiйно незалежних функцiй,

що задовольняють граничним умовам задачi i умовам повноти.

Введемо в розгляд спектральну задачу з параметром в граничнiй умовi

∆ϕk(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ D,
∂ϕk
∂n

∣∣∣∣
S1

= 0,

(
∂ϕk
∂n
− κkϕk

)∣∣∣∣
Σ

= 0,
(6.12)

Вiдповiдно до рiвнянь (6.8), крайова задача (6.12) описує власнi коливан-

ня рiдини в нерухомiй посудинi. При цьому квадрат частоти σ2
k k - ої форми
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власних коливань рiдини зв’язаний з частотним параметром κk спiввiдноше-

нням

σ2
k = ηκk. (6.13)

Всi власнi значення спектральної задачi (6.12) дiйснi, додатнi i мають єди-

ну граничну точку розташовану на нескiнченностi. У свою чергу, сукупнiсть

власних функцiй володiє властивiстю повноти на поверхнi Σ i задовольняє

наступним умовам ортогональностi [119]:∫
Σ

∂ϕk
∂n

dΣ =

∫
Σ

ϕkdΣ = 0;

∫
Σ

ϕkϕldΣ = 0;

∫
Σ

∂ϕk
∂n

∂ϕl
∂n

dΣ = 0, (k 6= l).

(6.14)

Складову Ψ потенцiалу змiщень рiдини (6.9) представимо у виглядi роз-

кладу в узагальнений ряд Фур’є по функцiям ϕk:

Ψ(x, y, z, t) =
∞∑
k=1

rk(t)ϕk(x, y, z). (6.15)

Коефiцiєнти Фур’є rk(t) мають сенс узагальнених координат, що характери-

зують хвильовi рухи рiдини в оболонцi.

Узагальненi координати рiдини rk(t) будемо визначати з динамiчної умо-

ви для потенцiалу змiщень рiдини χ (6.8) на її вiльнiй поверхнi. Для цьо-

го пiдставимо в граничну умову на Σ (6.8) вирази (6.9) i (6.15). Отримане

спiввiдношення помножимо на a∂ϕl/∂n i проiнтегруємо його по областi Σ.

З урахуванням умов ортогональностi (6.14) i того, що функцiя Φ(x, y, z, t)

є розв’язком крайової задачi (6.10), отримаємо наступне рiвняння вiдносно

rk(t)

aµk(r̈k + σ2
krk) = −a

∫
Σ

∂2Φ

∂t2
∂ϕk
∂n

dΣ, k = 1, 2, . . . , (6.16)

де

µk =

∫
Σ

ϕk
∂ϕk
∂n

dΣ.
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Далi виберемо базис для апроксимацiї перемiщень оболонки i складової

потенцiалу змiщень рiдини Φ. Сформулюємо допомiжну спектральну задачу,

що описує вiльнi коливання оболонки з рiдиною за умови, що вiльна поверхня

рiдини являє собою площину, перпендикулярну поздовжнiй осi оболонки. Цю

задачу можна сформулювати виходячи з рiвнянь (6.7). Для цього в них слiд

покласти Xi ≡ 0, для потенцiалу змiщень рiдини (6.7) покласти Ψ ≡ 0 i

вiдокремити часову координату за формулами

[u, v, w] = expiΩt[u, v, w]; Φ = expiΩt Φ c(t) = expiΩtC.

Будемо вважати, що вектор-функцiя ~U = {u, v, w} належить дiйсному

простору H вектор-функцiй, що задовольняють граничним умовам крiплен-

ня країв оболонки. Тодi з урахуванням введених позначень сформульована

спектральна задача матиме такий вигляд:

L~U − Ω2M~U = 0 M~U =

u, v, w + aδ(p)

(
Φ− 1

Σ

∫
Σ

ΦdΣ

) , (6.17)

∆Φ = 0, (x, y, z) ∈ D, ∂Φ

∂n

∣∣∣∣∣
S1

= w,
∂Φ

∂z

∣∣∣∣∣
Σ

= C. (6.18)

Визначимо скалярний добуток векторiв в H формулою

(U1, U2) =

∫
S

(u1u2 + v1v2 + w1w2)dS.

Розглянемо властивостi операторiв L iM . Оператор L є симетричним. Це

означає, що для будь-яких трикомпонентних вектор-функцiй ~U (1) i ~U (2), що

належать простору H, справедлива тотожнiсть (L~U (1), ~U (2)) = (L~U (2), ~U (1)).

Цю тотожнiсть можна перевiрити безпосередньо, використовуючи формули

iнтегрування по частинам для поверхневих iнтегралiв. Це можна зробити

значно простiше якщо скористатися формулою [30]



248

(L~U (1), ~U (2)) =

∫
S

{
ε

(1)
1 ε

(2)
1 + ε

(1)
2 ε

(2)
2 + ν

(
ε

(1)
2 ε

(2)
1 + ε

(2)
2 ε

(1)
1

)
+

+
(1− ν)

2
ω(1)ω(2) + c2

[
κ(1)

1 κ(2)
1 + κ(1)

2 κ(2)
2 +

+ ν
(
κ(1)

2 κ(2)
1 + κ(1)

1 κ(2)
2

)
+ 2(1− ν)τ (1)τ (2)

]}
dS,

(6.19)

де верхнi iндекси в круглих дужках означають, що в вiдповiднi формули для

деформацiй оболонки внесенi компоненти вектор-функцiй ~U (1) i ~U (2). З цiєї

формули випливає симетрiя оператора L. Якщо покласти ~U (1) = ~U (2) = ~U ,

то отримаємо

(L~U, ~U) =

∫
S

{
ε2

1 + ε2
2 + 2νε1ε2 +

(1− ν)

2
ω2+

+ c2
[
κ2

1 + κ2
2 + 2νκ1κ2 + 2(1− ν)τ 2

]}
dS.

(6.20)

Права частина в спiввiдношеннi (6.20) дорiвнює подвоєнiй потенцiальнiй

енергiї деформацiї оболонки [79] отже оператор L додатнiй. Можна довести

i бiльш сильне твердження [30], що оператор L є i додатно визначеним тобто

(L~U, ~U) > γ(~U, ~U), γ > 0. Надалi будемо припускати параметри оболонки

такими, що найменше власне значення оператора L λmin(L) > 0. У цьому

випадку найбiльше можливе значення параметра γ i є λmin(L). Таким чином

наше припущення рiвносильно вимозi додатної визначеностi оператора L.

Для оператора M матимемо

(M~U1, ~U2) =

∫
S

[
u1u2 + v1v2 + w1w2+

+ aδ(p)

(
Φ1 −

1

Σ

∫
Σ

Φ1dΣ

)
w2

]
dS.

(6.21)

Розглянемо вираз
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∫
S1

(
Φ1 −

1

Σ

∫
Σ

Φ1dΣ

)
w2dS =

∫
S1

(
Φ1 −

1

Σ

∫
Σ

Φ1dΣ

)
∂Φ2

∂n
dS =

=

∫
Σ+S1

(
Φ1 −

1

Σ

∫
Σ

Φ1dΣ

)
∂Φ2

∂n
dS =

∫
S1

(
Φ2 −

1

Σ

∫
Σ

Φ2dΣ

)
w1dS.

Тут була використана формула Грiна для гармонiчних функцiй, перетво-

рюючої iнтеграл по поверхнi Σ + S1 в об’ємний iнтеграл, а також спiввiдно-

шення ∫
Σ

(
Φ1 −

1

Σ

∫
Σ

Φ1dΣ

)
∂Φ2

∂n
dΣ = 0,

яке випливає з граничних умов для функцiї Φ2 на поверхнi Σ.

З формул (6.21) випливає, що оператор M симетричний i додатнiй [8].

На пiдставi загальних теорем теорiї спектральних задач [71] з урахуванням

встановлених властивостей операторiв L iM можна сформулювати ряд твер-

джень для власних значень i власних функцiй задачi (6.17), (6.18). Розгля-

дувана задача має дискретний спектр 0 < Ω2
1 6 Ω2

2 6 . . . 6 Ω2
n . . . , причому

Ω2
n → ∞ при n → ∞. Сукупнiсть вiдповiдних власних функцiй ~Ui повна в

просторi вектор-функцiй з H i задовольняє таким умовам ортогональностi:

(L~Ui, ~Uj) = (M~Ui, ~Uj) = 0 при i 6= j. (6.22)

Внаслiдок цього довiльна квадратично сумована на поверхнi S вектор-

функцiя може бути розкладена в ряд по системi власних функцiй ~Ui, який

буде сходитися покомпонентно в середньо квадратичному сенсi. Таким чином

власнi функцiї спектральної задачi (6.17), (6.18) можуть бути використанi

для зведення рiвнянь в частинних похiдних (6.7), (6.8) до системи звичайних

диференцiальних рiвнянь.

Представимо перемiщення серединної поверхнi оболонки i потенцiал змi-

щень рiдини Φ у виглядi наступних розкладiв

~U(p, t) =
∞∑
j=1

sj(t)~Uj(p); Φ =
∞∑
j=1

sj(t)Φj(x, y, z), (6.23)
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де Φj — гармонiчнi функцiї, що задовольняють граничним умовам

∂Φj

∂n

∣∣∣∣
S1

= wj(p);
∂Φj

∂z

∣∣∣∣
Σ

= − 1

Σ

∫
S1

wj(p)dS.

Слiд зазначити, що при такому представленнi розв’язкiв задачi (6.7) ви-

конуються всi граничнi умови для перемiщень оболонки, в тому числi i кiне-

матична гранична умова ∂Φ/∂n|S1
= w.

Пiдставимо розклади (6.23) в рiвняння (6.7) i (6.16). Отримане рiвняння

(6.7) помножимо скалярно на ~Ui i проiнтегруємо отриманий результат по всiй

поверхнi оболонки S. Тодi з урахуванням умов ортогональностi (6.22) i спiв-

вiдношення (L~Ui, ~Ui) = Ω2
iM(~Ui, ~Ui) отримаємо наступну систему звичайних

диференцiальних рiвнянь:

ai
(
s̈i + Ω2

i si
)

+ a

∞∑
k=1

r̈kλik = Q̃i,

aµk
(
r̈k + σ2

krk
)

+ a

∞∑
i=1

s̈iγki = 0, (i, k = 1, 2, . . .) .

(6.24)

Тут

ai =

∫
S

(
u2
i + v2

i + w2
i

)
dS + a

∫
S1

(
Φi −

1

Σ

∫
Σ

ΦidS

)
widS,

λik =

∫
S1

ϕkwidS, γki =

∫
Σ

Φi
∂ϕk
∂n

dS, Q̃i =

∫
S

(
~X, ~Ui

)
dS.

Покажемо симетрiю коефiцiєнтiв λik i γki:

γki =

∫
Σ

Φi
∂ϕk
∂n

dS =

∫
Σ+S1

Φi
∂ϕk
∂n

dS =

∫
S1

ϕk
∂Φi

∂n
dS =

∫
S1

ϕkwidS = λik.

При цьому була використана формула Грiна для гармонiчних функцiй ϕ i ψ∫
S

ϕ
∂ψ

∂n
dS =

∫
S

ψ
∂ϕ

∂n
dS,

де S замкнена поверхня, що обмежує область D.
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Система рiвнянь (6.24) для описання збуреного руху пружної оболонки,

частково заповненої рiдиною, може бути зведена до аналогiчних рiвнянь, якi

отриманi в роботах [69] i [126] на основi використання принципу можливих

перемiщень.

Рiвняння (6.24) можуть бути використанi для наближеного визначення

вiльних коливань рiдини в пружному резервуарi. Для цього слiд покласти

si = expiωt Si, rk = expiωtRk, Q̃i ≡ 0. (6.25)

З урахуванням цього i обмежуючись скiнченним числом узагальнених ко-

ординат для визначення амплiтуд Si, Rk i частот коливань ω отримаємо на-

ступну однорiдну скiнченну систему алгебраїчних рiвнянь:(
G− λ2F

)
~y = 0, ~y = {S1, S2, . . . , Ss0;R1, R2, . . . , Rr0} ,

λ2 =
(1− ν2)ρR2

0ω
2

E
.

(6.26)

Тут елементи gij i fij верхньої частини вiдносно головної дiагоналi симетри-

чних матриць G i F вiдповiдно мають вигляд:

gi,j = δijaiΩ
2
i , fij = δijai, (i, j = 1, s0),

gi,j+s0 = 0, fi,j+s0 = aλij, (i = 1, s0, j = 1, r0),

gi+s0,j+s0 = δijaµiσ
2
i , fi+s0,j+s0 = δijaµi, (i, j = 1, r0),

δij =

 1 при i = j,

0 при i 6= j.

Визначення коефiцiєнтiв рiвнянь (6.24) пов’язане з обчисленням квадра-

тур вiд розв’язкiв спектральних задач (6.12) i (6.17), (6.18).

6.3 Застосування варiацiйних методiв для побудови

розв’язкiв додатково введених спектральних задач
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Для оболонок обертання компоненти перемiщень точок серединної поверх-

нi оболонки u, v, w i потенцiал змiщень частинок рiдини Φ з урахуванням

умов їх перiодичностi по куту β можна представити у виглядi:

u(s, β) = u(s) cosnβ, v(s, β) = v(s) sinnβ,

w(s, β) = w(s) cosnβ, Φ(z, r, β) = Φ(z, r) cosnβ,
(6.27)

де n – число хвиль пружної поверхнi оболонки i рiдини в окружному напрям-

ку, що розглядається в подальшому в якостi параметра.

Зауважимо, що iнтеграли∫
S1

wds,

∫
Σ

wdΣ,

∫
Σ

ΦdΣ,

зустрiчаються в наведених вище формулах не рiвнi нулю тiльки для випад-

ку осесиметричних коливань при n = 0. Для iнших цiлочисельних значень

параметра n цi iнтеграли дорiвнюють нулю.

Надалi обмежимося розглядом неосесиметричних коливань оболонки з рi-

диною при n > 0.

Пiсля вiддiлення кутової координати β для складової потенцiалу змiщень

рiдини Φ(z, r) матимемо наступну крайову задачу Неймана:

∂2Φ

∂z2
+

1

r

∂

∂r

(
r
∂Φ

∂r

)
− n2

r2
Φ = 0, (z, r) ∈ Q,

∂Φ

∂z

∣∣∣∣
L0

= 0;
∂Φ

∂n

∣∣∣∣
L1

= w,

(6.28)

деQ, L0 i L1 — меридiональний перерiз областiD, поверхонь Σ i S1 вiдповiдно.

Введемо в розгляд оператор G [73], який значенням функцiї w(s), заданої

на контурi L1 ставить у вiдповiднiсть функцiю Φ, визначену в областi Q i є

розв’язком крайової задачi ( 6.28). Цю вiдповiднiсть запишемо у виглядi:

Φ = Gw. (6.29)

ТутG— iнтегральний оператор, ядром якого є функцiя Грiна другої крайової

задачi (6.28). Якщо область має канонiчну форму, то цю функцiю можна

побудувати в явному виглядi.
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Будемо вважати, що вектор-функцiя ~U = {u(s), v(s), w(s)} належить до

класу H функцiй, визначених в точках меридiонального перерiзу оболонки i

якi вiдповiдають умовам крiплення її торцiв. Тодi вихiдну спектральну зада-

чу (6.17), (6.18) можна представити в наступному операторному виглядi:

=(~U) = L~U − Ω2M~U = 0; M = diag{1, 1, 1 + δ(p)aG}, (6.30)

де L— матричний оператор, породжений диференцiальними рiвняннями (6.1)

пiсля вiддiлення в них кутової координати i переходу до безрозмiрних вели-

чин.

Розв’язки системи iнтегро - диференцiальних рiвнянь (6.30), що має во-

сьмий порядок повиннi бути пiдпорядкованi вiдповiдним однорiдним грани-

чним умовам. Граничнi умови накладаються або на перемiщення оболонки,

або на вiдповiднi їм сили. Так для абсолютно жорсткого крiплення краю обо-

лонки при s = s1 цi умови набудуть вигляд:[
u = v = w =

dw

ds
= 0

]
s=s1

. (6.31)

Для вiльного краю оболонки при s = s2 мають мiсце такi силовi граничнi

умови [
T1 = S = Q̃1 = M1 = 0

]
s=s2

. (6.32)

Тут T1, S, Q̃1 и M1 безрозмiрнi погоннi зусилля, узагальнена перерiзуюча

сила i момент, якi виражаються через перемiщення оболонки за формулами:

T1 =
du

ds
+
w

R1
+ ν

(
n

r
v +

r′

r
u+

w

R2

)
;

S =
1− ν

2

(
n

r
u+

dv

ds
− r′

r
v

)
;

Q̃1 = −c2

{
d

ds

[
1

r

d

ds

(
r
dw

ds

)
− n2

r2
w

]
− (1− ν)n2

r2

(
dw

ds
− r′

r
w

)}
;

M1 = c2

[
−d

2w

ds2
+ ν

(
n2

r2
w − r′

r

dw

ds

)]
.
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В iнших випадках крiплення краю оболонки використовуються комбiнацiї

граничних умов (6.31) i (6.32). Для оболонок у формi купола при побудовi

розв’язкiв слiд враховувати асимптотичну поведiнку шуканих функцiй при

s→ 0.

Оскiльки на оболонку дiє розривне динамiчне навантаження, то для ефе-

ктивної побудови наближеного розв’язку системи (6.30) доцiльно розбити

область змiни параметра s на двi пiдобластi. Нехай s = ζ вiдповiдає рiвню

рiдини, на який заповнена оболонка. Розiб’ємо область [s1, s2] точкою s = ζ

на двi пiдобластi G(1) = [s1, ζ] i G(2) = [ζ, s2]. Область G(1) вiдповiдає змоче-

нiй частинi оболонки, а область G(2) — не змоченiй частинi, яка залишилася.

Позначимо розв’язки вихiдної задачi в пiдобластях G(1) i G(2) вiдповiдно че-

рез ~U (1) i ~U (2). Надалi верхнiй iндекс у всiх функцiях, що зустрiчаються буде

позначати область, в якiй цi функцiї визначенi. Для визначеностi, будемо вва-

жати, що нижнiй торець оболонки жорстко закрiплений, а верхнiй — вiльний.

Крiм граничних умов (6.31), (6.32) в перерiзi s = ζ повиннi виконуватися пев-

нi граничнi умови спряження розв’язкiв ~U (1)(s) i ~U (2)(s).

Еквiвалентну варiацiйну постановку вихiдної спектральної задачi можна

отримати виходячи з принципу можливих перемiщень, згiдно з яким δΠ =

δA, де δΠ — варiацiя потенцiальної енергiї деформацiї оболонки [79]. Роботу

зовнiшнiх сил δA на можливих перемiщеннях оболонки можна представити

в наступному виглядi:

δA =

s2∫
s1

~Q, δ~Urds = Ω2

s2∫
s1

[uδu+ vδv + (w + δ(p)aG(w))δw]rds. (6.33)

В результатi вихiдна спектральна задача зводиться до вiдшукання стацiо-

нарних значень для функцiоналу I(~U)

I(~U) =

s2∫
s1

F (~U)rds.
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Представимо цей функцiонал в наступному виглядi:

I =

∫
G(1)

F (~U (1))dG(1) +

∫
G(2)

F (~U (2))dG(2). (6.34)

Будемо припускати, що в кожнiй з пiдобластей, вiдповiдно до теорiї тон-

ких iзотропних оболонок, поля змiщень, деформацiй i напружень володiють

властивостями неперервностi i диференцiйованостi. Обчислимо першу варi-

ацiю вiд функцiоналу (6.34), без внесення жодних обмежень на варiйованi

функцiї, крiм граничних умов (6.31). Тодi з урахуванням iнтегрування по

частинам та прийнятих позначень цю варiацiю можна представити у вигля-

дi:

δI =
2∑

k=1

∫
G(k)

=(~U (k))dG(k)+

+

(
T

(1)
1 δu(1) + S(1)δv(1) + Q̃

(1)
1 δw(1) −M (1)

1

dδw(1)

ds

)
s=ζ

−

−
(
T

(2)
1 δu(2) + S(2)δv(2) + Q̃

(2)
1 δw(2) −M (2)

1

dδw(2)

ds

)
s=ζ

+

+

(
T

(2)
1 δu(2) + S(2)δv(2) + Q̃

(2)
1 δw(2) −M (2)

1

dδw(2)

ds

)
s=s2

.

(6.35)

Прирiвнюючи δI до нуля, отримаємо варiацiйне рiвняння для знаходжен-

ня функцiй ~U (k)(s). З цього рiвняння в силу довiльностi варiювання функцiй

в областях G(k) i на границi при s = s2 випливає, що в межах кожної з вве-

дених пiдобластей повиннi виконуватися вихiднi рiвняння i граничнi умови

вiльного краю оболонки при s = s2. Далi, якщо припустити, що клас допу-

стимих функцiй при s = ζ пiдпорядкований умовам

u(1) = u(2); v(1) = v(2); w(1) = w(2);
dw(1)

ds
=
dw(2)

ds
, (6.36)

то iз (6.35) випливають такi силовi граничнi умови при s = ζ:

T
(1)
1 = T

(2)
1 ; S(1) = S(2); M

(1)
1 = M

(2)
1 ; Q̃

(1)
1 = Q̃

(2)
1 . (6.37)
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При цьому слiд зауважити, що умови (6.37) є природними граничними умо-

вами для функцiоналу (6.34).

Отже, при використаннi методу Рiтца для розв’язання варiацiйного рiвня-

ння δI = 0 апроксимацiї для функцiй u(k), v(k) i w(k) повиннi вибиратися та-

ким чином, щоб вони забезпечували виконання умов (6.36). У цьому випадку,

iншi граничнi умови задачi, крiм умов (6.31) будуть природними граничними

умовами для функцiоналу (6.34). Побудова розв’язкiв, якi заздалегiдь задо-

вольняють умовам (6.36), являє собою в загальному випадку досить складну

самостiйну задачу. У зв’язку з цим виникає питання про перетворення фун-

кцiоналу (6.34) в такий функцiонал, для якого умови спряження (6.36) були

б природними умовами.

Теорiя перетворення варiацiйних задач створена вже давно [61], але в лi-

тературi вiдомi лише деякi приклади застосування її до конкретних задач.

Граничнi умови (6.36) при s = ζ можна розглядати як додатковi обмежен-

ня на задачу знаходження стацiонарного значення функцiоналу I(~U). Одним

iз способiв врахування обмежень у формi рiвностей є метод невизначених

множникiв Лагранжа [61]. Вiдповiдно до цього методу введемо в розгляд но-

вий функцiонал Π1, який має вигляд

Π1(~U, α1, α2, α3, α4) = I(~U) +

[
α1(u

(1) − u(2)) + α2(v
(1) − v(2))+

+ α3(w
(1) − w(2)) + α4

(
dw(1)

ds
− dw(2)

ds

)]
s=ζ

,

(6.38)

де αi (i = 1, 4) — множники Лагранжа, що пiдлягають визначенню в подаль-

шому. Вихiдна варiацiйна задача при цьому переходить в наступну:

δΠ1(~U, α1, α2, α3, α4) = 0. (6.39)

Перетворення функцiоналу I в функцiонал Π1 досягається цiною штучно-

го збiльшення кiлькостi невiдомих. Потрiбно шукати стацiонарне значення

функцiоналу Π1 не тiльки по u, v i w, але i по α1, α2, α3 i α4. Цю задачу мо-

жна iстотно спростити, якщо попередньо знайти явнi вирази для множникiв
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Лагранжа через самi розв’язки ~U i їх похiднi. З цiєю метою обчислимо першу

варiацiю функцiонала Π1 при вiльному варiюваннi функцiй ~U (i) (i = 1, 2) i

постiйних αi (i = 1, 4).

З варiацiйного рiвняння (6.39) випишемо тiльки позаiнтегральнi члени

при s = ζ. При цьому будемо мати[
δα1(u

(1) − u(2)) + δα2(v
(1) − v(2)) + δα3(w

(1) − w(2))+

+ δα4

(
dw(1)

ds
− dw(2)

ds

)
+ (T

(1)
1 + α1)δu

(1) − (T
(2)
1 + α1)δu

(2)+

+ (S(1) + α2)δv
(1) − (S(2) + α2)δv

(2) + (Q̃
(1)
1 + α3)δw

(1)+

+ (Q̃
(2)
1 + α3)δw

(2) + (α4 −M (1)
1 )

dδw(1)

ds
+ (M

(2)
1 − α4)

dδw(2)

ds

]
s=ζ

.

Якщо функцiонал (6.38) приймає стацiонарне значення для довiльних ва-

рiацiй δ~U (i),
dδw(i)

ds
(i = 1, 2) i δαi (i = 1, 4), то з цього виразу випливає, що

в точцi s = ζ будуть виконуватися кiнематичнi умови спряження (6.36), а

також спiввiдношення

α1 = −T (1)
1 ; α1 = −T (2)

1 ; α2 = −S(1); α2 = −S(2);

α3 = −Q̃(1)
1 ; α3 = −Q̃(2)

1 ; α4 = M
(1)
1 ; α4 = M

(2)
1 .

З цих формул можна встановити такi вирази для множникiв Лагранжа:

α1 = −1

2

(
T

(1)
1 + T

(2)
1

) ∣∣∣∣
s=ζ

; α2 = −1

2

(
S(1) + S(2)

) ∣∣∣∣
s=ζ

;

α3 = −1

2

(
Q̃

(1)
1 + Q̃

(2)
1

) ∣∣∣∣
s=ζ

; α4 =
1

2

(
M

(1)
1 +M

(2)
1

) ∣∣∣∣
s=ζ

.

(6.40)

Виключаючи αi (i = 1, 4) з функцiоналу (6.38) за допомогою встанов-

лених для них виразiв (6.40), отримаємо узагальнений функцiонал Π2, що

залежить тiльки вiд ~U(s). Крайовi умови (6.32), (6.36) i (6.37) будуть ав-

томатично виконуватися для функцiй, що доставляють функцiоналу Π2(~U)

стацiонарне значення.
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Отриманий функцiонал є теоретичною основою для побудови прямих ме-

тодiв розв’язання даної задачi. На основi методу Рiтца цi розв’язки будуть

мати аналiтичну форму.

Представимо функцiї u(k)(s), v(k)(s) i w(k)(s) (k = 1, 2) у виглядi наступних

вiдрiзкiв узагальнених рядiв:

u(1) =
N∑
j=1

xjU
(1)
j (s); v(1) =

N∑
j=1

xj+NV
(1)
j (s);

w(1) =
N∑
j=1

xj+2NW
(1)
j (s); u(2) =

N∑
j=1

xj+3NU
(2)
j (s);

v(2) =
N∑
j=1

xj+4NV
(2)
j (s); w(2) =

N∑
j=1

xj+5NW
(2)
j (s).

(6.41)

Тут xj (j = 1, 6N) — довiльнi постiйнi, що пiдлягають визначенню в подаль-

шому; U (k)
j (s), V (k)

j (s) i W (k)
j (s) — системи координатних функцiй, якi визна-

ченi вiдповiдно в пiдобластях G(k) (k = 1, 2).

Координатнi функцiї виберемо у виглядi

U
(1)
j = V

(1)
j = (s− s1)Pj(x); W

(1)
j = (s− s1)

2Pj(x); x =
2(s− ζ)

ζ − s1
+ 1;

U
(2)
j = V

(2)
j = W

(2)
j = Pj(y); y =

2s

s2 − ζ
− s2 + ζ

s2 − ζ
,

де Pj(z) — змiщенi на одиницю за iндексом j многочлени Лежандра з аргу-

ментами, якi перетворюють iнтервали [s1, ζ] i [ζ, s2] на iнтервал [−1, 1].

Введенi системи базисних функцiй є лiнiйно незалежними i повними фун-

кцiями у вiдповiдних пiдобластях. Системи координатних функцiй з верхнiм

iндексом рiвним одиницi пiдпорядкованi граничним умовам (6.31).

Пiдставимо розклади (6.41) в функцiонал Π2(~U). З необхiдних умов ста-

цiонарностi узагальненого функцiонала отримаємо однорiдну систему алге-

браїчних рiвнянь

(A− Ω2B) ~X = 0, (6.42)
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де ~X = {x1, x2, . . . , x6N}.

Представимо матрицю A в виглядi суми двох матриць A = A(1) +A(2), де

елементи матрицi A(1) утворенi з необхiдних умов екстремуму функцiоналу

I(~u) (6.34), а елементи матрицi A(2) обумовленi наявнiстю в узагальненому

функцiонал добавки з встановленими множниками Лагранжа.

Ненульовi елементи верхньої частини вiдносно головної дiагоналi симе-

тричної матрицi A(1) матимуть вигляд:

α
(1)
ij =

ζ∫
s1

Ψ11(U
(1)
j , U

(1)
i )rds, α

(1)
i+N,j+N =

ζ∫
s1

Ψ22(V
(1)
j , V

(1)
i )rds,

α
(1)
i+2N,j+2N =

ζ∫
s1

Ψ33(W
(1)
j ,W

(1)
i )rds, (i = 1, 2, ... , N, j = i);

α
(1)
i,j+N =

ζ∫
s1

Ψ12(V
(1)
j , U

(1)
i )rds, α

(1)
i,j+2N =

ζ∫
s1

Ψ13(W
(1)
j , U

(1)
i )rds, (6.43)

α
(1)
i+N,j+2N =

ζ∫
s1

Ψ23(W
(1)
j , V

(1)
i )rds, (i, j = 1, 2, ... , N).

Введенi тут оператори Ψij(p, q) визначаються за формулами наведеними

в роздiлi 2.2.

Формули для коефiцiєнтiв α(1)
i+3N,j+3N , α

(1)
i+3N,j+4N , α

(1)
i+3N,j+5N ,

α
(1)
i+4N,j+4N , α

(1)
i+4N,j+5N , α

(1)
i+5N,j+5N можна отримати з формул (6.43) пiсля вiд-

повiдної замiни в них функцiй U (1)
k , V

(1)
k , W

(1)
k на функцiї U (2)

k , V
(2)
k , W

(2)
k i

замiни границь iнтегрування вiд ζ до s2. Решта коефiцiєнтiв дорiвнюють ну-

лю.

Елементи α
(2)
ij верхньої частинi вiдносно головної дiагоналi симетричної

матрицi A(2) можна представити в наступному виглядi:

α
(2)
ij = −1

2

[
T (U

(1)
i , 0, 0)U

(1)
j + T (U

(1)
j , 0, 0)U

(1)
i

]
s=ζ

,

α
(2)
i+N,j+N = −1

2

[
S(0, V

(1)
i )V

(1)
j + S(0, V

(1)
j )V

(1)
i

]
s=ζ

, α
(2)
i+N,j+2N = 0;



260

α
(2)
i+2N,j+2N = −1

2

[
Q(W

(1)
i )W

(1)
j +Q(W

(1)
j )W

(1)
i −M(W

(1)
i )

dW
(1)
j

ds
−

−M(W
(1)
j )

dW
(1)
i

ds

]
s=ζ

, (i = 1, 2, ... , N, j = I);

α
(2)
i,j+N = −1

2

[
T (0, V

(1)
j , 0)U

(1)
i + S(U

(1)
i , 0)V

(1)
j

]
s=ζ

,

α
(2)
i,j+2N = −1

2

[
T (0, 0,W

(1)
j )U

(1)
i

]
s=ζ

,

α
(2)
i,j+3N =

1

2

[
T (U

(1)
i , 0, 0)U

(2)
j − T (U

(2)
j , 0, 0)U

(1)
i

]
s=ζ

,

α
(2)
i,j+4N =

1

2

[
S(U

(1)
i , 0)V

(2)
j − T (0, V

(2)
j , 0)U

(1)
i

]
s=ζ

,

α
(2)
i,j+5N = −1

2

[
T (0, 0,W

(2)
j )U

(1)
i

]
s=ζ

, (6.44)

α
(2)
i+N,j+3N = −1

2

[
S(U

(2)
j , 0)V

(1)
i − T (0, V

(1)
i , 0)U

(2)
j

]
s=ζ

,

α
(2)
i+N,j+4N = −1

2

[
S(0, V

(2)
j )V

(1)
i − S(0, V

(1)
i )V

(2)
j

]
s=ζ

, αi+N,j+5N = 0,

α
(2)
i+2N,j+3N =

1

2

[
T (0, 0,W

(1)
i )U

(2)
j

]
s=ζ

, αi+2N,j+4N = 0,

α
(2)
i+2N,j+5N = −1

2

[
Q(W

(2)
j )W

(1)
i −Q(W

(1)
i )W

(2)
j +M(W

(1)
i )

dW
(2)
j

ds
−

−M(W
(2)
j )

dW
(1)
i

ds

]
s=ζ

, (i, j = 1, 2, ... , N).

Решта коефiцiєнтiв матрицi A(2) обчислюються за формулами

α
(2)
i+3N,j+3N = −α(2)

ij , α
(2)
i+4N,j+4N = −α(2)

i+N,j+N ,

αi+5N,j+5N = −αi+2N,j+2N , (i = 1, 2, ... , N, j = I);

α
(2)
i+3N,j+4N = −αi,j+N , α(2)

i+3N,j+5N = −αi,j+2N , (6.45)

αi+4N,j+5N = 0, (i, j = 1, 2, ... , N),

де в правих частинах виразiв (6.45) верхнi iндекси при функцiях слiд замiнити

на 2.
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Введенi в виразах (6.44) i (6.45) функцiї T, S, M i Q мають вигляд

T (p, q, t) =
dp

ds
+ ν

r
′

r
p+ ν

n

r
q +

(
1

R1
+

ν

R2

)
t, Q(t) = Q̃1(t),

S(p, q) = −ν1n

r
p+ ν1

(
dq

ds
− r

′

r
q

)
, ν1 =

1− ν
2

, (6.46)

M(t) = c2

[
−d

2t

ds2
+ ν

(
n2

r2
t− r

′

r

dt

ds

)]
,

при цьому, якщо у функцiях T i S один з аргументiв покладається рiвним

нулю, то мається на увазi, що i вiдповiднi похiднi тотожно дорiвнюють нулю.

Коефiцiєнти bij симетричної матрицi B обчислюються за такими форму-

лами:

bi,j =

ζ∫
s1

U
(1)
i U

(1)
j rds; bi+N,j+N =

ζ∫
s1

V
(1)
i V

(1)
j rds;

bi+2N,j+2N =

ζ∫
s1

(
W

(1)
i + aGW

(1)
i

∣∣
L1

)
W

(1)
j rds;

bi+3N,j+3N =

s2∫
ζ

U
(2)
i U

(2)
j rds; bi+4N,j+4N =

s2∫
ζ

V
(2)
i V

(2)
j rds;

bi+4N,j+4N =

s2∫
ζ

W
(2)
i W

(2)
j rds; (i, j = 1, N).

(6.47)

Решта коефiцiєнтiв матрицi B дорiвнюють нулю.

При обчисленнi елементiв матрицi bi+2N,j+2N (i, j = 1, N) необхiдно знати

функцiї Fk(z, r) на контурi L1, якi є розв’язками наступних задач Неймана:

∂2Fk
∂z2

+
1

r

∂

∂r

(
r
∂Fk
∂r

)
− n2

r2
Fk = 0, (z, r) ∈ Q,

∂Fk
∂z

∣∣∣∣
L0

= 0;

(
∂Fk
∂n

)∣∣∣∣
L1

= W
(1)
k , (k = 1, N).

(6.48)

На вiдмiну вiд задачi (6.28) гранична умова на контурi L1 мiстить вже

вiдомi функцiї W (1)
k , якi обранi в якостi координатних функцiй для апрокси-

мацiї нормального прогину оболонки w(1)(s) в областi G(1).
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Розв’язки крайових задач (6.48) для довiльної оболонки обертання мо-

жуть бути знайденi наближено за допомогою методу Трефтца, якщо їх попе-

редньо звести до еквiвалентних варiацiйних задач для функцiоналiв:

Ik =

∫
Q

[
r

(
∂Fk
∂z

)2

+ r

(
∂Fk
∂r

)2

+
n2

r
(Fk)

2

]
dzdr−

− 2

∫
L1

rFkW
(1)
k ds, (k = 1, N).

(6.49)

В якостi координатних функцiй виберемо систему частинних розв’язкiв

рiвняння (6.48), якi лiнiйно незалежнi i повнi на будь-якому замкнутому кон-

турi Q [119]. В цьому випадку розв’язки задач (6.48) представимо у виглядi

розкладiв:

Fk(z, r) =

q∑
j=1

d
(k)
j Ψj(z, r). (6.50)

Тут dij — довiльнi постiйнi,

Ψj =
2nn!(j − n)!

(j + n)!
RjP

(n)
j (cos θ),

де R =
√
z2 + r2, cos θ = z/R, P (n)

j — приєднанi функцiї Лежандра першого

роду.

Координатнi функцiї Ψj(z, r) i їх похiднi зручно обчислювати за насту-

пними рекурентними спiввiдношеннями:

Ψj+1 =
1

j + 2n
{[2(j + n)− 1]zΨj − (j − 1)(z2 + r2)Ψj−1};

∂Ψj+1

∂z
= jΨj,

∂Ψj+1

∂r
=

(j + n)Ψj+1 − jzΨj

r
.

Наведенi спiввiдношення дозволяють побудувати системи частинних

розв’язкiв вихiдних рiвнянь i їх похiдних для будь-якого значення параме-

тра n i iндексу j якщо при цьому покласти:

Ψ1 = rn,
∂Ψ1

∂z
= 0,

∂Ψ1

∂r
= nr(n−1).
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Постiйнi d(k)
j в розкладах (6.50) знайдемо з умов, що функцiї Fk(z, r) по-

виннi доставляти мiнiмуми квадратичним функцiоналам (6.49). Цi умови при-

зводять до наступних систем лiнiйних неоднорiдних рiвнянь вiдносно компо-

нент вектор-стовпцiв ~d(k) = {d(k)
1 , d

(k)
2 , . . . , d

(k)
q }:

D~d(k) = ~γ(k), (k = 1, N), (6.51)

де коефiцiєнти dij симетричної матрицi D i елементи γ(k)
i вектор-стовпцiв ~γ(k)

визначаються за формулами

di,j =

∫
L0+L1

rΨi
∂Ψj

∂n
ds; γ

(k)
i =

∫
L1

rW
(1)
k Ψids, (i, j = 1, q).

При виведеннi цих виразiв було враховано, що координатнi функцiї

Ψi(z, r) задовольняють вихiдному рiвнянню (6.48). Це дозволило звести по-

двiйнi iнтеграли по областi Q до одновимiрних iнтегралiв по її границi, що

iстотно спростило алгоритм розв’язання крайових задач (6.48).

Таким чином, розв’язання спектральної задачi (6.17), (6.18) зведено до

розв’язання однорiдної системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (6.42). З умо-

ви iснування нетривiальних розвязкiв цiєї системи знаходимо частоти Ωi

(i = 1, 2, . . .) коливань розглядуваної механiчної системи. Потiм з рiвнянь

(6.42) знаходяться вектора ~X(i) = {x(i)
1 , x

(i)
2 , . . . , x

(i)
6N}, вiдповiднi кожнiй зна-

йденiй частотi Ωi. Знання векторiв ~X(i) дозволяє визначити форми коливань

оболонки за формулами (6.41). У свою чергу потенцiал змiщень рiдини, вiд-

повiдний i -му тону коливань системи, визначається наступним чином:

Φi(z, r) =
N∑
j=1

x
(i)
j+2NFj(z, r).

Для врахування хвильових рухiв рiдини в оболонцi необхiдно мати

розв’язки спектральної задачi (6.12) з параметром в граничнiй умовi. Вла-

снi функцiї i власнi значення цiєї задачi для довiльної оболонки обертання

можуть бути знайденi наближено методом Трефтца якщо крайову задачу
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(6.12), пiсля вiдокремлення кутової координати, попередньо звести до варiа-

цiйної задачi. Функцiонал, що вiдповiдає цiй крайовiй задачi, має вигляд:

I(ϕ) =

∫
Q

[
r

(
∂ϕ

∂z

)2

+ r

(
∂ϕ

∂r

)2

+
n2

r
ϕ2

]
dzdr − κ

∫
L0

rϕ2ds. (6.52)

Функцiю ϕ(z, r) представимо у виглядi розкладу

ϕ(z, r) =

q∑
k=1

akΨk(z, r), (6.53)

де ak — довiльнi постiйнi, Ψk(z, r) — ранiше введена система частинних

розв’язкiв рiвняння для функцiї ϕ.

З умов стацiонарностi функцiоналу (6.52) для визначення коефiцiєнтiв ak

i параметрiв κ отримаємо однорiдну систему алгебраїчних рiвнянь:

(D − κB1)~a = 0, ~a = {a1, a2, . . . , aq},

де коефiцiєнти матрицi D спiвпадають з коефiцiєнтами вiдповiдної матрицi

системи рiвнянь (6.51), елементи β(1)
ij матрицiB1 обчислюються за формулами

β
(1)
ij =

∫
L0

rΨiΨjds.

Знайденi розв’язки для функцiй ~Ui(s), Φi(z, r) i ϕi дозволяють визначити ко-

ефiцiєнти рiвнянь (6.24) збуреного руху довiльної оболонки обертання, час-

тково заповненої рiдиною.

6.4 Результати розрахунку коливань цилiндричної обо-

лонки, частково заповненої рiдиною

Наведемо результати розрахункiв конкретної оболонки обертання за за-

пропонованим вище алгоритмом. У лiтературi вiдомi точнi розв’язки розгля-



265

дуваної спектральної задачi для оболонки у формi прямого кругового цилiн-

дра [59], отриманi на основi використання технiчної теорiї оболонок В.З. Вла-

сова. Чисельнi результати цiєї роботи можуть служити основою для оцiнки

точностi рiзних наближених методiв розв’язання даної задачi. У зв’язку з

цим нижче будемо розглядати оболонку обертання в формi кругового цилiн-

дра одиничного радiуса i довжиною l. Будемо вважати, що при s1 = 0 торець

оболонки жорстко закрiплений, а при s2 = l — вiльний.

6.4.1 Аналiз розв’зання задачi спряження на основi методу Рi-

тца

Спочатку оцiнимо ефективнiсть варiацiйного методу розв’язання задачi,

який базується на декомпозицiї областi iнтегрування вихiдних рiвнянь.

Покладемо ν = 0.3, l = 4, ζ = 2, a = 0, h = 0.01.

Таблиця 6.1
Збiжнiсть перших чотирьох власних значень λi (n = 1) в залежностi вiд числа

наближень N в розкладах (6.41).

N λ1 λ2 λ3 λ4

4 .10859 .35024 .63185 .73055

6 .10809 .34972 .62820 .72974

8 .10795 .34965 .62802 .72971

10 .10790 .34964 .62798 .72971

12 .10789 .34964 .62798 .72970

14 .10789 .34964 .62798 .72970

(∗) .10789 .34964 .62798 .72970

У таблицi 6.1 наведена збiжнiсть перших чотирьох власних значень λi при

числi хвиль в круговому напрямку n = 1 в залежностi вiд числа наближень

N в розкладах (6.41). В останньому рядку таблицi, позначеного зiрочкою, на-

веденi розрахунковi величини, отриманi на основi точного розв’язання даної
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Таблиця 6.2
Значення нормального прогину w(±) для першої форми коливань оболонки i його

перших трьох похiдних при рiзнiй кiлькостi наближень N в розкладах (6.41).

N w(±) w
′
(±) w

′′
(±) w

′′′
(±)

10 .47179 .28728 -1.0113 18.080

.46409 .25086 .95644 20.146

14 .46880 .27533 .06156 -2.1897

.46885 .27441 -.01540 2.0808

18 .46882 .27503 .02374 -.16744

.46882 .27502 .02139 .05579

22 .46882 .27502 .02245 -.03317

.46882 .27502 .02268 -.07860

26 .46882 .27502 .02256 -.05672

.46882 .27502 .02256 -.05506

30 .46882 .27502 .02256 -.05587

.46882 .27502 .02256 -.05590

задачi [123]. Значення нормального прогину w(±) за першою формою коли-

вань оболонки i їх перших трьох похiдних, при рiзнiй кiлькостi наближень

N в розкладах (6.41) представленi в таблицi 6.2. Тут w(+) = w(2)(ζ) (верхнi

рядки) i w(−) = w(1)(ζ) (нижнi рядки). Аналогiчнi позначення мають мiсце i

для похiдних. Вектор ~X алгебраїчної системи (6.42) нормувався таким чином,

щоб w(l) = 1.

Наведенi обчислення показують, що даний метод розв’язання вихiдної за-

дачi забезпечує поточкову збiжнiсть для розв’язкiв i їх перших трьох похiдних

як всерединi областей G(1) i G(2), так i на їх границях. Крiм того, результа-

ти таблицi 6.2 свiдчать про точнiсть виконання кiнематичних i силових умов

спряження при використаннi узагальненого функцiонала для розв’язання да-

ної задачi.
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6.4.2 Коливання оболонки без врахування хвильових рухiв рi-

дини

Розглянемо спочатку задачу в припущеннi, що при збуреному русi рiдини

її вiльна поверхня залишається плоскою i перпендикулярною до осi оболонки.

Розв’язок цiєї задачi можна отримати, поклавши в представленнi (6.9) Ψ ≡

0. У вiдповiдностi з роботою [59] виберемо наступнi безрозмiрнi параметри

оболонки:

l

R0
= 6.06; ν = 0.29;

R0

h
= 150; a = 19.2; η = 0.126 · 10−7.

Значення параметрiв n i ε = H/l варiювались.

Таблиця 6.3
Значення частот λi коливань оболонки при N = 14, n = 2, ε = 0.5, в залежностi вiд числа

наближень q в розкладах (6.50).

q λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

4 .01710 .05195 .12240 .21516 .28348

6 .01710 .05187 .12044 .20200 .26386

8 .01710 .05187 .12044 .20105 .25673

10 .01710 .05187 .12044 .20103 .25593

У таблицi 6.3 наведенi розрахунковi данi перших п’яти власних значень λi

при n = 2, ε = 0.5, в залежностi вiд числа наближень q в розкладах (6.50 ) i

при N = 14 в розкладах (6.41). У таблицi 6.4 наведенi значення перших п’яти

власних значень λi при n = 2, ε = 0.5, в залежностi вiд числа наближень N

в розкладах (6.41) i при q = 10 в розкладах (6.50).

Данi таблиць 6.3 i 6.4 свiдчать про досить гарну збiжнiсть розкладiв Тре-

фтца (6.50) при розв’язаннi N неоднорiдних допомiжних крайових задач Не-

ймана в областi зайнятою рiдиною, а також розкладiв Рiтца (6.41) для зна-

ходження перемiщень оболонки, що знаходиться пiд дiєю розривного динамi-

чного навантаження з боку рiдини.
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Таблиця 6.4
Значення частот λi коливань оболонки при q = 10, n = 2, ε = 0.5, в залежностi вiд числа

наближень N в розкладах (6.4).

N λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

4 .01731 .05274 .12531 .23262 .28929

6 .01719 .05215 .12142 .20313 .25816

8 .01714 .05196 .12074 .20177 .25682

10 .01712 .05190 .12050 .20124 .25629

12 .01710 .05186 .12036 .20070 .25577

14 .01710 .05187 .12043 .20103 .25593

16 .01710 .05187 .12041 .20092 .25586

18 .01710 .05187 .12041 .20092 .25586

Таблиця 6.5
Значення нижчої власної частоти коливань оболонки отриманi на основi

запропонованого алгоритму (верхнiй рядок) i їх точнi значення [59] (нижнiй рядок).

ε n = 2 n = 3 n = 4 n = 5

0.125 .02084 .01907 .03047 .04738

.02085 .01907 .03047 .04738

0.25 .02062 .01894 .03022 .04322

.02072 .01899 .03032 .04506

0.50 .01710 .01607 .02198 .02818

.01796 .01663 .02280 .02880

0.75 .01114 .01102 .01666 .02412

.01199 .01154 .01702 .02431

Порiвняння наближених значень першої частоти коливань оболонки,

отриманих в данiй роботi (верхнi рядки) з вiдповiдними точними значеннями

роботи [59] (нижнi рядки) представлено в таблицi 6.5.

Данi таблицi 6.5 свiдчать про те, що при прийнятих параметрах розгляду-
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ваної механiчної системи максимальна розбiжнiсть наближених i точних зна-

чень λ1 не перевищує 7%. Наведенi тут результати не виключають iснування

таких параметрiв системи при яких точнi i наближенi значення частот будуть

бiльш вiдчутної вiдмiнностi. Ця вiдмiннiсть буде позначатися при збiльшен-

нi параметрiв l/R0 i R0/h. Це пояснюється зближенням парцiальних частот,

обумовлених пружними коливаннями оболонки з рiдиною при закрiпленiй її

вiльнiй поверхнi i хвильовими коливаннями рiдини в абсолютно жорсткому

резервуарi. Отже запропоноване наближене розв’язання даної задачi можна

використовувати для практичних розрахункiв нижньої межi мiнiмальних ча-

стот пружних коливань оболонок обертання, частково заповнених рiдиною.

6.4.3 Власнi коливання оболонки з рiдиною з урахуванням хви-

льових рухiв рiдини

Наведемо деякi результати розрахункiв за запропонованим вище алгори-

тмом коливань оболонки з урахуванням хвильових рухiв рiдини. При цьому

параметри розглядуваної механiчної системи будуть спiвпадати з параметра-

ми з попереднього прикладу.

В даному випадку розв’язок спектральної задачi (6.12) можна отримати

методом роздiлення змiнних. При цьому власнi функцiї ϕk(z, r, β) матимуть

такий вигляд:

ϕk(z, r, β) =
cosh(ξkz)

ξk sinh(ξkH)
· Jn(ξkr)
Jn(ξk)

cosnβ,

де Jn(x) — функцiї Бесселя першого роду i n -го порядку; ξk — k -ий корiнь

рiвняння J ′n(ξ)=0.

Власнi значення κk задачi (6.12) i безрозмiрнi коефiцiєнти µk рiвнянь

(6.16) визначаються за формулами

κk = ξk tanh(ξkH); µk =
π(ξ2

k − n2)

2ξ3
k tanh(ξkH)

.

Для визначення вiльних коливань розглядуваної механiчної системи пiсля
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знаходження коефiцiєнтiв рiвнянь (6.24) ai, λik, Ω2
i , µk, σ2

k необхiдно розв’я-

зати однорiдну алгебраїчну систему рiвнянь (6.26).

У таблицi 6.6 наведенi нижчi частоти λ зв’язаних коливань рiдини i пру-

жної оболонки при числi хвиль в круговому напрямку n = 2 i вiдноснiй

глибинi рiдини в оболонцi ε = 0.25 в залежностi вiд кiлькостi членiв r0 i s0

в розкладах (6.15) i (6.23) для апроксимацiї хвильових рухiв рiдини i перемi-

щень оболонки вiдповiдно.

З таблицi безпосередньо випливає, що спектр частот коливань розгляду-

ваної механiчної системи має двi гiлки. Перша гiлка λ1, λ2, . . . , λr0 пов’язана

переважно з хвильовими рухами вiльної поверхнi рiдини, а друга гiлка спе-

ктра λr0+1, λr0+2, . . . , λr0+s0 переважно пов’язана з деформацiями серединної

поверхнi оболонки, яка визначається її пружними i iнерцiйними властивостя-

ми. Для розглянутих параметрiв оболонки нижчi частоти переважно хвильо-

вих рухiв рiдини з точнiстю до шести значущих цифр збiгаються з частотами

вiльних коливань рiдини в абсолютно жорсткому цилiндрi. Отже в цьому ви-

падку пружнiсть оболонки практично не впливає на коливання рiдини. У

свою чергу хвильовi рухи рiдини можуть iстотно впливати на частоти другої

гiлки зв’язаних коливань рiдини i оболонки.

Для переважно пружних частот коливань максимальне перемiщення се-

рединної поверхнi оболонки завжди бiльше максимального змiщення вiльної

поверхнi рiдини.

Запропонований алгоритм розв’язання задачi має досить швидку збi-

жнiсть. Це пояснюється вдалим вибором парцiальних систем, що враховують

основнi властивостi шуканих розв’язкiв.

При отриманнi наведених вище результатiв в рядах (6.41) i (6.50) утри-

мувалося вiдповiдно така кiлькiсть членiв N i q, при яких в знайдених зна-

ченнях частот λ було б не менше шести вiрних значущих цифр. Цi умови

виконуються при N = 14 i q = 10.

Порiвняння отриманих розрахункових даних з точними табличними ре-
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Таблиця 6.6
Значення частот λi зв’язаних коливань розглядуваної системи при N = 14, q = 10, n = 2,

ε = 0.25.

s0 λ1 λ2 λr0 λr0+1 λr0+2 λr0+3

r0 = 0

1 .02062

2 02062 .07459

3 02062 .07459 .14864

4 02062 .07459 .14864

5 02062 .07459 .14864

r0 = 1

1 .00020 .02071

2 .00020 .02071 .08171

3 .00020 .02071 .08160 .15176

4 .00020 .02071 .08152 .15157

5 .00020 .02071 .08152 .15156

r0 = 2

1 .00020 .00029 .02072

2 .00020 .00029 .02072 .08231

3 .00020 .00029 .02072 .08219 .15193

4 .00020 .00029 .02072 .08209 .15170

5 .00020 .00029 .02072 .08208 .15169

r0 = 3

1 .00020 .00029 .00035 .02072

2 .00020 .00029 .00035 .02072 .08250

3 .00020 .00029 .00035 .02072 .08237 .15197

4 .00020 .00029 .00035 .02072 .08226 .15173

5 .00020 .00029 .00035 .02072 .08226 .15172

зультатами, наведеними в роботi [59], показує на повне їх спiвпадiння.

Характер змiни переважно пружних нижчих частот λr0+1 в залежностi

вiд числа хвиль n в круговому напрямку i параметра заповнення оболонки
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рiдиною ε (0 6 ε 6 1) показаний на рис.6.2.
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Рис. 6.2. Характер змiни переважно пружних нижчих частот λr0+1 в

залежностi вiд числа хвиль n в круговому напрямку i параметра

заповнення оболонки рiдиною ε

З наведених залежностей випливає, що для розглянутих параметрiв обо-

лонки найбiльший вплив має змiна глибини рiдини в дiапазонi 0.125 6 ε 6

0.9. Для ε < 0.125 частоти близькi до частот оболонки без рiдини, а при

ε > 0.9 — до частот оболонки, повнiстю заповненої рiдиною.

Таким чином запропонований алгоритм розрахунку власних коливань до-

вiльних оболонок обертання, частково заповнених рiдиною, з урахуванням

хвильових рухiв на вiльнiй поверхнi. Оскiльки оболонка знаходиться пiд дiєю

розривного динамiчного навантаження, то при побудовi наближеного розв’яз-

ку задачi гiдропружностi область iнтегрування рiвнянь для оболонки роз-

бивається на двi пiдобластi. Перша подобласть вiдповiдає змоченiй частинi

оболонки, а друга — не змоченiй.

Розв’язок сформульованої задачi базується на побудовi узагальненого
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функцiонала, для якого умови спряження на сумiжнiй границi введених пi-

добластей є природними граничними умовами. На основi методу Рiтца i на-

ближенiй побудовi оберненого оператора для гiдродинамiчної частини задачi,

розв’язок задачi гiдропружностi зведено до розв’язання однорiдної алгебра-

їчної системи рiвнянь. Такий пiдхiд дозволяє роздiлити труднощi побудови

розв’язкiв, якi виникають при спiльному iнтегруваннi рiвнянь в частинних

похiдних для потенцiалу змiщень рiдини i системи звичайних диференцiаль-

них рiвнянь, що описують коливання довiльної оболонки обертання.

На прикладi задачi про власнi неосесиметричнi коливання кругової цилiн-

дричної оболонки, частково заповненої iдеальною рiдиною, показана досить

висока точнiсть i ефективнiсть запропонованого алгоритму розв’язання даної

задачi гiдропружностi.



ОСНОВНI РЕЗУЛЬТАТИ ТА ВИСНОВКИ

• Побудована математична модель руху довiльної оболонки обертання з

приєднаним на одному з її торцiв твердим тiлом пiд дiєю зосереджених та

розподiлених навантажень довiльного вигляду. Запропоновано наближений

метод розрахунку вiльних неосесиметричних коливань розглядуваної механi-

чної системи.

• Проведено детальний аналiз частот i форм згинних коливань системи

«тiло – оболонка» в спрощенiй постановцi задачi в припущеннi, що для обо-

лонки виконується гiпотеза плоских перерiзiв з врахуванням деформацiй зсу-

ву та iнерцiї повороту поперечного перерiзу (балка Тимошенка). Показано,

що теорiя балок Тимошенка має iстотно бiльшу область застосувань по вiд-

ношенню до балки Ейлера – Бернуллi, крiм того вона дає можливiсть визна-

чення вищих форм коливань.

• Розроблено варiацiйний метод розв’язування спектральної задачi про

коливання довiльних тонкостiнних оболонок обертання. Використовуючи еле-

менти аналiтичної теорiї диференцiальних рiвнянь з малим параметром при

старшiй похiднiй i рiвнянь з регулярною особливою точкою встановлена фор-

мальна структура загального розв’язку вихiдної системи рiвнянь. На цiй

основi побудованi системи базисних функцiй в методi Рiтца, якi враховують

наявнiсть в розв’язках примежових функцiй та асимптотичну поведiнку ре-

гулярних розв’язкiв в околi полюса куполоподiбних оболонок.

• На основi проведених чисельних розрахункiв показано, що запропонова-

ний алгоритм розв’язування задачi про вiльнi коливання оболонок обертання

вiдноситься до числа рiвномiрних алгоритмiв за параметром. Розрахунки,

проведенi для цилiндричної, зрiзаної конiчної та сферичної оболонок, пока-

зали, що алгоритм забезпечує поточкову збiжнiсть розв’язкiв i їх перших

похiдних в усiй областi iнтегрування рiвнянь. Це дозволяє проводити обчи-
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слення сил та моментiв, що дає можливiсть використовувати цей алгоритм

для аналiзу динамiчної мiцностi оболонок.

• Запропоновано алгоритм застосування метода Рiтца до побудови на-

ближених розв’язкiв спектральних задач, поставлених з позицiй спряження

розв’язкiв. Розроблений алгоритм забезпечує ефективне обчислення нижчої

частини спектра задач на власнi значення i збiжнiсть в рiвномiрнiй метрицi

самих розв’язкiв i їх похiдних, що входять до складу умов спряження.

• Побудована загальна математична модель динамiки пружних стержнiв,

що несуть резервуари, частково заповненi рiдиною. Розглядувана модель має

змiст лише для нижчих форм поперечних коливань, оскiльки при збiльшеннi

частоти власних коливань системи втрачають силу припущення, якi викори-

стовуються при описаннi коливань стержня.

• Розробленi варiацiйнi методи розв’язування спектральних задач, що

описують вiльнi коливання стержня з приєднаним до його верхнього торця

резервуаром, а також стержня з пiдвiшеним в деякому його перерiзi резер-

вуаром, частково заповненим рiдиною. Розрахунки показують ефективнiсть

запропонованих алгоритмiв i що хвильовi рухи рiдини можуть бути досить

суттєвими.

• Розроблено метод розв’язування задачi про коливання довiльних обо-

лонок обертання, якi частково заповненi iдеальною нестисливою рiдиною.

Розв’язок задачi гiдропружностi базується на застосуваннi метода декомпози-

цiї областi iнтегрування рiвнянь теорiї оболонок i на побудовi оберненого опе-

ратора для гiдродинамiчної частини задачi. Побудовано узагальнений фун-

кцiонал вiдносно перемiщень оболонки для якого умови спряження розв’язкiв

в пiдобластях вiдносяться до числа природних граничних умов.

• На основi запропонованого алгоритму наведенi результати розрахункiв

неосесиметричних коливань цилiндричної оболонки, частково заповненої рi-

диною. При цьому проiлюстрована ефективнiсть розв’язування задачi спря-

ження на основi варiацiйного методу; збiжнiсть наближених розв’язкiв в за-
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лежностi вiд числа власних функцiй, як для перемiщень оболонки, так i для

потенцiалу змiщень рiдини. Вiдмiчається повне спiвпадiння отриманих розра-

хункових даних з iснуючими в лiтературi точними розв’язками розглядуваної

задачi.

• Наведено порiвняння частот вiльних коливань оболонки з урахуванням

хвильових рухiв рiдини та частот в припущеннi, що при збуреному русi рiди-

ни її вiльна поверхня залишається плоскою i паралельною до осi оболонки.

Встановлено, що розв’язки в спрощенiй постановцi задачi можуть бути ви-

користанi для практичних розрахункiв нижньої границi мiнiмальних частот

пружних коливань оболонок обертання з рiдиною.
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