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Çàãàëüíà õàðàêòåðèñòèêà ðîáîòè

Äèñåðòàöiéíó ðîáîòó ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ åêñòðåìàëüíèõ
çàäà÷ òåîði¨ íàáëèæåíü ó ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ, à ñàìå: ðîç-
â'ÿçàííþ çàäà÷i ïðî òî÷íi âåðõíi ìåæi íà çàäàíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ
êëàñàõ âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü iíòåãðàëiâ çà äîïîìîãîþ ií-
òåãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó; çàäà÷ ïðî âiäøóêàííÿ òî÷íèõ ïîðÿäêî-
âèõ îöiíîê íåëiíiéíèõ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê êëàñiâ ôóíê-
öié áàãàòüîõ çìiííèõ ó ëiíiéíèõ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðàõ; çàäà÷i ïðî
âiäøóêàííÿ ó ïðîñòîðàõ Îðëi÷à òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ íàéêðàùèõ n-
÷ëåííèõ íàáëèæåíü ìíîæèí îáðàçiâ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ; îòðèìàí-
íþ êîíñòðóêòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê êëàñiâ ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ
çìiííèõ; iíøèõ ñóïðîâiäíèõ çàäà÷.

Áiëüøiñòü iç ïåðåëi÷åíèõ çàäà÷ âiäíîñÿòüñÿ äî íåëiíiéíî¨ àïðîê-
ñèìàöi¨ ôóíêöié � îäíîãî ç îñíîâíèõ íàïðÿìiâ ñó÷àñíî¨ òåîði¨ íàá-
ëèæåíü. Îñíîâîïîëîæíèìè ó öié òåìàòèöi ââàæàþòüñÿ äîñëiäæåí-
íÿ Ñ.Á. Ñò¹÷êiíà 60-õ ðîêiâ ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ, ÿêi ïðèñâÿ÷åíi
âiäøóêàííþ êðèòåðiþ àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi îðòîãîíàëüíèõ ðÿäiâ.
Ñ.Á. Ñò¹÷êiíó âäàëîñÿ ñôîðìóëþâàòè òàêèé êðèòåðié, çàïðîâàäèâ-
øè íîâó íà òîé ÷àñ àïðîêñèìàòèâíó õàðàêòåðèñòèêó, à ñàìå âåëè-
÷èíó íàéêðàùîãî êâàäðàòè÷íîãî íàáëèæåííÿ åëåìåíòà ãiëüáåðòî-
âîãî ïðîñòîðó çà äîïîìîãîþ n-÷ëåííèõ ïîëiíîìiâ çà äàíîþ ñèñòå-
ìîþ. Ç òèõ ïið âåëè÷èíà íàéêðàùîãî n-÷ëåííîãî íàáëèæåííÿ ñòà-
ëà ïðåäìåòîì äîñëiäæåíü ïðîâiäíèõ ôàõiâöiâ òåîði¨ íàáëèæåíü, çî-
êðåìà, Å.Ñ. Áåëiíñüêîãî, Ð. ÄåÂîðà, Ð.Ñ. Iñìàãiëîâà, Á.Ñ. Êàøèíà,
Â.�. Ìàéîðîâà, À.Ñ. Ðîìàíþêà, Î. I. Ñòåïàíöÿ, Â.Ì. Òåìëÿêîâà òà
áàãàòüîõ iíøèõ. �õ äîñëiäæåííÿ ñôîðìóâàëèñü â îêðåìèé íàïðÿìîê
òåîði¨ íàáëèæåíü, à ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ó öüîìó íàïðÿìêó, çíàõî-
äÿòü ñâî¹ çàñòîñóâàííÿ ó ðiçíîìàíiòíèõ ãàëóçÿõ ìàòåìàòèêè. Ïðî-
òå iñíó¹ çîâñiì ìàëî ðîáiò, ó ÿêèõ çíàéäåíî ÿâíó ôîðìóëó äëÿ îá-
÷èñëåííÿ âåëè÷èí íàéêðàùèõ n-÷ëåííèõ íàáëèæåíü òèõ ÷è iíøèõ
ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ. Íàì âiäîìi ëèøå ðîáîòè Å. Íîâàêà (1992),
Î. I. Ñòåïàíöÿ (2001, 2002), Î. I. Ñòåïàíöÿ òà Â. I. Ðóêàñîâà (2003),
Î. I. Ðàäçi¹âñüêî¨ òà Ã.Â. Ðàäçi¹âñüêîãî (2005), Ã. Ôàíãà òà Ë. Êiàíà
(2006), Ô. Ãàî (2010) òà Â.Ñ. Ðîìàíþêà (2010). Âåëè÷èíè íàéêðàùèõ
íàáëèæåíü iíòåãðàëiâ çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó, ÿêi
¹ ïðèðîäíèìè iíòåãðàëüíèìè àíàëîãàìè íàéêðàùèõ n-÷ëåííèõ íàá-
ëèæåíü, ðîçãëÿäàëèñü ëèøå ó ðîáîòi Î. I. Ñòåïàíöÿ (2003). Ç îãëÿäó
íà íåçíà÷íó êiëüêiñòü ðîáiò, ðåçóëüòàòè äàíî¨ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè,
ÿêi ñòîñóþòüñÿ âiäøóêàííÿ ÿâíèõ ôîðìóë äëÿ îá÷èñëåííÿ íàéêðà-
ùèõ íàáëèæåíü iíòåãðàëiâ çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàí-
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ãó íà âàæëèâèõ ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñàõ, ïðåäñòàâëÿþòü áåçóìîâíèé
íàóêîâèé iíòåðåñ.

Ó òåîði¨ íàáëèæåíü çàãàëüíîïðèéíÿòî ââàæàòè íàóêîâèé ðåçóëü-
òàò "çàâåðøåíèì" äëÿ äàíîãî ìåòîäó àïðîêñèìàöi¨ íà çàäàíîìó êëàñi
ôóíêöié, ÿêùî äîâåäåíî ïðÿìi òà îáåðíåíi òåîðåìè. Ó òàêîìó âè-
ïàäêó òàêîæ êàæóòü, ùî çíàéäåíî êîíñòðóêòèâíó õàðàêòåðèñòèêó
çàäàíîãî êëàñó ôóíêöié ó òåðìiíàõ äàíîãî ìåòîäó íàáëèæåííÿ. Ñó-
÷àñíà òåîðiÿ íàáëèæåíü íàïîâíåíà âåëèêîþ êiëüêiñòþ òàêîãî ðîäó
òåîðåì äëÿ ðiçíèõ àïðîêñèìàöiéíèõ ìåòîäiâ íà ðiçíîìàíiòíèõ ôóíê-
öiîíàëüíèõ êëàñàõ. Çãàäà¹ìî ëèøå ìîíîãðàôi¨ Ï. Áóòöåðà òà Ð. Íåñ-
ñåëÿ (1971), Â.Ê. Äçÿäèêà (1977), Ð. ÄåÂîðà òà Ã. Ëîðåíöà (1993),
Î. I. Ñòåïàíöÿ (2002), Å.Ñ. Áåëiíñüêîãî òà Ð.Ì. Òðèãóáà (2004),
Â.Ê. Äçÿäèêà òà I.Î. Øåâ÷óêà (2008), Ì.Ï. Òiìàíà (2009), â ÿêèõ
âèêëàäåíî îñíîâîïîëîæíi ðåçóëüòàòè ç öi¹¨ òåìàòèêè. Àëå áiëüøiñòü
êëàñè÷íèõ ëiíiéíèõ ìåòîäiâ, ïîáóäîâàíèõ íà îñíîâi ðÿäiâ Ôóð'¹, ¹
íàñè÷åíèìè, i òîìó äëÿ íèõ íå çàâæäè ìîæíà îòðèìàòè ïðÿìi òà
îáåðíåíi òåîðåìè. Âiäøóêàííÿ òàêîãî çàãàëüíîãî ìåòîäó íàáëèæåíü,
ÿêèé ìîæíà àäàïòóâàòè ïiä ãëàäêiñíi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ ÿê çàâ-
ãîäíî âåëèêîãî ïîðÿäêó i ÿêèé áóâ áè äëÿ çàäàíîãî êëàñó ôóíêöié
íàéêðàùèì ó ñåíñi ïðÿìèõ òà îáåðíåíèõ òåîðåì, òàêîæ ñêëàäà¹ âå-
ëèêèé íàóêîâèé iíòåðåñ.

Îäíi¹þ ç öåíòðàëüíèõ çàäà÷ òåîði¨ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ ¹
îïèñàííÿ òîãî ÷è iíøîãî êëàñó 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié ó òåðìiíàõ
¨õ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹. Íà äàíèé ÷àñ iñíó¹ äîñèòü áàãàòî òåîðåì ïðî
âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöié i øâèäêiñòþ ñïàäàííÿ äî
íóëÿ ïîñëiäîâíîñòi ¨õ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹. Ïðîòå íà äåÿêèõ âàæëè-
âèõ ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñàõ òàêèõ òâåðäæåíü íå îòðèìàíî äîòåïåð.
Äîáðå âiäîìî, ùî ìíîæèíà íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié
ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç òèõ ôóíêöié, êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ÿêèõ ñïàäàþòü
äî íóëÿ øâèäøå áóäü-ÿêîãî âiä'¹ìíîãî ñòåïåíÿ. Öå, çîêðåìà, âêàçó¹
íà òå, ùî êëàñèôiêàöiÿ òàêèõ ôóíêöié ó ñòåïåíåâié øêàëi ¹ íååôåê-
òèâíîþ. Òîìó âiäøóêàííÿ íîâèõ êðèòåði¨â íåñêií÷åííî¨ äèôåðåíöi-
éîâíîñòi ôóíêöié ó òåðìiíàõ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ âèäà¹òüñÿ âàæëèâîþ
çàäà÷åþ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òå-
ìàìè. Äèñåðòàöiþ âèêîíàíî ó âiääiëi òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìà-
òåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè çãiäíî ç íàóêîâî-äîñëiäíèìè òåìàìè �Àïðîê-
ñèìàòèâíi òà ñòðóêòóðíi õàðàêòåðèñòèêè ôóíêöiîíàëüíèõ ìíîæèí�,
íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0111U002079; �Òåîðiÿ íàáëèæåíü â ëiíié-
íèõ ïðîñòîðàõ�, íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0106U000406.
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Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Îñíîâíà ìåòà äèñåðòàöiéíîãî
äîñëiäæåííÿ � öå ðîçðîáêà íîâèõ òà âäîñêîíàëåííÿ iñíóþ÷èõ ìåòîäiâ
çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ çíà÷åíü òà òî÷íèõ ïîðÿäêîâèõ îöiíîê íåëiíié-
íèõ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê âàæëèâèõ êëàñiâ ôóíêöié ó
ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ êëàñè ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìií-
íèõ, ëiíiéíi ìåòîäè ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹, ìíîæèíè îáðàçiâ
äåÿêèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ, ìíîæèíè íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ,
àíàëiòè÷íèõ òà öiëèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, êëàñè Æåâðå Jα.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ òî÷íi âåðõíi ìåæi íà çàäàíèõ êëàñàõ
ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü iíòåãðàëiâ
çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó, íåëiíiéíi àïðîêñèìàòèâ-
íi õàðàêòåðèñòèêè êëàñiâ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, íàéêðàùå íà-
áëèæåííÿ òà íàéêðàùå n-÷ëåííå íàáëèæåííÿ ìíîæèí îáðàçiâ äåÿ-
êèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ, îïåðàòîðè Òåéëîðà-Àáåëÿ-Ïóàññîíà, íåðiâ-
íîñòi òèïó ×åáèøîâà, çâ'ÿçîê ìíîæèí íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ,
àíàëiòè÷íèõ òà öiëèõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, êëàñiâ Æåâðå Jα ç
ìíîæèíàìè (ψ, β̄)-äèôåðåíöiéîâíèõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié.

Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ:
1. Çíàéòè ÿâíi ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ íàé-

êðàùèõ íàáëèæåíü iíòåãðàëiâ çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëiâ ñêií÷åííîãî
ðàíãó íà êëàñàõ ôóíêöié, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ ó âèãëÿäi äîáóòêiâ äåÿ-
êî¨ ôiêñîâàíî¨ íåâiä'¹ìíî¨ ôóíêöi¨ òà ôóíêöié ç îäèíè÷íî¨ êóëi Up(A)
ïðîñòîðó Lp(A, dµ) ïðè âñiõ p > 0. Îòðèìàòè òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè
öèõ âåëè÷èí ïðè íåîáìåæåíîìó çðîñòàííi ¨õ ðàíãó. Äëÿ äàíèõ êëàñiâ
ôóíêöié çíàéòè òî÷íi çíà÷åííÿ òà òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè iíòåãðàëü-
íèõ àíàëîãiâ âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü ôóíêöié ïîëiíîìàìè
çàäàíîãî ïîðÿäêó òà òðèãîíîìåòðè÷íîãî ïîïåðå÷íèêà.

2. Âñòàíîâèòè óìîâè íàëåæíîñòi ôóíêöié ç ïðîñòîðiâ Lp(A, dµ)
ïðîñòîðàì Ls(A, dµ), 0 < p, s <∞.

3. Çíàéòè ÿâíi ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ
íà çãàäàíèõ âèùå êëàñàõ ôóíêöié àíàëîãiâ âåëè÷èí íàéêðàùèõ n-
÷ëåííèõ íàáëèæåíü ó ïðîñòîðàõ Îðëi÷à LM (A, dµ).

4. Îäåðæàòè òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè íèçêè âàæëèâèõ íåëiíiéíèõ
àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê êëàñiâ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ
Fψq,r â iíòåãðàëüíié ìåòðèöi òà ó ïðîñòîðàõ Sp.

5. Îòðèìàòè ïðÿìi òà îáåðíåíi òåîðåìè íàáëèæåííÿ îïåðàòîðàìè
Òåéëîðà-Àáåëÿ-Ïóàññîíà ôóíêöié ç ïðîñòîðiâ Lp òà Sp.

6. Ó ïðîñòîðàõ lp çi çìiííèì ïîêàçíèêîì ïiäñóìîâóâàííÿ òà äèñ-
êðåòíèõ ïðîñòîðàõ Îðëi÷à lM çíàéòè òî÷íi çíà÷åííÿ âiäïîâiäíî âå-
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ëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõ n-÷ëåííèõ íàáëèæåíü
ìíîæèí îáðàçiâ äiàãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

7. Ó ïðîñòîðàõ Spϕ ñôîðìóëþâàòè îçíà÷åííÿ íàñè÷åííÿ òà âñòà-
íîâèòè äîñòàòíi óìîâè íàñè÷åííÿ ëiíiéíèõ ìåòîäiâ ïiäñóìîâóâàííÿ
ðÿäiâ Ôóð'¹, ÿêi çàäàþòüñÿ äîâiëüíèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè ôóíêöié,
âèçíà÷åíèõ íà äåÿêié ìíîæèíi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

8. Îòðèìàòè íîâi íåðiâíîñòi òèïó ×åáèøîâà.
9. Ó òåðìiíàõ óçàãàëüíåíèõ ψ̄-ïîõiäíèõ îïèñàòè ìíîæèíó D∞

íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié. Îòðèìàòè êðè-
òåði¨ íàëåæíîñòi 2π-ïåðiîäè÷íèõ äiéñíîçíà÷íèõ íà äiéñíié îñi ôóíê-
öié ìíîæèíàì íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ, àíàëiòè÷íèõ òà öiëèõ
ôóíêöié.

10. Îïèñàòè çâ'ÿçîê ìiæ êëàñàìè (ψ, β̄)-äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíê-
öié i âiäîìèìè êëàñàìè Æåâðå Jα. Âñòàíîâèòè êðèòåðié íàëåæíîñòi
ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié êëàñàì Jα.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Âèêîðèñòîâó¹òüñÿ àïàðàò ìàòåìàòè÷íîãî
àíàëiçó, òåîði¨ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, òåîði¨ åêñòðåìàëüíèõ çà-
äà÷, à òàêîæ íîâi ìåòîäè, ÿêi áàçóþòüñÿ íà ïîíÿòòi ïåðåñòàíîâêè
ôóíêöi¨ òà àñèìïòîòè÷íèõ âëàñòèâîñòÿõ îïóêëèõ ôóíêöié.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè ðîáî-
òè, ùî âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, ¹ íîâèìè i ïîëÿãàþòü ó òàêîìó.

1. Çíàéäåíî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ
âåëè÷èí eσ(f) íàéêðàùèõ íàáëèæåíü iíòåãðàëiâ çà äîïîìîãîþ iíòå-
ãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó íà êëàñàõ ôóíêöié, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ ó
âèãëÿäi äîáóòêiâ äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ íåâiä'¹ìíî¨ ôóíêöi¨ òà ôóíêöié ç
îäèíè÷íî¨ êóëi Up(A) ïðîñòîðó Lp(A, dµ) ïðè âñiõ p > 0. Îòðèìàíî
òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè öèõ âåëè÷èí ïðè íåîáìåæåíîìó çðîñòàííi ¨õ
ðàíãó. Äëÿ äàíèõ êëàñiâ ôóíêöié çíàéäåíî òî÷íi çíà÷åííÿ òà òî÷íi
ïîðÿäêîâi îöiíêè iíòåãðàëüíèõ àíàëîãiâ âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëè-
æåíü ôóíêöié ïîëiíîìàìè çàäàíîãî ïîðÿäêó òà òðèãîíîìåòðè÷íîãî
ïîïåðå÷íèêà.

2. Ó òåðìiíàõ âåëè÷èí eσ(f) âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi òà äîñòàò-
íi óìîâè íàëåæíîñòi ôóíêöié ç ïðîñòîðiâ Lp(A, dµ) ïðîñòîðàì
Ls(A, dµ), 0 < p, s < ∞. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâàíî äî çíà-
õîäæåííÿ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîñòîðiâ SpΦ òà äî íà-
áëèæåíü âèìiðíèõ ôóíêöié, ÿêi çàäàþòüñÿ çãîðòêàìè iç ñóìîâíèìè
ÿäðàìè, öiëèìè ôóíêöiÿìè åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó.

3. Çíàéäåíî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ
àíàëîãiâ âåëè÷èí íàéêðàùèõ n-÷ëåííèõ íàáëèæåíü ó ïðîñòîðàõ Îð-
ëi÷à LM (A, dµ) íà çãàäàíèõ âèùå êëàñàõ ôóíêöié äëÿ âñiõ p > 0 òà
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ôóíêöié Îðëi÷à M(t) òàêèõ, ùî ôóíêöiÿ M(t1/p) òàêîæ ¹ ôóíêöi¹þ
Îðëi÷à.

4. Çíàéäåíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè íèçêè âàæëèâèõ íåëiíiéíèõ
àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê (íàéêðàùå n-÷ëåííå òðèãîíîìåò-
ðè÷íå íàáëèæåííÿ, íàéêðàùå n-÷ëåííå îðòîãîíàëüíå òðèãîíîìåò-
ðè÷íå íàáëèæåííÿ, íàáëèæåííÿ n-÷ëåííèìè ãðiäi àïðîêñèìàíòàìè,
áàçèñíèé ïîïåðå÷íèê) êëàñiâ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ Fψq,r â iíòå-
ãðàëüíié ìåòðèöi òà ó ïðîñòîðàõ Sp.

5. Äîâåäåíî ïðÿìi òà îáåðíåíi òåîðåìè íàáëèæåííÿ 2π-
ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié îïåðàòîðàìè Òåéëîðà�Àáåëÿ�Ïóàññîíà â iíòå-
ãðàëüíié ìåòðèöi i îäåðæàíî êîíñòðóêòèâíó õàðàêòåðèñòèêó êëàñiâ
2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, K-ôóíêöiîíàëè ðàäiàëüíèõ ïîõiäíèõ ÿêèõ
íå ïåðåâèùóþòü äåÿêî¨ ìàæîðàíòè.

6. Ó ïðîñòîðàõ Sp ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ âñòàíîâëåíî ïðÿ-
ìi òà îáåðíåíi òåîðåìè íàáëèæåííÿ îïåðàòîðàìè Òåéëîðà�Àáåëÿ�
Ïóàññîíà AM

%,r òà îïåðàòîðàìè P
M
%,s, ùî ïîðîäæóþòü âiäïîâiäíi ëiíié-

íi ìåòîäè ïiäñóìîâóâàííÿ ïî òðèêóòíèõ îáëàñòÿõ êðàòíèõ ðÿäiâ
Ôóð'¹. Ó òåðìiíàõ ïîõèáîê íàáëèæåííÿ öèìè îïåðàòîðàìè îòðèìàíî
êîíñòðóêòèâíó õàðàêòåðèñòèêó êëàñiâ ôóíêöié, óçàãàëüíåíi ïîõiäíi
ÿêèõ íàëåæàòü ìíîæèíàì SpHω.

7. Ó ïðîñòîðàõ lp çi çìiííèì ïîêàçíèêîì ïiäñóìîâóâàííÿ òà äèñ-
êðåòíèõ ïðîñòîðàõ Îðëi÷à lM çíàéäåíî òî÷íi çíà÷åííÿ âiäïîâiäíî
âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõ n-÷ëåííèõ íàáëèæåíü
ìíîæèí îáðàçiâ îäèíè÷íèõ êóëü öèõ ïðîñòîðiâ ïiä äi¹þ äiàãîíàëüíèõ
îïåðàòîðiâ.

8. Ó ïðîñòîðàõ Spϕ îçíà÷åíî ïîíÿòòÿ íàñè÷åííÿ ëiíiéíèõ ìåòî-
äiâ ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹, ÿêi çàäàþòüñÿ äîâiëüíèìè ïîñëi-
äîâíîñòÿìè ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà äåÿêié ìíîæèíi êîìïëåêñíèõ
÷èñåë. Ïîêàçàíî iíâàðiàíòíiñòü öüîãî ïîíÿòòÿ âiäíîñíî ïðîñòîðiâ Spϕ
òà çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè íàñè÷åííÿ. Îòðèìàíî òî÷íi ïîðÿäêîâi
îöiíêè âàæëèâèõ íåëiíiéíèõ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê öèõ
ïðîñòîðiâ.

9. Îòðèìàíî íîâi íåðiâíîñòi òèïó ×åáèøîâà.
10. Îïèñàíî ìíîæèíó D∞ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ïåðiî-

äè÷íèõ ôóíêöié ó òåðìiíàõ óçàãàëüíåíèõ ψ̄-ïîõiäíèõ. Âñòàíîâëåíî
íîâi êðèòåði¨ íàëåæíîñòi 2π-ïåðiîäè÷íèõ äiéñíîçíà÷íèõ íà äiéñíié
îñi ôóíêöié ìíîæèíàì íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ, àíàëiòè÷íèõ
òà öiëèõ ôóíêöié.

11. Îïèñàíî çâ'ÿçîê ìiæ êëàñàìè (ψ, β̄)-äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíê-
öié i âiäîìèìè êëàñàìè Æåâðå Jα. Ó òåðìiíàõ òàêèõ ïîõiäíèõ âñòà-
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íîâëåíî êðèòåðié íàëåæíîñòi ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié êëàñàì Jα.
12. Çíàéäåíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè äåÿêèõ âàæëèâèõ âåëè÷èí,

ó òåðìiíàõ ÿêèõ, çîêðåìà, âèðàæàþòüñÿ íàéêðàùi n-÷ëåííi íàáëè-
æåííÿ äåÿêèõ êëàñiâ ôóíêöié áàãàòüîõ òà ¨õ iíòåãðàëüíi àíàëîãè.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöié-
íà ðîáîòà íîñèòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. �¨ ðåçóëüòàòè ìàþòü ïðàê-
òè÷íå çíà÷åííÿ â òåîði¨ íàáëèæåíü ó ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ, à
òàêîæ âîíè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ó òåîðåòè÷íèõ äîñëiäæåííÿõ
ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè òà îá÷èñëþâàëüíî¨
ìàòåìàòèêè.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âèçíà÷åííÿ ãîëîâíèõ íàïðÿìiâ
äîñëiäæåíü íàëåæèòü Î. I. Ñòåïàíöþ òà Â.Â. Ñàâ÷óêó. Óñi ðåçóëü-
òàòè, ùî âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, îòðèìàíî çäîáóâà÷åì ñàìîñòiéíî. Ó
ðîáîòàõ, ÿêi îïóáëiêîâàíi ó ñïiâàâòîðñòâi, âíåñîê óñiõ àâòîðiâ ¹ ðiâ-
íîöiííèì.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè äîïî-
âiäàëèñÿ íà:

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç i äè-
ôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ�, Óæãîðîä, 18�23 âåðåñíÿ
2006 ðîêó;

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ,
òåîðiÿ ôóíêöié òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ� ç íàãîäè 70-ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðîä-
æåííÿ àêàäåìiêà À.Ì. Ñàìîéëåíêà, Ìåëiòîïîëü, 16�21 ÷åðâíÿ 2008
ðîêó;

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ôóíêöiîíàëüíi ìåòîäè
â òåîði¨ àïðîêñèìàöi¨ òà òåîði¨ îïåðàòîðiâ�, ïðèñâÿ÷åíié ïàì'ÿòi
Â.Ê. Äçÿäèêà (1919�1998), Âîëèíü, 22�26 ñåðïíÿ 2009 ðîêó;

� Óêðà¨íñüêîìó ìàòåìàòè÷íîìó êîíãðåñi-2009 (äî 100-ði÷÷ÿ âiä
äíÿ íàðîäæåííÿ Ìèêîëè Ì. Áîãîëþáîâà), Êè¨â, Iíñòèòóò ìàòåìàòè-
êè ÍÀÍ Óêðà¨íè, 27�29 ñåðïíÿ 2009 ðîêó;

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Òåîðiÿ íàáëèæåíü i ¨¨ çà-
ñòîñóâàííÿ�, ïðèñâÿ÷åíié ïàì'ÿòi Ì.Ï. Êîðí¹é÷óêà (1920�2003), Äíi-
ïðîïåòðîâñüê, 14�17 ÷åðâíÿ 2010 ðîêó;

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíê-
öié òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ�, ïðèñâÿ÷åíié 70-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ
÷ëåíà-êîðåñïîíäåíòà ÍÀÍ Óêðà¨íè, ïðîôåñîðà Î. I. Ñòåïàíöÿ (1942-
2007), Êàì'ÿíåöü-Ïîäiëüñüêèé, 28 òðàâíÿ � 3 ÷åðâíÿ 2012 ðîêó;

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Êðàéîâi çàäà÷i, òåîðiÿ
ôóíêöié òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ�, ç íàãîäè 75-ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðîäæåííÿ
àêàäåìiêà À.Ì. Ñàìîéëåíêà, Ñëîâ'ÿíñüê, 12�14 ÷åðâíÿ 2013 ðîêó;
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� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Áîãîëþáîâñüêi ÷èòàííÿ
DIF-2013�, ç íàãîäè 75-ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà À.Ì. Ñà-
ìîéëåíêà, Ñåâàñòîïîëü, 23�30 ÷åðâíÿ 2013 ðîêó;

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Complex analysis and
related topics�, Ëüâiâ, 23�28 âåðåñíÿ 2013 ðîêó;

� IV Ìiæíàðîäíié ãàíñüêié êîíôåðåíöi¨, ×åðíiâöi, 30 ÷åðâíÿ � 5
ëèïíÿ 2014 ðîêó;

� Mecklenburg Workshop �Approximation Methods and Function
Spaces�, dedicated to the 60th birthday of Prof. W. Sickel, Hasenwinkel,
Germany, March 16�20, 2015;

� Third Conference �Mathematics for Life Sciences�, Rivne,
September 15�19, 2015;

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Òåîðiÿ íàáëèæåíü i ¨¨ çà-
ñòîñóâàííÿ�, ç íàãîäè 75-ði÷÷ÿ Â.Ï. Ìîòîðíîãî, Äíiïðîïåòðîâñüê,
8�11 æîâòíÿ 2015 ðîêó;

� AMMODIT and �nal EUMLS Workshop �Mathematics for Life
Sciences�, Hasenwinkel, Germany, March 07�11, 2016;

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Complex analysis and
related topics�, Ëüâiâ, 30 òðàâíÿ�4 ÷åðâíÿ 2016 ðîêó;

� ñåìiíàðàõ âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìàòåìàòè-
êè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê ñåìiíàðó � ÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè
Î. I. Ñòåïàíåöü , ïðîô. À.Ñ. Ðîìàíþê);

� çàñiäàííÿõ Â÷åíî¨ ðàäè Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè;
� ñåìiíàðàõ �Ñó÷àñíèé àíàëiç� ó Êè¨âñüêîìó íàöiîíàëüíîìó

óíiâåðñèòåòi iìåíi Ò. Ã. Øåâ÷åíêà, 16 âåðåñíÿ 2013 ðîêó, 29 áåðåçíÿ
2017 ðîêó (êåðiâíèêè ñåìiíàðó: ïðîô. I.Î. Øåâ÷óê, ïðîô. Î.Î. Êóð-
÷åíêî, ïðîô. Â.Ì. Ðàä÷åíêî);

� ñåìiíàði Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè Óíiâåðñèòåòó ì. Ëþáåê, Íiìå÷-
÷èíà, 11 áåðåçíÿ 2014 ðîêó (êåðiâíèê ñåìiíàðó � ïðîô. Þ. Ïðåñòií);

� Ëüâiâñüêîìó ìiñüêîìó ñåìiíàði ç òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ó
Ëüâiâñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iì. I. ß. Ôðàíêà, 8 ãðóäíÿ
2016 ðîêó (êåðiâíèê ñåìiíàðó � ïðîôåñîð Î.Á. Ñêàñêiâ);

� Êè¨âñüêîìó ñåìiíàði ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó â Iíñòèòóòi
ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, 15 áåðåçíÿ 2017 ðîêó (êåðiâíèêè ñåìi-
íàðó: àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà¨íè Þ.Ì. Áåðåçàíñüêèé, àêàäåìiê ÍÀÍ
Óêðà¨íè Þ.Ñ. Ñàìîéëåíêî, ÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè À.Í. Êî÷óáåé);

� ìiæâóçiâñüêîìó ñåìiíàði ïî òåîði¨ ôóíêöié ó Äíiïðîïåòðîâñüêî-
ìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iì. Î. Ãîí÷àðà, 22 áåðåçíÿ 2017 ðîêó
(êåðiâíèê ñåìiíàðó � ÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè Â.Ï. Ìîòîðíèé).
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Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè âèêëàäå-
íî ó 43 íàóêîâèõ ïóáëiêàöiÿõ [1�43], iç ÿêèõ 22 ñòàòòi [1�22] ó íà-
óêîâèõ âèäàííÿõ, âíåñåíèõ äî ïåðåëiêó ôàõîâèõ âèäàíü iç ôiçèêî-
ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, 13 iç ÿêèõ [1, 3, 4, 6, 7, 9, 10�13, 17, 20, 21]
íàäðóêîâàíî ó âèäàííÿõ, âíåñåíèõ äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîìåòðè÷íèõ
áàç.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç ïå-
ðåëiêó óìîâíèõ ïîçíà÷åíü, âñòóïó, øåñòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñ-
êó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ùî ìiñòèòü 204 íàéìåíóâàííÿ. Ïîâíèé îá-
ñÿã ðîáîòè ñòàíîâèòü 337 ñòîðiíîê äðóêîâàíîãî òåêñòó.

Îñíîâíèé çìiñò äèñåðòàöi¨

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äàíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà ¨¨ òåìîþ, ñôîðìó-
ëüîâàíî îçíà÷åííÿ îñíîâíèõ âåëè÷èí òà íàâåäåíî âiäîìi ðåçóëüòàòè,
ÿêi, çîêðåìà, ñòîñóþòüñÿ âiäøóêàííÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ íàéêðàùèõ
n-÷ëåííèõ íàáëèæåíü òà ¨õ àíàëîãiâ ó ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ.

Ó ðîçäiëi 2 ðîçãëÿäàþòüñÿ âåëè÷èíè eσ(f) íàéêðàùèõ íàáëè-
æåíü iíòåãðàëiâ ôóíêöié ç ïðîñòîðiâ Lp(A, dµ) çà äîïîìîãîþ iíòå-
ãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó � iíòåãðàëüíi àíàëîãè âåëè÷èí íàéêðàùèõ
n-÷ëåííèõ íàáëèæåíü, ÿêi áóëè ââåäåíi ó 2003 ðîöi Î. I. Ñòåïàíöåì
ïðè âiäøóêàííi àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîñòîðiâ SpΦ.

Íåõàé (Rd,B, dµ), d ≥ 1, � d-âèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið òî÷îê
x = (x1, . . . , xd), âèçíà÷åíèé íà áîðåëåâié σ-àëãåáði B çi ñêií÷åííîþ
σ-àääèòèâíîþ íåïåðåðâíîþ ìiðîþ dµ, A � µ-âèìiðíà ïiäìíîæèíà ç
(Rd,B, dµ), µ(A) = mesµA = a, a ∈ (0,∞]; Y = Y (A, dµ) � ìíîæèíà
âñiõ çàäàíèõ íà A ôóíêöié f = f(x), âèìiðíèõ âiäíîñíî ìiðè dµ.

Ïðè çàäàíîìó p ∈ (0,∞) ÷åðåç Lp(A, dµ) ïîçíà÷èìî ïiäìíîæèíó
ôóíêöié f iç Y (A, dµ), äëÿ ÿêèõ ¹ ñêií÷åííîþ âåëè÷èíà

‖f‖
Lp(A,dµ)

=
(∫

A
| f(x)|p dµ

) 1
p

. (1)

Âiäîìî, ùî ôóíêöiîíàë ‖·‖
Lp(A,dµ)

, âèçíà÷åíèé ñïiââiäíîøåííÿì (1),

ïðè p ≥ 1 çàäà¹ íîðìó, à ïðè p ∈ (0, 1) � êâàçiíîðìó íà Lp(A, dµ).
Íåõàé, äàëi, f ∈ L1(A, dµ), σ � äåÿêå äîäàòíå ÷èñëî, i Γσ = Γσ(A)

� ìíîæèíà âñiõ µ-âèìiðíèõ ïiäìíîæèí γσ ç A, mesµγσ = σ.
Âåëè÷èíè

eσ(f) := inf
γσ∈Γσ

∣∣∣∣ ∫
A

f(x)dµ−
∫
γσ

f(x)dµ

∣∣∣∣ (2)
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íàçèâàþòü íàéêðàùèìè íàáëèæåííÿìè iíòåãðàëó ôóíêöi¨ f ïî ìíî-
æèíi A çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó (ïîðÿäêó) σ.

Ó ïiäðîçäiëi 2.1 çíàéäåíî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ
âåðõíiõ ìåæ öèõ âåëè÷èí íà êëàñàõ ôóíêöié, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ ó
âèãëÿäi äîáóòêiâ äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ íåâiä'¹ìíî¨ ôóíêöi¨ òà ôóíêöié ç
îäèíè÷íî¨ êóëi Up(A) ïðîñòîðó Lp(A, dµ) ïðè äîâiëüíèõ p > 0.

Íåõàé U+
p (A) � ïiäìíîæèíà âñiõ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié ç Up(A) i

ϕ(x) � íåâiä'¹ìíà iñòîòíî îáìåæåíà íà Aôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ ó âèïàäêó,
êîëè ìíîæèíà A íåîáìåæåíà, ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî

lim
|x|→∞

ϕ(x) = 0 (3)

(â òàêîìó âèïàäêó ïèøåìî ϕ ∈ Φ(A)).
Ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíè eσ(f) äëÿ ôóíêöié f = ϕ · y, äå ϕ ∈ Φ(A),

à y ∈ U+
p (A). Ó öüîìó âèïàäêó âîíè ìàþòü âèãëÿä

eσ(f) = eσ(ϕy) = eσ(ϕy)
L1(A,dµ)

= inf
γσ∈Γσ

‖ϕy − χγσϕy‖L1(A,dµ)
, (4)

äå χγσ = χγσ (x) � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ìíîæèíè γσ, ÿêà íàáó-
âà¹ çíà÷åííÿ 1 ïðè x ∈ γσ òà çíà÷åííÿ 0 ïðè x 6∈ γσ.

Ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âåëè÷èí eσ(ϕy)
âèãëÿäó (4) íà êëàñi ôóíêöié y ∈ U+

1 (A) áóëè îòðèìàíi ó 2003 ðîöi
Î. I. Ñòåïàíöåì. Ó ïiäðîçäiëi 2.1 ðîáîòè çíàéäåíî àíàëîãi÷íi ôîð-
ìóëè íà êëàñàõ ôóíêöié y ∈ U+

p (A) ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ p ∈ (0,∞)
çà óìîâ, ÿêi ãàðàíòóþòü ñêií÷åííiñòü íîðì ó ïðàâié ÷àñòèíi (4). Çî-
êðåìà, ó âèïàäêó, êîëè p > 1, òàêîþ äîñòàòíüîþ óìîâîþ, âíàñëiäîê
íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà, ¹ óìîâà íà ôóíêöiþ ϕ:

‖ϕ‖
Lp ′ (A,dµ)

<∞, 1/p+ 1/p ′ = 1. (5)

Òåîðåìà 2.1.2. Íåõàé p ∈ (1,∞), σ ∈ (0, a) i ϕ � äîâiëüíà ôóíê-
öiÿ ç ìíîæèíè Φ(A), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (5). Òîäi iñíó¹ íàéáiëü-
øå íà ïðîìiæêó (σ, a] ÷èñëî s∗ òàêå, ùî ïðè âñiõ s ∈ (σ, s∗) âèêî-
íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

s− σ ≤ ϕ̄ p(s)
s∫

0

ϕ̄−p(t) dt (6)

i äëÿ ÿêîãî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

eσ(ϕ, p) := sup
y∈U+

p (A)

eσ(ϕy) =
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=

(
(s∗ − σ)p

′
( s∗∫

0

ϕ̄−p(t) dt

)− p ′p
+

a∫
s∗

ϕ̄ p
′
(t) dt

) 1
p ′

, (7)

äå ϕ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ ϕ(x). Òî÷íà âåðõíÿ ìåæà ó
ñïiââiäíîøåííi (7) ðåàëiçó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ y∗ ç U+

p (A), ó ÿêî¨ ÿêùî

s∗ = a < ∞, òî y∗(x) = ϕ−1(x)
( ∫

A ϕ
−p(t)dµ

)− 1
p

, x ∈ A, i ÿêùî

s∗<a, òî y∗(x) = ϕ−1(x)(s∗ − σ)
p ′
p

(
Gσ
∫
E ϕ
−p(t)dµ

)− p ′p
ïðè x ∈ E i

y∗(x) = ϕ
p ′
p (x)G

− p
′
p

σ ïðè x ∈ A \ E, äå E = {x ∈ A : ϕ(x) ≥ ϕ̄(s∗−)},
à âåëè÷èíà Gσ = Gσ(ϕ, p) äîðiâíþ¹ ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (7).

Çàçíà÷èìî, ùî óìîâà (3) ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ ñïàäíî¨ ïåðåñòàíîâ-
êè ϕ̄(t) ôóíêöi¨ ϕ(x).

Ó ïiäðîçäiëi 2.3 äëÿ äàíèõ êëàñiâ ôóíêöié îòðèìàíî òî÷íi çíà-
÷åííÿ òà òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè iíòåãðàëüíèõ àíàëîãiâ âåëè÷èí íàé-
êðàùèõ íàáëèæåíü ôóíêöié ïîëiíîìàìè çàäàíîãî ïîðÿäêó òà òðèãî-
íîìåòðè÷íîãî ïîïåðå÷íèêà. À ñàìå, ðîçãëÿäàþòüñÿ âåëè÷èíè

Eγσ (ϕ, p) := sup
y∈U+

p (A)

‖ϕy − χγσϕy‖L1(A,dµ)
, (8)

äå γσ � äåÿêà ôiêñîâàíà ìíîæèíà ç Γσ, à ϕ ∈ Φ(A), i âåëè÷èíè

Dσ(ϕ, p) := inf
γσ∈Γσ

Eγσ (ϕ, p), p ∈ (0,∞). (9)

Òåîðåìà 2.3.1. Íåõàé ôóíêöiÿ ϕ ∈ Φ(A) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (5).
Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ p ∈ (1,∞), σ > 0 i γσ ∈ Γσ

Eγσ (ϕ, p) = ‖ϕγσ‖Lp ′ (A,dµ)
= ‖ϕ̄γσ‖Lp ′ (0,a)

, 1/p+ 1/p ′ = 1, (10)

äå ϕ̄γσ (t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ ϕγσ (x) := (1−χγσ (x))ϕ(x),
x ∈ A, i

Dσ(ϕ, p) = inf
γσ∈Γσ

‖ϕ̄γσ‖Lp ′ (0,a)
= ‖ϕ̄‖

Lp ′ (σ,a)
, (11)

äå ϕ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ ϕ(x). Ïðè öüîìó â Γσ ¹ ìíî-
æèíà γ∗σ, äëÿ ÿêî¨

Eγ∗σ (ϕ, p) = Dσ(ϕ, p) = ‖ϕ̄‖
Lp ′ (σ,a)

.
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Çîêðåìà, ó ðîëi γ∗σ ìîæíà âçÿòè áóäü-ÿêó âèìiðíó ïiäìíîæèíó
ìíîæèíè {x ∈ A : ϕ(x) ≥ ϕ̄(σ+)} µ-ìiðè σ, ùî ìiñòèòü ìíîæèíó
{x ∈ A : ϕ(x) > ϕ̄(σ+)}.

Ïðè p = 1 òî÷íi çíà÷åííÿ âåëè÷èí eσ(ϕ, p) òà Dσ(ϕ, p) îòðèìàíî
ó 2003 ðîöi Î. I. Ñòåïàíöåì.

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îòðèìàíî àíàëîãi÷íi òâåðäæåííÿ i ó âè-
ïàäêó, êîëè p ∈ (0, 1], à òàêîæ çíàéäåíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè
âåëè÷èí eσ(ϕ, p) òà Dσ(ϕ, p) ïðè íåîáìåæåíîìó çðîñòàííi ¨õ ðàíãó
(mesµA =∞).

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ îäíîãî ç îòðèìàíèõ ó öüîìó íàïðÿìêó ðå-
çóëüòàòiâ ââåäåìî äåÿêi ïîçíà÷åííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M ìíîæèíó
âñiõ äîäàòíèõ îïóêëèõ ñïàäíèõ äî íóëÿ ôóíêöié íåïåðåðâíîãî àðãó-
ìåíòó t ≥ 1 òàêèõ, ùî ïîõiäíà ψ′(t):=ψ′(t+) ïðè t = 1 ñêií÷åííà.
Äëÿ ψ ∈M ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨

η(t) = η(ψ; t) := ψ−1
(1

2
ψ(t)

)
, µ(t) = µ(ψ; t) :=

t

η(t)− t
, t ≥ 1;

i ïîêëàäåìî MC := {ψ ∈ M : 0 < K1 ≤ µ(ψ; t) ≤ K2 ∀t ≥ 1}. Ìà¹
ìiñöå òâåðäæåííÿ, ÿêå ¹ îá'¹äíàííÿì òâåðäæåíü 2.2.3 òà 2.3.1.

Òâåðäæåííÿ. ßêùî p ∈ (1,∞) i ôóíêöiÿ ϕ ∈ Φ(A) ïðè áóäü-
ÿêîìó t ≥ 0 çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü ϕ̄(t) = ψ(t+1), äå ôóíêöiÿ ψ ∈MC

òàêà, ùî ‖ψ‖Lp ′ [1,∞) < ∞, 1
p + 1

p ′ = 1, i ôóíêöiÿ 1/ψ(t) îïóêëà ïðè

âñiõ t, áiëüøèõ äåÿêîãî ÷èñëà t0 ≥ 1, òî ïðè σ→∞ ñïðàâäæó¹òüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ

eσ(ϕ, p) � Dσ(ϕ, p) � ϕ̄(σ)σ1− 1
p . (12)

Ó ñïiââiäíîøåííi (12) i äàëi ïiä âèðàçîì "a(σ)� b(σ) ïðè σ→ ∞"
ñëiä ðîçóìiòè, ùî iñíóþòü òàêi ñòàëi 0 < C1 < C2, ùî ïðè âñiõ σ,
áiëüøèõ çà äåÿêå ÷èñëî σ0, âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi a(σ) ≤ C2b(σ)
(ó öüîìó âèïàäêó ïèøåìî "a(σ) � b(σ)" ) i a(σ) ≥ C1b(σ) (ó òàêîìó
âèïàäêó ïèøåìî "a(σ)� b(σ)" )

Ó ïiäðîçäiëi 2.4 ðîçãëÿäàþòüñÿ àíàëîãè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü
iíòåãðàëiâ çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó â ïðîñòîðàõ
Îðëi÷à LM (A, dµ).

Íåõàé M(t), t ≥ 0, � äîâiëüíà ôóíêöiÿ Îðëi÷à, òîáòî íåñïàäíà
îïóêëà ôóíêöiÿ òàêà, ùî M(0) = 0 i M(t) → ∞ ïðè t → ∞. Ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç LM (A, dµ) ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié f ∈ Y (A, dµ), ÿêi äëÿ
äîâiëüíîãî ÷èñëà C > 0 çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

∫
AM(C|f(x)|) dµ <∞.
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Ëiíiéíèé ïðîñòið LM (A, dµ) ¹ áàíàõîâèì ç íîðìîþ Ëþêñåìáóðãà

‖f‖
LM (A, dµ)

:= inf
{
α > 0 :

∫
A
M
(
|f(x)|/α

)
dµ ≤ 1

}
(13)

i íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì Îðëi÷à.
Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè M(t) = tp, p ≥ 1, ïðîñòîðè

LM (A, dµ) çáiãàþòüñÿ ç ïðîñòîðàìè Lp(A, dµ).
Äëÿ äîâiëüíèõ ϕ ∈ Φ(A) òà y ∈ U+

p (A) ïîçíà÷èìî

eσ(ϕy)
LM (A, dµ)

= inf
γσ∈Γσ

‖ϕy − χγσϕy‖LM (A, dµ)
(14)

i
eσ(ϕ, p)

LM (A, dµ)
:= sup

y∈U+
p (A)∩LM (A,dµ)

eσ(ϕy)
LM (A, dµ)

. (15)

Òåîðåìà 2.4.1. Íåõàé p ∈ (0,∞), ϕ ∈ Φ(A), à M � äåÿêà ôóíê-
öiÿ Îðëi÷à òàêà, ùî ôóíêöiÿ M(t1/p) òàêîæ ¹ ôóíêöi¹þ Îðëi÷à.
Òîäi ïðè áóäü-ÿêîìó σ ∈ (0, a) ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

eσ(ϕ, p)
LM (A, dµ)

= sup
s>n

(∫ s

0

ϕ̄−p(t)dt

)− 1
p/

M−1
(

1/(s− σ)
)
, (16)

äå M−1 � îáåðíåíà ôóíêöiÿ ôóíêöi¨ M , ϕ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòà-
íîâêà ôóíêöi¨ ϕ(x). Ïðè öüîìó òî÷íà âåðõíÿ ìåæà ó ïðàâié ÷à-
ñòèíi (16) äîñÿãà¹òüñÿ ïðè äåÿêîìó ñêií÷åííîìó çíà÷åííi s = s∗.
Òî÷íà âåðõíÿ ìåæà ó ñïiââiäíîøåííi (15) ðåàëiçó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ

y∗(x) =
χE (x)

ϕ(x)

( ∫
E ϕ
−p(t)dµ

)− 1
p

, äå E � äîâiëüíà âèìiðíà ïiäìíîæè-

íà ìíîæèíè {x ∈ A : ϕ(x) ≥ ϕ̄(s∗−)} µ-ìiðè s∗, ùî ìiñòèòü ìíî-
æèíó {x ∈ A : ϕ(x) > ϕ̄(s∗−)}, à χE � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ
ìíîæèíè E.

Ó ïiäðîçäiëi 2.5 îòðèìàíi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâóþòüñÿ äî çíàõîä-
æåííÿ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîñòîðiâ SpΦ òà äî íàáëè-
æåíü âèìiðíèõ ôóíêöié, ÿêi çàäàþòüñÿ çãîðòêàìè iç ñóìîâíèìè ÿä-
ðàìè, öiëèìè ôóíêöiÿìè åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó. Òàêîæ ó öüîìó ïiä-
ðîçäiëi ó òåðìiíàõ âåëè÷èí eσ(f) îòðèìàíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìî-
âè íàëåæíîñòi ôóíêöié ç ïðîñòîðiâ Lp(A, dµ) ïðîñòîðàì Ls(A, dµ),
0 < p, s <∞.

Ðîçäië 3 ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè
íåëiíiéíèõ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê êëàñiâ ôóíêöié áàãàòüîõ
çìiííèõ Fψq,r â iíòåãðàëüíié ìåòðèöi òà ó ïðîñòîðàõ Sp.
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Íåõàé Lp := Lp(Td) (1 ≤ p ≤ ∞, Td := [−π, π]d) � ïðîñòið âñiõ
âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì íà Rd ôóíêöié f(x) = f(x1, . . . , xd), 2π-ïåði-
îäè÷íèõ ïî êîæíié çìiííié, çi ñêií÷åííîþ íîðìîþ

‖f‖
Lp

= ‖f‖
Lp(Td)

:=

{(
(2π)−d

∫
Td |f(x)|pdx

) 1
p

, 1 ≤ p <∞,
ess supx∈Td |f(x)|, p =∞.

Ïîêëàäåìî (x,y) := x1y1 + . . .+ xdyd, ek := ek(x) = ei(k,x), x,y ∈ Rd,
k ∈ Zd, i äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L1 îçíà÷èìî ¨¨ êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹
f̂(k) := (2π)−d

∫
Td f(x)ek(x)dx, k ∈ Zd, äå z � ÷èñëî, êîìïëåêñíî-

ñïðÿæåíå ç z.
Íàñëiäóþ÷è Î. I. Ñòåïàíöÿ, ïðè äîâiëüíîìó 0 < p <∞ ïîçíà÷è-

ìî ÷åðåç Sp := Sp(Td), ïðîñòið âñiõ ôóíêöié f ∈ L1, äëÿ ÿêèõ

‖f‖
Sp

= ‖f‖
Sp(Td)

:= ‖{f̂(k)}k∈Zd‖
lp(Zd)

=
( ∑

k∈Zd
|f̂(k)|p

) 1
p

<∞.

Ôóíêöi¨ f ∈ L1 òà g ∈ L1 ââàæàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè ó ïðîñòîði Sp,
êîëè ‖f − g‖

Sp
=0.

Ïîçíà÷èìî òàêîæ ÷åðåç ldp, 0 < p ≤ ∞, ïðîñòið âñiõ ïîñëiäîâíî-
ñòåé x = {xk}dk=1 ∈ Rd çi ñòàíäàðòíîþ lp-íîðìîþ (êâàçi-íîðìîþ)

|x|p := ‖x‖
ldp

=

{
(
∑d
k=1 |xk|p)1/p, 0 < p <∞,
sup1≤k≤d |xk|, p =∞.

Ðîçãëÿíåìî òàêi ôóíêöiîíàëüíi êëàñè

Fψq,r = Fψq,r(Td) :=
{
f ∈ L1(Td) : ‖{f̂(k)/ψ(|k|r)}k∈Zd‖lq(Zd) ≤ 1

}
,

äå ψ = ψ(t), t ≥ 1, � ôiêñîâàíà äîäàòíà ñïàäíà ôóíêöiÿ, ψ(0) := ψ(1)
i 0 < q, r ≤ ∞.

Çàçíà÷èìî, ùî êîëè ψ(t) = t−s, s ∈ N i q = 1, êëàñè Fψq,∞ ¹
ìíîæèíàìè ôóíêöié, ó ÿêèõ ÷àñòèííi ïîõiäíi ïîðÿäêó s ìàþòü àá-
ñîëþòíî çáiæíi ðÿäè Ôóð'¹. Àïðîêñèìàòèâíi õàðàêòåðèñòèêè òàêèõ
êëàñiâ äëÿ ðiçíèõ r ∈ (0,∞] i ðiçíèõ ôóíêöié ψ äîñëiäæóâàëèñü ó
ðîáîòàõ Ð. ÄåÂîðà òà Â.Ì. Òåìëÿêîâà, Â.Ì. Òåìëÿêîâà, Ð.Ñ. Ëi òà
É.Ï. Ëþ, Î. I. Ñòåïàíöÿ, Â.Ñ. Ðîìàíþêà òà iíøèõ.

Äëÿ f ∈ X, äå X � îäèí iç ïðîñòîðiâ Lp àáî Sp, ðîçãëÿíåìî
âåëè÷èíè

σn(f)
X

:= inf
γn,ck

‖f −
∑
k∈γn

ckek‖X , (17)
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σ⊥n (f)
X

:= inf
γn
‖f(·)−

∑
k∈γn

f̂(k)ek‖X (18)

òà

‖f −Gn(f)‖
X

:= ‖f −
n∑
l=1

f̂(kl)ekl‖X . (19)

Ó (19) äëÿ äàíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ X ÷åðåç {kl}∞l=1 = {kl(f)}∞l=1 ïîçíà-
÷à¹òüñÿ òàêà ïåðåñòàíîâêà âåêòîðiâ k ∈ Zd, ùî

|f̂(k1)| ≥ |f̂(k2)| ≥ . . . . (20)

ßêùî òàêà ïåðåñòàíîâêà íå ¹äèíà, òî ÷åðåç {kl}∞l=1 ïîçíà÷àþòü áóäü-
ÿêó ç ïåðåñòàíîâîê, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (20).

Âåëè÷èíè (17) òà (18) âiäïîâiäíî íàçèâàþòü íàéêðàùèì n-
÷ëåííèì òà íàéêðàùèì n-÷ëåííèì îðòîãîíàëüíèì òðèãîíîìåòðè÷-
íèì íàáëèæåííÿì ôóíêöi¨ f ó ïðîñòîði X, à âåëè÷èíó (19) � íàá-
ëèæåííÿì ó ïðîñòîði X ôóíêöi¨ f çà äîïîìîãîþ ãðiäi àïðîêñèìàíò,
ïîáóäîâàíèõ çà òðèãîíîìåòðè÷íîþ ñèñòåìîþ.

ßêùî æ N ⊂ X, òî ïîêëàäà¹ìî

σn(N)
X

:= sup
f∈N

σn(f)
X

òà σ⊥n (N)
X

:= sup
f∈N

σ⊥n (f)
X
. (21)

Âåëè÷èíè (19), âçàãàëi êàæó÷è, çàëåæàòü âiä âèáîðó ïåðåñòàíîâêè,
ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (20). Òîìó äëÿ îäíîçíà÷íîñòi ïîêëàäà¹ìî

Gn(N)
X

:= sup
f∈N

inf
{kl(f)}∞l=1

‖f(·)−
n∑
l=1

f̂(kl(f))ekl(f)‖X . (22)

Â (22) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ N ðîçãëÿäà¹òüñÿ iíôiìóì ïî âñiõ
ïåðåñòàíîâêàõ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü (20).

ßê âæå çàçíà÷àëîñü, âåëè÷èíà âèãëÿäó (17) ââåäåíà ó 1955 ðîöi
Ñ.Á. Ñò¹÷êiíèì. Âàðòî âiäçíà÷èòè, ùî ó 1906 ðîöi Å. Øìiäò ðîçãëÿ-
äàâ âåëè÷èíó íàéêðàùîãî áiëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ, ÿêà ¹ áëèçüêîþ
äî âåëè÷èí σn(f)

X
. Ïåðøi îöiíêè âåëè÷èí âèãëÿäó (17) äëÿ äåÿêèõ

iíäèâiäóàëüíèõ ôóíêöié áóëè îòðèìàíi ó ðîáîòàõ Ð.Ñ. Iñìàãiëîâà,
Â.�. Ìàéîðîâà, Å.Ñ. Áåëiíñüêîãî òà ií. Äîñëiäæåííÿ âåëè÷èí (21)
òà (19) äëÿ ðiçíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ ïðîâîäèëèñü, çîêðåìà, ó
ðîáîòàõ Å.Ñ. Áåëiíñüêîãî, Ð. ÄåÂîðà, Á.Ñ. Êàøèíà, À.Ñ. Ðîìàíþêà,
Î. I. Ñòåïàíöÿ, Â.Ì. Òåìëÿêîâà òà áàãàòüîõ iíøèõ àâòîðiâ.



15

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ âåëè÷èíè (21) òà (22) ïðè
N = Fψq,r i âñòàíîâëþ¹òüñÿ çàëåæíiñòü øâèäêîñòi ïðÿìóâàííÿ äî íó-
ëÿ öèõ âåëè÷èí âiä âèáîðó ïàðàìåòðiâ ψ, q òà r, ùî âèçíà÷àþòü çàäàíi
êëàñè. Çîêðåìà, ó ïiäðîçäiëi 3.1 çíàéäåíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè çãà-
äàíèõ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê êëàñiâ Fψq,r ó ïðîñòîðàõ Sp.
Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ îäíîãî ç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ ïîçíà÷èìî ÷å-
ðåç B ìíîæèíó âñiõ ìîíîòîííî ñïàäíèõ äî íóëÿ ïðè t→∞ ôóíêöié
ψ(t), t ≥ 1, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ψ(t)/ψ(2t) ≤ K.

Òâåðäæåííÿ 3.1.1. Íåõàé d ≥ 1, 1 ≤ r ≤ ∞, 0 < p, q < ∞ i
ôóíêöiÿ ψp íàëåæèòü ìíîæèíi B, à ïðè 0 < p < q, êðiì öüîãî, ïðè
âñiõ t, áiëüøèõ íiæ äåÿêå ÷èñëî t0, ¹ îïóêëîþ òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

t|ψ′(t)|/ψ(t) ≥ K0 > β, ψ′(t) := ψ′(t+), (23)

äå K0 � äîäàòíà ñòàëà, β = d(1/p− 1/q). Òîäi

σn(Fψq,r)Sp � ψ(n
1
d )n

1
p −

1
q . (24)

Ìíîæèíi B, çîêðåìà, íàëåæàòü ôóíêöi¨ âèãëÿäó ψ(t) = lnε(t+e),
ε < 0 òà ψ(t) = t−β lnε(t + e), β > 0, ε ∈ R. Ïðîòå ó ðîáîòi òàêîæ
îòðèìàíi àíàëîãi÷íi îöiíêè i ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ ψ ñïàäà¹ äî
íóëÿ øâèäøå çà äîâiëüíèé ñòåïiíü.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 îòðèìàíî ó íèçöi âàæëèâèõ âèïàäêiâ òî÷íi
ïîðÿäêîâi îöiíêè çãàäàíèõ âèùå àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê
êëàñiâ Fψq,r â iíòåãðàëüíié ìåòðèöi.

Òåîðåìà 3.2.1. Íåõàé d ≥ 1, 1 ≤ p < ∞, 0 < q < ∞, ôóíêöiÿ ψ
íàëåæèòü B, à ïðè q > p/(p − 1), êðiì öüîãî, ïðè âñiõ t, áiëüøèõ,
íiæ äåÿêå ÷èñëî t0, ¹ îïóêëîþ i çàäîâîëüíÿ¹ (23) ç β := d(1/2− 1/q)
ïðè 1 < p ≤ 2 i β := d(1− 1/p− 1/q) ïðè 2 ≤ p <∞. Òîäi

σ⊥n (Fψq,r)Lp � Gn(Fψq,r)Lp �

{
ψ(n

1
d )n

1
2−

1
q , 1 ≤ p ≤ 2,

ψ(n
1
d )n1− 1

p−
1
q , 2 ≤ p <∞,

(25)

ïðè âñiõ 1 ≤ p ≤ 2

σn(Fψq,r)Lp � ψ(n
1
d )n

1
2−

1
q , (26)

à ïðè âñiõ 2 < p <∞

ψ(n
1
d )n

1
2−

1
q � σn(Fψq,r)Lp � ψ(n

1
d )n1− 1

p−
1
q .
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Ó âèïàäêó, êîëè ψ(t) = t−s, s ∈ N, òà r =∞, îöiíêó (26), à òàêîæ
îöiíêó (25) äëÿ âåëè÷èí Gn(Fψq,r)Lp îòðèìàíî âiäïîâiäíî ó ðîáîòàõ

Ð. ÄåÂîðà òà Â.Ì. Òåìëÿêîâà (1995) i Â.Ì. Òåìëÿêîâà (1998).
Ïðè 0 < q ≤ p/(p−1) óìîâè òåîðåìè 3.2.1 çàäîâîëüíÿþòü, íàïðè-

êëàä, ôóíêöi¨ ψ(t) = t−β lnε(t+ e) äëÿ âñiõ β > 0 òà ε ∈ R i ôóíêöi¨
ψ(t) = lnε(t+ e) äëÿ âñiõ ε < 0. ßêùî æ 1 < p/(p− 1) < q, òî óìîâè
òåîðåìè 3.2.1, çîêðåìà, çàäîâîëüíÿþòü ôóíêöi¨ ψ(t) = t−β lnε(t+ e)
ïðè âñiõ ε ∈ R òà β > d(1/2 − 1/q), ÿêùî 1 < p ≤ 2, i ïðè âñiõ ε ∈ R
òà β > d(1− 1/p− 1/q), ÿêùî 2 < p <∞.

Ó ðîçäiëi 4 îòðèìàíî ïðÿìi òà îáåðíåíi òåîðåìè íàáëèæåííÿ
ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ îïåðàòîðàìè Òåéëîðà�Àáåëÿ�
Ïóàññîíà. Íåõàé f � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó Lp = Lp(T1),
1 ≤ p ≤ ∞; f̂(k), k ∈ Z, � ¨¨ êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹. Äëÿ áóäü-ÿêèõ
% ∈ [0, 1) i r ∈ N ïîêëàäåìî

A%,r(f)(x) :=
∑
k∈Z

λ|k|,r(%)f̂(k)eikx, (27)

äå ÷èñëà λk,r(%) ≡ 1 ïðè k = 0, 1, . . . , r − 1 i

λk,r(%) :=

r−1∑
j=0

(
k

j

)
(1− %)j%k−j , k = r, r + 1, . . . , % ∈ [0, 1). (28)

Ïåðåòâîðåííÿ A%,r ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðî-
ñòîðó L1 ó ñåáå. Âïåðøå âîíè âèâ÷àëèñÿ ó ðîáîòi Â.Â. Ñàâ÷ó-
êà (2007), ÿêèé ó òåðìiíàõ öèõ îïåðàòîðiâ, çîêðåìà, ñôîðìóëþâàâ
ñòðóêòóðíó õàðàêòåðèñòèêó êëàñiâ Ãàðäi�Ëiïøèöÿ Hr

p Lipα ôóíêöié
îäíi¹¨ çìiííî¨, ãîëîìîðôíèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi êîìïëåêñíî¨ ïëîùè-
íè. Ïîäiáíi ïåðåòâîðåííÿ òàêîæ âèâ÷àëèñü ó ðîáîòàõ Ð. Ëåéñà (1963),
Ï.Ë. Áóòöåðà é Ã. Ñóíîó÷i (1964) òà ií.

ßêùî äëÿ ôóíêöi¨ f ∈ L1 i äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî n iñíó¹ òàêà
ôóíêöiÿ g ∈ L1, ùî ĝ(k) = 0 ïðè |k| < n i ĝ(k) = f̂(k)|k|!/(|k| − n)!
ïðè |k| ≥ n, k ∈ Z, òî êàæóòü, ùî ó ôóíêöi¨ f iñíó¹ ðàäiàëüíà ïîõiäíà
g =: f [n] ïîðÿäêó n.

Ó ïðîñòîði Lp K�ôóíêöiîíàëîì ôóíêöi¨ f , ïîðîäæåíèì ðàäiàëü-
íîþ ïîõiäíîþ ïîðÿäêó n, íàçèâàþòü âåëè÷èíó

Kn(δ, f)p := inf
{
‖f − h‖

Lp
+ δn‖h[n]‖

Lp
: h[n] ∈ Lp

}
, δ > 0.
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Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ ω(t), t ∈ [0, 1], ÿêi çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè:
1) ω(t) ¹ íåïåðåðâíîþ íà [0, 1]; 2) ω(t) ↑; 3) ω(t) 6= 0, t ∈ (0, 1]; 4)
ω(t)→ 0 ïðè t→ 0; à òàêîæ âiäîìi óìîâè Çèãìóíäà�Áàði� Ñò¹÷êiíà:
(Z)

∫ δ
0
ω(t)
t dt = O(ω(δ)) òà (Zn)

∫ 1

δ
ω(t)
tn+1 dt = O(ω(δ)δ−n), δ > 0, n ∈ N.

Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ ¹ ïðÿìèìè òà îáåðíåíèìè òåîðåìàìè íàá-
ëèæåííÿ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié îïåðàòîðàìè A%,r ó òåðìiíàõ K�
ôóíêöiîíàëiâ ôóíêöié, ïîðîäæåíèõ ¨õ ðàäiàëüíèìè ïîõiäíèìè.

Òåîðåìà 4.1.1. Íåõàé f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, n, r ∈ N, n ≤ r i
ôóíêöiÿ ω(t), t ∈ [0, 1], çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1)� 4) i (Z). ßêùî

Kn(δ, f [r−n])p = O(ω(δ)), δ → 0+, (29)

òî ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

‖f −A%,r(f)‖
Lp

= O
(
(1− %)r−nω(1− %)

)
, %→ 1− . (30)

Òåîðåìà 4.1.2. Íåõàé f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, n, r ∈ N, n ≤ r i
ôóíêöiÿ ω(t), t ∈ [0, 1], çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1)� 4), (Z) òà (Zn). ßêùî
âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (30), òî ôóíêöiÿ f [r−n] ∈ Lp i òàêîæ
âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (29).

Ïîêëàäåìî ω(t) = tα, α > 0, i n = 1. Òîäi ìíîæèíà âñiõ ôóíê-
öié f ∈ Lp, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó K1 (δ, f)p = O(δα), δ → 0+,
α∈(0, 1), çáiãà¹òüñÿ ç êëàñîì Ëiïøèöÿ Lip(α,Lp) âñiõ ôóíêöié f ∈ Lp
äëÿ ÿêèõ ω(f, δ)p := sup|h|≤δ ‖f(·+ h)− f(·)‖p = O(δα), δ → 0+.

Íàñëiäîê 4.1.3. Íåõàé f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, r ∈ N i 0 < α < 1.
Íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíi:

1) ‖f −A%,r(f)‖p = O
(
(1− %)r−1+α

)
, %→ 1−;

2) f [r−1] ∈ Lip(α,Lp).
Ó ïiäðîçäiëi 4.2 ó ïðîñòîðàõ Sp ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ

âñòàíîâëåíî ïðÿìi òà îáåðíåíi òåîðåìè íàáëèæåííÿ îïåðàòîðàìè
Òåéëîðà�Àáåëÿ�Ïóàññîíà AM

%,r òà îïåðàòîðàìè PM
%,s, ùî ïîðîäæó-

þòü âiäïîâiäíi ëiíiéíi ìåòîäè ïiäñóìîâóâàííÿ ïî òðèêóòíèõ îáëà-
ñòÿõ êðàòíèõ ðÿäiâ Ôóð'¹. Ó òåðìiíàõ ïîõèáîê íàáëèæåííÿ öèìè
îïåðàòîðàìè îòðèìàíî êîíñòðóêòèâíó õàðàêòåðèñòèêó êëàñiâ ôóíê-
öié, óçàãàëüíåíi ïîõiäíi ÿêèõ íàëåæàòü ìíîæèíàì SpHω.

Ó ðîçäiëi 5 äîñëiäæóþòüñÿ çàäà÷i òåîði¨ íàáëèæåíü ó ëiíiéíèõ
äèñêðåòíèõ ïðîñòîðàõ. Çîêðåìà, ó ïiäðîçäiëàõ 5.1 òà 5.2 ó äèñêðåò-
íèõ ïðîñòîðàõ Îðëi÷à lM òà ïðîñòîðàõ lp çi çìiííèì ïîêàçíèêîì
ïiäñóìîâóâàííÿ çíàéäåíî âiäïîâiäíî òî÷íi çíà÷åííÿ âiäïîâiäíî âå-
ëè÷èí íàéêðàùèõ n-÷ëåííèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõ íàáëèæåíü
ìíîæèí îáðàçiâ äiàãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ.
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Íåõàé M(t), t ≥ 0, � äîâiëüíà ôóíêöiÿ Îðëi÷à. Äèñêðåòíèì
ïðîñòîðîì Îðëi÷à lM , ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ôóíêöi¹þ M(t), íàçèâà-
þòü ëiíiéíèé ïðîñòið âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé x = {xk}∞k=1, xk ∈ R,
òàêèõ, ùî

∑∞
k=1M(|xk|) < ∞. Íàäiëåíèé íîðìîþ Ëþêñåìáóðãà

‖x‖lM := inf
{
α > 0 :

∑∞
k=1M(|xk|/α) ≤ 1

}
öåé ïðîñòið ¹ áàíàõîâèì.

Íåõàé, äàëi, λ = {λk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷è-
ñåë, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

lim
k→∞

λk = 0, (31)

i íåõàé
T : x = {xk}∞k=1 → Tx = {λkxk}∞k=1 (32)

� äiàãîíàëüíèé îïåðàòîð íà ïðîñòîði ïîñëiäîâíîñòåé äiéñíèõ ÷èñåë.
Íàñëiäóþ÷è Ñ.Á. Ñò¹÷êiíà, äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ lM

ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíó σn(x)
lM

¨¨ íàéêðàùîãî n-÷ëåííîãî íàáëèæåííÿ

σn(x)
lM

:= inf
ai,γn

‖x− Pγn‖lM = inf
ai,γn

∥∥∥x−∑
i∈γn

aiei

∥∥∥
lM

,

äå γn � äîâiëüíi íàáîðè iç n íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ai � äiéñíi ÷èñëà.
Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äà¹ òî÷íi çíà÷åííÿ âåëè÷èí

σn(T : lq → lM ) := sup
x∈Blq

σn(Tx)
lM

(33)

íàéêðàùèõ n-÷ëåííèõ íàáëèæåíü ó ïðîñòîðàõ lM ìíîæèíè T (B lq)
îáðàçiâ âñiõ åëåìåíòiâ îäèíè÷íî¨ êóëi B lq ïðîñòîðó lq ïiä äi¹þ îïå-
ðàòîðà T .

Òåîðåìà 5.1.1. Íåõàé 0 < q < ∞ � äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî i
M(t) � ôóíêöiÿ Îðëi÷à òàêà, ùî ôóíêöiÿ M(t1/q) òàêîæ ¹ ôóíê-
öi¹þ Îðëi÷à. Íåõàé òàêîæ λ = {λk}∞k=1 � äîâiëüíà íåçðîñòàþ÷à
ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (31). Òîäi äëÿ
äîâiëüíîãî n ∈ N ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

σn(T : lq → lM ) = sup
s>n

( s∑
k=1

λ−qk

)− 1
q
/
M−1

(
1/(s− n)

)
, (34)

äå M−1 � ôóíêöiÿ, îáåðíåíà äî ôóíêöi¨ M . Òî÷íà âåðõíÿ ìåæà ó
ïðàâié ÷àñòèíi (34) äîñÿãà¹òüñÿ ïðè äåÿêîìó ñêií÷åííîìó çíà÷åí-
íi s = s∗. Òî÷íà âåðõíÿ ìåæà ó ïðàâié ÷àñòèíi (33) ðåàëiçó¹òü-

ñÿ ïîñëiäîâíiñòþ x∗={x∗k}∞k=1, ó ÿêî¨ x∗k = (λqk
∑s∗

k=1 λ
−q
k )−

1
q ïðè

k = 1, 2, . . . , s∗ i x∗k = 0 ïðè k > s∗.
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Çàçíà÷èìî, ùî çà óìîâ òåîðåìè âåëè÷èíè σn(T : lq → lM ) ìàþòü
çìiñò. Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî ó âèïàäêó, êîëè M(t) = tp, p > 0, òâåð-
äæåííÿ òåîðåìè 5.1.1 îòðèìàíî Î. I. Ñòåïàíöåì (2001). Ó âèïàäêó
ñêií÷åííî ìiðíèõ ïðîñòîðiâ ldp ïðè âñiõ 0 < p, q ≤ ∞ òî÷íi çíà÷åííÿ
âåëè÷èí σn(T : ldq → ldp) áóëè çíàéäåíi Ô. Ãàî (2010).

Íåõàé òåïåð p = {pk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ
÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó 1 ≤ pk ≤ K, k = 1, 2, . . ., äå
K � äîäàòíà ñòàëà. ×åðåç lp ïîçíà÷èìî ïðîñòið âñiõ ïîñëiäîâíî-
ñòåé x = {xk}∞k=1 äiéñíèõ ÷èñåë çi ñêií÷åíîþ íîðìîþ Ëþêñåìáóðãà

‖x‖lp := inf
{
α > 0 :

∞∑
k=1

|xk/α|pk ≤ 1
}
.

Íåõàé λ = {λk}∞k=1 � ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëü-
íÿþòü (31) i T � äiàãîíàëüíèé îïåðàòîð, âèçíà÷åíèé â (32). Äëÿ
äîâiëüíîãî íàáîðó γn iç n íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíó

Eγn(T : lq → lp) := sup
x∈B lq

Eγn(Tx)lp = sup
x∈B lq

inf
ai
‖Tx− Pγn‖lp

íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ó ïðîñòîði lp çà äîïîìîãîþ âñiõ ìîæëèâèõ
n-÷ëåííèõ ïîëiíîìiâ Pγn =

∑
i∈γn aiei, ùî âiäïîâiäàþòü íàáîðó γn

ìíîæèíè T (B lq) îáðàçiâ åëåìåíòiâ îäèíè÷íî¨ êóëi ïðîñòîðó lq, ai �
äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà.

Òåîðåìà 5.2.1. Íåõàé p = {pk}∞k=1 i q= {qk}∞k=1 � äîâiëüíi
ïîñëiäîâíîñòi äîäàòíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî 1 ≤ pk ≤ p∗ < q∗ < qk ≤ K,
k ∈ N; λ = {λk}∞k=1 � áóäü-ÿêà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ‖λ‖l pq

q−p

< ∞. ßêùî äëÿ íàáîðó γn iç n ∈ N
ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë max

i/∈γn
{(qi − pi)/qi}+ max

i/∈γn
{pi/qi} = 1, òî

Eγn(T : lq → lp) = ‖λ̃‖l pq
q−p

, (35)

äå λ̃ = {λ̃k}∞k=1 òàêà, ùî λ̃k = λk ïðè k /∈ γn i λ̃k = 0 ïðè k ∈ γn.
Íàñëiäîê 5.2.1. Íåõàé λ = {λk}∞k=1 � íåçðîñòàþ÷à ïîñëiäîâ-

íiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ‖λ‖l pq
q−p

< ∞.

Íåõàé, äàëi, p = {pk}∞k=1 i q= {qk}∞k=1 � äîâiëüíi ïîñëiäîâíîñòi
äîäàòíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî 1 ≤ pk ≤ p∗ < q∗ < qk ≤ K, k ∈ N i
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü max

i∈N
{(qi − pi)/qi} + max

i∈N
{pi/qi} = 1. Òîäi äëÿ

äîâiëüíîãî n ∈ N

Dn(T : lq → lp) := inf
γn
Eγn(T : lq → lp) = ‖λ∗‖l pq

q−p

, (36)
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äå λ∗ = {λ∗k}∞k=1 òàêà, ùî λ∗k = 0 ïðè k ≤ n i λ∗k = λk ïðè k > n.
Çàçíà÷èìî, ùî óìîâà ‖λ‖l pq

q−p

<∞ çàáåçïå÷ó¹ âêëàäåííÿ T (B lq) ⊂
lp. Óìîâà max

i∈N
{(qi − pi)/qi}+ max

i∈N
{pi/qi} = 1 âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ïîñëi-

äîâíîñòåé p i q òàêèõ, ùî qi = K0pi, äå K0 � äîäàòíà ñòàëà.
Äëÿ ïðîñòîðiâ lp òâåðäæåííÿ, àíàëîãi÷íi òåîðåìi 5.2.1 òà íàñëiä-

êó 5.2.1, îòðèìàíî Î. I. Ñòåïàíöåì (2006).
Ó ïiäðîçäiëi 5.3 ó ïðîñòîðàõ Spϕ îçíà÷åíî ïîíÿòòÿ íàñè÷åííÿ

ëiíiéíèõ ìåòîäiâ ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹, ÿêi çàäàþòüñÿ äî-
âiëüíèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà äåÿêié ìíîæèíi
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Ïîêàçàíî iíâàðiàíòíiñòü öüîãî ïîíÿòòÿ âiäíîñíî
ïðîñòîðiâ Spϕ òà çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè íàñè÷åííÿ. Ó ïiäðîçäiëi 5.4
òàêîæ îòðèìàíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè íåëiíiéíèõ àïðîêñèìàòèâíèõ
õàðàêòåðèñòèê öèõ ïðîñòîðiâ.

Â îñòàííiõ ïiäðîçäiëàõ 5.6 òà 5.7 ðîçäiëó 5 îòðèìàíî íîâi íåðiâ-
íîñòi òèïó ×åáèøîâà. Öi ðåçóëüòàòè íå òiëüêè ìàþòü äîïîìiæíå çíà-
÷åííÿ ó ðîáîòi, àëå é íå ïîçáàâëåíi ñàìîñòiéíîãî iíòåðåñó. Îäíèì iç
îòðèìàíèõ ó öüîìó íàïðÿìêó ðåçóëüòàòiâ ¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.7.1. Íåõàé a = {ak}nk=1, b = {bk}nk=1 òà p = {pk}nk=1,
n ∈ N � äîâiëüíi ïîñëiäîâíîñòi íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî pk > 0
i a1 ≥ a2 ≥ . . . an. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ îïóêëî¨ ôóíêöi¨ M : [0,∞)→ R
òàêî¨, ùî M(0) = 0,

n∑
k=1

pkbkM(ak) ≤ max
s∈[1,n]

{
M

(∑n
k=1 pkak∑s
k=1 pk

) s∑
k=1

pkbk

}
,

à äëÿ áóäü-ÿêî¨ âãíóòî¨ ôóíêöi¨ M : [0,∞)→ R òàêî¨, ùî M(0) = 0,

n∑
k=1

pkbkM(ak) ≥ min
s∈[1,n]

{
M

(∑n
k=1 pkak∑s
k=1 pk

) s∑
k=1

pkbk

}
.

Îòðèìàíi â ðîáîòi íåðiâíîñòi ó ïåâíèõ ÷àñòèííèõ âèïàäêàõ çáiãà-
þòüñÿ ç âiäîìèìè íåðiâíîñòÿìè ×åáèøîâà äëÿ ìîíîòîííèõ ôóíêöié,
à çíàéäåíi óìîâè äëÿ ¨õ âèêîíàííÿ ¹ ñëàáêiøèìè, íiæ êëàñè÷íi óìîâè
ìîíîòîííîñòi.

Ó ðîçäiëi 6 âèâ÷àþòüñÿ àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi îïóêëèõ
ôóíêöié òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ. Çîêðåìà, ó éîãî ïiäðîçäiëàõ 6.6 òà 6.7
çíàéäåíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè äåÿêèõ âåëè÷èí, ó òåðìiíàõ ÿêèõ,
çîêðåìà, âèðàæàþòüñÿ íàéêðàùi n-÷ëåííi íàáëèæåííÿ êëàñiâ ôóíê-
öié áàãàòüîõ òà ¨õ iíòåãðàëüíi àíàëîãè.
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Ó ïiäðîçäiëi 6.5 îïèñó¹òüñÿ ìíîæèíà D∞ íåñêií÷åííî äèôåðåí-
öiéîâíèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié ó òåðìiíàõ óçàãàëüíåíèõ ψ̄-ïîõiäíèõ,
ÿêi îçíà÷àþòüñÿ ïàðîþ ψ̄ = (ψ1, ψ2) ïîñëiäîâíîñòåé ψ1 òà ψ2. Ó äè-
ñåðòàöiéíié ðîáîòi, çîêðåìà, ïîêàçàíî, ùî êîæíà ôóíêöiÿ f ç ìíî-
æèíè D∞ ìà¹ ïðèíàéìíi îäíó óçàãàëüíåíó ψ̄-ïîõiäíó, ïàðàìåòðè ψ1

òà ψ2 ÿêî¨ ñïàäàþòü øâèäøå çà äîâiëüíó ñòåïåíåâó ôóíêöiþ, i â òîé
æå ÷àñ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ D∞, âiäìiííî¨ âiä òðèãîíîìåòðè÷-
íîãî ïîëiíîìà, çíàéäåòüñÿ ïàðà ψ̄, ïàðàìåòðè ψ1 òà ψ2 ÿêî¨ ìàþòü
òàêó æ øâèäêiñòü ñïàäàííÿ i äëÿ ÿêî¨ ψ̄-ïîõiäíà íå iñíó¹. Âñòàíîâëå-
íî íîâi êðèòåði¨ íàëåæíîñòi 2π-ïåðiîäè÷íèõ äiéñíîçíà÷íèõ íà äiéñ-
íié îñi ôóíêöié ìíîæèíàì àíàëiòè÷íèõ òà öiëèõ ôóíêöié. Îïèñàíî
òàêîæ çâ'ÿçîê ìiæ êëàñàìè (ψ, β̄)-äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié i âiäî-
ìèìè êëàñàìè Æåâðå Jα. Ó òåðìiíàõ òàêèõ ïîõiäíèõ âñòàíîâëåíî
êðèòåðié íàëåæíîñòi ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié êëàñàì Jα.

Âèñíîâêè

Çíàéäåíî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âå-
ëè÷èí eσ(f) íàéêðàùèõ íàáëèæåíü iíòåãðàëiâ çà äîïîìîãîþ iíòå-
ãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó íà êëàñàõ ôóíêöié, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ ó
âèãëÿäi äîáóòêiâ äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ íåâiä'¹ìíî¨ ôóíêöi¨ òà ôóíêöié ç
îäèíè÷íî¨ êóëi Up(A) ïðîñòîðó Lp(A, dµ) ïðè âñiõ p > 0. Îòðèìàíî
òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè öèõ âåëè÷èí ïðè íåîáìåæåíîìó çðîñòàííi ¨õ
ðàíãó. Äëÿ äàíèõ êëàñiâ ôóíêöié çíàéäåíî òî÷íi çíà÷åííÿ òà òî÷íi
ïîðÿäêîâi îöiíêè iíòåãðàëüíèõ àíàëîãiâ âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëè-
æåíü ôóíêöié ïîëiíîìàìè çàäàíîãî ïîðÿäêó òà òðèãîíîìåòðè÷íîãî
ïîïåðå÷íèêà.

Ó òåðìiíàõ âåëè÷èí eσ(f) îòðèìàíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìî-
âè íàëåæíîñòi ôóíêöié ç ïðîñòîðiâ Lp(A, dµ) ïðîñòîðàì Ls(A, dµ),
0 < p, s <∞.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâàíî äî çíàõîäæåííÿ àïðîêñèìàòèâ-
íèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîñòîðiâ SpΦ òà äî íàáëèæåíü âèìiðíèõ ôóíêöié,
ÿêi çàäàþòüñÿ çãîðòêàìè iç ñóìîâíèìè ÿäðàìè, öiëèìè ôóíêöiÿìè
åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó.

Çíàéäåíî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ àíà-
ëîãiâ âåëè÷èí íàéêðàùèõ n-÷ëåííèõ íàáëèæåíü ó ïðîñòîðàõ Îðëi-
÷à LM (A, dµ) íà çãàäàíèõ âèùå êëàñàõ ôóíêöié äëÿ âñiõ p > 0 òà
ôóíêöié Îðëi÷à M(t) òàêèõ, ùî ôóíêöiÿ M(t1/p) òàêîæ ¹ ôóíêöi¹þ
Îðëi÷à.

Çíàéäåíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè íèçêè âàæëèâèõ íåëiíiéíèõ
àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê (òàêèõ, ÿê íàéêðàùå n-÷ëåííå òðè-
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ãîíîìåòðè÷íå íàáëèæåííÿ, íàéêðàùå n-÷ëåííå îðòîãîíàëüíå òðèãî-
íîìåòðè÷íå íàáëèæåííÿ, íàáëèæåííÿ n-÷ëåííèìè ãðiäi àïðîêñèìàí-
òàìè, áàçèñíèé ïîïåðå÷íèê) êëàñiâ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ Fψq,r â
iíòåãðàëüíié ìåòðèöi òà ó ïðîñòîðàõ Sp.

Îòðèìàíî ïðÿìi òà îáåðíåíi òåîðåìè íàáëèæåííÿ 2π-
ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié îïåðàòîðàìè Òåéëîðà�Àáåëÿ�Ïóàññîíà â
iíòåãðàëüíié ìåòðèöi. Ó òåðìiíàõ íàáëèæåíü öèìè îïåðàòîðàìè
îäåðæàíî êîíñòðóêòèâíó õàðàêòåðèñòèêó êëàñiâ 2π-ïåðiîäè÷íèõ
ôóíêöié, K-ôóíêöiîíàëè ðàäiàëüíèõ ïîõiäíèõ ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü
äåÿêî¨ ìàæîðàíòè.

Ó ïðîñòîðàõ Sp ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ âñòàíîâëåíî ïðÿ-
ìi òà îáåðíåíi òåîðåìè íàáëèæåííÿ îïåðàòîðàìè Òåéëîðà�Àáåëÿ�
Ïóàññîíà AM

%,r òà îïåðàòîðàìè P
M
%,s, ùî ïîðîäæóþòü âiäïîâiäíi ëiíié-

íi ìåòîäè ïiäñóìîâóâàííÿ ïî òðèêóòíèõ îáëàñòÿõ êðàòíèõ ðÿäiâ
Ôóð'¹. Ó òåðìiíàõ ïîõèáîê íàáëèæåííÿ öèìè îïåðàòîðàìè îòðèìàíî
êîíñòðóêòèâíó õàðàêòåðèñòèêó êëàñiâ ôóíêöié, óçàãàëüíåíi ïîõiäíi
ÿêèõ íàëåæàòü ìíîæèíàì SpHω.

Ó ïðîñòîðàõ lp çi çìiííèì ïîêàçíèêîì ïiäñóìîâóâàííÿ òà äèñ-
êðåòíèõ ïðîñòîðàõ Îðëi÷à lM çíàéäåíî òî÷íi çíà÷åííÿ âiäïîâiäíî
âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõ n-÷ëåííèõ íàáëèæåíü
ìíîæèí îáðàçiâ îäèíè÷íèõ êóëü öèõ ïðîñòîðiâ ïiä äi¹þ äiàãîíàëüíèõ
îïåðàòîðiâ.

Ó ïðîñòîðàõ Spϕ îçíà÷åíî ïîíÿòòÿ íàñè÷åííÿ ëiíiéíèõ ìåòîäiâ
ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹, ÿêi çàäàþòüñÿ äîâiëüíèìè ïîñëiäîâ-
íîñòÿìè ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà äåÿêié ìíîæèíi êîìïëåêñíèõ ÷è-
ñåë. Ïîêàçàíî iíâàðiàíòíiñòü öüîãî ïîíÿòòÿ âiäíîñíî ïðîñòîðiâ Spϕ òà
çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè íàñè÷åííÿ. Îòðèìàíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöií-
êè âàæëèâèõ íåëiíiéíèõ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê öèõ ïðî-
ñòîðiâ.

Îòðèìàíî íîâi íåðiâíîñòi òèïó ×åáèøîâà.
Îïèñàíî ìíîæèíó D∞ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ïåðiîäè÷-

íèõ ôóíêöié ó òåðìiíàõ óçàãàëüíåíèõ ψ̄-ïîõiäíèõ, ÿêi îçíà÷àþòü-
ñÿ ïàðîþ ψ̄ = (ψ1, ψ2) ïîñëiäîâíîñòåé ψ1 òà ψ2. Çîêðåìà, ïîêàçàíî,
ùî êîæíà ôóíêöiÿ f ç ìíîæèíè D∞ ìà¹ ïðèíàéìíi îäíó ïîõiäíó,
ïàðàìåòðè ψ1 òà ψ2 ÿêî¨ ñïàäàþòü øâèäøå çà äîâiëüíó ñòåïåíåâó
ôóíêöiþ, i â òîé æå ÷àñ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈D∞, âiäìiííî¨ âiä
òðèãîíîìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà, çíàéäåòüñÿ ïàðà ψ̄, ïàðàìåòðè ψ1 òà ψ2

ÿêî¨ ìàþòü òàêó æ øâèäêiñòü ñïàäàííÿ i äëÿ ÿêî¨ ψ̄-ïîõiäíà íå iñíó¹.
Âñòàíîâëåíî íîâi êðèòåði¨ íàëåæíîñòi 2π-ïåðiîäè÷íèõ äiéñíîçíà÷íèõ
íà äiéñíié îñi ôóíêöié ìíîæèíàì àíàëiòè÷íèõ òà öiëèõ ôóíêöié.
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Îïèñàíî çâ'ÿçîê ìiæ êëàñàìè (ψ, β̄)-äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié i
âiäîìèìè êëàñàìè Æåâðå Jα. Ó òåðìiíàõ òàêèõ ïîõiäíèõ âñòàíîâëå-
íî êðèòåðié íàëåæíîñòi ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié êëàñàì Jα.

Çíàéäåíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè äåÿêèõ âàæëèâèõ âåëè÷èí, â
òåðìiíàõ ÿêèõ, çîêðåìà, âèðàæàþòüñÿ íàéêðàùi n-÷ëåííi íàáëèæåí-
íÿ äåÿêèõ êëàñiâ ôóíêöié áàãàòüîõ òà ¨õ iíòåãðàëüíi àíàëîãè.
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Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiçèêî-
ìàòåìàòè÷íèõ íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.01 � "Ìàòåìàòè÷íèé
àíàëiç" (111 � Ìàòåìàòèêà). � Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè,
Êè¨â, 2017.

Ðîáîòó ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ òåîði¨ íà-
áëèæåíü ó ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ. Ó íié çíàéäåíî ÿâíi ôîðìóëè
äëÿ îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âåëè÷èí eσ(f) íàéêðàùèõ íàá-
ëèæåíü iíòåãðàëiâ çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó íà êëà-
ñàõ ôóíêöié, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ ó âèãëÿäi äîáóòêiâ äåÿêî¨ ôiêñîâà-
íî¨ íåâiä'¹ìíî¨ ôóíêöi¨ òà ôóíêöié ç îäèíè÷íî¨ êóëi Up(A) ïðîñòîðó
Lp(A, dµ) ïðè âñiõ p > 0. Îòðèìàíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè öèõ âåëè-
÷èí ïðè íåîáìåæåíîìó çðîñòàííi ¨õ ðàíãó. Äëÿ äàíèõ êëàñiâ ôóíêöié
çíàéäåíî òî÷íi çíà÷åííÿ òà òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè iíòåãðàëüíèõ àíà-
ëîãiâ âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü ôóíêöié ïîëiíîìàìè çàäàíîãî
ïîðÿäêó òà òðèãîíîìåòðè÷íîãî ïîïåðå÷íèêà. Çíàéäåíî ÿâíi ôîðìóëè
äëÿ îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ àíàëîãiâ âåëè÷èí íàéêðàùèõ n-
÷ëåííèõ íàáëèæåíü â ïðîñòîðàõ Îðëi÷à LM (A, dµ) íà çãàäàíèõ âèùå
êëàñàõ ôóíêöié.

Ó òåðìiíàõ âåëè÷èí eσ(f) îòðèìàíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìî-
âè íàëåæíîñòi ôóíêöié ç ïðîñòîðiâ Lp(A, dµ) ïðîñòîðàì Ls(A, dµ),
0 < p, s < ∞. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâàíî äî çíàõîäæåííÿ
àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîñòîðiâ SpΦ òà äî íàáëèæåíü âè-
ìiðíèõ ôóíêöié, ÿêi çàäàþòüñÿ çãîðòêàìè iç ñóìîâíèìè ÿäðàìè, öi-
ëèìè ôóíêöiÿìè åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó.

Çíàéäåíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè íèçêè âàæëèâèõ íåëiíiéíèõ
àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê (òàêèõ, ÿê íàéêðàùå n-÷ëåííå òðè-
ãîíîìåòðè÷íå íàáëèæåííÿ, íàéêðàùå n-÷ëåííå îðòîãîíàëüíå òðèãî-
íîìåòðè÷íå íàáëèæåííÿ, íàáëèæåííÿ n-÷ëåííèìè ãðiäi àïðîêñèìàí-
òàìè) êëàñiâ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ Fψq,r â iíòåãðàëüíié ìåòðèöi
òà ó ïðîñòîðàõ Sp.

Îòðèìàíî ïðÿìi òà îáåðíåíi òåîðåìè íàáëèæåííÿ ôóíêöié îäíi¹¨
òà áàãàòüîõ çìiííèõ îïåðàòîðàìè Òåéëîðà�Àáåëÿ�Ïóàññîíà.

Ó ïðîñòîðàõ lp çi çìiííèì ïîêàçíèêîì ïiäñóìîâóâàííÿ òà äèñ-
êðåòíèõ ïðîñòîðàõ Îðëi÷à lM çíàéäåíî òî÷íi çíà÷åííÿ âiäïîâiäíî
âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà íàéêðàùèõ n-÷ëåííèõ íàáëèæåíü
ìíîæèí îáðàçiâ äiàãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Ó ïðîñòîðàõ Spϕ îçíà÷åíî ïîíÿòòÿ íàñè÷åííÿ ëiíiéíèõ ìåòîäiâ
ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹, ÿêi çàäàþòüñÿ äîâiëüíèìè ïîñëiäîâ-
íîñòÿìè ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà äåÿêié ìíîæèíi êîìïëåêñíèõ ÷è-
ñåë. Ïîêàçàíî iíâàðiàíòíiñòü öüîãî ïîíÿòòÿ âiäíîñíî ïðîñòîðiâ Spϕ òà
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çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè íàñè÷åííÿ. Îòðèìàíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöií-
êè âàæëèâèõ íåëiíiéíèõ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê öèõ ïðî-
ñòîðiâ.

Îòðèìàíî íîâi íåðiâíîñòi òèïó ×åáèøîâà.
Îïèñàíî ìíîæèíó D∞ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ïåðiîäè÷-

íèõ ôóíêöié ó òåðìiíàõ óçàãàëüíåíèõ ψ̄-ïîõiäíèõ. Âñòàíîâëåíî íî-
âi êðèòåði¨ íàëåæíîñòi 2π-ïåðiîäè÷íèõ äiéñíîçíà÷íèõ íà äiéñíié îñi
ôóíêöié ìíîæèíàì àíàëiòè÷íèõ òà öiëèõ ôóíêöié. Îïèñàíî çâ'ÿçîê
ìiæ êëàñàìè (ψ, β̄)-äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié i âiäîìèìè êëàñàìè
Æåâðå Jα. Ó òåðìiíàõ òàêèõ ïîõiäíèõ âñòàíîâëåíî êðèòåðié íàëåæ-
íîñòi ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié êëàñàì Jα.

Çíàéäåíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè äåÿêèõ âàæëèâèõ âåëè÷èí, ó
òåðìiíàõ ÿêèõ, çîêðåìà, âèðàæàþòüñÿ íàéêðàùi n-÷ëåííi íàáëèæåí-
íÿ äåÿêèõ êëàñiâ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ òà ¨õ iíòåãðàëüíi àíàëîãè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: íàéêðàùå n-÷ëåííå íàáëèæåííÿ; íàéêðàùå íà-
áëèæåííÿ iíòåãðàëà çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó; ïðÿ-
ìi òà îáåðíåíi òåîðåìè; îïåðàòîðè Òåéëîðà�Àáåëÿ�Ïóàññîíà; íåðiâ-
íîñòi ×åáèøîâà; ìíîæèíè íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ, àíàëiòè÷-
íèõ òà öiëèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, êëàñè Æåâðå.

Øèäëè÷ À.Ë. Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è òåîðèè ïðèáëèæå-
íèé â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. � Êâàëèôèêàöèîííàÿ
íàó÷íàÿ ðàáîòà íà ïðàâàõ ðóêîïèñè.

Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè 01.01.01 � "ìàòåìàòè÷åñêèé
àíàëèç" (111 � Ìàòåìàòèêà). � Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû,
Êèåâ, 2017.

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ òåîðèè
ïðèáëèæåíèÿ â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â íåé íàéäåíû ÿâ-
íûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ òî÷íûõ âåðõíèõ ãðàíåé âåëè÷èí eσ(f)
íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé èíòåãðàëîâ ïîñðåäñòâîì èíòåãðàëîâ êîíå÷-
íîãî ðàíãà íà êëàññàõ ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ïðîèçâåäåíèé
íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè è ôóíêöèé èç
åäèíè÷íîãî øàðà Up(A) ïðîñòðàíñòâà Lp(A, dµ) ïðè âñåõ p > 0. Ïîëó-
÷åíû òî÷íûå ïîðÿäêîâûå îöåíêè ýòèõ âåëè÷èí ïðè íåîãðàíè÷åííîì
âîçðàñòàíèè èõ ðàíãà. Äëÿ äàííûõ êëàññîâ ôóíêöèé íàéäåíû òî÷-
íûå çíà÷åíèÿ è òî÷íûå ïîðÿäêîâûå îöåíêè èíòåãðàëüíûõ àíàëîãîâ
íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé ïîëèíîìàìè çàäàííîãî ïîðÿäêà
è òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîïåðå÷íèêà. Íàéäåíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ
âû÷èñëåíèÿ òî÷íûõ âåðõíèõ ãðàíåé àíàëîãîâ íàèëó÷øèõ n-÷ëåííûõ
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ïðèáëèæåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ Îðëè÷à LM (A, dµ) íà óêàçàííûõ âû-
øå êëàññàõ ôóíêöèé.

Â òåðìèíàõ âåëè÷èí eσ(f) ñôîðìóëèðîâàí êðèòåðèé ïðèíàäëåæ-
íîñòè ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ Lp(A, dµ) ïðîñòðàíñòâàì Ls(A, dµ),
0 < p, s < ∞. Ðàññìîòðåíû ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê
íàõîæäåíèþ àïïðîêñèìàòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê ïðîñòðàíñòâ SpΦ è ê
ïðèáëèæåíèþ èçìåðèìûõ ôóíêöèé, çàäàþùèõñÿ ñâåðòêàìè ñ ñóììè-
ðóåìûìè ÿäðàìè, öåëûìè ôóíêöèÿìè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà.

Íàéäåíû òî÷íûå ïîðÿäêîâûå îöåíêè ðÿäà âàæíûõ íåëèíåé-
íûõ àïïðîêñèìàòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê (òàêèõ, êàê íàèëó÷øåå n-
÷ëåííîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, íàèëó÷øåå n-÷ëåííîå
îðòîãîíàëüíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, ïðèáëèæåíèå n-
÷ëåííûìè ãðèäè àïïðîêñèìàíòàìè) êëàññîâ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðå-
ìåííûõ Fψq,r â èíòåãðàëüíîé ìåòðèêå è â ïðîñòðàíñòâàõ Sp.

Ïîëó÷åíû ïðÿìûå è îáðàòíûå òåîðåìû ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé
îäíîé è ìíîãèõ ïåðåìåííûõ îïåðàòîðàìè Òåéëîðà�Àáåëÿ�Ïóàññîíà.

Â ïðîñòðàíñòâàõ lp ñ ïåðåìåííûì ïîêàçàòåëåì ñóììèðîâàíèÿ è â
äèñêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Îðëè÷à lM íàéäåíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ ñî-
îòâåòñòâåííî íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé è íàèëó÷øèõ n-÷ëåííûõ ïðè-
áëèæåíèé ìíîæåñòâ îáðàçîâ äèàãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Â ïðîñòðàíñòâàõ Spϕ îïðåäåëåíî ïîíÿòèå íàñûùåíèÿ ëèíåéíûõ
ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ Ôóðüå, êîòîðûå çàäàþòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòÿìè ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïîêàçàíà èíâàðèàíòíîñòü ýòîãî ïîíÿòèÿ îòíîñè-
òåëüíî ïðîñòðàíñòâ Spϕ è íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íàñûùåíèÿ.
Ïîëó÷åíû òî÷íûå ïîðÿäêîâûå îöåíêè íåëèíåéíûõ àïïðîêñèìàòèâ-
íûõ õàðàêòåðèñòèê ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïîëó÷åíû íîâûå íåðàâåíñòâà òèïà ×åáûøîâà.
Îïèñàíî ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ 2π-ïåðèî-

äè÷åñêèõ ôóíêöèé â òåðìèíàõ îáîáùåííûõ ψ̄-ïðîèçâîäíûõ. Óñòàíîâ-
ëåíû íîâûå êðèòåðèè ïðèíàäëåæíîñòè 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ äåéñòâè-
òåëüíîçíà÷íûõ íà âåùåñòâåííîé îñè ôóíêöèé ìíîæåñòâàì àíàëèòè-
÷åñêèõ íà îñè è öåëûõ ôóíêöèé. Îïèñàíà ñâÿçü ìåæäó êëàññàìè
(ψ, β̄)- äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé è êëàññàìè Æåâðå Jα. Â òåð-
ìèíàõ òàêèõ ïðîèçâîäíûõ óñòàíîâëåí êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè ïå-
ðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé êëàññàì Jα.

Íàéäåíû òî÷íûå ïîðÿäêîâûå îöåíêè íåêîòîðûõ âàæíûõ âåëè-
÷èí, â òåðìèíàõ êîòîðûõ, â ÷àñòíîñòè, âûðàæàþòñÿ íàèëó÷øèå n-
÷ëåííûå ïðèáëèæåíèÿ êëàññîâ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ è èõ
èíòåãðàëüíûå àíàëîãè.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: íàèëó÷øåå n-÷ëåííîå ïðèáëèæåíèå; íàè-
ëó÷øåå ïðèáëèæåíèå èíòåãðàëà ïîñðåäñòâîì èíòåãðàëîâ êîíå÷íî-
ãî ðàíãà; ïðÿìûå è îáðàòíûå òåîðåìû; îïåðàòîðû Òåéëîðà�Àáåëÿ�
Ïóàññîíà; íåðàâåíñòâà ×åáûøîâà; ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íî äèôôåðåí-
öèðóåìûõ, àíàëèòè÷åñêèõ è öåëûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, êëàññû
Æåâðå.
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The thesis is devoted to the investigation of the extremal problems
of approximation theory in functional spaces.

In the thesis there are found explicit formulas for calculating the least
upper bounds of the quantities eσ(f) of best approximations of integrals
by integrals of �nite rank on the classes of functions representable as
products of a �xed non-negative function and functions in the unit
ball Up(A) of Lp(A, dµ). We obtain the exact order estimates of these
quantities in an unlimited increase of their rank. For these functional
classes, there are found the exact values and the exact order estimates
of the integral analogues of the best approximations of functions by
polynomials of given order and trigonometric widths. We also �nd
explicit formulas for calculating the least upper bounds of analogues
of the best n-term approximations in the Orlicz spaces LM (A, dµ) on
the above classes of functions.

The numbers eσ(f) are used to obtain necessary and su�cient
conditions for an arbitrary function in Lp(A, dµ) to lie in Ls(A, dµ),
0 < p, s < ∞. We consider the applications of the obtained results for
�nding of the approximative characteristics of the spaces SpΦ, as well as
for the approximation of measurable functions (given by convolutions
with summable kernels) by entire functions of exponential type.

In the thesis there are found the exact order estimates of important
nonlinear approximative characteristics (such as the best n-term
trigonometric approximation, the best n-term orthogonal trigonometric
approximation, approximation by n-term greedy polynomials) of classes
of functions of several variables Fψq,r in the integral metric and in the
spaces Sp.

We obtain the direct and inverse approximation theorems of
functions of one and several variables by Taylor�Abel�Poisson operators.
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There are calculated the exact values of the best approximations and
the best n-term approximations of the sets of the images of the diagonal
operators in the sequences Orlicz spaces lp and lM correspondingly.

In the spaces Spϕ we give the de�nition of the saturation property of
the linear methods of summation of Fourier series, speci�ed by arbitrary
sequences of functions de�ned in sets of complex numbers. We show
that the saturation of a linear method and the saturation order are
independent of the spaces Spϕ. Su�cient conditions for the saturation
of the indicated methods in these spaces are established. We also �nd
the exact order estimates for nonlinear approximation characteristics of
these spaces.

New Chebyshev type inequalities are proved.
We describe the set of in�nitely di�erentiable 2π-periodic functions

in terms of generalized ψ̄-derivatives. In the thesis there are established
new criteria for 2π-periodic functions real-valued on the real axis to
belong to the set of functions analytic on the axis and to the set of
entire functions.

We also describe the relationship between the classes of (ψ, β̄)-
di�erentiable functions and the well-known Gevrey classes Jα. In
particular, we establish necessary and su�cient conditions for periodic
functions to belong to the Gevrey classes Jα formulated in terms of their
(ψ, β̄)-derivatives.

Key words: best n-term approximation; best approximation of
integral by integrals of �nite rank; Taylor�Abel�Poisson operators;
Chebyshev inequality; sets of in�nitely di�erentiable, analytic and entire
periodic functions, Gevrey classes.
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