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ÀÍÎÒÀÖIß

Øèäëi÷ À.Ë. Åêñòðåìàëüíi çàäà÷i òåîði¨ íàáëèæåíü ó ôóíêöiîíàëüíèõ
ïðîñòîðàõ. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiçèêî-ìàòåìà-
òè÷íèõ íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.01 � "Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç" (111 �
Ìàòåìàòèêà). � Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, 2017.

Äèñåðòàöiéíó ðîáîòó ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷
òåîði¨ íàáëèæåíü ó ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ, à ñàìå: ðîçâ'ÿçàííþ çà-
äà÷i ïðî òî÷íi âåðõíi ìåæi íà çàäàíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñàõ âåëè÷èí
íàéêðàùèõ íàáëèæåíü iíòåãðàëiâ çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëiâ ñêií÷åííîãî
ðàíãó; çàäà÷ ïðî âiäøóêàííÿ òî÷íèõ ïîðÿäêîâèõ îöiíîê íåëiíiéíèõ àïðî-
êñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê êëàñiâ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ó ëiíié-
íèõ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðàõ; çàäà÷i ïðî çíàõîäæåííÿ â ïðîñòîðàõ Îðëi÷à
òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ íàéêðàùèõ n-÷ëåííèõ íàáëèæåíü ìíîæèí îáðàçiâ
ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ; îòðèìàííþ êîíñòðóêòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê êëàñiâ
ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ; iíøèõ ñóïðîâiäíèõ çàäà÷.

Áiëüøiñòü iç ïåðåëi÷åíèõ çàäà÷ âiäíîñÿòüñÿ äî íåëiíiéíî¨ àïðîêñèìà-
öi¨ ôóíêöié � îäíîãî ç îñíîâíèõ ïiäðîçäiëiâ ñó÷àñíî¨ òåîði¨ íàáëèæåíü.
Îñíîâîïîëîæíèìè â öié òåìàòèöi ââàæàþòüñÿ äîñëiäæåííÿ Ñ.Á. Ñò¹÷êi-
íà 60-õ ðîêiâ ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ, ÿêi ïðèñâÿ÷åíi âiäøóêàííþ êðèòåðiþ àá-
ñîëþòíî¨ çáiæíîñòi îðòîãîíàëüíèõ ðÿäiâ. Ñ.Á. Ñò¹÷êiíó âäàëîñÿ ñôîðìó-
ëþâàòè òàêèé êðèòåðié, çàïðîâàäèâøè íîâó íà òîé ÷àñ àïðîêñèìàòèâíó
õàðàêòåðèñòèêó, à ñàìå âåëè÷èíó íàéêðàùîãî êâàäðàòè÷íîãî íàáëèæåí-
íÿ åëåìåíòà ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó çà äîïîìîãîþ n-÷ëåííèõ ïîëiíîìiâ
çà äàíîþ ñèñòåìîþ. Ç òèõ ïið âåëè÷èíà íàéêðàùîãî n-÷ëåííîãî íàáëèæå-
ííÿ ñòàëà ïðåäìåòîì äîñëiäæåíü ïðîâiäíèõ ôàõiâöiâ òåîði¨ íàáëèæåíü,
çîêðåìà, Å.Ñ. Áåëiíñüêîãî, Ð. ÄåÂîðà, Ð.Ñ. Iñìàãiëîâà, Á.Ñ. Êàøèíà,
Â.�. Ìàéîðîâà, À.Ñ. Ðîìàíþêà, Î. I. Ñòåïàíöÿ, Â.Ì. Òåìëÿêîâà òà áà-
ãàòüîõ iíøèõ.

Â ðîçäiëi 2, ïåðøîìó iç îñíîâíèõ ðîçäiëiâ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè, ðîç-
ãëÿäàþòüñÿ âåëè÷èíè eσ(f) íàéêðàùèõ íàáëèæåíü iíòåãðàëiâ ôóíêöié
ç ïðîñòîðiâ Lp(A, dµ) çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó σ, ÿêi
¹ iíòåãðàëüíèìè àíàëîãàìè âåëè÷èí íàéêðàùèõ n-÷ëåííèõ íàáëèæåíü.
Çíàéäåíî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ öèõ âåëè-
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÷èí íà êëàñàõ ôóíêöié, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ ó âèãëÿäi äîáóòêiâ äåÿêî¨ ôi-
êñîâàíî¨ íåâiä'¹ìíî¨ ôóíêöi¨ òà ôóíêöié ç îäèíè÷íî¨ êóëi Up(A) ïðîñòîðó
Lp(A, dµ) ïðè âñiõ p > 0. Îòðèìàíi òâåðäæåííÿ ¹ ïîøèðåííÿì íà âèïà-
äîê äîâiëüíèõ p > 0 âiäïîâiäíîãî ðåçóëüòàòó Î. I. Ñòåïàíöÿ [147], ÿêèé
îäåðæàâ àíàëîãi÷íó ôîðìóëó ïðè p = 1. Òàêîæ çíàéäåíî òî÷íi ïîðÿäêîâi
îöiíêè öèõ âåëè÷èí ïðè íåîáìåæåíîìó çðîñòàííi ¨õ ðàíãó.

Â ïiäðîçäiëi 2.3 äëÿ äàíèõ êëàñiâ ôóíêöié îòðèìàíî òî÷íi çíà÷åííÿ
òà òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè iíòåãðàëüíèõ àíàëîãiâ âåëè÷èí íàéêðàùèõ íà-
áëèæåíü ôóíêöié ïîëiíîìàìè çàäàíîãî ïîðÿäêó òà òðèãîíîìåòðè÷íîãî
ïîïåðå÷íèêà.

Â ïiäðîçäiëi 2.4 ðîçãëÿäàþòüñÿ àíàëîãè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü iíòå-
ãðàëiâ çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó â ïðîñòîðàõ Îðëi÷à
LM(A, dµ) i çíàéäåíî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ
öèõ àíàëîãiâ íà çãàäàíèõ âèùå êëàñàõ ôóíêöié äëÿ âñiõ p > 0 òà ôóíêöié
Îðëi÷à M(t) òàêèõ, ùî ôóíêöiÿ M(t1/p) òåæ ¹ ôóíêöi¹þ Îðëi÷à.

Â ïiäðîçäiëi 2.5 îòðèìàíi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâóþòüñÿ äî çíàõîäæåí-
íÿ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîñòîðiâ SpΦ òà äî íàáëèæåíü âè-
ìiðíèõ ôóíêöié, ÿêi çàäàþòüñÿ çãîðòêàìè iç ñóìîâíèìè ÿäðàìè, öiëèìè
ôóíêöiÿìè åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó. Òàêîæ â öüîìó ïiäðîçäiëi â òåðìiíàõ
âåëè÷èí eσ(f) îòðèìàíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè íàëåæíîñòi ôóíêöié
ç ïðîñòîðiâ Lp(A, dµ) ïðîñòîðàì Ls(A, dµ), 0 < p, s <∞.

Ðîçäië 3 ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè íåëiíié-
íèõ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê (òàêèõ, ÿê íàéêðàùå n-÷ëåííå òðè-
ãîíîìåòðè÷íå íàáëèæåííÿ, íàéêðàùå n-÷ëåííå îðòîãîíàëüíå òðèãîíîìå-
òðè÷íå íàáëèæåííÿ, íàáëèæåííÿ n-÷ëåííèìè ãðiäi àïðîêñèìàíòàìè, áà-
çèñíèé ïîïåðå÷íèê) êëàñiâ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ Fψ

q,r â iíòåãðàëüíié
ìåòðèöi òà ó ïðîñòîðàõ Sp. Â íüîìó âñòàíîâëþ¹òüñÿ çàëåæíiñòü øâèä-
êîñòi ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ òàêèõ âåëè÷èí âiä âèáîðó ïàðàìåòðiâ ψ, q òà
r, ùî âèçíà÷àþòü çàäàíi êëàñè. Çîêðåìà, â ïiäðîçäiëi 3.1 çíàéäåíî òî÷íi
ïîðÿäêîâi îöiíêè çãàäàíèõ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê êëàñiâ Fψ

q,r

â ïðîñòîðàõ Sp. Ïðè öüîìó òàêi îöiíêè áóëè îòðèìàíi ÿê ó âèïàäêó, êî-
ëè ôóíêöiÿ ψ ïðÿìó¹ äî íóëÿ íå øâèäøå äåÿêî¨ ñòåïåíåâî¨ ôóíêöi¨, òàê
i êîëè âîíà ñïàäà¹ øâèäøå äîâiëüíîãî ñòåïåíÿ. Ó ïiäðîçäiëi 3.2 îòðè-
ìàíî ó íèçöi âàæëèâèõ âèïàäêiâ òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè çãàäàíèõ âè-
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ùå àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê êëàñiâ Fψ
q,r â iíòåãðàëüíié ìåòðèöi.

Çîêðåìà, â öüîìó ïiäðîçäiëi îòðèìàíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè íàéêðà-
ùèõ n-÷ëåííèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü òà íàáëèæåíü n-÷ëåííèìè
ãðiäi àïðîêñèìàíòàìè êëàñiâ Fψ

q,r â iíòåãðàëüíié ìåòðèöi, ó âèïàäêó, êî-
ëè ôóíêöiÿ ψ ïðÿìó¹ äî íóëÿ íå øâèäøå äåÿêî¨ ñòåïåíåâî¨ ôóíêöi¨. Öi
äîïîâíþþòü âiäîìi ðåçóëüòàòè ðîáiò Ð. ÄåÂîðà òà Â.Ì. Òåìëÿêîâà [40]
i Â.Ì. Òåìëÿêîâà [166], äå àíàëîãi÷íi ñïiââiäíîøåííÿ áóëè çíàéäåíi ó
âèïàäêó ñòåïåíåâèõ ôóíêöié ψ.

Ó ðîçäiëi 4 îòðèìàíî ïðÿìi òà îáåðíåíi òåîðåìè íàáëèæåííÿ ôóíêöié
îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ îïåðàòîðàìè Òåéëîðà�Àáåëÿ�Ïóàññîíà. Òàêi
òåîðåìè íàëåæàòü äî öåíòðàëüíèõ òåîðåì òåîði¨ àïðîêñèìàöi¨. ßêùî äëÿ
äàíîãî ìåòîäó íàáëèæåííÿ íà çàäàíîìó ôóíêöiîíàëüíîìó êëàñi äîâåäåíî
ïðÿìi òà îáåðíåíi òåîðåìè, òî òàêîæ êàæóòü, ùî çíàéäåíî êîíñòðóêòèâíó
õàðàêòåðèñòèêó öüîãî êëàñó â òåðìiíàõ äàíîãî àïðîêñèìàöiéíîãî ìåòî-
äó. Ñó÷àñíà òåîðiÿ íàáëèæåíü íàïîâíåíà âåëèêîþ êiëüêiñòþ òàêîãî ðîäó
òâåðäæåíü äëÿ ðiçíèõ ìåòîäiâ íàáëèæåííÿ íà ðiçíîìàíiòíèõ ôóíêöiî-
íàëüíèõ êëàñàõ. Îñíîâîïîëîæíi ðåçóëüòàòè â öüîìó íàïðÿìêó âèêëàäå-
íî â ìîíîãðàôiÿõ [173, 67 21, 47, 39, 144, 176, 48] òà ií. Ïðîòå áiëüøiñòü
êëàñè÷íèõ ëiíiéíèõ ìåòîäiâ, ïîáóäîâàíèõ íà îñíîâi ðÿäiâ Ôóð'¹, ¹ íàñè-
÷åíèìè, i òîìó äëÿ íèõ íå çàâæäè ìîæíà îòðèìàòè ïðÿìi òà îáåðíåíi
òåîðåìè. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ïðèðîäíèì ¹ ïèòàííÿ ïðî âiäøóêàííÿ ëiíiéíî-
ãî ìåòîäó íàáëèæåííÿ, ÿêèé ìîæíà àäàïòóâàòè ïiä ãëàäêiñíi âëàñòèâîñòi
ôóíêöi¨ ÿê çàâãîäíî âåëèêîãî ïîðÿäêó, i ÿêèé áóâ áè äëÿ çàäàíîãî êëàñó
ôóíêöié êëàñó íàéêðàùèì â ñåíñi ïðÿìèõ òà îáåðíåíèõ òåîðåì. Â ðîáîòi
[55] äëÿ êëàñiâ çãîðòîê ç ÿäðàìè, ùî ïîðîäæóþòüñÿ ìîìåíòíèìè ïîñëi-
äîâíîñòÿìè, áóëî çàïðîïîíîâàíî çàãàëüíèé ñïîñiá ïîáóäîâè îïåðàòîðiâ,
ÿêi âðàõîâóþòü âëàñòèâîñòi òàêèõ ÿäåð, à îòæå, i âëàñòèâîñòi ôóíêöié ç
âiäïîâiäíèõ êëàñiâ. Îäíèì iç ïðèêëàäiâ öèõ îïåðàòîðiâ ¹ çãàäàíi âèùå
îïåðàòîðè Òåéëîðà�Àáåëÿ�Ïóàññîíà. Âïåðøå âîíè âèâ÷àëèñÿ â [120], äå
â òåðìiíàõ öèõ îïåðàòîðiâ àâòîð ñôîðìóëþâàâ ñòðóêòóðíó õàðàêòåðèñòè-
êó êëàñiâ Ãàðäi�Ëiïøèöÿ Hr

p Lipα ôóíêöié îäíi¹¨ çìiííî¨, ãîëîìîðôíèõ
â îäèíè÷íîìó êðóçi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè.

Â ïiäðîçäiëi 4.1 ïðîäîâæóþòüñÿ äîñëiäæåííÿ àïðîêñèìàòèâíèõ õà-
ðàêòåðèñòèê îïåðàòîðiâ Òåéëîðà-Àáåëÿ-Ïóàññîíà. Çîêðåìà, âñòàíîâëåíî
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çâ'ÿçîê äàíèõ îïåðàòîðiâ òà iíøèõ âiäîìèõ ïåðåòâîðåíü ç ðîáiò Ð. Ëåéñà
[69] i Ï.Ë. Áóòöåðà òà Ã. Ñóíîó÷i [20], à òàêîæ äîâåäåíî ïðÿìi òà îáåðíå-
íi òåîðåìè íàáëèæåííÿ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié îïåðàòîðàìè Òåéëîðà-
Àáåëÿ-Ïóàññîíà â òåðìiíàõ K�ôóíêöiîíàëiâ ôóíêöié, ïîðîäæåíèõ ¨õ ðà-
äiàëüíèìè ïîõiäíèìè. Â òåðìiíàõ íàáëèæåíü äàíèìè îïåðàòîðàìè îäåð-
æàíî êîíñòðóêòèâíó õàðàêòåðèñòèêó êëàñiâ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié,K-
ôóíêöiîíàëè ðàäiàëüíèõ ïîõiäíèõ ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü äåÿêî¨ ìàæîðàí-
òè.

Â ïiäðîçäiëi 4.2 ó ïðîñòîðàõ Sp ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ âñòàíîâëå-
íî ïðÿìi òà îáåðíåíi òåîðåìè íàáëèæåííÿ îïåðàòîðàìè Òåéëîðà�Àáåëÿ�
Ïóàññîíà A△

ϱ,r òà îïåðàòîðàìè P
△
ϱ,s, ùî ïîðîäæóþòü âiäïîâiäíi ëiíiéíi ìå-

òîäè ïiäñóìîâóâàííÿ ïî òðèêóòíèõ îáëàñòÿõ êðàòíèõ ðÿäiâ Ôóð'¹. Â òåð-
ìiíàõ ïîõèáîê íàáëèæåííÿ öèìè îïåðàòîðàìè îòðèìàíî êîíñòðóêòèâíó
õàðàêòåðèñòèêó êëàñiâ ôóíêöié, óçàãàëüíåíi ïîõiäíi ÿêèõ íàëåæàòü ìíî-
æèíàì SpHω.

Â ðîçäiëi 5 äîñëiäæóþòüñÿ çàäà÷i òåîði¨ íàáëèæåíü â ëiíiéíèõ äèñ-
êðåòíèõ ïðîñòîðàõ. Çîêðåìà, â ïiäðîçäiëàõ 5.2 òà 5.1 ó ïðîñòîðàõ lp çi
çìiííèì ïîêàçíèêîì ïiäñóìîâóâàííÿ òà äèñêðåòíèõ ïðîñòîðàõ Îðëi÷à lM
çíàéäåíî âiäïîâiäíî òî÷íi çíà÷åííÿ âiäïîâiäíî âåëè÷èí íàéêðàùèõ íà-
áëèæåíü òà íàéêðàùèõ n-÷ëåííèõ íàáëèæåíü ìíîæèí îáðàçiâ îäèíè÷íèõ
êóëü ïðîñòîðiâ ïiä äi¹þ äiàãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè
ïîøèðþþòü íà çãàäàíi ïðîñòîðè âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè ðîáiò [142], [144
(ãë.XI)], [148] òà [31] äëÿ ïðîñòîðiâ lp.

Â ïiäðîçäiëi 5.3 ó ïðîñòîðàõ Spφ îçíà÷åíî ïîíÿòòÿ íàñè÷åííÿ ëiíiéíèõ
ìåòîäiâ ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹, ÿêi çàäàþòüñÿ äîâiëüíèìè ïîñëi-
äîâíîñòÿìè ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà äåÿêié ìíîæèíi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Ïîêàçàíî iíâàðiàíòíiñòü öüîãî ïîíÿòòÿ âiäíîñíî ïðîñòîðiâ Spφ òà çíàéäåíî
äîñòàòíi óìîâè íàñè÷åííÿ. Â ïiäðîçäiëi 5.4 òàêîæ îòðèìàíî òî÷íi ïîðÿä-
êîâi îöiíêè íåëiíiéíèõ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê öèõ ïðîñòîðiâ.

Â îñòàííiõ ïiäðîçäiëàõ 5.6 òà 5.7 ðîçäiëó 5 îòðèìàíî íîâi êðèòåði¨
âèêîíàííÿ íåðiâíîñòåé òèïó ×åáèøîâà. Äàíi ðåçóëüòàòè, çîêðåìà, âèêî-
ðèñòîâóþòüñÿ ïðè äîâåäåííi ëåì 2.1.1, 2.4.1 òà òåîðåìè 5.1.1. Îòðèìàíi
â ðîáîòi íåðiâíîñòi ó ïåâíèõ ÷àñòèííèõ âèïàäêàõ çáiãàþòüñÿ ç âiäîìèìè
íåðiâíîñòÿìè ×åáèøîâà äëÿ ìîíîòîííèõ ôóíêöié, à çíàéäåíi óìîâè äëÿ
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¨õ âèêîíàííÿ ¹ ñëàáêiøèìè, íiæ êëàñè÷íi óìîâè ìîíîòîííîñòi.
Â ðîçäiëi 6 âèâ÷àþòüñÿ àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi îïóêëèõ ôóíêöié òà

¨õ çàñòîñóâàííÿ. Çîêðåìà, â éîãî ïiäðîçäiëàõ 6.6 òà 6.7 çíàéäåíî òî÷íi
ïîðÿäêîâi îöiíêè äåÿêèõ âàæëèâèõ âåëè÷èí, â òåðìiíàõ ÿêèõ, çîêðåìà,
âèðàæàþòüñÿ íàéêðàùi n-÷ëåííi íàáëèæåííÿ êëàñiâ ôóíêöié áàãàòüîõ òà
¨õ iíòåãðàëüíi àíàëîãè. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâóþòüñÿ â ïiäðîçäi-
ëàõ 2.2 òà 3.1 ðîáîòè ïðè äîñëiäæåííi àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè çãàäàíèõ
âåëè÷èí.

Â ïiäðîçäiëi 6.5 îïèñó¹òüñÿ ìíîæèíà D∞ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâ-
íèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié â òåðìiíàõ óçàãàëüíåíèõ ψ̄-ïîõiäíèõ, ÿêi îçíà-
÷àþòüñÿ ïàðîþ ψ̄ = (ψ1, ψ2) ïîñëiäîâíîñòåé ψ1 òà ψ2. Îïèñàííÿ òîãî ÷è
iíøîãî êëàñó 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié â òåðìiíàõ ¨õ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ �
îäíà ç öåíòðàëüíèõ çàäà÷ òåîði¨ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ. Íà äàíèé ÷àñ
iñíó¹ äîñèòü áàãàòî òåîðåì ïðî âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ âëàñòèâîñòÿìè ôóí-
êöié i øâèäêiñòþ ñïàäàííÿ äî íóëÿ ïîñëiäîâíîñòi ¨õ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹.
Ïðîòå íà äåÿêèõ âàæëèâèõ ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñàõ òàêèõ òâåðäæåíü íå
îòðèìàíî äî òåïåð. Äîáðå âiäîìî, ùî ìíîæèíà íåñêií÷åííî äèôåðåíöi-
éîâíèõ ôóíêöié ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç òèõ ôóíêöié, êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ÿêèõ
ñïàäàþòü äî íóëÿ øâèäøå áóäü-ÿêîãî âiä'¹ìíîãî ñòåïåíÿ. Öå, çîêðåìà,
âêàçó¹ íà òå, ùî êëàñèôiêàöiÿ òàêèõ ôóíêöié â ñòåïåíåâié øêàëi ¹ íååôå-
êòèâíîþ. Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, çîêðåìà, ïîêàçàíî, ùî êîæíà ôóíêöiÿ
f ç ìíîæèíè D∞ ìà¹ ïðèíàéìíi îäíó óçàãàëüíåíó ψ̄-ïîõiäíó, ïàðàìåòðè
ψ1 òà ψ2 ÿêî¨ ñïàäàþòü øâèäøå äîâiëüíî¨ ñòåïåíåâî¨ ôóíêöi¨, i â òîé æå
÷àñ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ D∞, âiäìiííî¨ âiä òðèãîíîìåòðè÷íîãî ïî-
ëiíîìà, çíàéäåòüñÿ ïàðà ψ̄, ïàðàìåòðè ψ1 òà ψ2 ÿêî¨ ìàþòü òàêó æ øâèä-
êiñòü ñïàäàííÿ, i äëÿ ÿêî¨ ψ̄-ïîõiäíà íå iñíó¹. Âñòàíîâëåíî íîâi êðèòåði¨
íàëåæíîñòi 2π-ïåðiîäè÷íèõ äiéñíîçíà÷íèõ íà äiéñíié îñi ôóíêöié ìíî-
æèíàì àíàëiòè÷íèõ òà öiëèõ ôóíêöié. Îïèñàíî òàêîæ çâ'ÿçîê ìiæ êëà-
ñàìè (ψ, β̄)-äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié i âiäîìèìè êëàñàìè Æåâðå Jα. Â
òåðìiíàõ òàêèõ ïîõiäíèõ âñòàíîâëåíî êðèòåðié íàëåæíîñòi ïåðiîäè÷íèõ
ôóíêöié êëàñàì Jα.

Êëþ÷îâi ñëîâà: íàéêðàùå n-÷ëåííå íàáëèæåííÿ; íàéêðàùå íàáëèæå-
ííÿ iíòåãðàëà ôóíêöi¨ çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó; ïðÿìi
òà îáåðíåíi òåîðåìè; îïåðàòîðè Òåéëîðà�Àáåëÿ�Ïóàññîíà; íåðiâíîñòi ×å-
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áèøîâà; ìíîæèíè íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ, àíàëiòè÷íèõ òà öiëèõ
ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, êëàñè Æåâðå.

Shidlich A.L. Extremal Problems of Approximation Theory in
Functional Spaces. � The Manuscript.

Thesis for a Doctor Degree in Physical and Mathematical Sciences on
Speciality 01.01.01. � Mathematical Analysis (111 � Mathematics). � Insti-
tute of Mathematics of National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2017.

The thesis is devoted to the investigation of the extremal problems of
approximation theory in functional spaces, namely to the solution of the
problem of �nding of the exact upper bounds on the given functional classes
of the quantities of the best approximations of integrals by integrals of �nite
rank, to the problems of �nding of the exact order estimates of the nonli-
near approximative characteristics of the classes of the functions of several
variables in the normed linear spaces, to the problem of �nding in the Orlicz
spaces the exact upper bounds of the best n-term approximations of the sets
of images of the linear operators; to obtaining the constructive characteristics
of the classes of functions of one and several variables; to other related tasks.

Most of these problems are related to the nonlinear approximation of
functions which is one of the main directions of the modern approximation
theory. S. Stechkin's researches of the 1960s of �nding a criterion for absolute
convergence of orthogonal series are considered basic on this topic. Stechkin
formulated such a criterion and introduced at that time a new approximati-
ve characteristic, namely the value of the best quadratic approximation of
the element of Hilbert space by n-term polynomials according to the given
system. Since that time, the quantity of the best n-term approximation is a a
subject of research of the leading experts in the approximation theory such as
E. Bellinsky, R. DeVore, R. Ismagilov, B. Kashin, V. Maiorov, A. Romanyuk,
A. Stepanets, V. Temlyakov and many others.

In Section 2, the �rst of the main sections of the thesis, we consider the
quantities eσ(f) of the best approximations of integrals of the functions from
the spaces Lp(A, dµ) by integrals of the �nite rank σ which are the integral
analogues of the quantities of the best n-term approximations. In the thesis
there are found the explicit formulas for calculating the least upper bounds
of the quantities eσ(f) of the best approximations of integrals by integrals of
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the �nite rank on the classes of functions representable as products of a �xed
non-negative function and functions in the unit ball Up(A) of Lp(A, dµ) for
all p > 0. The obtained assertions are spreading in the case of the arbitrary
p > 0 of the corresponding result of A. Stepanets [147], who obtained a
similar formula for p = 1. We also obtain the exact order estimates of these
quantities in an unlimited increase of their rank.

In subsection 2.3, for these functional classes there are found the exact
values and the exact order estimates of the integral analogues of the best
approximations of functions by polynomials of the given order and trigonometric
widths.

In subsection 2.4, we consider the analogues of the best approximations
of integrals by integrals of �nite rank in the Orlicz spaces. For the above
functional classes, we �nd the explicit formulas for calculating the least upper
bounds of these quantities for all p > 0 and all Orlicz functions M(t) such
that the function M(t1/p) is also an Orlicz function.

In subsection 2.5, we consider the applications of the obtained results
for �nding of the approximative characteristics of the spaces SpΦ, as well as
for the approximation of measurable functions (given by convolutions with
summable kernels) by entire functions of exponential type. Also we use the
quantities eσ(f) to obtain necessary and su�cient conditions for an arbitrary
function in Lp(A, dµ) to lie in Ls(A, dµ), 0 < p, s <∞.

Section 3 is devoted to the study of the asymptotic behaviour of the nonli-
near approximative characteristics (such as the best n-term trigonometric
approximation, the best n-term orthogonal trigonometric approximation, the
approximation by n-term greedy polynomials, the basis width) of the classes
Fψ
q,r of functions of several variables in the integral metric and in the spaces

Sp. Here, we establish the dependence of the choice of the parameters r, ψ
and q on the rate of convergence to zero of these quantities. In particular,
in section 3.1 there are found the exact order estimates of the approximative
characteristics of the classes Fψ

q,r in the spaces S
p. These estimates are obtai-

ned in the case when the function ψ tends to zero no faster than a certain
power function and when it decreases faster, than an arbitrary power functi-
on. In subsection 3.2, we obtain in several important cases, the exact order
estimates of the above mentioned approximative characteristics of the classes



8

Fψ
q,r in the integral metric. In particular, in this subsection, we have obtained

exact the order estimates of the best n-term trigonometric approximations
and approximations by n-term greedy polynomials of the classes Fψ

q,r in the
integral metric, in the case when the function ψ tends to zero no faster than
a certain power function. These assertions complement the known results of
the papers of R. DeVore and V. Temlyakov [40] and V. Temlyakov [166],
where similar relations were found in the case of the power functions ψ.

In section 4, we prove the direct and inverse theorems of approximation
on functions of one and several variables by Taylor�Abel�Poisson operators.
These theorems are the Central theorems of approximation. If for the method
of approximation in the given functional class, the direct and inverse theorems
are proved, then it is also said that in terms of the method of approximati-
on, the constructive characterization of the class is found. In the modern
approximation theory, there is a large number of such assertions for the vari-
ous methods of approximation and various functional classes. Fundamental
results in this direction are contained in the monographs [173, 21, 47, 39,
144, 176, 48] and etc. However, most classical linear methods based on the
Fourier series, are saturated and therefore, it is not always possible to obtain
the direct and inverse theorems for them. In connection with this, there
is a natural question of �nding a linear approximation method, which can
be adapted to the smoothness properties (of the arbitrarily large order) of
functions and at the same time, for the given functional class, is the best
in the sense of the direct and inverse theorems. In [55], for the classes of
convolutions, whose kernels were generated by some moment sequences, the
authors proposed the general method of construction of operators that take
into account properties of such kernels and hence, the smoothness of functi-
ons from the corresponding classes. One example of such operators are the
above mentioned Taylor�Abel�Poisson operators. First, they were studied in
[120], where in the terms of these operators, the author gave the structural
characteristic of Hardy-Lipschitz classesHr

p Lipα of functions of one variable,
holomorphic on the unit circle of the complex plane.

In subsection 4.1, the study of the approximative properties of the Taylor-
Abel-Poisson operators is continued. In particular, we show the relations
between them and other known transformations from R. Leis [69] and P. Butzer
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and G. Sunouchi [20], and also prove the direct and inverse theorems of
approximation of 2π-periodic functions by the Taylor-Abel-Poisson operators
in the terms of K-functionals of functions, generated by their radial derivati-
ves. In terms of approximation by these operators, there is obtained the
constructive characteristics of classes of 2π-periodic functions such that K-
functionals of their radial derivatives do not exceed a certain majorant.

In subsection 4.2, in the spaces Sp of functions of several variables we prove
the direct and inverse theorems of approximation by the Taylor�Abel�Poisson
operators A△

ϱ,r and by the operators P△
ϱ,s, which generate the corresponding

linear methods of summation of the multiple Fourier series on the triangle
regions. In terms of approximation estimates of these operators we give the
constructive characterization of the classes of functions, whose generalized
derivatives belong to the classes SpHω.

In section 5, we investigate the problems of approximation theory in linear
discrete spaces. In particular, in subsections 5.2 and 5.1, there are calculated
the exact values of the best approximations and the best n-term approxi-
mations of the sets of the images of the diagonal operators in the discrete
Orlicz spaces lp and lM correspondingly. In these assertions, we distribute
(to the mentioned spaces) the corresponding results of the papers [142], [144
(Chapter XI)], [148] and [31] for the spaces lp.

In subsection 5.3, in the spaces Spφ we give the de�nition of the saturation
property of the linear methods of summation of Fourier series, speci�ed by
arbitrary sequences of functions de�ned in the sets of complex numbers. We
show that the saturation of a linear method and the saturation order are
independent of the spaces Spφ. Su�cient conditions for the saturation of the
indicated methods in these spaces are established. In subsection 5.4, we also
�nd the exact order estimates for the nonlinear approximation characteristics
of these spaces.

In the last subsections 5.6 and 5.7 of section 5, there are proved the
necessary and su�cient conditions for validity the inequalities of Chebyshev
type. These results are used in the proof of Lemma 2.1.1, 2.4.1 and Theorem
5.1.1. In certain special cases, the obtained inequalities coincide with the
well-known Chebyshev inequalities for monotonic functions, and the obtai-
ned conditions for their validity are weaker than the classical monotonicity
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conditions.
In section 6, we study the asymptotic properties of convex functions and

their applications. In particular, in its subsections 6.6 and 6.7 there are found
the exact order estimates of some important quantities, in terms of which,
in particular, are expressed the best n-term approximation of class of several
functions and their integral analogs. These results are applied in subsecti-
ons 2.2 and 3.1 to the study of the asymptotic behaviour of the mentioned
quantities.

In subsection 6.5, the set D∞ of in�nitely di�erentiable periodic functions
is described in terms of generalized ψ̄-derivatives de�ned by a pair ψ̄ =

(ψ1, ψ2) of sequences ψ1 and ψ2. The description of a class of 2π-periodic
functions in terms of Fourier coe�cients is one of the Central problems in the
theory of trigonometric series. Currently, there are a lot of theorems on the
relationship between properties of functions and the rate of decrease to zero
of the sequence of their Fourier coe�cients. However, for some important
functional classes, such assertions are not obtained. It is well known that
the set of in�nitely di�erentiable functions consists of functions, whose the
Fourier coe�cients decrease to zero faster than any power function of negative
degree. This, in particular, shows that the classi�cation of such functions in
the power scale is ine�cient. In the thesis, we establish that every function
f ∈ D∞ has at least one ψ̄-derivative whose parameters ψ1 and ψ2 decrease
faster than any power function. At the same time, for an arbitrary function
f ∈ D∞ di�erent from a trigonometric polynomial, there exists a pair ψ̄
whose parameters ψ1 and ψ2 have the same rate of decrease and for which
the ψ̄-derivative no longer exists. We also obtain new criteria for 2π-periodic
functions real-valued on the real axis to belong to the set of functions analytic
on the axis and to the set of entire functions. We also describe the relationship
between the classes of (ψ, β̄)- di�erentiable functions and the well-known
Gevrey classes Jα. In particular, in terms of such derivatives we establish
new criteria for periodic functions to belong to the Gevrey classes Jα.
Key words: best n-term approximation; best approximation of integral

by integrals of �nite rank; Taylor�Abel�Poisson operators; Chebyshev inequali-
ty; sets of in�nitely di�erentiable, analytic and entire periodic functions,
Gevrey classes.
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Âñòóï

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Äèñåðòàöiéíó ðîáîòó ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ åêñòðåìàëüíèõ

çàäà÷ òåîði¨ íàáëèæåíü ó ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ, à ñàìå: ðîçâ'ÿçàííþ çàäà÷i ïðî

òî÷íi âåðõíi ìåæi íà çàäàíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñàõ âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü

iíòåãðàëiâ çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó; çàäà÷ ïðî âiäøóêàííÿ òî÷íèõ

ïîðÿäêîâèõ îöiíîê íåëiíiéíèõ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê êëàñiâ ôóíêöié áàãà-

òüîõ çìiííèõ ó ëiíiéíèõ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðàõ; çàäà÷i ïðî âiäøóêàííÿ ó ïðîñòîðàõ

Îðëi÷à òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ íàéêðàùèõ n-÷ëåííèõ íàáëèæåíü ìíîæèí îáðàçiâ ëiíié-

íèõ îïåðàòîðiâ; îòðèìàííþ êîíñòðóêòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê êëàñiâ ôóíêöié îäíi¹¨ òà

áàãàòüîõ çìiííèõ; iíøèõ ñóïðîâiäíèõ çàäà÷.

Áiëüøiñòü iç ïåðåëi÷åíèõ çàäà÷ âiäíîñÿòüñÿ äî íåëiíiéíî¨ àïðîêñèìàöi¨ ôóíêöié

� îäíîãî ç îñíîâíèõ ïiäðîçäiëiâ ñó÷àñíî¨ òåîði¨ íàáëèæåíü. Îñíîâîïîëîæíèìè â

öié òåìàòèöi ââàæàþòüñÿ äîñëiäæåííÿ Ñ.Á. Ñò¹÷êiíà 60-õ ðîêiâ ìèíóëîãî ñòîëiò-

òÿ, ÿêi ïðèñâÿ÷åíi âiäøóêàííþ êðèòåðiþ àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi îðòîãîíàëüíèõ ðÿ-

äiâ. Ñ.Á. Ñò¹÷êiíó âäàëîñÿ ñôîðìóëþâàòè òàêèé êðèòåðié, çàïðîâàäèâøè íîâó íà

òîé ÷àñ àïðîêñèìàòèâíó õàðàêòåðèñòèêó, à ñàìå âåëè÷èíó íàéêðàùîãî êâàäðàòè÷íî-

ãî íàáëèæåííÿ åëåìåíòà ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó çà äîïîìîãîþ n-÷ëåííèõ ïîëiíîìiâ

çà äàíîþ ñèñòåìîþ. Ç òèõ ïið âåëè÷èíà íàéêðàùîãî n-÷ëåííîãî íàáëèæåííÿ ñòàëà

ïðåäìåòîì äîñëiäæåíü ïðîâiäíèõ ôàõiâöiâ òåîði¨ íàáëèæåíü, çîêðåìà, Å.Ñ. Áåëií-

ñüêîãî, Ð. ÄåÂîðà, Ð.Ñ. Iñìàãiëîâà, Á.Ñ. Êàøèíà, Â.�. Ìàéîðîâà, À.Ñ. Ðîìàíþêà,

Î. I. Ñòåïàíöÿ, Â.Ì. Òåìëÿêîâà òà áàãàòüîõ iíøèõ. �õ äîñëiäæåííÿ ñôîðìóâàëèñü â

îêðåìèé íàïðÿìîê òåîði¨ íàáëèæåíü, à ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â öüîìó íàïðÿìêó, çíà-

õîäÿòü ñâî¹ çàñòîñóâàííÿ â ðiçíîìàíiòíèõ ãàëóçÿõ ìàòåìàòèêè. Ïðîòå iñíó¹ çîâñiì

ìàëî ðîáiò, ó ÿêèõ çíàéäåíî ÿâíó ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ âåëè÷èí íàéêðàùèõ n-

÷ëåííèõ íàáëèæåíü òèõ ÷è iíøèõ ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ. Íàì âiäîìi ëèøå ðîáîòè

Å. Íîâàêà [98], Î. I. Ñòåïàíöÿ [141, 142, 144 (ãë. XI)], Î. I. Ñòåïàíöÿ òà Â. I. Ðóêà-

ñîâà [146], Î. I. Ðàäçi¹âñüêî¨ òà Ã.Â. Ðàäçi¹âñüêîãî [106], Ã. Ôàíãà òà Ë. Êiàíà [180],

Ô. Ãàî [31], òà Â.Ñ. Ðîìàíþêà [116]. Âåëè÷èíè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü iíòåãðàëiâ çà

äîïîìîãîþ iíòåãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó, ÿêi ¹ ïðèðîäíèìè iíòåãðàëüíèìè àíàëîãàìè

íàéêðàùèõ n-÷ëåííèõ íàáëèæåíü, ðîçãëÿäàëèñü ëèøå â ðîáîòi Î. I. Ñòåïàíöÿ [147].
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Ç îãëÿäó íà òàêó ìàëó êiëüêiñòü ðîáiò, ðåçóëüòàòè äàíî¨ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè, ÿêi

ñòîñóþòüñÿ âiäøóêàííþ ÿâíèõ ôîðìóë äëÿ îá÷èñëåííÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü ií-

òåãðàëiâ çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó íà âàæëèâèõ ôóíêöiîíàëüíèõ

êëàñàõ, ïðåäñòàâëÿþòü áåçóìîâíèé íàóêîâèé iíòåðåñ.

Â òåîði¨ íàáëèæåíü çàãàëüíî ïðèéíÿòî ââàæàòè íàóêîâèé ðåçóëüòàò "çàâåðøå-

íèì" äëÿ äàíîãî ìåòîäó àïðîêñèìàöi¨ íà çàäàíîìó êëàñi ôóíêöié, ÿêùî äîâåäåíî

ïðÿìi òà îáåðíåíi òåîðåìè. Â òàêîìó âèïàäêó òàêîæ êàæóòü, ùî çíàéäåíî êîíñòðó-

êòèâíó õàðàêòåðèñòèêó çàäàíîãî êëàñó ôóíêöié â òåðìiíàõ äàíîãî ìåòîäó íàáëèæåí-

íÿ. Ñó÷àñíà òåîðiÿ íàáëèæåíü íàïîâíåíà âåëèêîþ êiëüêiñòþ òàêîãî ðîäó òåîðåì äëÿ

ðiçíèõ àïðîêñèìàöiéíèõ ìåòîäiâ íà ðiçíîìàíiòíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñàõ. Ôóíäà-

ìåíòàëüíi ðåçóëüòàòè â öüîìó íàïðÿìêó âèêëàäåíî â ìîíîãðàôiÿõ Î.Ï. Òiìàíà [173],

Ì.Ï. Êîðí¹é÷óêà [67], Ï. Áóòöåðà òà Ð. Íåññåëÿ [21], Â.Ê. Äçÿäèêà [47], Ð. ÄåÂî-

ðà òà Ã. Ëîðåíöà [39], Î. I. Ñòåïàíöÿ [144], Å. Ñ. Áåëiíñüêîãî òà Ð.Ì. Òðèãóáà [176],

Â.Ê. Äçÿäèêà òà I.Î. Øåâ÷óêà [48] òà ií. Àëå áiëüøiñòü êëàñè÷íèõ ëiíiéíèõ ìåòî-

äiâ, ïîáóäîâàíèõ íà îñíîâi ðÿäiâ Ôóð'¹, ¹ íàñè÷åíèìè, i òîìó äëÿ íèõ íå çàâæäè

ìîæíà îòðèìàòè ïðÿìi òà îáåðíåíi òåîðåìè. Âiäøóêàííÿ òàêîãî çàãàëüíîãî ìåòîäó

íàáëèæåíü, ÿêèé ìîæíà àäàïòóâàòè ïiä ãëàäêiñíi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ ÿê çàâãîäíî

âåëèêîãî ïîðÿäêó, i ÿêèé áóâ áè äëÿ çàäàíîãî êëàñó ôóíêöié êëàñó íàéêðàùèì â

ñåíñi ïðÿìèõ òà îáåðíåíèõ òåîðåì òàêîæ ñêëàäà¹ âåëèêèé íàóêîâèé iíòåðåñ.

Îäíi¹þ ç öåíòðàëüíèõ çàäà÷ òåîði¨ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ ¹ îïèñàííÿ òîãî ÷è

iíøîãî êëàñó 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié â òåðìiíàõ ¨õ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹. Íà äàíèé ÷àñ

iñíó¹ äîñèòü áàãàòî òåîðåì ïðî âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöié i øâèäêi-

ñòþ ñïàäàííÿ äî íóëÿ ïîñëiäîâíîñòi ¨õ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹. Ïðîòå íà äåÿêèõ âàæëè-

âèõ ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñàõ òàêèõ òâåðäæåíü íå îòðèìàíî äî òåïåð. Äîáðå âiäîìî,

ùî ìíîæèíà íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç òèõ ôóíêöié,

êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ÿêèõ ñïàäàþòü äî íóëÿ øâèäøå áóäü-ÿêîãî âiä'¹ìíîãî ñòåïåíÿ. Öå,

çîêðåìà, âêàçó¹ íà òå, ùî êëàñèôiêàöiÿ òàêèõ ôóíêöié â ñòåïåíåâié øêàëi ¹ íååôå-

êòèâíîþ. Òîìó âiäøóêàííÿ íîâèõ êðèòåði¨â íåñêií÷åíî¨ äèôåðåíöiéîâíîñòi ôóíêöié

â òåðìiíàõ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ âèäà¹òüñÿ âàæëèâîþ çàäà÷åþ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Äèñåðòà-

öiþ âèêîíàíî ó âiääiëi òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè çãiäíî

ç íàóêîâî-äîñëiäíèìè òåìàìè �Àïðîêñèìàòèâíi òà ñòðóêòóðíi õàðàêòåðèñòèêè ôóí-

êöiîíàëüíèõ ìíîæèí�, íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0111U002079; �Òåîðiÿ íàáëèæåíü

â ëiíiéíèõ ïðîñòîðàõ�, íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0106U000406.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Îñíîâíà ìåòà äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ �

öå ðîçðîáêà íîâèõ òà âäîñêîíàëåííÿ iñíóþ÷èõ ìåòîäiâ çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ çíà÷åíü
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òà òî÷íèõ ïîðÿäêîâèõ îöiíîê íåëiíiéíèõ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê âàæëèâèõ

ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ ó ëiíiéíèõ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðàõ.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ êëàñè ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ, ëiíiéíi ìåòîäè

ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹, ìíîæèíè îáðàçiâ äåÿêèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ, ìíîæè-

íè íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ, àíàëiòè÷íèõ òà öiëèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, êëàñè

Æåâðå Jα.
Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ òî÷íi âåðõíi ìåæi íà çàäàíèõ êëàñàõ ôóíêöié áàãàòüîõ

çìiííèõ âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü iíòåãðàëiâ çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëiâ ñêií-

÷åííîãî ðàíãó, íåëiíiéíi àïðîêñèìàòèâíi õàðàêòåðèñòèêè êëàñiâ ôóíêöié áàãàòüîõ

çìiííèõ, íàéêðàùå íàáëèæåííÿ òà íàéêðàùå n-÷ëåííå íàáëèæåííÿ ìíîæèí îáðà-

çiâ äåÿêèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ, îïåðàòîðè Òåéëîðà-Àáåëÿ-Ïóàññîíà, íåðiâíîñòi òè-

ïó ×åáèøîâà, çâ'ÿçîê ìíîæèí íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ, àíàëiòè÷íèõ òà öiëèõ

2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, êëàñiâ Æåâðå Jα ç ìíîæèíàìè (ψ, β̄)-äèôåðåíöiéîâíèõ 2π-

ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié.

Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ:

1. Çíàéòè ÿâíi ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ íàéêðàùèõ íàáëè-

æåíü iíòåãðàëiâ çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó íà êëàñàõ ôóíêöié, ÿêi

çîáðàæóþòüñÿ ó âèãëÿäi äîáóòêiâ äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ íåâiä'¹ìíî¨ ôóíêöi¨ òà ôóíêöié

ç îäèíè÷íî¨ êóëi Up(A) ïðîñòîðó Lp(A, dµ) ïðè âñiõ p > 0. Îòðèìàòè òî÷íi ïîðÿäêîâi

îöiíêè öèõ âåëè÷èí ïðè íåîáìåæåíîìó çðîñòàííi ¨õ ðàíãó. Äëÿ äàíèõ êëàñiâ ôóí-

êöié çíàéòè òî÷íi çíà÷åííÿ òà òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè iíòåãðàëüíèõ àíàëîãiâ âåëè÷èí

íàéêðàùèõ íàáëèæåíü ôóíêöié ïîëiíîìàìè çàäàíîãî ïîðÿäêó òà òðèãîíîìåòðè÷íîãî

ïîïåðå÷íèêà. Çíàéòè ÿâíi ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ íà çãàäàíèõ

âèùå êëàñàõ ôóíêöié àíàëîãiâ âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü iíòåãðàëiâ çà äîïîìî-

ãîþ iíòåãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó â ïðîñòîðàõ Îðëi÷à LM (A, dµ).
2. Âñòàíîâèòè óìîâè íàëåæíîñòi ôóíêöié ç ïðîñòîðiâ Lp(A, dµ) ïðîñòîðàì Ls(A, dµ),

0 < p, s <∞.

3. Îäåðæàòè òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè íèçêè âàæëèâèõ íåëiíiéíèõ àïðîêñèìàòèâíèõ

õàðàêòåðèñòèê êëàñiâ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ Fψ
q,r â iíòåãðàëüíié ìåòðèöi òà ó

ïðîñòîðàõ Sp.

4. Îòðèìàòè ïðÿìi òà îáåðíåíi òåîðåìè íàáëèæåííÿ îïåðàòîðàìè Òåéëîðà-Àáåëÿ-

Ïóàññîíà ôóíêöié ç ïðîñòîðiâ Lp òà Sp.

5. Â ïðîñòîðàõ lp çi çìiííèì ïîêàçíèêîì ïiäñóìîâóâàííÿ òà äèñêðåòíèõ ïðîñòî-

ðàõ Îðëi÷à lM çíàéòè òî÷íi çíà÷åííÿ âiäïîâiäíî âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà

íàéêðàùèõ n-÷ëåííèõ íàáëèæåíü ìíîæèí îáðàçiâ îäèíè÷íèõ êóëü öèõ ïðîñòîðiâ ïiä

äi¹þ äiàãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ.
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6. Â ïðîñòîðàõ Spφ ñôîðìóëþâàòè îçíà÷åííÿ íàñè÷åííÿ òà âñòàíîâèòè äîñòàòíi

óìîâè íàñè÷åííÿ ëiíiéíèõ ìåòîäiâ ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹, ÿêi çàäàþòüñÿ äîâiëü-

íèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà äåÿêié ìíîæèíi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

7. Îòðèìàòè íîâi íåðiâíîñòi òèïó ×åáèøîâà.

8. Â òåðìiíàõ óçàãàëüíåíèõ ψ̄-ïîõiäíèõ îïèñàòè ìíîæèíó D∞ íåñêií÷åííî äè-

ôåðåíöiéîâíèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié. Îòðèìàòè êðèòåði¨ íàëåæíîñòi 2π-ïåðiîäè÷íèõ

äiéñíîçíà÷íèõ íà äiéñíié îñi ôóíêöié ìíîæèíàì íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ, àíà-

ëiòè÷íèõ òà öiëèõ ôóíêöié.

9. Îïèñàòè çâ'ÿçîê ìiæ êëàñàìè (ψ, β̄)-äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié i âiäîìèìè êëà-

ñàìè Æåâðå Jα. Â òåðìiíàõ òàêèõ ïîõiäíèõ âñòàíîâèòè êðèòåðié íàëåæíîñòi ïåðiî-

äè÷íèõ ôóíêöié êëàñàì Jα.
Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Âèêîðèñòîâó¹òüñÿ àïàðàò ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, òåîði¨

ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, òåîði¨ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷, à òàêîæ íîâi ìåòîäè, ÿêi âè-

êîðèñòîâóþòü ïîíÿòòÿ ïåðåñòàíîâêè ôóíêöi¨ òà àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi îïóêëèõ

ôóíêöié.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè, ùî âèíîñÿòüñÿ

íà çàõèñò, ¹ íîâèìè i ïîëÿãàþòü ó òàêîìó.

1. Çíàéäåíî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âåëè÷èí eσ(f) íàé-

êðàùèõ íàáëèæåíü iíòåãðàëiâ çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó íà êëàñàõ

ôóíêöié, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ ó âèãëÿäi äîáóòêiâ äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ íåâiä'¹ìíî¨ ôóíêöi¨

òà ôóíêöié ç îäèíè÷íî¨ êóëi Up(A) ïðîñòîðó Lp(A, dµ) ïðè âñiõ p > 0. Îòðèìàíî

òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè öèõ âåëè÷èí ïðè íåîáìåæåíîìó çðîñòàííi ¨õ ðàíãó. Äëÿ äà-

íèõ êëàñiâ ôóíêöié çíàéäåíî òî÷íi çíà÷åííÿ òà òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè iíòåãðàëüíèõ

àíàëîãiâ âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü ôóíêöié ïîëiíîìàìè çàäàíîãî ïîðÿäêó òà

òðèãîíîìåòðè÷íîãî ïîïåðå÷íèêà.

2. Â òåðìiíàõ âåëè÷èí eσ(f) âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè íàëåæíîñòi

ôóíêöié ç ïðîñòîðiâ Lp(A, dµ) ïðîñòîðàì Ls(A, dµ), 0 < p, s <∞. Îòðèìàíi ðåçóëüòà-

òè çàñòîñîâàíî äî çíàõîäæåííÿ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîñòîðiâ SpΦ òà äî

íàáëèæåíü âèìiðíèõ ôóíêöié, ÿêi çàäàþòüñÿ çãîðòêàìè iç ñóìîâíèìè ÿäðàìè, öiëèìè

ôóíêöiÿìè åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó.

3. Çíàéäåíî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ àíàëîãiâ âåëè÷èí

íàéêðàùèõ n-÷ëåííèõ íàáëèæåíü â ïðîñòîðàõ Îðëi÷à LM (A, dµ) íà çãàäàíèõ âèùå

êëàñàõ ôóíêöié äëÿ âñiõ p > 0 òà ôóíêöié Îðëi÷à M(t) òàêèõ, ùî ôóíêöiÿ M(t1/p)

òåæ ¹ ôóíêöi¹þ Îðëi÷à.

4. Çíàéäåíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè íèçêè âàæëèâèõ íåëiíiéíèõ àïðîêñèìàòèâ-

íèõ õàðàêòåðèñòèê (íàéêðàùå n-÷ëåííå òðèãîíîìåòðè÷íå íàáëèæåííÿ, íàéêðàùå n-
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÷ëåííå îðòîãîíàëüíå òðèãîíîìåòðè÷íå íàáëèæåííÿ, íàáëèæåííÿ n-÷ëåííèìè ãðiäi

àïðîêñèìàíòàìè, áàçèñíèé ïîïåðå÷íèê) êëàñiâ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ Fψ
q,r â iíòå-

ãðàëüíié ìåòðèöi òà ó ïðîñòîðàõ Sp.

5. Äîâåäåíî ïðÿìi òà îáåðíåíi òåîðåìè íàáëèæåííÿ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié îïå-

ðàòîðàìè Òåéëîðà�Àáåëÿ�Ïóàññîíà â iíòåãðàëüíié ìåòðèöi i îäåðæàíî êîíñòðóêòèâ-

íó õàðàêòåðèñòèêó êëàñiâ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, K-ôóíêöiîíàëè ðàäiàëüíèõ ïîõi-

äíèõ ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü äåÿêî¨ ìàæîðàíòè.

6. Ó ïðîñòîðàõ Sp ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ âñòàíîâëåíî ïðÿìi òà îáåðíåíi òåî-

ðåìè íàáëèæåííÿ îïåðàòîðàìè Òåéëîðà�Àáåëÿ�Ïóàññîíà A△
ϱ,r òà îïåðàòîðàìè P△

ϱ,s,

ùî ïîðîäæóþòü âiäïîâiäíi ëiíiéíi ìåòîäè ïiäñóìîâóâàííÿ ïî òðèêóòíèõ îáëàñòÿõ

êðàòíèõ ðÿäiâ Ôóð'¹. Â òåðìiíàõ ïîõèáîê íàáëèæåííÿ öèìè îïåðàòîðàìè îòðèìàíî

êîíñòðóêòèâíó õàðàêòåðèñòèêó êëàñiâ ôóíêöié, óçàãàëüíåíi ïîõiäíi ÿêèõ íàëåæàòü

ìíîæèíàì SpHω.

7. Â ïðîñòîðàõ lp çi çìiííèì ïîêàçíèêîì ïiäñóìîâóâàííÿ òà äèñêðåòíèõ ïðîñòîðàõ

Îðëi÷à lM çíàéäåíî òî÷íi çíà÷åííÿ âiäïîâiäíî âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà

íàéêðàùèõ n-÷ëåííèõ íàáëèæåíü ìíîæèí îáðàçiâ îäèíè÷íèõ êóëü öèõ ïðîñòîðiâ ïiä

äi¹þ äiàãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

8. Â ïðîñòîðàõ Spφ îçíà÷åíî ïîíÿòòÿ íàñè÷åííÿ ëiíiéíèõ ìåòîäiâ ïiäñóìîâóâàí-

íÿ ðÿäiâ Ôóð'¹, ÿêi çàäàþòüñÿ äîâiëüíèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà

äåÿêié ìíîæèíi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Ïîêàçàíî iíâàðiàíòíiñòü öüîãî ïîíÿòòÿ âiäíî-

ñíî ïðîñòîðiâ Spφ òà çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè íàñè÷åííÿ. Îòðèìàíî òî÷íi ïîðÿäêîâi

îöiíêè âàæëèâèõ íåëiíiéíèõ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê öèõ ïðîñòîðiâ.

9. Îòðèìàíî íîâi íåðiâíîñòi òèïó ×åáèøîâà.

10. Îïèñàíî ìíîæèíó D∞ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié â

òåðìiíàõ óçàãàëüíåíèõ ψ̄-ïîõiäíèõ. Âñòàíîâëåíî íîâi êðèòåði¨ íàëåæíîñòi 2π-ïåðiî-

äè÷íèõ äiéñíîçíà÷íèõ íà äiéñíié îñi ôóíêöié ìíîæèíàì íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâ-

íèõ, àíàëiòè÷íèõ òà öiëèõ ôóíêöié.

11. Îïèñàíî çâ'ÿçîê ìiæ êëàñàìè (ψ, β̄)-äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié i âiäîìèìè êëà-

ñàìè Æåâðå Jα. Â òåðìiíàõ òàêèõ ïîõiäíèõ âñòàíîâëåíî êðèòåðié íàëåæíîñòi ïåðiî-

äè÷íèõ ôóíêöié êëàñàì Jα.
12. Çíàéäåíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè äåÿêèõ âàæëèâèõ âåëè÷èí, â òåðìiíàõ ÿêèõ,

çîêðåìà, âèðàæàþòüñÿ íàéêðàùi n-÷ëåííi íàáëèæåííÿ äåÿêèõ êëàñiâ ôóíêöié áàãà-

òüîõ òà ¨õ iíòåãðàëüíi àíàëîãè.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà íîñèòü

òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. �¨ ðåçóëüòàòè ìàþòü ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ â òåîði¨ íàáëèæåíü

ó ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ, à òàêîæ âîíè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi â òåîðåòè÷íèõ
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äîñëiäæåííÿõ ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè òà îá÷èñëþâàëüíî¨ ìà-

òåìàòèêè.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à.Âèçíà÷åííÿ ãîëîâíèõ íàïðÿìiâ äîñëiäæåíü íàëå-

æèòü Î. I. Ñòåïàíöþ òà Â.Â. Ñàâ÷óêó. Âñi ðåçóëüòàòè îòðèìàíî çäîáóâà÷åì ñàìîñòié-

íî, à ó ðîáîòàõ, ÿêi îïóáëiêîâàíi ó ñïiâàâòîðñòâi, âíåñîê óñiõ àâòîðiâ ¹ ðiâíîöiííèì.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè äîïîâiäàëèñÿ íà:

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç i äèôåðåíöiàëüíi ðiâ-

íÿííÿ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ�, Óæãîðîä, 18�23 âåðåñíÿ 2006 ðîêó;

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, òåîðiÿ ôóíêöié

òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ� ç íàãîäè 70-ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà À.Ì. Ñàìîéëåíêà,

Ìåëiòîïîëü, 16�21 ÷åðâíÿ 2008 ðîêó;

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ôóíêöiîíàëüíi ìåòîäè â òåîði¨ àïðîêñè-

ìàöi¨ òà òåîði¨ îïåðàòîðiâ�, ïðèñâÿ÷åíié ïàì'ÿòi Â.Ê. Äçÿäèêà (1919�1998), Âîëèíü,

22�26 ñåðïíÿ 2009 ðîêó;

� Óêðà¨íñüêîìó ìàòåìàòè÷íîìó êîíãðåñi � 2009 (äî 100-ði÷÷ÿ âiä äíÿ íàðîäæåííÿ

Ìèêîëè Ì. Áîãîëþáîâà), Êè¨â, 27�29 ñåðïíÿ 2009 ðîêó;

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Òåîðiÿ íàáëèæåíü i ¨¨ çàñòîñóâàííÿ�, ïðè-

ñâÿ÷åíié ïàì'ÿòi Ì.Ï. Êîðí¹é÷óêà (1920�2003), Äíiïðîïåòðîâñüê, 14�17 ÷åðâíÿ 2010

ðîêó;

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ¨¨ çàñòîñó-

âàííÿ�, ïðèñâÿ÷åíié 70-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ ÷ëåíà-êîðåñïîíäåíòà ÍÀÍ Óêðà¨íè,

ïðîôåññîðà Î. I. Ñòåïàíöÿ (1942-2007), Êàì'ÿíåöü-Ïîäiëüñüêèé, 28 òðàâíÿ � 3 ÷åðâíÿ

2012 ðîêó;

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Êðàéîâi çàäà÷i, òåîðiÿ ôóíêöié òà ¨õ çàñòî-

ñóâàííÿ�, ç íàãîäè 75-ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà À.Ì. Ñàìîéëåíêà, Ñëîâ'-

ÿíñüê, 12�14 ÷åðâíÿ 2013 ðîêó;

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Áîãîëþáîâñüêi ÷èòàííÿ DIF-2013�, ç íàãîäè

75-ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà À.Ì. Ñàìîéëåíêà, Ñåâàñòîïîëü, 23�30 ÷åðâíÿ

2013 ðîêó;

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Complex analysis and related topics�, Ëüâiâ,

23�28 âåðåñíÿ 2013 ðîêó;

� IV Ìiæíàðîäíié ãàíñüêié êîíôåðåíöi¨, ×åðíiâöi, 30 ÷åðâíÿ � 5 ëèïíÿ 2014 ðîêó;

� Mecklenburg Workshop �Approximation Methods and Function Spaces�, dedicated

to the 60th birthday of Prof. W. Sickel, Hasenwinkel, Germany, March 16�20, 2015;

� Third Conference �Mathematics for Life Sciences�, Rivne, September 15�19, 2015;
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� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Òåîðiÿ íàáëèæåíü i ¨¨ çàñòîñóâàííÿ�, ç íà-

ãîäè 75-ði÷÷ÿ Â.Ï. Ìîòîðíîãî, Äíiïðîïåòðîâñüê, 8�11 æîâòíÿ 2015 ðîêó;

� AMMODIT and �nal EUMLS Workshop �Mathematics for Life Sciences�, Hasenwi-

nkel, Germany, March 07�11, 2016;

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Complex analysis and related topics�, Ëüâiâ,

30 òðàâíÿ�4 ÷åðâíÿ 2016 ðîêó;

� ñåìiíàðàõ âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, (êåðiâ-

íèê ñåìiíàðó � ÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè Î. I. Ñòåïàíåöü , ïðîô. À.Ñ. Ðîìàíþê);

� çàñiäàííÿõ Â÷åíî¨ ðàäè Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè;

� ñåìiíàðàõ �Ñó÷àñíèé àíàëiç� â Êè¨âñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iìåíi

Ò. Ã. Øåâ÷åíêà, 16 âåðåñíÿ 2013 ðîêó, 29 áåðåçíÿ 2017 ðîêó, (êåðiâíèêè ñåìiíàðó:

ïðîô. I.Î. Øåâ÷óê, ïðîô. Î.Î. Êóð÷åíêî, ïðîô. Â.Ì. Ðàä÷åíêî);

� ñåìiíàði Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè Óíiâåðñèòåòó ì. Ëþáåê, Íiìå÷÷èíà, 11 áåðåçíÿ

2014 ðîêó (êåðiâíèê ñåìiíàðó � ïðîô. Þ. Ïðåñòií);

� Ëüâiâñüêîìó ìiñüêîìó ñåìiíàði ç òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ó Ëüâiâñüêîìó

íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iì. I. ß. Ôðàíêà, 8 ãðóäíÿ 2016 ðîêó, (êåðiâíèê ñåìiíàðó

� ïðîôåñîð Î.Á. Ñêàñêiâ);

� Êè¨âñüêîìó ñåìiíàði ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó â Iíñòèòóòi ìàòåìàòèêè ÍÀÍ

Óêðà¨íè, 15 áåðåçíÿ 2017 ðîêó (êåðiâíèêè ñåìiíàðó: àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà¨íè

Þ.Ì. Áåðåçàíñüêèé, àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà¨íè Þ.Ñ. Ñàìîéëåíêî, ÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðà-

¨íè À.Í. Êî÷óáåé);

� ìiæâóçiâñüêîìó ñåìiíàði ïî òåîði¨ ôóíêöié ó Äíiïðîïåòðîâñüêîìó íàöiîíàëüíî-

ìó óíiâåðñèòåòi iì. Î. Ãîí÷àðà, 22 áåðåçíÿ 2017 ðîêó, (êåðiâíèê ñåìiíàðó � ÷ë.-êîð.

ÍÀÍ Óêðà¨íè Â.Ï. Ìîòîðíèé).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó ðîáîòàõ [105, 121, 123;

149�151; 155�159; 193�203], ó íàóêîâèõ âèäàííÿõ, âíåñåíèõ äî ïåðåëiêó ôàõîâèõ âè-

äàíü iç ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ç íèõ 15 � ó ñïiâàâòîðñòâi i 7 � ñàìîñòiéíî, 13

ðîáiò [123, 149�151, 155, 157�159, 193, 195, 196, 202, 203] íàäðóêîâàíî ó âèäàííÿõ,

âíåñåíèõ äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîìåòðè÷íèõ áàç.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåëiêó óìîâíèõ

ïîçíà÷åíü, âñòóïó, øåñòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ùî

ìiñòèòü 204 íàéìåíóâàííÿ. Ïîâíèé îáñÿã ðîáîòè ñòàíîâèòü 337 ñòîðiíîê äðóêîâàíîãî

òåêñòó.

Âèñëîâëþþùèðó ïîäÿêó íàóêîâîìó êîíñóëüòàíòó Âiêòîðó Âàñèëüîâè÷ó ÑÀÂ×ÓÊÓ,

ìî¹ìó ïåðøîìó Â÷èòåëþ Îëåêñàíäðó Iâàíîâè÷ó ÑÒÅÏÀÍÖÞ òà ñïiâàâòîðàì îïó-

áëiêîâàíèõ ñòàòåé.
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Ðîçäië 1

Îãëÿä ëiòåðàòóðè

Âñi òâåðäæåííÿ, ÿêi óâiéøëè â äàíó ðîáîòó i íå íàëåæàòü àâòîðó, íàâåäåíî iç çàçíà-

÷åííÿì àâòîðñòâà i âiäïîâiäíèì ïîñèëàííÿì íà äæåðåëî.

1.1 Êðèòåðié àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi îðòîãîíàëüíèõ

ðÿäiâ

Íåõàé C = C[−π, π] � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ íà âñié îñi 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié f(t)

ç íîðìîþ

∥f∥
C
= max

t∈[−π,π]
|f(t)|,

ôóíêöiÿ f ∈ C i

S[f ] =
a0
2

+

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) (1.1)

� ¨¨ ðÿä Ôóð'¹, òîáòî, äëÿ äîâiëüíîãî k = 0, 1, . . .

ak = ak(f) =
1

π

π∫
−π

f(t) cos kt dt, bk = bk(f) =
1

π

π∫
−π

f(t) sin kt dt. (1.2)

Íà ïî÷àòêó ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ Ñ.Í. Áåðíøòåéí (äèâ. [13, 14, 15]) äîñëiäæóâàâ

çàäà÷ó ïðî âiäøóêàííÿ óìîâ íà ôóíêöiþ f äëÿ òîãî, ùîá ðÿä (1.1) çáiãàâñÿ àáñîëþòíî

i ñòàíîâèâ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ 1.1.1.

Íåõàé En(f)C , n ∈ N := {1, 2, . . .}, � íàéêðàùå íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f â ïðîñòîði

C òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè ïîðÿäêó n− 1:

En(f)C = inf
tn−1

∥f − tn−1∥C . (1.3)
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Òâåðäæåííÿ 1.1.1 (Ñ.Í. Áåðíøòåéí [15]). ßêùî çáiãà¹òüñÿ ðÿä

∞∑
n=1

1√
n
En(f)C , (1.4)

òî ðÿä Ôóð'¹ (1.1) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî.

Ïðè öüîìó Ñ.Í. Áåðíøòåéí [15] òàêîæ ïîêàçàâ, ùî ìà¹ ìiñöå i îáåðíåíå òâåð-

äæåííÿ: ÿêùî ìîíîòîííî ñïàäíà äî íóëÿ ïîñëiäîâíiñòü E′
n, n = 1, 2, . . ., òàêà, ùî

ðÿä
∞∑
n=1

1√
n
E′
n

ðîçáiãà¹òüñÿ, òî ìîæíà ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ f , äëÿ ÿêî¨ En(f)C < E′
n i ïðè öüîìó

¨¨ ðÿä (1.1) íå çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî.

Ïîçíà÷èâøè äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C ÷åðåç

ω(f, δ)
C
:= sup

|h|≤δ
∥f(·)− f(·+ h)∥

C
,

¨¨ ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi, íà îñíîâi âiäîìî¨ òåîðåìè Äæåêñîíà (äèâ., íàïðèêëàä, [47,

ãë. IV]) ç òâåðäæåííÿ 1.1.1 âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 1.1.1 (Ñ.Í. Áåðíøòåéí [15]). ßêùî çáiãà¹òüñÿ ðÿä

∞∑
n=1

1√
n
ω
(
f,

1

n

)
C
, (1.5)

òî ðÿä Ôóð'¹ (1.1) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî.

Äàíi äîñëiäæåííÿ Ñ.Í. Áåðíøòåéíà áóëè ñóòò¹âî ðîçâèíåíî â ðîáîòàõ Ñ.Á. Ñò¹-

÷êiíà [131�135], ÿêèé çîêðåìà, â ðîáîòi [131] ïîêàçàâ, ùî óìîâà (1.5) ¹ íå òiëüêè

äîñòàòíüîþ, àëå é íåîáõiäíîþ äëÿ çáiæíîñòi ðÿäó (1.4).

Òâåðäæåííÿ 1.1.2 (Ñ.Á. Ñò¹÷êií [131]). Äëÿ òîãî, ùîá ðÿä (1.4) çáiãàâñÿ, íåîá-

õiäíî i äîñòàòíüî, ùîá çáiãàâñÿ ðÿä (1.5).

Â öié æå ðîáîòi Ñ.Á. Ñò¹÷êií ïåðåíiñ ðåçóëüòàò òâåðäæåííÿ 1.1.1 íà ðÿäè Ôóð'¹,

ïîáóäîâàíi çà äîâiëüíîþ îðòîãîíàëüíîþ ñèñòåìîþ ç ïðîñòîðó L2[a, b] ñóìîâíèõ â êâà-

äðàòi íà ïðîìiæêó [a, b] ôóíêöié, à â ðîáîòi [134] âñòàíîâèâ êðèòåðié àáñîëþòíî¨

çáiæíîñòi îðòîãîíàëüíèõ ðÿäiâ â äîâiëüíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði. Äëÿ ôîðìóëþ-

âàííÿ öüîãî êðèòåðiÿ ââåäåìî äåÿêi ïîçíà÷åííÿ.
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Íåõàé φ = {φk}∞k=1 � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H, f ∈ H, i

f =

∞∑
k=1

fkφk =

∞∑
k=1

(f, φk)φk (1.6)

� ðîçêëàä åëåìåíòà f â îðòîãîíàëüíèé ðÿä çà ñèñòåìîþ φ.

Ñòàâèòüñÿ çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ íåîáõiäíèõ òà äîñòàòíiõ óìîâ äëÿ òîãî, ùîá

äëÿ äàíîãî åëåìåíòà f ∈ H çáiãàâñÿ ðÿä

∞∑
k=1

|fk|. (1.7)

Äëÿ ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i Ñ.Á. Ñò¹÷êií [134] ââiâ âåëè÷èíó

en(f, φ)H = inf
Pγn

∥f − Pγn∥H = inf
γn, dk

∥f −
∑
k∈γn

dkφk∥H , (1.8)

äå Pγn =
∑
k∈γn

dkφk � äîâiëüíi n-÷ëåííi (n = 1, 2, . . .) ïîëiíîìè çà ñèñòåìîþ φ, γn �

íàáîðè ç n ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, à dk � áóäü-ÿêi êîìïëåêñíi ÷èñëà.

Âåëè÷èíó en(f, φ)H Ñ.Á. Ñò¹÷êií íàçâàâ íàéêðàùèì êâàäðàòè÷íèì íàáëèæåí-

íÿì åëåìåíòà f çà äîïîìîãîþ n-÷ëåííèõ ïîëiíîìiâ çà ñèñòåìîþ φ i ñôîðìóëþâàâ

â òåðìiíàõ öèõ âåëè÷èí íàñòóïíèé êðèòåðié çáiæíîñòi ðÿäiâ âèãëÿäó (1.7).

Òâåðäæåííÿ 1.1.3 (Ñ.Á. Ñò¹÷êií [134]). Äëÿ òîãî, ùîá çáiãàâñÿ ðÿä (1.7), íåîá-

õiäíî òà äîñòàòíüî, ùîá çáiãàâñÿ ðÿä

∞∑
n=1

1√
n
en−1(f, φ)H . (1.9)

Ïiçíiøå âåëè÷èíè âèãëÿäó (1.8) ïî÷àëè àêòèâíî äîñëiäæóâàòèñÿ ìàòåìàòèêàìè

ç òî÷êè çîðó àïðîêñèìàöi¨ ôóíêöié. Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi äëÿ öèõ âåëè÷èí òà ¨õ ði-

çíèõ àíàëîãiâ òà ìîäèôiêàöié, çíàéøëè ñâî¹ ïðèêëàäíå çàñòîñóâàííÿ â ìàòåìàòè÷íié

ñòàòèñòèöi, òåîði¨ ñèãíàëiâ òîùî. Ç ÷àñîì äàíi äîñëiäæåííÿ ñôîðìóâàëèñü â îêðåìèé

íàïðÿìîê òåîði¨ íàáëèæåíü. Çà öi¹þ òåìàòèêîþ âæå íàïèñàíî ñîòíi ðîáiò òà äåñÿòêè

ìîíîãðàôié. Âëàñíå, äîñëiäæåííþ âåëè÷èí âèãëÿäó (1.8), à òàêîæ ¨õ ðiçíèõ àíàëîãiâ

òà ìîäèôiêàöié ïðèñâÿ÷åíî ðîçäiëè 2 òà 3 äàíî¨ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî ïèòàíü, ïîâ'ÿçàíèõ ç àáñîëþòíîþ çáiæíiñòþ îðòîãîíàëüíèõ ðÿ-

äiâ, çàçíà÷èìî, ùî íàâåäåíi âèùå äîñëiäæåííÿ çíàéøëè ñâî¹ ïðîäîâæåííÿ, çîêðåìà,

â ðîáîòàõ [41, 38]. Ç öèõ ðåçóëüòàòiâ âiäìiòèìî îêðåìî òâåðäæåííÿ, îòðèìàíå â [41].
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Òâåðäæåííÿ 1.1.4 (Ð. ÄåÂîð, Â.Ì. Òåìëÿêîâ [41]). Äëÿ òîãî, ùîá çáiãàâñÿ ðÿä

∞∑
k=1

|fk|s, 0 < s < 2, (1.10)

íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî, ùîá çáiãàâñÿ ðÿä

∞∑
n=1

n−s/2 esn−1(f, φ)H . (1.11)

Çàçíà÷èìî, ùî ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ïèòàííÿ àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi ðÿäiâ òà ií-

òåãðàëiâ ðîçãëÿäàþòüñÿ â ïiäðîçäiëàõ 5.5 òà 2.5.1.

1.2 Íàéêðàùi n-÷ëåííi òðèãîíîìåòðè÷íi íàáëèæåííÿ

1.2.1. Íåõàé d � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, Rd òà Zd � ìíîæèíè óñiõ âïîðÿäêî-

âàíèõ íàáîðiâ k := (k1, . . . , kd) âiäïîâiäíî iç d äiéñíèõ òà öiëèõ ÷èñåë i Td := [−π, π]d.
Íåõàé, äàëi, Lp := Lp(Td), 1 ≤ p ≤ ∞, � ïðîñòið âñiõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì íà

Rd ôóíêöié f(x) = f(x1, . . . , xd), 2π-ïåðiîäè÷íèõ ïî êîæíié çìiííié, çi ñêií÷åííîþ

íîðìîþ

∥f∥
Lp

= ∥f∥
Lp(Td)

:=

{(
(2π)−d

∫
Td
|f(x)|pdx

) 1
p

, 1 ≤ p <∞,

ess supx∈Td |f(x)|, p = ∞.
(1.12)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç (x,y) := x1y1 + . . .+ xdyd åâêëiäiâ ñêàëÿðíèé äîáóòîê åëåìåíòiâ

x,y ∈ Rd, ïîêëàäåìî ek := ek(x) = ei(k,x), k ∈ Zd, i äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L1

îçíà÷èìî ¨¨ êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ âèðàçîì

f̂(k) := (2π)−d
∫
Td
f(x)ek(x)dx, k ∈ Zd,

äå z � ÷èñëî, êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíå ç z.

Íàñëiäóþ÷è Î. I. Ñòåïàíöÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [144 (ãë. XI)]), ïîçíà÷èìî ÷åðåç Sp :=

Sp(Td), 0 < p <∞, ïðîñòið âñiõ ôóíêöié f ∈ L1, äëÿ ÿêèõ

∥f∥
Sp

= ∥f∥
Sp(Td)

:= ∥{f̂(k)}k∈Zd∥lp(Zd) =
(∑

k∈Zd
|f̂(k)|p

) 1
p

<∞. (1.13)

Ôóíêöi¨ f ∈ L1 òà g ∈ L1 ââàæàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè â ïðîñòîði Sp, êîëè ∥f−g∥Sp=0.

Ïîçíà÷èìî òàêîæ ÷åðåç Σn ìíîæèíó âñiõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ âèãëÿäó

T =
∑

k∈γn ckek, äå γn � äîâiëüíi íàáîðè n ðiçíèõ âåêòîðiâ ç ìíîæèíè Zd, ck �

áóäü-ÿêi êîìïëåêñíi ÷èñëà.
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Äëÿ f ∈ X, äå X � îäèí iç ïðîñòîðiâ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, àáî Sp, 0 < p < ∞,

ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíó

σn(f)X := inf
T∈Σn

∥f − T∥
X

= inf
γn,ck

∥f −
∑
k∈γn

ckek∥X . (1.14)

ßêùî æ N ⊂ X, òî ïîêëàäà¹ìî

σn(N)
X

:= sup
f∈N

σn(f)X . (1.15)

Âåëè÷èíè σn(f)X òà σn(N)
X
íàçèâàþòüñÿ íàéêðàùèì n-÷ëåííèì òðèãîíîìåòðè÷íèì

íàáëèæåííÿì âiäïîâiäíî ôóíêöi¨ f òà êëàñó N â ïðîñòîði X.

ßê âæå çàçíà÷àëîñü, âåëè÷èíà âèãëÿäó (1.14) ââåäåíà Ñ.Á. Ñò¹÷êiíèì [134]. Âàð-

òî âiäçíà÷èòè, ùî ðàíiøå Å. Øìiäò [204] ðîçãëÿäàâ âåëè÷èíó íàéêðàùîãî áiëiíiéíî-

ãî íàáëèæåííÿ, ÿêà ¹ áëèçüêîþ äî âåëè÷èí σn(f)X . Ïåðøi îöiíêè âåëè÷èí âèãëÿäó

(1.14) äëÿ äåÿêèõ iíäèâiäóàëüíèõ ôóíêöié áóëè îòðèìàíi â ðîáîòàõ Ð.Ñ. Iñìàãiëîâà

[60], Â.�. Ìàéîðîâà [77, 78], Å.Ñ. Áåëiíñüêîãî [7] òà ií. Äîñëiäæåííÿ âåëè÷èí σn(N)
X

äëÿ ðiçíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ êëàñiâ ïðîâîäèëèñü, çîêðåìà, â ðîáîòàõ Â.Ì. Òåìëÿêî-

âà [164, 165, 166], Å. Ñ. Áåëiíñüêîãî [8, 9], Á.Ñ. Êàøèíà [62, 64], Á.Ñ. Êàøèíà òà

Â.Ì. Òåìëÿêîâà [63], À.Ñ. Ðîìàíþêà [107�109, 112], Ð. ÄåÂîðà òà Â.Ì. Òåìëÿêîâà

[40], Î. I. Ñòåïàíöÿ [141, 142, 148] òà áàãàòüîõ iíøèõ àâòîðiâ.

Äëÿ ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàíü êðiì áåçïîñåðåäíiõ îöiíîê âåëè÷èí (1.14) òà (1.15)

òàêîæ âàæëèâî äëÿ êîíêðåòíî¨ ôóíêöi¨ ÷è êëàñó êîíñòðóêòèâíî îïèñàòè âèãëÿä ïî-

ëiíîìiâ
∑

k∈γn ckek (òîáòî, çàäàòè ñïîñiá âèáîðó ìíîæèí γn òà êîåôiöi¹íòiâ ck), äëÿ

ÿêèõ öi îöiíêè ðåàëiçóþòüñÿ. Òîìó ïîðÿä ç âåëè÷èíàìè âèãëÿäó (1.14) äëÿ f ∈ X

ðîçãëÿäàþòü òàêîæ âåëè÷èíè

σ⊥n (f)X := inf
γn

∥f(·)−
∑
k∈γn

f̂(k)ek∥X (1.16)

òà

∥f −Gn(f)∥X := ∥f −
n∑
l=1

f̂(kl)ekl∥X . (1.17)

Â (1.17) äëÿ äàíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ X ÷åðåç {kl}∞l=1 = {kl(f)}∞l=1 ïîçíà÷à¹òüñÿ òàêà

ïåðåñòàíîâêà âåêòîðiâ k ∈ Zd, ùî

|f̂(k1)| ≥ |f̂(k2)| ≥ . . . . (1.18)

ßêùî òàêà ïåðåñòàíîâêà íå ¹äèíà, òî ÷åðåç {kl}∞l=1 ïîçíà÷àþòü áóäü-ÿêó ç ïåðåñòà-

íîâîê, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1.18).
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Âåëè÷èíó (1.16) íàçèâàþòü íàéêðàùèì n-÷ëåííèì îðòîãîíàëüíèì òðèãîíîìåòðè-

÷íèì íàáëèæåííÿì ôóíêöi¨ f â ïðîñòîði X, à âåëè÷èíó (1.17) � íàáëèæåííÿì â

ïðîñòîði X ôóíêöi¨ f çà äîïîìîãîþ ãðiäi (àíãë. "greedy" � æàäiáíèé) àïðîêñèìàíò,

ïîáóäîâàíèõ çà òðèãîíîìåòðè÷íîþ ñèñòåìîþ.

ßêùî N � äåÿêà ïiäìíîæèíà ç ïðîñòîðó X, òî ïîêëàäàþòü

σ⊥n (N)
X

:= sup
f∈N

σ⊥n (f)X . (1.19)

Âåëè÷èíè (1.17), âçàãàëi êàæó÷è, çàëåæàòü âiä âèáîðó ïåðåñòàíîâêè, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

ñïiââiäíîøåííÿ (1.18). Òîìó äëÿ îäíîçíà÷íîñòi ïîêëàäà¹ìî

Gn(N)
X

:= sup
f∈N

inf
{kl(f)}∞l=1

∥f(·)−
n∑
l=1

f̂(kl(f))ekl(f)∥X . (1.20)

Â (1.20) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ N ðîçãëÿäà¹òüñÿ iíôiìóì ïî âñiõ ïåðåñòàíîâ-

êàõ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü (1.18), àëå ñëiä çàçíà÷èòè, ùî âñi íàâåäåíi íàìè ðåçóëüòàòè

ñïðàâäæóþòüñÿ i äëÿ äîâiëüíî¨ iíøî¨ ïåðåñòàíîâêè, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

(1.18).

Âåëè÷èíà âèãëÿäó (1.16), ìàáóòü, âïåðøå áóëà ðîçãëÿíóòà Å.Ñ. Áåëiíñüêèì [10].

Ïiçíiøå íàéêðàùi n-÷ëåííi îðòîãîíàëüíi òðèãîíîìåòðè÷íi íàáëèæåííÿ ðiçíèõ ôóí-

êöiîíàëüíèõ êëàñiâ âèâ÷àëèñÿ â ðîáîòàõ À.Ñ. Ðîìàíþêà [110, 111, 113], Ñ.À. Ñòàñþêà

[128] òà ií. Äîñëiäæåííþ âåëè÷èí âèãëÿäó (1.17) ïðèñâ'ÿ÷åíî äóæå âåëèêó êiëüêiñòü

ðîáiò. Ç îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè, ïîâ'ÿçàíèìè ç íåëiíiéíîþ àïðîêñèìàöi¹þ ôóíêöié

òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿìè, ìîæíà îçíàéîìèòèñü â îãëÿäîâèõ ñòàòòÿõ Ð. ÄåÂîðà [42], Äií

Çóíãà, Â.Ì. Òåìëÿêîâà òà Ò. Óëüðiõà [51], Ð. ÄåÂîðà òà À. Êîõåíà [44], Ï.-À. Íi-

öøå [97], à òàêîæ êíèãàõ Â.Ì. Òåìëÿêîâà [165, 167, 168, 169], Å.Ñ. Áåëiíñüêîãî òà

Ð.Ì. Òðèãóáà [176], Ð. ÄåÂîðà òà À. Êóíîç [43], À.Ñ. Ðîìàíþêà [114] òà ií.

Ïîðÿä ç âåëè÷èíàìè (1.14), (1.16) òà (1.17) äëÿ ôóíêöié f ∈ X ïðèðîäíî òàêîæ

ðîçãëÿíóòè âåëè÷èíè

Eγn(f)X := inf
ck

∥f(·)−
∑
k∈γn

ckek∥X , (1.21)

òà

Eγn(f)X := ∥f(·)−
∑
k∈γn

f̂(k)ek∥X , (1.22)

äå, ÿê i ðàíiøå, X � îäèí iç ïðîñòîðiâ Lp àáî Sp, γn � äîâiëüíèé íàáið iç n ðiçíèõ

âåêòîðiâ ç ìíîæèíè Zd, ck � áóäü-ÿêi êîìïëåêñíi ÷èñëà, à òàêîæ âåëè÷èíè

Dn(N)
X

:= inf
γn
Eγn(N)

X
= inf

γn
sup
f∈N

Eγn(f)X , (1.23)
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äå N ⊂ X òà

D⊥
n (N)

X
:= inf

γn
Eγn(N)

X
= inf

γn
sup
f∈N

Eγn(f)X . (1.24)

Âåëè÷èíó Eγn(f)X íàçèâàþòü íàéêðàùèì íàáëèæåííÿì â ïðîñòîði X ôóíêöi¨ f

òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè, ãàðìîíiêè ÿêèõ íàëåæàòü ìíîæèíi γn, à âåëè÷è-

íó Eγn(f)X � íàáëèæåííÿì â ïðîñòîði X ôóíêöi¨ f ñóìàìè Ôóð'¹, ãàðìîíiêè ÿêèõ

íàëåæàòü ìíîæèíi γn. Âåëè÷èíè Dn(N)
X
òà D⊥

n (N)
X
íàçèâàþòü âiäïîâiäíî òðèãî-

íîìåòðè÷íèì ïîïåðå÷íèêîì òà îðòîïðîåêöiéíèì òðèãîíîìåòðè÷íèì ïîïåðå÷íèêîì

ïîðÿäêó n ìíîæèíè N â ïðîñòîði X.

Ç îçíà÷åíü ðîçãëÿíóòèõ âåëè÷èí âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó γn ⊂ Zd

ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

σn(N)
X

≤ Dn(N)
X

≤ Eγn(N)
X

(1.25)

òà

σn(N)
X

≤ σ⊥n (N)
X

≤ D⊥
n (N)

X
≤ Eγn(N)

X
, (1.26)

äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Lp � ñïiââiäíîøåííÿ

σn(f)Lp ≤ σ⊥n (f)Lp ≤ ∥f −Gn(f)∥Lp . (1.27)

à äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Sp, âíàñëiäîê (1.13) � ñïiââiäíîøåííÿ

σn(f)Sp = σ⊥n (f)Sp = ∥f −Gn(f)∥Sp . (1.28)

1.2.2. Êëàñè Fψ
q,r òà ¨õ àïðîêñèìàòèâíi õàðàêòåðèñòèêè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ldp,

0 < p ≤ ∞, ïðîñòið âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé x = {xk}dk=1 ∈ Rd çi ñòàíäàðòíîþ lp-íîðìîþ

(êâàçi-íîðìîþ)

|x|p := ∥x∥
ldp
=

{(∑d
k=1 |xk|

p
)1/p

, 0 < p <∞,

sup1≤k≤d |xk|, p = ∞.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi ôóíêöiîíàëüíi êëàñè

Fψ
q,r = Fψ

q,r(Td) :=
{
f ∈ L1(Td) : ∥{f̂(k)/ψ(|k|r)}k∈Zd∥lq(Zd) ≤ 1

}
, (1.29)

äå ψ = ψ(t), t ≥ 1, � ôiêñîâàíà äîäàòíà ñïàäíà ôóíêöiÿ, ψ(0) := ψ(1) i 0 < q, r ≤ ∞.

Çàçíà÷èìî, ùî êîëè ψ(t) = t−s, s ∈ N i q = 1, êëàñè Fψ
q,∞ =: Fs

q,∞ ¹ ìíîæèíàìè

ôóíêöié, ó ÿêèõ ÷àñòèííi ïîõiäíi ïîðÿäêó s ìàþòü àáñîëþòíî çáiæíi ðÿäè Ôóð'¹.



33

ßêùî æ q = 2, òî êëàñè Fs
2,∞ åêâiâàëåíòíi îäèíè÷íèì êóëÿì âiäîìèõ êëàñiâ Ñîáî-

ë¹âà W s
2 . Àïðîêñèìàòèâíi õàðàêòåðèñòèêè êëàñiâ Fψ

q,r äëÿ ðiçíèõ r ∈ (0,∞] i ðiçíèõ

ôóíêöié ψ äîñëiäæóâàëèñü â ðîáîòàõ [40, 166, 72, 141, 142, 144 (ãë. XI)] òà iíøèõ.

Íàâåäåìî äåÿêi ðåçóëüòàòè, ÿêi áåçïîñåðåäíüî ñòîñóþòüñÿ íàøèõ äîñëiäæåíü.

Äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a ïîçíà÷èìî (a)+ := max{0, a}.

Òâåðäæåííÿ 1.2.1 (Ð. ÄåÂîð, Â.Ì. Òåìëÿêîâ [40]). Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞,

r = ∞, ψ(t) = t−s, s > 0. Òîäi äëÿ âñiõ s > d(1− 1
q )+ ìà¹ ìiñöå îöiíêà

σn(Fψ
q,r)Lp = σn(Fs

q,∞)
Lp

≍ n−
s
d
− 1
q
+ 1

2 . (1.30)

Òóò i äàëi äëÿ äîäàòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé a(n) òà b(n) âèðàç "a(n) ≍ b(n)" îçíà÷à¹,

ùî iñíóþòü òàêi ñòàëi K1, K2 > 0, ùî ïðè âñiõ n ∈ N âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi a(n) ≤
K2b(n) (â öüîìó âèïàäêó ïèøåìî "a(n) ≪ b(n)" ) i a(n) ≥ K1b(n) (â òàêîìó âèïàäêó

ïèøåìî "a(n) ≫ b(n)" ).

Òâåðäæåííÿ 1.2.2 (Â.Ì. Òåìëÿêîâ [166]). Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, r = ∞,

ψ(t) = t−s, s > 0. Òîäi äëÿ âñiõ s > d(1− 1
q )+ ìà¹ ìiñöå îöiíêà

Gn(Fψ
q,r)Lp = Gn(Fs

q,∞)
Lp

≍
{
n−

s
d
− 1
q
+ 1

2 , 1 ≤ p < 2,

n−
s
d
+1− 1

p
− 1
q , 2 ≤ p <∞.

(1.31)

Òâåðäæåííÿ 1.2.3 (Â.Ñ. Ðîìàíþê [115]). Íåõàé 2 ≤ p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, r = 1,

ψ(t) = R−t, R > 1. Òîäi ìà¹ ìiñöå îöiíêà

σ⊥n (Fψ
q,r)Lp ≍ R−n

1
d n

d−1
d

(1− 1
p
− 1
q
). (1.32)

Îêðåìî ñëiä òàêîæ âiäìiòèòè ðåçóëüòàòè Î. I. Ñòåïàíöÿ, ÿêèé îòðèìàâ òî÷íi çíà-

÷åííÿ âàæëèâèõ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê êëàñiâ Fψ
q,r ó ïðîñòîðàõ Sp(Td), i

ñàìå öi ðåçóëüòàòè ñóòò¹âî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ïiäðîçäiëi 3.1.1.

Òâåðäæåííÿ 1.2.4 (Î. I. Ñòåïàíåöü [148, 144 (ãë. XI)]). Íåõàé 0 < q ≤ p < ∞,

ψ = ψ(t), t ≥ 0, � äîâiëüíà äîäàòíà ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

lim
t→∞

ψ(t) = 0. (1.33)
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Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

Dn(Fψ
q,r)Sp = D⊥

n (Fψ
q,r)Sp = ψ̄(n+ 1); (1.34)

òà

σpn(Fψ
q,r)Sp = sup

l>n
(l − n)

( l∑
j=1

ψ̄−q(j)
)− p

q

, (1.35)

â ÿêèõ ψ̄ = ψ̄(j), j = 1, 2, . . ., � íåçðîñòàþ÷à ïåðåñòàíîâêà ñèñòåìè ÷èñåë ψ(|k|r),
k∈Zd. Ïðè öüîìó òî÷íà âåðõíÿÿ ìåæà â ïðàâié ÷àñòèíi (1.35) äîñÿãà¹òüñÿ ïðè

äåÿêîìó ñêií÷åííîìó çíà÷åííi l = ln.

Òâåðäæåííÿ 1.2.5 (Î. I. Ñòåïàíåöü [148, 144 (ãë. XI)]). Íåõàé 0 < p < q < ∞,

ψ = ψ(t), t ≥ 0, � äîâiëüíà äîäàòíà ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó∑
k∈Zd

ψ
pq
q−p (|k|r) <∞, (1.36)

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

Dn(Fψ
q,r)Sp(Td)

= D⊥
n (Fψ

q,r)Sp(Td)
=
( ∞∑
k=n+1

ψ̄
pq
q−p (k)

) q−p
pq

, (1.37)

òà

σn(Fψ
q,r)Sp =

(
(ln − n)

q
q−p
( ln∑
k=1

ψ̄−q(k)
) p
q−p +

∞∑
k=ln+1

ψ̄
pq
q−p (k)

) q−p
pq

, (1.38)

äå ψ̄ = ψ̄(j), j = 1, 2, . . ., � íåçðîñòàþ÷à ïåðåñòàíîâêà ñèñòåìè ÷èñåë ψ(|k|r), k∈Zd,
à ÷èñëî ln â (1.38) âèáðàíå ç óìîâè

ψ̄−q(ln) ≤
1

ln − n

ln∑
k=1

ψ̄−q(k) < ψ̄−q(ln + 1).

Òàêå ÷èñëî ln iñíó¹ òà ¹äèíå ïðè êîæíîìó n ∈ N.

1.3 Íàéêðàùi íàáëèæåííÿ iíòåãðàëiâ çà äîïîìîãîþ

iíòåãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó

1.3.1. Â äàíîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ iíòåãðàëüíi àíàëîãè âåëè÷èí en(f, φ)H �

âåëè÷èíè eσ(f), ÿêi áóëè ââåäåíi ó 2003 ðîöi Î. I. Ñòåïàíöåì [147] ïðè âiäøóêàííi

àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîñòîðiâ SpΦ.
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Íåõàé (Rd,B, dµ), d ≥ 1, � d-âèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið òî÷îê x = (x1, . . . , xd), âè-

çíà÷åíèé íà áîðåëåâié σ-àëãåáði B, çi ñêií÷åííîþ σ-àääèòèâíîþ íåïåðåðâíîþ ìiðîþ

dµ, A � µ-âèìiðíà ïiäìíîæèíà ç (Rd,B, dµ), µ-ìiðà ÿêî¨ äîðiâíþ¹ a, äå a � ñêií÷åíå

÷èñëî, àáî æ a = ∞:

µ(A) = mesµA = a, a ∈ (0,∞];

Y = Y (A, dµ) � ìíîæèíà âñiõ çàäàíèõ íà A ôóíêöié f = f(x), âèìiðíèõ âiäíîñíî

ìiðè dµ.

Ïðè çàäàíîìó p ∈ (0,∞] ÷åðåç Lp(A, dµ) ïîçíà÷èìî ïiäìíîæèíó ôóíêöié y iç

Y (A, dµ), äëÿ ÿêèõ ¹ ñêií÷åííîþ âåëè÷èíà

∥y∥
Lp(A,dµ)

=

{(∫
A | y(x)|p dµ

) 1
p , p ∈ (0,∞),

ess sup
x∈A

| y(x)|, p = ∞.
(1.39)

Âiäîìî, ÷òî ôóíêöiîíàë ∥·∥
Lp(A,dµ)

, âèçíà÷åíèé ñïiââiäíîøåííÿì (1.39), ïðè p ≥ 1

çàäà¹ íîðìó, à ïðè p ∈ (0, 1) � êâàçiíîðìó íà Lp(A, dµ).
Íåõàé, äàëi, f ∈ L1(A, dµ), σ � äåÿêå äîäàòíå ÷èñëî, i Γσ = Γσ(A) � ìíîæèíà

âñiõ µ-âèìiðíèõ ïiäìíîæèí γσ ç A, µ-ìiðà ÿêèõ äîðiâíþ¹ σ.
Ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíè

eσ(f) := inf
γσ∈Γσ

∣∣∣ ∫
A

f(x)dµ−
∫
γσ

f(x)dµ
∣∣∣. (1.40)

ßê âæå çàçíà÷àëîñü, öi âåëè÷èíè âïåðøå áóëè ðîçãëÿíóòi Î. I. Ñòåïàíöåì â ðîáîòi

[147]. Iäåÿ ¨õ ââåäåííÿ áåðå ñâié ïî÷àòîê âiä çãàäàíî¨ âèùå ðîáîòè Ñ.Á. Ñò¹÷êiíà

[134]. Çâ'ÿçîê âåëè÷èí eσ(f) òà âåëè÷èí en(f, φ)H , ÿêi îçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

(1.8), ëåãêî áà÷èòè ç òàêèõ ìiðêóâàíü.

Çãiäíî ç ðiâíiñòþ Ïàðñåâàëÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà f ∈ H ìà¹ìî

∥f − Pγn∥2H =
∑
k∈̄γn

|fk|2 +
∑
k∈γn

|fk − dk|2 ≥
∑
k∈̄γn

|fk|2.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

e2n(f, φ)H = inf
γn

( ∞∑
k=1

|fk|2 −
∑
k∈γn

|fk|2
)
. (1.41)

Ïîðiâíþþ÷è ðiâíîñòi (1.41) i (1.40), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî âåëè÷èíè eσ(f) ìîæíà ðîç-

ãëÿäàòè ÿê iíòåãðàëüíi àíàëîãè âåëè÷èí en(f, φ)H i íàçèâàòè íàéêðàùèìè íàáëè-

æåííÿìè iíòåãðàëó ôóíêöi¨ f ïî ìíîæèíi A çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëiâ ñêií÷åííîãî

ðàíãó (ïîðÿäêó) σ.
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1.3.2. Îçíà÷åííÿ òà äåÿêi âëàñòèâîñòi ïåðåñòàíîâîê ôóíêöié. Ïðè ôîðìóëþ-

âàííi òà äîâåäåííi îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ íàìè ñóòò¹âî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïîíÿòòÿ

ñïàäíî¨ ïåðåñòàíîâêè ôóíêöi¨. Öå ïîíÿòòÿ ìàáóòü âïåðøå ç'ÿâèëîñü â ðîáîòàõ Ãàð-

äi òà Ëiòòëâóäà (äèâ. [183 (ãë. Õ)]) i çãîäîì óñïiøíî âèêîðèñòîâóâàëîñü áàãàòüìà

àâòîðàìè. Íàâåäåìî íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ, äîòðèìóþ÷èñü òåêñòó ç êíèãè Ì.Ï. Êîð-

í¹é÷óêà [67 (ãë. VI)] (äèâ. òàêîæ [147]). Â íié ðîçãëÿäàëèñÿ ïåðåñòàíîâêè ôóíêöié

îäíi¹¨ çìiííî¨, àëå îñíîâíi îçíà÷åííÿ ïðèäàòíi i â çàãàëüíîìó âèïàäêó.

Íåõàé íà µ-âèìiðíié ìíîæèíi A ⊂ Rd, d ≥ 1, µ(A) = a, äå a � ñêií÷åííå àáî

íåñêií÷åííå, çàäàíî íåâiä'¹ìíó i µ-âèìiðíó ôóíêöiþ φ(x). Äëÿ âñiõ y ≥ 0 îçíà÷èìî

ôóíêöiþ mφ(y):

mφ(y) := µ(Ey), Ey = {x : x ∈ A, φ(x) ≥ y}, y ≥ 0, (1.42)

ÿê ìiðó ìíîæèíè Ey òî÷îê x ∈ A, äëÿ ÿêèõ φ(x) ≥ y.

Ôóíêöiÿ t = mφ(y), ÿêó íàçèâàþòü ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó äëÿ φ(x), íå çðîñòà¹ ïðè

âñiõ y ≥ 0, ïðè öüîìó mφ(0) = a. ßêùî mφ(y) íåïåðåðâíà i ñòðîãî ñïàäà¹, òî íà

ïðîìiæêó t ∈ (0, a) iñíó¹ ñòðîãî ñïàäíà îáåðíåíà äî íå¨ ôóíêöiÿ y = φ̄(t), ÿêó i íàçè-

âàþòü ñïàäíîþ ïåðåñòàíîâêîþ ôóíêöi¨ φ(x). Â çàãàëüíîìó âèïàäêó, â çàëåæíîñòi âiä

ôóíêöi¨ φ, mφ(y) ìîæå ìàòè ïðîìiæêè ñòàëîñòi, à òàêîæ ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó â

ñêií÷åííié àáî æ ç÷èñëåííié ìíîæèíi òî÷îê. Ùîá îäíîçíà÷íî âèçíà÷èòè îáåðíåíó äî

íå¨ ôóíêöiþ, âèïðàâèìî ãðàôiê ôóíêöi¨mφ(y) íàñòóïíèì ÷èíîì. Â êîæíié òî÷öi ðîç-

ðèâó yj ôóíêöi¨mφ(y) äîïîâíèìî ¨¨ ãðàôiê âiäðiçêîì y = yj , mφ(yj−) ≤ t ≤ mφ(yj+),

à íà êîæíîìó ïðîìiæêó [α, β], äå mφ(y) ñòàëà, çàëèøèìî â ¨¨ ãðàôiêó òiëüêè îäíó òî-

÷êó ç êîîðäèíàòàìè, íàïðèêëàä, y = (α+β)/2, t = mφ((α+β)/2). Â òàêîìó âèïàäêó

êîæíîìó t ∈ (0, a) áóäå âiäïîâiäàòè ¹äèíà òî÷êà ç êîîðäèíàòàìè (t,m−1
φ (t)). Öå âiä-

îáðàæåííÿ i îçíà÷à¹ ôóíêöiþ y = φ̄(t) � ïåðåñòàíîâêó ôóíêöi¨ φ(x) â ðîçãëÿíóòîìó

âèïàäêó.

Ïðè áóäü-ÿêîìó y ≥ 0 ìiðà Ëåáåãà ìíîæèíè òî÷îê t ∈ (0, a), íà ÿêié φ̄(t) ≥ y,

äîðiâíþ¹ µ(Ey) = mφ(y). Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü ðiâíîñòi

a∫
0

F (φ̄(t))dt =

∫
A

F (φ(x))dµ (1.43)

äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ F , äëÿ ÿêî¨ öi iíòåãðàëè iñíóþòü (äèâ. [183 (ãë. Õ)] ).

1.3.3. Âëàñòèâîñòi âåëè÷èí eσ(f). Íàâåäåìî íèçêó çàãàëüíèõ ôàêòiâ, ÿêi ïðîÿñíÿ-

þòü äåÿêi âëàñòèâîñòi âåëè÷èí eσ(f) i áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ íàäàëi.
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ßêùî f(x) ≥ 0 äëÿ âñiõ x ∈ A, òî âåëè÷èíè eσ(f) çîáðàæóþòüñÿ ó âèãëÿäi

eσ(f) =

∫
A

f(x)dµ− sup
γσ∈Γσ

∫
γσ

f(x)dµ.

Ïðè öüîìó âåëè÷èíó

Jσ(f) := sup
γσ∈Γσ

∫
γσ

f(x)dµ (1.44)

íàçèâàþòü ãîëîâíèì çíà÷åííÿì ðàíãó σ iíòåãðàëó
∫
A f(x)dµ.

Òâåðäæåííÿ 1.3.1 (Î. I. Ñòåïàíåöü [147]). Äëÿ êîæíî¨ íåâiä'¹ìíî¨ ôóíêöi¨ f ∈
L1(A, dµ) òî÷íà âåðõíÿÿ ìåæà â (1.44) ðåàëiçó¹òüñÿ íà äåÿêié ìíîæèíi γ∗σ ∈ Γσ:

Jσ(f) = sup
γσ∈Γσ

∫
γσ

f(x)dµ =

∫
γ∗
σ

f(x)dµ =

σ∫
0

f̄(t)dt, (1.45)

äå f̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ f .

Òâåðäæåííÿ 1.3.2 (Î. I. Ñòåïàíåöü [147]). Äëÿ êîæíî¨ íåâiä'¹ìíî¨ ôóíêöi¨ f ∈
L1(A, dµ)

eσ(f) = inf
γσ∈Γσ

(∫
A

f(x)dµ−
∫
γσ

f(x)dµ
)
=

a∫
σ

f̄(t)dt. (1.46)

Ïðè öüîìó òî÷íà íèæíÿ ìåæà â (1.46) ðåàëiçó¹òüñÿ íà ìíîæèíi γ∗σ ∈ Γσ, âèçíà-

÷åíié â ñïiââiäíîøåííi (1.45).

Ñôîðìóëþ¹ìî ùå îäíó âëàñòèâiñòü âåëè÷èí eσ(f), îòðèìàíó â ðîáîòi [158] (äèâ.

òàêîæ [159]), ÿêà ñóòò¹âî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïðè äîâåäåííÿ òåîðåì 2.1.1 òà 2.1.2.

Òâåðäæåííÿ 1.3.3 . Íåõàé f(x) � äîâiëüíà íåâiä'¹ìíà ñóìîâíà íà ìíîæèíi A
ôóíêöiÿ, i {fn}∞n=1 � ïîñëiäîâíiñòü òàêèõ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ

n ∈ N ìàéæå ñêðiçü íà A âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

fn(x) ≤ f(x) (1.47)

i ïðè öüîìó

lim
n→∞

∫
A
fn(x)dµ =

∫
A
f(x)dµ. (1.48)

Òîäi âåëè÷èíà

eσ(fn) = inf
γσ∈Γσ

∫
A\γσ

fn(x)dµ =

∫
A

fn(x)dµ− sup
γσ∈Γσ

∫
γσ

fn(x)dµ
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çáiãà¹òüñÿ äî âåëè÷èíè eσ(f) ïðè n→ ∞:

lim
n→∞

eσ(fn) = eσ(f).

Äiéñíî, äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N ìà¹ìî

|eσ(f)− eσ(fn)| =
∣∣∣ ∫
A

f(x)dµ− sup
γσ∈Γσ

∫
γσ

f(x)dµ−
(∫

A

fn(x)dµ− sup
γσ∈Γσ

∫
γσ

fn(x)dµ
)∣∣∣ =

=
∣∣∣ ∫
A

(f(x)− fn(x))dµ−
(

sup
γσ∈Γσ

∫
γσ

f(x)dµ− sup
γσ∈Γσ

∫
γσ

fn(x)dµ
)∣∣∣. (1.49)

Âíàñëiäîê (1.47) äëÿ áóäü-ÿêîãî σ < a ìà¹ìî

0 ≤ sup
γσ∈Γσ

∫
γσ

f(x)dµ− sup
γσ∈Γσ

∫
γσ

fn(x)dµ ≤ sup
γσ∈Γσ

∫
γσ

(f(x)−fn(x))dµ ≤
∫
A

(f(x)−fn(x))dµ.

Çâiäñè íà ïiäñòàâi (1.48) òà (1.49) îòðèìó¹ìî íåîáõiäíå ñïiââiäíîøåííÿ:

|eσ(f)− eσ(fn)| ≤
∫
A

(f(x)− fn(x))dµ −→
n→∞

0.

Íàñëiäîê 1.3.1 . ßêùî ôóíêöi¨ f i fn, n ∈ N, çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òâåðäæåííÿ

óìîâè òâåðäæåííÿ 1.3.3, à âåëè÷èíà eσ(fn) ïðè âñiõ n ∈ N íå ïåðåâèùó¹ äåÿêó

ñòàëó C, òî âåëè÷èíà eσ(f) òàêîæ íå áóäå ïåðåâèùóâàòè öþ ñòàëó:

eσ(f) ≤ C.

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî êîëè f(x) ≥ 0 ïðè âñiõ x ∈ A âåëè÷èíè eσ(f) ìîæíà âèçíà-

÷èòè òàêîæ ñïiââiäíîøåííÿì

eσ(f) = eσ(f)L1(A,dµ)
:= inf

γσ∈Γσ
∥f − χγσf∥L1(A,dµ)

, (1.50)

äå χγσ = χγσ (x) � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ìíîæèíè γσ, ÿêà íàáóâà¹ çíà÷åííÿ 1

ïðè x ∈ γσ òà çíà÷åííÿ 0 ïðè x ̸∈ γσ.

1.3.4. Íàéêðàùi íàáëèæåííÿ iíòåãðàëiâ çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëiâ ñêií÷åí-

íîãî ðàíãó íà äåÿêèõ êëàñàõ ôóíêöié. Íåõàé Up(A) = Up(A, dµ) � îäèíè÷íà

êóëÿ ïðîñòîðó Lp(A, dµ):

Up(A) = Up(A, dµ) = {y ∈ Y (A, dµ) : ∥y∥
Lp(A,dµ)

≤ 1},
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U+
p (A) = U+

p (A, dµ) � ïiäìíîæèíà âñiõ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié ç Up(A) i φ(x) � íåâiä'-

¹ìíà iñòîòíî îáìåæåíà íà A ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ ó âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà A íåîáìå-

æåíà, ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî

lim
|x|→∞

φ(x) = 0 (1.51)

(â òàêîìó âèïàäêó ïèøåìî φ ∈ Φ(A)).

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè âåëè÷èíè eσ(f), ÿêi îçíà÷àþòüñÿ ðiâíiñòþ (1.40), äëÿ ôóíêöié

f = φ · y, äå φ ∈ Φ(A), à y � äåÿêà íåâiä'¹ìíà ôóíêöiÿ. Âíàñëiäîê (1.50) â öüîìó

âèïàäêó âîíè áóäóòü ìàòè âèãëÿä

eσ(f) = eσ(φy) = eσ(φy)L1(A,dµ)
= inf

γσ∈Γσ
∥φy − χγσφy∥L1(A,dµ)

. (1.52)

Äëÿ äîâiëüíî¨ ôiêñîâàíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ Φ(A) ïîçíà÷èìî

eσ(φ, 1) := eσ(φ, 1)L1(A,dµ)
= sup

y∈U+
1 (A)

eσ(φy) = sup
y∈U+

1 (A)
eσ(φy)L1(A,dµ)

. (1.53)

Òâåðäæåííÿ 1.3.4 (Î. I. Ñòåïàíåöü [147]). Íåõàé φ ∈ Φ(A). Òîäi ïðè êîæíîìó

σ ∈ (0, a) ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

eσ(φ, 1) = sup
s∈(0,a]

(s− σ)
( s∫

0

dt

φ̄(t)

)−1

, (1.54)

â ÿêié φ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ φ(x). Ïðè öüîìó òî÷íà âåðõíÿÿ ìåæà â

ïðàâié ÷àñòèíi (1.54) äîñÿãà¹òüñÿ ïðè äåÿêîìó ñêií÷åííîìó çíà÷åííi s = s∗.

Çàçíà÷èìî, ùî óìîâà (1.51) ãàðàíòó¹ òîé ôàêò, ùî äëÿ ôóíêöi¨ φ(x) ¨¨ ôóíêöiÿ

ðîçïîäiëó mφ(y), ÿêà îçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (1.42), íàáóâà¹ òiëüêè ñêií÷åííi

çíà÷åííÿ ç ïðîìiæêó [0, a]. Òîìó çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ñïàäíî¨ ïåðåñòàíîâêè ôóíêöi¨

âåëè÷èíà φ̄(t) âèçíà÷åíà ïðè áóäü-ÿêîìó t > 0.

1.4 Íàáëèæåííÿ iíòåãðàëiâ iíòåãðàëàìè ïî çàäàíèõ

ìíîæèíàõ

Äëÿ äàíèõ ôóíêöi¨ f ∈ L1(A, dµ) i äîäàòíîãî ÷èñëà σ ïîðÿä ç âåëè÷èíàìè eσ(f), ÿêi

îçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (1.40), ïðèðîäíî ðîçãëÿíóòè âåëè÷èíè

Eγσ(f) :=
∣∣∣ ∫
A\γσ

f(x)dµ
∣∣∣, (1.55)
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äå γσ � äîâiëüíà ôiêñîâàíà ìíîæèíà ç Γσ.

Âåëè÷èíè Eγσ(f) (ÿê i âåëè÷èíè eσ(f)) ðîçãëÿäà¹ìî ó âèïàäêó, êîëè ìà¹ ìiñöå

çîáðàæåííÿ f = φ · y, äå φ ∈ Φ(A), a y ∈ U+
1 (A). Â òàêîìó âèïàäêó

Eγσ(f) = Eγσ(φy) = Eγσ(φy)L1(A,dµ)
= ∥f − χγσf∥L1(A,dµ)

, (1.56)

äå, ÿê i ðàíiøå, χγσ � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ìíîæèíè γσ.

Ïîçíà÷èìî

Eγσ(φ, 1) := Eγσ(φ, 1)L1(A,dµ)
= sup

y∈U+
1 (A)

Eγσ(φy) = sup
y∈U+

1 (A)
Eγσ(φy)L1(A,dµ)

(1.57)

òà

Dσ(φ, 1) := Dσ(φ, 1)L1(A,dµ)
= inf

γσ∈Γσ
Eγσ(φ, 1) = inf

γσ∈Γσ
Eγσ(φ, 1)L1(A,dµ)

. (1.58)

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó íàáëèæåííÿ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié òðèãîíîìåòðè÷íèìè

ïîëiíîìàìè âåëè÷èíàì Eγσ(f) ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü íàéêðàùå íàáëèæå-

ííÿ ôóíêöi¨ f ïîëiíîìàìè ïîðÿäêó σ â äàíîìó ïðîñòîði, âåëè÷èíi Eγσ(φ, 1)L1(A,dµ)
� òî÷íó âåðõíþ ìåæó òàêèõ íàáëèæåíü ïî çàäàíié ìíîæèíi ôóíêöié, à âåëè÷èíà

Dσ(φ, 1)L1(A,dµ)
íàãàäó¹ òðèãîíîìåòðè÷íèé ïîïåðå÷íèê ïîðÿäêó σ çàäàíî¨ ìíîæèíè

ôóíêöié ó äàíîìó ïðîñòîði.

Òâåðäæåííÿ 1.4.1 (Î. I. Ñòåïàíåöü [147]). Íåõàé φ ∈ Φ(A). Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ

σ > 0 òà γσ ∈ Γσ ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

Eγσ(φ, 1) = φ̄γσ(0+),

â ÿêié φ̄γσ � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨

φγσ(x) := (1− χγσ (x))φ(x), x ∈ A, (1.59)

i

Dσ(φ, 1) = φ̄(σ+),

äå φ̄ � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ φ(x). Ïðè öüîìó â Γσ ¹ ìíîæèíà γ∗σ, äëÿ ÿêî¨

Eγ∗
σ
(φ, 1) = Dσ(φ, 1) = φ̄(σ+).

Çîêðåìà, â ðîëi γ∗σ ìîæíà âçÿòè áóäü-ÿêó âèìiðíó ïiäìíîæèíó ìíîæèíè {x ∈ A :

φ(x) ≥ φ̄(σ+)} µ-ìiðè σ, ùî ìiñòèòü ìíîæèíó {x ∈ A : φ(x) > φ̄(σ+)}.
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1.5 Àïðîêñèìàòèâíi õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòîðiâ SpΦ

Ïðîñòîðè SpΦ âèíèêëè â ðîáîòàõ Î. I. Ñòåïàíöÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [141, 144 (ãë. XI),

147, 148]) â ðåçóëüòàòi ïîøóêó íèì íîâèõ ïiäõîäiâ äî çàäà÷ òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóí-

êöié áàãàòüîõ çìiííèõ. Ç ÷àñîì öåé ìàòåðiàë ñôîðìóâàâñÿ â îêðåìó òåìàòèêó, ïî ÿêié

íà äàíèé ÷àñ íàïèñàíî äåêiëüêà äåñÿòêiâ ðîáiò. Ïiäõiä, ÿêèé áóâ ïðè öüîìó çàïðîïî-

íîâàíèé Î. I. Ñòåïàíöåì, äîçâîëÿ¹ ïîøèðþâàòè iäå¨ òà ìåòîäè òåîði¨ íàáëèæåíü íà

àáñòðàêòíi ëiíiéíi ïðîñòîðè, ùî â ñâîþ ÷åðãó äà¹ ìîæëèâiñòü äèâèòèñÿ íà ôóíêöi¨ iç

çàãàëüíèõ ïîçèöié àíàëiçó òà ïðèâîäèòü äî äîñèòü çìiñòîâíèõ ðåçóëüòàòiâ.

1.5.1. Îçíà÷åííÿ ïðîñòîðiâ SpΦ. Ïðîñòîðè S
p
Φ áóëî ââåäåíî â ðîáîòi [147]. Ïðè ¨õ

îçíà÷åííi òà íàäàëi â ïiäðîçäiëi áóäåìî çäåáiëüøîãî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ òà

îçíà÷åííÿ, çàïðîïîíîâàíi â [147].

Íåõàé X i Y � äåÿêi ëiíiéíi ïðîñòîðè âåêòîðiâ x òà y âiäïîâiäíî. Ïðèïóñòèìî,

ùî íà X çàäàíî ëiíiéíèé îïåðàòîð Φ, ÿêèé äi¹ â Y , à íà äåÿêié ïiäìíîæèíi Y ′ ⊂ Y

âèçíà÷åíî ôóíêöiîíàë f . Íåõàé, äàëi, E(Φ) � ìíîæèíà çíà÷åíü îïåðàòîðà Φ, i X ′ �

ïðîîáðàç ìíîæèíè Y ′ ⊂ E(Φ) ïðè âiäîáðàæåííi Φ. Â òàêîìó âèïàäêó íà X ′ ìîæíà

âèçíà÷èòè ôóíêöiîíàë f ′ ðiâíiñòþ

f ′(x) = f(Φ(x)), x ∈ X ′. (1.60)

ßêùî â ðîëi f âèáðàòè ôóíêöiîíàë, ùî çàäà¹ íà Y ′ íîðìó (àáî êâàçiíîðìó), òî

ðiâíiñòü (1.60) áóäå âèçíà÷àòè àíàëîãi÷íó âåëè÷èíó íà X ′. Ñàìå òàêi ìiðêóâàííÿ

ëåæàòü â îñíîâi ïîäàëüøèõ ïîáóäîâ.

Íåõàé, ÿê i ó ïiäðîçäiëi 1.3, (Rd,B, dµ), d ≥ 1, � d-âèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið òî÷îê

x = (x1, . . . , xd), âèçíà÷åíèé íà áîðåëåâié σ-àëãåáði B, çi ñêií÷åííîþ σ-àääèòèâíîþ

íåïåðåðâíîþ ìiðîþ dµ, A � µ-âèìiðíà ïiäìíîæèíà ç (Rd,B, dµ), µ-ìiðà ÿêî¨ äîðiâíþ¹
a ∈ (0,∞]; Y = Y (A, dµ) � ìíîæèíà âñiõ çàäàíèõ íà A ôóíêöié y = y(x), âèìiðíèõ

âiäíîñíî ìiðè dµ; Lp(A, dµ), p ∈ (0,∞], � ïiäìíîæèíà âñiõ ôóíêöié y ∈ Y (A, dµ),
äëÿ ÿêèõ ¹ ñêií÷åííîþ âåëè÷èíà (1.39).

Íåõàé òåïåð X � äåÿêèé ëiíiéíèé ïðîñòið âåêòîðiâ x, i Φ � ëiíiéíèé îïåðàòîð,

ÿêèé äi¹ ç X â Y := Y (A, dµ):

Φ : X → Y (A, dµ), Φ(x) =: x̂, x ∈ X , x̂ ∈ Y (A, dµ).

Ïîêëàäàþòü

SpΦ = SpΦ (X ;Y ) =
{
x ∈ X : ∥x̂∥

Lp(A,dµ)
<∞

}
, p ∈ (0,∞]. (1.61)
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Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà SpΦ � ìíîæèíà âñiõ âåêòîðiâ x ∈ X , ÿêi ¹ ïðîîáðàçàìè

ôóíêöié ç ìíîæèíè Lp(A, dµ) ïðè âiäîáðàæåííi Φ.
Åëåìåíòè x1, x2 ∈ SpΦ ââàæàþòü òîòîæíèìè, ÿêùî çà ìiðîþ dµ ìàéæå ñêðiçü

x̂1(t) = x̂2(t).

Äëÿ åëåìåíòiâ x1, x2 ∈ SpΦ, p ∈ (0,∞], âèçíà÷àþòü Φ-âiäñòàíü ìiæ íèìè çà äîïî-

ìîãîþ ðiâíîñòi

ρΦ(x1;x2)p,Φ = ∥Φ(x1 − x2)∥Lp(A,dµ) .

Íóëüîâèì åëåìåíòîì ìíîæèíè SpΦ íàçèâà¹òüñÿ åëåìåíò θ, äëÿ ÿêîãî ìàéæå ñêðiçü íà

A ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü θ̂ (t) = 0.

Âiäñòàíü ρΦ(θ;x)p,Φ , x ∈ SpΦ, íàçèâà¹òñÿ Φ�íîðìîþ åëåìåíòà i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç

∥x∥p,Φ. Òàêèì ÷èíîì, çà îçíà÷åííÿì

∥x∥
p,Φ

= ρΦ(θ; x)p,Φ = ∥x̂∥
Lp(A,dµ)

. (1.62)

Âiäîìî, ùî ïðè âñiõ p ∈ (0,∞] SpΦ � ëiíiéíèé ïðîñòið. Ïðè p ≥ 1 ôóíêöiîíàë

∥ · ∥
p,Φ

, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (1.62), çàäîâîëüíÿ¹ âñi àêñiîìè íîðìè,

à ïðè p ∈ (0, 1) � àêñiîìè êâàçiíîðìè. Òîìó SpΦ ïðè p ≥ 1 � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé

ïðîñòið, à ïðè p ∈ (0, 1) � ïðîñòið iç êâàçiíîðìîþ.

Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ íàéïðîñòiøèõ ðåàëiçàöié ðîçãëÿäóâàíèõ ïîáóäîâ.

Âñi âîíè âçÿòi ç ðîáîòè [147]. Ïðè öüîìó áóäåìî êàçàòè, ùî äåÿêèé ïðîñòið N ¹

÷àñòêîâèì âèïàäêîì ïðîñòîðó SpΦ, ÿêùî éîãî ìîæíà îòðèìàòè øëÿõîì âiäïîâiäíîãî

âèáîðó ïðîñòîðó X , ìiðè dµ i îïåðàòîðà Φ.

1. Ïðîñòið Spφ. Íåõàé X � äåÿêèé ëiíiéíèé êîìïëåêñíèé ïðîñòið i φ = {φk}∞k=1 �

ôiêñîâàíà ç÷èñëåííà ñèñòåìà â íüîìó. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè x, y ∈ X ,

â ÿêié õî÷à á îäèí ç âåêòîðiâ íàëåæèòü äî φ, âèçíà÷åíî äåÿêå ÷èñëî � "ñêàëÿðíèé

äîáóòîê" (x, y) òàê, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) (x, y) = (y, x), äå z � ÷èñëî, êîìïëåêñíî ñïðÿæåíå ç z;

2) (λx1+µx2, y) = λ(x1, y) + µ(x2, y), λ, µ � äîâiëüíi ÷èñëà;

3) (φk, φl) =

{
0, k ̸= l;

1, k = l.
Êîæíîìó åëåìåíòó x ∈ X ñòàâëÿòü ó âiäïîâiäíiñòü ñèñòåìó ÷èñåë x̂φ(k) çà äîïî-

ìîãîþ ðiâíîñòåé

x̂(k) = x̂φ(k) = (x, φk), k = 1, 2, . . . (k ∈ N),
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i ïðè ôiêñîâàíîìó p ∈ (0,∞) ïîêëàäàþòü

Spφ = Spφ(X ) =
{
x ∈ X :

∞∑
k=1

|f̂φ(k)|
p
<∞

}
. (1.63)

Åëåìåíòè x, y ∈ Spφ ââàæàþòüñÿ òîòîæíèìè, ÿêùî ïðè âñiõ k ∈ N x̂φ(k) = ŷφ(k).

Äëÿ âåêòîðiâ x, y ∈ X φ-âiäñòàíü ìiæ íèìè îçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

ρφ(x, y)p,φ =
( ∞∑
k=1

|x̂φ(k)− ŷφ(k)|p
) 1
p

. (1.64)

Íóëüîâèì åëåìåíòîì ïðîñòîðó Spφ íàçèâà¹òüñÿ âåêòîð θ, äëÿ ÿêîãî θ̂φ(k) = 0

ïðè âñiõ k ∈ N. Âiäñòàíü ρφ(θ, x)p,φ , x ∈ Spφ, íàçèâà¹òüñÿ φ -íîðìîþ åëåìåíòà x i

ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç ∥x∥p,φ . Òàêèì ÷èíîì,

∥x∥p,φ = ρφ(θ, x)p,φ =
( ∞∑
k=1

|x̂φ(k)|p
) 1
p

. (1.65)

Ïðîñòîðè Spφ ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ïðîñòîðiâ SpΦ. Äiéñíî, ÿêùî â äàíîìó ïðîñòîði

X îçíà÷èòè îïåðàòîð Φ, ÿêèé êîæíîìó x ∈ X ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ïîñëiäîâíiñòü

y = {x̂k}
∞
k=1; çà ìíîæèíó (Rd,B, dµ) âçÿòè ïðîñòið R1 ç ìiðîþ dµ, íîñi¹ì ÿêî¨ ¹ ìíî-

æèíà Z1 öiëî÷èñëîâèõ òî÷îê k, â ÿêèõ µ(k) ≡ 1; i ïîêëàñòè A =
{
k ∈ Z1, k > 1

}
,

òî â òàêîìó âèïàäêó Y (A, dµ) � ìíîæèíà âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé y, i ôóíêöiîíàë (1.39)

ìà¹ âèãëÿä

∥y∥
Lp(A,dµ)

=
( ∞∑
k=1

|yk|p
) 1
p

, p ∈ (0,∞)

1′. Ïðîñòîðè Sp, µφ . Öi ïðîñòîðè ââîäÿòüñÿ òàê ñàìî, ÿê i ïðîñòîðè Spφ, òiëüêè ïðè

öüîìó ôóíêöiîíàëè ( ∞∑
k=1

| · |p
) 1
p

â ðiâíîñòÿõ, ÿêi âiäïîâiäàþòü ðiâíîñòÿì (1.63)�(1.65), çàìiíþþòüñÿ íà ôóíêöiîíàëè( ∞∑
k=1

| · |pµpk
) 1
p

,

äå µ = {µk}∞k=1 � çàäàíà ñèñòåìà íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë, µk ≥ 0, k ∈ N. Ïðè öüîìó ÿêùî
µk ≡ 1, òî Sp, µφ = Spφ.

Çðîçóìiëî, ùî i öi ïðîñòîðè ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ïðîñòîðiâ SpΦ. Ìíîæèíîþ

(Rd,B, dµ) òóò, ÿê i äëÿ ïðîñòîðó Spφ, ¹ ïðîñòið R1 ç ìiðîþ dµ, çîñåðåäæåíîþ íà

ìíîæèíi Z1 öiëî÷èñëîâèõ òî÷îê k, â ÿêèõ µ(k) = µk i A = {k ∈ Z1, k > 1}.
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2. Ïðîñòið Sp = SpF . Ïîêàæåìî, ùî ïðîñòið S
p, îçíà÷åíèé â ïiäðîçäiëi 1.2, òåæ ¹

÷àñòêîâèì âèïàäêîì ïðîñòîðiâ SpΦ. Âiçüìåìî çà X ðîçãëÿíóòèé âèùå ïðîñòið L1(Td),
çà îïåðàòîð Φ � îïåðàòîð F , ÿêèé êîæíié ôóíêöi¨ f ∈ L1(Td) ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü
ïîñëiäîâíiñòü ¨¨ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹:

Φ(f) = F(f) = (2π)−d
∫
Td
f(x)ek(x)dx = f̂(k), k ∈ Zd.

Öåé îïåðàòîð âiäîáðàæà¹ ïðîñòið L1(Td) ó ìíîæèíó Y ôóíêöié y(t), çàäàíèõ íà

öiëî÷èñëîâié ðåøiòöi Zd. Íåõàé dµ � ìiðà â ïðîñòîði Rd, íîñi¹ì ÿêî¨ ¹ ìíîæèíà Zd,
äå âîíà äîðiâíþ¹ îäèíèöi. Â öüîìó âèïàäêó ôóíêöiîíàë (1.39) ìà¹ âèãëÿä

∥f∥
Lp(Rd,dµ)

=
(∫

Rd
|f(x)|pdµ

) 1
p

=
(∑

k∈Zd
|f̂(k)|p

) 1
p

, p ∈ (0,∞),

i âiäïîâiäíèé ïðîñòið SpΦ (ÿêèé ïîçíà÷àþòü Sp) âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

Sp = SpF
(
L1(Td), Y

)
=
{
f ∈ L1(Td) :

( ∑
k∈Zm

|f̂(k)|p
) 1
p

<∞
}
.

Çàçíà÷èìî, ùî ïðîñòîðè Sp çáiãàþòüñÿ ç ðîçãëÿíóòèìè âèùå ïðîñòîðàìè Spφ(X ),

ÿêùî çà X âçÿòè ïðîñòið L1(Td), çà φ � ñèñòåìó ôóíêöié {τs(x)}∞s=1,

τs(x) = (2π)−
d
2 eks(x), ks ∈ Zd, s ∈ N,

óòâîðåíó øëÿõîì äîâiëüíî¨ ôiêñîâàíî¨ íóìåðàöi¨ ÷ëåíiâ ñèñòåìè (2π)−
d
2 ek(x), k ∈ Zd,

i äëÿ êîæíîãî s ∈ N ïîêëàñòè

f̂τ (s) := (f, τs) = (2π)−
d
2

∫
Td
f(x)τ s(x)dx = (2π)−d

∫
Td
f(x)eks(x)dx = f̂(ks), ks ∈ Zd.

3. Ðîçãëÿíåìî ùå ÷àñòêîâèé âèïàäîê ïðîñòîðiâ SpΦ, ÿêi ïîðîäæóþòüñÿ òîòîæíèì

îïåðàòîðîì, òîáòî êîëè Φ ≡ I. Çðîçóìiëî, ùî òîäi ïîâèííî áóòè X =Y (A, dµ), x̂=x,

i çãiäíî ç (1.61)

SpI = {x ∈ X : ∥x∥
Lp(A,dµ)

<∞} = Lp(A, dµ), p ∈ (0,∞].

1.5.2. Ìóëüòèïëiêàòîðè. Íàáëèæàþ÷i àãðåãàòè i îá'¹êòè íàáëèæåíü. Â ðî-

ëi íàáëèæàþ÷èõ àãðåãàòiâ äëÿ åëåìåíòiâ x ∈ SpΦ âèêîðèñòîâóþòüñÿ åëåìåíòè ç SpΦ,

ó ÿêèõ îáðàçè ìàþòü íîñi¨ γσ çàäàíî¨ ìiðè σ. Âiäçíà÷èìî, ùî ñàìå öåé ïðèíöèï

çàêëàäåíî â êëàñè÷íîìó âèïàäêó ïðè ïîáóäîâi, íàïðèêëàä, òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëi-

íîìiâ äëÿ íàáëèæåííÿ äàíî¨ ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨, ÿêùî ïiä îïåðàòîðîì Φ ðîçóìiòè
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âiäîáðàæåííÿ ôóíêöié ó ìíîæèíó ¨õ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó òóò

âèíèêàþòü ïðîáëåìè, ÿêi âèêëèêàíi òèì, ùî ïðîñòîðè SpΦ ìîæóòü áóòè íå ïîâíèìè.

Ó çâ'ÿçêó ç öèì ââîäÿòü íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ [147].

Íåõàé ω = ω(t) � äåÿêà ôóíêöiÿ ç Y (A, dµ). Òîäi ÷åðåçMω
Φ ïîçíà÷àþòü îïåðàòîð,

ÿêèé äi¹ ç X â X , i ÿêèé äàíîìó x ∈ X ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü åëåìåíò xω ∈ X

òàêèé, ùî ÿêùî Φ(x) = x̂, òî ìàéæå ñêðiçü x̂ω(t) = Φ(xω) = ω(t)x̂(t). Îïåðàòîð

Mω
Φ íàçèâàþòü ìóëüòèïëiêàòîðîì îïåðàòîðà Φ, ÿêèé ïîðîäæó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ ω; ÷å-

ðåç ΩΦ(X ) = ΩΦ(X ,X ) ïîçíà÷àþòü ïiäìíîæèíó ôóíêöié ω ç Y (A, dµ), äëÿ ÿêèõ

ìóëüòèïëiêàòîðè Mω
Φ iñíóþòü.

ßêùî N i N′ � äåÿêi ïiäìíîæèíè ç X , ω ∈ ΩΦ(X ) i îïåðàòîð Mω
Φ âiäîáðàæà¹

N â N′, òî êàæóòü, ùî Mω
Φ ìà¹ òèï (N,N′). Çîêðåìà, ÿêùî Mω

Φ âiäîáðàæà¹ SpΦ â SpΦ,

òî îïåðàòîð Mω
Φ ìà¹ òèï (SpΦ, S

p
Φ) àáî, êîðîòøå, òèï (p, p). Ìíîæèíó ôóíêöié ω, ÿêi

ïîðîäæóþòü îïåðàòîðè òèïó (p, p), ïîçíà÷àþòü ÷åðåç ΩpΦ.

Îòæå, ÿêùî ω∈ΩpΦ i îïåðàòîð Mω
Φ äi¹ ç SpΦ, òî âií òàêîæ äi¹ i â SpΦ; ïðè öüî-

ìó êîæíîìó x ∈ SpΦ âiäïîâiäà¹ åëåìåíò xω=Mω
Φ(x), äëÿ ÿêîãî ìàéæå ñêðiçü íà A

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

x̂ω(t) = Φ(xω) = ω(t)x̂(t), x̂ω ∈ Lp(A, dµ). (1.66)

Íåõàé ïðè çàäàíîìó σ > 0 γσ � µ-âèìiðíà ìíîæèíà â A, mesµγσ = σ, σ≤ a,

i λ=λ(t) � âèìiðíà ôóíêöiÿ ç íîñi¹ì γσ. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðè äàíîìó p ∈ (0,∞)

λ ∈ ΩpΦ i Uγσ(x;λ) := xλ =Mλ
Φ(x). Çãiäíî ç (1.66)

Ûγσ(x;λ) = Φ(Uγσ (x;λ)) =

{
λ(t)x̂(t), t ∈ γσ;

0, t∈̄γσ,
x ∈ SpΦ. (1.67)

Ñàìå åëåìåíòè Uγσ(x;λ) i ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê íàáëèæàþ÷i àãðåãàòè äëÿ x ∈ SpΦ.

ßêùî ïðè öüîìó λ(t) ≡ 1 íà γσ, òîáòî ÿêùî λ(t) ñïiâïàäà¹ ç õàðàêòåðèñòè÷íîþ

ôóíêöi¹þ χγσ (t) ìíîæèíè γσ, òî ïîêëàäàþòü Uγσ(x;χγσ ) =: Uγσ(x).

Íåõàé Γσ = Γσ(A) � ìíîæèíà âñiõ âèìiðíèõ ïiäìíîæèí ç A, ìiðè ÿêèõ äîðiâ-

íþþòü σ. Êàæóòü, ùî ïðè äàíîìó p > 0 îïåðàòîð Φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Ap), ÿêùî

ôóíêöi¨ χγσ (t) äëÿ âñiõ ìíîæèí γσ ∈ Γσ íàëåæàòü äî ΩpΦ ïðè äîâiëüíèõ σ ∈ [0, a).

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî Φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Ap), òî âñi åëåìåíòè Uγσ(x) âèçíà÷åíi äëÿ

äîâiëüíèõ x ∈ SpΦ i íàëåæàòü äî SpΦ. Åëåìåíò Uγσ(x) íàçèâà¹òüñÿ çâóæåííÿì åëåìåíòà

x ðàíãó σ, åëåìåíò Uγσ(x;λ) � λ-çâóæåííÿì åëåìåíòà x ðàíãó σ.

Íåõàé p � äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî i x ∈ SpΦ. Òîäi âíàñëiäîê (1.62) i (1.67) ìà¹ìî

∥x− Uγσ(x;λ)∥pp,Φ = ∥ x̂(t) − Ûγσ(x;λ; t)∥pLp(A,dµ) =
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=

∫
γσ

|1− λ(t)|p| x̂(t)|p dµ+

∫
A\γσ

|x̂(t)|pdµ.

Çâiäñè âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.5.1 (Î. I. Ñòåïàíåöü [147]). Íåõàé p ∈ (0,∞), x ∈ SpΦ = SpΦ(X ;Y ),

γσ ∈ Γσ i îïåðàòîð Φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Ap). Òîäi

Eγσ(x)p,Φ := inf
λ∈ΩpΦ

∥x− Uγσ(x;λ)∥p,Φ = ∥x− Uγσ(x)∥p,Φ .

Ïðè öüîìó âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Eγσ(x)p,Φ = ∥x∥p
p,Φ

−
∫
γσ

|x̂(t)|pdµ. (1.68)

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî χγσ ∈ ΩpΦ, òî ñåðåä óñiõ åëåìåíòiâ Uγσ(x;λ), ÿêi ïîðîäæóþòüñÿ

ìóëüòèïëiêàòîðàìè Mλ
Φ i çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (1.67), íàéìåíøå âiäõèëÿ¹òüñÿ âiä

åëåìåíòà x çà Φ-íîðìîþ â ïðîñòîði SpΦ åëåìåíò Uγσ(x). Òîáòî, ñåðåä âñiõ λ-çâóæåíü

x äàíîãî ðàíãó σ íàéáëèæ÷èì äî x ¹ çâóæåííÿ ïðè λ(t) ≡ 1. Çðîçóìiëî, ùî öÿ

âëàñòèâiñòü ¹ àíàëîãîì ìiíiìàëüíî¨ âëàñòèâîñòi ñóì Ôóð'¹ â ïðîñòîðàõ L2.

Íåõàé Γ = {γσ}σ>0 � ñiì'ÿ âèìiðíèõ ïiäìíîæèí ç A, mesµγσ = σ, ÿêi âè÷åðïóþòü

ïðè σ → ∞ âñþ ìíîæèíó A, òîáòî òàêi, ÿêi ìàþòü òó âëàñòèâiñòü, ùî äîâiëüíà òî÷êà
t ∈ A ìiñòèòüñÿ ó âñiõ ìíîæèíàõ γσ ïðè âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ çíà÷åííÿõ σ i äëÿ

äîâiëüíîãî x ∈ SpΦ

lim
σ→∞

∫
γσ∈Γ

| x̂(t)|p dµ =

∫
A

| x̂(t)|p dµ. (1.69)

Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (1.68) i (1.69), áà÷èìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ SpΦ

lim
σ→∞
γσ∈Γ

Eγσ(x)p,Φ = 0. (1.70)

Îá'¹êòîì íàáëèæåííÿ ¹ êëàñè Ψ-iíòåãðàëiâ âñiõ åëåìåíòiâ, ùî íàëåæàòü îäèíè-

÷íié êóëi UpΦ ïðîñòîðó SpΦ. Ïîíÿòòÿ Ψ-iíòåãðàëó ââîäèòüñÿ òàêèì ÷èíîì [147]. Íåõàé

Ψ = Ψ(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç ΩΦ(X ), i MΨ
Φ � ìóëüòèïëiêàòîð îïåðàòîðà Φ, ÿêèé

ïîðîäæó¹òüñÿ öi¹þ ôóíêöi¹þ. Â òàêîìó âèïàäêó îáðàç xΨ åëåìåíòà x ïðè âiäîáðà-

æåííiMΨ
Φ íàçèâàþòü Ψ-iíòåãðàëîì åëåìåíòà x i çàïèñóþòüMΨ

Φ (x) = xΨ = J Ψx; ïðè

öüîìó x iíîäi çðó÷íî íàçèâàòè Ψ-ïîõiäíîþ äëÿ xΨ i çàïèñóâàòè x = DΨxΨ.
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Îòæå, ÿêùî xΨ ¹ Ψ-iíòåãðàëîì äëÿ x, òî ìàéæå ñêðiçü

x̂Ψ = Φ(J Ψx) = Ψ(t)x̂(t). (1.71)

ßêùî N � äåÿêà ïiäìíîæèíà ç X , òî ÷åðåç ΨN ïîçíà÷à¹òüñÿ ìíîæèíà Ψ-

iíòåãðàëiâ âñiõ òèõ x ∈ N, äëÿ ÿêèõ âîíè iñíóþòü. Çîêðåìà, ÿêùî UpΦ � îäèíè÷íà

êóëÿ â äåÿêîìó ïðîñòîði SpΦ,

UpΦ = {x : x ∈ SpΦ, ∥x∥p,Φ ≤ 1},

òî ΨUpΦ � ìíîæèíà Ψ-iíòåãðàëiâ âñiõ x ∈ UpΦ, äëÿ ÿêèõ öi iíòåãðàëè iñíóþòü.

Ñïiâñòàâëÿþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (1.71) i (1.66), áà÷èìî, ùî â ðîëi ôóíêöié Ψ, äëÿ

ÿêèõ îçíà÷åííÿ Ψ-iíòåãðàëà êîðåêòíå, ìîæíà áðàòè äîâiëüíó ôóíêöiþ ç ΩΦ(S
p
Φ). Â

òàêîìó âèïàäêó âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ ΨSpΦ ⊂ SpΦ.

Ìíîæèíè ΨUpΦ ¹ òèìè îá'¹êòàìè, äëÿ ÿêèõ áóäåìî ðîçãëÿäàòè òðàäèöiéíi çàäà÷i

òåîði¨ íàáëèæåíü.

1.5.3. Àïðîêñèìàòèâíi õàðàêòåðèñòèêè. Îäíèìè iç îñíîâíèõ àïðîêñèìàòèâíèõ

õàðàêòåðèñòèê ïðîñòîðiâ SpΦ ¹ âåëè÷èíè Eγσ(x)p , Eγσ(ΨU
q
Φ)p i Dσ(ΨU

q
Φ)p , ÿêi âèçíà-

÷àþòüñÿ â òàêèé ñïîñiá. Äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè γσ ∈ Γσ ïîêëàäàþòü

Eγσ(x)p,Φ = inf
λ∈ΩpΦ

∥x− Uγσ(x;λ)∥p,Φ x ∈ SpΦ, (1.72)

Eγσ(ΨU
q
Φ)p,Φ = sup

x∈ΨUqΦ
Eγσ(x)p,Φ , 0 < p, q <∞ (1.73)

i

Dσ(ΨU
q
Φ)p,Φ = inf

γσ∈Γσ
Eγσ(ΨU

q
Φ)p,Φ , 0 < p, q <∞. (1.74)

Ó âèïàäêó íàáëèæåííÿ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè âåëè-

÷èíi Eγσ(x)p,Φ âiäïîâiäà¹ íàéêðàùå íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ x çà äîïîìîãîþ ïîëiíîìiâ

ñòåïåíÿ σ; âåëè÷èíi Eγσ(ΨU
q
Φ)p,Φ � òî÷íà âåðõíÿ ìåæà íà çàäàíié ìíîæèíi ôóíêöié

òàêèõ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü. Âåëè÷èíà Dσ(ΨU
q
Φ)p,Φ íàãàäó¹ òðèãîíîìåòðè÷íèé ïî-

ïåðå÷íèê ïîðÿäêó σ ìíîæèíè ΨU qΦ.

Ðîçãëÿäàþòüñÿ òàêîæ íàñòóïíi õàðàêòåðèñòèêè, ÿêèì ó ïåðiîäè÷íîìó âèïàäêó

âiäïîâiäàþòü âåëè÷èíè, ïîâ'ÿçàíi ç íàéêðàùèì σ-÷ëåííèì íàáëèæåííÿì:

eσ(x)p,Φ = inf
γσ∈Γσ

Eγσ(x)p,Φ = inf
γσ∈Γσ

inf
λ∈ΩpΦ

∥x− Uγσ(x;λ)∥p,Φ , x ∈ SpΦ (1.75)

i

eσ(ΨU
q
Φ)p,Φ = sup

x∈ΨUqΦ
eσ(x)p,Φ , 0 < p, q <∞. (1.76)
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Äàëi, â íàøèõ ðîçãëÿäàõ îáìåæó¹ìîñü âèïàäêîì, êîëè âiäïîâiäíi õàðàêòåðèñòè÷íi

ôóíêöi¨ χγσ (·) íàëåæàòü äî Ω
p
Φ, òîáòî, êîëè îïåðàòîð Φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Ap). Òîäi

çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 1.5.1 íàéáiëüøèé iíòåðåñ âèêëèêàþòü âåëè÷èíè (1.72)�(1.76),

êîëè λ(t) = χγσ (t). Ó çâ'ÿçêó ç öèì ïîêëàäàþòü

Eγσ(x)p,Φ = ∥x− Uγσ(x)∥p,Φ , x ∈ SpΦ, (1.77)

Eγσ(ΨU
q
Φ)p,Φ = sup

x∈ΨUqΦ
Eγσ(x)p,Φ (1.78)

i

Dσ(ΨU
q
Φ)p,Φ = inf

γσ∈Γσ
Eγσ(ΨU

q
Φ)p. (1.79)

Àíàëîãi÷íî,

eσ(x)p,Φ = inf
γσ∈Γσ

∥x− Uγσ(x)∥p,Φ (1.80)

i

eσ(ΨU
q
Φ)p,Φ = sup

x∈ΨUqΦ
eσ(x)p,Φ . (1.81)

Ïðè p = q òî÷íi çíà÷åííÿ âåëè÷èí Eγσ(ΨU
q
Φ)p,Φ , Dσ(ΨU

q
Φ)p,Φ òà eσ(ΨU

q
Φ)p,Φ áóëè

îòðèìàíi Î. I. Ñòåïàíöåì â ðîáîòi [147]. À ñàìå, ìàþòü ìiñöå òàêi òâåðäæåííÿ 1.5.2

òà 1.5.3, â ÿêèõ ïðèïóñêà¹ìî, ùî X � äîâiëüíèé ëiíiéíèé ïðîñòið, A � áóäü-ÿêà

µ-âèìiðíà ïiäìíîæèíà ç (Rd,B, dµ), mesµA = a ∈ (0,∞], i Φ : X → Y (A, dµ) �
áóäü-ÿêèé îïåðàòîð, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Ap).

Òâåðäæåííÿ 1.5.2 (Î. I. Ñòåïàíåöü [147]). Íåõàé Ψ = Ψ(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç

ìíîæèíè Y (A, dµ), iñòîòíî îáìåæåíà íà A:

ess sup
t∈A

|Ψ(t)| <∞, (1.82)

äëÿ ÿêî¨ ó âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà A íåîáìåæåíà,

lim
|t|→∞

Ψ(t) = 0 (1.83)

Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ p ∈ (0,∞), σ ∈ (0, a) i áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè γσ ∈ Γσ ñïðàâäæóþ-

òüñÿ îöiíêè

Eγσ(ΨU
p
Φ)p,Φ ≤ Ψ̄γσ(0+), (1.84)

äå Ψ̄γσ(v) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨

Ψγσ(t) = (1− χγσ (t))|Ψ(t)| (1.85)
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i

Dσ(ΨU
p
Φ)p,Φ ≤ Ψ̄(σ + 0), (1.86)

äå Ψ̄(v) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |Ψ(t)|.
ßêùî, êðiì òîãî, ôóíêöi¨ χγσ (t) ïðè âñiõ γσ∈Γσ, σ∈(0, a), íàëåæàòü ìíîæèíi

E(Φ) çíà÷åíü îïåðàòîðà Φ, à ¨õ ïðîîáðàçè Uγσ ìàþòü Ψ-iíòåãðàëè, òî ñïiââiäíî-

øåííÿ (1.84) i (1.86) ¹ ðiâíîñòÿìè. Ïðè öüîìó â Γσ iñíó¹ ìíîæèíà γ∗σ, äëÿ ÿêî¨

âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

Eγ∗
σ
(ΨUpΦ)p,Φ = Dσ(ΨU

p
Φ)p,Φ = Ψ̄(σ + 0).

Çîêðåìà, â ðîëi γ∗σ ìîæíà âçÿòè áóäü-ÿêó âèìiðíó ïiäìíîæèíó ìíîæèíè {t ∈ A :

|Ψ(t)| ≥ Ψ̄(σ+0)}, mesµγ
∗
σ = σ, ÿêà ìiñòèòü ìíîæèíó {t ∈ A : |Ψ(t)| > Ψ̄(σ+0)}.

Òâåðäæåííÿ 1.5.3 (Î. I. Ñòåïàíåöü [147]). Íåõàé Ψ = Ψ(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç

Y (A, dµ), ñóòò¹âî îáìåæåíà íà A, äëÿ ÿêî¨ ó âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà A íåîáìåæå-

íà, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.83). Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ p ∈ (0,∞) òà σ ∈ (0, a) ìà¹ ìiñöå

ñïiââiäíîøåííÿ

epσ(ΨU
p
Φ)p,Φ ≤ sup

σ<l≤a
(l − σ)

(∫ l

0

dt

Ψ̄p(t)

)−1

, (1.87)

â ÿêîìó Ψ̄(v) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |Ψ(t)|. Òî÷íà âåðõíÿ ìåæà â (1.87)

äîñÿãà¹òüñÿ ïðè äåÿêîìó ñêií÷åííîìó çíà÷åííi l = l∗.

ßêùî æ, êðiì òîãî, ìíîæèíà E(Φ) çíà÷åíü îïåðàòîðà Φ çáiãà¹òüñÿ ç óñiì ïðî-

ñòîðîì Lp(A, dµ), òî ñïiââiäíîøåííÿ (1.87) ¹ ðiâíiñòþ.

Çàçíà÷èìî, ùî óìîâè (1.82) i (1.83) ãàðàíòóþòü òîé ôàêò, ùî äëÿ ôóíêöi¨ |Ψ(t)|
¨¨ ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó m|Ψ|(y),

m|Ψ|(y) = mesµEy, Ey = {t ∈ A : |Ψ(t)| ≥ y}, y ≥ 0,

íàáóâà¹ ïðè äîâiëüíîìó y > 0 ëèøå ñêií÷åííi çíà÷åííÿ ç ïðîìiæêó [0, a]. Òîìó çãiäíî

ç îçíà÷åííÿì ñïàäíî¨ ïåðåñòàíîâêè (äèâ. ïiäðîçäië 1.3.2) ôóíêöi¨ Ψ̄γσ(t) i Ψ̄(t) çàâæäè

âèçíà÷åíi.

1.5.4. Íàáëèæåííÿ öiëèìè ôóíêöiÿìè åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó. Ðîçãëÿíåìî

îêðåìî ïðèêëàä ðåàëiçàöi¨ íàâåäåíèõ âèùå ïîáóäîâ, â ÿêîìó ïðîñòîðè SpΦ íå ¹ ñåïà-

ðàáåëüíèìè [147]. Íåõàé Lp(Rd), 1 ≤ p < ∞, � ïðîñòið âñiõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì íà

Rd, d ≥ 1, ôóíêöié f(x) = f(x1, . . . , xd) òàêèõ, ùî

∥f∥
Lp(Rd)

=
(∫
Rd

|f(x)|pdx
)1/p

<∞. (1.88)
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Âiçüìåìî çà X òà Y ïðîñòið L2(Rd) i çàäàìî îïåðàòîð Φ ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'¹:

Φ(f) = f̂(t) = F(f ; t) = (2π)−
d
2

∫
Rd

f(x) e−itxdx, f ∈ L2(Rd).

Âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [129 (ãë. I)]), ùî îïåðàòîð F ¹ óíiòàðíèì íà L2(Rd). Îòæå,

Φ-íîðìà ∥f∥
2,Φ

åëåìåíòà f çáiãà¹òüñÿ ç éîãî íîðìîþ â ïðîñòîði L2(Rd):

∥f∥
2,Φ

= ∥f̂∥
L2(Rd)

=
(∫
Rd

|f̂(x)|2dx
)1/2

= ∥f∥
L2(Rd)

, (1.89)

i â öüîìó âèïàäêó ïðîñòið S2
Φ(L2(Rd), Rd, dx) çà ôîðìóëîþ (1.61) ìà¹ âèãëÿä S2

Φ =

{f : f ∈ L2(Rd)}, òîáòî S2
Φ = X = L2(Rd) = Y .

Ìíîæèíà Ω2 = Ω2(L2(Rd)) ¹ ìíîæèíîþ âñiõ âèìiðíèõ íà Rd ôóíêöié ω, äëÿ ÿêèõ

äîáóòîê ω(t)f̂(t) íàëåæèòü ïðîñòîðó L2(Rd) äëÿ áóäü-ÿêî¨ f ∈ L2(Rd).

Çðîçóìiëî, ùî ìíîæèíà Ω2 ìiñòèòü âñi ôóíêöi¨, iñòîòíî îáìåæåíi íà Rd. Çîêðåìà,

äî Ω2 íàëåæàòü iñòîòíî îáìåæåíi ôóíêöi¨ λσ = λσ(x), íîñiÿìè ÿêèõ ¹ îáìåæåíi ìíî-

æèíè γσ ëåáåãîâî¨ ìiðè σ > 0 (γσ ∈ Γσ) i îòæå, îïåðàòîð Φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (A2).

Òîìó äëÿ òàêèõ ôóíêöié λ i áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L2(Rd) ìîæíà âêàçàòè ôóíêöiþ

Uγσ(f ;λ), äëÿ ÿêî¨

Ûγσ(f ;λ;x) = F(Uγσ(f ;λ));x) =

{
λ(x)f̂(x), x ∈ γσ;

0, x ∈ γσ.
(1.90)

Ñàìå ôóíêöi¨ Uγσ(f ;λ) ðîçãëÿäàþòüñÿ â ðîëi àãðåãàòiâ íàáëèæåííÿ äëÿ ôóíêöié iç

ïðîñòîðiâ L2(Rd). ßêùî ïðè öüîìó λ(x) ≡ 1 íà γσ, òîáòî, ÿêùî λ(x) çáiãà¹òüñÿ ç õà-

ðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ χγσ (x) ìíîæèíè γσ, òî ïîêëàäàþòü Uγσ(f ;χγσ ) = Uγσ(f).

Ôóíêöi¨ Uγσ(f ;λ) ìàþòü âèãëÿä

Uγσ(f ;λ;x) = (2π)−
d
2

∫
Rd

λσ(t)f̂(t)e
itxdt = (2π)−

d
2

∫
Rd

f(z)λ̌σ(x− z)dz, (1.91)

äå

λ̌σ(v) = F−1(λσ;v) = (2π)−
d
2

∫
Rd

λσ(t)e
ivtdt

(äèâ., íàïðèêëàä, [4 (ãë. III, ï.61)]). Òàêîæ âiäîìî, ùî â òàêîìó âèïàäêó ôóíêöi¨

Uγσ(f ;λ;x) ¹ öiëèìè ôóíêöiÿìè åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó (äèâ., íàïðèêëàä, [4 (ãë. V)].

Ïîíÿòòÿ ψ-iíòåãðàëó ââîäèòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì [147]. Íåõàé ψ = ψ(x) � äåÿêà

ôóíêöiÿ iç ìíîæèíè Ω2 i f ∈ L2(Rd). Òîäi ψ-iíòåãðàëîì f íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ
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fψ = J f iç L2(Rd), äëÿ ÿêî¨

f̂ψ(x) = F(fψ;x) = ψ(x)f̂(x). (1.92)

Çàçíà÷èìî, ùî êîëè ψ ∈ L2(Rd), òî fψ ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

fψ(x) = J ψf(x) = (2π)−
d
2

∫
Rd

f(z)ψ̌(x− z)dz, ψ̌(v) = (2π)−
d
2

∫
Rd

ψ(t)eivtdt.

Ìíîæèíó ψ-iíòåãðàëiâ âñiõ ôóíêöié ç îäèíè÷íî¨ êóëi U2(Rd) = {φ : ∥φ∥L2(Rd) ≤ 1}
ïðîñòîðó L2(Rd) ïîçíà÷èìî ÷åðåç ψU2.

Â ïðèéíÿòèõ ïîçíà÷åííÿõ ìà¹ ìiñöå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.5.2′ (Î. I. Ñòåïàíåöü [147]). Íåõàé ψ(x) � áóäü-ÿêà íåâiä'¹ìíà iñòî-

òíî îáìåæåíà íà Rd ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨

lim
|x|→∞

|ψ(x)| = 0. (1.93)

Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè γσ ∈ Γσ ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Eγσ(ψU2)2 := sup
f∈ψU2

∥f − Uγσ(f)∥L2(Rd)
= ψ̄γσ(0+), (1.94)

äå ψ̄γσ(v) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨

ψγσ(x) := (1− χγσ (x))ψ(x), x ∈ Rd, (1.95)

i

Dσ(ψU2)2 := inf
γσ∈Γσ

Eγσ(ψU2)2 = ψ̄(σ+), (1.96)

äå ψ̄ � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |ψ(t)|. Ïðè öüîìó â Γσ iñíó¹ ìíîæèíà γ∗σ, äëÿ

ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

Eγ∗
σ
(ψU2)2 = Dσ(ψU2)2 = ψ̄(σ+).

Çîêðåìà, â ðîëi γ∗σ ìîæíà âçÿòè áóäü-ÿêó âèìiðíó ïiäìíîæèíó ìíîæèíè {t ∈ A :

|ψ(t)| ≥ ψ̄(σ+)}, mesµγ
∗
σ = σ, ÿêà ìiñòèòü ìíîæèíó {t ∈ A : |ψ(t)| > ψ̄(σ + 0)}.

Òâåðäæåííÿ 1.5.3′ (Î. I. Ñòåïàíåöü [147]). Íåõàé ψ(x) � áóäü-ÿêà íåâiä'¹ìíà iñòî-

òíî îáìåæåíà íà Rd ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1.93). Òîäi ïðè êîæíîìó

σ > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

e2σ(ψU2)2 := sup
f∈ψU2

inf
γσ∈Γσ

E 2
γσ(f)2 = sup

s>σ
(s− σ)

( s∫
0

ψ̄ −2(t) dt
)−1

, (1.97)

äå ψ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ ψ(x). Ïðè öüîìó òî÷íà âåðõíÿ ìåæà â ïðàâié

÷àñòèíi (2.127) äîñÿãà¹òüñÿ ïðè äåÿêîìó ñêií÷åííîìó çíà÷åííi s = s∗.
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1.6 Ïðîñòîðè ïîñëiäîâíîñòåé

Íåõàé lp, 0 < p ≤ ∞, ïðîñòið âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé x = {xk}∞k=1 äiéñíèõ ÷èñåë çi

ñòàíäàðòíîþ íîðìîþ (êâàçi-íîðìîþ)

∥x∥
lp
=
( ∞∑
k=1

|xk|p
)1/p

, 0 < p <∞, (1.98)

i

∥x∥
l∞

= sup
k∈N

|xk|. (1.99)

Ïðîñòîðè lp âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü â ìàòåìàòèöi òà òåîði¨ ôóíêöié çîêðåìà. �õ

âëàñòèâîñòi âèâ÷àëèñÿ i ïðîäîâæóþòü âèâ÷àòèñÿ áàãàòüìà â÷åíèìè. Îäíàê ç ÷àñîì

âèíèêëà ïîòðåáà óçàãàëüíåííÿ öèõ ïðîñòîðiâ. Öi óçàãàëüíåííÿ ïðîâîäèëèñÿ â ðiçíèõ

íàïðÿìêàõ. Ïðèêëàäè òàêèõ ïðîñòîðiâ, äåÿêi ¨õ âëàñòèâîñòi òà àïðîêñèìàòèâíi õàðà-

êòåðèñòèêè ðîçãëÿäàþòüñÿ â äàíîìó ïiäðîçäiëi.

1.6.1. Ïðîñòîðè çi çìiííèì ïîêàçíèêîì ïiäñóìîâóâàííÿ. Íåõàé p = {pk}∞k=1

� äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

1 ≤ pk ≤ K, k = 1, 2, . . . , (1.100)

äå K � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà. ×åðåç lp ïîçíà÷èìî ïðîñòið âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé x =

{xk}∞k=1 äiéñíèõ ÷èñåë çi ñêií÷åíîþ íîðìîþ Ëþêñåìáóðãà

∥x∥lp := inf
{
α > 0 :

∞∑
k=1

∣∣∣xk
α

∣∣∣pk ≤ 1
}
. (1.101)

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíiñòü p ¹ ñòàëîþ: pk = p, 0 < p < ∞,

k ∈ N, ïðîñòîðè lp ñïiâïàäàþòü çi çâè÷àéíèìè ïðîñòîðàìè lp. ßêùî æ p = {pk}∞k=1

� äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (1.100), òî ÿê çàçíà÷åíî â

[54, ëåìà 2.6], ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

lp =
{
x = {xk}∞k=1 :

∞∑
k=1

|xk|pk <∞
}
, (1.102)

Ïðîñòîðè lp âïåðøå ç'ÿâèëèñÿ â ëiòåðàòóði ùå â 1931 â ñòàòòi Â. Îðëi÷à [99]. Â

öié ðîáîòi àâòîð îòðèìàâ òàêå òâåðäæåííÿ:
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Òâåðäæåííÿ 1.6.1 (Â. Îðëi÷ [99]). Íåõàé x = {xk}∞k=1, y = {yk}∞k=1 òà p = {pk}∞k=1

� ïîñëiäîâíîñòi äiéñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî pk > 1, k ∈ N, i
∞∑
k=1

|xk|pk <∞.

Òîäi äëÿ çáiæíîñòi ðÿäó
∑∞

k=1 xkyk íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùî äëÿ äåÿêîãî ÷èñëà λ,

0 < λ < 1, çáiãàâñÿ ðÿä
∞∑
k=1

|λyk|p
′
k ,

1

pk
+

1

p′k
= 1.

Äàíèé ðåçóëüòàò ¹ íåðiâíiñòþ òèïó Ãåëüäåðà â ïðîñòîði lp . Â öié æå ðîáîòi Â. Îð-

ëi÷ òàêîæ ðîçãëÿíóâ ôóíêöiîíàëüíi ïðîñòîðè Ëåáåãà Lp(x) çi çìiííèì ïîêàçíèêîì

ñóìîâíîñòi íà äiéñíié ïðÿìié, i îäåðæàâ àíàëîãi÷íó íåðiâíiñòü òèïó Ãåëüäåðà ó öèõ

ïðîñòîðàõ.

Çàçíà÷åíà ðîáîòà Â. Îðëi÷à ïîêëàëà ïî÷àòîê öiëié òåîði¨ òàê çâàíèõ ïðîñòîðiâ

çi çìiííèì ïîêàçíèêîì. Äàíà òåîðiÿ ïî÷àëà ðîçðîáëÿòèñÿ áàãàòüìà ìàòåìàòèêàìè

â ðiçíèõ íàïðÿìàõ. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè çíàéøëè ñâî¹ çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ ïðóæíî-

ñòi, ìåõàíiöi, òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, âàðiàöiéíîìó ÷èñëåííi (äèâ., íàïðè-

êëàä, [118, 49, 50, 124]).

Ïðîñòîðè lp äîñëiäæóâàëèñü â ðîáîòàõ [54, 93, 94, 95]. Çîêðåìà, â ðîáîòi [93] áóëè

çíàéäåíi êðèòåði¨ åêâiâàëåíòíîñòi íîðì â ïðîñòîðàõ lp i lq òà óìîâè îáìåæåííîñòi

îïåðàòîðiâ çñóâó. Â ðîáîòi [95] îòðèìàíî óìîâè âêëàäåííÿ äëÿ ïðîñòîðiâ lp, à â ðîáîòi

[94] âèâ÷åíî âëàñòèâîñòi ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà òà îïåðàòîðà óñåðåäíåííÿ â öèõ

ïðîñòîðàõ.

1.6.2. Äèñêðåòíi ïðîñòîðè Îðëi÷à. Íåõàé M(t), t ≥ 0, � äîâiëüíà ôóíêöiÿ Îð-

ëi÷à, òîáòî, íåñïàäíà îïóêëà ôóíêöiÿ òàêà, ùî M(0) = 0 i M(t) → ∞ ïðè t → ∞.

Äèñêðåòíèì ïðîñòîðîì Îðëi÷à lM [101], ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ôóíêöi¹þ M(t), íàçè-

âàþòü ëiíiéíèé ïðîñòið âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé x = {xk}∞k=1 äiéñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî∑
kM(|xk|) <∞. Íàäiëåíèé íîðìîþ

∥x∥lM := inf
{
α > 0 :

∞∑
k=1

M(|xk|/α) ≤ 1
}

(1.103)

öåé ïðîñòið ¹ áàíàõîâèì.

Êàæóòü, ùî ôóíêöiÿ Îðëi÷à M(t) çàäîâîëüíÿ¹ ∆2-óìîâó, ÿêùî ïðè âñiõ t ≥ 0

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü M(2t) ≤ KM(t), äå K > 0 � äåÿêà ñòàëà.
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Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè M(t) = tp, p ≥ 1, ïðîñòîðè lM çáiãàþòüñÿ çi çâè-

÷àéíèìè ïðîñòîðàìè lp. ßêùî æ ôóíêöiÿM(t) çàäîâîëüíÿ¹∆2-óìîâó, òî âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü (äèâ, íàïðèêëàä, [74 (ãë. IV)]):

lM =
{
x = {xk}∞k=1 :

∞∑
k=1

M(|xk|/α) <∞ ∀α > 0
}
, (1.104)

à ñèñòåìà âåêòîðiâ (ei)
∞
i=1 (äå ei = {eik}∞k=1, eik = 0 ïðè k ̸= i i eii = 1) ¹ áàçèñîì â

öüîìó ïðîñòîði.

Â 1932 ðîöi Â. Îðëi÷ [100] ðîçãëÿíóâ ïðîñòîðè LM âèìiðíèõ íà äiéñíié îñi ôóíêöié

f òàêèõ, ùî
∫
M(|f(t)|) dt < ∞ i âñòàíîâèâ íèçêó âëàñòèâîñòåé òàêèõ ïðîñòîðiâ çà

óìîâè, ùî ôóíêöiÿ M çàäîâîëüíÿ¹ ∆2-óìîâó. Ïiçíiøå áóëè ââåäåíi ïðîñòîðè Îðëi÷à

ôóíêöié îçíà÷åíèõ íà ìíîæèíàõ íåñêií÷åííî¨ ìiðè, à òàêîæ íà ìíîæèíàõ ç íåíåïå-

ðåðâíîþ ìiðîþ (äèâ., íàïðèêëàä, ìîíîãðàôi¨ [57 (ãë. IV), 76 (ãë. II)]). Â ÷àñòêîâîìó

âèïàäêó, êîëè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ìiðè ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê, êîæíà ç

ÿêèõ ìà¹ îäèíè÷íó ìiðó, ïðîñòîðè LM ¹ äèñêðåòíèìè ïðîñòîðàìè Îðëi÷à lM . Ïðîñòî-

ðè lM áóëè ââåäåíi Â. Îðëi÷åì â ðîáîòi [101] i âèâ÷àëèñÿ â ðîáîòàõ áàãàòüîõ àâòîðiâ

(äèâ., íàïðèêëàä, [35, 36, 37, 73, 74, 53, 1]).

1.6.3. Àïðîêñèìàòèâíi õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòîðiâ Spφ. Â öüîìó ïiäðîçäiëi íàâå-

äåíî îãëÿä äåÿêèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ ïðîñòîðiâ Spφ, îçíà÷åíèõ â ïðèêëàäi 1 ïiäðîçäiëó

1.5. Îá'¹êòàìè íàáëèæåíü â öèõ ïðîñòîðàõ ¹ êëàñè ψ-iíòåãðàëiâ âñiõ åëåìåíòiâ, ÿêi

íàëåæàòü îäèíè÷íèì êóëÿì Upφ öèõ ïðîñòîðiâ. Ïîíÿòòÿ ψ-iíòåãðàëà â Spφ ââîäèòüñÿ

òàêèì ÷èíîì [144 (ãë. IX)].

Íåõàé ψ = {ψk}∞k=1 � äoâiëüía ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èceë i f � äåÿêèé

åëåìåíò ïðîñòîðó Spφ, ôîðìàëüíèé pÿä Ôóp'¹ çà ñèñòåìîþ φ ÿêoão ìà¹ âèãëÿä

S[f ]φ =

∞∑
k=1

f̂φ(k)φk. (1.105)

ßêùî â ïðîñòîði X iñíó¹ åëåìåíò F , äëÿ ÿêoão

S[F ]φ =

∞∑
k=1

ψkf̂φ(k)φk,

òoáòo, êoëè F̂φ(k) = ψkf̂φ(k), k ∈ N, òo åëåìåíò F íàçèâàþòü ψ-iíòeãpaëoì åëåìåíòa

f i çàïèñóþòü F = J ψf . ßêùîN� äeÿêa ïiäìíoæèía ç X , òo ìíoæèíó ψ-iíòeãpaëiâ

âcix åëåìåíòiâ çN ïîçíà÷àþòü ÷epeç ψN. Çoêpeìa, ψSpφ � ìíoæèía ψ-iíòeãpaëiâ âñiõ

åëåìåíòiâ, ùo íaëeæaòü äo Spφ.
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Íåõàé Upφ � oäèíè÷íà êóëÿ â ïpocòopi Spφ:

Upφ := {f ∈ Spφ : ∥f∥p,φ ≤ 1}.

Toäi ψUpφ � ìíoæèía ψ-iíòeãpaëiâ âcix åëåìåíòiâ ç Upφ. Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî êîëè

ïðîñòið Spφ ¹ ïîâíèì, i ïðè öüîìó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

ψk ̸= 0 ∀k ∈ N, (1.106)

òî

ψUpφ =
{
f ∈ Spφ :

∞∑
k=1

∣∣∣ f̂φ(k)
ψk

∣∣∣p ≤ 1
}
,

òîáòî, ìíîæèíà ψUpφ ¹ p-åëiïñî¨äîì â ïðîñòîði Spφ, ïiâîñi ÿêîãî äîðiâíþþòü |ψk|.
Íåõàé, äàëi, n ∈ N, γn � äîâiëüíèé íàáið iç n íàòóðàëüíèõ ÷èñåë i

Pγn =
∑
k∈γn

αkφk,

äå αk �äåÿêi êîìïëåêñíi ÷èñëà.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi âåëè÷èíè

σn(f)p,φ := inf
αk,γn

∥f − Pγn∥p,φ , f ∈ Spφ,

σn(N)p,φ := sup
f∈N

σn(f)p,φ , N ⊂ Spφ,

òà

Dn(N)p,φ := inf
γn

sup
f∈N

inf
αk

∥f − Pγn∥p,φ .

Âåëè÷èíè σn(f)p,φ òà σn(N)p,φ íàçèâàþòüñÿ íàéêðàùèì n-÷ëåííèì íàáëèæåííÿì â

ïðîñòîði Spφ, âiäïîâiäíî, åëåìåíòà f ∈ Spφ òà ìíîæèíè N ⊂ Spφ. Âåëè÷èíó Dn(N)p,φ

íàçèâàþòü áàçèñíèì ïîïåðå÷íèêîì ìíîæèíè N â ïðîñòîði Spφ.

Ó âèïàäêó, êîëè N = ψU qφ, òî÷íi çíà÷åííÿ âåëè÷èí en(N)p,φ òà Dn(N)p,φ ïðè âñiõ

0<p, q<∞ áóëè çíàéäåíi Î. I. Ñòåïàíöåì â ðîáîòàõ [141, 142, 148, 144 (ãë.XI)]. Öi

çíà÷åííÿ äàþòü íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.6.2 (Î. I. Ñòåïàíåöü [144 (ãë.XI)]). Íåõàé ψ = {ψk}∞k=1 � ôiêñîâà-

íà ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (1.106) òà

lim
k→∞

ψk = 0, (1.107)
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p i q � äîâiëüíi ÷èñëà òàêi, ùî 0 < q ≤ p < ∞. Òîäi ïðè áóäü-ÿêîìó n ∈ N ñïðàâ-

äæóþòüñÿ ðiâíîñòi

Dn(ψU
q
φ)p,φ = ψ̄n+1 (1.108)

òà

σpn(ψ U
q
φ)p,φ = sup

l>n
(l − n)

( l∑
k=1

ψ̄−q
k

)− p
q

= (l∗ − n)
( l∗∑
k=1

ψ̄−q
k

)− p
q

, (1.109)

äå ψ̄ = {ψ̄k}∞k=1 � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ïîñëiäîâíîñòi {|ψk|}∞k=1, à l
∗ � äåÿêå íàòó-

ðàëüíå ÷èñëî.

Òâåðäæåííÿ 1.6.3 (Î. I. Ñòåïàíåöü [144 (ãë.XI)]). Íåõàé ÷èñëà p i q òàêi, ùî 0 <

p < q <∞, ψ = {ψk}∞k=1 � ôiêñîâàíà ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, äëÿ ÿêî¨

∥ψ∥l pq
q−p

=
( ∞∑
k=1

|ψk|
pq
q−p

) q−p
pq

<∞. (1.110)

i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.106) Òîäi ïðè êîæíîìó n ∈ N ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

Dn(ψ U
q
φ)p,φ =

( ∞∑
k=n+1

ψ̄
p q
q−p
k

) q−p
p q

(1.111)

òà

σn(ψ U
q
φ)p,φ =

[
(l∗ − n)

q
q−p
( l∗∑
k=1

ψ̄−q
k

) p
q−p +

∞∑
k=l∗+1

ψ̄
pq
q−p
k

] q−p
pq

, (1.112)

äå ψ̄ = {ψ̄k}∞k=1 � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ïîñëiäîâíîñòi {|ψk|}∞k=1, à ÷èñëî l∗ âèáðàíå

ç óìîâè

ψ̄−q
l∗ ≤ 1

l∗ − n

l∗∑
k=1

ψ̄−q
k < ψ̄−q

l∗+1. (1.113)

Òàêå ÷èñëî l∗ çàâæäè iñíó¹ i ¹äèíå.

Çàóâàæèìî, ùî óìîâè (1.107) òà (1.110) çàáåçïå÷óþòü ó âiäïîâiäíèõ âèïàäêàõ

âêëàäåííÿ ψU qφ ⊂ Spφ. Ïðè öüîìó ó âèïàäêó, êîëè 0 < p < q, óìîâà (1.110) ¹ íå òiëüêè

äîñòàòíüîþ äëÿ òàêîãî âêëàäåííÿ, àëå é íåîáõiäíîþ.

ßê âæå çàçíà÷àëîñÿ, ðîçãëÿíóòi â ïiäðîçäiëi 1.2 ïðîñòîðè Sp = Sp(Td) ¹ ÷àñòèí-
íèì âèïàäêîì ïðîñòîðiâ Spφ. Ïðè öüîìó êëàñè Fψ

q,r ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìíîæèíè

ψ-iíòåãðàëiâ ôóíêöié ç îäèíè÷íèõ êóëü ïðîñòîðiâ Sq, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ äåÿêèìè ñõiä-

÷àñòèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè ψ. Òîìó òâåðäæåííÿ 1.2.4 òà 1.2.5 ïðî òî÷íi çíà÷åííÿ âåëè-

÷èí σn(Fψ
q,r)Sp òà Dn(Fψ

q,r)Sp , âèïëèâàþòü ç íàâåäåíèõ ó äàíîìó ïiäðîçäiëi òâåðäæåíü

äëÿ ïðîñòîðiâ Spφ.
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1.6.4. Àïðîêñèìàòèâíi õàðàêòåðèñòèêè äiàãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ â ïðîñòî-

ðàõ lp. Âèáåðåìî â ðîëi X ìíîæèíó âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé x = {xk}∞k=1 äiéñíèõ ÷èñåë,

äëÿ ÿêèõ îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð îçíà÷àþòüñÿ ñòàíäàðòíèì ñïîñî-

áîì, â ðîëi ñèñòåìè φ � ñèñòåìó âåêòîðiâ (ek)
∞
k=1 (äå ek = {eki}∞i=1, eki = 0 ïðè k ̸= i

i ekk = 1) i ïîáóäó¹ìî ïðè äîâiëüíîìó p ∈ (0,∞) çà ñõåìîþ, âèêëàäåíîþ â ïðèêëàäi

1 ïiäðîçäiëó 1.5, ïðîñòîðè Spφ = Spe . Êîæíîìó åëåìåíòó x ∈ X ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiä-

íiñòü ñèñòåìà ÷èñåë x̂(k) = (x, ek) = xk, k = 1, 2, . . ., i ïðè ôiêñîâàíîìó p ∈ (0,∞)

îçíà÷àþòüñÿ ïðîñòîðè Spe :

Spe = Spe (X ) =
{
x ∈ X :

∞∑
k=1

|xk|p <∞
}
.

Ïðè öüîìó φ-íîðìà åëåìåíòà x ∈ Spe ìà¹ âèãëÿä

∥x∥p, e =
( ∞∑
k=1

|xk|p
) 1
p

.

Áà÷èìî, ùî Spe çáiãàþòüñÿ ç îçíà÷åíèìè âèùå ïðîñòîðàìè lp, 0 < p <∞.

Äëÿ çðó÷íîñòi ñôîðìóëþ¹ìî àíàëîãè òâåðäæåíü 1.6.2 òà 1.6.3 ó ïðîñòîðàõ lp.

Íåõàé p òà q � äîâiëüíi äîäàòíi ÷èñëà, 0 < p, q <∞, lp òà lq ïðîñòîðè ïîñëiäîâíî-

ñòåé çi ñêií÷åíèìè íîðìàìè (êâàçi-íîðìàìè), ÿêi îçíà÷àþòüñÿ çãiäíî ç (1.98). ×åðåç

B lq ïîçíà÷èìî îäèíè÷íó êóëþ ïðîñòîðó lq.

Íåõàé, äàëi, λ = {λk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ÿêi çàäîâîëü-

íÿþòü óìîâó

lim
k→∞

λk = 0, (1.114)

i íåõàé

T : x = {xk}∞k=1 → Tx = {λkxk}∞k=1 (1.115)

� äiàãîíàëüíèé îïåðàòîð, âèçíà÷åíèé íà ïðîñòîði lp.

Çàçíà÷èìî, ùî êîëè 0 < q ≤ p i ïîñëiäîâíiñòü λ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1.114), òî äëÿ

äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ B lq îáðàç Tx ìiñòèòüñÿ â ïðîñòîði lp. ßêùî æ 0 < p < q,

òî âêëþ÷åííÿ Tx ∈ lp âíàñëiäîê íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà ãàðàíòó¹ óìîâà

∥λ∥l pq
q−p

=
( ∞∑
k=1

λ
pq
q−p
k

) q−p
pq <∞. (1.116)

Íåõàé, äàëi, n ∈ N i Pγn =
∑

k∈γn αkek � äîâiëüíi n-÷ëåííi ïîëiíîìè çà ñèñòåìîþ

(ek)
∞
k=1, αk �äîâiëüíi êîìïëåêñíi ÷èñëà.



58

Ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíè

Dn(T : lq → lp) := inf
γn

sup
x∈Blq

inf
αk

∥Tx− Pγn∥lp . (1.117)

i

σn(T : lq → lp) := sup
x∈Blq

σn(Tx)lp = sup
x∈Blq

inf
ai,γn

∥Tx− Pγn∥lp (1.118)

çà óìîâ, ùî ãàðàíòóþòü íàëåæíiñòü îáðàçiâ Tx åëåìåíòiâ x ∈ B lq ïðîñòîðàì lp.

Â ïðèéíÿòèõ ïîçíà÷åííÿõ ìàþòü ìiñöå òàêi òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 1.6.2′ (Î. I. Ñòåïàíåöü [144 (ãë.XI)]). Íåõàé 0 < q ≤ p < ∞,

λ = {λk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

(1.114). Òîäi ïðè áóäü-ÿêîìó n ∈ N ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

Dn(T : lq → lp) = λ̄n+1 (1.119)

òà

σpn(T : lq → lp) = sup
l>n

(l − n)
( l∑
k=1

λ̄−qk

)− p
q

= (l∗ − n)
( l∗∑
k=1

λ̄−qk

)− p
q

, (1.120)

äå λ̄ = {λ̄k}∞k=1 � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ïîñëiäîâíîñòi {λk}∞k=1, à l
∗ � äåÿêå íàòó-

ðàëüíå ÷èñëî.

Òâåðäæåííÿ 1.6.3′ (Î. I. Ñòåïàíåöü [144 (ãë.XI)]). Íåõàé 0 < p < q < ∞,

λ = {λk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

(1.116). Òîäi ïðè êîæíîìó n ∈ N ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíîñòi

Dn(T : lq → lp) =
( ∞∑
k=n+1

λ̄
p q
q−p
k

) q−p
p q

(1.121)

òà

σn(T : lq → lp) =
[
(l∗ − n)

q
q−p
( l∗∑
k=1

λ̄−qk
) p
q−p +

∞∑
k=l∗+1

λ̄
pq
q−p
k

] q−p
pq

, (1.122)

äå λ̄ = {λ̄k}∞k=1 � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ïîñëiäîâíîñòi {λk}∞k=1, à ÷èñëî l∗ âèáðàíå ç

óìîâè

λ̄−ql∗ ≤ 1

l∗ − n

l∗∑
k=1

λ̄−qk < λ̄−ql∗+1. (1.123)

Òàêå ÷èñëî l∗ çàâæäè iñíó¹ i ¹äèíå.

Çàçíà÷èìî, ùî ó ïðîñòîðàõ ldp ñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé òî÷íi çíà÷åííÿ âåëè÷èí

σn(T : ldq → ldp) ïðè âñiõ 0 < p, q ≤ ∞ îòðèìàíi â ðîáîòi [31].
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Ñôîðìóëþ¹ìî òàêîæ òâåðäæåííÿ, ÿêå äà¹ òî÷íi çíà÷åííÿ ïîïåðå÷íèêiâ çà Êîë-

ìîãîðîâèì dn(T : lp → lp) ìíîæèí îáðàçiâ ïîñëiäîâíîñòåé ç îäèíè÷íî¨ êóëi B lp ïiä

äi¹þ äiàãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ â ïðîñòîðàõ lp.

Íåõàé X òà Y � ëiíiéíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè, BX � çàìêíåíà îäèíè÷íà êóëÿ

ïðîñòîðó X i T : X → Y � îáìåæåíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð. Âåëè÷èíó

dn(T : X → Y ) := dn(T (BX);Y ) = inf
Fn∈Fn

sup
x∈BX

inf
u∈Fn

∥Tx− u∥
Y
, (1.124)

äå Fn � ìíîæèíà âñiõ ïiäïðîñòîðiâ ïðîñòîðó Y ðîçìiðíîñòi íå âèùå n ∈ N, íàçèâàþòü
ïîïåðå÷íèêîì çà Êîëìîãîðîâèì ìíîæèíè T (BX) â ïðîñòîði Y .

Êîíñòðóêöi¨ àïðîêñèìàòèâíèõ àãðåãàòiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ôîðìóëþâàí-

íÿ öüîãî ðåçóëüòàòó, âèçíà÷àþòüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè ε(λ), gn(λ)

òà δ(λ), îçíà÷åííÿ ÿêèõ íàâåäåíî íèæ÷å [144 (ãë. XI)].

Íåõàé λ = {λk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿ-

þòü óìîâó (1.114). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ε(λ) = ε1, ε2, . . . ïîñëiäîâíiñòü âñiõ çíà÷åíü âå-

ëè÷èí λk, âïîðÿäêîâàíó çà ñïàäàííÿì, ÷åðåç g(λ) = g1, g2, . . . � ñèñòåìó ìíîæèí

gn = gn(λ) = {k ∈ N : λk ≥ εn}, à ÷åðåç δ(λ) = δ1, δ2, . . . � ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë

δn = |gn|, äå |gn| � êiëüêiñòü ÷èñåë k ∈ N, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â ìíîæèíi gn.
Âðàõîâóþ÷è óìîâó (1.114), ïîñëiäîâíîñòi ε(λ) òà g(λ) ìîæíà îçíà÷èòè íàñòóïíèìè

ñïiââiäíîøåííÿìè:

ε1 = sup
k∈N

λk, g1 = {k ∈ N : λk = ε1},

εn = sup
k∈̄gn−1

λk, gn = gn−1 ∪ {k ∈ N : λk = εn}.
(1.125)

Çà òàêîãî îçíà÷åííÿ êîæíå ÷èñëî n∗ ∈ N íàëåæèòü óñiì ìíîæèíàì gn(λ) ç äîñòàòíüî

âåëèêèìè íîìåðàìè n i limk→∞ δk = ∞. ×åðåç g0 = g0(λ) ïîçíà÷àþòü ïîðîæíþ

ìíîæèíó i ââàæàþòü, ùî δ0 = 0.

Òâåðäæåííÿ 1.6.4 (Î. I. Ñòåïàíåöü [144 (ãë.XI)]). Íåõàé λ = {λk}∞k=1 � äîâiëüíà

ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (1.114). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî

n ∈ N òà áóäü-ÿêîãî p > 0 ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

dδn−1
(T : lp → lp) = dδn−1+1(T : lp → lp) = . . . = dδn−1(T : lp → lp) = εn, (1.126)

â ÿêèõ δs i εs, s = 1, 2, . . . , � åëåìåíòè õàðàêòåðèñòè÷íèõ ïîñëiäîâíîñòåé δ(λ) òà

ε(λ) ïîñëiäîâíîñòi λ, à δ0 = 0.

Çàçíà÷èìî, ùî êîëè λ̄ = {λ̄k}∞k=1 � íåçðîñòàþ÷à ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë λk, k =

1, 2, . . ., òî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

λ̄k = εn ∀k ∈ (δn−1, δn], n = 1, 2, . . .
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Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî äëÿ ïðîñòîðiâ ldp òâåðäæåííÿ, àíàëîãi÷íå äî òâåðäæåííÿ

1.6.4, âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.1 ìîíîãðàôi¨ [102 (ãë. VI)].

1.7 Êëàñè ψ̄-äèôåðåíöiéîâíèõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóí-

êöié

Íåõàé L = L1(T1) = L1[−π, π] � ïðîñòið iíòåãðîâíèõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, f ∈ L

i

S[f ] =
a0
2

+

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) =

∞∑
k=0

Ak(f ;x) (1.127)

� ðÿä Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f . Íåõàé, äàëi, ψ̄ = (ψ1, ψ2) � ïàðà äîâiëüíèõ ÷èñëîâèõ ïîñëi-

äîâíîñòåé òàêèõ, ùî ψ2(k) = ψ2
1(k) + ψ2

2(k) ̸= 0, k ∈ N. ßêùî ðÿä
∞∑
k=1

(
ψ1(k)

ψ2(k)
Ak(f ; x)−

ψ2(k)

ψ2(k)
Ãk(f ;x)

)
, (1.128)

äå Ãk(f ;x) = ak sin kx−bk cos kx, ¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ L, òî φ íàçèâàþòü

ψ̄-ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f i çàïèñóþòü φ(·) = Dψ̄(f ; ·) = f ψ̄(·). Ïiäìíîæèíó âñiõ ôóíêöié
f ∈ L, ó ÿêèõ iñíóþòü ψ̄-ïîõiäíi, ïîçíà÷àþòü ÷åðåç Lψ̄. Ïðè öüîìó ÿêùî ôóíêöiÿ

f ∈ Lψ̄, à f ψ̄ ∈ N, òî ïèøóòü f ∈ Lψ̄N. Òàêîæ ïîêëàäàþòü C ψ̄ = Lψ̄ ∩ C, äå

C = C[−π, π] � ïðîñòið âñiõ íåïåðåðâíèõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié.

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè

ψ1(k) = k−r cos
rπ

2
, ψ2(k) = k−r sin

rπ

2
, r > 0,

ψ̄-ïîõiäíà çáiãà¹òüñÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ â ñåíñi Âåéëÿ, ÿêà, â ñâîþ ÷åðãó, ïðè íà-

òóðàëüíèõ çíà÷åííÿõ r ¹ çâè÷àéíîþ ïîõiäíîþ ïîðÿäêó r.

Ïîðÿä ç ìíîæèíîþ Lψ̄ áóäåìî òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòè ìíîæèíè Lψ
β̄
, ÿêi îçíà-

÷àþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé f ∈ L i ðÿä (1.127) � ¨¨ ðÿä Ôóð'¹. Íåõàé, äàëi,

ψ = ψ(k) i β̄ = βk � äîâiëüíi ôiêñîâàíi ïîñëiäîâíîñòi äiéñíèõ ÷èñåë. ßêùî ðÿä

∞∑
k=1

1

ψ(k)
(ak cos(kx+ βk

π

2
)+ bk sin(kx+ βk

π

2
)) =

∞∑
k=1

cos βk
π
2

ψ(k)
Ak(f ;x)−

sin βk
π
2

ψ(k)
Ãk(f ;x)

¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ ñóìîâíî¨ ôóíêöi¨ fψ
β̄
(·), òî ¨¨ íàçèâàþòü (ψ, β̄)-ïîõiäíîþ ôóíêöi¨

f(·). Ìíîæèíà âñiõ ôóíêöié iç L, ÿêi ìàþòü (ψ, β̄)-ïîõiäíi, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Lψ
β̄
.

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî f ∈ Lψ
β̄
, à fψ

β̄
∈ N, òî ïèøóòü f ∈ Lψ

β̄
N.
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ßêùî âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíiñòü βk ≡ β, òî (ψ, β̄)-ïîõiäíà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç fψβ (·)
i íàçèâà¹òüñÿ (ψ, β)-ïîõiäíîþ, à ìíîæèíà Lψ

β̄
ïðè öüîìó ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Lψβ . Êðiì

òîãî, ïîêëàäàþòü Cψ
β̄
= C ∩ Lψ

β̄
i Cψβ = C ∩ Lψβ . Ìíîæèíó Cψ

β̄
ïðè ψ(k) = qk

r

, äå

q ∈ (0, 1) i r > 0, äëÿ çðó÷íîñòi ïîçíà÷èìî ÷åðåç C q,r

β̄
, à ïðè ψ(k) = qk � ÷åðåç Cq

β̄
.

ßêùî f ∈ Cq
β̄
, òî ¨¨ (ψ, β̄)-ïîõiäíó ïðè ψ(k) = qk áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç f q

β̄
.

Çðîçóìiëî, ùî êîæíà (ψ, β̄)-ïîõiäíà ôóíêöi¨ f ∈ L ¹ i ψ̄-ïîõiäíîþ, ÿêùî êîìïî-

íåíòè ψ1(k) i ψ2(k) ïiäiáðàíi çãiäíî ç ðiâíîñòÿìè

ψ1(k) = ψ(k) cos βk
π

2
, ψ2(k) = ψ(k) sin βk

π

2
, (1.129)

i áóäü-ÿêà ψ̄-ïîõiäíà ¹ (ψ, β̄)-ïîõiäíîþ, ÿêùî ïàðàìåòðè ψ(k) i βk âèçíà÷èòè ôîðìó-

ëàìè

ψ(k) =

√
ψ2
1(k) + ψ2

2(k), (1.130)

cos βk
π

2
=
ψ1(k)

ψ(k)
, sin βk

π

2
=
ψ2(k)

ψ(k)
. (1.131)

Â îáîõ âèïàäêàõ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü Lψ̄ = Lψ
β̄
.

Óçàãàëüíåíi ψ̄-ïîõiäíi ((ψ, β̄)-ïîõiäíi) áóëè ââåäåíi Î. I. Ñòåïàíöåì â 80-õ ðîêàõ

ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ (äèâ., íàïðèêëàä [136, 137, 138, 139]). Çà äîïîìîãîþ öèõ ïîõiäíèõ

âäà¹òüñÿ ðàíæóâàòè âåñü ñïåêòð iíòåãðîâíèõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, ïî÷èíàþ÷è

ç ôóíêöié, ðÿäè Ôóð'¹ ÿêèõ ìîæóòü íàâiòü ðîçáiãàòèñÿ, i çàêií÷óþ÷è íåñêií÷åííî

äèôåðåíöiéîâíèìè, àíàëiòè÷íèìè i öiëèìè ôóíêöiÿìè. Ïðè öüîìó âèÿâèëîñü, ùî áåç

ñóòò¹âèõ âòðàò çàãàëüíîñòi ïîñëiäîâíîñòi ψ1 i ψ2 ìîæíà âèáèðàòè òiëüêè ç ìíîæèíè

M âñiõ äîäàòíèõ îïóêëèõ ñïàäíèõ äî íóëÿ ïîñëiäîâíîñòåé,

M = {λ(k) : λ(k) > 0, λ(k)− 2λ(k + 1) + λ(k + 2) ≥ 0, ∀k ∈ N, lim
k→∞

λ(k) = 0},

îñêiëüêè, ÿê ïîêàçàíî â [137] (äèâ. òàêîæ [143] (ãë.III)), ìà¹ ìiñöå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 1.7.1 (Î. I. Ñòåïàíåöü [137]). Êîæíà ôóíêöiÿ f ∈ C (àáî æ f ∈ L)

ìà¹ õî÷à á îäíó ψ̄-ïîõiäíó f ψ̄(·), ÿêà ìiñòèòüñÿ â C (àáî æ â L), ïðè÷îìó ïàðó

ψ̄ = (ψ1, ψ2) ìîæíà âèáèðàòè òàê, ùîá ψ1, ψ2 ∈ M. Òàêèì ÷èíîì, âèêîíóþòüñÿ

ðiâíîñòi

∪
ψ1,ψ2∈M

Lψ̄ = L, ∪
ψ1,ψ2∈M

C ψ̄ = C. (1.132)

ßêùî T � ìíîæèíà âñiõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ i f ∈ T , òî çðîçóìiëî,

ùî ÿêà á íå áóëà ïàðà ψ̄, ôóíêöiÿ f ìà¹ ψ̄-ïîõiäíó. Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî
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ìíîæèíà Lψ̄ íå ìîæå áóòè ïîðîæíüîþ. Çðîçóìiëî òàêîæ, ùî ∩̄
ψ
Lψ̄ = T , ÿêùî ψ̄

ïðîáiãà¹ âñþ ìíîæèíó ïàð, äëÿ ÿêèõ ψ2(k) ̸= 0, k ∈ N. Áiëüøå òîãî, âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü (äèâ., íàïðèêëàä, [143, òâåðäæåííÿ 3.11.9])

∩
ψ1,ψ2∈M

Lψ̄ = T . (1.133)

Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ïèòàííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç äàíî¨ êëàñèôiêàöi¹þ Î. I. Ñòåïàíöÿ

2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, i çîêðåìà, iç ¨¨ çàñòîñóâàííÿì äî êëàñèôiêàöi¨ íåñêií÷åííî

äèôåðåíöiéîâíèõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, ðîçãëÿäàþòüñÿ â ïiäðîçäiëi 6.5.

1.8 Ëiíiéíi ìåòîäè íàáëèæåííÿ, ùî ïîðîäæóþòüñÿ

ìîìåíòíèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè

Äîáðå âiäîìî, ùî äîâiëüíó ôóíêöiþ f ç ïðîñòîðó Lp=Lp(T1) = Lp[−π, π], 1 ≤ p≤∞,

(f ̸≡ const) ç ðÿäîì Ôóð'¹ âèãëÿäó (1.127) ìîæíà íàáëèçèòè â öüîìó ïðîñòîði ¨¨

ñåðåäíiìè Àáåëÿ�Ïóàññîíà

f(ϱ, x) =
a0
2

+

∞∑
k=1

ϱk(ak cos kx+ bk sin kx), ϱ ∈ (0, 1),

ç òî÷íiñòþ, íå êðàùîþ çà 1 − ϱ. Öå ïîâ'ÿçàíî ç òàê çâàíîþ âëàñòèâiñòþ íàñè÷åííÿ

öüîãî ìåòîäó, ç ÿêî¨ çîêðåìà âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ f ∈ Lp âèêîíàííÿ ñïiââiäíî-

øåííÿ ∥f−f(ϱ, ·)∥
Lp

= o(1−ϱ), ϱ→ 1−, ìîæëèâå ëèøå â òðèâiàëüíîìó âèïàäêó, êîëè
f ≡ const. Òîìó æîäíèìè äîäàòêîâèìè îáìåæåííÿìè íà ãëàäêiñòü ôóíêöi¨ ïîðÿäêó

íàáëèæåííÿ, êðàùîãî çà 1 − ϱ, äîñÿãíóòè íå ìîæíà. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ïðèðîäíiì ¹

ïèòàííÿ ïðî âiäøóêàííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðó, ïîäiáíîãî çà ñâî¨ìè âëàñòèâîñòÿìè äî

îïåðàòîðà Ïóàññîíà, ÿêèé ïðè öüîìó âðàõîâóâàâ òàêîæ ãëàäêiñíi âëàñòèâîñòi ôóí-

êöié i áóâ â ïåâíîìó ñåíñi äëÿ çàäàíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî êëàñó íàéêðàùèì. Â ðîáîòi

[55] äëÿ êëàñiâ çãîðòîê ç ÿäðàìè, ÿêi ïîðîäæóþòüñÿ ìîìåíòíèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè,

áóëî çàïðîïîíîâàíî çàãàëüíèé ñïîñiá ïîáóäîâè òàêèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi âðàõîâóþòü âëà-

ñòèâîñòi öèõ ÿäåð (à îòæå, i âëàñòèâîñòi ôóíêöié ç âiäïîâiäíèõ êëàñiâ).

1.8.1. Òî÷íi çíà÷åííÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæíàáëèæåíü ëiíiéíèìè ìåòîäàìè,

ùî ïîðîäæóþòüñÿ ìîìåíòíèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè, íà äåÿêèõ ôóíêöiîíàëü-

íèõ êëàñàõ. Â öüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåìî äåÿêi àïðîêñèìàòèâíi õàðàêòåðèñòèêè

çãàäàíèõ âèùå îïåðàòîðiâ ðîáîòè [55] òà êîíêðåòíi ëiíiéíi ìåòîäè, ÿêi áóäóþòüñÿ íà

îñíîâi ìîìåíòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé.
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Íåõàé Λ = {λk(·)}∞k=1 � ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié, íåïåðåðâíèõ íà âiäðiçêó [0, 1].

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äàíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L1 i âñiõ ϱ ∈ [0, 1] òðèãîíîìåòðè÷íèé ðÿä

a0
2

+

∞∑
k=1

λk(ϱ)(ak cos kx+ bk sin kx)

¹ ðÿäîì Ôóð'¹ ñóìîâíî¨ ôóíêöi¨, ÿêó ïîçíà÷èìî ÷åðåç Uϱ,Λ(f).

Âðàõîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ ïiäðîçäiëó 1.7, ïîêëàäåìî

Lψβ,∞ := LψβB(L∞) =
{
f ∈ Lψβ : ∥fψβ ∥L∞

= ess sup
x∈[−π,π]

|fψβ (x)| ≤ 1
}
, (1.134)

äå B(L∞) � îäèíè÷íà êóëÿ ïðîñòîðó L∞ i β ∈ R.

Òâåðäæåííÿ 1.8.1 (Â.Ï. Çàñòàâíèé, Â.Â. Ñàâ÷óê [55]). Íåõàé β � ôiêñîâàíå öi-

ëå ÷èñëî, ψ = {ψk}∞k=1 � ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

lim
k→∞

ψk = 0 i

ψk =

∫ 1

0

tk−1dλ(t), k = 1, 2, . . . , (1.135)

äå λ(·) � íåñïàäíà ôóíêöiÿ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ íà [0, 1], λ(0) := λ(0+) = 0, à Λ =

{λk(·)}∞k=1 � ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié âèãëÿäó

λk(ϱ) =
1

ψk

∫ ϱ

0

tk−1dλ(t), k = 1, 2, . . . , ϱ ∈ [0, 1].

Òîäi ÿêùî β � ïàðíå ÷èñëî, òî äëÿ äîâiëüíîãî ϱ ∈ [0, 1)

E (Lψβ,∞; Λ; ϱ)
C
:= sup

f∈Lψβ,∞

∥f − Uϱ,Λ(f)∥C =
4

π

∫ 1

ϱ

arctg t

t
dλ(t); (1.136)

ÿêùî æ β � íåïàðíå ÷èñëî i
∫ 1

0
1
t ln

1+t
1−tdλ(t) <∞, òî äëÿ äîâiëüíîãî ϱ ∈ [0, 1)

E (Lψβ,∞; Λ; ϱ)
C
=

2

π

∫ 1

ϱ

1

t
ln

1 + t

1− t
dλ(t). (1.137)

Ðîçãëÿíåìî òàêîæ àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè äëÿ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié (äèâ. [122]).

Íåõàé D := {z ∈ C : |z| < 1} � îäèíè÷íèé êðóã â êîìïëåêñíié ïëîùèíi C,
T := {z ∈ C : |z| = 1} � îäèíè÷íå êîëî, σ � íîðìîâàíà ìiðà Ëåáåãà íà T, Lp(T),
1 ≤ p ≤ ∞, � ïðîñòið ñóìîâíèõ íà T âiäíîñíî σ ôóíêöié f ç íîðìîþ

∥f∥
Lp(T)

:=

{(∫
T |f |

pdσ
)1/p

, 1 ≤ p <∞,

ess sup
z∈T

|f(z)|, p = ∞,
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×åðåç H+ ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié, ãîëîìîðôíèõ â êðóçi D, à ÷åðåç Hp �

ïðîñòið Ãàðäi âñiõ ôóíêöié f ∈ H+ ç íîðìîþ

∥f∥
Hp

:=

{
sup

0<ϱ<1

( ∫
T |f(ϱz)|

pdσ(z)
)1/p

, 1 ≤ p <∞,

supz∈D |f(z)|, p = ∞,

äå σ � íîðìîâàíà ìiðà Ëåáåãà íà êîëi T.
Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ H+, ðîçêëàä â ðÿä Òåéëîðà ÿêî¨ ìà¹ âèãëÿä

f(z) =

∞∑
k=0

f̂kz
k, z ∈ D,

ïîçíà÷èìî

Uϱ,Λ(f)(z) =

∞∑
k=0

λk(ϱ)f̂kz
k, ϱ ∈ [0, 1], z ∈ D,

ïðèïóñòèâøè ïðè öüîìó, ùî ôóíêöi¨ λk(·) ¹ òàêèìè, ùî ðÿä â ïðàâié ÷àñòèíi ìà¹

ðàäióñ çáiæíîñòi íå ìåíøå îäèíèöi.

Íåõàé, äàëi, r ∈ N i ψ = {ψk}∞k=0 � ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë âiäìiííèõ

âiä íóëÿ. ßêùî äëÿ äàíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ H+ ñòåïåíåâèé ðÿä

∞∑
k=0

f̂k+r
ψk

zk

çáiãà¹òüñÿ â êðóçi D, òî éîãî ñóìó íàçèâàþòü ψ�ïîõiäíîþ ïîðÿäêó r ôóíêöi¨ f i ïî-

çíà÷àþòü fψ,r. Çàçíà÷èìî, ùî äàíå ïîíÿòòÿ ψ�ïîõiäíî¨ ïîðÿäêóm ìîæíà ðîçãëÿäàòè

i ÿê ïîõiäíó Ãåëüôîíäà�Ëåîíòü¹âà [70, ñ. 60] i ÿê ψ̄-ïîõiäíó â ðîçóìiííi Ñòåïàíöÿ.

Äëÿ ôóíêöiîíàëüíîãî êëàñó

Hψ,r
p :=

{
f ∈ H+ : ∥fψ,r∥

Hp
≤ 1
}

ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíè

E (Hψ,r
p ,Λ, ϱ)

Hp
:= sup

f∈Hψ,r
p

∥f − Uϱ,Λ(f)∥Hp , ϱ ∈ [0, 1),

äå Λ = {λk(·)} � ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié âèãëÿäó

λk(ϱ) =


1, k = 0, 1, . . . , r − 1,

1

ψk−r

∫ ϱ

0

tk−rdλ(t), k = r, r + 1, . . . ,

ϱ ∈ [0, 1]. (1.138)
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Òâåðäæåííÿ 1.8.2 (Â.Â. Ñàâ÷óê [122]). Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞, r ∈ N,

ψk =

∫ 1

0

tkdλ(t), k = 0, 1, . . . , (1.139)

äå ôóíêöiÿ λ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òâåðäæåííÿ 1.8.1, i Λ = {λk(·)}∞k=1 � ïîñëiäîâíiñòü

ôóíêöié âèãëÿäó (1.138). Òîäi ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

E (Hψ,r
p ,Λ, ϱ)

Hp
=

∫ 1

ϱ

dλ(t) = (1− λr(ϱ))ψ0 ∀ ϱ ∈ [0, 1). (1.140)

Ðîçãëÿíåìî òàêîæ ïðèêëàäè äåÿêèõ ïîñëiäîâíîñòåé Λ = {λk(·)}∞k=1 òà ψ = {ψk}∞k=1,

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè íàâåäåíèõ âèùå òâåðäæåíü.

Íåõàé r ∈ N, W r � êëàñ 2π�ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, ó ÿêèõ iñíóþòü r ïîõiäíèõ, ñå-

ðåä ÿêèõ ïîõiäíi äî r−1�ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèìè, à ∥f (r)∥
L∞

≤1

i W
r
� êëàñ ôóíêöié, ñïðÿæåíèõ äî ôóíêöié êëàñó W r.

Âèáåðåìî ôóíêöiþ λ òàê, ùîá

dλ(t) =
1

(r − 1)!

(
ln

1

t

)r−1

dt.

Òîäi â òâåðäæåííi 1.8.1 ïðè áóäü-ÿêîìó k = 1, 2, . . .

ψk =
1

(r − 1)!

∫ 1

0

tk−1
(
ln

1

t

)r−1

dt =
1

kr
,

i

λk(ϱ) =
kr

(r − 1)!

∫ ϱ

0

tk−1
(
ln

1

t

)r−1

dt = ϱk
r−1∑
j=0

1

j!

(
k ln

1

ϱ

)j
. (1.141)

Ïðè öüîìó Lψr,∞ =W r, Lψr−1,∞ = W
r
.

Íàñëiäîê 1.8.1 (Â.Â. Ñàâ÷óê [122]). Íåõàé r ∈ N i Λ = {λk(·)}∞k=1 � ïîñëiäîâíiñòü

ôóíêöié âèãëÿäó (1.141). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ϱ ∈ [0, 1)

E (W r,Λ, ϱ)
C
=

1

(r − 1)!


4

π

∫ 1

ϱ

arctg t

t

(
ln

1

t

)r−1

dt, r ∈ 2N,

2

π

∫ 1

ϱ

1

t
ln

1 + t

1− t

(
ln

1

t

)r−1

dt, r + 1 ∈ 2N,
(1.142)

i

E (W
r
,Λ, ϱ)

C
=

1

(r − 1)!


2

π

∫ 1

ϱ

1

t
ln

1 + t

1− t

(
ln

1

t

)r−1

dt, r ∈ 2N,

4

π

∫ 1

ϱ

arctg t

t

(
ln

1

t

)r−1

dt, r + 1 ∈ 2N.
(1.143)
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Çîêðåìà, ïðè ϱ→ 1− ñïðàâäæóþòüñÿ àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi

E (W r,Λ, ϱ)
C
=

1

r!


(1− ϱ)r +O(1)(1− ϱ)r+1, r ∈ 2N,

2

π
(1− ϱ)r ln

1

1− ϱ
+O(1)(1− ϱ)r, r + 1 ∈ 2N,

(1.144)

i

E (W
r
,Λ, ϱ)

C
=

1

r!


2

π
(1− ϱ)r ln

1

1− ϱ
+O(1)(1− ϱ)r, r ∈ 2N,

(1− ϱ)r +O(1)(1− ϱ)r+1, r + 1 ∈ 2N.
(1.145)

Çàçíà÷èìî, ùî íèçêó àïðîêñèìàòèâíèõ âëàñòèâîñòåé ìåòîäó íàáëèæåííÿ, ïîðî-

äæåíîãî ïîñëiäîâíiñòþ ôóíêöié âèãëÿäó (1.141) âñòàíîâëåíî â ðîáîòi [59, ñ. 286�295].

Â íié äàíèé ìåòîä íàçâàíî óçàãàëüíåíèìè ñåðåäíiìè Àáåëÿ�Ïóàññîíà. Ñïiââiäíîøå-

ííÿ (1.142)�(1.145) äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî r âèïèñàíi, ìàáóòü, âïåðøå â [122].

ßêùî íàñëiäêó 1.8.1 r = 1, òî λk(ϱ) = ϱk, k = 1, 2, . . ., à ôóíêöi¨ Uϱ,Λ(f)(x) ¹

ñåðåäíiìè Àáåëÿ�Ïóàññîíà f(ϱ, x) ôóíêöi¨ f . Äëÿ öèõ ñåðåäíiõ àñèìïòîòè÷íà ðiâíiñòü

(1.144) âïåðøå îòðèìàíà â ðîáîòi [92], ôîðìóëà (1.142) � â [171], à ôîðìóëè (1.143)

i (1.145) � â ðîáîòi [91].

Çàôiêñó¹ìî òåïåð ÷èñëî r ∈ N i âèáåðåìî ôóíêöiþ λ òàê, ùîá

dλ(t) =
1

(r − 1)!
(1− t)r−1dt.

Òîäi ïîñëiäîâíiñòü ψ = {ψk}∞k=0 ìàòèìå âèãëÿä

ψk =
1

(r − 1)!

∫ 1

0

tk(1− t)r−1dt =
k!

(k + r)!
, k = 0, 1, 2, . . . ,

à

λk(ϱ) = λk,r(ϱ) =

{
1, k = 0, 1, . . . , r − 1,

k!

(r − 1)!(k − r)!

∫ ϱ

0

tk−r(1− t)r−1dt, k = r, r + 1, . . . ,
=

=


1, k = 0, 1, . . . , r − 1,
r−1∑
j=0

(
k

j

)
(1− ϱ)jϱk−j , k = r, r + 1, . . . ,

ϱ ∈ [0, 1]. (1.146)

Ïðè öüîìó

Hψ,r
p = Hr

p :=
{
f ∈ H+ : ∥f (r)∥

Hp
≤ 1
}
.
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Íàñëiäîê 1.8.2 (Â.Â. Ñàâ÷óê [122]). Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞, r ∈ N i Λ = {λk(·)}∞k=1 �

ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié âèãëÿäó (1.146). Òîäi ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

E (Hr
p ,Λ, ϱ)Hp =

1

r!
(1− ϱ)r ∀ ϱ ∈ [0, 1).

1.8.2. Íàáëèæåííÿ ñóìàìè Òåéëîðà�Àáåëÿ�Ïóàññîíà. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi íà-

âåäåíî íèçêó âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ, ÿêi ñòîñóþòüñÿ íàáëèæåíü ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié

ìåòîäîì, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ λk,r(ϱ), k = 0, 1, . . ., âèãëÿäó (1.146), à òà-

êîæ ïîêàçàíî çâ'ÿçîê öüîãî ìåòîäó ç äåÿêèìè iíøèìè âiäîìèìè îïåðàòîðàìè.

Íåõàé ôóíêöiÿ f ∈ L1[−π, π], f̂(k) � ¨¨ êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹, k ∈ Z, i f (ϱ, x) �
iíòåãðàë Ïóàññîíà (îïåðàòîð Ïóàññîíà) ôóíêöi¨ f , òîáòî

f (ϱ, x) :=
1

2π

∫ 2π

0

f(x)P (ϱ, x− t)dt,

äå P (ϱ, t) = 1−ϱ2
|1−ϱeit|2 � ÿäðî Ïóàññîíà.

Ñêðiçü äàëi ââàæà¹ìî, ùî 0 ≤ ϱ < 1.

Ð. Ëåéñ [69] ðîçãëÿíóâ ïåðåòâîðåííÿ

Lϱ,r(f)(x) :=

r−1∑
k=0

∂kf(x)

∂nk
· (1− ϱ)k

k!
, r ∈ N,

äå
∂f(x)

∂n
= −∂f(ϱ, x)

∂ϱ

∣∣∣∣
ϱ=1

� ïîõiäíà ïî íîðìàëi ôóíêöi¨ f , i ïîêàçàâ, ùî ÿêùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

∥f(ϱ, ·)− Lϱ,r(f)(·)∥Lp = O
(
(1− ϱ)r

r!

)
, ϱ→ 1−,

òî ∂rf/∂nr ∈ Lp ïðè 1 < p <∞.

Çãîäîì Ï.Ë. Áóòöåð i Ã. Ñóíîó÷i [20] ðîçãëÿíóëè ïåðåòâîðåííÿ

Bϱ,r(f)(x) :=

r−1∑
k=0

(−1)
k+1
2 f{k}(x)

(− ln ϱ)k

k!
,

äå

f{k}(x) =

{
f (k), k ∈ 2Z+,

f̃ (k), k + 1 ∈ 2Z+.

Íèìè äîâåäåíî òàêå òâåðäæåííÿ.
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Òâåðäæåííÿ 1.8.3 (Ï.Ë. Áóòöåð, Ã. Ñóíîó÷i [20]). Íåõàé f ∈ Lp, 1 ≤ p <∞. Òîäi:

i) ÿêùî ïîõiäíi f{j}, j = 0, 1, . . . , r−1, ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèìè i f{r} ∈ Lp ïðè

1 ≤ p <∞, òî

∥f(ϱ, ·)−Bϱ,r(f)(·)∥Lp = O

(
(− ln ϱ)r

r!

)
, ϱ→ 1− ; (1.147)

ii) ÿêùî ïîõiäíi f{j}, j = 0, 1, . . . , r−2, r ≥ 2, ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèìè, f{r−1} ∈
Lp, 1 < p <∞, i ìà¹ ìiñöå (1.147), òî f̃{r−1} ∈ Lp.

Äàíi ðåçóëüòàòè ÿâëÿþòü ñîáîþ àïðîêñèìàöiéíi òåîðåìè íàáëèæåííÿ îáðàçàìè

îïåðàòîðiâ Lϱ,r i Bϱ,r íà ïðîñòîði Lp. Çîêðåìà, ðåçóëüòàò Ð. Ëåéñà i òâåðäæåííÿ ii)

� öå îáåðíåíi òåîðåìè, à òâåðäæåííÿ i) � öå ïðÿìà òåîðåìà.

Ïðÿìi òà îáåðíåíi òåîðåìè âñòàíîâëþþòü çâ'ÿçîê ìiæ ãëàäêiñíèìè âëàñòèâîñòÿ-

ìè ôóíêöié òà ïîðÿäêàìè ¨õ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü àáî æ ïîðÿäêàìè ¨õ íàáëèæåíü

ðiçíèìè îïåðàòîðàìè i ¹ öåíòðàëüíèìè òåîðåìàìè òåîði¨ íàáëèæåíü. Äîñëiäæåííÿ

òàêèõ áåðóòü ñâié ïî÷àòîê âiä ðîáiò Ä. Äæåêñîíà [45] òà Ñ.Í. Áåðíøòåéíà [12]. Â

ïîäàëüøîìó öÿ òåìàòèêà ðîçâèâàëàñü â ðîáîòàõ Ø. Âàëëå Ïóññåíà [30], À. Çèãìóí-

äà [56], Ñ. Á. Ñò¹÷êiíà [130], Î.Ï. Òiìàíà [172, 173 (ãë. V,VI)], Ì.Ï. Òiìàíà [174],

Ð.Ì. Òðèãóáà [175], Ì.Ï. Êîðí¹é÷óêà [68], Ì. I. ×åðíèõà [187�189], Ì.Ä. Ñòåðëèíà

[160], Â.Ê. Äçÿäèêà [46, 47 (ãë. IV, V)], À.Î. Ëèãóíà [71], Ë.Â. Òàéêîâà [162, 163],

Â. I. Ãîðáà÷óê òà Ì.Ë. Ãîðáà÷óêà [33], Î. I. Ñòåïàíöÿ òà À.Ñ. Ñåðäþêà [145], Ñ.Á. Âà-

êàð÷óêà [22�29], Ì.Ë. Ãîðáà÷óêà, ß. I. Ãðóøêè, Ñ.Ì. Òîðáè [34] òà ií. Çãàäà¹ìî òàêîæ

äåÿêi ìîíîãðàôi¨ [173, 21, 47, 39, 176, 48], ÿêi ìiñòÿòü ôóíäàìåíòàëüíi ðåçóëüòàòè çà

öi¹þ òåìàòèêîþ.

Íàâåäåíi âèùå ðåçóëüòàòè ñïèðàþòüñÿ íà äîñëiäæåííÿ, ïðîâåäåíi Ï.Ë. Áóòöåðîì i

Õ. Ã. Òiëìàíîì [18] òà Ï.Ë. Áóòöåðîì [19] ïðî ïðÿìi òà îáåðíåííi òåîðåìè íàáëèæåííÿ

íàïiâãðóï îáìåæåíèõ ëiíiéíèõ îäíîïàðàìåòðè÷íèõ ïåðåòâîðåíü {T (t)} áàíàõîâîãî

ïðîñòîðó X â ñàìîãî ñåáå çà äîïîìîãîþ "ìíîãî÷ëåíiâ Òåéëîðà"
∑r−1

k=0(t
k/k!)Akf , äå

Af � äåÿêèé îïåðàòîð íàïiâãðóïè {T (t)}.
Ïåðåòâîðåííÿ Aϱ,r, ÿêi ïîðîäæó¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ λk,r(ϱ), k = 0, 1, . . ., âèãëÿäó

(1.146) ïîäiáíi äî òèõ, ùî ðîçãëÿíóëè Ð. Ëåéñ i Ï.Ë. Áóòöåð òà Ã. Ñóíîó÷i, îñêiëüêè

áóäóþòüñÿ çà ïðèíöèïîì "ìíîãî÷ëåíiâ Òåéëîðà". Çâ'ÿçîê óñiõ öèõ ïåðåòâîðåíü ìîæíà

ïîáà÷èòè iç ëåìè 4.1.1 ïiäðîçäiëó 4.1 òà íàâåäåíî¨ íèæ÷å ëåìè 1.8.1 äëÿ ãîëîìîðôíèõ

ôóíêöié.

Íåõàé f ∈ H+, r ∈ N, ϱ ∈ [0, 1), Λ = {λk,r(ϱ)}∞k=1 � ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë âèãëÿäó
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(1.146) i

Uϱ,Λ(f)(z) =

∞∑
k=0

λk,r(ϱ)f̂kz
k =: Aϱ,r(f)(z), z ∈ D.

Ëåìà 1.8.1 (Â.Â. Ñàâ÷óê [120]). Íåõàé r ∈ N, 0 ≤ ϱ < 1 i ôóíêöiÿ f ∈ H+. Òîäi

Aϱ,r(f)(z) =

r−1∑
k=0

f (k)(ϱz)

k!
(1− ϱ)kzk, ∀ z ∈ D. (1.148)

Ðîçãëÿíåìî ìåòîä Aϱ,r(f) ÿê ëiíiéíèé îïåðàòîð, âèçíà÷åíèé íà H+. Çíà÷åííÿ

öüîãî îïåðàòîðà íà ôóíêöi¨ f íàçèâàþòü ñåðåäíiìè Òåéëîðà�Àáåëÿ�Ïóàññîíà ôóíêöi¨

f . Âèáið òàêî¨ íàçâè ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî ç îäíîãî áîêó îïåðàòîð Aϱ,r áóäó¹òüñÿ ÿê

ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà ñòåïåíÿ r − 1 ôóíêöi¨ f â òî÷öi ϱz, à ç iíøîãî áîêó, ÿê ëiíiéíà

êîìáiíàöiÿ ñåðåäíiõ Àáåëÿ�Ïóàññîíà ôóíêöi¨ f òà ¨¨ ïîõiäíèõ äî r − 1-ãî ïîðÿäêó

âêëþ÷íî. Çîêðåìà, ïðè ϱ = 0 îïåðàòîð A0,r ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ôóíêöi¨ f ∈ H+

÷àñòèííó ñóìó ïîðÿäêó r− 1 ¨¨ ðÿäó Òåéëîðà, à ïðè r = 1 � çâè÷àéíi ñåðåäíi Àáåëÿ�

Ïóàññîíà ðÿäó Òåéëîðà.

Âiäîìî, ùî êîëè ôóíêöiÿ f íàëåæèòü Hp, 1 ≤ p < ∞, òî íà êîëi T iñíóþòü ¨¨

êóòîâi ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ (çà ÿêèìè çàëèøà¹ìî ïîçíà÷åííÿ f), ùî íàëåæàòü ïðîñòîðó

Lp = Lp(T), ïðè÷îìó

∥f∥
Hp

= ∥f∥
Lp

=
( ∫

T
|f |pdσ

)1/p
.

Çâàæàþ÷è íà öå, äîìîâèìîñÿ ïiä ∥f∥
Hp

ðîçóìiòè íîðìó ôóíêöi¨ f ∈ Hp, à ïiä ∥f∥
Lp

� íîðìó ¨¨ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü â Lp.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàëüíèé êëàñ

Hp Lipα :=
{
f ∈ Hp : sup

0<h≤t

∥∥f(eih·)− f(·)
∥∥
Lp

= O(tα), t→ 0
}
, 1 ≤ p <∞.

Ïðè p = ∞ ïiä Hr
p Lipα ðîçóìi¹ìî êëàñ ãîëîìîðôíèõ â D i íåïåðåðâíèõ â D ôóíêöié

f , äëÿ ÿêèõ maxz∈T |f (r)(eihz)− f (r)(z)| = O(hα).

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ãàðäi�Ëiòòëâóäà [182, òåîðåìà 48] (äèâ., òàêîæ [52. ñ. 78]), êëàñ

Hr
p Lip 1, 1 ≤ p <∞, çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ ôóíêöié f ∈ H+, äëÿ ÿêèõ f (r+1) ∈ Hp,

òîáòî Hr
p Lip 1 = ∪K>0KH

r+1
p .

Â íàñòóïíîìó òâåðäæåííi äà¹òüñÿ êîíñòðóêòèâíà õàðàêòåðèñòèêà êëàñiâ Hr
p Lipα

â òåðìiíàõ îïåðàòîðiâ Aϱ,r.
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Òâåðäæåííÿ 1.8.4 (Â.Â. Ñàâ÷óê [120]). Íåõàé r ∈ Z+, 1 ≤ p ≤ ∞ i 0 < α ≤ 1.

Ãîëîìîðôíà â D ôóíêöiÿ f íàëåæèòü êëàñîâi Hr
p Lipα òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

∥f − Aϱ,r+1(f)∥Hp
= O

(
(1− ϱ)r+α

)
, ϱ→ 1− . (1.149)

Ó âèïàäêó, êîëè r = 0 äàíå òâåðäæåííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó

f ∈ Hp Lipα⇐⇒ ∥f(·)− f(ϱ ·)∥
Hp

= O ((1− ϱ)α) , ϱ→ 1− . (1.150)

Âïåðøå ðiâíîñèëüíiñòü (1.150) äîâåäåíî ïðè p = ∞ â [182]. Ó âèïàäêó p ≥ 1 äåòàëüíó

iñòîðiþ öüîãî òâåðäæåííÿ òà áiáëiîãðàôiþ ìîæíà çíàéòè â [21, �2.5].

Òâåðäæåííÿ 1.8.5 (Â.Â. Ñàâ÷óê [120]). Íåõàé r ∈ Z+, 1 ≤ p ≤ ∞ i 0 < α ≤ 1.

ßêùî ãîëîìîðôíà â êðóçi D ôóíêöiÿ f íàëåæèòü êëàñîâi Hr
p Lipα, òî äëÿ êîæíîãî

l = 0, 1, . . . , r, ∥∥∥f (l) − (Aϱ,r+1(f))
(l)
∥∥∥
Hp

= O
(
(1− ϱ)r+α−l

)
, ϱ→ 1− .

Òâåðäæåííÿ 1.8.5 ïîêàçó¹, ùî îïåðàòîðè Aϱ,r âîëîäiþòü òàêîæ âëàñòèâiñòþ îäíî-

÷àñíîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöié ç Hr
p Lipα.

Íà çàâåðøåííÿ öüîãî ïiäðîçäiëó íàâåäåìî òâåðäæåííÿ, ÿêå äà¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

ïðî íàñè÷åííÿ ëiíiéíîãî ìåòîäó ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Òåéëîðà (áiëüø äåòàëüíî ïðî

ïîíÿòòÿ íàñè÷åííÿ ëiíiéíèõ ìåòîäiâ äèâ. ïiäðîçäië 5.3.2), ïîðîäæåíîãî îïåðàòîðîì

Aϱ,r.

Òâåðäæåííÿ 1.8.6 (Â.Â. Ñàâ÷óê [120]). Íåõàé 1 ≤ p ≤ ∞ i r ∈ N. Îïåðàòîð Aϱ,r
ïîðîäæó¹ ëiíiéíèé ìåòîä ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Òåéëîðà, ÿêèé ¹ íàñè÷åíèì â Hp ç

ïîðÿäêîì íàñè÷åííÿ (1− ϱ)r òà êëàñîì íàñè÷åííÿ Hr−1
p Lip1.

Ïðè öüîìó, ÿê ïîêàçàíî â [120], äëÿ ìåòîäó Aϱ,r âèêîíàííÿ ñïiââiäíîøåííÿ

∥f − Aϱ,r(f)∥Hp
= o ((1− ϱ)r)) , ϱ→ 1−

ìîæëèâå ëèøå, êîëè f íàëåæèòü ìíîæèíi àëãåáðà¨÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ íå âèùå

r−1. Çàçíà÷èìî, ùî öÿ ìíîæèíà ¹ ìíîæèíîþ iíâàðiàíòíèõ åëåìåíòiâ äàíîãî ìåòîäó,

äëÿ ÿêèõ Aϱ,r(f) = f .
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Ðîçäië 2

Íàéêðàùi íàáëèæåííÿ iíòåãðàëiâ çà

äîïîìîãîþ iíòåãðàëiâ ñêií÷åííîãî

ðàíãó

2.1 Òî÷íi çíà÷åííÿ íàéêðàùèõ íàáëèæåíü iíòåãðà-

ëiâ çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó

íà äåÿêèõ êëàñàõ ôóíêöié

2.1.1. ßê çàçíà÷åíî âèùå, òî÷íi çíà÷åííÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âåëè÷èí eσ(φy) âèãëÿ-

äó (1.52) íà êëàñi ôóíêöié y ∈ U+
1 (A) áóëè îòðèìàíi Î. I. Ñòåïàíöåì â ðîáîòi [147].

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ äàíi âåëè÷èíè äëÿ ôóíêöié y ∈ U+
p (A) ïðè âñiõ

äîâiëüíèõ çíà÷åííÿõ p ∈ (0,∞) çà óìîâ, ÿêi ãàðàíòóþòü ñêií÷åííiñòü íîðì â ïðàâié

÷àñòèíi (1.52).

Ó âèïàäêó, êîëè p > 1, òàêîþ äîñòàòíüîþ óìîâîþ, âíàñëiäîê íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà,

¹ óìîâà íà ôóíêöiþ φ:

∥φ∥
Lp ′(A,dµ) <∞, 1/p+ 1/p ′ = 1. (2.1)

Ïðè p ∈ (0, 1), íà âiäìiíó âiä âèïàäêó p ≥ 1, îäíèìè óìîâàìè íà ôóíêöiþ φ ñêií÷åí-

íiñòü íîðì â (1.52) ìîæíà äîñÿãíóòè ëèøå â òðèâiàëüíîìó âèïàäêó. Â çâ'ÿçêó ç öèì

ïîêëàäà¹ìî

Up(A) = Up(A, dµ) =
{
U+
p (A) ∩ L1(A, dµ), p ∈ (0, 1),

U+
p (A), p ∈ [1,∞),

(2.2)

i ðîçãëÿäà¹ìî âåëè÷èíè eσ(φy) òiëüêè ïðè y ∈ Up(A). Ïîçíà÷à¹ìî

eσ(φ, p) := eσ(φ, p)L1(A,dµ)
:= sup
y∈Up(A)

eσ(φy) = sup
y∈Up(A)

eσ(φy)L1(A,dµ)
, p ∈ (0,∞). (2.3)

Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè äàíîãî ïiäðîçäiëó ¹ òàêi òâåðäæåííÿ.
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Òåîðåìà 2.1.1 . Íåõàé φ ∈ Φ(A). Òîäi ïðè áóäü-ÿêèõ p ∈ (0, 1] i σ ∈ (0, a) ñïðàâ-

äæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

eσ(φ, p) = sup
s∈(0,a]

(s− σ)
( s∫

0

dt

φ̄ p(t)

)− 1
p

, (2.4)

â ÿêié φ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ φ(x). Ïðè öüîìó òî÷íà âåðõíÿ ìåæà

â ïðàâié ÷àñòèíi (2.4) äîñÿãà¹òüñÿ ïðè äåÿêîìó ñêií÷åííîìó çíà÷åííi s = s∗. Òî-

÷íà âåðõíÿ ìåæà â ñïiââiäíîøåííi (2.3) ðåàëiçó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ y∗ = y∗(x, φ, σ, p) ç

Up(A), ÿêà çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

y∗(x) =
χE(x)

φ(x)

(∫
E

φ−p(t)dµ
)− 1

p

, (2.5)

äå E � äîâiëüíà âèìiðíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè {x ∈ A : φ(x) ≥ φ̄(s∗−)} µ-ìiðè s∗,
ùî ìiñòèòü ìíîæèíó {x ∈ A : φ(x) > φ̄(s∗−)}, à χE � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ

ìíîæèíè E.

Òåîðåìà 2.1.2 . Íåõàé eσ(φ, p) � âåëè÷èíà, îçíà÷åíà ðiâíiñòþ (2.3), p ∈ (1,∞),

σ ∈ (0, a) i φ � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç ìíîæèíè Φ(A), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.1).

Òîäi iñíó¹ íàéáiëüøå íà ïðîìiæêó (σ, a] ÷èñëî s∗, òàêå, ùî ïðè âñiõ s ∈ (σ, s∗)

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

s− σ ≤ φ̄ p(s)

s∫
0

φ̄−p(t) dt (2.6)

i äëÿ ÿêîãî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

eσ(φ, p) =
(
(s∗ − σ)p

′
( s∗∫

0

φ̄−p(t) dt
)− p ′

p

+

a∫
s∗

φ̄ p ′
(t) dt

) 1
p ′
, (2.7)

äå φ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ φ(x). Òî÷íà âåðõíÿ ìåæà â ñïiââiäíîøåííi

(2.3) ðåàëiçó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ y∗ = y∗(x, φ, σ, p) ç Up(A), ó ÿêî¨ ïðè s∗ = a <∞

y∗(x) = φ−1(x)
(∫

A

φ−p(t)dµ
)− 1

p

, x ∈ A, (2.8)

i ïðè s∗ < a

y∗(x) =

φ−1(x)(s∗ − σ)
p ′
p

(
Gσ
∫
E
φ−p(t)dµ

)− p ′
p

, x ∈ E,

φ
p ′
p (x)G

− p ′
p

σ , x ∈ A \ E,
(2.9)
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äå E = {x ∈ A : φ(x) ≥ φ̄(s∗−)}, à âåëè÷èíà Gσ = Gσ(φ, p) äîðiâíþ¹ ïðàâié ÷àñòèíi

ðiâíîñòi (2.7).

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó p = 1 ðiâíiñòü (2.4) çáiãà¹òüñÿ ç ðiâíiñòþ (1.54) òâåð-

äæåííÿ 1.3.4.

2.1.2. Äîïîìiæíà ëåìà 2.1.1 i ¨¨ äîâåäåííÿ. Ïåðåä äîâåäåííÿì òåîðåìè 2.1.1

ñôîðìóëþ¹ìî i äîâåäåìî íàñòóïíó äîïîìiæíó ëåìó 2.1.1, ÿêà â íüîìó çàéìà¹ öåí-

òðàëüíå ìiñöå. Äëÿ öüîãî ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ.

Íåõàé Lp(0, a), a ∈ (0,∞], � ïðîñòið âñiõ âèìiðíèõ íà (0, a) çà Ëåáåãîì ôóíêöié

f òàêèõ, ùî

∥f∥
Lp(0,a)

=
( ∞∫

0

|f(t)|pdt
) 1
p

<∞, 0 < p <∞,

Up(0, a) � îäèíè÷íà êóëÿ ïðîñòîðó Lp(0, a), i A � ìíîæèíà âñiõ íåçðîñòàþ÷èõ äîäà-

òíèõ ôóíêöié α(t), iñòîòíî îáìåæåíèõ íà ïðîìiæêó (0, a), äëÿ ÿêèõ ó âèïàäêó, êîëè

a = ∞,

lim
t→∞

α(t) = 0. (2.10)

Íåõàé, äàëi, α � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç A, i ïðè äàíîìó p ∈ (0, 1] Mα
p � ìíîæèíà âñiõ

íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié m ç Up(0, a), äëÿ ÿêèõ äîáóòîê α(t)m(t) íà ïðîìiæêó (0, a) íå

çðîñòà¹ i íàáóâà¹ òiëüêè ñêií÷åííó êiëüêiñòü çíà÷åíü. Äëÿ êîæíîãî σ > 0, ôiêñîâàíî¨

ôóíêöi¨ α ∈ A òà äëÿ áóäü-ÿêèõ m ∈ Mα
p ðîçãëÿíåìî àíàëîãè âåëè÷èí (1.52):

Eσ(m,α) := eσ(αm)
L1(0,a)

= inf
δσ⊂(0,a)

∥αm− χ
δσ
αm∥

L1(0,a)
=

=

a∫
0

α(t)m(t)dt− sup
δσ⊂(0,a)

∫
δσ

α(t)m(t)dt, (2.11)

äå δσ � ïiäìíîæèíè ç (0, a), ìiðè ÿêèõ äîðiâíþþòü σ, χ
δσ
� õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ

ìíîæèíè δσ, à òàêîæ àíàëîãè âåëè÷èí (2.3):

Eσ(Mα
p , α) := sup

m∈Mα
p

Eσ(m,α) = sup
m∈Mα

p

eσ(αm)
L1(0,a)

. (2.12)

Ç îçíà÷åííÿ ìíîæèí Mα
p i A âèïëèâà¹, ùî iíòåãðàëè â ïðàâié ÷àñòèíi ñïiââiäíî-

øåííÿ (2.11) ñêií÷åííi, i òîìó âåëè÷èíè Eσ(m,α) i Eσ(Mα
p , α) ìàþòü çìiñò.

Ëåìà 2.1.1 . Íåõàé α ∈ A i p ∈ (0, 1]. Òîäi ïðè êîæíîìó σ ∈ (0, a) ñïðàâäæó¹òüñÿ

ðiâíiñòü

Eσ(Mα
p , α) = sup

s∈(0,a]
(s− σ)

( s∫
0

α−p(t)dt
)− 1

p

. (2.13)
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Ïðè öüîìó òî÷íà âåðõíÿ ìåæà â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (2.13) çàâæäè äîñÿãà-

¹òüñÿ â äåÿêié ñêií÷åííié òî÷öi s∗ ∈ (σ, a]. Òî÷íà âåðõíÿ ìåæà â ïðàâié ÷àñòèíi

ñïiââiäíîøåííÿ (2.12) ðåàëiçó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ m∗ = m∗(t) ç Mα
p , äå

m∗(t) =
χ(0, s∗)(t)

α(t)

( s∗∫
0

α−p(x)dx
)− 1

p

, (2.14)

à χ(0, s∗)(t) � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ìíîæèíè (0, s∗).

Çàóâàæèìî, ùî çíà÷åííÿ âåëè÷èí Eσ(Mα
p , α) ó âèïàäêó, êîëèMα

p � ìíîæèíà âñiõ

íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié ç îäèíè÷íî¨ êóëi ïðîñòîðó L1(0, a), çíàéäåíî â [147]. Òâåðäæåí-

íÿ, ÿêi ìiñòÿòü ðîçâ'ÿçêè àíàëîãi÷íèõ çàäà÷ äëÿ ÷èñëîâèõ ðÿäiâ, îòðèìàíî â ðîáîòàõ

[141, 142, 144 (ãë.XI)].

Äîâåäåííÿ. Íåõàé m � áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ ç ìíîæèíèMα
p . Òîäi äîáóòîê α(t)m(t)

ïðè äåÿêîìó n ∈ N çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

α(t)m(t) = yk, t ∈ (sk−1, sk), k = 1, 2, . . . , n+ 1, (2.15)

äå y1 > y2 > . . . > yn > yn+1 = 0 � äåÿêi ÷èñëà, i 0 = s0 < s1 < . . . < sn ≤ sn+1 = a.

Çâiäñè, ïîêëàäàþ÷è ∆k = sk − sk−1, k = 1, 2, . . . , n, ìà¹ìî

Eσ(m,α) =

a∫
σ

α(t)m(t)dt =

n∑
k=1

yk∆k −
σ∫

0

α(t)m(t)dt.

Ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî ìîæíà ââàæàòè, ùî äîâæèíà ∆1 ïðîìiæêó (0, s1), íà ÿêîìó

äîáóòîê α(t)m(t) íàáóâà¹ ñâî¹ íàéáiëüøå çíà÷åííÿ, íå ìåíøå çà σ. ßêùî öå íå òàê,

òî ÷åðåç kσ, kσ ∈ [1, n+ 1], ïîçíà÷èìî íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî skσ > σ,

i ïîêëàäåìî s̃0 = 0, s̃1 = skσ , ỹ1 = ykσ ; s̃k = skσ+k−1 i ỹk = ykσ+k−1, äå k = 2, . . . , n −
kσ + 1. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ m̃(t) òàêó, ùî m̃(t) = 0, êîëè t > s̃n−kσ+1, i

α(t) m̃(t) = ỹk, t ∈ (s̃k−1, s̃k), k = 1, 2, . . . , n− kσ + 1.

Äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ ∆̃1 = s̃1 − s̃0 = skσ > σ, ∥m̃∥
Lp(0,a)

≤ ∥m∥
Lp(0,a)

≤ 1, òîáòî, m̃ ∈ Mα
p

i

Eσ(m̃, α) = ỹ1(∆̃1 − σ) +

n−kσ+1∑
k=2

ỹk∆̃k = ykσ(skσ − σ) +

n−1∑
k=kσ+1

yk∆k = Eσ(m,α).

Òîìó íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî äîâæèíà ïðîìiæêó (0, s1) íå ìåíøà çà σ. Â òàêîìó

âèïàäêó

Eσ(m,α) = y1(∆1 − σ) +

n∑
k=2

yk∆k. (2.16)
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Ïîêëàäåìî r := 1/p ∈ [1,∞), ak := ypk, pk :=
sk∫

sk−1

α−p(x)dx, k = 1, 2, . . . , n i âèáåðå-

ìî ÷èñëà bk òàê, ùî b1 = (∆1−σ)/p1, à ïðè âñiõ k = 2, 3, . . . , n bk = ∆k/pk. Áà÷èìî, ùî

Eσ(m,α) =
∑n

k=1 pkbka
r
k i äëÿ îöiíêè âåëè÷èíè Eσ(m,α) ìîæíà âèêîðèñòàòè íàñëiäîê

5.7.1 ç ïiäðîçäiëó 5.7. Îòðèìà¹ìî

Eσ(m,α) =

n∑
k=1

pkbka
r
k ≤

( n∑
k=1

pkak

)r
max
l∈[1,n]

∑l
k=1 pkbk

(
∑l

k=1 pk)
r
. (2.17)

Âíàñëiäîê (2.15) i ïðèéíÿòèõ ïîçíà÷åíü ïðè êîæíîìó k = 1, 2, . . . , n

n∑
k=1

pkak =

n∑
k=1

ypk

sk∫
sk−1

α−p(x)dx =

n∑
k=1

sk∫
sk−1

mp(x)dx = ∥m∥p
Lp(0,a)

,

l∑
k=1

pkbk = ∆1 − σ +

l∑
k=2

∆k = sl − σ,

à
l∑

k=1

pk =

l∑
k=1

sk∫
sk−1

α−p(x)dx =

sl∫
0

α−p(x)dx.

Òîìó iç ñïiââiäíîøåííÿ (2.17) âèïëèâà¹, ùî

Eσ(m,α) ≤ ∥m∥
Lp(0,a)

max
l∈[1,n]

(sl − σ)
(∫ sl

0

α−p(x)dx
)− 1

p

(2.18)

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è íåðiâíîñòi ∥m∥
Lp(0,a)

≤ 1 òà

max
l∈[1,n]

(sl − σ)
( sl∫

0

α−p(x)dx
)− 1

p

≤ sup
s∈(0,a]

(s− σ)
( s∫

0

α−p(x)dx
)− 1

p

,

ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

Eσ(m,α) ≤ sup
s∈(0,a]

(s− σ)
( s∫

0

α−p(x)dx
)− 1

p

. (2.19)

Çðîçóìiëî, ùî ó âèïàäêó, êîëè a < ∞, iñíó¹ ÷èñëî s∗ > σ, ÿêå ðåàëiçó¹ òî÷íó

âåðõíþ ìåæó â ïðàâié ÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ (2.13). ßêùî æ a = ∞, òî ç îçíà÷åííÿ

ìíîæèíè A âèïëèâà¹, ùî ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó σ > 0

lim
s→∞

(s− σ)(

s∫
0

α−p(t)dt)−
1
p ≤ lim

s→∞
(s− σ)

(
α−p(0+)s/2 + α−p(s/2+)s/2

)− 1
p

= 0.
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Òîìó i â öüîìó âèïàäêó çíàéäåòüñÿ ïðèíàéìíi îäíå ÷èñëî s∗ > σ, ÿêå ðåàëiçó¹ òî÷íó

âåðõíþ ìåæó â ïðàâié ÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ (2.13). Òàêèì ÷èíîì, iç âðàõóâàííÿì

(2.19) ìà¹ìî

Eσ(Mα
p , α) ≤ sup

s∈(0,a]
(s− σ)

( s∫
0

α−p(t)dt
)− 1

p

= (s∗ − σ)
( s∗∫

0

α−p(t)dt
)− 1

p

, (2.20)

i äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ ëåìè äîñòàòíüî ïîìiòèòè, ùî ôóíêöiÿ m∗, îçíà÷åíà

ðiâíiñòþ (2.14), íàëåæèòü ìíîæèíi Mα
p , i äëÿ íå¨

Eσ(m
∗, α) = (s∗ − σ)

( s∗∫
0

α−p(t)dt
)− 1

p

.

Îá'¹äíóþ÷è îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ iç ñïiââiäíîøåííÿì (2.20), çàâåðøó¹ìî äîâåäåí-

íÿ ëåìè 2.1.1.

2.1.3. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.1. Ïåðåéäåìî áåçïîñåðåäíüî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè

2.1.1. Íåõàé p ∈ (0, 1], φ ∈ Φ(A) i σ � äåÿêå ôiêñîâàíå äiéñíå ÷èñëî. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Gσ = Gσ(φ, p) ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (2.4) i ïîêàæåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨

y ∈ Up(A) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

eσ(φy) ≤ Gσ(φ, p), (2.21)

Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ yn, ÿêi îçíà÷àþòüñÿ ðiâíiñòþ

φ(x)yn(x) =

{ k
n , x : k

n ≤ φ(x)y(x) < k+1
n , k = 0, 1, . . . , n2 − 1,

n, x : φ(x)y(x) ≥ n.
(2.22)

Áà÷èìî, ùî yn ∈ Up(A), φ(x)y(x) ≥ φ(x)yn(x) äëÿ áóäü-ÿêèõ x ∈ A i n ∈ N i âíàñëiäîê

ñóìîâíîñòi íà A äîáóòêó φ(x)y(x), âåëè÷èíè∫
A

(φ(x)y(x)− φ(x)yn(x))dµ

ïðÿìóþòü äî íóëþ ïðè n→ ∞. Òîìó ÿêùî äîâåñòè ñïðàâåäëèâiñòü íåðiâíîñòi (2.21)

äëÿ âñiõ ôóíêöié yn, ÿêi îçíà÷àþòüñÿ ðiâíiñòþ (2.22), òî íà ïiäñòàâi íàñëiäêó 1.3.1

ïiäðîçäiëó 1.3 (ïðè f = φ · y, fn = φ · yn) çâiäñè áóäå âèïëèâàòè, ùî öÿ íåðiâíiñòü

âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ äàíî¨ ôóíêöi¨ y ∈ Up(A).

Íàñïðàâäi ìè äîâåäåìî áiëüø çàãàëüíèé ôàêò. Äëÿ äàíî¨ ôóíêöi¨ φ ïîçíà÷èìî

÷åðåç U φ
p (A) ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié y ∈ Up(A), äëÿ ÿêèõ äîáóòîê φ · y íàáóâà¹
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íà ìíîæèíi A òiëüêè ñêií÷åííó êiëüêiñòü çíà÷åíü (çðîçóìiëî, ùî ó âèïàäêó, êîëè

mesµA = ∞, öi çíà÷åííÿ íå äîðiâíþþòü íóëþ ëèøå íà ìíîæèíàõ ñêií÷åííîþ ìiðè),

i ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî íåðiâíiñòü (2.21) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ y ∈ U φ
p (A).

Îòæå, íåõàé ôóíêöiÿ y ∈ U φ
p (A) òàêà, ùî ïðè äåÿêîìó n ∈ N äîáóòîê φ · y =: f

íàáóâà¹ íà ìíîæèíi A òiëüêè n ðiçíèõ âiäìiííèõ âiä íóëÿ çíà÷åíü fk, k = 1, n, ÿêi

äëÿ çðó÷íîñòi âïîðÿäêó¹ìî çà ñïàäàííÿì:

f1 > f2 > . . . > fn > 0,

i ïîêëàäåìî Ak := {x ∈ A : f(x) = fk}, µ(Ak) =: µk.

Òîäi

eσ(φy) = inf
γσ

(∫
A

f(x)dµ−
∫
γσ

f(x)dµ
)
=

n∑
k=1

fkµk − sup
γσ

∫
γσ

f(x)dµ. (2.23)

Ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî, ÿê i ïðè äîâåäåííi ëåìè 2.1.1, ìîæíà ââàæàòè, ùî µ1 =

µ(A1) ≥ σ. Ç öi¹þ ìåòîþ äëÿ äàíîãî σ ∈ (0, a) ïîçíà÷èìî ÷åðåç kσ íàéìåíøå íà-

òóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî
kσ∑
k=1

µk ≥ σ, i ïîêëàäåìî Ã1 =
kσ
∪
i=1

Ai, f̃1 = fkσ ; Ãk = Akσ+k−1

i f̃k = fkσ+k−1, äå k = 2, . . . , n− kσ + 1. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ ỹ(x) òàêó, ùî ỹ(x) = 0,

êîëè t ∈ A \
n−kσ+1

∪
i=1

Ãi, i

φ(x) ỹ(x) = f̃k, x ∈ Ãk, k = 1, 2, . . . , n− kσ + 1.

Äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ µ(Ã1) ≥ σ, ∥ỹ∥
Lp(A,dµ)

≤ ∥y∥
Lp(A,dµ)

≤ 1, òîáòî, ỹ ∈ U φ
p (A) i

eσ(φ ỹ) = f̃1(mesµÃ1−σ)+

n−kσ+1∑
k=2

f̃kµ(Ãk) = fkσ

( kσ∑
k=1

µk−σ
)
+

n−1∑
k=kσ+1

fkµk = eσ(φy).

Òîìó äàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî µ-ìiðà ìíîæèíè A1 íå ìåíøà çà σ.

Íà ïðîìiæêó t ∈ (0, a) ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ m′(t) = m′(y, t), ÿêà îçíà÷à¹òüñÿ

ðiâíiñòþ

m′(t) =

{
φ̄−1(t)fk, t ∈ (ak−1, ak], k = 1, n,

0, t ∈ (an, a),
(2.24)

äå φ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ φ(x), i ak :=
k∑
i=1

µi, a0 := 0. Ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî

ôóíêöiÿ m′ íàëåæèòü îäèíè÷íié êóëi Up(0, a) ïðîñòîðó Lp(0, a) i äëÿ íå¨ âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü

eσ(φy) =

a∫
0

φ̄(t)m′(t)− sup
δσ⊂(0,a)

∫
δσ

φ̄(t)m′(t)dt = Eσ(m
′, φ̄), (2.25)



78

i òèì ñàìèì çàäà÷à ïðî îöiíêó âåëè÷èíè eσ(φy) äëÿ y ∈ U φ
p (A) çâåäåòüñÿ äî äîñëi-

äæåííÿ âåëè÷èí Eσ(m′, φ̄) íà ìíîæèíi âñiõ ôóíêöié m ∈ Up(0, a) âèãëÿäó (2.24).

Âðàõîâóþ÷è (2.24) i òå, ùî a1 = µ1 ≥ σ, ìà¹ìî

Eσ(m
′, φ̄) = f1(a1 − σ) +

n∑
k=2

fk(ak − ak−1) = f1(µ1 − σ) +

n∑
k=2

fkµk. (2.26)

Ç iíøîãî áîêó, âíàñëiäîê (2.23)

eσ(φy) =

n∑
k=1

fkµk − sup
γσ

∫
γσ

f(x)dµ = f1(µ1 − σ) +

n∑
k=2

fkµk. (2.27)

Ïîðiâíþþ÷è âèðàçè â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ñïiââiäíîøåíü (2.26) òà (2.27), áà÷èìî, ùî

äiéñíî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (2.25).

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî

∥m′∥
Lp(0,a)

≤ ∥y∥
Lp(A,dµ)

≤ 1. (2.28)

Ìà¹ìî

∥m′∥p
Lp(0,a)

=

a∫
0

m′p(t)dt =

n∑
k=1

fpk

ak∫
ak−1

φ̄−p(t)dt =

n∑
k=1

(fpk − fpk+1)

ak∫
0

φ̄−p(t)dt, (2.29)

äå fn+1 := 0, i

∥y∥p
Lp(A,dµ)

=

∫
A

yp(x)dµ =

n∑
k=1

fpk

∫
Ak

φ−p(x)dµ =

n∑
k=1

(fpk − fpk+1)

∫
k
∪
i=1

Ai

φ−p(x)dµ.

Äàëi, ïîçíà÷èâøè ÷åðåç φ̄k(t) ñïàäíó ïåðåñòàíîâêó ôóíêöi¨

φk(x) =

{
φ(x), x ∈

k
∪
i=1

Ai,

0, x ∈ A \
k
∪
i=1

Ai,

íà ïiäñòàâi ðiâíîñòi (1.43) îòðèìà¹ìî∫
k
∪
i=1

Ai

φ−p(x)dµ =

ak∫
0

φ̄−p
k (t)dt,

i òîìó

∥y∥p
Lp(A,dµ)

=

n−1∑
k=1

(fpk − fpk+1)

ak∫
0

φ̄−p
k (t)dt.
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Ïîðiâíþþ÷è öþ ðiâíiñòü ç ðiâíiñòþ (2.29) i âðàõîâóþ÷è òå, ùî ïðè êîæíîìó t ∈ (0, ak)

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü φ̄−1(t) ≤ φ̄−1
k (t), îòðèìó¹ìî îöiíêó (2.28). Îòæå, äëÿ ôóíêöi¨

m′(t) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (2.25) i m′ ∈ Up(0, a).

Íåõàé, äàëi, Mφ̄
p � ìíîæèíà âñiõ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié m ∈ Up(0, a), äëÿ ÿêèõ

äîáóòîê φ̄(t)m(t) íà ïðîìiæêó (0, a) íå çðîñòà¹ i íàáóâà¹ òiëüêè ñêií÷åííó êiëüêiñòü

çíà÷åíü. Âíàñëiäîê (2.24) i (2.28) áà÷èìî, ùî m′ ∈ Mφ̄
p , i òîìó âíàñëiäîê (2.25) äëÿ

áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ y ∈ U φ
p (A) ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

eσ(φy) ≤ sup
m∈Mφ̄

p

inf
δσ⊂(0,a)

( a∫
0

φ̄(t)m(t)dt−
∫
δσ

φ̄(t)m(t)dt
)
= Eσ(Mφ̄

p , φ̄). (2.30)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âåëè÷èíè Eσ(Mφ̄
p , φ̄) ñêîðèñòà¹ìîñÿ äîâåäåíîþ âèùå ëåìîþ 2.1.1.

Ïîêëàäàþ÷è α(t) = φ̄(t), t ∈ (0, a), áà÷èìî, ùî α ∈ A, i çãiäíî ç (2.13) îòðèìó¹ìî

Eσ(Mφ̄
p , φ̄) = Gσ(φ, p) = sup

s∈(0,a]
(s− σ)

( s∫
0

dt

φ̄ p(t)

)− 1
p

. (2.31)

Ïðè öüîìó òî÷íà âåðõíÿ ìåæà â ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ äîñÿãà-

¹òüñÿ ïðè äåÿêîìó ñêií÷åííîìó çíà÷åííi s = s∗. Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.30)

òà (2.31), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî íåðiâíiñòü (2.21) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨

y ∈ U φ
p (A), à òîìó i äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ y ç ìíîæèíè Up(A).

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.1 ïîêàæåìî, ùî ó ìíîæèíi Up(A) iñíó¹

ôóíêöiÿ y∗ = y∗(x, φ̄, σ, p), äëÿ ÿêî¨

eσ(φy
∗) = Gσ(φ, p).

Ç öi¹þ ìåòîþ âèäiëèìî iç ìíîæèíè {x ∈ A : φ(x) ≥ φ̄(s∗−)} áóäü-ÿêó âèìiðíó

ïiäìíîæèíó E µ-ìiðè s∗, ÿêà ìiñòèòü ìíîæèíó {x ∈ A : φ(x) > φ̄(s∗−)}, i ðîçãëÿíåìî
ôóíêöiþ y∗, îçíà÷åíó ñïiââiäíîøåííÿì (2.5). Äëÿ íå¨ ìà¹ìî: y∗ ∈ L1(A, dµ) i

∥y∗∥p
Lp(A,dµ)

=

∫
A

y∗(x)pdµ =

∫
E

φ−p(x)dµ
(∫

E

φ−p(t)dµ
)−1

= 1,

òîáòî, y∗ ∈ Up(A). Îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà h ≥ 0 µ-ìiðà ìíîæèíè {x ∈ E :

φ(x) ≥ h} äîðiâíþ¹ ìiði Ëåáåãà ìíîæèíè {t ∈ (0, s∗) : φ̄(t) ≥ h}, òî

∫
E

φ−p(x)dµ =

s∗∫
0

φ̄−p(t)dt,



80

i òîìó

eσ(φy
∗) = (s∗ − σ)

(∫
E

φ−p(x)dµ
)− 1

p

= Gσ(φ, p).

Òàêèì ÷èíîì, ñïiââiäíîøåííÿ (2.4) äiéñíî ¹ ðiâíiñòþ i òåîðåìó 2.1.1 äîâåäåíî.

2.1.4. Òî÷íi çíà÷åííÿ âåëè÷èí eσ(φ, p) ó âèïàäêó, êîëè p ∈ (0, 1] i ôóíêöiÿ φ

¹ ñòàëîþ. Â äîâåäåííi ëåìè 2.1.1 óìîâà (2.10) âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ëèøå ïðè îòðèìàí-

íi ñïiââiäíîøåííÿ (2.20). Òîìó âñi ìiðêóâàííÿ ¨¨ äîâåäåííÿ, âêëþ÷àþ÷è îòðèìàííÿ

ñïiââiäíîøåííÿ (2.19), çàëèøàþòüñÿ â ñèëi i áåç óìîâè (2.10). Çîêðåìà, íåðiâíiñòü

(2.19) áóäå âèêîíóâàòèñÿ, ÿêùî ôóíêöiÿ α ¹ ñòàëîþ íà (0, a): α(t) ≡ c, c > 0. Çâiäñè

áà÷èìî, ùî

Eσ(Mc
p , c) = sup

m∈Mc
p

Eσ(m, c) ≤ sup
s∈(0,a]

(s− σ)
( s∫

0

c−p dt
)− 1

p

= c sup
s∈(0,a]

s− σ

s1/p
. (2.32)

Âèêîðèñòîâóþ÷è äàíå ñïiââiäíîøåííÿ íåâàæêî âñòàíîâèòè òàêèé àíàëîã ëåìè 2.1.1.

Ëåìà 2.1.2 . Íåõàé p ∈ (0, 1] i α(t) ≡ c, c > 0. Òîäi ïðè êîæíîìó σ ∈ (0, a) âèêîíó-

¹òüñÿ ðiâíiñòü

Eσ(Mc
p, c) = Gσ(c, p) :=


c p(1−pσ )(1−p)/p, p ∈ (0, 1), σ

1−p < a ≤ ∞;

c a−σ
a1/p

, p ∈ (0, 1), a < σ
1−p ; p = 1, a <∞;

c, p = 1, a = ∞.

(2.33)

Äîâåäåííÿ.Äiéñíî, ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó p ∈ (0, 1)ôóíêöiÿ g(s) = (s− σ)/s1/p

íà ìíîæèíi s > σ ìà¹ ¹äèíó êðèòè÷íó òî÷êó s∗ = σ/(1 − p), ÿêà ¹ ¨¨ òî÷êîþ ìàêñè-

ìóìó, i

g(s∗) = p((1− p)/σ)
1−p
p .

ßêùî æ p = 1, òî g(s) ç ðîñòîì s, íå ñïàäàþ÷è, ïðÿìó¹ äî îäèíèöi. Ó òàêîìó âèïàäêó

sup
s>0

g(s) = sup
s>0

(s− σ)/s = lim
s→+∞

(s− σ)/s = 1.

Îá'¹äíóþ÷è îòðèìàíi ñïiââiäíîøåííÿ ç îöiíêîþ (2.32), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî äëÿ

áóäü-ÿêîãî p ∈ (0, 1] ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

Eσ(Mc
p , c) ≤ Gσ(c, p). (2.34)

Ïîçíà÷èâøè

s∗ =

{ σ
1−p , p ∈ (0, 1), σ

1−p < a ≤ ∞;

a, p ∈ (0, 1), a < σ
1−p ; p = 1, a <∞,

(2.35)
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çàóâàæó¹ìî, ùî ó âiäïîâiäíèõ âèïàäêàõ òî÷íà âåðõíÿ ìåæà âåëè÷èí Eσ(·, c) íà ìíî-
æèíi Mc

p ðåàëiçó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ

m∗(t) =

{
(s∗)−

1
p , t ∈ (0, s∗],

0, t ∈ (s∗, a),

ßêùî æ a = ∞ i p = 1, òî îöiíêà (2.34) òàêîæ ¹ òî÷íîþ, òàê ÿê äëÿ áóäü-ÿêîãî

ÿêçàâãîäíî ìàëîãî ε > 0 ìîæíà âêàçàòè ôóíêöiþ mε, íàïðèêëàä, ïîêëàäàþ÷è

mε(t) =

{ ε
σ+1 , t ∈ (0, σ+1

ε ],

0, t ∈ (σ+1
ε , a),

ε ∈ (0, σ+1
σ ), äëÿ ÿêî¨

Eσ(mε, c) > Gσ(c, p)− c ε = c− c ε.

Íà îñíîâi ëåìè 2.1.2 âñòàíîâëþ¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.1.3 . Íåõàé p ∈ (0, 1], φ(x) ≡ c, c > 0, i

eσ(c, p) = eσ(c, p)L1(A,dµ)
= sup

y∈Up(A)
eσ(cy) = sup

y∈Up(A)
inf

γσ∈Γσ

(∫
A

c y(x)dµ−
∫
γσ

c y(x)dµ
)
.

Òîäi ïðè áóäü-ÿêîìó σ ∈ (0, a) ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

eσ(c, p) = Gσ(c, p),

äå âåëè÷èíà Gσ(c, p) âèçíà÷à¹òüñÿ ó ñïiââiäíîøåííi (2.33).

Äîâåäåííÿ. Íàñëiäóþ÷è äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.1, ñïî÷àòêó ïåðåêîíà¹ìîñü â ïðà-

âèëüíîñòi îöiíêè

eσ(cy) ≤ Gσ(c, p), (2.36)

íà ìíîæèíi U φ
p (A) = U c

p (A) âñiõ ôóíêöié y ∈ Up(A), äëÿ ÿêèõ äîáóòîê φ · y = c · y
íàáóâà¹ íà A ñêií÷åííó êiëüêiñòü çíà÷åíü. Ïðè öüîìó, ïîêëàäàþ÷è

m′(t) =

{
fk/c, t ∈ (ak−1, ak], k = 1, n,

0, t ∈ (an, a),
(2.37)

äå f1, f2, . . . , fn � çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ c · y, âïîðÿäêîâàíi çà ñïàäàííÿì, ak =
∑k

i=1 µi,

a0 = 0 i µk = µ(Ak) = µ
(
{x ∈ A : y(x) = fk}

)
, îòðèìà¹ìî

eσ(cy) = inf
δσ⊂(0,a)

( a∫
0

cm′(t)dt−
∫
δσ

cm′(t)dt
)
= Eσ(m

′, c).
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Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à ïðî îöiíêó âåëè÷èíè eσ(φy) íà ìíîæèíi U c
p (A) çâåëàñÿ äî äîñëi-

äæåííÿ ïîâåäiíêè âåëè÷èí Eσ(m′, c) íà ìíîæèíi âñiõ ôóíêöié m′ ∈ Up(0, a) âèãëÿäó

(2.37). Îñêiëüêè êîæíà òàêà ôóíêöiÿ m′ íàëåæèòü ìíîæèíi Mc
p , òî âíàñëiäîê ëåìè

2.1.2, ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Eσ(m
′, c) ≤ Gσ(c, p),

ç ÿêîãî âèïëèâà¹ âèêîíàííÿ îöiíêè (2.36) äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ y ∈ U c
p (A). Çâiä-

ñè, ÿê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2.1.1, âèêîðèñòîâóþ÷è íàñëiäîê 1.3.1 ïiäðîçäiëó 1.3,

ïåðåêîíó¹ìîñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè öi¹¨ îöiíêè i äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ y ∈ Up(A).

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ó âèïàäêàõ, êîëè p ∈ (0, 1) i σ
1−p < a ≤ ∞;

p ∈ (0, 1) i a < σ
1−p ; p = 1 i a <∞ äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè ôóíêöiþ

y∗(x) =

{
(s∗)−

1
p , x ∈ E,

0, x ∈ A \ E,

äå ÷èñëî s∗ âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (2.35), à E = E(s∗)� äîâiëüíà ïiäìíîæèíà

ìíîæèíè A µ-ìiðè s∗. Öÿ ôóíêöiÿ íàëåæèòü ìíîæèíi Up(A), i äëÿ íå¨ ìà¹ìî

eσ(cy
∗) = Gσ(c, p).

Ó âèïàäêó, êîëè a = ∞, a p = 1, îöiíêà (2.36) òàêîæ ¹ òî÷íîþ, îñêiëüêè äëÿ

áóäü-ÿêîãî ÿêçàâãîäíî ìàëîãî ε > 0 ìîæíà âêàçàòè ôóíêöiþ yε ∈ U1(A) , íàïðèêëàä,

ïîêëàäàþ÷è

yε(x) =

{ ε
σ+1 , x ∈ Eε,
0, x ∈ A \ Eε,

äå Eε ⊂ A, µ(Eε) = σ+1
ε , äëÿ ÿêî¨ áóäå âèêîíóâàòèñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

eσ(φyε) > Gσ(c, p)− c ε = c− c ε.

2.1.5. Äîïîìiæíà ëåìà 2.1.3 i ¨¨ äîâåäåííÿ. Òåîðåìà 2.1.2 áàçó¹òüñÿ íà íàñòóïíié

ëåìi 2.1.3. Ó ¨¨ ôîðìóëþâàííi çäåáiëüøîãî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïîçíà÷åííÿ ëåìè 2.1.1,

îäíàê äàëi (íà âiäìiíó âiä âèïàäêó p ∈ (0, 1]) äëÿ äîâiëüíèõ α ∈ A i p ∈ (1,∞) ÷åðåç

Mα
p ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié m ç Up(0, a), äëÿ ÿêèõ äîáóòîê

α(t)m(t) íà ïðîìiæêó (0, a) íå çðîñòà¹.

Ëåìà 2.1.3 . Íåõàé p ∈ (1,∞), α � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç ìíîæèíè A, äëÿ ÿêî¨

∥α∥Lp ′(0,a) <∞, 1/p+ 1/p ′ = 1, (2.38)
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i Eσ(Mα
p , α) � âåëè÷èíà, îçíà÷åíà ñïiââiäíîøåííÿì (2.12). Òîäi ïðè êîæíîìó σ > 0

ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Eσ(Mα
p , α) =

(
(s∗ − σ)p

′
( s∗∫

0

α−p(t)dt
)− p ′

p

+

a∫
s∗

αp
′
(t)dt

) 1
p ′

:= Eσ, (2.39)

â ÿêié s∗ � íàéáiëüøå íà (0, a] ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî

s− σ ≤ αp(s)

s∫
0

α−p(t)dt, ïðè âñiõ s ∈ [σ, s∗). (2.40)

Ïðè öüîìó ðiâíiñòü s∗ = a ìîæëèâà òiëüêè ó âèïàäêó, êîëè a < ∞. Òî÷íà âåðõíÿ

ìåæà â ïðàâié ÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ (2.12) ðåàëiçó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ m∗ ∈ Mα
p , â

ÿêî¨ ïðè s∗ = a

m∗(t) =
(
αp(t)

a∫
0

α−p(x)dx
)− 1

p

, t ∈ (0, a), (2.41)

i ïðè s∗ < a

m∗(t) =

α−1(t)(s∗ − σ)
p ′
p

( s∗∫
0

α−p(x)dx
)− p ′

p

E
− p ′

p
σ , t ∈ (0, s∗],

α
p ′
p (t)E

− p ′
p

σ , t > s∗.

(2.42)

Çàçíà÷èìî, ùî âíàñëiäîê óìîâè (2.38), iíòåãðàëè â ïðàâié ÷àñòèíi (2.11) ñêií÷åííi,

i òîìó âåëè÷èíè Eσ(Mα
p , α) êîðåêòíi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ôóíêöiÿ α çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ëåìè. Òîäi, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì

ìíîæèíè Mα
p , ÿêùî m ∈ Mα

p , à Eσ(m,α) � âåëè÷èíà, ÿêà îçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøå-

ííÿì (2.11), òî

Eσ(m,α) =

a∫
σ

α(t)m(t)dt =

a∫
0

ν(t)α(t)m(t)dt, äå ν(t) :=

{
0, t ∈ (0, σ],

1, t > σ.
(2.43)

Îñêiëüêè ïðè s ≥ σ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

α−p(s)(s− σ)−
s∫

0

α−p(t)dt =

s∫
σ

(α−p(s)− α−p(t))dt−
σ∫

0

α−p(t)dt,

äå âåëè÷èíà
∫ s
σ
(α−p(s) − α−p(t))dt ïðè s = σ äîðiâíþ¹ íóëþ, à ç ðîñòîì s íå ñïà-

äàþ÷è ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi, òî çàâæäè ìîæíà âêàçàòè íàéáiëüøå ÷èñëî s∗, ÿêå

çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (2.40).
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Äàëi, ïîçíà÷èìî ÷åðåç M̃α
p ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié m ç Mα

p , äëÿ ÿêèõ ôóíêöiÿ

α(t)m(t) ¹ ñòàëîþ íà (0, s∗], i ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Eσ(Mα
p , α) = sup

m∈M̃α
p

Eσ(m,α). (2.44)

Äëÿ öüîãî ïîêàæåìî, ùî äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ m ∈ Mα
p çíàéäåòüñÿ ôóíêöiÿ m1 ∈

M̃α
p , äëÿ ÿêî¨ ∥m1∥Lp(0,a) ≤ ∥m∥

Lp(0,a)
i â òîé æå ÷àñ

Eσ(m1, α) ≥ Eσ(m,α). (2.45)

Ç öi¹þ ìåòîþ ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ m1(t), òàêó, ùî m1(t) = m(t) ïðè t ∈ (s∗, a), a ïðè

t ∈ (0, s∗] çíà÷åííÿ m1(t) âèçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

α(t)m1(t) =
( s∗∫

0

mp(x)dx
) 1
p
( s∗∫

0

α−p(x)dx
)− 1

p

. (2.46)

Äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ áóäåìî ìàòè

∥m1∥p
Lp(0,a)

=

s∗∫
0

α−p(t)dt
( s∗∫

0

mp(x)dx
)( s∗∫

0

α−p(x)dx
)−1

+

+

a∫
s∗

mp(x)dx = ∥m∥p
Lp(0,a)

. (2.47)

Äëÿ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (2.45) âíàñëiäîê (2.43) i (2.46) äîñèòü ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

s∗∫
0

ν(t)α(t)m(t)dt ≤
s∗∫
0

ν(t)dt
( s∗∫

0

mp(t)dt
) 1
p
( s∗∫

0

α−p(t)dt
)− 1

p

. (2.48)

Ïîêëàâøè

K(t) = α−p(t)
(
ν(t)αp(t)− (s∗ − σ)

( s∗∫
0

α−p(x)dx
)−1)

, (2.49)

ïîìi÷à¹ìî, ùî íà ïiäñòàâi íà (2.40),K(t) ≤ 0, ÿêùî t ∈ (0, σ], iK(t) ≥ 0 ïðè t ∈ (σ, s∗).

Êðiì òîãî,
s∗∫
0

K(t)dt = 0.
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Òîìó ìà¹ ìiñöå çîáðàæåííÿ:

s∗∫
0

ν(t)α(t)m(t)dt−
s∗∫
0

ν(t)dt
( s∗∫

0

α−p(t)dt
)−1

s∗∫
0

α− p
p ′m(t)dt =

=

s∗∫
0

(α(t)m(t)− c)K(t)dt, (2.50)

äå c � áóäü-ÿêå äiéñíîå ÷èñëî.

Ç îãëÿäó íà òå, ùî äîáóòîê α(t)m(t) íà ïðîìiæêó (0, a) ¹ ìîíîòîííèì, âèáåðåìî

â ðîëi c ÷èñëî c∗ = α(σ+)m(σ+). Â òàêîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ (α(t)m(t) − c∗)K(t)

áóäåò íåäîäàòíîþ ïðè âñiõ t ∈ (0, s∗). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âåëè÷èíà â ïðàâié ÷àñòèíi

îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ ¹ íåäîäàòíîþ, i òîìó âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

s∗∫
0

ν(t)α(t)m(t)dt ≤
s∗∫
0

ν(t)dt
( s∗∫

0

α−p(t)dt
)−1

s∗∫
0

α− p
p ′m(t)dt. (2.51)

Çàñòîñóâàâøè äî îñòàííüîãî iíòåãðàëó â (2.51) íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà, îòðèìà¹ìî ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (2.48):

s∗∫
0

ν(t)α(t)m(t)dt ≤
s∗∫
0

ν(t)dt
( s∗∫

0

α−p(t)dt
)−1( s∗∫

0

mp(t)dt
) 1
p
( s∗∫

0

α−p(t)dt
) 1
p ′

=

=

s∗∫
0

ν(t)dt
( s∗∫

0

mp(t)dt
) 1
p
( s∗∫

0

α−p(t)dt
)− 1

p

,

à ðàçîì ç íèì i (2.45). Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.45)�(2.47), îòðèìó¹ìî øóêàíó

ðiâíiñòü (2.44).

Ç îçíà÷åííÿ ìíîæèíè M̃α
p âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ m ∈ M̃α

p ïðè

êîæíîìó t ∈ (0, s∗)

α(t)m(t) =
( s∗∫

0

mp(x)dx
) 1
p
( s∗∫

0

α−p(x)dx
)− 1

p

.

Òîìó

Eσ(m,α) = (s∗ − σ)
( s∗∫

0

mp(t)dt
) 1
p
( s∗∫

0

α−p(t)dt
)− 1

p

+

a∫
s∗

α(t)m(t)dt. (2.52)
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Äàëi áóäåìî ðîçðiçíÿòè äâà âèïàäêè: âèïàäîê, êîëè s∗ = a (ùî ìîæëèâî ëèøå

êîëè a <∞), i âèïàäîê, êîëè s∗ < a.

Â ïåðøîìó âèïàäêó îñòàííié iíòåãðàë â ñïiââiäíîøåííi (2.52) âiäñóòíié, à

s∗∫
0

mp(t)dt = ∥m∥p
Lp(0,a)

≤ 1,

òîìó âíàñëiäîê (2.52) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

Eσ(Mα
p , α) ≤ (a− σ)

( a∫
0

α−p(t)dt
)− 1

p

.

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ ëåìè 2.1.3 â öüîìó âèïàäêó äîñòàòíüî ïîìiòèòè, ùî ôóí-

êöiÿ m∗, ÿêà îçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (2.41), íàëåæèòü ìíîæèíi M̃α
p i äëÿ íå¨ âèêîíó¹-

òüñÿ ðiâíiñòü

Eσ(m
∗, α) = (a− σ)

( a∫
0

α−p(t)dt
)− 1

p

.

Ó âèïàäêó, êîëè s∗ < a, çàñòîñîâóþ÷è äî âèðàçó â ïðàâié ÷àñòèíi (2.52) ñïî÷àòêó

iíòåãðàëüíó íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà, à ïîòiì íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà äëÿ ñóìì, áóäåìî ìàòè

Eσ(m,α) ≤ (s∗−σ)
( s∗∫

0

mp(t)dt
) 1
p
( s∗∫

0

α−p(t)dt
)− 1

p

+
( a∫
s∗

mp(t)dt
) 1
p
( a∫
s∗

αp
′
(t)dt

) 1
p ′

≤

.

≤
( a∫

0

mp(t)dt
) 1
p
(
(s∗ − σ)p

′
( s∗∫

0

α−p(t)dt
)− p ′

p

+

a∫
s∗

αp
′
(t)dt

) 1
p ′

Çâiäñè, âíàñëiäîê òîãî, ùî ∥m∥
Lp(0,a)

≤ 1, îòðèìó¹ìî íåîáõiäíó îöiíêó âåëè÷èíè

Eσ(Mα
p , α).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ôóíêöiþ m∗, îçíà÷åíó ñïiââiäíîøåííÿì (2.42), i ïîêàæåìî, ùî

m∗ ∈ M̃α
p . Äiéñíî, âíàñëiäîê (2.42) ∥m∗∥

Lp(0,a)
≤ 1, i ïðè êîæíîìó t ∈ (0, s∗]

α(t)m∗(t) = (s∗ − σ)
p ′
p

( s∗∫
0

α−p(x)dx
)− p ′

p

E
− 1
p

σ , (2.53)

à ïðè t ∈ (s∗, a)

α(t)m∗(t) = αp
′
(t)E

− 1
p

σ . (2.54)
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Òîáòî, ôóíêöiÿ α(t)m∗(t) íà ïðîìiæêó (0, s∗] ¹ ñòàëîþ, à íà ïðîìiæêó (s∗, a) � íå

çðîñòà¹. Òîìó äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî t0 > s∗

α(s∗)m∗(s∗) ≥ α(t0)m
∗(t0), (2.55)

àáî ùî

(s∗ − σ)
( s∗∫

0

α−p(x)dx
)−1

≥ αp(t0). (2.56)

Ó âèïàäêó, êîëè ïðè s = s∗ íåðiâíiñòü (2.40) íå âèêîíó¹òüñÿ, äëÿ áóäü-ÿêîãî t0 > s∗

ìà¹ìî

(s∗ − σ)
( s∗∫

0

α−p(x)dx
)−1

≥ αp(s∗) ≥ αp(t0),

i òîìó ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (2.55).

ßêùî æ

(s∗ − σ)
( s∗∫

0

α−p(x)dx
)−1

≤ αp(s∗),

òî ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

H(s) := (s− σ)
( s∫

0

α−p(x)dx
)−1

, s ≥ σ.

�¨ ïîõiäíà ìà¹ âèãëÿä

H ′(s) =
( s∫

0

α−p(x)dx− (s− σ)α−p(s)
)( s∫

0

α−p(x)dx
)−2

.

Âíàñëiäîê îçíà÷åííÿ ÷èñëà s∗ ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ôóíêöiÿ H(s) íå çðîñòà¹ ïðè âñiõ

s ≥ s∗. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó s > s∗ íåðiâíiñòü (2.40) íå âèêîíó¹òüñÿ.

Ïiäiáðàâøè äëÿ äàíîãî t0 ÷èñëî s0 > s∗ òàê, ùîá α(s0) ≥ α(t0), áà÷èìî, ùî i â

öüîìó âèïàäêó ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (2.56):

s∗ − σ
s∗∫
0

α−p(x)dx

= H(s∗) ≥ H(s0) =
s0 − σ

s0∫
0

α−p(x)dx

≥ αp(s0) ≥ αp(t),

à îòæå, i íåðiâíiñòü (2.55).
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Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ m∗ íàëåæèòü ìíîæèíi M̃α
p i äëÿ íå¨, âíàñëiäîê (2.53)�

(2.55),

Eσ(m
∗, α) = E

− p ′
p

σ

(
(s∗ − σ)

p ′
p

( s∗∫
0

α−p(t)dt
)− p ′

p

(s∗ − σ) +

a∫
s∗

α
p ′
p
+1(t)dt

)
=

= E
− p ′

p
σ

(
(s∗ − σ)p

′
( s∗∫

0

α−p(t)dt
)− p ′

p

+

a∫
s∗

αp
′
(t)dt

)
= Eσ.

Ëåìó äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 2.1.1 . ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.40), òî ïîõiäíà ôóíêöi¨

F (s) = (s− σ)
(∫ s

0

α−p(t)dt
)−1

=

∫ s

0

ν(t)dt
(∫ s

0

α−p(t)dt
)−1

ïðè âñiõ s ∈ [σ, s∗) ¹ íåâiä'¹ìíîþ, i îòæå äàíà ôóíêöiÿ ïðè âñiõ òàêèõ s íå ñïàäà¹.

çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ s ∈ (0, s∗) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà∫ s

0

ν(t)dt
(∫ s

0

α−p(t)dt
)−1

≤
∫ s∗

0

ν(t)dt
(∫ s∗

0

α−p(t)dt
)−1

.

Òîìó ïîêëàâøè r = p, f(t) = α(t)m(t), g(t) = ν(t)α(t) i p(t) = α−1(t), äëÿ îòðèìàííÿ

îöiíêè (2.48) â äîâåäåííi ëåìè 2.1.3 ìîæíà áóëî ñêîðèñòàòèñÿ îöiíêîþ (5.86) ïiäðîç-

äiëó 5.6.2, ÿêó áóëî äîâåäåíî â áiëüø ïiçíié ðîáîòi àâòîðà [196]. Îäíàê ìè íàâìèñíî

íàâîäèìî îðèãiíàëüíå äîâåäåííÿ äàíîãî òâåðäæåííÿ ç ðîáîòè [158] (äèâ. òàêîæ [159]),

îñêiëüêè â íüîìó çàñòîñîâó¹òüñÿ ïðèéîì, ùî âèêîðèñòîâó¹ âëàñòèâîñòi ôóíêöiîíàëó

(2.49) i çîáðàæåííÿ âèãëÿäó (2.50). Äàíèé ïðèéîì áóëî âçÿòî íàìè ç ðîáîòè [125] i

âií ¹ íà íàøó äóìêó öiêàâèì ñàì ïî ñîái.

2.1.6. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.2. ßê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2.1.1, ñïî÷àòêó ïåðå-

êîíó¹ìîñÿ, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ y ∈ Up(A) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

eσ(φy) ≤ Gσ(φ, p), (2.57)

â ÿêié âåëè÷èíà Gσ(φ, p) âåëè÷èíà äîðiâíþ¹ ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (2.7). Äëÿ öüîãî,

ïðîâîäÿ÷è ìiðêóâàííÿ, àíàëîãi÷íi äîâåäåííþ òåîðåìè 2.1.1, ïîêàçó¹ìî, ùî äëÿ áóäü-

ÿêî¨ ôóíêöi¨ y ∈ Up(A) ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

eσ(φy) ≤ sup
m∈Mφ̄

p

inf
δσ⊂(0,a)

( a∫
0

φ̄(t)m(t)dt−
∫
δσ

φ̄(t)m(t)dt
)
= Eσ(Mφ̄

p , φ̄), (2.58)
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äå Mφ̄
p � ìíîæèíà âñiõ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié m ∈ Up(0, a), äëÿ ÿêèõ äîáóòîê φ̄(t)m(t)

íà (0, a) íå çðîñòà¹. Òèì ñàìèì çàäà÷à çíîâó çâîäèòüñÿ äî äîñëiäæåííÿ âåëè÷èí

Eσ(Mφ̄
p , φ̄).

Äëÿ îöiíêè âåëè÷èí Eσ(Mφ̄
p , φ̄) ñêîðèñòà¹ìîñÿ ëåìîþ 2.1.3. Ïîêëàäàþ÷è α(t) =

φ̄(t), t ∈ (0, a), áà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ α çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè öi¹¨ ëåìè, i çãiäíî ç (2.39)

îòðèìó¹ìî

Eσ(Mφ̄
p , φ̄) = Gσ(φ, p) =

(
(s∗ − σ)p

′
( s∗∫

0

φ̄−p(t) dt
)− p ′

p

+

a∫
s∗

φ̄ q(t) dt
) 1
p ′
, (2.59)

äå s∗ � íàéáiëüøå íà ïðîìiæêó (σ, a] ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî ïðè âñiõ s ∈ (σ, s∗) âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü (2.6).

Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.58) i (2.59), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî íåðiâíiñòü (2.57)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ y ç ìíîæèíè Up(A). Òîìó

eσ(φ, p) = sup
y∈Up(A)

eσ(φy) ≤ Gσ(φ, p). (2.60)

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.2 çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî â ñïiââiäíî-

øåííi (2.60) ñòðîãî¨ íåðiâíîñòi áóòè íå ìîæå. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

â ìíîæèíi Up(A) iñíó¹ ôóíêöiÿ y∗ = y∗(x, φ̄, σ, p), äëÿ ÿêî¨

eσ(φy
∗) = Gσ(φ, p). (2.61)

Íåõàé s∗ = s∗(σ, φ) � íàéáiëüøå íà ïðîìiæêó (σ, a] ÷èñëî òàêå, ùî ïðè âñiõ

s ∈ (σ, s∗) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (2.6). Çàçíà÷èìî, ùî ÿêùî íà äåÿêîìó ïðîìiæ-

êó (s1, s2) ôóíêöiÿ φ̄ ¹ ñòàëîþ i ïðè äåÿêîìó s = s0 ç öüîãî ïðîìiæêó âèêîíó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ (2.6), òî öå ñïiââiäíîøåííÿ áóäå ñïðàâäæóâàòèñÿ i ïðè áóäü-ÿêîìó

s′ ∈ (s0, s2]:

s′ − σ = s0 − σ + (s′ − s0) ≤ φ̄p(s0)

s0∫
0

φ̄−p(t)dt+ φ̄p(s0)
s′ − s0
φ̄p(s0)

= φ̄p(s′)

s′∫
0

φ̄−p(t)dt.

Öå îçíà÷à¹, ùî ó âèïàäêó, êîëè s∗(σ, φ) < a, äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 áóäåìî ìàòè

φ̄(s∗ + ε) < φ̄(s∗−), à µ-ìiðà ìíîæèíè E = {x ∈ A : φ(x) ≥ φ̄(s∗−)} äîðiâíþ¹ ìiði

Ëåáåãà ìíîæèíè {t ∈ (0, a] : φ̄(t) ≥ φ̄(s∗−)} i òîìó äîðiâíþ¹ s∗.
Ó âèïàäêó, êîëè s∗(σ, φ) = a (a <∞), ñïiââiäíîøåííÿ (2.61) çàäîâîëüíÿ¹ ôóíêöiÿ

y∗ ∈ Up(A), ÿêà îçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (2.8). Äiéñíî,

∥y∗∥p
Lp(A,dµ)

=

∫
A

y∗(t)pdµ =

∫
A

φ−p(t)dµ
(∫

A

φ−p(x)dµ
)−1

= 1,
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òîìó y∗ ∈ Up(A), i âíàñëiäîê (1.43),

eσ(φy
∗) = (a− σ)

(∫
A

φ−p(x)dµ
)− 1

p

= Gσ(φ, p).

Ó âèïàäêó, êîëè s∗ < a, â ðîëi åêñòðåìàëüíî¨ âiçüìåìî ôóíêöiþ y∗(t), ÿêà çà-

äà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (2.9). Îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêîãî h > 0 µ-ìiðà ìíîæèíè

{t ∈ E : φ(t) ≥ h} äîðiâíþ¹ ìiði Ëåáåãà ìíîæèíè {t ∈ (0, s∗) : φ̄(t) ≥ h}, à µ-ìiðà
ìíîæèíè {t ∈ A\E : φ(t) ≥ h} äîðiâíþ¹ ìiði Ëåáåãà ìíîæèíè {t ∈ (s∗, a) : φ̄(t) ≥ h},
òî ∫

E

φ−p(x)dµ =

s∗∫
0

φ̄−p(t)dt,

∫
A\E

φp
′
(x)dµ =

a∫
s∗

φ̄p
′
(t)dt. (2.62)

Òîìó

∥y∗∥p
Lp(A,dµ)

=

∫
A

y∗(t)pdµ =

= G−p ′

σ

(
(s∗ − σ)p

′
(∫

E

φ−p(x)dµ
)−p ′ ∫

E

φ−p(t)dµ+

∫
A\E

φp
′
(t)dµ

)
= 1,

äå Gσ = Gσ(φ, p), i îòæå, y∗ ∈ Up(A). Êðiì òîãî, âíàñëiäîê (2.9) i (2.62) ïðè âñiõ t ∈ E

φ(t)y∗(t) = G
− p ′

p
σ (s∗ − σ)

p ′
p

(∫
E

φ−p(x)dµ
)− p ′

p

=

= G
− p ′

p
σ (s∗ − σ)

p ′
p

( s∗∫
0

φ̄−p(x)dx
)− p ′

p

, (2.63)

à ïðè t ∈ A \ E

φ(t)y∗(t) = G
− p ′

p
σ φ1+ p ′

p (t) = G
− p ′

p
σ φp

′
(t). (2.64)

Ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ x ∈ E òà t ∈ A \ E

φ(x)y∗(x) ≥ φ(t)y∗(t), (2.65)

ùî âíàñëiäîê (2.63) i (2.64) ðiâíîñèëüíî íåðiâíîñòi

(s∗ − σ)
( s∗∫

0

φ̄−p(x)dx
)−1

≥ φp(t), t ∈ A \ E. (2.66)
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Öå ìîæíà çðîáèòè àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ íåðiâíîñòi (2.53). Ó âèïàäêó, êîëè ïðè

s = s∗ íåðiâíiñòü (2.6) íå âèêîíó¹òüñÿ, äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ A \ E ìà¹ìî

(s∗ − σ)
( s∗∫

0

φ̄ −p(x)dx
)−1

≥ φ̄p(s∗) ≥ φp(t),

i òîìó ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (2.65).

ßêùî æ

(s∗ − σ)
( s∗∫

0

φ̄ −p(x)dx
)−1

≤ φ̄p(s∗),

òî ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

H(s) := (s− σ)
( s∫

0

φ̄ −p(x)dx
)−1

ïðè áóäü-ÿêîìó s ≥ σ. �¨ ïîõiäíà ìà¹ âèãëÿä

H ′(s) =
( s∫

0

φ̄ −p(x)dx− (s− σ)φ̄ −p(s)
)( s∫

0

φ̄ −p(x)dx
)−2

.

Âíàñëiäîê îçíà÷åííÿ ÷èñëà s∗ ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ôóíêöiÿ H(s) íå ñïàäà¹ ïðè âñiõ

s ∈ [σ, s∗) i íå çðîñòà¹ ïðè s ≥ s∗. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó s > s∗

íåðiâíiñòü (2.6) íå âèêîíó¹òüñÿ.

Ïiäiáðàâøè äëÿ äàíîãî t ∈ A \E ÷èñëî s0 > s∗ òàê, ùîá φ̄(s0) ≥ φ(t), áà÷èìî, ùî

i â öüîìó âèïàäêó ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (2.66):

s∗ − σ
s∗∫
0

φ̄ −p(x)dx

= H(s∗) ≥ H(s0) =
s0 − σ

s0∫
0

φ̄ −p(x)dx

≥ φ̄p(s0) ≥ φp(t),

à îòæå, i íåðiâíiñòü (2.65).

Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.9), (2.62)�(2.65), îòðèìó¹ìî

eσ(φy
∗) = G

− p ′
p

σ

(
(s∗ − σ)

p ′
p

(∫
E

φ−p(x)dµ
)− p ′

p

(s∗ − σ) +

∫
A\E

φ1+ p ′
p (t)dµ

)
=

= G
− p ′

p
σ

(
(s∗ − σ)p

′
( s∗∫

0

φ̄−p(t) dt
)− p ′

p

+

a∫
s∗

φ̄ p ′
(t) dt

)
= Gσ(φ, p).
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Òàêèì ÷èíîì, â äðóãié ÷àñòèíi (2.60) ìîæíà ïîñòàâèòè çíàê ðiâíîñòi. Òåîðåìó 2.1.2

äîâåäåíî.

2.1.7. Òî÷íi çíà÷åííÿ âåëè÷èí eσ(φ, p) ó âèïàäêó, êîëè ìiðà dµ íå ¹ íåïå-

ðåðâíîþ. Òåîðåìè 2.1.1 i 2.1.2 áóëè äîâåäåíi ó âèïàäêó, êîëè ìiðà dµ ¹ íåïåðåðâíîþ.

Ïðîòå, ïîâíiñòþ ïîâòîðþþ÷è íàâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ, íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

òåîðåìà 2.1.2 ìà¹ ìiñöå äëÿ áóäü-ÿêî¨ σ-àäèòèâíî¨ ìiðè dµ. ßêùî æ âèêîíóþòüñÿ

óìîâè òåîðåìè 2.1.1, òî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ó âèïàäêó äîâiëüíî¨ σ-àäèòèâíî¨ ìiðè

dµ ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

eσ(φ, p) = eσ(φ, p)L1(A,dµ)
≤ sup

s∈EA(µ)

(s− σ)
( s∫

0

dt

φ̄ p(t)

)− 1
p

, (2.67)

â ÿêié φ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ φ(x), à EA(µ) � ìíîæèíà çíà÷åíü ìiðè

dµ íà ìíîæèíi A:

EA(µ) = {t ∈ [0, a] : ∃Bt ⊂ A : µ(Bt) = t}.

ßêùî ìiðà dµ íåïåðåðâíà, òî EA(dµ) = (0, a] i â (2.67) ìîæíà ïîñòàâèòè çíàê

ðiâíîñòi. Îäíàê çíàê ðiâíîñòi â ñïiââiäíîøåííi (2.67) ìîæíà ïîñòàâèòè i â áàãàòüîõ

âèïàäêàõ, êîëè ìiðà dµ íå ¹ íåïåðåðâíîþ. Çîêðåìà, öå òàê, ÿêùî íîñi¹ì ìiðè dµ â Rd

¹ öiëî÷èñåëüíà ðåøiòêà Zd, äå âîíà äîðiâíþ¹, íàïðèêëàä, îäèíèöi: µ(k) ≡ 1, k ∈ Zn,
i A = Zd. Äiéñíî, â öüîìó âèïàäêó äëÿ áóäü-ÿêîãî σ ∈ N ìà¹ìî

eσ(φ, p)L1(A,dµ)
≤ sup

s∈EA(µ)

(s− σ)
( s∫

0

dt

φ̄ p(t)

)− 1
p

=

= sup
s∈EA(µ)

(s− σ)
( s∑
k=1

φ̄−p(k)
)− 1

p

= (s∗ − σ)
( s∗∑
k=1

φ̄−p(k)
)− 1

p

,

äå s∗ ∈ EA(µ) ∩N. Ïîêëàäåìî E = {x ∈ A : φ(x) ≥ φ̄(s∗−)} i ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

y∗(x) =
χE(x)

φ(x)

(∫
E

φ−p(t)dµ
)− 1

p

,

äå χE(·)� õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ìíîæèíèE. Òîäi y∗ ∈ Up(A), i îñêiëüêè µ(E)=s∗,
òî ∫

E

φ−p(x)dµ =

s∗∫
0

φ̄−p(t)dt =

s∗∑
k=1

φ̄−p(k)
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i òîìó

eσ(φy
∗) = (s∗ − σ)

(∫
E

φ−p(x)dµ
)− 1

p

= (s∗ − σ)
( s∗∑
k=1

φ̄−p(k)
)− 1

p

.

2.2 Îöiíêè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü iíòåãðàëàìè ïðè

íåîáìåæåíîìó çðîñòàííi ¨õ ðàíãó

Â öüîìó ïiäðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ ïîâåäiíêà âåëè÷èí eσ(φ, p) âèãëÿäó (2.3) ïðè σ→∞.

Çðîçóìiëî, ùî òàêà çàäà÷à ìà¹ çìiñò ëèøå ó âèïàäêó, êîëè mesµA = ∞. Â ñèëó

òåîðåì 2.1.1 i 2.1.2 çàäà÷à ïðî äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè âåëè÷èí eσ(φ, p) ïðè σ → ∞
çâîäèòüñÿ äî äîñëiäæåííÿ âåëè÷èí Gσ(φ, p), ÿêi ó âèïàäêó, êîëè p ∈ (0, 1] òà φ ∈
Φ(A), çàäàþòüñÿ ðiâíiñòþ

Gσ(φ, p) := sup
s>σ

(s− σ)
( s∫

0

dt

φ̄ p(t)

)− 1
p

(2.68)

äå φ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ φ(x). ßêùî æ p ∈ (1,∞), i ôóíêöiÿ φ ∈ Φ(A)

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.1), òî

Gσ(φ, p) :=
(
(s∗ − σ)p

′
( s∗∫

0

φ̄−p(t) dt
)− p ′

p

+

∞∫
s∗

φ̄ p ′
(t) dt

) 1
p ′
, (2.69)

äå φ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ φ(x), à s∗ � íàéáiëüøå íà ïðîìiæêó (σ,∞)

÷èñëî òàêå, ùî ïðè âñiõ s ∈ (σ, s∗] âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

s− σ ≤ φ̄ p(s)

s∫
0

φ̄−p(t) dt. (2.70)

Ó ïiäðîçäiëi 6.6 äîñëiäæåíî ïîâåäiíêó âåëè÷èí Gσ(φ, p) ó âèïàäêó, êîëè ïåðåñòà-

íîâêà φ̄(t) ¹ äåÿêî¨ îïóêëîþ ñïàäíîþ äî íóëÿ ôóíêöi¹þ i â çàëåæíîñòi âiä øâèäêîñòi

ñïàäàííÿ çíàéäåíî äëÿ íèõ òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè. Â îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòàõ äî óìîâ

ìîíîòîííîñòi ôóíêöié φ̄(t), äîäàþòüñÿ òàêîæ óìîâè ¨õ îïóêëîñòi. Öi óìîâè ¹ òåõíi-

÷íèìè, îñêiëüêè çàñòîñîâóâàâñÿ ðîçâèíóòèé â ðîáîòàõ Î. I. Ñòåïàíöÿ òà éîãî ó÷íiâ

àïàðàò îïóêëèõ ôóíêöié. Öå àïàðàò âèêîðèñòîâó¹ êëàñèôiêàöiþ òàêèõ ôóíêöié, íà-

âåäåíó â ïiäðîçäiëi 6. Â òîé æå ÷àñ ñëiä çàçíà÷èòè, ùî äëÿ ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàíü

òàêå îáìåæåííÿ ¹ ìàëîçíà÷èìèì.
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Íà ïiäñòàâi òåîðåìè 2.1.1 òà òåîðåìè 6.6.1 ïðè ψ(t+ 1) = φ̄ p(t), t ≥ 0, îòðèìó¹ìî

íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.2.1 . ßêùî p ∈ (0, 1], i ôóíêöiÿ φ ∈ Φ(A) òàêà, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó

t ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü φ̄ p(t) = ψ(t + 1), äå φ̄ � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨

φ, à ψ ∈ M0, òî ñïðàâäæó¹òüñÿ òî÷íà ïîðÿäêîâà ïðè σ → ∞ îöiíêà

eσ(φ, p) ≍
φ̄(σ)

σ
1
p
−1
. (2.71)

Ó ñïiââiäíîøåííi (2.71) i äàëi ïiä âèðàçîì "a(σ) ≍ b(σ) ïðè σ → ∞" ñëiä ðîçóìiòè,

ùî iñíóþòü òàêi ñòàëi 0 < K1 < K2, ùî ïðè âñiõ σ, áiëüøèõ çà äåÿêå ÷èñëî σ0,

âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi a(σ) ≤ K2b(σ) (â öüîìó âèïàäêó ïèøåìî "a(σ) ≪ b(σ) ïðè

σ → ∞" ) i a(σ) ≥ K1b(σ) (â òàêîìó âèïàäêó ïèøåìî "a(σ) ≫ b(σ) ïðè σ → ∞" ) .

Äëÿ äîâiëüíî¨ îïóêëî¨ ñïàäíî¨ äî íóëÿ ôóíêöi¨ f(t), t ≥ 0, çà àíàëîãi¹þ ç ïiäðîç-

äiëîì 6.1 ðîçãëÿíåìî õàðàêòåðèñòèêó η(f ; t) òàêó, ùî äëÿ äîâiëüíîãî t ≥ 0

f(η(f, t)) =
1

2
f(t).

Òîäi ÿêùî ôóíêöi¨ ψ òà φ̄ ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì ψ(t + 1) = φ̄ p(t), p ∈ (0, 1], òî

äëÿ áóäü-ÿêîãî t ≥ 0

η(φ̄p; t) = η(ψ; t+ 1)− 1. (2.72)

ßêùî ïðè öüîìó ψ ∈ M+
∞ ⊂ F , òî âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 6.2.2 ïðè t→ ∞

η(φ̄p; t)− t = η(ψ; t+ 1)− (t+ 1) ≍ ψ(t+ 1)

|ψ′(t+ 1)|
≍

≍ p
ψ1/p(t+ 1)

|(ψ1/p(t+ 1))′|
≍ η(ψ1/p; t+ 1)− (t+ 1) ≍ η(φ̄; t)− t. (2.73)

Âðàõîâóþ÷è (2.73), íà ïiäñòàâi òåîðåì 2.1.1 òà 6.6.2 îòðèìó¹ìî îöiíêó âåëè÷èí

eσ(φ, p) ó âèïàäêó, êîëè ψ íàëåæèòü ìíîæèíi M+
∞.

Òâåðäæåííÿ 2.2.2 . ßêùî p ∈ (0, 1] i ôóíêöiÿ φ ∈ Φ(A) ïðè áóäü-ÿêîìó t ≥ 0

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü φ̄ p(t) = ψ(t+ 1), äå ψ ∈ M+
∞ i ïðè äåÿêîìó ε > 0

η′(ψ, t) ≥ 1

2
+ ε ∀t > tε, (2.74)

òî ìà¹ ìiñöå òî÷íà ïîðÿäêîâà ïðè σ → ∞ îöiíêà

eσ(φ, p) ≍
φ̄(σ)

(η(φ̄;σ)− σ)
1
p
−1
. (2.75)
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Ó âèïàäêó, êîëè p ∈ (1,∞) äëÿ îòðèìàííÿ àíàëîãi÷íèõ îöiíîê âåëè÷èí eσ(φ, p)

ïîêëàäåìî ψ(t + 1) = φ̄(t), t ≥ 0. Òîäi iç òåîðåì 6.6.3 òà 2.1.2 îòðèìà¹ìî òàêå òâåð-

äæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.2.3 . ßêùî p ∈ (1,∞) i ôóíêöiÿ φ ∈ Φ(A) ïðè áóäü-ÿêîìó t ≥ 0

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü φ̄(t) = ψ(t+1), äå ôóíêöiÿ ψ ∈ MC òàêà, ùî ∥ψ∥Lp ′ [1,∞) <∞,
1
p +

1
p ′ = 1, i ôóíêöiÿ 1/ψ(t) îïóêëà ïðè âñiõ t, áiëüøèõ äåÿêîãî ÷èñëà t0 ≥ 1, òî ïðè

σ → ∞ ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

eσ(φ, p) ≍ φ̄(σ)σ1−
1
p . (2.76)

Íà ïiäñòàâi òåîðåì 6.6.4 òà 2.1.2 iç âðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåííÿ (2.72) (ïðè p = 1)

îòðèìó¹ìî àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü ìíîæèíi

M+
∞.

Òâåðäæåííÿ 2.2.4 . ßêùî p ∈ (1,∞) i ôóíêöiÿ φ ∈ Φ(A) ïðè áóäü-ÿêîìó t ≥ 0

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü φ̄(t) = ψ(t + 1), äå ψ ∈ M+
∞ i òàêà, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

(2.74), òî äëÿ áóäü-ÿêîãî p ∈ (1,∞) ïðè σ → ∞ ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

eσ(φ, p) ≍ φ̄(σ)(η(φ̄; σ)− σ)1−
1
p . (2.77)

2.3 Íàáëèæåííÿ iíòåãðàëiâ iíòåãðàëàìè ïî çàäàíèõ

ìíîæèíàõ òà àíàëîãè áàçèñíèõ ïîïåðå÷íèêiâ

2.3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà îòðèìàíi ðåçóëüòàòè. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿìè âå-

ëè÷èí eσ(f) òà Eγσ(f) (äèâ. ñïiââiäíîøåííÿ (1.40) òà (1.55)), äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨

f ∈ L1(A, dµ) i áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè γσ ∈ Γσ, σ > 0, ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

eσ(f) ≤ Eγσ(f). (2.78)

Îäíàê àíàëiçóþ÷è ðåçóëüòàòè ïiäðîçäiëiâ 1.4 òà 2.2, áà÷èìî, ùî êîëè ôóíêöiÿ

φ ∈ Φ(A) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òâåðäæåííÿ 2.2.1 àáî 2.2.2, òî âåëè÷èíè eσ(φ, 1) ìàþòü

òîé ñàìèé ïîðÿäîê ïðè σ → ∞, ùî i âåëè÷èíè Dσ(φ, 1):

Dσ(φ, 1) ≍ Eγ∗
σ
(φ, 1) ≍ eσ(φ, 1) ≍ φ̄(σ).
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Ó çâ'ÿçêó ç öèì âèíèêà¹ ïèòàííÿ, íà ñêiëüêè âiäðiçíÿþòüñÿ ïðè iíøèõ çíà÷åííÿõ

ïàðàìåòðà p ∈ (0,∞) âåëè÷èíè eσ(φ, p) âèãëÿäó (2.3) âiä çíà÷åíü âåëè÷èí

Eγσ(φ, p) := Eγσ(φ, p)L1(A,dµ)
= sup

y∈Up(A)
Eγσ(φy) = sup

y∈Up(A)
Eγσ(φy)L1(A,dµ)

(2.79)

òà

Dσ(φ, p) := Dσ(φ, p)L1(A,dµ)
= inf

γσ∈Γσ
Eγσ(φ, p) = inf

γσ∈Γσ
Eγσ(φ, p)L1(A,dµ)

. (2.80)

Äëÿ âiäïîâiäi íà ïîñòàâëåíå ïèòàííÿ çíàéäåìî òî÷íi çíà÷åííÿ Eγσ(φ, p) i Dσ(φ, p).

ßê i â ïiäðîçäiëi 2.1, ïðè p > 1 äîäàòêîâî ïðèïóñêà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ φ çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó (2.1), ÿêà ãàðàíòó¹ ñêií÷åííiñòü íîðìè â ñïiââiäíîøåííi (1.56).

Òåîðåìà 2.3.1 . Íåõàé ôóíêöiÿ φ ∈ Φ(A) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.1). Òîäi äëÿ äîâiëü-

íèõ p ∈ (1,∞), σ > 0 i γσ ∈ Γσ ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

Eγσ(φ, p) = ∥φγσ∥Lp ′(A,dµ) = ∥φ̄γσ∥Lp ′(0,a)
, 1/p+ 1/p ′ = 1, (2.81)

â ÿêié φ̄γσ(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ φγσ , ùî çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

(1.59) i

Dσ(φ, p) = inf
γσ∈Γσ

∥φ̄γσ∥Lp ′(0,a)
= ∥φ̄∥

Lp ′(σ,a)
, (2.82)

äå φ̄ � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ φ(x). Ïðè öüîìó òî÷íà íèæíÿ ìåæà â (2.82)

ðåàëiçó¹òüñÿ ìíîæèíîþ γ∗σ ∈ Γσ, îçíà÷åíîþ â òâåðäæåííi 1.4.1:

Eγ∗
σ
(φ, p) = Dσ(φ, p) = ∥φ̄∥

Lp ′(σ,a)
.

Íåõàé òåïåð p ∈ (0, 1). Â öüîìó âèïàäêó, ÿêùî äëÿ äåÿêî¨ ìíîæèíè γσ ∈ Γσ µ-

ìiðà ìíîæèíè Bγσ := {x ∈ A \ γσ : φ(x) > 0} äîðiâíþ¹ íóëþ, òî Eγ∗
σ
(φ, p) = 0, i òîäi

Dσ(φ, p) = Eγσ(φ, p) = 0. ßêùî æ ìíîæèíà γσ òàêà, ùî µ(Bγσ)> 0, òî Eγσ(φ, p) = ∞,

i ÿêùî ïðè áóäü-ÿêîìó γσ ∈ Γσ µ(Bγσ) > 0, òî i Dσ(φ, p) = ∞.

Öåé ôàêò âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ìíîæèíè Up(A), âçàãàëi êàæó÷è, ìiñòÿòü ôóíêöi¨

iç ÿê çàâãîäíî âåëèêèìè íîðìàìè â ïðîñòîði L1(A, dµ).
Â çâ'ÿçêó ç öèì ïðèðîäíî ðîçãëÿíóòè âåëè÷èíè Eγσ(φy) âèãëÿäó (1.56) òàêîæ ó

âèïàäêó, êîëè y ∈ U ′
p(A) = U+

p (A) ∩ U1(A). Ìà¹ ìiñöå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.3.2 . Íåõàé p ∈ (0, 1] òà φ ∈ Φ(A). Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ σ > 0 òà γσ ∈ Γσ

âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

E ′
γσ(φ, p) := E ′

γσ(φ, p)L1(A,dµ)
= sup

y∈U ′
p(A)

Eγσ(φy) = φ̄γσ(0+), (2.83)
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äå φ̄γσ(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨, ÿêà çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (1.59), i

D′
σ(φ, p) := D′

σ(φ, p)L1(A,dµ)
= inf

γσ∈Γσ
E ′
γσ(φ, p) = φ̄(σ+), (2.84)

äå φ̄ � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ φ(x). Ïðè öüîìó äëÿ ìíîæèíè γ∗σ ∈ Γσ, îçíà-

÷åíî¨ â òâåðäæåííi 1.4.1, ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

E ′
γ∗
σ
(φ, p) = D′

σ(φ, p) = φ̄(σ+).

Ó âèïàäêó, êîëè ìiðà dµ íå ¹ íåïåðåðâíîþ, âêëàäåííÿ U+
p (A) ⊂ U1(A) ìîæå

âèêîíóâàòèñÿ àâòîìàòè÷íî. Çîêðåìà, öå òàê, ÿêùî A = Zd, a íîñi¹ì ìiðè dµ â Rd ¹

öiëî÷èñåëüíà ðåøiòêà Zd, äå âîíà äîðiâíþ¹, íàïðèêëàä, îäèíèöi: µ(k) ≡ 1, k ∈ Zd.
Â öüîìó âèïàäêó äëÿ áóäü-ÿêî¨ f ∈ L1(A, dµ)∫

A

f(x)dµ =
∑
k∈Zd

f(k);

Lp(A, dµ), p ∈ (0,∞] � ìíîæèíè ïîñëiäîâíîñòåé {y(k)}k∈Zd , äëÿ ÿêèõ âåëè÷èíè

∥y∥
Lp(A,dµ)

=


( ∑

k∈Zd
|y(k)|p

)1/p
, p ∈ (0,∞),

sup
k∈Zd

| y(k)|, p = ∞

¹ ñêií÷åííèìè, i ìíîæèíè Up(A) çàâæäè çáiãàþòüñÿ ç ìíîæèíàìè U+
p (A), ùî ñêëàäà-

þòüñÿ ç äîäàòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé, íîðìè ÿêèõ ∥ · ∥
Lp(A,dµ)

íå ïåðåâèùóþòü îäèíèöþ.

Ìíîæèíè Γσ îçíà÷åíi òiëüêè äëÿ íàòóðàëüíèõ σ i ñêëàäàþòüñÿ ç ìíîæèí γσ, ùî ìi-

ñòÿòü σ ðiçíèõ òî÷îê ç ìíîæèíè Zd. Çàìiñòü σ â öüîìó âèïàäêó áóäåìî ïèñàòè n, à

çàìiñòü U+
p (A) � U+

p . Òîäi

Eγn(f) =
∣∣∣ ∑
k∈Zd\γn

f(k)
∣∣∣,

i ÿêùî f(k) = φkyk , k ∈ Zd, äå φ = {φk}k∈Zd � äåÿêà äîäàòíà ïîñëiäîâíiñòü, äëÿ

ÿêî¨

lim
|k|→∞

φk = 0, |k| = (k21 + k22 + . . .+ k2m)
1/2 (2.85)

(â òàêîìó âèïàäêó ïèøåìî φ ∈ Φ), a y = {yk}k∈Zd íàëåæèòü äî U+
p , òî ïîêëàäà¹ìî

Eγn(φy) =
∑
k∈γn

φkyk



98

è

Eγn(φ, p) = sup
y∈U+

p

Eγn(φy).

Â ïðèéíÿòè ïîçíà÷åííÿõ ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ:

Òåîðåìà 2.3.2′. Íåõàé p ∈ (0, 1] i φ ∈ Φ. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ n i γn ∈ Γn

âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

Eγn(φ, p) = max
k∈γn

φk (2.86)

i

Dn(φ, p) := inf
γn∈Γn

Eγn(φ, p) = φ̄(n+ 1), (2.87)

äå φ̄(k), k ∈ N, � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ïîñëiäîâíîñòi φ. Òî÷íà íèæíÿ ìåæà â (2.87)

ðåàëiçó¹òüñÿ ìíîæèíîþ γ∗n, ÿêà ìiñòèòü ìíîæèíó e′k = {k ∈ Zd : φk > φ̄(n+ 1)}
i ÿêó ó âèïàäêó, êîëè êiëüêiñòü òî÷îê |e′n| â e′n ìåíøà çà n, äîïîâíåíî áóäü-ÿêèìè

n− |e′n| òî÷êàìè ìíîæèíè {k ∈ Zd : φk = φ̄(n+ 1)}:

Dn(φ, p) = Eγ∗
n
(φ, p) = φ̄(n+ 1),

Àíàëiç ðåçóëüòàòiâ ïiäðîçäiëó 2.3 ïîêàçó¹, ùî ó âèïàäêó, êîëè p ∈ (0, 1), à ìiðà dµ

òàêà, ùî ìíîæèíó Up(A, dµ) íåìîæëèâî âêëàñòè â æîäíó ç êóëü U1(A, dµ,R) ïðîñòîðó
L1(A, dµ) ðàäióñà R > 0, âåëè÷èíè Eγσ(φ, p) i Dσ(φ, p) ìîæóòü áóòè íåîáìåæåíèìè,

íà âiäìiíó âiä âåëè÷èí eσ(φ, p).

Ïîðiâíþþ÷è ïîðÿäêîâi îöiíêè äëÿ âåëè÷èí eσ(φ, p) çi çíà÷åííÿìè âåëè÷èí E′
γσ(φ, p)

iD′
σ(φ, p), ÿêi çíàéäåíî â òåîðåìi 2.3.2, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî êîëè p ∈ (0, 1), à ôóíêöiÿ

φ ∈ Φ(A) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òâåðäæåííÿ 2.2.1 àáî 2.2.2, òî

lim
σ→∞

eσ(φ, p)

D′
σ(φ, p)

= 0,

òîáòî, â öüîìó âèïàäêó âåëè÷èíè eσ(φ, p) ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè σ → ∞ øâèäøå,

íiæ âåëè÷èíè D′
σ(φ, p).

Ïðè äîâåäåííi òåîðåì 6.6.3 òà 6.6.4 â ïiäðîçäiëi 6.6 áóëî îòðèìàíî òàêîæ îöiíêè

iíòåãðàëiâ, ÿêi ìiñòÿòüñÿ (âíàñëiäîê îçíà÷åííÿ íîðìè ïðîñòîðó Lp(0, a)) â ïðàâié

÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ (2.82) òåîðåìè 2.3.1.

Òîìó íà ïiäñòàâi ñïiââiäíîøåííÿ (6.178) iç âðàõóâàííÿì òåîðåìè 2.3.1 îòðèìó¹ìî

òàêå òâåðäæåííÿ.
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Òâåðäæåííÿ 2.3.1 . ßêùî p ∈ (1,∞) i ôóíêöiÿ φ ∈ Φ(A) ïðè áóäü-ÿêîìó t ≥ 0

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü φ̄(t) = ψ(t + 1), äå φ̄ � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ φ, à

ôóíêöiÿ ψ ∈ MC òàêà, ùî ∥ψ∥Lp ′ [1,∞) <∞, 1
p +

1
p ′ = 1, i ôóíêöiÿ 1/ψ(t) îïóêëà ïðè

âñiõ t ≥ t0 ≥ 1, òî ïðè σ → ∞ ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Dσ(φ, p) ≍ φ̄(σ)σ1−
1
p .

Ïðè äîâåäåííi ñïiââiäíîøåííÿ (6.190) â ï.6.6.5 âèêîðèñòîâóâàâñÿ ëèøå òîé ôàêò,

ùî ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü ìíîæèíi M+
∞. Òîìó âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 2.3.1, îòðèìó¹ìî

òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.3.2 . ßêùî p ∈ (1,∞) i ôóíêöiÿ φ ∈ Φ(A) ïðè áóäü-ÿêîìó t ≥ 0

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü φ̄(t) = ψ(t + 1), äå φ̄ � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ φ, à

ψ ∈ M+
∞, òî ïðè σ → ∞ ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Dσ(φ, p) ≍ φ̄(σ)(η(φ̄; σ)− σ)1−
1
p .

Ïîðiâíþþ÷è ðåçóëüòàòè äàíèõ òâåðäæåíü ç ðåçóëüòàòàìè òâåðäæåíü 2.2.3 òà 2.2.4

i âðàõîâóþ÷è çàóâàæåííÿ 6.2.2, áà÷èìî, ùî êîëè p ∈ (1,∞), à ôóíêöiÿ φ ∈ Φ(A)

çàäîâîëüíÿ¹ âñi óìîâè öèõ òâåðäæåíü, ïðè σ → ∞ ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

eσ(φ, p) ≍ Dσ(φ, p) ≍ φ̄(σ)(η(φ̄; σ)− σ)1−
1
p .

2.3.2. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3.1. Íåõàé y � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç Up(A). Òîäi âíà-

ñëiäîê íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà i ñïiââiäíîøåíü (1.59) òà (1.43)

Eγσ(φy) =

∫
A\γσ

φ(x)y(x)dµ ≤ ∥y∥
Lp(A,dµ)

( ∫
A\γσ

φp
′
(x)dµ

) 1
p ′

≤

≤ ∥φγσ∥Lp ′(A,dµ) = ∥φ̄γσ∥Lp ′(0,a)
, (2.88)

i äëÿ äîâåäåííÿ (2.81) çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî ñòðîãî¨ íåðiâíîñòi â (2.88) áóòè íå

ìîæå. Ç öi¹þ ìåòîþ ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ h = h(x),

h(x) =

{
0, x ∈ γσ,

φ
p ′/p
γσ (x)∥φγσ∥

−p ′/p
Lp ′(A,dµ) , x ∈ A \ γσ.

(2.89)
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Òîäi

∥h∥
Lp(A,dµ)

= ∥φγσ∥−p
′

Lp ′(A,dµ)

∫
A\γσ

φp
′

γσ(x)dµ = 1, (2.90)

òîáòî, h ∈ Up(A). Êðiì òîãî, âíàñëiäîê (1.59)

Eγσ(φh) = ∥φγσ∥−p
′/p

Lp ′(A,dµ)

∫
A\γσ

φ(x)φ
p ′/p
γσ (x)dµ =

= ∥φγσ∥−p
′/p

Lp ′(A,dµ)

∫
A\γσ

φp
′

γσ(x)dµ = ∥φγσ∥Lp ′(A,dµ) . (2.91)

Îá'¹äíóþ÷è (2.88)�(2.91), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (2.81) äîâåäåíî.

Ðîçãëÿäàþ÷è òî÷íi íèæíi ìåæi ïî ìíîæèíi Γσ îáîõ ÷àñòèí (2.81), îòðèìó¹ìî

Dσ(φ, p) = inf
γσ∈Γσ

∥φ̄γσ∥Lp ′(0,a)
.

Çâiäñè ç îãëÿäó íà (1.59) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî íàéìåíøå çíà÷åííÿ âåëè÷èíè ∥φ̄γσ∥Lp ′(0,a)

áóäå ó âèïàäêó, êîëè γσ = γ∗σ, i öå çíà÷åííÿ äîðiâíþ¹ ∥φ̄∥Lp ′(σ,a)
:

inf
γσ∈Γσ

∥φ̄γσ∥Lp ′(0,a)
= ∥φ̄∥

Lp ′(σ,a)
.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

2.3.3. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3.2.Ôóíêöiÿ φγσ(x) iñòîòíî îáìåæåíà íàAσ := A \ γσ.
Òîìó ¨¨ ïåðåñòàíîâêà â ñïàäíîìó ïîðÿäêó îáìåæåíà, i äëÿ íå¨ áóäå âèêîíóâàòèñÿ ðiâ-

íiñòü

φ̄γσ(0+) = lim
v→0+

φ̄γσ(v) =: yσ.

ßêùî ïðè öüîìó φ̄γσ(0+) = yσ = 0, òî ìàéæå ñêðiçü íà Aσ φγσ(x) = 0, i â òàêîìó

âèïàäêó Eγσ(φ, p) = 0 = φ̄γσ(0+).

ßêùî æ yσ > 0, òî ïðè êîæíîìó y > 0 ïîêëàäåìî ey = {t ∈ Aσ : φγσ(t) ≥ y}. Òîäi
ïðè y > yσ µ-ìiðà ìíîæèíè ey äîðiâíþ¹ íóëþ, i µ(ey) > 0 ïðè 0 < y < yσ. Çâiäñè,

çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî

yσ = ess sup
t∈Aσ

φγσ(t).

Âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 1.4.1 äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ h ∈ U ′
p(A) ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

Eγσ(φh) ≤ yσ.
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Òîìó

E ′
γσ(φ, p) = sup

h∈U ′
p(A,dµ)

Eγσ(φh) ≤ yσ, (2.92)

i äëÿ äîâåäåííÿ (2.83) çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî ñòðîãîãî íåðiâíîñòi â îñòàííüîìó

ñïiââiäíîøåííi áóòè íå ìîæå.

Íåõàé y � áóäü-ÿêå ÷èñëî ç ïðîìiæêó (0, yσ) i ēy � äîâiëüíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè

ey, ìiðà ÿêî¨ íå ïåðåâèùó¹ îäèíèöþ: mesµēy ≤ 1. Ïîêëàäåìî

hy(t) =

{
(mesµ ēy)

−1, t ∈ ēy,

0, t ∈ A \ ēy

òàê, ùî çàâæäè hy ∈ U ′
p(A), i â òîé æå ÷àñ

y ≤ Eγσ(φhy) =

∫
Aσ

φσ(t)hy(t)dµ ≤ yσ.

Ñïðÿìîâóþ÷è y äî yσ, áà÷èìî, ùî äiéñíî â (2.92) ñòðîãî¨ íåðiâíîñòi áóòè íå ìîæå,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ðiâíîñòi (2.83).

Ðîçãëÿäàþ÷è òî÷íi íèæíi ìåæi ïî ìíîæèíi Γσ îáîõ ÷àñòèí (2.83), îòðèìó¹ìî

D ′
σ(φ, p) = inf

γσ∈Γσ
φ̄γσ(0+).

Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (1.59), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî íàéìåíøå çíà÷åííÿ âåëè-

÷èíè φ̄γσ(0+) áóäå ó âèïàäêó, êîëè γσ = γ∗σ, i öå çíà÷åííÿ äîðiâíþ¹ φ̄(σ+):

inf
γσ∈Γσ

φ̄γσ(0+) = φ̄(σ+).

Öèì ñïiââiäíîøåííÿ (2.84) äîâåäåíî.

2.3.4. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3.2′. Âíàñëiäîê (2.85), âåëè÷èíà max
k∈γn

φk ñêií÷åííà

äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ Φ, ïðè÷îìó äëÿ äåÿêîãî k0 ∈ Zd \ γn áóäå âèêîíóâàòèñÿ

ðiâíiñòü

max
k∈γn

φk = φk0
.

Òîìó âíàñëiäîê âiäîìî¨ íåðiâíîñòi I¹íñåíà, äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi y ∈ U+
p âèêî-

íó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Eγn(φy) =
∑
k∈γn

φkyk ≤ max
k∈γn

φk

∑
k∈γn

yk ≤ max
k∈γn

φk

∑
k∈γn

ypk ≤ max
k∈γn

φk, (2.93)
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Ç iíøîãî áîêó ïîñëiäîâíiñòü

y∗ =

{
1, k = k0,

0, k ̸= k0

íàëåæèòü ìíîæèíi U+
p i äëÿ íå¨ ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü E(φy∗) = φk0

, ÿêà ðàçîì ç (2.93)

i äîâîäèòü ñïiââiäíîøåííÿ (2.86).

Ðîçãëÿäàþ÷è òî÷íi íèæíi ìåæi ïî ìíîæèíi Γn îáîõ ÷àñòèí (2.86), îòðèìó¹ìî

Dn(φ, p) = inf
γn∈Γn

max
k∈γn

φk.

Çâiäñè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî íàéìåíøå çíà÷åííÿ âåëè÷èíè max
k∈γn

φk áóäå ó âèïàäêó,

êîëè γn = γ∗n, i öå çíà÷åííÿ äîðiâíþ¹ φ̄(n+ 1):

inf
γn∈Γn

max
k∈γn

φk = φ̄(n+ 1).

Öèì ñïiââiäíîøåííÿ (2.87) äîâåäåíî.

2.4 Àíàëîãè íàéêðàùèõ íàáëèæåíü iíòåãðàëiâ çà äî-

ïîìîãîþ iíòåãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó â ïðîñòî-

ðàõ Îðëi÷à

2.4.1. Íåõàé, ÿê i âèùå, (Rd, dµ), d ≥ 1, � d-âèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið òî÷îê x =

(x1, . . . , xd), çi ñêií÷åííîþ σ-àääèòèâíîþ íåïåðåðâíîþ ìiðîþ dµ, A � µ-âèìiðíà ïiä-

ìíîæèíà ç (Rd, dµ), µ-ìiðà ÿêî¨ äîðiâíþ¹ a, a ∈ (0,∞]; Y = Y (A, dµ) � ìíîæèíà âñiõ

çàäàíèõ íà A ôóíêöié f = f(x), âèìiðíèõ âiäíîñíî ìiðè dµ.

Íåõàé M(t), t ≥ 0, � äîâiëüíà ôóíêöiÿ Îðëi÷à, òîáòî, íåñïàäíà îïóêëà ôóíêöiÿ

òàêà, ùî M(0) = 0 i M(t) → ∞ ïðè t → ∞. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç LM (A, dµ) ìíîæèíó
âñiõ ôóíêöié f ∈ Y (A, dµ), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó∫

A
M
(
C|f(x)|

)
dµ <∞,

äå C � äîâiëüíà äîäàòíà ñòàëà.

Ëiíiéíèé ïðîñòið LM (A, dµ) ¹ áàíàõîâèì ç íîðìîþ Ëþêñåìáóðãà

∥f∥
LM (A, dµ) := inf

{
α > 0 :

∫
A
M
(
|f(x)|/α

)
dµ ≤ 1

}
(2.94)

i íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì Îðëi÷à.
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Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè M(t) = tp, p ≥ 1, ïðîñòîðè LM (A, dµ) çáiãàþòüñÿ
ç ïðîñòîðàìè Lp(A, dµ), îçíà÷åíèìè â íà ïî÷àòêó ðîçäiëó 2.

Íåõàé, äàëi, f ∈ LM (A, dµ), σ � äåÿêå ôiêñîâàíå äîäàòíå ÷èñëî, i Γσ = Γσ(A) �

ìíîæèíà âñiõ µ-âèìiðíèõ ïiäìíîæèí γσ ç A, µ-ìiðà ÿêèõ äîðiâíþ¹ σ.
Â äàíîìó ïiäðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ âåëè÷èíè

eσ(f)LM (A, dµ) := inf
γσ∈Γσ

∥f − χγσf∥LM (A, dµ) =

= inf
γσ∈Γσ

inf
{
α > 0 :

∫
A
M
(
|f(x)|/α

)
dµ−

∫
γσ

M
(
|f(x)|/α

)
dµ ≤ 1

}
, (2.95)

äå, ÿê i ðàíiøå, χγσ = χγσ (x) � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ìíîæèíè γσ.

Âåëè÷èíè eσ(f)LM (A, dµ) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê àíàëîãè â ïðîñòîðàõ LM (A, dµ) âå-
ëè÷èí en(f, φ)H , ÿêi îçíà÷àþòüñÿ ðiâíiñòþ (1.8), à ç îãëÿäó íà (1.50) òàêîæ i âåëè÷èí

eσ(f)L1(A,dµ)
.

Àíàëîãi÷íî äî ïiäðîçäiëó 2.1 áóäåìî ðîçãëÿäàòè âåëè÷èíè eσ(f)LM (A, dµ) , ÿêi âè-

çíà÷àþòüñÿ ðiâíiñòþ (2.95), äëÿ ôóíêöié f = φ·y, äå φ ∈ Φ(A), à y � äåÿêà íåâiä'¹ìíà

ôóíêöiÿ ç ìíîæèíè U+
p (A). Â öüîìó âèïàäêó âîíè áóäóòü ìàòè âèãëÿä

eσ(f)LM (A, dµ) = eσ(φy)LM (A, dµ) = inf
γσ∈Γσ

∥φy − χγσφy∥LM (A, dµ) (2.96)

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äà¹ òî÷íi çíà÷åííÿ âåëè÷èí

eσ(φ, p)LM (A, dµ) := sup
y∈Up(A,M)

eσ(φy)LM (A, dµ) (2.97)

äå Up(A,M) = U+
p (A) ∩ LM (A, dµ) ó âèïàäêó, êîëè φ ∈ Φ(A), p ∈ (0,∞), à M �

äîâiëüíà ôóíêöiÿ Îðëi÷à òàêà, ùî ôóíêöiÿ M(t1/p) òåæ ¹ ôóíêöi¹þ Îðëi÷à.

Òåîðåìà 2.4.1 . Íåõàé p ∈ (0,∞), φ ∈ Φ(A), à M � äåÿêà ôóíêöiÿ Îðëi÷à òàêà, ùî

ôóíêöiÿ M(t1/p) òåæ ¹ ôóíêöi¹þ Îðëi÷à. Òîäi ïðè áóäü-ÿêîìó σ ∈ (0, a) ìà¹ ìiñöå

ðiâíiñòü

eσ(φ, p)LM (A, dµ) = sup
s>n

(∫ s

0

φ̄−p(t)dt
)− 1

p/
M−1

(
1/(s− σ)

)
, (2.98)

äå M−1 � îáåðíåíà ôóíêöiÿ ôóíêöi¨ M , φ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ φ(x).

Ïðè öüîìó òî÷íà âåðõíÿ ìåæà â ïðàâié ÷àñòèíi (2.98) äîñÿãà¹òüñÿ ïðè äåÿêîìó

ñêií÷åííîìó çíà÷åííi s = s∗. Òî÷íà âåðõíÿ ìåæà ó ñïiââiäíîøåííi (2.97) ðåàëiçó¹-

òüñÿ ôóíêöi¹þ y∗ = y∗(x, φ, σ, p), ÿêà çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (2.5).
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Çàçíà÷èìî, ùî êîëè M(t) = t, t ≥ 0, (òîáòî, êîëè LM (A, dµ) = L1(A, dµ)), ôóí-
êöiÿ M(t1/p) = t1/p ¹ ôóíêöi¹þ Îðëi÷à ïðè p ∈ (0, 1]. Â öüîìó âèïàäêó òâåðäæåííÿ

òåîðåìè 2.4.1 çáiãà¹òüñÿ ç òâåðäæåííÿì òåîðåìè 2.1.1 ïiäðîçäiëó 2.1.

Àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ â äèñêðåòíèõ ïðîñòîðàõ Îðëi÷à lM áóëî îòðèìàíî â ðî-

áîòi [203] i âèñâiòëåíî â ïiäðîçäiëi 5.1.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.4.1 ïðîâåäåìî çà ñõåìîþ äîâåäåíü òåîðåì 2.1.1 òà 2.1.2.

2.4.2. Äîïîìiæíà ëåìà 2.4.1 i ¨¨ äîâåäåííÿ. Âñòàíîâèìî äîïîìiæíó ëåìó 2.4.1,

ÿêà çàéìà¹ â äîâåäåííi òåîðåìè 2.4.1 öåíòðàëüíå ìiñöå. Äëÿ ¨¨ ôîðìóëþâàííÿ ââåäåìî

òàêi ïîçíà÷åííÿ. ÍåõàéM(t), t ≥ 0, � äîâiëüíà ôóíêöiÿ Îðëi÷à; LM (0, a), a ∈ (0,∞],

� ïðîñòið Îðëi÷à âñiõ âèìiðíèõ íà (0, a) çà Ëåáåãîì ôóíêöié f(t) çi ñêií÷åííîþ

íîðìîþ

∥f∥
LM (0,a)

:= inf
{
α > 0 :

∫ a

0

M
(
|f(t)|/α

)
dt ≤ 1

}
,

i, ÿê i ðàíiøå, Lp(0, a), 0 < p < ∞, � ïðîñòið âñiõ âèìiðíèõ íà (0, a) çà Ëåáåãîì

ôóíêöié f(t) òàêèõ, ùî

∥f∥
Lp(0,a)

:=
(∫ a

0

|f(t)|pdt
)1/p

<∞.

Íåõàé òàêîæ Up(0, a) � îäèíè÷íà êóëÿ ïðîñòîðó Lp(0, a), i Ω � ìíîæèíà âñiõ íåçðî-

ñòàþ÷èõ äîäàòíèõ ôóíêöié ω(t), iñòîòíî îáìåæåíèõ íà ïðîìiæêó (0, a), 0 < a ≤ ∞,

äëÿ ÿêèõ ó âèïàäêó, êîëè a = ∞,

lim
t→∞

ω(t) = 0. (2.99)

Íåõàé, äàëi, ω � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç Ω, i ïðè äàíîìó p ∈ (0,∞) Mω
p � ìíîæèíà

âñiõ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöiém = m(t) ç Up(0, a), äëÿ ÿêèõ äîáóòîê ω(t)m(t) íà ïðîìiæêó

(0, a) íå çðîñòà¹ i íàáóâà¹ ñêií÷åííó êiëüêiñòü çíà÷åíü. Äëÿ êîæíîãî σ > 0 i äëÿ

äîâiëüíèõ ôóíêöié ω ∈ Ω i m ∈ Mω
p ðîçãëÿíåìî àíàëîãè âåëè÷èí (2.96):

Eσ(m,ω)LM := eσ(ω u)LM (0,a)
= inf

δσ⊂(0,a)
∥ω(t)m(t)− χδσ(t)ω(t)m(t)∥

LM (0,a)
=

= inf
δσ⊂(0,a)

inf
{
α > 0 :

∫
(0,a)\δσ

M
(
ω(t)m(t)/α

)
dt ≤ 1

}
,

äå δσ � ïiäìíîæèíè ç (0, a), ìiðè ÿêèõ äîðiâíþþòü σ i àíàëîãè âåëè÷èí (2.97):

Eσ(Mω
p , ω)LM := sup

m∈Mω
p

Eσ(m,ω)LM = sup
m∈Mω

p

eσ(ω u)LM (0,a)
. (2.100)
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Ëåìà 2.4.1 . Íåõàé ω ∈ Ω, p ∈ (0,∞) i M(t) � ôóíêöiÿ Îðëi÷à òàêà, ùî M(t1/p)

òåæ ¹ ôóíêöi¹þ Îðëi÷à. Òîäi ïðè êîæíîìó σ ∈ (0, a) ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

Eσ(Mω
p , ω)LM = sup

s∈(0,a]

(∫ s

0

ω−p(t)dt
)− 1

p/
M−1

(
1/(s− σ)

)
, (2.101)

äå M−1 � îáåðíåíà ôóíêöiÿ ôóíêöi¨ M . Ïðè öüîìó òî÷íà âåðõíÿ ìåæà â ïðàâié

÷àñòèíi ðiâíîñòi (2.101) çàâæäè äîñÿãà¹òüñÿ â äåÿêié ñêií÷åííié òî÷öi s∗ ∈ (σ, a].

Òî÷íà âåðõíÿ ìåæà â ïðàâié ÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ (2.100) ðåàëiçó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ

m∗ = m∗(t) ç Mω
p , äå

m∗(t) =
χ(0, s∗)(t)

ω(t)

(∫ s∗

0

ω−p(x)dx
)− 1

p

, (2.102)

à χ(0, s∗)(t) � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ìíîæèíè (0, s∗).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé m � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç ìíîæèíèMω
p . Òîäi äîáóòîê ω(t)m(t)

ïðè äåÿêîìó n ∈ N çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

ω(t)m(t) = yk, t ∈ (sk−1, sk), k = 1, 2, . . . , n+ 1, (2.103)

äå y1 > y2 > . . . > yn > yn+1 = 0 � äåÿêi ÷èñëà, i 0 = s0 < s1 < . . . < sn ≤ sn+1 = a.

Çâiäñè, ïîêëàäàþ÷è ∆k = sk − sk−1, k = 1, 2, . . . , n, ìà¹ìî

Eσ(m,ω)LM = inf
{
α > 0 :

∫ a

σ

M
(
ω(t)m(t)/α

)
dt ≤ 1

}
=

= inf
{
α > 0 :

n∑
k=1

M(yk/α)∆k −
∫ σ

0

M
(
ω(t)m(t)/α

)
dt ≤ 1

}
.

Ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî ìîæíà ââàæàòè, ùî äîâæèíà ∆1 ïðîìiæêó (0, s1), íà ÿêîìó

äîáóòîê ω(t)m(t) íàáóâà¹ ñâîãî íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ, íå ìåíøà çà σ. ßêùî öå íå òàê,

òî ÷åðåç kσ, kσ ∈ [1, n+ 1], ïîçíà÷èìî íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî skσ > σ,

i ïîêëàäåìî s̃0 = 0, s̃1 = skσ , ỹ1 = ykσ ; s̃k = skσ+k−1 i ỹk = ykσ+k−1, äå k = 2, . . . , n −
kσ + 1. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ m̃(t) òàêó, ùî m̃(t) = 0, êîëè t > s̃n−kσ+1, i

ω(t) m̃(t) = ỹk, t ∈ (s̃k−1, s̃k), k = 1, 2, . . . , n− kσ + 1.

Äëÿ öi¹¨ ôóíêöié ∆̃1 = s̃1− s̃0 = skσ > σ, ∥m̃∥
Lp(0,a)

≤ ∥m∥
Lp(0,a)

≤ 1, òîáòî, m̃ ∈ Mω
p

i

Eσ(m̃, ω)LM = inf
{
α > 0 : M(ỹ1/α)(∆̃1 − σ) +

n−kσ+1∑
k=2

M(ỹk/α)∆k ≤ 1
}

=
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= inf
{
α > 0 : M(ykσ/α)(skσ − σ) +

n−1∑
k=kσ+1

M(yk/α)∆k ≤ 1
}
= Eσ(m,ω).

Òîìó íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî äîâæèíà ïðîìiæêó (0, s1) íå ìåíøà çà σ. Â òàêîìó

âèïàäêó

Eσ(m,ω)LM = inf
{
α > 0 : M(y1/α)(∆1 − σ) +

n∑
k=2

M(yk/α)∆k ≤ 1
}
. (2.104)

Â ñèëó (2.103) ïðè êîæíîìó k = 1, 2, . . . , n

mk :=

∫ sk

sk−1

mp(x)dx = ypk

∫ sk

sk−1

ω−p(x)dx,

i òîìó

yk = ω(t)m(t) = ωkm
1
p

k , t ∈ [sk−1, sk),

äå

ωk :=
(∫ sk

sk−1

ω−p(x)dx
)− 1

p

.

Çâiäñè ðiâíiñòü (2.104) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

Eσ(m,ω)LM = inf
{
α > 0 : Fσ(m,α) ≤ 1

}
, (2.105)

äå

Fσ(m,α) := Fσ(m,ω, α,M) =M(ω1m
1
p

1 /α)(∆1 − σ) +

n∑
k=2

M(ωkm
1
p

k /α)∆k.

Ïîêëàäåìî N(t) = M(t
1
p ), pk = ω−p

k , ak = ωpkmk/α
p, k = 1, 2, . . . , n, i âèáåðåìî ÷èñëà

bk òàê, ùî b1 = (∆1 − σ)ωp1 òà bk = ∆kω
p
k ïðè k = 2, . . . , n. Òîäi äëÿ îöiíêè âåëè÷èíè

Fσ(m,α) ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîðåìó 5.7.1 ïiäðîçäiëó 5.7. Îòðèìà¹ìî

Fσ(m,α) =

n∑
k=1

pkbkN(ak) ≤ max
l∈[1,n]

{
N
(∑n

k=1 pkak∑l
k=1 pk

) l∑
k=1

pkbk

}
=

= max
l∈[1,n]

{
N
( ∑n

k=1mk

αp
∑l

k=1 ω
−p
k

)( l∑
k=1

∆k − σ
)}

=

= max
l∈[1,n]

{
M
( ∥m∥

Lp(0,a)

α(
∫ sl
0
ω−p(x) dx)1/p

)
(sl − σ)

}
.
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Îñêiëüêè ∥m∥
Lp(0,a)

≤ 1, à ôóíêöiÿ M íåñïàäíà, òî äëÿ äîâiëüíîãî α > 0

Fσ(m,α) ≤ sup
s>σ

(s− σ)M(ω̃s/α), äå ω̃s :=
(∫ s

0

ω−p(x)dx
)− 1

p

. (2.106)

Çðîçóìiëî, ùî ó âèïàäêó, êîëè a < ∞, iñíó¹ ÷èñëî sα > σ, ÿêå ðåàëiçó¹ òî÷íó

âåðõíþ ìåæó â ïðàâié ÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ (2.106). ßêùî æ a = ∞, òî áåðó÷è äî

óâàãè ìîíîòîííå ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ ïðè t → ∞ ôóíêöi¨ ω(t), íåñïàäàííÿ ÷àñòêè

M(t1/p)/t, t > 0, òà íåðiâíiñòü

M(t/µ) ≤M(t)/µ,

ÿêà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ Îðëi÷àM(t) òà áóäü-ÿêèõ ÷èñåë µ ≥ 1 i t ≥ 0,

äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî α > 0 îòðèìó¹ìî

lim
s→∞

(s− n)M(ω̃s/α) = lim
s→∞

(s− σ)M
(
1

α

(∫ s

0

ω−p(t) dt
) 1
p

)
≤

≤ K lim
s→∞

ω(s/2)
M(1/s1/p)

1/s
= 0. (2.107)

Òîìó i â öüîìó âèïàäêó çíàéäåòüñÿ ïðèíàéìíi îäíå ÷èñëî sα > σ, ÿêå ðåàëiçó¹

òî÷íó âåðõíþ ìåæó â ïðàâié ÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ (2.106). Îòæå, ç óðàõóâàííÿì

(2.106) ìà¹ìî

Fσ(m,α) ≤ sup
s∈(0,a]

(s− σ)M(ω̃s/α) = (sα − σ)M(ω̃sα/α). (2.108)

Äàëi, äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ m ∈ Mω
p ïîêëàäåìî

αm := inf
{
α > 0 :

∫ a

σ

M
(
ω(t)m(t)/α

)
dt ≤ 1

}
,

i ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ m̄ = m̄(t) òàêó, ùî

m̄(t) =

{(∫ s
0
ω−p(τ) dτ

)−1

ω−1(t), t ∈ (0, s],

0, t ∈ (s, a),
(2.109)

äå s = sαm , ÷èñëî sαm âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (2.108) ïðè α = αm. Òîäi î÷å-

âèäíî, ùî m̄ ∈ Mω
p , i âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∫ a

σ

M
(
ω(t)m(t)/α

)
dt ≤

∫ a

σ

M
(
ω(t)m̄(t)/α

)
dt,

à îòæå i íåðiâíiñòü Eσ(m,ω)LM ≤ Eσ(m̄, ω)LM .
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M̄ω
p ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié m̄ ∈ Mω

p , ùî ìàþòü âèãëÿä (2.109)

ïðè äîâiëüíèõ s, s ∈ (σ, a). Òîäi ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

Eσ(m,ω)LM = sup
m∈M̄ω

p

Eσ(m̄, ω)LM (2.110)

Çâiäñè íà ïiäñòàâi (2.110) îòðèìó¹ìî

Eσ(m,ω)LM = sup
s∈(σ,a)

inf
{
α > 0 : (s− σ)M

(
1

α

( ∫ s

0

ω−p(t) dt
)− 1

p

)
≤ 1
}
=

= sup
s∈(σ,a)

ξs, (2.111)

äå ÷èñëà ξs âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíiñòþ

ξs :=
(∫ s

0

ω−p(t) dt
)− 1

p/
M−1

(
1/(s− σ)

)
,

M−1 � ôóíêöiÿ, îáåðíåíà äî M . Ïðè öüîìó âíàñëiäîê (2.107) äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0

iñíó¹ òàêèé íîìåð sε, ùî ïðè âñiõ s > sε âåëè÷èíà (s−n)M(ω̃s/ε) < 1 i òîìó ïðè âñiõ

s > sε, ξs < ε. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî çàâæäè iñíó¹ òàêèé íîìåð s∗, ùî sup
s>n

ξs = ξs∗ .

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ ëåìè 2.4.1 äîñòàòíüî ïîìiòèòè, ùî ôóíêöiÿ m∗, âè-

çíà÷åíà ðiâíiñòþ (2.102), íàëåæèòü ìíîæèíi Mω
p , i äëÿ íå¨

Eσ(m
∗, ω)

LM
=
(∫ s∗

0

ω−p(t) dt
)− 1

p/
M−1

(
1/(s∗ − σ)

)
.

2.4.3. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.4.1. Íåõàé φ ∈ Φ(A), p ∈ (0,∞) i M � äåÿêà ôóí-

êöiÿ Îðëi÷à òàêà, ùî ôóíêöiÿ M(t1/p) òåæ ¹ ôóíêöi¹þ Îðëi÷à. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Gσ = Gσ(φ, p,M) ïðàâó ÷àñòèíó ñïiââiäíîøåííÿ (2.98). Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî äëÿ

äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ y ∈ Up(A,M) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

eσ(φy)LM (A, dµ) ≤ Gσ. (2.112)

Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ yn, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíiñòþ (2.22). Áà÷èìî, ùî yn ∈
Up(A,M), φ(x)y(x) ≥ φ(x)yn(x) äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ A òà n ∈ N. Òîìó eσ(φyn)LM (A, dµ) ≤
eσ(φy)LM (A, dµ) . Âíàñëiäîê òîãî, ùî φ ∈ Φ(A) i y ∈ LM (A, dµ) âåëè÷èíè

∥φy − φyn∥LM (A, dµ)

çáiãàþòüñÿ äî íóëÿ ïðè n→ ∞. Òîäi äëÿ ôiêñîâàíî¨ ìíîæèíè γσ ∈ Γσ

∥φy − χγσφy∥LM (A, dµ) ≤ ∥φy − φyn∥LM (A, dµ) + ∥φyn − χγσφyn∥LM (A, dµ)+
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+∥χγσφy − χγσφyn∥LM (A, dµ) ≤ 2∥φy − φyn∥LM (A, dµ) + ∥φyn − χγσφyn∥LM (A, dµ) .

Çâiäñè îòðèìó¹ìî

|eσ(φy)LM (A, dµ) − eσ(φy)LM (A, dµ)| ≤ 2∥φy − φyn∥LM (A, dµ) → 0 ïðè n→ ∞

Òîìó ÿêùî äîâåñòè ñïðàâåäëèâiñòü íåðiâíîñòi (2.112) äëÿ âñiõ ôóíêöié yn, ÿêi âèçíà-

÷àþòüñÿ ðiâíiñòÿìè (2.22), òî çâiäñè áóäå âèïëèâàòè, ùî öÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ i

äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ y ∈ Up(A,M).

ßê i â ïiäðîçäiëi 2.1.3, äëÿ äàíî¨ ôóíêöi¨ φ ïîçíà÷èìî ÷åðåç U φ
p (A) ìíîæèíó âñiõ

ôóíêöié y ∈ Up(A,M), äëÿ ÿêèõ äîáóòîê φ(x)y(x) íàáóâà¹ íà ìíîæèíi A òiëüêè

ñêií÷åííó êiëüêiñòü çíà÷åíü (çðîçóìiëî, ùî ó âèïàäêó, êîëè mesµA = ∞, öi çíà÷å-

ííÿ íå äîðiâíþþòü íóëþ ëèøå íà ìíîæèíàõ ñêií÷åííî¨ ìiðè), i ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî

íåðiâíiñòü (2.112) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ y ∈ U φ
p (A).

Îòæå, íåõàé ôóíêöiÿ y ∈ U φ
p (A) òàêà, ùî ïðè äåÿêîìó n ∈ N äîáóòîê φ(x)y(x) =:

f(x) íàáóâà¹ íà ìíîæèíi A ëèøå n ðiçíèõ âiäìiííèõ âiä íóëÿ çíà÷åíü fk, k = 1, n,

ÿêi äëÿ çðó÷íîñòi âïîðÿäêó¹ìî çà ñïàäàííÿì:

f1 > f2 > . . . > fn > 0,

i ïîêëàäåìî Ak := {x ∈ A : f(x) = fk}, µ(Ak) =: µk.

Òîäi

eσ(φy)LM (A, dµ) := inf
γσ

inf
{
α > 0 :

∫
A\γσ

M
(
f(x)/α

)
dµ ≤ 1

}
=

= inf
{
α > 0 :

n∑
k=1

M(fk/α)µk − sup
γσ

∫
γσ

M
(
f(x)/α

)
dµ ≤ 1

}
. (2.113)

Ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî ìîæíà ââàæàòè µ1 = µ(A1) ≥ σ. Ç öi¹þ ìåòîþ äëÿ äàíîãî

σ ∈ (0, a) ïîçíà÷èìî ÷åðåç kσ íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî
kσ∑
k=1

µk ≥ σ, i

ïîêëàäåìî Ã1 =
kσ
∪
i=1

Ai, f̃1 = fkσ ; Ãk = Akσ+k−1 è f̃k = fkσ+k−1, ãäå k = 2, . . . , n−kσ+1.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ ỹ(x) òàêó, ùî ỹ(x) = 0, êîëè t ∈ A \
n−kσ+1

∪
i=1

Ãi, i

φ(x) ỹ(x) = f̃k, x ∈ Ãk, k = 1, 2, . . . , n− kσ + 1.

Äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ µ(Ã1) ≥ σ, ∥ỹ∥Lp(A,dµ) ≤ ∥y∥Lp(A,dµ) ≤ 1, òîáòî ỹ ∈ U φ
p (A) i

eσ(φ ỹ)LM (A, dµ)= inf
{
α > 0 : M(f̃1/α)(mesµÃ1 − σ) +

n−kσ+1∑
k=2

M(f̃k/α)µ(Ãk) ≤ 1
}
=
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= inf
{
α > 0 : M(fkσ/α)

( kσ∑
k=1

µk − σ
)
+

n−1∑
k=kσ+1

M(fk/α)µk ≤ 1
}

= eσ(φy)LM (A, dµ) .

Òîìó äàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî µ-ìiðà ìíîæèíè A1 íå ìåíøà σ.

Íà ïðîìiæêó t ∈ (0, a) ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ m′(t) = m′(y, t) âèãëÿäó (2.24). ßê

ïîêàçàíî â ïiäðîçäiëi 2.1.3,

∥m′∥
Lp(0,a)

≤ ∥y∥Lp(A,dµ) ≤ 1. (2.114)

Òîìó ôóíêöiÿm′ íàëåæèòü îäèíè÷íié êóëi Up(0, a) ïðîñòîðó Lp(0, a). Ïåðåêîíà¹ìîñü,

ùî

eσ(φy)LM (A, dµ)= inf
γσ∈(0,a)

inf
{
α > 0 :

∫
(0,a)\γσ

M
(
φ̄(t)m′(t)/α

)
dt ≤ 1

}
= Eσ(m

′, φ̄)
LM

(2.115)

i òèì ñàìèì çàäà÷ó ïðî îöiíêó âåëè÷èíè eσ(φy)LM (A, dµ) äëÿ y ∈ U φ
p (A) áóäå çâåäåíî

äî äîñëiäæåííÿ âåëè÷èí Eσ(m′, φ̄)
LM

íà ìíîæèíi âñiõ ôóíêöié m′ ∈ Up(0, a) âèãëÿäó

(2.24).

Âðàõîâóþ÷è òå, ùî a1 = µ1 ≥ σ, ìà¹ìî

Eσ(m
′, φ̄)

LM
= inf

{
α > 0 : M(f1/α)

(
a1 − σ

)
+

n∑
k=2

M(fk/α)(ak − ak−1) ≤ 1
}
=

= inf
{
α > 0 : M(f1/α)

(
µ1 − σ

)
+

n∑
k=2

M(fk/α)µk ≤ 1
}
. (2.116)

Ç iíøîãî áîêó, âíàñëiäîê (2.113)

eσ(φy)LM (A, dµ) = inf
{
α > 0 :

n∑
k=1

M(fk/α)µk − sup
γσ

∫
γσ

M
(
f(x)/α

)
dµ ≤ 1

}
=

= inf
{
α > 0 : M(f1/α)

(
a1 − σ

)
+

n∑
k=2

M(fk/α)µk ≤ 1
}
. (2.117)

Ïîðiâíþþ÷è âèðàçè â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ñïiââiäíîøåíü (2.116) òà (2.117), áà÷èìî,

ùî äiéñíî eσ(φy)LM (A, dµ) = Eσ(m′, φ̄)
LM

.

Íåõàé, äàëi, Mφ̄
p � ìíîæèíà âñiõ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié m ∈ Up(0, a), äëÿ ÿêèõ

äîáóòîê φ̄(t)m(t) íà ïðîìiæêó (0, a) íå çðîñòà¹ i íàáóâà¹ ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü

çíà÷åíü. Ç îãëÿäó íà îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ m′(t) òà íåðiâíiñòü (2.114) áà÷èìî, ùî m′ ∈
Mφ̄

p , i òîìó ç óðàõóâàííÿì (2.115) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ y ∈ U φ
p (A)

eσ(φy)LM (A, dµ) ≤ sup
m∈Mφ̄

p

inf
γσ∈(0,a)

inf
{
α > 0 :

∫
(0,a)\γσ

M
(
φ̄(t)m(t)/α

)
dt ≤ 1

}
=
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= Eσ(Mφ̄
p , φ̄)LM . (2.118)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âåëè÷èíè Eσ(Mφ̄
p , φ̄)LM ñêîðèñòà¹ìîñÿ äîâåäåíîþ âèùå ëåìîþ

2.4.1. Ïîêëàäàþ÷è ω(t) = φ̄(t), t ∈ (0, a), áà÷èìî, ùî ω ∈ Ω, i çãiäíî ç (2.101) îòðè-

ìó¹ìî

Eσ(Mφ̄
p , φ̄)LM = sup

s∈(0,a]

(∫ s

0

φ̄−p(t)dt
)− 1

p/
M−1

( 1

s− n

)
. (2.119)

Ïðè öüîìó òî÷íà âåðõíÿ ìåæà â ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ äîñÿ-

ãà¹òüñÿ ïðè äåÿêîìó ñêií÷åííîìó çíà÷åííi s = s∗. Îá'¹äíóþ÷è (2.118) òà (2.119),

ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî íåðiâíiñòü (2.112) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨

y ∈ U φ
p (A), à îòæå, i äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ y ç ìíîæèíè Up(A,M).

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.4.1 ïîêàæåìî, ùî ó ìíîæèíi Up(A,M) iñíó¹

ôóíêöiÿ y∗ = y∗(x, φ̄, σ, p), äëÿ ÿêî¨

eσ(φy
∗)
LM (A, dµ) =

(∫ s∗

0

φ̄−p(t)dt
)− 1

p/
M−1

(
1/(s∗ − n)

)
.

Ç öi¹þ ìåòîþ âèäiëèìî ç ìíîæèíè {x ∈ A : φ(x) ≥ φ̄(s∗−)} äîâiëüíó âèìiðíó

ïiäìíîæèíó E µ-ìiðè s∗, ÿêà ìiñòèòü ìíîæèíó {x ∈ A : φ(x) > φ̄(s∗−)}, i ðîçãëÿíåìî
ôóíêöiþ y∗, âèçíà÷åíó ñïiââiäíîøåííÿì (2.5). Äëÿ íå¨ ìà¹ìî: y∗ ∈ L1(A, dµ) i

∥y∗∥p
Lp(A,dµ) =

∫
A
y∗(x)p dµ =

∫
E
φ−p(x) dµ

(∫
E
φ−p(t) dµ

)−1

= 1,

òîáòî y∗ ∈ Up(A,M). Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà h ≥ 0 µ-ìiðà ìíîæèíè {x ∈ E :

φ(x) ≥ h} äîðiâíþ¹ ìiði Ëåáåãà ìíîæèíè {t ∈ (0, s∗) : φ̄(t) ≥ h}, òî∫
E
φ−p(x) dµ =

∫ s∗

0

φ̄−p(t) dt,

i òîìó

eσ(φy
∗)
LM (A, dµ) = inf

γσ
inf
{
α > 0 :

∫
A\γσ

M
(
φ(x)y∗(x)/α

)
dµ ≤ 1

}
=

= inf
{
α > 0 : (s∗ − σ)M

((∫
E
φ−p(x)dµ

)− 1
p/α
)
≤ 1
}
=

= inf
{
α > 0 : M

((∫ s∗

0

φ̄−p(t)dt
)− 1

p/α
)
≤ 1/(s∗ − σ)

}
=

=
(∫ s∗

0

φ̄−p(t)dt
)− 1

p/
M−1

(
1/(s∗ − n)

)
.

Òàêèì ÷èíîì, ñïiââiäíîøåííÿ (2.98) äiéñíî ¹ ðiâíiñòþ i òåîðåìó 2.4.1 äîâåäåíî.
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2.5 Äåÿêi çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ

Â íàñòóïíèõ ïiäðîçäiëàõ ðîçãëÿäàþòüñÿ çàñòîñóâàííÿ ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ ó ïiä-

ðîçäiëàõ 2.1�2.3, äî ïèòàíü çáiæíîñòi, à òàêîæ äî íàáëèæåííÿ âèìiðíèõ ôóíêöié

öiëèìè ôóíêöiÿìè åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó.

2.5.1. Êðèòåðié çáiæíîñòi iíòåãðàëiâ.ßê âæå çàçíà÷àëîñÿ, iäåÿ âèâ÷åííÿ âåëè÷èí

eσ(f) âèãëÿäó (1.40) áåðå ñâié ïî÷àòîê âiä ðîáîòè Ñ.Á. Ñò¹÷êiíà [134], â ÿêié çíàéäåíî

çíàéäåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi îðòîãîíàëüíèõ ðÿäiâ, ñàìå

â òåðìiíàõ âåëè÷èí, iíòåãðàëüíèìè àíàëîãàìè ÿêèõ ¹ âåëè÷èíè eσ(f). Iñòîòíå ìiñöå

â äîâåäåííi òâåðäæåííÿ 1.1.3 çàéìà¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò äëÿ ÷èñëîâèõ ðÿäiâ:

Òâåðäæåííÿ 2.5.1 (Ñ.Á. Ñò¹÷êií [134]). Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü x = {xk}∞k=1 íàëå-

æèòü ïðîñòîðó l2:
∞∑
k=1

|xk|2 < ∞. Òîäi äëÿ òîãî, ùîá öÿ ïîñëiäîâíiñòü íàëåæàëà

ïðîñòîðó l1, òîáòî, ùîá çáiãàâñÿ ðÿä
∞∑
k=1

|xk|, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá çáiãàâñÿ

ðÿä
∞∑
n=1

1√
n
σn−1(x)l2 ,

äå ïðè êîæíîìó n = 1, 2, . . .

σn(x)l2 = inf
αk,γn

∥∥x−∑
k∈γn

αkek
∥∥
l2
= inf

γn

( ∞∑
k=1

|xk|2 −
∑
k∈γn

|xk|2
) 1

2

� âåëè÷èíà íàéêðàùîãî n-÷ëåííîãî íàáëèæåííÿ ïîñëiäîâíîñòi x â ïðîñòîði l2.

Çà äîïîìîãîþ âåëè÷èí eσ(f) âäà¹òüñÿ ðîçïîâñþäèòè öåé ðåçóëüòàò â òàêîìó íà-

ïðÿìêó.

Íåõàé f � áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ iç ïðîñòîðó Lp(A, dµ), p ∈ (0,∞), a s� äåÿêå âiäìiííå

âiä p ÷èñëî. Âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî óìîâè çáiæíîñòi iíòåãðàëó∫
A

|f(x)|sdµ, (2.120)

òîáòî, ùîá äàíà ôóíêöiÿ íàëåæàëà ïðîñòîðó Ls(A, dµ).
Ó âèïàäêó, êîëè mesµA < ∞, à 0 < s ≤ p, ìà¹ ìiñöå âêëàäåííÿ Lp(A, dµ) ⊂

Ls(A, dµ), i òîìó iíòåãðàë (2.120) çáiãà¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Lp(A, dµ).
Ïðîòå ÿêùî 0 < p < s àáî æ mesµA = ∞, òî àíàëîãi÷íå âêëàäåííÿ â çàãàëüíîìó

âèïàäêó íåâiðíå.

Âiäïîâiäü íà ïîñòàâëåíå ïèòàííÿ äà¹ òàêà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 2.5.1 . Íåõàé f � áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó Lp(A, dµ), mesµA = ∞,

p ∈ (0,∞). Òîäi

1) ÿêùî 0 < s < p < ∞, òî äëÿ òîãî, ùîá çáiãàâñÿ iíòåãðàë (2.120), íåîáõiäíî i

äîñòàòíüî, ùîá çáiãàâñÿ iíòåãðàë

∞∫
0

(
eσ(g)

σ

) s
p

dσ, (2.121)

äå g � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |f(x)|p íà ìíîæèíi A, à eσ(g) = eσ(g)L1(0,a)
�

íàéêðàùå íàáëèæåííÿ iíòåãðàëó ôóíêöi¨ g ïî ïðîìiæêó (0,∞) iíòåãðàëàìè ðàíãó σ;

2) ÿêùî æ 0 < p < s < ∞, òî äëÿ çáiæíîñòi iíòåãðàëó (2.120) íåîáõiäíî i

äîñòàòíüî, ùîá çáiãàâñÿ iíòåãðàë

∞∫
0

e
s
p
σ (h)dσ,

äå h(t) = g(t)/t, t ∈ (0,∞), g � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |f(x)|p íà ìíîæèíi

A, à eσ(h) = eσ(h)L1(0,a)
� íàéêðàùå íàáëèæåííÿ iíòåãðàëó ôóíêöi¨ h ïî ïðîìiæêó

(0,∞) iíòåãðàëàìè ðàíãó σ.

Äàíà òåîðåìà âèïëèâà¹ iç òàêî¨ ëåìè.

Ëåìà 2.5.1 . Íåõàé u(t) � äîâiëüíà íåâiä'¹ìíà ìîíîòîííî íåñïàäíà íà (0,∞) ôóí-

êöiÿ, äëÿ ÿêî¨
∫∞
0
u(t)dt <∞, i F (x) :=

∫∞
x
u(t)dt. Òîäi ÿêùî r ∈ (0, 1), òî

1− r

e

∞∫
0

(
F (x)

x

)r
dx ≤

∞∫
0

ur(x)dx ≤
(
1− r

r

)r ∞∫
0

(
F (x)

x

)r
dx, (2.122)

ÿêùî æ r > 1, òî

r−r
∞∫
0

(F r(x)dx ≤
∞∫
0

(xu(x))rdx ≤ rr

(r − 1)r−1

∞∫
0

F r(x)dx. (2.123)

Çàçíà÷èìî, ùî íåðiâíîñòi âèãëÿäó (2.122) i (2.123) íàçèâàþòü íåðiâíîñòÿìè Ãàðäi.

Äðóãó iç íåðiâíîñòåé ó ñïiââiäíîøåííi (2.122) äîâåäåíî â [183, ñ. 302], ïåðøà íå-

ðiâíiñòü âèïëèâà¹ iç ëåìè 2.5 ðîáîòè [65].

Ó ñïiââiäíîøåííi (2.123) ïåðøó íåðiâíiñòü äîâåäåíî â [183, ñ. 294], äðóãà âèïëèâà¹

iç íàñòóïíèõ ìiðêóâàíü, àíàëîãi÷íèõ äîâåäåííþ ëåìè 2.5 ðîáîòè [65].
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Îñêiëüêè ôóíêöiÿ u(t) íå çðîñòà¹ íà (0,∞), òî äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà C > 1 ìà¹ìî

J :=

∞∫
0

F r(x)dx ≥
∞∫
0

( Cx∫
x

u(t)dt
)r
dx+

∞∫
0

( ∞∫
Cx

u(t)dt
)r
dx ≥ (C − 1)r

Cr+1
J∗ +

1

C
J,

äå J∗ =
∫∞
0

(xu(x))rdx. Çâiäêè ïðè C = r îòðèìó¹ìî íåîáõiäíó íåðiâíiñòü. Òèì ñàìèì

ëåìó 2.5.1 äîâåäåíî.

Äëÿ äîâåäåííÿ ïóíêòó 1) òåîðåìè 2.5.1 ïîêëàäåìî r = s/p i u(t) = g(t), äå g(t) �

ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |f(x)|p íà ìíîæèíi A. Òîäi ç îãëÿäó íà îçíà÷åííÿ

eσ(g) =

∞∫
σ

g(t)dt =

∞∫
σ

u(t)dt = F (σ).

Êðiì òîãî, íà ïiäñòàâi ðiâíîñòi (1.43)∫
A

|f(x)|sdµ =

∞∫
0

g
s
p (t)dt =

∞∫
0

ur(t)dt.

Çâiäñè âíàñëiäîê ñïiââiäíîøåíü (2.122) âèïëèâà¹, ùî iíòåãðàë (2.120) çáiãà¹òüñÿ òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè çáiãà¹òüñÿ iíòåãðàë (2.121), ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Äëÿ äîâåäåííÿ ïóíêòó 2) äîñòàòíüî ïîêëàñòè u(t) = h(t), äå h(t) =
g(t)

t
, r = s/p

i àíàëîãi÷íî ñêîðèñòàòèñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (2.123). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ðîçãëÿíåìî òàêîæ âèïàäîê, êîëè äàíà ôóíêöiÿ f ∈ Lp(A, dµ), p ∈ (0,∞), (f ̸≡ 0)

¹ äîáóòêîì äâîõ ôóíêöié:

f(x) = φ(x)y(x) ∀x ∈ A, (2.124)

äå |φ| ∈ Φ(A), a y ∈ Lq(A, dµ) ∩ Lp(A, dµ), 0 < q ≤ p, i çíàéäåìî äîñòàòíi óìîâè

çáiæíîñòi iíòåãðàëó ∫
A

|f(x)|sdµ =

∫
A

|φ(x)y(x)|sdµ, 0 < s < p. (2.125)

Âíàñëiäîê îáìåæåíîñòi ôóíêöié |φ| ∈ Φ(A) óìîâà y ∈ Lq(A, dµ)∩Lp(A, dµ), 0 < q ≤ p,

ãàðàíòó¹ âêëþ÷åííÿ f ∈ Ls(A, dµ) ïðè s ∈ [q, p], òîìó çìiñòîâíèì òóò ¹ âèïàäîê, êîëè

s < q.

Ïîêëàäåìî v(x) = |y(x)|/∥y∥q, äå ∥y∥ q = ∥y∥
Lq(A,dµ)

. Òîäi v ∈ Uq(A), i âíàñëiäîê

òåîðåìè 2.5.1, äëÿ òîãî, ùîá çáiãàâñÿ iíòåãðàë (2.125), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá
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çáiãàâñÿ iíòåãðàë âèãëÿäó (2.121). Ïðè öüîìó ç îãëÿäó íà ïðèéíÿòi ïîçíà÷åííÿ òà

âëàñòèâîñòi âåëè÷èí eσ(f) ìà¹ìî

eσ(g) = eσ(|f |p) = inf
γσ∈Γσ

(∫
A

|f(x)|pdµ−
∫
γσ

|f(x)|pdµ
)
=

= ∥y∥pq inf
γσ∈Γσ

(∫
A

|φ(x)|pvp(x)dµ−
∫
γσ

|φ(x)|pvp(x)dµ
)
=

= ∥y∥pqeσ(|φ|p · vp) ≤ ∥y∥pq sup
v∈U q(A)

eσ(|φ|p · vp) = ∥y∥pqeσ
(
|φ|p, q

p

)
.

Êðiì òîãî, äëÿ áóäü-ÿêîãî σ > 0 çãiäíî ç îçíà÷åííÿì, eσ(|f |p) ≤ ∥f∥p
Lp(A,dµ)

< ∞.

Òîìó äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Lp(A, dµ) âèãëÿäó (2.124) i áóäü-ÿêîãî M > 0 âèêî-

íó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

∞∫
0

(
eσ(g)

σ

) s
p

dσ =

∞∫
0

(
eσ(|f |p)

σ

) s
p

dσ =

∞∫
0

(
eσ(g)

σ

) s
p

dσ ≤

≤ ∥f∥s
Lp(A,dµ)

M∫
0

σ−
s
pdσ + ∥y∥sq

∞∫
M

(eσ(|φ|p, qp)
σ

) s
p

dσ ≤ K1 +K2

∞∫
M

(eσ(|φ|p, qp)
σ

) s
p

dσ.

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 2.1.1, îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 2.5.1 . Íåõàé ôóíêöiÿ f ∈ Lp(A, dµ), p ∈ (0,∞), çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

(2.124), äå |φ| ∈ Φ(A), a y ∈ Lq(A, dµ) ∩ Lp(A, dµ), 0 < q ≤ p. Òîäi äëÿ òîãî, ùîá

çáiãàâñÿ iíòåãðàë (2.125), äîñòàòíüî, ùîá çáiãàâñÿ iíòåãðàë

∞∫
M

(Gσ(|φ|p, qp)
σ

) s
p

dσ,

äå M � äåÿêå äîäàòíå ÷èñëî,

Gσ(|φ|p,
q

p
) = sup

l∈(0,∞)
(l − σ)

( l∫
0

dt

φ̄ q(t)

)− p
q

,

à φ̄ � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |φ| íà ìíîæèíi A.
Ñêîðèñòàâøèñü òâåðäæåííÿì 2.2.1, iç íàñëiäêó 2.5.1 ìîæíà îòðèìàòè òàêå òâåð-

äæåííÿ.
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Íàñëiäîê 2.5.2 . Íåõàé ôóíêöiÿ f ∈ Lp(A, dµ), p ∈ (0,∞), çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

(2.124), äå y ∈ Lq(A, dµ)∩Lp(A, dµ), 0 < q ≤ p, a ôóíêöiÿ |φ| ∈ Φ(A) òàêà, ùî ïðè

áóäü-ÿêîìó t ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü φ̄ q(t + 1) = ψ(t), â ÿêié ψ ∈ M0. Òîäi ÿêùî

ïðè äåÿêîìó M > 0 çáiãà¹òüñÿ iíòåãðàë

∞∫
M

φ̄s(σ)

σ
s
q

dσ,

òî çáiãà¹òüñÿ i iíòåãðàë ∫
A

|f(x)|sdµ, 0 < s < p.

2.5.2. Çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ äî íàáëèæåíü ôóíêöiîíàëüíèõ

êëàñiâ öiëèìè ôóíêöiÿìè åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó. Ðîçãëÿíåìî ùå îäíå çàñòî-

ñóâàííÿ îòðèìàíèõ âèùå ðåçóëüòàòiâ. Ïðè öüîìó áóäåìî çäåáiëüøîãî âèêîðèñòîâó-

âàòè ïîíÿò-òÿ òà ïîçíà÷åííÿ ïiäðîçäiëó 1.5.4.

Íåõàé Lp(Rd) � ïðîñòið âñiõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì íà Rd, d ≥ 1, ôóíêöié f(x) =

f(x1, . . . , xd), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (1.88).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ψUq, 2 ìíîæèíó ψ-iíòåãðàëiâ âñiõ ôóíêöié iç L2(Rd), ÿêi íàëå-

æàòü îäèíè÷íié êóëi Uq(Rd) = {φ : ∥φ∥Lq(Rd) ≤ 1} ïðîñòîðó Lq(Rd), q ≥ 1. Ðîçãëÿíå-

ìî íàñòóïíó õàðàêòåðèñòèêó:

eσ(ψUq, 2)2 = sup
f∈ψUq,2

eσ(f)2, (2.126)

äå, ÿê i â ïiäðîçäiëi 1.5.4, äëÿ f ∈ L2(Rd)

eσ(f)2 = inf
γσ∈Γσ

E 2
γσ(f)2 = inf

γσ∈Γσ
∥f − Uγσ(f)∥L2(Rd)

.

Â ïðèéíÿòèõ ïîçíà÷åííÿõ ìà¹ ìiñöå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.5.2 . Íåõàé q ∈ [1, 2] i ψ(x) � áóäü-ÿêà íåâiä'¹ìíà iñòîòíî îáìåæåíà

íà Rd, d ≥ 1 ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ lim
|x|→∞

|ψ(x)| = 0. Òîäi ïðè êîæíîìó σ > 0 ñïðàâäæó-

¹òüñÿ ðiâíiñòü

eσ(ψUq, 2)2 = sup
s>σ

(s− σ)
1
2

( s∫
0

ψ̄ −q(t) dt
)− 1

q

, (2.127)

äå ψ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ ψ(x). Ïðè öüîìó òî÷íà âåðõíÿ ìåæà â ïðàâié

÷àñòèíi (2.127) äîñÿãà¹òüñÿ ïðè äåÿêîìó ñêií÷åííîìó çíà÷åííi s = s∗. Òî÷íà âåðõíÿ
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ìåæà â ïðàâié ÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ (2.126) ðåàëiçó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ f∗ = f∗(x),

äëÿ ÿêî¨

f̂∗(x) = χE(x)
(∫
E

ψ−q(t)dt
)− 1

q

, (2.128)

äå E � áóäü-ÿêà âèìiðíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè {x ∈ Rd : ψ(x) ≥ ψ̄(s∗−)} ëåáåãîâî¨
ìiðè s∗, ùî ìiñòèòü ìíîæèíó {x ∈ Rd : ψ(x) > ψ̄(s∗−)}, à χE(·) � õàðàêòåðè-

ñòè÷íà ôóíêöiÿ ìíîæèíè E.
Äîâåäåííÿ. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L2(Rd) âíàñëiäîê (1.90) i (1.89) ìà¹ìî

∥f − Uγσ(f ;λ)∥2L2(Rd) = ∥f̂(x)− Ûγσ(f ;λ;x)∥2
L2(Rd)

=

=

∫
γσ

(1− λ(x))2f̂ 2(x)dx+

∫
Rd\γσ

f̂ 2(x)dx.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ f ∈ L2(Rd) i γσ ∈ Γσ, σ > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ

ðiâíiñòü

∥f − Uγσ(f)∥2L2(Rd) =

∫
Rd

f̂ 2(x)dx−
∫
γσ

f̂ 2(x)dx. (2.129)

ßêùî òåïåð fψ ∈ ψUq, 2, òî çãiäíî ç îçíà÷åííÿì âåëè÷èí eσ(f)2 i ñïiââiäíîøåííÿìè

(2.129) i (1.92) ìà¹ìî

e2σ(fψ)2 = inf
γσ∈Γσ

∥f − Uγσ(f)∥2
L2(Rd)

= inf
γσ∈Γσ

(∫
Rd

f̂ψ
2(x)dx−

∫
γσ

f̂ψ
2(x)dx

)
=

= inf
γσ∈Γσ

(∫
Rd

ψ2(x)f̂ 2(x)dx−
∫
γσ

ψ2(x)f̂ 2(x)dx
)
,

äå f ∈ Uq(Rd).

Ïîêëàäåìî φ(x) = ψ2(x), y(x) = f̂ 2(x) i p = q/2. Áà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ y íàëåæèòü

Up(Rd), p ∈ (0, 1], âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

e2σ(fψ)2 = inf
γσ∈Γσ

(∫
Rd

φ(x)y(x)dx−
∫
γσ

φ(x)y(x)dx
)
= eσ(φy),

à ôóíêöiÿ φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 2.1.1. Òîìó ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

e2σ(ψUq,2)2 = sup
f∈ψUq,2

e2σ(f)2 ≤ sup
y∈Up(Rd)

eσ(φy) = eσ(φ, p),
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iç ÿêîãî âíàñëiäîê (2.4) âèïëèâà¹ íåîáõiäíà îöiíêà çâåðõó äëÿ âåëè÷èíè e2σ(ψUq, 2)2:

e2σ(ψUq, 2)2 ≤ sup
s>σ

(s− σ)
( s∫

0

φ̄−p(t) dt
)− 2

p

= sup
s>σ

(s− σ)
( s∫

0

ψ̄ −q(t) dt
)− 2

q

,

äå ψ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ ψ(x). Ïðè öüîìó òî÷íà âåðõíÿ ìåæà â ïðàâié

÷àñòèíi îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ äîñÿãà¹òüñÿ ïðè äåÿêîìó ñêií÷åííîìó çíà÷åííi

s = s∗.

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ïîìiòèòè, ùî ôóíêöiÿ f∗, äëÿ ÿêî¨

ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ f̂∗ îçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (2.128), íàëåæèòü ìíîæèíi ψUq, 2, i ùî

ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

e2σ(f
∗)2 = (s∗ − σ)

( s∗∫
0

ψ̄ −q(t) dt
)− 2

q

.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

2.6 Çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ äî çíàõî-

äæåííÿ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîñòî-

ðiâ SpΦ

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàñòîñóâàííÿ ðåçóëüòàòiâ ïiäðîçäiëiâ 2.1�2.3 äî

çíàõîäæåííÿ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîñòîðiâ SpΦ (îçíà÷åííÿ äèâ. ïiäðîç-

äië 1.5).

2.6.1. Òî÷íi çíà÷åííÿ âåëè÷èí Eγσ(ΨU
q
Φ)p,Φ, Dσ(ΨU

q
Φ)p,Φ òà eσ(ΨU

q
Φ)p,Φ ó âè-

ïàäêó, êîëè 0 < p < q < ∞. Â ðîáîòi [147] ïðè äîâåäåííi òâåðäæåíü 1.5.2 òà 1.5.3

âàæëèâó ðîëü âiäiãðàâàëè âiäïîâiäíî òâåðäæåííÿ 1.4.1 òà 1.3.4. Îòðèìàíi â ïiäðîç-

äiëàõ 2.1 òà 2.3 ðåçóëüòàòè ïðî òî÷íi çíà÷åííÿ âåëè÷èí Eγσ(φ, p), Dσ(φ, p) òà eσ(φ, p)

äàþòü çìîãó ïîøèðèòè ðåçóëüòàòè òâåðäæåíü 1.5.2 òà 1.5.3 íà âèïàäîê äîâiëüíèõ

ðiçíèõ p òà q.

ßê i â ïiäðîçäiëi 1.5.3, ïðèïóñêà¹ìî, ùî X � äîâiëüíèé ëiíiéíèé ïðîñòið, A �

áóäü-ÿêà µ-âèìiðíà ïiäìíîæèíà ç (Rd,B, dµ),mesµA = a ∈ (0,∞], i Φ : X → Y (A, dµ)
� áóäü-ÿêèé îïåðàòîð, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Ap). Ó âèïàäêó, êîëè 0 < p < q <∞,

ïðè öüîìó ââàæà¹ìî, ùî ôóíêöiÿΨ(t) ¹ iñòîòíî îáìåæåíîþ íàA i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

Ψ(t) ̸= 0 ∀t ∈ A (2.130)
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òà

∥Ψ∥
L pq
q−p

(A,dµ) =
(∫

A

|Ψ(t)|
pq
q−pdµ

) q−p
pq

<∞. (2.131)

Òîäi ÿêùî ýëåìåíò xΨ íàëåæèòü äî ΨU qϕ, òî âií ¹ Ψ-iíòåãðàëîì äåÿêîãî åëåìåíòà

x ∈ U qΦ, äëÿ ÿêîãî, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì,

∥x∥q
q,Φ

=

∫
A

|x̂(t)|q dµ ≤ 1.

Çâiäñè íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

∥xΨ∥pp,Φ =

∫
A

|Ψ(t)|p|x̂(t)|p dµ ≤
(∫

A

|Ψ(t)|
pq
q−p dµ

) q−p
q
(∫

A

|x̂(t)|qdµ
) p
q

<∞.

Òîáòî, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ âêàçàíi âèùå óìîâè, òî âèêîíó¹òüñÿ âêëàäåííÿ ΨU qΦ ⊂ SpΦ
i ìàþòü çìiñò âåëè÷èíè Eγσ(ΨU

q
Φ)p,Φ , Dσ(ΨU

q
Φ)p,Φ òà eσ(ΨU

q
Φ)p,Φ .

Òåîðåìà 2.6.1 . Íåõàé 0 < p < q, i Ψ = Ψ(t) � äîâiëüíà iñòîòíî îáìåæåíà ôóí-

êöiÿ ç ìíîæèíè Y (A, dµ), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (2.130) òà (2.131). Òîäi

äëÿ äîâiëüíîãî σ ∈ (0, a) i áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè γσ ∈ Γσ ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

Eγσ(ΨU
q
Φ)p,Φ ≤ ∥Ψ̄γσ∥L pq

q−p
((0,a),dt), 1/p+ 1/q = 1, (2.132)

äå Ψ̄γσ(v) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ Ψσ(t) = Ψγσ(t), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíi-

ñòþ (1.85), i

Dσ(ΨU
q
Φ)p,Φ ≤ ∥Ψ̄∥L pq

q−p
((σ,a),dt), (2.133)

äå Ψ̄(v) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |Ψ(t)|.
ßêùî æ ïðè öüîìó îïåðàòîð Φ âiäîáðàæà¹ ïðîñòið SpΦ íà ïðîñòið Lp(A, dµ), à

ïðîñòið SqΦ � íà Lq(A, dµ), òî ñïiââiäíîøåííÿ (2.132) i (2.133) ¹ ðiâíîñòÿìè. Ïðè

öüîìó äëÿ ìíîæèíè γ∗σ ∈ Γσ, âèçíà÷åíî¨ â òåîðåìi 1.5.2, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Eγ∗
σ
(ΨU qΦ)p,Φ = Dσ(ΨU

q
Φ)p,Φ = ∥Ψ̄∥L pq

q−p
((σ,a),dt).

Äîâåäåííÿ. ßêùî x ∈ ψU qΦ, òî âíàñëiäîê ñïiââiäíîøåíü (1.77), (1.62), (1.71) òà

(2.1)

Eγσ(x)
p
p,Φ

= ∥Φ((x)− Uγσ(x))∥
p
Lp(A,dµ) = ∥x̂(t)− χγσ (t)x̂(t)∥

p
Lp(A,dµ) =
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= ∥Ψ(t)y(t)− χγσ (t)Ψ(t)y(t)∥p
Lp(A,dµ) =

∫
A\γσ

|Ψ(t)y(t)|pdµ = Eγσ(|Ψ|p · |y|p),

äå y � äåÿêà ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ òàêà, ùî |y|p íàëåæèòü ìíîæèíi Ur(A), r = q/p ∈
(1,∞), ÿêà îçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (2.2).

Òîìó çãiäíî ç (1.78) òà (2.135) i (2.80) òà (2.79) ìà¹ìî

E p
γσ
(ΨU qΦ)p,Φ ≤ sup

h∈Ur(A)
Eγσ(|Ψ|p · h) = Eγσ(|Ψ|p, r)

à

Dp
σ(ΨU

q
Φ)p,Φ = inf

γσ∈Γσ
E p
γ
σ
(ΨU qΦ)p,Φ ≤ inf

γσ∈Γσ
Eγσ(|Ψ|p, r) = Dσ(|Ψ|p, r).

Äàëi, ïîêëàäàþ÷è φ(t) = |Ψ(t)|p, áà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè

2.3.1, i òîìó ìà¹ ìiñöå îöiíêà (2.132):

E p
γ
σ
(ΨU qΦ)p,Φ ≤ Eγσ(|Ψ|p, r) = ∥Ψ̄p

γσ∥L r
r−1

((0,a),dt) = ∥Ψ̄γσ∥
p
L pq
q−p

((0,a),dt)
,

i îöiíêà (2.133):

Dp
σ(ΨU

q
Φ)p,Φ ≤ Dσ(|Ψ|p, r) = ∥Ψ̄p∥L r

r−1
((σ,a),dt) = ∥Ψ̄∥p

L pq
q−p

((σ,a),dt)
.

Íåõàé òåïåð îïåðàòîð Φ âiäîáðàæà¹ ïðîñòið SpΦ íà ïðîñòið Lp(A, dµ), à ïðîñòið

SqΦ � íà Lq(A, dµ). Ïîêëàäåìî h = h(x), äå

h(x) =

{
0, x ∈ γσ,

|Ψγσ(x)|
p
q−p∥Ψγσ∥

− p
q−p

L pq
q−p

(A,dµ)
, x ∈ A \ γσ.

(2.134)

Òîäi âíàñëiäîê (1.85)

Eγσ(|Ψ|p · hp) = ∥Ψγσ∥
− p2

q−p
L pq
q−p

(A,dµ)

∫
A\γσ

|Ψ(t)|p|Ψ(t)|
p2

q−pdµ =

= ∥Ψγσ∥
p
L pq
q−p

(A,dµ) = ∥Ψ̄γσ∥
p
L pq
q−p

((0,a),dt)

i

∥h∥q
Lq(A,dµ) = ∥Ψγσ∥

− pq
q−p

L pq
q−p

(A,dµ)

∫
A\γσ

Ψ
pq
q−p
γσ (x)dµ = 1, (2.135)

òîáòî, ôóíêöiÿ h íàëåæèòü îäèíè÷íié êóëi Uq(A). Îñêiëüêè îïåðàòîð Φ âiäîáðàæà¹

ïðîñòið SqΦ íà âåñü ïðîñòið Lq(A, dµ), òî iñíó¹ åëåìåíò f ∈ SqΦ òàêèé, ùî ìàéæå ñêðiçü

íà A f̂(t) = h(t), i îòæå, f ∈ U qΦ.
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Äàëi, ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ g = g(t), äëÿ ÿêî¨ ìàéæå ñêðiçü

g(t) = Ψ(t)h(t) = Ψ(t)f̂(t). (2.136)

Íà ïiäñòàâi ñïiââiäíîøåíü (2.131), (2.134) òà (2.135) áà÷èìî, ùî öÿ ôóíêöiÿ íàëå-

æèòü ïðîñòîðó Lp(A, dµ), i òàê ÿê îïåðàòîð Φ âiäîáðàæà¹ ïðîñòið SpΦ íà âåñü ïðîñòið

Lp(A, dµ), òî iñíó¹ åëåìåíò fΨ, äëÿ ÿêîãî ìàéæå ñêðiçü íà A ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f̂Ψ(t) = g(t). Öåé åëåìåíò âíàñëiäîê (2.136) i òîãî, ùî f ∈ U qΦ, íàëåæèòü ìíîæèíi

ΨU qΦ, i äëÿ íüîãî ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

Eγσ(fΨ)
p
p,Φ

= ∥f̂Ψ(t)− χγσ (t)f̂Ψ(t)∥
p
Lp(A,dµ) = ∥Ψ(t)f(t)− χγσ (t)Ψ(t)f(t)∥p

Lp(A,dµ) =

=

∫
A\γσ

|Ψ(t)h(t)|pdµ = Eγσ(|Ψ|p · hp) = ∥Ψ̄γσ∥
p
L pq
q−p

((0,a),dt)
,

iç ÿêîãî âèïëèâà¹, ùî ó âêàçàíîìó âèïàäêó ñïiââiäíîøåííÿ (2.132) íàñïðàâäi ¹ ðiâíi-

ñòþ. ßêùî ïðè öüîìó γσ = γ∗σ � ìíîæèíà, îçíà÷åíà â òåîðåìi 1.5.2, òî ∥Ψ̄γ∗
σ
∥L pq

q−p
((0,a),dt) =

∥Ψ̄∥p
L pq
q−p

((σ,a),dt)
, i òîäi çãiäíî ç ñïiââiäíîøåííÿì (2.132) (ÿêå òåïåð ¹ ðiâíiñòþ)

Eγ∗
σ
(ΨU qΦ)p,Φ = ∥Ψ̄∥p

L pq
q−p

((σ,a),dt)
.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî i ñïiââiäíîøåííÿ (2.133) òàêîæ ¹ ðiâíiñòþ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 2.6.2 . Íåõàé 0 < p < q, i Ψ = Ψ(t) � äîâiëüíà iñòîòíî îáìåæåíà ôóí-

êöiÿ ç ìíîæèíè Y (A, dµ), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (2.130) òà (2.131). Òîäi

äëÿ äîâiëüíîãî σ ∈ (0, a) ìà¹ ìiñöå îöiíêà

epσ(ΨU
q
Φ)p,Φ ≤

(
(l∗ − σ)

q
q−p

( l∗∫
0

Ψ̄−q(t) dt
) p
p−q

+

a∫
l∗

Ψ̄
pq
q−p (t) dt

) q−p
q

, (2.137)

â ÿêié Ψ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |Ψ(t)|, à l∗ � íàéáiëüøå íà (σ, a] ÷èñëî,

äëÿ ÿêîãî ïðè âñiõ l ∈ (σ, l∗)

l − σ ≤ Ψ̄ q(l)
( l∫

0

Ψ̄−q(t) dt
)
. (2.138)

Òàêå ÷èñëî l∗ çàâæäè iñíó¹. ßêùî æ ïðè öüîìó îïåðàòîð Φ âiäîáðàæà¹ ïðîñòið

SpΦ íà ïðîñòið Lp(A, dµ), à ïðîñòið SqΦ � íà Lq(A, dµ), òî ñïiââiäíîøåííÿ (2.137) ¹

ðiâíiñòþ.
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Äîâåäåííÿ. ßêùî x ∈ ψU qΦ, òî íà ïiäñòàâi (1.80), (1.62) òà (1.71)

eσ(x)
p
p,Φ

= inf
γσ∈Γσ

∥Φ((x)− Uγσ(x))∥pLp(A,dµ) = inf
γσ∈Γσ

∥x̂(t)− χγσ (t)x̂(t)∥
p

Lp(A,dµ)
=

= inf
γσ∈Γσ

∥Ψ(t)y(t)− χγσ (t)Ψ(t)y(t)∥p
Lp(A,dµ)

= inf
γσ∈Γσ

∫
A\γσ

|Ψ(t)y(t)|pdµ = eσ(|Ψ|p · |y|p),

äå y � äåÿêà ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ òàêà, ùî |y|p ∈ Ur(A), r = q/p ∈ (1,∞).

Òîìó çãiäíî ç (1.81) òà (2.3) ìà¹ìî

epσ(ΨU
q
Φ)p,Φ ≤ sup

h∈Ur(A)
eσ(|Ψ|p · h) = eσ(|Ψ|p, r).

Äàëi, ïîêëàäàþ÷è φ(t) = |Ψ(t)|p, áà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåî-

ðåìè 2.1.2, i îòæå, ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà (2.137):

epσ(ΨU
q
Φ)p,Φ ≤ eσ(|Ψ|p, r) =

=
(
(s∗ − σ)

q
q−p

( s∗∫
0

Ψ̄−q(t) dt
) p
p−q

+

a∫
s∗

Ψ̄
pq
q−p (t) dt

) q−p
q

, (2.139)

â ÿêié Ψ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |Ψ(t)|, à s∗ � íàéáiëüøå íà (σ, a] ÷èñëî,

äëÿ ÿêîãî ïðè âñiõ s ∈ (σ, s∗) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (2.138).

Íåõàé òåïåð îïåðàòîð Φ âiäîáðàæà¹ ïðîñòið SpΦ íà ïðîñòið Lp(A, dµ), à ïðîñòið

SqΦ � íà Lq(A, dµ). Ó âèïàäêó, êîëè l∗ = a, ðîçãëÿäàþòü ôóíêöiþ h ∈ Uq(A) òàêó, ùî

hq(t) =
(
|Ψ(t)|q

∫
A

|Ψ(x)|−qdµ
)−1

, t ∈ A.

à ïðè l∗ < a � ôóíêöiþ h ∈ Uq(A) òàêó, ùî

h(t) =

 |Ψ(t)|−1(l∗ − σ)
1
q−p

(∫
E

|Ψ(x)|−qdµ
)− 1

q−p
Θ− 1

q−p , t ∈ E,

|Ψ(t)|
p
q−pΘ− 1

q−p , t ∈ A \ E,

äå âåëè÷èíà Θ = Θ(Ψ, σ, p, q) äîðiâíþ¹ ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (2.139), à E = {x ∈
A : Ψ(x) ≥ Ψ̄(l∗ − 0)}.

Îñêiëüêè îïåðàòîð Φ âiäîáðàæà¹ ïðîñòið SqΦ íà âåñü ïðîñòið Lq(A, dµ), òî iñíó¹

åëåìåíò f∈SqΦ òàêèé, ùî ìàéæå ñêðiçü íà A f̂(t) = h(t), i îòæå, f ∈ U qΦ.

Äàëi, ðîçãëÿäàþòü ôóíêöiþ g = g(t) òàêó, ùî ìàéæå ñêðiçü

g(t) = Ψ(t)h(t) = Ψ(t)f̂(t). (2.140)
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Âíàñëiäîê (2.131) i òîãî, ùî h ∈ Uq(A), öÿ ôóíêöiÿ íàëåæèòü ïðîñòîðó Lp(A, dµ),
i îñêiëüêè îïåðàòîð Φ âiäîáðàæà¹ ïðîñòið SpΦ íà âåñü ïðîñòið Lp(A, dµ), òî iñíó¹

åëåìåíò fΨ, äëÿ ÿêîãî ìàéæå ñêðiçü íà A âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü f̂Ψ(t) = g(t). Öåé

åëåìåíò âíàñëiäîê (2.140) i òîãî, ùî f ∈ U qΦ, íàëåæèòü ìíîæèíi ΨU
q
Φ, i äëÿ íüîãî ìà¹

ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

epσ(fΨ)p,Φ = inf
γσ∈Γσ

∥f̂Ψ(t)− χγσ (t)f̂Ψ(t)∥
p

Lp(A,dµ)
=

= inf
γσ∈Γσ

∥Ψ(t)f(t)− χγσ (t)Ψ(t)f(t)∥p
Lp(A,dµ)

= inf
γσ∈Γσ

∫
A\γσ

|Ψ(t)h(t)|pdµ =

=
(
(l∗ − σ)

q
q−p

( l∗∫
0

Ψ̄−q(t) dt
) p
p−q

+

a∫
l∗

Ψ̄
pq
q−p (t) dt

) q−p
q

,

ç ÿêîãî âèïëèâà¹, ùî ó âêàçàíîìó âèïàäêó ñïiââiäíîøåííÿ (2.137) íàñïðàâäi ¹ ðiâíi-

ñòþ.

2.6.2. Âåëè÷èíè Eγσ(ΨU
q
Φ)p,Φ, Dσ(ΨU

q
Φ)p,Φ òà eσ(ΨU

q
Φ)p,Φ ïðè 0 < q < p < ∞. Â

öüîìó âèïàäêó, âçàãàëi êàæó÷è, îäíèìè óìîâàìè íà ôóíêöiþ Ψ âêëàäåííÿ ΨU qΦ ⊂ SpΦ
äîñÿãíóòè âæå íå ìîæíà. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ïîêëàäàþòü

ΨU q, pΦ := ΨU qΦ ∩ΨSpΦ, 0 < q < p <∞

i ðîçãëÿäàþòü âåëè÷èíè Eγσ(x)p òà eσ(x)p òiëüêè ïðè x ∈ ΨU q, pΦ .

Çàçíà÷èìî, ùî ÿêùî äëÿ äåÿêî¨ ìíîæèíè γσ ∈ Γσ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

mesµBγσ := mesµ{x∈A \ γσ : Ψ(x) > 0} = 0,

òî Eγσ(ΨU
q, p
Φ )p = 0, i òîäi Dσ(ΨU

q, p
Φ )p = Eγσ(ΨU

q, p
Φ )p = 0. ßêùî æ γσ òàêà, ùî

mesµBγσ > 0, òî, âíàñëiäîê òîãî, ùî ìíîæèíè ΨU q, pΦ ìîæóòü ìiñòèòè åëåìåíòè ç

ÿê çàâãîäíî âåëèêèìè íîðìàìè â ïðîñòîði SpΦ, âçàãàëi êàæó÷è, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Eγσ(ΨU
q, p
Φ )p = ∞. ßêùî óìîâà mesµBγσ > 0 ìà¹ ìiñöå äëÿ áóäü-ÿêèõ γσ ∈ Γσ, òî i

Dσ(ΨU
q, p
Φ )p = ∞.

Ó çâ'ÿçêó ç öèì ïðèðîäíî ðîçãëÿäàòè âåëè÷èíè Eγσ(x)p òiëüêè äëÿ x ∈ ΨŨ q, pΦ =

ΨU qΦ ∩ΨUpΦ.

Òåîðåìà 2.6.3 . Íåõàé 0 < q ≤ p < ∞ i Ψ = Ψ(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç Y (A, dµ),
iñòîòíî îáìåæåíà íà A, äëÿ ÿêî¨ ó âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà A íåîáìåæåíà, âèêî-

íó¹òüñÿ ðiâíiñòü (1.83). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî σ ∈ (0, a) i áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè γσ ∈ Γσ
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ìàþòü ìiñöå îöiíêè

Eγσ(ΨŨ
q, p
Φ )

p,Φ
≤ Ψ̄γσ(0+), (2.141)

äå Ψ̄γσ(v) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ Ψσ(t) = Ψγσ(t), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiä-

íîøåííÿì (1.85),

Dσ(ΨŨ
q, p
Φ )

p,Φ
≤ Ψ̄(σ + 0), (2.142)

äå Ψ̄(v) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |Ψ(t)|.
ßêùî æ êðiì òîãî îïåðàòîð Φ âiäîáðàæà¹ ïðîñòið SpΦ íà ïðîñòið Lp(A, dµ), à

ïðîñòið SqΦ � íà Lq(A, dµ), òî ñïiââiäíîøåííÿ (2.141) i (2.142) ¹ ðiâíîñòÿìè. Ïðè

öüîìó äëÿ ìíîæèíè γ∗σ ∈ Γσ, âèçíà÷åíî¨ â òåîðåìi 1.5.2, âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

Eγ∗
σ
(ΨŨ q, pΦ )

p,Φ
= Dσ(ΨŨ

q, p
Φ )

p,Φ
= Ψ̄(σ + 0).

Çíà÷åííÿ âåëè÷èí eσ(ΨU
q, p
Φ )

p,Φ
, 0 < q ≤ p <∞, äà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.6.4 . Íåõàé 0 < q ≤ p < ∞ i Ψ = Ψ(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç Y (A, dµ),
iñòîòíî îáìåæåíà íà A, ÿêà ó âèïàäêó íåîáìåæåíî¨ ìíîæèíè A çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

(1.83). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî σ ∈ (0, a) âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

epσ(ΨU
q, p
Φ )

p,Φ
≤ sup

l∈(σ,a]

l − σ(∫ l

0

dt

Ψ̄q(t)

)p/q , (2.143)

â ÿêîìó Ψ̄(v) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |Ψ(t)|. Âåëè÷èíà òî÷íî¨ âåðõíüî¨ ãðàíi
â (2.143) äîñÿãà¹òüñÿ ïðè äåÿêîìó ñêií÷åííîìó çíà÷åííi l = l∗.

ßêùî æ ïðè öüîìó îïåðàòîð Φ âiäîáðàæà¹ ïðîñòið SpΦ íà ïðîñòið Lp(A, dµ), à
ïðîñòið SqΦ � íà Lq(A, dµ), òî ñïiââiäíîøåííÿ (2.143) íàñïðàâäi ¹ ðiâíiñòþ.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 2.6.3 òà 2.6.4 ïðîâîäÿòüñÿ çà òi¹þ æ ñõåìîþ, ùî i äîâåäåííÿ

òåîðåì 2.6.1 òà 2.6.2, iç çàñòîñóâàííÿì òåîðåì 2.1.1 òà 2.3.2.

Äëÿ ïðîñòîðiâ Spφ, îçíà÷åííÿ ÿêèõ íàâåäåíî â ïðèêëàäi 1 ïiäðîçäiëó 1.5, òâåðäæå-

ííÿ, àíàëîãi÷íi äî òåîðåì 2.6.1�2.6.4 áóëè îòðèìàíi â ðîáîòàõ [141, 142, 144 (ãë.11)],

à äëÿ ïðîñòîðiâ Sp,µφ (äèâ. ïðèêëàä 1′) � â ðîáîòàõ [146, 119].

2.6.3. Ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí Dσ(ΨU
q
Φ)p,Φ òà eσ(ΨU

q
Φ)p,Φ ïðè σ→∞. Â öüîìó

ïiäðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ ïîâåäiíêà ïðè σ → ∞ âåëè÷èí Dσ(ΨU
q
Φ)p,Φ òà eσ(ΨU

q
Φ)p,Φ ,

äå 0 < p < q < ∞, à òàêîæ âåëè÷èí eσ(ΨU
q, p
Φ )p, 0 < p ≤ q < ∞. Çðîçóìiëî, ùî òàêà

çàäà÷à ìà¹ çìiñò ëèøå ó âèïàäêó, êîëè mesµA = ∞.
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Ïðè öüîìó â óñiõ íàñòóïíèõ òâåðäæåííÿõ ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî îïåðàòîð Φ âiäîáðà-

æà¹ ïðîñòið SpΦ íà ïðîñòið Lp(A, dµ), à ïðîñòið SqΦ � íà Lq(A, dµ).
Â òàêîìó ðàçi ñïiââiäíîøåííÿ (2.133), (2.137), (2.142) òà (2.143) äàþòü ó âiäïî-

âiäíèõ âèïàäêàõ òî÷íi çíà÷åííÿ òàêèõ âåëè÷èí i òîìó äëÿ îöiíêè ¨õ ïîâåäiíêè ïðè

σ → ∞ ìîæíà çà àíàëîãi¹þ ç ïiäðîçäiëàìè 2.2 òà 2.3 ñêîðèñòàòèñÿ ðåçóëüòàòàìè ç

ïiäðîçäiëó 6.6.

Ó âèïàäêó, êîëè 0 < q ≤ p <∞, ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.6.1 . Íåõàé 0 < q ≤ p < ∞ i Ψ = Ψ(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç

Y (A, dµ), iñòîòíî îáìåæåíà íà A, ùî çàäîâîëüíÿ¹ (1.83), i òàêà, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó
t≥0 âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ Ψ̄q(t) = ψ(t + 1), äå Ψ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà

ôóíêöi¨ |Ψ(t)|, à ψ ∈M0. Òîäi ìà¹ ìiñöå ïîðÿäêîâà ïðè σ→∞ îöiíêà

eσ(ΨU
q, p
Φ )

p,Φ
≍ Ψ̄(σ)

σ
1
q
− 1
p

.

Òâåðäæåííÿ 2.6.2 . Íåõàé 0 < q ≤ p < ∞ i Ψ = Ψ(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç

Y (A, dµ), iñòîòíî îáìåæåíà íà A, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (1.83) i ðiâíiñòü
Ψ̄q(t) = ψ(t+ 1), t≥0, äå Ψ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |Ψ(t)|, à ψ ∈ M+

∞ i

òàêà, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (6.139). Òîäi ìà¹ ìiñöå ïîðÿäêîâà ïðè σ→∞ îöiíêà

eσ(ΨU
q, p
Φ )

p,Φ
≍ Ψ̄(σ)

(η(Ψ̄;σ)− σ)
1
q
− 1
p

.

Çàóâàæåííÿ 2.6.1 .Ïîðiâíþþ÷è îòðèìàíi ïîðÿäêîâi îöiíêè äëÿ âåëè÷èí eσ(ΨU
q, p
Φ )

p,Φ

çi çíà÷åííÿìè âåëè÷èí Eγσ(ΨU
p
Φ)p,Φ òà Dσ(ΨU

p
Φ)p,Φ , ÿêi äà¹ òåîðåìà 1.5.2, ðîáèìî âè-

ñíîâîê, ùî, êîëè p = q, à ôóíêöiÿ Ψ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òâåðäæåííÿ 2.6.1 ÷è 2.6.2,

âåëè÷èíè eσ(ΨU
q, p
Φ )

p,Φ
= eσ(ΨU

p
Φ)p,Φ ìàþòü òîé ñàìèé ïîðÿäîê ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ

ïðè σ → ∞, ùî i âåëè÷èíè Dσ(ΨU
p
Φ)p,Φ :

Dσ(ΨU
p
Φ)p,Φ = Eγ∗

σ
(ΨUpΦ)p,Φ ≍ eσ(ΨU

p
Φ)p,Φ ≍ Ψ̄(σ).

ßêùî æ 0 < q < p <∞, òî, ÿê âæå çàçíà÷àëîñÿ, âåëè÷èíè Eγσ(ΨU
q, p
Φ )p òà Dσ(ΨU

q, p
Φ )p

ìîæóòü áóòè íåîáìåæåíèìè, â òîé ÷àñ ÿê âåëè÷èíè eσ(ΨU
q, p
Φ )

p,Φ
¹ îáìåæåíèìè i

ìîíîòîííî ñïàäàþòü äî íóëÿ ïðè σ → ∞.
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Ïîðiâíþþ÷è îòðèìàíi ïîðÿäêîâi îöiíêè äëÿ âåëè÷èí eσ(ΨU
q, p
Φ )

p,Φ
çi çíà÷åííÿìè

âåëè÷èí Eγσ(ΨŨ
q, p
Φ )

p,Φ
òàDσ(ΨŨ

q, p
Φ )

p,Φ
, ÿêi çíàéäåíi â òåîðåìi 2.6.3, ðîáèìî âèñíîâîê,

ùî êîëè 0 < q < p < ∞, à ôóíêöiÿ Ψ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òâåðäæåííÿ 2.6.1 ÷è 2.6.2,

òî

lim
σ→∞

eσ(ΨU
q, p
Φ )

p,Φ

Dσ(ΨŨ
q, p
Φ )

p,Φ

= 0,

òîáòî ó öüîìó âèïàäêó âåëè÷èíè eσ(ΨU
q, p
Φ )

p,Φ
øâèäøå ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè σ→∞,

íàâiòü íiæ âåëè÷èíè Dσ(ΨŨ
q, p
Φ )

p,Φ
.

Íåõàé òåïåð 0 < p < q <∞. Ìàþòü ìiñöå òàêi ñïiââiäíîøåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.6.3 . Íåõàé 0 < p < q < ∞ i Ψ = Ψ(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç

Y (A, dµ), iñòîòíî îáìåæåíà íà A, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (2.130), (2.131)

òà ðiâíiñòü Ψ̄(t) = ψ(t+1), äå Ψ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |Ψ(t)|, à ôóíêöiÿ
ψ ∈ MC òàêà, ùî ôóíêöiÿ 1/ψ(t) îïóêëà ïðè âñiõ t ≥ t0 ≥ 1, Òîäi ïðè σ → ∞
ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

eσ(ΨU
q
Φ)p,Φ ≍ Ψ̄(σ)σ

1
p
− 1
q .

Òâåðäæåííÿ 2.6.4 . Íåõàé 0 < p < q < ∞ i Ψ = Ψ(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç

Y (A, dµ), iñòîòíî îáìåæåíà íà A, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (2.130), (2.131)

òà ðiâíiñòü Ψ̄(t) = ψ(t+1), äå Ψ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |Ψ(t)|, à ψ ∈ M+
∞

i òàêà, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (6.139). Òîäi ïðè σ → ∞ ïðè σ → ∞ ñïðàâäæó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ

eσ(ΨU
q
Φ)p,Φ ≍ Ψ̄(σ)(η(Ψ̄;σ)− σ)1−

1
p .

Çà àíàëîãi¹þ ç ïiäðîçäiëîì 2.3 çàïèøåìî òàêîæ âiäïîâiäíi îöiíêè âåëè÷èíDσ(ΨU
q
Φ)p,Φ .

Òâåðäæåííÿ 2.6.5 . Íåõàé 0 < p < q < ∞ i Ψ = Ψ(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç

Y (A, dµ), iñòîòíî îáìåæåíà íà A, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (2.130), (2.131)

i ðiâíiñòü Ψ̄(t) = ψ(t+ 1), äå Ψ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |Ψ(t)|, à ôóíêöiÿ
ψ ∈ MC òàêà, ùî ôóíêöiÿ 1/ψ(t) îïóêëà ïðè âñiõ t ≥ t0 ≥ 1, òî ïðè σ → ∞
ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Dσ(ΨU
p
Φ)p,Φ ≍ Ψ̄(σ)σ

1
p
− 1
q .
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Òâåðäæåííÿ 2.6.6 . Íåõàé 0 < p < q < ∞ i Ψ = Ψ(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç

Y (A, dµ), iñòîòíî îáìåæåíà íà A, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (2.130), (2.131)

i ðiâíiñòü Ψ̄(t) = ψ(t+1), äå Ψ̄(t) � ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ôóíêöi¨ |Ψ(t)|, à ψ ∈ M+
∞,

òî ïðè σ → ∞ ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Dσ(ΨU
q
Φ)p,Φ ≍ Ψ̄(σ)(η(Ψ̄;σ)− σ)

1
p
− 1
q .

Çàóâàæåííÿ 2.6.2 .Ïîðiâíþþ÷è çíàéäåíi ïîðÿäêîâi îöiíêè äëÿ âåëè÷èí eσ(ΨU
q
Φ)p,Φ

òà Dσ(ΨU
q
Φ)p áà÷èìî, ùî ó âêàçàíèõ âèïàäêàõ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

eσ(ΨU
q
Φ)p,Φ ≍ Dσ(ΨU

q
Φ)p,Φ ≍ Ψ̄(σ)(η(Ψ̄;σ)− σ)

1
p
− 1
q , σ → ∞, 0 < p < q <∞.
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2.7 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ðîçãëÿíóòî âåëè÷èíè eσ(f) íàéêðàùèõ íàáëèæåíü iíòåãðàëiâ ôóíêöié ç ïðîñòîðiâ

Lp(A, dµ) çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó σ. Çíàéäåíî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ

îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ âåëè÷èí eσ(f) íà êëàñàõ ôóíêöié, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ

ó âèãëÿäi äîáóòêiâ äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ íåâiä'¹ìíî¨ ôóíêöi¨ òà ôóíêöié ç îäèíè÷íî¨

êóëi Up(A) ïðîñòîðó Lp(A, dµ) ïðè âñiõ p > 0. Îòðèìàíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè öèõ

âåëè÷èí ïðè íåîáìåæåíîìó çðîñòàííi ¨õ ðàíãó.

Äëÿ äàíèõ êëàñiâ ôóíêöié çíàéäåíî òî÷íi çíà÷åííÿ òà òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè

iíòåãðàëüíèõ àíàëîãiâ âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü ôóíêöié ïîëiíîìàìè çàäàíîãî

ïîðÿäêó òà òðèãîíîìåòðè÷íîãî ïîïåðå÷íèêà.

Â òåðìiíàõ âåëè÷èí eσ(f) îòðèìàíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè íàëåæíîñòi ôóí-

êöié ç ïðîñòîðiâ Lp(A, dµ) ïðîñòîðàì Ls(A, dµ), 0 < p, s <∞.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâàíî äî çíàõîäæåííÿ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðè-

ñòèê ïðîñòîðiâ SpΦ òà äî íàáëèæåíü âèìiðíèõ ôóíêöié, ÿêi çàäàþòüñÿ çãîðòêàìè iç

ñóìîâíèìè ÿäðàìè, öiëèìè ôóíêöiÿìè åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó.

Ðîçãëÿíóòî àíàëîãè âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü iíòåãðàëiâ çà äîïîìîãîþ ií-

òåãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó â ïðîñòîðàõ Îðëi÷à LM (A, dµ). Çíàéäåíî ÿâíi ôîðìóëè
äëÿ îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ öèõ àíàëîãiâ â ïðîñòîðàõ Îðëi÷à LM (A, dµ) íà
çãàäàíèõ âèùå êëàñàõ ôóíêöié äëÿ âñiõ p > 0 òà ôóíêöié Îðëi÷à M(t) òàêèõ, ùî

ôóíêöiÿ M(t1/p) òåæ ¹ ôóíêöi¹þ Îðëi÷à.
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Ðîçäië 3

Íåëiíiéíi íàáëèæåííÿ êëàñiâ Fψ
q,r â

ïðîñòîðàõ Sp òà Lp

Â äàíîìó ðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà (â ñåíñi ïîðÿäêîâèõ îöiíîê)

àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàðàêòåðèñòèê êëàñiâ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ Fψ
q,r â ïðîñòîðàõ

Sp(Td) òà Lp(Td). Äëÿ ¨õ ôîðìóëþâàííÿ çäåáiëüøîãî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïîçíà÷åííÿ,
ïðèéíÿòi â ïiäðîçäiëi 1.2 òà òâåðäæåííÿ ç ïiäðîçäiëó 6.7.

3.1 Ïîðÿäêîâi îöiíêè íåëiíiéíèõ àïðîêñèìàòèâíèõ

õàðàêòåðèñòèê êëàñiâ Fψ
q,r â S

p

3.1.1. Íàéêðàùi n-÷ëåííi òðèãîíîìåòðè÷íi íàáëèæåííÿ â ïðîñòîðàõ Sp. ßê

çàçíà÷åíî â ïiäðîçäiëi 1.2, òî÷íi çíà÷åííÿ âåëè÷èí σn(Fψ
q,r)Sp , à âíàñëiäîê ñïiââiä-

íîøåííÿ (1.28) i òî÷íi çíà÷åííÿ âåëè÷èí Gn(Fψ
q,r)Sp òà σ⊥n (F

ψ
q,r)Sp , ïðè áóäü-ÿêèõ

0 < p, q < ∞ áóëè îòðèìàíi Î. I. Ñòåïàíöåì i ñôîðìóëüîâàíi â òâåðäæåííÿõ 1.2.4 òà

1.2.5.

Âðàõîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ (6.194) òà (6.195) âåëè÷èí Hn(Ψ, s) ç ïiäðîçäiëó 6.7, ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (1.35) òà (1.38) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

σpn(Fψ
q,r)Sp = Hn(ψ̄

p, q/p), 0 < p, q <∞.

Çàçíà÷èìî, ùî êîëè ôóíêöiÿ ψ ñïàäà¹ äî íóëÿ, íåçðîñòàþ÷ó ïåðåñòàíîâêó ψ̄ =

ψ̄(j), j = 1, 2, . . ., ñèñòåìè ÷èñåë ψ(|k|r) ìîæíà âèçíà÷èòè ðiâíiñòþ

ψ̄(l) = ψ(m), l ∈ (Vm−1, Vm], m = 1, 2, . . . , (3.1)

äå Vm := |∆̃d
m,r| � êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè

∆̃d
m,r := {k ∈ Zd : |k|r ≤ m, m = 0, 1, . . .}. (3.2)
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Äàëi, ïðè ôîðìóëþâàííi ðåçóëüòàòiâ âàæëèâî, ùîá ïðè âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ m

(áiëüøèõ, íiæ äåÿêå äîäàòíå ÷èñëî k0) âèêîíóâàëîñü ñïiââiäíîøåííÿ

Mr(m− c1)
d < Vm = |∆̃d

m,r| ≤Mr(m+ c2)
d, (3.3)

äå Mr, c1 òà c2 � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi.

Çðîçóìiëî, ùî ó âèïàäêó, êîëè r = ∞, ñïiââiäíîøåííÿ (3.3) âèêîíó¹òüñÿ i M∞ =

vol{k ∈ Rd : |k|∞ ≤ 1} = 2d, ÿêùî æ r = 1, òî M1 = vol{k ∈ Rd : |k|1 ≤ 1} = 2d/d!.

×è ìà¹ ìiñöå ïîäiáíå ñïiââiäíîøåííÿ ïðè iíøèõ r íàì íåâiäîìî, îäíàê íàâiòü äëÿ

öèõ âèïàäêiâ íàâåäåíi äàëi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè.

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.3), âíàñëiäîê (3.1) ïåðåñòàíîâêà ψ̄

íàëåæèòü îçíà÷åíié â ïiäðîçäiëi 6.7.1 ìíîæèíi Sd(ν,M) = Sd(ν,M, c1, c2) ïðèM =Mr.

Òîìó íà ïiäñòàâi òåîðåì 6.7.1�6.7.4 ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàêi òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.1.1 . Íåõàé d ≥ 1, 0 < r ≤ ∞, 0 < p, q < ∞, âèêîíóþòüñÿ óìîâà

(3.3), i ôóíêöiÿ ψp íàëåæèòü ìíîæèíi B, à ïðè 0 < p < q, êðiì öüîãî, ïðè âñiõ t,

áiëüøèõ íiæ äåÿêå ÷èñëî t0, ¹ îïóêëîþ òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

t|ψ′(t)|/ψ(t) ≥ K0 > β, ψ′(t) := ψ′(t+), (3.4)

äå β = d(1/p− 1/q). Òîäi

σn(Fψ
q,r)Sp ≍ ψ(n

1
d )n

1
p
− 1
q . (3.5)

Âðàõîâóþ÷è âèãëÿä îöiíêè (3.5) i òå, ùî óìîâà (3.3) âèêîíó¹òüñÿ, çîêðåìà, ïðè

r = 1 òà r = ∞, ç äàíîãî òâåðäæåííÿ ëåãêî îòðèìàòè òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 3.1.1 . Íåõàé d ≥ 1, 0 < p, q < ∞ i ôóíêöiÿ ψ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òâåð-

äæåííÿ 3.1.1. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî r ∈ [1,∞] ìà¹ ìiñöå îöiíêà (3.5).

Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë r ∈ [1,∞], 0 < q < ∞ i áóäü-ÿêî¨ äîäàòíî¨ ñïàäíî¨

ôóíêöi¨ ψ = ψ(t), t ≥ 1,

Fψ
q,1 ⊂ Fψ

q,r ⊂ Fψ
q,∞. (3.6)

Òîìó ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè íàñëiäêó 3.1.1, òî äëÿ äîâiëüíîãî r ∈ [1,∞]

ψ(n
1
d )n

1
p
− 1
q ≪ σn(Fψ

q,1)Sp ≤ σn(Fψ
q,r)Sp ≤ σn(Fψ

q,∞)
Sp

≪ ψ(n
1
d )n

1
p
− 1
q .

Òâåðäæåííÿ 3.1.2 . Íåõàé d ≥ 1, 0 < r ≤ ∞, 0 < p, q < ∞, âèêîíóþòüñÿ óìîâà

(3.3), à ôóíêöiÿ ψp íàëåæèòü ìíîæèíi M′
∞ àáî Mc

∞ Òîäi

σn(Fψ
q,r)Sp ≍ ψ(mn)(nα(ψ

p,mn))
1
p
− 1
q ≍ ψ(mn)(nα(ψ,mn))

1
p
− 1
q , (3.7)
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äå âåëè÷èíà

mn = (n/Mr)
1
d . (3.8)

Ó âèïàäêó, êîëè d = 1, êëàñè Fψ
q,r =: Fψ

q íå çàëåæàòü âiä r, óìîâà (3.3) âèêîíó¹òüñÿ

ç êîíñòàíòîþ Mr = 2. Òîìó äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψp ∈ M′
∞ ∪ Mc

∞ òà áóäü-ÿêèõ

0 < p, q <∞
σn(Fψ

q )Sp(T1)
≍ ψ(n/2)(nα(ψ, n/2))

1
p
− 1
q . (3.10′)

Òâåðäæåííÿ 3.1.3 . Íåõàé d ≥ 1, m ∈ N, 0 < r ≤ ∞, 0 < p < q < ∞, ψp ∈ M′′
∞,

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.3) òà óìîâà

k(d−1)/αψ(k + 1)/ψ(k) → 0, k → ∞, (3.9)

ç α = p. Òîäi ïðè âñiõ n ∈ [Vm−1, Vm)

σn(Fψ
q,r)Sp ≍ ψ(m)(Vm − n)

1
p n

1−d
dq . (3.10)

Çàóâàæåííÿ 3.1.1 . ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè òâåðäæåííÿ 3.1.3 i n ∈ [Vm−1, Vm),

òî âíàñëiäîê (6.207) ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

ψ(m)n
1−d
qd ≪ σn(Fψ

q,r)Sp ≪ ψ(m)n
d−1
d

( 1
p
− 1
q
). (3.11)

Òâåðäæåííÿ 3.1.4 . Íåõàé d ≥ 1, m ∈ N, 0 < r ≤ ∞, 0 < q ≤ p < ∞, ψp ∈ M′′
∞,

âèêîíóþòüñÿ óìîâè (3.3) òà (3.9) ïðè α = q. Òîäi

1) ïðè n = Vm−1 ìà¹ ìiñöå îöiíêà

σn(Fψ
q,r)Sp ≍ ψ(m); (3.12)

2) äëÿ âñiõ n ∈ (Vm−1, Vm) òàêèõ, ùî

q(Vm − Vm−1) ≥ p (Vm − n); (3.13)

ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà (3.10);

3) äëÿ âñiõ n ∈(Vm−1, Vm), ùî íå çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (3.13),

σn(Fψ
q,r)Sp ≍ ψ(m)(n− Vm−1)

1
p
− 1
q . (3.14)
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Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè r=∞, äëÿ äîâiëüíîãîm∈N ìà¹ìî Vm = |∆̃d
m,∞| =

(2m+1)d. Òîìó ÿêùî n ∈ [Vm−1, Vm), òî ÷èñëî m âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ m = [
(n+1)

1
d

2 ],

äå [c] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà c.

Ó âèïàäêó, êîëè d = 1, ÿêùî n ∈ [Vm−1, Vm), òî n = Vm−1=Vm−1, àm = [(n+1)/2].

Òîìó äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψp ∈ M′′
∞ òà áóäü-ÿêèõ 0 < p, q <∞

σn(Fψ
q )Sp(T1)

≍ ψ([(n+ 1)/2]). (3.15)

ßê áà÷èìî, ïðè d > 1 ó âèïàäêó 0 < q ≤ p <∞ îòðèìàíi îöiíêè iñòîòíî çàëåæàòü

âiä ðîçìiùåííÿ ÷èñëà n íà ïiâñåãìåíòi [Vm−1, Vm). Ðîçãëÿäàþ÷è ó òâåðäæåííÿõ 3.1.3

òà 3.1.4 äåÿêi êîíêðåòíi ïiäïîñëiäîâíîñòi n(m) îòðèìà¹ìî òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 3.1.2 . Íåõàé d ≥ 1, m∈N, n ∈ [Vm−1, Vm), 0 < r ≤ ∞, 0 < p, q < ∞,

ψp ∈ M′′
∞, âèêîíóþòüñÿ óìîâè (3.3) òà (3.9) ïðè α = min{p, q}. Òîäi

1) ÿêùî n = n(m) = Vm − cm, cm ∈ N, cm ≤ K, m = 1, 2, . . . , òî äëÿ äîâiëüíèõ

0 < p, q <∞
σn(Fψ

q,r)Sp ≍ ψ(m)n
1−d
dq ; (3.16)

2) ÿêùî n = n(m) = Vm−1 + cm, cm ∈ N, cm ≤ K, m = 1, 2, . . . , òî äëÿ äîâiëüíèõ

0 < p < q <∞
σn(Fψ

q,r)Sp ≍ ψ(m)n
d−1
d

( 1
p
− 1
q
); (3.17)

à äëÿ äîâiëüíèõ 0 < q < p <∞

σn(Fψ
q,r)Sp ≍ ψ(m); (3.18)

3) ÿêùî æ ïiäïîñëiäîâíiñòü n = n(m) òàêà, ùî

(Vm − Vm−1) ≍ (Vm − n), (3.19)

òî äëÿ äîâiëüíèõ 0 < p < q <∞ ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà (3.17), à ïðè 0 < q ≤ p <∞
îöiíêà (3.17) ñïðàâäæó¹òüñÿ çà óìîâè, ùî n = n(m) ̸= Vm−1, m = 1, 2, . . ..

3.1.2. Òðèãîíîìåòðè÷íi òà òðèãîíîìåòðè÷íi îðòîïðîåêöiéíi ïîïåðå÷íèêè

â Sp. Çàïèøåìî òåïåð îöiíêè âåëè÷èí D⊥
n (F

ψ
q,r)Sp òà Dn(Fψ

q,r)Sp , ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿìè (1.23) òà (1.24) ïðè X = Sp = Sp(Td).
Iç ñïiââiäíîøåííÿ (1.34) âèïëèâà¹, ùî êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.3) i ôóíêöiÿ

ψ = ψ(t), t ≥ 0, ñïàäà¹ òà çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (1.33), òî äëÿ áóäü-ÿêèõ

0 < q ≤ p <∞ ïðè êîæíîìó n ∈ [Vm−1, Vm) ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

Dn(Fψ
q,r)Sp = D⊥

n (Fψ
q,r)Sp = ψ(m). (1.34′)
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ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.3), òî äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ [Vm−1, Vm) ìà¹ìî

mn − c2 < m < mn + c1 + 1, (3.20)

äå, ÿê i ðàíiøå, mn âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (3.8).

Çâiäñè iç âðàõóâàííÿ îçíà÷åííÿ ìíîæèíè B áà÷èìî, ùî äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ B

i äëÿ áóäü-ÿêèõ 0 < q ≤ p <∞

Dn(Fψ
q,r)Sp = D⊥

n (Fψ
q,r)Sp ≍ ψ(mn) ≍ ψ(n1/d), (3.21)

ßêùî æ ψ íàëåæèòü ìíîæèíi M′
∞ àáî Mc

∞, òî ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 6.2.4

Dn(Fψ
q,r)Sp = D⊥

n (Fψ
q,r)Sp ≍ ψ(mn). (3.22)

Ó âèïàäêó, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâè íàâåäåíèõ âèùå òâåðäæåíü 3.1.1�3.1.3, ìîæíà

îòðèìàòè òàêîæ îöiíêó ïðàâî¨ ÷àñòèíè ñïiââiäíîøåííÿ (1.37).

Äiéñíî, íà ïiäñòàâi (3.1) òà (3.3) ïðè n ∈ [Vm−1, Vm)

∞∑
k=n+1

ψ̄
pq
q−p (k) = (Vm − n)ψ

pq
q−p (m) +

∞∑
s=m+1

(Vs − Vs−1)ψ
pq
q−p (s) ≍

≍ (Vm − n)ψ
pq
q−p (m) +

∞∑
s=m+1

sd−1ψ
pq
q−p (s). (3.23)

Íåõàé ñïî÷àòêó ψp ∈ M′′
∞ i ïðè α = pq

q−p âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.9). Òîäi âíàñëiäîê

(6.286)
∞∑

s=m+1

sd−1ψ
pq
q−p (s) ≍ (m+ 1)d−1(ψp(m+ 1))

q
q−p ≍

≍ (m+ 1)d−1ψ
pq
q−p (m+ 1) ≪ ψ

pq
q−p (m). (3.24)

Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (1.37), (3.23) òà (3.24), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî êîëè

ψp ∈ M′′
∞ i ïðè α = pq

q−p âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.9), òî ïðè âñiõ 0 < p < q <∞

Dn(Fψ
q,r)Sp = D⊥

n (Fψ
q,r)Sp ≍ ψ(m)(Vm − n)

1
p
− 1
q . (3.25)

Òâåðäæåííÿ 3.1.5 . Íåõàé d ≥ 1, m ∈ N, 0 < r ≤ ∞, 0 < p, q <∞. Òîäi

1) ÿêùî 0 < q ≤ p < ∞, òî äëÿ äîâiëüíî¨ äîäàòíî¨ ñïàäíî¨ äî íóëÿ ôóíêöi¨ ψ(t),

t ≥ 1, ïðè êîæíîìó n ∈ [Vm−1, Vm) ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü (1.34′);

2) ÿêùî æ 0 < p < q <∞, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.3) ψp ∈ M′′
∞ i ïðè α = pq

q−p ìà¹

ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (3.9), òî ïðè êîæíîìó n ∈ [Vm−1, Vm) ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

(3.25).
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Ó âèïàäêó d = 1 àíàëîãi÷íî ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ïðè 0 < q ≤ p <∞ äëÿ

äîâiëüíî¨ äîäàòíî¨ ñïàäíî¨ äî íóëÿ ôóíêöi¨ ψ(t), t ≥ 1,

Dn(Fψ
q )Sp(T1)

= D⊥
n (Fψ

q )Sp(T1)
= ψ([(n+ 1)/2]), (1.34′′)

à ïðè 0 < p < q <∞ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψp ∈ M′′
∞

Dn(Fψ
q )Sp(T1)

= D⊥
n (Fψ

q )Sp(T1)
≍ ψ([(n+ 1)/2]). (3.25′)

Íåõàé òåïåð ôóíêöiÿ ψ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òâåðäæåííÿ 3.1.1 (ÿêi ãàðàíòóþòü â

öüîìó âèïàäêó çáiæíiñòü ðÿäó â (1.37)). Âíàñëiäîê (6.237) iç âðàõóâàííÿì (3.8) òà

îçíà÷åííÿ ìíîæèíè B ìà¹ìî

∞∑
s=m+1

sd−1(ψp(k))
q
q−p ≍ md(ψp(m))

q
q−p ≍ nψ

pq
q−p (n1/d). (3.26)

Êðiì öüîãî, äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ [Vm−1, Vm)

∞∑
s=m+1

sd−1(ψp(k))
q
q−p ≪

∞∑
k=n+1

ψ̄
pq
q−p (k) ≪

∞∑
s=m

sd−1(ψp(k))
q
q−p (3.27)

i òîìó
∞∑

s=m+1

sd−1(ψp(k))
q
q−p ≍ nψ

pq
q−p (n1/d). (3.28)

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.1.6 . Íåõàé d ≥ 1, 0 < r ≤ ∞, 0 < p, q < ∞ i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

(3.3). Òîäi

1) ÿêùî 0 < q ≤ p <∞, òî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ B ìà¹ ìiñöå îöiíêà (3.21).

2) ÿêùî æ 0 < p < q <∞, à ôóíêöiÿ ψp íàëåæèòü B i ïðè âñiõ t, áiëüøèõ íiæ

äåÿêå ÷èñëî t0, ¹ îïóêëîþ òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.4) ïðè β = d(1/p− 1/q), òî

Dn(Fψ
q,r)Sp = D⊥

n (Fψ
q,r)Sp ≍ ψ(n

1
d )n

1
p
− 1
q . (3.29)

Íåõàé íàðåøòi âèêîíóþòüñÿ óìîâè òâåðäæåííÿ 3.1.2. Òîäi âíàñëiäîê (6.277) iç

âðàõóâàííÿì (3.8) òà òâåðäæåííÿ 6.2.4

∞∑
s=m+1

sd−1(ψp(s))
q
q−p ≍ md(ψp(m))

q
q−pα(ψp,m) ≍ nψ

pq
q−p (mn)α(ψ,mn), (3.30)
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Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (3.27) òà (3.30) i âðàõîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 6.2.4 òà 6.2.5

îòðèìó¹ìî íåîáõiäíó îöiíêó
∞∑

k=n+1

ψ̄
pq
q−p (k) ≍ nψ

pq
q−p (mn)α(ψ,mn).

Òâåðäæåííÿ 3.1.7 . Íåõàé d ≥ 1, 0 < r ≤ ∞, 0 < p, q < ∞, âèêîíóþòüñÿ óìîâà

(3.3), à ôóíêöiÿ ψp íàëåæèòü M′
∞ àáî Mc

∞. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ 0 < q ≤ p <∞ ìà¹

ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (3.22), à äëÿ äîâiëüíèõ 0 < p < q <∞ � ñïiââiäíîøåííÿ

Dn(Fψ
q,r)Sp = D⊥

n (Fψ
q,r)Sp ≍ ψ(mn)(nα(ψ,mn))

1
p
− 1
q . (3.31)

Âíàñëiäîê (6.38) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψp ∈Mc
∞ ìà¹ìî nα(ψ,mn) ≍ n

d−1
d . Òîìó iç

âðàõóâàííÿì òâåðäæåííÿ 6.2.4 ðîáèìî âèñíîâîê, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψp ∈ Mc
∞

òà áóäü-ÿêèõ 0 < p, q <∞ ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

Dn(Fψ
q )Sp(T1)

= D⊥
n (Fψ

q )Sp(T1)
≍ σn(Fψ

q )Sp(T1)
≍ ψ(n/2). (3.32)

Çàóâàæåííÿ 3.1.2 . Ïîðiâíþþ÷è îöiíêè âåëè÷èí σn(Fψ
q,r)Sp i âåëè÷èí Dn(Fψ

q,r)Sp

òà D⊥
n (F

ψ
q,r)Sp , ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ó âèïàäêó, êîëè d = 1 i ψp ∈ M′′

∞ ∪ Mc
∞, äëÿ

áóäü-ÿêèõ ÷èñåë 0 < p, q <∞

σn(Fψ
q )Sp(T1)

≍ Dn(Fψ
q )Sp(T1)

= D⊥
n (Fψ

q )Sp(T1)
.

ßêùî d > 1, òî àíàëîãi÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

σn(Fψ
q,r)Sp ≍ Dn(Fψ

q,r)Sp = D⊥
n (Fψ

q,r)Sp (3.33)

ñïðàâäæó¹òüñÿ êîëè 0 < q < p < ∞ i ôóíêöiÿ ψ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òâåðäæåíü 3.1.1

òà 3.1.2. ßêùî æ d > 1, à 0 < q ≤ p < ∞, òî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè òâåðäæåíü 3.1.1 òà 3.1.2

σn(Fψ
q,r)Sp = o

(
Dn(Fψ

q,r)Sp
)
, n→ ∞. (3.34)

ßêùî æ ψp íàëåæèòü ìíîæèíi M′′
∞ i d > 1, òî ïðè âñiõ 0 < q < p <∞ ñïiââiäíî-

øåííÿ (3.33) âèêîíó¹òüñÿ (çà âiäïîâiäíèõ äîäàòêîâèõ óìîâ òâåðäæåíü 3.1.3 òà 3.1.4)

äëÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi âèãëÿäó n = n(m) = Vm−1+ cm, cm ∈ N, cm ≤ K, m = 1, 2, . . ., à

ïðè âñiõ 0 < p = q < ∞ � äëÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi n = n(m) = Vm−1, m = 1, 2, . . . Ó âè-

ïàäêó, êîëè 0 < p < q <∞ ñïiââiäíîøåííÿ (3.33) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ïiäïîñëiäîâíîñòåé

n = n(m), ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (3.19); ÿêùî æ äàíà ïiäïîñëiäîâíiñòü n = n(m)

òàêà, ùî (Vm − n) = o(Vm − Vm−1), m→ ∞, òî ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (3.34).
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3.2 Ïîðÿäêîâi îöiíêè àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðè-

ñòèê êëàñiâ Fψ
q,r â Lp

Ó âèïàäêó, êîëè 2 ≤ p < ∞, íà ïiäñòàâi òåîðåìè Ãàóñäîðôà-Þíãà (äèâ., íàïðèêëàä,

[167, c. 16]) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Lp(Td) ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

∥f∥
Lp(Td)

≤ ∥f∥
Sp

′
(Td)

. (3.35)

Òóò i äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî 1 < p < ∞ ïîêëàäà¹ìî p′ := p
p−1 i p

′ := ∞ ïðè p = 1. Ïðè

öüîìó, î÷åâèäíî, p′ > 1.

ßêùî æ 1 ≤ p < 2, òî

∥f∥
Lp(Td)

≤ ∥f∥
L2(Td)

= ∥f∥
S2(Td)

. (3.36)

Òàêèì ÷èíîì, iç îòðèìàíèõ ó ïiäðîçäiëàõ 3.1.1 òà 3.1.2 îöiíîê àïðîêñèìàòèâíèõ âå-

ëè÷èí ïðîñòîðiâ Sp(Td) âèïëèâàþòü òàêîæ i îöiíêè çâåðõó àíàëîãi÷íèõ âåëè÷èí ïðî-

ñòîðiâ Lp(Td).
Â äàíîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíåìî âèïàäêè, ó ÿêèõ âäà¹òüñÿ òàêîæ îòðèìàòè âiäïî-

âiäíi îöiíêè çíèçó.

3.2.1. Íåëiíiéíi íàáëèæåííÿ â ïðîñòîðàõ Lp. ßê âæå çàçíà÷àëîñÿ â ïiäðîçäiëi

1.2.2 (òâåðäæåííÿ 1.2.1 òà 1.2.2), ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí σn(Fψ
q,∞)

Lp
òà Gn(Fψ

q,∞)
Lp

ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ ψ(t) ¹ ñòåïåíåâîþ: ψ(t)= t−s, s > 0, ïðè âñiõ 1 ≤ p ≤ ∞
áóëî îòðèìàíî âiäïîâiäíî ó ðîáîòàõ [40] òà [166].

Íàñòóïíå òâåðäæåííi, çîêðåìà, ïîêàçóþòü, ùî îöiíêè öèõ âåëè÷èí âèãëÿäó (1.30)

òà (1.31) ìàþòü ìiñöå äëÿ áiëüø øèðîêî¨ ìíîæèíè ôóíêöié ψ.

Òåîðåìà 3.2.1 . Íåõàé d ≥ 1, 1 ≤ p < ∞, 0 < q < ∞, ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü

ìíîæèíi B, à ïðè q > p/(p − 1), êðiì öüîãî, ïðè âñiõ t, áiëüøèõ, íiæ äåÿêå ÷èñëî

t0, ¹ îïóêëîþ i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.4) ç β := d(1/2 − 1/q) ïðè 1 < p ≤ 2 i β :=

d(1− 1/p− 1/q) ïðè 2 ≤ p <∞. Òîäi

σ⊥n (Fψ
q,r)Lp ≍ Gn(Fψ

q,r)Lp ≍
{
ψ(n

1
d )n

1
2
− 1
q , 1 ≤ p ≤ 2,

ψ(n
1
d )n1−

1
p
− 1
q , 2 ≤ p <∞,

(3.37)

ïðè âñiõ 1 ≤ p ≤ 2

σn(Fψ
q,r)Lp ≍ ψ(n

1
d )n

1
2
− 1
q , (3.38)

à ïðè âñiõ 2 < p <∞

ψ(n
1
d )n

1
2
− 1
q ≪ σn(Fψ

q,r)Lp ≪ ψ(n
1
d )n1−

1
p
− 1
q . (3.39)
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Ó âèïàäêó, êîëè 2 < p ≤ ∞, îöiíêè âåëè÷èí σn(Fψ
q,r)Lp äà¹ òàêå òâåðäæåííÿ:

Òåîðåìà 3.2.2 . Íåõàé d ≥ 1, 2 ≤ p ≤ ∞, 0 < q < ∞, ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü

ìíîæèíi B i ïðè âñiõ t, áiëüøèõ, íiæ äåÿêå ÷èñëî t0, ¹ îïóêëîþ i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

(3.4) ç β = d(1− 1/q)+. Òîäi ïðè âñiõ 2 ≤ p ≤ ∞ ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (3.38).

Çàçíà÷èìî, ùî óìîâè íà ôóíêöiþ ψ â òåîðåìàõ 3.2.1 òà 3.2.2 çàáåçïå÷óþòü âêëà-

äåííÿ Fψ
q,r ⊂ Lp.

Ïiäñòàâèâøè â öi òâåðäæåííÿ r = ∞ i ψ(t) = t−s, s > 0, îòðèìó¹ìî òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 3.2.1 . Íåõàé 1 ≤ r ≤ ∞, 1 ≤ p < ∞, 0 < q < ∞, s äîäàòíå ÷èñëî, ÿêå

ïðè q > p/(p − 1) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü s > β, äå ÷èñëî β âèçíà÷åíå â òåîðåìi

3.2.1. Òîäi ïðè âñiõ 1 ≤ p <∞ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (1.31):

Gn(Fs
q,∞)

Lp
≍
{
n−

s
d
− 1
q
+ 1

2 , 1 ≤ p < 2,

n−
s
d
+1− 1

p
− 1
q , 2 ≤ p <∞,

à ïðè âñiõ 1 ≤ p ≤ 2 � ñïiââiäíîøåííÿ (1.30):

σn(Fs
q,∞)

Lp
≍ n−

s
d
− 1
q
+ 1

2 .

ßêùî æ s > d(1−1/q)+, òî ñïiââiäíîøåííÿ (1.30) âèêîíó¹òüñÿ ïðè âñiõ 1 ≤ p ≤ ∞.

Äàíå òâåðäæåííÿ äîïîâíþ¹ çãàäàíi âèùå ðåçóëüòàòè òâåðäæåíü 1.2.1 òà 1.2.2 â

òàêèé ñïîñiá:

• ç íàñëiäêó 3.2.1, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî ó âèïàäêó, êîëè 1 < q ≤ p/(p− 1),

ñïiââiäíîøåííÿ (1.30) (ïðè 1 ≤ p ≤ 2) i ñïiââiäíîøåííÿ (1.31) (ïðè 1 ≤ p < ∞)

âèêîíóþòüñÿ òàêîæ äëÿ âñiõ s > 0;

• ÿêùî 1 < p ≤ 2 i q > p/(p − 1), òî ñïiââiäíîøåííÿ (1.30) òà (1.31) òàêîæ

âèêîíó¹òüñÿ ïðè âñiõ s òàêèõ, ùî d(1/2− 1/q) < s ≤ d(1− 1/q);

• ÿêùî 2 < p <∞ i q > p/(p− 1), òî (1.31) òàêîæ ìà¹ ìiñöå ïðè âñiõ s òàêèõ, ùî

d(1− 1/p− 1/q) < s ≤ d(1− 1/q);

• ó âèïàäêó, êîëè 2 < p ≤ ∞, óìîâè íà s â íàñëiäêó 3.2.1 (äëÿ ñïðàâåäëèâîñòi

ñïiââiäíîøåííÿ (1.30)) ¹ òàêèìè æ ÿê i â òâåðäæåííi 1.2.1.

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî ïðè 0 < q ≤ p/(p − 1) óìîâè òåîðåìè 3.2.1 çàäîâîëüíÿþòü,

íàïðèêëàä, ôóíêöi¨ ψ(t) = t−β lnε(t + e) äëÿ âñiõ β > 0 òà ε ∈ R i ôóíêöi¨ ψ(t) =
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lnε(t+ e) äëÿ âñiõ ε < 0. ßêùî æ 1 < p/(p− 1) < q, òî óìîâè òåîðåìè 3.2.1, çîêðåìà,

çàäîâîëüíÿþòü ôóíêöi¨ ψ(t) = t−β lnε(t + e) ïðè âñiõ ε ∈ R òà β > d(1/2 − 1/q),

ÿêùî 1 < p ≤ 2, i ïðè âñiõ ε ∈ R òà β > d(1 − 1/p − 1/q), ÿêùî 2 < p < ∞. Óìîâè

òåîðåìè 3.2.2 âèêîíóþòüñÿ, çîêðåìà, äëÿ ôóíêöié ψ(t) = t−s lnε(t + e) ïðè ε ∈ R i

s > d(1− 1/q)+.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.2.1. Îöiíêè çâåðõó. Ó âèïàäêó, êîëè 1 ≤ p ≤ 2, íà ïiä-

ñòàâi ñïiââiäíîøåíü (1.27), (1.28) òà (3.36)

σn(Fψ
q,r)Lp ≪ Gn(Fψ

q,r)Lp ≪ Gn(Fψ
q,r)L2

≪ σn(Fψ
q,r)S2 . (3.40)

Òîìó äëÿ îòðèìàííÿ íåîáõiäíî¨ îöiíêè çâåðõó â (3.37) òà (3.38) äîñòàòíüî ñêîðèñòà-

òèñÿ íàñëiäêîì 3.1.1 äëÿ ïðîñòîðó S2.

ßêùî æ 2 ≤ p < ∞, òî âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (1.27), (1.28) òà (3.35),

îòðèìà¹ìî

σn(Fψ
q,r)Lp ≪ Gn(Fψ

q,r)Lp ≪ Gn(Fψ
q,r)

Sp
′ ≪ σn(Fψ

q,r)
Sp

′ , (3.41)

i íåîáõiäíà îöiíêà çâåðõó â (3.37) òà (3.39) âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 3.1.1 äëÿ ïðîñòîðó

Sp
′
.

Îöiíêè çíèçó. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Tm, m ∈ N, ìíîæèíó âñiõ ïîëiíîìiâ âèãëÿäó

Tm =
∑

|k|∞≤m

T̂m(k)ek,

à ÷åðåçAq(Tm), 0 < q <∞, � ïiäìíîæèíó âñiõ ïîëiíîìiâ Tm∈Tm, äëÿ ÿêèõ ∥T∥Sq≤ 1.

Ç òåîðåìè 5.2 iç ðîáîòè [40] âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ 0 < q < ∞, 1 ≤ p < ∞,

m = 1, 2, . . . òà n = ((2m+ 1)d − 1)/2 ìà¹ ìiñöå îöiíêà

σn(Aq(Tm))Lp ≫ n1/2−1/q.

Äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî m ∈ N ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

ψ(dm)Aq(Tm) = {T ∈ Tm : ∥T∥
Sq

≤ ψ(dm)}.

Âíàñëiäîê ìîíîòîííîñòi ψ äëÿ äîâiëüíîãî ïîëiíîìà T ∈ ψ(dm)Aq(Tm) ìà¹ìî∑
k∈Zd

∣∣T̂ (k)/ψ(|k|1)∣∣q ≤ ∑
|k|∞≤m

∣∣T̂ (k)/ψ(d|k|∞)
∣∣q ≤ ∑

|k|∞≤m

∣∣T̂ (k)/ψ(dm)
∣∣q ≤ 1

Òîìó ìíîæèíà ψ(dm)Aq(Tm) ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi Fψ
q,1. Ç îãëÿäó íà îçíà÷åííÿ ìíî-

æèíè B äëÿ âñiõ m = 1, 2, . . . i n = ((2m+ 1)d − 1)/2 îäåðæó¹ìî

σn(Fψ
q,1)Lp ≥ σn(ψ(dm)Aq(Tm))Lp ≫ ψ(dm)n

1
2
− 1
q ≫ ψ(n

1
d )n

1
2
− 1
q .
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Áåðó÷è äî óâàãè ñïiââiäíîøåííÿ (1.27) òà (3.6), ìîíîòîííiñòü âåëè÷èí σn i âêëþ÷åííÿ

ψ ∈ B, áà÷èìî, ùî ïðè âñiõ 1 ≤ p <∞ òà 1 ≤ r ≤ ∞

Gn(Fψ
q,r)Lp ≫ σ⊥n (Fψ

q,r)Lp ≫ σn(Fψ
q,r)Lp ≫ σn(Fψ

q,1)Lp ≫ ψ(n
1
d )n

1
2
− 1
q .

Ó âèïàäêó, êîëè 2 < p < ∞, äëÿ âåëè÷èí σ⊥n (F
ψ
q,r)Lp òà Gn(F

ψ
q,r)Lp ìîæíà ïîêðà-

ùèòè. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

f1 =
∑

|k|1≤mn

f̂1(k)ek = C1(n)
∑

|k|1≤mn

ek, äå C−q
1 (n) :=

∑
|j |1≤mn

ψ−q(|j|1),

mn := [(2n/M1)
1/d] i M1 = 2d/d!. Ëåãêî áà÷èòè, ùî f1 ∈ Fψ

q,1. Âíàñëiäîê (3.3) ÷èñëî

|∆d
m,1| åëåìåíòiâ ìíîæèíè ∆d

m,1 = {k ∈ Zd : |k|1=m, m ∈ N} ïðè âñiõ äîñòàòíüî

âåëèêèõ m çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

M1(m− c3)
d−1 < |∆d

m,1| = |∆̃d
m,1| − |∆̃d

m−1,1| ≤M1(m− c4)
d−1, (3.42)

äå c3 òà c4 � äåÿêi äîäàòíi ÷èñëà. Êðiì öüîãî, ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü ìíîæèíi B, i

òîìó ç âðàõóâàííÿì (6.216) îòðèìó¹ìî

C−q
1 (n) ≍

mn∑
k=1

kd−1

ψq(k)
≍ md

n

ψq(mn)
≍ n

ψq(n
1
d )
. (3.43)

Äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó ÷èñåë γn ⊂ Zd, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Íiêîëüñüêîãî

[96], ñïiââiäíîøåííÿ (3.3) òà (3.43), ìà¹ìî∥∥∥f1 − ∑
k∈γn

f̂1(k)ek

∣∣∣∣∣∣
Lp

≫ C1(n)n
− 1
p

∣∣∣∣∣∣ ∑
|k|1≤mn:k/∈γn

ek

∣∣∣∣∣∣
L∞

≍ ψ(n
1
d )n1−

1
p
− 1
q .

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âñiõ 2 < p <∞ ìà¹ ìiñöå îöiíêà

Gn(Fψ
q,r)Lp ≫ σ⊥n (Fψ

q,r)Lp ≫ σ⊥n (F
ψ
q,1)Lp ≫ σ⊥n (f1)Lp ≫ ψ(n

1
d )n1−

1
p
− 1
q .

Òåîðåìó 3.2.1 äîâåäåíî.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.2.2. Îöiíêè çíèçó â òåîðåìi 3.2.2 âèïëèâàþòü iç äîâåäå-

íî¨ âèùå òåîðåìè 3.2.1. Äîâåäåííÿ îöiíîê çâåðõó ïðîâåäåìî çà ñõåìîþ ç äîâåäåííÿ

òåîðåìè 6.1 [40] (äèâ. òâåðäæåííÿ 1.2.1).

Ëåìà 3.2.1 (Ð. ÄåÂîð, Â.Ì. Òåìëÿêîâ [40]). Äëÿ êîæíîãî 0 < q ≤ ∞, êîæíîãî

m = 1, 2, . . . òà 1 ≤ n ≤ (2m+ 1)d ìà¹ìî

σn(Aq(Tm))L∞
≪ n

1
2
− 1
qL(md/n), 0 < q ≤ 1, (3.44)
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äå L(x) = (1 + (lnx)+)
1/2, i

σn(Aq(Tm))L∞
≪ md− d

qn−
1
2L(md/n), 1 < q ≤ ∞. (3.45)

Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Fψ
q,∞ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè çîáðàæåííÿ

f =

∞∑
j=0

fj , äå fj :=
∑

2j−1≤|k|∞<2j

f̂(k)ek, j ≥ 1,

i f0 = f̂(0). Çàçíà÷èìî, ùî

fj/ψ(2
j−1) ∈ Aq(T2j), j = 1, 2, . . . (3.46)

Ïðè äîâiëüíîìó N = 1, 2, . . . áóäåìî íàáëèæàòè f íàñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé N0 �

íàéáiëüøå íàòóðàëüíå ÷èñëî j òàêå, ùî nj := [(j −N)−22Nd] ≥ 1 ([x] � öiëà ÷àñòèíà

÷èñëà x), òîáòî, N0 = [2
Nd
2 + N ]. ßêùî j ≤ N , òî ïîêëàäà¹ìî Pj := fj . ßêùî æ

N < j ≤ N0, òî âíàñëiäîê (3.44), (3.45) òà (3.46) iñíó¹ òàêèé ïîëiíîì Pj ∈ Σnj , ùî

∥fj − Pj∥Lp ≪ n
1
2
− 1
q

j L(2jd/nj)ψ(2
j−1), 0 < q ≤ 1. (3.47)

i

∥fj − Pj∥Lp ≪ 2j(d−
d
q
)n

− 1
2

j L(2jd/nj)ψ(2
j−1), 1 < q <∞. (3.48)

Ïîêëàäåìî P =
N0∑
j=0

Pj . Îñêiëüêè

(2 · 2N + 1)d +

N0∑
j=N+1

(j −N)−22Nd ≤ a2Nd,

äå âåëè÷èíà a çàëåæèòü òiëüêè âiä d, òî P ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ùîíàéáiëüøå a2Nd

åêñïîíåíò ek. Òîìó P íàëåæèòü ìíîæèíi Σa2Nd . Ìà¹ìî

∥f − P∥
Lp

≤
N0∑

j=N+1

∥fj − Pj∥Lp +
∞∑

j=N0+1

∥fj∥Lp =: S1 + S2. (3.49)

Ïðè âñiõ x ≥ 1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü [x] ≥ x/2. Òîìó äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ N òà

N < j ≤ N0 ç îçíà÷åííÿ L(x) îòðèìó¹ìî

L(2jd/nj) ≤ (1 + ln(2d(j−N)+1(j −N)2))
1
2 ≪ (j −N)

1
2 . (3.50)
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Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäêó 0 < q ≤ 1. Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ

îöiíêè (6.236), ëåãêî ïîêàçàòè, ùî êîëè ôóíêöiÿ ψ ∈ B ïðè âñiõ t, áiëüøèõ äåÿêîãî

÷èñëà t0, ¹ îïóêëîþ i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.4) ç äåÿêèì ôiêñîâàíèì β ≥ 0, òî äëÿ

äîâiëüíîãî ÷èñëà α ∈ R i äîñòàòíüî âåëèêèõ t > N , ôóíêöiÿ hα,β(t) := 2βt(t −
N)αψ(2t−1) ñïàäà¹ äî íóëÿ i âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

∞∑
j=N+1

2βj(j −N)αψ(2j−1) ≪ 2βNψ(2N ). (3.51)

Â äàíîìó âèïàäêó β = 0. Íà ïiäñòàâi (3.47), (3.50) òà (3.51) îòðèìó¹ìî îöiíêó

ñóìè S1 â (3.49):

S1 ≪
∞∑

j=N+1

(j −N)2(
1
q
− 1

2
)2−Nd(

1
q
− 1

2
)(j −N)

1
2ψ(2j−1) ≪

≪ 2−N( d
q
− d

2
)

∞∑
j=N+1

(j −N)
2
q
− 1

2ψ(2j−1) ≪ 2−N( d
q
− d

2
)ψ(2N ). (3.52)

Äëÿ îöiíêè S2 çàóâàæèìî, ùî ç (3.46) âèïëèâà¹

S2 =

∞∑
j=N0+1

∥fj∥Lp ≤
∞∑

j=N0+1

∥fj∥L∞
≤

∞∑
j=N0+1

( ∑
2j−1≤|k|∞<2j

|f̂(k)|
)
≤

≤
∞∑

j=N0+1

∥fj∥Sq ≪
∞∑

j=N0+1

ψ(2j−1) ≪ ψ(2N0).

Äàëi, çàçíà÷èìî, ùî êîëè ïðè âñiõ t, áiëüøèõ äåÿêîãî ÷èñëà t0, ψ ¹ îïóêëîþ òà

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.4), òî äëÿ áóäü-ÿêîãî α > 0 ìà¹ìî ψ(2N(α+1)) ≪ ψ(2N )2−Nα.

Ç îçíà÷åííÿ ÷èñëà N0 ìà¹ìî N0 ≥ N+2
Nd
2 −1. Òîìó ÿêùî N ¹ äîñòàòíüî âåëèêèì

(N = N(d, q)), òî N0 ≥ N(1 + d/q − d/2). Çâiäñè

S2 ≪ ψ(2N(1+ d
q
− d

2
)) ≪ 2−N( d

q
− d

2
)ψ(2N ).

Âèêîðèñòîâóþ÷è îñòàííþ îöiíêó òà (3.52) ó ñïiââiäíîøåííi (3.49), çíàõîäèìî

σa2Nd(f)Lp ≤ ∥f − P∥
Lp

≪ 2−N( d
q
− d

2
)ψ(2N ). (3.53)

Ó âèïàäêó 1 < q < ∞ óìîâà (3.4) âèêîíó¹òüñÿ ç β = d − d/q. Íà ïiäñòàâi (3.48),

(3.50) òà (3.51) ìà¹ìî

S1 ≪ 2−
N
2

∞∑
j=N+1

2j(d−
d
q
)(j −N)

3
2ψ(2j−1) ≪ ψ(2N )2−N( d

q
− d

2
). (3.54)
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Äëÿ îöiíêè ñóìè S2 âèêîðèñòà¹ìî íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà, ñïiââiäíîøåííÿ (3.46) òà

(3.51), à òàêîæ íåðiâíîñòi N0 ≥ N + 2
Nd
2 − 1 òà hα,β(N0) ≤ hα,β(N + 1) ïðè α = 1 i

β = d− d/q. Îòðèìà¹ìî

S2 ≤
∞∑

j=N0+1

∥fj∥L∞
≤

∞∑
j=N0+1

ψ(2j−1)
( ∑

2j−1≤|k|∞<2j

∣∣f̂(k)/ψ(2j−1)
∣∣) ≤

≤
∞∑

j=N0+1

ψ(2j−1)2(j−1)(d− d
q
) ≪ ψ(2N0)2N0(d− d

q
) ≪ ψ(2N )2N( d

2
− d
q
).

Çàñòîñîâóþ÷è îñòàííþ îöiíêó òà îöiíêó (3.54) â (3.49), áà÷èìî, ùî i â öüîìó âèïàäêó

âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (3.53). Òàêèì ÷èíîì, îöiíêà çâåðõó â (3.4) âèïëèâà¹ ç

ìîíîòîííîñòi âåëè÷èíè σn òà âêëþ÷åííÿ ψ ∈ B. Òåîðåìó 3.2.2 äîâåäåíî.

Òåîðåìà 3.2.3 . Íåõàé m ∈ N, 0 < r ≤ ∞, 0 < q < ∞, 1 ≤ p < ∞, âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà (3.3) i n ∈ [Vm−1, Vm). Òîäi

1) ÿêùî n = n(m) = Vm−1, òî ïðè âñiõ q ≤ p′ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ M′′
∞, ùî

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.9) ïðè α = min{p′, q}, ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

σ⊥n (Fψ
q,r)Lp ≍ Gn(Fψ

q,r)Lp ≍ ψ(m); (3.55)

2) ÿêùî n = n(m) = Vm−cm, cm ∈ N, cm ≤ K, òî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ M′′
∞,

ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.9) ç α = min{p′, q}, ïðè âñiõ 0 < q < ∞ ñïðàâäæó¹òüñÿ

îöiíêà

σ⊥n (Fψ
q,r)Lp ≍ Gn(Fψ

q,r)Lp ≍
ψ(m)

n
d−1
dq

; (3.56)

3) ÿêùî n = n(m) = Vm−1+ cm, cm ∈ N, cm ≤ K, òî ïðè âñiõ q < p′ äëÿ äîâiëüíî¨

ôóíêöi¨ ψ ∈ M′′
∞, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.9) ç α = min{p′, q}, ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

(3.63).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ îòðèìàííÿ îöiíîê çâåðõó â òåîðåìi 3.2.3 äîñòàòíüî ñêîðèñòà-

òèñü ñïiââiäíîøåííÿìè (3.40) òà (3.41) i âiäïîâiäíèìè îöiíêàìè âåëè÷èí σn(Fψ
q,r)Sp(

ó òâåðäæåííi 1) � îöiíêîþ (3.12), ó òâåðäæåííi 2) � îöiíêîþ (3.16), ó òâåðäæåííi

3) � îöiíêîþ (3.18)
)
.

Äëÿ îòðèìàííÿ îöiíîê çíèçó, ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó k∗
1,k

∗
2, . . . âñiõ âåêòîðiâ ç ìíî-

æèíè Zd òàêèõ, ùî
ψ(|k∗j |r) = ψ̄(j), j = 1, 2, . . . (3.57)
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äå ψ̄ = ψ̄(j), j = 1, 2, . . ., � íåçðîñòàþ÷à ïåðåñòàíîâêà ñèñòåìè ÷èñåë ψ(|k|r), k∈Zd.
Ïîêëàäåìî

f2 =

n+1∑
j=1

f̂2(k
∗
j)ek∗

j
= C2(n)

n+1∑
j=1

ek∗
j
, äå C−q

2 (n) :=

n+1∑
j=1

ψ−q(|k∗
j |r).

Òîäi î÷åâèäíî, ùî f2 ∈ Fψ
q,r i âíàñëiäîê (3.64) òà (3.1) ïðè n ∈ [Vm−1, Vm).

C−q
2 (n) =

n+1∑
j=1

ψ̄−q(j) ≍
m−1∑
k=1

Vk − Vk−1

ψq(k)
+
n+ 1− Vm−1

ψq(m)
. (3.58)

Íà ïiäñòàâi ñïiââiäíîøåíü (3.3) òà (6.278) ìà¹ìî

m−1∑
k=1

Vk − Vk−1

ψq(k)
≍

m−1∑
k=1

kd−1

ψq(k)
≍ (m− 1)d−1

ψq(m− 1)
(3.59)

Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (3.65) òà (3.59), ç óðàõóâàííÿì óìîâè (3.9) ðîáèìî âè-

ñíîâîê

C−q
2 (n) ≍ ψ−q(m)(n+ 1− Vm−1). (3.60)

Äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó âåêòîðiâ γn ⊂ Zd îòðèìó¹ìî

∥∥f2 − ∑
k∈γn

f̂2(k)ek
∥∥
Lp

≫
∥∥∥ n+1∑

j=1

k∗
j /∈γn

f̂2(k
∗
j)ek∗

j

∥∥∥
Lp

≫

≫
∥∥ n+1∑

j=1

k∗
j /∈γn

f̂2(k
∗
j)ek∗

j

∥∥
L1

≫ min
j=1,n+1

k∗
j /∈γn

|f̂2(k∗
j)| ≫ C2(n). (3.61)

Iç ñïiââiäíîøåíü (3.61) òà (3.60) âèïëèâà¹, ùî ïðè âñiõ 1 ≤ p <∞ ìà¹ ìiñöå îöiíêà:

σ⊥n (Fψ
q,r)Lp ≫ σ⊥n (f2)Lp ≫ ψ(m)(n+ 1− Vm−1)

− 1
q .

Äàëi, ÿêùî d = 1, òî î÷åâèäíî, n + 1 − Vm−1 = 1. Ïðè d > 1 ó âèïàäêó, êîëè

n = n(m) = Vm+cm, cm ∈ N, cm ≤ K, çàëèøà¹òüñÿ ïîìiòèòè, ùî (n+1−Vm−1) ≍ K; à

ó âèïàäêó, êîëè n = n(m) = Vm−cm, cm ∈ N, cm ≤ K, ñêîðèñòàòèñü ñïiââiäíîøåííÿì

(6.207). Òåîðåìó äîâåäåíî.

ßê âæå çàçíà÷àëîñÿ, ó âèïàäêó, êîëè d = 1, êëàñè Fψ
q,r =: Fψ

q íå çàëåæàòü âiä r,

óìîâà (3.3) âèêîíó¹òüñÿ ç êîíñòàíòîþ Mr = 2, i ÿêùî n ∈ [Vm−1, Vm), òî n = Vm−1 =

Vm − 1 à m = [(n+ 1)/2]. Òîìó ç òåîðåìè 3.2.3 ìîæíà îòðèìàòè òàêèé íàñëiäîê.
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Íàñëiäîê 3.2.2 . Äëÿ áóäü-ÿêèõ 1 ≤ p < ∞ òà 0 < q < ∞ i äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨

ψ ∈ M′′
∞

σ⊥n (Fψ
q )Lp(T1)

≍ Gn(Fψ
q )Lp(T1)

≍ ψ([(n+ 1)/2]). (3.62)

Àíàëîãi÷íó îöiíêó íàì âäà¹òüñÿ îòðèìàòè òàêîæ ó âèïàäêó, êîëè d = 1 i ôóíêöiÿ

ψp
′
íàëåæèòü ìíîæèíi Mc

∞.

Òåîðåìà 3.2.4 . Íåõàé 1 ≤ p < ∞, 0 < q < ∞ i ôóíêöiÿ ψp
′
íàëåæèòü ìíîæèíi

Mc
∞. Òîäi

σ⊥n (Fψ
q )Lp(T1)

≍ Gn(Fψ
q )Lp(T1)

≍ D⊥
n (Fψ

q )Lp(T1)
≍ ψ(n/2). (3.63)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ îòðèìàííÿ îöiíîê çâåðõó â öüîìó òâåðäæåííi äîñòàòíüî ñêîðè-

ñòàòèñü ñïiââiäíîøåííÿìè (3.40) òà (3.41) i îöiíêîþ (3.32).

Äëÿ îòðèìàííÿ îöiíîê çíèçó ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó k∗1, k
∗
2, . . . âñiõ öiëèõ ÷èñåë òà-

êèõ, ùî

ψ(|k∗j |) = ψ̄(j), j = 1, 2, . . . , (3.64)

äå ψ̄ = ψ̄(j), j = 1, 2, . . ., � íåçðîñòàþ÷à ïåðåñòàíîâêà ñèñòåìè ÷èñåë ψ(|k|), k ∈Zd.
Ïîêëàäåìî

f3 =

n+1∑
j=1

f̂2(k
∗
j )ekj = C3(n)

n+1∑
j=1

ekj , äå C−q
3 (n) =

n+1∑
j=1

ψ−q(|k∗j |).

Î÷åâèäíî, ùî f3 ∈ Fψ
q , à íà ïiäñòàâi (3.64), (6.250) òà òâåðäæåííÿ 6.2.4 ðîáèìî âè-

ñíîâîê, ùî

C−q
3 (n) ≍

n+1∑
j=1

ψ̄−q(j) ≍
[(n+1)/2]∑
k=1

ψ−q(k) ≍ ψ−q(n/2). (3.65)

Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó ÷èñåë γn ⊂ Z

∥∥f3 −∑
k∈γn

f̂3(k)ek
∥∥
Lp(T1)

≫
∥∥∥ n+1∑

j=1

k∗j /∈γn

f̂3(k
∗
j )ek∗j

∥∥∥
Lp(T1)

≫

≫
∣∣∣∣∣∣ n+1∑

j=1

k∗j /∈γn

f̂3(k
∗
j )ek∗j

∣∣∣∣∣∣
L1(T1)

≫ min
j=1,n+1

k∗j /∈γn

|f̂3(k∗j )| ≫ C3(n) ≫ ψ(n/2).
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïðè âñiõ 1 ≤ p <∞ ìà¹ ìiñöå íåîáõiäíà îöiíêà:

σ⊥n (Fψ
q )Lp(T1)

≫ σ⊥n (f3)Lp(T1)
≫ ψ(n/2).

Òåîðåìó äîâåäåíî.

3.2.2. Òðèãîíîìåòðè÷íi îðòîïðîåêöiéíi ïîïåðå÷íèêè â Lp.

Òåîðåìà 3.2.5 . Íåõàé m ∈ N, 0 < r ≤ ∞, 1 ≤ p <∞, 0<q<∞, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

(3.3) i n ∈ [Vm−1, Vm). Òîäi

1) ÿêùî 0 < q ≤ p′, òî äëÿ äîâiëüíî¨ äîäàòíî¨ ñïàäíî¨ äî íóëÿ ôóíêöi¨ ψ(t), t ≥ 1,

ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

D⊥
n (Fψ

q,r)Lp = ψ(m); (3.66)

2) ÿêùî æ 1 < p′ < q < ∞, ψ ∈ M′′
∞ i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.9) ïðè α = p′q

q−p′ , òî

äëÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi âèãëÿäó n=n(m) = Vm − cm, m = 1, 2, . . . , cm ∈ N, cm ≤ K,

ìà¹ ìiñöå

D⊥
n (Fψ

q,r)Lp ≍ ψ(m). (3.67)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ îòðèìàííÿ îöiíîê çâåðõó â (3.66) òà (3.67) äîñòàòíüî ñêîðèñòà-

òèñü ñïiââiäíîøåííÿìè (3.35) òà (3.36) i òâåðäæåííÿì 3.1.5 (iç âðàõóâàííÿì òîãî, ùî

êîëè n = n(m) = Vm − cm, m = 1, 2, . . . , cm ∈ N, cm ≤ K, âåëè÷èíà (Vm − n) ≍ K).

Ùîá îòðèìàòè îöiíêè çíèçó, ðîçãëÿíåìî äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó γn ∈ Zd ñèñòåìó
k1(γn),k2(γn), . . . âñiõ âåêòîðiâ ç ìíîæèíè Zd \ γn òàêèõ, ùî

ψ(|k1(γn)|r) ≥ ψ(|k2(γn)|r) ≥ . . .

i ôóíêöiþ f4 = f4(γn) = ψ(|k1(γn)|r)ek1(γn). Î÷åâèäíî, ùî f4 ∈ Fψ
q,r i

Eγn(f4)Lp =
∥∥ψ(|k1(γn)|r)ek1(γn)

∥∥
Lp

= ψ(|k1(γn)|r),

Çâiäñè ç âðàõóâàííÿì (3.1) âèïëèâà¹ íåîáõiäíà îöiíêà çíèçó âåëè÷èíè D⊥
n (F

ψ
q )Lp :

D⊥
n (Fψ

q,r)Lp≥ inf
γn

Eγn(f4)Lp= inf
γn
ψ(|k1(γn)|r)= ψ̄(n+ 1) = ψ(m),

äå, ÿê i ðàíiøå, ÷åðåç ψ̄ = ψ̄(j), j = 1, 2, . . ., ïîçíà÷à¹òüñÿ íåçðîñòàþ÷à ïåðåñòàíîâêà

ñèñòåìè ÷èñåë ψ(|k|r), k∈Zd. Òåîðåìó äîâåäåíî.
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Íàñëiäîê 3.2.3 . Íåõàé 1 ≤ p < ∞, òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ äîäàòíî¨ ñïàäíî¨ äî íóëÿ

ôóíêöi¨ ψ(t), t ≥ 1, òà áóäü-ÿêèõ 0 < q ≤ p′ <∞

D⊥
n (Fψ

q )Lp(T1)
= ψ([(n+ 1)/2]); (3.66′)

ÿêùî æ q > p′, òî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ M′′
∞

D⊥
n (Fψ

q )Lp(T1)
≍ ψ([(n+ 1)/2]). (3.67′)

Âñòàíîâèìî òàêîæ ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí D⊥
n (F

ψ
q,r)Lp ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ

ψ íàëåæèòü ìíîæèíi B i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 3.2.1.

Òâåðäæåííÿ 3.2.1 . Íåõàé 0 < r ≤ ∞, 1 ≤ p < ∞, 0 < q < ∞, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

(3.3) i ôóíêöiÿ ψ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 3.2.1. Òîäi

D⊥
n (Fψ

q,r)Lp ≍


ψ(n

1
d ), 0 < q ≤ p′, 1 ≤ p <∞,

ψ(n
1
d )n

1
2
− 1
q , p′ < q <∞, 1 < p < 2,

ψ(n
1
d )n1−

1
p
− 1
q , p′ < q <∞, 2 ≤ p <∞.

(3.68)

Äiécíî, ó âèïàäêó, êîëè 0 < q ≤ p′ îöiíêà (3.68) âèïëèâà¹ ç (3.66) iç âðàõóâàííÿì

(3.8) òà îçíà÷åííÿ ìíîæèíè B. ßêùî æ p′ < q <∞, òî äëÿ îòðèìàííÿ îöiíîê çâåðõó â

(3.68) äîñòàòíüî ñêîðèñòàòèñü íåðiâíîñòÿìè (3.35) òà (3.36) i ñïiââiäíîøåííÿì (3.29).

Îöiíêè çíèçó âèïëèâàþòü iç ñïiââiäíîøåííÿ (1.26) òà âiäïîâiäíèõ îöiíîê âåëè÷èí

σ⊥n (F
ψ
q,r)Lp , ÿêi äà¹ òåîðåìà 3.2.1.

Çàóâàæåííÿ 3.2.1 . Àíàëiçóþ÷è ðåçóëüòàòè ïiäðîçäiëó 3.2, áà÷èìî, ùî ó âèïàäêó,

êîëè d = 1 i ψp
′ ∈ M′′

∞ ∪Mc
∞, äëÿ áóäü-ÿêèõ 1 ≤ p <∞ òà 0 < q <∞

σ⊥n (Fψ
q )Lp(T1)

≍ Gn(Fψ
q )Lp(T1)

≍ D⊥
n (Fψ

q )Lp(T1)
.

ßêùî d > 1 i âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåì 3.2.3 òà 3.2.1, òî ïðè âñiõ q < p′ àíàëîãi÷íå

ñïiââiäíîøåííÿ

σ⊥n (Fψ
q,r)Lp ≍ Gn(Fψ

q,r)Lp ≍ D⊥
n (Fψ

q,r)Lp (3.69)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi âèãëÿäó n = n(m) = Vm−1 + cm, cm∈N, cm ≤ K,

m = 1, 2, . . ., à ïðè âñiõ q = p′ � äëÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi n = n(m) = Vm−1, m = 1, 2, . . .

ßêùî æ ïiäïîñëiäîâíiñòü n = n(m) = Vm − cm, cm ∈ N, cm ≤ K, òî äëÿ âñiõ

0 < q <∞ ïðè n→ ∞ ìà¹ìî

σ⊥n (Fψ
q,r)Lp ≍ Gn(Fψ

q,r)Lp = o
(
D⊥
n (Fψ

q,r)Lp

)
. (3.70)

Ó âèïàäêó, êîëè âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 3.2.1, ïðè âñiõ d ≥ 1 òà 0 < q ≤ p′,

1 ≤ p < ∞ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (3.70), à ïðè âñiõ d ≥ 1 òà p′ < q < ∞ �

ñïiââiäíîøåííÿ (3.69).
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3.3 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó íèçêè âàæëèâèõ íåëiíiéíèõ àïðîêñèìàòèâíèõ

õàðàêòåðèñòèê (òàêèõ, ÿê íàéêðàùå n-÷ëåííå òðèãîíîìåòðè÷íå íàáëèæåííÿ, íàéêðà-

ùå n-÷ëåííå îðòîãîíàëüíå òðèãîíîìåòðè÷íå íàáëèæåííÿ, íàáëèæåííÿ n-÷ëåííèìè

ãðiäi àïðîêñèìàíòàìè, áàçèñíèé ïîïåðå÷íèê) êëàñiâ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ Fψ
q,r â

iíòåãðàëüíié ìåòðèöi òà ó ïðîñòîðàõ Sp.

Çíàéäåíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè äàíèõ õàðàêòåðèñòèê ïðè n → ∞ äëÿ ðiçíèõ

ïàðàìåòðiâ r, ψ òà q, ÿêi âèçíà÷àþòü öi êëàñè. Âñòàíîâëåíî çàëåæíiñòü øâèäêîñòi

ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ öèõ õàðàêòåðèñòèê âiä âèáîðó öèõ ïàðàìåòðiâ.

Îïèñàíî âèïàäêè, ó ÿêèõ îòðèìàíi ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí íàéêðàùèõ n-÷ëåííèõ

òðèãîíîìåòðè÷íèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Fψ
q,r ¹ êîíñòðóêòèâíèìè.



Ðîçäië 4

Íàáëèæåííÿ ñåðåäíiìè

Òåéëîðà-Àáåëÿ-Ïóàññîíà

4.1 Ïðÿìi òà îáåðíåíi òåîðåìè íàáëèæåííÿ 2π-ïåðiî-

äè÷íèõ ñåðåäíiìè Òåéëîðà-Àáåëÿ-Ïóàññîíà

Â öüîìó ïiäðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ â ïðîñòîðàõ Lp àïðîêñèìàòèâíi õàðàêòåðèñòèêè

îïåðàòîðiâ Òåéëîðà-Àáåëÿ-Ïóàññîíà, ÿêi ïîðîäæóþòüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ ÷èñåë λk,r(ϱ)

âèãëÿäó (1.146). Çîêðåìà, â òåðìiíàõ íàáëèæåíü öèìè îïåðàòîðàìè äà¹òüñÿ êîíñòðó-

êòèâíà õàðàêòåðèñòèêà êëàñiâ ôóíêöié, K-ôóíêöiîíàëè ðàäiàëüíèõ ïîõiäíèõ ÿêèõ

íå ïåðåâèùóþòü äåÿêî¨ ìàæîðàíòè.

4.1.1. Íåõàé f � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó L1 = L1(−π, π); f̂(k), k ∈ Z, � ¨¨

êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹. Àíàëîãi÷íî äî ïiäðîçäiëó 1.8.2 äëÿ áóäü-ÿêèõ ϱ ∈ [0, 1) i r ∈ N
ïîêëàäåìî

Aϱ,r(f)(x) :=
∑
k∈Z

λ|k|,r(ϱ)f̂(k)e
ikx, (4.1)

äå çãiäíî ç (1.146) ÷èñëà λk,r(ϱ) ≡ 1 ïðè k = 0, 1, . . . , r − 1 i

λk,r(ϱ) :=

r−1∑
j=0

(
k

j

)
(1− ϱ)jϱk−j , k = r, r + 1, . . . , ϱ ∈ [0, 1).

Ïåðåòâîðåííÿ Aϱ,r ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ëiíiéíèé îïåðàòîð ïðîñòîðó L1 â ñåáå.

Äiéñíî, λk,r(0) = 0, à ïðè âñiõ k = r, r + 1, . . . òà ϱ ∈ (0, 1) ìà¹ìî

r−1∑
j=0

(
k

j

)
(1− ϱ)jϱk−j ≤ rqkkr−1, äå 0 < q := max{1− ϱ, ϱ} < 1.

Òîìó äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L1 i áóäü-ÿêîãî 0 < ϱ < 1 ðÿä ó ïðàâié ÷àñòèíi (4.1)

ìàæîðó¹òüñÿ çáiæíèì ðÿäîì 2r∥f∥1
∑∞

k=r q
kkr−1.

148



149

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç f (ϱ, x), 0 ≤ ϱ < 1, iíòåãðàë Ïóàññîíà (îïåðàòîð Ïóàññîíà) ôóí-

êöi¨ f ∈ L1:

f (ϱ, x) :=
1

2π

∫ 2π

0

f(t)P (ϱ, x− t)dt, (4.2)

äå P (ϱ, t) = 1−ϱ2
|1−ϱeit|2 � ÿäðî Ïóàññîíà.

Çàçíà÷èìî, ùî êîëè ôóíêöiÿ f ∈ L1 i ìà¹ ðÿä Ôóð'¹ ñòåïåíåâîãî òèïó, òîáòî,

f(x) ∼
∑∞

k=0 f̂(k)e
ikx, òî f(ϱ, x) = f(z) :=

∑∞
k=0 f̂(k)z

k, z = ϱeix.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹ çâ'ÿçîê îïåðàòîðiâ Aϱ,r i ïåðåòâîðåíü Ð. Ëåéñà i

Ï.Ë. Áóòöåðà òà Ã. Ñóíîó÷i, ðîçãëÿíóòèõ â ïiäðîçäiëi 1.8.2.

Ëåìà 4.1.1 . Íåõàé f ∈ L1. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë r ∈ N, ϱ ∈ [0, 1) òà x ∈ [0, 2π],

Aϱ,r(f)(x) =

r−1∑
k=0

∂kf (ϱ, x)

∂ϱk
· (1− ϱ)k

k!
. (4.3)

Äîâåäåííÿ. Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ôóíêöi¨ f äâi ôóíêöi¨

f1(z) := f̂(0)/2 +

∞∑
k=1

f̂(k)zk i f2(z) := f̂(0)/2 +

∞∑
k=1

f̂(−k)zk, (4.4)

ãîëîìîðôíi â êðóçi D := {z ∈ C : |z| < 1}.
Òîäi íà ïiäñòàâi ëåìè 1.8.1 (ëåìà 4 [120]) âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ z ∈ D ìàþòü

ìiñöå ðiâíîñòi

f̂(0)

2
+

r−1∑
k=1

f̂(k)zk +

∞∑
k=r

λk,r(ϱ)f̂(k)z
k =

f̂(0)

2
+

r−1∑
k=1

zkf
(k)
1 (ϱz)

(1− ϱ)k

k!
(4.5)

i

f̂(0)

2
+

r−1∑
k=1

f̂(−k)zk +
∞∑
k=r

λk,r(ϱ)f̂(−k)zk =
f̂(0)

2
+

r−1∑
k=1

zkf
(k)
2 (ϱz)

(1− ϱ)k

k!
, (4.6)

â ÿêèõ ïðè r = 1 ïîêëàäà¹ìî
∑0

k=1 := 0. Íàñïðàâäi, â [120] ñïiââiäíîøåííÿ âèãëÿäó

(4.5) òà (4.6) áóëè äîâåäåíi äëÿ z ∈ D, àëå äàíi îáìåæåííÿ íå ¹ âàæëèâèìè.
Äîäàâøè öi äâi ðiâíîñòi â òî÷öi z = eix i âðàõóâàâøè ñïiââiäíîøåííÿ

eikxf
(k)
1 (ϱeix) + e−ikxf

(k)
2 (ϱe−ix) =

∂kf (ϱ, x)

∂ϱk
, (4.7)

îòðèìà¹ìî (4.3). Ëåìó äîâåäåíî.
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4.1.2. Ïðÿìi òà îáåðíåíi òåîðåìè. Ñôîðìóëþ¹ìî òåïåð ïðÿìi òà îáåðíåíi òåîðåìè

íàáëèæåííÿ îïåðàòîðàìè Aϱ,r â òåðìiíàõ K�ôóíêöiîíàëiâ ôóíêöié, ïîðîäæåíèõ ¨õ

ðàäiàëüíèìè ïîõiäíèìè.

ßêùî äëÿ ôóíêöi¨ f ∈ L1 i äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî n iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ g ∈ L1,

ùî

ĝ(k) =

{
0 ïðè |k| < n,

|k|!
(|k| − n)!

f̂(k) ïðè |k| ≥ n,
, k ∈ Z

òî êàæóòü, ùî ó ôóíêöi¨ f iñíó¹ ðàäiàëüíà ïîõiäíà g ïîðÿäêó n, äëÿ ÿêî¨ âèêîðèñòîâó-

þòü ïîçíà÷åííÿ f [n]. Â äàíîìó âèïàäêó òåðìií "ðàäiàëüíà ïîõiäíà" âèêîðèñòîâó¹òüñÿ

ç îãëÿäó íà òàêèé ôàêò.

ßêùî ôóíêöiÿ f [r] ∈ L1, òî ¨¨ iíòåãðàë Ïóàññîíà ìîæå áóòè çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi

f [r](ϱ, x) = (f(ϱ, ·))[r](x) = ϱr
∂rf (ϱ, x)

∂ϱr
ϱ ∈ [0, 1), ∀ x ∈ [0, 2π]. (4.8)

Òîìó âíàñëiäîê òåîðåìè ïðî ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ iíòåãðàëó Ïóàññîíà (äèâ., íàïðèêëàä,

[117, ñ. 27]), äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ [0, 2π] ìà¹ìî f [r](x) = limϱ→1− f
[r](ϱ, x).

Ñïiââiäíîøåííÿ (4.8) ìîæíà ëåãêî îòðèìàòè øëÿõîì ïî÷ëåííîãî äèôåðåíöiþâà-

ííÿ ïî çìiííié ϱ ðîçêëàäó iíòåãðàëó Ïóàññîíà â ðiâíîìiðíî çáiæíèé ðÿä

f (ϱ, x) =
∑
k∈Z

ϱ|k|f̂(k)eikx ∀ ϱ ∈ [0, 1), x ∈ [0, 2π]. (4.9)

Ç îçíà÷åííÿ ðàäiàëüíî¨ ïîõiäíî¨, çîêðåìà, âèïëèâà¹ òàêå ïðàâèëî äèôåðåíöiþâà-

ííÿ: ÿêùî f(x) =
∑

|k|≤m f̂(k)e
ikx, m ∈ Z+, òî

f [n](x) =


0 ïðè m < n,∑
n≤|k|≤m

|k|!
(|k| − n)!

f̂(k)eikx ïðè m ≥ n. (4.10)

Â ïðîñòîði Lp K�ôóíêöiîíàëîì ôóíêöi¨ f (äèâ., íàïðèêëàä, [39 (ãë. 6)]) ïîðîäæå-

íèì ðàäiàëüíîþ ïîõiäíîþ ïîðÿäêó n, íàçèâàþòü âåëè÷èíó

Kn(δ, f)p := inf

{
∥f − h∥

Lp
+ δn

∥∥h[n]∥∥
Lp

: h[n] ∈ Lp

}
, δ > 0.

Äàëi, ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ ω(t), t ∈ [0, 1], ÿêi çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè:

1) ω(t) ¹ íåïåðåðâíîþ íà [0, 1];

2) ω(t) ↑;
3) ω(t) ̸= 0 äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ (0, 1];
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4) ω(t) → 0 ïðè t→ 0;

à òàêîæ âiäîìi óìîâè Çèãìóíäà�Áàði� Ñò¹÷êiíà (äèâ, íàïðèêëàä, [5]):

(Z )

∫ δ

0

ω(t)

t
dt = O(ω(δ)), δ > 0, (4.11)

(Zn)

∫ 1

δ

ω(t)

tn+1
dt = O

(
ω(δ)

δn

)
, δ > 0, n ∈ N. (4.12)

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äàíîãî ïiäðîçäiëó ìiñòÿòüñÿ â íàñòóïíèõ òâåðäæåííÿõ:

Òåîðåìà 4.1.1 . Íåõàé f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, n, r ∈ N, n ≤ r i ôóíêöiÿ ω(t), t ∈ [0, 1],

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1)�4) i (Z ). ßêùî

Kn

(
δ, f [r−n]

)
p
= O(ω(δ)), δ → 0+, (4.13)

òî ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

∥f − Aϱ,r(f)∥Lp = O
(
(1− ϱ)r−nω(1− ϱ)

)
, ϱ→ 1− . (4.14)

Òåîðåìà 4.1.2 . Íåõàé f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, n, r ∈ N, n ≤ r i ôóíêöiÿ ω(t), t ∈ [0, 1],

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1)�4), (Z ) òà (Zn). ßêùî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (4.14),

òî ôóíêöiÿ f [r−n] ∈ Lp i òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (4.13).

Çàóâàæåííÿ 4.1.1 . Äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N ç óìîâè (Zn) âèïëèâà¹, ùî

lim inf
δ→0+

(δ−nω(δ)) > 0

àáî æ, ùî (1− ϱ)r−nω(1− ϱ) ≫ (1− ϱ)r ïðè ϱ→ 1−. Òîìó ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
(Zn), òî âåëè÷èíà â ëiâié ÷àñòèíi (4.14) ñïàäà¹ äî íóëÿ ïðè ϱ → 1− íå øâèäøå çà

ôóíêöiþ (1− ϱ)r.

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî íà âiäìiíó âiä òâåðäæåííÿ 1.8.3 â óìîâàõ òåîðåìè 4.1.2 íå

âèìàãà¹òüñÿ iñíóâàííÿ òà íàëåæíîñòi äî Lp ïðîìiæíèõ ïîõiäíèõ f [s], s < r − n.

Ðîçãëÿíóâøè â òåîðåìàõ 4.1.1 òà 4.1.2 ôóíêöiþ ω(t) = tα, α > 0, îòðèìà¹ìî òàêi

íàñëiäêè.

Íàñëiäîê 4.1.1 . Íåõàé f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, n, r ∈ N, n ≤ r i 0 < α < n. ßêùî

Kn

(
δ, f [r−n]

)
p
= O(δα), δ → 0+, (4.13′)

òî

∥f − Aϱ,r(f)∥p = O
(
(1− ϱ)r−n+α

)
, ϱ→ 1− . (4.14′)
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Íàñëiäîê 4.1.2 . Íåõàé f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, n, r ∈ N, n ≤ r i 0 < α < n. ßêùî

âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (4.14′), òî f [r−n] ∈ Lp i âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

(4.13 ′).

Ðîçãëÿíåìî òàêîæ îêðåìî âèïàäîê, êîëè n = 1. Â òàêîìó ðàçi âíàñëiäîê òåîðåìè

2.4 ([39], ãë. 6 �2) ìíîæèíà âñiõ ôóíêöié f ∈ Lp, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâóK1 (δ, f)p =

O(δα), δ → 0+, α ∈ (0, 1), çáiãà¹òüñÿ ç êëàñîì Ëiïøèöÿ

Lip(α,Lp) =
{
f ∈ Lp : ω(f, δ)p := sup

|h|≤δ
∥f(·+ h)− f(·)∥p = O(δα), δ → 0 +

}
.

Íàñëiäîê 4.1.3 . Íåõàé f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, r ∈ N i 0 < α < 1. Íàñòóïíi ñïiââiäíî-

øåííÿ åêâiâàëåíòíi:

1) ∥f − Aϱ,r(f)∥p = O
(
(1− ϱ)r−1+α

)
, ϱ→ 1−;

2) f [r−1] ∈ Lip(α,Lp).

4.1.3. Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ. Ïåðåä äîâåäåííÿì òåîðåì 4.1.1 òà 4.1.2 âñòàíîâèìî

íèçêó äîïîìiæíèõ òâåðäæåíü.

Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, 0 ≤ ϱ < 1 i r = 0, 1, 2, . . . ïîçíà÷èìî

Mp(ϱ, f, r) := ϱr
∥∥∂rf (ϱ, ·)

∂ϱr

∥∥
p
=
∥∥(f(ϱ, ·))[r](·)∥∥

p
. (4.15)

Ëåìà 4.1.2 . Íåõàé f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ ÷èñåë n ∈ N òà ϱ ∈
[1/2, 1) ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

1

2n!
(1− ϱ)nMp (ϱ, f, n) ≤ Kn (1− ϱ, f)p ≤

≤ ∥f − Aϱ,n(f)∥Lp +
4n − 1

3
(1− ϱ)nMp (

√
ϱ, f, n) .

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çàçíà÷èìî, ùî òâåðäæåííÿ ëåìè 4.1.2 ¹ òðèâiàëüíèì ó

âèïàäêó, êîëè f ¹ òðèãîíîìåòðè÷íèì ïîëiíîìîì ïîðÿäêó íå âèùå n− 1, òîáòî, êîëè

f(x) =
∑

|k|≤n−1 f̂(k)e
ikx, à òàêîæ ó âèïàäêó, êîëè ϱ = 0. Òîìó íàäàëi â äîâåäåííi öi

äâà âèïàäêè âèêëþ÷à¹ìî.

Íåõàé ôóíêöiÿ g òàêà, ùî g[n] ∈ Lp. Îñêiëüêè

1− ϱ2

|1− ei(x−t)ϱ|2
=

1

1− ei(x−t)ϱ
+

1

1− e−i(x−t)ϱ
− 1,

òî âíàñëiäîê (4.2) äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë ϱ ∈ [0, 1) i x ∈ [0, 2π] ìà¹ìî

∂nf (ϱ, x)

∂ϱn
=

1

2π

∫ 2π

0

(f(t)− g(t))
∂n

∂ϱn

(
1− ϱ2

|1− ei(x−t)ϱ|2

)
dt+

∂ng(ϱ, x)

∂ϱn
=
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=
n!

2π

∫ 2π

0

(f(t)− g(t))

(
eir(x−t)

(1− ei(x−t)ϱ)n+1
+

e−ir(x−t)

(1− e−i(x−t)ϱ)n+1

)
dt+

∂ng(ϱ, x)

∂ϱn
=

=
n!

π

∫ 2π

0

(f(t)− g(t)) Re
eir(x−t)

(1− ei(x−t)ϱ)n+1
dt+

∂ng(ϱ, x)

∂ϱn
.

Çâiäñè, çðîáèâøè çàìiíó çìiííèõ iíòåãðóâàííÿ, çà iíòåãðàëüíîþ íåðiâíiñòþ Ìiíêîâ-

ñüêîãî îòðèìó¹ìî îöiíêó∥∥∥∂nf (ϱ, ·)
∂ϱn

∥∥∥
Lp

≤ n!

π

∫ 2π

0

dt

|1− ϱeit|n+1
∥f − g∥

Lp
+
∥∥∥∂ng (ϱ, ·)

∂ϱn

∥∥∥
Lp

≤

≤ 2n!

(1− ϱ)n
∥f − g∥

Lp
+
∥∥∥∂ng (ϱ, ·)

∂ϱn

∥∥∥
Lp

.

Ç îãëÿäó íà ñïiââiäíîøåííÿ (4.8), (4.15) i íåðiâíiñòü ∥g[n](ϱ, ·)∥
Lp

≤ ∥g[n]∥
Lp

áà÷èìî,

ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ϱ ∈ (0, 1),

1

2n!
(1− ϱ)nMp (ϱ, f, n) ≤ ∥f − g∥

Lp
+ (1− ϱ)n

∥∥g[n]∥∥
Lp
.

Ðîçãëÿäàþ÷è iíôiìóì ïî âñiõ ôóíêöiÿõ g, äëÿ ÿêèõ g[n] ∈ Lp, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

1

2n!
(1− ϱ)nMp (ϱ, f, n) ≤ Kn (1− ϱ, f)p .

Ç iíøîãî áîêó, ç îçíà÷åííÿ K�ôóíêöiîíàëó âèïëèâà¹

Kn (1− ϱ, f)p ≤ ∥f − Aϱ,n(f)∥Lp + (1− ϱ)n
∥∥ (Aϱ,n(f))[n] ∥∥

Lp
. (4.16)

Íà ïiäñòàâi (4.3) òà (4.8) ìà¹ìî

(Aϱ,n(f))
[n](x) =

( n−1∑
k=0

(f(ϱ, ·))[k](·)
ϱkk!

(1− ϱ)k
)[n]

(x) =

n−1∑
k=0

((f(ϱ, ·))[k](·))[n](x)
ϱkk!

(1− ϱ)k.

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ k òà n

((f(ϱ, ·))[n](·))[k](x) = ((f(ϱ, ·))[k](·))[n](x), (4.17)

òî

(Aϱ,n(f))
[n](x) =

n−1∑
k=0

((f(ϱ, ·))[n](·))[k](x)
ϱkk!

(1− ϱ)k.

Çâiäñè

∥(Aϱ,n(f))[n]∥Lp ≤
r−1∑
k=0

∥((f(ϱ, ·))[n](·))[k]∥
Lp

ϱkk!
(1− ϱ)k. (4.18)



154

Ç îçíà÷åííÿ iíòåãðàëó Ïóàññîíà âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ k = 0, 1, . . . , r − 1

((f(ϱ, ·))[n](·))[k](x) =
(∑

|j|≥n

|j|!
(|j| − n)!

f̂jϱ
|j|
2 eijxϱ

|j|
2

)[k]
(x) =

=
(

1

2π

2π∫
0

(f(
√
ϱ, ·))[n](t)P (√ϱ, t− ·)dt

)[k]
(x) =

=
1

2π

2π∫
0

(f(
√
ϱ, ·))[n](t)

∑
|ν|≥k

|ν|!
(|ν| − k)!

ϱ
|ν|
2 eiν(t−x)dt =

=
1

2π

2π∫
0

(f(
√
ϱ, ·))[n](t+ x)

∑
|ν|≥k

|ν|!
(|ν| − k)!

ϱ
|ν|
2 eiνtdt =

=
1

2π

2π∫
0

(f(
√
ϱ, ·))[n](t+ x)

(
τk

∂k

∂τk
P (τ, t)

)∣∣∣
τ=

√
ϱ
dt.

Âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðàëüíó íåðiâíiñòü Ìiíêîâñüêîãî, ïðè k = 0 îòðèìà¹ìî

∥((f(ϱ, ·))[n](·))[k]∥
Lp

= ∥(f(ϱ, ·))[n]∥
Lp

≤

≤Mp(
√
ϱ, f, n)

1

2π

2π∫
0

|P (√ϱ, t)|dt =Mp(
√
ϱ, f, n). (4.19)

ßêùî æ k = 1, 2, . . ., òî

∂k

∂τk
P (τ, t) =

∂k

∂τk

(
1

1− τeit
+

τe−it

1− τe−it

)
=

k! eikt

(1− τeit)k+1
+

k! e−ikt

(1− τe−it)k+1
.

Çâiäñè àíàëîãi÷íî âèïëèâà¹

∥(f [n](ϱ, ·))[k]∥
Lp

≤Mp(
√
ϱ, f, n)

1

2π

2π∫
0

∣∣∣(τk ∂k
∂τk

P (τ, t)
)∣∣∣

τ=
√
ϱ

∣∣∣dt ≤
≤ 2k!Mp(

√
ϱ, f, n)

1

2π

2π∫
0

dt

|1−√
ϱeit|k+1

≤ Mp(
√
ϱ, f, n)

2kk!

(1− ϱ)k
(4.20)

Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (4.18)�(4.20), áà÷èìî, ùî ïðè âñiõ ϱ ∈ [1/2, 1)

∥(Aϱ,n(f))[n]∥Lp ≤Mp(
√
ϱ, f, n) +Mp(

√
ϱ, f, n)

n−1∑
k=1

4k =Mp(
√
ϱ, f, n)

4n − 1

3
. (4.21)
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Íà ïiäñòàâi (4.21) òà (4.16) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

Kn (1− ϱ, f)p ≤ ∥f − Aϱ,n(f)∥Lp +
4n − 1

3
(1− ϱ)nMp(

√
ϱ, f, n).

Â íàñòóïíîìó òâåðäæåííi éäåòüñÿ ïðî íåðiâíiñòü òèïó Áåðíøòåéíà äëÿ ðàäiàëü-

íèõ ïîõiäíèõ âèùèõ ïîðÿäêiâ (Aϱ,r(f))
[r].

Ëåìà 4.1.3 . Íåõàé r ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞ i ϱ ∈ [1/2, 1). Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨

f ∈ Lp ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

∥(Aϱ,r(f))[r]∥Lp ≤ Cr
∥f∥

Lp

(1− ϱ)r
, (4.22)

äå âåëè÷èíà Cr çàëåæèòü òiëüêè âiä r.

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié àíàëîãi÷íó íåðiâíiñòü áóëî îòðèìàíî â

ðîáîòi [120].

Äîâåäåííÿ. Íà ïiäñòàâi (4.8) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Lp i âñiõ x ∈ [0, 2π] ìà¹ìî

(f(ϱ, ·))[r](x) = ϱr

2π

∫ 2π

0

f(t)
∂r

∂ϱr

(
1− ϱ2

|1− ei(x−t)ϱ|2

)
dt =

=
r!ϱr

2π

∫ 2π

0

f(t)

(
eir(x−t)

(1− ei(x−t)ϱ)r+1
+

e−ir(x−t)

(1− e−i(x−t)ϱ)r+1

)
dt =

=
r!ϱr

π

∫ 2π

0

f(t) Re
eir(x−t)

(1− ei(x−t)ϱ)r+1
dt.

Çðîáèâøè çàìiíó çìiííèõ iíòåãðóâàííÿ, çà iíòåãðàëüíîþ íåðiâíiñòþ Ìiíêîâñüêîãî

îòðèìó¹ìî

Mp (ϱ, f, r) ≤
r!

π

∫ 2π

0

dt

|1− ϱeit|r+1
∥f∥

Lp
≤ 2r!

(1− ϱ)r
∥f∥

Lp
. (4.23)

Îá'¹äíóþ÷è îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ i ñïiââiäíîøåííÿ (4.21) ïðè n = r, ðîáèìî âè-

ñíîâîê, ùî

∥(Aϱ,r(f))[r]∥Lp ≤Mp(
√
ϱ, f, r)

4r − 1

3
≤ 2r!(4r − 1)

3(1−√
ϱ)r

∥f∥
Lp

≤ r!(23r+1 − 2r+1)

3
·
∥f∥

Lp

(1− ϱ)r
.

Ëåìà 4.1.4 . Íåõàé r ∈ N i 0 ≤ ϱ < 1. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞,

òàêî¨, ùî ∫ 1

ϱ

∥∥∥∂rf(ζ, ·)
∂ζr

∥∥∥
Lp

(1− ζ)r−1dζ <∞ (4.24)
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i ìàéæå âñiõ x ∈ [−π, π] ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f(x)− Aϱ,r(f)(x) =
1

(r − 1)!

∫ 1

ϱ

∂rf(ζ, x)

∂ζr
(1− ζ)r−1dζ. (4.25)

Äîâåäåííÿ. Ïðè ôiêñîâàíèõ r ∈ N òà 0 ≤ ϱ < 1 iíòåãðàë â ïðàâié ÷àñòèíi (4.25)

âèçíà÷à¹ äåÿêó ôóíêöiþ F (x). Ç îãëÿäó íà (4.24) i iíòåãðàëüíó íåðiâíiñòü Ìiíêîâ-

ñüêîãî áà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ F íàëåæèòü ïðîñòîðó Lp. Çíàéäåìî êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹

ôóíêöi¨ F i ïîðiâíÿ¹ìî ¨õ ç êîåôiöi¹íòàìè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ G := f −Aϱ,r(f). Îñêiëüêè

ïðè áóäü-ÿêèõ r ∈ N,

∂rf(ζ, x)

∂ζr
=
∑
|k|≥r

|k|!
(|k| − r)!

f̂(k)ζ |k|−reikx,

òî êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ F̂ (k) = 0 ïðè |k| < r. ßêùî æ |k| ≥ r, òî âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä

iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî

F̂ (k) =
1

2π

∫ 2π

0

F (t)e−iktdt = f̂(k)

|k|∑
j=r

(
|k|
j

)
(1− ϱ)jϱ|k|−j (4.26)

Ç iíøîãî áîêó, êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ Ĝ(k) ôóíêöi¨ G äîðiâíþþòü íóëþ ïðè |k| < r.

ßêùî æ |k| ≥ r, òî ç îãëÿäó íà ðiâíiñòü

k∑
j=0

(
k

j

)
(1− ϱ)jϱk−j = ((1− ϱ) + ϱ)k = 1, k = 0, 1, . . . , (4.27)

áà÷èìî, ùî

Ĝ(k) = (1− λ|k|,r(ϱ))f̂(k) = f̂(k)

|k|∑
j=r

(
|k|
j

)
(1− ϱ)jϱ|k|−j .

Òàêèì ÷èíîì, ïðè âñiõ k ∈ Z ìà¹ìî F̂ (k) = Ĝ(k), i òîìó ïðè ìàéæå âñiõ x ∈ [−π, π]
âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (4.25).

4.1.4. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.1.1. Íåõàé ôóíêöiÿ f òàêà, ùî f [r−n] ∈ Lp i âèêî-

íó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (4.13). Çàñòîñó¹ìî ïåðøó íåðiâíiñòü â ëåìi 4.1.2 äî ôóíêöi¨

f [r−n]. Ç îãëÿäó íà (4.8) òà (4.15) îòðèìà¹ìî

1

2n!
(1− ϱ)nMp (ϱ, f, r) ≤ Kn

(
1− ϱ, f [r−n]

)
p
.
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Çâiäñè âèïëèâà¹

Mp (ϱ, f, r) ≤ C
ω(1− ϱ)

(1− ϱ)n
, ϱ→ 1− . (4.28)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (4.15), (4.28) òà (Z ) i çàñòîñîâóþ÷è iíòåãðàëüíó

íåðiâíiñòü Ìiíêîâñüêîãî, áóäåìî ìàòè∫ 1

ϱ

∥∥∥∂rf(ζ, ·)
∂ζr

∥∥∥
Lp

(1− ζ)r−1dζ ≤
∫ 1

ϱ

Mp (ζ, f, r)
(1− ζ)r−1

ζr
dζ

≤ 2rC(1− ϱ)r−n
∫ 1

ϱ

ω(1− ζ)

1− ζ
dζ = O

(
(1− ϱ)r−nω(1− ϱ)

)
, ϱ→ 1− . (4.29)

Òîìó âíàñëiäîê ëåìè 4.1.4 ïðè ìàéæå âñiõ x ∈ [−π, π], âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåí-

íÿ (4.25). Òîäi âèêîðèñòîâóþ÷è (4.25), iíòåãðàëüíó íåðiâíiñòü Ìiíêîâñüêîãî i îöiíêó

(4.29), îòðèìà¹ìî (4.14):

∥f − Aϱ,r(f)∥Lp ≤
1

(r − 1)!

∫ 1

ϱ

Mp (ζ, f, r)
(1− ζ)r−1

ζr
dζ =

= O
(
(1− ϱ)r−nω(1− ϱ)

)
, ϱ→ 1− .

4.1.5. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.1.2. Ïåðåä óñiì çàçíà÷èìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨

f ∈ Lp i áóäü-ÿêèõ ôiêñîâàíèõ ÷èñåë s, r ∈ N òà ϱ ∈ (0, 1) âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ∥∥A[s]
ϱ,r(f)

∥∥
Lp
=
∥∥∥∑

|k|≥s

|k|!
(|k| − s)!

ω|k|(ϱ)f̂(k)e
ikt
∥∥∥
Lp

≤ 2r∥f∥
Lp

(
C+

∑
k≥max{s,r}

qkks+r−1
)
<∞,

äå 0 < q = max{1− ϱ, ϱ} < 1.

Ââåäåíî òàêi ïîçíà÷åííÿ: ϱk := 1 − 2−k, k ∈ N, i Ak := Ak(f) := Aϱk,r(f). Äëÿ

áóäü-ÿêèõ x ∈ [0, 2π] i s ∈ N ðîçãëÿíåìî ðÿä

A
[s]
0 (f)(x) +

∞∑
k=1

(A
[s]
k (f)(x)− A

[s]
k−1(f)(x)). (4.30)

Ç îçíà÷åííÿ îïåðàòîðiâ Aϱ,r âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ϱ1, ϱ2 ∈ [0, 1) i r ∈ N,

Aϱ1,r (Aϱ2,r(f)) = Aϱ2,r (Aϱ1,r(f)) .

Íà ïiäñòàâi ëåìè 4.1.3 i ñïiââiäíîøåííÿ (4.14) äëÿ áóäü-ÿêèõ k ∈ N i s ∈ N ìà¹ìî∥∥A[s]
k − A

[s]
k−1

∥∥
Lp

=
∥∥A[s]

k (f − Ak−1(f))− A
[s]
k−1(f − Ak(f))

∥∥
Lp

≤
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≤
∥∥A[s]

k (f − Ak−1(f))
∥∥
Lp

+
∥∥A[s]

k−1(f − Ak(f))
∥∥
Lp

≤

≤ Cs

∥f − Ak−1(f)∥Lp
(1− ϱk)s

+ Cs

∥f − Ak(f)∥Lp
(1− ϱk−1)s

= O

(
ω(1− ϱk−1)

(1− ϱk)s−r+n

)
+O

(
ω(1− ϱk)

(1− ϱk−1)s−r+n

)
, k → +∞. (4.31)

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâiëüíîãî s ≤ r − n,∥∥A[s]
k − A

[s]
k−1

∥∥
Lp

= O (ω(1− ϱk−1)) = O
(
ω
(
2−(k−1)

))
, k → +∞. (4.32)

Ðîçãëÿíåìî ñóìó
∑N

k=1 ω(2
−(k−1)), N ∈ N. Âðàõîâóþ÷è ìîíîòîííiñòü ôóíêöi¨ ω i

óìîâó (Z ), áà÷èìî, ùî äëÿ âñiõ N ∈ N,
N∑
k=1

ω(2−(k−1)) ≤ ω(1) +

∫ N

1

ω(2−(t−1))dt =

= ω(1) +
1

ln 2

∫ 1

2−N+1

ω(τ)

τ
dτ ≤ Cω(1) <∞ (4.33)

Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (4.32) òà (4.33), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ïðè âñiõ s ≤ r−n
ðÿä â (4.30) çáiãà¹òüñÿ â ìåòðèöi ïðîñòîðó Lp, 1 ≤ p ≤ ∞. Òîìó íà ïiäñòàâi âiäîìî¨

òåîðåìè Áàíàõà�Àëàîãëó äëÿ äîâiëüíîãî s = 0, 1, . . . , r − n iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü

S
[s]
Nj
(x) = A

[s]
0 (f)(x) +

Nj∑
k=1

(A
[s]
k (f)(x)− A

[s]
k−1(f)(x)), j = 1, 2, . . . (4.34)

÷àñòèííèõ ñóì öüîãî ðÿäó, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ g ∈ Lp ìàéæå ñêðiçü íà

[0, 2π] ïðè j → +∞.

Ïîêàæåìî, ùî ìàéæå ñêðiçü íà [0, 2π] ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü g = f [s]. Äëÿ öüîãî

çíàéäåìî êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ g. Ïðè áóäü-ÿêîìó ôiêñîâàíîìó k ∈ Z i âñiõ

j = 1, 2, . . . ìà¹ìî

ĝ(k) :=
1

2π

∫ 2π

0

S
[s]
Nj
(t)e−iktdt+

1

2π

∫ 2π

0

(g(t)− S
[s]
Nj
(t))e−iktdt.

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü {S[s]
Nj
}∞j=1 çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü íà [0, 2π] äî ôóíêöi¨ g, òî

äðóãèé iíòåãðàë â ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè j → +∞. Ç

îãëÿäó íà ñïiââiäíîøåííÿ (4.34) òà îçíà÷åííÿ ðàäiàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ðîáèìî âèñíîâîê,

ùî ïåðøèé iíòåãðàë äîðiâíþ¹ íóëþ ïðè |k| < s, à ÿêùî |k| ≥ s, òî

1

2π

∫ 2π

0

S
[s]
Nj
(t)e−iktdt = λ|k|,r(1− 2−Nj)

|k|!
(|k| − s)!

f̂(k) −→
j→+∞

|k|!
(|k| − s)!

f̂(k).
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Òàêèì ÷èíîì, ðiâíiñòü g= f [s] äîâåäåíî. Îòæå, äëÿ ôóíêöi¨ f ïðè âñiõ s=0, 1, . . . ,r − n

iñíó¹ ïîõiäíà f [s] i öÿ ïîõiäíà f [s] ∈ Lp.

Äàëi, äîâåäåíî îöiíêó (4.28). Íà ïiäñòàâi (4.15) òà (4.31) äëÿ äîâiëüíèõ k ∈ N òà

ϱ ∈ (0, 1) ìà¹ìî

Mp (ϱ,Ak − Ak−1, r) ≤
∥∥A[r]

k − A
[r]
k−1

∥∥
Lp

= O

(
ω(1− ϱk−1)

(1− ϱk)n

)
+O

(
ω(1− ϱk)

(1− ϱk−1)n

)
=

= O
(
2knω(2−k+1) + 2(k−1)nω(2−k)

)
= O

(
2(k−1)nω(2−(k−1))

)
, k → +∞. (4.35)

Òîäi âíàñëiäîê (4.23) òà (4.14) ïðè áóäü-ÿêèõ r ∈ N, ϱ ∈ (0, 1) i x ∈ [0, 2π]

Mp (ϱ, f − Aϱ,r(f), r) ≤ 2r!
∥f − Aϱ,r(f)∥p

(1− ϱ)r
= O

(
ω(1− ϱ)

(1− ϱ)n

)
, ϱ→ 1− .

Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî N

Mp

(
ϱ
N
, f − AN (f), r

)
= O

(
ω(1− ϱ

N
)

(1− ϱ
N
)n

)
= O

(
2Nnω(2−N )

)
, N → +∞. (4.36)

Ðîçãëÿíåìî ñóìó
∑N

k=1 2
(k−1)nω(2−(k−1)), N ∈ N. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ ω çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâó (Zn), òî ôóíêöiÿ ω(t)/tn ìàéæå ñïàäà¹ íà (0, 1] (äèâ, íàïðèêëàä, [5]).

Çâiäñè

C1

N∑
k=1

2(k−1)nω(2−(k−1)) ≤ 2(N−1)nω(2−(N−1)) +

∫ N

1

2(t−1)nω(2−(t−1))dt

≤ 2(N−1)nω(2−(N−1)) +
1

ln 2

∫ 1

2−N+1

ω(τ)/τn+1dτ ≤ C22
(N−1)nω(2−(N−1)). (4.37)

Ïîêëàäàþ÷è ϱ = ϱ
N
i âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (4.35), (4.36), (4.37) òà

A0(x) = Sr−1(f)(x) =
∑

|k|≤r−1

f̂(k)eikx,

îòðèìó¹ìî

Mp (ϱN , f, r) =Mp (ϱN , f − Sr−1(f), r) =Mp

(
ϱN , f − Aϱ

N
+

N∑
k=1

(Ak − Ak−1), r
)

=O
( N∑
k=1

2(k−1)nω(2−(k−1))
)
= O

(
2Nnω(2−N )

)
= O

(
ω(1− ϱ

N
)

(1− ϱ
N
)n

)
, N → +∞. (4.38)
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ßêùî ôóíêöiÿ ω çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Zn), òî ïðè âñiõ t ∈ [0, 1] ω(2t) ≤ Cω(t) (äèâ,

íàïðèêëàä, [5]). Êðiì öüîãî, ïðè âñiõ ϱ ∈ [ϱ
N−1

, ϱ
N
], we have 1−ϱ

N
≤ 1−ϱ ≤ 2(1−ϱ

N
).

Òàêèì ÷èíîì, iç ñïiââiäíîøåííÿ (4.38) âèïëèâà¹ îöiíêà (4.28).

Çàñòîñó¹ìî òåïåð äðóãó íåðiâíiñòü â ëåìi 4.1.2 äî ôóíêöi¨ f [r−n], îòðèìà¹ìî

Kn

(
1− ϱ, f [r−n]

)
p
≤ ∥f [r−n] − Aϱ,n(f

[r−n])∥
Lp

+
4n − 1

3
(1− ϱ)nMp(

√
ϱ, f, r). (4.39)

Ç îãëÿäó íà ñïiââiäíîøåííÿ (4.15) òà (4.28) áà÷èìî, ùî ïðè ϱ ∈ [1/2, 1),∫ 1

ϱ

∥∥∥∂nf [r−n](ζ, ·)
∂ζn

∥∥∥
Lp

(1− ζ)n−1dζ =

∫ 1

ϱ

∥∥(f(ζ, ·))[r](x)∥∥
Lp

(1− ζ)n−1

ζn
dζ =

=

∫ 1

ϱ

Mp (ζ, f, r)
(1− ζ)n−1

ζn
dζ ≤ 2nC

∫ 1

ϱ

ω(1− ζ)

1− ζ
dζ = O (ω(1− ϱ)) , ϱ→ 1− .

(4.40)

Îòæå, äî ôóíêöi¨ f [r−n] ìîæíà çàñòîñóâàòè ëåìó 4.1.4. Iç (4.15) âèïëèâà¹

f [r−n](x)− Aϱ,n(f
[r−n])(x) =

1

(n− 1)!

∫ 1

ϱ

(f(ζ, ·))[r](x)(1− ζ)n−1

ζn
dζ.

Íà ïiäñòàâi iíòåãðàëüíî¨ íåðiâíîñòi Ìiíêîâñüêîãî i ñïiââiäíîøåííÿ (4.40) ìà¹ìî

∥f [r−n] − Aϱ,n(f
[r−n])∥

Lp
≤

≤ 1

(n− 1)!

∫ 1

ϱ

Mp (ζ, f, r)
(1− ζ)n−1

ζn
dζ = O (ω(1− ϱ)) , ϱ→ 1− . (4.41)

Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (4.39), (4.28) òà (4.41), îòðèìó¹ìî íåîáõiäíó îöiíêó (4.13).

4.2 Íàáëèæåííÿ ëiíiéíèìè ìåòîäàìè ôóíêöié ç ïðî-

ñòîðiâ Sp

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi ïðîäîâæóþòüñÿ äîñëiäæåííÿ àïðîêñèìàòèâíèõ âëàñòèâîñòåé ëi-

íiéíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi ïîðîäæóþòüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ ÷èñåë λk,r(ϱ) âèãëÿäó (1.146).

Çîêðåìà, ó ïðîñòîðàõ Sp = Sp(Td) (îçí. äèâ. ïiäðîçäië 1.2), âèâ÷àþòüñÿ àïðîêñèìà-

òèâíi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ A△
ϱ,r (à òàêîæ îïåðàòîðiâ P△

ϱ,s), ùî ïîðîäæóþòü âiäïî-

âiäíi ëiíiéíi ìåòîäè ïiäñóìîâóâàííÿ ïî òðèêóòíèõ îáëàñòÿõ êðàòíèõ ðÿäiâ Ôóð'¹. Â

òåðìiíàõ ïîõèáîê íàáëèæåííÿ öèìè îïåðàòîðàìè â ïðîñòîði Sp(Td) äà¹òüñÿ êîíñòðó-
êòèâíà õàðàêòåðèñòèêà êëàñiâ ôóíêöié, óçàãàëüíåíi ïîõiäíi ÿêèõ íàëåæàòü ìíîæè-

íàì SpHω.
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4.2.1. Ïîçíà÷åííÿ òà ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé f � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó

L1(Td). Ïîêëàäåìî
Hν(f)(x) :=

∑
|k|1=ν

f̂(k)ei(k,x), ν ∈ N,

äå, ÿê i ðàíiøå, f̂(k) � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹, |k|1 :=
∑d

j=1 |kj |. Òîäi ðÿä Ôóð'¹ ôóíêöi¨

f ìà¹ âèãëÿä

S[f ](x) :=
∑
k∈Zd

f̂(k)ei(x,k) =

∞∑
ν=0

Hν(f)(x).

Âèõîäÿ÷è ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi, ðîçãëÿíåìî ëiíiéíi îïåðàòîðè S△
n , σ

△
n , P

△
ϱ,s i A

△
ϱ,r, âè-

çíà÷åíi íà L1(Td) âiäïîâiäíî ðiâíîñòÿìè

S△
n (f)(x) =

n∑
ν=0

Hν(f)(x), n = 0, 1, . . . ,

σ△n (f)(x) =
1

n+ 1

n∑
ν=0

S△
ν (f)(x) =

n∑
ν=0

(
1− ν

n+ 1

)
Hν(f)(x), n ∈ N,

P△
ϱ,s(f)(x) =

∞∑
ν=1

ϱν
s

Hν(f)(x), s > 0, ϱ ∈ [0, 1),

i

A△
ϱ,r(f)(x) = S△

r−1(f)(x) +

∞∑
ν=r

λν,rHν(f)(x), (4.42)

äå

λν,r := λν,r(ϱ) :=

r−1∑
k=0

(
ν

k

)
(1− ϱ)kϱν−k =

r−1∑
k=0

(1− ϱ)k

k!

dk

dϱk
ϱν , r ∈ N, ϱ ∈ [0, 1).

Âèðàçè S△
n (f)(x), σ

△
n (f)(x) i P

△
ϱ,s(f)(x) íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî òðèêóòíîþ ÷àñòèí-

íîþ ñóìîþ ðÿäó Ôóð'¹, òðèêóòíîþ ñóìîþ Ôåé¹ðà i óçàãàëüíåíîþ òðèêóòíîþ ñóìîþ

Àáåëÿ�Ïóàññîíà ôóíêöi¨ f . Âèðàç A△
ϱ,r(f)(x) íàçèâàþòü òðèêóòíîþ ñóìîþ Òåéëîðà�

Àáåëÿ�Ïóàññîíà ôóíêöi¨ f .

Çàçíà÷èìî, ùî îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà A△
ϱ,r ¹ êîðåêòíèì òîìó, ùî

r−1∑
k=0

(
ν

k

)
(1− ϱ)kϱν−k ≤ rqννr−1, äå q = max{1− ϱ, ϱ},

i îòæå, äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L1(Td) ïðè 0 < ϱ < 1 ðÿä â ïðàâié ÷àñòèíi (4.42)

ìàæîðó¹òüñÿ çáiæíèì ðÿäîì

r

∞∑
ν=r

qννr−1
∑
|k|1=ν

|f̂(k)|.
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Íàãàäà¹ìî, ùî iíòåãðàëîì Ïóàññîíà ôóíêöi¨ f ∈ L1(Td) íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ

P (f), âèçíà÷åíà â [0, 1)d ×Rd ðiâíiñòþ

f(ϱ,x) =

∫
Td
f(x+ t)P (ϱ, t)dt,

äå

P (ϱ, t) :=

d∏
j=1

1− ϱ2j

1− 2ϱj cos tj + ϱ2j
, ϱj ∈ [0, 1),

� êðàòíå ÿäðî Ïóàññîíà i x+ t := (x1 + t1, . . . , xd + td).

Íàäàëi äîìîâèìîñü ïiä âèðàçîì f(ϱ,x) ðîçóìiòè iíòåãðàë Ïóàññîíà, â ÿêîìó ϱ �

öå âåêòîð ç îäíàêîâèìè êîîðäèíàòàìè, òîáòî ϱ= (ϱ, . . . , ϱ).

Äëÿ ôóíêöi¨ f ∈ L1(Td), âèõîäÿ÷è ç ðîçêëàäó ÿäðà Ïóàññîíà â ðÿä çà ñòåïåíÿìè
ϱ, ¨¨ iíòåãðàë Ïóàññîíà f(ϱ,x), ïðè ϱ ∈ [0, 1), ìîæåìî çàïèñàòè ó âèãëÿäi

f(ϱ,x) =

∞∑
ν=0

ϱνHν(f)(x).

Ñóìà ðÿäó â ïðàâié ÷àñòèíi öi¹¨ ðiâíîñòi çáiãà¹òüñÿ ç ñóìîþ Àáåëÿ�Ïóàññîíà ðÿäó∑∞
ν=0Hν(f)(x), àáî, ùî òå æ ñàìå, ç ñóìîþ P△

ϱ,1(f)(x). Ïðè x = 0 := (0, . . . , 0) ñóìó

öüîãî ðÿäó ñïðîùåíî ïîçíà÷èìî F (ϱ) i ðîçãëÿíåìî ¨¨ ÿê ôóíêöiþ çìiííî¨ ϱ. Çðîçóìiëî,

ùî ôóíêöiÿ F ¹ àíàëiòè÷íîþ íà ïiââiäðiçêó [0, 1). Òîìó â îêîëi òî÷êè ϱ ∈ [0, 1) äëÿ

ôóíêöi¨ F ñïðàâäæó¹òüñÿ ôîðìóëà Òåéëîðà, çà ÿêîþ

F (t) =

∞∑
k=0

F (k)(ϱ)

k!
(t− ϱ)k.

Çà äîïîìîãîþ áåçïîñåðåäíüîãî îá÷èñëåííÿ ïåðåêîíó¹ìîñÿ ó òîìó, ùî ÷àñòèííà ñóìà

öüîãî ðÿäó ïîðÿäêó r− 1 ïðè t = 1 çáiãà¹òüñÿ ç ñóìîþ A△
ϱ,r(f)(0). Çîêðåìà, ïðè r = 1

äiñòàíåìî F (ϱ) = A△
ϱ,1(f)(0) = P△

ϱ,1(f)(0).

Îòæå, ñóìó A△
ϱ,r(f)(0), ç îäíîãî áîêó, ìîæíà òëóìà÷èòè ÿê ñóìó Òåéëîðà ïîðÿäêó

r − 1 ôóíêöi¨ F , à ç äðóãîãî, ïðè r = 1, � ÿê ñóìó Àáåëÿ�Ïóàññîíà.

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ îïåðàòîðè A△
ϱ,r i P△

ϱ,s ÿê ëiíiéíèõ ìåòîäiâ íà-

áëèæåííÿ ôóíêöié â ïðîñòîðàõ Sp. Ïðè öüîìó îñíîâíà óâàãà çâåðòà¹òüñÿ íà çâ'ÿçîê

àïðîêñèìàòèâíèõ âëàñòèâîñòåé ñóì A△
ϱ,r(f) i P

△
ϱ,s(f) iç äèôåðåíöiàëüíèìè âëàñòèâî-

ñòÿìè ôóíêöi¨ f , à ñàìå, âëàñòèâîñòÿìè ïîõiäíèõ, îçíà÷åíèõ â òàêèé ñïîñiá.

Íåõàé ψ = {ψ(k)}k∈Zd � êðàòíà ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü, ÷ëåíè ÿêî¨ íå âñi äîðiâíþ-
þòü íóëåâi i

Z (ψ) := Z d(ψ) :=
{
k ∈ Zd : ψ(k) = 0

}
.



163

Íàäàëi ââàæà¹ìî, ùî ìíîæèíà Z (ψ) ìà¹ ñêií÷åííó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ.

ßêùî äëÿ äàíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L1(Td) çíàéäåòüñÿ ôóíêöiÿ g ∈ L1(Td) òàêà, ùî

S[f ](x) =
∑

k∈Z (ψ)

f̂(k)ei(k,x) +
∑
k∈Zd

ψ(k)ĝ(k)ei(k,x), (4.43)

òî êàæóòü, ùî ó ôóíêöi¨ f iñíó¹ ψ-ïîõiäíà g, äëÿ ÿêî¨ âèêîðèñòîâóþòü ïîçíà÷åííÿ

g = fψ. Ïðè öüîìó, ÿêùî Z (ψ) = ∅, òî ïåðøà ñóìà â (4.43) ïîêëàäà¹òüñÿ ðiâíîþ

íóëåâi.

Çðîçóìiëî, ùî ψ-ïîõiäíà äëÿ ôóíêöié ç ïðîñòîðó Sp ¹ ¹äèíîþ ç òî÷íiñòþ äî ñóìè∑
k∈Z (ψ) ake

i(k,x), äå ak � áóäü-ÿêi ÷èñëà.

Äàíå îçíà÷åííÿ ψ-ïîõiäíî¨ ïðèñòîñîâàíå äëÿ ïîòðåá äîñëiäæåíü, âèêëàäåíèõ ó öié

ñòàòòi, i çà ñóòòþ íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä óñòàëåíîãî ïîíÿòòÿ ψ-ïîõiäíî¨ Î. I. Ñòåïàíöÿ

[144] (ãë. XI, �2), [141].

Â öié ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ ψ-ïîõiäíi ôóíêöié ç L1(Td) â òàêèõ äâîõ âèïàäêàõ:

1) ψ(k) = ν−r, ÿêùî |k|1 = ν, ν = 0, 1, . . . , r ≥ 0;

2) ψ(k) =


0, ÿêùî |k|1 = 0, 1, . . . , r − 1,

(ν − r)!

ν!
, ÿêùî |k|1 = ν, ν ≥ r, r ∈ N.

Ïðè öüîìó ó ïåðøîìó âèïàäêó äëÿ ψ-ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ f âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ

f (r), ó äðóãîìó � f [r], à ïðè r = 0 ïîêëàäà¹ìî f (0) = f [0] = f.

Íåõàé ϱ ∈ [0, 1), òîäi

f [r](ϱ,x) = ϱr
∂r

∂ϱr
f(ϱ,x), (4.44)

i âíàñëiäîê âiäîìî¨ òåîðåìè ïðî ðàäiàëüíi ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ iíòåãðàëà Ïóàññîíà

(äèâ., íàïðèêëàä, [117, ñ. 27]), äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Rd

f [r](x) = lim
ϱ→1−

∂r

∂ϱr
f(ϱ,x). (4.45)

Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî f (1) = f [1].

Îïåðàòîðè P△
ϱ,s â çàãàëüíîìó âèïàäêó, ÿê àãðåãàòè íàáëèæåííÿ ôóíêöié îäíi-

¹¨ çìiííî¨, ìàáóòü, âïåðøå ðîçãëÿäàëèñÿ â [16, 17]. Â ÷àñòèííîìó æ âèïàäêó, êîëè

r = s = 1, îïåðàòîðè A△
ϱ,1 òà P

△
ϱ,1 çáiãàþòüñÿ ìiæ ñîáîþ i ïîðîäæóþòü ìåòîä Àáåëÿ�

Ïóàññîíà ïiäñóìîâóâàííÿ êðàòíèõ ðÿäiâ Ôóð'¹ ïî òðèêóòíèõ îáëàñòÿõ. Çàäà÷à ïðî

íàáëèæåííÿ ñóìàìè Àáåëÿ�Ïóàññîíà 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié ÿê îäíi¹¨, òàê i áàãà-

òüîõ çìiííèõ ìà¹ áàãàòó iñòîðiþ ç âåëèêîþ êiëüêiñòþ âèçíà÷íèõ ðåçóëüòàòiâ, îãëÿä
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ÿêèõ ïîòðåáó¹ íàïèñàííÿ îêðåìî¨ ñòàòòi. Òóò çãàäà¹ìî ëèøå ìîíîãðàôi¨ [6, 57, 58,

21], â ÿêèõ âèêëàäåíî îñíîâîïîëîæíi ðåçóëüòàòè ç öi¹¨ òåìàòèêè.

4.2.2. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè. Ó ôîðìóëþâàííi îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äîìîâèìîñÿ ïðî

òàêi ïîçíà÷åííÿ. Íåõàé Zd+ := Rd
+ ∩ Zd, Zd− :=

{
k ∈ Zd : kj < 0, j = 1, . . . , d

}
, Y :=

Zd+ ∪ Zd−, i

Lp,Y := Lp,Y (Td) :=
{
f ∈ Lp(Td) : f̂(k) = 0 ∀ k ∈ Zd \ Y

}
.

Íåõàé ω � äîâiëüíà ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà íà âiäðiçêó [0, 1]. Äëÿ äîâiëü-

íîãî ïðîñòîðó X, ïiä ÿêèì ðîçóìi¹ìî îäèí iç ïðîñòîðiâ Lp, Sp àáî C, ïîêëàäåìî

XHω :=
{
f : f ∈ X, ∥f − fh∥X = O(ω(|h|)), |h| → 0

}
,

äå fh(x) := f(x+ h), x+ h := (x1 + h, . . . , xd + h), h ∈ R1.

Íàäàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè ôóíêöi¨ ω(t), 0 ≤ t ≤ 1, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi

óìîâè 1)�4):

1) ω(t) íåïåðåðâíà íà [0, 1];

2) ω(t) ↑;
3) ω(t) ̸= 0 äëÿ äîâiëüíèõ t ∈ (0, 1];

4) ω(t) → 0 ïðè t→ 0;

à òàêîæ âiäîìó óìîâó

(B):
∞∑

v=n+1

1

v
ω
(
1

v

)
= O

[
ω
(
1

n

)]
(äèâ., íàïðèêëàä, [5]).

Òâåðäæåííÿ 4.2.1 . Íåõàé 1 ≤ p < ∞, f ∈ L1(Td), d ∈ N i ω � äîâiëüíà ôóíêöiÿ,

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1)�4) òà (B). Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ ðiâíîñèëüíi:

1)
∥∥S△

n

(
f [1]
)∥∥

Sp
= O(nω( 1n)), n→ ∞;

2) ∥f − σ△n (f)∥
Sp

= O(ω( 1n)), n→ ∞.

Êðiì öüîãî, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ îäíå iç òâåðäæåíü 1)�3), òî

3) f ∈ SpHω.

ßêùî æ f ∈ L1,Y (Td), òî âñi òâåðäæåííÿ 1)�4) ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Äàìî äåêiëüêà êîìåíòàðiâ äî òâåðäæåííÿ 4.2.1.

Ïåðåäóñiì çàçíà÷èìî, ùî iìïëiêàöiÿ 2) ⇒ 3) ¹ òâåðäæåííÿì òèïó ïðÿìèõ òà îáåð-

íåíèõ òåîðåì äëÿ ìåòîäó Ôåé¹ðà [21].

Äëÿ äàíîãî α ∈ (0, 1] i ïðîñòîðó X, ïiä ÿêèì ðîçóìi¹òüñÿ îäèí ç ïðîñòîðiâ Lp, Sp

÷è C, ïîêëàäåìî

Lip(α,X) :=
{
f : f ∈ X, ∥f − fh∥X = O(1)|h|α, |h| → 0

}
,
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äå fh(x) := f(x+ h), x+ h := (x1 + h, . . . , xd + h), h ∈ R1.

Â ðîáîòàõ [83�90] Ô. Ìîðiö äîñëiäæóâàâ óìîâè àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi ðÿäiâ Ôóð'¹

ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ. Çîêðåìà, â [83] àâòîð îòðèìàâ óìîâè àáñîëþ-

òíî¨ çáiæíîñòi ðÿäiâ Ôóð'¹ ôóíêöié îäíi¹¨ çìiííî¨, à òàêîæ óìîâè íàëåæíîñòi òàêèõ

ôóíêöié êëàñàì Lip(α,C), ÿêi îçíà÷àþòüñÿ â òåðìiíàõ îöiíîê øâèäêîñòi çðîñòàííÿ

÷àñòèííèõ ñóì Ôóð'¹ ¨õ ïîõiäíèõ. Â [87] ïîäiáíi ðåçóëüòàòè îòðèìàíî äëÿ ôóíêöié áà-

ãàòüîõ çìiííèõ â òåðìiíàõ ïðÿìîêóòíèõ ÷àñòèííèõ ñóì Ôóð'¹ ¨õ çìiøàíèõ ïîõiäíèõ.

Òâåðäæåííÿ 4.2.1 òiñíî ïîâ'ÿçàíå ç öèìè ðåçóëüòàòàìè â íàñòóïíèé ñïîñiá:

Ó âèïàäêó, êîëè d = 1, p = 1 òà ω(t) = tα, iïëiêàöiÿ 1) ⇒ 3) çáiãà¹òüñÿ ç òâåð-

äæåííÿì (i) òåîðåìè 1 [83]. Ó âèïàäêó, êîëè d > 1, ðiçíèöÿ iìïëiêàöi¨ 1) ⇒ 3) âiä

àíàëîãi÷íîãî ðåçóëüòàòó ðîáîòè [87] ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî â äàíîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿ-

äàþòüñÿ òðèêóòíi ÷àñòèííi ñóìè Ôóð'¹.

Â íàñòóïíié òåîðåìi äàþòüñÿ ïðÿìi òà îáåðíåíi òåîðåìè íàáëèæåííÿ ôóíêöié

îïåðàòîðîì A△
ϱ,r â ïðîñòîði S

p â òåðìiíàõ ìàæîðàíò ω.

Òåîðåìà 4.2.1 . Íåõàé 1 ≤ p < ∞, r ∈ N, f ∈ L1(Td), d ∈ N i ω � äîâiëüíà

ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1)�4) òà (B). Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ ðiâíîñèëüíi:

1) ∥f − A△
ϱ,r(f)∥Sp = O((1− ϱ)r−1ω(1− ϱ)), ϱ→ 1−;

2)
∥∥P (f [r])(ϱ, ·)∥∥

Sp
= O(

ω(1−ϱ)
1−ϱ ), ϱ→ 1−;

Êðiì öüîãî, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ îäíå iç òâåðäæåíü 1) ÷è 2), òî

3) f [r−1] ∈ SpHω.

ßêùî æ f ∈ L1,Y (Td), òî âñi òâåðäæåííÿ 1)�3) ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Çàçíà÷èìî, ùî iìïëiêàöiÿ 2) ⇒ 3) ¹ òâåðäæåííÿì òèïó òåîðåì Ãàðäi�Ëiòòëâóäà

[182].

Ðîçãëÿíåìî òåïåð àïðîêñèìàòèâíi âëàñòèâîñòi ñóì P△
ϱ,s(f) â ïðîñòîði S

p.

Ïîêàæåìî, ùî

∥f − P△
ϱ,s(f)∥pSp ∼ ∥f (s−1) − P△

ϱ,1(f
(s−1))∥p

Sp
, ϱ→ 1− . (4.46)

Äëÿ öüîãî ïîêëàäåìî

aν := ∥Hν(f)∥Sp , ν = 0, 1, . . . .

Òîäi

∥f − P△
ϱ,s(f)∥pSp =

∞∑
ν=1

(
1− ϱν

s)p
apν .

Îñêiëüêè

lim
ϱ→1−

1− ϱν
s

1− ϱ
= νs, ν ∈ N, s ≥ 1,
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òî

lim
ϱ→1−

∥f − P△
ϱ,s(f)∥pSp

∥f (s−1) − P△
ϱ,1(f

(s−1))∥pSp
= lim

ϱ→1−

∞∑
ν=1

apν
(1− ϱν

s

)p

(1− ϱ)p

∞∑
ν=1

apνν
p(s−1) (1− ϱν)p

(1− ϱ)p

=
∥f (s)∥p

Sp

∥f (s)∥pSp
= 1,

ùî é äîâîäèòü (4.46).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî

P△
ϱ,1(f)(x) = A△

ϱ,1(f)(x).

Òîìó, çàñòîñóâàâøè òåîðåìó 4.2.1 äî ôóíêöi¨ f = g(s−1) çi çíà÷åííÿì ïàðàìåòðà r = 1

i âðàõóâàâøè ñïiââiäíîøåííÿ (4.46), îäåðæèìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.2.2 . Íåõàé 1 ≤ p < ∞, s ∈ N, f ∈ L1(Td), d ∈ N i ω � äîâiëüíà

ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1)�4) òà (B). Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ ðiâíîñèëüíi:

1) ∥f − P△
ϱ,s(f)∥Sp = O(ω(1− ϱ)), ϱ→ 1−;

2)
∥∥P (f (s))(ϱ, ·)∥∥

Sp
= O(

ω(1−ϱ)
1−ϱ ), ϱ→ 1−;

Êðiì öüîãî, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ îäíå iç òâåðäæåíü 1) ÷è 2), òî

3) f (s−1) ∈ SpHω.

ßêùî æ f ∈ L1,Y (Td), òî âñi òâåðäæåííÿ 1)�3) ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Çàóâàæåííÿ 4.2.1 . Ïðè d = 1 ïðîñòið L1,Y (T1) çáiãà¹òüñÿ ç ïðîñòîðîì L1(T1) i

òîìó òâåðäæåííÿ 1)�3) â òâåðäæåííi 4.2.1 i òåîðåìàõ 4.2.1 òà 4.2.2 ¹ ðiâíîñèëüíèìè

áåç æîäíèõ çàñòåðåæåíü.

Ðîçãëÿíåìî îêðåìî âèïàäîê, êîëè ω(t) = tα, α > 0. Â öüîìó âèïàäêó, ìàþòü ìiñöå

òàêi òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.2.1′. Íåõàé 1 ≤ p < ∞, 0 < α ≤ 1, r ∈ N i f ∈ L1(Td), d ∈ N.
Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ ðiâíîñèëüíi:

1) ∥f − A△
ϱ,r(f)∥Sp = O(1)(1− ϱ)r+α−1, ϱ→ 1−;

2)
∥∥P (f [r])(ϱ, ·)∥∥

Sp
= O(1)(1− ϱ)α−1, ϱ→ 1−;

3)
∥∥S△

n

(
f [r]
)∥∥

Sp
= O(1)n1−α, n→ ∞;

4)
∥∥f [r−1] − σ△n

(
f [r−1]

)∥∥
Sp

= O(1)n−α, n→ ∞;

5)
∥∥S△

n

(
f [r−1]

)
− σ△n

(
f [r−1]

)∥∥
Sp

= O(1)n−α, n→ ∞;

Êðiì öüîãî, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ îäíå iç òâåðäæåíü 1)�5), òî

6) f [r−1] ∈ Lip(α, Sp).

ßêùî æ f ∈ L1,Y (Td), òî âñi òâåðäæåííÿ 1)�6) ¹ åêâiâàëåíòíèìè.
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Òåîðåìà 4.2.2′. Íåõàé 1 ≤ p < ∞, 0 < α ≤ 1, s ≥ 1 i f ∈ L1(Td), d ∈ N.
Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ ðiâíîñèëüíi:

1) ∥f − P△
ϱ,s(f)∥Sp = O(1)(1− ϱ)α, ϱ→ 1−;

2)
∥∥P (f (s))(ϱ, ·)∥∥

Sp
= O(1)(1− ϱ)α−1, ϱ→ 1−;

3)
∥∥S△

n

(
f (s)
)∥∥

Sp
= O(1)n1−α, n→ ∞;

4)
∥∥f (s−1) − σ△n

(
f (s−1)

)∥∥
Sp

= O(1)n−α, n→ ∞;

5)
∥∥S△

n

(
f (s−1)

)
− σ△n

(
f (s−1)

)∥∥
Sp

= O(1)n−α, n→ ∞;

Êðiì öüîãî, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ îäíå iç òâåðäæåíü 1)�5), òî

6) f (s−1) ∈ Lip(α, Sp).

ßêùî æ f ∈ L1,Y (Td), òî âñi òâåðäæåííÿ 1)�6) ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Ðåçóëüòàòè, ùî ìiñòÿòüñÿ â òåîðåìàõ 4.2.1�4.2.2′, ïðèìèêàþòü äî ðåçóëüòàòiâ Ã. Ã. Ëî-

ðåíöà [75]. Òóò çâåðíåìî óâàãó íà äåÿêi ôàêòè, ÿêi âèïëèâàþòü ç ðåçóëüòàòiâ çàçíà-

÷åíî¨ ðîáîòè i òåîðåì 4.2.1′ òà 4.2.2′.

Â íàñòóïíèõ òâåðäæåííÿõ d = 1 i òîìó ñèìâîë △ â çàïèñàõ îïåðàòîðiâ A△
ϱ,r i P

△
ϱ,s

áóäåìî îïóñêàòè ÿê íåïîòðiáíèé.

Íàñëiäîê 4.2.1 . Íåõàé 0 < α < 1/2, 1 ≤ p < 2/(2α+1) i r ∈ N. ßêùî f � ôóíêöiÿ,

äëÿ ÿêî¨ f [r] ∈ Lip(α,C), òî

∥f − Aϱ,r(f)∥
Sp

= O(1)(1− ϱ)r+α+1/2−1/p, ϱ→ 1− . (4.47)

ßêùî æ f (r) ∈ Lip(α,C), òî

∥f − Pϱ,r(f)∥
Sp

= O(1)(1− ϱ)α+3/2−1/p, ϱ→ 1− .

Ñïðàâäi, â [75, ñ. 137] ïîêàçàíî, ùî çà óìîâ íàñëiäêó 4.2.1 ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøå-

ííÿ ∥∥∥Sn(f [r])∥∥∥
Sp

= O(1)n1/p−α−1/2, n ∈ N,

à çãiäíî ç òåîðåìîþ 4.2.1′ çâiäñè îòðèìà¹ìî (4.47). Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ òâåðäæå-

ííÿ äëÿ Pϱ,r(f).

Çàóâàæåííÿ 4.2.2 . Iç íàñëiäêó 4.2.2 òà òåîðåìè 4.2.1′ âèïëèâà¹, ùî ïðè áóäü-ÿêèõ

α ∈ (0, 1/2) òà p ∈ [1, 2/(2α + 1)) âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ Lip(α,C) ⊂ Lip(α + 3/2 −
1/p, Sp).
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Íàñëiäîê 4.2.2 . Íåõàé 0 < α ≤ 1, 1 < p ≤ 2, p′ = p/(p − 1) i r ∈ N. ßêùî f �

ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ f [r−1] ∈ Lip(α,Lp), òî

∥f − Aϱ,r(f)∥
Sp

′
= O(1)(1− ϱ)r+α−1, ϱ→ 1− . (4.48)

ßêùî æ f (r−1) ∈ Lip(α,Lp), òî

∥f − Pϱ,r(f)∥
Sp

′
= O(1)(1− ϱ)α, ϱ→ 1− .

Ñïðàâäi, çà òåîðåìîþ Ãàóñäîðôà�Þíãà (äèâ., íàïðèêëàä, [167, c. 16]) äëÿ äîâiëü-

íîãî 1 < p ≤ 2

∥g∥
Sp

′ ≤ ∥g∥
Lp

∀ g ∈ Lp.

Îòæå, ÿêùî f [r−1] ∈ Lip(α,Lp), òî f [r−1] ∈ Lip(α, Sp
′
). Òîìó ñïiââiäíîøåííÿ (4.48)

ñïðàâäæó¹òüñÿ çãiäíî ç òåîðåìîþ 4.2.1′.

4.2.3. Äîâåäåííÿ ðåçóëüòàòiâ ïiäðîçäiëó 4.2.2.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 4.2.1. 1) ⇒ 2).Ïîêëàäåìî aν = ∥Hν(f)∥Sp , ν = 0, 1, . . ..

Òîäi ∥∥f − σ△n (f)
∥∥p
Sp

=
1

(n+ 1)p

n∑
ν=1

(νaν)
p +

∞∑
ν=n+1

1

νp
(νaν)

p. (4.49)

Äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî íàòóðàëüíîãî N > n, çàñòîñîâóþ÷è äî îñòàííüî¨ ñóìè â

äàíîìó âèðàçi ïåðåòâîðåííÿ Àáåëÿ

1

(n+ 1)p

n∑
ν=1

(νaν)
p +

N∑
ν=n+1

1

νp
(νaν)

p,

îòðèìà¹ìî

1

(n+ 1)p

n∑
ν=1

(νaν)
p+

N∑
ν=n+1

1

νp
(νaν)

p =
1

(n+ 1)p

n∑
ν=1

(νaν)
p− 1

np

n∑
ν=1

(νaν)
p+

1

Np

N∑
k=1

(kak)
p+

+

N∑
ν=n+1

(
1

(ν − 1)p
− 1

νp

) ν−1∑
k=1

(kak)
p ≤ p

N∑
ν=n

1

νp+1

∥∥∥S△
ν (f

[1])
∥∥∥p
Sp

+
1

Np

N∑
k=1

(kak)
p. (4.50)

Âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 1) îñòàííÿ ñóìà â öüîìó ñïiââiäíîøåííi ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè

N → ∞. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ ω çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (B), òî äëÿ äîâëiüíîãî N

N∑
ν=n

1

νp+1

∥∥∥S△
ν (f

[1])
∥∥∥p
Sp

≤ O(1)

∞∑
ν=n

ωp(1/ν)

ν
= O(ωp(1/ν)), n→ ∞. (4.51)
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Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (4.49)�(4.51), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî äiéñíî ñïðàâäæó¹òüñÿ

òâåðäæåííÿ 2).

2) ⇒ 1). Ìà¹ìî∥∥∥S△
n

(
f [1]
)∥∥∥

Sp
=

n∑
ν=1

(νaν)
p ≤ (n+ 1)p

∥∥f − σ△n (f)
∥∥p
Sp

= O(nω(1/n)), n→ ∞.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ñïðàâäæó¹òüñÿ îäíå iç òâåðäæåíü 1) ÷è 2), òî ñïðàâäæóþòüñÿ

i iíøå òâåðäæåííÿ. Êðiì öüîãî, îñêiëüêè ω(t) → 0 ïðè t → 0, òî ç òâåðäæåííÿ 2)

âèïëèâà¹, ùî f ∈ Sp. Ïîêëàäàþ÷è n = 1/[h], h > 0, îòðèìó¹ìî

∥f − fh∥pSp =
∞∑
ν=0

apν |1− eiνh|p = 2p
∞∑
ν=1

apν

∣∣∣∣sin νh2
∣∣∣∣p ≤ n−1∑

ν=1

apν

∣∣∣2 sin ν

2n

∣∣∣p + 2p
∞∑
ν=n

apν ≤

≤ 2p

np

n−1∑
ν=1

(νaν)
p + 2p

∞∑
ν=n

apν = 2p
∥∥f − σ△n−1(f)

∥∥p
Sp

= O(ωp(1/n)) = O(ωp(h)), n→ ∞,

i òîìó f ∈ SpHω.

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 4.2.1 äîñòàòíüî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî êîëè

f ∈ L1,Y (Td), òî ìà¹ ìiñöå iìïëiêàöiÿ 3) ⇒ 1).

Ïîêëàäàþ÷è hn := π/n, n ∈ N, âíàñëiäîê íåðiâíîñòi νhn ≤ π sin(νhn/2), ÿêà

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ν = 1, 2, . . . , n, îòðèìó¹ìî

∥S△
n (f

[1])∥p
Sp

=

n∑
ν=1

νpapν ≤
1

hpn

n∑
ν=1

(νhn)
papν ≤

π

hpn

n∑
ν=1

apν

∣∣∣∣sin νhn2
∣∣∣∣p ≤

≤ π

hpn

∞∑
ν=1

apν

∣∣∣∣sin νhn2
∣∣∣∣p = O

(
ω(hn)

hn

)
= O(nω(1/n)), n→ ∞.

Òâðåðäæåííÿ 4.2.1 äîâåäåíî.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.2.1. Âèùå ïîêàçàíî, ùî òåîðåìà 4.2.2 âèïëèâà¹ ç òåîðåìè

4.2.1. Òîìó çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè iñòèííiñòü îñòàííüî¨.

1) ⇒ 2). Íåõàé, ÿê i ðàíiøå, aν := ∥Hν(f)∥Sp , ν = 0, 1, . . . . Òîäi

∥f∥
Sp

=

( ∞∑
ν=0

∥Hν(f)∥pSp

)1/p

=

( ∞∑
ν=0

apν

)1/p

.

Âíàñëiäîê ðiâíîñòi (4.27)

∥f − A△
ϱ,r(f)∥pSp =

∞∑
ν=r

|1− λν,r(ϱ)|papν =
∞∑
ν=r

(
ν∑
k=r

(
ν

k

)
(1− ϱ)kϱν−k

)p

apν ≥
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≥ (1− ϱ)rp
∞∑
ν=r

(
ν

r

)p
ϱ(ν−r)papν .

Ç iíøîãî áîêó
1

(r!)p

∥∥∥∥ ∂r∂ϱrP (f)(ϱ, ·)
∥∥∥∥p
Sp

=

∞∑
ν=r

(
ν

r

)p
apνϱ

(ν−r)p.

Íà ïiäñòàâi öèõ íåðiâíîñòåé òà ðiâíîñòi (4.44), áà÷èìî, ùî ïðè ϱ→ 1−,∥∥∥P (f [r])(ϱ, ·)∥∥∥
Sp

≤ r!(1− ϱ)−r∥f − A△
ϱ,r(f)∥Sp = O

(
ω(1− ϱ)

1− ϱ

)
.

Äàëi, äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë n > r òà ϱ ∈ [0, 1),

1

(r!)p

∥∥∥∥ ∂r∂ϱrP (f)(ϱ, ·)
∥∥∥∥p
Sp

=

∞∑
ν=r

(
ν

r

)p
apνϱ

(ν−r)p ≥

≥ ϱ(n−r)p
n∑
ν=r

(
ν

r

)p
apν = ϱ(n−r)p

1

(r!)p

∥∥∥S△
n

(
f [r]
)∥∥∥p

Sp
.

Ç îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ, ïîêëàäàþ÷è ϱ = 1 − 1/n i áåðó÷è äî óâàãè óìîâó 2),

ðîáèìî âèñíîâîê, ùî∥∥∥S△
n

(
f [r]
)∥∥∥

Sp
≤ O(1)

(
1− 1

n

)−n ω(1/n)
1/n

= O(nω(1/n)), as n→ ∞.

Òîìó ÿêùî ñïðàâäæó¹òüñÿ îäíå iç òâåðäæåíü 1) ÷è 2), òî äëÿ ôóíêöi¨ g = f [r−1]

âèêîíó¹òüñÿ òàêîæ òâåðäæåííÿ 1) ç òâåðäæåííÿ 4.2.1:∥∥∥S△
n

(
g[1]
)∥∥∥

Sp
= O(nω(1/n)), n→ ∞. (4.52)

Íà ïiäñòàâi òâåðäæåííÿ 4.2.1 ðîáèìî âèñíîâîê, ùî∥∥g − σ△n (g)
∥∥
Sp

=
∥∥∥f [r−1] − σ△n

(
f [r−1]

)∥∥∥
Sp

= O(ω(1/n)), n→ ∞, (4.53)

i ôóíêöiÿ g = f [r−1], à òàêîæ ôóíêöiÿ f (âíàñëiäîê îçíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ f [r−1]) íàëå-

æàòü ìíîæèíi SpHω.

Ïåðåêîíà¹ìîñü â iñòèííîñòi iìïëiêàöi¨ 2) ⇒ 1).

Ç ðiâíîñòi (4.27) âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ϱ ∈ [0, 1],

ν∑
k=r

(
ν

k

)
(1− ϱ)kϱν−k ≤ 1, ν ≥ r.
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Çâiäñè

∥f − A△
ϱ,r(f)∥pSp =

∞∑
ν=r

(
ν∑
k=r

(
ν

k

)
(1− ϱ)kϱν−k

)p

apν ≤ ∥f∥p
Sp
<∞,

Ç îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ ðîáèìî âèñíîâîê, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ òàêèé

íîìåð n0, ùî ïðè âñiõ n > n0 òà ϱ ∈ [0, 1),

∥f − A△
ϱ,r(f)∥pSp =

n∑
ν=r

(
ν∑
k=r

(
ν

k

)
(1− ϱ)kϱν−k

)p

apν + ε. (4.54)

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî ïðè âñiõ ν ≥ r ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

ν∑
k=r

(
ν

k

)
(1− ϱ)kϱν−k ≤

(
ν

k

)
(1− ϱ)r ∀ ϱ ∈ [0, 1]. (4.55)

Ïîêëàäàþ÷è m = ν − r i

ck =

(
ν

k + r

)
(
ν

r

) , k = 0, 1, . . . ,m,

áà÷èìî, ùî íåðiâíiñòü (4.55) âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

m∑
k=0

ck(1− ϱ)kϱm−k ≤ 1 ∀ ϱ ∈ [0, 1].

Äëÿ ïåðåâiðêè îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi äîñòàòíüî çàçíà÷èòè, ùî

ck =
ν!

(k + r)!(ν − k − r)!
· r!(ν − r)!

ν!
≤ (ν − r)!

k!(ν − r − k)!
=

(
m

k

)
i âèêîðèñòàòè áiíîìiàëüíó ôîðìóëó (äèâ. (4.27)).

Òàêèì ÷èíîì, ïðîäîâæóþ÷è äàëi îöiíêó (4.54), iç âðàõóâàííÿì (4.55), îòðèìó¹ìî

∥f − A△
ϱ,r(f)∥pSp ≤ (1− ϱ)pr

n∑
ν=r

(
ν

k

)p
apν + ε =

(1− ϱ)pr

(r!)p
∥S△

n (f
[r])∥p

Sp
+ ε ≤

≤ (1− ϱ)pr(n+ 1)p

(r!)p

∥∥∥f [r−1] − σ△n

(
f [r−1]

)∥∥∥p
Sp

+ ε.

Ïîêëàäåìî â öèõ ñïiââiäíîøåííÿõ n = nϱ = [(1 − ϱ)−1], äå [·] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà.

Òîäi ç îãëÿäó íà (4.53), îòðèìà¹ìî

∥f − A△
ϱ,r(f)∥pSp = O(1)(1− ϱ)prnpϱ

∥∥∥f [r−1] − σ△nϱ

(
f [r−1]

)∥∥∥p
Sp

+ ε =
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= O(1)(1− ϱ)p(r−1)ω(1− ϱ) + ε.

ïðè ϱ → 1−. Âíàñëiäîê äîâiëüíîñòi ε ç öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹ iñòèííiñòü

iìïëiêàöi¨ 2) ⇒ 1).

Òàêèì ÷èíîì, ìè ïîêàçàëè, ùî òâåðäæåííÿ 1) òà 2) ¹ åêâiâàëåíòíèìè. Êðiì öüîãî,

ìè äîâåëè, ùî òâåðäæåííÿ 1) òà 2) ¹ åêâiâàëåíòíèìè äî ñïiââiäíîøåíü (4.52) òà (4.53).

Åêâiâàëåíòíiñòü òâåðäæåíü 1)�3) ó âèïàäêó, êîëè f ∈ L1,Y (Td), âèïëèâà¹ ç òâåð-
äæåííÿ 4.2.1. Òåîðåìó 4.2.1 äîâåäåíî.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.2.1′. Òåîðåìà 4.2.2′ àíàëîãi÷íî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 4.2.1′.

Â òåîðåìi 4.2.1′ ðiâíîñèëüíiñòü óìîâ 1)�4), à òàêîæ âêëþ÷åííÿ f [r−1] ∈ Lip(α, Sp) çà

¨õ âèêîíàííÿ (àáî æ ðiâíîñèëüíiñòü âñiõ óìîâ 1)�4) òà 6) äëÿ ôóíêöié f ∈ L1,Y (Td))
âèïëèâà¹ iç äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.2.1 äëÿ âèïàäêó, êîëè ω(t) = tα, α > 0. Òîìó äîñòà-

òíüî äîâåñòè òàêi iìïëiêàöi¨: 4) ⇒ 5) ⇒ 3).

4) ⇒ 5). Íåõàé g = f [r−1] i bν = ∥Hν(g)∥Sp . Òîäi∥∥S△
n (g)− σ△n (g)

∥∥
Sp

=
1

(n+ 1)p

n∑
ν=1

(νbν)
p ≤ 1

(n+ 1)p

n∑
ν=1

(νbν)
p +

∞∑
ν=n+1

bpν =

=
∥∥g − σ△n (g)

∥∥p
Sp

= O(1)n−pα, n→ ∞.

5) ⇒ 3). Ìà¹ìî∥∥∥S△
n

(
g[1]
)∥∥∥

Sp
=

n∑
ν=1

(νbν)
p = (n+ 1)p

∥∥S△
n (g)− σ△n (g)

∥∥p
Sp

= O(1)np(1−α), n→ ∞.

Òåîðåìó 4.2.1′ äîâåäåíî.



173

4.3 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Äîñëiäæåíî àïðîêñèìàöiéíi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ Òåéëîðà-Àáåëÿ-Ïóàññîíà â ïðî-

ñòîðàõ ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ. Âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê äàíèõ îïåðàòîðiâ òà

iíøèõ âiäîìèõ ïåðåòâîðåíü ç ðîáiò Ð. Ëåéñà i Ï.Ë. Áóòöåðà òà Ã. Ñóíîó÷i, à òàêîæ äî-

âåäåíî ïðÿìi òà îáåðíåíi òåîðåìè íàáëèæåííÿ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié îïåðàòîðàìè

Òåéëîðà-Àáåëÿ-Ïóàññîíà â òåðìiíàõ K�ôóíêöiîíàëiâ ôóíêöié, ïîðîäæåíèõ ¨õ ðàäi-

àëüíèìè ïîõiäíèìè. Â òåðìiíàõ íàáëèæåíü äàíèìè îïåðàòîðàìè îäåðæàíî êîíñòðó-

êòèâíó õàðàêòåðèñòèêó êëàñiâ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, K-ôóíêöiîíàëè ðàäiàëüíèõ

ïîõiäíèõ ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü äåÿêî¨ ìàæîðàíòè.

Ó ïðîñòîðàõ Sp ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ âñòàíîâëåíî ïðÿìi òà îáåðíåíi òåî-

ðåìè íàáëèæåííÿ îïåðàòîðàìè Òåéëîðà�Àáåëÿ�Ïóàññîíà A△
ϱ,r òà îïåðàòîðàìè P△

ϱ,s,

ùî ïîðîäæóþòü âiäïîâiäíi ëiíiéíi ìåòîäè ïiäñóìîâóâàííÿ ïî òðèêóòíèõ îáëàñòÿõ

êðàòíèõ ðÿäiâ Ôóð'¹. Â òåðìiíàõ ïîõèáîê íàáëèæåííÿ öèìè îïåðàòîðàìè îòðèìàíî

êîíñòðóêòèâíó õàðàêòåðèñòèêó êëàñiâ ôóíêöié, óçàãàëüíåíi ïîõiäíi ÿêèõ íàëåæàòü

ìíîæèíàì SpHω.
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Ðîçäië 5

Íàáëèæåííÿ â ïðîñòîðàõ

ïîñëiäîâíîñòåé

Â äàíîìó ðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ çàäà÷i òåîði¨ íàáëèæåíü â ëiíiéíèõ äèñêðåòíèõ

ïðîñòîðàõ. Çîêðåìà, â ïiäðîçäiëàõ 5.1 òà 5.2 çíàéäåíî òî÷íi çíà÷åííÿ íàéêðàùèõ

n-÷ëåííèõ òà íàéêðàùèõ íàáëèæåíü äåÿêèõ ìíîæèí îáðàçiâ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ó

äèñêðåòíèõ ïðîñòîðàõ Îðëi÷à lM òà ïðîñòîðàõ lp çi çìiííèì ïîêàçíèêîì ïiäñóìîâó-

âàííÿ (îçíà÷åííÿ ïðîñòîðiâ äèâ. ïiäðîçäië 1.6). Â ïiäðîçäiëi 5.3 ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïè-

òàííÿ íàñè÷åííÿ ó ïðîñòîðàõ Spφ ëiíiéíèõ ìåòîäiâ ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹, ÿêi

çàäàþòüñÿ äîâiëüíèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà äåÿêié ïiäìíîæè-

íi ïðîñòîðó C. Â ïiäðîçäiëi 5.4 âñòàíîâëþþòüñÿ òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè âàæëèâèõ

íåëiíiéíèõ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîñòîðiâ Spφ. Â ïiäðîçäiëàõ 5.6 òà 5.7

îòðèìàíî äåÿêi íîâi íåðiâíîñòi òèïó ×åáèøîâà.

5.1 Àïðîêñèìàòèâíi õàðàêòåðèñòèêè äiàãîíàëüíèõ îïå-

ðàòîðiâ â äèñêðåòíèõ ïðîñòîðàõ Îðëi÷à

5.1.1. Íåõàé M(t), t ≥ 0, � äîâiëüíà ôóíêöiÿ Îðëi÷à, òîáòî, íåñïàäíà îïóêëà ôóí-

êöiÿ òàêà, ùî M(0) = 0 i M(t) → ∞ ïðè t → ∞; íåõàé òàêîæ lM � äèñêðåòíèé

ïðîñòið Îðëi÷à, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ôóíêöi¹þ M(t).

Íåõàé, äàëi, λ = {λk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ÿêi çàäîâîëü-

íÿþòü óìîâó

lim
k→∞

λk = 0, (5.1)

i íåõàé

T : x = {xk}∞k=1 → Tx = {λkxk}∞k=1 (5.2)
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� äiàãîíàëüíèé îïåðàòîð íà ïðîñòîði ïîñëiäîâíîñòåé äiéñíèõ ÷èñåë.

5.1.2. Âåëè÷èíè σn(T : lq → lM ). Íàñëiäóþ÷è Ñ.Á. Ñò¹÷êiíà, äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëi-

äîâíîñòi x ∈ lM ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíó σn(x)lM ¨¨ íàéêðàùîãî n-÷ëåííîãî íàáëèæåííÿ,

ÿêà îçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

σn(x)lM := inf
ai,γn

∥x− Pγn∥lM = inf
ai,γn

∥∥x−∑
i∈γn

aiei
∥∥
lM
,

äå γn � äîâiëüíi íàáîðè iç n íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ai � áóäü-ÿêi äiéñíi ÷èñëà.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äà¹ òî÷íi çíà÷åííÿ âåëè÷èí

σn(T : lq → lM ) := sup
x∈Blq

σn(Tx)lM (5.3)

íàéêðàùèõ n-÷ëåííèõ íàáëèæåíü â ïðîñòîðàõ lM ìíîæèíè T (B lq) îáðàçiâ âñiõ åëå-

ìåíòiâ îäèíè÷íî¨ êóëi B lq çâè÷àéíîãî ïðîñòîðó lq ïiä äi¹þ îïåðàòîðà T .

Î÷åâèäíî, ùî çíà÷åííÿ âåëè÷èí σn(T : lq → lM ) íå çàëåæàòü âiä ïåðåñòàíî-

âîê âåêòîðiâ {ei}∞i=1. Òîìó íàäàëi, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, áóäåìî ââàæàòè, ùî

λ = {λk}∞k=1 � äîâiëüíà íåçðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó (5.1).

Òåîðåìà 5.1.1 . Íåõàé 0 < q < ∞ � äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî i M(t) � ôóíêöiÿ

Îðëi÷à òàêà, ùî ôóíêöiÿ M(t1/q) òàêîæ ¹ ôóíêöi¹þ Îðëi÷à. Íåõàé òàêîæ λ =

{λk}∞k=1 � äîâiëüíà íåçðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó (5.1). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

σn(T : lq → lM ) = sup
s>n

(∑s
k=1 λ

−q
k

)− 1
q

M−1( 1
s−n)

, (5.4)

äå M−1 � ôóíêöiÿ, îáåðíåíà äî ôóíêöi¨ M . Òî÷íà âåðõíÿ ìåæà â ïðàâié ÷àñòèíi

(5.4) äîñÿãà¹òüñÿ ïðè äåÿêîìó ñêií÷åííîìó çíà÷åííi s = s∗. Òî÷íà âåðõíÿ ìåæà â

ïðàâié ÷àñòèíi (5.3) ðåàëiçó¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ x∗={x∗k}
∞
k=1 âèãëÿäó

x∗k =

{(
λqk
∑s∗

k=1 λ
−q
k

)− 1
q

, k = 1, 2, . . . , s∗,

0, k > s∗
(5.5)

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè M(t) = tq, 0 < q ≤ p < ∞, òâåðäæåííÿ òåîðåìè

5.1.1 îòðèìàíî Î. I. Ñòåïàíöåì (äèâ. òâåðäæåííÿ 1.6.2′). Ó âèïàäêó ñêií÷åííî ìiðíèõ
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ïðîñòîðiâ ldp ïðè âñiõ 0 < p, q ≤ ∞ òî÷íi çíà÷åííÿ âåëè÷èí σn(T : ldq → ldp) áóëè

çíàéäåíi â [31].

Ïðè äîâåäåííi äàíî¨ òåîðåìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ñõåìó i äåÿêi ìåòîäè ðîáiò

[142], [144 (ãë.XI)] òà [153]. Ñïî÷àòêó âñòàíîâèìî òàêå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 5.1.1 . ÍåõàéM(t), t ≥ 0, � äîâiëüíà íåñïàäíà îïóêëà âíèçó ôóíêöiÿ,

M(0) ≤ 0. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ ÷èñåë t2 > t1 ≥ 0 òà A ≥ B > 0 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

M(At1) +M(Bt2) ≤M(A(t1 + t2)). (5.6)

Äiéñíî, îñêiëüêè ôóíêöiÿ M(t) îïóêëà i M(0) ≤ 0, òî äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë µ ∈ [0, 1]

òà t ≥ 0,

M(µt) =M(µt+ (1− µ) · 0) ≤ µM(t) + (1− µ)M(0) ≤ µM(t). (5.7)

Çâiäñè ìà¹ìî

M(t1) +M(t2) =M
(
(t1 + t2)

t1
t1 + t2

)
+M

(
(t1 + t2)

t2
t1 + t2

)
≤

t1
t1 + t2

M(t1 + t2) +
t2

t1 + t2
M(t1 + t2) =M(t1 + t2).

Òîìó, âðàõîâóþ÷è íåñïàäàííÿ ôóíêöi¨ M(x) i íåðiâíiñòü A(t1 + t2) ≥ At1 + Bt2,

îòðèìó¹ìî (5.6):

M(A(t1 + t2)) ≥M(At1 +Bt2) ≥M(At1) +M(Bt2).

Ïîêëàäàþ÷è â íåðiâíîñòi (5.7) µ = u/t, u ≤ t, áóäåìî ìàòè

M(u)

u
≤ M(t)

t
, u ≤ t.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ M(t)/t, t > 0, íå ñïàäà¹

Çàçíà÷èìî, ùî êîëè âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 5.1.1, òî âíàñëiäîê ìîíîòîííîñòi

ôóíêöi¨ M(t)/tq äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ B lq i áóäü-ÿêîãî äîäàòíîãî ÷èñëà µ

ìà¹ìî M(µ|xk|)/(µ|xk|)q ≤M(µ)/µq. Ïîêëàäàþ÷è µ = λ∗ = max
k∈N

λk, îòðèìó¹ìî

∞∑
k=1

M(λk|xk|) ≤
∞∑
k=1

M(λ∗|xk|) ≤M(λ∗)

∞∑
k=1

|xk|q ≤M(λ∗) <∞.

Òîìó â òàêîìó âèïàäêó Tx ∈ lM i âåëè÷èíè σn(T : lq → lM ) ìàþòü çìiñò.
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.1.1. Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ lM , α > 0, ai ∈ R òà

íàáîðó γn, ∑
k∈γn

M(|xk − ai|/α) +
∑
k/∈γn

M(|xk|/α) ≥
∑
k/∈γn

M(|xk|/α),

òî äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ lM

inf
ai

∥x−
∑
i∈γn

aiei∥lM = ∥x− Sγn(x)∥lM = inf
{
α > 0 :

∑
k/∈γn

M(|xk|/α) ≤ 1
}
, (5.8)

äå Sγn(x) =
∑

k∈γn xkek.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ lM

σn(x)lM = inf
γn

∥x− Sγn(x)∥lM = inf
γn

inf
{
α > 0 :

∑
k/∈γn

M(|xk|/α) ≤ 1
}
. (5.9)

Ïðè äîâåäåííi ìè áóäåìî çâóæóâàòè ìíîæèíó âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé x ∈ B lq, äëÿ

ÿêèõ äîñòàòíüî ðîçãëÿäàòè òî÷íi âåðõíi ìåæi âåëè÷èí σn(Tx)lM , ùîá â ðåçóëüòàòi

îòðèìàíòè îöiíêó âåëè÷èíè σn(T : lq → lM ). Äëÿ öüîãî ìè áóäåìî ïîêàçóâàòè, ùî

äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ç ìíîæèíè B lq (àáî ç äåÿêî¨ ïiäìíîæèíè B ⊂ B lq)

iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü y ∈ B lq (àáî y ∈ B) (ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ äåÿêi äîäàòêîâi óìîâè),

ùî σn(Tx)lM ≤ σn(Ty)lM .

Ñïî÷àòêó ïîçíà÷èìî ÷åðåç B′
q ìíîæèíó âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé x ∈ B lq íåâiä'¹ìíèõ

÷èñåë òàêèõ, ùî ∥x∥lq = 1. Î÷åâèäíî, ùî ïðè çíàõîäæåííi îöiíêè âåëè÷èíè σn(T :

lq → lM ) äîñòàòíüî îáìåæèòèñÿ ìíîæèíîþ set B′
q.

Ñïðàâäi, äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ B lq, x ̸= θ, ðîçãëÿäàþ÷è ïîñëiäîâíiñòü

x′ = {x′k}
∞
k=1, x

′
k = |xk|/∥x∥lq , áà÷èìî, ùî ∥x′∥

lq
= 1, à òàêîæ äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ N

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |xk| ≤ x′k. Òîìó σn(Tx)lM ≤ σn(Tx
′)
lM
.

Äàëi, ïîçíà÷èìî ÷åðåç B′′
q ìíîæèíó âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé x ∈ B′

q òàêèõ, ùî λ1x1 ≥
λ2x2 ≥ . . .. Ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî ïðè âiäøóêàííi òî÷íî¨ âåðõíüî¨ ìåæi â (5.3) äîñòàòíüî

îáìåæèòèñÿ ìíîæèíîþ B′′
q .

Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ B′
q ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü x

′′
k = λkxk

λk
,

äå λkxk � íåçðîñòàþ÷à ïåðåñòàíîâêà ïîñëiäîâíîñòi ÷èñåë λkxk (òàê ÿê λkxk → 0 ïðè

k → ∞, òàêà ïåðåñòàíîâêà çàâæäè iñíó¹). Î÷åâèäíî, ùî σn(Tx)lM = σn(Tx
′′)
lM
, i

âíàñëiäîê òåîðåìè 368 ìîíîãðàôi¨ [183] ìà¹ìî

∥x′′∥q
lq
=

∞∑
k=1

(
λkxk
λk

)q
≤

∞∑
k=1

xqk = 1,

òîìó x′′ ∈ B′′
q .
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Íà ïiäñòàâi îçíà÷åííÿ ìíîæèíè B′′
q äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ B′′

q i áóäü-

ÿêîãî α > 0 ìà¹ìî sup
γn

∑
k∈γnM(λkxk/α) =

∑n
k=1M(λkxk/α) i òîìó

σn(Tx)lM = inf
{
α > 0 :

∞∑
k=n+1

M(λkxk/α) ≤ 1
}
.

Çâiäñè áà÷èìî, ùî ïðè âiäøóêàííi âåëè÷èí σn(Tx)lM äîñòàòíüî ðîçãëÿäàòè òàêi ïî-

ñëiäîâíîñòi x ∈ B′′
q , ùî ïðè âñiõ k ∈ [1, n+ 1] ÷èñëà λkxk ¹ îäíàêîâèìè.

Íåõàé òåïåð M � ìíîæèíà âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé m = {mk}∞k=1 íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë

mk òàêèõ, ùî |m| :=
∑∞

k=1mk = 1, à ïîñëiäîâíiñòü λkm
1
q

k íå çðîñòà¹ i ïðè âñiõ

k ∈ [1, n+ 1] ÷èñëà λkm
1
q

k ¹ îäíàêîâèìè. Òîäi î÷åâèäíî

σn(T : lq → lM ) = sup
m∈M

inf
{
α > 0 :

∞∑
k=n+1

M(λkm
1
q

k/α) ≤ 1
}
=: sup

m∈M
En(m) =: En.

Äàëi, ïîçíà÷èìî ÷åðåç M′ ìíîæèíó âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé m ∈ M, äëÿ êîæíî¨ ç

ÿêèõ iñíó¹ òàêèé íîìåð km, ùî ïðè âñiõ k > km, ìà¹ìî mk = 0. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ

îöiíêè âåëè÷èíè En äîñòàòíüî îáìåæèòèñÿ ïiäìíîæèíîþ M′.

Äiéñíî, ÿêùî äàíà ïîñëiäîâíiñòü m ∈ M íå íàëåæèòü äî ìíîæèíè M′, òî iñíó¹

òàêèé íîìåð k1, ùî λn+1m
1
q

n+1 > λk1m
1
q

k1
. Îñêiëüêè

∑∞
k=1mk = 1, òî iñíó¹ òàêèé íîìåð

km, ùî

λn+1m
1
q

n+1 > λk1

(
mk1 +

∞∑
k=km+1

mk

) 1
q

.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü m′ = {m′
k}

∞
k=1, äëÿ ÿêî¨

m′
k =


mk, k ∈ [1, k1 − 1] ∪ [k1 + 1, kl],

mk1 +
∑∞

k=km+1mk, k = k1,

0, k > kl.

Òîäi î÷åâèäíî, ùî |m′| = |m| = 1, m′ ∈ M′, i âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 5.1.1 ìà¹ìî

En(m) ≤ En(m′). Òîìó

En = sup
m∈M′

En(m) = sup
m∈M′

inf
{
α > 0 : Fn(m,α) ≤ 1

}
äå

Fn(m,α) := Fn(m,λ, α,M) =

km∑
k=n+1

M(λkm
1
q

k/α).
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Ïîêëàäåìî N(t) = M(t
1
q ), pk = λ−qk , ak = λqkmk/α

q, äå k = 1, 2, . . . , km, i âèáåðåìî

÷èñëà bk òàê, ùî bk = 0 ïðè k = 1, 2, . . . , n i bk = λ−qk ïðè k = n+ 1, . . . , km. Òîäi äëÿ

îöiíêè âåëè÷èíè Fn(m,α) ìè ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ 5.7.1 ç ïiäðîçäiëó 5.7.

Îòðèìà¹ìî

Fn(m,α) =

km∑
k=1

pkbkN(ak) ≤ max
s∈[1,km]

{
N
(∑km

k=1 pkak∑s
k=1 pk

) s∑
k=1

pkbk

}
=

= max
s∈[1,km]

{
N
( ∑km

k=1mk

αp
∑s

k=1 λ
−p
k

)
(s− n)

}
≤

≤ sup
s>n

(s− n)M(λ̃s/α), äå λ̃s :=
( s∑
k=1

λ−pk

)− 1
p

. (5.10)

Îñêiëüêè ÷èñëà λk ñïàäàþòü ìîíîòîííî äî íóëÿ ïðè k → ∞, òî ç îãëÿäó íà (5.7)

i ìîíîòîííiñòü ôóíêöi¨ M(t1/q)/t äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî α > 0, ìà¹ìî

lim
s→∞

(s− n)M(λ̃s/α) = lim
s→∞

(s− n)M
(
1

α

( s∑
k=1

λ−qk
)− 1

q

)
≤ K lim

s→∞
λ[s/2]

M(1/s1/q)

1/s
= 0.

(5.11)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî α > 0, iñíó¹ ïðèíàéìíi îäíå òàêå

íàòóðàëüíå ÷èñëî sα, ùî

sup
s>n

(s− n)M(λ̃s/α) = (sα − n)M(λ̃sα/α). (5.12)

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi m ∈ M′ ïîêëàäåìî

αm := inf
{
α > 0 : Fn(m,α) ≤ 1

}
,

i ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü m̄ = {m̄k}∞k=1, äëÿ ÿêî¨

m̄k =

{
λ̃qsλ

−q
k , k = 1, 2, . . . , s,

0, k > s,
(5.13)

äå s = sαm , ÷èñëî sαm âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (5.12) ïðè α = αm, à ÷èñëà

λ̃s � â ñïiââiäíîøåííi (5.10). Òîäi î÷åâèäíî, ùî m̄ ∈ M′, i âíàñëiäîê (5.10) ìà¹ìî

Fn(m,αm) ≤ Fn(m̄, αm). Çâiäñè En(m) ≤ En(m̄).

Íàðåøòi ïîçíà÷èìî ÷åðåç M̄ � ìíîæèíó âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé m̄ ∈ M′ âèãëÿäó

(5.13), äå s, s > n � äîâiëüíi íàòóðàëüíi ÷èñëà. Òîäi ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

En = sup
m∈M̄

En(m) (5.14)
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Íà îñíîâi (5.13) òà (5.14) îäåðæó¹ìî

En = sup
s>n

inf
{
α > 0 : (s− n)M(λ̃s/α) ≤ 1

}
= sup

s>n
ξs,

äå

ξs :=
( s∑
k=1

λ−qk

)− 1
q

/M−1
(
1/(s− n)

)
,

M−1 � ôóíêöiÿ, îáåðíåíà äî ôóíêöi¨M . Ïðè öüîìó íà ïiäñòàâi (5.11) áà÷èìî, ùî äëÿ

áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ íîìåð sε òàêèé, ùî ïðè âñiõ s > sε, âåëè÷èíà (s−n)M(λ̃s/ε) < 1

i òîìó äëÿ âñiõ s > sε, ξs < ε. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî çàâæäè iñíó¹ ÷èñëî s∗, äëÿ ÿêîãî

sup
s>n

ξs = ξs∗ .

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü x∗={x∗k}
∞
k=1 âèãëÿäó (5.5). Ëåãêî áà÷èòè, ùî x

∗ ∈ Blq i

σn(Tx
∗)
lM

= inf

{
α > 0 : (s∗ − n)M

(( s∗∑
k=1

λ−qk
)− 1

q /α
)
≤ 1

}
= ξs∗ .

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Äàíå òâåðäæåííÿ áóëî îïóáëiêîâàíî â ñïiëüíié ðîáîòi [203]. Â [203] òàêîæ áóëî

çíàéäåíî íèçêó iíøèõ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîñòîðiâ lM . Äëÿ ïîâíîòè

âèêëàäó ñôîðìóëþ¹ìî òàêîæ öi ðåçóëüòàòè, çàçíà÷èâøè, ùî îñíîâíi åòàïè ¨õ äîâå-

äåíü íàëåæàòü Ñ.Î. ×àé÷åíêó.

5.1.3. Íàéêðàùi íàáëèæåííÿ, áàçèñíi òà êîëìîãîðîâñüêi ïîïåðå÷íèêè â lM .

Íåõàé M(t) i N(t) � äâi äîâiëüíi ôóíêöi¨ Îðëi÷à, lM òà lN � ïðîñòîðè Îðëi÷à, ÿêi

âiäïîâiäàþòü öèì ôóíêöiÿì, i B lM � îäèíè÷íà êóëÿ ïðîñòîðó lM . Äëÿ áóäü-ÿêîãî

ôiêñîâàíîãî íàáîðó γn iç n ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíó

Eγn(T : lM → lN ) := Eγn(T (B lM ), lN ) = sup
x∈B lM

Eγn(Tx, lN ) = sup
x∈B lM

inf
ai

∥Tx− Pγn∥lN

íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ â ïðîñòîði lN ìíîæèíè T (B lM ) çà äîïîìîãîþ âñiõ ìîæëè-

âèõ n-÷ëåííèõ ïîëiíîìiâ Pγn =
∑

i∈γn aiei, ùî âiäïîâiäàþòü íàáîðó γn, ai � äîâiëüíi

äiéñíi ÷èñëà.

Çàçíà÷èìî, ùî êîëè

0 < N(t) ≤M(t), t ∈ [0, 1], (5.15)

à ïîñëiäîâíiñòü λ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (5.1), äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ B lM ìà¹ìî Tx ∈ lN i

îòæå, âåëè÷èíè Eγn(T : lM → lN ) çà òàêèõ óìîâ ìàþòü çìiñò.
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Äiéñíî, ïîêëàâøè λ∗ := max
k∈N

λk, â òàêîìó âèïàäêó ç âðàõóâàííÿì íåñïàäàííÿ

ôóíêöié M(t) òà N(t) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ B lM áóäåìî ìàòè

∞∑
k=1

N
(
λk|xk|
λ∗

)
≤

∞∑
k=1

N(|xk|) ≤
∞∑
k=1

M(|xk|) ≤
∞∑
k=1

M
( |xk|
∥x∥lM

)
≤ 1.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ∥Tx∥lN ≤ λ∗ <∞ i Tx ∈ lN .

Òâåðäæåííÿ 5.1.2 (Ñ.Î. ×àé÷åíêî [203]). Íåõàé M(t) òà N(t) � äîâiëüíi ôóíêöi¨

Îðëi÷à, ùî çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (5.15) i

inf{α > 0 :M(1/α) ≤ 1} = inf{α > 0 : N(1/α) ≤ 1}, (5.16)

íåõàé λ = {λk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà (5.1). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó γn iç n ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ìà¹ ìiñöå

ðiâíiñòü

Eγn(T : lM → lN ) = max
k/∈γn

λk. (5.17)

Çàçíà÷èìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (5.16) âèêîíó¹òüñÿ, çîêðåìà, ó âèïàäêó, êîëèM(1) =

N(1) = 1.

Ðîçãëÿäàþ÷è òî÷íi íèæíi ìåæi â îáîõ ÷àñòèíàõ ðiâíîñòi (5.17) ïî âñiì ìîæëèâèì

íàáîðàì γn iç n íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî òî÷íà íèæíÿ ìåæà â ïðàâié

÷àñòèíi (5.17) ðåàëiçó¹òüñÿ íàáîðîì γ∗n, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

γ∗n = {ik ∈ N : λik = λ̄k, k = 1, 2, . . . , n}, n = 1, 2, . . . , (5.18)

äå λ̄ = {λ̄k}∞k=1 � íåñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë λk i

max
k ̸∈γ∗

n

λk = λ̄n+1. (5.19)

Íàñëiäîê 5.1.1 (Ñ.Î. ×àé÷åíêî [203]). Íåõàé M(t) òà N(t) � äîâiëüíi ôóíêöi¨

Îðëi÷à, ùî çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (5.15) òà (5.16), λ = {λk}∞k=1 � äîâiëüíà

ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (5.1). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî

n ∈ N

Dn(T : lM → lN ) = Dn(T (B lM ), lN ) := inf
γn
Eγn(T : lM → lN ) = λ̄n+1, (5.20)

äå λ̄ = {λ̄k}∞k=1 � íåçðîñòàþ÷à ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë λk.
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Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó, êîëèM(t) = tq iN(t) = tp, 0 < q ≤ p, òîáòî, êîëè lM = lq

i lN = lp, ñïiââiäíîøåííÿ (5.20) çáiãà¹òüñÿ iç ñïiââiäíîøåííÿì (1.119) òâåðäæåííÿ

1.6.3′.

Ïðè ôîðìóëþâàííi íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ âèêîðèñòîâóþòüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íi

ïîñëiäîâíîñòi ε(λ), gn(λ) òà δ(λ), âèçíà÷åíi â ïiäðîçäiëi 1.6.4 ðiâíîñòÿìè (1.125).

Òâåðäæåííÿ 5.1.3 (Ñ.Î. ×àé÷åíêî [203]). Íåõàé M(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ Îðëi÷à,

λ = {λk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

(5.1). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

dδn−1
(T : lM → lM )= dδn−1+1(T : lM → lM )= . . . = dδn−1(T : lM → lM ) = εn, (5.21)

â ÿêèõ δs i εs, s = 1, 2, . . . , � åëåìåíòè õàðàêòåðèñòè÷íèõ ïîñëiäîâíîñòåé δ(λ) òà

ε(λ) ïîñëiäîâíîñòi λ, à δ0 = 0.

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó, êîëèM(t) = tp, p ∈ [1,∞), òâåðäæåííÿ 5.1.3 çáiãà¹òüñÿ ç

òâåðäæåííÿì 1.6.4. Ó âèïàäêó ñêií÷åííî ìiðíèõ ïðîñòîðiâ ldp òâåðäæåííÿ, àíàëîãi÷íå

äî òâåðäæåííÿ 5.1.3, âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.1 ãëàâè VI ìîíîãðàôi¨ [102].

5.2 Àïðîêñèìàòèâíi õàðàêòåðèñòèêè äiàãîíàëüíèõ îïå-

ðàòîðiâ â ïðîñòîðàõ lp

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi ïðîäîâæó¹òüñÿ âèâ÷åííÿ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê äià-

ãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ â äèñêðåòíèõ ïðîñòîðàõ. Çîêðåìà, â íüîìó çíàõîäÿòüñÿ òî÷íi

çíà÷åííÿ âåëè÷èí íàéêðàùèõ íàáëèæåíü òà áàçèñíèõ ïîïåðå÷íèêiâ äåÿêèõ ìíîæèí

îáðàçiâ òàêèõ îïåðàòîðiâ â ïðîñòîðàõ lp. Òâåðäæåííÿ öüîãî ïiäðîçäiëó îïóáëiêîâàíi

â ñïiëüíié ðîáîòi [201]. Äëÿ ïîâíîòè âèêëàäó â ïiäðîçäiëi íàâîäÿòüñÿ âñi îñíîâíi ðå-

çóëüòàòè ç [201], îäíàê òâåðäæåííÿ, ÿêi íàëåæàòü ñïiâàâòîðó ðîáîòè, ôîðìóëþþòüñÿ

áåç äîâåäåíü.

5.2.1. Íåõàé p = {pk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿ-

þòü óìîâó

1 ≤ pk ≤ K, k = 1, 2, . . . , (5.22)

äå K � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà. ×åðåç lp ïîçíà÷èìî ïðîñòið âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé x =

{xk}∞k=1 äiéñíèõ ÷èñåë çi ñêií÷åíîþ íîðìîþ Ëþêñåìáóðãà

∥x∥lp := inf
{
α > 0 :

∞∑
k=1

∣∣∣xk
α

∣∣∣pk ≤ 1
}
. (5.23)
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Íàãàäà¹ìî, ùî êîëè p = {pk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿ-

þòü óìîâó (1.100), òî

lp =
{
x = {xk}∞k=1 :

∞∑
k=1

|xk|pk <∞
}
, (5.24)

Íåõàé λ = {λk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü

óìîâó (5.1) i T � äiàãîíàëüíèé îïåðàòîð, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïîñëiäîâ-

íîñòi λ ñïiââiäíîøåííÿì (5.2).

Äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó γn iç n ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíó

Eγn(T : lq → lp) := Eγn(T (B lq), lp) = sup
x∈B lq

Eγn(Tx)lp = sup
x∈B lq

inf
ai

∥Tx− Pγn∥lp

íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ â ïðîñòîði lp ìíîæèíè T (B lq) çà äîïîìîãîþ âñiõ ìîæëèâèõ

n-÷ëåííèõ ïîëiíîìiâ Pγn =
∑

i∈γn aiei, ùî âiäïîâiäàþòü íàáîðó γn, äåB lq � îäèíè÷íà

êóëÿ ïðîñòîðó lq, ai � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà.

Ó âèïàäêó, êîëè 1 ≤ pk ≤ p∗ < q∗ < qk ≤ K, k ∈ N, óìîâîþ, ùî ãàðàíòó¹ äëÿ

äîâiëüíîãî x ∈ B lq âêëþ÷åííÿ Tx ∈ lp, à îòæå i êîðåêòíiñòü ââåäåíèõ âèùå âåëè÷èí

Eγn(T : lq → lp), ¹ óìîâà

∥λ∥l pq
q−p

= inf
{
α > 0 :

∞∑
k=1

∣∣∣λk
α

∣∣∣ pkqkqk−pk ≤ 1
}
<∞. (5.25)

Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë a > 0 i b > 0 ìà¹ìî

ab ≤ as

s
+
bs

′

s′
,

1

s
+

1

s′
= 1,

çâiäñè äëÿ áóäü-ÿêèõ ak > 0 i bk > 0

∞∑
k=1

akbk ≤
∞∑
k=1

askk
sk

+

∞∑
k=1

b
s′k
k

s′k
,

1

sk
+

1

s′k
= 1. (5.26)

Òîìó ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (5.25) i x ∈ B lq, òî ïîêëàâøè ak = λpkk , bk = |xk|pk ,
sk = qk/(qk − pk), s′k = qk/pk, ç óðàõóâàííÿì (5.24) îòðèìà¹ìî

∞∑
k=1

|λkxk|pk ≤
∞∑
k=1

λ
pkqk
qk−pk
k

qk/(qk − pk)
+

∞∑
k=1

|xk|qk
qk/pk

≤

≤ max
i∈N

{
qi − pi
qi

} ∞∑
k=1

λ
pkqk
qk−pk
k +max

i∈N

{
pi
qi

} ∞∑
k=1

|xk|qk <∞,

òîáòî, Tx ∈ lp.
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Òåîðåìà 5.2.1 . Íåõàé p = {pk}∞k=1 i q= {qk}∞k=1 � äîâiëüíi ïîñëiäîâíîñòi äîäà-

òíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî 1 ≤ pk ≤ p∗ < q∗ < qk ≤ K, k ∈ N; λ = {λk}∞k=1 � áóäü-ÿêà

ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (5.25). ßêùî äëÿ íàáîðó

γn iç n ∈ N ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë

max
i/∈γn

{
qi − pi
qi

}
+max

i/∈γn

{
pi
qi

}
= 1, (5.27)

òî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Eγn(T : lq → lp) = ∥λ̃∥l pq
q−p

, (5.28)

äå ïîñëiäîâíiñòü λ̃ = λ̃(γn) = {λ̃k}∞k=1 òàêà, ùî

λ̃k =

{
λk, k /∈ γn,

0, k ∈ γn.
(5.29)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ lp, áóäü-ÿêèõ α > 0 òà ai ∈ R∑
k∈γn

∣∣∣xk − ai
α

∣∣∣pk +∑
k/∈γn

∣∣∣xk
α

∣∣∣pk ≥ ∑
k/∈γn

∣∣∣xk
α

∣∣∣pk ,
òî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ lp

Eγn(x)lp = Eγn(x)lp := ∥x− Sγn(x)∥lp = inf
{
α > 0 :

∑
k/∈γn

∣∣∣xk
α

∣∣∣pk ≤ 1
}
, (5.30)

äå Sγn(x) =
∑

k∈γn xkek.

Ç îãëÿäó íà (5.29) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ B lq ⊂ lp i áóäü-ÿêîãî ε > 0 ðîçãëÿíåìî

âåëè÷èíó ∑
k/∈γn

∣∣∣∣ λkxk

∥λ̃∥l pq
q−p

+ ε

∣∣∣∣pk = ∞∑
k=1

∣∣∣∣ λ̃kxk

∥λ̃∥l pq
q−p

+ ε

∣∣∣∣pk .
Ïîêëàâøè ó ñïiââiäíîøåííi (5.26) ak = λ̃pkk /(∥λ̃∥

pk
l pq
q−p

+ε), bk = |xk|pk , sk = qk/(qk−pk)

òà s′k = qk/pk, iç âðàõóâàííÿì (5.27) òà îçíà÷åííÿ íîðìè ïðîñòîðó lp îòðèìà¹ìî

∑
k/∈γn

∣∣∣∣ λkxk

∥λ̃∥l pq
q−p

+ ε

∣∣∣∣pk ≤ ∑
k/∈γn

qk − pk
qk

∣∣∣∣ λk

∥λ̃∥l pq
q−p

+ ε

∣∣∣∣
pkqk
qk−pk

+
∑
k/∈γn

pk
qk

|xk|qk ≤

≤ max
i/∈γn

{
qi − pi
qi

} ∞∑
k=1

∣∣∣∣ λ̃k

∥λ̃∥l pq
q−p

+ ε

∣∣∣∣
pkqk
qk−pk

+max
i/∈γn

{
pi
qi

} ∞∑
k=1

|xk|qk ≤
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≤ max
i/∈γn

{
qi − pi
qi

}
+max

i/∈γn

{
pi
qi

}
= 1,

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ B lq i áóäü-ÿêîãî ε > 0

Eγn(Tx)lp ≤ ∥λ̃∥l pq
q−p

+ ε.

i îòæå, âíàñëiäîê äîâiëüíîñòi ε

Eγn(T : lq → lp) ≤ ∥λ̃∥l pq
q−p

. (5.31)

Ç iíøîãî áîêó, ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü x̃ = {x̃k}∞k=1 òàêó, ùî

x̃k = λ̃k

pk
qk−pk · ∥λ̃∥

pk
pk−qk
l pq
q−p

, k = 1, 2, . . .

Òîäi
∞∑
k=1

|x̃k|qk =
∞∑
k=1

∣∣∣∣ λ̃k
pk

qk−pk

∥λ̃∥
pk

qk−pk
l pq
q−p

∣∣∣∣qk = ∞∑
k=1

∣∣∣∣ λ̃k

∥λ̃∥l pq
q−p

∣∣∣∣
pkqk
qk−pk

≤ 1,

òîìó ∥x̃∥lq ≤ 1 i x̃ ∈ B lq. Êðiì öüîãî, ç îãëÿäó íà îçíà÷åííÿ íîðìè ïðîñòîðó lp ìà¹ìî

∑
k/∈γn

∣∣∣∣ λkx̃k

∥λ̃∥l pq
q−p

∣∣∣∣pk = ∞∑
k=1

∣∣∣∣ λ̃k

∥λ̃∥l pq
q−p

· λ̃k
pk

qk−pk

∥λ̃∥
pk

qk−pk
l pq
q−p

∣∣∣∣pk = ∞∑
k=1

∣∣∣∣ λ̃k

∥λ̃∥l pq
q−p

∣∣∣∣
pkqk
qk−pk

≤ 1.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî

inf
{
α > 0 :

∑
k/∈γn

∣∣∣λx̃k
α

∣∣∣pk ≤ 1
}
= ∥λ̃∥l pq

q−p

(5.32)

Äiéñíî, ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî ïðè äåÿêîìó α0 = ∥λ̃∥l pq
q−p

−ε0 > 0, ε0 > 0, âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü ∑
k/∈γn

∣∣∣∣λkx̃kα0

∣∣∣∣pk ≤ 1,

òî çâiäñè îòðèìà¹ìî

1 ≥
∑
k/∈γn

∣∣∣∣ λkx̃k

∥λ̃∥ − ε0

∣∣∣∣pk = ∞∑
k=1

∣∣∣∣ λ̃k

∥λ̃∥(1− ε0/∥λ̃∥)
· λ̃k

pk
qk−pk

∥λ̃∥
pk

qk−pk

∣∣∣∣pk =
=

∞∑
k=1

∣∣∣∣ λ̃k

∥λ̃∥(1− ε0/∥λ̃∥)
qk−pk
pk

∣∣∣∣
pkqk
qk−pk

≥
∞∑
k=1

∣∣∣∣ λ̃k

∥λ̃∥(1− ε0/∥λ̃∥)
q∗−p∗
K

∣∣∣∣
pkqk
qk−pk

, (5.33)
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äå äëÿ ñïðùåííÿ çàïèñó áóëî ïîêëàäåíî ∥λ̃∥ = ∥λ̃∥l pq
q−p

. Òîáòî, çà äàíîãî ïðèïóùåííÿ

ïðè α1 = ∥λ̃∥(1− ε0/∥λ̃∥)
q∗−p∗
K < ∥λ̃∥ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∞∑
k=1

∣∣∣ λ̃k
α1

∣∣∣ pkqkqk−pk ≤ 1,

à öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî ∥λ̃∥ � íîðìà ïîñëiäîâíîñòi λ̃ â ïðîñòîði l pq
q−p

. Òàêèì ÷èíîì,

ïðèïóùåííÿ íåâiðíå i ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (5.32). Çi ñïiââiäíîøåíü (5.30) i (5.32)

îòðèìó¹ìî

Eγn(T x̃)lp = ∥λ̃∥l pq
q−p

. (5.34)

Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (5.31) i (5.34), ïåðåêîíó¹ìîñÿ ó ñïðàâåäëèâîñòi ðiâíîñòi

(5.28). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Çàçíà÷èìî, ùî óìîâà (5.27) âèêîíó¹òüñÿ òiëüêè äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé p i q òàêèõ,

ùî qk = K0pk äëÿ âñiõ k ∈ N \ γn, äå K0 ¹ äîäàòíîþ ñòàëîþ. Íàæàëü, â çàãàëüíîìó

âèïàäêó ìè íå çìîãëè îòðèìàòè âiäïîâiäíèé ðåçóëüòàò.

5.2.2. Â ïîäàëüøîìó áóäåìî ââàæàòè, ùî λ = {λk}∞k=1 � öå äîâiëüíà íåçðîñòàþ÷à

ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (5.25). Íåõàé, òàêîæ, p =

{pk}∞k=1 i q= {qk}∞k=1 � äîâiëüíi íåñïàäíi ïîñëiäîâíîñòi äîäàòíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî

1 ≤ pk ≤ p∗ < q∗ < qk ≤ K, k ∈ N, and

max
i∈N

{
qi − pi
qi

}
+max

i∈N

{
pi
qi

}
= 1, (5.35)

òîáòî, qk = K0pk, äå K0 � äîäàòíÿ ñòàëà, K0 > 1. Ïåðåõîäÿ÷è äî íèæíüî¨ ìåæi â

ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (5.28) ïî âñiì ìîæëèâèì íàáîðàì γn ç n ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ

÷èñåë, çíàõîäèìî

inf
γn

∥λ̃∥l pq
q−p

= ∥λ∗∥l pq
q−p

,

äå ïîñëiäîâíiñòü λ∗ = {λ∗k}
∞
k=1 òàêà, ùî

λ∗k =

{
0, k = 1, 2, . . . , n,

λk, k > n.
(5.36)

Ç òåîðåìè 5.2.1 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 5.2.1 . Íåõàé λ = {λk}∞k=1 � áóäü-ÿêà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë,

ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (5.25). Íåõàé, äàëi, p = {pk}∞k=1 i q= {qk}∞k=1 � äîâiëüíi

ïîñëiäîâíîñòi äîäàòíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî 1 ≤ pk ≤ p∗ < q∗ < qk ≤ K, k ∈ N i

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (5.35). Òîäi äëÿ äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N

Dn(T : lq → lp) = Dn(T (B lq), lp) := inf
γn
Eγn(T : lq → lp) = ∥λ∗∥l pq

q−p

, (5.37)
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äå ïîñëiäîâíiñòü λ∗ = {λ∗k}
∞
k=1 âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (5.36).

5.2.3. Çàçíà÷èìî, ùî êîëè 0 < qk ≤ pk, k ∈ N, à ïîñëiäîâíiñòü λ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

(5.1), äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ B lq ìà¹ìî Tx ∈ lp i îòæå, âåëè÷èíè Eγn(T : lq → lp) çà

òàêèõ óìîâ ìàþòü çìiñò.

Äiéñíî, â òàêîìó âèïàäêó äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ B lq âñi |xk| ≤ 1, òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ

0 < qk ≤ pk ìà¹ìî |xk|pk ≤ |xk|qk i

∞∑
k=1

∣∣∣λkxk
λ∗

∣∣∣pk ≤ ∞∑
k=1

|xk|pk ≤
∞∑
k=1

|xk|qk ≤
∞∑
k=1

∣∣∣ xk
∥x∥lq

∣∣∣qk ≤ 1, äå λ∗ = max
k∈N

λk.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ∥Tx∥lp ≤ λ∗ <∞ i Tx ∈ lp.

Òâåðäæåííÿ 5.2.1 (Ñ.Î. ×àé÷åíêî [203]). Íåõàé p = {pk}∞k=1 i q= {qk}∞k=1 � äî-

âiëüíi ïîñëiäîâíîñòi äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi (5.22) i qk ≤ pk,

k ∈ N; λ = {λk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü

óìîâó (5.1). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó γn iç n ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ìà¹ ìiñöå

ðiâíiñòü

Eγn(T : lq → lp) = max
k/∈γn

λk. (5.38)

Àíàëîãi÷íî äî ïiäðîçäiëó 5.1.3, ðîçãëÿäàþ÷è òî÷íi íèæíi ìåæi â îáîõ ÷àñòèíàõ

ðiâíîñòi (5.38) ïî âñiì ìîæëèâèì íàáîðàì γn ç n íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ðîáèìî âèñíî-

âîê, ùî òî÷íà íèæíÿ ìåæà â ïðàâié ÷àñòèíi (5.38) ðåàëiçó¹òüñÿ íàáîðîì γ∗n, ÿêèé

âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (5.18), i ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü (5.19).

Íàñëiäîê 5.2.2 (Ñ.Î. ×àé÷åíêî [203]). Íåõàé p = {pk}∞k=1 i q= {qk}∞k=1 � äîâiëüíi

ïîñëiäîâíîñòi äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü âiäïîâiäíî óìîâè (5.22) i qk ≤ pk,

k ∈ N; λ = {λk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü

óìîâó (5.1). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N

Dn(T : lq → lp) = λ̄n+1, (5.39)

äå λ̄ = {λ̄k}∞k=1 � íåçðîñòàþ÷à ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë λk.

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíîñòi p i q ¹ ñòàëèìè (pk = p, qk = q äëÿ

âñiõ k ∈ N), òîáòî, êîëè lp = lp i lq = lq, ñïiââiäíîøåííÿ (5.37) çáiãà¹òüñÿ ç ðiâíiñòþ

(1.121) òâåðäæåííÿ 1.6.2′, à ñïiââiäíîøåííÿ (5.39) � ç ðiâíiñòþ (1.119) òâåðäæåííÿ

1.6.3′.
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Ïðè ôîðìóëþâàííi íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ âèêîðèñòîâóþòüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íi

ïîñëiäîâíîñòi ε(λ), gn(λ) òà δ(λ), âèçíà÷åíi â ïiäðîçäiëi 1.6.4 ðiâíîñòÿìè (1.125).

Òâåðäæåííÿ 5.2.2 (Ñ.Î. ×àé÷åíêî [203]). Íåõàé p = {pk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâ-

íiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi (5.22); λ = {λk}∞k=1 � äîâiëüíà

ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (5.1). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî

n ∈ N ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

dδn−1
(T : lp → lp) = dδn−1+1(T : lp → lp) = . . . = dδn−1(T : lp → lp) = εn, (5.40)

â ÿêèõ δs i εs, s = 1, 2, . . . , � åëåìåíòè õàðàêòåðèñòè÷íèõ ïîñëiäîâíîñòåé δ(λ) òà

ε(λ) ïîñëiäîâíîñòi λ, à δ0 = 0.

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó, ïîñëiäîâíiñòü p ¹ ñòàëîþ (pk = p, k ∈ N), òâåðäæåííÿ
5.2.2 çáiãà¹òüñÿ ç òâåðäæåííÿì 1.6.4.

5.3 Íàñè÷åííÿ ëiíiéíèõ ìåòîäiâ ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿ-

äiâ Ôóð'¹ ó ïðîñòîðàõ Spφ

5.3.1. Â äàíîìó ïiäðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ çàãàëüíi ïèòàííÿ òåîði¨ ëiíiéíèõ ìåòîäiâ ïiä-

ñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹ ó ïðîñòîðàõ Spφ, îçíà÷åííÿ ÿêèõ áóëî íàâåäåíî â ïiäðîçäiëi

1.5.

Íàÿâíiñòü â ïðîñòîði X îðòîíîðìîâàíî¨ ñèñòåìè φ äîçâîëÿ¹ êîæíîìó åëåìåíòó

f ∈ X ñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü éîãî ôîðìàëüíèé ðÿä Ôóð'¹ çà öi¹þ ñèñòåìîþ âèãëÿäó

S[f ]φ =

∞∑
k=1

f̂φ(k)φk, (5.41)

ÿêèé ó òðèãîíîìåòðè÷íîìó âèïàäêó ¹ çâè÷àéíèì ðÿäîì Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f ∈ L. Òîìó

çàäà÷i öüîãî ïiäðîçäiëó ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê çàäà÷i ïðî ïiäñóìîâóâàííÿ óçàãàëüíå-

íèõ ðÿäiâ Ôóð'¹, ùî îçíà÷àþòüñÿ ðiâíiñòþ (5.41).

Íåõàé Λ = {λk(r)}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié, ùî çàëåæàòü âiä ïàðàìå-

òðà r, ÿêèé âèçíà÷åíèé íà äåÿêié ïiäìíîæèíiM ⊂ C, ÿêà ìà¹ ¹äèíó òî÷êó ñêóï÷åííÿ
r0.

Íàäàëi îáìåæèìîñÿ â íàøèõ ðîçãëÿäàõ âèïàäêîì, êîëè ïðîñòið Spφ ¹ ïîâíèì, à

ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié Λ = {λk(r)} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

|λk(r)| ≤ K, k ∈ N (5.42)
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äåK � äåÿêà âåëè÷èíà, ÿêà ìîæå çàëåæàòè âiä r, àëå íå çàëåæèòü âiä k. Òîäi êîæíîìó

åëåìåíòó f ∈ Spφ íà îñíîâi éîãî ðîçêëàäó (5.41) â ðÿä Ôóð'¹ çà ñèñòåìîþ φ ïðè áóäü-

ÿêîìó r ∈ M ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü åëåìåíò Ur(f ; Λ) ∈ Spφ, ðÿä Ôóð'¹

ÿêîãî ìà¹ âèãëÿä

S[Ur(f ; Λ)] =

∞∑
k=1

λk(r)f̂φ(k)φk, (5.43)

òîáòî, òàêèé, ùî

Ûr(f ; Λ)φ(k) =
(
Ur(f ; Λ), φk

)
= λk(r)f̂φ(k), k ∈ N.

Â òàêîìó âèïàäêó äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié Λ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (5.42)

çàäà¹ ìåòîä ïîáóäîâè åëåìåíòiâ Ur(f ; Λ) àáî, iíøèìè ñëîâàìè, êîíêðåòíó ñóêóïíiñòü

îïåðàòîðiâ Ur(f ; Λ), ÿêi âiäîáðàæàþòü ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið S
p
φ â ñåáå. Â òàêîìó

ðàçi òàêîæ êàæóòü, ùî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié Λ âèçíà÷à¹ êîíêðåòíèé ëiíiéíèé ìåòîä

(Λ-ìåòîä) ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹.

Ó âèïàäêó, êîëè ïàðàìåòð r = n çìiíþ¹òüñÿ íà ìíîæèíi N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, à

òî÷êà ñêóï÷åííÿ r0 = ∞, ïîñëiäîâíîñòi Λ óòâîðþþòü íåñêií÷åííi ïðÿìîêóòíi ìàòðèöi

÷èñåë Λ = {λ(n)k }, ÿêi âiäïîâiäàþòü òàê çâàíèì ïðÿìîêóòíèì Λ-ìåòîäàì ïiäñóìîâó-

âàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹. ßêùî æ ïðè öüîìó λk(r) = λ
(n)
k = 0 äëÿ äîâiëüíîãî k > n, òî

ìåòîäè ïiäñóìîâóâàííÿ, ïîðîäæåíi òàêîþ ïîñëiäîâíiñòþ (ìàòðèöåþ) Λ íàçèâàþòü

òðèêóòíèìè Λ-ìåòîäàìè (äèâ., íàïðèêëàä, [47, 143]).

Ó âèïàäêó, êîëè λk(r) � ôóíêöi¨, ÿêi çàëåæàòü âiä íåïåðåðâíîãî ïàðàìåòðà r,

Λ-ìåòîä íàçèâàþòü êîíòèíóàëüíèì.

Íàâåäåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ Λ-ìåòîäiâ.

1. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü Λ òàêà, ùî

λk(r) =
(
sin(k − 1)r

(k − 1)r

)h
, k = 2, 3, . . . , h > 0, r0 = 0, λ1(r) ≡ 1,

òî ðÿäè S[Ur(f ; Λ)] ìàþòü âèãëÿä:

S[Ur(f ; Λ)] =

∞∑
k=1

(
sin(k − 1)r

(k − 1)r

)h
f̂φ(k)φk.

Òàêèé ìåòîä íàçèâàþòü ìåòîäîì Ðiìàíà.

2. Ìåòîäó Àáåëÿ-Ïóàññîíà âiäïîâiäà¹ ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié λk(r) = rk−1, 0 <

r < 1, r0 = 1. Ðÿäè S[Ur(f ; Λ)] â öüîìó âèïàäêó

S[Ur(f ; Λ)] =

∞∑
k=1

rk−1f̂φ(k)φk =: Pr(f). (5.44)
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3. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (ìàòðèöÿ) Λ òàêà, ùî

λk(r) = λ
(n)
k =

{
1, k = 1, 2, . . . , n,

0, k > n,

òî åëåìåíòè Ur(f ; Λ) = Un(f ; Λ) çáiãàþòüñÿ ç ÷àñòèííèìè ñóìàìè Sn(f) ïîðÿäêó n

ðÿäó (5.41). Çãiäíî ç ïðèéíÿòîþ òåðìiíîëîãi¹þ, òàêèé ìåòîä íàçèâàþòü ìåòîäîì

÷àñòèííèõ ñóì Ôóð'¹.

4. Ìåòîä ñåðåäíiõ àðèôìåòè÷íèõ (ìåòîä Ôåé¹ðà) âèçíà÷à¹òüñÿ ìàòðèöåþ Λ, â

ÿêié λk(r) = = λ
(n)
k = 1− k−1

n , k = 1, 2, ..., n i λ(n)k = 0, k > n. Åëåìåíòè Un(f ; Λ) â

öüîìó ìåòîäi íàçèâàþòüñÿ ñóìàìè Ôåé¹ðà. Âîíè ìàþòü âèãëÿä:

Ur(f ; Λ) = Un(f ; Λ) = σn(f) =
1

n

n∑
k=1

Sk(f).

5. Ó âèïàäêó, êîëè λk(r) = λ
(n)
k = cos

(k−1)π
2n , k = 1, 2, ..., n i λ(n)k = 0, k > n, Ur(f ; Λ)

ñïiâïàäàþòü ç ïîëiíîìàìè, ùî âiäïîâiäþòü ìåòîäó Ðîãîçèíñüêîãî. Ïðè öüîìó

Ur(f ; Λ) = Un(f ; Λ) =

n∑
k=1

f̂φ(k) cos
(k − 1)π

2n
φk = Rn(f).

6. ßêùî λk(r) = λ
(n)
k = 1− (k−1

n )s, k = 1, 2, , ..., n, s > 0 i λk(r) = λ
(n)
k = 0, k > n, òî

Ur(f ; Λ) = Un(f ; Λ) =

n∑
k=1

(
1−
(
k − 1

n

)s)
f̂φ(k)φk = Z

(s)
n (f).

Ïîëiíîìè Z(s)
n (f) íàçèâàþòü ñóìàìè Çèãìóíäà. Ïðè s = 1 ñóìè Çèãìóíäà ñïiâïàäà-

þòü iç ñóìàìè Ôåé¹ðà σn(f).

7. ßêùî

λk(r) = λ
(n)
k =


1, k = 1, 2, . . . , n− q,

1− k−n+q
q+1 , k = n− q + 1, . . . , n,

0, k > n,
òî

Ur(f ; Λ) = Un(f ; Λ) =
1

q + 1

n∑
k=n−q

Sk(f) = V n
n−q(f).

Òàêèé ìåòîä íàçèâà¹òüñÿ ìåòîäîì Âàëëå�Ïóññåíà, à ïîëiíîìè V n
n−q(f) � ñóìàìè

Âàëëå�Ïóññåíà. ßêùî q = 0, òî V n
n−q(f) = V n

n (f) = Sn(f), ÿêùî q = n − 1, òî

V n
n−q(f) = V n

1 (f) = σn(f).

Ó çâ'ÿçêó iç çàìiíîþ ðÿäó Ôóð'¹ (5.41) ôóíêöi¨ f ðÿäîì (5.43) ïðèðîäíî ïîñòà¹

ïèòàííÿ ïðî ðåãóëÿðíiñòü ëiíiéíèõ ìåòîäiâ â ïðîñòîðàõ Spφ, òîáòî, ïèòàííÿ ïðî òå, ÿêi
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óìîâè ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié Λ = {λk(r)}, ùîá âèêîíóâàëàñÿ
ðiâíiñòü

lim
r→r0

∥f − Ur(f ; Λ)∥p,φ = 0 (5.45)

äëÿ âñiõ ôóíêöié f ∈ Spφ(X ) íåçàëåæíî âiä âèáîðó ïàðàìåòðiâ X , φ òà p ∈ [1,∞),

ÿêi âèçíà÷àþòü ïðîñòið Spφ(X )? Âè÷åðïíó âiäïîâiäü íà ïîñòàâëåíå ïèòàííÿ âèïëèâà¹

ç îñíîâíèõ òåîðåì ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó:

äëÿ òîãî, ùîá âèêîíóâàëîñü ñïiââiäíîøåííÿ (5.45) äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ f ∈ Spφ(X )

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó k, k = 1, 2, . . .

lim
r→r0

λk(r) = 1,

i êðiì òîãî, ùîá ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë

Lr(Λ) = sup
∥f∥p,φ≤1

∥Ur(f ; Λ)∥p,φ = sup
k∈N

|λk(r)|, (5.46)

áóëà îáìåæåíîþ:

Lr(Λ) = O(1), r → r0.

Âåëè÷èíè âèäó (5.46) iíêîëè íàçèâàþòü (äèâ., íàïðèêëàä, [143 (ãë. I)]) êîíñòàí-

òàìè Ëåáåãà äàíîãî ìåòîäó Ur(Λ).

5.3.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i ïðî íàñè÷åííÿ òà îçíà÷åííÿ íàñè÷åííÿ. Íåõàé

Ur(Λ) � äîâiëüíèé Λ-ìåòîä, ÿêèé ïîðîäæó¹ åëåìåíòè Ur(f ; Λ), ðÿäè Ôóð'¹ ÿêèõ ìà-

þòü âèãëÿä (5.43). ßêùî ïðè äåÿêîìó k0 ∈ N áóäå âèêîíóâàòèñü ñïiââiäíîøåííÿ

lim
r→r0

∥f − Ur(f ; Λ)∥p,φ
|1− λk0(r)|

= 0, (5.47)

òî f̂φ(k0) = 0. Äiéñíî, îñêiëüêè çãiäíî ç (1.65)

∥f − Ur(f ; Λ)∥pp,φ =

∞∑
k=1

|f̂φ(k)|p|1− λk(r)|p ≥ |1− λk0(r)|p|f̂φ(k0)|p, (5.48)

òî ñïiââiäíîøåííÿ (5.47) âèêîíó¹òüñÿ ëèøå òîäi, êîëè f̂φ(k0) = 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êîëè äëÿ äàíîãî ìåòîäó Ur(Λ) ìà¹ ìiñöå (5.47) äëÿ âñiõ k

ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà k1, òî åëåìåíò f =
∑k1−1

k=1 f̂φ(k)φk � ïîëiíîì ïîðÿäêó

íå âèùå k1. Çîêðåìà, ÿêùî ïðè öüîìó k1 = 2, òî f = f̂φ(1)φ1. Öå îçíà÷à¹, ùî ïîðÿäîê

ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ âåëè÷èíè ∥f − Ur(f ; Λ)∥p,φ ïðè r → r0 íå ìîæå ïåðåâèùóâàòè
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ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêó ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ áóäü-ÿêî¨ iç ðiçíèöü 1 − λk(r), k =

1, 2, . . .. Íàïðèêëàä, äëÿ ñóì Ôåé¹ðà 1 − λk(r) = 1 − λ
(n)
k = k−1

n , k = 2, 3, . . . , n, i

òîäi min
k=2,3,...,n

(1− λ
(n)
k ) = n−1. Òîìó âèêîíàííÿ ñïiââiäíîøåííÿ

∥f − σn(f)∥p,φ = o(n−1), n→ ∞

ìîæëèâå ëèøå ó âèïàäêó, êîëè f = f̂φ(1)φ1. Òîáòî, äîâiëüíèé åëåìåíò f ̸= f̂φ(1)φ1,

çà äîïîìîãîþ ñóì Ôåé¹ðà ìîæíà íàáëèçèòè ç òî÷íiñòþ íå âèùå O(n−1):

∥f − σn(f)∥p,φ > Kn−1,

äå K � äåÿêà ñòàëà, ùî íå çàëåæèòü âiä n.

Ó âèïàäêó íàáëèæåííÿ ìåòîäîì Àáåëÿ-Ïóàññîíà

∥f − Pr(f)∥p,φ > K(1− r), 0 < r < 1, f ̸= f̂φ(1)φ1;

ó âèïàäêó íàáëèæåííÿ ñóìàìè Çèãìóíäà �

∥f − Z
(s)
n (f)∥p,φ > Kn−s, f ̸= f̂φ(1)φ1.

Ó çâ'ÿçêó ç öèì â òåîði¨ ëiíiéíèõ ìåòîäiâ âèíèêëà çàäà÷à ïðî íàñè÷åííÿ, ÿêà

ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá äëÿ êîíêðåòíîãî ëiíiéíîãî ìåòîäó çà âëàñòèâîñòÿìè åëåìåíòiâ

ïîñëiäîâíîñòi Λ âèçíà÷èòè íàéêðàùèé ïîðÿäîê νΛ(r) ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ ïðè r → r0

âåëè÷èíè ∥f−Ur(f ; Λ)∥X , ÿêèé ìîæå áóòè äîñÿãíóòèé äëÿ äàíîãî ìåòîäó â ëiíiéíîìó
íîðìîâàíîìó ïðîñòîði X, i îïèñàòè íàéøèðøèé êëàñ åëåìåíòiâ, íà ÿêîìó ïîðÿäêè

íàáëèæåíü äàíèì ìåòîäîì ñïiâïàäàþòü ç νΛ(r).

Ïîíÿòòÿ íàñè÷åííÿ ëiíiéíèõ ìåòîäiâ áóëî ââåäåíî Æ. Ôàâàðîì ó 1947 ðîöi â

ðîáîòi [178] (äèâ. òàêîæ [179]). Ïðîòå ùå â 1941 ðîöi Ä. Àëåêñi÷ [2] ïîêàçàâ, ùî äëÿ ñóì

Ôåé¹ðà ñïiââiäíîøåííÿ ∥f(·)−σn(f ; ·)∥C = O(n−1) âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

f̃ ∈ Lip(C; 1). Äîâåäåííÿ òîãî âàæëèâîãî ôàêòó, ùî äëÿ öèõ ñóì iç ñïiââiäíîøåííÿ

∥f(·) − σn(f ; ·)∥C = o(n−1) âèïëèâà¹ , ùî f(x) = const, i ÿêèé ÿêðàç âñòàíîâëþ¹

íàñè÷åíiñòü ìåòîäó Ôåé¹ðà, áóëî íàâåäåíî À. Çiãìóíäîì â [56].

Â ïîäàëüøîìó öþ òåìàòèêó ðîçâèâàëè Ì. Çàìàíñüêèé, Ã. Ñóíîó÷i, Ê. Âàòàði,

Ô. I. Õàðøèëàäçå, À.Õ. Òóðåöüêèé, Ï. Áóòöåð i Ð. Íåññåëü òà iíøi.

Â ðîáîòi Î. I. Ñòåïàíöÿ òà Â.Ò. Ãàâðèëþê [32] áóëî ñôîðìóëüîâàíî îñíîâíi òâåð-

äæåííÿ, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü âëàñòèâiñòü íàñè÷åííÿ â ïðîñòîðàõ C òà Lp ëiíiéíèõ

ìåòîäiâ, ùî ïîðîäæóþòüñÿ äîâiëüíèìè íåñêií÷åííèìè òðèêóòíèìè ÷èñëîâèìè ìà-

òðèöÿìè. Ó ïðîñòîðàõ Spφ ïèòàííÿ íàñè÷åííÿ òàêèõ ëiíiéíèõ ìåòîäiâ âèâ÷àëîñÿ ó
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ðîáîòàõ [190] i [192], äå, çîêðåìà, áóëî îçíà÷åíî ïîíÿòòÿ íàñè÷åííÿ ëiíiéíèõ ìåòîäiâ,

à òàêîæ ïîêàçàíî, ùî íàñè÷åíiñòü ëiíiéíîãî ìåòîäó i ïîðÿäîê íàñè÷åííÿ íå çàëåæàòü

âiä âèáîðó ïàðàìåòðiâ X , φ òà p, ùî âèçíà÷àþòü ïðîñòið Spφ(X ).

Â öüîìó ïiäðîçäië âñòàíîâèìî àíàëîãi÷íi òâåðäæåííÿ äëÿ ëiíiéíèõ ìåòîäiâ, ÿêi

çàäàþòüñÿ äîâiëüíèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà äåÿêié ïiäìíîæèíi

ç C.
Iñíóþòü ðiçíi õî÷à i áëèçüêi çà çìiñòîì îçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿ íàñè÷åííÿ (äèâ., íà-

ïðèêëàä, [47 (ãë. VIII), 32, 21 (ãë. V)]). Çîêðåìà, â ðîáîòi [32] áóëî ñôîðìóëüîâà-

íî íàñòóïíå îçíà÷åííÿ íàñè÷åííÿ ëiíiéíîãî ìåòîäó äëÿ ïðîñòîðiâ C = C[−π, π] òà
Lp = Lp[−π, π], p ∈ [1,∞).

Îçíà÷åííÿ A. Íåõàé X � îäèí iç ïðîñòîðiâ C àáî Lp, p ∈ [1,∞), i Un(Λ)

� ëiíiéíèé ìåòîä ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹, ÿêèé ïîðîäæó¹ ïîëiíîìè Un(f ;x; Λ)

âèãëÿäó

Un(f ; x; Λ) =

n−1∑
k=0

λ
(n)
k (ak cos kx+ bk sin kx).

ßêùî iñíó¹ äîäàòíà ìîíîòîííî ñïàäíà äî íóëÿ ôóíêöiÿ φΛ(n), n ∈ N, òàêà, ùî iç
ñïiââiäíîøåííÿ

∥f(x)− Un(f ;x; Λ)∥X = o(φΛ(n)), n→ ∞ (5.49)

âèïëèâà¹, ùî f(x) ≡ const ïðè X = C i f(x) = const ìàéæå ñêðiçü ïðè X = Lp, i

çíàéäåòüñÿ ïðèíàéìíi îäíà ôóíêöiÿ f(·), âiäìiííà âiä ñòàëî¨, äëÿ ÿêî¨

∥f(x)− Un(f ; x; Λ)∥X = O(φΛ(n)), n→ ∞, (5.50)

òî êàæóòü, ùî ìåòîä Un(Λ) ¹ íàñè÷åíèì â ïðîñòîði X. Ìíîæèíà Φ(Λ)X âñiõ ôóí-

êöié, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (5.50) íàçèâà¹òüñÿ êëàñîì íàñè÷åííÿ,

à ôóíêöiÿ φΛ(n) � ïîðÿäêîì íàñè÷åííÿ.

Iíêîëè âèìàãà¹òüñÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [47]), ùîá iç ñïiââiäíîøåííÿ (5.49) âèïëè-

âàëî, ùî ôóíêöiÿ f(x) íàëåæèòü äåÿêié ñêií÷åííî âèìiðíié ìíîæèíi, àáî æ, ÿê ó

ìîíîãðàôi¨ [21], ùî ôóíêöiÿ f(x) ¹ òàê çâàíèì iíâàðiàíòíèì åëåìåíòîì äëÿ ñiì'¨

îïåðàòîðiâ Un(f ;x; Λ).

Çäåáiëüøîãî îçíà÷åííÿ âëàñòèâîñòi íàñè÷åííÿ âiäðiçíÿþòüñÿ îäíå âiä îäíîãî ëèøå

òèì, ÿê ó íèõ ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ iíâàðiàíòíîãî åëåìåíòà. Íàïðèêëàä, ó îçíà÷åííi A

iíâàðiàíòíèìè åëåìåíòàìè äàíîãî ëiíiéíîãî ìåòîäó ¹ ôóíêöi¨ f(x) ≡ const ïðèX = C

i f(x) = const ìàéæå ñêðiçü ïðè X = Lp. Îäíàê çãiäíî ç òàêèì îçíà÷åííÿì ìåòîä
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Âàëëå�Ïóññåíà (íàãàäà¹ìî, ùî â öüîìó âèïàäêó

λ
(n)
k =


1, k = 1, 2, . . . , n− q,

1− k−n+q
q+1 , k = n− q + 1, . . . , n,

0, k > n,

äå q = q(n) � äåÿêèé öiëèé ïàðàìåòð, 0 ≤ q(n) ≤ n − 1, ÿêèé ìîæå çàëåæàòè âiä n)

íå ¹ íàñè÷åíèì ïðè áóäü-ÿêîìó âèáîði ïàðàìåòðà q. Ç iíøîãî áîêó ó âèïàäêó, êîëè

lim
n→∞

q(n)
n = 1 i n− q(n) = cn < c ̸= 0, áóäü-ÿêó ôóíêöiþ f , ùî íå ¹ òðèãîíîìåòðè-

÷íèì ïîëiíîìîì ïîðÿäêó ìåíøîãî çà cn, ìîæíà íàáëèçèòè ñóìàìè Âàëëå�Ïóññåíà

ç òî÷íiñòþ íå âèùå O(n−1). Òîáòî, â öüîìó âèïàäêó ìåòîä Âàëëå�Ïóññåíà äà¹ íà-

áëèæåííÿ òàêå æ ñàìå ÿê i ìåòîä Ôåé¹ðà, ÿêèé, ÿê âiäîìî, ¹ íàñè÷åíèì. Ó çâ'ÿçêó

ç öèì â ðîáîòi [190] (äèâ. òàêîæ [192]) áóëî îçíà÷åíî íàñè÷åíiñòü ëiíiéíîãî ìåòî-

äó (ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíîñòi Λ óòâîðþþòü íåñêií÷åííi òðèêóòíi ìàòðèöi ÷èñåë

Λ = {λk(r)} = ∥λ(n)k ∥) òàê, ùîá âîíî îõîïëþâàëî ÿêîìîãà áiëüøå ëiíiéíèõ ìåòîäiâ,

ÿêi â ïåâíîìó ðîçóìiííi âîëîäiþòü öi¹þ âëàñòèâiñòþ, i çîêðåìà, ìåòîä Âàëëå-Ïóññåíà

ó âèùå ðîçãëÿíóòîìó âèïàäêó.

Â öüîìó ïóíêòi ðîáîòè ðîçïîâñþäèìî öå ïîíÿòòÿ íà âèïàäîê äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâ-

íîñòi ôóíêöié Λ = {λk(r)}.
Äëÿ äîâiëüíîãî δ > 0 ÷åðåç Oδ(r0) ïîçíà÷èìî δ-îêië òî÷êè r0 â ìíîæèíi M :

Oδ(r0) = {r ∈M : |r − r0| < δ}, ïðè r0 <∞

i

Oδ(r0) = {r ∈M : | r| ≥ δ}, ïðè r0 = ∞

Äëÿ äàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié Λ ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó BΛ âñiõ íàòóðàëüíèõ

÷èñåë k, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ ôóíêöiÿ δΛ = δΛ(k) òàêà, ùî λk(r) = 1, äëÿ âñiõ r ∈ OδΛ(r0),

òîáòî

BΛ = {k ∈ N : ∃δΛ = δΛ(k) : λk(r) = 1, r ∈ OδΛ(r0)}

Åëåìåíò f ïðîñòîðó Spφ íàçèâà¹òüñÿ iíâàðiàíòíèì åëåìåíòîì ìåòîäó Ur(Λ), ÿêùî

éîãî êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ f̂φ(k) = (f, φk) äîðiâíþþòü íóëåâi ïðèíàéìíi äëÿ âñiõ k ∈
N \BΛ.

Ìíîæèíó âñiõ iíâàðiàíòíèõ åëåìåíòiâ ìåòîäó Ur(Λ) â ïðîñòîði S
p
φ ïîçíà÷èìî ÷åðåç

FΛ(S
p
φ). Ëåãêî áà÷èòè, ùî áóäü-ÿêèé ëiíiéíèé ìåòîä Ur(Λ) ìà¹ â ïðîñòîði S

p
φ õî÷à á

îäèí iíâàðiàíòíèé åëåìåíò. Òàêèì ¹, çîêðåìà, íóëüîâèé åëåìåíò ïðîñòîðó Spφ.
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Çàóâàæåííÿ 5.3.1 . Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè ïðè äåÿêèõ ïàðàìåòðàõ X , p

òà φ ìíîæèíà FΛ(S
p
φ(X )) çáiãà¹òüñÿ ç óñiì ïðîñòîðîì Spφ(X ), âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

BΛ = N; i íàâïàêè, ÿêùî BΛ = N, òî FΛ(S
p
φ(X )) = Spφ(X ) äëÿ áóäü-ÿêèõ X , p òà φ.

Îñêiëüêè äëÿ ìåòîäiâ Ôåé¹ðà, Ðiìàíà, Àáåëÿ-Ïóàññîíà, Ðîãîçèíñüêîãî òà Çèãìóí-

äà λ(n)k ̸= 1 äëÿ âñiõ k = 2, 3, . . . , òî BΛ = {1}, i iíâàðiàíòíèìè åëåìåíòàìè öèõ

ìåòîäiâ â Spφ áóäóòü åëåìåíòè f ∈ Spφ, ÿêi ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi: f = f̂φ(1)φ1.

Îçíà÷åííÿ 5.3.1 . Ëiíiéíèé ìåòîä Ur(Λ) íàçèâà¹òüñÿ íàñè÷åíèì â ïðîñòîði Spφ(X ),

p ∈ [1,∞), ÿêùî iñíó¹ äîäàòíà ìîíîòîííî ñïàäíà äî íóëÿ ïðè r → r0 ôóíêöiÿ νΛ(r),

äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

1) iç ñïiââiäíîøåííÿ

∥f − Ur(f ; Λ)∥p,φ = o(νΛ(r)), r → r0 (5.51)

âèïëèâà¹, ùî f ∈ FΛ(S
p
φ(X )),

2) iñíó¹ ïðèíàéìíi îäèí åëåìåíò f ∈ Spφ(X ) \ FΛ(S
p
φ(X )), äëÿ ÿêîãî ïðè âñiõ

r ∈M âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

∥f − Ur(f ; Λ)∥p,φ = O(νΛ(r)), r → r0. (5.52)

Ôóíêöiÿ νΛ íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì íàñè÷åííÿ, à ìíîæèíà Φ(Λ)p âñiõ åëåìåíòiâ ïðî-

ñòîðó Spφ(X ), äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ (5.52) � êëàñîì íàñè÷åííÿ ìåòîäó Ur(Λ).

Îçíà÷åííÿ 5.3.2 . ßêùî äëÿ äàíîãî ìåòîäó íå iñíó¹ äîäàòíî¨ ìîíîòîííî ñïàäíî¨

äî íóëÿ ïðè r → r0 ôóíêöi¨ νΛ(r), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè îçíà÷åííÿ 5.3.1, òî êà-

æóòü, ùî öåé ìåòîä íå ¹ íàñè÷åíèì â ïðîñòîði Spφ.

Ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíîñòi Λ óòâîðþþòü íåñêií÷åííi ïðÿìîêóòíi ìàòðèöi ÷è-

ñåë Λ = {λk(r)} = ∥λ(n)k ∥ (r0 = ∞) ç äàíèõ îçíà÷åíü ìîæíà ëåãêî îòðèìàòè îçíà÷åííÿ

ïîíÿòòÿ íàñè÷åííÿ, ñôîðìóëüîâàíi â ðîáîòàõ [190, 192].

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ âêàçó¹ íà iíâàðiàíòíiñòü ïîíÿòòÿ íàñè÷åííÿ ëiíiéíîãî ìå-

òîäó âiäíîñíî ïðîñòîðiâ Spφ(X ).

Òåîðåìà 5.3.1 . ßêùî ëiíiéíèé ìåòîä Ur(Λ) ¹ íàñè÷åíèì â ïðîñòîði Spφ(X ) ïðè

äàíèõ ôiêñîâàíèõ ïàðàìåòðàõ X , p, φ ç ïîðÿäêîì íàñè÷åííÿ νΛ(r), òî äàíèé ìåòîä

¹ íàñè÷åíèì i â ïðîñòîðàõ Sp
′

φ′(X ′) äëÿ áóäü-ÿêèõ iíøèõ ïàðàìåòðiâ X ′, p′, φ′ ç òèì

ñàìèì ïîðÿäêîì íàñè÷åííÿ νΛ(r).
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé ëiíiéíèé ìåòîä Ur(Λ) ¹ íàñè÷åíèì â ïðîñòîði Spφ(X ) ç ïî-

ðÿäêîì íàñè÷åííÿ νΛ(n), i íåõàé äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà f ∈ Sp
′

φ′(X ′) âèêîíó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ

∥f − Ur(f ; Λ)∥p′,φ′ = o(νΛ(r)), r → r0. (5.51′)

Ïîêàæåìî, ùî òîäi f ∈ FΛ(S
p′

φ′(X ′)), òîáòî, ùî f̂φ′(k0) = 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî k0 ∈ N\BΛ.

Çà îçíà÷åííÿì ñïiââiäíîøåííÿ (5.51′) âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äî-

âiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ ÷èñëî δ > 0 òàêå, ùî äëÿ âñiõ r ∈ Oδ(r0)

∞∑
k=1

|1− λk(r)|p
′

νΛ(r)p
′ |f̂φ′(k)|p

′
< ε. (5.53)

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå k0 ∈ N \BΛ, i ðîçãëÿíåìî åëåìåíò φk0 . Çðîçóìiëî, ùî φk0 íå

¹ iíâàðiàíòíèì åëåìåíòîì ìåòîäó Ur(Λ) â ïðîñòîði Spφ(X ), òîáòî φk0 ∈ Spφ \ FΛ,

i îñêiëüêè ìåòîä ¹ íàñè÷åíèì â Spφ(X ), òî

∥φk0 − Ur(φk0 ; Λ0)∥p,φ ̸= o(νΛ(r)), r → r0.

Öå îçíà÷à¹, ùî, iñíó¹ ñòàëà Ck0 > 0 òàêà, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî δ1, 0 < δ1 < δ çíàéäå-

òüñÿ ÷èñëî r = r(δ1) ∈ Oδ1(r0), äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

∥φk0 − Ur(φk0 ; Λ0)∥p,φ
νΛ(r)

=
|1− λk0(r)|

νΛ(r)
≥ Ck0 > 0.

Çâiäñè, âíàñëiäîê äîâiëüíîñòi ε, âèïëèâà¹, ùî âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi (5.53) ìîæëèâå

ëèøå ó âèïàäêó, êîëè f̂φ′(k0) = 0. Òàêèì ÷èíîì, ïîêàçàíî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî k0 ∈
N \ BΛ êîåôiöi¹íò f̂φ(k0) = 0. Òîáòî, f ∈ FΛ(S

p′

φ′(X ′)), i óìîâà 1) îçíà÷åííÿ 5.3.1

äëÿ ïðîñòîðó Sp
′

φ′(X ′) âèêîíó¹òüñÿ.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî óìîâà 2) îçíà÷åííÿ 5.3.1 â ïðîñòîði Sp
′

φ′(X ′) òàêîæ âèêîíó-

¹òüñÿ. Îñêiëüêè ìåòîä Ur(Λ) ¹ íàñè÷åíèì â ïðîñòîði Spφ(X ), òî iñíó¹ f ∈ Spφ(X ) \
FΛ(S

p
φ(X )), äëÿ ÿêîãî ¹ ïðàâèëüíèì ñïiââiäíîøåííÿ (5.52), ïðè÷îìó f̂φ(k1) ̸= 0 õî÷à

á äëÿ îäíîãî k1 ∈ N\BΛ. Ïîêëàäåìî f1 = f̂φ(k1)φ
′
k1 . Òîäi f1 ∈ Sp

′

φ′(X ′)\FΛ(S
p′

φ′(X ′)),

i âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

∥f1 − Ur(f1; Λ)∥p′,φ′ ≤ ∥f − Ur(f ; Λ)∥p,φ = O(νΛ(r)), r → r0.

Òîáòî, óìîâà 2) äëÿ ïðîñòîðó Sp
′

φ′(X ′) òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ, i ëiíiéíèé ìåòîä Ur(Λ)

¹ íàñè÷åíèì â ïðîñòîði Sp
′

φ′(X ′) ç ïîðÿäêîì íàñè÷åííÿ νΛ(r). Òåîðåìó äîâåäåíî.
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5.3.3. Äîñòàòíi óìîâè íàñè÷åííÿ. Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ äîñòàòíiõ óìîâ íàñè÷åííÿ

ââåäåìî ùå äåÿêi ïîçíà÷åííÿ. Íåõàé ψ = ψ(k), k = 1, 2, . . . , � ïîñëiäîâíiñòü êîìïëå-

êñíèõ âiäìiííèõ âiä íóëÿ ÷èñåë, ψk ̸= 0 ∀k ∈ N. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ψSpφ ìíîæèíó âñiõ

åëåìåíòiâ f ∈ Spφ äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

∞∑
k=1

1

|ψ(k)|p
|f̂φ(k)|p <∞. (5.54)

Òåîðåìà 5.3.2 . ßêùî äëÿ äàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié Λ ìíîæèíà BΛ íå çáiãà¹-

òüñÿ ç óñi¹þ ìíîæèíîþ N, i iñíó¹ äîäàòíà ìîíîòîííî ñïàäíà äî íóëÿ ïðè r → r0

ôóíêöiÿ νΛ(r) òàêà, ùî ïðè âñiõ k ∈ N \BΛ

lim
r→r0

|1− λk(r)|
νΛ(r)

=
c

ψ0(k)
, äå ψ0(k) > 0, |c| > 0, (5.55)

òî

1) ìåòîä Ur(Λ) ¹ íàñè÷åíèì â óñiõ ïðîñòîðàõ Spφ(X ), íåçàëåæíî âiä âèáîðó ïà-

ðàìåòðiâ X, p, φ, ç ïîðÿäêîì íàñè÷åííÿ νΛ(r);

2) ñïðàâåäëèâå âêëàäåííÿ

Φ(Λ)p ⊆ ψSpφ, (5.56)

äå ïîñëiäîâíiñòü ψ = {ψ(k)}∞k=1 òàêà, ùî ïðè k ∈ N \ BΛ ψ(k) = ψ0(k), à ïðè

k ∈ BΛ |ψ(k)| ≥ K0 > 0, äå K0� äåÿêà äîäàòíà ñòàëà.

3) ßêùî æ ïðè öüîìó iñíó¹ îêië Oδ(r0), ÿêèé ìiñòèòüñÿ â óñiõ îêîëàõ OδΛ(k)(r0):

Oδ(r0) ⊂ OδΛ(k)(r0), k ∈ BΛ, i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

µk(r) :=
ψ0(k)|1− λk(r)|

νΛ(r)
≤ K1 k ∈ N \BΛ, r ∈ Oδ1(r0), (5.57)

äå Oδ1(r0) � äåÿêèé îêië ç Oδ(r0), òî ¹ ïðàâèëüíîþ ðiâíiñòü

Φ(Λ)p = ψSpφ. (5.58)

Çàóâàæåííÿ 5.3.2 . Çàçíà÷èìî, ùî îêië Oδ(r0), ÿêèé ìiñòèòèìåòüñÿ â óñiõ îêîëàõ

OδΛ(k)(r0), k ∈ BΛ, áóäå iñíóâàòè, çîêðåìà, ó âèïàäêó ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè BΛ.

Ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíîñòi Λ óòâîðþþòü íåñêií÷åííi òðèêóòíi ìàòðèöi ÷èñåë

Λ = {λk(r)} = ∥λ(n)k ∥ (r0 = ∞) äàíå òâåðäæåííÿ äîâåäåíî â [190], ÿêùî æ ìíîæèíà

BΛ ìiñòèòü ëèøå îäèí åëåìåíò, òî éîãî ìîæíà îòðèìàòè iç ðåçóëüòàòiâ ìîíîãðàôi¨

[21 (ãë. V)].
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Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê òåîðåìè 5.3.1 äëÿ äîâåäåííÿ äàíîãî òâåðäæåííÿ äîñòà-

òíüî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìåòîä Ur(Λ) ¹ íàñè÷åíèì â Spφ(X ) õî÷à á ïðè îäíîìó âèáîði

ïàðàìåòðiâ X, φ òà p. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèì ÷èíîì ïàðàìåòðè X, φ òà p i ïîêàæåìî,

ùî çà âèêîíàííÿ óìîâ òåîðåìè äàíèé ìåòîä ¹ íàñè÷åíèì â ïðîñòîði Spφ = Spφ(X ).

Çãiäíî ç (5.48) ÿêùî λk(r) ̸= 1, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà f ∈ Spφ

0 ≤ |f̂φ(k)| ≤
∥f − Ur(f ; Λ)∥p,φ

|1− λk(r)|
=

νΛ(r)

|1− λk(r)|
∥f − Ur(f ; Λ)∥p,φ

νΛ(r)
. (5.59)

ßêùî âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (5.51) i (5.55), òî ïðàâà ÷àñòèíà (5.59) ïðÿìó¹ äî

íóëÿ ïðè r → r0. Öå îçíà÷à¹, ùî f̂φ(k) = 0, ∀k ∈ N \BΛ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî f �

iíâàðiàíòíèé åëåìåíò ìåòîäó Ur(Λ).

Íåõàé k0 � äîâiëüíå ÷èñëî iç ìíîæèíè N \ BΛ i f0 = φk0 Çðîçóìiëî, ùî f0 �

íåiíâàðiàíòíèé åëåìåíò ìåòîäó Ur(Λ). Âðàõîâóþ÷è (5.55), îòðèìà¹ìî

∥f0 − Ur(f0; Λ)∥p,φ = ∥νΛ(r)
1− λk0(r)

νΛ(r)
φk0∥p,φ = νΛ(r)

|1− λk0(r)|
νΛ(r)

≤ Ck0νΛ(r),

äå Ck0 � äåÿêà ñòàëà.

Öå îçíà÷à¹, ùî ìåòîä Ur(Λ) íàñè÷åíèé â ïðîñòîði S
p
φ, p ∈ (0,∞) i ïîðÿäîê íàñè-

÷åííÿ öüîãî ìåòîäó νΛ(r).

Ïåðåêîíà¹ìîñü òåïåð â ïðàâèëüíîñòi âêëàäåííÿ (5.56). Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî äî-

âiëüíèé åëåìåíò f ∈ Spφ, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (5.52), i ïîêàæåìî, ùî öåé

åëåìåíò íàëåæèòü ìíîæèíi ψSpφ, òîáòî, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (5.54).

Ç îçíà÷åííÿ ïîñëiäîâíîñòi ψ = ψ(k) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî f ∈ Spφ∑
k∈BΛ

1

|ψ(k)|p
|f̂φ(k)|p ≤

1

K0

∑
k∈BΛ

|f̂φ(k)|p ≤
∥f∥pp,φ
K0

<∞,

i äëÿ äîâåäåííÿ (5.54) äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ∑
k∈N\BΛ

1

|ψ(k)|p
|f̂φ(k)|p <∞. (5.60)

Çðîçóìiëî, ùî ó âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà N\BΛ � ñêií÷åííà, îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ

âèêîíó¹òüñÿ, à òîìó âèêîíó¹òüñÿ i ñïiââiäíîøåííÿ (5.54).

Íåõàé òåïåð ìíîæèíà N\BΛ ìiñòèòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ. Äëÿ äîâiëü-

íîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m ïîêëàäåìî Am = [1;m]∩ (N\BΛ), i ðîçãëÿíåìî ÷àñòèííó

ñóìó ïîðÿäêó íå âèùå m ðÿäó â (5.60)∑
k∈Am

∣∣∣ f̂φ(k)
ψ(k)

∣∣∣p. (5.61)
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Âíàñëiäîê (5.55) äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ ÷èñëî δ = δ(ε,m) > 0 òàêå, ùî äëÿ

âñiõ r ∈ Oδ(r0) i âñiõ k ∈ Am λk(r) ̸= 1, i âèêîíóâàòèìåòüñÿ íåðiâíiñòü

νΛ(r)

ψ0(k)|1− λk(r)|
<

1

|c|
+ ε. (5.62)

Òîäi, ïîìíîæèâøè ÷èñåëüíèê òà çíàìåííèê êîæíîãî äîäàíêó ñóìè (5.61) íà âåëè÷èíó
|1− λk(r)|p

νpΛ(r)
, äå k ∈ Am, r ∈ Oδ(r0), íà ïiäñòàâi (5.62) i (5.52) îòðèìà¹ìî

∑
k∈Am

∣∣∣ f̂φ(k)
ψ(k)

∣∣∣p = ∑
k∈Am

|1− λk(r)|p|f̂φ(k)|p

νpΛ(r)

νpΛ(r)

|ψ0(k)|p|1− λk(r)|p
≤

≤ (1/|c|+ ε)p
∑
k∈Am

|1− λk(r)|p|f̂φ(k)|p

νpΛ(r)
≤ K2.

Òîáòî, ñïiââiäíîøåííÿ (5.60) âèêîíó¹òüñÿ, à òîìó âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (5.54)

i âêëàäåííÿ (5.56).

Ïåðåêîíà¹ìîñü íàðåøòi, ùî ó âèïàäêó, êîëè âñi îêîëè OδΛ(k)(r0) ìiñòÿòü äåÿêèé

îêië Oδ(r0), i âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè, òî ¹ ïðàâèëüíèì i ïðîòèëåæíå âêëþ÷åííÿ:

Φ(Λ)p ⊇ ψSpφ, (5.63)

òîáòî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà f , ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (5.54), âèêî-

íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (5.52).

Äiéñíî, â öüîìó âèïàäêó äëÿ âñiõ r ∈ Oδ(r0) i k ∈ BΛ λk(r) = 1. Çâiäñè âèïëèâà¹,

ùî ∑
k∈BΛ

|1− λk(r)|p|f̂φ(k)|p

νpΛ(r)
≤ max

r∈M\Oδ(r0)
max
k∈BΛ

|1− λk(r)|p

νpΛ(r)
∥f∥pp,φ = K3. (5.64)

Êðiì òîãî, íà ïiäñòàâi (5.57) ïðè áóäü-ÿêîìó r ∈ Oδ1(r0)∑
k∈N\BΛ

|1− λk(r)|p|f̂φ(k)|p

νpΛ(r)
=
∑

k∈N\BΛ

f̂φ(k)

ψ(k)

|1− λk(r)|pψ(k)p

νpΛ(r)
≤

≤ K1

∑
k∈N\BΛ

f̂φ(k)

ψ(k)
= K4. (5.65)

Ç (5.64) òà (5.65) âèïëèâà¹, ùî ïðè K = K3 + K4 äëÿ âñiõ r ∈ Oδ1(r0) âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

∥f − Ur(f ; Λ)∥p,φ ≤ KνΛ(r),

òîáòî, f ∈ Φ(Λ)p i ñïðàâäæó¹òüñÿ âêëàäåííÿ (5.63).

Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (5.63) òà (5.56), îòðèìà¹ìî (5.58). Òåîðåìó äîâåäåíî.
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Çàóâàæåííÿ 5.3.3 . Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 5.3.2 çàëèøèòüñÿ â ñèëi, à ¨¨ äîâåäåííÿ

ïðàêòè÷íî íå çìiíèòüñÿ, ÿêùî óìîâó (5.55) çàìiíèòè óìîâàìè:

|1− λk(r)|
νΛ(r)

= α(k, r) + β(r) (5.55′)

àáî
|1− λk(r)|
νΛ(r)

= α(k, r)β(r), (5.55′′)

äå α(k, r) òàêà, ùî lim
r→r0

α(k, r) = C
ψ0(k)

, k ∈ N \BΛ, |c| > 0, à β(r) � âåëè÷èíà,

ùî íå çàëåæèòü âiä k i ðiâíîìiðíî îáìåæåíà ïî r → r0 : |β(r)| < A i β(r) ̸= − C
ψ0(k)

â

ïåðøîìó âèïàäêó, i |β(r)| > α0 > 0 ó âèïàäêó (5.55′′).

Çàçíà÷èìî, ùî ïðè ôîðìóëþâàííi äàíî¨ òåîðåìè ó ðîáîòàõ [190] i [192] áóëî ïðîïó-

ùåíî óìîâó (5.57).

5.3.4. Ïðèêëàäè. ßê âæå çàçíà÷àëîñü, ïèòàííÿ íàñè÷åííÿ â Spφ ëiíiéíèõ ìåòîäiâ

ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹, ùî çàäàþòüñÿ òðèêóòíèìè íåñêií÷åííèìè ÷èñëîâèìè

ìàòðèöÿìè, ðîçãëÿäàëèñÿ ó ðîáîòàõ [190] òà [192]. Çîêðåìà, áóëî ïîêàçàíî, ùî, ÿê

i â ïåðiîäè÷íîìó âèïàäêó, ìåòîäè Çiãìóíäà, Ðîãîçèíñüêîãî, Ôàâàðà, à òàêîæ ìåòîä

Âàëëå Ïóññåíà, ÿêùî lim
n→∞

q(n)
n = 1 i n− q(n) → cn < c, ¹ íàñè÷åíèìè â óñiõ ïðîñòîðàõ

Spφ(X ) íåçàëåæíî âiä âèáîðó ïàðàìåòðiâX , φ òà p. Äëÿ öèõ ìåòîäiâ âêàçàíî ïîðÿäêè

òà êëàñè íàñè÷åííÿ. Òàêîæ ïîêàçàíî, ùî ìåòîä Âàëëå Ïóññåíà â óñiõ iíøèõ âèïàäêàõ

íå ¹ íàñè÷åíèì â Spφ(X ).

Â öüîìó ïóíêòi âñòàíîâèìî ÷è âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ íàñè÷åííÿ äåÿêi âiäîìi ëi-

íiéíi ìåòîäè, ùî çàäàþòüñÿ ïîñëiäîâíîñòÿìè ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà äåÿêié ïiäìíî-

æèíi ç C.
1. Óçàãàëüíåíèé ìåòîä Àáåëÿ-Ïóàññîíà âèçíà÷à¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ ôóíêöié Λ =

{λk(r)} òàêèõ, ùî

λk(r) = r(k−1)s , k = 1, 2, . . . ; s > 0, 0 < r < 1, r → 1.

Öåé ìåòîä ¹ íàñè÷åíèì â óñiõ ïðîñòîðàõ Spφ(X ), 1 ≤ p < ∞, ç ïîðÿäêîì íàñè÷åííÿ

νΛ(r) = 1− r, Φ(Λ)p = ψSpφ, äå

ψ(k) =

{
(k − 1)−s, k = 2, 3, . . . ,

1, k = 1.

Äiéñíî, îñêiëüêè â äàíîìó âèïàäêó

lim
r→1

|1− λk(r)|
νΛ(r)

= (k − 1)s, k = 2, 3, . . . ,
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BΛ = {1}, âåëè÷èíè µk(r) îáìåæåíi (ùî ëåãêî ïåðåâiðèòè), òî çãiäíî ç òåîðåìîþ 5.3.2

ìåòîä ¹ íàñè÷åíèì ç ïîðÿäêîì íàñè÷åííÿ νΛ(r) = 1− r, i Φ(Λ)p = ψSpφ.

Ó âèïàäêó, êîëè s = 1, åëåìåíòè Ur(f ; Λ) öüîãî ìåòîäó ñïiâïàäàþòü ç îïåðàòîðàìè

Pr(f), ÿêi îçíà÷àþòüñÿ ðiâíiñòþ (5.44) i âiäïîâiäàþòü çâè÷àéíîìó ìåòîäó Àáåëÿ-

Ïóàññîíà. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äàíèé ìåòîä ¹ òàêîæ íàñè÷åíèì â óñiõ ïðîñòîðàõ

Spφ(X ), 1 ≤ p < ∞, ç ïîðÿäêîì íàñè÷åííÿ νΛ(r) = 1 − r, ïðè÷îìó êëàñ íàñè÷åííÿ

Φ(Λ)p çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ ψSpφ, äå

ψ(k) =

{
(k − 1)−1, k = 2, 3, . . . ,

1, k = 1.

2. Ìåòîä Ðiìàíà çàäà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ ôóíêöié Λ = {λk(r)}, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ
ðiâíîñòÿìè

λk(r) =
(
sin(k − 1)r

(k − 1)r

)h
, k = 2, 3 . . . ; λ1(r) ≡ 1, h > 0, r ∈ R \ {0}, r → 0.

Äàíèé ìåòîä íàñè÷åíèé â óñiõ ïðîñòîðàõ Spφ(X ), 1 ≤ p < ∞, ç ïîðÿäêîì íàñè÷åííÿ

νΛ(r) = 1−
(
sin r

r

)h
, i Φ(Λ)p = ψSpφ, äå

ψ(k) =

{
(k − 1)−2, k = 2, 3, . . . ,

1, k = 1.

Äiéñíî, â öüîìó âèïàäêó

lim
r→1

|1− λk(r)|
νΛ(r)

= (k − 1)2, k = 2, 3, . . . ,

BΛ = {1}, à âåëè÷èíè µk(r) îáìåæåíi. Òîìó íà ïiäñòàâi òåîðåìè 5.3.2 ìåòîä ¹ íàñè-

÷åíèì ç ïîðÿäêîì íàñè÷åííÿ νΛ(r) = 1−
(
sin r

r

)h
, i Φ(Λ)p = ψSpφ.

3. Áiãàðìîíiéíèé ìåòîä Àáåëÿ-Ïóàññîíà. Â öüîìó âèïàäêó ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

Λ = {λk(r)} òàêà, ùî

λk(r) =
(
1 +

(k − 1)

2
(1− r2)

)
rk−1, k = 1, 2, . . . ; 0 < r < 1, r → 1.

Öåé ìåòîä ¹ òàêîæ íàñè÷åíèì â óñiõ ïðîñòîðàõ Spφ(X ), 1 ≤ p < ∞, ç ïîðÿäêîì

íàñè÷åííÿ νΛ(r) = 1− r
2(3−r

2), ïðè÷îìó êëàñ íàñè÷åííÿ Φ(Λ)p çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ

ψSpφ, äå ψ(k) ≡ 1, òîáòî, Φ(Λ)p = Spφ

Äiéñíî, âíàñëiäîê òåîðåìè 5.3.2, òàê ÿê

lim
r→1

|1− λk(r)|
νΛ(r)

= 1, k = 2, 3, . . . ,
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BΛ = {1}, à âåëè÷èíè µk(r) îáìåæåíi, òî ìåòîä ¹ íàñè÷åíèì â óñiõ ïðîñòîðàõ Spφ(X )

ç ïîðÿäêîì íàñè÷åííÿ νΛ(r) = 1− r
2(3− r2), i Φ(Λ)p = Spφ.

4. Ìåòîä ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi. Ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié Λ = {λk(r)} öüîãî ìåòîäó
âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíîñòÿìè

λk(r) = ei(k−1)(1−r), k ∈ N; 0 < r < 1, r → 1.

Öåé ìåòîä íàñè÷åíèé â óñiõ ïðîñòîðàõ Spφ(X ), 1 ≤ p < ∞, ç ïîðÿäêîì íàñè÷åííÿ

νΛ(r) = 1− ei(1−r), i Φ(Λ)p = ψSpφ, äå

ψ(k) =

{
(k − 1)−1, k = 2, 3, . . . ,

1, k = 1.

Ñïðàâäi, îñêiëüêè â öüîìó âèïàäêó

lim
r→1

|1− λk(r)|
νΛ(r)

= (k − 1), k = 2, 3, . . . ,

BΛ = {1}, i âåëè÷èíè µk(r) îáìåæåíi, òî âíàñëiäîê òåîðåìè 5.3.2 ìåòîä ¹ íàñè÷åíèì

ç ïîðÿäêîì íàñè÷åííÿ νΛ(r) = 1− ei(1−r), i Φ(Λ)p = ψSpφ.

5.4 Îöiíêè íåëiíiéíèõ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðè-

ñòèê ïðîñòîðiâ Spφ

Â öüîìó ïiäðîçäiëi îòðèìàíî ïîðÿäêîâi îöiíêè âàæëèâèõ íåëiíiéíèõ àïðîêñèìàòèâ-

íèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîñòîðiâ Spφ. Öi ðåçóëüòàòè ¹ íàñëiäêàìè ñôîðìóëüîâàíèõ â ïiä-

ðîçäiëi 1.6.3 âiäïîâiäíèõ ðåçóëüòàòiâ Î. I. Ñòåïàíöÿ òà òâåðäæåíü ïiäðîçäiëó 6.7 ïðî

ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí Hn(Ψ; s) âèãëÿäó (6.194) òà (6.195).

Áóäåìî ââàæàòè, ùî ïîñëiäîâíîñòi ψ = {ψk}∞k=1 ¹ çâóæåííÿìè äåÿêèõ äîäàòíèõ

ñïàäíèõ äî íóëÿ ôóíêöié ψ = ψ(t), t ≥ 1. Â òàêîìó âèïàäêó ïðè âñiõ íàòóðàëüíèõ

k ìà¹ìî ψ̄(k) = ψ(k). Âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ âåëè÷èí Hn(Ψ; s), ðiâíîñòi (1.109) òà

(1.112) ç òâåðäæåíü 1.6.2 òà 1.6.3 ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

σpn(ψ U
q
φ)p,φ = Hn(ψ, q/p).

Òàêèì ÷èíîì, íà ïiäñòàâi íàñëiäêiâ 6.7.1�6.7.3 ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàêi òâåðäæåí-

íÿ.

Òâåðäæåííÿ 5.4.1 . Íåõàé 0 < p, q < ∞, ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü ìíîæèíi B, à

ïðè 0 < p < q, êðiì öüîãî, ïðè âñiõ t, áiëüøèõ íiæ äåÿêå ÷èñëî t0, ¹ îïóêëîþ òà

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

t|ψ′(t)|/ψ(t) ≥ K0 > β, ψ′(t) := ψ′(t+), (5.66)



203

äå β = d(1/p− 1/q). Òîäi ìà¹ ìiñöå îöiíêà

σn(ψU
q
φ)p,φ ≍ ψ(n)n

1
p
− 1
q .

Òâåðäæåííÿ 5.4.2 . Íåõàé 0 < p, q < ∞, ôóíêöiÿ ψp íàëåæèòü ìíîæèíi M′
∞

àáî Mc
∞. Òîäi ìà¹ ìiñöå îöiíêà

σn(ψU
q
φ)p,φ ≍ ψ(n)(nα(ψ, n))

1
p
− 1
q ≍ ψ(n)(η(ψ, n)− n))

1
p
− 1
q .

Òâåðäæåííÿ 5.4.3 . Íåõàé 0 < p, q < ∞, ôóíêöiÿ ψp íàëåæèòü ìíîæèíi M′′
∞.

Òîäi ìà¹ ìiñöå îöiíêà

σn(ψU
q
φ)p,φ ≍ ψ(n+ 1).

Øâèäêiñòü ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ âåëè÷èí Dn(ψ U
q
φ)p,φ ïðè 0 < q ≤ p âèçíà÷à¹òüñÿ

ðiâíiñòþ (1.108). ßêùî æ 0 < p < q, òî çàñòîñîâóþ÷è äî ðÿäó â ïðàâié ÷àñòèíi

ñïiââiäíîøåííÿ (1.111) çà àíàëîãi¹þ ç ïiäðîçiäëîì 3.1.2 âiäïîâiäíi îöiíêè ç ïiäðîçäiëó

6.7 îòðèìà¹ìî òàêi òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 5.4.4 . Íåõàé 0 < p < q, ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü ìíîæèíi B i êðiì

öüîãî, ïðè âñiõ t, áiëüøèõ íiæ äåÿêå ÷èñëî t0, ¹ îïóêëîþ i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (5.67),

òî

Dn(ψ U
q
φ)p,φ ≍ ψ(n)n

1
p
− 1
q .

Òâåðäæåííÿ 5.4.5 . Íåõàé 0 < p < q, ôóíêöiÿ ψp íàëåæèòü ìíîæèíi M′
∞ àáî

Mc
∞. Òîäi

Dn(ψ U
q
φ)p,φ ≍ ψ(n)(nα(ψ, n))

1
p
− 1
q ≍ ψ(n)(η(ψ, n)− n))

1
p
− 1
q .

Òâåðäæåííÿ 5.4.6 . Íåõàé 0 < p < q, ôóíêöiÿ ψp íàëåæèòü ìíîæèíi M′′
∞. Òîäi

Dn(ψ U
q
φ)p,φ ≍ ψ(n+ 1).
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Ïîðiâíþþ÷è ïîðÿäêîâi ðiâíîñòi äëÿ âåëè÷èí σn(ψU
q
φ)p,φ òà Dn(ψ U

q
φ)p,φ áà÷èìî,

ùî ó âèïàäêó, êîëè 0 < q ≤ p, à ïîñëiäîâíiñòü ψ = {ψk}∞k=1 ¹ çâóæåííÿì íà ìíîæèíi

íàòóðàëüíèõ ÷èñåë äåÿêî¨ ôóíêöi¨ ψ ç ìíîæèíè B àáî M′
∞,

lim
n→∞

σn(ψU
q
φ)p,φ

Dn(ψ U
q
φ)p,φ

= 0.

ßêùî æ 0 < p < q, àáî ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü ìíîæèíàì Mc
∞ ÷è M ′′

∞, i 0 < p, q <∞,

òî ìà¹ ìiñöå ïîðÿäêîâà ðiâíiñòü

σn(ψU
q
φ)p,φ ≍ Dn(ψ U

q
φ)p,φ , n→ ∞.

Íà çàâåðøåííÿ öüîãî ïiäðîçäiëó ñôîðìóëþ¹ìî òàêîæ íàñëiäêè äëÿ âiäïîâiäíèõ

àïðîêñèìàòèâíèõ õàðàêòåðèñòèê äiàãîíàëüíèõ îïåðàòîðiâ â ïðîñòîðàõ lp. Ïðè öüîìó

áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ ç ïiäðîçäiëó 1.6.4 i ââàæàòè, ùî ïîñëiäîâíîñòi

λ = {λk}∞k=1 ¹ çâóæåííÿìè äåÿêèõ äîäàòíèõ ñïàäíèõ äî íóëÿ ôóíêöié λ = λ(t), t ≥ 1.

Òâåðäæåííÿ 5.4.7 . Íåõàé 0 < p, q < ∞, ôóíêöiÿ λ íàëåæèòü ìíîæèíi B, à

ïðè 0 < p < q, êðiì öüîãî, ïðè âñiõ t, áiëüøèõ íiæ äåÿêå ÷èñëî t0, ¹ îïóêëîþ òà

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

t|λ′(t)|/λ(t) ≥ K0 > β, λ′(t) := λ′(t+), (5.67)

äå β = d(1/p− 1/q). Òîäi ìàþòü ìiñöå îöiíêè

σn(T : lq → lp) ≍ λ(n)n
1
p
− 1
q

i

Dn(T : lq → lp) ≍ λ(n)n
1
p
− 1
q , 0 < p < q.

Òâåðäæåííÿ 5.4.8 . Íåõàé 0 < p, q <∞, ôóíêöiÿ λp íàëåæèòü ìíîæèíi M′
∞ àáî

Mc
∞. Òîäi ìàþòü ìiñöå îöiíêè

σn(T : lq → lp) ≍ λ(n)(nα(λ, n))
1
p
− 1
q ≍ λ(n)(η(λ, n)− n))

1
p
− 1
q

i

Dn(T : lq → lp) ≍ λ(n)(nα(λ, n))
1
p
− 1
q ≍ λ(n)(η(λ, n)− n))

1
p
− 1
q , 0 < p < q.
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Òâåðäæåííÿ 5.4.9 . Íåõàé 0 < p, q < ∞, ôóíêöiÿ λp íàëåæèòü ìíîæèíi M′′
∞.

Òîäi ìàþòü ìiñöå îöiíêè

σn(T : lq → lp) ≍ λ(n+ 1).

i

Dn(T : lq → lp) ≍ λ(n+ 1), 0 < p < q.

5.5 Àáñîëþòíà çáiæíiñòü îðòîãîíàëüíèõ ðÿäiâ

Ïîâåðíåìîñü ùå ðàç äî çàäà÷i ïðî àáñîëþòíó çáiæíiñòü îðòîãîíàëüíèõ ðÿäiâ. Ç

îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 2.5.1 çà àíàëîãi¹þ ç ïiäðîçäiëîì 2.5.1 ïðèðîäíüî ðîçãëÿíó-

òè òàêîæ òàêå ïèòàííÿ: íåõàé ïîñëiäîâíiñòü x = {xk}∞k=1 íàëåæèòü ïðîñòîðó lp:∑∞
k=1 |xk|

p < ∞, 0 < p < ∞ i s � äîâiëüíå ôiêñîâàíå ÷èñëî ç ïðîìiæêó (0, p). ßêi

äîäàòêîâi óìîâè ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè äàíà ïîñëiäîâíiñòü x, ùîá ðÿä

∞∑
k=1

|xk|s (5.68)

çáiãàâñÿ, òîáòî, ùîá x ∈ ls?

Âiäïîâiäi íà öå ïèòàííÿ âèïëèâà¹ ç òàêî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 5.5.1 . Íåõàé x = {xk}∞k=1 ∈ lp, 0 < p < ∞, i s ∈ (0, p). Äëÿ òîãî, ùîá

çáiãàâñÿ ðÿä (5.68), íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî, ùîá çáiãàâñÿ ðÿä

∞∑
n=1

n−s/pσsn−1(x)lp , (5.69)

äå, ÿê i ðàíiøå,

σn(x)lp = inf
αk,γn

∥x−
∑
k∈γn

αkek∥lp = inf
γn−1

( ∞∑
k=1

|xk|p −
∑
k∈γn

|xk|p
) 1
p

(5.70)

� âåëè÷èíà íàéêðàùîãî n-÷ëåííîãî íàáëèæåííÿ ïîñëiäîâíîñòi x â ïðîñòîði lp.

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ áàçó¹òüñÿ íà òàêié ëåìi � àíàëîãó äëÿ ÷èñëîâèõ

ðÿäiâ ëåìè 2.5.1.
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Ëåìà 5.5.1 . Íåõàé un � äîâiëüíà íåâiä'¹ìíà ìîíîòîííî íåçðîñòàþ÷à ïîñëiäîâ-

íiñòü, äëÿ ÿêî¨
∞∑
k=1

uk <∞, i Fn =
∞∑
k=n

uk. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî r ∈ (0, 1)

(
1− 2r

2

) ∞∑
n=1

(
Fn
n

)r
≤

∞∑
n=1

urn ≤
(
1− r

r

)r ∞∑
n=1

(
Fn
n

)r
. (5.71)

Çàçíà÷èìî, ùî íåðiâíîñòi âèãëÿäó (5.71), ÿê i íåðiâíîñòi âèãëÿäó (2.122) i (2.123),

íàçèâàþòü íåðiâíîñòÿìè Ãàðäi.

Äîâåäåííÿ. Äðóãó ç íåðiâíîñòåé ó ñïiââiäíîøåííi (5.71) ïî-ñóòi äîâåäåíî â [66]

(äèâ. òàêîæ [183, ñ. 307]). Ïåðøà îòðèìó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ íàñòóïíèõ ìiðêóâàíü,

àíàëîãi÷íèõ äîâåäåííþ ëåìè 2.5.1. Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü un íå çðîñòà¹ íà (0,∞),

òî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà A > 1 ìà¹ìî

J :=

∞∑
n=1

(
Fn
n

)r
≤

∞∑
n=1

(
1

n

An∑
k=n

uk

)r
+

∞∑
n=1

(
1

n

∞∑
k=An

uk

)r
. (5.72)

Âíàñëiäîê ìîíîòîííîñòi ïîñëiäîâíîñòi un äëÿ ïåðøîãî äîäàíêó â ïðàâié ÷àñòèíi (5.72)

ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

∞∑
n=1

(
1

n

An∑
k=n

uk

)r
≤ (A− 1)r

∞∑
n=1

urn. (5.73)

Êðiì òîãî, òàê ÿê äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N òà k = 0, 1, . . . , A− 1

1

n+ k

∞∑
k=n+k

uk ≥
1

An

∞∑
k=An

uk,

òî ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

∞∑
n=1

(
1

n

∞∑
k=An

uk

)r
≤ 1

A1−r

∞∑
n=1

(
1

n

∞∑
k=n

uk

)r
. (5.74)

Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (5.72)�(5.74), îòðèìó¹ìî

J ≤ (A− 1)r
∞∑
n=1

urn +
1

A1−r

∞∑
n=1

(
1

n

∞∑
k=n

uk

)r
=

= (A− 1)rJ∗ +
1

A1−r J,

äå J∗ =
∞∑
n=1

urn. Çâiäñè ïðè C = 2 âèïëèâà¹ íåîáõiäíà íåðiâíiñòü.
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Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.5.1 ïîêëàäåìî r = s/p i uk = x̄pk, äå x̄k � ñïàäíà ïåðå-

ñòàíîâêà ïîñëiäîâíîñòi |xk|. Òîäi

σpn−1(x)lp =

∞∑
k=n

x̄pk =

∞∑
k=n

uk = F (n).

Êðiì òîãî, âíàñëiäîê îçíà÷åííÿ ïåðåñòàíîâêè ïîñëiäîâíîñòi
∞∑
k=1

|xk|s =
∞∑
k=1

x̄sk =

∞∑
k=1

urk.

Çâiäñè íà ïiäñòàâi ñïiââiäíîøåíü (5.71) áà÷èìî, ùî ðÿä (5.68) çáiãà¹òüñÿ òîäi i ëèøå

òîäi, êîëè çáiãà¹òüñÿ ðÿä (5.69). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó p = 2 äàíå òâåðäæåííÿ çáiãà¹òüñÿ ç òâåðäæåííÿì 1.1.4

Ð. ÄåÂîðà òà Â.Ì. Òåìëÿêîâà.

5.6 Íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè âèêîíàííÿ íåðiâíî-

ñòåé òèïó ×åáèøîâà

Â íàñòóïíèõ äâîõ ðîçäiëàõ âñòàíîâëþþòüñÿ äåÿêi íîâi íåðiâíîñòi òèïó ×åáèøîâà. Öi

ðåçóëüòàòè iñòîòíî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ðîçäiëàõ 2.1, 2.4 òà 5.1.

5.6.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé f , g: [a, b] → R òà p : [a, b] → R+
0 � äîâiëüíi

iíòåãðîâíi íà âiäðiçêó [a, b] ôóíêöi¨. Òîäi ÿêùî îáèäâi ôóíêöi¨ f òà g íå ñïàäàþòü

(àáî íå çðîñòàþòü), òî ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü (äèâ., íàïðèêëàä, [82 (ãë. IX)])

b∫
a

p(x)f(x)g(x)dx ≥
b∫

a

p(x)f(x)dx

b∫
a

p(x)g(x)dx
( b∫
a

p(x)dx
)−1

. (5.75)

ÿêùî æ îäíà ç ôóíêöié f àáî g íå çðîñòà¹, à iíøà � íå ñïàäà¹, òî ìà¹ ìiñöå îáåðíåíà

íåðiâíiñòü

b∫
a

p(x)f(x)g(x)dx ≤
b∫

a

p(x)f(x)dx

b∫
a

p(x)g(x)dx
( b∫
a

p(x)dx
)−1

(5.76)

Âiäïîâiäíi àíàëîãè íåðiâíîñòåé (5.75) i (5.76) äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé ôîðìóëþþòüñÿ íà-

ñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé a = {ai}ni=1, b = {bi}ni=1 � äîâiëüíi íåçðîñòàþ÷i (àáî æ íå-

ñïàäíi) ïîñëiäîâíîñòi ÷èñåë, n ∈ N i p = {pi}ni=1 � áóäü-ÿêà äîäàòíà ïîñëiäîâíiñòü

÷èñåë. Òîäi
n∑
k=1

pkakbk ≥
n∑
i=1

piai

n∑
k=1

pkbk

( n∑
j=1

pj

)−1

. (5.77)
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ßêùî æ îäíà iç ïîñëiäîâíîñòåé a àáî b íå çðîñòà¹, à iíøà � íå ñïàäà¹, òî ìà¹ ìiñöå

îáåðíåíà íåðiâíiñòü

n∑
k=1

pkakbk ≤
n∑
i=1

piai

n∑
k=1

pkbk

( n∑
j=1

pj

)−1

. (5.78)

Íåðiâíîñòi âèãëÿäó (5.75)�(5.78) âiäîìi ÿê íåðiâíîñòi ×åáèøîâà. Íåðiâíiñòü (5.75)

áóëà ñôîðìóëüîâàíà â 1882 ðîöi Ï.Ë. ×åáèøîâèì â ðîáîòi [185]. Â öié ðîáîòi Ï.Ë. ×å-

áèøîâ ôîðìóëþâàâ áåç äîâåäåíü ðiçíi âëàñòèâîñòi çàëèøêîâèõ ÷ëåíiâ äåÿêèõ íåñêií-

÷åííèõ äðîáiâ. Ïðè öüîìó ç îäíi¹¨ iç ñôîðìóëüîâàíèõ âëàñòèâîñòåé âèïëèâàëî, ùî

êîëè p, f , g � iíòåãðîâíi íà [a, b] ôóíêöi¨, p(x) > 0, i

sgn
df(x)

dx
= sgn

dg(x)

dx

òî ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü (5.75). Öÿ ðîáîòà i äàíà âëàñòèâiñòü çîêðåìà âèêëèêàëè âå-

ëèêèé iíòåðåñ ó ìàòåìàòèêiâ òîãî ÷àñó. Ó çâ'ÿçêó ç öèì â 1883 ðîöi â ðîáîòi [186]

Ï.Ë. ×åáèøîâ ïóáëiêó¹ äîâåäåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó.

Çàçíà÷èìî, ùî iñíó¹ âåëèêà êiëüêiñòü ðiçíîìàíiòíèõ äîâåäåíü íåðiâíîñòåé (5.75)�

(5.78) (äèâ., íàïðèêëàä, [3, 103, 125). Âiäîìî òàêîæ áàãàòî àíàëîãiâ òà óçàãàëüíåíü

öèõ íåðiâíîñòåé. Çîêðåìà, òàêi ðåçóëüòàòè ìîæíà çíàéòè â ãëàâi IX ìîíîãðàôi¨ [82],

â ÿêié ïðîâåäåíî äóæå äåòàëüíèé îãëÿä ðåçóëüòàòiâ, ïîâ'ÿçàíèõ ç öi¹þ òåìàòèêîþ

(äèâ. òàêîæ [80, 81]). Êðiì öüîãî, âàðòî âiäçíà÷èòè òàêîæ ðîáîòó [184], â ÿêié ìi-

ñòèòüñÿ íèçêà âàæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ, ÿêi ñòîñóþòüñÿ íåðiâíîñòåé òèïó ×åáèøåâà äëÿ

ñèëüíî ñïàäíèõ ôóíêöié, äîäàòíèõ îïóêëèõ òà âãíóòèõ ôóíêöié, à òàêîæ íåðiâíîñòåé

×åáèøîâà â áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ òà ñèìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ.

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi âèâ÷à¹òüñÿ òàêå ïèòàííÿ: ÿêi ìiíiìàëüíi óìîâè ïîâèííi çàäî-

âîëüíÿòè ôóíêöi¨ p : [a, b] → R+ òà g: [a, b] → R+
0 , ùîá íåðiâíiñòü

b∫
a

p(x)f(x)g(x)dx ≥
( b∫
a

pr(x)f r(x)dx
)1/r b∫

a

p(x)g(x)dx
( b∫
a

pr(x)dx
)−1/r

(5.79)

àáî íåðiâíiñòü

b∫
a

p(x)f(x)g(x)dx ≤
( b∫
a

pr(x)f r(x)dx
)1/r b∫

a

p(x)g(x)dx
( b∫
a

pr(x)dx
)−1/r

, (5.80)

äå r � äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî, âèêîíóâàëàñü äëÿ äîâiëüíî¨ íå çðîñòàþ÷î¨ íà [a, b]

ôóíêöi¨ f : [a, b] → R+
0 .
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Íàøi äîñëiäæåííÿ öüîãî ïèòàííÿ áåðóòü ñâié ïî÷àòîê âiä ñïiëüíî¨ ñòàòòi Î. I. Ñòå-

ïàíöÿ òà àâòîðà [158] (äèâ. òàêîæ [159]). Â ðîáîòi [158] äîñëiäæóâàëèñÿ âåëè÷èíè

íàéêðàùèõ íàáëèæåíü iíòåãðàëiâ çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó (äèâ.

ðîçäië 2) i íåðiâíîñòi âèãëÿäó (5.80) áóëè ïîòðiáíi äëÿ îòðèìàííÿ òî÷íèõ çíà÷åíü

òî÷íèõ âåðõíiõ ìåæ öèõ âåëè÷èí íà ïåâíèõ êëàñàõ ôóíêöié (äèâ. äîâåäåííÿ ëåìè

2.1.3). Ïðè öüîìó ôóíêöiÿ f áóëà íåçðîñòàþ÷îþ, ôóíêöiÿ p íå ñïàäàëà, à ôóíêöiÿ g

(íà âiäìiíó âiä óìîâ â íåðiâíîñòÿõ ×åáèøîâà) íå áóëà ìîíîòîííîþ i ìàëà ñïåöiàëüíèé

âèãëÿä. Â ðîáîòi [158] áóëî îòðèìàíî óìîâè ñëàáêiøi óìîâè (íiæ óìîâà ìîíîòîííîñòi

ôóíêöi¨ g) íà ôóíêöi¨ p òà g, ÿêi ãàðàíòóâàëè âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi (5.80) (i, çîêðåìà,

íåðiâíîñòi (5.76)) äëÿ äîâiëüíî¨ íåçðîñòàþ÷î¨ íà [a, b] ôóíêöi¨ f .

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi îòðèìàíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè íà äîâiëüíi iíòåãðîâíi

ôóíêöi¨ p : [a, b] → R+ òà g: [a, b] → R+
0 òàêi, ùîá íåðiâíiñòü (5.80) àáî íåðiâíiñòü

(5.79) âèêîíóâàëàñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ íå çðîñòàþ÷î¨ íà [a, b] ôóíêöi¨ f .

5.6.2. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè.

Òåîðåìà 5.6.1 . Íåõàé r ∈ (0, 1] i g: [a, b] → R+
0 òà p: [a, b] → R+ � iíòåãðîâíi íà

[a, b] ôóíêöi¨. Äëÿ òîãî, ùîá íåðiâíiñòü (5.79) âèêîíóâàëàñü äëÿ äîâiëüíî¨ íåçðîñòà-

þ÷î¨ ôóíêöi¨ f : [a, b] → R+
0 , íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äëÿ âñiõ s ∈ (a, b)

s∫
a

p(x)g(x)dx
( s∫
a

pr(x)dx
)−1

≥
b∫

a

p(x)g(x)dx
( b∫
a

pr(x)dx
)−1

. (5.81)

Ó âèïàäêó, êîëè r ∈ (1,∞) ìà¹ ìiñöå òàêå òâåðäæåííÿ:

Òåîðåìà 5.6.2 . Íåõàé r ∈ (1,∞) i g: [a, b] → R+
0 òà p: [a, b] → R+ � iíòåãðîâíi

íà [a, b] ôóíêöi¨. Äëÿ òîãî, ùîá íåðiâíiñòü (5.79) âèêîíóâàëàñü äëÿ äîâiëüíî¨ íåçðî-

ñòàþ÷î¨ ôóíêöi¨ f : [a, b] → R+
0 , íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äëÿ âñiõ s ∈ (a, b)

s∫
a

p(x)g(x)dx
( s∫
a

pr(x)dx
)−1/r

≥
b∫

a

p(x)g(x)dx
( b∫
a

pr(x)dx
)−1/r

. (5.82)

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè r = 1 i f � çðîñòàþ÷à íà [a, b] ôóíêöiÿ, ñïðàâåäëè-

âiñòü íåðiâíîñòi (5.75) çà ïîäiáíèõ óìîâ âèïëèâà¹ ç íàñòóïíîãî ðåçóëüòàòó Äæ.Ô. Ñòåô-

ôåíñåíà:
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Òâåðäæåííÿ 5.6.1 (Äæ.Ô. Ñòåôôåíñåí [161], [82 (ãë. IX)]). ßêùî F çðîñòàþ÷à

íà [a, b] ôóíêöiÿ i F , G òà H � iíòåãðàâíi íà [a, b] ôóíêöi¨ òàêi, ùî ïðè âñiõ s ∈ [a, b]

s∫
a

G(x)dx
( b∫
a

G(x)dx
)−1

≤
s∫

a

H(x)dx
( b∫
a

H(x)dx
)−1

,

òî
b∫

a

F (x)G(x)dx
( b∫
a

G(x)dx
)−1

≤
b∫

a

F (x)H(x)dx
( b∫
a

H(x)dx
)−1

.

Ïîêëàâøè â öüîìó òâåðäæåííi F (x) = f(x), H(x) = p(x) > 0, G(x) = p(x)g(x),

ðîáèìî âèñíîâîê, ùî íåðiâíiñòü (5.75) âèêîíó¹òüñÿ ÿêùî p(x) > 0, f � çðîñòàþ÷à íà

[a, b] ôóíêöiÿ i ïðè âñiõ s ∈ [a, b],

s∫
a

p(x)g(x)dx
( s∫
a

p(x)dx
)−1

≤
b∫

a

p(x)g(x)dx
( b∫
a

p(x)dx
)−1

. (5.83)

Çâåðíåìî óâàãó òàêîæ íà ðîáîòó Ì. Áåðíàöüêîãî [11]. Ç ðåçóëüòàòiâ öi¹¨ ðîáîòè

âèïëèâà¹, ùî íåðiâíiñòü (5.75) òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ ó âèïàäêó, êîëè îáèäâi ôóíêöi¨

f(x) òà

x∫
a

p(t)g(t)dt
( x∫
a

p(t)dt
)−1

çðîñòàþòü àáî ñïàäàþòü. Öi óìîâè ¹ ïðîñòiøèìè çà óìîâè (5.81)�(5.83), àëå ìåíø

çàãàëüíèìè.

Ó âèïàäêó, êîëè ïðè äàíîìó r > 0 äîáóòîê p1−r(x)g(x) íå çðîñòà¹, ïîõiäíà ôóíêöi¨

Φr(s) =

s∫
a

p(x)g(x)dx
( s∫
a

pr(x)dx
)−1

(5.84)

¹ íåäîäàòíîþ íà (a, b]. Òîìó ôóíêöiÿ Φr(s) òàêîæ ¹ íåçðîñòàþ÷îþ i óìîâà (5.81)

âèêîíó¹òüñÿ. Çâiäñè îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 5.6.1 . Íåõàé f , g: [a, b] → R+
0 òà p: [a, b] → R+ � iíòåãðîâíi ôóíêöi¨.

ßêùî ïðè äàíîìó r ∈ (0, 1] äîáóòîê p1−r(x)g(x) íå çðîñòà¹ íà [a, b] i ôóíêöiÿ f

òàêîæ ¹ íåçðîñòàþ÷îþ íà [a, b], òî ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü (5.79).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð íåðiâíiñòü (5.80).
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Òåîðåìà 5.6.3 . Íåõàé r ∈ (0, 1] i g: [a, b] → R+
0 òà p: [a, b] → R+ � iíòåãðîâíi íà

[a, b] ôóíêöi¨. Äëÿ òîãî, ùîá íåðiâíiñòü (5.80) âèêîíóâàëàñü äëÿ äîâiëüíî¨ íåçðîñòà-

þ÷î¨ ôóíêöi¨ f : [a, b] → R+
0 , íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äëÿ âñiõ s ∈ (a, b)

s∫
a

p(x)g(x)dx
( s∫
a

pr(x)dx
)−1/r

≤
b∫

a

p(x)g(x)dx
( b∫
a

pr(x)dx
)−1/r

. (5.85)

Ó âèïàäêó, êîëè r ∈ (1,∞) ìà¹ ìiñöå òàêå òâåðäæåííÿ:

Òåîðåìà 5.6.4 . Íåõàé r ∈ (1,∞) i g: [a, b] → R+
0 òà p: [a, b] → R+ � iíòåãðîâíi

íà [a, b] ôóíêöi¨. Äëÿ òîãî, ùîá íåðiâíiñòü (5.80) âèêîíóâàëàñü äëÿ äîâiëüíî¨ íåçðî-

ñòàþ÷î¨ ôóíêöi¨ f : [a, b] → R+
0 , íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äëÿ âñiõ s ∈ (a, b)

s∫
a

p(x)g(x)dx
( s∫
a

pr(x)dx
)−1

≤
b∫

a

p(x)g(x)dx
( b∫
a

pr(x)dx
)−1

. (5.86)

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè f : [a, b] → R+
0 òà p: [a, b] → R+ � íåçðîñòàþ÷i

ôóíêöi¨, à ôóíêöiÿ g òàêà, ùî g(x) = 0 ïðè âñiõ x ∈ [a, σ) i g(x) = 1/p(x) ïðè

x ∈ [σ, b], a < σ < b, äîñòàòíiñòü óìîâ (5.85) òà (5.86) äëÿ âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi (5.80)

âèïëèâà¹ (äëÿ âiäïîâiäíèõ r ∈ (0,∞)) ç äîâåäåíü ëåì 2 òà 3 ðîáîòè [158] (äèâ. òàêîæ

[159, ëåìè 3.1 òà 3.3]).

Ó âèïàäêó, êîëè ïðè äàíîìó r > 0 äîáóòîê p1−r(x)g(x) íå ñïàäà¹, ïîõiäíà ôóíêöi¨

Φr(s), îçíà÷åíî¨ ðiâíiñòþ (5.84) ¹ íåâiä'¹ìíîþ íà (a, b]. Òîìó ôóíêöiÿ Φr(s) òàêîæ ¹

íåñïàäíîþ i óìîâà (5.86) âèêîíó¹òüñÿ. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ ìiñöå òàêå òâåðäæåííÿ:

Íàñëiäîê 5.6.2 . Íåõàé f , g: [a, b] → R+
0 òà p: [a, b] → R+ � iíòåãðîâíi ôóíêöi¨.

ßêùî ïðè äàíîìó r ∈ [1,∞) äîáóòîê p1−r(x)g(x) íå ñïàäà¹ íà [a, b], à ôóíêöiÿ f íå

çðîñòà¹ íà [a, b], òî ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü (5.80).

Çàóâàæåííÿ 5.6.1 . Òâåðäæåííÿ, ÿêi äàþòü íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè âèêîíàí-

íÿ íåðiâíîñòåé (5.79) òà (5.80) äëÿ äîâiëüíî¨ íåñïàäíî¨ ôóíêöi¨ f ìàþòü òîé ñàìèé

âèãëÿä, ùî i òåîðåìè 5.6.1�5.6.4, àëå âñi iíòåãðàëè âèãëÿäó
∫ s
a
(·)dx â óìîâàõ (5.81),

(5.82), (5.85) òà (5.86) ñëiä çàìiíèòè â öèõ òâåðäæåííÿõ íà iíòåãðàëè âèãëÿäó
∫ b
s
(·)dx.

5.6.3. Äèñêðåòíi àíàëîãè òåîðåì 5.6.1�5.6.4. Ïðè äîâåäåííi òåîðåì 5.6.1�5.6.4

iñòîòíî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ¨õ äèñêðåòíi àíàëîãè.
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Ëåìà 5.6.1 . Íåõàé r ∈ (0, 1], b = {bk}nk=1 òà p = {pk}nk=1 � äîâiëüíi ïîñëiäîâíî-

ñòi íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë, n ∈ N, pk > 0. Äëÿ äîâiëüíî¨ íåçðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi

íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë a = {ak}nk=1 íåðiâíiñòü

n∑
k=1

pkakbk ≥
( n∑
i=1

pria
r
i

)1/r n∑
k=1

pkbk

( n∑
k=1

prk

)−1/r

(5.87)

âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

min
s∈[1,n]

s∑
k=1

pkbk

( s∑
k=1

prk

)−1

=

n∑
k=1

pkbk

( n∑
k=1

prk

)−1

. (5.88)

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü. Ñïî÷àòêó ïåðåâiðèìî äîñòàòíiñòü óìîâè (5.88) äëÿ

âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi (5.87) ó âèïàäêó, êîëè n = 2. Äëÿ öüîãî ïîêëàäåìî

c := (p1a1)
r + (p2a2)

r, x1 := (p1a1)
r, αk := pkbk, βk := p−1

k , k = 1, 2, (5.89)

i íà âiäðiçêó [0, c] ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

h(x) := α1β1x
1/r + α2β2(c− x)1/r. (5.90)

ßêùî r ̸= 1, α1 ̸= 0 i α2 ̸= 0, òî ¹äèíà êðèòè÷íà òî÷êà öi¹¨ ôóíêöi¨, ÿêà ìà¹ âèãëÿä

x∗ = c(α1β1)
r
r−1

(
(α1β1)

r
r−1 + (α2β2)

r
r−1

)−1

= c(α2β2)
r

1−r

(
(α1β1)

r
1−r + (α2β2)

r
1−r

)−1

,

(5.91)

¹ òî÷êîþ ìiíiìóìó. Òîìó ïðè âñiõ x ∈ [0, x∗] ôóíêöiÿ h(x) íå çðîñòà¹, à ïðè âñiõ

x ∈ [x∗, c]� íå ñïàäà¹. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî íà äîâiëüíîìó âiäðiçêó [x0, c] ⊂ [x∗, c] äàíà

ôóíêöiÿ íàáóâà¹ ñâîãî íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ â òî÷öi x0. Òîáòî, ∀x ∈ [x0, c] ⊂ [x∗, c]

h(x) ≥ h(x0). (5.92)

Ïîêëàâøè

x0 = c β−r1 (β−r1 + β−r2 )−1, (5.93)

áà÷èìî, ùî [x0, c] = {x ∈ [0, c] : β1x
1
r ≥ β2(c − x)

1
r }. Òîìó ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü a íå

çðîñòà¹, òî âíàñëiäîê (5.89)

β1x
1
r

1 = a1 ≥ a2 = β2(c− x1)
1
r ,

i îòæå, x1 ∈ [x0, c]. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî x0 ≥ x∗, òî íà ïiäñòàâi (5.92)

h(x1) ≥ h(x0), (5.94)
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çâiäêè, âðàõîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ â (5.89), (5.90) òà (5.93), ìè îòðèìó¹ìî (5.87):

2∑
k=1

pkakbk = h(x1) ≥ h(x0) =
( 2∑
i=1

pria
r
i

)1/r 2∑
k=1

pkbk

( 2∑
k=1

prk

)−1/r

. (5.95)

Îòæå, ïîêàæåìî, ùî x0 ≥ x∗. Âíàñëiäîê (5.88) iç âðàõóâàííÿì (5.89) ìà¹ìî

min
s∈[1,2]

s∑
k=1

αk

( s∑
k=1

β−rk

)−1

=

2∑
k=1

αk

( 2∑
k=1

β−rk

)−1

.

Òîäi íà ïiäñòàâi ñïiââiäíîøåííÿ

min
k=1,2

δkγ
r
k ≤

δ1 + δ2

γ−r1 + γ−r2

≤ max
k=1,2

δkγ
r
k (5.96)

ÿêå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë δk ≥ 0, γk > 0 òà r > 0 i ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó

ðiâíiñòü òîäi i ëèøå òîäi, êîëè δ1γr1 = δ2γ
r
2, áóäåìî ìàòè

α1β
r
1 ≥ α2β

r
2. (5.97)

Âíàñëiäîê ñïiââiäíîøåíü (5.97), (5.91) òà (5.93)

x0 − x∗ =
c
(
(α1β

r
1)

r
1−r − (α2β

r
2)

r
1−r
)(

β−r1 + β−r2

) (
(α1β1)

r
r−1 + (α2β2)

r
r−1

) ≥ 0.

Òàêèì ÷èíîì, áà÷èìî, ùî äiéñíî x0 ≥ x∗ i òîìó ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (5.95).

ßêùî r = 1, òî âíàñëiäîê (5.97) ôóíêöiÿ h(x) íåñïàäíà íà áóäü-ÿêîìó ïðîìiæêó

[x0, c] ⊂ [0, c]. ßêùî α2 = 0 i α1 ̸= 0, òî ôóíêöiÿ h(x) òàêîæ íå ñïàäà¹ íà áóäü-ÿêîìó

ïðîìiæêó [x0, c] ⊂ [0, c]. Òîìó â öèõ âèïàäêàõ íåðiâíiñòü (5.92) âèêîíó¹òüñÿ, à òîìó

âèêîíó¹òüñÿ òàêîæ ñïiââiäíîøåííÿ (5.95).

Ç îãëÿäó íà (5.97), áà÷èìî ùî òiëüêè â òðèâiàëüíîìó âèïàäêó, êîëè α1 = α2 = 0,

ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü α1 = 0.

Òàêèì ÷èíîì, ïðè n = 2 äîñòàòíiñòü óìîâè (5.88) äëÿ âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi (5.87)

äîâåäåíî.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó òâåðäæåííÿ ïðî äîñòàòíiñòü óìîâè (5.88) äëÿ âèêîíàííÿ

íåðiâíîñòi (5.87) äîâåäåìî çà iíäóêöi¹þ ïî n.

Âèïàäîê n = 1 òðèâiàëüíèé.

Ó âèïàäêó, êîëè n = 2, äàíå òâåðäæåííÿ äîâåäåíî âèùå.

Ïðèïóñòèìî, ùî âîíî ìà¹ ìiñöå ïðè n = m− 1 ≥ 1.

Ïîêàæåìî, ùî ïðè n = m äàíå òâåðäæåííÿ òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ.
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Ñïî÷àòêó ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî ïðè äåÿêîìó s, s < m− 1 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

min
j=s,s+1

∑j
k=s pkbk∑j
k=s p

r
k

=
psbs + ps+1bs+1

p rs + p rs+1

. (5.98)

Äiéñíî, ÿêùî ïðè âñiõ s < m− 1

min
j=s,s+1

j∑
k=s

pkbk

( j∑
k=s

prk

)−1

= bsp
1−r
s <

s+1∑
k=s

pkbk

( s+1∑
k=s

prk

)−1

, (5.99)

òî âèêîðèñòîâóþ÷è (5.96), iç ñïiââiäíîøåííÿ (5.99) îòðèìà¹ìî

b1p
1−r
1 < b2p

1−r
2 < . . . < bmp

1−r
m .

Âíàñëiäîê (5.96) çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

m∑
k=1

pkbk

( m∑
k=1

prk

)−1

> min
k∈[1,m]

bkp
1−r
k = b1p

1−r
1 .

Òîáòî, ìè îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ ç óìîâîþ (5.88). Îòæå, iñíó¹ ïðèíàéìíi îäèí íîìåð

s < m− 1, ïðè ÿêîìó âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (5.98).

Íåõàé, íàïðèêëàä, ñïiââiäíîøåííÿ (5.98) âèêîíó¹òüñÿ ïðè s = 1. Òîäi äî îöiíêè

ñóìè
2∑

k=1

pkakbk ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè äàíå òâåðäæåííÿ (ÿêå ó âèïàäêó n = 2 áóëî

äîâåäåíî âèùå). Îòðèìà¹ìî

m∑
k=1

pkakbk ≥
(
pr1a

r
1 + pr2a

r
2

)1/r
(p1b1 + p2b2)

(
pr1 + pr2

)−1/r

+

+

m∑
k=3

pkakbk =

m−1∑
k=1

p′ka
′
kb

′
k, (5.100)

äå

p ′
k =

{
(p r1 + p r2 )

1/r , k = 1,

pk+1, k = 2,m− 1;
b′k =

{
(p1b1 + p2b2)

(
pr1 + pr2

)−1/r

, k = 1,

bk+1, k = 2,m− 1;
(5.101)

a′k =

{(
pr1a

r
1 + pr2a

r
2

)1/r(
pr1 + pr2

)−1/r

, k = 1,

ak+1, k = 2,m− 1.
(5.102)

Ñóìà
m−1∑
k=1

p′ka
′
kb

′
k ìiñòèòü m − 1 äîäàíîê. Äëÿ äîâiëüíî¨ íåçðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi

a = {ak}nk=1 ïîñëiäîâíiñòü âèãëÿäó (5.102) òàêîæ íå çðîñòà¹.
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Ñïðàâäi, íà ïiäñòàâi (5.102) äëÿ äîâiëüíîãî k = 2, 3, . . . ,m− 2 ìà¹ìî

a′k = ak+1 ≥ ak+2 = a′k+1.

Íåðiâíiñòü a′1 ≥ a′2 åêâiâàëåíòíà íåðiâíîñòi(pr1ar1 + pr2a
r
2

pr1 + pr2

)1/r
≥ a3,

ÿêà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ íåçðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi a.

Âíàñëiäîê (5.88) òà (5.101)

min
s∈[1,m−1]

∑s
k=1 p

′
kb

′
k∑s

k=1 p
′
k
r ≥ min

s∈[1,m]

∑s
k=1 pkbk∑s
k=1 p

r
k

=

∑m
k=1 pkbk∑m
k=1 p

r
k

=

∑m−1
k=1 p

′
kb

′
k∑m−1

k=1 p
′
k
r
.

çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíîñòi a′k, b
′
k and p

′
k çàäîâîëüíÿþòü ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨.

Òàêèì ÷èíîì, íà ïiäñòàâi (5.100), (5.101) òà (5.102) îòðèìó¹ìî

m∑
k=1

pkakbk ≥
m−1∑
k=1

p ′
ka

′
kb

′
k ≥

(m−1∑
i=1

p ′
i
r
a ′
i
r
)1/r m−1∑

k=1

p ′
kb

′
k

(m−1∑
j=1

p′j
r
)−1/r

=

=
( m∑
i=1

pria
r
i

)1/r m∑
k=1

pkbk

( m∑
j=1

prj

)−1/r

Îòæå, ó âèïàäêó, êîëè óìîâà (5.98) âèêîíó¹òüñÿ ïðè s = 1, íåðiâíiñòü (5.87) ìà¹

ìiñöå. Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ñïðàâåäëèâiñòü íåðiâíîñòi (5.87) ó âèïàäêó,

êîëè (5.98) âèêîíó¹òüñÿ ïðè äîâiëüíîìó iíøîìó 1 < s < m− 1.

Íåîáõiäíiñòü óìîâè (5.88) äîâåäåìî ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî

min
s∈[1,n]

s∑
k=1

pkbk

( s∑
k=1

prk

)−1

=

s∗∑
k=1

pkbk

( s∗∑
k=1

prk

)−1

<

n∑
k=1

pkbk

( n∑
k=1

prk

)−1

. (5.103)

Ïîêëàäåìî

α1 =

s∗∑
i=1

pibi, α2 =

n∑
i=s∗+1

pibi, β1 = (

s∗∑
i=1

pri )
−1/r, β2 = (

n∑
i=s∗+1

pri )
−1/r,

i äëÿ äîâiëüíîãî c > 0 íà ïðîìiæêó [0, c] ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ h(x) âèãëÿäó (5.90).

Äàëi, ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü a′ = {a′i}ni=1 òàêó, ùî

a′i =

{
β1x

1
r
∗ , i = 1, 2, . . . , s∗,

β2(c− x∗)
1
r , i = s∗ + 1, . . . , n,
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äå x∗ âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (5.91).

Íà ïiäñòàâi îçíà÷åííÿ ïîñëiäîâíîñòi a′, ìà¹ìî

n∑
k=1

pka
′
kbk = h(x∗) (5.104)

i ( n∑
i=1

pria
′
i
r
)1/r n∑

k=1

pkbk

( n∑
k=1

prk

)−1/r

= h(x0), (5.105)

äå x0 âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (5.93).

Áåðó÷è äî óâàãè (5.96), iç ñïiââiäíîøåííÿ (5.103) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

α1β
r
1 =

s∗∑
k=1

pkbk

( s∗∑
k=1

prk

)−1

<

n∑
k=s∗+1

pkbk

( n∑
k=s∗+1

prk

)−1

= α2β
r
2. (5.106)

Òîìó

x0 − x∗ =
c
(
(α1β

r
1)

r
1−r − (α2β

r
2)

r
1−r
)(

β−r1 + β−r2

) (
(α1β1)

r
r−1 + (α2β2)

r
r−1

) < 0,

i x0 < x∗. Ç îãëÿäó íà ñïiââiíîøåííÿ [x0, c] = {x ∈ [0, c] : β1x
1
r ≥ β2(c − x)

1
r }

áà÷èìî, ùî β1x
1
r
∗ ≥ β2(c− x∗)

1
r i äëÿ áóäü-ÿêîãî i = 1, 2, . . . , n− 1 íåðiâíiñòü a′i ≥ a′i+1

âèêîíó¹òüñÿ.

Êðiì öüîãî, ÿê çàçíà÷åíî âèùå, ïðè r ̸= 1, α1 ̸= 0 òà α2 ̸= 0 òî÷êà x∗ iç (5.91) ¹

òî÷êîþ ìiíiìóìó ôóíêöi¨ h(x). Çâiäñè

h(x∗) < h(x0). (5.107)

ßêùî r = 1 (âíàñëiäîê (5.106)) àáî ÿêùî α1 = 0 òà α2 ̸= 0, òî ôóíêöiÿ h(x) íå çðî-

ñòà¹ íà ïðîìiæêó [0, c]. Òîáòî, â öèõ âèïàäêàõ íåðiâíiñòü (5.107) òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ.

Âíàñëiäîê (5.106) ðiâíiñòü α2 = 0 íåìîæëèâà.

Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (5.104), (5.105) òà (5.107), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî äëÿ

ïîñëiäîâíîñòi a′, íåðiâíiñòü (5.87) íå âèêîíó¹òüñÿ. Òàêèì ÷èíîì, ïðèïóùåííÿ íåâiðíå

i íåîáõiäíiñòü óìîâè (5.88) äîâåäåíî.

Ëåìà 5.6.2 . Íåõàé r ∈ [1,∞), b = {bk}nk=1 òà p = {pk}nk=1 � äîâiëüíi ïîñëiäîâ-

íîñòi íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë, n ∈ N, pk > 0. Äëÿ äîâiëüíî¨ íåçðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi

íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë a = {ak}nk=1 íåðiâíiñòü (5.87) âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi,

êîëè

min
s∈[1,n]

s∑
k=1

pkbk

( s∑
k=1

prk

)−1/r

=

n∑
k=1

pkbk

( n∑
k=1

prk

)−1/r

. (5.108)
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Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Àíàëîãi÷íî ïðèïóñòèìî, ùî

min
s∈[1,n]

s∑
k=1

pkbk

( s∑
k=1

prk

)−1/r

=

s∗∑
k=1

pkbk

( s∗∑
k=1

prk

)−1/r

<

n∑
k=1

pkbk

( n∑
k=1

prk

)−1/r

.

(5.109)

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü a′ = {a′i}ni=1 âèãëÿäó

a′i =

{
(
∑s∗

k=1 p
r
k)

−1/r, k = 1, 2, . . . , s∗,

0, k = s∗ + 1, . . . , n.

Äëÿ öi¹¨ ïîñëiäîâíiñòü áóäåìî ìàòè

n∑
k=1

pka
′
kbk =

s∗∑
k=1

pkbk

( s∗∑
k=1

prk

)−1/r

i ( n∑
i=1

pria
′
i
r
)1/r n∑

k=1

pkbk

( n∑
k=1

prk

)−1/r

=

n∑
k=1

pkbk

( n∑
k=1

prk

)−1/r

.

Îá'¹äíóþ÷è öi ñïiââiäíîøåííÿ i âðàõîâóþ÷è (5.109), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî äëÿ ïîñëi-

äîâíîñòi a′ íåðiâíiñòü (5.87) íå âèêîíó¹òüñÿ. Îòæå, íåîáõiäíiñòü óìîâè (5.108) äîâå-

äåíî.

Äîñòàòíiñòü. Òâåðäæåííÿ ïðî äîñòàòíiñòü óìîâè (5.108) äëÿ âèêîíàííÿ íåðiâ-

íîñòi (5.87) äîâåäåìî çà iíäóêöi¹þ ïî n.

Âèïàäîê n = 1 î÷åâèäíèé.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïðè n = m− 1 ≥ 1 äàíå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ.

Ïîêàæåìî, ùî âîíî âèêîíó¹òüñÿ òàêîæ ïðè n = m.

Äëÿ öüîãî ìè âèêîðèñòà¹ìî ïîçíà÷åííÿ (5.89) i íà ïðîìiæêó [0, c] ðîçãëÿíåìî

ôóíêöiþ h(x), îçíà÷åíó ðiâíiñòþ (5.90), â ÿêié r ∈ (1,∞).

Ïîêëàâøè

x0 = c β−r1 (β−r1 + β−r2 )−1,

àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ ëåìè 5.6.1 ðîáèìî âèñíîâîê, ùî [x0, c] = {x ∈ [0, c] : β1x
1
r ≥

β2(c−x)
1
r }. Íà ïiäñòàâi (5.89) òà ìîíîòîííîñòi ïîñëiäîâíîñòi a áà÷èìî, ùî x1 ∈ [x0, c].

Äàëi, ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi äâà âèïàäêè:

1) h(x1) ≥ h(x0) (5.110)

i

2) h(x1) < h(x0). (5.111)
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Â ïåðøîìó âèïàäêó, âèêîðèñòà¹ìî ïîçíà÷åííÿ (5.101) òà (5.102). Òîäi âíàñëiäîê (5.110)

îòðèìó¹ìî

m∑
k=1

pkakbk = h(x1) +

m∑
k=3

pkakbk ≥ h(x0) +

m∑
k=3

pkakbk =

m−1∑
k=1

p′ka
′
kb

′
k. (5.112)

Ñóìà
m−1∑
k=1

p′ka
′
kb

′
k ìiñòèòüm−1 äîäàíîê. Äëÿ äîâiëüíî¨ íåçðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi

a = {ak}nk=1 ïîñëiäîâíiñòü âèãëÿäó (5.102) òàêîæ íå çðîñòà¹. Êðiì öüîãî, ç îãëÿäó íà

ñïiââiäíîøåííÿ (5.108) òà (5.101) áà÷èìî, ùî

min
s∈[1,m−1]

s∑
k=1

p ′
kb

′
k( s∑

k=1

p ′
k
r
)1/r ≥ min

s∈[1,m]

s∑
k=1

pkbk( s∑
k=1

prk

)1/r =

m∑
k=1

pkbk( m∑
k=1

prk

)1/r =

m−1∑
k=1

p ′
kb

′
k(m−1∑

k=1

p ′
k
r
)1/r . (5.113)

Òîìó ïîñëiäîâíîñòi a′k, b
′
k and p

′
k çàäîâîëüíÿþòü ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨. Çâiäñè, âíà-

ñëiäîê (5.112), (5.101) i (5.102) îòðèìó¹ìî

m∑
k=1

pkakbk ≥
m−1∑
k=1

p ′
ka

′
kb

′
k ≥

(m−1∑
i=1

p ′
i
r
a ′
i
r
)1/r m−1∑

k=1

p ′
kb

′
k

(m−1∑
k=1

p ′
k
r
)−1/r

=

=
( m∑
i=1

pria
r
i

)1/r m∑
k=1

pkbk

( m∑
k=1

prk

)−1/r

. (5.114)

Îòæå, ó âèïàäêó, êîëè óìîâà (5.110) âèêîíó¹òüñÿ, íåðiâíiñòü (5.87) òàêîæ ìà¹ ìiñöå.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî öå òàê i ó âèïàäêó, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (5.111). Ëåãêî

áà÷èòè, ùî âíàñëiäîê (5.111) ÷èñëî α2 ̸= 0. Ïðè α1 ̸= 0 íà âiäðiçêó [0, c] ôóíêöiÿ h(x)

ìà¹ ¹äèíó êðèòè÷íó òî÷êó

x∗ =
c(α2β2)

r
1−r

(α1β1)
r

1−r + (α2β2)
r

1−r
,

ÿêà ¹ ¨¨ òî÷êîþ ìàêñèìóìó. Òîìó ïðè x∈[0, x∗] ôóíêöiÿ h(x) íå ñïàäà¹, à ïðè x ∈
[x∗, c] � íå çðîñòà¹. Íà ïiäñòàâi (5.111) i íåðiâíîñòi x1 > x0, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

ïðè x ∈ [x1, c] ôóíêöiÿ h(x) ¹ íåçðîñòàþ÷îþ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî

x̃ ∈ [x1, c] ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

h(x̃) < h(x1). (5.115)

ßêùî α1 = 0, òî ôóíêöiÿ h(x) íå çðîñòà¹ íà áóäü-ÿêîìó ïðîìiæêó interval [x0, c]

i òîìó â öüîìó âèïàäêó, ñïiââiäíîøåííÿ (5.115) òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ.
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Íåõàé x̃ � òàêå ÷èñëî, ùî β2(c− x̃)
1
r = a3. Òîäi âðàõîâóþ÷è ïðèéíÿòi ïîçíà÷åííÿ

òà ìîíîòîííiñòü ïîñëiäîâíîñòi a, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî x̃ ∈ [x1, c] i îòæå äëÿ òàêîãî x̃

íåðiâíiñòü (5.115) ìà¹ ìiñöå

Ïîêëàäàþ÷è

p ′
k =


p1, k = 1,

(p r2 + p r3 )
1/r , k = 2,

pk+1, k = 3,m− 1;

b′k =


b1, k = 1,

(p2b2 + p3b3)
(
pr2 + pr3

)−1/r

, k = 2,

bk+1, k = 3,m− 1;
(5.116)

a′k =


a1, k = 1,(
pr2a

r
2 + pr3a

r
3

)1/r(
pr2 + pr3

)−1/r

, k = 2,

ak+1, k = 3,m− 1,

(5.117)

îòðèìó¹ìî

m∑
k=1

pkakbk = h(x1) +

m∑
k=3

pkakbk ≥ h(x̃) +

m∑
k=3

pkakbk =

m−1∑
k=1

p′ka
′
kb

′
k.

Ñóìà
m−1∑
k=1

p′ka
′
kb

′
k ìiñòèòü m − 1 äîäàíîê. Äëÿ äîâiëüíî¨ íåçðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi

a = {ak}nk=1 ïîñëiäîâíiñòü âèãëÿäó (5.117) òàêîæ íå çðîñòà¹. Êðiì öüîãî, ç îãëÿäó íà

ñïiââiäíîøåííÿ (5.108) òà (5.116) âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (5.113).

Òàêèì ÷èíîì, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, ïîñëiäîâíîñòi a′k, b
′
k and p

′
k çàäîâîëü-

íÿþòü ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî i â öüîìó âèïàäêó ñïiââiäíîøåííÿ

(5.114), à ðàçîì ç íèì i íåðiâíiñòü (5.87) ìàþòü ìiñöå. Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 5.6.3 . Íåõàé r ∈ (0, 1], b = {bk}nk=1 òà p = {pk}nk=1 � äîâiëüíi ïîñëiäîâíî-

ñòi íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë, n ∈ N, pk > 0. Äëÿ äîâiëüíî¨ íåçðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi

íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë a = {ak}nk=1 íåðiâíiñòü

n∑
k=1

pkakbk ≤
( n∑
i=1

pria
r
i

)1/r n∑
k=1

pkbk

( n∑
k=1

prk

)−1/r

(5.118)

âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

max
s∈[1,n]

s∑
k=1

pkbk

( s∑
k=1

prk

)−1/r

=

n∑
k=1

pkbk

( n∑
k=1

prk

)−1/r

. (5.119)

Ëåìà 5.6.4 . Íåõàé r ∈ [1,∞), b = {bk}nk=1 òà p = {pk}nk=1 � äîâiëüíi ïîñëiäîâ-

íîñòi íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë, n ∈ N, pk > 0. Äëÿ äîâiëüíî¨ íåçðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi
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íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë a = {ak}nk=1 íåðiâíiñòü (5.118) âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi,

êîëè

max
s∈[1,n]

s∑
k=1

pkbk

( s∑
k=1

prk

)−1

=

n∑
k=1

pkbk

( n∑
k=1

prk

)−1

. (5.120)

Äîâåäåííÿ ëåìè 5.6.3 öiëêîì àíàëîãi÷íå äî äîâåäåííÿ ëåìè 5.6.2, à äîâåäåííÿ

ëåìè 5.6.4 öiëêîì àíàëîãi÷íå äî äîâåäåííÿ ëåìè 5.6.1.

Çàçíà÷èìî, ùî ç òâåðäæåííÿ 3 ðîáîòè [191] âèïëèâà¹ äîñòàòíiñòü óìîâè (5.120)

äëÿ âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi (5.118) äëÿ äîâiëüíî¨ íåçðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi a = {ak}nk=1

i áóäü-ÿêîãî ÷èñëî r ∈ [1,∞). Â äîâåäåííi ëåìè 1 ðîáîòè [152] áóëî ïîêàçàíî, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî r ∈ (0, 1) i áóäü-ÿêî¨ íåçðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi a = {ak}nk=1 íåðiâíiñòü

(5.118) ñïðàâäæó¹òüñÿ, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (5.119).

5.6.4. Äîâåäåííÿ òåîðåì 5.6.1�5.6.4. Äîâåäåìî òåîðåìè 5.6.1 òà 5.6.2. Äîâåäåííÿ

òåîðåì 5.6.3 òà 5.6.4 öiëêîì àíàëîãi÷íå.

Íåîáõiäíiñòü â òåîðåìàõ 5.6.1 òà 5.6.2 äîâîäèòüñÿ çà àíàëîãi¹þ ç äîâåäåííÿ íåîá-

õiäíîñòi â ëåìàõ 5.6.1 òà 5.6.2 âiäïîâiäíî.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé g: [a, b] → R+
0 òà p: [a, b] → R+ � iíòåãðîâíó ôóíêöi¨, ÿêi

ïðè âiäïîâiäíîìó r ∈ (0,∞) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (5.81) àáî (5.82).

Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî òâåðäæåííÿ ïðî âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi (5.79) äëÿ âñiõ

ôóíêöié f , ÿêi ïðè äåÿêîìó çàäàíîìó n = n(f) ∈ N çîáðàæóþòüñÿ ó âèãëÿäi

f(t) = ak, t ∈ (sk−1, sk), k = 1, 2, . . . , n, (5.121)

äå a1 > a2 > . . . > an ≥ 0 i a = s0 < s1 < . . . < sn = b.

Äëÿ äîâiëüíîãî k = 1, 2, . . . , n ïîêëàäåìî

pk =
( sk∫
sk−1

pr(x)dx
)1/r

, bk =

sk∫
sk−1

p(x)g(x)dx
( sk∫
sk−1

pr(x)dx
)−1/r

. (5.122)

ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (5.81) àáî (5.82), òî âiäïîâiäíî áóäå ìàòè ìiñöå íàñòóïíå

ñïiââiäíîøåííÿ:

min
s∈[1,n]

s∑
k=1

pkbk

( s∑
k=1

prk

)−1

= min
k=1,n

sk∫
a

p(x)g(x)dx
( sk∫
a

pr(x)dx
)−1

≥

≥
b∫

a

p(x)g(x)dx
( b∫
a

pr(x)dx
)−1

=

n∑
k=1

pkbk

( n∑
k=1

prk

)−1
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àáî

min
s∈[1,n]

s∑
k=1

pkbk

( s∑
k=1

prk

)−r
= min

k=1,n

sk∫
a

p(x)g(x)dx
( sk∫
a

pr(x)dx
)−r

≥

≥
b∫

a

p(x)g(x)dx
( b∫
a

pr(x)dx
)−r

=

n∑
k=1

pkbk

( n∑
k=1

prk

)−r
Òîáòî, ïîñëiäîâíîñòi a = {ak}nk=1, b = {bk}nk=1 òà p = {pk}nk=1 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

ëåì 5.6.2 àáî 5.6.1. Òîìó ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü (5.87), ç ÿêî¨ âðàõîâóþ÷è (5.121) òà

(5.122), îòðèìó¹ìî íåîáõiäíå ñïiââiäíîøåííÿ

b∫
a

p(x)f(x)g(x)dx =

n∑
k=1

sk∫
sk−1

p(x)f(x)g(x)dx =

n∑
k=1

pkakbk ≥

≥
( n∑
i=1

pria
r
i

) 1
r

n∑
k=1

pkbk

( n∑
k=1

prk

)− 1
r

=

=
( b∫
a

pr(x)f r(x)dx
) 1
r

b∫
a

p(x)g(x)dx
( b∫
a

pr(x)dx
)− 1

r

.

Äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíîñòi â çàãàëüíîìó âèïàäêó ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ fn(t), n ∈ N,
òàêi, ùî

fn(t) =
kf(a)

n
, t :

(k − 1)f(a)

n
< f(t) ≤ kf(a)

n
, k = 1, 2, . . . , n. (5.123)

Áà÷èìî, ùî ïðè âñiõ n ∈ N òà t ∈ [a, b] âèêîíó¹òüñÿ íåðiíâiòñü f(t) ≤ fn(t). Âíàñëiäîê

ñóìîâíîñòi íà [a, b] äîáóòêó p(t)f(t)g(t), çíà÷åííÿ

b∫
a

p(t)g(t)(fn(t)− f(t))dt

ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè n → ∞. Êðiì öüîãî, äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N ôóíêöiÿ fn(t)

íå çðîñòà¹ i ïðèéìà¹ ñêií÷åííó êiëüêiñòü çíà÷åíü, à äëÿ òàêèõ ôóíêöié âèêîíàííÿ

íåðiâíîñòi (5.79) âæå äîâåäåíî. Òàêèì ÷èíîì, ç îãëÿäó íà (5.123) ðîáèìî âèñîíâîê,

ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 ïðè âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ n (n > n0(ε))

b∫
a

p(t)f(t)g(t)dt =

b∫
a

p(t)g(t)fn(t)dt−
b∫

a

p(t)g(t)(fn(t)− f(t))dt ≥
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≥
( b∫
a

pr(t)f rn(t)dt
)1/r ∫ b

a
p(t)g(t)dt(∫ s

a
pr(t)dt

)1/r − ε ≥
( b∫
a

pr(t)f r(t)dt
)1/r ∫ b

a
p(t)g(t)dt(∫ b

a
pr(t)dt

)1/r − ε.

Îòæå, íåðiâíiñòü (5.79), à ðàçîì ç íåþ i òåîðåìè 5.6.1 òà 5.6.2 äîâåäåíî.

5.7 Iíøi íåðiâíîñòi òèïó ×åáèøîâà

5.7.1. Â öüîìó ïiäðîçäiëi ïðîäîâæóþòüñÿ äîñëiäæåííÿ íåðiâíîñòåé òèïó ×åáèøîâà i

çîêðåìà, îòðèìàíî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.7.1 . Íåõàé a = {ak}nk=1, b = {bk}nk=1 òà p = {pk}nk=1, n ∈ N � äîâiëüíi

ïîñëiäîâíîñòi íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî a1 ≥ a2 ≥ . . . an i pk > 0. Òîäi äëÿ áóäü-

ÿêî¨ îïóêëî¨ ôóíêöi¨ M : [0,∞) → R òàêî¨, ùî M(0) = 0, ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

n∑
k=1

pkbkM(ak) ≤ max
s∈[1,n]

{
M
(∑n

k=1 pkak∑s
k=1 pk

) s∑
k=1

pkbk

}
, (5.124)

à äëÿ áóäü-ÿêî¨ âãíóòî¨ ôóíêöi¨ M : [0,∞) → R òàêî¨, ùî M(0) = 0, � íåðiâíiñòü

n∑
k=1

pkbkM(ak) ≥ min
s∈[1,n]

{
M
(∑n

k=1 pkak∑s
k=1 pk

) s∑
k=1

pkbk

}
. (5.125)

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ôóíêöiÿ M ¹ îïóêëîþ (ó âèïàäêó, êîëè

M âãíóòà, äîâåäåííÿ öiëêîì àíàëîãi÷íå).

Òâåðäæåííÿ ïðî òå, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ îïóêëî¨ ôóíêöi¨M : [0,∞) → R âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü (5.124), äîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

Âèïàäîê n = 1 òðèâiàëüíèé. Ðîçãëÿíåìî òàêîæ âèïàäîê n = 2. Ïîêëàäåìî

c = p1a1 + p2a2, x0 = p1a1, αk = pkbk, βk = p−1
k , k = 1, 2, (5.126)

i íà ïðîìiæêó [0, c] ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

h(x) = α1M(β1x) + α2M(β2(c− x)). (5.127)

Âíàñëiäîê îïóêëîñòi ôóíêöi¨ M(t) ôóíêöiÿ h(x) ¹ òàêîæ îïóêëîþ íà [0, c]. Òîìó öÿ

ôóíêöiÿ íà áóäü-ÿêîìó ïðîìiæêó [x1, x2] ⊆ [0, c] íàáóâà¹ ñâîãî íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ

â îäíîìó ç éîãî êiíöiâ. Çâiäñè

h(x) ≤ max{h(x1), h(x2)} ∀x ∈ [x1, x2]. (5.128)
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Ïîêëàäàþ÷è x1 := β2c(β1 + β2)
−1 i x2 := c, áà÷èìî, ùî ÷èñëî x0 (ç îãëÿäó íà ìîíî-

òîííiñòü ïîñëiäîâíîñòi a) íàëåæèòü ïðîìiæêó [x1, x2].

Òàêèì ÷èíîì, íà ïiäñòàâi (5.126)�(5.128) òà ðiâíîñòi M(0) = 0 îòðèìó¹ìî

2∑
k=1

pkbkM(ak) = h(x0) ≤ max{h(x1), h(x2)} =

= max
{
M
(p1a1 + p2a2

p1 + p2

)
(p1b1 + p2b2),M

(p1a1 + p2a2
p1

)
p1b1

}
.

Òîáòî, ïðè n = 2 íåðiâíiñòü (5.124) âèêîíó¹òüñÿ

Ïðèïóñòèìî, ùî äàíå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ ïðè n = m− 1 ≥ 1 i ïîêàæåìî, ùî

âîíî òàêîæ ìà¹ ìiñöå ïðè n = m. Ñêîðèñòà¹ìîñü ïîçíà÷åííÿìè (5.126) i ðîçãëÿíåìî

íà ïðîìiæêó [0, c] ôóíêöiþ h(x) âèãëÿäó (5.127). Ïîêëàäàþ÷è x1 := β2c(β1 + β2)
−1 i

x2 := c − a3/β2, áà÷èìî, ùî ÷èñëî x0 (âíàñëiäîê ìîíîòîííîñòi a) íàëåæèòü [x1, x2].

Òîìó ç îãëÿäó íà (5.126)�(5.128) îòðèìó¹ìî

m∑
k=1

pkbkM(ak) = h(x0)+

m∑
k=3

pkbkM(ak) ≤ max{h(x1), h(x2)}+
m∑
k=3

pkbkM(ak). (5.129)

Äàëi, ó âèïàäêó, êîëè h(x1) ≥ h(x2), ïîêëàäà¹ìî

p ′
k =

{
p1 + p2, k = 1,

pk+1, k = 2,m− 1;
b′k =

{
(p1b1 + p2b2)/(p1 + p2), k = 1,

bk+1, k = 2,m− 1;
(5.130)

a′k =

{
(p1a1 + p2a2)/(p1 + p2), k = 1,

ak+1, k = 2,m− 1.
(5.131)

Òîäi âíàñëiäîê (5.129) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

m∑
k=1

pkbkM(ak) ≤
m−1∑
k=1

p′kb
′
kM(a′k). (5.132)

ßêùî æ h(x1) < h(x2), òî íåðiâíiñòü (5.132) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé a′, b′ òà

p′ âèãëÿäó:

p ′
k =


p1, k = 1,

p2 + p3, k = 2,

pk+1, k = 3,m− 1;

b′k =


b1, k = 1,

(p2b2 + p3b3)(p2 + p3)
−1, k = 2,

bk+1, k = 3,m− 1;
(5.133)

a′k =

{
(p1a1 + p2a2 − p2a3)/p1, k = 1,

ak+1. k = 2,m− 1,
(5.134)
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Ñóìà â ïðàâié ÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ (5.132) ìiñòèòü m − 1 äîäàíîê. Êðiì òîãî, â

îáîõ âèïàäêàõ ïîñëiäîâíîñòi a′, b′ òà p′ çàäîâîëüíÿþòü ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨. Çâiäñè

âðàõîâóþ÷è (5.130)�(5.134), îòðèìó¹ìî íåîáõiäíó îöiíêó (5.124):

m∑
k=1

pkbkM(ak) ≤
m−1∑
k=1

p′kb
′
kM(a′k) ≤ sup

s∈[1,m−1]

{
M

(∑m−1
k=1 p

′
ka

′
k∑s

k=1 p
′
k

)
s∑

k=1

p′kb
′
k

}
≤

≤ sup
s∈[1,m]

{
M

(∑m
k=1 pkak∑s
k=1 pk

) s∑
k=1

pkbk

}
.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

5.7.2. Ïîêàæåìî çâ'ÿçîê îòðèìàíèõ íåðiâíîñòåé (5.144) òà (5.145) iç êëàñè÷íèìè íå-

ðiâíîñòÿìè ×åáèøîâà. Äëÿ öüîãî ïîêëàäåìî â òåîðåìi 5.7.1 M(t) = tr, r ∈ (0,∞),

Òîäi ìàþòü ìiñöå òàêi òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 5.7.1 . Íåõàé a = {ak}nk=1, b = {bk}nk=1 òà p = {pk}nk=1, n ∈ N � äîâiëüíi

ïîñëiäîâíîñòi íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî a1 ≥ a2 ≥ . . . an i pk > 0. Òîäi äëÿ áóäü-

ÿêîãî r ∈ [1,∞) ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

n∑
k=1

pkbka
r
k ≤

( n∑
k=1

pkak

)r
max
s∈[1,n]

∑s
k=1 pkbk

(
∑s

k=1 pk)
r
, (5.135)

à äëÿ áóäü-ÿêîãî r ∈ (0, 1] � íåðiâíiñòü

n∑
k=1

pkbka
r
k ≥

( n∑
k=1

pkak

)r
min
s∈[1,n]

∑s
k=1 pkbk

(
∑s

k=1 pk)
r
. (5.136)

Çàçíà÷èìî, ùî íåðiâíiñòü (5.135) áóëî îòðèìàíî â ðîáîòi [152]

Íàñëiäîê 5.7.2 . Íåõàé r ∈ [1,∞), b = {bk}nk=1 òà p = {pk}nk=1, n ∈ N � äîâiëüíi

ïîñëiäîâíîñòi íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë, pk > 0. Äëÿ äîâiëüíî¨ íåçðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi

íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë a = {ak}nk=1 íåðiâíiñòü

n∑
k=1

pkbka
r
k ≤

( n∑
k=1

pkak

)r∑n
k=1 pkbk

(
∑n

k=1 pk)
r
, (5.137)

âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

max
s∈[1,n]

∑s
k=1 pkbk

(
∑s

k=1 pk)
r
=

∑n
k=1 pkbk

(
∑n

k=1 pk)
r

(5.138)
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Íàñëiäîê 5.7.2′. Íåõàé r ∈ (0, 1], b = {bk}nk=1 òà p = {pk}nk=1, n ∈ N � äîâiëüíi

ïîñëiäîâíîñòi íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë, pk > 0. Äëÿ äîâiëüíî¨ íåçðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi

íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë a = {ak}nk=1 íåðiâíiñòü

n∑
k=1

pkbka
r
k ≥

( n∑
k=1

pkak

)r∑n
k=1 pkbk

(
∑n

k=1 pk)
r
, (5.139)

âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

min
s∈[1,n]

∑s
k=1 pkbk

(
∑s

k=1 pk)
r
=

∑n
k=1 pkbk

(
∑n

k=1 pk)
r
. (5.140)

Äîñòàòíiñòü â íàñëiäêàõ 5.7.2 òà 5.7.2′ âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî iç íàñëiäêó 5.7.1.

Ïîêàæåìî, ùî óìîâè (5.138) òà (5.140) ¹ òàêîæ íåîáõiäíèìè äëÿ âèêîíàííÿ âiäïîâiäíî

íåðiâíîñòåé (5.137) òà (5.139). Äëÿ öüîãî, ÿê i ïðè äîâåäåííi íåîáõiäíîñòi â ëåìàõ 5.6.1

òà 5.6.2, âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä âiä ñóïðîòèâíîãî.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê r ∈ [1,∞) (äîâåäåííÿ ó âèïàäêó, êîëè r ∈ (0, 1], öiëêîì

àíàëîãi÷íå). Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (5.137), îäíàê

max
s∈[1,n]

∑s
k=1 pkbk

(
∑s

k=1 pk)
r
=

∑s∗

k=1 pkbk

(
∑s∗

k=1 pk)
r
>

∑n
k=1 pkbk

(
∑n

k=1 pk)
r
. (5.141)

Âiçüìåìî ïîñëiäîâíiñòü a′ = {a′i}ni=1 âèãëÿäó

a′i =

{
(
∑s∗

k=1 pk)
−1, k = 1, 2, . . . , s∗,

0, k = s∗ + 1, . . . , n.

Òîäi äëÿ öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi áóäåìî ìàòè

n∑
k=1

pkbk(a
′
k)
r =

∑s∗

k=1 pkbk

(
∑s∗

k=1 pk)
r
>
( n∑
k=1

pkak

)r∑n
k=1 pkbk

(
∑n

k=1 pk)
r
=

∑n
k=1 pkbk

(
∑n

k=1 pk)
r
.

Òîáòî, ïðèïóùåííÿ íåâiðíå i ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (5.137).

Ïîêëàâøè â íàñëiäêàõ 5.7.2 òà 5.7.2′ ÷èñëî r = 1, áà÷èìî, ùî íåðiâíîñòi (5.137) òà

(5.139) ¹ êëàñè÷íèìè íåðiâíîñòÿìè ×åáèøîâà (5.77) òà (5.78). Ïðè öüîìó òâåðäæåííÿ

öèõ íàñëiäêiâ çáiãàþòüñÿ ç òâåðäæåííÿìè ëåì 5.6.4 òà 5.6.1 âiäïîâiäíî.

Ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíiñòü M(ak) ¹ íåçðîñòàþ÷îþ, à ïîñëiäîâíiñòü b � íå-

ñïàäíîþ (àáî íåçðîñòàþ÷îþ), äî îöiíêè ñóìè
∑n

k=1 pkbkM(ak) â ëiâié ÷àñòèíi ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (5.124) (àáî âiäïîâiäíî (5.125)) ìîæíà çàñòîñóâàòè êëàñè÷íi íåðiâíîñòi
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×åáèøîâà (5.77) (àáî (5.78)). Âiäïîâiäíî îòðèìà¹ìî

n∑
k=1

pkbkM(ak) ≤
∑n

k=1 pkM(ak)∑n
k=1 pk

n∑
k=1

pkbk (5.142)

i
n∑
k=1

pkbkM(ak) ≥
∑n

k=1 pkM(ak)∑n
k=1 pk

n∑
k=1

pkbk. (5.143)

Ïðè öüîìó ÿêùî ìàêñèìóì (àáî ìiíiìóì) â ïðàâié ÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ (5.124)

(àáî âiäïîâiäíî (5.125)) äîñÿãà¹òüñÿ ïðè s = n, òî iç ñïiââiäíîøåíü (5.124) i (5.125)

îòðèìà¹ìî
n∑
k=1

pkbkM(ak) ≤M
(∑n

k=1 pkak∑n
k=1 pk

) n∑
k=1

pkbk (5.144)

i
n∑
k=1

pkbkM(ak) ≥M
(∑n

k=1 pkak∑n
k=1 pk

) n∑
k=1

pkbk (5.145)

Àíàëiçóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (5.142)�(5.145), ñëiä çàçíà÷èòè, ùî âíàñëiäîê íåðiâíîñòi

I¹íñåíà (äèâ.,íàïðèêëàä, [82 (ãë. I)]) îöiíêè (5.144) òà (5.145) ñóìè
∑n

k=1 pkbkM(ak)

¹ áiëüø òî÷íèìè, íiæ îöiíêè (5.142) òà (5.143).

Çàóâàæåííÿ 5.7.1 . Ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíiñòü a íå ñïàäà¹, íåðiâíîñòi (5.144)

òà (5.145) ìàþòü àíàëîãi÷íèé âèãëÿä, îäíàê â öèõ íåðiâíîñòÿõ âñi ñóìè âèãëÿäó
∑s

k=1

ñëiä çàìiíèòè íà ñóìè âèãëÿäó
∑n

k=n−s.

5.7.3. Âñòàíîâèìî òàêîæ àíàëîã òåîðåìè 5.7.1 ó âèïàäêó íåñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíî-

ñòåé a, b òà p.

Òåîðåìà 5.7.1′. Íåõàé a = {ak}∞k=1, b = {bk}∞k=1 òà p = {pk}∞k=1, n ∈ N � äîâiëüíi

ïîñëiäîâíîñòi íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî a1 ≥ a2 ≥ . . . an ≥ . . ., pk > 0 i çáiãà¹òüñÿ

ðÿä
∑∞

k=1 pkbk. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ îïóêëî¨ ôóíêöi¨ M : [0,∞) → R òàêî¨, ùî M(0) =

0, ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∞∑
k=1

pkbkM(ak) ≤ sup
s∈[1,∞)

{
M
(∑∞

k=1 pkak∑s
k=1 pk

) s∑
k=1

pkbk

}
, (5.124′)

à äëÿ áóäü-ÿêî¨ âãíóòî¨ ôóíêöi¨ M : [0,∞) → R òàêî¨, ùî M(0) = 0, � íåðiâíiñòü

∞∑
k=1

pkbkM(ak) ≥ inf
s∈[1,∞)

{
M
(∑∞

k=1 pkak∑s
k=1 pk

) s∑
k=1

pkbk

}
. (5.125′)
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Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî íåðiâíiñòü (5.124′) íåðiâíiñòü (5.125′) äîâîäèòüñÿ àíàëîãi-

÷íî.

Ïåðåä óñiì çàçíà÷èìî, ùî êîëè ôóíêöiÿ M òà ïîñëiäîâíiñòü a çàäîâîëüíÿþòü

óìîâè òåîðåìè 5.7.1′, òî iñíó¹ íîìåð m0 = m0(M, f) ∈ N òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíèõ

íàòóðàëüíèõ n > n0 ïðè âñiõ k = 1, 2, . . . âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |M(ak)| < m.

Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî m > m0 ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ òî-

÷îê l0,m < l1,m < . . . < ln,m = ∞, ÿêi îçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: ïîêëàäåìî

l0,m = 0, à äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ [1;n] ∩ N çíà÷åííÿ li,m ¹ íàéáiëüøèì íîìåðîì òàêèì,

ùî li,m > li−1,m i äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ k ∈ Ii,m := [li−1,m + 1; li,m] âèêîíó¹òüñÿ òàêà

íåðiâíiñòü

|M(ali,m)−M(ak)| ≤
1

m
.

Âíàñëiäîê óìîâ íà ôóíêöiþ M òà ïîñëiäîâíiñòü a òàêà ñèñòåìà òî÷îê çàâæäè iñíó¹

i n ≤ 2m2.

Äàëi, ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíîñòi ãm = {ãi,m}ni=1, b̃ = {̃bi}ni=1 òà p̃ = {p̃i}ni=1 òàêi, ùî

ãi,m = ali,m , i = 1, 2, . . . , n, m > m0, (5.146)

a

b̃i =
∑
k∈Ii,m

pkbk

( ∑
k∈Ii,m

pk

)−1

, p̃i =
∑
k∈Ii,m

pk, i = 1, 2, . . . , n. (5.147)

áà÷èìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ m > m0 i k ∈ [li−1,m + 1; li,m], i = 1, 2, . . . , n, âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü |M(ak)−M(ãi,m)| ≤ 1
m . Òîìó âíàñëiäîê çáiæíîñòi ðÿäó

∑∞
k=1 pkbk âåëè÷èíà∣∣∣ ∞∑

k=1

pkbkM(ak)−
n∑
i=1

p̃ĩbiM(ãi,m)
∣∣∣ ≤ n∑

i=1

∑
k∈Ii,m

pkbk|M(ak)−M(ali,m)| <
1

m

∞∑
k=1

pkbk

çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ ïðè n → ∞. Êðiì öüîãî, ïðè áóäü-ÿêîìó ôiêñîâàíîìó m > m0

ïîñëiäîâíiñòü ãm = {ãi,m}ni=1 ñïàäà¹. Òîáòî, âîíà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 5.7.1.

Òàêèì ÷èíîì, iç âðàõóâàííÿì íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ M ðîáèìî âèñíîâîê, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî ε > 0 ïðè âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ m (m > m1(ε)) ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiä-

íîøåííÿ
∞∑
k=1

pkbkM(ak) =

n∑
i=1

p̃ĩbiM(ãi,m) +
( ∞∑
k=1

pkbkM(ak)−
n∑
i=1

p̃ĩbiM(ãi,m)
)
≤

≤ max
l∈[1,n]

{
M
(∑n

i=1 p̃iãi,m∑l
i=1 p̃i

) l∑
i=1

p̃ĩbi

}
+
ε

2
=
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= max
l∈[1,n]

M(
∑n

i=1 ãi,m
∑

k∈Ii,m pk∑l
i=1

∑
k∈Ii,m pk

) l∑
i=1

∑
k∈Ii,m

pkbk

+
ε

2
≤

≤ sup
s∈[1,∞)

{
M
(∑∞

k=1 pkak∑s
k=1 pk

) s∑
k=1

pkbk

}
+ ε.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Çàçíà÷èìî, ùî ðåçóëüòàòè äàíîãî ïiäðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòi [202]. Â öié

ðîáîòi áóëî îòðèìàíî òàêîæ àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ äëÿ iíòåãðàëiâ. Âîíî ìà¹ âèãëÿä:

Òåîðåìà 5.7.2 (Ñ.Î. ×àé÷åíêî [202]). Íåõàé g: [a, b] → R+
0 òà p: [a, b] → R+ (äå

b ∈ (a,∞]) � iíòåãðîâíi ôóíêöi¨ òàêi, ùî äîáóòîê p·g ¹ òàêîæ iíòåãðîâíîþ íà [a, b]

ôóíêöi¹þ. Íåõàé òàêîæ f : [a, b] → R+
0 � íåçðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨

îïóêëî¨ ôóíêöi¨ M : [0,∞) → R òàêî¨, ùî M(0) = 0, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∫ b

a

p(x)g(x)M(f(x))dx ≤ sup
s∈(a,b]

{
M
(∫ b

a
p(x)f(x)dx∫ s
a
p(x)dx

)∫ s

a

p(x)g(x)dx

}
, (5.148)

à äëÿ äîâiëüíî¨ âãíóòî¨ ôóíêöi¨ M : [0,∞) → R òàêî¨, ùî M(0) = 0, � íåðiâíiñòü∫ b

a

p(x)g(x)M(f(x))dx ≥ inf
s∈(a,b]

{
M
(∫ b

a
p(x)f(x)dx∫ s
a
p(x)dx

)∫ s

a

p(x)g(x)dx

}
. (5.149)
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5.8 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5

Â äèñêðåòíèõ ïðîñòîðàõ Îðëi÷à lM òà ïðîñòîðàõ lp çi çìiííèì ïîêàçíèêîì ïiäñó-

ìîâóâàííÿ çíàéäåíî òî÷íi çíà÷åííÿ âiäïîâiäíî íàéêðàùèõ n-÷ëåííèõ íàáëèæåíü òà

íàéêðàùèõ íàáëèæåíü äåÿêèõ ìíîæèí îáðàçiâ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ.

Â ïðîñòîðàõ Spφ âèâ÷åíî ïèòàííÿ íàñè÷åííÿ ëiíiéíèõ ìåòîäiâ ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿ-

äiâ Ôóð'¹, ÿêi çàäàþòüñÿ äîâiëüíèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà äåÿêié

ìíîæèíi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Çîêðåìà, ñôîðìóëüîâàíå îçíà÷åííÿ íàñè÷åííÿ òàêèõ

ìåòîäiâ â Spφ, ïîêàçàíî iíâàðiàíòíiñòü ïîíÿòòÿ íàñè÷åííÿ âiäíîñíî ïðîñòîðiâ Spφ òà

çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè íàñè÷åííÿ.

Îòðèìàíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè âàæëèâèõ íåëiíiéíèõ àïðîêñèìàòèâíèõ õàðà-

êòåðèñòèê ïðîñòîðiâ Spφ.

Â ïiäðîçäiëàõ 5.6 òà 5.7 îòðèìàíî äåÿêi íîâi íåðiâíîñòi òèïó ×åáèøîâà. Ïðè öüîìó

â ïiäðîçäiëi 5.6 âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè âèêîíàííÿ òàêèõ íåðiâíî-

ñòåé.
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Ðîçäië 6

Àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi îïóêëèõ

ôóíêöié

Âàæëèâó ðîëü ïðè äîñëiäæåííi àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè àïðîêñèìàòèâíèõ âåëè÷èí,

ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ â äàíié ðîáîòi, âiäiãðà¹ êëàñèôiêàöiÿ ìíîæèíè M âñiõ äîäàòíèõ

îïóêëèõ ñïàäíèõ äî íóëÿ ôóíêöié íåïåðåðâíîãî àðãóìåíòà t ≥ 1 òàêèõ, ùî ïîõiäíà

ψ′(t):=ψ′(t+) ïðè t = 1 ñêií÷åííà:

M = {ψ ∈ C[1,∞) : ψ(t) > 0, |ψ′(1)| <∞, ψ(αt1 + (1− α)t2) ≤

≤ αψ(t1) + (1− α)ψ(t2),∀α ∈ [0, 1], ∀t1, t2 ∈ [1,∞), lim
t→∞

ψ(t) = 0}. (6.1)

6.1 Ìíîæèíè M, M0, MC òà M∞

Ìíîæèíà M äîñèòü íåîäíîðiäíà çà øâèäêiñòþ ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ ïðè t → ∞
¨¨ åëåìåíòiâ: ôóíêöi¨ ψ(t) ìîæóòü ñïàäàòè ÿê çàâãîäíî ïîâiëüíî, òàê i ÿê çàâãîäíî

øâèäêî. Òîìó âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü ðîçáèòòÿ ìíîæèíè M íà ïiäìíîæèíè, ÿêi îá'¹ä-

íóþòü ôóíêöi¨ ψ ∈ M, ùî â ïåâíîìó ñåíñi ìàþòü îäíàêîâèé õàðàêòåð ïðÿìóâàííÿ

äî íóëÿ.

Íàñëiäóþ÷è Î. I. Ñòåïàíöÿ [143, ñ. 159�176], â ðîëi õàðàêòåðèñòèê, ç âðàõóâàííÿì

ÿêèõ çðó÷íî ïðîâîäèòè òàêå ðîçáèòòÿ, ðîçãëÿíåìî ïàðó ôóíêöié η(ψ; t) òà µ(ψ; t),

ÿêi îçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Äëÿ ψ ∈ M ÷åðåç η(ψ; t) ïîçíà÷èìî ôóíêöiþ, ÿêà

ïîâ'ÿçàíà ç ψ ðiâíiñòþ

ψ(η(ψ; t)) =
1

2
ψ(t), t ≥ 1. (6.2)

Âíàñëiäîê ñòðîãî¨ ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨ ψ âåëè÷èíà η(ψ; t) äëÿ âñiõ t ≥ 1 âèçíà-

÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî iç ñïiââiäíîøåííÿ (6.2):

η(ψ; t) = ψ−1
(
1

2
ψ(t)

)
, (6.3)
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äå ψ−1(·) � ôóíêöiÿ, îáåðíåíà äî ψ.

Ôóíêöiÿ µ(ψ; t) çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

µ(ψ; t) =
t

η(ψ; t)− t
. (6.4)

ßê âèïëèâà¹ iç (6.2), âåëè÷èíà η(ψ; t)−t ¹ äîâæèíîþ ïðîìiæêó [t, η(ψ; t)], íà ÿêîìó

çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ψ çìåíøó¹òüñÿ ðiâíî â äâà ðàçè. Â çâ'ÿçêó ç öèì ôóíêöiþ µ(ψ; t)

ïðèéíÿòî íàçèâàòè (äèâ., íàïðèêëàä, [136, ñ. 94]) ìîäóëåì íàïiâðîçïàäó ôóíêöi¨ ψ.

Ïðè ïîçíà÷åííi öi¹¨ ôóíêöi¨ â äóæêàõ áóäåìî ïèñàòè äâà àðãóìåíòè, äðóãèé ç ÿêèõ ¹

íåâiäîìîþ çìiííîþ, à ïåðøèé ïîçíà÷à¹ ôóíêöiþ, çà ÿêîþ ïîáóäîâàíà ôóíêöiÿ µ(ψ; t).

Äëÿ ôóíêöi¨ ψ1(t) = t−r, r > 0, ìà¹ìî µ(ψ1; t) = (21/r − 1)−1. ßêùî ψ2(t) =

1/ ln(t + e), òî µ(ψ2; t) = t/((t + e)2 + e− t); ÿêùî æ ψ3(t) = e−t, òî µ(ψ3; t) = t/ ln 2.

Ç öèõ ïðèêëàäiâ áà÷èìî, ùî âåëè÷èíà µ(ψ; t) ìîæå áóòè îáìåæåíîþ çâåðõó òà çíèçó

äåÿêèìè äîäàòíèìè ÷èñëàìè, ìîæå ïðÿìóâàòè äî íóëÿ àáî äî íåñêií÷åííîñòi ïðè

t→ ∞. Ó çâ'ÿçêó ç öèì iç ìíîæèíè M ïðèéíÿòî âèäiëÿòè òàêi ïiäìíîæèíè:

M0 =
{
ψ ∈ M : 0 < µ(ψ; t) ≤ K ∀t ≥ 1

}
, (6.5)

M∞ =
{
ψ ∈ M : 0 < K ≤ µ(ψ; t) <∞ ∀t ≥ 1

}
, (6.6)

MC = M0 ∩M∞ =
{
ψ ∈ M : 0 < K1 ≤ µ(ψ; t) ≤ K2 ∀t ≥ 1

}
. (6.7)

ßê i ðàíiøå, ÷åðåçK,K1,K2, . . . ïîçíà÷àþòüñÿ äåÿêi äîäàòíi ñòàëi, ùî íå çàëåæàòü

âiä âåëè÷èí, ÿêi ¹ ó ðîçãëÿäóâàíîìó âèïàäêó ïàðàìåòðàìè (â äàííîìó âèïàäêó � âiä

çìiííî¨ t).

Ìíîæèíà M0, çîêðåìà, ìiñòèòü ôóíêöi¨ ψ, äëÿ ÿêèõ âåëè÷èíà µ(ψ; t) ïðÿìó¹ äî

íóëÿ ïðè t → ∞, à ìíîæèíà M∞ � ôóíêöi¨ ψ, äëÿ ÿêèõ µ(ψ; t) ïðÿìó¹ äî íåñêií-

÷åííîñòi. Öèì ïîÿñíþ¹òüñÿ íàÿâíiñòü âiäïîâiäíèõ iíäåêñiâ (0 àáî ∞) ó ïîçíà÷åííi

âêàçàíèõ ìíîæèí. Ìíîæèíà MC ìiñòèòü òi i ëèøå òi ôóíêöi¨ ψ ç M, äëÿ ÿêèõ âåëè-

÷èíà µ(ψ; t) îáìåæåíà çâåðõó òà çíèçó êîíñòàíòàìè (Constant) i òîìó ¨¨ ïîçíà÷àþòü

MC .

Äàëi, ÷åðåç M+
0 ïîçíà÷àþòü ïiäìíîæèíó ôóíêöié ψ ∈ M0, äëÿ ÿêèõ âåëè÷èíà

µ(ψ; t) ïðè t→ ∞ ìîíîòîííî ïðÿìó¹ äî íóëÿ:

M+
0 = {ψ ∈ M : µ(ψ; t) ↓ 0}, (6.8)

à ÷åðåç M+
∞ � ïiäìíîæèíó ôóíêöié ψ ∈ M∞, ó ÿêèõ µ(ψ; t) ìîíîòîííî i íåîáìåæåíî

çðîñòà¹ ïðè t→ ∞ :

M+
∞ = {ψ ∈ M : µ(ψ; t) ↑ ∞}. (6.9)
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Çàçíà÷èìî, ùî ïðèðîäíèìè ïðåäñòàâíèêàìè ìíîæèíè MC ¹ ôóíêöi¨ t−r, r > 0,

ôóíêöi¨ t−r lnε(t+a) ïðè áóäü-ÿêèõ ε ∈ R, äîäàòíèõ r òà a, äëÿ ÿêèõ a ≥ e3ε/r − 1 òà

ií. Ìíîæèíi M+
0 , çîêðåìà, íàëåæàòü ôóíêöi¨ ln

ε(t+ e) ïðè ε < 0, à ìíîæèíi M+
∞ �

ôóíêöi¨ exp(−λtr) ïðè λ > 0 i r ∈ (0, 1], à òàêîæ ôóíêöi¨ exp(−λ(t + a)r) ïðè λ > 0,

r > 1 i a ≥ ((r − 1)/(rλ))1/r − 1. Ó öüîìó ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ çà äîïîìîãîþ òàêîãî

êðèòåðiÿ, ÿêèé áóëî îòðèìàíî Î.I Ñòåïàíöåì [143, ñ. 161] (äèâ. òàêîæ [140]).

Òâåðäæåííÿ 6.1.1 (Î. I. Ñòåïàíåöü [143, ñ. 161]). Ôóíêöiÿ ψ ∈ M íàëåæèòü äî

M0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âåëè÷èíà

α(ψ; t) :=
ψ(t)

t|ψ′(t)|
, äå ψ′(t) := ψ′(t+), (6.10)

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

α(ψ; t) ≥ K > 0 ∀t ≥ 1; (6.11)

ψ ∈ M íàëåæèòü äî M∞ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

α(ψ; t) ≤ K ∀t ≥ 1; (6.12)

ψ ∈ M íàëåæèòü äî MC òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

0 < K1 ≤ α(ψ; t) ≤ K2 ∀t ≥ 1. (6.13)

ßêùî ôóíêöiÿ α(ψ; t) íå ñïàäà¹ i

lim
t→∞

α(ψ; t) = ∞, (6.14)

òî ψ ∈ M+
0 . ßêùî æ α(ψ; t) íå çðîñòà¹ i

lim
t→∞

α(ψ; t) = 0, (6.15)

òî ψ ∈ M+
∞.

Îäíàê, ÿêùî äëÿ ìíîæèíè M0, M∞ òà MC çíàéäåíi óìîâè ¹ íåîáõiäíèìè i äî-

ñòàòíiìè, òî äëÿ ìíîæèí M+
0 i M+

∞ âîíè ¹ ëèøå äîñòàòíiìè. Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ

äà¹ íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè òîãî, ùîá ôóíêöiÿ ψ ∈ M íàëåæàëà äî ìíîæèíè

M+
∞.

Òåîðåìà 6.1.1 . Íåõàé ψ ∈ M. Òîäi äëÿ òîãî, ùîá ψ íàëåæàëà ìíîæèíi M+
∞ íå-

îáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ôóíêöiÿ α(t) = α(ψ; t), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (6.10),

çàäîâîëüíÿëà óìîâó (6.15) i íàñòóïíó íåðiâíiñòü

α(η(ψ; t))

α(t)
≤ 1 ∀t ≥ 1. (6.16)
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Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî ÿêùî ôóíêöiÿ α çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (6.15)

òà (6.16), òî ψ ∈ M+
∞. Ïðÿìóâàííÿ äî íåñêií÷åííîñòi ïðè t → ∞ âåëè÷èíè µ(ψ; t)

çà óìîâè (6.15) âèïëèâà¹ ç äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 6.1.1 (äèâ. [143 (ñ. 161), 140]).

Ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî ôóíêöiÿ µ(ψ; t) ìîíîòîííî ñïàäà¹.

Ðîçãëÿäàþ÷è ôóíêöiþ 1/µ(ψ; t) = (η(t)/t) − 1, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî öå ìîæëèâî

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

tη′(t)− η(t) ≤ 0. (6.17)

Çãiäíî ç (6.2) òà (6.10)

1

2
ψ(t) = ψ(η(t)) = −η(t)ψ′(η(t))α(η(t)).

Îá'¹äíóþ÷è öþ ðiâíiñòü iç ðiâíiñòþ (6.10) i âðàõîâóþ÷è òå, ùî, âíàñëiäîê (6.3), ∀ψ ∈
M

η′(t) = η′(ψ, t) =
ψ′(t)

2ψ′(η(t))
, (6.18)

îòðèìó¹ìî
tη′(t)α(t)

η(t)α(η(t))
= 1,

àáî

tη′(t) = η(t)
α(η(t))

α(t)
. (6.19)

Çâiäñè, íà ïiäñòàâi (6.16) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (6.17) ¹ ïðàâèëüíèì,

à îòæå, ôóíêöiÿ µ(ψ; t) ìîíîòîííî ñïàäà¹ ïðè t ≥ 1, i ψ ∈ M+
∞.

Ïåðåêîíà¹ìîñü òåïåð, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ M+
∞ âåëè÷èíà α(ψ; t) çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâè (6.15) òà (6.16).

ßêùî ψ ∈ M+
∞, òî ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (6.17), âðàõîâóþ÷è ÿêó iç ñïiââiäíî-

øåííÿ (6.19) îòðèìó¹ìî (6.16). Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ M ïðè êîæíîìó

t ≥ 1 ìà¹ìî

|ψ′(η(t))|(η(t)− t) ≤ 1

2
ψ(t) = −

η(t)∫
t

ψ′(τ)dτ ≤ |ψ′(t)|(η(t)− t). (6.20)

Çâiäñè

α(t) =
ψ(t)

t|ψ′(t)|
≤ 2

η(t)− t

t
=

2

µ(ψ; t)
. (6.21)

Òîìó, ÿêùî ψ ∈ M òàêà, ùî âåëè÷èíà µ(ψ; t) ìîíîòîííî i íåîáìåæåíî çðîñòà¹, êîëè

t→ ∞, òîáòî, ψ ∈ M+
∞, òî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (6.15).

Â ðîáîòi [143, ñ. 165] (äèâ. òàêîæ [140]) áóëî îòðèìàíî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äëÿ

ôóíêöié ç ìíîæèí M0, M∞ òà MC .
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Òâåðäæåííÿ 6.1.2 (Î. I. Ñòåïàíåöü [143, ñ. 165]). ßêùî ψ ∈ M0, òî ìîæíà âêà-

çàòè òàêå r1 > 0, ùî ïðè âñiõ t ≥ 1 áóäå âèêîíóâàòèñü íåðiâíiñòü

ψ(t) ≥ Kt−r1 , (6.22)

ÿêùî ψ ∈ M∞, òî iñíó¹ ÷èñëî r2 > 0 òàêå, ùî ïðè âñiõ t ≥ 1

ψ(t) ≤ Kt−r2 , (6.23)

ÿêùî æ ψ ∈ MC , òî iñíóþòü ÷èñëà r1, r2 > 0 òàêi, ùî ïðè âñiõ t ≥ 1

K1t
−r1 ≤ ψ(t) ≤ K2t

−r2 . (6.24)

Âñòàíîâèìî âiäïîâiäíèé ôàêò i äëÿ ôóíêöié ç ìíîæèíè M+
∞.

Òåîðåìà 6.1.2 . ßêùî ψ ∈ M+
∞, òî äëÿ äîâiëüíîãî r > 0 çíàéäåòüñÿ ÷èñëî K > 0

òàêå, ùî ∀t ≥ 1

ψ(t) ≤ Kt−r. (6.25)

Äîâåäåííÿ. Çàïèñóþ÷è ðiâíiñòü (6.10) ó âèãëÿäi

ψ′(t)

ψ(t)
= − 1

tα(t)

i iíòåãðóþ÷è îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ ïî ïðîìiæêó [1, t], t > 1, îòðèìó¹ìî

ψ(t) = ψ(1)exp
(
−

t∫
1

dτ

τα(τ)

)
. (6.26)

Îñêiëüêè α(t) → 0 ïðè t→ ∞, òî äëÿ äîâiëüíîãî r > 0 çíàéäåòüñÿ ÷èñëî tr òàêå, ùî

äëÿ âñiõ t > tr âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü 1/α(t) > r. Òîìó ïðè t > tr áóäåìî ìàòè

ψ(t) = ψ(1)exp
(
−

tr∫
1

dτ

τα(τ)
−

t∫
tr

dτ

τα(τ)

)
≤

≤ ψ(1)exp
(
−

tr∫
1

dτ

τα(τ)

)
exp
(
− r

t∫
tr

dτ

τ

)
= ψ(1) trr exp

(
−

tr∫
1

dτ

τα(τ)

)
t−r,

çâiäêè i âèïëèâàòèìå ñïiââiäíîøåííÿ (6.25). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàâåäåìî òàêîæ ùå îäíó âëàñòèâiñòü ôóíêöié ç ìíîæèíè M, îòðèìàíó â ðîáîòi

[159], ÿêà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ïiäðîçäiëi 6.6.
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Òåîðåìà 6.1.3 . Íåõàé ôóíêöiÿ ψ ∈ M òàêà, ùî ôóíêöiÿ h(t) := 1/ψ(t) îïóêëà ïðè

t ≥ t0 ≥ 1. Òîäi ïðè áóäü-ÿêîìó t ≥ t0 ≥ 1 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

η ′(ψ; t) ≤ 2. (6.27)

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ôóíêöi¨ η ïðè áóäü-ÿêîìó t ≥ 1 ìà¹ìî

h(η(ψ; t)) = 2h(t).

Çâiäñè îòðèìó¹ìî

h′(η(ψ; t)) · η′(ψ; t) = 2h′(t).

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ h(t) îïóêëà ïðè t ≥ a, òî ¨¨ ïîõiäíà h′(t) íà öüîìó ïðîìiæêó íå

ñïàäà¹, i òîìó ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (6.27):

η′(ψ; t) =
2h′(t)

h′(η(ψ; t))
≤ 2.

6.2 Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ äëÿ ôóíêöié ç ìíîæèí

F , M+
∞ òà M0

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåìî íèçêó òâåðäæåíü äëÿ ìíîæèíè F , ÿêà îçíà÷à¹òüñÿ

íàñòóïíîþ ðiâíiñòþ (6.29), äëÿ ¨¨ ïiäìíîæèíè M+
∞, à òàêîæ äëÿ ìíîæèíè M0.

Çãiäíî ç (6.3) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ M ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

η ′(ψ, t) =
ψ′(t)

2ψ′(η(t))
, t ≥ 1,

iç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî

η ′(ψ, t) ≥ 1

2
, t ≥ 1. (6.28)

Ïðèêëàäè ôóíêöié ψ(t) = t−r, r > 0 òà ψ(t) = ln−ε(t + e), ε > 0, ïîêàçóþòü, ùî

âåëè÷èíà η ′(ψ, t) äëÿ ðiçíèõ ôóíêöié ψ ∈ M ìîæå áóòè ÿê îáìåæåíîþ çâåðõó, òàê

i íåîáìåæåíîþ. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ðîçãëÿäàþòü ìíîæèíó (äèâ., íàïðèêëàä, [140, 143

(ñ. 164�166)])

F = {ψ ∈ M : η′(ψ; t) ≤ K}. (6.29)

Ìíîæèíà F ìà¹ íèçêó ñïåöèôi÷íèõ âëàñòèâîñòåé, ÿêi áóëè îòðèìàíi Î. I. Ñòåïàíöåì

i ìiñòÿòüñÿ â íàñòóïíèõ òâåðäæåííÿõ.
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Òâåðäæåííÿ 6.2.1 (Î. I. Ñòåïàíåöü [140]). Ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ

MC ∪M+
∞ ⊆ F. (6.30)

Òâåðäæåííÿ 6.2.2 (Î. I. Ñòåïàíåöü [140]). Äëÿ òîãî, ùîá ôóíêöiÿ ψ ∈ M íàëå-

æàëà ìíîæèíi F , íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ïðè âñiõ t ≥ 1 âèêîíóâàëîñÿ ñïiââiä-

íîøåííÿ

K1|ψ′(t)|(η(t)− t) ≤ ψ(t) ≤ K2|ψ′(η(t))|(η(t)− t), η(t) = η(ψ, t). (6.31)

(Î. I. Ñòåïàíåöü [140]). ßêùî ïîêëàñòè λ(t) := ψ(t)/|ψ′(t)|, òî iç (6.31) âèïëèâà¹,

ùî ∀ψ ∈ F

K1(η(t)− t) ≤ λ(t) ≤ K2(η(t)− t), η(t) = η(ψ, t). (6.32)

Çàóâàæåííÿ 6.2.1 Çàóâàæåííÿ 6.2.2 . Iç òâåðäæåíü 6.1.1, 6.2.1 òà çàóâàæåííÿ

6.2.1 âèïëèâà¹, ùî ∀ψ ∈ MC

η(ψ, t)− t ≍ ψ(t)/|ψ′(t)| ≍ t, t ≥ 1. (6.33)

Òâåðäæåííÿ 6.2.3 (Î. I. Ñòåïàíåöü [140]). Äëÿ òîãî, ùîá ôóíêöiÿ ψ ∈ M íàëå-

æàëà ìíîæèíi F , íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ïðè âñiõ t ≥ 1 âèêîíóâàëàñÿ íåðiâ-

íiñòü
η(η(t))− η(t)

η(t)− t
≤ K, η(t) = η(ψ; t). (6.34)

ßê çàçíà÷åíî âèùå, äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ M âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (6.28).

Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî ψ ∈ M+
∞, òî âíàñëiäîê (6.9) ìà¹ìî

η(ψ; t) = t(1 + γ(t)),

äå γ(t) � ôóíêöiÿ, ìîíîòîííî ñïàäíà äî íóëÿ ïðè t→ ∞ . Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

η′(ψ; t) ≤ 1 + γ(t).

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ψ ∈ M+
∞, òî ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

1

2
≤ η′(ψ; t) ≤ 1 + γ(t), lim

t→∞
γ(t) = 0. (6.35)

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ÿêùî iñíó¹ ãðàíèöÿ ïðè t → ∞ âåëè÷èíè η′(ψ; t), òî öÿ ãðàíèöÿ

äîðiâíþ¹ îäèíèöi. Òî÷íiøå ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 6.2.1 . ßêùî ψ ∈ M+
∞, i, îêðiì òîãî

lim
t→∞

η′(ψ; t) = a, (6.36)

òî a = 1.

Äîâåäåííÿ. Iç (6.35) âèïëèâà¹, ùî âåëè÷èíà a áiëüøîþ çà îäèíèöþ áóòè íå ìîæå.

Ïðèïóñòèìî, ùî a < 1. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 çíàéøëîñÿ á òàêå ÷èñëî tε, ùî ïðè

âñiõ t ≥ tε âèêîíóâàëàñÿ á íåðiâíiñòü η ′(ψ; t) < 1− ε. Â òàêîìó ðàçi

η(ψ; t)− η(ψ; tε) =

t∫
tε

η ′(ψ; τ)dτ < (1− ε)(t− tε),

çâiäêè âèïëèâàëî á, ùî ïðè äîñèòü âåëèêèõ çíà÷åííÿõ t η(ψ; t) < t, ùî íåìîæëèâî.

Òîìó äiéñíî a = 1. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ïðè îòðèìàííi áàãàòüîõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ ðiçíîìàíiòíèõ êëàñiâ ôóíêöié, ÿêi õà-

ðàêòåðèçóþòüñÿ ôóíêöiÿìè ψ ç ìíîæèíè M+
∞, äîöiëüíèì ¹ îêðåìî âèäiëèòè òàêi

ïiäìíîæèíè öi¹¨ ìíîæèíè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M′
∞ ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié ψ ∈ M+

∞,

ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

α(ψ, t) =
ψ(t)

t|ψ′(t)|
↓ 0 (6.37)

i ψ(t)/|ψ′(t)| ↑ ∞. ×åðåç Mc
∞ ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié ψ ∈ M+

∞, ÿêi çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâè (6.37) i

K1 ≤ tα(ψ, t) = ψ(t)/|ψ′(t)| ≤ K2, t ≥ 1, (6.38)

à ÷åðåç M′′
∞ � ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié ψ ∈ M+

∞, äëÿ ÿêèõ

ψ(t)/|ψ′(t)| ↓ 0, ψ′(t) := ψ′(t+). (6.39)

Çàçíà÷èìî, ùî ïðèðîäíèìè ïðåäñòàâíèêàìè ìíîæèí M ′
∞, M

c
∞ i M′′

∞ ¹ ôóíêöi¨

exp(−αts), α > 0, ó âèïàäêàõ, êîëè s ∈ (0, 1), s = 1 òà s > 1 âiäïîâiäíî.

Äëÿ öèõ ïiäìíîæèí ìàþòü ìiñöå òàêi òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 6.2.4 . Äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ÷èñåë d ≥ 1 òà c > 0 i äëÿ áóäü-ÿêî¨

ôóíêöi¨ ψ ç ìíîæèí M′
∞ ÷è Mc

∞ iñíó¹ ÷èñëî Kc > 0 òàêå, ùî ïðè âñiõ t ≥ 1,

1 ≤ ψ(t1/d)

ψ((t+ c)1/d)
≤ Kc. (6.40)



238

Äîâåäåííÿ. ßêùî ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü äî ìíîæèí M′
∞ ÷è Mc

∞, òî ïðè âñiõ

t ≥ 1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |ψ′(t)|/ψ(t) ≤ K. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ

d ≥ 1, c > 0 i t ≥ 1,

(t+c)1/d∫
t1/d

|ψ′(τ)|
ψ(τ)

dτ ≤ K((t+ c)1/d − t1/d) ≤ K c.

Ç iíøîãî áîêó ìà¹ìî

(t+c)1/d∫
t1/d

|ψ′(τ)|
ψ(τ)

dτ = −

(t+c)1/d∫
t1/d

ψ′(τ)

ψ(τ)
dτ = ln

ψ(t1/d)

ψ((t+ c)1/d)
.

Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ ÷èñëî Kc > 0 òàêå, ùî ïðè âñiõ t ≥ 1 âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

(6.40).

Òâåðäæåííÿ 6.2.5 . Äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ÷èñåë d ≥ 1, c > 0 i äëÿ áóäü-ÿêî¨

ôóíêöi¨ ψ ç ìíîæèí M′
∞ ÷è Mc

∞ iñíóþòü òàêi ñòàëi Kc,1, Kc,2 > 0, ùî ïðè âñiõ

t ≥ 1,

Kc,1 ≤
ψ(t1/d)/|ψ′(t1/d)|

ψ((t+ c)1/d/|ψ′((t+ c)1/d)|
≤ Kc,2. (6.41)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ Mc
∞ ñïðàâåäëèâiñòü ñïiââiäíîøåííÿ

(6.41) î÷åâèäíà.

ßêùî æ ψ ∈ M′
∞, òî ôóíêöiÿ ψ(t)/|ψ′(t)| ìîíîòîííî çðîñòà¹. Òîìó

ψ(t1/d)/|ψ′(t1/d)|
ψ((t+ c)1/d/|ψ′((t+ c)1/d)|

≤ 1. (6.42)

Ç iíøîãî áîêó âíàñëiäîê (6.37) âåëè÷èíà α(ψ; t) ìîíîòîííî ñïàäà¹ äî íóëÿ. Çâiäñè

ψ(t1/d)/|ψ′(t1/d)|
ψ((t+ c)1/d/|ψ′((t+ c)1/d)|

=
t1/d

(t+ c)1/d
· α(ψ; t1/d)

α(ψ; (t+ c)1/d)
≥ K. (6.43)

Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (6.42) òà (6.44), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî i â öüîìó âèïàäêó

iñíóþòü òàêi ÷èñëà Kc,1, Kc,2 > 0, ùî ïðè âñiõ t ≥ 1 âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

(6.41).

Òâåðäæåííÿ 6.2.6 . ßêùî ψ ∈ M ′′
∞, òî äëÿ áóäü-ÿêèõ ÷èñåë c > 0 i K > 0 ïðè

âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ t
ψ(t)

ψ(t+ c)
≥ K. (6.44)
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Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ÿêùî ψ ∈ M ′′
∞, òî äëÿ äîâiëüíî¨ ñòàëî¨ Kc > 0 ïðè âñiõ

äîñòàòíüî âåëèêèõ t âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |ψ′(t)|/ψ(t) ≥ Kc. Òîìó ïðè Kc = lnK
c

äëÿ òàêèõ t áóäåìî ìàòè

ln
ψ(t)

ψ(t+ c)
=

t+c∫
t

|ψ′(τ)|
ψ(τ)

dτ ≥ Kc c =
lnK

c
c = lnK,

i ñïiââiäíîøåííÿ (6.44) äîâåäåíî.

Âñòàíîâèìî òàêîæ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, ÿêå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïðè îöiíöàõ â ïiä-

ðîçäiëi 6.7.

Òâåðäæåííÿ 6.2.7 . ßêùî ψ ∈ M+
∞ i äëÿ äåÿêèõ ïîñëiäîâíîñòåé íàòóðàëüíèõ ÷è-

ñåë an òà bn âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

ψ(an) ≍ ψ(bn), (6.45)

òî

an ≍ bn.

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ ìíîæèíè M+
∞ òà çàóâàæåííÿ 6.2.1 âèïëèâà¹, ùî ïðè

âñiõ t ≥ 1
1

t
≤ K

|ψ′(t)|
ψ(t)

, K = const.

Iíòåãðóþ÷è ëiâó i ïðàâó ÷àñòèíó öi¹¨ íåðiâíîñòi â ìåæàõ âiä a äî b (1 ≤ a < b),

îòðèìó¹ìî

ln
b

a
≤ K ln

ψ(a)

ψ(b)
.

Ïîêëàâøè â öå ñïiââiäíîøåííÿ ān = min{an, bn} i b̄n = max{an, bn}, âíàñëiäîê (6.45)

ðîáèìî âèñíîâîê, ùî iñíó¹ ñòàëà K1 > 1 òàêà, ùî ïðè âñiõ n ∈ N ìà¹ ìiñöå ñïiââiä-

íîøåííÿ b̄n ≤ K1ān, çâiäêè

1/K1an ≤ bn ≤ K1an.

Íàñàìêiíåöü äàíîãî ïiäðîçäiëó ïîçíà÷èìî ÷åðåç B ìíîæèíó âñiõ ìîíîòîííî ñïà-

äíèõ äî íóëÿ ïðè t→ ∞ ôóíêöié ψ(t), t ≥ 1, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü òàê çâàíó ∆2-óìîâó:

ψ(t)

ψ(2t)
≤ K, K ≡ const. (6.46)

Òîäi ÿê ïîêàçàíî â [143 (�3.16)] ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

B ∩M = M0. (6.47)
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6.3 Òâåðäæåííÿ äëÿ ôóíêöié, îáåðåíåíèõ äî ôóí-

êöié ç ìíîæèíè M

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ ìíîæèíè ôóíêöié, îáåðåíåíèõ äî ôóíêöié ç ìíî-

æèíè M i âñòàíîâëþ¹òüñÿ íèçêà íîâèõ òâåðäæåíü äëÿ òàêèõ ôóíêöié.

Íåõàé M∗ � ìíîæèíà âñiõ äîäàòíèõ ïðè t ∈ (0, 1] îïóêëèõ äîíèçó ñïàäíèõ ôóí-

êöié φ(·) òàêèõ, ùî lim
t→0+

φ(t) = +∞.

Äëÿ φ ∈ M∗ îçíà÷èìî õàðàêòåðèñòèêè ζ(t) = ζ(φ; t) òà ν(t) = ν(φ; t) � àíàëîãè

âåëè÷èí η(t) òà µ(t), ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

φ(ζ(t)) = 2φ(t), t ∈ (0, 1]. (6.48)

Âíàñëiäîê ñòðîãî¨ ìîíîòîííîñòi φ, ôóíêöiÿ ζ(t) ïðè âñiõ t ∈ (0, 1] âèçíà÷à¹òüñÿ îäíî-

çíà÷íî:

ζ(t) = ζ(φ; t) = φ−1(2φ(t)). (6.49)

Ôóíêöiÿ ν(t) çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

ν(t) = ν(φ; t) =
ζ(t)

t− ζ(t)
.

ßêùî φ1(t) = t−r, r > 0, òî ζ(φ1; t) = 2−1/rt i ν(φ1; t) = (21/r − 1)−1; ÿêùî

φ2(t) = ln 1
t , òîáòî, φ2(t) � îáåðíåíà ôóíêöiÿ äî ôóíêöi¨ e−t, òî ζ(φ2; t) = t2 i

ν(φ2; t) = t/(1− t), à ÿêùî æ φ3(t) = e1/t (φ−1
3 (t) = 1/ ln t), òî ζ(φ3; t) =

t

t ln 2 + 1
i

ν(φ3; t) = (t ln 2)−1. Ç äàíèõ ïðèêëàäiâ áà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ ν(t) ìîæå áóòè îáìåæå-

íîþ çâåðõó òà çíèçó äåÿêèìè ñòàëèìè, ìîæå ïðÿìóâàòè äî íóëÿ àáî äî íåñêií÷åííîñòi

ïðè t→ 0. Íà îñíîâi òàêèõ îçíàê âèäiëèìî iç ìíîæèíè M∗ íàñòóïíi ïiäìíîæèíè:

M∗
0 = {φ ∈ M∗ : 0 < ν(φ; t) ≤ K ∀t ∈ (0, 1] },

M∗
∞ = {φ ∈ M∗ : 0 < K ≤ ν(φ; t) <∞ ∀t ∈ (0, 1] },

M∗
C = M∗

0 ∩M∗
∞ = {φ ∈ M∗ : 0 < K1 ≤ ν(φ; t) ≤ K2 ∀t ∈ (0, 1] }.

Äàëi, ÷åðåçM∗+
0 ïîçíà÷èìî ïiäìíîæèíó âñiõ ôóíêöié φ ∈ M∗, äëÿ ÿêèõ âåëè÷èíà

ν(φ; t) ïðè t→ 0 ìîíîòîííî ïðÿìó¹ äî íóëÿ:

M∗+
0 = {φ ∈ M∗ : ν(φ; t) ↓ 0 ïðè t→ 0 },

à ÷åðåç M∗+
∞ � ïiäìíîæèíó âñiõ ôóíêöié φ ∈ M∗, äëÿ ÿêèõ ν(φ; t) ìîíîòîííî i

íåîáìåæåíî çðîñòà¹ ïðè t→ 0:

M∗+
∞ = {φ ∈ M∗ : ν(φ; t) ↑ ∞ ïðè t→ 0 }.
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Ó ôóíêöié φ ∈ M∗ íà ïðîìiæêó (0, 1) iñíóþòü ìîíîòîííi ïîõiäíi φ ′(t), ùî äî-

ïóñêàþòü ðîçðèâè ëèøå ïåðøîãî ðîäó. Òîìó íàäàëi ââàæà¹ìî, ùî φ ′(t) = φ ′(t − 0),

t ∈ (0, 1). Ïðè öèõ ïîçíà÷åííÿõ ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé àíàëîã òâåðäæåííÿ 6.1.1.

Òåîðåìà 6.3.1 . Ôóíêöiÿ φ ∈ M∗ íàëåæèòü ìíîæèíi M∗
0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

âåëè÷èíà

β(t) = β(φ; t) =
t|φ′(t)|
φ(t)

, φ′(t) := φ′(t−), (6.50)

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

β(t) ≤ K ∀t ∈ (0, 1]; (6.51)

φ ∈ M∗ íàëåæèòü ìíîæèíi M∗
∞ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

β(t) ≥ K > 0 ∀t ∈ (0, 1]; (6.52)

φ ∈ M∗ íàëåæèòü ìíîæèíi M∗
C òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

0 < K1 ≤ β(t) ≤ K2 ∀t ∈ (0, 1]. (6.53)

ßêùî ôóíêöiÿ β(t) íå ñïàäà¹ i

lim
t→0

β(t) = 0, (6.54)

òî φ ∈ M∗+
0 . ßêùî æ β(t) íå çðîñòà¹ i

lim
t→0

β(t) = ∞, (6.55)

òî φ ∈ M∗+
∞ .

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (6.50), ∀t ∈ (0, 1] ìà¹ìî

φ(t)

t∫
ζ(t)

β(τ)

τ
dτ ≤

t∫
ζ(t)

|φ′(τ)|dτ =

t∫
ζ(t)

β(τ)φ(τ)

τ
dτ ≤ φ(ζ(t))

t∫
ζ(t)

β(τ)

τ
dτ

àáî, iç âðàõóâàííÿì (6.48),

φ(t)

t∫
ζ(t)

β(τ)

τ
dτ ≤ φ(t) ≤ 2φ(t)

t∫
ζ(t)

β(τ)

τ
dτ,

òîáòî ∀t ∈ (0, 1]

1

2
≤

t∫
ζ(t)

β(τ)

τ
dτ ≤ 1. (6.56)
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ßêùî âèêîíó¹òüñÿ (6.51), òî çâiäñè

1

2K
≤

t∫
ζ(t)

dτ

τ
= ln

t

ζ(t)
= ln(

1

ν(φ; t)
+ 1).

Òàêèì ÷èíîì,

ν(φ; t) ≤ (e1/(2K) − 1)−1,

òîáòî φ ∈ M∗
0.

ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (6.52), òî ç (6.56) àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî

ln(
1

ν(φ; t)
+ 1) ≤ 1

K
,

çâiäêè îäðàçó âèïëèâà¹, ùî φ ∈ M∗
∞. Òàêèì ñàìèì ÷èíîì ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî ïðè

âèêîíàííi óìîâè (6.53) ôóíêöiÿ φ íàëåæèòü ìíîæèíi M∗
C .

ßêùî β(t) íå ñïàäà¹ i âèêîíó¹òüñÿ (6.54), òî âíàñëiäîê (6.56) ∀t ∈ (0, 1]

β(t) ≥ 1/
(
2 ln(

1

ν(φ; t)
+ 1)

)
.

Çâiäñè iç âðàõóâàííÿì (6.54) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

lim
t→0

ν(φ; t) = 0.

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ν(φ; t) ìîíîòîííî íå çðîñòà¹ ïðè t → 0. Öå ìîæëèâî òîäi i ëèøå

òîäi, êîëè

tζ ′(t)− ζ(t) ≥ 0, ζ ′(t) = ζ ′(t− 0). (6.57)

Çãiäíî ç (6.48) òà (6.50)

2φ(t) = φ(ζ(t)) = −ζ(t)φ
′(ζ(t))

β(ζ(t))
.

Îá'¹äíóþ÷è öþ ðiâíiñòü iç ðiâíiñòþ (6.50) i âðàõîâóþ÷è òå, ùî âíàñëiäîê (6.49) ∀φ ∈
M∗

ζ ′(t) =
2φ′(t)

φ′(ζ(t))
, (6.58)

îòðèìó¹ìî
tζ ′(t)β(ζ(t))

β(t)ζ(t)
= 1,

àáî

tζ ′(t) = ζ(t)
β(t)

β(ζ(t))
≥ ζ(t),
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òîáòî, ñïiââiäíîøåííÿ (6.57) äiéñíî ¹ ïðàâèëüíèì. Òèì ñàìèì äîâåäåíî, ùî êîëè

β(t) íå ñïàäà¹ i âèêîíó¹òüñÿ (6.54), òî φ ∈ M∗+
0 . Àíàëîãi÷íî ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî ó

âèïàäêó, êîëè β(t) íå çðîñòà¹ i ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà (6.55), ôóíêöiÿ φ íàëåæèòü

ìíîæèíi M∗+
∞ .

Çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî ∀φ ∈ M∗
0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (6.51), à ∀φ ∈ M∗

∞ �

óìîâà (6.52) i äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ M∗
C ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà (6.53).

Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ M∗ ïðè äîâiëüíîìó t ∈ (0, 1] ìà¹ìî

|φ′(t)|(t− ζ(t)) ≤ φ(t) = −
t∫

ζ(t)

φ′(τ)dτ ≤ |φ′(ζ(t))|(t− ζ(t)).

Çâiäñè
t|φ′(t)|
φ(t)

≤ t

t− ζ(t)
= 1 +

ζ(t)

t− ζ(t)
.

ßêùî φ ∈ M∗ òàêà, ùî

ν(φ; t) =
ζ(t)

t− ζ(t)
≤ K ∀t ∈ (0, 1],

òîáòî, φ ∈ M∗
0, òî

β(t) =
t|φ′(t)|
φ(t)

≤ K + 1.

Òèì ñàìèì äîâåäåíî, ùî ÿêùî φ ∈ M∗
0, òî óìîâà (6.51) âèêîíó¹òüñÿ, à òàêîæ òå, ùî

äëÿ ôóíêöié φ ∈ M∗
C ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðàâà ÷àñòèíà ñïiââiäíîøåííÿ (6.53).

Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ M∗ ïîçíà÷èìî ÷åðåç ζ(t) = ζ(φ; t) ôóíêöiþ, îáåðíåíó äî

ζ(t). Âíàñëiäîê (6.58) ïðè äîâiëüíîìó t ∈ (0, 1] ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü ζ ′(t) > 2, ç ÿêî¨

âèïëèâà¹ ñòðîãà ìîíîòîííiñòü ôóíêöi¨ ζ(t). Òîìó ôóíêöiÿ ζ(t) íà ïiâiíòåðâàëi (0, ζ(1)]

âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî i ïðè êîæíîìó t ∈ (0, ζ(1)] ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

1

2
φ(t) = −

ζ(t)∫
t

φ′(τ)dτ ≤ |φ′(t)|(ζ(t)− t)

àáî
t

ζ(t)− t
≤ 2

t|φ′(t)|
φ(t)

. (6.59)

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ôóíêöiÿ φ ∈ M∗ òàêà, ùî

ν(φ; t) =
ζ(t)

t− ζ(t)
≥ K > 0 ∀t ∈ (0, 1], (6.60)
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òîáòî, φ ∈ M∗
∞. Òîäi ïîêëàäàþ÷è z = ζ(t), çíàõîäèìî

t

t− ζ(t)
=

ζ(z)

ζ(z)− z
≥ K

ïiäñòàâëÿþ÷è äàíó îöiíêó â (6.59) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî êîëè âèêîíó¹òüñÿ (6.60), òî

ïðè âñiõ t ∈ (0, ζ(1)]

β(t) =
t|φ′(t)|
φ(t)

≥ K1 > 0.

Çðîçóìiëî, ùî òàêà æ íåðiâíiñòü ñïðàâåäëèâà i ïðè t ∈ [ζ(1), 1]. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî

φ ∈ M∗
∞, òî óìîâà (6.52) âèêîíó¹òüñÿ, à ÿêùî φ ∈ M∗

C , òî ñïðàâäæó¹òüñÿ i ëiâà

÷àñòèíà ñïiââiäíîøåííÿ (6.53). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Iç òâåðäæåííÿ 6.1.1 ëåãêî âèïëèâà¹ íàñòóïíèé ôàêò, ÿêèé âêàçó¹ íà ïåâíó ñïîði-

äíåíiñòü ôóíêöié ψ ∈ M, ùî ìàþòü ïîäiáíi âåëè÷èíè α = α(ψ; ·).

Íàñëiäîê 6.3.1 . ßêùî äëÿ ôóíêöié ψ1 ∈ M òà ψ2 ∈ M âåëè÷èíà r(t) =
α(ψ1; t)

α(ψ2; t)
ïðè âñiõ t ≥ 1 çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

0 < K1 ≤ r(t) ≤ K2 <∞,

òî âëàñòèâîñòi öèõ ôóíêöié ñïiâïàäàþòü â òîìó ñåíñi, ùî ÿêùî îäíà ç öèõ ôóíêöié

íàëåæèòü ìíîæèíi M∞, M0 àáî MC , òî i iíøà ôóíêöiÿ òàêîæ íàëåæèòü öié

ñàìié ìíîæèíi.

Çðîçóìiëî, ùî àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ äëÿ ôóíêöié ç ìíîæèíè M∗ âèïëèâà¹ iç

òåîðåìè 6.3.1.

Íàñëiäîê 6.3.1′. ßêùî äëÿ ôóíêöié φ1 ∈ M∗ òà φ2 ∈ M∗ âåëè÷èíà r∗(t) =
β(φ1; t)

β(φ2; t)
ïðè âñiõ t ∈ (0, 1] çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

0 < K1 ≤ r∗(t) ≤ K2 <∞,

òî âëàñòèâîñòi öèõ ôóíêöié ñïiâïàäàþòü â òîìó ñåíñi, ùî ÿêùî îäíà ç öèõ ôóíêöié

íàëåæèòü ìíîæèíi M∗
∞, M∗

0 àáî M∗
C , òî i iíøà ôóíêöiÿ íàëåæèòü öié ñàìié

ìíîæèíi.

Ç îçíà÷åííÿ ìíîæèí M òà M∗ âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ψ ∈ M, ôóíêöiÿ φ,

îáåðíåíà äî ôóíêöi¨ ψ(t)/ψ(1), íàëåæèòü ìíîæèíiM∗. Êðiì òîãî, íà ïiäñòàâi òåîðåì

ïðî ïîõiäíó îáåðíåíî¨ ôóíêöi¨ ∀t ≥ 1 ìà¹ìî

α(ψ; t) =
ψ(t)

t|ψ′(t)|
=

ψ(t)ψ(1)

t|ψ′(t)|ψ(1)
=
y|φ′(y)|
φ(y)

= β(φ; y),

äå y = ψ(t)/ψ(1) ∈ (0, 1]. Çâiäñè íà ïiäñòàâi òâåðäæåííÿ A òà òåîðåìè 1 îòðèìó¹ìî

íàñòóïíèé íàñëiäîê.
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Íàñëiäîê 6.3.2 . Ôóíêöiÿ ψ ∈ M íàëåæèòü ìíîæèíi M0 (M∞, MC , M
+
0 àáî

M+
∞) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ôóíêöiÿ φ, ÿêà ¹ îáåðíåíîþ ôóíêöi¹þ äî ôóíêöi¨ ψ(t)/ψ(1),

íàëåæèòü âiäïîâiäíî ìíîæèíi M∗
∞ (M∗

0, M
∗
C , M

∗+
∞ àáî M∗+

0 ).

Çàïèñóþ÷è ðiâíiñòü (6.50) ó âèãëÿäi

φ′(t)

φ(t)
= −β(t)

t

òà iíòåãðóþ÷è îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ ïî ïðîìiæêó [t, 1], t ≤ 1, îòðèìó¹ìî

φ(t) = φ(1)exp(

1∫
t

β(τ)

τ
dτ).

Àíàëiçóþ÷è öþ ðiâíiñòü îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé àíàëîã òâåðäæåííÿ 6.1.2.

Íàñëiäîê 6.3.3 . ßêùî φ ∈ M∗
0, òî ìîæíà âêàçàòè òàêå r1 > 0, ùî ïðè âñiõ

t ∈ (0, 1] áóäå âèêîíóâàòèñü íåðiâíiñòü

φ(t) ≤ Kt−r1 ,

ÿêùî φ ∈ M∗
∞, òî iñíó¹ ÷èñëî r2 > 0 òàêå, ùî ïðè âñiõ t ∈ (0, 1]

φ(t) ≥ Kt−r2 ,

ÿêùî æ φ ∈ M∗
C , òî iñíóþòü ÷èñëà r1, r2 > 0 òàêi, ùî ïðè âñiõ t ∈ (0, 1]

K1t
−r1 ≤ φ(t) ≤ K2t

−r2 .

6.4 Ìàæîðàíòè i ìiíîðàíòè îïóêëèõ ôóíêöié

6.4.1. ßêùî ψ1(t) = e−t ∈ M∞, òî ∀t ≥ 1, r > 0 ìà¹ìî ψ1(t) ≤ t−r; ÿêùî ψ2(t) =
1
ln t ∈

M0, òî ∀t ≥ 1, r > 0 ψ2(t) ≥ t−r, ÿêùî æ ψ3(t) = t−r, r > 0, òî äëÿ äîâiëüíîãî t ≥ 1

òà r1, r2 > 0 òàêèõ, ùî r2 < r < r1, t−r1 ≤ ψ3(t) ≤ t−r2 . Ó çâ'ÿçêó ç öèì ïðèðîäíî

âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷è ãàðàíòóþòü ñïiââiäíîøåííÿ âèãëÿäó (6.22)�(6.24) íàëåæíiñòü

ôóíêöié ψ ∈ M äî îäíi¹¨ iç ìíîæèí M0, M∞ ÷è MC? Âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ

äàþòü òâåðäæåííÿ, îòðèìàíi â äàíîìó ïiäðîçäiëi.
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Òåîðåìà 6.4.1 . ßêîþ á íå áóëà ìîíîòîííî íåçðîñòàþ÷à íà ïðîìiæêó t ≥ 1 ôóí-

êöiÿ f(t) òàêà, ùî f(t) > 0 ïðè t ≥ 1, i äëÿ ÿêî¨ lim
t→∞

f(t) = 0, çíàéäåòüñÿ ôóíêöiÿ

ψ ∈ M òàêà, ùî

ψ(t) < f(t) ∀t ≥ 1, (6.61)

i ïðè öüîìó ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ lim
t→∞

µ(ψ; t) = 0 òà lim
t→∞

µ(ψ; t) = ∞.

Öå îçíà÷à¹, ùî íåðiâíîñòi âèãëÿäó (6.23) íå ãàðàíòóþòü ôóíêöiÿì ψ ∈ M íà-

ëåæíiñòü àíi äî ìíîæèíè M∞, àíi äî ìíîæèíè M0. Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî

ìíîæèíà M \ (M∞ ∪M0) íå ¹ ïîðîæíüîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé y = f(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì òâåð-

äæåííÿ. Ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ ψ(t) íàñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé {nk}∞k=1, � ïîñëiäîâíiñòü

äîäàòíèõ ÷èñåë òàêà, ùî

n2k+1 = 1 +
1

k
, 1 < n2k < n2k+2 k ∈ N i lim

k→∞
n2k = ∞.

×åðåç a1 ïîçíà÷èìî äåÿêå ÷èñëî ç ïðîìiæêó t > 1 i ïðè äåÿêîìó ξ > 0 ðîçãëÿíåìî

ôóíêöiþ y1(ξ, t), ãðàôiêîì ÿêî¨ ¹ ïðÿìà l
(1)
ξ , ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè (a1, 2ξ) i

(n1a1, ξ). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ξ1, ξ1 > 0, òàêå çíà÷åííÿ ξ, ïðè ÿêîìó ñïðàâäæó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

y1(ξ1, t) ≤ f(t), t > 1.

Ïðè äîâiëüíîìó çíà÷åííi ξ ëiíiÿ l(1)ξ ïåðåòèíà¹ âiñü Ot â òî÷öi (2n1 − 1)a1, òîìó òàêå

çíà÷åííÿ ξ1 çàâæäè çíàéäåòüñÿ.

Äàëi, ïîêëàäåìî (2n1−1)a1 = a2 i ïðè ξ > 0 ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ y2(ξ, t), ãðàôiêîì

ÿêî¨ ¹ ëiíiÿ l
(2)
ξ , ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè (a2, 2ξ) i (n2a2, ξ). ×åðåç ξ2 ïîçíà÷èìî

÷èñëî, äëÿ ÿêîãî

y2(ξ2, t) ≤ f(t), t > 1,

i, îêðiì òîãî, ëiíi¨ l(1)ξ1 òà l(2)ξ2 ïåðåòèíàþòüñÿ â äåÿêié òî÷öi b1, ùî ëåæàòü íà ïðîìiæêó

[n1a1, (2n1 − 1)a1). Òàêå ÷èñëî ξ2 çíàéäåòüñÿ, áî ëiíiÿ l
(2)
ξ ïåðåòèíà¹ âiñü Ot â òî÷öi

(2n2 − 1)a2, ùî íå çàëåæèòü âiä ξ.

Ïîêëàäåìî (2n2 − 1)a2 = a3 i ïðîäîâæèìî ïðîöåñ ïîáóäîâè ôóíêöié yi(ξi, t), i =

3, 4, . . .. Ïðè öüîìó k-é, k ≥ 3, êðîê ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó. Ïîêëàäåìî ak = (2nk−1 −
1)ak−1, ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ yk(ξ, t), ãðàôiê ÿêî¨ ¹ ïðÿìà l(k)ξ , ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç

òî÷êè (ak, 2ξ) i (nkak, ξ), çíàéäåìî çíà÷åííÿ ξk, äëÿ ÿêîãî áóäå

yk(ξk, t) ≤ f(t), t > 1, (6.62)
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i, îêðiì òîãî, ëiíi¨ l(k−1)
ξk−1

òà l(k)ξk
ïåðåòèíàþòüñÿ â äåÿêié òî÷öi bk−1 ç ïðîìiæêó

[nk−1ak−1, (2nk−1 − 1)ak−1).

Â ðåçóëüòàòi áóäå ïîáóäîâàíî

1) ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê ak òàêèõ, ùî

ak = (2nk−1 − 1)ak−1, k = 2, 3, . . . ,

2) ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê bk, äëÿ ÿêèõ

nkak ≤ bk < (2nk − 1)ak, k = 1, 2, . . . ,

3) ïîñëiäîâíiñòü ëiíiéíèõ ôóíêöié yk(ξk, t), k = 1, 2, . . ., äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ (6.62) i ëiíi¨ l(k−1)
ξk−1

òà l(k)ξk
ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷êàõ bk.

Ïiñëÿ öüîãî ïîêëàäåìî

ψ(t) = yk(ξk, t), t ∈ [bk−1, bk], k = 1, 2, . . . , b0 := 1.

Ãðàôiêîì ôóíêöi¨ ψ(t) ¹ ëàìàíà ëiíiÿ ç âóçëàìè â òî÷êàõ bk, ÿêà çà ïîáóäîâîþ ¹

îïóêëîþ äî íèçó ïðè âñiõ t > 1 i lim
t→∞

ψ(t) = 0. Òîáòî, ψ ∈ M i äëÿ íå¨ ñïðàâäæó¹òüñÿ

îöiíêà (6.61). Â òîé æå ÷àñ íà êîæíîìó ïðîìiæêó [ak, nkak] ôóíêöiÿ ψ(t) ñïàäà¹ â äâà

ðàçè. Òîìó η(ψ, ak) = nkak i, îòæå,
η(ψ, ak)− ak

ak
= nk − 1. Çâiäñè íà ïiäñòàâi òîãî,

ùî
η(ψ, a2k+1)− a2k+1

a2k+1
=

1

k
, a

η(ψ, a2k)− a2k
a2k

= n2k − 1,

îòðèìó¹ìî ïîòðiáíi ñïiââiäíîøåííÿ:

lim
t→∞

µ(ψ; t) = lim
k→∞

η(ψ, a2k+1)− a2k+1

a2k+1
= lim

k→∞

1

k
= 0

i

lim
t→∞

µ(ψ; t) = lim
k→∞

η(ψ, a2k)− a2k
a2k

= lim
k→∞

(n2k − 1) = ∞.

6.4.2. Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹, ùî íåðiâíîñòi âèãëÿäó (6.22) òàêîæ íå ãàðàí-

òóþòü ôóíêöiÿì ψ ∈ M íàëåæíiñòü äî ìíîæèíè M0.

Òåîðåìà 6.4.2 . ßêîþ á íå áóëà íåçðîñòàþ÷à ïðè t ≥ 1 ôóíêöiÿ f(t) òàêà, ùî

f(t) > 0 ïðè t ≥ 1, i äëÿ ÿêî¨ lim
t→∞

f(t) = 0, çíàéäåòüñÿ ôóíêöiÿ ψ ∈ M òàêà, ùî

f(t) < ψ(t) ∀t ≥ 1 (6.63)

i ïðè öüîìó âåëè÷èíà µ(ψ; t) ¹ íåîáìåæåíîþ.
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Äîâåäåííÿ. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi , áóäåìî ââàæàòè, ùî f(t) < 1. Ïðîìiæîê

y ∈ (0, 1] ðîçiá'¹ìî òî÷êàìè yk =
1
2k
, k = 0, 1, . . ., i ÷åðåç tk ïîçíà÷èìî òî÷êè, äëÿ ÿêèõ

f(tk) = yk. Ó âèïàäêó, êîëè ïðè äåÿêîìó k òàêèõ òî÷îê ¹ áàãàòî, ÷åðåç tk ïîçíà÷èìî

íàéáiëüøó iç íèõ, òîáòî

tk = max{t : y(t) = yk}, k = 0, 1, . . . .

Òàêèì ÷èíîì, áóäåìî ìàòè

f(t) < yk, t > tk, k = 0, 1, . . . .

Ïåðåä óñiì íà ïðîìiæêó [1, t1] ôóíêöiþ ψ îçíà÷èìî òàê, ùîá ¨¨ ãðàôiêîì áóëà

ëiíiÿ l0, ÿêà ç'¹äíó¹ (1, 2) òà (t1, 1). Ïðè öüîìó ìåíøèé iç êóòiâ, ïiä ÿêèìè l0 ïåðåòèíà¹

ïðÿìó y = 1, ïîçíà÷èìî ÷åðåç α0. Ëiíiÿ l0 ïåðåòèíà¹ ãðàôiê ôóíêöi¨ f(t) â äåÿêié

òî÷öi t̄0 > t1.

Äàëi, äëÿ ïîáóäîâè ôóíêöi¨ ψ çàñòîñó¹ìî ïðîöåäóðó, íà ïåðøîìó êðîöi ÿêî¨ âi-

çüìåìî äîâiëüíå ÷èñëî ξ > max{t2, t̄0}, i ðîçãëÿíåìî ëiíiþ l(ξ) = l(ξ; t), ùî ç'¹äíó¹

òî÷êè (ξ, 1
21 ) òà (ξ +

√
ξ, 1

22 ). Ìåíøèé iç êóòiâ, ïiä ÿêèìè l(ξ) ïåðåòèíà¹ ïðÿìó y = 1
22 ,

ïîçíà÷èìî ÷åðåç α2. Òîäi

tgα2 =
1

22
√
ξ
,

i òîìó êóò α2 íåïåðåðâíî çìåíøó¹òüñÿ iç ðîñòîì ξ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî çíàéäåòüñÿ

çíà÷åííÿ ξ = t′2, t
′
2 > max{t2, t̄0}, òàêå, ùî òî÷êà ïåðåòèíó t′1 ïðÿìèõ l0 òà l(ξ) áóäå

ëåæàòè ñïðàâà âiä òî÷êè t1, òîáòî, t′1 > t1. Ëiíiþ l(ξ) ïðè ξ = t′2 ïîçíà÷èìî ÷åðåç

l2. Òîäi ôóíêöiþ ψ(t) íà ïðîìiæêó [t1, t
′
2 +

√
t′2] îçíà÷èìî òàê, ùîá ¨¨ ãðàôiê ïðè

t ∈ [t′2, t
′
2 +

√
t′2] ñïiâïàäàâ iç ëiíi¹þ l2, à íà ïðîìiæêó [t1, t

′
2) � iç ëiíi¹þ l1, ÿêà

ñïîëó÷à¹ òî÷êè (t1, 1) òà (t′2,
1
21 ).

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiþ ψ(t) áóäå îçíà÷åíî ïðè âñiõ t ∈ [1, t′2+
√
t′2]. Âîíà ¹ îïóêëîþ

i çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (6.63).

Íà äðóãîìó êðîöi âiçüìåìî äîâiëüíå ÷èñëî ξ > max{t4, t̄2}, äå t̄2 � òî÷êà ïåðå-

òèíó ïðÿìî¨ l2 iç ãðàôiêîì ôóíêöi¨ f(t). Ðîçãëÿíåìî ëiíiþ l(ξ) = l(ξ; t), ùî ç'¹äíó¹

òî÷êè (ξ, 1
23 ) òà (ξ +

√
ξ, 1

24 ). Ìåíøèé iç êóòiâ, ïiä ÿêèìè l(ξ) ïåðåòèíà¹ ïðÿìó y = 1
24 ,

ïîçíà÷èìî ÷åðåç αk. Òîäi

tgα4 =
1

24
√
ξ
,

i êóò α4 çíîâó íåïåðåðâíî çìåíøó¹òüñÿ iç ðîñòîì ξ. Òîìó çíàéäåòüñÿ çíà÷åííÿ ξ = t′4,

t′4 > max{t4, t̄2}, òàêå, ùî òî÷êà ïåðåòèíó t′3 ïðÿìèõ l2 òà l(ξ) áóäå ëåæàòè ñïðàâà
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âiä òî÷êè t′2 +
√
t′2, òîáòî, t

′
3 > t′2 +

√
t′2. Ëiíiþ l(ξ) ïðè ξ = t′4 ïîçíà÷èìî ÷åðåç l4.

Òîäi ôóíêöiþ ψ(t) íà ïðîìiæêó [t′2 +
√
t′2, t

′
4 +
√
t′4] îçíà÷èìî òàê, ùîá ¨¨ ãðàôiê ïðè

t ∈ [t′4, t
′
4+
√
t′4] ñïiâïàäàâ iç ëiíi¹þ l4, à íà ïðîìiæêó [t′2+

√
t′2, t

′
4) � iç ëiíi¹þ l3, ÿêà

ñïîëó÷à¹ òî÷êè (t′2 +
√
t′2,

1
22 ) òà (t′4,

1
23 ). Òèì ñàìèì, ôóíêöiþ ψ(t) îçíà÷åíî ïðè âñiõ

t ∈ [1, t′4 +
√
t′4]. Âîíà ¹ îïóêëîþ i çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (6.63).

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ äàëi, íà äåÿêîìó, íàïðèêëàä, k-îìó êðîöi âiçüìåìî äî-

âiëüíå ÷èñëî ξ > max{t2k, t̄2k−2}, äå t̄2k−2 � òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìî¨ l2k−2 iç ãðà-

ôiêîì ôóíêöi¨ f(t). Ðîçãëÿíåìî ëiíiþ l(ξ) = l(ξ; t), ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè (ξ, 1
22k−1 ) òà

(ξ +
√
ξ, 1

22k
). Ìåíøèé iç êóòiâ, ïiä ÿêèìè l(ξ) ïåðåòèíà¹ ïðÿìó y = 1

22k
, ïîçíà÷èìî

÷åðåç α2k. Òîäi

tgα2k =
1

22k
√
ξ
,

i êóò α2k íåïåðåðâíî çìåíøó¹òüñÿ iç ðîñòîì ξ. Òîìó çíàéäåòüñÿ çíà÷åííÿ ξ = t′2k,

t′2k > max{t2k, t̄2k−2}, òàêå, ùî òî÷êà ïåðåòèíó t′2k−1 ïðÿìèõ l2k−2 òà l(ξ) áóäå ëåæàòè

ñïðàâà âiä òî÷êè t′2k−2+
√
t′2k−2, òîáòî, t

′
2k−1 > t′2k−2+

√
t′2k−2. Ëiíiþ l(ξ) ïðè ξ = t′2k

ïîçíà÷èìî ÷åðåç l2k. Òîäi ôóíêöiþ ψ(t) íà ïðîìiæêó [t′2k−2+
√
t′2k−2, t

′
2k+

√
t′2k] îçíà-

÷èìî òàê, ùîá ¨¨ ãðàôiê ïðè t ∈ [t′2k, t
′
2k+

√
t′2k] ñïiâïàäàâ iç ëiíi¹þ l2k, à íà ïðîìiæêó

[t′2k−2 +
√
t′2k−2, t

′
2k) � iç ëiíi¹þ l2k−1, ÿêà ñïîëó÷à¹ òî÷êè (t′2k−2 +

√
t′2k−2,

1
22k−2 ) òà

(t′2k,
1

22k−1 ). Òèì ñàìèì, ôóíêöiþ ψ(t) îçíà÷åíî ïðè âñiõ t ∈ [1, t′2k +
√
t′2k]. Âîíà ¹

îïóêëîþ i çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (6.63).

Â ðåçóëüòàòi òàêîãî ïðîöåñó áóäå ïîáóäîâàíî ôóíêöiþ ψ(t), ãðàôiêîì ÿêî¨ ¹ ëàìà-

íà ëiíiÿ iç âóçëàìè â òî÷êàõ (1, 2), (t1, 1), (t′2k,
1

22k−1 ) òà (t′2k +
√
t′2k,

1
22k

), k = 1, 2, . . ..

Öÿ ôóíêöiÿ çà ïîáóäîâîþ ¹ îïóêëîþ äî íèçó ïðè âñiõ t > 1 i lim
t→∞

ψ(t) = 0. Òîáòî,

ψ ∈ M i äëÿ íå¨ ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà (6.63). Â òîé æå ÷àñ íà êîæíîìó iç ïðîìiæ-

êiâ (t′2k, t
′
2k +

√
t′2k), k = 1, 2, . . ., ôóíêöiÿ ψ(t) ñïàäà¹ â äâà ðàçè. Òîìó η(ψ, t′2k) =

t′2k +
√
t′2k i, îòæå,

t′2k
η(ψ, t′2k)− t′2k

=
√
t′2k −→ ∞ ïðè k → ∞.

Òàêèì ÷èíîì, òåîðåìè 6.4.1 i 6.4.2 çîêðåìà ïîêàçóþòü, ùî íåðiâíîñòi âèãëÿäó

(6.22) òà (6.23) âçàãàëi êàæó÷è íå ãàðàíòóþòü ôóíêöi¨ ψ ∈ M íàëåæíiñòü äî ìíîæèí

M∞ òà M0 âiäïîâiäíî.

6.4.3. Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè äëÿ äàíî¨ ôóíêöi¨ ψ(t) ∈ M âèêîíó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ

ψ1(t) ≤ ψ(t) ≤ ψ2(t) ∀t ≥ 1, (6.64)
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äå ψ1, ψ2 � äåÿêi ôóíêöi¨ ç ìíîæèíè M. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ψ−1
1 (ξ) òà ψ−1

2 (ξ) ôóíêöi¨,

îáåðíåíi âiäïîâiäíî äî ôóíêöié ψ1 òà ψ2. Âíàñëiäîê ñòðîãî¨ ìîíîòîííîñòi ôóíêöié

ψ1 òà ψ2, öi ôóíêöi¨ âèçíà÷àþòüñÿ îäíîçíà÷íî äëÿ äîâiëüíîãî ξ ∈ (0, ψ1(1)].

Â ïðèéíÿòèõ ïîçíà÷åííÿõ ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 6.4.3 . Íåõàé ψ1 ∈ M, à ψ2 � äîâiëüíà íåïåðåðâíà ñïàäíà íà ïðîìiæêó

[1,∞) ôóíêöiÿ òàêà, ùî ïðè êîæíîìó t ≥ 1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ψ2(t) ≥ ψ1(t),

i

lim
ξ→0

ψ−1
2 (ξ)− ψ−1

1 (ξ)

ψ−1
1 (ξ)

= ∞, (6.65)

Òîäi iñíó¹ ôóíêöiÿ ψ ∈ M, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (6.64), i ïðè öüîìó

âåëè÷èíà 1/µ(ψ; t) íå ¹ îáìåæåíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ôóíêöi¨ ψ1 òà ψ2 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè äàíîãî òâåðäæåííÿ.

Òîäi âíàñëiäîê (6.65) iñíó¹ ìîíîòîííî ñïàäíà äî íóëÿ ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë {ξk}∞k=1

òàêà, ùî

lim
k→∞

t′k − tk
tk

= ∞, tk = ψ−1
1 (ξk), t ′k = ψ−1

2 (ξk). (6.66)

Øóêàíó ôóíêöiþ ψ ìîæíà áóäóâàòè, íàïðèêëàä, òàêèì ÷èíîì.

Ïåðåä óñiì ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ y1(ξ1, t), ãðàôiêîì ÿêî¨ ¹ ïðÿìà l1, ùî ïðîõîäèòü

÷åðåç òî÷êè (t1; ξ1) òà (t′1;ψ1(t
′
1)). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ (t1, t

′
1) áóäåìî ìàòè

ψ1(t) ≤ y1(ξ1, t) ≤ ψ2(t).

Íà íàñòóïíîìó êðîöi ïîçíà÷èìî ÷åðåç ξi2 , i2 ≥ 2, íàéáëèæ÷èé çëiâà âiä òî÷êè

ψ1(t
′
1) åëåìåíò ïîñëiäîâíîñòi {ξk}∞k=1. Ïîñëiäîâíiñòü {ξk}∞k=1 ìîíîòîííî ñïàäà¹ äî

íóëÿ, òîìó òàêå çíà÷åííÿ çàâæäè çíàéäåòüñÿ.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ y2(ξi2 , t), ãðàôiêîì ÿêî¨ ¹ ïðÿìà l2, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè

(ti2 ; ξi2) òà (t′i2 ;ψ1(t
′
i2)). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ (ti2 , t

′
i2) çíîâó áóäåìî ìàòè

ψ1(t) ≤ y2(ξi2 , t) ≤ ψ2(t).

Äàëi, ïîçíà÷èìî ÷åðåç ξi3 , i3 > i2, íàéáëèæ÷èé çëiâà âiä òî÷êè ψ1(t
′
i2) åëåìåíò ïî-

ñëiäîâíîñòi {ξk}∞k=1, i ïðîäîâæèìî ïðîöåñ ïîáóäîâè ôóíêöié yk(ξk, t) ïðè k = 3, 4, . . ..

Ïðè öüîìó k-é êðîê áóäå ïîëÿãàòè â íàñòóïíîìó. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ξik , ik > ik−1,

íàéáëèæ÷èé çëiâà âiä òî÷êè ψ1(t
′
ik−1) åëåìåíò ïîñëiäîâíîñòi {ξk}∞k=1. Ðîçãëÿíåìî

ôóíêöiþ yk(ξik , t), ãðàôiêîì ÿêî¨ ¹ ïðÿìà lk, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè (tik ; ξik) òà

(t′ik ;ψ1(t
′
ik)). Òîäi, àíàëîãi÷íî, äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ (tik , t

′
ik)

ψ1(t) ≤ yk(ξik , t) ≤ ψ2(t). (6.67)
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Òàêèì ÷èíîì, áóäå ïîáóäîâàíî ïîñëiäîâíiñòü ëiíiéíèõ ôóíêöié yk(ξik , t), k =

1, 2, . . ., i1 := 1, äëÿ ÿêèõ ïðè êîæíîìó t ∈ (tik , t
′
ik) áóäå ñïðàâäæóâàòèñü ñïiââiä-

íîøåííÿ (6.67).

Ïiñëÿ öüîãî ïîêëàäåìî

ψ(t) =

{
ψ1(t), t ∈ [t′ik , tik+1), k = 0, 1, . . . ., t′i0 := 1

yk(ξik , t), t ∈ [tik , t
′
ik), k = 1, 2, . . . .

Çà ïîáóäîâîþ äàíà ôóíêöiÿ ψ(t) ¹ îïóêëîþ äî íèçó ïðè âñiõ t > 1 i lim
t→∞

ψ(t) = 0.

Òîáòî, ψ ∈ M i äëÿ íå¨ íà ïiäñòàâi (6.67) ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà (6.64). Â òîé æå ÿêùî

ïîçíà÷èòè ÷åðåç αk ãîñòði êóòè ìiæ ïðÿìèìè lk i y = ξik/2, òî áóäåìî ìàòè

tgαk =
ψ1(tik)− ψ1(t

′
ik)

t′ik − tik
,

i

1

µ(ψ, tik)
=
η(ψ, tik)− tik

tik
=

ψ1(tik)

2tik tgαk
=

1

2

t′ik − tik
tik

ψ1(tik)

ψ1(tik)− ψ1(t′ik)
≥ 1

2

t′ik − tik
tik

Çâiäñè âíàñëiäîê (6.66) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî âåëè÷èíà 1/µ(ψ, t) íå ¹ îáìåæåíîþ, ùî

i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Íà ïiäñòàâi òâåðäæåííÿ 6.1.2 äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ MC âèêîíó¹òüñÿ ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (6.24). Îäíàê iç òåîðåìè 6.4.3 âèïëèâà¹, ùî óìîâà (6.24) íå ãàðàíòó¹

íàëåæíiñòü ôóíêöi¨ ψ ∈ M íàâiòü äî ìíîæèíè M∞.

Äiéñíî, ÿêùî ïîêëàñòè äëÿ áóäü-ÿêîãî t ≥ 1 ψ1(t) = t−r1 , à ψ2(t) = t−r2 , äå

r1 > r2 > 0, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî ξ ∈ (0, 1) áóäåìî ìàòè

ψ−1
2 (ξ)− ψ−1

1 (ξ)

ψ−1
1 (ξ)

=
ξ
− 1
r2 − ξ

− 1
r1

ξ
− 1
r1

= ξ
1
r1
− 1
r2 − 1 −→ ∞ ïðè ξ → 0.

I îòæå, iñíó¹ ôóíêöiÿ ψ ∈ M, äëÿ ÿêî¨ ïðè âñiõ t ≥ 1 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

t−r1 ≤ ψ(t) ≤ t−r2 ,

i ÿêà îäíàê íå íàëåæèòü ìíîæèíi M∞.

Ðàçîì ç òèì ó âèïàäêó, êîëè

lim
ξ→0

ψ−1
2 (ξ)− ψ−1

1 (ξ)

ψ−1
1 (ξ)

<∞,

óìîâà (6.64) âæå çàáåçïå÷ó¹ íàëåæíiñòü ôóíêöi¨ ψ äî ìíîæèíè M∞.
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Òåîðåìà 6.4.4 . Íåõàé ψ2 ∈ M∞, à ψ1 � äîâiëüíà íåïåðåðâíà äîäàòíà ñïàäíà íà

ïðîìiæêó [1,∞) ôóíêöiÿ òàêà, ùî ψ1(t) ≤ ψ2(t) ∀t ≥ 1, i ïðè áóäü-ÿêîìó ξ ∈
(0, ψ1(1))

ψ−1
2 (ξ)− ψ−1

1 (ξ)

ψ−1
1 (ξ)

≤ K1, (6.68)

äå K1 � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà, ùî íå çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà ξ. Òîäi êîæíà ôóí-

êöiÿ ψ ∈ M, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (6.64), íàëåæèòü ìíîæèíi M∞.

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî äîâiëüíó ôóíêöiþ ψ ∈ M, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøå-

ííÿ (6.64), i ïðè áóäü-ÿêîìó t ≥ 1 ïîêëàäåìî ξ = ψ(t). Äëÿ äàíîãî ξ ÷åðåç tξ òà t ′ξ
ïîçíà÷èìî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà t òàêi, ùî ψ−1

1 (ξ) = tξ i ψ
−1
2 (ξ) = t ′ξ. Òîäi íà ïiäñòàâi

(6.64) ìà¹ìî

tξ ≤ t ≤ t′ξ i η(ψ1; tξ) ≤ η(ψ; t) ≤ η(ψ2; t
′
ξ).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî η(ψ; t) − t ≤ η(ψ2; t
′
ξ) − tξ. Òîìó âíàñëiäîê (6.68) òà òîãî, ùî

ψ2 ∈ M∞ îòðèìà¹ìî

1

µ(ψ; t)
=
η(ψ; t)− t

t
≤
η(ψ2; t

′
ξ)− tξ

tξ
=
η(ψ2; t

′
ξ)− t′ξ
tξ

+
t′ξ − tξ

tξ
=

=
η(ψ2; t

′
ξ)− t′ξ
t′ξ

·
ψ−1
2 (ξ)

ψ−1
1 (ξ)

+
ψ−1
2 (ξ)− ψ−1

1 (ξ)

ψ−1
1 (ξ)

≤ (K1+1)
η(ψ2; t

′
ξ)− t′ξ
t′ξ

+K1 ≤ K, K = const.

Òîáòî, âåëè÷èíà 1/µ(t;ψ) îáìåæåíà íà âñüîìó ïðîìiæêó [1,∞), i, îòæå, ψ ∈ M∞.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äà¹ äîñòàòíi óìîâè âèêîíàííÿ ñïiââiäíîøåííÿ (6.68).

Òåîðåìà 6.4.5 . Íåõàé ψ1 ∈ M, a ψ2 � äåÿêà íåïåðåðâíà äîäàòíà ñïàäíà äî íóëÿ íà

ïðîìiæêó [1,∞) ôóíêöiÿ òàêà, ùî ïðè êîæíîìó t ≥ 1 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

ψ1(t) ≤ ψ2(t). Òîäi

1) ÿêùî ψ1 ∈ M∞ i âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

ψ2(t)− ψ1(t)

ψ1(t)
≤ K1 t ≥ 1, (6.69)

äå K1 � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà, ùî íå çàëåæèòü âiä t, òî iñíó¹ ñòàëà K2 òàêà, ùî

ïðè áóäü-ÿêîìó ξ ∈ (0, ψ1(1)]

ψ−1
2 (ξ)− ψ−1

1 (ξ)

ψ−1
1 (ξ)

≤ K2; (6.70)

2) ÿêùî ψ1 íàëåæèòü ìíîæèíi M0, òî iç ñïiââiäíîøåííÿ (6.70) âèïëèâà¹ íå-

ðiâíiñòü (6.69).
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3) ÿêùî æ ôóíêöiÿ ψ1 íàëåæèòü ìíîæèíi MC , òî óìîâè (6.69) òà (6.70) ¹

ðiâíîñèëüíèìè.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî êîëè ψ1 ∈ M∞ i âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøå-

ííÿ (6.69), òî ¹ ïðàâèëüíîþ i íåðiâíiñòü (6.70). Ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê, i iñíó¹

ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë {ξi}∞i=1 òàêà, ùî

lim
i→∞

t ′ξi − tξi

tξi
= ∞, tξi = ψ−1

1 (ξi), t
′
ξi = ψ−1

2 (ξi).

Äëÿ áóäü-ÿêîãî ξ ∈ (0, ψ1(1)] òà äîâiëüíîãî k ∈ N ÷åðåç t(k)ξ áóäåìî ïîçíà÷àòè òàêå

÷èñëî, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ψ1(t
(k)
ξ ) = ξ

2k
, t

(0)
ξ := tξ. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî

k ∈ N t
(k)
ξ = η(ψ1; t

(k−1)
ξ ).

Ôóíêöiÿ ψ1 íàëåæèòü ìíîæèíi M∞, òîìó iñíó¹ ñòàëà C1 > 0 òàêà, ùî ïðè áóäü-

ÿêîìó t ≥ 1
η(ψ1; t)− t

t
≤ C1.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïðè äëÿ äîâiëüíèõ ξ ∈ (0, ψ1(1)] òà k ∈ N

η(ψ1; t
(k)
ξ )− tξ

tξ
=
η(ψ1; t

(k)
ξ )

t
(k)
ξ

·
η(ψ1; t

(k−1)
ξ )

t
(k−1)
ξ

· . . . ·
η(ψ1; t

(0)
ξ )

tξ
− 1 ≤ (C1 + 1)k+1 − 1.

Çîêðåìà ïðè ξ = ξi, i = 1, 2, . . .

η(ψ1; t
(k)
ξi

)− tξi

tξi
≤ (C1 + 1)k+1 − 1, k ∈ N.

Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî k ∈ N iñíó¹ íîìåð ik òàêèé, ùî ïðè âñiõ i > ik âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü
t ′ξi − tξi

tξi
>
η(ψ1; t

(k)
ξi

)− tξi

tξi
, k ∈ N.

Öå îçíà÷à¹, ùî t′ξi > η(ψ1; t
(k)
ξi

), i òîìó ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ

ψ1(t
′
ξi) < ξi/2

k i ψ2(t
′
ξi)− ψ1(t

′
ξi) > ψ1(tξi)− ψ1(η(ψ1; t

(k)
ξi

)) = ξi

(
1− 1

2k+1

)
.

Çâiäñè
ψ2(t

′
ξi
)− ψ1(t

′
ξi
)

ψ1(t′ξi)
>
ξi(1− 1/2k+1)

ξi/2k+1
= 2k+1 − 1.

Òàêèì ÷èíîì, âíàñëiäîê äîâiëüíîñòi k, îòðèìó¹ìî ñóïåðå÷íiñòü iç íåðiâíiñòþ (6.69).

Îòæå, ïðèïóùåííÿ íåâiðíå i ¹ ïðàâèëüíîþ íåðiâíiñòü (6.70).
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Ïîêàæåìî òåïåð, ùî êîëè ψ1 ∈ M0, òî iç íåðiâíîñòi (6.70) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

(6.69). Çíîâó çàñòîñó¹ìî ìåòîä âiä ñóïðîòèâíîãî, i ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ çðîñòàþ÷à

ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë {tn}∞n=1 òàêà, ùî âåëè÷èíà
ψ2(tn)− ψ1(tn)

ψ1(tn)
ìîíîòîííî ïðÿìó¹ äî

íåñêií÷åííîñòi ïðè n → ∞. Âiçüìåìî äîâiëüíå ÷èñëî k ∈ N i ïîêëàäåìî äëÿ áóäü-

ÿêîãî n = 1, 2, . . .

ξ
(k)
n = 2kψ1(tn).

Îñêiëüêè ψ1(t) → 0 ïðè t → ∞, òî ïðè äîñèòü âåëèêèõ n ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

ξ
(k)
n < ψ1(1), i òîìó çíàéäåòüñÿ òî÷êà tξ(k)n

òàêà, ùî ψ1(tξ(k)n
) = ξ

(k)
n , t

ξ
(0)
n

:= tn.

Íà ïiäñòàâi ïðèïóùåííÿ âåëè÷èíà
ψ2(tn)− ψ1(tn)

ψ1(tn)
ìîíîòîííî ïðÿìó¹ äî íåñêií-

÷åííîñòi ïðè n→ ∞. Òîìó ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà nk ìàòèìåìî

ψ2(tn)− ψ1(tn)

ψ1(tn)
=
ψ2(tn)− ψ1(tn)

ξ
(k)
n /2k

> 2k − 1.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

ψ2(tn)− ψ1(tn) > ξ
(k)
n

(
1− 1

2k

)
= ψ1(tξ(k)n

)− ψ1(tn),

à öå îçíà÷à¹, ùî ψ2(tn) > ψ1(tξ(k)n
) i t′

ξ
(k)
n

> tn, äå t′
ξ
(k)
n

= ψ−1
2 (ξ

(k)
n ).

Ôóíêöiÿ ψ1 íàëåæèòü ìíîæèíi M0, i òîìó iñíó¹ ñòàëà C2 > 0 òàêà, ùî ïðè áóäü-

ÿêîìó t ≥ 1
η(ψ1; t)− t

t
≥ C2.

Çâiäñè, âíàñëiäîê òîãî, ùî t
ξ
(k−1)
n

= η(ψ1; tξ(k)n
), k = 0, 1, 2, . . ., îòðèìó¹ìî

tn − t
ξ
(k)
n

t
ξ
(k)
n

=
η(ψ1; tξ(1)n

)

t
ξ
(1)
n

·
η(ψ1; tξ(2)n

)

t
ξ
(2)
n

·
η(ψ1; tξ(3)n

)

t
ξ
(3)
n

· . . . ·
η(ψ1; tξ(k)n

)

t
ξ
(k)
n

− 1 > (C2 + 1)k − 1

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ n > nk

ψ−1
2 (ξ

(k)
n )− ψ−1

1 (ξ
(k)
n )

ψ−1
1 (ξ

(k)
n )

=
t′
ξ
(k)
n

− t
ξ
(k)
n

t
ξ
(k)
n

>
tn − t

ξ
(k)
n

t
ξ
(k)
n

> (C2 + 1)k − 1.

Òîáòî, îòðèìàëè ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêå âíàñëiäîê äîâiëüíîñòi k ñóïåðå÷èòü óìîâi (6.70).

Òîìó i â öüîìó ðàçi ïðèïóùåííÿ íåâiðíå i ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ (6.69).

Îñêiëüêè MC = M0 ∩M∞, òî òâåðäæåííÿ ïóíêòó 3) äàíî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ iç

ùîéíî äîâåäåíèõ ïåðøèõ äâîõ ïóíêòiâ.
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Çàóâàæåííÿ 6.4.1 . Iñíóþòü ôóíêöi¨ ψ1, ψ2 ∈ M+
∞, äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (6.70), îäíàê íå ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (6.69).

Äiéñíî, ïîêëàäåìî ψ1(t) = e−t
2−t, ψ2(t) = e−t

2

. Òîäi áóäåìî ìàòè

ψ2(t)− ψ1(t)

ψ1(t)
=

e−t
2

e−t2−t
− 1 = et − 1 −→

t→∞
∞,

îäíàê

ψ−1
2 (ξ)− ψ−1

1 (ξ)

ψ−1
1 (ξ)

=

√
ln 1

ξ

(
√
1− 4 ln ξ − 1)/2

− 1 =
2√

4− 1
ln 1

ξ

− 1√
ln 1

ξ

− 1−→
ξ→0

0.

Çàóâàæåííÿ 6.4.2 . Iñíóþòü ôóíêöi¨ ψ1, ψ2 ∈ M+
0 , äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (6.69), îäíàê íå ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (6.70).

Äiéñíî, ïîêëàäåìî ψ1(t) =
1

ln t+
√
ln t
, ψ2(t) =

1
ln t . Òîäi

ψ2(t)− ψ1(t)

ψ1(t)
=

1
ln t −

1
ln t+

√
ln t

1
ln t+

√
ln t

=
1√
ln t

−→
t→∞

0,

ïðîòå
ψ−1
2 (ξ)− ψ−1

1 (ξ)

ψ−1
1 (ξ)

=
e

1
ξ

e
ξ+2−

√
ξ2+4ξ

2ξ

− 1 = e

√
ξ2+4ξ−ξ

2ξ −→
ξ→0

∞.

Iç òåîðåì 6.4.4 òà 6.4.5 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 6.4.1 . Íåõàé ôóíêöi¨ ψ1, ψ2 ∈ M∞ òàêi, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî t ≥ 1 ñïðàâ-

äæóþòüñÿ íåðiâíîñòi ψ1(t) ≤ ψ2(t) i

ψ2(t)− ψ1(t)

ψ1(t)
≤ K,

äå K � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà. Òîäi äîâiëüíà ôóíêöiÿ ψ ∈ M, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ñïiâ-

âiäíîøåííÿ

ψ1(t) ≤ ψ(t) ≤ ψ2(t) ∀t ≥ 1,

íàëåæèòü ìíîæèíi M∞.

6.4.4. Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê ìiæ ïîâåäiíêîþ âiäíîøåííÿ äâîõ

ôóíêöié ψ1, ψ2 ∈ M i ïîâåäiíêîþ âiäíîøåííÿ âåëè÷èí η(ψ1; t) òà η(ψ2; t).
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Òåîðåìà 6.4.6 . ßêùî ψ1 ∈ M∞, à ôóíêöiÿ ψ2 ∈ M òàêà, ùî

lim
t→∞

ψ1(t)

ψ2(t)
= K, K ∈ (0,∞), (6.71)

òî ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
t→∞

η1(t)

η2(t)
= 1, η1(t) = η(ψ1; t), η2(t) = η(ψ2; t), (6.72)

i ψ2 ∈ M∞. ßêùî æ â óìîâi äàíîãî òâåðäæåííÿ ôóíêöiÿ ψ1 íàëåæèòü ìíîæèíi

MC , òî ôóíêöiÿ ψ2 òàêîæ áóäå íàëåæàòè ìíîæèíi MC .

Ðàçîì ç òèì iñíóþòü ôóíêöi¨ ψ1, ψ2 ∈ M+
0 , äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (6.71),

i íå âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (6.72).

Äîâåäåííÿ. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ (6.71), òî

ψ1(t) = ψ2(t)(K + ε(t)), (6.73)

äå ε(t) → 0 ïðè t→ ∞. Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî t > 1

ψ1(η2(t)) = ψ2(η2(t))(K + ε(η2(t))) =
ψ2(t)

2

(
K + ε(η2(t))

)
=

=
ψ1(t)

2
· K + ε(η2(t))

K + ε(t)
= ψ1(η1(t))

K + ε(η2(t))

K + ε(t)
. (6.74)

Îñêiëüêè çàâæäè η2(t) > t, òî âåëè÷èíà

r(t) =
K + ε(η2(t))

K + ε(t)

ïðÿìó¹ äî îäèíèöi ïðè t→ ∞, òîìó, âíàñëiäîê (6.74), ìà¹ìî

ψ1(η2(t))

ψ1(η1(t))
− 1 = γ(t), lim

t→∞
γ(t) = 0. (6.75)

Çâiäñè

|γ(t)| =

∣∣∣ψ1(η2(t))− ψ1(η1(t))
∣∣∣

ψ1(η1(t))
=

∣∣∣ η2(t)∫
η1(t)

ψ1
′(ξ)dξ

∣∣∣
ψ1(η1(t))

. (6.76)

ßêùî â äàíié òî÷öi t η1(t) ≥ η2(t), òî âíàñëiäîê (6.76)

|γ(t)| ≥
|ψ′

1(η1(t))|η1(t)
(
1− η2(t)

η1(t)

)
ψ1(η1(t))

. (6.77)



257

Ôóíêöiÿ ψ1 íàëåæèòü ìíîæèíiM∞, òîìó çãiäíî ç òâåðäæåííÿì A, çíàéäåòüñÿ ÷èñëî

K1 òàêå, ùî ïðè äîâiëüíîìó x ≥ 1

x|ψ′
1(x)|

ψ1(x)
≥ K1.

Òîìó, âíàñëiäîê (6.77), ìàòèìåìî

|γ(t)| ≥ K1

(
1− η2(t)

η1(t)

)
. (6.78)

ßêùî æ â òî÷öi t η1(t) < η2(t), òî çãiäíî ç (6.76)

|γ(t)| ≥
2|ψ′

1(η2(t))| η2(t)
(
1− η1(t)

η2(t)

)
ψ1(t)

.

Âíàñëiäîê (6.73) ìà¹ìî

ψ1(t)

2
=
ψ2(t)

2

(
K + ε(t)

)
= ψ2(η2(t))

(
K + ε(t)

)
= ψ1(η2(t))

K + ε(t)

K + ε(η2(t))
.

Òîìó ïðè äîñèòü âåëèêèõ t òà x = η2(t)

|γ(t)| ≥
x|ψ′

1(x)|
ψ1(x)

(
1− η1(t)

η2(t)

)
· K + ε(η2(t))

K + ε(t)
≥ K2

(
1− η1(t)

η2(t)

)
, (6.79)

äå K2 � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà.

Çãiäíî ç (6.75) lim
t→∞

γ(t) = 0. Òîìó iç (6.78) òà (6.79) îäåðæó¹ìî (6.72).

Âêëþ÷åííÿ ψ2 ∈ M∞ îòðèìó¹ìî iç íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ, ÿêå ëåãêî âèïëèâà¹

iç îçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿ ãðàíèöi ôóíêöi¨ òà ñïiââiäíîøåíü (6.5)�(6.7):

ÿêùî äëÿ ôóíêöié ψ1 ∈ M òà ψ2 ∈ M âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
t→∞

η1(t)

η2(t)
= 1, η1(t) = η(ψ1; t), η2(t) = η(ψ2; t),

òî âëàñòèâîñòi öèõ ôóíêöié ñïiâïàäàþòü â òîìó ñåíñi, ùî ÿêùî îäíà ç öèõ ôóíêöié

íàëåæèòü ìíîæèíi M0, M∞ àáî MC , òî i iíøà ôóíêöiÿ íàëåæèòü öié ñàìié

ìíîæèíi.

Çðîçóìiëî, ùî ÿêùî â óìîâi òåîðåìè 6.4.6 ôóíêöiÿ ψ1 íàëåæèòü ìíîæèíi MC , òî

öiëêîì àíàëîãi÷íî âèïëèâà¹, ùî i ôóíêöiÿ ψ2 íàëåæèòü MC .

Äëÿ çàêií÷åííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ïðåä'ÿâèòè ïàðó ôóíêöié ç ìíîæè-

íè M+
0 , äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (6.71), i íå âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (6.72).

Â ðîëi òàêèõ ôóíêöié, çîêðåìà, ìîæíà âçÿòè ôóíêöi¨ ψ1(t) =
1

ln t+
√
ln t

òà ψ2(t) =
1
ln t . Äëÿ öèõ ôóíêöié

η1(t) = exp
(
1

2
+ 2 ln t+ 2

√
ln t− 1

2

√
1 + 8(ln t+

√
ln t)

)
, η2(t) = exp(2 ln t).
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Òîìó

lim
t→∞

η1(t)

η2(t)
= lim

t→∞

exp
(
1
2 + 2 ln t+ 2

√
ln t− 1

2

√
1 + 8(ln t+

√
ln t)

)
exp(2 ln t)

=

= lim
t→∞

exp
(
1

2
+ 2

√
ln t−

√
1

4
+ 2 ln t+ 2

√
ln t
)
= ∞,

îäíàê

lim
t→∞

ψ1(t)

ψ2(t)
= lim

t→∞

ln t

ln t+
√
ln t

= 1.

Çàóâàæåííÿ 6.4.3 . Iñíóþòü ôóíêöi¨ ψ1, ψ2 ∈ M+
∞, äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (6.72), îäíàê íå ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (6.71).

Äiéñíî, ïîêëàäåìî ïðè âñiõ t ≥ 1 ψ1(t) = e−t
2−t, à ψ2(t) = e−t

2

. Òîäi áóäåìî ìàòè

η1(t) =
1

2

√
1− 4 ln

1

2
+ 4t2 + 4t− 1

2
, a η2(t) =

√
t2 − ln

1

2
.

Òîìó

lim
t→∞

η1(t)

η2(t)
= lim

t→∞

√
1− 4 ln 1

2 + 4t2 + 4t− 1

2
√
t2 − ln 1

2

= 1,

ïðîòå

lim
t→∞

ψ1(t)

ψ2(t)
= lim

t→∞

e−t
2−t

e−t2
= 0.

Çàçíà÷èìî, ùî çâ'ÿçîê ìiæ ðîçáèòòÿì ìíîæèíè M íà ìíîæèíè M0, M∞ òà MC

i ðîçáèòòÿì ìíîæèíè M ç óðàõóâàííÿì âiäîìèõ óìîâ Áàði�Ñò¹÷êiíà âèâ÷àëèñü ó

ðîáîòi [170].

6.5 Çàñòîñóâàííÿ îïóêëèõ ôóíêöié äî êëàñèôiêàöi¨

íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóí-

êöié

6.5.1. Â äàíîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî çàñòîñóâàííÿ ðîçáèòòÿ ìíîæèíè M äî êëàñè-

ôiêàöi¨ ìíîæèíè D∞ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié. Çîêðåìà,

îòðèìàíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè òîãî, ùîá 2π-ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ f íàëåæàëà

îäíié iç ìíîæèí D∞, A àáî æ E , äå A � ìíîæèíà âñiõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ äiéñíîçíà÷íèõ

íà äiéñíié îñi ôóíêöié, ÿêi äîïóñêàþòü àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ â ñìóãó |Im z| < c,
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c > 0, à E � ïiäìíîæèíà âñiõ ôóíêöié ç A, ÿêi äîïóñêàþòü àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåí-
íÿ íà âñþ êîìïëåêñíó ïëîùèíó (òîáòî, ìíîæèíà âñiõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ äiéñíîçíà÷íèõ

íà äiéñíié îñi öiëèõ ôóíêöié). Äàíi óìîâè ôîðìóëþþòüñÿ â òåðìiíàõ óçàãàëüíåíèõ

ψ̄-ïîõiäíèõ, êîìïîíåíòè ψ1 i ψ2 ùî ¹ çâóæåííÿìè íà ìíîæèíó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë

äåÿêèõ ôóíêöié ç ìíîæèíè M, i äîçâîëÿþòü êëàñèôiêóâàòè ìíîæèíè D∞, A i E â

çàëåæíîñòi âiä øâèäêîñòi ñïàäàííÿ ïîñëiäîâíîñòåé ψ, ùî âèçíà÷àþòü ψ̄-ïîõiäíi.

Â îñòàííüîìó ïóíêòi öüîãî ïiäðîçäiëó äîñëiäæó¹òüñÿ çâ'ÿçîê ìiæ êëàñàìè (ψ, β̄)-

äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié i âiäîìèìè êëàñàìè Æåâðå Jα. Çîêðåìà, âñòàíîâëåíî íå-
îáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè íàëåæíîñòi ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié êëàñàì Æåâðå, ÿêi ôîð-

ìóëþþòüñÿ â òåðìiíàõ (ψ, β̄)-ïîõiäíèõ öèõ ôóíêöié.

Ïðè ôîðìóëþâàííi ðåçóëüòàòiâ öüîãî ïiäðîçäiëó áóäåìî çäåáiëüøîãî êîðèñòóâà-

òèñÿ ïîçíà÷åííÿìè ïiäðîçäiëiâ 1.7 òà 6.1.

Òâåðäæåííÿ 6.5.1 . Äëÿ êîæíî¨ âiäìiííî¨ âiä òðèãîíîìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà ôóí-

êöi¨ f ∈ L, ìîæíà âêàçàòè ïîñëiäîâíiñòü ψ ∈ M òàêó, ùî f ∈̄Lψ̄ äëÿ äîâiëüíèõ

ïàð ψ̄ = (ψ1, ψ2), äëÿ ÿêèõ ψ(k) =
√
ψ2
1(k) + ψ2

2(k), k ∈ N, òîáòî, f ψ̄ íå iñíó¹, i ïðè

öüîìó iñíó¹ íåñêií÷åííî çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë {is}∞s=1, äëÿ

ÿêî¨

ψ(is) =
√
a2is + b2is , s = 1, 2, . . . , (6.80)

äå ak(f) i bk(f) � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f .

Äàíå òâåðäæåííÿ äîïîâíþ¹ ðåçóëüòàò òâåðäæåííÿ 11 ç [137] (äèâ. òàêîæ òâåð-

äæåííÿ 3.11.10 ç [143, c. 157]), â ÿêîìó äëÿ êîæíî¨ âiäìiííî¨ âiä òðèãîíîìåòðè÷íîãî

ïîëiíîìà ôóíêöi¨ f ∈ L äîâîäèòüñÿ ëèøå iñíóâàííÿ òàêî¨ ïàðè ψ̄ = (ψ1, ψ2), ùî

f ∈̄Lψ̄.
Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 6.5.1 áàãàòî â ÷îìó ïîâòîðþ¹ äîâåäåííÿ çãàäàíîãî òâåð-

äæåííÿ 11 ç [137]. Íåõàé ôóíêöiÿ f íàëåæèòü ìíîæèíi L. Çàïèñàâøè ¨¨ ðÿä Ôóð'¹ ó

âèãëÿäi

S[f ] =
a0
2

+

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) =
a0
2

+

∞∑
k=1

dk cos(kx−
γkπ

2
), (6.81)

äå

dk =

√
a2k + b2k, cos

γkπ

2
=
ak
dk
, sin

γkπ

2
=
bk
dk
, (6.82)

áà÷èìî, ùî

lim
k→∞

dk = 0.
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Òîìó ôóíêöiÿ

d(t) = max
k≥t

{dk}, t ≥ 1, (6.83)

¹ êóñêîâî ñòàëîþ, íå çðîñòà¹, i äëÿ íå¨ ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
t→∞

d(t) = 0.

Óìîâà f ∈̄T ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî d(t) > 0 ∀t ≥ 1.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç kj , j = 1, 2, . . . òî÷êè, çàíóìåðîâàíi â ïîðÿäêó ¨õ çðîñòàííÿ, â

ÿêèõ ôóíêöiÿ d(t) çìiíþ¹ çíà÷åííÿ. Çðîçóìiëî, ùî d(kj) = dkj . Ïîêëàäåìî zj =

(kj , dkj) i ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ l(t) íàñòóïíèì ÷èíîì. Ïðîìiíü l1, ÿêèé âèõîäèòü ç z1 â

íàïðÿìêó, ïðîòèëåæíîìó îñi îðäèíàò, áóäåìî îáåðòàòè ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè

ïîêè íà íüîìó íå ç'ÿâèòüñÿ îäíà ç òî÷îê zj , j > 1. Öþ òî÷êó ïîçíà÷èìî ÷åðåç

zj1 . ßêùî íà ïðîìåíi ç'ÿâèòüñÿ îäðàçó äåêiëüêà òàêèõ òî÷îê, òî ÷åðåç zj1 ïîçíà÷èìî

òó, ó ÿêî¨ íàéáiëüøà àáñöèñà. Íà ïðîìiæêó [1, kj1 ] îçíà÷èìî l(t) òàê, ùîá ¨¨ ãðàôiê

çáiãàâñÿ ç ïðÿìîþ, ÿêà ç'¹äíó¹ òî÷êè z1 i zk1 . Äàëi, ïðîìiíü l2, ÿêèé âèõîäèòü ç òî÷êè

zj1 i íàïðÿìîê ÿêîãî çáiãà¹òüñÿ ç ïðîìåíåì l1 â êiíöåâîìó ïîëîæåííi, çíîâó áóäåìî

îáåðòàòè ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè ïîêè âií íå çóñòðiíå îäíó ç òî÷îê zj , j > j1, ùî

çàëèøèëèñÿ. Öþ òî÷êó ïîçíà÷èìî ÷åðåç zj2 . ßêùî ïðè öüîìó íà ïðîìåíi âèÿâèòüñÿ

äåêiëüêà òàêèõ òî÷îê, òî ÷åðåç zj2 ïîçíà÷à¹ìî çíîâó òó ç íèõ, ó ÿêî¨ íàéáiëüøà

àáñöèñà. Íà ïðîìiæêó [kj1 , kj2 ] îçíà÷èìî l(t) òàê, ùîá ¨¨ ãðàôiê çáiãàâñÿ ç ïðÿìîþ,

ÿêà ç'¹äíó¹ òî÷êè zj1 i zj2 . Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåññ, ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ l(t) äëÿ

âñiõ t ≥ 1. Âîíà áóäå ìàòè òàêi âëàñòèâîñòi:

a) l(t) îïóêëà i lim
t→∞

l(t) = 0;

á) l(kjs) = d(kjs) = dkjs , s = 1, 2, . . .

â) l(k) = d(k), k = 1, 2, . . ., ÿêùî d = {dk}∞k=1 ∈ M.

Òîìó, ÿêùî ïîêëàäåìî ψf (k) = l(k), òî âíàñëiäîê a) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ψf ∈
M, à âíàñëiäîê á) äëÿ ïîñëiäîâíîñòi is = kjs , s = 1, 2, . . . , âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (6.80):

ψf (is) = ψf (kjs) = dkjs = dis =
√
a2is + b2is , s = 1, 2, . . .

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ïàðó ψ̄ = (ψ1, ψ2), äëÿ ÿêî¨
√
ψ2
1(k) + ψ2

2(k) = ψf (k), k =

1, 2, . . .. Ðÿä (1.128), ùî âiäïîâiäà¹ öié ïàði i ôóíêöi¨ f , ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi
∞∑
k=1

(
ψ1(k)

ψ2
f (k)

(ak cos kx+ bk sin kx)−
ψ2(k)

ψ2
f (k)

(ak sin kx− bk cos kx)
)
=

=

∞∑
k=1

1

ψf (k)

(
ψ1(k)

ψf (k)
dk cos(kx−

γkπ

2
)− ψ2(k)

ψf (k)
dk sin(kx−

γkπ

2
)
)
=
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=

∞∑
k=1

dk
ψf (k)

cos(kx− (γk − βk)π

2
), (6.84)

äå ïîñëiäîâíîñòi βk âèçíà÷àþòüñÿ ñèñòåìîþ{
cos βkπ2 =

ψ1(k)
ψf (k)

,

sin βkπ
2 =

ψ2(k)
ψf (k)

,
(6.85)

a ïîñëiäîâíîñòi γk � ðiâíîñòÿìè (6.82). Íà ïiäñòàâi ñïiââiäíîøåííÿ (6.80) êîåôiöi¹íòè

öüîãî ðÿäà íå ïðÿìóþòü äî íóëÿ. Òîìó âií íå ìîæå áóòè ðÿäîì Ôóð'¹ íiÿêî¨ ôóíêöi¨

ç L. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ψ̄�ïîõiäíî¨ ç òàêèìè ïàðàìåòðàìè ôóíêöiÿ f(·) íå ìà¹, i
ïîñëiäîâíiñòü ψf � øóêàíà. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

ßêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L \ T ÷åðåç ψf = ψf (k), ÿê i ðàíiøå, ïîçíà÷àòè

ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ÿêó ïîáóäîâàíî âèùå â õîäi äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ

6.5.1, òî íà îñíîâi ôîðìóë (1.129)�(1.131), ÿêi âèðàæàþòü çâ'ÿçîê ìiæ ïàðàìåòðàìè

êëàñiâ Lψ̄ i Lψ
β̄
, ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî íàñïðàâäi ìà¹ ìiñöå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 6.5.1′. Äëÿ êîæíî¨ âiäìiííî¨ âiä òðèãîíîìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà ôóí-

êöi¨ f ∈ L i äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi äiéñíèõ ÷èñåë

à) f ∈̄Lψf
β̄
;

á) iñíó¹ çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë {is}∞s=1, äëÿ ÿêî¨

ψf (is) =
√
a2is(f) + b2is(f), s = 1, 2, . . . ,

äå ak(f) i bk(f) � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f . ßêùî æ ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë dk =√
a2k(f) + b2k(f), k = 1, 2, . . ., íàëåæèòü ìíîæèíi M, òî

ψf (k) = dk, k = 1, 2, . . . (6.86)

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî äëÿ äîñèòü øèðîêî¨ ìíîæèíè ôóíêöié f ç L \ T ïîñëiäîâíiñòü

ψf (k) ñåðåä âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé ψ(k) äëÿ ÿêèõ f ∈̄Lψ
β̄

∀βk ∈ R ìà¹ â ïåâíîìó ñåíñi

"íàéìåíøó" øâèäêiñòü ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ. À ñàìå ñïðàâäæó¹òüñÿ

Òâåðäæåííÿ 6.5.2 . Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L \ T , ó ÿêî¨ ïîñëiäîâíiñòü ÷è-

ñåë dk =
√
a2k(f) + b2k(f) íàëåæèòü ìíîæèíi M, çíàéäåòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ

÷èñåë βk òàêèõ, ùî ÿêà á íå áóëà ïîñëiäîâíiñòü ε(k) ∈ M, f ∈ L
ψf/ε

β̄
.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ L \ T . Îçíà÷èìî ÷èñëà βk ðiâíîñòÿìè{
cos βkπ2 = ak

dk
,

sin βkπ
2 = bk

dk
,
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i äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ε ∈ M ïîêëàäåìî ψ(k) = ψf (k)
ε(k)

. Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü

d = {dk}∞k=1 íàëåæèòü ìíîæèíi M, òî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (6.86). Òîìó

∞∑
k=1

1

ψ(k)

(
ak cos(kx+

βkπ

2
) + bk sin(kx+

βkπ

2
) =

=

∞∑
k=1

dk
ψ(k)

cos kx =

∞∑
k=1

dkε(k)

ψf (k)
cos kx =

∞∑
k=1

ε(k) cos kx.

Âíàñëiäîê òîãî, ùî ε(k) ∈ M, ç òâåðäæåííÿ

Òâåðäæåííÿ 6.5.3 (Í.Ê. Áàði [6, �2 ãë. 10]). ßêùî an → 0 i ïîñëiäîâíiñòü {an}∞n=0

îïóêëà, òî ðÿä
a0
2

+
∞∑
n=1

an cosnx ¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ íåâiä'¹ìíî¨ ôóíêöi¨.

ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ðÿä
∞∑
k=1

ε(k) cos kx ¹ ðÿäîì Ôóð'¹ ñóìîâíî¨ ôóíêöi¨, à îòæå,

f ∈ L
ψf/ε

β̄
. Òâåðäæåííÿ 6.5.2 äîâåäåíî.

Çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî ðiâíîñòi (1.132) îçíà÷àþòü, ùî êîëè ïàðà ψ̄ = (ψ1, ψ2)

ïðîáiãà¹ ìíîæèíó M ×M, òî âñÿ ìíîæèíà L (àáî C) ðîçáèâà¹òüñÿ íà ïiäìíîæèíè

(êëàñè) Lψ̄ (àáî C ψ̄). Ðiâíiñòü (1.133) îçíà÷à¹, ùî ïðè òàêié êëàñèôiêàöi¨ çàëèøàþ-

òüñÿ íåðîçðiçíåíèìè ëèøå òðèãîíîìåòðè÷íi ïîëiíîìè.

Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî, ÿê äîáðå âiäîìî, ìíîæèíà D∞ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâ-

íèõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç òèõ ôóíêöié f , êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹

ck(f) ÿêèõ ñïàäàþòü äî íóëÿ øâèäøå áóäü-ÿêîãî âiä'¹ìîãî ñòåïåíÿ:

f ∈ D∞ ⇐⇒ lim
k→∞

krck(f) = 0 ∀r > 0. (6.87)

Öå, çîêðåìà, âêàçó¹ íà òå, ùî êëàñèôiêàöiÿ òàêèõ ôóíêöié â ñòåïåíåâié øêàëi ¹

íååôåêòèâíîþ.

6.5.2. Êðèòåði¨ íàëåæíîñòi ôóíêöié ìíîæèíi D∞. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi,

áóäåìî ââàæàòè, ùî ïîñëiäîâíîñòi ψ(k) ç ìíîæèíè M ¹ çâóæåííÿìè íà ìíîæèíó

íàòóðàëüíèõ ÷èñåë äåÿêèõ äîäàòíèõ íåïåðåðâíèõ îïóêëèõ ôóíêöié ψ(t) íåïåðåðâíîãî

àðãóìåíòà t ≥ 1, ÿêi ñïàäàþòü äî íóëÿ ïðè t→ ∞. Ìíîæèíó âñiõ òàêèõ ôóíêöié, ÿê

i â ðàíiøå, áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç M.

Òåîðåìà 6.5.1 . ßêùî f ∈ D∞, òî ìîæíà âêàçàòè ôóíêöiþ ψ ç ìíîæèíè M+
∞

(îçí. äèâ. (6.8)) òàêó, ùî f ∈ Cψ̄ äëÿ âñiõ ïàð ψ̄ = (ψ1, ψ2), äëÿ ÿêèõ ψ(k) =
√
ψ2
1(k) + ψ2

2(k),

k ∈ N.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé ôóíêöiÿ f íàëåæèòü ìíîæèíi D∞. Çàïèñàâøè ¨¨ ðÿä Ôóð'¹ ó

âèãëÿäi (6.81) i âðàõîâóþ÷è (6.87), áà÷èìî, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó r > 0

lim
k→∞

krdk = 0.

Òîìó ôóíêöiÿ

a(t) = sup
k≥t

{dkk2}, t ≥ 1, (6.88)

¹ êóñêîâî ñòàëîþ, íå çðîñòà¹, i äëÿ íå¨ ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
t→∞

a(t) = 0.

Ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ïîêàçàòè iñíóâàííÿ ôóí-

êöi¨ ψ ∈ M+
∞ òàêî¨, ùî ïðè âñiõ t ≥ 1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü a(t) ≤ ψ(t). Äié-

ñíî, â öüîìó âèïàäêó äëÿ äîâiëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ψ1(k) i ψ2(k) òàêèõ, ùî ψ(k) =√
ψ2
1(k) + ψ2

2(k), ðÿä (1.128), ÿêèé âiäïîâiäà¹ ¨ì i ôóíêöi¨ f , ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

(6.84). Âíàñëiäîê òîãî, ùî ψ(k) ≥ a(k) ≥ k2dk ∀k ∈ N, öåé ðÿä áóäå çáiãàòèñÿ àáñîëþ-
òíî, à îòæå, áóäå ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ ñóìîâíî¨ ôóíêöi¨ f ψ̄, òîáòî, f áóäå íàëåæàòè

ìíîæèíi C ψ̄.

Òàêèì ÷èíîì, ïîòðiáíî âñòàíîâèòè iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ ψ ∈ M+
∞, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

íåðiâíiñòü a(t) ≤ ψ(t).

Ïîäàìî ôóíêöiþ a(t) ïðè t > 1 ó âèãëÿäi: a(t) = t−r(t). Òîäi

r(t) = − ln a(t)

ln t
,

i îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî r > 0 ìà¹ìî lim
t→∞

tra(t) = 0, òî ïðè êîæíîìó r > 0 äëÿ

äîñòàòíüî âåëèêèõ çíà÷åíü t âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü a(t)tr < 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

äëÿ òàêèõ t

r < − ln a(t)

ln t
= r(t),

òîáòî, ùî

lim
t→∞

r(t) = +∞.

Ñïî÷àòêó ïîáóäó¹ìî äîäàòíó ôóíêöiþ φ(t), t ≥ 1, äðóãà ïîõiäíà ÿêî¨ φ′′(t) íåäî-

äàòíà: φ′′(t) ≤ 0, lim
t→∞

φ(t) = +∞, i äëÿ ÿêî¨ ïðè âñiõ t, áiëüøèõ çà äåÿêå ÷èñëî b ≥ 1,

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü φ(t) ≤ r(t).

Ïîáóäîâó ôóíêöi¨ φ ìîæíà ïðîâåñòè, çîêðåìà, íàñòóïíèì ÷èíîì. Ïîáóäó¹ìî ñïî-

÷àòêó êóñêîâî ñòàëó íåñïàäíó ôóíêöiþ f1(t), t ≥ 1, òàêó, ùî lim
t→∞

f1(t) = +∞, i

f1(t) ≤ r(t).



264

Ïîêëàäåìî t0 = 1, i ÷åðåç t1, t1 ≥ t0 + 1 ïîçíà÷èìî äîâiëüíå ÷èñëî òàêå, ùî ïðè

âñiõ t ≥ t1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü r(t) > 0. Çðîçóìiëî, ùî òàêå ÷èñëî iñíó¹. ×åðåç t2,

t2 ≥ t1 + 1 ïîçíà÷èìî äîâiëüíå ÷èñëî òàêå, ùî ïðè âñiõ t ≥ t2 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

r(t) > inf
t≥t1

r(t), ÷åðåç t3, t3 ≥ t2+1 ïîçíà÷èìî äîâiëüíå ÷èñëî òàêå, ùî ïðè âñiõ t ≥ t3

r(x) > inf
t≥t2

r(t) i ïðîäîâæèìî ïðîöåññ âèáîðó ÷èñåë ti ïðè i = 4, 5, . . .

Îçíà÷èìî ôóíêöiþ f1 ðiâíîñòÿìè

f1(t) =

{
inf
t≥1

r(t), t ∈ [1, t1),

inf
t≥tk−1

r(t), t ∈ [tk−1, tk), k = 2, 3, . . .

Ïîáóäîâàíà ôóíêöiÿ f1(t) íå ñïàäà¹, äëÿ íå¨ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü f1(t) ≤ r(t), i

lim
t→∞

f1(t) = +∞.

Äàëi, ïîáóäó¹ìî íåâiä'¹ìíó êóñêîâî ëiíiéíó ìîíîòîííî çðîñòàþ÷ó äî íåñêií÷åííî-

ñòi ôóíêöiþ f2(t), t > 0, ãðàôiê ÿêî¨ ¹ îïóêëîþ ââåðõ êðèâîþ, i ïðè âñiõ t ≥ t1 ëåæèòü

íèæ÷å ãðàôiêà ôóíêöi¨ f1(t). Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó òî÷îê A0, A1, A2, . . . òà-

êèõ, ùî A0 = A0(0; 0), a ïðè áóäü-ÿêîìó íàòóðàëüíîì k Ak = Ak(tk+1, f1(tk)).

Íåõàé r0 = r0(t) � ôóíêöiÿ, ãðàôiêîì ÿêî¨ ¹ ïðîìiíü A0A1. ßêùî ïðîìiíü A0A1

ëåæèòü ïiä ãðàôiêîì ôóíêöi¨ f1, ïðè t ≥ t2, òî ïðè t ≥ 0 ïîêëàäåìî f2(t) = r0(t), i

ïðîöåñ ïîáóäîâè ôóíêöi¨ f2 áóäå çàâåðøåíî. ßêùî æ öåé ïðîìiíü ïåðåòèíà¹ ãðàôiê

ôóíêöi¨ f1, òî ïîêëàäåìî f2(t) = r0(t) íà ïðîìiæêó t ∈ [0, tk0+1), äå tk0+1 = t2, i ÷åðåç

∆1 = [tk1 , tk1+1) ïîçíà÷èìî ïiâñåãìåíò, ÿêèé ìiñòèòü òî÷êó ïåðåòèíó äàíîãî ïðîìåíÿ

ç ãðàôiêîì ôóíêöi¨ f1 (ÿêùî æ òàêèõ ïiâñåãìåíòiâ äåêiëüêà, òî ÷åðåç ∆1 = [tk1 , tk1+1)

ïîçíà÷èìî ïiâñåãìåíò, ÿêèé ìiñòèòü òî÷êó ïåðåòèíó ç íàéìåíøîþ àáñöèñîé).

×åðåç r1 = r1(t) ïîçíà÷èìî ôóíêöiþ, ãðàôiêîì ÿêî¨ ¹ ïðîìiíü A1Ak1 , Ak1 =

Ak1(tk1+1, f1(tk1)), i íà ïðîìiæêó t ∈ [tk0+1, tk1+1) ïîêëàäåìî f2(t) = r1(t).

ßêùî ïðîìiíü A1Ak1 ëåæèòü ïiä ãðàôiêîì ôóíêöi¨ f1, òî ïðè âñiõ t ≥ tk1+1 ïîêëà-

äåìî f2(t) = r1(t), i ïðîöåñ ïîáóäîâè ôóíêöi¨ f2 áóäå çàâåðøåíî. ßêùî æ öåé ïðîìiíü

ïåðåòèíà¹ ãðàôiê ôóíêöi¨ f1, òî ÷åðåç ∆2 = [tk2 , tk2+1) ïîçíà÷èìî ïiâñåãìåíò, ÿêèé

ìiñòèòü òî÷êó ïåðåòèíó ïðîìåíÿ A1Ak1 ç ãðàôiêîì ôóíêöi¨ f1 (ó âèïàäêó, êîëè òà-

êèõ òî÷îê äåêiëüêà, ÷åðåç ∆2 = [tk2 , tk2+1) ïîçíà÷èìî ïiâñåãìåíò, ÿêèé ìiñòèòü òî÷êó

ïåðåòèíó ç íàéìåíøîþ àáñöèñîþ).

×åðåç r2 = r2(t) ïîçíà÷èìî ôóíêöiþ, ãðàôiêîì ÿêî¨ ¹ ïðîìiíü Ak1Ak2 , Ak2 =

Ak2(tk2+1, f1(tk2)), i íà ïðîìiæêó t ∈ [tk1+1, tk2+1) ïîêëàäåìî f2(t) = r2(t).

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, íà äåÿêîìó, íàïðèêëàä, i-îìó êðîöi ìîæå âèÿâèòèñÿ,

ùî ïðîìiíü Aki−1
Aki ëåæèòü ïiä ãðàôiêîì ôóíêöi¨ f1. Â òàêîìó âèïàäêó äëÿ äî-

âiëüíîãî t ≥ tki+1 ïîêëàäåìî f2(t) = ri(t), äå ri � ôóíêöiÿ, ãðàôiêîì ÿêî¨ ¹ ïðîìiíü
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Aki−1
Aki . ßêùî æ öåé ïðîìiíü ïåðåòèíà¹ ãðàôiê ôóíêöi¨ f1, òî ÷åðåç ∆i = [tki , tki+1)

ïîçíà÷èìî ïiâñåãìåíò, ÿêèé ìiñòèòü òî÷êó ïåðåòèíó ïðîìåíÿ Aki−1
Aki ç ãðàôiêîì

ôóíêöi¨ f1 (ÿêùî æ òàêèõ ïiâñåãìåíòîâ äåêiëüêà, òî ÷åðåç ∆i = [tki , tki+1) ïîçíà÷èìî

ïiâñåãìåíò, ÿêèé ìiñòèòü òî÷êó ïåðåòèíó ç íàéìåíøîþ àáñöèñîþ).

×åðåç ri = ri(t) ïîçíà÷èìî ôóíêöiþ, ãðàôiêîì ÿêî¨ ¹ ïðîìiíü Aki−1Aki , Aki =

Aki(tki+1, f1(tki)) i íà ïðîìiæêó t ∈ [tki , tki+1) ïîêëàäåìî f2(t) = ri(t).

Â ðåçóëüòàòi äàíîãî ïðîöåñó áóäå ïîáóäîâàíî íåâiä'¹ìíó îïóêëó âãîðó êóñêîâî

ëiíiéíó ôóíêöiþ f2(t), t > 0, òàêó, ùî f(0) = 0, ïðè âñiõ t ≥ t1, ñïðàâäæó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü f2(t) ≤ f1(t) ≤ r(t), i

lim
t→∞

f2(t) = +∞.

Çðîçóìiëî, ùî ôóíêöiþ f2(t) â îêîëàõ âóçëiâ tki+1 ìîæíà çãëàäèòè òàê, ùîá îòðè-

ìàíà ôóíêöiÿ φ(t), t > 0, ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

à) φ(0) = 0,

á) φ′′(t) ≤ 0 ∀t > 0,

â) lim
t→∞

φ(t) = +∞,

ã) φ(t) ≤ r(t) ∀t ≥ t1.

Òîäi ïðè âñiõ t ≥ t1 áóäå âèêîíóâàòèñÿ ñïiââiäíîøåííÿ g(t) := t−φ(t) ≥ t−r(x) =

a(t), i îñêiëüêè

g′′(t) = t−φ(t)
(
(φ′(t) ln t)2 +

2φ(t)φ′(t) ln t

t
+
φ2(t)

t2
− φ′′(t) ln t− 2φ′(t)

t
+
φ(t)

t2

)
≥

≥
(
φ′(t) ln t− 1

t ln t

)2
− 1

t2 ln2 t
+
φ(t)

t2
≥ 1

t2

(
φ(t)− 1

ln2 t

)
,

òî ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî ÷èñëà b1 ≥ 1, ôóíêöiÿ g(t) áóäå îïóêëîþ âíèç.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ôóíêöiþ

ψ(t) = ψ(t;K) = K exp
(
− 1

2

t∫
1

φ(τ)

τ
dτ
)
, t ≥ 1, (6.89)

äå K > 0 � äîâiëüíà ôiêñîâàíà ñòàëà. Çðîçóìiëî, ùî lim
t→∞

ψ(t) = 0. �¨ ïîõiäíà ìà¹

âèãëÿä

ψ′(t) = −1

2
K exp

(
− 1

2

t∫
1

φ(τ)

τ
dτ
)
φ(t)

t
.

Âíàñëiäîê îïóêëîñòi φ i òîãî, ùî φ(0) = 0, êóò íàõèëó ñi÷íî¨, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç

ïî÷àòîê êîîðäèíàò i áóäü-ÿêó òî÷êó ãðàôiêà ôóíêöi¨ φ(t), iç çáiëüøåííÿì çíà÷åíü
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àðãóìåíòà t íå çðîñòà¹. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âiäíîøåííÿ t/φ(t) íå ñïàäà¹, i òîìó

ôóíêöiÿ ψ ′(t) òàêîæ ¹ íåñïàäíîþ. Òàêèì ÷èíîì, ψ ∈ M i îñêiëüêè âåëè÷èíà

α(ψ; t) =
ψ(t)

t|ψ′(t)|
=

2

φ(t)
(6.90)

ìîíîòîííî ñïàäà¹ äî íóëÿ ïðè t→ ∞, òî âíàñëiäîê òåîðåìè 6.1.1 ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü

i ìíîæèíi M+
∞.

Ïîêàæåìî, ùî çà ïåâíîãî âèáîðó ñòàëî¨ K ãðàôiê ôóíêöi¨ ψ(t;K) áóäå çíàõîäè-

òèñÿ âèùå ãðàôiêà ôóíêöi¨ a(t), ÿêà îçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (6.88).

Çãiäíî ç ïîáóäîâîþ ôóíêöi¨ g(t) i îçíà÷åííÿì õàðàêòåðèñòèêè η = η(g; t) ïðè

áóäü-ÿêîìó t ≥ b1 ìà¹ìî

t−φ(t) = g(t) = 2g(η(t)) = 2η(g; t)−φ(η(g;t)).

Îñêiëüêè

lim
t→∞

ln(1 + 1/φ(t))

1/φ(t)
= 1,

òî äëÿ äîâiëüíîãî ε ∈ (0, 1− ln 2) iñíó¹ ÷èñëî t∗ ≥ b1 òàêå, ùî ïðè âñiõ t ≥ t∗

φ
(
t+

t

φ(t)

)
ln
(
t+

t

φ(t)

)
= φ
(
t+

t

φ(t)

)(
ln t+ ln

(
1 +

1

φ(t)

))
≥

≥ φ
(
t+

t

φ(t)

)(
ln t+

1− ε

φ(t)

)
≥ φ(t)

(
ln t+

ln 2

φ(t)

)
= φ(t) ln t+ ln 2.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî t ≥ t∗

g
(
t+

t

φ(t)

)
=
(
t+

t

φ(t)

)−φ(t+ t
φ(t)

)
≤ 1

2
t−φ(t) =

1

2
g(t) = g(η(g; t)),

i òîìó

η(g; t) ≤ t+
t

φ(t)
, t ≥ t∗.

Îñêiëüêè âíàñëiäîê (6.90) òà íåðiâíîñòi (6.21) âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

α(ψ; t) =
ψ(t)

t|ψ′(t)|
=

2

φ(t)
≤ 2

η(ψ; t)− t

t
, ∀t ≥ 1,

òî ïðè âñiõ t ≥ t∗ ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

η(g; t) ≤ t+
t

φ(t)
≤ η(ψ; t). (6.91)

Òîìó ÿêùî äëÿ äåÿêîãî ÷èñëà t ≥ t∗ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà g(t) ≤ ψ(t), òî

g(η(g; t)) =
1

2
g(t) ≤ 1

2
ψ(t) = ψ(η(ψ; t)) ≤ ψ(η(g; t)).
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Â ðiâíîñòi (6.89) ïiäáåðåìî ÷èñëî K = K0 òàê, ùîá ïðè âñiõ t ∈ [1, η(g; t∗)] âè-

êîíóâàëàñü íåðiâíiñòü ψ(t;K0) ≥ g(t). Òîäi âíàñëiäîê (6.91) òàêà æ íåðiâíiñòü áóäå

âèêîíóâàòèñÿ i ïðè âñiõ t > η(g; t∗), òîìó

a(t) ≤ g(t) ≤ ψ(t;K0), t ≥ 1.

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ ψ(t) = ψ(t;K0), ÿêà îçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (6.89) ïðè K = K0,

íàëåæèòü ìíîæèíiM+
∞, i äëÿ íå¨ ïðè âñiõ t ≥ 1 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ψ(t) ≥ a(t),

òîáòî, ψ ¹ øóêàíîþ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 6.5.1 äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè äåêiëüêà íîâèõ êðèòåði¨â íàëåæíîñòi ôóíêöi¨ f

ìíîæèíi D∞.

Íåõàé M∞ � ïiäìíîæèíà âñiõ ôóíêöié ψ ∈ M, ÿêi ñïàäàþòü äî íóëÿ øâèäøå

äîâiëüíî¨ ñòåïåííîé ôóíêöi¨:

M∞ = {ψ ∈ M : ∀r > 0 lim
t→∞

trψ(t) = 0}, (6.92)

÷åðåçMα,0 ïîçíà÷èìî ïiäìíîæèíà âñiõ ôóíêöié ψ ∈ M, äëÿ ÿêèõ âåëè÷èíà α(ψ; t) =
ψ(t)
t|ψ′(t)| ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè t→ ∞:

Mα,0 = {ψ(t) ∈ M : lim
t→∞

α(ψ; t) = 0},

÷åðåç Mµ,∞ � ïiäìíîæèíà âñiõ ôóíêöié ψ ∈ M, äëÿ ÿêèõ âåëè÷èíà µ(ψ; t) ïðÿìó¹

äî íåñêií÷åííîñòi ïðè t→ ∞:

Mµ,∞ = {ψ(t) ∈ M : lim
t→∞

µ(ψ; t) = ∞}.

ßêùî ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü ìíîæèíi Mµ,∞, òî, âíàñëiäîê (6.21), ñïðàâäæó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ

0 ≤ lim
t→∞

α(t) = lim
t→∞

ψ(t)

t|ψ′(t)|
≤ 2 lim

t→∞

η(ψ; t)− t

t
= 0,

à îòæå, ψ íàëåæèòü ìíîæèíi Mα,0.

Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ M ïðè áóäü-ÿêîìó t > 1 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (6.26).

Òîìó ÿêùî ψ ∈ Mα,0, òî äëÿ äîâiëüíîãî r > 0 i áóäü-ÿêîãî t0 òàêîãî, ùî 1/α(t) ≥ r+1,

t ≥ t0, ìà¹ìî

lim
t→∞

trψ(t) = ψ(1) lim
t→∞

exp
(
r ln t−

t∫
1

dτ

τα(τ)

)
≤
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≤ ψ(1) lim
t→∞

exp
(
−

t∫
t0

1

τ
(

1

α(τ)
− r)dτ + r ln t0

)
≤ ψ(1) lim

t→∞
e− ln t+(r+1) ln t0 = 0,

i îòæå, ψ íàëåæèòü ìíîæèíi M∞.

Òàêèì ÷èíîì, âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi âêëàäåííÿ:

M+
∞ ⊂ Mµ,∞ ⊂ Mα,0 ⊂ M∞. (6.93)

ßêùî f ∈ Cψ̄ äëÿ äåÿêî¨ ïàðè ψ̄ = (ψ1, ψ2), äëÿ ÿêî¨ ôóíêöiÿ ψ(k) =
√
ψ2
1(k) + ψ2

2(k)

íàëåæèòü ìíîæèíiM∞, òî âíàñëiäîê (6.92) ðÿä (1.127) ìîæíà äèôåðåíöiþâàòè áóäü-

ÿêó êiëüêiñòü ðàçiâ, i â ðåçóëüòàòi áóäåìî îòðèìóâàòè ðiâíîìiðíî çáiæíi ðÿäè, òîìó

f ∈ D∞.

Çâiäñè íà ïiäñòàâi âêëàäåíü (6.93) i òåîðåìè 6.5.1 îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 6.5.2 . Íåõàé M � äîâiëüíà iç ìíîæèí M+
∞, Mµ,∞, Mα,0 àáî M∞. Íà-

ñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

i) ôóíêöiÿ f íàëåæèòü ìíîæèíi D∞;

ii) iñíó¹ ôóíêöiÿ ψ(t) ç ìíîæèíè M òàêà, ùî f ∈ Cψ̄ äëÿ âñiõ ïàð ψ̄ = (ψ1, ψ2),

äëÿ ÿêèõ ïðè êîæíîìó k ∈ N âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ψ(k) =
√
ψ2
1(k) + ψ2

2(k);

iii) f ∈ Cψ̄ äëÿ äåÿêî¨ ïàðè ψ̄ = (ψ1, ψ2) òàêî¨, ùî ôóíêöiÿ ψ(k) =
√
ψ2
1(k) + ψ2

2(k)

íàëåæèòü ìíîæèíi M.

Íà îñíîâi òåîðåì 6.5.1 i 6.5.2 îòðèìó¹ìî òàêèé àíàëîã ñïiââiäíîøåíü (1.132):

D∞ = ∪
ψ1, ψ2∈M∞

Cψ̄ = ∪
ψ1, ψ2∈Mα,0

Cψ̄ = ∪
ψ1, ψ2∈Mµ,∞

Cψ̄ = ∪
ψ1, ψ2∈M+

∞

Cψ̄.

6.5.3. Êðèòåði¨ íàëåæíîñòi ôóíêöié ìíîæèíi A.

Òâåðäæåííÿ 6.5.4 . ßêùî f ∈ A, òî iñíó¹ ÷èñëî q ∈ (0, 1) òàêå, ùî f ∈ Cq
β̄
äëÿ

äîâiëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé β̄ = {βk}, βk ∈ R.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé ôóíêöiÿ f íàëåæèòü ìíîæèíi A. ßê i ïðè äîâåäåííi òâåð-

äæåííÿ 6.5.1, çàïèøåìî ¨¨ ðÿä Ôóð'¹ ó âèãëÿäi (6.81). Òîäi (äèâ. �25 ãë.1 ìîíîãðàôi¨

[6]) iñíóþòü ñòàëi A > 0 i ϱ ∈ (0, 1) òàêi, ùî

dk ≤ Aϱk, k = 1, 2, . . . . (6.94)

Âèáåðåìî äîâiëüíå ÷èñëî ε ∈ (0, 1− ϱ) i ïîêëàäåìî q = ϱ+ ε. Â òàêîìó âèïàäêó äëÿ

äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi äiéñíèõ ÷èñåë βk ðÿä
∞∑
k=1

dk
qk

cos
(
kx− (γk − βk)π

2

)
(6.95)
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çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî, òàê ÿê âíàñëiäîê ñïiââiäíîøåíü (6.94) i âèáîðó ÷èñëà q

∞∑
k=1

dk
qk

cos
(
kx− (γk − βk)π

2

)
≤

∞∑
k=1

dk
qk

≤ A

∞∑
k=1

(
ϱ

ϱ+ ε

)k
=
Aϱ

ε
<∞.

Òàêèì ÷èíîì, ðÿä (6.95) ¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ ñóìîâíî¨ ôóíêöi¨ φ = f q
β̄
, òîáòî,

f ∈ Cq
β̄
i òâåðäæåííÿ 6.5.4 äîâåäåíî.

Ç òâåðäæåííÿ 6.5.4 ìîæíà îòðèìàòè äåêiëüêà êðèòåði¨â íàëåæíîñòi ôóíêöi¨ f

ìíîæèíi A.
Íåõàé Dϱ, ϱ ∈ (0, 1), � ìíîæèíà âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé ψ = {ψk}∞k=1 äîäàòíèõ ÷èñåë

òàêèõ, ùî
ψ(k + 1)

ψ(k)
≤ ϱ, ϱ ∈ (0, 1), k = 1, 2, . . . , (6.96)

Dq, q ∈ [0, 1), � ìíîæèíà âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé äîäàòíèõ ÷èñåë, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü

óìîâó Äàëàìáåðà:

lim
k→∞

ψ(k + 1)

ψ(k)
= q, q ∈ [0, 1). (6.97)

Íåõàé òàêîæ MK
η � ïiäìíîæèíà âñiõ ôóíêöié, ψ ∈ M, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ ñòàëà K > 0

òàêà, ùî

η(ψ; t)− t ≤ K, t ≥ 1, (6.98)

i Mη,c � ïiäìíîæèíà âñiõ ôóíêöié ψ ∈ M, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

lim
t→∞

(η(ψ; t)− t) = c, c ∈ [0,∞). (6.99)

Òåîðåìà 6.5.3 . Íåõàé M∗ � äîâiëüíà ç ìíîæèí ∪
ϱ∈(0,1)

Dϱ, ∪
q∈[0,1)

Dq, ∪
K>0

MK
η àáî

∪
c≥0

Mη,c. Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

i) ôóíêöiÿ f íàëåæèòü ìíîæèíi A;
ii) iñíó¹ ÷èñëî q ∈ (0, 1) òàêå, ùî f ∈ Cq

β̄
äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi β̄ = βk ∈ R;

iii) iñíó¹ ôóíêöiÿ ψ ∈ M∗, òàêà, ùî f ∈ Cψ̄ äëÿ âñiõ ïàð ψ̄ = (ψ1, ψ2), äëÿ ÿêèõ

ïðè êîæíîìó k ∈ N âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ψ(k) =
√
ψ2
1(k) + ψ2

2(k);

iv) f ∈ Cq
β̄
äëÿ äåÿêîãî q ∈ (0, 1) i äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi äiéñíèõ ÷èñåë β̄ = βk;

v) f ∈ Cψ̄ äëÿ äåÿêî¨ ïàðè ψ̄ = (ψ1, ψ2) òàêî¨, ùî ôóíêöiÿ ψ(k) =
√
ψ2
1(k) + ψ2

2(k)

íàëåæèòü ìíîæèíi M∗.

Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 6.5.2

i) ⇒ ii). (6.100)



270

Êðiì òîãî, îñêiëüêè ôóíêöiÿ ψ(k) = qk íàëåæèòü êîæíié ç ìíîæèí ∪
ϱ∈(0,1)

Dϱ, ∪
q∈[0,1)

Dq,

∪
K>0

MK
η i ∪

c≥0
Mη,c, òî î÷åâèäíèìè ¹ iìïëiêàöi¨:

ii) ⇒ iii) ⇒ v) (6.101)

i

ii) ⇒ iv) ⇒ v). (6.102)

Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî

v) ⇒ i). (6.103)

Îñêiëüêè

∪
c≥0

Mη,c ⊂ ∪
K>0

MK
η , (6.104)

òî iìïëiêàöiþ (6.103) äîñòàòíüî äîâåñòè òiëüêè ó âèïàäêó, êîëèM∗ ¹ îäíi¹þ ç ìíîæèí

∪
ϱ∈(0,1)

Dϱ, ∪
q∈[0,1)

Dq àáî ∪
K>0

MK
η .

ßêùî f ∈ Cψ̄, òî ¨¨ ðÿä Ôóð'¹ â êîìïëåêñíié ôîðìi çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

+∞∑
k=−∞

ck(f)e
ikx =

α0
2

+
∑
|k|≥1

µkγke
ikx, (6.105)

äå

γk =
αk − iβk

2
, γ−k =

αk + iβk
2

, k ∈ N,

µk =

{
ψ1(k)− iψ2(k), k ≥ 1,

ψ1(|k|) + iψ2(|k|), k ≤ −1,

à αk i βk � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ φ = f ψ̄. Çãiäíî ç (6.105)

|ck(f)| =
√
ψ2
1(|k|) + ψ2

2(|k|)|γk| = ψ(|k|)|γk|, k ∈ Z. (6.106)

ßê âèïëèâà¹ ç ðåçóëüòàòiâ �25 ãë.1 ìîíîãðàôi¨ [6], âêëþ÷åííÿ f ∈ A áóäå äîâåäåíî,

ÿêùî áóäå âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ ñòàëèõ A > 0 i ϱ ∈ (0, 1) òàêèõ, ùî

|ck(f)| < Aϱ|k|, k ∈ Z. (6.107)

Íåõàé ñïî÷àòêó ψ ∈ Dϱ, ϱ ∈ (0, 1). Òîäi âíàñëiäîê (6.96) i (6.106) ìà¹ìî

|ck(f)| =
|k|−1∏
j=1

ψ(|j|+ 1)

ψ(|j|)
ψ(1)|γk| ≤ sup

k∈Z
|γk|ϱ|k|−1ψ(1), k ∈ Z, (6.108)



271

i òèì ñàìèì ðiâíiñòü (6.107) äîâåäåíî.

Íåõàé, äàëi, ψ ∈ Dq, q ∈ [0, 1). Ïîêëàâøè

εn = sup
k≥n

∣∣∣ψ(k + 1)

ψ(k)
− q
∣∣∣, n ∈ N,

áà÷èìî, ùî, âíàñëiäîê (6.97), iñíó¹ íîìåð n0 òàêèé, ùî εn < 1 − q äëÿ âñiõ n =

n0, n0 + 1, . . .. Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è (6.106), îòðèìà¹ìî

|ck(f)| =
|k|−1∏
j=n0

ψ(|j|+ 1)

ψ(|j|)
ψ(n0)|γk| ≤ sup

k∈Z
|γk|ψ(n0)(q + εn0)

|k|−n0 , k ∈ Z, |k| ≥ n0.

(6.109)

Iç (6.109) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ñòàëî¨ A > 0 i ÷èñëà ϱ = q + εn0 , äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü (6.107).

Íåõàé íàðåøòi ψ ∈ MK
η . Âíàñëiäîê (6.21) i (6.98)

ψ′(t)

ψ(t)
≤ − 1

2K
, t ≥ 1. (6.110)

Iíòåãðóþ÷è îñòàííþ íåðiâíiñòü ïî ïðîìiæêó [1, x], îòðèìó¹ìî

ψ(x) ≤ ψ(1)e−
x−1
2K , x ≥ 1. (6.111)

Ç (6.106) òà (6.111) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

|ck(f)| ≤ ψ(1) sup
k∈Z

|γk|e−
|k|−1
2K , k ∈ Z,

à ðàçîì ç íåþ � i íåðiâíiñòü (6.107) ïðè ϱ = e−
1

2K . Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íà îñíîâi òåîðåìè 6.5.3 îòðèìó¹ìî ðiâíîñòi

A = ∪
q∈(0,1), βk∈R

Cq
β̄
= ∪

ψ1,ψ2∈ ∪
ϱ∈(0,1)

Dϱ
Cψ̄ =

= ∪
ψ1,ψ2∈ ∪

q∈[0,1)
Dq
Cψ̄ = ∪

ψ1,ψ2∈ ∪
K>0

MK
η

Cψ̄ = ∪
ψ1,ψ2∈ ∪

c>0
Mη,c

Cψ̄.

6.5.4. Êðèòåði¨ íàëåæíîñòi ôóíêöié ìíîæèíi E.

Òâåðäæåííÿ 6.5.5 . Äëÿ òîãî, ùîá 2π-ïåðiîäè÷íà äiéñíîçíà÷íà íà äiéñíié îñi ôóí-

êöiÿ f ç ðÿäîì Ôóð'¹
+∞∑

k=−∞

ck(f)e
ikx (6.112)
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íàëåæàëà ìíîæèíi E íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

lim
k→±∞

|ck(f)|eα|k| = 0 ∀α > 0. (6.113)

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü . Íåõàé f ∈ E . Òîäi íà ïiäñòàâi íàñëiäêó 3.8.1 ìîíî-

ãðàôi¨ [143 (�8 ãë. III)]

|ck(f)| = e−φ(k)|k|, k ∈ Z, lim
k→±∞

φ(k) = +∞. (6.114)

Çâiäñè äëÿ äîâiëüíîãî α > 0 ìà¹ìî

lim
k→±∞

|ck(f)|eα|k| = lim
k→±∞

e−|k|φ(k)eα|k| = lim
k→±∞

e−|k|(φ(x)−α) = 0.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé äëÿ 2π-ïåðiîäè÷íî¨ äiéñíîçíà÷íî¨ íà äiéñíié îñi ôóíêöi¨ f

âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (6.113). Âiçüìåìî äîâiëüíå ÷èñëî z ∈ C, z = x + iy ,

i ïîêàæåìî, ùî âîíî çíàõîäèòüñÿ â ñìóçi àíàëiòè÷íîñòi ôóíêöi¨ f . Âèáåðåìî áóäü-

ÿêå ÷èñëî d > |Im z|. Âíàñëiäîê (6.113) iñíó¹ ñòàëà K > 0 òàêà, ùî ïðè âñiõ k ∈ Z
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|ck(f)| ≤ Ke−d|k|.

Òîäi çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.8.3. ìîíîãðàôi¨ [143 (�8 ãë. III)] ôóíêöiÿ f ¹ àíàëiòè÷íîþ

âñåðåäèíi ñìóãè |y| < d, ÿêà çãiäíî ç âèáîðîì ÷èñëà d ìiñòèòü i òî÷êó z. Òâåðäæåííÿ

äîâåäåíî.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M+
η,0 ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié ψ ∈ M+

∞, äëÿ ÿêèõ

lim
t→∞

(η(ψ; t)− t) = 0. (6.115)

Â ïðèéíÿòèõ ïîçíà÷åííÿõ ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 6.5.4 . ßêùî f ∈ E , òî ìîæíà âêàçàòè ôóíêöiþ ψ èç ìíîæèíè M+
η,0

òàêó, ùî f ∈ Cψ̄ äëÿ âñiõ ïàð ψ̄ = (ψ1, ψ2), äëÿ ÿêèõ ψ(k) =
√
ψ2
1(k) + ψ2

2(k), k ∈ N.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé ôóíêöiÿ f íàëåæèòü ìíîæèíi E . Çàïèøåìî ¨¨ ðÿä Ôóð'¹ ó

âèãëÿäi (6.81) i ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ a(t), ÿêà îçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (6.88). ßê i ïðè

äîâåäåííi òåîðåìè 6.5.1, íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.5.4 äî-

ñòàòíüî âñòàíîâèòè iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ ψ ∈ M+
η,0, ÿêà á ïðè âñiõ t ≥ 1 çàäîâîëüíÿëà

íåðiâíiñòü a(t) ≤ ψ(t).

Çîáðàçèìî ôóíêöiþ α(t), t > 1, ó âèãëÿäi a(t) = e−ξ(t)t. Òîäi

ξ(t) = − ln a(t)

t
.
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Îñêiëüêè f ∈ E , òî, âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 6.5.5, ïðè áóäü-ÿêîìó α > 0 âèêîíó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ (6.113). Çâiäñè âíàñëiäîê îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ a(t) ðîáèìî âèñíîâîê,

ùî äëÿ äîâiëüíîãî α > 0 lim
t→∞

eαta(t) = 0. Òîìó ïðè êîæíîìó α > 0 äëÿ äîñòàòíüî

âåëèêèõ çíà÷åíü t ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü eαta(t) < 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ

òàêèõ t

α < − ln a(t)

t
= ξ(t),

à îòæå,

lim
t→+∞

ξ(t) = +∞.

Ðîçìiðêîâóþ÷è òàê, ÿê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 6.5.1, ïîáóäó¹ìî äîäàòíó ôóíêöiþ

φ(t), t ≥ 0, ÿêà ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

à) φ(0) = 0,

á) φ′′(t) ≤ 0 ∀t > 0,

â) lim
t→∞

φ(t) = +∞,

ã) φ(t) ≤ ξ(t), ïðè âñiõ t, áiëüøèõ çà äåÿêå ÷èñëî b1 ≥ 1.

Â òàêîìó âèïàäêó ïðè âñiõ t ≥ b1 áóäå âèêîíóâàòèñÿ ñïiââiäíîøåííÿ g(t) :=

e−φ(t)t ≥ e−ξ(t)t = a(t). Ç îãëÿäó íà òå, ùî

g′′(t) = e−tφ(t)
(
(φ′(t)t+ φ(t))2 − φ′′(t)− 2φ′(t)

)
= e−tφ(t)

(
(φ′(t)t− 1

t
)2 + 2φ(t)φ′(t)−

−φ′′(t)t+ φ2(t)− 1

t2

)
≥ e−tφ(t)

(
(φ′(t)t− 1

t
)2 + φ2(t)− 1

t2

)
"ïiäïðàâèìî" ôóíêöiþ φ òàê, ùîá îòðèìàíà ïðè öüîìó ôóíêöiÿ φ1(t), t ≥ 1, çà-

ëèøàëàñü äîäàòíîþ, φ′′
1(t) ≤ 0, lim

t→∞
φ1(t) = +∞; ïðè âñiõ t, âåëèêèõ äåÿêîãî ÷èñëà

b0 ≥ b1 ≥ 1, φ1(t) ≤ ξ(t), i ïðè öüîìó äëÿ âñiõ t ≥ 1 âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü φ1(t) ≥ 1
t .

Ç öi¹þ ìåòîþ ó âèïàäêó, êîëè φ ¹ ëiíiéíîþ, ïðîìiíü l, ÿêèé âèõîäèòü ç òî÷êè (1; 1)

â íàïðÿìêó îñi Oy, áóäåìî îáåðòàòè çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ äî òèõ ïið, ïîêè âií

íå ïåðåòíå ¨¨ ãðàôiê. ßêùî æ ôóíêöiÿ φ íå ¹ ëiíiéíîþ, òî áóäåìî îáåðòàòè çà ãîäèí-

íèêîâîþ ñòðiëêîþ ïðîìiíü l äî äîòèêó ç ¨¨ ãðàôiêîì. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç (b2, φ(b2)) â

ïåðøîìó âèïàäêó òî÷êó ïåðåòèíó, à â äðóãîìó � òî÷êó äîòèêó ïðîìåíÿ l i ãðàôiêà

ôóíêöi¨ φ(t). Âíàñëiäîê âëàñòèâîñòåé a)�ã) òàêà òî÷êà (b2, φ(b2)) çàâæäè iñíó¹.

Îçíà÷èìî φ1, t ≥ 1, â ïåðøîìó âèïàäêó ÿê ôóíêöiþ, ãðàôiêîì ÿêî¨ ¹ ïðîìiíü l.

Â äðóãîìó âèïàäêó � ÿê ôóíêöiþ, ãðàôiê ÿêî¨ ïðè t ∈ [1, b2] çáiãà¹òüñÿ ç ïðîìåíåì

l, à ïðè t > b2 � ç ãðàôiêîì ôóíêöi¨ φ. Òîäi äëÿ íå¨ áóäåìî ìàòè φ1(t) ≥ 0, t ≥ 1,

φ1(t) ≥ 1
t , φ

′′
1(t) ≤ 0, lim

t→∞
φ1(t) = +∞; i ïðè âñiõ t, áiëüøèõ çà ÷èñëî b0 = max{b1, b2},

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü φ1(t) ≤ ξ(t).
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Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

ψ(t) = Ke−φ1(t)t, (6.116)

äå ñòàëóK ïiäiáðàíî òàê, ùîá ïðè âñiõ t ≥ 1 âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü a(t) ≤ Ke−φ1(t)t.

Çðîçóìiëî, ùî òàêà ñòàëà iñíó¹, îñêiëüêè çãiäíî ç ïîáóäîâîþ ïðè âñiõ t ≥ b0 ñïðàâ-

äæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ e−φ1(t)t ≥ e−ξ(t)t = a(t). Ôóíêöiÿ ψ(t) ¹ äîäàòíîþ, ñïàäà¹

äî íóëÿ ïðè t→ ∞ i âíàñëiäîê òîãî, ùî

ψ′′(t) = e−tφ1(t)
(
(φ′

1(t)t+ φ1(t))
2 − φ′′

1(t)− 2φ′
1(t)
)
≥

≥ Ke−tφ(t)
(
(φ′

1(t)t−
1

t
)2 + φ2

1(t)−
1

t2

)
≥ 0,

¹ îïóêëîþ âíèç, à îòæå, íàëåæèòü ìíîæèíi M. Êðiì òîãî, îñêiëüêè âåëè÷èíà

α(ψ; t) =
ψ(t)

t|ψ′(t)|
=

Ke−φ1(t)t

tKe−φ1(t)t(tφ′(t) + φ(t))
=

1

t(tφ′(t) + φ(t))

ìîíîòîííî ñïàäà¹ äî íóëÿ ïðè t → ∞, òî çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 6.1.1 ôóíêöiÿ ψ

íàëåæèòü ìíîæèíi M+
∞.

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøà¹òüñÿ ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî lim
t→∞

(η(ψ; t)−
t) = 0. Îñêiëüêè ψ ∈ M+

∞ ⊂ F , òî âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 6.2.2, ìà¹ìî

η(ψ; t)− t ≤ 1

K1
· ψ(t)

|ψ′(t)|
=

1

K1(tφ′(t) + φ(t))
→ 0, t→ ∞.

Òàêèì ÷èíîì, ψ ∈ M+
η,0, òîáòî, ôóíêöiÿ ψ � øóêàíà. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íåõàé, ÿê i âèùå, D0 � ìíîæèíà âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé äîäàòíèõ ÷èñåë, äëÿ ÿêèõ

lim
k→∞

ψ(k + 1)

ψ(k)
= 0. (6.117)

Îñêiëüêè äëÿ ôóíêöi¨ ψ(t), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (6.116), ïðè áóäü-ÿêîìó íàòó-

ðàëüíîìó k ìà¹ìî

lim
k→∞

ψ(k + 1)

ψ(k)
= lim

k→∞

Ke−(k+1)φ1(k+1)

Ke−kφ1(k)
= lim

k→∞
e−φ1(k+1)+k(φ1(k)−φ1(k+1)) = 0,

òî ïîñëiäîâíiñòü ψ(k), k = 1, 2, . . ., íàëåæèòü ìíîæèíi D0. Òàêèì ÷èíîì ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 6.5.4′. ßêùî f ∈ E , òî ìîæíà âêàçàòè ïîñëiäîâíiñòü ψ ç ìíîæèíè D0

òàêó, ùî f ∈ Cψ̄ äëÿ âñiõ ïàð ψ̄ = (ψ1, ψ2), äëÿ ÿêèõ ψ(k) =
√
ψ2
1(k) + ψ2

2(k), k ∈ N.
Íà îñíîâi òåîðåì 6.5.4 i 6.5.44′ ìîæíà îòðèìàòè íàñòóïíi êðèòåði¨ íàëåæíîñòi

2π-ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨ ìíîæèíi E .
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Òåîðåìà 6.5.5 . Íåõàé M � áóäü-ÿêà ç ìíîæèí M+
η,0 àáî D0. Íàñòóïíi òâåðäæå-

ííÿ åêâiâàëåíòíi:

i) f ∈ E ;
ii) iñíó¹ ôóíêöiÿ ψ ∈ M, òàêà, ùî f ∈ Cψ̄ äëÿ âñiõ ïàð ψ̄ = (ψ1, ψ2), äëÿ ÿêèõ

ïðè êîæíîìó k ∈ N âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ψ(k) =
√
ψ2
1(t) + ψ2

2(t);

iii) f ∈ Cψ̄ äëÿ äåÿêî¨ ïàðè ψ̄ = (ψ1, ψ2) òàêèé, ùî ôóíêöiÿ ψ(k) =
√
ψ2
1(t) + ψ2

2(t)

íàëåæèòü ìíîæèíi M.

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöiÿ i) ⇒ ii) âèïëèâà¹ ç òåîðåì 6.5.4 i 6.5.4′, iìïëiêàöiÿ ii) ⇒
iii) î÷åâèäíà.

Ïåðåêîíà¹ìîñü â ñïðàâåäëèâîñòi iìïëiêàöi¨ iii) ⇒ i). Íåõàé ôóíêöiÿ f íàëåæèòü

ìíîæèíi Cψ̄ äëÿ äåÿêî¨ ïàðè ψ̄ = (ψ1, ψ2) òàêî¨, ùî ôóíêöiÿ ψ(k) =
√
ψ2
1(t) + ψ2

2(t)

íàëåæèòü ìíîæèíi M. Ïîêàæåìî, ùî òîäi f ∈ E . ßê âèïëèâà¹ ç ìiðêóâàíü �3.8

ìîíîãðàôi¨ [143], äëÿ öüîãî äîñòàòíüî äîâåñòè ñïiââiäíîøåííÿ

lim
k→∞

lnψ−1/k(k) = ∞. (6.118)

Íåõàé ψ ∈ M+
η,0 i M � äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî. Âíàñëiäîê (6.115) i (6.21) äëÿ

áóäü-ÿêîãî ε > 0 i çîêðåìà, äëÿ ε = 1/(2M), ïðè âñiõ t, áiëüøèõ çà äåÿêå ÷èñëî

tε > 1, ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

ψ(t)

|ψ′(t)|
≤ 2(η(ψ; t)− t) < ε,

ç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî
|ψ′(t)|
ψ(t)

>
1

ε
. (6.119)

Íåõàé K0 � äîâiëüíå ÷èñëî, áiëüøå çà tε, äëÿ ÿêîãî ψ(K0) < 1. Iíòåãðóþ÷è ëiâó i

ïðàâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi (6.119) ïî ïðîìiæêó [K0, K], îòðèìó¹ìî

ln
1

ψ(K)
>

1

ε
(K −K0) + ln

1

ψ(K0)
.

Çâiäñè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ïðè âñiõ k > 2K0 ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

lnψ−1/k(k) =
1

k
ln

1

ψ(k)
>
k −K0

ε k
+

1

k
ln

1

ψ(K0)
>

1

ε
− 1

2ε
=

1

2ε
=M,

à öå i îçíà÷à¹, ùî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (6.118), i îòæå, f ∈ E .
Íåõàé òåïåð ψ ∈ D0. Äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n ïîêëàäåìî

εn = sup
k≥n

ψ(k + 1)

ψ(k)
.
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Âíàñëiäîê (6.117) i òîãî, ùî ε1 ≥ ε2 ≥ . . ., äëÿ ÿê çàâãîäíî âåëèêîãî ÷èñëà M0 > 0

iñíó¹ íîìåð n0 òàêèé, ùî εm < 1/e2M0 , äëÿ âñiõ m = n0, n0 + 1, . . .. Òîäi äëÿ âñiõ

k > n0 i òàêèõ, ùî ψ(n0) < 1 áóäåìî ìàòè

lnψ−1/k(k) = ln
( k−1∏
j=n0

ψ(j + 1)

ψ(j)
ψ(n0)

)−1/k

≥ ln
(
ψ(n0)ε

k−n0
n0

)−1/k

=

=
k − n0
k

ln
1

εn0

+
1

k
ln

1

ψ(n0)
> M0,

òîìó ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (6.118), çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ f íàëå-

æèòü ìíîæèíi E . Òåîðåìó äîâåäåíî.
Íà îñíîâi òåîðåìè 6.5.5 îòðèìó¹ìî ðiâíîñòi

E = ∪
ψ1, ψ2∈M+

∞,0

Cψ̄ = ∪
ψ1, ψ2∈D0

Cψ̄.

Äîâåäåíi âèùå òåîðåìè 6.5.1�6.5.5 âñòàíîâëþþòü iñíóâàííÿ äëÿ êîæíî¨ íåñêií÷åí-

íî äèôåðåíöiéîâíî¨, àíàëiòè÷íî¨ àáî öiëî¨ ôóíêöi¨ f iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ ψ ∈ M (ÿêà

ìà¹ äåÿêi äîäàòêîâi âëàñòèâîñòi, ùî çàëåæàòü âiä ¨¨ ãëàäêîñòi) òàêî¨, ùî f ∈ Cψ̄ äëÿ

âñiõ ïàð ψ̄ = (ψ1, ψ2), äëÿ ÿêèõ ψ(k) =
√
ψ2
1(k) + ψ2

2(k), k ∈ N. Ç iíøîãî áîêó, ÿê âè-

ïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 6.5.1, äëÿ äîâiëüíî¨ âiäìiííî¨ âiä òðèãîíîìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà

ôóíêöi¨ f ∈ D∞ iñíó¹ ψ ∈ M òàêà, ùî f ∈̄Cψ̄ äëÿ âñiõ ïàð ψ̄ = (ψ1, ψ2), äëÿ ÿêèõ

ψ(k) =
√
ψ2
1(k) + ψ2

2(k). Â çâ'ÿçêó ç öèì âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷è ìîæå ïðè öüîìó ïîñëi-

äîâíiñòü ψ íàëåæàòè òàêèì ïiäìíîæèíèì ìíîæèíè M ÿê M∞, Mα,0, Mµ,∞, M+
∞ i

M+
η,0 àáî íàïðèêëàä, âèáèðàòèñÿ ç ìíîæèí Dq? Äâà íàñòóïíèõ òâåðäæåííÿ ðàçîì iç

ëàíöþæêîì âêëàäåíü (6.93) äàþòü ñòâåðäíó âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ.

Òåîðåìà 6.5.6 . Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L \ T ìîæíà âêàçàòè ψ ∈ M+
η,0 òà-

êó, ùî f ∈̄Lψ̄ (òîáòî, f ψ̄ íå iñíó¹) äëÿ âñiõ ïàð ψ̄ = (ψ1, ψ2), äëÿ ÿêèõ ψ(k) =√
ψ2
1(k) + ψ2

2(k), k ∈ N.
Äîâåäåííÿ. Â õîäi äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 6.5.1 äëÿ êîæíî¨ 2π-ïåðiîäè÷íî¨ ñó-

ìîâíî¨ ôóíêöi¨ f , ÿêà íå íàëåæèòü ìíîæèíi T , áóëî ïîáóäîâàíî ôóíêöiþ ψf ∈
M òàêó, ùî f ∈̄Lψ̄f äëÿ âñiõ ïàð ïîñëiäîâíîñòåé ψ̄f = (ψ1, ψ2), äëÿ ÿêèõ ψf (k) =√
ψ2
1(k) + ψ2

2(k), k ∈ N. Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.5.6 äîñòàòíüî âñòàíîâèòè

iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ ψ ∈ M+
η,0, ãðàôiê ÿêî¨ çíàõîäèòüñÿ íå âèùå ãðàôiêà ôóíêöi¨ ψf .

Ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ φ(t) ∈ M òàêó, ùîá ¨¨ ãðàôiê ëåæàâ íå âèùå ãðàôiêà ôóíêöi¨

ξ(t) := η(ψf ; t)− t i ïðè öüîìó âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü

|φ′(t)| ≤ 3

2
. (6.120)
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Çðîçóìiëî, ùî ó âèïàäêó, êîëè η(ψf ; t)− t ≥ C > 0, ïîáóäîâà ôóíêöi¨ φ òðèâiàëüíà.

ßêùî æ lim
t→∞

(η(ψf ; t) − t) = 0, òî ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ φ ìîæíà, íàïðèêëàä, äåùî

ìîäèôiêóâàâøè ñõåìó, âèêîðèñòàíó ïðè äîâåäåííi òâåðäæåííÿ 6.5.1 (äèâ. òàêîæ äî-

âåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3.11.10 ç [143, c. 157]).

Ïîáóäó¹ìî äîïîìiæíó ôóíêöiþ l = l(t). Äëÿ öüîãî ïîêëàäåìî z0 = (1, ξ(1)). Ïðî-

ìiíü l1, ÿêèé âèõîäèòü ç òî÷êè z0 â íàïðÿìêó, ïðîòèëåæíîìó îñi îðäèíàò, áóäåìî

îáåðòàòè ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè äî éîãî äîòèêó ç ãðàôiêîì ôóíêöi¨ ξ(t). Òî÷êó

äîòèêó ïîçíà÷èìî ÷åðåç z1 = (t1, y1). ßêùî òàêèõ òî÷îê äîòèêó äåêiëüêà, òî ÷åðåç

z1 = (t1, y1) ïîçíà÷èìî òî÷êó ç íàéáiëüøîþ àáñöèñîþ. Íà ïðîìiæêó [1, t1] îçíà÷èìî

ôóíêöiþ l(t) òàê, ùîá ¨¨ ãðàôiê çáiãñÿ ç âiäðiçêîì, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè z0 i z1.

Äàëi, ïðîìiíü l2, ÿêèé âèõîäèòü ç òî÷êè z1 i íàïðÿìîê ÿêîãî çáiãà¹òüñÿ ç íàïðÿì-

êîì ïðîìåíÿ l1 â îñòàííüîìó ïîëîæåííi, çíîâó áóäåìî îáåðòàòè ïðîòè ãîäèííèêî-

âî¨ ñòðiëêè äî éîãî äîòèêó ç ãðàôiêîì ôóíêöi¨ ξ(t). Òî÷êó äîòèêó ïîçíà÷èìî ÷åðåç

z2 = (t2, y2). ßêùî òàêèõ òî÷îê äîòèêó äåêiëüêà, òî ÷åðåç z2 = (t2, y2) ïîçíà÷èìî

òî÷êó ç íàéáiëüøîþ àáñöèñîþ. Íà ïðîìiæêó [t1, t2] îçíà÷èìî ôóíêöiþ l(t) òàê, ùîá

¨¨ ãðàôiê çáiãàâñÿ ç âiäðiçêîì, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè z1 i z2.

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, â ðåçóëüòàòi ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ l(t), t ≥ 1, ÿêà áóäå

íàëåæàòè ìíîæèíi M, òàêó, ùî l(t) ≤ ξ(t), t ≥ 1. Çãiäíî ç ïîáóäîâîþ ïðè âñiõ

äîñòàòíüî âåëèêèõ t çà âèêëþ÷åííÿì âóçëiâ ti ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |l′(t)| ≤ 3
2 .

Çðîçóìiëî, ùî ôóíêöiþ l ìîæíà çìiíèòè íà ñêií÷åííîìó ïðîìiæêó òàê, ùîá îòðèìàíà

ïðè öüîìó ôóíêöiÿ φ íàëåæàëà ìíîæèíi M i ïðè t ≥ 1 çàäîâîëüíÿëà íåðiâíiñòü

(6.120) òà óìîâó

φ(t) ≤ ξ(t) = η(ψf ; t)− t. (6.121)

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

ψ(t) = ψ(t;K) = K exp
(
− 3

2

t∫
1

dτ

φ(τ)

)
, t ≥ 1, (6.122)

äå K � äîâiëüíà äîäàòíà ñòàëà. Îñêiëüêè

ψ′(t) = −3

2
K exp

(
− 3

2

t∫
1

dτ

φ(τ)

)
1

φ(t)
< 0, (6.123)

i

ψ′′(t) =
3

2
K exp

(
− 3

2

t∫
1

dτ

φ(τ)

)
1

φ2(t)

(
3

2
+ φ′(t)

)
≥ 0,
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òî ψ ∈ M. Âåëè÷èíà

α(ψ; t) =
ψ(t)

t|ψ′(t)|
=

2φ(t)

3t
(6.124)

ìîíîòîííî ñïàäà¹ äî íóëÿ ïðè t → ∞, òîìó âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 6.1.1 ðîáèìî

âèñíîâîê, ùî ψ ∈ M+
∞.

Äàëi, îñêiëüêè ψ ∈ M+
∞, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî t ≥ 1

η′(ψ; t) ≤ 1 + γ(t),

äå γ(t) � äåÿêà ôóíêöiÿ, ÿêà ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè t → ∞ (äèâ., íàïðèêëàä, [143,

c. 166]). Òîìó ïðè âñiõ t, áiëüøèõ çà äåÿêå ÷èñëî t̄ ≥ 1, âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

η′(ψ; t) =
ψ′(t)

2ψ′(η(ψ; t))
≤ 3

2
.

Çâiäñè âíàñëiäîê (6.122), (6.123) i (6.20) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ïðè âñiõ t ≥ t̄

η(ψ; t)− t ≤ ψ(t)

2|ψ′(η(ψ; t))|
≤ 3

2

ψ(t)

|ψ′(t)|
= φ(t). (6.125)

Çãiäíî ç ïîáóäîâîþ φ ∈ M, òîìó lim
t→∞

η(ψ; t)− t = 0, òîáòî, ψ ∈ M+
η,0.

Íàðåøòi ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî çà ïåâíîãî âèáîðó ñòàëî¨ K ãðàôiê ôóíêöi¨ ψ(t;K)

áóäå ëåæàòü ïiä ãðàôiêîì ôóíêöi¨ ψf (t). Âíàñëiäîê (6.125) i (6.121) ïðè âñiõ t ≥ t̄

ìà¹ìî

η(ψ; t) ≤ η(ψf ; t). (6.126)

Âèáåðåìî â (6.122) ÷èñëî K = K0 òàê, ùîá ïðè âñiõ t ∈ [1, η(ψ; t̄)] âèêîíóâàëàñü

íåðiâíiñòü ψ(t;K0) ≤ ψf (t). Òîäi, âíàñëiäîê (6.126), òàêå æ íåðiâíiñòü áóäå âèêîíóâà-

òèñÿ i ïðè âñiõ t > η(ψ; t̄).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ ψ(t) = ψ(t;K0), ÿêà ïðè áóäü-ÿêîìó t ≥ 1 îçíà÷à¹-

òüñÿ ðiâíiñòþ (6.122), äå K = K0, íàëåæèòü ìíîæèíi M+
∞, i äëÿ íå¨ ïðè âñiõ t ≥ 1

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ψ(t) ≤ ψf (t), òîáòî, ψ � øóêàíà. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ðîçãëÿíåìî äàëi ïîñëiäîâíiñòü ψ(k) çíà÷åíü ôóíêöi¨ ψ(t), ÿêà çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

(6.122), â íàòóðàëüíèõ òî÷êàõ k = 1, 2, . . .. Âíàñëiäîê òîãî, ùî φ ∈ M, ïðè áóäü-ÿêîìó

íàòóðàëüíîì k ìà¹ìî

ψ(k + 1)

ψ(k)
= exp

(
− 3

2

k+1∫
k

dτ

φ(τ)

)
≤ e−3/(2φ(k)).

Òîìó lim
k→∞

ψ(k+1)
ψ(k)

= 0. Òàêèì ÷èíîì, ïîñëiäîâíiñòü ψ(k) çíà÷åíü ôóíêöi¨ ψ â íàòó-

ðàëüíèõ òî÷êàõ k = 1, 2, . . . íàëåæèòü ìíîæèíi D0 i ñïðàâåäëèâà



279

Òåîðåìà 6.5.6 ′. Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L \ T ìîæíà âêàçàòè ïîñëiäîâíiñòü

ψ ∈ D0 òàêó, ùî f ∈̄Lψ̄ äëÿ âñiõ ïàð ψ̄ = (ψ1, ψ2), äëÿ ÿêèõ ψ(k) =
√
ψ2
1(k) + ψ2

2(k),

k ∈ N.
Íà îñíîâi òåîðåì 6.5.6 i 6.5.6 ′ iç âðàõóâàííÿì âêëàäåíü (6.93), îòðèìó¹ìî íàñòóïíi

àíàëîãè ñïiââiäíîøåíü (1.133):

∩
ψ1,ψ2∈M∞

Cψ̄ = ∩
ψ1,ψ2∈Mα,0

Cψ̄ = ∩
ψ1,ψ2∈Mµ,∞

Cψ̄ = ∩
ψ1,ψ2∈M+

∞

Cψ̄ = T ,

∩
ψ1,ψ2∈ ∪

q∈[0,1)
Dq
Cψ̄ = ∩

ψ1,ψ2∈ ∪
c>0

M∞, c

Cψ̄ = T ,

∩
ψ1, ψ2∈M+

∞,0

Cψ̄ = ∩
ψ1, ψ2∈D0

Cψ̄ = T .

Òàêèì ÷èíîì, âåñü ñïåêòð 2π-ïåðiîäè÷íèõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóí-

êöié ìîæíà ïðîðàíæóâàòè çà äîïîìîãîþ ¨õ ψ̄-ïîõiäíèõ, ïðè÷îìó ïàðè ψ̄ = (ψ1, ψ2)

äîñòàòíüî âèáèðàòè òàê, ùîá ôóíêöi¨ ψ(k) =
√
ψ2
1(k) + ψ2

2(k) íàëåæàëè îäíié ç

ìíîæèí M+
∞, Mµ,∞, Mα,0 àáî M∞. Äëÿ ðîçìåæóâàííÿ ôóíêöié ç A çà äîïîìî-

ãîþ ¨õ ψ̄-ïîõiäíèõ ïàðè ψ̄ = (ψ1, ψ2) äîñòàòíüî âèáèðàòè òàê, ùîá ôóíêöiÿ ψ(k) =√
ψ2
1(k) + ψ2

2(k) íàëåæàëà îäíié ç ìíîæèí ∪
ϱ∈(0,1)

Dϱ, ∪
q∈[0,1)

Dq, ∪
K>0

MK
η àáî ∪

c≥0
Mη,c,

à äëÿ ðîçìåæóâàííÿ ôóíêöié ç E � òàê, ùîá ψ(k) =
√
ψ2
1(k) + ψ2

2(k) íàëåæàëà îäíié

ç ìíîæèí M+
η,0 àáî æ D0. Íåðîçðiçíåííèìè ïðè òàêié êëàñèôiêàöi¨ çàëèøàþòüñÿ

òiëüêè òðèãîíîìåòðè÷íi ïîëiíîìè.

6.5.5. Êëàñè (ψ, β̄)�äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié òà êëàñè Æåâðå. Â öüîìó ïóí-

êòi äàíîãî ïiäðîçäiëó âñòàíîâëþ¹òüñÿ çâ'ÿçîê ìiæ êëàñèôiêàöi¹þ 2π-ïåðiîäè÷íèõ

ôóíêöié çà äîïîìîãîþ (ψ, β̄)-ïîõiäíèõ i âiäîìîþ êëàñèôiêàöi¹þ Æåâðå, ÿêà âèêî-

ðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ õàðàêòåðèçàöèè íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié.

Êëàñîì Æåâðå Iα, α > 0, (äèâ., íàïðèêëàä, [61, ñ. 97]) íàçèâàþòü ìíîæèíó 2π-

ïåðiîäè÷íèõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié f , ÿêà îçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

Iα =
{
f ∈ D∞ : sup

k∈N

(∥f (k)∥C
(k!)α

)1/k
<∞

}
.

Êëàñè Æåâðå çíàéøëè ñâî¹ çàñòîñóâàííÿ ôóíêöiîíàëüíîìó àíàëiçi, òåîði¨ òðèãîíî-

ìåòðè÷íèõ ðÿäiâ, äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿõ òà iíøèõ ðîçäiëàõ ìàòåìàòèêè. Ïðè

α = 1, ÿê ïîêàçàâ Ïðèíãñãåéì (äèâ., çîêðåìà, [79, c. 3]), êëàñ Æåâðå çáiãà¹òüñÿ ç

êëàñîì àíàëiòè÷íèõ íà äiéñíié îñi ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié. ßêùî æ α ∈ (0, 1), òî, ÿê
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âèïëèâà¹ ç ëåìè 7 ðîáîòè Ï.Ë. Óëüÿíîâà [177, c. 598], ôóíêöi¨ ç êëàñó Iα, àíàëiòè÷íî

ïðîäîâæóþòüñÿ íà âñþ êîìïëåêñíó ïëîùèíó, òîáòî, ¹ öiëèìè ôóíêöiÿìè.

Â òî é æå ÷àñ ñëiä çàçíà÷èòè, ùî êëàñèôiêàöiÿ Æåâðå íå äîçâîëÿ¹ ðàíæóâàòè âñi

íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâàíi ïåðiîäè÷íi ôóíêöi¨. Öå âèïëèâà¹, íàïðèêëàä, ç òàêîãî

òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 6.5.6 . Iñíóþòü ôóíêöi¨, ÿêi íàëåæàòü ìíîæèíi D∞ òàêi, ùî íi

ïðè ÿêèõ α > 0 íå íàëåæàòü êëàñàì Iα. Òîáòî, ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

D∞ \ ∪
α>0

Iα ̸= ∅. (6.127)

Â òîé æå ÷àñ iñíóþòü âiäìiííi âiä îò òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ôóíêöi¨ òàêi,

ùî ïðè äîâiëüíèõ α > 0 íàëåæàòü êëàñàì Iα. Òîáòî,

∩
α>0

Iα \ T ̸= ∅. (6.128)

Äëÿ äîâåäåííÿ ñïiââiäíîøåííÿ (6.127) äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè ôóíêöiþ

f1(x) =

∞∑
k=1

cos kx

k ln k

i ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âîíà íàëåæèòü ìíîæèíi D∞ \ ∪
α>0

Iα.

Âêëþ÷åííÿ f1 ∈ D∞ âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó r > 0 ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

lim
k→∞

kr

k ln k
= 0.

Òîìó çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ α > 0 f1 /∈ Iα.

Âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 3 ðîáîòè Ï.Ë. Óëüÿíîâà [177, c. 606] íåîáõiäíîþ i äîñòà-

òíüîþ óìîâîþ òîãî, ùîá ôóíêöiÿ f ç ðÿäîì Ôóð'¹

+∞∑
k=−∞

ck(f)e
ikx (6.129)

íàëåæàëà êëàñó Iα, ¹ óìîâà:

lim
|k|→∞

|ck(f)||k|
− 1
α
< 1. (6.130)

Îñêiëüêè ïðè áóäü-ÿêîìó öiëîìó íåíóëüîâîìó k ck(f1) =
1

2|k|ln |k|
, òî äëÿ äîâiëüíîãî

α > 0 ìà¹ìî

lim
|k|→∞

|ck(f1)||k|
− 1
α
= lim

k→∞

(
1

2kln k

)k− 1
α

= lim
k→∞

(
1

kln k

)k− 1
α

= lim
k→∞

exp
(
− ln2 k

k1/α

)
= 1.
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Òîìó f1 íå íàëåæèòü êëàñó Iα íi ïðè ÿêîìó α > 0 i ñïiââiäíîøåííÿ (6.127) äîâåäåíî.

Äëÿ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (6.128) ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

f2(x) =

∞∑
k=1

cos kx

ee
k .

Îñêiëüêè ïðè áóäü-ÿêîìó k ∈ Z \ {0} ck(f2) =
1

2ee
|k| , òî äëÿ äîâiëüíîãî α > 0 ìà¹ìî

lim
|k|→∞

|ck(f2)||k|
− 1
α
= lim

k→∞

(
1

2ee
k

)k− 1
α

= lim
k→∞

exp
(
− ek

k1/α

)
= 0.

Òîìó f2 íàëåæèòü êëàñó Iα ïðè áóäü-ÿêîìó α > 0. Òâåðäæåííÿ 6.5.6 äîâåäåíî.

Ñïiââiäíîøåííÿ (6.128), çîêðåìà, ïîêàçó¹, ùî ïðè êëàñèôiêàöi¨ Æåâðå, íà âiäìiíó

âiä êëàñèôiêàöi¨ ôóíêöié çà äîïîìîãîþ (ψ, β̄)�ïîõiäíèõ, çàëèøàþòüñÿ íåðîçðiçíåíè-

ìè íå òiëüêè òðèãîíîìåòðè÷íi ïîëiíîìè, àëå i äåÿêi öiëi ôóíêöi¨.

Ìiæ êëàñàìèÆåâðå Iα i ìíîæèíèìè C
q,r

β̄
iñíó¹ òiñíèé çâ'ÿçîê, ÿêèé âèðàæà¹òüñÿ

òàêèì òâåðäæåííÿì.

Òåîðåìà 6.5.7 . Íåõàé f ∈ C
q, 1
α

β̄
, q ∈ (0, 1), α > 0, βk ∈ R. Òîäi f ∈ Iα. Ç iíøîãî

áîêó, ÿêùî ôóíêöiÿ f íàëåæèòü êëàñó Iα, α > 0, òî çíàéäåòüñÿ ÷èñëî q ∈ (0, 1)

òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi βk ∈ R ñïðàâäæó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ f ∈ C
q, 1
α

β̄
.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ôóíêöiÿ f íàëåæèòü ìíîæèíi C
q, 1
α

β̄
. Òîäi (äèâ., íàïðèêëàä,

[143, c. 151]) ¨¨ ðÿä Ôóð'¹ ìà¹ âèãëÿä

+∞∑
k=−∞

ck(f)e
ikx =

a0
2

+
∑
|k|≥1

µkγke
ikx, (6.131)

äå

γk =
ak − ibk

2
, γ−k =

ak + ibk
2

, k ∈ N,

ak i bk � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ (ψ, β̄)-ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f ïðè ψ(k) = qk
1
α , à

µk =

{
qk

1/α

cos βkπ2 − iqk
1/α

sin βkπ
2 , k ≥ 1,

q|k|
1/α

cos
β|k|π
2 + iq|k|

1/α

sin
β|k|π
2 , k ≤ −1.

Çâiäñè

|ck(f)| = |µk| |γk| = q|k|
1/α

|γk|, k ∈ Z \ {0}

i

lim
|k|→∞

|ck(f)||k|
−1/α

= lim
|k|→∞

q|γk||k|
−1/α

≤ q < 1. (6.132)
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Âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 3 ðîáîòè [177, c. 606] ôóíêöiÿ f íàëåæèòü ìíîæèíi Iα.

Íåõàé òåïåð 2π-ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ f íàëåæèòü êëàñó Iα ïðè äåÿêîìó α > 0.

Çàïèñàâøè ¨¨ ðÿä Ôóð'¹ ó âèãëÿäi (6.81), ïîêëàäåìî

ϱf := lim
k→∞

dk
−1/α

k . (6.133)

Îñêiëüêè f ∈ Iα, òî âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 3 ðîáîòè [177, c. 606] ϱf ∈ [0, 1). Âèáåðåìî

äîâiëüíå ÷èñëî ε ç iíòåðâàëó (0, 1− ϱf ) i ïîêëàäåìî q = ϱf + ε. Ïîêàæåìî, ùî ÿêîþ

á íå áóëà ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë β̄ = {βk}, ôóíêöiÿ f áóäå íàëåæàòè ìíîæèíi

C
q, 1
α

β̄
. Äëÿ öüîãî, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì, íåîáõiäíî ïîêàçàòè, ùî ðÿä

∞∑
k=1

dk

qk
1/α

cos
(
kx− (γk − βk)π

2

)
(6.134)

¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ ñóìîâíî¨ ôóíêöi¨ φ. Âíàñëiäîê ðiâíîñòi (6.133) iñíó¹ äîäàòíà

ñòàëà A (ÿêà çàëåæèòü âiä f) òàêà, ùî

dk < Aϱk
1/α

f , k ∈ N.

Òîìó äëÿ ðÿäà
∞∑
k=1

dk
qk

1/α , ÿêèé ¹ ìàæîðàíòíèì äëÿ ðÿäó (6.134), ìîæåìî çàïèñàòè

∞∑
k=1

dk

qk
1/α

≤ A

∞∑
k=1

ϱk
1/α

f

qk
1/α

= A

∞∑
k=1

( ϱf
ϱf + ε

)k1/α
<∞.

Òàêèì ÷èíîì, ðÿä (6.134) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî i îòæå, ¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ ñóìîâíî¨

ôóíêöi¨ φ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Iç âñòàíîâëåíî¨ òåîðåìè áåçïîñåðåäíüî îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ, ÿêå ìiñòèòü êðè-

òåði¨ íàëåæíîñòi ôóíêöi¨ êëàñàì Iα.

Íàñëiäîê 6.5.1 . Íåõàé α > 0. Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

i) ôóíêöiÿ f íàëåæèòü êëàñó Æåâðå Iα;

ii) iñíó¹ ÷èñëî q ∈ (0, 1) òàêå, ùî f ∈ C
q, 1
α

β̄
äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi β̄ = βk ∈

R;
iii) iñíó¹ ÷èñëî q ∈ (0, 1) i ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë β̄ = {βk} òàêi, ùî f ∈

C
q, 1
α

β̄
.

Iç íàâåäåíîãî íàñëiäêó âèïëèâà¹, çîêðåìà, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôiêñîâàíî¨ ïîñëiäîâ-

íîñòi äiéñíèõ ÷èñåë β̄ = βk i äîâiëüíîãî α > 0 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Iα = ∪
q∈(0,1)

C
q, 1
α

β̄
.
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6.6 Îöiíêè âåëè÷èí, â òåðìiíàõ ÿêèõ âèðàæàþòüñÿ

íàéêðàùi íàáëèæåííÿ iíòåãðàëiâ çà äîïîìîãîþ

iíòåãðàëiâ ñêií÷åííîãî ðàíãó

6.6.1. Íåõàé ψ = ψ(t), t ≥ 1, � äåÿêà äîäàòíà ñïàäíà äî íóëÿ ôóíêöiÿ. Â äàíîìó

ïiäðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ ïîâåäiíêà ïðè σ → ∞ âåëè÷èí Hσ(ψ, p), ÿêi ïðè p ∈ (0, 1]

îçíà÷àþòüñÿ ðiâíiñòþ

Hσ(ψ, p) := sup
s>σ

(s− σ)
( s+1∫

1

dt

ψ(t)

)− 1
p

, (6.135)

à ïðè p ∈ (1,∞) � ðiâíiñòþ

Hσ(ψ, p) :=
(
(s∗ − σ)q

( s∗+1∫
1

dt

ψp(t)

)− q
p

+

∞∫
s∗+1

ψ q(t) dt
) 1
q

, (6.136)

â ÿêié s∗ = s∗(σ) � òàêå íàéáiëüøå íà ïðîìiæêó (σ,∞) ÷èñëî, ùî ïðè âñiõ s ∈ (σ, s∗)

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

s− σ ≤ ψ p(s+ 1)

s+1∫
1

dt

ψ p(t)
. (6.137)

Â ïiäðîçäiëi 2.1 â òåðìiíàõ âåëè÷èí Hσ(ψ, p) çíàéäåíî òî÷íi çíà÷åííÿ âåëè÷èí

eσ(φ, p). Ó ïiäðîçäiëi 1.2 â òåðìiíàõ äèñêðåòíèõ àíàëîãiâ öèõ âåëè÷èí ñôîðìóëüîâàíi

òî÷íi çíà÷åííÿ íàéêðàùèõ n-÷ëåííèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Fψ
q,r â ïðîñòîðàõ Sp(Td).

Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ïîäiáíi âåëè÷èíè çóñòði÷àëèñÿ òàêîæ ïðè ðîçâ'ÿçàííi iíøèõ

çàäà÷ òåîði¨ íàáëèæåííÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [126], [127], [102 (ãë. VI)], [98],[180], [181],

[31]). Òîìó çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ ¨õ ïîðÿäêîâèõ îöiíîê ìà¹ òàêîæ i ñàìîñòiéíèé

iíòåðåñ.

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ âåëè÷èíè Hσ(ψ, p), ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöi¨

ψ âèáèðàþòüñÿ iç ìíîæèíè M âñiõ äîäàòíèõ îïóêëèõ ñïàäíèõ äî íóëÿ ôóíêöié íå-

ïåðåðâíîãî àðãóìåíòà t ≥ 1, ùî çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (6.1). Ïðè öüîìó â çàëåæíîñòi âiä

øâèäêîñòi ñïàäàííÿ òàêèõ ôóíêöié îòðèìàíî íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 6.6.1 . ßêùî ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü ìíîæèíi M0, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî p ∈
(0, 1] ñïðàâäæó¹òüñÿ òî÷íà ïîðÿäêîâà ïðè σ → ∞ îöiíêà

Hσ(ψ; p) ≍
ψ

1
p (σ + 1)

σ
1
p
−1

. (6.138)
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Ó âèïàäêó, êîëè ψ íàëåæèòü ìíîæèíi M+
∞ ìà¹ ìiñöå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 6.6.2 . ßêùî ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü ìíîæèíi M+
∞ i ïðè äåÿêîìó ε > 0

η′(ψ, t) ≥ 1

2
+ ε ∀t > tε, (6.139)

òî äëÿ áóäü-ÿêîãî p ∈ (0, 1] ñïðàâäæó¹òüñÿ òî÷íà ïîðÿäêîâà ïðè σ → ∞ îöiíêà

Hσ(ψ; p) ≍
ψ

1
p (σ + 1)

(η(ψ;σ + 1)− σ − 1)
1
p
−1
. (6.140)

Çàçíà÷èìî, ùî óìîâó (6.139) çàäîâîëüíÿþòü, çîêðåìà, ôóíêöi¨ exp(−αtr) ïðè

áóäü-ÿêèõ α > 0 òà r > 0.

Íåõàé òåïåð p ∈ (1,∞). ßêùî îáìåæèòèñÿ ðîçãëÿäîì ôóíêöié ψ ç ìíîæèíè M i

âðàõóâàòè ïîçíà÷åííÿ (6.5)�(6.7), òî çðîçóìiëî, ùî iíòåãðàëè â (6.136) ìîæóòü áóòè

ñêií÷åííèìè òiëüêè, êîëè öi ôóíêöi¨ íàëåæàòü ìíîæèíi M∞.

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëè ψ ∈ MC ⊂ M∞.

Òåîðåìà 6.6.3 . Íåõàé p ∈ (1,∞), à ôóíêöiÿ ψ ∈ MC òàêà, ùî

∥ψ∥q
Lq[1,∞)

:=

∞∫
1

|ψ(t)|qdt <∞,
1

p
+

1

q
= 1, (6.141)

i ôóíêöiÿ 1/ψ(t) îïóêëà ïðè âñiõ t ≥ t0 ≥ 1. Òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Hσ(ψ, p) ≍ ψ(σ + 1)σ1−
1
p , σ → ∞. (6.142)

Ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü ìíîæèíiM+
∞, âíàñëiäîê òåîðåìè 6.1.2 óìîâà

(6.141) âèêîíó¹òüñÿ çàâæäè.

Òåîðåìà 6.6.4 . ßêùî ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü ìíîæèíiM+
∞ i òàêà, ùî âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà (6.139), òî äëÿ áóäü-ÿêîãî p ∈ (1,∞) ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Hσ(ψ; p) ≍ ψ
1
p (σ + 1)(η(ψ; σ + 1)− σ − 1)1−

1
p , σ → ∞. (6.143)
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6.6.2. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.6.1 ïðî ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí Hσ(ψ; p) ó

âèïàäêó, êîëè ψ ∈ M0 i p ∈ (0, 1]. Ïðè çàäàíèõ ν > 1 i s > ν ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

H̃ν(s) :=
s− ν( s∫
1

dt
ψ(t)

) 1
p

, 0 < p ≤ 1. (6.144)

Êðèòè÷íà òî÷êà s = sν ôóíêöi¨ H̃ν(s) ¹ òî÷êîþ ìàêñèìóìó i çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiä-

íîøåííÿ

H̃ ′
ν(s) =

s∫
1

dt
ψ(t)

− 1
p(s− ν)ψ−1(s)( s∫

1

dt
ψ(t)

) 1
p
+1

= 0. (6.145)

Ïðè öüîìó

H̃ν(sν) =
sν − ν
sν∫
1

dt
ψ(t)

· 1( sν∫
1

dt
ψ(t)

) 1
p
−1

=
pψ(sν)( sν∫
1

dt
ψ(t)

) 1
p
−1
. (6.146)

Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî â äàíîìó âèïàäêó

ψ(sν) ≍ ψ(ν). (6.147)

Âíàñëiäîê ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨ ψ, çàâæäè ψ(sν) ≤ ψ(ν), òîìó äëÿ äîâåäåííÿ (6.147)

äîñòàòíüî ïåðåêîíàòèñÿ â iñíóâàííi ñòàëî¨ K1 > 0, äëÿ ÿêî¨

ψ(ν) ≤ K1ψ(sν). (6.148)

Ðîçãëÿíåìî çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë {νk}∞k=1 òàêèõ, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó k ∈
N νk = η(ψ; νk−1), a ν0 := ν. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü ìíîæèíiM0, òî âíàñëiäîê

(6.5) äëÿ áóäü-ÿêîãî k ∈ N òà ν ≥ 1 ìà¹ìî

νk − ν

ν
=

νk
νk−1

· νk−1

νk−2
· . . . · ν1

ν
− 1 ≥ (K2 + 1)k − 1,

òîìó ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà k0 ≥ 1, áóäåìî ìàòè

νk0 − ν > ν.

Ïîêàæåìî, ùî sν ≤ νk0+1. Òîäi, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ïîñëiäîâíîñòi {νk}∞k=1

ψ(sν) ≥ ψ(νk0+1) = ψ(ν)/2k0+1,

ùî i äîâîäèòü íåðiâíiñòü (6.148), à ðàçîì ç íåþ i ïîðÿäêîâó îöiíêó (6.147).
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Iç ñïiââiäíîøåííÿ (6.145) âèïëèâà¹, ùî

sν∫
1

dt

ψ(t)
=

sν − ν

pψ(sν)

àáî, ùî
ν∫

1

dt

ψ(t)
= Φ(sν),

äå

Φ(s) =

s∫
ν

(
1

ψ(s)
− 1

ψ(t)

)
dt+

(
1

p
− 1
)
s− ν

ψ(s)
. (6.149)

Ôóíêöiÿ Φ(s) íå ñïàäà¹ ïðè âñiõ s > ν. Òîìó ÿêùî ïðè s = νk0+1 áóäå ñïðàâäæóâàòèñÿ

íåðiâíiñòü
ν∫

1

dt

ψ(t)
dt ≤ Φ(s), (6.150)

òî áóäå âèêîíóâàòèñÿ i ñïiââiäíîøåííÿ sν ≤ νk0+1.

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ïîñëiäîâíîñòi {νk},

1

ψ(νk0+1)
− 1

ψ(νk0)
=

1

ψ(νk0)
=

2k0

ψ(ν)
≥ 1

ψ(ν)
.

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ìîíîòîííiñòü ôóíêöi¨ ψ, îòðèìó¹ìî

Φ(νk0+1) ≥

νk0+1∫
ν

(
1

ψ(νk0+1)
− 1

ψ(t)

)
dt ≥

(
1

ψ(νk0+1)
− 1

ψ(νk0)

)
(νk0−ν) ≥

ν

ψ(ν)
≥

ν∫
1

dt

ψ(t)
.

Òîáòî, íåðiâíiñòü (6.150) ïðè s = νk0+1 âèêîíó¹òüñÿ. Òîìó äiéñíî sν ≤ νk0+1 i îòæå,

ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (6.147).

ßêùî p = 1, òî âíàñëiäîê (6.144)

Hσ(ψ; p) = sup
t≥σ

H̃σ+1(t+ 1) = sup
s≥ν

H̃ν(s),

äå ν = σ + 1 > 1, s = t+ 1 ≥ ν. Çâiäñè íà ïiäñòàâi (6.146) òà (6.147) îòðèìó¹ìî:

Hσ(ψ; p) = sup
s≥ν

H̃ν(s) = H̃ν(sν) = pψ(sν) ≍ ψ(ν) = ψ(σ + 1),

i ñïiââiäíîøåííÿ (6.138) â òàêîìó âèïàäêó äîâåäåíî.
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ßêùî æ p ∈ (0, 1), òî äëÿ äîâåäåííÿ ñïiââiäíîøåííÿ (6.138) ïîòðiáíî ùå ïîêàçàòè,

ùî
sν∫
1

dt

ψ(t)
≍ ν − 1

ψ(ν)
. (6.151)

Ìà¹ìî

sν∫
1

dt

ψ(t)
=

sν−1∫
0

dt

ψ(t+ 1)
=
sν − 1

ψ(sν)
−

sν−1∫
0

t|ψ′(t+ 1)|
ψ2(t+ 1)

dt ≥ sν − 1

ψ(sν)
−

sν−1∫
0

dt

α(ψ; t+ 1)ψ(t+ 1)
,

äå ôóíêöiÿ α(ψ; t) îçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (6.10).

Îñêiëüêè ψ ∈ M0, òî âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 6.1.1 äëÿ áóäü-ÿêîãî t ≥ 1 ñïðàâäæó-

¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ α(ψ; t) ≥ K3 > 0, âðàõîâóþ÷è ÿêå îòðèìó¹ìî

sν∫
1

dt

ψ(t)
≥ sν − 1

ψ(sν)
− 1

K3

sν∫
1

dt

ψ(t)

i òîìó
sν∫
1

dt

ψ(t)
≥ K3

K3 + 1

sν − 1

ψ(sν)
.

Ç iíøîãî áîêó, òàê ÿê ôóíêöiÿ ψ ñïàäà¹, òî

sν∫
1

dt

ψ(t)
≤ sν − 1

ψ(sν)
. (6.152)

Òîìó
sν∫
1

dt

ψ(t)
≍ sν − 1

ψ(sν)
. (6.153)

Iç ñïiââiäíîøåíü (6.145) òà (6.152) âèïëèâà¹, ùî

(sν − 1)− (ν − 1) = pψ(sν)

sν∫
1

dt

ψ(t)
≤ pψ(sν)

sν − 1

ψ(sν)
= p (sν − 1),

çâiäêè áà÷èìî, ùî

ν − 1 ≤ sν − 1 ≤ ν − 1

1− p
.

Îá'¹äíóþ÷è îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ iç ñïiââiäíîøåííÿìè (6.147) òà (6.153), îòðèìó-

¹ìî (6.151).
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Òàêèì ÷èíîì, ïîêëàâøè ν = σ + 1, áóäåìî ìàòè

Hσ(ψ; p) = sup
s≥ν

H̃ν(s) = H̃ν(sν) = pψ(sν)
( sν∫

1

dt

ψ(t)

)1− 1
p

≍

≍ ψ(ν)
(
ν − 1

ψ(ν)

)1− 1
p

=
ψ

1
p (ν)

(ν − 1)
1
p
−1

=
ψ

1
p (σ + 1)

σ
1
p
−1

.

Òåîðåìó 6.6.1 äîâåäåíî.

6.6.3. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.6.2 ïðî ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí Hσ(ψ; p) ó

âèïàäêó, êîëè ψ ∈ M∞ i p ∈ (0, 1]. ßê ïîìi÷åíî âèùå, êðèòè÷íà òî÷êà s = sν

ôóíêöi¨ H̃ν(s) ¹ òî÷êîþ ìàêñèìóìó i çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿì (6.145) i (6.146).

Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè

6.6.2, ñïðàâäæó¹òüñÿ òî÷íà ïîðÿäêîâà ïðè s→ ∞ îöiíêà

s∫
1

dt

ψ(t)
≍ η(ψ; s)− s

ψ(s)
. (6.154)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, iç âðàõóâàííÿì çàóâàæåííÿ 6.2.1

îòðèìó¹ìî

s∫
1

dt

ψ(t)
=

s

ψ(s)
− 1

ψ(1)
−

s∫
1

t|ψ′(t)|dt
ψ2(t)

≥ s

ψ(s)
− 1

ψ(1)
− 1

K1

s∫
1

µ(ψ, t)dt

ψ(t)
, (6.155)

äå âåëè÷èíà µ(ψ, t) = t
η(ψ;t)−t çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ìíîæèíè M+

∞ ìîíîòîííî ïðÿìó¹

äî íåñêií÷åííîñòi. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

s∫
1

dt

ψ(t)
≥ 1

1 + µ(ψ; s)/K1

(
s

ψ(s)
− 1

ψ(1)

)
≥ K3

η(ψ; s)− s

ψ(s)
. (6.156)

Ç iíøîãî áîêó, äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ M ïðè áóäü-ÿêîìó t ≥ 1 ñïðàâäæó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ (6.20). Òîìó

s∫
1

dt

ψ(t)
≤ 2

s∫
1

|ψ′(t)|
ψ2(t)

(η(ψ, t)− t)dt = 2
η(ψ, t)− t

ψ(t)
+ 2

s∫
1

1− η′(ψ, t)

ψ(t)
dt,

i ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (6.139), òî ïðè s > tε

s∫
1

dt

ψ(t)
≤ 2

η(ψ, t)− t

ψ(t)
+ 2

tε∫
1

1− η′(ψ, t)

ψ(t)
dt+ (1− 2ε)

s∫
tε

1

ψ(t)
dt ≤
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≤ 2
η(ψ, t)− t

ψ(t)
+ (1− 2ε)

s∫
1

1

ψ(t)
dt+K4. (6.157)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

s∫
1

dt

ψ(t)
≤ 1

ε

(
η(ψ, t)− t

ψ(t)
+K4

)
≤ K5

η(ψ, t)− t

ψ(t)
. (6.158)

Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (6.156) i (6.158), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî äiéñíî ìà¹ ìiñöå

îöiíêà (6.154).

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè

6.6.2, ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

ψ(sν) ≍ ψ(ν) ïðè ν → ∞. (6.159)

Äëÿ öüîãî, ÿê âæå çàçíà÷àëîñü ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 6.6.1, äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî

iñíó¹ ñòàëà K6 > 0, äëÿ ÿêî¨

ψ(ν) ≤ K6ψ(sν). (6.160)

Iç ñïiââiäíîøåííÿ (6.154) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ñòàëà K7 > 0 òàêà, ùî ïðè âñiõ

äîñòàòíüî âåëèêèõ ν áóäå âèêîíóâàòèñÿ íåðiâíiñòü

ν∫
1

dt

ψ(t)
≤ K7

η(ψ; ν)− ν

ψ(ν)
. (6.161)

Âèáåðåìî ÷èñëî k0 = k0(K7) ∈ N òàê, ùîá

2k0 − 3

K7
≥ 1, (6.162)

i àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.6.1 ïîêàæåìî, ùî sν ≤ νk0 , äå νk = η(ψ; νk−1), k ∈
N, ν0 = ν. Çâiäñè áóäå âèïëèâàòè, ùî

ψ(sν) ≥ ψ(νk0) = ψ(ν)/2k0 ,

i îòæå, áóäóòü ñïðàâäæóâàòèñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (6.160) i (6.159).

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ Φ(s), ÿêà îçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (6.149). Ïîêàæåìî, ùî ïðè

äîñòàòíüî âåëèêèõ ν âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

ν∫
1

ψ(t)dt ≤ Φ(νk0),
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iç ÿêî¨ áóäå âèïëèâàòè, ùî sν ≤ νk0 .

Âíàñëiäîê (6.149), (6.161) òà (6.162)

Φ(νk0) ≥

νk0∫
ν

(
1

ψ(νk0)
− 1

ψ(t)

)
dt ≥ (2k0 − 3)

η(ν)− ν

ψ(ν)
≥ 2k0 − 3

K7

ν∫
1

dt

ψ(t)
≥

ν∫
1

dt

ψ(t)
.

Òîìó äiéñíî sν ≤ νk0 i ψ(sν) ≍ ψ(ν) ïðè ν → ∞.

ßêùî p = 1, òî

Hσ(ψ; p) = sup
s≥ν

H̃ν(s) = H̃ν(sν) = pψ(sν) ≍ ψ(ν) = ψ(σ + 1),

i ñïiââiäíîøåííÿ (6.140) â òàêîìó âèïàäêó äîâåäåíî.

ßêùî æ p ∈ (0, 1), òî äëÿ äîâåäåííÿ ñïiââiäíîøåííÿ (6.140) çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçà-

òè, ùî
sν∫
1

dt

ψ(t)
≍ η(ψ; ν)− ν

ψ(ν)
ïðè ν → ∞. (6.163)

Íà ïiäñòàâi (6.154) i òîãî, ùî sν > ν, ìà¹ìî

sν∫
1

dt

ψ(t)
≥

ν∫
1

dt

ψ(t)
≥ K8

η(ν)− ν

ψ(ν)
. (6.164)

Ç iíøîãî áîêó sν ≤ νk0 , i îòæå, ç âðàõóâàííÿì (6.161)

sν∫
1

dt

ψ(t)
≤

νk0∫
1

dt

ψ(t)
=

ν∫
1

dt

ψ(t)
+

νk0∫
ν

dt

ψ(t)
≤ K7

η(ν)− ν

ψ(ν)
+
νk0 − ν

ψ(νk0)
. (6.165)

Ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü ìíîæèíiM+
∞ ⊂ F . Òîìó â ñèëó ñïiââiäíîøåííÿ (6.34) ìà¹ ìiñöå

îöiíêà

νk0 − ν

ψ(νk0)
≤ 2k0

(η(ν)− ν)(Kk0−1 +Kk0−2 + . . .+ 1)

ψ(ν)
= K9

η(ν)− ν

ψ(ν)
.

Ïiäñòàâëÿþ÷è öþ îöiíêó â (6.165), îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü

sν∫
1

dt

ψ(t)
≤ K7

η(ν)− ν

ψ(ν)
+K9

η(ν)− ν

ψ(ν)
= K10

η(ν)− ν

ψ(ν)
,

ÿêà ðàçîì iç ñïiââiäíîøåííÿì (6.164) äà¹ (6.163).
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Òàêèì ÷èíîì, ïðè ν = σ + 1 → ∞ i s = t+ 1 ≥ ν áóäåìî ìàòè

Hσ(ψ; p) = sup
t≥σ

H̃σ+1(t+ 1) = sup
s≥ν

H̃ν(s) = H̃ν(sν) = pψ(sν)
( sν∫

1

dt

ψ(t)

)1− 1
p

≍

≍ ψ(ν)
(
η(ν)− ν

ψ(ν)

)1− 1
p

=
ψ

1
p (ν)

(η(ν)− ν)
1
p
−1

=
ψ

1
p (σ + 1)

(η(σ + 1)− σ − 1)
1
p
−1
.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

6.6.4. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.6.3 ïðî ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí Hσ(ψ; p) ó

âèïàäêó, êîëè ψ ∈ MC i p ∈ (1,∞). Ïðè áóäü-ÿêèõ ν > 1 i s > ν ðîçãëÿíåìî

ôóíêöiþ H̃ν(s), ÿêà îçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

H̃ν(s) =
s− ν
s∫
1

dt
ψp(t)

. (6.166)

�¨ ïîõiäíà äëÿ äîâiëüíîãî ν > 1 ìà¹ âèãëÿä

H ′
ν(s) =

s∫
1

dt
ψp(t)

− (s− ν)ψ−p(s)

s∫
1

dt
ψp(t)

.

Íåõàé òåïåð sν � íàéáiëüøå íà ïðîìiæêó (ν,∞) ÷èñëî òàêå, ùî ïðè âñiõ s ∈ (ν, sν)

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

s− ν ≤ ψ p(s)

s∫
1

dt

ψ p(t)
. (6.167)

Áà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ H ′(s) ïðè ïåðåõîäi àðãóìåíòà s ÷åðåç ÷èñëî sν çìiíþ¹ çíàê ç

ïëþñà íà ìiíóñ. Òîìó òî÷êà sν ¹ òî÷êîþ ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ H̃ν(s), i ñïðàâäæó¹òüñÿ

ðiâíiñòü H ′
ν(sν) = 0, iç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî

H̃ν(sν) =
sν − ν
sν∫
1

dt
ψ p(t)

= ψ p(sν). (6.168)

Ïîêàæåìî, ùî, ÿê i â òåîðåìàõ 6.6.1 i 6.6.2, ó äàíîìó âèïàäêó

ψ(sν) ≍ ψ(ν) ïðè ν → ∞. (6.169)
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Iç ñïiââiäíîøåííÿ (6.168) âèïëèâà¹:

ν∫
1

dt

ψp(t)
= Φ(sν),

äå

Φ(s) =

s∫
ν

(
1

ψp(s)
− 1

ψp(t)

)
dt. (6.170)

Ôóíêöiÿ Φ(s) çðîñòà¹ ïðè âñiõ s > ν. Òîìó ÿêùî ïðè äåÿêîìó s ñïðàâäæó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü
ν∫

1

dt

ψp(t)
dt ≤ Φ(s), (6.171)

òî áóäå âèêîíóâàòèñÿ i ñïiââiäíîøåííÿ sν ≤ s.

Ðîçãëÿíåìî çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë {νk}∞k=1 òàêèõ, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó k ∈
N νk = η(ψ; νk−1), a ν0 := ν. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü ìíîæèíiMC , òî âíàñëiäîê

(6.7) äëÿ áóäü-ÿêîãî k ∈ N i ν ≥ 1 ìà¹ìî

(K1 + 1)k − 1 ≤ νk − ν

ν
=

νk
νk−1

· νk−1

νk−2
· . . . · ν1

ν
− 1 ≤ (K2 + 1)k − 1, (6.172)

i òîìó ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà k0 ≥ 1 áóäåìî ìàòè νk0 − ν > ν. Ïåðåêîíà¹ìîñü,

ùî ïðè s = νk0+1 ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (6.171).

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ïîñëiäîâíîñòi {νk}

1

ψp(νk0+1)
− 1

ψp(νk0)
=

2p − 1

ψp(νk0)
=

2k0(2p − 1)

ψp(ν)
≥ 1

ψp(ν)
.

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ìîíîòîííiñòü ôóíêöi¨ ψ, îòðèìó¹ìî

Φ(νk0+1) ≥

νk0+1∫
ν

(
1

ψp(νk0+1)
− 1

ψp(t)

)
dt ≥

≥
(

1

ψp(νk0+1)
− 1

ψp(νk0)

)
(νk0 − ν) ≥ ν

ψp(ν)
≥

ν∫
1

dt

ψp(t)
.

Òîáòî, íåðiâíiñòü (6.171) ïðè s = νk0+1 âèêîíó¹òüñÿ, i îòæå, sν ≤ νk0+1.

Òîìó iç âðàõóâàííÿì ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨ ψ, ìà¹ìî

ψ(ν) ≥ ψ(sν) ≥ ψ(νk+1) = ψ(ν)/2k0+1,
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òîáòî, äiéñíî ñïiââiäíîøåííÿ (6.169) âèêîíó¹òüñÿ.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî ïðè ν → ∞
sν∫
1

dt

ψp(t)
≍ ν − 1

ψp(ν)
. (6.173)

Ìà¹ìî
sν∫
1

dt

ψp(t)
=

sν−1∫
0

dt

ψp(t+ 1)
=
sν − 1

ψp(sν)
− p

sν−1∫
0

t|ψ′(t+ 1)|
ψp+1(t+ 1)

dt ≥

≥ sν − 1

ψ(sν)
− p

sν−1∫
0

dt

α(t+ 1)ψp(t+ 1)
,

äå α(t) = α(ψ; t).

Îñêiëüêè ψ ∈ MC , òî âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 6.1.1, äëÿ áóäü-ÿêîãî t ≥ 1 ñïðàâ-

äæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

0 < K3 ≤ α(ψ; t) =
ψ(t)

t|ψ′(t)|
≤ K4, (6.174)

âðàõîâóþ÷è ÿêå îòðèìó¹ìî îöiíêè

sν∫
1

dt

ψp(t)
≥ sν − 1

ψp(sν)
− p

K3

sν∫
1

dt

ψp(t)

i
sν∫
1

dt

ψp(t)
≥ K3

K3 + p
· sν − 1

ψp(sν)
.

Ç iíøîãî áîêó, òàê ÿê ôóíêöiÿ ψ ñïàäà¹ íà [1,∞), òî

sν∫
1

dt

ψp(t)
≤ sν − 1

ψp(sν)
,

òîìó
sν∫
1

dt

ψp(t)
≍ sν − 1

ψp(sν)
. (6.175)

Îñêiëüêè sν ≤ νk0+1, òî íà ïiäñòàâi (6.172) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

ν − 1 ≤ sν − 1 ≤ νk0+1 − 1 ≤ (K2 + 1)k0+1ν − 1,
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i òîìó

sν − 1 ≍ ν − 1 ïðè ν → ∞. (6.176)

Îá'¹äíóþ÷è öå ñïiââiäíîøåííÿ iç ñïiââiäíîøåííÿìè (6.169) i (6.175), îòðèìó¹ìî (6.173).

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî ïðè ν → ∞
∞∫
sν

ψ q(t) dt ≍ (ν − 1)ψ q(ν). (6.177)

Äëÿ öüîãî ïîêàæåìî, ùî ïðè s→ ∞
∞∫
s

ψ q(t) dt ≍ (s− 1)ψ q(s). (6.178)

Âíàñëiäîê (6.174) iñíó¹ ñòàëà K5 > 0 òàêà, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî t ≥ 1

ψq(t)

t|(ψq(t))′|
≥ K5.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî s ≥ 1

∞∫
s

ψ q(t) dt ≥ −K5

∞∫
s

t(ψq(t))′ dt ≥ −K5s

∞∫
s

(ψq(t))′ dt = K5sψ
q(s). (6.179)

Äëÿ îöiíêè îñòàííüîãî iíòåãðàëó çâåðõó ïîêëàäåìî s0 = s i sk = η(ψ; sk−1), k ∈ N.
Òîäi ç îãëÿäó íà ìîíîòîííiñòü ôóíêöi¨ ψ

∞∫
s

ψ q(t) dt =

∞∑
k=0

sk+1∫
sk

ψ q(t) dt ≤
∞∑
k=0

ψ q(sk)(sk+1−sk) =
∞∑
k=0

ψ q(s)

2qk
(sk+1−sk). (6.180)

Äàëi, îñêiëüêè äàíà ôóíêöiÿ ψ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 6.1.3, òî ïðè âñiõ t ≥ t0

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü: η ′(ψ; t) ≤ 2. Òîäi

η(ψ; η(ψ; t))− η(ψ; t) =

η(ψ;t)∫
t

η ′(ψ; τ)dτ ≤ 2(η(ψ; t)− t).

Ïiäñòàâëÿþ÷è öþ îöiíêó â (6.180) i âðàõîâóþ÷è (6.7), îòðèìà¹ìî

∞∫
s

ψ q(t) dt ≤
∞∑
k=0

ψ q(s)

2qk
(sk+1 − sk) ≤ ψ q(s)(η(ψ; s)− s)

∞∑
k=0

2k

2qk
≤ K1sψ

q(s)
2q−1

2q−1 − 1
.
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Îá'¹äíóþ÷è öþ îöiíêó ç îöiíêîþ (6.179), îòðèìó¹ìî (6.178). Ïîêëàäàþ÷è â (6.178)

s = sν i âðàõîâóþ÷è (6.169) òà (6.176), áà÷èìî, ùî äiéñíî ïðè ν → ∞ ñïðàâäæó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ (6.177).

Òàêèì ÷èíîì, íà ïiäñòàâi (6.169), (6.173) i (6.177) ïðè ν = σ+1 → ∞ áóäåìî ìàòè

Hσ(ψ, p) =
(
(s∗ − σ)q

( s∗+1∫
1

dt

ψp(t)

)− q
p

+

∞∫
s∗+1

ψ q(t) dt
) 1
q

=

=
(
(sν − ν)q

( sν∫
1

dt

ψp(t)

)− q
p

+

∞∫
sν

ψ q(t) dt
) 1
q

≍
(
ψq(ν)(ν − 1)

) 1
q

≍ ψ(σ + 1)σ
1
q

i ñïiââiäíîøåííÿ (6.142) äîâåäåíî.

6.6.5. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.6.4 ïðî ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí Hσ(ψ; p) ó âè-

ïàäêó, êîëè ψ ∈ M+
∞ i p ∈ (1,∞). Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.6.4 àíàëîãi÷íå äîâåäåííÿì

òåîðåì 6.6.1�6.6.3, òîìó âiäìiòèìî òiëüêè éîãî îñíîâíi ìîìåíòè.

Ïåðåä óñiì, ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ äîâåäåííÿ ñïiââiäíîøåííÿ (6.154), ïåðåêî-

íó¹ìîñÿ, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 6.6.4, ñïðàâ-

äæó¹òüñÿ òî÷íà ïîðÿäêîâà ïðè s→ ∞ îöiíêà
s∫

1

dt

ψp(t)
≍ η(ψ; s)− s

ψp(s)
. (6.181)

Äàëi, ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ H̃ν(s), ÿêà îçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (6.166), i çàçíà÷èìî,

ùî êîëè sν � íàéáiëüøå íà ïðîìiæêó (ν,∞) ÷èñëî òàêå, ùî ïðè âñiõ s ∈ (ν, sν)

ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü (6.167), òî òî÷êà s = sν ¹ òî÷êîþ ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ H̃ν(s), i

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (6.168).

Ïîêàæåìî, ùî, ÿê i â óñiõ ïîïåðåäíiõ òåîðåìàõ, â äàíîìó âèïàäêó

ψ(sν) ≍ ψ(ν) ïðè ν → ∞. (6.182)

Iç ñïiââiäíîøåííÿ (6.181) âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè òåîðåìè, iñíó¹ ñòàëà K > 0 òàêà, ùî ïðè âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ ν áóäå
ν∫

1

dt

ψp(t)
≤ K

η(ψ; ν)− ν

ψp(ν)
. (6.183)

Âiçüìåìî ÷èñëî k0 = k0(K) ∈ N òàêå, ùî

2k0 − 3

K
≥ 1, (6.184)
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i ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ Φ(s), ÿêà çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (6.170). Ïîêàæåìî, ùî ïðè äîñòà-

òíüî âåëèêèõ ν ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

ν∫
1

ψp(t)dt ≤ Φ(νk0), νk = η(ψp; νk−1), k ∈ N, ν0 = ν,

iç ÿêî¨ áóäå âèïëèâàòè, ùî sν ≤ νk0 .

Âíàñëiäîê (6.183) òà (6.184) ìà¹ìî

Φ(νk0) =

νk0∫
ν

(
1

ψp(νk0)
− 1

ψp(t)

)
dt ≥ (2k0 − 3)

η(ν)− ν

ψp(ν)
≥ 2k0 − 3

K

ν∫
1

dt

ψp(t)
≥

ν∫
1

dt

ψp(t)
.

Òîìó äiéñíî sν ≤ νk0 i îòæå,

ψ(ν) ≥ ψ(sν) ≥ ψ(νk0) =
ψ(ν)

2k0p
,

òîáòî, ψ(sν) ≍ ψ(ν).

Äàëi, àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ ñïiââiäíîøåííÿ (6.163), ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî ïðè

ν → ∞ ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

sν∫
1

dt

ψp(t)
≍ η(ψ; ν)− ν

ψp(ν)
. (6.185)

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ äàíî¨ òåîðåìè ïîêàæåìî, ùî ïðè ν → ∞

∞∫
sν

ψ q(t) dt ≍ ψ q(ν)(η(ψ; ν)− ν). (6.186)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè iç âðàõóâàííÿì (6.20) i òâåðäæå-

ííÿ 6.1.2 ìà¹ìî

∞∫
s

ψ q(t) dt = −sψ(s) + q

∞∫
s

t|ψ′(t)|ψq−1(t)dt ≥ −sψ(s) + q

2

∞∫
s

µ(ψ, t)ψq(t)dt, (6.187)

çâiäêè ç îãëÿäó íà ìîíîòîííå çðîñòàííÿ ôóíêöi¨ µ(ψ, t) îòðèìó¹ìî

∞∫
s

ψ q(t) dt ≤ sψq(s)
q
2µ(ψ, s)− 1

≥ K1ψ
q(s)(η(ψ; s)− s). (6.188)
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Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè ψ äîäàòíà i ñïàäà¹, òî

∞∫
s

ψ q(t) dt ≥

η(ψ,s)∫
s

ψ q(t) dt ≥ ψ q(η(ψ, s))(η(ψ, s)− s) =
1

2q
ψ q(s)(η(ψ, s)− s). (6.189)

Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (6.188) i (6.189), áà÷èìî, ùî

∞∫
s

ψ q(t) dt ≍ ψ q(s)(η(ψ; s)− s), s→ ∞. (6.190)

Çâiäñè âíàñëiäîê òîãî, ùî sν > ν ìà¹ìî

∞∫
sν

ψ q(t) dt ≤
∞∫
ν

ψ q(t) dt ≍ ψ q(ν)(η(ψ; ν)− ν). (6.191)

Ç iíøîãî áîêó sν ≤ νk0 . Òîìó, âðàõîâóþ÷è (6.28) i, ÿê íàñëiäîê, ñïiââiäíîøåííÿ ùî

η(ψ; η(ψ; t))− η(ψ; t) =

η(ψ;t)∫
t

η′(ψ; τ)dτ ≥ 1

2
(η(ψ; t)− t),

ïðè ν → ∞ îòðèìó¹ìî

∞∫
sν

ψ q(t) dt ≥
∞∫

νk0

ψ q(t) dt ≍ ψ q(νk0)(η(ψ; νk0)− νk0) ≥
1

22k0
ψ q(ν)(η(ψ; ν)− ν). (6.192)

Îá'¹äíóþ÷è (6.191) i (6.192), ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî äiéñíî ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè ν → ∞
òî÷íà ïîðÿäêîâà îöiíêà (6.186).

Òàêèì ÷èíîì, íà ïiäñòàâi (6.182), (6.185) i (6.186) áà÷èìî, ùî ïðè ν = σ + 1 → ∞

Hσ(ψ; p) =
(
(s∗ − σ)q

( s∗+1∫
1

dt

ψp(t)

)− q
p

+

∞∫
s∗+1

ψ q(t) dt
) 1
q

=

=
(
(sν − ν)q

( sν∫
1

dt

ψp(t)

)− q
p

+

∞∫
sν

ψ q(t) dt
) 1
q

≍

≍
(
ψq(ν)(η(ψ; ν)− ν)

) 1
q

≍ ψ(σ + 1)(η(ψ; σ + 1)− σ − 1)
1
q

i ñïiââiäíîøåííÿ (6.142) äîâåäåíî.



298

6.7 Îöiíêè âåëè÷èí, â òåðìiíàõ ÿêèõ âèðàæàþòüñÿ

íàéêðàùi n-÷ëåííi òðèãîíîìåòðè÷íi íàáëèæåííÿ

6.7.1. Íåõàé Ψ = Ψ(k), k = 1, 2, . . . , � äîâiëüíà íåçðîñòàþ÷à äîäàòíà ÷èñëîâà ïîñëi-

äîâíiñòü, äëÿ ÿêî¨

lim
k→+∞

Ψ(k) = 0. (6.193)

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi âèâ÷à¹òüñÿ ïîâåäiíêà ïðè n → ∞ âåëè÷èí Hn(Ψ, s), êîòði ïðè

s ∈ (0, 1] çàäàþòüñÿ ðiâíiñòþ

Hn(Ψ; s) = sup
l>n

(l − n)
( l∑
k=1

Ψ−s(k)
)− 1

s

, (6.194)

à ïðè s ∈ (1,∞) � ðiâíiñòþ

Hn(Ψ; s) =
(
(ln − n)s

′
( l∑
j=1

Ψ−s(j)
)−s′/s

+

∞∑
j=ln+1

Ψs′(j)
)1/s′

, (6.195)

â ÿêié 1/s+ 1/s′ = 1,
∞∑
j=1

Ψs′(j) <∞, (6.196)

à ÷èñëî ln äëÿ êîæíîãî n ∈ N îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

Ψ−s(ln) ≤
1

ln − n

ln∑
j=1

Ψ−s(j) < Ψ−s(ln + 1). (6.197)

Âåëè÷èíè Hn(Ψ; s) ¹ äèñêðåòíèìè àíàëîãàìè âåëè÷èí Hσ(ψ, p), ÿêi äîñëiäæåíî

â ïiäðîçäiëi 6.6. Â ¨õ òåðìiíàõ â ïiäðîçäiëi 1.2 äàþòüñÿ òî÷íi çíà÷åííÿ íàéêðàùèõ

n-÷ëåííèõ íàáëèæåíü êëàñiâ Fψ
q,r â ïðîñòîðàõ Sp(Td).

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi âåëè÷èíè Hn(Ψ; s) äîñëiäæóþòüñÿ ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâ-

íîñòi Ψ ¹ ñõiä÷àñòèìè, à âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè ¨õ çíà÷åíü ¹ ñëiäàìè íà ìíîæèíi

íàòóðàëüíèõ ÷èñåë äåÿêèõ äîäàòíèõ ñïàäíèõ äî íóëÿ ôóíêöié. Âèáið ñàìå òàêèõ ïî-

ñëiäîâíîñòåé Ψ îáóìîâëåíèé ïîäàëüøèìè çàñòîñóâàííÿìè îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ äî

îöiíîê âèùå çãàäàíèõ âåëè÷èí.

Îòæå, íåõàé d ∈ N; M , c1 i c2 � äåÿêi äîäàòíi ÷èñëà; ν = {νi}∞i=0 � äîâiëüíà

çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî ν0 := 0, à ïðè âñiõ m,

áiëüøèõ íiæ äåÿêå ÷èñëî k0, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

M(m− c1)
d < Vm :=

m∑
i=0

νi ≤M(m+ c2)
d. (6.198)
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Òîäi ÷åðåç Sd(ν,M) = Sd(ν,M, c1, c2) ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ äîäàòíèõ íåçðîñòàþ-

÷èõ ïîñëiäîâíîñòåé Ψ = Ψ(k), k = 1, 2, . . . , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (6.193) i çîáðà-

æóþòüñÿ ó âèãëÿäi

Ψ(k) = ψ(m), k ∈ (Vm−1, Vm], m = 1, 2, . . . , (6.199)

äå ψ � ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü çíà÷åíü ïîñëiäîâíîñòi Ψ.

Áóäåìî ââàæàòè ïîñëiäîâíîñòi ψ ñëiäîì íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N äåÿêèõ

ñïàäíèõ äîäàòíèõ ôóíêöié ψ(t) âiä íåïåðåðâíîãî àðãóìåíòó t ∈ [1,∞). Ïðè öüîìó

ôóíêöi¨ ψ áóäåìî âèáèðàòè iç ìíîæèí B, M ′
∞, M

c
∞ òà M′′

∞, îçíà÷åííÿ òà äåÿêi

âëàñòèâîñòi ÿêèõ íàâåäåíî â ïiäðîçäiëi 6.2.

Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîæèíi B íàëåæàòü, çîêðåìà, ôóíêöi¨ t−r, r > 0; t−r lnε(t + e),

ε ∈ R; lnε(t+ e) ïðè ε < 0, à ìíîæèíàì M ′
∞, M

c
∞ i M′′

∞ � ôóíêöi¨ exp(−αts), α > 0,

ó âèïàäêàõ, êîëè s ∈ (0, 1), s = 1 òà s > 1 âiäïîâiäíî.

Ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 6.7.1 . Íåõàé s ∈ (0,∞), ïîñëiäîâíiñòü Ψ íàëåæèòü ìíîæèíi Sd(M0),

à ïîñëiäîâíiñòü ¨¨ ðiçíèõ çíà÷åíü ¹ ñëiäîì íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë äåÿêî¨

ôóíêöi¨ ψ ç ìíîæèíè B, à ó âèïàäêó, êîëè s ∈ (1,∞), êðiì öüîãî, ïðè âñiõ t, áiëüøèõ

íiæ äåÿêå ÷èñëî t0, ¹ îïóêëîþ i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

α(ψ, t) ≤ K0 < s′/d,
1

s
+

1

s′
= 1, K0 ≡ const (6.200)

äå âåëè÷èíà α(ψ, t) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (6.10). Òîäi ìà¹ ìiñöå òî÷íà ïîðÿäêîâà

îöiíêà

Hn(Ψ; s) ≍ ψ(n
1
d )

n
1
s
−1

. (6.201)

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ Ψ ∈ Sd(M0) âèêîíàííÿ óìîâè (6.200) ãàðàí-

òó¹ çáiæíiñòü ðÿäó â (6.196). Äiéñíî, â òàêîìó âèïàäêó ïðè âñiõ τ ≥ t0 ìà¹ìî

|ψ′(τ)|
ψ(τ)

≥ 1

K0τ
>

d

s′τ
.

Ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ êîæíî¨ ÷àñòèíè äàíîãî ñïiââiäíîøåííÿ â ìåæàõ âiä t0 äî t îòðè-

ìó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ ψ(t) ≪ t−1/K0 ≪ t−d/s
′
, t > t0, i òîìó iç âðàõóâàííÿì ñïiââiä-

íîøåííÿ

νk = Vk − Vk−1 ≍ kd−1, (6.202)
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ÿêå âèïëèâà¹ iç (6.198), ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî

∞∑
j=1

Ψs′(j) =

∞∑
k=1

νkψ
s′(k) ≪

∞∑
k=1

kd−1ψs
′
(k) ≪

∞∫
1

td−1 · t−s
′/K0dt <∞.

Òåîðåìà 6.7.2 . Íåõàé s ∈ (0,∞), ôóíêöiÿ Ψ íàëåæèòü ìíîæèíi Sd(ν,M), à ïî-

ñëiäîâíiñòü ¨¨ çíà÷åíü ¹ ñëiäîì íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë äåÿêî¨ ôóíêöi¨ ψ ç

ìíîæèíè M′
∞ àáî Mc

∞. Òîäi

Hn(Ψ; s) ≍ ψ(mn)

(nα(ψ,mn))
1
s
−1
, (6.203)

äå âåëè÷èíà α(ψ, t) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (6.10), à

mn := (n/M)
1
d . (6.204)

Òåîðåìà 6.7.3 . Íåõàé s ∈ (1,∞), m ∈ N, ôóíêöiÿ Ψ íàëåæèòü ìíîæèíi Sd(ν,M),

à ïîñëiäîâíiñòü ¨¨ çíà÷åíü ¹ ñëiäîì íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë äåÿêî¨ ôóíêöi¨

ψ ç ìíîæèíè M′′
∞, ÿêà ïðè α = 1 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

k(d−1)/αψ(k + 1)/ψ(k) → 0, k → ∞. (6.205)

Òîäi ïðè âñiõ n ∈ [Vm−1, Vm) ìà¹ ìiñöå îöiíêà

Hn(Ψ, s) ≍ ψ(m)
Vm − n

n
d−1
sd

. (6.206)

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè äëÿ ïîñëiäîâíîñòi Ψ ∈ Sd(M) ïîñëiäîâíiñòü ¨¨

ðiçíèõ çíà÷åíü ¹ ñëiäîì íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë äåÿêî¨ ôóíêöi¨ ψ, ùî çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó (6.37), ðÿä â (6.196) çáiãà¹òüñÿ. Äiéñíî, â òàêîìó âèïàäêó âíàñëiäîê

òåîðåìè 6.1.2 äëÿ äîâiëüíîãî β > 0 ìà¹ìî ψ(t) ≪ t−β i òîìó

∞∑
j=1

Ψs′(j) =

∞∑
k=1

νkψ
s′(k) ≪

∞∑
k=1

kd−1ψs
′
(k) ≪

∞∑
k=1

kd−1k−s
′β <∞.

Çàóâàæåííÿ 6.7.1 . ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 6.7.3 i n ∈ [Vm−1, Vm), òî

âíàñëiäîê (6.198) ìà¹ìî

(Vm − Vm−1) ≍ md−1 ≍ n
d−1
d . (6.207)
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Òîìó ïðè âñiõ n ∈ [Vm−1, Vm) âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

ψ(m)

n
d−1
sd

≪ Hn(Ψ, s) ≪ ψ(m)n
d−1
d

(1− 1
s
). (6.208)

Ó âèïàäêó, êîëè s ∈ (0, 1], ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 6.7.4 . Íåõàé s ∈ (0, 1], m ∈ N, ôóíêöiÿ Ψ íàëåæèòü ìíîæèíi Sd(ν,M),

à ïîñëiäîâíiñòü ¨¨ çíà÷åíü ¹ ñëiäîì íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë äåÿêî¨ ôóíêöi¨

ψ ç ìíîæèíè M′′
∞, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (6.205) ïðè α = s. Òîäi

1) ïðè n = Vm−1 ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

Hn(Ψ, s) ≍ ψ(m); (6.209)

2) äëÿ âñiõ n ∈ (Vm−1, Vm) òàêèõ, ùî

s(Vm − Vm−1) ≥ Vm − n, (6.210)

ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà (6.206);

3) äëÿ âñiõ n ∈ (Vm−1, Vm), ùî íå çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (6.210),

Hn(Ψ, s) ≍
ψ(m)

(n− Vm−1)
1
s
−1
. (6.211)

6.7.2. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.7.1 ïðî ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí Hn(Ψ; s) ó

âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà çíà÷åíü ïîñëiäîâíîñòi Ψ ¹ ñëiäîì íà ìíîæèíi N
ôóíêöi¨ ψ ∈ B. Íåõàé ñïî÷àòêó s ∈ (0, 1]. Äëÿ äîâiëüíîãî l ∈ N ÷åðåç kl ïîçíà÷èìî

íîìåð òàêèé, ùî

Vkl−1 < l ≤ Vkl . (6.212)

Òîäi âíàñëiäîê (6.199) âåëè÷èíè Hn(Ψ; s) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

Hn(Ψ; s) = sup
l>n

(l − n)
( l∑
j=1

1

Ψs(j)

)− 1
s

=

= sup
l>n

(l − n)
( kl−1∑
k=1

νk
ψs(k)

+

l −
kl−1∑
k=1

νk

ψs(kl)

)− 1
s

=: H̃n(Ψ; s). (6.213)

Âíàñëiäîê (6.198) ïðè âñiõ l > n ≥ k0 ìà¹ìî

(l/M0)
1
d − c2 ≤ kl < (l/M0)

1
d + c1 + 1. (6.214)



302

Iç ñïiââiäíîøåííÿ (6.202) âèïëèâà¹

l∑
k=1

νk
ψs(k)

≍
l∑

k=1

kd−1

ψs(k)
(6.215)

Äàëi, ÿêùî ψ ∈ B, òî äëÿ äîâiëüíîãî l = 2, 3, . . . ìà¹ìî

ld

ψs(l)
≪ (l/2)d

ψs(l/2)
≪

∑
l/2≤k≤l

kd−1

ψs(k)
≤

l∑
k=1

kd−1

ψs(k)
≤ ld

ψs(l)
,

òîìó iç âðàõóâàííÿì (6.215)
l∑

k=1

νk
ψs(k)

≍ ld

ψs(l)
. (6.216)

Ó ñïiââiäíîøåííi (6.213) ÷èñëî kl çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (6.212). Òîìó íà ïiäñòàâi (6.214)

òà îçíà÷åííÿ ìíîæèíè B ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

ψ(kl) ≍ ψ((l/M0)
1
d ) ≍ ψ(l

1
d ).

i ç îãëÿäó íà (6.216),

H̃n(ψ; s) ≍ sup
l>n

(l − n)
( kdl
ψs(kl)

)− 1
s

≍ sup
l>n

(
ψ(l

1
d )
l − n

l1/s

)
. (6.217)

Âíàñëiäîê ìîíîòîííîãî ñïàäàííÿ ôóíêöi¨ ψ ìà¹ìî

H̃n(ψ; s) ≪ ψ(n
1
d ) sup

l>n

l − n

l1/s
. (6.218)

Ôóíêöiÿ h(x) = h(x, s) =
x− n

x1/s
ïðè x > 0, n ∈ N òà s ∈ (0, 1) íàáóâà¹ ñâîãî íàéáiëü-

øîãî çíà÷åííÿ â òî÷öi x0 = n/(1− s) i

h(x0, s) = s
(
1− s

n

) 1−s
s

. (6.219)

ßêùî æ r = 1, òî ôóíêöiÿ h(x) = h(x; 1), íå ñïàäàþ÷è, ïðÿìó¹ äî 1 ïðè x → +∞.

Çâiäñè

sup
x>0

h(x; 1) = sup
x>0

x− n

x
= lim

x→+∞

x− n

x
= 1. (6.220)

Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (6.218)�(6.220), îòðèìó¹ìî íåîáõiäíó îöiíêó çâåðõó äëÿ

âåëè÷èí Hn(Ψ; s):

Hn(Ψ; s) = H̃n(ψ; s) ≪
ψ(n

1
d )

n
1
s
−1

.
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Íà ïiäñòàâi (6.217) i òîãî, ùî ψ ∈ B, ìè îòðèìó¹ìî òàêîæ i îöiíêó çíèçó:

Hn(Ψ; s)=H̃n(ψ; s) ≍ sup
l>n

(
ψ(l

1
d )
l − n

l1/s

)
≥

≥ ψ((2n)
1
d )

2n− n

(2n)1/s
≍ ψ(n

1
d )

n
1
s
−1

.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê s ∈ (1,∞). Äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñiâ ïîêëàäåìî

Qn(Ψ, l) := (l − n)
( l∑
j=1

Ψ−s(j)
)−1

, l ≥ n, l ∈ N.

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî l > n âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Qn(Ψ, l + 1)−Qn(Ψ, l) =
(
Ψs(l + 1)−Qn(Ψ, l)

)
Ψ−s(l + 1)

( l+1∑
i=1

Ψ−s(i)
)−1

i

Ψs(l + 1)−Qn(Ψ, l + 1) =
(
Ψs(l + 1)−Qn(Ψ, l)

) l∑
j=1

Ψ−s(j)
( l+1∑
i=1

Ψ−s(i)
)−1

,

òî âðàõîâóþ÷è ìîíîòîííiñòü ôóíêöi¨Ψ òà îçíà÷åííÿ ÷èñëà ln (ñïiââiäíîøåííÿ (6.197)),

ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ïðè âñiõ l ≥ ln

Qn(Ψ, l) > Qn(Ψ, l + 1) > Ψs(l + 1),

à ïðè âñiõ l ∈ [n, ln) �

Qn(Ψ, l) ≤ Qn(Ψ, l + 1) ≤ Ψs(l + 1).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

Qn(Ψ, ln) = sup
l>n

Qn(Ψ, l). (6.221)

Êðiì òîãî, âíàñëiäîê (6.197) ìà¹ìî Ψ(ln + 1) > Ψ(ln), i òîìó, ÿêùî ôóíêöiÿ Ψ(t)

çàäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi (6.199), òî ïðè äåÿêîìó kln ∈ N ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

ln = Vkln =

kln∑
i=0

νi. (6.222)

Â òàêîìó âèïàäêó âåëè÷èíè Hn(Ψ; s), s ∈ (1,∞), ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

Hn(Ψ; s) =
(
(ln − n)s

′
( kln∑
k=1

νk
ψs(k)

)−s′/s
+

∞∑
k=kln+1

νkψ
s′(k)

)1/s′
:= H̃n(ψ; s), (6.223)
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äå ÷èñëî ln âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

ψ−s(kln) ≤
1

ln − n

kln∑
j=1

νk
ψs(k)

< ψ−s(kln + 1). (6.224)

Ïðè öüîìó ôóíêöiÿ

Q̃n(ψ, l) := (l − n)
( kl−1∑
k=1

νk
ψs(k)

+
l − Vkl−1

ψs(kl)

)−1

, (6.225)

äå ÷èñëî kl âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (6.212), âíàñëiäîê (6.221) çàäîâîëüíÿ¹ ñïiâ-

âiäíîøåííÿ

sup
l>n

Q̃n(ψ, l) = Q̃n(ψ, ln) = (ln − n)
( kln∑
k=1

νk
ψs(k)

)−1

. (6.226)

Äàëi, ÿêùî ψ ∈ B, òî àíàëîãi÷íî äî âèïàäêó s ∈ (0, 1] ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî

l∑
k=1

νk
ψs(k)

≍ ld

ψs(l)
(6.227)

i

Q̃n(ψ, ln) = sup
l>n

Q̃n(ψ, l) ≍ ψs(n
1
d ), (6.228)

çâiäêè âíàñëiäîê (6.224) îòðèìó¹ìî

ψ(kln) ≍ ψ(n
1
d ). (6.229)

Iç ñïiââiäíîøåííÿ (6.200) âèïëèâà¹, ùî ïðè âñiõ t > t0

1

t
≤ K0

|ψ′(t)|
ψ(t)

.

Iíòåãðóþ÷è ëiâó i ïðàâó ÷àñòèíó öi¹¨ íåðiâíîñòi â ìåæàõ âiä äåÿêîãî ÷èñëà m0 äî kln ,

t0 < m0 < kln , îòðèìó¹ìî

ln
kln
m0

≤ K0 ln
ψ(m0)

ψ(kln)
. (6.230)

Ïîêëàäàþ÷è m0 = (n/M0)
1
d − c2, âíàñëiäîê (6.222) òà (6.214) ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó,

ùîm0 < kln . Òîìó íà ïiäñòàâi îçíà÷åííÿ ìíîæèíè B, ñïiââiäíîøåíü (6.230) òà (6.229)

îòðèìó¹ìî, ùî

kln ≍ n
1
d . (6.231)
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Âíàñëiäîê (6.202) i òîãî, ùî ψ ∈ B, äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî l îäåðæó¹ìî

∞∑
k=l+1

νkψ
s(k) ≫

2l∑
k=l+1

kd−1ψs(k) ≫ ldψs(l). (6.232)

Ïîõiäíà ôóíêöi¨ h(t) = td−1ψs
′
(t) ïðè t > t0 ìà¹ âèãëÿä

h′(t) = s′ψs
′
(t)td−2

(
d− 1

s′
− t|ψ′(t)|

ψ(t)

)
.

Çâiäñè âðàõîâóþ÷è (6.200), áà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ h(t) ïðè t > t0 ñïàäà¹ i òîìó ç îãëÿäó

íà (6.202) îòðèìó¹ìî

∞∑
k=l+1

νkψ
s′(k) ≪

∞∑
k=l+1

kd−1ψs
′
(k) ≪

∞∫
l

td−1ψs
′
(t)dt. (6.233)

Âíàñëiäîê (6.199), (6.202) òà (6.196)

∞∑
j=1

Ψs′(j) =

∞∑
k=1

νkψ
s′(k) ≍

∞∑
k=1

kd−1ψs
′
(k) <∞. (6.234)

Òîìó çâiäñè îñêiëüêè ôóíêöiÿ h(t) ìîíîòîííà, âèïëèâà¹, ùî
kd−1ψs

′
(k)

1/k
= kdψs

′
(k) →

0 ïðè k → ∞.

Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è (6.200) i ìåòîä iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, áóäåìî ìàòè

∞∫
l

td−1ψs
′
(t)dt ≤ K0

∞∫
l

tdψs
′−1(t)|ψ′(t)|dt =

=
K0

s′
tdψs

′
(t) +

K0d

s′

∞∫
l

td−1ψs
′
(t)dt. (6.235)

Âðàõîâóþ÷è (6.200), iç ñïiââiäíîøåíü (6.235) òà (6.275) îòðèìó¹ìî îöiíêó

∞∑
k=l+1

νkψ
s′(k) ≪ ldψs

′
(l), (6.236)

ÿêà ðàçîì iç (6.232) äîâîäèòü ñïiââiäíîøåííÿ

∞∑
k=l+1

νkψ
s′(k) ≍

∞∑
k=l+1

kd−1ψs
′
(k) ≍ ldψs

′
(l). (6.237)
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Òàêèì ÷èíîì, îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (6.223), (6.227)�(6.229), (6.237) òà (6.231)

îòðèìó¹ìî îöiíêó (6.201):

Hn(Ψ; s) = H̃n(ψ; s) ≍
(
ψrs

′
(n

1
d ) ·
(
n/ψs(n

1
d )
)(1− 1

s
)s′

+ nψs
′
(n

1
d )
)1/s′

≍

≍ ψ(n
1
d )n

1
s′ ≍ ψ(n

1
d )n1−

1
s .

6.7.3. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.7.2 ïðî ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí Hn(Ψ; s) ó

âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà çíà÷åíü ïîñëiäîâíîñòi Ψ ¹ ñëiäîì íà ìíîæèíi N
ôóíêöi¨ ψ ç ìíîæèíè M′

∞ àáî Mc
∞. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè s∈ (0, 1]. ßê i ïðè

äîâåäåííi òåîðåìè 6.7.1, âíàñëiäîê (6.199) âåëè÷èíè Hn(Ψ; s) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

(6.213). Ïðè öüîìó ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (6.212)�(6.215).

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ

f(t) = f(ψ, t) :=
ψs(t)

td−1
, t ≥ 1, (6.238)

ìîíîòîííî ñïàäà¹, òî äëÿ äîâiëüíîãî l ∈ N,

l∫
1

td−1dt

ψs(t)
≤

l∑
k=1

kd−1

ψs(k)
≤

l+1∫
1

td−1dt

ψs(t)
. (6.239)

Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ ç ìíîæèíM′
∞ ÷èMc

∞ ìà¹ ìiñöå

ñïiââiäíîøåííÿ
l∑

k=1

kd−1

ψs(k)
≍

l∫
1

td−1dt

ψs(t)
≍ ldα(ψ, l)

ψs(l)
. (6.240)

Äëÿ áóäü-ÿêîãî t ≥ 1 ìà¹ìî

f ′(t) =
(
ψs(t)

td−1

)′
= −ψ

s(t)

td−1

(
s
|ψ′(t)|
ψ(t)

+
d− 1

t

)
, (6.241)

i
|f ′(t)|
f(t)

= s
|ψ′(t)|
ψ(t)

+
d− 1

t
. (6.242)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈M′
∞ ôóíêöiÿ f(t)=f(ψ, t) òàêîæ íà-

ëåæèòü ìíîæèíi M′
∞.

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî l > 1,

l∫
1

td−1dt

ψs(t)
=

l∫
1

dt

f(t)
=

l

f(l)
− 1

f(1)
−

l∫
1

dt

α(f ; t)f(t)
, (6.243)
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òî, âðàõîâóþ÷è ìîíîòîííå ñïàäàííÿ äî íóëÿ âåëè÷èíè α(f ; t)=f(t)/(t|f ′(t)|), îòðè-
ìó¹ìî

l∫
1

dt

f(t)
≥ α(f ; l)

1 + α(f ; l)

(
l

f(l)
− 1

f(1)

)
≫ lα(f, l)

f(l)
. (6.244)

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè f ∈ M′
∞, òî ôóíêöiÿ f(t)/|f ′(t)| çðîñòà¹. Òîìó

l∫
1

dt

f(t)
=

l∫
1

( |f ′(t)|
f2(t)

· f(t)

|f ′(t)|

)
dt ≤

≤ f(l)

|f ′(l)|

l∫
1

|f ′(t)|
f2(t)

dt ≍ 1

|f ′(l)|
=
lα(f, l)

f(l)
. (6.245)

Êðiì òîãî, âíàñëiäîê îçíà÷åííÿ ìíîæèíè M′
∞ òà (6.242),

1

α(f, l)
=
l|f ′(l)|
f(l)

= s
l|ψ′(l)|
ψ(l)

+ d− 1 ≍ l|ψ′(l)|
ψ(l)

≍ 1

α(ψ, l)
. (6.246)

Íà ïiäñòàâi (6.244)�(6.246) áà÷èìî, ùî

l∫
1

td−1dt

ψs1(t)
=

l∫
1

dt

f(t)
≍ lα(f, l)

f(l)
≍ ldα(ψ, l)

ψs(l)
. (6.247)

Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (6.247) òà (6.239) i âðàõîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 6.2.4 òà

6.2.5, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ó âèïàäêó, êîëè ψ ∈ M′
∞, äiéñíî ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

(6.240).

Íåõàé òåïåð ψ ∈ Mc
∞. Â ñèëó îçíà÷åííÿ ìíîæèíèMc

∞ äëÿ ôóíêöi¨ f(t) = f(ψ, t),

âèãëÿäó (6.238) âåëè÷èíà α(f ; t) = f(t)/(t|f ′(t)|) ìîíîòîííî ñïàäà¹ äî íóëÿ ïðè t→ ∞
i

K7 ≤
|f ′(t)|
f(t)

≤ K8.

Çâiäñè âèïëèâà¹

l∫
1

td−1dt

ψs(t)
=

l∫
1

dt

f(t)
≤ 1

K7

l∫
1

|f ′(t)|
f2(t)

dt ≍ 1

f(l)
=

ld−1

ψs(l)
(6.248)

Ç iíøîãî áîêó âíàñëiäîê (6.239) ìà¹ìî

l+1∫
1

td−1dt

ψs(t)
≥

l∑
k=1

kd−1

ψs(k)
≥ ld−1

ψs(l)
. (6.249)
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Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (6.239), (6.248) òà (6.249) i âðàõîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 6.2.4,

îòðèìó¹ìî
l∑

k=1

kd−1

ψs(k)
≍

l∫
1

td−1dt

ψs(t)
≍ ld−1

ψs(l)
. (6.250)

Çâiäêè âíàñëiäîê îçíà÷åííÿ ìíîæèíè Mc
∞ ðîáèìî âèñíîâîê, ùî i â öüîìó âèïàäêó

ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (6.240).

Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî c > 0, äîñòàòíüî âåëèêèõ n ∈ N i l ≥ n, ðîçãëÿ-

íåìî ôóíêöiþ

Wn(l, c) := (l − n)
( k(l)∫

1

td−1dt

ψs(t)

)− 1
s

. (6.251)

äå

k(l) = k(l, c) := (l/M)
1
d + c. (6.252)

Â ñèëó (6.239), (6.213)�(6.215), ìà¹ìî

sup
l>n, l∈N

Wn(l, c1 + 2) ≪ H̃n(Ψ; s) ≪ sup
l≥n

Wn(l,−c2 − 1). (6.253)

ÔóíêöiÿWn(l, c) ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîþ,Wn(n, c) = 0 iWn(l, c) > 0 ïðè l > n.

Êðiì òîãî, âíàñëiäîê ìîíîòîííîãî ñïàäàííÿ äî íóëÿ ôóíêöi¨ f(ψ, t) áà÷èìî, ùî

Wn(l, c) ≤ l
( k(l)∫
k(l)/2

td−1dt

ψs(t)

)− 1
s

≤ l

(
k(l)
2 )

d
s

ψ
(
k(l)

2

)
−→
l→∞

0.

Òîìó iñíó¹ ïðèíàéìíi îäíà òî÷êà ln, ln > n, ÿêà ¹ òî÷êîþ ìàêñèìóìó ôóíêöi¨Wn(l, c).

Ïðè âñiõ l > n ïîõiäíà ôóíêöi¨ Wn(l, c) iñíó¹ i ìà¹ âèãëÿä

W ′
n(l, c) =

( k(l)∫
1

td−1dt

ψs(t)
− kd−1(l)

sψs(k(l))
· l − n

dM
1
d l1−

1
d

)( k(l)∫
1

td−1dt

ψs(t)

)−s−1
s

, (6.254)

äå

lim
l→∞

kd−1(l)

l1−
1
d

= lim
l→∞

(
(l/M)

1
d + c

l
1
d

)d−1

=M
1−d
d .

Ïðè öüîìó îñêiëüêè â òî÷öi ìàêñèìóìó ln W ′
n(ln, c) = 0, òî iç ñïiââiäíîøåííÿ (6.254)

âèïëèâà¹

(ln − n)
( k(ln)∫

1

td−1dt

ψs(t)

)−1

= dsM
1
d
ψs(k(ln))l

1− 1
d

n

kd−1(ln)
≍ ψs(k(ln)). (6.255)
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Òàêèì ÷èíîì, íà ïiäñòàâi (6.247) òà (6.255) îòðèìó¹ìî

sup
l≥n

Wn(l, c) = Wn(ln, c) =
ln − n∫ k(ln)

1
td−1dt
ψs(t)

·
( k(ln)∫

1

td−1dt

ψs(t)

)1− 1
s

≍

≍ ψs(k(ln))
(
kd(ln)α(ψ; k(ln))

ψs(k(ln))

)1− 1
s

=
ψ(k(ln))

(kd(ln)α(ψ; k(ln)))
1
s
−1
. (6.256)

Ó öüîìó ñïiââiäíîøåííi âíàñëiäîê òîãî, ùî ln ≥ n ìà¹ìî

ψ(k(ln))

(kd(ln)α(ψ; k(ln)))
1
s
−1

≤ sup
l≥n

ψ(k(l))

(kd(l)α(ψ; k(l)))
1
s
−1
. (6.257)

Äàëi, ÿêùî ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü ìíîæèíi M′
∞, òî âåëè÷èíà

ψ(k(l))

(kd(l)α(ψ; k(l)))
1
s
−1

= ψ(k(l))
(
kd−1(l)

ψ(k(l))

|ψ′(k(l))|

)−( 1
s
−1)

ìîíîòîííî ñïàäà¹ äî íóëÿ ïðè l → ∞. Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 6.2.4 òà 6.2.5

i ïîçíà÷åííÿ (6.252) òà (6.204), îòðèìó¹ìî

sup
l≥n

ψ(k(l))

(kd(l)α(ψ; k(l)))
1
s
−1

=
ψ(k(n))

(kd−1(n)
ψ(k(n))
|ψ′(k(n))|)

1
s
−1

≍ ψ(mn)

(nα(ψ;mn))
1
s
−1

(6.258)

ßêùî æ ψ ∈ Mc
∞, òî iç âðàõóâàííÿì òâåðäæåíü 6.2.4 òà 6.2.5 i ïîçíà÷åíü (6.252)

òà (6.204), îòðèìó¹ìî

sup
l≥n

ψ(k(l))

(kd(l)α(ψ; k(l)))
1
s
−1

≍ sup
l≥n

ψ(k(l))

(kd−1(l))
1
s
−1

=

=
ψ(k(n))

(kd−1(n))
1
s
−1

≍ ψ(mn)

(nα(ψ;mn))
1
s
−1

(6.259)

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü îäíié iç ìíîæèí M′
∞ àáî Mc

∞, òî âíà-

ñëiäîê (6.256)�(6.259) äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî c ∈ R

sup
l≥n

Wn(l, c) ≪
ψ(mn)

(nα(ψ;mn))
1
s
−1
. (6.260)

i ç îãëÿäó íà (6.253), îòðèìó¹ìî íåîáõiäíó îöiíêó çâåðõó â ñïiââiäíîøåííi (6.201)

Hn(Ψ; s) = H̃n(ψ; s) ≤ sup
l≥n

Wn(l,−c2 − 1) ≪ ψ(mn)

(nα(ψ;mn))
1
s
−1

(6.261)
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Çíàéäåìî òàêîæ îöiíêó çíèçó äëÿ âåëè÷èí H̃n(Ψ; s). Âíàñëiäîê (6.240) òà (6.247)

ìà¹ìî

Wn(l, c) ≫ (l − n)
(
kd(l)α(ψ; k(l))

ψs(k(l))

)− 1
s

≍ ψ(k(l))(l − n)(
kd(l)α(ψ; k(l))

) 1
s

, (6.262)

äå ÷èñëî k(l) âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (6.252).

Ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 6.2.4 òà 6.2.5 çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî c ∈ R,

Wn(l, c) ≫
ψ((l/M)

1
d )(l − n)(

lα(ψ; (l/M)
1
d )
) 1
s

=: Rn(l). (6.263)

Âíàñëiäîê (6.253) òà (6.263)

H̃n(ψ; s) ≥ sup
l>n, l∈N

Wn(l, c1 + 2) ≫ sup
l∈N, l>n

Rn(l) ≥ Rn(l∗), (6.264)

äå l∗ � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, l∗ > n.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

g(t) = g(ψ; t) := ψ((t/M)
1
d ), (t/M)

1
d ≥ 1. (6.265)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ψ ç ìíîæèíè M′
∞ àáî Mc

∞ ôóíêöiÿ g(ψ; t)

íàëåæèòü ìíîæèíi M+
∞. Íà ïiäñòàâi çàóâàæåííÿ 6.2.1

η(g; t)− t ≍ g(t)

|g′(t)|
= dM

1
d
ψ((t/M)

1
d )

|ψ′((t/M)
1
d )|

· t1−
1
d ≍ tα(ψ; (t/M)

1
d ). (6.266)

Ïîêëàäåìî l∗ = ([η(g;n)] + 1) ∈ N. Âíàñëiäîê òâåðäæåíü 6.2.4 òà 6.2.5

Rn(l∗) ≫
ψ((η(g;n)/M)

1
d )(η(g;n)− n)

(η(g;n)α(ψ; (η(g;n)/M)
1
d ))

1
s

.

Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (6.265),(6.266), çàóâàæåííÿ 6.2.1 i îçíà÷åííÿ âåëè÷èí

g(ψ; t), η(g; t) òà mn, îòðèìó¹ìî

Rn(l∗) ≫
g(n)(η(g;n)− n)

( η(g; η(g;n))− η(g;n)) )
1
s

≫

≫ g(n)

(η(g;n)− n))
1
s
−1

≫ ψ(mn)

(nα(ψ;mn) )
1
s
−1
. (6.267)

Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (6.264) òà (6.267), îòðèìó¹ìî íåîáõiäíó îöiíêó çíèçó:

Hn(Ψ; s) = H̃n(ψ; s) ≫
ψ(mn)

(nα(ψ;mn) )
1
s
−1
. (6.268)
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè s ∈ (1,∞). Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 6.7.1 â àíà-

ëîãi÷íîìó âèïàäêó óìîâà ψ ∈ B çàñòîñîâóâàëàñü ëèøå ïî÷èíàþ÷è ç îöiíîê (6.227).

Òîìó âñi âèêëàäåíi äî öüîãî ìiðêóâàííÿ (âêëþ÷àþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (6.221)�(6.226))

ìàþòü ìiñöå äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié Ψ, ÿêi çîáðàæóþòüñÿ ó âèãëÿäi (6.199).

Äàëi, ÿêùî ψ íàëåæèòü ìíîæèíiM′
∞ àáîMc

∞, òî àíàëîãi÷íî äî äîâåäåíîãî âèùå

âèïàäêó s ∈ (0, 1] ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî

l∑
k=1

νk
ψs(k)

≍ ldα(ψ, l)

ψs(l)
, (6.269)

Q̃n(ψ, ln) = sup
l>n

Q̃n(ψ, l) ≍ ψs(mn), (6.270)

Çâiäñè íà ïiäñòàâi (6.224) i òâåðäæåíü 6.2.4, 6.2.5 òà 6.2.7 îòðèìó¹ìî

ψ(kln) ≍ ψ(mn) (6.271)

i

kln ≍ mn. (6.272)

Äàëi, âíàñëiäîê (6.202) òà ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨ ψ ìà¹ìî

∞∑
k=l+1

νkψ
s′(k) ≫

∞∑
k=l+1

kd−1ψs
′
(k) ≫

η(ψ,l+1)∑
k=l+1

kd−1ψs
′
(k) ≫

≫ (l + 1)d−1ψs
′
(η(ψ, l + 1))(η(ψ, l + 1)− (l + 1)), (6.273)

çâiäêè âíàñëiäîê îçíà÷åííÿ âåëè÷èíè η(ψ, t), çàóâàæåííÿ 6.2.1 i òâåðäæåíü 6.2.4 òà

6.2.5 âèïëèâà¹

∞∑
k=l+1

νkψ
s′(k) ≫

∞∑
k=l+1

kd−1ψs
′
(k) ≫ ldψs

′
(l)α(ψ, l) (6.274)

Ç iíøîãî áîêó, ïîõiäíà ôóíêöi¨ h(t) := td−1ψs
′
(t) ïðè t > 1 ìà¹ âèãëÿä

h′(t) = s′ψs
′
(t)td−2

(
d− 1

s′
− t|ψ′(t)|

ψ(t)

)
.

Çâiäñè âðàõîâóþ÷è (6.37), áà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ h(t) ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ t ñïàäà¹

i òîìó ç îãëÿäó íà (6.202) îòðèìó¹ìî

∞∑
k=l+1

νkψ
s′(k) ≪

∞∑
k=l+1

kd−1ψs
′
(k) ≪

∞∫
l

td−1ψs
′
(t)dt. (6.275)
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Êðiì öüîãî, ÿê çàçíà÷åíî âèùå, äîâiëüíîãî d> 0 âåëè÷èíà kdψs
′
(k)→ 0 ïðè k → ∞.

Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è (6.37) i ìåòîä iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, îòðèìà¹ìî

∞∫
l

td−1ψs
′
(t)dt = − l

dψs
′
(l)

d
+
s′

d

∞∫
l

td−1ψs
′
(t)

α(ψ, t)
dt≫

≫ −ldψs
′
(l) +

1

α(ψ, l)

∞∫
l

td−1ψs
′
(t)dt.

Çâiäñè äîñòàòíüî âåëèêèõ l îòðèìó¹ìî îöiíêó çâåðõó

∞∫
l

td−1ψs
′
(t)dt≪ α(ψ, t)

1− α(ψ, t)
ldψs

′
(l) ≪ ldψs

′
(l)α(ψ, l). (6.276)

Iç ñïiââiäíîøåíü (6.274)�(6.276) âèïëèâà¹, ùî

∞∑
k=l+1

νkψ
s′(k) ≍

∞∑
k=l+1

kd−1ψs
′
(k) ≍ ldψs

′
(l)α(ψ, l). (6.277)

Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (6.269)�(6.272), (6.277) iç âðàõóâàííÿì òâåðäæåíü 6.2.4

òà 6.2.5 îòðèìó¹ìî íåîáõiäíó îöiíêó âåëè÷èíè Hn(Ψ, r):

Hn(Ψ; s) = H̃n(ψ; s) ≍
(
ψs

′s(mn) · (md
nα(ψ,mn)ψ

s(mn))
(1− 1

s
)s′+

+md
nψ

s′(mn)α(ψ,mn)
)1/s′

≍ ψ(mn)(nα(ψ,mn))
1
s′ .

Òåîðåìó äîâåäåíî.

6.7.4. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.7.4 ïðî ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí Hn(Ψ; s) ó

âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà çíà÷åíü ïîñëiäîâíîñòi Ψ ¹ ñëiäîì íà ìíîæèíi N
ôóíêöi¨ ψ ∈ M′′

∞ i s ∈ (0, 1]. ßê i ïðè äîâåäåííi ïîïåðåäíiõ òåîðåì âåëè÷èíè

Hn(Ψ; s) ïîäà¹ìî ó âèãëÿäi (6.213). Ïðè öüîìó ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (6.212)�

(6.215).

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü ìíîæèíi M′′
∞, òî ïðè âñiõ t ≥ 1

ψs(t) ≤ K1|(ψs(t))′|.

Òîìó ïðè âñiõ l ∈ N

ld−1

ψs(l)
≤

l∑
k=1

kd−1

ψs(k)
≤ ld−1

ψs(l)
+

l∫
1

td−1dt

ψs(t)
≤ ld−1

ψs(l)
+
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+K1l
d−1

l∫
1

|(ψs(t))′|dt
ψ2r(t)

≍ ld−1

ψs(l)
+K1l

d−1
(

1

ψs(l)
− 1

ψs(1)

)
≪ ld−1

ψs(l)
.

Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî s > 0

l∑
k=1

νk
ψs(k)

≍
l∑

k=1

kd−1

ψs(k)
≍ ld−1

ψs(l)
. (6.278)

Ïiäñòàâèâøè îöiíêó (6.278) ó ñïiââiäíîøåííÿ (6.213), îòðèìó¹ìî

H̃n(ψ, s) ≍ sup
l∈N, l>n

(l − n)
(
(kl − 1)d−1

ψs(kl − 1)
+
l − Vkl−1

ψs(kl)

)− 1
s

.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ ψ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (6.205) ç α = s, òî

H̃n(ψ, s) ≍ sup
l∈N, l>n

ψ(kl)(l − n)

(l − Vkl−1)
1
s

. (6.279)

Äàëi, ÿêùî n ∈ [Vm−1, Vm), òî âíàñëiäîê âèêîíàííÿ óìîâè (6.205) òà (6.202) ðîáèìî

âèñíîâîê, ùî ïðè âiäøóêàííi òî÷íî¨ âåðõíüî¨ ìåæi â (6.279) äîñòàòíüî îáìåæèòèñÿ

ìíîæèíîþ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë l > n ç ïðîìiæêó (Vm−1, Vm]. Òàêèì ÷èíîì, ç óðàõó-

âàííÿì (6.199) òà (6.212) îòðèìó¹ìî

sup
l∈N, l>n

ψ(kl)(l − n)

(l − Vkl−1)
1
s

≍ ψ(m) sup
l∈N, l∈[n+1,Vm]

l − n

(l − Vm−1)
1
s

≍

≍ ψ(m) sup
l∈[n+1,Vm]

l − n

(l − Vm−1)
1
s

. (6.280)

Äàëi, ÿêùî n = Vm−1, òî ôóíêöiÿ

l − n

(l − Vm−1)
1
s

= (l − n)1−
1
s

íå çðîñòà¹ ïðè äîâiëüíèõ l > n, òîìó â öüîìó âèïàäêó (âíàñëiäîê (6.279) òà (6.280))

ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (6.209).

Íåõàé òåïåð n > Vm−1. ßêùî s = 1, òî ôóíêöiÿ

h(l, s) :=
l − n

(l − Vm−1)
1
s

ïðè l > n íå ñïàäà¹ i òîìó

sup
l∈[n+1,Vm]

h(l, 1) = h(Vm, 1) =
Vm − n

Vm − Vm−1
. (6.281)
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Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (6.213), (6.279)�(6.281), ç óðàõóâàííÿì (6.207) ðîáèìî

âèñíîâîê, ùî

Hn(Ψ, s) ≍ ψ(m)
Vm − n

Vm − Vm−1
≍ ψ(m)

Vm − n

n
d−1
d

.

ßêùî s ∈ (0, 1), òî ôóíêöiÿ h(l, s) ìà¹ ïðè l > n ¹äèíó êðèòè÷íó òî÷êó

l∗ =
n− sVm−1

1− s
,

ÿêà ¹ ¨¨ òî÷êîþ ìàêñèìóìó. Ôóíêöiÿ h(l, s) íå ñïàäà¹ ïðè l ∈ (n, l∗) i íå çðîñòà¹ ïðè

l > l∗.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êîëè l∗ ≥ Vm, ùî ðiâíîñèëüíî óìîâi (6.210), òî

sup
l∈[n+1,Vm]

h(l, s) = h(Vm, s) =
Vm − n

(Vm − Vm−1)
1
s

≍ Vm − n

n
d−1
sd

. (6.282)

ßêùî æ l∗ < Vm, òîáòî, óìîâà (6.210) íå âèêîíó¹òüñÿ, òî

sup
l∈[n+1,Vm]

h(l, s) = h(l∗, s) =
s(1− s)

1
s
−1

(n− Vm−1)
1
s
−1

≍ 1

(n− Vm−1)
1
s
−1
.

Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (6.213), (6.279), (6.280) òà (6.282), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

êîëè ïðè äàíîìó s ∈ (0, 1) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (6.210), òî ìà¹ ìiñöå îöiíêà (6.206).

ßêùî æ óìîâà (6.210) íå âèêîíó¹òüñÿ, òî àíàëîãi÷íî ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà (6.211).

6.7.5. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.7.3 ïðî ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí Hn(Ψ; s) ó

âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà çíà÷åíü ïîñëiäîâíîñòi Ψ ¹ ñëiäîì íà ìíîæèíi N
ôóíêöi¨ ψ ∈ M′′

∞ i s ∈ (1,∞). Âíàñëiäîê (6.197) ìà¹ìî Ψ(l∗ + 1) > Ψ(l∗). Òîìó

ÿêùî ôóíêöiÿ Ψ(t) çàäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi (6.199), à n ∈ [Vm−1, Vm), òî ç îãëÿäó íà

ìîíîòîííiñòü ôóíêöi¨ ψ òà (6.212) îòðèìó¹ìî l∗ = Vkl∗ ≥ Vm. Ïðè öüîìó óìîâà

(6.197) ìà¹ âèãëÿä

ψ−s(kl∗) ≤
1

l∗ − n

kl∗∑
j=1

νj
ψs(j)

< ψ−s(kl∗ + 1). (6.283)

Âíàñëiäîê (6.278) òà óìîâè (6.205) ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ n

m∑
j=1

νj
ψs(j)

≍ md−1

ψs(m)
< ψ−s(m+ 1). (6.284)

Çâiäñè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî l∗ = Vm.
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Òàêèì ÷èíîì, ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ n ∈ [Vm−1, Vm) âåëè÷èíèHn(Ψ, s), s ∈ (1,∞)

ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

Hn(Ψ, s) =
(
(Vm − n)s

′
( m∑
k=1

νk
ψs(k)

)−s′/s
+

∞∑
k=m+1

νkψ
s′(k)

)1/s′
:= H̃n(ψ, s), (6.285)

äå s ∈ (1,∞), 1/s+ 1/s′ = 1.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî äëÿ ôóíêöié ψ ∈ M′′
∞ i áóäü-ÿêèõ s′ ∈ (1,∞) ìà¹ ìiñöå

ñïiââiäíîøåííÿ

∞∑
k=l+1

νkψ
s′(k) ≍

∞∑
k=l+1

kd−1ψs
′
(k) ≍ (l + 1)d−1ψs

′
(l + 1). (6.286)

Âíàñëiäîê (6.202) ìà¹ìî

∞∑
k=l+1

νkψ
s′(k) ≫

∞∑
k=l+1

kd−1ψs
′
(k) ≫ (l + 1)d−1ψs

′
(l + 1). (6.287)

Ç iíøîãî áîêó, ïîõiäíà ôóíêöi¨

h(t) := td−1ψs
′
(t), t ≥ 1,

ìà¹ âèãëÿä

h′(t) = s′ψs
′
(t)td−2

(
d− 1

s′
− t|ψ′(t)|

ψ(t)

)
.

Òîìó ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ t ôóíêöiÿ h(t) ñïàäà¹ i âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

h(t) ≤ K|h′(t)|.

Çâiäñè ç óðàõóâàííÿì (6.202) îòðèìó¹ìî

∞∑
k=l+1

νkψ
s′(k) ≪

∞∑
k=l+1

kd−1ψs
′
(k) ≪ (l + 1)d−1ψs

′
(l + 1) +

∞∫
l+1

td−1ψs
′
(t)dt≪

≪ (l + 1)d−1ψs
′
(l + 1) +K

∞∫
l+1

|h′(t)|dt ≍ (l + 1)d−1ψs
′
(l + 1). (6.288)

Iç ñïiââiäíîøåíü (6.287) òà (6.288) âèïëèâà¹ (6.286).

Îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (6.284)�(6.286), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

Hn(Ψ, s) ≍
(
ψs

′
(m)(Vm − n)s

′
m− s′(d−1)

s +md−1ψs
′
(m+ 1)

) 1
s′
, (6.289)
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çâiäêè ç óðàõóâàííÿì óìîâè (6.205) òà (6.207) îòðèìó¹ìî (6.206):

Hn(Ψ, s) ≍ ψ(m)
Vm − n

m
d−1
s

≍ ψ(m)
Vm − n

n
d−1
sd

.

6.7.6. Òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè âåëè÷èí Hn(Ψ, s) ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâ-

íîñòi Ψ ¹ ñòðîãî ìîíîòîííèìè

Ñôîðìóëþ¹ìî íàñëiäêè iç îòðèìàíèõ âèùå òåîðåì 6.7.1�6.7.4 äëÿ âèïàäêó, êîëè

ñàìi ïîñëiäîâíîñòi Ψ(k) ¹ ñòðîãî ìîíîòîííèìè, òîáòî, êîëè ó ñïiââiäíîøåííi (6.198)

÷èñëî d = 1 i Ψ(k) çáiãàþòüñÿ ç ïîñëiäîâíîñòÿìè ψ(k). Â öüîìó âèïàäêó ïîêëàäà¹ìî

H(Ψ; s) =: H(ψ; s)

Íàñëiäîê 6.7.1 . Íåõàé s ∈ (0,∞), ïîñëiäîâíiñòü ψ íàëåæèòü ìíîæèíi B, à ó

âèïàäêó, êîëè s ∈ (1,∞), êðiì öüîãî, ïðè âñiõ t, áiëüøèõ íiæ äåÿêå ÷èñëî t0, ¹

îïóêëîþ i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

α(ψ, t) ≤ K0 < s′,
1

s
+

1

s′
= 1, K0 ≡ const, (6.200′)

äå âåëè÷èíà α(ψ, t) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (6.10). Òîäi ìà¹ ìiñöå òî÷íà ïîðÿäêîâà

îöiíêà

Hn(ψ; s) ≍
ψ(n)

n
1
s
−1
. (6.201′)

Ç òåîðåìè 6.7.2, âðàõîâóþ÷è çàóâàæåííÿ 6.2.1, îòðèìó¹ìî òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 6.7.2 . Íåõàé s ∈ (0,∞), ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü ìíîæèíi M′
∞ àáî Mc

∞.

Òîäi

Hn(ψ; s) ≍
ψ(n)

(nα(ψ, n))
1
s
−1

≍ ψ(n)

(η(ψ, n)− n))
1
s
−1
, (6.203′)

äå âåëè÷èíà α(ψ, t) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (6.10).

Ó äàíîìó âèïàäêó â òåîðåìàõ 6.7.4 òà 6.7.3 óìîâà (6.205) âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ

6.2.6 âèêîíó¹òüñÿ àâòîìàòè÷íî ç áóäü-ÿêèì α ̸= 0, à ÿêùî n ∈ [Vm−1, Vm), òîm = n+1.

Òîìó âèêîíó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 6.7.3 . Íåõàé s ∈ (0,∞), ôóíêöiÿ ψ íàëåæèòü ìíîæèíi M′′
∞. Òîäi

Hn(ψ, s) ≍ ψ(n+ 1). (6.206′)
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6.7.7. Â äîïîâíåííÿ äî ïiäðîçäiëó 5.4 íàâåäåíî ùå îäíå çàñòîñóâàííÿ ðåçóëüòàòiâ

äàíîãî ïiäðîçäiëó. Íåõàé H � äiéñíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið ç îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì

φ1, φ2, . . . φk, . . .; α = {αk}∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë. Îêòàåäðîì

Oα íàçèâà¹òüñÿ îïóêëà îáîëîíêà âåêòîðiâ ±α1φ1, ±α2φ2, . . . ,±αkφk, . . .
Â 1973 ðîöi Ë.Á. Ñîôìàí â ðîáîòi [127] (äèâ. òàêîæ [126, 102 (ãë. VI)]) ïîêàçàâ, ùî

êîëè ïîñëiäîâíiñòü α çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó lim
k→∞

αk = 0, òî ïîïåðå÷íèê çà Êîëìîãîðîâèì

dn(Oα, H) ìíîæèíè Oα â ïðîñòîði H (îçíà÷åííÿ äèâ. ñ.59) ïðè êîæíîìó n ∈ N
îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

dn(Oα, H) = sup
l>n

√√√√√ l − n
l∑

i=1

ᾱ−2
i

,

äå ᾱ = {ᾱk}∞k=1 ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ïîñëiäîâíîñòi |αk|.
Âðàõîâóþ÷è ïðèéíÿòi âèùå ïîçíà÷åííÿ öþ ðiâíiñòü ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

dn(Oα, H) =
√
Hn(ψ, 1), äå ψ(k) = ᾱ2

k,

i íà îñíîâi íàñëiäêiâ 6.7.1�6.7.3 ñôîðìóëþâàòè òàêå òâåðäæåííÿ

Òâåðäæåííÿ 6.7.1 . Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü α = {αk}∞k=1 òàêà, ùî ïðè äîâiëüíîìó

k ∈ N ᾱ2
k = ψ(k), äå ψ � äåÿêà ôóíêöiÿ ç ìíîæèíè B, M′

∞, Mc
∞ àáî M ′′

∞. Òîäi ìà¹

ìiñöå ïîðÿäêîâà ïðè n→ ∞ ðiâíiñòü

dn(Oα, H) ≍ ᾱn+1,

äå ᾱ = {ᾱk}∞k=1 ñïàäíà ïåðåñòàíîâêà ïîñëiäîâíîñòi |αk|.
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6.8 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 6

Âñòàíîâëåíî íèçêó íîâèõ àñèìïòîòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé îïóêëèõ ôóíêöié.

Çíàéäåíî òî÷íi ïîðÿäêîâi îöiíêè äåÿêèõ âàæëèâèõ âåëè÷èí, â òåðìiíàõ ÿêèõ,

çîêðåìà, âèðàæàþòüñÿ íàéêðàùi n-÷ëåííi íàáëèæåííÿ âàæëèâèõ êëàñiâ ôóíêöié áà-

ãàòüîõ òà ¨õ iíòåãðàëüíi àíàëîãè.

Îïèñàíî ìíîæèíó D∞ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié â òåð-

ìiíàõ óçàãàëüíåíèõ ψ̄-ïîõiäíèõ, ÿêi îçíà÷àþòüñÿ ïàðîþ ψ̄ = (ψ1, ψ2) ïîñëiäîâíîñòåé

ψ1 òà ψ2. Ïîêàçàíî, ùî êîæíà ôóíêöiÿ f ç ìíîæèíè D∞ ìà¹ ïðèíàéìíi îäíó óçà-

ãàëüíåíó ψ̄-ïîõiäíó, ïàðàìåòðè ψ1 òà ψ2 ÿêî¨ ñïàäàþòü øâèäøå äîâiëüíî¨ ñòåïåíåâî¨

ôóíêöi¨, i â òîé æå ÷àñ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ D∞, âiäìiííî¨ âiä òðèãîíîìåòðè÷íî-

ãî ïîëiíîìà, çíàéäåòüñÿ ïàðà ψ̄, ïàðàìåòðè ψ1 òà ψ2 ÿêî¨ ìàþòü òàêó æ øâèäêiñòü

ñïàäàííÿ, i äëÿ ÿêî¨ ψ̄-ïîõiäíà íå iñíó¹. Âñòàíîâëåíî íîâi êðèòåði¨ íàëåæíîñòi 2π-

ïåðiîäè÷íèõ äiéñíîçíà÷íèõ íà äiéñíié îñi ôóíêöié ìíîæèíàì àíàëiòè÷íèõ òà öiëèõ

ôóíêöié.

Îïèñàíî çâ'ÿçîê ìiæ êëàñàìè (ψ, β̄)-äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié i âiäîìèìè êëàñà-

ìè Æåâðå Jα. Â òåðìiíàõ òàêèõ ïîõiäíèõ âñòàíîâëåíî êðèòåðié íàëåæíîñòi ïåðiîäè-

÷íèõ ôóíêöié êëàñàì Jα.
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