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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Зведення матрицi до її жорданової форми
— нестабiльна операцiя: як жорданова форма так i перетворення по-
дiбностi до неї залежать розривно вiд елементiв початкової матрицi.
Якщо елементи матрицi вiдомi лише приблизно, то нерозумно зво-
дити її до жорданової форми. Кожна матриця у околi даної матрицi
може бути зведена до її жорданової форми, але при такiй операцiї
гладка залежнiсть вiд елементiв матрицi втрачається.

Як альтернативу до канонiчної матрицi Жордана, В. I. Арнольд1

побудував мiнiверсальну деформацiю комплексної квадратної матри-
цiA, тобто просту нормальну форму, до якої всi матрицiA+E близькi
до A можуть бути зведенi перетвореннями подiбностi, що гладко за-
лежать вiд елементiв E. Оскiльки кожна квадратна матриця подiбна
до жорданової матрицi, достатньо дослiдити збурення матриць A в
канонiчнiй формi Жордана.

В дисертацiйнiй роботi побудовано алгоритм зведення сiм’ї ма-
триць до її мiнiверсальної деформацiї, якiй будує не тiльки нормаль-
ну форму Арнольда для кожної матрицi в околi даної матрицi, але й
перетворюючу матрицю, що важливо для застосувань мiнiверсаль-
них деформацiй.

Також одержано блочно-трикутнi мiнiверсальнi деформацiї ма-
триць вiдносно гладких перетворень подiбностi та блочно-трикутнi
мiнiверсальнi деформацi пучкiв матриць вiдносно гладких перетво-
рень еквiвалентностi. Вiдмiтимо, що стаття2, в якiй вперше побу-
довано мiнiверсальну деформацiю пучкiв матриць, була вiдзначе-
на призом робочої групи SIAM (Society for Industrial and Applied
Mathematics) з лiнiйної алгебри, як найкраща стаття з прикладної
лiнiйної алгебри за 1997–2000 рр.

Ми будуємо два орiєнтованi графи, вершини яких є 2 × 2 або,
вiдповiдно, 3 × 3 канонiчнi матрицi вiдносно конгруентностi i iснує
орiєнтований шлях з A у B тодi i тiльки тодi, якщо A може бути
перетворена як завгодно малим збуренням у матрицю, яка конгру-
ентна B.

1В. И. Арнольд, О матрицах, зависящих от параметров // Успехи матем.
наук.– 1971.– Т. 26, № 2.– С. 101–114.

2A. Edelman, E. Elmroth, B. K̊agström, A geometric approach to perturbation
theory of matrices and matrix pencils. Part I: Versal deformations // SIAM J. Matrix
Anal. Appl. – 1997. V. 18. – P. 653–692.
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Цi графи є графами замикань для класiв конгруентностi 2 × 2 та
3×3 матриць, бо iснує орiєнтований шлях з вершини A до вершини B
тодi i тiльки тодi, якщо клас конгруентностi матрицi A мiститься в
замиканнi класа конгруентностi матрицi B. Граф замикання показує
як класи еквiвалентностi вiдносяться один до одного у топологiчному
просторi матриць фiксованого розмiру.

Побудовано також графи замикань для класiв *конгруентностi
2 × 2 матриць.

Описанi задачi є предметом iнтересу численої кiлькостi як укра-
їнських, так i iноземних науковцiв. Все вищезазначене свiдчить про
актуальнiсть теми дисертацiї.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Дисертацiю виконано у вiддiлi топологiї Iнституту математики НАН
України в рамках теми наукових дослiджень НАН Украiни № III-9-
11 “Алгебраїчнi, геометричнi та топологiчнi властивостi многовидiв
з додатковими структурами”, що виконувалась з 2011 по 2015 роки
у вiддiлi топологiї Iнституту математики НАН України (номер
держреєстрацiї 0111U000159).

Мета i завдання дослiдження. Метою даної роботи є побудова
(i) алгоритму зведення сiм’ї матриць до нормальної форми Арноль-
да, (ii) блочно-трикутного аналога нормальної форми Арнольда для
матриць i пучкiв матриць, (iii) графiв замикань для матриць та па-
чок матриць малого розмiру вiдносно конгруентностi та *конгруен-
тностi.

Об’єктом дослiдження є матрицi, лiнiйнi вiдображення та бiлi-
нiйнi/пiвторалiнiйнi форми.

Предметом дослiдження є мiнiверсальнi деформацiї та графи за-
микань.

Методи дослiдження. Класифiкацiйнi i матричнi методи лiнiйної
алгебри.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати,
якi визначають наукову новизну та виносяться на захист, такi:

1. Побудовано алгоритм, який зводить кожну матрицю в околi
даної квадратної комплексної матрицi до нормальної форми
Арнольда вiдносно гладких перетворень подiбностi S−1AS.
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2. Одержано блочно-трикутнi нормальнi форми матриць вiдносно
гладких перетворень подiбностi та блочно-трикутнi нормальнi
форми пучкiв матриць вiдносно гладких перетворень еквiва-
лентностi.

3. Побудовано графи замикань для класiв конгруентностi 2×2 та
3 × 3 матриць i для пачок 2 × 2 та 3 × 3 матриць.

4. Побудовано графи замикань для класiв *конгруентностi 2 × 2
матриць.

Практичне значення одержаних результатiв. Мiнiверсальнi
деформацiї матриць вiдносно подiбностi i пучкiв матриць мають
велике значення для застосувань. Вони дозволяють вивчати сiм’ї
матриць i пучкiв матриць спецiального вигляду, якi складаються з
матриць з багатьма нулями, i поширювати цi результати на довiльнi
матрицi. Вони використовуються, зокрема, в теорiї стабiльностi,
багатопараметричних лiнiйних динамiчних системах, та в динамiцi
механiчних систем. Застосування базуються, зокрема, на фактi, що
спектри матрицi та її нормальної форми спiвпадають, але остання
має бiльш простий вигляд.

Ми будуємо перетворення до нормальних форм у явному вигля-
дi, що розширює можливостi застосувань мiнiверсальних дефомацiй.
Знайдений нами блочно-трикутний вигляд мiнiверсальних деформа-
цiй матриць та матричних пучкiв має очевиднi переваги перед зви-
чайними деформацiями.

Побудованi графи замикань для класiв конгруентностi 2 × 2 та
3× 3 матриць i для класiв *конгруентностi 2× 2 матриць показують,
як довiльно мале збурення матрицi може змiнити її канонiчну фор-
му вiдносно конгруентностi або *конгруентностi. Це важливо знати,
якщо матриця вiдома лише приблизно.

Особистий внесок здобувача. Результати отриманi дисертан-
ткою особисто, пiд загальним кервництвом В. В. Сергейчука та бра-
зильского академiка В. Футорного.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної ро-
боти доповiдалися i обговорювалися на:
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• Українському математичному конгресi—2009 (до 100-рiччя вiд
дня народження М. М. Боголюбова), 27–29 серпня 2009 р., Iн-
ститут математики НАН України, Київ.

• Сьомiй мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi, 18–23
серпня 2009 р., Нацiональний унiверситет iм. В. Н. Карамзiна,
Харкiв.

• LXVIII науковiй конференцiї-професорсько викладацького
складу, аспiрантiв, студентiв та спiвробiтникiв вiдокремлених
структурних пiдроздiлiв Нацiонального транспортного унiвер-
ситету, 16–18 травня 2012 р., Київ.

• Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї, присвяченiй 100-рiччю
вiд дня народження Л. А. Калужнiна, 3–7 липня 2014, Нацiо-
нальний унiверситет iм. Тараса Шевченка, Київ.

• Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв, 3–6 червня
2015, Iнститут математики НАН України, Київ.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у десяти
роботах [1-10], з яких п’ять статей — у фахових наукових виданнях
України та iнших держав, що включенi до перелiку фахових видань,
затверджених МОН України.

Структура, обсяг та змiст дисертацiї. Дисертацiя складається
iз вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв i списку використаних джерел,
який мiстить 61 найменування. Повний обсяг дисертацiї 121 сторiн-
ка, з них 7 сторiнок займає список використаних джерел.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

Основна частина роботи складається з п’яти роздiлiв. На початку
кожного роздiлу подається короткий змiст цього роздiлу.

Перший роздiл присвячений побудовi алгоритму зведення ква-
дратної матрицi до нормальної форми Арнольда вiдносно подiбностi.

Для кожної жорданової матрицi

J = Jλ1 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ Jλt , (1)



– 5 –

де

Jλi ∶= Jmi1(λi) ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ Jmiri
(λi), mi1 ⩾mi2 ⩾ . . . ⩾miri ,

Jmij(λi) — клiтка Жордана розмiру mij ×mij з власним числом λi,
λi ≠ λj якщо i ≠ j, визначимо матрицю

J +D ∶=
t

⊕
i=1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

Jmi1(λi) + 0↓ 0↓ . . . 0↓

0← Jmi2(λi) + 0↓ ⋅ ⋅ ⋅ ⋮

⋮ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 0↓

0← . . . 0← Jmiri
(λi) + 0↓

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(2)

у якiй

0← ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∗ 0 . . . 0
⋮ ⋮ ⋮

∗ 0 . . . 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

та 0↓ ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 ⋯ 0
⋮ ⋮

0 ⋯ 0
∗ ⋯ ∗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

— блоки, елементи яких є нулями та зiрочками.
В. I. Арнольд3 довiв наступну теорему:

Нехай J — жорданова матриця (1). Тодi усi матрицi
J +X, що є достатньо близькими до J , можуть бути
одночасно зведенi деякими перетвореннями

J +X ↦ S(X)
−1

(J +X)S(X),
S(X) аналiтична
в 0 та S(0) = I, (3)

до форми J +D, яка визначена у (2), де зiрочки замiнюю-
ться комплексними числами, що залежать аналiтично
вiд елементiв X. Кiлькiсть зiрочок — мiнiмальна, яка
може бути отримана перетвореннями форми (3), вона
дорiвнює корозмiрностi класу подiбностi матрицi J .

Матриця (2) з незалежними параметрами замiсть зiрочок нази-
вається мiнiверсальною деформацiєю матрицi J .

3В. И. Арнольд, О матрицах, зависящих от параметров // Успехи матем.
наук.– 1971.– Т. 26, № 2 (158).– С. 101–114.
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Ми будуємо алгоритм зведення всiх матриць J +X в околi J до
нормальних форм Арнольда вiдносно гладких перетворень подiбно-
стi (3). Цей алгоритм використовує елементарнi перетворення ма-
триць i дозволяє будувати перетворюючу матрицю S(X). Альтерна-
тивний алгоритм для побудови матрицi S(X) у формi рядов Тейлора
був розроблен Майлибаєвим4.

Разом зi студентами Нацiонального Технiчного Унiверситету
України “Київський Полiтехнiчний Iнститут” Блажком I.О., Кубли-
цьким Д.О., Ящуком С.М. створено програму для зведення сiм’ї
матриць до нормальної форми Арнольда вiдносно подiбностi. Про-
грама реалiзована за допомогою математичного пакету MatLab, що
має зручну вбудовану мову програмування, та мови програмування
C++.

Другий роздiл дисертацiї присвячений побудовi блочно-
трикутних мiнiверсальних деформацiй матриць та пучкiв матриць.

Г. Р. Белiцький5 побудував алгоритм зведення матриць будь-якої
системи лiнiйних вiдображень до канонiчної форми. Для цього вiн
довiв, що довiльна жорданова канонiчна матриця J перестановочно
подiбна до деякої матрицi J# такої, що всi комутуючи з нею матрицi
є блочно-трикутними. В. В. Сергейчук запропонував називати J#

канонiчною матрицею Вейра матрицi J .

У цьму роздiлi ми знаходимо iншу властивiсть канонiчних ма-
триць Вейра: вони мають блочно-трикутнi мiнiверсальнi деформацiї.
Тому, якщо сiм’я матриць що є достатньо близькою до даної ква-
дратної матрицi i визначається з точнiстю до гладких перетворень
подiбностi, тодi ми можемо взяти її у формi J# +E, де E є нижньо
блочно-трикутною.

Матриця J# визначається наступним чином. Нехай J = Jλ1 ⊕⋅ ⋅ ⋅⊕

Jλt — жорданова матриця (1). Для кожного i, матриця Jλi переста-

4A. A. Mailybaev, Transformation of families of matrices to normal forms and its
application to stability theory // SIAM J. Matrix Anal. Appl. – 1999. – V. 21. – P.
396–417

5Г. Р. Белицкий, Нормальные формы в пространстве матриц // Анализ в
бесконечномерных пространствах и теория операторов: сб. науч. трудов / науч.
ред. В. А. Марченко. – Киев: Наукова думка. – 1983. – 152 c.
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новочно подiбна матрицi вигляду

J#
λi
=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λiIs1 [
Is2
0

] 0

λiIs2 ⋱

⋱ [
Isk
0

]

0 λiIsk

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

де sj — кiлькiсть жорданових клiток Jl(λi) розмiрностi l ⩾ j в J(λi).
Таким чином, iснує матриця Pi одержана перестановкою рядкiв оди-
ничної матрицi така, що P −1

i JλiPi = J
#
λi
. Матриця

J#
=∶ J#

λ1
⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ J#

λt
= P −1

i Jλ1P1 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ P
−1
t JλtPt (4)

називається канонiчною формою Вейра матрицi J .
Теорема 2.2. Нехай J — жорданова канонiчна матриця (1), J#

— її канонiчна форма Вейра (4),

J +D = (Jλ1 +D1) ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ (Jλt +Dt)

— її мiнiверсальна деформацiя (2). Тодi

J#
+D

#
= (J#

λ1
+D

#
1 ) ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ (J#

λt
+D

#
t )

∶= P −1
1 (Jλ1 +D1)P1 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ P

−1
t (Jλt +Dt)Pt

— блочно-трикутна мiнiверсальна деформацiя матрицi J#.

Аналогiчнi блочно-трикутнi мiнiверсальнi деформацiї одержано
для пучкiв матриць та контраградiєнтних пучкiв матриць.

Третiй роздiл присвячено вивченню поведiнки при збуреннях
канонiчної форми 2 × 2 та 3 × 3 матриць вiдносно конгруентностi та
пачок матриць вiдносно конгруентностi.

Ми будуємо дiаграми Хассе G2 та G3 для впорядкування вiдносно
включення на множинах класiв конгруентностi 2× 2 та 3× 3 компле-
ксних матриць. Iншими словами, ми будуємо два орiєнтованi графи,
вершини яких є 2×2 або, вiдповiдно, 3×3 канонiчнi матрицi вiдносно
конгруентностi i iснує орiєнтований шлях з A у B тодi i тiльки тодi,
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якщо A може бути перетворена як завгодно малим збуренням у ма-
трицю, яка конгруентна B. Ми користуємось канонiчними матриця-
ми вiдносно конгруентностi та *конгруентностi, якi були побудованi
Р. Хорном та В. В. Сергейчуком6.

Дiаграми G2 та G3 є графами замикання в сенсi наступного озна-
чення. Нехай T — топологiчний простiр з вiдношенням еквiвален-
тностi. Граф замикання (або дiаграма замикання) — це орiєнтований
граф, вершини якого бiєктивно вiдповiдають класам еквiвалентностi
та для класiв еквiвалентностi a та b є орiєнтований шлях з вершини
a до вершини b тодi i тiльки тодi, якщо a ⊂ b, де b позначає замикан-
ня b. Таким чином, граф замикання є дiаграмою Хасcе для множини
класiв еквiвалентностi з наступним частковим порядком: a ≼ b тодi
i тiльки тодi, якщо a ⊂ b. Граф замикання показує як класи еквiва-
лентностi вiдносяться один до одного у T .

Векторний простiр

T (A) ∶= {XTA +AX ∣X ∈ Cn×n}

є дотичним простором до класу конгруентностi матрицi A в точцi A.
Числа

dimC T (A), codimC T (A) ∶= n2
− dimC T (A)

називаються розмiрнiстю та корозмiрнiстю класу конгруентностi
матрицi A.

Теорема 3.2. Граф замикання G2 для класiв конгруентностi 2×2
матриць наведено на рисунку 1. Кожний клас конгруентностi за-
дається його канонiчною матрицею. Граф скiнченний: [ 0 1

λ 0 ] пред-
ставляє скiнченну множину вершин, iндексованих λ ∈ C ∖ {−1,1}
(за умови, що кожне ненульове λ визначене з точнiстю до замiни
на λ−1) зi стрiлками [ 1

0 ] → [ 0 1
λ 0 ] до кожної з цих вершин. Класи

конгруентностi канонiчних матриць, що знаходяться на одному
горизонтальному рiвнi у G2, мають однакову розмiрнiсть, що вка-
зана праворуч.

Наприклад, граф G2 показує, що як завгодно малий окiл [ 0 1−1 0 ]

мiстить матрицi з канонiчними матрицями вiдносно конгруентностi
6R. A. Horn, V. V. Sergeichuk, Canonical forms for complex matrix congruence

and *congruence // Linear Algebra Appl. – 2006. – V. 416. – P. 1010–1032.
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[
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Рис. 1: Граф замикання G2 для класiв конгруентностi 2 × 2 матриць.

[ 0 1−1 0 ] i [ 0 −1
1 1 ] , але для будь-яких iнших канонiчних матриць Acan є

окiл [ 0 1−1 0 ] без матриць з канонiчною формою Acan.

Теорема 3.3. Граф замикання G3 для класiв конгруентностi 3× 3
матриць наведено на рисунку 2. Класи конгруентностi, що вiдпо-
вiдають вершинам, заданi їх 3 × 3 канонiчними матрицями вiдно-
сно конгруентностi. Граф скiнченний: [

0 1
λ 0

0
] та [

0 1
µ 0

1
] представ-

ляють скiнченнi множини вершин, iндексованих λ,µ ∈ C ∖ {−1,1},
причому кожне ненульове λ визначене з точнiстю до замiни на λ−1

та кожне ненульове µ визначене з точнiстю до замiни на µ−1. Кла-
си конгруентностi з вершинами на одному горизонтальному рiвнi
мають однакову розмiрнiсть, що вказана праворуч.

Зауваження. Нехай M є 2×2 або 3×3 канонiчна матриця вiдносно
конгруентностi.

• Нехай N — iнша канонiчна матриця вiдносно конгруентностi
того ж розмiру. Кожний окiл M мiстить матрицю, канонiчна
форма вiдносно конгруентностi якої єN тодi i тiльки тодi, якщо
iснує орiєнтований шлях з M в N у G2 або G3 (якщо M = N ,
тодi завжди iснує “лiнивий” шлях довжини 0 з M в M).

• Замикання класу конгруентностi матрицi M дорiвнює об’єд-
нанню класiв конгруентностi усiх канонiчних матриць N , та-
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Рис. 2: Граф замикання G3 для класiв конгруентностi 3 × 3 матриць.

ких що iснує орiєнтований шлях з N в M (якщо N = M , тодi
завжди iснує “лiнивий” шлях).

Четвертий роздiл присвячено означенню пачок матриць вiдно-
сно конгруентностi та побудовi графiв замикання для пачок конгру-
ентностi 2 × 2 i 3 × 3 матриць.

В. I. Арнольд визначає пачку матриць вiдносно подiбностi як
множину усiх матриць, що мають однаковий жордановий тип: ма-
трицi A та B мають однаковий жордановий тип, якщо iснує бiєкцiя
з множини рiзних власних значень матрицi A у множину рiзних вла-
сних значень матрицi B, що перетворює жорданову канонiчну фор-
му матрицi A у жорданову канонiчну форму матрицi B. Наприклад,
матрицi

J3(0) ⊕ J2(0) ⊕ J5(1), J3(2) ⊕ J2(2) ⊕ J5(−3)

належать до однiєї пачки. Усi матрицi пачки мають схожi власти-
востi; наприклад, їх жордановi матрицi J мають однакову множину
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{X ∣JX =XJ} комутуючих матриць.
Означення пачок матриць вiдносно конгруентностi є не таким

очевидним. Теран i Дорiко7 визначають пачки через канонiчну фор-
му для конгруентностi, аналогiчно до пачок матриць вiдносно подi-
бностi та пачок пучкiв матриць. Але на вiдмiну вiд збурень канонi-
чних матриць Жордана i Кронекера, поведiнка збурення канонiчної
матрицi вiдносно конгруентностi залежить вiд значень її параметрiв.
Крiм того, ми можемо отримати iнше розбиття на пачки, викори-
стовуючи iншу канонiчну форму вiдносно конгруентностi. Тому ми
визначаємо пачки вiдносно конгруентностi наступним чином:

Двi квадратнi матрицi A та B належать до однiєї пачки
вiдносно конгруентностi тодi i тiльки тодi, якщо пучки
A + λAT та B + λBT належать до однiєї пачки вiдносно
строгої еквiвалентностi.

Це означення базується на важливому твердженнi А. В. Ройтера:
двi n × n матрицi A та B конгруентнi тодi i тiльки тодi, якщо пучки
A+λAT та B+λBT строго еквiвалентнi. Ми наводимо iншi аргументи
на користь цього означення i доводимо наступну теорему.

Теорема 4.2.

(a) Граф замикання для пачок конгруентностi 2× 2 матриць по-
даний на рисунку 3. Вершина {[ 0 1

λ 0 ]}λ≠±1 представляє пачку,
що складається з усiх матриць з канонiчною формою кон-
груентностi [ 0 1

λ 0 ] з λ ≠ ±1; кожне ненульове λ визначене з
точнiстю до замiни на λ−1. Iншi вершини є канонiчними ма-
трицями конгруентностi; вiдповiднi пачки спiвпадають з їх
класами конгруентностi.

(b) Граф замикання для пачок конгруентностi 3× 3 матриць по-
даний на малюнку 4.

– Пачка, що вiдповiдає {[
0 1
λ 0

0
]}
λ≠±1

складається з усiх ма-

триць з канонiчними формами [
0 1
λ 0

0
], λ ≠ ±1.

7F. De Terán, M. Dopico, The solution of the equation XA + AXT
= 0 and its

application to the theory of orbits // Linear Algebra Appl. – 2011. – V.434, № 1. –
Р. 44–67.



– 12 –

{[
0 1
λ 0

]}
λ≠±1

dim 4

[
0 −1
1 1

]

OO

[
1

1
]

ff

dim 3

[
1

0
]

OOff

dim 2

[
0 1
−1 0

]

OO

dim 1

[
0

0
]

ii

OO

dim 0

Рис. 3: Граф замикання для пачок конгруентностi 2 × 2 матриць.

– Пачка, що вiдповiдає {[
0 1
µ 0

1
]}
µ≠±1

складається з усiх ма-

триць з канонiчними формами [
0 1
µ 0

1
] , µ ≠ ±1.

– Iншi пачки спiвпадають з класами когруентностi вiдпо-
вiдних канонiчних матриць.

Зауваження. Оскiльки кiлькiсть пачок конгруентностi матриць фi-
ксованого розмiру n×n скiнченна, то для довiльної A ∈ Cn×n iснують
пачки конгруентностi A1, . . . ,At ⊂ Cn×n такi, що кожний достатньо
малий окiл A мiститься у A1 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪ At та має ненульовий перетин з
кожною Ai. Якщо граф замикання для пачок конгруентностi n × n
матриць вiдомий, тодi множина A1, . . . ,At складається з усiх пачок
конгруентностi A, таких що iснує орiєнтований шлях (в тому чи-
слi “лiнивий” шлях довжини 0) з вершини, що представляє пачку
з матрицею A, в вершину, що представляє A. Це важливо знати,
наприклад, якщо A вiдома тiльки приблизно.

П’ятий роздiл присвячений побудовi графiв замикання для кла-
сiв *конгруентностi 2 × 2 матриць.
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Рис. 4: Граф замикання для пачок конгруентностi 3 × 3 матриць.

Теорема 5.1. Граф замикання для класiв *конгруентностi 2 × 2
матриць поданий на рисунку 5, де λ,µ, ν, σ, τ ∈ C, R+ — множи-
на невiд’ємних дiйсних чисел, та Im(c) — уявна частина c ∈ C.
Кожний клас *конгруентностi задається його канонiчною матри-
цею. Граф скiнченний: кожна вершина, окрiм [ 0 0

0 0 ], зображує скiн-
ченну множину вершин, iндексованих параметрами вiдповiдної ка-
нонiчної матрицi. Класи *конгруентностi канонiчних матриць, що
лежать на одному горизонтальному рiвнi, мають однакову розмiр-
нiсть над R, яка дана зправа.

Стрiлка [ λ 0
0 0 ] → [ µ 0

0 ν
] iснує тодi i тiльки тодi, якщо λ = µa + νb

для деяких невiдє’мних a, b ∈ R. Стрiлка [ λ 0
0 0 ] → [ 0 τ

τ iτ ] iснує то-
дi i тiльки тодi, якщо уявна частина вiд λτ̄ невiд’ємна. Стрiлка
[ λ 0

0 −λ ] → [ 0 τ
τ iτ ] iснує тодi i тiльки тодi, якщо τ = ±λ. Стрiлка
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Рис. 5: Граф замикання для класiв *конгруентностi 2 × 2 матриць.

[ λ 0
0 0 ] → [ λ 0

0 ±λ ] iснує тодi i тiльки тодi, якщо значення λ однакове
для обох матриць. Iншi стрiлки iснують при всiх значеннях пара-
метрiв їх матриць.

Зауваження. Нехай M — 2 × 2 канонiчна матриця вiдносно *кон-
груентностi.

• Нехай N — iнша 2 × 2 канонiчна матриця вiдносно *конгруен-
тностi. Кожний окiл матрицi M мiстить матрицю, *конгруен-
тна канонiчна форма якої є N , тодi i тiльки тодi, якщо iснує
орiєнтований шлях з M в N (якщо M = N , тодi iснує “лiнивий”
шлях довжини 0 з M в N).

• Замикання класу *конгруентностi матрицi M дорiвнює об’єд-
нанню класiв *конгруентностi усiх канонiчних матриць N та-
ких, що iснує орiєнтований шлях з N в M (якщо M = N тодi
iснує “лiнивий” шлях).

Для матриць вiдносно подiбностi i вiдносно конгруентностi зав-
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жди iснують голоморфнi перетворення до їх мiнiверсальних дефор-
мацiй. Ми доводимо, що це невiрно для матриць вiдносно *конгру-
ентностi.

У кiнцi основної частини дисертацiї наведено загальнi висновки.

ВИСНОВКИ
У дисертацiї побудовано алгоритм, який зводить кожну матрицю

в околi даної квадратної матрицi до нормальної форми Арнольда
вiдносно гладких перетворень подiбностi. Бажано побудувати ана-
логiчний алгоритм для пучкiв матриць i знайти його область збi-
жностi.

Побудовано графи замикань для класiв конгруентностi 2 × 2 та
3 × 3 матриць i для пачок 2 × 2 та 3 × 3 матриць, а також для кла-
сiв *конгруентностi 2 × 2 матриць. Для матриць вiдносно подiбностi
i для пучкiв матриць будувати графiв замикань набагато простiше,
бо H. den Boer, G. Ph. A. Thijsse (1980) i, незалежно, A. S. Markus,
E. È. Parilis (1980) для кожної жорданової матрицi описали множи-
ну канонiчних форм Жордана в її околi, а потiм А. Pokrzywa (1986)
поширив цей результат на канонiчнi форми Кронекера пучкiв ма-
триць. Бажано одердати аналогiчний опис для канонiчних матриць
вiдносно конгруентностi i *конгруентностi. Це дало б змогу розро-
бити комп’ютерну программу, яка будує графи замикань для класiв
конгруентностi i *конгруентностi. Аналогiчна програма для матриць
вiдносно подiбностi i для пучкiв матриць має назву StratiGraph8 i по-
стiйно вдосконалюється.
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АНОТАЦIЯ

Клименко О. М. Деформацiї систем форм та вiдображень. — Ру-
копис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-ма-
тематичних наук зi спецiальностi 01.01.06 — алгебра та теорiя чисел.
— Iнститут математики НАН України, Київ, 2015.

Побудовано алгоритм, який зводить кожну матрицю в околi да-
ної квадратної комплексної матрицi до нормальної форми Арнольда
вiдносно гладких перетворень подiбностi.

Одержано блочно-трикутнi нормальнi форми матриць вiдносно
гладких перетворень подiбностi та блочно-трикутнi нормальнi фор-
ми пучкiв матриць вiдносно гладких перетворень еквiвалентностi.

Побудовано графи замикань для класiв конгруентностi 2 × 2 та
3 × 3 матриць.

Дано нове означення пачок матриць вiдносно конгруентностi, яке
бiльш узгоджене з поведiнкою матриць при збуреннях i побудовано
графи замикань для таких пачок 2 × 2 та 3 × 3 матриць.

Побудовано графи замикань для класiв *конгруентностi 2× 2 ма-
триць.

Ключовi слова: подiбнiсть, конгруентнiсть i *конгруентнiсть
матриць; збурення матриць; мiнiверсальнi деформацiї; графи вклю-
чень.

АННОТАЦИЯ

Клименко Е. Н. Деформации систем форм и отображений. —
Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-ма-
тематических наук по специальности 01.01.06 — алгебра и теория
чисел. — Институт математики НАН Украины, Киев, 2015.

Построен алгоритм, который сводит каждую матрицу в окрестно-
сти данной квадратной комплексной матрицы к нормальной форме
Арнольда относительно гладких преобразований подобия.

Получены блочно-треугольные нормальные формы матриц от-
носительно гладких преобразований подобия и блочно-треугольные
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нормальные формы пучков матриц относительно гладких преобра-
зований эквивалентности.

Построены графы замыканий для классов конгруэнтности 2×2 и
3 × 3 матриц.

Дано новое определение пачек матриц относительно конгруэнт-
ности, которое более согласовано с поведением матриц при возму-
щениях и построены графы замыканий для таких пачек 2× 2 и 3× 3
матриц.

Построены графы замыканий для классов *конгруэнтности 2 × 2
матриц.

Ключевые слова: подобие, конгруэнтность и *конгруэнтность
матриц; возмущения матриць; миниверсальные деформации; графы
включений.

ABSTRACT

Klimenko O. M. Deformation of systems of forms and mappings. —
Manuscript.

Thesis for the degree of candidate of physical and mathematical sci-
ences by speciality 01.01.06 — Algebra and Number theory. — Institute
of Mathematics, National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2015.

The reduction of a matrix to its Jordan form is an unstable operation:
both the Jordan form and a reduction transformation depend discontin-
uously on the entries of the original matrix. Therefore, if the entries of
a matrix are known only approximately, then it is unwise to reduce it
to Jordan form. For these reasons, V. I. Arnold (1971) constructed a
miniversal deformation of each Jordan matrix J ; that is, a simple nor-
mal form to which all matrices A close to J can be reduced by similarity
transformations that smoothly depend on the entries of A.

We construct an algorithm that reduces each matrix in an neighbor-
hood of J to Arnold’s normal form by smooth similarity transformations
and calculates the transforming matrix. On each step of the algorithm,
we reduce the matrix by elementary transformations. Another algorithm
was constructed by A. A. Mailybaev (1999); he represents the transform-
ing matrix in the form of Taylor series.

Arnold’s normal forms are not block triangular. Using Weyr’s canon-
ical matrices under similarity instead of Jordan’s canonical matrices, we



– 19 –

give block-triangular normal forms of matrices with respect to smooth
transformations of similarity and block-triangular normal forms of ma-
trix pencils with respect to smooth equivalence transformations.

The closure graphs for congruence classes of 2 × 2 and 3 × 3 matrices
are constructed. These graphs show how the congruence classes relate to
each other in the affine space of n × n matrices.

We show that the definition of bundles of matrices with respect to
congruence given by F. De Terán and M. Dopico (2011) does not corre-
late with the behavior of matrices under perturbations. We give a new
definition of bundles, which correlates with the behavior of matrices. The
closure graphs of such bundles for 2×2 and 3×3 matrices are constructed.

The closure graph for *congruence classes of 2 × 2 is constructed.

Key words: unitary similarity, unicellular matrices, Toeplitz matri-
ces, positive definiteness, block matrices, miniversal deformations, rigid
systems of linear differential equations.
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