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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Зведення матрицi до її жорданової форми — не-
стабiльна операцiя: як жорданова форма так i перетворення подiбностi
до неї залежать розривно вiд елементiв початкової матрицi. Якщо еле-
менти матрицi вiдомi лише приблизно, то нерозумно зводити її до жорда-
нової форми. Кожна матриця у околi даної матрицi може бути зведена
до її жорданової форми, але при такiй операцiї гладка залежнiсть вiд
елементiв матрицi втрачається.

Як альтернативу до канонiчної матрицi Жордана, В. I. Арнольд [1]
побудував мiнiверсальну деформацiю комплексної квадратної матрицi A,
тобто просту нормальну форму, до якої всi матрицi A +E близькi до A
можуть бути зведенi перетвореннями подiбностi, що гладко залежать вiд
елементiв E. Оскiльки кожна квадратна матриця подiбна до жорданової
матрицi, достатньо дослiдити збурення матриць A в канонiчнiй формi
Жордана.

В дисертацiйнiй роботi побудовано алгоритм зведення сiм’ї матриць
до її мiнiверсальної деформацiї, якiй будує не тiльки нормальну форму
Арнольда для кожної матрицi в околi даної матрицi, але й перетворюючу
матрицю, що важливо для застосувань мiнiверсальних деформацiй.

Також одержано блочно-трикутнi мiнiверсальнi деформацiї матриць
вiдносно гладких перетворень подiбностi та блочно-трикутнi мiнiверсаль-
нi деформацi пучкiв матриць вiдносно гладких перетворень еквiвален-
тностi. Вiдмiтимо, що стаття [26], в якiй вперше побудовано мiнiверсаль-
ну деформацiю пучкiв матриць, була вiдзначена призом робочої групи
SIAM (Society for Industrial and Applied Mathematics) з лiнiйної алгебри,
як найкраща стаття з прикладної лiнiйної алгебри за 1997–2000 рр.

Ми будуємо два орiєнтованi графи, вершини яких є 2×2 або, вiдповiд-
но, 3 × 3 канонiчнi матрицi вiдносно конгруентностi i iснує орiєнтований
шлях з A у B тодi i тiльки тодi, якщо A може бути перетворена як
завгодно малим збуренням у матрицю, яка конгруентна B.



5

Цi графи є графами замикань для класiв конгруентностi 2 × 2 та 3 × 3

матриць, бо iснує орiєнтований шлях з вершини A до вершини B тодi
i тiльки тодi, якщо класс конгруентностi матрицi A мiститься в зами-
каннi класа конгруентностi матрицi B. Граф замикання показує як кла-
си еквiвалентностi вiдносяться один до одного у топологiчному просторi
матриць фiксованого розмiру.

Побудовано також графи замикань для класiв *конгруентностi 2 × 2

матриць.
Описанi задачi є предметом iнтересу численої кiлькостi як україн-

ських, так i iноземних науковцiв. Все вищезазначене свiдчить про акту-
альнiсть теми дисертацiї.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Дисертацiю виконано у вiддiлi топологiї Iнституту математики НАН
України в рамках теми наукових дослiджень НАН Украiни № III-9-11
“Алгебраїчнi, геометричнi та топологiчнi властивостi многовидiв з дода-
тковими структурами”, що виконувалась з 2011 по 2015 роки у вiддiлi
топологiї Iнституту математики НАН України (номер держреєстрацiї
0111U000159).

Мета i завдання дослiдження. Метою даної роботи є побудова (i)
алгоритму зведення матрицi до нормальної форми Арнольда, (ii) блочно-
трикутного аналога нормальної форми Арнольда для матриць i пучкiв
матриць, (iii) графiв замикань для матриць та пачок матриць малого
розмiру вiдносно конгруентностi та *конгруентностi.

Об’єктом дослiдження є матрицi, лiнiйнi вiдображення та бiлiнiй-
нi/пiвторалiнiйнi форми.

Предметом дослiдження є мiнiверсальнi деформацiї та графи зами-
кань.

Методи дослiдження. Класифiкацiйнi i матричнi методи лiнiйної ал-
гебри.
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Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати, якi
визначають наукову новизну та виносяться на захист, такi:

1. Побудовано алгоритм, який зводить кожну матрицю в околi даної
квадратної комплексної матрицi до нормальної форми Арнольда
вiдносно гладких перетворень подiбностi S−1AS.

2. Одержано блочно-трикутнi нормальнi форми матриць вiдносно
гладких перетворень подiбностi та блочно-трикутнi нормальнi фор-
ми пучкiв матриць вiдносно гладких перетворень еквiвалентностi.

3. Побудовано графи замикань для класiв конгруентностi 2×2 та 3×3

матриць i для пачок 2 × 2 та 3 × 3 матриць.

4. Побудовано графи замикань для класiв *конгруентностi 2 × 2 ма-
триць.

Практичне значення одержаних результатiв. Мiнiверсальнi де-
формацiї матриць вiдносно подiбностi i пучкiв матриць мають велике
значення для застосувань. Вони дозволяють вивчати сiм’ї матриць i пу-
чкiв матриць спецiального вигляду, якi складаються з матриць з бага-
тьма нулями, i поширювати цi результати на довiльнi матрицi. Вони ви-
користовуються, зокрема, в теорiї стабiльностi, багатопараметричних лi-
нiйних динамiчних системах, та в динамiцi механiчних систем. Застосу-
вання базуються, зокрема, на фактi, що спектри матрицi та її нормальної
форми спiвпадають, але остання має бiльш простий вигляд.

Ми будуємо перетворення до нормальних форм у явному виглядi, що
розширює можливостi застосувань мiнiверсальних дефомацiй. Знайде-
ний нами блочно-трикутний вигляд мiнiверсальних деформацiй матриць
та матричних пучкiв має очевиднi переваги перед звичайними деформа-
цiями.

Побудованi графи замикань для класiв конгруентностi 2 × 2 та 3 × 3

матриць i для класiв *конгруентностi 2 × 2 матриць показують, як до-
вiльно мале збурення матрицi може змiнити її канонiчну форму вiдносно
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конгруентностi або *конгруентностi. Це важливо знати, якщо матриця
вiдома лише приблизно.

Особистий внесок здобувача. Результати отриманi дисертанткою
особисто, пiд загальним кервництвом В. В. Сергейчука та бразильско-
го академiка В. Футорного.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи
доповiдалися i обговорювалися на:

• Українському математичному конгресi—2009 (до 100-рiччя вiд дня
народження М. М. Боголюбова), 27–29 серпня 2009 р., Iнститут ма-
тематики НАН України, Київ.

• Сьомомiй мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi, 18–23
серпня 2009 р., Нацiональний унiверситет iм. В. Н. Карамзiна, Хар-
кiв.

• 68-й науковiй конференцiї професорсько викладацького складу,
аспiрантiв, студентiв та спiвробiтникiв вiдокремлених структурних
пiдроздiлiв Нацiонального транспортного унiверситету, 16–18 трав-
ня 2012 р., Київ.

• Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференiї, присвяченiй 100-рiччю вiд
дня народження Л. А. Калужнiна, 3–7 липня 2014, Нацiональний
унiверситет iм. Тараса Шевченка, Київ.

• Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв, 3–6 червня 2015,
Iнститут математики НАН України, Київ.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у десяти робо-
тах [7, 8, 9, 24, 32, 44, 45, 46, 47, 48], з яких п’ять статей — у фахових
наукових виданнях України та iнших держав, що включенi до перелiку
фахових видань, затверджених МОН України.
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Структура, обсяг та змiст дисертацiї. Дисертацiя складається iз
вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв i списку використаних джерел, який
мiстить 61 найменування. Повний обсяг дисертацiї 121 сторiнка, з них 7
сторiнок займає список використаних джерел.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

Основна частина роботи складається з п’яти роздiлiв. На початку ко-
жного роздiлу подається короткий змiст цього роздiлу.

Перший роздiл присвячений побудовi алгоритму зведення квадра-
тної матрицi до нормальної форми Арнольда вiдносно подiбностi.

Для кожної жорданової матрицi

J = Jλ1 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ Jλt, (0.1)

де
Jλi ∶= Jmi1

(λi)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ Jmiri
(λi), mi1 ⩾mi2 ⩾ . . . ⩾miri,

Jmij
(λi) — клiтка Жордана розмiруmij×mij з власним числом λi, λi ≠ λj

якщо i ≠ j, визначимо матрицю

J +D ∶=
t

⊕
i=1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

Jmi1
(λi) + 0↓ 0↓ . . . 0↓

0← Jmi2
(λi) + 0↓ ⋅ ⋅ ⋅ ⋮

⋮ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 0↓

0← . . . 0← Jmiri
(λi) + 0↓

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(0.2)

у якiй

0← ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∗ 0 . . . 0

⋮ ⋮ ⋮

∗ 0 . . . 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

та 0↓ ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 ⋯ 0

⋮ ⋮

0 ⋯ 0

∗ ⋯ ∗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

— блоки, елементи яких є нулями та зiрочками.
В. I. Арнольд [1] довiв наступну теорему:
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Нехай J — жорданова матриця (0.1). Тодi усi матрицi J +
X, що є достатньо близькими до J , можуть бути одночасно
зведенi деякими перетвореннями

J +X ↦ S(X)−1(J +X)S(X),
S(X) аналiтична
в 0 та S(0) = I,

(0.3)

до форми J + D, яка визначена у (0.2), де зiрочки замiнюю-
ться комплексними числами, що залежать аналiтично вiд
елементiв X. Кiлькiсть зiрочок — мiнiмальна, яка може бу-
ти отримана перетвореннями форми (0.3), вона дорiвнює ко-
розмiрностi класу подiбностi матрицi J .

Матриця (0.2) з незалежними параметрами замiсть зiрочок називає-
ться мiнiверсальною деформацiєю матрицi J .

Ми будуємо алгоритм зведення всiх матриць J +X в околi J до нор-
мальних форм Арнольда вiдносно гладких перетворень подiбностi (0.3).
Цей алгоритм використовує елементарнi перетворення матриць i дозво-
ляє будувати перетворюючу матрицю S(X). Альтернативний алгоритм
для побудови матрицi S(X) у формi рядов Тейлора був розроблен Май-
либаєвим [49].

Опишемо схематично наш алгоритм. Розглянемо блочно-дiагональну
матрицю

J =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

J1 0

0 J2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

дiагональнi квадратнi блоки J1, J2 якої не мають спiльних власних чисел.
Нехай

J +X =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

J1 +X11 X12

X21 J2 +X22

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(0.4)

— близька до неї матриця. Оскiльки матриця X мала, то J1 + X11 та
J2 +X22 не мають спiльних власних чисел i тому iснує мала матриця Y
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така, що

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

I −Y

0 I

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

J1 +X11 X12

X21 J2 +X22

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

I Y

0 I

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

q X12 + (J1 +X11)Y − Y (J2 +X22) − Y X21Yq q
⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

q 0q q
⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

Ми одержали матрицю виду (0.4) з X12 = 0. Наступним кроком робимо
X21 = 0.

Застосовуючи цi перетворення, ми для кожної жорданової матрицi ви-
ду (0.1) будуємо гладке перетворення подiбностi, яке перетворює всi ма-
трицi J +X близькi до J у блочно-дiагональну матрицю

J + Y = (J1 + Y1)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ (Jt + Yt),

де J1, . . . , Jt мають нерiвнi спiльнi числа λ1, . . . , λt.
Залишилось розглянути випадок матрицi Жордана J з єдиним вла-

сним числом. Наприклад, J — нiльпотентна клiтка Жордана, тодi

J +X =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x11 1 + x12 . . . x1n

x21 x22 ⋱ ⋮

⋮ ⋮ ⋱ 1 + xn−1,n

xn1 xn2 . . . xnn

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

Спочатку ми дiлимо другий стовпчик на 1+x12 i множимо другий рядок
на 1 + x12 (оскiльки перетворення подiбностi), одержимо матрицю з 1 +

x12 = 1. Потiм ми робимо

x11 = x13 = x14 = ⋅ ⋅ ⋅ = x1n = 0

додаваннями другого стовпця до iнших; оберненi перетворення змiню-
ють тiльки другий рядок. Ми одержали матрицю з першим рядком виду
(0,1,0, . . . ,0). Аналогiчним чином ми приводимо рядки 2,3, . . . , n − 1 i
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одержимо матрицю
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 . . . 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 0 . . . 1

∗ ∗ . . . ∗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

в якiй зiрочками позначено малi елементи. Ми одержали нормальну фор-
му Арнольда матриць, близьких до J .

Разом зi студентами Нацiонального Технiчного Унiверситету України
“Київський Полiтехнiчний Iнститут” Блажком I.О., Кублицьким Д.О.,
Ящуком С.М. створено програму для зведення сiм’ї матриць до нор-
мальної форми Арнольда вiдносно подiбностi. Програма реалiзована за
допомогою математичного пакету MatLab, що має зручну вбудовану мо-
ву програмування, та мови програмування C++.

Другий роздiл дисертацiї присвячений побудовi блочно-трикутних
мiнiверсальних деформацiй матриць та пучкiв матриць.

Г. Р. Белiцький [4] побудував алгоритм зведення матриць будь-якої си-
стеми лiнiйних вiдображень до канонiчної форми. Для цього вiн довiв,
що довiльна жорданова канонiчна матриця J перестановочно подiбна
до деякої матрицi J# такої, що всi комутуючи з нею матрицi є блочно-
трикутними. В. В. Сергейчук запропонував називати J# канонiчною ма-
трицею Вейра матрицi J .

У цьму роздiлi ми знаходимо iншу властивiсть канонiчних матриць
Вейра: вони мають блочно-трикутнi мiнiверсальнi деформацiї. Тому,
якщо сiм’я матриць що є достатньо близькою до даної квадратної ма-
трицi i визначається з точнiстю до гладких перетворень подiбностi, тодi
ми можемо взяти її у формi J# +E, де E є нижньо блочно-трикутною.

Матриця J# визначається наступним чином Нехай J = Jλ1 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ Jλt
— жорданова матриця (0.1). Для кожного i, матриця Jλi перестановочно
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подiбна матрицi вигляду

J#
λi
=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λiIs1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

Is2
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

0

λiIs2 ⋱

⋱

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

Isk
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

0 λiIsk

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

де sj — кiлькiсть жорданових клiток Jl(λi) розмiрностi l ⩾ j в J(λi). Та-
ким чином, iснує матриця Pi одержана перестановкою рядкiв одиничної
матрицi така, що P −1

i JλiPi = J
#
λi
. Матриця

J# =∶ J#
λ1
⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ J#

λt
= P −1

i Jλ1P1 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ P
−1
t JλtPt (0.5)

називається канонiчною формою Вейра матрицi J .
Наприклад, матриця

Jλ = J4(λ)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ J4(λ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

p

⊕J2(λ)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ J2(λ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

q

,

перестановочно подiбна матрицi

J+
λ = J4(λIp)⊕ J2(λIq) =

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (2,1) (2,2)
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λIp Ip 0 0 0 0

0 λIp Ip 0 0 0

0 0 λIp Ip 0 0

0 0 0 λIp 0 0

0 0 0 0 λIq Iq

0 0 0 0 0 λIq

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(1,1)
(1,2)
(1,3)
(1,4)
(2,1)
(2,2)
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яка перестановочно подiбна канонiчнiй матрицi Вейра

J#
λ =

(1,1) (2,1) (1,2) (2,2) (1,3) (1,4)
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λIp 0 Ip 0 0 0

0 λIq 0 Iq 0 0

0 0 λIp 0 Ip 0

0 0 0 λIq 0 0

0 0 0 0 λIp Ip

0 0 0 0 0 λIp

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(1,1)
(2,1)
(1,2)
(2,2)
(1,3)
(1,4)

Теорема 2.2. Нехай J — жорданова канонiчна матриця (0.1), J# —
її канонiчна форма Вейра (0.5),

J +D = (Jλ1 +D1)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ (Jλt +Dt)

— її мiнiверсальна деформацiя (0.2). Тодi

J# +D# = (J#
λ1
+D#

1 )⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ (J#
λt
+D#

t )

∶= P −1
1 (Jλ1 +D1)P1 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ P

−1
t (Jλt +Dt)Pt

— блочно-трикутна мiнiверсальна деформацiя матрицi J#.

Аналогiчнi блочно-трикутнi мiнiверсальнi деформацiї одержано для
пучкiв матриць та контраградiєнтних пучкiв матриць.

Третiй роздiл присвячено вивченню поведiнки при збуреннях кано-
нiчної форми 2 × 2 та 3 × 3 матриць вiдносно конгруентностi та пачок
матриць вiдносно конгруентностi.

Ми будуємо дiаграми Хассе G2 та G3 для впорядкування вiдносно
включення на множинах класiв конгруентностi 2×2 та 3×3 комплексних
матриць. Iншими словами, ми будуємо два орiєнтованi графи, вершини
яких є 2 × 2 або, вiдповiдно, 3 × 3 канонiчнi матрицi вiдносно конгру-
ентностi i iснує орiєнтований шлях з A у B тодi i тiльки тодi, якщо A
може бути перетворена як завгодно малим збуренням у матрицю, яка
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конгруентна B. Ми користуємось канонiчними матрицями вiдносно кон-
груентностi та *конгруентностi, якi були побудованi Р. Хорном та В. В.
Сергейчуком [40].

Дiаграми G2 та G3 є графами замикання в сенсi наступного означення:
Нехай T — топологiчний простiр з вiдношенням еквiвалентностi. Граф
замикання (або дiаграма замикання) — це орiєнтований граф, верши-
ни якого бiєктивно вiдповiдають класам еквiвалентностi та для класiв
еквiвалентностi a та b є орiєнтований шлях з вершини a до вершини b
тодi i тiльки тодi, якщо a ⊂ b, де b позначає замикання b. Таким чином,
граф замикання є дiаграмою Хасcе для множини класiв еквiвалентностi
з наступним частковим порядком: a ≼ b тодi i тiльки тодi, якщо a ⊂ b.
Граф замикання показує як класи еквiвалентностi вiдносяться один до
одного у T .

Векторний простiр

T (A) ∶= {XTA +AX ∣X ∈ Cn×n}

є дотичним простором до класу конгруентностi матрицi A в точцi A.
Числа

dimC T (A), codimC T (A) ∶= n2 − dimC T (A)

називаються розмiрнiстю та корозмiрнiстю класу конгруентностi ма-
трицi A.

Теорема 3.2. Граф замикання G2 для класiв конгруентностi 2 × 2

матриць наведено на рисунку 1. Кожний клас конгруентностi задає-
ться його канонiчною матрицею. Граф скiнченний: [ 0 1

λ 0 ] представляє
скiнченну множину вершин, iндексованих λ ∈ C∖ {−1,1} (за умови, що
кожне ненульове λ визначене з точнiстю до замiни на λ−1) зi стрiл-
ками [ 1

0 ] → [ 0 1
λ 0 ] до кожної з цих вершин. Класи конгруентностi ка-

нонiчних матриць, що знаходяться на одному горизонтальному рiвнi
у G2, мають однакову розмiрнiсть, що вказана праворуч.
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⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 −1

1 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

λ 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
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⎢
⎣

1

1

⎤
⎥
⎥
⎥
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⎦

dim 3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1

0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

OO^^ AA

dim 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
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dim 1

⎡
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dim 0

Рис. 1: Граф замикання G2 для класiв конгруентностi 2 × 2 матриць.

Наприклад, граф G2 показує, що як завгодно малий окiл [ 0 1−1 0 ] мi-
стить матрицi з канонiчними матрицями вiдносно конгруентностi [ 0 1−1 0 ]

i [ 0 −1
1 1 ] , але для будь-яких iнших канонiчних матриць Acan є окiл [ 0 1−1 0 ]

без матриць з канонiчною формою Acan.

Теорема 3.3. Граф замикання G3 для класiв конгруентностi 3×3 ма-
триць наведено на рисунку 2. Класи конгруентностi, що вiдповiдають
вершинам, заданi їх 3 × 3 канонiчними матрицями вiдносно конгруен-
тностi. Граф скiнченний: [

0 1
λ 0

0
] та [

0 1
µ 0

1
] представляють скiнченнi

множини вершин, iндексованих λ,µ ∈ C∖{−1,1}, причому кожне нену-
льове λ визначене з точнiстю до замiни на λ−1 та кожне ненульове µ
визначене з точнiстю до замiни на µ−1. Класи конгруентностi з верши-
нами на одному горизонтальному рiвнi мають однакову розмiрнiсть,
що вказана праворуч.

Зауваження. Нехай M є 2 × 2 або 3 × 3 канонiчна матриця вiдносно
конгруентностi.

• Нехай N — iнша канонiчна матриця вiдносно конгруентностi то-
го ж розмiру. Кожний окiл M мiстить матрицю, канонiчна форма
вiдносно конгруентностi якої є N тодi i тiльки тодi, якщо iснує орi-
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[
0 −1
1 1

1
] [

0 1
µ 0

1
] [

0 0 1
0 −1 −1
1 1 0

] dim 8

[
0 1 0
0 0 1
0 0 0

]
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dim 7

[
0 1−1 0
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1

1
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dim 6

[
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1 1

0
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OO

[
0 1
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]

OO
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1

1
0
]
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OO

dim 5
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0
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[
1

0
0
]
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dim 3
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0

0
0
]

ee OO

dim 0

Рис. 2: Граф замикання G3 для класiв конгруентностi 3 × 3 матриць.

єнтований шлях з M в N у G2 або G3 (якщо M = N , тодi завжди
iснує “лiнивий” шлях довжини 0 з M в M).

• Замикання класу конгруентностi матрицi M дорiвнює об’єднанню
класiв конгруентностi усiх канонiчних матриць N , таких що iснує
орiєнтований шлях з N в M (якщо N =M , тодi завжди iснує “лiни-
вий” шлях).

Четвертий роздiл присвячено означенню пачок матриць вiдносно
конгруентностi та побудовi графiв замикання для пачок конгруентностi
2 × 2 i 3 × 3 матриць.

В. I. Арнольд визначає пачку матриць вiдносно подiбностi як множи-
ну усiх матриць, що мають однаковий жордановий тип: матрицi A та B
мають однаковий жордановий тип, якщо iснує бiєкцiя з множини рiзних
власних значень матрицi A у множину рiзних власних значень матрицi
B, що перетворює жорданову канонiчну форму матрицi A у жорданову
канонiчну форму матрицi B. Наприклад, матрицi

J3(0)⊕ J2(0)⊕ J5(1), J3(2)⊕ J2(2)⊕ J5(−3)
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належать до однiєї пачки. Усi матрицi пачки мають схожi властивостi;
наприклад, їх жордановi матрицi J мають однакову множину {X ∣JX =

XJ} комутуючих матриць.
Означення пачок матриць вiдносно конгруентностi є не таким оче-

видним. Теран i Дорiко [16] визначають пачки через канонiчну форму
для конгруентностi, аналогiчно до пачок матриць вiдносно подiбностi та
пачок пучкiв матриць. Але на вiдмiну вiд збурень канонiчних матриць
Жордана i Кронекера, поведiнка збурення канонiчної матрицi вiдносно
конгруентностi залежить вiд значень її параметрiв. Крiм того, ми може-
мо отримати iнше розбиття на пачки, використовуючи iншу канонiчну
форму вiдносно конгруентностi. Тому ми визначаємо пачки вiдносно кон-
груентностi наступним чином:

Двi квадратнi матрицi A та B належать до однiєї пачки вiдно-
сно конгруентностi тодi i тiльки тодi, якщо пучки A + λAT та
B + λBT належать до однiєї пачки вiдносно строгої еквiвален-
тностi.

Це означення базується на важливому твердженнi А. В. Ройтера: двi
n×n матрицi A та B конгруентнi тодi i тiльки тодi, якщо пучки A+λAT

та B+λBT строго еквiвалентнi. Ми наводимо iншi аргументи на користь
цього означення i доводимо наступну теорему.

Теорема 4.2.

(a) Граф замикання для пачок конгруентностi 2×2 матриць поданий
на рисунку 3. Вершина {[ 0 1

λ 0 ]}λ≠±1 представляє пачку, що складає-
ться з усiх матриць з канонiчною формою конгруентностi [ 0 1

λ 0 ] з
λ ≠ ±1; кожне ненульове λ визначене з точнiстю до замiни на λ−1.
Iншi вершини є канонiчними матрицями конгруентностi; вiдпо-
вiднi пачки спiвпадають з їх класами конгруентностi.

(b) Граф замикання для пачок конгруентностi 3×3 матриць поданий
на малюнку 4.
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⎥
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⎦

OO

dim 1

⎡
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0

0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

gg

OO

dim 0

Рис. 3: Граф замикання для пачок конгруентностi 2 × 2 матриць.

– Пачка, що вiдповiдає {[
0 1
λ 0

0
]}

λ≠±1
складається з усiх матриць

з канонiчними формами [
0 1
λ 0

0
], λ ≠ ±1.

– Пачка, що вiдповiдає {[
0 1
µ 0

1
]}

µ≠±1
складається з усiх матриць

з канонiчними формами [
0 1
µ 0

1
] , µ ≠ ±1.

– Iншi пачки спiвпадають з класами когруентностi вiдповiдних
канонiчних матриць.

Зауваження. Оскiльки кiлькiсть пачок конгруентностi матриць фiксо-
ваного розмiру n×n скiнченна, то для довiльної A ∈ Cn×n iснують пачки
конгруентностi A1, . . . ,At ⊂ Cn×n такi, що кожний достатньо малий окiл
A мiститься у A1 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪At та має ненульовий перетин з кожною Ai. Якщо
граф замикання для пачок конгруентностi n × n матриць вiдомий, тодi
множина A1, . . . ,At складається з усiх пачок конгруентностi A, таких що
iснує орiєнтований шлях (в тому числi “лiнивий” шлях довжини 0) з вер-
шини, що представляє пачку з матрицею A, в вершину, що представляє
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{[
0 1
µ 0

1
]}

µ≠±1
dim 9

[
0 −1
1 1

1
]

::

[
0 0 1
0 −1 −1
1 1 0

]

dd

dim 8

[
0 1 0
0 0 1
0 0 0

]

99dd

dim 7

[
0 1−1 0

1
]

OO

{[
0 1
λ 0

0
]}

λ≠±1

OO

[
1

1
1
]

OO

dim 6

[
0 −1
1 1

0
]

OO ::

[
1

1
0
]

dd OO

dim 5

[
0 1−1 0

0
]

OO

[
1

0
0
]

dd 99

dim 3

[
0

0
0
]

dd OO

dim 0

Рис. 4: Граф замикання для пачок конгруентностi 3 × 3 матриць.

A. Це важливо знати, наприклад, якщо A вiдома тiльки приблизно.

П’ятий роздiл присвячений побудовi графiв замикання для класiв
*конгруентностi 2 × 2 матриць.

Теорема 5.1. Граф замикання для класiв *конгруентностi 2 × 2 ма-
триць поданий на рисунку 5, де λ,µ, ν, σ, τ ∈ C, R+ — множина невiд’-
ємних дiйсних чисел, та Im(c) — уявна частина c ∈ C. Кожний клас
*конгруентностi задається його канонiчною матрицею. Граф скiнчен-
ний: кожна вершина, окрiм [ 0 0

0 0 ], зображує скiнченну множину вер-
шин, iндексованих параметрами вiдповiдної канонiчної матрицi. Класи
*конгруентностi канонiчних матриць, що лежать на одному горизон-
тальному рiвнi, мають однакову розмiрнiсть над R, яка дана зправа.

Стрiлка [ λ 0
0 0 ] → [ µ 0

0 ν ] iснує тодi i тiльки тодi, якщо λ = µa + νb для
деяких невiдє’мних a, b ∈ R. Стрiлка [ λ 0

0 0 ] → [ 0 τ
τ iτ ] iснує тодi i тiльки

тодi, якщо уявна частина вiд λτ̄ невiд’ємна. Стрiлка [ λ 0
0 −λ ] → [ 0 τ

τ iτ ]
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∣µ∣ = ∣ν∣ = ∣τ ∣ = 1,

µ ≠ ±ν, ∣σ∣ < 1,

dimR = 6

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λ 0

0 λ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λ 0

0 −λ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

τ=±λ

OO

∣λ∣ = 1,

dimR = 4

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λ 0

0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

те ж λ

ZZ

те ж λ

BB

OO

λ∈µR
+
+νR

+

TT

Im(λτ̄)⩾0

II

∣λ∣ = 1,

dimR = 3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0

0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

OO

dimR = 0

Рис. 5: Граф замикання для класiв *конгруентностi 2 × 2 матриць.

iснує тодi i тiльки тодi, якщо τ = ±λ. Стрiлка [ λ 0
0 0 ] → [ λ 0

0 ±λ ] iснує
тодi i тiльки тодi, якщо значення λ однакове для обох матриць. Iншi
стрiлки iснують при всiх значеннях параметрiв їх матриць.

Зауваження. Нехай M — 2×2 канонiчна матриця вiдносно *конгруен-
тностi.

• Нехай N — iнша 2× 2 канонiчна матриця вiдносно *конгруентностi.
Кожний окiл матрицi M мiстить матрицю, *конгруентна канонiчна
форма якої є N , тодi i тiльки тодi, якщо iснує орiєнтований шлях з
M в N (якщо M = N , тодi iснує “лiнивий” шлях довжини 0 з M в
N).

• Замикання класу *конгруентностi матрицi M дорiвнює об’єднанню
класiв *конгруентностi усiх канонiчних матриць N таких, що iснує
орiєнтований шлях з N в M (якщо M = N тодi iснує “лiнивий”
шлях).
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Для матриць вiдносно подiбностi i вiдносно конгруентностi завжди
iснують голоморфнi перетворення до їх мiнiверсальних деформацiй. Ми
доводимо, що це невiрно для матриць вiдносно *конгруентностi.

У кiнцi основної частини дисертацiї наведено загальнi висновки.
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РОЗДIЛ 1

Алгоритм зведення матрицi до нормальної
форми Арнольда вiдносно подiбностi

Нехай
J = Jλ1 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ Jλt, (1.1)

— матриця Жордана, в якiй

Jλi ∶= Jmi1
(λi)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ Jmiri

(λi), mi1 ⩾mi2 ⩾ . . . ⩾miri

i λi ≠ λj якщо i ≠ j. Дамо схему, як усi матрицi, близькi до J , можуть бути
зведенi до форми (0.2) майже тотожнiми перетвореннями подiбностi; це
пояснює структуру матрицi (0.2).

Лема 1.1. Двi матрицi є подiбними тодi i тiльки тодi, якщо одна з
них може бути перетворена в iншу послiдовнiстю наступних пере-
творень (якi називаються елементарними перетвореннями подiбностi;
див. [14, роздiл 1.40]):

(i) Множення стовбчика i на ненульовий a ∈ C, потiм дiлення рядка
i на a.

(ii) Додавання стовбчика i домноженого на b ∈ C до стовбчика j, по-
тiм вiднiмання рядка j домноженого на b вiд рядка i.

(iii) Замiна мiсцями стовбчикiв i та j, потiм замiна мiсцями рядкiв
i та j.
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Доведення. Нехай A та B подiбнi, тобто S−1AS = B. Запишемо S як
добуток елементарних матриць:

S = E1E2⋯Et.

Тодi
A↦ E−1

1 AE1 ↦ E−1
2 E−1

1 AE1E2 ↦ . . .

↦ E−1
t ⋯E−1

2 E−1
1 AE1E2⋯Et = B

є шуканою послiдовнiстю елементарних перетворень подiбностi.

Схема доведення теореми 2.1. Можливi два випадки.
Випадок 1: t = 1. Припустимо спочатку, що J = J3(0)⊕ J2(0). Тодi

J +E = [bij]
5
i,j=1 ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

ε11 1 + ε12 ε13 ε14 ε15

ε21 ε22 1 + ε23 ε24 ε25

ε31 ε32 ε33 ε34 ε35

ε41 ε42 ε43 ε44 1 + ε45

ε51 ε52 ε53 ε54 ε55

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(1.2)

є деякою матрицею бiля J (тобто, всi εij є малими). Ми маємо звести її
до форми

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ 0 0 0 1

∗ 0 0 ∗ ∗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, (1.3)

де ∗ — малi комплекснi числа, за допомогою тих перетворень з леми 1.1
що є близькими до тотожнього перетворення.

Дiленням стовбчика 2 з (1.2) на 1+ε12 та множенням рядка 2 на 1+ε12

(перетворення (i)), ми робимо b12 = 1. Оскiльки ε12 мала, то перетворення
є майже тотожнiм та отримана матриця близька до J . Деякi bij та εij
були змiненi, але ми використовуємо такi самi позначення для них.
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Вiднiмання стовбчика 2 (з ε12 = 0), домноженого на ε11, вiд стовбчи-
ка 1, ми отримуємо b11 = 0; обернене перетворення рядкiв (яке має бути
виконане за означенням перетворення (ii)) злегка змiнює рядок 2. Ана-
логiчно, ми робимо b13 = b14 = b15 = 0 вiднiмаючи стовбчик 2; обернене
перетворення рядкiв злегка змiнює рядок 2.

Ми отримуємо

[bij]
5
i,j=1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0 0 0

ε21 ε22 1 + ε23 ε24 ε25

ε31 ε32 ε33 ε34 ε35

ε41 ε42 ε43 ε44 1 + ε45

ε51 ε52 ε53 ε54 ε55

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

з рядком 1 як у (1.3). Аналогiчно робимо b23 = 1 дiлячи стовбчик 3 на 1+

ε23, i далi b21 = b22 = b24 = b25 = 0 вiднiмаючи стовбчик 3 (перетворення (i)
та (ii)); обернене перетворення рядкiв злегка мiняє рядок 3. В отриманiй
матрицi робимо b45 = 1, далi b41 = b42 = b43 = b44 = 0; обернене перетворення
рядкiв незначно змiнює рядок 5.

Ми отримали матрицю вигляду

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

0 0 0 0 1

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(∗ — малi числа)

використовуючи майже тотожнi перетворення подiбностi з (1.2).
Для того, щоб зменшити кiлькiсть зiрочок, ми вiднiмаємо рядок 2 по-

множений на b53 вiд рядка 5, отримуючи b53 = 0. Обернене перетворення
стовбчикiв додає стовбчик 5 домножений на b53 до стовбчика 2. Далi
ми робимо b42 = b52 = 0 використовуючи рядок 1; обернене перетворення
стовбчикiв злегка змiнює b31, b41 та b51.

Ми одночасно звели усi матрицi (1.2) близькi до J до форми (1.3)
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перетвореннями подiбностi, що аналiтично залежать вiд усiх εij та є то-
тожним, якщо усi εij = 0.

Таким же методом усi матрицi J(0)+E, близькi до нiльпотентної жор-
данової матрицi

J(0) ∶= Jm1
(0)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ Jmr

(0), m1 ⩾m2 ⩾ . . . ⩾mr,

можуть бути зведенi спочатку до матриць вигляду
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

Jm1
(0) + 0↓ . . . 0↓

⋮ ⋅ ⋅ ⋅ ⋮

0↓ . . . Jmr
(0) + 0↓

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

i потiм до матриць вигляду (0.2), де t = 1, λ1 = 0 та m1, . . . ,mr замiсть
m11, . . . ,m1r1.

Це доводить теорему для кожної жорданової матрицi

J(λ) = J(0) + λI

з єдиним власним значенням λ, оскiльки

S(E)−1(J(λ) +E)S(E) = S(E)−1(J(0) +E)S(E) + λI.

Випадок 2: t ⩾ 2. У цьому випадку (1.1) має рiзнi власнi значення. Запи-
шемо (1.1) у виглядi J = J1 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ Jt, де кожна

Ji ∶= Jmi1
(λi)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ Jmiri

(λi)

має розмiр ni × ni та єдине власне значення λi. Нехай

J +E =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

J1 +E11 . . . E1t

⋮ ⋅ ⋅ ⋅ ⋮

Et1 . . . Jt +Ett

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(1.4)

є довiльна матриця близька до J (тобто, усi Eij є малими). Ми роби-
мо Eij = 0 для усiх i ≠ j майже тотожнiми перетвореннями подiбностi
наступним чином.



26

Представимо (1.4) у виглядi J +E⇙ +E⇗ де

J +E⇙ ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

J1 0

E21 J2

⋮ ⋱ ⋱

Et1 . . . Et,t−1 Jt

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

E⇗ ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

E11 E12 . . . E1t

E22 ⋱ ⋮

⋱ Et−1,t

0 Ett

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Будемо приводити J + E⇙. Додаемо до її першої вертикальної смуги
другу смугу домножену на довiльну n2 × n1 матрицю M справа. Робимо
обратне перетворення рядкiв: вiднiмаємо вiд другої горизонтальної смуги
першу смугу помножену наM злiва. Це перетворення подiбностi замiнює
E21 на E21+J2M−MJ1. Оскiльки J1 та J2 мають вiдмiннi власнi значення,
то iснує M для якої

E21 + J2M −MJ1 = 0

(див [5, роздiл VIII, § 3]). Крiм того, M — мала матриця, оскiльки E21

мала.
Таким же методом ми послiдовно робимо нулi у iнших блоках першої

пiддiагоналi
E21,E32, . . . ,Et,t−1

з J +E⇙, потiм блоки другої пiддiагоналi

E31, . . . ,Et,t−2,

i так далi. Таким чином, iснують майже одиничнi матрицi S1 такi, що

S−1
1 (J +E⇙)S1 = J1 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ Jt.

Ми робимо такi самi перетворення подiбностi з усiєю матрицею

J +E = J +E⇙ +E⇗
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та отримуємо матрицю

J +E′ ∶= S−1
1 (J +E)S1.

Її пiддiагональнi блоки E′
ij (i > j) спiвпадають з пiддiагональними бло-

ками з S−1
1 E⇗S1, якi є дуже малими оскiльки усi Eij є малими i перетво-

рення є майже тотожнiми.
Ми застосовуємо такi самi перетворення до J + E′ та отримуємо ма-

трицю
J +E′′ = S−1

2 (J +E′)S2,

у якiй пiддiагональнi блоки E′′
ij (i > j) дуже-дуже малi, i так далi.

Нескiнченний добуток S1S2 . . . сходиться до майже одиничної матрицi
S такої, що усi пiддiагональнi блоки

J + Ẽ ∶= S−1(J +E)S

є нульовими.
За допомогою майже тотожнiх перетворень подiбностi, ми послiдовно

отримуємо нулi у першiй наддiагоналi

Ẽ12, Ẽ23, . . . , Ẽt−1,t

матрицi J + Ẽ, i потiм у її другiй наддiагоналi

Ẽ13, . . . , Ẽt−2,t,

i так далi.
Ми звели (1.4) до блочно-дiагональної форми

(J1 + F1)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ (Jt + Ft),

де усi Fi є малими. Зводячи кожний доданок Ji + Fi як у випадку 1, ми
отримуємо матрицю вигляду (0.2).

Зауваження 1.1. У доведеннi, поданому вище, ми описали головнi iдеї
як побудувати перетворення (0.3). Алгоритми побудови цього перетво-
рення обговорюються у [49, 50].
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РОЗДIЛ 2

Блочно-трикутнi мiнiверсальнi деформацiї
матриць та пучкiв матриць

Для довiльної квадратної комплексної матрицi A, Арнольд [1] побудував
нормальну форму з мiнiмальною кiлькiстю параметрiв, до якої може
бути зведена сiм’я всiх матриць B, якi є близькими до цiєї матрицi A,
перетвореннями подiбностi, що гладко залежать вiд елементiв матриць
B. Edelman, Elmroth, K̊agström [26] побудували подiбнi нормальнi форми
для сiмей пучкiв комплексних матриць. Garcia-Planas i Sergeichuk [33]
побудували бiльш простi нормальнi форми для сiмей пучкiв матриць i
контраградiєнтних пучкiв матриць (тобто, матричних пар з точнiстю до
перетворень (A,B) ↦ (S−1AR,R−1BS)). Ми побудуємо iншi нормальнi
форми для сiмей матриць, пучкiв матриць, та контраградiєнтних пучкiв
матриць; нашi нормальнi форми блочно-трикутнi.

Belitskii [4] довiв, що довiльна жорданова канонiчна матриця J є пе-
рестановочно подiбна до деякої матрицi J#, яка називається канонiчною
матрицею Вейра та має властивiсть: усi матрицi, що комутують з J# є
блочно-трикутними. Згiдно до цiєї властивостi, J# вiдiграє центральну
роль у алгоритмi Белiцького зведення матриць будь-якої системи лiнiй-
них вiдображень до канонiчної форми, див [15, 57].

У цьму роздiлi ми знайдемо iншу властивiсть канонiчних матриць Вей-
ра: вони мають блочно-трикутнi мiнiверсальнi деформацiї (у сенсi озна-
чення 2.2). Тому, якщо сiм’я матриць що є достатньо близькою до даної
квадратної матрицi i визначається з точнiстю до гладких перетворень
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подiбностi, тодi ми можемо взяти її у формi J# + E, де E є блочно-
трикутною.

Ми також даємо блочно-трикутнi мiнiверсальнi деформацiї пучкiв та
контраградiєнтних пучкiв.

Усi матрицi, що ми розглядатимемо є комплексними матрицями.

2.1. Мiнiверсальнi деформацiї матриць

Означення 2.1 (див. [1, 2, 3]). Дефомацiя n×n матрицi A — матрична
функцiя A(α1, . . . , αk) (її аргументи α1, . . . , αk називаються параметра-
ми) в околi 0⃗ = (0, . . . ,0), яка є голоморфною в 0⃗ та дорiвнює A в 0⃗. Двi
деформацiї A ототожнюються, якщо вони спiвпадають в околi 0⃗.

Деформацiя A(α1, . . . , αk) матрицi A є версальною, якщо усi матрицi
A +E в деякому околi A зводяться до форми

A(h1(E), . . . , hk(E)) = S(E)−1(A +E)S(E), S(0) = In,

у якiй S(E) є голоморфною в нулi матричною функцiєю вiд елементiв
E.

Версальна деформацiя з мiнiмальною кiлькiстю параметрiв називає-
ться мiнiверсальною.

Означення 2.2. Нехай деформацiя A матрицi A задається у формi A+
B(α1, . . . , αk).

• Якщо k елементiв B(α1, . . . , αk) є незалежними параметрами
α1, . . . , αk та iншi є нулями, тодi деформацiя A називається про-
стою1.

1Мiнiверсальнi деформацiї Арнольда є простими. Бiльше того, за [33, Наслiдок 2.1] для матриць
будь-якого зображення сагайдака (тобто, будь-якої скiнченної системи лiнiйних вiдображень) над
C або R можна побудувати просту мiнiверсальну деформацiю.
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• Проста деформацiя називається блочно-трикутною вiдносно де-
якого розбиття матрицi A на блоки, якщо B(α1, . . . , αk) є блочно-
трикутною вiдносно цього ж розбиття та кожний з її блокiв є 0 або
усi їого елементи є незалежними параметрами.

Якщо A(α1, . . . , αk) — мiнiверсальна деформацiя матрицi A та
S−1AS = B для деякої невиродженої S, тодi S−1A(α1, . . . , αk)S — мiнiвер-
сальна деформацiя матрицi B. Тому достатньо побудувати мiнiверсальнi
деформацiї канонiчних матриць вiдносно подiбностi.

Нехай

J(λ) ∶= Jn1(λ)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ Jnl(λ), n1 ⩾ n2 ⩾ . . . ⩾ nl, (2.1)

жорданова канонiчна матриця з єдиним власним значенням, що дорiвнює
λ; одиницi жорданових блокiв пишемо по дiагоналi:

Jni(λ) ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λ 1 0

λ ⋱

⋱ 1

0 λ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(ni × ni).

Для довiльних натуральних чисел p та q, визначимо p × q матрицю

Tpq ∶=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∗ 0 . . . 0

⋮ ⋮ ⋮

∗ 0 . . . 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

якщо p < q,

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 . . . 0

⋮ ⋮

0 . . . 0

∗ . . . ∗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

якщо p ⩾ q,

(2.2)

в якiй зiрочками позначенi незалежнi параметри.

Теорема 2.1 ([3, §30, теорема 2]). (i) Нехай J(λ) — жорданова канонi-
чна матриця (2.1) з єдиним власним значенням, що дорiвнює λ. Нехай
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H ∶= [Tni,nj] — параметрична блочна матриця, подiлена на блоки як
J(λ), її блоки Tni,nj визначенi у (2.2). Тодi

J(λ) +H (2.3)

є простою мiнiверсальною деформацiєю J(λ).
(ii) Нехай

J ∶= J(λ1)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ J(λτ), λi ≠ λj якщо i ≠ j, (2.4)

є жордановою канонiчною матрицею у якiй кожний J(λi) має вигляд
(2.1), та нехай J(λi) +Hi — її мiнiверсальна деформацiя (2.3). Тодi

J +K ∶= (J(λ1) +H1)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ (J(λτ) +Hτ) (2.5)

є простою мiнiверсальною деформацiєю J .

Означення 2.3 ([61]). Канонiчна форма Вейра J# жорданової канонi-
чної матрицi J (та будь-якої матрицi, що є подiбною до J) визначена
наступним чином.

(i) Нехай J має єдине власне значення. Запишемо її у виглядi (2.1). Пе-
реставимо першi стовбчики блокiв Jn1(λ), Jn2(λ), . . . , та Jnl(λ) на мiсця
перших l стовбчикiв всiєї матрицi, потiм переставимо вiдповiднi рядки.
Наступним кроком переставимо другi стовбчики усiх блокi розмiру не
меншого 2 × 2 у наступнi стовбчики всiєї матрицi та переставимо вiдпо-
вiднi рядки, i так далi. Отримана матриця є канонiчною формою Вейра
J(λ)# матрицi J(λ).

(ii) Якщо J має рiзнi власнi значення, тодi ми записуємо їх у виглядi
(2.4). Канонiчна форма Вейра для J є

J# ∶= J(λ1)
# ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ J(λτ)

#. (2.6)
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Кожний прямий доданок з (2.6) має вигляд

J(λ)# =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λIs1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

Is2
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

0

λIs2 ⋱

⋱

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

Isk
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

0 λIsk

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, (2.7)

де si — кiлькiсть жорданових блокiв Jl(λ) розмiрностi l ⩾ i в J(λ). По-
слiдовнiсть (s1, s2, . . . , sk) називається характеристикою Вейра для ма-
трицi J (i для будь-якої матрицi подiбної до J) та її власного значення
λ, див [58]. За [4] або [57, теорема 1.2], усi матрицi, що комутують з J#

є блочно трикутними.
У наступнiй лемi ми будуємо мiнiверсальну деформацiю для J#, яка

є блочно-трикутною вiдносно найбiльш грубого розбиття J#, для якого
усi дiагональнi блоки мають вигляд λiI та всi недiагональнi блоки є 0 або
I. Це означає, що розмiри дiагональних блокiв для (2.7) вiдносно цього
розбиття утворюють послiдовнiсть, отриману з

sk, sk−1 − sk, . . . , s2 − s3, s1 − s2,

sk, sk−1 − sk, . . . , s2 − s3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

sk, sk−1 − sk,

sk

виключенням нульових членiв.

Теорема 2.2. (i) Нехай J(λ) — жорданова канонiчна матриця вигляду
(2.1) з єдиним власним значенням, що дорiвнює λ. Нехай J(λ)+H — її
мiнiверсальна деформацiя (2.3). Позначимо через

J(λ)# +H# (2.8)
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параметричну матрицю, отриману з J(λ) +H перестановками описа-
ними в означеннi 2.3(i). Тодi J(λ)# +H# — мiнiверсальна деформацiя
матрицi J(λ)# i її матриця H# нижньо блочно-трикутна.

(ii) Нехай J — жорданова канонiчна матриця представлена у вигля-
дi (2.4) та нехай J# — її канонiчна форма Вейра. Застосуємо пере-
становки, описанi в (i), до кожного з прямих доданкiв мiнiверсальної
деформацiї (2.5) для J . Тодi отримана матриця

J# +K# ∶= (J(λ1)
# +H#

1 )⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ (J(λτ)
# +H#

τ ) (2.9)

є мiнiверсальною деформацiєю для J#, яка є простою та блочно-
трикутною (у сенсi означення 2.2).

Доведемо цю теорему. Вигляд J(λ)# +H# та блочна трикутнiсть H#

стають бiльш зрозумiлими якщо ми здiйснимо перестановки з означення
2.3(i) в два кроки.

Перший крок. Запишемо послiдовнiсть n1, n2, . . . , nl з (2.1) у виглядi

m1, . . . ,m1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
r1 разiв

,m2, . . . ,m2
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
r2 разiв

, . . . ,mt, . . . ,mt
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
rt разiв

,

де
m1 >m2 > ⋅ ⋅ ⋅ >mt. (2.10)

Розiб’ємо J(λ) у t горизонтальних та t вертикальних смуг розмiру

r1m1, r2m2, . . . , rtmt

(кожна з них мiстить жордановi блоки однакового розмiру), зробимо опи-
санi перестановки у кожнiй з цих смуг, i отримуємо

J(λ)+ ∶= Jm1
(λIr1)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ Jmt

(λIrt), (2.11)

де

Jmi
(λIri) ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λIri Iri 0

λIri ⋱

⋱ Iri
0 λIri

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(mi дiагональних блокiв).
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Такими самими перестановками рядкiв та стовбчикiв у J(λ)+H зведемо
H до

H+ ∶= [T̃mi,mj
(ri, rj)],

де кожна T̃mi,mj
(ri, rj) отримується з матрицi Tmi,mj

, визначеної у (2.2),
замiною кожного нульового елемента блоком нулiв розмiру ri × rj та ко-
жного елемента ∗ — ri × rj блоком

⋆ ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∗ . . . ∗

⋮ ⋮

∗ . . . ∗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

. (2.12)

Наприклад, якщо

J(λ) = J4(λ)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ J4(λ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

p

⊕J2(λ)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ J2(λ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

q

, (2.13)

тодi

J(λ)+ = J4(λIp)⊕ J2(λIq) =

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (2,1) (2,2)
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λIp Ip 0 0 0 0

0 λIp Ip 0 0 0

0 0 λIp Ip 0 0

0 0 0 λIp 0 0

0 0 0 0 λIq Iq

0 0 0 0 0 λIq

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(1,1)
(1,2)
(1,3)
(1,4)
(2,1)
(2,2)

(2.14)

Смуга iндексується парою (i, j), якщо вона мiстить j-ту смугу з
Jmi

(λIri). Вiдповiдно,

H+ =

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (2,1) (2,2)
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

⋆ 0 0 0 0 0

⋆ 0 0 0 ⋆ ⋆

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(1,1)
(1,2)
(1,3)
(1,4)
(2,1)
(2,2)

(2.15)
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Другий крок. Ми переставляємо в J(λ)+ першi вертикальнi смуги з

Jm1
(λIr1), Jm2

(λIr2), . . . , Jmt
(λIrt)

у першi t вертикальнi смуги та переставляємо вiдповiднi горизонтальнi
смуги, потiм переставляємо другi вертикальнi смуги у наступнi верти-
кальнi смуги та переставляємо вiдповiднi горизонтальнi смуги; продов-
жуємо процес поки не отримаємо J(λ)#. Такi самi перестановки пере-
творюють H+ у H#.

Наприклад, застосовуючи цi перестановки до (2.14) та (2.15), ми отри-
маємо

J(λ)# =

(1,1) (2,1) (1,2) (2,2) (1,3) (1,4)
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λIp 0 Ip 0 0 0

0 λIq 0 Iq 0 0

0 0 λIp 0 Ip 0

0 0 0 λIq 0 0

0 0 0 0 λIp Ip

0 0 0 0 0 λIp

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(1,1)
(2,1)
(1,2)
(2,2)
(1,3)
(1,4)

(2.16)

та

H# =

(1,1) (2,1) (1,2) (2,2) (1,3) (1,4)
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 0 0 0

⋆ 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

⋆ ⋆ 0 ⋆ 0 0

0 0 0 0 0 0

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(1,1)
(2,1)
(1,2)
(2,2)
(1,3)
(1,4)

(2.17)

Доведення теореми 2.2. (i) Як у (2.14), ми iндексуємо вертикальнi (го-
ризонтальнi) смуги в J(λ)+ з (2.11) парами натуральних чисел насту-
пним чином: смуга iндексується парою (i, j), якщо вона мiстить j-ту
смугу Jmi

(λIri). Пари, що iндексують смуги в J(λ)+ утворюють послi-
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довнiсть

(1,1), (1,2), . . . , (1,mt), . . . , (1,m2), . . . , (1,m1),

(2,1), (2,2), . . . , (2,mt), . . . , (2,m2),

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

(t,1), (t,2), . . . , (t,mt),

(2.18)

яка лексикографiчно впорядкована. Переставимо пари по стовпчикам з
(2.18):

(1,1), (2,1), . . . , (t,1); . . . ; (1,mt), (2,mt), . . . , (t,mt); . . . ; (1,m1)

(2.19)
i зробимо такi самi перестановки вiдповiдних смуг в J(λ)+ та H+. Ми
отримуємо J(λ)# та H#; див приклади (2.16) та (2.17).

Елемент ((i, j), (i′, j′)) в H+ — зiрочка тодi i тiльки тодi, якщо

або i ⩽ i′ та j =mi, або i > i′ та j′ = 1. (2.20)

За (2.10), у цих випадках j ⩾ j′, та якщо j = j′, тодi або j = j′ = mi та
i = i′, або j = j′ = 1 та i > i′. Отже, H# є нижньо блочно-трикутною.

(ii) Це твердження випливає з (i) та теореми 2.1(ii).

Зауваження 2.1. Нехай J(λ) — жорданова матриця з єдиним вла-
сним значенням, нехай m1 > m2 > ⋅ ⋅ ⋅ > mt — рiзнi розмiри її жордано-
вих блокiв, та нехай ri — кiлькiсть жорданових блокiв розмiру mi. Тодi
деформацiя J(λ)#+H# з теореми 2.2 може бути фомально побудована
наступним чином:

• J(λ)# та H# — матрицi однакового розмiру; вони однаковим чи-
ном розбиваються на горизонтальнi та вертикальнi смуги, якi
iндексованi парами (2.19).

• ((i, j), (i, j))-ий дiагональний блок у J(λ)# є λIri, її ((i, j), (i, j+1))-
ий блок є Iri, та її iншi блоки нульовi.

• ((i, j), (i′, j′))-ий блок у H+ має вигляд (2.12) тодi i тiльки тодi,
якщо (2.20) виконується; її iншi блоки нульовi.
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2.2. Мiнiверсальнi деформацiї пучкiв матриць

За теоремою Кронекера про пучки матриць (див [5, роздiл XII, §4]), ко-
жна пара m × n матриць зводиться перетвореннями еквiвалентностi

(A,B)↦ (S−1AR,S−1BR), S та R невиродженi,

доканонiчної пари Кронекера (Akr,Bkr), яка є прямою сумою, однозначно
визначеною з точнiстю до перестановки доданкiв, пар вигляду

(Ir, Jr(λ)), (Jr(0), Ir), (Fr,Gr), (F T
r ,G

T
r ),

де λ ∈ C та

Fr ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0

0 ⋱

⋱ 1

0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, Gr ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0

1 ⋱

⋱ 0

0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(2.21)

є матрицями розмiру r × (r − 1), r ⩾ 1.
Означення 2.1 та 2.2 поширюються на матричнi пари природним чи-

ном.
Мiнiверсальнi деформацiї для (Akr,Bkr) отримано у [26, 33]. Деформа-

цiї з [33] є простими; у цьому роздiлi ми зводимо її до блочно-трикутного
вигляду перестановками рядкiв та стовбчикiв. Задля цього, ми замiнює-
мо у (Akr,Bkr)

• пряму суму (I, J) усiх пар вигляду (Ir, Jr(λ)) — парою (I, J#), та

• пряму суму (J(0), I) усiх пар вигляду (Jr(0), Ir) — парою
(J(0)#, I),

де J# та J(0)# — матрицi Вейра з означення 2.3. Ми отримуємо канонi-
чну пару матриць вигляду

l

⊕
i=1

(F T
pi ,G

T
pi)⊕ (I, J#)⊕ (J(0)#, I)⊕

r

⊕
i=1

(Fqi,Gqi); (2.22)
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де ми вважаємо, що

p1 ⩽ . . . ⩽ pl, q1 ⩾ . . . ⩾ qr. (2.23)

(Цей особливий порядок прямих доданкiв у (2.22) дозволяє побудувати
її блочно-трикутну мiнiверсальну деформацiю)

Позначимо через

0↑ ∶=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∗ ⋯ ∗

0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 0↓ ∶=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
∗ ⋯ ∗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

0← ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∗

⋮ 0
∗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 0→ ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∗

0 ⋮

∗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

матрицi, у яких елементи першого рядку, останнього рядку, першої ко-
лонки, та останньої колонки, вiдповiдно, є зiрочками та всi iншi елементи
— нулями, та позначимо

Z ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∗ ⋯ ∗ 0 ⋯ 0

0 ⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯ 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(кiлькiсть нулiв у першому рядку Z дорiвнює кiлькостi рядкiв). Зiрочка-
ми позначаються незалежнi параметри.

У наступнiй теоремi ми наводимо просту мiнiверсальну деформацiю
для (2.22), яка є блочно трикутною вiдповiдно розбиття (2.22), де J#

та J(0)# розбитi як у теоремi 2.2, та усi блоки з (F T
pi ,G

T
pi) та (Fqi,Gqi)

моють розмiр 1 × 1.

Теорема 2.3. Нехай (A,B) — канонiчна пара матриць вигляду (2.22),
що задовольняє (2.23). Одна з блочно-трикутних простих мiнiверсаль-
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них деформацiй для (A,B) має вигляд (A,B), в якому

A ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

F T
p1

F T
p2

⋱

0 F T
pl

0

0 I

0→ 0→ . . . 0→ 0 J(0)# +H#

0→ 0→ . . . 0→ 0

0↓

0↓

⋮

0↓

Fq1
Fq2

⋱

0 Fqr

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(2.24)

та

B ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

GT
p1

ZT GT
p2

⋮ ⋱ ⋱

ZT . . . ZT GT
pl

0

0← 0← . . . 0← J# +K#

0 0 I

0↑

0↑

⋮

0↑

0↑

0↑

⋮

0↑

0

Gq1

Z Gq2

⋮ ⋱ ⋱

Z . . . Z Gqr

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, (2.25)

де J(0)#+H# та J#+K# — блочно трикутнi мiнiверсальнi деформацiї
(2.8) та (2.9).

Доведення. Наступна мiнiверсальна деформацiя пар матриць була отри-
мана у [33]. Пара матриць (2.22) еквiвалентна її канонiчнiй формi Кро-
некера

(Akr,Bkr) ∶=
r

⊕
i=1

(Fqi,Gqi)⊕ (I, J)⊕ (J(0), I)⊕
l

⊕
i=1

(F T
pi ,G

T
pi).
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За [33, теорема 4.1], одна з простих мiнiверсальних деформацiй для
(Akr,Bkr) має вигляд (Akr,Bkr), де

Akr ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

Fqr 0

Fqr−1
⋱

0 F1

0

0↓

0↓

⋮

0↓

0→ 0→ . . . 0→

I 0 0

J(0) +H 0→ 0→ . . . 0→

0

F T
pl 0

F T
pl−1

⋱

0 F T
p1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

та

Bkr ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

Gqr Z . . . Z

Gqr−1 ⋱ ⋮

⋱ Z

0 Gq1

0↑

0↑

⋮

0↑

0

0↑

0↑

⋮

0↑

J +K 0 0← 0← . . . 0←

I 0

0

GT
pl Z

T . . . ZT

GT
pl−1 ⋱ ⋮

⋱ ZT

0 GT
p1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Зважаючи на теорему 2.2, деформацiя (Akr,Bkr) — перестановочно еквi-
валентна деформацiї (A,B) з теореми 2.3. (Блоки H та K у (Akr,Bkr) —
нижньо блочно-трикутнi; через це ми зводимо (Akr,Bkr) до (A,B), яка є
нижньо блочно-трикутною.)

Зауваження 2.2. Будуючи J(λ)#, ми для кожного r об’єднуємо усi
r × r жордановi блоки Jr(λ) з J(λ) у Jr(λI), див. (2.11). Аналогiчно,
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ми можемо об’єднати пари однакового розмiру у (2.22) та отримати
пару вигляду

l′

⊕
i=1

(F̂ T
p′i
, ĜT

p′i
)⊕ (I, J#)⊕ (J(0)#, I)⊕

r′

⊕
i=1

(F̂q′i, Ĝq′i
), (2.26)

де p′1 < ⋅ ⋅ ⋅ < p′l′ та q′1 > ⋅ ⋅ ⋅ > q′r′. Ця пара перестановочно еквiвалентна
парi (2.22). Тими ж перестановками рядкiв та стовбчикiв у (2.24) та
(2.25) ми об’єднаємо усi

F T
p ,G

T
p , Fq,Gq

у
F̂ T
p , Ĝ

T
p , F̂q, Ĝq

та
0,0↑,0↓,0←,0→,Z

у
0̂, 0̂↑, 0̂↓, 0̂←, 0̂→, Ẑ

якi складаються з блокiв 0 та ⋆ визначених у (2.12); отримана пара є
блочно-трикутною мiнiверсальною деформацiєю для (2.26).

2.3. Мiнiверсальнi деформацiї контраградiєнтних
пучкiв матриць

Кожна пара m × n та n ×m матриць зводиться перетвореннями контра-
градiєнтної еквiвалентностi

(A,B)↦ (S−1AR,R−1BS), S та R — невиродженi,

до канонiчної форми, побудованої у [6] (див також [36]), яка є прямою
сумою, однозначно визначеною з точнiстю до перестановки доданкiв, пар
вигляду

(Ir, Jr(λ)), (Jr(0), Ir), (Fr,G
T
r ), (F T

r ,Gr), (2.27)

де λ ∈ C та матрицi Fr та Gr визначенi у (2.21).
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Для довiльної матрицi M , визначимо матрицi

M△ ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 . . . 0

M

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, M⊳ ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

M
0
⋮

0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

якi отримуються дописуванням нульвого рядка зверху та нульового
стовбчика з правого боку, вiдповiдно. Кожна блочна матриця, блоки якої
мають вигляд T△ (де T визначена у (2.2)) позначається як H△. Кожна
блочна матриця, блоки якої мають вигляд T⊳, позначається як H⊳.

Теорема 2.4. Нехай
(I, J)⊕ (A,B) (2.28)

канонiчна пара матриць вiдносно конраградiєнтної еквiвалентностi, де
J — невироджена жорданова матриця,

(A,B) ∶=
l

⊕
i=1

(Fpi,G
T
pi)⊕ (I, J(0))⊕ (J ′(0), I)⊕

r

⊕
i=1

(F T
qi ,Gqi),

J(0) та J ′(0) — жордановi матрицi з єдиним власним значенням 0,
та

p1 ⩾ p2 ⩾ . . . ⩾ pl, q1 ⩽ q2 ⩽ . . . ⩽ qr.

Тодi одна з простих мiнiверсальних деформацiй пари (2.28) має вигляд

(I, J +K)⊕ (A,B), (2.29)

де J +K — деформацiя (2.5) для J та (A,B) є наступною деформацiєю
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(A,B):

A ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

Fp1 T . . . T

Fp2 ⋱ ⋮

⋱ T

Fpl

H△ H H

I H H⊳
J ′(0) +H H

0

GT
q1 T . . . T

GT
q2 ⋱ ⋮

⋱ T

GT
qr

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

та

B ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

GT
p1 + T

T ⋱

⋮ ⋱ ⋱

T . . . T GT
pl + T

0

H J(0) +H

H⊳ H I

H H H△

Fq1 + T

T ⋱

⋮ ⋱ ⋱

T . . . T Fqr + T

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Доведення. Наступну просту мiнiверсальну деформацiю (2.28) можна
отримати з [33, теорема 5.1] перестановкою смуг; вона має вигляд

(I, J +K)⊕ (A′,B′), (2.30)
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де J +K з (2.5),

A′ ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

Fp1 + T T . . . T

Fp2 + T ⋱ ⋮

⋱ T

0 Fpl + T

0 H H

0 I 0 0

H 0 J ′(0) +H H

0 0 H

GT
q1 T . . . T

GT
q2 ⋱ ⋮

⋱ T

0 GT
qr

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

та

B′ ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

GT
p1 0

T GT
p2

⋮ ⋱ ⋱

T . . . T GT
pl

H 0 0

H J(0) +H H H

0 H I 0

H H 0

Fq1 + T 0

T Fq2 + T

⋮ ⋱ ⋱

T . . . T Fqr + T

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

;

Нехай (C,D) — канонiчна пара (2.28), та нехай (P,Q) — довiльна па-
ра матриць того ж розмiру, у якої кожнiй елемент дорiвнює 0 або ∗. За
[33, теорема 2.1] (дивись також початок доведення теореми 5.1 в [33]),
(C + P ,D +Q) є версальною (вiдповiдно, мiнiверсальною) деформацiєю
(C,D) тодi i тiльки тодi, коли для кожної пари (M,N) того ж розмi-
ру, як i (C,D), iснують квадратнi матрицi S та R та пара (вiдповiдно,
єдина пара) (P,Q) отримана з (P ,Q) замiною її зiрочок комплексними
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числами, такi що

(M,N) + (CR − SC, DS −RD) = (P,Q). (2.31)

Матрицi (C,D) блочно дiагональнi:

C = C1 ⊕C2 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕Ct,

D =D1 ⊕D2 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕Dt,

де (Ci, Di) мають вигляд (2.27). Вiдповiдно розбиваючи матрицi (M,N)

та (P ,Q) та прирiвнюючи вiдповiднi блоки у (2.31), ми знаходимо, що
(C +P ,D +Q) — версальна деформацiя (C,D) тодi i тiльки тодi, коли

для кожної пари iндексiв (i, j) та кожної пари (Mij,Nij)

розмiру (Pij,Qij) iснують матрицi Sij та Rij та пара
(Pij,Qij) отримана з (Pij,Qij) замiною її зiрочок компле-
ксними числами, такi що

(Mij,Nij) + (CiRij − SijCj, DiSij −RijDj) = (Pij,Qij).

(2.32)

Нехай (C+P ′,D+Q′) — деформацiя (2.30) пари (C,D). Оскiльки вона
версальна,

для кожної пари iндексiв (i, j) та кожної пари (Mij,Nij)

розмiру (P ′ij,Q
′
ij) iснують матрицi Sij та Rij та пара

(P ′
ij,Q

′
ij) отримана з (P ′ij,Q

′
ij) замiною її зiрочок компле-

ксними числами, такi що

(Mij,Nij) + (CiRij − SijCj, DiSij −RijDj) = (P ′
ij,Q

′
ij).

(2.33)

Нехай (C + P ,D +Q) — деформацiя (2.29). Для того, щоб довести її
версальнiсть, перевiримо умову (2.32). Якщо (Pij,Qij) = (P ′ij,Q

′
ij) тодi

(2.32) виконується за (2.33).
Нехай (Pij,Qij) ≠ (P ′ij,Q

′
ij) для деяких (i, j). Оскiльки умова (2.33)

виконується, достатньо перевiрити, що для кожної (P ′
ij,Q

′
ij) отриманої з
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(P ′ij,Q
′
ij) замiною її зiрочок комплексними числами, iснують матрицi S

та R та пара (Pij,Qij) отримана з (Pij,Qij) замiною її зiрочок компле-
ксними числами, такi що

(P ′
ij,Q

′
ij) + (CiR − SCj, DiS −RDj) = (Pij,Qij). (2.34)

Можливi 5 випадкiв.

Випадок 1: (Ci,Di) = (Fp,GT
p ) та i = j. Тодi

(P ′
ii,Q

′
ii) = (T, 0) =

⎛

⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
α1 ⋯ αp−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 0
⎞

⎠

(ми позначаємо через T будь-яку матрицю, отриману з T замiною
її зiрочок комплексними числами). Беручи

S ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0

αp−1 ⋱

⋱ ⋱ ⋱

α2 ⋱ ⋱ ⋱

α1 α2 ⋱ αp−1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

R ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0

αp−1 ⋱

⋱ ⋱ ⋱

α3 ⋱ ⋱ ⋱

α2 α3 ⋱ αp−1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

у (2.34), ми отримаємо

(Pii,Qii) =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0,

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

αp−1

⋮ 0
α1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

= (0, T ).

Випадок 2: (Ci,Di) = (Fp,GT
p ) та (Cj,Dj) = (Im, Jm(0)). Тодi

(P ′
ij,Q

′
ij) = (0, T ). Беручи S ∶= −T△ та R ∶= 0 у (2.34), ми отримаємо

(Pij,Qij) = (T△,0).
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Випадок 3: (Ci,Di) = (Im, Jm(0)) та (Cj,Dj) = (Jn(0), In). Тодi
(P ′

ij,Q
′
ij) = (0, T ). Беручи S ∶= 0 та R ∶= T у (2.34), ми отри-

маємо (Pij,Qij) = (T,0).

Випадок 4: (Ci,Di) = (Im, Jm(0)) та (Gj,Dj) = (GT
q , Fq). Тодi

(P ′
ij,Q

′
ij) = (0, T ). Беручи S ∶= 0 та R ∶= T⊳ у (2.34), ми отри-

маємо (Pij,Qij) = (T⊳,0).

Випадок 5: (Ci,Di) = (Jn(0), In) та (Gj,Dj) = (Fp,GT
p , ). Тодi

(P ′
ij,Q

′
ij) = (T,0). Беручи S ∶= T⊳ та R ∶= 0 у (2.34), ми отри-

маємо (Pij,Qij) = (0, T⊳).

Ми довели, що деформацiя (2.29) версальна. Вона мiнiверсальна,
оскiльки має таку ж саму кiлькiсть параметрiв як i мiнiверсальна де-
формацiя (2.30).

Зауваження 2.3. Деформацiя (I, J +K) ⊕ (A,B) з теореми 2.4 може
бути перетворена у блочно-трикутну наступними перестановками її
рядкiв та стовбчикiв, якi є перетвореннями контраградiєнтної еквiва-
лентностi:

• Ми зводимо (I, J +K) до вигляду (I, J#+K#), де J#+K# визначена
у (2.9).

• Ми зводимо дiагональний блок J(0) + H у B до вигляду J(0)# +

H# (визначеному у (2.8)) перестановками рядкiв та стовбчикiв
B, описаними у означеннi 2.3. Потiм ми робимо контраградiєнтнi
перестановки рядкiв та стовбчикiв A.

• Нарештi, ми зводимо дiагональний блок J ′(0) + H у A до вигля-
ду J ′(0)# + H# (визначеному у (2.8)) перестановками рядкiв та
стовбчикiв A описаними в означеннi 2.3, i робимо контраградi-
єнтнi перестановки рядкiв та стовбчикiв B. Отримана деформа-
цiя J ′(0)# + H# нижньо блочно-трикутна, ми робимо її верхньо



48

блочно-трикутною перетвореннями

P (J ′(0)# +H#)P, P ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

⋅ ⋅
⋅

1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(тобто ми переставляємо у зворотньому порядку рядки та стовб-
чики A, що перетинають J ′(0)# +H#, i робимо контраградiєнтнi
перестановки рядкiв та стовбчикiв B).
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РОЗДIЛ 3

Як змiнюється при збуреннях канонiчна
форма 2 × 2 та 3 × 3 матриць вiдносно

конгруентностi

Ми будуємо дiаграми Хассе G2 та G3 для впорядкування вiдносно вклю-
чення на множинах класiв конгруентностi 2 × 2 та 3 × 3 комплексних
матриць. Iншими словами, ми будуємо два орiєнтованi графи, вершини
яких є 2 × 2 або, вiдповiдно, 3 × 3 канонiчнi матрицi вiдносно конгру-
ентностi i iснує орiєнтований шлях з A у B тодi i тiльки тодi, якщо A
може бути перетворена як завгодно малим збуренням у матрицю, яка
конгруентна B.

3.1. Вступ

Ми дослiджуємо, як малi збурення 2 × 2 або 3 × 3 комплексної матрицi
можуть змiнити її канонiчну форму вiдносно конгруентностi.

Двi комплекснi матрицi A та B називаються конгруентними, якщо
STAS = B для невиродженої S. Це вiдношення еквiвалентностi; класи
еквiвалентностi називаються класами конгруентностi. У §2.1 ми будує-
мо графи замикання G2 та G3, якi визначенi для довiльного натураль-
ного n наступним чином.

Означення 3.1. Граф замикання Gn для класiв конгруентностi n × n
комплексних матриць – це орiєнтований граф, в якому кожна вершина v
однозначно представляє клас конгруентностi Cv n × n матриць, та iснує
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орiєнтований шлях з вершини v вершину w тодi i тiльки тодi, якщо одна
(i тому кожна) матриця з Cv може бути перетворена у матрицю з Cw як
завгодно малим збуренням.

Граф Gn є дiаграмою Хассе для множини класiв конгруентностi n×n
матриць з наступним частковим порядком: a ≼ b якщо a мiститься у
замиканнi елемента b. Тому граф Gn показує, як класи конгруентностi
вiдносяться один до одного у афiнному просторi n × n матриць.

Оскiльки кожну n×n матрицю можна єдиним чином записати у вигля-
дi P +Q, де P симетрична та Q кососиметрична, Gn також є графом за-
микання для класiв конгруентностi n×n симетричних/кососиметричних
матричних пучкiв P + λQ.

Кожний клас конгруентностi мiстить в точностi одну канонiчну ма-
трицю вiдносно конгруентностi, i тому зручно представляти класи кон-
груентностi їх канонiчними матрицями. Ми використовуємо канонiчнi
матрицi вiдносно конгруентностi Acan, якi побудованi у [39]. Ми також
використовуємо мiнiверсальнi деформацiї матрицi Acan, якi побудованi у
[23], тобто нормальну форму, до якої усi матрицi близькi до Acan можуть
бути зведенi перетвореннями конгруентностi, що перервно залежать вiд
їх елементiв.

Термiн “орбiта вiдносно конгруентностi” часто використовується за-
мiсть “клас конгруентних матриць” [16, 20]. Задача, яку ми розглядаємо,
може бути названа “стратифiкацiєю орбiт матриць вiдносно конгруен-
тностi” по аналогiї до стратифiкацiї орбiт та пачок матриць вiдносно
подiбностi та пучкiв матриць [27, 29, 42, 41].

3.1.1. Граф замикання для класiв подiбностi На вiдмiну вiд де-
формацiй класiв конгруентностi матриць, деформацiї класiв подiбностi
матиць та класiв еквiвалентностi пучкiв матриць добре вивченi. Ми бу-
дуємо теорiю деформацiй матриць вiдносно конгруентностi по аналогiї з
добре розвинутою теорiєю деформацiй матриць вiдносно подiбностi. Для
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зручностi читача, в цьому параграфi ми нагадаємо деякi факти теорiї де-
формацiй матриць вiдносно подiбностi, базуючись на статтi [47].

Нехай J — жорданова матриця i нехай λ — її власне значення. По-
значимо через wλj кiлькiсть жорданових блокiв Jm(λ) розмiру m ⩾ j у
J ; послiдовнiсть (wλ1,wλ2, . . . ) називається характеристикою Вейра ма-
трицi J (i довiльної матрицi, що є подiбною до J) для власного числа
λ.

Наступна теорема була доведена у [18] i, незалежно, у [51]; iнше дове-
дення було дано у [27, Theorem 2.2].

Теорема 3.1 ([18, 51]). Нехай J та J ′ — жордановi матрицi однакового
розмiру. Тодi J може бути перетворена довiльними малими збурення-
ми у матрицю, яка є подiбною до J ′, тодi i тiльки тодi, якщо J та J ′

мають однакову множину власних значень з однаковими кратностями
та їх характеристика Вейра задовольняє

wλ1 ⩾ w
′
λ1,

wλ1 +wλ2 ⩾ w
′
λ1 +w

′
λ2,

wλ1 +wλ2 +wλ3 ⩾ w
′
λ1 +w

′
λ2 +w

′
λ3,

. . .

для кожного власного значення λ.

Pokrzywa [54] поширив теорему 3.1 на канонiчнi форми Кронекера пу-
чкiв матриць.

Означення 3.2. Нехай T — топологiчний простiр з вiдношенням еквiва-
лентностi. Граф замикання (або дiаграма замикання) — це орiєнтований
граф, вершини якого бiєктивно вiдповiдають класам еквiвалентностi та
для класiв еквiвалентностi a та b є орiєнтований шлях з вершини a до
вершини b тодi i тiльки тодi, якщо a ⊂ b, де b позначає замикання b.

Таким чином, граф замикання є дiаграмою Хасcе для множини кла-
сiв еквiвалентностi з наступним частковим порядком: a ≼ b тодi i тiльки
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тодi, якщо a ⊂ b. Граф замикання показує як класи еквiвалентностi вiд-
носяться один до одного у T .

У цьому параграфi T = Cn×n i вiдношення еквiвалентностi є подiбнiстю
матриць. Оскiльки кожний клас подiбностi мiстить тiльки одну жорда-
нову матрицю визначену з точнiстю до перестановки жорданових блокiв,
ми ототожнюємо вершини з матрицями Жордана, визначеними з точнi-
стю до перестановки жорданових блокiв.

Теорема 3.1 дозволяє побудувати граф замикання згiдно з наступною
лемою.

Лема 3.1. Граф замикання для класiв подiбностi n × n матриць мi-
стить орiєнтований шлях вiд жорданової матрицi J до жорданової
матрицi J ′ тодi i тiльки тодi, якщо J може бути перетворена за
допомогою довiльно малих збурень у матрицю, що є подiбною до J ′.

Доведення. Позначимо через [M] клас подiбностi квадратної матрицiM .
“⇐Ô” Нехай J може бути перетворена за допомогою довiльно малих

збурень у матрицю, що є подiбною до J ′. Тодi iснує послiдовнiсть матриць

J +E1, J +E2, J +E3, . . .

у [J ′] що збiгається до J . Це означає, що J ∈ [J ′]. Нехай A ∈ [J], тобто
A = S−1JS для деякої S. Тодi послiдовнiсть матриць

S−1(J +Ei)S = A + S−1EiS (i = 1,2, . . . )

у [J ′] збiгаеться до A, i тодi A ∈ [J ′]. Тому [J] ⊂ [J ′] i є орiєнтований
шлях з J у J ′.

Наслiдок 3.1. За теоремою 3.1, стрiлки є тiльки мiж жорданови-
ми матрицями з однаковими множинами власних значень. Нехай J —
жорданова матриця.

• Нехай J ′ — жорданова матриця такого самого розмiру. Кожний
окiл матрицi J мiстить матрицю, для якої жорданова канонiчна
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форма є J ′ тодi i тiльки тодi, коли є орiєнтований шлях з J у J ′

(якщо J = J ′, то завжди iснує “лiнивий” шлях довжини 0 з J у
J ′).

• Замикання класу подiбностi матрицi J дорiвнює об’єднанню класiв
подiбностi усiх жорданових матриць J ′ таких, що є орiєнтований
шлях з J ′ у J (якщо J = J ′, то завжди iснує “лiнивий” шлях).

Приклад 3.1. Побудуємо граф замикання для класiв подiбностi 4 × 4

матриць. Кожна жорданова матриця є прямою сумою жорданових бло-
кiв Jm(λ). Замiняючи їх на λm i видаляючи символи ⊕, ми отримуємо
компактне позначення жорданових матриць, якi були використанi Ар-
нольдом [1]. Наприклад,

λ2λµ це J2(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(µ) (3.1)

(ми пишемо λ,µ замiсть λ1, µ1).
Для всiх жорданових матриць розмiру 4 × 4 з власним числом 0, ми

маємо

жорданова її характеристика послiдовнiсть (w1,w1 +w2,

матриця Вейра (w1,w2,w3,w4) w1 +w2 +w3,w1 +w2 +w3 +w4)

0000 (4,0,0,0) (4,4,4,4)
0200 (3,1,0,0) (3,4,4,4)
0202 (2,2,0,0) (2,4,4,4)
030 (2,1,1,0) (2,3,4,4)
04 (1,1,1,1) (1,2,3,4)

Використовуючи цю таблицю, теорему 3.1, i лему 3.1, легко побудува-
ти наступний граф замикання для класiв подiбностi нiльпотентних 4 × 4

матриць:
0000→ 0200→ 0202 → 030→ 04

Таким же методом ми можемо побудувати граф замикання для класiв
подiбностi усiх 4×4 матриць, який показано у рисунку 3.1. Граф нескiн-
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λ4 λ3µ λ2µ2 λ2µν λµνξ розмiрнiсть 12

λ3λ

OO

λ2λµ

OO

λ2µµ

OO

λλµν

OO

розмiрнiсть 10

λ2λ2

OO

λλµµ

OO

розмiрнiсть 8

λ2λλ

OO

λλλµ

OO

розмiрнiсть 6

λλλλ

OO

розмiрнiсть 0

(3.2)

Рис. 3.1: Граф замикання для класiв подабностi 4 × 4 матриць

ченний: λ,µ, ν, ξ — довiльнi рiзнi комплекснi числа. Класи подiбностi для
4 × 4 жорданових матриць J , що розмiщенi на одному горизонтальному
рiвнi у (3.2), мають однакову розмiрнiсть, яку наведено справа на цьому
рiвнi i яка обчислюється наступним чином: вона дорiвнює

16 − codimC T (J),

де codimC T (J)— кiлькiсть зiрочок у (0.2) (див. теорему 2.1). Наприклад,
якщо J є (3.1) з λ ≠ µ, тодi (0.2) є

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λ 1 0 0

∗ λ + ∗ ∗ 0

∗ 0 λ + ∗ 0

0 0 0 µ + ∗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

i тому
dimC(J) = 16 − codimC T (J) = 16 − 6 = 10.

Наступний приклад показує, що структура графу замикання для ма-
триць бiльшого розмiру не така проста як у (3.2).

Приклад 3.2. Граф замикання для класiв подiбностi 6×6 нiльпотентних
матриць показаний на рисунку 3.2. Цей граф був взятий з [41, фiгури
3 i 22], де описано StratiGraph, який є програмним засобом для побудо-
ви графiв замикання для класiв подiбностi матриць, для класiв строгої
еквiвалентностi пучкiв матриць i для пачок матриць та пучкiв (див. веб
сторiнку
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06 dim 30

050

OO

dim 28

0402

OO

dim 26

0303

88

0400

ff

dim 24

03020

ff 88

dim 22

020202

88

03000

ff

dim 18

020200

ff 88

dim 16

020000

OO

dim 10

000000

OO

dim 0

Рис. 3.2: Граф замикання для класiв подiбностi 6 × 6 нiльпотентних матриць.

http://www.cs.umu.se/english/research/groups/matrix-
computations/stratigraph/

про StratiGraph).

3.2. Графи замикання для класiв конгруентностi

В цьому параграфi ми будуємо дiаграми Хассе G2 та G3 для впорядку-
вання вiдносно включення на множинах класiв конгруентностi 2 × 2 та
3 × 3 комплексних матриць. Нажаль, ми не маємо аналога теореми 3.1, i
тому будувати такi графи набагато складнiше, нiж для матриць вiдносно
подiбностi.

Ми використовуємо наступну канонiчну форму вiдносно конгруентно-
стi, яка була побудована Р. Хорном та В.В. Сергейчуком.

Твердження 3.1 ([35, теорема 4.5.25]). Кожна квадратна комплексна
матриця конгруентна прямiй сумi, визначенiй однозначно, с точнiстю
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до перестановки доданкiв, матриць вигляду

H2m(λ) ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 Im

Jm(λ) 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, Γn ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 ⋰

−1 ⋰

1 1

−1 −1

1 1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, Jk(0), (3.3)

де λ – ненульове комплексне число, що визначене з точнiстю до замiни
на λ−1 та задовольняє λ ≠ (−1)m+1, та Γn має розмiр n-на-n.

Ця канонiчна форма, та аналогiчна канонiчна форма для *конгруен-
тностi, були отриманi у [39], базуючись на [13, Theorem 3] (див. також
[37]); пряме доведення, що цi форми є канонiчними дане у [38, 40].

Для довiльної A ∈ Cn×n та матрицi X ∈ Cn×n з малими елементами,

(I +X)TA(I +X) = A +XTA +AX
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

малi

+XTAX
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶
дуже малi

i тому клас конгруентностi матрицi A у малому околi A може бути отри-
маний дуже малою деформацiєю афiнного матричного простору

{A +XTA +AX ∣X ∈ Cn×n}.

(За властивiстю Лiпшиця [56], якщо A та B близькi одна до одної та B =

STAS з невиродженою S, тодi S можна взяти близько до In.) Векторний
простiр

T (A) ∶= {XTA +AX ∣X ∈ Cn×n} (3.4)

є дотичним простором до класу конгруентностi матрицi A у точцi A.
Числа

dimC T (A), codimC T (A) ∶= n2 − dimC T (A)

називаються розмiрнiстю та, вiдповiдно, корозмiрнiстю класу конгру-
ентностi матрицi A.
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⎡
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⎢
⎢
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dim 1
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⎥
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⎦

__

OO

dim 0

(3.5)

Рис. 3.3: Граф замикання G2 для класiв конгруентностi 2 × 2 матриць, де λ ≠ ±1 та кожне
ненульове λ визначене з точнiстю до замiни на λ−1.

Теорема 3.2 (доведена у §3.4.1). Граф замикання G2 для класiв конгру-
ентностi 2×2 матриць наведено на рисунку 3.3. Кожний клас конгру-
ентностi задається його канонiчною матрицею, яка є прямою сумою
блокiв вигляду (3.3) (нульовi елементи зовнi цих блокiв не показанi).
Граф скiнченний: [ 0 1

λ 0 ] представляє скiнченну множину вершин, iнде-
ксованих λ ∈ C ∖ {−1,1} (за умови, що кожне ненульове λ визначене з
точнiстю до замiни на λ−1) зi стрiлками

[ 1
0 ]→ [ 0 1

λ 0 ]

до кожної з цих вершин. Класи конгруентностi канонiчних матриць,
що знаходяться на одному горизонтальному рiвнi у G2, мають одна-
кову розмiрнiсть, що вказана праворуч.

Наприклад, граф G2 у (3.5) показує, що як завгодно малий окiл
[ 0 1−1 0 ] мiстить матрицi з канонiчними матрицями вiдносно конгруентно-
стi [ 0 1−1 0 ] i [ 0 −1

1 1 ] , але для будь-яких iнших канонiчних матриць Acan є
окiл [ 0 1−1 0 ] без матриць з канонiчною формою Acan.
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Теорема 3.3 (доведена у §3.4.2). Граф замикання G3 для класiв конгру-
ентностi 3 × 3 матриць наведено на рисунку 3.4. Класи конгруентно-

[
0 −1
1 1

1
] [

0 1
µ 0

1
] [

0 0 1
0 −1 −1
1 1 0

] dim 8

[
0 1 0
0 0 1
0 0 0

]

88ff OO

dim 7

[
0 1−1 0

1
]

OO

[
1

1
1
]

OO

dim 6

[
0 −1
1 1

0
]

AA

OO

[
0 1
λ 0

0
]

OO

[
1

1
0
]

]]

OO

dim 5

[
0 1−1 0

0
]

OO

[
1

0
0
]

OOff 88

dim 3

[
0

0
0
]

ff OO

dim 0

(3.6)

Рис. 3.4: Граф замикання G3 для класiв конгруентностi 3 × 3 матриць, у якому λ,µ ≠ ±1,
та ненульовi λ та µ визначенi з точнiстю до замiни на λ−1 та µ−1.

стi, що вiдповiдають вершинам, заданi їх 3×3 канонiчними матрицями
вiдносно конгруентностi. Граф скiнченний:

[
0 1
λ 0

0
] та [

0 1
µ 0

1
]

представляють скiнченнi множини вершин, iндексованих λ,µ ∈ C ∖

{−1,1}, причому кожне ненульове λ визначене з точнiстю до замiни
на λ−1 та кожне ненульове µ визначене з точнiстю до замiни на µ−1.
Класи конгруентностi з вершинами на одному горизонтальному рiвнi
мають однакову розмiрнiсть, що вказана праворуч.

Зауваження 3.1. Нехай M є 2×2 або 3×3 канонiчна матриця вiдносно
конгруентностi.

• Нехай N — iнша канонiчна матриця вiдносно конгруентностi то-
го ж розмiру. Кожний окiл M мiстить матрицю, канонiчна форма
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вiдносно конгруентностi якої є N тодi i тiльки тодi, якщо iснує орi-
єнтований шлях з M в N у G2 або G3 (якщо M = N , тодi завжди
iснує “лiнивий” шлях довжини 0 з M в M).

• Замикання класу конгруентностi матрицi M дорiвнює об’єднанню
класiв конгруентностi усiх канонiчних матриць N , таких що iснує
орiєнтований шлях з N в M (якщо N =M , тодi завжди iснує “лiни-
вий” шлях).

3.3. Допомiжнi твердження

У цьому параграфi ми наведемо декiлька лем, якi використовуються у
доведеннях теорем.

3.3.1. Твердження Ройтера Замiсть пучкiв матриць A + λB зручно
розглядати пари матриць (A,B), в яких обидвi матрицi мають однако-
вий розмiр. Пари матриць (A,B) та (A′,B′) є еквiвалентними якщо
iснують невиродженi R та S такi, що RAS = A′ та RBS = B′ (див. [5]; це
вiдповiдає строгiй еквiвалентностi пучкiв A + λB та A′ + λB′). Для до-
вiльної невиродженої матрицi A, матриця A−TA ∶= (A−1)TA називається
коквадратом матрицi A.

Твердження (a) у наступнiй лемi належить А.В.Ройтеру [12]; воно
було поширено на довiльнi системи лiнiйних вiдображень та бiлiнiйних
форм у [12, 13]. Це зводить проблему класифiкацiї матриць з точнiстю до
конгруентностнi до проблеми класифiкацiї пар матриць вигляду (A,AT )

з точнiстю до еквiвалентностi.

Лема 3.2. (a) Двi квадратнi матрицi A та B конгруентнi тодi i
тiльки тодi, якщо пари матриць (A,AT ) та (B,BT ) еквiвален-
тнi.

(b) Двi невиродженi матрицi A та B конгруентнi тодi i тiльки тодi,
якщо їх коквадрати A−TA та B−TB подiбнi.
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Доведення. (a) Нехай A та B — двi n×n матрицi. Зобразимо їх у виглядi
A = As+Ac та B = Bs+Bc, де As,Bs симетричнi та Ac,Bc кососиметричнi.
Матрицi A та B конгруентнi тодi i лише тодi, коли виконується одна з
трьох еквiвалентних умов:

• (As,Ac) та (Bs,Bc) конгруентнi;

• (As,Ac) та (Bs,Bc) еквiвалентнi (див. [11, § 95, теорема 3] або [31,
лема 2.2]);

• (A,AT ) та (B,BT ) еквiвалентнi.

(b) Це твердження випливає з (a); воно також доведене у [40, лема 2.1]
(або див. [35, теорема 4.5.27]).

Зазначимо, що лема 3.2(a) також легко виводиться з канонiчної форми
конгруентностi, яка наведена у твердженнi 3.1. I навпаки, твердження
3.1 випливає з леми 3.2(a) та кронекерiвської канонiчної форми пучкiв
матриць.

3.3.2. Мiнiверсальнi деформацiї Ми використовуємо мiнiверсальну
деформацiю квадратної матрицi A вiдносно конгруентностi, тобто нор-
мальну форму з мiнiмальною кiлькiстю незалежних параметрiв, до якої
всi матрицi A +X, близькi до A, можуть бути зведенi перетвореннями

A +X ↦ S(X)T (A +X)S(X), S(0) = I,

де S(X) залежить голоморфно вiд елементiв X. Поняття мiнiверсаль-
ної деформацiї належить В. I. Арнольду [1]; вiн побудував мiнiверсальнi
деформацiї жорданових канонiчних матриць.

Мiнiверсальна деформацiя A ∈ Cn×n вiдносно конгруентностi була по-
будована у [23, теорема 2.1] наступним чином. Нехай D — довiльна ма-
триця з елементами 0 та ∗, що задовольняє умовi

Cn×n = T (A)⊕D(C),
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де T (A) визначене у (3.4) та D(C) — векторний простiр усiх матриць,
отриманих з D замiною їх зiрочок комплексними числами. Тодi усi ма-
трицi з A + D(C), що є достатньо близькими до A, складають мiнiвер-
сальну деформацiю A. Число

n2 − dimT (A) = dimD(C)

є корозмiрнiстю класу конгруентностi матрицiA; воно дорiвнює кiлькостi
зiрочок у D.

За [60, роздiл III, теорема 1.7], межа кожного класу конгруентностi є
об’єднанням класiв конгруентностi строго меншої розмiрностi, що дово-
дить наступну лему.

Лема 3.3. Якщо v → w — стрiлка у графi замикання Gn, тодi клас
конгруентностi Cv, що вiдповiдає v, мiститься у замиканнi класу кон-
груентностi Cw, i тому розмiрнiсть Cv менша за розмiрнiсть Cw.

Мiнiверсальнi деформацiї 2×2 та 3×3 матриць вiдносно конгруентностi
наведенi у наступнiй лемi.

Лема 3.4 ([23, приклад 2.1]). Нехай A — довiльна 2×2 або 3×3 матриця.
Тодi усi матрицi A+X, що є достатньо близькими до A, можуть бути
одночасно зведенi деяким перетворенням

S(X)T (A+X)S(X), S(X) — невироджена та голоморфна у 0, (3.7)

до однiєї з наступних форм, де λ ∈ C ∖ {−1,1} та кожне ненульове λ
визначене з точнiстю до замiни на λ−1:

(i) якщо A має розмiр 2 × 2,
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⎢
⎢
⎣

∗ 0

0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

λ 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0

∗ 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

;

(ii) якщо A має розмiр 3 × 3,
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⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0

0

0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1

0

0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1

1

0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0

∗ 0 0

∗ ∗ ∗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1

1

1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0

∗ 0 0

∗ ∗ 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

−1 0

0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∗ 0 0

∗ ∗ 0

∗ ∗ ∗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

λ 0

0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0

∗ 0 0

∗ ∗ ∗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(λ ≠ 0),

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

0 0

0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0

∗ 0 ∗

∗ 0 ∗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 −1

1 1

0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∗ 0 0

0 0 0

∗ ∗ ∗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

−1 0

1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∗ 0 0

∗ ∗ 0

0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

λ 0

1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0

∗ 0 0

0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 −1

1 1

1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∗ 0 0

0 0 0

0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0

0 0 1

0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0

0 0 0

∗ 0 ∗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 1

0 −1 −1

1 1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0

∗ 0 0

0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Кожна з цих матриць має вигляд Acan +D, де Acan — канонiчна ма-
триця вiдносно конгруентностi та зiрочки у D є комплексними числа-
ми, що прямують до нуля, коли X прямує до нуля. Кiлькiсть зiрочок
є найменшою, що може бути одержана перетвореннями (3.7); вона
дорiвнює корозмiрностi класу конгруентностi матрицi A.

3.3.3. Характеристичний полiном
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Лема 3.5. Нехай A та B — невиродженi матрицi. Якщо iснує як завго-
дно мале збурення матрицi A, яке конгруентне матрицi B, тодi коква-
драти A−TA та B−TB мають однаковий характеристичний многочлен
i тому

det(ATx −A) = c ⋅ det(BTx −B)

для ненульового c ∈ C.

Доведення. Iснує послiдовнiсть невироджених матриць A1, A2, . . . , що
збiжна до A, де усi Ai конгруентнi B. За лемою 3.2(b), усi A−T

i Ai подiбнi
до B−TB i тому вони мають однаковий характеристичний полiном χ(x).
Оскiльки A−T

1 A1, A−T
2 A2, . . . збiгається до A−TA, то χ(x) — характери-

стичний полiном для A−TA.

3.4. Доведення теорем

3.4.1. Доведення теореми 3.2 Для кожної канонiчної 2 × 2 матрицi
M вiдносно конгруентностi, розмiрнiсть dM її класу конгруентностi дана
у (3.5). Вона була обчислена наступним чином: dM = 4 − cM , де cM —
корозмiрнiсть класу конгруентностi матрицi M ; cM дорiвнює кiлькостi
зiрочок у M +D з леми 3.4(i).

Доведення теореми 3.2 розбито на два кроки.

Крок 1: доведемо, що кожна стрiлкаM → N у (3.5) є коректною, тобто
iснує як завгодно мале збурення матрицiM , яке конгруентне матрицi N .

Ми пишемо A ≅ B, якщо A конгруентна B, тобто STAS = B для
деякої невиродженої S. Розклавши S в добуток елементарних матриць,
ми отримаємо, що

A ≅ B тодi i тiльки тодi, якщо A може бути зведе-
на до B послiдовнiстю елементарних перетворень
рядкiв та цих же перетворень стовбчикiв.

(3.8)

Ми позначаємо через ε, δ, та ζ як завгодно малi комплекснi числа.
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● [ 0 0
0 0 ]→ [ 0 1−1 0 ] та [ 0 0

0 0 ]→ [ 1 0
0 0 ] оскiльки

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 ε

−ε 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

≅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

−1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

та
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

ε 0

0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

≅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0

0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

● [ 0 1−1 0 ]→ [ 0 −1
1 1 ] оскiльки

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

−1 ε

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

≅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 −1

1 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

● [ 1 0
0 0 ]→ [ 0 −1

1 1 ], бо

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 ε

−ε 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

≅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1

−1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

та
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1

−1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 −1

1 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

● [ 1 0
0 0 ]→ [ 0 1

0 0 ] i [ 1 0
0 0 ]→ I2, бо

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 ε

0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

≅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

та
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0

0 ε

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

≅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0

0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

● [ 1 0
0 0 ]→ [ 0 1

λ 0 ] для кожного λ ∉ {−1,0,1}; достатньо знайти як завгодно
малi δ ≠ 0 та ε для яких

A ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0

ε δ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

конгруентна H2(λ) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

λ 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, (3.9)

тобто A−TA подiбна до

H2(λ)
−TH2(λ) = diag(λ,λ−1)

(див. лему 3.2(b)), тобто власними значеннями A−TA є λ та λ−1, тобто
коренями полiному

det(ATx −A) =

RRRRRRRRRRR

x − 1 εx

−ε δx − δ

RRRRRRRRRRR

= δ[x2 + (ε2/δ − 2)x + 1]

є λ та λ−1. Цей полiном еквiвалентний

δ(x − λ)(x − λ−1),
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якщо
ε2/δ − 2 = −λ − λ−1, (3.10)

що виконується для деяких як завгодно малих ε та δ.

Крок 2: доведемо, що ми не пропустили жодної стрiлки у (3.5).
Ми пишемо M ↛ N , якщо граф замикання не має стрiлок M → N ,

тобто якщо кожна матриця, отримана зM як завгодно малим збуренням,
не конгруентна матрицi N . Очевидне твердження “якщоM → N таM ↛
P , тодi N ↛ P ” та лема 3.3 гарантують, що ми маємо довести тiльки
вiдсутнiсть стрiлок

H2(−1)→H2(λ), H2(−1)→ I2.

● H2(−1)↛H2(0), оскiльки кожне як завгодно мале збурення H2(−1)

має ранг 2 та H2(0) має ранг 1.
● H2(−1)↛H2(λ) (λ ≠ 0,1,−1) за лемою 3.5, оскiльки

det(H2(−1)Tx −H2(−1)) = (x + 1)2

та
det(H2(λ)

Tx −H2(λ)) = −(x − λ)(λx − 1).

● H2(−1)↛ I2. Кожне як завгодно мале збурення H2(−1) не є конгру-
ентним I2, оскiльки їх кососиметричнi частини не конгруентнi.

3.4.2. Доведення теореми 3.3 Кожна канонiчна матриця вiдносно
конгруентностi є прямою сумою матриць вигляду H2m(λ), Γn, та Jk(0)
(див. (3.3)). Замiнюючи їх на [λ]2m, 1n, та 0k, вiдповiдно, та видаляю-
чи символи ⊕, ми отримуємо компактне позначення канонiчної матрицi.
Наприклад,

[1]4[3]216161020

— це
H4(1)⊕H2(3)⊕ Γ6 ⊕ Γ6 ⊕ Γ1 ⊕ J2(0)⊕ J1(0)
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(ми пишемо 1 та 0 замiсть 11 and 01).
Усi 3×3 канонiчнi матрицi вiдносно конгруентностi записуються у цих

позначеннях наступним чином:

000 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0

0

0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, [−1]20 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

−1 0

0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 100 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1

0

0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

120 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 −1

1 1

0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, [λ]20 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

λ 0

0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 110 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1

1

0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

[−1]21 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

−1 0

1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 111 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1

1

1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 03 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0

0 0 1

0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

121 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 −1

1 1

1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, [µ]21 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

µ 0

1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 13 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 1

0 −1 −1

1 1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

(3.11)

Вони є прямою сумою блокiв вигляду (3.3); нульовi елементi зовнi цих
блокiв не показанi.

Для кожної 3×3 канонiчної матрицiM , розмiрнiсть dM її класу конгру-
ентностi наведена у (3.6). Її було обчислено наступним чином: dM = 9−cM

де cM — корозмiрнiсть класу конгруентностi матрицi M ; cM дорiвнює
кiлькостi зiрочок у M +D з леми 3.4(ii).

Крок 1: доведемо, що кожна стрiлка у (3.6) коректна.
Для всiх 2 × 2 матриць A та B та довiльного c ∈ C, якщо кожний окiл

матрицi A мiстить матрицю, що конгруентна матрицi B, тодi кожний
окiл A ⊕ [c] мiстить матрицю, що конгруентна B ⊕ [c]. Таким чином,
стрiлки (3.5) забезпечують коректнiсть наступних стрiлок у (3.6):

000→ [−1]20, оскiльки [ 0 0
0 0 ]→ [ 0 1−1 0 ]

100→ 110, оскiльки [ 1 0
0 0 ]→ I2
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000→ 100, оскiльки [ 0 0
0 0 ]→ [ 1 0

0 0 ]

[−1]20→ 120, оскiльки [ 0 1−1 0 ]→ [ 0 −1
1 1 ]

110→ 111, оскiльки [ 1 0
0 0 ]→ I2

100→ 120, оскiльки [ 1 0
0 0 ]→ [ 0 −1

1 1 ]

[−1]21→ 121, оскiльки [ 0 1−1 0 ]→ [ 0 −1
1 1 ]

100→ [λ]20, оскiльки [ 1 0
0 0 ]→ [ 0 1

λ 0 ] .

Коректнiсть iнших стрiлок у (3.6) доводиться наступним чином.
● 120→ [−1]21, оскiльки

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−1 0 0

0 1 −1/ε

1 0 1/ε

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 −1 0

1 1 0

0 2ε ε2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−1 0 1

0 1 0

0 −1/ε 1/ε

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0

−1 0 0

0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

● 120→ 03, оскiльки ми можемо звести
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 −1 0

1 1 ε

0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

до

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 −1 0

0 0 ε

0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(3.12)

перетвореннями (3.8): ми додаємо останнiй стовбчик, домножений на
−ε−1, до першого та другого стовбчикiв; такi самi перетворення рядкiв
не змiнюють матрицю.
● {[λ]20,110}→ 03 (тобто [λ]20→ 03 та 110→ 03), оскiльки

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0

λ 0 ε

0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

≅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0

0 0 ε

0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

та
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 i 0

0 1 0

0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 −iε

0 1 ε

0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0

i 1 0

0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 i 0

i 1 ε

0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

≅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 i 0

0 0 ε

0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

як у (3.12).
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● 111→ 13, оскiльки
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

≅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 1

0 −1 0

1 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

за лемою 3.2(b), та
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

ε 0 0

0 1 0

0 0 ε−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 1

0 −1 −ε

1 ε 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

ε 0 0

0 1 0

0 0 ε−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 1

0 −1 −1

1 1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

● 03 → {121, [µ]21,13}. Для збурення

A ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0

0 0 1

ε 0 δ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

матрицi 03, ми маємо

det(ATx −A) =

RRRRRRRRRRRRRRRRR

0 −1 εx

x 0 −1

−ε x δx − δ

RRRRRRRRRRRRRRRRR

= εx3 − ε + x(δx − δ)

= ε(x3 + δε−1x2 − δε−1x − 1)

= ε(x − 1)(x2 + (δε−1 + 1)x + 1).

(3.13)

Щоб перевiрити 03 → 121, ми покладемо δ = ε та отримаємо

det(ATx −A) = ε(x − 1)(x + 1)2.

Таким чином, власними значеннями A−TA є 1,−1,−1. Тiльки коквадрати
[−1]21 та 121 серед коквадратiв невироджених матриць у (3.11) мають
такi власнi значення; зокрема, тому що коквадрат 13 — це

Γ−T
3 Γ3 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 −1 1

1 −1 0

1 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 1

0 −1 −1

1 1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 2 2

0 1 2

0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

. (3.14)
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Лема 3.2(b) забезпечує, що A конгруентна до однiєї з цих матриць, тобто
03 → [−1]21 або 03 → 121. Але 03 ↛ [−1]21 за лемою 3.3.

Переконаємося, що 03 → [µ]21. Кожне комплексне число представля-
ється у формi δε−1 з як завгодно малими δ та ε, i тому для кожного
ненульового µ iснують як завгодно малi δ та ε такi, що

x2 + (δε−1 + 1)x + 1 = (x − µ)(x − µ−1).

За (3.13), власними значеннями A−TA є 1, µ, µ−1. У списку (3.11) тiльки
коквадрат матрицi [µ]21 має такi власнi значення. За лемою 3.2(b), 03 →

[µ]21 при µ ≠ 0. Стрiлка 03 → [0]21 iснує, тому що
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0

0 0 1

0 0 δ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

≅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0

0 0 0

0 −1 δ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

≅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0

0 0 0

0 0 δ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

≅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0

0 0 0

0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Щоб переконатися, що 03 → 13, ми покладемо δ = −3ε. Тодi

det(ATx −A) = ε(x − 1)3.

За (3.14) та лемою 3.2(b) маємо, що A конгруентна 111 або 13 з (3.11).
Але 03 ↛ 111 за лемою 3.3.

Крок 2: доведемо, що ми не пропустили жодної стрiлки у (3.6).
За лемою 3.3, достатньо переконатися, що

[−1]20↛ {[λ]20,111}

{[λ]20,110}↛ [−1]21

[λ]20↛ 111

[−1]21↛ {[µ]21,13}

111↛ {121, [µ]21}

для всiх λ ≠ ±1 та µ ≠ ±1.
● [−1]20↛ [λ]20 (λ ≠ ±1). Вiд супротивного, припустимо, що є як зав-

годно мале збурення A для [−1]20, що є конгруентним [λ]20 для деякого



70

λ ≠ ±1. Ми можемо припустити, що це збурення має вигляд з леми 3.4(ii),
тобто

A ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

α 1 0

−1 + β γ 0

ε ζ η

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

≅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0

λ 0 0

0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(3.15)

для деяких як завгодно малих α,β, γ, ε, ζ, η. Тодi rankA = 2, i тому η = 0.
Якщо ε = ζ = 0, тодi з конгруентностi (3.15) з η = 0 випливає

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

α 1

−1 + β γ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

≅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

λ 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

завдяки однозначностi у твердженнi 3.1; це є неможливим, оскiльки
[ 0 1−1 0 ]↛ [ 0 1

λ 0 ] у (3.5).
Нехай ζ ≠ 0 та ∣ε∣ ⩽ ∣ζ ∣. Додаючи другий стовбчик A до першого, ми

отримуємо ε = 0; потiм повторимо це перетворення з рядками. Елементи
α та β замiнюються деякими елементами α′ та β′, якi теж є як завгодно
малими. Додаючи останнiй рядок, ми робимо елементи над ζ рiвними
нулю. Таким чином,

A ≅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

α′ 0 0

−1 + β′ 0 0

0 ζ 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

≅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

α′ 0 0

1 0 0

0 1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Якщо α′ = 0, тодi остання матриця конгруентна 03, яка не конгруентна
[λ]20. Якщо α′ ≠ 0, тодi

A ≅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

α′ ∗ 0

0 0 0

0 1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

≅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

α′ 0 0

0 0 0

0 1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

≅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0

0 0 0

0 1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

яка конгруентна [0]21 i тому вона не конгруентна [λ]20.
Нехай ∣ε∣ > ∣ζ ∣. Ми переставляємо першi два рядки i першi два стов-

пчики у A i мiркуємо як у попередньому випадку.
● [−1]20 ↛ 111, оскiльки якщо збурення [−1]20 конгруентне 111, тодi

їх кососиметричнi частини мають бути конгруентними.
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● {[λ]20,110}↛ [−1]21, тобто

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0

λ 0 0

0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+E /≅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0

−1 0 0

0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

та
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+E /≅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0

−1 0 0

0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

для λ ≠ ±1 та кожної достатньо малої матрицi E. Це виконується, бо
кососиметричнi частини вiдповiдних матриць мають рiзнi ранги.
● [λ]20↛ 111, тобто

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0

λ 0 0

0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+E /≅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

для λ ≠ ±1 та кожної достатньо малої матрицi E. Це виконується, бо
кососиметричнi частини вiдповiдних матриць мають рiзнi ранги.
● [−1]21↛ {[µ]21,13}, тобто

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0

−1 0 0

0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+E /≅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0

µ 0 0

0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

та
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0

−1 0 0

0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+E /≅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 1

0 −1 −1

1 1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

для µ ≠ ±1 та кожної достатньо малої матрицi E. Це виконується за
лемою 3.5, оскiльки характеристичними полiномами коквадратiв

[−1]21, [µ]21, 13
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є
(x + 1)2(x − 1), (x − µ)(x − µ−1)(x − 1), (x − 1)3

(див. (3.14)), вiдповiдно.
● 111↛ {121, [µ]21}, тобто

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+E /≅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 −1 0

1 1 0

0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

та
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+E /≅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0

µ 0 0

0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

для µ ≠ ±1 та кожної достатньо малої матрицi E. Це виконується за
лемою 3.5, оскiльки характеристичними полiномами коквадратiв

111, 121, [µ]21

є
(x − 1)3, (x + 1)2(x − 1), (x − µ)(x − µ−1)(x − 1),

вiдповiдно.
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РОЗДIЛ 4

Пачки 2 × 2 та 3 × 3 матриць вiдносно
конгруентностi

Пачка матриць вiдносно когруентностi визначається як множина ква-
дратних матриць A таких, що пучки A + λAT належать до однiєї пачки
вiдносно строгої еквiвалентностi. У пiдтримку цього означення ми пока-
жемо, що усi матрицi у пачцi конгруентностi 2×2 або 3×3 матриць мають
однаковi властивостi по вiдношенню до збурень. Ми будуємо дiаграми
Хассе GB

2 та GB
3 для впорядкування вiдносно включення на множинах

пачок конгруентностi 2 × 2 та, вiдповiдно, 3 × 3 матриць. Ми знаходимо
групи iзометрiй 2×2 та 3×3 канонiчних матриць вiдносно конгруентностi.

4.1. Вступ

Арнольд [1, § 5.3] визначає пачку матриць вiдносно подiбностi як мно-
жину усiх матриць, що мають однаковий жордановий тип: матрицi A
та B мають однаковий жордановий тип, якщо iснує бiєкцiя з множини
рiзних власних значень матрицi A у множину рiзних власних значень
матрицi B, що перетворює жорданову канонiчну форму матрицi A у
жорданову канонiчну форму матрицi B. Наприклад, матрицi

J3(0)⊕ J2(0)⊕ J5(1), J3(2)⊕ J2(2)⊕ J5(−3) (4.1)

належать до однiєї пачки (через Jn(λ) ми позначаємо верхньо-трикутну
жорданову клiтину розмiру n×n з власним значенням λ). Усi матрицi па-
чки мають схожi властивостi; наприклад, їх жордановi матрицi J мають
однакову множину {X ∣JX =XJ} комутуючих матриць.
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Не кожна збiжна послiдовнiсть n × n матриць

B1,B2, . . .→ A, (4.2)

у якiй усi Bi не подiбнi до A, дає орiєнтований шлях у графу замикання
для класiв подiбностi. Але кожна послiдовнiсть (4.2), у якiй усi Bi, що не
належать до пачки A, що мiстить A, дає принаймнi один орiєнтований
шлях у графi замикання для пачок подiбностi. Дiйсно, кiлькiсть пачок
n × n матриць скiнченна, i тому є скiнченна пiдпослiдовнiсть

Bn1,Bn2, . . .→ A,

де усi Bni належать до однiєї пачки B. Звiдси A ∈ B, що доводить A ⊂ B.

Приклад 4.1. Граф замикання для пачок подiбностi 4 × 4 матриць по-
казана на рисунку 4.1 (вiн даний у iншому виглядi у [41, фiгура 24]).
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OO
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(4.3)

Рис. 4.1: Граф замикання для пачок подiбностi 4 × 4 матриць

Порiвняємо (3.2) та (4.3). Граф (3.2) скiнченний; вiн є безперетинним
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об’єднання лiнiйних пiдграфiв, отриманих з

λλλλ→ λ2λλ→ ⋯→ λ4,

λλλµ→ λ2λµ→ λ3µ,

. . . ,

λµνξ

(4.4)

замiною їх параметрiв на нерiвнi комплеснi числа (кiлькiсть параметрiв
у вершинах лiнiйних пiдграфiв (4.4) дорiвнює 1, 2, 2, 3, 4, вiдповiдно).
Таким чином, не зважаючи на те, що послiдовнiсть грецьких лiтер у
вершинах (3.2) та (4.3) однакова, кожна вершина (3.2) представляє не-
скiнченну множину класiв подiбностi, матрицi яких мають однаковий
жорданiв тип (i тому цi класи подiбностi мають однакову розмiрнiсть),
оскiльки вiдповiдна вершина у (4.3) представляє лише одну пачку, яка
є об’єднанням цих класiв подiбностi; її розмiрнiсть дорiвнює розмiрностi
будь-якого з її класiв подiбностi плюс кiлькiсть параметрiв. Зазначимо,
що кожна стрiлка у (3.2) вiдповiдає стрiлцi у (4.3), але (4.3) має додатковi
стрiлки.

Означення пачок матриць вiдносно конгруентностi є не таким очеви-
дним. Ми можемо визначити цi пачки через канонiчну форму для кон-
груентностi (див. означення 4.6), аналогiчно до пачок матриць вiдносно
подiбностi та пачок пучкiв матриць. Але на вiдмiну вiд збурень жор-
данової та кронекерiвської канонiчних форм, поведiнка збурення канонi-
чної матрицi вiдносно конгруентностi залежить вiд значень її параметрiв
(див. зауваження 4.1). Крiм того, ми можемо отримати iнше розбиття на
пачки, використовуючи iншу канонiчну форму вiдносно конгруентностi
(скажемо, тридiагональну канонiчну форму [31, теорема 1.1]). Тому ми
визначаємо пачки вiдносно конгруентностi наступним чином.

Означення 4.1. Двi квадратнi матрицi A та B належать до однiєї пачки
вiдносно конгруентностi тодi i тiльки тодi, якщо пучки A + λAT та B +

λBT належать до однiєї пачки вiдносно строгої еквiвалентностi.
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Це означення базується на важливому твердженнi: двi n × n матрицi
A та B конгруентнi тодi i тiльки тодi, якщо пучки A + λAT та B + λBT

строго еквiвалентнi (див. лема 3.2).
Роздiл органiзовано наступним чином. У §2.2 ми будуємо графи зами-

кання GB
2 та GB

3 для пачок конгруентностi 2 × 2 та 3 × 3 матриць. У §3.4
ми доводимо основнi теореми.

У §4.5 ми наводимо аргументи на користь означення 4.1. Ми показу-
ємо, що кожна пачка конгруентних 2 × 2 або 3 × 3 матриць може бути
описана як множина усiх матриць, якi мають схожi властивостi вiдно-
сно збурень та однакову кiлькiсть нерозкладних прямих доданкiв (це
невiрно для пачок, визначених через канонiчнi матрицi вiдносно конгру-
ентностi; див означення 4.6). Таким чином, цi ж самi графи замикання
GB

2 та GB
3 будуть отриманi, якщо використовується будь-яке iнше хороше

означення пачок конгруентностi. У §4.6 ми наводимо список груп iзоме-
трiй бiлiнiйних просторiв (Cn,A), у яких A — бiлiнiйна форма на Cn,
яка задана канонiчною матрицею вiдносно конгруентностi, та n = 2 або
n = 3.

4.2. Графи замикання для пачок конгруентностi

Наступна лема, яка є iншою версiєю твердження 3.1, буде використана
для побудови графiв замикання вiдносно конгруентностi.

Лема 4.1. Кожна квадратна комплексна матриця конгруентна пря-
мiй сумi, визначенiй однозначно з точнiстю до перестановки доданкiв,
матриць вигляду

H2m(λ), Γn, J2r−1(0), (4.5)

де (−1)m+1 ≠ λ ∈ C, кожне ненульове λ визначене з точнiстю до замiни
на λ−1, та m,n, r = 1,2, . . . .
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Доведення. Лема випливає з твердження 3.1 оскiльки за [37, с. 213] або
[13, с. 492] Jk(0) конгруентна до

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 RT
r

Lr 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

якщо k = 2r − 1, H2r(0) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 Ir

Jr(0) 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

якщо k = 2r, (4.6)

де

Lr ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0

⋱ ⋱

0 1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, Rr ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0

⋱ ⋱

0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(4.7)

є (r − 1) × r матрицями (таким чином, L1 = R1 є 0 × 1 матрицею).

Пачки матриць (див означення 4.1) описано у наступнiй теоремi. За
лемою 4.1, кожна квадратна матриця A конгруентна прямiй сумi

G ⊕H1(λ1)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕Ht(λt), λi ≠ λj,1/λj якщо i ≠ j, усi λi ∈ C ∖ {1,−1},

(4.8)
де G — пряма сума матриць вигляду H2m((−1)m), Γn, J2r−1(0), та кожна
Hi(λi) є прямою сумою матриць вигляду H2m(λi) з λi ≠ ±1. (Очевидно,
умова λi ≠ 1/λj у (4.8) задовольняється, якщо λj = 0.)

Теорема 4.1 (доведена у §4.4.1). Нехай квадратна матриця A кон-
груентна до (4.8). Тодi пачка вiдносно конгруентностi для матрицi A
складається з усiх матриць, що є конгруентними до матриць

G ⊕H1(µ1)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕Ht(µt), µi ≠ µj,1/µj якщо i ≠ j, усi µi ∈ C ∖ {1,−1}

(4.9)
з однаковими G,H1, . . . ,Ht.

Наслiдок 4.1. Пачки вiдносно конгруентностi, що мiстять канонiчнi
клiтини (3.3), є наступнi:

• класи конгруентностi матриць H2m((−1)m), Γn, та J2r−1(0),

• об’єднання класу конгруентностi матрицi J2m(0) та класiв кон-
груентностi усiх матриць H2m(λ), де λ ≠ 0,±1 та λ визначена з
точнiстю до замiни на λ−1
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для довiльних m,n, r = 1,2, . . . .

Зауваження 4.1. Матрицi H2m((−1)m) та H2m(λ) з λ ≠ 0,±1 правиль-
но належать до рiзних пачок тому, що [ 0 1−1 0 ] та [ 0 1

λ 0 ] з λ ≠ ±1 мають
рiзнi властивостi вiдносно збурень, що проiлюстровано графом зами-
кання G2 у (3.5).

Подiбно до графу замикання Gn для класiв конгруентностi, ми позна-
чаємо через GB

n граф замикання для пачок конгруентностi.

Теорема 4.2 (доведена у §4.4.2). (a) Граф замикання GB
2 для пачок

конгруентностi 2 × 2 матриць поданий на рисунку 4.2. Вершина
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Рис. 4.2: Граф замикання GB
2 для пачок конгруентностi 2 × 2 матриць.

{[ 0 1
λ 0 ]}λ≠±1 представляє пачку, що складається з усiх матриць з

канонiчною формою конгруентностi [ 0 1
λ 0 ] з λ ≠ ±1; кожне нену-

льове λ визначене з точнiстю до замiни на λ−1. Iншi вершини є
канонiчними матрицями конгруентностi; вiдповiднi пачки спiв-
падають з їх класами конгруентностi.
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(b) Граф замикання GB
3 для пачок конгруентностi 3 × 3 матриць по-

даний на рисунку 4.3.
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Рис. 4.3: Граф замикання GB
3 для пачок конгруентностi 3 × 3 матриць, де λ,µ ≠ ±1 i

ненульовi λ та µ визначенi з точнiстю до замiни на λ−1 та µ−1.

– Пачка, що вiдповiдає
{[

0 1
λ 0

0
]}

λ≠±1

складається з усiх матриць з канонiчними формами конгру-
ентностi

[
0 1
λ 0

0
] , λ ≠ ±1.

– Пачка, що вiдповiдає

{[
0 1
µ 0

1
]}

µ≠±1

складається з усiх матриць з канонiчними формами конгру-
ентностi

[
0 1
µ 0

1
] , µ ≠ ±1.
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– Iншi пачки спiвпадають з класами когруентностi вiдповiдних
канонiчних матриць.

Зауваження 4.2. Оскiльки кiлькiсть пачок конгруентностi матриць
фiксованого розмiру n×n скiнченна, то для довiльної A ∈ Cn×n iснують
пачки конгруентностi A1, . . . ,At ⊂ Cn×n такi, що кожний достатньо
малий окiл A мiститься у A1 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪At та має ненульовий перетин
з кожною Ai. Якщо граф замикання для пачок конгруентностi n × n
матриць вiдомий, тодi множина A1, . . . ,At складається з усiх пачок
конгруентностi A, таких що iснує орiєнтований шлях (в тому числi
“лiнивий” шлях довжини 0) з вершини, що представляє пачку з матри-
цею A, в вершину, що представляє A. Це важливо знати, наприклад,
якщо A вiдома тiльки приблизно.

Наприклад, граф замикання GB
3 показує, що кожний достатньо ма-

лий окiл матрицi I3 мiстить матрицi з канонiчною формою конгруен-
тностi
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для деякого µ ≠ ±1, i не мiстить матриць з жодною iншою канонiчною
формою конгруентностi.

В. I. Арнольд [3, § 30E] вказав на можливi використання розбиття
на пачки: якщо при дослiдженнi деякого процесу ми отримаємо iнше
розбиття, тодi в його iдеалiзацiї щось важливе було втрачено, або
були якiсь особливi причини для додаткових параметрiв.

4.3. Допомiжнi твердження

У цьому параграфi ми наведемо декiлька лем, якi використовуються у
доведеннях теорем.
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4.3.1. Твердження Ройтера Замiсть пучкiв матриць A + λB зручно
розглядати пари матриць (A,B), в яких обидвi матрицi мають однако-
вий розмiр. Пари матриць (A,B) та (A′,B′) є еквiвалентними якщо
iснують невиродженi R та S такi, що RAS = A′ та RBS = B′ (див. [5]; це
вiдповiдає строгiй еквiвалентностi пучкiв A + λB та A′ + λB′). Для до-
вiльної невиродженої матрицi A, матриця A−TA ∶= (A−1)TA називається
коквадратом матрицi A.

Твердження (a) у наступнiй лемi належить А.В.Ройтеру [12]; воно
було поширено на довiльнi системи лiнiйних вiдображень та бiлiнiйних
форм у [12, 13]. Це зводить проблему класифiкацiї матриць з точнiстю до
конгруентностнi до проблеми класифiкацiї пар матриць вигляду (A,AT )

з точнiстю до еквiвалентностi.

Лема 4.2. (a) Двi квадратнi матрицi A та B конгруентнi тодi i
тiльки тодi, якщо пари матриць (A,AT ) та (B,BT ) еквiвален-
тнi.

(b) Двi невиродженi матрицi A та B конгруентнi тодi i тiльки тодi,
якщо їх коквадрати A−TA та B−TB подiбнi.

Доведення. (a) Нехай A та B — двi n×n матрицi. Зобразимо їх у виглядi
A = As+Ac та B = Bs+Bc, де As,Bs симетричнi та Ac,Bc кососиметричнi.
Матрицi A та B конгруентнi тодi i лише тодi, коли виконується одна з
трьох еквiвалентних умов:

• (As,Ac) та (Bs,Bc) конгруентнi;

• (As,Ac) та (Bs,Bc) еквiвалентнi (див. [11, § 95, теорема 3] або [31,
лема 2.2]);

• (A,AT ) та (B,BT ) еквiвалентнi.

(b) Це твердження випливає з (a); воно також доведене у [40, лема 2.1]
(або див. [35, теорема 4.5.27]).
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Зазначимо, що лема 4.2(a) також легко виводиться з канонiчної форми
конгруентностi, яка наведена у твердженнi 3.1. I навпаки, твердження
3.1 випливає з леми 4.2(a) та кронекерiвської канонiчної форми пучкiв
матриць.

4.3.2. Мiнiверсальнi деформацiї Ми використовуємо мiнiверсальну
деформацiю квадратної матрицi A вiдносно конгруентностi, тобто нор-
мальну форму з мiнiмальною кiлькiстю незалежних параметрiв, до якої
всi матрицi A +X, близькi до A, можуть бути зведенi перетвореннями

A +X ↦ S(X)T (A +X)S(X), S(0) = I,

де S(X) залежить голоморфно вiд елементiв X. Поняття мiнiверсаль-
ної деформацiї належить В. I. Арнольду [1]; вiн побудував мiнiверсальнi
деформацiї жорданових канонiчних матриць.

Мiнiверсальна деформацiя A ∈ Cn×n вiдносно конгруентностi була по-
будована у [23, теорема 2.1] наступним чином. Нехай D — довiльна ма-
триця з елементами 0 та ∗, що задовольняє умовi

Cn×n = T (A)⊕D(C),

де T (A) визначене у (3.4) та D(C) — векторний простiр усiх матриць,
отриманих з D замiною їх зiрочок комплексними числами. Тодi усi ма-
трицi з A + D(C), що є достатньо близькими до A, складають мiнiвер-
сальну деформацiю A. Число

n2 − dimT (A) = dimD(C)

є корозмiрнiстю класу конгруентностi матрицiA; воно дорiвнює кiлькостi
зiрочок у D.

За [60, роздiл III, теорема 1.7], межа кожного класу конгруентностi є
об’єднанням класiв конгруентностi строго меншої розмiрностi, що дово-
дить наступну лему.
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Лема 4.3. Якщо v → w — стрiлка у графi замикання Gn, тодi клас
конгруентностi Cv, що вiдповiдає v, мiститься у замиканнi класу кон-
груентностi Cw, i тому розмiрнiсть Cv менша за розмiрнiсть Cw.

Мiнiверсальнi деформацiї 2×2 та 3×3 матриць вiдносно конгруентностi
наведенi у наступнiй лемi.

Лема 4.4 ([23, приклад 2.1]). Нехай A — довiльна 2×2 або 3×3 матриця.
Тодi усi матрицi A+X, що є достатньо близькими до A, можуть бути
одночасно зведенi деяким перетворенням

S(X)T (A +X)S(X), S(X) — невироджена та голоморфна у 0,
(4.12)

до однiєї з наступних форм, де λ ∈ C ∖ {−1,1} та кожне ненульове λ
визначене з точнiстю до замiни на λ−1:

(i) якщо A має розмiр 2 × 2,
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(ii) якщо A має розмiр 3 × 3,
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Кожна з цих матриць має вигляд Acan +D, де Acan — канонiчна ма-
триця вiдносно конгруентностi та зiрочки у D є комплексними числа-
ми, що прямують до нуля, коли X прямує до нуля. Кiлькiсть зiрочок
є найменшою, що може бути одержана перетвореннями (4.12); вона
дорiвнює корозмiрностi класу конгруентностi матрицi A.

4.3.3. Характеристичний полiном

Лема 4.5. Нехай A та B — невиродженi матрицi. Якщо iснує як завго-
дно мале збурення матрицi A, яке конгруентне матрицi B, тодi коква-
драти A−TA та B−TB мають однаковий характеристичний многочлен
i тому

det(ATx −A) = c ⋅ det(BTx −B)

для ненульового c ∈ C.

Доведення. Iснує послiдовнiсть невироджених матриць A1, A2, . . . , що
збiжна до A, де усi Ai конгруентнi B. За лемою 4.2(b), усi A−T

i Ai подiбнi
до B−TB i тому вони мають однаковий характеристичний полiном χ(x).
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Оскiльки A−T
1 A1, A−T

2 A2, . . . збiгається до A−TA, то χ(x) — характери-
стичний полiном для A−TA.

4.4. Доведення теорем

4.4.1. Доведення теореми 4.1 Кронекерiвська канонiчна форма для
пучкiв матриць забезпечує те, що кожна пара матриць еквiвалентна пря-
мiй сумi, визначенiй однозначно с точнiстю до перестановки доданкiв,
пар вигляду

(Lr,Rr), (LTr ,R
T
r ), Pr(λ) ∶=

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

(Ir, Jr(λ)), якщо λ ∈ C,

(Jr(0), Ir), якщо λ =∞,

де Lr та Rr визначенi у (4.7), r = 1,2, . . . , та λ ∈ C ∪∞. Ця сума назива-
ється кронекерiвською канонiчною формою для (A,B) та позначається
(A,B)can.

Наступне означення у термiнах пучкiв було дане у [27, роздiл 3.1].

Означення 4.2. Нехай (A,B) — довiльна пара матриць однакового роз-
мiру. Запишемо їх кронекерiвську канонiчну форму наступним чином:

(A,B)can = K ⊕P1(λ1)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕Pt(λt),

λi ≠ λj якщо i ≠ j, λ1, . . . , λt ∈ C ∪∞,
(4.13)

де K — пряма сума пар вигляду (Lk,Rk) та (LTk ,R
T
k ), та кожна Pi(λi)

— це пряма сума пар вигляду Pk(λi). Тодi пачка еквiвалентностi для
(A,B) складається з усiх пар матриць з кронекерiвською канонiчною
формою

K ⊕P1(µ1)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕Pt(µt),

µi ≠ µj якщо i ≠ j, µ1, . . . , µt ∈ C ∪∞
(4.14)

з однаковими K,P1, . . . ,Pt.

Означення 4.1 пачок конгруентностi може бути переформульовано на-
ступним чином.
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Означення 4.3. Пачка конгруентностi квадратної матрицi A склада-
ється з усiх матриць B таких, що пари (A,AT ) та (B,BT ) належать до
однiєї пачки еквiвалентностi.

Доведення теореми 4.1. Нехай

B = B1 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕Bs

— пряма сума матриць вигляду H2m(λ), Γn, та J2r−1(0); див. (4.5). Тодi
(B,BT )can може бути отримана замiною у

B1 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕Bs

кожного доданка Bi на (Bi,BT
i )can, що обчислюється наступним чином:

• (H2m(λ),H2m(λ)T )can = Pm(λ)⊕ Pm(λ−1) (покладемо 0−1 ∶=∞);

• (Γn,ΓTn)can = Pn((−1)n+1) оскiльки (Γn,ΓTn) еквiвалентно (Γ−T
n Γn, In),

що еквiвалентно (Jn((−1)n+1), In) тому, що

Γ−1
n = (−1)n+1
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;

• (Jk(0), Jk(0)T )can =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

(Lr,Rr)⊕ (LTr ,R
T
r ) якщо k = 2r − 1

Pr(0)⊕ Pr(∞) якщо k = 2r

оскiльки Jk(0) перестановочно подiбна (4.6).
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Нехай B′ — iнша пряма сума матриць вигляду (4.5). Тодi є три еквi-
валентнi умови того, що матрицi B та B′ лежать у однiй пачцi конгру-
ентностi:

• (B,BT ) та (B′,B′T ) лежать у однiй пачцi еквiвалентностi;

• (B′,B′T )can може бути отримана з (B,BT )can як (4.14) з (4.13);

• B′ може бути отримана з B як (4.9) з (4.8).

4.4.2. Доведення теореми 4.2 (a) Вершини графу (4.10) вiдповiдають
пачкам конгруентностi 2×2 матриць, якi описанi у теоремi 4.1. Видаляю-
чи вершини [ 0 1

λ 0 ] (λ ≠ ±1) та стрiлки [ 1 0
0 0 ]→ [ 0 1

λ 0 ] у графi замикання G2,
побудованому у (3.5), ми отримуємо пiдграф графу (4.10). Це доводить,
що усi стрiлки у (4.10) коректнi з можливим вийнятком

[ 0 −1
1 1 ]→ {[ 0 1

λ 0 ]}λ≠±1 та [ 1 0
0 1 ]→ {[ 0 1

λ 0 ]}λ≠±1.

Цi двi стрiлки також коректнi, оскiльки для кожної малої ε ≠ 0 ми маємо
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якщо 2 − ε2 = λ + λ−1 (див. (3.9) та (3.10)).

(b) Вершини графа (4.11) зображують пачки конгруентностi 3 × 3 ма-
триць, якi описанi в теоремi 4.1. Зi структури графу G3 у (3.6) випливає,
що треба тiльки перевiрити, що кожна стрiлка з вершини {[λ]20}λ≠±1 або
{[µ]21}µ≠±1 у (4.11) є коректною i що ми не упустили жодної стрiлки з
цих вершин.

Наявнiсть стрiлок

120→ {[λ]20}λ≠±1, 110→ {[λ]20}λ≠±1, 121→ {[µ]21}µ≠±1
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випливає зi стрiлок

[ 0 −1
1 1 ]→ {[ 0 1

λ 0 ]}λ≠±1, [ 1 0
0 1 ]→ {[ 0 1

λ 0 ]}λ≠±1, [ 0 −1
1 1 ]→ {[ 0 1

λ 0 ]}λ≠±1

у (4.10).
Наявнiсть стрiлки

{[λ]20}λ≠±1 → 03

випливає зi стрiлки
[λ]20→ 03

у графi G3 побудованому у (3.6).
Доведемо

13 → {[µ]21}µ≠±1.

Розглянемо наступне збурення 13:

Bc ∶=
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c 1 0
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⎥
⎥
⎥
⎦

, c ≠ 1,

де c — як завгодно близьке до 1. Матриця Bc конгруентна матрицi з
(3.11). Симетрична частина матрицi Bc невироджена та її кососиметри-
чна частина ненульова; єдиними матрицями у (3.11) з такими властиво-
стями є [µ]21 та 13. Власними значеннями коквадрату Γ−T

3 Γ3 для 13 є
1,1,1 (див. (3.14)), та власними значеннями коквадрату B−T

c Bc є c,1, c−1.
Таким чином, Bc /≅ 13 за твердженням 4.2(b), i тому Bc ≅ [µ]21 для де-
якого µ.

Немає стрiлок
{[λ]20}λ≠±1 → [−1]21

та
{[λ]20}λ≠±1 → 111

оскiльки немає орiєнтованих шляхiв з [λ]20 в [−1]21 та з [λ]20 в 111 у
G3 (див. (3.6)). Немає стрiлок

[−1]21→ {[λ]20}λ≠±1
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та
111→ {[λ]20}λ≠±1

оскiльки [−1]21 та 111 невиродженi, в той час як усi [λ]20 виродженi.

4.5. Обговорення означення пачок конгруентностi

Дехто мiг би стверджувати, що теорема 4.2 про графи замикання GB
2 та

GB
3 має сумнiвну цiннiсть, оскiльки цi графи можуть змiнитися, якщо

використати iнше означення пачок конгруентностi. Крiм того, ми визна-
чаємо пачки конгруентностi матриць через пачки пучкiв (див. означе-
ння 4.1), що може виглядати неприродньо, оскiльки пачки подiбностi
матриць та пачки пучкiв матриць визначенi через їх канонiчнi форми.

Тим не менш, твердження Ройтера, з леми 4.1 частково виправдовує
означення 4.1. Ми надаємо iнший аргумент у пiдтримку означення 4.1.
Ми виходимо вiд припущення, що розбиття Cn×n на пачки має задовiль-
няти щонайменше наступним двом умовам:

(i) кожна пачка є об’єднанням класiв конгруентностi, матрицi яких ма-
ють однаковi властивостi по вiдношенню до збурень (що означає,
що вершини, якi зображують цi класи конгруентностi у графi зами-
кання Gn, є нерозрiзненими у Gn), i

(ii) кожна пачка складається з матриць, що мають однакову кiлькiсть
нерозкладних прямих доданкiв (4.5) у канонiчний формi конгруен-
тностi.

У §4.5.1 ми доводимо, що розбиття Cn×n (n = 2 або 3) на пачки, у сенсi
означення 4.1, задовольняє (i) та (ii); крiм того, воно є найгрубiшим роз-
биттям, що задовольняє їм. Тому GB

2 та GB
3 коректно використовуються

як графи замикання. (Насправдi, ми спочатку побудували графи зами-
кання GB

2 та GB
3 використовуючи (i) та (ii), а вже потiм ми визначили

пачки конгруентностi так, щоб отримати побудованi GB
2 та GB

3 .)
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У §4.5.2 ми показуємо, що пачки конгруентностi не задовольняють (i),
якщо вони визначенi як множини матриць, канонiчнi форми конгруен-
тностi яких мають однаковий тип (тобто, їх канонiчнi форми вiдрiзня-
ються тiльки множинами параметрiв, як у (4.1)). У §4.6 ми знаходимо
групи iзометрiй 2×2 та 3×3 канонiчних матриць вiдносно конгруентностi.
У §4.6.1 ми пояснюємо, чому не можна визначати пачку конгруентностi
як множину матриць, канонiчнi форми вiдносно конгруентностi яких ма-
ють однакову групу iзометрiй.

4.5.1. Аргументи в пiдтримку нашого означення пачок конгру-
ентностi Покажемо, що наше означення пачок конгруентностi узгоджу-
ється з описаною вище умовою (i), якщо n = 2 або 3. Це означає, що
розбиття множини 2 × 2 або 3 × 3 матриць на пачки конгруентностi є
потоншенням розбиття на класи граф-еквiвалентностi матриць у сенсi
наступного означення.

Означення 4.4. (a) Двi вершини v та w графа замикання Gn назива-
ються граф-еквiвалентними, якщо v та w знаходяться на одному
горизонтальному рiвнi у Gn i для кожної вершини x

v → x ⇐⇒ w → x, v ← x ⇐⇒ w ← x.

(b) Двi n×n матрицi називаються граф-еквiвалентними, якщо вершини,
що вiдповiдають їх класам конгруентностi, граф-еквiвалентнi.

Таким чином, двi вершини v та w графу Gn є граф-еквiвалентними
тодi i тiльки тодi, якщо вiдповiднi класи конгруентностi мають однакову
розмiрнiсть та замiна мiсцями v та w є автоморфiзмом орiєнтованого
графу Gn.

Твердження 4.1. (a) Розбиття C2×2 на пачки конгруентностi є по-
тоншенням розбиття на класи граф-еквiвалентностi. Граф зами-
кання для класiв граф-еквiвалентностi 2 × 2 матриць поданий на
рисунку 4.4. Вершина
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Рис. 4.4: Граф замикання для класiв граф-еквiвалентностi 2 × 2 матриць (порiвняйте з
графом замикання на рисунку 4.2 для пачок конгруентностi 2 × 2 матриць).

{[ 1
1 ] , [

0 1
λ 0 ]}λ≠±1

представляє клас граф-еквiвалентностi, що складається з усiх ма-
триць, канонiчнi форми конгруентностi яких є

[ 1
1 ] або [ 0 1

λ 0 ] з λ ≠ ±1.

Iншi вершини вiдповiдають канонiчним матрицям вiдносно кон-
груентностi; їх класи граф-еквiвалентностi спiвпадають з класа-
ми конгруентностi.

(b) Розбиття C3×3 на пачки конгруентностi спiвпадає з розбиттям
на класи граф-еквiвалентностi.

Класи граф-еквiвалентностi 2×2 матриць спiвпадають з пачками кон-
груентностi, окрiм одного класу граф-еквiвалентностi, який є об’єднан-
ням двох пачок: пачки, що мiстить [ 1

1 ], та пачки, що мiстить усi [ 0 1
λ 0 ]

з λ ≠ ±1. Однак ми можемо накласти додаткову умову на розклад у
пряму суму та отримати розбиття множин 2 × 2 та 3 × 3 матриць, що
спiвпадатимуть з їх розбиттями на пачки конгруентностi:
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Означення 4.5. Двi n × n матрицi A та B називаються строго граф-
еквiвалентними, якщо

(i) A та B граф-еквiвалентнi та

(ii) якщо A та B конгруентнi до

A1 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕Ak та B1 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕Bl, (4.16)

вiдповiдно, де кожний доданок — квадратна матриця, яка не є кон-
груентною прямiй сумi квадратних матриць менших розмiрiв, то
k = l.

Твердження 4.2. Для 2× 2 i 3× 3 матриць, пачки матриць спiвпада-
ють з класами строгої граф-еквiвалентностi.

Твердження 4.2 показує, що означення пачок конгруентностi для 2× 2

та 3 × 3 матриць є природнiм. Невiдомо, чи виконується твердження 4.2
для n × n матриць з n > 3, навiть якщо ми замiнимо (ii) у означеннi 4.5
наступною умовою: iснує вiдповiдна перенумерацiя доданкiв у (4.16), та-
ка що кожна Ai має такий самий розмiр як Bi i вони граф-еквiвалентнi
у множинi матриць цього розмiру.

4.5.2. Причина не означати пачку конгруентностi як множину
матриць, що мають канонiчнi форми конгруентностi однаково-
го типу Пачки матриць вiдносно подiбностi та пучки матриць вiдносно
прямої еквiвалентностi означаються через жорданову та кронекерiвську
канонiчнi форми: кожна пачка складається з усiх матриць або пучкiв,
що мають ту ж саму канонiчну форму, але з неуточненими параметрами,
див. (4.1). Аналогiчним чином можна було б визначити пачки матриць
вiдносно конгруентностi як класи вiдносно параметр-еквiвалентностi у
сенсi наступного означення.

Означення 4.6. Нехай A — квадратна матриця. Запишемо її канонiчну
форму конгруентностi з твердження 3.1 наступним чином:

C ⊕D1(λ1)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕Dt(λt),
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λi ≠ λj,1/λj якщо i ≠ j, λ1, . . . , λt ∈ C ∖ {0},

де C — пряма сума матриць вигляду Γn i Jk(0), та кожна Di(λi) — пряма
сума матриць вигляду H2m(λi) з m таким, що λi ≠ (−1)m+1. Тодi клас
параметр-еквiвалентностi матрицi A складається з усiх матриць з ка-
нонiчною формою конгруентностi

C ⊕D1(µ1)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕Dt(µt),

µi ≠ µj,1/µj якщо i ≠ j, µ1, . . . , µt ∈ C ∖ {0},

з тими же C,D1, . . . ,Dt, де µi ≠ (−1)m+1 для кожного прямого доданка
H2m(µi) вiд Di(µi).

Ми не визначаємо пачки конгруентностi як класи параметр-
еквiвалентностi (за аналогiєю з пачками матриць вiдносно подiбностi та
пачками пучкiв) оскiльки матрицi

⎡
⎢
⎢
⎢
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⎤
⎥
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⎥
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⎦

i
⎡
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λ 0
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⎥
⎦

, λ ≠ 0,±1, (4.17)

параметр-еквiвалентнi, але вони не граф-еквiвалентнi; див. зауваження
4.1. Таким чином, матрицi (4.17) мають рiзнi властивостi по вiдношенню
до збурень та наступне твердження виконується.

Твердження 4.3. Розбиття C2×2 на класи параметр-еквiвалентностi
не є потоншенням розбиття цього простору у класи граф-
еквiвалентностi.

Зазначимо, що матрицi (4.17) належать до рiзних пачок вiдносно кон-
груентностi, що проiлюстровано на рисунку 4.2.

4.6. Групи iзометрiй 2 × 2 та 3 × 3 матриць

Група iзометрiй n×n матрицi A — це мультиплiкативна матрична група

igA ∶= {S ∈ Cn×n невироджена ∣STAS = A}
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(яка є групою iзометрiй бiлiнiйного простору (Cn,A), де A — бiлiнiйна
форма (u, v)↦ uTAv на Cn).

Структуру igA для довiльної A описано у [25, 59]. Група igA добре
дослiджена, коли A симетрична або кососиметрична (див. посилання у
[25]); теорiя таких груп близька до теорiї класичних груп Лi. Наступнi
класичнi групи Лi є групами iзометрiй:

• загальна лiнiйна група

GLn(C) = ig 0n = {S ∈ Cn×n ∣ detS ≠ 0},

• ортогональна група

On(C) = ig In = {S ∈ Cn×n ∣STS = In},

• симплектична група

Sp2n(C) = ig Ωn = {S ∈ Cn×n ∣STΩnS = Ωn},

де

Ωn ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 In

−In 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Зазначимо, що

Sp2(C) = SL2(C) ∶= {S ∈ C2×2 ∣ detS = 1}.

У наступнiй теоремi ми даємо групи iзометрiй усiх 2 × 2 i 3 × 3 ка-
нонiчних матриць вiдносно конгруентностi (що вiдповiдають вершинам
графiв G2 та G3 у (3.5) та (3.6)). Група iзометрiй довiльних 2× 2 та 3× 3

матриць може бути отримана з групи iзометрiй її канонiчної матрицi
вiдносно конгруентностi завдяки наступному твердженню:

B = RTAR (R невироджена) Ô⇒ igB = R−1(igA)R.

Це твердження виконується, оскiльки для кожної S ∈ igA ми маємо A =

STAS,
RTAR = RTSTR−T ⋅RTAR ⋅R−1SR,
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B = (R−1SR)TB(R−1SR),

i тому R−1SR ∈ igB.

Теорема 4.3. (i) 2×2 канонiчнi матрицi вiдносно конгруентностi ма-
ють наступнi групи iзометрiй:

ig [ 0
0 ] = GL2(C),

ig [ 1
0 ] = {[ ±1 0∗ c ]∣ c ≠ 0},

ig [ 1
1 ] = O2(C),

ig [ 0 1−1 0 ] = SL2(C),

ig [ 0 1
λ 0 ] = {[ c 0

0 1/c ]∣ c ≠ 0} , λ ≠ ±1,

ig [ 0 −1
1 1 ] = {± [ 1 ∗

0 1 ]} ,

де зiрочками позначаються довiльнi комплекснi числа.

(ii) 3×3 канонiчнi матрицi вiдносно конгруентностi мають наступнi
групи iзометрiй:

ig [
0

0
0
] = GL3(C),

ig [
1

0
0
] = {[

±1 0 0∗∗ B ]∣detB ≠ 0},

ig [
1

1
0
] = {[ A 0

0∗ ∗ c
]∣ATA = I2, c ≠ 0},

ig [
1

1
1
] = O3(C),

ig [
0 1−1 0

0
] = {[ A 0

0∗ ∗ c
]∣detA = 1, c ≠ 0},

ig [
0 1−1 0

1
] = {[ A 0

0
0 0 ±1

]∣detA = 1},

ig [
0 1
λ 0

0
] = {[

c 0 0
0 1/c 0
∗ ∗ c′

]∣ c, c′ ≠ 0} , λ ≠ ±1,

ig [
0 1
λ 0

1
] = {[

c 0 0
0 1/c 0
0 0 ±1

]∣ c ≠ 0} , λ ≠ ±1,

ig [
0 −1
1 1

0
] = {[

δ ∗ 0
0 δ 0∗ ∗ c

]∣ δ = ±1, c ≠ 0},

ig [
0 −1
1 1

1
] = {[

δ ∗ 0
0 δ 0
0 0 ±1

]∣ δ = ±1},

ig [
0 1 0
0 0 1
0 0 0

] = {[
c a 0
0 1/c 0
0 −a c

]∣ c ≠ 0, a довiльне},
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ig [
0 0 1
0 −1 −1
1 1 0

] = {± [
1 a a2/2
0 1 a
0 0 1

]∣a довiльне}.

Це твердження доводиться безпосереднiм обчисленням.

4.6.1. Причина не визначати пачку конгруентностi як множи-
ну матриць, канонiчнi форми конгруентностi яких мають ту
ж саму групу iзометрiй Стацiонарна пiдгрупа n × n матрицi A по
вiдношенню до дiї подiбностi є мультиплiкативною матричною групою

GA ∶= {S ∈ Cn×n невироджена ∣S−1AS = A}.

Двi матрицi A та B належать до однiєї пачки подiбностi тодi i тiльки
тодi, якщо жордановi блоки їх жорданових канонiчних форм J(A) та
J(B) можуть бути розташованi так, що GJ(A) = GJ(B); це випливає з
опису множини матриць, що комутують з жордановою матрицею (див.
(4.1) та [5, роздiл VIII, § 2]).

Розвиваючи цей пiдхiд, Patera, Rousseau, Schlomiuk [53] (див. також
посилання 1–3 у [53]) розлядають розбиття комплексних та дiйсних кла-
сичних алгебр Лi Λ на страти: вони визначають страт як множину ма-
триць, стацiонарнi пiдгрупи яких спряженi (див. [53, с. 494]). Вони ствер-
джують, що розбиття Λ = Cn×n на пачки подiбностi спiвпадає з розбиттям
на страти та розглядають взаємини цих розбиттiв для iнших класичних
алгебр Лi (див. [53, с. 492]).

Означення 4.7. Двi n×n матрицi A та B назвемо груп-еквiвалентними,
якщо прямi доданки їх канонiчних форм конгруентностi Acan та Bcan

можуть бути розташованi так, що їх групи iзометрiй спiвпадають:
igAcan = igBcan.

Твердження 4.4. (a) Для 2×2 та 3×3 матриць пачки конгруентно-
стi спiвпадають з класами груп-еквiвалентностi.

(b) Iснує нескiнченно багато класiв груп-еквiвалентностi для 5×5 ма-
триць.
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Доведення. (a) Пачки 2× 2 та 3× 3 матриць були знайденi у теоремi 4.2;
вони вiдповiдають вершинам графiв замикань GB

2 та GB
3 . За теоремою

4.3, усi канонiчнi матрицi конгруентностi у пачцi мають ту ж саму гру-
пу iзометрiй; довiльнi двi канонiчнi матрицi з рiзних пачок мають рiзнi
групи iзометрiй.

(b) Матрицi

Aλ ∶=

⎡
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⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0 0 0

λ 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

з рiзними λ ∈ C не є груп-еквiвалентними, оскiльки для

Sµ ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
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⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0 0

0 1 0 1 0

−1 0 1 0 0

0 0 0 1 0

−µ 0 0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

ми маємо

STµAλSµ = Aλ (тобто, Sµ ∈ ig(Aλ)) ⇐⇒ λ = µ.

За твердженням 4.4(b), було б нерозумно визначати пачки конгруен-
тностi як класи груп-еквiвалентностi.
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РОЗДIЛ 5

Збурення матриць вiдносно *конгруентностi

Ми будуємо дiаграму Хассе для впорядкованної за включенням множини
всiх класiв *конгруентностi 2 × 2 матриць. Iншими словами, ми будуємо
орiєнтований граф, вершинами якого є 2×2 комплекснi канонiчнi матрицi
вiдносно *конгруентностi та є орiєнтований шлях з A у B тодi i тiльки
тодi, якщо A може бути перетворена як завгодно малими збуреннями у
матрицю, яка *конгруентна матрицi B.

Ми також доводимо, що не кожна матриця зводиться голоморфно до
її мiнiверсальної деформацii вiдносно *конгруентностi.

5.1. Вступ

Ми вивчаємо, як довiльно малi збурення 2 × 2 комплексної матрицi мо-
жуть змiнювати її канонiчну форму вiдносно *конгруентностi (матрицi
A та B називаються *конгруентними, якщо S∗AS = B для невиродженої
S). Ми будуємо граф замикання G2, який визначається для довiльного
натурального n наступним чином.

Означення 5.1. Граф замикання Gn для класiв *конруентностi n × n
комплексних матриць — це орiєнтований граф, у якому кожна вершина
v однозначно представляє клас *конгруентностi Cv для n×n матриць, та
iнує орiєнтований шлях з вершини v у вершину w тодi i тiльки тодi, якщо
одна (i, отже, кожна) матриця з Cv може бути перетворена у матрицю з
Cw як завгодно малими збуреннями.



99

Граф Gn — це дiаграма Хассе класiв *конгруентностi для n×n матриць
з наступним частковим порядком: a ≼ b, якщо a мiститься у замиканнi
b. Таким чином, граф Gn показує, як класи *конгруентностi вiдносяться
один до одного у афiнному просторi n × n матриць.

Оскiльки кожна n×n матриця єдиним чином представляється у формi
P + iQ, де P та Q — ермiтовi матрицi, Gn є також графом замикання для
класiв *конгруентностi ермiтових матричних пучкiв P + λQ.

Зауважимо, що граф замикання G2 для *конгруентностi, який ми бу-
дуємо в теоремi 3.2, бiльш складний, нiж графи замикання для кла-
сiв конгруентностi 2-на-2 та 3-на-3 матриць, якi були побудованi у [24],
оскiльки стрiлка мiж класами *конгруентностi у G2 може залежати вiд
параметрiв їх матриць.

5.2. Граф замикання для класiв *конгруентностi 2×2
матриць

Визначимо n × n матрицi

Jn(λ) ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λ 1 0

λ ⋱

⋱ 1

0 λ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, ∆n ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

⋰ i

1 ⋰

1 i 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Ми використовуємо наступну канонiчну форму вiдносно *конгруен-
тностi, одержану Р. Хорном i В.В. Сергейчуком.

Твердження 5.1 (див. [39, 40]). Кожна квадратна комплексна матри-
ця *конгруентна прямiй сумi, однозначно визначенiй з точнiстю до
перестановки доданкiв, матриць вигляду

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 Im

Jm(λ) 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(0 ≠ λ ∈ C, ∣λ∣ < 1), µ∆n (µ ∈ C, ∣µ∣ = 1), Jk(0). (5.1)
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Ця канонiчна форма була одержана у [39]; вона базувалась на [13, тео-
рема 3] та була узагальнена для iнших полiв у [37]. Незалежне доведення
того, що ця форма є канонiчною, дано у [38, 40].

Вершини графа Gn можна ототожнити з n×n канонiчними матрицями
вiдносно *конгруентностi, оскiльки кожний клас *конгруентностi мiстить
лише одну канонiчну матрицю.

Для кожної A ∈ Cn×n та малої матрицi X ∈ Cn×n, маємо

(I +X)∗A(I +X) = A +X∗A +AX
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

мала

+ X∗AX
´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
дуже мала

i тому клас *конгруентностi матрицi A у малому околi матрицi A може
бути отриманий дуже малими деформацiями дiйсного афiнного матри-
чного простору {A +X∗A +AX ∣X ∈ Cn×n}. (За локальною властивiстю
Лiпшиця [56], якщо A та B близькi одна до одної та B = S∗AS з неви-
родженою S, то S може бути взята близько до In.) Дiйсний векторний
простiр

T (A) ∶= {X∗A +AX ∣X ∈ Cn×n}

є дотичним простором до класу *конгруентностi матрицi A у точцi A.
Числа

dimR T (A), codimR T (A) ∶= 2n2 − dimR T (A)

називаються розмiрнiстю та, вiдповiдно, корозмiрнiстю над R класу
*конгруентностi матрицi A.

Наступна теорема, яка доведена у § 3.4, є головним результатом роз-
дiлу.

Теорема 5.1. Граф замикання для класiв *конгруентностi 2 × 2 ма-
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триць:

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

µ 0

0 ν

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

σ 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 τ

τ τi

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

∣µ∣ = ∣ν∣ = ∣τ ∣ = 1,

µ ≠ ±ν, ∣σ∣ < 1,

dimR = 6

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λ 0

0 λ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λ 0

0 −λ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

τ=±λ

OO

∣λ∣ = 1,

dimR = 4

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λ 0

0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

те ж λ

YY

те ж λ

DD

OO

λ∈µR
+
+νR

+

TT

Im(λτ̄)⩾0

JJ

∣λ∣ = 1,

dimR = 3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0

0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

OO

dimR = 0

(5.2)

де λ,µ, ν, σ, τ ∈ C, R+ є множина невiд’ємних дiйсних чисел, та Im(c)

— уявна частина c ∈ C. Кожний клас *конгруентностi задається його
канонiчною матрицею, яка є прямою сумою блокiв (5.1). Граф скiнчен-
ний: кожна вершина, окрiм [ 0 0

0 0 ], зображує скiнченну множину вер-
шин, iндексованих параметрами вiдповiдної канонiчної матрицi. Класи
*конгруентностi канонiчних матриць, що лежать на одному горизон-
тальному рiвнi у (5.2), мають однакову розмiрнiсть над R, яка дана
зправа.

Стрiлка
[ λ 0

0 0 ]→ [ µ 0
0 ν ]

iснує тодi i тiльки тодi, якщо λ = µa+ νb для деяких невiдє’мних a, b ∈
R. Стрiлка

[ λ 0
0 0 ]→ [ 0 τ

τ iτ ]
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iснує тодi i тiльки тодi, якщо уявна частина вiд λτ̄ невiд’ємна. Стрiл-
ка

[ λ 0
0 −λ ]→ [ 0 τ

τ iτ ]

iснує тодi i тiльки тодi, якщо τ = ±λ. Стрiлка

[ λ 0
0 0 ]→ [ λ 0

0 ±λ ]

iснує тодi i тiльки тодi, якщо значення λ однакове для обох матриць.
Iншi стрiлки iснують при всiх значеннях параметрiв їх матриць.

Зауваження 5.1. Нехай M — 2 × 2 канонiчна матриця вiдносно *кон-
груентностi.

• Нехай N — iнша 2× 2 канонiчна матриця вiдносно *конгруентностi.
Кожний окiл матрицi M мiстить матрицю, *конгруентна канонiчна
форма якої є N , тодi i тiльки тодi, якщо iснує орiєнтований шлях з
M в N у (5.2) (якщо M = N , тодi iснує “лiнивий” шлях довжини 0

з M в N).

• Замикання класу *конгруентностi матрицi M дорiвнює об’єднанню
класiв *конгруентностi усiх канонiчних матриць N таких, що iснує
орiєнтований шлях з N в M (якщо M = N тодi iснує “лiнивий”
шлях).

Зауваження 5.2. Не дивно, що

diag(λ,±λ), diag(µ, ν)

(∣λ∣ = ∣µ∣ = ∣ν∣ = 1 та µ ≠ ±ν) мають рiзну поведiнку вiдносно збурень:
багато властивостей невиродженої матрицi A вiдносно *конгруентностi
визначаються її *коквадратом (A∗)−1A (див. [40, 37, 55]), *коквадрат
матрицi diag(λ,±λ) має кратнi власнi значення, а *коквадрат матрицi
diag(µ, ν) має два рiзних власних значень.
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5.3. Доведення теореми 3.2

Наступна лема випливає з [19, приклад 2.1] (вiн є частковим випадком
[19, теорема 2.2] про n × n матрицi).

Лема 5.1. Нехай A — довiльна 2 × 2 матриця. Тодi усi матрицi A +

X, що є достатньо близькими до A, можуть бути одночасно зведенi
деякими перетвореннями

S(X)∗(A +X)S(X),
S(X) невироджена та
неперервна у околi нуля,

до однiєї з наступних матриць:

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0

0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∗ ∗

∗ ∗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λ 0

0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

ελ 0

∗ ∗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(∣λ∣ = 1),

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λ 0

0 ±λ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

ελ 0

∗ δλ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(∣λ∣ = 1),

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λ 0

0 µ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

ελ 0

0 δµ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(λ ≠ ±µ,

∣λ∣ = ∣µ∣ = 1),

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

λ 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0

∗ 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(∣λ∣ < 1),

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 λ

λ λi

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∗ 0

0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(∣λ∣ = 1).

Кожна з цих матриць має вигляд Acan+D, де Acan є прямою сумою бло-
кiв вигляду (5.1), зiрочки у D — комплекснi числа, усi ελ, δλ, δµ — або
дiйснi числа при λ,µ ∉ R, або чисто уявнi числа при λ,µ ∈ R. (Очевидно,
D прямує до нуля, коли X прямує до нуля.) Для кожної Acan+D, подво-
єна кiлькiсть її зiрочок плюс кiлькiсть її елементiв вигляду ελ, δλ, δµ
дорiвнює корозмiрностi над R класу *конгруентностi матрицi Acan.

Корозмiрностi класiв конгруентностi та *конгруентностi були обчисле-
нi у [16, 23] та [17, 19], вiдповiдно.

За [60, роздiл III, теорема 1.7], межа кожного класу *конгруентностi є
об’єднанням всiх класiв *конгруентностi строго меньшлї розмiрностi, що
доводить наступну лему.
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Лема 5.2. Якщо M → N — стрiлка у графi замикання G2, то клас
*конгруентностi CM матрицi M мiститься у замиканнi класу *кон-
груентностi CN матрицi N , i тому розмiрнiсть CM менше нiж роз-
мiрнiсть CN .

Для кожної вершини M у (5.2), розмiрнiсть dM над R класу *конгру-
ентностi матрицi M наведена у (5.2). Вона була обчислена наступним
чином: dM = 8 − cM де cM — корозмiрнiсть класу *конруентностi M ; cM
взята з леми 5.1.

Доведення теореми 3.2 розiб’ємо на два кроки.

Крок 1: Доведемо, що кожна стрiлка у (5.2) коректна Для то-
го, щоб впевнитись, що стрiлка M → N коректна, ми маємо довести,
що канонiчна матриця M може бути перетворена як завгодно малими
збуреннями у матрицю, канонiчна форма *конгруентностi якої є N . Роз-
глянемо кожну з стрiлок (5.2).

● Стрiлки

[ 0 0
0 0 ]→ [ µ 0

0 ν ], [ 0 0
0 0 ]→ [ λ 0

0 0 ], [ 0 0
0 0 ]→ [ 0 τ

τ τi ]

коректнi.
Нехай

A ∶= [ µ 0
0 ν ] , [ λ 0

0 0 ] , або [ 0 τ
τ τi ] .

Тодi A *конгруентна до εA, де ε — довiльне додатнє дiйсне число, та
кожний окiл матрицi [ 0 0

0 0 ] мiстить εA з достатньо малим ε.

● Стрiлка
[ λ 0

0 0 ]→ [ µ 0
0 ν ]

(з λ,µ, ν ∈ C такими, що ∣λ∣ = ∣µ∣ = ∣ν∣ = 1) iснує тодi i тiльки тодi,
якщо λ ∈ µR+ + νR+ = {µa + νb∣a, b ∈ R, a ⩾ 0, b ⩾ 0} (зокрема,

[ λ 0
0 0 ]→ [ λ 0

0 λ ], [ λ 0
0 0 ]→ [ λ 0

0 −λ ]
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iснують).
Стрiлка

[ λ 0
0 0 ]→ [ µ 0

0 ν ]

iснує тодi i тiльки тодi, якщо iснує як завгодно мале збурення
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λ 0

0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+E ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λ + ε11 ε12

ε21 ε22

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

матрицi
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λ 0

0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(5.3)

яке є *конгруентним до [ µ 0
0 ν ]. Це означає, що iснує S = [ x yz t ] така, що

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x̄ z̄

ȳ t̄

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

µ 0

0 ν

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x y

z t

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λ 0

0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+E,

тобто,
x̄xµ + z̄zν = λ + ε11 x̄yµ + z̄tν = ε12

ȳxµ + t̄zν = ε21 ȳyµ + t̄tν = ε22.
(5.4)

Для фiксованих λ,µ, ν та як завгодно малого ε11, перше рiвняння з не-
вiдомими x та z має розв’язок тiльки для λ ∈ µR+ + νR+.

I навпаки, нехай λ ∈ µR++νR+. Вiзьмемо ε11 = 0 та виберемо x та z, для
яких перша рiвнiсть у (5.4) виконується. Тодi вiзьмемо як завгодно малi
y, t, для яких S невироджена, та вiзьмемо як завгодно малi ε12, ε21, ε22,
для яких iншi рiвностi у (5.4) виконуються.

● Стрiлка
[ λ 0

0 0 ]→ [ 0 1
σ 0 ]

(∣λ∣ = 1, ∣σ∣ < 1) iснує для всiх λ та σ.
Стрiлка

[ λ 0
0 0 ]→ [ 0 1

σ 0 ]

iснує тодi i тiльки тодi, якщо iснує як завгодно мале збурення (5.3), яке
*конгруентне до [ 0 1

σ 0 ]. Це означає, що iснує невироджена S = [ x yz t ] така,
що

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x̄ z̄

ȳ t̄

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

σ 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x y

z t

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λ 0

0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+E,
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тобто,
x̄z + z̄xσ = λ + ε11 x̄t + z̄yσ = ε12

ȳz + t̄xσ = ε21 ȳt + t̄yσ = ε22.
(5.5)

Нехай z̄x = u+ iv, σ = α+βi, та λ+ ε11 = a+ bi, де u, v,α, β, a, b ∈ R. Тодi
перше рiвняння у (5.5) приймає вигляд

(u − vi) + (u + vi)(α + βi) = a + bi,

що дає систему

(1 + α)u − βv = a

βu + (α − 1)v = b.

ЇЇ визначник α2+β2−1 ненульовий, оскiльки ∣σ∣ < 1. Тому перше рiвняння
у (5.5) виконується для деяких x та z. Беручи як завгодно малi y, t для
яких S невироджена, ми отримуємо як завгодно малi ε12, ε21, ε22, для
яких iншi рiвностi у (5.5) виконуються.

● Стрiлка
[ λ 0

0 0 ]→ [ 0 τ
τ τi ]

(∣λ∣ = ∣τ ∣ = 1) iснує тодi i тiльки тодi, якщо Im(λτ̄) ⩾ 0.
Стрiлка

[ λ 0
0 0 ]→ τ [ 0 1

1 i ]

iснує тодi i тiльки тодi, якщо iснує як завгодно мале збурення (5.3), яке
є *конгруентним до τ[ 0 1

1 i ]. Це означає, що iснує невироджена S = [ x yz t ]

така, що
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x̄ z̄

ȳ t̄

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

τ

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

1 i

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x y

z t

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λ 0

0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+E,

тобто,
z̄x + x̄z + z̄zi = τ̄(λ + ε11) z̄y + x̄t + z̄ti = τ̄ ε12

t̄x + ȳz + t̄z = τ̄ ε21 t̄y + ȳt + t̄ti = τ̄ ε22.
(5.6)
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Розглянемо перше рiвняння у (5.6). Оскiльки τ̄(λ + ε11) ≠ 0, маємо
z ≠ 0. Таким чином,

Im(τ̄(λ + ε11)) = Im(z̄x + x̄z + z̄zi) = z̄z > 0

i тому Im(τ̄λ) ⩾ 0.
Навпаки, якщо Im(τ̄λ) ⩾ 0, тодi ми покладемо ε11 = 0 i вiзьмемо x, z

такi, що перша рiвнiсть у (5.6) виконується. Беручи як завгодно малi y, t
для яких S невироджена, ми отримуємо як завгодно малi ε12, ε21, ε22 для
яких iншi рiвностi у (5.6) виконуються.

● Стрiлка
[ λ 0

0 −λ ]→ [ 0 τ
τ τi ]

(∣λ∣ = ∣τ ∣ = 1) iснує тодi i тiльки тодi, коли λ = ±τ .
Стрiлка

[ λ 0
0 −λ ]→ τ [ 0 1

1 i ]

iснує тодi i тiльки тодi, якщо iснує як завгодно мале збурення [ λ 0
0 −λ ]+E of

[ λ 0
0 −λ ], яке є *конгруентним до τ[ 0 1

1 i ]. Це означає, що iснує невироджена
S така, що

S∗τ
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

1 i

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

S =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λ 0

0 −λ

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+E

Прирiвнюючи визначники обох сторiн, ми знаходимо, що число
−τ 2 det(S∗S) як завгодно близьке до −λ2. Оскiльки

det(S∗S) = detS detS

— дiйсне додатнє число, ∣τ 2∣det(S∗S) як завгодно близьке до ∣λ2∣. Оскiль-
ки ∣λ∣ = ∣τ ∣ = 1, то det(S∗S) як завгодно близьке до 1. Отже, −τ 2 = −λ2, i
тому λ = ±τ .

Навпаки, нехай λ = ±τ . Оскiльки

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1

1/2 −1/2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0

0 −1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1/2

1 −1/2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
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та
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0

0 −1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0

0 −1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 −1

−1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

то [ 1 0
0 −1 ] є *конгруентною до ± [ 0 1

1 0 ]. ЇЇ як завгодно мале збурення ± [ 0 1
1 εi ]

(ε ∈ R, ε > 0) є *конгруентним до ± [ 0 1
1 i ] через diag(

√
ε,1/

√
ε). Тому

[ 1 0
0 −1 ]→ ± [ 0 1

1 i ], [ λ 0
0 −λ ]→ τ [ 0 1

1 i ].

Крок 2: Доведемо, що ми не упустили жодної стрiлки у (5.2) Ми
пишемо M ↛ N , якщо граф замикання G2 не мiстить стрiлку M → N ,
тобто якщо кожна матриця, отримана з M як завгодно малими збурен-
нями, не є *конгруентною до N . За лемою 5.2, ми маємо довести тiльки
вiдсутнiсть стрiлок

[ λ 0
0 ±λ ]→ [ µ 0

0 ν ], [ λ 0
0 ±λ ]→ [ 0 1

σ 0 ], [ λ 0
0 λ ]→ [ 0 τ

τ τi ].

Доведемо їх вiдсутнiсть.
● Доведемо

[ λ 0
0 ±λ ]↛ [ µ 0

0 ν ], [ λ 0
0 ±λ ]↛ [ 0 1

σ 0 ]

(∣λ∣ = ∣µ∣ = ∣ν∣ = 1, µ ≠ ±ν, ∣σ∣ < 1).
Припустимо, що iснує як завгодно мале збурення

A ∶= [ λ 0
0 ±λ ] +E

матрицi [ λ 0
0 ±λ ], яке є *конгруентним до B ∶= [ µ 0

0 ν ] або C ∶= [ 0 1
σ 0 ]. Тодi

A−∗A ∶= (A−1)∗A є подiбною до B−∗B або C−∗C, що неможливо, оскiльки
власнi значення A−∗A як завгодно близьки до λ̄−1λ = λ2, тодi як B−∗B =

diag(µ2, ν2) та C−∗C = diag(σ, σ̄−1).

● Доведемо
[ λ 0

0 λ ]↛ [ 0 τ
τ τi ]

(∣λ∣ = ∣τ ∣ = 1).
Нехай

[ λ 0
0 λ ]→ τ [ 0 1

1 i ],
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тобто iснує як завгодно мале збурення

A ∶= [ 1 0
0 1 ] +E

матрицi [ 1 0
0 1 ], яке є *конгруентним до B ∶= λ−1τ[ 0 1

1 i ]. Це означає, що
iснує невироджена S така, що

S∗
⎛

⎝

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0

0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+E
⎞

⎠
S = λ−1τ

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1

1 i

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

Прирiвнюючи визначники обох сторiн, ми знаходимо, що

r(1 + ε) = −(λ−1τ)2, r ∶= det(S∗S) > 0,

де ε як завгодно мале. Оскiльки −(λ−1τ)2 фiксоване i ∣λ−1τ ∣ = 1, ми маємо
(λ−1τ)2 = −1, i тому λ−1τ = ±i. Тодi rank(B + B∗) = 1, що неможливо,
оскiльки A +A∗ *конгруентна до B +B∗ i rank(A +A∗) = 2.

5.4. Не кожна матриця зводиться голоморфно до її
мiнiверсальної деформацii вiдносно *конгруен-
тностi

В. I. Арнольд у 1971 роцi побудував мiнiверсальнi деформацiї квадра-
тних комплексних матриць вiдносно перетворень подiбностi. Аналогiчнi
мiнiверсальнi деформацiї були побудованi для матриць вiдносно конгру-
ентностi i вiдносно *конгруентностi. Для матриць вiдносно подiбностi i
вiдносно конгруентностi завжди iснують голоморфнi перетворення до їх
мiнiверсальних деформацiй. Ми доводимо, що це невiрно для матриць
вiдносно *конгруентностi.

Зведення матрицi до жорданової нормальної форми — нестiйка опера-
цiя: як жорданова форма так i перетворення подiбностi залежать розрив-
но вiд елементiв початкової матрицi. Тому якщо елементи матрицi вiдомi
лише приблизно, то зводити її до жорданової форми нерозумно. Також
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нерозумно зводити до жорданової форми матрицi, якi гладко залежать
вiд параметрiв, бо гладка залежнiсть вiд параметрiв втрачається.

З цих причин В. I. Арнольд [1] побудував мiнiверсальнi деформацiї ма-
триць вiдносно перетворень подiбностi, тобто нормальну форму, до якої
не тiльки задана квадратна матриця A але й всi близькi до неї матрицi
B можуть бути зведенi перетвореннями подiбностi, що гладко залежать
вiд елементiв B. Цi мiнiверсальнi деформацiї також гладко залежать
вiд елементiв B. Мiнiверсальнi деформацiї також побудованi для пучкiв
матриць [26, 33, 46], матриць вiдносно конгруентностi [23], i матриць
вiдносно *конгруентностi [19]. Для всiх матриць вiдносно подiбностi або
конгруентностi та для всiх пучкiв матриць iснують голоморфнi перетво-
рення до їх мiнiверсальних деформацiй. Ми доводимо, що не iснують
голоморфнi перетворення до мiнiверсальної деформацiї вiдносно *кон-
груентностi навiть якщо обмежитись 1 × 1 матрицями. Всi матрицi, якi
ми розглядаемо, є кмплексними.

Нехай [a] — довiльна ненульова 1 × 1 матриця, a = reiϕ, r > 0. Тодi
[a] *конгруентна матрицi [b] ∶= [eiϕ], яка є канонiчною формою [a] для
*конгруентностi. Всi матрицi [a + ε], якi є достатньо близькими до [a],
можуть бути одночасно зведенi деяким перетворенням

[s(ε)]∗[a + ε][s(ε)], s(ε) неперервне, s(0) =
√
r, (5.7)

до форми

[ϕ(ε)] =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

[b + α(ε)] якщо a ∉ R,
[b + α(ε)i] якщо a ∈ R,

де α(ε) дiйснозначна, (5.8)

яка є мiнiверсальною деформацiєю [a] вiдносно *конгруентностi (див
[19]).

Наша мета — довести, що комплекснi функцiї s(ε) i ϕ(ε) в (5.7) i (5.8)
не можуть бути голоморфними в нулi.

Нагадаємо, що якщо комплекснозначна функцiя f(z) голоморфна в
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нулi, то вона голоморфна i в деякому околi U нуля i умови Кошi–Рiмана
∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0),

∂u

∂y
(x0, y0) =

∂v

∂x
(x0, y0) (5.9)

виконуються для всiх x0 + iy0 ∈ U , де u(x, y) i v(x, y) — дiйсна та уявна
частини f(z):

f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y), x, y, u(x, y), v(x, y) ∈ R.

Нехай a = b; для спрощення ми будемо вважати, що b = 1.

Теорема 5.2. Якщо a = b = 1, тодi комплекснi функцiї s(ε) i ϕ(ε) = 1 +

α(ε)i в (5.7) i (5.8) не є голоморфними в нулi.

Запишемо ε у виглядi ε = −1 + x + iy, де (x, y) ∈ R2 в околi (1,0). Тодi
[a + ε] = [x + iy] зводиться деяким перетворенням (5.7) вигляду

[x + iy]↦ [∣s(ε)∣2(x + iy)]

до мiнiверсальної деформацiї [1 + α(ε)i] з α(ε) ∈ R. Отже,

∣s(ε)∣2(x + iy) = 1 + α(ε)i,

i тому
∣s(ε)∣2x = 1, ∣s(ε)∣2y = α(ε). (5.10)

З цих рiвностей випливає, що

ϕ(ε) = 1 + α(ε)i = 1 + ∣s(ε)∣2yi = 1 +
y

x
i.

Функцiя ϕ(ε) має дiйсну частину 1 i уявну частину y/x, вони не задо-
вiльняють (4.15), i тому ϕ(ε) не є голоморфною.

Зауважимо, що голоморфнiсть [s(ε)] не гарантує голоморфностi
[s(ε)]∗, i тому неголоморфнiсть ϕ(ε) не гарантує неголоморфностi s(ε).

Ппредставимо першу рiвнiсть в (5.10) у виглядi

u(x, y)2 + v(x, y)2 =
1

x
, (5.11)

де u(x, y) i v(x, y) — дiйсна та уявна частини s(ε).
Функцiя s(ε) не може бути голоморфною в 0 за наступною леммою.
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Лема 5.3. Не iснують дiйснi функцiї u(x, y) i v(x, y) в околi (1,0) такi,
що (5.11) виконується та u(x, y) + iv(x, y) є голоморфною.

Доведення. Вiд супротивного, нехай такi u(x, y) та v(x, y) iснують. Тодi
вони мають задовольняти умовам Кошi–Рiмана

u′x = v
′
y, u′y = −v

′
x . (5.12)

За (5.11),

uu′x + vv
′
x = −

1

2x2
, uu′y + vv

′
y = 0 . (5.13)

Крок 1. Пiдставляючи (5.12) у друге рiвняння з (5.13), ми одержуємо
таку систему лiнiйних рiвнянь вiдносно u′x та v′x:

uu′x + vv
′
x = −

1

2x2
,

−vu′x + uv
′
x = 0.

(5.14)

Її визначником є (5.11). За правилом Крамера,

u′x =

RRRRRRRRRRR

− 1
2x2 v

0 u

RRRRRRRRRRR
1
x

= −
u

2x
, v′x =

RRRRRRRRRRR

u − 1
2x2

−v 0

RRRRRRRRRRR
1
x

= −
v

2x
. (5.15)

З першого рiвняння маємо ∂u
∂x = −

u
2x , тому

∂u
u = −∂x2x ,

lnu = −
1

2
lnx + lnC(y) = lnx−

1
2C(y), u = C(y)x−

1
2 .

З другого рiвняння в (5.15) маємо v =D(y)x−
1
2 . Таким чином, всi розвяз-

ки системи (5.14) мають вигляд

u =
C(y)
√
x
, v =

D(y)
√
x

(5.16)

(див [34, роздiл IV]).
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Крок 2. Пiдставляючи (5.12) у перше рiвняння з (5.13), ми отримуємо
наступну систему лiнiйних рiвнянь вiдносно u′y та v′y:

vu′y − uv
′
y =

1

2x2

uu′y + vv
′
y = 0

Її визначником є (5.11). За правилом Крамера,

u′y =

RRRRRRRRRRR

1
2x2 −u

0 v

RRRRRRRRRRR
1
x

=
v

2x
, v′y =

RRRRRRRRRRR

v 1
2x2

u 0

RRRRRRRRRRR
1
x

= −
u

2x
.

Ми маємо
u′′yy =

v′y
2x

= −
u

4x2
, v′′yy = −

u′y
2x

= −
u

4x2
.

Загальними розвязками рiвнянь u′′yy + 1
4x2u = 0 та v′′yy + 1

4x2v = 0 є функцiї

u = A(x) cos
y

2x
+B(x) sin

y

2x
, v = A1(x) cos

y

2x
+B1(x) sin

y

2x
. (5.17)

Згiдно (5.16), функцiї u
√
x та v

√
x не залежать вiд x. Згiдно (5.17),

вони не залежать вiд x тiльки якщо u та v тотожно рiвнi 0, що суперечить
(5.11).

ВИСНОВКИ
У дисертацiї побудовано алгоритм, який зводить кожну матрицю в

околi даної квадратної матрицi до нормальної форми Арнольда вiдносно
гладких перетворень подiбностi. Бажано побудувати аналогiчний алго-
ритм для пучкiв матриць i знайти його область збiжностi.

Побудовано графи замикань для класiв конгруентностi 2 × 2 та 3 × 3

матриць i для пачок 2 × 2 та 3 × 3 матриць, а також для класiв *кон-
груентностi 2×2 матриць. Для матриць вiдносно подiбностi i для пучкiв
матриць будувати графiв замикань набагато простiше, бо H. den Boer,
G. Ph. A. Thijsse [18] i, незалежно, A. S. Markus, E. È. Parilis [51] для ко-
жної жорданової матрицi описали множину канонiчних форм Жордана
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в її околi, а потiм А. Pokrzywa [54] поширив цей результат на канонiчнi
форми Кронекера пучкiв матриць. Бажано одержати аналогiчний опис
для канонiчних матриць вiдносно конгруентностi i *конгруентностi. Це
дало б змогу розробити комп’ютерну программу, яка будує графи зами-
кань для класiв конгруентностi i *конгруентностi. Аналогiчна програма
для матриць вiдносно подiбностi i для пучкiв матриць має назву Strati-
Graph [41] i постiйно вдосконалюється.
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