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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Äîñëiäæåííÿ, ïîâ'ÿçàíi iç êëàñè÷íîþ ïðî-
áëåìîþ ìîìåíòiâ Ã. Ãàìáóðãåðà (Ò. Ñòiëüòü¹ñà) ëîãi÷íî ïðèâîäÿòü äî
íåñêií÷åííèõ ìàòðèöü ßêîái òà âiäïîâiäíèõ ñèñòåì ïîëiíîìiâ, îðòî-
ãîíàëüíèõ âiäíîñíî áîðåëiâñüêî¨ ìiðè íà äiéñíié âiñi. Ó çâ'ÿçêó iç ïðî-
áëåìîþ ìîìåíòiâ ìàòðèöi ßêîái ðîçãëÿäàëè Í. I. Àõi¹çåð, Ã. Âåéëü,
Ì. Ã. Êðåéí, Ì. Ðiñ, Ð. Íåâàíëiííà òà áàãàòî iíøèõ. Òàêi ìàòðèöi âè-
íèêàþòü ó áàãàòüîõ i ôiçè÷íèõ, i ìàòåìàòè÷íèõ çàäà÷àõ, íàïðèêëàä,
ó ìåõàíi÷íèõ � ïðè ðîçãëÿäi ìîäåëåé iç çâ'ÿçíèõ ìàÿòíèêiâ, â àë-
ãåáðà¨÷íèõ � ïðè äîñëiäæåííi íåïåðåðâíèõ äðîáiâ; ó ìàòåìàòè÷íîìó
àíàëiçi � àïðîêñèìàöi¨ Ïàäå.

Çíà÷íà ÷àñòèíà íàóêîâî¨ äiÿëüíîñòi Þ. Ì. Áåðåçàíñüêîãî ïðè-
ñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ ïèòàíü, ñòîñîâíî ìàòðèöü ßêîái, òà ¨õ óçà-
ãàëüíåíü íà âèïàäîê áëî÷íèõ ìàòðèöü (ÿêîái¹âèõ ïîëiâ). Íàéáiëüø
ïëiäíèì ïiäõîäîì äî âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé ìàòðèöü ßêîái ¹ òåî-
ðiÿ ðîçêëàäó çà óçàãàëüíåíèìè âëàñíèìè âåêòîðàìè ñàìîñïðÿæåíèõ
îïåðàòîðiâ Þ. Ì. Áåðåçàíñüêîãî 1. Îäíèì iç íàñëiäêiâ öi¹¨ òåîði¨ ¹
ïðÿìà i îáåðíåíà ñïåêòðàëüíi çàäà÷i äëÿ ìið i âiäïîâiäíèõ ìàòðè-
öü. Ïðÿìà çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó ðîçâ'ÿçàííi ñèñòåìè ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü
çà çàäàíîþ ìàòðèöåþ ßêîái òà îòðèìàííi ïîëiíîìiâ îðòîãîíàëüíèõ
âiäíîñíî áîðåëiâñüêî¨ ìiðè, à, îòæå, i, âëàñíå, îòðèìàííi ìiðè (ó òà-
êîìó ðîçóìiííi). Îáåðíåíà çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó ïîáóäîâi ìàòðèöi ßêîái
òà âiäïîâiäíèõ ïîëiíîìiâ çà çàäàíîþ áîðåëiâñüêîþ ìiðîþ.

Íà ñüîãîäíi âiäîìi óçàãàëüíåííÿ êëàñè÷íèõ ìàòðèöü ßêîái íà âè-
ïàäîê ìàòðèöü, ÿêi íàçâàíi áëî÷íèìè òèïó ßêîái. Òàê iç òðèãîíîìåò-
ðè÷íîþ ïðîáëåìîþ ìîìåíòiâ ïîâ'ÿçàíà CMV -ìàòðèöÿ (Ì. Äæ. Êàí-
òåðî, Ë. Ìîðàë, Ë. Âåëàñêåñ), ÿêà ó çâè÷àéíié ôîðìi ¹ ï'ÿòèäiàãî-
íàëüíîþ. Òàêi ìàòðèöi òà âiäïîâiäíi îðòîãîíàëüíi ïîëiíîìè ßêîái�
Ëîðàíà äîñëiäæóâàëèñÿ ó ðîáîòàõ Ë. Á. Ãàëiíñüêîãî, Á. Ñàéìîíà, Å.
Ð. Öåêàíîâñüêîãî.

Áëî÷íi ìàòðèöi òèïó ßêîái, âiäïîâiäíi äâîâèìiðíié äiéñíié ïðî-
áëåìi ìîìåíòiâ, âïåðøå ç'ÿâèëèñü ó ðîáîòàõ Ì. I. Ãåõòìàíà òà À. À.
Êàëþæíîãî2. Ìàéæå îäíî÷àñíî ó ÷èñëåíèõ ðîáîòàõ ßí Õó ðîçãëÿ-
äàþòüñÿ àáñòðàêòíi ìàòðèöi (áåç ç'ÿñóâàííÿ ¨õ âíóòðiøíüî¨ ñòðóêòó-

1Áåðåçàíñêèé Þ. Ì. Ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ñàìîñîïðÿæåí-
íûõ îïåðàòîðîâ / Þ. Ì. Áåðåçàíñêèé // � Ê.: Íàóê. äóìêà, 1965. � 450 ñ. English
transl., Amer. Math., Soc., Providence, R.I., 1968. � 450 p.

2Ãåõòìàí Ì. È. Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ íåñêîëüêèõ
ïåðåìåííûõ / Ãåõòìàí Ì. È., Êàëþæíèé À. À. // Óêð. ìàò. æóðí. � 1991. � 43,
10. � Ñ. 1437-1440.
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ðè), âiäïîâiäíi áàãàòîâèìiðíèì ïðîáëåìàì ìîìåíòiâ, ÿê, íàïðèêëàä,
óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Äæ. Ôàâàðäà.

Áëî÷íi ìàòðèöi òèïó ßêîái, âiäïîâiäíi ñèëüíié îäíîâèìiðíié äiéñ-
íié ïðîáëåìi ìîìåíòiâ òà êîìïëåêñíié ïðîáëåìi ìîìåíòiâ ó ñòåïå-
íåâié òà åêñïîíåíöiéíié ôîðìàõ äîñëiäæóâàëèñÿ ó ðîáîòàõ Þ. Ì.
Áåðåçàíñüêîãî i Ì. �. Äóäêiíà, äå ñóòò¹âî âèêîðèñòàíî òåîðiþ ðîç-
êëàäó çà óçàãàëüíåíèìè âëàñíèìè âåêòîðàìè1.

Âñòàíîâëåííÿ òà âèâ÷åííÿ ìàòðèöü, âiäïîâiäíèõ ñèëüíié äâîâè-
ìiðíié äiéñíié ñòåïåíåâié ïðîáëåìi ìîìåíòiâ ðàçîì iç ôîðìóëþâàí-
íÿì òà ðîçâ'ÿçàííÿì ïðÿìî¨ i îáåðíåíî¨ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷, çàïèñîì
îðòîíîðìîâàíèõ ïîëiíîìiâ ó ïðîñòîðàõ ç ìiðîþ, âiäïîâiäíîþ òàêèì
ìàòðèöÿì, äîçâîëèòü ðîçâ'ÿçóâàòè íîâi ïðèêëàäíi çàäà÷i.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìà-
ìè. Ðîáîòà âèêîíàíà ó âiäïîâiäíîñòi äî ïëàíiâ, ïåðåäáà÷åíèõ ó Íà-
öiîíàëüíîìó òåõíi÷íîìó óíiâåðñèòåòi Óêðà¨íè �Êè¨âñüêèé ïîëiòåõ-
íi÷íèé iíñòèòóò�, Iíñòèòóòi ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè òà ó ðàìêàõ
ïðîåêòó �Äîñëiäæåííÿ ÿêiñíèõ òà ñïåêòðàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê äè-
íàìi÷íèõ ñèñòåì� (íîìåð äåðæ. ðå¹ñòðàöi¨ 0113U004540).

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Îñíîâíîþ ìåòîþ ðîáîòè ¹: ïå-
ðåíåñåííÿ òà ðîçâèòîê âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ ñòîñîâíî ïðîáëåìè ìî-
ìåíòiâ Ãàìáóðãåðà íà âèïàäîê äâîâèìiðíî¨ ñèëüíî¨ äiéñíî¨ ïðîáëåìè
ìîìåíòiâ, ïîáóäîâà âiäïîâiäíèõ ìàòðèöü ßêîái òà äîñëiäæåííÿ çà-
äà÷, ïîâ'ÿçàíèõ iç íèìè. Çàäà÷àìè ¹:

• ðîçâ'ÿçàòè îáåðíåíó ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó: ïîáóäóâàòè ìàòðèöi
òèïó ßêîái (âiäïîâiäíi äâîâèìiðíié äiéñíié ïðîáëåìi ìîìåíòiâ)
çà çàäàíîþ ìiðîþ íà äiéñíié ïëîùèíi;

• çàïèñàòè îðòîãîíàëüíi ïîëiíîìè, âiäïîâiäíi ñèëüíié äâîâèìið-
íié äiéñíié ïðîáëåìi ìîìåíòiâ;

• îïèñàòè âíóòðiøíþ ñòðóêòóðó çíàéäåíèõ ìàòðèöü;

• ðîçâ'ÿçàòè ïðÿìó ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó: çà çàäàíèìè ìàòðèöÿìè
òèïó ßêîái (âiäïîâiäíèìè ñèëüíié äâîâèìiðíié äiéñíié ïðîáëåìi
ìîìåíòiâ) ñêëàñòè ñèñòåìó ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü i ðîçâ'ÿçàòè ¨¨;

• ç'ÿñóâàòè âèãëÿä âiäïîâiäíèõ àíàëîãiâ ïîëiíîìiâ äðóãîãî ðîäó
òà ôóíêöi¨ òèïó Âåéëÿ äëÿ äâîâèìiðíî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ.
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Îá'¹êòè äîñëiäæåííÿ. Áëî÷íi ìàòðèöi òèïó ßêîái òà âiäïîâiäíi ¨ì
ñèìåòðè÷íi ôîðìàëüíî êîìóòóþ÷i îïåðàòîðè, ñèñòåìè îðòîãîíàëü-
íèõ ïîëiíîìiâ, âiäïîâiäíà áîðåëiâñüêà ìiðà íà äiéñíié ïëîùèíi.

Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ. Ìàòðèöi, âiäïîâiäíi ñèëüíié äâîâèìiðíié
äiéñíié ïðîáëåìi ìîìåíòiâ òà âiäïîâiäíi îðòîãîíàëüíi ïîëiíîìè.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Îñíîâíi ìåòîäè � ìåòîäè ôóíêöiîíàëüíî-
ãî àíàëiçó, çîêðåìà, òåîði¨ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ òà ãiëüáåðòîâèõ ïðî-
ñòîðiâ; ìåòîä ðîçêëàäó çà óçàãàëüíåíèìè âëàñíèìè âåêòîðàìè äëÿ
ñêií÷åííîãî íàáîðó êîìóòóþ÷èõ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

1) Ðîçâ'ÿçàíà îáåðíåíà ñïåêòðàëüíà çàäà÷à äëÿ áëî÷íèõ ìàòðèöü
òèïó ßêîái, âiäïîâiäíèõ ñèëüíié äâîâèìiðíié äiéñíié ïðîáëåìi ìîìåí-
òiâ � ïîáóäîâàíi áëî÷íi ìàòðèöi òèïó ßêîái çà çàäàíîþ éìîâiðíiñíîþ
ìiðîþ ç íîñi¹ì íà êîìïàêòi, ó ÿêî¨ iñíóþòü âñi ìîìåíòè.

2) Ðîçâ'ÿçàíà ïðÿìà ñïåêòðàëüíà çàäà÷à: çà çàäàíèìè áëî÷íèìè
ìàòðèöÿìè òèïó ßêîái, âiäïîâiäíèìè ñèëüíié (i íå ñèëüíié) äâîâè-
ìiðíèì ïðîáëåìàì ìîìåíòiâ, ñêëàäåíà i ðîçâ'ÿçàíà ñèñòåìà ðiçíè-
öåâèõ ðiâíÿíü i âiäíîâëåíà ìiðà (ó ñåíñi ðiâíîñòi Ïàðñåâàëÿ), ÿêà
îäíîçíà÷íî âiäïîâiäà¹ çàäàíèì áëî÷íèì ìàòðèöÿì.

3) Äàíî îïèñ âíóòðiøíüî¨ ñòðóêòóðè áëî÷íèõ ìàòðèöü òèïó ßêîái,
âiäïîâiäíèõ ñèëüíié äâîâèìiðíié äiéñíié ïðîáëåìi ìîìåíòiâ, òà äî-
ñëiäæåíî êîìóòàòèâíi âëàñòèâîñòi ìàòðèöü, âiäïîâiäíèõ íå ñèëüíié
äâîâèìiðíié ïðîáëåìi ìîìåíòiâ.

4) Çàïèñàíî âiäïîâiäíi (ñèëüíié i íå ñèëüíié) äâîâèìiðíié äiéñíié
ïðîáëåìi ìîìåíòiâ ïîëiíîìè ïåðøîãî i äðóãîãî ðîäó, ôóíêöiÿ òèïó
Âåéëÿ òà äîâåäåíi ¨õ îñíîâíi âëàñòèâîñòi.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè
äèñåðòàöi¨ íîñÿòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Çîêðåìà, ðåçóëüòàòè, ÿêi
ñòîñóþòüñÿ áëî÷íèõ ìàòðèöü ßêîái, ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ó çà-
äà÷àõ ìåõàíiêè ñòîñîâíèõ çâ'ÿçíèõ ìàÿòíèêiâ. Äîñëiäæåííÿ ç öèõ
ïèòàíü âåäóòüñÿ â Iíñòèòóòi ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨âñüêîìó
íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåò iì. Òàðàñà Øåâ÷åíêà, Õàðêiâñüêîìó íà-
öiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iì. Â. Í. Êàðàçiíà.
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Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âèêëàäåíi ó äèñåðòàöi¨ îñíîâ-
íi ðåçóëüòàòè îòðèìàíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî. Íà çàõèñò âèíîñÿòüñÿ
ëèøå òi ðåçóëüòàòè iç âèêîíàíèõ ó ñïiâàâòîðñòâi ðîáiò, ÿêi îòðèìàíi
àâòîðîì îñîáèñòî. Ó ñïiëüíèõ ðîáîòàõ [2,3,5,7,9] Ì. �. Äóäêiíó íàëå-
æèòü ïîñòàíîâêà çàäà÷i, à àâòîðó � ðîçâ'ÿçàííÿ, ó ñïiëüíié ðîáîòi [6]
àâòîðó íàëåæàòü ôîðìóëþâàííÿ i äîâåäåííÿ òåîðåì 2.4.10 òà 2.4.15,
ó ñïiëüíié ðîáîòi [9] àâòîðó íàëåæèòü äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè äîïîâi-
äàëèñÿ i îáãîâîðþâàëèñÿ íà:

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ iì. àêàä. Ì. Êðàâ÷óêà, XV,
Êè¨â, 15�17 òðàâíÿ 2014 ðîêó;

� ×åòâåðòié âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ â÷åíèõ
ç ìàòåìàòèêè òà ôiçèêè, Êè¨â, 23�25 êâiòíÿ 2015 ðîêó;

� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ, Êè¨â, 3�6 ÷åðâ-
íÿ 2015 ðîêó;

� Ñüîìié ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè
ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, ïðîãíîçóâàííÿ òà îïòèìiçàöi¨�, Êàì'ÿ-
íåöü-Ïîäiëüñüêèé, 21�22 êâiòíÿ 2016 ðîêó;

� Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâî-ìåòîäè÷íié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi íàóêî-
âî-ìåòîäè÷íi ïðîáëåìè ìàòåìàòèêè ó âèùié øêîëi�, ïðèñâÿ÷åíié ïàì'-
ÿòi ïðîôåñîðà Ñ. Ñ. Ëåâiùåíêà, Êè¨â, 7-8 æîâòíÿ 2016 ðîêó;

� ñåìiíàði êàôåäðè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (ôiçèêî-ìàòåìàòè÷-
íèé ôàêóëüòåò ÍÒÓÓ �ÊÏI�; êåðiâíèê ñåìiíàðó � äîêòîð ôiç.-ìàò.
íàóê, ïðîôåñîð Ì. �. Äóäêií);

� ñåìiíàði âiääiëó ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè (Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè
ÍÀÍ Óêðà¨íè, êåðiâíèêè ñåìiíàðó � ïðîôåñîð Î. Ë. Ðåáåíêî, ïðî-
ôåñîð Â. Ä. Êîøìàíåíêî);

� Êè¨âñüêîìó ñåìiíàði ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó (Iíñòèòóò ìàòå-
ìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, êåðiâíèêè ñåìiíàðó � àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà¨íè
Þ. Ì. Áåðåçàíñüêèé, àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà¨íè Þ. Ñ. Ñàìîéëåíêî,

÷ëåí-êîðåñïîíäåíò ÍÀÍ Óêðà¨íè Ì. Ë. Ãîðáà÷óê ).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ïîëîæåííÿ äèñåðòàöi¨, îïóáëiêîâàíi ó ïðî-
âiäíèõ ôàõîâèõ âèäàííÿõ [1-9] òà ó òåçàõ äîïîâiäåé [10-15]. Çîêðåìà,
[3,6] ó âèäàííÿõ, ÿêi âêëþ÷åíi äî íàóêîìåòðè÷íèõ áàç Web of Science,
Scopus, MathSciNet.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi
âñòóïó, 4-õ ðîçäiëiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ùî ìiñòèòü 74
íàéìåíóâàííÿ. Ïîâíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ ñêëàäà¹ 145 ñòîðiíîê.
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ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíà àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöi¨, ñôîðìóëüî-
âàíi ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ, íàóêîâà íîâèçíà ðåçóëüòàòiâ, ïðàê-
òè÷íå çíà÷åííÿ, îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à òà îãëÿä îñíîâíèõ âiäî-
ìèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ïåðøèé ðîçäië ðîáîòè ìiñòèòü ðîçâ'ÿçîê ñèëüíî¨ (íå ñèëüíî¨)
äâîâèìiðíî¨ äiéñíî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ. Öÿ ïðîáëåìà ïîëÿãà¹ ó çíà-
õîäæåííi óìîâ äëÿ çàäàíî¨ äâîiíäåêñíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {sm,n}, m,n ∈
Z (m,n ∈ N0) äiéñíèõ ÷èñåë sm,n ∈ R, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ ìiðà Áîðåëÿ
dρ(x, y) íà äiéñíié ïëîùèíi R2 i äëÿ ÿêî¨

sm,n =

∫
R2

xmyn dρ(x, y), m, n ∈ Z (m,n ∈ N0). (1)

Òåîðåìà 1.4.1 ßêùî äëÿ çàäàíî¨ äâîiíäåêñíî¨ ïîñëiäîâíîñòi äiéñ-
íèõ ÷èñåë {sm,n} m,n ∈ Z (m,n ∈ N0), iñíó¹ çîáðàæåííÿ (1), òî
ïîñëiäîâíiñòü ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ, òîáòî

∑
j,k,m,n∈Z

fj,kf̄m,nsj+m,k+n ≥ 0

 ∞∑
j,k,m,n=0

fj,kf̄m,nsj+m,k+n ≥ 0

 (2)

äëÿ âñiõ ñêií÷åííèõ íàáîðiâ (fj,k)j,k∈Z ((fj,k)∞j,k=0), fj,k ∈ C.
Çîáðàæåííÿ (1) iñíó¹ i ¹ ¹äèíèì äëÿ çàäàíî¨ äâîiíäåêñíî¨ ïîñëi-

äîâíîñòi äiéñíèõ ÷èñåë {sm,n}, m,n ∈ Z (m,n ∈ N0), ÿêùî êðiì
ïîçèòèâíî¨ âèçíà÷åíîñòi (2) ðîçáiãà¹òüñÿ îäèí iç ðÿäiâ

∞∑
p=1

(
p∑
k=0

Ckp
√
sε(4p−4k),ι(4k)

)−1/p

,

äå ε, ι = ±1; i äëÿ íå ñèëüíî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ ðîçáiãà¹òüñÿ ðÿä

∞∑
p=1

(
p∑
k=0

Ckp
√
s4p−4k,4k

)−1/p

.

Iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ (1) òà éîãî ¹äèíiñòü âñòàíîâëþ¹òüñÿ çàâ-
äÿêè òåîðåìi ïðî ðîçêëàä çà óçàãàëüíåíèìè âëàñíèìè âåêòîðàìè äëÿ
ñêií÷åííîãî íàáîðó êîìóòóþ÷èõ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ. �äèíiñòü
¹ íàñëiäêîì êâàçiàíàëiòè÷íîãî êðèòåðiÿ ñàìîñïðÿæåíîñòi.
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Äðóãèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî ðîçâ'ÿçàííþ îáåðíåíî¨ ñïåêòðàëü-
íî¨ çàäà÷i, ïîâ'ÿçàíî¨ iç ñèëüíîþ (i íå ñèëüíîþ) äâîâèìiðíîþ äiéñ-
íîþ ïðîáëåìîþ ìîìåíòiâ. Íà ïî÷àòêó ðîçäiëó íàâåäåíî äåòàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê îáåðíåíî¨ ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i, ïîâ'ÿçàíî¨ iç âèïàäêîì íå
ñèëüíî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ, i ïîáóäîâàíi âiäïîâiäíi ìàòðèöi2. Äàëi
íàâåäåíî ðîçâ'ÿçîê îáåðíåíî¨ ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i, ïîâ'ÿçàíî¨ iç ñèëü-
íîþ äâîâèìiðíîþ äiéñíîþ ïðîáëåìîþ ìîìåíòiâ.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ éìîâiðíiñíà áîðåëåâà ìiðà dρ(x, y) íà êîìïàêòi íà
äiéñíié ïëîùèíi. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi äîñëiäæåííÿ, ïðèïóñ-
êà¹òüñÿ, ùî öÿ ìiðà ìà¹ âñi ìîìåíòè i ìíîæèíà ïîëiíîìiâ âèãëÿäó
xmyn, m,n ∈ Z ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ i óòâîðþ¹ òîòàëüíó ìíîæèíó
â ïðîñòîði L2 = L2(R2, dρ(x, y)). Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîðÿäîê

x0y0

x0y−1

x0y1

x0y−2

x0y2

x−1y0x−2y0 x1y0 x2y0

x1y−1

x1y1

x−1y−1

x−1y1

. . .

. . .

. . . . . . ,-

�
Y

*
z

�

�
Y

Y

*

* z

z

òîáòî

1 = x0y0;

x1y0, x0y1, x−1y0, x0y−1;

x2y0, x1y1, x0y2, x−1y1, x−2y0, x−1y−1, x0y−2, x1y−1; . . . ;

xny0, xn−1y1, . . . , x1yn−1, x0yn, x−1yn−1, . . . , x−(n−1)y1,

x−ny0, x−(n−1)y−1, . . . , x−1y−(n−1), x0y−n, x1y−(n−1); . . .

(3)

îðòîãîíàëiçó¹òüñÿ çà Øìiäòîì i íîðìó¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü xmyn,
m,n ∈ Z âiäíîñíî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó â L2. Ðåçóëüòàòîì äi¨ ¹ ñèñòåìà
ïîëiíîìiâ

1 = P0,0(x, y);

P1,0(x, y), P1,1(x, y), P1,2(x, y), P1,3(x, y);

P2,0(x, y), P2,1(x, y), P2,2(x, y), P2,3(x, y),

P2,4(x, y), P2,5(x, y), P2,6(x, y); . . . ;

Pn,0(x, y), Pn,1(x, y), Pn,2(x, y), . . . , Pn,4n−1(x, y);

(4)
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Ðîçãëÿäàþòüñÿ äâà îïåðàòîðè ìíîæåííÿ íà âiäïîâiäíi íåçàëåæíi
çìiííi òà ¨õ îáåðíåíi äëÿ f(x, y) ∈ L2:

Af(x, y) = xf(x, y), Bf(x, y) = yf(x, y),

A−1f(x, y) = x−1f(x, y), B−1f(x, y) = y−1f(x, y),

ÿêi íà ïîëiíîìàõ (3) ¹ îïåðàòîðàìè çñóâó. Ïðè ïåðåõîäi äî áàçèñó
(4) â L2, îáðàçè îïåðàòîðiâ A i B òà A−1 i B−1 ñòàþòü áëî÷íèìè
òðèäiàãîíàëüíèìè òèïó ßêîái ìàòðèöÿìè, ùî äiþòü ó ïðîñòîði

l2 = H0 ⊕H1 ⊕H2 ⊕ · · · , Hn = C4n, H0 = C, n ∈ N. (5)

Ïîäàëüøi òåîðåìè äàþòü îïèñ òàêèõ ìàòðèöü.
Òåîðåìà 2.4.5 Îáìåæåíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð iç öèê-

ëi÷íèì âåêòîðîì ìíîæåííÿ íà íåçàëåæíó çìiííó �x� ó ïðîñòîði
L2(R2, dρ(x, y)) â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi (4) ìà¹ âèãëÿä áëî÷íî¨
òðèäiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi òèïó ßêîái Jx, ùî äi¹ ó ïðîñòîði (5):

Jx =


b0 c0 0 0 0 · · ·
a0 b1 c1 0 0 · · ·
0 a1 b2 c2 0 · · ·
...

...
...

...
...

. . .

 ,
an : Hn −→ Hn+1,
bn : Hn −→ Hn,
cn : Hn+1 −→ Hn,

(6)

n ∈ N0, äå c0 =
[
c0;0,0 0 0 0

]
;

cn =



cn;0,0 0 · · · 0 · · · 0 0 · · · 0 0
∗ cn;1,1 · · · 0 · · · 0 0 · · · 0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

∗ ∗ · · · cn;n,n · · · 0 0 · · · 0 0
∗ ∗ · · · cn;n+1,n · · · 0 0 · · · 0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

∗ ∗ · · · cn;3n−1,n · · · cn;3n−1,3n+3 0 · · · 0 0
∗ ∗ · · · ∗ · · · ∗ cn;3n,3n+4 · · · 0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

∗ ∗ · · · ∗ · · · ∗ ∗ · · · cn;4n,4n+2 0
∗ ∗ · · · ∗ · · · ∗ ∗ · · · ∗ cn;4n−1,4n+3


︸ ︷︷ ︸

4n+4



4n;

bn � ñèìåòðè÷íà (4n × 4n)-ìàòðèöÿ, n ∈ N (b0 �ñêàëÿð). Â (4n +
4) × (4n)-ìàòðèöi cn íóëüîâi åëåìåíòè ïîçíà÷åíi �0�; äîäàòíi åëå-
ìåíòè � c·;·,·, (êðiì cn;3n−1,n); �∗� � åëåìåíòè, ÿêi ìîæóòü áóòè i
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íóëüîâèìè, i íåíóëüîâèìè. Ìàòðèöÿ an � òðàíñïîíîâàíà ìàòðèöÿ
cn, n ∈ N0.

Ìàòðèöÿ Jx äi¹ íà âåêòîðàõ f = (fn)∞n=0 ∈ (l2) çà ïðàâèëîì:

(Jxf)n = an−1fn−1 + bnfn + cnfn+1, n ∈ N0, (7)

äå ïîêëàäà¹ìî a−1 := 0, f−1 := 0.
Òåîðåìà 2.4.10 Îáìåæåíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð iç öèê-

ëi÷íèì âåêòîðîì ìíîæåííÿ íà íåçàëåæíó çìiííó �y� ó ïðîñòîði
L2(R2, dρ(x, y)) â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi (4) ìà¹ âèãëÿä áëî÷íî¨
òðèäiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi òèïó ßêîái, ùî äi¹ ó ïðîñòîði (5):

Jy =


w0 u0 0 0 · · ·
v0 w1 u1 0 · · ·
0 v1 w2 u2 · · ·
...

...
...

...
. . .

 ,
vn : Hn −→ Hn+1,
wn : Hn −→ Hn,
un : Hn+1 −→ Hn,

(8)

n ∈ N0, äå u0 =
[
∗ u0;0,1 0 0

]
;

un =



un;0,0 un;0,1 0 0 · · · 0 0 · · · 0
∗ ∗ un;1,2 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
...
. . .

...

∗ ∗ ∗ un;2n−2,2n

... 0 0
... 0

∗ ∗ ∗ ∗
... un;2n−1,2n+1 0 · · · 0

...
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...

∗ ∗ ∗ ∗
... un;4n−1,2n+1 0 · · · 0


︸ ︷︷ ︸

4n+4



4n,

un � (4n + 4) × (4n)-ìàòðèöÿ, äå íóëüîâi åëåìåíòè ïîçíà÷åíi �0�;
äîäàòíi åëåìåíòè � u·;·,· (êðiì un;0,0); �∗� � åëåìåíòè, ÿêi ìîæóòü
áóòè i íóëüîâèìè, i íåíóëüîâèìè; wn � ñèìåòðè÷íà (4n×4n)-ìàòðè-
öÿ, n ∈ N (w0 � ñêàëÿð). Ìàòðèöÿ vn � òðàíñïîíîâàíà ìàòðèöÿ un,
n ∈ N0.

Ìàòðèöÿ Jy äi¹ íà âåêòîðàõ f = (fn)∞n=0 ∈ (l2) çà ïðàâèëîì:

(Jyf)n = vn−1fn−1 + wnfn + unfn+1, n ∈ N0, (9)

äå ïîêëàäà¹ìî v−1 := 0, f−1 := 0.
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Òåîðåìà 2.4.15 Îáìåæåíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð iç öèê-
ëi÷íèì âåêòîðîì ìíîæåííÿ íà íåçàëåæíó çìiííó �x−1� ó ïðîñòîði
L2(R2, dρ(x, y)) â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi (4) ìà¹ âèãëÿä áëî÷íî¨
òðèäiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi òèïó ßêîái Jx−1 , ùî äi¹ ó ïðîñòîði (5):

Jx−1 =


r0 q0 0 0 0 · · ·
p0 r1 q1 0 0 · · ·
0 p1 r2 q2 0 · · ·
...

...
...

...
...

. . .

 ,
pn : Hn −→ Hn+1,
rn : Hn −→ Hn,
qn : Hn+1 −→ Hn,

(10)

n ∈ N0, äå r0 = [r0;0,0] � ñêàëÿð;

rn =



∗ ∗ · · · 0 ∗ · · · rn;0,3n−1 0 · · · 0
∗ ∗ · · · 0 ∗ · · · rn;1,3n−1 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...
. . .

...
∗ ∗ · · · 0 ∗ · · · rn;n−1,3n−1 0 · · · 0
∗ ∗ · · · 0 ∗ · · · ∗ ∗ · · · rn;n,4n−1

...
...
. . .

...
...

. . .
...

...
. . .

...
rn;3n−1,0 ∗ · · · 0 ∗ · · · ∗ ∗ · · · ∗
0 0 · · · 0 rn;3n,n · · · ∗ ∗ · · · ∗
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0 rn;4n−1,n · · · ∗ ∗ · · · ∗


︸ ︷︷ ︸

4n



4n;

rn � ñèìåòðè÷íà (4n × 4n)-ìàòðèöÿ, äå íóëüîâi åëåìåíòè ïîçíà-
÷åíi �0�; äîäàòíi åëåìåíòè � r·;·,· (êðiì rn;n,4n−1, rn;3n−1,0); �∗� �
åëåìåíòè, ÿêi ìîæóòü áóòè i íóëüîâèìè, i íåíóëüîâèìè;

q0 =
[
∗ ∗ q0;0,2 0

]
,

qn =



0 0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

qn;n,0 qn;n,1 · · · qn;n,n+2 0 · · · 0 0 · · · 0
∗ ∗ · · · ∗ qn;n+1,n+3 · · · 0 0 · · · 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

∗ ∗ · · · ∗ ∗ · · · qn;3n,3n+2 0 · · · 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

∗ ∗ · · · ∗ ∗ · · · qn;4n−1,3n+2 0 · · · 0


︸ ︷︷ ︸

4n+4


4n;
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qn � (4n + 4) × (4n)-ìàòðèöÿ, äå íóëüîâi åëåìåíòè ïîçíà÷åíi �0�;
äîäàòíi åëåìåíòè � q·;·,· (êðiì qn;n,0, qn;n,1); �∗� � åëåìåíòè, ÿêi
ìîæóòü áóòè i íóëüîâèìè, i íåíóëüîâèìè. Ìàòðèöÿ pn � òðàíñ-
ïîíîâàíà ìàòðèöÿ qn, n ∈ N0.

Ìàòðèöÿ Jx−1 äi¹ íà âåêòîðàõ f = (fn)∞n=0 ∈ (l2) çà ïðàâèëîì:

(Jx−1f)n = pn−1fn−1 + rnfn + qnfn+1, n ∈ N0, (11)

äå ïîêëàäà¹ìî p−1 := 0, f−1 := 0.
Òåîðåìà 2.4.18 Îáìåæåíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð iç öèê-

ëi÷íèì âåêòîðîì ìíîæåííÿ íà íåçàëåæíó çìiííó �y−1� ó ïðîñòîði
L2(R2, dρ(x, y)) â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi (4) ìà¹ âèãëÿä áëî÷íî¨
òðèäiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi òèïó ßêîái Jy−1 , ùî äi¹ ó ïðîñòîði (5)

Jy−1 =


ω0 φ0 0 0 0 · · ·
ψ0 ω1 φ1 0 0 · · ·
0 ψ1 ω2 φ2 0 · · ·
...

...
...

...
...

. . .

 ,
φn : Hn −→ Hn+1,
ωn : Hn −→ Hn,
ψn : Hn+1 −→ Hn,

(12)

n ∈ N0, äå ωn � ñèìåòðè÷íà (4n×4n)-ìàòðèöÿ, n ∈ N (ω0 � ñêàëÿð);
ψn � (4n × (4n + 4)) -ìàòðèöÿ, â ÿêié åëåìåíòè ìîæóòü áóòè i
íóëüîâèìè, i íåíóëüîâèìè. φn � ((4n+ 4)× 4n)-ìàòðèöÿ. Ìàòðèöÿ
φn � òðàíñïîíîâàíà ìàòðèöÿ ψn, n ∈ N0.

Ìàòðèöÿ Jy−1 äi¹ íà âåêòîðàõ f = (fn)∞n=0 ∈ (l2) çà ïðàâèëîì:

(Jy−1f)n = ψn−1fn−1 + ωnfn + φnfn+1, n ∈ N0, (13)

äå ïîêëàäà¹ìî ψ−1 := 0, f−1 := 0.
Ó òðåòüîìó ðîçäiëi íàäàíî ðîçâ'ÿçîê ïðÿìî¨ ñïåêòðàëüíî¨ çà-

äà÷i, âiäïîâiäíî¨ äî îáåðíåíî¨, ðîçâ'ÿçàíî¨ ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi.
Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó ïiäñóìîâàíi ó òàêié òåîðåìi.

Òåîðåìà 3.6.2Íåõàé ó ïðîñòîði (5) âèçíà÷åíi ëiíiéíi îïåðàòîðè
A, B, A−1, B−1 íà ôiíiòíèõ âåêòîðàõ lfin áëî÷íèìè òðèäiàãîíàëü-
íèìè ìàòðèöÿìè òèïó ßêîái Jx, Jy, Jx−1 , Jy−1 âèãëÿäó (6), (10),
(8), (12), ùî äiþòü çà ïðàâèëàìè (7), (11), (9), (13). Ïðèïóñêà¹òü-
ñÿ, ùî âñi áëîêè-êîåôiöi¹íòè an, bn, cn, un, vn, wn, pn, qn, rn, ωn, φn,
ψn, n ∈ N0 ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíèìè òà ìàþòü íóëüîâi i äîäàòíi
åëåìåíòè çãiäíî òåîðåì 2.4.5, 2.4.10, 2.4.15, 2.4.18, à çàìèêàííÿ A
i B òà A−1 i B−1 çà íåïåðåðâíiñòþ ¹ îáìåæåíèìè êîìóòóþ÷èìè
ñàìîñïðÿæåíèìè îïåðàòîðàìè ó öüîìó ïðîñòîði.

Ðîçêëàä çà óçàãàëüíåíèìè âëàñíèìè âåêòîðàìè îïåðàòîðiâ A i
B òà A−1 i B−1, âiäïîâiäíèõ áëî÷íèì òðèäiàãîíàëüíèì ìàòðèöÿì
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òèïó ßêîái Jx, Jy, Jx−1 , Jy−1 ìà¹ òàêèé âèãëÿä. Äëÿ çàäàíîãî ïî-
÷àòêîâîãî çíà÷åííÿ ϕ0(x, y) = ϕ0 ∈ R \ {0} ñèñòåìà ðiâíÿíü

(Jxϕ(x, y))n = xϕn(x, y), (Jx−1ϕ(x, y))n = x−1ϕn(x, y),

(Jyϕ(x, y))n = yϕn(x, y), (Jy−1ϕ(x, y))n = y−1ϕn(x, y),

n ∈ N0, ϕ−1(x, y) =: 0,

(14)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ϕ(x, y) = (ϕn(x, y))∞n=0, ϕn(x, y) çi çíà÷åííÿìè â Hn,
ó âèãëÿäi

ϕn(x, y) = Pn(x, y)ϕ0 = (Pn;0, Pn;1, . . . , Pn;4n−1, )ϕ0,

ÿêèé ¹ óçàãàëüíåíèì âëàñíèì âåêòîðîì ïàðè îïåðàòîðiâ A i B (A−1

i B−1) çãiäíî ç ïðîåêöiéíîþ ñïåêòðàëüíîþ òåîðåìîþ1. Pn;γ(x, y),
γ = 0, 1, . . . , 4n− 1 � ïîëiíîìè âiä x i y òà x−1 i y−1.

Ç ðîçêëàäó çà óçàãàëüíåíèìè âëàñíèìè âåêòîðàìè äëÿ îïåðà-
òîðiâ A i B òà A−1 i B−1 îòðèìó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ó âèãëÿäi

l2 ⊃ lfin 3 f = (fn)∞n=0 7−→ f̂(x, y) =

∞∑
n=0

P ∗n(x, y)fn

= P0;0(x, y)f0;0 +

∞∑
n=1

4n−1∑
γ=0

Pn;γ(x, y)fn;γ ∈ L2(R2, dρ(x, y)), (15)

äå P ∗n(x, y) : Hn −→ H0 � îïåðàòîð, ñïðÿæåíèé äî Pn(x, y) : H0 −→
Hn, dρ(x, y) � âiäïîâiäíà ñïåêòðàëüíà ìiðà A i B (A−1 i B−1).

Ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ ìà¹ âèãëÿä: ∀f, g ∈ lfin

(f, g)l2 =

∫
R2

f̂ ĝ dρ(x, y), f̂ = f̂(x, y), ĝ = ĝ(x, y),

(Jxf, g)l2 =

∫
R2

xf̂ ĝ dρ(x, y), (Jx−1f, g)l2 =

∫
R2

x−1f̂ ĝ dρ(x, y),

(Jyf, g)l2 =

∫
R2

yf̂ ĝ dρ(x, y), (Jy−1f, g)l2 =

∫
R2

y−1f̂ ĝ dρ(x, y).

(16)

Ïåðåòâîðåííÿ (15) i òîòîæíîñòi (16) ðîçøèðþþòüñÿ çà íåïåðåðâ-
íiñòþ íà ∀f, g ∈ l2 òàê, ùî îïåðàòîð (15) ¹ óíiòàðíèì i âiäîáðàæà¹
âåñü l2 ó âåñü L2(R2, dρ(x, y)).
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Ïîëiíîìè Pn;γ(x, y), n ∈ N, γ = 0, ..., 4n−1 i P0;0 = 1 óòâîðþþòü
îðòîíîðìîâàíó ñèñòåìó â L2(R2, dρ(x, y)) ó ñåíñi:∫

R2

j∑
i=1

Pj;i(x, y)fj;i

k∑
i=l

Pk;l(x, y)fk;l = δj,k(fj , gk)Hj
.

äå ∀fj ∈ Hj, ∀gk ∈ Hk, j, k ∈ N0. Êîåôiöi¹íòè ìàòðèöü

Jx =(τj,k)∞j,k=0, τj,k = (τj,k;α,β)4j−1,4j+3
α,β=0 ,

Jy =(θj,k)∞j,k=0, θj,k = (θj,k;α,β)4j−1,4j+3
α,β=0 ,

Jx−1 =(ηj,k)∞j,k=0, ηj,k = (ηj,k;α,β)4j−1,4j+3
α,β=0 ,

Jy−1 =(ϑj,k)∞j,k=0, ϑj,k = (ϑj,k;α,β)4j−1,4j+3
α,β=0 ,

âiäíîâëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

τj,k;α,β =(Jxδk,β , δj,α)l2 =

∫
R2

xPk;β(x, y)Pj;α(x, y)dρ(x, y),

θj,k;α,β =(Jyδk,β , δj,α)l2 =

∫
R2

yPk;β(x, y)Pj;α(x, y)dρ(x, y),

ηj,k;α,β =(Jx−1δk,β , δj,α)l2 =

∫
R2

x−1Pk;β(x, y)Pj;α(x, y)dρ(x, y),

ϑj,k;α,β =(Jy−1δk,β , δj,α)l2 =

∫
R2

y−1Pk;β(x, y)Pj;α(x, y)dρ(x, y).

j, k ∈ N0, α, β = 0, 1, . . . , 4n− 1,

äå ïåðåïîçíà÷åíî:

bj = τj,j , wj = θj,j , τj = ηj,j , ωj = ϑj,j ,
cj = τj,j+1, uj = θj,j+1, qj = ηj,j+1, φj = ϑj+1,j ,
aj = τj,j , vj = θj,j+1, pj = ηj+1,j , ψj = ϑj+1,j , j ∈ N0.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ ðîçãëÿäàþòüñÿ ïèòàííÿ, ñó-
ìiæíi iç äîñëiäæåííÿìè ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó, çîêðåìà ïîëiíîìè äðó-
ãîãî ðîäó òà àíàëîã ôóíêöi¨ Âåéëÿ.

Ïîëiíîìè äðóãîãî ðîäó Qn(z1z2) âèçíà÷åíi âèðàçîì, ÿêèé óçà-
ãàëüíþ¹ âiäîìèé âèðàç äëÿ ïîëiíîìiâ äðóãîãî ðîäó ó êëàñè÷íîìó
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âèïàäêó, à ñàìå:

Qn(z1, z2) :=

∫
R2

Pn(λ, µ)− Pn(λ, z2)− Pn(z1, µ) + Pn(z1, z2)

(λ− z1)(µ− z2)
dρ(λ, µ),

(17)
äå z1, z2 ∈ C \R, n ∈ N0 i dρ(λ, µ) � ìiðà íà R2 iç êîìïàêòíèì íîñi¹ì,
âiäïîâiäíà ïàði îáìåæåíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ êîìóòóþ÷èõ îïåðàòîðiâ
A i B (ÿêi ìîæóòü ìàòè îáåðíåíi A−1 i B−1).

Àíàëîãi÷íî äî òîãî, ÿê ïîëiíîìè äðóãîãî ðîäó ó êëàñè÷íié ïðî-
áëåìi ìîìåíòiâ Ãàìáóðãåðà ¹ ðîçâ'ÿçêàìè âiäïîâiäíîãî ðiçíèöåâîãî
ðiâíÿííÿ, òàê i ââåäåíi ó (17) ïîëiíîìè òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü ðiâ-
íÿííÿ (7), (11), (9) òà (13), ïðî ùî ñâiä÷èòü òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.3.1 Ïîñëiäîâíiñòü ìíîãî÷ëåíiâ Q(z1, z2) =
(Qn(z1, z2))∞n=0, z1, z2 ∈ C \ R, äå Qn(z1, z2), çàäàíà ôîðìóëîþ (17),
¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü, ïîðîäæåíèõ áëî÷íèìè
òðèäiàãîíàëüíèìè òèïó ßêîái ìàòðèöÿìè, âiäïîâiäíèìè äâîâèìið-
íié äiéñíié ïðîáëåìi ìîìåíòiâ:

an−1Qn−1(z1, z2) + bnQn(z1, z2) + cnQn+1(z1, z2) = z1Qn(z1, z2),

un−1Qn−1(z1, z2) + wnQn(z1, z2) + vnQn+1(z1, z2) = z2Qn(z1, z2),

pn−1Qn−1(z1, z2) + rnQn(z1, z2) + qnQn+1(z1, z2) = z−1
1 Qn(z1, z2),

ψn−1Qn−1(z1, z2) + ωnQn(z1, z2) + φnQn+1(z1, z2) = z−1
2 Qn(z1, z2),

n ∈ N, z1, z2 ∈ C,

iç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè Q0;0(z1, z2) = 0.
Òàêîæ ó öüîìó ðîçäiëi ñôîðìóëüîâàíà òà äîâåäåíà òåîðåìà, àíà-

ëîãi÷íà äî òåîðåìè 4.3.1, äëÿ âèïàäêó íå ñèëüíî¨ äâîâèìiðíî¨ ïðî-
áëåìè ìîìåíòiâ.

Ó ïiäðîçäiëi (4.2) ââåäåíà ôóíêöiÿ òèïó Âåéëÿ äëÿ äâîâèìiðíî¨
äiéñíî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ:

M(z1, z2) = (Rz1(A)δ0, Rz̄2(B)δ0)l2 =

∫
R2

1

(λ− z1)(µ− z2)
dρ(λ, µ).

(18)
z1, z2 ∈ C \ R, äå δ0 � öèêëi÷íèé âåêòîð äëÿ ïàðè îáìåæåíèõ îïåðà-
òîðiâ A i B (ÿêi ìîæóòü ìàòè îáåðíåíi A−1 i B−1). Àíàëîãi÷íî, ÿê
ó êëàñè÷íié ïðîáëåìi ìîìåíòiâ Ãàìáóðãåðà, ââåäåíó ôóíêöiþ (18)
õàðàêòåðèçó¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.4.1 Íåõàé Jx i Jy (Jx−1 i Jy−1) � áëî÷íi òðèäiàãî-
íàëüíi òèïó ßêîái ìàòðèöi (6), (10), (8), (12), ÿêi ïîðîäæóþòü â
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l2 îáìåæåíi êîìóòóþ÷i ñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðè, âiäïîâiäíi ñèëü-
íié (àáî íå ñèëüíié) äâîâèìiðíié äiéñíié ïðîáëåìi ìîìåíòiâ. Íåõàé
Rz1(A) i Rz2(B) � ¨õ ðåçîëüâåíòè (Imzi 6= 0, i = 1, 2). Òîäi ôóíêöiÿ
M(z1, z2) = (Rz1(A)δ0, Rz̄2(B)δ0)l2 îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ ñïåêòðàëüíó
ìiðó öèõ îïåðàòîðiâ.

Íàïðèêiíöi äîñëiäæåíi êîìóòàòèâíi âëàñòèâîñòi ìàòðèöü, âiäïî-
âiäíèõ äâîâèìiðíié äiéñíié (íå ñèëüíié) ïðîáëåìi ìîìåíòiâ, òà ïðîií-
òåãðîâàíi äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâi ëàíöþæêè òèïó Òîäè, ïîðîäæåíi
ñèñòåìîþ ðiâíÿíü Ëàêñà óòâîðåíèõ áëî÷íèìè ìàòðèöÿìè, âiäïîâiä-
íèìè äâîâèìiðíié ïðîáëåìi ìîìåíòiâ.

Íåõàé Lx òà Ly � ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi, ùî ïîðîäæóþòü îáìåæåíi
êîìóòóþ÷i ñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðè, âiäïîâiäíi äiéñíié äâîâèìiðíié
(íå ñèëüíié) ïðîáëåìi ìîìåíòiâ, òà A i B � ìàòðèöi iç âíóòðiøíüîþ
ñòðóêòóðîþ òèïó Lx òà Ly. Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî åëåìåíòè öèõ ìàòðè-
öü � íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨ çìiííî¨ t ∈ [0, T ], T ≤ ∞.
Ìàòðèöi ìàþòü òàêó âíóòðiøíþ ñòðóêòóðó:

Lx = {αn,m(t)}∞n,m=0, Ly = {βn,m(t)}∞n,m=0,

A = {an,m(t)}∞n,m=0, B = {bn,m(t)}∞n,m=0,

αn,m = βn,m = an,m = bn,m = 0, | n−m |> 1.

(19)

Äëÿ áëîêiâ òà äëÿ åëåìåíòiâ áëîêiâ ïîêëàäà¹òüñÿ:

αn,n+1;i,j = an,n+1;i,j = 0, i = 1, 2, . . . , n+ 1, j = i+ 2, . . . , n+ 2,

βn,n+1;i,j = bn,n+1;i,j = 0, i = 1, 2, . . . , n+ 1, j = i+ 1, . . . , n+ 2,

(αn,n+1,i,j = αn+1,n,j,i, βn,n+1,i,j = βn+1,n,j,i).
(20)

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü òèïó Ëàêñà:

L′x = LxA−ALx, L′y = LyB −BLy, (21)

äå A òà B � çàäàíi, à Lx òà Ly � øóêàíi ìàòðèöi.
Òåîðåìà 4.7.4 Ñèñòåìà (21) ¹ ðîçâ'ÿçíîþ (iíòåãðîâíîþ), ÿêùî

êîåôiöi¹íòè ìàòðèöü ðàçîì ç (19) i (20) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

α1,1;0,1 = α0,1;0,0 = α1,2;0,0 = α1,2;1,0 = α1,2;1,1 = 0,

β1,1;0,1 = β1,2;1,2 = 0; β0,0;0,0 = β1,1;0,0;

β1,1;0,0 6= β1,1;1,1; a0,1;0,1 = a1,0;1,0 = 0; a0,1;0,0 6= a1,0;0,0,

(22)

òà îïåðàòîðè A òà B òàêi, ùî A = −B∗.



15

ßêùî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (21) ïðè t = 0, òî çàãàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê âiäíîâëþ¹òüñÿ îäíîçíà÷íî, âèêîðèñòîâóþ÷è àíàëîã ôóíê-
öi¨ Âåéëÿ òèïó (18) øëÿõîì ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ:

M ′t(z1, z2; t) = 2a0,1;0,0(1− (α0,0;0,0 − z1)(β0,0;0,0 − z2))M(z1, z2; t).
(23)

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

1) Ïîáóäîâàíî áëî÷íi ìàòðèöi òèïó ßêîái çà çàäàíîþ éìîâiðíiñ-
íîþ ìiðîþ ç íîñi¹ì íà êîìïàêòi íà äiéñíié ïëîùèíi. Ââàæà¹òüñÿ, ùî
ó ìiðè iñíóþòü âñi ìîìåíòè òà ñèñòåìà ïîëiíîìiâ xnym, n,m ∈ Z ¹
ëiíiéíî íåçàëåæíîþ i òîòàëüíîþ ó âiäïîâiäíîìó ïðîñòîði L2. Òîáòî,
ðîçâ'ÿçàíî îáåðíåíó ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó äëÿ áëî÷íèõ ìàòðèöü òèïó
ßêîái, âiäïîâiäíèõ ñèëüíié äâîâèìiðíié äiéñíié ïðîáëåìi ìîìåíòiâ.

2) Çà çàäàíèìè áëî÷íèìè ìàòðèöÿìè òèïó ßêîái ñêëàäåíî i ðîç-
â'ÿçàíî ñèñòåìó ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü. Ðîçâ'ÿçêàìè ¹ äâîâèìiðíi ïîëi-
íîìè íà äiéñíié ïëîùèíi. Çà ïîëiíîìàìè âiäíîâëåíî ìiðó (ó ñåíñi
ðiâíîñòi Ïàðñåâàëÿ). Ïîëiíîìè ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè i óòâîðþþòü
òîòàëüíó ìíîæèíó âiäíîñíî âiäíîâëåíî¨ ìiðè, ÿêà îäíîçíà÷íî âiä-
ïîâiäà¹ çàäàíèì áëî÷íèì ìàòðèöÿì. Òîáòî ðîçâ'ÿçàíî ïðÿìó ñïåê-
òðàëüíó çàäà÷ó.

3) Äàíî îïèñ âíóòðiøíüî¨ ñòðóêòóðè áëî÷íèõ ìàòðèöü òèïó ßêîái,
âiäïîâiäíèõ ñèëüíié äâîâèìiðíié äiéñíié ïðîáëåìi ìîìåíòiâ: âêàçàíî
îáîâ'ÿçêîâî íóëüîâi òà äîäàòíi åëåìåíòè. Äîñëiäæåíî êîìóòàòèâíi
âëàñòèâîñòi áëî÷íèõ ìàòðèöü, âiäïîâiäíèõ íå ñèëüíié ïðîáëåìi ìî-
ìåíòiâ, òà íà îñíîâi öèõ ìàòðèöü íàâåäåíî àëãîðèòìè ïîáóäîâè ÷èñ-
ëåííèõ ïðèêëàäiâ.

4) Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîëiíîìè ïåðøîãî ðîäó ââåäåíî ïîëiíîìè äðó-
ãîãî ðîäó òà ôóíêöiþ òèïó Âåéëÿ, âiäïîâiäíi äâîâèìiðíié ñèëüíié (òà
íå ñèëüíié) äiéñíié ïðîáëåìi ìîìåíòiâ òà äîâåäåíî ¨õ îñíîâíi âëà-
ñòèâîñòi, ÿêi óçàãàëüíþþòü âiäïîâiäíi âëàñòèâîñòi ïîëiíîìiâ äðóãîãî
ðîäó i àíàëîã ôóíêöi¨ Âåéëÿ äëÿ êëàñè÷íî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ Ãàì-
áóðãåðà.

5) Ïðîiíòåãðîâàíî äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâi ëàíöþæêè òèïó Òî-
äè, ïîðîäæåíi ñèñòåìîþ äâîõ ðiâíÿíü Ëàêñà, óòâîðåíèõ áëî÷íèìè
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ìàòðèöÿìè, âiäïîâiäíèìè (íå ñèëüíié) äâîâèìiðíié ïðîáëåìi ìîìåí-
òiâ.
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Êîçàê Â. I. Ìàòðèöi òèïó ßêîái âiäïîâiäíi äâîâèìiðíié
ïðîáëåìi ìîìåíòiâ. � Ðóêîïèñ.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî-ìàòå-
ìàòè÷íèõ íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.01 � ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. Íà-
öiîíàëüíèé òåõíi÷íèé óíiâåðñèòåò Óêðà¨íè �Êè¨âñüêèé ïîëiòåõíi÷íèé
iíñòèòóò iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî�, Êè¨â, 2017.

Äèñåðòàöiÿ ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ êîëà ïèòàíü, ïîâ'ÿçàíèõ iç
äiéñíîþ ñèëüíîþ (i íå ñèëüíîþ) äâîâèìiðíîþ ïðîáëåìîþ ìîìåíòiâ.
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Áàçóþ÷èñü íà ðîçêëàäi çà óçàãàëüíåíèìè âëàñíèìè âåêòîðàìè, âñòà-
íîâëåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi òàêî¨ ïðîáëåìè òà
óìîâè ¨¨ îäíîçíà÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi. Äëÿ ðîçâ'ÿçêó ñèëüíî¨ äâîâèìiðíî¨
äiéñíî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ (éìîâiðíiñíî¨ áîðåëiâñüêî¨ ìiðè íà äiéñ-
íié ïëîùèíi iç êîìïàêòíèì íîñi¹ì) ïîáóäîâàíi áëî÷íi òðèäiàãîíàëüíi
òèïó ßêîái ìàòðèöi òà ñèñòåìà îðòîíîðìîâàíèõ ïîëiíîìiâ (ïåðøîãî
ðîäó), òîáòî ðîçâ'ÿçàíà îáåðíåíà ñïåêòðàëüíà çàäà÷à, îïèñàíà âíóò-
ðiøíÿ ñòðóêòóðà òàêèõ ìàòðèöü, à ñàìå: âèçíà÷åíi çàâæäè íóëüîâi
òà äîäàòíi åëåìåíòè áëîêiâ ìàòðèöü. I íàâïàêè, çà çàäàíèìè áëî÷íè-
ìè òðèäiàãîíàëüíèìè òèïó ßêîái ìàòðèöÿìè ñêëàäåíà ñèñòåìà ðiç-
íèöåâèõ ðiâíÿíü, ÿêà ðîçâ'ÿçàíà. Òàê îòðèìàíà ñèñòåìà ïîëiíîìiâ
(ïåðøîãî ðîäó), çà ÿêîþ âiäíîâëåíà éìîâiðíiñíà áîðåëiâñüêà ìiðà íà
äiéñíié ïëîùèíi iç êîìïàêòíèì íîñi¹ì (ó ðîçóìiííi ðiâíîñòi Ïàðñåâà-
ëÿ). Òîáòî ðîçâ'ÿçàíà ïðÿìà ñïåêòðàëüíà çàäà÷à çàâäÿêè ðîçêëàäó
çà óçàãàëüíåíèìè âëàñíèìè âåêòîðàìè. Çàïèñàíà ñèñòåìà ïîëiíîìiâ
äðóãîãî ðîäó òà äâîâèìiðíèé àíàëîã ôóíêöi¨ òèïó Âåéëÿ. Íàâåäåíi
àëãîðèòìè ïîáóäîâè ïðèêëàäiâ îòðèìàíèõ ìàòðèöü. Ïðîiíòåãðîâàíi
äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâi ëàíöþæêè òèïó Òîäè, ïîðîäæåíi ñèñòå-
ìîþ ðiâíÿíü Ëàêñà, óòâîðåíèõ áëî÷íèìè ìàòðèöÿìè, âiäïîâiäíèìè
äâîâèìiðíié ïðîáëåìi ìîìåíòiâ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: äâîâèìiðíà ïðîáëåìà ìîìåíòiâ, áëî÷íi òðèäià-
ãîíàëüíi òèïó ßêîái ìàòðèöi, îðòîãîíàëüíi ïîëiíîìè íà äiéñíié ïëî-
ùèíi, ïðÿìà òà îáåðíåíà ñïåêòðàëüíi çàäà÷i, ôóíêöiÿ Âåéëÿ, ïîëiíî-
ìè ïåðøîãî i äðóãîãî ðîäó.

Êîçàê Â. È. Ìàòðèöû òèïà ßêîáè ñîîòâåòñòâóþùèå äâó-
ìåðíîé ïðîáëåìå ìîìåíòîâ. � Ðóêîïèñü.

Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè 01.01.01 � ìàòåìàòè÷åñêèé àíà-
ëèç. Íàöèîíàëüíûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò Óêðàèíû �Êèåâñêèé
ïîëèòåõíè÷åñêèé èíñòèòóò èìåíè Èãîðÿ Ñèêîðñêîãî�, Êèåâ, 2017.

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êðóãà âîïðîñîâ, ñâÿçàí-
íûõ ñ äåéñòâèòåëüíîé ñèëüíîé (è íå ñèëüíîé) äâóìåðíîé ïðîáëåìîé
ìîìåíòîâ. Îñíîâûâàÿñü íà ðàçëîæåíèè ïî îáîáùåííûì ñîáñòâåííûì
âåêòîðàì, óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðå-
øèìîñòè òàêîé ïðîáëåìû è óñëîâèÿ åå îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè.
Äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíîé äåéñòâèòåëüíîé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (âåðî-
ÿòíîñòíîé áîðåëåâñêîé ìåðû íà äåéñòâèòåëüíîé ïëîñêîñòè ñ êîì-
ïàêòíûì íîñèòåëåì) ïîñòðîåíû áëî÷íûå òðèäèàãîíàëüíûå òèïà ßêî-
áè ìàòðèöû, è ñèñòåìà îðòîíîðìèðîâàííûõ ïîëèíîìîâ (ïåðâîãî ðî-
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äà). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âûáèðàåòñÿ ïîðÿäîê îðòîãîíàëèçàöèè äâóõèí-
äåêñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëèíîìîâ xnym, n,m ∈ Z äëÿ ñèëüíîé
ïðîáëåìû è n,m ∈ N0 äëÿ íå ñèëüíîé. Â ðåçóëüòàòå îðòîãîíàëèçàöèè
ïî Øìèäòó îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â L2 c áîðåëåâ-
ñêîé âåðîÿòíîñíîé ìåðîé íà êîìïàêòå ïîëó÷àåòñÿ òàêæå äâóõèíäåêñ-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ Pn,k(x, y), n ∈ N0, k = 0, 1, ..., n.
Òîãäà îïåðàòîðû óìíîæåíèÿ íà íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå x, y è x−1,
y−1, ÿâëÿþùèåñÿ îïåðàòîðàìè ñäâèãà ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåí-
íûì, â íîâîì áàçèñå áóäóò èìåòü âèä áëî÷íûõ òðèäèàãîíàëüíûõ ìàò-
ðèö òèïà ßêîáè. Òàêèì îáðàçîì ðåøåíà îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çà-
äà÷à. Îïèñàíà âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà òàêèõ ìàòðèö. È íàîáîðîò, ïî
çàäàííûì áëî÷íûì òðèäèàãîíàëüíûì òèïà ßêîáè ìàòðèöàì ñîñòàâ-
ëåíà è ðåøåíà ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Òàê ïîëó÷åíà ñèñòåìà
ïîëèíîìîâ (ïåðâîãî ðîäà), ïî êîòîðîé âîññòàíîâëåíà âåðîÿòíîñòíàÿ
áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà äåéñòâèòåëüíîé ïëîñêîñòè ñ êîìïàêòíûì íîñè-
òåëåì (â ñìûñëå ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ). Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé
áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ïîëèíîìîâ ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíî íåçàâèñèìîé â ïðîñòðàíñòâå L2 ïî âîññòàíîâëåííîé ìåðå è
îáðàçóåò â íåì òîòàëüíîå ìíîæåñòâî. Áîëåå òîãî, ïîñòðîåíèå áëî÷-
íûõ ìàòðèö òèïà ßêîáè ïî ýòîé âîññòàíîâëåííîé ìåðå ïðèâîäèò ê
çàäàííûì áëî÷íûì òðèäèàãîíàëüíûì ìàòðèöàì òèïà ßêîáè. Â äî-
êàçàòåëüñòâå ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò èñïîëüçîâàíèå ðàçëîæåíèÿ
ïî îáîáùåííûì ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ïàðû ñàìîñîïðÿæåííûõ êîì-
ìóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ. Òî åñòü ðåøåíà ïðÿìàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çà-
äà÷à. Çàïèñàíà ñèñòåìà ïîëèíîìîâ âòîðîãî ðîäà è äâóìåðíûé àíàëîã
ôóíêöèè Âåéëÿ. Ïðèâåäåíû àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðîâ ïîëó-
÷åííûõ ìàòðèö. Ïðîèíòåãðèðîâàíû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûå
öåïî÷êè òèïà Òîäû, îáðàçîâàííûå ñèñòåìîé äâóõ óðàâíåíèé Ëàê-
ñà ïî áëî÷íûì ìàòðèöàì, ñîîòâåòñòâóþùèì (íå ñèëüíîé) äâóìåðíîé
ïðîáëåìå ìîìåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äâóìåðíàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ, áëî÷íûå òðè-
äèàãîíàëüíûå òèïà ßêîáè ìàòðèöû, îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû íà
äåéñòâèòåëüíîé ïëîñêîñòè, ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíûå çàäà-
÷è, ôóíêöèÿ Âåéëÿ, ïîëèíîìû ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà.
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Polytechnic institute�, Kyiv, 2017.
This research focuses on range of issues related to the real strong

(and non strong) two-dimensional moment problem. Based on the theory
of the generalized eigenfunction expansion the necessary and su�cient
conditions for the solvability of such problems was found and conditions
of the unique of the solvability also. For the result of the solution of
real two-dimensional moment problem (the Borel probability measure
on the real plane with compact support) a three-diagonal block Jacobi
matrix type and polynomials orthonormal system (�rst order) built.
That is the inverse spectral problem is solved. The internal structure of
these matrices is described. Conversely, for a given block three-diagonal
Jacobi type matrices there is composed a system of di�erence equations,
which is solved. So the resulting system polynomial (�rst order) by
which restored Borel probability measure on the real plane with compact
support (within the meaning of Parseval equality) is solved. That it is
solved the direct spectral problem.

The analog of the second order polynomials and two-dimensional
analogue of Weyl functions are presented. The algorithms for construc-
tions of examples such sort matrices is also given. Di�erential-di�erence
type Toda chains are integrated, that was generated by the system
of two Lax equations constructed by two block Jacobi type matrices
corresponding to the (non strong) two dimensional moment problem.

Keywords: two-dimensional moment problem, three-diagonal block
Jacobi type matrices, orthogonal polynomials on the real plane, direct
and inverse spectral problem, Weyl function, polynomials of the �rst and
the second kind.


