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АНОТАЦIЯ

Козак В.I. “Матрицi типу Якобi вiдповiднi двовимiрнiй проблемi моментiв”. –

Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних наук

(доктора фiлософiї) за спецiальнiстю 01.01.01 «Математичний аналiз». - Нацiональ-

ний технiчний унiверситет України “Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря

Сiкорського”, Київ, 2017.

Дослiдження, пов’язанi iз класичною проблемою моментiв Г. Гамбургера (Т. Стiль-

тьєса) логiчно приводять до нескiнчених матриць Якобi та вiдповiдних систем полi-

номiв, ортогональних вiдносно борелiвської мiри на дiйснiй вiсi. У зв’язку iз про-

блемою моментiв матрицi Якобi розглядали Н.I.Ахiєзер, Г.Вейль, М.Г.Крейн, М.Рiс,

Р.Неванлiнна та багато iнших. Такi матрицi виникають в багатьох i фiзичних i ма-

тематичних задачах, наприклад, в механiчних – при розглядi моделей iз зв’язних

маятникiв, в алгебраїчних – при дослiдженнi неперервних дробiв; в математичному

аналiзi – апроксимацiї Паде.

Значна частина наукової дiяльностi Ю.М.Березанського присвячена дослiджен-

ню питань, стосовних матриць Якобi, та їх узагальнень на випадок блочних матриць

(Якобiєвих полiв). Найбiльш плiдним пiдходом до вивчення властивостей матри-

ць Якобi є теорiя розкладу за узагальненими власними векторами самоспряжених

операторiв Ю.М.Березанського. Одним iз наслiдкiв цiєї теорiї є пряма i обернена

спектральнi задачi для мiр i вiдповiдних матриць.

На сьогоднi вiдомi узагальнення класичних матриць Якобi на випадок матриць,

якi названi блочними типу Якобi. Так iз тригонометричною проблемою моментiв

пов’язана CMV -матриця (M.J.Cantero, L.Moral, L.Velázquez), яка у звичайнiй фор-

мi є п’ятидiагональною. Такi матрицi та вiдповiднi ортогональнi полiноми Якобi–
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Лорана дослiджувалися в роботах Л.Б.Галiнського, Б.Саймона, Е.Р.Цекановського.

Блочнi матрицi типу Якобi вiдповiднi двовимiрнiй дiйснiй проблемi моментiв

вперше з’явились в роботах М.I.Гехтмана та А.А.Калюжного. Майже одночасно в

числених роботах Yuan Xu розглядаються абстрактнi матрицi (без з’ясування їх

внутрiшньої структури) вiдповiднi багатовимiрним проблемам моментiв, як узагаль-

нення теореми Favard J.

Блочнi матрицi типу Якобi вiдповiднi сильнiй одновимiрнiй дiйснiй проблемi мо-

ментiв та комплекснiй проблемi моментiв в степеневiй та експоненцiйнiй формах

дослiджувалися в роботах Ю.М.Березанського i М.Є.Дудкiна, де суттєво викори-

стано теорiю розкладу за узагальненими власними векторами.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню кола питань, пов’язаних з дiйсною

степеневою двовимiрною проблемою моментiв. Розглядається паралельно варiант

не сильної проблеми моментiв, i цей варiант узагальнюється на бiльш складний i

об’ємний – сильна проблема моментiв. Цей варiант є основним в роботi. Пробле-

ма розв’язується, використовуючи розклад за узагальненими власними векторами

для пари комутуючих обмежених самоспряжених операторiв (i, що характерно для

сильної проблеми моментiв, до двох зазначених операторiв до розгляду додаються

i їх оберненi, якi у випадку сильної проблеми моментiв обов’язково iснують). Так,

записане узагальнене перетворення Фур’є i рiвнiсть Парсеваля, яка безпосередньо

веде до моментного зображення. Встановленi окремо необхiднi та достатнi умови

розв’язностi обох проблем (сильної та не сильної).

При встановленнi однозначностi розв’язку проблеми моментiв використаний ква-

зiаналiтичний критерiй самоспряженостi оператора.

Використовуючи вже розв’язану проблему моментiв, або довiльну (не вироджену)

мiру iз носiєм на компактi на дiйснiй площинi, побудованi блочнi тридiагональнi

матрицi типу Якобi i система ортогональних полiномiв вiд двох змiнних першого

роду, що є узагальненням полiномiв першого роду у випадку класичної проблеми

моментiв Гамбургера.

Для побудови вибирається порядок ортогоналiзацiї двоiндексної послiдовностi
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полiномiв xnym, n,m ∈ Z у випадку сильної проблеми моментiв i n ∈ N0 для випадку

несильної проблеми.

В результатi ортогоналiзацiї за Шмiдтом зазначеної послiдовностi вiдносно ска-

лярного добутку в L2(R2, dρ(x, y)) з борелiвською ймовiрнiсною мiрою dρ(x, y) з

носiєм на компактi утворюється двоiндексна послiдовнiсть полiномiв Pn,k(x, y), n ∈
N0, k = 0, 1, ..., n. Мiра dρ(x, y) є або розв’язком деякої вiдповiдної проблеми мо-

ментiв або є взятою наперед такою, в якої iснують всi моменти i яка має в носiї

непорожню вiдкриту пiдмножину. Тодi оператор множення на незалежнi змiннi x,

y (та x−1, y−1 у випадку сильної проблеми моментiв), є оператором зсуву по вiд-

повiдних змiнних, а у новому базисi Pn,k(x, y) мають вигляд тридiагональних типу

Якобi блочних матриць. Таким чином розв’язана обернена спектральна задача для

двовимiрної степеневої сильної (i не сильної) проблеми моментiв.

При цьому описана внутрiшня структура таких матриць, тобто вказанi обов’язково

нульовi елементи та додатнi елементи блокiв матриць. Враховуючи складну струк-

туру таких матриць, наведенi приклади загального характеру, якi є iнструментом

для побудови простих прикладiв.

Використовуючи отриманi блочнi матрицi вiдповiднi сильнiй i не сильнiй пробле-

мi моментiв, розв’язується така задача. За заданими матрицями складається систе-

ма вiдповiдних рiзницевих рiвнянь, коєфiцiєнтами в якiй вже є блочнi матрицi а не

окремi числа, як у класичному одновимiрному випадку.

Розв’язками складених систем є полiноми першого роду, якi спiвпадають iз от-

риманими ранiше при ортогоналiзацiї. Цi полiноми тепер використовують для вiд-

новлення мiри на дiйснiй площинi. Пiсля встановлення взаємно однозначної вiдпо-

вiдностi мiж отриманими полiномами i мiрою, встановлюється рiвнiсть Парсеваля,

використовуючи перетворення Фур’є за узагальненими власними векторами пари

обмежених самоспряжених операторiв породжених блочними матрицями. Склад-

нiсть випадку сильної проблеми моментiв полягає в тому, що крiм двох обмежених

самоспряжених операторiв, ще беруться до уваги i їх оберненi. В результатi дослiд-

жень встановлено, що отримана система полiномiв є лiнiйно незалежною у просторi
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L2(R2, dρ(x, y)) i утворює в ньому тотальну множину. Крiм того, побудова блоч-

них матриць типу Якобi за цiєю вiдновленою (в сенсi рiвностi Парсеваля) мiрою

приводить до блочних тридiагональних типу Якобi матриць, якi були заданi, якщо

використовувати зазначену вище процедуру ортогоналiзацiї. У доведенi цього фак-

ту вдруге iстотню роль вiдiграє розклад за узагальненими власними векторами для

пари комутуючих обмежених самоспряжених операторiв, якi мають оберненi у ви-

падку сильної проблеми моентiв. Тобто, таким чином розв’язана пряма спектральна

задача, обернена до якої зазначена ранiше.

Попереднi основнi дослiдження доповненi такими: за аналогiєю iз одновимiрним

класичним випадком запропонований варiант полiномiв другого роду та двовимiр-

ний аналог функцiї Вейля. Показано, що полiноми другого роду також є розв’язками

системи блочних рiзницевих рiвнянь, якi розглядалися у прямiй спектральнiй зада-

чi. Вiдповiднi поняття i об’єкти введенi окремо для двох випадкiв, тобто сильної i

не сильної проблеми моментiв.

Використовуючи блочнi матрицi типу Якобi вiдповiднi не сильнiй проблемi мо-

ментiв, складена система рiвнянь типу Лакса та аналог диференцiйно-рiзницевих

ланцюжкiв типу Тоди. При певних обмеженнях на коефiцiєнти блочних матриць

такi ланцюжки проiнтегрованi.

Ключовi слова: двовимiрна проблема моментiв, блочнi тридiагональнi матрицi

типу Якобi, ортогональнi полiноми на дiйснiй площинi, пряма i обернена спектральнi

задачi, функцiя Вейля, полiноми першого i другого роду.
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ANNOTATION

Kozak V.I. “Jacobi matrices corresponding to two dimensional moment problem”.

– Manuscript.

Thesis of the dissertation for obtaining of the degree of candidate of sciences in

physics and mathematics, speciality 01.01.01 – mathematical analysis. National Technical

University of Ukraine “Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic institute”, Kyiv, 2017.

Researches related to a classical Hamburger moment problem lead logically to infinite

Jacobi matrices and corresponding orthogonal polynomials with respect to Borel measures

on the real axis. In connection with the moment problem Jacobi matrices are considered

in works N.I.Ahiyezer, H.Weyl, M.H. Crane, M. Riesz, R.Nevanlinna and many others.

These matrices arise in many physical and mathematical tasks, such as mechanical one

– where it is considered models connected with pendulums and in algebraic one – by the

study of continued fractions; in mathematical analysis – Pade approximations.

Much of the Yu.M.Berezansky works activities devoted to research problem relating

to the Jacobi matrices and their generalizations on the case of block matrices (Jacobi

fields). The most fruitful approach for the study of the properties of the Jacobi matrices is

the Yu.M.Berezansky theory generalized eigenvectors expansion of self-adjoint operators.

The direct and inverse spectral problems is one of corollary of this theory.

Nowadays generalizations of classic Jacob‘s matrices are known in case of block

matrices, named Jacobi typed. The last time there are known classical Jacobi matrix

generalized to the case of block matrices, named Jacobi type. So, with the trigonometric

moment problem there is connected the CMV matrix (M.J.Cantero, L.Moral, L.Velazquez),

which is the five-diagonal matrix in usual form. Such matrices and related Jacobi- Laurent

orthogonal polynomials are studied by L.B.Halinsky, B.Simon, E.R.Tsekanovsky.

The Block Jacobi type bounded matrices related to the two-dimensional real moment
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problem appeared for the first time in M.I.Hehtman and A.A.Kalyuzhny works. Almost

simultaneously, in numerical works of Yuan Xu are considered abstract matrices (without

clarification of their inner structure) related multidimensional moment problem, as a

generalization of J. Favard theorem.

Block Jacobi type bounded matrices related to the strong one-dimensional real problem

and complex moment problem in polynomial and in exponential forms were researched in

Yu.M.Berezansky and M.Ye.Dudkin works, where significantly the theory of generalized

eigenvectors expansion were used.

Dissertation work is devoted to research of some questions, related to the real polyno-

mial two-dimensional moment problem. Simultaneously, there is considered a case of

the non strong moment problem and it is generalized on more lange case, namely of

the strong moment problem. This case is the main in the work. The problem is solved,

using generalized eigenvectors expansion for the pair of commuting bounded self-adjoint

operators (and what is a typical for the strong moment problem: for two considered

operators there is added the pair of converse operators, which in case of strong moment

problem are necessarily exist). The written generalized Fourier transform and a Parseval

equality leads directly to the moment representation. Necessary and sufficient conditions

of solvability both of problems (strong and non-strong), are also given.

By establishing the uniqueness of solution of the moment problem quasi-analytical

criterion of self-adjoint operator is used.

Using either already solved moment problem or an arbitrary (not degenerate) measure

with a subset on a compact on the real plane, there were built block three-diagonal

Jacobi matrices and system of the first-order orthogonal polynomials, depending on

two variables, that is a generalization of the first-order polynomials is case of classic

Hamburger moment problem.

For the construction there is selected an order of the orthogonalization of two indexed

polynomials xnym, n,m ∈ Z in the case of strong moment problem, and n ∈ N0 in the

case of the non-strong problem.

As the result of the Schmidt orthogonalization of the specified sequence with respect to
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the scalar product in L2(R2, dρ(x, y)) with the Borel probability measure dρ(x, y) on the

real plane with compact support there is formed two indexed sequence of polynomials

Pn,k(x, y), n ∈ N0, k = 0, 1, ..., n. The measure dρ(x, y) is a solution of either some

moment problems or it is taken so that it has all the moments and not empty open

subset in the support. Then, the multiplication operator on the independent variable x,

y (and x−1, y−1 in case of strong moment problem) is the shift operator of correspondence

variable and in new basis Pn,k(x, y) it have a form of three-diagonal block Jacobi type

matrices. Thus, the inverse spectral problem for a polynomial two-dimensional strong

(and non-strong) moment problem is solved.

With this connections the inner structure of such matrices is described, namely the

null and positive elements are specified. Taking into account of the complicated structure

of such matrices, there are presented examples of general character, which are the tool

for the construction of various simple examples.

Using obtained block matrices corresponding to the strong and non strong moment

problem, there is solved the following task. By given matrices there is constructed the

system of corresponding difference equations. The coefficients of constructed blocks are

matrices but not a numbers as in the classical case.

The solution of constructed systems are polynomials of first order, that coincide

with obtained earlier by the orthogonalization procedure. These polynomials now used

for the recovering of the measure on the real plane. After establishing the one-to-one

correspondence between recovered polynomials and the measure, a Parceval equality

being proved, using Fourie transform by generalized eigenfunction expansion for the pair

of bounded self-adjoint operators generated by block matrices. The complexity of the

problem in case of the strong moment problem is that in addition to two bounded self-

adjoint operators there are taken into account their inverse. As a result of the study

it is founded that the obtained system of linearly independent polynomial in space

L2(R2, dρ(x, y)) creates total set there. In addition, the construction of block Jacobi

type matrix by this recovered (in the sense of the Parseval equality) measure causes

to three-diagonal Jacobi block matrices that have been defined, if we use the above
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mentioned orthogonalization procedure. In the prove of this fact there plays an important

role again the generalized eigenfunction expansion for a couple commuting bounded self-

adjoint operators, that have the inverses in the case of the strong moment problem. That

is, the direct spectral problem is solved that an inverse one was indicated previously.

The previous basic research have such additionally observations: similar to the one-

dimensional version of the classic case there is proposed the second order polynomials

and the two-dimensional analogue of Weyl function. It is shown that the second order

polynomials are the solutions of the system of block difference equations, considered in the

direct spectral problem. Corresponding concepts and objects are introduced separately

for two cases, that is for the strong and for the non-strong moment problem.

Using Jacobi block matrices, corresponding to the non-strong moment problem, there

is composed the system of Lax equations and an analogue of the differential-difference

Toda chains. Under certain conditions on the coefficients of block matrices, such chain

is integrated.

Keywords: two-dimensional moment problem, three-diagonal block Jacobi type matri-

ces, orthogonal polynomials on the real plane, direct and inverse spectral problem, Weyl

function, polynomials of the first and the second kind.
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ВСТУП

Iсторiя виникнення блочних матриць Якобi є порiвняно новою. Блочнi матрицi

вiдповiднi двовимiрнiй степеневiй проблемi моментiв з’явилися на початку 90-х рокiв

минулого сторiччя в роботах [11] та багатовимiрнi випадки дослiджувалися в числен-

них роботах Yuan Xu. Зазначенi публiкацiї спричинили ряд дослiджень блочних мат-

риць, де блоки – нескiнченновимiрнi оператори. Такi матрицi називаються Якобiєви-

ми полями [5]. Повернення до блочних матриць типу Якобi було iнiцiйовано появою

п’ятидiагональних CMV-матриць (M. J. Cantero, L. Moral, L. Velazquez [43]) вiдпо-

вiдних тригонометричнiй проблемi моментiв. Переформатування п’ятидiагональної

матрицi в блочну дозволило повною мiрою застосовувати метод розкладу за уза-

гальненими власними векторами Ю. М. Березанського [3, 4, 5, 6, 7, 8, 41], чого не

було ранiше. Далi метод був узагальнений на випадок блочних матриць вiдповiдних

нормальним операторам та матриць вiдповiдних сильнiй проблемi моментiв. Цi уза-

гальнення виникають тому, що звичайнi тридiагональнi матрицi Якобi, якщо вони є

унiтарними або нормальними операторами, ведуть до тривiального випадку (тобто

такий оператор є лiнiйною комбiнацiєю самоспряженого оператора з одиничним).

Отже, розглянемо бiльш детально.

Блочнi матрицi типу Якобi вiдповiднi двовимiрнiй дiйснiй проблемi моментiв

вперше з’явились в роботах М. I. Гехтмана та А. А. Калюжного [11]. Майже од-

ночасно в числених роботах Yuan Xu [73, 74] розглядаються абстрактнi матрицi

(без з’ясування їх внутрiшньої структури) вiдповiднi багатовимiрним проблемам

моментiв, як узагальнення теореми Favard J. Взагалi, багатовимiрними проблемами

моментiв та вiдповiдними їм матрицями типу Якобi i полiномами займалися А.Г. Ко-

17
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стюченко [28], М.Г. Крейн [29], T.M. Bisgaard [42], A. Devinatz [46, 47], L.C. Petersen

[63], B. Simon [69, 70], K.K. Симонов [32, 33, 71], G. Teschl [72].

Спектральна теорiя блочних якобiєвих нормальних матриць. Класична

спектральна теорiя самоспряжених якобiєвих матриць [9] будується в просторi l2 по-

слiдовностей f = (fn)
∞
n=0, fn ∈ C. Оператор задається тридiагональною (якобiєвою)

матрицею J з елементами (bn)
∞
n=0 на головнiй дiагоналi i (an)

∞
n=0 на двох сумiжних:

bn ∈ R, an > 0. Вiдповiдний оператор (позначається J) будується як замикання в l2

вiдображення l2 3 lfin 3 f 7−→ Jf ∈ l2. Цей оператор буде ермiтовим i при певнiй

поведiнцi при n → ∞ елементiв an, bn – самоспряженим (якщо an, bn – рiвномiрно

обмеженi, то J – обмежений самоспряжений оператор). Розклад за узагальненими

власними векторами (Pn(x))∞n=0 оператора J (Pn(x) ∈ R, x ∈ R) будується таким

чином. Розглянемо рiзницеве рiвняння на пiвосi N0 = {0} ∪ N:

(Jf)n = an−1fn−1 + bnfn + anfn+1 = λfn, n ∈ N0, f−1 := 0, (1)

де λ ∈ R – спектральний параметр. Завдяки умовi an > 0 завжди iснує розв’язок

fn = Pn(λ) рiвняння (1) (полiном степенi n вiд λ). Тодi послiдовнiсть P (λ) =

(Pn(λ))∞n=0 буде у вiдомому сенсi узагальненим власним вектором оператора J, що

вiдповiдає власному значенню λ: JP (λ) = λP (λ). Вiдповiдне перетворення Фур’є

має вигляд:

l2 ⊃ lfin 3 f = (fn)
∞
n=0 7−→ f̂(λ) =

∞∑
n=0

Pn(λ)fn ∈ L2(R, dρ(λ)) =: L2. (2)

Пiсля замикання за неперервнiстю вiдображення (2) буде унiтарним оператором,

що переводить l2 в простiр L2 сумовних iз квадратом функцiй вiдносно спектраль-

ної мiри dρ(λ) оператора J (деякої борелiвської ймовiрнiсної мiри з нескiнченною

кiлькiстю точок росту). При перетвореннi Фурє (2) оператор J переходить в опера-

тор множення на λ в L2. Ця конструкцiя тiсно повязана з теорiєю ортогональних

полiномiв вiд λ на дiйснiй вiсi вiдносно спектральної мiри. Саме з (2) випливає,

що (Pn(λ))∞n=0 утворюють ортонормований полiномiальний базис в L2. Ввважаючи
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спектральну мiру dρ(λ) заданою, цей базис можна побудувати безпосередньо: по-

трiбно застосувати класичну процедуру ортогоналiзацiї Шмiдта в просторi L2 до

послiдовностi лiнiйно незалежних функцiй

1, λ, λ2, . . . , λn, . . . ; λ ∈ R, (3)

(вважається, що система (3) лiнiйно незалежна i повна в L2). В результатi ортого-

налiзацiї отримується послiдовнiсть P (λ) = (Pn(λ))∞n=0 – узагальнена власна функ-

цiя оператора J, спектральною мiрою якої є задана мiра dρ(λ). Для елементiв an,

bn матрицi J виписуються простi формули. В цьому полягає найпростiша обернена

задача спектрального аналiзу: яким чином за заданою спектральною мiрою dρ(λ)

вiдновити оператор J, спектральною мiрою якого буде задана мiра dρ(λ).

2. Спектральна теорiя блочних якобiєвих нормальних матриць [37, 39] будується

аналогiчно до описаної вище класичної теорiї. Тепер замiсть простору l2 розгля-

дається гiльбертiв простiр

l2 = H0 ⊕H1 ⊕H2 ⊕ · · · , Hn = Cn+1, n ∈ N0,

l2 3 f = (fn)
∞
n=0,

∞∑
n=0

‖fn‖2
Hn

< ∞.

Вектори xn з простору Hn = Cn+1 зручно позначати xn = (xn;0, . . . , xn;n). Для

будь-якого α ∈ {0, . . . , n} число xn,α ∈ C є координатою при базисному векторi

δn;α = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ H2 ⊂ l2

(одиниця стоїть на α-му мiсцi), δ0 = (1). Узагальнення якобiєвої матрицi виглядає

таким чином (n ∈ N0):

J =




b0 c0 0 0 0 · · ·
a0 b1 c1 0 0 · · ·
0 a1 b2 c2 0 · · ·
... ... ... ... ... . . .




,

an : Hn −→ Hn+1,

bn : Hn −→ Hn,

cn : Hn+1 −→ Hn, n ∈ N0.

(4)

Така матриця (4) на фiнiтних векторах lfin ⊂ l2 iндукує оператор

l2 ⊃ lfin 3 f 7−→ Jf = ((Jf)n)
∞
n=0 ⊂ l2,

(Jf)n = an−1fn−1 + bnfn + cnfn+1.
(5)
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Тут покладено f−1 = 0. Припускається, що цей оператор допускає замикання,

яке буде позначатися J.

Як легко бачити, формально спряжена до J матриця J+ має ту саму структуру

(4), але з елементами c+
n , b+

n i a+
n на нижнiй, середнiй i верхнiй дiагоналях; матриця

J+ однозначно визначається по J вiдношенням: (Jf, g)l2 = (f, J+g)l2, f, g ∈ lfin (для

числових матриць + означає звичайне спряження). Для простоти припускається, що

норми всiх матриць an, bn i cn рiвномiрно обмеженi; тодi оператор (5) обмежений.

Його замикання позначається через J. Таким самим буде аналогiчно побудований J+

(по J+). Матриця J є формально нормальною: JJ+ = J+J (не важко написати вiд-

ношення на коефiцiєнти an, bn i cn, що забезпечують таку нормальнiсть). У випадку

рiвномiрно обмежених елементiв матрицi J оператор J буде нормальним: J∗J = JJ∗.

Роль додатностi an в звичайнiй теорiї якобiєвих матриць будуть виконувати бiльш

громiздкi умови, якi забезпечуватимуть розв’язнiсть рiвнянь типу (1) для даного

випадку. А саме, припускається справедливiсть умови: навколодiагональнi матрицi

мають вигляд

an =




an;0,0 an;0,1 an;0,2 . . . an;0,n−1 an;0,n

0 an;1,1 an;1,2 . . . an;1,n−1 an;1,n

0 0 an;2,2 . . . an;2,n−1 an;2,n

... ... ... . . . ... ...

0 0 0 . . . an;n−1,n−1 an;n−1,n

0 0 0 . . . 0 an;n,n

0 0 0 . . . 0 0




︸ ︷︷ ︸
n+1





n+2, (6)
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cn =




cn;0,0 cn;0,1 0 . . . 0 0

cn;1,0 cn;1,1 cn;1,2 . . . 0 0

cn;2,0 cn;2,1 cn;2,2 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ...

cn;n−1,0 cn;n−1,1 cn;n−1,2 . . . cn;n−1,n 0

cn;n,0 cn;n,1 cn;n,2 . . . cn;n,n cn;n,n+1




︸ ︷︷ ︸
n+2





n+1,

an;0,0, an;1,1, an;2,2, . . . , an;n−1,n−1, an;n,n > 0, cn;0,1, cn;1,2, . . . , cn;n−1,n, cn;n,n+1 > 0.

Роль узагальненого власного вектора P (λ) = (Pn(λ))∞n=0 зараз виконує послiдов-

нiсть P (z) = (Pn(z))∞n=0, де ∀z ∈ C, ∀n ∈ N0, Pn(z) ∈ Hn – векторнозначний полiном

вiд z, z̄ порядку n. А саме,

Pn(z) = (Pn;0(z), Pn;1(z), · · · , Pn;n(z)), (7)

де Pn;α(z), α = 0, . . . , n – деяка лiнiйна комбiнацiя з комплексними коефiцiєнтами

функцiй

{1; z1z̄0, z0z̄1; . . . ; znz̄0, zn−1z̄1, . . . , zn−αz̄α}

(коефiцiєнт при zn−αz̄α додатнiй). Полiноми (7) є, подiбно до (1), розв’язками двох

рiзницевих рiвнянь: ∀z ∈ C

JP (z) = zP (z), J+P (z) = z̄P (z), (8)

де J+ – спряжена матриця.

Варто вiдмiтити, що на вiдмiну вiд (1), тут з’являються два рiвняння, оскiльки

для нормального оператора z i z̄ одночасно будуть власними значеннями вiдповiдно

для J i J+. Умови (6) є, подiбно an > 0, умовами розв’язностi рiвнянь (8). Як

i в класичному випадку, для побудови Pn(z) можна використовувати процедуру

класичної ортогоналiзацiї Шмiдта в просторi L2 =: L2(C, dρ(z)) вiдносно заданої

борелiвської ймовiрнiсної мiри dρ(z), ортогоналiзуючи замiсть простої послiдовностi
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(3) бiльш складну:

z0z̄0; z1z̄0, z0z̄1; z2z̄0, z1z̄1, z0z̄2; . . . ; znz̄0, zn−1z̄1, . . . , z0z̄n; . . . , z ∈ C. (9)

Як i ранiше, припускається що система (9) лiнiйно незалежна i повна в L2 (на-

приклад, це буде тодi, коли носiй мiри dρ(z) є замиканням обмеженої вiдкритої

множини з C). Результат ортогоналiзацiї зручно записати у виглядi такої схеми у

вiдповiдностi з послiдовнiстю (9):

P0;0(x, y) ≡ 1; P1;0(x, y), P2;0(x, y), . . . Pn;0(x, y), . . .

P1;1(x, y); P2;1(x, y), . . . Pn;1(x, y), . . .

P2;2(x, y); . . . Pn;2(x, y), . . .

. . . . . . . . .

. . . Pn;n(x, y); . . .

(10)

Тодi, за означенням, кожен стовпчик в (10), взятий з комплексною рискою, утво-

рює вектор Pn(z) згiдно (7). Роль добутку fnPn(λ) в перетвореннi Фур‘є (2) буде

виконувати скалярний добуток: ∀fn ∈ Hn, ∀n ∈ N0

(fn, Pn(z))Hn
= fn;0Pn;0(z) + fn;1Pn;1(z) + · · ·+ fn;nPn;n(z), (11)

де fn;α – координати вектора fn у вiдповiдностi з (3).

3. Спектральна теорема для нормального (обмеженого) оператора J, породжено-

го в просторi l2 матрицею (4), буде виглядати таким чином:

Teoрема 1 [38] Нехай J – нескiнченна блочна нормальна якобiєва матриця (4),

норми всiх елементiв якої рiвномiрно обмеженi i виконується умова (6). Вона по-

роджує в просторi l2 обмежений нормальний оператор як замикання за неперерв-

нiстю вiдображення (3). Перетворення Фур’є за узагальненими власними функ-

цiями оператора J має вигляд:

l2 ⊃ lfin 3 f = (fn)
∞
n=0 7−→ f̂(z) =

∞∑
n=0

(fn, Pn(z))Hn
=

=
∞∑

n=0

n∑
α=0

fn;αPn;α(z) ∈ L2(C, dρ(z)) =: L2,

(12)
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де dρ(z) – спектральна мiра оператора J, яка є борелiвською ймовiрнiсною мiрою

на C з компактним носiєм. В (12) P (z) = (Pn(z))∞n=0 є узагальненим власним

вектором оператора J, який вiдповiдає z ∈ C. Тут Pn(z) ∈ Hn – векторнознач-

нi полiноми вiд z i z̄ вказаного в (7) вигляду. Пiсля замикання за неперервнiстю

вiдображення (12) є унiтарним оператором мiж просторами l2 i L2. Образом опе-

ратора J (J∗ = J+) при цьому вiдображеннi буде оператор множення на z (z̄) в

просторi L2. Рiвнiсть Парсеваля має вигляд: ∀f, g ∈ l2

(f, g)l2 =

∫

C

f̂(z)ĝ(z) dρ(z), (Jf, g)l2 =

∫

C

zf̂(z)ĝ(z) dρ(z). (13)

Полiноми Pn;α(z), n ∈ N, α = 0, . . . , n i P0;0(z) ≡ 1 утворюють в просторi L2

повну ортонормовану систему в такому сенсi: ∀fj ∈ Hj, ∀gk ∈ Hk, j, k ∈ N0
∫

C

(Pj;0(z)fj,0 + · · ·+ Pj;j(z)fj,j)(Pk;0(z)gk,0 + · · ·+ Pk;k(z)gk,k)dρ(z)

= δj,k(fj, gk)Hj
.

(14)

Елементи матрицi J = (aj,k)
∞
j,k=0, aj,k = (aj,k;α,β)

j,k
α,β=0 вiдновлюються за форму-

лою:

aj,k;α,β = (Jδk,βδj,α)l2 =

∫

C

zPk;β(z)Pj;α(z)dρ(z). (15)

Таким чином, пряма спектральна задача для оператора J полягає в знаходженнi

його спектральної мiри dρ(z) i узагальнених власних векторiв P (z) = (Pn(z))∞n=0,

z ∈ C, якi шукаються як розв’язки рiвнянь (8) вказаного в (7) вигляду. Обернена

спектральна задача полягає у знаходженнi оператора J, тобто матрицi (4) з умо-

вами (6) за заданою спектральною мiрою dρ(z) в C. Для обмеженого нормального

оператора J вона полягає в наступному [39].

Teoрема 2 [38] Нехай dρ(z) – задана борелiвська ймовiрнiсна мiра на C з ком-

пактним носiєм, для якої система функцiй (9) лiнiйно незалежна i повна в про-

сторi L2(C, dρ(z)) (наприклад, нехай носiй dρ(z) мiстить вiдкриту в C область
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або розташований на одномiрному многовидi з C i не зводиться до скiнченного чис-

ла точок). Тодi ця мiра dρ(z) обов’язково є спектральною для деякого обмеженого

нормального оператора J, породженого блочною якобiєвою нормальною матрицею

J (4) з умовою (6).

Її елементи вiдновлюються за формулою (15), де Pn,α(z), α = 0, . . . , n, n ∈ N0,

будуються за системою (9) описаною вище класичною процедурою ортогоналiзацiї

за Шмiдтом. Якщо початкова мiра dρ(z) була спектральною для деякого опера-

тора J, породженого блочною якобiєвою нормальною матрицею J з рiвномiрно

обмеженими нормами елементiв, то вiдновлена по dρ(z) матриця буде спiвпада-

ти з J .

Комплексна проблема моментiв в експоненцiйнiй формi для блочних

тридiагональних матриць Якобi [50]. Наступне питання, яке стосується теми

дисертацiйної роботи: яким чином можна отримати узагальнення згаданої вище кла-

сичної теорiї для ортонормованих полiномiв на комплекснiй площинi C (або на де-

якiй пiдмножинi C) у зв’язку з комплексною проблемою моментiв у експоненцiйнiй

формi? Для цього необхiдно перейти вiд самоспряженого оператора в l2 до пари

комутуючих самоспряженого i операторiв, що дiють в певному просторi так само,

як в l2.

Точнiше кажучи, замiсть простору l2 = C⊕ C⊕ · · · необхiдно взяти простiр

l2 = H0 ⊕H1 ⊕H2 ⊕ . . . , де Hn = C2n+1, n ∈ N0, (16)

а замiсть скалярної матрицi необхiдно розглянути наступнi матрицi Якобi блочного

типу.

Перша матриця має елементи an, bn i cn, якi є скiнченновимiрними операторами

(матрицями) i дiють мiж вiдповiдними просторами Hn = C2n+1, а саме:

JA =




b0 c0 0 0 · · ·
a0 b1 c1 0 · · ·
0 a1 b2 c2 · · ·
... ... ... ... . . .




,

an : Hn −→ Hn+1,

bn : Hn −→ Hn,

cn : Hn+1 −→ Hn, n ∈ N0.

(17)
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Така матриця на фiнiтних векторах lfin ⊂ l2 природним чином породжує оператор

A в l2. Для зручностi також вимагається, щоб норми всiх матриць an, bn i cn були

рiвномiрно обмеженими а оператор A був обмеженим в l2.

Для самоспряженого оператора елементи an, bn i cn мають такий вигляд (з певни-

ми умовами):

an =




∗ ∗ ∗ . . . ∗
an;1,0 ∗ ∗ . . . ∗
0 an;2,1 ∗ . . . ∗
... ... ... . . . ...

0 0 0 . . . an;2n+1,2n

0 0 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2n+1








2n+3, (18)

cn =




∗ cn;0,1 0 . . . 0 0 0

∗ ∗ cn;1,2 . . . 0 0 0
... ... ... . . . ... ... ...

∗ ∗ ∗ . . . ∗ cn;2n,2n+1 0︸ ︷︷ ︸
2n+3








2n+1, (19)

an;1,0, an;2,1, . . . , an;2n+1,2n > 0, cn;0,1, cn;1,2, . . . , cn;2n,2n+1 > 0,

an;i,j = cn;j,i, n, i, j ∈ N0;
(20)

а матриця bn має певну структуру, таку, що JA – ермiтiв оператор. Тут i надалi “∗”

означає можливо ненульовий елемент в матрицi.

Друга матриця має елементи un, wn i vn, якi також є скiнченновимiрними опе-

раторами (матрицями) i якi дiють мiж вiдповiдними просторами Hn = C2n+1, а

саме:

JU =




w0 v0 0 0 · · ·
u0 w1 v1 0 · · ·
0 u1 w2 v2 · · ·
... ... ... ... . . .




,

un : Hn −→ Hn+1,

wn : Hn −→ Hn,

vn : Hn+1 −→ Hn, n ∈ N0.

(21)
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Така матриця на фiнiтних векторах lfin ⊂ l2 природним чином породжує унiтар-

ний оператор U в l2. Цiлком очевидно, що норми всiх матриць un, wn i vn рiвномiрно

обмеженi а, отже, оператор U обмежений в l2.

Для унiтарного оператора елементи un, wn i vn мають такий вигляд (з певними

умовами):

un =




un;0,0 ∗ . . . ∗ ∗
0 un;1,1 . . . ∗ ∗
0 0 . . . ∗ ∗
... ... . . . ... ...

0 0 . . . 0 un;n,n

0 0 . . . 0 0
... ... . . . ... ...

0 0 . . . 0 0︸ ︷︷ ︸
n+1

∗ . . . ∗
∗ . . . ∗
∗ . . . ∗
... . . . ...

∗ . . . ∗
0 . . . 0
... . . . ...

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n








n+1





n+2

, (22)

vn =




0 . . . 0
... . . . ...

0 . . . 0

∗ . . . ∗
... . . . ...

∗ . . . ∗
∗ . . . ∗
∗ . . . ∗︸ ︷︷ ︸

n+2

0 . . . 0 0
... . . . ... ...

0 . . . 0 0

vn;n,n+2 . . . 0 0
... . . . ... ...

∗ . . . 0 0

∗ . . . vn;2n−1,2n+1 0

∗ . . . ∗ vn;2n,2n+2︸ ︷︷ ︸
n+1








n





n+1

, (23)

un;0,0,un;1,1, . . . , un;n,n > 0,

vn;n,n+2,vn;n+1,n+3, . . . , vn;2n,2n+2 > 0, n ∈ N0;
(24)

а матриця wn має певну структуру так, що матриця JU є унiтарним оператором.

За деяких умов на an, bn, cn i un, wn, vn, n ∈ N0 матриця JU є унiтарною i комутує

з JA.
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Нехай z ∈ C належить до спiльної резольвентної множини операторiв A та U ,

тобто z ∈ S(A)∩S(U) i P (z) = (Pt,j(z)), t ∈ N0, j ∈ Z, z ∈ C – вiдповiднi узагальненi

власнi вектори A i U . Тут Pn(z) ∈ Hn, (z = reiθ) є векторнозначними полiномами

за r i eiθ, тобто їх координати – деякi лiнiйнi комбiнацiї rteiθj, t ∈ N0, j ∈ Z. Згiдно
з теоремою про розклад за узагальненими власними векторами вони є розв’язком

трьох рiвнянь (але з матричними коефiцiєнтами):

AP (z) = rP (z), UP (z) = eiθP (z), (U∗P (z) = e−iθP (z)). (25)

Перетворення Фур’є ̂ для операторiв A i U має вигляд:

l2 ⊃ lfin 3 f = (fn)
∞
n=0 7−→ f̂(z) =

∑

t∈N0
j∈Z

(ft,j, Pt,j(z))Hn
∈ L2(C, dρ(z) = L2, (26)

де dρ(z) = dρ(r, θ) – спектральна мiра A i U в комплекснiй площинi C. Оператор (26)

є унiтарним оператором (пiсля замикання) i вiдображає весь l2 на весь L2. Полiноми

Pt,j(λ) є ортонормованими вiдносно dρ(r, θ) i утворюють базис в просторi L2. Їх

загальний вигляд такий:

Pn(z) = (Pn;0(z), Pn;1(z), . . . , Pn;2n(z)) =(Qn;0(z), Qn;1(z), . . . , Qn;2n(z)) =

=(Qn;2n(z), Qn;2n−1(z), . . . , Qn;0(z)).

Таким чином, описанi вище результати є прямою спектральною задачею для A i

U вигляду (17) з (18), (19), (20) i (21) з (22), (23), (24).

Обернена спектральна задача формулюється в такий спосiб [50]. Нехай задана

борелiвська мiра dρ(z) = dρ(r, θ), z = reiθ з компактним носiєм на C. Припускається,

що всi комплекснi моменти

ct,j =

∞∫

0

2π∫

0

rteijθdρ(r, θ), t ∈ N0, j ∈ Z, (27)

iснують i вiдповiдають мiрi dρ(z) так, що усi функцiї rteijθ, t ∈ N0, j ∈ Z належать

L2 i лiнiйно незалежнi вiдносно dρ(z) в цьому просторi (мiстяться в деякiй вiдкритiй

пiдмножинi C) i є повнi в L2. Необхiдно побудувати блочнi матрицi типу Якобi (17)
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i (21) з властивостями (18), (19), (20) i (22), (23), (24) вiдповiдно таким чином, щоб

комутували самоспряжений оператор A i унiтарний оператор U , а спектральна мiра

дорiвнювала початковiй мiрi.

Як i в класичному випадку, необхiдно застосовувати стандартну процедуру ор-

тогоналiзацiї Шмiдта до послiдовностi функцiй

rteijθ ∈ L2, t ∈ N0, j ∈ Z. (28)

Але послiдовнiсть (28) є двоiндексною, тому необхiдно вибрати зручний загаль-

ний порядок для (28).

1; eiθ, r1, e−iθ; ei2θ, r1eiθ, r2, r1e−iθ, e−i2θ; . . . ;

einθ, r1ei(n−1)θ, . . . , rn−1eiθ, rn, rn−1e−iθ . . . , r1e−i(n−1)θ, e−inθ; . . . ,
(29)

Пiсля такої ортогоналiзацiї отримується послiдовнiсть полiномiв

Pn(z) = (Pn;0(z), Pn;1(z), . . . , Pn;2n(z)), n ∈ N0,

а матрицi (17) з внутрiшньою структурою (18), (19), (20) i матрицi (21) з внутрiш-

ньою структурою (22), (23), (24) вiдновлюються за допомогою формул, аналогiчних

до (15).

Зауваження 1. Дуже цiкаво розвивати спектральну теорiю блочних матриць

типу Якобi (17) i (21) у просторi l2 (16) у випадку необмеженого самоспряженого

оператора A (що комутує з деяким унiтарним оператором U).

Розглянемо випадок, коли A є унiтарним оператором в l2. Його спектр знахо-

диться на одиничному колi T = {z ∈ C | |z| = 1} i, таким чином [4], простiр

L2(C, dρ(z)) замiнюється на L2 = L2(T, dρ(z)), де dρ(z) – спектральна мiра A. В

просторi L2 = L2(T, dρ(z)) розглядається система:

zn, z̄n =
1

zn
, n ∈ N0, z ∈ T, (30)

замiсть довiльної zj z̄k, j, k ∈ N0.

Враховується, що zj z̄k = 1, якщо j, k = 0. Цей порядок має вигляд:

z0 = 1; z1, z̄1; z2, z̄2; . . . zn, z̄n; . . . , z ∈ T, z = eiθ, θ ∈ [0, 2π). (31)
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Подальшi кроки такi ж, як i для нормального оператора з тiєю рiзницею, що

замiсть l2 розглядається модифiкований простiр l2:

l2 = H0 ⊕H1 ⊕H2 ⊕ · · · , H0 = C, H1 = H2 = · · · = C2. (32)

Таким чином, для унiтарного оператора будується вiдповiдна блочна тридiаго-

нальна матриця J = (aj,k)
∞
j,k=0, де aj,k дiють на Hk −→ Hj. Кожен блок 2 × 2 –

матриця, j, k ∈ N = {1, 2, . . .} i a0,0 – скаляр, а a0,1 i a1,0 – (1 × 2) i (2 × 1) матрицi

вiдповiдно.

Цi результати тiсно пов’язанi з тригонометричною проблемою моментiв, тобто

зображенням заданої послiдовностi комплексних чисел (tn)n∈Z у виглядi

tn =

∫

T

zndρ(z), n ∈ Z = {. . . ,−1, 0, 1, . . .}.

За допомогою певних результатiв з [68] можна встановити зв’язок мiж послi-

довнiстю (tn)n∈Z i елементами унiтарної блочної матрицi J аналогiчно з класичною

проблемою моментiв.

Дисертацiйна робота пов’язана з новою книгою [69, 70] i багатьма роботами про

ортогональнi полiноми на одиничному колi T з [69, 70]. Вперше була використана

ортогоналiзацiя системи (31) в [43]. Така ортогоналiзацiя має декiлька застосувань

в [69]. Але роботи [43, 69] не використовували тридiагональну блочну структуру

унiтарного оператора A, який дiє у просторi (32). Оператор A вважається в [69]

звичайним в просторi l2 i зображений п’ятидiагональною матрицею зi спецiальною

структурою. Новим, в порiвняннi з [43, 69], є пряма спектральна задача для блочної

тридiагональної матрицi-оператора, що дiє в (32). Рiвняння (1) для узагальнених

власних векторiв ϕ = ϕ(z) = (ϕn(z))∞n=0, ϕ(z) ∈ Hn з вiдповiдними власними зна-

ченнями z ∈ C такого оператора має тепер вигляд:

an−1ϕn−1 + bnϕn + cnϕn+1 = zϕ, n ∈ N0, (33)

де an : Hn−1 −→ Hn, bn : Hn −→ Hn, cn : Hn+1 −→ Hn, n ∈ N0, ϕ−1 = 0.

Розв’язується це рiвняння крок за кроком, враховуючи початкову умову ϕ0 ∈
H0 = C. Для такого способу розв’язання оператор cn, ∀n ∈ N0 повинен мати оберне-
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ний (в класичному випадку передбачається, що cn = an > 0). Але cn : Hn+1 −→ Hn,

тобто, cn дiє з n+2-вимiрного простору в n+1-вимiрний i має обернений. Оператор

c0 з (33) дiє з двовимiрного простору H1 в одновимiрний H0 i має обернений.

Теорiя блочних матриць Якобi, якi є ермiтовими i самоспряженими операторами,

що дiють в просторах l2(H) = H ⊕ H ⊕ · · · , де H - довiльний гiльбертiв простiр,

дослiджувалася спочатку в [29, 30, 57, 58] для dimH < ∞ i в [3, 4] потiм в dimH = ∞.

Сiм’я комутуючих самоспряжених операторiв, що дiють в симетричному просторi

Фока, розглядається в [35]. Простiр Фока має вигляд:

l2 = H0 ⊕H1 ⊕H2 ⊕ · · · , dimHn = n + 1,

де Hn для n > 0 – n-та частина нескiнченновимiрного гiльбертового простору.

Мета i завдання дослiдження. Основною метою роботи є: перенесення та

розвиток вiдомих результатiв стосовних проблеми моментiв Гамбургера на випа-

док двовимiрної сильної дiйсної проблеми моментiв, побудова вiдповiдних матриць

Якобi та дослiдження задач пов’язаних iз ними. Задачами є:

– розв’язати обернену спектральну задачу: побудувати матрицi типу Якобi (вiдпо-

вiднi двовимiрнiй дiйснiй проблемi моментiв) за заданою мiрою на дiйснiй площинi;

– записати ортогональнi полiноми вiдповiднi сильнiй двовимiрнiй дiйснiй пробле-

мi моментiв;

– описати внутрiшню структуру знайдених матриць;

– розв’язати пряму спектральну задачу: за заданими матрицями типу Якобi (вiд-

повiдними сильнiй двовимiрнiй дiйснiй проблемi моментiв) скласти систему рiзни-

цевих рiвнянь i розв’язати її; – з’ясувати вигляд вiдповiдних аналогiв полiномiв

другого роду та функцiї типу Вейля для двовимiрної проблеми моментiв.

Об’єкти дослiдження. Блочнi матрицi типу Якобi та вiдповiднi їм симетричнi

формально комутуючi оператори, системи ортогональних полiномiв, вiдповiдна бо-

релiвська мiра на дiйснiй площинi.

Предмет дослiдження. Матрицi вiдповiднi сильнiй двовимiрнiй дiйснiй проблемi

моментiв та вiдповiднi ортогональнi полiноми.
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Методи дослiдження. Основнi методи – методи функцiонального аналiзу, зокре-

ма, теорiї лiнiйних операторiв та гiльбертових просторiв; метод розкладу за узагаль-

неними власними векторами для скiнченного набору комутуючих самоспряжених

операторiв.

Наукова новизна одержаних результатiв

1) Розв’язана обернена спектральна задача для блочних матриць типу Якобi вiд-

повiдних сильнiй двовимiрнiй дiйснiй проблемi моментiв: побудованi блочнi

матрицi типу Якобi за заданою ймовiрнiсною мiрою з носiєм на компактi, у

якої iснують всi моменти.

2) Розв’язана пряма спектральна задача: за заданими блочними матрицями типу

Якобi вiдповiдними сильнiй (i не сильнiй) двовимiрним проблемам моментiв,

складена i розв’язана система рiзницевих рiвнянь i вiдновлена мiра (в сенсi

рiвностi Парсеваля), яка однозначно вiдповiдає заданим блочним матрицям.

3) Дано опис внутрiшньої структури блочних матриць типу Якобi вiдповiдних

сильнiй двовимiрнiй дiйснiй проблемi моментiв та дослiдженi комутативнi вла-

стивостi матриць вiдповiдних не сильнiй двовимiрнiй проблемi моментiв.

4) Записанi вiдповiднi (сильнiй i не сильнiй) двовимiрнiй дiйснiй проблемi момен-

тiв, полiноми першого i другого роду, функцiя типу Вейля, та доведенi їх основнi

властивостi.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисертацiї носять

теоретичний характер. Зокрема, результати, якi стосуються блочних матриць Якобi,

можна використовувати в задачах механiки стосовних зв’язних маятникiв. Дослiд-

ження з цих питань ведуться в Iнститутi математики НАН України, Київському на-

цiональному унiверситет iм. Тараса Шевченка, Харкiвському нацiональному унiвер-

ситетi iм. В.Н. Каразiна.
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Особистий внесок здобувача. Викладенi в дисертацiї основнi результати от-

риманi автором самостiйно. На захист виносяться лише тi результати iз виконаних

у спiвавторствi робiт, якi отриманi автором особисто. У спiльних роботах [12, 51, 13,

15, 16] М. Є. Дудкiну належить постановка задачi, а автору розв’язання, в спiльнiй

роботi [14] автору належать формулювання i доведення теорем 3 та 4. У спiльнiй

роботi [16] автору належить доведення теореми.

Апробацiя результатiв дисертацiї.

Мiжнароднi науковi конференцiї iм. акад. М. Кравчука, Київ, Iнститут математи-

ки НАН України, Київський Нацiональний Унiверситет iм. Тараса Шевченка, Нац.

пед. ун-т iм. М.Драгоманова, Нац. тех. ун-т України “КПI”, XV, 15–17, травень,

2014;

Четверта всеукраїнська наукова конференцiя молодих вчених з математики та

фiзики, Київ, Нац. техн. ун-т України “КПI”, Нац. пед. ун-т iм. М. Драгоманова,

Нац. ун-т “Києво-Могилянська академiя”, 23–25, квiтень, 2015.

Мiжнародна конференцiя молодих математикiв, Київ, Iн-т математики НАН Ук-

раїни, Iн-т прикладних проблем механiки i математики iм. Я.С. Пiдстригача НАН

України, Фiзико-технiчний iн-т низьких температур iм. Б.I. Вєркiна НАН України,

3–6, червень, 2015.

Сьома мiжнародна наукова конференцiя “Сучаснi проблеми математичного мо-

делювання, прогнозування та оптимiзацiї”, Кам’янець-Подiльський, Кам’янець-По-

дiльський нац. ун-т iм. I. Огiєнка, Нац. техн. ун-т України “КПI”, Iнститут проблем

моделювання в енергетицi iм. Г. Є. Пухова НАН України, Київський Нацiональний

Унiверситет iм. Тараса Шевченка, Iнститут кiбернетики iменi В.М. Глушкова НАН

України, OKAN UNIVERSITY (Istanbul, Turkish), Ташкентський унiверситет iнфор-

мацiйних технологiй (Узбекистан), Державний унiверситет Люблiнська полiтехнiка

(Польща), Унiверситет Вiтаутаса Великого (Каунас, Литва), Вiденський унiверситет

(Австрiя), 21–22, квiтень, 2016.

Всеукраїнська науково-методична конференцiя “Сучаснi науково-методичнi про-
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блеми математики у вищiй школi” присвячена пам’ятi професора С.С.Левiщенка,

Нац. пед. ун-т iм. М. Драгоманова, Київ, 7-8 жовтня 2016.

Семiнар кафедри диференцiальних рiвнянь фiзико-математичного факультету

НТУУ “КПI” керiвник професор М.Є. Дудкiн.

Семiнар вiддiлу математичної фiзики Iнститут математики НАН України, керiв-

ники: професор О.Л. Ребенко, професор В.Д. Кошманенко, 2013.

Київський семiнар з функцiонального аналiзу, Iнститут математики НАН Украї-

ни, керiвники: академiк НАН України Ю.М. Березанський, академiк НАН України

Ю.С. Самойленко, член-кореспондент НАН України М.Л. Горбачук, 2016.

Публiкацiї. Основнi положення дисертацiї опублiкованi у провiдних фахових ви-

даннях [12, 13, 14, 15, 16, 19, 22, 27, 51] та в тезах доповiдей [20, 21, 23, 24, 25, 26].



РОЗДIЛ 1

Двовимiрнi проблеми моментiв

В цьому роздiлi для повноти дослiджень наведено детальний розв’язок степе-

невої двовимiрної проблеми моментiв та двовивiрної сильної проблеми моментiв.

Розв’язки записанi за допомогою рiвностi Парсеваля, використовуючи розклад за

вiдповiдними узагальненими власними векторами. Отже, далi слiдуємо згiдно робо-

ти [51].

1.1. Попереднi вiдомостi до не сильної проблеми моментiв

Введемо основнi поняття i позначення, необхiднi для формулювання результатiв

роздiлу. Нехай H – сепарабельний гiльбертiв простiр i нехай A i B – комутуючi са-

моспряженi оператори, визначенi на Dom(A) i Dom(B) в H. Розглянемо оснащення

H:

H− ⊃ H ⊃ H+ ⊃ D, (1.1)

де H+ – гiльбертiв простiр топологiчно i квазiядерно вкладений в H (топологiчно

означає щiльно i неперервно; квазiядерно означає, що оператор вкладення є типу

Гiльберта-Шмiдта); H− є дуальним до H+ вiдносно простору H; D – лiнiйний топо-

логiчний простiр, топологiчно вкладений в H+.

Оператори A i B називаються стандартно пов’язаними з оснащенням (1.1) [4],

якщо D ⊂ Dom(A), D ⊂ Dom(B) i звуження A ¹ D, B ¹ D дiють з D в H+

34
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неперервно.

Нагадаємо, що вектор Ω ∈ D називається строго циклiчним для операторiв A i

B, якщо для будь-яких p, q ∈ N виконується Ω ∈ Dom(Ap)∩Dom(Bq), ApBqΩ ∈ D i

множина всiх цих векторiв i Ω, p, q = N0, є тотальною в просторi H+ (i, отже, також

в H).

Якщо припустити, що строго циклiчний вектор iснує, то можна сформулювати

спрощений варiант проекцiйної спектральної теореми. Повну версiю i вiдповiднi до-

ведення можна знайти в (див. [8], Роздiл 3, Теорема 2.7, або [4] Роздiл 5, [10], Роздiл

15, [64]).

Teoрема 1.1.1 Для комутуючих самоспряжених операторiв A i B зi строго

циклiчним вектором в сепарабельному гiльбертовому просторi H iснує невiд’ємна

скiнченна борелiвська мiра dρ(x, y), задана таким чином, що для ρ-майже кожної

точки (x, y) ∈ R2 iснує узагальнений спiльний власний вектор ξx,y ∈ H−, тобто,

(ξx,y, Af)H = x(ξx,y, f)H, (ξx,y, Bf)H = y(ξx,y, f)H, f ∈ D; ξx,y 6= 0. (1.2)

Вiдповiдне перетворення Фур’є F , що дiє за правилом:

H ⊃ H+ 3 f 7→ (Ff)(x, y) = f̂(x, y) = (f, ξx,y)H ∈ L2(R2, dρ(x, y)) := L2, (1.3)

є унiтарним оператором (пiсля замикання), який дiє з H в L2. Образи операторiв

A i B в F є операторами множення на x i y вiдповiдно в L2.

Нагадаємо також, що для самоспряженого оператора T , визначеного на Dom(T )

в H, вектор f ∈ ⋂∞
n=0 Dom(T n) називається квазiаналiтичним [61, 62], якщо клас

C{mn}, в нашому випадку mn =
√
‖T nf‖H, є квазiаналiтичним. Нагадаємо, що цей

клас функцiй на [a, b] ⊂ R визначається так:

C{mn} = {f ∈ C∞([a, b]) ∃K = Kf > 0, |f (n)(t)| ≤ Knmn, t ∈ [a, b], n ∈ N0,

або ∞∑
n=1

1
n
√
‖T nf‖H

= ∞. (1.4)



36

Будемо використовувати умову квазiаналiтичностi, яка отримана за допомогою кри-

терiю самоспряженостi i комутативностi [4, 8, 10, 61, 62] (див. також [67]). Далi ви-

користаємо наступнi двi теореми з [8], Роздiл 5, §1, або [10], Роздiл 13, §9, i з [60]

(див. також [65]).

Teoрема 1.1.2 Замкнений ермiтiв оператор T в гiльбертовому просторi H є

самоспряженим тодi i тiльки тодi, коли iснує для нього повна в H множина

квазiаналiтичних векторiв.

Наступна теорема дає важливий критерiй для двох операторiв, якi є iстотно са-

моспряженими i комутуючими пiсля замикання.

Teoрема 1.1.3 [60] Нехай A i B – два ермiтових оператори визначенi на

Dom(A) i Dom(B) в гiльбертовому просторi H i на щiльнiй в H лiнiйнiй областi

D визначенi оператори A, B, A2, AB, BA, i B2 та ABf = BAf для всiх f ∈ D.

Якщо звуження A2 + B2 на D є суттєво самоспряженим оператором, то за-

микання A i B є самоспряженими операторами, якi комутують в строгому ре-

зольвентному сенсi.

1.2. Розв’язання двовимiрної степеневої проблеми моментiв

Двовимiрна дiйсна степенева проблема моментiв полягає в знаходженнi умов для

заданої двоiндексної послiдовностi {sm,n}, m,n ∈ N0, дiйсних чисел так, щоб iснува-

ла мiра Бореля dρ(x, y) на дiйснiй площинi R2, для якої виконується рiвнiсть (див.

[1, 2, 28]):

sm,n =

∫

R2

xmyndρ(x, y), m, n ∈ N0. (1.5)

Teoрема 1.2.1 Якщо для заданої двоiндексної послiдовностi дiйсних чисел

{sm,n}m,n∈N0
iснує зображення (1.5), то послiдовнiсть є додатно визначеною, тоб-

то ∞∑

j,k,m,n∈N0

fj,kf̄m,nsj+m,k+n ≥ 0, (1.6)
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для всiх скiнченних наборiв {fj,k}∞j,k=0, fj,k ∈ C.
Зображення (1.5) для заданої послiдовностi дiйсних чисел {sm,n}∞m,n=0 iснує i

єдине, якщо воно додатно визначене i
∞∑

p=1

1

p

√
p∑

k=0
Ck

p
√

s4p−4k,4k

= ∞. (1.7)

Нагадаємо, що умова (1.6) є необхiдною для зображення (1.5). Умови, визначенi

в (1.6) i (1.7), разом гарантують не тiльки iснування але i єдинiсть зображення (1.5)

для даної послiдовностi {sm,n}∞m,n=0.

Доведення. Необхiднiсть умови(1.6) доводиться не складно. Якщо послiдовнiсть

{sm,n}∞m,n=0 має зображення (1.5), то для довiльної скiнченної послiдовностi f =

(fm,n)
∞
m,n=0, fm,n ∈ C виконується:

∞∑

j,k,m,n=0

fj,kf̄m,nsj+m,k+n =

∫

R2

∣∣∣∣∣
∞∑

m,n=0

fm,nx
myn

∣∣∣∣∣

2

dρ(x, y) ≥ 0. (1.8)

Позначимо через l лiнiйний простiр C∞ послiдовностей f = (fm,n)
∞
m,n=0, fm,n ∈ C,

а через lfin – його лiнiйну множину, що складається зi скiнченних послiдовностей

f = (fm,n)
∞
m,n=0, тобто послiдовностей, де fm,n 6= 0 тiльки для скiнченної кiлькостi

iндексiв n i m. Нехай δm,n, m,n ∈ N0 – це δ-послiдовнiсть, визначена таким чином,

що кожен f ∈ lfin зображається так: f =
∑∞

n,m=0 fm,nδm,n.

Розглянемо лiнiйнi оператори lfin:

(JAf)j,k = fj−1,k, (JBf)j,k = fj,k−1, j, k ∈ N0, (1.9)

де завжди fj,−1 = f−1,k ≡ 0. Оператори JA i JB є операторами типу ”народження”.

Для δ-послiдовностей маємо

JAδj,k = δj+1,k, JBδj,k = δj,k+1. (1.10)

Оператори JA i JB симетричнi на фiнiтних векторах вiдносно (квазi)скалярного

добутку

(f, g)S =
∞∑

j,k,m,n=0

fj,kḡm,nsj+m,k+n, f, g ∈ lfin. (1.11)
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Дiйсно,

(JAf, g)S =
∞∑

j,k,m,n=0

(JAf)j,kḡm,nsj+m,k+n =
∞∑

j,k,m,n=0

fj−1,kḡm,nsj+m,k+n

=
∞∑

j,k,m,n=0

fj,kḡm,nsj+m+1,k+n =
∞∑

j,k,m,n=0

fj,kḡm−1,nsj+m,k+n

=
∞∑

j,k,m,n=0

fj,k(JAg)m,nsj+m,k+n = (f, JAg)S;

(JBf, g)S =
∞∑

j,k,m,n=0

(JBf)j,kḡm,nsj+m,k+n =
∞∑

j,k,m,n=0

fj,k−1ḡm,nsj+m,k+n

=
∞∑

j,k,m,n=0

fj,kḡm,nsj+n+1,k+m =
∞∑

j,k,m,n=0

fj,kḡm−1,nsj+n,k+m

=
∞∑

j,k,m,n=0

fj,k(JBg)m,nsj+m,k+n = (f, JBg)S.

Оператор JA комутує з оператором JB на lfin:

(JBJAf)j,k = fj−1,k−1 = (JAJBf)j,k.

Нехай S – гiльбертiв простiр, отриманий як фактор-простiр

l̇fin = lfin/{h ∈ lfin | (h, h)S = 0}.

Елемент f з S вiдповiдає елементу ḟ з простору еквiвалентних елементiв l̇fin.

Отже, оператори J̇A i J̇B коректно визначенi в S. Цей факт описаний детально в [4],

Роздiл 8, §1, п. 4 i [8], Роздiл 5, §5, п. 2. Аналогiчно до цього випадку отримуємо:

J̇Aḟ = (JAf)·, f ∈ Dom(J̇A) = l̇fin; J̇Bḟ = (JBf)·, f ∈ Dom(J̇B) = l̇fin. (1.12)

Позначимо для наступних мiркувань A i B замикання ∼ J̇A i J̇B в S.

Для простоти будемо вважати, що послiдовнiсть {sm,n} є невиродженою, тобто

якщо (f, f)S = 0 для f ∈ lfin, тодi f = 0, i тепер ḟ = f i ˜̇JA = A i ˜̇JA = B.

Дослiдження в загальному випадку є бiльш складним, див., наприклад, в [4], Роздiл

8, §1, Пiдроздiл 4 i [8], Роздiл 5, §5, Пiдроздiл 1-3.
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Припустимо також, що оператори A i B самоспряженi. Пiзнiше буде доведено, що

A i B самоспряженi i комутуючi у строгому резольвентному сенсi за умови (1.7). В

цiлому, умова для ермiтових операторiв, якi мають комутуючi розширення, описана

в [18].

Побудуємо оснащення простору S:

(l2(p))−,S ⊃ S ⊃ l2(p) ⊃ lfin, (1.13)

де l2(p) є зваженим l2-простором з вагою p = (pm,n)
∞
m,n=0, pn ≥ 1. Норма в l2(p)

визначається формулою: ‖f‖2
l2(p) =

∑∞
m,n=0 |fm,n|2pm,n, де (l2(p))−,S = H− є вiд’ємним

простором вiдносно додатного простору l2(p) = H+ i нульового простору S = H.

Лема 1.2.2 Для простору S iснує достатньо швидко зростаюча послiдовнiсть

pm,n, така, що вкладення l2(p) ↪→ S є квазiядерним.

Доведення. Зауважимо, що нерiвнiсть (1.6) також означає, що мульти-матриця

(Kj,k;m,n)
∞
j,k,m,n=0 з коефiцiєнтами Kj,k;m,n = sj+m,k+n є невiд’ємно визначеною i, отже,

|sj+n,k+m|2 = |Kj,k;m,n|2 ≤ Kj,k;j,kKm,n;m,n = sj+k,j+ksn+m,n+m, j, k,m, n ∈ N0. (1.14)

Нехай вага q = (qj,k)
∞
j,k=0, qj,k ≥ 1, така, що

∑∞
j,k=0 sj+k,j+kq

−1
j,k < ∞. Далi, з (1.14)

отримуємо, що

‖f‖2
S =

∞∑

j,k,m,n=0

fj,kf̄m,nsj+m,k+n ≤



∞∑

j,k=0

sj+k,j+k

qj,k


 ‖f‖2

l2(q), f ∈ lfin.

Таким чином вкладення l2(q) ↪→ S є топологiчним. I, якщо
∑∞

j,k=0 qj,kp
−1
j,k < ∞, тодi

l2(p) ↪→ l2(q) – квазiядерне. Композицiя l2(p) ↪→ S квазiядерного i топологiчного

вкладень є також квазiядерним.

На наступному кроцi використаємо оснащення (1.13) для побудови узагальне-

них власних векторiв. Внутрiшня структура простору (l2(p))−,S складна, тому що

складна структура S. Це є причиною ввести нове оснащення

l = (lfin)
′ ⊃ (l2(p

−1)) ⊃ l2 ⊃ l2(p) ⊃ lfin, (1.15)
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де l2(p
−1), p−1 = (p−1

m,n)
∞
m,n=0 є вiд’ємним простором вiдносно додатного простору

l2(p) i нульового простору l2. Ланцюги (1.13) i (1.15) мають один i той самий додат-

нiй простiр l2(p). Наступна загальна лема [36] встановлює, що простiр (l2(p))−,S є

iзометричним до простору l2(p
−1).

Лема 1.2.3 Розглянемо два оснащення

K− ⊃ K ⊃ K+, F− ⊃ F ⊃ F+ = K+, (1.16)

з однаковими позитивними просторами. Тодi iснує унiтарний оператор U : K− →
F−, UK− = F− такий, що

(Uξ, f)F = (ξ, f)K, ξ ∈ K−, f ∈ K+ = F+. (1.17)

Цей оператор може бути отриманий наступним чином: U = I−1
F IK, де IF i IK

– стандартнi канонiчнi iзоморфiзми Ю. М. Березанського у вiдповiдних ланцюгах

(IFF− = F+, IKK− = K+).

Роль оснащень (1.16) будуть виконувати в подальшому (1.13) i (1.15).

Очевидно, що оператори A i B стандартно пов’язанi iз ланцюгом (1.15), а вектор

Ω = δ0,0 ∈ lfin є строго циклiчним для операторiв A i B, тому можемо застосувати

теорему 1.1.1. Нехай ξx,y ∈ (l2(p))−,S є узагальненим власним вектором операторiв

A i B. Отже, в цьому випадку, за теоремою 1.1.1 маємо:

(ξx,y, Af)S = x(ξx,y, f)S, (ξx,y, Bf)S = y(ξx,y, f)S, (x, y) ∈ R2, f ∈ lfin. (1.18)

Позначимо:

P (x, y) = Uξx,y ∈ l2(p
−1) ⊂ l, P (x, y) = (Pm,n(x, y))∞m,n=0, Pm,n(x, y) ∈ R2.

Використовуючи (1.17), можемо переписати (1.18) у виглядi:

(P (x, y), Af)l2 = x(P (x, y), f)l2, (P (x, y), Bf)l2 = y(P (x, y), f)l2,

(x, y) ∈ R2, f ∈ lfin. (1.19)
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Вiдповiдне перетворення Фур’є має вигляд:

S ⊃ lfin 3 f → (Ff)(x, y) = f̂(x, y) = (f, P (x, y))l2 ∈ L2(R2, dρ(x, y)). (1.20)

Пiдрахуємо P (x, y). Оператор A визначається за правилом (1.9) i тому (1.19) дає:
∞∑

m,n=0

xPm,n(x, y)f̄m,n = x(P (x, y), f)l2

= (P (x, y), Af)l2 =
∞∑

m,n=0

Pm+1,n(x, y)f̄m,n, ∀f ∈ lfin.

(1.21)

Аналогiчно, використовуючи (1.9) i (1.19), маємо:

∞∑
m,n=0

yPm,n(x, y)f̄m,n = y(P (x, y), f)l2

= (P (x, y), Bf)l2 =
∞∑

m,n=0

Pm,n+1(x, y)f̄m,n, ∀f ∈ lfin.

(1.22)

Отже, остаточно маємо:

xPm,n(x, y) = Pm+1,n(x, y), yPm,n(x, y) = Pm,n+1(x, y), m, n ∈ N0.

Без втрати загальностi, покладемо P0,0(x, y) = 1, (x, y) ∈ R2. Тодi останнi двi рiв-

ностi дають

Pm,n(x, y) = xmyn, m, n ∈ N0. (1.23)

Таким чином, перетворення Фур’є (1.20) має вигляд

S ⊃ lfin 3 f → (Ff)(x, y) = f̂(x, y) =
∞∑

m,n=0

fm,nx
myn ∈ L2(R2, dρ(x, y)), (1.24)

i

(f, g)S =

∫

R2

f̂(x, y)ĝ(x, y)dρ(x, y), f, g ∈ lfin. (1.25)

Щоб побудувати перетворення Фур’є (1.20) i використати формули (1.21)-(1.25)

необхiдно ще перевiрити, що для наших операторiв A i B вектор Ω = δ0,0 ∈ lfin є
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строго циклiчним у розумiннi оснащення (1.13). Але це, очевидно, вiрно, тому що

завдяки (1.10) маємо: ApBqΩ = Jp
AJq

Bδ0,0 = δp,q.

Рiвнiсть Парсеваля (1.25) вiдразу ж приводить до зображення (1.5) згiдно з (1.23),

(1.24): δ̂m,n = xmyn i δ̂0,0 = 1; з (1.11) отримаємо:

sm,n = (δm,n, δ0,0)S = (δ̂m,n, δ̂0,0)L2(R2,dρ(x,y)) =

∫

R2

xmyndρ(x, y), m, n ∈ N0. (1.26)

Однозначнiсть зображення (1.5) випливає з самоспряженостi i комутативностi

операторiв A i B ([4], Роздiл 8). Отже, для завершення доведення теореми 1.1.1 тре-

ба тiльки перевiрити, що умова (1.7) забезпечує самоспряженiсть та комутативнiсть

A i B. На наступному кроцi використаємо теорему 1.1.3. Але для цього (див. тео-

реми 1.1.2 i 1.1.3) потрiбно тiльки перевiрити, чи має оператор A2 + B2 щiльну в D
множину квазiаналiтичних векторiв.

Завдяки (1.9) оператор A = A2 + B2 дiє на δm,n ∈ D таким чином:

Aδm,n = (A2 + B2)δm,n = δm+2,n + δm,n+2. (1.27)

Очевидно A ≥ 0. Для p ≥ 1 маємо: Apδm,n =
p∑

k=0
Ck

p δm+2p−k,n+2k. Згiдно з (1.11)

норма ‖f‖S =
√

(f, f)S в S. Отже, ∀δm,n ∈ D отримуємо:

‖Apδm,n‖S = ‖
p∑

k=0

Ck
p δm+2p−k,n+2k‖S ≤

∑
Ck

p‖δm+2p−k,n+2k‖

=
∑

Ck
p

√
s2m+4p−2k,2m+4p−2k.

(1.28)

Оскiльки
∞∑

p=1

1
p
√‖Apδm,n‖

≥
∞∑

p=1

1

p

√
p∑

k=0
Ck

p
√

s2m+4p−4k,2n+4k

= ∞, m, n ∈ N0,

то доведено, що квазiаналiтичнiсть класу C{‖Apδm,n‖}, випливає з квазiаналiтiч-

ностi класу C{
√

p∑
k=0

Ck
p
√

s2m+4p−4k,2n+4k} завдяки властивостям квазiаналiтичностi з

[44, 59]. А це еквiвалентно квазiаналiтiчностi класу C{
√

p∑
k=0

Ck
p
√

s4p−4k,4k}. Але ця
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квазiаналiтичнiсть дає умову (1.7), беручи до уваги (1.28). Це завершує доведення

теореми 1.2.1. ¤
Зауваження 1.1. Для зображення (1.5) недостатньо мати умову (1.6). Умова

(1.6) є необхiдною тiльки в теоремi 1.2.1. Для ясностi пропонуємо простий контр-

приклад. Нехай A i B – два самоспряженi оператори комутуючi на лiнiйнiй множинi

D щiльнiй в гiльбертовому просторiH, де D iнварiнтна вiдносно дiї A i B. Припусти-

мо, що A i B є суттєво самоспряженими в D, тобто A = (A ¹ D)∼, B = (B ¹ D)∼, але

A i B не комутують в строгому резольвентному сенсi. Iснування таких операторiв

гарантує приклад Нельсона [60] (див. також [10], Роздiл 13, §9).

Зауваження 1.2. Формула-умова (1.7) є новою, але вiдомi iншi умови типу (1.7),

якi гарантують єдинiсть мiри в теоремi 1.2.1, наприклад [8], дивiться також [17, 18,

47, 52, 55, 56].

Зауваження 1.3. Для отримання зображення (1.5) використано метод розкладу

за узагальненими власними векторами Ю. М. Березанського. Можна сказати, що

вiдновлена мiра dρ(x, y). Але тут не пишеться деяка функцiя розподiлу. Насправдi,

нам потрiбна мiра для обчислення вiдповiдних iнтегралiв. I вираз (1.26) дає нам

таку можливiсть. Якщо потрiбно обчислити iнтеграл, як в (1.25) для деяких f̂(x, y)

i ĝ(x, y), то необхiдно розкласти f̂(x, y) i ĝ(x, y) в ряд за полiномами xnym i за

заданими sm,n i (1.26) написати в (1.25) вiдповiдний ряд. Правильнiсть останнього

висновку гаранується методом Ю. М. Березанського (див. [3, 4, 10, 35, 36] та iншi

публiкацiї).

1.3. Попереднi вiдомостi до сильної проблеми моментiв

Нехай H – сепарабельний гiльбертiв простiр, i нехай A та B – комутуючi само-

спряженi оператори, визначенi на Dom(A) i Dom(B) в H i A−1 та B−1 – їх вiдповiднi

оберненi. Розглянемо оснащення H:

H− ⊃ H ⊃ H+ ⊃ D, (1.29)
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де H+ – гiльбертiв простiр топологiчно i квазiядерно вкладений в H; H− є дуаль-

ним до H+ вiдносно простору H; D – лiнiйний топологiчний простiр, топологiчно

вкладений в H+.

Оператори A i B та A−1 i B−1 називаються стандартно пов’язаними з (1.29),

якщо D ⊂ Dom(A), D ⊂ Dom(B), D ⊂ Dom(A−1), D ⊂ Dom(B−1) i звуження

A ¹ D, B ¹ D, A−1 ¹ D, B−1 ¹ D дiють з D в H+ неперервно.

Якщо припустити, що строго циклiчний вектор iснує, то також можна сформу-

лювати спрощений варiант проекцiйної спектральної теореми. Повну версiю i вiд-

повiднi доведення можна знайти в (див. [8], Роздiл 3, Теорема 2.7, або [4] Роздiл 5,

[10], Роздiл 15, [64]).

Teoрема 1.3.1 Для комутуючих самоспряжених операторiв A i B та їх обер-

нених A−1 i B−1 зi строго циклiчним вектором в сепарабельному гiльбертовому

просторi H iснує скiнченна борелiвська мiра dρ(x, y), задана таким чином, що для

ρ-майже кожної точки (x, y) ∈ R2 iснує узагальнений спiльний власний вектор

0 6= ξx,y ∈ H−, тобто, ∀f ∈ D,

(ξx,y, Af)H = x(ξx,y, f)H, (ξx,y, Bf)H = y(ξx,y, f)H,

(ξx,y, A
−1f)H = x−1(ξx,y, f)H, (ξx,y, B

−1f)H = y−1(ξx,y, f)H,
(1.30)

Вiдповiдне перетворення Фур’є F , що дiє за правилом:

H ⊃ H+ 3 f 7→ (Ff)(x, y) = f̂(x, y) = (f, ξx,y)H ∈ L2(R2, dρ(x, y)) := L2 (1.31)

є унiтарним оператором (пiсля замикання), який дiє з H в L2. Образи операторiв

A i B та A−1 i B−1 в F є операторами множення на x i y та x−1 i y−1 вiдповiдно

в L2.

1.4. Розв’язання двовимiрної сильної степеневої проблеми мо-

ментiв

Двовимiрна дiйсна степенева проблема моментiв полягає в знаходженнi умов для

заданої двоiндексної послiдовностi {sm,n}, m,n ∈ Z, дiйсних чисел так, щоб iснувала
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мiра Бореля dρ(x, y) на дiйснiй площинi R2, для якої виконується рiвнiсть (див.

[1, 2, 28]):

sm,n =

∫

R2

xmyndρ(x, y), m, n ∈ Z. (1.32)

Teoрема 1.4.1 Якщо для заданої двоiндексної послiдовностi дiйсних чисел {sm,n}
m,n ∈ Z (m,n ∈ N0), iснує зображення (1.32), то послiдовнiсть є додатно визна-

ченою, тобто

∑

j,k,m,n∈Z
fj,kf̄m,nsj+m,k+n ≥ 0




∞∑

j,k,m,n=0

fj,kf̄m,nsj+m,k+n ≥ 0


 (1.33)

для всiх скiнченних наборiв (fj,k)j,k∈Z ((fj,k)
∞
j,k=0), fj,k ∈ C.

Зображення (1.32) iснує i є єдиним для заданої двоiндексної послiдовностi дiйс-

них чисел {sm,n}, m, n ∈ Z (m,n ∈ N0), якщо крiм позитивної визначеностi (1.33)

розбiгається один iз рядiв

∞∑
p=1

(
p∑

k=0

Ck
p
√

sε(4p−4k),ι(4k)

)−1/p



∞∑
p=1

(
p∑

k=0

Ck
p

√
s4p−4k,4k

)−1/p

 , (1.34)

де ε, ι = ±1.

Доведення. Доведемо випадок сильної проблеми моментiв. Якщо послiдовнiсть

{sm,n}m,n∈Z має зображення (1.32), то для довiльної скiнченної послiдовностi f =

(fm,n)m,n∈Z, fm,n ∈ C виконується:

∑

j,k,m,n∈Z
fj,kf̄m,nsj+m,k+n =

∫

R2

∣∣∣∣∣∣
∑

m,n∈Z
fm,nx

myn

∣∣∣∣∣∣

2

dρ(x, y) ≥ 0. (1.35)

Позначимо через l лiнiйний простiр C∞ послiдовностей f = (fm,n)m,n∈Z, fm,n ∈ C,
i через lfin – його лiнiйну множину, що складається з скiнченних послiдовностей

f = (fm,n)m,n∈Z, тобто послiдовностей, де fm,n 6= 0 тiльки для скiнченної кiлькостi

iндексiв n i m. Нехай δm,n, m,n ∈ Z – це δ-послiдовнiсть, визначена таким чином,

що кожен f ∈ lfin зображається так: f =
∑

n,m∈Z fm,nδm,n.
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Розглянемо лiнiйнi оператори lfin:

(JAf)j,k = fj−1,k, (JBf)j,k = fj,k−1,

(JA−1f)j,k = fj+1,k, (JB−1f)j,k = fj,k+1, j, k ∈ N0.
(1.36)

Оператори JA i JB та JA−1 i JB−1 є операторами типу “народження”. Для δ-

послiдовностей маємо:

JAδj,k = δj+1,k, JBδj,k = δj,k+1, JA−1δj,k = δj−1,k, JB−1δj,k = δj,k−1. (1.37)

Оператори JA i JB та JA−1 i JB−1 – симетричнi на фiнiтних векторах вiдносно

(квазi)скалярного добутку

(f, g)S =
∑

j,k,m,n∈Z
fj,kḡm,nsj+m,k+n, f, g ∈ lfin. (1.38)

Дiйсно,

(JAf, g)S =
∑

j,k,m,n∈Z
(JAf)j,kḡm,nsj+m,k+n =

∑

j,k,m,n∈Z
fj−1,kḡm,nsj+m,k+n

=
∑

j,k,m,n∈Z
fj,kḡm,nsj+m+1,k+n =

∑

j,k,m,n∈Z
fj,kḡm−1,nsj+m,k+n

=
∑

j,k,m,n∈Z
fj,k(JAg)m,nsj+m,k+n = (f, JAg)S,

(JBf, g)S =
∑

j,k,m,n∈Z
(JBf)j,kḡm,nsj+m,k+n =

∑

j,k,m,n∈Z
fj,k−1ḡm,nsj+m,k+n

=
∑

j,k,m,n∈Z
fj,kḡm,nsj+n+1,k+m =

∑

j,k,m,n∈Z
fj,kḡm−1,nsj+n,k+m

=
∑

j,k,m,n∈Z
fj,k(JBg)m,nsj+m,k+n = (f, JBg)S,

(JA−1f, g)S =
∑

j,k,m,n∈Z
(JA−1f)j,kḡm,nsj+m,k+n =

∑

j,k,m,n∈Z
fj+1,kḡm,nsj+m,k+n

=
∑

j,k,m,n∈Z
fj,kḡm,nsj+m−1,k+n =

∑

j,k,m,n∈Z
fj,kḡm+1,nsj+m,k+n

=
∑

j,k,m,n∈Z
fj,k(JA−1g)m,nsj+m,k+n = (f, JA−1g)S,
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(JB−1f, g)S =
∑

j,k,m,n∈Z
(JB−1f)j,kḡm,nsj+m,k+n =

∑

j,k,m,n∈Z
fj,k+1ḡm,nsj+m,k+n

=
∑

j,k,m,n∈Z
fj,kḡm,nsj+n−1,k+m =

∑

j,k,m,n∈Z
fj,kḡm−1,nsj+m,k+m

=
∑

j,k,m,n∈Z
fj,k(JB−1g)m,nsj+m,k+n = (f, JB−1g)S.

Оператори JA, JB i JA−1, JB−1 комутують мiж собою на lfin:

(JBJAf)j,k = fj−1,k−1 = (JAJBf)j,k, (JB−1JA−1f)j,k = fj+1,k+1 = (JA−1JB−1f)j,k

(JBJA−1f)j,k = fj−1,k+1 = (JA−1JBf)j,k, (JB−1JAf)j,k = fj+1,k−1 = (JAJB−1f)j,k.

Нехай S – гiльбертiв простiр, отриманий як фактор-простiр l̇fin = lfin/{h ∈ lfin | (h, h)S =

0}.
Елемент f з S вiдповiдає елементу ḟ з простору еквiвалентних елементiв l̇fin.

Отже, оператори J̇A i J̇B та їх оберненi J̇A−1, J̇B−1 коректно визначенi в S. Цей факт

описаний детально в [4], Роздiл 8, §1, п. 4 i [8], Роздiл 5, §5, п. 2. Аналогiчно до цього

випадку отримуємо:

J̇Aḟ =(JAf)·, J̇Bḟ = (JBf)·, J̇A−1ḟ = (JA−1f)·, J̇B−1ḟ = (JB−1f)·,

f ∈ Dom(J̇A) = Dom(J̇B) = Dom(J̇A−1) = Dom(J̇B−1) = l̇fin.
(1.39)

Позначимо для подальших дослiджень A i B замикання ∼ J̇A i J̇B в S.

Для простоти будемо вважати, що послiдовнiсть {sm,n} є невиродженою, тобто

якщо (f, f)S = 0 для f ∈ lfin, тодi f = 0, i тепер ḟ = f i ˜̇JA = A i ˜̇JA = B

та ˜̇JA−1 = A−1 i ˜̇JB−1 = B−1. Дослiдження в загальному випадку також є бiльш

складним, див., наприклад, в [4], Роздiл 8, §1, Пiдроздiл 4 i [8], Роздiл 5, §5, Пiдроздiл

1-3.

Припустимо також, що оператори A i B та JA−1, JB−1 – самоспряженi. Пiзнiше

буде доведено, що A i B та A−1 i B−1 самоспряженi i комутуючi у строгому резоль-

вентному сенсi за умови (1.34).

Побудуємо оснащення простору S:

(l2(p))−,S ⊃ S ⊃ l2(p) ⊃ lfin, (1.40)
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де l2(p) є зваженим l2-простором з вагою p = (pm,n)m,n∈Z, pm,n ≥ 1. Норма в

l2(p) визначається формулою: ‖f‖2
l2(p) =

∑
m,n∈Z |fm,n|2pm,n, де (l2(p))−,S = H− є

вiд’ємним простором вiдносно додатного простору l2(p) = H+ i нульового простору

S = H. ¤

Лема 1.4.2 Для простору S iснує достатньо швидко зростаюча послiдовнiсть

pm,n, така, що вкладення l2(p) ↪→ S є квазiядерним.

Доведення. Нерiвнiсть (1.33) також означає, що мульти-матриця вигляду

(Kj,k;m,n)j,k,m,n∈Z з коефiцiєнтами Kj,k;m,n = sj+m,k+n є невiд’ємно визначеною i, отже,

|sj+n,k+m|2 = |Kj,k;m,n|2 ≤ Kj,k;j,kKm,n;m,n = sj+k,j+ksn+m,n+m, j, k, m, n ∈ Z. (1.41)

Нехай вага q = (qj,k)j,k∈Z, qj,k ≥ 1, така, що
∑

j,k∈Z sj+k,j+kq
−1
j,k < ∞. Далi, з (1.41)

отримуємо, що

‖f‖2
S =

∑

j,k,m,n∈Z
fj,kf̄m,nsj+m,k+n ≤


 ∑

j,k∈Z

sj+k,j+k

qj,k


 ‖f‖2

l2(q), f ∈ lfin.

Таким чином, l2(q) ↪→ S топологiчний. I, якщо
∑

j,k∈Z qj,kp
−1
j,k < ∞, тодi l2(p) ↪→

l2(q) квазiядерний. Вiдображення l2(p) ↪→ S квазiядерних i топологiчних вкладень

є також квазiядерним.

На наступному кроцi використаємо оснащення (1.40) для побудови узагальне-

них власних векторiв. Внутрiшня структура простору (l2(p))−,S складна, тому що

складна структура S. Це є причиною ввести нове оснащення

l = (lfin)
′ ⊃ (l2(p

−1)) ⊃ l2 ⊃ l2(p) ⊃ lfin, (1.42)

де l2(p
−1), p−1 = (p−1

m,n)m,n∈Z є вiд’ємним простором вiдносно додатного простору

l2(p) i нульового простору l2. Ланцюги (1.13) i (1.42) мають один i той самий додатнiй

простiр l2(p). Лема 1.2.3 встановлює також, що простiр (l2(p))−,S є iзометричним до

простору l2(p
−1).

Роль оснащень (1.16) у подальшому будуть виконувати (1.40) i (1.42).
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Очевидно, що оператори A i B та A−1 i B−1 стандартно пов’язанi iз ланцюгом

(1.42), i вектор Ω = δ0,0 ∈ lfin є строго циклiчним для операторiв A i B та A−1 i B−1,

тому можемо застосувати теорему 1.3.1. Нехай ξx,y ∈ (l2(p))−,S є узагальненим влас-

ним вектором операторiв A i B та A−1 i B−1. Отже, в цьому випадку, за теоремою

1.3.1 маємо: ∀f ∈ lfin

(ξx,y, Af)S = x(ξx,y, f)S, (ξx,y, Bf)S = y(ξx,y, f)S,

(ξx,y, A
−1f)S = x−1(ξx,y, f)S, (ξx,y, B

−1f)S = y−1(ξx,y, f)S.
(1.43)

Позначимо:

P (x, y) = Uξx,y ∈ l2(p
−1) ⊂ l, P (x, y) = (Pm,n(x, y))m,n∈Z, Pm,n(x, y) ∈ R2.

Використовуючи (1.40) i (1.42), перепишемо (1.43) у виглядi: ∀f ∈ lfin

(P (x, y), Af)l2 = x(P (x, y), f)l2, (P (x, y), Bf)l2 = y(P (x, y), f)l2,

(P (x, y), A−1f)l2 = x−1(P (x, y), f)l2, (P (x, y), B−1f)l2 = y−1(P (x, y), f)l2.
(1.44)

Вiдповiдне перетворення Фур’є має вигляд:

S ⊃ lfin 3 f → (Ff)(x, y) = f̂(x, y) = (f, P (x, y))l2 ∈ L2(R2, dρ(x, y)). (1.45)

Пiдрахуємо P (x, y). Згiдно правила (1.36) для A, (1.44) дає
∑

m,n∈Z
xPm,n(x, y)f̄m,n = x(P (x, y), f)l2

= (P (x, y), Af)l2 =
∑

m,n∈Z
Pm+1,n(x, y)f̄m,n, ∀f ∈ lfin.

(1.46)

Аналогiчно, використовуючи (1.36) i (1.44), маємо:

∑

m,n∈Z
yPm,n(x, y)f̄m,n = y(P (x, y), f)l2

= (P (x, y), Bf)l2 =
∑

m,n∈Z
Pm,n+1(x, y)f̄m,n, ∀f ∈ lfin,

(1.47)
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∑

m,n∈Z
x−1Pm,n(x, y)f̄m,n = x−1(P (x, y), f)l2 = (P (x, y), A−1f)l2

=
∑

m,n∈Z
Pm−1,n(x, y)f̄m,n, ∀f ∈ lfin,

(1.48)

∑

m,n∈Z
y−1Pm,n(x, y)f̄m,n = y−1(P (x, y), f)l2 = (P (x, y), B−1f)l2

=
∑

m,n∈Z
Pm,n−1(x, y)f̄m,n, ∀f ∈ lfin.

(1.49)

Отже, остаточно маємо:

xPm,n(x, y) = Pm+1,n(x, y), yPm,n(x, y) = Pm,n+1(x, y),

x−1Pm,n(x, y) = Pm−1,n(x, y), y−1Pm,n(x, y) = Pm,n−1(x, y), m, n ∈ Z.

Без втрати загальностi можемо покласти P0,0(x, y) = 1, (x, y) ∈ R2. Тодi останнi

двi рiвностi дають:

Pm,n(x, y) = xmyn, m, n ∈ Z. (1.50)

Таким чином, перетворення Фур’є (1.45) має вигляд:

S ⊃ lfin 3 f → (Ff)(x, y) = f̂(x, y) =
∑

m,n∈Z
fm,nx

myn ∈ L2(R2, dρ(x, y)), (1.51)

i

(f, g)S =

∫

R2

f̂(x, y)ĝ(x, y)dρ(x, y), f, g ∈ lfin. (1.52)

Для побудови перетворення Фур’є (1.45) i використання формул (1.46)-(1.52) є

ще необхiдним перевiрити, що для наших операторiв A i B та A−1 i B−1 вектор

Ω = δ0,0 ∈ lfin є строго циклiчним у розумiннi оснащення (1.40). Але це вiрно, тому

що завдяки (1.37) маємо: ApBqΩ = Jp
AJq

Bδ0,0 = δp,q, p, q ∈ Z.
Рiвнiсть Парсеваля (1.52) вiдразу ж приводить до зображення (1.32) згiдно з

(1.50), (1.51): δ̂m,n = xmyn i δ̂0,0 = 1; з (1.38) отримаємо

sm,n = (δm,n, δ0,0)S = (δ̂m,n, δ̂0,0)L2(R2,dρ(x,y)) =

∫

R2

xmyndρ(x, y), m, n ∈ Z. (1.53)
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Однозначнiсть зображення (1.32) випливає з самоспряженостi i комутативностi

операторiв A i B або A i B−1 або A−1 i B або A−1 i B−1 ( з [4], Роздiл 8). Отже,

для завершення доведення теореми 1.3.1 треба тiльки перевiрити, що умова (1.34)

забезпечує самоспряженiсть та комутативнiсть A i B. Але для цього (див. теореми

1.1.2 i 1.1.3) потрiбно тiльки перевiрити, чи має, наприклад, оператор A2+B2 щiльну

множину D квазiаналiтичних векторiв.

Завдяки (1.36), оператор A = A2 + B2 дiє на δm,n ∈ D таким чином:

Aδm,n = (A2 + B2)δm,n = δm+2,n + δm,n+2. (1.54)

Очевидно A ≥ 0. Для p ≥ 1 маємо: Apδm,n =
p∑

k=0
Ck

p δm+2p−k,n+2k. Згiдно з (1.38)

норма ‖f‖S =
√

(f, f)S в S. Отже, ∀δm,n ∈ D отримуємо

‖Apδm,n‖S = ‖
p∑

k=0

Ck
p δm+2p−k,n+2k‖S ≤

∑
Ck

p‖δm+2p−k,n+2k‖

=
∑

Ck
p

√
s2m+4p−2k,2m+4p−2k.

(1.55)

Оскiльки
∞∑

p=1

1
p
√‖Apδm,n‖

≥
∞∑

p=1

1

p

√
p∑

k=0
Ck

p
√

s2m+4p−4k,2n+4k

= ∞, m, n ∈ N0,

то доведено, що квазiаналiтичнiсть класу C{‖Apδm,n‖}, випливає з квазiаналiтiч-

ностi класу C{
√

p∑
k=0

Ck
p
√

s2m+4p−4k,2n+4k} через властивостi квазiаналiтичностi з [44,

59]. Це еквiвалентно квазiаналiтiчностi класу C{
√

p∑
k=0

Ck
p
√

s4p−4k,4k}. Але ця квазiа-

налiтичнiсть дає одну iз умов (1.34), беручи до уваги (1.55). Iншi з умов в (1.34)

отримуються перебором варiантiв, покладаючи в (1.54) A := A2 + (B−1)2, A :=

(A−1)2 + (B)2, A := (A−1)2 + (B−1)2. ¤
Висновки: Наведено розв’язки двовимiрної сильної i не сильної проблем момен-

тiв, а саме, необхiднi умови розв’язностi та достатнi умови однозначної розв’язностi.

Моментнi зображення записанi, використовуючи рiвнiсть Парсеваля для узагаль-

нених власних векторiв пари вiдповiдних комутуючих операторiв.



РОЗДIЛ 2

Обернена спектральна задача

Обернена спектральна задача для блочних матриць вiдповiдних двовимiрнiй про-

блемi моментiв наведена в [11]. Вона полягає у побудовi блочних тридiагональних

матриць вiдповiдних або двовимiрнiй проблемi моментiв або, можна казати, вiдпо-

вiдних борелiвськiй мiрi на дiйснiй площинi iз умовою, що мiра має всi моменти.

Наведемо її розгорнуте доведення вiдповiдно до викладеного в [51]. Iсторично впер-

ше такi матрицi з’явились в роботi М.Я. Гехтмана та О.О. Калюжного [11]. Далi в

роздiлi мiстяться основнi результати роботи.

2.1. Ортогоналiзацiя двоiндексної послiдовностi вiдповiдної

не сильнiй проблемi моментiв

Нехай dρ(x, y) – ймовiрнiсна мiра Бореля з компактним носiєм на дiйснiй площинi

R2 i L2 = L2(R2, dρ(x, y)) – простiр iнтегровних з квадратом функцiй, визначених на

R2. Вважаємо, що носiй цiєї мiри – це компактна множина, яка мiстить не порожню

вiдкриту пiдмножину. Тодi функцiї R2 3 (x, y) 7−→ xmyn, m, n ∈ N0, є лiнiйно

незалежнi i утворюють щiльну множину в L2.

Розглянемо оператори множення

Âf(x, y) = xf(x, y), B̂f(x, y) = yf(x, y)

у просторi L2. Очевидно, що цi оператори обмеженi i самоспряженi. Для знаходжен-

ня матриць типу Якобi операторiв Â i B̂ вибирається деякий порядок ортогоналiзацiї

52
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в L2 для сiмейства функцiй:

{xmyn}, m, n ∈ N0. (2.1)

Використаємо такий лiнiйний порядок як i в [11] для ортогоналiзацiї у вiдповiд-

ностi iз процедурою Шмiдта ( Мал. 1)(див. також, наприклад, [10, 33, 34]):

x0y0; x0y1, x1y0; x0y2, x1y1, x2y0; . . . ; x0yn, x1yn−1, . . . , xny0; . . . (2.2)

...

x3y0

xj

x2y0

x1y0

x0y0 x0y1 x0y2 x0y3

yk

· · ·

x1y1 x1y2

x2y1

· · ·

... . . .

Мал. 1 Порядок ортогоналiзацiї

xjyk

∗

∗

∗

∗

∗∗

∗ ∗

∗

∗

- R

= =

=

=

=

=

s

В результатi отримаємо ортонормовану систему полiномiв (кожен полiном за

змiнними xmyn, m,n ∈ N0), якi позначимо i розташуємо таким чином:

P0;0(x, y); P1;0(x, y), P2;0(x, y), . . . ; Pn;0(x, y), . . . ,

P1;1(x, y); P2;1(x, y), Pn;1(x, y),

P2;2(x, y); Pn;2(x, y),

. . .

Pn;n(x, y);

(2.3)

де кожен полiном має вигляд Pn;α(x, y) = kn;αxαyn−α + · · · , n ∈ N0, α = 0, 1, . . . , n,

kn;α > 0; тут + · · · позначимо наступну частину вiдповiдного полiнома; для зручно-

стi покладаємо P0;0(x, y) = 1. Таким чином Pn;α деякi лiнiйнi комбiнацiї

{1; x0y1, x1y0; . . . ; x0yn, x1yn−1, . . . , xαyn−α}. (2.4)
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Оскiльки множина (2.1) є щiльною в просторi L2, то послiдовнiсть (2.3) – це

ортонормований базис в цьому просторi. Нехай пiдпростiр Pn;α, ∀n ∈ N утворений

(2.4). Очевидно, що

P0;0 ⊂P1;0 ⊂ P1;1 ⊂ P2;0 ⊂ P2;1 ⊂ P2;2 ⊂ · · · ⊂ Pn;0 ⊂ Pn;1 ⊂ · · · ⊂ Pn;n ⊂ · · · ,

Pn;α = {P0;0(x, y)} ⊕ {P1;0(x, y)} ⊕ {P1;1(x, y)}⊕
⊕{P2;0(x, y)} ⊕ {P2;1(x, y)} ⊕ {P2;2(x, y)} ⊕ · · · ⊕
⊕{Pn;0(x, y)} ⊕ {Pn;1(x, y)} ⊕ · · · ⊕ {Pn;α(x, y)}, ∀n ∈ N

(2.5)

де {Pn;α(x, y)}, n ∈ N, α = 0, 1, . . . n, позначено одновимiрний простiр, утворений за

Pn;α(x, y); P0;0 = R.

2.2. Дослiдження блочної структури матриць типу Якобi вiд-

повiдних не сильнiй проблемi моментiв

Для наступного дослiдження потрiбно замiсть звичайного простору l2 ввести гiль-

бертiв простiр

l2 = H0 ⊕H1 ⊕H2 ⊕ · · · , Hn = Cn+1, n ∈ N0. (2.6)

Кожен вектор f ∈ l2 має вигляд f = (fn)
∞
n=0, fn ∈ Hn, i, отже:

‖f‖2
l2 =

∞∑
n=0

‖fn‖2
Hn

< ∞, (f, g)l2 =
∞∑

n=0

(fn, gn)Hn
, ∀f, g ∈ l2.

Для координат вектора fn ∈ Hn, n ∈ N0 в деякому ортонормованому базисi {en;0,

en;1, en;2, . . . , en;n} в просторi Cn+1 позначимо через (fn;0, fn;1, fn;2, . . . , fn;n) i, отже,

отримаємо fn = (fn;0, fn;1, fn;2, . . . , fn;n).

Використовуючи ортонормовану систему (2.3), можна визначити вiдображення

l2 в L2. Покладемо Pn(x, y) = (Pn;0, Pn;1(x, y), Pn;2(x, y), . . . , Pn;n) ∈ Hn, ∀(x, y) ∈ R2,

∀n ∈ N0. Тодi

l2 3 f = (fn)
∞
n=0 7−→ (If)(x, y) := f̂(x, y) =

∞∑
n=0

(fn, Pn(x, y))Hn
∈ L2. (2.7)
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Тому для n ∈ N0 отримаємо:

(fn, Pn(x, y))Hn
= fn;0Pn;0(x, y) + fn;1Pn;1(x, y) + fn;2Pn;2(x, y) + · · ·+ fn;nPn;n(x, y),

‖f‖2
l2 = ‖(f0;0, f1;0, f1;1, f2;0, f2;1, f2;2, . . . , fn;0, , fn;1, . . . , fn;n, . . .)‖2

l2
.

Тодi (2.7) – це вiдображення простору l2 в L2, враховуючи щiльнiсть ортонормованої

системи (2.3) а, отже, це вiдображення iзометричне. Вiдображення (2.7) переводить

весь простiр l2 у весь простiр L2, бо система (2.3) – це ортонормований базис в L2.

Тому вiдображення (2.7) – це унiтарне перетворення (позначається I), яке дiє з l2 в

L2.

Нехай T – лiнiйний обмежений оператор, визначений на просторi l2 (2.6). Тодi iс-

нує єдина послiдовнiсть (τj,k)
∞
j,k=0, де для кожного j, k ∈ N0 елемент τj,k є оператором

з Hk в Hj так, що

(Tf)j =
∞∑

k=0

τj,kfk, j ∈ N0, (Tf, g)l2 =
∞∑

j,k=0

(τj,kfk, gj)Hj
, f, g ∈ l2. (2.8)

Для доведення (2.8) потрiбно тiльки описати T в l2, використовуючи базис

(e0;0; e1;0, e1;1; e2;0, e2;1, e2;2; . . . ; en;0, en;1, . . . , en;n; . . .), e0;0 = 1. (2.9)

Тодi τj,k є операторомHk −→ Hj для кожного j, k ∈ N0. Оператор має матричний

вигляд

τj,k;α,β = (Tek;β, ej;α)l2, (2.10)

при α = 0, 1, . . . , j i β = 0, 1, . . . , k. Перепишемо τj,k = (τj,k;α,β)
j,k
α,β=0, враховуючи

випадки: τ0,k = (τ0,k;α,β)
0,k
α,β=0, τj,0 = (τj,0;α,β)

j,0
α,β=0 i τ0,0 = (τ0,0;α,β)

0,0
α,β=0 = τ0,0;0,0.

Варто зауважити, що в зображеннi (2.8) це правильно i для загального оператора

T в просторi l2 з областю визначення Dom(T ) = lfin ⊂ l2, де lfin позначає фiнiтнi

вектори l2. У цьому випадку перша формула з (2.8) виконується для f ∈ lfin; друга

формула – для f ∈ lfin, g ∈ l2.

Розглянемо вiдображення T̂ = ITI−1 : L2 −→ L2 обмеженого оператора T :
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l2 −→ l2 при вкладеннi (2.7). Ця матриця в базисi (2.3):

P0;0(x, y); P1;0(x, y), P1;1(x, y); P2;0(x, y), P2,1(x, y), P2,2(x, y); . . . ;

Pn;0(x, y), Pn;1(x, y), . . . , Pn;n(x, y); . . . ,

дорiвнює звичайнiй матрицi оператора T , яка розумiється як оператор: l2 −→ l2

у вiдповiдному базисi (2.9). Використовуючи (2.10) i згадану вище процедуру, от-

римаємо матричний оператор (τj,k)
∞
j,k=0 T : l2 −→ l2. За визначенням ця матриця

також є матричним оператором T̂ : L2 −→ L2. Очевидно, що T̂ може бути довiльним

лiнiйним обмеженим оператором L2. Розглянемо T замiсть T̂ , i в якостi T вiзьмемо

A i B вiдповiднi матрицям JA i JB.

Лема 2.2.1 Для полiномiв Pn;α(x, y), i пiдпросторiв Pm,β, n,m ∈ N0,

α = 0, 1, . . . , n, β = 0, 1, . . . , m, виконуються спiввiдношення:

xPn;α(x, y) ∈ Pn+1;α+1, yPn;α(x, y) ∈ Pn+1;α. (2.11)

Доведення. Вiдповiдно до (2.3) полiном Pn;α(x, y), n ∈ N0, утворений лiнiйною

комбiнацiєю {1; x0y1, x1y0; . . . ; x0yn, x1yn−1, . . . , xαyn−α}. Отже, помноживши її на

x, отримаємо лiнiйну комбiнацiю {x; x1y1, x2y0; . . . ; x1yn, x2yn−1, . . . , xα+1yn−α} i така
лiнiйна комбiнацiя належить до Pn+1;α+1. Аналогiчно помножимо її на y отримаємо

лiнiйну комбiнацiю {y1; x0y2, x1y1; . . . ; x0yn+1, x1yn, . . . , xαyn−α+1} i така лiнiйна

комбiнаця належить до Pn+1;α. ¤

Лема 2.2.2 Нехай Â є оператором множення на x в просторi L2:

L2 3 ϕ(x, y) 7−→ (Âϕ)(x, y) = xϕ(x, y) ∈ L2.

(Очевидно, що Â – обмежений i самоспряжений). Матриця Â = (aj,k)
∞
j,k=0 в базисi

(2.3) (тобто A = I−1ÂI) має тридiагональну структуру: aj,k = 0 для |j − k| > 1.

Доведення. Використовуючи (2.10) для en;γ = I−1Pn;γ(x, y), n ∈ N0; γ = 0, 1, . . . , n,

отримаємо ∀j, k ∈ N0

aj,k;α,β = (Aek;β, ej;α)l2 =

∫

R2

xPk;β(x, y)Pj;α(x, y)dρ(x, y), (2.12)
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де α = 0, 1, . . . , j, β = 0, 1, . . . , k. З (2.11) отримаємо xPk;β(x, y) ∈ Pk+1;β+1. Згiдно з

(2.5) iнтеграл в (2.12) дорiвнює нулю для j > k + 1 i для кожного β = 0, 1, . . . , j.

З iншого боку, iнтеграл у (2.12) має вигляд

(a∗)j,k;α,β =

∫

R2

xPk;β(x, y)Pj;α(x, y) dρ(x, y)=

∫

R2

xPj;α(x, y)Pk;β(x, y) dρ(x, y)= ak,j;β,α, (2.13)

де α = 0, 1, . . . , j i β = 0, 1, . . . , k. Оскiльки оператор Â симетричний, з (2.11) маємо:

xPj;α(x, y) ∈ Pj+1;α+1. Вiдповiдно до (2.5) останнiй iнтеграл дорiвнює нулю для

k > j + 1 i для кожного α = 0, 1, . . . , k, β = 0, 1, . . . , k.

У результатi iнтеграл (2.12), тобто коефiцiєнти aj,k;α,β, j, k ∈ N0, дорiвнюють

нулю для |j − k| > 1; α = 0, 1, . . . , j, β = 0, 1, . . . , k. (У попереднiх мiркуваннях

необхiдно брати до уваги, що e0;0 = I−1P0;0(x, y), P0;0(x, y) = 1). ¤
Таким чином матриця (aj,k)

∞
j,k=0 оператора Â має тридiагональну блочну струк-

туру 


a0,0 a0,1 0 0 0 . . .

a1,0 a1,1 a1,2 0 0 . . .

0 a2,1 a2,2 a2,3 0 . . .
... ... ... ... ... . . .




. (2.14)

Подальший аналiз виразiв (2.12) дає можливiсть виявити нульовi i ненульовi еле-

менти матрицi (aj,k;α,β)
j,k
α,β=0 в кожному випадку для |j − k| ≤ 1. Використовуємо

також властивостi перестановок матричних iндексiв j, k, i α, β.

Лема 2.2.3 Нехай (aj,k)
∞
j,k=0 – матричний оператор множення на x в L2, де

aj,k : Hk −→ Hj; aj,k = (aj,k;α,β)
j,k
α,β=0 є матрицями операторiв aj,k у вiдповiдному

ортонормованому базисi. Тодi ∀j ∈ N0,

∀α = 0, 1, . . . j − 1 aj,j+1;α,α+2 = aj,j+1;α,α+3 = · · · = aj,j+1;α,j+1 = 0;

∀β = 0, 1, . . . j − 1 aj+1,j;β+2,β = aj+1,j;β+3,β = · · · = aj+1,j;j+1,β = 0.
(2.15)
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Якщо виберемо всерединi кожної дiагоналi {x0yn, xnyn−1, x0yn−2, . . . , xny0} iнший

порядок (зi збереженням порядку дiагоналей), то лема 2.2.3 не вiрна, але це також

дає можливiсть описати матрицi (aj,k;α,β)
j,k
α,β=0. Такi матрицi (aj,k)

∞
j,k=0 мають також

тридiагональну блочну структуру i мають iншi елементи рiвнi нулю.

Доведення. Вiдповiдно до (2.12) i (2.11) для j ∈ N0, ∀α = 0, 1, . . . , j i ∀β =

0, 1, . . . , j + 1 маємо:

aj,j+1;α,β =

∫

R2

xPj+1,β(x, y)Pj;α(x, y) dρ(x, y) =

∫

R2

xPj,α(x, y)Pj+1;β(x, y) dρ(x, y),

де xPj;α(x, y) ∈ Pj+1;α+1. Але, вiдповiдно до (2.5), Pj+1;β(x, y) ортогональний Pj+1;α+1

для β > α + 1 i, отже, останнiй iнтеграл дорiвнює нулю. Завдяки цьому отримуємо

першi рiвностi в (2.15).

Аналогiчно для (2.12) i (2.11) для j ∈ N0 ∀α = 0, 1, . . . , j + 1 i ∀β = 0, 1, . . . , j

маємо:

aj+1,j;α,β =

∫

R2

xPj,β(x, y)Pj+1;α(x, y) dρ(x, y),

де xPj;β(x, y) ∈ Pj+1;β+1. Але вiдповiдно до (2.5) Pj+1;α(x, y) є ортогональним до

Pj+1;β+1, якщо α > β + 1 i, отже, останнiй iнтеграл дорiвнює нулю. Завдяки цьому

отримуємо (2.15). ¤
Таким чином, пiсля цих дослiджень можна зробити висновок, що в (2.14) для

∀j ∈ N правий кут для кожної ((j +1)× (j +2))-матрицi aj,j+1 (починаючи з третьої

дiагоналi) i лiвий кут для кожної((j + 2) × (j + 1))-матрицi aj+1,j (починається з

третьої дiагоналi) складається з нульових елементiв. Беручи до уваги (2.14), можемо

зробити висновок, що матриця оператора множення на x є мультидiагональною

звичайною скалярною матрицею, тобто у звичайному базисi простору l2.

Лема 2.2.4 Елементи

a0,1;0,1, a1,0;1,0; aj,j+1;α,α+1, aj+1,j;α+1,α; j ∈ N, α = 0, 1, . . . j, (2.16)

матрицi (aj,k)
∞
j,k=0 з леми 2.2.7 є додатнiми.
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Доведення. Почнемо з дослiдження a0,1;0,1. Позначимо через P ′
1;1(x, y) ненормова-

ний вектор P1;1(x, y). Вiдповiдно до (29) i (2.3), маємо:

P ′
1;1(x, y) = x− (x, P1;0(x, y))L2

P1;0(x, y)− (x, 1)L2
.

Тому, використовуючи (2.30), отримаємо

a0,1;0,1 =

∫

R2

xP0;0P1;1(x, y) dρ(x, y) = ‖P ′
1;1(x, y)‖−1

L2

∫

R2

xP ′
1;1(x, y) dρ(x, y)

= ‖P ′
1;1(x, y)‖−1

L2

∫

R2

x(x− (x, P1;0(x, y))L2
P1;0(x, y)− (x, 1)L2

) dρ(x, y)

= ‖P ′
1;1(x, y)‖−1

L2
(‖x‖2

L2
− |(x, P1;0(x, y))L2

|2 − |(x, 1)L2
|2),

(2.17)

де (1 = P0;0(x, y)).

Також, з (2.36), з’ясовується, що останнiй вираз додатнiй i, отже, a0,1;0,1 > 0.

Оскiльки оператор A симетричний, то a0,1;0,1 = a1,0;1,0 > 0.

Додатнiсть в (2.17) випливає з рiвностi Парсеваля про розклад функцiї x ∈ L2

вiдносно ортонормованого базису (2.3) в просторi L2:

|(x, 1)L2
|2 + |(x, P1;0(x, y))L2

|2 + |(x, P1;1(x, y))L2
|2 + · · · = ‖x‖2

L2
. (2.18)

Розглянемо елементи aj,j+1;α,α+1, де j ∈ N, α = 0, 1, . . . , j. З (2.30) отримаємо

aj,j+1;α,α+1 =

∫

R2

xPj+1,α+1(x, y)Pj;α(x, y) dρ(x, y)

=

∫

R2

xPj,α(x, y)Pj+1;α+1(x, y) dρ(x, y). (2.19)

Для Pj;α(x, y) отримаємо вiдповiдно до (2.3) i (2.5):

Pj;α(x, y) = kj;αxαyj−α + Rj;α(x, y), (2.20)

де Rj;α(x, y) – деякий полiном з Pj;α−1, якщо α > 0 або з Pj−1;j−1, та якщо α = 0.

Тому xRj;α(x, y) – деякий полiном з Pj+1;α або з Pj;j (див. (2.11) i (2.5)). Помноживши

його на x, отримаємо

xPj;α(x, y) = kj;αxα+1yj−α + xRj;α(x, y), (2.21)
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де xRj;α(x, y) ∈ Pj+1;α або Pj;j. З iншого боку, рiвнiсть (2.20) дає:

Pj+1;α(x, y) = kj+1;αxα+1yj−α + Rj+1;α(x, y), (2.22)

де Rj+1;α(x, y) ∈ Pj+1;α якщо α > 0 або належить до Pj;j, якщо α = 0.

Знайдемо xα+1yj−α з (2.22) i пiдставимо його в (2.21). Отримаємо:

xPj;α(x, y) =
kj;α

kj+1;α
(Pj+1;α(x, y)−Rj+1;α(x, y)) + xRj;α(x, y)

=
kj;α

kj+1;α
Pj+1;α(x, y)− kj;α

kj+1;α
Rj+1;α(x, y) + xRj;α(x, y).

(2.23)

Другi два члени в (2.23) належать до Pj+1;α або до Pj;j i в будь-якому разi ортого-

нальнi до Pj+1;α+1(x, y).

Тому пiдстановка виразу (2.23) в (2.19) дає: aj,j+1;α,α+1 =
kj;α

kj+1;α+1
> 0. Оскiльки

матриця (2.32) є симетричною, то елементи aj,j+1;α,α+1 = aj,j+1;α,α+1 також додатнi

j ∈ N, α = 0, 1, . . . , j. ¤
Перепозначимо:

an = an+1,n : Hn −→ Hn+1,

bn = an,n : Hn −→ Hn,

cn = an,n+1 : Hn+1 −→ Hn, n ∈ N0.

(2.24)

Всi попереднi дослiдження узагальненi в такiй теоремi.

Teoрема 2.2.5 Обмежений самоспряжений оператор Â множення на x в про-

сторi L2 в ортонормованому базисi (2.3) многочленiв має вигляд тридiагональної

блочної симетричної матрицi типу Якобi JA = (aj,k)
∞
j,k=0 яка дiє в просторi (2.6):

l2 = H0 ⊕H1 ⊕H2 ⊕ · · · , Hn = Cn+1, n ∈ N0. (2.25)

Норми всiх операторiв aj,k : Hk −→ Hj рiвномiрно обмеженi вiдносно j, k ∈ N0. У

позначеннях (2.24), ця матриця має вигляд :
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JA =




b0 c0 0 0 0 ...

a0 b1 c1 0 0 ...

0 a1 b2 c2 0 ...

0 0 a2 b3 c3 ...
... ... ... ... ... . . .




=




∗ ∗ +

∗ ∗ ∗ ∗ + 0

+ ∗ ∗ ∗ ∗ + 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ + 0 0

+ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ + 0

0 + ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ +

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ + 0 0 0

+ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ + 0 0

0 0 + ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ + 0

0 0 + ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ +
. . . . . . . . .




.

(2.26)

В (2.26) ∀n ∈ N0 bn – ((n + 1) × (n + 1))-матриця: bn = (bn;α,β)
n,n
α,β=0, (b0 = b0;0,0

є скаляром); an – ((n + 2) × (n + 1))-матриця: an = (an;α,β)
n+1,n
α,β=0; cn – ((n + 1) ×

(n + 2))-матриця: cn = (cn;α,β)
n,n+1
α,β=0. В цiй матрицi an i cn деякi елементи завжди

дорiвнюють нулю: ∀n ∈ N
an;β+2,β = an;β+3,β = · · · = an;n+1,β = 0, β = 0, 1, . . . , n− 1;

cn;α,α+2 = cn;α,α+3 = · · · = cn;α,n+1 = 0, α = 0, 1, . . . , n− 1.
(2.27)

Деякi iншi елементи додатнi, а саме:

an;α+1,α; cn;α,α+1 > 0, α = 0, 1, . . . , n, ∀n ∈ N0. (2.28)

Таким чином, можна говорити, що ∀n ∈ N0 кожен верхнiй лiвий кут матрицi

an (починаючи з третьої дiагоналi) i кожен правий кут матрицi cn (починаючи
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з третьої дiагоналi) складаються з нульових елементiв. Всi позитивнi елементи

(2.26) позначаються “+”. Отже, матриця (2.26) в скалярному виглядi є багато-

дiагональною у зазначенiй структурi.

Симетрiя оператора (Â)∗ = Â дає

an;α,β = cn;β,α, β = 0, 1, 2, ..., n, α = 0, 1, ..., β, β + 1, n ∈ N0.

Матриця JA дiє таким чином:

(JAf)n = an−1fn−1 + bnfn + cnfn+1, n ∈ N0, ∀f = (fn)
∞
n=0 ∈ l2, (2.29)

де покладаємо a−1 = 0, f−1 = 0.

Перейдемо тепер до дослiдження матрицi JB пов’язаної зi змiнною y. З цiєї при-

чини нам потрiбна лема, схожа на лему 2.2.1.

Лема 2.2.6 Нехай B̂ – оператор множення на y в просторi L2:

L2 3 ϕ(x, y) 7−→ (B̂ϕ)(x, y) = yϕ(x, y) ∈ L2.

(Очевидно, що B̂ обмежений i самоспряжений). Матриця (bj,k)
∞
j,k=0 оператора B̂

в базисi (2.3) (тобто B = I−1B̂I) має тридiагональну структуру: bj,k = 0 для

|j − k| > 1.

Доведення. Використовуючи (2.10) для en;γ = I−1Pn;γ(x, y), n ∈ N0; γ = 0, 1, . . . , n,

отримаємо ∀j, k ∈ N0

bj,k;α,β = (Bek;β, ej;α)l2 =

∫

R2

yPk;β(x, y)Pj;α(x, y)dρ(x, y), (2.30)

де α = 0, 1, . . . , j, β = 0, 1, . . . , k. З (2.11) маємо yPk;α(x, y) ∈ Pk+1;α. Згiдно з (2.5)

iнтеграл в (2.30) дорiвнює нулю для j > k + 1 i для кожного α = 0, 1, . . . , j.

З iншого боку, iнтеграл у (2.30) має вигляд

(b∗)j,k;α,β =

∫

R2

yPk;β(x, y)Pj;α(x, y) dρ(x, y)

=

∫

R2

yPj;α(x, y)Pk;β(x, y) dρ(x, y)= bk,j;β,α, (2.31)
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де α = 0, 1, . . . , j i β = 0, 1, . . . , k. З (2.11) маємо yPj;α(x, y) ⊂ Pj+1,α. Вiдповiдно

до (2.5) iнтеграл (2.31) дорiвнює нулю для k > j + 1 для кожного α = 0, 1, ..., j,

β = 0, 1, ..., k.

У результатi iнтеграл у (2.30), тобто коефiцiєнти bj,k;α,β, j, k ∈ N0, дорiвнюють

нулю для |j − k| > 1; α = 0, 1, . . . , j, β = 0, 1, . . . , k. (У попереднiх мiркуваннях

необхiдно брати до уваги, що e0;0 = I−1P0;0(x, y), P0;0(x, y) = 1). ¤
Таким чином матриця (bj,k)

∞
j,k=0 оператора B̂ має тридiагональну блочну струк-

туру 


b0,0 b0,1 0 0 0 . . .

b1,0 b1,1 b1,2 0 0 . . .

0 b2,1 b2,2 b2,3 0 . . .
... ... ... ... ... . . .




. (2.32)

Подальший аналiз виразiв (2.30) дає можливiсть визначити нульовi i ненульовi

елементи матрицi (bj,k;α,β)
j,k
α,β=0 в кожному випадку для |j − k| ≤ 1. Використовуємо

також властивостi перестановок матричних iндексiв j, k, i α, β.

Лема 2.2.7 Нехай (bj,k)
∞
j,k=0 – матричний оператор множення на y в L2, bj,k :

Hk −→ Hj; bj,k = (bj,k;α,β)
j,k
α,β=0 – матрицi операторiв bj,k у вiдповiдному ортонор-

мованому базисi. Тодi ∀j ∈ N0 i

∀α = 0, 1, . . . j bj,j+1;α,α+1 = bj,j+1;α,α+2 = · · · = bj,j+1;α,j+1 = 0;

∀β = 0, 1, . . . j bj+1,j;β+1,β = bj+1,j;β+2,β = · · · = bj+1,j;j+1,β = 0.
(2.33)

Якщо розглядати всерединi кожної дiагоналi {x0yn, x1yn−1, x2yn−2, . . . , xny0}, iн-
ший порядок елементiв, то тодi лема 2.2.7 не виконується, але також можна описати

нульовi елементи матриць (bj,k;α,β)
j,k
α,β=0. Такi матрицi (bj,k)

∞
j,k=0 мають також тридiа-

гональну блочну структуру але мають нулi в iнших мiсцях.

Доведення. Вiдповiдно до (2.30) i (2.11) для j ∈ N0, ∀α = 0, 1, . . . , j i ∀β =

0, 1, . . . , j маємо:

bj,j+1;α,β =

∫

R2

yPj+1,β(x, y)Pj;α(x, y) dρ(x, y) =

∫

R2

yPj,α(x, y)Pj+1;β(x, y) dρ(x, y),
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де yPj;α(x, y) ∈ Pj+1;α. Але вiдповiдно до (2.5) Pj+1;β(x, y) ортогональний Pj+1;α для

β > α i, отже, останнiй iнтеграл дорiвнює нулю. Це дає першi рiвностi в (2.33).

Аналогiчно з (2.30) i (2.11) для j ∈ N0, ∀α = 0, 1, . . . , j + 1 i ∀β = 0, 1, . . . , j

отримаємо

bj+1,j;α,β =

∫

R2

yPj,β(x, y)Pj+1;α(x, y) dρ(x, y),

де yPj;β(x, y) ∈ Pj+1;β. Але вiдповiдно до (2.5) Pj+1;α(x, y) ортогональний Pj+1;β,

якщо α > β i, отже, останнiй iнтеграл дорiвнює нулю. Це дає другi рiвностi в (2.33).

¤
Таким чином, пiсля цих дослiджень можна зробити висновок, що в (2.32) для

∀j ∈ N в правому кутi кожної ((j + 1)× (j + 2))-матрицi bj,j+1 (починаючи з другої

дiагоналi) i в лiвому кутi кожної ((j + 2) × (j + 1))-матрицi bj+1,j (починаючи з

другої дiагоналi) стоять нульовi елементи. Беручи до уваги (2.14), можемо зробити

висновок, що симетрична матриця оператора множення на y є мультидiагональною

звичайною скалярною матрицею, тобто у звичайному базисi простору l2.

Лема 2.2.8 Елементи

b0,1;0,0, b1,0;0,0; bj,j+1;α,α, bj+1,j;α,α; j ∈ N, α = 0, 1, . . . j (2.34)

матрицi (bj,k)
∞
j,k=0 з леми 2.2.7 є додатними.

Доведення. Почнемо з дослiдження b1,0;0,0. Використовуючи (2.12) i позначаючи

через P ′
1;0(x, y) = y − (y, 1)L2

ненормований вектор P1;0(x, y), отримаємо

b1,0;0,0 =

∫

R2

yP0;0(x, y)P1;0(x, y) dρ(x, y) = ‖P ′
1;0(x, y)‖−1

L2

∫

R2

y(y − (y, 1)L2
) dρ(x, y)

= ‖P ′
1;0(x, y)‖−1

L2
(‖y‖2

L2
− |(y, 1)L2

|2),
(2.35)

де P0;0(x, y) = 1. Остання рiзниця додатня (див. (2.36)), тому b1,0;0,0 > 0. Елемент

b0,1;0,0 також додатнiй, оскiльки матриця B симетрична, тобто b1,0;0,0 = b0,1;0,0.
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Додатнiсть (2.35) випливає з рiвностi Парсеваля про розклад функцiї y ∈ L2 за

ортонормованим базисом (2.3) в просторi L2:

|(y, 1)L2
|2 + |(y, P1;0(x, y))L2

|2 + |(y, P1;1(x, y))L2
|2 + · · · = ‖y‖2

L2
. (2.36)

Перейдемо до доведення додатностi bj+1,j;α,α, де j ∈ N, α = 0, 1, . . . , j. З (2.12)

маємо:

bj+1,j;α,α =

∫

R2

yPj;α(x, y)Pj+1;α(x, y) dρ(x, y). (2.37)

Вiдповiдно до (2.3) i (2.5):

Pj;α(x, y) = kj;αxαyj−α + Rj;α(x, y), (2.38)

де Rj;α(x, y) – деякий полiном з Pj;α−1, якщо α > 0 або з Pj−1;j−1, якщо α = 0. Тому

yRj;α(x, y) – деякий полiном з Pj+1;α або з Pj;j−1 (див. (2.11) i (2.5)). Помноживши

(2.38) на x, робимо висновок:

yPj;α(x, y) = kj;αxαyj−α+1 + xRj;α(x, y), (2.39)

де yRj;α(x, y) ∈ Pj+1;α−1 або Pj;j−1 ⊂ Pj;j.

З iншого боку, рiвнiсть (2.38) для Pj+1;α(x, y) дає:

Pj+1;α(x, y) = kj+1;αxαyj−α+1 + Rj+1;α(x, y), (2.40)

де Rj+1;α(x, y) ∈ Pj+1;α−1 або Pj;j.

Знайдемо xαyj−α+1 з (2.40) i пiдставимо його в (2.39).Отримаємо:

yPj;α(x, y) =
kj;α

kj+1;α
(Pj+1;α(x, y)−Rj+1;α(x, y)) + yRj;α(x, y)

=
kj;α

kj+1;α
Pj+1;α(x, y)− kj;α

kj+1;α
Rj+1;α(x, y) + yRj;α(x,y)(x, y),

(2.41)

де обидва останнi доданки Pj+1;α−1 або Pj;j завжди ортогональнi до Pj+1;α(x, y).

Тому, пiсля пiдстановки виразу (2.41) в (2.37) отримаємо bj+1,j;α,α =
kj;α

kj+1;α
> 0.

Оскiльки матриця (2.14) симетрична, то елементи bj,j+1;α,α+1 = bj+1,j;α+1,α також

позитивнi, де j ∈ N, α = 0, 1, . . . , j. ¤
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Перепозначимо:

un = bn+1,n : Hn −→ Hn+1,

wn = bn,n : Hn −→ Hn,

vn = bn,n+1 : Hn+1 −→ Hn, n ∈ N0.

(2.42)

Всi попереднi дослiдження пiдсумовуються в теоремi.

Teoрема 2.2.9 Обмежений самоспряжений оператор B̂ множення на y у про-

сторi L2 в ортонормованому базисi (2.3) полiномiв має вигляд тридiагональної

симетричної матрицi типу Якобi JB = (bj,k)
∞
j,k=0, який дiє в просторi (2.6):

l2 = H0 ⊕H1 ⊕H2 ⊕ · · · , Hn = Cn+1, n ∈ N0. (2.43)

Норми всiх операторiв bj,k : Hk −→ Hj рiвномiрно обмеженi по вiдношенню до

j, k ∈ N0. У позначеннях (2.24), ця матриця має вигляд :

JB =




w0 v0 0 0 0 ...

u0 w1 v1 0 0 ...

0 u1 w2 v2 0 ...

0 0 u2 w3 v3 ...
... ... ... ... ... . . .




=




∗ + 0

+ ∗ ∗ + 0 0

0 ∗ ∗ ∗ + 0 0

+ ∗ ∗ ∗ ∗ + 0 0 0

0 + ∗ ∗ ∗ ∗ + 0 0

0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ + 0

+ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ + 0 0 0 0

0 + ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ + 0 0 0

0 0 0 + ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ + 0 0

0 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ + 0
. . . . . . . . .




. (2.44)
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В (2.44) ∀n ∈ N0 wn є ((n+1)× (n+1))-матриця: wn = (wn;α,β)
n,n
α,β=0, (w0 = w0;0,0

є скаляром); un є ((n + 2) × (n + 1))-матриця: un = (un;α,β)
n+1,n
α,β=0; vn є ((n + 1) ×

(n + 2))-матриця: vn = (vn;α,β)
n,n+1
α,β=0. У матрицях un i vn деякi елементи завжди

дорiвнюють нулю: ∀n ∈ N0

un;β+1,β = un;β+2,β = · · · = un;n+1,β = 0, β = 0, 1, . . . , n;

vn;α,α+1 = vn;α,α+2 = · · · = vn;α,n+1 = 0, α = 0, 1, . . . , n.
(2.45)

Деякi iншi їх елементи додатнi, а саме

un;α,α; vn;α,α > 0, α = 0, 1, . . . , n, ∀n ∈ N0. (2.46)

Таким чином, можна говорити, що ∀n ∈ N0 кожен елемент в лiвому кутi

матрицi un (починаючи з другої дiагоналi) i кожен елемент в правому кутi мат-

рицi vn (починаючи з другої дiагоналi) є нульовим елементом. Всi позитивнi еле-

менти в (2.44) позначаються “+”).

Таким чином, матриця (2.44) в скалярному виглядi є мультидiагональною у

зазначенiй структурi.

Симетрiя оператора (B̂)∗ = B̂ дає

un;α,β = vn;β,α, α = 0, 1, 2, ..., n, β = α, ..., n, n ∈ N.

Матриця JB дiє таким чином:

(JBf)n = un−1fn−1 + wnfn + vnfn+1, n ∈ N0, ∀f = (fn)
∞
n=0 ∈ l2, (2.47)

де покладаємо u−1 = 0, f−1 = 0.

Обернена спектральна задача для блочних матриць вiдповiдних двовимiрнiй про-

блемi моментiв наведена в [11].

2.3. Ортогоналiзацiя двоiндексної послiдовностi вiдповiдної

сильнiй проблемi моментiв

Нехай dρ(x, y) – ймовiрнiсна мiра Бореля з компактним носiєм на дiйснiй площинi

R2 i L2 = L2(R2, dρ(x, y)) – простiр iнтегровних з квадратом функцiй, визначених
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на R2. Вважаємо, що носiй цiєї мiри – це компактна множина, яка мiстить не по-

рожню вiдкриту пiдмножину. Тодi функцiї R2 3 (x, y) 7−→ xmyn, m, n ∈ Z, є лiнiйно
незалежнi i утворюють щiльну множину в L2.

Розглянемо оператори множення (та їх оберненi):

Âf(x, y) = xf(x, y), B̂f(x, y) = yf(x, y)

Â−1f(x, y) = x−1f(x, y), B̂−1f(x, y) = y−1f(x, y)

в просторi L2. Очевидно, що цi оператори обмеженi i самоспряженi. Для знаходжен-

ня матриць типу Якобi операторiв Â i B̂ та Â−1 i B̂−1 вибираємо деякий порядок

ортогоналiзацiї в L2 для сiмейства функцiй:

{xmyn}, m, n ∈ Z. (2.48)

Виберемо деякий порядок ортогоналiзацiї для застосування процедури Шмiдта

(Мал. 2) (див. також, наприклад, [10, 33, 34]) .

x0y0

x0y−1

x0y1

x0y−2

x0y2

x−1y0x−2y0 x1y0 x2y0

x1y−1

x1y1

x−1y−1

x−1y1

. . .

. . .

. . . . . .-

¼

Y

*

z

¼

¼

Y

Y

*

*
z

z

Мал. 2 Порядок ортогоналiзацiї

Отже, отримуємо:

1 = x0y0;

x1y0, x0y1, x−1y0, x0y−1;

x2y0, x1y1, x0y2, x−1y1, x−2y0, x−1y−1, x0y−2, x1y−1; . . .

xny0, xn−1y1, . . . , x1yn−1, x0yn, x−1yn−1, . . . , x−(n−1)y1,

x−ny0, x−(n−1)y−1, . . . , x−1y−(n−1), x0y−n, x1y−(n−1), xn−1y−1; . . .

(2.49)
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Враховуючи послiдовнiсть функцiй (2.49), ортогоналiзуємо її вiдповiдно до про-

цедури Шмiдта. В результатi отримаємо ортонормовану систему полiномiв (кожен

полiном за змiнними xmyn, m,n ∈ Z), яку позначимо таким чином:

1 = P0,0(x, y);

P1,0(x, y), P1,1(x, y), P1,2(x, y), P1,3(x, y);

P2,0(x, y), P2,1(x, y), P2,2(x, y), P2,3(x, y), P2,4(x, y), P2,5(x, y), P2,6(x, y), P2,7(x, y);

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Pn,0(x, y), Pn,1(x, y), Pn,2(x, y), . . . , Pn,4n−2(x, y), Pn,4n−1(x, y); . . .

(2.50)

де кожний полiном має вигляд

Pn;α(x, y) = kn;αxn−αyα + · · · , α = 0, 1, . . . , (n− 1);

Pn;α(x, y) = kn;αxn−αy2n−α + · · · , α = n, n + 1, . . . , (3n− 1);

Pn;α(x, y) = kn;αxα−3ny2n−α + · · · , α = 2n, 2n + 1, . . . , (3n− 1);

Pn;α(x, y) = kn;αxα−3nyα−4n + · · · , α = 3n, 3n + 1, . . . , (4n− 1);

(2.51)

тут kn;α > 0 а + · · · позначимо наступну частину вiдповiдного полiнома; для зручно-

стi покладаємо P0;0(x, y) = 1. Таким чином Pn;α – деякi лiнiйнi комбiнацiї елементiв

(2.50). Оскiльки множина (2.48) є щiльною в просторi L2, то послiдовнiсть (2.49) –

це ортонормований базис в цьому просторi.

Нехай пiдпростiр Pn;α, ∀n ∈ N утворений за (2.51). Очевидно, що ∀n ∈ N:

P0;0 ⊂P1;0 ⊂ P1;1 ⊂ P1;2 ⊂ P1;3 ⊂ P2;0 ⊂ · · · ⊂ Pn;0 ⊂ Pn;1 ⊂ · · · ⊂ Pn;4n−1 ⊂ · · · ,

Pn;α = {P0;0(x, y)} ⊕ {P1;0(x, y)} ⊕ {P1;1(x, y)} ⊕ · · ·
⊕{Pn;0(x, y)} ⊕ {Pn;1(x, y)} ⊕ · · · ⊕ {Pn;α(x, y)},

(2.52)

де {Pn;α(x, y)}, n ∈ N, α = 0, 1, . . . 4n− 1, позначимо одновимiрний простiр, утворе-

ний за Pn;α(x, y); P0;0 = R.
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2.4. Дослiдження блочної структури матриць типу Якобi вiд-

повiдних сильнiй проблемi моментiв

Для наступного дослiдження потрiбно замiсть звичайного простору l2 ввести гiль-

бертiв простiр

l2 = H0 ⊕H1 ⊕H2 ⊕ · · · , H0 = C, Hn = C4n, n ∈ N. (2.53)

Кожен вектор f ∈ l2 має вигляд f = (fn)
∞
n=0, fn ∈ Hn, i, отже:

‖f‖2
l2 =

∞∑
n=0

‖fn‖2
Hn

< ∞, (f, g)l2 =
∞∑

n=0

(fn, gn)Hn
, ∀f, g ∈ l2.

Для координат вектора fn ∈ Hn, n ∈ N0 в деякому ортонормованому базисi {en;0,

en;1, en;2, . . . , en;4n−1} в просторi C4n позначимо через (fn;0, fn;1, fn;2, . . . , fn;4n−1) i,

отже, отримаємо fn = (fn;0, fn;1, fn;2, . . . , fn;4n−1).

Використовуючи ортонормовану систему (2.50), можна визначити вiдображення

l2 з (2.53) у L2. Покладемо Pn(x, y) = (Pn;0, Pn;1(x, y), Pn;2(x, y), . . . , Pn;4n−1) ∈ Hn,

∀(x, y) ∈ R2, ∀n ∈ N. Тодi

l2 3 f = (fn)
∞
n=0 7−→ (If)(x, y) := f̂(x, y) =

∞∑
n=0

(fn, Pn(x, y))Hn
∈ L2. (2.54)

Тому для n ∈ N отримаємо

(fn, Pn(x, y))Hn
= fn;0Pn;0(x, y) + fn;1Pn;1(x, y) + fn;2Pn;2(x, y) + · · ·+ fn;nP4n−1;n(x, y),

‖f‖2
l2 = ‖(f0;0, f1;0, f1;1, f1;2, f1;3, f2;0, . . . , fn;0, , fn;1, . . . , fn;4n−1, . . .)‖2

l2
.

Тодi (2.54) – це вiдображення простору l2 в L2, враховуючи щiльнiсть ортонормо-

ваної системи (2.50) а, отже, це вiдображення iзометричне. Вiдображення (2.54)

переводить весь простiр l2 у весь простiр L2, бо система (2.50) – це ортонормований

базис в L2. Тому вiдображення (2.54) – це унiтарне перетворення (позначається I),

яке дiє з l2 в L2.

Нехай T – лiнiйний обмежений оператор, визначений на просторi l2 з (2.53). Тодi

iснує єдина послiдовнiсть (τj,k)
∞
j,k=0, де для кожного j, k ∈ N0 елемент τj,k є операто-

ром з Hk в Hj так, що
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(Tf)j =
∞∑

k=0

τj,kfk, j ∈ N0, (Tf, g)l2 =
∞∑

j,k=0

(τj,kfk, gj)Hj
, f, g ∈ l2. (2.55)

Для доведення (2.8) потрiбно тiльки описати T в просторi l2 з (2.53), використо-

вуючи базис

(e0;0; e1;0, e1;1; e1;2, e1;3, e2;0; . . . ; en;0, en;1, . . . , en;4n−1; . . .), e0;0 = 1. (2.56)

Тодi τj,k є оператором Hk −→ Hj для кожного j, k ∈ N0. Оператор має матричний

вигляд

τj,k;α,β = (Tek;β, ej;α)l2, (2.57)

при α = 0, 1, . . . , j i β = 0, 1, . . . , k. Перепишемо τj,k = (τj,k;α,β)
j,k
α,β=0, включаючи

випадки: τ0,k = (τ0,k;α,β)
0,k
α,β=0, τj,0 = (τj,0;α,β)

j,0
α,β=0 i τ0,0 = (τ0,0;α,β)

0,0
α,β=0 = τ0,0;0,0.

Варто зауважити, що в зображеннi (2.55) це правильно i для загального оператора

T в просторi l2 з областю визначення Dom(T ) = lfin ⊂ l2, де lfin позначає фiнiтнi

вектори l2. У цьому випадку перша формула з (2.55) виконується для f ∈ lfin; друга

формула – для f ∈ lfin, g ∈ l2.

Розглянемо зображення T̂ = ITI−1 : L2 −→ L2 обмеженого оператора T : l2 −→ l2

з вiдображенням (2.54). Ця матриця в базисi (2.50):

P0;0(x, y); P1;0(x, y), P1;1(x, y); P1;2(x, y), P1,3(x, y), P2,0(x, y); . . . ;

Pn;0(x, y), Pn;1(x, y), . . . , Pn;4n−1(x, y); . . . ,

дорiвнює звичайнiй матрицi оператора T , яка розумiється як оператор: l2 −→ l2

у вiдповiдному базисi (2.56). Використовуючи (2.57) i згадану вище процедуру, от-

римаємо матричний оператор (τj,k)
∞
j,k=0 T : l2 −→ l2. За визначенням ця матриця

також є матричним оператором T̂ : L2 −→ L2.

Дослiдження блочної структури матрицi типу Якобi вiдповiдної змiн-

нiй x

Очевидно, що T̂ може бути довiльним лiнiйним обмеженим оператором L2. Розг-

лянемо T замiсть T̂ , i в якостi T вiзьмемо A i B та A−1 i B−1 вiдповiдних матрицям

JA i JB та JA−1 i JB−1.
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Лема 2.4.1 Для полiномiв Pn;α(x, y), i пiдпросторiв Pm,β, n,m ∈ N0,

α = 0, 1, . . . , 4n− 1, β = 0, 1, . . . , 4n− 1, виконуються спiввiдношення:

xPn;α(x, y) ∈ Pn+1;α, α = 1, . . . , n;

xPn;α(x, y) ∈ Pn+1;n, α = n, n + 1, . . . , (3n− 1);

xPn;α(x, y) ∈ Pn+1;α+4, α = 3n, 3n + 1, . . . , (4n− 1);

(2.58)

Доведення. Вiдповiдно до (2.50) полiном Pn;α(x, y), n ∈ N0, утворений лiнiйною

комбiнацiєю (2.51). Помноживши її на x, отримаємо лiнiйну комбiнацiю:

xPn;α(x, y) = kn;αxn−α+1yα + · · · , α = 0, 1, . . . , (n− 1);

xPn;α(x, y) = kn;αxn−α+1y2n−α + · · · , α = n, n + 1, . . . , (3n− 1);

xPn;α(x, y) = kn;αxα−3n+1y2n−α + · · · , α = 2n, 2n + 1, . . . , (3n− 1);

xPn;α(x, y) = kn;αxα−3n+1yα−4n + · · · , α = 3n, 3n + 1, . . . , (4n− 1);

Тодi матимемо:

xPn;α(x, y) ∈ Pn+1;α, α = 1, . . . , (n− 1);

xPn;α(x, y) ∈ Pn+1;n, α = n, n + 1, . . . , (2n− 1);

xPn;α(x, y) ∈ Pn+1;n, α = 2n, 2n + 1, . . . , (3n− 1);

xPn;α(x, y) ∈ Pn+1;α+4, α = 3n, 3n + 1, . . . , (4n− 1).

Приєднавши n-ий полiном у перше вкладення i об’єднавши друге i третє вкладення,

отримаємо (2.58). ¤

Лема 2.4.2 Нехай Â є оператором множення на x в просторi L2:

L2 3 ϕ(x, y) 7−→ (Âϕ)(x, y) = xϕ(x, y) ∈ L2.

(Очевидно, що Â – самоспряжений i обмежений). Матриця Â = (aj,k)
∞
j,k=0 в базисi

(2.50) (тобто A = I−1ÂI) має тридiагональну структуру: aj,k = 0 для |j−k| > 1.

Доведення. Використаємо (2.57) для en;γ = I−1Pn;γ(x, y), n ∈ N; γ = 0, 1, . . . , 4n−1

i отримаємо ∀j, k ∈ N0

aj,k;α,β = (Aek;β, ej;α)l2 =

∫

R2

xPk;β(x, y)Pj;α(x, y)dρ(x, y), (2.59)
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де α = 0, 1, . . . , 4j − 1, β = 0, 1, . . . , 4k − 1. Згiдно з (2.52) i (2.58) iнтеграл в (2.59)

дорiвнює нулю для j > k + 1 для кожного β = 0, 1, . . . , 4j − 1.

З iншого боку, iнтеграл у (2.59) має вигляд

(a∗)j,k;α,β =

∫

R2

xPk;β(x, y)Pj;α(x, y) dρ(x, y)=

∫

R2

xPj;α(x, y)Pk;β(x, y) dρ(x, y)= ak,j;β,α, (2.60)

де α = 0, 1, . . . , 4j − 1 i β = 0, 1, . . . , 4k + 3. Оскiльки оператор Â симетричний,

з (2.58) маємо, що останнiй iнтеграл дорiвнює нулю для k > j + 1 i для кожного

α = 0, 1, . . . , 4j − 1, β = 0, 1, . . . , 4k + 3.

У результатi iнтеграл (2.59), тобто коефiцiєнти aj,k;α,β, j, k ∈ N0, дорiвнюють нулю

для |j − k| > 1; α = 0, 1, . . . , 4j − 1, β = 0, 1, . . . , 4k − 1 (у попереднiх мiркуваннях

необхiдно брати до уваги, що P0;0(x, y) = 1). ¤
Таким чином матриця (aj,k)

∞
j,k=0 оператора Â має тридiагональну блочну струк-

туру 


a0,0 a0,1 0 0 0 . . .

a1,0 a1,1 a1,2 0 0 . . .

0 a2,1 a2,2 a2,3 0 . . .
... ... ... ... ... . . .




. (2.61)

Подальший аналiз виразiв (2.59) дає можливiсть виявити нульовi i ненульовi еле-

менти матрицi (aj,k;α,β)
j,k
α,β=0 в кожному випадку для |j − k| ≤ 1. Використовуємо

також властивостi перестановок матричних iндексiв j, k, i α, β.

Лема 2.4.3 Нехай (aj,k)
∞
j,k=0 – матричний оператор множення на x в L2, де

aj,k : Hk −→ Hj; aj,k = (aj,k;α,β)
j,k
α,β=0 є матрицями операторiв aj,k у вiдповiдному

ортонормованому базисi. Тодi ∀j ∈ N0,

aj,j+1;α,α+1 = aj,j+1;α,α+2 = · · · = aj,j+1;α,j−1 = 0, ∀α = 0, 1, . . . , j − 1;

aj+1,j;α,β = 0, α = 0, 1, . . . 3j − 2, β = j + 1, j + 2, · · · , 4j + 3;

aj,j+1;α,α+4 = aj,j+1;α,α+5 = · · · = aj,j+1;α,4j+3 = 0, ∀α = 3j − 1, . . . , 4j − 2.

(2.62)
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Доведення. Вiдповiдно до (2.59) i (2.58) для j ∈ N0, ∀α = 0, 1, . . . , 4j − 1 i ∀β =

0, 1, . . . , 4j + 3 маємо:

aj,j+1;α,β =

∫

R2

xPj+1,β(x, y)Pj;α(x, y) dρ(x, y) =

∫

R2

xPj,α(x, y)Pj+1;β(x, y) dρ(x, y),

де xPj;α(x, y) належить пiдпростору з (2.58). Завдяки цьому отримуємо рiвностi в

(2.62). ¤
Для aj+1,j можна скористатися симетрiєю оператора A: aj,j+1;α,β = aj+1,j;β,α, j ∈

N0, α = 0, 1, . . . , 4n− 1, β = 0, 1, . . . , 4n + 3.

Лема 2.4.4 Елементи

aj,j+1;0,0, aj,j+1;1,1, . . . , aj,j+1;j,j;

aj,j+1;3j−1,3j+3, aj,j+1;3j,3j+4, . . . , aj,j+1;4j−1,4j+3, n ∈ N0,
(2.63)

матрицi (aj,k)
∞
j,k=0 є додатнiми.

Доведення. Почнемо з дослiдження a0,1;0,0. Позначимо через P ′
1;1(x, y) ненормова-

ний вектор P1;1(x, y). Вiдповiдно до (2.55) i (2.54), маємо: P ′
1;0(x, y) = x− (x, 1)L2

.

Тому, використовуючи (2.59), отримаємо

a0,1;0,0 =

∫

R2

xP0;0P1;0(x, y) dρ(x, y) = ‖P ′
1;0(x, y)‖−1

L2

∫

R2

xP ′
1;1(x, y) dρ(x, y)

= ‖P ′
1;0(x, y)‖−1

L2

∫

R2

x(x− (x, 1)L2
) dρ(x, y) = ‖P ′

1;0(x, y)‖−1
L2

(‖x‖2
L2
− |(x, 1)L2

|2),

(2.64)

де (1 = P0;0(x, y)).

Також, з (2.64), з’ясовуємо, що останнiй вираз додатнiй i, отже, a0,1;0,0 > 0. Оскiль-

ки оператор A симетричний, то a0,1;0,0 = a1,0;0,0.

Додатнiсть в (2.64) випливає з рiвностi Парсеваля про розклад функцiї x ∈ L2

вiдносно ортонормованого базису (2.50) в просторi L2:

|(x, 1)L2
|2 + |(x, P1;0(x, y))L2

|2 + |(x, P1;1(x, y))L2
|2 + · · · = ‖x‖2

L2
. (2.65)



75

Розглянемо елементи aj,j+1;α,α, де j ∈ N, α = 0, 1, . . . , j. З (2.59) отримаємо

aj,j+1;α,α =

∫

R2

xPj+1,α+1(x, y)Pj;α(x, y) dρ(x, y)

=

∫

R2

xPj,α(x, y)Pj+1;α+1(x, y) dρ(x, y). (2.66)

Для Pj;α(x, y) отримаємо вiдповiдно до (2.50) i (2.52), α = 0, 1, . . . , j:

Pj;α(x, y) = kj;αxj−αyα + Rj;α(x, y), (2.67)

де Rj;α(x, y) – деякий полiном з Pj;α−1, якщо α = 0, 1, . . . , j. Тому xRj;α(x, y) –

деякий полiном з Pj−1;α (див. (2.58) i (2.52)). Помноживши його на x, отримаємо

xPj;α(x, y) = kj;αxj−α+1yα + xRj;α(x, y), (2.68)

де xRj;α(x, y) ∈ Pj+1;α. З iншого боку, рiвнiсть типу (2.67) для iндексiв j + 1 дає:

Pj+1;α(x, y) = kj+1;αxj−α+1yα + Rj+1;α(x, y), (2.69)

де Rj+1;α(x, y) ∈ Pj;α, якщо α = 0, 1, . . . , j + 1.

Знайдемо xj−α+1yα з (2.69) i пiдставимо його в (2.68). Отримаємо:

xPj;α(x, y) =
kj;α

kj+1;α
(Pj+1;α(x, y)−Rj+1;α(x, y)) + xRj;α(x, y)

=
kj;α

kj+1;α
Pj+1;α(x, y)− kj;α

kj+1;α
Rj+1;α(x, y) + xRj;α(x, y).

(2.70)

Другi два члени в (2.70) належать до Pj;α та до Pj+1;j i в будь-якому разi, ортого-

нальнi до Pj+1;α+1(x, y).

Тому пiдстановка виразу (2.70) у (2.66) дає: aj,j+1;α,α+1 =
kj;α

kj+1;α+1
> 0. Оскiльки

матриця (2.61) є симетричною, то aj,j+1;α,β = aj,j+1;β,β, α = 0, 1, . . . , 4n − 1, β =

0, 1, . . . , 4n + 3.

Вiдповiднi симетричнi елементи матрицi теж додатнi. Аналогiчним чином пока-

зуємо позитивнiсть елементiв другого рядка в (2.63). ¤
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Перепозначимо:

an = an+1,n : Hn −→ Hn+1,

bn = an,n : Hn −→ Hn,

cn = an,n+1 : Hn+1 −→ Hn, n ∈ N0.

(2.71)

Попереднi дослiдження зiбранi у такiй теоремi.

Teoрема 2.4.5 Обмежений самоспряжений оператор iз циклiчним вектором

множення на незалежну змiнну “x” в просторi L2(R2, dρ(x, y)) в ортонормовано-

му базисi (2.50) має вигляд блочної тридiагональної матрицi типу Якобi Jx, що

дiє у просторi (2.53):

Jx =




b0 c0 0 0 0 · · ·
a0 b1 c1 0 0 · · ·
0 a1 b2 c2 0 · · ·
... ... ... ... ... . . .




,

an : Hn −→ Hn+1,

bn : Hn −→ Hn,

cn : Hn+1 −→ Hn,

(2.72)

n ∈ N0, де c0 =
[

c0;0,0 0 0 0
]
;

cn =




cn;0,0 0 · · · 0 · · · 0 0 · · · 0 0

∗ cn;1,1 · · · 0 · · · 0 0 · · · 0 0
... ... . . . ... . . . ... ... . . . ... ...

∗ ∗ · · · cn;n,n · · · 0 0 · · · 0 0

∗ ∗ · · · cn;n+1,n · · · 0 0 · · · 0 0
... ... . . . ... . . . ... ... . . . ... ...

∗ ∗ · · · cn;3n−1,n · · · cn;3n−1,3n+3 0 · · · 0 0

∗ ∗ · · · ∗ · · · ∗ cn;3n,3n+4 · · · 0 0
... ... . . . ... . . . ... ... . . . ... ...

∗ ∗ · · · ∗ · · · ∗ ∗ · · · cn;4n,4n+2 0

∗ ∗ · · · ∗ · · · ∗ ∗ · · · ∗ cn;4n−1,4n+3




︸ ︷︷ ︸
4n+4





4n;

bn – симетрична (4n×4n)-матриця, n ∈ N (b0 –скаляр). В (4n+4)× (4n)-матрицi

cn нульовi елементи позначенi “0”; додатнi елементи – c·;·,·, (крiм cn;3n−1,n); “∗” –
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елементи, якi можуть бути i нульовими i ненульовими. Матриця an симетрична

до матрицi cn, n ∈ N0.

Матриця Jx дiє на векторах f = (fn)
∞
n=0 ∈ (l2) за правилом:

(Jxf)n = an−1fn−1 + bnfn + cnfn+1, n ∈ N0, (2.73)

де покладаємо a−1 := 0, f−1 := 0.

Дослiдження блочної структури матрицi типу Якобi вiдповiдної змiн-

нiй y

Дослiдимо структуру матрицi JB, яка виникає при множеннi вiдповiдного опера-

тора на змiнну y.

Лема 2.4.6 Для полiномiв Pn;α(x, y), i пiдпросторiв Pm,β, n,m ∈ N0,

α = 0, 1, . . . , 4n− 1 виконуються спiввiдношення:

yPn;α(x, y) ∈ Pn+1;α+1, α = 0, 1, . . . , 2n;

yPn;α(x, y) ∈ Pn+1;2n+1, α = 2n + 1, . . . , 4n− 1;
(2.74)

Доведення. Вiдповiдно до (2.50) полiном Pn;α(x, y), n ∈ N0, утворений лiнiйною

комбiнацiєю (2.51). Помноживши її на y, отримаємо лiнiйну комбiнацiю

yPn;α(x, y) = kn;αxn−αyα+1 + · · · , α = 0, 1, . . . , (n− 1);

yPn;α(x, y) = kn;αxn−αy2n−α+1 + · · · , α = n, n + 1, . . . , (3n− 1);

yPn;α(x, y) = kn;αxα−3ny2n−α+1 + · · · , α = 2n, 2n + 1, . . . , (3n− 1);

yPn;α(x, y) = kn;αxα−3nyα−4n+1 + · · · , α = 3n, 3n + 1, . . . , (4n− 1).

Тодi матимемо:

yPn;α(x, y) ∈ Pn+1;α+1, α = 1, . . . , n− 1;

yPn;α(x, y) ∈ Pn+1;α+1, α = n, n + 1, . . . , (2n− 1);

yPn;α(x, y) ∈ Pn+1;2n+1, α = 2n, 2n + 1, . . . , (3n− 1);

yPn;α(x, y) ∈ Pn+1;2n+1, α = 3n, 3n + 1, . . . , (4n− 1).

Поєднуючи перше, друге вкладення та α = 2n з третього, отримуємо перший рядок

з (2.74). Решта є другим рядком з (2.74). ¤
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Лема 2.4.7 Нехай B̂ є оператором множення на y в просторi L2:

L2 3 ϕ(x, y) 7−→ (B̂ϕ)(x, y) = yϕ(x, y) ∈ L2.

(Очевидно, що B̂ – самоспряжений i обмежений). Матриця B̂ = (bj,k)
∞
j,k=0 в базисi

(2.50) (тобто B = I−1B̂I) має тридiагональну структуру: bj,k = 0 для |j−k| > 1.

Доведення. Використаємо (2.57) для e0;0 = I−1P0;0(x, y) та en;γ = I−1Pn;γ(x, y),

n ∈ N; γ = 0, 1, . . . , 4n− 1 i отримаємо ∀j, k ∈ N0

uj,k;α,β = (Bek;β, ej;α)l2 =

∫

R2

yPk;β(x, y)Pj;α(x, y)dρ(x, y), (2.75)

де α = 0, 1, . . . , 4j − 1, β = 0, 1, . . . , 4k + 3. Згiдно з (2.52) i (2.58) iнтеграл в (2.75)

дорiвнює нулю для j > k + 1 для кожного β = 0, 1, . . . , 4j − 1.

З iншого боку, iнтеграл у (2.75) має вигляд

(u∗)j,k;α,β =

∫

R2

yPk;β(x, y)Pj;α(x, y) dρ(x, y)=

∫

R2

yPj;α(x, y)Pk;β(x, y) dρ(x, y)= uk,j;β,α, (2.76)

де α = 0, 1, . . . , 4j − 1 i β = 0, 1, . . . , 4k + 3. Оскiльки оператор B̂ симетричний,

з (2.58) маємо, що останнiй iнтеграл дорiвнює нулю для k > j + 1 i для кожного

α = 0, 1, . . . , 4j − 1, β = 0, 1, . . . , 4k + 3.

У результатi iнтеграл (2.75), тобто коефiцiєнти uj,k;α,β, j, k ∈ N, дорiвнюють нулю

для |j − k| > 1; α = 0, 1, . . . , 4j − 1, β = 0, 1, . . . , 4k − 1. (У попереднiх мiркуваннях

необхiдно брати до уваги, що P0;0(x, y) = 1). ¤
Таким чином матриця (uj,k)

∞
j,k=0 оператора B̂ має тридiагональну блочну струк-

туру 


u0,0 u0,1 0 0 0 . . .

u1,0 u1,1 u1,2 0 0 . . .

0 u2,1 u2,2 u2,3 0 . . .
... ... ... ... ... . . .




. (2.77)
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Подальший аналiз виразiв (2.75) дає можливiсть виявити нульовi i ненульовi еле-

менти матрицi (uj,k;α,β)
j,k
α,β=0 в кожному випадку для |j − k| ≤ 1. Використовуємо

також властивостi перестановок матричних iндексiв j, k, i α, β.

Лема 2.4.8 Нехай (uj,k)
∞
j,k=0 – матричний оператор множення на y в L2, де

uj,k : Hk −→ Hj; uj,k = (uj,k;α,β)
j,k
α,β=0 є матрицями операторiв uj,k у вiдповiдному

ортонормованому базисi. Тодi ∀j ∈ N0,

uj,j+1;α,α+2 = uj,j+1;α,α+3 = · · · = uj,j+1;α,4j+3 = 0,∀α = 0, 1, . . . , 2j − 1

uj+1,j;α,β = 0,∀α = 2j, . . . , 4j − 1,∀β = 2j + 1, . . . , 4j + 3.
(2.78)

Доведення. Вiдповiдно до (2.74) i (2.75) для j ∈ N, ∀α = 0, 1, . . . , 4j − 1 i ∀β =

0, 1, . . . , 4j + 3 маємо:

uj,j+1;α,β =

∫

R2

yPj+1,β(x, y)Pj;α(x, y) dρ(x, y) =

∫

R2

yPj,α(x, y)Pj+1;β(x, y) dρ(x, y),

де yPj;α(x, y) належить пiдпростору з (2.75).Отже, отримуємо рiвностi в (2.78). ¤
Для uj+1,j можна скористатися симетрiєю оператора B: uj,j+1;α,β = uj+1,j;β,α, j ∈

N0, α = 0, 1, . . . , 4j − 1 i β = 0, 1, . . . , 4j + 3 .

Лема 2.4.9 Елементи

uj,j+1;0,1, uj,j+1;1,2, . . . , uj,j+1;2j+1,2j+2, j ∈ N, (2.79)

матрицi (uj,k)
∞
j,k=0 є додатнiми.

Доведення. Почнемо з дослiдження u0,1;0,1. Позначимо через P ′
1;1(x, y) ненормо-

ваний вектор P1;1(x, y). Вiдповiдно до (2.55) i (2.54), маємо:

P ′
1;1(x, y) = y − (y, P1;0(x, y))L2

P1;0(x, y)− (y, 1)L2
.

Тому, використовуючи (2.75), отримаємо

u0,1;0,1 =

∫

R2

yP0;0P1;1(x, y) dρ(x, y) = ‖P ′
1;1(x, y)‖−1

L2

∫

R2

yP ′
1;1(x, y) dρ(x, y)

= ‖P ′
1;1(x, y)‖−1

L2

∫

R2

y(x− (y, P1;0(x, y))L2
P1;0(x, y)− (y, 1)L2

) dρ(x, y)

= ‖P ′
1;1(x, y)‖−1

L2
(‖y‖2

L2
− |(y, P1;0(x, y))L2

|2 − |(y, 1)L2
|2),

(2.80)
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де (1 = P0;0(x, y)).

Також, з (2.80) з’ясовуємо, що останнiй вираз додатнiй i, отже, u0,1;0,1 > 0. Оскiль-

ки оператор B симетричний, то u0,1;0,1 = u1,0;1,0.

Додатнiсть в (2.80) випливає з рiвностi Парсеваля про розклад функцiї y ∈ L2

вiдносно ортонормованого базису (2.50) в просторi L2:

|(y, 1)L2
|2 + |(y, P1;0(x, y))L2

|2 + |(y, P1;1(x, y))L2
|2 + · · · = ‖y‖2

L2
. (2.81)

Розглянемо елементи uj,j+1;α,α+1, де j ∈ N, α = 0, 1, . . . , 2j+1. З (2.75) отримаємо

uj,j+1;α,α+1 =

∫

R2

yPj+1,α+1(x, y)Pj;α(x, y) dρ(x, y)

=

∫

R2

yPj,α(x, y)Pj+1;α+1(x, y) dρ(x, y). (2.82)

Для Pj;α(x, y) отримаємо вiдповiдно до (2.50) i (2.52), α = 0, 1, . . . , 2j + 1:

Pj;α(x, y) = kj;αxj−αyα + Rj;α(x, y), (2.83)

де Rj;α(x, y) – деякий полiном з Pj;α−1 (див. (2.58) i (2.52)). Помноживши Pj;α(x, y)

на y, отримаємо

yPj;α(x, y) = kj;αxj−αyα+1 + yRj;α(x, y), (2.84)

де yRj;α(x, y) ∈ Pj+1;α+1. З iншого боку, рiвнiсть (2.83) для Pj+1,α+1(x, y) дає:

Pj+1;α+1(x, y) = kj+1;αxj−αyα+1 + Rj+1;α+1(x, y), (2.85)

де Rj+1;α+1(x, y) ∈ Pj+1;α+1.

Знайдемо xj−αyα+1 з (2.85) i пiдставимо його в (2.84). Отримаємо:

yPj;α(x, y) =
kj;α

kj+1;α
(Pj+1;α(x, y)−Rj+1;α+1(x, y)) + yRj;α(x, y)

=
kj;α

kj+1;α
Pj+1;α(x, y)− kj;α

kj+1;α
Rj+1;α+1(x, y) + yRj;α(x, y).

(2.86)

Другi два члени в (2.86) належать до Pj+1;α i ортогональнi до Pj+1;α+1(x, y).
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Тому пiдстановка виразу (2.86) у (2.82) дає: uj,j+1;α,α+1 =
kj;α

kj+1;α+1
> 0. Оскiльки

матриця (2.77) є симетричною, то елементи uj,j+1;α,α+1 = uj,j+1;α,α+1 також додатнi

j ∈ N, α = 0, 1, . . . , 2j + 1. ¤
Перепозначимо:

un = un+1,n : Hn −→ Hn+1,

wn = un,n : Hn −→ Hn,

vn = un,n+1 : Hn+1 −→ Hn, n ∈ N0.

(2.87)

Попереднi дослiдження узагальненi в такiй теоремi.

Teoрема 2.4.10 Обмежений самоспряжений оператор iз циклiчним вектором

множення на незалежну змiнну “y” в просторi L2(R2, dρ(x, y)) в ортонормовано-

му базисi (2.50) має вигляд блочної тридiагональної матрицi типу Якобi, що дiє

у просторi (2.53):

Jy =




w0 u0 0 0 · · ·
v0 w1 u1 0 · · ·
0 v1 w2 u2 · · ·
... ... ... ... . . .




,

vn : Hn −→ Hn+1,

wn : Hn −→ Hn,

un : Hn+1 −→ Hn,

(2.88)

n ∈ N0, де u0 =
[
∗ u0;0,1 0 0

]
;

un =




un;0,0 un;0,1 0 0 · · · 0 0 · · · 0

∗ ∗ un;1,2 0 · · · 0 0 · · · 0
... ... ... ... . . . ... ... . . . ...

∗ ∗ ∗ un;2n−2,2n
... 0 0

... 0

∗ ∗ ∗ ∗ ... un;2n−1,2n+1 0 · · · 0
... ... ... ... . . . ... ... . . . ...

∗ ∗ ∗ ∗ ... un;4n−1,2n+1 0 · · · 0




︸ ︷︷ ︸
4n+4





4n,

un – (4n+4)×(4n)-матриця, де нульовi елементи позначенi “0”; додатнi елементи

– u·;·,· (крiм un;0,0); “∗” – елементи, якi можуть бути i нульовими i ненульовими;
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wn – симетрична (4n×4n)-матриця, n ∈ N (w0 – скаляр). Матриця vn симетрична

до матрицi un, n ∈ N0.

Матриця Jy дiє на векторах f = (fn)
∞
n=0 ∈ (l2) за правилом:

(Jyf)n = vn−1fn−1 + wnfn + unfn+1, n ∈ N0, (2.89)

де покладаємо v−1 := 0, f−1 := 0.

Дослiдження блочної структури матрицi типу Якобi вiдповiдної змiн-

нiй x−1

Дослiдимо структуру матрицi JA−1, яка виникає при розглядi оператора множен-

ня на змiнну x−1. Розглянемо замiсть оператора T̂ оператор A−1 вiдповiдної матрицi

JA−1.

Лема 2.4.11 Для полiномiв Pn;α(x, y), i пiдпросторiв Pm,β, n,m ∈ N0, α =

0, 1, . . . , 4n− 1, β = 0, 1, . . . , 4n− 1, виконуються спiввiдношення:

x−1Pn;α(x, y) ∈ Pn;3n−1, α = 0, 1, . . . , n− 1;

x−1Pn;α(x, y) ∈ Pn+1;α+2, α = n, n + 1, . . . , 3n;

x−1Pn;α(x, y) ∈ Pn+1;3n+2, α = 3n + 1, . . . , 4n− 1.

(2.90)

Доведення. Вiдповiдно до (2.50) полiном Pn;α(x, y), n ∈ N0, утворений лiнiйною

комбiнацiєю (2.51). Отже, помноживши її на x−1, отримаємо лiнiйну комбiнацiю

x−1Pn;α(x, y) = kn;αxn−α−1yα + · · · , α = 0, 1, . . . , (n− 1);

x−1Pn;α(x, y) = kn;αxn−α−1y2n−α + · · · , α = n, n + 1, . . . , (3n− 1);

x−1Pn;α(x, y) = kn;αxα−3n−1y2n−α + · · · , α = 2n, 2n + 1, . . . , (3n− 1);

x−1Pn;α(x, y) = kn;αxα−3n−1yα−4n + · · · , α = 3n, 3n + 1, . . . , (4n− 1).

(2.91)

Поєднуючи в (2.91) другий i третiй рядки та перший елемент четвертого рядка

отримуємо (2.90). ¤

Лема 2.4.12 Нехай Â−1 є оператором множення x−1 в просторi L2:

L2 3 ϕ(x, y) 7−→ (Â−1ϕ)(x, y) = x−1ϕ(x, y) ∈ L2.
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(Очевидно, що Â−1 – самоспряжений i обмежений). Матриця Â−1 = (pj,k)
∞
j,k=0 в

базисi (2.50) (тобто A−1 = I−1Â−1I) має тридiагональну структуру: pj,k = 0 для

|j − k| > 1.

Доведення. Використовуючи (2.57) для e0;0 = I−1P0;0(x, y) i en;γ = I−1Pn;γ(x, y),

n ∈ N; γ = 0, 1, . . . , 4n− 1, отримаємо ∀j, k ∈ N0

pj,k;α,β = (A−1ek;β, ej;α)l2 =

∫

R2

x−1Pk;β(x, y)Pj;α(x, y)dρ(x, y), (2.92)

де α = 0, 1, . . . , 4j − 1, β = 0, 1, . . . , 4k + 3. Згiдно з (2.52) i (2.90) iнтеграл в (2.92)

дорiвнює нулю для j > k + 1 для кожного α = 0, 1, . . . , 4j − 1, β = 0, 1, . . . , 4k + 3.

З iншого боку, iнтеграл у (2.92) має вигляд

(p∗)j,k;α,β =

∫

R2

x−1Pk;β(x, y)Pj;α(x, y) dρ(x, y)=

∫

R2

x−1Pj;α(x, y)Pk;β(x, y) dρ(x, y)= pk,j;β,α, (2.93)

де α = 0, 1, . . . , 4j − 1 i β = 0, 1, . . . , 4k + 3. Оскiльки оператор Â−1 симетричний,

з (2.90) маємо, що останнiй iнтеграл дорiвнює нулю для k > j + 1 i для кожного

α = 0, 1, . . . , 4k − 1, β = 0, 1, . . . , 4k + 3.

У результатi iнтеграл (2.92), тобто коефiцiєнти pj,k;α,β, j, k ∈ N, дорiвнюють нулю

для |j − k| > 1; α = 0, 1, . . . , 4j − 1, β = 0, 1, . . . , 4k + 3. (У попереднiх мiркуваннях

необхiдно брати до уваги, що e0;0 = I−1P0;0(x, y), P0;0(x, y) = 1). ¤
Таким чином матриця (pj,k)

∞
j,k=0 оператора Â−1 має тридiагональну блочну струк-

туру 


p0,0 p0,1 0 0 0 . . .

p1,0 p1,1 p1,2 0 0 . . .

0 p2,1 p2,2 p2,3 0 . . .
... ... ... ... ... . . .




. (2.94)

Подальший аналiз виразiв (2.92) дає можливiсть виявити нульовi i ненульовi еле-

менти матрицi (pj,k;α,β)
j,k
α,β=0 в кожному випадку для |j − k| ≤ 1. Використовуємо

також властивостi перестановок матричних iндексiв j, k, i α, β.
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Лема 2.4.13 Нехай (pj,k)
∞
j,k=0 – матричний оператор множення на x−1 в L2, де

pj,k : Hk −→ Hj; pj,k = (pj,k;α,β)
j,k
α,β=0 є матрицями операторiв pj,k у вiдповiдному

ортонормованому базисi. Тодi ∀j ∈ N0,

pj,j+1;α,β = 0, ∀α = 0, 1, . . . , j − 1, ∀β = 0, 1, . . . , 4j − 1;

pj,j+1;α,α+1 = · · · = pj,j+1;α,4j−1 = 0, ∀α = j, j + 1, . . . , 3j;

pj,j+1;α,β = 0, ∀α = 3j + 1, . . . , 4j − 1, ∀β = 3j + 3, . . . , 4j + 3.

(2.95)

Доведення. Вiдповiдно до (2.92) i (2.90) для j ∈ N0, ∀α = 0, 1, . . . , 4j − 1 i ∀β =

0, 1, . . . , 4j + 3 маємо:

pj,j+1;α,β =

∫

R2

x−1Pj+1,β(x, y)Pj;α(x, y) dρ(x, y) =

∫

R2

x−1Pj,α(x, y)Pj+1;β(x, y) dρ(x, y),

де x−1Pj;α(x, y) належить пiдпростору з (2.90). Завдяки цьому отримуємо рiвностi

в (2.95). ¤
Для pj+1,j можна скористатися симетрiєю оператора A−1: pj,j+1;α,β = pj+1,j;β,α.

Лема 2.4.14 Елементи

p0,1;0,2, . . . , pj;j+1,α,α+2, j ∈ N, α = j, j + 1, . . . , 2j. (2.96)

матрицi (pj,k)
∞
j,k=0 є додатнiми.

Доведення. Почнемо з дослiдження p0,1;0,2. Позначимо через P ′
1;2(x, y) ненормова-

ний вектор P1;2(x, y). Вiдповiдно до (2.55) i (2.54), маємо:

P ′
1;2(x, y) = x−1− (x−1, 1)L2

− (x−1, P1;0(x, y))L2
P1;0(x, y)− (x−1, P1;1(x, y))L2

P1;1(x, y).

Тому, використовуючи (2.59), отримаємо

p0,1;0,2 =

∫

R2

x−1P0;0P1;2(x, y) dρ(x, y) = ‖P ′
1;2(x, y)‖−1

L2

∫

R2

x−1P ′
1;2(x, y) dρ(x, y)

= ‖P ′
1;2(x, y)‖−1

L2

∫

R2

(x−1 − (x−1, 1)L2
− (x−1, P1;0(x, y))L2

P1;0(x, y)

− (x−1, P1;1(x, y))L2
P1;1(x, y)) dρ(x, y) = ‖P ′

1;1(x, y)‖−1
L2

(‖x−1‖2
L2

− |(x−1, 1)L2
|2 − |(x−1, P1;0(x, y))|2 − |(x−1, P1;1(x, y))|2),

(2.97)
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де (1 = P0;0(x, y)).

Також, з (2.97), з’ясовуємо, що останнiй вираз додатнiй i, отже, p0,1;0,2 > 0. Оскiль-

ки оператор A−1 симетричний, то p0,1;0,2 = p1,0;2,0 також додатнiй.

Додатнiсть в (2.97) випливає з рiвностi Парсеваля про розклад функцiї x−1 ∈ L2

вiдносно ортонормованого базису (2.50) в просторi L2:

|(x, 1)L2
|2 + |(x, P1;0(x, y))L2

|2 + |(x, P1;1(x, y))L2
|2 + · · · = ‖x‖2

L2
. (2.98)

Розглянемо елементи pj,j+1;1,α+2, де j ∈ N, α = j, j +1, . . . , 2j. З (2.59) отримаємо

pj,j+1;1,α+2 =

∫

R2

x−1Pj+1,α+2(x, y)Pj;α(x, y) dρ(x, y)

=

∫

R2

x−1Pj,α(x, y)Pj+1;α+2(x, y) dρ(x, y). (2.99)

Для Pj;α(x, y) отримаємо вiдповiдно до (2.50) i (2.52):

Pj;α(x, y) = kj;αx|2j−α|−jy2j−α + Rj;α(x, y), (2.100)

де Rj;α(x, y) – деякий полiном з Pj;α−1, якщо α = j, j+1, . . . , 2j. Тому x−1Rj;α(x, y) –

деякий полiном з Pj+1;α+1 (див. (2.58) i (2.52)). Помноживши його на x−1, отримаємо

x−1Pj;α(x, y) = kj;αx|2j−α|−j−1y2j−α + x−1Rj;α(x, y), (2.101)

де x−1Rj;α(x, y) ∈ Pj+1;α+1. З iншого боку, рiвнiсть (2.100) дає:

Pj+1;α+2(x, y) = kj+1;α+2x
|2(j+1)−(α+2)|−(j+1)y2(j+1)−(α+2) + Rj+1;α+1(x, y)

= kj+1;α+2x
|2j−α|−j−1y2j−α + Rj+1;α+1(x, y),

(2.102)

де Rj+1;α(x, y) ∈ Pj;α, α = 0, 1, . . . , j + 1.

Знайдемо x|2j−α|−j−1y2j−α з (2.102) i пiдставимо його в (2.101). Отримаємо:

x−1Pj;α(x, y) =
kj;α

kj+1;α+2
(Pj+1;α+2(x, y)−Rj+1;α+1(x, y)) + x−1Rj;α(x, y)

=
kj;α

kj+1;α+2
Pj+1;α+2(x, y)− kj;α

kj+1;α+1
Rj+1;α(x, y) + x−1Rj;α(x, y).

(2.103)
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Другi два члени в (2.103) належать до Pj;α та до Pj+1;α+1 i, в будь-якому разi,

ортогональнi до Pj+1;α+2(x, y).

Тому пiдстановка виразу (2.103) у (2.99) дає: pj,j+1;α,α+2 =
kj;α

kj+1;α+2
> 0. Оскiльки

матриця (2.61) є симетричою, то pj,j+1;α,β = pj,j+1;β,α, α = 0, 1, . . . , 4n − 1, β =

0, 1, . . . , 4n + 3. Отже, симетричнi елементи теж додатнi. ¤
Перепозначимо:

pn = pn+1,n : Hn −→ Hn+1,

rn = pn,n : Hn −→ Hn,

qn = pn,n+1 : Hn+1 −→ Hn, n ∈ N0.

(2.104)

Попереднi дослiдження узагальненi в такiй теоремi.

Teoрема 2.4.15 Обмежений самоспряжений оператор iз циклiчним вектором

множення на незалежну змiнну “x−1” в просторi L2(R2, dρ(x, y)) в ортонормова-

ному базисi (2.50) має вигляд блочної тридiагональної матрицi типу Якобi Jx−1,

що дiє у просторi (2.53):

Jx−1 =




r0 q0 0 0 0 · · ·
p0 r1 q1 0 0 · · ·
0 p1 r2 q2 0 · · ·
... ... ... ... ... . . .




,

pn : Hn −→ Hn+1,

rn : Hn −→ Hn,

qn : Hn+1 −→ Hn,

(2.105)

n ∈ N0, де r0 = [r0;0,0] – скаляр;
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rn =




∗ ∗ · · · 0 ∗ · · · rn;0,3n−1 0 · · · 0

∗ ∗ · · · 0 ∗ · · · rn;1,3n−1 0 · · · 0
... ... . . . ... ... . . . ... ... . . . ...

∗ ∗ · · · 0 ∗ · · · rn;n−1,3n−1 0 · · · 0

∗ ∗ · · · 0 ∗ · · · ∗ ∗ · · · rn;n,4n−1
... ... . . . ... ... . . . ... ... . . . ...

rn;3n−1,0 ∗ · · · 0 ∗ · · · ∗ ∗ · · · ∗
0 0 · · · 0 rn;3n,n · · · ∗ ∗ · · · ∗
... ... . . . ... ... . . . ... ... . . . ...

0 0 · · · 0 rn;4n−1,n · · · ∗ ∗ · · · ∗




︸ ︷︷ ︸
4n





4n;

rn – симетрична (4n × 4n)-матриця, де нульовi елементи позначенi “0”; додат-

нi елементи – r·;·,· (крiм rn;n,4n−1, rn;3n−1,0); “∗” – елементи, якi можуть бути i

нульовими i ненульовими;

q0 =
[
∗ ∗ q0;0,2 0

]
,

qn =




0 0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0
... ... . . . ... ... . . . ... ... . . . ...

qn;n,0 qn;n,1 · · · qn;n,n+2 0 · · · 0 0 · · · 0

∗ ∗ · · · ∗ qn;n+1,n+3 · · · 0 0 · · · 0
... ... . . . ... ... . . . ... ... . . . ...

∗ ∗ · · · ∗ ∗ · · · qn;3n,3n+2 0 · · · 0
... ... . . . ... ... . . . ... ... . . . ...

∗ ∗ · · · ∗ ∗ · · · qn;4n−1,3n+2 0 · · · 0




︸ ︷︷ ︸
4n+4





4n;

qn – (4n+4)×(4n)-матриця де нульовi елементи позначенi “0”; додатнi елементи

– q·;·,· (крiм qn;n,0, qn;n,1); “∗” – елементи, якi можуть бути i нульовими i нену-

льовими. Матриця pn симетрична до матрицi qn, n ∈ N0.
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Матриця Jx−1 дiє на векторах f = (fn)
∞
n=0 ∈ (l2) за правилом:

(Jx−1f)n = pn−1fn−1 + rnfn + qnfn+1, n ∈ N0, (2.106)

де покладаємо p−1 := 0, f−1 := 0.

Дослiдження блочної структури матрицi типу Якобi вiдповiдної змiн-

нiй y−1

Дослiдимо структуру матрицi JB−1, яка виникає при множеннi вiдповiдного опе-

ратора на змiнну y−1. Розглянемо замiсть оператора T̂ оператор B−1 матрицi JB−1.

Лема 2.4.16 Для полiномiв Pn;α(x, y), i пiдпросторiв Pm,β, n,m ∈ N0, α =

0, 1, . . . , 4n− 1, β = 0, 1, . . . , 4n− 1, виконуються спiввiдношення:

y−1Pn;α(x, y) ∈ Pn+1;4n−1, α = 0, 1, 2, . . . , (4n− 1). (2.107)

Доведення. Вiдповiдно до (2.50) полiном Pn;α(x, y), n ∈ N0, α = 0, 1, 2, . . . , (4n −
1), утворений лiнiйною комбiнацiєю (2.51). Отже, помноживши її на y−1,отримаємо

лiнiйну комбiнацiю

y−1Pn;α(x, y) = kn;αxn−αyα−1 + · · · , α = 0, 1, . . . , (n− 1);

y−1Pn;α(x, y) = kn;αxn−αy2n−α−1 + · · · , α = n, n + 1, . . . , (3n− 1);

y−1Pn;α(x, y) = kn;αxα−3ny2n−α−1 + · · · , α = 2n, 2n + 1, . . . , (3n− 1);

y−1Pn;α(x, y) = kn;αxα−3nyα−4n−1 + · · · , α = 3n, 3n + 1, . . . , (4n− 1).

Тодi матимемо:

y−1Pn;α(x, y) ∈ Pn+1;4n−1, α = 1, . . . , n− 1;

y−1Pn;α(x, y) ∈ Pn+1;4n−1, α = n, n + 1, . . . , (2n− 1);

y−1Pn;α(x, y) ∈ Pn+1;4n−1, α = 2n, 2n + 1, . . . , (3n− 1);

y−1Pn;α(x, y) ∈ Pn+1;4n−1, α = 3n, 3n + 1, . . . , (4n− 1);

Поєднуючи останнi вкладення в одне, отримуємо (2.107). ¤



89

Лема 2.4.17 Нехай B̂−1 є оператором множення на y−1 в просторi L2:

L2 3 ϕ(x, y) 7−→ (B̂−1ϕ)(x, y) = y−1ϕ(x, y) ∈ L2.

(Очевидно, що B̂−1 – самоспряжений i обмежений). Матриця B̂−1 = (ψj,k)
∞
j,k=0 в

базисi (2.50) (тобто B−1 = I−1B̂−1I) має тридiагональну структуру: ψj,k = 0 для

|j − k| > 1.

Доведення. Використовуючи (2.57) для en;γ = I−1Pn;γ(x, y), n ∈ N; γ = 0, 1, . . . ,

4n− 1, отримаємо ∀j, k ∈ N0

ψj,k;α,β = (B−1ek;β, ej;α)l2 =

∫

R2

y−1Pk;β(x, y)Pj;α(x, y)dρ(x, y), (2.108)

де α = 0, 1, . . . , 4j− 1, β = 0, 1, . . . , 4k +3. Згiдно з (2.52) i (2.107) iнтеграл в (2.108)

дорiвнює нулю для j > k + 1 для кожного α = 0, 1, . . . , 4j − 1, β = 0, 1, . . . , 4j + 3.

З iншого боку, iнтеграл у (2.108) має вигляд

(ψ∗)j,k;α,β =

∫

R2

y−1Pk;β(x, y)Pj;α(x, y) dρ(x, y)=

∫

R2

y−1Pj;α(x, y)Pk;β(x, y) dρ(x, y)= ψk,j;β,α, (2.109)

де α = 0, 1, . . . , 4j − 1 i β = 0, 1, . . . , 4k + 3. Оскiльки оператор B̂−1 симетричний,

з (2.107) маємо, що останнiй iнтеграл дорiвнює нулю для k > j + 1 i для кожного

α = 0, 1, . . . , 4k − 1, β = 0, 1, . . . , 4k + 3.

У результатi iнтеграл (2.108), тобто коефiцiєнти ψj,k;α,β, j, k ∈ N, дорiвнюють

нулю для |j − k| > 1; α = 0, 1, . . . , 4j − 1, β = 0, 1, . . . , 4k − 1. (У попереднiх

мiркуваннях необхiдно брати до уваги, що e0;0 = I−1P0;0(x, y), P0;0(x, y) = 1). ¤
Таким чином матриця (ψj,k)

∞
j,k=0 оператора B̂−1 має тридiагональну блочну струк-

туру 


ψ0,0 ψ0,1 0 0 0 . . .

ψ1,0 ψ1,1 ψ1,2 0 0 . . .

0 ψ2,1 ψ2,2 ψ2,3 0 . . .
... ... ... ... ... . . .




. (2.110)
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Перепозначимо:

ψn = ψn+1,n : Hn −→ Hn+1,

ωn = ψn,n : Hn −→ Hn,

φn = ψn,n+1 : Hn+1 −→ Hn, n ∈ N0.

(2.111)

Попереднi дослiдження узагальненi в такiй теоремi.

Teoрема 2.4.18 Обмежений самоспряжений оператор iз циклiчним вектором

множення на незалежну змiнну “y−1” в просторi L2(R2, dρ(x, y)) в ортонормова-

ному базисi (2.50) має вигляд блочної тридiагональної матрицi типу Якобi Jy−1,

що дiє у просторi (2.53)

Jy−1 =




ω0 φ0 0 0 0 · · ·
ψ0 ω1 φ1 0 0 · · ·
0 ψ1 ω2 φ2 0 · · ·
... ... ... ... ... . . .




,

φn : Hn −→ Hn+1,

ωn : Hn −→ Hn,

ψn : Hn+1 −→ Hn,

(2.112)

n ∈ N0, де ωn – симетрична (4n × 4n)-матриця, n ∈ N (ω0 – скаляр); ψn – (4n ×
(4n + 4)) -матриця, в якiй елементи можуть бути i нульовими i ненульовими.

φn – ((4n + 4)× 4n)-матриця. Матриця φn симетрична до матрицi ψn, n ∈ N0.

Матриця Jy−1 дiє на векторах f = (fn)
∞
n=0 ∈ (l2) за правилом:

(Jy−1f)n = ψn−1fn−1 + ωnfn + φnfn+1, n ∈ N0, (2.113)

де покладаємо ψ−1 := 0, f−1 := 0.

Висновки. Побудованi блочнi матрицi типу Якобi за заданою ймовiрнiсною мiрою

з носiєм на компактi на дiйснiй площинi. Вважається, що у мiри iснують всi момен-

ти та система полiномiв xnym, n,m ∈ Z є лiнiйно незалежною i тотальною у вiдпо-

вiдному просторi L2. Тобто, розв’язана обернена спектральна задача для блочних

матриць типу Якобi вiдповiдних сильнiй двовимiрнiй дiйснiй проблемi моментiв.

Дано опис внутрiшньої структури блочних матриць типу Якобi вiдповiдних силь-

нiй двовимiрнiй дiйснiй проблемi моментiв. Дослiдженi комутативнi властивостi блоч-

них матриць, вiдповiдних не сильнiй проблемi моментiв, та на основi цих матриць

наведенi алгоритми побудови численних прикладiв.



РОЗДIЛ 3

Пряма спектральна задача

Одним iз основних результатiв роботи є розв’язання прямої спектральної задачi

i вiдновлення мiри за заданими блочними матрицями. Пiд вiдновленням розумiємо

запис вiдповiдних рiвностей Парсеваля за узагальненими власними векторами.

3.1. Побудова оснащення стандартно пов’язаного iз парою

комутуючих самоспряжених операторiв в просторi l2

Тут знову слiдуємо [51]. Розглянемо оператори в просторi l2 вигляду (2.6). До-

датково до простору l2 розглянемо його оснащення

(lfin)
′ ⊃ l2(p

−1) ⊃ l2 ⊃ l2(p) ⊃ lfin, (3.1)

де l2(p) – зважений i вкладений в l2 простiр з вагою p = (pn)
∞
n=0, pn ≥ 1, (p−1 =

(p−1
n )∞n=0). В нашому випадку l2(p) гiльбертiв простiр послiдовностей f = (fn)

∞
n=0,

fn ∈ Hn з нормою i скалярним добутком:

‖f‖2
l2(p) =

∞∑
n=0

‖fn‖2
Hn

pn, (f, g)l2(p) =
∞∑

n=0

(fn, gn)Hn
pn. (3.2)

Простiр l2(p
−1) визначається аналогiчно; нагадаємо, що lfin – це простiр скiнчених

послiдовностей. (lfin)
′ – це простiр, спряжений з lfin. Легко показати, що вкладення

l2(p) ↪→ l2 квазiядерне, якщо
∞∑

n=0
np−1

n < ∞ (наприклад, [4] Розд. 7; [10] Розд. 15).
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Нехай A i B – комутуючi обмеженi самоспряженi оператори, стандартно пов’язанi

iз ланцюгом (3.1). Згiдно з проекцiйною спектральною теоремою (див. [8] Роздiл 3,

Теорема 2.7; [4] Роздiл 5; [10], Роздiл 15; [64]) такi оператори мають вигляд:

Af =

∫

R2

xΦ(x, y) dσ(x, y)f, Bf =

∫

R2

yΦ(x, y) dσ(x, y)f, f ∈ l2, (3.3)

де Φ(x, y) : l2(p) −→ l2(p
−1) – оператор узагальненого проектування i dσ(x, y) є

спектральною мiрою. Для кожного f ∈ lfin проекцiя Φ(x, y)f ∈ l2(p
−1) – це узагаль-

нений власний вектор операторiв A i B з вiдповiдними власними значеннями x i y.

Для всiх f, g ∈ lfin рiвнiсть Парсеваля має вигляд

(f, g)l2 =

∫

R2

(Φ(x, y)f, g)l2dσ(x, y); (3.4)

пiсля замикання за неперервнiстю рiвнiсть (3.4) - виконується ∀f, g ∈ l2.

Позначимо через πn оператор ортогональнго проектування з l2 на Hn, n ∈ N0.

Отже, ∀f = (fn)
∞
n=0 ∈ l2 маємо fn = πnf . Цей оператор дiє аналогiчно на просторах

l2(p) i l2(p−1).

Пiсля замикання оператор матрицi (Φj,k(x, y))∞j,k=0 зображається так:

Φj,k(x, y) = πjΦ(x, y)πk : l2 −→ Hj, (Hk −→ Hj). (3.5)

Рiвнiсть Парсеваля (3.4) можна переписати таким чином:

(f, g)l2 =
∞∑

j,k=0

∫

R2

(Φ(x, y)πkf, πjg)l2dσ(x, y) =
∞∑

j,k=0

∫

R2

(πjΦ(x, y)πkf, g)l2dσ(x, y)

=
∞∑

j,k=0

∫

R2

(Φj,k(x, y)fk, gj)l2dσ(x, y), ∀f, g ∈ l2.

(3.6)

Перейдемо тепер до вивчення бiльш спецiальних обмежених операторiв A i B, що

дiють у просторi l2. А саме, нехай дано матрицi JA i JB, якi мають тридiагональну

блочну структуру у виглядi (2.26) та (2.44). Таким чином, оператори A i B вiдповiднi

цим матрицям визначаються виразами в (2.29) i (2.47). Нагадаємо, що норми всiх

елементiв an, bn, cn i un, wn, vn рiвномiрно обмеженi для n ∈ N0.
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Для подальших дослiджень припускаємо, що умови (2.27), (2.28) i (2.45), (2.46)

виконанi i додатково оператори A i B породженi матрицями (2.26) i (2.44) обме-

женi, комутуючi, самоспряженi на l2, (2.6).

3.2. Розв’язання системи рiзницевих рiвнянь, породженої

блочними матрицями вiдповiдними дiйснiй двовимiрнiй

проблемi моментiв

На наступному кроцi перепишемо рiвнiсть Парсеваля (3.6) в термiнах узагаль-

нених власних векторiв комутуючих самоспряжених операторiв A i B. Спочатку

доведемо таку лему.

Лема 3.2.1 Нехай ϕ(x, y) = (ϕn(x, y))∞n=0, ϕn(x, y) ∈ Hn, (x, y) ∈ R2 – узагаль-

нений власний вектор з (lfin)
′ оператора A з власним числом x, а також узагаль-

нений власний вектор B з власним числом y. Тодi ϕ(x, y) це розв’язок з (lfin)
′ двох

рiзницевих рiвнянь (див. (2.29) та (2.47) ):

(JAϕ(x, y))n = an−1ϕn−1(x, y) + bnϕn(x, y) + cnϕn+1(x, y) = xϕn(x, y),

(JBϕ(x, y))n = un−1ϕn−1(x, y) + wnϕn(x, y) + vnϕn+1(x, y) = yϕn(x, y),
(3.7)

з початковою умовою ϕ0 ∈ R, для n ∈ N0, ϕ−1(x, y) =: 0.

Cтверджуємо, що цей розв’язок є таким: ∀n ∈ N

ϕn(x, y) = Qn(x, y)ϕ0 = (Qn;0, Qn;1, . . . , Qn;n, )ϕ0. (3.8)

Тут Qn;α, α = 0, 1, . . . , n - полiноми вiд x i y, i цi полiноми мають вигляд

Qn;α(x, y) = ln;αyn−αxα + qn;α(x, y), α = 1, . . . , n, (3.9)

де ln;α > 0 i qn;α(x, y) - залишок згiдно (2.2) i це деяка лiнiйна комбiнацiя yjxk,

0 ≤ j + k ≤ n− 1, yn−(α−1)xα−1. Останнi вирази описанi для α = 1, . . . n, i опишемо

yn−1xn−1, якщо α = 0.
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Доведення. Для n = 0 система (3.7) має вигляд

w0ϕ0 + v0ϕ1 = yϕ0,

b0ϕ0 + c0ϕ1 = xϕ0,
або

v0;0,0ϕ1;0 = (y − w0;0,0)ϕ0,

c0;0,0ϕ1;0 + c0;0,1ϕ1;1 = (x− b0;0,0)ϕ0.
(3.10)

Тут i надалi будемо позначати

ϕn(x, y) = (ϕn;0(x, y), ϕn;1(x, y), . . . , ϕn;n(x, y)) ∈ Hn, ∀n ∈ N; ϕ0 = ϕ0;0.

Використовуючи припущення (2.27), (2.28) i (2.45), (2.46), перепишемо останнi двi

рiвностi в (3.10) у виглядi

∆0ϕ1(x, y) = ((y − w0;0,0)ϕ0, (x− b0;0,0)ϕ0);

∆0 =

(
v0;0,0 0

c0;0,0 c0;0,1

)
, v0;0,0 > 0, c0;0,1 > 0.

(3.11)

Тому

ϕ1;0(x, y) =
1

v0;0,0
(y − w0;0,0)ϕ0 = Q1;0(x, y)ϕ0,

ϕ1;1(x, y) =

(
(x− b0;0,0)

c0;0,1
− c0;0,0(y − w0;0,0)

c0;0,1v0;0,0

)
ϕ0 = Q1;1(x, y)ϕ0.

(3.12)

Iншими словами, розв’язок ϕn(x, y) з (3.7) для n = 0 має вигляд (3.8) i (3.9).

Припустимо, використовуючи iндукцiю, що для n ∈ N складовi ϕn−1(x, y) i ϕ(x, y)

нашого узагальненого власного вектора ϕ(x, y) = (ϕn(x, y))∞n=0 мають вигляд (3.8) i

(3.9) та доведемо, що ϕn+1(x, y) також можна записати у виглядi (3.8) i (3.9).

Власний вектор ϕ(x, y) задовольняє систему (3.7) двох рiвнянь. Але ця система є

перевизначеною: вона складається з 2(n+1) скалярних рiвняннь, з яких треба знайти

тiльки n+2 невiдомi ϕn+1;0, ϕn+1;1, . . ., ϕn+1;n+1, використовуючи значення вихiдних

даних. Попереднi n+1 значення ϕn;0, ϕn;1, . . ., ϕn;n – це координати вектора ϕn(x, y).

Згiдно з теоремами 2.2.9 i 2.2.5, зокрема (2.27), (2.28) i (2.45), (2.46), ((n+1)×(n+2))-

матрицi cn, i vn їх дiя на ϕn+1 ∈ Hn, має вигляд:



95

vnϕn+1(x, y) =




vn;0,0 0 0 . . . 0 0

vn;1,0 vn;1,1 0 . . . 0 0

vn;2,0 vn;2,1 vn;2,2 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ...

vn;n−1,0 vn;n−1,1 vn;n−1,2 . . . 0 0

vn;n,0 vn;n,1 vn;n,2 . . . vn;n,n 0




ϕn+1(x, y),

cnϕn+1(x, y) =




cn;0,0 cn;0,1 0 . . . 0 0

cn;1,0 cn;1,1 cn;1,2 . . . 0 0

cn;2,0 cn;2,1 cn;2,2 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ...

cn;n−1,0 cn;n−1,1 cn;n−1,2 . . . cn;n−1,n 0

cn;n,0 cn;n,1 cn;n,2 . . . cn;n,n cn;n,n+1




ϕn+1(x, y),

(3.13)

де ϕn+1(x, y) = (ϕn+1;0(x, y), ϕn+1;1(x, y), . . . , ϕn+1;n+1(x, y)).

Побудуємо аналогiчну до (3.11) наступну комбiнацiю для матрицi (3.13), тобто:

((n + 2)× (n + 2))-матрицю

∆nϕn+1(x, y) =




vn;0,0 0 0 . . . 0 0

cn;0,0 cn;0,1 0 . . . 0 0

cn;1,0 cn;1,1 cn;1,2 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ...

cn;n−1,0 cn;n−1,1 cn;n−1,2 . . . cn;n−1,n 0

cn;n,0 cn;n,1 cn;n,2 . . . cn;n,n cn;n,n+1




ϕn+1(x, y), (3.14)

де ϕn+1(x, y) = (ϕn+1;0(x, y), ϕn+1;1(x, y), . . . , ϕn+1;n+1(x, y)).

В матрицi (3.14) її елементи на головнiй дiагоналi додатнi (див. (2.28) i (2.46)).

Перепишемо рiвностi (3.7) таким чином:

cnϕn+1(x, y) = xϕn(x, y)− an−1ϕn−1(x, y)− bnϕn(x, y),

vnϕn+1(x, y) = yϕn(x, y)− un−1ϕn−1(x, y)− vnϕn(x, y), n ∈ N.
(3.15)



96

Першi n + 2 скалярнi рiвняння (з 2(n + 1) скалярних рiвнянь (3.15)) мають вигляд:

∆nϕn+1(x, y) = (xQn;0(x, y)− (un−1Qn−1(x, y)− (wnQn(x, y))n;0,

yQn;0(x, y)− (an−1Qn−1(x, y))n;0 − (bnQn(x, y))n;0, . . . ,

yQn;n(x, y)− (an−1Qn−1(x, y))n;n − (bnQn(x, y))n;n)ϕ0.

(3.16)

Конструкцiя матрицi ∆n i форма вектора справа в (3.16) i (3.8), (3.9) дає:

ϕn+1;0(x, y) = Qn+1;0(x, y)ϕ0

=
1

an;0,0
(xQn;0(x, y)− (un−1Qn−1(x, y))n;0)− (wnQn(x, y))n;0)ϕ0

=
1

an;0,0
(x(ln;0x

n + qn;0(x, y))− (un−1Qn−1(x, y))n;0−

(wnQn(x, y))n;0)ϕ0, (3.17)

тобто перший доданок справа в (3.17) дорiвнює ln;0

an;0,0
xn+1y0, тому вiн має вигляд

(3.9).

Аналогiчнi розрахунки дають той же ефект для ϕn+1;1(x, y), . . ., ϕn+1;n+1(x, y).

Потрiбно взяти до уваги дiагональнi елементи vn;0,0, cn;0,1, cn;1,2, . . ., cn;n,n+1 з матрицi

∆n, якi є додатними завдяки умовам (2.46) i (2.28). Це завершує iндукцiю i закiнчує

доведення. ¤
При формулюваннi i доведеннi леми 3.2.1 не стверджується, що розв’язок пере-

визначеної системи (3.7) iснує для будь-яких початкових даних ϕ0 ∈ R: доводиться
тiльки те, що узагальнений власний вектор з (lfin)

′ операторiв A i B є розв‘язком

(3.7) i має вигляд (3.8) i (3.9).

3.3. Вiдновлення мiри за двома заданими блочними матри-

цями

Розглянемо Qn(x, y) з фiксованими x i y як лiнiйний оператор, який дiє з H0

в Hn, тобто, H0 3 ϕ0 7−→ Qn(x, y)ϕ0 ∈ Hn. Також розумiємо Qn(x, y) як опе-

раторнозначний полiном змiнних x, y ∈ R; отже, спряжений оператор має вигляд
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Q∗
n(x, y) = (Qn(x, y))∗ : Hn −→ H0. Використовуючи полiноми Qn(x, y), побудуємо

таке зображення для Φj,k(x, y).

Лема 3.3.1 Оператор Φj,k(x, y), ∀(x, y) ∈ R2 має такий вигляд:

Φj,k(x, y) = Qj(x, y)Φ0,0(x, y)Q∗
k(x, y) : Hk −→ Hj, j, k ∈ N0, (3.18)

де Φ0,0(x, y) ≥ 0 скаляр.

Доведення. Для фiксованого k ∈ N0 вектор ϕ = ϕ(x, y) = (ϕj(x, y))∞j=0, де

ϕj(x, y) = Φj,k(x, y) = πjΦ(x, y)πk ∈ Hj, (x, y) ∈ R2, (3.19)

є узагальненим розв’язком, в (lfin)
′ рiвнянь

JAϕ(x, y) = xϕ(x, y), JBϕ(x, y) = yϕ(x, y)

оскiльки Φ(x, y) – це проектор на узагальненi власнi вектори операторiв A i B з

вiдповiдними узагальненими власними числами x, та y. Отже, ϕ = ϕ(x, y) ∈ l2(p
−1)

iснує, як звичайний розв’язок рiвнянь JAϕ = xϕ, JBϕ = yϕ з початковою умовою

ϕ0 = π0Φ(x, y)πk ∈ H0.

Використаємо лему 3.2.1 i у зв’язку з (3.8) отримуємо

Φj,k(x, y) = Qj(x, y)(Φ0,k(x, y)), j ∈ N0. (3.20)

Оператор Φ(x, y) : l2(p) −→ l2(p
−1) формально самоспряжений на l2 i є похiдною

розкладу одиницi оператора A на l2 вiдносно спектральної мiри. Отже, вiдповiдно

до (3.18) отримуємо

(Φj,k(x, y))∗ = (πjΦ(x, y)πk)
∗ = πkΦ(x, y)πj = Φk,j(x, y), j, k ∈ N0. (3.21)

Для фiксованого j ∈ N0 з (3.21) i попереднього розгляду випливає, що

ϕ = ϕ(x, y) = (ϕk(x, y))∞k=0, ϕk(x, y) = Φk,j(x, y) = (Φj,k(x, y))∗

є звичайним розв’язком рiвнянь JAϕ = xϕ i JBϕ = yϕ з початковою умовою ϕ0 =

Φ0,j(x, y) = (Φj,0(x, y))∗.
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Знову, використавши лему 3.2.1, отримаємо зображення типу (3.20),

Φk,j(x, y) = Qk(x, y)(Φ0,j(x, y)), k ∈ N0. (3.22)

Беручи до уваги (3.21) i (3.22) отримаємо

Φ0,k(x, y) = (Φk,0(x, y))∗ = (Qk(x, y)Φ0,0(x, y))∗ = Φ0,0(x, y)(Qk(x, y))∗, k ∈ N0

(3.23)

(тут ми використовуємо Φ0,0(x, y) ≥ 0, ця нерiвнiсть випливає з (3.4) i (3.5)). Пiд-

ставляючи (3.23) в (3.20) отримуємо (3.18). ¤
Тепер можна переписати рiвнiсть Парсеваля (3.6) в бiльш конкретнiй формi. На-

рештi, пiдставимо вираз (3.18) для Φj,k(x, y) в (3.6) i отримаємо, що

(f, g)l2 =
∞∑

j,k=0

∫

R2

(Φj,k(x, y)fk, gj)l2dσ(x, y) =

=
∞∑

j,k=0

∫

R2

(Qj(x, y)Φ0,0(x, y)Q∗
k(x, y)fk, gj)l2dσ(x, y)

=
∞∑

j,k=0

∫

R2

(Q∗
k(x, y)fk, Q

∗
j(x, y)gj)l2dρ(x, y) =

=

∫

R2

( ∞∑

k=0

Q∗
k(x, y)fk

)( ∞∑
j=0

Q∗
j(x, y)gj

)
dρ(x, y),

dρ(x, y) = Φ0,0(x, y) dσ(x, y), ∀f, g ∈ lfin.

(3.24)

Позначимо перетворення Фур’є ̂ для комутуючих самоспряжених операторiв A

i B в просторi l2

l2 ⊃ lfin 3 f = (fn)
∞
n=0 7−→ f̂(x, y) =

∞∑
n=0

Q∗
n(x, y)fn ∈ L2(R2, dρ(x, y)). (3.25)

Отже, (3.24) дає рiвнiсть Парсеваля у фiнальнiй формi:

(f, g)l2 =

∫

R2

f̂(x, y)ĝ(x, y) dρ(x, y), ∀f, g ∈ lfin. (3.26)
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Продовжимо (3.26) за неперервнiстю ∀f, g ∈ l2. Ортогональнiсть полiномiв

Q∗
n(x, y) випливає з (3.25) i (3.26). А саме, достатньо лише взяти f = (0, . . . , 0, fk,

0, . . .), fk ∈ Hk, g = (0, . . . , 0, gj, 0, . . .), gj ∈ Hj в (3.25) i (3.26). Тодi
∫

R2

(Q∗
k(x, y)fk)(Q∗

j(x, y)gj) dρ(x, y) = δj,k(fj, gj)Hj
, ∀k, j ∈ N0. (3.27)

Використавши зображення (3.8) для цих многочленiв, можемо переписати рiв-

нiсть (3.27) в класичнiй скалярнiй формi. Щоб зробити це, зауважимо, що в цiлому

Q∗
0(x, y) = Q̄0(x, y) i для n ∈ N вiдповiдно до (3.8) Qn(x, y) = (Qn;0(x, y),

Qn;1(x, y), . . . , Qn;n(x, y)) : H0 −→ Hn. Отже, для спряженого оператора Q∗
n(x, y) :

Hn −→ H0 маємо

(Qn(x, y)q, p)Hn
= ((Qn;0(x, y)q, Qn;1(x, y)q, . . . , Qn;n(x, y)q), (p0, p1, . . . , pn))Hn

= Qn;0(x, y)qp̄0 + Qn;1(x, y)qp̄1 + · · ·+ Qn;n(x, y)qp̄n

= q(Qn;0(x, y)p0 + Qn;1(x, y)p1 + · · ·+ Qn;n(x, y)pn)

= (q,Q∗
n(x, y)p)H0

,

де Q∗
n(x, y)p = Qn;0(x, y)p0 + Qn;1(x, y)p1 + · · ·+ Qn;n(x, y)pn, ∀q ∈ H0,

i p = (p0, p1, . . . , pn) ∈ Hn.

З останньої рiвностi для n ∈ N i fn = (fn,0, fn,1, . . . , fn,n) ∈ Hn, отримуємо

Q∗
n(x, y)fn = Qn;0(x, y)fn;0+Qn;1(x, y)fn;1+· · ·+Qn;n(x, y)fn;n, Q∗

0(x, y) = 1. (3.28)

Тому (3.27) має вигляд: ∀fk;0, fk;1, . . . , fk;k, gj;0, gj;1, . . . , gj;j ∈ C, j, k ∈ N0,

∫

R2

(
k∑

α=0

Qk;α(x, y)fk;α

) 


j∑

β=0

Qj;β(x, y)fj;β


 dρ(x, y) = δj,k

j∑
α=0

fj;αḡj;α.

Ця рiвнiсть еквiвалентна спiввiдношенню ортогональностi у звичайнiй класичнiй

формi: ∫

R2

Q∗
k;β(x, y)Qj;αdρ(x, y) = δj,kδα,β (Q0;0 = Q0(x, y)), (3.29)

∀j, k ∈ N0, ∀α = 0, 1, . . . , j, β = 0, 1, . . . , k.
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Вiдзначимо, що у зв’язку з (3.28) перетворення Фур’є (3.25) може бути переписано

f̂(x, y) =
∞∑

n=0

n∑
α=0

Qn;α(x, y)fn;α, ∀f = (fn)
∞
n=0 ∈ l2. (x, y) ∈ R2, (3.30)

Використавши викладенi результати цього роздiлу, можемо сформулювати таку

спектральну теорему для наших операторiв A i B.

Teoрема 3.3.2 Розглянемо простiр (2.53):

l2 = H0 ⊕H1 ⊕H2⊕, · · · , Hn = Cn+1, n ∈ N0, (3.31)

i лiнiйнi оператори A i B, якi визначаються на скiнченних векторах lfin блочними

тридiагональними матрицями типу Якобi JA i JB у виглядi (2.26) i (2.44) за

допомогою виразу в (2.29) i (2.47). Вважаємо, що всi коефiцiєнти an, bn, cn, i un,

vn, wn, n ∈ N0, рiвномiрно обмеженi, деякi елементи цих матриць дорiвнюють

нулю або додатнi вiдповiдно до (2.27), (2.28) i (2.45), (2.46), i замикання A i B

за неперервнiстю є обмеженими комутуючими самоспряженими операторами в

цьому просторi.

Розклад за узагальненими власними векторами операторiв A i B має таку

форму. Згiдно леми 3.2.1 зобразимо за допомогою ϕ0 ∈ R розв’язок ϕ(x, y) =

(ϕn(x, y))∞n=0, ϕn(x, y) ∈ Hn рiвнянь (3.7) (який iснує завдяки проекцiйнiй спек-

тральнiй теоремi) для (x, y) ∈ R2:

ϕn(x, y) = Qn(x, y)ϕ0 = (Qn;0(x, y), Qn;1(x, y), · · · , Qn;n(x, y))ϕ0,

де Qn;α(x, y), α = 0, 1, . . . , n полiноми за змiнними x i y. Тодi перетворення Фур’є

має вигляд

l2 ⊃ lfin 3 f = (fn)
∞
n=0 7−→ f̂(x, y) =

∞∑
n=0

Q∗
n(x, y)fn

=
∞∑

n=0

n∑
α=0

Qn;α(x, y)fn;α ∈ L2(R2, dρ(x, y)).

(3.32)

Тут Q∗
n(x, y) : Hn −→ H0 є спряженим до оператора Qn(x, y) : H0 −→ Hn, dρ(x, y)

– ймовiрнiсна спектральна мiра A i B.
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Рiвнiсть Парсеваля має такий вигляд: ∀f, g ∈ lfin

(f, g)l2 =

∫

R2

f̂(x, y)ĝ(x, y) dρ(x, y),

(JAf, g)l2 =

∫

R2

xf̂(x, y)ĝ(x, y) dρ(x, y),

(JBf, g)l2 =

∫

R2

yf̂(x, y)ĝ(x, y) dρ(x, y).

(3.33)

Перетворення (3.32) i тотожностi (3.33) розширюються за неперервнiстю ∀f, g ∈
l2 так, що оператор (3.32) є унiтарним i вiдображає весь l2 на весь L2(R2, dρ(x, y)).

Полiноми Qn;α(x, y), n ∈ N, α = 0, 1, . . . , n, i Q0;0(x, y) = 1 утворюють орто-

нормовану систему в L2(R2, dρ(x, y)) в сенсi (3.29).

Матрицi
JA = (τj,k)

∞
j,k=0, τj,k = (τj,k;α,β)

j,k
α,β=0,

JB = (θj,k)
∞
j,k=0, θj,k = (θj,k;α,β)

j,k
α,β=0,

вiдновлюються за формулами:

τj,k;α,β = (JAδk,β, δj,α)l2 =

∫∫

R2

xPk;β(x, y)Pj;α(x, y)dρ(x, y),

θj,k;α,β = (JBδk,β, δj,α)l2 =

∫∫

R2

yPk;β(x, y)Pj;α(x, y)dρ(x, y),
(3.34)

тут перепозначено bj = τj,j, cj = τj,j+1, aj = τj+1,j i wj = θj,j, vj = θj,j+1, uj = θj+1,j,

j ∈ N0.

Доведення. Необхiдно тiльки показати, що полiноми Qn;α(x, y), n ∈ N, α =

0, 1, . . . , n i Q0;0(x, y) = 1 ортогональнi i утворюють тотальну множину в про-

сторi L2(R2, dρ(x, y)). Для цього спочатку зауважимо, що через компактнiсть носiя

мiри dρ(x, y) на R2, елементи xjyk, j, k ∈ N0, утворюють тотальну множину в

L2(R2, dρ(x, y)). Дiйсно, припустимо протилежне, тобто, що наша система полiномiв

не є тотальною. Тодi iснує ненульова функцiя h(x, y) ∈ L2(R2, dρ(x, y)), що є ортого-

нальною до всiх цих полiномiв i, отже, вiдповiдно до (3.44) для всiх xjyk, j, k ∈ N0.

Отже h(x, y) = 0. ¤



102

Остання теорема розв’язує пряму спектральну задачу для обмежених симетрич-

них комутуючих операторiв A i B, якi зображаються в просторi l2 матрицями JA i

JB у виглядi (2.44) i (2.26).

Обернена задача полягає у побудовi за заданою мiрою dρ(x, y) на R2 з компакт-

ним носiєм обмежених симетричних комутуючих матриць JA i JB у виглядi (2.44) i

(2.26), якi мають свою спектральну мiру, що i дорiвнює dρ(x, y). Ця побудова ведеть-

ся вiдповiдно до теорем 2.2.5 i 2.2.9 з використанням ортогоналiзацiї Шмiдта для

системи (29). Для матриць JA i JB у виглядi (2.26) i (2.44), якi побудованi за зада-

ною dρ(x, y), спектральна мiра вiдповiдних обмежених симетричних комутуючих

операторiв A i B спiвпадає з початковою мiрою.

Доведення.Це твердження вiрне, оскiльки система ортогональних полiномiв, пов’-

язаних з A i B, Qn,α(x, y) α = 0, 1, . . . , n, n ∈ N0, ортонормована в L2(R2, dρ(x, y)).

I, згiдно леми 3.5.1, побудованi Qn,α(x, y) за yjxk, (x, y) ∈ R, так само, як i система

(2.3) побудована за xjyk, j, k ∈ N0. Отже,

Q0(x, y) = P0(x, y) = 1, Qn,α(x, y) = Pn;α(x, y), α = 0, 1, . . . , n, ∀n ∈ N. (3.35)

Оскiльки система полiномiв утворює тотальну множину в L2(R2, dρ(x, y)), то

(3.35) показує, що спектральна мiра побудована за оператором i задана спочатку

збiгаються. ¤
Зауважимо, що вирази (2.12) i (2.30) (як це було в класичнiй теорiї матриць

Якобi) вiдновлюють початковi матрицi (2.44) i (2.26) за спектральною мiрою dρ(x, y)

операторiв, породжених JA i JB на l2.

3.4. Побудова оснащення стандартно пов’язаного iз парою

комутуючих, маючих оберненi, самоспряжених опера-

торiв в просторi l2

Також одним iз основних результатiв роботи є розв’язання прямої спектральної

задачi i вiдновлення мiри за заданими блочними матрицями, вiдповiдними сильнiй
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проблемi моментiв. Пiд вiдновленням розумiємо запис вiдповiдних рiвностей Парсе-

валя для узагальнених власних векторiв вiдповiдних симетричних операторiв. Тут

знову слiдуємо за методикою iз [51].

Розглянемо оператори в просторi l2 але вигляду (2.53). Додатково до простору l2

розглянемо його оснащення

(lfin)
′ ⊃ l2(p

−1) ⊃ l2 ⊃ l2(p) ⊃ lfin, (3.36)

де l2(p) – зважений i вкладений в l2 простiр з вагою p = (pn)
∞
n=0, pn ≥ 1, (p−1 =

(p−1
n )∞n=0). В нашому випадку l2(p) гiльбертiв простiр послiдовностей f = (fn)

∞
n=0,

fn ∈ Hn, для яких є норма i скалярний добуток:

‖f‖2
l2(p) =

∞∑
n=0

‖fn‖2
Hn

pn, (f, g)l2(p) =
∞∑

n=0

(fn, gn)Hn
pn. (3.37)

Простiр l2(p
−1) визначається аналогiчно; нагадаємо, що lfin – це простiр скiнчених

послiдовностей. (lfin)
′ – це простiр, спряжений з lfin. Легко показати, що вкладення

l2(p) ↪→ l2 квазiядерне, якщо
∞∑

n=0
np−1

n < ∞ (наприклад, [4] Розд. 7; [10] Розд. 15).

Нехай A i B та їх оберненi A−1 i B−1 – комутуючi обмеженi самоспряженi опе-

ратори, пов’язанi ланцюгом (3.36). Згiдно з проекцiйною спектральною теоремою

(див. [8] Роздiл 3, Теорема 2.7; [4] Роздiл 5; [10], Роздiл 15; [64]) i оператори мають

вигляд:

Af =

∫

R2

xΦ(x, y) dσ(x, y)f, Bf =

∫

R2

yΦ(x, y) dσ(x, y)f,

A−1f =

∫

R2

x−1Φ(x, y) dσ(x, y)f, B−1f =

∫

R2

y−1Φ(x, y) dσ(x, y)f, f ∈ l2,
(3.38)

де Φ(x, y) : l2(p) −→ l2(p
−1) – оператор узагальненого проектування i dσ(x, y) є

спектральною мiрою. Для кожного f ∈ lfin проекцiя Φ(x, y)f ∈ l2(p
−1) – це уза-

гальнений власний вектор операторiв A i B (та A−1 i B−1) з вiдповiдними власними

значеннями x i y та x−1 i y−1. Для всiх f, g ∈ lfin рiвнiсть Парсеваля має вигляд:

(f, g)l2 =

∫

R2

(Φ(x, y)f, g)l2dσ(x, y); (3.39)
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пiсля замикання за неперервнiстю рiвнiсть (3.39) виконується ∀f, g ∈ l2.

Позначимо через πn оператор ортогонального проектування з l2 на Hn, n ∈ N0.

Отже, ∀f = (fn)
∞
n=0 ∈ l2 маємо fn = πnf . Цей оператор дiє аналогiчно на просторах

l2(p) i l2(p−1).

Пiсля замикання оператор матриця (Φj,k(x, y))∞j,k=0 зображається так:

Φj,k(x, y) = πjΦ(x, y)πk : l2 −→ Hj, (Hk −→ Hj). (3.40)

Рiвнiсть Парсеваля (3.39) можна переписати таким чином:

(f, g)l2 =
∞∑

j,k=0

∫

R2

(Φ(x, y)πkf, πjg)l2dσ(x, y) =
∞∑

j,k=0

∫

R2

(πjΦ(x, y)πkf, g)l2dσ(x, y)

=
∞∑

j,k=0

∫

R2

(Φj,k(x, y)fk, gj)l2dσ(x, y), ∀f, g ∈ l2.

(3.41)

Перейдемо тепер до вивчення бiльш спецiальних обмежених операторiв A i B та

A−1 i B−1, що дiють у просторi l2 (2.53). А саме, нехай дано матрицi JA i JB та

JA−1 i JB−1, якi мають тридiагональну блочну структуру у виглядi (2.72) i (2.88) та

(2.105) i (2.112). Таким чином, цi оператори визначаються виразами в (2.73) i (2.89)

та (2.106) i (2.113). Нагадаємо, що норми всiх елементiв an, bn, cn i un, wn, vn та pn,

qn, rn i ωn, φn, ψn рiвномiрно обмеженi для n ∈ N0.

Для подальших дослiджень припускаємо, що додатково оператори A i B та A−1

i B−1 з (2.72) i (2.88) та (2.105) i (2.112) – обмеженi комутуючi самоспряженi в

l2 (2.53).
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3.5. Розв’язання системи рiзницевих рiвнянь, породженої

блочними матрицями вiдповiдними дiйснiй сильнiй дво-

вимiрнiй проблемi моментiв

Перепишемо рiвнiсть Парсеваля (3.6) в термiнах узагальнених власних векторiв

комутуючих самоспряжених операторiв A i B та A−1 i B−1. Спочатку доведемо таку

лему.

Лема 3.5.1 Нехай ϕ(x, y) = (ϕn(x, y))∞n=0, ϕn(x, y) ∈ Hn, (x, y) ∈ R2 – узагаль-

нений власний вектор з (lfin)
′ оператора A з власним числом x, а також узагаль-

нений власний вектор B з власним числом y та оператора A−1 з власним числом

x−1, а також узагальнений власний вектор B−1 з власним числом y−1. Тодi ϕ(x, y)

– це розв’язок з (lfin)
′ чотирьох рiзницевих рiвнянь (див. (2.73) i (2.89) та (2.106)

i (2.113) ):

(JAϕ(x, y))n = an−1ϕn−1(x, y) + bnϕn(x, y) + cnϕn+1(x, y) = xϕn(x, y),

(JBϕ(x, y))n = un−1ϕn−1(x, y) + wnϕn(x, y) + vnϕn+1(x, y) = yϕn(x, y),

(JA−1ϕ(x, y))n = pn−1ϕn−1(x, y) + qnϕn(x, y) + rnϕn+1(x, y) = x−1ϕn(x, y),

(JB−1ϕ(x, y))n = ψn−1ϕn−1(x, y) + ωnϕn(x, y) + φnϕn+1(x, y) = y−1ϕn(x, y),

n ∈ N0, ϕ−1(x, y) =: 0,

(3.42)

з початковою умовою ϕ0 ∈ R.
Стверджуємо, що цей розв’язок є таким: ∀n ∈ N

ϕn(x, y) = Qn(x, y)ϕ0 = (Qn;0, Qn;1, . . . , Qn;4n−1, )ϕ0. (3.43)

Тут Qn;α, α = 0, 1, . . . , n - полiноми вiд x i y, i цi полiноми мають вигляд:

Qn;α(x, y) = kn;αxn−αyα + · · · , α = 0, 1, . . . , (n− 1);

Qn;α(x, y) = kn;αxn−αy2n−α + · · · , α = n, n + 1, . . . , (3n− 1);

Qn;α(x, y) = kn;αxα−3ny2n−α + · · · , α = 2n, 2n + 1, . . . , (3n− 1);

Qn;α(x, y) = kn;αxα−3nyα−4n + · · · , α = 3n, 3n + 1, . . . , (4n− 1);

(3.44)

де kn;α > 0 i . . . – залишок згiдно (2.51).
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Доведення. Для n = 0 система (3.42) має вигляд

b0ϕ00 + c0;0,0ϕ10 = xϕ00,

w0ϕ00 + u0;0,0ϕ10 + u0;01ϕ11 = yϕ00,

p0ϕ00 + q0;0,0ϕ10 + q0;0,1ϕ11 + r0;02ϕ12 = x−1ϕ00,

ψ00ϕ00 + ω0;0,0ϕ10 + ω0;01ϕ11 + φ0;02ϕ12 + φ0;03ϕ13 = y−1ϕ00.

(3.45)

Система (3.45), очевидно, при заданому ϕ0,0 однозначно розв’язується вiдносно

невiдомих ϕ1,0, ϕ1,1, ϕ1,2 та ϕ1,3.

Далi слiд припустити, що ϕn−1(x, y) та ϕn(x, y) для деяких n є компонентами

узагальненого власного вектора ϕ(x, y) = (ϕn(x, y))∞n=0. За iндукцiєю показуємо, що

ϕn+1(x, y) також має вигляд (3.44).

3.6. Вiдновлення мiри за чотирма заданими блочними мат-

рицями

Розглянемо Qn(x, y) з фiксованими x i y як лiнiйний оператор, який дiє з H0 в

Hn, тобто, H0 3 ϕ0 7−→ Qn(x, y)ϕ0 ∈ Hn. Також розумiємо Qn(x, y) як оператор-

нозначний полiном вiд x i y та x−1 i y−1; отже, спряжений оператор має вигляд

Q∗
n(x, y) = (Qn(x, y))∗ : Hn −→ H0. Використовуючи полiноми Qn(x, y), побудуємо

таке зображення для Φj,k(x, y).

Лема 3.6.1 Оператор Φj,k(x, y), ∀(x, y) ∈ R2 має такий вигляд:

Φj,k(x, y) = Qj(x, y)Φ0,0(x, y)Q∗
k(x, y) : Hk −→ Hj, j, k ∈ N0, (3.46)

де Φ0,0(x, y) ≥ 0 скаляр.

Доведення. Для фiксованого k ∈ N0 вектор ϕ = ϕ(x, y) = (ϕj(x, y))∞j=0, де

ϕj(x, y) = Φj,k(x, y) = πjΦ(x, y)πk ∈ Hj, (x, y) ∈ R2, (3.47)

є узагальненим розв’язком, в (lfin)
′ системи рiвнянь

JAϕ(x, y) = xϕ(x, y), JBϕ(x, y) = yϕ(x, y)

JA−1ϕ(x, y) = x−1ϕ(x, y), JB−1ϕ(x, y) = y−1ϕ(x, y)
(3.48)
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оскiльки Φ(x, y) – це проектор на узагальненi власнi вектори операторiв A i B та

B−1 i A−1 з вiдповiдними узагальненими власними числами x i y та x−1 i y−1 .

Отже, ϕ = ϕ(x, y) ∈ l2(p
−1) iснує, як звичайний розв’язок системи рiвнянь (3.48) з

початковою умовою ϕ0 = π0Φ(x, y)πk ∈ H0.

Використаємо лему 3.6.1 i у зв’язку з (3.43) отримуємо

Φj,k(x, y) = Qj(x, y)(Φ0,k(x, y)), j ∈ N0. (3.49)

Оператор Φ(x, y) : l2(p) −→ l2(p
−1) формально самоспряжений на l2 i є похiдною

розкладу одиницi оператора A на l2 вiдносно спектральної мiри. Отже, вiдповiдно

до (3.46) отримуємо

(Φj,k(x, y))∗ = (πjΦ(x, y)πk)
∗ = πkΦ(x, y)πj = Φk,j(x, y), j, k ∈ N0. (3.50)

Для фiксованого j ∈ N0 з (3.50) i попереднього розглянутого матерiалу, випливає,

що вектор

ϕ = ϕ(x, y) = (ϕk(x, y))∞k=0, ϕk(x, y) = Φk,j(x, y) = (Φj,k(x, y))∗

це звичайний розв’язок рiвнянь (3.48) з початковою умовою ϕ0 = Φ0,j(x, y) =

(Φj,0(x, y))∗.

Знову використавши лему 3.6.1, отримаємо зображення типу (3.49),

Φk,j(x, y) = Qk(x, y)(Φ0,j(x, y)), k ∈ N0. (3.51)

Беручи до уваги (3.50) i (3.51), отримаємо

Φ0,k(x, y) = (Φk,0(x, y))∗ = (Qk(x, y)Φ0,0(x, y))∗ = Φ0,0(x, y)(Qk(x, y))∗, k ∈ N0

(3.52)

(тут використовуємо Φ0,0(x, y) ≥ 0, ця нерiвнiсть випливає з (3.39) i (3.40)). Пiдстав-

ляючи (3.52) в (3.49) отримуємо (3.46). ¤
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Тепер можна переписати рiвнiсть Парсеваля (3.41) в бiльш конкретнiй формi.

Нарештi, пiдставимо вираз (3.46) для Φj,k(x, y) в (3.41) i отримаємо, що

(f, g)l2 =
∞∑

j,k=0

∫

R2

(Φj,k(x, y)fk, gj)l2dσ(x, y) =

=
∞∑

j,k=0

∫

R2

(Qj(x, y)Φ0,0(x, y)Q∗
k(x, y)fk, gj)l2dσ(x, y)

=
∞∑

j,k=0

∫

R2

(Q∗
k(x, y)fk, Q

∗
j(x, y)gj)l2dρ(x, y) =

=

∫

R2

( ∞∑

k=0

Q∗
k(x, y)fk

)( ∞∑

j=0

Q∗
j(x, y)gj

)
dρ(x, y),

dρ(x, y) = Φ0,0(x, y) dσ(x, y), ∀f, g ∈ lfin.

(3.53)

Позначимо перетворення Фур’є ̂ для комутуючих самоспряжених операторiв A

i B, у яких є оберненi A−1 i B−1, в просторi l2 (2.53)

l2 ⊃ lfin 3 f = (fn)
∞
n=0 7−→ f̂(x, y) =

∞∑
n=0

Q∗
n(x, y)fn ∈ L2(R2, dρ(x, y)). (3.54)

Отже, (3.53) дає рiвнiсть Парсеваля у фiнальнiй формi,

(f, g)l2 =

∫

R2

f̂(x, y)ĝ(x, y) dρ(x, y), ∀f, g ∈ lfin. (3.55)

Продовжимо (3.55) за неперервнiстю ∀f, g ∈ l2. Ортогональнiсть полiномiв

Q∗
n(x, y) випливає з (3.54) i (3.55). А саме, достатньо лише взяти f = (0, . . . ,

0, fk, 0, . . .), fk ∈ Hk, g = (0, . . . , 0, gj, 0, . . .), gj ∈ Hj в (3.54) i (3.55). Тодi
∫

R2

(Q∗
k(x, y)fk)(Q∗

j(x, y)gj) dρ(x, y) = δj,k(fj, gj)Hj
, ∀k, j ∈ N0. (3.56)

Використаємо зображення (3.43) для цих многочленiв, можемо переписати рiв-

нiсть (3.56) у скалярнiй формi. Щоб зробити це, зауважимо, що в цiлому Q∗
0(x, y) =

Q̄0(x, y) i для n ∈ N вiдповiдно до (3.43) Qn(x, y) = (Qn;0(x, y),
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Qn;1(x, y), . . . , , Qn;4n−1(x, y)) : H0 −→ Hn. Отже, для спряженого оператора

Q∗
n(x, y) : Hn −→ H0 маємо

(Qn(x, y)q, p)Hn
= ((Qn;0(x, y)q0, Qn;1(x, y)q1, . . . , Qn;n(x, y)q4n−1), (p0, p1, . . . , pn))Hn

= Qn;0(x, y)q0p̄0 + Qn;1(x, y)q1p̄1 + · · ·+ Qn;n(x, y)q4n−1p̄n

= q(Qn;0(x, y)p0 + Qn;1(x, y)p1 + · · ·+ Qn;n(x, y)pn)

= (q, Q∗
n(x, y)p)H0

,

де Q∗
n(x, y)p = Qn;0(x, y)p0 + Qn;1(x, y)p1 + · · · + Qn;4n−1(x, y)pn, ∀q ∈ H0, i p =

(p0, p1, . . . , p4n−1) ∈ Hn.

З останньої рiвностi для n ∈ N i fn = (fn,0, fn,1, . . . , fn,n) ∈ Hn, отримуємо

Q∗
n(x, y)fn = Qn;0(x, y)fn;0 + Qn;1(x, y)fn;1 + · · ·+ Qn;4n−1(x, y)fn;4n−1, Q∗

0(x, y) = 1.

(3.57)

Тому (3.56) має вигляд: ∀fk;0, fk;1, . . . , fk;4k−1, gj;0, gj;1, . . . , gj;4j−1 ∈ C, j, k ∈ N0,

∫

R2

(
k∑

α=0

Qk;α(x, y)fk;α

) 


j∑

β=0

Qj;β(x, y)fj;β


 dρ(x, y) = δj,k

j∑
α=0

fj;αḡj;α.

Ця рiвнiсть еквiвалентна спiввiдношенню ортогональностi у класичнiй формi:
∫

R2

Q∗
k;β(x, y)Qj;αdρ(x, y) = δj,kδα,β (Q0;0 = Q0(x, y)), (3.58)

∀j, k ∈ N0, ∀α = 0, 1, . . . , 4j − 1, β = 0, 1, . . . , 4k − 1.

Вiдзначимо, що у зв’язку з (3.57) перетворення Фур’є (3.54) може бути переписано

у виглядi:

f̂(x, y) =
∞∑

n=0

4n−1∑
α=0

Qn;α(x, y)fn;α, ∀f = (fn)
∞
n=0 ∈ l2. (x, y) ∈ R2, (3.59)

Використавши викладенi результати цього роздiлу, можемо сформулювати таку

спектральну теорему для наших обмежених, комутуючих симетричних операторiв

A i B, для яких iснують оберненi A−1 i B−1.
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Teoрема 3.6.2 Розглянемо простiр (2.53):

l2 = H0 ⊕H1 ⊕H2⊕, · · · ,H0 = C, Hn = C4n, n ∈ N, (3.60)

i лiнiйнi оператори A i B з їхнiми оберненими A−1 i B−1, якi визначаються на

скiнченних векторах lfin блочними тридiагональними матрицями типу Якобi JA

i JB та JA−1 i JB−1 у виглядi (2.72) i (2.88) та (2.105) i (2.112) за допомогою

виразiв в (2.73) i (2.89) та (2.106) i (2.113). Вважаємо, що всi коефiцiєнти an,

bn, cn i un, wn, vn та pn, qn, rn i ωn, φn, ψn, n ∈ N0, рiвномiрно обмеженi, деякi

елементи цих матриць дорiвнюють нулю або додатнi вiдповiдно до (2.45), (2.46) i

(2.27), (2.28) i замикання A i B за неперервнiстю обмеженi комутуючi оператори

самосопряженi на цьому просторi.

Розклад за узагальненими власними векторами операторiв A i B та A−1 i B−1

вiдповiдних блочним тридiагональним матрицям типу Якобi JA, JB, JA−1, JB−1

має такий вигляд. Для заданого початкового значення ϕ0(x, y) = ϕ0 ∈ R \ {0}
система рiвнянь

(JAϕ(x, y))n = an−1ϕn−1(x, y) + bnϕn(x, y) + cnϕn+1(x, y) = xϕn(x, y),

(JBϕ(x, y))n = un−1ϕn−1(x, y) + wnϕn(x, y) + vnϕn+1(x, y) = yϕn(x, y),

(JA−1ϕ(x, y))n = pn−1ϕn−1(x, y) + rnϕn(x, y) + qnϕn+1(x, y) = x−1ϕn(x, y),

(JB−1ϕ(x, y))n = ψn−1ϕn−1(x, y) + ωnϕn(x, y) + φnϕn+1(x, y) = y−1ϕn(x, y),

n ∈ N0, ϕ−1(x, y) =: 0, an−1 = un−1 = pn−1 = ψn−1 =: 0

(3.61)

має розв’язок ϕ(x, y) = (ϕn(x, y))∞n=0, ϕn(x, y) зi значеннями в Hn, у виглядi:

ϕn(x, y) = Pn(x, y)ϕ0 = (Pn;0, Pn;1, . . . , Pn;4n−1, )ϕ0,

який є узагальненим власним вектором пари операторiв A i B та A−1 i B−1 згiд-

но проекцiйної спектральної теореми [3, 8, 10]. Pn;γ(x, y), γ = 0, 1, . . . , 4n − 1 –

полiноми вiд x i y та x−1 i y−1.

З розкладу за узагальненими власними векторами для операторiв A i B та A−1
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i B−1 отримуємо перетворення Фур’є у виглядi

l2 ⊃ lfin 3 f =(fn)
∞
n=0 7−→ f̂(x, y) =

∞∑
n=0

P ∗
n(x, y)fn

=P0;0(x, y)f0;0 +
∞∑

n=1

4n−1∑
γ=0

Pn;γ(x, y)fn;γ ∈ L2(R2, dρ(x, y)) := L2,

(3.62)

де P ∗
n(x, y) : Hn −→ H0 – оператор спряжений до Pn(x, y) : H0 −→ Hn, dρ(x, y) –

вiдповiдна спектральна мiра A i B (A−1 i B−1).

Рiвнiсть Парсеваля має вигляд: ∀f, g ∈ lfin

(f, g)l2 =

∫

R2

f̂(x, y)ĝ(x, y) dρ(x, y),

(JAf, g)l2 =

∫

R2

xf̂(x, y)ĝ(x, y) dρ(x, y), (JA−1f, g)l2 =

∫

R2

x−1f̂(x, y)ĝ(x, y) dρ(x, y),

(JBf, g)l2 =

∫

R2

yf̂(x, y)ĝ(x, y) dρ(x, y), (JB−1f, g)l2 =

∫

R2

y−1f̂(x, y)ĝ(x, y) dρ(x, y).

(3.63)

Перетворення (3.62) i тотожнiсть (3.63) розширюються за неперервнiстю на

∀f, g ∈ l2 так, що оператор (3.62) є унiтарним i вiдображає весь l2 у весь

L2(R2, dρ(x, y)).

Полiноми Pn;γ(x, y), n ∈ N, γ = 0, ..., 4n−1 i P0;0 = 1 утворюють ортонормовану

систему в L2 у сенсi:

∫

R2

j∑
i=1

Pj;i(x, y)fj;i

k∑

i=l

Pk;l(x, y)fk;l = δj,k(fj, gk)Hj
.

де ∀fj ∈ Hj, ∀gk ∈ Hk, j, k ∈ N0.

Матрицi

JA = (τj,k)
∞
j,k=0, τj,k = (τj,k;α,β)

4j−1,4j+3
α,β=0 , JB = (θj,k)

∞
j,k=0, θj,k = (θj,k;α,β)

4j−1,4j+3
α,β=0 ,

JA−1 = (ηj,k)
∞
j,k=0, ηj,k = (ηj,k;α,β)

4j−1,4j+3
α,β=0 , JB−1 = (ϑj,k)

∞
j,k=0, ϑj,k = (ϑj,k;α,β)

4j−1,4j+3
α,β=0 ,
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вiдновлюються за формулами:

τj,k;α,β =(JAδk,β, δj,α)l2 =

∫

R2

xPk;β(x, y)Pj;α(x, y)dρ(x, y),

θj,k;α,β =(JBδk,β, δj,α)l2 =

∫

R2

yPk;β(x, y)Pj;α(x, y)dρ(x, y),

ηj,k;α,β =(JAδk,β, δj,α)l2 =

∫

R2

x−1Pk;β(x, y)Pj;α(x, y)dρ(x, y),

ϑj,k;α,β =(JBδk,β, δj,α)l2 =

∫

R2

y−1Pk;β(x, y)Pj;α(x, y)dρ(x, y),

j, k ∈ N0, α, β = 0, 1, . . . , 4n− 1.

(3.64)

Тут перепозначено:

bj = τj,j, wj = θj,j, τj = ηj,j, ωj = ϑj,j, cj = τj,j+1, uj = θj,j+1, qj = ηj,j+1,

φj = ϑj+1,j, aj = τj,j, vj = θj,j+1, pj = ηj+1,j, ψj = ϑj+1,j, j ∈ N0.

Доведення. Необхiдно тiльки показати, що полiноми Qn;α(x, y), n ∈ N, α =

0, 1, . . . , 4n − 1 i Q0;0(x, y) = 1 ортогональнi i утворюють тотальну множину в

просторi L2(R2, dρ(x, y)). Для цього спочатку зауважимо, що через компактнiсть

носiя мiри dρ(x, y) на R2, елементи xjyk, j, k ∈ Z, утворюють тотальну множину в

L2(R2, dρ(x, y)).

Припустимо протилежне, тобто, що наша система полiномiв не є тотальною. Тодi

iснує ненульова функцiя h(x, y) ∈ L2(R2, dρ(x, y)), що є ортогональною до всiх цих

полiномiв i, отже, вiдповiдно до (3.44) для всiх xjyk, j, k ∈ Z. Отже h(x, y) = 0. ¤
Остання теорема розв‘язує пряму спектральну задачу для обмежених симетрич-

них комутуючих операторiв A i B, якi мають оберненi A−1 i B−1, та зображаються

в просторi l2 матрицями JA i JB та JA−1 i JB−1 у виглядi (2.72) i (2.88) та (2.105) i

(2.112).

Обернена задача полягає у побудовi за заданою мiрою dρ(x, y) на R2 з компакт-

ним носiєм обмежених симетричних комутуючих матриць JA i JB та їх обернених

JA−1 i JB−1 у виглядi (2.72) i (2.88) та (2.105) i (2.112), якi мають свою спектраль-

ну мiру, що i дорiвнює dρ(x, y). Ця побудова ведеться вiдповiдно до теорем 2.4.5,
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2.4.10, 2.4.15 та 2.4.18 з використанням ортогоналiзацiї Шмiдта для системи

(2.49). Для матриць JA i JB та JA−1 i JB−1 у виглядi (2.72) i (2.88) та (2.105) i

(2.112), якi побудованi за заданою dρ(x, y), спектральна мiра вiдповiдних обмеже-

них симетричних, комутуючих операторiв A i B спiвпадає з початковою мiрою.

Висновки. За заданими блочними матрицями типу Якобi складена i розв’язана

система рiзницевих рiвнянь. Розв’язками є двовимiрнi полiноми на дiйснiй площинi.

За полiномами вiдновлена мiра (в сенсi рiвностi Парсеваля). Полiноми є лiнiйно неза-

лежними i утворюють тотальну множину вiдносно вiдновленої мiри, яка однозначно

вiдповiдає заданим блочним матрицям. Тобто розв’язана обернена спектральна за-

дача.



РОЗДIЛ 4

Сумiжнi питання

В цьому роздiлi розглядаються полiноми другого роду вiдповiднi дiйснiй двови-

мiрнiй (сильнiй i не сильнiй) проблемi моментiв та введений аналог функцiї Вейля.

Також доведена однозначнiсть вiдповiдностi мiри матрицям у випадку необмежених

операторiв для не сильної проблеми моентiв.

4.1. Полiноми другого роду вiдповiднi двовимiрнiй дiйснiй

проблемi моментiв

У другому роздiлi йшлося про полiноми першого роду, якi є аналогом полiно-

мiв першого роду класичної теорiї якобiєвих матриць. У випадку двовимiрної (не

сильної) проблеми моментiв також можна ввести аналог полiномiв другого роду.

Полiноми другого роду Qn(z1z2) визначаємо виразом, який узагальнює вiдомий

вираз для полiномiв другого роду у класичному випадку, а саме покладемо:

Qn(z1, z2) :=

∫

R2

Pn(λ, µ)− Pn(λ, z2)− Pn(z1, µ) + Pn(z1, z2)

(λ− z1)(µ− z2)
dρ(λ, µ), (4.1)

де z1, z2 ∈ C \ R, n ∈ N0 i dρ(λ, µ) – мiра на R2 iз компактним носiєм, вiдповiдна

парi обмежених самоспряжених комутуючих операторiв породжених матрицями JA

i JB, якi введенi в пiдроздiлi 2.2.

114
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Teoрема 4.1.1 Послiдовнiсть Q(z1, z2) = (Qn(z1, z2))
∞
n=0, z1, z2 ∈ C \ R,

де Qn(z1, z2) задано формулою (4.1), є розв’язком системи рiзницевих рiвнянь iз

початковими даними:

an−1Qn−1(z1, z2) + bnQn(z1, z2) + cnQn+1(z1, z2) = z1Qn(z1, z2),

un−1Qn−1(z1, z2) + wnQn(z1, z2) + vnQn+1(z1, z2) = z2Qn(z1, z2),

Q0;0(z1, z2) = 0, n ∈ N, z1, z2 ∈ C,

(4.2)

зокрема Qn;0(z1, z2) = Q0;n(z1, z2) = 0, n ∈ N.

Доведення. Оскiльки P0;0(z1, z2) = 1, то з (4.1) просто отримуємо

Q0;0(z1, z2) = 0, z ∈ C. (4.3)

Обчислимо Q1;0(z1, z2). З (4.3) i (4.4) P1;0(z1, z2) = P1;0(z1), (незалежить вiд z2),

отже ∀z1, z2 ∈ C

Q1;0(z1, z2) =

∫

R2

Pn(λ)− Pn(λ)− Pn(z1) + Pn(z1)

(λ− z1)(µ− z2)
dρ(λ, µ) ≡ 0. (4.4)

Обчислимо Q1;1(z1, z2). З (4.3) i (4.4): P1;1(z1, z2) = l.c.(1, z1, z2) = c0 + c1z1 + c2z2,

де “l.c.” позначена лiнiйна комбiнацiя вiдповiдних елементiв. Отже, маємо

∀z1, z2 ∈ C,

Q1;1(z1, z2) =

∫

R2

1

(λ− z1)(µ− z2)

(
(c0 + c1λ + c2µ)− (c0 + c1λ + c2z2)

− (c0 + c1z1 + c2µ) + (c0 + c1z1 + c2z2)
)

dρ(λ, µ) ≡ 0. (4.5)

Покажемо, що Qn;0(z1, z2) = 0. Полiном Pn;0(z1, z2) має вигляд: Pn;0(z1, z2) =

kn;0z
n
1 + R̃n−1(z1, z2), де коефiцiєнти kn;0 > 0 i R̃n−1(z1, z2) := l.c.{P0;0(z1, z2),

P1;0(z1, z2), . . . , Pn−1;n−1(z1, z2)}. Отже, завдяки (4.3) i (4.4) полiном Qn;0(z1, z2) мож-

на подати у виглядi:

Qn;0(z1, z2) =

∫

R2

1

(λ− z1)(µ− z2)

(
(kn;0λ

n + R̃n−1(λ, µ))− (kn;0λ
n + R̃n−1(λ, z2))

− (kn;0z
n
1 + R̃n−1(z1, µ)) + (kn;0z

n
1 + R̃n−1(z1, z2))

)
dρ(λ, µ) =: Q̃n−1;n−1(z1, z2),
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де Q̃n−1;n−1(z1, z2) = l.c.{Q0;0(z1, z2), Q1;0(z1, z2), ..., Qn−1;n−1(z1, z2)}. А оскiльки полi-

номи Qn;α(z1, z2) є лiнiйно незалежними, то Qn;0(z1, z2) = 0.

Покажемо також, що Q0;n(z1, z2) = 0. Полiном Pn;n(z1, z2) згiдно (2.2) та (2.3) має

вигляд: Pn;n(z1, z2) = kn;nz
n
2 + R̃n−1(z1, z2), де коефiцiєнти kn;n > 0 i R̃n−1(z1, z2) :=

l.c.{P0;0(z1, z2), P1;0(z1, z2), ..., Pn;n−1(z1, z2)}.
Отже, завдяки (4.3) i (4.4) полiном Qn;n(z1, z2) можна подати у виглядi:

Qn;n(z1, z2) =

∫

R2

1

(λ− z1)(µ− z2)

(
(kn;nµ

n + R̃n−1(λ, µ))− (kn;nz
n
2 + R̃n−1(λ, z2))

− (kn;nµ
n + R̃n−1(z1, µ)) + (kn;nz

n
2 + R̃n−1(z1, z2))

)
dρ(λ, µ) =: Q̃n;n−1(z1, z2).

де Q̃n;n−1(z1, z2) = l.c.{Q0;0(z1, z2), Q1;0(z1, z2), ..., Qn−1;n(z1, z2)}. Але, оскiльки полi-

номи Qn(z1, z2) є лiнiйно незалежними, то Qn;n(z1, z2) = 0. Останнiй вираз дає по-

чатковi даннi з (4.2).

Для завершення доведення лишилося перевiрити, що Qn(z1, z2), n ∈ N задоволь-

няють обидва рiвняння (4.10). Розглянемо перше рiвняння. Згiдно (4.1) маємо:

(JAQ(z1, z2))n =

∫

R2

1

(λ− z1)(µ− z2)

×
(
(JAP (λ, µ))n − (JAP (λ, z2))n − (JAP (z1, µ))n + (JAP (z1, z2))n

)
dρ(λ, µ)

=

∫

R2

(
λPn(λ, µ)− λPn(λ, z2)− z1Pn(z1, µ) + z1Pn(z1, z2)

)

(λ− z1)(µ− z2)
dρ(λ, µ)

= z1

∫

R2

(
Pn(λ, µ)− Pn(λ, z2)− Pn(z1, µ) + Pn(z1, z2)

)

(λ− z1)(µ− z2)
dρ(λ, µ)

+

∫

R2

Pn(λ, µ)− Pn(λ, z2)

(µ− z2)
dρ(λ, µ) = z1Qn(z1, z2) +

∫

R2

P̂n(λ, µ, z2) dρ(λ, µ).

(4.6)

Останнiй iнтеграл в (4.6) дорiвнює нулю, отже (4.6) приводить до (JAQ(z1, z2))n =

z1Qn(z1, z2), n ∈ N. Це означає, що перша рiвнiсть (4.2) виконується.
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Аналогiчно,

(JBQ(z1, z2))n =

∫

R2

1

(λ− z1)(µ− z2)

×
(
(JBP (λ, µ))n − (JBP (λ, z2))n − (JBP (z1, µ))n + (JBP (z1, z2))n

)
dρ(λ, µ)

=

∫

R2

(
µPn(λ, µ)− z2Pn(λ, z2)− µPn(z1, µ) + z2Pn(z1, z2)

)

(λ− z1)(µ− z2)
dρ(λ, µ)

= z2

∫

R2

(
Pn(λ, µ)− Pn(λ, z2)− Pn(z1, µ) + Pn(z1, z2)

)

(λ− z1)(µ− z2)
dρ(λ, µ)

+

∫

R2

Pn(λ, µ)− Pn(z1, µ)

(λ− z1)
dρ(λ, µ) = z2Qn(z1, z2) +

∫

R2

P̂n(λ, µ, z1) dρ(λ, µ).

(4.7)

Останнiй iнтеграл (4.7) також дорiвнює нулю, отже (4.7) дає (JBQ(z1, z2))n =

z2Qn(z1, z2), n ∈ N. Це означає, що друга рiвнiсть (4.2) також виконується. ¤
Як результат, для полiномiв Qn(z1, z2) другого роду, спостерiгаємо ситуацiю ана-

логiчну до полiномiв першого роду: їх послiдовнiсть є розв’язком для n = 1, 2, . . .

системи (4.10) iз заданими в (4.2) початковими умовами Q0(z1, z2) = 0. Взагалi цi

полiноми не ортогональнi в просторi L2(R2, dρ(λ, µ)) вiдносно мiри dρ(λ, µ) пород-

женої обмеженими комутуючими самоспряженими операторами JA i JB.

Зауважимо також, що запропонований пiдхiд дозволяє записати полiноми друго-

го роду i для випадку комплексної проблеми моментiв, якi вiдсутнi в [9, 38].

Як у випадку класичної проблеми моментiв Гамбургера, полiноми другого ро-

ду разом iз полiномами першого роду можуть бути використаними для опису всiх

спектральних мiр породжених самоспряженими розширеннями в l2 операторiв JA i

JB у випадку, коли JA i JB не є обмеженими i самоспряженими а лише ермiтовими

але мають самоспряженi розширення комутуючi у строгому резольвентному сенсi.

Проте, реалiзацiя такого проекту не є простою у зв’язку iз вiдсутнiстю на сьогоднi

внутрiшнього опису матриць вигляду (2.26) та (2.44) iз вiдповiдними властивостями

(як це вiдомо для матриць, вiдповiдних тригонометричнiй проблемi моментiв (CMV-

матриць) [69, 70], або матриць вiдповiдних сильнiй проблемi моментiв Гамбургера
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[49]). Також є невiдомим внутрiшнiй опис матриць вiдповiдних нормальнiй проблемi

моментiв [38]. Дослiдження цих питань є актуальними задачами.

4.2. Аналог функцiї типу Вейля вiдповiдний двовимiрнiй дiйс-

нiй проблемi моментiв

Аналогiчно тому, як в [9] вводиться функцiя Вейля для комплексної проблеми

моментiв введемо також аналог функцiї Вейля для двовимiрної дiйсної проблеми

моментiв. Використовуючи вираз (4.1),

M(z1, z2) = (Rz1
(A)δ0, Rz̄2

(B)δ0)l2 =

∫

R2

1

(λ− z1)(µ− z2)
dρ(λ, µ). (4.8)

z1, z2 ∈ C \ R. Аналогiчно, як у класичнiй проблемi моментiв Гамбургера, введену

функцiю (4.8) характеризує така теорема.

Teoрема 4.2.1 Нехай JA i JB блочнi матрицi типу Якобi вигляду (2.26) та

(2.44) iз вiдповiдними властивостями, якi породжують в l2 обмеженi комутуючi

самоспряженi оператори JA i JB. Нехай Rz1
(A) i Rz2

(B) їх резольвенти (Imzi 6= 0,

i = 1, 2). Тодi функцiя M(z1, z2) = (Rz1
(A)δ0, Rz̄2

(B)δ0)l2 (4.8) однозначно визначає

спектральну мiру цих операторiв.

Доведення. Завдяки спектральнiй теоремi, маємо означення

M(z1, z2) = (Rz1
(A)δ0, Rz̄2

(B)δ0)l2 =

∫

R2

1

(λ− z1)(µ− z2)
dρ(λ, µ).

Оскiльки оператори вiдповiднi матрицям JA i JB вважаються обмеженими, то їх

спектр є обмеженим, i отже для z1, z2 ∈ C \ R можемо записати:
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M(z1, z2) =

∫

R2

1

(λ− z1)(µ− z2)
dρ(λ, µ) =

1

z1z2

∫

R2

1

(1− λ
z1

)(1− µ
z2

)
dρ(λ, µ)

=
1

z1z2

∫

R2

( ∞∑
m=0

(
λ

z1

)m
)( ∞∑

n=0

(
λ

z2

)n
)

dρ(λ, µ)

=
1

z1z2

∫

R2

( ∞∑
m,n=0

1

zm
1 zn

2
λmµn

)
dρ(λ, µ)

=
1

z1z2

∞∑
n,m=0

1

zm
1 zn

2

∫

R2

λmµn dρ(λ, µ) =
∞∑

m,n=0

sm,n

zm+1
1 zn+1

2
,

де (див. 1.5)

sm,n =

∫

R2

λmµn dρ(λ, µ), m, n ∈ N0.

З попереднього запису функцiї M(z1, z2) у виглядi ряду за zm
1 zn

2 , випливає, що

коефiцiєнти sm,n цього ряду за M(z1, z2) вiдновлюються однозначно. Але цi кое-

фiцiєнти є моментами мiри dρ(λ, µ) i задовольняють оцiнку |sn,m| ≤ ‖JA‖m‖JB‖n.

Оскiльки мiра dρ(λ, µ) вiдновлюється однозначно за моментами sm,n, то i функцiя

M(z1, z2) також вiдновлюється однозначно. ¤

4.3. Полiноми другого роду вiдповiднi двовимiрнiй сильнiй

дiйснiй проблемi моментiв

Розглядаються матрицi JA, JB, JA−1, JB−1 вигляду (2.72) i (2.88) та (2.105) i (2.112)

iз вiдповiдними властивостями. У пiдроздiлi 2.3 йшлося про полiноми першого ро-

ду, якi є аналогом полiномiв першого роду класичної теорiї якобiєвих матриць. У

нашому випадку також можна ввести аналог полiномiв другого роду.

Полiноми другого роду Qn(z1z2) визначаємо виразом аналогiчно до випадку не
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сильної проблеми моментiв:

Qn(z1, z2) :=

∫

R2

(Pn(λ, µ)− Pn(λ, z2)− Pn(z1, µ) + Pn(z1, z2))

(λ− z1)(µ− z2)
dρ(λ, µ), (4.9)

де z1, z2 ∈ C \R, n ∈ N0, i dρ(λ, µ) мiра на R2 iз компактним носiєм, вiдповiдна парi

обмежених самоспряжених комутуючих операторiв, породжених матрицями JA i JB

та їх алгебраїчними оберненими JA−1 i JB−1.

Teoрема 4.3.1 Послiдовнiсть Q(z) = (Qn(z1, z2))
∞
n=0, z1, z2 ∈ C \ R, де

Qn(z1, z2) задано формулою (4.9), є розв’язком системи рiзницевих рiвнянь iз по-

чатковими даними: n ∈ N, z1, z2 ∈ C
an−1Qn−1(z1, z2) + bnQn(z1, z2) + cnQn+1(z1, z2) = z1Qn(z1, z2),

un−1Qn−1(z1, z2) + wnQn(z1, z2) + vnQn+1(z1, z2) = z2Qn(z1, z2),

pn−1Qn−1(z1, z2) + rnQn(z1, z2) + qnQn+1(z1, z2) = z−1
1 Qn(z1, z2),

ψn−1Qn−1(z1, z2) + ωnQn(z1, z2) + φnQn+1(z1, z2) = z−1
2 Qn(z1, z2),

(4.10)

iз початковими даними Q0;0(z1, z2) = 0.

Доведення. Оскiльки P0;0(z1, z2) = 1, то з (4.9) просто отримуємо

Q0;0(z) = 0, z ∈ C. (4.11)

Обчислимо Q1;0(z1, z2). З (4.3), (4.4) i (4.1) P1;0(z1, z2) = P1;0(z1) (не залежить вiд

z2), отже, ∀z1, z2 ∈ C

Q1;0(z1, z2) =

∫

R2

Pn(λ)− Pn(λ)− Pn(z1) + Pn(z1)

(λ− z1)(µ− z2)
dρ(λ, µ) ≡ 0. (4.12)

Доведення першого i другого рiвнянь в (4.10) повнiстю повторює вирази з (4.6)

та (4.7).

Отже, (JAQ(z1, z2))n = z1Qn(z1, z2) та (JBQ(z1, z2))n = z2Qn(z1, z2), n ∈ N. Це

означає, що першi двi рiвностi в (4.10) виконуються.

Перевiримо, що Qn(z1, z2), n ∈ N задовольняють рiвняння (4.2). Розглянемо третє

рiвняння. Згiдно (2.49), (2.50), (4.9), маємо:
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(JA−1Q(z1, z2))n =

∫

R2

1

(λ− z1)(µ− z2)

×
(
(JA−1P (λ, µ))n − (JA−1P (λ, z2))n − (JA−1P (z1, µ))n + (JA−1P (z1, z2))n

)
dρ(λ, µ)

=

∫

R2

(
µ−1Pn(λ, µ)− z1

−1Pn(λ, z2)− µ−1Pn(z1, µ) + z1
−1Pn(z1, z2)

)

(λ− z1)(µ− z2)
dρ(λ, µ)

= z1
−1

∫

R2

(
Pn(λ, µ)− Pn(λ, z2)− Pn(z1, µ) + Pn(z1, z2)

)

(λ− z1)(µ− z2)
dρ(λ, µ)

+

∫

R2

Pn(λ, µ)− Pn(z1, µ)

(λ− z1)
dρ(λ, µ) = z1

−1Qn(z1, z2) +

∫

R2

P̂n(λ, µ, z1) dρ(λ, µ).

(4.13)

Аналогiчно,

(JB−1Q(z1, z2))n =

∫

R2

1

(λ− z1)(µ− z2)

×
(
(JB−1P (λ, µ))n − (JB−1P (λ, z2))n − (JB−1P (z1, µ))n + (JB−1P (z1, z2))n

)
dρ(λ, µ)

=

∫

R2

(
µ−1Pn(λ, µ)− z2

−1Pn(λ, z2)− µ−1Pn(z1, µ) + z2
−1Pn(z1, z2)

)

(λ− z1)(µ− z2)
dρ(λ, µ)

= z2
−1

∫

R2

(
Pn(λ, µ)− Pn(λ, z2)− Pn(z1, µ) + Pn(z1, z2)

)

(λ− z1)(µ− z2)
dρ(λ, µ)

+

∫

R2

Pn(λ, µ)− Pn(z1, µ)

(λ− z1)
dρ(λ, µ) = z2

−1Qn(z1, z2) +

∫

R2

P̂n(λ, µ, z1) dρ(λ, µ).

(4.14)

Згiдно з (2.49), (2.50), останнi iнтеграли в (4.13) i (4.14) також дорiвнюють ну-

лю, отже (4.13) i (4.14) дають (JA−1Q(z1, z2))n = z1
−1Qn(z1, z2), (JB−1Q(z1, z2))n =

z2
−1Qn(z1, z2), n ∈ N. Це означає, що третя i четверта рiвностi в (4.10) також вико-

нуються. ¤
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4.4. Аналог функцiї типу Вейля вiдповiдний двовимiрнiй

сильнiй дiйснiй проблемi моментiв

Нехай JA i JB та JA−1 i JB−1 – блочнi матрицi типу Якобi вiдповiднi сильнiй

проблемi моментiв. Аналогiчно тому, як в пунктi 4.2 вводиться функцiя Вейля для

не сильної проблеми моментiв введемо також аналог функцiї Вейля для двовимiрної

сильної дiйсної проблеми моментiв:

Використовуючи вираз (4.9),

M(z1, z2) = (Rz1
(A)δ0, Rz̄2

(B)δ0)l2 =

∫

R2

1

(λ− z1)(µ− z2)
dρ(λ, µ). (4.15)

z1, z2 ∈ C \R. Аналогiчно, як у класичнiй проблемi моментiв Гамбургера, введену в

(4.15) функцiю характеризує така теорема.

Teoрема 4.4.1 Нехай JA i JB та JA−1 i JB−1 – блочнi матрицi типу Якобi

вигляду (2.72) i (2.88) та (2.105) i (2.112) iз вiдповiдними властивостями, якi

породжують в l2 обмеженi комутуючi самоспряженi оператори та їх оберненi.

Нехай Rz1
(A) i Rz2

(B) – резольвенти (Imzi 6= 0, i = 1, 2) операторiв A та B

вiдповiдних матрицям JA та JB. Тодi функцiя M(z1, z2) = (Rz1
(A)δ0, Rz̄2

(B)δ0)l2 з

(4.15) однозначно визначає спектральну мiру цих операторiв.

Доведення. Завдяки спектральнiй теоремi 3.6.2, отримуємо

M(z1, z2) = (Rz1
(A)δ0, Rz̄2

(B)δ0)l2 =

∫

R2

1

(λ− z1)(µ− z2)
dρ(λ, µ).

Оскiльки оператори, вiдповiднi JA i JB та JA−1 i JB−1, вважаються обмеженими,

то їх спектр є обмеженим, i отже для z1, z2 ∈ C \ R можемо записати:

M(z1, z2) =

∫

R2

1

(λ− z1)(µ− z2)
dρ(λ, µ) =

1

z1z2

∫

R2

1

(1− λ
z1

)(1− µ
z2

)
dρ(λ, µ)
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=
1

z1z2

∫

R2

( ∞∑
m=0

(
λ

z1

)m
)( ∞∑

n=0

(
λ

z2

)n
)

dρ(λ, µ)

=
1

z1z2

∫

R2

( ∞∑
m,n=0

1

zm
1 zn

2
λmµn

)
dρ(λ, µ)

=
1

z1z2

∞∑
n,m=0

1

zm
1 zn

2

∫

R2

λmµn dρ(λ, µ) =
∞∑

m,n=0

sm,n

zm+1
1 zn+1

2
,

де (див. 1.32)

sm,n =

∫

R2

λmµn dρ(λ, µ), m, n ∈ Z.

З попереднього запису функцiї M(z1, z2) у виглядi ряду за zm
1 zn

2 , випливає, що

коефiцiєнти sm,n цього ряду за M(z1, z2) вiдновлюються однозначно. Але цi кое-

фiцiєнти є моментами мiри dρ(λ, µ) i задовольняють оцiнку |sn,m| ≤ ‖JA‖m‖JB‖n.

Оскiльки мiра dρ(λ, µ) вiдновлюється однозначно за моментами sm,n, то i функцiя

M(z1, z2) також вiдновлюється однозначно. ¤

4.5. Про однозначнiсть вiдповiдностi мiри матрицям у випад-

ку необмежених операторiв (не сильна проблема момен-

тiв)

Проведемо аналiз коефiцiєнтiв матриць JA i JB. Умовою того, що матрицi JA i JB є

обмеженими операторами в [48, 51] було те, що мiра dρ(x, y) ймовiрнiсна iз носiєм на

компактi, а отже однозначно вiдповiдала матрицям. Вiдмовляючись вiд обмежень

на мiру можна дiйти до ситуацiї, коли матрицям JA i JB можуть вiдповiдати багато

мiр. Це можливо тодi, коли вiдповiднi оператори A i B мають iндекси дефекту

(1, 1) кожний i, отже, мають безлiч комутуючих самоспряжених розширень. Нашою

задачею є встановлення умов на матрицi JA i JB, за яких вiдповiднi оператори A i

B не тiльки є iстотно самоспряженими i комутують на деякiй щiльнiй множинi, але

i їх замикання комутують у строгому резольвентному сенсi. Зрозумiло, що у такому
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випадку A та B – необмеженi оператори.

Як вiдомо [60], комутуючi на щiльнiй множинi оператори A i B комутують у

строгому резольвентному сенсi, якщо S = A2 + B2 є iстотно самоспряженим опера-

тором.

Запишемо вигляд матрицi JS = J2
A + J2

B вiдповiдної оператору S = A2 + B2.

Матриця JS також дiє в l2, але зобразимо його по iншому:

l2 = H0 ⊕H1 ⊕H2 ⊕ · · · ⊕Hn ⊕ · · · , (4.16)

де H0 = H0, але H1 = H1 ⊕H2, H2 = H3 ⊕H4 i т.д., Hn = H2k−1 ⊕H2k, k, n ∈ N.
В просторi (4.16) оператор S має п’ятидiагональну структуру в термiнах блокiв:

JA =




b0 c0 0 0 0 · · ·
a0 b1 c1 0 0 · · ·
0 a1 b2 c2 0 · · ·
... ... ... ... ... . . .




, JB =




w0 v0 0 0 0 · · ·
u0 w1 v1 0 0 · · ·
0 u1 w2 v2 0 · · ·
... ... ... ... ... . . .




, (4.17)

Для можливостi застосування спектральної теорiї Якобiєвих матриць, внесемо роз-

биття в JS на блоки, так аби отримати блочну тридiагональну структуру:

JS =




r0 q0 0 0 0 · · ·
p0 r1 q1 0 0 · · ·
0 p1 r2 q2 0 · · ·
... ... ... ... ... . . .




, (4.18)

що вже дiє у просторi (4.16) за правилом:

(JSf)n = pn−1fn−1 + rnfn + qnfn+1, n ∈ N0, f−1 = 0, ∀f = (fn)
∞
n=0 ∈ l2,

де p−1 =: 0 i блоки-матрицi дiють вже мiж новими просторами:

pn : Hn −→ Hn+1,

rn : Hn −→ Hn,

qn : Hn+1 −→ Hn, n ∈ N0.
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В (4.18) r0 – скаляр (r0 = b0b0 + c0a0 + w0w0 + v0v0); rn – (2× 2)-матриця n ∈ N,
елементи якої є лiнiйнi комбiнацiї матриць з (4.17):

rn =

[
rn;11 rn;12

rn;21 rn;22

]
, де

rn;11 = an−1cn−1 + bnbn + cnan + unvn + wnwn + vnun,

rn;12 = bncn + cnbn+1 + wnvn + vnwn+1,

rn;21 = anbn + bn+1an + unwn + wn+1un,

rn;22 = ancn + bn+1bn+1 + cn+1an+1

+unvn + wn+1wn+1 + vn+1un+1

q0 – (1× 2)-матриця, елементи якої є лiнiйнi комбiнацiї матриць з (4.17):

q0 = [b0c0 + c0b1 + w0v0 + v0w1 c0c1 + v0v1] ;

qn – (2× 2)-матриця n ∈ N, елементи якої є лiнiйнi комбiнацiї матриць з (4.17):

qn =

[
cncn+1 + vnvn+1 0

bn+1cn+1 + cn+1bn+2 + wn+1vn+1 + vn+1wn+2 cn+1cn+2 + vn+1vn+2

]
;

p0 – (2× 1)-матриця, елементи якої є лiнiйнi комбiнацiї матриць з (4.17):

p0 =

[
a0b0 + b1a0 + u0w0 + w1u0

a1a0 + u1u0

]
;

pn – (2× 2)-матриця n ∈ N, елементи якої є лiнiйнi комбiнацiї матриць з (4.17):

pn =

[
an+1an + un+1un an+1bn+1 + bn+2an+1 + un+1wn+1 + wn+2un+1

0 an+2an+1 + un+2un+1

]
.

Вектор-стовпець полiномiв

Pn(x, y) = {Pn;0(x, y), Pn;1(x, y), Pn;2(x, y), . . . , Pn;n(x, y)}⊥

є розв’язком системи рiвнянь
{

JAPn(x, y) = xPn(x, y)

JBPn(x, y) = yPn(x, y).

Тодi вiн є також розв’язком рiвняння JSPn(x, y) = (x2 + y2)Pn(x, y).
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Перепишемо останнє рiвняння, враховуючи нове зображення JS з (4.18):

JSPn(x, y) = (x2 + y2)Pn(x, y),

де P0(x, y) = {P0(x, y)}⊥, P1(x, y) = {P1(x, y), P2(x, y)}⊥, ... ,
Pn(x, y) = {P2k−1(x, y), P2k(x, y)}⊥, n, k ∈ N.

Тепер для оператора JS використаємо стандартний вiдомий результат про те, що

JS є iстотно самоспряженим оператором, якщо

∞∑
n=0

1

‖qn‖ = ∞,

( ∞∑
n=0

1

‖pn‖ = ∞
)

. (4.19)

Вираз у дужках є альтернативним в силу симетричностi матриць JA, JB, а, отже, i

JS. Останню рiвнiсть можна було б залишити в якостi вiдповiдi, але, використову-

ючи вигляд ‖qn‖ (‖pn‖), виконаємо їх оцiнку:

‖qn‖ =max{‖cncn+1 + vnvn+1‖, ‖cn+1cn+2 + vn+1vn+2‖}
≤max{‖cn‖ · ‖cn+1‖+ ‖vn‖ · ‖vn+1‖, ‖cn+1‖ · ‖cn+2‖+ ‖vn+1‖ · ‖vn+2‖},

(‖qn‖ =max{‖an+1an + un+1un‖, ‖an+2an+1 + un+2un+1‖}
≤max{‖an+1‖ · ‖an‖+ ‖un+1‖ · ‖un‖, ‖an+2‖ · ‖an+1‖+ ‖un+2‖ · ‖un+1‖}),

яка не сильно послаблює результат, i отримуємо таку умову:
∞∑

n=1

1

‖cn‖2 + ‖vn‖2 = ∞,

( ∞∑
n=1

1

‖an‖2 + ‖un‖2 = ∞
)

. (4.20)

Нарештi, враховуючи вигляд матриць cn, vn, отримуємо такий результат.

Teoрема 4.5.1 Блочнi тридiагональнi матрицi типу Якобi з (4.17) вiдповiднi

необмеженим операторам у двовимiрнiй дiйснiй проблемi моментiв однозначно

спiвставляються деякiй борелiвськiй мiрi на дiйснiй площинi, якщо коефiцiєнти

матриць задовольняють умову
∞∑

n=1

1

(max{cn;k,k+1}n
k=0)

2 + (max{vn;k,k}n
k=0)

2 +

(
n∑

k=0
cn;k,0

)2 = ∞,
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∞∑
n=1

1

(max{an;k+1,k}n
k=0)

2 + (max{un;k,k}n
k=0)

2 +

(
n∑

k=0
an;0,k

)2 = ∞


 .

Доведення мiститься у попереднiх мiркуваннях iз урахуванням внутрiшньої струк-

тури матриць cn, vn, (an, un), n ∈ N. Окремi елементи c0, v0, (a0, u0) на збiжнiсть

(розбiжнiсть) рядiв не впливають. ¤
Зауважимо, що взагалi iдея такої теореми є в [11]. Проте умови теореми перевi-

ряються легше, нiж умови (4.19) або новi – в (4.20).

Приклади.

1. Покладемо матрицi JA i JB такими, що an;α+1,α = cn;α,α+1 =
√

α + 1, un;α,α =

vn;α,α =
√

n− α, α = 0, 1, . . . , n, n ∈ N0. Всi iншi елементи в an, cn та un, vn

вважатимемо рiвними нулю та повнiстю матрицi bn, wn – нульовими. Зокрема не

важко переконатися у комутативностi JAJB = JBJA. Тодi за теоремою 1 маємо:
1
2

∑∞
n=1

1
n = ∞. Отже, так визначенi матрицi JA i JB однозначно вiдповiдають мiрi,

яка їх породжує.

2. Покладемо матрицi JA i JB такими, що an;α+1,α = cn;α,α+1 = 1, un;α,α = vn;α,α =

1, α = 0, 1, . . . , n, n ∈ N0. Всi iншi елементи в an, cn та un, vn вважатимемо рiвними

нулю та повнiстю матрицi bn, wn – нульовими. Майже очевидна комутативнiсть

JAJB = JBJA.

Тодi за теоремою 4.5.1 маємо: 1
2(1 + 1 + · · · + 1 + · · · ) = ∞. Отже так визначенi

матрицi JA i JB також однозначно вiдповiдають мiрi, яка їх породжує. Це ясно i

без теореми, оскiльки оператори вiдповiднi матрицям an, cn та un, vn є рiвномiрно

обмеженими: ‖an‖ = ‖cn‖ = ‖un‖ = ‖vn‖ = 1.

Спiвставляючи такi матрицi iз класичними результатами (див. наприклад [3]),

доходимо висновку, що вiдповiдна їм мiра зосереджена у квадратi [−1, 1]× [−1, 1] i

з точнiстю до константи має вигляд dρ(x, y) = dxdy√
(1−x2)(1−y2)

.
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4.6. Побудова прикладiв матриць вiдповiдних двовимiрнiй

дiйснiй проблемi моментiв (не сильнiй)

Знайдемо умову, яка гарантує, що матриця JA комутує з матрицею JB типу (4.17).

Перемноживши цi матрицi, отримуємо

JAJB =




b0w0 + c0v0 b0v0 + c0w1 c0v1 0 0 · · ·
a0w0 + b1u0 a0v0 + b1w1 + c1u1 b1v1 + c1w2 c1v2 0 · · ·
a1u0 a1w1 + b2u1 a1v1 + b2w2 + c2u2 b2v2 + c2w3 c2v3 · · ·
... ... ... ... ... . . .




.

(4.21)

Вираз для JAJB отримується аналогiчно до (4.21) зi змiною an, bn i cn на un, wn

i vn вiдповiдно i навпаки. Порiвнюючи цi вирази для JAJB i JBJA, з’ясовуємо, що

рiвнiсть JAJB = JBJA еквiвалентно виконанню таких рiвностей (вiзьмемо до уваги,

що b0 – скаляр, i покладемо w0 = b0)

c0u0 = v0a0; cnvn+1 = vncn+1, bnvn + cnwn+1 = wncn + vnbn+1,

anvn + bn+1wn+1 + cn+1un+1 = uncn + wn+1bn+1 + vn+1an+1, n ∈ N0.
(4.22)

Необхiднi рiвностi anwn + bn+1un = unbn + wn+1an, an+1un = un+1an, n ∈ N0, випли-

вають з третьої i другої рiвностей (4.22) записуються в пов’язанiй формi.

Таким чином, умови (4.22) є необхiдними i достатнiми для матричної рiвностi

JAJB = JBJA. Якщо норми операторiв an, bn, cn i un, wn, vn рiвномiрно обмеженi

вiдповiдно n ∈ N0, то тодi оператори JA i JB на l2 обмеженi, самоспряженi i опера-

тори (4.22) дає комутативнiсть цих операторiв.

Беручи вихiднi матрицi a0, b0, c0 можемо знайти з (4.22) крок за кроком a1, b1,

c1; a2, b2, c2; . . . (але неоднозначно).

Знаходження матриць an, bn, cn i un, wn, vn, n ∈ N0 якi є розв’язком рiвнянь

(4.22) а an, cn та un, vn мають вигляд (2.61), (2.72) та (2.77), (2.88) вiдповiдно є

досить складною проблемою, i ми дослiджуємо тут тiльки деякi окремi випадки.

А саме, припускаємо, в першу чергу, що всi матрицi wn = bn, n ∈ N0. Тодi умови
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(4.22) можна переписати у такому виглядi:

c0u0 = v0a0; cnvn+1 = vncn+1, bn(vn − cn) = (vn − cn)bn+1,

anvn + cn+1un+1 = uncn + vn+1an+1, n ∈ N0.
(4.23)

I, якщо додатково покласти ∀n ∈ N0 wn = bn = 0, то

c0u0 = v0a0; cnvn+1 = vncn+1, anvn + cn+1un+1 = uncn + vn+1an+1. (4.24)

Крiм того, припускаємо, що всi матрицi an, cn i un, vn, n ∈ N0, мають вигляд

(2.61), (2.72) та (2.77), (2.88), де an;1,0, an;2,1, . . . , an;n+1,n, cn;0,1, cn;1,2, . . . , cn;n,n+1,

un;0,0, un;1,1, . . . , un;n,n, vn;0,0, vn;1,1, . . . , vn;n,n, ∀n ∈ N0, додатнi i всi iншi елементи

цих матриць дорiвнюють нулю. Таким чином, блоки наших матриць мають вигляд

(n ∈ N0):

un =




un;0,0 0 . . . 0

0 un;1,1 . . . 0
... ... . . . ...

0 0 . . . un;n,n

0 0 . . . 0




︸ ︷︷ ︸
n+1





n+2, an =




0 0 . . . 0

an;1,0 0 . . . 0

0 an;2,1 . . . 0
... ... . . . ...

0 0 . . . an;n+1,n




︸ ︷︷ ︸
n+2





n+1,

vn =




vn;0,0 0 . . . 0 0

0 vn;1,1 . . . 0 0
... ... . . . ... ...

0 0 . . . vn;n,n 0




︸ ︷︷ ︸
n+2





n+1, cn =




0 cn;0,1 0 . . . 0

0 0 cn;1,2 . . . 0

0
... ... . . . ...

0 0 0 . . . cn;n,n+1




︸ ︷︷ ︸
n+1





n+2,

(4.25)

Перемноживши матрицi, типу (4.25), можемо переписати першу, другу i четверту
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рiвностi (4.24) у виглядi вiдповiдних рiвностей для елементiв цих матриць

v0;0,0c1;0,1 = v1;1,1c0;0,1, v0;0,0c0;0,1 = v1;1,1c1;0,1,

v1;0,0c2;0,1 = v2;1,1c1;0,1, v1;0,0c1;0,1 = v2;1,1c2;0,1,

v1;1,1c2;1,2 = v2;2,2c1;1,2, v1;1,1c1;1,2 = v2;2,2c2;1,2,

v2;0,0c3;0,1 = v3;1,1c2;0,1, v2;0,0c2;0,1 = v3;1,1c3;0,1,

v2;1,1c3;1,2 = v3;2,2c2;1,2, v2;1,1c2;1,2 = v3;2,2c3;1,2,

v2;2,2c3;2,3 = v3;3,3c2;2,3, v2;2,2c2;2,3 = v3;3,3c3;2,3,

. . . . . .

vn;0,0cn+1;0,1 = vn+1;1,1cn;0,1, vn;0,0cn;0,1 = vn+1;1,1cn+1;0,1,

vn;1,1cn+1;1,2 = vn+1;2,2cn;1,2, vn;1,1cn;1,2 = vn+1;2,2cn+1;1,2,

. . . . . .

vn;n,ncn+1;n,n+1 = vn+1;n+1,n+1cn;n,n+1, vn;n,ncn;n,n+1 = vn+1;n+1,n+1cn+1;n,n+1,

(4.26)

де vn;k,k = un;k,k, i cn;k,k+1 = an;k+1,k, k = 0, 1, ..., n, ∀n ∈ N0. Система рiвностей (4.26)

еквiвалентна системi (4.23) для випадку, коли всi bn = wn = 0, n ∈ N0.

Кожна система, що складається з двох рiвнянь в кожному рядку в (4.26) вико-

ристовуючи додатнiсть vn;k,k i cn;k,k+1, k = 0, 1, ..., n, ∀n ∈ N0, дає

c1;0,1 = c0;0,1, c2;0,1 = c1;0,1, . . . , cn+1;0,1 = cn;0,1;

c2;1,2 = c1;1,2, . . . , cn+1;1,2 = cn;1,2;

. . . , . . . . . . . . . . . . . .

. . . , cn+1;n,n+1 = cn;n,n+1.

(4.27)

Зберемо останнi дослiдження у таке твердження.

Лема 4.6.1 Матрицi JA i JB вигляду (2.26) i (2.44) з коефiцiєнтами an, cn i un,

vn як у (4.25) i bn = wn = 0, n ∈ N0 комутуючi симетричнi, якщо для довiльного

vn;k,k = un;k,k < c < ∞, k = 0, 1, ..., n, числа cn;k,k+1 = cn+1;k,k+1, k = 0, 1, ..., n,

∀n ∈ N0 задовольняють нерiвностi (4.27).

Доведення. Для побудови JA i JB досить вибрати обмежену послiдовнiсть {δn},
|δn| < c1 < ∞, n ∈ N0 i покласти cn;k,k+1 := δn, k = 0, 1, ..., n, ∀n ∈ N0. ¤
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Приклад 1. Покладемо bn = wn = 0 i для (4.25) vn;k,k = un;k,k = cn;k,k+1 =

an;k+1,k = 1, k = 0, 1, ..., n, ∀n ∈ N0. Очевидними спостереженнями отримуємо мат-

рицi типу JA i JB, що задовольняють всi умови, описанi в теоремах 2.2.5 i 2.2.9.

Позначимо такi матрицi JA1 i JB1).

Приклад 2. Використовуючи попереднiй приклад, покладемо JA11 := JA1 +JB1.

Ця матриця: 1) очевидно симетрична (як сума двох симетричних); 2) є обмеженим

оператором (як сума двох обмежених операторiв); 3) комутує з JB1, оскiльки JA1

комутує з JB1 i JB1 комутує з собою.

4.7. Ланцюжки Тоди вiдповiднi двовимiрнiй не сильнiй про-

блемi моментiв

Нехай Lx та Ly – матрицi типу (2.26) i (2.44) з умовами (2.27) (2.28) i (2.45) (2.46)

вiдповiдно. Припустимо, що їх елементи – це неперервно диференцiйовнi функцiї,

якi залежать вiд змiнної t, t ∈ [0, T ], T ≤ ∞: Lx = Lx(t) та Ly = Ly(t). Розглянемо

також деякi матрицi A = (dj,k)
∞
j,k=0 та B = (gj,k)

∞
j,k=0, елементи яких теж неперервно

залежать вiд тiєї ж змiнної t: dj,k = dj,k(t), gj,k = gj,k(t) вигляду (2.26) i (2.44)

(але якi не обов‘язково мають властивостi(2.27) (2.28) i (2.45) (2.46) або взагалi не є

симетричними). Розглянемо систему рiвняннь типу Лакса:

L′x = [LxA] = LxA− ALx, L′y = [LyB] = LyB −BLy. (4.28)

Тут добутки блочних матриць LxA, ALx, LyB та BLy визначенi звичайним чином.

Якщо в рiвностях (4.28) матрицi A(t) та B(t) вважати фiксованими матрицями

коефiцiєнтiв, то цi рiвностi можна вважати як систему лiнiйних диференцiальних

рiвнянь першого порядку вiдносно невiдомих Lx(t) та Ly(t), t ∈ [0, T ].

Випишемо систему рiвнянь Лакса у виглядi системи рiвнянь для елементiв мат-

риць у випадку, якщо Lx(t) та Ly(t) мають блочну якобiєву структуру, подiбну до

структури матриць (2.26) i (2.44).
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Перепозначимо:

Lx(t) =




β0(t) γ0(t) 0 0 0 · · ·
α0(t) β1(t) γ1(t) 0 0 · · ·

0 α1(t) β2(t) γ2(t) 0 · · ·
... ... ... ... ... . . .




,

αn(t) : Hn −→ Hn+1,

βn(t) : Hn −→ Hn,

γn(t) : Hn+1 −→ Hn, n ∈ N0;

(4.29)

Ly(t) =




ω0(t) θ0(t) 0 0 0 · · ·
τ0(t) ω1(t) θ1(t) 0 0 · · ·

0 τ1(t) ω2(t) θ2(t) 0 · · ·
... ... ... ... ... . . .




,

τn(t) : Hn −→ Hn+1,

ωn(t) : Hn −→ Hn,

θn(t) : Hn+1 −→ Hn, n ∈ N0.

(4.30)

Блоки αn, βn, γn, τn, ωn, та θn задовольняють властивостi (2.27) (2.28) i (2.45) (2.46).

Покладемо A та B так, що їх блоки не обов‘язково задовольняють умови (2.27) (2.28)

i (2.45) (2.46).

Для пiдрахунку комутаторiв [A(t), Lx(t)] та [B(t), Ly(t)] випишемо вiдповiднi фор-

мули (в подальшому всюди елементи з вiд‘ємними iндексами вважатимуться рiвни-

ми нулю):

(LxA)n−2,n = cn−2γn−1,

(LxA)n−1,n = bn−1γn−1 + cn−1βn,

(LxA)n,n = an−1γn−1 + bnβn + cnαn,

(LxA)n+1,n = anβn + bn+1αn,

(LxA)n+2,n = an+1αn,

(LyB)n−2,n = vn−2θn−2,

(LyB)n−1,n = wn−1θn−1 + vn−1ωn,

(LyB)n,n = un−1θn−1 + wnωn + vnτn,

(LyB)n+1,n = unωn + wn+1τn,

(LyB)n+2,n = un+1τn, ∀n ∈ N0.

(4.31)

Для (ALx) та (BLy) виконуються аналогiчнi формули з замiною aj, bj, cj на αj,

βj, γj i vj, wj, uj на τj, ωj, θj. Порiвнюючи елементи в правiй та лiвiй частинах

вiдповiдних рiвнянь в системi (4.28) i користуючись формулами (4.31), отримаємо
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систему рiвнянь Лакса (4.28) в “координатному” виглядi:

0 = cnγn+1 − γncn+1,

γ′n = bnγn + cnβn+1 − βncn − γnbn+1,

β′n = an−1γn−1 + bnβn + cnαn

− αn−1cn−1 − βnbn − γnan,

α′n = anβn + bn+1αn − αnbn − βn+1an,

0 = an+1αn − αn+1an

0 = vnθn+1 − θnvn+1,

θ′n = wnθn + vnωn+1 − ωnvn − θnwn+1,

w′
n = un−1θn−1 + wnωn + vnθn

− τn−1vn−1 − ωnwn − θnun,

τ ′n = unωn + wn+1τn − τnwn − ωn+1un,

0 = un+1τn − τn+1un

(4.32)

Елементи матриць (4.29) та (4.30) також будемо вважати рiвномiрно обмеженими

по n ∈ N0 та t ∈ [0, T ]. Тому вони породжують в l2 обмеженi оператори, для яких

збережемо позначення Lx та Ly. Оператори Lx та Ly будуть слабо неперервними по

t ∈ [0, T ].

Аналог функцiї Вейля для двовимiрної дiйсної проблеми моментiв описується

такою теоремою.

Teoрема 4.7.1 Нехай Jx i Jy – блочнi матрицi типу Якобi, якi породжують

в l2 обмеженi комутуючi самоспряженi оператори. Покладемо резольвенти Rx =

Rz1;x(t) = (Lx(t) − z1)
−1 i Ry = Rz2;y(t) = (Ly(t) − z2)

−1 вiдповiдних операторiв

(Imzi 6= 0, i = 1, 2). Тодi функцiя

M := M(z1, z2; t) = (Rxδ0, Ryδ0)l2 =

∫∫

R2

1

(λ− z1)(µ− z2)
dρ(λ, µ). (4.33)

z1, z2 ∈ C \ R однозначно визначає спектральну мiру цих операторiв.

Продиференцiюємо M по t. Тодi

M ′ = (R′
xδ0, Ryδ0)l2 + (Rxδ0, R

′
yδ0)l2. (4.34)

Не важко зрозумiти, що з (4.28) отримається:

R′
x = RxA− ARx, R′

y = RyB −BRy. (4.35)
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Пiдставимо (4.34) в (4.35):

M ′ = (RxAδ0, Ryδ0)l2 − (ARxδ0, Ryδ0)l2 + (Rxδ0, RyBδ0)l2 − (Rxδ0, BRyδ0)l2

= (RxAδ0, Ryδ0)l2 + (Rxδ0, RyBδ0)l2 − ((A + B∗)Rxδ0, Ryδ0)l2.

Скористаємося комутативними властивостями Rx та Ry та покладемо A = −B∗:

M ′ = (Rx(δ0b0 + δ1c0), Ryδ0)l2 − (Rxδ0, Ry(−b0δ0 − a0δ1)l2

= b0(Rxδ0, Ryδ0)l2 + (Rxc0;0,0δ10, Ryδ0)l2 + (Rxc0;0,1δ11, Ryδ0)l2

− b0(Rxδ0, Ryδ0)l2 − a0;0,0(Rxδ0, Ryδ10)l2 − a0;0,1(Rxδ0, Ryδ11)l2

= (c0;0,0 − a0;0,0)(Rxδ0, Ryδ10)l2 + (c0;0,1 − a0;0,1)(Rxδ0, Ryδ11)l2.

(4.36)

Припустимо додатково c0;0,1 = a0;0,1 = 0. Тодi

M ′ = (c0;0,0 − a0;0,0)(Rxδ0, Ryδ10)l2. (4.37)

Таким чином доведена така лема.

Лема 4.7.2 Для функцiї M вигляду (4.33) i операторiв A i B, таких що A =

−B∗ i c0;0,1 = a0;0,1 = 0, виконується рiвнiсть (4.37).

Запишемо чотири тотожностi, що вiдповiдають кожному рiвнянню системи, при-

пускаючи α0;0,0 = 0, β1;1,0 = 0, β1;0,1 = 0, γ0;0,0 = 0, γ1;0,0 = 0, γ1;1,0 = 0, γ1;1,1 = 0 для

матрицi Lx та ω1;1,0 = 0, ω1;0,1 = 0, θ1;1,0 = 0 для матрицi Ly :

1 = (δ0, δ0)l2 = (Rx(Lx − z1)δ0, Ry(Ly − z2)δ0)l2

= (Rx{(β0;0,0 − z1)δ0 + γ0;0,1δ11}, Ry{(ω0;0,0 − z2)δ0 + θ0;0,0δ10})l2
= (β0;0,0 − z1)(ω0;0,0 − z2)(Rxδ0, Ryδ0)l2 + (β0;0,0 − z1)θ0;0,0(Rxδ0, Ryδ10)l2

+ γ0;0,1(ω0;0,1 − z2)(Rxδ11, Ryδ0)l2 + γ0;0,1θ0;0,0(Rxδ11, Ryδ10)l2,

(4.38)

0 = (δ10, δ0)l2 = (Rx(Lx − z1)δ10, Ry(Ly − z2)δ0)l2

= (Rx{(β1;0,0 − z1)δ10 + γ1;0,1δ11}, {(ω0;0,0 − z2)δ0 + θ0;0,0δ10})l2
= (ω0;0,0 − z2)(β1;0,0 − z1)(Rxδ10, Ryδ0)l2 + (ω0;0,0 − z2)γ1;0,1(Rxδ21, Ryδ0)l2

+ θ0;0,0(β1;0,0 − z1)(Rxδ10, Ryδ10)l2 + θ0;0,0γ1;0,1(Rxδ21, Ryδ10)l2,

(4.39)
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1 = (δ0, δ0)l2 = (RxRy(Ly − z2)(Lx − z1)δ0, δ0)l2

= (RxRy(Ly − z2){(β0;0,0 − z1)δ0 + γ0;0,1δ11}, δ0)l2

= (RxRy((β0;0,0 − z1){(ω0;0,0 − z2)δ0 + θ0;0,0δ10}
+ γ0;0,1{(ω1;1,1 − z2)δ11 + γ0;0,1θ1;1,1δ21)}, δ0)l2

= (β0;0,0 − z1)(ω1;1,1 − z2)(RxRyδ0, δ0)l2 + (β0;0,0 − z1)θ0;0,0(RxRyδ10, δ0)l2

+ γ0;0,1(ω1;1,1 − z2)(RxRyδ11, δ0)l2 + γ0;0,1(θ1;1,1(RxRyδ21, δ0)l2,

(4.40)

0 = (δ0, δ10)l2 = (RxRy(Ly − z2)(Lx − z1)δ0, δ10)l2

= (RxRy(Ly − z2){(β0;0,0 − z1)δ0 + γ0;0,1δ11}, δ10)l2

= (RxRy((β0;0,0 − z1){(ω0;0,0 − z2)δ0 + θ0;0,0δ10}
+ γ0;0,1{(ω1;1,1 − z2)δ11 + γ0;0,1θ1;1,1δ21)}, δ10)l2

= (β0;0,0 − z1)(ω1;1,1 − z2)(RxRyδ0, δ0)l2 + (β0;0,0 − z1)θ0;0,0(RxRyδ10, δ10)l2

+ γ0;0,1(ω0;0,0 − z2)(RxRyδ11, δ0)l2 + γ0;0,1(θ1;1,1(RxRyδ21, δ10)l2.

(4.41)

Розв’язуючи систему рiвнянь (4.38)–(4.41), отримаємо:

1 = (β0;0,0 − z1)(ω0;0,0 − z2)(Rxδ0, Ryδ0) + (β0;0,0 − z1)θ0;0,0(Rxδ0, Ryδ10). (4.42)

При розв’язаннi припускалось, що β1;0,0 = β0;0,0 та також враховано рiвнiсть

γ1;0,1θ0;0,0 = γ0;0,1θ1;1,1, яка є наслiдком комутативностi матриць Lx та Ly.

Виразимо з (4.42) (Rxδ0, Ryδ10) i пiдставимо його в (4.36):

M ′ = (c0;0,0 − a0;0,0)(1− (β0;0,0 − z1)(ω0;0,0 − z2)M). (4.43)

Таким чином доведена така лема.

Лема 4.7.3 Припустимо, що у матриць Lx та Ly

α0;0,0 = β1;1,0 = β1;0,1 = γ0;0,0 = γ1;0,0 = γ1;1,0 = γ1;1,1 = 0,

ω1;1,0 = ω1;0,1 = θ1;1,0 = 0, β1;0,0 = β0;0,0, ω1;0,0 6= ω1;1,1

(4.44)

а для матриць A i B виконуються такi умови:

A = −B∗, c0;0,1 = a0;0,1 = 0, c0;0,0 6= a0;0,1. (4.45)

Тодi функцiя M вигляду (4.33) задовольняє рiвняння (4.43).
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Наслiдком леми 4.7.2 i леми 4.7.3 є така теорема.

Teoрема 4.7.4 Нехай задана система (4.32), де α−1 = γ−1 = τ−1 = θ−1 = 0.

Нехай також iснує розв‘язок αn(t), βn(t), γn(t), τn(t), ωn(t), θn(t), n → ∞ задачi

Кошi для цiєї системи такий, що матрицi (4.29) та (4.30) породжують обме-

женi самоспряженi комутуючi оператори в просторi l2, для яких виконуються

умови (4.44), з коефiцiєнтами A та B, для яких виконуються умови (4.45). Тодi

цей розв‘язок вiдновлюється за допомогою формул типу (3.64), в яких спектраль-

на мiра dρ(x, y, t) знаходиться за початковою спектральною мiрою dρ(x, y, 0) за

такою процедурою:

• розв’язати задачу Кошi для рiвняння (4.43) iз початковими умовами для

M(z1, z2, 0), яке знаходиться за dρ(x, y, 0) з (4.33);

• знайдена функцiя M(z1, z2, t), z1, z2 ∈ C, t ∈ [0, T ], яка однозначно визначає

мiру згiдно теореми 4.7.1.

Висновки. Використовуючи полiноми першого роду введенi полiноми другого

роду та функцiя типу Вейля вiдповiднi двовимiрнiй сильнiй (та не сильнiй) дiйснiй

проблемi моментiв та наданi їх основнi властивостi, якi узагальнюють вiдповiднi

властивостi полiномiв другого роду i аналогу функцiї Вейля для класичної проблеми

моментiв Гамбургера.



ВИСНОВКИ

1) Побудованi блочнi матрицi типу Якобi за заданою ймовiрнiсною мiрою з носiєм

на компактi на дiйснiй площинi. Вважається, що у мiри iснують всi момен-

ти та система полiномiв xnym, n,m ∈ Z є лiнiйно незалежною i тотальною у

вiдповiдному просторi L2. Тобто, розв’язана обернена спектральна задача для

блочних матриць типу Якобi вiдповiдних сильнiй двовимiрнiй дiйснiй проблемi

моментiв.

2) За заданими блочними матрицями типу Якобi складена i розв’язана система

рiзницевих рiвнянь. Розв’язками є двовимiрнi полiноми на дiйснiй площинi. За

полiномами вiдновлена мiра (в сенсi рiвностi Парсеваля). Полiноми є лiнiйно

незалежними i утворюють тотальну множину вiдносно вiдновленої мiри, яка од-

нозначно вiдповiдає заданим блочним матрицям. Тобто розв’язана пряма спек-

тральна задача.

3) Дано опис внутрiшньої структури блочних матриць типу Якобi вiдповiдних

сильнiй двовимiрнiй дiйснiй проблемi моментiв: вказанi обов’язково нульовi та

додатнi елементи. Дослiдженi комутативнi властивостi блочних матриць, вiд-

повiдних не сильнiй проблемi моментiв, та на основi цих матриць наведенi ал-

горитми побудови численних прикладiв.

4) Використовуючи полiноми першого роду введенi полiноми другого роду та функ-

цiя типу Вейля вiдповiднi двовимiрнiй сильнiй (та не сильнiй) дiйснiй проблемi

моментiв та наданi їх основнi властивостi, якi узагальнюють вiдповiднi власти-

востi полiномiв другого роду i аналогу функцiї Вейля для класичної проблеми

моментiв Гамбургера.
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