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Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷-

íèõ íàóê (äîêòîðà ôiëîñîôi¨) çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.06 "Àëãåáðà òà òå-

îðiÿ ÷èñåë". � Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàí-

êà, Ëüâiâ, 2017.

Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ï'ÿòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïè-

ñêó ëiòåðàòóðè. Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äîñëiäæåííÿ,

ñôîðìóëþâàíî ìåòó, çàâäàííÿ, ïðåäìåò, îá'¹êò òà ìåòîäè äîñëiäæåííÿ,

âêàçàíî íàóêîâó íîâèçíó, ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ,

îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à, à òàêîæ âêàçàíî, äå àïðîáîâàíi òà îïóáëi-

êîâàíi îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨.

Ó ðîçäiëi 1 çiáðàíi íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ òà ôàêòè, ïîâ'ÿçàíi ç òå-

ìàòèêîþ äîñëiäæåíü, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó äèñåðòàöi¨. Ïåðåëi÷åíi

íåîáõiäíi ïîçíà÷åííÿ òà òåðìiíîëîãiÿ. Íàâåäåíi ïîñèëàííÿ íà ïåðøî-

äæåðåëà äîñëiäæåíü êàíäèäàòñüêî¨ ðîáîòè. Êðiì òîãî, ó äàíîìó ðîçäiëi

ñôîðìóëüîâàíî óæå âiäîìi ðåçóëüòàòè, ÿêi ¹ íåîáõiäíèìè äëÿ ïîäàëü-

øîãî âèêëàäó ìàòåðiàëó.

Äðóãèé ðîçäië ñêëàäà¹òüñÿ iç òðüîõ ïiäðîçäiëiâ. Âií ïðèñâÿ÷åíèé

âèâ÷åííþ äóî-îáëàñòåé Áåçó òà ¨õ çâ'ÿçêó iç êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ

äiëüíèêiâ.

Ó öüîìó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi äàíîãî ðîçäiëó ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ êiëü-

öÿ àêóðàòíîãî ðàíãó îäèí äëÿ äóî-îáëàñòåé Áåçó. Âèêîðèñòîâóþ÷è öå
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ïîíÿòòÿ, îõàðàêòåðèçîâàíî òàêi åëåìåíòè a äóî-îáëàñòi Áåçó R, ùî

R/aR ¹ ÷èñòèì êiëüöåì. Òàêîæ çíàéäåíî íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìî-

âó òîãî, ùî äóî-êiëüöå Åðìiòà ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ. Êðiì

òîãî, ïîêàçàíî, ùî äèñòðèáóòèâíà îáëàñòü Áåçó ¹ îáëàñòþ åëåìåíòàð-

íèõ äiëüíèêiâ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ¹ äóî-îáëàñòþ àêóðàòíîãî

ðàíãó îäèí.

Äðóãèé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åííþ íåêîìóòàòèâíèõ êiëåöü

Áåçó ç óìîâàìè íà äâîái÷íi iäåàëè, ïîðîäæåíi îäíèì åëåìåíòîì. Çîêðå-

ìà, öå óìîâà L òà óìîâà Äóáðîâiíà, i ââåäåíà â ðîçãëÿä ÿê óçàãàëüíåííÿ

óìîâè L óìîâà Z. Ïîêàçàíî çâ'ÿçîê öèõ ïîíÿòü iç êâàçi-äóî êiëüöÿìè òà

êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ. Äîâåäåíî, ùî êîæåí åëåìåíò îáëà-

ñòi Áåçó ç óìîâîþ Z òà óìîâîþ Äóáðîâiíà ¹ äîáóòêîì äóî-åëåìåíòà òà

ñêií÷åííîãî åëåìåíòà. Òàêîæ ïîêàçàíî, ùî îáëàñòü Áåçó ñòàáiëüíîãî

ðàíãó îäèí ç óìîâîþ Äóáðîâiíà i óìîâîþ Z ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ

äiëüíèêiâ.

Ó òðåòüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî ðÿä ðiçíîìàíiòíèõ ïðèêëàäiâ íåêî-

ìóòàòèâíèõ êiëåöü Áåçó, äî ÿêèõ çàñòîñîâíi ðåçóëüòàòè ïåðøèõ äâîõ

ïiäðîçäiëiâ.

Òðåòié ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî òåîði¨ ãåëüôàíäîâèõ åëåìåíòiâ äóî-îáëàñòåé

Áåçó òà çâ'ÿçêó äiàãîíàëüíi¨ ðåäóêöi¨ ìàòðèöü òà ãåëüôàíäîâîãî ðàíãó

îäèí.

Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ââîäèòüñÿ îçíà÷åííÿ ãåëüôàíäîâèõ òà íåãåëü-

ôàíäîâèõ åëåìåíòiâ òà iäåàëiâ, âñòàíîâëþþòüñÿ âëàñòèâîñòi ìíîæèí

òàêèõ åëåìåíòiâ ÷è iäåàëiâ, ðîçãëÿíóòî ãåëüôàíäîâèé àíàëîã ðàäèêàëó

Äæåêîáñîíà.
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Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi âèâ÷à¹òüñÿ êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ðåäóêöiÿ

ìàòðèöü íàä äóî-îáëàñòÿìè Áåçó ãåëüôàíäîâîãî ðàíãó îäèí. Ââîäè-

òüñÿ îçíà÷åííÿ ëîêàëüíî-ãåëüôàíäîâî¨ äóî-îáëàñòi Áåçó, òà ïîêàçàíî,

ùî òàêà îáëàñòü âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè, ÿêi ¹ àíàëîãi÷íi äî êëàñè÷íèõ

ëîêàëüíèõ êiëåöü. Äîâåäåíî, ùî áóäü-ÿêà ëîêàëüíî-ãåëüôàíäîâà äóî-

îáëàñòü Áåçó ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

×åòâåðòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî êàíîíi÷íié äiàãîíàëüíié ðåäóêöi¨ ìà-

òðèöü äðóãîãî ïîðÿäêó íàä êiëüöÿìè êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó

îäèí.

Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ êiëüöÿ Òåïëiöà, ÿê ïiä-

êëàñó êiëåöü Åðìiòà, òà âñòàíîâëþþòüñÿ íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè

òîãî, ùî êiëüöå Åðìiòà ¹ êiëüöåì Òåïëiöà. Äîâåäåíî, ùî óíiìîäóëÿð-

íèé ðÿäîê äîâæèíè äâà ¹ äîïîâíþâàëüíèì äî îáîðîòíî¨ ìàòðèöi Òå-

ïëiöà íàä êiëüöÿìè êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí. Òàêîæ ïîêà-

çàíî, ìîæëèâiñòü êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ðåäóêöi¨ ìàòðèöü íàä êiëü-

öÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí çà

äîïîìîãîþ îáîðîòíèõ ìàòðèöü Òåïëiöà, òà ðîçêëàä îáîðîòíèõ ìàòðèöü

äðóãîãî ïîðÿäêó ó äîáóòîê öèõ ìàòðèöü.

Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ êiëüöÿ îäèíè÷íîãî êâà-

äðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí, ïîäiáíî äî êiëåöü îäèíè÷íîãî ñòà-

áiëüíîãî ðàíãó îäèí. Äîâåäåíî, ùî íàä êiëüöÿìè Åðìiòà îäèíè÷íîãî

êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí, äîâiëüíà ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿä-

êó, ïðèâîäèòüñÿ äî êàíîíi÷íî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó îáîðîòíèìè ìà-

òðèöÿìè Òåïëiöà, i òàêå êiëüöå ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Ó öüîìó ðîçäiëi âñòàíîâëåíî óìîâè, êîëè ñêií÷åííèé ãîìîìîðôíèé
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îáðàç êîìóòàòèâíî¨ îáëàñòi Áåçó ¹ íàïiâïîòóæíèìè êiëüöÿìè. Çàïî÷à-

òêîâàíî òà ðîçâèíóòî êîíöåïöiþ íàïiâïîòóæíèõ åëåìåíòiâ. Ïîêàçàíî,

ùî íàïiâïîòóæíiñòü åëåìåíòà ¹ ðiâíîñèëüíèì òîìó, ùî ñêií÷åííèé ãî-

ìîìîðôíèé îáðàç âèçíà÷åíèé öèì åëåìåíòîì ¹ íàïiâïîòóæíèì êiëü-

öåì. Äîñëiäæåíî çâ'ÿçîê ìiæ íàïiâïîòóæíèìè åëåìåíòàìè òà ¨õ àäå-

êâàòíiñòþ äî åëåìåíòiâ iç âèçíà÷åíîãî íèìè ðàäèêàëó.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îäåðæàíi â äè-

ñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòè ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð i ìîæóòü áóòè çà-

ñòîñîâàíi ó çàäà÷àõ ïîâ'ÿçàíèõ ç ïîíÿòòÿìè ñòàáiëüíîãî ðàíãó òà óçà-

ãàëüíåíü ñòàáiëüíîãî ðàíãó êiëåöü, à òàêîæ ó çàäà÷àõ äiàãîíàëiçàöi¨

ìàòðèöü.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ñòàáiëüíèé ðàíã, êâàäðàòíèé ñòàáiëüíèé ðàíã,

äóî-êiëüöÿ, äèñòðèáóòèâíi êiëüöÿ, êiëüöå Áåçó, êiëüöå åëåìåíòàðíèõ

äiëüíèêiâ, àêóðàòíèé ðàíã îäèí, íàïiâïîòóæíi êiëüöÿ, ãåëüôàíäîâi êiëü-

öÿ.
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Abstract

Bokhonko V. V. Stable range and its generalizations in Bezout rings.

� Qualifying scienti�c work on the rights of the manuscript.

The thesis presented for the degree of Candidate of Sciences in Physics

and Mathematics (Doctor of Philosophy) in speciality 01.01.06 "Algebra

and number theory". � The Ivan Franko National University of Lviv, Lviv,

2017.

The thesis consists of an introduction, �ve chapters, conclusions and

references. The introduction consists of the relevance of research topic,

purpose, objectives, subject, object and research methods, The introducti-

on substantiates the relevance of research topic. The goal, subject, object

and methods of the research are listed there. Scienti�c novelty, the practi-

cal signi�cance of the results, the relation to scienti�c topic and applicant's

contribution are also indicated in the introduction.

In Chapter 1 we gather all necessary de�nitions and facts related to the

subject that are used in the thesis. We also list there necessary notations

and terminology.

The second chapter consists of three sections. In this chapter we the

study Bezout duo-domains that are elementary divisor rings.

In this �rst section of this chapter we introduce the concept of neat

range one for duo-Bezout domains. Using this concept, we describe such

elements a of Bezout duo-domain R, that R/aR is a clean ring. Also

we found necessary and su�cient condition that Hermite duo-ring is an

elementary divisor ring. Furthermore, we show that distributive Bezout
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domain is an elementary divisor ring if and only if it is a duo-domain of

neat range one.

The second section is devoted to the study of noncommutative Bezout

rings in terms of two-sided principal ideals. In particular, the condition L

and the Dubrovin's condition are put into consideration. Also we generalize

condition L and de�ne condition Z. We show the relationship of these

concepts with quasi-duo rings and rings elementary divisors. It is proved

that every element of the Bezout domain with Z and Dubrovin conditions

and is the product of duo-element and �nite element. It is also shown that

the Bezout stable range one domain with Dubrovin's condition and the

condition Z is an elementary divisor ring.

The third section provides a number of di�erent examples of noncommutati-

ve Bezout rings, which are applicable the results of the �rst two sections.

The third chapter is devoted to the theory gelfand elements in Bezout

duo-domains and their relationship with canonical matrix diagonal reducti-

on.

The �rst section introduces the de�nition of gelfand and nongelfand

elements and ideals, we establish sets of properties elements or ideals, consi-

der gelfand analogue of Jacobson radical.

The second section examines canonical reduction diagonal matrix of

duo-area Bezout gelfand range one. Introduce a de�nition of locally gelfand

duo-Bezout �eld and show that this area has properties which is similar

to the classic local rings. It is proved that any locally gelfand Bezout duo-

domain is an elementary divisor ring.

The fourth section is devoted to the canonical diagonal matrix reducti-
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on the second order of rings square stable rank one.

The �rst section introduces the concept of ring Toeplitz Division rings

as Ermita and set necessary and su�cient conditions that a Hermite ring is

a Toeplitz ring. Proved that unimodular row of length two is completable

to the invertible Toeplitz matrix over rings of square stable range one. Also

it is shown the possibility of canonical diagonal reduction matrices over

rings elementary divisors square stable range one using Toeplitz matrices

of second order in their products.

The second section introduces the concept of ring unit square stable

range one, like the rings of a unit stable range one. It is proved that over

Hermite rings of unit square stable range one, arbitrary matrix of second

order is reducible to canonical diagonal form via invertible Toeplitz matrices

and it is an elementary divisor ring.

This section establishes conditions when �nite homomorphic images

commutative Bezout doamins is a semipotent rings. Initiated and developed

the concept semipotent elements. It is shown that semipotent element

condition is equivalent to that �nite homomorphic image de�ned by this

element is a semipotent ring. The connection of semipotentelements and

their adequacy to certain elements of their radical is established.

The practical signi�cance of the results. Obtained in the thesis

results are theoretical in nature and can be used in problems related to

sustainable concepts and generalizations of stable range, as well as the

problems of diagonalization of matrices.

Keywords: Stable range, square stable range, duo-rings, distributive

rings, Bezout rings, elementary divisor rings, neat range one, semipotent
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rings, Gelfand rings.
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Ïåðåëiê óìîâíèõ ïîçíà÷åíü

Mn×m(R) � ìíîæèíà ìàòðèöü ðîçìiðó n×m íàä êiëüöåì R;

Dn � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ ðîçìiðó n× n íàä êiëüöåì R

D = (dii), i = 1, 2, . . . , n;

A ∼ B � ìàòðèöi A òà B åêâiâàëåíòíi;

GLn(R) � ãðóïà îáîðîòíiõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n;

R[x] � êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ ç êîåôiöi¹íòàìè ç êiëüöÿ R;

C(X) � êiëüöå íåïåðåðâíèõ äiéñíèõ ôóíêöié íà òîïîëîãi÷íî-

ìó ïðîñòîði X;

QCl(R) � êëàñè÷íå êiëüöå äðîáiâ êiëüöÿ R;

R ∝M � òðèâiàëüíå ðîçøèðåííÿ

(R � êiëüöå, RMR � áiìîäóëü);

U(R) � ãðóïà îäèíèöü êiëüöÿ R;

Zn � êiëüöå ëèøêiâ çà ìîäóëåì n;

Z(p) � êiëüöå âñiõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, çíàìåííèê ÿêèõ

âçà¹ìíî ïðîñòèé ç p;

spec (R) � ìíîæèíà âñiõ ïðîñòèõ iäåàëiâ êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ

R;

mspec (R) � ìíîæèíà âñiõ ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ êîìóòàòèâíîãî

êiëüöÿ R;

R = R/aR � ñêií÷åííèé ãîìîìîðôíèé îáðàç êîìóòàòèâíî¨ îáëàñòi

Áåçó (R = R/aR äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà

a ∈ R);
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J(R) � ðàäèêàë Äæåêîáñîíà êiëüöÿ R;

N (R) � íiëü-ðàäèêàë êiëüöÿ R;

sr (R) � ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ R;

l(a) � ëiâèé àíóëÿòîð åëåìåíòà a

l(a) = {z | za = 0, a ∈ R};

r(a) � ïðàâèé àíóëÿòîð åëåìåíòà a

r(a) = {z | az = 0, a ∈ R};

Ann(a) � àíóëÿòîð åëåìåíòà a êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ

a | b � åëåìåíò a ¹ äiëüíèêîì åëåìåíòà b (a äiëèòü b)

(aR ⊂ bR) (R � êîìóòàòèâíå êiëüöå);

a ‖ b � åëåìåíò a ¹ ïîâíèì äiëüíèêîì åëåìåíòà b

(RbR ⊆ aR ∩Ra);

(a, b) � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê åëåìåíòiâ a i b, äå

a, b ∈ R, R � êîìóòàòèâíå êiëüöå.
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Âñòóï

Àêòóàëüíiñòü òåìè.

Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó n, ÿêùî n ¹ íàé-

ìåíøèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà âëàñòè-

âiñòü: ÿêùî åëåìåíòè a1, . . . , an+1 ∈ R ïîðîäæóþòü îäèíè÷íèé iäåàë,

òîäi iñíóþòü x1, . . . , xn òàêi, ùî åëåìåíòè a1 + an+1x1, . . . , an + an+1xn

òàêîæ ïîðîäæóþòü îäèíè÷íèé iäåàë. Iíøèìè ñëîâàìè, êîæåí óíiìîäó-

ëÿðíèé ðÿäîê äîâæèíèm ≥ n ìîæå áóòè �çâåäåíèé� äî óíiìîäóëÿðíîãî

ðÿäêà äîâæèíè n, òîáòî ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ âèñòóïà¹ ó ðîëi ïåâíî¨

ðîçìiðíîñòi. Àíàëîãi÷íî äî ïîíÿòòÿ ðîçìiðíîñòi, ó âèïàäêó êîëè òàêî-

ãî ÷èñëà íå iñíó¹, ãîâîðÿòü, ùî êiëüöå R ìà¹ íåñêií÷åííèé ñòàáiëüíèé

ðàíã. Çâ'ÿçîê ìiæ ñòàáiëüíèì ðàíãîì òà áiëüø òðàäèöiéíèìè ïîíÿòòÿ-

ìè ðîçìiðíîñòi âñòàíîâëþ¹òüñÿ íåðiâíiñòþ äîâåäåíîþ Áàñîì [12], ÿêèé

i ââiâ âêàçàíå ïîíÿòòÿ:

sr(R) ≤ dim(Max(R)) + 1,

ÿêùî R ¹ êîìóòàòèâíèì íåòåðîâèì êiëüöåì, à Max(R) � ïðîñòið éîãî

ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ, íàäiëåíèé òîïîëîãi¹þ Çàðèñüêîãî. Äîöiëüíiñòü

ââåäåííÿ äàíîãî ïîíÿòòÿ ÷iòêî îá ðóíòóâàâ Áàñ [12], äîñëiäæóþ÷è ñòà-

áiëüíi âëàñòèâîñòi ôóíêòîðà K1 òà ïèòàííÿ ñòàáiëiçàöi¨ ëiíiéíèõ ãðóï

íàä êiëüöÿìè. Ó ïîäàëüøîìó ðiçíîìàíiòíèìè àâòîðàìè ïðîäåìîíñòðî-

âàíî çàñòîñóâàííÿ ñòàáiëüíîãî ðàíãó äî iíøèõ ïðîáëåì àëãåáðà¨÷íî¨

Ê-òåîði¨, à ðiâíî æ i äî òåîði¨ êiëåöü òà ìîäóëiâ. Íàïðèêëàä, ñòàáiëü-

íèé ðàíã âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó ïðîáëåìàõ ñêîðî÷óâàíîñòi, ïiäñòà-
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íîâêè òà âëàñòèâîñòi çàìiíè ó ïðÿìèõ ñóìàõ ìîäóëiâ. Êðiì öüîãî, ó äå-

ÿêèõ âèïàäêàõ äàíèé iíâàðiàíò öiëêîì õàðàêòåðèçó¹ âëàñòèâîñòi êiëü-

öÿ, ÿêå ðîçãëÿäà¹òüñÿ. Êàïëàíñüêèì ïîêàçàíî, ùî ðåãóëÿðíå (â ñåíñi

ôîí Íåéìàíà) ìà¹ ñòàáiëíèé ðàíã îäèí â òî÷íîñòi êîëè öå îäèíè÷íî-

ðåãóëÿðíå êiëüöå. Àðà, Ãóäüîðë, Î'Ìüÿðà òà Ïàðäî [11] äîâåëè, ùî

ñòàáiëüíèé ðàíã ñåïàðàòèâíîãî ðåãóëÿðíîãî êiëüöÿ ðiâíèé îäèí, äâà

àáî ¹ íåñêií÷åííèì. Ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ðåãóëÿðíîãî êiëüöÿ ñêií-

÷åííîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó íà äàíèé ìîìåíò ¹ âiäêðèòèì. Çàóâàæèìî,

ÿêùî ñåïàðàòèâíå ðåãóëÿðíå êiëüöå ìà¹ ñêií÷åííèé ñòàáiëüíèé ðàíã,

òîäi öå êiëüöå ¹ êiëüöåì Åðìiòà [40]. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, Ìåíàëîì

òà Ìîíêàçi [41] äîâåäåíî, ùî ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ Åðìiòà çàâæäè íå

ïåðåâèùó¹ äâîõ. Âàæëèâà ðîëü êiëåöü ñêií÷åííîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó

ïðîñëiäêîâó¹òüñÿ òàêîæ ó íàñòóïíîìó ðåçóëüòàòi Âàñåðøòåéíà:

sr(Mn(R)) = 1 + d(sr(R)− 1)/ne

äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Çãiäíî ç öi¹þ ôîðìóëîþ êiëüöÿ

ìàòðèöü äîñòàòíüî âèñîêîãî ïîðÿäêó íàä êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó

sr(R) çàâæäè ¹ êiëüöÿìè ñòàáiëüíîãî ðàíãó äâà. Áiëüøå òîãî, ÿêùî

sr(R) = 1, òîäi i áóäü-ÿêå êiëüöå ìàòðèöü òàêîæ ¹ êiëüöåì ñòàáiëüíîãî

ðàíãó îäèí, òîáòî ñòàáiëüíèé ðàíã îäèí òà äâà ¹ Ìîðiòà iíâàðiàíòàìè.

Óñi âèñëîâëåíi âèùå ìiðêóâàííÿ ñòàëè ïiäñòàâîþ äî áiëüø ãëèáîêîãî

âèâ÷åííÿ öüîãî ïîíÿòòÿ ó ðîáîòàõ òàêèõ äîñëiäíèêiâ, ÿê Ëàì [36], Âà-

ñåðøòåéí [50], Ìåíàë, Ìîíêàçi [41], Àðà, Ãóäüîðë [11], ÌàêÃîâåðí [38],

×åí [21], Êóøî, Çàáàâñüêèé [59].

Ïîðÿä iç êëàñè÷íîþ òåîði¹þ ñòàáiëüíîãî ðàíãó âèíèêà¹ òåíäåíöiÿ

äî ñïåöèôiêàöi¨ àáî óçàãàëüíåííÿ êëàñè÷íèõ ïîíÿòü ç ìåòîþ îòðèìà-
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ííÿ ÿêiñíî íîâèõ ðåçóëüòàòiâ ó äîáðå äîñëiäæåíèõ îáëàñòÿõ. Îäíèì iç

ïåðøèõ òàêèõ óçàãàëüíåíü ¹ ïîíÿòòÿ êiëüöÿ iäåìïîòåíòíîãî ñòàáiëü-

íîãî ðàíãó îäèí [20]. Àíàëîãi÷íî äî îçíà÷åííÿ êëàñè÷íîãî ñòàáiëüíî-

ãî ðàíãó êiëüöÿ âêàçàíå ïîíÿòòÿ äîçâîëÿ¹ õàðàêòåðèçóâàòè ðiçíi òèïè

êiëåöü. Âîíã, ×åí, Õóðàíà òà Ëàì [53] ïîêàçàëè, ùî ó âèïàäêó íàïiâ-

ëîêàëüíîãî êiëüöÿ íàïiâäîñêîíàëiñòü åêâiâàëåíòíà òîìó, ùî öå êiëüöå

iäåìïîòåíòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí, à ó âèïàäêó öåíòðàëüíèõ iäåì-

ïîòåíòiâ êiëüöÿ iäåìïîòåíòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí, ÷èñòi êiëüöÿ òà

êiëüöÿ ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè ñïiâïàäàþòü. Òàêîæ âèâ÷àëèñü i iíøi óçà-

ãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ ñòàáiëüíîãî ðàíãó ó ðîáîòàõ Ìåíàëi, Ìîíêàçi [41],

Êàìiëî [18, 19], ÌàêÃîâåðíà [38], Ñòåïàíîâà [9].

Ó 1977 ðîöi Íiêîëñîí [42] çàïî÷àòêóâàâ ñèñòåìàòè÷íå âèâ÷åííÿ êi-

ëåöü ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè, ÿê êiëåöü â ÿêèõ iäåìïîòåíòè ïiäíiìàþòüñÿ

çà ìîäóëåì áóäü-ÿêîãî îäíîái÷íîãî iäåàëó, ãðóíòóþ÷èñü íà ðîáîòi Óîð-

ôiëäà ïðî âëàñòèâiñòü çàìiíè ïðÿìèõ äîäàíêiâ ó ðîçêëàäàõ ìîäóëiâ.

Êëàñ êiëåöü ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè ìiñòèòü âñi ÷èñòi, ðåãóëÿðíi, íàïiâðå-

ãóëÿðíi, íàïiâäîñêîíàëi, íåïåðåðâíi òà íàïiâàðòiíîâi êiëüöÿ. Çàóâàæè-

ìî, ùî çãiäíî ç ðåçóëüòàòàìè Êàìiëî òà Þ [19] êiëüöå ç âëàñòèâiñòþ

çàìiíè, â ÿêîìó êîæåí ðåãóëÿðíèé åëåìåíò ¹ îäèíè÷íî-ðåãóëÿðíèì, ¹

êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí. ßê áóëî çàçíà÷åíî âèùå, êiëüöÿ ç âëà-

ñòèâiñòþ çàìiíè, iäåìïîòåíòè ÿêèõ ¹ öåíòðàëüíèìè åëåìåíòàìè, ìà-

þòü ñòàáiëüíèé ðàíã îäèí. Ïðîòå, â çàãàëüíîìó âèïàäêó âiäñóòíié ïîâ-

íèé îïèñ ñòàáiëüíîãî ðàíãó òàêèõ êiëåöü. Ïðèïóñòèâøè, ùî ó êîæíîìó

îäíîái÷íîìó iäåàëi, ùî íå ìiñòèòüñÿ â ðàäèêàëi Äæåêîáñîíà, ìiñòèòüñÿ

iäåìïîòåíò îòðèìà¹ìî îçíà÷åííÿ íàïiâïîòóæíèõ êiëåöü [43], ÿêèé ìi-
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ñòèòü êiëüöÿ ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè. Âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé òàêèõ êi-

ëåöü ìà¹ ñåðéîçíi ïåðñïåêòèâè, îñêiëüêè öåíòðàëüíó ðîëü ó âèâ÷åííi

êiëåöü ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè âiäiãðàþòü iäåìïîòåíòè êiëüöÿ.

Îêðiì òðàäèöiéíîãî îçíà÷åííÿ îäèíè÷íî-ðåãóëÿðíå êiëüöå ìîæå áó-

òè âèçíà÷åíå ÿê êiëüöå, êîæåí åëåìåíò ÿêîãî ¹ äîáóòêîì iäåìïîòåíòà

òà îáîðîòíîãî åëåìåíòà. Ââåäåíèé Íiêîëñîíîì [42] àäèòèâíèé àíàëîã

âêàçàíî¨ âëàñòèâîñòi îòðèìàâ íàçâó ÷èñòîãî êiëüöÿ, òîáòî êiëüöå ¹ ÷è-

ñòèì, ÿêùî êîæåí éîãî åëåìåíò ¹ ñóìîþ iäåìïîòåíòà òà îáîðîòíîãî

åëåìåíòà. ßê ïîêàçàâ Êàìiëî, îäèíè÷íî-ðåãóëÿðíå êiëüöå ¹ ÷èñòèì. Þ

ïîêàçàâ, ùî êiëüöå ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè ¹ ÷èñòèì, ó âèïàäêó ïðàâîãî

(ëiâîãî) êâàçi-äóî êiëüöÿ, à ïiçíiøå ×åíîì äîâåäåíî àíàëîãi÷íå òâåð-

äæåííÿ, ÿêùî âñi ïðèìiòèâíi ôàêòîð-êiëüöÿ ¹ àðòiíîâèìè.

Êëàñè÷íà ïðîáëåìà äiàãîíàëiçàöi¨ ìàòðèöü íàä êiëüöÿìè îòðèìó¹

íîâi ïåðñïåêòèâè, íàêëàäàþ÷è îáìåæåííÿ íà ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ.

Êàïëàíñüêèì äîâåäåíî, ùî äëÿ äiàãîíàëiçàöi¨ ìàòðèöü áóäü-ÿêèõ ïî-

ðÿäêiâ îáîðîòíèìè ïåðåòâîðåííÿìè íàä êiëüöåì äîñòàòíüî âìiòè äià-

ãîíàëiçóâàòè áóäü-ÿêi 1 × 2, 2 × 1, 2 × 2 ìàòðèöi. Êiëüöÿ íàä ÿêèìè

äiàãîíàëiçóþòüñÿ ìàòðèöi áóäü-ÿêèõ ïîðÿäêiâ Êàïëàíñüêèé âèçíà÷èâ

ÿê êiëüöÿ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, à ïðàâèìè (ëiâèìè) Åðìiòîâèìè áó-

ëî íàçâàíî êiëüöÿ íàä ÿêèì äiàãîíàëiçóþòüñÿ 1 × 2, (2 × 1) ìàòðèöi.

Çàóâàæèìî, ùî áóäü-ÿêèé ñêií÷åííî-ïîðîäæåíèé ïðàâèé (ëiâèé) iäåàë

ïðàâîãî (ëiâîãî) êiëüöÿ Åðìiòà ¹ ãîëîâíèì ïðàâèì (ëiâèì) iäåàëîì, òîá-

òî ïðàâi (ëiâi) êiëüöÿ Åðìiòà ¹ ïðàâèìè (ëiâèìè) êiëüöÿì Áåçó. Îáåðíå-

íå òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâå ó âèïàäêó îáëàñòåé. Ó âèïàäêó iñíóâàííÿ

ó êiëüöi äiëüíèêiâ íóëÿ Ãiëìàíîì òà Õåíðiêñåíîì ïîáóäîâàíî ïðèêëàä
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êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ Åðìiòà, ÿêå íå ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíè-

êiâ. Âîíè æ òàêîæ ïîêàçàëè, ùî íå êîæíå êiëüöå Áåçó ¹ êiëüöåì Åðìiòà.

Êðiì öüîãî, Êàïëàíñüêèé äîâiâ, ùî íàä êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíè-

êiâ êîæåí ñêií÷åííî-çîáðàæóâàíèé ìîäóëü ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ öèêëi÷íèõ

ìîäóëiâ, òîìó áóëî ïîñòàâëåíî ïèòàííÿ ïîâíîãî îïèñó êëàñiâ êiëåöü

åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ. Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ äîâåëè Ëàðñåí, Ëåâiñ

òà Ùîðåñ äëÿ êîìóòàòèâíèõ êiëåöü, òèì ñàìèì ÷àñòêîâî âiäïîâiäàþ-

÷è íà ïèòàííÿ Óîðiôëäà: íàä ÿêèìè êiëüöÿìè äîâiëüíèé ñêií÷åííî-

çîáðàæóâàíèé ìîäóëü ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ öèêëi÷íèõ ìîäóëiâ? Íà ïiäñòàâi

âêàçàíèõ ôàêòiâ ðÿäîì àâòîðiâ (Êàïëàíñüêèé, Õåíðiêñåí, Êîí, Ëàðñåí,

Ëåâiñ, Øîðåñ, Âiãàíò, ÌàêÃîâåðí, Çàáàâñüêèé) âèâ÷àëîñü ïèòàííÿ: ÷è

êîæíà êîìóòàòèâíà îáëàñòü Áåçó ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ?

Íà äàíèé ìîìåíò ïîâíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ öÿ ïðîáëåìà íå ìà¹. Ó 2014 ðîöi

Çàáàâñüêèé îõàðàêòåðèçóâàâ êîìóòàòèâíi êiëüöÿ åëåìåíòàðíèõ äiëüíè-

êiâ, ÿê êiëüöÿ àêóðàòíîãî ðàíãó îäèí. Òàêîæ âií äîâiâ [58], ùî êîìó-

òàòèâíå êiëüöå Áåçó ¹ êiëüöåì Åðìiòà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè öå êiëüöå

ñòàáiëüíîãî ðàíãó íå áiëüøå äâîõ. Îñîáëèâèé iíòåðåñ ó âèâ÷åííi êiëåöü

Áåçó ñêií÷åííîãî ðàíãó âèêëèêà¹ òîé ôàêò, ùî ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ

åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ íå ïåðåâèùó¹ äâîõ, îñêiëüêè öi êiëüöÿ ¹ êiëü-

öÿìè Åðìiòà.

Öiêàâèì òà âàæëèâèì ïiäêëàñîì êîìóòàòèâíèõ êiëåöü åëåìåíòàð-

íèõ äiëüíèêiâ ¹ êëàñ àäåêàâòíèõ êiëåöü. Òàêi êiëüöÿ âïåðøå âèíèêàþòü

ó ðîáîòi Âåääåðáàðíà [55], ïîâ'ÿçàíié iç äîñëiäæåííÿì êiëüöÿ öiëèõ àíà-

ëiòè÷íèõ ôóíêöié. Ñâîþ íàçâó âîíè îòðèìóþòü ó ïðàöi Õåëìåðà [29], ó

âèïàäêó îáëàñòåé. Iíòåðåñ äî ¨õ âèâ÷åííÿ âèêëèêàíèé òèì, ùî öi êiëü-
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öÿ ¹ êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, ïðîòå çîáîâ'ÿçàíi çàäîâîëüíÿòè

æîäíèõ óìîâ ñêií÷åííîñòi ëàíöþãiâ iäåàëiâ. Ó ïîäàëüøîìó òàêi êiëü-

öÿ àêòèâíî âèâ÷àëèñü ðÿäîì iíøèõ àâòîðiâ, ïîíÿòòÿ àäåêâàòíîñòi áóëî

ðîçøèðåíî íà âèïàäîê êiëåöü ç äiëüíèêàìè íóëÿ, ââåäåíî ïîíÿòòÿ àäå-

êâàòíîãî åëåìåíòà. Çîêðåìà, Ãiëìàí òà Õåíðiêñåí [26] äîâåëè, ùî êîìó-

òàòèâíå ðåãóëÿðíå êiëüöå ¹ êiëüöåì â ÿêîìó íóëü ¹ àäåêâàòíèì åëåìåí-

òîì, òà êîìóòàòèâíå êiëüöå íîðìóâàííÿ ¹ âñþäè àäåêâàòíèì êiëüöåì.

Íåçâàæàþ÷è íà ¨õ ðîçïîâñþäæåíiñòü, àäåêâàòíi êiëüöÿ çàëèøàþòüñÿ

ìàëî âèâ÷åíèìè ç òî÷êè çîðó ¨õ ñòðóêòóðè. Ñåðåä iñíóþ÷èõ ðåçóëüòà-

òiâ ìîæíà çàóâàæèòè òåîðåìó Õåíðiêñåíà ïðî òå, ùî êîæåí íåíóëüîâèé

ïðîñòèé iäåàë àäåêâàòíîãî êiëüöÿ ìiñòèòüñÿ â ¹äèíîìó ìàêñèìàëüíîìó

iäåàëi. Ëàðñåí, Ëåâiñ i Øîðåñ ïîñòàâèëè ïèòàííÿ, ÷è PM*-êîìóòàòèâíà

îáëàñòü Áåçó ¹ àäåêâàòíîþ. Ó ðîáîòi [13] îòðèìàíî íåãàòèâíó âiäïî-

âiäü íà äàíå çàïèòàíÿ. Çàáàâñüêèé i Ãàòàëåâè÷ [57] íåùîäàâíî ïîêàçàëè,

ùî PM*-êîìóòàòèâíà îáëàñòü Áåçó ¹ îáëàñòþ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Áiëüøå òîãî, Çàáàâñüêèé, Áiëÿâñüêà, ÌàêÃîâåðí äîâåëè êðèòåðié àäå-

êâàòíîñòi êîìóòàòèâíî¨ îáëàñòi Áåçó â òåðìiíàõ íàïiâðåãóëÿðíîñòi ¨¨

ñêií÷åííèõ ãîìîìîðôíèõ îáðàçiâ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Çàáàâñüêîãî íà

Áiëÿâñüêî¨ àäåêâàòíå êiëüöå ¹ êiëüöåì ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí,

à ó âèïàäêó, êîëè ðàäèêàë Äæåêîáñîíà ¹ íåíóëüîâèì � éîãî ñòàáiëüíèé

ðàíã ðiâíèé îäèí.

Îäèí iç åôåêòèâíèõ ïiäõîäiâ äî âèâ÷åííÿ ïèòàííÿ äiàãîíàëiçàöi¨

ìàòðèöü âêàçàâ Øîðåñ [46] ó ðîáîòi çà 1974 ðiê. Íèì äîâåäåíî, ùî

êîìóòàòèâíå íàïiâñïàäêîâå êiëüöå Áåçó ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëü-

íèêiâ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè áóäü-ÿêå ôàêòîð-êiëüöå ñòîñîâíî ãîëîâíî-
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ãî iäåàëó ïîðîäæåíîãî åëåìåíòîì, ÿêèé íå ¹ äiëüíèêîì íóëÿ, ¹ êiëü-

öåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ. Òàêèì ÷èíîì, âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé êî-

ìóòàòèâíèõ îáëàñòåé Áåçó ìîæå áóòè çäiéñíåíå çà äîïîìîãîþ âèâ÷å-

ííÿ ¨õ ñêií÷åííèõ ãîìîìîðôíèõ îáðàçiâ. Âñòàíîâëåííþ òàêîãî òèïó

çâ'ÿçêiâ ïðèñâÿ÷åíà âåëèêà êiëüêiñòü ðîáiò. Çîêðåìà, Çàáàâñüêèé òà Ái-

ëÿâñüêà [2] ïîêàçàëè, ùî ó âèïàäêó àäåêâàòíîãî åëåìåíòà ñêií÷åííèé

ãîìîìîðôíèé îáðàç êîìóòàòèâíî¨ îáëàñòi Áåçó ¹ êiëüöåì ç âëàñòèâiñòþ

çàìiíè. Çãîäîì äàíèé ðåçóëüòàò áóâ óòî÷íåíèé Çàáàâñüêèì òà Êóçíi-

öüêîþ [35], ÿêi ââåëè â ðîçãëÿä ðîçäiëüíi åëåìåíòè òà ðîçäiëüíi êiëü-

öÿ, ùî ¹ áiëüø çàãàëüíèìè ïîíÿòòÿìè. Îòæå, âèâ÷åííÿ êîìóòàòèâíèõ

îáëàñòåé Áåçó, ñêií÷åííi ãîìîìîðôíi îáðàçè ÿêèõ ¹ ÷èñòèìè àáî íàïiâ-

ïîòóæíèìè êiëüöÿìè ¹ àêòóàëüíîþ çàäà÷åþ.

Íà îñíîâi öèõ ðåçóëüòàòiâ ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê ïðî öiëiñíiñòü i

áiëüø-ìåíø çàâåðøåíó êàðòèíó îïèñàííÿ êîìóòàòèâíèõ êiëåöü åëåìåí-

òàðíèõ äiëüíèêiâ, ùî, íà æàëü, íå ìîæíà ñêàçàòè ïðî íåêîìóòàòèâíi

êiëüöÿ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Ñåðåä âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ ñëiä âiäçíà÷èòè ðåçóëüòàòè Õåíðiêñå-

íà [30], ÿêèé ïîêàçàâ, ùî íàä îäèíè÷íî ðåãóëÿðíèìè êiëüöÿìè äîâiëü-

íà ìàòðèöÿ äiàãîíàëiçó¹òüñÿ (áåç óìîâ ïîâíî¨ ïîäiëüíîñòi äiàãîíàëüíèõ

åëåìåíòiâ). Âiäçíà÷èìî, ùî çãiäíî Êàïëàíñüêîãî, îäèíè÷íî ðåãóëÿðíå

êiëüöå � öå ðåãóëÿðíå êiëüöå ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí. Ó êëàñi êiëåöü

åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 ñëiä âiäçíà÷èòè íàïiâëî-

êàëüíi íàïiâïåðâèííi êiëüöÿ, ÿêi ¹ êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ òî-

äi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Äóáðîâiíà [8]. Áiëüøå òîãî, ÿê

ïîêàçàëè Çàáàâñüêèé i Êîìàðíèöüêèé êâàçi-äóî êiëüöå åëåìåíòàðíèõ
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äiëüíèêiâ � öå êiëüöå, â ÿêîìó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Äóáðîâiíà. Çâiäñè,

ÿê íàñëiäîê Òóãàíáà¹â ïîêàçàâ, ùî äèñòðèáóòèâíå êiëüöå åëåìåíòàðíèõ

äiëüíèêiâ � öå ëèøå äóî-êiëüöå åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ. Òèì ñàìèì

çàäà÷à âèâ÷åíèõ óìîâ, êîëè äóî-êiëüöå Áåçó ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ

äiëüíèêiâ ¹ äîâîëi àêòóàëüíîþ çàäà÷åþ. À âðàõîâóþ÷è îïèñàíi âèùå ðå-

çóëüòàòè ùîäî êîìóòàòèâíèõ êiëåöü åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, îñîáëèâó

ðîëü âiäiãðàþòü äîñëiäæåííÿ äóî-êiëåöü Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí i

âñåìîæëèâèõ âiäîìèõ óçàãàëüíåíü � iäåìïîòåíòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàí-

ãó îäèí [20], êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí [34], Ãåëüôàíäîâîãî

ðàíãó îäèí [63] i ò.ä.

Âèâ÷àþ÷è ïðîñòi îáëàñòi åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, Çàáàâñüêèé îïè-

ñàâ ¨õ ÿê 2-ïðîñòi îáëàñòi Áåçó [61]. Ðÿäîì àâòîðiâ îòðèìàíî óçàãàëüíå-

ííÿ öèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ ðiçíèõ êëàñiâ íåêîìóòàòèâíèõ êiëåöü åëåìåí-

òàðíèõ äiëüíèêiâ. Íàéáiëüø çíà÷íèìè ¹ ðåçóëüòàòè Êîíà, ÿêèé ïîêàçàâ

íàä ïðàâîþ ãîëîâíîþ îáëàñòþ Áåçó äîâiëüíà ìàòðèöÿ äiàãîíàëiçó¹òüñÿ

(ç ïåâíèìè îáìåæåííÿìè íà äiàãîíàëüíi åëåìåíòè) [23]. Òîìó àêòóàëü-

íèì ¹ ïðîäîâæåííÿ òàêîãî ðîäó äîñëiäæåííÿ, ÿêi ñòîñóþòüñÿ, âçàãàëi

êàæó÷è, íå ëèøå äóî-êiëåöü åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, à áiëüø øèðøèõ

êëàñiâ.

Âèâ÷àþ÷è ðÿäè Ëîðàíà òà ìàòðèöi ïîâ'ÿçàíi iç íèìè Òåïëiö ó 1910

ðîöi âïåðøå ñèñòåìàòè÷íî ïî÷àâ âèâ÷àòè ìàòðèöi iç îäíàêîâèìè åëå-

ìåíòàìè íà êîæíié iç äiàãîíàëåé, íàçâàâøè ¨õ L−ôîðìàìè. Ó ñó÷àñíié

ëiòåðàòóði òàêi ìàòðèöi âiäîìi ïiä íàçâîþ ìàòðèöü Òåïëiöà. Äåòàëüíà

òà ñòðóêòóðîâàíà òåîðiÿ òàêèõ ìàòðèöü çóñòði÷à¹òüñÿ ó ðîáîòàõ Ôðîáå-

íióñà. Ñëiä âiäçíà÷èòè, ùî ìàòðèöi Òåïëiöà äîñòàòíüî ÷àñòî âèíèêàþòü
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i ó iíøèõ ãàëóçÿõ òåîðåòè÷íî¨ ìàòåìàòèêè (ôóíêöiîíàëüíèé òà ãàðìî-

íiéíèé àíàëiç, òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé), ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè òà ôiçèêè.

Ó ëiíiéíié àëãåáði âiäîìèì òàêèé ôàêò: íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

áóäü-ÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ¹ äîáóòêîì ìàòðèöü Òåïëiöà. Âèâ÷àþ÷è

ïðîáëåìó ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðèöia 0

b 0


â äîáóòîê ìàòðèöü Òåïëiöà Õóðàíà, Ëàì i Øîó ââåëè â ðîçãëÿä ïîíÿ-

òòÿ êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí [34]. Ó êîìóòàòèâíîìó âèïàä-

êó êiëüöÿ ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí ¹ êiëüöÿìè êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî

ðàíãó îäèí. Òàêîæ âiäçíà÷èìî òiñíèé çâ'ÿçîê ñòåïåíåâî¨ ñêîðî÷óâàíîñòi

ìîäóëiâ íàä öèìè êëàñàìè êiëåöü [28].

Ïiäñóìîâóþ÷è, çàóâàæèìî, ùî òåìàòèêà äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè âiä-

íîñèòüñÿ äî òèõ ðîçäiëiâ ìàòåìàòèêè, ÿêi ïåðåáóâàþòü ó ñòàäi¨ ïîñòié-

íîãî ðîçâèòêó i ìàþòü áàãàòî òåîðåòè÷íèõ i ïðèêëàäíèõ çàñòîñóâàíü.

Öå äîçâîëÿ¹ çðîáèòè âèñíîâîê ïðî àêòóàëüíiñòü öèõ äîñëiäæåíü.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìà-

ìè.

Òåìàòèêè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ â ðóñi îñíîâíèõ äîñëiäæåíü êà-

ôåäðè àëãåáðè òà ëîãiêè, i òàêîæ òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç íàóêîâèìè äîñëi-

äæåííÿìè, ÿêi ïðîâîäÿòüñÿ ó ãàëóçi ìàòåìàòèêè, çîêðåìà àëãåáðè ó

Ëüâiâñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iìåíi Iâàíà Ôðàíêà. Ìàòåðiàë

äèñåðòàöi¨ ¹ ñêëàäîâîþ i íåâiä'¹ìíîþ ÷àñòèíîþ äîñëiäæåíü äåðæáþ-

äæåòíî¨ òåìè, ÿêà âèêîíóâàíà íà êàôåäði àëãåáðè òà ëîãiêè.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ.
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Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ âñòàíîâëåííÿ óìîâ äiàãîíàëiçàöi¨

ìàòðèöü íàä êiëüöÿìè ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí i äâà, i âiäîìèõ éîãî

óçàãàëüíåíü. Çîêðåìà, ñòàâèëàñÿ çàäà÷à çíàõîäæåííÿ êðèòåðiþ äiàãî-

íàëiçàöi¨ ìàòðèöü íàä ðiçíèìè êëàñàìè êiëåöü, çîêðåìà äèñòðèáóòèâ-

íèìè êiëüöÿìè, äóî-êiëüöÿìè òà êîìóòàòèâíèìè êiëüöÿìè ñêií÷åííîãî

ñòàáiëüíîãî ðàíãó.

Çàâäàííÿìè äîñëiäæåííÿ ¹:

- âñòàíîâëåííÿ êðèòåðiþ äiàãîíàëiçàöi¨ ìàòðèöü íàä äèñòðèáóòèâ-

íèìè îáëàñòÿìè;

- íà ìîâi ïîíÿòòÿ ãåëüôàíäîâîãî iäåàëó äëÿ äóî-îáëàñòåé i ïîíÿòòÿ

êiëüöÿ ãåëüôàíäîâîãî ðàíãó îäèí äîâåñòè äiàãîíàëiçàöiþ ìàòðèöü íàä

PM*-äóî-îáëàñòÿìè Áåçó;

- âèêîðèñòàâøè ïîíÿòòÿ êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ êâàäðàòíîãî ñòà-

áiëüíîãî ðàíãó îäèí äîñëiäèòè óìîâè äiàãîíàëiçàöiþ ìàòðèöü äðóãîãî

ïîðÿäêó îáîðîòíèìè ìàòðèöÿìè Òåïëiöà;

- äëÿ îáëàñòi Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí ç óìîâàìè Äóáðîâiíà

òà óìîâîþ Z, äîñëiäèòè ìîæëèâiñòü êàíîíi÷íî äiàãîíàëüíî¨ ðåäóêöi¨

ìàòðèöü;

- äîñëiäèòè óìîâè, êîëè ñêií÷åííèé ãîìîìîðôíèé îáðàç êîìóòàòèâ-

íî¨ îáëàñòi Áåçó ¹ íàïiâïîòóæíèì êiëüöåì.

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ: êiëüöÿ ñêií÷åííîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó, êiëüöÿ

Áåçó, äèñòðèáóòèâíi êiëüöÿ.

Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ: ñòàáiëüíèé ðàíã òà ïîâ'ÿçàíi ç íèì âëàñòè-

âîñòi åëåìåíòiâ i ìàòðèöü

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ: ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìå-
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òîäè, ÿêi âèêîðèñòîâóþòü ó òåîði¨ êiëåöü i ìîäóëiâ, àëãåáðà¨÷íî¨ Ê-

òåîði¨ òà òåîði¨ ìàòðèöü íàä êiëüöÿìè.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ó äèñåðòàöi¨ âèÿâëåíî:

- âñòàíîâëåíî óìîâè, êîëè ñêií÷åíèé ãîìîìîðôíèé îáðàç äóî-îáëàñòi

¹ ÷èñòèì êiëüöåì;

- íàâåäåíî êðèòåðié, êîëè äóî-îáëàñòü ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëü-

íèêiâ;

- âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè, êîëè äèñòðèáóòèâíà îáëàñòü

Áåçó ¹ îáëàñòþ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ;

- ïîêàçàíî, ùî îáëàñòü Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí ç óìîâîþ Äó-

áðîâiíà òà óìîâîþ Z ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

- äîâåäåíî, ùî PM*-äóî-îáëàñòü ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ;

- äîâåäåíî, ùî ëîêàëüíî ãåëüôàíäîâà äóî-îáëàñòü ¹ êiëüöåì åëå-

ìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ;

- ïîêàçàíî, ùî íàä êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ êâàäðàòíîãî

ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí äîâiëüíà ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ïðèâîäèòüñÿ

äî êàíîíi÷íî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó îáîðîòíèìè ìàòðèöÿìè Òåïëiöà;

- âñòàíîâëåíî óìîâè, êîëè ñêií÷åííèé ãîìîìîðôíèé îáðàç êîìóòà-

òèâíî¨ îáëàñòi Áåçó ¹ íàïiâïîòóæíèì êiëüöåì.

Íàóêîâå òà ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Îäåðæàíi â äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòè ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð i

ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi ó çàäà÷àõ ïîâ'ÿçàíèõ ç ïîíÿòòÿìè ñòàáiëüíî-

ãî ðàíãó òà óçàãàëüíåíü ñòàáiëüíîãî ðàíãó êiëåöü, à òàêîæ ó çàäà÷àõ

äiàãîíàëiçàöi¨ ìàòðèöü.
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Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à.

Óñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîáîòè îòðèìàíi àâòîðîì îñîáèñòî. Ïîñòà-

íîâêè çàäà÷i, âèáið ìåòîäiâ äîñëiäæåíü, àíàëiç ðåçóëüòàòiâ i çàãàëüíà

êîîðäèíàöiÿ ðîáîòè íàëåæèòü íàóêîâîìó êåðiâíèêó.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè áóëè îïðèëþäíåíi i îáãî-

âîðåíi íà òàêèõ êîíôåðåíöiÿõ:

� X ìiæíàðîäíié àëãåáðà¨÷íié êîíôåðåíöi¨ â Óêðà¨íi, ïðèñâÿ÷åíié

70-ði÷÷þ Þ. À. Äðîçäà, ì. Îäåñà (20�27 ñåðïíÿ 2015 ð.);

�Ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ ¾Group and Actions: Geometry

and Dynamics¿ ïðèñâÿ÷åíié ïàì'ÿòi ïðîô. Â. Ñóùàíñüêîãî, ì. Êè¨â (19

� 22 ãðóäíÿ 2016 ð.);

� Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨: "Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåî-

ði¨ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ì. Âîðîõòà, (24�27 ëþòîãî

2016 ð.).

Êðiì òîãî, ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ íåîäíîðàçîâî äîïîâiäàëèñÿ íà íà-

óêîâèõ ñåìiíàðàõ:

� Àëãåáðà¨÷íîìó ñåìiíàði Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (Ií-

ñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, ì. Êè¨â, 2017 ð.);

� Àëãåáðà¨÷íîìó ñåìiíàði "Problems of elementary divisor rings"(Ëüâiâñüêèé

íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà, ì. Ëüâiâ, 2013�2016 ðð.).

Ïóáëiêàöi¨.Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè îïóáëiêîâàíi

ó 8 íàóêîâèõ ïðàöÿõ, ç íèõ 4 [3, 4, 5, 14] � ó ôàõîâèõ íàóêîâèõ æóðíà-

ëàõ iç ïåðåëiêó, çàòâåðäæåíîãî Ìiíiñòåðñòâîì îñâiòè i íàóêè Óêðà¨íè

(2 áåç ñïiâàâòîðiâ), îäíà [15] � îïóáëiêîâàíà â æóðíàëi, ÿêèé âõîäèòü

äî ìiæíàðîäíî¨ íàóêîìåòðè÷íî¨ áàçè äàíèõ (Web of Science,"Scopus"),



28

äâi [16, 17] � ó ìàòåðiàëàõ ìiæíàðîäíèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöié, 1 [6] �

ó ìàòåðiàëàõ âñåóêðà¨íñüêî¨ íàóêîâî¨ êîíôåðåíöi¨.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåëiêó óìîâíèõ ïîçíà÷åíü,

âñòóïó, ï'ÿòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë. Ïîâ-

íèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ � 126 ñòîðiíîê. Ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë çà-

éìà¹ 8 ñòîðiíîê òà ìiñòèòü 63 íàéìåíóâàíü.

Îñíîâíèé çìiñò ðîáîòè.

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíà àêòóàëüíiñòü äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ

àâòîðà, âèçíà÷åíi ìåòà, àêòóàëüíiñòü, ïðåäìåò, îá'¹êò òà ìåòîäè äîñëi-

äæåíü; âêàçàíî íàóêîâó íîâèçíó îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ; íàâåäåíî ôîð-

ìè àïðîáàöi¨ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi, ÿêèé ìà¹ äîïîìiæíèé õàðàêòåð, çiáðàíi íå-

îáõiäíi îçíà÷åííÿ òà ôàêòè, ïîâ'ÿçàíi ç òåìàòèêîþ äîñëiäæåíü, ùî âè-

êîðèñòîâóþòüñÿ ó äèñåðòàöi¨. Ïåðåëi÷åíi ïîòðiáíi ïîçíà÷åííÿ òà òåð-

ìiíîëîãiÿ, íàâåäåíi ïîñèëàííÿ íà ïåðøîäæåðåëà äîñëiäæåíü ðîáîòè, à

òàêîæ ñôîðìóëüîâàíî âiäîìi ðåçóëüòàòè, ÿêi ¹ íåîáõiäíèìè äëÿ ïîäà-

ëüøîãî âèêëàäó ìàòåðiàëó.

Äðóãèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åííþ äóî-îáëàñòåé Áåçó òà ¨õ

çâ'ÿçêó iç êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Ó öüîìó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi äàíîãî ðîçäiëó ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ êiëü-

öÿ àêóðàòíîãî ðàíãó îäèí äëÿ äóî-îáëàñòåé Áåçó. Âèêîðèñòîâóþ÷è öå

ïîíÿòòÿ, çíàéäåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè òîãî, ùî ñêií÷åííèé ãî-

ìîìîðôíèé îáðàç äóî-îáëàñòi Áåçó ¹ ÷èñòèì êiëüöåì. Êðiì òîãî, ïîêà-

çàíî, ùî äèñòðèáóòèâíà îáëàñòü Áåçó ¹ îáëàñòþ åëåìåíòàðíèõ äiëüíè-
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êiâ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ¹ äóî-îáëàñòþ àêóðàòíîãî ðàíãó îäèí.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ñêàæåìî, ùî äóî-êiëüöå R ìà¹ àêóðàòíèé ðàíã

îäèí, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ R òàêèõ, ùî aR + bR = R iñíó¹

åëåìåíò t ∈ R òàêèé, ùî R/(a+ bt)R ¹ ÷èñòèì êiëüöåì.

Î÷åâèäíèì ïðèêëàäîì äóî-êiëüöÿ àêóðàòíîãî ðàíãó îäèí ¹ äîâiëü-

íå äóî-êiëüöå ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí. Îäíèì ç îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ

äàíîãî ðîçäiëó ¹ íàñòóïíèé êðèòåðié.

Òåîðåìà 2.3. Äóî-îáëàñòü Áåçó ¹ îáëàñòþ åëåìåíòàðíèõ äiëü-

íèêiâ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà ¹ îáëàñòþ àêóðàòíîãî ðàíãó îäèí.

Ó äàíié äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îïèñàíî äèñòðèáóòèâíi îáëàñòi åëå-

ìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, ÿê äóî-îáëàñòi Áåçó àêóðàòíîãî ðàíãó îäèí.

Òåîðåìà 2.4 Äèñòðèáóòèâíà îáëàñòü Áåçó ¹ êiëüöåì åëåìåíòàð-

íèõ äiëüíèêiâ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà ¹ äóî-îáëàñòþ àêóðàòíîãî

ðàíãó îäèí. Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ ïîøèðåííÿì âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ Ðîé-

òìàíà [44], Ùåäðèêà [45] íà âèïàäîê äóî-îáëàñòåé Áåçó.

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé R äóî-îáëàñòü Áåçó. Òîäi íàñòóïíi óìîâè ¹

åêâiâàëåíòíi:

1) R äóî-îáëàñòü åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ;

2) äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ x, y, z ∈ R òàêèõ, ùî xR + yR = R

iñíó¹ åëåìåíòt λ ∈ R òàêèé, ùî x + λy = vu, äå uR + zR = R,

vR + (1− z)R = R.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê îïèñàíèõ êiëåöü iç ïîïå-

ðåäíüî¨ òåîðåìè ç ÷èñòèìè êiëüöÿìè

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé R äóî-îáëàñòü Áåçó, i c ∈ R \ {0}. Òîäi R =

R/cR ¹ ÷èñòèì êiëüöåì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà
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a ∈ R iñíóþòü åëåìåíòè v, u òàêi, ùî c = vu äå uR + aR = R

vR + (1− a)R = R, uR + vR = R.

Äðóãèé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åííþ íåêîìóòàòèâíèõ êiëåöü

Áåçó ç óìîâàìè íà äâîái÷íi iäåàëè, ïîðîäæåíi îäíèì åëåìåíòîì, à ñàìå

óìîâàìè Äóáðîâiíà, L òà Z. Ïîêàçàíî çâ'ÿçîê öèõ ïîíÿòü iç êâàçi-äóî

êiëüöÿìè òà êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ. Ïîêàçàíî, ùî îáëàñòü

Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí ç óìîâîþ Äóáðîâiíà i óìîâîþ Z ¹ êiëüöåì

åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Îçíà÷åííÿ 2.2. Áóäåìî êàçàòè, ùî R ¹ îáëàñòþ ç óìîâîþ L,

ÿêùî iç òîãî, ùî RaR = R âèïëèâà¹ ðiâíiñòü aR = R.

Îçíà÷åííÿ 2.3. Ñêàæåìî, ùî R ¹ êiëüöåì ç óìîâîþ Äóáðîâiíà,

ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà a ∈ R iñíó¹ åëåìåíò α ∈ R

òàêèé, ùî RaR = αR = Rα.

Òåîðåìà 2.6. Íåõàé R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ ç óìî-

âîþ L. Òîäi R ¹ êâàçi-äóî êiëüöåì ç óìîâîþ Äóáðîâiíà.

Âiäîìî, ùî ìàéæå àòîìíà îáëàñòü Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 ç óìî-

âîþ Äóáðîâiíà ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi

îáìåæåííÿ íà ìàéæå àòîìíi îáëàñòi Áåçó çàìiíÿ¹òüñÿ óìîâîþ Z, à ñà-

ìå � ñêàæåìî, ùî íàä êiëüöåì R âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Z, ÿêùî ç óìîâè

RaR = R, äå a ∈ R âèïëèâà¹, ùî a � ñêií÷åííèé åëåìåíò.

Îäíèì ç îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.7. Íåõàé R ¹ îáëàñòþ Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, â ÿêié

âèêîíóþòüñÿ óìîâà Z i óìîâà Äóáðîâiíà. Òîäi R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàð-

íèõ äiëüíèêiâ.

Ó òðåòüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî ðÿä ðiçíîìàíiòíèõ ïðèêëàäiâ íåêî-
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ìóòàòèâíèõ êiëåöü Áåçó, äî ÿêèõ çàñòîñîâíi ðåçóëüòàòè ïåðøèõ äâîõ

ïiäðîçäiëiâ.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi, íà îñíîâi ââåäåíîãî ïîíÿòòÿ ìàêñèìàëüíî

íåãåëüôàíäîâîãî iäåàëó äîâîäèòüñÿ, ùî PM*-äóî-îáëàñòü Áåçó òà ëî-

êàëüíî ãåëüôàíäîâà îáëàñòü ¹ îáëàñòÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ââîäèòüñÿ îçíà÷åííÿ ãåëüôàíäîâèõ òà íåãåëü-

ôàíäîâèõ åëåìåíòiâ òà iäåàëiâ, âñòàíîâëþþòüñÿ âëàñòèâîñòi ìíîæèí

òàêèõ åëåìåíòiâ ÷è iäåàëiâ, ðîçãëÿíóòî ãåëüôàíäîâèé àíàëîã ðàäèêàëó

Äæåêîáñîíà.

Îçíà÷åííÿ 3.1. Íåíóëüîâèé åëåìåíò a äóî-îáëàñòi R íàçèâà¹-

òüñÿ ãåëüôàíäîâèì, ÿêùî äîâiëüíèé ïåðâèííèé ïðàâèé iäåàë ó P òà-

êèé, ùî a ∈ P , iäåàë P ìiñòèòüñÿ ó ¹äèíîìó ìàêñèìàëüíîìó ïðàâîìó

iäåàëi.

Òâåðäæåííÿ 3.1. Ìíîæèíà S âñiõ ãåëüôàíäîâèõ åëåìåíòiâ äóî-

îáëàñòi Áåçó R ¹ íàñè÷åíîþ ìóëüòèïëiêàòèâíî çàìêíåíîþ ìíîæè-

íîþ. Îçíà÷åííÿ 3.2. Ïðàâèé iäåàë I äóî-îáëàñòi R íàçèâà¹òüñÿ

ãåëüôàíäîâèì, ÿêùî I ìiñòèòü õî÷à á îäèí ãåëüôàëüäîâèé åëåìåíò. Ó

ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó, ïðàâèé iäåàë I íàçèâà¹òüñÿ íåãåëüôàíäîâèì,

òîáòî, äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò ïðàâîãî iäåàëó I ¹ íåãåëüôàí-

äîâèì.

Îçíà÷åííÿ 3.3. Ïðàâèé íåãåëüôàíäîâèé iäåàë N êiëüöÿ R íàçè-

âà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíî íåãåëüôàíäîâèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ïðàâîãî

iäåàëó I, òàêîãî, ùî N ⊂ I, I 6= N , iñíó¹ ãåëüôàíäîâèé åëåìåíò a

òàêèé, ùî a ∈ I.

Âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ ìàêñèìàëüíî íåãåëüôàíäîâèõ ïðàâèõ iäå-
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àëiâ äóî-îáëàñòi Áåçó i ¨õ íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi. Óçàãàëüíåíî ðå-

çóëüòàò Ëàðñåíà, Ëåâiñà òà Øîðåñà ïðî òå, ùî êîæåí íåíóëüîâèé ïðî-

ñòèé iäåàë êîìóòàòèâíîãî àäåêâàòíîãî êiëüöÿ ìiñòèòüñÿ ó ¹äèíîìó ìà-

êñèìàëüíîìó iäåàëi, íà âèïàäîê ãåëüôàíäîâèõ åëåìåíòiâ äóî-îáëàñòåé

Áåçó.

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé R � äóî-îáëàñòü Áåçó, â ÿêié äîâiëüíèé íå-

íóëüîâèé ïåðâèííèé ïðàâèé iäåàë ìiñòèòü ãåëüôàíäîâèé åëåìåíò. Òî-

äi R ¹ îáëàñòþ, ó ÿêié äîâiëüíèé íåíóëüîâèé ïåðâèííèé ïðàâèé iäåàë

ìiñòèòüñÿ ó ¹äèíîìó ìàêñèìàëüíîìó.

Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi âèâ÷à¹òüñÿ êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ðåäóêöiÿ

ìàòðèöü íàä äóî-îáëàñòÿìè Áåçó ãåëüôàíäîâîãî ðàíãó îäèí. Ââîäè-

òüñÿ îçíà÷åííÿ ëîêàëüíî-ãåëüôàíäîâî¨ äóî-îáëàñòi Áåçó, òà ïîêàçàíî,

ùî òàêà îáëàñòü âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè, ÿêi ¹ àíàëîãi÷íi äî êëàñè÷íèõ

ëîêàëüíèõ êiëåöü. Äîâåäåíî, ùî áóäü-ÿêà ëîêàëüíî-ãåëüôàíäîâà äóî-

îáëàñòü Áåçó ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Îçíà÷åííÿ 3.5. Íåõàé R � äóî-îáëàñòü Áåçó. Íàçâåìî êiëüöå

R, êiëüöåì ãåëüôàíäîâîãî ðàíãó îäèí, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ

a, b ∈ R, ùî aR + bR = R, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò r ∈ R, ùî a + br �

ãåëüôàíäîâèé åëåìåíò.

Îäíèì ç ãîëîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äàíîãî ðîçäiëó ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.3. Äóî-îáëàñòü Áåçó R ãåëüôàíäîâîãî ðàíãó îäèí ¹

êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

ßê íàñëiäîê îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò (âiäïîâiäü íà âiäêðèòå

ïèòàííÿ Çàáàâñüêîãî [60] i Ëàðñåíà, Ëåâiñà i Øîðåñà [37] äëÿ âèïàäêó

äóî-êiëåöü).
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Íàñëiäîê 3.1. PM* äóî-îáëàñòü Áåçó ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ

äiëüíèêiâ.

Ó äèñåðòàöi¨ ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ ëîêàëüíî-ãåëüôàíäîâî¨ äóî-îáëàñòi

Áåçó.

Îçíà÷åííÿ 3.6. Äóî-îáëàñòü Áåçó íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ãåëü-

ôàíäîâîþ, ÿêùî âîíà ìiñòèòü ¹äèíèé ìàêñèìàëüíî íåãåëüôàíäîâèé

ïðàâèé iäåàë.

Óñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ i íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi ëîêàëüíî ãåëü-

ôàíäîâî¨ äóî-îáëàñòi òà äîâåäåíî îäèí ç îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ ëî-

êàëüíî ãåëüôàíäîâî¨ äóî-îáëàñòi Áóçó.

Òåîðåìà 3.7. Ëîêàëüíî ãåëüôàíäîâà äóî-îáëàñòü Áåçó R ¹ êiëüöåì

åëåìåòàðíèõ äiëüíèêiâ.

×åòâåðòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé ïèòàííÿì ïðèâåäåííÿ äî êàíî-

íi÷íîãî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó ìàòðèöü äðóãîãî ïîðÿäêó îáîðîòíèìè

ìàòðèöÿìè Òåïëiöà íàä êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ êâàäðàòíîãî

ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí.

Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ êiëüöÿ Òåïëiöà, òà äî-

ñëiäæó¹òüñÿ äiàãîíàëüíà ðåäóêöiÿ ìàòðèöü íàä êiëüöÿìè êâàäðàòíîãî

ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí.

Îçíà÷åííÿ 4.1. Êiëüöå R ¹ êiëüöåì êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàí-

ãó îäèí, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ R ç òîãî, ùî aR+bR = R âèïëèâà¹,

ùî a2 + bx ¹ îáîðîòíèì åëåìåíòîì êiëüöÿ R äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà x.

Àíàëîãi÷íî äî îçíà÷åííÿ êiëüöÿ Åðìiòà âèçíà÷èíî ïîíÿòòÿ êiëüöÿ

Òåïëiöà.

Îçíà÷åííÿ 4.3. Êîìóòàòèâíå êiëüöå R íàçâåìî êiëüöåì Òåïëiöà,
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ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b ∈ R iñíó¹ îáîðîòíà ìàòðèöÿ Òåïëiöà T òàêà,

ùî (
a b

)
T =

(
d 0

)
.

Äîâåäåìî íåîáõiäíó òà äîñòàòíþ óìîâó òîãî, ùî êiëüöå Åðìiòà ¹

êiëüöåì Òåïëiöà.

Òåîðåìà 4.1. Íåõàé R ¹ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì Åðìiòà. Òîäi

R � êiëüöå Òåïëiöà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè öå êiëüöå êâàäðàòíîãî

ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí.

Îäíèì ç îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äàíîãî ðîçäiëó ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.2.Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå åëåìåíòàðíèõ äiëü-

íèêiâ êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí. Òîäi äîâiëüíà ìàòðèöÿ

äðóãîãî ïîðÿäêó îáîðîòíèìè ìàòðèöÿìè Òåïëiöà ïðèâîäèòüñÿ äî êà-

íîíi÷íîãî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó.

Áiëüøå òîãî, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.3.Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå åëåìåíòàðíèõ äiëü-

íèêiâ êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí. Òîäi áóäü-ÿêà îáîðîòíà ìà-

òðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ¹ äîáóòêîì îáîðîòíèõ ìàòðèöü Òåïëiöà.

Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi ÷åòâåðòîãî ðîçäiëó ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ êiëü-

öÿ îäèíè÷íîãî êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí òà ðîçãëÿäà¹òüñÿ

äiàãîíàëüíà ðåäóêöiÿ ìàòðèöü íàä òàêèìè êiëüöÿìè.

Îçíà÷åííÿ 4.4. Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì îäèíè÷íîãî êâà-

äðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí, ÿêùî ç óìîâè aR + bR = R âèïëè-

âà¹, ùî iñíó¹ îáîðîòíèé åëåìåíò t òàêèé, ùî a2 + bt � îáîðîòíèé

åëåìåíò êiëüöÿ R.
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Òåîðåìà 4.4. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå Åðìiòà îäèíè÷íîãî

êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí. Òîäi R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ

äiëüíèêiâ òà áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó íàä R äiàãîíàëiçó¹-

òüñÿ îáîðîòíèìè ìàòðèöÿìè Òåïëiöà.

Ó ï'ÿòîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ âñòàíîâëåíî óìîâè çà ÿêèõ ñêií÷åí-

íèé ãîìîìîðôíèé îáðàç êîìóòàòèâíî¨ îáëàñòi Áåçó ¹ íàïiâïîòóæíèì

êiëüöåì.

Îçíà÷åííÿ 5.2. Íåõàé R êîìóòàòèâíà îáëàñòü Áåçó. Ñêàæåìî,

ùî åëåìåíò a ∈ R \ {0} ¹ íàïiâïîòóæíèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî b ∈ R

çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè r, s ∈ R :

a = rs, rR + bR = R, rR + sR = R.

Òåîðåìà 5.1. Íåõàé R êîìóòàòèâíà îáëàñòü Áåçó. Òîäi a ¹ íà-

ïiâïîòóæíèì åëåìåíòîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè R/aR ¹ íàïiâïî-

òóæíèì êiëüöåì.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê àäåêâàòíèõ åëåìåíòiâ iç

ïîíÿòòÿì íàïiâïîòóäæíîãî êiëüöÿ.

Òåîðåìà 5.3. Íåõàé R êîìóòàòèâíà îáëàñòü Áåçó i a ∈ R \ {0}.

Ôàêòîð-êiëüöåR/aR ¹ íàïiâïîòóæíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-

ÿêîãî åëåìåíòà b /∈ J(aR) iñíó¹ äåÿêèé åëåìåíò u ∈ R òàêèé, ùî aAbu

i bu /∈ aR.
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ÐÎÇÄIË 1

Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi, äîïîìiæíi

ôàêòè òà îñíîâíi ðåçóëüòàòè

1.1. Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi òà äîïîìiæíi ôàêòè

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ ðiçíîìàíiòíi êëàñè êiëåöü, à òàêîæ

ïîäàþòüñÿ íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ, âiäîìi òåîðåìè, òâåðäæåííÿ òà ôàêòè,

ùî ñòîñóþòüñÿ òåìè äèñåðòàöi.

Ïiä êiëüöåì ðîçóìiòèìåìî àñîöiàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ, â ÿêîìó

1 6= 0.

Îçíà÷åííÿ 1.1. [32] Äâi ìàòðèöi A i B íàä êiëüöåì R íàçèâà-

þòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíóþòü òàêi îáîðîòíi ìàòðèöi P i Q

âiäïîâiäíèõ ðîçìiðiâ íàä êiëüöåì R äëÿ ÿêèõ ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü:

B = PAQ.

Ïîçíà÷åííÿ A ∼ B îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ A åêâiâàëåíòíà ìàòðèöi B

[32].

Êëàñè÷íå îçíà÷åííÿ êiëüöÿ åëåìåíòàíèõ äiëüíèêiâ áóëî ââåäåíî

Êàïëàíñüêèì [32].
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Îçíà÷åííÿ 1.2. Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëü-

íèêiâ, ÿêùî äîâiëüíà ìàòðèöÿ A ðîçìiðó m×n åêâiâàëåíòíà êàíîíi-

÷íié äiàãîíàëüíié ìàòðèöi, à ñàìå, äëÿ ìàòðèöi A iñíóþòü îáîðîòíi

ìàòðèöi P ∈ GLm(R), Q ∈ GLn(R) òàêi, ùî ìàòðèöÿ

PAQ =



d1 0 0 . . . 0 . . . 0

0 d2 0 . . . 0 . . . 0

0 0 d3 . . . 0 . . . 0

...
...

... . . . ...
...

...

0 0 0 . . . dr . . . 0

...
...

...
...

... . . . ...

0 0 0 0 0 . . . 0


,

äå Rdi+1R ⊆ diR ∩Rdi, i = 1, . . . , r − 1.

Êiëüöÿ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ ¹ êiëüöÿìè Åðìiòà.

Îçíà÷åííÿ 1.3. [32, 59] ßêùî íàä êiëüöåì R âñi ìàòðèöi ðîçìiðó

1× 2 äiàãîíàëiçóþòüñÿ, òî òàêå êiëüöå íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì êiëüöåì

Åðìiòà.

Ëiâèì êiëüöåì Åðìiòà íàçèâà¹òüñÿ òàêå êiëüöå R íàä ÿêèì âñi

ìàòðèöi ðîçìiðó 2× 1 äiàãîíàëiçóþòüñÿ.

Êiëüöå, ÿêå ¹ îäíî÷àñíî i ïðàâèì, i ëiâèì êiëüöåì Åðìiòà íàçèâà-

¹òüñÿ êiëüöåì Åðìiòà.

Çàóâàæèìî, ùî â êëàñi êîìóòàòèâíèõ êiëåöü ïîíÿòòÿ ëiâîãî êiëüöÿ

Åðìiòà, ïðàâîãî êiëüöÿ Åðìiòà i êiëüöÿ Åðìiòà ñïiâïàäàþòü [59].

Ç êiëüöÿìè Åðìiòà òiñíî ïîâ'ÿçàíi áàãàòî êëàñiâ êiëåöü. Íàâåäåìî

¨õ íèæ÷å.
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Îçíà÷åííÿ 1.4. [23] Ïðàâèì êiëüöåì Áåçó íàçèâà¹òüñÿ êiëüöå, â

ÿêîìó äîâiëüíèé ñêií÷åííîïîðîäæåíèé ïðàâèé iäåàë ¹ ãîëîâíèì. Àíà-

ëîãi÷íî âèçíà÷àþòüñÿ i ëiâi êiëüöÿ Áåçó, à ñàìå: êiëüöå, â ÿêîìó äî-

âiëüíèé ñêií÷åííîïîðîäæåíèé ëiâèé iäåàë ¹ ãîëîâíèì. Êiëüöå Áåçó �

öå êiëüöå, ÿêå ¹ îäíî÷àñíî ïðàâèì i ëiâèì êiëüöåì Áåçó.

Çà äîïîìîãîþ òåîði¨ òðèâiàëüíèõ ðîçøèðåíü áóäóòüñÿ íîâi ïðèêëà-

äè êîìóòàòèâíèõ êiëåöü Áåçó ç íàïåðåä çàäàíèìè âëàñòèâîñòÿìè, ÿêi

ïîâ'ÿçàíi ç êëàñàìè êiëåöü, ùî äîñëiäæóþòüñÿ â äàíié ðîáîòi [31].

Òèïîâèì ïðèêëàäîì ïðàâîãî (ëiâîãî) êiëüöÿ Áåçó ñëóæèòü êiëüöå

ïðàâèõ (ëiâèõ) ãîëîâíèõ iäåàëiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.5. [7] Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì ãîëîâíèõ ëi-

âèõ (ïðàâèõ) iäåàëiâ, ÿêùî â íüîìó äîâiëüíèé ëiâèé (ïðàâèé) iäåàë ¹

ãîëîâíèì.

Íàñòóïíi òåîðåìè âèçíà÷àþòü óìîâè ïðè ÿêèõ êiëüöå R ¹ êiëüöåì

åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Òåîðåìà 1.1. [32] ßêùî äîâiëüíi ìàòðèöi íàä êîìóòàòèâíèì

êiëüöåì R ðîçìiðó 1× 2, 2× 1 òà 2× 2 âîëîäiþòü êàíîíi÷íîþ äiàãî-

íàëüíîþ ðåäóêöi¹þ, òî êiëüöå R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Òåîðåìà 1.2. [37] Êîìóòàòèâíå êiëüöå R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàð-

íèõ äiëüíèêiâ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äîâiëüíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ

ðîçìiðó 2×2, åëåìåíòè ÿêî¨ íàëåæàòü êiëüöþ R, âîëîäi¹ êàíîíi÷íîþ

äiàãîíàëüíîþ ðåäóêöi¹þ.

Òåîðåìà 1.3. [32] Êîìóòàòèâíå êiëüöå R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàð-

íèõ äiëüíèêiâ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíî ¹ êiëüöåv Åðìiòà i äëÿ
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äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b, c ∈ R, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

aR + bR + cR = R,

iñíóþòü òàêi åëåìåíòè p, q ∈ R, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ

(pa+ qb)R + qcR = R.

Ðîçãëÿíåìî ôàêòè, ÿêi ñòîñóþòüñÿ íåêîìóòàòèâíèõ êiëåöü åëåìåí-

òàðíèõ äiëüíèêiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.6. Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì (ëiâèì) êâàçi-äóî

êiëüöåì, ÿêùî äîâiëüíèé ìàêñèìàëüíèé ïðàâèé (ëiâèé) iäåàë êiëüöÿ¹

äâîái÷íèì.

Îçíà÷åííÿ 1.7. Êiëüöå R íàçâåìî ïðàâèì (ëiâèì) äèñòðèáóòèâ-

íèì, ÿêùî ãðàòêà ïðàâèõ (ëiâèõ) iäåàëiâ êiëüöÿ R ¹ äèñòðèáóòèâíîþ.

Äèñòðèáóòèâíå êiëüöå � öå êiëüöå, ÿêå ¹ ïðàâèì i ëiâèì äèñòðèáóòèâ-

íèì êiëüöåì îäíî÷àñíî.

Îçíà÷åííÿ 1.8. Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ äóî-êiëüöåì, ÿêùî äîâiëü-

íèé îäíîái÷íèé iäåàë ¹ äâîái÷íèì.

Ó âèïàäêó äèñòðèáóòèâíèõ ïðàâèõ (ëiâèõ) êiëåöü Áåçó, çâ'ÿçîê ç

ïðàâèìè (ëiâèìè) êâàçi-äóî êiëüöÿìè âñòàíîâëåíèé ó íàñòóïíié òåîðå-

ìi.

Òåîðåìà 1.4. [48] Íàñòóïíi âëàñòèâîñòi åêâiâàëåíòíi äëÿ êiëüöÿ

Áåçó R.

1) R ¹ ïðàâèì äèñòðèáóòèâíèì êiëüöåì.

2) R ¹ ïðàâèì êâàçi-äóî êiëüöåì.
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3) Ç óìîâè aR+bR = R ñëiäó¹, ùî Ra+Rb = R äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ

a, b ∈ R

Òåîðåìà 1.5. [56] Áóäü-ÿêà äèñòðèáóòèâíà îáëàñòü åëåìåíòàð-

íèõ äiëüíèêiâ ¹ äóî-îáëàñòþ.

Îçíà÷åííÿ 1.9. Åëåìåíò êiëüöÿ íàçèâà¹òüñÿ àòîìîì, ÿêùî âií

¹ íåîáîðîòíèì, íåíóëüîâèì i íå ìîæå áóòè çîáðàæåíèì ó âèãëÿäi

äîáóòêó äâîõ íåîáîðîòíèõ åëåìåíòiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.10. [62] Íåíóëüîâèé åëåìåíò a îáëàñòi R íàçâåìî

ëiâèì ñêií÷åííèì, ÿêùî äîâiëüíèé òðèâiàëüíèé ëiâèé äiëüíèê a ¹ îáî-

ðîòíèì, àáî ñêií÷åííèì äîáóòêîì àòîìiâ i ïðàâèé ñêií÷åííèé åëå-

ìåíò � öå åëåìåíò, äîâiëüíèé ïðàâèé ìíîæíèê ÿêîãî ¹ îáîðîòíèì

àáî ¹ äîáóòêîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà àòîìiâ. Åëåìåíò a îáëàñòi R íà-

çâåìî ñêií÷åííèì, ÿêùî âií ¹ ëiâèì i ïðàâèì ñêií÷åííèì. Äîâæèíîþ

l(a) ñêií÷åííîãî åëåìåíòà a îáëàñòi R íàçâåìî ÷èñëî àòîìíèõ äiëü-

íèêiâ.

Çàóâàæèìî, ùî â îáëàñòi Áåçó, åëåìåíò ¹ ñêií÷åííèì òîäi i ëèøå

òîäi, êîëè âií ìà¹ ñêií÷åííó äîâæèíó [62].

Ôàêòè÷íî, îáëàñòü Áåçó ¹ îáëàñòþ ãîëîâíèõ iäåàëiâ òîäi i ëèøå òîäi,

êîëè äîâiëüíèé íåíóëüîâèé, íåçâîðîòíié åëåìåíò ¹ ñêií÷åííèì [62].

Ó êëàñi êiëåöü åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ âàæëèâå ìiñöå çàéìàþòü

àäåêâàòíi êiëüöÿ, îñêiëüêè âîíè ¹ äîñèòü øèðîêèì êëàñîì êiëåöü i

ìiñòÿòü â ñîái êîìóòàòèâíi îáëàñòi ãîëîâíèõ iäåàëiâ. Öå ïîíÿòòÿ áó-

ëî ââåäåíî Õåëìåðîì [29]. Âîíî ¹ ÷àñòî âèêîðèñòîâóâàíèì â ñó÷àñíèõ

àëãåáðà¨÷íèõ äîñëiäæåííÿõ ïîâÿçàíèõ iç äiàãîíàëiçàöi¹þ ìàòðèöü íàä

êîìóòàòèâíèìè êiëüöÿìè.
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Îçíà÷åííÿ 1.11. [29, 59] Åëåìåíò a êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ Áåçó

R íàçèâà¹òüñÿ àäåêâàòíèì äî åëåìåíòà b ∈ R, ÿêùî åëåìåíò a ìî-

æíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó äâîõ åëåìåíòiâ

a = r · s,

äå

rR + bR = R

òà

s′R + bR 6= R,

äëÿ äîâiëüíîãî íåîáîðîòíîãî äiëüíèêà s′ åëåìåíòà s. Äàíèé ôàêò áó-

äåìî ïîçíà÷àòè aAb.

Îçíà÷åííÿ 1.12. [29, 59] Åëåìåíò a êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ Áåçó

R íàçèâà¹òüñÿ àäåêâàòíèì, ÿêùî âií ¹ àäåêâàòíèì äî äîâiëüíîãî åëå-

ìåíòà b ∈ R.

Ïðèêëàäàìè àäåêâàòíèõ åëåìåíòiâ ìîæóòü ïîñëóæèòè ôàêòîðiàëü-

íi òà îáîðîòíi åëåìåíòè êiëüöÿ [59].

Îçíà÷åííÿ 1.13. [29, 59] Àäåêâàòíèì êiëüöåì íàçèâà¹òüñÿ êî-

ìóòàòèâíå êiëüöå Áåçó, â ÿêîìó äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò ¹

àäåêâàòíèì.

Ñïðàâåäëèâèì ¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê àäåêâàò-

íèõ êiëåöü ç êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Òåîðåìà 1.6. [2] Êîìóòàòèâíå àäåêâàòíå êiëüöå ¹ êiëüöåì åëå-

ìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Âàæëèâèìè ïðèêëàäàìè êiëåöü Áåçó ¹ ðåãóëÿðíi (â ñåíñi ôîí Íå-

éìàíà) êiëüöÿ.
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Îçíà÷åííÿ 1.14. [27] Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíèì êiëüöåì

(â ñåíñi ôîí Íåéìàíà), ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ R iñíó¹

åëåìåíò x ∈ R, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

axa = a.

Äëÿ ðåãóëÿðíèõ (â ñåíñi ôîí Íåéìàíà) êiëåöü ñïðàâåäëèâèì ¹ òàêå

òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1.7. [27] Äëÿ êiëüöÿ R íàñòóïíi âëàñòèâîñòi ¹ åêâiâàëåíò-

íèìè:

1. êiëüöå R � ðåãóëÿðíå (â ñåíñi ôîí Íåéìàíà) êiëüöå;

2. äîâiëüíèé ãîëîâíèé ïðàâèé (ëiâèé) iäåàë êiëüöÿ R ¹ ïîðîäæåíèé

iäåìïîòåíòîì;

3. äîâiëüíèé ñêií÷åííîïîðîäæåíèé ïðàâèé (ëiâèé) iäåàë êiëüöÿ R ¹

ïîðîäæåíèé iäåìïîòåíòíèì åëåìåíòîì.

Â êëàñi ðåãóëÿðíèõ (â ñåíñi ôîí Íåéìàíà) êiëåöü âiäçíà÷èìî ïiä-

êëàñ îäèíè÷íî-ðåãóëÿðíèõ êiëåöü.

Îçíà÷åííÿ 1.15. [27] Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íî-ðåãóëÿðíèì

êiëüöåì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ R iñíó¹ îáîðîòíèé åëå-

ìåíò u ∈ U(R) òàêèé, ùî

aua = a.

Òåîðåìà 1.8. [22] Êîìóòàòèâíå ðåãóëÿðíå (â ñåíñi ôîí Íåéìàíà)

êiëüöå ¹ îäèíè÷íî-ðåãóëÿðíèì êiëüöåì.

Áiëüøå òîãî, ñïðàâåäëèâèì ¹ òàêèé ðåçóëüòàò:



43

Òâåðäæåííÿ 1.1. [28, 30] Íåõàé R � îäèíè÷íî-ðåãóëÿðíå êiëüöå.

Òîäi, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ R iñíóþòü iäåìïîòåíòíi åëåìåí-

òè e1 = e2
1, e2 = e2

2, ÿêi íàëåæàòü êiëüöþ R i îáîðîòíi åëåìåíòè

u1, u2 ∈ U(R) òàêi, ùî

a = e1u1 = u2e2.

Îçíà÷åííÿ 1.16. ßêùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ R çíàéäå-

òüñÿ x ∈ R ç âëàñòèâiñòþ a2x = a, òî òàêå êiëüöå áóäåìî íàçèâàòè

ñòðîãî ðåãóëÿðíèì.

Çàóâàæåííÿ 1.1. Ñòðîãî ðåãóëÿðíi êiëüöÿ ¹ îäèíè÷íî-ðåãóëÿðíèìè,

à îäèíè÷íî-ðåãóëÿðíi ¹, î÷åâèäíî, ðåãóëÿðíèìè. Ó âèïàäêó êiëåöü, iäåì-

ïîòåíòè ÿêèõ ¹ öåíòðàëüíi (íàïðèêëàä êîìóòàòèâíi êiëüöÿ), öi êëà-

ñè êiëåöü çáiãàþòüñÿ.

Ïðèêëàä 1.1. Êiëüöå Z/nZ ¹ ðåãóëÿðíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

n ¹ âiëüíèì âiä êâàäðàòiâ (íå äiëèòüñÿ íà êâàäðàò æîäíîãî ÷èñëà).

Ïðèêëàä 1.2. Íåõàé k ¹ ïîëåì. Òîäi äîâiëüíå êiëüöå ìàòðèöü

Mn(k) ¹ îäèíè÷íî-ðåãóëÿðíèì êiëüöåì.

Íàâåäåìî ðÿä ïðèêëàäiâ ñòðîãî ðåãóëÿðíèõ êiëåöü ñåðåä ãðóïîâèõ

êiëåöü.

Îçíà÷åííÿ 1.17. Ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííî-ïîðîäæåíîþ,

ÿêùî iñíó¹ ñêií÷åííà ìíîæèíà S ⊂ G, ùî êîæåí åëåìåíò ç G ìî-

æå áóòè çàïèñàíèé ó âèãëÿäi ñêií÷åííîãî äîáóòêó åëåìåíòiâ ç S òà

îáåðíåíèõ åëåìåíòiâ ç S.

Îçíà÷åííÿ 1.18. Ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ, ÿêùî

âñi âñi ¨¨ ñêií÷åííî-ïîðîäæåíi ïiäãðóïè ¹ ñêií÷åííi.
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Îçíà÷åííÿ 1.19. Ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäè÷íîþ, ÿêùî êîæåí

¨¨ åëåìåíò ìà¹ ñêií÷åííèé ïîðÿäîê.

Îçíà÷åííÿ 1.20. Ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçíîþ, ÿêùî iñíó-

þòü ïiäãðóïè G1, G2, . . . , Gk òàêi, ùî

{e} = G1 �G2 � . . .�Gk−1 �Gk

òà äëÿ áóäü-ÿêîãî j ∈ {1, . . . , n} Gj/Gj−1 ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ.

Ïðèêëàä 1.3.

1. Äîâiëüíà ñêií÷åííà ãðóïà ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ.

2. Íåñêií÷åííà ïðÿìà ñóìà ñêií÷åííèõ ãðóï ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ.

3. Ãðóïà Ïðþôåðà Zp∝ = ∪n∈NZ/pnZ ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ.

4. Êîæíà ïåðiîäè÷íà ðîçâ'ÿçíà ãðóïà ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ.

5. Äîâiëüíà ïåðiîäè÷íà ïiäãðóïà ãðóïè GLn(C) ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åí-

íîþ.

Òåîðåìà 1.9. [10] Íåõàé R ¹ ñòðîãî ðåãóëÿðíèì êiëüöåì, à G �

ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ ãðóïîþ, ïðè÷îìó ïîðÿäêè ¨¨ åëåìåíòiâ ¹ îáîðî-

òíèìè â R. Òîäi íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

1. RG ¹ ïðàâèì äèñòðèáóòèâíèì êiëüöåì;

2. RG ¹ ïðàâèì êâàçi-äóî-êiëüöåì, ÿêå ¹ ïðàâèì êiëüöåì Áåçó;

3. RG ¹ ñòðîãî ðåãóëÿðíèì êiëüöåì.

Ùå îäíèì êëàñîì àäåêâàòíèõ êiëåöü ¹ êîìóòàòèâíi ðåãóëÿðíi êiëü-

öÿ.
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Òåîðåìà 1.10. [26] Êîìóòàòèâíå ðåãóëÿðíå (â ñåíñi ôîí Íåéìà-

íà) êiëüöå ¹ àäåêâàòíèì êiëüöåì.

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó ðåãóëÿðíîãî (â ñåíñi ôîí Íåéìàíà) êiëü-

öÿ óìîâà ç îçíà÷åííÿ àäåêâàòíîãî êiëüöÿ, âèêîíó¹òüñÿ äëÿ íóëüîâîãî

åëåìåíòà. Êðiì öüîãî, âîíà âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ êiëüöÿ íîðìóâàííÿ [37].

Îçíà÷åííÿ 1.21. [33] Êîìóòàòèâíå êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëü-

öåì íîðìóâàííÿ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R âèêîíó¹òüñÿ

a | b àáî b | a.

Îçíà÷åííÿ 1.22. [59] Êîìóòàòèâíå êiëüöå Áåçó R íàçèâà¹òüñÿ

âñþäè àäåêâàòíèì, ÿêùî âñi åëåìåíòè êiëüöÿ R (çîêðåìà i 0) ¹ àäåêâàò-

íèì.

Òåîðåìà 1.11. [59] Êîìóòàòèâíå ðåãóëÿðíå (â ñåíñi ôîí Íåéìà-

íà) êiëüöå ¹ âñþäè àäåêâàòíèì êiëüöåì.

Òåîðåìà 1.12. [59] Êiëüöå íîðìóâàííÿ ¹ âñþäè àäåêâàòíèì êiëü-

öåì.

Âàæëèâó ðîëü ó äîñëiäæåííÿõ êiëåöü, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ â äèñåð-

òàöiéíié ðîáîòi, âiäiãðà¹ òàêèé âàæëèâèé iíâàðiàíò Ê-òåîði¨, ÿê ñòà-

áiëüíèé ðàíã êiëüöÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.23. [59] Ðÿäîê

(a1, a2, . . . , an)

åëåìåíòiâ êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì óíiìîäóëÿðíèì, ÿêùî

a1R + a2R + . . .+ anR = R.
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Îçíà÷åííÿ 1.24. [51] Ñòàáiëüíèì ðàíãîì êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ

íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî n òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ïðàâîãî óíi-

ìîäóëÿðíîãî ðÿäêà

(a1, a2, . . . , an, an+1)

äîâæèíè n + 1 iñíóþòü òàêi åëåìåíòè b1, b2, . . . , bn ∈ R òàêi, ùî

ðÿäîê

(a1 + an+1b1, a2 + an+1b2, . . . , an + an+1bn)

¹ ïðàâèì óíiìîäóëÿðíèì.

Òîé ôàêò, ùî ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ R äîðiâíþ¹ n ïîçíà÷àòèìåìî

òàê:

sr(R) = n.

Çãiäíî ç ðåçóëüòàìè Âàñåðøòåéíà [50] òà Óîðôiëäà [54] öi ïîíÿòòÿ

¹ ëiâî-ïðàâî ñèìåòðè÷íèìè.

Îçíà÷åííÿ Âàñåðøòåéíà [50], òîáòî, sr(R) = n, ïåðåäáà÷à¹, ùî äàíà

âëàñòèâiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà áiëüøîãî

íiæ n, òîáòî n ¹ íàéìåíøèì íàòóðàëüíèì ç äàíîþ âëàñòèâiñòþ. Áiëüøå

òîãî, iñíóþòü òàêi êëàñè êiëåöü (íà ïðèêëàä, ÷èñòî íåñêií÷åííi êiëüöÿ

[27, 59]), ùî ïîíÿòòÿ ñêií÷åííîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó íå âèçíà÷åíî, òîá-

òî ¹ íåñêií÷åííèì. Òàêi êiëüöÿ îòðèìàëè íàçâó êiëåöü íåñêií÷åííîãî

ñòàáiëüíîãî ðàíãó.

Â ïðîöåñi äîñëiäæåííÿ êiëåöü ñêií÷åííîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó âè-

ÿâèëîñü, ùî, ÿê ïðàâèëî, îñíîâíi äîñëiäæåííÿ ïðîâîäÿòüñÿ äëÿ êiëåöü

ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí àáî äâà.

Îçíà÷åííÿ 1.25. [51] Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì ñòàáiëüíîãî

ðàíãó îäèí (öåé ôàêò ïîçíà÷àòèìåìî sr(R) = 1), ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ
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åëåìåíòiâ a, b ∈ R, ÿêi çàäîâiëüíÿþòü óìîâó

aR + bR = R,

iñíó¹ åëåìåíò t ∈ R òàêèé, ùî

a+ bt ∈ U(R).

Êëàñè êiëåöü ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí ¹ äîâîëi øèðîêèìè i íàéáiëüø

äîñëiäæóâàíèìè.

Êiëüöå Êðîíåêåðiâñüêèõ ôóíêöié íà öiëîçàìêíåíié îáëàñòi ¹ íå ëè-

øå êiëüöåì Áåçó, àëå i êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí [59]. Âàñåðøòåéí,

âèâ÷àþ÷è êëàñ êiëåöü äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié C(X), ÿêi âèçíà÷åíi íà

òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîðiX, îïèñàâ óìîâè, çà ÿêèõ äàíå êiëüöå ¹ êiëüöåì

ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí òà äâà. Çîêðåìà, âií ïîêàçàâ, ùî sr(C(X)) = 1

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè dim(X) = 0 [50, 51].

Íàïiâëîêàëüíå êiëüöå ¹ êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí [52]. Â öåé

æå ÷àñ, iñíóþòü êiëüöÿ ãîëîâíèõ iäåàëiâ ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí, ÿêi

íå ¹ íàïiâëîêàëüíèìè [51]. À òàêîæ, iñíóþòü êiëüöÿ Äåäåêiíäà ñòàáiëü-

íîãî ðàíãó îäèí, ÿêi íå ¹ êiëüöÿìè ãîëîâíèõ iäåàëiâ [59]. Êiëüöÿ ôîð-

ìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ íàä ïîëåì P âiä áàãàòüîõ çìiííèõ ¹ êiëüöåì

ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí, õî÷à, êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ íå ¹ òàêèì [50].

Îçíà÷åííÿ 1.26. Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ ðåäóêîâàíèì, ÿêùî ¹äè-

íèì íiëüïîòåíòîì R ¹ íóëüîâèé åëåìåíò.

Òåîðåìà 1.13. [49] Íåõàé iñíó¹ òàêèé ïðèìiòèâíèé ìíîãî÷ëåí

f(x) ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ùî f(r) = 0 äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà r

êiëüöÿ R. Òîäi ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ R äîðiâíþ¹ îäèí.
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Äëÿ ðåãóëÿðíèõ (â ñåíñi ôîí Íåéìàíà) êiëåöü ìà¹ ìiñöå òàêèé ðå-

çóëüòàò Êàïëàíñüêîãî:

Òåîðåìà 1.14. [30] Ðåãóëÿðíå (â ñåíñi ôîí Íåéìàíà) êiëüöå ¹ îäèíè÷íî-

ðåãóëÿðíèì êiëüöåì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè éîãî ñòàáiëüíèé ðàíã äî-

ðiâíþ¹ îäèí.

Çàóâàæèìî, ùî êîìóòàòèâíå ðåãóëÿðíå (â ñåíñi ôîí Íåéìàíà) êiëü-

öå ¹ îäèíè÷íî-ðåãóëÿðíèì [26]. À çãiäíî ç ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ, öå

êiëüöå ¹ êiëüöåì ñòàáiëüíèé ðàíã ÿêîãî äîðiâíþ¹ îäèí.

Âiäçíà÷èìî êîðèñòü â äîñëiäæåííÿõ íàñòóïíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Òåîðåìà 1.15. [51] Ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ R äîðiâíþ¹ îäèí òîäi

i ëèøå òîäi, êîëè ñòàáiëüíèé ðàíã ôàêòîð-êiëüöÿ R/J(R) êiëüöÿ R

ïî ðàäèêàëó Äæåêîáñîíà J(R) äîðiâíþ¹ îäèí.

Ñåðåä âëàñòèâîñòåé êiëåöü ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí âèäiëèìî íàñòó-

ïíi âëàñòèâîñòi:

Òåîðåìà 1.16. [51] Äîâiëüíå ôàêòîð-êiëüöå êiëüöÿ ñòàáiëüíîãî

ðàíãó îäèí ¹ êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí.

Òåîðåìà 1.17. [51] ßêùî ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ R äîðiâíþ¹ îäèí

i åëåìåíò e = e2 � äîâiëüíèé iäåìïîòåíò êiëüöÿ R, òî êiëüöå eRe

òàêîæ ¹ êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí.

Òåîðåìà 1.18. [62] Íåõàé R � ëiâå (ïðàâå) êiëüöå Áåçó ñòàáiëü-

íîãî ðàíãó îäèí. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R iñíóþòü òàêi

x ∈ R (y ∈ R) i d ∈ R (δ ∈ R), ùî a+xb = d (a+by = δ) i Ra+Rb = Rd

(aR + bR = δR).
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Ó âèïàäêó êîìóòàòèâíèõ îáëàñòåé ãîëîâíèõ iäåàëiâ ñòàáiëüíîãî ðàí-

ãó îäèí ìà¹ìî:

Òåîðåìà 1.19. [25] Íåõàé R � êîìóòàòèâíà îáëàñòü ãîëîâíèõ

iäåàëiâ ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí, òîäi R ¹ åâêëiäîâèì êiëüöåì.

Ïðîòå íå âñÿêå åâêëiäîâå êiëüöå (çîêðåìà, Z) ¹ êiëüöåì ñòàáiëüíîãî

ðàíãó îäèí. Çàóâàæèìî, ùî äîâiëüíèé ñêií÷åííèé ãîìîìîðôíèé îáðàç

êiëüöÿ öiëèõ ÷èñåë ¹ ñêií÷åííèì êiëüöåì, òîáòî ¹ êiëüöåì ñòàáiëüíîãî

ðàíãó îäèí.

Çãiäíî ç ðåçóëüòàòàìè ÌàêÃîâåðíà, êëàñè êiëåöü, íåòðèâiàëüíi ãî-

ìîìîðôíi îáðàçè ÿêèõ ¹ êiëüöÿìè ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí îòðèìàëè

íàçâó êiëåöü ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí.

Îçíà÷åííÿ 1.27. [60] Åëåìàíò a êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ R íàçè-

âà¹òüñÿ åëåìåíòîì ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí, ÿêùî

sr(R/aR) = 1.

Î÷åâèäíî, ùî äîâiëüíà îäèíèöÿ êiëüöÿ R ¹ åëåìåíòîì ìàéæå ñòà-

áiëüíîãî ðàíãó îäèí. Çàóâàæèìî, ùî sr(R) = 1 òî, òîäi, äëÿ äîâiëüíîãî

iäåàëó I sr(R/I) = 1, òîáòî, êiëüöå ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí ¹ êiëüöåì

ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí [51, 54]. ßê âiäçíà÷àëîñü, êiëüöå öiëèõ

÷èñåë ¹ ïðèêëàäîì êiëüöÿ ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí, ÿêå íå ¹ êiëü-

öåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí.

Áiëüøå òîãî, ñïðàâåäëèâèì ¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1.20. [25] Äîâiëüíà àäåêâàòíà îáëàñòü Áåçó ¹ êiëüöåì

ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí.
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Îçíà÷åííÿ 1.28. [50, 59] Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì ñòàáiëü-

íîãî ðàíãó äâà (ïîçíà÷àòèìåìî öåé ôàêò òàê: sr(R) = 2), ÿêùî äëÿ

äîâiëüíèx åëåìåíòiâ a, b, c ∈ R òàêèõ, ùî

aR + bR + cR = R,

âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

(a+ cx)R + (b+ cy)R = R

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ x, y ∈ R.

Î÷åâèäíèì ïðèêëàäîì êiëüöÿ ñòàáiëüíîãî ðàíãó äâà ìîæå ïîñëó-

æèòè äîâiëüíå êîìóòàòèâíå êiëüöå ãîëîâíèõ iäåàëiâ. Áiëüøå òîãî, ìà-

òèìåìî:

Òåîðåìà 1.21. [2] Ñòàáiëüíèé ðàíã àäåêâàòíîãî êiëüöÿ íå ïåðå-

âèùó¹ äâîõ. ßêùî ðàäèêàë Äæåêîáñîíà àäåêâàòíîãî êiëüöÿ ¹ íåíóëüî-

âèì, òî öå êiëüöå ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí.

Ùî ñòîñó¹òüñÿ âëàñòèâîñòåé êiëåöü ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí òà äâà,

òî ¨õ ïðèêëàäè ìîæíà çíàéòè â ðîáîòàõ [21, 28, 40].

Êâàäðàòíèé ñòàáiëüíèé ðàíã ìà¹ áàãàòî âëàñòèâîñòåé õàðàêòåðíèõ

äëÿ ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí òà âëàñòèâîñòåé ôàêòîð-êiëåöü i êiëåöü ñòå-

ïåíåâèõ ðÿäiâ íàä òàêèìè êiëüöÿìè.

Îçíà÷åííÿ 1.29. [34] Êiëüöå R ¹ êiëüöåì (ïðàâîãî) êâàäðàòíîãî

ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ R ç òîãî, ùî aR +

bR = R âèïëèâà¹, ùî a2 + bx ¹ îáîðîòíèì åëåìåíòîì êiëüöÿ R äëÿ

äåÿêîãî åëåìåíòà x.

Òâåðäæåííÿ 1.2. [34] ßêùî R � êiëüöå ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí,

òîäi R ¹ êiëüöåì êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí.
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Ó òîé æå ÷àñ íå âñÿêå êiëüöå êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí

¹ êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí.

Ïðèêëàäàìè êiëåöü êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí ñëóãóþòü

êiëüöÿ äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði, à òàêîæ äié-

ñíå êiëüöå ãîìîìîðôíîñòi â ôîðìàëüíî äiéñíîìó ïîëi [34]. Áàãàòî íî-

âèõ ïðèêëàäiâ îòðèìàíî â ðîáîòi [34] ïîâ'ÿçàíèõ ç âëàñòèâiñòþ Àðòiíà-

Øðà¹ðà, òîáòî ç êiëüöÿìè R äå ç óìîâè∑
i

aiR = R

âèïëèâà¹, ùî
∑

i a
2
i � îáîðîòíèé åëåìåíò.

Êiëüöÿ (ïðàâîãî) êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí ¹ ïðàâèìè

êâàçi-äóî êiëüöÿìè, òîáòî ìè ìà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.22. [34] Íåõàé R êiëüöå ïðàâîãî êâàäðàòíîãî ñòàáiëü-

íîãî ðàíãó îäèí. Òîäi R � ïðàâå êâàçi-äóî êiëüöå.

Íà ïiäñòàâi âiäîìîãî ðåçóëüòàòó ùîäî ïðàâèõ êâàçi-äóî êiëåöü åëå-

ìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ îòðèìà¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.23. [34] Êiëüöå åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ êâàäðàòíîãî

ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí ¹ äóî-êiëüöåì.

Äàíèé ðåçóëüòàò, äà¹ ïiäñòàâó ðîçãëÿäàòè ëèøå êîìóòàòèâíi êiëüöÿ

êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí.

Îñîáëèâå ìiñöå â êëàñi êiëåöü ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí âiäiãðàþòü

íàñòóïíi êëàñè êiëåöü, ÿêi áóëè ââåäåíi Íiêîëñîíîì.

Îçíà÷åííÿ 1.30. [42] Êiëüöå R íàçèâàþòü ÷èñòèì, ÿêùî äîâiëü-

íèé åëåìåíò x ∈ R ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìè iäåìïîòåíòà
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òà îáîðîòíîãî åëåìåíòà, òîáòî

x = u+ e,

äå e = e2 i u ∈ U(R).

Íàéáiëüø âiäîìèì òðèâiàëüíèì êëàñîì ÷èñòèõ êiëåöü ¹ ëîêàëüíå

êiëüöå.

Îçíà÷åííÿ 1.31. Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíèì, ÿêùî âîíà

ìà¹ ¹äèíèé ìàêñèìàëüíèé ïðàâèé (ëiâèé) iäåàë.

Íàãàäà¹ìî, ùî åëåìåíò x êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ êâàçi-ðåãóëÿðíèì,

ÿêùî iñíó¹ åëåìåíò y ∈ R òàêèé, ùî x + y = yx = xy. Çàóâàæèìî, ùî

åëåìåíò x ¹ êâàçi-ðåçóëÿðíèì, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè (1− x) ¹ îáîðî-

òíèì åëåìåíòîì i åëåìåíòè ðàäèêàëó Äæåêîáñîíà ¹ êâàçi-ðåãóëÿðíèìè.

Íà ïiäñòàâi öüîãî îòðèìó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.3. Äîâiëüíå òiëî, áóëåâå êiëüöå òà ëîêàëüíå êiëü-

öå ¹ ÷èñòèì.

Ñïðàâäi, ÿêùî R � ëîêàëüíå êiëüöå òà M � ¹äèíèé ìàêñèìàëüíèé

iäåàë êiëüöÿ R, ïðè÷îìó x ∈ R, òî ìîæëèâi äâà âèïàäêè:

1. ÿêùî x ∈M , òî 1− x /∈M i, îñêiëüêè, M � ¹äèíèé ìàêñèìàëüíèé

iäåàë, òîäi 1− x � îáîðîòíèé åëåìåíò êiëüöÿ R. Îòæå,

x = 1− (1− x);

2. ÿêùî x /∈ M , òî x � îáîðîòíèé åëåìåíò, çâiäñè, x = 0 + x, äå

0 = 02 � iäåìïîòåíò, à x ∈ U(R).

Ó âèïàäêó íàïiâëîêàëüíèõ êiëåöü ìà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.



53

Òåîðåìà 1.24. [39] Íàïiâëîêàëüíå êiëüöå ¹ ÷èñòèì òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè âîíî ¹ íàïiâäîñêîíàëèì.

Îçíà÷åííÿ 1.32. Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ íàïiâäîñêîíàëèì, íàä

ÿêèì êîæåí ñêií÷åííîïîðîäæåíèé ìîäóëü ìà¹ ïðîåêòèâíå ïîêðèò-

òÿ.

Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî ç [39] êiëüöå Z(2) ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ç íåïàð-

íèìè çíàìåííèêàìè ¹ íàïiâäîñêîíàëèì êiëüöåì, ÿêå íå ¹ äîñêîíàëèì i

íåñêií÷åííèé ïðÿìèé äîáóòîê

Z(2) × Z(2) × . . .

¹ ÷èñòèì êiëüöåì, ÿêå íå ¹ íàïiâäîñêîíàëèì. Çàóâàæèìî, ùî êiëüöå

Z4 íå ¹ ïîëåì, à ïðÿìèé äîáóòîê Z4 × Z4 ¹ íàïiâäîñêîíàëèì, àëå íå ¹

ëîêàëüíèì êiëüöåì.

Äîâiëüíå íóëü-âèìiðíå êiëüöå ¹ íàïiâðåãóëÿðíèì êiëüöåì, ÿêå, â

ñâîþ ÷åðãó, ¹ ÷èñòèì êiëüöåì. Çâiäñè Z4 ¹ íóëü-âèìiðíèì êiëüöåì, ÿêå

íå ¹ ðåãóëÿðíèì (â ñåíñi ôîí Íåéìàíà), àëå ¹ ÷èñòèì êiëüöåì.

Âiäçíà÷èìî, ùî íåòåðîâå êiëüöå íå ¹ ÷èñòèì, òóò íàïðèêëàä, êiëüöå

öiëèõ ÷èñåë ¹ íåòåðîâèì, àëå íå ¹ ÷èñòèì, à êiëüöå Z(6) âñiõ ðàöiîíàëü-

íèõ ÷èñåë, çíàìåííèê ÿêèõ âçà¹ìíî ïðîñòèé ç 6 ¹ íàïiâëîêàëüíèì i

íåòåðîâèì, àëå íå ¹ ÷èñòèì.

Ãðóïîâi êiëüöÿ RC2 i RS3, äå C2 � öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó 2, S3 �

ãðóïà ïiäñòàíîâîê, ¹ ÷èñòèìè, ÿêùî R ¹ êîìóòàòèâíèì ÷èñòèì êiëüöåì.

Â êëàñi êiëåöü ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí âàæëèâó ðîëü âiäiãðà¹ íà-

ñòóïíèé êëàñ êiëåöü.

Îçíà÷åííÿ 1.33. [18, 38, 39] Êiëüöå R íàçèâàþòü êiëüöåì iäåìïî-

òåíòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈
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R äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

aR + bR = R

iñíó¹ iäåìïîòåíò e ∈ R òàêèé, ùî

(a+ be)R = R,

òîáòî, åëåìåíò a+ be ¹ îáîðîòíèì åëåìåíòîì êiëüöÿ R.

Îçíà÷åííÿ 1.34. [42] Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì ç âëàñòèâiñ-

òþ çàìiíè, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ R iñíó¹ iäåìïîòåíò

e ∈ aR òàêèé, ùî

(1− e) ∈ (1− a)R.

Íàñòóïíèé êëàñ êiëåöü ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí ¹ ïðèêëàäîì êiëåöü

ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè.

Îçíà÷åííÿ 1.35. Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ π-ðåãóëÿðíèì, ÿêùî äëÿ

äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ R iñíóþòü n ∈ N òà x ∈ R òàêi, ùî an+1x =

an.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò õàðàêòåðèçó¹ âèïàäîê, êîëè ñêií÷åííèé ãî-

ìîìîðôíèé îáðàç êîìóòàòèâíî¨ îáëàñòi Áåçó ¹ êiëüöåì ç âëàñòèâiñòþ

çàìiíè.

Îçíà÷åííÿ 1.36. [35] Åëåìåíò a êîìóòàòèâíî¨ îáëàñòi Áåçó

R íàçèâà¹òüñÿ ðîçäiëüíèì åëåìåíòîì, ÿêùî ôàêòîð-êiëüöå R/aR ¹

êiëüöåì ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè.

Òåîðåìà 1.25. [35] Äëÿ êîìóòàòèâíî¨ îáëàñòi Áåçó R òà äëÿ

åëåìåíòà a ∈ R \ {0} ôàêòîð-êiëüöå R/aR ¹ êiëüöåì ç âëàñòèâiñòþ
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çàìiíè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ b, c ∈ R òàêèõ, ùî

aR + bR + cR = R iñíóþòü åëåìåíòè r, s ∈ R òàêi, ùî

a = r · s,

äå rR + bR = R, sR + bR = R i rR + sR = R.

Çàóâàæèìî, ùî êëàñ êîìóòàòèâíèõ êiëåöü ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè

ñïiâïàäà¹ ç êëàñîì êiëåöü iäåìïîòåíòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí [18,

38]. Òàêîæ çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ, ÷èñòå êiëü-

öå ¹ êiëüöåì ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè, à â íåêîìóòàòèâíîìó êiëüöi êëàñ

÷èñòèõ êiëåöü ìiñòèòüñÿ â êëàñi êiëåöü ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè [18]. Íàâå-

äåìî ïðèêëàäè ÷èñòèõ êiëåöü i íàâåäåìî ¨õíi íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi.

Òåîðåìà 1.26. [18, 38] Íàñòóïíi âëàñòèâîñòi êîìóòàòèâíîãî

êiëüöÿ R ¹ åêâiâàëåíòíi:

1. R � êiëüöå iäåìïîòåíòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1;

2. R � ÷èñòå êiëüöå;

3. R � êiëüöå ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè.

Îçíà÷åííÿ 1.37. Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ íåðîçêëàäíèì, ÿêùî éîãî

¹äèíèìè iäåìïîòåíòàìè ¹ 0 òà 1.

Òåîðåìà 1.27. Íàñòóïíi âëàñòèâîñòi ¹ åêâiâàëåíòíèìè äëÿ äî-

âiëüíîãî êiëüöÿ R:

1. R ¹ ëîêàëüíèì êiëüöåì;

2. R íåðîçêëàäíå ÷èñòå êiëüöå;

3. R íåðîçêëàäíå êiëüöå ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè.
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ßê íàñëiäîê, îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.4. Îáëàñòü öiëiñíîñòi ¹ ÷èñòîþ òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè âîíà ¹ ëîêàëüíîþ.

Âàæëèâèìè óçàãàëüíåííÿì êiëåöü ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè ¹ ïîòóæíi

òà íàïiâïîòóæíi êiëüöÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.38. Ìîäóëü M íàçèâà¹òüñÿ íàïiâïîòóæíèì, ÿêùî

êîæåí éîãî ïiäìîäóëü N  J(M) ìiñòèòü íåíóëüîâèé ïðÿìèé äîäà-

íîê ìîäóëÿ M .

Òåîðåìà 1.28. Ìîäóëü M ¹ íàïiâïîòóæíèì òîäi i ëèøå òîäi,

êîëè êîæåí öèêëi÷íèé ïiäìîäóëü â M ìiñòèòü íåíóëüîâèé äîäàíîê

ìîäóëÿ M .

Îçíà÷åííÿ 1.39. Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ íàïiâïîòóæíèì, ÿêùî

RR àáî RR ¹ íàïiâïîòóæíèìè ìîäóëÿìè, òîáòî êîæåí ëiâèé ÷è ïðà-

âèé iäåàë I, ùî íå ìiñòèòüñÿ â J(R), ìiñòèòü íåíóëüîâèé iäåìïî-

òåíò.

Òåîðåìà 1.29. Äëÿ êiëüöÿ R íàñòóïíi âëàñòèâîñòi åêâiâàëåíòíi:

1. R ¹ íàïiâïîòóæíèì êiëüöåì.

2. RR ¹ íàïiâïîòóæíèì ìîäóëåì.

3. RR ¹ íàïiâïîòóæíèì ìîäóëåì.

Òåîðåìà 1.30. Íåõàé R ¹ íàïiâïîòóæíèì êiëüöåì. Òîäi:

1. êiëüöå ìàòðèöü Mn(R) ¹ íàïiâïîòóæíèì.

2. eRe ¹ íàïiâïîòóæíèì êiëüöåì, äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî iäåìïî-

òåíòà e ∈ R.
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Îçíà÷åííÿ 1.40. Íàïiâïîòóæíå êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ ïîòóæíèì,

ÿêùî iäåìïîòåíòè êiëüöÿ R/J(R) ïiäíiìàþòüñÿ çà ìîäóëåì iäåàëó

J(R), òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî e2 = e ∈ R/J(R) iñíó¹ x2 = x ∈ R, ùî

e− x ∈ J(R).

Òåîðåìà 1.31. Êiëüöå R ¹ ïîòóæíèì, ÿêùî R/J(R) ¹ íàïiâïîòó-

æíèì êiëüöåì òà iäåìïîòåíòè â R/J(R) ïiäíiìàþòüñÿ çà ìîäóëåì

J(R).

Òåîðåìà 1.32. Íåõàé R ¹ êiëüöåì. Òîäi òàêi âëàñòèâîñòi ¹ åêâi-

âàëåíòíi:

1. R/J(R) ¹ ïîòóæíèì êiëüöåì.

2. R/J(R) ¹ íàïiâïîòóæíèì êiëüöåì.

3. êîæåí íåíóëüâèé ïðàâèé (ëiâèé) iäåàë êiëüöÿ R/J(R) ìiñòèòü

íåíóëüîâèé iäåìïîòåíò.

Òåîðåìà 1.33. Äëÿ êiëüöÿ R òàêi âëàñòèâîñòi ¹ åêâiâàëåíòíi:

1. R ¹ ïîòóæíèì íåðîçêëàäíèì êiëüöåì.

2. R ¹ íàïiâïîòóæíèì íåðîçêëàäíèì êiëüöåì.

3. R ¹ ëîêàëüíèì êiëüöåì.

Òåîðåìà 1.34. Íåõàé B ïiäêiëüöå ç îäèíèöåþ êiëüöÿ ç îäèíèöåþ

A, íåõàé D = u∝i=1Ai, äå Ai = A, à R � öå ïiäêiëüöå êiëüöÿ D ïîðî-

äæåíå iäåàëîì ⊕∝i=1Ai òà ïiäêiëüöåì B′ = {(b, b, . . . , b, . . .) | b ∈ R}.

Òîäi

1. R = {(a1, . . . , an, b, b, . . .) | ai ∈ A, b ∈ R, n ∈ N} .

2. Êiëüöå A içîìîðôíå ôàêòîð-êiëüöþ R, òà B ∼= B′ ∼= R/(⊕∝i=1Ai).
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3. J(R) = 0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè J(A) = 0.

4. R ¹ ðåãóëÿðíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè A i B � ðåãóëÿðíi.

5. R ¹ íàïiâïîòóæíå òîäi i ëèøå òîäi, êîëè A ¹ íàïiâïîòóæíèì.

Ïðèêëàä 1.4. ßêùî A = Q, B = Z, òî R ¹ êîìóòàòèâíå ðåäóêî-

âàíå íàïiâïîòóæíå êiëüöå Áåçó, J(R) = 0, ÿêå íå ¹ ðåãóëÿðíèì.

Áiëüøå òîãî, çãiäíî ç [39], íåòåðîâå êiëüöå ¹ ÷èñòèì (âiäïîâiäíî,

êiëüöåì ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè, íàïiâïîòóæíèì) êiëüöåì òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè âîíî ¹ íàïiâäîñêîíàëèì.

Îçíà÷åííÿ 1.41. [?, 24] Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ PM -êiëüöåì, ÿêùî

êîæåí éîãî ïðîñòèé iäåàë ìiñòèòüñÿ â ¹äèíîìó ìàêñèìàëüíîìó iäå-

àëi.

Âiäìiòèìî, ùî ÷èñòi êiëüöÿ ¹ PM -êiëüöÿìè [?, 42].

Êëàñ ÐÌ-êiëåöü òiñíî ïîâ'ÿçàíèé ç íàñòóïíèì êëàñîì êiëåöü.

Îçíà÷åííÿ 1.42. [39] Êîìóòàòèâíå êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ PM ∗-

êiëüöåì, ÿêùî êîæåí éîãî íåíóëüîâèé ïðîñòèé iäåàë ìiñòèòüñÿ â

¹äèíîìó ìàêñèìàëüíîìó iäåàëi.

Ãåëüôàíäîâi êiëüöÿ áóëè ââåäåíi Ìàëâå¹ì ó 1979 ðîöi, ÿê êiëüöÿ,

äëÿ ÿêèõ ìîæëèâi óçàãàëüíåííÿ ãåëüôàíäîâî¨ äóàëüíîñòi. Âîíè áóëè

íàçâàíi íà ÷åñòü Içðàåëÿ Ãåëüôàíäà. Íàéáiëüø âiäîìèì ïðèêëàäîì ¹

C(X) � êiëüöÿ íåïåðåðâíèõ äiéñíèõ ôóíêöié íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòî-

ði X [47].

Îçíà÷åííÿ 1.43. [39] Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ ãåëüôàíäîâèì, ÿêùî

äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè a, b ∈ R, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

a+ b = 1,
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iñíóþòü åëåìåíòè r, s ∈ R òàêi, ùî

(1 + ar)(1 + bs) = 0.

Îçíà÷åííÿ 1.44. [42] Åëåìåíò a ∈ R íàçèâà¹òüñÿ àêóðàòíèì

åëåìåíòîì â êiëüöi R, ÿêùî R/aR ¹ ÷èñòèì.

Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ àêóðàòíèì, ÿêùî äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëå-

ìåíò ç R ¹ àêóðàòíèì.

Íàâåäåìî ïðèêëàäè àêóðàòíèõ êiëåöü i ¨õ íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi.

Îñêiëüêè ãîìîìîðôíèé îáðàç ÷èñòîãî êiëüöÿ ¹ ÷èñòèì êiëüöÿìè,

òîäi î÷åâèäíèì ïðèêëàäîì àêóðàòíèõ åëåìåíòiâ ñëóæàòü îäèíèöi, iäåì-

ïîòåíòè i êâàçiðåãóëÿðíi åëåìåíòè [39]. ×èñòå êiëüöå ¹ àêóðàòíèì. Áiëü-

øå òîãî, ó âèïàäêó ðîçêëàäíîãî êiëüöÿ ìè ìà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò:

Òâåðäæåííÿ 1.5. [39] Íåõàé R ðîçêëàäíèì êîìóòàòèâíèì êiëü-

öåì. Òîäi R ¹ àêóðàòíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíî ¹ ÷èñòèì.

Îçíà÷åííÿ 1.45. [58] Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì àêóðàòíîãî

ðàíãó îäèí, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹-

òüñÿ óìîâà

aR + bR = R

iñíó¹ t ∈ R, òàêèé ùî a+ bt ¹ àêóðàòíèì åëåìåíòîì â R [58].

Çàóâàæèìî, ùî îäèíèöi êiëüöÿ R ¹ àêóðàòíèìè åëåìåíòàìè, îòæå,

êîæíå êiëüöå ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí ¹ êiëüöåì àêóðàòíîãî ðàíãó îäèí.

Çâ'ÿçîê àêóðàòíèõ êiëåöü ç ÷èñòèìè âñòàíîâëþþòü íàñòóïíi ðåçóëü-

òàòè.

Òåîðåìà 1.35. [39] ×èñòå êiëüöå ¹ àêóðàòíèì.
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Òåîðåìà 1.36. [39] ßêùî R ¹ àêóðàòíèì êiëüöåì, ÿêå íå ¹ ÷è-

ñòèì, òî òîäi R ¹ íàïiâïðèìiòèâíèì êiëüöåì.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî äîñëiäæåííÿ àêóðàòíèõ êiëåöü, ÿêi íå ¹ ÷èñòèìè,

óìîâà íåðîçêëàäíîñòi êiëüöÿ ¹ âèçíà÷àëüíîþ.

Îñêiëüêè îáëàñòü öiëiñíîñòi çàâæäè ¹ íåðîçêëàäíîþ, òîìó ¹ âàæëè-

âèì äîñëiäæåííÿ àêóðàòíèõ îáëàñòåé öiëiñíîñòi. Ñòàíäàðòíèì ïðèêëà-

äîì àêóðàòíî¨ îáëàñòi öiëiñíîñòi ñëóæèòü êiëüöå öiëèõ ÷èñåë. Áiëüøå

òîãî, ñïðàâåäëèâèì ¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1.37. [39] ßêùî R ¹ êîìóòàòèâíîþ îáëàñòþ ðîçìiðíî-

ñòi Êðóëëÿ îäèí, òî òîäi R ¹ àêóðàòíèì êiëüöåì.

Çîêðåìà, äîâiëüíà êîìóòàòèâíà îáëàñòü ãîëîâíèõ iäåàëiâ ¹ àêóðàò-

íîþ.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî P � äîâiëüíå ïîëå, òî êiëüöå P [x, y] íå ¹

àêóðàòíèì, îñêiëüêè

P [x, y]/yP [x, y]

íå ¹ ÷èñòèì, õî÷à êiëüöå P [x] ¹ àêóðàòíèì çãiäíî ç òåîðåìîþ 1.37.

Áiëüøå òîãî, ÿêùî A[x] ¹ àêóðàòíèì, òîäi A ¹ ïîëåì [39].

Áiëüøå òîãî, çãiäíî ç [1], ìà¹ìî:

Òâåðäæåííÿ 1.6. Êîìóòàòèâíà àäåêâàòíà îáëàñòü ¹ àêóðàòíîþ.

ßêùî P � ïîëå i R = P [x, y], òîäi R íå ¹ àêóðàòíîþ, îñêiëüêè

R/yR ∼= R[x]

íå ¹ ÷èñòèì êiëüöåì. Áiëüøå òîãî, ÿêùî P [x] ¹ àêóðàòíèì, òîäi P �

ïîëå.
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Çãiäíî ç Êàïëàíñüêèì [39], êîìóòàòèâíå êiëüöåR íàçèâà¹òüñÿ FGC-

êiëüöåì, ÿêùî äîâiëüíèé ñêií÷åííî-ïîðîäæåíèé R-ìîäóëü ¹ içîìîð-

ôíèé ïðÿìié ñóìi öèêëi÷íèõ ïiäìîäóëiâ. Ïîâíå îïèñàííÿ FGC-êiëåöü

äàíî â [39].

Òâåðäæåííÿ 1.7. [39] FGC-îáëàñòü ¹ àêóðàòíîþ.

Íàãàäà¹ìî, ùî êîìóòàòèâíå êiëüöå íàçèâà¹òüñÿ h-ëîêàëüíèì, ÿêùî

âîíî ìà¹ ñêií÷åííèé õàðàêòåð (òîáòî äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò ìi-

ñòèòüñÿ ëèøå â ñêií÷åííié ìíîæèíi ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ) i äîâiëüíèé

âëàñíèé ãîìîìîðôíèé îáðàç ¹ PM -êiëüöåì.

Òâåðäæåííÿ 1.8. [39] h-ëîêàëüíà îáëàñòü ¹ àêóðàòíîþ.
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ÐÎÇÄIË 2

Äèñòðèáóòèâíi îáëàñòi åëåìåíòàðíèõ

äiëüíèêiâ òà àêóðàòíèé ðàíã îäèí

Äàíèé ðîçäië ñêëàäà¹òüñÿ iç òðüîõ ïiäðîçäiëiâ. Âií ïðèñâÿ÷åíèé

âèâ÷åííþ äóî-îáëàñòåé Áåçó òà ¨õ çâ'ÿçêó iç êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ

äiëüíèêiâ.

Ó öüîìó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi äàíîãî ðîçäiëó ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ êiëü-

öÿ àêóðàòíîãî ðàíãó îäèí äëÿ äóî-îáëàñòåé Áåçó. Âèêîðèñòîâóþ÷è öå

ïîíÿòòÿ, ìè îõàðàêòåðèçó¹ìî åëåìåíòè a äóî-îáëàñòi Áåçó R, ùî R/aR

¹ ÷èñòèì êiëüöåì. Òàêîæ áóäå çíàéäåíî íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó òî-

ãî, ùî äóî-êiëüöå Åðìiòà ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ. Êðiì òîãî,

áóäå ïîêàçàíî, ùî äèñòðèáóòèâíà îáëàñòü Áåçó ¹ îáëàñòþ åëåìåíòàð-

íèõ äiëüíèêiâ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ¹ äóî-îáëàñòþ àêóðàòíîãî

ðàíãó îäèí.

Äðóãèé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åííþ íåêîìóòàòèâíèõ êiëåöü

Áåçó ç óìîâàìè íà äâîái÷íi iäåàëè, ïîðîäæåíi îäíèì åëåìåíòîì. Çîêðå-

ìà, öå óìîâà L òà óìîâà Äóáðîâiíà, i ââåäåíà â ðîçãëÿä ÿê óçàãàëüíåííÿ

óìîâè L óìîâà Z. Ïîêàçàíî çâ'ÿçîê öèõ ïîíÿòü iç êâàçi-äóî êiëüöÿìè òà

êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ. Äîâåäåíî, ùî êîæåí åëåìåíò îáëà-

ñòi Áåçó ç óìîâîþ Z òà óìîâîþ Äóáðîâiíà ¹ äîáóòêîì äóî-åëåìåíòà òà

ñêií÷åííîãî åëåìåíòà. Òàêîæ ïîêàçàíî, ùî îáëàñòü Áåçó ñòàáiëüíîãî
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ðàíãó îäèí ç óìîâîþ Äóáðîâiíà i óìîâîþ Z ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ

äiëüíèêiâ.

Ó òðåòüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî ðÿä ðiçíîìàíiòíèõ ïðèêëàäiâ íåêî-

ìóòàòèâíèõ êiëåöü Áåçó, äî ÿêèõ çàñòîñîâíi ðåçóëüòàòè ïåðøèõ äâîõ

ïiäðîçäiëiâ.

Ó öüîìó ðîçäiëi ïiä êiëüöåì R áóäåìî çàâæäè ðîçóìiòè àñîöiàòèâíå

êiëüöå ç 1 6= 0.

2.1. Äóî-îáëàñòi àêóðàòíîãî ðàíãó îäèí

Ðîçïî÷íåìî iç îçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿ àêóðàòíîãî ðàíãó îäèí ó âèïàäêó

äóî-êiëåöü, ÿêå ¹ óçàãàëüíåííÿì ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ñêàæåìî, ùî äóî-êiëüöå R ìà¹ àêóðàòíèé ðàíã

îäèí, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R òàêèõ, ùî aR+ bR = R

iñíó¹ åëåìåíò t ∈ R òàêèé, ùî R/(a+ bt)R ¹ ÷èñòèì êiëüöåì.

Îñêiëüêè ó âèïàäêó êiëüöÿ ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí åëåìåíò t ó ïî-

ïåðåäíüîìó îçíà÷åííi ìîæó áóòè îáðàíèé òàêèì ÷èíîì, ùî a + bt ¹

îáîðîòíèì åëåìåíòîì, òî ðîáèìî âèñíîâîê, ùî áóäü-ÿêå äóî-êiëüöå ñòà-

áiëüíîãî ðàíãó îäèí ¹ êiëüöåì àêóðàòíîãî ðàíãó îäèí.

Äîâåäåìî ðåçóëüòàò, ÿêèé áóäå êîðèñíèì ó ïîäàëüøèõ äîñëiäæåí-

íÿõ.

Òâåðäæåííÿ 2.1. ßêùî R ¹ ïðàâèì êiëüöåì Åðìiòà, òî êîæåí

óíiìîäóëÿðíèé ðÿäîê (a1, . . . , an) ç åëåìåíòàìè ç êiëüöÿ R ìîæíà äî-

ïîâíèòè äî îáîðîòíî¨ ìàòðèöi.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè R ¹ ïðàâèì êiëüöåì Åðìiòà òà a1R + . . . +
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anR = R, òîäi

(a1, . . . , an)P = (1, 0 . . . 0)

äëÿ äåÿêî¨ îáîðîòíî¨ ìàòðèöi P ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì R.

Ïîçíà÷èâøè P−1 = (pij) ìè îòðèìà¹ìî

(a1, . . . , an) = (1, 0 . . . 0)P−1,

à òîìó

a1 = p11, . . . , an = p1n

Îòæå, (a1, . . . , an) ¹ ïåðøèì ðÿäêîì îáîðîòíî¨ ìàòðèöi P−1. Òâåðäæå-

ííÿ äîâåäåíî. 2

Äîâåäåìî àíàëîã òåîðåìè Êàïëàíñüêîãî ó âèïàäêó äóî-êiëåöü.

Òâåðäæåííÿ 2.2. Äóî-êiëüöå Åðìiòà R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ

äiëüíèêiâ, òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ áóëü-ÿêèõ åëåìåíòiâ a, b, c ∈ R

òàêèõ, ùî

aR + bR + cR = R

iñíóþòü åëåìåíòè p, q ∈ R òàêi, ùî

(pa)R + (pb+ qc)R = R.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü òâåðäæåííÿ. Íåõàé R ¹ êiëüöåì

åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, òà ïðèïóñòèìî, ùî

aR + bR + cR = R.

Òîäi ìàòðèöÿ

A =

a b

0 c


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âîëîäi¹ êàíîíi÷íî äiàãîíàëüíîþ ðåäóêöi¹þ, òîáòî iñíóþòü îáîðîòíi ìà-

òðèöi

P =

p q

∗ ∗

 , Q ∈ GL2(R)

òàêi, ùî

PAQ =

1 0

0 ∗

 .

Áåçïîñåðåäíiì îá÷èñëåííÿì ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî paR + (pb+ qc)R = R.

Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè äîñòàòíiñòü, äîñèòü äîâåñòè, ùî êîæíà ìà-

òðèöÿ

A =

a b

0 c

 ,

äå aR+bR+cR = R âîëîäi¹ êàíîíi÷íî äiàãîíàëüíîþ ðåäóêöi¹þ. Îñêiëü-

êè

(pa)R + (pb+ qc)R = R

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ p, q ∈ R, òî pR + qR = R. Âèêîðèñòîâóþ÷è òå,

ùî R ¹ êiëüöåì Åðìiòà, ðÿäîê (p, q), çà Òâåðäæåííÿì 2.1 äîïîâíþ¹òüñÿ

äî îáîðîòíî¨ ìàòðèöi P ∈ GL2(R). Î÷åâèäíî, ùî ìàòðèöÿ PA âîëîäi¹

êàíîíi÷íî äiàãîíàëüíîþ ðåäóêöi¹þ. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíå. 2

Òâåðäæåííÿ 2.3. Íåõàé R ¹ äóî-îáëàñòþ Áåçó, òà a, b, c ¹ åëå-

ìåíòàìè êiëüöÿ R. ßêùî aR + bR + cR = R, òî íàñòóïíi óìîâè ¹

åêâiâàëåíòíi:

1) iñíóþòü åëåìåíòè p, q ∈ R òàêi, ùî paR + (pb+ qc)R = R;

2) iñíóþòü åëåìåíòè λ, u, v ∈ R òàêi, ùî b+λc = vu, äå uR+ aR =

R, vR + cR = R.
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Äîâåäåííÿ.Ïîêàæåìî, ùî (1)⇒ (2).Ïðèïóñòèâøè, ùî âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà (1), îòðèìà¹ìî, ùî pR + qcR = R, à çâiäñè

pR + cR = R

îñêiëüêè qc = cq′ ëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà q′ ∈ R. Îñêiëüêè R ¹ äóî-

êiëüöåì, òî Rp + Rc = R, à òîìó vp + jc = 1 äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ

v, j ∈ R. Òîäi

vpb− b = jcb = ct

äëÿ äåÿêîãî t ∈ R. Îñêiëüêè R ¹ äóî-êiëüöåì, çàóâàæèìî, ùî t = jc,

äå jc = cj′ äëÿ äåÿêîãî j′ ∈ R.

Òàêèì ÷èíîì, iç òîãî, ùî

v(pb+ qc) = vpb+ vqc = b+ ct+ vqc = b+ ct+ ck,

âèïëèâà¹, ùî v(pb+qc)−b ∈ cR. Çàóâàæèìî, ùî âêàçàíèé âèùå åëåìåíò

k ç âëàñòèâiñòþ vqc = ck iñíó¹, îñêiëüêè R ¹ äóî-êiëüöåì.

Iíøèìè ñëîâàìè, v(pb+qc)−b = cλ äëÿ äåÿêîãî λ ∈ R. Çàóâàæèìî,

ùî ðiâíiñòü uR+ aR = R, äå u = pb+ qc, î÷åâèäíèì ÷èíîì âèïëèâà¹ ç

òîãî, ùî paR+(pb+qc)R = R. Ó ïiäñóìêó, ìè îòðèìó¹ìî: vR+cR = R

i uR + aR = R, òîáòî óìîâó (2) äîâåäåíî.

Ïîêàæåìî, ùî (2) ⇒ (1). Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ åëåìåíò λ ∈ R

òàêèé, ùî

b+ cλ = vu,

äå vR+cR = R i uR+aR = R. Îñêiëüêè vR+cR = R, òî Rv+Rc = R

i pv + jc = 1 äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ p, j ∈ R.

Çàóâàæèìî, ùî pR + cR = R. Òîäi

pb = p(vu− cλ) = (pv)u− pcλ = (1− jc)u− pcλ = u− qc
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äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà q ∈ R. Çâiäñè ìè îòðèìó¹ìî, ùî u = pb + qc.

Òàêèì ÷èíîì,

(pb+ qc)R + aR = R, pR + cR = R.

Îñêiëüêè R ¹ äóî-îáëàñòþ Áåçó, òî ìîæåìî ââàæàòè, ùî

pR + qR = dR,

äå p = dp1, q = dq1 i p1R + q1R = R. Áiëüøå òîãî,

p1R + (p1b+ q1c)R = p1R + q1cR,

òà îñêiëüêè pR + cR = R i p1R + q1R = R, òî

p1R + (p1b+ q1c)R = R.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òå, ùî (p1b+q1c)R+aR = R i (p1b+q1c)R+p1R =

R ðîáèìî âèñíîâîê:

p1aR + (p1b+ q1c)R = R,

ùî äîâîäèòü óìîâó (1). Òâåðäæåííÿ äîâåäåíå. 2

Çàóâàæåííÿ 2.1. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî ó Òâåðäæåííi 2.3 ìè ìî-

æåìî âèáðàòè åëåìåíòè u i v òàêèìè, ùî uR + vR = R.

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ äóî-îáëàñòi Áåçó R òàêi óìîâè ¹ ðiâíîñèëüíè-

ìè:

1) R ¹ äóî-îáëàñòþ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ;

2) äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ x, y ∈ R òàêèõ, ùî xR + yR = R òà

äîâiëüíîãî åëåìåíòà z ∈ R iñíó¹ åëåìåíò λ ∈ R òàêèé, ùî

x+ yλ = vu, uR + zR = R, vR + (1− z)R = R.
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Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî (1) ⇒ (2). Íåõàé x, y, z ∈ R, ïðè÷îìó

xR+ yR = R. ßêùî ââàæàòè, ùî R ¹ îáëàñòþ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ

òà åëåìåíòè a, b, c ∈ R ¹ òàêèìè, ùî aR + bR + cR = R, òî âèêîðè-

ñòîâóþ÷è Òâåðäæåííÿ 2.2 ìè ìîæåìî çíàéòè åëåìåíòè p, q ∈ R ùî

çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü

paR + (pb+ qc)R = R.

Ïîêëàâøè a = z, b = x, c = y(1− z), îòðèìó¹ìî øóêàíó óìîâó.

Íåâàæêî äîâåñòè, ùî (2) ⇒ (1). Çãiäíî ç Òâåðäæåííÿì 2.2 äî-

ñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíî¨ òðiéêè åëåìåíòiâ a, b, c ∈ R òàêèõ,

ùî aR + bR + cR = R ìîæíà çíàéòè åëåìåíòè p, q ∈ R òàêi, ùî

paR + (pb+ qc)R = R. Íåõàé

bR + cR = dR, b = db1, c = dc1, b1R + c1R = R

äëÿ äåÿêèõ d, b1, c1 inR. Îñêiëüêè aR+ bR+ cR = R, òîäi dR+aR = R

i 1− d1d ∈ aR äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà d1 ∈ R.

Ïîêëàäåìî x = b1, y = c1, z = d1d. Iç óìîâè (2) íàøî¨ òåîðåìè

âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ åëåìåíòiâ λ1, v, u1 ∈ R òàêèõ, ùî

b1 + c1λ1 = vu1, u1R + (1− d1d)R = R, vR + d1dR = R.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òå, ùî 1−d1d ∈ aR, dR+aR = R i u1R+(1−d1d)R =

R, ðîáèìî âèñíîâîê:

u1R + aR = R, dR + aR = R⇒ uR + aR = R,

äå u = u1d. Ïîêàæåìî, ùî vR + c1R = R. Îñêiëüêè R ¹ äóî-êiëüöåì,

òî iñíó¹ åëåìåíò λ ∈ R òàêèé, ùî

c1λ1 = λc1.
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Êðiì òîãî, iñíóþòü åëåìåíòè r, s ∈ R òàêi, ùî b1r + c1s = 1. Òîäi

1 = b1r + c1s = (vu1 − λc1)r + c1s = b1r + c1s =

= (vu1 − c1λ1)r + c1s = vu1r + c1(s− λ1r),

i ìè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî vR+c1R = R. Âðàõîâóþ÷è òå, ùî vR+dR =

R, îñêiëüêè vR+ d1dR = R, îòðèìó¹ìî, ùî vR+ cR = vR+ c1dR = R.

Iç ðiâíîñòi b+λc = (b1 +λc1)d = vu òà òîãî, ùî vR+ cR = R, uR+

aR = R ðîáèìî âèñíîâîê, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2) Òâåðäæåííÿ 2.3, à

òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b, c ∈ R, ùî aR+ bR+ cR = R ñíóþòü åëåìåíòè

p, q ∈ R òàêi, ùî

paR + (pb+ qc)R = R.

Òåîðåìó äîâåäåíî. 2

Íàñòóïíà òåîðåìà âiäïîâiäà¹ íà ïèòàííÿ ïðî òå, êîëè ñêií÷åííèé

ãîìîìîðôíèé îáðàç äóî-îáëàñòi Áåçó ¹ ÷èñòèì êiëüöåì.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé R ¹ äóî-îáëàñòþ Áåçó, i c ∈ R \ {0}. Òîäi

R = R/cR ¹ ÷èñòèì êiëüöåì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíîãî

åëåìåíòà a ∈ R iñíóþòü åëåìåíòè v, u òàêi, ùî

c = vu, uR + aR = R, vR + (1− a)R = R, uR + vR = R.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé R ¹ ÷èñòèì êiëüöåì. Âiäïîâiäíî äî Òåîðåìè 1.26

R ¹ êiëüöåì ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè. Íåõàé a = a + cR. Òîäi iñíó¹ iäåì-

ïîòåíò e ∈ R òàêèé, ùî

e ∈ aR, 1− e ∈ (1− a)R.

Îñêiëüêè e ∈ aR, òî e− ap = cs äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ p, s ∈ R. Àíàëî-

ãi÷íî îòðèìó¹ìî, 1− e− (1− a)α = cβ äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ α, β ∈ R.
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Îñêiëüêè e2 = e, òîäi

e(1− e) = ct

äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà t ∈ R. ßêùî ïîêëàñòè eR + cR = dR, òî îòðè-

ìó¹ìî e = de0, c = dc0 äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ e0, c0 ∈ R òàêèõ, ùî

e0R + c0R = R. Îòæå, ç e0(1 − e) = c0t âèïëèâà¹, ùî e0 = e0e + c0t.

Âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü e0R+ c0R = R ìè îòðèìà¹ìî, ùî e+ c0j = 1 äëÿ

äåÿêîãî åëåìåíòà j ∈ R.

Ïîçíà÷èâøè v = d, u = c0, îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü c = vu. Îñêiëüêè

e = 1−c0j, òî uR+eR = R. Áiëüøå òîãî, âðàõóâàâøè òå, ùî e = ap+cs,

ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê uR + aR = R.

Ïîêàæåìî, ùî vR + (1− a)R = R. Îñêiëüêè 1− e+ (1− a)α = cβ

i e = de0, c = dc0 òî 1− de0 + (1− a)α = dc0β, à öå îçíà÷à¹, ùî

d(e0 + c0β) + (1− a)α = 1⇒ dR+ (1− a)R = R⇒ vR+ (1− a)R = R,

ùî äîâîäèòü íåîáõiäíiñòü òâåðäæåííÿ.

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé c = vu, äå uR + aR = R, vR + (1 −

a)R = R, uR + vR = R. Íåõàé u = u + cR, v = v + cR. Iç ðiâíîñòi

uR+vR = R îòðèìà¹ìî, ùî ur+vs = 1 äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ r, s ∈ R.

Çâiäñè îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi

vur + v2s = v, u2r + uvs = u.

Ïåðåõîäÿ÷è äî îáðàçiâ ó ôàêòîð-êiëüöi îòðèìà¹ìî:

v2s = v, u2r = u.

Ïîêëàâøè vs = e, î÷åâèäíèì ÷èíîì áà÷èìî, ùî e2 = e i 1− e = ur.

Îñêiëüêè uR+ aR = R, òî ux+ ay = 1 äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ x, y ∈ R.
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

vux+ vay = v, vuxs+ vays = vs.

Íåõàé va = av′ äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà v′. Òàêèì ÷èíîì,

vuxs+ av′ys = vs⇒ av′y · s = v · s

i öå îçíà÷à¹, ùî aj = e äëÿ äåÿêîãî j ∈ R, òîáòî e ∈ aR. Àíàëîãi÷íèì

÷èíîì, iç ðiâíîñòi vR + (1− a)R = R âèïëèâà¹, ùî

1− e ∈ (1− a)R.

Îòæå, R � ÷èñòå êiëüöå. Òåîðåìó äîâåäåíî. 2

Iç Òåîðåì 2.1 òà 2.2 îòðèìó¹ìî äâi òåîðåìè, ÿêi ¹ îñíîâíèìè ðåçóëü-

òàòàìè öüîãî ðîçäiëó.

Òåîðåìà 2.3. Äóî-îáëàñòü Áåçó ¹ îáëàñòþ åëåìåíòàðíèõ äiëüíè-

êiâ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà ¹ îáëàñòþ àêóðàòíîãî ðàíãó îäèí.

Òåîðåìà 2.4. Äèñòðèáóòèâíà îáëàñòü Áåçó ¹ îáëàñòþ åëåìåí-

òàðíèõ äiëüíèêiâ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà ¹ äóî-îáëàñòþ àêóðà-

òíîãî ðàíãó îäèí.
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2.2. Ðåäóêöiÿ ìàòðèöü íàä êiëüöÿìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü

óìîâó Äóáðîâiíà òà óìîâó Z

Çàáàâñüêèì [61] ïîêàçàíî, ùî ïðîñòà îáëàñòü Áåçó R ¹ êiëüöåì åëå-

ìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè R ¹ 2�ïðîñòîþ îáëàñòþ,

òîáòî, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà a ∈ R iñíóþòü òàêi

åëåìåíòè u1, u2, v1, v2 ∈ R, ùî

u1av1 + u2av2 = 1.

Âiäçíà÷èìî, ùî ó ïðîñòié îáëàñòi R äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî åëå-

ìåíòà a ∈ R âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü RaR = R. Ñàìå âèâ÷åííþ ðiçíîìà-

íiòíèõ óìîâ íà iäåàë RaR ïðèñâÿ÷åíî öåé ðîçäië. Ñåðåä ïåðøèõ âèäiâ

îáìåæåíü íà îáëàñòü, âiäçíà÷èìî óìîâó L.

Îçíà÷åííÿ 2.2. Áóäåìî êàçàòè, ùî R ¹ îáëàñòþ ç óìîâîþ L,

ÿêùî iç òîãî, ùî RaR = R âèïëèâà¹ ðiâíiñòü aR = R.

Çíàéäåìî çà ÿêèõ óìîâ îáëàñòü ç óìîâîþ L ¹ ïðàâèì êâàçi-äóî

êiëüöåì.

Òâåðäæåííÿ 2.4. Íåõàé R ¹ îáëàñòþ ç óìîâîþ L, â ÿêié äîâiëü-

íèé ìàêñèìàëüíèé ïðàâèé (ëiâèé) iäåàë ¹ ãîëîâíèì. Òîäi R ¹ ïðàâîþ

(ëiâîþ) êâàçi-äóî îáëàñòþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M = mR ¹ äîâiëüíèì ìàêñèìàëüíèì ïðàâèì

iäåàëîì îáëàñòi R, i íåõàé iñíó¹ åëåìåíò x, òàêèé, ùî xm /∈ M . Ðîç-

ãëÿíåìî ïðàâèé iäåàë M + xmR. Îñêiëüêè M ⊆ M + xmR, òî â ñèëó

ìàêñèìàëüíîñòi M îòðèìó¹ìî, ùî

M + xmR = R,
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òîáòîms+xmy = 1 äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ s, y ∈ R. Iç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi

ðîáèìî âèñíîâîê, ùî RmR = R. Â ñèëó óìîâè L, ìîæåìî ñòâåðäæó-

âàòè, ùî m ¹ îáîðîòíèì åëåìåíòîì êiëüöÿ R, ùî íåìîæëèâî, îñêiëüêè

mR ¹ ìàêñèìàëüíèì ïðàâèì iäåàëîì â R. Äàíå ïðîòèði÷÷ÿ ïîêàçó¹,

ùî Rm ⊆ mR, òîáòî mR ¹ äâîái÷íèì iäåàëîì. Òâåðäæåííÿ äëÿ âèïàä-

êó ìàêñèìàëüíîãî ëiâîãî iäåàëó äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Òâåðäæåííÿ

äîâåäåíå. 2

Òàêîæ íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ êiëüöÿ ç óìîâîþ Äóáðîâiíà.

Îçíà÷åííÿ 2.3. Ñêàæåìî, ùî R ¹ êiëüöåì ç óìîâîþ Äóáðîâiíà,

ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà a ∈ R iñíó¹ åëåìåíò α ∈ R

òàêèé, ùî RaR = αR = Rα.

Î÷åâèäíèì ïðèêëàäîì êiëüöÿ ç óìîâîþ Äóáðîâiíà ¹ ïðîñòå êiëüöå.

Íàñòóïíèé âiäîìèé ôàêò ïiäêðåñëþ¹ ðîëü óìîâè Äóáðîâiíà äëÿ

êiëåöü åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Òåîðåìà 2.5. [59] Íåõàé R îáëàñòü Áåçó ç óìîâîþ Äóáðîâiíà. Òîäi

R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äîâiëüíà

ìàòðèöÿ

A =

a 0

b c

 ,

äå RaR+RbR+RcR = R âîëîäi¹ êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ðåäóêöi¹þ.

Íàñòóïíà òåîðåìà âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê êiëåöü ç óìîâîþ L i êiëåöü ç

óìîâîþ Äóáðîâiíà.

Òåîðåìà 2.6. Íåõàé R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ ç óìî-

âîþ L. Òîäi R ¹ êâàçi-äóî êiëüöåì ç óìîâîþ Äóáðîâiíà.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé aR + bR = R i ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ

A =

a 0

b 0

 .

Îñêiëüêè R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, òîäi äëÿ ìàòðèöi A iñíó-

þòü îáîðîòíi ìàòðèöi äðóãîãî ïîðÿäêó P i Q, ùî

PAQ =

z 0

0 c


äå RcR ⊆ zR ∩Rz. Íåõàé P = (pij), Q = (qij). Òîäi

(p11a+ p12b)q11 = z ⇒ RzR ⊆ RaR +RbR.

Çàóâàæèìî, ùî iç ðiâíîñòi

A = P

z 0

0 c

Q

âèïëèâà¹, ùî a, b ∈ RzR + RcR. Îñêiëüêè RcR ⊆ zR ∩ Rz ⊆ RzR, òî

RaR+RbR ⊆ RzR+RcR ⊆ RzR. Iç öüîãî îòðèìó¹ìî òàêèé âèñíîâîê:

R = aR + bR ⊆ RaR +RbR = RzR,

òîáòî RzR = R. Ç óìîâè L âèïëèâà¹, ùî z � îáîðîòíèé åëåìåíò êiëüöÿ

R. Îñêiëüêè z = (p11a+ p12b)q11 ∈ U(R), òî p11a+ p12b ∈ U(R). Îòæå,

Ra+Rb = R.

ßêùî ðîçãëÿíóòè ðiâíiñòü Ra+Rb = R, òî, ïðîâiâøè äëÿ ìàòðèöia b

0 0


àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ, ìè äîâåäåìî, ùî aR+ bR = R. Çãiäíî ç Òåîðå-

ìîþ 1.26, R ¹ ïðàâèì i ëiâèì êâàçi-äóî êiëüöåì.
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Òåïåð äîâåäåìî, ùî R ¹ êiëüöåì ç óìîâîþ Äóáðîâiíà. Íåõàé a �

äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò R. Îñêiëüêè, R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ

äiëüíèêiâ, òî äëÿ ìàòðèöi

A =

a 0

0 a


iñíóþòü îáîðîòíi ìàòðèöi äðóãîãî ïîðÿäêó P = (pij), Q = (qij), ùî

AP = Q

z 0

0 b

 ,

äå RbR ⊆ zR ∩Rz. Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì äî âèêëàäîê âèùå îòðèìó¹ìî,

ùî RaR = RzR. Âèêîðèñòîâóþ÷è âêàçàíó âèùå ìàòðè÷íó ðiâíiñòü,

îòðèìà¹ìî

ap12 = q12b, ap22 = q22b.

Îñêiëüêè, P � îáîðîòíà ìàòðèöÿ, òî Rp12 + Rp22 = R. Ó ñèëó

äîâåäåíîãî âèùå, R ¹ êâàçi-äóî êiëüöåì Áåçó, à òîìó

p12R + p22R = R,

òîáòî äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ u, v ∈ R âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

p12u+ p22v = 1.

Îñêiëüêè ap12 = q12b òà ap22 = q22b, òî

a = ap12u+ ap22v = q12bu+ q22bv ∈ RbR.

Òàêèì ÷èíîì RaR ⊆ RbR. Âðàõîâóþ÷è, ùî

RbR ⊆ RzR, RaR = RzR,

ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

RaR = RbR ⊆ zR ∩Rz ⊆ RzR = RaR,
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à òîìó RaR = zR = Rz. Òåîðåìó äîâåäåíî. 2

Îñêiëüêè ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ñêií÷åííîãî åëåìåíòà ¹ îáîðîòíèé

åëåìåíò, òî àíàëîãi÷íî ç îçíà÷åííÿì óìîâè L ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ïî-

íÿòòÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.4. Áóäåìî êàçàòè, ùî R ¹ êiëüöåì ç óìîâîþ Z, ÿêùî

ç óìîâè RaR = R âèïëèâà¹, ùî a � ñêií÷åííèé åëåìåíò.

Íàñòóïíà òåîðåìà îïèñó¹ ìóëüòèïëiêàòèâíó ñòðóêòóðó åëåìåíòiâ

îáëàñòi Áåçó ç óìîâîþ Äóáðîâiíà òà óìîâîþ Z.

Òâåðäæåííÿ 2.5. Íåõàé R îáëàñòü Áåçó ç óìîâîþ Äóáðîâiíà òà

óìîâîþ Z. Òîäi äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò a ∈ R ìîæíà çîáðàçè-

òè ó âèãëÿäi

a = αf = ϕα,

äå α � äóî-åëåìåíò, à f, ϕ � ñêií÷åííi åëåìåíòè R.

Äîâåäåííÿ. Ç óìîâè Äóáðîâiíà âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ äóî-åëåìåíòà α

òàêîãî, ùî RaR = αR = Rα. Òîìó

a = αf = ϕα,

äå RfR = RϕR = R. Çãiäíî ç îáìåæåííÿìè íàêëàäåíèìè íà êiëüöå R,

îòðèìà¹ìî, ùî f, ϕ � ñêií÷åííi åëåìåíòè. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíå. 2

Ó ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi äîâåäåíî, ùî äóî-îáëàñòü Áåçó àêóðà-

òíîãî ðàíãó îäèí ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ. ×àñòêîâèì âèïàä-

êîì êiëåöü àêóðàíîãî ðàíãó îäèí ¹ êiëüöÿ ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí.

Çàóâàæèìî, ùî â äîâåäåííi íàñòóïíî¨ òåîðåìè, áóäåìî âèêîðèñòî-

âóâàòè òîé ôàêò, ùî äîâiëüíèé äiëüíèê ñêií÷åííîãî åëåìåíòà îáëàñòi

Áåçó ¹ ñêií÷åííèì [62].
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Òåîðåìà 2.7. Íåõàé R ¹ îáëàñòþ Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí ç

óìîâîþ Z i óìîâîþ Äóáðîâiíà. Òîäi R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëü-

íèêiâ.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ðåçóëüòàòàìè Äóáðîâiíà òà Çàáàâñüêîãî äëÿ

äîâåäåííÿ òåîðåìè íåîáõiäíî i äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äîâiëüíà ìàòðèöÿ

âèãëÿäó

A =

a 0

b c

 ,

äå RaR+RbR+RcR = R, âîëîäi¹ êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ðåäóêöi¹þ.

Îñêiëüêè R ¹ îáëàñòþ Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí, òî çãiäíî ç

Òåîðåìîþ 1.18 äëÿ åëåìåíòiâ a, b ∈ R iñíóþòü åëåìåíòè x, d ∈ R, ùî

xa+ b = d, äå Ra+Rb = Rd. Òîäix 1

1 0

a 0

b c

 =

xa+ d c

a 0

 =

d c

a 0

 ,

äå a = a0d, äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà a0 ∈ R.

Çãiäíî ç Òåîðåìîþ 1.18 iñíóþòü åëåìåíòè y, z ∈ R òàêi, ùî cR +

dR = zR i cy + d = z. Çâiäñèd c

a 0

1 0

y 1

 =

d+ xy c

a 0

 =

z c

a 0

 ,

äå d = zt, c = zc0. Îñêiëüêè ìàòðèöÿ A åêâiâàëåíòíà ìàòðèöiz c

a 0

 ,

äå a = a0zt, c = zc0. Îñêiëüêè

R = RaR +RbR +RcR = RzR +RcR ⊆ RzR +Rzc0R ⊆ RzR,
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ìè îòðèìà¹ìî, ùî RzR = R, à çãiäíî ç óìîâîþ Z åëåìåíò z ¹ ñêií÷åíèì

åëåìåíòîì îáëàñòi R.

Òàêèì ÷èíîì, ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ

B =

z c

a 0

 .

Çàìiíþþ÷è åëåìåíò z íà íàéáiëüøèé ñïiëüíèé ëiâèé äiëüíèê åëåìåíòiâ

z i c, ìè îòðèìà¹ìî, ùî íîâèé åëåìåíò z ìàòðèöi íà ìiñöi (1,1) áóäå òåæ

ñêií÷åííèì, i éîãî äîâæèíà áóäå ìåíøà çà l(z).

Àíàëîãi÷íi ïåðåòâîðåííÿ çäiéñíþ¹ìî iç ïåðøèì ñòîâïöåì ìàòðèöi,

ïðè öüîìó ïåðøèé ðÿäîê íîâî¨ ìàòðèöi ìîæå çíîâó ñòàòè íåíóëüîâèì,

àëå îñòàíí¹ ìîæëèâî ëèøå, êîëè äîâæèíà ñêií÷åííîãî åëåìåíòà z íà

ìiñöi (1,1) çìåíøó¹òüñÿ, òîáòî ìàòðèöþ B, ìè çâåäåìî äî âèãëÿäó

C =

z′ 0

0 x

 .

äå z′ � ñêií÷åííèé åëåìåíò.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îïåðàöiþ äîäàâàííÿ äî ïåðøîãî ñòîâïöÿ (ðÿäêà)

ïðàâîãî (ëiâîãî) êðàòíîãî äðóãîãî ñòîâïöÿ (ðÿäêà), i çíîâó çäiéñíèâøè

ïîñëiäîâíó çàìiíó åëåìåíòà z′ íà íàéáiëüøèé ñïiëüíèé ëiâèé (ïðàâèé)

äiëüíèê äàíîãî åëåìåíòà i óòâîðåíîãî òàêèì ÷èíîì åëåìåíòà, ìè áóäåìî

çìåíøóâàòè äîâæèíó åëåìåíòà z′. Äàíèé ïðîöåñ áóäåìî ïðîäîâæóâàòè

ïîêè íå îòðèìà¹ìî åêâiâàëåíòíó äî B ìàòðèöþ C âèãëÿäó

C =

z′′ 0

0 x

 ,

äå RsR ⊆ z′′R ∩Rz′′. Òåîðåìó äîâåäåíî. 2
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2.3. Ïðèêëàäè äèñòðèáóòèâíèõ òà äóî-êiëåöü

Íàâåäåìî ðÿä ðåçóëüòàòiâ, íåîáõiäíèõ äëÿ ïîáóäîâè ïðèêëàäiâ äèñòðè-

áóòèâíèõ òà äóî-êiëåöü.

Íåõàé ϕ ¹ ií'¹êòèâíèèì åíäîðôiçìîì êiëüöÿ A. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

[x, ϕ]A = {a0 + xa1 + . . .+ xnan | ai ∈ A, n ≥ 0},

ïðè÷îìó a · x = xϕ(a), äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ A.

Òåîðåìà 2.8. Íåõàé ϕ ¹ ií'¹êòèâíèèì åíäîðôiçìîì êiëüöÿ A, òà

R = [ϕ, x]A. Òîäi R/x2R ¹ ïðàâèì êiëüöåì Áåçó òîäi i ëèøå òîäi,

êîëè R ¹ ïðàâèì êiëüöåì Áåçó.

ßêùî äîäàòêîâî ó êiëüöi A âñi ïðàâi àííóëÿòîðè ¹ äâîái÷íèìè

iäåàëàìè, òî óìîâà ïðàâîãî êiëüöÿ Áåçó äëÿ êiëüöÿ R åêâiâàëåíòíà

òîìó, ùî A ¹ ïðàâèì Ðiêàðòîâèì ïðàâèì êiëüöåì Áåçó, äå ϕ(e) = e,

äëÿ êîæíîãî öåíòðàëüíîãî iäåìïîòåíòó e2 = e ∈ A, òà ϕ(d) ∈ U(A),

äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà d, ÿêèé íå ¹ äiëüíèêîì íóëÿ.

Òåîðåìà 2.9. Íåõàé ϕ ¹ ií'¹êòèâíèèì åíäîðôiçìîì êiëüöÿ A, òà

R = [ϕ, x]A, n ≥ 2. Òîäi òàêi âëàñòèâîñòi ¹ åêâiâàëåíòíi:

1. R/xnR ¹ ïðàâèì êiëüöåì Áåçó.

2. R/xnR ¹ ïðàâèì äóî-êiëüöåì.

3. R/xnR ¹ ïðàâèì äèñòðèáóòèâíèì êiëüöåì.

4. R ¹ ðåäóêîâàíèì ïðàâèì êiëüöåì Áåçó, ïðè÷îìó R/xnR ¹ ïðàâèì

äèñòðèáóòèâíèì, ïðàâèì äóî-êiëüöåì i ïðàâèì êiëüöåì Áåçó, äëÿ

äîâiëüíîãî n ≥ 1

5. äëÿ äîâiëüíîãî öåíòðàëüíîãî iäåìïîòåíòà e ∈ A : ϕ(e) = e.
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ßêùî æ ϕ ∈ Aut(A), òî R = A[x, ϕ−1], x
nR = Rxn äëÿ êîæíîãî n,

òà âêàçàíi âèùå óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíi ñâî¨ì ëiâèì àíàëîãàì.

Òåîðåìà 2.10. Íåõàé ϕ ¹ ií'¹êòèâíèèì åíäîðôiçìîì êiëüöÿ A.

Òîäi òàêi âëàñòèâîñòi ¹ åêâiâàëåíòíi:

1. R[x, ϕ] ¹ ïðàâèì äèñòðèáóòèâíèì êiëüöåì.

2. R[x, x−1] ¹ ïðàâèì äèñòðèáóòèâíèì êiëüöåì.

3. R[x, x−1] ¹ ïðàâèì êâàçi-äóî-êiëüöåì, ÿêå ¹ ïðàâèì êiëüöåì Áåçó.

4. R[x, ϕ], R[x, x−1] ¹ êîìóòàòèâíèìè äèñòðèáóòèâíèìè ðåäóêîâà-

íèìè êiëüöÿìè Áåçó.

5. R ¹ êîìóòàòèâíèì ðåãóëÿðíèì êiëüöåì, à ϕ ¹ òîòîæíiì àâòî-

ìîðôiçìîì.

Òåîðåìà 2.11. Íåõàé ϕ ¹ ií'¹êòèâíèèì åíäîðôiçìîì êiëüöÿ A,

òà R = A[x, ϕ], ïðè÷îìó R/Rx2 ¹ ïðàâèì êiëüöåì Áåçó, i àáî A ¹

ïðàâèì êâàçi-äóî-êiëüöåì àáî ïðàâi àííóëÿòîðè åëåìåíòiâ êiëüöÿ A ¹

äâîái÷íèìè iäåàëàìè. Òîäi:

1. ϕ ¹ àâòîìîðôiçìîì.

2. A ¹ ñòðîãî ðåãóëÿðíèì.

3. R òà A[x, x−1, ϕ] ¹ ðåäóêîâàíèìè êiëüöÿìè Áåçó.

4. R/Rxk ¹ äèñòðèáóòèâíèì äóî-êiëüöåì Áåçó, äëÿ êîæíîãî k ≥ 2.

5. äëÿ áóäü-ÿêîãî A iñíó¹ b ∈ A òàêèé, ùî ϕ(a) = ϕ(a)ab.

6. äëÿ êîæíîãî iäåìïîòåíòà e ∈ A ¹ öåíòðàëüíèì â S òà ϕ(e) = e.
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Íàâåäåìî ïðèêëàä êiëüöÿ Áåçó, â ÿêîìó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Äóáðî-

âiíà òà äèñòðèáóòèâíèõ êiëåöü.

Ïðèêëàä 2.1. Ðîçãëÿíåìî ïiäêiëüöåK êiëüöÿ êâàòåðíiîíiâ H, ÿêå

ñêëàäà¹òüñÿ iç êâàòåðíiîíiâ

1a0 + ia1 + ja2 + ka3,

äå àáî ai àáî 2ai ¹ öiëèìè ÷èñëàìè. Òîäi K ¹ äóî-îáëàñòþ Áåçó ñòàáiëü-

íîãî ðàíãó îäèí, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Z òà óìîâó Äóáðîâiíà.

Ïðèêëàä 2.2. Íåõàé K � ïiäêiëüöå ãàìiëüòîíîâî¨ àëãåáðè êâà-

òåðíiîíiâ, ÿêå ñêëàäà¹òüñÿ ç êâàòåðíiîíiâ 1a0 + ia1 + ja2 + ka3, äå âñi

÷èñëà ai ¹ öiëèìè àáî ïîëîâèíàìè íåïàðíèõ öiëèõ ÷èñåë i íåõàé T �

òiëî äðîáiâ êiëüöÿ K, òîáòî

H = Q(i, j, k) = {1a0 + ia1 + ja2 + ka3 | ai ∈ Q, i = 0, 3}.

Ðîçãëÿíåìî ïiäêiëüöå R êiëüöÿ H
[
[x]
]
, ÿêå ñêëàäà¹òüñÿ ç ðÿäiâ, ó ÿêèõ

âiëüíèé ÷ëåí íàëåæèòü K. ßê âiäîìî, R ¹ êiëüöåì Áåçó. Íåõàé f(x) �

äîâiëüíèé åëåìåíò êiëüöÿ R. Òîäi

f(x) = an(f)x
n(f)u,

äå an(f) � ïåðøèé, âiäìiííèé âiä íóëÿ, êîåôiöi¹íò ðÿäó f(x), à u ∈

U(R). Îñêiëüêè an(f) ∈ Q(i, j, k), òî

an(f) = bc−1,

äå c−1 = 1
N(c)c

∗, N(c) � íîðìà åëåìåíòà c, c∗ � ñïðÿæåíèé êâàòåðíiîí

äî êâàòåðíiîíà c. Çâiäñè

f(x) =
1

N(c)
bc∗xn(f).
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Îñêiëüêè åëåìåíòè x i N(c) êîìóòóþòü ç äîâiëüíèì åëåìåíòîì êiëüöÿ

R, òî

Rf(x)R =
1

N(c)
xn(f)Rbc∗R.

Îñêiëüêè bc∗ ∈ K, à K, ÿê âiäîìî, ¹ êiëüöåì ãîëîâíèõ iäåàëiâ, òî

Rbc∗R = dR = Rd

äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà d ∈ K. Çâiäñè

Rf(x)R =
1

N(c)
dxn(f)R = R

1

N(c)
dxn(f),

ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ïðèêëàäîì êiëüöÿ Áåçó áåç äiëüíèêiâ íóëÿ ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 ìî-

æå ïîñëóæèòè òàê ïîáóäîâàíå êiëüöå, ÿêùî â ÿêîñòi êiëüöÿ K âçÿòè

äîâiëüíå êiëüöå ãîëîâíèõ iäåàëiâ ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 (çîêðåìà â ÿêîñòi

K ìîæå áóòè äîâiëüíå íàïiâëîêàëüíå êiëüöå ãîëîâíèõ iäåàëiâ).

Ïðèêëàä 2.3. Íåõàé K � êiëüöå ãîëîâíèõ iäåàëiâ áåç äiëüíèêiâ

íóëÿ, à T � òiëî äðîáiâ êiëüöÿ K. Íåõàé T
[
[x]
]
� êiëüöå ñòåïåíåâèõ

íàä òiëîì T ç êîìóòóþ÷îþ çìiííîþ x. Ðîçãëÿíåìî ïiäêiëüöå R äàíîãî

êiëüöÿ T
[
[x]
]
, ÿêå ñêëàäà¹òüñÿ ç ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ ç âiëüíèì ÷ëåíîì ç

êiëüöÿ K, òîáòî R = {b0 + b1x+ b2x
2 + . . . |b0 ∈ K, bi ∈ T, i = 1, 2, . . . }.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî R ¹ êiëüöåì Áåçó áåç äiëüíèêiâ íóëÿ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç bn(f) � ïåðøèé âiäìiííèé âiä íóëÿ êîåôiöi¹íò ðÿäó

f(x), òîáòî f(x) = bn(f)x
n(f) + (1 + bn(f)+1x + . . . ). Îñêiëüêè J(R) =

{b1x+ b2x
2 + . . . | bi ∈ T}, òî 1 + bn(f)+1x+ · · · ∈ U(R) i òîäi

f(x)R = bn(f)x
n(f)R.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî

Rf(x) = Rbn(f)x
n(f).
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Ðîçãëÿíåìî ïðàâèé iäåàë f(x)R+ϕ(x)R.Îñêiëüêè f(x)R = bn(f)x
n(f)R,

òî

ϕ(x) = bn(ϕ)x
n(ϕ)R.

Î÷åâèäíî, ÿêùî n(f) = n(ϕ) = 0, òî bn(f)R + bn(ϕ)R � ãîëîâíèé

ïðàâèé iäåàë, îñêiëüêè bn(f), bn(ϕ) ∈ K, äå K � êiëüöå ãîëîâíèõ iäåàëiâ.

ßêùî n(f) > n(ϕ), òî

f(x)R + ϕ(x)R = ϕ(x)R.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ âèïàäîê, êîëè n(f) < n(ϕ).

Íåõàé òåïåð n(f) = n(ϕ) = n 6= 0. Îñêiëüêè bn(f) ∈ T , bn(ϕ) ∈ T , òî

bn(f) = b1s
−1 = t−1b2, bn(ϕ)c1s

−1 = t−1c2

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ b1, b2, c1, c2 ∈ K, s, t ∈ K \ {0}. Îñêiëüêè K �

êiëüöå ãîëîâíèõ iäåàëiâ, òî

b2K + c2K = d2K.

Çâiäñè

t−1b2x
nR + t−1c2x

nR = t−1d2x
nR.

Òîáòî R � ïðàâå êiëüöå Áåçó.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ âèïàäîê ëiâîãî êiëüöÿ Áåçó, ïðè÷îìó R íå

¹ êiëüöåì ãîëîâíèõ iäåàëiâ.

Ïðèêëàä 2.4. Íåõàé R1 òà R2 ¹ ëîêàëiçàöiÿìè êiëüöÿ öiëèõ ãàóñî-

âèõ ÷èñåë ïî ïðîñòèì iäåàëàì, ÿêi ïîðîäæåíi åëåìåíòàìè 2− i òà 2 + i.

Òîäi R1 òà R2 ¹ êîìóòàòèâíèìè îáëàñòÿìè íîðìóâàííÿ, ÿêi ¹ êiëüöÿìè

ãîëîâíèõ iäåàëiâ. Ïîçíà÷èìî R = R1 ∩R2, òà íåõàé X òà Y ¹ iäåàëàìè

â R, ÿêi ïîðîäæåíi åëåìåíòàìè 2− i òà 2 + i âiäïîâiäíî.
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Êîìóòàòèâíà îáëàñòü ãîëîâíèõ iäåàëiâ R ìà¹ òî÷íî äâà ìàêñèìàëü-

íi iäåàëè X òà Y , ïðè÷îìó

R/J(R) ∼= R/X ×R/Y.

Íåõàé M = Q(i)]/RX ¹ ïðàâèì R-ìîäóëåì. Ïåðåòâîðèìî M òàêîæ íà

ëiâèé R-ìîäóëü, âèçíà÷èâøè

rm = mϕ(r)

äå ϕ ¹ àâòîìîðôiçìîì ñïðÿæåííÿ. Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî

M ¹ (R,R)-áiìîäóëåì.

Íåõàé A ¹ òðèâiàëüíèì ðîçøèðåííÿì (R,R)-áiìîäóëÿM , òîáòî åëå-

ìåíòàìè êiëüöÿ A ¹ ìàòðèöi âèãëÿäór m

0 r

 ,

äå m ∈M, r ∈ R. Òîäi A ¹ äèñòðèáóòèâíèì äóî-êiëüöåì Áåçó.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ:

Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî òåîðiþ íåêîìóòàòèâíèõ êiëåöü Áåçó.

Ââåäåíî ïîíÿòòÿ àêóðàííîãî ðàíãó îäèí äëÿ äóî-êiëåöü i âñòàíîâëåíî

êðèòåðié êiëüöÿ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ äëÿ äóî-îáëàñòåé Áåçó ó òåð-

ìiíàõ àêóðàòíîãî ðàíãó îäèí. Îïèñàíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè òîãî,

ùî ñêií÷åííèé ãîìîìîðôíèé îáðàç äóî-îáëàñòi Áåçó ¹ ÷èñòèì êiëüöåì.

Ïîêàçàíî çâ'ÿçîê ìiæ îäíîñòîðîííiìè ìàêñèìàëüíèìè iäåàëàìè êiëåöü

åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ òà óìîâîþ L òà óìîâîþ Äóáðîâiíà. Äîâåäåíî,

ùî êiëüöå åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ ç óìîâîþ L ¹ òàêîæ i êiëüöåì ç óìî-

âîþ Äóáðîâiíà. Ââåäåíî â ðîçãëÿä êiëüöÿ ç óìîâîþ Z, ÿê óçàãàëüíåííÿ

êiëåöü ç óìîâîþ L, òà äîâåäåíî, ùî îáëàñòü Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó
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îäèí ç óìîâîþ Z òà óìîâîþ Äóáðîâiíà ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëü-

íèêiâ.

Ãîëîâíèìè ðåçóëüòàòàìè öüîãî ðîçäiëó ¹:

1) ó äóî-êiëüöi Åðìiòà âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Êàïëàíñüêîãî òîäi i ëèøå

òîäi, êîëè öå êiëüöå åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ;

2) íàâåäåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè ñòðóêòóðè åëåìåíòà äóî-

îáëàñòi Áåçó, ùî ôàêòîð-êiëüöå ïî ãîëîâíîìó iäåàëó, ÿêèé âií ïîðî-

äæó¹, ¹ ÷èñòèì êiëüöåì, â òåðìiíàõ âçà¹ìîïðîñòîòè iç iíøèìè åëåìåí-

òàìè êiëüöÿ;

3) äèñòðèáóòèâíà îáëàñòü Áåçó ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè öå äóî-îáëàñòü àêóðàòíîãî ðàíãó îäèí;

4) îáëàñòü ç óìîâîþ L, ïðàâi (ëiâi) ìàêñèìàëüíi iäåàëè ÿêî¨ ¹ ãî-

ëîâíèìè, ¹ ïðàâèì (ëiâèì) êâàçi-äóî êiëüöåì;

5) êiëüöå åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ ç óìîâîþ L ¹ êâàçi-äóî êiëüöåì ç

óìîâîþ Äóáðîâiíà;

6) äîâiëüíèé åëåìåíò äóî-îáëàñòi Áåçó ç óìîâîþ Äóáðîâiíà òà óìî-

âîþ Z ¹ äîáóòêîì äóî-åëåìåíòà òà ñêií÷åííîãî åëåìåíòà;

7) îáëàñòü Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí ç óìîâîþ Äóáðîâiíà òà óìî-

âîþ Z ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Ðåçóëüòàòè äàíîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â òàêèõ ðîáîòàõ: [16, 4, 15].
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ÐÎÇÄIË 3

Ìàêñèìàëüíî íåãåëüôàíäîâi iäåàëè

äóî-îáëàñòåé Áåçó òà ãåëüôàíäîâèé

ðàíã îäèí

Òðåòié ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî òåîði¨ ãåëüôàíäîâèõ åëåìåíòiâ äóî-îáëàñòåé

Áåçó òà çâ'ÿçêó äiàãîíàëüíi¨ ðåäóêöi¨ ìàòðèöü òà ãåëüôàíäîâîãî ðàíãó

îäèí.

Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ââîäèòüñÿ îçíà÷åííÿ ãåëüôàíäîâèõ òà íåãåëü-

ôàíäîâèõ åëåìåíòiâ òà iäåàëiâ, âñòàíîâëþþòüñÿ âëàñòèâîñòi ìíîæèí

òàêèõ åëåìåíòiâ ÷è iäåàëiâ, ðîçãëÿíóòî ãåëüôàíäîâèé àíàëîã ðàäèêàëó

Äæåêîáñîíà.

Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi âèâ÷à¹òüñÿ êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ðåäóêöiÿ

ìàòðèöü íàä äóî-îáëàñòÿìè Áåçó ãåëüôàíäîâîãî ðàíãó îäèí. Ââîäè-

òüñÿ îçíà÷åííÿ ëîêàëüíî ãåëüôàíäîâî¨ äóî-îáëàñòi Áåçó, òà ïîêàçàíî,

ùî òàêà îáëàñòü âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè, ÿêi ¹ àíàëîãi÷íi äî êëàñè÷íèõ

ëîêàëüíèõ êiëåöü. Äîâåäåíî, ùî áóäü-ÿêà ëîêàëüíî ãåëüôàíäîâà äóî-

îáëàñòü Áåçó ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Âïðîäîâæ öüîãî ðîçäiëó ïiä êiëüöåì áóäåìî ðîçóìiòè àñîöiàòèâíå

êiëüöå R ç 1 6= 0.
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3.1. Ãåëüôàíäîâi åëåìåíòè òà ìàêñèìàëüíî íåãåëüôàíäî-

âi iäåàëè

Îçíà÷åííÿ 3.1. Íåõàé R ¹ äóî-êiëüöåì. Íåíóëüîâèé åëåìåíò a ∈

R íàçèâà¹òüñÿ ãåëüôàíäîâèì, ÿêùî äîâiëüíèé ïåðâèííèé ïðàâèé iäåàë

P òàêèé, ùî a ∈ P, ìiñòèòüñÿ ó ¹äèíîìó ìàêñèìàëüíîìó ïðàâîìó

iäåàëi.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S ìíîæèíó âñiõ ãåëüôàíäîâèõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ

R. Âiäçíà÷èìî, ùî ìíîæèíà S íåïîðîæíÿ, îñêiëüêè, 1 ∈ S.

Òâåðäæåííÿ 3.1. Ìíîæèíà S âñiõ ãåëüôàíäîâèõ åëåìåíòiâ äóî-

îáëàñòi Áåçó R ¹ íàñè÷åíîþ ìóëüòèïëiêàòèâíî çàìêíåíîþ ìíîæè-

íîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a, b ∈ S. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ïåðâèííèé ïðàâèé

iäåàë P òàêèé, ùî ab ∈ P i

P ⊂M1 ∩M2,

äå M1,M2 ðiçíi ìàêñèìàëüíi ïðàâi iäåàëè R. Îñêiëüêè, ab ∈ P òîäi

a ∈ P àáî b ∈ P. ßêùî a ∈ P , òîäi

a ∈ P ⊂M1 ∩M2,

ùî íåìîæëèâî, îñêiëüêè a ∈ S. Àíàëîãi÷íî ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê b ∈

P . Îòðèìàíi ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäÿòü, ùî S ìóëüòèïëiêàòèâíî çàìêíåíîþ

ìíîæèíîþ.

Íåõàé ab ∈ S i a /∈ S. Òîäi iñíó¹ ïåðâèííèé ïðàâèé iäåàë P òàêèé,

ùî

a ∈ P ⊂M1 ∩M2,
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äå M1,M2 ðiçíi ìàêñèìàëüíi ïðàâi iäåàëè. Òîäi

ab ∈ P ⊂M1 ∩M2,

ùî íåìîæëèâî, îñêiëüêè, ab ∈ S. Îòæå, S ¹ íàñè÷åíîþ ìóëüòèïëiêà-

òèâíî çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ. 2

Îçíà÷åííÿ 3.2. Ïðàâèé iäåàë I êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ ãåëüôàíäî-

âèì, ÿêùî I ìiñòèòü õî÷à á îäèí ãåëüôàíäîâèé åëåìåíò. Ó ïðîòèëå-

æíîìó âèïàäêó, ïðàâèé iäåàë I íàçèâà¹òüñÿ íåãåëüôàíäîâèì, òîáòî

äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò ïðàâîãî iäåàëó I ¹ íåãåëüôàíäîâèì.

Äîâåäåìî, ùî ìíîæèíàH âñiõ íåãåëüôàíäîâèõ ïðàâèõ iäåàëiâ êiëü-

öÿ R ¹ iíäóêòèâíîþ. Îñêiëüêè, 0 ∈ H, òîäi ìíîæèíà H � íåïîðîæíÿ.

Íåõàé

{Iα}α∈Ω

¹ äîâiëüíèì ëàíöþãîì ïðàâèõ iäåàëiâ ìíîæèíè H. Ðîçãëÿíåìî ïðàâèé

iäåàë

I = ∪α∈ΩIα.

ßêùî I /∈ H, òîäi iñíó¹ òàêèé ãåëüôàíäîâèé åëåìåíò a, ùî a ∈ I.

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ïðàâîãî iäåàëó I ìà¹ìî, ùî iñíó¹ òàêèé β ∈ Ω, ùî

a ∈ Iβ. Òîáòî, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ïðàâèé iäåàë Iβ ¹ ãåëüôàíäîâèì,

ùî íåìîæëèâî, òîìó, ùî Iβ ∈ H. Îòæå, ìíîæèíà H � iíäóêòèâíà. Çà

ëåìîþ Öîðíà, â H iñíó¹ õî÷à á îäèí ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò. Òàêi ïðàâi

iäåàëè íàçâåìî ìàêñèìàëüíî íåãåëüôàíäîâèìè.

Îçíà÷åííÿ 3.3. Ïðàâèé íåãåëüôàíäîâèé iäåàë N êiëüöÿ R íàçè-

âà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíî íåãåëüôàíäîâèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ïðàâîãî
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iäåàëó I, äå N ⊂ I, I 6= N , iñíó¹ ãåëüôàíäîâèé åëåìåíò a òàêèé, ùî

a ∈ I.

Âèêîðèñòîâóþ÷è, ùî ìàêñèìàëüíî íåãåëüôàíäîâi iäåàëè ¹ ìàêñè-

ìàëüíèìè åëåìåíòàìè ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè H, îòðèìà¹ìî

íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.2. Äîâiëüíèé íåãåëüôàíäîâèé ïðàâèé iäåàë äóî-

îáëàñòi Áåçó ìiñòèòüñÿ õî÷à á â îäíîìó ìàêñèìàëüíî íåãåëüôàíäî-

âîìó ïðàâîìó iäåàëi.

Ó íàñòóïíîìó òâåðäæåííi äîâåäåìî, ùî ìàêñèìàëüíî íåãåëüôàíäî-

âi iäåàëè ¹ ïåðâèííèìè.

Òâåðäæåííÿ 3.3. Êîæíèé ìàêñèìàëüíî íåãåëüôàíäîâèé ïðàâèé

iäåàë äóî-îáëàñòi Áåçó ¹ ïåðâèííèì ïðàâèì iäåàëîì.

Äîâåäåííÿ.Íåõàé P ¹ äîâiëüíèì ìàêñèìàëüíî íåãåëüôàíäîâèì ïðà-

âèì iäåàëîì. Äîâåäåìî âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé iñíóþòü òàêi åëåìåíòè

b, c ∈ R, ùî c /∈ P , b /∈ P àëå cb ∈ P.

Ðîçãëÿíåìî ïðàâèé iäåàë P + cR. Îñêiëüêè,

P ⊂ P + cR,

äå c /∈ P , òîäi ïðàâèé iäåàë P + cR ¹ ãåëüôàíäîâèì, òîáòî, iñíóþòü

òàêi åëåìåíòè p1 ∈ P òà r1 ∈ R, òàêi, ùî åëåìåíò x = p1 + cr1 ¹ òåæ

ãåëüôàíäîâèì.

Àíàëîãi÷íî, iç òîãî, ùî P ⊂ P + bR îòðèìà¹ìî, ùî y = p2 + br2 ¹

ãåëüôàíäîâèì åëåìåíòîì äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ p2 ∈ P òà r2 ∈ R.

Îñêiëüêè cb ∈ P, òî, xy ∈ P , ùî íåìîæëèâî. Îñêiëüêè ìíîæè-

íà ãåëüôàíäîâèõ åëåìåíòiâ ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíî çàìêíåíîþ, òî iäåàë P
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ìiñòèòü ãåëüôàíäîâèé åëåìåíò, ùî íåìîæëèâî çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíå. 2

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ óçàãàëüíþ¹ ðåçóëüòàò Ëàðñåíà, Ëåâiñà òàØî-

ðåñà ïðî òå, ùî êîæåí íåíóëüîâèé ïðîñòèé iäåàë êîìóòàòèâíîãî àäåêâà-

òíîãî êiëüöÿ ìiñòèòüñÿ ó ¹äèíîìó ìàêñèìàëüíîìó iäåàëi, íà âèïàäîê

ãåëüôàíäîâèõ åëåìåíòiâ äóî-îáëàñòåé Áåçó.

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé R � äóî-îáëàñòü Áåçó, â ÿêié äîâiëüíèé íåíó-

ëüîâèé ïåðâèííèé ïðàâèé iäåàë ìiñòèòü ãåëüôàíäîâèé åëåìåíò. Òîäi

R ¹ îáëàñòþ, ó ÿêié äîâiëüíèé íåíóëüîâèé ïåðâèííèé ïðàâèé iäåàë

ìiñòèòüñÿ ó ¹äèíîìó ìàêñèìàëüíîìó.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ïîïåðåäíiìè òâåðäæåííÿìè êîæåí íåãåëüôàí-

äîâèé ïðàâèé iäåàë äóî-îáëàñòi Áåçó ìiñòèòüñÿ õî÷à á â îäíîìó ìà-

êñèìàëüíî íåãåëüôàíäîâîìó ïðàâîìó iäåàëi, ÿêèé ¹ ïåðâèííèì ïðà-

âèì iäåàëîì. Òîìó, äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ó

êiëüöi R íåìà¹ íåãåëüôàíäîâèõ åëåìåíòiâ. Ïðèïóñòèìî, ùî â R iñíó¹

íåíóëüîâèé íåãåëüôàíäîâèé åëåìåíò a. Ðîçãëÿíåìî ïðàâèé iäåàë aR.

Çàóâàæèìî, ùî âñi åëåìåíòè ïðàâîãî iäåàëó aR ¹ íåãåëüôàíäîâèìè,

òîìó, ùî ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó åëåìåíò a áóâ áè ãåëüôàíäîâèì, ÿê

äiëüíèê ãåëüôàíäîâîãî åëåìåíòà. Òîäi aR ⊂ M , äå M � ìàêñèìàëü-

íî íåãåëüôàíäîâèé ïðàâèé iäåàë, ÿêèé ¹ ïðîñòèì. Îñêiëüêè, äîâiëüíèé

íåíóëüîâèé ïåðâèííèé ïðàâèé iäåàë ìiñòèòü ãåëüôàíäîâèé åëåìåíò, òî

ìè îòðèìà¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ. Òåîðåìó äîâåäåíî. 2

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A(R) ïåðåòèí óñiõ ìàêñèìàëüíî íåãåëüôàíäîâèõ

ïðàâèõ iäåàëiâ. Äîâåäåìî äåêëüêà âëàñòèâîñòåé öi¹¨ ìíîæèíè.

Òâåðäæåííÿ 3.4. Íåõàé R � äóî-îáëàñòü Áåçó, åëåìåíò a �
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ãåëüôàíäîâèé ó R i b ∈ A(R). Òîäi, äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ R åëåìåíò

a+ bx ¹ ãåëüôàíäîâèì.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî a + bx íå ¹ ãåëüôàíäîâèì åëåìåíòîì.

Òîäi (a+ bx)R ¹ íåãåëüôàíäîâèì ïðàâèì iäåàëîì êiëüöÿ R. Òîäi iñíó¹

ìàêñèìàëüíî íåãåëüôàíäîâèé ïðàâèé iäåàë N , ÿêèé ìiñòèòü ïðàâèé

iäåàë (a + bx)R, à òîìó i åëåìåíò a + bx. Îñêiëüêè b íàëåæèòü âñiì

ìàêñèìàëüíî íåãåëüôàíäîâèì ïðàâèì iäåàëàì, òî

a = (a+ bx)− bx ∈ N,

ùî íåìîæëèâî, çà îçíà÷åííÿì ïðàâîãî iäåàëó N. Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ

äîâîäèòü òâåðäæåííÿ. 2

Òâåðäæåííÿ 3.5. Íåõàé I ¹ òàêèì ïðàâèì iäåàëîì äóî-îáëàñòi

Áåçó, ùî äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ I òà ãåëüôàíäîâîãî åëåìåíòà a åëåìåíò

i+ a ¹ ãåëüôàíäîâèì. Òîäi I ⊂ A(R).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé iñíó¹ ìàêñèìàëüíî íåãåëüôàíäîâèé ïðàâèé iäåàë

N äëÿ ÿêîãî I * N . Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ìàêñèìàëüíî íåãåëüôàíäîâî-

ãî ïðàâîãî iäåàëó, iñíó¹ ãåëüôàíäîâèé åëåìåíò a, ÿêèé íàëåæèòü I+N .

Òîäi a = −i+n, äå i ∈ I, n ∈ N . Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì iäåàëó I îòðèìà-

¹ìî, ùî åëåìåíò n = a + i ¹ ãåëüôàíäîâèì, ùî íåìîæëèâî, áî n ∈ N .

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. 2

Çàóâàæèìî, ùî ïîïåðåäíi äâà òâåðäæåííÿ âñòàíîâëþþòü äëÿ ïðà-

âîãî iäåàëó A(R) âëàñòèâîñòi, ÿêi ¹ àíàëîãi÷íèìè äî âëàñòèâîñòåé ðà-

äèêàëà Äæåêîáñîíà. Òîìó, A(R) íàçâåìî ãåëüôàíäîâèì àíàëîãîì ðàäè-

êàëà Äæåêîáñîíà.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ó âèïàäêó ¹äèíîãî ìàêñèìàëüíîãî íåãåëü-
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ôàíäîâîãî ïðàâîãî iäåàëó çàñâiä÷ó¹, ùî òàêà äóî-îáëàñòü ìà¹ àíàëîãi-

÷íi äî ëîêàëüíî¨ îáëàñòi âëàñòèâîñòi.

Òâåðäæåííÿ 3.6. Äëÿ äóî-îáëàñòi Áåçó R íàñòóïíi âëàñòèâîñòi

¹ åêâiâàëåíòíèìè:

1) ó êiëüöi R iñíó¹ ¹äèíèé ìàêñèìàëüíî íåãåëüôàíäîâèé ïðàâèé iäåàë

N ;

2) ñóìà äîâiëüíèõ äâîõ íåãåëüôàíäîâèõ åëåìåíòiâ ¹ íåãåëüôàíäîâèì

åëåìåíòîì.

Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2) Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü íåãåëüôàíäîâi åëå-

ìåíòè a òà b, ñóìà ÿêèõ a + b � ãåëüôàíäîâèé åëåìåíò. Âðàõóâàâøè

îáìåæåííÿ íàêëàäåíi íà êiëüöå R, îòðèìà¹ìî, ùî a ∈ N òà b ∈ N .

Îñêiëüêè, N � ïðàâèé iäåàë, òîäi a + b ∈ N , ùî íåìîæëèâî, çàâäÿêè

ïðèïóùåííþ, ùî a+ b � ãåëüôàíäîâèé åëåìåíò, áî ïðàâèé iäåàë N �

ìàêñèìàëüíî íåãåëüôàíäîâèé.

(2)⇒ (1). Î÷åâèäíî, îñêiëüêè äîáóòîê áóäü-ÿêîãî íåãåëüôàíäîâîãî

åëåìåíòà íà äîâiëüíèé åëåìåíò êiëüöÿ ¹ íåãåëüôàíäîâèì åëåìåíòîì.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíå. 2

Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ PM -êiëüöÿ ó äóî-âèïàäêó.

Îçíà÷åííÿ 3.4. Äóî-êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ PM -êiëüöåì, ÿêùî

äîâiëüíèé ïåðâèííèé ïðàâèé iäåàë êiëüöÿ R ìiñòèòüñÿ ó ¹äèíîìó ìà-

êñèìàëüíîìó ïðàâîìó iäåàëi.

Çàóâàæèìî, ùî åëåìåíò a äóî-îáëàñòi R ¹ ãåëüôàíäîâèì òîäi i ëèøå

òîäi, êîëè ôàêòîð-êiëüöå R/aR ¹ PM -êiëüöåì.
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Ðîçøèðèâøè äîâåäåííÿ ðîáîòè [24], äëÿ âèïàäêó äóî-êiëüöÿ, îòðè-

ìà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òâåðäæåííÿ 3.7. Íåõàé R ¹ äóî-êiëüöåì. Òîäi íàñòóïíi âëàñòè-

âîñòi åêâiâàëåíòíi:

1) R ¹ PM -êiëüöå;

2) ç ðiâíîñòi a+ b = 1 â R ñëiäó¹, ùî (1 + ar)(1 + bs) = 0 äëÿ äåÿêèõ

åëåìåíòiâ r, s ∈ R.

Ó íàñòóïíié òåîðåìi âiäîáðàæåíi íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè òîãî,

ùî åëåìåíò äóî-îáëàñòi Áåçó ¹ ãåëüôàíäîâèì.

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé R ¹ äóî-îáëàñòþ Áåçó i a ∈ R. Òîäi íàñòóïíi

âëàñòèâîñòi åêâiâàëåíòíi

1) a � ãåëüôàíäîâèé åëåìåíò;

2) ÿêùî aR+ bR+ cR = R òîäi a = r · s, rR+ bR = R, sR+ bR = R.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî ç óìîâè 1) âèïëèâà¹ óìîâà 2). Íåõàé

aR + bR + cR = R. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: R = R/aR, b = b + aR,

c = c+ aR. Òîäi bR + cR = R.

Çãiäíî ç ïîïåðåäíiì òâåðäæåííÿì ìîæåìî ââàæàòè, ùî iñíóþòü òà-

êi åëåìåíòè p, q ∈ R, ùî

(1 + bp)(1 + c q) = 0.

Ïîçíà÷èìî α = 1 + bp, β = 1 + cq. Î÷åâèäíî, ùî αR + bR = R i

βR + cR = R. Ïîêëàâøè α = α +R, β = β +R, ìè îòðèìà¹ìî

αβ = αβ = 0,
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à òîìó αβ ∈ aR, òîáòî αβ = at, äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà t ∈ R.

Îñêiëüêè R ¹ îáëàñòþ Áåçó, òî iñíóþòü òàêi åëåìåíòè r, s, x ∈ R,

ùî αR+ aR = rR, α = rx, a = rs i xR+ sR = R. Îñêiëüêè, xR+ bR =

R, òîäi rR + bR = R. Îñêiëüêè αβ = at i R ¹ äóî-îáëàñòþ, òî iç

ðiâíîñòi rxβ = rst âèïëèâà¹, ùî xβ = st. Îñêiëüêè, xR + sR = R òîäi

xu+sv = 1 äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ u, v ∈ R. Çâiäñè xuβ+svβ = β, à òîìó

xβu′ + svβ = β, äå u′ ¹ äåÿêèì åëåìåíòîì êiëüöÿ R, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹

ðiâíiñòü uβ = βu′. Âðàõîâóþ÷è òå, ùî xβ = st, îòðèìà¹ìî

ytu′ + svβ = β,

òîáòî yj = β. Îñêiëüêè βR + cR = R òîäi sR + cR = R.

Îòæå, ìè äîâåëè, ùî

a = r · s, rR + bR = R, sR + cR = R.

Äîâåäåìî îáåðíåíå òâåðäæåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî b + c = 1 ó R.

Òîäi b+ c+ ax = 1 äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà x ∈ R. Îñêiëüêè, a = r · s, äå

rR + bR = R, sR + cR = R, òîäi

rk + bλ = 1, sω + cµ = 1,

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ k, λ, µ, ω ∈ R. Çâiäñè

(1− bλ) (1− cµ) = 0

âR. Òîäi, çãiäíî ç ïîïåðåäíiì òâåðäæåííÿì,R/aR ¹ PM -êiëüöåì, òîáòî

a � ãåëüôàíäîâèé åëåìåíò. 2
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3.2. Ðåäóêöiÿ ìàòðèöü íàä äóî-îáëàñòÿìè ãåëüôàíäîâîãî

ðàíãó îäèí òà ëîêàëüíî ãåëüôàíäîâi äóî-êiëüöÿ

Îçíà÷åííÿ 3.5. Íåõàé R � äóî-îáëàñòü Áåçó. Íàçâåìî êiëüöå

R, êiëüöåì ãåëüôàíäîâîãî ðàíãó îäèí, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ

a, b ∈ R, ùî aR + bR = R, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò r ∈ R, ùî a + br �

ãåëüôàíäîâèé åëåìåíò.

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé R � äóî-îáëàñòü Áåçó ãåëüôàíäîâîãî ðàíãó

îäèí. Òîäi R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A äîâiëüíà ìàòðèöÿ âèãëÿäó

A =

a 0

b c

 ,

äå aR+ bR+ cR = R. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè íàì äîñèòü äîâåñòè,

ùî ìàòðèöÿ A âîëîäi¹ êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíî ðåäóêöi¹þ. Çàïèøåìî

ax+ by + cz = 1,

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ x, y, z ∈ R. Òîäi

bR + (ax+ cz)R = R.

Îñêiëüêè, R ¹ êiëüöåì ãåëüôàíäîâîãî ðàíãó îäèí, òî, iñíó¹ òàêèé

åëåìåíò t ∈ R, òàêèé, ùî b + (ax + cz)t ¹ ãåëüôàíäîâèì åëåìåíòîì.

Ìà¹ìî íàñòóïíå1 0

α 1

a 0

b c

 1 0

zt 1

 =

a 0

d c

 = B

äå α ∈ R òàêèé åëåìåíò R, ùî αa = axt.

Îñêiëüêè, aR + bR + cR = R òî b+ (ax+ cz)t = d.
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Âiäïîâiäíî äî îáìåæåíü íàêëàäåíèõ íà åëåìåíò d, ìîæåìî ââàæàòè,

ùî åëåìåíò d ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi d = rs, äå rR + aR = R i

sR + cR = R.

Íåõàé åëåìåíò p ∈ R òàêèé, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

sp+ ck = 1,

äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà k ∈ R. Çâiäñè, îòðèìà¹ìî ùî rsp + rck = r òà

dp+ cr′k = r, äå r′ òàêèé åëåìåíò, ùî rc = cr′.

Ïîêëàâøè q = r′k, áóäåìî ìàòè

(dp+ cq)R + aR = R.

Íåõàé Rp + Rq = δR, òîäi p = δp1, q = δq1 i δ = up + vq, äå

Rp1 +Rq1 = R. Çàóâàæèìî, ùî Rp ⊂ Rp1 i Rp+Rc = R, Rp1 +Rc = R.

Îñêiëüêè, Rp1 +Rq1 = R, òî

Rp1 +R(p1d+ q1c) = R.

Ç òîãî, ùî dp+cq = (dp1 +cp1)δ òà (dp+cq)R+aR = R, îòðèìà¹ìî

(dp1 + cp1)R + aR = R.

Îñêiëüêè, ìè îäåðæàëè, ùî Rp1 +R(dp1 + cq1) = R, òî

p1R + (dp1 + cq1)R = R,

à òîìó

ap1R + (dp1 + cp1)R = R.

Îòæå, ìàòðèöÿ a 0

d c


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âîëîäi¹ êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ðåäóêöi¹þ. Çâiäñè, ìàòðèöÿ A òåæ

âîëîäi¹ êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíî ðåäóêöi¹þ. Òåîðåìó äîâåäåíî. 2

Íàñëiäîê 3.1. Íåõàé R ¹ PM ∗ äóî-îáëàñòü Áåçó. Òîäi R � êiëüöå

åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè ñëiäó¹ ç òîãî ôàêòó, ùî PM ∗-äóî-

îáëàñòü ¹ äóî-îáëàñòþ ãåëüôàíäîâîãî ðàíãó îäèí. 2

Òåîðåìà 3.4. Äóî-îáëàñòü Áåçó R ¹ îáëàñòþ ç ¹äèíèì ìàêñè-

ìàëüíî íåãåëüôàíäîâèì ïðàâèì iäåàëîì òîäi i ëèøå òîäi, ÿêùî äëÿ

òàêèõ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R òàêèõ, ùî aR + bR = R, îäèí ç

åëåìåíòiâ a àáî b ¹ ãåëüôàíäîâèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé R � êiëüöå ç ¹äèíèì ãåëüôàíäîâèì ïðàâèì iäå-

àëîì òà iñíóþòü òàêi íåãåëüôàíäîâi åëåìåíòè a, b ∈ R, ùî iç ðiâíîñòi

aR + bR = R

âèïëèâà¹, ùî îäèí ç åëåìåíòiâ a àáî b ¹ ãåëüôàíäîâèì.

Îñêiëüêè åëåìåíòè a i b íåãåëüôàíäîâi, òî a ∈ R òà b ∈ R, à, îòæå,

aR + bR ⊂ N , ùî íåìîæëèâî òîìó, ùî aR + bR = R.

Ðîçãëÿíåìî äðóãèé âèïàäîê. Íåõàé R � äóî-îáëàñòü, òà äëÿ òàêèõ

äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R, ùî aR + bR = R. Äîâåäåìî, ùî êiëüöå

R ¹ êiëüöåì ç ¹äèíèì ìàêñèìàëüíî íåãåëüôàíäîâèì ïðàâèì iäåàëîì.

Ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê. Íåõàé iñíóþòü äâà ìàêñèìàëüíî íåãåëüôàí-

äîâi ïðàâi iäåàëè N1, N2 ∈ R. Îñêiëüêè, R ¹ äóî-îáëàñòþ Áåçó i N1 i N2

íåïîðiâíþâàíi ïåðâèííi ïðàâi iäåàëè, òî

N1 +N2 = R.
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Òîáòî,

n1 + n2 = 1,

äå n1 ∈ N1, n2 ∈ N2. Î÷åâèäíî, ùî

n1R + n2R = R,

à, çâiäñè, ÷åðåç îáìåæåííÿ íàêëàäåíi íà äóî-îáëàñòü Áåçó, îòðèìó¹ìî,

ùî îäèí ç åëåìåíòiâ n1 òà n2 ¹ ãåëüôàíäîâèìè, ùî íåìîæëèâî, òîìó,

ùî N1 i N2 ¹ ìàêñèìàëüíî íåãåëüôàíäîâèìè ïðàâèìè iäåàëàìè çà ïðè-

ïóùåííÿì. 2

Îçíà÷åííÿ 3.6. Äóî-îáëàñòü Áåçó íàçâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ãåëüôàí-

äîâîþ, ÿêùî âîíà ìiñòèòü ¹äèíèé ìàêñèìàëüíî íåãåëüôàíäîâèé ïðà-

âèé iäåàë.

Ïðèêëàä 3.1. Ïðèêëàäîì ëîêàëüíî ãåëüôàíäîâîãî êiëüöÿ ¹ ïðè-

êëàä Õåíðiêñîíà, òîáòî

R = {z0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n|z0 ∈ Z, ai ∈ Q}.

Ðàäèêàë Äæåêîáñîíà � öå ¹äèíèé ìàêñèìàëüíî íåãåëüôàíäîâèé ïðà-

âèé iäåàë öüîãî êiëüöÿ.

Òåîðåìà 3.5. Äóî-îáëàñòü Áåçó R ¹ ëîêàëüíî ãåëüôàíäîâîþ òîäi

i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ R àáî a àáî 1 − a ¹

ãåëüôàíäîâèì åëåìåíòîì.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü. Íåõàé R ¹ ëîêàëüíî ãåëüôàí-

äîâîþ îáëàñòþ. Ðîçãëÿíåìî ïðàâèé iäåàë N � ¹äèíèé ìàêñèìàëüíî

íåãåëüôàíäîâèé. Âiçüìåìî äîâiëüíèé åëåìåíò a ∈ N . Î÷åâèäíî, ùî

(1− a) /∈ N.
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Îòæå, 1− a ¹ ãåëüôàíäîâèì åëåìåíòîì.

Ðîçãëÿíåìî iíøèé âàðiàíò, òîáòî, a /∈ N . Òîäi åëåìåíò a ¹ ãåëüôàí-

äîâèì. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíî.

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ äâà ìàêñèìàëüíî íå-

ãåëüôàíäîâi ïðàâi iäåàëè N1 òà N2. Î÷åâèäíî, ùî

N1 +N2 = R.

Çâiäñè, ìà¹ìî, ùî

n1 + n2 = 1,

äå n1 ∈ N1, n2 ∈ N2. Òîäi åëåìåíò n1 àáî 1 − n1 ¹ ãåëüôàíäîâèì.

Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ. Òåîðåìó äîâåäåíî. 2

Íàñëiäêàìè öi¹¨ òåîðåìè ¹ òàêi ðåçóëüòàòè.

Òåîðåìà 3.6. Äóî-îáëàñòü Áåçó R, â ÿêié êîæåí íåíóëüîâèé ïåð-

âèííèé ïðàâèé iäåàë ìiñòèòüñÿ ó ¹äèíîìó ìàêñèìàëüíîìó ïðàâîìó

iäåàëi, ¹ ëîêàëüíî ãåëüôàíäîâèì êiëüöåì.

Òåîðåìà 3.7. Äîâiëüíà ëîêàëüíî ãåëüôàíäîâà äóî-îáëàñòü Áåçó R

¹ êiëüöåì åëåìåòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè, â ñèëó òåîðåìè 2, äîñèòü äîâå-

ñòè, ùî ëîêàëüíî ãåëüôàíäîâà äóî-îáëàñòü Áåçó ¹ êiëüöåì ãåëüôàíäî-

âîãî ðàíãó îäèí.

Íåõàé aR = bR = R. ßêùî a � ãåëüôàíäîâèé åëåìåíò, òîäi a+b·0 ¹

øóêàíå ïðåäñòàâëåííÿ. ßêùî æ a íå ¹ ãåëüôàíäîâèì, òîäi ç î÷åâèäíî¨

ðiâíîñòi

aR + (a+ b)R = R
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i òåîðåìè 3 ñëiäó¹, ùî a+ b · 1 � ãåëüôàíäîâèé åëåìåíò, öå îçíà÷à¹, ùî

R ¹ êiëüöåì ãåëüôàíäîâîãî ðàíãó îäèí. Òåîðåìó äîâåäåíî.

2

ÂÈÑÍÎÂÊÈ:

Äàíèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé òåîði¨ ãåëüôàíäîâèõ åëåìåíòiâ òà äiàãî-

íàëiçàöi¨ ìàòðèöü íàä äóî-îáëàñòÿìè Áåçó ãåëüôàíäîâîãî ðàíãó îäèí.

Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè öüîãî ðîçäiëó ¹:

1) ââåäåíî îçíà÷åííÿ ãåëüôàíäîâîãî òà íåãåëüôàíäîâîãî åëåìåíòà,

ïîêàçàíî ìóëüòèïëiêàòèâíó çàìêíåíiñòü òà íàñè÷åíiñòü ìíîæèíè ãåëü-

ôàíäîâèõ åëåìåíòiâ äóî-îáëàñòi Áåçó;

2) ââåäåíî â ðîçãëÿä ìàêñèìàëüíî íåãåëüôàíäîâi iäåàëè, äîâåäåíî

¨õ iñíóâàííÿ ïåðâèííiñòü;

3) äîâåäåíî êðèòåðié òîãî, ùî ñêií÷åííèé ãîìîìîðôíèé îáðàç äóî-

îáëàñòi Áåçó ¹ êiëüöåì Ãåëüôàíäà;

4) âèçíà÷åíî ïîíÿòòÿ ãåëüôàíäîâîãî ðàíãó îäèí äëÿ äóî-îáëàñòåé

Áåçó, òà ïîêàçàíî, ùî òàêi îáëàñòi ¹ êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ;

5) ââåäåíî òà îõàðàêòåðèçîâàíî ëîêàëüíî ãåëüôàíäîâi äóî-îáëàñòi

Áåçó, ïîêàçàíî, ùî òàêi êiëüöÿ ¹ êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó âiäîáðàæåíi ó ðîáîòàõ: [17, 5].
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ÐÎÇÄIË 4

Êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ðåäóêöiÿ

îáîðîòíèìè òåïëåöåâèìè ìàòðèöÿìè

×åòâåðòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî êàíîíi÷íié äiàãîíàëüíié ðåäóêöi¨ ìà-

òðèöü äðóãîãî ïîðÿäêó íàä êiëüöÿìè êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó

îäèí.

Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ êiëüöÿ Òåïëiöà, ÿê ïiä-

êëàñó êiëåöü Åðìiòà, òà âñòàíîâëþþòüñÿ íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè

òîãî, ùî êiëüöå Åðìiòà ¹ êiëüöåì Òåïëiöà. Äîâåäåíî, ùî óíiìîäóëÿð-

íèé ðÿäîê äîâæèíè äâà ¹ äîïîâíþâàëüíèì äî îáîðîòíî¨ ìàòðèöi Òå-

ïëiöà íàä êiëüöÿìè êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí. Òàêîæ ïîêà-

çàíî, ìîæëèâiñòü êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ðåäóêöi¨ ìàòðèöü íàä êiëü-

öÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí çà

äîïîìîãîþ îáîðîòíèõ ìàòðèöü Òåïëiöà, òà ðîçêëàä îáîðîòíèõ ìàòðèöü

äðóãîãî ïîðÿäêó ó äîáóòîê öèõ ìàòðèöü.

Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ êiëüöÿ îäèíè÷íîãî êâà-

äðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí, ïîäiáíî äî êiëåöü îäèíè÷íîãî ñòà-

áiëüíîãî ðàíãó îäèí. Äîâåäåíî, ùî íàä êiëüöÿìè Åðìiòà îäèíè÷íîãî

êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí, äîâiëüíà ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿä-

êó, ïðèâîäèòüñÿ äî êàíîíi÷íî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó îáîðîòíèìè ìà-

òðèöÿìè Òåïëiöà, i òàêå êiëüöå ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.
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Âïðîäîâæ öüîãî ðîçäiëó ïiä êiëüöåì áóäåìî ðîçóìiòè àñîöiàòèâíå

êîìóòàòèâíå êiëüöå R ç 1 6= 0.

4.1. Îáîðîòíi ìàòðèöi Òåïëiöà òà êiëüöÿ ñêií÷åííîãî ñòà-

áiëüíîãî ðàíãó

Ðîçïî÷íåìî ïiäðîçäië, íàãàäàâøè îçíà÷åííÿ êiëüöÿ êâàäðàòíîãî

ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí òà ìàòðèöi Òåïëiöà.

Îçíà÷åííÿ 4.1. Êiëüöå R ¹ êiëüöåì êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàí-

ãó îäèí (ó ïîçíà÷åííÿõ ssr(R) = 1), ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ R ç

òîãî, ùî aR+ bR = R âèïëèâà¹, ùî a2 + bx ¹ îáîðîòíèì åëåìåíòîì

êiëüöÿ R äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà x.

Îçíà÷åííÿ 4.2. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ A. Ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿä-

êó A íàä êîìóòàòèâíèìè êiëüöåì R íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ Òåïëiöà,

ÿêùî âîíà ìà¹ âèãëÿä a b

c a

 ,

äå a, b, c ∈ R.

Çàóâàæèìî, ÿêùî A � îáîðîòíà ìàòðèöÿ Òåïëiöà, òî A−1 � òåæ

ìàòðèöÿ Òåïëiöà.

Àíàëîãi÷íî äî îçíà÷åííÿ êiëüöÿ Åðìiòà âèçíà÷èìî êiëüöÿ Òåïëiöà,

îáìåæèâøèñü ó îçíà÷åííi îáîðîòíèìè ìàòðèöÿìè Òåïëiöà.

Îçíà÷åííÿ 4.3. Êîìóòàòèâíå êiëüöå R íàçâåìî êiëüöåì Òåïëiöà,

ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b ∈ R iñíó¹ îáîðîòíà ìàòðèöÿ Òåïëiöà T òàêà,
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ùî (
a b

)
T =

(
d 0

)
.

Îñêiëüêè êiëüöå Òåïëiöà ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì êiëüöÿ Åðìiòà, à

êiëüöÿ Åðìiòà ¹ êiëüöÿìè Áåçó, òî êiëüöÿ Òåïëiöà òàêîæ ¹ êiëüöÿìè

Áåçó.

Íàñòóïíi äâà òâåðäæåííÿ äîâîäÿòü òîé ôàêò, ùî íàä êiëüöåì êâà-

äðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí äîâiëüíèé óíiìîäóëÿðíèé ðÿäîê äîâ-

æèíè äâà äîïîâíþ¹òüñÿ äî îáîðîòíî¨ ìàòðèöi Òåïëiöà.

Òâåðäæåííÿ 4.1. Íåõàé R ¹ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì êâàäðàòíî-

ãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí òà åëåìåíòè a, b ∈ R ¹ òàêèìè, ùî aR +

bR = R. Òîäi iñíó¹ îáîðîòíà ìàòðèöÿ Òåïëiöà T òàêà, ùî(
a b

)
T =

(
1 0

)
.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè R ¹ êiëüöåì êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó

îäèí, òîäi iç ðiâíîñòi aR + bR = R âèïëèâà¹, ùî a2 + bt = u, äå u �

îáîðîòíèé åëåìåíò. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

S =

a −b
t a

 , K =

u−1 0

0 u−1


i âèêîíà¹ìî íàñòóïíå:

(a b =

a −b
t a

 = (u a)

(u a)

u−1 0

0 u−1

 = (1 0).

Òàêèì ÷èíîì äëÿ ìàòðèöi T = SK âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü(
a b

)
SK =

(
1 0

)
,



104a −b
t a

u−1 0

0 u−1

 =

au −bu
bu au


òîáòî ìàòðèöÿ T ¹ ìàòðèöåþ Òåïëiöà, ùî é ïîòðiáíî áóëî ïîêàçàòè. 2

Òâåðäæåííÿ 4.2. Íàä êîìóòàòèâíèì êiëüöåì R êâàäðàòíîãî

ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí áóäü-ÿêèé óíiìîäóëÿðíèé ðÿäîê äîâæèíè 2

ìîæíà äîïîâíèòè äî îáîðîòíî¨ ìàòðèöi Òåïëiöà.

Äîâåäåííÿ. ßêùî aR + bR = R, òîäi ðÿäîê(
a b

)
¹ óíiìîäóëÿðíèì. Iç Òâåðäæåííÿ 4.1 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ îáîðîòíî¨ ìà-

òðèöi Òåïëiöà T äëÿ ÿêî¨ (
a b

)
T =

(
1 0

)
.

Îñêiëüêè îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî ìàòðèöi Òåïëiöà äðóãîãî ïîðÿäêó

òåæ ìàòðèöÿ Òåïëiöà, òî ïîçíà÷èâøè

T−1 =

 t t12

t21 t

 ,

i âèêîðèñòàâøè ðiâíiñòü
(
a b

)
=
(

1 0
)
T−1, îòðèìà¹ìî, ùî a = t,

b = t12. Òàêèì ÷èíîì

T−1 =

 a b

t21 a

 ,

ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè. 2

Â íàñòóïíié òåîðåìi ìè äîâåäåìî íåîáõiäíó òà äîñòàòíþ óìîâó òîãî,

ùî êiëüöå Åðìiòà ¹ êiëüöåì Òåïëiöà.
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Òåîðåìà 4.1. Íåõàé R ¹ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì Åðìiòà. Òîäi

R � êiëüöå Òåïëiöà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè öå êiëüöå êâàäðàòíîãî

ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ssr(R) = 1. Íåõàé a, b ∈ R. Îñêiëüêè

R ¹ êiëüöåì Åðìiòà, òî iñíóþòü åëåìåíòè d, a0, b0 ∈ R òàêi, ùî

aR + bR = dR, a = a0d, b = b0d, a0R + b0R = R,

. çãiäíî ç Òåîðåìîþ 000. Àëå ç Òâåðäæåííÿ 4.1 âèïëèâà¹, ùî

(a0 b0) =

a0 −b0

t a0

 = (1 0)

äëÿ äåÿêîãî t ∈ R. Çâiäñè îòðèìà¹ìî, ùî a2
0 + b0t = u ¹ îáîðîòíèì

åëåìåíòîì. Äîìíîæóþ÷è îñòàííþ ðiâíiñòü íà d áà÷èìî, ùî aa0 + bt =

du, à çíà÷èòü

(a b) =

a0 −b0

t a0

u−1 0

0 u−1

 = (d 0).

Òîáòî R � êiëüöå Òåïëiöà.

Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî R ¹ êiëüöåì Òåïëiöà, òà a, b ∈ R ¹ òàêèìè,

ùî aR + bR = R. Iç îçíà÷åííÿ êiëüöÿ Òåïëiöà âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ

ìàòðèöi

T =

x −z
y x

 ∈ GL2(R),

ùî (a b)T = (1 0). Îñêiëüêè îáåðíåíà ìàòðèöÿ T−1 ¹ òàêîæ ìàòðèöåþ

Òåïëiöà, òà

T−1 =

 w−1x w−1z

−w−1y w−1x


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äå w = x2 + zy ∈ U(R), òî ðîáèìî âèñíîâîê, ùî a = w−1x, b = w−1z.

Çâiäñè x = wa, z = wb, w = a2w2 + byw, òà äîìíîæóþ÷è îñòàííþ

ðiâíiñòü íà (w−1)2 áà÷èìî, ùî

a2 + byw−1 = w−1 ∈ U(R),

òîáòî, ssr(R) = 1. Òåîðåìó äîâåäåíî. 2

Iç îçíà÷åííÿ êiëüöÿ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ âèïëèâà¹, ùî äîâiëüíà

ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ïðèâîäèòüñÿ äî êàíîíi÷íîãî äiàãîíàëüíîãî

âèãëÿäó øëÿõîì äîìíîæåííÿ çëiâà òà ñïðàâà íà äåÿêi îáîðîòíi ìàòðè-

öi. Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ ïiäñòàâè ââàæàòè, ùî öi îáîðîòíi ìàòðèöi ¹

ìàòðèöÿìè Òåïëiöà, ó âèïàäêó êiëüöÿ êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó

îäèí.

Òåîðåìà 4.2. Íåõàé R ¹ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ

äiëüíèêiâ êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí. Òîäi äîâiëüíà ìàòðè-

öÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ïðèâîäèòüñÿ îáîðîòíèìè ìàòðèöÿìè Òåïëiöà äî

êàíîíi÷íîãî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó.

Äîâåäåííÿ. Íàñàìïåðåä çàóâàæèìî, ùî âiäïîâiäíî äî Òâåðäæåí-

íÿ 4.1, äëÿ äîâåäåííÿ íàøîãî ðåçóëüòàòó äîñòàòíüî îáìåæèòèñÿ ìà-

òðèöÿìè âèãëÿäó

A =

a b

0 c

 ,

äå aR + bR + cR = R. Îñêiëüêè R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ,

òîäi iñíóþòü òàêi åëåìåíòè p, q ∈ R, ùî paR + (pb+ qc)R = R, òîáòî

par + (pb+ qc)s = 1

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ r, s ∈ R. Çàóâàæèìî, ùî iç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi
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âèïëèâà¹

pR + qR = R, rR + sR = R.

Áiëüøå òîãî, ðiâíiñòü par+ (pb+ qc)s = 1 ìîæíà ìàòðè÷íî çàïèñàòè ó

âèãëÿäi (
p q

)
A

r
s

 = 1

Îñêiëüêè pR+ qR = R, òà rR+ sR = R, òî âèêîðèñòîâóþ÷è Òâåðäæå-

ííÿ 4.2, ìè ìîæåìî çíàéòè îáîðîòíi ìàòðèöi Òåïëiöà âèãëÿäó

P1 =

p q

∗ ∗

 , Q1 =

r ∗
s ∗

 .

Iç âêàçàíî¨ âèùå ìàòðè÷íî¨ ðiâíîñòi îòðèìó¹ìî

P1AQ1 =

1 x

y z

 = A1,

äëÿ äåÿêèõ x, y, x ∈ R. Øëÿõîì òðàíñêâåíöi¨ ðÿäêiâ i ñòîâïöiâ ìàòðè-

öÿ A1 ïðèâîäèòüñÿ äî êàíîíi÷íîãî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó. Îñêiëüêè

êîæíié òàêîãî ðîäó òðàíñêâåíöi¨ âiäïîâiäà¹ äîìíîæåííÿ ìàòðèöi A1

ñïðàâà òà çëiâà íà îáîðîòíþ ìàòðèöþ Òåïëiöà âèãëÿäó

P2 =

 1 0

−y 1

 , Q2 =

1 −x

0 1


òî ðîáèìî âèñíîâîê

P2P1AQ1Q2 =

1 0

0 ac

 ,

äå P1, P2, Q1, Q2 � îáîðîòíi ìàòðèöi Òåïëiöà. Òåîðåìó äîâåäåíî. 2

Òåîðåìà 4.3. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå åëåìåíòàðíèõ äiëü-

íèêiâ êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí. Òîäi áóäü-ÿêà îáîðîòíà ìà-

òðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ¹ äîáóòêîì îáîðîòíèõ ìàòðèöü Òåïëiöà.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé A - îáîðîòíà ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó íàä êiëü-

öåì R. Çãiäíî ç Òåîðåìîþ 4.2, âðàõîâóþ÷è, ùî A � îáîðîòíà, ìîæåìî

çíàéòè îáîðîòíi ìàòðèöi Òåïëiöà P i Q äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî

PAQ =

1 0

0 1

 .

Ëåãêî áà÷èòè, ùî òîäi A = P−1Q−1, à îñêiëüêè îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî

ìàòðèöi Òåïëiöà ¹ òåæ ìàòðèöåþ Òåïëiöà, ìè îòðèìó¹ìî øóêàíèé ðå-

çóëüòàò. Òåîðåìó äîâåäåíî. 2

Çàñòîñîâóþ÷è Òåîðåìó 4.1 äî ïîïåðåäíiõ äâîõ òåîðåì, ìè îòðèìà¹-

ìî òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 4.1. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå Òåïëiöà åëåìåí-

òàðíèõ äiëüíèêiâ. Òîäi

1) äîâiëüíà ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ïðèâîäèòüñÿ îáîðîòíèìè ìà-

òðèöÿìè Òåïëiöà äî êàíîíi÷íîãî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó;

2) áóäü-ÿêà îáîðîòíà ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ¹ äîáóòêîì îáîðîòíèõ

ìàòðèöü Òåïëiöà.

4.2. Îäèíè÷íèé êâàäðàòíèé ñòàáiëüíèé ðàíã îäèí òà êiëü-

öÿ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ

Â îçíà÷åííi êiëüöÿ ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí åëåìåíò t äëÿ çàäàíèõ âçà-

¹ìíîïðîñòèõ åëåìåíòiâ a, b, iç âëàñòèâiñòþ aa2 + bt ∈ U(R), îáèðà¹-

òüñÿ ñåðåä óñiõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ. ßêùî îáìåæèòèñü ó öüîìó âèáîði

iäåìïîòåíòàìè ÷è îáîðîòíèìè åëåìåíòàìè, òî îòðèìà¹ìî êëàñè êiëåöü

iäåìïîòåíòíîãî òà îäèíè÷íîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí. Ïåðøèé ñåðåä
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öèõ êëàñiâ ó êîìóòàòèâíîìó âèïàäêó ñïiâïàäà¹ iç êëàñîì ÷èñòèõ êiëåöü

òà êiëåöü iç âëàñòèâiñòþ çàìiíè, à êiëüöÿ äðóãîãî êëàñó âîëîäiþòü òi-

¹þ âëàñòèâiñòþ, ùî äîâiëüíèé åëåìåíò êiëüöÿ çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

ñóìè äâîõ îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ. Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî ñïåöè-

ôiêàöiþ êiëüöÿ êâàäðàíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí, à ñàìå öå áóäóòü

êiëüöÿ îäèíè÷íîãî êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí.

Îçíà÷åííÿ 4.4. Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì îäèíè÷íîãî êâà-

äðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí, ÿêùî ç óìîâè aR+bR = R âèïëèâà¹,

ùî iñíó¹ îáîðîòíèé åëåìåíò t òàêèé, ùî a2 + bt � îáîðîòíèé åëå-

ìåíò êiëüöÿ R.

Íàñòóïíà òåîðåìà äîçâîëÿ¹ ðîçøèðèòè ðåçóëüòàòè Òåîðåìè 4.2 íà

âèïàäîê êiëüöÿ Åðìiòà, ïîêëàâøè îáìåæåííÿ íà êâàäðàòíèé ñòàáiëü-

íèé ðàíã.

Òåîðåìà 4.4. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå Åðìiòà îäèíè÷íîãî

êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí. Òîäi R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ

äiëüíèêiâ òà áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó íàä R äiàãîíàëiçó¹-

òüñÿ îáîðîòíèìè ìàòðèöÿìè Òåïëiöà.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç îáìåæåíü íàêëàäåíèõ íà R ìà¹ìî, äëÿ áóäü-

ÿêèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R, äå aR + bR = dR, i a = da0, b = db0, îòðè-

ìà¹ìî, ùî a0R + b0R = R. Îñêiëüêè êiëüöå R ¹ êiëüöåì îäèíè÷íîãî

êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí, òî a2
0 + b0t = u, äå u, t ¹ äåÿêèìè

îáîðîòíèìè åëåìåíòàìè. Äîìíîæóþ÷è îñòàííþ ðiâíiñòü íà íàéáiëüøèé

ñïiëüíèé äiëüíèê d îòðèìà¹ìî, ùî aa0 + bt = ud.

Äîâåäåìî, ùî R � êiëüöå åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ. Äëÿ öüîãî äî-
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ñèòü äîâåñòè, ùî äîâiëüíà ìàòðèöÿ

A =

a b

0 c

 ,

äå aR + bR + cR = R, âîëîäi¹ êàíîíi÷íî äiàãîíàëüíîþ ðåäóêöi¹þ.

Îñêiëüêè aR+ bR = dR, òî, â ñèëó äîâåäåíîãî âèùå, ìè îòðèìà¹ìî

aa0 + bt = ud, a = da0, b = db0, a0R + bR = R

òà u, t � îáîðîòíi åëåìåíòè. Òîäia b

0 c

a0 −b0

0 a0

 =

du 0

ct ca0


Îñêiëüêè aR + bR = dR i aR + bR + cR = R, òî dR + cR = R. Â

ñèëó òîãî, ùî t � îáîðîòíèé åëåìåíò, ìîæåìî ââàæàòè, ùî duR+ctR =

R. Iç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî ìàòðèöÿ A âîëîäi¹ êàíîíi÷íîþ

äiàãîíàëüíîþ ðåäóêöiþ. Òåîðåìó äîâåäåíî. 2

Òåîðåìà 4.5. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå Áåçó ñòàáiëüíîãî

ðàíãó îäèí. Òîäi:

1) äîâiëüíèé óíiìîäóëÿðíèé ðÿäîê (ñòîâïåöü) äîâæèíè 2 íàä R äî-

ïîâíþ¹òüñÿ äî îáîðîòíî¨ ìàòðèöi Òåïëiöà;

2) äîâiëüíà ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó íàä R, øëÿõîì äîìíîæåííÿ

ñïðàâà òà çëiâà íà îáîðîòíi ìàòðèöi Òåïëiöà ïðèâîäèòüñÿ äî êà-

íîíi÷íîãî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó;

3) äîâiëüíà îáîðîòíà ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó íàä êiëüöåì R ðîç-

êëàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê îáîðîòíèõ ìàòðèöü Òåïëiöà.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè êiëüöå ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí ¹ êiëüöåì êâà-

äðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí, à êiëüöå Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí
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¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ çà Òåîðåìîþ 2.3, òî â ñèëó ïîïåðå-

äíiõ ðåçóëüòàòiâ, ìè îòðèìà¹ìî äîâåäåííÿ äàíîãî ðåçóëüòàòó. Òåîðåìó

äîâåäåíî. 2

ÂÈÑÍÎÂÊÈ:

Äàíèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé êàíîíi÷íié äiàãîíàëiçàöi¨ ìàòðèöü äðó-

ãîãî ïîðÿäêó íàä êîìóòàòèâíèìè êiëüöÿìè êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî

ðàíãó îäèí. Äîâåäåíî, ùî íàä êiëüöåì êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó

îäèí êîæåí óíiìîäóëÿðíèé ðÿäîê äîâæèíè äâà äîïîâíþ¹òüñÿ äî îáîðî-

òíî¨ òåëåöåâî¨ ìàòðèöi. Ââåäåíî îçíà÷åííÿ êiëüöÿ Òåïëiöà, òà íàâåäåíî

êðèòåðié òîãî, ùî êîìóòàòèâíå êiëüöå Åðìiòà ¹ êiëüöåì Òåïëiöà ó òåð-

ìiíàõ ñòàáiëüíîãî ðàíãó. ßê íàñëiäîê öèõ ðåçóëüòàòiâ, äîâîäèòüñÿ, ùî

äîâiëüíà ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó íàä êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíè-

êiâ ïðèâîäèòüñÿ äî êàíîíi÷íîãî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó çà äîïîìîãîþ

äîìíîæåííÿ çëiâà òà ñïðàâà íà îáîðîòíi ìàòðèöi Òåïëiöà, òà áiëüøå òî-

ãî � áóäü-ÿêà îáîðîòíÿ ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ¹ äîáóòêîì ìàòðèöü

Òåïëiöà.

Ðîçäië çàâåðøó¹òüñÿ ââåäåííÿì ïîíÿòòÿ îäèíè÷íîãî êâàäðàòíîãî

ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí, òà äîâåäåííÿì òîãî, ùî êiëüöå Åðìiòà îäè-

íè÷íîãî êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ

äiëüíèêiâ òà äîâiëüíà ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ïðèâîäèòüñÿ äî êàíî-

íi÷íîãî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó øëÿõîì äîìíîæåííÿ çëiâà òà ñïðàâà íà

îáîðîòíi ìàòðèöi Òåïëiöà.

Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè öüîãî ðîçäiëó ¹:

1) ââåäåíî ïîíÿòòÿ êiëüöÿ Òåïëiöà, òà äîâåäåíî, ùî êiëüöå Åðìiòà ¹

êiëüöåì Òåïëiöà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè öå êiëüöå êâàäðàòíîãî ñòàáiëü-
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íîãî ðàíãó îäèí;

2) äîâiëüíèé óíiìîäóëÿðíèé ðÿäîê äîâæèíè äâà íàä êiëüöåì êâà-

äðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí äîïîâíþ¹òüñÿ äî îáîðîòíî¨ ìàòðèöi

Òåïëiöà;

3) íàä êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî

ðàíãó îäèí äîâiëüíà ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ïðèâîäèòüñÿ äî êàíîíi-

÷íîãî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó äîìíîæåííÿì çëiâà òà ñïðàâà íà îáîðîòíi

ìàòðèöi Òåïëiöà;

4) áóäü-ÿêà îáîðîòíà ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ¹ äîáóòêîì ìàòðèöü

Òåïëiöà ó âèïàäêó êiëüöÿ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ êâàäðàòíîãî ñòàáiëü-

íîãî ðàíãó îäèí;

5) ââåäåíî ïîíÿòòÿ êiëüöÿ îäèíè÷íîãî êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàí-

ãó îäèí òà ïîêàçàíî, ùî êiëüöå Åðìiòà îäèíè÷íîãî êâàäðàòíîãî ñòà-

áiëüíîãî ðàíãó îäèí ¹ êiëüöå åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ

äðóãîãî ïîðÿäêó äiàãîíàëiçó¹òüñÿ îáîðîòíèìè ìàòðèöÿìè Òåïëiöà.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó âiäîáðàæåíi ó ðîáîòàõ: [3, 6].
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ÐÎÇÄIË 5

Êîìóòàòèâíi îáëàñòi Áåçó, ñêií÷åííi

ãîìîìîðôíi îáðàçè ÿêèõ ¹

íàïiâïîòóæíèìè êiëüöÿìè

Ó öüîìó ðîçäiëi âñòàíîâëåíî óìîâè, êîëè ñêií÷åííèé ãîìîìîðôíèé

îáðàç êîìóòàòèâíî¨ îáëàñòi Áåçó ¹ íàïiâïîòóæíèìè êiëüöÿìè. Çàïî÷à-

òêîâàíî òà ðîçâèíóòî êîíöåïöiþ íàïiâïîòóæíèõ åëåìåíòiâ. Ïîêàçàíî,

ùî íàïiâïîòóæíiñòü åëåìåíòà ¹ ðiâíîñèëüíèì òîìó, ùî ñêií÷åííèé ãî-

ìîìîðôíèé îáðàç âèçíà÷åíèé öèì åëåìåíòîì ¹ íàïiâïîòóæíèì êiëü-

öåì. Äîñëiäæåíî çâ'ÿçîê ìiæ íàïiâïîòóæíèìè åëåìåíòàìè òà ¨õ àäå-

êâàòíiñòþ äî åëåìåíòiâ iç âèçíà÷åíîãî íèìè ðàäèêàëó.

Ïiä êiëüöåì R ó öüîìó ðîçäiëi áóäåìî ðîçóìiòè àñîöiàòèâíå êîìó-

òàòèâíå êiëüöå ç 1 6= 0.

5.1. Íàïiâïîòóæíi åëåìåíòè êîìóòàòèâíèõ îáëàñòåé Áåçó

Îñêiëüêè öåíòðàëüíó ðîëü ó ïîòî÷íîìó ïiäðîçäiëi âiäiãðàþòü íà-

ïiâïîòóæíi êiëüöÿ íàãàäà¹ìî ¨õ îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 5.1. Êiëüöå R íàçèâàþòü íàïiâïîòóæíèì, ÿêùî êî-

æåí ãîëîâíèé iäåàë, ùî íå ìiñòèòüñÿ ó J(R), ìiñòèòü íåíóëüîâèé

iäåìïîòåíò.
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Íèæ÷å áóäå îõàðàêòåðèçîâàíà ñòðóêòóðà åëåìåíòiâ a 6= 0 êîìóòà-

òèâíî¨ îáëàñòi Áåçó R, ùî R/aR ¹ íàïiâïîòóæíèé åëåìåíò. Ó íàñòó-

ïíîìó îçíà÷åííi âèçíà÷èìî òàêi åëåìåíòè ÿê íàïiâïîòóæíi.

Îçíà÷åííÿ 5.2. Íåõàé R êîìóòàòèâíà îáëàñòü Áåçó. Ñêàæåìî,

ùî åëåìåíò a ∈ R \ {0} ¹ íàïiâïîòóæíèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî b ∈ R

çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè r, s ∈ R :

a = rs, rR + bR = R, rR + sR = R.

Òåîðåìà 5.1. Íåõàé R êîìóòàòèâíà îáëàñòü Áåçó. Òîäi íåíó-

ëüîâèé åëåìåíò a ¹ íàïiâïîòóæíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè R/aR ¹

íàïiâïîòóæíèì êiëüöåì.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî a ¹ íàïiâïîòóæíèì åëå-

ìåíòîì, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêîãî b ∈ R ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

a = rs, rR + bR = R, rR + sR = R

äëÿ äåÿêèõ r, s ∈ R. Iç ðiâíîñòi rR + sR = R âèïëèâà¹, ùî

ru+ sv = 1

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ u, v ∈ R. Ïåðåõîäÿ÷è äî îáðàçiâ ó ôàêòîð-êiëüöi

îòðèìó¹ìî:

r2u = r, s2v = s

äëÿ r = r + aR i s = s+ aR. Î÷åâèäíî, ùî

ru = e = e2, 1− e = sv.

Iç ðiâíîñòi rR + bR = R âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ åëåìåíòiâ x, y ∈ R òàêèõ,

ùî rx+ by = 1. Òîìó,

1− ru = sv = sv(rx+ by) = b(svy) + avx,
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à çâiäñè 1 − e ∈ bR, äå b = b + aR. ßêùî b /∈ J(aR), òîäi 1 − e ¹

âiäïîâiäíèì iäåìïîòåíòîì. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó, äëÿ áóäü-ÿêîãî

ìàêñèìàëüíîãî iäåàëóM , ùî ìiñòèòü åëåìåíò a, îòðèìó¹ìî, ùî b ∈M,

à òîäi r ¹ îáîðîòíèì åëåìåíòîì, i íàâïàêè. Îòæå, R ¹ íàïiâïîòóæíèì

êiëüöåì.

Ïðèïóñòèìî, ùî R ¹ íàïiâïîòóæíèì êiëüöåì. Ðîçãëÿíåìî åëåìåíò

b = b+ aR, òà iäåìïîòåíò e2 = e òàêèé, ùî

e ∈ bR.

Îñêiëüêè e2 = e, òî e(1 − e) = aα äëÿ äåÿêîãî α ∈ R. Áiëüøå òîãî, iç

òîãî, ùî e ∈ b R âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

e− bt = as

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ t, s ∈ R. Íåõàé eR + aR = dR. Òîäi

e = de0, a = da0, a0R + e0R = R,

äå e0, a0 ∈ R. Iç ðiâíîñòi e(1− e) = aα îòðèìà¹ìî, ùî

e0(1− e) = a0α,

âèêîðèñòîâóþ÷è òå, ùî R îáëàñòþ. Îñêiëüêè a0R + e0R = R, òî a0 ¹

äiëüíèêîì 1− e. Çâiäñè

a0R + eR = R,

à òîìó iñíóþòü åëåìåíòè p, q ∈ R òàêi, ùî a0p + eq = 1. Îñêiëüêè

e = as+ bt, òî

1 = a0p+ eq = a0(p+ dsq) + btq

i òîìó a0R + bR = R. Ïîêëàâøè r = a0 òà s = d îòðèìà¹ìî øóêàíèé

ðîçêëàä åëåìåíòà a ñòîñîâíî åëåìåíòà b. Òåîðåìó äîâåäåíî. 2
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Îñêiëüêè áóäü-ÿêå êiëüöå ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè ¹ íàïiâïîòóæíèì

êiëüöåì, òîäi äîâiëüíèé ðîçäiëüíèé åëåìåíò ¹ íàïiâïîòóæíèì åëåìåí-

òîì.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê àäåêâàòíèõ åëåìåíòiâ iç

ïîíÿòòÿì íàïiâïîòóäæíîãî êiëüöÿ.

Òåîðåìà 5.2. Íåõàé R ¹ êîìóòàòèâíîþ îáëàñòþ Áåçó. ßêùî

åëåìåíò a ∈ R ¹ íàïiâïîòóæíèì, òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà

b /∈ J(aR) iñíó¹ äåÿêèé åëåìåíò u ∈ R òàêèé, ùî aAbu.

Äîâåäåííÿ.ÍåõàéR = R/aR ¹ íàïiâïîòóæíèì êiëüöåì, i b /∈ J(aR).

Òîäi iñíó¹ íåíóëüîâèé iäåìïîòåíò e òàêèé, ùî

e ∈ bR.

Îòæå, iñíóþòü äåÿêi åëåìåíòè u, t ∈ R òàêi, ùî

e− bu = at.

Áiëüøå òîãî, îñêiëüêè e2 = e òî

1− e = as

äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà s ∈ R. Íåõàé eR + aR = dR, ïðè÷îìó e = de0,

a = da0 i a0R + e0R = R. Òîäi

e0(1− e) = a0s

i e + a0j = 1 äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà j ∈ R. Ïîêëàâøè r = a0 òà s = d

îòðèìà¹ìî ðîçêëàä

a = rs, rR + eR = R, s′R + eR 6= R
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äëÿ äîâiëüíîãî íåîáîðîòíüîãî äiëüíèêà s′ åëåìåíòà s. Òàêèì ÷èíîì,

aAe i, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü bu = e+ at, ðîáèìî âèñíîâîê aAbu. Òåîðåìó

äîâåäåíî. 2

ßê íàñëiäîê ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè, îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëü-

òàò.

Òåîðåìà 5.3. Íåõàé R ¹ êîìóòàòèâíîþ îáëàñòþ Áåçó i a ∈ R \

{0}. Ôàêòîð-êiëüöå R/aR ¹ íàïiâïîòóæíèì òîäi i ëèøå òîäi, êî-

ëè äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà b /∈ J(aR) iñíó¹ äåÿêèé åëåìåíò u ∈ R

òàêèé, ùî aAbu i bu /∈ aR.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ:

Ó öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíî âèïàäîê, êîëè ñêií÷åííi ãîìîìîðôíi

îáðàçè êîìóòàòèâíî¨ îáëàñòi Áåçó ¹ íàïiâïîòóæíèìè êiëüöÿìè. Ââåäåíî

â ðîçãëÿä ïîíÿòòÿ íàïiâïîòóæíîãî åëåìåíòà òà ïîêàçàíî ÿê öi åëåìåíòè

õàðàêòåðèçóþòüñÿ â òåðìiíàõ ñêií÷åííèõ ãîìîìîðôíèõ îáðàçiâ.

Ãîëîâíèìè ðåçóëüòàòàìè öüîãî ðîçäiëó ¹:

1) ââåäåíî ïîíÿòòÿ íàïiâïîòóæíîãî åëåìåíòà, òà ïîêàçàíî, ùî ñêií-

÷åííèé ãîìîìîðôíèé îáðàç R/aR êîìóòàòèâíî¨ îáëàñòi Áåçó ¹ íàïiâïî-

òóæíèì êiëüöåì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè a ¹ íàïiâïîòóæíèì åëåìåíòîì;

2) âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê íàïiâïîòóæíèõ åëåìåíòiâ iç ðîçäiëüíèìè òà

àäåêâàòíèìè åëåìåíòàìè;

3) äîâåäåíî, ùî íàïiâïîòóæíèé åëåìåíò êîìóòàòèâíî¨ îáëàñòi Áåçó

â òåðìiíàõ àäåêâàíòîñòi äî åëåìåíòiâ ç ðàäèêàëó, âèçíà÷åíîãî öèì åëå-

ìåíòîì.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó âiäîáðàæåíi ó ðîáîòàõ: [14].
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Âèñíîâêè

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ ñòàáiëüíîãî ðàí-

ãó òà éîãî óçàãàëüíåíü ó êiëüöÿõ Áåçó. Ó äèñåðòàöi¨ îòðèìàíî òàêi íîâi

ðåçóëüòàòè:

1) Ââåäåíî ïîíÿòòÿ àêóðàòíîãî ðàíãó îäèí äëÿ äóî-îáëàñòåé Áåçó;

2) Ïîêàçàíî, ùî äèñòðèáóòèâíà îáëàñòü Áåçó ¹ îáëàñòþ åëåìåíòàðíèõ

äiëüíèêiâ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà ¹ äóî-îáëàñòþ àêóðàòíîãî

ðàíãó îäèí;

3) Ðîçãëÿíóòî ìàêñèìàëüíî íåãåëüôàíäîâi iäåàëè, âñòàíîâëåíî ¨õ âëà-

ñòèâîñòi, âèâ÷åíî ëîêàëüíî íåãåëüôàíäîâi äóî-îáëàñòi Áåçó i òàêîæ

âñòàíîâëåíî ¨õ çâ'ÿçîê iç êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ;

4) Ïîêàçàíî, ùî íàä êîìóòàòèâíèìè êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíè-

êiâ êâàäðàòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí, äîâiëüíà ìàòðèöÿ äðóãîãî

ïîðÿäêó, ïðèâîäèòüñÿ äî êàíîíi÷íî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó îáîðî-

òíèìè ìàòðèöÿìè Òåïëiöà;

5) Ïîêàçàíî, ùî îáëàñòü Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí ç óìîâîþ Äó-

áðîâiíà i óìîâîþ Z ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ;

6) Âñòàíîâëåíî óìîâè, êîëè ñêií÷åííî ãîìîìîðôíi îáðàçè êîìóòàòèâ-

íî¨ îáëàñòi Áåçó ¹ íàïiâïîòóæíèìè êiëüöÿìè.
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