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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. У дисертацiйнiй роботi побудовано алгебри полiномi-
альних основних та узагальнених функцiй, дослiджено властивостi цих алгебр
(зокрема встановлено їхню тензорну структуру) та вивчено властивостi деяких
операторiв (серед яких оператори зсуву, диференцiювання, деякi iнтегральнi опе-
ратори), що дiють в таких алгебрах. Спираючись на тензорну структуру, в яко-
стi застосування полiномiальних алгебр у дисертацiї розроблено метод побудови
функцiонального числення для злiченних наборiв генераторiв сильно неперерв-
них напiвгруп, класом символiв якого є власне цi алгебри. Зокрема побудовано
напiвгрупу на просторi полiномiальних основних функцiй, генератором якої є ла-
пласiан Ґросса, записано у явному виглядi розв’язок нескiнченновимiрної задачi
Кошi для рiвняння теплопровiдностi, породженого лапласiаном Ґросса.

У дисертацiї розглядаються лише локально опуклi топологiчнi векторнi про-
стори. Значний внесок у розвиток теорiї локально опуклих просторiв зроблений
у 50-х роках минулого столiття Л. Шварцом, Н. Бурбакi, А. Ґротендiком та iн.
Значна частина їхнiх дослiджень присвячена теорiї двоїстостi. Особлива увага
була придiлена метризовним локально опуклим просторам, зокрема просторам
Фреше (або коротко просторам типу (F )). Iстотне мiсце в теорiї двоїстостi ло-
кально опуклих просторiв зайняли простори типу (DF ) (спряжений до простору
Фреше), що були введенi в роботах А. Ґротендiка. Класи просторiв типу (F ) та
(DF ) мiстять, зокрема, ряд вiдомих просторiв послiдовностей, аналiтичних фун-
кцiй, нескiнченнодиференцiйовних функцiй, розподiлiв та ультрарозподiлiв, якi
є важливi у застосуваннях.

У дисертацiйнiй роботi суттєво використовується теорiя двоїстостi локально
опуклих ядерних (F ) та (DF ) просторiв та технiка тензорних добуткiв Ґротендi-
ка. Завдяки позитивнiй вiдповiдi на “проблему топологiй” Ґротендiка для ядер-
них (F ) та (DF ) просторiв у дисертацiї стало можливим описати тензорну стру-
ктуру полiномiальних розподiлiв.

Iнший пiдхiд до побудови узагальнених функцiй нескiнченної кiлькостi змiн-
них, що ґрунтується на технiцi трiйок Гельфанда i теорiї мiр на нескiнченнови-
мiрних просторах, розвивався (i продовжує розвиватися) в роботах Ю.М. Бере-
занського, Ю.С. Самойленка, Т. Хiди, Й. Iто, Ю.Г. Кондратьєва, Л. Штрайта,
Х. Куо, К. Обати, Х. Оуердiана, М.О. Качановського та iн.

У дисертацiї iстотним чином використано методи полiномiальних та полiлi-
нiйних вiдображень, що активно розвиваються в роботах Р. Арона, Ш. Дiнiна,
П. Ґалiндо, О.В. Лопушанського, А.В. Загороднюка та iн.

Функцiональне числення для генераторiв аналiтичних напiвгруп вiдiграє ва-
жливу роль в спектральнiй теорiї диференцiальних операторiв i її застосуваннях
до еволюцiйних рiвнянь, зокрема у характеризацiї максимальної регулярностi
дробових степенiв диференцiальних операторiв. В контекстi дробових степенiв
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функцiональне числення є ефективним методом зведення обчислень над опе-
раторними функцiями до вiдповiдних обчислень iз звичайними голоморфними
функцiями. Метод операторного числення був використаний при розв’язаннi про-
блеми Като квадратного кореня.

Основною метою останнiх двох роздiлiв дисертацiї є побудова числення ти-
пу Хiлле-Фiллiпса для злiченного набору генераторiв сильно неперервних напiв-
груп. Зауважимо, що метод, запропонований у дисертацiї, дає можливiсть описа-
ти образ функцiонального числення, що не завжди можливо при iнших пiдходах
до побудови операторного числення.

В основi формул функцiонального числення, що побудовано в дисертацiї, ле-
жить операцiя крос-кореляцiї; вона має фiзичний змiст i застосовується у теорiї
Фур’є-процесорiв для видiлення слабких сигналiв iз шумового фону та для оброб-
ки сигналiв радiолокаторiв i систем дальнього зв’язку.

Числення Хiлле-Фiллiпса для функцiй скiнченної кiлькостi змiнних розвинуто
в роботах автора дисертацiї [13, 14]. Спосiб побудови функцiонального числення
iншого типу для злiченних наборiв самоспряжених операторiв на гiльбертовому
просторi описано в книзi Ю.С. Самойленка “Спектральная теория наборов са-
мосопряженных операторов” (1984 р.). Актуальною залишається проблема побу-
дови аналогу числення Хiлле-Фiллiпса для функцiй нескiнченної кiлькостi змiн-
них. Розв’язанню цiєї проблеми присвячена друга частина дисертацiї (див. також
статтi автора [20, 22]).

Зв’язок роботи з науковими програмам, планами, темами. Дослiдже-
ння, що складають основу дисертацiї, проводились на кафедрi математичного i
функцiонального аналiзу ДВНЗ “Прикарпатський нацiональний унiверситет iме-
нi Василя Стефаника” в рамках науково-дослiдних тем “Розробка аналiтичних
методiв у нескiнченновимiрному комплексному аналiзi та теорiї операторiв” (но-
мер державної реєстрацiї 0113U000184) та “Гомоморфiзми та функцiональне чи-
слення в алгебрах аналiтичних функцiй на банахових просторах” (номер держав-
ної реєстрацiї 0115U002305).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є розвиток но-
вого пiдходу до дослiдження дуальної пари, що складається з просторiв основних
функцiй нескiнченної кiлькостi змiнних та вiдповiдних просторiв полiномiальних
розподiлiв та ультрарозподiлiв, дослiдження алгебраїчної та тензорної структу-
ри цих просторiв, а також побудова функцiонального числення для злiченного
набору операторiв iз символами в цих просторах.

Об’єктом дослiдження є локально опуклi простори полiномiальних основних
i узагальнених функцiй та простори iз тензорною структурою типу Фока; де-
якi оператори i операцiї (оператори зсуву, диференцiювання, операцiї множення
тощо) на цих просторах; функцiї нескiнченної кiлькостi змiнних (числових та
операторних аргументiв); а також задача Кошi для рiвняння теплопровiдностi,
породжена нескiнченновимiрним лапласiаном Ґросса.
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Предметом дослiдження є структура та властивостi локально опуклих про-
сторiв полiномiальних основних i узагальнених функцiй та просторiв iз тензор-
ною структурою типу Фока; властивостi операторiв i операцiй на цих просторах;
властивостi та застосування функцiй вiд злiченного набору генераторiв сильно
неперервних напiвгруп та груп операторiв.

Завдання дослiдження полягають у запровадженнi та розвитку нового пiдхо-
ду до побудови локально опуклих просторiв основних та узагальнених функцiй
нескiнченної кiлькостi змiнних, який базується на теорiї двоїстостi ядерних (F )

та (DF ) просторiв та теорiї їхнiх симетричних тензорних добуткiв; дослiдженнi
структури та опису властивостей таких просторiв i операторiв на них; побудо-
вi функцiонального числення для злiченного набору операторiв iз символами в
таких просторах та вивченнi властивостей цього числення.

Методи дослiдження. Для розв’язання поставлених задач в дисертацiї вико-
ристовуються методи функцiонального аналiзу i топологiї, зокрема: методи теорiї
двоїстостi ядерних (F ) та (DF ) просторiв, методи теорiї симетричних тензорних
добуткiв локально опуклих просторiв, методи нескiнченновимiрного аналiзу та
теорiї узагальнених функцiй, методи операторного числення, методи теорiї на-
пiвгруп та груп операторiв.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi результати дисертацiї, якi
виносяться на захист, є новими. У роботi вперше отримано такi результати:

– розвинуто новий пiдхiд до дослiдження дуальної пари 〈P ′(X ′),P(X ′)〉, що
складається з простору P(X ′) неперервних полiномiв над X ′ та сильно спряже-
ного простору P ′(X ′) полiномiальних розподiлiв, де 〈X ′, X 〉 є дуальною парою
лiнiйних локально опуклих ядерних просторiв типу (F ) або (DF );

– побудовано узагальнення операторiв диференцiювання та зсуву окремо на
випадки просторiв полiномiальних основних швидко спадних функцiй, полiно-
мiальних узагальнених функцiй повiльного росту, полiномiальних ультрадифе-
ренцiйовних функцiй та полiномiальних ультрарозподiлiв; у кожному випадку
доведено, що вiдповiднi похiднi генерують напiвгрупи зсувiв;

– поширено перетворення Фур’є на простори полiномiальних основних швидко
спадних функцiй i полiномiальних розподiлiв повiльного росту та вивчено його
властивостi; поширено перетворення Фур’є-Лапласа та Лапласа на простори по-
лiномiальних ультрарозподiлiв та вивчено властивостi цих перетворень; описано
образ основного простору при перетвореннi Фур’є-Лапласа;

– доведено теореми типу Пелi-Вiнера для полiномiальних ультрадиференцi-
йовних основних та узагальнених функцiй;

– дослiджено диференцiйовнiсть за Ґато полiномiальних основних швидко спа-
дних функцiй i полiномiальних розподiлiв повiльного росту, описано властивостi
похiдної Ґато на просторах iз тензорною структурою типу Фока, встановлено
зв’язок похiдної Ґато з диференцiюваннями на цих просторах;

– доведено теорему про продовження швидко спадної функцiї з додатного
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конуса на весь простiр iз збереженням властивостi швидкого спадання;
– доведено структурнi теореми для операторiв, що дiють в просторах (лiнiй-

них) ультрадиференцiйовних функцiй i якi комутують з багатопараметричними
напiвгрупами; доведено структурну теорему про представлення локально опуклої
алгебри iз тензорною структурою типу Фока у виглядi комутанта полiномiальної
напiвгрупи зсувiв;

– побудовано функцiональне числення типу Хiлле-Фiллiпса для комутуючих
наборiв генераторiв сильно неперервних напiвгруп, що дiють в банаховому про-
сторi, в класi аналiтичних в трубчастих областях функцiй скiнченної та нескiн-
ченної кiлькостi змiнних;

– побудовано функцiональне числення для злiченного некомутуючого набо-
ру генераторiв сильно неперервних груп операторiв, що дiють в гiльбертовому
просторi, в класi цiлих аналiтичних функцiй злiченної кiлькостi змiнних;

– знайдено в явному виглядi розв’язок нескiнченновимiрного рiвняння тепло-
провiдностi, породженого лапласiаном Ґросса; побудовано в явному виглядi на-
пiвгрупу, генератором якої є лапласiан Ґросса;

– описано гомоморфiзми з алгебри аналiтичних функцiй обмеженого типу на
банаховому просторi в деяку комутативну банахову алгебру i показано, що не
кожен такий гомоморфiзм задається функцiональним численням.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисертацiйної
роботи мають теоретичний характер. Вони можуть бути використанi у нескiнчен-
новимiрному аналiзi, зокрема в теорiї узагальнених функцiй, теорiї функцiональ-
ного числення; а також можуть бути застосованi в теорiї аналiтичних функцiй
та нелiнiйному аналiзi.

Особистий внесок здобувача. Всi результати дисертацiї, якi виносяться на
захист, одержанi автором самостiйно. З результатiв робiт, що виконанi у спiвав-
торствi, на захист виносяться лише положення, що одержанi автором. У статтi [3]
автору дисертацiї належать Твердження 2 i 3. У статтi [7] А.В. Соломку нале-
жать Твердження 2, Теореми 2 i 3. У статтi [17] автору дисертацiї належать
леми 3, 5, 6, теореми 1 i 2 та iдея доведення теореми 4. У статтi [4] О.В. Ло-
пушанському належить постановка задачi та аналiз одержаних результатiв. У
статтях [1, 2, 5, 6, 13–16, 21] внесок спiвавторiв є рiвноцiнним.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiдались та
обговорювались на чотирнадцяти мiжнародних та чотирьох всеукраїнських кон-
ференцiях, на лiтнiй математичнiй школi та на одинадцяти семiнарах у провiдних
математичних центрах України та зарубiжжя.

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiкованi у 25 статтях [1–25], серед
яких 16 статей у наукових фахових виданнях України [1–12,17,18,21,23], 9 статей
у закордонних наукових перiодичних виданнях, якi включенi до мiжнародних
наукометричних баз [13–16,19,20,22,24,25], а також 20 тез доповiдей на наукових
конференцiях [26–45].
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Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї (укра-
їнською та англiйською мовами), змiсту, перелiку позначень, вступу, шести роз-
дiлiв, висновкiв та списку використаних джерел, що мiстить 225 найменувань.
Повний обсяг дисертацiї складає 328 сторiнок.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ ДИСЕРТАЦIЇ

У вступi висвiтлено актуальнiсть дослiдження, зв’язок дисертацiйної робо-
ти з науково-дослiдними темами, сформульовано мету i завдання дослiдження,
вiдзначено наукову новизну одержаних у дисертацiї результатiв, виокремлено
особистий внесок здобувача та вказано установи та органiзацiї, де доповiдалися
та обговорювалися результати дисертацiї.

У першому роздiлi дисертацiйного дослiдження зроблено огляд вiдомих
результатiв, що стосуються тематики дисертацiйного дослiдження. Його мета —
стисло дати уявлення про стан дослiджень з даної тематики, мiсце дисертацiй-
ної роботи у розв’язаннi поставленої проблеми. Крiм того тут введено необхiдну
термiнологiю, викладено попереднi вiдомостi та результати, якi потрiбнi для ро-
зумiння роботи, наведено приклад числення операторiв, на основi якого ґрунує-
ться запропонований в дисертацiї пiдхiд до побудови функцiонального числення;
подано короткий огляд дисертацiї.

У другому роздiлi дисертацiї розвинуто новий пiдхiд до побудови полiно-
мiальних основних функцiй та полiномiальних розподiлiв на основi довiльних
ядерних (F ) або (DF ) просторiв.

У першому параграфi наведено означення полiлiнiйних та полiномiальних вiд-
ображень на локально опуклих просторах, вказано на їхнiй зв’язок iз симетри-
чними тензорними добутками, дослiджено слабку полiномiальну топологiю на
нескiнченновимiрному банаховому просторi.

У другому параграфi запропоновано загальний пiдхiд до побудови полiномi-
альних основних та узагальнених функцiй на основi локально опуклих ядерних
просторiв типу (F ) або (DF ) та введено на них ряд лiнiйних неперервних опера-
торiв, якi використовуються в дисертацiї, дослiджено властивостi цих операторiв.

Нехай X — довiльний локально опуклий простiр. Для кожного n ∈ N позна-
чимо через X⊗n його n-тий тензорний степiнь. Символом p⊗ будемо позначати
симетричний тензорний добуток. Пiдпростiр в X⊗n, що породжується елемента-
ми x1p⊗ . . . p⊗xn, x1, . . . xn ∈ X , позначимо X p⊗n i назвемо симетричним тензорним
степенем простору X .
Теорема 2.2.2. Якщо X локально опуклий ядерний (F ) або (DF ) простiр, то
справджується рiвнiсть X ′p⊗n ≃ (X p⊗n)′, n ∈ N, для симетричних тензорних
степенiв.
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Для спрощення записiв введемо наступнi позначення

Γ(X ) :=
à

fin
n∈Z+

X
p⊗n та Γ(X ′) :=

ą

n∈Z+

X ′p⊗n.

Зауважимо, що елементи прямої суми мiстять скiнченну, але не фiксовану
кiлькiсть доданкiв. Позначимо: Pn(X ) (вiдп. Pn(X ′)) — простiр n-однорiдних
полiномiв на X (вiдп. на X ′); P(X ) (вiдп. P(X ′)) — простiр неперервних полiномiв
на X (вiдп. на X ′); P ′(X ′) — сильно спряжений до P(X ′) простiр.
Теорема 2.2.3. Для довiльного ядерного (F ) або (DF ) простору X справджу-
ються наступнi лiнiйнi топологiчнi iзоморфiзми

ΥX
n : X

p⊗n −→ Pn(X
′), ΨX

n : X ′p⊗n −→ Pn(X ),

ΥX : Γ(X ) −→ P(X ′), ΨX : Γ(X ′) −→ P ′(X ′).

Якщо простiр X неперервно та щiльно вкладений в X ′, то справджуються
наступнi неперервнi щiльнi вкладення: Pn(X ′) # Pn(X ), P(X ′) # P ′(X ′).

Елементи простору P(X ′) називатимемо полiномiальними основними функцi-
ями, а елементи P ′(X ′) — полiномiальними розподiлами.

У дисертацiї доведено, що введенi простори основних P(X ′) i узагальнених
функцiй P ′(X ′) є поповненням у вiдповiднiй топологiї множини полiномiв скiн-
ченного типу.

Простори Γ(X ) та Γ(X ′) є локально опуклими алгебрами вiдносно операцiй
згорткового типу

p ⋄ q :=
à
n∈Z+

nÿ

m=0

pm p⊗ qn−m, f ⋄ g :=
ą

n∈Z+

nÿ

m=0

fm p⊗ gn−m,

де p =
À
n∈Z+

pn, q =
À

n∈Z+

qn ∈ Γ(X ), f =
Ś

n∈Z+

fn, g =
Ś

n∈Z+

gn ∈ Γ(X ′). Операцiю ⋄

по-iншому ще називають добутком Вiка.
Простори основних P(X ′) i узагальнених функцiй P ′(X ′) є топологiчними ал-

гебрами вiдносно операцiй

P ⋄Q :=
ÿ

n∈Z+

nÿ

m=0

Pm ·Qn−m, де P =
ÿ

n

Pn ∈ P(X ′), Q =
ÿ

n

Qn ∈ P(X ′),

U ⋄ V :=
ą

n∈Z+

nÿ

m=0

Um · Vn−m, де U =
ą

n

Un ∈ P ′(X ′), V =
ą

n

Vn ∈ P ′(X ′),

вiдповiдно. При цьому така алгебраїчна структура iснує незалежно вiд того, чи
вихiдний простiр X (або X ′) є алгеброю чи нi.

У третьому параграфi введено ряд операторiв, що дiють на просторах полiно-
мiальних основних та узагальнених функцiй, а також на вiдповiдних просторах
з тензорною структурою типу Фока, вивчено їхнi властивостi, зокрема доведено,
що всi введенi оператори є лiнiйними та неперервними.

У третьому роздiлi описано структуру та вивчено властивостi просторiв по-
лiномiальних основних швидко спадних функцiй та вiдповiдних полiномiальних
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розподiлiв повiльного росту, введено операцiї зсуву та диференцiювання, а також
поширено перетворення Фур’є на такi простори.

До простору S := S(R) (вiдповiдно S+ := S(R+)) вiднесемо всi нескiнченно
диференцiйовнi в R (вiдповiдно в R+) функцiї ϕ(t), якi разом з усiма похiдними
спадають до нуля при |t| → ∞ (вiдповiдно при t → ∞) швидше, нiж будь-який
степiнь |t|−1.

У першому параграфi доведено теорему типу Сiлi, яка гарантує можливiсть
продовження швидко спадної функцiї з пiвосi на всю вiсь, зберiгши при цьому
крiм нескiнченної гладкостi (класична теорема Сiлi), ще й властивiсть швидкого
спадання.
Теорема 3.1.1. Iснує лiнiйний неперервний оператор розширення

Λ: S+ ∋ ϕ 7−→ Λϕ ∈ S

такий, що Λϕ(t) = ϕ(t) для всiх t ∈ R+.
У другому параграфi введено полiномiальне узагальнення операторiв диферен-

цiювання та зсуву та показано, що така похiдна генерує вiдповiдну напiвгрупу
зсувiв, як i в лiнiйному випадку.

Для кожного s ∈ R+ визначимо на просторi полiномiв P(S ′
+) оператор Ts, що

дiє за правилом Ts : P(S ′
+) ∋ P 7−→ P ◦T ′

s ∈ P(S ′
+), де T ′

s — спряжений вiдносно
дуальної пари 〈 S ′

+, S+ 〉 оператор до звичайного оператора зсуву Ts на S+. На
вiдповiдному просторi Γ(S+) оператор Ts ∈ Γ(S+), s ∈ R+, визначимо формулою
Ts := [ΥS+]−1 ◦ Ts ◦ΥS+.
Теорема 3.2.1. Однопараметрична сiм’я {Ts : s ∈ R+} лiнiйних операто-
рiв, що дiють на алгебрi {Γ(S+), ⋄}, є одностайно неперервною (C0) напiвгру-
пою алгебраїчних автоморфiзмiв. Її генератором є оператор D, що на довiль-
ний елемент вигляду p =

À
n∈Z+

ϕ⊗n ∈ Γ(S+), де ϕ ∈ S+, дiє за правилом

Dp :=
À

n∈Z+

D{⊗}nϕ⊗n, де D{⊗}nϕ⊗n :=
nř

j=1

ϕ⊗ · · · ⊗ ϕ⊗Dϕloooooooooomoooooooooon
j

⊗ϕ⊗ · · · ⊗ ϕlooooomooooon
n−j

, n ∈ N,

а D{⊗}0 — нульовий оператор.
Оператор T′

s ∈ Γ(S ′
+), s ∈ R+, визначимо формулою T′

s:= [ΨS+]−1 ◦ T ′
s ◦ΨS+.

Теорема 3.2.2. Однопараметрична сiм’я {T′
s : s ∈ R+} лiнiйних операто-

рiв, що дiють на алгебрi {Γ(S ′
+), ⋄}, є одностайно неперервною (C0) напiвгру-

пою алгебраїчних автоморфiзмiв. Її генератором є оператор D′, що на довiль-
ний елемент вигляду f =

Ś
n∈Z+

f⊗n ∈ Γ(S ′
+), де f ∈ S ′

+, дiє за правилом

D
′f :=

Ś
n∈Z+

D′{⊗}nf⊗n, де D′{⊗}nf⊗n :=
nř

j=1

f ⊗ · · · ⊗ f ⊗D′floooooooooomoooooooooon
j

⊗ f ⊗ · · · ⊗ flooooomooooon
n−j

, n ∈ N,

а D′{⊗}0 — нульовий оператор.
Визначимо оператори D := ΥS+ ◦ D ◦ [ΥS+]−1 та D ′ := ΨS+ ◦ D′ ◦ [ΨS+]−1.
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Наслiдок 3.2.1. На елементи вигляду Pm(·) :=
řm

k=0〈 · , ϕ〉
k, якi утворюють

тотальну в P(S ′
+) пiдмножину, оператор D дiє за формулою

DPm(·) :=
mÿ

k=1

k〈 · , Dϕ〉〈 · , ϕ〉k−1 = 〈 · , Dϕ〉
mÿ

k=1

k〈 · , ϕ〉k−1.

Наслiдок 3.2.2. На елементи вигляду U = (1, U1, . . . , Un, . . . ) ∈ P ′(S ′
+), де

Un(·) = 〈f⊗n, · ⊗n 〉 ∈ Pn(S+), f ∈ S ′
+, якi утворюють тотальну в P ′(S ′

+) пiд-
множину, оператор D ′ дiє за формулою

D
′U :=

(

0, 〈D′f, · 〉, 2〈D′f, · 〉U1, . . . , n〈D
′f, · 〉Un−1, . . .

)

.

Теорема 3.2.3. Оператори D та D
′ є неперервними диференцiюваннями в сенсi

правила Лейбнiца на алгебрах {Γ(S+), ⋄} та {Γ(S ′
+), ⋄} вiдповiдно.

Наслiдок 3.2.3. Оператори D та D ′ є неперервними диференцiюваннями на
алгебрах {P(S ′

+), ⋄} та {P ′(S ′
+), ⋄} вiдповiдно.

Теорема 3.2.4. Похiднi D′ та D як оператори, що заданi на спряжених про-
сторах Γ(S ′

+) та Γ(S+), задовольняють дуальне спiввiдношення

〈D′u,p〉 = −〈u,Dp〉, ∀u ∈ Γ(S ′
+), ∀p ∈ Γ(S+).

Наслiдок 3.2.4. Похiднi D ′ та D як оператори, що заданi на спряжених
просторах P ′(S ′

+) та P(S ′
+), задовольняють дуальне спiввiдношення

〈D ′U, P 〉 = −〈U,DP 〉, ∀U ∈ P ′(S ′
+), ∀P ∈ P(S ′

+).

Третiй параграф присвячений iнтегральним перетворенням у просторах лi-
нiйних та полiномiальних основних та узагальнених функцiй.

Для функцiї ϕ ∈ S+ визначимо перетворення Фур’є

pϕ(ξ) := F+

[

ϕ(t)
]

(ξ) :=

ż

R+

e−itξϕ(t) dt, ξ ∈ R.

Позначимо: pS+ := F+

[

S+

]

— образ простору S+ при перетвореннi Фур’є,
pS ′
+ — сильно спряжений до pS+ простiр.
Перетворення F ′ := 2π(F ′

+)
−1 : S ′

+ ∋ f 7−→ pf := F ′[f ] ∈ pS ′
+ назвемо узагаль-

неним перетворенням Фур’є розподiлiв з класу S ′
+.

Полiномiальне розширення F ′⊗
P узагальненого перетворення Фур’є F ′ визна-

чимо формулою

F ′⊗
P : P ′(S ′

+) ∋ U =
ą

n∈Z+

Un 7−→ pU :=
ą

n∈Z+

F ′⊗n
P (Un) ∈ P ′( pS ′

+),

де Un ∈ Pn(S+), а F ′⊗n
P — n-однорiдна компонента вiдображення F ′⊗

P , тобто

перетворення F ′⊗n
P := Ψ

pS+
n ◦ F ′⊗n ◦ [ΨS+

n ]−1.
Для елементiв тотальних пiдмножин просторiв Γ(S+) та Γ( pS+) визначимо опе-

рацiї
(

ϕ⊗n
)

⊛
(

ψ⊗n
)

:=
(

(ϕ ∗ ψ)⊗n
)

i
(

pϕ⊗n
)

⊙
( pψ⊗n

)

:=
(

(pϕ · pψ)⊗n
)

вiдповiдно, де
ϕ, ψ ∈ S+, pϕ, pψ ∈ pS+. Далi розширимо їх на простори Γ(S ′

+) i Γ( pS ′
+) за лiнiйнiстю

та неперервнiстю.
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Теорема 3.3.3. Полiномiальне розширення перетворення Фур’є F ′⊗ є гомо-
морфiзмом алгебр (Γ(S ′

+),⊛ ) та (Γ( pS ′
+),⊙ ).

Наслiдок 3.3.3. Полiномiальне розширення перетворення Фур’є F ′⊗
P є гомо-

морфiзмом алгебр (P ′(S ′
+),⊛ ) та (P ′( pS ′

+),⊙ ).
Теорема 3.3.4. Полiномiальне розширення перетворення Фур’є F ′⊗ є гомо-
морфiзмом алгебр (Γ(S ′

+), ⋄ ) та (Γ( pS ′
+), ⋄ ).

Наслiдок 3.3.4. Полiномiальне розширення перетворення Фур’є F ′⊗
P є гомо-

морфiзмом алгебр (P ′(S ′
+), ⋄ ) та (P ′( pS ′

+), ⋄ ).
У четвертому параграфi дослiджено диференцiйовнiсть за Ґато полiномiаль-

них основних та узагальнених функцiй та елементiв вiдповiдних просторiв iз
тензорною структурою типу Фока.

Визначимо вектор

φϕ,m =
(

1, ϕ,
ϕ⊗2

2!
, . . . ,

ϕ⊗m

m!
, 0, . . .

)

∈ Γ(S+), ϕ ∈ S+, m ∈ N.

Оператором знищення at в точцi t ∈ R+ називають оператор в L (Γ(S+)), що
володiє властивiстю atφϕ,m = ϕ(t)φϕ,m−1, ϕ ∈ S+, m ∈ N.

Оператором народження a′t ∈ L (Γ(S ′
+)) в точцi t ∈ R+ називають спряжений

до at оператор вiдносно дуальної пари 〈Γ(S ′
+),Γ(S+)〉.

Нехай P ∈ P(S ′
+) — неперервний полiном. Визначимо оператор зсуву за пра-

вилом TgP (f) = P (f + g), f ∈ S ′
+, де g ∈ S ′

+ — довiльний розподiл повiльного
росту. Легко бачити, що Tg ∈ L (P(S ′

+)) для будь-якого g ∈ S ′
+.

З теореми 2.2.3 випливає, що оператор Tg := (ΥS+)−1 ◦ Tg ◦ ΥS+ коректно
заданий на просторi Γ(S+), бiльше того Tg ∈ L (Γ(S+)).

Символом ⊚k позначимо (праве) k-скорочення симетричного тензорного до-
бутку, а саме g⊗k ⊚k ϕ

⊗s := 〈g, ϕ〉kϕ⊗(s−k), k ≤ s.
Кажуть, що полiном P ∈ P(S ′

+) (вiдповiдно елемент p ∈ Γ(S+)) є диферен-
цiйовним за Ґато, якщо для довiльного g ∈ S ′

+ оператор зсуву TεgP (вiдповiдно
Tεgp) визначений для для всiх достатньо малих ε i якщо

DgP := lim
ε→0

TεgP − P

ε

(

вiдповiдно Dgp := lim
ε→0

Tεgp− p

ε

)

збiгається в P(S ′
+) (вiдповiдно в Γ(S+)) у топологiї рiвномiрної збiжностi на обме-

жених множинах (вiдповiдно у топологiї прямої суми).
Оператор Dg (вiдповiдно Dg) називають похiдною Ґато полiнома P (вiдповiдно

елемента p) у напрямку g.
Теорема 3.4.1. Кожен полiном з простору P(S ′

+) є диференцiйовним за Ґато,
при цьому DgPϕ,m =

řm−1
k=0 (k+ 1)〈g, ϕ〉〈 · , ϕ〉k. Бiльше того, похiдна Ґато Dg є

лiнiйним неперервним оператором на P(S ′
+).

Наслiдок 3.4.1. Кожен елемент з простору Γ(S+) є диференцiйовним за
Ґато, при цьому Dgϕm =

(

〈g, ϕ〉, 2〈g, ϕ〉ϕ, . . . , m〈g, ϕ〉ϕ⊗(m−1), 0, . . .
)

для всiх
ϕm = (1, ϕ, ϕ⊗2, . . . , ϕ⊗m, 0, . . . ) ∈ Γ(S+), де ϕ ∈ S+. Бiльше того, похiдна Ґато
Dg є лiнiйним та неперервним оператором на Γ(S+).
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Наслiдок 3.4.3. Похiдна Ґато Dδt у напрямку δt є оператором знищення в
точцi t ∈ R+.
Теорема 3.4.2. Для кожного g ∈ S ′

+ похiдна Ґато Dg є неперервним диферен-
цiюванням алгебри

{

Γ(S+), ⋄
}

.
Наслiдок 3.4.4. Для кожного g ∈ S ′

+ похiдна Ґато Dg є неперервним дифе-
ренцiюванням алгебри {P(S ′

+), ⋄ }.
Для довiльного g ∈ S ′

+ нехай D′
g та D ′

g позначають спряженi оператори до
похiдних Ґато вiдносно дуальних пар

〈

Γ(S ′
+),Γ(S+)

〉

та
〈

P ′(S ′
+),P(S ′

+))
〉

вiдпо-
вiдно.
Наслiдок 3.4.5. Оператор D

′
δt

є оператором народження a′t в точцi t ∈ R+

Теорема 3.4.4. Для кожного розподiлу g ∈ S ′
+ узагальнена похiдна Ґато D

′
g є

неперервним диференцiюванням алгебри
{

Γ(S ′
+), ⋄

}

.
Наслiдок 3.4.7. Для кожного розподiлу g ∈ S ′

+ узагальнена похiдна Ґато D ′
g

є неперервним диференцiюванням алгебри
{

P ′(S ′
+), ⋄

}

.
Зафiксуємо деяке t ∈ R+ i визначимо оператор D(t) ∈ Γ(S+) за правилом

D(t)ϕm :=
Àm

k=1D
{⊗}k
t [ϕ⊗k] для довiльного ϕm = (1, ϕ, ϕ⊗2, . . . , ϕ⊗m, 0, . . . ), ϕ ∈

S+, де D{⊗}k
t [ϕ⊗k] :=

řk
j=1 ϕ⊗ · · · ⊗ ϕ⊗ ϕ′(t)looooooooooomooooooooooon

j

⊗ϕ⊗ · · · ⊗ ϕlooooomooooon
k−j

, k = 1, . . . , m.

Теорема 3.4.5. При g = −δ′t отримаємо рiвнiсть D−δ′t
= D(t) для довiльного

фiксованого t ∈ R+.
У четвертому роздiлi розглянуто випадок, коли абстрактний ядерний про-

стiр X замiнено на один з просторiв ультрадиференцiйовних функцiй. В основно-
му ми використовуємо простiр G+ функцiй з класу Жевре, що мають компактнi
носiї, зосередженi у додатному конусi Rd

+.
Перший параграф присвячений введеню означень та встановленню властиво-

стей ультрадиференцiйовних функцiй Жевре та ультрарозподiлiв Рум’є.
Позначимо [µ, ν] :=

Śd
j=1[µj, νj] де µ1 < ν1, . . . , µd < νd, ∂k := ∂k11 . . . ∂kdd ,

∂
kj
j = ∂kj/∂t

kj
j , j = 1, . . . , d, |k| = k1 + · · · + kd, kkβ = kk1β1 · . . . · kkdβd , де k =

(k1, . . . , kd) ∈ Zd
+, β ∈ R.

Зафiксуємо довiльне дiйсне β > 1. Нескiнченно диференцiйовну в R
d
+ фун-

кцiю ϕ називають ультрадиференцiйовною в сенсi Жевре, якщо для кожної
множини [µ, ν] ⊂ intRd

+ iснують такi константи h > 0 i C > 0, що нерiвнiсть
supt∈[µ,ν] |∂

kϕ(t)| ≤ Ch|k|kkβ виконується для всiх k ∈ Zd
+. Векторний простiр всiх

ультрадиференцiйовних в intRd
+ в сенсi Жевре функцiй позначимо Eβ

+ := Eβ(Rd
+).

Позначимо Gβ
+ ⊂ Eβ

+ пiдпростiр ультрадиференцiйовних в сенсi Жевре функцiй з
компактними носiями. Для спрощення позначень ми писатимемо G+ замiсть Gβ

+,
опускаючи фiксоване число β.

У другому параграфi доведено структурнi теореми для операторiв, що дiють
в просторах (лiнiйних) ультрадиференцiйовних функцiй i якi комутують з бага-
топараметричними напiвгрупами.
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Розглянемо d-параметричну (C0) напiвгрупу зсувiв на G+, визначену за пра-
вилом T : Rd

+ ∋ s 7−→ Ts ∈ L (G+), Tsϕ(t) := ϕ(t+ s), t ∈ R
d
+, ϕ ∈ G+.

Для довiльного ультрарозподiлу f ∈ G ′
+ визначимо оператор крос-кореляцiї

за правилом Kf : G+ ∋ ϕ 7−→ Kfϕ, Kfϕ(s) := 〈f, Tsϕ〉, s ∈ R
d
+.

Нехай S ⊂ L (X ) — деяка пiдмножина в просторi всiх неперервних лiнiйних
операторiв на X . Комутантом множини S називають множину операторiв, що
визначена за правилом [S]c :=

{

B ∈ L (X ) : B ◦A = A ◦B, ∀A ∈ S
}

.
Теорема 4.2.1. Вiдображення K : G ′

+ ∋ f 7−→ Kf ∈ L (G+) здiйснює топологi-
чний iзоморфiзм зi згорткової алгебри G ′

+ на комутант [T ]c напiвгрупи зсувiв
T . При цьому для довiльних f, g ∈ G ′

+ виконується рiвнiсть Kf∗g = Kf ◦Kg, де
∗ позначає згортку в G ′

+, зокрема, Kδ — одиничний оператор в L (G+).
Нехай E := (E, ‖ · ‖) — комплексний банаховий простiр. Елементи просто-

ру E ⊗p G+ ми можемо трактувати як E-значнi ультрадиференцiйовнi функцiї
x : t 7−→ x(t) з компактними носiями в Rd

+.
Для довiльних h > 0 та ν ∈ intRd

+ наступним чином визначимо пiдпростiр
Gh
ν :=

{

ϕ ∈ C∞(Rd
+) : suppϕ ⊂ [0, ν], ‖ϕ‖Gh

ν
< ∞

}

ультрадиференцiйовних фун-

кцiй з компактними носiями в [0, ν], де ‖ϕ‖Gh
ν
:= supk∈Zd

+
supt∈[0,ν]

|∂kϕ(t)|
h|k|kkβ

.
З теореми про представлення елементiв проективного тензорного добутку ви-

пливає, що кожен x ∈ E⊗p G+ можна (взагалi кажучи, неоднозначно) розвинути
в абсолютно збiжний ряд x =

ř
j∈N λjxj ⊗ ϕj, λj ∈ C, xj ∈ E, ϕj ∈ Gh

ν , для
деяких ν ∈ Rd

+ i h > 0, де
ř

j |λj| < ∞ i послiдовностi {xj} та {ϕj} збiгаються
до нуля у вiдповiдних просторах.

Нехай IE позначає тотожний оператор в L (E). Розглянемо довiльний опера-
тор K ∈ L (G+). Використовуючи розвинення в абсолютно збiжний ряд, можна
визначити тензорний добуток IE⊗K ∈ L (E⊗pG+) наступним чином (IE⊗K)x =ř

j∈N λjxj⊗Kϕj. Аналогiчно можна визначити дiю 〈f, x〉 :=
ř

j∈N λjxj〈f, ϕj〉 для
довiльного ультрарозподiлу f ∈ G ′

+ i векторнозначної ультрадиференцiйовної
функцiї x ∈ E ⊗p G+. Добре вiдомо, що цi означення не залежать вiд представ-
лення функцiї x ∈ E ⊗p G+ у виглядi абсолютно збiжного ряду.

Скажемо, що оператор IE ⊗K, де K ∈ L (G+), є iнварiантним вiдносно опе-
раторiв зсуву IE ⊗ T =

{

IE ⊗ Ts : s ∈ Rd
+

}

, якщо IE ⊗ (K ◦ Ts) = IE ⊗ (Ts ◦K)

для всiх s ∈ R
d
+.

Для довiльного ультрарозподiлу f ∈ G ′
+ оператор крос-кореляцiї над просто-

ром E ⊗p G+ визначимо за правилом IE ⊗Kf : E ⊗p G+ ∋ x 7−→ (IE ⊗Kf)x.
Теорема 4.2.2. Для довiльного ультрарозподiлу f ∈ G ′

+ оператор IE ⊗ Kf є
iнварiантним вiдносно операторiв зсуву IE⊗T . Навпаки, для довiльного такого
оператора K ∈ L (G+), що IE⊗K є iнварiантним вiдносно IE⊗T , iснує єдиний
такий ультрарозподiл f ∈ G ′

+, що Kϕ = Kfϕ i (IE ⊗K)x = (IE ⊗Kf)x для
всiх ϕ ∈ G+ i x ∈ E ⊗p G+.

Нехай G позначає множину генераторiв d-параметричних (C0) напiвгруп сти-
ску. Розглянемо простiр pG := {px : G −→ E : x ∈ E ⊗p G+} всiх E-значних фун-
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кцiй вигляду

px : G ∋ A 7−→ px(A) ∈ E, де px(A) :=
ż

Rd
+

Gt(A)x(t) dt,

а Gt(A) — напiвгрупа, що генерується оператором A.
Визначимо лiнiйне вiдображення FG : E⊗pG+ ∋ x 7−→ px ∈ pG. Це вiдображення

можна розумiти як операторний аналог перетворення Фур’є.
Розглянемо d-параметричну напiвгрупу на просторi pG

pT : Rd
+ ∋ s 7−→ pTs ∈ L (pG), pTs = FG ◦ (IE ⊗ Ts) ◦ F

−1
G
,

де F−1
G

— обернене до FG вiдображення.
Теорема 4.2.3. Вiдображення G ′

+ ∋ f 7−→ pKf := FG ◦ (IE ⊗Kf) ◦ F
−1
G

∈ L (pG)
здiйснює алгебраїчний iзоморфiзм зi згорткової алгебри G ′

+ на комутант [pT ]c
напiвгрупи pT , що складається з усiх операторiв на pG вигляду FG ◦(IE⊗K)◦F−1

G

для деякого K ∈ L (G+). Зокрема, справджується рiвнiсть pKf∗g = pKf ◦ pKg для
всiх f, g ∈ G ′

+, а pKδ — одиничний оператор в L (pG).
У третьому параграфi дослiджено деякi властивостi топологiчної алгебри

P(G ′
+) неперервних скалярних полiномiв на згортковiй алгебрi G ′

+ ультрарозпо-
дiлiв Рум’є, носiї яких розмiщенi в додатному конусi Rd

+, а також властивостi
сильно спряженого простору P ′(G ′

+) полiномiальних ультрарозподiлiв.
Нехай ∂i := ∂

∂ti
позначає оператор диференцiювання за змiнною ti, i = 1, . . . , d.

Однопараметрична сiм’я операторiв

Tsi : ϕ(t1, . . . , td) 7−→ ϕ(t1, . . . , ti−1, ti + si, ti+1, . . . , td), si ≥ 0, i = 1, . . . , d,

де (t1, . . . , td) ∈ R
d
+, утворює напiвгрупу Ti : 0 ≤ si 7−→ Tsi ∈ L (G+) зсувiв

вздовж конуса Rd
+.

Для всiх i = 1, . . . , d нехай T ′
i : 0 ≤ si 7−→ T ′

si
позначає спряжену до Ti напiв-

групу, а ∂ ′i — спряжений до ∂i оператор вiдносно двоїстостi 〈G ′
+,G+〉.

Визначимо оператори Di ∈ L
(

Γ(G+)
)

та D′
i ∈ L

(

Γ(G ′
+)
)

, i = 1, . . . , d, насту-
пним чином

Di : (1, ϕ, . . . , ϕ
⊗n, 0, . . . ) 7−→

(

0, ∂iϕ, . . . , ∂
{⊗}n
i ϕ⊗n, 0, . . .

)

,

D
′
i : (1, f, . . . , f

⊗n, . . . ) 7−→
(

0, ∂ ′if, . . . , ∂
′{⊗}n
i f⊗n, . . .

)

,

де оператори ∂{⊗}n
i та ∂ ′{⊗}n

i дiють за правилами

∂
{⊗}n
i ϕ⊗n :=

nÿ

j=1

ϕ⊗(j−1) ⊗ ∂iϕ⊗ ϕ⊗(n−j), ∂
′{⊗}n
i f⊗n :=

nÿ

j=1

f⊗(j−1) ⊗ ∂ ′if ⊗ f⊗(n−j).

Для кожного i = 1, . . . , d на просторах Γ(G+) та Γ(G ′
+) визначимо однопара-

метричнi сiм’ї Ti : 0 ≤ si 7−→ Tsi ∈ L (Γ(G+)) та T′
i : 0 ≤ si 7−→ T′

si
∈ L (Γ(G ′

+))
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операторiв, що дiють за правилами

Tsi : (1, ϕ, . . . , ϕ
⊗n, 0, . . . ) 7−→

(

1, Tsiϕ, . . . , T
⊗n
si
ϕ⊗n, 0, . . .

)

,

T
′
si
: (1, f, . . . , f⊗n, . . . ) 7−→

(

1, T ′
si
f, . . . , T ′⊗n

si
f⊗n, . . .

)

,

де T⊗n
si

, T ′⊗n
si

визначенi як тензорнi степенi вiдповiдних операторiв Tsi, T
′
si
.

Теорема 4.3.1. Однопараметричнi сiм’ї Ti, i = 1, . . . , d, лiнiйних операторiв
на згортковiй алгебрi Γ(G+) утворюють (C0) напiвгрупи алгебраїчних автомор-
фiзмiв. Їх генераторами є оператори Di, i = 1, . . . , d.

Однопараметричнi сiм’ї T
′
i, i = 1, . . . , d, лiнiйних операторiв на згортко-

вiй алгебрi Γ(G ′
+) утворюють (C0) напiвгрупи алгебраїчних автоморфiзмiв. Їх

генераторами є оператори D
′
i, i = 1, . . . , d.

Наслiдок 4.3.1. Однопараметричнi сiм’ї Ti : 0 ≤ si 7−→ Tsi, i = 1, . . . , d, лi-
нiйних операторiв на мультиплiкативнiй алгебрi P(G ′

+), що визначенi за пра-
вилом TsiP := P ◦ T ′

si
, P ∈ P(G ′

+), утворюють (C0) напiвгрупи алгебраїчних
автоморфiзмiв з генераторами Di := ΥG+ ◦ Di ◦ (ΥG+)−1, i = 1, . . . , d.

Однопараметричнi сiм’ї T ′
i : 0 ≤ si 7−→ T ′

si
, i = 1, . . . , d, лiнiйних операто-

рiв на мультиплiкативнiй алгебрi P ′(G ′
+), що визначенi за правилом T ′

si
U :=

U ◦ Tsi, U ∈ P ′(G ′
+), утворюють (C0) напiвгрупи алгебраїчних автоморфiзмiв з

генераторами D ′
i := ΨG+ ◦ D′

i ◦ (Ψ
G+)−1, i = 1, . . . , d.

Теорема 4.3.2. Генератори D
′
i, Di, i = 1, . . . , d, є неперервними диференцiюва-

ннями на алгебрах Γ(G ′
+), Γ(G+) вiдповiдно. Генератори D′

i, Di, i = 1, . . . , d, за-
довольняють дуальне спiввiдношення 〈D′

iu,p〉 = −〈u,Dip〉 для всiх u ∈ Γ(G ′
+),

p ∈ Γ(G+).
Наслiдок 4.3.2. Оператори D ′

i, Di, i = 1, . . . , d, є неперервними диференцiю-
ваннями на алгебрах P ′(G ′

+), P(G ′
+) вiдповiдно. Генератори D ′

i, Di, i = 1, . . . , d,
задовольняють дуальне спiввiдношення 〈D ′

iU, P 〉 = −〈U,DiP 〉 для всiх U ∈
P ′(G ′

+), P ∈ P(G ′
+).

Крос-кореляцiєю ультрарозподiлу f ∈ G ′
+ i ультрадиференцiйовної функцiї

ϕ ∈ G+ назвемо функцiю (f ⋆ ϕ)(s) := 〈f, Tsϕ〉 = 〈f(t), ϕ(t + s)〉. Оператор
крос-кореляцiї Kf : ϕ 7−→ f ⋆ ϕ належить простору L (G+) для довiльного уль-
трарозподiлу f ∈ G ′

+.
Для елементiв тотальної пiдмножини простору Γ(G ′

+) визначимо операцiю
(

f⊗n
)

⊛
(

g⊗n
)

:=
(

(f ∗ g)⊗n
)

i розширимо її на цiлий простiр за лiнiйнiстю та
неперервнiстю. Легко бачити, що Γ(G ′

+) є алгеброю вiдносно операцiї ⊛. Таку ж
операцiю ⊛ введемо на просторi Γ(G+), який також стає алгеброю.

Для довiльногоK ∈ L (G+) визначимо операторK⊗ ∈ L
(

Γ(G+)
)

за правилом

K⊗ :=
(

K⊗n
)

: p = (pn) 7−→ K⊗p :=
(

K⊗npn
)

,

де кожен з операторiв K⊗n ∈ L (G⊗n
+ ), n ∈ N, визначений як лiнiйне та неперерв-

не розширення вiдображення ϕ⊗n 7−→ (Kϕ)⊗n, ϕ ∈ G+, а K⊗0 := IC — одиничний
оператор.
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Зокрема, коректно визначеними є оператори K⊗
u :=

(

K⊗n
un

)

∈ L
(

Γ(G+)
)

та
K⊗n

un
∈ L (G⊗n

+ ), де u := (un) ∈ Γ(G ′
+) при un ∈ G ′⊗n

+ , n ∈ Z+.
Введемо операцiю, яка є розширенням крос-кореляцiї на простори полiно-

мiальних ультрадиференцiйовних функцiй та ультрарозподiлiв. Для довiльних
u = (un) ∈ Γ(G ′

+) та p = (pn) ∈ Γ(G+) їх крос-кореляцiєю назвемо елемент
u ⋆ p := K⊗

up =
(

K⊗n
un
pn
)

.
Використовуючи iзоморфiзми ΥG+ i ΨG+ та їх оберненi визначимо аналогiчну

операцiю на полiномiальних просторах. А саме, для довiльних U ∈ P ′(G ′
+) та

P ∈ P(G ′
+) їх крос-кореляцiєю назвемо елемент U ⋆ P := ΥG+(u ⋆ p), де u =

(ΨG+)−1U ∈ Γ(G ′
+), p = (ΥG+)−1P ∈ Γ(G+).

Теорема 4.3.3. Вiдображення K : Γ(G ′
+) ∋ u 7−→ K⊗

u ∈ L
(

Γ(G+)
)

здiйснює
алгебраїчний iзоморфiзм з алгебри

{

Γ(G ′
+),⊛

}

на комутант
[

T⊗
]c

напiвгрупи
T⊗ в алгебрi

{

L
(

Γ(G+)
)

, ◦
}

.
У четвертому параграфi поряд iз класом G+ ультрадиференцiйовних функцiй

з компактними в Rd
+ носiями, розглянуто ширший клас Gβ ультрадиференцiйов-

них функцiй, заданих на всьому просторi Rd.
Зафiксуємо довiльне дiйсне β > 1. Для додатного числа h > 0 i таких векторiв

µ = (µ1, . . . , µd), ν = (ν1, . . . , νd) ∈ R
d, що µi < νi, i = 1, . . . , d, в просторi цiлих

функцiй експоненцiального типу введемо пiдпростiр Eh
β [µ, ν] функцiй Cd ∋ z 7−→

ψ(z) ∈ C зi скiнченною нормою

‖ψ‖Eh
β [µ,ν]

:= sup
k∈Zd

+

sup
z∈Cd

|zkψ(z)e−H[µ,ν](η)|

h|k|kkβ
,

де H[µ,ν] — опорна функцiя множини [µ, ν].
Твердження 4.4.1. Кожен з просторiв Eh

β [µ, ν] є банаховим простором, а всi
вкладення Eh

β [µ, ν] # Eh′

β [µ
′, ν ′] при [µ, ν] ⊂ [µ′, ν ′], h < h′ компактнi.

Введемо простiр Eβ(C
d) :=

ď

µ≺ν, h>0

Eh
β [µ, ν], надiливши його топологiєю iнду-

ктивної границi Eβ(C
d) = lim ind

µ≺ν, h>0
Eh

β [µ, ν] вiдносно цих вкладень.

Нехай Gβ(R
d) — простiр ультрадиференцiйовних в сенсi Жевре функцiй d

змiнних. Визначимо перетворення Фур’є-Лапласа

pϕ(z) := (Fϕ)(z) =

ż

Rd

e−i(t,z)ϕ(t) dt, ϕ ∈ Gβ(R
d), z ∈ C

d.

Теорема 4.4.1. Справджуються топологiчнi iзоморфiзми

F (Gβ(R
d)) ≃ Eβ(C

d) та F ′−1
(G ′

β(R
d)) ≃ E ′

β(C
d).

Для спрощення записiв введемо позначення Gβ := Gβ(R
d), G ′

β := G ′
β(R

d), Eβ :=

Eβ(C
d), E ′

β := E ′
β(C

d).
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Для елементiв тотальних пiдмножин просторiв G p⊗n
β i G ′p⊗n

β визначимо опера-
тори F⊗n i F ′⊗n спiввiдношеннями F⊗0 = F ′⊗0 := IC, F⊗n : ϕ⊗n 7−→ pϕ⊗n,
F ′⊗n : f⊗n 7−→ pf⊗n, де pϕ⊗n := (Fϕ)⊗n, pf⊗n := (F ′−1f)

⊗n
, ϕ ∈ Gβ, f ∈ G ′

β.

Далi розширимо цi вiдображення на весь вiдповiдний простiр G p⊗n
β i G ′p⊗n

β за лi-

нiйнiстю та неперервнiстю, в результатi отримаємо F⊗n ∈ L
(

G p⊗n
β , E

p⊗n
β

)

i F ′⊗n ∈

L
(

G ′p⊗n
β , E ′p⊗n

β

)

. Нарештi перетворення F⊗ i F ′⊗ визначимо вiдповiдно як вiдобра-
ження

F⊗ :=
(

F⊗n
)

: Γ(Gβ) ∋ p =
(

pn
)

7−→ pp :=
(

ppn
)

∈ Γ(Eβ),

F ′⊗ :=
(

F ′⊗n
)

: Γ(G ′
β) ∋ u =

(

un
)

7−→ pu :=
(

pun
)

∈ Γ(E ′
β),

де pn ∈ G p⊗n
β , ppn := F⊗npn ∈ E

p⊗n
β , un ∈ G ′p⊗n

β , pun := F ′⊗nun ∈ E ′p⊗n
β .

На просторах P(G ′
β) i P ′(G ′

β) вiдповiднi оператори F⊗
P ∈ L

(

P(G ′
β),P(E ′

β)
)

i F ′⊗
P ∈ L

(

P ′(G ′
β),P

′(E ′
β)
)

задамо формулами F⊗
P := ΥEβ ◦ F⊗ ◦

(

ΥGβ
)−1

i

F ′⊗
P := ΨE′

β ◦ F ′⊗ ◦
(

ΨG′
β

)−1
вiдповiдно. Їх назвемо перетворенням Фур’є-Лапласа

полiномiальних ультрадиференцiйовних функцiй та полiномiальних ультрароз-
подiлiв вiдповiдно.
Теорема 4.4.2. Перетворення Фур’є-Лапласа F⊗

P дiє як топологiчний iзомор-
фiзм з алгебри P(G ′

β) на алгебру P(E ′
β).

Теорема 4.4.3. Перетворення Фур’є-Лапласа F ′⊗
P дiє як топологiчний iзомор-

фiзм з алгебри P ′(G ′
β) на алгебру P ′(E ′

β).
У п’ятому роздiлi побудовано функцiональне числення типу Хiлле-Фiллiпса

та його узагальнення для операторiв, заданих на деякому банаховому просторi,
класом символiв такого числення є рiзнi аналiтичнi в трубчастих областях фун-
кцiї скiнченної чи нескiнченної кiлькостi змiнних.

У першому параграфi описано пiдхiд, що узагальнює класичне числення Хiлле-
Фiллiпса в тому сенсi, що замiсть алгебри мiр на R+, яка розглянута в класи-
чному випадку, використано згорткову алгебру S ′

+ узагальнених функцiй повiль-
ного росту з носiями в конусi Rd

+. Побудоване числення задане для генераторiв
A = (A1, . . . , Ad) багатопараметричних рiвномiрно обмежених (C0) напiвгруп
операторiв, що дiють в деякому банаховому просторi.

Кожен елемент x ∈ E ⊗p S+ можна представити (взагалi кажучи, не єдиним
чином) у виглядi суми абсолютно збiжного ряду x =

ř
j∈N λjxj ⊗ ϕj, λj ∈ C,

xj ∈ E, ϕj ∈ S+, де
ř

j |λj| < ∞, а послiдовностi {xj} i {ϕj} збiгаються до нуля
у вiдповiдних просторах.

Для довiльного s ∈ R
d
+ розглянемо оператор зсуву Ts, який визначений на про-

сторi S+ формулою Ts : ϕ(t) 7−→ ϕ(t + s)|Rd
+

для всiх ϕ ∈ S+. Крос-кореляцiєю
розподiлу f ∈ S ′

+ i функцiї ϕ ∈ S+ назвемо функцiю вигляду (f ⋆ ϕ)(t) :=
〈f(s), Tsϕ(t)〉 = 〈f(s), ϕ(t+ s)〉, t ∈ Rd

+. Кожному розподiлу f поставимо у вiд-
повiднiсть оператор крос-кореляцiї Kf : ϕ 7−→ f ⋆ ϕ.
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Нехай S+(E) — простiр нескiнченно диференцiйовних E-значних швидко спа-
дних функцiй на R

d
+. З ядерностi простору S+ випливає топологiчний iзоморфiзм

S+(E) ≃ E ⊗p S+, де ⊗p позначає поповнення тензорного добутку в локально
опуклiй проективнiй тензорнiй топологiї.

Нехай I — одиничний оператор в банаховому просторi E. Для довiльного опе-
ратора K ∈ L (S+) рiвнiсть (I ⊗K)x :=

ř
j∈N λjxj ⊗Kϕj, де елемент x ∈ S+(E)

представлений виглядi абсолютно збiжного ряду, однозначно визначає оператор
I⊗K ∈ L (S+(E)). Тому коректно визначеними є наступнi оператори (I⊗Ts)x :=ř

j∈N λjxj⊗Tsϕj та (I⊗Kf)x :=
ř

j∈N λjxj⊗Kfϕj, де s ∈ R
d
+, x ∈ S+(E) i f ∈ S ′

+.
Узагальненою крос-кореляцiєю розподiлу f ∈ S ′

+ i елемента x ∈ S+(E) назве-
мо векторнозначну функцiю з простору S+(E) вигляду

(f ⋆ x)(t) := 〈f(s), (I ⊗ Ts)x(t)〉 = 〈f(s), x(t+ s)〉, s ∈ R
d
+.

Вiдповiдний оператор узагальненої крос-кореляцiї має вигляд

I ⊗Kf : S+(E) ∋ x 7−→ (I ⊗Kf)x =: f ⋆ x ∈ S+(E).

Теорема 5.1.2. Вiдображення K : S ′
+ ∋ f 7−→ Kf ∈ L (S+) здiйснює iзомор-

фiзм з алгебри S ′
+ на комутант [T ]c ⊂ L (S+) напiвгрупи зсувiв T , при цьому

Kδ — одиничний оператор i Kf∗g = Kf ◦Kg для всiх f, g ∈ S ′
+.

Розглянемо (C0) напiвгрупу узагальнених зсувiв I ⊗ T =
{

I ⊗ Ts : s ∈ Rd
+

}

,
визначену на просторi S+(E). Кажуть, що оператор I ⊗ K, де K ∈ L (S+), є
iнварiантним вiдносно напiвгрупи узагальнених зсувiв I⊗T , якщо I⊗ (K ◦Ts) =
I ⊗ (Ts ◦K) для всiх s ∈ Rd

+.
Теорема 5.1.3. Для довiльного розподiлу f ∈ S ′

+ оператор I⊗Kf iнварiантний
вiдносно напiвгрупи I ⊗ T . Навпаки, для довiльного оператора K ∈ L (S+) та-
кого, що I⊗K iнварiантний вiдносно I⊗T , знайдеться така єдина узагальнена
функцiя f ∈ S ′

+, що K = Kf i I ⊗K = I ⊗Kf .
Нехай C

d
+ =

{

z = x + iy ∈ C
d : x ∈ intR

d
+

}

— трубчаста область в C
d. Уза-

гальнене перетворення Фур’є F ′ : f 7−→ F ′[f ] iзоморфно вiдображає S ′ на себе.
Тому F ′ визначено на S ′

+ i образ F ′[S ′
+] — замкнутий пiдпростiр в S ′.

Узагальнене перетворення Лапласа pf розподiлу f ∈ S ′
+, яке визначають за

формулою pf(z) := 〈f(t), e−tz〉, z = x + iy ∈ C
d
+, є комплексною аналiтичною

функцiєю в Cd
+. Для довiльної функцiї f ∈ S ′

+ справедливе представлення pf(z) =
F ′
[

f(t)e−tx
]

(y). Вiдомо, що zf ∗ g(z) = pf(z) · pg(z) для всiх z ∈ C
d
+, тому образ xS ′

+

простору S ′
+ при вiдображеннi L : S ′

+ ∋ f 7−→ pf ∈ xS ′
+ є мультиплiкативною

алгеброю аналiтичних функцiй на C
d
+.

Звiдси випливає, що перетворення Лапласа pϕ = L[ϕ] функцiй з простору

S+ ⊂ S ′
+ можна визначити формулою pϕ(z) :=

ż

Rd
+

e−tzϕ(t) dt для всiх z ∈ Cd
+.

Розглянемо вiдповiдне вiдображення L : ϕ 7−→ L[ϕ] з S+ на образ xS+ := L[S+],
який надiлимо iндукованою топологiєю вiдносно вiдображення L : S+ −→ xS+.
Тодi L — iзоморфiзм зi згорткової алгебри S+ на мультиплiкативну пiдалгебру
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xS+ ⊂ xS ′
+ аналiтичних функцiй. Використовуючи вiдображення L i його оберне-

не L−1, для кожного розподiлу f ∈ S ′
+ визначимо оператор pKf i напiвгрупу pT

формулами
pKf := L ◦Kf ◦ L

−1 ∈ L (xS+), pT : Rd
+ ∋ s 7−→ pTs := L ◦ Ts ◦ L

−1 ∈ L (xS+).

Наслiдок 5.1.1. Вiдображення pK : xS ′
+ ∋ pf 7−→ pKf ∈ L (xS+) здiйснює iзомор-

фiзм з алгебри xS ′
+ на комутант [pT ]c в алгебрi L (xS+). Зокрема, справджуються

рiвностi pK[ pf · pg] = pKf∗g = pKf ◦ pKg для всiх f, g ∈ S ′
+ i pK[pδ] = pKδ — одиничний

оператор в L (xS+).
Нехай в комплексному банаховому просторi E визначено сiмейство рiвномiрно

обмежених d-параметричних (C0) напiвгруп {etA}t∈Rd
+
. Клас генераторiв таких

напiвгруп позначимо символом A. Розглянемо лiнiйне вiдображення

L : S+(E) ∋ x 7−→ rx ∈ rS, де rx(A) =
ż

Rd
+

etAx(t) dt, A ∈ A.

Елементами простору rS є функцiї вигляду rx : A ∋ A 7−→ rx(A) ∈ E. Для кожної
функцiї з простору rS її значення на операторi A ∈ A можна записати у виглядi

rx(A) =
ÿ

j∈N

λj

ż

Rd
+

etAxjϕj(t) dt =
ÿ

j∈N

λj pϕj(A)xj,

де справа стоїть збiжний в просторi E ряд.
Для кожного A ∈ A введемо в E пiдпростiр rS(A) := {rx(A) : rx ∈ rS}.
Визначимо d-параметричну (C0) напiвгрупу на rS за правилом

{I ⊗ T : Rd
+ ∋ s 7−→ {I ⊗ Ts ∈ L ( rS), ({I ⊗ Ts)rx(A) =

ż

Rd
+

etA(I ⊗ Ts)x(t) dt.

Лема 5.1.2. Образ вiдображення {I ⊗ Ts : rS ∋ rx 7−→ {I ⊗ Tsrx(A) ∈ E щiльний в
E для кожного s ∈ R

d
+ i кожного A ∈ A. Як наслiдок, пiдпростiр rS(A) щiльний

в E для кожного A ∈ A.
Користуючись сюр’єктивнiстю перетворення L : S ′

+ ∋ f 7−→ pf ∈ xS ′
+, задамо

вiдображення Φ: xS ′
+ ∋ pf 7−→ rf ∈ L ( rS), де

( rfrx)(A) := rf(A)rx(A) =
ż

Rd
+

etA(f ⋆ x)(t) dt, A ∈ A.

Зауважимо, що rf(A) для кожного фiксованого A ∈ A дiє як оператор
rf(A) : E ∋ rx(A) 7−→ ( rfrx)(A) ∈ E, де rfrx = L

(

(I ⊗Kf)x
)

.

Теорема 5.1.4. Вiдображення Φ здiйснює топологiчний iзоморфiзм з xS ′
+

на комутативну пiдалгебру в L ( rS) всiх операторiв {I ⊗K ∈ L ( rS) вигляду
{I ⊗Krx(A) =

ş
Rd

+
etA(I ⊗ K)x(t) dt, K ∈ [T ]c. При цьому, для всiх f, g ∈ S ′

+,

k ∈ Zd
+ справджуються рiвностi:

Ćf ∗ g(A) = rf(A) ◦ rg(A), rδ(A) = I, Ą∂kf(A)rx(A) = (−1)|k| rf(A)Ą∂kx(A).
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Нехай {G(t) : t ∈ Rd
+} — d-параметрична обмежена аналiтична напiвгрупа

на банаховому просторi E з генератором A = (A1, . . . , Ad). Припустимо, що всi
генератори Aj, j = 1, . . . , d, марґiнальних аналiтичних напiвгруп iн’єктивнi та
мають щiльнi областi визначення та образи. У цьому випадку для всiх муль-
тиiндексiв α = (α1, . . . , αd) ∈ Z

d
+ коректно визначеними є степенi операторiв

Aα := Aα1

1 ◦ . . . ◦ Aαd

d з вiдповiдними щiльними областями визначення D(Aα) :=Şd
j=1D(A

αj

j ). Введемо позначення D(A∞) =
Ş

α∈Zd
+
D(Aα).

Теорема 5.1.5. Для довiльного оператора A ∈ A виконується вкладення
rS(A) ⊂ D(A∞). Крiм того,

rf(A)Ą
∂
kj
j x(A) = (−1)kjA

kj
j

rf(A)rx(A)−
kj−1ÿ

l=0

(−Aj)
kj−l−1 lim

tj→+0

ż

R
d−1
+

etA∂lj(f ⋆ x)(t) ďjt

для довiльного kj ∈ Z+, де позначено ďjt := dt1 . . . dtj−1 dtj+1 . . . dtd для всiх
j = 1, . . . , d.

У другому параграфi побудовано числення для генераторiв багатопараметри-
чних аналiтичних напiвгруп операторiв, що дiють в банаховому просторi. Ал-
гебра символiв такого числення складається з аналiтичних в деякiй трубчастiй
областi функцiй, якi є перетвореннями Лапласа розподiлiв Шварца повiльного
росту з носiями в додатному конусi.

Нехай D = D(A) ∩ D(A−1) позначає щiльний пiдпростiр, надiлений нормою
‖x‖D := ‖x‖+

řd
j=1 ‖Ajx‖+

řd
j=1 ‖A

−1
j x‖. При наших припущеннях — це банахо-

вий простiр. Крiм того, кожен простiр Dα = D(Aα)∩D(A−α), α ∈ Zd
+, надiлений

нормою ‖x‖Dα =
ř

−α4µ4α ‖A
µx‖D є повним.

Визначимо простiр U :=
Ş{

Dα : α ∈ Z
d
+

}

i надiлимо його топологiєю прое-
ктивної границi вiдносно включень Dα # Dµ для всiх таких α = (α1, . . . , αd),
µ = (µ1, . . . , µd), що µi ≤ αi, i = 1, . . . , d. Зауважимо, що при цьому U стає
простором Фреше.
Лема 5.2.3. Нехай {e−tA : t ∈ R

d
+} — обмежена аналiтична напiвгрупа над

банаховим простором E. Пiдпростiр U є iнварiантним вiдносно дiї операторiв
e−tA для довiльного t ∈ Rd

+, крiм того вiн щiльний в E.

Користуючись сюр’єктивнiстю перетворення L : S ′
+ ∋ f 7−→ pf ∈ xS ′

+, задамо
вiдображення

Φ : xS ′
+ ∋ pf 7−→ pf(A) ∈ L (U, E), де pf(A)x =

〈

f(t), e−tAx
〉

, x ∈ U.

Теорема 5.2.1. Вiдображення Φ здiйснює неперервний гомоморфiзм з алгебри
xS ′
+ аналiтичних функцiй в комутант напiвгрупи {e−tA : t ∈ R

d
+}. Операто-

ри з образу Φ
[xS ′

+

]

задовольняють наступну рiвнiсть zf ∗ g(A) = pf(A) ◦ pg(A),
f, g ∈ S ′

+, i pδ0(A) = I — одиничний оператор.
Встановимо деякi диференцiальнi властивостi операторiв pf(A), що характернi

для скалярного перетворення Лапласа.
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Символом U ⊗p S+ позначимо пiдпростiр в E ⊗p S+ ≃ S+(E) всiх функцiй
вигляду x : Rd

+ ∋ t 7−→ x(t) ∈ U. Визначимо в банаховому просторi E пiдпростiр
pU наступним чином

pU :=
{

pxA ∈ E : x ∈ U⊗p S+

}

, де pxA :=

ż

Rd
+

e−tAx(t) dt.

Лема 5.2.4. Пiдпростiр pU ⊂ U щiльний в E.
Теорема 5.2.2. Справджується рiвнiсть y∂αf(A)x=Aα pf(A)x, x∈ U,α ∈ Zd

+.
Теорема 5.2.3. Для α ∈ N i j = 1, . . . , d справджуються рiвностi

pf(A)y∂αj xA = Aα
j

pf(A)pxA −
α−1ÿ

r=0

Aα−r−1
j

pf(A)Ć∂rjΛxAj
(0), pxA ∈ pU.

У третьому параграфi побудовано нескiнченновимiрний варiант розгляну-
тих вище числень операторiв. А саме, побудовано функцiональне числення типу
Хiлле-Фiллiпса для злiченного набору генераторiв (C0) напiвгруп стиску, що дi-
ють в деякому банаховому просторi.

Нехай E — комплексний банахiв простiр. Символом A позначимо множину,
елементами якої є злiченнi набори A := (A1,A2, . . . ,An, . . . ) операторiв, що дi-
ють в E. Позначимо An := (Abn, . . . ,Aen), де bn := n(n−1)

2 +1, en := n(n+1)
2 . Тодi цю

злiченну систему операторiв можна записати у виглядi A = (A1, A2, . . . , An, . . . )

або скорочено A =
(

An

)

.
Нехай An є генератором n-параметричної (C0) напiвгрупи Rn

+ ∋ t 7−→ e−it·An ∈
L (E), що задовольняє умову sup

t∈Rn
+

‖e−it·An‖L (E) ≤ 1, де для довiльного t ∈ R
n
+

позначено t · An := t1Abn + · · ·+ tnAen.
Припустимо, що оператори групи An = (Abn, . . . ,Aen) для всiх n ∈ N комуту-

ють один з одним. Для кожного n ∈ N нехай An — множина, елементами якої є
набори з n генераторiв однопараметричних (C0) напiвгруп стиску.

Визначимо вiдображення L := (Ln) : Γ(S+) ∋ p =
(

pn
)

7→ rp :=
ř

n∈Z+
rpn ∈ rS ,

де rS :=
ř

n∈Z+

rSn. Зауважимо, що для кожного n ∈ Z+ множина rSn визначена
як простiр функцiй

rpn : An ∋ An 7−→ rpn(An) :=

ż

Rn
+

e−it·Anpn(t) dt ∈ L (E)

для n ∈ N, а rp0 := p0IE ∈ L (E).
Визначимо однопараметричну напiвгрупу rT⊗ : R+ ∋ s 7−→ rT⊗

s ∈ L
( rS

)

на
просторi rS за правилом

rT⊗
s :=

(rT⊗n
s

)

: rp =
ÿ

n∈Z+

rpn 7−→ rT⊗
s rp :=

ÿ

n∈Z+

rT⊗n
s rpn.

При цьому функцiю rT⊗n
s rpn ∈ rSn ми визначаємо наступним чином

rT⊗n
s rpn : An 7−→ rT⊗n

s rpn(An) :=

ż

Rn
+

e−it·Anpn(t+ s) dt,

де для простоти позначено pn(t+ s) := pn(t1 + s, . . . , tn + s).
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Використовуючи властивостi iнтеграла Бохнера, можна довести, що для до-
вiльного елемента p =

(

pn
)

∈ Γ(S+) при pn = ϕ⊗n ∈ S p⊗n
+ , ϕ ∈ S+, справджується

рiвнiсть ĄT⊗
s p(A) = rT⊗

s rp(A) для всiх s ∈ R+ i A :=
(

An

)

∈ A. Звiдси випливає,
що оператор rT⊗

s можна представити у виглядi rT⊗
s = L ◦ T⊗

s ◦ L−1.
Визначимо операцiю

(

f⊗n
)

⊛
(

g⊗n
)

:=
(

(f ∗ g)⊗n
)

для елементiв тотальної
пiдмножини простору Γ(S ′

+) i розширимо її на весь простiр за лiнiйнiстю та не-
перервнiстю. Очевидно, що Γ(S ′

+) є алгеброю вiдносно ⊛. Оскiльки простiр Γ(S+)
неперервно i щiльно вкладений в Γ(S ′

+), а простiр S+ є згортковою алгеброю, то
простiр Γ(S+) теж є алгеброю вiдносно ⊛.

Вiдображення L : Γ(S+) −→ rS є гомоморфiзмом з алгебри {Γ(S+),⊛}
в алгебру операторнозначних функцiй, заданих на A. З iншого боку, вiдображен-
ня F⊗ : Γ(S+) −→ Γ( pS+) також є гомоморфiзмом. Тому вiдображення
L ◦ (F⊗)−1 : Γ( pS+) −→ rS можна розумiти як “елементарне” функцiональне чи-
слення. Iншими словами, оператор rp(A) =

ř
n∈Z+

rpn(An) ∈ L (E) ми розумiємо
як “значення” функцiї

pp : (ξ1, . . . , ξn, . . . ) 7−→
(

pp0, pp1(ξ1), pp2(ξ2, ξ3), . . . , ppn(ξbn, . . . , ξen), . . .
)

на злiченному наборi A := (A1,A2, . . . ,An, . . . ) ∈ A генераторiв однопараметри-
чних (C0) напiвгруп стиску.

Визначимо вiдображення

Φ :=
(

Φn

)

: Γ(S ′
+) ∋ u =

(

un
)

7−→ Φu :=
ÿ

n∈Z+

Φun
∈ L

( rS
)

,

де un := f⊗n ∈ S ′p⊗n
+ , f ∈ S ′

+. При цьому функцiя Φun
∈ L

( rSn

)

, n ∈ Z+,
визначена за формулами: (Φu0

rp0)(A0) := IE i

Φun
: rpn 7−→ Φun

rpn, де (Φun
rpn)(An) :=

ż

Rn
+

e−it·AnK⊗n
f pn(t) dt, n ∈ N.

Теорема 5.3.2. Вiдображення Φ дiє як алгебраїчний iзоморфiзм з алгебри
{

Γ(S ′
+),⊛

}

в пiдалгебру комутанта
[rT⊗

]c
операторiв вигляду L ◦ K⊗ ◦ L−1 ∈

L
( rS

)

, де K ∈ L (S+). Зокрема, справджується рiвнiсть Φu⊛v = Φu ◦ Φv

для всiх u, v ∈ Γ(S ′
+), а оператор Φδ дiє як тотожний в L

( rS
)

, де δ =
(

1, δ, . . . , δ⊗n . . .
)

. Бiльше того, справджується диференцiальна властивiсть

ΦD′urp = −Φu
ĂDp для довiльних u ∈ Γ(S ′

+) i p ∈ Γ(S+).
Для довiльного фiксованого p ∈ Γ(S+) вiдображення Γ(S ′

+) ∋ u 7−→ Φurp ∈ rS
є гомоморфiзмом з алгебри

{

Γ(S ′
+),⊛

}

в алгебру операторнозначних функцiй,
заданих на A. Тому ми можемо розумiти це вiдображення як функцiональне чи-
слення в алгебрi полiномiальних розподiлiв повiльного росту. Функцiя Φurp опе-
раторного аргумента може бути записана у виглядi Φurp = Ću ⋆ p. Тому оператор
Φurp(A) = Ću ⋆ p(A) ∈ L (E) можна розумiти як “значення” функцiї zu ⋆ p нескiн-
ченної кiлькостi змiнних на злiченному наборi A := (A1,A2, . . . ,An, . . . ) ∈ A

генераторiв (C0) напiвгруп стиску.
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У шостому роздiлi розглянуто функцiональне числення в класах цiлих ана-
лiтичних функцiй нескiнченної кiлькостi змiнних.

У першому параграфi побудовано функцiональне числення для злiченного на-
бору генераторiв сильно неперервних груп операторiв в класi Фур’є-образiв по-
лiномiальних ультрарозподiлiв, якi є цiлими аналiтичними функцiями злiченної
кiлькостi змiнних. А саме, для злiченної кiлькостi генераторiв сильно неперерв-
них груп операторiв, заданих на гiльбертовому просторi H, побудовано опера-
торне числення, що задане на симетричному просторi Фока F(H) :=

à
n∈Z+

H
p⊗n.

Нагадаємо, що елементи простору Γ(Eβ) =
À

n∈Z+
E

p⊗n
β мають вигляд pp =

(

ppn
)

, де ppn = F⊗npn ∈ E
p⊗n
β для деякого p =

(

pn
)

∈ Γ(Gβ), pn ∈ G p⊗n
β . Для

простоти розглянемо одновимiрний випадок, тобто d = 1. Елементи простору
Γ(Eβ) можна розумiти як функцiї нескiнченної кiлькостi змiнних

pp :
ą

n∈N

C ∋ (z1, . . . , zn, . . . ) 7−→ pp(z1, . . . , zn, . . . ) ∈ C,

де pp(z1, . . . , zn, . . . ) := pp0 + pp1(z1) + pp2(z2, z3) + · · ·+ ppn(zbn, . . . , zen) + . . . .
Зауважимо, що ppn є функцiєю n комплексних змiнних. З означення симетри-

чного тензорного добутку випливає, що ppn є симетричною функцiєю.
Нехай H — комплексний гiльбертiв простiр. Розглянемо злiченний набiр непе-

рервних операторiв (A1,A2, . . . ,An, . . . ), що дiють в просторi H. Жодних умов
комутативностi операторiв такого набору ми не накладаємо.

Припустимо, що Aj для кожного j ∈ N генерує однопараметричну сильно
неперервну групу стиску R ∋ t 7−→ e−itAj ∈ L (H).

Позначимо Aj := IH ⊗ · · · ⊗ IHlooooooomooooooon
j

⊗Aj ⊗ IH ⊗ · · · ∈ L (F(H)), j ∈ N. За озна-

ченням приймемо A0 := IH ⊗ IH ⊗ · · · ∈ L (F(H)).
Для кожного натурального n позначимо An := Abn ⊗ · · · ⊗ Aen, де bn :=

n(n−1)
2 + 1, en := n(n+1)

2 . Приймемо за означенням A0 := A0.
Тепер замiсть набору (A1,A2, . . . ,An, . . . ), взагалi кажучи, не комутуючих

операторiв, що дiють в гiльбертовому просторi H, розглянемо злiченний набiр
A := (A0, A1, A2, . . . , An, . . . ) комутуючих операторiв, що дiють в просторi Фо-
ка F(H). Позначимо символом G множину, елементами якої є злiченнi набори
вказаного вигляду.

Зауважимо, що для кожного n ∈ Z+ оператор An є тотожним оператором
на Hp⊗k для всiх k=/ n. Тому, не обмежуючи загальностi, можна вважати, що
An ∈ L (Hp⊗n), n ∈ Z+. При цьому оператор An генерує сильно неперервну n-
параметричну групу

R
n ∋ t = (t1, . . . , tn) 7−→ e−itAn := e−it1Abn ⊗ · · · ⊗ e−itnAen ∈ L (F(H)),

де e−itiAj := IH ⊗ . . .⊗ IH⊗ e−itiAj ⊗ IH ⊗ . . ., i = 1, . . . , n, j ∈ N. Не обмежуючи
загальностi можна вважати, що e−itAn ∈ L (Hp⊗n), n ∈ Z+.
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Нехай G позначає множину, елементами якої є описанi вище злiченнi системи
операторiв, а Gn — множину, елементами якої є оператори An = Abn ⊗ · · · ⊗Aen,
n ∈ N. Приймемо за означенням G0 := {A0}.

Визначимо множину rHn := {rpn : Gn −→ L (Hp⊗n) : pn ∈ G p⊗n
β } для кожного

n ∈ Z+, що складається iз функцiй операторного аргумента вигляду

rpn(An) :=

ż

Rn

e−it1Abn ⊗ · · · ⊗ e−itnAenpn(t1, . . . , tn) dt1 . . . dtn.

Приймемо за означенням rp0 : G0 ∋ A0 7−→ rp0(A0) := p0IC ∈ L (C).
Визначимо вiдображення

F := (Fn) : Γ(Gβ) ∋ p =
(

pn
)

7−→ rp :=
ÿ

n∈Z+

rpn ∈ rH, де rH :=
ÿ

n∈Z+

rHn.

Вiдображення F дiє як гомоморфiзм з алгебри
{

Γ(Gβ),⊛
}

в алгебру rH фун-
кцiй операторного аргумента, визначених на G iз значеннями в просторi опе-
раторiв на просторi Фока. З iншого боку, вiдображення F⊗ : Γ(Gβ) −→ Γ(Eβ)

також є гомоморфiзмом. Тому композицiю F ◦ (F⊗)−1 : Γ(Eβ) −→ rH цих вiд-
ображень ми розумiємо як функцiональне числення. Iншими словами, оператор
rp(A) = ř

n∈Z+
rpn(An) ∈ L (F(H)) є “значенням” функцiї pp нескiнченної кiлькостi

змiнних на злiченному наборi A = (A0, A1, A2, . . . , An, . . . ) ∈ G операторiв.
Розглянемо на просторi rH аналогiчну до вище розглянутої однопараметричну

групу rT⊗ : R ∋ s 7−→ rT⊗
s ∈ L

( rH
)

, де

rT⊗
s :=

(rT⊗n
s

)

: rp =
ÿ

n∈Z+

rpn 7−→ rT⊗
s rp :=

ÿ

n∈Z+

rT⊗n
s rpn.

Визначимо вiдображення Q : Γ(G ′
β) ∋ u =

(

f⊗n
)

7−→ Qu :=
ř

n∈Z+
Qf⊗n ∈

L
( rH

)

, де f ∈ G ′
β. У свою чергу оператори Qf⊗n ∈ L

( rHn

)

визначимо за допо-
могою формул: (Qf⊗0rp0)(A0) := IC та Qf⊗n : rpn 7−→ Qf⊗nrpn для кожного нату-
рального n, де

(Qf⊗nrpn)(An) :=

ż

Rn

e−it1Abn ⊗ · · · ⊗ e−itnAenK⊗n
f pn(t1, . . . , tn) dt1 . . . dtn.

Теорема 6.1.1. Вiдображення Q здiйснює алгебраїчний iзоморфiзм з алге-
бри

{

Γ(G ′
β),⊛

}

на пiдалгебру в комутантi
[rT⊗

]c
групи rT⊗ операторiв вигляду

rK⊗ = F ◦ K⊗ ◦ F−1 ∈ L
( rH

)

, де K ∈ L (Gβ). Зокрема, для всiх u, v ∈ Γ(G ′
β)

справджується рiвнiсть Qu⊛v = Qu◦Qv. Крiм того, оператор Qδ є одиничним
в L

( rH
)

, де δ =
(

1, δ, . . . , δ⊗n . . .
)

.
Вiдображення Kp : Γ(G ′

β) ∋ u 7−→ u ⋆ p ∈ Γ(Gβ) при кожному фiксованому
p ∈ Γ(Gβ) є гомоморфiзмом вiдповiдних алгебр. З iншого боку вiдображення
Γ(G ′

β) ∋ u 7−→ Qurp ∈ rH є гомоморфiзмом з алгебри Γ(G ′
β) в алгебру операторно-

значних функцiй, визначених на G . Порiвнюючи означення вiдображень F та Q,
легко побачити, що функцiю Qurp операторного аргумента можна записати у ви-
глядi Qurp = Ću ⋆ p. Звiдси випливає, що оператор Qurp(A) = Ću ⋆ p(A) ∈ L (F(H))
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можна розумiти як “значення” функцiї zu ⋆ p ∈ Γ(Eβ) нескiнченної кiлькостi змiн-
них на злiченному наборi (A1,A2, . . . ,An, . . . ) генераторiв однопараметричних
(C0) груп стиску.

У другому параграфi застосовано побудоване числення операторiв до роз-
в’язання нескiнченновимiрної задачi Кошi для рiвняння теплопровiдностi.

Нехай g ∈ G ′
β. Визначимо оператор зсуву на просторi P(G ′

β) за правилом
TgP (f) := P (f + g), P ∈ P(G ′

β), f ∈ G ′
β.

Визначимо згортку полiномiального ультрарозподiлу U ∈ P ′(G ′
β) з основною

функцiєю P ∈ P(G ′
β) за правилом (U ∗ P )(g) := 〈U,TgP 〉, g ∈ G ′

β, де справа
записане спарювання дуальної пари

〈

P ′(G ′
β),P(G ′

β)
〉

.
Для довiльного полiномiального ультрарозподiлу U ∈ P ′(G ′

β) вiдображення
CU , що визначене формулою CU : P(G ′

β) ∋ P 7−→ U ∗ P ∈ P(G ′
β), назвемо

асоцiйованим з U згортковим оператором на P(G ′
β).

Довiльному полiномiальному ультрарозподiлу U ∈ P ′(G ′
β) поставимо у вiдпо-

вiднiсть формальний ряд

e∗U :=
ÿ

n∈Z+

1

n!
U ∗n, де U ∗n := U ∗ U ∗ · · · ∗ Uloooooooomoooooooon

n

.

Нехай {Ut : t ∈ J} — сiм’я елементiв з простору P ′(G ′
β), J — довiльний iнтервал

вигляду [0, α], α ∈ R, α ≥ 0. Припустимо, що функцiя t 7−→ Ut є неперервна з
J в P ′(G ′

β). Тодi функцiя t 7−→ F ′⊗
P Ut є неперервною з J в P ′(E ′

β), де F ′⊗
P —

полiномiальне перетворення Фур’є-Лапласа. Тому для кожного t ∈ J множина
{F ′⊗

P Us : s ∈ [0, t]} є компактною пiдмножиною в P ′(E ′
β). Зокрема вона обмежена.

Звiдси випливає, що елемент
şt
0F

′⊗
P Us ds, належить простору P ′(E ′

β) для кожного

t ∈ J . А, отже, в просторi P ′(G ′
β) iснує єдиний елемент, який позначимо

şt
0 Us ds,

такий що

F ′⊗
P

ż t

0

Us ds =

ż t

0

F ′⊗
P Us ds.

Бiльше того, вiдображення Et =
şt
0 Us ds, t ∈ J , диференцiйовне в P ′(G ′

β) i
задовольняє рiвнiсть ∂

∂t
Et = Ut.

Нехай {Ut : t ∈ J} — довiльна описана вище сiм’я елементiв з P ′(G ′
β).

Теорема 6.2.1. Задача Кошi
{

∂
∂t
Xt = Ut ∗Xt, t ∈ J,

X0 = P, P ∈ P(G ′
β),

має єдиний розв’язок в P(G ′
β), що задається формулою Xt = e∗

şt
0 Us ds ∗ P .

Визначимо оператор слiду τ формулою
〈

τ, ϕp⊗ψ
〉

:=
ş
Rd

+
ϕ(t)ψ(t) dt, ϕ, ψ ∈ Gβ.

Лапласiан Ґросса ∆G — це оператор, що полiному P =
řm

n=0〈 ·
⊗n, ϕ⊗n〉, ϕ ∈ Gβ,

степеня m ставить у вiдповiднiсть полiном ∆GP степеня m− 2 вигляду
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∆GP :=
m−2ÿ

n=0

(n+ 2)(n+ 1)
〈

τ, ϕ⊗2
〉〈

· ⊗n, ϕ⊗n
〉

.

Теорема 6.2.2. Лапласiан Ґросса ∆G дiє як згортковий оператор, а саме справ-
джується рiвнiсть 1

2∆GP = Uτ ∗ P , P ∈ P(G ′
β), де Uτ ∈ P ′(G ′

β) — полiномiаль-
ний ультрарозподiл, що вiдповiдає елементу (0, 0, τ, 0, . . . ) ∈ Γ(G ′

β).
Теорема 6.2.3. Задача Кошi

{

∂
∂t
Xt =

1
2∆GXt, t ∈ J,

X0 = P, P ∈ P(G ′
β),

для узагальненого рiвняння теплопровiдностi, породженого лапласiаном Ґрос-
са, має єдиний в P(G ′

β) розв’язок Xt = e∗tUτ ∗ P , t ∈ J .
Побудуємо однопараметричну напiвгрупу {Gt : t ≥ 0}, iнфiнiтезимальним

генератором якої є оператор 1
2
∆G. Формально цю напiвгрупу можна записати у

виглядi Gt = et
1
2∆G.

Оскiльки 1
2∆GP = Uτ ∗ P , то

GtP :=
mÿ

n=0

[m−n
2 ]ÿ

k=0

(n+ 2k)!

k!n!

tk

2k
〈τ⊗k, ϕ⊗2k〉

〈

· ⊗n, ϕ⊗n
〉

, де P =
mÿ

n=0

〈 · ⊗n, ϕ⊗n〉, ϕ ∈ Gβ.

Твердження 6.2.1. Вiдображення R+ ∋ t 7−→ Gt ∈ L (P(G ′
β)) є сильно непе-

рервною напiвгрупою операторiв з генератором 1
2∆G.

У третьому параграфi розглянуто абстрактний випадок алгебри символiв
Hb(X ) всiх аналiтичних функцiй обмеженого типу на деякому нескiнченнови-
мiрному банаховому просторi X .

Нехай A — деяка банахова алгебра з одиницею 1A. Спектром комутативної
топологiчної алгебри A називають множину M(A) характерiв (неперервних го-
моморфiзмiв) алгебри A в C.
Теорема 6.3.2. Нехай P1, . . . , Pn ∈ P(X ). Тодi

Şn
k=1 kerPk = ∅ у тому й тiльки

в тому випадку, коли
Şn

k=1 ker(Pk)A = ∅ i при цьому для деяких Q1, . . . , Qn ∈
P(X )

nÿ

k=1

(Pk)A (a) (Qk)A (a) = 1A, ∀a ∈ A⊗p X .

Теорема 6.3.3. Для кожного гомоморфiзму Φ0 : Hb(X ) −→ A iснує така
напрямленiсть {aα} ⊂ A⊗pX , що h◦Φ0(P ) = limα PA([h⊗IX ](aα)) для довiльних
P ∈ P(X ) i h ∈ M(A).

Нехай X = ℓ2, {ak} — збiжна до елемента a послiдовнiсть в напiвпростiй
алгебрi A i U — вiльний ультрафiльтр на множинi N. Нехай {ek} — система
ортогональних базисних елементiв в ℓ2. Гомоморфiзм ΦU : Hb(ℓ2) −→ A, який
визначено формулою ΦU(f) = limU fA(ak ⊗ ek), показує, що iснують гомоморфi-
зми з Hb(X ) в A, якi не подаються у виглядi функцiонального числення.
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ВИСНОВКИ
Дисертацiйна робота присвячена побудовi алгебр полiномiальних розподiлiв

на нескiнченновимiрних просторах та дослiдженню їхньої тензорної та алгебра-
їчної структури. В якостi застосування полiномiальних алгебр запропоновано
новий метод розв’язання проблеми побудови функцiонального числення для злi-
ченних наборiв операторiв.

У другому роздiлi дисертацiї розвинуто загальний пiдхiд до побудови полiно-
мiальних основних функцiй та полiномiальних розподiлiв на основi теорiї ядер-
них (F ) або (DF ) просторiв. Таке полiномiальне розширення можна розглядати
як узагальнення класичних просторiв основних та узагальнених функцiй на випа-
док нескiнченної кiлькостi змiнних. Нами розвинуто новий пiдхiд до дослiдження
дуальної пари 〈P ′(X ′),P(X ′)〉, що складається з простору P(X ′) неперервних по-
лiномiв над X ′ та сильно спряженого простору P ′(X ′) полiномiальних розподiлiв,
де 〈X ′, X 〉 — дуальна пара лiнiйних ядерних просторiв типу (F ) або (DF ).

Третiй роздiл присвячений опису структури, властивостей простору полiно-
мiальних основних швидко спадних функцiй та полiномiальних розподiлiв по-
вiльного росту, а також основних операцiй на цих просторах. Окремий параграф
присвячений дослiдженню диференцiйовностi за Ґато полiномiальних основних
швидко спадних функцiй i полiномiальних розподiлiв повiльного росту, опису
властивостей похiдної Ґато на вiдповiдних просторах iз тензорною структурою
типу Фока та встановленню зв’язку похiдної Ґато з диференцiюваннями на цих
просторах.

У третьому та четвертому роздiлах дисертацiї побудовано узагальнення опе-
раторiв диференцiювання та зсуву на рiзнi випадки просторiв полiномiальних
основних та узагальнених функцiй; у кожному випадку доведено, що вiдповiднi
похiднi генерують напiвгрупи зсувiв.

Окремим завданням роботи було поширення деяких iнтегральних перетворень
на полiномiальнi простори основних та узагальнених функцiй. Зокрема, пошире-
но перетворення Фур’є на простiр полiномiальних основних швидко спадних фун-
кцiй i полiномiальних розподiлiв повiльного росту та вивчено його властивостi;
поширено перетворення Фур’є-Лапласа та Лапласа на простори полiномiальних
ультрарозподiлiв, вивчено властивостi цих перетворень та доведено теореми типу
Пелi-Вiнера для цих просторiв; описано образ основного простору при перетво-
реннi Фур’є-Лапласа у виглядi певного класу цiлих функцiй експоненцiального
типу.

У четвертому роздiлi дисертацiї поширено на випадок просторiв ультрароз-
подiлiв структурну теорему Шварца про представлення деякого оператора, що
комутує iз зсувом. Зокрема, тут доведено структурнi теореми для операторiв, що
дiють в просторах лiнiйних ультрадиференцiйовних функцiй i якi комутують з
багатопараметричними напiвгрупами. Крiм того доведено, що згорткову алгебру
ультрарозподiлiв з носiями в додатному конусi можна iзоморфно представити
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як комутант напiвгрупи зсувiв, доведено також векторнозначний варiант цього
результату i дослiджено загальнiший випадок довiльної напiвгрупи стиску.

У п’ятому роздiлi дисертацiї побудовано узагальнення функцiонального чи-
слення типу Хiлле-Фiллiпса для комутуючих наборiв генераторiв сильно непе-
рервних напiвгруп в класах аналiтичних в трубчастих областях функцiй скiн-
ченної чи злiченної кiлькостi змiнних. Результатом такого числення є оператори,
що заданi на банаховому просторi.

Матерiал шостого роздiлу об’єднаний за тим принципом, що тут розглянуто
функцiональне числення в класах цiлих аналiтичних функцiй злiченної кiлькостi
змiнних. Тут побудовано функцiональне числення для злiченного некомутуючого
набору генераторiв сильно неперервних груп операторiв, що дiють в гiльберто-
вому просторi, в класi цiлих аналiтичних функцiй злiченної кiлькостi змiнних.
Результатом такого числення є оператори, що заданi у симетричному просторi
Фока. В якостi застосування побудованого числення знайдено в явному виглядi
роз’язок нескiнченновимiрного рiвняння теплопровiдностi, породженого лапласi-
аном Ґросса. В останньому параграфi шостого роздiлу розглянуто абстрактний
випадок алгебри символiв Hb(X ) всiх аналiтичних функцiй обмеженого типу на
деякому нескiнченновимiрному банаховому просторi X . Тут описано гомоморфi-
зми з алгебри Hb(X ) в деяку комутативну банахову алгебру i показано, що не
кожен такий гомоморфiзм задається функцiональним численням.
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АНОТАЦIЯ

Шарин С.В. Алгебри полiномiальних розподiлiв на нескiнченновимiрних
просторах та їх застосування до числення операторiв. – Квалiфiкацiйна на-
укова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних на-
ук за спецiальнiстю 01.01.01 – “Математичний аналiз” (111 – Математика). –
Iнститут математики НАН України, Київ, 2017.

У дисертацiйнiй роботi розвинуто новий пiдхiд до дослiдження дуальної пари
〈P ′(X ′),P(X ′)〉, що складається з простору P(X ′) неперервних полiномiв над X ′

та сильно спряженого простору P ′(X ′) полiномiальних розподiлiв.
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Поширено деякi iнтегральнi перетворення на простори полiномiальних основ-
них та узагальнених функцiй, вивчено їхнi властивостi.

Доведено структурнi теореми для операторiв, якi комутують з багатопараме-
тричними напiвгрупами.

Дослiджено диференцiйовнiсть за Ґато полiномiальних основних та узагаль-
нених функцiй повiльного росту.

Побудовано функцiональне числення для наборiв генераторiв сильно непе-
рервних напiвгруп i груп операторiв в класах аналiтичних функцiй скiнченної та
злiченної кiлькостi змiнних.

Знайдено роз’язок нескiнченновимiрного рiвняння теплопровiдностi, породже-
ного лапласiаном Ґросса.

Описано гомоморфiзми з алгебри аналiтичних функцiй обмеженого типу на
нескiнченновимiрному банаховому просторi в деяку комутативну банахову алге-
бру.

Ключовi слова: полiном на нескiнченновимiрному просторi, ядерний (F ), (DF )
простiр, iнтегральнi перетворення основних та узагальнених функцiй, багатопа-
раметрична напiвгрупа, оператор, що комутує iз зсувом, похiдна Ґато, нескiн-
ченновимiрне рiвняння теплопровiдностi, функцiональне числення для злiченних
наборiв генераторiв (C0) напiвгруп та груп операторiв.

АННОТАЦИЯ

Шарин С.В. Алгебры полиномиальных распределений на бесконечномерных
пространствах и их приложение к исчислению операторов. – Квалификацион-
ная научная работа на правах рукописи.

Диссертация на соискание учёной степени доктора физико-математических
наук по специальности 01.01.01 – “Математический анализ” (111 – Математика).
– Институт математики НАН Украины, Киев, 2017.

В диссертационной работе развинут новый подход к исследованию дуальной
пары 〈P ′(X ′),P(X ′)〉, которая состоит из пространства P(X ′) непрерывных по-
линомов над X ′ и сильно сопряженного пространства P ′(X ′) полиномиальных
распределений.

Расширены некоторые интегральные преобразования на пространства поли-
номиальных основных и обобщенных функций, также изучены их свойства.

Доказаны структурные теоремы для операторов, которые коммутируют с мно-
гопараметрическими полугруппами.

Исследована дифференцируемость по Гато полиномиальных основных и обоб-
щенных функций медленного роста.

Построено функциональное исчисление для наборов генераторов сильно не-
прерывных полугрупп и групп операторов в классах аналитических функций
конечного и счётного числа переменных.
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Найдено решение бесконечномерного уравнения теплопроводности, порождён-
ного лапласианом Гросса.

Описаны гомоморфизмы с алгебры аналитических функций ограниченного
типа на бесконечномерном банаховом пространстве в некоторую коммутативную
банаховую алгебру.

Ключевые слова: полином на бесконечномерном пространстве, ядерное (F ),
(DF ) пространство, интегральные преобразования основных и обобщённых фун-
кций, производная Гато, бесконечномерное уравнение теплопроводности, фун-
кциональное исчисление для счётных наборов генераторов (C0) полугрупп и
групп операторов.

ABSTRACT

Sharyn S.V. Algebras of polynomial distributions on infinite dimensional spaces
and their application to operator calculus. – Qualifying scientific work on rights of
manuscript.

The thesis for obtaining the Doctor of Physical and Mathematical Sciences degree
on the speciality 01.01.01 – “Mathematical analysis” (111 – Mathematics). – Institute
of Mathematics, National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2017.

A new approach to investigation of the dual pair 〈P ′(X ′),P(X ′)〉 is developed,
where P(X ′) is the space of continuous polynomials over X ′, P ′(X ′) is the space of
polynomial distributions, which is strong dual space of P(X ′). Note that the duality
〈P ′(X ′),P(X ′)〉 is a nonlinear extension of the dual pair 〈X ′, X 〉, consisting of li-
near locally convex nuclear (F ) or (DF ) spaces. It is constructed a generalization of
differential operators and shift operators for four cases: space of polynomial rapidly
decreasing test functions, space of polynomial tempered distributions, space of Gevrey
ultradifferentiable test functions and space of polynomial Roumieu ultradistributions.
In each case it is proved that the differential operator generates respective semigroup
of shifts.

It is extended the Fourier transformation on the spaces of polynomial rapidly
decreasing test functions and polynomial tempered distributions; properties of the
transformation are investigated. It is also extended the Fourier-Laplace and Laplace
transformations on the spaces of polynomial Gevrey ultradifferentiable functions and
polynomial Roumieu ultradistributions; properties of these transformations are investi-
gated. Herewith the image of the test space with respect to Fourier-Laplace transfor-
mation is described; this image is presented as a class of entire functions of exponenti-
al type. Paley-Wiener type theorems for polynomial ultradifferentiable functions and
polynomial ultradistributions are proved.

We have proved Seeley type theorem about extension of a rapidly decreasing
function from the positive cone R

d
+ onto whole space; it is important that the rapid

decreasing property of such extension is preserved. Some structure theorems for shift-
invariant operators are proved. In particular, we describe a commutative algebra
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of shift-invariant continuous linear operators, commuting with contraction multi-
parameter semigroups over a Banach space. Thereby, we generalize classic Schwartz’s
and Hörmander’s theorems on shift-invariant operators. Structure theorem for locally
convex Fock type space is proved, namely it is shown that this space may be repre-
sented as a commutant of polynomial shift semigroup.

The Gâteaux differentiability of the elements of the spaces of polynomial rapidly
decreasing test functions and polynomial tempered distributions is investigated. It
is shown the properties of Gâteaux derivative on Fock type spaces. It is established
connection of Gâteaux derivative with the creation and annihilation operators on the
Fock type spaces as well as with differentiations on these spaces.

Hille-Phillips type functional calculi for commuting sets of generators of strongly
continuous semigroups of operators, acting in a Banach space, are constructed; the
symbol classes of such calculi are spaces of analytic functions of finite or countable
quantity of variables. It is constructed a functional calculus for countable noncommut-
ing set of generators of strongly continuous groups of operators, acting in a Hilbert
space; the symbol class of such calculus is a space of entire analytic functions of
countable quantity of variables.

We found a solution of infinite dimensional heat equation, generated by Gross
Laplacian. It is constructed the semigroup, which is generated by Gross Laplacian.

It is described homomorphisms from the algebra of analytic functions of bounded
type on an infinite dimensional Banach space into some commutative Banach algebra.
It is shown that not every such homomorphism is defined by a functional calculus.

Key words: polynomial on an infinite dimensional space, nuclear (F ), (DF ) space,
rapidly decreasing function, tempered distribution, Gevrey ultradifferentiable functi-
on, Roumieu ultradistribution, integral transformations of test and generalized functi-
ons, multiparameter semigroup, shift-invariant operator, Gâteaux derivative, infi-
nite dimensional heat equation, Gross Laplacian, Hille-Phillips functional calculus,
functional calculus for countable set of generators of (C0) semigroups and groups of
operators.


