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У дисертацiйнiй роботi розвинуто новий пiдхiд до дослiдження дуаль-

ної пари 〈P ′(X ′),P(X ′)〉, що складається з простору P(X ′) неперервних

полiномiв над X ′ та сильно спряженого простору P ′(X ′) полiномiальних

розподiлiв, яка є нелiнiйним розширенням дуальної пари 〈X ′, X 〉 лiнiй-

них локально опуклих ядерних просторiв типу (F ) або (DF ). Побудовано

узагальнення операторiв диференцiювання та зсуву на просторах полiно-

мiальних основних та узагальнених функцiй, доведено, що полiномiальнi

похiднi генерують вiдповiднi напiвгрупи зсувiв.

Поширено деякi iнтегральнi перетворення на простори полiномiальних

основних швидко спадних функцiй, полiномiальних розподiлiв повiльно-

го росту i полiномiальних ультрарозподiлiв та вивчено їхнi властивостi.

Доведено теореми типу Пелi-Вiнера для таких просторiв.

Доведено структурнi теореми для операторiв, якi комутують з багато-

параметричними напiвгрупами, зокрема доведено, що згорткову алгебру

ультрарозподiлiв з носiями в додатному конусi можна iзоморфно пред-

ставити як комутант напiвгрупи зсувiв, доведено також векторнозначний

варiант цього результату i дослiджено загальнiший випадок довiльної

напiвгрупи стиску. Доведено структурну теорему про представлення ло-

кально опуклої алгебри iз тензорною структурою типу Фока у виглядi

комутанта полiномiальної напiвгрупи зсувiв.

Дослiджено диференцiйовнiсть за Ґато полiномiальних основних швид-
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ко спадних функцiй i полiномiальних розподiлiв повiльного росту, опи-

сано властивостi похiдної Ґато на просторах iз тензорною структурою

типу Фока, встановлено зв’язок похiдної Ґато з квантовим бiлим шумом

та диференцiюваннями на цих просторах.

Побудовано функцiональне числення типу Хiлле-Фiллiпса для кому-

туючих наборiв генераторiв сильно неперервних напiвгруп, що дiють в

банаховому просторi, в класi аналiтичних в трубчастих областях фун-

кцiй скiнченної та злiченної кiлькостi змiнних. Побудовано функцiональ-

не числення для злiченного некомутуючого набору генераторiв сильно

неперервних груп операторiв, що дiють в гiльбертовому просторi, в класi

цiлих аналiтичних функцiй злiченної кiлькостi змiнних.

Знайдено роз’язок нескiнченновимiрного рiвняння теплопровiдностi,

породженого лапласiаном Ґросса; побудовано напiвгрупу, генератором

якої є лапласiан Ґросса.

Описано гомоморфiзми з алгебри аналiтичних функцiй обмеженого

типу на нескiнченновимiрному банаховому просторi в деяку комутативну

банахову алгебру i показано, що не кожен такий гомоморфiзм задається

функцiональним численням.

Усi результати дисертацiї, якi виносяться на захист, є новими. Резуль-

тати дисертацiйної роботи мають теоретичний характер. Вони можуть

бути використанi у нескiнченновимiрному аналiзi, зокрема в теорiї уза-

гальнених функцiй, теорiї функцiонального числення; а також можуть

бути застосованi в теорiї аналiтичних функцiй та нелiнiйному аналiзi.

Всi результати дисертацiї, якi виносяться на захист, одержанi автором

самостiйно. З результатiв робiт, що виконанi у спiвавторствi, на захист

виносяться лише положення, що одержанi автором дисертацiї. У статтi [3]

автору дисертацiї належать Твердження 2 i 3. У статтi [7] А.В. Соломку

належать Твердження 2, Теореми 2 i 3. У статтi [17] автору дисертацiї

належать леми 3, 5, 6, теореми 1 i 2, та iдея доведення теореми 4;



4

аналогiчний метод доведення був використаний автором у параграфi 4.2.

У статтi [4] О.В. Лопушанському належить постановка задачi та аналiз

одержаних результатiв. У статтях [1, 2, 5, 6, 13–16, 21] внесок спiвавторiв є

рiвноцiнним.

Ключовi слова: полiном на нескiнченновимiрному просторi, ядерний

(F ), (DF ) простiр, швидко спадна функцiя, узагальнена функцiя повiль-

ного росту, ультрадиференцiйовна в сенсi Жевре функцiя, ультрарозпо-

дiл Рум’є, iнтегральнi перетворення основних та узагальнених функцiй,

багатопараметрична напiвгрупа, оператор, що комутує iз зсувом, похiдна

Ґато, нескiнченновимiрне рiвняння теплопровiдностi, лапласiан Ґросса,

функцiональне числення Хiлле-Фiллiпса, функцiональне числення для

злiченних наборiв генераторiв сильно неперервних напiвгруп та груп

операторiв.

ABSTRACT

Sharyn S.V. Algebras of polynomial distributions on infinite dimensional

spaces and their application to operator calculus. – Qualifying scientific work

on rights of manuscript.

The thesis for obtaining the Doctor of Physical and Mathematical Sciences

degree on the speciality 01.01.01 – mathematical analysis. – Institute of Ma-

thematics, National Academy of Sciences of Ukraine, Kiev, 2017.

A new approach to investigation of the dual pair 〈P ′(X ′),P(X ′)〉 is

developed, where P(X ′) is the space of continuous polynomials over X ′,

P ′(X ′) is the space of polynomial distributions, which is strong dual space

of P(X ′). Note that the duality 〈P ′(X ′),P(X ′)〉 is a nonlinear extension

of the dual pair 〈X ′, X 〉, consisting of linear locally convex nuclear (F )

or (DF ) spaces. It is constructed a generalization of differential operators

and shift operators for four cases: space of polynomial rapidly decreasing

test functions, space of polynomial tempered distributions, space of Gevrey
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ultradifferentiable test functions and space of polynomial Roumieu ultradi-

stributions. In each case it is proved that the differential operator generates

respective semigroup of shifts.

It is extended the Fourier transformation on the spaces of polynomi-

al rapidly decreasing test functions and polynomial tempered distributions;

properties of the transformation are investigated. It is also extended the

Fourier-Laplace and Laplace transformations on the spaces of polynomial

Gevrey ultradifferentiable functions and polynomial Roumieu ultradistributi-

ons; properties of these transformations are investigated. Herewith the image

of the test space with respect to Fourier-Laplace transformation is described;

this image is presented as a class of entire functions of exponential type.

Paley-Wiener type theorems for polynomial ultradifferentiable functions and

polynomial ultradistributions are proved.

We have proved Seeley type theorem about extension of any rapidly de-

creasing function from the positive cone Rd
+ onto whole space; it is important

that the rapidly decreasing property of such extension is preserved. Some

structure theorems for shift-invariant operators are proved. In particular,

using operators of cross-correlation with ultradistributions supported by a

positive cone, we describe a commutative algebra of shift-invariant conti-

nuous linear operators, commuting with contraction multi-parameter semi-

groups over a Banach space. Thereby, we generalize classic Schwartz’s and

Hörmander’s theorems on shift-invariant operators. Structure theorem for

locally convex Fock type space is proved, namely it is shown that this space

may be represented as a commutant of polynomial shift semigroup.

The Gâteaux differentiability of the elements of the spaces of polynomi-

al rapidly decreasing test functions and polynomial tempered distributions

is investigated. It is shown the properties of Gâteaux derivative on Fock

type spaces. It is established connection of Gâteaux derivative with the

creation and annihilation operators on the Fock type spaces as well as with
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differentiations on these spaces.

Hille-Phillips type functional calculi for commuting sets of generators

of strongly continuous semigroups of operators, acting in a Banach space,

are constructed; the symbol classes of such calculi are spaces of analytic

functions of finite or countable quantity of variables. It is constructed a

functional calculus for countable noncommuting set of generators of strongly

continuous groups of operators, acting in a Hilbert space; the symbol class

of such calculus is a space of entire analytic functions of countable quantity

of variables.

We found a solution of infinite dimensional heat equation, generated by

Gross Laplacian. It is constructed the semigroup, which is generated by

Gross Laplacian.

It is described homomorphisms from the algebra of analytic functions of

bounded type on an infinite dimensional Banach space into some commutati-

ve Banach algebra. It is shown that not every such homomorphism is defined

by a functional calculus.

Key words: polynomial on a infinite dimensional space, nuclear (F ),

(DF ) space, rapidly decreasing function, tempered distribution, Gevrey

ultradifferentiable function, Roumieu ultradistribution, integral transformati-

ons of test and generalized functions, multiparameter semigroup, shift-

invariant operator, Gâteaux derivative, infinite dimensional heat equation,

Gross Laplacian, Hille-Phillips functional calculus, functional calculus for

countable set of generators of (C0) semigroups and groups of operators.
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Перелiк позначень

(C0) напiв- — сильно неперервна напiвгрупа (група)

група (група)

(F ) простiр — простiр Фреше (означення див. стор. 41)

(DF ) простiр — спряжений до простору Фреше (означення див.

стор. 41)

(FS) простiр — простiр Фреше-Шварца (означення див. стор. 41)

(DFS) прос- — спряжений до простору Фреше-Шварца (означення

тiр див. стор. 41)

X n — n-тий декартовий степiнь простору X

〈X , Y 〉 — двоїстiсть, яку утворюють простори X та Y

X⊗n (X p⊗n) — n-тий (симетричний) тензорний степiнь простору X

L (X ,Y) — простiр всiх неперервних лiнiйних операторiв, що дi-

ють з X в Y

L (X ) — L (X ,X )

L (X n,Y) — простiр всiх неперервних n-лiнiйних операторiв, що

дiють з X n в Y

Ls(X
n,Y) — простiр всiх симетричних вiдносно перестановки

змiнних неперервних n-лiнiйних операторiв, що дi-

ють з X n в Y
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Γ(X ) —
À

fin
n∈Z+

X p⊗n, фiнiтна пряма сума симетричних тензор-

них степенiв простору X

Γ(X ′) —
ą

n∈Z+

X ′p⊗n, декартовий добуток симетричних тензор-

них степенiв простору X ′

Pn(X ) — простiр n-однорiдних неперервних полiномiв над ло-

кально опуклим простором X

P(X ) — простiр всiх неперервних полiномiв над локально опу-

клим простором X

P ′(X ) — сильно спряжений до простору P(X )

lim ind
α

Xα — iндуктивна границя системи {Xα} локально опуклих

просторiв

lim pr
α

Xα — проективна границя системи {Xα} локально опуклих

просторiв

KerF — ядро вiдображення F

ImF — образ вiдображення F

≃ — рiвнiсть в сенсi топологiчного iзоморфiзму

⊗ — тензорний добуток

p⊗ — симетричний тензорний добуток

⊗p (⊗e) — поповнення тензорного добутку в проективнiй (iн’є-

ктивнiй) тензорнiй локально опуклiй топологiї

ℜz — дiйсна частина комплексного числа z ∈ C

R+, Z+, C+ — [0,∞), R+ ∩ Z, {z ∈ C : ℜz > 0} вiдповiдно

C
d, Rd, Nd —

Śd
j=1C,

Śd
j=1R,

Śd
j=1N вiдповiдно

Cd
+, Zd+, Rd

+ —
Śd

j=1C+,
Śd

j=1Z+,
Śd

j=1R+ вiдповiдно

intRd
+ — внутрiшнiсть конуса Rd

+



Вступ

Актуальнiсть теми. У дисертацiйнiй роботi побудовано алгебри по-

лiномiальних основних та узагальнених функцiй, дослiджено властивостi

цих алгебр (зокрема встановлено їхню тензорну структуру) та вивчено

властивостi деяких операторiв (серед яких оператори зсуву, диференцiю-

вання, деякi iнтегральнi оператори), що дiють в таких алгебрах. Спира-

ючись на тензорну структуру, в якостi застосування полiномiальних ал-

гебр у дисертацiї розроблено метод побудови функцiонального числення

для злiченних наборiв генераторiв сильно неперервних напiвгруп, класом

символiв якого є власне цi алгебри. Зокрема побудовано напiвгрупу на

просторi полiномiальних основних функцiй, генератором якої є лапласiан

Ґросса, записано у явному виглядi розв’язок нескiнченновимiрної задачi

Кошi для рiвняння теплопровiдностi, породженого лапласiаном Ґросса.

Варто вiдзначити, що у дисертацiї розглядаються лише локально опу-

клi топологiчнi векторнi простори. Значний внесок у розвиток теорiї

локально опуклих просторiв зроблений у 50-х роках минулого столiття

Л. Шварцом, Н. Бурбакi, А. Ґротендiком та iн. Значна частина їхнiх

дослiджень присвячена теорiї двоїстостi. Особлива увага була придiлена

метризовним локально опуклим просторам, зокрема просторам Фреше

(або коротко просторам типу (F )). Iстотне мiсце в теорiї двоїстостi ло-

кально опуклих просторiв зайняли простори типу (DF ) (спряжений до

простору Фреше, точне означення див. на стор. 41), що були введенi

А. Ґротендiком у статтi [122]. Класи просторiв типу (F ) та (DF ) мiстять,

зокрема, ряд вiдомих просторiв послiдовностей, аналiтичних функцiй, не-

скiнченнодиференцiйовних функцiй, розподiлiв та ультрарозподiлiв, якi є
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важливi у застосуваннях.

У дисертацiї суттєво використовується теорiя двоїстостi локально опу-

клих ядерних (F ) та (DF ) просторiв та технiка тензорних добуткiв

Ґротендiка, що розвинута у вiдомих роботах [120, 121]. Завдяки пози-

тивнiй вiдповiдi на “проблему топологiй” Ґротендiка для ядерних (F ) та

(DF ) просторiв (див. [54,77], формулювання проблеми див. на стор. 98) у

дисертацiї стало можливим описати тензорну структуру полiномiальних

основних та узагальнених функцiй.

Iнший пiдхiд до побудови узагальнених функцiй нескiнченної кiль-

костi змiнних, що ґрунтується на технiцi трiйок Гельфанда i теорiї

мiр на нескiнченновимiрних просторах, розвивався (i продовжує роз-

виватися) в роботах Ю.М. Березанського, Ю.С. Самойленка, Т. Хiди,

Й. Iто, Ю.Г. Кондратьєва, Л. Штрайта, Х. Куо, К. Обати, Х. Оуердiана,

М.О. Качановського та iн.

Слiд вiдзначити, що в дисертацiї iстотним чином використано методи

полiномiальних та полiлiнiйних вiдображень, що активно розвиваються в

роботах Р. Арона, Ш. Дiнiна, П. Ґалiндо, О.В. Лопушанського, А.В. За-

городнюка та iн.

Функцiональне числення — один iз iнструментiв загального спектраль-

ного аналiзу i теорiї банахових алгебр, який дозволяє використовувати

в цих дисциплiнах функцiонально-аналiтичнi методи. У сучаснiй кванто-

вiй теорiї поля (див., наприклад, [137, 138, 145]) процедура квантування

передбачає побудову вiдображення з алгебри дiйснозначних функцiй (ал-

гебри класичних спостережуваних величин) в алгебру самоспряжених

операторiв (алгебру квантових спостережуваних величин). З точки зору

математики процедура квантування є проблемою побудови функцiональ-

ного числення.

Починаючи iз 70-х рокiв минулого столiття функцiональне числення

для генераторiв аналiтичних напiвгруп вiдiграє важливу роль в спе-
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ктральнiй теорiї диференцiальних операторiв i її застосуваннях до ево-

люцiйних рiвнянь, зокрема у характеризацiї максимальної регулярностi

дробових степенiв диференцiальних операторiв (див. роботи П. Ґрiсварда

i Дж. Да Прато [90, 118]). В контекстi дробових степенiв функцiональне

числення є ефективним методом зведення обчислень над операторни-

ми функцiями до вiдповiдних обчислень iз звичайними голоморфними

функцiями. Метод операторного числення був використаний у вiдносно

недавнiй роботi [65] при розв’язаннi проблеми Като квадратного кореня

(див. [143]).

Основною метою останнiх двох роздiлiв дисертацiї є побудова чи-

слення типу Хiлле-Фiллiпса для злiченного набору генераторiв сильно

неперервних напiвгруп стиску. Зауважимо, що метод, запропонований

у дисертацiї, дає можливiсть описати образ функцiонального числення,

що не завжди можливо при iнших пiдходах до побудови операторного

числення.

В основi формул функцiонального числення, яке розглядаємо в дисер-

тацiї, лежить операцiя крос-кореляцiї, що забезпечує коректнiсть озна-

чень такого числення. Вiдзначимо, що операцiя крос-кореляцiї має фi-

зичний змiст i застосовується у теорiї Фур’є-процесорiв для видiлення

слабких сигналiв iз шумового фону та для обробки сигналiв радiолока-

торiв i систем дальнього зв’язку (див. [30]).

Числення Хiлле-Фiллiпса для функцiй скiнченної кiлькостi змiнних

розвинуто в роботах О. Лопушанського та автора дисертацiї [156, 157]

(див. також подiбну роботу А. Мiротiна [25]). Спосiб побудови функцiо-

нального числення iншого типу для злiченних наборiв самоспряжених

операторiв на гiльбертовому просторi описано Ю.С. Самойленком у кни-

зi [34]. Актуальною залишається проблема побудови аналогу числення

Хiлле-Фiллiпса для функцiй нескiнченної кiлькостi змiнних. Розв’язанню

цiєї проблеми присвячена друга частина даної дисертацiї (див. також
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статтi автора [198, 206]).

Зв’язок роботи з науковими програмам, планами, темами.

Дослiдження, що складають основу дисертацiї, проводились на кафе-

дрi математичного i функцiонального аналiзу ДВНЗ “Прикарпатський

нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника” в рамках науково-

дослiдних тем “Розробка аналiтичних методiв у нескiнченновимiрному

комплексному аналiзi та теорiї операторiв” (номер державної реєстра-

цiї 0113U000184) i “Гомоморфiзми та функцiональне числення в алгебрах

аналiтичних функцiй на банахових просторах” (номер державної реєстра-

цiї 0115U002305).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є роз-

виток нового пiдходу до дослiдження дуальної пари, що складається з

просторiв основних функцiй нескiнченної кiлькостi змiнних та вiдповiд-

них просторiв полiномiальних розподiлiв та ультрарозподiлiв, дослiджен-

ня алгебраїчної та тензорної структури цих просторiв, а також побудова

функцiонального числення для злiченного набору операторiв iз символа-

ми в цих просторах.

Об’єктом дослiдження є локально опуклi простори полiномiальних

основних i узагальнених функцiй та простори iз тензорною структурою

типу Фока; деякi оператори i операцiї (оператори зсуву, диференцiюва-

ння, операцiї множення тощо) на цих просторах; функцiї нескiнченної

кiлькостi змiнних (числових та операторних аргументiв); а також зада-

ча Кошi для рiвняння теплопровiдностi, породжена нескiнченновимiрним

лапласiаном Ґросса.

Предметом дослiдження є структура та властивостi локально опуклих

просторiв полiномiальних основних i узагальнених функцiй та просторiв

iз тензорною структурою типу Фока; властивостi операторiв i операцiй

на цих просторах; властивостi та застосування функцiй вiд злiченного

набору генераторiв сильно неперервних напiвгруп та груп операторiв.
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Завдання дослiдження полягають у запровадженнi та розвитку нового

пiдходу до побудови локально опуклих просторiв основних та узагаль-

нених функцiй нескiнченної кiлькостi змiнних, який базується на теорiї

двоїстостi ядерних (F ) та (DF ) просторiв та теорiї їхнiх симетричних

тензорних добуткiв; дослiдженнi структури та опису властивостей таких

просторiв i операторiв на них; побудовi функцiонального числення для

злiченного набору операторiв iз символами в таких просторах та вивченнi

властивостей цього числення.

Методи дослiдження. Для розв’язання поставлених задач в дисертацiї

використовуються методи функцiонального аналiзу i топологiї, зокрема:

методи теорiї двоїстостi ядерних (F ) та (DF ) просторiв, методи теорiї

симетричних тензорних добуткiв локально опуклих просторiв, методи

нескiнченновимiрного аналiзу та теорiї узагальнених функцiй, методи

операторного числення, методи теорiї напiвгруп та груп операторiв.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi результати дисер-

тацiї, якi виносяться на захист, є новими. У роботi вперше отримано

наступнi результати:

– розвинуто новийпiдхiд до дослiдженнядуальної пари 〈P ′(X ′),P(X ′)〉,

що складається з простору P(X ′) неперервних полiномiв над X ′ та

сильно спряженого простору P ′(X ′) полiномiальних розподiлiв, яка є

нелiнiйним розширенням дуальної пари 〈X ′, X 〉 лiнiйних локально

опуклих ядерних просторiв типу (F ) або (DF );

– побудовано узагальнення операторiв диференцiювання та зсуву окре-

мо на випадки просторiв полiномiальних основних швидко спадних

функцiй, полiномiальних узагальнених функцiй повiльного росту,

полiномiальних ультрадиференцiйовних функцiй та полiномiальних

ультрарозподiлiв; у кожному випадку доведено, що вiдповiднi похi-

днi генерують напiвгрупи зсувiв;
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– поширено перетворення Фур’є на простори полiномiальних основ-

них швидко спадних функцiй i полiномiальних розподiлiв повiльного

росту та вивчено його властивостi; поширено перетворення Фур’є-

Лапласа та Лапласа на простори полiномiальних ультрарозподiлiв

та вивчено властивостi цих перетворень; при цьому описано образ

основного простору при перетвореннi Фур’є-Лапласа;

– доведено теореми типу Пелi-Вiнера для полiномiальних ультрадифе-

ренцiйовних основних та узагальнених функцiй;

– дослiджено диференцiйовнiсть за Ґато полiномiальних основних шви-

дко спадних функцiй i полiномiальних розподiлiв повiльного росту,

описано властивостi похiдної Ґато на просторах iз тензорною стру-

ктурою типу Фока, встановлено зв’язок похiдної Ґато з квантовим

бiлим шумом та диференцiюваннями на цих просторах;

– доведено теорему про продовження довiльної швидко спадної фун-

кцiї з додатного конуса Rd
+ на весь простiр iз збереженням власти-

востi швидкого спадання;

– доведено структурнi теореми для операторiв, що дiють в просторах

(лiнiйних) ультрадиференцiйовних функцiй i якi комутують з бага-

топараметричними напiвгрупами; доведено структурну теорему про

представлення локально опуклої алгебри iз тензорною структурою

типу Фока у виглядi комутанта полiномiальної напiвгрупи зсувiв;

– побудовано функцiональне числення типу Хiлле-Фiллiпса для кому-

туючих наборiв генераторiв сильно неперервних напiвгруп, що дiють

в банаховому просторi, в класi аналiтичних в трубчастих областях

функцiй скiнченної та нескiнченної кiлькостi змiнних;

– побудовано функцiональне числення для злiченного некомутуючого

набору генераторiв сильно неперервних груп операторiв, що дiють в
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гiльбертовому просторi, в класi цiлих аналiтичних функцiй злiченної

кiлькостi змiнних;

– знайдено в явному виглядi роз’язок нескiнченновимiрного рiвнян-

ня теплопровiдностi, породженого лапласiаном Ґросса; побудовано в

явному виглядi напiвгрупу, генератором якої є лапласiан Ґросса;

– описано гомоморфiзми з алгебри аналiтичних функцiй обмеженого

типу на нескiнченновимiрному банаховому просторi в деяку комута-

тивну банахову алгебру i показано, що не кожен такий гомоморфiзм

задається функцiональним численням.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисер-

тацiйної роботи мають теоретичний характер. Вони можуть бути вико-

ристанi у нескiнченновимiрному аналiзi, зокрема в теорiї узагальнених

функцiй, теорiї функцiонального числення; а також можуть бути засто-

сованi в теорiї аналiтичних функцiй та нелiнiйному аналiзi.

Особистий внесок здобувача. Всi результати дисертацiї, якi ви-

носяться на захист, одержанi автором самостiйно. З результатiв робiт,

що виконанi у спiвавторствi, на захист виносяться лише положення, що

одержанi автором дисертацiї. У статтi [22] автору дисертацiї належать

Твердження 2 i 3. У статтi [37] А.В. Соломку належать Твердження 2,

Теореми 2 i 3. У статтi [159] автору дисертацiї належать леми 3, 5, 6,

теореми 1 i 2, та iдея доведення теореми 4; аналогiчний метод доведення

був використаний автором у параграфi 4.2. У статтi [24] О.В. Лопушан-

ському належить постановка задачi та аналiз одержаних результатiв. У

статтях [16,20,35,36,156,157,160,161,201] внесок спiвавторiв є рiвноцiнним.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiда-

лись та обговорювались на: п’ятiй мiжнароднiй конференцiї з прикладної

математики, присвяченiй проф. I.А. Русу (Бая-Маре, Румунiя, 2006);

мiжнароднiй конференцiї, присвяченiй 50-рiччю кафедри алгебри i ма-
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тематичної логiки (Київ, 2009); мiжнароднiй конференцiї, присвяченiй

пам’ятi проф. М.М. Боголюбова i проф. М.I. Нагнибiди (Чернiвцi, 2009);

мiжнароднiй конференцiї “Infinite Dimensional Analysis and Topology”

(Iвано-Франкiвськ, 2009); мiжнароднiй конференцiї “Spaces of Analytic

and Smooth Functions III” (Бендлєво, Польща, 2009); мiжнароднiй кон-

ференцiї “Сучаснi проблеми аналiзу” (Чернiвцi, 2010); мiжнароднiй кон-

ференцiї, присвяченiй пам’ятi проф. В.Е. Лянце (Львiв, 2010); всеукра-

їнському науковому семiнарi “Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей i

математичного аналiзу” (Iвано-Франкiвськ, 2010); всеукраїнськiй науко-

вiй конференцiї “Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей i математичного

аналiзу” (Iвано-Франкiвськ, 2011); мiжнароднiй математичнiй конферен-

цiї iм. В.Я. Скоробагатька (Дрогобич, 2011); всеукраїнськiй науковiй

конференцiї “Алгебра, топологiя, аналiз, стохастика” (Iвано-Франкiвськ–

Микуличин, 2012); XIV мiжнароднiй науковiй конференцiї iм. М. Крав-

чука (Київ, 2012); всеукраїнськiй науковiй конференцiї “Диференцiальнi

рiвняння та їх застосування в прикладнiй математицi” (Чернiвцi, 2012);

мiжнароднiй науковiй конференцiї “Spectral theory and differential equati-

ons” (Харкiв, 2012); мiжнароднiй науковiй конференцiї, присвяченiй 120

рiчницi вiд дня народження Стефана Банаха (Львiв, 2012); мiжнаро-

днiй конференцiї “Functional Analysis: Applications to Complex Analysis

and Partial Differential Equations” (Бендлєво, Польща, 2012); IX лiтнiй

школi “Алгебра, топологiя, аналiз” (Поляниця, 2014); IV мiжнароднiй

конференцiї, присвяченiй 135 рiчницi вiд дня народження Ганса Гана

(Чернiвцi, 2014); XVII конференцiї “Analytic Functions and Related Topi-

cs” (Хелм, Польща, 2014); II всеукраїнськiй науковiй конференцiї “При-

кладнi задачi математики” (Iвано-Франкiвськ, 2016); науковому семiнарi

Iнституту математики Математично-Природничого факультету (Жешув,

Польща 2009); спiльному виїзному засiданнi Бюро вiддiлення математи-

ки НАН України i секцiї математики та математичного моделювання
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ЗНЦ НАН України (Iвано-Франкiвськ, 2011); науковому семiнарi вiддiлу

функцiонального аналiзу Iнституту математики НАН України (керiвник

Ю.М. Березанський) (Київ, 2012); науковому семiнарi Iнституту мате-

матики Вищої професiйної школи (керiвник Й. Зайонц) (Хелм, Поль-

ща, 2013, 2015); науковому семiнарi факультету математики та iнфор-

матики Лодзького унiверситету (керiвник Р. Павляк) (Лодзь, Польща,

2015); науковому семiнарi кафедри математичного i функцiонального

аналiзу Чернiвецького нацiонального унiверситету (керiвник В.К. Ма-

слюченко) (Чернiвцi, 2017); науковому семiнарi математичного вiддiлення

Фiзико-технiчного iнституту низьких температур НАН України (керiвник

Є.Я. Хруслов) (Харкiв, 2017); науковому семiнарi факультету математи-

ки та iнформатики Лодзького унiверситету (керiвник М. Студнярський)

(Лодзь, Польща, 2017); Львiвському мiжвузiвському семiнарi з функцiо-

нального аналiзу iм. В.Е. Лянце (керiвники О.Г. Сторож, Я.М. Микитюк)

(Львiв, 2017); Київському семiнарi з функцiонального аналiзу (керiвник

А.Н. Кочубей) (Київ, 2017); неодноразово на засiданнях наукового семi-

нару факультету математики та iнформатики i наукового семiнару ка-

федри математичного i функцiонального аналiзу Прикарпатського нацiо-

нального унiверситету (керiвник А.В. Загороднюк); звiтних конференцiях

Прикарпатського нацiонального унiверситету (2006–2016 р.р.).

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiкованi у 25 статтях [16, 20,

22, 24, 35–37, 39, 40, 45, 48, 49, 156, 157, 159–161, 190, 196, 198, 201, 202, 204–206],

серед яких 16 статей у наукових фахових виданнях України [16,20,22,24,

35–37, 39, 40, 45, 48, 49, 159, 190, 201, 202], 9 статей у закордонних наукових

перiодичних виданнях, якi включенi до мiжнародних наукометричних баз

[156, 157, 160, 161, 196, 198, 204–206], а також 20 тез доповiдей на наукових

конференцiях [23, 41–44, 46, 47, 50–53, 191–195, 197, 199, 200, 203].



Роздiл 1

Вихiднi положення, огляд лiтератури та

основнi напрямки дослiдження

1.1 Огляд вiдомих результатiв, якi вiдносяться до те-

матики дисертацiйного дослiдження

1.1.1 Алгебри полiномiальних вiдображень та їхнiй зв’язок з

тензорними добутками

Значна частина дисертацiї присвячена дослiдженню топологiчної ал-

гебри вигляду P(X ′), що складається з усiх неперервних полiномiв на

тополiчно спряженому просторi X ′, де X — деякий локально опуклий

ядерний (F ) або (DF ) простiр. Iншим об’єктом дослiдження є топологi-

чно спряжений до P(X ′) простiр P ′(X ′), який можна iнтерпретувати як

полiномiальне розширення простору X ′. При цьому суттєвими для нас

є той факт, що P ′(X ′) має природну алгебраїчну структуру незалежно

вiд наявностi такої структури на просторi X (чи X ′). Множення алгебри

P ′(X ′) може бути задано формулою

U ⋄ V :=
ą

n∈Z+

nÿ

m=0

Um · Vn−m,

де U =
Ś

n∈Z+
Un ∈ P ′(X ′), V =

Ś
n∈Z+

Vn ∈ P ′(X ′), U0 ∈ C, V0 ∈ C,

i ∀n ∈ N, Un, Vn — n-однорiднi полiноми на просторi X , при цьому
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добуток Um ·Vn−m є звичайним поточковим множенням двох многочленiв

(див. твердження 2.2.3).

В дисертацiї розвивається пiдхiд до дослiдження алгебр P(X ′) та

P ′(X ′), що базується на їхньому представленнi

P(X ′) ≃
à

fin
n∈Z+

X
p⊗n, P ′(X ′) ≃

ą

n∈Z+

X ′p⊗n

у виглядi фiнiтної прямої суми та декартового добутку симетричних

проективних тензорних степенiв простору X та X ′ вiдповiдно. Такi пред-

ставлення дозволяють природним способом побудувати операторне чи-

слення для вiдповiдних алгебр функцiй нескiнченної кiлькостi змiнних.

З цiєю метою у дисертацiї використовується теорiя локально опуклих

тензорних добуткiв Ґротендiка [120–122], що iстотним чином доповнена

технiкою симетричних тензорних добуткiв просторiв типу (F ) та (DF ).

Це дає можливiсть отримати поширення ряду вiдомих результатiв теорiї

лiнiйних розподiлiв на випадок полiномiальних розподiлiв.

Зауважимо, що властивостi симетричних тензорних добуткiв довiль-

них локально опуклих просторiв в контекстi теорiї голоморфних функцiй

нескiнченної кiлькостi змiнних добре описанi в книзi Ш. Дiнiна [99]. Як

зауважив Ш. Дiнiн, суть використання тензорних добуткiв у теорiї по-

лiномiальних вiдображень формулюється просто: полiномiальнi функцiї

на деякому локально опуклому просторi можна замiнити простiшими

лiнiйними функцiями на дещо складнiшому просторi.

Необхiдно зауважити, що iснують iншi вiдомi i широко використовува-

нi нескiнченновимiрнi узагальнення класичних просторiв лiнiйних розпо-

дiлiв, якi базуються на сучасних методах нескiнченновимiрного аналiзу

i концепцiях трiйок Гельфанда (див., наприклад, [127, 150, 175]). Додамо,

що питання, пов’язанi iз аналiтичнiстю таких розподiлiв, дослiджувалися

зокрема в [75].

Потреба у розвитку теорiї ненормованих топологiчних алгебр вини-
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кла, в основному, iз застосувань у квантовiй механiцi. Р. Аренс [61] та

Е.А. Майкл [167] незалежно один вiд одного отримали фундаменталь-

нi результати у теорiї псевдонормованих алгебр. Пiзнiше А.Я. Хелем-

ський [125] назвав їх алгебрами Аренса-Майкла i показав рiзноманiтнi

застосування. Сучасний стан дослiджень теорiї топологiчних алгебр мо-

жна знайти у книгах [109, 113].

Полiлiнiйнi та полiномiальнi вiдображення вiд нескiнченної кiлькостi

змiнних розглядалися в класичних роботах М. Фреше [110] i В. Воль-

терра [216]. Пiзнiше Р. Ґато [114] встановив зв’язок мiж полiномами та

n-лiнiйними функцiоналами. C. Мазур i В. Орлiч в [164] довели фунда-

ментальну поляризацiйну формулу. Незалежно вiд них цю ж формулу

вивiв Р.С. Мартiн [163]. Практично в той же час А.Д. Майкл, Р.С.

Мартiн, А.Г. Клiффорд [168, 169] для загального випадку встановили

зв’язок мiж симетричними n-лiнiйними функцiоналами i n-однорiдними

полiномами. Подальший розвиток теорiї полiномiв нескiнченної кiлько-

стi змiнних вiдображений у роботах С. Банаха [68], А.Е. Тейлора [210],

М.А. Цорна [225] та iнших математикiв. Зокрема ними було встановлено

еквiвалентнiсть означень полiномiальних вiдображень в сенсi Фреше i

Ґато.

Систематичне дослiдження просторiв полiномiальних вiдображень роз-

почалось з монографiї Л. Нахбiна [172]. Полiномiальнi функцiонали є

природним узагальненням лiнiйних функцiоналiв, тому закономiрним є

питання збереження властивостей лiнiйних вiдображень для полiномi-

альних. Л. Дружковський у [103] показав, що замкненiсть ядра полiно-

мiального функцiоналу, заданого на комплексному локально опуклому

просторi, є необхiдною та достатною умовою його неперервностi. Крiм

того, вiн довiв теорему про замкнений графiк для таких функцiоналiв.

Я. Бохнак та Й. Сiцяк у [74] довели критерiй неперервностi полiномiаль-

ного вiдображення з локально опуклого в локально обмежений простiр;
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таким критерiєм є обмеженiсть на обмежених множинах. Аналогiчнi ре-

зультати для полiномiальних вiдображень мiж метричними просторами

отриманi А.В. Загороднюком у [14].

Використовуючи теорiю топологiчних тензорних добуткiв А. Ґротен-

дiка (див. [120, 122]), Р.А. Раян [184] (див. також його вiдносно недавню

книгу [185]) описав тензорну структуру простору неперервних полiномiв

на банахових просторах. Вiн довiв iзоморфiзм мiж простором полiномi-

альних вiдображень та простором лiнiйних операторiв на симетричному

тензорному степенi банахового простору. Цей зв’язок мiж вказаними про-

сторами детально вивчався впродовж багатьох десятилiть, зокрема вiн

став корисним iнструментом у теорiї голоморфних функцiй нескiнчен-

ної кiлькостi змiнних (див. фундаментальнi роботи Дж. Мухiки [171],

Ш. Дiнiна [98, 99] та К. Флорета [107, 108]).

Слiд вiдзначити, що для рiзних типiв полiномiальних вiдображень

окремо дослiджувались їхнi тензорнi представлення, наприклад, у [174]

М. Нiшiхара та К. Хо Шон довели, що простiр всiх однорiдних полiномiв

слабкого типу має представлення у виглядi тензорного добутку тiльки у

випадку, якщо простiр є типу (DF ).

Дуальнiсть мiж полiномами i лiнiйними операторами на симетри-

чному тензорному добутку просторiв була узагальнена на векторно-

значний випадок за допомогою методу лiнеаризацiї, що був розвину-

тий в [120, 121, 184]. Метод лiнеаризацiї дозволяє встановити iзомор-

фiзм мiж простором векторнозначних неперервних n-однорiдних полi-

номiв Pn(X ;Y) i простором неперервних лiнiйних операторiв, що дiють

з проективного симетричного тензорного степеня X p⊗pn простору X в

простiр Y .

Вiдомо [120, 121], що кожна крос-норма на тензорному добутку ба-

нахових просторiв строго лежить мiж найслабшою iн’єктивною та най-

сильнiшою проективною нормами. Проективним та iн’єктивним нормам
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на тензорних добутках локально опуклих просторiв та їх зв’язкам iз

операторними iдеалами присвячена вiдома книга А. Дефанта та К. Фло-

рета [94]. Дослiдженням рiзних топологiй, в яких можна поповнювати

тензорнi добутки локально опуклих просторiв, присвяченi роботи П. До-

манського, М. Лiндстрьома [102], А. Перiса [177], Х.М. Ансемiла, С. Пон-

те, К. Флорета [58, 59] та iнших.

Додаткову iнформацiю про тензорнi добутки локально опуклих про-

сторiв, якi використовуються в дисертацiї, можна знайти у пунктi 1.2.2.

Детальнiше iз станом дослiджень у теорiї полiлiнiйних вiдображень та

теорiї тензорних добуткiв можна ознайомитись в монографiях та огля-

дових статтях [62, 75, 94, 99, 107, 108, 162, 171].

1.1.2 Функцiональне числення

Функцiональне (або операторне) числення — це теорiя, що вивчає як

будувати функцiї вiд операторiв, грубо кажучи, як “пiдставляти” опера-

тор замiсть аргумента функцiї. З iншого боку, функцiональне числення

для деякого (не обов’язково обмеженого) оператора A на банаховому

(чи довiльному локально опуклому) просторi X — це вiдображення, за

яким деякiй функцiї f з топологiчної алгебри A (її називають класом

символiв числення) ставиться у вiдповiднiсть оператор f(A). При цьому

таке вiдображення повинно бути неперервним гомоморфiзмом з алгебри

A в топологiчну алгебру операторiв L (X ), що дiють в X . Таким чином,

в цiй термiнологiї функцiональне числення можна асоцiювати iз згада-

ним гомоморфiзмом, але як теорiя функцiональне числення вивчає такi

гомоморфiзми. Для ознайомлення iз загальною теорiєю функцiонального

числення ми рекомендуємо книжку К. Боша i Ч. Шварца [79].

У п’ятдесятих роках минулого сторiччя Ян Мiкусiнський запропонував

новий пiдхiд до побудови операторного числення для диференцiального

оператора (див. [170]). Цей алгебраїчний спосiб ґрунтується на iнтер-
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претацiї згортки як множення в кiльцi неперервних функцiй, заданих

на додатнiй дiйснiй пiвосi. Операторне числення Мiкусiнського успiшно

використано у теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь, iнтегральних

рiвнянь, диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними та в теорiї

спектральних функцiй. Звичайно, що такий вдалий метод був узагальне-

ний рядом математикiв (див., наприклад, [10, 11, 222]) для iнших класiв

рiвнянь.

Iснує багато рiзних пiдходiв до побудови функцiонального числення

для одного оператора, що дiє в банаховому (чи гiльбертовому) просто-

рi. Бiльшiсть з них базуються на деякому iнтегральному представленнi

функцiй з класу символiв числення. Одним iз таких найпростiших i най-

поширенiших представлень є iнтегральна формула Кошi. Це приводить

до вiдомого числення Рiсса-Данфорда, що має застосування, зокрема у

спектральнiй теорiї елiптичних диференцiальних рiвнянь i теорiї макси-

мальної регулярностi параболiчних еволюцiйних рiвнянь (див., напри-

клад, [142, 152]).

Якщо A є самоспряженим оператором, то можна визначити оператор

f(A) для всiх обмежених комплекснозначних вимiрних функцiй, заданих

на спектрi оператора A. У роботi [165] А. Макiнтош запропонував i роз-

винув теорiю функцiонального числення для ширшого класу так званих

секторiальних операторiв.

H∞-числення є розширенням класичного числення Данфорда для

обмежених операторiв на випадок необмежених секторiальних операто-

рiв. Такий пiдхiд був формалiзований А. Макiнтошем та його спiвав-

торами у статтi [87]. В першу чергу вони були вмотивованi зв’язком

H∞-числення iз проблемою Като квадратного кореня (див. [143]). На-

справдi H∞-числення внесло значний вклад у розв’язання [65] цiєї про-

блеми. Iнше застосування H∞-числення полягає у операторному пiдходi

до еволюцiйних рiвнянь Ґрiсвальда i Да Прато.
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Цi важливi застосування спонукали до появи багатьох робiт про

H∞-числення для частинних диференцiальних операторiв (див., напри-

клад, статтi Н. Калтона, Р. Делаубенфельса, А. Макiнтоша i спiвав-

торiв [80, 87, 142] та цитування там). Питанням доведення обмежено-

стi H∞-числення для генераторiв напiвгруп присвячена недавня стаття

М. Хаазе, Я. Розендаля [124]. Широкi класи елiптичних диференцiаль-

них операторiв, операторiв Шредiнґера iз сингулярними потенцiалами,

багато операторiв Стокса мають обмежене H∞-числення. Для детальної

iнформацiї про числення Рiсса-Данфорда, що ґрунтується на iнтеграль-

нiй формулi Кошi, та його розширення, H∞-числення, ми рекомендуємо

статтю [69] i книгу [123].

Iснує ряд робiт, що використовують iншi iнтегральнi представлення

функцiй, або не використовують їх взагалi. Дамо короткий огляд робiт

у цьому контекстi.

У роботах [1,9,32] побудовано функцiональне числення для функцiй з

класу Крейна (так званих абсолютно ввiгнутих функцiй). Використовую-

чи технiку перетворення Фур’є автори статтi [144] будують функцiональ-

не числення в спецiальному класi (алгебрi) функцiй, що є пiдпростором

простору Соболєва. Одновимiрне та багатовимiрне функцiональне чи-

слення для генераторiв напiвгруп в класi функцiй Шенберга розвинуто

А. Мiротiним у роботах [26] та [25] вiдповiдно. У [95,97] Р. Делаубенфельс

запропонував метод побудови функцiонального числення для взагалi ка-

жучи необмежених генераторiв обмежених голоморфних напiвгруп. Для

цього використовується спецiальне iнтегральне представлення функцiй

з класу символiв. Аналогiчнi результати отримано в [92, 112]. К. Берґ,

К. Бояджiєв, Р. Делаубенфельс у [72] побудували функцiональне числен-

ня для функцiй Бернштейна, що є сумою функцiї Стiльтьєса i невiд’єм-

ної монотонної функцiї. В роботi [180] дослiджено спектральну теорiю та

побудовано функцiональне числення для пари збурених лiнiйних опера-
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торiв, що дiють з одного комплексного банахового простору в iнший. I.

Курбатова у [19] побудувала функцiональне числення для квадратично-

го пучка (трiйки операторiв спецiального вигляду) в класi аналiтичних

функцiй на спектрi цього пучка. У працi [116], використовуючи фун-

кцiональне числення, П. Ґурка, Х. Прадо та Е. Реєс дослiджують певне

рiвняння iз нескiнченною кiлькiстю похiдних, що продиктовано теорiєю

струн та недавнiми дослiдженнями в космологiї.

Ситуацiя стає складнiшою, якщо захотiти побудувати функцiональне

числення для функцiй багатьох змiнних. Коли A = (A1, A2, . . . , An) є на-

бором комутуючих операторiв, тодi зрозумiло як визначити f(A), якщо

f є полiномом або степеневим рядом n змiнних. Однак є рiзнi способи

визначення спiльного спектру σ(A) набору A i, таким чином, визначення

функцiонального числення для A. Якщо оператори задовольняють умову

σ(
ř
j ξjAj) ⊂ R для всiх ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn, тодi є можливiсть вико-

ристати алгебри Клiффорда i замiнити використання iнтеграла Кошi у

численнi Рiсса-Данфорда iнтегралом Клiффорда-Кошi вищої розмiрностi

(див. статтю А. Макiнтоша [166]).

В лiтературi є багато способiв визначення класу символiв числення

у випадку функцiй багатьох змiнних, що часто приводить до певних

обмежень на комутативнiсть розглядуваних операторiв. Наприклад, мо-

жна узагальнити функцiональне числення з однiєї комплексної змiнної

на випадок багатьох змiнних, як це зроблено в раннiх роботах Й.Л. Тей-

лора [212], але цей спосiб може бути застосований лише для випадку

скiнченного набору комутуючих операторiв. У [186] С. Санберг запропо-

нував загальну схему побудови розширення голоморфного числення Тей-

лора [212] для скiнченного набору операторiв на класи неголоморфних

функцiй, а М. Андерссон в [57] — на класи (ультра)диференцiйовних

функцiй.

Iнша можливiсть — це розглянути числення Вейля [56, 213] для неко-
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мутуючих самоспряжених операторiв або використати некомутативнiсть

функцiй з алгебр Клiффорда. У [221] Г. Вейль побудував функцiональ-

не числення для того, щоб розв’язати конкретну задачу iз необмеже-

ними самоспряженими операторами диференцiювання та множення на

просторову змiнну. Таке числення отримало назву числення Вейля i спо-

чатку використовувалось для потреб квантової механiки. Пiзнiше воно

було розширено на абстрактнi простори [55,56]. Таке числення розглядав

Л. Хермандер в [131] i застосував у псевдо-диференцiальних рiвнян-

нях. Ця робота вiдiграла велику роль в теорiї диференцiальних рiвнянь

з частинними похiдними i мала значний вплив на низку застосувань в

математичнiй фiзицi. Вiдносно недавно у [70] було запропоновано абстра-

ктний пiдхiд до псевдо-диференцiального числення Вейля для операторiв

у просторах функцiй нескiнченної кiлькостi змiнних. При цьому резуль-

тати проiлюстровано на прикладi нескiнченновимiрної групи Гейзенберга.

Серед багатьох дослiджень, присвячених некомутативному випадку,

варто згадати роботи Б. Джефферi, А. Макiнтоша, А. Прайда [135,

136, 166]. Вони побудували функцiональне числення для наборiв не обо-

в’язково комутуючих операторiв, що продиктовано значним iнтересом з

фiзичної точки зору. Ф. Коломбо разом iз спiвавторами опублiкували

добрий огляд [85] робiт, присвячених рiзним версiям функцiонального

числення для некомутативного випадку.

У роботах [60,218,219] Л. Вальброк, К. Апостол побудували так зване

голоморфне числення на спектрi Вальброка. Х. Гале у [111] перенiс

результати з [219] на нескiнченну кiлькiсть змiнних.

У статтях [100,101] Ш. Дiнiн, Р. Харт, С. Тейлор побудували функцiо-

нальне числення в алгебрi всiх аналiтичних функцiй обмеженого типу на

комплексному банаховому нескiнченновимiрному просторi.

Повнi комплекснi комутативнi оберненi алгебри Маккi узагальнюють

комутативнi банаховi алгебри. Використовуючи перетворення Гельфанда
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для таких алгебр Г. Бiллер у [73] побудував функцiональне числення

для голоморфних функцiй на околах спiльного спектру скiнченного на-

бору елементiв алгебри i для голоморфних функцiй на околах спектру

Гельфанда.

Iсторичний огляд робiт, пов’язаних iз використанням полiномiальних

та аналiтичних вiдображень в теорiї лiнiйних операторiв, зокрема у фун-

кцiональному численнi, можна знайти в статтi А.Е. Тейлора [211].

Останнi два роздiли дисертацiї присвяченi побудовi функцiонального

числення в класi функцiй нескiнченної кiлькостi змiнних. При цьому наш

пiдхiд iстотним чином використовує формулу функцiонального числення

Хiлле-Фiллiпса.

H∞-числення є добрим iнструментом для роботи iз генераторами ана-

лiтичних напiвгруп. Однак для генераторiв довiльних (C0) напiвгруп

таке числення не годиться. Для таких операторiв Е. Хiлле i Р. Фiллiпс

у своїй вiдомiй книзi [38] запропонували використовувати функцiональне

числення, що базується на перетвореннi Лапласа-Стiльт’єса.

Iнший метод, що базується на перетвореннi Лапласа, був розвинутий

ними в [38]. Цей метод вiдомий як числення Хiлле-Фiллiпса. Вiн має

багато корисних застосувань, зокрема, в гiдрологiї (див. [66] i посилання

там). Е. Нельсон [173] i А. Балакрiшнан [67] розширили таке числення

на ширшi класи функцiй. У роботi [133] П. Яра розширив числення

Хiлле-Фiллiпса для генераторiв бiнеперервних напiвгруп.

Нехай µ — деяка σ-скiнченна мiра на R+, A — генератор деякої (C0)

напiвгрупи {T (t;A) : t ≥ 0} стиску. Означимо вiдображення

Ψ(µ;A)x :=

ż ∞

0

T (t;A)xµ(dt), x ∈ X .

Вiдомо [38, 15.2], що для кожного x ∈ X цей iнтеграл iснує у сенсi

iнтеграла Бохнера.
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Теорема 1.1.1 ([38]). Функцiя Ψ(µ;A) є гомоморфним вiдображенням з

алгебри σ-скiнченних мiр на R+ в алгебру операторних функцiй, визна-

чених на множинi генераторiв (C0) напiвгруп стиску, зi значеннями в

L (X ).

Р. Херш та Т. Като [126] показали, що функцiональне числення Хiлле-

Фiллiпса є добрим iнструментом дослiдження збiжностi i якiсних власти-

востей методiв часової дискретизацiї для сильно неперервних напiвгруп.

1.2 Термiнологiя та допомiжнi результати

1.2.1 Вiдомостi з теорiї локально опуклих просторiв

Нехай на парi векторних просторiв X i Y задана бiлiнiйна форма

X × Y ∋ (x, y) 7−→ 〈x, y 〉 ∈ C .

Тодi кажуть, що задана дуальна пара 〈X , Y 〉. Якщо сукупнiсть лiнiйних

функцiоналiв {X ∋ x 7−→ 〈x, y 〉 : y ∈ Y} вiдокремлює точки простору

X , а сукупнiсть лiнiйних функцiоналiв {Y ∋ y 7−→ 〈x, y 〉 : x ∈ X}

вiдокремлює точки простору Y , то кажуть, що дуальна пара 〈X , Y 〉

є вiдокремлюваною. Вiдокремлювану дуальну пару 〈X , Y 〉 називають

двоїстiстю або дуальнiстю. Якщо X та Y є лiнiйними топологiчними

просторами, то топологiя X (вiдповiдно Y) називається узгодженою з

двоїстiстю 〈X , Y 〉 за умови L (X ,C) = Y (вiдповiдно L (Y ,C) = X ).

Полярою та ортогональним доповненням деякої пiдмножини S ⊂ X

вiдносно двоїстостi 〈X , Y 〉 називають множини S◦ ⊂ Y та S⊥ ⊂ Y

вигляду

S◦ := {y ∈ Y : |〈x, y 〉| ≤ 1, ∀x ∈ S} та

S⊥ := {y ∈ Y : 〈x, y 〉 = 0, ∀x ∈ S}
(1.2.1)

вiдповiдно. Вiдомо [54], що поляра спiвпадає з ортогональним доповнен-

ням, якщо S є лiнiйним пiдпростором X .
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Через 〈S〉 = {x ∈ X : x =
nř
i=1

λixi, xi ∈ S,
nř
i=1

|λi| ≤ 1, n ∈ N} позна-

чають абсолютно опуклу оболонку, через |S| =
Ť

|λ|≤1

(λS) – урiвноважену

оболонку S i кажуть, що множина S є опуклою урiвноваженою, якщо

S = 〈|S|〉. Множина U ⊂ X поглинає S, якщо iснує таке число λ > 0,

що S ⊂ λU ; якщо U поглинає усi точки простору X , то U називають

поглинаючою множиною. Поглинаюча множина U локально опуклого

простору X , яка спiвпадає iз замиканням множини 〈|U |〉, називається

бочкою. Якщо кожна бочка в X є околом нуля, то простiр X називають

бочковим простором.

Кожнiй множинi S ⊂ X можна поставити у вiдповiднiсть функцiонал

Мiнковського pS(x) := inf{λ > 0 : x ∈ λS}, який є напiвнормою на

пiдпросторi C · S := {λS : λ ∈ C}.

Нехай U , V — двi довiльнi пiдмножини векторного простору X . Ка-

жуть (див. [13]), що U цiлком обмежена вiдносно V , якщо U мiститься в

лiнiйнiй оболонцi V i для кожного ε > 0 iснує така скiнченна пiдмножина

Aε ⊂ U , що U ⊂ Aε + εV .

Через b(X ′,X ) позначимо локально опуклу топологiю в X ′ рiвномiрної

збiжностi на обмежених множинах з X , яку називають сильною топо-

логiєю спряженого простору. Простiр X ′′ ≡ L (Lb(X ,C), C) називають

другим спряженим до X . Якщо має мiсце рiвнiсть X ′′ = X в сенсi ве-

кторних просторiв, то простiр X називають пiврефлексивним. Простiр X

називають рефлексивним, якщо рiвнiсть X ′′ = X є топологiчним iзомор-

фiзмом при умовi, що на X ′′ задано сильну топологiю b(X ′′, Lb(X ,C) )

вiдносно двоїстостi 〈X ′′, X ′ 〉.

Вiдомо [54, 151], що простiр X рефлексивний тодi i тiльки тодi, коли

вiн пiврефлексивний i бочковий. Рефлексивний локально опуклий про-

стiр X називають монтелевим, якщо в ньому кожна замкнена обмежена

пiдмножина є компактною. Вiдзначимо, що властивiсть монтелевостi пе-
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реноситься на спряженi простори у їх сильнiй топологiї [54, 151].

Нехай X — локально опуклий простiр. Нагадаємо [13,54,134,151], що:

(i) повний метричний простiр X називають простором Фреше (або ко-

ротко (F ) простором);

(ii) простiр X називають простором Шварца, якщо для довiльного околу

нуля U ⊂ X знайдеться окiл нуля V ⊂ X , цiлком обмежений

вiдносно U ;

(iii) простiр X називають (DF ) простором, якщо вiн має злiченну базу

обмежених пiдмножин i кожне сильно обмежене злiченне об’єднання

одностайно неперервних пiдмножин в X ′ є одностайно неперервним;

(iv) простiр X називають простором Фреше-Шварца (або коротко (FS)

простором), якщо вiн є простором Фреше i простором Шварца одно-

часно;

(v) простiр X називають (DFS) простором, якщо вiн є простором

Шварца i (DF ) простором одночасно.

Нехай X i Y – довiльнi нормованi простори iз замкнутими одинични-

ми кулями U i V вiдповiдно, X ′ – спряжений простiр до X . Лiнiйне

неперервне вiдображення T з X в Y називається ядерним, якщо iснують

неперервнi лiнiйнi функцiонали fn ∈ X ′ i елементи yn ∈ Y такi, що
∞ÿ

n=1

pU◦(fn)pV (yn) <∞ i Tx =
∞ÿ

n=1

〈 fn, x 〉yn

для всiх x ∈ X , де U ◦ — поляра до U вiдносно двоїстостi 〈X ′, X 〉, а pU◦

i pV — функцiонали Мiнковського в X ′ i Y множин U ◦ i V вiдповiдно.

Нехай U – довiльний замкнений опуклий окiл нуля в локально опу-

клому просторi X . Тодi ядро функцiоналу Мiнковського множини U є

лiнiйним пiдпростором в X . Факторпростiр X /Ker pU(x) з топологiєю,

що визначається нормою ‖[ x ]‖ = pU(x), x ∈ X , позначимо X (U).
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Локально опуклий простiр X називається ядерним, якщо в ньому

iснує система околiв нуля, для якої виконується наступна властивiсть:

для кожного околу нуля U iснує окiл нуля V такий, що U поглинає V i

канонiчне вiдображення простору X (V ) на X (U) ядерне.

Далi ми будемо використовувати наступнi вiдомi [54, 134, 151] факти:

якщо X є (F ) простором, то його сильно спряжений X ′ є (DF ) просто-

ром, i навпаки, якщо X є (DF ) простором, то його сильно спряжений

X ′ — (F ) простiр. Крiм того, кожен ядерний (F ) або (DF ) простiр X є

монтелевим, зокрема рефлексивним [31, теорема 4.4.12], при цьому його

сильно спряжений X ′ теж є ядерним простором [54, теорема 9.6]. Для (F )

та (DF ) просторiв ядернiсть зберiгається при переходi до пiдпросторiв,

сепарабельних фактор-просторiв, поповнень, злiченних прямих сум та де-

картових добуткiв. Наступна одна iз найважливiших властивостей (DF )

просторiв доведена А. Ґротендiком [122]. Нехай X є (DF ) простором, а

Y є довiльним локально опуклим простором. Лiнiйне вiдображення з X

в Y є неперервним, якщо його звуження на всi обмеженi пiдмножини в

X є неперервними.

Нехай A — деяка напрямлена множина. Припустимо, що задано сiмей-

ство лiнiйних вiдображень uα : X −→ Xα, α ∈ A, з векторного простору

X в локально опуклi простори Xα. Iснує найслабша локально опукла

топологiя на X , вiдносно якої всi uα є неперервнi. Цю топологiя назива-

ють (узагальненою) проективною локально опуклою топологiєю вiдносно

системи (Xα, uα). Якщо Sα є системою напiвнорм, що визначають то-

пологiю Xα, то {p ◦ uα : α ∈ A, p ∈ Sα} є системою напiвнорм, що

визначають проективну локально опуклу топологiю на X . Зауважимо,

що ця топологiя не обов’язково гаусдорфова.

Якщо X =
Ś

αXα є прямим добутком локально опуклих просторiв

Xα, а uα : X −→ Xα є канонiчними проекцiями, то проективну локально

опуклу топологiю на X називають локально опуклою топологiєю прямого



43

добутку.

Якщо X є лiнiйним пiдпростором локально опуклого простору Y , а

u : X −→ Y є канонiчним вiдображенням вкладення, то проективна

локально опукла топологiя на X вiдносно “системи” (Y , u) є нi чим

iншим, як топологiєю пiдпростору.

Вiдомо (див. [146]), що якщо проективна локально опукла топологiя є

гаусдорфовою, то вона у певному сенсi є комбiнацiю двох вище описаних

спецiальних випадкiв.

З iншого боку (звичайнi) проективнi границi локально опуклих про-

сторiв можна визначити наступним чином. Нехай A — деяка напрямлена

множина. Припустимо, що для кожного α ∈ A визначено локально опу-

клий простiр Xα. Крiм того, для кожної такої пари iндексiв (α, β), що

α > β, визначено неперервнi лiнiйнi вiдображення uαβ : Xα −→ Xβ, якi

задовольняють спiввiдношення uαγ = uβγ ◦ u
α
β для всiх таких α, β, γ ∈ A,

що α > β > γ. Проективну границю локально опуклих просторiв Xα

визначають як пiдпростiр прямого добутку
Ś

αXα наступного вигляду

lim pr
α

Xα :=
{

(xα) ∈
ą

α∈A

Xα : uαβ(xα) = xβ
}

,

надiлений найслабшою локально опуклою топологiєю, вiдносно якої ка-

нонiчнi вiдображення uα : lim prXα ∋ (xα) 7−→ xα ∈ Xα є неперервними.

Нехай X — векторний простiр, а uα : Xα −→ X , α ∈ A, — сiм’я лiнiй-

них вiдображень. Найсильнiшу локально опуклу топологiю на X , вiдно-

сно якої всi uα є неперервними, називають (узагальненою) iндуктивною

локально опуклою топологiєю вiдносно системи (Xα, uα). Напiвнорма p

на X є неперервною вiдносно цiєї топологiї тодi i тiльки тодi, коли p ◦uα

є неперервною напiвнормою на Xα для кожного α. Зауважимо, що ця

топологiя не обов’язково гаусдорфова.

Нехай X =
À

αXα є векторним простором, що представлений у ви-

глядi прямої суми локально опуклих просторiв Xα, а uα : Xα −→ X —
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канонiчнi iн’єкцiї. Iндуктивну локально опуклу топологiю на X назива-

ють локально опуклою топологiєю прямої суми. Якщо Sα є сiм’єю всiх

неперервних напiвнорм на Xα, то топологiя прямої суми це локально опу-

кла топологiя, що визначається системою напiвнорм наступного вигляду

p(⊕xα) =
ř
α pα(xα), pα ∈ Sα.

Фактортопологiя на факторпросторi X /Y локально опуклого простору

X є iндуктивною топологiєю вiдносно канонiчної проекцiї X −→ X /Y .

Вiдомо (див. [146]), що якщо iндуктивна локально опукла топологiя є

гаусдорфовою, то вона у певному сенсi є комбiнацiю двох вище описаних

спецiальних випадкiв.

З iншого боку (звичайнi) iндуктивнi границi локально опуклих про-

сторiв можна визначити наступним чином. Нехай Xα, α ∈ A, — сiмейство

локально опуклих просторiв, де A — деяка напрямлена множина. Нехай

vαβ : Xα −→ Xβ, α, β ∈ A, α < β, — сiм’я неперервних лiнiйних вiд-

ображень, що задовольняють спiввiдношення vαγ = vβγ ◦ v
α
β для всiх таких

α, β, γ ∈ A, що α < β < γ. Нехай U — лiнiйний пiдпростiр у прямiй сумi
À

αXα, що генерується всiма елементами наступного вигляду: якщо на

деякiй позицiї з iндексом β ∈ A стоїть xβ ∈ Xβ, то на позицiї з iндексом

γ ∈ A, γ > β, стоїть −vβγ (xβ) ∈ Xγ, а на всiх iнших позицiях стоять нулi.

Iндуктивна границя векторних просторiв Xα є факторпростором

lim ind
α

Xα :=
à
α

Xα

/

U .

Визначимо канонiчнi вiдображення uβ : Xβ −→ lim ind
α

Xα, що ставлять у

вiдповiднiсть елементу xβ ∈ Xβ клас еквiвалентностi, який мiстить еле-

мент, в якого на позицiї з iндексом β стоїть xβ, а на всiх iнших позицiях

стоять нулi. Топологiя на lim ind
α

Xα є найсильнiшою локально опуклою

топологiєю, вiдносно якої всi канонiчнi вiдображення uβ, β ∈ A, непе-

рервнi. Iндуктивна границя lim ind
α

Xα, в якiй vβγ : Xβ −→ Xγ, β < γ, є

вкладеннями, називається внутрiшньою; у цьому випадку lim ind
α

Xα як
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множина спiвпадає з об’єднанням
Ť
αXα, в такому разi часто пишуть

lim ind
α

Xα =
Ť
αXα. Внутрiшню iндуктивну границю lim ind

α
Xα, у якiй

при виконаннi умови Xα ⊂ Xβ топологiя простору Xα iндукується то-

пологiєю простору Xβ, називається строгою. Строгi iндуктивнi границi

просторiв Фреше називають (LF ) просторами. Строгi iндуктивнi границi

просторiв Фреше володiють так званою властивiстю регулярностi: кожна

обмежена множина з lim ind
α

Xα мiститься у деякому пiдпросторi Xβ [54].

У доведеннях теорем 4.2.1, 5.1.2, 5.1.4 ми будемо використовувати

теорему про вiдкрите вiдображення у формi, описанiй у статтi Д.Райкова

[33]. Для зручностi читача сформулюємо цю теорему.

Теорема 1.2.1 ([33]). Нехай X — лiнiйний топологiчний простiр. Якщо

лiнiйне вiдображення ϕ з лiнiйної iндуктивної границi Y = limprYα

довiльної сiм’ї метризовних берiвських просторiв (Yα)α∈A в X має за-

мкнутий графiк, а Dϕ

Ş
Yα є другої категорiї в Yα для всiх α ∈ A, де Dϕ

— область визначення ϕ, то Dϕ = Y i ϕ є неперервним вiдображенням.

Зокрема в [33] показано, що ця теорема справедлива для кожного

простору Фреше X .

Простiр A називається банаховою алгеброю (алгеброю Фреше), якщо

вiн є банаховим простором (простором Фреше), на якому задано асоцiа-

тивну операцiю множення i топологiя на A може бути задана злiченною

системою {qn}n∈N напiвнорм таких, що qn(xy) ≤ qn(x)qn(y) для довiль-

них x, y ∈ A, n ∈ N. Банахова алгебра (алгебра Фреше) A називається

комутативною, якщо для будь-яких x, y ∈ A виконується xy = yx.

Вiдображення ϕ : A −→ C називається гомоморфiзмом, якщо для

довiльних x, y ∈ A i α, β ∈ C виконуються умови:

ϕ(αx+ βy) = αϕ(x) + βϕ(y),

ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y).

Пiдмножина J ⊂ A комутативної банахової алгебри A з одиницею
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називається iдеалом, якщо J є векторним пiдпростором A i xy ∈ J

для довiльних x ∈ A, y ∈ J . Iдеал, який не спiвпадає з усiєю алге-

брою A, називається власним iдеалом. Власний iдеал, який не мiститься

строго в iншому власному iдеалi, називається максимальним iдеалом.

Комплексний гомоморфiзм банахової алгебри A називається характером

(мультиплiкативним функцiоналом) цiєї алгебри.

У випадку, коли A — комутативна банахова алгебра, iснує взаємно-

однозначна вiдповiднiсть мiж множиною комплексних гомоморфiзмiв i

множиною максимальних iдеалiв алгебри A.

Через M(A) позначають множину всiх комплексних гомоморфiзмiв з

алгебри A i називають спектром цiєї алгебри.

1.2.2 Тензорнi добутки локально опуклих просторiв

У цьому пунктi ми означимо тензорний добуток довiльних локально

опуклих просторiв та введемо рiзнi тензорнi топологiї. Також сформу-

люємо тi властивостi ядерних (F ) або (DF ) просторiв, що пов’язанi з

тензорними добутками. Детальну iнформацiю на цю тему можна знайти

в [120,147–149]. Крiм того, сформулюємо необхiднi в дисертацiї властиво-

стi лiнiйних неперервних операторiв, що дiють в ядерних (F ) або (DF )

просторах та їхнiх тензорних добутках. Зауважимо, що загальна теорiя

таких операторiв на ядерних просторах добре описана в роботах [28,120].

Алгебраїчним тензорним добутком X ⊗ Y лiнiйних просторiв X та Y

називають лiнiйний простiр всiх формальних скiнченних сум

z =
mÿ

j=1

xj ⊗ yj, xj ∈ X , yj ∈ Y ,

в якому вважається, що

(x1 + x2)⊗ y = x1 ⊗ y + x2 ⊗ y,

x⊗ (y1 + y2) = x⊗ y1 + x⊗ y2,

α(x⊗ y) = (αx)⊗ y = x⊗ (αy).
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Нехай X та Y — довiльнi локально опуклi простори. На алгебраїчно-

му тензорному добутку X ⊗Y можна задати рiзнi топологiї. Одну з них

(позначення e) називають iн’єктивною топологiєю, або топологiєю одно-

стайно неперервної збiжностi, яку вводять наступним чином. Розглянемо

простiр X ⊗ Y як множину лiнiйних форм на X ′ ⊗ Y ′, що визначаються

рiвнiстю (x ⊗ y)(x′ ⊗ y′) := 〈x′, x 〉〈 y′, y 〉. Тодi за означенням топологiя

e — це топологiя рiвномiрної збiжностi на множинах S ⊗ T , де S, T —

довiльнi одностайно неперервнi пiдмножини X ′ та Y ′ вiдповiдно.

Нехай S та T позначають сiм’ї неперервних напiвнорм, що визначають

топологiю простору X та Y вiдповiдно. Тодi проективну топологiю p

тензорного добутку X⊗Y визначає сiм’я напiвнорм {p⊗pq : p ∈ S, q ∈ T},

де

(p⊗p q)(z) := inf
{

mÿ

j=1

p(xj)q(yj) : z =
mÿ

j=1

xj ⊗ yj

}

.

Топологiя p є найсильнiшою локально опуклою топологiєю на X ⊗ Y ,

вiдносно якої канонiчне бiлiнiйне вiдображення X × Y −→ X ⊗ Y непе-

рервне.

Якщо в останнiй властивостi неперервнiсть замiнити на нарiзну непе-

рервнiсть, то отримаємо iншу топологiю. Iндуктивна топологiя i тензор-

ного добутку X ⊗ Y за означенням є найсильнiшою локально опуклою

топологiєю на X ⊗ Y , вiдносно якої канонiчне бiлiнiйне вiдображення

X × Y −→ X ⊗ Y нарiзно неперервне.

Поповнення тензорного добутку X ⊗ Y вiдносно топологiї e, p, i по-

значимо X ⊗e Y , X ⊗p Y , X ⊗i Y вiдповiдно.

Топологiя e слабша, нiж p, яка в свою чергу слабша, нiж i. Цi топо-

логiї спiвпадають у наступному випадку.

Твердження 1.2.1 ([149, теорема 2.2]). Припустимо, що виконується

одна з наступних умов:

(i) X є ядерним (F ) простором, а Y — (F ) простором,
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(ii) X є ядерним (DF ) простором, а Y — повним (DF ) простором.

Тодi справджуються наступнi канонiчнi iзоморфiзми локально опуклих

просторiв X ⊗e Y ≃ X ⊗p Y ≃ X ⊗i Y. Бiльше того

(X ⊗p Y)′β ≃ X ′
β ⊗p Y

′
β ≃ X ′

β ⊗i Y
′
β ≃ X ′

β ⊗e Y
′
β.

Тут i всюди далi iндекс β у позначеннi X ′
β означає сильну топологiю

на спряженому просторi.

Зауважимо, що iншi умови для виконання останньої рiвностi доведенi

А. Дефантом у [93].

Вiдомо [31, теорема 7.3.3], що локально опуклий простiр X є ядерним

тодi i тiльки тодi, коли X ⊗p Y = X ⊗e Y для довiльного локально

опуклого простору Y .

Якщо X та Y — ядернi простори, то X ⊗pY теж ядерний простiр [31,

теорема 5.4.1]. Якщо X та Y — (DF ) простори, то X ⊗p Y теж (DF )

простiр. Якщо X та Y — (F ) простори i принаймнi один з них ядерний,

то X ⊗p Y теж (F ) простiр.

У статтi [121] А. Ґротендiк поставив питання про iснування не ядерних

локально опуклих просторiв X та Y таких, що iн’єктивна i проективна

топологiї спiвпадають на X⊗Y i припустив, що вiдповiдь на це запитання

негативна. Дж. Пiзьє в [178] навiв контрприклад до гiпотези Ґротендi-

ка, ввiвши такий нескiнченновимiрний (а, отже, не ядерний) банаховий

простiр B, що B ⊗e B ≃ B ⊗p B. К. Джон в [139] довiв, що такий при-

клад неможливий для тензорних добуткiв порядку n ≥ 3. Для локально

опуклих просторiв вiн показав, що наступна рiвнiсть X⊗en ≃ X⊗pn, де

X⊗en := X ⊗e . . .⊗e Xlooooooomooooooon
n

, X⊗pn := X ⊗p . . .⊗p Xlooooooomooooooon
n

, виконується в тому i лише

в тому випадку, коли X є ядерним. Крiм того, вiн показав, що банахо-

вий простiр B, для якого виконується рiвнiсть B⊗en ≃ B⊗pn для деякого

n ≥ 3, є скiнченновимiрним. У [83] Д. Карандо та В. Дiмант отримали

симетричну версiю результату К. Джона для нормованих просторiв.
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Нехай X та Y — довiльнi локально опуклi топологiчнi векторнi про-

стори, A : X −→ X — лiнiйний та неперервний оператор, IY — одиничний

оператор на Y . Легко перевiрити (див. також [28]), що оператор A⊗ IY ,

заданий на тензорному добутку X ⊗ Y формулою

(A⊗ IY)(x⊗ y) := Ax⊗ y, x ∈ X , y ∈ Y ,

продовжується до лiнiйного неперервного оператора на X ⊗p Y .

Твердження 1.2.2 ([28]). Нехай X , Y — ядернi (F ) або (DF ) простори

i A ∈ L (X ,Y). Тодi

Ker(A⊗ IY) = KerA⊗p Y .

Лема 1.2.1 ([28]). Для довiльного рефлексивного локально опуклого про-

стору X та лiнiйного неперервного оператора A : X −→ X наступнi

умови є еквiвалентнi

(i) KerA = {0};

(ii) образ ImA′ є щiльним в X ′
β, де A′ : X ′ −→ X ′ — спряжений до A

оператор вiдносно дуальної пари 〈X ′,X〉.

Зауважимо, що за аналогiєю правильною є рiвнiсть

Ker(IX ⊗B) = X ⊗p KerB,

де X , Y — локально опуклi ядернi (F ) або (DF ) простори, а B : Y −→ Y

— довiльний лiнiйний неперервний оператор.

Для довiльних операторiв A ∈ L (X ) i B ∈ L (Y) iз вiдповiдними

ядрами KerA i KerB справджується топологiчний iзоморфiзм

(X ⊗p Y)
/

(KerA⊗p KerB) ≃ (X /KerA)⊗p (Y/KerB).

Нехай X — локально опуклий топологiчний векторний простiр. Ряд
ř∞
n=1 xn, xn ∈ X , називають абсолютно збiжним в X , якщо iснує та-

кий елемент x ∈ X , що x =
ř∞
n=1 xn i якщо для довiльної неперервної

напiвнорми p на X ряд
ř∞
n=1 p(xn) збiжний в R.
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У параграфах 4.2, 5.1, 5.2, ми користуватимемось вiдомою теоремою

про представлення елементiв проективного тензорного добутку.

Теорема 1.2.2 ([54]). Нехай X , Y — метризовнi локально опуклi про-

стори. Тодi кожний елемент u ∈ X ⊗pY можна представити у виглядi

суми абсолютно збiжного ряду

u =
∞ÿ

i=1

λixi ⊗ yi,

де
ř
i |λi| < +∞, а {xi} та {yi} — збiжнi до нуля послiдовностi в

просторах X та Y вiдповiдно.

У дисертацiї буде використано (див., наприклад, пункт 4.2.1) вiдо-

мий iзоморфiзм Ґротендiка про комутативну властивiсть iндуктивних

границь iз проективними тензорними добутками. Для зручностi читача

сформулюємо тут вiдповiдний результат.

Теорема 1.2.3 ([120]). Припустимо, що простiр X є нормованим або

типу (DF ). Нехай Y — локально опуклий простiр, що є iндуктивною

границею Y = lim ind
α

Yα сiм’ї локально опуклих топологiчних векторних

просторiв Yα. Тодi справджується наступний топологiчний iзоморфiзм

X ⊗p Y ≃ lim ind
α

X ⊗p Yα. (1.2.2)

Зауважимо, що узагальненнями комутативної властивостi iндуктивних

границь iз тензорними добутками пiзнiше займалися Р. Хольштейн [128],

Х. Боне та А. Ґалбiс [76].

1.2.3 Багатопараметричнi напiвгрупи та групи операторiв на

банахових просторах

Нехай задано функцiю R
d
+ ∋ t 7−→ U(t) ∈ L (E), де E := (E, ‖ · ‖) —

комплексний банаховий простiр.
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Сiм’ю {U(t) : t ∈ Rd
+} обмежених лiнiйних операторiв на E називають

(див. [38,82,105,176]) d-параметричною напiвгрупою, якщо для всiх t, s ∈

R
d
+ справджується рiвнiсть U(t+ s) = U(t) ◦ U(s) i U(0) = I — тотожнiй

оператор в L (E).

Напiвгрупу {U(t) : t ∈ Rd
+} називають сильно неперервною або (C0)

напiвгрупою, якщо

lim
Rd

+∋t→0
‖U(t)x− x‖ = 0 для всiх x ∈ E.

Для кожної d-параметричної напiвгрупи U визначимо марґiнальнi

однопараметричнi напiвгрупи Vj = {Vj(τ) : τ ∈ R+}, j = 1, . . . , d, де

Vj : R+ ∋ τ 7−→ U(0, . . . , 0, τloooomoooon
j

, 0, . . . , 0) ∈ L (E).

Кожну d-параметричну напiвгрупу U можна представити як композицiю

марґiнальних однопараметричних напiвгруп, що комутують одна з одною

(див. [38, 82]), тобто

U(t1, . . . , td) = V1(t1) ◦ . . . ◦ Vd(td).

Генератор Aj марґiнальної напiвгрупи Vj = {Vj(τ) : τ ∈ R+} визнача-

ють за правилом

Ajx := lim
τ→+0

τ−1
(

Vj(τ)x− x
)

=
∂

∂τ
Vj(τ)x

∣

∣

τ=+0
,

для всiх x ∈ D(Aj), де D(Aj) складається з усiх x ∈ E, для яких вище

написана границя iснує.

Генератором d-параметричної напiвгрупи U = {U(t) : t ∈ R
d
+} назива-

ють множину операторiв A := (A1, . . . , Ad) iз спiльною областю визначе-

ння D(A) :=
Şd
j=1D(Aj).

Якщо U є (C0) напiвгрупою, то кожний оператор Aj є замкнутим i

його звуження Aj

∣

∣

D(A)
є обмеженим. Бiльше того, мають мiсце наступнi

добре вiдомi властивостi (див., наприклад, [82, твердження 1.1.8 i 1.1.9]):
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а) якщо x ∈ D(Aj), то U(t)x ∈ D(Aj) i AjU(t)x = U(t)Ajx для всiх

t ∈ Rd
+;

б) U(t)x ∈ D(A) для всiх x ∈ E, t ∈ intRd
+, i D(A) є щiльним пiдпро-

стором E; крiм того D(A) є банаховим простором вiдносно норми

‖x‖D(A) := ‖x‖+
dÿ

j=1

‖Ajx‖;

в) для всiх x ∈ D(A) та i, j = 1, . . . , d виконується наступна рiвнiсть

AiAjx = AjAix.

Зауваження 1.2.1. Якщо у всiх вище записаних формулюваннях покла-

сти d = 1, то отримаємо вiдоме означення однопараметричної напiвгрупи

операторiв; якщо ж конус Rd
+ замiнити на Rd (вiдп. на R), то отримаємо

означення d-параметричної (вiдп. однопараметричної) групи операторiв.

Нехай Σϕ ⊂ C позначає сектор

Σϕ := {z ∈ C : |z| > 0, | arg z| < ϕ}, 0 < ϕ ≤
π

2
.

Очевидно, що Σcl
ϕ := {z ∈ C : |z| > 0, | arg z| ≤ ϕ}∪{0} — його замикання.

Однопараметричну (C0) напiвгрупу {V (t) : t ∈ R+} називають (див. [217,

Розд. 7]) обмеженою аналiтичною напiвгрупою, якщо iснує такий кут

0 < ϕ ≤ π
2
, що {V (t) : t ∈ R+} можна розширити до такої голоморфної

сiм’ї обмежених операторiв {rV (z) : z ∈ Σϕ}, що задовольняє наступнi

властивостi:

а) рiвнiсть lim
z∈Σcl

ϕ , z→0

rV (z)x = x справджується для всiх x ∈ E;

б) рiвнiсть rV (z + s) = rV (z) ◦ rV (s) справджується для всiх z, s ∈ Σcl
ϕ ;

в) вiдображення z 7−→ rV (z) є обмеженим iз замикання конуса Σcl
ψ в

L (E) для всiх 0 < ψ < ϕ.
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Сильно неперервну d-параметричну напiвгрупу називають обмеженою

аналiтичною напiвгрупою, якщо кожна її марґiнальна напiвгрупа є обме-

женою аналiтичною напiвгрупою [217]. У цьому випадку знайдеться та-

кий набiр кутiв (ϕ1, . . . , ϕd), 0 < ϕj ≤ π
2 , що напiвгрупа має обмежене

аналiтичне розширення в множину
{

z ∈ C
d : | arg zj| ≤ ψj , j = 1, . . . , d

}

для всiх 0 < ψj < ϕj.

Генератор A = (A1, . . . , Ad) d-параметричної напiвгрупи називатимемо

iн’єктивним, якщо всi оператори Aj, j = 1, . . . , d, є iн’єктивними. В

цьому випадку iснує набiр обернених операторiв A−1 := (A−1
1 , . . . , A−1

d ) зi

щiльною областю визначення D(A−1) =
Şd
j=1D(A−1

j ), яку ми надiляємо

нормою

‖x‖D(A−1) := ‖x‖+
dÿ

j=1

‖A−1
j x‖.

Вiдомо (див. [72, теорема 3.7] або [96]), що якщо генератор A

d-параметричної обмеженої аналiтичної напiвгрупи є iн’єктивним, то A−1

теж генерує d-параметричну обмежену аналiтичну напiвгрупу.

1.2.4 Приклад числення операторiв

У кандидатськiй дисертацiї автора у спецiальнiй алгебрi узагальне-

них функцiй побудовано функцiональне числення для генераторiв (C0)

напiвгруп операторiв. Для довiльного генератора A сильно неперервної

напiвгрупи e−itA в банаховому просторi E оператор pf(A) ∈ L (E) був

визначений наступним чином:

pf(A) :
ż ∞

0

e−itAx(t) dt 7−→

ż ∞

0

e−itA(f ⋆ x)(t) dt,

де iнтеграли ми розумiємо у сенсi Бохнера, а x — нескiнченно диференцi-

йовна E-значна функцiя з класу S+(E) := {θ ·y : y ∈ S⊗E}, S — простiр

Шварца швидко спадних нескiнченно диференцiйовних функцiй, θ — ха-

рактеристична функцiя додатної пiвосi, f ⋆ x — операцiя крос-кореляцiї

(означення цiєї операцiї на випадок d змiнних див. (5.1.2)).
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Там же було встановлено формули

δn =
1

(2π)n
{θ ∗ · · · ∗ θloooomoooon

n

, δ(n) =
1

2π
{(it)nθ(t), (1.2.3)

де символ p позначає перетворення Фур’є вiдповiдної функцiї, а ∗ —

згортку в S ′
+.

Їх ми використаємо для обчислення “значення” степенiв i похiдних

дельта функцiї Дiрака на генераторi напiвгрупи дробового iнтегруван-

ня. Цi результати були опублiкованi в [39] пiсля захисту кандидатської

дисертацiї, тому тут можуть слугувати iлюстративним матерiалом.

Вiдомо [7], що множина {ft∗ ∈ L (S ′
+) : t ∈ R+} згорткових операторiв

ft∗ : S ′
+ ∋ f 7→ ft ∗ f ∈ S ′

+ утворює (C0) напiвгрупу, яку називають

напiвгрупою дробового iнтегрування. При цьому узагальнену функцiю

ft ∈ S ′
+ визначають формулою ft(x) :=

θ(x)xt−1

Γ(t)
, де Γ(t) =

∞ş
0

st−1e−s ds

— Гамма функцiя. У [21] встановлено, що генератором цiєї напiвгрупи є

оператор G = −(1+C)δ, де C = −Γ′(1) — константа Ейлера, а δ ∈ S ′
+ —

дельта функцiя Дiрака.

Твердження 1.2.3. Для довiльної функцiї ϕ ∈ S+ виконується рiвнiсть

ft ∗ ϕ = ft+n ∗ ϕ
(n) для всiх n ∈ N.

Доведення. Використовуючи метод iнтегрування частинами, отримаємо

наступнi рiвностi

(ft ∗ ϕ)(x) =
1

Γ(t)

ż ∞

0

θ(y)yt−1ϕ(x− y) dy =
1

Γ(t)

ż ∞

0

yt−1ϕ(x− y) dy

=
yt

tΓ(t)
ϕ(x− y)

∣

∣

∣

∞

0
+

1

tΓ(t)

ż ∞

0

ytϕ′(x− y) dy

=
1

Γ(t+ 1)

ż ∞

0

θ(y)ytϕ′(x− y) dy = (ft+1 ∗ ϕ
′)(x).

Проробивши цей же процес скiнченну кiлькiсть раз, отримаємо потрiбний

результат.
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Крос-кореляцiєю розподiлу f ∈ S ′
+ i функцiї ϕ ∈ S+ назвемо функцiю

вигляду

(f ⋆ ϕ)(t) := 〈f(s), ϕ(t+ s)〉, t ∈ R+.

Твердження 1.2.4. Нехай f, h ∈ S ′
+, ϕ ∈ S+. Тодi справедлива формула

f ∗ (h ⋆ ϕ) = h ⋆ (f ∗ ϕ). (1.2.4)

Доведення. У справедливостi формули (1.2.4) переконуємося безпосере-

дньо.

(f ∗ (h ⋆ ϕ))(t) = f ∗ 〈h(x), ϕ(x+ t)〉 = 〈f(y), 〈h(x), ϕ(x+ t− y)〉〉

= 〈h(x), 〈f(y), ϕ(x+ t− y)〉〉 = 〈h(x), (f ∗ ϕ)(x+ t)〉

= (h ⋆ (f ∗ ϕ))(t).

Твердження 1.2.5. Для довiльного n ∈ N справедлива формула

(θ ∗ · · · ∗ θloooomoooon
n

)(x) =
xn−1

(n− 1)!
, x ∈ R+. (1.2.5)

Доведення. Доведемо рiвнiсть (1.2.5) методом математичної iндукцiї.

При n = 1 очевидно. При n = 2 отримуємо

θ ∗ θ =

ż ∞

0

θ(y)θ(x− y) dy =

ż x

0

dy = x.

Припустимо, що формула (1.2.5) правильна для всiх n ≤ k. Доведемо,

що вона справедлива при n = k + 1.

θ ∗ · · · ∗ θloooomoooon
k

∗θ =
xk−1

(k − 1)!
∗ θ(x) =

1

(k − 1)!

ż ∞

0

yk−1θ(x− y) dy

=
1

(k − 1)!

ż x

0

yk−1 dy =
xk

k!
.

Твердження 1.2.6. Для довiльного n ∈ N справедлива формула

(θ ∗ · · · ∗ θloooomoooon
n

) ⋆ ϕ(n) = (−1)nϕ, ϕ ∈ S+. (1.2.6)
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Доведення. Використовуючи n раз метод iнтегрування частинами, пе-

реконуємось у справедливостi формули (1.2.6):

(

(θ ∗ · · · ∗ θloooomoooon
n

) ⋆ ϕ(n)
)

(x) =

ż ∞

0

yn−1

(n− 1)!
ϕ(n)(y + x) dy

=
1

(n− 1)!

(

yn−1ϕ(n−1)(y + x)
∣

∣

∣

∞

0
−

ż ∞

0

(n− 1)yn−2ϕ(n−1)(y + x) dy

)

=−
1

(n− 2)!

ż ∞

0

yn−2ϕ(n−1)(y + x) dy = . . .

=(−1)n−1

ż ∞

0

ϕ′(y + x) dy = (−1)nϕ(x).

Тепер ми можемо надати змiсту символу δn(G), де G — генератор

напiвгрупи дробового iнтегрування.

Теорема 1.2.4. На перетвореннi Фур’є pϕ функцiї ϕ ∈ S+ оператор δn(G)

дiє за формулою

δn(G)pϕ =
(−1)n

(2π)n

ż ∞

0

(ft+n ∗ ϕ)(t) dt.

Доведення. Використовуючи першу з формул (1.2.3), безпосередньо пе-

реконаємось у цьому:

δn(G)pϕ =
1

(2π)n

ż ∞

0

ft ∗ ((θ ∗ · · · ∗ θloooomoooon
n

) ⋆ ϕ)(t) dt

=
1

(2π)n

ż ∞

0

((θ ∗ · · · ∗ θloooomoooon
n

) ⋆ (ft+n ∗ ϕ
(n)))(t) dt =

(−1)n

(2π)n

ż ∞

0

(ft+n ∗ ϕ)(t) dt.

Твердження 1.2.7. Для довiльної функцiї ϕ ∈ S+ справедлива наступна

формула

xn ⋆ ϕ(n+1)(x) = (−1)n+1n!ϕ(x), x ∈ R+, n ∈ N.
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Доведення. Дiйсно, застосовуючи n раз метод iнтегрування частинами,

отримуємо

xn ⋆ ϕ(n+1)(x) =

ż ∞

0

ynϕ(n+1)(x+ y) dy = −n

ż ∞

0

yn−1ϕ(n)(x+ y) dy

= n(n− 1)

ż ∞

0

yn−2ϕ(n−1)(x+ y) dy = . . .= (−1)n+1n!ϕ(x).

Теорема 1.2.5. На перетвореннi Фур’є pϕ функцiї ϕ ∈ S+ оператор

δ(n)(G) дiє за формулою

δ(n)(G)pϕ = −
(−i)nn!

2π

ż ∞

0

(ft+n+1 ∗ ϕ)(t) dt.

Доведення. Використовуючи вище доведену властивiсть та другу з

формул (1.2.3), переконуємось у справедливостi теореми

δ(n)(G)pϕ =
in

2π

ż ∞

0

(ft ∗ (x
n ⋆ ϕ(x)))(t) dt = −

(−i)nn!

2π

ż ∞

0

(ft+n+1 ∗ ϕ)(t) dt.

1.3 Основнi напрямки та результати дослiдження

У вступi висвiтлено актуальнiсть дослiдження, зв’язок дисертацiйної

роботи з науково-дослiдними темами, сформульовано мету i завдання

дослiдження, вiдзначено наукову новизну одержаних у дисертацiї резуль-

татiв, виокремлено особистий внесок здобувача та вказано установи та

органiзацiї, де доповiдалися та обговорювалися результати дисертацiї.

У першому роздiлi дисертацiйного дослiдження зроблено огляд вi-

домих результатiв, що стосуються тематики роботи. Його мета — стисло

дати уявлення про стан дослiджень з даної тематики, мiсце дисертацiй-

ної роботи у розв’язаннi поставленої проблеми. Крiм того тут введено

необхiдну термiнологiю, викладено попереднi вiдомостi та результати,
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якi потрiбнi для розумiння роботи, наведено приклад числення операто-

рiв, на основi якого ґрунується запропонований в дисертацiї пiдхiд до

побудови функцiонального числення; подано короткий огляд дисертацiї.

У другому роздiлi дисертацiї розвинуто новий пiдхiд до побудови

полiномiальних основних функцiй та полiномiальних розподiлiв на основi

абстрактних ядерних (F ) або (DF ) просторiв.

У першому параграфi наведено означення полiлiнiйних та полiномi-

альних вiдображень на локально опуклих просторах, вказано на їхнiй

зв’язок iз симетричними тензорними добутками, дослiджено слабку по-

лiномiальну топологiю на нескiнченновимiрному банаховому просторi.

У другому параграфi запропоновано загальний пiдхiд до побудови по-

лiномiальних основних та узагальнених функцiй на основi локально опу-

клих ядерних просторiв типу (F ) або (DF ) та введено на них ряд

лiнiйних неперервних операторiв, якi використовуються в дисертацiї, до-

слiджено властивостi цих операторiв.

Наступний ключовий у наших дослiдженнях результат є симетричним

аналогом вiдповiдного топологiчного iзоморфiзму А. Ґротендiка.

Теорема 2.2.2. Якщо X локально опуклий ядерний (F ) або (DF )

простiр, то справджується рiвнiсть

X ′p⊗n ≃ (X
p⊗n)′, n ∈ N,

для симетричних тензорних степенiв.

Для спрощення записiв введемо наступнi позначення

Γ(X ) :=
à

fin
n∈Z+

X
p⊗n та Γ(X ′) :=

ą

n∈Z+

X ′p⊗n.

Нагадаємо, що елементи прямої суми мiстять скiнченну, але не фiксовану

кiлькiсть доданкiв.

Позначимо: Pn(X ) (вiдп. Pn(X
′)) — простiр n-однорiдних полiномiв на

X (вiдп. на X ′); P(X ) (вiдп. P(X ′)) — простiр неперервних полiномiв на

X (вiдп. на X ′); P ′(X ′) — сильно спряжений до P(X ′) простiр.
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Наступний результат ми називаємо структурною теоремою для про-

стору полiномiв та спряженого до нього простору полiномiальних розпо-

дiлiв.

Теорема 2.2.3. Для довiльного ядерного (F ) або (DF ) простору X

справджуються наступнi лiнiйнi топологiчнi iзоморфiзми

ΥX
n : X

p⊗n −→ Pn(X
′), ΨX

n : X
′p⊗n −→ Pn(X ),

ΥX : Γ(X ) −→ P(X ′), ΨX : Γ(X ′) −→ P ′(X ′).

Якщо простiр X неперервно та щiльно вкладений в X ′, то справджу-

ються неперервнi щiльнi вкладення: Pn(X
′)# Pn(X ), P(X ′)# P ′(X ′).

Простори Γ(X ) та Γ(X ′) є локально опуклими алгебрами вiдносно

операцiй згорткового типу

p ⋄ q :=
à
n∈Z+

(
nÿ

m=0

pm p⊗ qn−m

)

, f ⋄ g :=
ą

n∈Z+

(
nÿ

m=0

fm p⊗ gn−m

)

,

де p =
À
n∈Z+

pn, q =
À
n∈Z+

qn ∈ Γ(X ), f =
Ś
n∈Z+

fn, g =
Ś
n∈Z+

gn ∈ Γ(X ′).

Операцiю ⋄ по-iншому ще називають добутком Вiка [141].

Простори основних P(X ′) i узагальнених функцiй P ′(X ′) є топологi-

чними алгебрами. При цьому така алгебраїчна структура iснує незалежно

вiд того, чи вихiдний простiр X (або X ′) є алгеброю чи нi.

У третьому параграфi введено та дослiджено ряд операторiв, що

дiють на локально опуклих просторах полiномiальних основних та уза-

гальнених функцiй, а також на вiдповiдних просторах з тензорною стру-

ктурою типу Фока.

У третьому роздiлi описано структуру та вивчено властивостi про-

сторiв полiномiальних основних швидко спадних функцiй та вiдповiдних

полiномiальних розподiлiв повiльного росту, введено операцiї зсуву та ди-

ференцiювання, а також розширено перетворення Фур’є на цi простори.

До простору S := S(R) (вiдп. S+ := S(R+)) вiднесемо всi нескiнченно

диференцiйовнi в R (вiдп. в R+) функцiї ϕ(t), якi разом з усiма похi-
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дними спадають до нуля при |t| → ∞ (вiдп. при t → ∞) швидше, нiж

будь-який степiнь |t|−1.

У першому параграфi доведено теорему типу Сiлi, яка гарантує мо-

жливiсть продовження швидко спадної функцiї з пiвосi на всю вiсь,

зберiгши при цьому крiм нескiнченної гладкостi (класична теорема Сiлi),

ще й властивiсть швидкого спадання.

Теорема 3.1.1. Iснує такий лiнiйний неперервний оператор розширен-

ня Λ: S+ ∋ ϕ 7−→ Λϕ ∈ S, що Λϕ(t) = ϕ(t) для всiх t ∈ R+.

На основi абстрактної теорiї, розвинутої в другому роздiлi, введено

простори полiномiальних основних швидко спадних функцiй P(S ′
+) та

полiномiальних розподiлiв повiльного росту P ′(S ′
+). Елементи просторiв

P(S ′
+) i P ′(S ′

+) ми називаємо полiномiальними швидко спадними фун-

кцiями та полiномiальними розподiлами повiльного росту вiдповiдно.

У другому параграфi введено полiномiальне узагальнення операторiв

диференцiювання та зсуву та показано, що полiномiальна похiдна генерує

вiдповiдну напiвгрупу зсувiв, як i в лiнiйному випадку.

Для кожного s ∈ R+ визначимо на просторi полiномiв P(S ′
+) оператор

Ts, що дiє за правилом Ts : P(S ′
+) ∋ P 7−→ P ◦ T ′

s ∈ P(S ′
+), де T ′

s —

спряжений оператор вiдносно дуальної пари 〈 S ′
+, S+ 〉 до звичайного

оператора зсуву Ts на S+. На вiдповiдному просторi Γ(S+) оператор

Ts ∈ Γ(S+), s ∈ R+, визначимо формулою Ts := [ΥS+]−1 ◦ Ts ◦Υ
S+.

Теорема 3.2.1. Однопараметрична сiм’я {Ts : s ∈ R+} лiнiйних опе-

раторiв, що дiють на алгебрi {Γ(S+), ⋄}, є одностайно неперервною

(C0) напiвгрупою алгебраїчних автоморфiзмiв. Її генератором є опера-

тор D, що на довiльний елемент вигляду p =
À

n∈Z+
ϕ⊗n ∈ Γ(S+),

де ϕ ∈ S+, дiє за правилом Dp :=
À

n∈Z+
D{⊗}nϕ⊗n, де D{⊗}nϕ⊗n :=

nř
j=1

ϕ⊗ · · · ⊗ ϕ⊗Dϕloooooooooomoooooooooon
j

⊗ϕ⊗ · · · ⊗ ϕlooooomooooon
n−j

, n ∈ N, а D{⊗}0 — нульовий оператор.
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Оператор T′
s, s ∈ R+, на просторi Γ(S ′

+) визначимо формулою

T
′
s := [ΨS+]−1 ◦ T

′
s ◦ΨS+,

де T ′
s спряжений до Ts оператор вiдносно дуальностi 〈 P ′(S ′

+), P(S ′
+) 〉.

Теорема 3.2.2. Однопараметрична сiм’я {T′
s : s ∈ R+} лiнiйних опе-

раторiв, що дiють на алгебрi {Γ(S ′
+), ⋄}, є одностайно неперервною

(C0) напiвгрупою алгебраїчних автоморфiзмiв. Її генератором є опера-

тор D′, що на довiльний елемент вигляду f =
Ś

n∈Z+
f⊗n ∈ Γ(S ′

+),

де f ∈ S ′
+, дiє за правилом D′f :=

Ś
n∈Z+

D′{⊗}nf⊗n, де D′{⊗}nf⊗n :=
nř
j=1

f ⊗ · · · ⊗ f ⊗D′floooooooooomoooooooooon
j

⊗ f ⊗ · · · ⊗ flooooomooooon
n−j

, n ∈ N, а D′{⊗}0 – нульовий оператор.

Визначимо оператори D := ΥS+ ◦D◦ [ΥS+]−1 та D ′ := ΨS+ ◦D′ ◦ [ΨS+]−1.

Наслiдок 3.2.1. На елементи вигляду Pm(·) :=
řm
k=0〈 · , ϕ〉

k, якi утво-

рюють тотальну в P(S ′
+) пiдмножину, оператор D дiє за формулою

DPm(·) :=
mÿ

k=1

k〈 · , Dϕ〉〈 · , ϕ〉k−1 = 〈 · , Dϕ〉
mÿ

k=1

k〈 · , ϕ〉k−1.

Наслiдок 3.2.2. На елементи вигляду U = (1, U1, . . . , Un, . . . ) ∈ P ′(S ′
+),

де Un(·) = 〈f⊗n, · ⊗n 〉 ∈ Pn(S+), f ∈ S ′
+, якi утворюють тотальну в

P ′(S ′
+) пiдмножину, оператор D ′ дiє за формулою

D
′U :=

(

0, 〈D′f, · 〉, 2〈D′f, · 〉U1, . . . , n〈D
′f, · 〉Un−1, . . .

)

.

Теорема 3.2.3. Оператори D та D′ є неперервними диференцiюва-

ннями в сенсi правила Лейбнiца на алгебрах {Γ(S+), ⋄} та {Γ(S ′
+), ⋄}

вiдповiдно.

Наслiдок 3.2.3. Оператори D та D ′ є неперервними диференцiюван-

нями на алгебрах {P(S ′
+), ⋄} та {P ′(S ′

+), ⋄} вiдповiдно.

Теорема 3.2.4. Похiднi D′ та D як оператори, що заданi на спряже-

них просторах Γ(S ′
+) та Γ(S+), задовольняють дуальне спiввiдношення

〈D′u,p〉 = −〈u,Dp〉, ∀u ∈ Γ(S ′
+), ∀p ∈ Γ(S+).
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Наслiдок 3.2.4. Похiднi D ′ та D як оператори, що заданi на спряже-

них просторах P ′(S ′
+) та P(S ′

+), задовольняють дуальне спiввiдношення

〈D ′U, P 〉 = −〈U,DP 〉, ∀U ∈ P ′(S ′
+), ∀P ∈ P(S ′

+).

Третiй параграф присвячений iнтегральним перетворенням у просто-

рах лiнiйних та полiномiальних основних та узагальнених функцiй.

Для функцiї ϕ ∈ S+ визначимо перетворення Фур’є

pϕ(ξ) := F+

[

ϕ(t)
]

(ξ) :=

ż

R+

e−itξϕ(t) dt, ξ ∈ R.

Позначимо: pS+ := F+

[

S+

]

— образ простору S+ при перетвореннi

Фур’є, pS ′
+ — сильно спряжений до pS+ простiр.

Перетворення F ′ := 2π(F ′
+)

−1 : S ′
+ ∋ f 7−→ pf := F ′[f ] ∈ pS ′

+ назвемо

узагальненим перетворенням Фур’є розподiлiв з класу S ′
+.

У пунктi 3.3.2 доведено аналог теореми Пелi-Вiнера для одного класу

типу Хардi-Лебега про зображення Фур’є-образу згорткової алгебри S ′
+

у виглядi мультиплiкативної алгебри аналiтичних функцiй комплексної

змiнної.

Полiномiальне розширення F ′⊗
P узагальненого перетворення Фур’є F ′

визначимо формулою

F ′⊗
P : P ′(S ′

+) ∋ U =
ą

n∈Z+

Un 7−→ pU :=
ą

n∈Z+

F ′⊗n
P (Un) ∈ P ′( pS ′

+),

де Un ∈ Pn(S+), а F ′⊗n
P — n-однорiдна компонента вiдображення F ′⊗

P ,

тобто перетворення F ′⊗n
P := Ψ

pS+
n ◦ F ′⊗n ◦ [Ψ

S+
n ]−1.

Для елементiв тотальних пiдмножин просторiв Γ(S+) та Γ( pS+) визна-

чимо операцiї

(

ϕ⊗n
)

⊛
(

ψ⊗n
)

:=
(

(ϕ ∗ ψ)⊗n
)

i
(

pϕ⊗n
)

⊙
( pψ⊗n

)

:=
(

(pϕ · pψ)⊗n
)

вiдповiдно, де ϕ, ψ ∈ S+, pϕ, pψ ∈ pS+. Далi розширимо їх на простори

Γ(S ′
+) i Γ( pS ′

+) за лiнiйнiстю та неперервнiстю.
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Теорема 3.3.3. Полiномiальне розширення перетворення Фур’є F ′⊗ є

гомоморфiзмом алгебр (Γ(S ′
+),⊛ ) та (Γ( pS ′

+),⊙ ).

Наслiдок 3.3.3. Полiномiальне розширення перетворення Фур’є F ′⊗
P є

гомоморфiзмом алгебр (P ′(S ′
+),⊛ ) та (P ′( pS ′

+),⊙ ).

Як вiдомо, класичне перетворення Фур’є згортку переводить у множе-

ння. У теоремi 3.3.3 та наслiдку 3.3.3 доведено аналог вказаної власти-

востi. Проте простори полiномiальних основних та узагальнених функцiй

мають iншу алгебраїчну операцiю — добуток Вiка. Виявляється, що пере-

творення Фур’є зберiгає цю операцiю. Зрозумiло, що класичного аналогу

цiєї властивостi немає.

Теорема 3.3.4. Полiномiальне розширення перетворення Фур’є F ′⊗ є

гомоморфiзмом алгебр (Γ(S ′
+), ⋄ ) та (Γ( pS ′

+), ⋄ ).

Наслiдок 3.3.4. Полiномiальне розширення перетворення Фур’є F ′⊗
P є

гомоморфiзмом алгебр (P ′(S ′
+), ⋄ ) та (P ′( pS ′

+), ⋄ ).

У четвертому параграфi дослiджено диференцiйовнiсть за Ґато полi-

номiальних основних та узагальнених функцiй та елементiв вiдповiдних

просторiв iз тензорною структурою типу Фока. Встановлено зв’язок по-

хiдної Ґато з квантовим бiлим шумом на просторах Γ(S+) та Γ(S ′
+), а

також з диференцiюваннями на цих просторах.

Визначимо вектор

φϕ,m =
(

1, ϕ,
ϕ⊗2

2!
, . . . ,

ϕ⊗m

m!
, 0, . . .

)

∈ Γ(S+), ϕ ∈ S+, m ∈ N.

Оператором знищення at в точцi t ∈ R+ називають єдиний оператор

в L (Γ(S+)), що володiє властивiстю atφϕ,m = ϕ(t)φϕ,m−1, ϕ ∈ S+, m ∈ N.

Оператором народження a′t ∈ L (Γ(S ′
+)) в точцi t ∈ R+ називають

спряжений до at оператор вiдносно дуальної пари 〈Γ(S ′
+),Γ(S+)〉.

Нехай P ∈ P(S ′
+) — неперервний полiном. Визначимо оператор зсуву

Tg ∈ L (P(S ′
+)) формулою TgP (f) = P (f + g), f ∈ S ′

+, де g ∈ S ′
+ —

довiльний розподiл повiльного росту.
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З теореми 2.2.3 випливає, що оператор Tg := (ΥS+)−1◦Tg◦Υ
S+ коректно

заданий на просторi Γ(S+), бiльше того Tg ∈ L (Γ(S+)).

Символом ⊚k позначимо (праве) k-скорочення симетричного тензор-

ного добутку, а саме g⊗k ⊚k ϕ⊗s := 〈g, ϕ〉kϕ⊗(s−k), k ≤ s.

Кажуть, що полiном P ∈ P(S ′
+) (вiдповiдно елемент p ∈ Γ(S+)) є

диференцiйовним за Ґато, якщо для довiльного g ∈ S ′
+ оператор зсуву

TεgP (вiдповiдно Tεgp) визначений для для всiх достатньо малих ε i

якщо

DgP := lim
ε→0

TεgP − P

ε

(

вiдповiдно Dgp := lim
ε→0

Tεgp− p

ε

)

збiгається в P(S ′
+) (вiдповiдно в Γ(S+)) у топологiї рiвномiрної збiжностi

на обмежених множинах (вiдповiдно у топологiї прямої суми).

Оператор Dg (вiдповiдно Dg) називають похiдною Ґато полiнома P

(вiдповiдно елемента p) у напрямку g.

Теорема 3.4.1. Кожен полiном з простору P(S ′
+) є диференцiйовним

за Ґато, при цьому DgPϕ,m =
řm−1
k=0 (k + 1)〈g, ϕ〉〈 · , ϕ〉k. Бiльше того,

похiдна Ґато Dg є лiнiйним неперервним оператором на P(S ′
+).

Наслiдок 3.4.1. Кожен елемент з простору Γ(S+) є диференцiйовним

за Ґато, при цьому Dgϕm =
(

〈g, ϕ〉, 2〈g, ϕ〉ϕ, . . . , m〈g, ϕ〉ϕ⊗(m−1), 0, . . .
)

для всiх ϕm = (1, ϕ, ϕ⊗2, . . . , ϕ⊗m, 0, . . . ) ∈ Γ(S+), де ϕ ∈ S+. Бiльше то-

го, похiдна Ґато Dg є лiнiйним та неперервним оператором на Γ(S+).

Наслiдок 3.4.3. Похiдна Ґато Dδt у напрямку δt є оператором знище-

ння в точцi t ∈ R+.

Теорема 3.4.2. Для кожного g ∈ S ′
+ похiдна Ґато Dg є неперервним

диференцiюванням алгебри
{

Γ(S+), ⋄
}

.

Наслiдок 3.4.4. Для кожного g ∈ S ′
+ похiдна Ґато Dg є неперервним

диференцiюванням алгебри {P(S ′
+), ⋄}.

Для довiльного розподiлу g ∈ S ′
+ нехай D

′
g та D ′

g позначають спряженi

оператори до похiдних Ґато вiдносно дуальних пар
〈

Γ(S ′
+),Γ(S+)

〉

та
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〈

P ′(S ′
+),P(S ′

+))
〉

вiдповiдно.

Наслiдок 3.4.5. Оператор D′
δt

є оператором народження a′t в точцi

t ∈ R+

Теорема 3.4.4. Для кожного розподiлу g ∈ S ′
+ узагальнена похiдна

Ґато D
′
g є неперервним диференцiюванням алгебри

{

Γ(S ′
+), ⋄

}

.

Наслiдок 3.4.7. Для кожного розподiлу g ∈ S ′
+ узагальнена похiдна

Ґато D ′
g є неперервним диференцiюванням алгебри

{

P ′(S ′
+), ⋄

}

.

Зафiксуємо деяке t ∈ R+ i визначимо оператор D(t) ∈ Γ(S+) за

правилом D(t)ϕm :=
Àm

k=1D
{⊗}k
t [ϕ⊗k] для довiльного елемента ϕm =

(1, ϕ, ϕ⊗2, . . . , ϕ⊗m, 0, . . . ), ϕ ∈ S+, де

D
{⊗}k
t [ϕ⊗k] :=

kÿ

j=1

ϕ⊗ · · · ⊗ ϕ⊗ ϕ′(t)looooooooooomooooooooooon
j

⊗ϕ⊗ · · · ⊗ ϕlooooomooooon
k−j

, k = 1, . . . , m.

У наступнiй теоремi встановлено зв’язок похiдної Ґато з введеними в

параграфi 3.2 диференцiюваннями.

Теорема 3.4.5. При g = −δ′t отримаємо рiвнiсть D−δ′t = D(t) для

довiльного фiксованого t ∈ R+.

У четвертому роздiлi розглянуто випадок, коли абстрактний ядер-

ний простiр X замiнено на один з просторiв ультрадиференцiйовних

функцiй. В основному ми використовуємо простiр G+ функцiй з кла-

су Жевре, що мають компактнi носiї, зосередженi у додатному конусi

Rd
+. При цьому, на вiдмiну вiд роздiлу 3, тут розглянуто клас основних

функцiй багатьох змiнних.

Перший параграф присвячений введеню означень та встановленню

основних властивостей ультрадиференцiйовних функцiй Жевре та уль-

трарозподiлiв Рум’є.

Позначимо [µ, ν] :=
Śd

j=1[µj, νj] де µ1 < ν1, . . . , µd < νd, ∂k := ∂k11 . . . ∂kdd ,

∂
kj
j = ∂kj/∂t

kj
j , j = 1, . . . , d, |k| = k1 + · · · + kd, kkβ = kk1β1 · . . . · kkdβd , де

k = (k1, . . . , kd) ∈ Z
d
+, β ∈ R.
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Зафiксуємо довiльне дiйсне β > 1. Нескiнченно диференцiйовну в Rd
+

функцiю ϕ називають ультрадиференцiйовною в сенсi Жевре (див. [146]),

якщо для кожної множини [µ, ν] ⊂ intR
d
+ iснують такi константи h > 0

i C > 0, що нерiвнiсть supt∈[µ,ν] |∂
kϕ(t)| ≤ Ch|k|kkβ виконується для всiх

k ∈ Zd+. Векторний простiр всiх ультрадиференцiйовних в intRd
+ в сенсi

Жевре функцiй позначимо Eβ+ := Eβ(Rd
+). Позначимо Gβ+ ⊂ Eβ+ пiдпростiр

ультрадиференцiйовних в сенсi Жевре функцiй з компактними носiями.

Для спрощення позначень ми писатимемо G+ замiсть Gβ+, опускаючи

фiксоване число β. Cенс параметра β > 1 описаний в пунктi 4.1.1.

Елементи сильно спряженого до G+ простору G ′
+ називають ультра-

розподiлами Рум’є з носiями в R
d
+.

У другому параграфi доведено структурнi теореми для операторiв,

що дiють в просторах (лiнiйних) ультрадиференцiйовних функцiй i якi

комутують з багатопараметричними напiвгрупами.

Розглянемо d-параметричну (C0) напiвгрупу зсувiв на просторi G+,

визначену за правилом T : Rd
+ ∋ s 7−→ Ts ∈ L (G+), Tsϕ(t) := ϕ(t + s),

t ∈ Rd
+, ϕ ∈ G+.

Для довiльного ультрарозподiлу f ∈ G ′
+ оператор крос-кореляцiї над

простором G+ визначимо за правилом Kf : G+ ∋ ϕ 7−→ Kfϕ, Kfϕ(s) :=

〈f, Tsϕ〉, s ∈ R
d
+.

Нехай S ⊂ L (X ) — деяка пiдмножина в просторi всiх неперервних

лiнiйних операторiв на X . Комутантом множини S називають множину

операторiв, що визначена за правилом [S]c :=
{

B ∈ L (X ) : B ◦ A =

A ◦ B, ∀A ∈ S
}

.

У наступнiй теоремi доведено, що згорткову алгебру G ′
+ можна iзомор-

фно представити як комутант напiвгрупи зсувiв. У теоремi 4.2.2 доведено

векторнозначний варiант цього результату.

Теорема 4.2.1. Вiдображення K : G ′
+ ∋ f 7−→ Kf ∈ L (G+) здiйснює

топологiчний iзоморфiзм зi згорткової алгебри G ′
+ на комутант [T ]c
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напiвгрупи зсувiв T . При цьому для довiльних f, g ∈ G ′
+ виконується

рiвнiсть Kf∗g = Kf ◦ Kg, де ∗ позначає згортку в G ′
+, зокрема, Kδ —

одиничний оператор в L (G+).

Нехай E := (E, ‖ · ‖) — комплексний банаховий простiр. Елементи про-

стору E⊗p G+ ми можемо трактувати як E-значнi ультрадиференцiйовнi

функцiї x : t 7−→ x(t) з компактними носiями в Rd
+.

Для довiльних h > 0 та ν ∈ intRd
+ наступним чином визначимо пiд-

простiр Ghν :=
{

ϕ ∈ C∞(Rd
+) : suppϕ ⊂ [0, ν], ‖ϕ‖Gh

ν
< ∞

}

, ультради-

ференцiйовних функцiй з компактними носiями в [0, ν], де ‖ϕ‖Gh
ν
:=

supk∈Zd
+
supt∈[0,ν]

|∂kϕ(t)|
h|k|kkβ

.

З теореми 1.2.2 (див. також [54, III.6.4]) про представлення елементiв

проективного тензорного добутку випливає, що кожен x ∈ E⊗pG+ можна

(взагалi кажучи, неоднозначно) розвинути в абсолютно збiжний ряд x =
ř
j∈N λjxj ⊗ ϕj, λj ∈ C, xj ∈ E, ϕj ∈ Ghν , для деяких ν ∈ Rd

+ i h > 0, де
ř
j |λj| < ∞ i послiдовностi {xj} та {ϕj} збiгаються до нуля у вiдповiдних

просторах.

Нехай IE позначає тотожний оператор в L (E). Розглянемо довiльний

оператор K ∈ L (G+). Використовуючи розвинення в абсолютно збiжний

ряд, можна визначити тензорний добуток IE ⊗ K ∈ L (E ⊗p G+) насту-

пним чином (IE ⊗K)x =
ř
j∈N λjxj ⊗Kϕj. Аналогiчно можна визначити

дiю 〈f, x〉 :=
ř
j∈N λjxj〈f, ϕj〉 для довiльного ультрарозподiлу f ∈ G ′

+

i векторнозначної ультрадиференцiйовної функцiї x ∈ E ⊗p G+. Добре

вiдомо [54], що цi означення не залежать вiд представлення функцiї

x ∈ E ⊗p G+ у виглядi абсолютно збiжного ряду.

Скажемо, що оператор IE⊗K, де K ∈ L (G+), є iнварiантним вiдносно

операторiв зсуву IE ⊗ T =
{

IE ⊗ Ts : s ∈ R
d
+

}

, якщо IE ⊗ (K ◦ Ts) =

IE ⊗ (Ts ◦K) для всiх s ∈ R
d
+.

Для довiльного ультрарозподiлу f ∈ G ′
+ оператор крос-кореляцiї над

простором E ⊗p G+ визначимо за правилом IE ⊗ Kf : E ⊗p G+ ∋ x 7−→
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(IE ⊗Kf)x.

Теорема 4.2.2. Для довiльного ультрарозподiлу f ∈ G ′
+ оператор

IE ⊗ Kf є iнварiантним вiдносно операторiв зсуву IE ⊗ T . Навпаки,

для довiльного такого оператора K ∈ L (G+), що IE⊗K є iнварiантним

вiдносно IE ⊗ T , iснує єдиний такий ультрарозподiл f ∈ G ′
+, що

Kϕ = Kfϕ i (IE ⊗K)x = (IE ⊗Kf)x.

для всiх ϕ ∈ G+ i x ∈ E ⊗p G+.

Розглянемо загальнiший випадок довiльної напiвгрупи стиску.

Нехай G позначає множину генераторiв d-параметричних (C0) напiв-

груп стиску. Розглянемо простiр pG := {px : G −→ E : x ∈ E ⊗p G+} всiх

E-значних функцiй вигляду

px : G ∋ A 7−→ px(A) ∈ E, px(A) :=
ż

Rd
+

Gt(A)x(t) dt,

де Gt(A) — напiвгрупа, шо генерується оператором A, а iнтеграл ми

розумiємо у сенсi Бохнера. Зауважимо, що остання формула задає вiдоме

функцiональне числення Хiлле-Фiллiпса.

Визначимо лiнiйне вiдображення

FG : E ⊗p G+ ∋ x 7−→ px ∈ pG.

Це вiдображення можна розумiти як операторний аналог перетворення

Фур’є, введеного в параграфi 3.3.

Розглянемо d-параметричну напiвгрупу на просторi pG

pT : Rd
+ ∋ s 7−→ pTs ∈ L (pG), pTs = FG ◦ (IE ⊗ Ts) ◦ F

−1
G
,

де F−1
G

— обернене до FG вiдображення.

Наступна теорема показує, що згорткова алгебра G ′
+ має iзоморфне

представлення у виглядi комутанта напiвгрупи pT над простором E-

значних функцiй, аргументами яких є оператори. Цю теорему можна
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розумiти як обґрунтування iснування узагальненого функцiонального

числення типу Хiлле-Фiллiпса у класi Фур’є образiв векторнозначних

ультрадиференцiйовних функцiй.

Теорема 4.2.3. Вiдображення G ′
+ ∋ f 7−→ pKf ∈ L (pG), де pKf :=

FG ◦ (IE ⊗ Kf) ◦ F−1
G

, здiйснює алгебраїчний iзоморфiзм зi згорткової

алгебри G ′
+ на комутант [pT ]c напiвгрупи pT , що складається з усiх

операторiв на pG вигляду pK = FG ◦(IE⊗K)◦F−1
G

для деякого K ∈ L (G+).

Зокрема, справджується рiвнiсть pKf∗g = pKf ◦ pKg для всiх f, g ∈ G ′
+, а

pKδ — одиничний оператор в L (pG).
У третьому параграфi дослiджено деякi властивостi топологiчної ал-

гебри P(G ′
+) неперервних скалярних полiномiв на згортковiй алгебрi G ′

+

ультрарозподiлiв Рум’є, носiї яких розмiщенi в додатному конусi Rd
+,

а також властивостi сильно спряженого простору P ′(G ′
+) полiномiаль-

них ультрарозподiлiв. Алгебра G ′
+ топологiчно вкладена в P ′(G ′

+), отже

P ′(G ′
+) можна розглядати як полiномiальне розширення алгебри ультра-

розподiлiв Рум’є.

Однопараметрична сiм’я операторiв

Tsi : ϕ(t1, . . . , td) 7−→ ϕ(t1, . . . , ti−1, ti+si, ti+1, . . . , td), si ≥ 0, i = 1, . . . , d,

де (t1, . . . , td) ∈ Rd
+, утворює напiвгрупу Ti : 0 ≤ si 7−→ Tsi ∈ L (G+) зсувiв

вздовж конуса R
d
+.

Нехай ∂i := ∂
∂ti

позначає оператор диференцiювання за змiнною ti,

i = 1, . . . , d. Для всiх i = 1, . . . , d нехай T ′
i : 0 ≤ si 7−→ T ′

si
позначає

спряжену до Ti напiвгрупу, а ∂ ′i — спряжений до ∂i оператор вiдносно

двоїстостi 〈G ′
+,G+〉.

Визначимо оператори Di ∈ L
(

Γ(G+)
)

та D
′
i ∈ L

(

Γ(G ′
+)
)

, i = 1, . . . , d,

наступним чином

Di : (1, ϕ, . . . , ϕ
⊗n, 0, . . . ) 7−→

(

0, ∂iϕ, . . . , ∂
{⊗}n
i ϕ⊗n, 0, . . .

)

,

D
′
i : (1, f, . . . , f

⊗n, . . . ) 7−→
(

0, ∂ ′if, . . . , ∂
′{⊗}n
i f⊗n, . . .

)

,
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де оператори ∂
{⊗}n
i та ∂

′{⊗}n
i дiють за правилами

∂
{⊗}n
i ϕ⊗n :=

nÿ

j=1

ϕ⊗(j−1)⊗∂iϕ⊗ϕ
⊗(n−j), ∂

′{⊗}n
i f⊗n :=

nÿ

j=1

f⊗(j−1)⊗∂ ′if⊗f
⊗(n−j).

Для кожного i = 1, . . . , d на просторах Γ(G+) та Γ(G ′
+) визначимо

однопараметричнi сiм’ї Ti : 0 ≤ si 7−→ Tsi ∈ L (Γ(G+)) та T
′
i : 0 ≤ si 7−→

T′
si ∈ L (Γ(G ′

+)) операторiв, що дiють за правилами

Tsi : (1, ϕ, . . . , ϕ
⊗n, 0, . . . ) 7−→

(

1, Tsiϕ, . . . , T
⊗n
si
ϕ⊗n, 0, . . .

)

,

T
′
si
: (1, f, . . . , f⊗n, . . . ) 7−→

(

1, T ′
si
f, . . . , T ′⊗n

si
f⊗n, . . .

)

,

де T⊗n
si , T ′⊗n

si визначенi як тензорнi степенi операторiв Tsi, T
′
si.

У наступнiй теоремi та наслiдку показано що оператори диферен-

цiювання на полiномiальних просторах генерують полiномiальнi сильно

неперервнi багатопараметричнi напiвгрупи зсувiв.

Теорема 4.3.1. Однопараметричнi сiм’ї Ti, i = 1, . . . , d, лiнiйних опе-

раторiв на згортковiй алгебрi Γ(G+) утворюють (C0) напiвгрупи алге-

браїчних автоморфiзмiв. Їх генераторами є оператори Di, i = 1, . . . , d.

Однопараметричнi сiм’ї T′
i, i = 1, . . . , d, лiнiйних операторiв на

згортковiй алгебрi Γ(G ′
+) утворюють (C0) напiвгрупи алгебраїчних ав-

томорфiзмiв. Їх генераторами є оператори D
′
i, i = 1, . . . , d.

Наслiдок 4.3.1. Однопараметричнi сiм’ї Ti : 0 ≤ si 7−→ Tsi, i =

1, . . . , d, лiнiйних операторiв на алгебрi P(G ′
+), що визначенi за правилом

TsiP := P ◦ T ′
si
, P ∈ P(G ′

+), утворюють (C0) напiвгрупи алгебраїчних

автоморфiзмiв з генераторами Di := ΥG+ ◦ Di ◦ (Υ
G+)−1, i = 1, . . . , d.

Однопараметричнi сiм’ї T ′
i : 0 ≤ si 7−→ T ′

si, i = 1, . . . , d, лiнiйних

операторiв на алгебрi P ′(G ′
+), що визначенi за правилом T ′

siU := U ◦ Tsi,

U ∈ P ′(G ′
+), утворюють (C0) напiвгрупи алгебраїчних автоморфiзмiв з

генераторами D ′
i := ΨG+ ◦ D′

i ◦ (Ψ
G+)−1, i = 1, . . . , d.

У наступнiй теоремi та наслiдку описано властивостi введених вище

операторiв диференцiювання.
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Теорема 4.3.2. Генератори D′
i, Di, i = 1, . . . , d, є неперервними дифе-

ренцiюваннями на алгебрах Γ(G ′
+), Γ(G+) вiдповiдно. Генератори D′

i, Di,

i = 1, . . . , d, задовольняють дуальне спiввiдношення 〈D′
iu,p〉 = −〈u,Dip〉,

u ∈ Γ(G ′
+), p ∈ Γ(G+).

Наслiдок 4.3.2. Оператори D ′
i, Di, i = 1, . . . , d, є неперервними

диференцiюваннями на алгебрах P ′(G ′
+), P(G ′

+) вiдповiдно. Генератори

D ′
i, Di, i = 1, . . . , d, задовольняють дуальне спiввiдношення 〈D ′

iU, P 〉 =

−〈U,DiP 〉, U ∈ P ′(G ′
+), P ∈ P(G ′

+).

Крос-кореляцiєю ультрарозподiлу f ∈ G ′
+ i ультрадиференцiйовної

функцiї ϕ ∈ G+ назвемо функцiю (f ⋆ ϕ)(s) := 〈f, Tsϕ〉 = 〈f(t), ϕ(t+ s)〉.

Оператор крос-кореляцiї Kf : ϕ 7−→ f ⋆ ϕ належить простору L (G+) для

довiльного ультрарозподiлу f ∈ G ′
+

Для елементiв тотальної пiдмножини простору Γ(G ′
+) визначимо опе-

рацiю
(

f⊗n
)

⊛
(

g⊗n
)

:=
(

(f ∗ g)⊗n
)

i розширимо її на цiлий простiр за

лiнiйнiстю та неперервнiстю. Легко бачити, що Γ(G ′
+) є алгеброю вiдно-

сно операцiї ⊛. Цю ж операцiю введемо на просторi Γ(G+), який також

стає алгеброю вiдносно ⊛.

Для довiльного оператора K ∈ L (G+) визначимо вiдповiдний опера-

тор K⊗ ∈ L
(

Γ(G+)
)

за правилом

K⊗ :=
(

K⊗n
)

: p = (pn) 7−→ K⊗p :=
(

K⊗npn
)

,

де K⊗0 := IC — одиничний оператор, а кожен з операторiв K⊗n ∈

L (G⊗n
+ ), n ∈ N, визначений як лiнiйне та неперервне розширення вiд-

ображення ϕ⊗n 7−→ (Kϕ)⊗n, де ϕ ∈ G+.

Зокрема, коректно визначеними є оператори K⊗
u :=

(

K⊗n
un

)

∈ L
(

Γ(G+)
)

та K⊗n
un ∈ L (G⊗n

+ ), де u := (un) ∈ Γ(G ′
+) при un ∈ G ′⊗n

+ , n ∈ Z+.

Введемо операцiю, яка є розширенням крос-кореляцiї на простори по-

лiномiальних ультрадиференцiйовних функцiй та ультрарозподiлiв. Для

довiльних u = (un) ∈ Γ(G ′
+) та p = (pn) ∈ Γ(G+) їх крос-кореляцiєю
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назвемо елемент u ⋆ p := K⊗
up =

(

K⊗n
un pn

)

.

Використовуючи iзоморфiзми ΥG+ i ΨG+ та їх оберненi визначимо

аналогiчну операцiю на полiномiальних просторах. А саме, для довiльних

U ∈ P ′(G ′
+) та P ∈ P(G ′

+) їх крос-кореляцiєю назвемо елемент U ⋆ P :=

ΥG+(u ⋆ p), де u = (ΨG+)−1U ∈ Γ(G ′
+), p = (ΥG+)−1P ∈ Γ(G+).

Наступний результат є структурною теоремою про представлення ал-

гебри
{

Γ(G ′
+),⊛

}

у виглядi комутанта полiномiального розширення на-

пiвгрупи зсувiв.

Теорема 4.3.3. Вiдображення

K : Γ(G ′
+) ∋ u 7−→ K⊗

u ∈ L
(

Γ(G+)
)

здiйснює алгебраїчний iзоморфiзм з алгебри
{

Γ(G ′
+),⊛

}

на комутант
[

T⊗
]c

напiвгрупи T⊗ в алгебрi
{

L
(

Γ(G+)
)

, ◦
}

.

У четвертому параграфi поряд iз класом G+ ультрадиференцiйовних

функцiй з компактними носiями в Rd
+, розглянуто ширший клас Gβ

ультрадиференцiйовних функцiй, заданих на всьому просторi Rd.

Зафiксуємо довiльне дiйсне β > 1. Для додатного числа h > 0 i таких

векторiв µ = (µ1, . . . , µd), ν = (ν1, . . . , νd) ∈ Rd, що µi < νi, i = 1, . . . , d,

в просторi цiлих функцiй експоненцiального типу введемо пiдпростiр

Eh
β [µ, ν] функцiй Cd ∋ z 7−→ ψ(z) ∈ C зi скiнченною нормою

‖ψ‖Eh
β [µ,ν]

:= sup
k∈Zd

+

sup
z∈Cd

|zkψ(z)e−H[µ,ν](η)|

h|k|kkβ
,

де H[µ,ν] — опорна функцiя множини [µ, ν] (означення див. на стор. 196).

Твердження 4.4.1. Кожен з просторiв Eh
β [µ, ν] є банаховим просто-

ром, а всi вкладення Eh
β [µ, ν] # Eh′

β [µ
′, ν ′] при [µ, ν] ⊂ [µ′, ν ′], h < h′

компактнi.

Введемо простiр

Eβ(C
d) :=

ď

µ≺ν, h>0

Eh
β [µ, ν], Eβ(C

d) ≃ lim ind
µ≺ν, h>0

Eh
β [µ, ν],
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надiливши його топологiєю iндуктивної границi вiдносно цих компактних

вкладень.

Нехай Gβ(R
d) — простiр ультрадиференцiйовних в сенсi Жевре фун-

кцiй d змiнних. Визначимо перетворення Фур’є-Лапласа

pϕ(z) := (Fϕ)(z) =

ż

Rd

e−i(t,z)ϕ(t) dt, ϕ ∈ Gβ(R
d), z ∈ C

d.

У наступнiй теоремi описано образ при перетвореннi Фур’є-Лапласа

основного простору Gβ(R
d) у виглядi класу цiлих функцiй експоненцiаль-

ного типу Eβ(C
d). Аналогiчний результат встановлений i для спряжених

просторiв.

Теорема 4.4.1. Справджуються наступнi топологiчнi iзоморфiзми

F (Gβ(R
d)) ≃ Eβ(C

d) та F ′−1(G ′
β(R

d)) ≃ E ′
β(C

d).

Для спрощення записiв введемо позначення Gβ := Gβ(R
d), G ′

β :=

G ′
β(R

d), Eβ := Eβ(C
d), E ′

β := E ′
β(C

d).

Для елементiв тотальних пiдмножин просторiв G
p⊗n
β i G ′p⊗n

β визначимо

оператори F⊗n i F ′⊗n такими спiввiдношеннями F⊗n : ϕ⊗n 7−→ pϕ⊗n,

F ′⊗n : f⊗n 7−→ pf⊗n, F⊗0 = F ′⊗0 := IC, де pϕ⊗n := (Fϕ)⊗n, pf⊗n :=

(F ′−1f)
⊗n

, ϕ ∈ Gβ, f ∈ G ′
β. Далi розширимо цi вiдображення на весь

вiдповiдний простiр G
p⊗n
β i G ′p⊗n

β за лiнiйнiстю та неперервнiстю, в резуль-

татi отримаємо F⊗n ∈ L
(

G
p⊗n
β , E

p⊗n
β

)

i F ′⊗n ∈ L
(

G ′p⊗n
β , E ′p⊗n

β

)

. Нарештi

перетворення F⊗ i F ′⊗ визначимо вiдповiдно як вiдображення

F⊗ :=
(

F⊗n
)

: Γ(Gβ) ∋ p =
(

pn
)

7−→ pp :=
(

ppn
)

∈ Γ(Eβ),

F ′⊗ :=
(

F ′⊗n
)

: Γ(G ′
β) ∋ u =

(

un
)

7−→ pu :=
(

pun
)

∈ Γ(E ′
β),

де pn ∈ G
p⊗n
β , ppn := F⊗npn ∈ E

p⊗n
β , un ∈ G ′p⊗n

β , pun := F ′⊗nun ∈ E ′p⊗n
β .

На просторах P(G ′
β) i P ′(G ′

β) оператори F⊗
P ∈ L

(

P(G ′
β),P(E ′

β)
)

i

F ′⊗
P ∈ L

(

P ′(G ′
β),P

′(E ′
β)
)

задамо формулами F⊗
P := ΥEβ ◦ F⊗ ◦

(

ΥGβ
)−1

i

F ′⊗
P := ΨE′

β ◦ F ′⊗ ◦
(

ΨG′
β
)−1

вiдповiдно. Їх назвемо перетворенням Фур’є-

Лапласа полiномiальних ультрадиференцiйовних функцiй та полiномiаль-

них ультрарозподiлiв вiдповiдно.
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Наступнi двi теореми є аналогом теореми Пелi-Вiнера.

Теорема 4.4.2. Перетворення Фур’є-Лапласа F⊗
P дiє як топологiчний

iзоморфiзм з алгебри P(G ′
β) на алгебру P(E ′

β).

Теорема 4.4.3. Перетворення Фур’є-Лапласа F ′⊗
P дiє як топологiчний

iзоморфiзм з алгебри P ′(G ′
β) на алгебру P ′(E ′

β).

За допомогою полiномiального узагальнення перетворення Лапласа у

пунктi 4.4.3 показано метод “перенесення” операцiй з просторiв Γ(G ′
+) та

P ′(G ′
+) на вiдповiднi образи Γ(E ′

+) та P ′(E ′
+). Зокрема, це зроблено для

операторiв диференцiювання, напiвгруп зсувiв та операцiї крос-кореляцiї.

У п’ятому роздiлi побудовано функцiональне числення типу Хiлле-

Фiллiпса та його узагальнення для операторiв, заданих на деякому ба-

наховому просторi, класом символiв такого числення є рiзнi аналiтичнi в

трубчастих областях функцiї скiнченної чи нескiнченної кiлькостi змiн-

них.

У першому параграфi описано пiдхiд, що узагальнює класичне чи-

слення Хiлле-Фiллiпса в тому сенсi, що замiсть алгебри мiр на R+,

яка розглянута в класичному випадку, використано згорткову алгебру

Шварца S ′
+ узагальнених функцiй повiльного росту з носiями в кону-

сi Rd
+. Побудоване числення задане для генераторiв A = (A1, . . . , Ad)

багатопараметричних рiвномiрно обмежених (C0) напiвгруп операторiв,

що дiють в деякому банаховому просторi.

Кожний елемент x ∈ E ⊗p S+ можна представити (не єдиним чином)

у виглядi суми абсолютно збiжного ряду x =
ř
j∈N λjxj ⊗ ϕj, λj ∈ C,

xj ∈ E, ϕj ∈ S+, де
ř
j |λj| < ∞, а послiдовностi {xj} i {ϕj} збiгаються

до нуля у вiдповiдних просторах.

Для довiльного s ∈ R
d
+ розглянемо оператор зсуву Ts, який визначений

на просторi S+ формулою Ts : ϕ(t) 7−→ ϕ(t+s)|Rd
+

для всiх ϕ ∈ S+. Крос-

кореляцiєю розподiлу f ∈ S ′
+ i функцiї ϕ ∈ S+ назвемо функцiю вигляду

(f ⋆ ϕ)(t) := 〈f(s), Tsϕ(t)〉 = 〈f(s), ϕ(t+ s)〉, t ∈ Rd
+. Кожному розподiлу
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f поставимо у вiдповiднiсть оператор крос-кореляцiї Kf : ϕ 7−→ f ⋆ ϕ.

Нехай S+(E) — простiр нескiнченно диференцiйовних E-значних швид-

ко спадних функцiй на Rd
+. З ядерностi простору S+ випливає тополо-

гiчний iзоморфiзм S+(E) ≃ E ⊗p S+, де ⊗p позначає поповнення тензор-

ного добутку в локально опуклiй проективнiй тензорнiй топологiї.

Нехай I — одиничний оператор в банаховому просторi E. Для до-

вiльного оператора K ∈ L (S+) рiвнiсть (I ⊗ K)x :=
ř
j∈N λjxj ⊗ Kϕj,

де елемент x ∈ S+(E) представлений виглядi абсолютно збiжного ря-

ду, однозначно визначає оператор I ⊗ K ∈ L (S+(E)). Тому коректно

визначеними є наступнi оператори

(I ⊗ Ts)x :=
ÿ

j∈N

λjxj ⊗ Tsϕj та (I ⊗Kf)x :=
ÿ

j∈N

λjxj ⊗Kfϕj,

де s ∈ R
d
+, x ∈ S+(E) i f ∈ S ′

+.

Узагальненою крос-кореляцiєю розподiлу f ∈ S ′
+ i елемента x ∈ S+(E)

назвемо векторнозначну функцiю з простору S+(E) вигляду

(f ⋆ x)(t) := 〈f(s), (I ⊗ Ts)x(t)〉 = 〈f(s), x(t+ s)〉, s ∈ R
d
+.

Вiдповiдний оператор узагальненої крос-кореляцiї має вигляд

I ⊗Kf : S+(E) ∋ x 7−→ (I ⊗Kf)x =: f ⋆ x ∈ S+(E).

Теорема 5.1.2. Вiдображення K : S ′
+ ∋ f 7−→ Kf ∈ L (S+) здiйснює

iзоморфiзм зi згорткової алгебри S ′
+ на комутант [T ]c ⊂ L (S+) напiв-

групи зсувiв T , при цьому Kδ — одиничний оператор i Kf∗g = Kf ◦Kg

для всiх f, g ∈ S ′
+.

Розглянемо сильно неперервну напiвгрупу узагальнених зсувiв I⊗T =
{

I ⊗ Ts : s ∈ Rd
+

}

, визначену на просторi S+(E).

Кажуть, що оператор I ⊗K, де K ∈ L (S+), є iнварiантним вiдносно

напiвгрупи узагальнених зсувiв I ⊗ T , якщо I ⊗ (K ◦ Ts) = I ⊗ (Ts ◦K)

для всiх s ∈ R
d
+.
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Теорема 5.1.3. Для довiльного розподiлу f ∈ S ′
+ оператор I ⊗ Kf

iнварiантний вiдносно напiвгрупи узагальнених зсувiв I ⊗ T . Навпаки,

для довiльного оператора K ∈ L (S+) такого, що I ⊗ K iнварiантний

вiдносно I ⊗ T , знайдеться така єдина узагальнена функцiя f ∈ S ′
+, що

K = Kf i I ⊗K = I ⊗Kf .

Нехай Cd
+ =

{

z = x + iy ∈ Cd : x ∈ intRd
+

}

— трубчаста область в Cd.

Узагальнене перетворення Фур’є F ′ : f 7−→ F ′[f ] iзоморфно вiдображає

S ′ на себе [7]. Зокрема, F ′ визначено на S ′
+ i його образ F ′[S ′

+] —

замкнутий пiдпростiр в S ′.

Узагальнене перетворення Лапласа pf розподiлу f ∈ S ′
+, яке визнача-

ють за формулою pf(z) := 〈f(t), e−tz〉, z = x + iy ∈ Cd
+, є комплексною

аналiтичною функцiєю в трубчастiй областi Cd
+. Для довiльної функцiї

f ∈ S ′
+ справедливе представлення pf(z) = F ′

[

f(t)e−tx
]

(y). Кожна аналi-

тична функцiя pf збiгається до F ′[f ] при x → 0 в топологiї простору S ′.

Вiдомо, що zf ∗ g(z) = pf(z) · pg(z) для всiх z ∈ Cd
+, тому образ xS ′

+ про-

стору S ′
+ при вiдображеннi L : S ′

+ ∋ f 7−→ pf ∈ xS ′
+ є мультиплiкативною

алгеброю аналiтичних функцiй на C
d
+.

Звiдси випливає, що перетворення Лапласа pϕ = L[ϕ] функцiй з про-

стору S+ ⊂ S ′
+ можна визначити за формулою pϕ(z) :=

ż

Rd
+

e−tzϕ(t) dt для

всiх z ∈ Cd
+. Розглянемо вiдповiдне вiдображення L : ϕ 7−→ L[ϕ] з S+

на образ xS+ := L[S+], який надiлимо iндукованою топологiєю вiдносно

вiдображення L : S+ −→ xS+. Тодi L — iзоморфiзм зi згорткової алгебри

S+ на мультиплiкативну пiдалгебру xS+ ⊂ xS ′
+ аналiтичних функцiй. Вико-

ристовуючи вiдображення L i його обернене L−1, для кожного розподiлу

f ∈ S ′
+ визначимо оператор pKf i напiвгрупу pT за формулами

pKf := L◦Kf ◦L
−1 ∈ L (xS+), pT : Rd

+ ∋ s 7−→ pTs := L◦Ts◦L
−1 ∈ L (xS+).

Наслiдок 5.1.1. Вiдображення pK : xS ′
+ ∋ pf 7−→ pKf ∈ L (xS+) здiйснює

iзоморфiзм з алгебри xS ′
+ на комутант [pT ]c в алгебрi L (xS+). Зокрема,
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pK[ pf · pg] = pKf∗g = pKf ◦ pKg для всiх f, g ∈ S ′
+ i pK[pδ] = pKδ — одиничний

оператор в L (xS+).

Нехай в комплексному банаховому просторi E визначено сiмейство

рiвномiрно обмежених d-параметричних (C0) напiвгруп {etA}t∈Rd
+
. Клас

генераторiв таких напiвгруп позначимо символом A.

Нехай S+(E) — простiр нескiнченно диференцiйовних E-значних швид-

ко спадних функцiй на R
d
+. З ядерностi простору S+ випливають топо-

логiчнi iзоморфiзми S+(E) ≃ E ⊗e S+ ≃ E ⊗p S+.

Розглянемо лiнiйне вiдображення

L : S+(E) ∋ x 7−→ rx ∈ rS, де rx(A) =
ż

Rd
+

etAx(t) dt, A ∈ A.

Елементами простору rS є функцiї вигляду rx : A ∋ A 7−→ rx(A) ∈ E. На

rS введемо топологiю проективної границi, що детально описана у пунктi

5.1.3. Для кожної функцiї з простору rS її значення на операторi A ∈ A

можна записати у виглядi

rx(A) =
ÿ

j∈N

λj

ż

Rd
+

etAxjϕj(t) dt =
ÿ

j∈N

λj pϕj(A)xj,

де справа стоїть збiжний в просторi E ряд.

Для кожного A ∈ A введемо в E пiдпростiр rS(A) := {rx(A) : rx ∈ rS}.
Визначимо d-параметричну (C0) напiвгрупу на rS за правилом

{I ⊗ T : Rd
+ ∋ s 7−→ {I ⊗ Ts ∈ L ( rS), ({I ⊗ Ts)rx(A) =

ż

Rd
+

etA(I⊗Ts)x(t) dt.

Наступний результат гарантує щiльнiсть в банаховому просторi обла-

стi визначення функцiонального числення

Лема 5.1.2. Образ вiдображення {I ⊗ Ts : rS ∋ rx 7−→ {I ⊗ Tsrx(A) ∈ E

щiльний в E для кожного s ∈ Rd
+ i кожного A ∈ A. Як наслiдок,

пiдпростiр rS(A) щiльний в E для кожного A ∈ A.

Користуючись сюр’єктивнiстю перетворення L : S ′
+ ∋ f 7−→ pf ∈ xS ′

+,
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задамо вiдображення Φ: xS ′
+ ∋ pf 7−→ rf ∈ L ( rS), де

( rfrx)(A) := rf(A)rx(A) =
ż

Rd
+

etA(f ⋆ x)(t) dt, A ∈ A.

Зауважимо, що rf(A) для кожного фiксованого A ∈ A дiє як оператор

rf(A) : E ∋ rx(A) 7−→ ( rfrx)(A) ∈ E, де rfrx = L
(

(I ⊗Kf)x
)

.

Наступна теорема є обґрунтуванням того, що вiдображення Φ можна

трактувати як функцiональне числення для генераторiв рiвномiрно обме-

жених (C0) напiвгруп в класi xS ′
+ аналiтичних функцiй d комплексних

змiнних.

Теорема 5.1.4. Вiдображення Φ здiйснює топологiчний iзоморфiзм з

xS ′
+ на комутативну пiдалгебру в L ( rS) всiх операторiв {I ⊗K ∈ L ( rS)

вигляду

{I ⊗Krx(A) =
ż

Rd
+

etA(I ⊗K)x(t) dt, K ∈ [T ]c.

При цьому, оператори rf(A) володiють властивостями:

Ćf ∗ g(A) = rf(A)◦rg(A), rδ(A) = I, Ą∂kf(A)rx(A) = (−1)|k| rf(A)Ą∂kx(A)

для всiх f, g ∈ S ′
+, k ∈ Z

d
+.

Нехай {G(t) : t ∈ Rd
+} — d-параметрична обмежена аналiтична на-

пiвгрупа на комплексному банаховому просторi (E, ‖ · ‖) з генератором

A = (A1, . . . , Ad). Припустимо, що всi генератори Aj, j = 1, . . . , d, марґi-

нальних аналiтичних напiвгруп iн’єктивнi та мають щiльнi областi визна-

чення та образи. З [123, Твердження 2.3.13] випливає, що у цьому випад-

ку для всiх мультиiндексiв α = (α1, . . . , αd) ∈ Zd+ коректно визначеними

є степенi операторiв з вiдповiдними щiльними областями визначення

Aα := Aα1

1 ◦ . . . ◦ Aαd

d , D(Aα) :=
dč

j=1

D(A
αj

j ),

A−α := A−α1

1 ◦ . . . ◦A−αd

d , D(A−α) :=
dč

j=1

D(A
−αj

j ).
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Введемо позначення

D(A∞) =
č

α∈Zd
+

D(Aα).

Теорема 5.1.5. Для довiльного оператора A ∈ A виконується вкладен-

ня rS(A) ⊂ D(A∞). Крiм того,

rf(A)Ą
∂
kj
j x(A) = (−1)kjA

kj
j

rf(A)rx(A)

−

kj−1ÿ

l=0

(−Aj)
kj−l−1 lim

tj→+0

ż

R
d−1
+

etA∂lj(f ⋆ x)(t) ďjt

для довiльного kj ∈ Z+, де позначено ďjt := dt1 . . . dtj−1 dtj+1 . . . dtd для

всiх j = 1, . . . , d.

У другому параграфi побудовано числення для генераторiв багатопа-

раметричних аналiтичних напiвгруп операторiв, що дiють в банаховому

просторi. Алгебра символiв такого числення складається з аналiтичних

в деякiй трубчастiй областi функцiй, якi є перетвореннями Лапласа роз-

подiлiв Шварца повiльного росту з носiями в додатному конусi.

Нехай D = D(A)∩D(A−1) позначає щiльний пiдпростiр, надiлений нор-

мою ‖x‖D := ‖x‖+
řd
j=1 ‖Ajx‖+

řd
j=1 ‖A

−1
j x‖. При наших припущеннях

— це банаховий простiр. Крiм того, кожен простiр Dα = D(Aα)∩D(A−α),

α ∈ Z
d
+, надiлений нормою ‖x‖Dα =

ř
−α4µ4α ‖A

µx‖D є повним.

Визначимо простiр U :=
Ş{

Dα : α ∈ Z
d
+

}

i надiлимо його топологiєю

проективної границi вiдносно включень Dα # Dµ для всiх таких α =

(α1, . . . , αd), µ = (µ1, . . . , µd), що µi ≤ αi, i = 1, . . . , d. Зауважимо, що при

цьому U стає простором Фреше.

Лема 5.2.3. Нехай {e−tA : t ∈ R
d
+} — обмежена аналiтична напiвгрупа

над комплексним банаховим простором E. Пiдпростiр U є iнварiантним

вiдносно дiї операторiв e−tA для довiльного t ∈ Rd
+, крiм того вiн щiль-

ний в E.

Лiнiйнi оператори pf(A) з наступної теореми визначенi на банаховому

просторi як необмеженi оператори iз щiльною областю визначення U,
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що складається з нескiнченно гладких векторiв i визначається цiлими

степенями генераторiв напiвгрупи.

Користуючись сюр’єктивнiстю перетворення L : S ′
+ ∋ f 7−→ pf ∈ xS ′

+,

задамо вiдображення

Φ : xS ′
+ ∋ pf 7−→ pf(A) ∈ L (U, E), де pf(A)x =

〈

f(t), e−tAx
〉

, x ∈ U.

Теорема 5.2.1. Вiдображення Φ здiйснює неперервний гомоморфiзм

з мультиплiкативної алгебри аналiтичних функцiй xS ′
+ в комутант

напiвгрупи {e−tA : t ∈ R
d
+}. Оператори з образу Φ

[xS ′
+

]

задовольняють

рiвнiсть zf ∗ g(A) = pf(A) ◦ pg(A), f, g ∈ S ′
+, i pδ0(A) = I — одиничний

оператор.

Гомоморфiзм Φ з попередньої теореми ми розумiємо як функцiональне

числення в алгебрi xS ′
+ аналiтичних на C

d
+ функцiй.

Встановимо деякi диференцiальнi властивостi операторiв pf(A), що ха-

рактернi для скалярного перетворення Лапласа.

Символом U⊗p S+ позначимо пiдпростiр в E ⊗p S+ ≃ S+(E) всiх фун-

кцiй вигляду x : Rd
+ ∋ t 7−→ x(t) ∈ U. Визначимо в банаховому просторi

E пiдпростiр pU наступним чином

pU :=
{

pxA ∈ E : x ∈ U⊗p S+

}

, де pxA :=

ż

Rd
+

e−tAx(t) dt.

Лема 5.2.4. Пiдпростiр pU ⊂ U щiльний в E.

Теорема 5.2.2. Для всiх α ∈ Z
d
+ справджується рiвнiсть

y∂αf(A)x = Aα pf(A)x, x ∈ U.

Теорема 5.2.3. Для довiльного α ∈ N i всiх j = 1, . . . , d справджуються

рiвностi

pf(A)y∂αj xA = Aα
j

pf(A)pxA −
α−1ÿ

r=0

Aα−r−1
j

pf(A)Ć∂rjΛxAj
(0), pxA ∈ pU.



81

У третьому параграфi побудовано нескiнченновимiрний варiант роз-

глянутих вище числень операторiв. А саме, побудовано функцiональне

числення типу Хiлле-Фiллiпса для злiченного набору генераторiв (C0)

напiвгруп стиску, що дiють в деякому банаховому просторi.

Нехай E — комплексний банахiв простiр. Символом A позначимо

множину, елементами якої є злiченнi набори A := (A1,A2, . . . ,An, . . . )

операторiв, що дiють в E. Для нас буде зручно переписати набiр A

в iншому виглядi. Позначимо An := (Abn, . . . ,Aen), де bn := n(n−1)
2 + 1,

en := n(n+1)
2 . Тодi цю злiченну систему операторiв можна записати у

виглядi A = (A1, A2, . . . , An, . . . ) або скорочено A =
(

An

)

.

Нехай An є генератором n-параметричної (C0) напiвгрупи Rn
+ ∋ t 7−→

e−it·An ∈ L (E), що задовольняє умову sup
t∈Rn

+

‖e−it·An‖L (E) ≤ 1, де для

довiльного t ∈ Rn
+ позначено t ·An := t1Abn + · · ·+ tnAen.

Припустимо, що оператори групи An = (Abn, . . . ,Aen) для всiх n ∈ N

комутують один з одним. Для кожного n ∈ N нехай An — множина, еле-

ментами якої є набори з n генераторiв однопараметричних (C0) напiвгруп

стиску.

Визначимо вiдображення L := (Ln) : Γ(S+) ∋ p =
(

pn
)

7−→ rp :=
ř
n∈Z+

rpn ∈ rS , де rS :=
ř
n∈Z+

rSn. Зауважимо, що для кожного n ∈ Z+

множина rSn визначена як простiр функцiй

rpn : An ∋ An 7−→ rpn(An) :=

ż

Rn
+

e−it·Anpn(t) dt ∈ L (E)

для n ∈ N, а rp0 := p0IE ∈ L (E).

Визначимо однопараметричну напiвгрупу rT⊗ : R+ ∋ s 7−→ rT⊗
s ∈ L

( rS
)

на просторi rS за правилом

rT⊗
s :=

(rT⊗n
s

)

: rp =
ÿ

n∈Z+

rpn 7−→ rT⊗
s rp :=

ÿ

n∈Z+

rT⊗n
s rpn.
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При цьому функцiю rT⊗n
s rpn ∈ rSn ми визначаємо наступним чином

rT⊗n
s rpn : An 7−→ rT⊗n

s rpn(An) :=

ż

Rn
+

e−it·Anpn(t+ s) dt,

де для простоти позначено pn(t+ s) := pn(t1 + s, . . . , tn + s).

Використовуючи властивостi iнтеграла Бохнера, можна довести, що

для довiльного елемента p =
(

pn
)

∈ Γ(S+) при pn = ϕ⊗n ∈ S
p⊗n
+ , ϕ ∈ S+,

справджується рiвнiсть ĄT⊗
s p(A) = rT⊗

s rp(A) для всiх s ∈ R+ i A :=
(

An

)

∈ A. Звiдси випливає, що оператор rT⊗
s можна представити у виглядi

rT⊗
s = L ◦ T⊗

s ◦ L−1.

Визначимо операцiю
(

f⊗n
)

⊛
(

g⊗n
)

:=
(

(f ∗ g)⊗n
)

для елементiв то-

тальної пiдмножини простору Γ(S ′
+) i розширимо її на весь простiр за

лiнiйнiстю та неперервнiстю. Очевидно, що Γ(S ′
+) є алгеброю вiдносно

⊛. Оскiльки простiр Γ(S+) неперервно i щiльно вкладений в Γ(S ′
+), а

простiр S+ є згортковою алгеброю, то простiр Γ(S+) теж є алгеброю

вiдносно ⊛.

Вiдображення L : Γ(S+) −→ rS є гомоморфiзмом з алгебри
{

Γ(S+),⊛
}

в алгебру операторнозначних функцiй, заданих на A. З iншого боку, вiд-

ображення F⊗ : Γ(S+) −→ Γ( pS+) також є гомоморфiзмом. Тому вiдобра-

ження L ◦ (F⊗)−1 : Γ( pS+) −→ rS можна розумiти як “елементарне” фун-

кцiональне числення. Iншими словами, оператор rp(A) =
ř
n∈Z+

rpn(An) ∈

L (E) ми розумiємо як “значення” функцiї

pp : (ξ1, . . . , ξn, . . . ) 7−→
(

pp0, pp1(ξ1), pp2(ξ2, ξ3), . . . , ppn(ξbn, . . . , ξen), . . .
)

на злiченному наборi A := (A1,A2, . . . ,An, . . . ) ∈ A генераторiв однопа-

раметричних (C0) напiвгруп стиску.

Визначимо вiдображення

Φ :=
(

Φn
)

: Γ(S ′
+) ∋ u =

(

un
)

7−→ Φu :=
ÿ

n∈Z+

Φun ∈ L
( rS
)

,
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де un := f⊗n ∈ S ′p⊗n
+ , f ∈ S ′

+. При цьому функцiя Φun ∈ L
( rSn

)

, n ∈ Z+,

визначена формулами

Φun : rpn 7−→ Φunrpn, де (Φunrpn)(An) :=

ż

Rn
+

e−it·AnK⊗n
f pn(t) dt, n ∈ N,

а Φu0 — тотожний оператор.

Теорема 5.3.2. Вiдображення Φ є алгебраїчним iзоморфiзмом з алгебри
{

Γ(S ′
+),⊛

}

в пiдалгебру комутанта
[rT⊗

]c
операторiв вигляду rK⊗ =

L◦K⊗ ◦L−1 ∈ L
( rS
)

, де K ∈ L (S+). Зокрема, справджується рiвнiсть

Φu⊛v = Φu ◦ Φv для всiх u, v ∈ Γ(S ′
+), а оператор Φδ дiє як тотожний

в L
( rS
)

, де δ =
(

δ⊗n
)

. Бiльше того, справджується диференцiальна

властивiсть ΦD′urp = −Φu
ĂDp для довiльних u ∈ Γ(S ′

+) i p ∈ Γ(S+).

Для довiльного фiксованого p ∈ Γ(S+) вiдображення Γ(S ′
+) ∋ u 7−→

Φurp ∈ rS є гомоморфiзмом алгебри
{

Γ(S ′
+),⊛

}

в алгебру операторнозна-

чних функцiй, заданих на A. Тому ми можемо розумiти це вiдображення

як функцiональне числення в алгебрi полiномiальних розподiлiв повiль-

ного росту. Функцiя Φurp операторного аргумента може бути записана

у виглядi Φurp = Ću ⋆ p. Тому оператор Φurp(A) = Ću ⋆ p(A) ∈ L (E) мо-

жна розумiти як “значення” функцiї zu ⋆ p нескiнченної кiлькостi змiнних

на злiченному наборi A := (A1,A2, . . . ,An, . . . ) ∈ A генераторiв (C0)

напiвгруп стиску.

У шостому роздiлi розглянуто функцiональне числення в класах

цiлих аналiтичних функцiй нескiнченної кiлькостi змiнних.

У першому параграфi побудовано функцiональне числення для злi-

ченного набору генераторiв сильно неперервних груп операторiв в класi

Фур’є-образiв полiномiальних ультрарозподiлiв, якi є цiлими аналiтични-

ми функцiями злiченної кiлькостi змiнних. При цьому тут є суттєва

вiдмiннiсть в порiвняннi з матерiалом п’ятого роздiлу. А саме, у пара-

графi 5.3 функцiональне числення було задано над тим же банаховим

простором, на якому заданi вихiднi оператори, а тут для злiченної кiль-
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костi генераторiв сильно неперервних груп операторiв, заданих на гiль-

бертовому просторi H, побудовано операторне числення, що задане на

симетричному просторi Фока F(H) :=
à
n∈Z+

H
p⊗n.

Нагадаємо, що елементи простору Γ(Eβ) =
À

fin
n∈Z+

E
p⊗n
β мають вигляд

pp =
(

ppn
)

, де ppn = F⊗npn ∈ E
p⊗n
β для деякого p =

(

pn
)

∈ Γ(Gβ), pn ∈ G
p⊗n
β

(означення просторiв див. пункт 4.4.1). Для простоти у цьому параграфi

розглянемо одновимiрний випадок, тобто d = 1. Елементи простору Γ(Eβ)

можна розумiти як функцiї нескiнченної кiлькостi змiнних

pp :
ą

n∈N

C ∋ (z1, . . . , zn, . . . ) 7−→ pp(z1, . . . , zn, . . . ) ∈ C,

де pp(z1, . . . , zn, . . . ) := pp0 + pp1(z1) + pp2(z2, z3) + · · · + ppn(zbn, . . . , zen) + . . . .

Зауважимо, що вище записаний ряд є збiжним, оскiльки кожен елемент

pp ∈ Γ(Eβ) насправдi є функцiєю тiльки вiд скiнченної кiлькостi змiнних

(ця кiлькiсть не є фiксованою i залежить вiд pp).

Кожна з функцiй ppn є функцiєю n комплексних змiнних, при цьому з

означення симетричного тензорного добутку випливає, що ppn є симетри-

чною функцiєю.

Нехай H — комплексний гiльбертiв простiр. Розглянемо злiченний на-

бiр неперервних операторiв (A1,A2, . . . ,An, . . . ), що дiють в просторi H.

Жодних умов комутативностi операторiв такого набору ми не накладає-

мо.

Припустимо, що Aj для кожного j ∈ N генерує однопараметричну

сильно неперервну групу стиску R ∋ t 7−→ e−itAj ∈ L (H).

Позначимо

Aj := IH ⊗ · · · ⊗ IHlooooooomooooooon
j

⊗Aj ⊗ IH ⊗ · · · ∈ L (F(H)), j ∈ N,

де IH — тотожний оператор в просторi H. За означенням приймемо

A0 := IH ⊗ IH ⊗ · · · ∈ L (F(H)).
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Для кожного натурального n позначимо An := Abn ⊗ · · · ⊗ Aen, де

bn :=
n(n−1)

2 + 1, en :=
n(n+1)

2 . Приймемо за означенням A0 := A0.

Тепер замiсть набору (A1,A2, . . . ,An, . . . ), взагалi кажучи, не кому-

туючих операторiв, що дiють в гiльбертовому просторi H, розглянемо

злiченний набiр A := (A0, A1, A2, . . . , An, . . . ) комутуючих операторiв, що

дiють в просторi Фока F(H). Позначимо символом G множину, елемен-

тами якої є злiченнi набори вказаного вигляду.

Зауважимо, що для кожного n ∈ Z+ оператор An є тотожним опера-

тором на Hp⊗k для всiх k=/ n. Тому, не обмежуючи загальностi, можна

вважати, що An ∈ L (Hp⊗n), n ∈ Z+. При цьому оператор An генерує

сильно неперервну n-параметричну групу

R
n ∋ t = (t1, . . . , tn) 7−→ e−itAn := e−it1Abn ⊗ · · · ⊗ e−itnAen ∈ L (F(H)),

де e−itiAj := IH ⊗ . . .⊗ IHlooooooomooooooon
j

⊗ e−itiAj ⊗ IH ⊗ . . ., i = 1, . . . , n, j ∈ N. Ана-

логiчно, як i вище, не обмежуючи загальностi можна вважати, що

e−itAn ∈ L (Hp⊗n), n ∈ Z+.

Нехай Gn позначає множину, елементами якої є оператори вигляду

An = Abn ⊗ · · · ⊗ Aen, n ∈ N. Приймемо за означенням G0 := {A0}.

Для кожного n ∈ Z+ визначимо множину rHn := {rpn : Gn −→ L (Hp⊗n) :

pn ∈ G
p⊗n
β }, що складається iз функцiй операторного аргумента вигляду

rpn(An) :=

ż

Rn

e−it1Abn ⊗ · · · ⊗ e−itnAenpn(t1, . . . , tn) dt1 . . . dtn.

Приймемо за означенням rp0 : G0 ∋ A0 7−→ rp0(A0) := p0IC ∈ L (C).

Визначимо вiдображення

F := (Fn) : Γ(Gβ) ∋ p =
(

pn
)

7−→ rp :=
ÿ

n∈Z+

rpn ∈ rH, де rH :=
ÿ

n∈Z+

rHn.

Вiдображення F дiє як гомоморфiзм з алгебри
{

Γ(Gβ),⊛
}

в алге-

бру rH функцiй операторного аргумента, визначених на G iз значеннями

в просторi операторiв на просторi Фока. З iншого боку, вiдображення
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F⊗ : Γ(Gβ) −→ Γ(Eβ) також є гомоморфiзмом. Тому композицiю вiдобра-

жень F ◦ (F⊗)−1 : Γ(Eβ) −→ rH ми розумiємо як функцiональне числення.

Iншими словами, оператор rp(A) =
ř
n∈Z+

rpn(An) ∈ L (F(H)) є “значе-

нням” функцiї pp нескiнченної кiлькостi змiнних на злiченному наборi

A = (A0, A1, A2, . . . , An, . . . ) ∈ G операторiв.

Розглянемо на просторi rH однопараметричну групу операторiв

rT⊗ : R ∋ s 7−→ rT⊗
s ∈ L

( rH
)

, де

rT⊗
s :=

(rT⊗n
s

)

: rp =
ÿ

n∈Z+

rpn 7−→ rT⊗
s rp :=

ÿ

n∈Z+

rT⊗n
s rpn.

Визначимо вiдображення

Q : Γ(G ′
β) ∋ u =

(

f⊗n
)

7−→ Qu :=
ÿ

n∈Z+

Qf⊗n ∈ L
( rH
)

,

де f ∈ G ′
β. У свою чергу оператори Qf⊗n ∈ L

( rHn

)

визначимо за допо-

могою формул: (Qf⊗0rp0)(A0) := IC та Qf⊗n : rpn 7−→ Qf⊗nrpn для кожного

натурального n, де

(Qf⊗nrpn)(An) :=

ż

Rn

e−it1Abn ⊗ · · · ⊗ e−itnAenK⊗n
f pn(t1, . . . , tn) dt1 . . . dtn.

Теорема 6.1.1. Вiдображення Q здiйснює алгебраїчний iзоморфiзм з

алгебри
{

Γ(G ′
β),⊛

}

на пiдалгебру в комутантi
[rT⊗

]c
операторiв вигляду

rK⊗ = F ◦ K⊗ ◦ F−1 ∈ L
( rH
)

, де K ∈ L (Gβ). Зокрема, для всiх u, v ∈

Γ(G ′
β) справджується рiвнiсть Qu⊛v = Qu ◦ Qv. Крiм того, оператор

Qδ є одиничним в L
( rH
)

, де δ =
(

1, δ, . . . , δ⊗n . . .
)

.

При кожному фiксованому p ∈ Γ(Gβ) вiдображення Kp : Γ(G ′
β) ∋ u 7−→

u ⋆ p ∈ Γ(Gβ) є гомоморфiзмом вiдповiдних алгебр. З iншого боку вiд-

ображення Γ(G ′
β) ∋ u 7−→ Qurp ∈ rH є гомоморфiзмом з алгебри Γ(G ′

β)

в алгебру операторнозначних функцiй, визначених на G . Порiвнюючи

означення вiдображень F та Q, легко побачити, що функцiю Qurp опе-

раторного аргумента можна записати у виглядi Qurp = Ću ⋆ p. Звiдси

випливає, що оператор Qurp(A) = Ću ⋆ p(A) ∈ L (F(H)) можна розумiти
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як “значення” функцiї zu ⋆ p ∈ Γ(Eβ) нескiнченної кiлькостi змiнних на

злiченному наборi (A1,A2, . . . ,An, . . . ) генераторiв однопараметричних

(C0) груп стиску.

У другому параграфi наведено застосування побудованого числення

операторiв до розв’язання нескiнченновимiрної задачi Кошi для рiвняння

теплопровiдностi.

Нехай g ∈ G ′
β. Визначимо оператор зсуву на просторi P(G ′

β) за прави-

лом TgP (f) := P (f + g), P ∈ P(G ′
β), f ∈ G ′

β.

Визначимо згортку полiномiального ультрарозподiлу U ∈ P ′(G ′
β) з

основною функцiєю P ∈ P(G ′
β) за правилом (U ∗ P )(g) := 〈U,TgP 〉,

g ∈ G ′
β, де справа записане спарювання дуальної пари

〈

P ′(G ′
β),P(G ′

β)
〉

.

Для довiльного полiномiального ультрарозподiлу U ∈ P ′(G ′
β) вiдобра-

ження CU , що визначене формулою CU : P(G ′
β) ∋ P 7−→ U ∗ P ∈ P(G ′

β),

назвемо асоцiйованим з U згортковим оператором на P(G ′
β).

Нехай {Ut : t ∈ J} — сiм’я елементiв з простору P ′(G ′
β), J — довiльний

iнтервал вигляду [0, α], α ∈ R, α ≥ 0. Припустимо, що функцiя t 7−→ Ut

є неперервна з J в P ′(G ′
β). Тодi функцiя t 7−→ F ′⊗

P Ut є неперервною з J в

P ′(E ′
β), де F ′⊗

P — полiномiальне перетворення Фур’є-Лапласа, визначене

у пунктi 4.4.2. Тому для кожного t ∈ J множина {F ′⊗
P Us : s ∈ [0, t]}

є компактною пiдмножиною в P ′(E ′
β). Зокрема вона обмежена. Звiдси

випливає, що елемент ż t

0

F ′⊗
P Us ds

належить простору P ′(E ′
β) для кожного t ∈ J . А, отже, в просторi P ′(G ′

β)

iснує єдиний елемент, який позначимо
şt
0Us ds, такий що

F ′⊗
P

ż t

0

Us ds =

ż t

0

F ′⊗
P Us ds.

Бiльше того, вiдображення Et =
şt
0Us ds, t ∈ J , диференцiйовне в

P ′(G ′
β) i задовольняє рiвнiсть ∂

∂tEt = Ut.
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Довiльному полiномiальному ультрарозподiлу U ∈ P ′(G ′
β) поставимо у

вiдповiднiсть формальний ряд

e∗U :=
ÿ

n∈Z+

1

n!
U ∗n,

де згортка U ∗n := U ∗ U ∗ · · · ∗ Uloooooooomoooooooon
n

визначена формулою (6.2.4).

Нехай {Ut : t ∈ J} — довiльна описана вище сiм’я елементiв з P ′(G ′
β).

Наступний результат є теоремою про iснування та єдинiсть розв’язку

згорткової задачi Кошi.

Теорема 6.2.1. Задача Кошi










∂
∂tXt = Ut ∗Xt, t ∈ J,

X0 = P, P ∈ P(G ′
β),

має єдиний розв’язок в P(G ′
β), що задається формулою

Xt = e∗
şt
0 Us ds ∗ P, t ∈ J.

Застосуємо цю теорему для розв’язання узагальненого рiвняння те-

плопровiдностi, породженого лапласiаном Ґросса.

Визначимо оператор слiду τ за формулою
〈

τ, ϕp⊗ψ
〉

:=

ż

Rd
+

ϕ(t)ψ(t) dt, ϕ, ψ ∈ Gβ.

Лапласiан Ґросса ∆G — це оператор, що полiному P =
řm
n=0〈 ·

⊗n, ϕ⊗n〉,

ϕ ∈ Gβ, степеня m ставить у вiдповiднiсть полiном ∆GP степеня m − 2

вигляду ∆GP :=
řm−2
n=0 (n+ 2)(n+ 1)

〈

τ, ϕ⊗2
〉〈

· ⊗n, ϕ⊗n
〉

.

Теорема 6.2.2. Лапласiан Ґросса ∆G дiє як згортковий оператор, а

саме справджується рiвнiсть 1
2∆GP = Uτ ∗P , P ∈ P(G ′

β), де Uτ — полi-

номiальний ультрарозподiл з простору P ′(G ′
β), що вiдповiдає елементу

(0, 0, τ, 0, . . . ) ∈ Γ(G ′
β).

Теорема 6.2.3. Задача Кошi










∂
∂t
Xt =

1
2
∆GXt, t ∈ J,

X0 = P, P ∈ P(G ′
β),
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для узагальненого рiвняння теплопровiдностi, породженого лапласiаном

Ґросса, має єдиний розв’язок в P(G ′
β), що задається формулою

Xt = e∗tUτ ∗ P, t ∈ J.

Побудуємо однопараметричну напiвгрупу {Gt : t ≥ 0}, iнфiнiтезималь-

ним генератором якої є оператор 1
2
∆G. Формально цю напiвгрупу можна

записати у виглядi Gt = et
1
2∆G.

Оскiльки 1
2∆GP = Uτ ∗ P , то

GtP :=
mÿ

n=0

[m−n
2 ]ÿ

k=0

(n+ 2k)!

k!n!

tk

2k
〈τ⊗k, ϕ⊗2k〉

〈

· ⊗n, ϕ⊗n
〉

,

де P =
řm
n=0〈 ·

⊗n, ϕ⊗n〉, ϕ ∈ Gβ.

Твердження 6.2.1. Вiдображення R+ ∋ t 7−→ Gt ∈ L (P(G ′
β)) є сильно

неперервною напiвгрупою операторiв з генератором 1
2
∆G.

У третьому параграфi розглянуто абстрактний випадок алгебри сим-

волiв Hb(X ) всiх аналiтичних функцiй обмеженого типу на деякому не-

скiнченновимiрному банаховому просторi X .

Нехай A — деяка банахова алгебра з одиницею 1A. Спектром кому-

тативної топологiчної алгебри A називають множину M(A) характерiв

(неперервних гомоморфiзмiв) алгебри A в C.

Вiдомо [100, 101], що для кожного елемента a ∈ A ⊗p X iснує такий

гомоморфiзм θa : Hb(X ) 7−→ A (позначення θa(f) =: fA(a)), що для

кожного h ∈ M(A) виконується h(θa(f)) = f ([h⊗ IX ] (a)), де IX —

одиничний оператор в просторi X .

Наступний результат є аналогом теореми Гiльберта про нулi для по-

лiномiв вiд елементiв банахової алгебри.

Теорема 6.3.2. Нехай P1, . . . , Pn ∈ P(X ). Тодi
Şn
k=1KerPk = ∅ у тому

й тiльки в тому випадку, коли
Şn
k=1Ker(Pk)A = ∅ i при цьому для
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деяких Q1, . . . , Qn ∈ P(X )

nÿ

k=1

(Pk)A (a) (Qk)A (a) = 1A, ∀a ∈ A⊗p X .

Наступний результат є описом гомоморфiзмiв з алгебри Hb(X ) в ко-

мутативну банахову алгебру A.

Теорема 6.3.3. Для кожного гомоморфiзму Φ0 : Hb(X ) −→ A iснує

така напрямленiсть {aα} ⊂ A⊗p X , що

h ◦ Φ0(P ) = lim
α
PA([h⊗ IX ](aα))

для довiльних P ∈ P(X ) i h ∈ M(A).

Наведемо приклад, який iлюструє, що iснують гомоморфiзми з Hb(X )

в A, якi не подаються у виглядi функцiонального числення.

Нехай X = ℓ2, {ak} — деяка збiжна до елемента a послiдовнiсть в

напiвпростiй алгебрi A i U — деякий вiльний ультрафiльтр на множинi

натуральних чисел. Нехай {ek} — система ортогональних базисних еле-

ментiв в ℓ2. Гомоморфiзм ΦU : Hb(ℓ2) −→ A, який визначено формулою

ΦU(f) = lim
U
fA(ak ⊗ ek),

є шуканим.



Роздiл 2

Абстрактна теорiя полiномiальних

основних та узагальнених функцiй

2.1 Полiноми на локально опуклих просторах

Нехай X ,Y — локально опуклi комплекснi векторнi простори. Всюди

символ L (X ,Y) позначає простiр всiх неперервних лiнiйних операторiв

з X в Y . Позначимо через

X n := X × . . .×Xloooooomoooooon
n

та X⊗n := X ⊗ . . .⊗ Xloooooomoooooon
n

, n ∈ N,

n-тий декартовий та тензорний степiнь простору X вiдповiдно. За озна-

ченням приймемо X 0 := C, X⊗0 := C. Для довiльного натурального n

позначимо через L (X n,Y) — простiр всiх неперервних n-лiнiйних опера-

торiв, що дiють з X n в Y з топологiєю b рiвномiрної збiжностi на обме-

жених множинах простору X . За означенням приймемо L (X 0,Y) := Y .

Для простоти позначень будемо писати L (X ,Y) := L (X 1,Y) та

L (X ) := L (X ,X ). Всюди в дисертацiї X ′ := L (X ,C) позначатиме

сильно спряжений до X простiр.

Символом Ls(X
n,Y) позначимо пiдпростiр в L (X n,Y) тих операто-

рiв, що є симетричними вiдносно перестановки змiнних. Аналогiчне по-

няття введемо для тензорiв. На просторi X⊗n визначимо оператор симе-

тризацiї sn, який на довiльний елемент x1⊗. . .⊗xn ∈ X⊗n, x1, . . . , xn ∈ X ,
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дiє за правилом

sn(x1 ⊗ . . .⊗ xn) = x1p⊗ . . . p⊗xn :=
1

n!

ÿ

σ∈Gn

xσ(1) ⊗ . . .⊗ xσ(n), (2.1.1)

де Gn — група перестановок множини {1, . . . , n}. Пiдпростiр в X⊗n, що

породжується елементами x1p⊗ . . . p⊗xn, x1, . . . , xn ∈ X , позначимо X p⊗n i

назвемо симетричним тензорним степенем простору X . Елементи про-

стору X p⊗n називають симетричними тензорами. Очевидно, що кожен

елемент вигляду x ⊗ . . . ⊗ x є симетричним тензором. Бiльше того, ко-

жен елемент простору X p⊗n можна представити (не обов’язково єдиним

чином) у виглядi скiнченної суми вигляду
ř
i xi ⊗ . . .⊗ xi. Очевидно, що

оператор sn є проектуванням в просторi X⊗n на пiдпростiр X p⊗n.

Нехай ⊗p (вiдповiдно, p⊗p) позначає поповнення алгебраїчного тензор-

ного добутку ⊗ (вiдповiдно, симетричного тензорного добутку p⊗ ) в про-

ективнiй тензорнiй локально опуклiй топологiї. Тодi X⊗pn (вiдповiдно,

X p⊗pn) позначає тензорний степiнь (вiдповiдно, симетричний тензорний

степiнь) простору X , поповнений у проективнiй тензорнiй топологiї.

Вiдомо, що оператор симетричного проектування є неперервним у

кожнiй з топологiй, описаних у пунктi 1.2.2 (див. [99]). Тому вiн може

бути розширений на поповнення вiдповiдних просторiв. Це розширення

ми позначатимемо тим же символом sn, тобто

sn : X⊗pn −→ X
p⊗pn

ÿ

i

xi1 ⊗ . . .⊗ xin 7−→
ÿ

i

xi1 p⊗ . . . p⊗ xin
(2.1.2)

Зауваження 2.1.1. Оскiльки всi простори, якi розглядаються в дисерта-

цiї, поповненi в проективнiй локально опуклiй топологiї, то для спроще-

ння позначень ми будемо опускати iндекс p, тобто писатимемо ⊗ та p⊗
замiсть ⊗p та p⊗p за винятком тих випадкiв, коли треба наголосити на

топологiї, в якiй здiйснюється поповнення.

Нехай Aj ∈ L (X ,Y), j = 1, . . . , n, деякi оператори. Визначимо тен-
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зорний добуток операторiв A1 ⊗ . . . ⊗ An, означивши його на тензорах

x1 ⊗ . . .⊗ xn, x1, . . . , xn ∈ X , за правилом

(A1 ⊗ . . .⊗An)(x1 ⊗ . . .⊗ xn) = A1x1 ⊗ . . .⊗Anxn,

i продовживши його на весь простiр за лiнiйнiстю та неперервнiстю.

Очевидно, що A1 ⊗ . . .⊗ An ∈ L (X⊗n,Y⊗n).

Зауваження 2.1.2. Для довiльного оператора A ∈ L (X ) його тензорний

степiнь A⊗n := A⊗ . . .⊗ Alooooomooooon
n

∈ L (X p⊗n), n ∈ N, визначають як лiнiйне

неперервне розширення вiдображення x⊗n 7−→ (Ax)⊗n, де x ∈ X . У ди-

сертацiї ми розглядаємо лише такi простори, для яких таке розширення

iснує (див. [6]).

Позначимо символом
ą

n∈Z+

X
p⊗n локально опуклий декартовий добуток,

а символом
à

fin
n∈Z+

X
p⊗n — фiнiтну локально опуклу пряму суму симетри-

чних тензорних степенiв X p⊗n простору X . Нагадаємо, що в прямiй сумi

є скiнченна, але не фiксована кiлькiсть доданкiв. Аналогiчнi декартовий

добуток
ą

n∈Z+

X ′p⊗n та фiнiтну пряму суму
à

fin
n∈Z+

X ′p⊗n можна побудувати

для спряженого простору X ′.

Розглянемо канонiчнi вкладення

∆n : X ∋ x 7−→ (x, . . . , x) ∈ X n,

⊗n : X
n ∋ (x1, . . . , xn) 7−→ x1 ⊗ . . .⊗ xn ∈ X⊗n.

З теореми [54, IV, 9.8] випливає наступний результат

Твердження 2.1.1. Якщо X є ядерним (F ) або (DF ) простором, то

вiдображення
(

X⊗pn
)′
∋ fn 7−→ fn ◦ ⊗n ∈ L (X n,C)

є топологiчним iзоморфiзмом.
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Простiр Pn(X ) всiх n-однорiдних полiномiв нам зручно означити, ви-

користовуючи канонiчнi топологiчнi iзоморфiзми

Pn(X ) ≃ Ls(X
n,C) ≃ (X

p⊗n)′, (2.1.3)

описанi в книзi [99]. Тодi iзоморфiзм

(X
p⊗n)′ ∋ pn 7−→ Pn := pn ◦ ⊗n ◦∆n ∈ Pn(X ) (2.1.4)

визначає n-однорiдний полiном на X як композицiю

Pn(x) = 〈 pn, x
⊗n 〉, x⊗n := x⊗ · · · ⊗ xlooooomooooon

n

= (⊗n ◦∆n)x, x ∈ X .

(2.1.5)

Простiр Pn(X ) надiлимо топологiєю b рiвномiрної збiжностi на обмеже-

них множинах простору X . За означенням приймемо P0(X ) := C.

Довiльний полiном на X є скiнченною сумою однорiдних полiномiв.

Простiр P(X ) полiномiв на X надiлимо топологiєю b. Зауважимо, що

P(X ) є топологiчною алгеброю зi скалярним одиничним елементом 1 ∈ C

i множенням

P (x) ⋄Q(x) =
ÿ

n∈Z+

nÿ

m=0

Pm(x) ·Qn−m(x), x ∈ X .

За означенням полiноми з простору P(X ) є неперервними. Проте

на X можна ввести й iншi топологiї такi, що всi полiноми в P(X )

залишаться неперервнi. Найслабшу з таких топологiй називають слабкою

полiномiальною топологiєю (скорочено wp-топологiєю).

Класична теорема Гольдштейна стверджує, що для довiльного нескiн-

ченновимiрного банахового простору X знайдеться така напрямленiсть

{xα} з одиничної сфери, що слабко збiгається до нуля. У [63, 91] до-

ведено аналог цього результату для слабкої полiномiальної топологiї.

Покажемо, як використати результати про ядра полiномiв (див. [179]),

щоб отримати такого типу теорему для слабкої полiномiальної топологiї

окремо на комплексному i дiйсному просторi.
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У статтi [179] доведено, що для кожного скiнченного набору P1, . . . , Pn

однорiдних полiномiв на комплексному нескiнченновимiрному банаховому

просторi знайдеться нескiнченновимiрний пiдпростiр у перетинi ядер цих

полiномiв
nč

k=1

KerPk.

Теорема 2.1.1. Нехай X — комплексний нескiнченновимiрний банаховий

простiр. Тодi знайдеться така напрямленiсть {xα} ⊂ X, ‖xα‖ = 1, що

λαxα → 0 у wp-топологiї для довiльного набору чисел λα.

Доведення. Позначимо символом O множину околiв нуля у wp-тополо-

гiї, тобто

O :=
{

Uε1,...,εn
P1,...,Pn

:= {x ∈ X : |Pk(x)| < εk, k = 1, . . . , n}
}

,

де не обмежуючи загальностi ми вважаємо, що всi P1, . . . , Pn є однорi-

дними полiномами.

Скажемо, що Uε1,...,εn
P1,...,Pn

≺ Uδ1,...,δm
Q1,...,Qm

, якщо Uε1,...,εn
P1,...,Pn

⊃ Uδ1,...,δm
Q1,...,Qm

. Очевидно,

що для довiльних околiв Uε1,...,εn
P1,...,Pn

i Uδ1,...,δm
Q1,...,Qm

виконуються наступнi “не-

рiвностi” Uε1,...,εn
P1,...,Pn

≺ Uε1,...,εn,δ1,...,δm
P1,...,Pn,Q1,...,Qm

i Uδ1,...,δm
Q1,...,Qm

≺ Uε1,...,εn,δ1,...,δm
P1,...,Pn,Q1,...,Qm

. Тому O

є напрямленою множиною. Таким чином, ми можемо розглянути O як

множину iндексiв.

Для довiльного α = Uε1,...,εn
P1,...,Pn

∈ O виберемо таку точку xα в
nč

k=1

KerPk,

що ‖xα‖ = 1. Iз згаданого вище результату iз статтi [179] така точка зав-

жди знайдеться. Отже, {xα} — напрямленiсть в X . Вiзьмемо довiльний

полiном P ∈ P(X ) степеня n i нехай P = P0+P1+ · · ·+Pn. За побудовою

напрямленостi {xα} для довiльного ε > 0 iснує таке α0 = Uε,...,ε
P1,...,Pn

∈ O , що

для всiх α ≻ α0 маємо P (λαxα) = P0 = P (0), що i треба було довести.

Наслiдок 2.1.1. Нехай f — аналiтична функцiя, що рiвномiрно непе-

рервна на деякiй вiдкритiй множинi, яка мiстить замкнуту одиничну

кулю простору X . Тодi limα f(xα) = f(0) для напрямленостi {xα} з

теореми 2.1.1.
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Доведення. Нехай f =
ř∞
n=0 fn — розклад в ряд Тейлора функцiї f .

Оскiльки f рiвномiрно неперервна на деякiй вiдкритiй множинi, яка

мiстить замкнуту одиничну кулю, то ряд Тейлора збiгається до f рiв-

номiрно на замкнутiй одиничнiй кулi (див. [99]). Зокрема для кожно-

го ε > 0 iснує таке n0, що для всiх n > n0 i для всiх x, ‖x‖ ≤ 1,

виконується
∣

∣

ř∞
k=n+1 fk(x)

∣

∣ < ε. Тому якщо iндекс α0 ∈ O вибраний

так, що f1(xα0
) = · · · = fn(xα0

) = 0, тодi для кожного α ≥ α0 маємо

|f(xα)− f(0)| < ε. Отже, limα f(xα) = f(0).

Зауважимо, що теорема 2.1.1 взагалi кажучи не виконується у дiй-

сному випадку. Наприклад, у дiйсному просторi ℓ2 для довiльної на-

прямленостi {xα}, ‖xα‖ = 1, i для полiнома P (x) =
ř
k

x2k отримаємо

P (xα) =
ř
k

x2αk
= ‖xα‖

2 = 1→/ 0. Однак, у [115] доведено iснування wp-

збiжної до нуля напрямленостi з одиничної сфери дiйсного простору ℓ1.

Лема 2.1.1. Нехай P1, . . . , Pn — однорiднi полiноми непарних степенiв

на нескiнченновимiрному дiйсному просторi X . Тодi для довiльного k ∈ N

iснує такий лiнiйний пiдпростiр X0, dimX0 = k, що X0 ⊂
nŞ
i=1

KerPi.

Доведення. Нехай dk = degPk, k = 1, . . . , n, де за умовою d1, . . . , dn —

непарнi числа. Для довiльного k ∈ N виберемо такий набiр натуральних

чисел k1, . . . , kn, що k = k1 < · · · < kn. Iз результатiв статтi [64] випливає,

що для числа kn i непарного числа dn iснує таке Nn ∈ N, що для звужен-

ня полiнома Pn на R
Nn iснує лiнiйний пiдпростiр Xn ⊂ R

Nn, dimXn = kn,

для якого виконується Pn
∣

∣

Xn
≡ 0. Для числа kn−1 i непарного dn−1 iснує

таке Nn−1 ∈ N, що для звуження полiнома Pn−1 на RNn−1 ⊂ Xn знайдеться

лiнiйний пiдпростiр Xn−1 ⊂ Xn, dimXn−1 = kn−1, для якого виконується

Pn−1

∣

∣

Xn−1
≡ 0. Очевидно, що Xn−1 ⊂ KerPn

Ş
KerPn−1. Продовжуючи цей

процес скiнченну кiлькiсть раз, ми отримаємо такий лiнiйний пiдпростiр

X1 =: X0 розмiрностi k1 = k, що P1

∣

∣

X1
≡ 0. За побудовою матимемо

X0 ⊂
nŞ
i=1

KerPi.
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Для дiйсного банахового простору X визначимо непарну слабку по-

лiномiальну топологiю (скорочено odd-wp-топологiю) в термiнах збiжно-

стi напрямленостей: скажемо, що xα
odd-wp
−→ x тодi i тiльки тодi, коли

P (xα) −→ P (x) для довiльного однорiдного полiнома P ∈ Pn(X ) непар-

ного степеня n ∈ N. Очевидно, що з xα
wp
−→ x випливає xα

odd-wp
−→ x.

Нехай Podd(X ) — мiнiмальна алгебра, що мiстить всi дiйснi однорi-

днi полiноми непарного степеня i константи. Кожен P ∈ Podd(X ) можна

представити у виглядi скiнченної суми скiнченних добуткiв дiйсних одно-

рiдних полiномiв непарного степеня. Легко бачити, що xα
odd-wp
−→ x тодi i

тiльки тодi, коли P (xα) −→ P (x) для всiх P ∈ Podd(X ).

Теорема 2.1.2. Нехай X — дiйсний нескiнченновимiрний банаховий про-

стiр. Тодi знайдеться така напрямленiсть {xα} ⊂ X , ‖xα‖ = 1, що

λαxα
odd-wp
−→ 0 для довiльного набору чисел λα.

Доведення. Нехай Oodd позначає множину околiв нуля в odd-wp-топо-

логiї, тобто

Oodd :=
{

Uε1,...,εn
P1,...,Pn

:= {x ∈ X : |Pk(x)| < εk, k = 1, . . . , n}
}

,

де P1, . . . , Pn — дiйснi однорiднi полiноми непарного степеня. Множина

Oodd є напрямленою (див. доведення теореми 2.1.1).

З леми 2.1.1 випливає, що для довiльного α = Uε1,...,εn
P1,...,Pn

∈ Oodd зна-

йдеться точка xα в
nč

k=1

KerPk, для якої ‖xα‖ = 1. Таким чином, {xα}

— напрямленiсть в X . Для довiльного P ∈ Podd(X ) знайдуться дiйснi

однорiднi полiноми P1, . . . , Pn непарного степеня, якi визначають полi-

ном P . Тодi для кожного ε > 0 iснує таке α0 = Uε,...,ε
P1,...,Pn

∈ Oodd, що

для всiх α > α0 маємо P (λαxα) = 0 = P (0). Отже, λαxα → 0 у odd-wp-

топологiї.
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2.2 Тензорна та алгебраїчна структура просторiв по-

лiномiальних основних та узагальнених функцiй

У цьому параграфi ми покажемо схему побудови полiномiальних (не-

лiнiйних) основних та узагальнених функцiй, якi є нескiнченновимiрним

узагальненням класичних просторiв основних функцiй та розподiлiв. При

цьому важливим є той факт, що простори, що тут розглядаються, є ядер-

ними i належать одному з класiв (F ) або (DF ). Далi у цьому роздiлi, а

також у роздiлах 3 та 4, ми використовуватимемо результати цього па-

раграфу при побудовi полiномiальних узагальнених функцiй повiльного

росту та полiномiальних ультрарозподiлiв.

Однiєю iз (довший час нерозв’язаних) задач теорiї топологiчних тен-

зорних добуткiв була “проблема топологiй” Ґротендiка (Grothendieck’s

problème des topologies). Вiдомо [54, 120], що для обмежених пiдмножин

A ⊂ X та B ⊂ Y просторiв Фреше X та Y замикання лiнiйної оболонки

A⊗B в проективному тензорному добутку X ⊗p Y є замкненою пiдмно-

жиною. У роботi [120] А. Ґротендiк запитав, чи для кожної обмеженої

пiдмножини C ⊂ X ⊗p Y знайдуться такi обмеженi пiдмножини A ⊂ X

та B ⊂ Y , що C мiститься в замиканнi лiнiйної оболонки A⊗ B?

Х. Боне, А. Ґалбiс, Х.К. Дiаз, А. Перiс, Б. Дiрольф та iн. дослiджува-

ли “проблему топологiй”. Вони навели ряд пiдкласiв просторiв, для яких

вiдповiдь була негативною. Для довiльних просторiв Фреше негативну

вiдповiдь на це питання дав Я. Таскiнен у [209]. Для нас важливим є

результат А. Ґротендiка [120]: якщо простори X та Y є типу (F ) або

(DF ) i принаймнi один з них ядерний, то вiдповiдь позитивна (див.

також подiбний результат Х. Боне, Х.К. Дiаза та Я. Таскiнена [77]).

Нехай X , Y — довiльнi локально опуклi простори. Вiдомо [54], що

спряженим до X ⊗p Y є простiр L (X
Ś

Y ,C) бiлiнiйних функцiоналiв,

заданих на декартовому добутку X
Ś

Y . При цьому на L (X
Ś

Y ,C)
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задано топологiю бiобмеженої збiжностi (топологiя нарiзно рiвномiр-

ної збiжностi на обмежених множинах). Легко бачити, що ця тополо-

гiя є слабшою за сильну топологiю β(L (X
Ś

Y ,C),X ⊗p Y) простору

L (X
Ś

Y ,C). “Проблему топологiй” Ґротендiка можна переформулюва-

ти наступним чином: за яких умов цi топологiї спiвпадають?

Виявляється, що згаданий вище позитивний результат А. Ґротендiка

дозволяє довести наступну теорему.

Теорема 2.2.1 ([54, Теорема 9.9]). Нехай X — довiльний локально опу-

клий ядерний (F ) або (DF ) простiр. Тодi справджується топологiчний

iзоморфiзм X ′⊗n ≃ (X⊗n)′ для довiльного n ∈ N.

Ключовою у наших дослiдженнях є наступна теорема, яка є “симетри-

чним” аналогом теореми А. Ґротендiка.

Теорема 2.2.2. Якщо X локально опуклий ядерний (F ) або (DF ) про-

стiр, то справджується рiвнiсть

X ′p⊗n ≃ (X
p⊗n)′, n ∈ N, (2.2.1)

для симетричних тензорних степенiв.

Доведення. Оскiльки простiр X є рефлексивним, то (X⊗n)′′ = (X ′⊗n)′ =

X⊗n, тобто 〈X ′⊗n, X⊗n 〉 — дуальна пара вiдносно бiлiнiйної форми

〈 f, x 〉 =
〈ÿ

i

fi1⊗. . .⊗fin,
ÿ

j

xj1⊗. . .⊗xjn

〉

=
ÿ

i

ÿ

j

〈 fi1, xj1 〉 . . . 〈 fin, xjn 〉,

де f =
ř
i fi1 ⊗ . . . ⊗ fin ∈ X ′⊗n, x =

ř
j xj1 ⊗ . . . ⊗ xjn ∈ X⊗n, fik ∈ X ′,

xjk ∈ X , k = 1, . . . , n.

Замiсть простору X⊗n в дуальнiй парi 〈X ′⊗n, X⊗n 〉 розглянемо його

замкнений пiдпростiр X p⊗n. Вiдомо [54], що дуальним до X p⊗n буде фа-

кторпростiр X ′⊗n/(X p⊗n)⊥, де (X p⊗n)⊥ позначає ортогональне доповнення

пiдпростору X p⊗n вiдносно дуальностi 〈X ′⊗n,X⊗n〉 (див. (1.2.1)).



100

Нехай s′n позначає спряжений оператор до оператора симетричного

проектування (2.1.2). Покажемо, що ортогональне доповнення (X p⊗n)⊥

спiвпадає з ядром оператора s′n. Нехай f =
ř
i fi1 ⊗ . . . ⊗ fin ∈ Ker s′n ⊂

X ′⊗n. Тодi для довiльного елемента x =
ř
j xj1p⊗ . . . p⊗xjn ∈ X p⊗n маємо

〈f, x〉 =
〈ÿ

i

fi1 ⊗ . . .⊗ fin,
ÿ

j

xj1p⊗ . . . p⊗xjn
〉

=
ÿ

i

ÿ

j

〈 fi1 ⊗ . . .⊗ fin, xj1p⊗ . . . p⊗xjn 〉

=
ÿ

i

ÿ

j

〈 fi1p⊗ . . . p⊗fin, xj1 ⊗ . . .⊗ xjn 〉

=
〈ÿ

i

fi1p⊗ . . . p⊗fin,
ÿ

j

xj1 ⊗ . . .⊗ xjn

〉

=
〈

s′n(f),
ÿ

j

xj1 ⊗ . . .⊗ xjn

〉

= 0.

Звiдси випливає, що f ∈ (X p⊗n)⊥, тобто Ker s′n ⊂ (X p⊗n)⊥.

Навпаки, нехай f ∈ (X p⊗n)⊥ ⊂ X ′⊗n. Тодi для довiльного x ∈ X⊗n

маємо 〈s′n(f), x〉 = 〈f, sn(x)〉 = 0 оскiльки sn(x) ∈ X p⊗n. Таким чином,

f ∈ Ker s′n, тобто (X p⊗n)⊥ ⊂ Ker s′n. Отже, (X p⊗n)⊥ = Ker s′n.

В результатi отримали, що дуальним до X p⊗n буде факторпростiр

X ′⊗n/Ker s′n. Залишилось показати, що X ′p⊗n ≃ X ′⊗n/Ker s′n. Ця рiвнiсть

є очевидним наслiдком представлення X ′⊗n = X ′p⊗n ⊕ Ker s′n тензорного

добутку у виглядi прямої суми його пiдпросторiв X ′p⊗n та Ker s′n. Отже,

рiвнiсть (2.2.1) доведено.

Полiноми на локально опуклих просторах коротко описано в пара-

графi 2.1 та детально у книзi [99]. Нагадаємо, що символи Pn(X
′) та

P(X ′) позначають вiдповiдно простори n-однорiдних та всiх неперервних

полiномiв на просторi X ′, а P ′
n(X

′) та P ′(X ′) — їх сильно спряженi.

Для спрощення записiв введемо наступнi позначення

Γ(X ) :=
à

fin
n∈Z+

X
p⊗n та Γ(X ′) :=

ą

n∈Z+

X ′p⊗n.
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Зауважимо, що ми розглядаємо випадок, коли елементи прямої суми

мiстять лише скiнченну, але не фiксовану кiлькiсть доданкiв.

З теореми 2.2.2 випливає, що наступна формула коректно задає бiлi-

нiйну форму

〈f , x 〉 =
〈 ą

n∈Z+

fn,
à
n∈Z+

xn

〉

=
ÿ

n∈Z+

〈 fn, xn 〉, x ∈ Γ(X ), f ∈ Γ(X ′),

(2.2.2)

де x =
À

n∈Z+
xn, xn ∈ X p⊗n i f =

Ś
n∈Z+

fn, fn ∈ X ′p⊗n ≃ (X p⊗n)′. За-

уважимо, що сума в правiй частинi рiвностi (2.2.2) є скiнченною, хоч

кiлькiсть доданкiв не фiксована (вона залежить вiд кiлькостi доданкiв

елемента x ∈ Γ(X )). Звiдси випливає коректнiсть задання бiлiнiйної фор-

ми. А це, в свою чергу, коректно задає добре вiдому [54, 4.4] дуальнiсть

〈Γ(X ′), Γ(X ) 〉.

Наступна теорема показує тензорну структуру просторiв полiномiв та

спряжених до них просторiв. Цiєю тензорною структурою ми користува-

тимемось у всiй дисертацiї.

Теорема 2.2.3. Для довiльного ядерного (F ) або (DF ) простору X

справджуються наступнi лiнiйнi топологiчнi iзоморфiзми

ΥX
n : X

p⊗n −→ Pn(X
′), ΨX

n : X
′p⊗n −→ Pn(X ),

ΥX : Γ(X ) −→ P(X ′), ΨX : Γ(X ′) −→ P ′(X ′).

Доведення. З рiвностi (2.2.1) та з означення простору n-однорiдних не-

перервних полiномiв (див. формули (2.1.3) та (2.1.4)) легко отримати

iзоморфiзм ΨX
n . Замiнюючи у попереднiх мiркуваннях X на X ′, отрима-

ємо iзоморфiзм ΥX
n .

Топологiчнi iзоморфiзми

ΥX : Γ(X ) ∋
à
n∈Z+

xn 7−→
ÿ

n∈Z+

ΥX
n (xn) ∈ P(X ′), xn ∈ X

p⊗n,
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та

ΨX : Γ(X ′) ∋
ą

n∈Z+

fn 7−→
ą

n∈Z+

ΨX
n (fn) ∈

ą

n∈Z+

Pn(X ), fn ∈ X ′p⊗n,

(2.2.3)

дiють як лiнiйнi розширення вiдображень

ΥX
n : X

p⊗n −→ Pn(X
′) та ΨX

n : X ′p⊗n −→ Pn(X )

вiдповiдно. Використовуючи дуальнiсть 〈Γ(X ′), Γ(X ) 〉, отримаємо iзо-

морфiзми

P ′(X ′) ≃
(

Γ(X )
)′
≃ Γ(X ′) ≃

ą

n∈Z+

Pn(X ). (2.2.4)

При цьому, iзоморфiзм ΨX з (2.2.3) набуде свого остаточного вигляду

ΨX : Γ(X ′) −→ P ′(X ′).

Зауважимо, що простори Pn(X ), Pn(X
′), P(X ′) i P ′(X ′) ядернi та ре-

флексивнi. При цьому справджуються наступнi рiвностi для вiдповiдних

дуальностей:

〈

Pn(X ),Pn(X
′)
〉

=
〈

X ′p⊗n,X p⊗n〉,
〈

P ′(X ′),P(X ′)
〉

=
〈

Γ(X ′),Γ(X )
〉

.

Крiм того, справджуються рiвностi ΨX
n =

[

(ΥX
n )

′
]−1

i ΨX =
[

(ΥX )′
]−1

.

Кожному елементу U =
Ś

n∈Z+
Un з простору P ′(X ′) та довiльному

числу m ∈ Z+ можна поставити у вiдповiднiсть полiном Pm, заданий на

просторi X формулою

Pm(x) :=
mÿ

n=0

〈un, x
⊗n 〉, x ∈ X , (2.2.5)

де un := [ΨX
n ]

−1(Un) ∈ X ′p⊗n ≃ (X p⊗n)′.

Теорема 2.2.4. Якщо простiр X неперервно та щiльно вкладений в X ′,

то справджуються наступнi неперервнi щiльнi вкладення:

Pn(X
′)# Pn(X ), P(X ′)# P ′(X ′).
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Доведення. Нехай вкладення X # X ′ є неперервним та щiльним. То-

дi X p⊗n # X ′p⊗n, а, отже, Pn(X
′) # Pn(X ). З очевидних вкладень

À
nX

p⊗n #
À

nX
′p⊗n та

À
nX

′p⊗n #
Ś

nX
′p⊗n випливає, що неперервнi

щiльнi вкладення

P(X ′) ≃ Γ(X )#
à

fin
n∈Z+

X ′p⊗n
# Γ(X ′) ≃ P ′(X ′)

також справджуються.

Твердження 2.2.1. (i) Локально опуклий простiр P ′(X ′) є поповненням

у сильнiй топологiї множини полiномiв скiнченного типу вигляду

ÿ

n∈Z+

ÿ

fj∈X ′

〈f1 ⊗ . . .⊗ fn, x
⊗n〉

(як функцiй змiнної x ∈ X ). Спряжений простiр X ′ замкнутий в

P ′(X ′).

(ii) Локально опуклий простiр P(X ′) є поповненням у топологiї рiв-

номiрної збiжностi на обмежених множинах X ′ множини полiномiв

скiнченного типу вигляду

ÿ

n∈Z+

ÿ

xj∈X

〈f⊗n, x1 ⊗ . . .⊗ xn〉

(як функцiй змiнної f ∈ X ′). Простiр X замкнутий в P(X ′).

Доведення. Вiдомо [120], що елементи просторiв X ′p⊗n та X p⊗n можна

наблизити лiнiйними комбiнацiями елементiв вигляду f1 p⊗ . . . p⊗ fn та

x1 p⊗ . . . p⊗ xn вiдповiдно, де fj ∈ X ′, xj ∈ X , j = 1, . . . , n. Тепер правиль-

нiсть обох частин (i) та (ii) твердження 2.2.1 випливає з iзоморфiзмiв

Γ(X ′) ≃ P ′(X ′) та Γ(X ) ≃ P(X ′), встановлених в теоремi 2.2.3.

Простiр P(X ′) є мультиплiкативною алгеброю вiдносно множення

P ⋄Q :=
ÿ

n∈Z+

nÿ

m=0

Pm ·Qn−m, P, Q ∈ P(X ′),
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де P =
ř
n Pn, Q =

ř
nQn, а Pm · Qn−m позначає поточкове множення

полiномiв, тобто (Pm · Qn−m)(f) = Pm(f) · Qn−m(f), ∀ f ∈ X ′, n,m ∈ Z+,

m ≤ n.

Твердження 2.2.2. Пряма сума Γ(X ) є локально опуклою алгеброю

вiдносно операцiї згорткового типу

p ⋄ q :=
à
n∈Z+

nÿ

m=0

pm p⊗ qn−m, p, q ∈ Γ(X ),

де p =
À

n pn, q =
À

n qn, pn, qn ∈ X p⊗n. При цьому вiдображення

ΥX :
{

Γ(X ), ⋄
}

−→
{

P(X ′), ⋄
}

дiє як алгебраїчний iзоморфiзм.

Зауважимо, що операцiю ⋄ згорткового типу по-iншому ще називають

добутком Вiка [141].

Доведення. Нам достатньо перевiрити, що лiнiйний iзоморфiзм ΥX є

ще й алгебраїчним. Для всiх pm ∈ X p⊗m та qk ∈ X p⊗k маємо

pm p⊗ qk ∈ X
p⊗m p⊗X

p⊗k = X
p⊗(m+k).

Тому pm p⊗ qn−m ∈ X p⊗n i

〈f⊗m, pm〉 · 〈f
⊗(n−m), qn−m〉 = 〈f⊗n, pm p⊗ qn−m〉.

Тепер з твердження 2.2.1 випливає, що ΥX — алгебраїчний iзоморфiзм.

Нехай, так як i в теоремi 2.2.4, простiр X неперервно та щiльно

вкладений в X ′. Тодi згорткова операцiя алгебри
{

Γ(X ), ⋄
}

може бути

розширена до операцiї згорткового типу в просторi Γ(X ′)

f ⋄ g :=
ą

n∈Z+

(
nÿ

m=0

fm p⊗ gn−m

)

, f , g ∈ Γ(X ′), (2.2.6)

де f =
Ś

n fn, g =
Ś

n gn, fn, gn ∈ X ′p⊗n. При цьому Γ(X ′) теж стає

топологiчною згортковою алгеброю.
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Твердження 2.2.3. Множення алгебри P(X ′) може бути однозначно

розширене до множення в P ′(X ′), що задано формулою

U ⋄ V :=
ą

n∈Z+

nÿ

m=0

Um · Vn−m, U, V ∈ P ′(X ′),

де U =
Ś

nUn, V =
Ś

n Vn, Un, Vn ∈ Pn(X ), при цьому добуток у правiй

частинi останньої рiвностi є звичайним поточковим множенням двох

многочленiв. Таким чином, P ′(X ′) є топологiчною алгеброю, а вiдобра-

ження

ΨX :
{

Γ(X ′), ⋄
}

−→
{

P ′(X ′), ⋄
}

дiє як алгебраїчний iзоморфiзм.

Доведення. З теореми 2.2.3 та твердження 2.2.1 безпосередньо випли-

ває, що вiдображення

ΨX : Γ(X ′) ∋ f =
ą

n∈Z+

fn 7−→ U =
ą

n∈Z+

Un ∈ P ′(X ′),

де Un = ΨX
n (fn) ∈ Pn(X ), є шуканим iзоморфiзмом алгебр (див. також

формулу (2.2.3)).

Слiд вiдзначити, що в дисертацiї тензорна структура типу (2.2.1) i,

як наслiдок, iзоморфiзми (2.2.4) використанi iстотним чином, зокрема,

для побудови функцiонального числення для злiченних наборiв генерато-

рiв сильно неперервних напiвгруп. В iнших вiдомих нескiнченновимiрних

узагальненнях класичних просторiв основних функцiй та розподiлiв [3–5],

наприклад, в аналiзi бiлого шуму, (див. [127, 140, 150, 175]), теж описа-

но тензорну структуру типу (2.2.1) для iнших нiж у дисертацiї класiв

просторiв.
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2.3 Оператори на просторах полiномiальних основних

та узагальнених функцiй

Нехай X та Y — довiльнi локально опуклi ядернi (F ) або (DF )

простори, а A ∈ L (X ,Y) та A′ ∈ L (Y ′,X ′) — пара взаємно спряжених

операторiв, IC ∈ L (C) — одиничний оператор на C.

Задамо оператори A⊗n : X p⊗n −→ Y p⊗n та A′⊗n : Y ′p⊗n −→ X ′p⊗n, n ∈ Z+,

за правилом: A⊗0 := IC, A′⊗0 := IC, а для кожного натурального n

оператори A⊗n та A′⊗n визначимо як лiнiйнi та неперервнi розширення

вiдображень

x1 p⊗ . . . p⊗ xn 7−→ Ax1 p⊗ . . . p⊗Axn, xi ∈ X , i = 1, . . . , n,

y1 p⊗ . . . p⊗ yn 7−→ A′y1 p⊗ . . . p⊗A′yn, yi ∈ Y ′, i = 1, . . . , n,

вiдповiдно. Вiдмiтимо, що коректнiсть такого означення випливає iз за-

уваження 2.1.2.

Визначимо оператори A⊗ ∈ L
(

Γ(X ),Γ(Y)
)

та A′⊗ ∈ L
(

Γ(Y ′),Γ(X ′)
)

на вiдповiдних просторах типу Фока наступним чином:

A⊗ :=
ą

n∈Z+

A⊗n : Γ(X ) ∋ p =
à
n∈Z+

pn 7−→ A⊗p :=
à
n∈Z+

A⊗npn ∈ Γ(Y),

A′⊗ :=
ą

n∈Z+

A′⊗n : Γ(Y ′) ∋ f =
ą

n∈Z+

fn 7−→ A′⊗f :=
ą

n∈Z+

A′⊗nfn ∈ Γ(X ′),

(2.3.1)

де pn ∈ X p⊗n, fn ∈ Y ′p⊗n.

Теорема 2.3.1. Наступнi дiаграми

Pn(X
′)

[ΥX
n ]−1

��

A⊗n
P // Pn(Y

′)

[ΥY
n ]

−1

��

Pn(Y)

[ΨY
n ]

−1

��

A′⊗n
P // Pn(X )

[ΨX
n ]

−1

��

X p⊗n
ΥX

n

OO

A⊗n
// Y p⊗n,

ΥY
n

OO

Y ′p⊗n
ΨY

n

OO

A′⊗n
//X ′p⊗n
ΨX

n

OO

однозначно визначають взаємно спряженi лiнiйнi неперервнi оператори

A⊗n
P ∈ L

(

Pn(X
′),Pn(Y

′)
)

та A′⊗n
P ∈ L

(

Pn(Y),Pn(X )
)

на вiдповiдних

просторах n-однорiдних полiномiв.
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Доведення. Перш за все нагадаємо, що X⊗pn, Y⊗pn вiдповiдно позна-

чають поповнення просторiв X⊗n, Y⊗n в локально опуклiй проективнiй

тензорнiй топологiї. Хоч ранiше (див. зауваження 2.1.1) i була домовле-

нiсть для спрощення позначень опускати iндекс p, проте в межах цього

доведення ми писатимемо цей iндекс, щоб пiдкреслити рiзницю мiж та-

кими просторами.

Зауважимо, що з теореми 2.2.3 випливає, що вище записанi дiаграми

комутативнi. Тому лiнiйнi вiдображення A⊗n
P := ΥY

n ◦ A⊗n ◦ [ΥX
n ]

−1 та

A′⊗n
P := ΨX

n ◦ A′⊗n ◦ [ΨY
n ]

−1 однозначно можна визначити за допомогою

рiвностей (див. формулу (2.1.5))
[

A⊗n
P Pn

]

(y) := 〈A′y ⊗ · · · ⊗A′yloooooooomoooooooon
n

, pn〉, y ∈ Y ′,

[

A′⊗n
P Qn

]

(x) := 〈qn, Ax⊗ · · · ⊗ Axlooooooomooooooon
n

〉, x ∈ X ,

де Pn ∈ Pn(X
′), pn := [ΥX

n ]
−1(Pn) ∈ X p⊗pn, Qn ∈ Pn(Y), qn := [ΨY

n ]
−1(Qn) ∈

Y ′p⊗pn ≃ (Y p⊗pn)′.

Iз вище записаних спiввiдношень випливає, що для завершення дове-

дення залишилось показати неперервнiсть операторiв A⊗n та A′⊗n. За-

уважимо, що оператори A′⊗n та A⊗n є взаємно спряженими, тобто

〈A′y1 p⊗ . . . p⊗A′yn, x1 p⊗ . . . p⊗ xn〉 = 〈y1 p⊗ . . . p⊗ yn, Ax1 p⊗ . . . p⊗Axn〉,

де y1 p⊗ . . . p⊗ yn ∈ Y ′p⊗n, x1 p⊗ . . . p⊗ xn ∈ X p⊗n, yi ∈ Y ′, xi ∈ X , i = 1, . . . , n.

З неперервностi оператора A на X випливає, що для довiльної не-

перервної напiвнорми q1 ⊗ . . . ⊗ qn на Y⊗n знайдуться такi константи

C1, . . . , Cn та напiвнорми p1, . . . , pn на X , що

(q1 ⊗ . . .⊗ qn)(A
⊗nx) = inf

mÿ

i=1

q1(Axi1) · · · qn(Axin)

≤ inf
mÿ

i=1

C1p1(xi1) · · ·Cnpn(xin)

= C1 · · ·Cn(p1 ⊗ . . .⊗ pn)(x),

(2.3.2)
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де iнфiмум беруть за всiма зображеннями x =
řm
i=1 xi1 ⊗ · · · ⊗ xin ∈ X⊗n.

Звiдси випливає неперервнiсть оператора A⊗n : X⊗n −→ Y⊗n.

З щiльностi вкладень X⊗n # X⊗pn та Y⊗n # Y⊗pn випливає неперерв-

нiсть оператора A⊗n : X⊗pn −→ Y⊗pn.

Нехай sn — оператор симетризацiї, що заданий на X⊗pn формулою

(2.1.1). Не буде плутанини, якщо тим самим символом sn ми позначимо

оператор симетризацiї на Y⊗pn. Тодi маємо sn ◦ A
⊗n = A⊗n ◦ sn, оскiльки

оператор A⊗n переводить симетричнi тензори у симетричнi. Оскiльки на

симетричних пiдпросторах X p⊗pn та Y p⊗pn топологiї iндукованi iз вiдповiд-

них просторiв X⊗pn та Y⊗pn, то оператор симетризацiї є неперервним.

Звiдси випливає неперервнiсть звуження A⊗n : X p⊗pn −→ Y p⊗pn.

Неперервнiсть спряженого оператора A′⊗n : Y ′p⊗pn −→ X ′p⊗pn доводиться

аналогiчно.

Теорема 2.3.2. Наступнi дiаграми

P(X ′)

[ΥX ]−1

��

A⊗
P // P(Y ′)

[ΥY ]−1

��

P ′(Y ′)

[ΨY ]−1

��

A′⊗
P // P ′(X ′)

[ΨX ]−1

��

Γ(X )

ΥX

OO

A⊗
// Γ(Y),

ΥY

OO

Γ(Y ′)

ΨY

OO

A′⊗
// Γ(X ′)

ΨX

OO

однозначно визначають взаємно спряженi лiнiйнi неперервнi операто-

ри A⊗
P ∈ L

(

P(X ′),P(Y ′)
)

та A′⊗
P ∈ L

(

P ′(Y ′),P ′(X ′)
)

на вiдповiдних

просторах полiномiальних основних та узагальнених функцiй.

Доведення. З теореми 2.2.3 випливає, що вище записанi дiаграми ко-

мутативнi. Тому лiнiйнi вiдображення A⊗
P := ΥY ◦ A⊗ ◦ [ΥX ]−1 та A′⊗

P :=

ΨX ◦A′⊗ ◦ [ΨY ]−1 однозначно можна визначити за допомогою рiвностей

A⊗
PP :=

ÿ

n∈Z+

A⊗n
P Pn, A′⊗

P U :=
ą

n∈Z+

A′⊗n
P Un,

де P =
ř
n∈Z+

Pn ∈ P(X ′), Pn ∈ Pn(X
′), U =

Ś
n∈Z+

Un ∈ P ′(Y ′), Un ∈ Pn(Y),

а оператори A⊗n
P та A′⊗n

P визначенi в теоремi 2.3.1. З цiєї теореми та з
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формули (2.2.2) випливають рiвностi

〈

U,A⊗
PP
〉

=
〈

ą

n∈Z+

Un,
ÿ

n∈Z+

A⊗n
P Pn

〉

=
ÿ

n∈Z+

〈

Un, A
⊗n
P Pn

〉

=
ÿ

n∈Z+

〈

A′⊗n
P Un, Pn

〉

=
〈

ą

n∈Z+

A′⊗n
P Un,

ÿ

n∈Z+

Pn
〉

=
〈

A′⊗
P U, P

〉

.

тобто оператори A⊗
P та A′⊗

P є взаємно спряженими.

Крiм того, у теоремi 2.3.1 доведено неперервнiсть операторiв A⊗n
P та

A′⊗n
P . Тепер з означень локально опуклих топологiй прямої суми та декар-

тового добутку випливає неперервнiсть операторiв A⊗
P ∈ L

(

P(X ′),P(Y ′)
)

та A′⊗
P ∈ L

(

P ′(Y ′),P ′(X ′)
)

.

Розглянемо тепер випадок X = Y . Нехай A ∈ L (X ) та A′ ∈ L (X ′) —

пара взаємно спряжених операторiв, а 0 ∈ L (C) — нульовий оператор

на C.

Поряд з операторами A⊗ ∈ L
(

Γ(X )
)

та A′⊗ ∈ L
(

Γ(X ′)
)

(див. фор-

мулу (2.3.1)) на вiдповiдних просторах типу Фока можна задати iншi

оператори A{⊗} ∈ L
(

Γ(X )
)

та A′{⊗} ∈ L
(

Γ(X ′)
)

.

Для довiльного n ∈ Z+ задамо оператори A{⊗}n ∈ L
(

X⊗n
)

та A′{⊗}n ∈

L
(

X ′⊗n
)

за правилом: A{⊗}0 = 0, A′{⊗}0 = 0, а для кожного натураль-

ного n оператори A{⊗}n i A′{⊗}n визначимо як лiнiйне та неперервне

розширення вiдображень

x1 ⊗ . . .⊗ xn 7−→
nÿ

j=1

x1 ⊗ . . .⊗ xj−1 ⊗ Axj ⊗ xj+1 ⊗ . . .⊗ xn,

y1 ⊗ . . .⊗ yn 7−→
nÿ

j=1

y1 ⊗ . . .⊗ yj−1 ⊗ A′yj ⊗ yj+1 ⊗ . . .⊗ yn,

вiдповiдно, де xi ∈ X , yi ∈ X ′, i = 1, . . . , n.

Тепер визначимо два оператори A{⊗} ∈ L
(

Γ(X )
)

та A′{⊗} ∈ L
(

Γ(X ′)
)



110

на вiдповiдних просторах типу Фока наступним чином:

A{⊗} :=
ą

n∈Z+

A{⊗}n : Γ(X ) −→ Γ(X )

p =
à
n∈Z+

pn 7−→ A{⊗}p :=
à
n∈Z+

A{⊗}npn,

A′{⊗} :=
ą

n∈Z+

A′{⊗}n : Γ(X ′) −→ Γ(X ′)

f :=
ą

n∈Z+

fn 7−→ A′{⊗}f =
ą

n∈Z+

A′{⊗}nfn,

де pn ∈ X p⊗n, fn ∈ X ′p⊗n, а оператори A{⊗}n, A′{⊗}n тут позначають

звуження на пiдпростори X p⊗n ⊂ X⊗n, X ′p⊗n ⊂ X ′⊗n вiдповiдно.

Теорема 2.3.3. Наступнi дiаграми

Pn(X
′)

[ΥX
n ]−1

��

A
{⊗}n
P // Pn(X

′)

[ΥX
n ]−1

��

Pn(X )

[ΨX
n ]−1

��

A
′{⊗}n
P // Pn(X )

[ΨX
n ]−1

��

X p⊗n
ΥX

n

OO

A{⊗}n
//X p⊗n,

ΥX
n

OO

X ′p⊗n
ΨX

n

OO

A′{⊗}n
//X ′p⊗n
ΨX

n

OO

однозначно визначають взаємно спряженi лiнiйнi неперервнi оператори

A
{⊗}n
P ∈ L

(

Pn(X
′)
)

та A
′{⊗}n
P ∈ L

(

Pn(X )
)

на вiдповiдних просторах

n-однорiдних полiномiв.

Доведення. З теореми 2.2.3 випливає, що вище записанi дiаграми ко-

мутативнi. Тому лiнiйнi вiдображення A
{⊗}n
P := ΥX

n ◦ A{⊗}n ◦ [ΥX
n ]

−1 та

A
′{⊗}n
P := ΨX

n ◦A′{⊗}n ◦ [ΨX
n ]

−1 однозначно можна визначити за допомогою

рiвностей
[

A
{⊗}n
P Pn

]

(y) := n〈A′y p⊗ y
p⊗(n−1), pn〉, y ∈ X ′,

[

A
′{⊗}n
P Qn

]

(x) := n〈qn, Ax p⊗x
p⊗(n−1)〉, x ∈ X ,

де Pn ∈ Pn(X
′), pn := [ΥX

n ]
−1(Pn) ∈ X p⊗pn, Qn ∈ Pn(X ), qn := [ΨX

n ]
−1(Qn) ∈

X ′p⊗n ≃ (X p⊗n)′.

Як i вище, достатньо довести неперервнiсть операторiв A{⊗}n, A′{⊗}n.

Зауважимо, що в цьому випадку доведення вiдрiзнятиметься вiд дове-

дення теореми 2.3.1 тiльки тим, що в оцiнцi типу (2.3.2) буде тiльки
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одна константа C. Решта частина доведення повторюється практично

без змiн.

Теорема 2.3.4. Наступнi дiаграми

P(X ′)

[ΥX ]−1

��

A
{⊗}
P // P(X ′)

[ΥX ]−1

��

P ′(X ′)

[ΨX ]−1

��

A
′{⊗}
P // P ′(X ′)

[ΨX ]−1

��

Γ(X )

ΥX

OO

A{⊗}
// Γ(X ),

ΥX

OO

Γ(X ′)

ΨX

OO

A′{⊗}
// Γ(X ′)

ΨX

OO

однозначно визначають взаємно спряженi лiнiйнi неперервнi операто-

ри A
{⊗}
P ∈ L

(

P(X ′)
)

та A
′{⊗}
P ∈ L

(

P ′(X ′)
)

на вiдповiдних просторах

полiномiальних основних та узагальнених функцiй.

Доведення. Еквiвалентним означенням вiдображень A{⊗}
P := ΥX ◦A{⊗} ◦

[ΥX ]−1 та A
′{⊗}
P := ΨX ◦ A′{⊗} ◦ [ΨX ]−1 можна вважати рiвностi

A
{⊗}
P P :=

ÿ

n∈Z+

A
{⊗}n
P Pn, A

′{⊗}
P U :=

ą

n∈Z+

A
′{⊗}n
P Un,

де P =
ř

n∈Z+

Pn ∈ P(X ′), Pn ∈ Pn(X
′), U =

Ś
n∈Z+

Un ∈ P ′(X ′), Un ∈ Pn(X ),

а оператори A⊗n
P та A′⊗n

P визначенi в теоремi 2.3.3.

Теорема 2.3.5. Для довiльної пари взаємно спряжених операторiв A ∈

L (X ) та A′ ∈ L (X ′) оператори A⊗ ∈ L
(

Γ(X )
)

, A′⊗ ∈ L
(

Γ(X ′)
)

,

A⊗
P ∈ L

(

P(X ′)
)

та A′⊗
P ∈ L

(

P ′(X ′)
)

є неперервними автоморфiзмами

вiдповiдних алгебр.

Доведення. Неперервнiсть кожного з цих операторiв вже доведена ви-

ще. Залишилось показати, що вони зберiгають алгебраїчну операцiю.

З означення оператора A⊗n випливає, що його дiю на елементарнi

тензори можна записати так:

A⊗n[x1 p⊗ . . . p⊗ xn] = Ax1 p⊗ . . . p⊗Axn

= (Ax1 p⊗ . . . p⊗Axm) p⊗ (Axm+1 p⊗ . . . p⊗Axn)

= A⊗m[x1 p⊗ . . . p⊗ xm] p⊗A⊗(n−m)[xm+1 p⊗ . . . p⊗ xn],
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для всiх xi ∈ X , i = 1, . . . , n, m, n ∈ N, m < n.

Тому рiвнiсть

A⊗n[pm p⊗ qn−m] = A⊗m[pm] p⊗A⊗(n−m)[qn−m]

справджується для довiльних pm ∈ X p⊗m i qn−m ∈ X p⊗(n−m), n,m ∈ N, m <

n. При цьому очевидно, що A⊗0(p0 p⊗ q0) = A⊗0p0 p⊗A⊗0q0 для довiльних

p0, q0 ∈ X p⊗0 = C.

Звiдси отримуємо

A⊗(p ⋄ q) = A⊗
( à
n∈Z+

nÿ

m=0

pm p⊗ qn−m

)

=
à
n∈Z+

(

A⊗n
nÿ

m=0

pm p⊗ qn−m

)

=
à
n∈Z+

nÿ

m=0

A⊗n[pm p⊗ qn−m] =
à
n∈Z+

nÿ

m=0

(

A⊗m[pm] p⊗A⊗(n−m)[qn−m]
)

=
( à
n∈Z+

A⊗npn

)

⋄
( à
n∈Z+

A⊗nqn

)

= A⊗p ⋄A⊗q, ∀p, q ∈ Γ(X ),

де p =
À

n pn, q =
À

n qn, pn, qn ∈ X p⊗n.

Вище було доведено (див. твердження 2.2.2), що вiдображення ΥX є

топологiчним iзоморфiзмом алгебр. Враховуючи цей факт та означення

вiдображення A⊗
P := ΥX ◦ A⊗ ◦ [ΥX ]−1, для довiльних полiномiв P,Q ∈

P(X ′) з останньої доведеної рiвностi отримуємо

A⊗
P(P ⋄Q) = (ΥXA⊗[ΥX ]−1)(P ⋄Q) = (ΥXA⊗)([ΥX ]−1P ⋄ [ΥX ]−1Q)

= ΥX (A⊗(p ⋄ q)) = ΥX (A⊗p ⋄ A⊗q) = ΥXA⊗p ⋄ΥXA⊗q

= (ΥXA⊗[ΥX ]−1)(P ) ⋄ (ΥXA⊗[ΥX ]−1)(Q) = A⊗
PP ⋄A⊗

PQ,

де p := [ΥX ]−1P ∈ Γ(X ), q := [ΥX ]−1Q ∈ Γ(X ).

Отже, оператори A⊗ ∈ L
(

Γ(X )
)

та A⊗
P ∈ L

(

P(X ′)
)

є неперервними

автоморфiзмами, що i треба було довести.

Доведення для спряжених операторiв A′⊗ ∈ L
(

Γ(X ′)
)

та A′⊗
P ∈

L
(

P ′(X ′)
)

аналогiчне.

Теорема 2.3.6. Для довiльної пари взаємно спряжених операторiв A ∈

L (X ) та A′ ∈ L (X ′) оператори A{⊗} ∈ L
(

Γ(X )
)

, A′{⊗} ∈ L
(

Γ(X ′)
)

,
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A
{⊗}
P ∈ L

(

P(X ′)
)

та A
′{⊗}
P ∈ L

(

P ′(X ′)
)

є неперервними диференцiюва-

ннями вiдповiдних алгебр.

Доведення. Знову доведення достатньо провести для операторiв A{⊗} ∈

L
(

Γ(X )
)

та A
{⊗}
P ∈ L

(

P(X ′)
)

. Для iнших двох доведення аналогiчне.

Покажемо спочатку, що оператор A{⊗}n дiє як диференцiювання, тобто

для нього справджується правило Лейбнiца. На елементарних тензорах

це випливає з рiвностей

A{⊗}n[x1 ⊗ . . .⊗ xn] =
nÿ

j=1

x1 ⊗ . . .⊗ xj−1 ⊗ Axj ⊗ xj+1 ⊗ . . .⊗ xn

=
mÿ

j=1

(x1 ⊗ . . .⊗Axj ⊗ . . .⊗ xm)⊗ (xm+1 ⊗ . . .⊗ xn)

+
nÿ

j=m+1

(x1 ⊗ . . .⊗ xm)⊗ (xm+1 ⊗ . . .⊗Axj ⊗ . . .⊗ xn)

=
(

mÿ

j=1

x1 ⊗ . . .⊗Axj ⊗ . . .⊗ xm

)

⊗ (xm+1 ⊗ . . .⊗ xn)

+ (x1 ⊗ . . .⊗ xm)⊗
(

nÿ

j=m+1

xm+1 ⊗ . . .⊗ Axj ⊗ . . .⊗ xn

)

= A{⊗}m[x1 ⊗ · · · ⊗ xm]⊗ (xm+1 ⊗ . . .⊗ xn)

+ (x1 ⊗ . . .⊗ xm)⊗ A{⊗}(n−m)[xm+1 ⊗ · · · ⊗ xn]

для довiльних xi ∈ X , i = 1, . . . , n, m, n ∈ N, m < n, звiдки отримуємо

рiвнiсть

A{⊗}n[pm ⊗ qn−m] = A{⊗}m[pm]⊗ qn−m + pm ⊗ A{⊗}(n−m)[qn−m]

для довiльних pm ∈ X⊗m i qn−m ∈ X⊗(n−m), n,m ∈ N, m < n. При цьому

очевидно, що A{⊗}0(p0 ⊗ q0) = A{⊗}0p0 ⊗ q0 + p0 ⊗ A{⊗}0q0 для довiльних

p0, q0 ∈ X⊗0 = C.

З останньої рiвностi випливає, що оператор A{⊗}n можна подати у

виглядi

A{⊗}n = A{⊗}m ⊗ I
⊗(n−m)
X + I⊗mX ⊗A{⊗}(n−m) (2.3.3)
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для довiльних m, n ∈ N, m < n, де I⊗kX , k = 1, . . . , n − 1, — k-тий

тензорний степiнь одиничного оператора IX ∈ L (X ).

Нехай sn : X
⊗n −→ X p⊗n — оператор симетризацiї (див. (2.1.1)). Легко

переконатись, що оператор A{⊗}n комутує з sn. Дiйсно

A{⊗}n(sn[x1 ⊗ . . .⊗ xn]) = A{⊗}n
( 1

n!

ÿ

σ∈Gn

xσ(1) ⊗ . . .⊗ xσ(n)

)

=
1

n!

nÿ

j=1

ÿ

σ∈Gn

xσ(1) ⊗ . . .⊗ xσ(j−1) ⊗Axσ(j) ⊗ xσ(j+1) ⊗ . . .⊗ xσ(n)

=
1

n!

ÿ

σ∈Gn

nÿ

j=1

xσ(1) ⊗ . . .⊗ xσ(j−1) ⊗Axσ(j) ⊗ xσ(j+1) ⊗ . . .⊗ xσ(n)

= sn

(
nÿ

j=1

x1 ⊗ . . .⊗Axj ⊗ . . .⊗ xn

)

= sn
(

A{⊗}n[x1 ⊗ . . .⊗ xn]
)

.

(2.3.4)

Визначимо оператор

s{n,m} : X⊗n −→ X
p⊗m ⊗ X

p⊗(n−m)

x1 ⊗ · · · ⊗ xn 7−→ (x1 p⊗ · · · p⊗ xm)⊗ (xm+1 p⊗ · · · p⊗ xn),

де m, n ∈ N, m < n, який симетризує перших m та останнiх n−m спiв-

множникiв. Зрозумiло, що цей оператор дiє як одиничний на елементах

вигляду pm ⊗ qn−m, де pm ∈ X p⊗m i qn−m ∈ X p⊗(n−m). На образi оператора

s{n,m} задамо оператор

s(n,m) : X
p⊗m ⊗ X

p⊗(n−m) −→ X
p⊗n

pm ⊗ qn−m 7−→ pmp⊗ qn−m, m, n ∈ N, m < n.

Зрозумiло, що оператор симетризацiї sn можна зобразити у виглядi

композицiї sn = s(n,m) ◦ s{n,m}, m, n ∈ N, m < n. Звiдси враховуючи

формули (2.3.3) та (2.3.4) отримуємо

A{⊗}n ◦ sn = sn ◦ A
{⊗}n = sn ◦

(

A{⊗}m ⊗ I
⊗(n−m)
X + I⊗mX ⊗A{⊗}(n−m)

)

= s(n,m) ◦ s{n,m} ◦
(

A{⊗}m ⊗ I
⊗(n−m)
X + I⊗mX ⊗ A{⊗}(n−m)

)

= s(n,m) ◦
(

A{⊗}m ⊗ I
⊗(n−m)
X + I⊗mX ⊗A{⊗}(n−m)

)

◦ s{n,m}.



115

Тепер для довiльних pm ∈ X p⊗m i qn−m ∈ X p⊗(n−m), n,m ∈ N, m < n,

правильними є рiвностi

A{⊗}n[pm p⊗ qn−m] = A{⊗}n ◦ sn[pm ⊗ qn−m]

=
(

s(n,m) ◦
(

A{⊗}m ⊗ I
⊗(n−m)
X + I⊗mX ⊗ A{⊗}(n−m)

)

◦ s{n,m}

)

[pm ⊗ qn−m]

=
(

s(n,m) ◦
(

A{⊗}m ⊗ I
⊗(n−m)
X + I⊗mX ⊗ A{⊗}(n−m)

))

[pm ⊗ qn−m]

= s(n,m)

(

A{⊗}mpm ⊗ qn−m + pm ⊗ A{⊗}(n−m)qn−m
)

= A{⊗}mpm p⊗ qn−m + pm p⊗A{⊗}(n−m)qn−m,

тобто оператор A{⊗}n задовольняє правило Лейбнiца.

З означення оператора A{⊗} отримуємо

A{⊗}[p ⋄ q] = A{⊗}
( à
n∈Z+

nÿ

m=0

pm p⊗ qn−m

)

=
à
n∈Z+

(
nÿ

m=0

A{⊗}n[pm p⊗ qn−m]
)

=
à
n∈Z+

(
nÿ

m=0

A{⊗}mpm p⊗ qn−m + pm p⊗A{⊗}(n−m)qn−m

)

=
à
n∈Z+

(
nÿ

m=0

A{⊗}mpm p⊗ qn−m

)

+
à
n∈Z+

(
nÿ

m=0

pm p⊗A{⊗}(n−m)qn−m

)

= A{⊗}[p] ⋄ q + p ⋄A{⊗}[q], ∀p, q ∈ Γ(X ),

де p =
À

n pn, q =
À

n qn, pn, qn ∈ X p⊗n.

Вiдображення ΥX : Γ(X ) −→ P(X ′) є топологiчним iзоморфiзмом

алгебр, тому для оператора A
{⊗}
P := ΥX ◦ A{⊗} ◦ [ΥX ]−1 та довiльних

полiномiв P,Q ∈ P(X ′) з останньої рiвностi отримуємо

A
{⊗}
P (P ⋄Q) = (ΥXA{⊗}[ΥX ]−1)(P ⋄Q) = (ΥXA{⊗})([ΥX ]−1P ⋄ [ΥX ]−1Q)

= ΥX (A{⊗}[p ⋄ q]) = ΥX (A{⊗}[p] ⋄ q + p ⋄ A{⊗}[q])

= ΥXA{⊗}[p] ⋄ΥXq +ΥXp ⋄ΥXA{⊗}[q]

= (ΥXA{⊗}[ΥX ]−1)P ⋄Q+ P ⋄ (ΥXA{⊗}[ΥX ]−1)Q

= A
{⊗}
P P ⋄Q+ P ⋄A

{⊗}
P Q,

де p := [ΥX ]−1P ∈ Γ(X ), q := [ΥX ]−1Q ∈ Γ(X ).
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У просторi L (Γ(X )) неперервних лiнiйних операторiв з Γ(X ) в себе

розглянемо пiдалгебру LD(Γ(X )) тих операторiв, якi залишають просто-

ри X p⊗n iнварiантними, тобто

LD(Γ(X )) :=





















L (X p⊗0) 0 . . . 0 . . .

0 L (X p⊗1) . . . 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . L (X p⊗n) . . .

. . . . . . . . . . . . . . .





















, (2.3.5)

де, очевидно, X p⊗0 = C i X p⊗1 = X . Використовуючи iзоморфiзм ΥX ,

ми будемо асоцiювати вiдповiднi операторнi алгебри, а саме L (Γ(X )) ≃

L (P(X ′)) i LD(Γ(X )) ≃ LD(P(X ′)).

Аналогiчно, у просторi L (Γ(X ′)) розглянемо пiдалгебру LD(Γ(X
′))

тих операторiв, якi залишають простори X ′p⊗n iнварiантними, тобто

LD(Γ(X
′)) :=





















L (X ′p⊗0) 0 . . . 0 . . .

0 L (X ′p⊗1) . . . 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . L (X ′p⊗n) . . .

. . . . . . . . . . . . . . .





















, (2.3.6)

де, очевидно, X ′p⊗0 = C i X ′p⊗1 = X ′. Використовуючи iзоморфiзм ΨX ,

ми будемо асоцiювати вiдповiднi операторнi алгебри, а саме L (Γ(X ′)) ≃

L (P ′(X ′)) i LD(Γ(X
′)) ≃ LD(P

′(X ′)).

З означень введених у цьому параграфi операторiв випливає, що всi

вони належать до вiдповiдних “дiагональних” алгебр. Наприклад, A′⊗ ∈

LD(Γ(X
′)), A{⊗} ∈ LD(Γ(X )), A′⊗

P ∈ LD(P
′(X ′)), A{⊗}

P ∈ LD(P(X ′)).
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Висновки до роздiлу 2

У другому роздiлi дисертацiї розвинуто загальний пiдхiд до побудови

полiномiальних основних функцiй та полiномiальних розподiлiв на основi

теорiї ядерних (F ) або (DF ) просторiв. Таке полiномiальне розширення

можна розглядати як узагальнення класичних просторiв основних та

узагальнених функцiй на випадок нескiнченної кiлькостi змiнних, що

буде використано при побудовi функцiонального численнях у роздiлах 5

та 6. Крiм того, результати цього роздiлу явно i неявно використовуються

у всiй дисертацiї.

Зауважимо, що наш пiдхiд вiдрiзняється вiд iнших вiдомих та широко

вживаних узагальнень класичних просторiв [3–5]. Основною вiдмiннiстю

є використання теорiї дуальностi та теорiї тензорних добуткiв Ґротендiка

замiсть концепцiї трiйок Гельфанда.

У цьому роздiлi встановлено структурнi теореми для просторiв полi-

номiв та спряжених до них просторiв; введено потрiбнi для подальших

дослiджень лiнiйнi неперервнi оператори на цих просторах та дослiджено

їхнi властивостi.

У теоремi 2.2.3 описано тензорну структуру полiномiальних основних

та узагальнених функцiй, заданих на ядерних (F ) або (DF ) просторах.

При цьому суттєво використано ключову у наших дослiдженнях теорему

2.2.2, в якiй встановлено топологiчний iзоморфiзм X ′p⊗n ≃ (X p⊗n)′, n ∈ N,

що є “симетричним” аналогом вiдповiдного iзоморфiзму А. Ґротендiка.

У теоремi 2.2.4 отримано умову, за якої простiр P(X ′) щiльно вкла-

даються у простiр P ′(X ′). Твердження 2.2.1 дозволяє аргументувати

наявнiсть термiну “полiномiальний” у назвi нових просторiв, а саме, тут

доведено, що кожен з просторiв основних функцiй P(X ′) i узагальнених

функцiй P ′(X ′) є поповненням у вiдповiднiй топологiї множини полiномiв

скiнченного типу.
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У твердженнях 2.2.2 та 2.2.3 показано, що простори P(X ′) i P ′(X ′)

полiномiальних основних i узагальнених функцiй, а також вiдповiднi

простори Γ(X ) i Γ(X ′) з тензорною структурою типу Фока утворюють

локально опуклi алгебри. При цьому така алгебраїчна структура iснує

незалежно вiд того, чи вихiдний простiр є алгеброю чи нi.

У параграфi 2.3 введено ряд потрiбних для подальших дослiджень

операторiв, що дiють на просторах полiномiальних основних та узагаль-

нених функцiй, а також на вiдповiдних просторах типу Фока, та доведе-

но їх лiнiйнiсть та неперервнiсть. Спочатку це зроблено на n-однорiдних

полiномах (теореми 2.3.1, 2.3.3), а вiдтак на просторi всiх полiномiв (тео-

реми 2.3.2, 2.3.4). У теоремах 2.3.5 та 2.3.6 доведено основнi властивостi

введених операторiв. Зауважимо, що однорiднi доданки у вiдповiдних

просторах полiномiв чи просторах типу Фока є iнварiантнi вiдносно дiї

цих операторiв. Iншими словами, кожен такий оператор належить вiдпо-

вiднiй дiагональнiй алгебрi вигляду (2.3.5) чи (2.3.6).

Результати роздiлу 2 опублiкованi в роботах [45, 161, 201].



Роздiл 3

Полiномiальнi узагальненi функцiї

повiльного росту

3.1 Простiр полiномiальних основних та узагальнених

функцiй повiльного росту

Узагальненi функцiї Шварца давно стали класичним iнструментом

математичної фiзики. Проте ряд задач, наприклад, квантової теорiї поля

(див. [78]), вимагають полiномiального узагальнення поняття узагальне-

ної функцiї. У роботi [48] автором дисертацiї побудовано полiномiальнi

основнi та узагальненi функцiї повiльного росту та розглянуто полiномi-

альне узагальнення операцiї крос-кореляцiї i перетворення Фур’є.

У цьому параграфi ми вводимо клас P ′(S ′
+) полiномiальних повiльно

зростаючих узагальнених функцiй, що є узагальненням простору S ′
+ кла-

сичних розподiлiв Шварца з носiями в R+. При цьому простiр P ′(S ′
+) з

точнiстю до iзоморфiзму асоцiюється iз алгеброю
Ś

n S
′p⊗n
+ “коефiцiєнтiв”,

що дозволяє ввести на P ′(S ′
+) структуру алгебри.

Зауважимо, що є iншi широко вiдомi нескiнченновимiрнi узагальнення

класичних просторiв розподiлiв, якi використовують методи гауссiвського

аналiзу бiлого шуму i концепцiю трiйок Гельфанда (див., наприклад,

[127, 150, 175]).
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3.1.1 Простори швидко спадних функцiй та розподiлiв повiль-

ного росту

У цьому пунктi введемо класичнi простори Шварца швидко спадних

функцiй та розподiлiв повiльного росту. При цьому нам зручно буде

паралельно ввести два простори основних функцiй S та S+, заданих

вiдповiдно на R та R+.

До простору S := S(R) (вiдп. S+ := S(R+)) вiднесемо всi нескiнченно

диференцiйовнi в R (вiдп. в R+) функцiї ϕ(t), якi разом з усiма похi-

дними спадають до нуля при |t| → ∞ (вiдп. при t → ∞) швидше, нiж

будь-який степiнь |t|−1. Iншими словами, ϕ ∈ S (вiдп. ϕ ∈ S+), якщо

для довiльних m, k ∈ Z+ знайдеться така константа C = C(k,m, ϕ), що

виконується оцiнка

|tkϕ(m)(t)| ≤ C, ∀ t ∈ R (вiдп. ∀ t ∈ R+).

Кажуть, що послiдовнiсть {ϕn} функцiй з S (вiдп. S+) збiжна при

n→ ∞ до нуля в S (вiдп. в S+), якщо для всiх m, k ∈ Z+ послiдовнiсть

{tkϕ
(m)
n (t)} збiгається до нуля рiвномiрно на R (вiдп. на R+).

В просторах S та S+ можна ввести структуру злiченно нормованого

простору. Для цього задамо норми за формулами

‖ϕ‖p := sup
0≤m≤p

sup
t∈R

(1 + t2)p/2|ϕ(m)(t)|, ϕ ∈ S, p ∈ Z+,

‖ϕ‖p := sup
0≤m≤p

sup
t∈R+

(1 + t2)p/2|ϕ(m)(t)|, ϕ ∈ S+, p ∈ Z+.

Зауважимо, що в подальшому цi два простори i норми в них не будуть

зустрiчатися одночасно, тому однакове позначення для норм у цих про-

сторах не буде вносити плутанини i з контексту буде зрозумiло про яку

норму йдеться.

Очевидно, що виконуються нерiвностi

‖ϕ‖0 ≤ ‖ϕ‖1 ≤ ‖ϕ‖2 ≤ . . . , ϕ ∈ S (вiдп. ϕ ∈ S+). (3.1.1)
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Визначену вище збiжнiсть в просторах S та S+ тепер можна задати так:

послiдовнiсть {ϕn} функцiй з S (вiдп. з S+) збiжна при n→ ∞ до нуля

в S (вiдп. в S+), якщо для всiх p ∈ Z+ виконується ‖ϕn‖p → 0 при

n→ ∞.

Через Sp (вiдп. S+p) позначимо поповнення простору S (вiдп. S+) за

нормою ‖ · ‖p. Вiдомо [7], що Sp та S+p — банаховi простори для кожного

p ∈ Z+. Легко бачити, що справедливими є наступнi теоретико-множиннi

включення

S0 ⊃ S1 ⊃ S2 ⊃ . . . , S+0 ⊃ S+1 ⊃ S+2 ⊃ . . . , (3.1.2)

при цьому, кожне вiдображення природного вкладення Sp+1 # Sp (вiдп.

S+(p+1) # S+p), p ∈ Z+, є неперервним в силу (3.1.1). Бiльше того, кожне

таке вкладення є компактним (див. [7, 13]).

Це означає, що з кожної нескiнченної обмеженої множини в Sp+1 (вiдп.

S+(p+1)) можна вибрати збiжну в Sp (вiдп. S+p) послiдовнiсть. Тому про-

стiр Шварца S :=
Ş
p∈Z+

Sp (вiдп. S+ :=
Ş
p∈Z+

S+p) нескiнченно диферен-

цiйовних швидко спадних функцiй на R (вiдп. на R+) можна надiлити

топологiєю проективної границi lim pr
p→∞

Sp (вiдп. lim pr
p→∞

S+p). Нагадаємо, що

у цьому випадку збiжнiсть послiдовностi означає її збiжнiсть у кожному

Sp (вiдп. S+p), що, очевидно, спiвпадає iз введеним ранiше означенням.

Як наслiдок звiдси отримуємо, що простори S та S+ — монтелевi ядернi

(FS) простори [13, 54, 146]. Зокрема, вони бочковi (див. [54, §7.1]).

Вiдомо [27,189], що нескiнченно гладку функцiю, задану на пiдпросто-

рi, можна продовжити на весь простiр iз збереженням класу гладкостi.

Ми ж доводимо, що швидко спадну функцiю, задану на R+, можна

продовжити на всю вiсь зберiгши крiм нескiнченної гладкостi ще й вла-

стивiсть швидкого спадання. При цьому доведення iснування вказаного

оператора продовження є конструктивним. Цей результат неявно вико-

ристовується практично у всiй дисертацiї.
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Теорема 3.1.1. Iснує лiнiйний неперервний оператор розширення

Λ: S+ ∋ ϕ 7−→ Λϕ ∈ S

такий, що Λϕ(t) = ϕ(t) для всiх t ∈ R+.

Доведення. Нехай R ∋ τ 7−→ χ(τ) — довiльна нескiнченно гладка фун-

кцiя на R, що рiвна 1 на [0, 1] i 0 для τ ≥ 2.

В роботi [189] показано iснування послiдовностi дiйсних чисел {ar},

що задовольняє для всiх k ∈ Z+ наступнi умови:

(i)
ř
r∈Z+

|ar|2
rk <∞;

(ii)
ř
r∈Z+

ar(−2r)k = 1.

Покажемо, що образ ImΛ лiнiйного оператора

Λ: ϕ(t) 7−→







ϕ(t), t ∈ [0,+∞),
ř
r∈Z+

arχ(−2rt)ϕ(−2rt), t ∈ (−∞, 0)

складається iз нескiнченно диференцiйовних швидко спадних на R фун-

кцiй.

Дiйсно, оскiльки −2r → −∞ при r → ∞, то сума в означеннi опера-

тора Λ скiнченна для t < 0. Бiльше того, з (i) та (ii) випливає рiвнiсть

lim
t→−0

(Λϕ)(m)(t) = (Λϕ)(m)(0) = lim
t→+0

(Λϕ)(m)(t)

для всiх m ∈ Z+, тобто функцiя Λϕ нескiнченно диференцiйовна.

З властивостi (i) випливає iснування такої константи Mp > 0, що

sup
0≤m≤p

sup
t∈R

(1 + t2)p/2|(Λϕ)(m)(t)| ≤ Mp sup
0≤m≤p

sup
t∈R+

(1 + t2)p/2|(Λϕ)(m)(t)|.

Ця нерiвнiсть очевидна для t ≥ 0. Для кожного t ∈ (−∞, 0) переконує-

мось у її правильностi безпосереднiми обчисленнями

(1 + t2)p/2|(Λϕ)(m)(t)|

≤ (1 + t2)p/2
ÿ

r∈Z+

|ar|2
rm

mÿ

k=0

Ck
m

∣

∣χ(k)
(

− 2rt
)∣

∣

∣

∣ϕ(m−k)(−2rt)
∣

∣

≤Mp sup
0≤m≤p

sup
t∈R+

(1 + t2)p/2
∣

∣ϕ(m)(t)
∣

∣,
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де константа

Mp = max
m≤p

ÿ

r∈Z+

|ar|2
rm

mÿ

k=0

Ck
m sup
τ∈[0,2]

|χ(k)(τ)|

залежить вiд {ar} та χ, але не залежить вiд t (тут Ck
m — бiномiальнi

коефiцiєнти). Отже, для довiльного p ∈ Z+ оператор Λ задовольняє

нерiвнiсть

‖Λϕ‖p ≤ Cp‖ϕ‖p, ∀ϕ ∈ S+,

що означає неперервнiсть лiнiйного оператора Λ : S+ −→ S.

Сильно спряжений до S простiр S ′ називають простором узагальнених

функцiй повiльного росту. Збiжнiсть в просторi S ′ визначають як слабку

збiжнiсть послiдовностi функцiоналiв.

Нехай S ′
p позначає сильно спряжений простiр до банахового простору

Sp, p ∈ Z+. Будь-яка узагальнена функцiя повiльного росту допускає

продовження як лiнiйний неперервний функцiонал з деякого простору

S ′
p, при цьому виконується нерiвнiсть

|〈f, ϕ〉| ≤ ‖f‖−p‖ϕ‖p, ϕ ∈ S, (3.1.3)

де ‖f‖−p позначає норму функцiоналу f в просторi S ′
p. В цьому випадку

кажуть, що узагальнена функцiя f має скiнченний порядок p. Таким

чином, справедливими є двоїстi до (3.1.2) включення, а саме

S ′
0 ⊂ S ′

1 ⊂ S ′
2 ⊂ . . . ,

при цьому кожне природне вкладення S ′
p # S ′

p+1, p ∈ Z+, є компактним

[7, 13]. З теорiї двоїстостi випливає, що простiр S ′ =
Ť
p∈Z+

S ′
p можна

надiлити топологiєю iндуктивної границi lim ind
p→∞

S ′
p. При цьому простiр

S ′ стає монтелевим ядерним (DFS) простором.
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3.1.2 Полiномiальне розширення узагальнених функцiй повiль-

ного росту

Метою цього пункту є побудова полiномiальних основних та узагальне-

них функцiй повiльного росту. При цьому для простоти тут розглядаємо

одновимiрний випадок базового простору, багатовимiрний варiант для

випадку ультрадиференцiйовних функцiй буде описаний у роздiлi 4.

Нехай S := S(R), S ′ := S ′(R) позначають класичнi простори Шварца

швидко спадних функцiй та узагальнених функцiй повiльного росту вiд-

повiдно (див. пункт 3.1.1). Вiдомо [7], що S є ядерним (F ) простором, а

S ′ — ядерним (DF ) простором.

Розглянемо в S ′ замкнений пiдпростiр S ′
+ тих розподiлiв, якi тотожно

рiвнi нульовому функцiоналу на пiвосi (−∞, 0). З теорiї ядерних про-

сторiв [31] випливає, що S ′
+ є ядерним (DF ) простором. Крiм того, S ′

+ є

згортковою алгеброю з одиницею δ, де δ — дельта функцiя Дiрака [7].

Нехай S ′ ◦
+ — поляра пiдпростору S ′

+ вiдносно двоїстостi 〈 S ′, S 〉. За-

уважимо, що в цьому випадку S ′ ◦
+ спiвпадає з ортогональним доповнен-

ням S ′⊥
+ i є замкненим пiдпростором в S [54]. Тодi дуальним до S ′

+ буде

факторпростiр

S/S ′ ◦
+ := {ϕ+ S ′ ◦

+ : ϕ ∈ S} . (3.1.4)

Нехай θ(x) =

{

1, x ≥ 0

0, x < 0
позначає функцiю Хевiсайда, що є характе-

ристичною функцiєю додатної пiвосi. Ядро оператора множення на цю

функцiю

Θ: S ∋ ϕ 7−→ θϕ ∈ S ′
+

спiвпадає з полярою S ′ ◦
+ . Тому для його образу Θ[S] правильним є топо-

логiчний iзоморфiзм S/S ′ ◦
+ ≃ Θ[S]. Бiльше того, використовуючи методи

статтi [49] можна показати, що насправдi справджуються наступнi топо-
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логiчнi iзоморфiзми

S+ ≃ S/S ′ ◦
+ ≃ Θ[S]. (3.1.5)

Тому кожну швидко спадну функцiю ϕ ∈ S+ можна розумiти як елемент

факторпростору S/S ′ ◦
+ , або як регулярний розподiл повiльного росту з

S ′
+. Таким чином дуальна пара 〈 S ′, S 〉 iндукує нову двоїстiсть 〈 S ′

+, S+ 〉

iз звичайним спарюванням 〈 f, ϕ 〉.

Означення наступних двох операцiй є майже очевидним, проте суттє-

вим тут є той факт, що вони не виводять за межi простору S+. Точнiше,

що в точцi t = 0 справа не порушується умова нескiнченної гладкостi.

Для того, щоб це показати, ми використовуємо iзоморфiзм S+ ≃ S/S ′ ◦
+ .

Множина S ′ ◦
+ є iдеалом в алгебрi S, iнварiантним вiдносно лiвосто-

роннiх зсувiв. Тому у просторi S+ коректно визначено однопараметричну

сiм’ю операторiв лiвостороннього зсуву

Ts : S+ ∋ ϕ(t) 7−→ ϕ(t+ s) ∈ S+, s ≥ 0, t ∈ R+.

Вiдомо [38], що вiдображення T : 0 ≤ s 7−→ Ts ∈ L (S+) задає сильно

неперервну напiвгрупу.

Iдеал S ′ ◦
+ є також iнварiантним вiдносно оператора диференцiювання

D := d
dt

, тому коректно визначеним є оператор

D : S+ ∋ ϕ 7−→ Dϕ = ϕ′ ∈ S+.

Нехай T ′ : 0 ≤ s 7−→ T ′
s ∈ L (S ′

+) позначає спряжену до T напiвгрупу,

а D′ — спряжений до D оператор вiдносно дуальної пари 〈 S ′
+, S+ 〉.

Зауважимо, що простiр S+ неперервно i щiльно вкладається у простiр

S ′
+ (це випливає iз щiльностi вкладення S # S ′).

Отже, ми можемо розглянути простiр полiномiв P(S ′
+) i його спряже-

ний P ′(S ′
+), для яких згiдно iз теоремою 2.2.4 виконується неперервне

щiльне вкладення P(S ′
+) # P ′(S ′

+). Крiм того, 〈 P ′(S ′
+), P(S ′

+) 〉 — ду-

альна пара.
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Елементи просторiв P(S ′
+) i P ′(S ′

+) ми називатимемо полiномiальними

швидко спадними функцiями та полiномiальними розподiлами повiльного

росту вiдповiдно.

Зауваження 3.1.1. Дамо деякi пояснення щодо термiнологiї. Позначимо

символом Lin процес переходу вiд простору до його сильно спряжено-

го, тобто до простору лiнiйних неперервних функцiоналiв. Нехай Polin

позначає процес переходу вiд деякого простору до простору неперерв-

них полiномiальних функцiоналiв. Тодi для рефлексивного простору S+

можна зобразити таку схему

S+
Lin
 S ′

+
Lin
 (S ′

+)
′ = S+

Lin
 S ′

+.

Тепер замiнимо на другому кроцi процес Lin на процес Polin. Отрима-

ємо iншу схему

S+
Lin
 S ′

+
Polin
 P(S ′

+)
Lin
 P ′(S ′

+).

Тепер зрозумiло, що простiр S+ є лiнiйним пiдпростором P(S ′
+), оскiль-

ки простiр всiх полiномiв мiстить в собi зокрема i однорiднi полiноми

першого порядку, тобто лiнiйнi функцiонали. Це пояснює, чому елементи

простору P(S ′
+) ми називатимемо (основними) полiномiальними швид-

ко спадними функцiями. Зрозумiло, що елементи спряженого до P(S ′
+)

простору P ′(S ′
+) природно називати (полiномiальними) узагальненими

функцiями.

Аналогiчно як i в параграфi 2.2 для спрощення записiв введемо по-

значення

Γ(S+) :=
à

fin
n∈Z+

S
p⊗n
+ i Γ(S ′

+) :=
ą

n∈Z+

S ′p⊗n
+ .

Нагадаємо, що елементи прямої суми Γ(S+) мiстять скiнченну, але не

фiксовану кiлькiсть доданкiв.
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З теореми 2.2.3 випливає, що справджуються наступнi топологiчнi

iзоморфiзми

ΥS+ : Γ(S+) −→ P(S ′
+), ΨS+ : Γ(S ′

+) −→ P ′(S ′
+). (3.1.6)

Всюди далi елементи просторiв Γ(S+) i Γ(S ′
+) ми писатимемо у виглядi

p =
mà
n=0

pn = (p0, p1, . . . , pm, 0, . . . ) ∈ Γ(S+), m ∈ N,

u =
ą

n∈Z+

un = (u0, u1, . . . , un, . . . ) ∈ Γ(S ′
+),

вiдповiдно, де pn ∈ S
p⊗n
+ i un ∈ S ′p⊗n

+ для всiх n ∈ Z+. Жирний шрифт

буде використовуватись виключно для елементiв просторiв типу Фока

Γ(S+) i Γ(S ′
+). Для спрощення позначень ми часто писатимемо

(

pn
)

i
(

un
)

замiсть
mÀ
n=0

pn i
Ś
n∈Z+

un вiдповiдно.

Зауважимо, що наступнi системи елементiв
{(

1, ϕ, ϕ⊗2, . . . , ϕ⊗n, 0, . . .
)

: ϕ ∈ S+, n ∈ N
}

,
{(

1, f, f⊗2, . . . , f⊗n, f⊗(n+1), . . .
)

: f ∈ S ′
+

}

(3.1.7)

є тотальними пiдмножинами в Γ(S+) та Γ(S ′
+) вiдповiдно.

Дамо деякi роз’яснення, що стосуються iзоморфiзмiв (3.1.6). Вибе-

ремо деякий елемент p := (p0, p1, . . . , pm, 0, . . . ) з простору Γ(S+). Тодi

вiдповiдний полiном з простору P(S ′
+) має вигляд

P :=
mÿ

k=0

〈

· ⊗k, pk
〉

=
mÿ

k=0

Pk,

де Pk :=
〈

· ⊗k, pk
〉

— k-однорiдний полiномiальний функцiонал над S ′
+.

Зокрема при pk = ϕ⊗k для деякого ϕ ∈ S+ отримаємо

P =
mÿ

k=0

〈

· ⊗k, ϕ⊗k
〉

= 1 +
〈

· , ϕ
〉

+
〈

· , ϕ
〉2

+ · · ·+
〈

· , ϕ
〉m
.

Аналогiчна ситуацiя з вiдповiднiстю мiж елементами з просторiв Γ(S ′
+)

та P ′(S ′
+). А саме, нехай u := (u0, u1, u2, . . . , un, . . . ) ∈ Γ(S ′

+). Тодi вiдпо-

вiдний елемент з простору P ′(S ′
+) має вигляд

U :=
(

u0,
〈

u1, ·
〉

,
〈

u2, ·
⊗2
〉

, . . . ,
〈

un, ·
⊗n
〉

, . . .
)

=
(

U0, U1, U2, . . . , Un, . . .
)

,
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де U0 := u0 ∈ C, Uk :=
〈

uk, ·
⊗k
〉

— k-однорiдний полiном над простором

S+. Зокрема при uk = f⊗k для деякого розподiлу f ∈ S ′
+ отримаємо

U =
(

1,
〈

f, ·
〉

,
〈

f⊗2, · ⊗2
〉

, . . . ,
〈

f⊗n, · ⊗n
〉

, . . .
)

=
(

1, 〈f, · 〉, 〈f, · 〉2, . . . , 〈f, · 〉n, . . .
)

.

Полiномiальний розподiл U =
(

u0,
〈

u1, ·
〉

,
〈

u2, ·
⊗2
〉

, . . . ,
〈

un, ·
⊗n
〉

, . . .
)

дiє на елемент P =
řm
k=0

〈

· ⊗k, pk
〉

як лiнiйний та неперервний функцiо-

нал за формулою
〈

U, P
〉

:=
mÿ

k=0

〈

uk, pk
〉

,

де
〈

u0, p0
〉

:= u0 · p0 ∈ C.

Бачимо, що полiномiальнi функцiя P та розподiл U повнiстю визна-

чаються своїми “коефiцiєнтами” p та u вiдповiдно, а також i навпаки.

Тому часто простори типу Фока Γ(S+) та Γ(S ′
+) (або аналогiчнi до них)

ми будемо називати просторами “коефiцiєнтiв”.

3.2 Оператори диференцiювання та зсуву в просторi

полiномiальних розподiлiв повiльного росту

У цьому параграфi введемо полiномiальне узагальнення операторiв

диференцiювання та зсуву. Покажемо, що полiномiальна похiдна генерує

полiномiальну напiвгрупу зсувiв, що є аналогом класичного результату.

Для кожного s ∈ R+ визначимо на просторi полiномiв P(S ′
+) оператор

Ts, що дiє за правилом

Ts : P(S ′
+) ∋ P 7−→ P ◦ T ′

s ∈ P(S ′
+).

Тепер “перенесемо” його на вiдповiдний простiр “коефiцiєнтiв”, а саме,

оператор Ts ∈ Γ(S+), s ∈ R+, визначимо за формулою

Ts := [ΥS+]−1 ◦ Ts ◦Υ
S+.
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Зауважимо, що Ts — це єдиний (для кожного s ∈ R+) оператор, що

задовольняє рiвнiсть

[

ΥS+ Ts [Υ
S+]−1(P )

]

(f) = P (T ′
sf),

де P =
ř
n∈Z+

Pn ∈ P(S ′
+), f ∈ S ′

+, яку можна прийняти за еквiвалентне

означення.

Теорема 3.2.1. Однопараметрична сiм’я {Ts : s ∈ R+} лiнiйних опера-

торiв, що дiють на алгебрi {Γ(S+), ⋄}, є одностайно неперервною (C0)

напiвгрупою алгебраїчних автоморфiзмiв. Її генератором є оператор D,

що належить дiагональнiй пiдалгебрi LD(Γ(S+)) i на довiльний еле-

мент вигляду p =
À

n∈Z+
ϕ⊗n ∈ Γ(S+), де ϕ ∈ S+, дiє за правилом

Dp :=
À

n∈Z+
D{⊗}nϕ⊗n, де

D{⊗}nϕ⊗n :=
nÿ

j=1

ϕ⊗ · · · ⊗ ϕ⊗Dϕloooooooooomoooooooooon
j

⊗ϕ⊗ · · · ⊗ ϕlooooomooooon
n−j

, n ∈ N,

а D{⊗}0 — нульовий оператор.

Доведення. Нагадаємо, що S+p позначає поповнення простору S+ за

нормою

‖ϕ‖p := sup
0≤m≤p

sup
t∈R+

(1 + t2)p/2|ϕ(m)(t)|, ϕ ∈ S+, p ∈ Z+.

Вiдомо [7] (див. також пункт 3.1.1), що простiр S+ може бути зобра-

жений у виглядi проективної границi S+ = limpr
p→∞

S+p, причому кожне

вкладення S+(p+1) # S+p, p ∈ Z+, є компактним (див. [7,13]). Використо-

вуючи вiдому [120] властивiсть комутативностi проективних границь iз

проективними тензорними добутками отримаємо

S
p⊗n
+ =

(

lim pr
p→∞

S+p

)p⊗n
= limpr

p→∞
S

p⊗n
+p . (3.2.1)

Система функцiй

pn = ϕ⊗n : (t1, . . . , tn) 7−→ ϕ(t1)⊗ · · · ⊗ ϕ(tn), (3.2.2)
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де ϕ ∈ S+, є тотальною пiдмножиною в S
p⊗n
+ .

З теореми 2.2.3 випливають рiвностi
[

ΥS+ Ts [Υ
S+]−1(P )

]

(f) = P (T ′
sf) =

ÿ

n∈Z+

〈

(T ′
sf)

⊗n, pn
〉

=
ÿ

n∈Z+

〈

T ′
sf ⊗ · · · ⊗ T ′

sf, ϕ⊗ · · · ⊗ ϕ
〉

=
ÿ

n∈Z+

〈

T ′
sf, ϕ

〉n

=
ÿ

n∈Z+

〈

f, Tsϕ
〉n

=
ÿ

n∈Z+

〈

f⊗n, (Tsϕ)
⊗n
〉

=
ÿ

n∈Z+

〈

f⊗n, T⊗n
s pn

〉

.

Для кожного n розглянемо напiвгрупу T⊗n := {T⊗n
s : s ∈ R+} на тоталь-

нiй пiдмножинi (3.2.2) в просторi S
p⊗n
+ . Оскiльки оператор Ts здiйснює

лiвостороннiй зсув, то, очевидно, маємо

‖Tsϕ‖p = sup
0≤m≤p

sup
t∈R+

(1 + t2)p/2|ϕ(m)(t+ s)|

≤ sup
0≤m≤p

sup
t∈R+

(1 + t2)p/2|ϕ(m)(t)| = ‖ϕ‖p, ∀ p ∈ Z+.

Звiдси, а також iз регулярностi проективної границi (3.2.1), випливає

одностайна неперервнiсть напiвгрупи T⊗n в просторi S
p⊗n
+ для кожного

n ∈ Z+. Використовуючи (C0) властивiсть напiвгрупи {Ts : s ∈ R+},

легко довести цю ж властивiсть для {T⊗n
s : s ∈ R+}. Тому одностайна

неперервнiсть та сильна неперервнiсть напiвгрупи {Ts : s ∈ R+} випливає

iз властивостей топологiї прямої суми.

Знайдемо генератор напiвгрупи {T⊗n
s : s ∈ R+} для кожного n ∈ Z+.

Для n = 0 тривiально, тому для кожного n ∈ N i фiксованого pn = ϕ⊗n

маємо

d

ds

[

T⊗n
s pn

]

∣

∣

∣

s=0
=

d

ds

[

Tsϕ⊗ · · · ⊗ Tsϕloooooooomoooooooon
n

]

∣

∣

∣

s=0

=
nÿ

j=1

Tsϕ⊗ · · · ⊗ Tsϕ⊗
d

ds
Tsϕlooooooooooooooomooooooooooooooon

j

⊗Tsϕ⊗ · · · ⊗ Tsϕloooooooomoooooooon
n−j

∣

∣

∣

∣

s=0

=
nÿ

j=1

ϕ⊗ · · · ⊗ ϕ⊗Dϕloooooooooomoooooooooon
j

⊗ϕ⊗ · · · ⊗ ϕlooooomooooon
n−j

= D{⊗}npn,
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оскiльки вiдомо, що генератором звичайної напiвгрупи зсувiв є оператор

диференцiювання D, який є лiнiйним i неперервним в просторi S+ [7].

Тому оператор D{⊗}n належить простору L
(

S
p⊗n
+

)

. Для завершення до-

ведення залишилось використати те, що кожен елемент p ∈ Γ(S+) можна

апроксимувати лiнiйною комбiнацiєю елементiв (3.2.2).

Оператор диференцiювання D, визначений в теоремi 3.2.1 можна при-

родним чином “перенести” на простiр полiномiальних основних функцiй,

а саме, задамо оператор D ∈ L (P(S ′
+)) формулою D := ΥS+ ◦D◦ [ΥS+]−1.

Елементи вигляду pm := (1, ϕ, ϕ⊗2 . . . , ϕ⊗m, 0 . . . ) ∈ Γ(S+) утворюють

тотальну пiдмножину в Γ(S+). Тому множина вiдповiдних полiномiв

Pm :=
mÿ

k=0

〈

· ⊗k, ϕ⊗k
〉

= 1 + 〈 · , ϕ〉+ 〈 · , ϕ〉2 + · · ·+ 〈 · , ϕ〉m

утворює тотальну пiдмножину в просторi P(S ′
+).

Наслiдок 3.2.1. Оператор D дiє на елементи тотальної пiдмножини

простору P(S ′
+) за формулою

DPm :=
mÿ

k=1

k〈 · , Dϕ〉〈 · , ϕ〉k−1 = 〈 · , Dϕ〉
mÿ

k=1

k〈 · , ϕ〉k−1.

Доведення. Легко перевiрити правильнiсть наступних рiвностей

DPm = (ΥS+ D)(pm) = ΥS+

( mà
k=0

D{⊗}kϕ⊗k
)

=
mÿ

k=0

〈

· ⊗k, D{⊗}kϕ⊗k
〉

=
mÿ

k=1

〈

· ⊗k,
kÿ

j=1

ϕ⊗ · · · ⊗ ϕ⊗Dϕloooooooooomoooooooooon
j

⊗ϕ⊗ · · · ⊗ ϕlooooomooooon
k−j

〉

=
mÿ

k=1

kÿ

j=1

〈

· ⊗k, ϕ⊗ · · · ⊗ ϕ⊗Dϕloooooooooomoooooooooon
j

⊗ϕ⊗ · · · ⊗ ϕlooooomooooon
k−j

〉

=
mÿ

k=1

kÿ

j=1

〈

· , ϕ
〉j−1〈

· , Dϕ
〉〈

· , ϕ
〉k−j

=
mÿ

k=1

k〈 · , Dϕ〉〈 · , ϕ〉k−1 = 〈 · , Dϕ〉
mÿ

k=1

k〈 · , ϕ〉k−1.
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Для кожного s ∈ R+ визначимо на просторi P ′(S ′
+) полiномiальних

розподiлiв повiльного росту оператор T ′
s , що дiє за правилом

T
′
s : P ′(S ′

+) −→ P ′(S ′
+)

U =
ą

n∈Z+

Un 7−→ T
′
sU :=

ą

n∈Z+

(Un ◦ Ts),

де кожен Un ми розумiємо як n-однорiдний полiном з простору Pn(S+).

За допомогою iзоморфiзмiв, аналогiчних до доведених у теоремi 2.2.3,

задамо вiдповiдний оператор на просторi “коефiцiєнтiв” Γ(S ′
+), а саме,

оператор T
′
s ∈ Γ(S ′

+), s ∈ R+, визначимо за формулою

T
′
s := [ΨS+]−1 ◦ T

′
s ◦ΨS+.

Зауважимо, що еквiвалентним означенням оператора T
′
s можна вва-

жати рiвнiсть
[

ΨS+ T
′
s [Ψ

S+]−1(U)
]

(ϕ) = U(Tsϕ),

де U =
Ś

n∈Z+
Un ∈ P ′(S ′

+), ϕ ∈ S+.

Теорема 3.2.2. Однопараметрична сiм’я {T′
s : s ∈ R+} лiнiйних опера-

торiв, що дiють на алгебрi {Γ(S ′
+), ⋄}, є одностайно неперервною (C0)

напiвгрупою алгебраїчних автоморфiзмiв. Її генератором є оператор D′,

що належить дiагональнiй пiдалгебрi LD(Γ(S
′
+)) i на довiльний еле-

мент вигляду f =
Ś

n∈Z+
f⊗n ∈ Γ(S ′

+), де f ∈ S ′
+, дiє за правилом

D
′f :=

Ś
n∈Z+

D′{⊗}nf⊗n, де

D′{⊗}nf⊗n :=
nÿ

j=1

f ⊗ · · · ⊗ f ⊗D′floooooooooomoooooooooon
j

⊗ f ⊗ · · · ⊗ flooooomooooon
n−j

, n ∈ N,

а D′{⊗}0 — нульовий оператор.

Доведення. Зауважимо, що дана теорема є у певному сенсi двоїста до

теореми 3.2.1. Мається на увазi, що використовуючи теорiю двоїстостi,

дуальнiсть 〈Γ(S ′
+, Γ(S+) 〉 та рiвнiсть 〈D′f, ϕ 〉 = −〈 f, Dϕ 〉, f ∈ S ′

+,

ϕ ∈ S+, легко звести доведення цiєї теореми до випадку, розглянутого в

теоремi 3.2.1.
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Оператор диференцiювання D ′ ∈ L (P ′(S ′
+)), що вiдповiдає визначе-

ному в теоремi 3.2.2 оператору D′, має вигляд D ′ := ΨS+ ◦ D′ ◦ [ΨS+]−1.

Легко бачити, що елементу f = (1, f, f⊗2, . . . , f⊗n, . . . ) ∈ Γ(S ′
+) вiдпо-

вiдає елемент U = (1, U1, U2, . . . , Un, . . . ) ∈ P ′(S ′
+), де Un = 〈f⊗n, · ⊗n 〉 =

〈f, · 〉n — n-однорiдний полiном над S+, при цьому множини таких еле-

ментiв утворюють тотальнi пiдмножини вiдповiдних просторiв.

Наслiдок 3.2.2. Оператор D ′ дiє на елементи тотальної пiдмножини

простору P ′(S ′
+) за формулою

D
′U :=

(

0, 〈D′f, · 〉, 2〈D′f, · 〉U1, . . . , n〈D
′f, · 〉Un−1, . . .

)

.

Доведення. Безпосередньо переконуємося у правильностi твердження:

D
′U = (ΨS+ D

′)(f) = ΨS+

( ą

n∈Z+

D′{⊗}nf⊗n
)

=
ą

n∈Z+

〈

D′{⊗}nf⊗n, · ⊗n
〉

= 0×
ą

n∈N

〈
nÿ

j=1

f ⊗ · · · ⊗ f ⊗D′floooooooooomoooooooooon
j

⊗ f ⊗ · · · ⊗ flooooomooooon
n−j

, · ⊗n
〉

= 0×
ą

n∈N

nÿ

j=1

〈

f ⊗ · · · ⊗ f ⊗D′floooooooooomoooooooooon
j

⊗ f ⊗ · · · ⊗ flooooomooooon
n−j

, · ⊗n
〉

= 0×
ą

n∈N

nÿ

j=1

〈f, · 〉j−1〈D′f, · 〉〈f, · 〉n−j

=
ą

n∈Z+

n〈D′f, · 〉〈f, · 〉n−1 =
ą

n∈Z+

n〈D′f, · 〉Un−1.

Щоб проiлюструвати ситуацiю наведемо дiаграми, якi показують вза-

ємозв’язок мiж напiвгрупами та їх генераторами, описаними в теоремах

3.2.1, 3.2.2 та наслiдках 3.2.1, 3.2.2:

P(S ′
+)

[ΥS+ ]−1

��

Ts D // P(S ′
+)

[ΥS+ ]−1

��

Γ(S+)

ΥS+

OO

Ts D // Γ(S+),

ΥS+

OO
P ′(S ′

+)

[ΨS+ ]−1

��

T ′
s D ′

// P ′(S ′
+)

[ΨS+ ]−1

��

Γ(S ′
+)

ΨS+

OO

T′
s D′

// Γ(S ′
+).

ΨS+

OO
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Оператори D, D′, D та D ′ природно назвати полiномiальними похiдни-

ми, оскiльки вони є генераторами вiдповiдних полiномiальних напiвгруп

зсувiв. Бiльше того, цi оператори, будучи заданими на вiдповiдних алге-

брах, задовольняють правило Лейбнiца.

Теорема 3.2.3. Оператори D та D′ є неперервними диференцiюван-

нями в сенсi правила Лейбнiца на згорткових алгебрах {Γ(S+), ⋄} та

{Γ(S ′
+), ⋄} вiдповiдно.

Доведення. Нехай p =
À

n∈Z+
ϕ⊗n ∈ Γ(S+) i q =

À
n∈Z+

ψ⊗n ∈ Γ(S+), де

ϕ, ψ ∈ S+. Нам потрiбно показати, що виконується рiвнiсть

D(p ⋄ q) = Dp ⋄ q + p ⋄ Dq.

Згiдно з означенням добутку Вiка маємо

p ⋄ q =
( à
n∈Z+

ϕ⊗n
)

⋄
( à
n∈Z+

ψ⊗n
)

=
à
n∈Z+

nÿ

k=0

ϕ⊗k ⊗ ψ⊗(n−k).

Нехай D{n,j} позначає оператор, що на довiльний елемент вигляду

ϕ⊗n ∈ S
p⊗n
+ дiє за правилом

D{n,j}[ϕ
⊗n] := ϕ⊗ · · · ⊗ ϕ⊗Dϕloooooooooomoooooooooon

j

⊗ϕ⊗ · · · ⊗ ϕlooooomooooon
n−j

.

Далi безпосередньо переконуємося у правильностi потрiбної рiвностi:

D(p ⋄ q) =
à
n∈Z+

D{⊗}n
nÿ

k=0

ϕ⊗k ⊗ ψ⊗(n−k) =
à
n∈Z+

nÿ

k=0

nÿ

j=1

D{n,j}[ϕ
⊗k ⊗ ψ⊗(n−k)]

=
à
n∈Z+

nÿ

k=0

( kÿ

j=1

D{k,j}[ϕ
⊗k]⊗ ψ⊗(n−k) +

n−kÿ

j=1

ϕ⊗k ⊗D{n−k,j}[ψ
⊗(n−k)]

)

=
à
n∈Z+

nÿ

k=0

(

(

D{⊗}kϕ⊗k
)

⊗ ψ⊗(n−k)
)

+
à
n∈Z+

nÿ

k=0

(

ϕ⊗k ⊗
(

D{⊗}(n−k)ψ⊗(n−k)
)

)

= Dp ⋄ q + p ⋄ Dq.

Для довiльних f =
Ś

n∈Z+
f⊗n ∈ Γ(S ′

+) i g =
Ś

n∈Z+
g⊗n ∈ Γ(S ′

+), де

f, g ∈ S ′
+, рiвнiсть

D
′(f ⋄ g) = D

′f ⋄ g + f ⋄ D′g
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доводиться аналогiчно.

Наслiдок 3.2.3. Оператори D та D ′ є неперервними диференцiюва-

ннями на алгебрах P(S ′
+) та P ′(S ′

+) вiдповiдно, тобто виконуються

рiвностi

D
′(U ⋄ V ) = D

′U ⋄ V + U ⋄ D
′V, U, V ∈ P ′(S ′

+),

D(P ⋄Q) = DP ⋄Q+ P ⋄ DQ, P,Q ∈ P(S ′
+).

Теорема 3.2.4. Полiномiальнi похiднi D′ та D як оператори, що за-

данi на спряжених просторах Γ(S ′
+) та Γ(S+), задовольняють дуальне

спiввiдношення

〈D′u,p〉 = −〈u,Dp〉, ∀u ∈ Γ(S ′
+), ∀p ∈ Γ(S+).

Доведення. Правильнiсть потрiбного спiввiдношення вiдразу слiдує iз

рiвностей 〈D′f, ϕ〉 = −〈f,Dϕ〉 та

〈

D′{⊗}nf⊗n, ϕ⊗n
〉

=
〈

nÿ

j=1

f ⊗ · · · ⊗ f ⊗D′floooooooooomoooooooooon
j

⊗ f ⊗ · · · ⊗ flooooomooooon
n−j

, ϕ⊗n
〉

=
nÿ

j=1

〈

f, ϕ
〉j−1〈

D′f, ϕ
〉〈

f, ϕ
〉n−j

= −
nÿ

j=1

〈

f, ϕ
〉j−1〈

f,Dϕ
〉〈

f, ϕ
〉n−j

= −
〈

f⊗n,
nÿ

j=1

ϕ⊗ · · · ⊗ ϕ⊗Dϕloooooooooomoooooooooon
j

⊗ϕ⊗ · · · ⊗ ϕlooooomooooon
n−j

〉

= −
〈

f⊗n, D{⊗}nϕ⊗n
〉

,

для довiльних f ∈ S ′
+, ϕ ∈ S+. Залишилось зауважити, що множини

елементiв вигляду
Ś

n∈Z+
f⊗n та

À
n∈Z+

ϕ⊗n є тотальними у просторах

Γ(S ′
+) та Γ(S+) вiдповiдно.

Наслiдок 3.2.4. Полiномiальнi похiднi D ′ та D як оператори, що за-

данi на спряжених просторах P ′(S ′
+) та P(S ′

+), задовольняють дуальне

спiввiдношення

〈D ′U, P 〉 = −〈U,DP 〉, ∀U ∈ P ′(S ′
+), ∀P ∈ P(S ′

+).
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3.3 Перетворення Фур’є полiномiальних основних та

узагальнених функцiй

У параграфi 2.3 ми описали метод розширення довiльного лiнiйного

неперервного оператора до деякого оператора на просторi полiномiальних

розподiлiв. У цьому параграфi, спираючись на цей метод, ми покажемо

як розширити перетворення Фур’є на простiр полiномiальних узагальне-

них функцiй повiльного росту.

3.3.1 Перетворення Фур’є функцiй з основного простору

Вiдомо [7], що для довiльної функцiї ϕ ∈ S пряме та обернене пере-

творення Фур’є

F
[

ϕ(t)
]

(ξ) =

ż

R

e−itξϕ(t) dt, F−1
[

ψ(ξ)
]

(t) =
1

2π

ż

R

eitξψ(ξ) dξ,

здiйснює топологiчний iзоморфiзм простору S на себе. Поляра S ′ ◦
+ пiд-

простору S ′
+ вiдносно дуальної пари 〈 S ′, S 〉 спiвпадає з його ортого-

нальним доповненням S ′⊥
+ i є замкненим пiдпростором в S. Тому Фур’є

образ F [S ′ ◦
+ ] поляри S ′ ◦

+ є замкненим пiдпростором в S.

Побудуємо факторпростiр

S
/

F
[

S ′ ◦
+

]

:= {ϕ+ F
[

S ′ ◦
+

]

: ϕ ∈ S}.

Порiвнюючи це з означенням факторпростору S/S ′ ◦
+ (див. формулу

(3.1.4)), легко переконатися, що F [S/S ′ ◦
+ ] = S

/

F
[

S ′ ◦
+

]

.

З iншого боку, враховуючи топологiчнi iзоморфiзми S+ ≃ S/S ′ ◦
+ ≃

Θ[S] (див. формулу (3.1.5)), кожен елемент (клас еквiвалентностi) фа-

кторпростору S/S ′ ◦
+ можна розглядати як однозначно визначену функцiю

ϕ ∈ L1(R+)
Ş
L2(R+), яка є звуженням довiльного представника цього

класу еквiвалентностi на R+, тобто як функцiю з простору S+. Очеви-

дно, що пряме та обернене перетворення Фур’є в просторi S+ матимуть
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вигляд

pϕ(ξ) := F+

[

ϕ(t)
]

(ξ) :=

ż

R+

e−itξϕ(t) dt,

F−1
+

[

pϕ(ξ)
]

(t) :=
1

2π

ż

R

eitξ pϕ(ξ) dξ,
(3.3.1)

для всiх ξ ∈ R i t ∈ R+.

Для довiльної функцiї ϕ ∈ S ′ ◦
+ , очевидно, виконується pϕ(ξ) ≡ 0. То-

му ядро перетворення F+, заданого на просторi S+, який топологiчно

iзоморфний до S/S ′ ◦
+ , є тривiальним. Позначимо pS+ := F+

[

S+

]

— образ

простору S+ при прямому перетвореннi Фур’є (3.3.1). З вище сказаного

випливає, що вiдображення F+ : S+ 7−→ pS+ є iн’єктивним. Користуючись

цiєю iн’єктивнiстю, простiр pS+ надiлимо iндукованою перетворенням F+

топологiєю, тобто

‖pϕ‖p := ‖ϕ‖p, ∀ p ∈ Z+, pϕ ∈ pS+, ϕ ∈ S+. (3.3.2)

Звiдси випливає, що простiр pS+ є монтелевим ядерним (F ) простором.

Зокрема, вiн бочковий. Крiм того, справджується топологiчний iзомор-

фiзм pS+ ≃ S
/

F
[

S ′ ◦
+

]

.

Нехай F ′
+ :

pS ′
+ 7−→ S ′

+ — спряжене до F+ вiдображення, де pS ′
+ —

сильно спряжений до pS+ простiр. Простiр pS ′
+ є монтелевим ядерним

(DF ) простором як сильно спряжений до (F ) простору pS+.

Перетворення

F ′ := 2π(F ′
+)

−1 : S ′
+ ∋ f 7−→ pf := F ′[f ] ∈ pS ′

+ (3.3.3)

назвемо узагальненим перетворенням Фур’є розподiлiв з класу S ′
+. Вiд-

ображення F ′ є неперервним у сильнiй топологiї простору S ′
+.

Для спрощення позначень (i з питань симетрiї вiдносно двоїстостi)

позначимо F := F+. Тодi бiлiнiйна форма

〈F ′f,Fϕ〉 = 2π〈F ′
+(F

′
+)

−1f, ϕ〉 = 2π〈f, ϕ〉,
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де f ∈ S ′
+, ϕ ∈ S+, визначає нову дуальнiсть 〈 pS ′

+, pS+ 〉.

Вiдомо, що простiр S ′
+ є згортковою алгеброю з одиницею δ, де

〈δ, ϕ〉 = ϕ(0) — функцiонал Дiрака. Зрозумiло, що zδ ∗ f = pf = zf ∗ δ.

Тому, простiр pS ′
+ є комутативною мультиплiкативною алгеброю з одини-

цею pδ вiдносно множення {(f ∗ g) = pf · pg, f, g ∈ S ′
+. Неважко показати,

що pδ = 1. Дiйсно, використавши другу з формул (3.3.1), маємо

〈F ′δ,Fϕ〉 = 2π〈δ, ϕ〉 = 2πϕ(0)

=

ż

R

eitξ pϕ(ξ) dξ
∣

∣

∣

∣

t=0

=

ż

R

pϕ(ξ) dξ = 〈1,Fϕ〉, ϕ ∈ S+.

(3.3.4)

3.3.2 Узагальненi граничнi значення Фур’є-образiв згорткової

алгебри S ′
+

В цьому пунктi доведемо аналог теореми Пелi-Вiнера про зображення

Фур’є-образу згорткової алгебри S ′
+ у виглядi мультиплiкативної алгебри

аналiтичних функцiй комплексної змiнної.

В роботi [159] з точнiстю до топологiчного iзоморфiзму описано Фур’є-

образ алгебри розподiлiв Шварца з носiями в довiльному конусi в термi-

нах операторiв. Подiбну теорему ми доводимо в параграфi 4.2 для уль-

трарозподiлiв. Тут ми розглянемо iншу iнтерпретацiю мультиплiкативної

алгебри pS ′
+, а саме, покажемо зображення елементiв з pS ′

+ у виглядi

узагальнених граничних значень перетворення Фур’є-Лапласа розподiлiв

Шварца з носiями в R+. З цiєю метою встановимо аналог теореми Пелi-

Вiнера для класу типу Хардi-Лебега, що характеризує елементи алгебри

pS ′
+ як деякi аналiтичнi функцiї.

На просторi основних функцiй S+ визначимо оператор множення на

експоненту

Qη : S+ ∋ ϕ(t) 7−→ e−ηtϕ(t) ∈ S+

для кожного η ≥ 0.
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Лема 3.3.1. Вiдображення Q : R+ ∋ η 7−→ Qη ∈ L (S+) задає одностай-

но неперервну (C0) напiвгрупу операторiв над простором S+.

Доведення. Напiвгруповi властивостi перевiрити легко. Очевидно, що

Q0 — тотожнiй оператор. Для довiльних η, µ ∈ R+ та функцiї ϕ ∈ S+

маємо Qη+µϕ(t) = e−(η+µ)tϕ(t) = e−ηte−µtϕ(t) = (Qη ◦ Qµ)ϕ(t).

Доведемо сильну неперервнiсть напiвгрупи. Для довiльних p ∈ Z+ та

ϕ ∈ S+ маємо

‖Qηϕ− ϕ‖p = sup
0≤m≤p

sup
t∈R+

(1 + t2)p/2
∣

∣(Qηϕ− ϕ)(m)(t)
∣

∣

= sup
0≤m≤p

sup
t∈R+

(1 + t2)p/2
∣

∣(e−ηtϕ(t))(m) − ϕ(m)(t)
∣

∣

= sup
0≤m≤p

sup
t∈R+

(1 + t2)p/2
∣

∣

∣

mÿ

k=0

Ck
m(−η)

ke−ηtϕ(m−k)(t)− ϕ(m)(t)
∣

∣

∣

≤ sup
0≤m≤p

sup
t∈R+

(1 + t2)p/2|ϕ(m)(t)|
∣

∣

∣

mÿ

k=0

Ck
m(−η)

k − 1
∣

∣

∣

= ‖ϕ‖p sup
0≤m≤p

∣

∣(1− η)m − 1
∣

∣−→
η→0

0.

Звiдси випливає сильна неперервнiсть та поточкова обмеженiсть напiв-

групи Q. Одностайна неперервнiсть цiєї напiвгрупи слiдує з бочковостi

простору S+ та теореми Банаха-Штейнгауза.

На Фур’є-образi pS+ визначимо оператор

pQη : pϕ(ξ) 7−→ pϕ(ξ − iη), ξ ∈ R, η ∈ R+.

Лема 3.3.2. Вiдображення pQ : R+ ∋ η 7−→ pQη ∈ L ( pS+) задає одностай-

но неперервну (C0) напiвгрупу операторiв над простором pS+.

Доведення. Напiвгруповi властивостi очевиднi. Доведемо сильну непе-

рервнiсть напiвгрупи pQ. Для довiльних ϕ ∈ S+ та η ∈ R+ маємо

yQηϕ(ξ) =

ż

R+

e−itξe−ηtϕ(t) dt =

ż

R+

e−it(ξ−iη)ϕ(t) dt = pϕ(ξ − iη) = pQη pϕ(ξ).
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Тому для довiльного p ∈ Z+ i кожної функцiї pϕ ∈ pS+, де ϕ ∈ S+,

використовуючи рiвнiсть (3.3.2), отримаємо

‖ pQη pϕ− pϕ‖p = ‖ yQηϕ− pϕ‖p = ‖ {Qηϕ− ϕ‖p = ‖Qηϕ− ϕ‖p

для всiх η ∈ R+. З леми 3.3.1 випливає, що ‖ pQη pϕ− pϕ‖p → 0 при η → 0,

що еквiвалентно сильнiй неперервностi напiвгрупи pQ.

Аналогiчно, поточкова обмеженiсть напiвгрупи pQ випливає з вiдповiд-

ної властивостi напiвгрупи Q.

Оскiльки простiр pS+ є бочковим, то за теоремою Банаха-Штейнгауза

pQ є одностайно неперервною напiвгрупою операторiв над pS+.

Нехай C− :=
{

z = ξ − iη ∈ C : ξ ∈ R, η > 0
}

позначає вiдкриту нижню

комплексну пiвплощину.

Лема 3.3.3. Кожну функцiю pϕ(ξ) ∈ pS+ єдиним чином можна аналiти-

чно продовжити у пiвплощину C− до функцiї pϕ(z), яка має вигляд

L[ϕ](z) =

ż

R+

e−itzϕ(t)dt, z ∈ C−.

При цьому для довiльного ξ ∈ R задовольняється граничне спiввiдноше-

ння pϕ(ξ) = limη→0 pϕ(z), z = ξ − iη ∈ C−.

Доведення. Твердження є безпосереднiм наслiдком класичної теореми

Пелi-Вiнера для класу Хардi-Лебега (див. [17, cт. 226]).

Розширимо сiм’ю операторiв {Qη : η ∈ R+} на простiр S ′
+ природним

способом

〈Qηf, ϕ〉 := 〈f,Qηϕ〉, ϕ ∈ S+, f ∈ S ′
+.

Для кожного розподiлу f ∈ S ′
+ визначимо узагальнене перетворення

Фур’є-Лапласа за формулою

L[f ](z) := F ′[Qηf ](ξ) = yQηf(ξ), z = ξ − iη ∈ C−,

де F ′ — узагальнене перетворення Фур’є, визначене формулою (3.3.3).
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Будемо казати, що аналiтична у вiдкритiй нижнiй пiвплощинi C−

функцiя g(z) належить алгебрi H′
−, якщо вона задовольняє двi умови:

1) для кожного фiксованого η > 0 функцiя ξ 7−→ g(ξ − iη) належить

простору pS ′
+;

2) сукупнiсть {g(ξ − iη) : 0 < η < µ} обмежена в просторi pS ′
+ для

кожного скiнченного дiйсного додатного числа µ.

Теорема 3.3.1. Узагальнене перетворення Фур’є-Лапласа здiйснює алге-

браїчний iзоморфiзм згорткової алгебри S ′
+ в мультиплiкативну алгебру

H′
−. Зокрема, виконується рiвнiсть L[f ∗ g] = L[f ] ·L[g], f, g ∈ S ′

+, i L[δ]

є одиничною функцiєю алгебри H′
−.

Доведення. Зауважимо, що для ϕ ∈ S+ i кожного фiксованого η ∈ R+

формула

〈yQηf, pϕ〉 = 2π〈Qηf, ϕ〉 = 2π〈f, Qηϕ〉 = 〈 pf, yQηϕ〉 (3.3.5)

однозначно визначає yQηf як лiнiйний та неперервний функцiонал на

просторi pS+. Справдi, однозначнiсть є наслiдком вiдокремлюваностi двої-

стостi 〈 S ′
+, S+ 〉, а неперервнiсть є наслiдком неперервностi функцiоналу

pf на pS+.

З iншого боку, оскiльки F ′ здiйснює топологiчний iзоморфiзм згор-

ткової алгебри S ′
+ на мультиплiкативну алгебру pS ′

+, то з означення вiд-

ображення L випливає, що L[f ] є узагальненим перетворенням Фур’є

розподiлу Qηf ∈ S ′
+, а тому є елементом простору S ′

+ для кожного

фiксованого η > 0.

Покажемо, що формула (3.3.5) визначає продовження функцiоналу

pf ∈ pS ′
+ в простiр H′

−. З леми 3.3.1 випливає, що для довiльної функцiї

ϕ ∈ S+ сукупнiсть {Qηϕ : 0 < η < µ} є обмеженою в S+ для кожного

скiнченного дiйсного µ > 0. Тодi iз спiввiдношення (3.3.5) випливає, що

сукупнiсть {yQηf : 0 < η < µ} є обмеженою в слабкiй топологiї простору
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pS ′
+. Оскiльки pS ′

+ — монтелевий простiр (див. пункт 3.3.1 та [22]), то для

кожного скiнченного дiйсного додатного µ ця сукупнiсть є обмеженою в

сильнiй топологiї.

Аналiтичнiсть функцiї F ′[Qηf ](ξ) при η > 0 випливає з теореми [181,

IX.16].

Для довiльних розподiлiв f, g ∈ S ′
+ i функцiї ϕ ∈ S+ справджуються

рiвностi

〈Qη(f ∗ g), ϕ〉 = 〈f ∗ g,Qηϕ〉 = 〈f(s), 〈g(t), e−η(t+s)ϕ(t+ s)〉〉

= 〈f(s), e−ηs〈g(t), e−ηtϕ(t+ s)〉〉

= 〈e−ηsf(s), 〈e−ηtg(t), ϕ(t+ s)〉〉 = 〈Qηf ∗ Qηg, ϕ〉.

Звiдси отримуємо

L[f ∗ g](z) = F ′[Qη(f ∗ g)](ξ) = F ′[Qηf ∗ Qηg](ξ)

= F ′[Qηf ](ξ) · F
′[Qηg](ξ) = L[f ](z) · L[g](z).

Зокрема при g = δ отримаємо L[f ] = L[f ∗ δ] = L[δ ∗ f ] = L[f ] · L[δ] =

L[δ] ·L[f ], тобто L[δ] є одиничною функцiєю в H′
−, оскiльки δ — одиниця

згорткової алгебри S ′
+.

Фур’є-образи pS ′
+ можна трактувати як узагальненi граничнi значення

аналiтичних функцiй алгебри H′
−, тобто правильним є наступне твер-

дження.

Наслiдок 3.3.1. Для довiльної функцiї g ∈ H′
− iснує єдиний розподiл

pf ∈ pS ′
+ такий, що в сильнiй топологiї простору pS ′

+ справедлива рiвнiсть

lim
η→+0

g(ξ − iη) = pf(ξ).

Доведення. Твердження є наслiдком теореми 3.3.1 i сильної неперерв-

ностi напiвгрупи Qη.
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3.3.3 Полiномiальне розширення перетворення Фур’є та його

властивостi

У цьому пунктi розширимо звичайне та узагальнене перетворення

Фур’є на алгебри “коефiцiєнтiв” Γ(S+) i Γ(S ′
+) та на вiдповiднi полiно-

мiальнi алгебри P(S ′
+) i P ′(S ′

+), використавши тензорну структуру цих

просторiв та метод параграфу 2.3.

Для полiномiального перетворення Фур’є на цих просторах доведено

ряд властивостей. Деякi з них є полiномiальними аналогами вiдомих

властивостей (див. теореми 3.3.2, 3.3.3 та наслiдки з них), iншi є такими,

що не мають аналогiв у класичних просторах (див. теорему 3.3.4 та

наслiдок 3.3.4).

Визначимо оператор F ′⊗ ∈ L
(

Γ(S ′
+),Γ(

pS ′
+)
)

, де Γ( pS ′
+) :=

Ś
n∈Z+

S ′p⊗n
+ ,

за правилом

F ′⊗ :=
ą

n∈Z+

F ′⊗n : Γ(S ′
+) −→ Γ( pS ′

+)

u =
ą

n∈Z+

un 7−→ F ′⊗u :=
ą

n∈Z+

F ′⊗nun,

де F ′⊗0 := IC — одиничний оператор в L (C), а кожний оператор F ′⊗n,

n ∈ N, є n-тим тензорним степенем оператора F ′ (див. параграф 2.3).

Комутативна дiаграма

P ′(S ′
+)

[ΨS+ ]−1

��

F ′⊗
P // P ′( pS ′

+)

[Ψ
pS+ ]−1

��

Γ(S ′
+)

ΨS+

OO

F ′⊗
// Γ( pS ′

+)

Ψ
pS+

OO

однозначно визначає полiномiальне розширення

F ′⊗
P : P ′(S ′

+) ∋ U =
ą

n∈Z+

Un 7−→ pU :=
ą

n∈Z+

F ′⊗n
P (Un) ∈ P ′( pS ′

+),

узагальненого перетворення Фур’є F ′, де Un ∈ Pn(S+), а F ′⊗n
P — n-

однорiдна компонента вiдображення F ′⊗
P , тобто перетворення, що одно-
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значно визначається комутативною дiаграмою

Pn(S+)

[Ψ
S+
n ]−1

��

F ′⊗n
P // Pn( pS+)

[Ψ
pS+
n ]−1

��

S ′p⊗n
+

Ψ
S+
n

OO

F ′⊗n
// pS ′p⊗n

+ .

Ψ
pS+
n

OO

Вiдображення F ′⊗
P ми назвемо полiномiальним узагальненням пере-

творенням Фур’є. Слiд зауважити, що це вiдображення належить дiа-

гональнiй пiдалгебрi LD

(

P ′(S ′
+),P

′( pS ′
+)
)

. Бiльше того, перетворення F ′⊗
P

дiє як сюр’єктивний топологiчний iзоморфiзм з P ′(S ′
+) на P ′( pS ′

+).

З теореми 2.2.4 випливає, що звуження

F⊗
P := F ′⊗

P |P(S ′
+)

на щiльну пiдалгебру P(S ′
+) ⊂ P ′(S ′

+) дiє як алгебраїчний iзоморфiзм

F⊗
P : P(S ′

+) ∋ P =
ÿ

n∈Z+

Pn 7−→ pP :=
ÿ

n∈Z+

F⊗n
P (Pn) ∈ P( pS ′

+),

де Pn ∈ Pn(S
′
+), F

⊗n
P := F ′⊗n

P |Pn(S ′
+)

.

Приклад 3.3.1. Розглянемо елемент δ := (1, δ, δ⊗2, . . . , δ⊗n, . . . ) ∈

Γ(S ′
+), де δ — дельта функцiонал Дiрака. Йому вiдповiдає елемент з

простору P ′(S ′
+) вигляду

Uδ :=
(

1, 〈δ, · 〉, 〈δ⊗2, · ⊗2 〉, . . . , 〈δ⊗n, · ⊗n 〉, . . .
)

,

де 〈δ⊗n, · ⊗n 〉, n ∈ N, — n-однорiдний полiном над S+, який для довiль-

ного ϕ ∈ S+ дiє за правилом 〈δ⊗n, ϕ⊗n 〉 = 〈δ, ϕ 〉n = ϕn(0).

Обчислимо полiномiальне перетворення Фур’є елемента Uδ. З формули

(3.3.4) випливає, що для довiльного n ∈ N матимемо

F ′⊗n
[

δ⊗n
]

= 1⊗ . . .⊗ 1 = 1⊗n.

Тому остаточно отримаємо

F ′⊗
P [Uδ] =

(

1, 〈1, · 〉, 〈1⊗2, · ⊗2 〉, . . . , 〈1⊗n, · ⊗n 〉, . . .
)

,
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де 〈1⊗n, · ⊗n 〉 — n-однорiдний полiном над pS+, який для довiльного

ψ ∈ pS+ дiє за правилом

〈1⊗n, ψ⊗n 〉 = 〈1, ψ 〉n =

( ż

R

ψ(ξ) dξ

)n

.

Приклад 3.3.2. Знайдемо узагальнене перетворення Фур’є функцiї

Хевiсайда θ(x).

〈F ′θ,Fϕ〉 = 2π〈θ, ϕ〉 = 2π

ż

R+

ϕ(t) dt

= 2π

ż

R+

e−itξ ϕ(t) dt

∣

∣

∣

∣

ξ=0

= 2πpϕ(0) = 2π〈δ,Fϕ〉.

Отримали F ′θ = 2πδ.

Розглянемо тепер елемент θ :=
(

1, 1
2πθ, . . . ,

1
(2π)nθ

⊗n, . . .
)

∈ Γ(S ′
+) i вiд-

повiдний йому елемент з простору P ′(S ′
+) вигляду

Uθ :=
(

1,
1

2π
〈θ, · 〉,

1

(2π)2
〈θ⊗2, · ⊗2 〉, . . . ,

1

(2π)n
〈θ⊗n, · ⊗n 〉, . . .

)

,

де 〈θ⊗n, · ⊗n 〉, n ∈ N, — n-однорiдний полiном над S+, який для довiль-

ного ϕ ∈ S+ дiє за правилом

〈θ⊗n, ϕ⊗n 〉 = 〈θ, ϕ 〉n =

( ż

R+

ϕ(t) dt

)n

.

Знайдемо тепер полiномiальне перетворення Фур’є елемента Uθ. Для

довiльного n ∈ N маємо

F ′⊗n
[

θ⊗n
]

= (F ′θ)⊗n = (2π)nδ⊗n.

Тому остаточно отримаємо

F ′⊗
P [Uθ] =

(

1, 〈δ, · 〉, 〈δ⊗2, · ⊗2 〉, . . . , 〈δ⊗n, · ⊗n 〉, . . .
)

= Uδ.

Приклад 3.3.3. Приклад 3.3.1 є частковим випадком бiльш загаль-

ного. Розглянемо елемент δt := (1, δt, δ
⊗2
t , . . . , δ⊗nt , . . . ) ∈ Γ(S ′

+), де δt —

дельта функцiонал Дiрака, зосереджений в точцi t ∈ R+, та вiдповiдний

елемент з простору P ′(S ′
+) вигляду

Uδt :=
(

1, 〈δt, · 〉, 〈δ
⊗2
t , · ⊗2 〉, . . . , 〈δ⊗nt , · ⊗n 〉, . . .

)

,
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де 〈δ⊗nt , · ⊗n 〉, n ∈ N, — n-однорiдний полiном над S+, який дiє за

правилом 〈δ⊗nt , ϕ⊗n 〉 = 〈δt, ϕ 〉n = ϕn(t), ∀ϕ ∈ S+.

Легко бачити, що pδt = eit·. Дiйсно, використавши другу з формул

(3.3.1), матимемо

〈F ′δt,Fϕ〉 = 2π〈δt, ϕ〉 = 2πϕ(t) =

ż

R

eitξ pϕ(ξ) dξ = 〈eit·,Fϕ〉, ϕ ∈ S+.

(3.3.6)

Знайдемо тепер полiномiальне перетворення Фур’є елемента Uδt. З

формули (3.3.4) випливає, що для довiльного натурального n отримаємо

рiвнiсть F ′⊗n
[

δ⊗nt
]

= (eit·)⊗n. Тому остаточно

F ′⊗
P [Uδt] =

(

1, 〈eit·, · 〉, 〈(eit·)⊗2, · ⊗2 〉, . . . , 〈(eit·)⊗n, · ⊗n 〉, . . .
)

,

де n-однорiдний полiном 〈(eit·)⊗n, · ⊗n 〉 для кожного натурального n дiє

(див. формулу (3.3.6)) за правилом 〈(eit·)⊗n, pϕ⊗n 〉 = (2πϕ)n для довiль-

ного pϕ ∈ pS+ при ϕ ∈ S+. Очевидно, що при t = 0 отримаємо той же

результат, що i у прикладi 3.3.1.

На просторi pS ′
+ задамо похiдну за звичною формулою

〈D′
ξ

pf, pϕ〉 = −〈 pf,Dξ pϕ〉, ∀ pϕ ∈ S+,

де Dξ — звичайна похiдна за змiнною ξ. Далi розширимо цей оператор на

простiр Γ( pS ′
+) описаним вище способом, а саме D

′
ξ ∈ L

(

Γ( pS ′
+)
)

оператор,

що на довiльний елемент вигляду pu =
( pf⊗n

)

∈ Γ( pS ′
+), де pf ∈ pS ′

+, дiє за

правилом

D
′
ξpu :=

ą

n∈Z+

D
′{⊗}n
ξ

pf⊗n,

де

D
′{⊗}n
ξ f⊗n :=

nÿ

j=1

pf p⊗ . . . p⊗ pf p⊗D′
ξ

pfloooooooooomoooooooooon
j

p⊗ pf p⊗ . . . p⊗ pflooooomooooon
n−j

, n ∈ N,

а D
′{⊗}0
ξ — нульовий оператор.
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За цiєю ж схемою розширимо оператор M : S ′
+ ∋ f 7−→ itf ∈ S ′

+ мно-

ження на незалежну змiнну на простiр Γ(S ′
+), тобто визначимо оператор

M ∈ L
(

Γ(S ′
+)
)

за правилом

M :=
ą

n∈Z+

M{⊗}n : Γ(S ′
+) −→ Γ(S ′

+)

u =
ą

n∈Z+

f⊗n 7−→ Mu :=
ą

n∈Z+

M{⊗}nf⊗n,

де M{⊗}0 — нульовий оператор, а кожен оператор M{⊗}n, n ∈ N, визна-

чається рiвнiстю M{⊗}nf⊗n :=
nř
j=1

f p⊗ . . . p⊗ f p⊗Mfloooooooooomoooooooooon
j

p⊗ f p⊗ . . . p⊗ flooooomooooon
n−j

.

Теорема 3.3.2. Для довiльного елемента u ∈ Γ(S ′
+) справджується

рiвнiсть

D
′
ξ[F

′⊗[u]] = F ′⊗[Mu], (3.3.7)

Доведення. Легко бачити, що

DξF [ϕ(t)] =

ż

R+

(−it)e−itξϕ(t) dt = −F [(it)ϕ(t)], ϕ ∈ S+.

Тому правильними є наступнi рiвностi

〈D′
ξF

′[f(t)],F [ϕ(t)]〉 = −〈F ′[f(t)], DξF [ϕ(t)]〉 = 〈F ′[f(t)],F [(it)ϕ(t)]〉

= 2π〈f(t), (it)ϕ(t)〉 = 2π〈(it)f(t), ϕ(t)〉

= 〈F ′[(it)f(t)],F [ϕ(t)]〉,

звiдки D′
ξF

′[f ] = F ′[Mf ].

Зрозумiло, що достатньо переконатись, що рiвнiсть (3.3.7) виконується

на елементах тотальної пiдмножини. Тому не обмежуючи загальностi

вiзьмемо u =
(

f⊗n
)

∈ Γ(S ′
+), де f ∈ S ′

+. Тодi враховуючи означення

оператора D
′
ξ отримаємо

D
′
ξ[F

′⊗[u]] =
ą

n∈Z+

D
′{⊗}n
ξ [F ′⊗n[f⊗n]]

= 0×
ą

n∈N

nÿ

j=1

F ′[f ] p⊗ . . . p⊗F ′[f ] p⊗D′
ξF

′[f ]loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon
j

p⊗ F ′[f ] p⊗ . . . p⊗F ′[f ]loooooooooomoooooooooon
n−j
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= 0×
ą

n∈N

nÿ

j=1

F ′[f ] p⊗ . . . p⊗F ′[f ] p⊗F ′[Mf ]loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon
j

p⊗ F ′[f ] p⊗ . . . p⊗F ′[f ]loooooooooomoooooooooon
n−j

= 0×
ą

n∈N

F ′⊗n
nÿ

j=1

f p⊗ . . . p⊗ f p⊗Mfloooooooooomoooooooooon
j

p⊗ f p⊗ . . . p⊗ flooooomooooon
n−j

= 0×
ą

n∈N

F ′⊗nM{⊗}nf⊗n = F ′⊗[Mu],

що i треба було довести.

Зауважимо, що рiвнiсть (3.3.7), є аналогом вiдомої властивостi пе-

ретворення Фур’є DαF [f(t)] = F [(it)αf(t)] при α = 1 (див. [7]). Варто

вiдзначити, що аналогу iншої рiвностi F [Dαf ](ξ) = (−iξ)αF [f ](ξ) у нашо-

му випадку не iснує. Це пояснюється тим, що ми розглядаємо випадок

узагальнених функцiй, заданих на пiвосi, тому формула iнтегрування

частинами, яка використовується в доведеннi, буде породжувати поза-

iнтегральнi доданки, якi залежатимуть вiд значення основної функцiї в

нулi.

Комутативнi дiаграми

P ′(S ′
+)

[ΨS+ ]−1

��

M // P ′(S ′
+)

[ΨS+ ]−1

��

Γ(S ′
+)

ΨS+

OO

M // Γ(S ′
+)

ΨS+

OO
P ′( pS ′

+)

[Ψ
pS+ ]−1

��

D ′
ξ // P ′( pS ′

+)

[Ψ
pS+ ]−1

��

Γ( pS ′
+)

Ψ
pS+

OO

D′
ξ // Γ( pS ′

+)

Ψ
pS+

OO

(3.3.8)

однозначно визначають оператори M := ΨS+ ◦ M ◦ [ΨS+]−1 та D ′
ξ :=

Ψ
pS+ ◦ D′

ξ ◦ [Ψ
pS+]−1 на просторах P ′(S ′

+) та P ′( pS ′
+) вiдповiдно. Для цих

операторiв справедливе наступне твердження, яке, очевидно, є наслiдком

теореми 3.3.2.

Наслiдок 3.3.2. Для довiльного елемента U ∈ P ′(S ′
+) справджується

рiвнiсть

D
′
ξ[F

′⊗
P [U ]] = F ′⊗

P [MU ]. (3.3.9)

Зауважимо, що оскiльки справджуються неперервнi щiльнi вкладення

Γ(S+)# Γ(S ′
+) та P(S ′

+)# P ′(S ′
+), то властивостi, аналогiчнi до (3.3.7)
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та (3.3.9), залишаються правильними i для елементiв просторiв Γ(S+) та

P(S ′
+).

Для елементiв тотальних пiдмножин просторiв Γ(S+) та Γ( pS+) визна-

чимо операцiї

(

ϕ⊗n
)

⊛
(

ψ⊗n
)

:=
(

(ϕ ∗ ψ)⊗n
)

i
(

pϕ⊗n
)

⊙
( pψ⊗n

)

:=
(

(pϕ · pψ)⊗n
)

вiдповiдно, де ϕ, ψ ∈ S+, pϕ, pψ ∈ pS+. Далi розширимо їх на простори

Γ(S ′
+) i Γ( pS ′

+) за лiнiйнiстю та неперервнiстю. Легко бачити, що Γ(S ′
+) є

алгеброю вiдносно операцiї ⊛ з одиничним елементом
(

δ⊗n
)

, а Γ( pS ′
+) є

алгеброю вiдносно операцiї ⊙ з одиничним елементом
(

1⊗n
)

.

Теорема 3.3.3. Полiномiальне перетворення Фур’є F ′⊗ є гомоморфiзмом

алгебр {Γ(S ′
+),⊛} та {Γ( pS ′

+),⊙} тобто

F ′⊗[u⊛ v] = F ′⊗[u]⊙ F ′⊗[v], ∀u, v ∈ Γ(S ′
+).

Доведення. Знову доведення проведемо лише на елементах тотальних

пiдмножин. Нехай u =
(

f⊗n
)

, v =
(

g⊗n
)

∈ Γ(S ′
+), де f, g ∈ S ′

+. Тодi

F ′⊗[u⊛ v] =
ą

n∈Z+

F ′⊗n[(f ∗ g)⊗n] =
ą

n∈Z+

(F ′[f ∗ g])⊗n

=
ą

n∈Z+

(F ′[f ] · F ′[g])⊗n = F ′⊗[u]⊙F ′⊗[v].

За допомогою комутативних дiаграм, подiбних до (3.3.8), операцiї ⊛

та ⊙ легко “перенести” на вiдповiднi простори полiномiальних розподiлiв.

Тому очевидним наслiдком останньої теореми є твердження.

Наслiдок 3.3.3. Полiномiальне перетворення Фур’є F ′⊗
P є гомоморфi-

змом алгебр {P ′(S ′
+),⊛} та {P ′( pS ′

+),⊙} тобто

F ′⊗
P [U ⊛ V ] = F ′⊗

P [U ]⊙F ′⊗
P [V ], ∀U, V ∈ P ′(S ′

+).
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Зауважимо, що останнi два твердження є аналогом вiдомої властиво-

стi перетворення Фур’є, яка стверджує, що таке перетворення згортку

переводить у множення.

Проте алгебри полiномiальних розподiлiв мають ще “свою” згортку,

точнiше операцiю згорткового типу ⋄, яку ще називають добутком Вiка.

Виявляється, полiномiальне перетворення Фур’є зберiгає добуток Вiка,

тобто правильним є наступний результат.

Теорема 3.3.4. Полiномiальне перетворення Фур’є F ′⊗ є гомоморфiзмом

алгебр {Γ(S ′
+), ⋄} та {Γ( pS ′

+), ⋄}, тобто

F ′⊗[u ⋄ v] = F ′⊗[u] ⋄ F ′⊗[v], ∀u, v ∈ Γ(S ′
+).

Доведення. Безпосередньо переконуємось у правильностi наступних рiв-

ностей

F ′⊗[u ⋄ v] = F ′⊗
[ ą

n∈Z+

nÿ

k=0

f⊗k ⊗ g⊗(n−k)
]

=
ą

n∈Z+

F ′⊗n
[

nÿ

k=0

f⊗k ⊗ g⊗(n−k)
]

=
ą

n∈Z+

nÿ

k=0

(F ′[f ])⊗k ⊗ (F ′[g])⊗(n−k) = F ′⊗[u] ⋄ F ′⊗[v],

для довiльних u =
(

f⊗n
)

, v =
(

g⊗n
)

∈ Γ(S ′
+), де f, g ∈ S ′

+.

Вище було показано, що простiр P ′(X ′) для абстрактного X ′ є алге-

брою вiдносно операцiї ⋄ (див. твердження 2.2.3). Наступний результат є

наслiдком теореми 3.3.4.

Наслiдок 3.3.4. Полiномiальне перетворення Фур’є F ′⊗
P є гомоморфi-

змом алгебр {P ′(S ′
+), ⋄} та {P ′( pS ′

+), ⋄}, тобто

F ′⊗
P [U ⋄ V ] = F ′⊗

P [U ] ⋄ F ′⊗
P [V ], ∀U, V ∈ P ′(S ′

+).
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3.4 Диференцiйовнiсть за Ґато полiномiальних основ-

них та узагальнених функцiй

Багато задач прикладної математики можуть бути змодельованi i вiд-

повiдно розв’язанi в рамках теорiї лiнiйних неперервних функцiоналiв

(узагальнених функцiй чи розподiлiв) [7]. Проте ця теорiя має недолiк: в

загальному простори узагальнених функцiй не мають алгебраїчної стру-

ктури. Однак деякi задачi (наприклад, квантової теорiї поля) вимагають

такої структури. Бiльше того, часто потрiбне нелiнiйне узагальнення кон-

цепцiї розподiлiв [78].

У дослiдженнях теорiї бiлого шуму [137, 138, 175] розглянуто деякий

оператор на просторi Фока як функцiю вiд операторiв народження та

знищення. Цi два оператори iнколи називають квантовим бiлим шумом.

Мета цього параграфу дослiдити диференцiйовнiсть за Ґато полiно-

мiальних основних P ∈ P(S ′
+) та узагальнених функцiй U ∈ P ′(S ′

+) та

елементiв вiдповiдних просторiв типу Фока Γ(S+) та Γ(S ′
+). Ми виведемо

точнi формули для оператора зсуву та похiдної Ґато. Iнша цiль — встано-

вити зв’язок похiдної Ґато з квантовим бiлим шумом на просторах Γ(S+)

та Γ(S ′
+), а також з диференцiюваннями на цих просторах (див. пара-

граф 3.2 та статтi [48, 161]). Зауважимо, що у пiдсумку нашi результати

узгоджуються з аналогiчними результатами iнших авторiв [137, 138].

Результати даного параграфу можуть бути використанi у нескiнченно-

вимiрному стохастичному аналiзi (див. наприклад [71, 141] та цитування

там).

3.4.1 Оператори народження та знищення

У квантовiй теорiї поля (див., наприклад, [175]) елемент

φf =
ą

n∈Z+

f⊗n

n!
=
(

1, f,
f⊗2

2!
, . . . ,

f⊗n

n!
, . . .

)

∈ Γ(S ′
+), f ∈ S ′

+,
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зазвичай називають експоненцiальним (або когерентним) вектором. Зо-

крема елемент φ0 = (1, 0, 0, . . . ) називають вакуумом.

Визначимо вектор

φϕ,m =
(

1, ϕ,
ϕ⊗2

2!
, . . . ,

ϕ⊗m

m!
, 0, . . .

)

∈ Γ(S+), ϕ ∈ S+, m ∈ N.

Очевидно, що φϕ,0 є вакуумом. Зауважимо, що в просторi Γ(S+) множина

{φϕ,m : ϕ ∈ S+, m ∈ Z+} є тотальною.

Оператором знищення at в точцi t ∈ R+ називають єдиний оператор

в L (Γ(S+)), що володiє властивiстю

atφϕ,m = ϕ(t)φϕ,m−1, ϕ ∈ S+, m ∈ N. (3.4.1)

Оператором народження a′t ∈ L (Γ(S ′
+)) в точцi t ∈ R+ називають

спряжений оператор до оператора знищення вiдносно дуальної пари

〈Γ(S ′
+),Γ(S+)〉. Його можна визначити за допомогою формули

a′t : (1, f, f
⊗2, . . . , f⊗n, . . . ) 7−→ (0, δt, 2δtp⊗f, . . . , (n+ 1)δtp⊗f⊗n, . . . ).

3.4.2 Оператор зсуву та похiдна Ґато

Нехай P ∈ P(S ′
+) — неперервний полiном. Визначимо оператор зсуву

за правилом

TgP (f) = P (f + g), f ∈ S ′
+,

де g ∈ S ′
+ — довiльний розподiл повiльного росту. Вiдомо [137, 175], що

Tg ∈ L (P(S ′
+)) для будь-якого g ∈ S ′

+.

З теореми 2.2.3 випливає, що вiдображення ΥS+ : Γ(S+) −→ P(S ′
+)

здiйснює топологiчний iзоморфiзм. Тому оператор Tg := (ΥS+)−1◦Tg◦Υ
S+

коректно заданий на просторi Γ(S+), бiльше того Tg ∈ L (Γ(S+)).

Символом ⊚k позначимо (праве) k-скорочення [137] симетричного тен-

зорного добутку, а саме g⊗k ⊚k ϕ⊗s := 〈g, ϕ〉kϕ⊗(s−k), k ≤ s.
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Для довiльного ϕ ∈ S+ позначимо ϕm := (1, ϕ, ϕ⊗2, . . . , ϕ⊗m, 0, . . . ) ∈

Γ(S+), m ∈ N. Оператор Tg дiє на елемент ϕm за правилом

Tgϕm =

(

(
mÿ

i=k

i!

k!(i− k)!
g⊗(i−k)

⊚i−k ϕ
⊗i
)m

k=0
, 0, . . .

)

, (3.4.2)

або в розгорнутому виглядi

Tgϕm =
(

1 + 〈g, ϕ〉+ 〈g, ϕ〉2 + · · ·+ 〈g, ϕ〉m,

ϕ+ 2〈g, ϕ〉ϕ+ 3〈g, ϕ〉2ϕ + · · ·+m〈g, ϕ〉m−1ϕ, . . . ,

ϕ⊗k + (k + 1)〈g, ϕ〉ϕ⊗k + · · ·+
m!

k!(m− k)!
〈g, ϕ〉m−kϕ⊗k, . . . ,

ϕ⊗(m−1) +m〈g, ϕ〉ϕ⊗(m−1), ϕ⊗m, 0, . . .
)

.

Доведемо рiвнiсть (3.4.2). Нехай Pϕ,m — полiном, що вiдповiдає еле-

менту ϕm, тобто Pϕ,m =
řm
k=0〈 · ⊗k, ϕ⊗k〉 =

řm
k=0〈 · , ϕ〉k. Тодi прямi

обчислення дають наступний результат

TgPϕ,m(f) = Pϕ,m(f + g) = 1 + 〈f + g, ϕ〉+ 〈f + g, ϕ〉2 + · · ·+ 〈f + g, ϕ〉m

= 1 + 〈f, ϕ〉+ 〈g, ϕ〉+ 〈f, ϕ〉2 + 2〈f, ϕ〉〈g, ϕ〉+ 〈g, ϕ〉2 + . . .

+ 〈f, ϕ〉m +m〈f, ϕ〉m−1〈g, ϕ〉+ · · ·+ 〈g, ϕ〉m

= 1 + 〈g, ϕ〉+ 〈g, ϕ〉2 + · · ·+ 〈g, ϕ〉m

+ 〈f, ϕ〉+ 2〈g, ϕ〉〈f, ϕ〉+ · · ·+m〈g, ϕ〉m−1〈f, ϕ〉+ . . .

+ 〈f, ϕ〉k+ (k+1)〈g, ϕ〉〈f, ϕ〉k+ · · ·+ Ck
m〈g, ϕ〉

m−k〈f, ϕ〉k+ . . .

+ 〈f, ϕ〉m−1 +m〈g, ϕ〉〈f, ϕ〉m−1 + 〈f, ϕ〉m

=
mÿ

k=0

(

mÿ

i=k

i!

k!(i− k)!
〈g, ϕ〉i−k

)

〈f, ϕ〉k,

(3.4.3)

який еквiвалентний до (3.4.2). Тут Ck
m позначає бiномiальний коефiцiєнт.

Кажуть, що полiном P ∈ P(S ′
+) (вiдповiдно елемент p ∈ Γ(S+)) є

диференцiйовним за Ґато, якщо для довiльного g ∈ S ′
+ оператор зсуву

TεgP (вiдповiдно Tεgp) визначений для для всiх ε, де |ε| < ε0, i якщо

DgP := lim
ε→0

TεgP − P

ε

(

вiдповiдно Dgp := lim
ε→0

Tεgp− p

ε

)

,



154

де збiжнiсть в P(S ′
+) (вiдповiдно в Γ(S+)) ми розумiємо в топологiї

рiвномiрної збiжностi на обмежених множинах (вiдповiдно у топологiї

прямої суми).

Оператор Dg (вiдповiдно Dg) називають похiдною Ґато полiнома P

(вiдповiдно елемента p) у напрямку g.

3.4.3 Диференцiйовнiсть за Ґато основних полiномiальних фун-

кцiй

Нехай Pϕ,m =
řm
k=0〈 · ⊗k, ϕ⊗k〉 =

řm
k=0〈 · , ϕ〉k — полiном з простору

P(S ′
+), що вiдповiдає елементу ϕm = (1, ϕ, . . . , ϕ⊗m, 0, . . . ), де ϕ ∈ S+.

Зауважимо, що для того, щоб визначити деяку операцiю в просторi

типу Фока Γ(S+) часто достатньо задати її на тотальнiй пiдмножинi
{

ϕm : ϕ ∈ S+, m ∈ Z+

}

. Аналогiчно на просторi полiномiв P(S ′
+) це

достатньо зробити на тотальнiй пiдмножинi
{

Pϕ,m : ϕ ∈ S+, m ∈ Z+

}

.

Теорема 3.4.1. Кожен полiном з простору P(S ′
+) є диференцiйовним

за Ґато, при цьому

DgPϕ,m =
m−1ÿ

k=0

(k + 1)〈g, ϕ〉〈 · ⊗k, ϕ⊗k〉 =
m−1ÿ

k=0

(k + 1)〈g, ϕ〉〈 · , ϕ〉k. (3.4.4)

Доведення. Використовуючи (3.4.3), можемо записати

TεgPϕ,m(f)− Pϕ,m(f)

ε
=

mř
k=0

(

mř
i=k

i!
k!(i−k)!ε

i−k〈g, ϕ〉i−k
)

〈f, ϕ〉k −
mř
k=0

〈f, ϕ〉k

ε

=
mÿ

k=0

(

mř
i=k

i!
k!(i−k)!ε

i−k〈g, ϕ〉i−k
)

〈f, ϕ〉k − 〈f, ϕ〉k

ε

=
m−1ÿ

k=0

mř
i=k+1

i!
k!(i−k)!ε

i−k〈g, ϕ〉i−k〈f, ϕ〉k

ε
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=
m−1ÿ

k=0

(k + 1)〈g, ϕ〉〈f, ϕ〉k

+
m−2ÿ

k=0

mÿ

i=k+2

i!

k!(i− k)!
εi−k−1〈g, ϕ〉i−k〈f, ϕ〉k.

Очевидно, що друга сума прямує до нуля при ε→ 0, оскiльки в цiй сумi

i− k − 1 ≥ 1, тому формула (3.4.4) доведена.

Наслiдок 3.4.1. Кожен елемент з простору Γ(S+) є диференцiйовним

за Ґато, при цьому

Dgϕm =
(

(kg ⊚1 ϕ
⊗k)mk=1, 0, . . .

)

=
(

〈g, ϕ〉, . . . , m〈g, ϕ〉ϕ⊗(m−1), 0, . . .
)

(3.4.5)

для всiх ϕm = (1, ϕ, . . . , ϕ⊗m, 0, . . . ) ∈ Γ(S+), де ϕ ∈ S+.

Наслiдок 3.4.2. Кожен елемент φϕ,m ∈ Γ(S+) є диференцiйовним за

Ґато, при цьому Dgφϕ,m = 〈g, ϕ〉φϕ,m−1.

Наслiдок 3.4.3. Для g = δt отримаємо Dδtφϕ,m = ϕ(t)φϕ,m−1, отже,

Dδt = at є оператором знищення (3.4.1) в точцi t ∈ R+.

З твердження 2.2.2 випливає, що простiр Γ(S+) є алгеброю вiдносно

добутку Вiка

p ⋄ q :=
à
n∈Z+

nÿ

k=0

pkp⊗qn−k, p =
à
n∈Z+

pn, q =
à
n∈Z+

qn.

Теорема 3.4.2. Для кожного g ∈ S ′
+ похiдна Ґато Dg є неперервним

диференцiюванням алгебри
{

Γ(S+), ⋄
}

, тобто

Dg(p ⋄ q) = Dgp ⋄ q + p ⋄ Dgq, p, q ∈ Γ(S+).

Доведення. Нехай p =
À

n∈Z+
ϕ⊗n, q =

À
n∈Z+

ψ⊗n, де ϕ, ψ ∈ S+. Без-

посередньо iз означень легко отримати рiвностi

Dgp ⋄ q =
(à
n∈N

n〈g, ϕ〉ϕ⊗(n−1)
)

⋄
(

1⊕
à
n∈N

ψ⊗n
)

=
à
n∈N

nÿ

k=1

k〈g, ϕ〉(ϕ⊗(k−1)p⊗ψ⊗(n−k)).
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Аналогiчно

p ⋄ Dgq =
à
n∈N

nÿ

k=1

k〈g, ψ〉(ψ⊗(k−1)p⊗ϕ⊗(n−k)).

Тому, додаючи двi останнi формули, отримаємо

Dgp⋄q + p ⋄ Dgq

=
à
n∈N

nÿ

k=1

[

k〈g, ϕ〉
(

ϕ⊗(k−1)p⊗ψ⊗(n−k)
)

+ k〈g, ψ〉
(

ψ⊗(k−1)p⊗ϕ⊗(n−k)
)

]

=
à
n∈N

[

n〈g, ψ〉ψ⊗(n−1)+
(

〈g, ϕ〉ψ⊗(n−1)+(n− 1)〈g, ψ〉ϕp⊗ψ⊗(n−2)
)

+ . . .

+
(

〈g, ψ〉ϕ⊗(n−1) + (n− 1)〈g, ϕ〉ψp⊗ϕ⊗(n−2)
)

+ n〈g, ϕ〉ϕ⊗(n−1)
]

=
à
n∈N

[

ng ⊚1 ψ
⊗n + ng ⊚1

(

ϕp⊗ψ⊗(n−1)
)

+ . . .

+ ng ⊚1

(

ψp⊗ϕ⊗(n−1)
)

+ ng ⊚1 ϕ
⊗n
]

=
à
n∈N

ng ⊚1

(
nÿ

k=0

(

ϕ⊗kp⊗ψ⊗(n−k)
)

)

= Dg(p ⋄ q).

Простiр P(S ′
+) є топологiчною алгеброю зi скалярною одиницею i

множенням

P ⋄Q =
finÿ

n∈Z+

nÿ

k=0

Pk ·Qn−k.

Тут i далi символ
finÿ

n∈Z+

означає, що сума мiстить скiнченну, але не

фiксовану, кiлькiсть доданкiв.

Оскiльки вiдображення ΥS+ : Γ(S+) −→ P(S ′
+) здiйснює топологiчний

iзоморфiзм з алгебри {Γ(S+), ⋄} в алгебру {P(S ′
+), ⋄ }, то ΥS+(p ⋄ q) =

P ⋄Q, де P = ΥS+(p), Q = ΥS+(q). Звiдси випливає наступне твердження.

Наслiдок 3.4.4. Для кожного g ∈ S ′
+ похiдна Ґато Dg є неперервним

диференцiюванням алгебри {P(S ′
+), ⋄}, тобто

Dg(P ⋄Q) = DgP ⋄Q+ P ⋄ DgQ, P,Q ∈ P(S ′
+).
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3.4.4 Диференцiйовнiсть за Ґато полiномiальних розподiлiв по-

вiльного росту

Для довiльного розподiлу g ∈ S ′
+ нехай D′

g та D ′
g позначають спряженi

оператори до похiдних Ґато вiдносно дуальних пар
〈

Γ(S ′
+),Γ(S+)

〉

та
〈

P ′(S ′
+),P(S ′

+)
〉

вiдповiдно.

Теорема 3.4.3. Оператор D′
g ∈ L (Γ(S ′

+)) є лiнiйним та неперервним в

Γ(S ′
+), при цьому на довiльний елемент u =

Ś
n∈Z+

fn ∈ Γ(S ′
+) вiн дiє

за правилом

D
′
gu = D

′
g

[ ą

n∈Z+

fn

]

=
(

0, f0g, 2gp⊗f1, 3gp⊗f2, . . . , (n+ 1)gp⊗fn, . . .
)

.

Доведення. З наслiдку 3.4.1 випливає лiнiйнiсть i неперервнiсть опера-

тора D′
g. Використовуючи означення похiдної Ґато та формулу (3.4.5), за

допомогою безпосереднiх обчислень отримуємо
〈

D
′
g

[ ą

n∈Z+

fn

]

,p
〉

=
〈 ą

n∈Z+

fn,Dg

[ à
n∈Z+

pn

]〉

=
〈 ą

n∈Z+

fn,
à
n∈N

ng ⊚1 pn

〉

=
〈

(f0, f1, f2, . . . ), (g ⊚1 p1, 2g ⊚1 p2, 3g ⊚1 p3, . . . )
〉

= 0 +
finÿ

n∈N

n
〈

gp⊗fn−1, pn
〉

=
〈

0×
ą

n∈N

ngp⊗fn−1,
à
n∈Z+

pn

〉

=
〈

(0, f0g, 2gp⊗f1, 3gp⊗f2, . . . , (n+ 1)gp⊗fn, . . . ),p
〉

для довiльного p =
À

n∈Z+
pn ∈ Γ(S+).

Як наслiдок при g = δt отримаємо наступне твердження.

Наслiдок 3.4.5. Оператор D′
δt

є оператором народження a′t в точцi

t ∈ R+

D
′
δt

[ ą

n∈Z+

f⊗n
]

=
(

0, δt, 2δtp⊗f, 3δtp⊗f⊗2, . . . , (n+ 1)δtp⊗f⊗n, . . .
)

.

Наслiдок 3.4.6. Оператор D ′
g є лiнiйним та неперервним оператором

в просторi P ′(S ′
+).
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З результатiв параграфу 2.2 випливає, що простiр Γ(S ′
+) є алгеброю

вiдносно операцiї згорткового типу (добутку Вiка)

u ⋄ v =
ą

n∈Z+

nÿ

k=0

fkp⊗hn−k, u =
ą

n∈Z+

fn, v =
ą

n∈Z+

hn.

Теорема 3.4.4. Для кожного розподiлу g ∈ S ′
+ узагальнена похiдна Ґато

D′
g є неперервним диференцiюванням алгебри

{

Γ(S ′
+), ⋄

}

, тобто

D
′
g(u ⋄ v) = D

′
gu ⋄ v + u ⋄ D′

gv, u, v ∈ Γ(S ′
+).

Доведення. Нехай u =
Ś

n∈Z+
f⊗n, v =

Ś
n∈Z+

h⊗n, де f, h ∈ S ′
+. Ана-

логiчно до того, як це було зроблено у доведеннi теореми 3.4.2, безпосе-

редньо з означень отримуємо формули

D
′
gu ⋄ v = 0×

ą

n∈N

nÿ

k=1

kgp⊗f⊗(k−1)p⊗h⊗(n−k)

та

u ⋄ D′
gv = 0×

ą

n∈N

nÿ

k=1

kgp⊗h⊗(k−1)p⊗f⊗(n−k).

Звiдси отримуємо потрiбне

D
′
gu ⋄ v + u ⋄ D′

gv = 0×
ą

n∈N

(n+ 1)gp⊗
nÿ

k=1

f⊗(k−1)p⊗h⊗(n−k) = D
′
g(u ⋄ v).

Множення в алгебрi P(S ′
+) можна однозначно продовжити до множе-

ння в P ′(S ′
+), тому

{

P ′(S ′
+), ⋄

}

є алгеброю (див. параграф 2.2).

Наслiдок 3.4.7. Для кожного розподiлу g ∈ S ′
+ узагальнена похiдна

Ґато D ′
g є неперервним диференцiюванням алгебри

{

P ′(S ′
+), ⋄

}

.

3.4.5 Зв’язок iз диференцiюваннями на просторах типу Фока

В параграфi 3.2 введено оператор диференцiювання D на просторi

типу Фока Γ(S+). Там же доведено, що цей оператор генерує сильно
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неперервну напiвгрупу полiномiальних зсувiв на просторi Γ(S+). Бiльше

того, оператор D є неперервним диференцiюванням на цьому просторi

(див. теорему 3.2.3).

Зараз ми дещо модифiкуємо означення оператора D. Зафiксуємо деяке

t ∈ R+ i визначимо оператор D(t) ∈ Γ(S+) за правилом

D(t)ϕm :=
mà
k=1

D
{⊗}k
t [ϕ⊗k] =

(

ϕ′(t), ϕ′(t)⊗ϕ+ϕ⊗ϕ′(t), . . . , D
{⊗}m
t ϕ⊗m, 0, . . .

)

для довiльного елемента ϕm = (1, ϕ, ϕ⊗2, . . . , ϕ⊗m, 0, . . . ), ϕ ∈ S+, де

D
{⊗}k
t [ϕ⊗k] :=

kÿ

j=1

ϕ⊗ · · · ⊗ ϕ⊗ ϕ′(t)looooooooooomooooooooooon
j

⊗ϕ⊗ · · · ⊗ ϕlooooomooooon
k−j

, k = 1, . . . , m.

Зрозумiло, що якщо “звiльнити” фiксовану змiнну t, то отримаємо озна-

чення оператора D з параграфу 3.2.

Оскiльки змiнна t фiксована, то ϕ′(t) — константа, тому

D(t)
[ à
n∈Z+

ϕ⊗n
]

=
à
n∈N

nϕ′(t)ϕ⊗(n−1). (3.4.6)

Теорема 3.4.5. При g = −δ′t отримаємо рiвнiсть D−δ′t = D(t) для до-

вiльного фiксованого t ∈ R+.

Доведення. Для елемента ϕm = (1, ϕ, ϕ⊗2, . . . , ϕ⊗m, 0, . . . ) ∈ Γ(S+), де

ϕ ∈ S+, з тотальної пiдмножини та довiльного фiксованого t ∈ R+ отри-

маємо наступний результат

D−δ′tϕm =
(

〈−δ′t, ϕ〉, 2〈−δ
′
t, ϕ〉ϕ, 3〈−δ

′
t, ϕ〉ϕ

⊗2, . . . , m〈−δ′t, ϕ〉ϕ
⊗(m−1), 0, . . .

)

=
(

〈δt, ϕ
′〉, 2〈δt, ϕ

′〉ϕ, 3〈δt, ϕ
′〉ϕ⊗2, . . . , m〈δt, ϕ

′〉ϕ⊗(m−1), 0, . . .
)

=
(

ϕ′(t), 2ϕ′(t)ϕ, 3ϕ′(t)ϕ⊗2, . . . , mϕ′(t)ϕ⊗(m−1), 0, . . .
)

,

який, очевидно, спiвпадає з (3.4.6).

Висновки до роздiлу 3

Третiй роздiл присвячений опису структури, властивостей простору

полiномiальних основних швидко спадних функцiй та вiдповiдних полi-
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номiальних розподiлiв повiльного росту, а також основних операцiй на

цих просторах.

У параграфi 3.1 введено простори лiнiйних основних та узагальнених

функцiй з носiями на додатнiй пiвосi. При цьому основною тут є теорема

3.1.1 типу Сiлi, яка гарантує можливiсть продовження швидко спадної

функцiї з пiвосi на всю вiсь, зберiгши при цьому крiм нескiнченної

гладкостi (класична теорема Сiлi), ще й властивiсть швидкого спадання.

Ця теорема неявно використовується у цьому роздiлi та у роздiлi 5.

Вiдтак на основi абстрактної теорiї, розвинутої в другому роздiлi,

введено простори полiномiальних основних швидко спадних функцiй та

полiномiальних розподiлiв повiльного росту.

У параграфi 3.2 означено полiномiальне узагальнення операторiв ди-

ференцiювання та зсуву та показано, що полiномiальна похiдна генерує

полiномiальну напiвгрупу зсувiв, як i в лiнiйному випадку.

У теоремах 3.2.1, 3.2.2 та їх наслiдках 3.2.1, 3.2.2 показано, що напiв-

групи зсувiв дiють на вiдповiдних просторах як алгебраїчнi автоморфi-

зми. При цьому явно виписано вигляд їх генераторiв. Зауважимо, що цi

генератори є операторами вигляду A{⊗}, якi описанi у роздiлi 2.

Показано, що генератори напiвгруп зсувiв є неперервними диференцi-

юваннями вiдповiдних алгебр, що задовольняють подiбнi до класичних

дуальнi спiввiдношення (теореми 3.2.3, 3.2.4 та наслiдки 3.2.3, 3.2.4).

Параграф 3.3 присвячений iнтегральним перетворенням у просторах

лiнiйних та полiномiальних основних та узагальнених функцiй. У пунктi

3.3.2 доведено аналог теореми Пелi-Вiнера для одного класу типу Хардi-

Лебега про зображення Фур’є-образу згорткової алгебри S ′
+ у виглядi

мультиплiкативної алгебри аналiтичних функцiй комплексної змiнної. У

пунктi 3.3.3, спираючись на описаний в параграфi 2.3 метод, розширено

перетворення Фур’є на простiр полiномiальних основних швидко спадних

функцiй та розподiлiв повiльного росту. Наведено кiлька прикладiв.
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Звичайне перетворення Фур’є володiє властивiстю DαF [f ] = F [(it)αf ].

Для полiномiального перетворення Фур’є доведено аналогiчну власти-

вiсть для α = 1 (див. теорему 3.3.2 та наслiдок 3.3.2).

Як вiдомо, класичне перетворення Фур’є згортку переводить у множе-

ння. У теоремi 3.3.3 та наслiдку 3.3.3 доведено аналог вказаної властиво-

стi. Простори полiномiальних основних та узагальнених функцiй мають

ще й “свою” алгебраїчну операцiю — добуток Вiка. Виявляється, що пе-

ретворення Фур’є зберiгає цю операцiю (див. теорему 3.3.4 та наслiдок

3.3.4). Зрозумiло, що класичного аналогу цiєї властивостi немає.

У параграфi 3.4 дослiджено диференцiйовнiсть за Ґато полiномiальних

основних та узагальнених функцiй та елементiв вiдповiдних просторiв ти-

пу Фока. Встановлено зв’язок похiдної Ґато з квантовим бiлим шумом

на просторах Γ(S+) та Γ(S ′
+), а також з диференцiюваннями на цих про-

сторах. При цьому оператори зсуву та похiдної Ґато записанi у виглядi

явних формул (3.4.2), (3.4.3), (3.4.4), (3.4.5).

У наслiдку 3.4.3 показано, що похiдна Ґато за напрямком δt є опе-

ратором знищення (3.4.1) в точцi t ∈ R+. Показано, що похiдна Ґато

є неперервним диференцiюванням (у сенсi правила Лейбнiца) вiдповiд-

ної алгебри (див. теорему 3.4.2 та наслiдок 3.4.4). Аналогiчнi результати

отримано i для простору полiномiальних розподiлiв та вiдповiдного про-

стору “коефiцiєнтiв”. У теоремi 3.4.5 встановлено зв’язок похiдної Ґато з

введеними в параграфi 3.2 диференцiюваннями.

Результати роздiлу 3 опублiкованi в роботах [36,40,45,48,196] та анон-

совано в [46, 47, 50, 51, 191, 192, 195]. Для їх доведення використано iдеї та

методи з робiт [22, 49, 205].



Роздiл 4

Полiномiальнi ультрарозподiли

4.1 Простiр ультрадиференцiйовних функцiй Жевре

та ультрарозподiлiв Рум’є

У цьому параграфi розглянемо означення та основнi властивостi ло-

кально опуклого простору нескiнченно диференцiйовних функцiй d дiй-

сних змiнних, що належать до так званого класу Жевре, а також спря-

женого простору ультрарозподiлiв Рум’є. Слiд вiдмiтити, що такi класи

функцiй та розподiлiв природно зустрiчаються в розв’язках звичайних

лiнiйних диференцiальних рiвнянь, коефiцiєнтами яких є дiйснi аналi-

тичнi функцiї. Детальнiшу iнформацiю про цi класи можна знайти в

роботах [146–149].

4.1.1 Означення та основнi властивостi

Розглянемо d-вимiрний додатний конус R
d
+ = [0,∞)× . . .× [0,∞)loooooooooooomoooooooooooon

d

та

його внутрiшнiсть intR
d
+ = (0,∞)× . . .× (0,∞)loooooooooooomoooooooooooon

d

.

Надалi будемо використовувати позначення: tk = tk11 · . . . · tkdd , kkβ =

kk1β1 · . . . · kkdβd , |k| = k1 + · · ·+ kd для довiльних k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd+,

t = (t1, . . . , td) ∈ R
d i довiльного дiйсного β > 1. Нехай ∂k = ∂k11 . . . ∂kdd , де

∂
kj
j = ∂kj/∂t

kj
j (j = 1, . . . , d). Для µ, ν ∈ Rd, вiдношення µ ≺ ν (вiдповiдно,



163

µ ≻ ν) означає µ1 < ν1, . . . , µd < νd (вiдповiдно, µ1 > ν1, . . . , µd > νd).

Позначимо [µ, ν] =
Śd

j=1[µj, νj] та (µ, ν) =
Śd

j=1(µj, νj) для довiльних

µ ≺ ν. Всюди далi символ t → ∞ (вiдповiдно, t → 0) означає tj → ∞

(вiдповiдно, tj → 0) для всiх j = 1, . . . , n.

Нехай C∞(Rd
+) позначає клас нескiнченно диференцiйовних компле-

ксно значних функцiй ϕ, заданих в intRd
+, таких що ∂kϕ для всiх k ∈ Zd+

мають неперервнi границi на межi конуса Rd
+.

Зафiксуємо довiльне дiйсне β > 1. Функцiю ϕ ∈ C∞(Rd
+) називають

(див. [146]) ультрадиференцiйовною в сенсi Жевре, якщо для кожної

множини [µ, ν] ⊂ intRd
+ iснують такi константи h > 0 i C > 0, що

нерiвнiсть

sup
t∈[µ,ν]

|∂kϕ(t)| ≤ Ch|k|kkβ

виконується для всiх k ∈ Zd+. Векторний простiр всiх ультрадиференцi-

йовних в intRd
+ в сенсi Жевре функцiй позначимо Eβ+ := Eβ(Rd

+). Вперше

такий клас функцiй був введений М.Жевре у його дослiдженнях вла-

стивостей розв’язкiв рiвняння теплопровiдностi. Зауважимо, що вище

наведене означення має сенс для довiльного додатного β, проте при

β = 1 згiдно iз теоремою Прiнгшейма отримаємо клас дiйсних аналi-

тичних функцiй (див. [146]), а при β < 1 згiдно iз теоремою Данжуа-

Карлемана — клас квазiаналiтичних функцiй (див. [129]).

Згiдно з теоремою Сiлi (див. [189]) кожна функцiя ϕ ∈ Eβ+ має таке

нескiнченно диференцiйовне продовження ϕ̃ на Rd, що ∂kϕ̃(t) = ∂kϕ(t)

для всiх k ∈ Zd+ i t ∈ Rd
+. Позначимо Gβ+ ⊂ Eβ+ пiдпростiр ультрадиферен-

цiйовних в сенсi Жевре функцiй з компактними носiями. В подальшому

для спрощення позначень ми писатимемо G+ замiсть Gβ+, опускаючи фi-

ксоване число β.

Введемо на просторi G+ топологiю. Для цього при фiксованому h > 0

розглянемо пiдпростiр Ghν ⊂ G+ всiх функцiй ϕ, носiї яких розмiщенi в
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[0, ν] i таких, що iснує така константа C = C(ϕ) > 0, що нерiвнiсть

sup
t∈[0,ν]

|∂kϕ(t)| ≤ Ch|k|kkβ

виконується для всiх k ∈ Zd+. Таким чином, простiр ультрадиференцiйов-

них функцiй з компактними носiями в [0, ν] ми визначили як

Ghν :=
{

ϕ ∈ C∞(Rd
+) : suppϕ ⊂ [0, ν], ‖ϕ‖Gh

ν
<∞

}

,

де норма визначена наступним чином

‖ϕ‖Gh
ν
:= sup

k∈Zd
+

sup
t∈[0,ν]

|∂kϕ(t)|

h|k|kkβ
.

Зауважимо, що в просторi C∞(Rd
+) нескiнченно диференцiйовних фун-

кцiй d дiйсних змiнних локально опукла топологiя рiвномiрної збiжностi

на обмежених множинах може бути визначена за допомогою напiвнорм

pk,ν(ϕ) := sup
t∈[0,ν]

|∂kϕ(t)|, ϕ ∈ C∞(Rd
+), k ∈ Z

d
+, ν ∈ R

d
+.

При цьому всi вкладення Ghν # C∞(Rd
+) неперервнi. Правильнiсть насту-

пного твердження випливає з мiркувань у книзi [146, стор. 38–40].

Твердження 4.1.1. Кожен Ghν є банаховим простором, при цьому вкла-

дення Ghν # Glν при h < l компактнi. Бiльше того, якщо µ ≺ ν, то Ghµ —

замкнутий пiдпростiр в Ghν .

З твердження 4.1.1 випливає, що на множинi банахових просторiв

{

Ghν : ν ∈ R
d
+, h > 0

}

можна встановити частковий порядок i розглянути цю множину як iн-

дуктивну систему вiдносно компактних вкладень Ghµ # Glν при h < l i

µ ≺ ν. Тому на просторi G+ =
ď

ν≻0, h>0

Ghν введемо топологiю iндуктивної

границi вiдносно вказаних вище компактних вкладень

G+ = lim ind
ν,h→∞

Ghν . (4.1.1)
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Зауважимо, що простiр G+ є топологiчною алгеброю вiдносно поточково-

го множення, причому (див. [146, стор. 41]) ‖ϕψ‖Gh+l
ν

≤ ‖ϕ‖Gh
ν
‖ψ‖Gl

ν
.

Елементи сильно спряженого до G+ простору G ′
+ називають ультра-

розподiлами Рум’є з носiями в R
d
+.

Простiр G ′
+ є згортковою алгеброю з дельта функцiоналом Дiрака δ в

якостi одиницi. Нагадаємо, що згортку узагальнених функцiй визначають

за формулою 〈f ∗ g, ϕ〉 = 〈f, g ⋆ ϕ〉, де (g ⋆ ϕ)(x) := 〈g, ϕ( · + x)〉 для

довiльних f, g ∈ G ′
+ та ϕ ∈ G+ (див. [146, 2.5]).

Твердження 4.1.2 ([146]). Простори G+ та G ′
+ є непорожнiми локально

опуклими ядерними рефлексивними просторами. Бiльше того, G+ — є

(DFS) простором, а G ′
+ — (FS) простором.

4.1.2 Ультрадиференцiйовнi функцiї i ω-ультрарозподiли

Далi у параграфi 4.3 буде розвинуто теорiю полiномiальних ультра-

розподiлiв на основi введеного вище простору G ′
+. У статтi [20] автор

дисертацiї у спiвавторствi з В.Лозинською збудували таку теорiю на

основi iнших класiв ультрарозподiлiв. У цьому пунктi ми наведемо лише

тi означення та основнi факти про ω-ультрарозподiли, що доведенi в

роботi [20], якi забезпечують можливiсть використання таких просторiв

для побудови вiдповiдних полiномiальних розширень.

Нехай υ(t) : [0,∞) → [0,∞) — така неперервна зростаюча функцiя,

що υ|[0,1] ≡ 0. Функцiю ω(t) := υ(|t|) назвемо ваговою, якщо вона задо-

вольняє наступнi умови:

(а) iснує таке L ≥ 1, що ω(2t) ≤ L(1 + ω(t)) для всiх t ≥ 0,

(б)
∞ş
1

ω(t)

1 + t2
dt <∞,

(в) lim
t→∞

ln(1 + t)

ω(t)
= 0,



166

(г) функцiя [0,∞) ∋ t 7−→ ω(et) ∈ [0,∞) є опуклою.

Зауважимо, що будь-яка вагова функцiя ω є парною i для всiх t, s ∈ R

задовольняє нерiвнiсть

ω(t+ s) ≤ L(1 + ω(t) + ω(s)). (4.1.2)

Нехай ω — вагова функцiя i K ⊂ R — компактна множина. Для

довiльного λ > 0 визначимо банаховий простiр

Dλ(K) =
{

ϕ ∈ C∞(R) : suppϕ ⊂ K i ‖ϕ‖λ :=
ż

R

|pϕ(t)|eλω(t)dt <∞
}

,

(4.1.3)

де pϕ(t) — перетворення Фур’є функцiї ϕ.

Розглянемо простiр D{ω}(K) := lim ind
λ→0

Dλ(K), надiлений топологiєю

iндуктивної границi, та простiр D(ω)(K) := lim pr
λ→∞

Dλ(K), надiлений топо-

логiєю проективної границi. Для вiдкритої множини Ω ⊂ R визначимо

D{ω}(Ω) := lim ind
K

D{ω}(K) i D(ω)(Ω) := lim ind
K

D(ω)(K),

де iндуктивнi границi беруться по всiх компактних пiдмножинах Ω. Про-

стори D{ω}(Ω) i D(ω)(Ω) надiлимо вiдповiдними топологiями iндуктивної

границi.

Елементи простору D(ω)(Ω) (вiдповiдно D{ω}(Ω)) називають основними

ω-ультрадиференцiйовними функцiями типу Берлiнга (вiдповiдно типу

Рум’є).

Твердження 4.1.3 ([81]). Нехай K ⊂ R — компактна множина. Тодi

(1) простiр D{ω}(K) є ядерним (DF ) простором, зокрема, вiн — повний

i рефлексивний;

(2) простiр D(ω)(K) є ядерним простором Фреше.

Твердження 4.1.4 ([81]). Нехай ω i σ — такi ваговi функцiї, що σ =

o(ω). Тодi вкладення

D(ω)(Ω) →֒ D{ω}(Ω) →֒ D(σ)(Ω) →֒ D(Ω)
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є неперервними i секвенцiйно щiльними для кожної вiдкритої множини

Ω ⊂ R, де D(Ω) — класичний простiр основних функцiй Шварца.

Нехай D′
(ω), D

′
{ω} — сильно спряженi простори до D(ω), D{ω} вiдповiдно.

Елементи простору D′
(ω)(Ω) називають ω-ультрарозподiлами типу Бер-

лiнга, елементи D′
{ω}(Ω) — ω-ультрарозподiлами типу Рум’є. З теорiї

двоїстостi та твердження 4.1.3 випливає, що D′
{ω}(K) є ядерним (F )

простором, а D′
(ω)(K) — ядерним (DF ) простором.

З означення просторiв D{ω}(Ω) i D(ω)(Ω) випливає, що для довiльної

функцiї ϕ ∈ D{ω}(Ω) (вiдповiдно ϕ ∈ D(ω)(Ω)) знайдеться такий компакт

K ⊂ R, що ϕ ∈ D{ω}(K) (вiдповiдно ϕ ∈ D(ω)(K)); при цьому для деякого

λ > 0 (вiдповiдно для всiх λ > 0) справджується нерiвнiсть ‖ϕ‖λ < ∞

(див. (4.1.3)).

Надалi для скорочення записiв обидва простори D{ω} := D{ω}(Ω) i

D(ω) := D(ω)(Ω) будемо позначати одним символом D∗, маючи на увазi,

що ∗ може приймати значення {ω} або (ω).

Нехай D — оператор диференцiювання на просторi основних ω-ультра-

диференцiйовних функцiй D∗. В подальшому нам буде потрiбний насту-

пний результат.

Лема 4.1.1. Оператор диференцiювання D на просторi основних

ω-ультрадиференцiйовних функцiй D∗ є лiнiйним та неперервним.

Доведення. Лiнiйнiсть цього оператора очевидна. Покажемо його не-

перервнiсть. З нерiвностi (4.1.2) та умови (в) (див. означення вагової

функцiї) випливає

lim
t→∞

(

ln |t|

λω(t)
+ 1

)

= lim
t→∞

(

ln |t|

ω(t− 1)
·
ω(t− 1)

λω(t)
+ 1

)

≤ lim
t→∞

(

ln |t|

ω(t− 1)
·
1 + ω(t)

λω(t)
+ 1

)

= 1.

Тому знайдеться така константа C > 1, що ln |t|
λω(t) + 1 < C при |t| > 1. З
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нерiвностей

‖Dϕ‖λ =

ż

R

|pϕ(t)| |it|eλω(t)dt

=

ż 1

−1

|pϕ(t)| |it|eλω(t)dt+
ż

R\[−1,1]

|pϕ(t)| |it|eλω(t)dt

≤

ż 1

−1

|pϕ(t)| eCλω(t)dt+
ż

R\[−1,1]

|pϕ(t)| eln |t|+λω(t)dt

=

ż 1

−1

|pϕ(t)| eCλω(t)dt+
ż

R\[−1,1]

|pϕ(t)| eλω(t)
(

ln |t|
λω(t)+1

)

dt

≤

ż 1

−1

|pϕ(t)| eCλω(t)dt+
ż

R\[−1,1]

|pϕ(t)| eCλω(t)dt = ‖ϕ‖Cλ

випливає неперервнiсть оператора диференцiювання D в просторi D∗.

4.2 Структурнi теореми для операторiв, iнварiантних

вiдносно багатопараметричних напiвгруп

Вiдома теорема Шварца про структуру операторiв, що комутують з

операторами зсуву [188] стверджує, що кожний неперервний лiнiйний

оператор L : D(Rd) −→ C∞(Rd), що комутує з групою зсувiв τs : ϕ(t) 7−→

ϕ(t− s), s ∈ R
d, необхiдно є згортковим оператором з деяким розподiлом

Шварца f ∈ D′(Rd), тобто, Lϕ = f ∗ ϕ. Хермандер в [130] встановлює

подiбну структурну теорему для iнварiантних вiдносно зсувiв операторiв,

що дiють в просторi Lp(Rd). Такi оператори над просторами основних

та узагальнених функцiй були розглянутi в оглядовiй статтi [208]. Роз-

ширення результату Хермандера на простори Лоренца та Хардi були

розглянутi в роботах [86] та [214] вiдповiдно. Структура операторiв, що

дiють з простору Шварца S(Rd) в простiр S ′(Rd) розподiлiв повiльно-

го росту i комутують з дискретною напiвгрупою зсувiв, була об’єктом

розгляду в статтi [106]. Iнварiантнi вiдносно зсувiв оператори над про-

стором полiномiальних ультрарозподiлiв були розглянутi в статтi [161] та
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будуть описанi нижче в пунктi 4.3.2. Iншi результати на цю тематику та

вiдповiднi посилання можна знайти в [89, 117, 132, 220].

У цьому параграфi ми узагальнимо структурнi теореми для двох ви-

падкiв: для (C0) напiвгруп зсувiв i для довiльних (C0) напiвгруп стиску.

Тут описано iнварiантнi вiдносно зсувiв оператори в скалярному (теоре-

ми 4.2.1, 4.2.2) та операторному (теорема 4.2.3) випадках.

Звернемо увагу, що оскiльки ми розглядаємо функцiї та розподiли в

конусi Rd
+, а не в R

d, як у класичному випадку, то iнварiантнiсть хара-

ктеризується за допомогою крос-кореляцiї, а не згортки, як у класичному

випадку.

Нехай S ⊂ L (X ) — деяка пiдмножина в просторi всiх неперервних

лiнiйних операторiв на X .

Означення 4.2.1. Комутантом множини S називають множину опера-

торiв, що визначена за правилом

[S]c :=
{

B ∈ L (X ) : B ◦A = A ◦B, ∀A ∈ S
}

.

4.2.1 Оператори, якi комутують з напiвгрупами зсувiв

Розглянемо d-параметричну (C0) напiвгрупу зсувiв на просторi G+,

визначену за правилом

T : Rd
+ ∋ s 7−→ Ts ∈ L (G+), Tsϕ(t) := ϕ(t+ s), t ∈ R

d
+, ϕ ∈ G+.

(4.2.1)

Очевидно, що suppϕ( ·+ s) = suppϕ− s для довiльної функцiї ϕ, визна-

ченої на Rd. Тому, supp Tsϕ = (suppϕ − s) ∩ Rd
+, де s ∈ Rd

+. Отже, для

всiх s ∈ R
d
+ та всiх iндексiв ν ∈ R

d
+ та h > 0 виконуються нерiвностi

‖Tsϕ‖Gh
ν
≤ ‖ϕ‖Gh

ν
. Очевидно, що кожна похiдна ∂j, j = 1, . . . , n, генерує

вiдповiдну марґiнальну однопараметричну напiвгрупу

T (j)
sj : [0,∞) ∋ sj 7−→ T(0,...,0,sj,0,...,0) ∈ L (G+).
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З регулярностi (див. [54]) iндуктивної границi (4.1.1) випливає, що

напiвгрупа T є одностайно обмежена. Тому T є одностайно неперервна

за теоремою Банаха-Штейнгауза.

Означення 4.2.2. Для довiльного ультрарозподiлу f ∈ G ′
+ оператор

крос-кореляцiї над простором G+ визначимо за правилом

Kf : G+ ∋ ϕ 7−→ Kfϕ, Kfϕ(s) := 〈f, Tsϕ〉, s ∈ R
d
+. (4.2.2)

Теорема 4.2.1. Вiдображення K : G ′
+ ∋ f 7−→ Kf ∈ L (G+) здiйснює

топологiчний iзоморфiзм зi згорткової алгебри G ′
+ на комутант [T ]c

напiвгрупи зсувiв T , тобто Kf∗g = Kf ◦ Kg, f, g ∈ G ′
+, де ∗ позначає

згортку в G ′
+. Зокрема, Kδ — одиничний оператор в L (G+).

Доведення. Перевiримо, що Kf — лiнiйний неперервний оператор. Оче-

видно, що suppKfϕ=/ ∅ ⇔ ∃s : supp f ∩ suppϕ( · + s) =/ ∅ ⇔ ∃ t0 ∈

supp f ∩ suppϕ( · + s). Оскiльки t0 ∈ suppϕ( · + s) ⇔ t0 + s ∈ suppϕ ⇔

s ∈ suppϕ− t0, то s ∈ suppϕ− supp f . Таким чином,

suppKfϕ ⊂ (suppϕ− supp f) ∩ R
d
+ ⊂ [0, ν]

для деякого ν ≻ 0.

Доведемо, що Kf ∈ L (G+). Нехай {ϕm} ⊂ G+ — деяка послiдовнiсть,

для якої iснує така множина [0, ν] ⊂ R
d
+, що suppϕm ⊂ [0, ν] для всiх

m ∈ N i

lim
m→∞

sup
t∈[0,ν]

|∂kϕm(t)|

h|k|kkβ
= 0

для всiх k ∈ Z
d
+ i деякого h > 0. З неперервностi розподiлу f ∈ G ′

+ та

оператора Ts ∈ L (G+) випливає, що ∂kKfϕ = Kf∂
kϕ для всiх k ∈ Z

d
+.

Отже, ми отримали

lim
m→∞

sup
t∈[0,ν]

|∂kKfϕm(t)|

h|k|kkβ
=

∣

∣

∣

∣

〈

f, lim
m→∞

sup
t∈[0,ν]

∂kϕm( ·+ t)

h|k|kkβ

〉

∣

∣

∣

∣

= 0

для всiх k ∈ Z
d
+ i деякого h > 0. Використовуючи (4.1.1), отримаємо

Kf ∈ L (G+).
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Наступнi рiвностi

(KfTsϕ)(t) = 〈f(r), ϕ(r+ t+ s)〉 = Ts〈f(r), ϕ(r+ t)〉 = (TsKfϕ)(t) (4.2.3)

справджуються для всiх t, s ∈ Rd
+ i ϕ ∈ G+. Отже, для довiльного

розподiлу f ∈ G ′
+ маємо Kf ∈ [T ]c.

Тепер нехай K ∈ L (G+) — довiльний оператор, що задовольняє рiв-

нiсть

(KTs)ϕ(t) = (TsK)ϕ(t), ϕ ∈ G+, t, s ∈ R
d
+. (4.2.4)

Визначимо функцiонал f0 формулою 〈f0, ϕ〉 := (Kϕ)(0). Його лiнiйнiсть

та неперервнiсть випливають з вiдповiдних властивостей оператора K ∈

L (G+), тобто f0 ∈ G ′
+. З означення крос-кореляцiї випливає (Kf0ϕ)(0) =

〈f0, ϕ〉, тобто

(Kϕ)(0) = (Kf0ϕ)(0)

для всiх ϕ ∈ G+. Пiдставляючи в останню рiвнiсть Tsϕ замiсть ϕ i

використовуючи властивiсть (4.2.4), отримаємо K = Kf0, а, отже, образ

вiдображення K спiвпадає з комутантом [T ]c.

Якщо Kfϕ(s) = 〈f, Tsϕ〉 = 0 для всiх ϕ ∈ G+, то f = 0. Отже,

вiдображення K iн’єктивне.

Оскiльки G+ — монтелевий простiр [54, IV.5], то на просторi L (G+)

топологiї рiвномiрної збiжностi на компактах i на обмежених множи-

нах спiвпадають. З бочковостi просторiв G ′
+ i G+ [54, II.7] випливає, що

вiдображення G ′
+ × G+ ∋ (f, ϕ) 7−→ Kfϕ ∈ G+ неперервне, бо воно нарi-

зно неперервне. Отже, K — неперервне вiдображення. Бiльше того, K

має замкнутий образ [T ]c. Оскiльки G+ — ядерний (DFS) простiр, то

L (G+) ≃ G+ ⊗p G
′
+ (див. [54, IV.9.4]), де G ′

+ — простiр Фреше як сильно

спряжений до (DFS) простору. Тому справджується iзоморфiзм

G+ ⊗p G
′
+ ≃ lim ind

h,ν→∞
Ghν ⊗p G

′
+

завдяки (4.1.1).
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З iншого боку, в G ′
+ iснує така злiченна база замкнутих абсолютно

опуклих обмежених множин {Bn}, що G ′
+ =

Ť
n∈N Bn, де Bn := C · Bn —

пiдпростiр, надiлений нормою ‖x‖n = inf {|λ| : x ∈ λBn}. З повноти G ′
+ i

замкнутостi Bn випливає, що Bn — банаховий простiр для всiх n ∈ N. З

обмеженостi Bn випливає, що вкладення Bn # G ′
+ неперервнi [54, II.8.4].

Таким чином, канонiчне вiдображення lim ind
n→∞

Bn −→ G ′
+ неперервне. Як

наслiдок ми отримаємо iзоморфiзм

G+ ⊗p G
′
+ ≃ lim ind

h,ν,n→∞
Ghν ⊗p Bn,

тобто L (G+) — ультраборнологiчний простiр [134]. Остаточно, з теореми

1.2.1 про вiдкрите вiдображення у формi, описанiй в [33], випливає, що

K — топологiчний iзоморфiзм з G ′
+ на [T ]c.

Доведемо рiвнiсть Kf∗g = Kf ◦Kg. З означення згортки випливає

(Kf∗gϕ)(t) = 〈f ∗ g, Ttϕ〉 =
〈

f(r), 〈g(s), ϕ(t+ r + s)〉
〉

= 〈f, Tt(Kgϕ)〉 = (KfKg)ϕ(t),

де t, r, s ∈ Rd
+. Зокрема, Kf ◦Kδ = Kf∗δ = Kf = Kδ∗f = Kδ ◦Kf для всiх

f ∈ G ′
+, тобто Kδ — одиничний оператор.

Нехай E := (E, ‖ · ‖) — комплексний банаховий простiр. Позначи-

мо E ⊗p G+ — поповнення алгебраїчного тензорного добутку E ⊗ G+ у

проективнiй тензорнiй топологiї. Елементи простору E ⊗p G+ ми може-

мо трактувати як E-значнi ультрадиференцiйовнi функцiї x : t 7−→ x(t)

з компактними носiями в Rd
+. З вiдомого (див. формулу (1.2.2), та-

кож [120]) iзоморфiзму Ґротендiка E ⊗p lim ind
h,ν→∞

Ghν ≃ lim ind
h,ν→∞

E ⊗p G
h
ν ви-

пливає iзоморфiзм

E ⊗p G+ ≃ lim ind
h,ν→∞

E ⊗p G
h
ν .

Таким чином, для кожного x ∈ E ⊗p G+ iснують такi ν ∈ R
d
+ та h > 0,

що x ∈ E ⊗p G
h
ν , де кожен з просторiв E ⊗p G

h
ν надiлений нормою

‖x‖E⊗pGh
ν
= sup

k∈Zd
+, t∈[0,ν]

‖∂kx(t)‖

h|k|kkβ
.
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Отже, з теореми 1.2.2 про представлення елементiв проективного тен-

зорного добутку (див. також [54, теорема III.6.4]) випливає, що кожен

x ∈ E ⊗p G+ можна (взагалi кажучи, неоднозначно) розвинути в абсолю-

тно збiжний ряд

x =
ÿ

j∈N

λjxj ⊗ ϕj, λj ∈ C, xj ∈ E, ϕj ∈ Ghν , (4.2.5)

для деяких ν ∈ Rd
+ i h > 0, де

ř
j |λj| < ∞ i послiдовностi {xj} та {ϕj}

збiгаються до нуля у вiдповiдних просторах.

Нехай IE позначає тотожний оператор в L (E). Розглянемо довiльний

оператор K ∈ L (G+). Використовуючи розвинення (4.2.5), ми можемо

визначити тензорний добуток IE ⊗K ∈ L (E ⊗p G+) наступним чином

(IE ⊗K)x =
ÿ

j∈N

λjxj ⊗Kϕj. (4.2.6)

У випадку K = Ts ми часто використовуватимемо коротке та зрозумiле

позначення x(t+ s) замiсть (IE⊗Ts)x(t). Аналогiчним чином ми можемо

визначити дiю

〈f, x〉 :=
ÿ

j∈N

λjxj〈f, ϕj〉 (4.2.7)

для довiльного ультрарозподiлу f ∈ G ′
+ i векторнозначної ультрадиферен-

цiйовної функцiї x ∈ E ⊗p G+. Добре вiдомо [54, III.6.4], що цi означення

не залежать вiд представлення функцiї x ∈ E ⊗p G+ у виглядi ряду

(4.2.5).

Скажемо, що оператор IE⊗K, де K ∈ L (G+), є iнварiантним вiдносно

операторiв зсуву IE ⊗ T =
{

IE ⊗ Ts : s ∈ R
d
+

}

, якщо

IE ⊗ (K ◦ Ts) = IE ⊗ (Ts ◦K) для всiх s ∈ R
d
+.

Означення 4.2.3. Для довiльного ультрарозподiлу f ∈ G ′
+ оператор

крос-кореляцiї над простором E ⊗p G+ визначимо за правилом

IE ⊗Kf : E ⊗p G+ ∋ x 7−→ (IE ⊗Kf)x.
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Зауважимо, що використовуючи неперервнiсть функцiонала f ∈ G ′
+,

дiю оператора IE ⊗Kf можна записати у виглядi

(IE ⊗Kf)x(s) =
ÿ

j∈N

λjxj ⊗Kfϕj(s) =
ÿ

j∈N

λjxj ⊗ 〈f, Tsϕj〉

=
〈

f,
ÿ

j∈N

λjxj ⊗ Tsϕj

〉

= 〈f, (IE ⊗ Ts)x〉 = 〈f, x( · + s)〉,

де s ∈ Rd
+.

Теорема 4.2.2. Для довiльного ультрарозподiлу f ∈ G ′
+ оператор

IE ⊗ Kf є iнварiантним вiдносно операторiв зсуву IE ⊗ T . Навпаки,

для довiльного такого оператора K ∈ L (G+), що IE⊗K є iнварiантним

вiдносно IE ⊗ T , iснує єдиний такий ультрарозподiл f ∈ G ′
+, що

Kϕ = Kfϕ i (IE ⊗K)x = (IE ⊗Kf)x

для всiх ϕ ∈ G+ i x ∈ E ⊗p G+.

Доведення. Розкладаючи елемент x ∈ E⊗pG+ в ряд (4.2.5) i враховуючи

рiвностi (4.2.3), отримаємо
ÿ

j

λjxj ⊗ (KfTs)ϕj =
ÿ

j

λjxj ⊗ (TsKf)ϕj

для всiх f ∈ G ′
+ i x ∈ E ⊗p G+. Звiдси отримуємо IE ⊗ (Kf ◦ Ts) =

IE ⊗ (Ts ◦Kf), тобто оператор IE ⊗Kf iнварiантний вiдносно операторiв

зсуву IE ⊗ T .

Навпаки, нехай K ∈ L (G+) — оператор, який задовольняє рiвнiсть

IE ⊗ (K ◦ Ts) = IE ⊗ (Ts ◦ K) для всiх s ∈ R
d
+. Для довiльного ϕ ∈ G+

визначимо функцiонал f0 : ϕ 7−→ (Kϕ)(0). З означень (4.2.6) та (4.2.7)

випливає

[(IE ⊗K)x](0) = 〈f0, x〉 = [(IE ⊗Kf0)x](0).

Пiдставляючи в останню рiвнiсть (IE ⊗ Ts)x замiсть x i використовуючи

те, що IE ⊗K iнварiантний вiдносно операторiв зсуву IE ⊗ T , отримаємо

(IE ⊗ K)x = (IE ⊗ Kf0)x для всiх x ∈ E ⊗p G+. Звiдси, як наслiдок,

отримаємо рiвнiсть K = Kf0.
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4.2.2 Оператори, якi комутують з довiльними напiвгрупами

стиску

Сильно неперервну напiвгрупу {Gt : t ∈ R
d
+} операторiв, заданих

на комплексному банаховому просторi (E, ‖ · ‖), називають напiвгрупою

стиску, якщо вона задовольняє умову

sup
t∈Rd

+

‖Gt‖L (E) ≤ 1. (4.2.8)

Розглянемо множину d-параметричних (C0) напiвгруп стиску i нехай

G позначає множину їхнiх генераторiв. Для того, щоб пiдкреслити той

факт, що напiвгрупу {Gt : t ∈ R
d
+} генерує оператор A ∈ G ми писати-

мемо {Gt(A) : t ∈ R
d
+}. Розглянемо простiр pG всiх E-значних функцiй

px : G ∋ A 7−→ px(A) ∈ E, де px(A) :=
ż

Rd
+

Gt(A)x(t) dt, (4.2.9)

де x ∈ E ⊗p G+. Зауважимо, що остання формула задає вiдоме фун-

кцiональне числення Хiлле-Фiллiпса [38, роздiл 15]. Iнтеграл у форму-

лi (4.2.9), який ми розумiємо у сенсi Бохнера, є коректно визначеним,

оскiльки t 7−→ Gt(A)x(t) є неперервною E-значною функцiєю з компа-

ктним носiєм.

Визначимо лiнiйне вiдображення

FG : E ⊗p G+ ∋ x 7−→ px ∈ pG.

Зауважимо, що це вiдображення можна розумiти як операторний аналог

перетворення Фур’є, введеного в параграфi 3.3, а iндекс G в позначен-

нi вiдображає той факт, що областю визначення функцiй px є клас G

генераторiв сильно неперервних напiвгруп стиску.

З теореми [38, 15.2.1] та припущення (4.2.8) випливає, що вiдобра-

ження FG — iзоморфiзм. Дiйсно, напiвгрупи Rd
+ ∋ t 7−→ e−(λ,t)IE для

довiльного Reλ ∈ intRd
+ задовольняють умову (4.2.8). Тому їх генерато-
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ри −λIE належать класу G . Зауважимо, що

px(−λIE) =
ż

Rd
+

e−(λ,t)x(t) dt

є перетворенням Лапласа E-значної функцiї x ∈ E⊗pG+. Зокрема, звiдси

випливає, що якщо px ≡ 0, то x ≡ 0, тобто KerFG = {0}.

Простiр pG надiлимо найсильнiшою локально опуклою топологiєю, iн-

дукованою топологiєю в G та вiдображенням FG . А саме, нехай

xGhν =
{

px : x ∈ E ⊗p G
h
ν

}

позначає образ простору E ⊗p G
h
ν при перетвореннi FG . Зауважимо, що

xGhν є банаховим простором з топологiєю, iндукованою вiдображенням

x 7−→ px при фiксованих h i ν. Тодi з формули (4.1.1) випливає, що pG
має структуру iндуктивної границi pG = lim ind

h,ν→∞

xGhν вiдносно неперервних

вкладень xGhν # xGlµ при h < l i ν ≺ µ. Таким чином, вiдображення FG —

топологiчний iзоморфiзм.

Розглянемо d-параметричну напiвгрупу на просторi pG

pT : Rd
+ ∋ s 7−→ pTs ∈ L (pG), pTs = FG ◦ (IE ⊗ Ts) ◦ F

−1
G
, (4.2.10)

де F−1
G

— обернене до FG вiдображення. Оскiльки FG топологiчний

iзоморфiзм i вiдображення Rd
+ ∋ s 7−→ (IE ⊗ Ts)x ∈ E ⊗p G+ неперервне

для всiх x ∈ E ⊗p G+, то напiвгрупа pT на просторi pG володiє (C0)

властивiстю i її генератор щiльно заданий.

Теорема 4.2.3. Вiдображення

G ′
+ ∋ f 7−→ pKf ∈ L (pG), де pKf := FG ◦ (IE ⊗Kf) ◦ F

−1
G
,

здiйснює алгебраїчний iзоморфiзм зi згорткової алгебри G ′
+ на комутант

[pT ]c напiвгрупи pT , що складається з усiх операторiв на pG вигляду

pK = FG ◦(IE⊗K)◦F−1
G

для деякого K ∈ L (G+). Зокрема, справджується

рiвнiсть

pKf∗g = pKf ◦ pKg
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для всiх f, g ∈ G ′
+, а pKδ — одиничний оператор в L (pG).

Доведення. Для довiльного ультрарозподiлу f ∈ G ′
+ наступна дiаграма

pG
F−1

G

��

pKf // pG
F−1

G

��
E ⊗p G+

FG

OO

IE⊗Kf //E ⊗p G+

FG

OO

комутативна. З неперервностi вiдображень IE ⊗ Kf та FG i вiдкритостi

перетворення F−1
G

випливає pKf ∈ L (pG). Звiдси слiдує, що рiвностi

[FG (IE ⊗Kf)x](A) =

ż

Rd
+

Gt(A)(IE ⊗Kf)x(t) dt = pKfpx(A)

справджуються для всiх A ∈ G . Як наслiдок, правильними є рiвностi

pKf
pTrpx(A) =

ż

Rd
+

Gt(A)(IE ⊗Kf)x(t+ r) dt = pTr pKfpx(A)

для всiх r ∈ R
d
+ i px ∈ pG. Отже, для довiльного f ∈ G ′

+ отримуємо, що

pKf належить комутанту напiвгрупи pT в L (pG).
Навпаки, нехай pK = FG ◦ (IE ⊗ K) ◦ F−1

G
належить комутанту [pT ]c

напiвгрупи pT . Тодi

FG ◦ (IE ⊗ (K ◦ Ts)) ◦ F
−1
G

= FG ◦ (IE ⊗K) ◦ (IE ⊗ Ts) ◦ F
−1
G

= FG ◦ (IE ⊗K) ◦ F−1
G

◦ FG ◦ (IE ⊗ Ts) ◦ F
−1
G

= pK ◦ pTs = pTs ◦ pK
= FG ◦ (IE ⊗ Ts) ◦ F

−1
G

◦ FG ◦ (IE ⊗K) ◦ F−1
G

= FG ◦ (IE ⊗ Ts) ◦ (IE ⊗K) ◦ F−1
G

= FG ◦ (IE ⊗ (Ts ◦K)) ◦ F−1
G
,

тобто K ∈ [T ]c. Згiдно з теоремою 4.2.1 знайдеться такий єдиний ультра-

розподiл f ∈ G ′
+, що K = Kf , тобто pKpx = pKFGx = FG (IE ⊗Kf)x = pKfpx,

px ∈ pG. Отже, pK = pKf .

Оскiльки Kδ = IE, то ми отримаємо

pKδ = FG ◦ (IE ⊗Kδ) ◦ F
−1
G

= FG ◦ F−1
G
,
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таким чином pKδ — одиничний оператор в L (pG).
З теорем 4.2.1 i 4.2.2 випливають рiвностi

pKf
pKgpx(A) =

ż

Rd
+

Gt(A)(IE ⊗KfKg)x(t) dt

=

ż

Rd
+

Gt(A)(IE ⊗Kf∗g)x(t) dt = pKf∗gpx(A),

таким чином, вiдображення f 7−→ pKf — алгебраїчний iзоморфiзм.

Зауважимо, що аналогiчно як i в доведеннi теорем 4.2.1, 4.2.2 можна

довести, що алгебраїчний iзоморфiзм в теоремi 4.2.3 є топологiчним.

4.3 Простiр полiномiальних ультрарозподiлiв

Алгебри ультрарозподiлiв iз симетричною тензорною операцiєю мно-

ження використовуються в фiзицi (див. наприклад [78]). Це стало по-

штовхом для дослiджень, пов’язаних з полiномiальним розширенням

крос-кореляцiї i вiдповiдного числення операторiв, описаного в парагра-

фi 6.1.

У цьому параграфi дослiджуємо деякi властивостi топологiчної алге-

бри P(G ′
+) неперервних скалярних полiномiв на згортковiй алгебрi G ′

+

ультрарозподiлiв Рум’є, носiї яких розмiщенi в додатному конусi Rd
+,

а також властивостi сильно спряженого простору P ′(G ′
+) полiномiаль-

них ультрарозподiлiв. Алгебра G ′
+ топологiчно вкладена в P ′(G ′

+), отже

P ′(G ′
+) можна розглядати як полiномiальне розширення алгебри ультра-

розподiлiв Рум’є.

Використовуючи теорiю двоїстостi ядерних локально опуклих просто-

рiв та їх тензорних добуткiв, ми дуальну пару 〈P ′(G ′
+),P(G ′

+)〉 лiнеа-

ризуємо з допомогою iншої пари 〈Γ(G ′
+),Γ(G+)〉, яка складається з вiд-

повiдних згорткових топологiчних алгебр полiномiальних коефiцiєнтiв.

Вiдповiдна теорiя у випадку довiльних ядерних (F ) або (DF ) просторiв
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викладена у параграфi 2.2.

Зауважимо, що результати цього параграфу можуть бути адаптованi

до iнших класiв ультрарозподiлiв, зокрема, до так званих ω-ультрароз-

подiлiв типу Берлiнга i Рум’є (див. пункт 4.1.2 та [20]).

У параграфi 4.1 було введено класи ультрадиференцiйовних функцiй

G+ та ультрарозподiлiв G ′
+, зосереджених на додатному конусi Rd

+. Тут

ми покажемо як представити цi простори, використовуючи поняття фа-

кторпростору. Нехай G(Rd) позначає простiр всiх ультрадиференцiйовних

на R
d функцiй, G ′(Rd) — сильно спряжений до G(Rd) простiр всiх уль-

трарозподiлiв Рум’є, заданих на Rd (див. [183]).

Введений в параграфi 4.1 клас ультрарозподiлiв G ′
+ є замкнутим пiд-

простором в G ′(Rd). Нехай [G ′
+]

⊥ позначає ортогональне доповнення пiд-

простору G ′
+ вiдносно двоїстостi 〈G ′(Rd),G(Rd)〉. Тодi факторпростiр

G(Rd)
/

[G ′
+]

⊥ =
{

ϕ + [G ′
+]

⊥ : ϕ ∈ G(Rd)
}

є двоїстим до G ′(Rd
+) (див. [54]). Нехай θRd

+
— характеристична функцiя

конуса R
d
+. Оператор

Θ: G(Rd) ∋ ϕ 7−→ θRd
+
ϕ ∈ G ′(Rd

+), (4.3.1)

де θRd
+
ϕ ми розумiємо як регулярний функцiонал з G ′(Rd

+), має ядро

[G ′
+]

⊥. Таким чином, образ Θ[G(Rd)] топологiчно iзоморфний до фактор-

простору G(Rd)
/

[G ′
+]

⊥, тобто G(Rd)
/

[G ′
+]

⊥ ≃ Θ[G(Rd)]. Оскiльки [G ′
+]

⊥ —

замкнутий iдеал в G(Rd), то факторпростiр G(Rd)
/

[G ′
+]

⊥ є топологiчною

алгеброю i Θ — алгебраїчний iзоморфiзм. Бiльше того, використовуючи

методи статтi [49] можна показати, що насправдi справджуються насту-

пнi топологiчнi iзоморфiзми

G+ ≃ G(Rd)
/

[G ′
+]

⊥ ≃ Θ[G(Rd)].

Тому кожну ультрадиференцiйовну функцiю ϕ ∈ G+ можна розумiти як
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елемент факторпростору G(Rd)
/

[G ′
+]

⊥, або як регулярний ультрарозподiл

з G ′(Rd
+).

Iдеал [G ′
+]

⊥ алгебри G(Rd) є iнварiантним вiдносно зсувiв вздовж ко-

нуса R
d
+, тому для довiльного i = 1, . . . , d однопараметрична сiм’я опера-

торiв

Tsi : ϕ(t1, . . . , td) 7−→ ϕ(t1, . . . , ti−1, ti + si, ti+1, . . . , td), si ≥ 0,

де (t1, . . . , td) ∈ R
d
+, утворює напiвгрупу Ti : 0 ≤ si 7−→ Tsi ∈ L (G+) на

просторi G+. Очевидно, що Ti для кожного i = 1, . . . , d є марґiнальною

напiвгрупою d-параметричної напiвгрупи T (див. (4.2.1)), причому T =

T1 ◦ · · · ◦ Td, i напiвгрупи Ti, i = 1, . . . , d, комутують одна з одною.

Оскiльки iдеал [G ′
+]

⊥ також iнварiантний вiдносно частинних похiдних

∂i :=
∂
∂ti

, i = 1, . . . , d, то оператор ∂i коректно визначений на алгебрi G+.

Зауважимо, що оператор ∂i є генератором напiвгрупи Ti.

Для всiх i = 1, . . . , d нехай T ′
i : 0 ≤ si 7−→ T ′

si
позначає спряжену до Ti

напiвгрупу, а ∂ ′i — спряжений до ∂i оператор вiдносно двоїстостi 〈G ′
+,G+〉.

Нагадаємо (див. твердження 4.1.2), що G+ — ядерний (DFS) простiр,

а G ′
+ — ядерний (FS) простiр. Очевидно, що всi результати парагра-

фу 2.2 при X = G+ i X ′ = G ′
+ ми можемо застосувати до дуальної пари

〈P ′(G ′
+),P(G ′

+)〉, де P(G ′
+) — простiр полiномiв, P ′(G ′

+) — його спряже-

ний. Зокрема, з того, що справджується щiльне вкладення G+ # G ′
+

випливає щiльне вкладення P(G ′
+)# P ′(G ′

+) згiдно з теоремою 2.2.4.

Аналогiчно як i в параграфi 2.2 для спрощення записiв введемо по-

значення

Γ(G+) :=
à

fin
n∈Z+

G
p⊗n
+ i Γ(G ′

+) :=
ą

n∈Z+

G ′p⊗n
+ .

Нагадаємо, що елементи прямої суми Γ(G+) мiстять скiнченну, але не

фiксовану кiлькiсть доданкiв.

З теореми 2.2.3 випливає, що справджуються наступнi топологiчнi
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iзоморфiзми

ΥG+ : Γ(G+) −→ P(G ′
+), ΨG+ : Γ(G ′

+) −→ P ′(G ′
+). (4.3.2)

Елементи просторiв P(G ′
+) i P ′(G ′

+) ми називатимемо полiномiальними

ультрадиференцiйовними функцiями та полiномiальними ультрарозподi-

лами вiдповiдно.

Всюди далi елементи просторiв Γ(G+) i Γ(G ′
+) ми писатимемо у виглядi

mà
n=0

pn = (p0, p1, . . . , pm, 0, . . . ) ∈ Γ(G+), m ∈ N,

ą

n∈Z+

fn = (f0, f1, . . . , fn, . . . ) ∈ Γ(G ′
+),

вiдповiдно, де pn ∈ G
p⊗n
+ i fn ∈ G ′p⊗n

+ для всiх n ∈ Z+. Для спрощення

позначень ми часто писатимемо
(

pn
)

i
(

fn
)

замiсть
Àm

n=0 pn i
Ś

n∈Z+
fn

вiдповiдно.

4.3.1 Диференцiювання у просторi полiномiальних ультрароз-

подiлiв

У цьому пунктi в теоремi 4.3.1 ми описуємо узагальненi диференцi-

ювання в просторах Γ(G+) i Γ(G ′
+) та в теоремi 4.3.2 дослiджуємо їх

властивостi. Диференцiальнi оператори породжують полiномiальнi уза-

гальнення напiвгруп зсувiв вздовж конуса Rd
+.

Зауважимо, що наступнi системи елементiв
{(

1, ϕ, ϕ⊗2, . . . , ϕ⊗n, 0, . . .
)

: ϕ ∈ G+, n ∈ N
}

,
{(

1, f, f⊗2, . . . , f⊗n, f⊗(n+1), . . .
)

: f ∈ G ′
+

}

(4.3.3)

є тотальними пiдмножинами в Γ(G+) та Γ(G ′
+) вiдповiдно. Вiдомо, що для

того, щоб означити лiнiйнi неперервнi оператори на просторах Γ(G+) чи

Γ(G ′
+), достатньо задати їх на вiдповiднiй тотальнiй пiдмножинi (4.3.3).

З результатiв параграфу 2.3 випливає, що наступнi означення опера-

торiв є коректними.
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Визначимо оператори Di ∈ L
(

Γ(G+)
)

та D′
i ∈ L

(

Γ(G ′
+)
)

, i = 1, . . . , d,

наступним чином

Di : (1, ϕ, . . . , ϕ⊗n, 0, . . . ) 7−→
(

0, ∂iϕ, . . . , ∂
{⊗}n
i ϕ⊗n, 0, . . .

)

,

D′
i : (1, f, . . . , f⊗n, . . . ) 7−→

(

0, ∂ ′if, . . . , ∂
′{⊗}n
i f⊗n, . . .

)

,

де оператори ∂
{⊗}n
i та ∂

′{⊗}n
i дiють за правилами

∂
{⊗}n
i ϕ⊗n :=

nÿ

j=1

ϕ⊗(j−1) ⊗ ∂iϕ⊗ ϕ⊗(n−j),

∂
′{⊗}n
i f⊗n :=

nÿ

j=1

f⊗(j−1) ⊗ ∂ ′if ⊗ f⊗(n−j).

Для кожного i = 1, . . . , d на просторах Γ(G+) та Γ(G ′
+) визначимо

однопараметричнi сiм’ї

Ti : 0 ≤ si 7−→ Tsi ∈ L (Γ(G+)) та T
′
i : 0 ≤ si 7−→ T

′
si
∈ L (Γ(G ′

+))

операторiв, що дiють за правилами

Tsi : Γ(G+) −→ Γ(G+)

(1, ϕ, . . . , ϕ⊗n, 0, . . . ) 7−→
(

1, Tsiϕ, . . . , T
⊗n
si
ϕ⊗n, 0, . . .

)

,

T
′
si : Γ(G ′

+) −→ Γ(G ′
+)

(1, f, . . . , f⊗n, . . . ) 7−→
(

1, T ′
sif, . . . , T

′⊗n
si f⊗n, . . .

)

,

де оператори T⊗n
si

, T ′⊗n
si

визначенi як тензорнi степенi вiдповiдних опера-

торiв, тобто T⊗n
si ϕ

⊗n := (Tsiϕ)
⊗n i T ′⊗n

si f⊗n := (T ′
sif)

⊗n.

Теорема 4.3.1. (i) Однопараметричнi сiм’ї Ti, i = 1, . . . , d, лiнiйних

операторiв на згортковiй алгебрi Γ(G+) утворюють (C0) напiвгрупи

алгебраїчних автоморфiзмiв.

Їх генераторами є оператори Di, i = 1, . . . , d, котрi належать дiаго-

нальнiй пiдалгебрi LD(Γ(G+)) (див. формулу (2.3.5)).

(ii) Однопараметричнi сiм’ї T′
i, i = 1, . . . , d, лiнiйних операторiв на

згортковiй алгебрi Γ(G ′
+) утворюють (C0) напiвгрупи алгебраїчних ав-

томорфiзмiв.
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Їх генераторами є оператори D
′
i, i = 1, . . . , d, котрi належать дiаго-

нальнiй пiдалгебрi LD(Γ(G
′
+)) (див. формулу (2.3.6)).

Доведення. (i) З результатiв статтi [28] випливає справедливiсть топо-

логiчного iзоморфiзму

G+ ≃ G
⊗pd
R+

:= G(R+)⊗p · · · ⊗p G(R+)looooooooooooomooooooooooooon
d

,

звiдки отримуємо G
p⊗pn
+ ≃

[

G
⊗pd
R+

]p⊗pn.

З матерiалу параграфу 4.1 при d = 1 випливає, що для фiксованого

дiйсного β > 1 i довiльних додатних дiйсних чисел h, η простiр

Ghη (R+) :=
{

ϕ ∈ C∞(R+) : suppϕ ⊂ [0, η], ‖ϕ‖Gh
η (R+) <∞

}

,

що надiлений нормою

‖ϕ‖Gh
η (R+) := sup

k∈Z+

sup
t∈[0,η]

|∂kϕ(t)|

hkkkβ
,

є банаховим простором, причому включення Ghη (R+) # Gh
′

η′ (R+) при h <

h′ i η < η′ компактнi. Тому простiр G(R+) можна зобразити у виглядi

iндуктивної границi (див. [155])

G(R+) ≃ lim ind
η,h→∞

Ghη (R+).

Використовуючи вiдому (див. [120]) властивiсть комутативностi iндуктив-

ної границi з проективним тензорним добутком, а також неперервнiсть та

вiдкритiсть оператора симетризацiї sn (див. формулу (2.1.2)), отримаємо

G
p⊗pn
+ ≃ [G

⊗pd
R+

]
p⊗pn ≃

[

G(R+)⊗p · · · ⊗p G(R+)looooooooooooomooooooooooooon
d

]p⊗pn

≃
[

lim ind
ν1,h→∞

Ghν1(R+)⊗p · · · ⊗p lim ind
νd,h→∞

Ghνd(R+)
]p⊗pn

≃ lim ind
ν,h→∞

[

Ghν1(R+)⊗p . . .⊗p G
h
νd
(R+)

]p⊗pn

(4.3.4)
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для довiльних h > 0 i ν = (ν1, . . . , νd) ∈ intRd
+. Беручи до уваги поляри-

зацiйну формулу, отримуємо що множина функцiй

ψ⊗n : (t11, . . . , t
1
d, . . . , t

n
1 , . . . , t

n
d) 7−→ ψ(t11, . . . , t

1
d) · . . . · ψ(t

n
1 , . . . , t

n
d), (4.3.5)

де ψ(tj1, . . . , t
j
d) = ϕ1(t

j
1)·. . .·ϕd(t

j
d), j = 1, . . . , n, i ϕi ∈ Ghνi(R+), i = 1, . . . , d,

є тотальною пiдмножиною в G
p⊗pn
+ .

Розглянемо оператори T⊗n
si на тотальнiй пiдмножинi (4.3.5). Очевидно,

що Tsiψ(t
j
1, . . . , t

j
d) = ϕ1(t

j
1) · . . . · Tsiϕi(t

j
i ) · . . . ·ϕd(t

j
d), де оператор зсуву Tsi

заданий на функцiї однiєї змiнної природним чином Tsiϕi(t
j
i ) = ϕi(t

j
i+si).

Легко бачити, що

supp(Tsiϕi) = (suppϕi − si) ∩ [0,∞), si ≥ 0.

Тому справджуються наступнi нерiвностi

‖Tsiϕi‖Gh
η (R+) ≤ ‖ϕi‖Gh

η (R+), ϕi ∈ Ghη (R+), i = 1, . . . , d,

для всiх h > 0, η > 0, si ≥ 0.

Остання оцiнка означає, що оператори Tsi є стискаючими. Звiдси ви-

пливає, що така оцiнка може бути перенесена на довiльнi елементи про-

стору G
p⊗n
+ . Тепер з регулярностi iндуктивної границi (4.3.4) випливає,

що множина операторiв T⊗n
si одностайно обмежена на G

p⊗pn
+ . В останньо-

му мiркуваннi використано бочковiсть простору G
p⊗pn
+ , а також принцип

рiвномiрної обмеженостi Банаха-Штейнгауза. Як наслiдок, множина опе-

раторiв T⊗n
si

одностайно неперервна на G
p⊗pn
+ для всiх n (див., напри-

клад, [17]).

Неважко перевiрити напiвгруповi властивостi однопараметричних сi-

мейств si 7−→ T⊗n
si

, i = 1, . . . , d, операторiв для всiх натуральних n.

Гладкiсть функцiї ∂ksiT
⊗n
si
ψ⊗n, k ∈ Z+ за змiнною si ≥ 0 дозволяє засто-

сувати теорему Лагранжа про середнє значення в диференцiальному чи-

сленнi, звiдки випливає (C0) властивiсть кожної з напiвгруп si 7−→ T⊗n
si ,
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i = 1, . . . , d, заданих на G
p⊗pn
+ . Остаточно одностайна неперервнiсть та (C0)

властивiсть напiвгруп Ti, i = 1, . . . , d, на Γ(G+) випливає безпосередньо

з властивостей топологiї прямої суми.

Доведемо, що оператори Di, i = 1, . . . , d, належать дiагональнiй пiд-

алгебрi LD(Γ(G+)).

Кажуть, що послiдовнiсть Mk задовольняє послаблену властивiсть ста-

бiльностi вiдносно диференцiальних операторiв, якщо знайдуться такi

константи G, H > 0, що Mk+1 ≤ GHkMk для всiх k ∈ Z+. Вiдомо [147],

що послiдовнiсть Жевре Mk = kkβ при β > 1 задовольняє цю властивiсть

при G = H = 2β, тобто виконується нерiвнiсть

(k + 1)(k+1)β ≤ 2(k+1)βkkβ.

Звiдси випливає

‖ϕ′
i‖Gh

η (R+) = sup
k∈Z+

sup
t∈[0,η]

|∂k+1ϕ(t)|

hkkkβ

= h sup
k∈Z+

sup
t∈[0,η]

(k + 1)(k+1)β|∂k+1ϕ(t)|

kkβhk+1(k + 1)(k+1)β

≤ h sup
k∈Z+

sup
t∈[0,η]

2(k+1)β|∂k+1ϕ(t)|

hk+1(k + 1)(k+1)β

= h sup
k∈Z+

sup
t∈[0,η]

|∂k+1ϕ(t)|

(h2−β)k+1(k + 1)(k+1)β
= h‖ϕi‖Gl

η(R+),

де l = h2−β. Це означає, що ∂
{⊗}n
i ∈ L (G

p⊗pn
+ ), звiдки отримуємо, що

Di ∈ LD(Γ(G+)) для всiх i = 1, . . . , d.

Покажемо, що генераторами цих напiвгруп є оператори Di, i = 1, . . . , d.

Знайдемо похiдну в нулi на однорiдних доданках, що складаються з еле-

ментiв тотальної пiдмножини (4.3.5) простору G
p⊗pn
+ . Для цього розгляне-
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мо рiзницю

T⊗n
si ψ

⊗n − ψ⊗n = (Tsiψ)
⊗n − ψ⊗n

=
nź

j=1

ϕ1(t
j
1) . . .Tsiϕi(t

j
i ) . . . ϕd(t

j
d)−

nź

j=1

ϕ1(t
j
1) . . . ϕd(t

j
d)

=
(

nź

j=1

Tsiϕi(t
j
i )−

nź

j=1

ϕi(t
j
i )
)

nź

j=1

dź

k=1,k=/ i

ϕk(t
j
k).

(4.3.6)

Тепер перетворимо рiзницю, що стоїть в дужках в останньому виразi,

додавши i вiднявши у нiй один i той же вираз

Tsiϕi(t
1
i ) . . .Tsiϕi(t

n
i )− ϕi(t

1
i ) . . . ϕi(t

n
i )

= Tsiϕi(t
1
i ) . . .Tsiϕi(t

n
i )− ϕi(t

1
i )Tsiϕi(t

2
i ) . . .Tsiϕi(t

n
i )

+ ϕi(t
1
i )Tsiϕi(t

2
i ) . . .Tsiϕi(t

n
i )− ϕi(t

1
i ) . . . ϕi(t

n
i )

= (Tsiϕi(t
1
i )− ϕi(t

1
i )
)

Tsiϕi(t
2
i ) . . .Tsiϕi(t

n
i )

+ ϕi(t
1
i )
(

Tsiϕi(t
2
i ) . . .Tsiϕi(t

n
i )− ϕi(t

2
i ) . . . ϕi(t

n
i )
)

.

(4.3.7)

Очевидно, що якщо перший доданок останнього виразу подiлити на si i

перейти до границi при si → 0, то користуючись гладкiстю функцiї ϕi в

результатi отримаємо ϕ′
i(t

1
i )ϕi(t

2
i ) . . . ϕi(t

n
i ). У дужках другого доданку в

останньому виразi формули (4.3.7) стоїть рiзниця Tsiϕi(t
2
i ) . . .Tsiϕi(t

n
i ) −

ϕi(t
2
i ) . . . ϕi(t

n
i ), з якою поступатимемо аналогiчно: будемо додавати i вiд-

нiмати доданки, дiлити на si та переходити до границi при si → 0.

Зробивши таку процедуру скiнченну кiлькiсть раз остаточно отримаємо

такий результат

Tsiϕi(t
1
i ) . . .Tsiϕi(t

n
i )− ϕi(t

1
i ) . . . ϕi(t

n
i ) =

nÿ

j=1

ϕi(t
1
i ) . . . ϕ

′
i(t

j
i ) . . . ϕi(t

n
i ).

Тепер, якщо формулу (4.3.6) подiлити на si i перейти до границi при

si → 0, то враховуючи останнiй результат матимемо

∂

∂si
T⊗n
si ψ

⊗n
∣

∣

∣

si=0
= ∂

{⊗}n
i ψ⊗n.
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Залишилось врахувати, що довiльний елемент прямої суми Γ(G+) мо-

жна наблизити лiнiйними комбiнацiями функцiй з тотальної пiдмножини

(4.3.5). Отже, враховуючи властивостi топологiї прямої суми, остаточно

отримуємо, що оператори Di є генераторами напiвгруп Ti, i = 1, . . . , d.

Частина (ii) теореми випливає з вище доведеного та властивостей

двоїстостi 〈Γ(G ′
+),Γ(G+)〉.

Наслiдок 4.3.1. (i) Однопараметричнi сiм’ї Ti : 0 ≤ si 7−→ Tsi, i =

1, . . . , d, лiнiйних операторiв на алгебрi P(G ′
+), що визначенi за правилом

TsiP := P ◦ T ′
si
, P ∈ P(G ′

+),

утворюють (C0) напiвгрупи алгебраїчних автоморфiзмiв з генераторами

Di := ΥG+ ◦ Di ◦ (Υ
G+)−1, i = 1, . . . , d.

(ii) Однопараметричнi сiм’ї T ′
i : 0 ≤ si 7−→ T ′

si, i = 1, . . . , d, лiнiйних

операторiв на алгебрi P ′(G ′
+), що визначенi за правилом

T
′
siU := U ◦ Tsi, U ∈ P ′(G ′

+),

утворюють (C0) напiвгрупи алгебраїчних автоморфiзмiв з генераторами

D ′
i := ΨG+ ◦ D′

i ◦ (Ψ
G+)−1, i = 1, . . . , d.

Щоб проiлюструвати ситуацiю наведемо дiаграми, якi показують вза-

ємозв’язок мiж напiвгрупами та їх генераторами, описаними в теоремi

4.3.1 та наслiдку 4.3.1.

Γ(G+)
Di Ti // Γ(G+)

ΥG+

��

P(G ′
+)

(ΥG+)−1

OO

Di Ti //P(G ′
+)

Γ(G ′
+)

D′
i T′

i // Γ(G ′
+)

ΨG+

��

P ′(G ′
+)

(ΨG+)−1

OO

D ′
i T ′

i // P ′(G ′
+)

(4.3.8)

Теорема 4.3.2. (i) Генератори D′
i, Di, i = 1, . . . , d, є неперервними дифе-

ренцiюваннями на алгебрах Γ(G ′
+), Γ(G+) вiдповiдно, тобто виконуються
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рiвностi

D
′
i(u ⋄ v) = D

′
iu ⋄ v + u ⋄ D′

iv, u, v ∈ Γ(G ′
+),

Di(p ⋄ q) = Dip ⋄ q + p ⋄ Diq, p, q ∈ Γ(G+).
(4.3.9)

(ii) Генератори D
′
i, Di, i = 1, . . . , d, задовольняють дуальне спiввiдно-

шення

〈D′
iu,p〉 = −〈u,Dip〉, u ∈ Γ(G ′

+), p ∈ Γ(G+).

Доведення. (i) Неперервнiсть операторiв D′
i, Di, i = 1, . . . , d, випливає

з мiркувань, наведених у параграфi 2.3.

Доведемо першу з формул (4.3.9) безпосереднiм обчисленням. Друга

доводиться аналогiчно.

Нехай u :=
(

f⊗n
)

, v :=
(

g⊗n
)

, f, g ∈ G ′
+, — елементи тотальної пiд-

множини (4.3.3) простору Γ(G ′
+). Тодi

D
′
i(u ⋄ v) = 0×

ą

n∈N

(
nÿ

m=0

∂
′{⊗}n
i (f⊗mp⊗g⊗(n−m))

)

. (4.3.10)

Але

∂
′{⊗}n
i (f⊗mp⊗g⊗(n−m)) =

(
mÿ

j=1

f⊗(j−1) ⊗ ∂ ′if ⊗ f⊗(m−j)
)

p⊗g⊗(n−m)

+ f⊗mp⊗
(
n−mÿ

j=1

g⊗(j−1) ⊗ ∂ ′ig ⊗ g⊗(n−m−j)
)

= ∂
′{⊗}m
i f⊗mp⊗g⊗(n−m) + f⊗mp⊗∂ ′{⊗}(n−m)

i g⊗(n−m).

Пiдставимо отриману рiвнiсть в (4.3.10), пiсля цього отримаємо

D
′
i(u ⋄ v) = 0×

ą

n∈N

(
nÿ

m=0

[

∂
′{⊗}m
i f⊗mp⊗g⊗(n−m) + f⊗mp⊗∂ ′{⊗}(n−m)

i g⊗(n−m)
]

)

= 0×
ą

n∈N

nÿ

m=0

∂
′{⊗}m
i f⊗mp⊗g⊗(n−m)

+ 0×
ą

n∈N

nÿ

m=0

f⊗mp⊗∂ ′{⊗}(n−m)
i g⊗(n−m)

= D
′
iu ⋄ v + u ⋄ D′

iv.
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Залишилось нагадати, що лiнiйними комбiнацiями елементiв пiдмножини

(4.3.3) можна наблизити будь-який елемент простору Γ(G ′
+).

Доведемо частину (ii). Виберемо довiльнi f ∈ G ′
+, ϕ ∈ G+. Нагадаємо,

що 〈∂ ′if, ϕ〉 = −〈f, ∂iϕ〉. Далi переконуємось безпосередньо у правильностi

потрiбного дуального спiввiдношення на елементах тотальних пiдмножин

(4.3.3) просторiв Γ(G ′
+) та Γ(G+) вигляду u :=

Ś
n f

⊗n i p :=
Àm

j=0 ϕ
⊗j.

А саме, правильними є наступнi рiвностi

〈D′
iu,p〉 =

〈

0×
ą

n∈N

∂
′{⊗}n
i f⊗n,

mà
j=0

ϕ⊗j
〉

=
mÿ

j=1

〈∂
′{⊗}j
i f⊗j, ϕ⊗j〉

=
mÿ

j=1

jÿ

k=1

〈

f⊗(k−1) ⊗ ∂ ′if ⊗ f⊗(j−k), ϕ⊗j
〉

= −
mÿ

j=1

jÿ

k=1

〈

f⊗j, ϕ⊗(k−1) ⊗ ∂iϕ⊗ ϕ⊗(j−k)
〉

= −
mÿ

j=1

〈f⊗j, ∂
{⊗}j
i ϕ⊗j〉 = −〈u,Dip〉.

Залишилось застосувати твердження про апроксимацiю елементiв просто-

рiв Γ(G ′
+) та Γ(G+) лiнiйними комбiнацiями елементiв систем (4.3.3).

Враховуючи означення операторiв D ′
i, Di, i = 1, . . . , d (див. також

дiаграми (4.3.8)), легко отримати наступний наслiдок з теореми 4.3.2.

Наслiдок 4.3.2. (i) Оператори D ′
i, Di, i = 1, . . . , d, є неперервними

диференцiюваннями на алгебрах P ′(G ′
+), P(G ′

+) вiдповiдно, тобто вико-

нуються рiвностi

D
′
i(U ⋄ V ) = D

′
iU ⋄ V + U ⋄ D

′
iV, U, V ∈ P ′(G ′

+),

Di(P ⋄Q) = DiP ⋄Q+ P ⋄ DiQ, P,Q ∈ P(G ′
+).

(ii) Генератори D ′
i, Di, i = 1, . . . , d, задовольняють дуальне спiввiдно-

шення

〈D ′
iU, P 〉 = −〈U,DiP 〉, U ∈ P ′(G ′

+), P ∈ P(G ′
+).
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4.3.2 Полiномiальне розширення крос-кореляцiї

У цьому пунктi введемо операцiю, яку можна трактувати як розшире-

ння крос-кореляцiї, введеної в параграфi 4.2 на простори полiномiальних

основних та узагальнених функцiй. Також доведемо теорему 4.3.3 про

зображення елементiв алгебри Γ(G ′
+) у виглядi операторiв, що належать

комутанту полiномiальної напiвгрупи зсувiв. Зауважимо, що така теоре-

ма є узагальненням теореми 4.2.1 на полiномiальний випадок.

Нагадаємо, що простiр Γ(G ′
+) є згортковою алгеброю вiдносно операцiї

⋄ (див. формулу (2.2.6)). Проте на цьому просторi можна ввести iншу

операцiю, вiдносно якої Γ(G ′
+) теж є алгеброю. Саме ця нова операцiя

буде потрiбна нам для доведення теореми 4.3.3.

Для елементiв тотальної пiдмножини (4.3.3) простору Γ(G ′
+) визначимо

операцiю
(

f⊗n
)

⊛
(

g⊗n
)

:=
(

(f ∗ g)⊗n
)

i розширимо її на весь простiр Γ(G ′
+) за лiнiйнiстю та неперервнiстю.

Легко бачити, що Γ(G ′
+) є алгеброю вiдносно операцiї ⊛ з одиничним

елементом
(

δ⊗n
)

. Цю ж операцiю введемо на просторi Γ(G+), який також

стає алгеброю вiдносно ⊛.

Для довiльного оператора K ∈ L (G+) визначимо вiдповiдний опера-

тор K⊗ ∈ L
(

Γ(G+)
)

за правилом

K⊗ :=
(

K⊗n
)

: p = (pn) 7−→ K⊗p :=
(

K⊗npn
)

, (4.3.11)

де K⊗0 := IC — одиничний оператор, а кожен з операторiв K⊗n ∈

L (G
p⊗n
+ ), n ∈ N, визначений як лiнiйне та неперервне розширення вiд-

ображення ϕ⊗n 7−→ (Kϕ)⊗n, де ϕ ∈ G+.

Нехай T : Rd
+ ∋ s 7−→ Ts ∈ L (G+) позначає d-параметричну (C0) на-

пiвгрупу зсувiв

Tsϕ(t) := ϕ(t+ s), t ∈ R
d
+, ϕ ∈ G+.
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Тодi вiдображення T⊗n : Rd
+ ∋ s 7−→ T⊗n

s ∈ L (G
p⊗n
+ ) коректно визначе-

не. Легко перевiрити, що T⊗n — d-параметрична напiвгрупа операторiв.

Позначимо T⊗
s :=

(

T⊗n
s

)

, s ∈ Rd
+. Вiдображення

T⊗ : Rd
+ ∋ s 7−→ T⊗

s ∈ L
(

Γ(G+)
)

(4.3.12)

називатимемо полiномiальною напiвгрупою зсувiв.

Крос-кореляцiєю ультрарозподiлу f ∈ G ′
+ i ультрадиференцiйовної

функцiї ϕ ∈ G+ назвемо функцiю

(f ⋆ ϕ)(s) := 〈f, Tsϕ〉 = 〈f(t), ϕ(t+ s)〉

(див. також формулу (4.2.2)).

Твердження 4.3.1. Крос-кореляцiя ультрарозподiлу i ультрадиференцi-

йовної функцiї є ультрадиференцiйовною функцiєю.

Доведення. Покажемо, що функцiя f ⋆ ϕ нескiнченно гладка. Заува-

жимо, що на границi конуса Rd
+ визначенi тiльки одностороннi похi-

днi iз внутрiшностi конуса. Позначимо φ := f ⋆ ϕ. Вiзьмемо довiльне

s(0) = (s01, . . . , s
0
d) ∈ R

d
+. Нехай {s(m)}∞m=1 = {(sm1 , . . . , s

m
d )}

∞
m=1 — послiдов-

нiсть, що збiгається до s(0) в Rd
+. Оскiльки f — лiнiйний неперервний

функцiонал над простором G ′
+, то маємо

lim
m→∞

φ(s(m)) = lim
m→∞

〈f, ϕ(·+ s(m))〉 = 〈f, lim
m→∞

ϕ(·+ s(m))〉

= 〈f, ϕ(·+ s(0))〉 = φ(s(0)).

Далi

∂jφ(s
(0)) = lim

m→∞

φ(s(m))− φ(s(0))

smj − s0j
= lim

m→∞

〈f, ϕ(·+ s(m))〉 − 〈f, ϕ(·+ s(0))〉

smj − s0j

=
〈

f, lim
m→∞

ϕ(·+ s(m))− ϕ(·+ s(0))

smj − s0j

〉

= 〈f, ∂jϕ(·+ s(0))〉

= (f ⋆ ∂jϕ)(s
(0)),
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де ∂j означає оператор частинної похiдної за j-тою змiнною, j = 1, . . . , d.

Для вищих похiдних доведення аналогiчне.

Те, що носiй функцiї f ⋆ ϕ лежить в [0, ν] для деякого ν ≻ 0 випливає

з доведення теореми 4.2.1. Там же доведено, що f ⋆ ϕ ∈ G+.

Користуючись неперервнiстю функцiоналiв f i g та означеннями опе-

ратора зсуву та згортки розподiлiв [7], легко бачити, що

(f ⋆ Tsϕ)(t) = 〈 f, TtTsϕ 〉 = 〈 f(p), ϕ(p+ s+ t) 〉

= (f ⋆ ϕ)(s+ t) = Ts(f ⋆ ϕ)(t)

((f ∗ g) ⋆ ϕ)(t) = 〈 f ∗ g, ϕ( · + t) 〉 = 〈 f(s), 〈 g(p), ϕ(s+ p+ t) 〉 〉

= 〈 f(s), (g ⋆ ϕ)(s+ t) 〉 = (f ⋆ (g ⋆ ϕ))(t)

(4.3.13)

для всiх s ∈ Rd
+, f, g ∈ G ′

+ i ϕ ∈ G+.

Звiдси випливає, що оператор крос-кореляцiї Kf : ϕ 7−→ f ⋆ϕ належить

простору L (G+) для довiльного ультрарозподiлу f ∈ G ′
+ (див. також

теорему 4.2.1).

Враховуючи означення (4.3.11) маємо

K⊗
u :=

(

K⊗n
un

)

∈ L
(

Γ(G+)
)

та K⊗n
un ∈ L (G⊗n

+ ), (4.3.14)

де u := (un) ∈ Γ(G ′
+) при un ∈ G ′⊗n

+ , n ∈ Z+.

Введемо операцiю, яка є розширенням крос-кореляцiї, означеної в па-

раграфi 4.2, на простори полiномiальних ультрадиференцiйовних функцiй

та ультрарозподiлiв. Для довiльних u = (un) ∈ Γ(G ′
+) та p = (pn) ∈ Γ(G+)

їх крос-кореляцiєю назвемо елемент

u ⋆ p := K⊗
up =

(

K⊗n
un
pn
)

.

Використовуючи iзоморфiзми ΥG+ : Γ(G+) −→ P(G ′
+) i ΨG+ : Γ(G ′

+) −→

P ′(G ′
+) та їх оберненi визначимо аналогiчну операцiю на полiномiальних
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просторах. А саме, для довiльних U ∈ P ′(G ′
+) та P ∈ P(G ′

+) їх крос-

кореляцiєю назвемо елемент

U ⋆ P := ΥG+(u ⋆ p), (4.3.15)

де u = (ΨG+)−1U ∈ Γ(G ′
+), p = (ΥG+)−1P ∈ Γ(G+).

Твердження 4.3.2. Для довiльних u ∈ Γ(G ′
+) i p ∈ Γ(G+) крос-кореляцiя

u ⋆ p належить простору Γ(G+).

Доведення. Нехай u = (un) ∈ Γ(G ′
+) i p = (pn) ∈ Γ(G+). Оскiльки за

означенням u ⋆ p =
(

K⊗n
un pn

)

, то нам достатньо перевiрити, що K⊗n
un pn ∈

G⊗n
+ для всiх n ∈ Z+. У випадку n = 0 це очевидно. Якщо n = 1, то, як

вище показано, функцiя 〈u1, Tsp1〉 = (u1 ⋆ p1)(s) належить простору G+.

Розглянемо випадок n > 1. Не обмежуючи загальностi вiзьмемо un = f⊗n

i pn = ϕ⊗n, де f ∈ G ′
+, ϕ ∈ G+. Тодi функцiя

K⊗n
un pn =

〈

f⊗n, T⊗n
s ϕ⊗n

〉

=
〈

f⊗n, (Tsϕ)
⊗n
〉

=
〈

f, Tsϕ
〉⊗n

= (f ⋆ ϕ)⊗n

належить простору G⊗n
+ як n-тий тензорний степiнь функцiї з G+.

Наслiдок 4.3.3. Для довiльних U ∈ P ′(G ′
+) та P ∈ P(G ′

+) крос-кореляцiя

U ⋆ P належить простору P(G ′
+).

Комутантом
[

T⊗
]c

⊂ L
(

Γ(G+)
)

полiномiальної напiвгрупи зсувiв T⊗

назвемо множину
[

T⊗
]c

:=
{

K⊗ ∈ L
(

Γ(G+)
)

: K⊗ ◦ T⊗
s = T⊗

s ◦K⊗, ∀ s ∈ R+

}

,

де оператор K⊗ визначений вище формулою (4.3.11).

Теорема 4.3.3. Вiдображення

K : Γ(G ′
+) ∋ u 7−→ K⊗

u ∈ L
(

Γ(G+)
)

здiйснює алгебраїчний iзоморфiзм з алгебри
{

Γ(G ′
+),⊛

}

на комутант
[

T⊗
]c

напiвгрупи T⊗ в алгебрi
{

L
(

Γ(G+)
)

, ◦
}

. Зокрема, справджується

наступне спiввiдношення

K⊗
u⊛v = K⊗

u ◦K⊗
v , u, v ∈ Γ(G ′

+).
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Доведення. Оскiльки оператор K⊗
u є лiнiйним та неперервним, то нам

достатньо розглянути лише елементи з тотальних пiдмножин (4.3.3).

Виберемо довiльнi p = (ϕ⊗n) ∈ Γ(G+) та u = (f⊗n), v = (g⊗n) ∈ Γ(G ′
+),

де ϕ ∈ G+, f, g ∈ G ′
+. З означень операцiй ⊛ та ⋆, а також з рiвностей

(4.3.13) випливає

K⊗
u⊛vp =

(

〈

(f ∗ g)⊗n, T⊗n
s ϕ⊗n

〉

)

=
(

(

(f ∗ g) ⋆ ϕ
)⊗n
)

=
(

(

f ⋆ (g ⋆ ϕ)
)⊗n
)

=
(

〈

f, Ts(g ⋆ ϕ)
〉⊗n
)

=
(

〈

f⊗n, T⊗n
s (g ⋆ ϕ)⊗n

〉

)

= K⊗
uK

⊗
v p.

Використовуючи (4.3.13), отримаємо

K⊗
uT

⊗
s p =

(

f⊗n
)

⋆
(

T⊗n
s ϕ⊗n

)

=
(

f⊗n
)

⋆
(

(Tsϕ)
⊗n
)

=
(

(f ⋆ Tsϕ)
⊗n
)

=
(

(Ts(f ⋆ ϕ))
⊗n
)

=
(

T⊗n
s (f ⋆ ϕ)⊗n

)

=
(

T⊗n
s K⊗n

un
ϕ⊗n

)

= T⊗
s K

⊗
up

для всiх s ∈ R+. Отже, оператор K⊗
u належить комутанту

[

T⊗
]c

для

довiльного u ∈ Γ(G ′
+).

Навпаки, нехай K ∈ L (G+) — такий оператор, що K⊗ ∈
[

T⊗
]c

.

Покажемо, що знайдеться такий елемент w ∈ Γ(G ′
+), що K⊗ = K⊗

w.

Шуканим елементом є w := (1, h, . . . , h⊗n, . . . ), де ультрарозподiл h ∈

G ′
+ визначений спiввiдношенням 〈h, ϕ〉 := (Kϕ)(0), ϕ ∈ G+. Оскiльки

(h ⋆ ϕ)(s) = 〈h, Tsϕ〉 = (KTsϕ)(0) = (Kϕ)(s), то

K⊗
wp =

(

(h ⋆ ϕ)⊗n
)

=
(

(Kϕ)⊗n
)

=
(

K⊗nϕ⊗n
)

= K⊗p.

Таким чином K⊗ = K⊗
w. Отже, образом вiдображення K є комутант

[

T⊗
]c

напiвгрупи T⊗ (див. формулу (4.3.12)).

Твердження 4.3.3. Для довiльних u ∈ Γ(G ′
+) i p ∈ Γ(G+) справджую-

ться наступнi рiвностi

(D′
iu) ⋆ p = −u ⋆ (Dip), i = 1, . . . , d.
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Доведення. Знову, як i вище, достатньо розглянути елементи з тоталь-

них пiдмножин (4.3.3). Для довiльних u =
(

f⊗n
)

∈ Γ(G ′
+) та p =

(

ϕ⊗n
)

∈

Γ(G+), де f ∈ S ′
+, ϕ ∈ S+, маємо

(D′
iu) ⋆ p =

ą

n∈N

nÿ

j=1

(f ⋆ ϕ)⊗(j−1) ⊗ (∂ ′if ⋆ ϕ)⊗ (f ⋆ ϕ)⊗(n−j)

=−
ą

n∈N

nÿ

j=1

(f ⋆ ϕ)⊗(j−1) ⊗ (f ⋆ ∂iϕ)⊗ (f ⋆ ϕ)⊗(n−j)

=−
ą

n∈N

nÿ

j=1

〈f, Tsϕ〉
⊗(j−1) ⊗ 〈f, Ts∂iϕ〉 ⊗ 〈f, Tsϕ〉

⊗(n−j)

=−
ą

n∈N

〈

f⊗n,
nÿ

j=1

(Tsϕ)
⊗(j−1) ⊗ Ts∂iϕ⊗ (Tsϕ)

⊗(n−j)
〉

=−
ą

n∈N

〈

f⊗n, T⊗n
s

nÿ

j=1

ϕ⊗(j−1) ⊗ ∂iϕ⊗ ϕ⊗(n−j)
〉

= −u ⋆ (Dip).

Твердження доведено.

Наслiдок 4.3.4. Для довiльних U ∈ P ′(G ′
+) i P ∈ P(G ′

+) справджуються

наступнi рiвностi

(D ′
iU) ⋆ P = −U ⋆ (DiP ), i = 1, . . . , d.

Доведення. Нехай u = (ΨG+)−1U ∈ Γ(G ′
+) i p = (ΥG+)−1P ∈ Γ(G+).

Тодi, враховуючи означення операторiв D ′
i := ΨG+ ◦ D′

i ◦ (Ψ
G+)−1 i Di :=

ΥG+ ◦ Di ◦ (Υ
G+)−1 та формулу (4.3.15) отримаємо

(D ′
iU) ⋆ P = ΥG+

(

(ΨG+)−1
D

′
iU ⋆ (ΥG+)−1P

)

= ΥG+
(

(ΨG+)−1ΨG+D
′
i(Ψ

G+)−1U ⋆ (ΥG+)−1P
)

= ΥG+
(

(D′
iu) ⋆ p

)

= −ΥG+
(

u ⋆ (Dip)
)

=−ΥG+
(

(ΨG+)−1U ⋆ (ΥG+)−1ΥG+Di(Υ
G+)−1P

)

= −ΥG+
(

(ΨG+)−1U ⋆ (ΥG+)−1
DiP

)

= −U ⋆ (DiP ).
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4.4 Iнтегральнi перетворення полiномiальних ультра-

розподiлiв

У цьому параграфi поряд iз класом G+ ультрадиференцiйовних фун-

кцiй з компактними в R
d
+ носiями, ми додатково вводимо ширший клас

Gβ ультрадиференцiйовних функцiй, що визначенi на всьому просторi Rd.

Тут ми розглянемо перетворення Фур’є-Лапласа та Лапласа споча-

тку на просторах ультрадиференцiйовних функцiй, а потiм розширимо

цi вiдображення на вiдповiднi простори полiномiальних ультрарозподi-

лiв. Зауважимо, що для випадку перетворення Фур’є-Лапласа описано

образ основного простору (див. наслiдок 4.4.1 та теорему 4.4.1), а також

доведено теорему 4.4.2 типу Пелi-Вiнера для полiномiальних ультрароз-

подiлiв.

4.4.1 Перетворення Фур’є-Лапласа лiнiйних ультрадиференцi-

йовних функцiй Жевре та ультрарозподiлiв Рум’є

У цьому пунктi введемо клас Eβ(C
d) (див. формулу (4.4.3)) цiлих фун-

кцiй експоненцiального типу, який, як пiзнiше буде доведено, є образом

при перетвореннi Фур’є-Лапласа функцiй з основного простору Gβ(R
d)

(див. формулу (4.4.5)).

Нехай M — деяка множина в R
d. Опорною функцiєю множини M

називають функцiю

HM(x) = sup
t∈M

(t, x), x ∈ R
d,

де (t, x) = t1x1 + · · · + tdxd — скалярний добуток. Функцiя HM(η) опу-

кла, напiвнеперервна знизу i може приймати значення +∞. Якщо M —

обмежена множина, то її опорна функцiя неперервна.

Нехай Br ⊂ Cd позначає кулю радiуса r > 0. Простiр E(Cd) цiлих фун-

кцiй експоненцiального типу d комплексних змiнних надiлимо локально
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опуклою топологiєю рiвномiрної збiжностi на компактних множинах, що

може бути визначена системою напiвнорм

pr,M(ψ) := sup
z∈Br

|ψ(z)|e−HM (η),

де η = (η1, . . . , ηd) ∈ Rd — уявна частина z = (z1, . . . , zd) ∈ Cd.

Зафiксуємо довiльне дiйсне β > 1. Для додатного числа h > 0 i таких

векторiв µ = (µ1, . . . , µd), ν = (ν1, . . . , νd) ∈ R
d, що µ ≺ ν, в просторi цi-

лих функцiй експоненцiального типу введемо пiдпростiр Eh
β [µ, ν] функцiй

Cd ∋ z 7−→ ψ(z) ∈ C зi скiнченною нормою

‖ψ‖Eh
β [µ,ν]

:= sup
k∈Zd

+

sup
z∈Cd

|zkψ(z)e−H[µ,ν](η)|

h|k|kkβ
. (4.4.1)

Оскiльки для довiльних r > 0 та ψ ∈ Eh
β [µ, ν] виконується нерiвнiсть

pr,[µ,ν](ψ) ≤ ‖ψ‖Eh
β [µ,ν]

, то вкладення Eh
β [µ, ν]# E(Cd) неперервнi.

Твердження 4.4.1. Кожен з просторiв Eh
β [µ, ν] є банаховим простором,

а всi вкладення

Eh
β [µ, ν]# Eh′

β [µ
′, ν ′] при [µ, ν] ⊂ [µ′, ν ′], h < h′,

компактнi.

Доведення. Доведемо повноту простору Eh
β [µ, ν]. Нехай {ψm}m∈N —

фундаментальна послiдовнiсть в Eh
β [µ, ν], тобто для кожного як завгодно

малого ε > 0 знайдеться номер Nε ∈ N, починаючи з якого (∀m, n > Nε)

виконується нерiвнiсть ‖ψm − ψn‖Eh
β [µ,ν]

< ε.

З очевидної нерiвностi

sup
z∈Br

|zkψ(z)|

h|k|kkβ
e−H[µ,ν](η) ≤ ‖ψ‖Eh

β [µ,ν]
, ψ ∈ Eh

β [µ, ν],

яка виконується для всiх k ∈ Z
d
+ i r > 0, випливає, що послiдовнiсть

{φm}m∈N, де φm(z) :=
zkψm(z)

h|k|kkβ
, є фундаментальною в просторi цiлих
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функцiй експоненцiального типу. Тому для довiльних k ∈ Zd+ i r > 0

маємо

sup
z∈Br

|zk(ψm(z)− ψn(z))|

h|k|kkβ
e−H[µ,ν](η) < ε, ∀m, n > Nε. (4.4.2)

Оскiльки послiдовнiсть {φm}m∈N фундаментальна, то вона обмежена

в E(Cd). З теореми Бернштейна [29, теорема 3.3.6] про компактнiсть

випливає, що iснує така пiдпослiдовнiсть {φkm}km∈N i функцiя φ ∈ E(Cd),

що виконується

lim
km→∞

sup
z∈Br

|zk(ψkm(z)− ψ(z))|

h|k|kkβ
e−H[µ,ν](η) = 0, k ∈ Z

d
+, r > 0.

Тому, переходячи в (4.4.2) до границi при m = km → ∞, для всiх k ∈ Zd+

i r > 0 отримаємо нерiвнiсть

sup
z∈Br

|zk(ψ(z)− ψn(z))|

h|k|kkβ
e−H[µ,ν](η) < ε,

яка справджується для всiх n > Nε, зокрема при n = Nε + 1. Звiдси та

з нерiвностi трикутника отримуємо

sup
z∈Br

|zkψ(z)|

h|k|kkβ
e−H[µ,ν](η) ≤ sup

z∈Br

|zkψNε+1(z)|

h|k|kkβ
e−H[µ,ν](η) + ε.

Знайшовши в останнiй нерiвностi точну верхню грань по k i r, отримаємо

‖ψ‖Eh
β [µ,ν]

≤ ‖ψNε+1‖Eh
β [µ,ν]

+ ε,

звiдки ψ ∈ Eh
β [µ, ν]. Отже, простiр Eh

β [µ, ν] повний.

Компактнiсть вкладень Eh
β [µ, ν]# Eh′

β [µ
′, ν ′] при [µ, ν] ⊂ [µ′, ν ′], h < h′

випливає з очевидної нерiвностi e−H[µ′,ν′] ≤ e−H[µ,ν] та мiркувань, наведених

у книзi [146, стор. 38–40].

Введемо простiр Eβ(C
d) :=

ď

µ≺ν, h>0

Eh
β [µ, ν], надiливши його топологiєю

iндуктивної границi

Eβ(C
d) = lim ind

µ≺ν, h>0
Eh
β [µ, ν], (4.4.3)
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вiдносно компактних вкладень, доведених у твердженнi 4.4.1.

Аналогiчно до того, як це зроблено у параграфi 4.1, введемо простори

ультрадиференцiйовних функцiй на Rd.

Нескiнченно диференцiйовну комплекснозначну функцiю ϕ, задану на

R
d, називають ультрадиференцiйовною в сенсi Жевре, якщо для кожної

множини [µ, ν] ⊂ Rd iснують такi константи h > 0 i C > 0, що нерiвнiсть

sup
t∈[µ,ν]

|∂kϕ(t)| ≤ Ch|k|kkβ (4.4.4)

виконується для всiх k ∈ Zd+.

Для фiксованого h > 0 розглянемо пiдпростiр Ghβ [µ, ν] всiх функцiй

ϕ, носiї яких розмiщенi в [µ, ν] ⊂ Rd i таких, що iснує така константа

C = C(ϕ) > 0, що нерiвнiсть (4.4.4) виконується для всiх k ∈ Z
d
+. Таким

чином, простiр ультрадиференцiйовних функцiй з компактними носiями

ми визначили як

Ghβ [µ, ν] :=
{

ϕ ∈ C∞(Rd) : suppϕ ⊂ [µ, ν], ‖ϕ‖Gh
β [µ,ν]

<∞
}

,

де норма визначена наступним чином

‖ϕ‖Gh
β [µ,ν]

:= sup
k∈Zd

+

sup
t∈[µ,ν]

|∂kϕ(t)|

h|k|kkβ
.

Аналогiчним до твердження 4.1.1 є

Твердження 4.4.2. Кожен Ghβ [µ, ν] є банаховим простором, при цьому

вкладення Ghβ [µ, ν] # Glβ[µ, ν] при h < l компактнi. Бiльше того, якщо

[µ, ν] ⊂ [µ′, ν ′], то Ghβ [µ, ν] — замкнутий пiдпростiр в Ghβ [µ
′, ν ′].

З твердження 4.4.2 випливає, що на множинi банахових просторiв

{

Ghβ [µ, ν] : [µ, ν] ⊂ R
d, h > 0

}

можна встановити частковий порядок i розглянути цю множину як iн-

дуктивну систему вiдносно вказаних вище компактних вкладень. Тому
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можна ввести простiр Gβ(R
d) :=

ď

µ≺ν, h>0

Ghβ [µ, ν] надiливши його топологi-

єю iндуктивної границi

Gβ(R
d) = lim ind

µ≺ν, h>0
Ghβ [µ, ν]. (4.4.5)

На введених просторах визначимо перетворення Фур’є-Лапласа

pϕ(z) := (Fϕ)(z) =

ż

Rd

e−i(t,z)ϕ(t) dt, ϕ ∈ Gβ(R
d), z ∈ C

d. (4.4.6)

Нашим завданням є показати, що pϕ(z) ∈ Eβ(C
d), бiльше того, що

вiдображення F : Gβ(R
d) −→ Eβ(C

d) сюр’єктивне.

Спочатку доведемо допомiжне твердження. Розглянемо iндуктивнi

границi банахових просторiв вигляду

Eβ[µ, ν] :=
ď

h>0

Ghβ [µ, ν], Eβ[µ, ν] ≃ lim ind
h→∞

Ghβ [µ, ν],

та

Gβ[µ, ν] :=
ď

h>0

Ghβ [µ, ν], Gβ[µ, ν] ≃ lim ind
h→∞

Ghβ [µ, ν].

Твердження 4.4.3. Образом простору Gβ[µ, ν] при вiдображеннi (4.4.6)

є простiр Eβ[µ, ν].

Доведення. Нехай ϕ ∈ Gβ[µ, ν]. Враховуючи вiдомi властивостi перетво-

рення Фур’є-Лапласа, отримуємо y∂kϕ(z) = zk pϕ(z) для всiх k ∈ Zd+. Тому

для всiх z та k маємо

|zk pϕ(z)| =
∣

∣

∣

ż

Rd

e−i(t,z)∂kϕ(t) dt
∣

∣

∣
≤

ż

[µ,ν]

|e−i(t,ξ)e(t,η)∂kϕ(t)| dt

≤ h|k|kkβeH[µ,ν](η)‖ϕ‖Gh
β [µ,ν]

ż

[µ,ν]

dt,

звiдки отримуємо

‖pϕ‖Eh
β [µ,ν]

≤ C‖ϕ‖Gh
β [µ,ν]

, (4.4.7)

де C =
śd

j=1(νj − µj). Отже, F (Ghβ [µ, ν]) ⊂ Eh
β [µ, ν].
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Навпаки, нехай ψ ∈ Eh
β [µ, ν]. Вiдомо, що норма простору Eh

β [µ, ν] може

бути задана за формулою

‖ψ‖Eh
β [µ,ν]

:= sup
k∈Zd

+

sup
z∈Cd

|zkψ(z)e−H[µ,ν](η)|

h|k||k|!β
,

причому вiдомо (див., наприклад, [8, Роздiл II, §2.6] або [146, Роздiл

2, §2.1]), що топологiя, яка породжується цiєю нормою, еквiвалентна до

ранiше заданої (див. (4.4.1)). Звiдси випливає, що для кожної функцiї

ψ ∈ Eh
β [µ, ν] знайдеться така константа C, що виконується нерiвнiсть

|zkψ(z)| ≤ Ch|k||k|!βeH[µ,ν](η) (4.4.8)

для всiх z ∈ C
d.

Маємо очевидну нерiвнiсть

eβt
1/β

=
(

et
1/β)β

=
(

∞ÿ

m=0

tm/β

m!

)β

≥
|t|m

m!β
,

яка виконується для всiх t ∈ R та m ∈ Z+. Зокрема при t = |z|/h i

m = |k|, отримаємо

eβ
(

|z|
h

)1/β

≥
|z||k|

h|k||k|!β
.

Звiдси та з нерiвностi |zk| ≤ |z||k| випливає,

h|k||k|!β

|zk|
eH[µ,ν](η) ≥

eH[µ,ν](η)

e(L|z|)1/β
,

де L = ββ

h . Таким чином, ми отримали, що якщо функцiя ψ задовольняє

нерiвнiсть (4.4.8), тобто належить простору Eh
β [µ, ν], то вона задовольняє

нерiвнiсть |ψ(z)| ≤ Ce−(L|z|)1/β+H[µ,ν](η). З теореми [146, 2.22] випливає, що

iснує така функцiя ϕ ∈ Gβ[µ, ν], що pϕ = ψ, тобто Eh
β [µ, ν] ⊂ F (Ghβ [µ, ν]).

Отже, ми довели F (Ghβ [µ, ν]) = Eh
β [µ, ν]. З довiльностi константи h > 0

та властивостей iндуктивної границi отримуємо потрiбну рiвнiсть

F (Gβ[µ, ν]) = Eβ[µ, ν].
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Безпосереднiм наслiдком твердження 4.4.3 та властивостей iндуктивної

границi є наступний результат.

Наслiдок 4.4.1. Образом простору Gβ(R
d) при вiдображеннi F є про-

стiр Eβ(C
d).

Звiдси випливає, що ми можемо розглянути обернене до спряженого

перетворення

F ′−1
: G ′

β(R
d) −→ E ′

β(C
d),

де G ′
β(R

d) та E ′
β(C

d) позначають простори лiнiйних та неперервних фун-

кцiоналiв на Gβ(R
d) та Eβ(C

d) вiдповiдно. У спряжених просторах G ′
β(R

d)

та E ′
β(C

d), як звично, ми задаємо сильну топологiю.

Теорема 4.4.1. Справджуються наступнi топологiчнi iзоморфiзми

F (Gβ(R
d)) ≃ Eβ(C

d) та F ′−1
(G ′

β(R
d)) ≃ E ′

β(C
d).

Доведення. З нерiвностi (4.4.7) випливає, що вiдображення

F : Gβ[µ, ν] ∋ ϕ 7−→ pϕ ∈ Eβ[µ, ν]

неперервне. З твердження 4.4.3 отримуємо сюр’єктивнiсть цього вiд-

ображення. Тому з теореми Банаха про вiдкрите вiдображення у вер-

сiї, поданiй у [12, теорема 6.7.2], випливає топологiчний iзоморфiзм

F (Gβ[µ, ν]) ≃ Eβ[µ, ν]. Враховуючи довiльнiсть множини [µ, ν] та вла-

стивостi iндуктивних границь, отримуємо потрiбнi топологiчнi iзоморфi-

зми.

4.4.2 Теорема типу Пелi-Вiнера для полiномiальних ультради-

ференцiйовних функцiй та ультрарозподiлiв

Формулою (4.4.6) було визначено перетворення Фур’є-Лапласа F :

Gβ(R
d) −→ Eβ(C

d), що разом iз оберненим до спряженого вiдображен-

ням F ′−1 : G ′
β(R

d) −→ E ′
β(C

d) дiють як топологiчнi iзоморфiзми. Для
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спрощення записiв введемо позначення Gβ := Gβ(R
d), G ′

β := G ′
β(R

d),

Eβ := Eβ(C
d), E ′

β := E ′
β(C

d).

Користуючись теоремою 2.2.3 та тензорною структурою просторiв

Γ(Gβ) :=
à

fin
n∈Z+

G
p⊗n
β i Γ(G ′

β) :=
ą

n∈Z+

G ′p⊗n
β

розширимо перетворення F i F ′−1 до вiдображень F⊗ i F ′⊗, заданих на

Γ(Gβ) i Γ(G ′
β) вiдповiдно.

Спочатку для довiльних елементiв тотальних пiдмножин просторiв

G
p⊗n
β i G ′p⊗n

β вигляду ϕ⊗n i f⊗n, де ϕ ∈ Gβ, f ∈ G ′
β, визначимо оператори

F⊗n i F ′⊗n спiввiдношеннями

F⊗n : ϕ⊗n 7−→ pϕ⊗n, F ′⊗n : f⊗n 7−→ pf⊗n, F⊗0 = F ′⊗0 := IC,

де pϕ⊗n := (Fϕ)⊗n, pf⊗n := (F ′−1f)
⊗n

. Далi розширимо вiдображення F⊗n

i F ′⊗n на весь вiдповiдний простiр G
p⊗n
β i G ′p⊗n

β за лiнiйнiстю та неперервнi-

стю, в результатi отримаємо F⊗n ∈ L
(

G
p⊗n
β , E

p⊗n
β

)

i F ′⊗n ∈ L
(

G ′p⊗n
β , E ′p⊗n

β

)

.

Нарештi перетворення F⊗ i F ′⊗ визначимо вiдповiдно як вiдображення

F⊗ :=
(

F⊗n
)

: Γ(Gβ) ∋ p =
(

pn
)

7−→ pp :=
(

ppn
)

∈ Γ(Eβ),

F ′⊗ :=
(

F ′⊗n
)

: Γ(G ′
β) ∋ u =

(

un
)

7−→ pu :=
(

pun
)

∈ Γ(E ′
β),

(4.4.9)

де pn ∈ G
p⊗n
β , ppn := F⊗npn ∈ E

p⊗n
β , un ∈ G ′p⊗n

β , pun := F ′⊗nun ∈ E ′p⊗n
β .

Комутативнi дiаграми

P(G ′
β)

(

ΥGβ

)−1

��

F⊗
P // P(E ′

β)

Γ(Gβ)
F⊗

// Γ(Eβ)

ΥEβ

OO
та P ′(G ′

β)
(

Ψ
G′β

)−1

��

F ′⊗
P // P ′(E ′

β)

Γ(G ′
β)

F ′⊗
// Γ(E ′

β)

Ψ
E′
β

OO

(4.4.10)

задають оператори F⊗
P ∈ L

(

P(G ′
β),P(E ′

β)
)

та F ′⊗
P ∈ L

(

P ′(G ′
β),P

′(E ′
β)
)

вiдповiдно, якi ми назвемо (полiномiальним) перетворенням Фур’є-Лап-

ласа полiномiальних ультрадиференцiйовних функцiй та полiномiальних

ультрарозподiлiв вiдповiдно.

Доведемо теорему, що є аналогом теореми Пелi-Вiнера.
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Теорема 4.4.2. Полiномiальне перетворення Фур’є-Лапласа F⊗
P дiє як

топологiчний iзоморфiзм з алгебри P(G ′
β) на алгебру P(E ′

β).

Доведення. З теореми 2.2.3 та комутативностi першої з дiаграм (4.4.10)

випливає, що для доведення теореми достатньо показати, що вiдображе-

ння F⊗ : Γ(Gβ) −→ Γ(Eβ) є топологiчним iзоморфiзмом.

З теореми 4.4.1 та наслiдку 4.4.1 випливають рiвностi KerF = {0} i

KerF−1 = {0}.

Розглянемо оператори

IGβ
⊗ F : Gβ ⊗ Gβ −→ Gβ ⊗ Eβ, F ⊗ IEβ

: Gβ ⊗ Eβ −→ Eβ ⊗ Eβ,

IEβ
⊗ F−1 : Eβ ⊗ Eβ −→ Eβ ⊗ Gβ, F−1 ⊗ IGβ

: Eβ ⊗ Gβ −→ Gβ ⊗ Gβ.

Оскiльки простори Gβ та Eβ є ядерними (DF ) просторами, то з твер-

дження 1.2.2 випливають рiвностi

Ker(IGβ
⊗ F ) = {0}, Ker(F ⊗ IEβ

) = {0},

Ker(IEβ
⊗ F−1) = {0}, Ker(F−1 ⊗ IGβ

) = {0}.

Звiдси отримуємо, що композицiї цих операторiв мають тривiальнi ядра,

тобто

Ker
(

(F ⊗ IEβ
) ◦ (IGβ

⊗ F )
)

= Ker(F ⊗ F ) = {0},

Ker
(

(F−1 ⊗ IGβ
) ◦ (IEβ

⊗ F−1)
)

= Ker(F−1 ⊗ F−1) = {0}.

Повторивши iндуктивно такi ж мiркування скiнченну кiлькiсть раз, отри-

маємо

KerF⊗n = Ker
(

F ⊗ · · · ⊗ Floooooomoooooon
n

)

= {0},

Ker(F−1)⊗n = Ker
(

F−1 ⊗ · · · ⊗ F−1looooooooomooooooooon
n

)

= {0},

для кожного натурального n. При цьому вiдображення F⊗n, (F−1)⊗n

є неперервними як тензорнi добутки неперервних операторiв. Оскiльки

(F⊗n)−1 = (F−1)⊗n, то F⊗n : G
p⊗n
β −→ E

p⊗n
β — топологiчний iзоморфiзм.

Те, що F⊗ : Γ(Gβ) −→ Γ(Eβ) є топологiчним iзоморфiзмом впливає з

властивостей топологiї прямої суми.
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Теорема 4.4.3. Полiномiальне перетворення Фур’є-Лапласа F ′⊗
P дiє як

топологiчний iзоморфiзм з алгебри P ′(G ′
β) на алгебру P ′(E ′

β).

Доведення. Зрозумiло, що цю теорему можна довести аналогiчним

способом. Зауважимо, що єдиною вiдмiннiстю в мiркуваннях є те, що

на останньому кроцi слiд використати властивостi топологiї прямого до-

бутку.

4.4.3 Перетворення Лапласа полiномiальних ультрарозподiлiв

У параграфi 4.1 було введено класи ультрадиференцiйовних функцiй

G+ та ультрарозподiлiв G ′
+, зосереджених на додатному конусi Rd

+.

В теоремi 4.4.1 показано, що перетворення F ′−1 здiйснює топологiчний

iзоморфiзм F ′−1 : G ′
β(R

d) −→ E ′
β(C

d). Образ E ′
+ := F ′−1(G ′

+) пiдпросто-

ру G ′
+ ⊂ G ′

β(R
d) при цьому вiдображеннi є замкнутим пiдпростором в

E ′
β(C

d).

Узагальненим перетворенням Лапласа назвемо вiдображення

L′ : G ′
+ ∋ f 7−→ pf ∈ E ′

+, L′ := F ′−1
|G′

+
. (4.4.11)

Вiдображення L′ є неперервним у вiдповiднiй сильнiй топологiї. Тому

E ′
+ — ядерний (F ) простiр. Оскiльки простiр G ′

+ є згортковою алгеброю,

то простiр E ′
+ є мультиплiкативною алгеброю вiдносно множення

{(f ∗ g) = pf · pg, f, g ∈ G ′
+,

одиницею цiєї алгебри є pδ, де δ ∈ G ′
+ — функцiонал Дiрака.

В теоремi 4.4.1 доведено, що перетворення Фур’є-Лапласа здiйснює то-

пологiчний iзоморфiзм F : Gβ(R
d) −→ Eβ(C

d). Якщо розглянути перетво-

рення F на просторi G+, то отримаємо звичайне перетворення Лапласа

L : G+ ∋ ϕ 7−→ pϕ ∈ E+, де

pϕ(z) =
ż

Rd
+

e−i(t,z)ϕ(t) dt.
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Нагадаємо, що з точнiстю до топологiчного iзоморфiзму простiр G+ може

бути представлений як фактор простiр Gβ(R
d)
/

[G ′
+]

⊥ (див. параграф 4.3).

Легко бачити, що образ E+ := L(G+) простору G+ при перетвореннi Ла-

пласа буде топологiчно iзоморфний фактор-простору Eβ(C
d)
/

F
(

[G ′
+]

⊥
)

.

Зауважимо, що кожен елемент простору E+ можна розумiти як уза-

гальнене перетворення Лапласа L′(Θ(ϕ)) регулярного ультрарозподiлу

Θ(ϕ) ∈ G ′
+, де ϕ ∈ Gβ(R

d), а оператор Θ визначений формулою (4.3.1).

Таким чином, перетворення Лапласа L є звуженням вiдображення

L′. З мiркувань дуальностi випливає, що справджується топологiчний

iзоморфiзм

L : G+ ∋ ϕ 7−→ pϕ ∈ E+, L := L′ |G+
,

при цьому E+ — ядерний (DF ) простiр. Функцiя pϕ є аналiтичною в

деякiй трубчастiй областi [88].

Використовуючи тензорну структуру простору Γ(G ′
+) :=

Ś
n∈Z+

G ′p⊗n
+

розширимо узагальнене перетворення Лапласа на цей простiр наступним

чином. Спочатку для довiльного елемента f⊗n ∈ G ′p⊗n
+ , де f ∈ G ′

+, з

тотальної пiдмножини визначимо оператор L′⊗n за правилами

L′⊗n : f⊗n 7−→ pf⊗n i L′⊗0 := IC.

Потiм розширимо його на весь простiр G ′p⊗n
+ за лiнiйнiстю та неперервнi-

стю, отримаємо L′⊗n ∈ L
(

G ′p⊗n
+ , E ′p⊗n

+

)

. Остаточно, оператор L′⊗ визначи-

мо як вiдображення

L′⊗ =
(

L′⊗n
)

: Γ(G ′
+) −→ Γ(E ′

+) :=
ą

n∈Z+

E ′p⊗n
+

u =
(

un
)

7−→ pu :=
(

pun
)

,

де pun := L′⊗n(un).

Аналогiчним способом визначимо оператори L⊗n ∈ L
(

G ′p⊗n
+ , E ′p⊗n

+

)

та

L⊗ =
(

L⊗n
)

∈ L
(

Γ(G+),Γ(E+)
)

. Легко перевiрити, що L⊗ та L′⊗ є гомо-

морфiзмами вiдповiдних згорткових алгебр.
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Використовуючи теорему 2.2.3 розширимо перетворення L′⊗ на алге-

бру P ′(G ′
+) наступним чином.

Комутативнi дiаграми

Pn(G+)
(

Ψ
G′+
n

)−1

��

L′⊗n
P // Pn(E+)

G ′p⊗n
+

L′⊗n
//E ′p⊗n

+

Ψ
E′
+

n

OO
та P ′(G ′

+)
(

ΨG′+

)−1

��

L′⊗
P // P ′(E ′

+)

Γ(G ′
+)

L′⊗
// Γ(E ′

+)

ΨE′
+

OO

(в однорiдному та загальному випадках вiдповiдно) однозначно визнача-

ють полiномiальне розширення узагальненого перетворення Лапласа

L′⊗
P : P ′(G ′

+) ∋ U =
(

Un
)

7−→ pU :=
(pUn
)

∈ P ′(E ′
+),

де Un ∈ Pn(G+), pUn := L′⊗n
P (Un) ∈ Pn(E+), n ∈ Z+.

Аналогiчно до (2.3.5) та (2.3.6) введемо в просторах L (Γ(G ′
+),Γ(E

′
+))

i L (P ′(G ′
+),P

′(E ′
+)) пiдалгебри LD(Γ(G

′
+),Γ(E

′
+)) i LD(P

′(G ′
+),P

′(E ′
+))

тих операторiв, якi зберiгають однорiднiсть доданкiв, тобто

LD(Γ(G
′
+),Γ(E

′
+)) :=





















L (C) 0 . . . 0 . . .

0 L (G ′
+, E

′
+) . . . 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . L (G ′p⊗n
+ , E ′p⊗n

+ ) . . .

. . . . . . . . . . . . . . .





















i

LD(P
′(G ′

+),P
′(E ′

+)) :=





















L (C) 0 . . . 0 . . .

0 L (G ′
+,E

′
+) . . . 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . L (Pn(G+),Pn(E+)) . . .

. . . . . . . . . . . . . . .





















.

Твердження 4.4.4. Оператори L′⊗ та L′⊗
P належать дiагональним

пiдалгебрам LD(Γ(G
′
+),Γ(E

′
+)) i LD(P

′(G ′
+),P

′(E ′
+)) вiдповiдно. Бiльше
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того, цi вiдображення дiють як алгебраїчнi iзоморфiзми, що зберiгають

множення.

Доведення. Правильнiсть твердження слiдує iз вище записаних озна-

чень та тверджень 2.2.2 та 2.2.3.

З теореми 2.2.3 та тверджень 2.2.2 i 2.2.3 випливає, що звуження

L⊗ := L′⊗ |Γ(G+), L⊗
P := L′⊗

P |P(G′
+)

на щiльнi пiдалгебри Γ(G+) ⊂ Γ(G ′
+) i P(G ′

+) ⊂ P ′(G ′
+) вiдповiдно дiють

як алгебраїчнi iзоморфiзми

L⊗ : Γ(G+) −→ Γ(E+), L⊗
P : P(G ′

+) −→ P(E ′
+),

q =
(

qn
)

7−→ pq :=
(

pqn
)

, P =
ř
n Pn 7−→ pP =

ř
n

pPn,

де qn ∈ G
p⊗n
+ , Pn ∈ Pn(G

′
+), pqn := L⊗n(qn) ∈ E

p⊗n
+ , pPn := L⊗n

P (Pn) ∈ Pn(E
′
+),

L⊗n
P := L′⊗n

P |Pn(G′
+)

.

Для кожного i = 1, . . . , d на просторах Γ(E+) та Γ(E ′
+) визначимо

однопараметричнi сiм’ї

pTi : 0 ≤ si 7−→ pTsi ∈ L (Γ(E+)) та pT′
i : 0 ≤ si 7−→ pT′

si
∈ L (Γ(E ′

+))

операторiв, що дiють за правилами

pTsi : Γ(E+) −→ Γ(E+)

(1, pϕ, . . . , pϕ⊗n, 0, . . . ) 7−→
(

1, pTsi pϕ, . . . , pT⊗n
si

pϕ⊗n, 0, . . .
)

,

pT′
si : Γ(E ′

+) −→ Γ(E ′
+)

(1, pf, . . . , pf⊗n, . . . ) 7−→
(

1, pT ′
si

pf, . . . , pT ′⊗n
si

pf⊗n, . . .
)

,

де pTsi := L ◦ Tsi ◦ L
−1, pT ′

si
:= L′ ◦ T ′

si
◦ (L′)−1, Tsi, T

′
si

— оператори зсувiв,

визначенi в параграфi 4.3, а оператори pT⊗n
si

i pT ′⊗n
si

визначенi як тензорнi

степенi вiдповiдних операторiв, тобто

pT⊗n
si pϕ⊗n := (pTsi pϕ)⊗n i pT ′⊗n

si
pf⊗n := (pT ′

si
pf)⊗n.
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Нагадаємо, що у пунктi 4.3.1 було визначено оператори диферен-

цiювання Di ∈ L
(

Γ(G+)
)

та D′
i ∈ L

(

Γ(G ′
+)
)

. Користуючись тим, що

вiдображення L⊗ та L′⊗ є iзоморфiзмами, визначимо оператори

pDi := L⊗◦Di◦(L
⊗)−1 ∈ L

(

Γ(E+)
)

i pD′
i := L′⊗◦D′

i◦(L
′⊗)−1 ∈ L

(

Γ(E ′
+)
)

.

З теореми 4.3.1 та твердження 4.4.4 вiдразу слiдує наступне твердже-

ння.

Наслiдок 4.4.2. (i) Оператори pDi належать дiагональнiй пiдалгебрi

LD(Γ(E+)) i є генераторами однопараметричних (C0) напiвгруп алге-

браїчних автоморфiзмiв pTi, i = 1, . . . , d, на згортковiй алгебрi Γ(E+).

(ii) Оператори pD′
i належать дiагональнiй пiдалгебрi LD(Γ(E

′
+)) i є

генераторами однопараметричних (C0) напiвгруп алгебраїчних автомор-

фiзмiв pT′
i, i = 1, . . . , d, на згортковiй алгебрi Γ(E ′

+).

Для довiльного елемента pu ∈ Γ(E ′
+) визначимо лiнiйний оператор

pK⊗
pu : Γ(E+) ∋ pq 7−→ L⊗(u ⋆ q) ∈ Γ(E+),

де q = (L⊗)−1pq ∈ Γ(G+), u = (L′⊗)−1pu ∈ Γ(G ′
+).

Визначимо d-параметричну сiм’ю вiдображень

pT⊗ : Rd
+ ∋ s 7−→ pT⊗

s ∈ L
(

Γ(E+)
)

,

де pT⊗
s := L⊗ ◦ T⊗

s ◦ (L⊗)−1, а T⊗
s — оператори полiномiальної напiвгрупи

зсувiв, визначеної формулою (4.3.12).

Наступне твердження є наслiдком теореми 4.3.3 та наслiдку 4.4.2.

Наслiдок 4.4.3. Вiдображення

pK : Γ(E ′
+) ∋ pu 7−→ pK⊗

pu ∈ L
(

Γ(E+)
)

здiйснює алгебраїчний iзоморфiзм зi згорткової алгебри Γ(E ′
+) на кому-

тант
[pT⊗

]c
напiвгрупи pT⊗ в алгебрi операторiв L

(

Γ(G+)
)

.
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Зауважимо, що комутативна дiаграма

Γ(G ′
+)

L′⊗

��

K //
[

T⊗
]c

��

Γ(E ′
+)

pK //
[pT⊗

]c

визначає алгебраїчний iзоморфiзм вiдповiдних комутантiв, де K та pK —

вiдображення з теореми 4.3.3 та наслiдку 4.4.3 вiдповiдно.

Висновки до роздiлу 4

У четвертому роздiлi розглянуто випадок, коли абстрактний ядерний

простiр X замiнено на один з просторiв ультрадиференцiйовних функцiй.

В основному ми використовуємо простiр G+ функцiй з класу Жевре, що

мають компактнi носiї, зосередженi у додатному конусi Rd
+. При цьому,

на вiдмiну вiд роздiлу 3, тут ми розглядаємо клас основних функцiй

багатьох змiнних.

У пунктi 4.1.2 розглянуто так званi ω-ультрарозподiли та вiдповiдний

клас основних функцiй i показано, що такi класи функцiй теж можуть

бути основою для побудови полiномiальних узагальнень класичних про-

сторiв.

Параграф 4.2 присвячений доведенню структурних теорем для опера-

торiв, що дiють в просторах лiнiйних ультрадиференцiйовних функцiй i

якi комутують з багатопараметричними напiвгрупами.

Використовуючи поняття крос-кореляцiї, у теоремi 4.2.1 доведено, що

згорткову алгебру G ′
+ ультрарозподiлiв Рум’є можна iзоморфно предста-

вити як комутант напiвгрупи зсувiв. У теоремi 4.2.2 доведено векторно-

значний варiант цього результату.

У пунктi 4.2.2 розглянуто загальнiший випадок довiльної напiвгрупи

стиску. При цьому доведено теорему 4.2.3, де показано, що згорткова ал-

гебра G ′
+ має iзоморфне представлення у виглядi комутанта напiвгрупи
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pT (див. формулу (4.2.10)) над простором E-значних функцiй, аргумен-

тами яких є оператори. Цю теорему можна розумiти як обґрунтування

iснування узагальненого функцiонального числення типу Хiлле-Фiллiпса

у класi Фур’є образiв векторнозначних ультрадиференцiйовних функцiй.

Узагальнення якраз полягає в тому, що тут розглядаються не звичайнi

функцiї, а вiдображення, що заданi на множинi генераторiв багатопара-

метричних напiвгруп стиску.

У параграфi 4.3 побудовано полiномiальнi основнi ультрадиференцi-

йовнi функцiї i полiномiальнi ультрарозподiли та вивчено їх властивостi.

Зокрема, показано, що оператори диференцiювання на полiномiальних

просторах генерують полiномiальнi сильно неперервнi багатопараметри-

чнi напiвгрупи зсувiв (теорема 4.3.1 та наслiдок 4.3.1). Крiм того, у

теоремi 4.3.2 та наслiдку 4.3.2 описано властивостi полiномiальних опе-

раторiв диференцiювання.

Для полiномiального узагальнення крос-кореляцiї доведено її дифе-

ренцiальнi властивостi (твердження 4.3.3 та наслiдок 4.3.4) та структур-

ну теорему 4.3.3 про представлення алгебри “коефiцiєнтiв”
{

Γ(G ′
+),⊛

}

у

виглядi комутанта полiномiальної напiвгрупи зсувiв.

У параграфi 4.4 поряд iз класом G+ ультрадиференцiйовних функцiй

з компактними в Rd
+ носiями, розглянуто ширший клас Gβ ультрадифе-

ренцiйовних функцiй, заданих на всьому просторi Rd. Тут розглянуто

перетворення Фур’є-Лапласа та Лапласа спочатку на просторах ультра-

диференцiйовних функцiй, а потiм розширено цi вiдображення на вiд-

повiднi простори полiномiальних ультрарозподiлiв. Зауважимо, що для

випадку перетворення Фур’є-Лапласа повнiстю описано образ основно-

го простору у виглядi певного класу цiлих функцiй експоненцiального

типу (див. наслiдок 4.4.1 та теорему 4.4.1), а також доведено теореми

4.4.2, 4.4.3 типу Пелi-Вiнера для полiномiальних ультрадиференцiйовних

основних та узагальнених функцiй.
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За допомогою полiномiального узагальнення перетворення Лапласа у

пунктi 4.4.3 показано метод “перенесення” операцiй з просторiв Γ(G ′
+) та

P ′(G ′
+) на вiдповiднi образи Γ(E ′

+) та P ′(E ′
+). Зокрема, це зроблено для

операторiв диференцiювання, напiвгруп зсувiв та операцiї крос-кореляцiї

(наслiдки 4.4.2, 4.4.3).

Результати роздiлу 4 опублiкованi в роботах [20,160,202] та анонсовано

в [23, 197, 200, 203]. Для їх доведення використано iдеї та методи з робiт

[22, 35, 49, 159].



Роздiл 5

Функцiональне числення для

скiнченних та злiченних наборiв

операторiв

5.1 Функцiональне числення типу Хiлле-Фiллiпса для

генераторiв багатопараметричних напiвгруп опе-

раторiв

Функцiональне числення Хiлле-Фiллiпса, що побудоване в [38], надає

змiсту символу f(A) у випадку, коли A — генератор (C0) напiвгру-

пи R+ ∋ t 7−→ T (t) ∈ L (E) в деякому банаховому просторi E, а f

належить алгебрi Aω комплекснозначних аналiтичних функцiй вигляду

f(z) =

ż ∞

0

etz µ(dt), Re z ≤ ω, де µ належить згортковiй алгебрi мiр на

[0,∞). При цьому функцiональне числення розглядається як вiдобра-

ження ΦA : f 7−→ f(A), де f(A)x =
ş∞
0 T (t)xµ(dt), x ∈ E, що здiйснює

алгебраїчний iзоморфiзм з алгебри символiв Aω в алгебру L (E) лiнiйних

неперервних операторiв.

Е. Нельсон [173] та А. Балакрiшнан [67] розширили таке числення на

ширшi класи аналiтичних функцiй. А.Р. Мiротiн в роботах [25, 26] побу-

дував функцiональне числення для функцiй Бернштейна i дослiдив його
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властивостi. Застосування числення Хiлле-Фiллiпса в гiдрологiї, зокрема,

в моделюваннi руху приповерхневих вод розглянуто в [66].

У цьому параграфi описано побудову аналогу функцiонального числе-

ння Хiлле-Фiллiпса для генераторiв A = (A1, . . . , Ad) d-параметричних

рiвномiрно обмежених (C0) напiвгруп etA = et1A1+···+tdAd, що дiють в

деякому банаховому просторi E. Замiсть алгебри мiр на [0,∞), яка роз-

глянута в класичному численнi, ми використовуємо згорткову алгебру

Шварца S ′
+ := S ′(Rd

+) узагальнених функцiй повiльного росту, носiї яких

розмiщенi в додатному конусi R
d
+. В цьому випадку алгебра символiв

числення типу Хiлле-Фiллiпса складається з аналiтичних в трубчастiй

комплекснiй областi Cd
+ =

{

z = x + iy ∈ Cd : x ∈ intRd
+

}

функцiй pf ,

що є перетвореннями Лапласа розподiлiв з S ′
+. Функцiональне числення

ΦA : pf 7−→ pf(A) (див. теорему 5.1.4) ми визначаємо за формулами

pf(A)pxA =

ż

Rd
+

etA(f ⋆ x)(t) dt, rx =

ż

Rd
+

etAx(t) dt,

де f ⋆ x позначає узагальнення крос-кореляцiї (див. формулу (5.1.2))

розподiлу f ∈ S ′
+ i E-значної функцiї x, носiй supp x якої лежить в

додатному конусi Rd
+. Простiр rS всiх елементiв rx щiльний в E (лема

5.1.2). На вiдмiну вiд класичного випадку оператор pf(A) необмежений

на E та має щiльну область визначення rS . Крiм того, справджується

рiвнiсть
y∂kf(A)rx = (−1)|k| pf(A)y∂kxA, k ∈ Z

d
+,

причому для знаходження виразу з правої сторони останньої рiвностi

можна скористатися теоремою 5.1.5.

Отриманi результати проiлюстровано на прикладах, зокрема, розгля-

нуто випадок d-параметричної напiвгрупи Ґаусса.

Аналогiчнi результати для iншого класу символiв опублiкованi у статтi

[37].
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5.1.1 Теорема типу Сiлi

Для довiльних t, s ∈ Cd (або t, s ∈ Rd) та мультиiндексiв m, k ∈ Zd+ ми

використовуватимемо такi позначення: ts := t1s1 + . . .+ tdsd, |t| :=
‘
tt̄,

|k| := k1 + · · ·+ kd, m! := m1! . . .md!, tm = tm1

1 . . . tmd

d i ∂k := ∂k11 · · · ∂kdd , де

∂
kj
j := ∂kj

∂t
kj
j

, j = 1, . . . , d. Для довiльних мультиiндексiв m, k ∈ Zd+ запис

m 4 k означає mj ≤ kj для всiх j = 1, . . . , d. Стандартний ортонормова-

ний базис в Rd позначатимемо e1, . . . , ed.

Нехай {etA}t∈Rd
+

— довiльна d-параметрична сильно неперервна напiв-

група з генератором A = (A1, . . . , Ad) (див. пункт 1.2.3). Оператори на-

пiвгрупи ми розумiємо як композицiї etA := et1A1◦. . .◦etdAd, де {etjAj}tj∈R+
,

j = 1, . . . , d, позначає вiдповiдну однопараметричну марґiнальну напiв-

групу.

Нехай Sα,β позначає банаховий простiр функцiй на R
d зi скiнченною

нормою

‖ϕ‖Sα,β := max
m4α; k4β

sup
t∈Rd

∣

∣tm∂kϕ(t)
∣

∣ , α, β,m, k ∈ Z
d
+.

Кожне вкладення Sα,β # Sη,γ при η 4 α i γ 4 β цiлком неперервне

(див. [7, 13]). Тому простiр Шварца S := S(Rd) =
Ş
α,β∈Zd

+
Sα,β нескiн-

ченно диференцiйовних швидко спадних функцiй на Rd можна надiлити

топологiєю проективної границi lim pr
α,β

Sα,β вiдносно цих вкладень. Як

наслiдок, S — монтелевий ядерний (FS) простiр [13, 146], а його сильно

спряжений простiр S ′ := S ′(Rd) розподiлiв Шварца повiльного росту є

монтелевим ядерним (DFS) простором.

Нехай S ′
+ — замкнутий пiдпростiр в S ′ тих розподiлiв, носiї яких

мiстяться в Rd
+. Вiдомо, що S ′

+ — алгебра вiдносно згортки розподiлiв,

яку визначають за формулою 〈 f ∗ g, ϕ 〉 = 〈 f(s), 〈 g(p), ϕ(p+ s) 〉 〉, ϕ ∈ S

[7]. Одиничним елементом цiєї алгебри є функцiонал Дiрака δ.
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Визначимо простiр Sα,β+ = {ψ|Rd
+
: ψ ∈ Sα,β}, i надiлимо його нормою

‖ϕ‖Sα,β
+

:= max
m4α; k4β

sup
t∈Rd

+

∣

∣tm∂kϕ(t)
∣

∣ , α, β,m, k ∈ Z
d
+.

Тут ψ|Rd
+

позначає звуження функцiї ψ на конус R
d
+. Зауважимо, що всi

похiднi ∂kϕ(t) в точках границi конуса Rd
+ ми розумiємо як одностороннi,

причому всi вони можуть бути неперервно продовженi на весь простiр Rd

зi збереженням властивостi швидкого спадання (див. наступну теорему).

Позначимо S+ :=
Ş{

Sα,β+ : α, β ∈ Z
d
+

}

i надiлимо цей простiр топологiєю

проективної границi lim pr
α,β

Sα,β+ вiдносно компактних вкладень Sα,β+ #

Sη,γ+ при η 4 α i γ 4 β.

Теорема 5.1.1. Iснує лiнiйний неперервний оператор розширення

Λ: S+ ∋ ϕ 7−→ Λϕ ∈ S

такий, що Λϕ(t) = ϕ(t) для всiх t ∈ Rd
+.

Доведення. Для довiльної функцiї ϕ ∈ S+, зафiксувавши перших d− 1

змiнних, визначимо функцiю ϕd : [0,+∞) ∋ td 7−→ ϕ(t1, . . . , td) змiнної

td. В теоремi 3.1.1 показано, що знайдуться нескiнченно гладка функцiя

R ∋ τ 7−→ χ(τ) та послiдовнiсть дiйсних чисел {ar} такi, що образ ImΛd

лiнiйного оператора

Λd : ϕd(td) 7−→







ϕd(td), td ∈ [0,+∞),
ř
r∈Z+

arχ(−2rtd)ϕd(−2rtd), td ∈ (−∞, 0)

складається з нескiнченно диференцiйовних швидко спадних на R фун-

кцiй. При цьому iснує така константа Mβd > 0, що

max
md≤αd; kd≤βd

sup
td∈R

∣

∣tmd

d ∂kdd Λdϕd(td)
∣

∣ ≤ Mβd max
md≤αd; kd≤βd

sup
td∈[0,∞)

∣

∣tmd

d ∂kdd ϕd(td)
∣

∣,

де константа Mβd залежить вiд {ar} та χ, але не залежить вiд фiксованих

змiнних.
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Для тих самих {ar} i χ ми можемо рекурсивно визначити подiбним

чином оператори Λd−1, . . . ,Λ1 вiдносно змiнних td−1, . . . , t1, причому ко-

жен оператор Λj визначений на образi ImΛj+1 попередньо розглянутого

оператора. Отримаємо

Λj ◦ . . . ◦ Λd : S+ ∋ ϕ 7−→







ϕj(tj) : tj ∈ [0,∞),
ř
r∈Z+

arχ(−2rtj)ϕj(−2rtj) : tj ∈ (−∞, 0),

де ϕj : [0,∞) ∋ tj 7−→ (Λj+1 ◦ . . . ◦ Λd)ϕ(t1, . . . , tj, . . . , td), j = d−1, . . . , 2, 1,

— функцiя змiнної tj з фiксованими iншими змiнними. Аналогiчно, iснує

така незалежна вiд фiксованих змiнних константа Mβj , що

max
mj≤αj ; kj≤βj

sup
tj∈R

∣

∣t
mj

j ∂
kj
j Λjϕj(tj)

∣

∣ ≤Mβj max
mj≤αj ; kj≤βj

sup
tj∈[0,∞)

∣

∣t
mj

j ∂
kj
j ϕj(tj)

∣

∣.

При цьому функцiя (Λj ◦ . . . ◦Λd)ϕ змiнних (tj, . . . , td) ∈ R
d−j+1 є нескiн-

ченно диференцiйовною для всiх j = 1, . . . , d− 1.

Пiдставляючи t
mj+1

j+1 . . . tmd

d ∂
kj+1

j+1 . . . ∂
kd
d ϕj замiсть ϕj i використовуючи

почергово по j = d, . . . , 1 попереднi нерiвностi отримаємо

max
m4α; k4β

sup
t∈Rd

|tm∂kΛϕ(t)| ≤ Cβ1 . . . Cβd max
m4α; k4β

sup
t∈Rd

+

|tm∂kϕ(t)|, α, β ∈ Z
d
+,

де Λ := Λ1 ◦ . . . ◦ Λd. Таким чином, оператор розширення Λ — лiнiйне

неперервне вiдображення з S+ в S.

Використовуючи теорему 5.1.1, визначимо дiю узагальненої функцiї

f ∈ S ′
+ на основную ϕ ∈ S+ за правилом 〈f, ϕ〉 = 〈f,Λϕ〉. Це означення

є коректним, оскiльки оператор Λ змiнює основну функцiю поза межами

носiя узагальненої.

Нехай (E, ‖·‖) — комплексний банаховий простiр, а E⊗pS+ — тензор-

ний добуток просторiв. Нагадаємо, що символ ⊗p позначає поповнення

алгебраїчного тензорного добутку ⊗ в проективнiй тензорнiй топологiї

(див. [54]). Наступна лема показує структуру елементiв цього простору,

яка нами буде використана в доведеннях теорем.
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Лема 5.1.1. Кожен елемент x ∈ E ⊗p S+ можна представити (взагалi

кажучи, не єдиним чином) у виглядi суми абсолютно збiжного ряду

x =
ÿ

j∈N

λjxj ⊗ ϕj, λj ∈ C, xj ∈ E, ϕj ∈ S+, (5.1.1)

де
ř
j |λj| < ∞, а послiдовностi {xj} i {ϕj} збiгаються до нуля у

вiдповiдних просторах.

Доведення. Виберемо в S+ базу замкнутих абсолютно опуклих обме-

жених множин Bγ таких, що S+ =
Ť
γ Bγ, де Bγ = C · Bγ — пiдпростiр

з нормою ‖x‖γ = inf {|λ| : x ∈ λBγ}. З повноти S+ i замкнутостi Bγ слi-

дує, що Bγ — банаховi простори. З обмеженостi Bγ випливає, що кожне

вкладення Bγ # S+ неперервне. Таким чином, поповнений проективний

тензорний добуток банахових просторiв E⊗pBγ неперервно вкладений в

E⊗p S+. З теореми 1.2.2 (див. також [54, III.6.4]) про представлення еле-

ментiв проективного тензорного добутку банахових просторiв випливає,

що кожен елемент x ∈ E ⊗p Bγ можна представити у виглядi (5.1.1). З

неперервностi вкладення E ⊗p Bγ # E ⊗p S+ слiдує абсолютна збiжнiсть

ряду (5.1.1) в E ⊗p S+.

5.1.2 Крос-кореляцiя та напiвгрупи зсувiв

Для довiльного s ∈ Rd
+ розглянемо оператор зсуву Ts, який визначений

на просторi S+ формулою Ts : ϕ(t) 7−→ ϕ(t+s)|Rd
+

для всiх ϕ ∈ S+. Легко

показати, що T = {Ts : s ∈ R
d
+} — d-параметрична (C0) напiвгрупа. Крос-

кореляцiєю розподiлу f ∈ S ′
+ i функцiї ϕ ∈ S+ назвемо функцiю вигляду

(f ⋆ ϕ)(t) := 〈f(s), Tsϕ(t)〉 = 〈f(s), ϕ(t+ s)〉, t ∈ R
d
+.

Кожному розподiлу f поставимо у вiдповiднiсть оператор крос-кореляцiї

Kf : ϕ 7−→ f ⋆ ϕ. В теоремi 5.1.2 буде показано, що Kf ∈ L (S+).
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Нехай Sα,β(E) — простiр нескiнченно диференцiйовних векторнозна-

чних функцiй x : Rd ∋ t 7−→ x(t) ∈ E зi скiнченною нормою

‖x‖Sα,β(E) := max
m4α; k4β

sup
t∈Rd

∥

∥tm∂kx(t)
∥

∥ , α, β,m, k ∈ Z
d
+.

Простiр S(E) :=
Ş
α,β∈Zd

+
Sα,β(E) нескiнченно диференцiйовних векторно-

значних швидко спадних функцiй на Rd надiлимо топологiєю проективної

границi lim pr
α,β

Sα,β(E) вiдносно компактних вкладень Sα,β(E) # Sη,γ(E)

при η 4 α i γ 4 β.

Вiдомо [187], що простори S(E) та E ⊗e S топологiчно iзоморфнi, де

символ ⊗e позначає поповнення тензорного добутку в iн’єктивнiй тензор-

нiй локально опуклiй топологiї. З ядерностi S випливають топологiчнi

iзоморфiзми S(E) ≃ E ⊗e S ≃ E ⊗p S.

Визначимо простiр Sα,β+ (E) =
{

x|Rd
+
: x ∈ Sα,β(E)

}

i надiлимо його

нормою

‖x‖Sα,β
+ (E) := max

m4α; k4β
sup
t∈Rd

+

∥

∥tm∂kx(t)
∥

∥ , α, β,m, k ∈ Z
d
+.

Зауважимо, що всi похiднi ∂kx(t) в точках границi конуса R
d
+ ми розу-

мiємо як одностороннi. Простiр S+(E) =
Ş{

Sα,β+ (E) : α, β ∈ Z
d
+

}

надi-

лимо топологiєю проективної границi lim pr
α,β

Sα,β+ (E) вiдносно компактних

вкладень Sα,β+ (E) # Sη,γ+ (E) при η 4 α i γ 4 β. Очевидно, що S+(E) є

замкнутим пiдпростором в S(E).

Оскiльки замкнутi пiдпростори ядерних просторiв теж ядернi, то

S+(E) ≃ E ⊗e S+ ≃ E ⊗p S+. Тому кожен елемент x ∈ S+(E) ≃ E ⊗p S+

можна представити як абсолютно збiжний ряд x =
ř
j∈N λjxj ⊗ ϕj ви-

гляду (5.1.1), де ϕj ∈ S+. Як наслiдок, для довiльного розподiлу f ∈ S ′
+

та векторнозначної функцiї x ∈ S+(E) ми можемо однозначно визначити

оператор S+(E) ∋ x 7−→ 〈f, x〉 ∈ E наступним чином

〈f, x〉 =
ÿ

j∈N

λj〈f, ϕj〉xj.
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Нехай I — одиничний оператор в банаховому просторi E. Зауважимо,

що для спрощення позначень у цьому параграфi писатимемо I замiсть

IE, як це було ранiше.

В силу леми 5.1.1 для K ∈ L (S+) рiвнiсть (I⊗K)x :=
ř
j∈N λjxj⊗Kϕj,

де елемент x ∈ S+(E) представлений виглядi (5.1.1), однозначно визначає

оператор I ⊗ K ∈ L (S+(E)). Таким чином, коректно визначеними є

наступнi оператори

(I ⊗ Ts)x :=
ÿ

j∈N

λjxj ⊗ Tsϕj та (I ⊗Kf)x :=
ÿ

j∈N

λjxj ⊗Kfϕj,

де s ∈ Rd
+, x ∈ S+(E) i f ∈ S ′

+. Простiр S+(E) iнварiантний вiдносно дiї

цих операторiв.

Узагальненою крос-кореляцiєю розподiлу f ∈ S ′
+ i елемента x ∈ S+(E)

назвемо векторнозначну функцiю з простору S+(E) вигляду

(f ⋆ x)(t) := 〈f(s), (I ⊗ Ts)x(t)〉 = 〈f(s), x(t+ s)〉, s ∈ R
d
+. (5.1.2)

Вiдповiдний оператор узагальненої крос-кореляцiї має вигляд

I ⊗Kf : S+(E) ∋ x 7−→ (I ⊗Kf)x =: f ⋆ x ∈ S+(E).

Теорема 5.1.2. Вiдображення K : S ′
+ ∋ f 7−→ Kf ∈ L (S+) здiйснює iзо-

морфiзм зi згорткової алгебри S ′
+ на комутант [T ]c ⊂ L (S+) напiвгрупи

зсувiв T , при цьому Kδ — одиничний оператор i

Kf∗g = Kf ◦Kg, ∀ f, g ∈ S ′
+. (5.1.3)

Доведення. З неперервностi f ∈ S ′
+ i означення узагальненої похiдної

слiдують рiвностi ∂k(f ⋆ ϕ) = f ⋆ ∂kϕ = (−1)|k|(∂kf ⋆ ϕ) для довiльних

ϕ ∈ S+ та k ∈ Z
d
+. Тому f ⋆ ϕ — нескiнченно диференцiйовна функцiя.

Звiдси отримуємо

∂k(f ⋆ x) = f ⋆ ∂kx = (−1)|k|(∂kf ⋆ x), x ∈ S+(E), k ∈ Z
d
+. (5.1.4)
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Напiвгрупа T неперервна на S+, оскiльки

‖Tsϕ‖Sα,β
+

= max
m4α; k4β

sup
t∈Rd

+

∣

∣tm∂k(Tsϕ)(t)
∣

∣ ≤ max
m4α; k4β

sup
t∈Rd

+

∣

∣tm∂kϕ(t)
∣

∣ = ‖ϕ‖Sα,β
+

для довiльних α, β ∈ Zd+, s ∈ Rd
+ i ϕ ∈ S+. З неперервностi функцiоналу

f випливає, що для довiльних α, β ∈ Z
d
+ iснує така константа C > 0, що

‖Kfϕ‖Sα,β
+

≤ C‖ϕ‖Sα,β
+

.

Доведемо, що носiй функцiї f ⋆ ϕ знаходиться в Rd
+. Зауважимо, що

f ⋆ϕ≡/ 0 ⇔ ∃ s : supp f ∩ suppϕ(·+ s) =/ ∅ ⇔ ∃ t ∈ supp f ∩ suppϕ(·+ s).

Оскiльки t ∈ suppϕ(· + s) ⇔ t + s ∈ suppϕ ⇔ s ∈ suppϕ − t i t ∈

supp f , то використовуючи те, що за означенням s ∈ Rd
+, отримаємо

s ∈ (suppϕ− supp f) ∩ Rd
+. Звiдси

supp(f ⋆ ϕ) ⊂ (suppϕ− supp f) ∩ R
d
+ ⊂ R

d
+.

Таким чином, для довiльного f ∈ S ′
+ маємо Kf ∈ L (S+).

Для довiльної функцiї ϕ ∈ S+ i довiльних s, r ∈ Rd
+ справджуються

рiвностi

(KfTs)ϕ = 〈f(r), (TrTs)ϕ(t)〉 = Ts〈f(r), Trϕ(t)〉 = (TsKf)ϕ. (5.1.5)

Звiдси для всiх f ∈ S ′
+ маємо Kf ∈ [T ]c.

Нехай K ∈ L (S+) — довiльний оператор з комутативною властивi-

стю K ◦ Ts = Ts ◦ K для всiх s ∈ R
d
+. Функцiонал f : ϕ 7−→ (Kϕ)(0)

належить простору S ′
+. Легко бачити, що (Kϕ)(0) = 〈f, ϕ〉 = (f ⋆ ϕ)(0),

тобто (Kϕ)(0) = (Kfϕ)(0). Пiдставимо в останню рiвнiсть Tsϕ замiсть

ϕ i використаємо комутативну властивiсть. В результатi отримаємо, що

образ вiдображення K спiвпадає з комутантом [T ]c.

Оскiльки S+ — монтелевий простiр [54, IV.5], то на просторi L (S+)

топологiї рiвномiрної збiжностi на компактах i на обмежених множинах

спiвпадають. Вiдображення S ′
+ × S+ ∋ (f, ϕ) 7−→ (Kfϕ) ∈ S+ нарiзно
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неперервне. З теореми Банаха-Штейнгауза i бочковостi просторiв S ′
+ та

S+ [54, II.7] випливає, що це вiдображення одностайно неперервне. Як

наслiдок, K — неперервне вiдображення, яке має замкнутий образ [T ]c.

З iншого боку, з ядерностi простору S+ слiдує топологiчний iзо-

морфiзм L (S+) ≃ S+ ⊗p S
′
+. Оскiльки S ′

+ — ядерний (DFS) простiр

як замкнутий пiдпростiр ядерного (DFS) простору S ′ [146], то в S ′
+

iснує злiченна база замкнутих абсолютно опуклих обмежених множин

B′
γ таких, що S ′

+ =
Ť
γ∈NB

′
γ, де B′

γ := C · B′
γ — простiр з нормою

‖x‖γ = inf
{

|λ| : x ∈ λB′
γ

}

. З повноти S ′
+ i замкнутостi B′

γ випливає,

що B′
γ — банаховi простори. З обмеженостi B′

γ слiдує, що вкладен-

ня B′
γ # S ′

+ неперервнi. Значить, з теореми 1.2.1 про вiдкрите вiд-

ображення для ультраборнологiчних просторiв (див. також [33]) ви-

пливає iзоморфiзм lim ind
γ→∞

B′
γ ≃ S ′

+ для вiдповiдної iндуктивної грани-

цi просторiв. Нехай Bγ ⊂ S+ — банаховi простори з доведення леми

5.1.1. Аналогiчно можна довести iзоморфiзм lim ind
γ→∞

Bγ ≃ S+. Значить

S+ ⊗p S
′
+ ≃ lim ind

γ→∞
Bγ ⊗p B

′
γ, тобто L (S+) — ультраборнологiчний про-

стiр. З вище згаданої теореми про вiдкрите вiдображення слiдує, що K —

топологiчний iзоморфiзм з S ′
+ на [T ]c.

Перевiримо властивiсть (5.1.3). Для довiльних f, g ∈ S ′
+, ϕ ∈ S+ маємо

(KfKg)ϕ(t) = 〈f(q), Tq〈g(p), Tpϕ(t)〉〉 = 〈f(q), 〈g(p), ϕ(t+ p + q)〉〉

= 〈f(q), 〈g(p), ϕ(t+ (p+ q))〉〉 = 〈(f ∗ g)(s), ϕ(t+ s)〉 = (Kf∗gϕ)(t).

Зокрема, Kf ◦Kδ = Kf∗δ = Kf = Kδ∗f = Kδ ◦Kf для всiх f ∈ S ′
+, зна-

чить, Kδ — одиничний оператор в L (S+). Таким чином, K — iзоморфiзм

алгебр.

Розглянемо сильно неперервну напiвгрупу узагальнених зсувiв I⊗T =
{

I ⊗ Ts : s ∈ R
d
+

}

, визначену на просторi S+(E).

Кажуть, що оператор I ⊗K, де K ∈ L (S+), є iнварiантним вiдносно



223

напiвгрупи узагальнених зсувiв I ⊗ T , якщо

I ⊗ (K ◦ Ts) = I ⊗ (Ts ◦K) для всiх s ∈ R
d
+.

Теорема 5.1.3. Для довiльного розподiлу f ∈ S ′
+ оператор I ⊗Kf iнва-

рiантний вiдносно напiвгрупи узагальнених зсувiв I ⊗ T . Навпаки, для

довiльного оператора K ∈ L (S+) такого, що I ⊗ K iнварiантний вiд-

носно I ⊗ T , знайдеться така єдина узагальнена функцiя f ∈ S ′
+, що

K = Kf i I ⊗K = I ⊗Kf .

Доведення. З властивостi (5.1.3) випливає рiвнiсть (I⊗Kf)◦ (I⊗Kg) =

I⊗ (Kf ◦Kg) = I⊗Kf∗g. З формули (5.1.5) слiдує, що для довiльного f ∈

S ′
+ оператор узагальненої крос-кореляцiї I ⊗Kf iнварiантний вiдносно

I ⊗ T , тобто [I ⊗ (KfTs)]x = [I ⊗ (TsKf)]x для всiх векторнозначних

функцiй x ∈ S+(E).

Навпаки, нехай K ∈ L (S+) — такий довiльний оператор, що I ⊗K iн-

варiантний вiдносно I⊗T . Визначимо функцiонал f : S+ ∋ ϕ 7−→ (Kϕ)(0).

Маємо [(I ⊗K)x](0) = 〈f, x〉 = (f ⋆ x)(0) = [(I ⊗Kf)x](0) для всiх

x ∈ S+(E). Пiдставимо сюди (I ⊗ Ts)x замiсть x i використаємо iнва-

рiантнiсть. В результатi отримаємо [I ⊗ (TsK)x](0) = [I ⊗ (KTs)x](0) =

(f ⋆ x)(s). Таким чином, [(I ⊗K)x](t) = [(I ⊗Kf)x](t) для всiх x, тобто

I ⊗K = I ⊗Kf .

5.1.3 Алгебра символiв та функцiональне числення

Нехай Cd
+ =

{

z = x + iy ∈ Cd : x ∈ intRd
+

}

— трубчаста область в

Cd. Перетворення Фур’є F ′ : f 7−→ F ′[f ] iзоморфно вiдображає S ′ на

себе. Зокрема, F ′ визначено на S ′
+ i його образ F ′[S ′

+] — замкнутий

пiдпростiр в S ′. Узагальнене перетворення Лапласа pf розподiлу f ∈ S ′
+,

яке визначають за формулою

pf(z) := 〈f(t), e−tz〉, z = x+ iy ∈ C
d
+, (5.1.6)
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є комплексною аналiтичною функцiєю в трубчастiй областi Cd
+. Покаже-

мо, що для довiльної функцiї f ∈ S ′
+ справедливе представлення

pf(z) = F ′
[

f(t)e−tx
]

(y).

Дiйсно, нехай ϕ ∈ S+. Тодi для довiльного x ∈ intRd
+ маємо

〈

F ′[f(t)e−tx](y), ϕ(y)
〉

=
〈

f(t)e−tx, F [ϕ(y)](t)
〉

=
〈

f(t), e−txF [ϕ(y)](t)
〉

=

〈

f(t), e−tx
ż

Rd
+

ϕ(y)e−ity dy

〉

=

〈

f(t),

ż

Rd
+

ϕ(y)e−t(x+iy) dy

〉

=

ż

Rd
+

〈f(t), e−tz〉ϕ(y) dy = 〈 pf(x+ iy), ϕ(y)〉.

Кожна аналiтична функцiя pf збiгається до F ′[f ] при x → 0 в топологiї

простору S ′. Вiдомо, що zf ∗ g(z) = pf(z) ·pg(z) для всiх z ∈ C
d
+, тому образ

xS ′
+ простору S ′

+ при вiдображеннi L : S ′
+ ∋ f 7−→ pf ∈ xS ′

+ є мультиплiка-

тивною алгеброю аналiтичних функцiй на Cd
+ (див. [7, §9]). Всюди далi

в цьому параграфi простiр xS ′
+ ми надiляємо топологiєю, iндукованою

узагальненим перетворенням Лапласа.

Формулу (5.1.6) можна використовувати для визначення перетворе-

ння Лапласа pϕ = L[ϕ] функцiй з простору S+ ⊂ S ′
+, а саме, нехай

pϕ(z) :=

ż

Rd
+

e−tzϕ(t) dt для всiх z ∈ Cd
+. Розглянемо вiдповiдне вiдобра-

ження L : ϕ 7−→ L[ϕ] з S+ на образ xS+ := L[S+], який також надiлимо

iндукованою топологiєю вiдносно вiдображення L : S+ −→ xS+. Тодi L —

iзоморфiзм зi згорткової алгебри S+ на мультиплiкативну пiдалгебру

xS+ ⊂ xS ′
+ аналiтичних функцiй. Використовуючи вiдображення L i його

обернене L−1, для кожного розподiлу f ∈ S ′
+ визначимо оператор pKf i

напiвгрупу pT за формулами

pKf := L◦Kf ◦L
−1 ∈ L (xS+), pT : Rd

+ ∋ s 7−→ pTs := L◦Ts◦L
−1 ∈ L (xS+).

Оскiльки функцiя Tsϕ, s ∈ Rd
+, належить простору S+, то для довiль-
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ного розподiлу f ∈ S ′
+ отримаємо

pKf pϕ(z) =
ż

Rd
+

e−tz〈f(s), Tsϕ(t)〉 dt

=

〈

f(s),

ż

Rd
+

e−tzTsϕ(t) dt

〉

=
〈

f(s), pTspϕ(z)
〉

.

Бiльше того, для всiх f, g ∈ S ′
+ справджуються рiвностi

( pKf
pKg

)

pϕ(z) =
ż

Rd
+

e−tz 〈f(q), 〈g(p), ϕ(t+ p+ q)〉〉 dt

=

ż

Rd
+

e−tz 〈(f ∗ g)(s), ϕ(t+ s)〉 dt = pKf∗g pϕ(z).

Таким чином, з вище сказаного i теореми 5.1.2 отримуємо наступний

результат.

Наслiдок 5.1.1. Вiдображення pK : xS ′
+ ∋ pf 7−→ pKf ∈ L (xS+) здiйснює

iзоморфiзм з алгебри xS ′
+ на комутант [pT ]c в алгебрi L (xS+). Зокрема,

pK[ pf · pg] = pKf∗g = pKf ◦ pKg для всiх f, g ∈ S ′
+ i pK[pδ] = pKδ — одиничний

оператор в L (xS+).

Нехай в комплексному банаховому просторi E визначено сiм’ю рiвно-

мiрно обмежених d-параметричних (C0) напiвгруп {etA}t∈Rd
+
, тобто iснує

така константа M > 0, що для всiх t ∈ R
d
+ виконується нерiвнiсть

‖etA‖L (E) ≤M . Клас генераторiв таких напiвгруп позначимо A.

Спочатку розглянемо елементарне числення типу Хiлле-Фiллiпса, тоб-

то вiдображення, яке функцiї pϕ комплексного аргумента ставить у вiд-

повiднiсть функцiю rϕ операторного аргумента, де

rϕ(A) :=
ż

Rd
+

etAϕ(t) dt, ϕ ∈ S+.

З сюр’єктивностi вiдображення ϕ 7−→ pϕ випливає, що pϕ 7−→ rϕ — непе-

рервний iзоморфiзм з мультиплiкативної алгебри аналiтичних функцiй

xS+ в алгебру L (E)-значних функцiй [38, теорема 15.2.1]. З властивостей

iнтеграла Бохнера випливають нерiвностi

‖rϕ(A)‖
L (E) ≤M

ż

Rd
+

|ϕ(t)| dt ≤MC

ż

Rd
+

dt

(1 + |t|2)k/2
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для кожного A ∈ A, де C = supt∈Rd
+
(1 + |t|2)k/2|ϕ(t)| < ∞, оскiльки

ϕ ∈ S+. Зауважимо, що iнтеграл в правiй частинi останньої нерiвностi

збiгається для всiх k > d. Як наслiдок, коректно заданою є функцiя

rϕ : A ∋ A 7−→ rϕ(A) ∈ L (E).

Розглянемо лiнiйне вiдображення

L : S+(E) ∋ x 7−→ rx ∈ rS, де rx(A) =
ż

Rd
+

etAx(t) dt, A ∈ A.

Елементами простору rS є функцiї вигляду rx : A ∋ A 7−→ rx(A) ∈ E.

Використовуючи лему 5.1.1 та формулу (5.1.1), для кожного A ∈ A пiд-

iнтегральну функцiю etAx(t) у вище записаному iнтегралi можна подати

у виглядi ряду
ř
j∈N λje

tAxjϕj(t) (див. теорему 1.2.2). Тому для кожної

функцiї з простору rS її значення на операторi A ∈ A можна записати у

виглядi

rx(A) =
ÿ

j∈N

λj

ż

Rd
+

etAxjϕj(t) dt =
ÿ

j∈N

λj pϕj(A)xj,

де справа стоїть збiжний в просторi E ряд.

Для кожного A ∈ A введемо в E пiдпростiр rS(A) := {rx(A) : rx ∈ rS}.
На rS задамо iндуковану вiдображенням L локально опуклу топологiю.

А саме, нехай

rSα,β :=
{

rx : x ∈ Sα,β+ (E)
}

позначає банаховий простiр, надiлений топологiєю, що визначається нор-

мами ‖rx‖ rSα,β := ‖x‖Sα,β
+ (E) при фiксованих α, β ∈ Z

d
+.

Простiр rS =
Ş{ rSα,β : α, β ∈ Zd+

}

надiлимо топологiєю проективної

границi lim pr
α,β

rSα,β вiдносно вкладень rSα,β # rSη,γ при η 4 α i γ 4 β.

Визначимо d-параметричну напiвгрупу на rS за правилом

{I ⊗ T : Rd
+ ∋ s 7−→ {I ⊗ Ts ∈ L ( rS), ({I ⊗ Ts)rx(A) =

ż

Rd
+

etA(I⊗Ts)x(t) dt.
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Очевидно, що

({I ⊗ Ts)rx(A)− rx(A) =
ż

Rd
+

etA(I ⊗ Ts)x(t) dt−

ż

Rd
+

etAx(t) dt

=

ż

Rd
+

etA
(

(I ⊗ Ts)x(t)− x(t)
)

dt.

З означення iндукованої топологiї на rSα,β i сильної неперервностi

напiвгрупи I ⊗ T випливають рiвностi

lim
Rd

+∋s→0

∥

∥({I ⊗ Ts)rx− rx
∥

∥ rSα,β = lim
Rd

+∋s→0
‖(I ⊗ Ts)x− x‖Sα,β

+ (E) = 0

для всiх α, β ∈ Z
d
+. Таким чином, {I ⊗ T — (C0) напiвгрупа на rS .

Лема 5.1.2. Образ вiдображення {I ⊗ Ts : rS ∋ rx 7−→ {I ⊗ Tsrx(A) ∈ E

щiльний в E для кожного s ∈ R
d
+ i кожного A ∈ A. Як наслiдок,

пiдпростiр rS(A) щiльний в E для кожного A ∈ A.

Доведення. Припустимо протилежне, нехай iснує таке s0 ∈ Rd
+, що

образ вказаного вiдображення не щiльний в E для деякого A0. Тодi за

теоремою Гана-Банаха знайдеться такий ненульовий функцiонал e′ ∈ E ′,

що виконується рiвнiсть 〈e′, {I ⊗ Ts0rx(A0)〉 = 0 для всiх rx ∈ rS.

З властивостей iнтеграла Бохнера [38, 3.7] випливає

〈

e′, {I ⊗ Ts0rx(A0)
〉

=

ż

Rd
+

〈

e′, etA0(I ⊗ Ts0)x(t)
〉

dt

для всiх x ∈ S+(E). Не обмежуючи загальностi, елемент x з простору

S+(E) ≃ E ⊗p S+ ми можемо вибрати у виглядi y ⊗ ϕ, де y ∈ E, ϕ ∈ S+

i suppϕ ⊂ Od
ε ⊂ R

d
+. Тут позначено Od

ε :=
Śd

i=1[0, ε], ε > 0. Тодi
ż

Od
ε

〈e′, etA0y〉Ts0ϕ(t) dt = 0.

Оскiльки ϕ можна вибирати довiльним чином, то з основної леми варi-

ацiйного числення слiдує 〈x′, etA0y〉 ≡ 0 для всiх t ∈ Od
ε . Користуючись

(C0) властивiстю напiвгрупи {etA0}t∈Rd
+
, при t = 0 отримаємо 〈e′, y〉 = 0

для всiх y ∈ E, звiдки e′ = 0, що протирiчить припущенню.
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Оскiльки {I ⊗ Tsrx ∈ rS для всiх rx ∈ rS i s ∈ Rd
+, то правильним є

включення {{I ⊗ Tsrx(A) : rx ∈ rS, s ∈ Rd
+} ⊂ rS(A), звiдки слiдує щiльнiсть

пiдпростору rS(A) в E для кожного A ∈ A.

Наступна теорема є основною в цьому параграфi. У нiй побудовано

вiдображення, яке ми трактуємо як функцiональне числення для гене-

раторiв рiвномiрно обмежених (C0) напiвгруп в класi xS ′
+ аналiтичних

функцiй d комплексних змiнних.

Iз сюр’єктивностi перетворення L : S ′
+ ∋ f 7−→ pf ∈ xS ′

+ випливає коре-

ктнiсть визначення вiдображення Φ: xS ′
+ ∋ pf 7−→ rf ∈ L ( rS), де

( rfrx)(A) := rf(A)rx(A) =
ż

Rd
+

etA(f ⋆ x)(t) dt, A ∈ A. (5.1.7)

Враховуючи означення вiдображень I⊗Kf та L, функцiю rfrx ∈ rS можна

представити у виглядi rfrx = L
(

(I ⊗Kf)x
)

або rfrx = Ćf ⋆ x.
Зауважимо, що rf(A) для кожного фiксованого A ∈ A дiє як оператор

rf(A) : E ∋ rx(A) 7−→ ( rfrx)(A) ∈ E. (5.1.8)

Теорема 5.1.4. Вiдображення Φ здiйснює топологiчний iзоморфiзм з xS ′
+

на комутативну пiдалгебру в L ( rS) всiх операторiв вигляду

{I ⊗K : rS ∋ rx 7−→ {I ⊗Krx ∈ rS, де

{I ⊗Krx(A) =
ż

Rd
+

etA(I ⊗K)x(t) dt, K ∈ [T ]c.
(5.1.9)

При цьому, оператори вигляду (5.1.8) володiють властивостями:

rδ(A) = I, Ćf ∗ g(A) = rf(A) ◦ rg(A), f, g ∈ S ′
+, (5.1.10)

Ą∂kf(A)rx(A) = (−1)|k| rf(A)Ą∂kx(A), k ∈ Z
d
+. (5.1.11)

Доведення. Функцiя R
d
+ ∋ s 7−→ (I ⊗ Ts)x ∈ S+(E) при x ∈ S+(E) не-

перервна, тому з властивостей iнтеграла Бохнера i означення напiвгрупи
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{I ⊗ T випливає, що для довiльного розподiлу f ∈ S ′
+ (див. [38, 3.7])

справджуються наступнi рiвностi

rf(A)rx(A) =
ż

Rd
+

etA(f ⋆ x)(t) dt =

ż

Rd
+

etA〈f(s), (I ⊗ Ts)x(t)〉dt

=

〈

f(s),

ż

Rd
+

etA(I ⊗ Ts)x(t) dt

〉

=
〈

f(s), ({I ⊗ Ts)rx(A)
〉

,

(5.1.12)

для кожного A ∈ A, звiдки L ◦ (I ⊗Kf) = rf ◦ L. Таким чином, наступна

дiаграма

rS ∋ rx
rf // rfrx ∈ rS

S+(E) ∋ x

L

OO

I⊗Kf // f ⋆ x ∈ S+(E)

L

OO

комутативна, тобто оператор rf := L◦ (I⊗Kf) ◦L
−1 коректно визначений

на rS. З неперервностi I ⊗Kf та L, а також з вiдкритостi L випливає,

що rf ∈ L ( rS).
Аналогiчно як це зроблено в доведеннi теореми 5.1.2, легко показати,

що вiдображення S ′
+ × S+(E) ∋ (f, x) 7−→ f ⋆ x ∈ S+(E) нарiзно не-

перервне. З неперервностi перетворення Лапласа L та вiдображення L

випливає, що

Ψ: xS ′
+ × rS ∋ ( pf, rx) 7−→ rfrx ∈ rS

теж нарiзно неперервне вiдображення. За теоремою Банаха-Штейнгауза

Ψ одностайно неперервне. А це еквiвалентне до неперервностi вiдобра-

ження Φ: xS ′
+ −→ L ( rS).
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З формули (5.1.12) випливає, що рiвностi

rf(A)({I ⊗ Tr)rx(A) =
〈

f(s), ({I ⊗ Ts)({I ⊗ Tr)rx(A)
〉

=

〈

f(s),

ż

Rd
+

etA(I ⊗ Ts)(I ⊗ Tr)x(t) dt

〉

=

ż

Rd
+

etA(f ⋆ x)(t+ r) dt

= {I ⊗ Tr

ż

Rd
+

etA(f ⋆ x)(t) dt = ({I ⊗ Tr) rf(A)rx(A)

справджуються для всiх r ∈ R
d
+ i rx ∈ rS . Звiдси слiдує, що для кожного

розподiлу f ∈ S ′
+ оператор rf належить пiдалгебрi операторiв вигляду

(5.1.9).

Навпаки, для довiльного оператора K ∈ L (S+) такого, що I⊗K iнва-

рiантний вiдносно I ⊗ T , з теореми 5.1.3 випливає, що знайдеться така

єдина узагальнена функцiя f ∈ S ′
+, що I⊗K = I⊗Kf . Звiдси слiдує, що

кожен оператор {I ⊗K можна представити у виглядi (5.1.7). Тому образ

Φ спiвпадає з пiдалгеброю операторiв вигляду (5.1.9).

Для того, щоб показати, що Φ — топологiчний iзоморфiзм, доста-

тньо застосувати теорему 1.2.1 про вiдкрите вiдображення з роботи [33]

аналогiчно до того, як це зроблено в доведеннi теореми 5.1.2.

Користуючись напiвгруповою властивiстю сiмейства операторiв {I ⊗ T ,

легко довести рiвностi (5.1.10). Дiйсно, вiдображення Φ дiє як алгебраї-

чний iзоморфiзм, оскiльки

rf(A)rg(A)rx(A) =
〈

f(r), {I ⊗ Tr
〈

g(t), ({I ⊗ Tt)rx(A)
〉

〉

=
〈

f(r),
〈

g(t), ( {I ⊗ Tr+t)rx(A)
〉

〉

=
〈

(f ∗ g)(s), ({I ⊗ Ts)rx(A)
〉

= Ćf ∗ g(A)rx(A).

Оператор rδ(A) — тотожний в L ( rS), оскiльки для f = δ маємо

rδ(A)rx(A) =
ż

Rd
+

etA(δ ⋆ x)(t) dt =

ż

Rd
+

etAx(t) dt = rx(A).
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Залишилось довести властивiсть (5.1.11). Використовуючи рiвностi

(5.1.4), отримаємо

Ą∂kf(A)rx(A) =
ż

Rd
+

etA(∂kf ⋆ x)(t) dt

= (−1)|k|
ż

Rd
+

etA(f ⋆ ∂kx)(t) dt = (−1)|k| rf(A)Ą∂kx(A).

Введемо позначення D(A∞) =
Ş
α∈Zd

+
D(Aα), де D(Aα) :=

Şd
j=1D(A

αj

j ),

а D(A
αj

j ) — область визначення оператора A
αj

j , α = (α1, . . . , αd) ∈ Z
d
+.

Теорема 5.1.5. Для довiльного оператора A ∈ A виконується вкладення

rS(A) ⊂ D(A∞). Крiм того,

rf(A)Ą
∂
kj
j x(A) = (−1)kjA

kj
j

rf(A)rx(A)

−

kj−1ÿ

l=0

(−Aj)
kj−l−1 lim

tj→+0

ż

R
d−1
+

etA∂lj(f ⋆ x)(t) ďjt

для довiльного kj ∈ Z+, де позначено ďjt := dt1 . . . dtj−1 dtj+1 . . . dtd для

всiх j = 1, . . . , d.

Доведення. Iнтегруючи частинами за змiнною tj ∈ [0,∞), отримаємо
ż ∞

0

etjAj∂1jx(t) dtj = lim
tj→+∞

etjAjx(t)− lim
tj→+0

etjAjx(t)−Aj

ż ∞

0

etjAjx(t) dtj

= −Aj

ż ∞

0

etjAjx(t) dtj − x(t1, . . . , tj−1, 0, tj+1, . . . , td),

оскiльки функцiя x ∈ S+(E) швидко спадає до нуля на нескiнченностi.

Зауважимо, що в останнiй рiвностi iснування границь випливає iз сильної

неперервностi напiвгрупи {etA}t∈Rd
+

i неперервностi функцiї x ∈ S+(E).

Як наслiдок, отримуємо

Ą∂1jx(A) =
ż

Rd
+

etA∂1jx(t) dt = −Ajrx(A)− lim
tj→+0

ż

R
d−1
+

etAx(t) ďjt,

для всiх j = 1, . . . , d. Звiдси rx(A) ∈ D(Aj). Проводячи аналогiчнi мiр-

кування з усiма похiдними та iндексами, отримаємо rx(A) ∈ D(A∞) для

всiх rx ∈ rS.
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Використовуючи рiвнiсть (5.1.4) та iнтегруючи частинами kj раз за

змiнною tj ∈ [0,∞), отримаємо

rf(A)Ą
∂
kj
j x(A) =

ż

Rd
+

etA
(

f ⋆ ∂
kj
j x
)

(t) dt

=

ż

Rd
+

etA∂
kj
j (f ⋆ x)(t) dt = (−1)kjA

kj
j

rf(A)rx(A)

−

kj−1ÿ

l=0

(−Aj)
kj−l−1 lim

tj→+0

ż

R
d−1
+

etA∂lj(f ⋆ x)(t) ďjt.

Приклад 5.1.1. Нехай E = Lp(R
d), 1 ≤ p ≤ ∞, i A =

(

∂
∂ξ1
, . . . , ∂

∂ξd

)

.

Розглянемо спочатку функцiю вигляду x : Rd ∋ t 7−→ y⊗ϕ(t) ∈ Lp(R
d), де

y ∈ Lp(R
d) i ϕ ∈ S+, яка належить простору S+(Lp(R

d)) ≃ Lp(R
d)⊗p S+.

Вiдомо, що оператор A генерує напiвгрупу зсувiв, тому

etAx = e
t1

∂
∂ξ1

+...+td
∂

∂ξd y(ξ)ϕ(t) = y(ξ + t)ϕ(t),

i елемент rx(A) в цьому випадку є функцiєю з Lp(Rd) вигляду

rx(A)(ξ) =
ż

Rd
+

y(ξ + t)ϕ(t) dt.

Для довiльного f ∈ S ′
+ крос-кореляцiя має вигляд (f ⋆ x)(ξ, t) =

y(ξ)(f ⋆ ϕ)(t). Тепер розглянемо довiльний елемент x ∈ Lp(R
d) ⊗p S+.

Використовуючи формулу (5.1.1), отримаємо

rx(A)(ξ) =
ÿ

j∈N

λj

ż

Rd
+

etAyj(ξ)ϕj(t) dt =
ÿ

j∈N

λj

ż

Rd
+

yj(ξ + t)ϕj(t) dt,

а крос-кореляцiя матиме вигляд (f ⋆ x)(ξ, t) =
ř
j∈N λjyj(ξ)(f ⋆ ϕj)(t) для

всiх f ∈ S ′
+.

З формули (5.1.12) випливає, що на щiльному пiдпросторi rS(A) ⊂

Lp(R
d) оператори rf(A) (див. формулу (5.1.8)) дiють за правилом

rf(A)rx(A) = (f p⋆ rx)(A), де

(f p⋆ rx)(A)(ξ) :=
〈

f(s), ({I ⊗ Ts)rx(A)(ξ)
〉

, ξ ∈ R
d,
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для всiх rx(A) ∈ rS(A) ⊂ Lp(R
d).

Використовуючи формулу (5.1.11) i теорему 5.1.5, для всiх j = 1, . . . , d

отримаємо

Ą∂1j f(A)rx(A)(ξ) =
∂

∂ξj
(f p⋆ rx)(A)(ξ) + lim

tj→+0

ż

R
d−1
+

etA(f ⋆ x)(ξ, t) ďjt

=
∂

∂ξj
(f p⋆ rx)(A)(ξ) + lim

tj→+0

〈

f(s),

ż

R
d−1
+

etAx(ξ, t+ s) ďjt

〉

=
∂

∂ξj
(f p⋆ rx)(A)(ξ) + lim

tj→+0
(f p⋆ x̌)(A)(ξ, tj),

де x̌(A)(ξ, tj) :=
ż

R
d−1
+

etAx(ξ, t) ďjt.

Розглянемо тепер частинний випадок, а саме, нехай лiнiйний оператор
Ą∂1j f(A) заданий на пiдпросторi Ď[Ą∂1j f(A)] ⊂ Lp(R

d) функцiй rx(A), що

задовольняють умову

lim
tj→+0

x̌(A)(ξ, tj) = x̌j(A)(ξ) ∈ Lp(R
d),

де x̌j(A)(ξ) ∈ Lp(R
d) — наперед заданi фiксованi функцiї. Позначимо

div :=
řd
j=1 ∂

1
j . Тодi для кожної функцiї rx(A) ∈ Şd

j=1 Ď[Ą∂1j f(A)] отримає-

мо формулу

Ćdiv f(A)px(A)(ξ) = div(f p⋆ rx)(A)(ξ) +
dÿ

j=1

(f p⋆ x̌j)(A)(ξ).

Зокрема, при f = δ отримаємо Ćdiv δ(A)rx(A) = div rx(A) + řd
j=1 x̌j(A).

Приклад 5.1.2. Нехай знову E = Lp(R
d), 1 ≤ p ≤ ∞, але оператор

виберемо iнший, а саме A =
(

∂2

∂ξ21
, . . . , ∂

2

∂ξ2d

)

. Ядро Гауса-Вейєрштрасса

позначимо так

gt(ζ) =
dź

j=1

1a
4πtj

e
−

ζ2j
4tj .

Використовуючи властивостi Гама функцiї, для довiльного t ∈ intRd
+

функцiю etAy можна записати у виглядi узагальненого перетворення
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Вейєрштрасса

etAy(ξ) = e
t1

∂2

∂ξ21
+...+td

∂2

∂ξ2
d y(ξ) =

ÿ

m∈Zd
+

1

m!

∂2|m|y(ξ)

∂ξ2m1

1 . . . ∂ξ2md

d

tm

=
ÿ

m∈Zd
+

1

(2m)!

∂2|m|y(ξ)

∂ξ2m1

1 . . . ∂ξ2md

d

2d(2m− 1)!

(m− 1)!
tm

=
ÿ

k∈Zd
+

1

k!

∂ |k|y(ξ)

∂ξk11 . . . ∂ξkdd

ż

Rd

gt(ζ)(−ζ)
k dζ

=

ż

Rd

gt(ζ)
ÿ

k∈Zd
+

1

k!

∂ |k|y(ξ)

∂ξk11 . . . ∂ξkdd
(−ζ)k dζ

=

ż

Rd

gt(ζ)y(ξ − ζ) dζ = (gt ∗ y)(ξ),

(5.1.13)

де y : Rd ∋ ξ 7−→ y(ξ) — довiльна обмежена цiла функцiя. Оскiльки

множина таких функцiй щiльна в Lp(R
d), то рiвнiсть etAy = gt ∗ y вико-

нується для всiх y ∈ Lp(R
d). Зокрема, якщо x ∈ Lp(R

d)⊗p S+, то функцiї

вигляду rx(A)(ξ) =
ż

Rd
+

[gt ∗ x(·, t)] (ξ) dt, ξ ∈ R
d, утворюють щiльний пiд-

простiр rS(A) в Lp(Rd). В цьому випадку формула операторного числення

набирає вигляду

rf(A)rx(A) =
〈

f(t), gt ∗ rx(A)
〉

, f ∈ S ′
+, rx ∈ rS, A ∈ A.

5.2 Застосування перетворення Лапласа узагальнених

функцiй повiльного росту до побудови функцiо-

нального числення для генераторiв аналiтичних

напiвгруп операторiв

Однiєю iз характеристик аналiтичних напiвгруп є те, що їхнi генера-

тори є так званими секторiальними операторами. Такi оператори вiдiгра-

ють важливу роль в теорiї елiптичних i параболiчних диференцiальних
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рiвнянь з частинними похiдними. Зауважимо, що в роботi [72] показано,

що кожна аналiтична напiвгрупа є сильно неперервною.

В роботах [18, 123] (серед багатьох iнших) побудовано функцiональне

числення для аналiтичних напiвгруп операторiв, яке базується на вико-

ристаннi iнтеграла Рiса-Данфорда та iнтегральної формули Кошi.

Ми ж використовуємо дещо iнший пiдхiд. А саме, у статтi авто-

ра [24], використовуючи узагальнене перетворення Лапласа, побудовано

операторне числення для генераторiв однопараметричних аналiтичних

напiвгруп операторiв, що дiють в банаховому просторi. Алгебра символiв

такого числення складається з аналiтичних у пiвплощинi функцiй, якi є

перетвореннями Лапласа розподiлiв Шварца повiльного росту з носiями

в додатнiй пiвосi. Метою цього параграфу є побудова багатовимiрного

аналогу згаданого числення.

Узагальнене перетворення Лапласа pf розподiлу f ∈ S ′
+ є аналiтичною

функцiєю

pf(z) =
〈

f(t), e−tz
〉

, f ∈ S ′
+, (5.2.1)

що визначена в трубчастiй областi

C
d
+ :=

{

z = x+ iy ∈ C
d : x ∈ intR

d
+, y ∈ R

d
}

.

Добре вiдомо [7, II.9], що множина xS ′
+ =

{ pf : f ∈ S ′
+

}

є алгеброю

вiдносно поточкового множення pf(z) · pg(z) = zf ∗ g(z) для всiх z ∈ Cd
+, де

символом ∗ позначено звичайну згортку розподiлiв.

Ми використовуємо узагальнене перетворення Лапласа

L : S ′
+ ∋ f 7−→ pf ∈ xS ′

+

для побудови функцiонального числення для набору iн’єктивних генера-

торiв A = (A1, . . . , Ad) d-параметричних аналiтичних напiвгруп

R
d
+ ∋ (t1, . . . , td) = t 7−→ e−tA = e−(t1A1+···+tdAd)
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обмежених операторiв, що дiють в комплексному банаховому просторi E.

Як клас символiв такого числення ми використовуємо мультиплiкативну

алгебру xS ′
+ аналiтичних функцiй (5.2.1).

Функцiональне числення Φ : pf 7−→ pf(A) при фiксованому A визначене

за формулою

pf(A)x =
〈

f(t), e−tAx
〉

, x ∈ U, (5.2.2)

де U — щiльний в E пiдпростiр нескiнченно гладких векторiв, що визна-

чається як перетин областей визначення цiлих степенiв генераторiв. Як

результат лiнiйнi оператори pf(A) визначенi на E як необмеженi опера-

тори iз спiльною областю визначення U. Бiльше того, вiдображення Φ є

алгебраїчним гомоморфiзмом мультиплiкативної алгебри xS ′
+ на комута-

тивну пiдалгебру L (U, E) (див. теорему 5.2.1).

Зауважимо, що на вiдмiну вiд класичного функцiонального числен-

ня [38] або його узагальнень [9, 25] (див. також параграф 5.1), ми не

використовуємо жодного iнтегрального представлення функцiй з класу

символiв.

Зауважимо, що тут напiвгрупу ми позначаємо дещо iншим чином, нiж

ми це робили у параграфi 5.1, додавши знак мiнуса. Це зроблено виклю-

чно для того, щоб формула функцiонального числення (5.2.2) формально

стала схожою на формулу перетворення Лапласа (5.2.1). Зрозумiло, що

це питання лише позначень i це жодним чином не обмежує загальностi.

Диференцiальнi властивостi алгебраїчного гомоморфiзму Φ описанi в

теоремах 5.2.2 i 5.2.3. Використовуючи теорему 5.2.1, в прикладi 5.2.1 ви-

значено довiльний дiйсний степiнь оператора. Застосування числення до

d-параметричної напiвгрупи Ґаусса-Вейєрштрасса розглянуто в прикла-

дах 5.2.2 i 5.2.3. Iншi дослiдження, що стосуються цiєї тематики, можна

знайти у [25, 123, 160, 173].
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5.2.1 Допомiжнi твердження

В наступному пунктi ми матимемо справу iз E-значними нескiнченно

гладкими функцiями вигляду x : t 7−→ x(t) ∈ E для рiзних областей ви-

значення, де E := (E, ‖ · ‖) — комплексний банаховий простiр. У цьому

пунктi ми зберемо факти, якi в подальшому будуть використанi. За-

уважимо, що всi простори та вiдповiднi норми, якi тут використовуємо,

були введенi у параграфi 5.1. Тому тут ми зупинимось тiльки на деяких

вiдмiнностях та нових доведеннях.

Лема 5.2.1. Iснує лiнiйний неперервний оператор продовження

Λ : S+(E) ∋ x+ 7−→ Λx+ ∈ S(E)

такий, що Λx+(t) = x+(t) для всiх t ∈ R
d
+.

Ця допомiжна лема, що є узагальненням вiдомої теореми про продов-

ження функцiй з пiдпростору на весь простiр (див. [27, 189]), доведена

в параграфi 5.1 (див. також [157, лема 1]). Тут ми сформулювали iншу

iнтерпретацiю цього результату.

Розглянемо поповненi проективнi тензорнi добутки E ⊗p S i E ⊗p S+,

надiленi вiдповiдно сiм’ями норм

‖x‖E⊗pSα,β := inf
ÿ

j∈N

|λj|‖xj‖‖ϕj‖Sα,β , ‖x‖E⊗pS
α,β
+

:= inf
ÿ

j∈N

|λj|‖xj‖‖ϕj‖Sα,β
+
,

α, β ∈ Z+, де обидва вище записанi iнфiмуми беруть по всiх представле-

ннях елемента x ∈ E ⊗p S (вiдповiдно x ∈ E ⊗p S+) у виглядi абсолютно

збiжного ряду

x =
ÿ

j∈N

λjxj ⊗ ϕj, λj ∈ C, xj ∈ E, ϕj ∈ S (вiдповiдно ϕj ∈ S+),

(5.2.3)

такого, що
ř
j |λj| < ∞, а {ϕj}, {xj} — послiдовностi, що збiгаються до

нуля у вiдповiдних просторах.
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Лема 5.2.2. Справджуються наступнi топологiчнi iзоморфiзми

S+(E) ≃ E ⊗p S+, S(E) ≃ E ⊗p S. (5.2.4)

Як наслiдок, кожен елемент з S(E) чи S+(E) можна розкласти (не

єдиним чином) в абсолютно збiжний ряд вигляду (5.2.3).

Доведення. У роботi [187] доведено iзоморфiзм

S(E) ≃ E ⊗e S,

де ⊗e позначає тензорний добуток, поповнений в iн’єктивнiй топологiї.

Тому мають мiсце наступнi топологiчнi iзоморфiзми

E ⊗e S ≃ E ⊗p S, S(E) ≃ E ⊗p S

завдяки ядерностi простору S [54, IV.9.4, наслiдок 2]. З теореми 1.2.2

(див. також [54, III.6.4]) про вигляд елементiв проективного тензорного

добутку випливає, що кожен x ∈ E ⊗p S можна представити (не єдиним

чином) у виглядi абсолютно збiжного ряду виду (5.2.3).

З леми 5.2.1 випливає, що звуження S(E) ∋ x 7−→ x+ ∈ S+(E) є

сюр’єктивним та неперервним. Тому кожен елемент x+ ∈ S+(E) також

можна представити у виглядi абсолютно збiжного ряду виду (5.2.3).

Отже, x+ ∈ E ⊗p S+ i для всiх α, β ∈ Z+

‖x+‖Sα,β
+ (E) ≤ inf

ÿ

j∈N

|λj|‖xj‖‖ϕj‖Sα,β
+

= ‖x+‖E⊗pS
α,β
+
,

оскiльки x+ не залежить вiд представлення у виглядi ряду в E ⊗p S+.

Як наслiдок останньої нерiвностi i теореми про вiдкрите вiдображення

отримуємо перший з iзоморфiзмiв (5.2.4).

5.2.2 Операторне узагальнення перетворення Лапласа

Нехай G = {G(t) : t ∈ Rd
+} — d-параметрична обмежена аналiтична

напiвгрупа на комплексному банаховому просторi (E, ‖ · ‖) з генерато-

ром A = (A1, . . . , Ad). Всюди в цьому параграфi ми припускаємо, що

виконується наступна умова



239

всi генератори Aj марґiнальних аналiтичних напiвгруп iн’єктивнi та

мають щiльнi областi визначення та образи, тобто

D(Aj) = ImAj = E, j = 1, . . . , d.

Вiдомо [123], що в такому випадку D = D(A) ∩ D(A−1) є щiльним

пiдпростором з нормою

‖x‖D := ‖x‖+
dÿ

j=1

‖Ajx‖+
dÿ

j=1

‖A−1
j x‖.

Для того, щоб пiдкреслити, що d-параметрична обмежена напiвгрупа

G генерується A = (A1, . . . , Ad) ми будемо вживати позначення

e−tA := e−t1A1 ◦ · · · ◦ e−tdAd,

де e−tjAj позначає вiдповiдну марґiнальну обмежену напiвгрупу з гене-

ратором Aj, j = 1, . . . , d.

Iз наших припущень та попереднiх зауважень випливає, що

1) iснує така константа M > 0, що ‖e−tA‖ ≤M для всiх t ∈ Rd
+;

2) для всiх мультиiндексiв α = (α1, . . . , αd) ∈ Zd+ коректно визначеними

є степенi операторiв з вiдповiдними щiльними областями визначення

Aα := Aα1

1 ◦ . . . ◦ Aαd

d , D(Aα) :=
dč

j=1

D(A
αj

j ),

A−α := A−α1

1 ◦ . . . ◦A−αd

d , D(A−α) :=
dč

j=1

D(A
−αj

j ).

Бiльше того, Aαi

i ◦A
αj

j = A
αj

j ◦Aαi

i на D(Aα) i A−αi

i ◦A
−αj

j = A
−αj

j ◦A−αi

i

на D(A−α) для всiх i, j = 1, . . . , d;

3) кожен простiр Dα = D(Aα) ∩D(A−α), α ∈ Zd+, надiлений нормою

‖x‖Dα =
ÿ

−α4µ4α

‖Aµx‖D

є повним, оскiльки звуження на D всiх A
±αj

j є обмеженими опера-

торами, що комутують мiж собою.
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Визначимо простiр U :=
Ş{

Dα : α ∈ Zd+

}

i надiлимо його топологiєю

проективної границi lim prDα вiдносно включень Dα # Dµ для всiх

µ 4 α. Зауважимо, що при цьому U стає простором Фреше.

Лема 5.2.3. Нехай G = {e−tA : t ∈ R
d
+} — обмежена аналiтична на-

пiвгрупа над комплексним банаховим простором E. Пiдпростiр U є

iнварiантним вiдносно дiї операторiв e−tA для довiльного t ∈ Rd
+, крiм

того вiн щiльний в E.

Доведення. Перетин образiв
Ş
t∈Rd

+
Im e−tA мiститься в U [181, теорема

X.53]. Звiдси випливають рiвностi

A−αe−tAAαx = A−αAαe−tAx = e−tAx = e−tAA−αAαx.

Тому для всiх елементiв x ∈ D(Aα) i α ∈ Zd+, t ∈ Rd
+ виконується рiвнiсть

A−αe−tAx = e−tAA−αx. Отже, пiдпростiр U є iнварiантним вiдносно дiї

операторiв e−tA для кожного t ∈ Rd
+.

Не обмежуючи загальностi, можна припустити [123], що резольвентнi

множини ρ(Aj) i ρ(A−1
j ) мiстять (0,∞) та iснує така константа C > 0,

що

sup
tj>0

∥

∥tj(tj +A±1
j )−1

∥

∥ ≤ C, j = 1, . . . , d. (5.2.5)

Зауважимо, що звiдси зокрема випливає, що марґiнальнi напiвгрупи, що

генеруються операторами Aj та A−1
j , є аналiтичнi [96].

Перевiримо, що вкладення Dα # D є щiльним. Очевидною є така

рiвнiсть

tj(tj + Aj)
−1x+ 1/tj

[

tj(tj + Aj)
−1
]

Ajx = x.

Пiдставляючи її саму в себе багато раз, отримаємо

[

tj(tj + Aj)
−1
]αj x +

1

tj

αjÿ

m=1

[

tj (tj + Aj)
−1
]m

Ajx = x.

З припущення (5.2.5) та щiльностi вкладення D(Aj)# E випливає

lim
tj→∞

[

tj(tj + Aj)
−1
]αj x = x для всiх x ∈ E.
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Отже, вкладення D(A
αj

j ) # E є щiльним для всiх αj ∈ N, j = 1, . . . , d.

Беручи до уваги те, що кожен обернений оператор A−1
j також генерує

аналiтичну марґiнальну напiвгрупу (див. [96]), ми аналогiчно отримаємо

щiльне вкладення D(A
−αj

j ) # E. Як наслiдок, всi вкладення Dα # E

щiльнi. Замiнюючи в попереднiх мiркуваннях E на Dµ при µ 4 α, ми

отримаємо щiльне вкладення Dα # Dµ.

Для продовження доведення нам потрiбна буде теорема Рiхтера (див.

[9, теорема 1.1] або [182]):

нехай
{

Ek : k ∈ Z
}

— такi банаховi простори, що всi вкладення

Ek+1 # Ek є неперервнi та щiльнi. Тодi вкладення
Ş{

Ek : k ∈ Z
}

#

E0 є щiльним.

Застосовуючи цю теорему до послiдовностi просторiв

{

Ek = Dα : α = (k, . . . , k), k ∈ Z
}

,

отримаємо, що вкладення U =
Ş{

Ek : k ∈ Z
}

# E0 = E є щiльним.

Позначимо L (U, E) простiр необмежених лiнiйних операторiв над E,

що мають спiльну область визначення U i якi дiють з U в E неперервно.

Простiр L (U, E) надiлимо сильною операторною топологiєю.

Оскiльки за лемою 5.2.3 маємо e−tAU ⊂ U для кожного t ∈ R
d
+,

то композицiя B ◦ e−tA належить L (U, E) для довiльного оператора

B ∈ L (U, E). Комутативну пiдалгебру

{

B ∈ L (U, E) : e−tA ◦B = B ◦ e−tA, ∀t ∈ R
d
+

}

називають комутантом напiвгрупи {e−tA : t ∈ Rd
+}.

Теорема 5.2.1. Вiдображення

Φ : xS ′
+ ∋ pf 7−→ pf(A) ∈ L (U, E), де pf(A)x =

〈

f(t), e−tAx
〉

, x ∈ U,

(5.2.6)
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здiйснює неперервний гомоморфiзм з мультиплiкативної алгебри аналi-

тичних функцiй xS ′
+ в комутант напiвгрупи {e−tA : t ∈ Rd

+}. Оператори

з образу Φ
[xS ′

+

]

задовольняють рiвнiсть

zf ∗ g(A) = pf(A) ◦ pg(A), f, g ∈ S ′
+,

i pδ0(A) = I — одиничний оператор.

Доведення. З [181, теорема X.53] випливає, що для довiльної обмеженої

аналiтичної напiвгрупи {e−tA : t ∈ R
d
+} iснує така константа M0 > 0, що

нерiвнiсть
∥

∥(tA)αe−tAx
∥

∥ ≤ M0‖x‖

справджується для всiх x ∈ E, t ∈ Rd
+ та α ∈ Zd+.

Очевидно, що для довiльного γ ∈ Zd+ iснує така константа Kγ, що

виконується нерiвнiсть (1 + t)γ ≤ Kγ(1 + tγ) для всiх t ∈ R
d
+. Зауважимо,

що tµ/(1 + t)µ ≤ 1 для всiх t ∈ Rd
+ i µ ∈ Zd+.

Перевiримо, що вiдображення (5.2.6) коректно задано. Для довiльного

фiксованого x ∈ E позначимо через ωx наступну E-значну функцiю

ωx : R
d
+ ∋ t 7−→ e−tAx ∈ E.

З вище сказаного випливає, що нерiвностi

∥

∥ωx
∥

∥

Sα,β
+ (E)

= max
04µ4α
04ν4β

sup
t∈Rd

+

∥

∥tµ∂νe−tAx
∥

∥ ≤ max
04µ4α
04ν4β

sup
t∈Rd

+

∥

∥tµAνe−tAx
∥

∥

D

= max
04µ4α
04ν4β

sup
t∈Rd

+

∥

∥

∥

∥

tµ

(1 + t)µ
(1 + t)µAνe−tAx

∥

∥

∥

∥

D

≤ max
04µ4α
04ν4β

sup
t∈Rd

+

∥

∥(1 + t)µAνe−tAx
∥

∥

D

≤ max
04ν4γ

sup
t∈Rd

+

∥

∥(1 + t)γAνe−tAx
∥

∥

D
≤ Kγ max

04ν4γ
sup
t∈Rd

+

∥

∥(1 + tγ)Aνe−tAx
∥

∥

D

= Kγ max
04ν4γ

sup
t∈Rd

+

∥

∥e−tAAνx+ (tA)γe−tAAν−γx
∥

∥

D

≤ KγM max
04ν4γ

‖Aνx‖D +KγM0 max
04ν4γ

‖Aν−γx‖D ≤ Kγ(M +M0)‖x‖Dγ

(5.2.7)
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справджуються для всiх x ∈ Dγ, де γ = (γ1, . . . , γd) i γj = max{αj , βj},

j = 1, . . . , d. Тому для кожного x ∈ U =
Ş

Dγ функцiя ωx належить

простору S+(E).

За лемою 5.2.2 iснує розклад

ωx =
ÿ

j∈N

λjxj ⊗ ϕj, (5.2.8)

де xj ∈ E i ϕj ∈ S+. Iз абсолютної збiжностi цього ряду в S+(E)

випливає, що

Λ ◦ ωx =
ÿ

j∈N

λjxj ⊗ Λϕj,

де Λ — оператор розширення з леми 5.2.1 (тут Λ застосований до ска-

лярних функцiй). Таким чином, дiя

〈f, Λ ◦ ωx〉 :=
ÿ

j∈N

λj〈f, Λϕj〉xj

коректно визначена. Вiдомо, що це означення не залежить вiд представ-

лення у виглядi ряду (5.2.8). Оскiльки носiй розподiлу f ∈ S ′
+ мiститься

в Rd
+, а оператор

Λ : S+ ∋ ϕj 7−→ Λϕj ∈ S

змiнює функцiю ϕj поза межами R
d
+, то це означення не залежить вiд

Λ. Тому ми писатимемо

〈f, ωx〉 = 〈f(t), e−tAx〉

замiсть 〈f, Λ ◦ ωx〉. Отже, вiдображення (5.2.6) однозначно визначає лi-

нiйний оператор pf(A) ∈ L (U, E).

Перевiримо його неперервнiсть. Вiдомо (див. [54, IV.9.4 наслiдок 1]),

що з ядерностi простору S+ випливає iзоморфiзм E ⊗p S+ ≃ L (S ′
+, E).

Таким чином з леми 5.2.2 отримаємо iзоморфiзм

S+(E) ≃ L (S ′
+, E). (5.2.9)
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Тому кожну функцiю ωx ∈ S+(E), x ∈ U, можна ототожнити з лiнiйним

неперервним оператором

Ωx : S
′
+ ∋ f 7−→ 〈f, ωx〉 ∈ E, x ∈ U,

що належить простору L (S ′
+, E) згiдно з (5.2.9). Отже, для кожної пари

α, β ∈ Zd+ iснує така константа Cα,β, що

‖〈f, ωx〉‖ ≤ Cα,β‖f‖Sα,β
+

‖ωx‖Sα,β
+ (E) , x ∈ U,

де ‖f‖Sα,β
+

— норма звуження f
∣

∣

Sα,β
+

. З нерiвностей (5.2.7) випливає, що

pf(A) ∈ L (U, E). Остаточно, неперервнiсть вiдображення Φ слiдує з не-

перервностi перетворення Лапласа L : S ′
+ −→ xS ′

+.

Перевiримо, що Φ є алгебраїчним гомоморфiзмом. Спочатку припу-

стимо, що розподiл g ∈ S ′
+ є регулярним, тобто лiнiйну форму 〈g, ωx〉

можна представити у виглядi iнтеграла Бохнера. Використовуючи вiдомi

властивостi iнтеграла, отримаємо

zf ∗ g(A)x =
〈

f ∗ g, ωx
〉

=
〈

f(t),
〈

g(s), e−(s+t)Ax
〉

〉

=
〈

f(t), e−tA
〈

g(s), e−sAx
〉

〉

=
[ pf(A) ◦ pg(A)

]

x

для всiх x ∈ U. Лема 5.2.3 гарантує, що пiдпростiр U є iнварiантним

вiдносно дiї операторiв e−tA для довiльного t ∈ R
d
+. Отже, композицiя

операторiв в останнiй формулi коректно визначена. Оскiльки згортка є

комутативною в алгебрi S ′
+, ми отримаємо pf(A) ◦ pg(A) = pg(A) ◦ pf(A)

для довiльного регулярного g. Наближаючи довiльний розподiл g ∈ S ′
+

регулярними та використовуючи неперервнiсть вiдображення Φ ◦ L з S ′
+

в L (U, E), отримаємо потрiбну властивiсть для всiх f, g ∈ S ′
+.

Для функцiонала Дiрака δt ∈ S ′
+, зосередженого в точцi t ∈ R

d
+, iз

(5.2.6) отримаємо

pδt(A)x = e−tAx для всiх x ∈ U.
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Таким чином, pδ0(A) — одиничний оператор на E. Для довiльних f ∈ S ′
+

та t ∈ Rd
+ маємо

pf(A)◦e−tA = pf(A)◦pδt(A) = zf ∗ δt(A) = zδt ∗ f(A) = pδt(A)◦ pf(A) = e−tA◦ pf(A).

Отже, оператори з образу Φ
[xS ′

+

]

належать комутанту аналiтичної напiв-

групи {e−tA : t ∈ Rd
+}.

Гомоморфiзм Φ з теореми 5.2.1 ми розумiємо як функцiональне чи-

слення в алгебрi xS ′
+ аналiтичних на Cd

+ функцiй.

Приклад 5.2.1. Розглянемо випадок n = 1. Нехай A — деякий (iн’є-

ктивний) генератор обмеженої аналiтичної однопараметричної напiвгрупи

на банаховому просторi E. Визначимо узагальненi функцiї (див. [7, 4.8])

fσ(τ) =















θ(τ)τσ−1

Γ(σ)
, σ > 0,

f ′
σ+1(τ), σ ≤ 0,

де θ — характеристична функцiя пiвосi R+. Якщо σ > 0, то

pfσ(z) =
〈

fσ(τ), e
−τz
〉

=

ż ∞

0

τσ−1

Γ(σ)
e−τz dτ

∣

∣

∣

τz=v

=
1

zσΓ(α)

ż ∞

0

vσ−1e−v dv =
Γ(σ)

zσΓ(σ)
= z−σ

для всiх z ∈ C+. Якщо σ < 0, то знайдеться таке натуральне число

α ∈ N, що σ + α > 0. Тодi

pfσ(z) = L
[

f
(α)
σ+α

]

(z) = zαL [fσ+α] (z) = zαz−(σ+α) = z−σ, z ∈ C+.

Якщо ж σ = 0, то pf0(z) = pδ0(z) ≡ 1 для всiх z ∈ C+.

Таким чином, застосовуючи числення (5.2.6) для довiльного σ ∈ R

отримаємо

pfσ(A)x =
〈

fσ(τ), e
−τAx

〉

=: A−σx, x ∈ U.

Отже, використовуючи теорему 5.2.1, ми можемо визначити довiльний

дiйсний степiнь оператора над щiльним пiдпростором U.
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Приклад 5.2.2. Нехай E = L2(R
d) — простiр квадратично iнтегров-

них комплексних функцiй y : Rd ∋ ξ 7−→ y(ξ) i

−A = D2
ξ :=

(

D2
ξ1
, . . . , D2

ξd

)

, де D2
ξj
=

∂2

∂ξj
2 , j = 1, . . . , d.

Розглянемо щiльний пiдпростiр H2(R
d) ⊂ L2(R

d) квадратично iнтегров-

них функцiй, що мають цiле аналiтичне продовження на C
d. Вiдомо

(див. [104]), що оператор D2
ξ є iн’єктивним на H2(R

d).

Розглянемо ядро Ґаусса

gt(ζ) =
dź

j=1

1

2
a
πtj

e
−

ζ2j
4 tj , ζ ∈ R

d, t ∈ intR
d
+.

Використовуючи вiдому рiвнiсть для Ґама функцiї
ż

Rd

gt(ζ)(−ζ)
2α dζ =

2d(2α− 1)!

(α− 1)!
tα, α ∈ N

d,

та формулу (5.1.13) отримаємо, що рiвнiсть

e−tAy(ξ) = (gt ∗ y)(ξ) (5.2.10)

справджуються для всiх y ∈ H2(R
d). Оскiльки пiдпростiр H2(R

d) є щiль-

ним в L2(R
d), то дiя операторiв e−tA може бути записана у виглядi

перетворення Вейєрштрасса

etD
2
ξy = (gt ∗ y)(ξ) для всiх y ∈ L2(R

d).

Остаточно, формула функцiонального числення набере вигляду

pf(−D2
ξ)y(ξ) =

〈

f(t), (gt ∗ y)(ξ)
〉

,

для всiх f ∈ S ′
+, y ∈ W∞

2 (Rd) ⊂ U, де

W∞
2 (Rd) =

č
{

W 2α
2 (Rd) : α ∈ Z

}

є простором Соболєва нескiнченного порядку (див. [104]).
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5.2.3 Диференцiальнi властивостi

У цьому пунктi встановимо деякi диференцiальнi властивостi опера-

торiв pf(A), що характернi для скалярного перетворення Лапласа.

Нехай виконуються всi припущення пункту 5.2.2.

Символом U⊗p S+ позначимо пiдпростiр в E ⊗p S+ ≃ S+(E) функцiй

вигляду x : Rd
+ ∋ t 7−→ x(t) ∈ U. Визначимо в банаховому просторi E

пiдпростiр pU наступним чином

pU :=
{

pxA ∈ E : x ∈ U⊗p S+

}

, де pxA :=

ż

Rd
+

e−tAx(t) dt.

Якщо x = y ⊗ ϕ при y ∈ U i ϕ ∈ S+, то

pxA = pϕ(A)y, де pϕ(A) =
ż

Rd
+

ϕ(t)e−tA dt.

Зауважимо, що pϕ(A) — обмежений лiнiйний оператор на E, визначений

класичним функцiональним численням Хiлле-Фiллiпса [38] як значення

перетворення Лапласа pϕ = L[ϕ] на генераторi A.

Лема 5.2.4. Пiдпростiр pU ⊂ U щiльний в E.

Доведення. Розглянемо U-значну функцiю x = y ⊗ ϕ, де y ∈ U i ϕ ∈

S+, що належить простору U ⊗p S+. З iнтегрального представлення pxA
випливає

‖pxA‖Dα ≤ M ‖y‖Dα ‖ϕ‖L1(Rd
+)

для всiх α ∈ Z
d
+. Отже, pxA ∈ U для всiх x = y ⊗ ϕ, де y ∈ U i ϕ ∈ S+.

Припустимо, що pU не є щiльним в E. Тодi за теоремою Гана-Банаха

знайдеться такий ненульовий функцiонал x′ ∈ E ′, що 〈x′, pxA〉 = 0 для

всiх x = y ⊗ ϕ, де y ∈ U i ϕ ∈ S+. З вiдомих властивостей iнтеграла

Бохнера (див. [38, 3.7]) випливає, що

〈

x′, pxA
〉

=

ż

Rd
+

〈

x′, e−tAy
〉

ϕ(t) dt = 0
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для всiх ϕ ∈ S+. Таким чином, для довiльного y ∈ U дiйсна аналiтична

функцiя t 7−→
〈

x′, e−tAy
〉

повинна бути тотожно нульова на Rd
+, в iншому

випадку можна вибрати таку функцiю ϕ ∈ S+, щоб величина
〈

x′, pxA
〉

була вiдмiнна вiд нуля.

Зокрема для t = 0 отримаємо, що рiвнiсть
〈

x′, y
〉

= 0 справджується

для всiх y ∈ U. Пiдпростiр U щiльний в E за лемою 5.2.3. Звiдси випливає

x′ = 0, що протирiчить вибору функцiоналу x′.

Формула функцiонального числення з теореми 5.2.1 дозволяє встано-

вити деякi новi диференцiальнi властивостi операторiв pf(A).

Теорема 5.2.2. Для довiльного α ∈ Zd+ справджується рiвнiсть

y∂αf(A)x = Aα pf(A)x, x ∈ U.

Доведення. З леми 5.2.3 випливає Aαe−tAx = e−tAAαx для всiх t ∈ R
d
+,

α ∈ Zd+ i x ∈ U. Тому

y∂αf(A)x =
〈

∂αf(t), e−tAx
〉

= (−1)|α|
〈

f(t), (−A)αe−tAx
〉

=
〈

f(t), e−tAAαx
〉

= pf(A)Aαx = Aα pf(A)x.

Для кожної функцiї x : Rd
+ ∋ t = (t1, . . . , td) 7−→ x(t1, . . . , td) ∈ U, що

належить U⊗pS+ визначимо U-значнi функцiї rxAj
: R+ ∋ τ 7−→ rxAj

(τ) ∈ U,

j = 1, . . . , d, наступним чином

rxAj
(τ) :=

ż

R
d−1
+

e−tAx(t) dťj,

де dťj := dt1 . . . dtj−1 dtj+1 . . . dtd, j = 1, . . . , d. Зауважимо, що iнтеграл в

останнiй формулi ми розумiємо в наступному сенсi
ż

R
d−1
+

e−tAx(t) dťj

= e−τAj

ż

R
d−1
+

e
−

j−1ř
k=1

tkAk−
nř

k=j+1

tkAk

x(t1, . . . , tj−1, τ, tj+1, . . . , td) dťj.
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Теорема 5.2.3. Для довiльного α ∈ N i всiх j = 1, . . . , d справджуються

рiвностi

pf(A)y∂αj xA = Aα
j

pf(A)pxA −
α−1ÿ

r=0

Aα−r−1
j

pf(A)Ć∂rjΛxAj
(0), pxA ∈ pU. (5.2.11)

Доведення. З леми 5.2.4 випливає, що оператор pf(A) в рiвностях (5.2.11)

щiльно заданий. Виберемо довiльний елемент x ∈ U⊗p S+ ⊂ S+(E). Тодi

з означення простору S+(E) для довiльного α ∈ Z+ отримуємо

lim
tj↑∞

∂αj x(t1, . . . , td) = 0, j = 1, . . . , d.

Бiльше того, з леми 5.2.1 маємо

lim
tj↓0

∂αj x(t1, . . . , td) = (∂αj Λx)(t1, . . . , tj−1, 0, tj+1, . . . , td).

З обмеженостi та неперервностi напiвгрупи {e−tA : t ∈ Rd
+} випливають

рiвностi

lim
tj↑∞

e−tA∂αj x(t) = 0 i

lim
tj↓0

e−tA∂αj x(t1, . . . , td) = (∂αj Λx)(t1, . . . , tj−1, 0, tj+1, . . . , td)

для всiх α ∈ Z+ i j = 1, . . . , d. Iнтегруючи частинами за змiнною tj i

використовуючи останнi рiвностi, отримаємо
ż ∞

0

e−tjAj∂1jx(t) dtj = Aj

ż ∞

0

e−tjAjx(t) dtj + lim
tj↑∞

e−tjAjx(t)− lim
tj↓0

e−tjAjx(t)

= Aj

ż ∞

0

e−tjAjx(t) dtj − (Λx)(t1, . . . , tj−1, 0, tj+1, . . . , td).

Продовжуючи рекурсивно та iнтегруючи за iншими змiнними, отри-

маємо

y∂αj xA =

ż

Rd
+

e−tA∂αj x(t) dt = Aα
j pxA −

α−1ÿ

r=0

Aα−r−1
j lim

tj↓0

ż

R
d−1
+

e−tA∂rjx(t) dťj

= Aα
j pxA −

α−1ÿ

r=0

Aα−r−1
j

Ć∂rjΛxAj
(0).



250

Залишилось подiяти розподiлом f ∈ S ′
+ на обидвi частини останньої

рiвностi i застосувати теорему 5.2.1. В результатi отримаємо

pf(A)y∂αj xA =
〈

f(t), e−tAAα
j pxA

〉

−
α−1ÿ

r=0

〈

f(s), e−sAAα−r−1
j lim

tj↓0

ż

R
d−1
+

e−tA∂rjx(t) dťj

〉

= Aα
j

pf(A)pxA −
α−1ÿ

r=0

Aα−r−1
j

pf(A)Ć∂rjΛxAj
(0).

Приклад 5.2.3. Розглянемо генератор A = −D2
ξ напiвгрупи (5.2.10),

визначеної на просторi Соболєва W∞
2 (Rd) (див. приклад 5.2.2).

Нехай x ∈ S+ i y ∈ W∞
2 (Rd) — довiльнi функцiї. Для кожної функцiї

w : R× R
d
+ ∋ (ξ, t) 7−→ w(x, t) := y(ξ)x(t) ∈ C,

що належить простору W∞
2 (Rd)⊗p S+ маємо

y∂1jwA
(ξ) = D2

ξj pwA(ξ)− rwAj
(ξ), j = 1, . . . , d,

де функцiї y∂1jwA
, pwA з простору Соболєва W∞

2 (Rd) мають вигляд

y∂1jwA
(ξ) =

ż

Rd
+

(gt ∗ y)(ξ)∂
1
jx(t) dt, pwA(ξ) =

ż

Rd
+

(gt ∗ y)(ξ)x(t) dt,

а функцiю rwAj
∈ W∞

2 (Rd) можна подати у виглядi

rwAj
(ξ) =

ż

R
d−1
+

(gt ∗ y)(ξ)x̌j(t) dťj,

де x̌j(t) := x(t1, . . . , tj−1, 0, tj+1, . . . , td).

Застосувавши формулу (5.2.11), отримаємо

pf(A)y∂1jwA
(ξ) = D2

ξj
pf(A)pwA(ξ)−

〈

f(t), (gt ∗ rwAj
)(ξ)

〉

, ξ ∈ R
d.
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5.3 Операторне числення в класi полiномiальних уза-

гальнених функцiй повiльного росту над банахо-

вим простором

Функцiональне числення Хiлле-Фiллiпса для функцiй однiєї та ба-

гатьох змiнних було предметом розгляду в роботах Е. Хiлле, Р. Фiл-

лiпса, А. Мiротiна, О. Лопушанського та автора дисертацiї (див., на-

приклад, [25, 38, 157] та посилання там). Випадок функцiй нескiнченної

кiлькостi змiнних дослiджений менше. У цьому контекстi слiд згадати

книгу [34], що присвячена спектральним питанням (серед них i фун-

кцiональне числення) злiченних наборiв самоспряжених операторiв на

гiльбертовому просторi.

Основна мета цього параграфу — це побудова функцiонального чи-

слення типу Хiлле-Фiллiпса для злiченного набору генераторiв сильно

неперервних напiвгруп стиску, що дiють в деякому банаховому просторi.

Тензорнi алгебри над простором швидко спадних функцiй з тензорним

добутком в якостi множення (так званi алгебри Борхерса-Улмана) ефе-

ктивно використовуються в квантовiй теорiї поля (див., наприклад, [78,

215]). Такi алгебри мають еквiвалентну структуру полiномiв з поточко-

вим множенням [99]. Це було поштовхом для дослiдження проблем, по-

в’язаних полiномiальним розширенням крос-кореляцiї (ультра)розподiлiв,

диференцiювань i вiдповiдного функцiонального числення [158,161]. Еле-

менти алгебр Борхерса-Улмана можна трактувати як функцiонали на

просторах нескiнченно гладких функцiй нескiнченної кiлькостi змiнних.

Ми можемо розумiти таку алгебру як простiр полiномiальних розподi-

лiв з тензорною структурою. В цьому параграфi ми розглянемо таку

структуру для одного спецiального випадку.

Використовуючи технiку Ґротендiка [120], ми вводимо полiномiаль-

не розширення крос-кореляцiї i доводимо теорему 5.3.1 про iзоморфне
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представлення алгебри полiномiальних розподiлiв у виглядi комутанта

полiномiальної напiвгрупи зсувiв (див. формулу (5.3.3)) в просторi лiнiй-

них неперервних операторiв на
À

n S
p⊗n
+ . У твердженнi 5.3.2 ми доводимо

диференцiальну властивiсть полiномiальної крос-кореляцiї, яка суттєво

використовується в основнiй теоремi 5.3.2 цього параграфу.

У пунктi 5.3.2 ми розширюємо узагальнене перетворення Фур’є на

простiр полiномiальних основних та узагальнених функцiй. Елементи

образу цього вiдображення ми розумiємо як функцiї та функцiонали

нескiнченної кiлькостi змiнних (див. зауваження 5.3.1 та 5.3.2) вiдповiдно.

Побудованi полiномiальнi основнi та узагальненi функцiї ми застосову-

ємо до операторних напiвгруп нескiнченної кiлькостi параметрiв. А саме,

ми будуємо функцiональне числення для злiченної системи генераторiв

(C0) напiвгруп стиску i доводимо його властивостi (див. зауваження 5.3.3

i теорему 5.3.2). Це числення є нескiнченновимiрним аналогом числен-

ня, побудованого в параграфi 5.1 (див. також [157]). В якостi прикладу

ми розглядаємо нескiнченновимiрну напiвгрупу Ґаусса, яка генерується

злiченним набором операторiв другого диференцiювання.

5.3.1 Основнi вiдомостi про полiномiальнi розподiли повiльного

росту

Нехай S+ позначає простiр Шварца швидко спадних функцiй на R+,

а S ′
+ — спряжений простiр розподiлiв повiльного росту з носiями в R+.

Вiдомо (див. [146, 207]), що що S+ є ядерним (FS) простором, а S ′
+ —

ядерним (DFS) простором. Цi факти суттєво використовуються в наших

дослiдженнях.

Зауважимо, що сильна топологiя на S ′
+ спiвпадає з топологiєю Маккi

i топологiєю iндуктивної границi (див. [54, IV.4, IV.5]). Нехай δt позначає

дельта функцiю Дiрака, зосереджену в точцi t ∈ R+. Вiдомо [7], що S ′
+

є топологiчною алгеброю з одиницею δ := δ0 вiдносно згортки.
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Головнi об’єкти дослiдження у цьому параграфi — це алгебри P(S ′
+)

i P ′(S ′
+) полiномiальних основних та узагальнених функцiй, що мають

тензорну структуру вигляду
À

fin
n∈Z+

S
p⊗n
+ i

Ś
n∈Z+

S ′p⊗n
+ вiдповiдно. Для зру-

чностi читача коротко повторимо деякi факти, якi описанi в пунктi 3.1.2

(для детальнiшої iнформацiї див. [99]).

Щоб визначити локально опуклий простiр Pn(S
′
+) n-однорiдних полi-

номiв на S ′
+ ми використовуємо канонiчний топологiчний лiнiйний iзомор-

фiзм Pn(S
′
+) ≃ (S ′p⊗n

+ )′. А саме, для довiльного функцiоналу pn ∈ (S ′p⊗n
+ )′

визначимо n-однорiдний полiном Pn ∈ Pn(S
′
+) за наступною формулою

Pn(f) := 〈 pn, f
⊗n 〉, f ∈ S ′

+. Приймемо за означенням P0(S
′
+) := C. Про-

стiр P(S ′
+) всiх неперервних полiномiв на S ′

+ визначають як скiнченну

комплексну лiнiйну оболонку всiх Pn(S
′
+), n ∈ Z+. Простори Pn(S

′
+),

n ∈ Z+, P(S ′
+) надiляємо локально опуклою топологiєю рiвномiрної збi-

жностi на обмежених множинах простору розподiлiв S ′
+. Позначимо сим-

волом P ′(S ′
+) сильно спряжений простiр до P(S ′

+). Як i в параграфi 2.2

для спрощення записiв введемо позначення

Γ(S+) :=
à

fin
n∈Z+

S
p⊗n
+ i Γ(S ′

+) :=
ą

n∈Z+

S ′p⊗n
+ .

З теореми 2.2.3 (див. також [161, твердження 2.1]) випливає, що справ-

джуються наступнi топологiчнi iзоморфiзми

Υ : P(S ′
+) −→ Γ(S+), Ψ : P ′(S ′

+) −→ Γ(S ′
+). (5.3.1)

Нагадаємо, що елементи просторiв P(S ′
+) i P ′(S ′

+) ми називаємо по-

лiномiальними основними та узагальненими функцiями вiдповiдно. Еле-

менти просторiв типу Фока Γ(S+) i Γ(S ′
+) ми писатимемо у виглядi

p =
mà
n=0

pn = (p0, p1, . . . , pm, 0, . . . ) ∈ Γ(S+), m ∈ N,

u =
ą

n∈Z+

un = (u0, u1, . . . , un, . . . ) ∈ Γ(S ′
+),
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вiдповiдно, або спрощено
(

pn
)

,
(

un
)

, де pn ∈ S
p⊗n
+ i un ∈ S ′p⊗n

+ для всiх

n ∈ Z+. Жирний шрифт буде використовуватись виключно для елементiв

просторiв Γ(S+) i Γ(S ′
+).

Визначимо операцiю

(

f⊗n
)

⊛
(

g⊗n
)

:=
(

(f ∗ g)⊗n
)

для елементiв тотальної пiдмножини (3.1.7) простору Γ(S ′
+) i розширимо

її на весь простiр за лiнiйнiстю та неперервнiстю. Очевидно, що Γ(S ′
+)

стає алгеброю з одиничним елементом
(

δ⊗n
)

вiдносно введеної операцiї

⊛. Оскiльки Γ(S+) неперервно i щiльно вкладений в Γ(S ′
+) (див. [161])

i простiр S+ є згортковою алгеброю (див. [7]), то простiр Γ(S+) теж є

алгеброю вiдносно ⊛.

За аналогiєю з формулою (4.3.11) визначимо оператор K⊗ ∈ L
(

Γ(S+)
)

за правилом

K⊗ :=
(

K⊗n
)

: p = (pn) 7−→ K⊗p :=
(

K⊗npn
)

, (5.3.2)

де K ∈ L (S+), K⊗0 := IC, а кожен оператор K⊗n ∈ L (S
p⊗n
+ ) визначений

як лiнiйне та неперервне розширення вiдображення ϕ⊗n 7−→ (Kϕ)⊗n,

ϕ ∈ S+, n ∈ N.

Розглянемо однопараметричну (C0) напiвгрупу зсувiв

T : R+ ∋ s 7−→ Ts ∈ L (S+), Tsϕ(t) := ϕ(t+ s), t ∈ R+, ϕ ∈ S+.

Легко перевiрити, що T⊗n : R+ ∋ s 7−→ T⊗n
s ∈ L (S

p⊗n
+ ) — однопараме-

трична напiвгрупа операторiв. З означення (5.3.2) випливає, що коректно

визначеним є вiдображення T⊗
s :=

(

T⊗n
s

)

, s ∈ R+. Функцiю

T⊗ : R+ ∋ s 7−→ T⊗
s ∈ L

(

Γ(S+)
)

(5.3.3)

назвемо полiномiальною напiвгрупою зсувiв.

Крос-кореляцiєю розподiлу f ∈ S ′
+ i функцiї ϕ ∈ S+ називають фун-

кцiю (f ⋆ ϕ)(s) := 〈f, Tsϕ〉 = 〈f(t), ϕ(t + s)〉. Аналогiчно як це зроблено
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в [204] легко показати, що

f ⋆ ϕ ∈ S+ (5.3.4)

для довiльних f ∈ S ′
+ i ϕ ∈ S+. З неперервностi розподiлу f ∈ S ′

+ та

оператора Ts ∈ L (S+) випливає, що функцiя f ⋆ϕ нескiнченно гладка на

R+ (див. також доведення теореми 4.2.1), при цьому виконується рiвнiсть

dn

dsn
(f ⋆ ϕ) = 〈 f,

dn

dsn
Tsϕ 〉.

Покажемо, що f ⋆ ϕ — швидко спадна функцiя. Дiйсно, для довiльного

p ∈ Z+ з теореми Шварца (див. [7, ст. 93]) та з нерiвностi (3.1.3) випливає

‖f ⋆ ϕ‖p = sup
0≤m≤p

sup
s∈R+

(1 + s2)p/2|(f ⋆ ϕ)(m)(s)|

= sup
0≤m≤p

sup
s∈R+

(1 + s2)p/2
∣

∣

〈

f, ϕ(m)(·+ s)
〉∣

∣

≤ ‖f‖−r sup
0≤m≤p

sup
s∈R+

(1 + s2)p/2‖ϕ(m)(·+ s)‖r

≤ ‖f‖−r sup
0≤m≤p

sup
s∈R+

(1 + s2)p/2 sup
0≤n≤r

sup
t∈R+

(1 + t2)r/2|ϕ(m+n)(t+ s)|

≤ ‖f‖−r sup
0≤k≤p+r

sup
x∈R+

(1 + x2)(p+r)/2|ϕ(k)(x)| = ‖f‖−r‖ϕ‖p+r < ∞,

де r — порядок узагальненої функцiї f ∈ S ′
+ (див. [7]).

З доведеної вище нерiвностi ‖f ⋆ ϕ‖p ≤ ‖f‖−r‖ϕ‖p+r та з (5.3.4) ви-

пливає, що оператор крос-кореляцiї Kf : ϕ 7−→ f ⋆ ϕ належить простору

L (S+) для довiльного розподiлу f ∈ S ′
+. З означення (5.3.2) (див. також

(4.3.14)) випливає, що

K⊗
u :=

(

K⊗n
un

)

∈ L
(

Γ(S+)
)

i K⊗n
un ∈ L (S

p⊗n
+ ), (5.3.5)

де u := (un) ∈ Γ(S ′
+), un ∈ S ′p⊗n

+ , n ∈ Z+.

Крос-кореляцiю полiномiального розподiлу u = (un) ∈ Γ(S ′
+) i полiно-

мiальної основної функцiї p = (pn) ∈ Γ(S+) визначимо за формулою

u ⋆ p := K⊗
up =

(

K⊗n
un
pn
)

.
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Твердження 5.3.1. Для довiльних елементiв u ∈ Γ(S ′
+) i p ∈ Γ(S+)

їхня крос-кореляцiя u ⋆ p є полiномiальною основною функцiєю, що на-

лежить простору Γ(S+).

Доведення. З урахуванням (5.3.4) це твердження легко довести за ана-

логiєю iз доведенням твердження 4.3.2.

Комутантом
[

T⊗
]c

⊂ L
(

Γ(S+)
)

полiномiальної напiвгрупи зсувiв T⊗

назвемо множину

[

T⊗
]c

:=
{

K⊗ ∈ L
(

Γ(S+)
)

: K⊗ ◦ T⊗
s = T⊗

s ◦K⊗, ∀ s ∈ R+

}

,

де оператор K⊗ визначений формулою (5.3.2).

Теорема 5.3.1. Вiдображення Γ(S ′
+) ∋ u 7−→ K⊗

u ∈ L
(

Γ(S+)
)

здiйснює

алгебраїчний iзоморфiзм з алгебри
{

Γ(S ′
+),⊛

}

на комутант
[

T⊗
]c

на-

пiвгрупи T⊗ в алгебрi
{

L
(

Γ(S+)
)

, ◦
}

.

Доведення. Доведення проведемо за тiєю ж схемою, що i в теоремi

4.3.3. Нехай елементи u, v ∈ Γ(S ′
+) i p ∈ Γ(S+) представленi у виглядi

u = (f⊗n), v = (g⊗n) i p = (ϕ⊗n), де f, g ∈ S ′
+, ϕ ∈ S+, вiдповiдно.

Покажемо, що вказане у теоремi вiдображення є гомоморфiзмом алгебр,

а саме, доведемо рiвнiсть

K⊗
u⊛v = K⊗

u ◦K⊗
v , u, v ∈ Γ(S ′

+). (5.3.6)

З означення операцiй ⊛ та ⋆, а також з (4.3.13), випливають рiвностi

K⊗
u⊛vp =

(

〈

(f ∗ g)⊗n, T⊗n
s ϕ⊗n

〉

)

=
(

(

(f ∗ g) ⋆ ϕ
)⊗n
)

=
(

(

f ⋆ (g ⋆ ϕ)
)⊗n
)

=
(

〈

f, Ts(g ⋆ ϕ)
〉⊗n
)

=
(

〈

f⊗n, T⊗n
s (g ⋆ ϕ)⊗n

〉

)

= K⊗
uK

⊗
v p.

Тепер покажемо, що образом вiдображення u 7−→ K⊗
u є комутант
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[

T⊗
]c

. Використовуючи (4.3.13), отримаємо

K⊗
uT

⊗
s p =

(

f⊗n
)

⋆
(

T⊗n
s ϕ⊗n

)

=
(

f⊗n
)

⋆
(

(Tsϕ)
⊗n
)

=
(

(f ⋆ Tsϕ)
⊗n
)

=
(

(Ts(f ⋆ ϕ))
⊗n
)

=
(

T⊗n
s (f ⋆ ϕ)⊗n

)

=
(

T⊗n
s K⊗n

fn
ϕ⊗n

)

= T⊗
s K

⊗
up

для всiх s ∈ R+. Отже, для довiльного розподiлу u ∈ Γ(S ′
+) оператор

K⊗
u належить комутанту

[

T⊗
]c

.

Навпаки, виберемо такий оператор K ∈ L (S+), що K⊗ ∈
[

T⊗
]c

.

Визначимо узагальнену функцiю h ∈ S ′
+ за правилом 〈h, ϕ〉 := (Kϕ)(0),

ϕ ∈ S+. Покажемо, що для елемента w := (1, h, . . . , h⊗n, . . . ) виконується

рiвнiсть K⊗ = K⊗
w. Оскiльки (h⋆ϕ)(s) = 〈h, Tsϕ〉 = (KTsϕ)(0) = (Kϕ)(s),

то

K⊗
wp =

(

(h ⋆ ϕ)⊗n
)

=
(

(Kϕ)⊗n
)

=
(

K⊗nϕ⊗n
)

= K⊗p.

Отже, K⊗ = K⊗
w, звiдки випливає, що образ вiдображення Γ(S ′

+) ∋ u 7−→

K⊗
u ∈ L

(

Γ(S+)
)

спiвпадає з комутантом
[

T⊗
]c

.

Нехай D та D′ позначають оператор диференцiювання та узагаль-

неного диференцiювання на просторах функцiй S+ та розподiлiв S ′
+

вiдповiдно, тобто 〈D′f, ϕ〉 = −〈f,Dϕ〉, f ∈ S ′
+, ϕ ∈ S+.

В теоремах 3.2.1 та 3.2.2 було введено оператори D ∈ L
(

Γ(S+)
)

та

D′ ∈ L
(

Γ(S ′
+)
)

i показано, що цi оператори є неперервними диференцi-

юваннями на вiдповiдних просторах.

Твердження 5.3.2. Для довiльних елементiв u ∈ Γ(S ′
+) та p ∈ Γ(S+)

виконується наступна рiвнiсть

(D′u) ⋆ p = −u ⋆ (Dp).

Доведення. Для елементiв u ∈ Γ(S ′
+) i p ∈ Γ(S+), що представленi у

виглядi u = (f⊗n) i p = (ϕ⊗n), де f ∈ S ′
+, ϕ ∈ S+, вiдповiдно, потрiбна

рiвнiсть перевiряється безпосередньо (див. доведення твердження 4.3.3).
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Залишилось зауважити, що елементи вигляду u = (f⊗n) i p = (ϕ⊗n), f ∈

S ′
+, ϕ ∈ S+, утворюють тотальну пiдмножину у вiдповiдному просторi

(див. (3.1.7))

5.3.2 Перетворення Фур’є полiномiальних розподiлiв повiльно-

го росту

Оскiльки кожен елемент простору S+ можна розумiти як функцiю

ϕ ∈ L1(0,∞)∩L2(0,∞), то пряме та обернене перетворення Фур’є можна

визначити за формулами (див. також (3.3.1))

F+ : ϕ 7−→ pϕ(ξ) =
ż

R+

e−itξϕ(t) dt, ξ ∈ R,

F−1
+ : pϕ 7−→ ϕ(t) =

1

2π

ż

R

eitξ pϕ(ξ) dξ, t ∈ R+.

Нехай pS+ := F+[S+] позначає образ простору S+ вiдносно вiдобра-

ження F+. Вiдомо [2], що pS+ ⊂ L2(R). Використовуючи iн’єктивнiсть

вiдображення F+, надiлимо простiр pS+ iндукованою топологiєю. Таким

чином, pS+ — ядерний (FS) простiр (див. [54]). Для сильно спряжених

просторiв визначено спряжене вiдображення F ′
+ :

pS ′
+ 7−→ S ′

+. Як i в па-

раграфi 3.3 (див. формулу (3.3.3)) вiдображення

F ′ := 2π(F ′
+)

−1 : S ′
+ ∋ f 7−→ pf := F ′[f ] ∈ pS ′

+

назвемо узагальненим перетворенням Фур’є розподiлiв з класу S ′
+.

Позначимо F := F+. Тодi бiлiнiйна форма

〈F ′f,Fϕ〉 = 2π〈F ′
+(F

′
+)

−1f, ϕ〉 = 2π〈f, ϕ〉,

де f ∈ S ′
+, ϕ ∈ S+, визначає нову дуальнiсть 〈 pS ′

+,
pS+ 〉.

Простiр pS ′
+ є ядерним (DFS) простором як сильно спряжений до

ядерного (FS) простору pS+ (див. [54]).

Позначимо Γ( pS+) :=
À

fin
n∈Z+

pS p⊗n
+ i Γ( pS ′

+) :=
Ś
n∈Z+

pS ′p⊗n
+ . Для довiльних еле-

ментiв pu =
( pf⊗n

)

, pv =
(ph⊗n

)

∈ Γ( pS ′
+), f, h ∈ S ′

+, з тотальної пiдмножини
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визначимо операцiю

pu p⊛ pv :=
(

( pf · ph)⊗n
)

,

а вiдтак розширимо її на весь простiр Γ( pS ′
+) за лiнiйнiстю та неперерв-

нiстю. Очевидно, що Γ( pS ′
+) — алгебра вiдносно операцiї p⊛. Аналогiчно

як i вище ми можемо iндукувати цю операцiю на простiр Γ( pS+), який

теж стає алгеброю вiдносно цiєї операцiї.

З теореми 2.2.3 випливає, що справджуються наступнi топологiчнi

iзоморфiзми

pΥ : P( pS ′
+) −→ Γ( pS+) i pΨ : P ′( pS ′

+) −→ Γ( pS ′
+).

Використовуючи iзоморфiзми (5.3.1) ми можемо розширити вiдобра-

ження F на простiр Γ(S+) наступним чином. Спочатку для довiльного

ϕ⊗n ∈ S
p⊗n
+ , ϕ ∈ S+, визначимо перетворення F⊗n за правилами

F⊗n : ϕ⊗n 7−→ pϕ⊗n i F⊗0 := IC.

Потiм, розширимо F⊗n на весь простiр S
p⊗n
+ за лiнiйнiстю та неперервнi-

стю, отримаємо F⊗n ∈ L
(

S
p⊗n
+ , pS p⊗n

+

)

. Остаточно вiдображення F⊗ визна-

чимо за формулою

F⊗ =
(

F⊗n
)

: Γ(S+) ∋ p =
(

pn
)

7−→ pp :=
(

ppn
)

∈ Γ( pS+),

де ppn := F⊗npn. Легко перевiрити, що F⊗ є гомоморфiзмом вiдповiдних

алгебр.

Зауваження 5.3.1. Зауважимо, що pϕ⊗n для кожного n ∈ N ми розумiємо

як функцiю n змiнних вигляду R
n ∋ (ξ1, . . . , ξn) 7−→ pϕ(ξ1) · . . . · pϕ(ξn) ∈ C,

яку можна записати у виглядi iнтеграла

pϕ⊗n(ξ1, . . . , ξn) =

ż

Rn
+

e−i(t1ξ1+···+tnξn)ϕ(t1) · . . . · ϕ(tn) dt1 . . . dtn.

Тому елементи простору Γ( pS+) можна розумiти як функцiї нескiнченної
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кiлькостi змiнних

pp : (ξ1, . . . , ξn, . . . ) 7−→
(

pp0, pp1(ξ1), pp2(ξ2, ξ3), . . . , ppn(ξbn, . . . , ξen), . . .
)

,

(5.3.7)

де bn := n(n−1)
2 + 1, en := n(n+1)

2 . Проте зауважимо, що насправдi кожна

функцiя pp ∈ Γ( pS+) залежить вiд скiнченної (залежної вiд pp), але не

фiксованої кiлькостi змiнних. Це пояснюється тим, що для кожного pp
послiдовнiсть в правiй частинi (5.3.7) є скiнченною.

Визначимо оператор F ′⊗ за правилом

F ′⊗ := (F ′⊗n) : Γ(S ′
+) ∋ u =

(

un
)

7−→ pu :=
(

pun
)

∈ Γ( pS ′
+),

де pun := F ′⊗nun ∈ pS ′p⊗n
+ , F ′⊗0 := IC, а кожен оператор F ′⊗n : S ′p⊗n

+ −→ pS ′p⊗n
+ ,

n ∈ N, визначений як лiнiйне та неперервне розширення вiдображення

f⊗n 7−→ (F ′f)⊗n, f ∈ S ′
+.

Зауваження 5.3.2. Iз зауваження 5.3.1 випливає, що pun ∈ pS ′p⊗n
+ ≃ ( pS p⊗n

+ )′

є функцiоналом n “змiнних” вигляду

ppn(ξ1, . . . , ξn) 7−→ 〈pun, ppn〉 := 〈pun(ξ1, . . . , ξn), ppn(ξ1, . . . , ξn)〉 ∈ C

де ppn ∈ pS p⊗n
+ . Тому довiльний елемент pu =

(

pun
)

∈ Γ( pS ′
+) ми розумiємо

як функцiонал нескiнченної кiлькостi “змiнних” у наступному сенсi (див.

також формулу (5.3.7))

pu : Γ( pS+) −→ C

pp(ξ1, . . . , ξn, . . . ) =
(

ppn(ξbn, . . . , ξen)
)

7−→ 〈pu, pp〉 :=
ÿ

n∈Z+

〈pun, ppn〉.

5.3.3 Нескiнченнопараметрична напiвгрупа операторiв та вiд-

повiдне функцiональне числення

Нехай E — комплексний банахiв простiр. Розглянемо злiченний набiр

A := (A1,A2, . . . ,An, . . . ) операторiв, що дiють в E. Для нас буде зручно

переписати цей набiр в iншому виглядi. Позначимо An := (Abn, . . . ,Aen),
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де bn := n(n−1)
2

+ 1, en := n(n+1)
2

. За означенням приймемо A0 := ∅. Лег-

ко бачити, що A1 = A1, A2 := (A2,A3), A3 := (A4,A5,A6) i т.д. В

загальному An є сукупнiстю наступних, ще не записаних ранiше, n опе-

раторiв системи A. Тодi цю злiченну систему операторiв можна записати

у виглядi A = (A0, A1, A2, . . . , An, . . . ) або скорочено A =
(

An

)

.

Припустимо, що An є генератором (див. [38,82]) n-параметричної (C0)

напiвгрупи R
n
+ ∋ t 7−→ e−it·An ∈ L (E), що задовольняє умову

sup
t∈Rn

+

‖e−it·An‖L (E) ≤ 1, (5.3.8)

де для довiльного t ∈ R
n
+ позначено t · An := t1Abn + · · ·+ tnAen.

Припустимо, що оператори групи An = (Abn, . . . ,Aen) для всiх n ∈

N комутують один з одним. Зауважимо, що в цьому випадку (див.

[38, 82]) напiвгрупу можна записати у виглядi композицiї комутуючих

однопараметричних марґiнальних напiвгруп

e−it·An = e−it1Abn ◦ · · · ◦ e−itnAen .

Символом A позначимо множину, елементами якої є злiченнi системи

описаних вище операторiв. Для кожного n ∈ N нехай An — множи-

на, елементами якої є набори з n генераторiв однопараметричних (C0)

напiвгруп, що задовольняють умову (5.3.8).

Визначимо вiдображення

L := (Ln) : Γ(S+) ∋ p =
(

pn
)

7−→ rp :=
ÿ

n∈Z+

rpn ∈ rS, (5.3.9)

де rS :=
ř
n∈Z+

rSn. Зауважимо, що для кожного n ∈ Z+ множина rSn
визначена як простiр функцiй

rpn : An ∋ An 7−→ rpn(An) :=

ż

Rn
+

e−it·Anpn(t) dt ∈ L (E), n ∈ N, (5.3.10)

де iнтеграл ми розумiємо у сенсi Бохнера, а rp0 := p0IE ∈ L (E).
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Оскiльки для операторiв злiченного набору A виконується умова

(5.3.8), то на пiдставi теореми 1.1.1 можемо стверджувати, що всi вiд-

ображення Ln : pn 7−→ rpn, n ∈ Z+, є iзоморфiзмами. Справдi, напiвгрупи

{e−i(λ,t)IE : t ∈ R
n
+} при − Imλ ∈ intR

n
+ задовольняють умову (5.3.8). То-

му їх генератори (−iλ1IE, . . . ,−iλnIE) належать множинi An. Зауважимо,

що

rpn(−iλ1IE, . . . ,−iλnIE) =

ż

Rn
+

e−λ·tpn(t) dt

є перетворенням Лапласа функцiї pn ∈ S
p⊗n
+ . Звiдси зокрема випливає, що

якщо rpn ≡ 0, то pn ≡ 0, тобто KerLn = {0}, n ∈ N. Отже, KerL = {0} i

вiдображення L є iзоморфiзмом.

Зауваження 5.3.3. Вiдображення L : Γ(S+) −→ rS є гомоморфiзмом з ал-

гебри
{

Γ(S+),⊛
}

в алгебру операторнозначних функцiй, заданих на A.

З iншого боку, вiдображення F⊗ : Γ(S+) −→ Γ( pS+) також є гомоморфi-

змом. Тому вiдображення

L ◦ (F⊗)−1 : Γ( pS+) −→ rS

можна розумiти як “елементарне” функцiональне числення. Iншими сло-

вами, оператор rp(A) =
ř
n∈Z+

rpn(An) ∈ L (E) ми розумiємо як “значення”

функцiї pp нескiнченної кiлькостi змiнних (див. (5.3.7)) на злiченному на-

борi A := (A1,A2, . . . ,An, . . . ) ∈ A генераторiв однопараметричних (C0)

напiвгруп стиску.

Визначимо однопараметричну напiвгрупу rT⊗ : R+ ∋ s 7−→ rT⊗
s ∈ L

( rS
)

на просторi rS за правилом

rT⊗
s :=

(rT⊗n
s

)

: rp =
ÿ

n∈Z+

rpn 7−→ rT⊗
s rp :=

ÿ

n∈Z+

rT⊗n
s rpn.

При цьому функцiю rT⊗n
s rpn ∈ rSn ми визначаємо наступним чином

rT⊗n
s rpn : An 7−→ rT⊗n

s rpn(An) :=

ż

Rn
+

e−it·Anpn(t+ s) dt,
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де для простоти позначено pn(t+s) := pn(t1+s, . . . , tn+s). Зауважимо, що

функцiя rpn операторного аргумента визначена ранiше формулою (5.3.10).

Використовуючи властивостi iнтеграла Бохнера (див. [38, 3.7]), для

довiльного елемента p =
(

pn
)

∈ Γ(S+) при pn = ϕ⊗n ∈ S
p⊗n
+ , ϕ ∈ S+,

отримуємо, що справджуються наступнi рiвностi

ĄT⊗
s p(A) = L

[(

T⊗n
s pn

)]

(A) = L
[(

(Tsϕ)
⊗n
)]

(A)

= IE +
ÿ

n∈N

ż

Rn
+

e−it·Anϕ(t1 + s) · . . . · ϕ(tn + s) dt

= rp0(A0) +
ÿ

n∈N

rT⊗n
s rpn(An) = rT⊗

s rp(A)

для всiх s ∈ R+ i A :=
(

An

)

∈ A.

Звiдси випливає, що оператор rT⊗
s можна представити у виглядi rT⊗

s =

L ◦ T⊗
s ◦ L−1. З неперервностi вiдображень T⊗

s i L, а також з вiдкритостi

перетворення L випливає, що напiвгрупа rT⊗ : R+ ∋ s 7−→ rT⊗
s ∈ L

( rS
)

володiє (C0) властивiстю.

Комутантом напiвгрупи rT⊗ назвемо множину

[rT⊗
]c

:=
{rT ∈ L

( rS
)

: rT ◦ rT⊗
s = rT⊗

s ◦ rT , ∀s ∈ R+

}

.

Визначимо вiдображення

Φ :=
(

Φn
)

: Γ(S ′
+) ∋ u =

(

un
)

7−→ Φu :=
ÿ

n∈Z+

Φun ∈ L
( rS
)

(5.3.11)

де un := f⊗n ∈ S ′p⊗n
+ , f ∈ S ′

+. При цьому функцiя Φun ∈ L
( rSn

)

, n ∈ Z+,

визначена формулами

Φun : rpn 7−→ Φunrpn, де (Φunrpn)(An) :=

ż

Rn
+

e−it·AnK⊗n
f pn(t) dt, n ∈ N,

а Φu0 — тотожний оператор. Зауважимо, що функцiя rpn операторного

аргумента визначена формулою (5.3.10), а оператор K⊗n
f — формулами

(5.3.2) та (5.3.5).
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Теорема 5.3.2. Вiдображення Φ, визначене формулою (5.3.11), є алге-

браїчним iзоморфiзмом з алгебри
{

Γ(S ′
+),⊛

}

в пiдалгебру комутанта
[rT⊗

]c
операторiв вигляду rK⊗ = L ◦K⊗ ◦ L−1 ∈ L

( rS
)

, де K ∈ L (S+).

Зокрема, справджується рiвнiсть Φu⊛v = Φu ◦ Φv для всiх u, v ∈ Γ(S ′
+),

а оператор Φδ дiє як тотожний в L
( rS
)

, де δ =
(

δ⊗n
)

.

Бiльше того, справджується наступна диференцiальна властивiсть

ΦD′urp = −Φu
ĂDp для довiльних u ∈ Γ(S ′

+) i p ∈ Γ(S+).

Доведення. Для довiльних u =
(

un
)

∈ Γ(S ′
+) при un := f⊗n, f ∈ S ′

+ i

p =
(

pn
)

∈ Γ(S+) справджуються наступнi рiвностi

(Φurp)(A) =
ÿ

n∈Z+

(Φunrpn)(An) = IE +
ÿ

n∈N

ż

Rn
+

e−it·AnK⊗n
f pn(t) dt

= L
[(

K⊗n
f pn

)]

(A) = ĆK⊗
up(A)

(5.3.12)

для всiх A :=
(

An

)

∈ A. Звiдси випливає, що вiдображення Φu можна

представити виглядi Φu = L ◦ K⊗
u ◦ L−1. З неперервностi вiдображень

K⊗
u i L, а також з вiдкритостi L випливає, що Φu ∈ L

( rS
)

для всiх

u ∈ Γ(S ′
+). Далi, з рiвностей

(Φu
rT⊗
s rp)(A) =

ÿ

n∈Z+

(Φun
rT⊗n
s rpn)(An) = IE +

ÿ

n∈N

ż

Rn
+

e−it·AnK⊗n
f T⊗n

s pn(t) dt

= IE +
ÿ

n∈N

ż

Rn
+

e−it·AnT⊗n
s K⊗n

f pn(t) dt

= IE +
ÿ

n∈N

rT⊗n
s

ż

Rn
+

e−it·AnK⊗n
f pn(t) dt

=
ÿ

n∈Z+

(rT⊗n
s Φunrpn)(An) = (rT⊗

s Φurp)(A),

що виконуються для всiх s ∈ R+, rp =
ř
n∈Z+

rpn ∈ rS i A :=
(

An

)

∈ A,

випливає, що для довiльного u ∈ Γ(S ′
+) оператор Φu належить комутанту

[rT⊗
]c

.
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Доведемо обернене твердження. Нехай rK⊗ = L ◦ K⊗ ◦ L−1 ∈ L
( rS
)

при K ∈ L (S+) належить комутанту
[rT⊗

]c
. Тодi

L ◦K⊗ ◦ T⊗
s ◦ L−1 =L ◦K⊗ ◦ L−1 ◦ L ◦ T⊗

s ◦ L−1 = rK⊗ ◦ rT⊗
s = rT⊗

s ◦ rK⊗

=L ◦ T⊗
s ◦ L−1 ◦ L ◦K⊗ ◦ L−1 = L ◦ T⊗

s ◦K⊗ ◦ L−1,

звiдки слiдує, що оператор K⊗ належить комутанту напiвгрупи T⊗
s . З

доведення теореми 5.3.1 випливає, що знайдеться такий єдиний розподiл

f ∈ S ′
+, що K = Kf i K⊗ = K⊗

u , де u =
(

f⊗n
)

. Отже, rK⊗ = rK⊗
u .

З рiвностi (5.3.6) випливає

Φu⊛v = L ◦K⊗
u⊛v ◦ L

−1 = L ◦K⊗
u ◦K⊗

v ◦ L−1

= L ◦K⊗
u ◦ L−1 ◦ L ◦K⊗

v ◦ L−1 = Φu ◦ Φv.

Як наслiдок, ми отримаємо рiвностi Φδ ◦ Φu = Φδ⊛u = Φu = Φu⊛δ =

Φu ◦ Φδ, тобто Φδ ∈ L
( rS
)

дiє як одиничний оператор.

Залишилось довести диференцiальну властивiсть ΦD′urp = −Φu
ĂDp. З

рiвностей (5.3.12) випливає Φurp = Ću ⋆ p. Тому, використовуючи твердже-

ння 5.3.2, отримуємо

ΦD′urp = Č(D′u) ⋆ p = − Ču ⋆ (Dp) = −Φu
ĂDp.

Теорема доведена.

Зауваження 5.3.4. Для довiльного фiксованого p ∈ Γ(S+) вiдображення

Γ(S ′
+) ∋ u 7−→ Φurp ∈ rS є гомоморфiзмом алгебри

{

Γ(S ′
+),⊛

}

в алгебру

операторнозначних функцiй, заданих на A. Тому ми можемо розумiти

це вiдображення як функцiональне числення в алгебрi полiномiальних

розподiлiв повiльного росту. Легко бачити, що функцiя Φurp операторно-

го аргумента може бути записана у виглядi Φurp = Ću ⋆ p (див. (5.3.9)).

З рiвностей (5.3.12) випливає, що оператор Φurp(A) = Ću ⋆ p(A) ∈ L (E)

можна розумiти як “значення” функцiї zu ⋆ p нескiнченної кiлькостi змiн-

них на злiченному наборi A := (A1,A2, . . . ,An, . . . ) ∈ A генераторiв (C0)

напiвгруп стиску.
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Приклад 5.3.1. Розглянемо випадок злiченного набору операторiв

другого диференцiювання. Нехай Hn := L2
sym(R

n) ≃ L2(R)
p⊗n, n ∈ N,

позначає простiр комплекснозначних iнтегровних в квадратi симетричних

функцiй y(ξ) = y(ξ1, . . . , ξn). За означенням приймемо H0 := C. Вiдомо,

що симетричний простiр Фока H :=
à
n∈Z+

Hn є гiльбертовим простором

(див., наприклад, [175]). Як i вище, нехай bn = n(n−1)
2

+ 1, en = n(n+1)
2

.

Визначимо оператори D
2
n,m : H −→ H, n ∈ N, bn ≤ m ≤ en, за правилом

D
2
n,m := 0H0

⊗ · · · ⊗ 0Hn−1
⊗

∂2

∂ξ2m
⊗ 0Hn+1

⊗ . . . ,

де 0Hn, n ∈ Z+, позначають нульовi оператори у вiдповiдних просторах.

Побудуємо “елементарне” функцiональне числення в алгебрi полiномi-

альних основних функцiй для злiченного набору операторiв

D
2 := (D2

1,1,D
2
2,1,D

2
2,2, . . . ,D

2
n,bn

, . . . ,D2
n,en

. . . ).

Позначимо D2
n := (D2

n,bn
, . . . ,D2

n,en
). Легко бачити, що D2

n, n ∈ N, генерує

напiвгрупу

R
n
+ ∋ t = (t1, . . . , tn) 7−→ e−it·D2

n ∈ L (H),

де

e−it·D2
n := IH0 ⊗ . . .⊗ IHbn−1 ⊗ e

−it1
∂2

∂ξ2
bn ◦ . . . ◦ e

−itn
∂2

∂ξ2en ⊗ IHen+1 ⊗ . . .

Позначимо

gn(t, ζ) :=
nź

j=1

1a
4πtj

e
−

ζ2j
4tj .

З прикладу 5.1.2 випливає, що напiвгрупа e−it·D2
n дiє за правилом

e−it·D2
ny =

(

y0, . . . , yn−1, gn(−it, · ) ∗ yn, yn+1, . . .
)

для довiльних y = (y0, y1, . . . , yn, . . . ) ∈ H.

Виберемо довiльний елемент p =
(

pn
)

∈ Γ(S+). Якщо ми “пiдставимо”

злiченний набiр D
2 операторiв замiсть змiнних функцiї pp (див. (5.3.7)),
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ми отримаємо оператор, що дiє за правилом

rp(D2)y(ξ1, ξ2, . . . ) =y0 +
ÿ

n∈N

rpn(D2
n)yn(ξbn, . . . , ξen)

=y0 +
ÿ

n∈N

ż

Rn
+

(gn(−it, · ) ∗ yn)(ξbn, . . . , ξen)pn(t) dt,

де y(ξ1, ξ2, . . . ) =
(

y0, y1(ξ1), y2(ξ2, ξ3), . . . , yn(ξbn, . . . , ξen), . . .
)

∈ H — фун-

кцiя нескiнченної кiлькостi змiнних.

Висновки до роздiлу 5

У п’ятому роздiлi дисертацiї побудовано функцiональне числення типу

Хiлле-Фiллiпса та його узагальнення у трьох рiзних варiантах. Проте всiх

їх об’єднує той факт, що класом символiв є аналiтичнi в деяких труб-

частих областях функцiї скiнченної чи нескiнченної кiлькостi змiнних.

При цьому результатом такого числення є оператори, заданi на деякому

банаховому просторi.

Перший варiант числення побудовано у параграфi 5.1. Описаний тут

пiдхiд дозволяє побудувати аналог класичного числення Хiлле-Фiллiпса,

а саме, замiсть алгебри мiр на R+, яка розглянута в класичному випад-

ку, ми використали згорткову алгебру Шварца S ′
+ узагальнених функцiй

повiльного росту з носiями в конусi Rd
+. Побудоване числення (див. теоре-

му 5.1.4) задане для генераторiв A = (A1, . . . , Ad) багатопараметричних

рiвномiрно обмежених (C0) напiвгруп операторiв, що дiють в деякому

банаховому просторi. На вiдмiну вiд класичного випадку оператор pf(A)
необмежений на банаховому просторi, проте має щiльну область визначе-

ння (лема 5.1.2). При цьому побудоване числення володiє диференцiаль-

ними властивостями, вiдсутнiми у класичному випадку (див. формулу

(5.1.11) та теорему 5.1.5). Отриманi результати проiлюстрованi на двох

прикладах, зокрема, розглянуто випадок d-параметричної напiвгрупи Ґа-

усса. В обидвох випадках виписано явнi формули дiї операторiв вигляду



268

rf(A).
У параграфi 5.2 побудовано другий варiант операторного числення.

А саме, використовуючи узагальнене перетворення Лапласа, побудовано

числення для генераторiв багатопараметричних аналiтичних напiвгруп

операторiв, що дiють в банаховому просторi. Алгебра символiв такого

числення складається з аналiтичних в деякiй трубчастiй областi функцiй,

якi є перетвореннями Лапласа розподiлiв Шварца повiльного росту з

носiями в додатному конусi.

Функцiональне числення Φ : pf 7−→ pf(A) при фiксованому A, що ви-

значене за формулою pf(A)x =
〈

f(t), e−tAx
〉

, є операторним аналогом

добре вiдомої формули для перетворення Лапласа. Як результат лiнiйнi

оператори pf(A) визначенi на банаховому просторi (див. теорему 5.2.1)

як необмеженi оператори iз щiльною областю визначення U, що склада-

ється з нескiнченно гладких векторiв i визначається цiлими степенями

генераторiв напiвгрупи. Бiльше того, вiдображення Φ є алгебраїчним го-

моморфiзмом мультиплiкативної алгебри xS ′
+ на комутативну пiдалгебру

L (U, E) (див. теорему 5.2.1). Зауважимо, що на вiдмiну вiд класичного

функцiонального числення або його узагальнень, ми не використовує-

мо iнтегрального представлення функцiй з класу символiв, що є новим

пiдходом в лiтературi. Диференцiальнi властивостi алгебраїчного гомо-

морфiзму Φ описанi в теоремах 5.2.2 i 5.2.3. В прикладi 5.2.1 визначе-

но довiльний дiйсний степiнь оператора. Застосування числення до d-

параметричної напiвгрупи Ґаусса-Вейєрштрасса розглянуто в прикладах

5.2.2 i 5.2.3.

Основна вiдмiннiсть третього варiанту числення, яке побудовано в

параграфi 5.3, — це його нескiнченновимiрнiсть. А саме, тут побудова-

но функцiональне числення типу Хiлле-Фiллiпса для злiченного набору

генераторiв сильно неперервних напiвгруп стиску, що дiють в деяко-

му банаховому просторi. Використовуючи технiку роздiлу 2 ми вводимо
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полiномiальне розширення крос-кореляцiї i доводимо теорему 5.3.1 про

iзоморфне представлення алгебри полiномiальних розподiлiв у вигля-

дi комутанта полiномiальної напiвгрупи зсувiв (див. формулу (5.3.3)).

У твердженнi 5.3.2 ми доводимо диференцiальну властивiсть полiномi-

альної крос-кореляцiї, яка суттєво використовується в основнiй теоремi

5.3.2 цього параграфу. Елементи образу полiномiального перетворення

Фур’є ми розумiємо як функцiї та функцiонали нескiнченної кiлькостi

змiнних (див. зауваження 5.3.1 та 5.3.2) вiдповiдно. Побудованi полiно-

мiальнi основнi та узагальненi функцiї ми застосовуємо до операторних

напiвгруп нескiнченної кiлькостi параметрiв. А саме, ми будуємо фун-

кцiональне числення для злiченної системи генераторiв (C0) напiвгруп

стиску i встановлюємо його властивостi (див. зауваження 5.3.3 i теорему

5.3.2). Нескiнченновимiрна напiвгрупа Ґаусса, яка генерується злiченним

набором операторiв другого диференцiювання, використана для iлюстра-

цiї побудованого числення.

Результати роздiлу 5 опублiкованi в роботах [24,156,157,198] та анонсо-

вано в [41,42,44,52,53,193,194,199]. Для їх доведення суттєво використано

iдеї та методи з робiт [37, 204].



Роздiл 6

Функцiональне числення в класах

цiлих аналiтичних функцiй

нескiнченної кiлькостi змiнних

6.1 Операторне числення в класi полiномiальних уль-

трарозподiлiв над симетричним простором Фока

У цьому параграфi побудуємо функцiональне числення для злiченного

набору генераторiв сильно неперервних груп операторiв в класi полiно-

мiальних ультрарозподiлiв. Зауважимо, що в цьому параграфi є суттєва

вiдмiннiсть у порiвняннi з матерiалом параграфу 5.3. Якщо ранiше фун-

кцiональне числення було задано над тим же банаховим простором, на

якому заданi вихiднi оператори, то тут маємо дещо iншу ситуацiю. А

саме, для злiченної кiлькостi генераторiв сильно неперервних груп опе-

раторiв, заданих на гiльбертовому просторi H, ми будуємо операторне

числення, що задане на симетричному просторi Фока F(H) :=
à
n∈Z+

H
p⊗n.

6.1.1 Симетричнi функцiї нескiнченної кiлькостi змiнних

У пунктi 4.4.2 було визначено простiр Γ(Eβ) =
À

fin
n∈Z+

E
p⊗n
β , елементи

якого мають вигляд pp =
(

ppn
)

, де ppn = F⊗npn ∈ E
p⊗n
β для деякого p =
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(

pn
)

∈ Γ(Gβ), pn ∈ G
p⊗n
β (див. формули (4.4.9) та (4.4.10)). Для простоти у

цьому параграфi розглянемо одновимiрний випадок, тобто вiзьмемо d = 1

у всiх потрiбних тут формулах пункту 4.4.2. Зауважимо, що у цьому

випадку для кожного n ∈ N елемент ppn є функцiєю n комплексних

змiнних Cn ∋ (z1, . . . , zn) 7−→ ppn(z1, . . . , zn) ∈ C. Нехай для спрощення

записiв pn = ϕ⊗n ∈ G
p⊗n
β для деякої функцiї ϕ ∈ Gβ. Тодi функцiю

ppn = pϕ⊗n можна записати у виглядi

ppn(z1, . . . , zn) =
ż

R

e−it1z1ϕ(t1) dt1 · . . . ·

ż

R

e−itnznϕ(tn) dtn,

де zj ∈ C, tj ∈ R, j = 1, . . . , n. Тому елементи простору Γ(Eβ) можна

розумiти як функцiї нескiнченної кiлькостi змiнних

pp :
ą

n∈N

C ∋ (z1, . . . , zn, . . . ) 7−→ pp(z1, . . . , zn, . . . ) ∈ C, (6.1.1)

де pp(z1, . . . , zn, . . . ) := pp0 + pp1(z1) + pp2(z2, z3) + · · · + ppn(zbn, . . . , zen) + . . . ,

pp0 ∈ C, bn :=
n(n−1)

2 + 1, en :=
n(n+1)

2 .

Зробимо два суттєвi зауваження щодо функцiй вигляду (6.1.1). По

перше, кожен елемент pp ∈ Γ(Eβ) насправдi є функцiєю тiльки вiд скiн-

ченної кiлькостi змiнних (ця кiлькiсть не є фiксованою i залежить вiд

pp). Це пояснюється тим, що елементи простору Γ(Eβ) є фiнiтними по-

слiдовностями. Крiм того, це гарантує збiжнiсть “ряду”, що стоїть в

правiй частинi означення (6.1.1). По друге, як зазначалось вище, кожна

з функцiй ppn є функцiєю n комплексних змiнних. При цьому з озна-

чення симетричного тензорного добутку випливає, що ppn(z1, z2, . . . , zn) є

симетричною функцiєю, тобто

ppn(z1, z2, . . . , zn) = ppn(zσ(1), zσ(2), . . . , zσ(n)),

де σ — довiльна перестановка множини {1, . . . , n}.
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6.1.2 Сильно неперервнi групи операторiв нескiнченної кiлько-

стi параметрiв

Нехай H — комплексний гiльбертiв простiр. Нехай задано злiченний

набiр операторiв

(A1,A2, . . . ,An, . . . ), (6.1.2)

що дiють в просторi H. Жодних умов комутативностi операторiв цього

набору ми не накладаємо.

Припустимо, що Aj для кожного j ∈ N генерує однопараметричну

сильно неперервну групу R ∋ t 7−→ e−itAj ∈ L (H) (див. пункт 1.2.3,

також [38]), що задовольняє умову

sup
t∈R

‖e−itAj‖L (H) ≤ 1. (6.1.3)

Позначимо

Aj := IH ⊗ · · · ⊗ IHlooooooomooooooon
j

⊗Aj ⊗ IH ⊗ · · · ∈ L (F(H)), j ∈ N,

де IH — тотожний оператор в просторi H. За означенням приймемо

A0 := IH ⊗ IH ⊗ · · · ∈ L (F(H)).

Для кожного натурального n позначимо An := Abn ⊗ · · · ⊗ Aen, де

bn := n(n−1)
2 + 1, en := n(n+1)

2 . Зауважимо, що An є тензорним добутком

рiвно n операторiв, оскiльки, як легко перевiрити, en − bn + 1 = n.

Приймемо за означенням A0 := A0.

Тепер замiсть набору (6.1.2), взагалi кажучи, не комутуючих операто-

рiв, що дiють в гiльбертовому просторi H, розглянемо злiченний набiр

комутуючих операторiв, що дiють в просторi Фока F(H), а саме

A := (A0, A1, A2, . . . , An, . . . ). (6.1.4)

Зауважимо, що для кожного n ∈ Z+ оператор An є тотожним оператором

на Hp⊗k для всiх k=/ n. Тому не обмежуючи загальностi можна вважати,
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що An ∈ L (Hp⊗n), n ∈ Z+. При цьому кожен оператор An генерує сильно

неперервну n-параметричну групу

R
n ∋ t = (t1, . . . , tn) 7−→ e−itAn := e−it1Abn ⊗ · · · ⊗ e−itnAen ∈ L (F(H)),

(6.1.5)

де

e−itiAj := IH ⊗ . . .⊗ IHlooooooomooooooon
j

⊗ e−itiAj ⊗ IH ⊗ . . . , i = 1, . . . , n, j ∈ N,

(6.1.6)

а кожна однопараметрична група e−itiAj задовольняє умову (6.1.3). Ана-

логiчно, не обмежуючи загальностi можна вважати, що e−itAn ∈ L (Hp⊗n),

n ∈ Z+.

Нехай G позначає множину, елементами якої є злiченнi системи опе-

раторiв вигляду (6.1.4), а Gn — множину, елементами якої є оператори

вигляду An = Abn⊗· · ·⊗Aen, n ∈ N. Приймемо за означенням G0 := {A0}.

6.1.3 Функцiональне числення для злiченного набору генерато-

рiв (C0) груп в класi полiномiальних ультрарозподiлiв

Для кожного n ∈ Z+ визначимо множину

rHn := {rpn : Gn −→ L (H
p⊗n) : pn ∈ G

p⊗n
β },

що складається iз функцiй операторного аргумента вигляду

rpn(An) :=

ż

Rn

e−it1Abn ⊗ · · · ⊗ e−itnAenpn(t1, . . . , tn) dt1 . . . dtn, (6.1.7)

де iнтеграли ми розумiємо у сенсi Бохнера. Приймемо за означенням

rp0 : G0 ∋ A0 7−→ rp0(A0) := p0IC ∈ L (C).

Визначимо вiдображення

F := (Fn) : Γ(Gβ) ∋ p =
(

pn
)

7−→ rp :=
ÿ

n∈Z+

rpn ∈ rH, (6.1.8)
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де rH :=
ř
n∈Z+

rHn. З умови (6.1.3) та [38, теорема 15.2.1] випливає, що

всi вiдображення Fn : pn 7−→ rpn, n ∈ Z+, є iзоморфiзмами.

Зауважимо, що rH є алгеброю функцiй

rH := {rp : G −→ L (F(H)) : p ∈ Γ(Gβ)},

з “поточковим” множенням, що задається рiвнiстю

(rp · rq)(A) := rp(A) ◦ rq(A).

Зауваження 6.1.1. Вiдображення F : Γ(Gβ) −→ rH дiє як гомоморфiзм

з алгебри
{

Γ(Gβ),⊛
}

в алгебру rH функцiй операторного аргумента,

визначених на G iз значеннями в просторi операторiв на просторi Фока.

З iншого боку, вiдображення F⊗ : Γ(Gβ) −→ Γ(Eβ) згiдно з результатами

пункту 4.4.2 також є гомоморфiзмом. Тому вiдображення

F ◦ (F⊗)−1 : Γ(Eβ) −→ rH

ми можемо розумiти як “елементарне” функцiональне числення. Iншими

словами, оператор rp(A) =
ř
n∈Z+

rpn(An) ∈ L (F(H)) ми розумiємо як

“значення” функцiї pp нескiнченної кiлькостi змiнних (див. (6.1.1)) на злi-

ченному наборi A = (A0, A1, A2, . . . , An, . . . ) ∈ G операторiв (див. (6.1.4)).

Вище описану ситуацiю зображає наступна дiаграма.

Γ(Eβ) ∋ pp

F◦(F⊗)−1
))❙❙

❙❙
❙❙

❙❙
❙❙

❙❙
❙❙

❙

p ∈ Γ(Gβ)
F⊗

oo

F
��

rp ∈ rH

З теореми 2.2.3 випливає, що вiдображення ΥGβ : Γ(Gβ) −→ P(G ′
β) є

топологiчним iзоморфiзмом. Враховуючи його, можна стверджувати, що

дiаграма

P(G ′
β)

FP
''❖❖

❖
❖
❖
❖
❖
❖
❖
❖
❖
❖
❖
❖

Γ(Gβ)
ΥGβ

oo

F
��

rH
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де FP := F ◦(ΥGβ)−1, є комутативною i вiдображення FP можна розумiти

як функцiональне числення в просторi полiномiальних ультрадиференцi-

йовних функцiй.

Визначимо аналог напiвгрупи зсувiв, а саме розглянемо однопарамет-

ричну групу rT⊗ : R ∋ s 7−→ rT⊗
s ∈ L

( rH
)

на просторi rH, де

rT⊗
s :=

(rT⊗n
s

)

: rp =
ÿ

n∈Z+

rpn 7−→ rT⊗
s rp :=

ÿ

n∈Z+

rT⊗n
s rpn.

При цьому функцiя rT⊗n
s rpn ∈ rHn визначена як вiдображення

rT⊗n
s rpn : Gn ∋ An 7−→ rT⊗n

s rpn(An) ∈ L (H
p⊗n),

де

rT⊗n
s rpn(An) :=

ż

Rn

e−it1Abn ⊗ · · · ⊗ e−itnAenpn(t1 + s, . . . , tn + s) dt1 . . . dtn.

Використовуючи властивостi iнтеграла Бохнера (див. [38, 3.7]), отри-

маємо, що для всiх s ∈ R та A =
(

An

)

∈ G i довiльного елемента

p =
(

pn
)

∈ Γ(Gβ), pn = ϕ⊗n ∈ G⊗̂n
β , ϕ ∈ Gβ, виконуються наступнi рiвностi

ĄT⊗
s p(A) = F

[(

T⊗n
s pn

)]

(A) = F
[(

(Tsϕ)
⊗n
)]

(A)

= IC +
ÿ

n∈N

ż

Rn

e−it1Abn ⊗ · · · ⊗ e−itnAen(Tsϕ)
⊗n(t1, . . . , tn) dt1 . . . dtn

= IC +
ÿ

n∈N

ż

Rn

e−it1Abn ⊗ · · · ⊗ e−itnAen

ną

k=1

ϕ(tk + s) dt1 . . . dtn

= IC +
ÿ

n∈N

ż

Rn

e−it1Abn ⊗ · · · ⊗ e−itnAenpn(t1 + s, . . . , tn + s) dt1 . . . dtn

= rp0(A0) +
ÿ

n∈N

rT⊗n
s rpn(An) = rT⊗

s rp(A),

де T⊗
s =

(

T⊗n
s

)

, s ∈ R, — оператори полiномiальної групи зсувiв, що

визначається подiбно до (4.3.12).

Звiдси отримуємо, що оператор rT⊗
s можна представити у такому ви-

глядi rT⊗
s = F ◦ T⊗

s ◦ F−1. З неперервностi вiдображень T⊗
s та F та
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вiдкритостi перетворення F випливає, що вiдображення

rT⊗ : R ∋ s 7−→ rT⊗
s ∈ L

( rH
)

є (C0) групою операторiв.

Комутантом групи rT⊗ назвемо множину
[rT⊗

]c
:=
{rT ∈ L

( rH
)

: rT ◦ rT⊗
s = rT⊗

s ◦ rT , ∀s ∈ R
}

.

Для кожного n ∈ Z+ введемо оператори Qf⊗n ∈ L
( rHn

)

, де f ∈ G ′
β, за

допомогою формул: (Qf⊗0rp0)(A0) := IC та Qf⊗n : rpn 7−→ Qf⊗nrpn, n ∈ N,

де

(Qf⊗nrpn)(An) :=

ż

Rn

e−it1Abn ⊗ · · · ⊗ e−itnAenK⊗n
f pn(t1, . . . , tn) dt1 . . . dtn.

Тут функцiя rpn операторного аргумента визначена за формулою (6.1.7),

а означення оператора K⊗n
f подано в (4.3.11) та (4.3.14).

Визначимо вiдображення

Q : Γ(G ′
β) ∋ u =

(

f⊗n
)

7−→ Qu :=
ÿ

n∈Z+

Qf⊗n ∈ L
( rH
)

. (6.1.9)

Теорема 6.1.1. Вiдображення Q, що визначене формулою (6.1.9), здiй-

снює алгебраїчний iзоморфiзм з алгебри
{

Γ(G ′
β),⊛

}

на пiдалгебру в ко-

мутантi
[rT⊗

]c
операторiв вигляду rK⊗ = F ◦ K⊗ ◦ F−1 ∈ L

( rH
)

, де

K ∈ L (Gβ). Зокрема, рiвнiсть Qu⊛v = Qu ◦ Qv справджується для

всiх u, v ∈ Γ(G ′
β). Крiм того, оператор Qδ є одиничним в L

( rH
)

, де

δ =
(

1, δ, . . . , δ⊗n . . .
)

.

Доведення. Нехай u =
(

un
)

∈ Γ(G ′
β) i p =

(

pn
)

∈ Γ(Gβ), де un = f⊗n,

f ∈ G ′
β. Тодi для всiх A =

(

An

)

∈ G справедливими є наступнi рiвностi

(Qurp)(A) =
ÿ

n∈Z+

(Qunrpn)(An)

= IC +
ÿ

n∈N

ż

Rn

e−it1Abn ⊗ · · · ⊗ e−itnAenK⊗n
f pn(t1, . . . , tn) dt1 . . . dtn

= F
[

K⊗n
f pn

]

(A) = ĆK⊗
up(A),

(6.1.10)
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де K⊗
u =

(

K⊗n
f

)

. Це означає, що вiдображення Q можна представити

у виглядi Qu = F ◦ K⊗
u ◦ F−1. З неперервностi вiдображень K⊗

u та F

та вiдкритостi вiдображення F випливає, що Qu ∈ L
( rH
)

для всiх

u ∈ Γ(G ′
β). Звiдси випливає, що рiвностi

(Qu
rT⊗
s rp)(A) =

ÿ

n∈Z+

(Qun
rT⊗n
s rpn)(An)

= IC +
ÿ

n∈N

ż

Rn

e−it1Abn ⊗ · · · ⊗ e−itnAenK⊗n
f pn(t1 + s, . . . , tn + s) dt

= IC +
ÿ

n∈N

rT⊗n
s

ż

Rn

e−it1Abn ⊗ · · · ⊗ e−itnAenK⊗n
f pn(t1, . . . , tn) dt

=
ÿ

n∈Z+

(rT⊗n
s Qunrpn)(An) = (rT⊗

s Qurp)(A), dt := dt1 . . . dtn,

справджуються для всiх s ∈ R, rp =
ř
n∈Z+

rpn ∈ rH i A :=
(

An

)

∈ G .

Отже, для всiх u ∈ Γ(G ′
β) оператор Qu належить комутанту

[rT⊗
]c

.

Навпаки, нехай задано оператор вигляду rK⊗ = F ◦K⊗◦F−1 ∈ L
( rH
)

,

де K ∈ L (Gβ) належить комутанту
[rT⊗

]c
. Тодi

F ◦K⊗ ◦ T⊗
s ◦ F−1 =F ◦K⊗ ◦ F−1 ◦ F ◦ T⊗

s ◦ F−1 = rK⊗ ◦ rT⊗
s = rT⊗

s ◦ rK⊗

=F ◦ T⊗
s ◦ F−1 ◦ F ◦K⊗ ◦ F−1 = F ◦ T⊗

s ◦K⊗ ◦ F−1.

Звiдси випливає, що оператор K⊗ належить комутанту групи T⊗
s .

Визначимо ультрарозподiл f0 ∈ G ′
β за правилом 〈f0, ϕ〉 := (Kϕ)(0)

для довiльного ϕ ∈ Gβ. Легко бачити, що для цього ультрарозподiлу

маємо (f0 ⋆ ϕ)(s) = 〈f0, Tsϕ〉 = (KTsϕ)(0) = (Kϕ)(s). Тому для елемента

w := (1, f0, . . . , f
⊗n
0 , . . . ) справджуються наступнi рiвностi

K⊗
wp =

(

(f0 ⋆ ϕ)
⊗n
)

=
(

(Kϕ)⊗n
)

=
(

K⊗nϕ⊗n
)

= K⊗p

для довiльного p := (1, ϕ, . . . , ϕ⊗n, . . . ), ϕ ∈ Gβ. Таким чином K⊗ = K⊗
w.

Звiдси випливає рiвнiсть rK⊗ = rK⊗
w. Це завершує доведення опису образу

вiдображення Q.
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З рiвностi K⊗
u⊛v = K⊗

u ◦ K⊗
v (див. доведення теореми 4.3.3) випливає

справедливiсть наступних рiвностей

Qu⊛v = F ◦K⊗
u⊛v ◦ F

−1 = F ◦K⊗
u ◦K⊗

v ◦ F−1

= F ◦K⊗
u ◦ F−1 ◦ F ◦K⊗

v ◦ F−1 = Qu ◦ Qv.

Оскiльки елемент δ =
(

δ⊗n
)

є одиницею алгебри
{

Γ(G ′
β),⊛

}

, то оче-

видними є наступнi рiвностi Qδ ◦ Qu = Qδ⊛u = Qu = Qu⊛δ = Qu ◦ Qδ,

тобто, Qδ ∈ L
( rH
)

— одиничний оператор.

Теорема 6.1.2. Для всiх u ∈ Γ(G ′
β) i p ∈ Γ(Gβ) вiдображення Q володiє

властивiстю QD′urp = −Qu
ĂDp.

Доведення. Формулу (6.1.10) можна записати у виглядi Qurp = Ću ⋆ p.

Тому використовуючи твердження 4.3.3, отримаємо

QD′urp = Č(D′u) ⋆ p = − Ču ⋆ (Dp) = −Qu
ĂDp.

Зауваження 6.1.2. З теореми 4.3.3 випливає, що при кожному фiксо-

ваному p ∈ Γ(Gβ) вiдображення Kp : Γ(G ′
β) ∋ u 7−→ u ⋆ p ∈ Γ(Gβ) є

гомоморфiзмом вiдповiдних алгебр. З iншого боку вiдображення Γ(G ′
β) ∋

u 7−→ Qurp ∈ rH є гомоморфiзмом з алгебри Γ(G ′
β) в алгебру операторно-

значних функцiй, визначених на G . Порiвнюючи означення вiдображень

F та Q (див. формули (6.1.8) та (6.1.9) вiдповiдно), легко побачити,

що функцiю Qurp операторного аргумента можна записати у вигля-

дi Qurp = Ću ⋆ p. Звiдси та з формули (6.1.10) випливає, що оператор

Qurp(A) = Ću ⋆ p(A) ∈ L (F(H)) можна розумiти як “значення” функцiї

zu ⋆ p ∈ Γ(Eβ) нескiнченної кiлькостi змiнних (див. формулу (4.4.9)) на

злiченному наборi (A1,A2, . . . ,An, . . . ) генераторiв однопараметричних

(C0) груп стиску.
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Сказане вище iлюструє наступна дiаграма.

Γ(G ′
β) ∋ u

Kp //

F◦Kp ))❚❚❚
❚❚

❚❚
❚❚

❚❚
❚❚

❚

u ⋆ p ∈ Γ(Gβ)
F⊗

//

F
��

zu ⋆ p ∈ Γ(Eβ)

F◦(F⊗)−1tt❥❥❥❥
❥❥
❥❥
❥❥
❥❥
❥❥
❥❥
❥

Ću ⋆ p ∈ rH

З теореми 2.2.3 випливає, що вiдображення ΨGβ : Γ(G ′
β) −→ P ′(G ′

β)

здiйснює топологiчний iзоморфiзм. Тому дiаграма

P ′(G ′
β)

''PP
P
P
P
P
P
P
P
P
P
P
P
P

Γ(G ′
β)

ΨGβ
oo

F◦Kp

��

rH

є комутативною i вiдображення F ◦ Kp ◦ (ΨGβ)−1 можна розумiти як

функцiональне числення в алгебрi полiномiальних ультрарозподiлiв.

6.2 Застосування функцiонального числення до роз-

в’язання задачi Кошi для нескiнченновимiрного

рiвняння теплопровiдностi

У роботi [119] Л. Ґросс запровадив нескiнченновимiрний лапласiан,

що зараз називається лапласiаном Ґросса, i дослiдив вiдповiдну задачу

Кошi. З того часу такi задачi вивчаються у рiзних класах функцiй та

розподiлiв (див., наприклад, [84,153,154]). Метою цього параграфу є про-

iлюструвати застосування побудованого числення операторiв до розв’я-

зання нескiнченновимiрної задачi Кошi для рiвняння теплопровiдностi,

породженого лапласiаном Ґросса.

6.2.1 Згортка полiномiальних ультрарозподiлiв

У цьому пунктi будемо використовувати матерiал пунктiв 4.4.1 та

4.4.2, при цьому збережемо введенi там позначення.
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У нескiнченновимiрному комплексному аналiзi згортковий оператор на

просторi основних функцiй P(G ′
β) є неперервним лiнiйним оператором з

P(G ′
β) в себе, що комутує iз оператором зсуву (див. параграфи 4.2 та

4.3).

Нехай g ∈ G ′
β. Визначимо оператор зсуву на просторi P(G ′

β) за пра-

вилом TgP (f) := P (f + g), P ∈ P(G ′
β), f ∈ G ′

β. Легко бачити, що Tg є

неперервним лiнiйним оператором з P(G ′
β) в себе.

Нагадаємо, що символ ⊚k позначає (праве) k-скорочення [137] симе-

тричного тензорного добутку, а саме g⊗k ⊚k ϕ⊗s := 〈g, ϕ〉kϕ⊗(s−k), k ≤ s,

g ∈ G ′
β, ϕ ∈ Gβ.

Покажемо, що оператор зсуву Tg для всiх g ∈ G ′
β дiє за правилом

P =
finÿ

n∈Z+

〈 · ⊗n, pn〉 7−→ TgP =
finÿ

n∈Z+

〈 · ⊗n, qn〉,

де pn, qn ∈ G
p⊗n
β , n = 0, 1, . . . , m, m = degP , а коефiцiєнти qn можна

обчислити за формулою

qn =
m−nÿ

k=0

(n+ k)!

n!k!
g⊗k ⊚k pn+k.

Це достатньо показати для полiномiв вигляду Pϕ,m =
řm
k=0〈 · ⊗k, ϕ⊗k〉,

де (1, ϕ, ϕ⊗2, . . . , ϕ⊗m, 0, . . . ) ∈ Γ(Gβ), ϕ ∈ Gβ, m ∈ Z+.

Безпосереднi обчислення дають потрiбний результат

TgPϕ,m(f) = Pϕ,m(f + g)=
mÿ

k=0

〈(f + g)⊗k, ϕ⊗k〉=
mÿ

k=0

kÿ

n=0

Cn
k 〈f

⊗np⊗g⊗(k−n), ϕ⊗k〉

=
mÿ

n=0

mÿ

k=n

Cn
k 〈f

⊗np⊗g⊗(k−n), ϕ⊗k〉 =
mÿ

n=0

m−nÿ

k=0

Cn
n+k〈f

⊗np⊗g⊗k, ϕ⊗(n+k)〉

=
mÿ

n=0

m−nÿ

k=0

Cn
n+k

〈

f⊗n, 〈g, ϕ〉kϕ⊗n
〉

=
mÿ

n=0

〈

f⊗n,
m−nÿ

k=0

Cn
n+k〈g, ϕ〉

kϕ⊗n
〉

=
mÿ

n=0

〈

f⊗n,
m−nÿ

k=0

Cn
n+kg

⊗k
⊚k ϕ

⊗(n+k)
〉

.

(6.2.1)
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Зауважимо, що у вище записаних рiвностях ми помiняли знаки сум

мiсцями, а потiм перенумерували одну iз внутрiшнiх сум.

Визначимо згортку полiномiального ультрарозподiлу U ∈ P ′(G ′
β) з

основною функцiєю P ∈ P(G ′
β) за правилом

(U ∗ P )(g) := 〈U,TgP 〉, g ∈ G ′
β,

де справа записане спарювання дуальної пари
〈

P ′(G ′
β),P(G ′

β)
〉

(див. тео-

рему 2.2.3 та формулу (2.2.2)).

Якщо U ∈ P ′(G ′
β) та P ∈ P(G ′

β) представленi у виглядi U =
ą

n∈Z+

〈un, ·
⊗n〉

та P =
mÿ

n=0

〈 · ⊗n, pn〉 вiдповiдно, то згортка може бути записана у явному

виглядi

(U ∗ P )(g) =
mÿ

n=0

〈

un,
m−nÿ

k=0

Cn
n+kg

⊗k
⊚k pn+k

〉

=
mÿ

n=0

m−nÿ

k=0

Cn
n+k〈unp⊗g⊗k, pn+k〉

=
mÿ

k=0

m−kÿ

n=0

Cn
n+k〈g

⊗k, un ⊚n pn+k〉

=
mÿ

k=0

〈

g⊗k,
m−kÿ

n=0

Cn
n+kun ⊚n pn+k

〉

.

(6.2.2)

Зрозумiло, що

qk =
m−kÿ

n=0

Cn
n+kun ⊚n pn+k

належить простору G
p⊗k
β для кожного k = 0, 1, . . . , m, звiдки випливає,

що згортка U ∗ P є полiномом з простору P(G ′
β).

Для довiльного полiномiального ультрарозподiлу U ∈ P ′(G ′
β) вiдобра-

ження CU , що визначене формулою

CU : P(G ′
β) ∋ P 7−→ U ∗ P ∈ P(G ′

β),

назвемо асоцiйованим з U згортковим оператором на P(G ′
β).
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Покажемо, що композицiя двох згорткових операторiв CV та CU , асо-

цiйованих з довiльними V, U ∈ P ′(G ′
β), знову є згортковим оператором,

асоцiйованим з деяким полiномiальним ультрарозподiлом, який позна-

чимо V ∗ U . Дiйсно, якщо V, U ∈ P ′(G ′
β) та P ∈ P(G ′

β) представленi

у виглядi V =
ą

n∈Z+

〈g⊗n, · ⊗n〉, U =
ą

n∈Z+

〈f⊗n, · ⊗n〉 та P =
mÿ

n=0

〈 · ⊗n, ϕ⊗n〉

вiдповiдно, де f, g ∈ G ′
β, ϕ ∈ Gβ, то використовуючи формулу (6.2.2),

отримаємо рiвностi

(CV ◦ CU)(P ) = V ∗ (U ∗ P ) =
mÿ

n=0

〈

· ⊗n,
m−nÿ

j=0

Cj
n+jg

⊗j
⊚j qn+j

〉

=
mÿ

n=0

〈

· ⊗n,
m−nÿ

j=0

Cj
n+jg

⊗j
⊚j

(

m−n−jÿ

k=0

Ck
n+j+kf

⊗k
⊚k ϕ

⊗(n+j+k)
)〉

=
mÿ

n=0

〈

· ⊗n,
m−nÿ

j=0

m−n−jÿ

k=0

Cj
n+jC

k
n+j+k〈g, ϕ〉

j〈f, ϕ〉kϕ⊗n
〉

=
mÿ

n=0

〈

· ⊗n,
m−nÿ

j+k=0

(n+ j + k)!

n!j!k!
(g⊗j p⊗f⊗k)⊚j+k ϕ

⊗(n+j+k)
〉

=
mÿ

n=0

〈

· ⊗n,
m−nÿ

s=0

(n+ s)!

n!s!

ÿ

j+k=s

s!

j!k!
(g⊗j p⊗f⊗k)⊚s ϕ

⊗(n+s)
〉

=
mÿ

n=0

m−nÿ

s=0

(n+ s)!

n!s!

ÿ

j+k=s

s!

j!k!

〈

· ⊗n, (g⊗j p⊗f⊗k)⊚s ϕ
⊗(n+s)

〉

=
mÿ

s=0

m−sÿ

n=0

(n+ s)!

n!s!

ÿ

j+k=s

s!

j!k!

〈

· ⊗np⊗g⊗j p⊗f⊗k, ϕ⊗(n+s)
〉

=
mÿ

s=0

〈 ÿ

j+k=s

s!

j!k!
g⊗j p⊗f⊗k,

m−sÿ

n=0

Cs
n+s( ·

⊗n)⊚n ϕ
⊗(n+s)

〉

.

Звiдси випливає, що композицiя CV ◦ CU є згортковим оператором на

P(G ′
β), асоцiйованим з елементом

V ∗ U :=
ą

n∈Z+

〈 ÿ

j+k=n

n!

j!k!
g⊗j p⊗f⊗k, · ⊗n

〉

∈ P ′(G ′
β). (6.2.3)

Довiльному полiномiальному ультрарозподiлу U ∈ P ′(G ′
β) поставимо у
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вiдповiднiсть формальний ряд

e∗U :=
ÿ

n∈Z+

1

n!
U ∗n, (6.2.4)

де U ∗n := U ∗ U ∗ · · · ∗ Uloooooooomoooooooon
n

. Зауважимо, що кожна частинна сума цього

ряду належить простору P ′(G ′
β).

6.2.2 Узагальнене рiвняння теплопровiдностi, породжене ла-

пласiаном Ґросса

Нехай {Ut : t ∈ J} — сiм’я елементiв з простору P ′(G ′
β), J — довiльний

iнтервал вигляду [0, α], α ∈ R, α ≥ 0. Припустимо, що функцiя t 7−→ Ut

є неперервна з J в P ′(G ′
β). Тодi функцiя t 7−→ F ′⊗

P Ut є неперервною з J в

P ′(E ′
β), де вiдображення F ′⊗

P визначено ранiше другою з дiаграм (4.4.10).

Тому для кожного t ∈ J множина {F ′⊗
P Us : s ∈ [0, t]} є компактною

пiдмножиною в P ′(E ′
β). Зокрема вона обмежена. Звiдси випливає, що

елемент ż t

0

F ′⊗
P Us ds

належить простору P ′(E ′
β) для кожного t ∈ J . А, отже, в просторi P ′(G ′

β)

iснує єдиний елемент, який позначимо
şt
0Us ds, такий що

F ′⊗
P

ż t

0

Us ds =

ż t

0

F ′⊗
P Us ds.

Бiльше того, вiдображення Et =
şt
0Us ds, t ∈ J , диференцiйовне в

P ′(G ′
β) i задовольняє рiвнiсть

∂

∂t
Et = Ut.

Нехай {Ut : t ∈ J} — довiльна описана вище сiм’я елементiв з P ′(G ′
β).

Розглянемо задачу Кошi










∂
∂t
Xt = Ut ∗Xt, t ∈ J,

X0 = P, P ∈ P(G ′
β).

(6.2.5)



284

Теорема 6.2.1. Задача Кошi (6.2.5) має єдиний розв’язок в P(G ′
β), що

задається формулою

Xt = e∗
şt
0
Us ds ∗ P, t ∈ J, (6.2.6)

де e∗
şt
0 Us ds ми розумiємо в сенсi формули (6.2.4).

Доведення. Використовуючи iтерацiйний процес Пiкара, розв’язок Xt

задачi Кошi (6.2.5) можна формально записати у виглядi (6.2.6). Заува-

жимо, що полiном P ∈ P(G ′
β) мiстить скiнченну кiлькiсть доданкiв, тому

згортка формального ряду e∗
şt
0
Us ds (див. (6.2.4)) з цим полiномом коре-

ктно визначена. Це пояснюється тим, що на значення виразу e∗
şt
0
Us ds ∗P

впливає тiльки деяка частинна сума ряду e∗
şt
0 Us ds, яка, як зазначено

вище, є елементом простору P ′(G ′
β), при цьому кiлькiсть доданкiв зале-

жить вiд степеня полiнома P . З формули (6.2.2) та зауваження пiсля неї

випливає, що розв’язок (6.2.6) належить простору P(G ′
β).

Застосуємо теорему 6.2.1 для розв’язання узагальненого рiвняння те-

плопровiдностi, породженого лапласiаном Ґросса.

Визначимо оператор слiду τ за формулою

〈

τ, ϕp⊗ψ
〉

:=

ż

Rd
+

ϕ(t)ψ(t) dt, ϕ, ψ ∈ Gβ.

Неважко перевiрити, що τ ∈ L (G
p⊗2
β ,C) = (G

p⊗2
β )′ ≃ G ′p⊗2

β .

Лапласiан Ґросса ∆G — це оператор (див., наприклад, [153]), що

полiному P =
řm
n=0〈 ·

⊗n, ϕ⊗n〉, ϕ ∈ Gβ, степеня m ставить у вiдповiднiсть

полiном ∆GP степеня m− 2 вигляду

∆GP :=
m−2ÿ

n=0

(n+ 2)(n+ 1)
〈

τ, ϕ⊗2
〉〈

· ⊗n, ϕ⊗n
〉

.

Теорема 6.2.2. Лапласiан Ґросса ∆G дiє як згортковий оператор, а

саме справджується рiвнiсть

1

2
∆GP = Cτ ∗ P, P ∈ P(G ′

β),
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де Cτ — полiномiальний ультрарозподiл з простору P ′(G ′
β), що вiдповiдає

елементу (0, 0, τ, 0, . . . ) ∈ Γ(G ′
β).

Доведення. Елемент Cτ можна записати у явному виглядi

Cτ =
ą

n∈Z+

〈uτ,n, ·
⊗n〉 =

(

0, 0, 〈τ, · ⊗2〉, 0, . . .
)

,

де uτ,n = τ при n = 2 i uτ,n = 0 при n=/ 2.

Нехай полiном P ∈ P(G ′
β) записаний у виглядi P =

řm
n=0〈 ·

⊗n, ϕ⊗n〉,

ϕ ∈ Gβ. Тепер, використовуючи рiвностi (6.2.2), отримаємо потрiбний

результат

Cτ ∗ P =
mÿ

n=0

〈

· ⊗n,
m−nÿ

k=0

Ck
n+kuτ,k ⊚k ϕ

⊗(n+k)
〉

=
m−2ÿ

n=0

〈

· ⊗n, C2
n+2τ ⊚2 ϕ

⊗(n+2)
〉

=
m−2ÿ

n=0

C2
n+2

〈

τ, ϕ⊗2
〉〈

· ⊗n, ϕ⊗n
〉

=
1

2
∆GP.

Теорема 6.2.3. Задача Кошi










∂
∂tXt =

1
2∆GXt, t ∈ J,

X0 = P, P ∈ P(G ′
β),

для узагальненого рiвняння теплопровiдностi, породженого лапласiаном

Ґросса, має єдиний розв’язок в P(G ′
β), що задається формулою

Xt = e∗tCτ ∗ P, t ∈ J.

Доведення. З теореми 6.2.2 випливає, що узагальнене рiвняння тепло-

провiдностi можна записати у виглядi

∂

∂t
Xt = Cτ ∗Xt.
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З теореми 6.2.1 слiдує, що розв’язок нової задачi Кошi має вигляд

Xt = e∗
şt
0
Cτ ds ∗ P = e∗tCτ ∗ P.

Знайдемо його явний вигляд. Для цього обчислимо згортку (tCτ)
∗n, ви-

користовуючи формулу (6.2.3). При n = 2 отримаємо

(tCτ) ∗ (tCτ) =
ą

n∈Z+

〈

t2
ÿ

j+k=n

n!

j!k!
uτ,j p⊗uτ,k, · ⊗n

〉

=
(

0, 0, 0, 0,
4!

2!2!
t2〈τ⊗2, · ⊗4〉, 0, . . .

)

,

оскiльки uτ,n вiдмiнне вiд нуля тiльки при n = 2. Методом математичної

iндукцiї легко показати, що

(tCτ)
∗n =

(

0, . . . , 0loomoon
2n

,
(2n)!

2n
tn〈τ⊗n, · ⊗2n〉, 0, . . .

)

.

Звiдси та з формули (6.2.4) отримуємо

e∗tCτ =
ÿ

n∈Z+

1

n!
(tCτ)

∗n =
ÿ

n∈Z+

1

n!

(

0, . . . , 0loomoon
2n

,
(2n)!

2n
tn〈τ⊗n, · ⊗2n〉, 0, . . .

)

=
(

1, 0, t〈τ, · ⊗2〉, 0, 3t2〈τ⊗2, · ⊗4〉, 0, . . . , 0,
(2n)!

n!

tn

2n
〈τ⊗n, · ⊗2n〉

looooooooooomooooooooooon
2n-те мiсце

, 0, . . .
)

,

(6.2.7)

де на всiх непарних мiсцях стоять нулi (нагадаємо, що нумерацiя еле-

ментiв починається з нуля).

Залишилось, використовуючи формулу (6.2.2), знайти згортку e∗tCτ ∗P .

Нехай полiном P ∈ P(G ′
β) записаний у виглядi P =

řm
n=0〈 ·

⊗n, ϕ⊗n〉,

ϕ ∈ Gβ. Для довiльного n ∈ Z+ позначимо e2n := (2n)!
n!

tn

2nτ
⊗n i e2n+1 := 0.

Тодi e∗tCτ скорочено можна записати у виглядi e∗tCτ =
Ś

n∈Z+
〈en, ·

⊗n〉.
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Безпосереднi обчислення дають наступний результат

e∗tCτ ∗ P =
mÿ

n=0

〈

· ⊗n,
m−nÿ

k=0

Ck
n+kek ⊚k ϕ

⊗(n+k)
〉

=
mÿ

n=0

〈

· ⊗n,

[m−n
2 ]ÿ

k=0

C2k
n+2ke2k ⊚2k ϕ

⊗(n+2k)
〉

=
mÿ

n=0

〈

· ⊗n,

[m−n
2 ]ÿ

k=0

(n+ 2k)!

(2k)!n!

(2k)!

k!

tk

2k
〈τ⊗k, ϕ⊗2k〉ϕ⊗n

〉

=
mÿ

n=0

[m−n
2 ]ÿ

k=0

(n+ 2k)!

k!n!

tk

2k
〈τ⊗k, ϕ⊗2k〉

〈

· ⊗n, ϕ⊗n
〉

,

де символ [ · ] позначає цiлу частину числа.

Отже, розв’язок задачi Кошi для узагальненого рiвняння теплопровiд-

ностi, породженого лапласiаном Ґросса, має вигляд

Xt =
mÿ

n=0

〈

· ⊗n,

[m−n
2 ]ÿ

k=0

(n+ 2k)!

k!n!

tk

2k
τ⊗k ⊚2k pn+2k

〉

, (6.2.8)

якщо полiном P з початкової умови задачi Кошi з теореми 6.2.3 записа-

ний у виглядi P =
řm
n=0〈 ·

⊗n, pn〉, pn ∈ G
p⊗n
β .

6.2.3 Напiвгрупа, породжена лапласiаном Ґросса

Побудуємо однопараметричну напiвгрупу {Gt : t ≥ 0}, генератором

якої є оператор 1
2∆G. Формально цю напiвгрупу можна записати у ви-

глядi

Gt = et
1
2∆G.

Оскiльки 1
2∆GP = Cτ ∗ P , то з результатiв попереднього пункту ви-

пливає

GtP :=
mÿ

n=0

[m−n
2 ]ÿ

k=0

(n+ 2k)!

k!n!

tk

2k
〈τ⊗k, ϕ⊗2k〉

〈

· ⊗n, ϕ⊗n
〉

, (6.2.9)

де P =
řm
n=0〈 ·

⊗n, ϕ⊗n〉, ϕ ∈ Gβ.
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Твердження 6.2.1. Вiдображення

R+ ∋ t 7−→ Gt ∈ L (P(G ′
β)),

де Gt задано формулою (6.2.9), є сильно неперервною напiвгрупою опера-

торiв з генератором 1
2∆G.

Доведення. Оскiльки формулу (6.2.9) можна переписати у виглядi

GtP = P +
m−2ÿ

n=0

[m−n
2 ]ÿ

k=1

(n+ 2k)!

k!n!

tk

2k
〈τ⊗k, ϕ⊗2k〉

〈

· ⊗n, ϕ⊗n
〉

, (6.2.10)

то рiвнiсть G0 = IP(G′
β)

стає очевидною.

З формул (6.2.3), (6.2.7) та з рiвностей

GtGs = et
1
2∆Ges

1
2∆G = e∗tCτ ∗ e∗sCτ = e∗(t+s)Cτ = e(t+s)

1
2∆G = Gt+s

випливає напiвгрупова властивiсть GtGs = Gt+s.

Для того, щоб довести сильну неперервнiсть напiвгрупи, потрiбно по-

казати, що для довiльного P ∈ P(G ′
β) функцiя t 7−→ GtP є неперервною.

Використовуючи представлення (6.2.10) запишемо

lim
t→0

sup
f

|GtP − P | = lim
t→0

sup
f

∣

∣

∣

mÿ

n=0

[m−n
2 ]ÿ

k=1

(n+ 2k)!

k!n!

tk

2k
〈τ⊗k, ϕ⊗2k〉

〈

f⊗n, ϕ⊗n
〉

∣

∣

∣

≤ lim
t→0

sup
f

mÿ

n=0

[m−n
2 ]ÿ

k=1

(n+ 2k)!

k!n!

|t|k

2k
∣

∣〈τ⊗k, ϕ⊗2k〉
∣

∣

∣

∣

〈

f⊗n, ϕ⊗n
〉∣

∣

=
mÿ

n=0

sup
f

∣

∣

〈

f⊗n, ϕ⊗n
〉∣

∣ lim
t→0

[m−n
2 ]ÿ

k=1

(n+ 2k)!

k!n!

|t|k

2k
∣

∣〈τ⊗k, ϕ⊗2k〉
∣

∣ = 0,

звiдки отримуємо потрiбне.

Залишилось показати, що генератором напiвгрупи Gt є лапласiан Ґрос-

са. Для цього перепишемо наступну рiзницю, знову скориставшись пред-
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ставленням (6.2.10)

GtP − P

t
−

1

2
∆GP =

mÿ

n=0

[m−n
2 ]ÿ

k=1

(n+ 2k)!

k!n!

tk−1

2k
〈τ⊗k, ϕ⊗2k〉

〈

· ⊗n, ϕ⊗n
〉

−
m−2ÿ

n=0

(n+ 2)(n+ 1)

2

〈

τ, ϕ⊗2
〉〈

· ⊗n, ϕ⊗n
〉

.

Зауважимо, що при n = m − 1 i при n = m маємо
[

m−n
2

]

= 0, тому

в першому доданку внутрiшня сума виродиться. Як наслiдок, останню

рiвнiсть продовжимо наступним чином

GtP − P

t
−

1

2
∆GP =

m−2ÿ

n=0

( [m−n
2 ]ÿ

k=1

(n+ 2k)!

k!n!

tk−1

2k
〈τ⊗k, ϕ⊗2k〉

−
(n+ 2)(n+ 1)

2

〈

τ, ϕ⊗2
〉

)

〈

· ⊗n, ϕ⊗n
〉

.

Легко бачити, що при k = 1 вираз (n+2k)!
k!n!

tk−1

2k 〈τ⊗k, ϕ⊗2k〉 буде рiвний
(n+2)(n+1)

2

〈

τ, ϕ⊗2
〉

, тому

GtP − P

t
−

1

2
∆GP =

m−2ÿ

n=0

( [m−n
2 ]ÿ

k=2

(n+ 2k)!

k!n!

tk−1

2k
〈τ⊗k, ϕ⊗2k〉

)

〈

· ⊗n, ϕ⊗n
〉

.

Аналогiчно як i вище зауважимо, що при n = m − 2 i при n = m − 3

маємо
[

m−n
2

]

= 1, тому при цих значеннях n вираз втрачає сенс, а, отже,

остаточно отримуємо

GtP − P

t
−

1

2
∆GP =

m−4ÿ

n=0

( [m−n
2 ]ÿ

k=2

(n+ 2k)!

k!n!

tk−1

2k
〈τ⊗k, ϕ⊗2k〉

)

〈

· ⊗n, ϕ⊗n
〉

.

З останньої формули легко отримуємо потрiбний результат

lim
t→0

sup
f

∣

∣

∣

GtP (f)− P (f)

t
−

1

2
∆GP (f)

∣

∣

∣

≤
m−4ÿ

n=0

sup
f

∣

∣

〈

f⊗n, ϕ⊗n
〉∣

∣ lim
t→0

[m−n
2 ]ÿ

k=2

(n+ 2k)!

k!n!

|t|k−1

2k
|〈τ⊗k, ϕ⊗2k〉| = 0.
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Наслiдок 6.2.1. Задача Кошi










∂
∂tXt =

1
2∆GXt, t ∈ J,

X0 = P, P ∈ P(G ′
β),

для узагальненого рiвняння теплопровiдностi, породженого лапласiаном

Ґросса, має єдиний розв’язок в P(G ′
β), що задається формулою

Xt = GtP, t ∈ J.

6.3 Функцiональне числення i гомоморфiзми в алге-

брах аналiтичних функцiй на нескiнченновимiр-

них просторах

У цьому параграфi ми опишемо гомоморфiзми з алгебри Hb(X ) ана-

лiтичних функцiй обмеженого типу на банаховому просторi X в кому-

тативну банахову алгебру A i покажемо, що не кожен гомоморфiзм з

Hb(X ) в A задається функцiональним численням. В кiнцi параграфу

наведемо приклад такого гомоморфiзму.

6.3.1 Означення i попереднi вiдомостi

Нехай F — деяка алгебра функцiй на комплексному банаховому не-

скiнченновимiрному просторi X , яка мiстить константи (ми будемо на-

зивати її алгеброю символiв) i A — деяка банахова алгебра з одиницею

1A.

Пiд функцiональним численням для банахової алгебри A в алгебрi

символiв F часто розумiють сiм’ю гомоморфiзмiв {Φa |Φa : F → A} , де

a — деякий набiр елементiв з A. При цьому цю сiм’ю визначає деяка

“природна” залежнiсть a 7→ Φa, що ставить у вiдповiднiсть кожнiй фун-

кцiї f з алгебри символiв F “значення” цiєї функцiї на a. Точне значення
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вказаних понять можна розкрити для конкретних алгебр символiв. Так,

наприклад, якщо F — алгебра аналiтичних функцiй на деякiй вiдкритiй

множинi в Cn, то a = (a1, . . . , an) ∈ An i гомоморфiзми Φa задовольняють

умову

Φa

(

nÿ

k=1

cktk

)

=
nÿ

k=1

ckak, (c1, . . . , cn) ∈ C
n, (t1, . . . , tn) ∈ C

n.

Зауважимо, що декартовий степiнь An алгебри A природно ототожнюють

з тензорним добутком A⊗ C
n.

У випадку, коли F — алгебра аналiтичних функцiй на деякому не-

скiнченновимiрному банаховому просторi X , як набори a використову-

ють елементи топологiчного тензорного добутку A ⊗γ X , поповненого в

деякiй топологiї γ тензорного добутку. При цьому проективна топологiя

дає можливiсть отримати функцiональне числення в алгебрi символiв

Hb(X ) всiх аналiтичних функцiй обмеженого типу на X (див. [100,101]).

Нагадаємо, що f : X → C називають аналiтичною функцiєю на X ,

якщо f є неперервним вiдображенням з X в C i звуження f на кожен

скiнченновимiрний пiдпростiр в X є аналiтичною функцiєю вiд багатьох

змiнних. Аналiтичну функцiю називають функцiєю обмеженого типу,

якщо вона є обмеженою на обмежених пiдмножинах в X . Простiр всiх

аналiтичних функцiй обмеженого типу на X позначають Hb(X ).

Аналiтичну функцiю P називають n-однорiдним полiномом, якщо

P (λx) = λnP (x) для довiльного λ ∈ C. Простiр аналiтичних n-однорiдних

полiномiв позначають Pn(X ). Довiльний полiном на X є скiнченною су-

мою однорiдних полiномiв. Простiр усiх неперервних полiномiв на X

позначають P(X ).

Кожну функцiю f ∈ Hb(X ) можна подати у виглядi

f(x) =
∞ÿ

n=0

fn(x),

де fn ∈ Pn(X ), при цьому ряд справа збiгається рiвномiрно на обмежених
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множинах. Детальнiше про аналiтичнi функцiї на банахових просторах

можна дiзнатись iз монографiй [99, 171] (див. також параграф 1.2).

Спектром комутативної топологiчної алгебри A називають множину

M(A) характерiв (неперервних гомоморфiзмiв) алгебри A в C. Кожен

характер природно ототожнюють з його ядром, яке є максимальним

iдеалом в A.

Спектр Mb := M (Hb(X )) алгебри Hb(X ) дослiджувався в роботах

[63, 223, 224]. Зокрема, Р. Арон, Б. Коул та Т. Гамелiн у роботi [63]

довели, що для довiльного ϕ ∈ Mb iснує така напрямленiсть {xα} ⊂ X ,

що ϕ(P ) = lim
α
P (xα) для довiльного полiнома P . У роботах [100, 101]

Ш. Дiнiн, Р. Харте, С. Тейлор показали, що для кожного елемента

a ∈ A⊗p X iснує такий гомоморфiзм

θa : Hb(X ) 7−→ A

(позначення θa(f) =: fA(a)), що для кожного h ∈ M(A) виконується

h(θa(f)) = f ([h⊗ IX ] (a)) .

Тут A ⊗p X позначає тензорний добуток банахових просторiв A i X ,

поповнений у проективнiй тензорнiй локально опуклiй топологiї, а IX

— одиничний оператор в просторi X . Гомоморфiзм θa має таку вла-

стивiсть, що для кожного лiнiйного функцiонала x′ ∈ X ′ виконується

рiвнiсть θa(x′) = [1A ⊗ x′] (a) =
ř
k akx

′(xk), а для кожного n-однорiдного

полiнома P ∈ Pn(X ) виконується θa(P ) = [1A ⊗ P ] (a) =
ř
k a

n
kP (xk), де

a =
ř
k ak⊗xk ∈ A⊗pX . Таким чином, для кожного елемента a ∈ A⊗pX

iснує функцiональне числення для A в алгебрi символiв Hb(X ) i θa

можна розглядати як гомоморфiзм “значення” f в точцi a. У цьому па-

раграфi покажемо, що для довiльного гомоморфiзму Φ : Hb(X ) −→ A

iснує така напрямленiсть {aα} ⊂ A⊗p X , що

h ◦ Φ(P ) = lim
α
θaα

(P ).
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6.3.2 Теорема про гомоморфiзми з алгебри аналiтичних фун-

кцiй обмеженого типу в комутативну банахову алгебру

У роботi [15] (див. також [223]) доведено аналог теореми Гiльберта

про нулi для полiномiв на банаховому просторi.

Теорема 6.3.1 ([15]). Нехай P1, . . . , Pn ∈ P(X ) i
Şn
k=1KerPk = ∅. Тодi

iснують такi полiноми Q1, . . . , Qn ∈ P(X ), що
nÿ

k=1

Pk(x)Qk(x) = 1

для всiх x ∈ X .

Наслiдок 6.3.1. Для довiльного характера ϕ ∈ Mb i скiнченного набору

полiномiв P1, . . . , Pn ∈ P(X ) iснує такий елемент x0 ∈ X , що ϕ(Pk) =

Pk(x0), k = 1, . . . , n.

Доведення. Нехай λk = ϕ(Pk). Якщо елемента x0 не iснує, то полiноми
{

Pk − λk
}n

k=1
не мають спiльних нулiв у X . Тому, за теоремою 6.3.1,

маємо
nÿ

k=1

(Pk(x)− λk)Qk(x) = 1, ∀x ∈ X ,

для деяких Q1, . . . , Qn ∈ P(X ). Застосувавши до цiєї рiвностi гомомор-

фiзм ϕ отримаємо

0 =
nÿ

k=1

(ϕ(Pk)− λk)ϕ(Qk) = 1.

Отримана суперечнiсть доводить наслiдок.

Наступне твердження є аналогом теореми 6.3.1 для полiномiв вiд

елементiв алгебри.

Теорема 6.3.2. Нехай P1, . . . , Pn ∈ P(X ). Тодi
Şn
k=1KerPk = ∅ у тому i

тiльки в тому випадку, коли
Şn
k=1Ker(Pk)A = ∅ i при цьому для деяких

Q1, . . . , Qn ∈ P(X )
nÿ

k=1

(Pk)A (a) (Qk)A (a) = 1A, ∀a ∈ A⊗p X . (6.3.1)
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Доведення. Якщо
Şn
k=1KerPk = ∅, то згiдно з теоремою 6.3.1 iснують

такi полiноми Q1, . . . , Qn ∈ P(X ), що
řn
k=1 PkQk ≡ 1. Застосувавши до

цiєї тотожностi гомоморфiзм θa, отримаємо рiвнiсть (6.3.1). Оскiльки

вона виконується для довiльних a ∈ A⊗p X , то
Şn
k=1Ker (Pk)A = ∅.

Навпаки, якщо виконується рiвнiсть (6.3.1), то для a = 1A ⊗ x маємо
nÿ

k=1

(Pk)A (1A ⊗ x) (Qk)A (1A ⊗ x) =
nÿ

k=1

Pk(x)Qk(x) = 1,

тому полiноми P1, . . . , Pn не мають спiльних нулiв.

Наслiдок 6.3.2. Для довiльного гомоморфiзму Φ : Hb(X ) −→ A, скiнчен-

ного набору полiномiв P1, . . . , Pn ∈ P(X ) i характерiв h1, . . . , hm ∈ M(A)

iснує такий елемент a0 ∈ A⊗p X , що

hj ◦ Φ(Pk) = (Pk)A([hj ⊗ IX ](a0)), k = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m.

Доведення. Оскiльки hj ◦ Φ ∈ Mb, то для кожного j = 1, . . . , m iснує

такий елемент xj ∈ X , що hj ◦ Φ(Pk) = Pk(xj), k = 1, . . . , n. Тепер

виберемо елементи a1, . . . , am ∈ A так, щоб hk(aj) = δkj, де δkj — символ

Кронекера. Тодi a0 =
řm
j=1 aj ⊗ xj — шуканий елемент.

Теорема 6.3.3. Для кожного гомоморфiзму Φ0 : Hb(X ) −→ A iснує

така напрямленiсть {aα} ⊂ A⊗p X , що

h ◦ Φ0(P ) = lim
α
PA([h⊗ IX ](aα)) (6.3.2)

для довiльних P ∈ P(X ) i h ∈ M(A).

Доведення. Розглянемо на множинi M(Hb(X ),A) всiх гомоморфiзмiв з

Hb(X ) в A систему множин

A =
{

UP1,...,Pn,h1,...,hm
ε1,...,εn,δ1,...,δm

:Pk ∈ P(X ), hj ∈ M(A),

εk > 0, δj > 0, k = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m
}

,

де

UP1,...,Pn,h1,...,hm
ε1,...,εn,δ1,...,δm

=
{

Φ ∈ M(Hb(X ),A) : |hj ◦ Φ(Pk)− hj ◦ Φ0(Pk)| < εk + δj,

k = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m
}

.
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Ця сiм’я є частково впорядкованою вiдносно включення. Розглянемо її

як множину iндексiв. Для кожного α ∈ A позначимо aα такий елемент

з A ⊗p X , що θaα
∈ A. Згiдно з наслiдком 6.3.2 такий вибiр можна

здiйснити. Тодi за побудовою для будь-якого ε > 0 i для довiльних P ∈

P(X ) i h ∈ M(A) знайдеться такий iндекс α0 ∈ A, що для довiльного

α > α0 справджується нерiвнiсть

∣

∣h ◦ Φ0(P )− PA([h⊗ IX ](aα))
∣

∣ < ε.

Отже, виконується рiвнiсть (6.3.2).

Зауважимо, що система множин A, що вибрана для кожного гомо-

морфiзму Φ ∈ M(Hb(X ),A), є базою деякої топологiї на M(Hb(X ),A).

Якщо алгебра A напiвпроста, тобто елементи з M(A) роздiляють точки

A, то ця топологiя є гаусдорфовою. У цьому випадку кожна напрямле-

нiсть {aα} ⊂ A ⊗p X збiгається в цiй топологiї i породжує комплексний

гомоморфiзм (не обов’язково неперервний) з P(X ) в A за формулою

(6.3.2). Якщо ця напрямленiсть обмежена, то цей гомоморфiзм неперерв-

ний.

6.3.3 Приклад гомоморфiзму, що не задається функцiональним

численням

Нагадаємо, що фiльтром U на множинi натуральних чисел називають

таку непорожню систему пiдмножин N, яка задовольняє три аксiоми:

порожня множина не належить U ; якщо A,B ∈ U , то A ∩ B ∈ U ; для

кожного A ∈ U з того, що A ⊂ B випливає B ∈ U .

Послiдовнiсть {xn} у топологiчному просторi X називають збiжною

за фiльтром U до x (в такому випадку пишуть x = lim
U
xn), якщо для

кожного околу O точки x множина {n ∈ N : xn ∈ O} належить фiльтру

U . Зауважимо, що якщо в ролi U взяти фiльтр Фреше, який складається
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iз доповнень до скiнченних пiдмножин натурального ряду, то збiжнiсть

за фiльтром U спiвпадає iз звичайною збiжнiстю.

На множинi фiльтрiв на N можна природним чином ввести вiдноше-

ння порядку: кажемо, що фiльтр U1 мажорує фiльтр U2, якщо U2 ⊂ U1.

Максимальний у сенсi цього вiдношення порядку фiльтр називається

ультрафiльтром. З леми Цорна випливає, що кожен фiльтр мажорується

деяким ультрафiльтром. Фiльтр на множинi натуральних чисел назива-

ють вiльним, якщо вiн мажорує фiльтр Фреше.

Наведемо приклад, який iлюструє, що iснують гомоморфiзми з Hb(X )

в A, якi не подаються у виглядi функцiонального числення.

Нехай X = ℓ2, {ak} — деяка збiжна до елемента a послiдовнiсть в

напiвпростiй алгебрi A i U — деякий вiльний ультрафiльтр на множинi

натуральних чисел. Визначимо гомоморфiзм ΦU : Hb(ℓ2) −→ A насту-

пним способом

ΦU(f) = lim
U
fA(ak ⊗ ek),

де ek — ортогональнi базиснi елементи в ℓ2. Для кожного n-однорiдного

полiнома P ∈ P(ℓ2) має мiсце рiвнiсть

ΦU(P ) = lim
U
ankP (ek) = an lim

U
P (ek).

Якщо f(x) =
∞ÿ

n=0

fn(x) — розклад Тейлора функцiї f ∈ Hb(ℓ2) на n-одно-

рiднi полiноми fn, то ΦU(f) =
∞ÿ

n=0

an lim
U
fn(ek). При цьому

‖ΦU(f)‖ =
∥

∥

∥

∞ÿ

n=0

an lim
U
fn(ek)

∥

∥

∥
≤

∞ÿ

n=0

‖a‖n · ‖fn‖ <∞,

оскiльки з того факту, що f ∈ Hb(ℓ2) випливає, що limn ‖fn‖
1
n = 0, тому

за формулою Кошi-Адамара ряд
ř∞
n=0 ‖a‖

n · ‖fn‖ абсолютно збiгається,

а, отже, збiгається i ряд
ř∞
n=0 a

n lim
U
fn(ek). Таким чином, гомоморфiзм

ΦU(f) коректно визначений.
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Покажемо, що вiн неперервний. Нехай f j — послiдовнiсть функцiй з

Hb(ℓ2), яка збiгається до f 0 в метрицi простору Hb(ℓ2), i послiдовнiсть

ΦU(f
j) прямує до деякого елемента b ∈ A. Припустимо, що b=/ ΦU(f

0).

Тодi з напiвпростоти алгебри A випливає, що h(b) =/ h(ΦU(f
0)) для деяко-

го характеру h ∈ M(A). Але ϕ := h ◦ ΦU є неперервним гомоморфiзмом

з Hb(ℓ2) в C. Справдi, звуження ϕn функцiонала ϕ на Pn(ℓ2) має вигляд

ϕn(P ) = hn(a) lim
U
P (ek) i ‖ϕn‖Pn(ℓ2) = |h(a)|n. Тому для радiус-функцiї

виконується R(ϕ) := limn‖ϕn‖
1
n

Pn(ℓ2)
= |h(a)| < ∞, що гарантує неперерв-

нiсть ϕ згiдно з результатами роботи [63]. Отже, правильним є граничний

перехiд ϕ(f j) −→ ϕ(f 0) = h(ΦU(f
0)). З iншого боку, з неперервностi h

випливає iнший граничний перехiд ϕ(f j) = h(ΦU(f
j)) −→ h(b). Тому

b = ΦU(f
0), тобто оператор ΦU має замкнений графiк i, отже, неперерв-

ний.

Зауважимо, що, якщо a=/ 0, то ΦU =/ θa для жодного a ∈ A ⊗p X ,

оскiльки для будь-якого лiнiйного функцiонала P1 ∈ ℓ′2 ⊂ P(ℓ2) виконує-

ться рiвнiсть ΦU(P1) = 0, тодi як для полiнома P2(x) =
ř
i x

2
i ∈ P2(ℓ2) ⊂

P(ℓ2) виконується ΦU(P2) = a2=/ 0.

Висновки до роздiлу 6

Матерiал шостого роздiлу об’єднаний за тим принципом, що тут роз-

глянуто функцiональне числення в класах цiлих аналiтичних функцiй

нескiнченної кiлькостi змiнних.

В параграфi 6.1 побудовано функцiональне числення для злiченного

набору генераторiв сильно неперервних груп операторiв в класi Фур’є-

образiв полiномiальних ультрарозподiлiв, якi є цiлими аналiтичними фун-

кцiями злiченної кiлькостi змiнних. А саме, для злiченної кiлькостi гене-

раторiв сильно неперервних груп операторiв, заданих на гiльбертовому

просторi H, побудовано операторне числення, що задане на симетри-
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чному просторi Фока Γ(H) :=
à
n∈Z+

H
p⊗n. Цього досягнуто у пунктi 6.1.2

завдяки методу вторинного квантування: маючи, взагалi кажучи, не ко-

мутуючi оператори на H, ми вводимо оператори на Γ(H), якi стають

комутативними. При цьому кожен такий оператор генерує вiдповiдну

“сквантовану” напiвгрупу (див. формули (6.1.5) та (6.1.6)). В результатi

введено клас функцiй rH, аргументом яких є злiченнi набори новоутворе-

них операторiв, а значеннями — оператори на просторi Фока. При цьому

вiдображення, що ставить у вiдповiднiсть звичайнiй функцiї числового

аргумента функцiю операторного аргумента, ми розумiємо як “елемен-

тарне” функцiональне числення (див. зауваження 6.1.1). У теоремi 6.1.1

доведено iзоморфне представлення алгебри типу Фока Γ(G ′
β) у виглядi

комутанта операторiв певного вигляду над простором rH. Ця теорема

дозволяє аргументувати iснування функцiонального числення у класi по-

лiномiальних ультрарозподiлiв (див. зауваження 6.1.2). У теоремi 6.1.2

встановлено диференцiальну властивiсть операторного числення.

У параграфi 6.2 наведено застосування побудованого числення опе-

раторiв до розв’язання нескiнченновимiрної задачi Кошi для рiвняння

теплопровiдностi. Для цього спочатку введено оператор зсуву, а вiд-

так згортку на просторi полiномiальних основних ультрадиференцiйов-

них функцiй, причому виписано явнi формули для цих операцiй (див.

формули (6.2.1), (6.2.2)). Доведено, що композицiя двох згорткових опе-

раторiв знову є згортковим оператором, що дозволяє ввести згортку

на просторi полiномiальних ультрарозподiлiв у виглядi явної формули

(6.2.3). Формулою (6.2.4) введено формальну згорткову експоненту, поро-

джену полiномiальним ультрарозподiлом. У подальшому таку експоненту

застосовано до полiномiальних основних функцiй, якi мають скiнченну

кiлькiсть доданкiв, тому у кожному конкретному випадку на результат

впливає лише частинна сума формального ряду.



299

У пунктi 6.2.2 доведено теорему 6.2.1 про iснування та єдинiсть

розв’язку згорткової задачi Кошi (6.2.5), при цьому використано введену

ранiше згорткову експоненту. У теоремi 6.2.2 встановлено, що лапласi-

ан Ґросса дiє як згортковий оператор, що дозволяє звести узагальнене

рiвняння теплопровiдностi, породжене лапласiаном Ґросса, до згортко-

вого рiвняння i отримати розв’язок у виглядi явної формули (6.2.8).

Насамкiнець побудовано однопараметричну напiвгрупу на просторi полi-

номiальних основних ультрадиференцiйовних функцiй, генератором якої

є лапласiан Ґросса, та доведено її сильну неперервнiсть. У наслiдку 6.2.1

записано розв’язок тiєї ж задачi Кошi з точки зору теорiї напiвгруп.

У параграфi 6.3 розглянуто абстрактний випадок алгебри символiв

Hb(X ) всiх аналiтичних функцiй обмеженого типу на деякому нескiн-

ченновимiрному банаховому просторi X . Тут доведено аналог теореми

Гiльберта про нулi для полiномiв вiд елементiв банахової алгебри. Опи-

сано гомоморфiзми з алгебри Hb(X ) в комутативну банахову алгебру A i

показано, що не кожен гомоморфiзм з Hb(X ) в A задається функцiональ-

ним численням. У пунктi 6.3.3 наведено приклад такого гомоморфiзму.

Результати роздiлу 6 опублiкованi в роботах [16,190,206] та анонсовано

в [43, 194].



Висновки

Дисертацiйна робота присвячена побудовi алгебр полiномiальних роз-

подiлiв на нескiнченновимiрних просторах та дослiдженню їхньої тен-

зорної та алгебраїчної структури. В якостi застосування полiномiальних

алгебр запропоновано новий метод розв’язання проблеми побудови фун-

кцiонального числення для злiченних наборiв операторiв.

Завданням першого роздiлу дисертацiї було дати уявлення про стан

дослiджень з даної тематики, та описати мiсце дисертацiйної роботи у

розв’язаннi вказаної проблеми.

У другому роздiлi дисертацiї розвинуто загальний пiдхiд до побудови

полiномiальних основних функцiй та полiномiальних розподiлiв на основi

теорiї ядерних (F ) або (DF ) просторiв. Таке полiномiальне розширен-

ня можна розглядати як узагальнення класичних просторiв основних та

узагальнених функцiй на випадок нескiнченної кiлькостi змiнних. Нами

розвинуто новий пiдхiд до дослiдження дуальної пари 〈P ′(X ′),P(X ′)〉,

що складається з простору P(X ′) неперервних полiномiв над X ′ та силь-

но спряженого простору P ′(X ′) полiномiальних розподiлiв, яка є нелi-

нiйним розширенням дуальної пари 〈X ′, X 〉 лiнiйних локально опуклих

ядерних просторiв типу (F ) або (DF ). При цьому окремо дослiджено ви-

падки просторiв X = S+ швидко спадних нескiнченно диференцiйовних

в додатнiй пiвосi функцiй та X = G+ ультрадиференцiйовних функцiй з

компактними носiями, що заданi в додатному конусi Rd
+.

Третiй роздiл присвячений опису структури, властивостей простору
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полiномiальних основних швидко спадних функцiй та вiдповiдних полi-

номiальних розподiлiв повiльного росту, а також основних операцiй на

цих просторах. Крiм того, тут доведено теорему типу Сiлi про про-

довження довiльної швидко спадної функцiї з додатного конуса R
d
+ на

весь простiр iз збереженням властивостi швидкого спадання. Цей резуль-

тат неявно використовується у третьому та п’ятому роздiлах дисертацiї.

Окремий параграф присвячений дослiдженню диференцiйовностi за Ґато

локально опуклих полiномiальних основних швидко спадних функцiй i

полiномiальних розподiлiв повiльного росту, опису властивостей похiдної

Ґато на вiдповiдних просторах iз тензорною структурою типу Фока та

встановленню зв’язку похiдної Ґато з квантовим бiлим шумом та дифе-

ренцiюваннями на цих просторах.

У третьому та четвертому роздiлах дисертацiї побудовано узагальне-

ння операторiв диференцiювання та зсуву окремо на випадки просторiв

полiномiальних основних швидко спадних функцiй, полiномiальних уза-

гальнених функцiй повiльного росту, полiномiальних ультрадиференцi-

йовних функцiй та полiномiальних ультрарозподiлiв; у кожному випадку

доведено, що вiдповiднi похiднi генерують напiвгрупи зсувiв.

Окремим завданням роботи було поширення деяких iнтегральних пе-

ретворень на полiномiальнi простори основних та узагальнених функцiй.

Зокрема, поширено перетворення Фур’є на простiр полiномiальних основ-

них швидко спадних функцiй i полiномiальних розподiлiв повiльного ро-

сту та вивчено його властивостi; поширено перетворення Фур’є-Лапласа

та Лапласа на простори полiномiальних ультрарозподiлiв, вивчено вла-

стивостi цих перетворень та доведено теореми типу Пелi-Вiнера для цих

просторiв; описано образ основного простору при перетвореннi Фур’є-

Лапласа у виглядi певного класу цiлих функцiй експоненцiального типу.

Вiдома структурна теорема Шварца стверджує, що кожний лiнiй-

ний оператор L : D(Rd) −→ C∞(Rd), що комутує iз групою зсувiв
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τs : ϕ(·) 7→ ϕ( · − s), s ∈ Rd, обов’язково є згортковим оператором з

деяким розподiлом f ∈ D′(Rd), тобто Lϕ = f ∗ ϕ. У четвертому роз-

дiлi дисертацiї поширено цей результат на простори ультрарозподiлiв.

Зокрема, тут доведено структурнi теореми для операторiв, що дiють в

просторах (лiнiйних) ультрадиференцiйовних функцiй i якi комутують з

багатопараметричними напiвгрупами, крiм того доведено, що згорткову

алгебру ультрарозподiлiв з носiями в додатному конусi можна iзоморфно

представити як комутант напiвгрупи зсувiв, доведено також векторнозна-

чний варiант цього результату i дослiджено загальнiший випадок довiль-

ної напiвгрупи стиску. Доведено структурну теорему про представлення

локально опуклої алгебри iз тензорною структурою типу Фока у виглядi

комутанта полiномiальної напiвгрупи зсувiв.

У п’ятому роздiлi дисертацiї побудовано узагальнення функцiональ-

ного числення типу Хiлле-Фiллiпса. При цьому суттєвим є той факт,

що класом символiв такого числення є аналiтичнi в деяких трубчастих

областях функцiї скiнченної чи нескiнченної кiлькостi змiнних. При цьо-

му результатом такого числення є оператори, що заданi на деякому

банаховому просторi. Зокрема, тут побудовано функцiональне числення

типу Хiлле-Фiллiпса для комутуючих наборiв генераторiв сильно непе-

рервних напiвгруп, що дiють в банаховому просторi, в класi аналiтичних

в трубчастих областях функцiй скiнченної та нескiнченної кiлькостi змiн-

них.

Матерiал шостого роздiлу об’єднаний за тим принципом, що тут роз-

глянуто функцiональне числення в класах цiлих аналiтичних функцiй

нескiнченної кiлькостi змiнних. Тут побудовано функцiональне числення

для злiченного некомутуючого набору генераторiв сильно неперервних

груп операторiв, що дiють в гiльбертовому просторi, в класi цiлих ана-

лiтичних функцiй злiченної кiлькостi змiнних. При цьому результатом

такого числення є оператори, що заданi у просторi Фока. В якостi за-
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стосування побудованого числення операторiв знайдено в явному виглядi

роз’язок нескiнченновимiрного рiвняння теплопровiдностi, породженого

лапласiаном Ґросса. В останньому параграфi шостого роздiлу розглянуто

абстрактний випадок алгебри символiв Hb(X ) всiх аналiтичних функцiй

обмеженого типу на деякому нескiнченновимiрному банаховому просторi

X . Тут описано гомоморфiзми з алгебри Hb(X ) в деяку комутативну

банахову алгебру i показано, що не кожен такий гомоморфiзм задається

функцiональним численням.

Отриманi результати дисертацiї можуть бути використанi у нелiнiй-

ному функцiональному аналiзi та є основою для подальшої розбудови

нескiнченновимiрного аналiзу та числення операторiв для злiченних на-

борiв операторiв.

Основнi результати дисертацiї опублiковано у фахових математичних

журналах i апробовано у провiдних математичних центрах.
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Hájec // Arhiv der Mathematic. – 2006. – V. 56, № 6. – P. 561–568.

65. Auscher P. The solution of the Kato square root problem for second

order elliptic operators on Rn / P. Auscher, S. Hofmann, M. Lacey,

A. McIntosh, Ph. Tchamitchian // Ann. Math. – 2002. – V. 156. – P.

633–654.



312

66. Baeumer B. Unbounded functional calculus for bounded groups with

applications / B. Baeumer, M. Haase, M. Kovács // J. Evol. Eqs. –
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