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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню рацiональних
апроксимант типу Паде функцiй кiлькох змiнних.

Актуальнiсть теми. Теорiя апроксимацiй Паде являє собою ак-
туальну галузь теорiї наближень. Великий iнтерес до таких набли-
жень зумовлений їх рiзноманiтними практичними застосуваннями.
Вiдомо, що апроксимацiї Паде знаходять своє використання, зокре-
ма, у таких галузях сучасних дослiджень, як аналiз сигналiв, розрiд-
женi наближення, нелiнiйна теорiя оболонок, задачi розсiювання та
iн.

Iсторично апроксимацiї Паде виникли ще за часiв Бернуллi, а
свою назву вони отримали вiд прiзвища французького математика
Анрi Паде, який наприкiнцi XIX — на початку XX сторiччя виконав
ряд дослiджень, присвячених цим апроксимацiям. Надалi поштов-
хом до розвитку апроксимацiй типу Паде, зокрема, багатовимiр-
них узагальнень апроксимацiй Паде, стали публiкацiї К. Брезiнськi,
С. Кiда, П. Саблоньєра, Ж. Абуї та A. Кейт 1970-1980 рр. У цих
роботах було описано рiзнi пiдходи до перенесення поняття апрокси-
мацiй Паде iз одновимiрного на d-вимiрний випадок.

Значний внесок у розвиток теорiї багатовимiрних апроксима-
цiй типу Паде було внесено такими вченими, як Дж.A. Бейкер,
П. Грейвс-Моррiс, Ж. Чiзхольм, Р. Х’юз-Джонс. Серед сучасни-
кiв у данiй галузi дослiджень працюють такi науковцi, як A. Кейт
та К. Брезiнськi, П.Б. Борвейн, Н.Дж. Дарас, Й. Карлоссон,
Г.Лопес Лагомасiно, Д.С. Любiнськi, К. Люттеродт, A. Сiдi, Ц. Тан,
П. Чжоу, Г. Воллiн та iн.

Серед українських дослiдникiв питаннями апроксимацiй Паде
займалися Дзядик В.К. та його учнi; у аспектi гiллястих лан-
цюгових дробiв теорiєю рацiональних наближень займалися Ско-
робогатько В.Я., Бондарчук П. I., Боднар Д. I., Кучмiнська Х.Й.,
Сявавко М.С., Демкiв I. I. та їхнi учнi. У Росiї — Гончар А.О.,
Нiкiшин Є.М., Рахманов Є.А., Суєтiн С.П., Буслаєв В. I., Ап-
тєкарєв О. I., Сорокiн В.М., а у Бiлорусiї – Русак В.М., Пекарсь-
кий О.А., Старовойтов О.П., Ровба Є.О.

Загалом означення та, вiдповiдно, методи побудови апроксимацiй
типу Паде для функцiй кiлькох змiнних роздiляються на три кате-
горiї. Перша категорiя включає у себе тi, якi грунтуються на поняттi
iнтерполяцiйної множини, друга — використовує рiзнi представлення
функцiй кiлькох змiнних за допомогою неперервних дробiв та остан-
ня являє собою узагальнення епсилон-алгоритму на багатовимiрний
випадок.
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Для дослiдження та побудови апроксимацiй типу Паде одним iз
методiв, що опирається на визначення множини спiвпадання, є ме-
тод багатовимiрних узагальнених моментних зображень, запропоно-
ваний А.П. Голубом та Л.О. Чернецькою у 2013 роцi. Цей метод є
перенесенням на багатовимiрний випадок методу узагальнених мо-
ментних зображень В.К. Дзядика 1981 р. У одновимiрному випадку
за допомогою такого методу вдалося дати вiдповiдi на питання, що
стосуються побудови апроксимант Паде ряду спецiальних функцiй,
що лежать поза межами класу марковських функцiй. У цьому ж
випадку В.К. Дзядиком та А.П. Голубом було встановлено необхiд-
нi та достатнi умови iснування узагальнених моментних зображень
довiльної числової послiдовностi, що, в свою чергу, дозволило серед
усiх функцiй виокремити тi, для яких можна будувати апроксиман-
ти Паде за допомогою цього методу. Поширення даного методу на
простори вимiрностi d ≥ 2 дало можливiсть будувати апроксима-
цiї типу Паде для так званих псевдобагатовимiрних функцiй, гiпер-
геометричних рядiв Аппеля, Гумберта, Лаурiчелли та деяких iнших
широких класiв функцiй кiлькох змiнних. У окремих випадках за до-
помогою даного методу доведено рiвномiрну збiжнiсть побудованих
апроксимант та встановлено асимптотичнi формули для їх чисель-
никiв i знаменникiв.

У зв’язку iз цим логiчно виникають питання поширення методу
багатовимiрних узагальнених моментних зображень на новi класи
спецiальних функцiй, а також важливим є встановлення необхiдних
та достатнiх умов iснування таких зображень для довiльної багато-
вимiрної числової послiдовностi.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, те-
мами. Дисертацiю виконано у вiддiлi обчислювальної математики
Iнституту математики НАН України у рамках тем «Експоненцiаль-
но збiжнi методи для розв’язування спектральних задач, задач для
квазiлiнiйних рiвнянь з необмеженими операторними коефiцiєнта-
ми та рацiональнi апроксимацiї функцiй багатьох змiнних» (номер
держреєстрацiї 0116U003063) та «Високоточнi методи розв’язування
задач для операторних рiвнянь у некласичнiй постановцi» (номер
держреєстрацiї 0111U00020).

Мета i завдання дослiдження.
Метою роботи є поширити метод багатовимiрних узагальнених

моментних зображень на новi класи функцiй та встановити необхiднi
та достатнi умови iснування багатовимiрних узагальнених момент-
них зображень.

Об’єктом дослiдження є узагальненi моментнi зображення бага-
товимiрних числових послiдовностей та багатовимiрнi апроксиманти
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типу Паде аналiтичних функцiй кiлькох змiнних.
Предметом дослiдження є властивостi багатовимiрних узагаль-

нених моментних зображень та їх застосування для побудови та до-
слiдження багатовимiрних апроксимант типу Паде функцiй кiлькох
змiнних.

Методи дослiдження. При розв’язаннi поставлених задач у
дисертацiйнiй роботi використовувалися методи класичного матема-
тичного аналiзу, теорiї функцiй кiлькох комплексних змiнних та тео-
рiї спецiальних функцiй, теорiї лiнiйних операторiв, теорiї ортого-
нальних многочленiв та бiортогональних систем функцiй.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi резуль-
тати, що визначають наукову новизну дисертацiї та виносяться на
захист, такi:

1. Встановлено необхiднi та достатнi умови iснування d-вимiрних
узагальнених моментних зображень (d ≥ 2) у термiнах умов на
послiдовностi та у термiнах умов на твiрнi функцiї.

2. Побудовано та дослiджено двовимiрнi апроксиманти типу Па-
де для нових класiв спецiальних функцiй двох змiнних, зокре-
ма, для деяких гiпергеометричних функцiй другого, третього
та четвертого порядкiв.

3. Доведено збiжнiсть та встановлено асимптотичнi рiвностi для
чисельникiв та знаменникiв апроксимант типу Паде деяких
двовимiрних вироджених гiпергеометричних рядiв.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна
робота носить теоретичний характер. Методи та результати дисерта-
цiї можуть використовуватися у дослiдженнях з теорiї наближення
функцiй, а також при розв’язуваннi прикладних задач теорiї чисел,
обчислювальної математики та математичної фiзики.

Особистий внесок здобувача. Визначення напрямку дослiд-
ження, а також постановка задач належить науковому керiвнику —
доктору фiз.-мат. наук А.П. Голубу. В опублiкованих спiльно з
А.П. Голубом п’яти наукових працях [1, 2, 3, 5, 6] науковому керiв-
нику належить постановка задач та аналiз результатiв. Результати
дисертацiйної роботи отриманi здобувачем самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної
роботи доповiдалися та обговорювалися на:

• спiльному засiданнi семiнару “Математичнi проблеми ме-
ханiки та обчислювальна математика”, семiнару вiддiлу тео-
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рiї функцiй та Київського семiнару з функцiонального аналi-
зу (Iнститут математики НАН України; керiвники семiнару:
член-кореспондент НАНУ, доктор фiз.-мат. наук, професор
А.Н. Кочубей; доктор фiз.-мат. наук, професор А.С. Рома-
нюк);

• семiнарах вiддiлу теорiї функцiй (Iнститут математики НАН
України; керiвник семiнару — доктор фiз.-мат. наук, професор
А.С. Романюк);

• семiнарi “Сучасний аналiз” (механiко-математичний факуль-
тет Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шев-
ченка; керiвник семiнару — доктор фiз.-мат. наук, професор
I.О. Шевчук);

• Четвертiй Всеукраїнськiй науковiй конференцiї молодих вче-
них з математики та фiзики, Київ, 23–25 квiтня 2015 року;

• Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв, Київ, 3–
6 червня 2015 року;

• 10-й Мiжнароднiй математичнiй конференцiї iм. В.Я. Скоро-
богатька, Дрогобич; 25–28 серпня 2015 року;

• Третiй конференцiї “Mathematics for Life Sciences”, Рiвне, 15–
19 вересня 2015 року;

• Мiжнароднiй конференцiї “Теорiя наближень та її
застосування”, присвяченiй 75-рiччю професора В.П. Мотор-
ного, Днiпро, 8–11 жовтня 2015 року;

• Конференцiї молодих вчених “Пiдстригачiвськi читання –
2016”, Львiв, 25–27 травня 2016 року;

• Конференцiї “Mathematical Optics, Image Modelling and
Algorithms”, Ганновер (Нiмеччина), 20–23 червня 2016 року;

• Третiй конференцiї “Approximation Methods for Molecular
Modelling and Diagnosis Tools”, Київ, 26–30 сiчня 2017 року;

• The 8th Gene Golub SIAM Summer School “Data Sparse
Approximations and Algorithms”, Берлiн (Нiмеччина), 29 трав-
ня – 9 червня 2017 року.
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Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiко-
вано у дванадцяти наукових працях, з яких бiльшiсть [1–6] є стат-
тями у наукових виданнях, внесених до перелiку фахових видань з
фiзико-математичних наук, а [7–12] є матерiалами доповiдей науко-
вих конференцiй. Стаття [6] опублiкована у журналi, який входить
до мiжнародних наукометричних баз даних (Web of Science, Scopus).

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi
змiсту, перелiку умовних позначень, вступу, трьох роздiлiв, виснов-
кiв, а також списку використаних джерел, що мiстить 131 наймену-
вання. Дисертацiя мiстить 2 таблицi та 12 рисункiв.

Повний обсяг дисертацiї становить 149 сторiнок, з них список
використаних джерел займає 15 сторiнок.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

Перший роздiл присвячено огляду лiтератури за темою дисер-
тацiї, наведено основнi поняття та означення.

Означення 1.7. Узагальненим моментним зображенням d-
вимiрної числової послiдовностi {sk}k∈Zd+ на добутку лiнiйних про-
сторiв X × Y називається сукупнiсть рiвностей

sk+j = 〈xk, yj〉, k, j ∈ Zd+, (1)

де {xk}k∈Zd+ ⊂ X , {yj}j∈Zd+ ⊂ Y, а 〈·, ·〉 — бiлiнiйна форма на X × Y.

Другий роздiл присвячено проблемi розв’язностi задачi про ба-
гатовимiрнi узагальненi моментнi зображення. Встановлено необхiд-
нi та достатнi умови iснування узагальнених моментних зображень
вигляду (1), а саме, доведено твердження.

Теорема 2.4. Нехай H — нескiнченновимiрний сепарабельний
гiльбертiв простiр та {ek}k∈Z+

— ортонормований базис у ньому.
Тодi, для того, щоб послiдовнiсть {sk}k∈Zd+ мала узагальнене мо-
ментне зображення вигляду

sk+j = 〈xk, yj〉, k, j ∈ Zd+,

де

〈x, y〉 =

∞∑
m=0

(x, em)(y, em),

а елементи {xk}k∈Zd+ та {yj}j∈Zd+ мають вигляд

xk =

cd(k)∑
p=0

α(k)
p ep, α

(k)

cd(k)
6= 0, k ∈ Zd+, (2)
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yj =

cd(j)∑
p=0

β(j)
p ep, β

(j)

cd(j)
6= 0, j ∈ Zd+, (3)

необхiдно i достатньо, щоб всi визначники H̃p = det S̃N , N ∈ Z+

матриць

S̃N =
∥∥sl1(k)+l1(j),l2(k)+l2(j),...,ld(k)+ld(j)∥∥Nk,j=0

, .

були вiдмiнними вiд нуля ∀N ∈ Z+, де cd : Zd+ → Z+ — нумерую-
ча функцiя Кантора, а l1, l2, ..., ld : Z+ → Z+ — її оберненi функцiї,
тобто cd (l1(p), l2(p), ..., ld(p)) = p.

При цьому будуть виконуватися спiввiдношення

α
(k)

cd(k)
β
(k)

cd(k)
=

H̃cd(k)

H̃cd(k)−1
, H̃−1 := 1, k ∈ Zd+, (4)

i якщо зафiксувати послiдовностi ненульових чисел {α(l(p))
p }p∈Z+ та

{β(l(p))
p }p∈Z+

, де l(p) =
(
l1(p), l2(p), ..., ld(p)

)
, що задовольняють (4),

то решта коефiцiєнтiв в (2)-(3) будуть єдиним чином визначатися
за формулами

α(k)
p = α

(k)

cd(k)

S̃cd(k)

(
0 1 . . . p− 1 cd(k)
0 1 . . . p− 1 p

)
H̃cd(k)

,

p = 0, cd(k), k ∈ Zd+,

β(j)
p = β

(j)

cd(j)

S̃cd(j)

(
0 1 . . . p− 1 p
0 1 . . . p− 1 cd(j)

)
H̃cd(j)

,

p = 0, cd(j), j ∈ Zd+.

Як вiдомо, якщо коефiцiєнти формального степеневого ряду

f(z) =
∑
k∈Zd+

skz
k, (5)
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де z = (z1, z2, . . . , zd) ∈ Cd,k = (k1, k2, . . . , kd) ∈ Zd+, zk = zk11 zk22 ...zkdd ,
можуть бути представленi у виглядi

sk = 〈Ak11 A
k2
2 ...A

kd
d x0, y0〉, k ∈ Zd+, (6)

де Aj : X → X , j = 1, d — деякi лiнiйнi комутуючi мiж собою обме-
женi оператори, то ряд буде збiжним в околi початку координат
до аналiтичної функцiї f вiд d змiнних, яка може бути записана у
виглядi

f(z) = 〈Rz1(A1)Rz2(A2)...Rzd(Ad)x0, y0〉, (7)

де Rzj (Aj) = (I − zjAj)
−1 — резольвентнi функцiї опера-

торiв Aj , j = 1, d.
Оскiльки саме представлення багатовимiрних узагальнених мо-

ментних зображень у операторному виглядi (6) зручне для практич-
ного використання, то цiкавим виявилося питання про те, за яких
же умов функцiя f вiд d змiнних може бути записана у формi (7).

Теорема 2.6. Для довiльної функцiї f , аналiтичної в полiкрузi
KR = KR1

×KR2
× ...×KRd , 0 < Rj < ∞, j = 1, d, i довiль-

ного нескiнченновимiрного сепарабельного гiльбертового простору
H iснують елементи x0, y0 ∈ H та лiнiйнi обмеженi оператори
Aj : H → H, що комутують мiж собою, норми яких ‖Aj‖ < 1

Rj
,

j = 1, d, i такi, що ∀z ∈ KR

f(z) = (Rz1(A1)Rz2(A2)...Rzd(Ad)x0, y0) . (8)

Теорема 2.7. Для довiльної цiлої функцiї d змiнних f та будь-
якого нескiнченновимiрного сепарабельного гiльбертового простору
H iснують елементи x0, y0 ∈ H та лiнiйнi обмеженi комутуючi
мiж собою оператори Aj : H → H, j = 1, d з нульовими спектраль-
ними радiусами, такi, що

f(z) = (Rz1(A1)Rz2(A2)...Rzd(Ad)x0, y0) .

При цьому, якщо порядки зростання функцiї f за змiнними zj,
j = 1, d, дорiвнюють вiдповiдно ρj > 0, j = 1, d, то оператори Aj,
j = 1, d, можуть бути обраними так, що ∀p ∈ N

p

√
‖Apj‖ ≤

Cj

p
1
ρj

, j = 1, d,

де Cj = const, j = 1, d.
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Третiй роздiл присвячено побудовi апроксимант типу Паде де-
яких функцiй двох змiнних, коефiцiєнти степеневих розвинень яких
мають двовимiрнi узагальненi моментнi зображення в операторному
виглядi sk,m = 〈Ak1Am2 x0,0, y0,0〉, k,m ∈ Z+, при деякому спецiально-
му виборi операторiв A1 та A2.

Пiдроздiл 3.1 носить допомiжний характер. У ньому наводяться
необхiднi позначення та ряд тверджень, якi використовуються для
отримання результатiв наступних пiдроздiлiв.

У пiдроздiлi 3.2 розглядається перший варiант вибору опера-
торiв.

Нехай X = Y = L2 ([0, 1] , tνdt) , ν > −1, — простори функцiй,
сумовних з квадратом за мiрою tνdt на [0, 1].

Задамо на декартовому добутку X × Y бiлiнiйну форму
〈x, y〉 =

∫ 1

0
x(t)y(t)tνdt, а початковi функцiї x0,0 та y0,0 покладемо

тотожно рiвними одиницi:

x0,0(t) = y0,0(t) ≡ 1.

Визначимо в просторi X оператор A1 як оператор множення на
незалежну змiнну (A1ϕ)(t) = tϕ(t), а оператор A2 визначимо наступ-
ним чином — (A2ϕ)(t) = tσϕ(t), де σ – iррацiональне число, σ > 0.

Тодi елементи послiдовностей {xk,m}(k,m)∈Z2
+
та {yj,n}(j,n)∈Z2

+
ма-

тимуть вигляд xk,m(t) =yk,m(t) =tk+mσ.
Враховуючи (6), члени двовимiрної послiдовностi записуються

наступним чином

sk,m =

1∫
0

tk+mσ+νdt =
1

k +mσ + ν + 1
,

i отже,

f(z, w) =

∞∑
k,m=0

zkwm

k +mσ + ν + 1
. (9)

Теорема 3.4. Для функцiї (9) при довiльних N1, N2 ∈ N рацiо-
нальна функцiя вигляду

[N/D]f (z, w) =
PN (z, w)

QD(z, w)
,
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де

QD(z, w) =

N1∑
j=0

N2∑
n=0

(−1)N1−j+(N2−n)(N1+1)+1∏[
l

N1+1

]
m=1 ((mσ − j)N1+1)

2
((N1 − j)!)2

×

× ((N1 − j + (N2 − n)σ + ν + 1)N1+1)

2N1 − j + (N2 − n)σ +N1 + ν + 1
zjwn,

i

PN (z, w) =

=

N1−1∑
k=0

N2−1∑
m=0

zkwm
k∑
j=0

m∑
n=0

(−1)N1−j+(N2−n)(N1+1)+1∏[
l

N1+1

]
((mσ−j)N1+1)

2
((N1−j)!)2

m=1

× ((N1 − j + (N2 − n)σ + ν + 1)N1+1)

2N1 − j + (N2 − n)σ + ν + 1
sk−j,m−n+

+ zN1

N1∑
k=0

N2−1∑
m=0

zkwm
N1∑
j=0

m∑
n=0

(−1)j+(N2−n)(N1+1)+1∏[
l

N1+1

]
m=1 ((mσ −N1 + j)N1+1)

2
(j!)

2

×

× ((j + (N2 − n)σ + ν + 1)N1+1)

j + (N2 − n)σ + ν +N1 + 1
sk+j,m−n+

+ wN2

N1−1∑
k=0

N2∑
m=0

zkwm
N1∑
j=0

m∑
n=0

(−1)N1−j+n(N1+1)+1∏[
l

N1+1

]
m=1 ((mσ − j)N1+1)

2
((N1 − j)!)2

×

× ((N1 − j + nσ + ν + 1)N1+1)

2N1 − j + nσ + ν + 1
sk−j,m+n,

матиме розклад у степеневий ряд, коефiцiєнти яко-
го спiвпадатимуть з коефiцiєнтами ряду (9) для всiх
(j, n) ∈ E = [0, 2N1]× [0, 2N2]\{(2N1, 2N2)}.

У пiдроздiлi 3.3 для довiльних банахових просторiв X та Y по-
будовано апроксиманти типу Паде рядiв, степеневi коефiцiєнти яких
мають узагальненi моментнi зображення при другому варiантi вибо-
ру операторiв.

Нехай X та Y — деякi нормованi простори, та визначено бiлiнiйну
форму 〈·, ·〉 на декартовому добутку X × Y.

Нехай у просторi X задано обмежений лiнiйний оператор
A : X → X , а у просторi Y — лiнiйний оператор A∗ : Y → Y, спря-
жений вiдносно бiлiнiйної форми 〈·, ·〉 до оператора A.
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Також визначимо деякi початковi елементи x̃0∈X , ỹ0∈Y.
Будемо вважати, що простори X ,Y, бiлiнiйна форма 〈·, ·〉 на

X × Y, оператори A та A∗ i елементи x̃0 та ỹ0 є такими, що системи
елементiв

{x̃k=Akx̃0}∞k=0 (10)

{ỹj=A∗j ỹ0}∞j=0 (11)

є лiнiйно незалежними у просторах X та Y, вiдповiдно, i допускають
невироджену бiортогоналiзацiю вiдносно форми 〈·, ·〉, так що iснують
системи узагальнених полiномiв {X̃N}N∈Z+

та {ỸM}M∈Z+
, для яких

виконуються умови

X̃N =

N∑
k=0

c̃
(N)
k x̃k, c̃

(N)
N 6= 0, N ∈ Z+, (12)

ỸM =

M∑
j=0

d̃
(M)
j ỹj , d̃

(M)
M 6= 0,M ∈ Z+, (13)

〈X̃N , Ỹm〉 = δM,N =

{
1, M = N
0 M 6= N

, M,N ∈ Z+. (14)

При умовi, що визначники Ганкеля є вiдмiнними вiд нуля

H̃N= det‖s̃k+j‖Nk,j=0 6=0, ∀N∈Z+,

будуть iснувати невиродженi апроксиманти Паде [N−1/N ]f , N∈N,
степеневого ряду

f̃ (z) =

∞∑
k=0

s̃kz
k. (15)

За цих же умов ряд (15) буде збiгатися до аналiтичної в околi почат-
ку координат функцiї, яка матиме зображення

f̃(z) =〈Rz(A)x̃0, ỹ0〉.

Розглянемо у банаховому просторi X лiнiйнi оператори

A1=A, A2=Ap,

де p > 1 — деяке натуральне число, а A — обмежений лiнiйний опе-
ратор.
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При вищенаведених умовах ми можемо розглянути двовимiрну
числову послiдовнiсть {sk,m}∞k,m=0, яка має узагальнене моментне
зображення

sk+j,m+n=〈xk,m, yj,n〉, k,m, j, n∈Z+, (16)

де xk,m=Ak1A
m
2 x̃0, yj,n=A∗j1 A

∗n
2 ỹ0.

Згiдно з (7), при так означених операторах представлення функ-
цiї через резольвентнi функцiї операторiв матиме вигляд

f (z, w) = 〈Rz (A)Rw (Ap) x̃0, ỹ0〉 . (17)

Нехай функцiя f̃ однiєї змiнної задається степеневим рядом (15).
Тодi функцiя двох змiнних f вигляду (17) записується наступним
чином:

f(z, w) =
zp

zp − w
f̃(z)− w1/p

p

p−1∑
r=0

ξ
(p)
r f̃(w1/pξ

(p)
r )

z − w1/pξ
(p)
r

, (18)

де ξ(p)r =e2πir/p, r=0, p−1, — коренi p-го степеня з 1.
Теорема 3.9. Нехай X та Y — банаховi простори, 〈., .〉 —

роздiльно неперервна бiлiнiйна форма, визначена на декартовому до-
бутку X × Y, A : X → X — обмежений лiнiйний оператор, x̃0 ∈ X ,
ỹ0 ∈ Y такi, що виконуються (12)–(14).

Тодi для функцiї f , що має зображення (18), при
N1 ≥ p− 1, N2 ≥ 0 рацiональна функцiя

[N/D]f (z, w) =
PN (z, w)

QD(z, w)
, (19)

де

QD(z, w) =

N1∑
k=0

d
(N1+pN2)
N1+pN2−kz

k +

N1∑
k=N1−p+1

N2∑
m=1

d
(N1+pN2)
N1+pN2−k−pmz

kwm,

(20)
a

PN (z, w) =

N1−1∑
k=0

N2−1∑
m=0

zkwm
k∑
j=0

d
(N1+pN2)
N1−j+pN2

s̃k−j+pm+

+

N1−1∑
k=N1+1−p

N2−1∑
m=1

zkwm
k∑

j=N1+1−p

m∑
n=1

d
(N1+pN2)
N1−j+p(N2−n) s̃k−j+p(n−m)+
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+zN1


N2−1∑
m=0

N1+2pN2−pm−1∑
k=0

zkwm
N1∑
j=0

d
(N1+pN2)
j+pN2

s̃k+j+pm+

+

N2−1∑
m=0

N1+2pN2−pm−1∑
k=0

zkwm
p−1∑
j=0

m∑
n=0

d
(N1+pN2)
j+p(N2−n) s̃k+j+p(m−n)


+wN2


N1−1∑
k=0

N2+[(2N1−k−1)/p]∑
m=0

zkwm
k∑
j=0

d
(N1+pN2)
N1−j+pN2

s̃k−j+p(m+N2)+

N1−1∑
k=N1+1−p

N2+[(2N1−k−1)/p]∑
m=0

zkwm
k∑

j=N1+1−p

N2∑
n=0

d
(N1+pN2)
N1−j+pn s̃k−j+p(n+m)


(21)

матиме розвинення у степеневий ряд, коефiцiєнти яко-
го спiвпадатимуть з коефiцiєнтами ряду (18) для
(k,m) ∈ {(k,m) ∈ Z2

+ : k + pm ≤ 2N1 + 2pN2 + 1}.
Нехай тепер X=Y=L2([0, 1],dµ) — простiр функцiй, сумовних з

квадратом за мiрою dµ, де µ — неспадна функцiя, що має нескiнчен-
ну кiлькiсть точок зростання на [0,1].

Розглянемо в цьому просторi оператор множення на незалежну
змiнну

(Aϕ)(t) =tϕ(t), ϕ∈X .

Будемо вважати також, що x̃0(t) =ỹ0(t)≡1.
Тодi

x̃k(t) =tk, ỹj(t) =tj , k, j∈Z+,

f̃(z) =

∫ 1

0

dµ(t)

1−zt
.

Всi умови теореми, включаючи умови (12)–(14), виконуються, а
отже, для функцiї

f (z, w) =
1

zp−w

{
zp
∫ 1

0

dµ (t)

1−zt
−w

p−1∑
r=0

zr
∫ 1

0

trdµ (t)

1−wtp

}
(22)

її апроксиманти типу Паде можуть бути записанi у виглядi (19)–(21),
де d(N)

k , k=0, N , — коефiцiєнти алгебраїчних многочленiв, ортонор-
мованих на [0,1] за вагою dµ, а s̃k=

∫ 1

0
tkdµ (t) , k∈Z+, — це моменти

мiри dµ.
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Тепер для деяких α, β∈[0, 1) означимо лiнiйнi нормованi простори
Xα та Yβ таким чином

Xα =
{
x(t) : sup

t∈[0,1]
|x(t) tα| <∞

}
, (22)

Yβ =
{
y(t) : sup

t∈[0,1]
|y(t)(1− t)β | <∞

}
, (23)

норми в яких визначаються спiввiдношенням

‖x‖Xα = sup
t∈[0,1]

|x(t) tα|, (24)

‖y‖Yβ = sup
t∈[0,1]

|y(t)(1− t)β |. (25)

Розглянемо в просторi Xα лiнiйний обмежений оператор iнтегру-
вання (Aϕ) (t) =

∫ t
0
ϕ(τ)dτ . Cпряженим до нього вiдносно бiлiнiйної

форми

〈ϕ,ψ〉 =

∫ 1

0

ϕ(t)ψ(t)dt (26)

буде оператор A∗:Yβ→Yβ , (A∗ψ) (t) =
∫ 1

t
ψ(τ)dτ.

Покладемо також x̃0 (t) =tν , ν> −α; ỹ0(t) = (1−t)σ, σ> −β.
Тодi

x̃k (t) =
tk+ν

(ν+1)k
, ỹj (t) =

(1−t)j+σ

(σ+1)j
, k, j∈Z+,

де (a)k — це символ Похгаммера.
Отож, отримаємо

f̃(z) = 〈Rz(A)x̃0, ỹ0〉=
Γ(ν+1)Γ(σ+1)

Γ(ν+σ+2)

(
1+zez

∫ 1

0

τν+σ+1e−zτdτ

)
.

При ν+σ+1 > 0, коефiцiєнти s̃k матимуть вигляд

s̃k=

∫ 1

0

x̃k (t) ỹ0 (t) d (t) =
Γ (ν+1) Γ (σ+1)

Γ(ν+σ+2)(ν+σ+2)k
, k=0,∞,

а функцiя f̃ запишеться наступним чином:

f̃ (z) =
Γ (ν+1) Γ (σ+1)

Γ (ν+σ+2)
1F1 (1;ν+σ+2;z) , (27)



14

де 1F1(a;b;z) — вироджена гiпергеометрична функцiя Куммера.
Тодi функцiя двох змiнних на основi (7) буде визначатися як

f (z, w) =
zp

zp−w
f̃ (z)−w

1
p

p

p−1∑
r=0

ξ
(p)
r f̃

(
w

1
p ξ

(p)
r

)
z−w

1
p ξ

(p)
r

, (28)

де f̃ має вигляд (27).
Для функцiї вигляду (28) за теоремою 3.9 будуються апрокси-

манти типу Паде з коефiцiєнтами d
(N)
k =p

(N)
k (ν+1)k, де p

(N)
k — кое-

фiцiєнти зсунутих ортогональних на [0,1] за мiрою tν(1−t)σdt мно-
гочленiв Якобi. Бiльш того, справедливим є наступний результат.

Теорема 3.11. Побудованi у теоремi 3.9 апроксиманти типу
Паде функцiї f вигляду (28) при ν, σ > −1 на кожному компактi з
C2 рiвномiрно збiгаються до f при N1, N2 →∞.

При цьому для знаменникiв апроксимант справджується
асимптотична формула

QD(z, w) = (−1)N1+pN2
Γ(2N1 + 2pN2 + σ + ν + 1)

Γ(ν + 1)
×

×
(
e−z/2 + o(1)

)
, N1, N2 →∞,

а для чисельникiв формула

PN (z, w) = (−1)N1+pN2
Γ(2N1 + 2pN2 + σ + ν + 1)

Γ(ν + 1)
×

×
(
e−z/2f(z, w) + o(1)

)
, N1, N2 →∞.

У пiдроздiлах 3.4 та 3.5 для довiльних банахових просторiв
X та Y побудовано апроксиманти типу Паде степеневих рядiв, послi-
довностi коефiцiєнтiв яких мають узагальненi моментнi зображення
при виборi операторiв A1=A, A2=A2+αA, де α— деяке дiйсне число,
та A1=A2, A2=A3, вiдповiдно. Отриманi при цьому функцiї в окре-
мих випадках є гiпергеометричними функцiями третього та четвер-
того порядкiв.
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АНОТАЦIЇ

Веселовська Г.М. Апроксимацiї типу Паде для спецiаль-
них функцiй кiлькох змiнних — Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-
математичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 — математичний
аналiз. — Iнститут математики НАН України, Київ, 2017.
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Дисертацiя присвячена дослiдженню питань iснування багатови-
мiрних узагальнених моментних зображень i питань побудови апрок-
симант типу Паде функцiй кiлькох змiнних на основi методу багато-
вимiрних узагальнених моментних зображень.

Встановлено необхiднi та достатнi умови iснування багатовимiр-
них узагальнених моментних зображень. Критерiї iснування отри-
манi як в термiнах умов на послiдовностi, так i в термiнах умов на
твiрнi функцiї. За допомогою методу двовимiрних узагальнених мо-
ментних зображень побудованi апроксиманти типу Паде для нових
широких класiв функцiй двох змiнних, зокрема, для деяких гiпергео-
метричних функцiй другого, третього i четвертого порядкiв. В од-
ному з випадкiв доведена рiвномiрна збiжнiсть побудованих апрок-
симант i отриманi асимптотичнi формули для їх чисельникiв та зна-
менникiв.

Ключовi слова: апроксиманта типу Паде, багатовимiрнi уза-
гальненi моментнi зображення, бiортогональнi системи функцiй, гi-
пергеометрична функцiя.

Веселовская А.Н. Аппроксимации типа Паде для специ-
альных функций нескольких переменных. — Рукопись.

Диссертация на соискание учёной степени кандидата физико-
математических наук по специальности 01.01.01 — математический
анализ. — Институт математики НАН Украины, Киев, 2017.

Диссертация посвящена исследованию вопросов существования
многомерных обобщенных моментных представлений и вопросов по-
строения аппроксимант типа Паде функций нескольких переменных
на основе метода многомерных обобщенных моментных представле-
ний.

Установлены необходимые и достаточные условия существова-
ния многомерных обобщенных моментных представлений. Крите-
рии существования получены как в терминах условий на последова-
тельности, так и в терминах условий на производящие функции. С
помощью метода двумерных обобщенных моментных изображений
построены аппроксиманты типа Паде для новых широких классов
функций двух переменных, в частности, для некоторых гипергео-
метрических функций второго, третьего и четвертого порядков. В
одном из случаев доказана равномерная сходимость построенных ап-
проксимант и получены асимптотические формулы для числителей
и знаменателей.

Ключевые слова: аппроксиманта типа Паде, многомерные
обобщенные моментные представления, биортогональные системы
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функций, гипергеометрическая функция.

Veselovska H.M. Padé type approximations of special
functions of several variables. — Manuscript.

Thesis is presented for the Degree of Candidate of Physics and
Mathematics in speciality 01.01.01 —Mathematical Analysis. — Institute
of Mathematics of National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2017.

The thesis is devoted to investigations of problems of existence of
multidimensional generalized moment representations and problems of
construction of Padé type approximants of functions of several variables
by the method of multidimensional generalized moment representations.

The method of generalized moment representations as one of the
methods of Padé approximants construction for functions of one variable,
has been proposed by V.K. Dzyadyk in 1981. Since the method has
made allowance for rigorous evaluation of Padé approximants in terms
of biorthogonal polynomials, and for not only constructions of Padé
approximants, but also Padé-Chebyshev approximants, the Hermite-
Padé approximants, and multipoint Padé approximants, it has become
very effective.

In this regards the method of one-dimensional generalized moment
representations has been extended to multidimensional case by
A.P. Holub and L.O. Chernetska in 2013.

Though the method of generalized moment representations has been
spread out to d-dimensional case, the question about its existence for an
arbitrary multidimensional sequence was opened.

In one-dimensional case V.K. Dzyadyk and A.P. Holub have
established necessary and sufficient conditions for an existence of
generalized moment representations in terms of conditions imposed
on a sequence. Necessary and sufficient conditions for an existence of
generalized moment representations in terms of conditions imposed on
generating functions have been found out a long time before the concept
of generalized moment representations has been proposed. The problem
was solved by D. Z. Arov in 1979. Subsequently, in 2003, A. P. Holub has
extended such criterion to a class of one-variable entire functions.

Presented in the dissertation are necessary and sufficient
conditions for and existence of multidimensional generalized moment
representations which are of use of construction of Padé type
approximants for functions of several variables. The existence criteria
are established both in terms of conditions on numerical sequences and
in terms of conditions for generating functions. The obtained results
extend to the multidimensional case the results that were previously
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established by V.K. Dzyadyk, A. P. Holub and D. Z. Arov in the one-
dimensional case. Moreover, the criteria give possibility to distinguish
from all possible functions of several variables those for which Padé type
approximants can be constructed by the method of multidimensional
generalized moment representations.

For the last few years, studies have been made on Padé approximants
for some pseudo-twovariable functions, Appel hypergeometric series,
Humbert hypergeometric series and Laurichella series by A.P. Holub
and L.O. Chernetska using the method of multidimensional generalized
moment representations.

In our research, the method of multidimensional generalized moment
representations is extended to new broad classes of functions of two
variables for which coefficients of power expansion have two-dimensional
generalized moment representations in operator form providing some
special choice of linear bounded operators. For each of the classes
considered, their representations are constructed through the resolvent
functions of the chosen linear bounded operators. In particular, one
of those functions that belong to the considered classes are certain
two-variable hypergeometric functions of the second, third, and fourth
order. The efficiency of the constructed approximation is illustrated by
examples using graphs and tables.

For one of the classes of functions of two variables, the uniform
convergence of constructed Padé type approximants is proved as well
as the asymptotic behavior of the numerators and the denominators is
examined.

Key words: Padé type approximant, multidimensional
generalized moment representations, biorthogonal systems of functions,
hypergeometric function.
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