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АНОТАЦIЯ
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Дисертацiю присвячено дослiдженню питань iснування
багатовимiрних узагальнених моментних зображень та питань побудови
апроксимант типу Паде функцiй кiлькох змiнних на основi методу
багатовимiрних узагальнених моментних зображень.

У другiй половинi минулого столiття великий iнтерес математикiв
виявився спрямований на теорiю наближень функцiй як однiєї,
так i багатьох змiнних. Це було зумовлено бурхливим розвитком
обчислювальних технологiй, що дозволяли проводити важливi
обчислення з досить високою точнiстю. Цей iнтерес не оминув i теорiю
рацiональних наближень, та, зокрема, апроксимацiї Паде та типу Паде.
З того часу багато робiт присвячувалося питанням побудови, збiжностi
та оцiнкам похибок таких апроксимацiй.

Метод узагальнених моментних зображень, як один iз методiв
побудови апроксимацiй Паде функцiй однiєї змiнної, був запропонований
В.К. Дзядиком у 1981 роцi. В одновимiрному випадку такий метод
виявився досить ефективним, оскiльки дозволяв з єдиних позицiй
вивчати апроксимацiї Паде у термiнах бiортогональних полiномiв та
будувати не тiльки апроксимацiї Паде, але й апроксимацiї Паде–
Чебишова, апроксимацiї Паде–Ермiта та багатоточковi апроксимацiї
Паде. У зв’язку з цим у 2013 роцi метод одновимiрних узагальнених
моментних зображень було поширено А.П. Голубом та Л.О. Чернецькою
спочатку на двовимiрний, а потiм i на багатовимiрний випадок.
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У зв’язку з поширенням методу узагальнених моментних зображень на
багатовимiрний випадок актуальним стало питання про умови iснування
узагальнених моментних зображень для довiльної багатовимiрної
числової послiдовностi. В одновимiрному випадку В.К. Дзядиком та
А.П. Голубом було встановлено необхiднi та достатнi умови iснування
узагальнених моментних зображень. Цiкавим виявився той факт, що
ще до введення поняття узагальнених моментних зображень, у 1979
роцi Д. З. Аровим було встановлено критерiй iснування узагальнених
моментних зображень у термiнах умов на твiрнi функцiї для аналiтичних
у крузi функцiй. Згодом, у 2003 роцi А.П. Голубом було поширено такий
критерiй на клас цiлих функцiй.

У дисертацiйнiй роботi встановлено необхiдiнi та достатнi умови
iснування багатовимiрних узагальнених моментних зображень, що
використовуються для побудови апроксимацiй типу Паде функцiй
кiлькох змiнних. Критерiї iснування встановлено як у термiнах умов на
числовi послiдовностi, так i у термiнах умов на твiрнi функцiї. Отриманi
результати поширюють на багатовимiрний випадок результати, ранiше
встановленi у одновимiрному випадку В.К. Дзядиком, А.П. Голубом та
Д. З. Аровим та дозволяють виокремити з всеможливих функцiй кiлькох
змiнних тi, для яких можна будувати апроксиманти типу Паде методом
багатовимiрних узагальнених моментних зображень.

На основi методу багатовимiрних узагальнених моментних
зображень, А.П. Голубом та Л.О. Чернецькою було дослiджено та
побудовано апроксиманти Паде для деяких псевдодвовимiрних функцiй,
гiпергеометричних рядiв Аппеля, Гумберта та Лаурiчелли. Також, в
окремих випадках, було встановлено збiжнiсть та знайдено асимптотичнi
формули для чисельникiв та знаменникiв, побудованих на основi даного
методу.

У дисертацiї метод багатовимiрних узагальнених моментних
зображень поширено на новi широкi класи функцiй двох змiнних,
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коефiцiєнти степеневих розвинень яких мають двовимiрнi узагальненi
моментнi зображення в операторному виглядi, при деякому спецiальному
виборi лiнiйних обмежених операторiв. Для кожного iз розглянутих
класiв побудовано їх представлення через резольвентнi функцiї
вiдповiдно вибраних лiнiйних обмежених операторiв. До отриманих
класiв функцiй, зокрема, належать певнi гiпергеоментричнi функцiї
двох змiнних другого, третього та четвертого порядкiв. Ефективнiсть
побудованих апроксимант проiлюстрована на прикладах з допомогою
графiкiв та таблиць.

Для одного iз класу функцiй двох змiнних доведена рiвномiрна
збiжнiсть побудованих апроксимант типу Паде та отримано
асимптотичнi формули для їх чисельникiв та знаменникiв.

Ключовi слова: апроксиманта типу Паде, багатовимiрнi
узагальненi моментнi зображення, бiортогональнi системи функцiй,
гiпергеометрична функцiя.

Veselovska H. M. Padé type approximations of special functions
of several variables. — Manuscript.

A thesis is presented for the Degree of Candidate of Physics and
Mathematics in speciality 01.01.01 — Mathematical Analysis. — Institute
of Mathematics of National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2017.

The thesis is devoted to investigations of problems of existence of
multidimensional generalized moment representations and problems of
construction of Padé type approximants of functions of several variables by
the method of multidimensional generalized moment representations.

In the second part of the last century the approximation theory of functions
of one and several variables has been in the focus of high attention of
mathematicians. It was caused by the rapid development of computational
technologies, which have allowed to carry out important calculations with
high accuracy. Such curiosity has not gone away the theory of rational
approximations as well as Padé and Padé type approximations. Much



5

research has been devoted to methods of construction, of convergence and
error estimations of such approximations.

The method of generalized moment representations as one of the methods
of Pade approximants construction for functions of one variable, has been
proposed by V.K. Dzyadyk in 1981. Since the method has made allowance
for rigorous evaluation of Padé approximants in terms of biorthogonal
polynomials, and for not only constructions of Padé approximants, but
also Padé–Chebyshev approximants, the Hermite–Padé approximants, and
multipoint Padé approximants, it has become very effective. In this regards
the method of one-dimensional generalized moment representations has been
extended to multidimensional case by A.P. Holub and L.O. Chernetska in
2013.

Though the method of generalized moment representations has been spread
out to d-dimensional case, the question about its existence for an arbitrary
multidimensional sequence was opened.

In one-dimensional case V.K. Dzyadyk and A.P. Holub have established
necessary and sufficient conditions for an existence of generalized moment
representations in terms of conditions imposed on a sequence. Necessary and
sufficient conditions for an existence of generalized moment representations
in terms of conditions imposed on generating functions have been found out
a long time before the concept of generalized moment representations has
been proposed. The problem was solved by D. Z. Arov in 1979. Subsequently,
in 2003, A. P. Holub has extended such criterion to a class of one-variable
entire functions.

Presented in the dissertation are necessary and sufficient conditions for
and existence of multidimensional generalized moment representations which
are of use of construction of Padé type approximants for functions of
several variables. The existence criteria are established both in terms of
conditions on numerical sequences and in terms of conditions for generating
functions. The obtained results extend to the multidimensional case the
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results that were previously established by V.K. Dzyadyk, A. P. Holub
and D. Z. Arov in the one-dimensional case. Moreover, the criteria give
possibility to distinguish from all possible functions of several variables those
for which Padé type approximants can be constructed by the method of
multidimensional generalized moment representations.

For the last few years, studies have been made on Padé approximants
for some pseudo-twovariable functions, of Appel hypergeometric series, of
Humbert hypergeometric series and Laurichella series by A.P. Holub and
L.O. Chernetska using the method of multidimensional generalized moment
representations.

In our research, the method of multidimensional generalized moment
representations is extended to new broad classes of functions of two variables
for which coefficients of power expansion have two-dimensional generalized
representations in operator form providing some special choice of linear
bounded operators. For each of the classes considered, their representations
are constructed through the resolvent functions of the chosen linear bounded
operators. In particular, some functions that belong to the considered classes
are certain two-variable hypergeometric functions of the second, third, and
fourth order. The efficiency of the constructed approximation is illustrated
by examples using graphs and tables.

For one of the classes of functions of two variables, the uniform convergence
of constructed Padé type approximants is proved as well as the asymptotic
behavior of the numerators and the denominators is examined.
Key words: Padé type approximant, multidimensional generalized

moment representations, biorthogonal systems of functions, hypergeometric
function.
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10. Veselovska H. Padé Type Approximations for Some Analytic Functions
of Two Variables / H. Veselovska // The Conference of Young
Scientists "Pidstryhach Readings – 2016“, May 25-27, 2016, Lviv,
Ukraine. Abstracts. — [Electronic Resource]. — Access mode:
http://iapmm.lviv.ua./chyt2016/theses/Weselovska.pdf.

11. Holub A. Padé Type Approximants for Special Power Series of Two
Variables / A. Holub, H. Veselovska // International V.Skorobohatko
Matematical Conference, Drohobych, August 25-28, 2015: Abstracts. -
Lviv: National Academy of Sciences of Ukraine, 2015. — P.57.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

N — множина натуральних чисел;
Z — множина цiлих чисел;
Z+ — множина цiлих невiд’ємних чисел;
Zd+ — множина d-вимiрних векторiв, d ∈ N, кожна координата яких

належить до Z+

C+ — множина комплексних чисел;
Cd

+ — d-вимiрний, d ∈ N, комплексний простiр;
[a, b] — сегмент числової прямої;
[a] — цiла частина дiйсного числа [a];
|z| — модуль комплексного числа;
〈., .〉 — бiлiнiйна форма, визначена на декартовому добутку лiнiйних

просторiв X × Y ;
#N — потужнiсть множини N ;
[M/N ]f(z) — апроксиманта Паде порядку [M/N ] функцiї f(z);
HM,N = det ‖sM+k+j‖Nk,j=0,M,N ∈ Z+ — визначник Ганкеля числової

послiдовностi {sk}k∈Z+
;

I : X → X — тотожний оператор у лiнiйному просторi X ,
тобто ∀x ∈ X , Ix = x ;
Rz(A) = (I − zA)−1 — резольвентна функцiя лiнiйного

оператора A : X → X ;
L2([a, b], dµ) — простiр iнтегрованих функцiй на вiдрiзку [a, b] за мiрою

dµ та нормою

‖f‖L2([a,b],dµ) =

(∫ b

a

|f(t)|2dµ(t)

)1/2

;
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(a)k =

{
1, k = 0

a(a+ 1) . . . (a+ k − 1), k = 1, 2, . . .
— символ Похгаммера;(

N
k

)
= N !

k!(N−k)! — бiномiальнi коефiцiєнти;
Γ(z) =

∫∞
0 e−ttz−1dt,=z > 0, — гамма-функцiя Ейлера.
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ВСТУП

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню рацiональних
апроксимант типу Паде функцiй кiлькох змiнних.
Актуальнiсть теми. Теорiя апроксимацiй Паде являє собою
актуальну галузь теорiї наближень. Високий iнтерес до таких наближень
зумовлений їх рiзноманiтними практичними застосуваннями. Вiдомо, що
апроксимацiї Паде знаходять своє практичне використання, зокрема,
у таких галузях сучасних дослiджень, як аналiз сигналiв, розрiдженi
наближення, нелiнiйнiй теорiї оболонок, задачах розсiювання та iн.

Iсторично апроксимацiї Паде виникли ще за часiв Бернуллi, а свою
назву вони отримали вiд прiзвища французького математика Анрi
Паде, який наприкiнцi XIX – на початку XX сторiччя виконав ряд
дослiджень присвячених цим апроксимацiям. Надалi, поштовхом до
розвитку апроксимацiй типу Паде, зокрема, багатовимiрним узагальнень
апроксимацiй Паде, стали публiкацiї C. Brezinski, S. Kida, P. Sablonniére,
J. Abouir та A. Cuyt 1970-1980 рр. У цих роботах було описано рiзнi
пiдходи до перенесення поняття апроксимацiй Паде iз одновимiрного на
d-вимiрний випадок.

Значний внесок у розвиток теорiї багатовимiрних апроксимацiй типу
Паде було внесено такими вченими як G.A. Baker, P. Graves-Morris,
J. Chisholm, R. Hughes-Jones. Серед сучасникiв у данiй галузi дослiджень
працюють такi науковцi як A. Cuyt та C. Brezinski, P. B Borwein,
N. J. Daras, J. Karlsson, G. López Lagomasino, D. S. Lubinsky, C. Lutterodt,
A. Sidi, J. Tan, P. Zhou, H. Wallin та iн.

Серед українських дослiдникiв питаннями апроксимацiй Паде
займалися Дзядик В.К. та його учнi, московська школа –
Гончар А.О., Нiкiшин Є.М., Рахманов Є.А., Суєтiн С.П., Буслаєв В. I.,
Аптєкарєв О. I., Сорокiн В.М. та iн., бiлоруська школа — Русак В.М.
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Старовойтов О.П., Пекарський О.A., Ровба Є.О та iн. У аспектi
гiллястих ланцюгових дробiв суттєвий вклад в теорiю рацiональних
апроксимацiй функцiй кiлькох змiнних внесено Скоробогатьком В.Я.,
Бондарчуком П. I., Боднаром Д. I., Кучмiнською Х.Й., Сявавком М.С.,
Демкiвим I. I. та їхнiми учнями.

Загалом означення та, вiдповiдно, методи побудови апроксимацiй типу
Паде для функцiй кiлькох змiнних роздiляються на три категорiї. Перша
категорiя включає у себе тi, якi грунтуються на поняттi iнтерполяцiйної
множини, друга — використовує рiзнi представлення функцiї кiлькох
змiнних за допомогою неперервних дробiв та остання являє собою
узагальнення епсилон-алгоритму на багатовимiрний випадок.

Для дослiдження та побудови апроксимацiй типу Паде одним iз
методiв, що опирається на визначення множини спiвпадання, є метод
багатовимiрних узагальнених моментних зображень, запропонований
А.П. Голубом та Л.О. Чернецькою у 2013 роцi. Цей метод є перенесенням
на багатовимiрний випадок методу узагальнених моментних зображень
В.К. Дзядика 1981 р. У одновимiрному випадку з допомогою такого
методу вдалося дати вiдповiдi на питання, що стосуються побудови
апроксимант Паде ряду спецiальних функцiй, що лежать поза межами
класу марковських функцiй. У цьому ж випадку В.К. Дзядиком та
А.П. Голубом було встановлено необхiднi та достатнi умови iснування
узагальнених моментних зображень довiльної числової послiдовностi,
що, в свою чергу, дозволило серед усiх функцiй виокремити тi, для
яких можна будувати апроксиманти Паде за допомогою цього методу.
Поширення даного методу на простори вимiрностi d ≥ 2 дало можливiть
будувати апроксимацiї типу Паде для так званих псевдобагатовимiрних
функцiй, гiпергеометричних рядiв Аппеля, Гумберта, Лаурiчелли та
деяких iнших широких класiв функцiй кiлькох змiнних. У окремих
випадках за допомогою даного методу доведено рiвномiрну збiжнiсть
побудованих апроксимант та встановлено асимптотичнi формули для їх
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чисельникiв i знаменникiв.
У зв’язку з цим логiчно виникають питання поширення методу

багатовимiрних узагальнених моментних зображень на новi класи
спецiальних функцiй, а також важливим є встановлення необхiдних та
достатнiх умов iснування таких зображень для довiльної багатовимiрної
числової послiдовностi.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Дисертацiю виконано у вiддiлi обчислювальної математики Iнституту
математики НАН України у рамках тем "Експоненцiально збiжнi методи
для розв’язування спектральних задач, задач для квазiлiнiйних рiвнянь з
необмеженими операторними коефiцiєнтами та рацiональнi апроксимацiї
функцiй багатьох змiнних"(номер держреєстрацiї 0116U003063) та
"Високоточнi методи розв’язування задач для операторних рiвнянь у
некласичнiй постановцi"(номер держреєстрацiї 0111U00020).

Мета i завдання дослiдження.
Метою роботи є поширити метод багатовимiрних узагальнених

моментних зображень на новi класи функцiй та встановити необхiднi
i достатнi умови iснування багатовимiрних узагальнених моментних
зображень.

Об’єкт дослiдження — узагальненi моментнi зображення
багатовимiрних числових послiдовностей та багатовимiрнi апроксиманти
типу Паде аналiтичних функцiй кiлькох змiнних.

Предметом дослiдження є властивостi багатовимiрних узагальнених
моментних зображень та їх застосування для побудови та дослiдження
багатовимiрних апроксимант типу Паде функцiй кiлькох змiнних.

Основними завданнями дослiдження є:
1. Встановити необхiднi та достатнi умови iснування узагальнених

моментних зображень для довiльної d-вимiрної числової
послiдовностi при d ≥ 2;

2. Побудувати та дослiдити за допомогою методу багатовимiрних
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узагальнених моментних зображень апроксиманти типу Паде для
нових класiв спецiальних функцiй кiлькох змiнних .

Методи дослiдження. При розв’язаннi поставлених задач
у дисертацiйнiй роботi використовувалися методи класичного
математичного аналiзу, теорiї функцiй кiлькох комплексних змiнних
та теорiї спецiальних функцiй, теорiї лiнiйних операторiв, теорiї
ортогональних многочленiв та бiортогональних систем функцiй.

Наукова новизна одержаних результатiв. Результати роботи, що
виносяться на захист, є новими i полягають у наступному:

1. Встановлено необхiднi та достатнi умови iснування d-вимiрних
узагальнених моментних зображень (d ≥ 2) у термiнах умов на
послiдовностi та у термiнах умов на твiрнi функцiї.

2. Побудовано та дослiджено двовимiрнi апроксиманти типу Паде
для нових класiв спецiальних функцiй двох змiнних, зокрема, для
деяких гiпергеометричних функцiй другого, третього та четвертого
порядкiв.

3. Доведено збiжнiсть та встановлено асимптотичнi рiвностi для
чисельникiв та знаменникiв апроксимант типу Паде деяких
двовимiрних вироджених гiпергеометричних рядiв.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота
носить теоретичний характер. Методи та результати дисертацiї можуть
використовуватися в дослiдженнях з теорiї наближення функцiй, а
також при розв’язуваннi прикладних задач теорiї чисел, обчислювальної
математики та математичної фiзики.

Особистий внесок здобувача. Визначення напрямку дослiдження,
а також постановка задач належить науковому керiвнику – доктору
фiз.-мат. наук А.П. Голубу. В опублiкованих спiльно з А.П. Голубом
п’яти наукових працях [9, 10, 25, 26, 35] науковому керiвнику належить
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постановка задач та аналiз результатiв. Результати дисертацiйної роботи
отриманi здобувачем самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи
доповiдалися i обговорювалися на семiнарах:

• спiльному засiданнi семiнару “Математичнi проблеми механiки
та обчислювальна математика”, семiнару вiддiлу теорiї функцiй
та Київського семiнару з функцiонального аналiзу (Iнститут
математики НАН України; керiвники семiнару: член-кореспондент
НАНУ, доктор фiз.-мат. наук, професор А.Н. Кочубей; доктор фiз.-
мат. наук, професор А.С. Романюк);

• семiнарах вiддiлу теорiї функцiй (Iнститут математики НАН
України; керiвник семiнару — доктор фiз.-мат. наук, професор
А.С. Романюк);

• семiнарi “Сучасний аналiз” (механiко-математичний факультет
Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка;
керiвник семiнару — доктор фiз.-мат. наук, професор I.О. Шевчук);

• Четвертiй Всеукраїнськiй науковiй конференцiї молодих вчених з
математики та фiзики, Київ, 23–25 квiтня 2015 року;

• Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв, Київ, 3–6 червня
2015 року;

• 10-й Мiжнароднiй математичнiй конференцiї
iм. В.Я. Скоробогатька, Дрогобич; 25–28 серпня 2015 року;

• Третiй конференцiї “Mathematics for Life Sciences”, Рiвне, 15–19
вересня 2015 року;

• Мiжнароднiй конференцiї “Теорiя наближень та її застосування”,
присвяченiй 75-рiччю професора В.П. Моторного, Днiпро, 8–
11 жовтня 2015 року;

• Конференцiї молодих вчених “Пiдстригачiвськi читання – 2016”,
Львiв, 25–27 травня 2016 року;
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• Конференцiї “Mathematical Optics, Image Modelling and Algorithms”,
Ганновер (Нiмеччина), 20–23 червня 2016 року;

• Третiй конференцiї “Approximation Methods for Molecular Modelling
and Diagnosis Tools”, Київ, 26–30 сiчня 2017 року;

• The 8th Gene Golub SIAM Summer School “Data Sparse
Approximations and Algorithms”, Берлiн (Нiмеччина), 29 травня –
9 червня 2017 року.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано у
дванадцяти наукових працях, з яких шiсть [8–10, 25, 26, 35] є статтями
у наукових виданнях, внесених до перелiку фахових видань з фiзико-
математичних наук, а [5–7,12,113,114] є матерiалами доповiдей наукових
конференцiй. Стаття [10] опублiкована у журналi, який входить до
мiжнародних наукометричних баз даних (Web of Science, Scopus).

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi змiсту,
перелiку умовних позначень, вступу, трьох роздiлiв, висновкiв, а також
списку використаних джерел, що мiстить 131 найменування. Дисертацiя
мiстить 2 таблицi та 12 рисункiв. Повний обсяг дисертацiї становить
149 сторiнок, з них список використаних джерел займає 15 сторiнок.

Короткий змiст основної частини роботи. У Вступi наведено
коротку iсторiю попереднiх дослiджень, актуальнiсть обраної теми,
визначено наукову новизну та цiннiсть отриманих результатiв.

Перший роздiл присвячено огляду лiтератури за темою дисертацiї.
Зокрема у пiдроздiлi 1.1 наводяться означення одновимiрних
апроксимацiй Паде та багатовимiрних апроксимацiй типу Паде,
розглядаються загальнi методи їх побудови та основнi властивостi
апроксимант Паде. Пiдроздiл 1.2 розглядає поняття узагальнених
моментних зображень, введене В.К. Дзядиком, їх зв’язок iз класичною
проблемою моментiв, та багатовимiрнi узагальненi моментнi зображення
запропонованi А.П. Голубом та Л.О. Чернецькою. I в одновимiрному, i
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багатовимiрному випадку розглянуто операторний пiдхiд до задачi про
узагальненi моментнi зображення.

Другий роздiл дисертацiйної роботи присвячено розв’язностi задачi
про багатовимiрнi узагальненi моментнi зображення. Встановлено
необхiднi та достатнi умови iснування багатовимiрних узагальнених
моментних зображень для довiльних числових послiдовностей. У
пiдроздiлi 2.1 наведено попереднi результати, що стосуються iснування
одновимiрних узагальнених моментних зображень, встановленi
В.К. Дзядиком, А.П. Голубом та Д. З. Аровим. Пiдроздiл 2.2 присвячено
доведенню необхiдних та достатнiх умов iснування багатовимiрних
узагальнених моментних зображень у термiнах умов на послiдовностi.
У пiдроздiлi 2.3 доводяться необхiднi та достатнi умови iснування
узагальнених моментних зображень у термiнах умов на твiрнi функцiї.
Доведення носить конструктивний характер.

У третьому роздiлi дослiджуються питання, пов’язанi з побудовою
апроксимацiй типу Паде функцiй двох змiнних на основi методу
двовимiрних узагальнених моментних зображень. Пiдроздiл 3.1 носить
допомiжний характер. У ньому наводиться необхiднi позначення та ряд
тверджень, що використовуються для отримання результатiв наступних
пiдроздiлiв, зокрема, поняття двовимiрних узагальнених моментних
зображень та основнi теореми для побудови та дослiдження двовимiрних
апроксимацiй типу Паде [28] з допомогою методу узагальнених
моментних зображень. У пiдроздiлi 3.2 побудовано апроксиманти типу
Паде для рядiв, для коефiцiєнти яких мають мiсце узагальненi моментнi
зображення при виборi операторiв (A1ϕ)(t) = tϕ(t), (A2ϕ)(t) = tσϕ(t),
де σ – iррацiональне число, на добутку просторiв X × Y , де
X = Y = L2([0, 1], tνdt). У пiдроздiлi 3.3 для довiльних банахових
просторiв X та Y розглянуто апроксиманти типу Паде рядiв, для
коефiцiєнтiв яких мають мiсце узагальненi моментнi зображення з
операторами A1 = A, A2 = Ap, p ∈ N\{1} та, при окремому виборi
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просторiв та операторiв, доведено рiвномiрну збiжнiсть побудованих
апроксимант. У пiдроздiлi 3.4 для довiльних банахових просторiв X
та Y розглянуто апроксиманти типу Паде для класiв функцiй, степеневi
розвинення яких мають узагальненi моментнi з операторами A1 = A,
A2 = A2+αA, α ∈ R. У пiдроздiлi 3.5 для довiльних банахових просторiв
X та Y розглянуто апроксиманти типу Паде рядiв, для коефiцiєнтiв яких
мають мiсце узагальненi моментнi зображення з операторами A1 = A2,
A2 = A3.

Подяки. Висловлюю щиру вдячнiсть науковому керiвнику доктору
фiз.-мат. наук Голубу Анатолiю Петровичу.
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Роздiл 1

Огляд лiтератури

Даний роздiл присвячено огляду лiтератури, що стосується
апроксимацiй Паде та узагальнених моментних зображень.

1.1. Апроксимацiї типу Паде функцiй кiлькох змiнних

Друга половина минулого сторiччя ознаменувалася, промiж iншого,
бурхливим розвитком дослiджень з теорiї наближення функцiй.
Такий хiд подiй був зумовлений потужним прогресом обчислювальних
технологiй, якi дозволяли проводити складнi розрахунки з надзвичайно
високою точнiстю. Зокрема, виявлення фiзиками практичного
застосування апроксимацiй Паде [63] та їх використання для
розв’язування певних задач математичного аналiзу [69, 92, 99, 103, 104]
стали поштовхом для детального дослiдження даного рiзновиду
наближень та побудовi його всеможливих узагальнень.

Нехай функцiя f задана формальним степеневим рядом

f(z) =
∞∑
k=0

skz
k, (1.1)

а PM та QM – многочлени степеня ≤ M та ≤ N , вiдповiдно, якi мають
вигляд

PM(z) =
M∑
j=0

pjz
j, (1.2)
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та

QN(z) =
N∑
j=0

qjz
j. (1.3)

Означення 1.1. ( [126].) Рацiональна функцiя

[M/N ]f(z) =
PM(z)

QN(z)
, (1.4)

називається апроксимантою Паде порядку [M/N ] для формального
степеневого ряду (1.1), якщо виконується умова

QN(z)f(z)− PM(z) =
∑

i≥M+N+1

diz
i = O(zM+N+1), при z → 0, (1.5)

тобто, якщо в степеневому розвиненi QNf − PM першi m+ n+ 1 членiв
дорiвнюють нулевi.

При цьому апроксимантою Паде [M/N ]f будемо вважати нескоротну
форму вiдношення PM (z)

QN (z) .

Вперше таке наближення функцiй вiдношеннями двох полiномiв
використовував Данiель Бернуллi (1730) [70]. Про рацiональнi
наближення такого вигляду в своїх листах неодноразово писали Леонард
Ейлер та Генрiх Ламберт (1730 рр.). А в 1776 роцi Жозефом-Луї
Лагранжем було опублiковано статтю, що стосувалася розв’язування
диференцiальних рiвнянь за допомогою неперервних дробiв, у якiй
було вказано пiдхiднi дроби, що якраз є апроксимантами Паде, та
вказано точнiсть, з якою вони наближали розв’язок, — "аж до порядку
xpxq = xp+q". Багато науковцiв саме цю роботу i вважають народженням
апроксимацiй Паде [70]. Базовою роботою для розвитку теорiї
рацiональних наближень стала книга Оґюстена-Луї Кошi (1821) [79], у
якiй вивчалися рекурсивнi ряди. На основi цих дослiджень у 1846 роцi
у роботах нiмецького математика Карла Якобi з’явилися апроксиманти
Паде вже у сучасному виглядi [117]. Якобi також отримав детермiнантнi
вирази для чисельникiв та знаменникiв цих апроксимацiй [70].
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Починаючи з 1881 року Фердинандом Фробенiусом було проведено
ряд дослiджень щодо алгебраїчних властивостей апроксимацiй Паде
та розташовано їх у двовимiрну таблицю [109]. Проте першим, хто
обгрунтував важливiсть такого табличного розташування апроксимацiй,
був французький математик Анрi Паде [70]. У своїй дисертацiйнiй
роботi [129], та в роботах [126], [127] Паде вивчив структуру таблицi, яка
сьогоднi на його честь називається таблицею Паде, дослiдив властивостi
рацiональних апроксимацiй функцiї ex, побудував апроксиманти Паде
порядку [N − 1, N ] для деяких гiпергеометричних функцiй [31, 70]
та розглядав умови iснування апроксимацiй [127, 129]. Найбiльш повне
узагальнення результатiв Паде для функцiй однiєї змiнної було отримано
американським фiзиком Джорджем Бейкером у 1973-1975 рр. [61,62].

Слiд зауважити, що означення 1.1 є класичним означенням
апроксимант Паде i вперше було введено у роботi Фробенiуса [109]. У
лiтературi часто зустрiчається й iнший пiдхiд до означення апроксимант
Паде.

А саме, розглядають в означеннi 1.1 замiсть виразу (1.5)
спiввiдношення

f(z)− PM(z)

QN(z)
= O(zM+N+1), при z → 0. (1.6)

У книзi [62] наведено приклад, який показує, що, взагалi кажучи,
спiввiдношення (1.5) та (1.6) не є еквiвалентними, якщо в якостi
вiдношення PM(z)/QN(z) брати його нескоротну форму.

При переходi до багатовимiрних узагальнень важливою обставиною
є те, що сумування степеневих рядiв двох та бiльшої кiлькостi змiнних
можна проводити у рiзному порядку. У зв’язку з цим видiляють чотири
основнi пiдходи [96] до означення апроксимацiй типу Паде функцiй
багатьох змiнних, а саме,

• загальнi апроксимацiї Паде [83,116];

• однорiднi апроксимацiї Паде [105], [67];
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• символьно-числовi апроксимацiї Паде [81];

• апроксимацiї, що пов’язанi з гiллястими ланцюговими дробами [119].

Ми детально зупинимося на означеннi загальних апроксимацiй типу
Паде та їх основних властивостях.

Для простоти позначень розглянемо випадок функцiй двох змiнних.

Задача побудови рацiональних апроксимант типу Паде для
формальних степеневих рядiв двох змiнних полягає в наступному:
нехай

f(z, w) =
∑

(k,j)∈Z2
+

sk,jz
kwj, (1.7)

тодi ставиться завдання вiдшукати пiдмножини цiлочисельної сiткиN ,D
E та полiноми

PN (z, w) =
∑

(k,m)∈N

pk,mz
kwm, N ⊆ Z2

+, (1.8)

QD(z, w) =
∑

(i,j)∈D

qk,mz
kwm, D ⊆ Z2

+, (1.9)

таким чином, що виконувалася умова

QD(z, w)f(z, w)− PN (z, w) =
∑

(k,m)∈Z+\E

ek,mz
kwm, (1.10)

тобто, щоб якомога бiльше перших коефiцiєнтiв ek,m перетворювалися на
нуль.

Звiдси, прирiвнюючи коефiцiєнти при степенях zαwβ для
QD(z, w)f(z, w) та PN (z, w), з рiвностi (1.10) для визначення
апроксиманти отримуємо двi системи рiвнянь: неоднорiдну для
коефiцiєнтiв чисельника

α∑
k=0

β∑
m=0

qk,msα−k,β−m = pα,β, (α, β) ∈ N (1.11)



27

та однорiдну для коефiцiєнтiв знаменника

α∑
k=0

β∑
m=0

qk,msα−k,β−m = 0, (α, β) ∈ E , (α, β) /∈ N . (1.12)

При виконаннi умови (1.10) множина спiвпадання коефiцiєнтiв
(iнтерполяцiйна множина) E повинна володiти властивiстю включення
(вiд англ. "inclusion property"), тобто

(i, j) ∈ E ⇒ {(k, l)|k ≤ i, l ≤ j} ⊆ E . (1.13)

Якщо вважати, що вiльний коефiцiєнт знаменника q0,0 = 1, то, в
загальному випадку, для кiлькостi елементiв множин N ,D та E буде
справедлива рiвнiсть:

#E = #N + #D − 1. (1.14)

Рiвнiсть (1.14) є основою бiльшостi апроксимативних схем.

Перша iз апроксимативних схем була запропонована англiйським
фiзиком Джоном Чiсхолмом у 1973 роцi для побудови так званих
дiагональних апроксимант типу Паде функцiй двох змiнних [83], де в
якостi множин D та N розглядаються квадрати

D = N = ([0, L]× [0, L]) ∩ Z2
+. (1.15)

При такому означеннi множин чисельники та знаменники апроксиманти
матимуть наступний вигляд [60]

P [L,L](z, w) =
L∑
k=0

L∑
m=0

pk,mz
kwm, (1.16)

Q[L,L](z, w) =
L∑
k=0

L∑
m=0

qk,mz
kwm (1.17)

а множини N ,D та E , наприклад, для [2/2]-апроксиманти, вiдповiдно,
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зображаються наступним чином [62]

а)

Рис. 1.1: 1. Областi D та N .

б)

Рис. 1.2: 2. Область E .

Згодом такий же метод побудови було розроблено для дiагональних
апроксимант типу Паде функцiй d змiнних [82,83]. Роком пiзнiше, Hughes
Jones та Makinson у [115,116] поширили апроксимативнi схеми Чiсхолма
на клас позадiагональних апроксимант, тобто для цiлочисельних множин
бiльш загального характеру, наприклад

D = ([0, N1]× [0, N2]) ∩ Z2
+, N = ([0,M1]× [0,M2]) ∩ Z2

+, (1.18)

а також розробили метод зубцiв для побудови апроксимант Паде функцiй
багатьох змiнних.

В загальному, якщо позначити через

z = (z1, z2, . . . , zd) ∈ Cd,

k = (k1, k2, . . . , kd) ∈ Zd+,

zk = zk11 z
k2
2 ...z

kd
d ,

то для функцiї d змiнних, заданої формальним степеневим рядом

f(z) =
∑
k∈Zd+

skz
k, (1.19)

означення 1.1 буде мати наступний вигляд:
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Означення 1.2. ( [116].) Рацiональна функцiя d змiнних

[N /D]f(z) =
PN (z)

QD(z)
=

∑
j∈N pjz

j∑
k∈N qkz

k

N ,D ⊂ Zd+, називається апроксимантою Паде порядку [N /D] для
формального степеневого ряду (1.19), якщо виконується умова

QDf(z)− PN (z) =
∑

α∈Zd
+\E

eαz
α, (1.20)

тобто, якомога бiльше перших коефiцiєнтiв eα,α ∈ E перетворюються
на нуль.

Роботи Чiсхолма та Hughes Jones стали поштовхом для розвитку
теорiї апроксимацiй Паде функцiй кiлькох змiнних. З того часу багато
робiт присвячувалися та присвячуються зараз рiзноманiтним методам
побудови та дослiдженню властивостей апроксимант типу Паде функцiй
багатьох змiнних.

Перш за все виникало питання про поширення вiдповiдних
властивостей одновимiрних апроксимант Паде для їх багатовимiрних
аналогiв.

Властивостi коварiацiї одновимiрних апроксимант типу Паде майже
без змiн поширюються на багатовимiрний, а зокрема на двовимiрний
випадок:

Теорема 1.3. ([Abouir, Cuyt [54]].) Нехай [N /D]f є загальною
апроксимацiєю Паде функцiї f , як визначено ранiше, i нехай
g(z, w) = 1/f(z, w), де f(0, 0) 6= 0. Тодi [D/N ]1/f є вiдповiдною
апроксимантою функцiї g.

Теорема 1.4. ([Lutterodt [120], Hugles Jones [116]].) Нехай [N /N ]f =

PN/QN є загальною апроксимацiєю типу Паде функцiї f , як визначено
ранiше, i нехай f̃ = (af + b)/(cf + d), тодi апроксиманта [N /N ]f̃ iснує



30

та визначається формулою

[D/N ]f̃ =
aPN + bQN
cPN + dQN

Оскiльки, загальнi апроксимацiї типу Паде є багатовимiрним
узагальненням одновимiрних, то, вiдповiдно, апроксимацiї Паде функцiй
однiєї змiнної можна розглядати як окремий випадок багатовимiних
апроксимацiй. Нехай S ⊂ Z2

+ — деяка пiдмножина цiлочисельної сiтки,
означимо наступнi елементи

Sz = max{i|(i, j) ∈ S},

Sw = max{j|(i, j) ∈ S}.

Для функцiй f двох змiнних розглянемо наступнi оператори
проектування

Pz(f) = f(z, 0),

Pw(f) = f(0, w)

У вищеозначених термiнах справедливi наступнi властивостi проекцiй

Теорема 1.5. ([Karlsson, Willan [118]].) Якщо для множин E ,N та Dw
виконується умова Ew ≥ Nw + Dw, тодi одновимiрна апроксиманта
Паде [Nw/Dw]Pw(f) дорiвнює нескоротнiй формi Pw([N /D]f). Вiдповiдно,
якщо Ez ≥ Nz + Dz, тодi [Nz/Dz]Pz(f) дорiвнює нескоротнiй формi
Pz([N /D]f).

Слiд зауважити, що дана властивiсть проекцiй виконується не для всiх
типiв загальних апроксимант Паде [96].

Не менш важливими також являються властивостi збiжностi
апроксимант типу Паде.

В одновимiрному випадку дослiджувалися рiзнi типи збiжностi
апроксимант до самої функцiї. Зокрема багато робiт сучасника Анрi
Паде, De Montessus розглядали умови збiжностi за мiрою [121–124],
таким же ж типом збiжностi займалися Zinn-Justin [131], Нуттал [125]
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та Pommerenke [130]. Умови ж рiвномiрної збiжностi було встановлено
Karlsson and Wallin [118].

Вище вказанi результати були також розглянутi у багатовимiрному
випадку. Збiжнiсть за мiрою розглядалася Гончаром А.О. [36] та
колективом авторiв А. Cuyt, K. Driver та D. Lybinsky [94,98]. Рiвномiрна
збiжнiсть однорiдних апроксимант Паде дослiджувалася А. Cuyt та
D. Lybinsky [88].

Серед українських дослiдникiв питаннями апроксимацiй Паде
займалися Дзядик В.К. та його учнi, росiйська школа дала iмена таких
науковцiв як Гончар А.О., Нiкiшин Є.М., Рахманов Є.А., Суєтiн С.П.,
Буслаєв В. I., Аптєкарєв О. I., Сорокiн В.М., а бiлоруська школа —
Русак В.М., Старовойтов О.П., Пекарський О.А, Ровба Є.О.

У аспектi гiллястих ланцюгових дробiв суттєвий вклад в
теорiю рацiональних апроксимацiй функцiй кiлькох змiнних внесли
В.Я. Скоробагатько, П. I. Бондарчук, Д. I. Боднар, Х.Й. Кучмiнська,
М.С. Сявавко, I. I. Демкiв та iн.

1.2. Узагальненi моментнi зображення

Поняття узагальнених моментних зображень було запропоновано
В.К.Дзядиком у 1971 роцi [31].

Означення 1.6. ( [38].) Будемо говорити, що для числової послiдовностi
комплексних чисел {sk}k∈Z+

має мiсце узагальнене моментне
зображення, якщо на декартовому добутку лiнiйних просторiв X × Y
виконується двопараметрична сукупнiсть рiвностей

sk+j = 〈xk, yj〉, k, j ∈ Z+, (1.21)

де {xk}k∈Z+
⊂ X , {yj}j∈Z+

⊂ Y , а 〈., .〉 — бiлiнiйна форма, визначена
на X × Y .
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Поштовхом для введення такого поняття стало детальне дослiдження
А-методу [39], методу розв’язування лiнiйних диференцiальних
рiвнянь, запропонованого В.К. Дяздиком, оскiльки у деяких випадках
застосування даного методу призводило до побудови дiагональних
полiномiв Паде [31]. Порiвняння отриманих результатiв з вiдомою
класичною проблемою моментiв i дозволило Дзядику прийти до поняття
узагальнених моментних зображень.

Вперше задачу, що пов’язана з класичною проблемою моментiв,
розглядав П. Чебишев [39].

Вiдштовхуючись вiд коефiцiєнтiв степеневого ряду

f(z) =
∑
k∈Z+

skz
k, (1.22)

Чебишев ставив задачу знайти таку мiру dµ на [0, 1], щоб виконувалася
рiвнiсть

sk =

∫ 1

0

tkdµ(t), ∀k ∈ Z+, ⇔ f(z) =

∫ 1

0

1

1− zt
dµ(t), z /∈ [1,∞]

(1.23)
Якщо для послiдовностi коефiцiєнтiв степеневого розвинення деякої
функцiї класична проблема проблема моментiв розв’язана, то тодi
її апроксиманти Паде можуть бути однозначно побудованi, доведена
їхня збiжнiсть та отримано оцiнки швидкостi збiжностi. Проте умови
розв’язностi проблеми моментiв є дуже жорсткими, i, наприклад, для
жодної цiлої функцiї вони не виконуються [39].

Вiдомо, що задача про узагальненi моментнi може бути сформульована
на мовi лiнiйних операторiв [31]. А саме, у випадку, коли простори X
та Y — нормованi i у просторi X iснує обмежений лiнiйний оператор
A : X → X , такий що

Axk = xk+1, k ∈ Z+

а у просторi Y iснує лiнiйний обмежений оператор A∗ : Y → Y такий,
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що
〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉, (1.24)

для ∀x ∈ X ,∀y ∈ Y (будемо називати такий оператор спряженим
до оператора A вiдносно бiлiнiйної форми 〈·, ·〉), то зображення (2.1)
еквiвалентне зображенню

sk = 〈Akx0, y0〉, k ∈ Z+. (1.25)

При цьому, якщо простори X та Y — банаховi, бiлiнiйна форма 〈·, ·〉 є
роздiльно неперервною, а оператор A — обмежений, то ряд

∞∑
k=0

skz
k (1.26)

буде збiжним в околi початку координат до аналiтичної функцiї f , яка
може бути зображена у виглядi

f(z) = 〈Rz(A)x0, y0〉. (1.27)

де Rz(A) = (I − zA)−1 — резольвентна функцiя оператора A.
Узагальненi моментнi зображення охоплюють набагато ширший

клас функцiй, оскiльки умови їхнього iснування є бiльш слабкими у
порiвняннi iз класичною проблемою моментiв [31].

Якщо в означеннi 1.6, в якостi просторiв X та Y розглядати гiльбертiв
простiр L2[∆, dµ] функцiй сумовних з квадратом за мiрою dµ на множинi
∆ ⊂ R, бiлiнiйну форму означити як 〈x, y〉 =

∫
∆ x(t)y(t)dµ, та в

якостi елементiв xk взяти xk(t) = tk, k ∈ Z+, а в якостi елементiв yj

— yj(t) = tj, j ∈ Z+, то тодi ми отримаємо зображення, екiвалентне
класичнiй проблемi моментiв (1.23).

На основi узагальнених моментних зображень та дослiдження
бiортогональних систем функцiй В.К. Дзядиком було запропоновано
метод побудови апроксимант Паде функцiй однiєї змiнної [38].
Даний метод виявився досить ефективним, оскiльки вiн охоплював
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бiльш широкий клас функцiй, нiж класична проблема моментiв.
Зокрема, побудовi цього методу передували дослiдження асимптотичної
поведiнки дiагональних апроксимант Паде для функцiй exp(z), (1 + z)α

(В.К. Дзядик та Л. I. Фiлозоф [43]) та функцiй sin z, cos z, sh z, ch z

(В.К. Дзядик [41]).
А.П. Голубом було побудовано апроксиманти Паде для базисних

гiпергеометричних рядiв [15, 19, 23], функцiї arcsin z [13], дослiджено
властивостi iнварiантностi [22] та поширено даний метод на деякi
узагальнення апроксимант Паде [14,18,20,23].

У 2013 роцi А.П. Голубом та Л.О. Чернецькою метод узагальнених
моментних зображень було поширено на випадок двовимiрних
послiдовностей {sk,m}k,m∈Z+

[28], а згодом, у 2014 роцi, i на випадок
d-вимiрних послiдовностей, d ≥ 2.

Означення 1.7. ( [33].) Узагальненим моментним зображенням d-
вимiрної числової послiдовностi {sk}k∈Zd+ на добутку лiнiйних просторiв
X × Y називається сукупнiсть рiвностей

sk+j = 〈xk, yj〉, k, j ∈ Zd+, (1.28)

де {xk}k∈Zd+ ⊂ X , {yj}j∈Zd+ ⊂ Y , а 〈·, ·〉 — бiлiнiйна форма на X × Y .
Задача про багатовимiрнi узагальненi моментнi зображення теж може

бути сформульована на мовi лiнiйних операторiв [33].
Якщо має мiсце узагальнене моментне зображення вигляду (1.28), i в

просторi X iснують комутуючi мiж собою лiнiйнi оператори

Aj : X → X , j = 1, d,

такi, що
Ajxk = xk+δj, j = 1, d, k ∈ Zd+,

де

δj = (δj,1, δj,2, ..., δj,d), δj,k =

{
1, j = k

0, j 6= k,



35

а в просторi Y iснують лiнiйнi оператори

A∗j : Y → Y , j = 1, d,

спряженi вiдповiдно до операторiв Aj, j = 1, d, вiдносно бiлiнiйної форми
〈·, ·〉 у сенсi (1.24), то зображення вигляду (1.28) буде еквiвалентним
зображенню

sk = 〈Ak1
1 A

k2
2 ...A

kd
d x0, y0〉, k ∈ Zd+. (1.29)

Як i в одновимiрному випадку, якщо при цьому простори X , Y —
банаховi, бiлiнiйна форма 〈·, ·〉 — роздiльнонеперервна, а оператори Aj,
j = 1, d, — обмеженi, то ряд∑

k∈Zd+

skz
k =

∑
k∈Zd+

skz
k1
1 z

k2
2 ...z

kd
d

буде збiжним в околi початку координат до аналiтичної функцiї f вiд
d змiнних, яка може бути записана у виглядi

f(z) = 〈Rz1(A1)Rz2(A2)...Rzd(Ad)x0, y0〉,

де Rzj(Aj) = (I−zjAj)
−1 — резольвентнi функцiї операторiв Aj, j = 1, d.

На основi багатовимiрних узагальнених моментних зображень
А.П. Голубом та Л.О. Чернецькою було розроблено метод побудови
загальних апроксимант Паде функцiй кiлькох змiнних [28, 33].
Такий метод є багатовимiрним узагальненням вищезгаданого методу
В.К Дзядика для побудови рацiональних апроксимант функцiй однiєї
змiнної.

Для зручностi далi будуть використовуватися позначення
запропонованi у [33].

При p = 0, d, позначимо через Ωp множину

Ωp = {ω ⊆ {1, 2, . . . , d} : #ω = p},
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та впорядкуємо елементи кожної з множин ω ∈ Ωp

ω = {l1(ω), l2(ω), . . . , lp(ω)}

так, що
1 ≤ l1(ω) < l2(ω) < · · · < lp(ω) ≤ d.

Також розглянемо множини ω = {1, 2, . . . , d}\ω,

ω = {m1(ω),m2(ω), . . . ,md−p(ω)} ∈ Ωd−p,

де
1 ≤ m1(ω) < m2(ω) < · · · < md−p(ω) ≤ d.

Для кожної множини ω ∈ Ωp, p = 1, d, будемо використовувати
позначення

δ(ω) = (δ1(ω), δ2(ω), ..., δd(ω)),

де

δi(ω) =

{
0, при i ∈ ω
1, при i /∈ ω,

ε(ω) = (ε1(ω), ε2(ω), ..., εd(ω)),

де

εi(ω) =

{
−1, при i ∈ ω
1, при i /∈ ω,

так що

δi(ω) =
εi(ω) + 1

2
, i = 1, d.

Вiдповiдно, нульовий та одиничний елементи iз Zd+ запишемо як

0 = (0, 0, . . . , 0) ∈ Zd+, 1 = (1, 1, . . . , 1) ∈ Zd+,

звiдси
1 = δ(∅), 0 = δ({1, 2, . . . , d}).
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Для покоординатного добутку двох довiльних елементiв a,b простору
Zd+, де a = (a1, a2, . . . , ad),b = (b1, b2, . . . , bd), будемо використовувати
наступне позначення

a ◦ b = (a1b1, a2b2, . . . , adbd).

Для кожного вектора a ∈ Zd+ визначимо множину ∆(a), яка має
вигляд

∆(a) = {j = (j1, j2, . . . , jd) ∈ Zd+ : ji ∈ {0, 1, . . . , ai}, i = 1, d}.

У вищевведених позначеннях наведемо результат, що є основою всiх
застосувань методу узагальнених моментних зображень до побудови
багатовимiрних апроксимант Паде.

Теорема 1.8. ( [33].) Нехай для коефiцiєнтiв формального степеневого
ряду

f(z) =
∑
k∈Zd+

skz
k, (1.30)

де z = (z1, z2, . . . , zd) ∈ Cd,k = (k1, k2, . . . , kd) ∈ Zd+, zk = zk11 z
k2
2 ...z

kd
d ,

справджується узагальнене моментне зображення (1.28).

Тодi, якщо для деякого N = (N1, N2, . . . , Nd) iснує узагальнений
полiном

YN =
∑

j∈∆(N)

c
(N)
j yj, c

(N)
N 6= 0, (1.31)

для якого виконуються умови бiортогональностi

〈xk,YN〉 = 0 (1.32)

при k ∈ ∆(N)\{N}, то рацiональна функцiя

[N /D]f(z) =
PN (z)

QD(z)
(1.33)



38

де
QD(z) =

∑
j∈∆(N)

c
(N)
N−jz

j, (1.34)

PN (z) =
d∑
p=0

∑
ω∈Ωp

p∏
r=1

z
Nlr(ω)
lr(ω)

∑
k∈∆(N−δ(ω)◦1)

zk×

×
∑

j∈∆(δ(ω)◦N−δ(ω)◦k)

c
(N)
δ(ω)◦N+ε(ω)◦jsk+ε(ω)◦j (1.35)

матиме розвинення у степеневий ряд, коефiцiєнти якого
спiвпадатимуть з коефiцiєнтами ряду (1.30) для всiх
k ∈ ∆(2N)\{(2N1, 2N2, . . . , 2Nd)}, а отже ця рацiональна
функцiя є d-вимiрною апроксимантою Паде порядку [N /D], де
N = ∆(2N)\

∏d
i=1{Ni, Ni + 1, . . . , 2Ni}, D = ∆(2N).

Слiд зазначити, що такий спосiб побудови рацiональних апроксимант
спочатку був розроблений для випадку функцiї двох змiнних [28] та
трьох змiнних [30]. Дана теорема буде також справедливою, якщо
для узагальненого полiнома YN умови бiортогональностi вигляду (1.32)
будуть виконуватися для k ∈ HN, де HN — деяка пiдмножина Zd+, що
мiстить рiвно

∏d
i=1(Ni + 1)− 1 точок.

На основi запропонованого методу, А.П. Голубом та Л.О. Чернецькою
було дослiджено та побудовано апроксиманти Паде для
псевдодвовимiрних функцiй, тобто функцiй вигляду

f(z, w) =

∫ 1

0

dµ(t)

(1− zt)(1− wt)
=
wg(w)− zg(z)

w − z
,

де

g(z) =

∫ 1

0

dµ(t)

1− zt
[28],

гiпергеометричних рядiв Аппеля [29], гiпергеометричних рядiв Гумберта
[32] та рядiв Лаурiчелли [30,33].

У [33] також встановлено формулу похибки для апроксимацiй Паде,
побудованих на основi теореми 1.8.
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На даний час, метод багатовимiрних узагальнених моментних
зображень для побудови та дослiдження багатовимiрних апроксимант
Паде набуває розвитку, i саме йому буде присвячено роздiл 3 даної
дисертацiйної роботи.

Зазначимо, що задачi, подiбнi до побудови узагальнених моментних
зображень також розглядалися i iншими науковцями у таких роботах [2,
72,74] та iн.
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Роздiл 2

Теореми iснування багатовимiрних узагальнених моментних
зображень

Даний роздiл присвячено дослiдженню необхiдних та достатнiх умов
iснування багатовимiрних узагальнених моментних зображень.

Результати роздiлу 2 опублiковано у роботi [10].

2.1. Умови iснування узагальнених моментних зображень у
одновимiрному випадку

Оскiльки метод узагальнених моментних зображень запропонований
В.К. Дзядиком [38] виявився досить ефективним для дослiдження та
побудови рацiональних апроксимант, то актуальним виявилося також
питання про те, для яких функцiй може застосовуватися такий метод.
У зв’язку з цим у роботi [37] В.К. Дзядиком та А.П. Голубом
було встановлено необхiднi та достатнi умови iснування узагальнених
моментних зображень для довiльної числової послiдовностi.

Теорема 2.1. ( [37].) Нехай H — нескiнченновимiрний сепарабельний
гiльбертiв простiр та {ek}k∈Z+

— ортонормований базис в ньому.
Тодi, для того щоб послiдовнiсть {sk}k∈Z+

мала узагальнене моментне
зображення вигляду

sk+j = 〈xk, yj〉, k, j ∈ Z+, (2.1)
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де

〈x, y〉 =
∞∑
m=0

(x, em)(y, em),

а елементи xk, k ∈ Z+, та yj, j ∈ Z+, мають вигляд:

xk =
k∑

m=0

α(k)
m em, α

(k)
k 6= 0, k ∈ Z+; (2.2)

yj =

j∑
m=0

β(j)
m em, β

(j)
j 6= 0, j ∈ Z+, (2.3)

необхiдно i достатньо, щоб всi визначники Ганкеля цiєї послiдовностi

HN := H0,N = det ‖sk+j‖Nk,j=0, N ∈ Z+,

були вiдмiнними вiд нуля.

При цьому будуть виконуватися спiввiдношення

α(p)
p β(p)

p =
Hp

Hp−1
, p ∈ Z+, H−1 := 1, (2.4)

i якщо зафiксувати послiдовностi ненульових чисел {α(p)
p }p∈Z+

та
{β(p)

p }p∈Z+
, що задовольняють (2.4), то решта коефiцiєнтiв в (2.2)

будуть єдиним чином визначатися за формулами:

α(k)
p = α

(k)
k

Sk

(
0 1 . . . p− 1 k

0 1 . . . p− 1 p

)
Hp

, p = 0, k, k ∈ Z+, (2.5)

β(j)
p = β

(j)
j

Sj

(
0 1 . . . p− 1 p

0 1 . . . p− 1 j

)
Hp

, p = 0, j, j ∈ Z+, (2.6)
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де SN

(
l0 l1 . . . lr

n0 n1 . . . nr

)
— мiнори матрицi

SN = ‖sk+j‖Nk,j=0 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
s0 s1 · · · sN

s1 s2 · · · sN+1

· · · · · · · · · · · ·
sN sN+1 · · · s2N

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, N ∈ Z+,

з номерами стовпчикiв l0, l1, . . . , lr i номерами рядкiв n0, n1, . . . , nr, при
lm ≤ N, nm ≤ N, m = 0, r.

Як було зазначено у попередньому роздiлi, задача про узагальненi
моментнi зображення може бути сформульована в термiнах лiнiйних
операторiв

sk = 〈Akx0, y0〉, k ∈ Z+. (2.7)

Тодi якщо простори X та Y — банаховi, бiлiнiйна форма 〈·, ·〉 —
роздiльно неперервна, а оператор A — обмежений, то ряд

∞∑
k=0

skz
k

буде збiжним в околi початку координат до аналiтичної функцiї f , яка
може бути зображена у виглядi

f(z) = 〈Rz(A)x0, y0〉. (2.8)

На практицi застосування методу узагальнених моментних зображень
до побудови рацiональних апроксимант є досить зручним для функцiй,
якi можуть бути записанi у виглядi (2.8), оскiльки в такому випадку
можна оцiнювати похибку апроксиманти [31]. Тому виникло питання
про те, якими властивостями повинна володiти функцiя для того, щоб
її можна було записати у виглядi (2.8) через резольвентну функцiю
лiнiйного обмеженого оператора.

Насправдi вiдповiдь на це питання була знайдена Д. З. Аровим в [1]
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ще до того, як був запропонований метод узагальнених моментних
зображень.

Теорема 2.2. ( [1].) Для довiльної функцiї f , аналiтичної в крузi
KR = {z : |z| ≤ R}, 0 < R < ∞, i довiльного нескiнченновимiрного
сепарабельного гiльбертового простору H iснують елементи x0, y0 ∈ H
та лiнiйний обмежений оператор A : H → H, норма якого ‖A‖ < 1

R i
такий, що ∀z ∈ KR

f(z) = (Rz(A)x0, y0) . (2.9)

Зауваження. Зображення (2.9) буде еквiвалентним зображенню
(2.8), якщо в якостi бiлiнiйної форми взяти

〈x, y〉 =
∞∑
m=0

(x, em)(y, em),

де {ep}p∈Z+
— ортонормований базис простору H.

Аналогiчний результат було встановлено А.П. Голубом в [24] для
випадку цiлих функцiй.

Теорема 2.3. ( [24].) Для довiльної цiлої функцiї f i довiльного
нескiнченновимiрного сепарабельного гiльбертового простору H
iснують елементи x0, y0 ∈ H та лiнiйний обмежений оператор
A : H → H з нульовим спектральним радiусом такий, що має мiсце
зображення

f(z) = (Rz(A)x0, y0) . (2.10)

Якщо при цьому цiла функцiя має порядок ρ > 0, то оператор A

може бути вибраний так, що для ∀n ∈ N

n
√
‖An‖ ≤ C

n
1
ρ

, (2.11)

де C = const.
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Вищевказанi умови iснування узагальнених моментних зображень
та представлення функцiй через резольвентнi функцiї операторiв
вдалося поширити на випадок багатовимiрних узагальнених моментних
зображень. Вiдповiднi результати розглядаються у наступних пунктах
даного роздiлу.
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2.2. Теореми iснування багатовимiрних узагальнених
моментних зображень: умови на послiдовностi

Вiдомо, що нумеруюча функцiя Кантора

c(x, y) =
(x+ y)2 + x+ 3y

2

взаємооднозначно вiдображає Z2
+ в Z+ (див., наприклад, [44, c.13]), i при

цьому iснують такi оберненi функцiї l, r : Z+ → Z+, що

c(l(n), r(n)) ≡ n, l(c(m,n)) = m, r(c(m,n)) = n, ∀m,n ∈ Z+.

Рис. 2.1: Нумеруюча функцiя Кантора.

Згiдно з [52], функцiю Кантора можна записати за допомогою
рекурентних спiввiдношень для d-вимiрних цiлочисельних кортежiв при
∀d ≥ 2:

c1(n) = n

c2(n,m) = c(m,n)

· · · · · · · · · · · · · · ·
cd(n1, ..., nd) = c(cd−1(n1, ..., nd−1), nd)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

При цьому iснують також функцiї
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∃! l1, l2, ..., ld : Z+ → Z+, (2.12)

такi що

cd(l1(n), l2(n), ..., ld(n)) ≡ n, li
(
(cd(n1, ..., ni, ..., nd)

)
= ni,

i = 1, d ∀n ∈ Z+. (2.13)

Тобто кожному d-вимiрному кортежу (n1, ..., nd) ∈ Zd+ єдиним чином
ставиться у вiдповiднiсть канторове число cd(n1, ..., nd) ∈ Z+.

Наприклад, для випадку d = 3 функцiя Кантора має наступний вигляд

c3(n1, n2, n2) =

=
(n1 + n2 + n3)

3 + 3(n1 + n2 + n3)
2 + 3(n2 + n3)

2 + 2n1 + 5n2 + 11n3

6
.

(2.14)

Рис. 2.2: 3D функцiя Кантора.

Отже, за довiльною d-вимiрною числовою послiдовнiстю {sk}k∈Zd+
можна визначити одновимiрну послiдовнiсть {s̃p}p∈Z+

наступним чином

sk = s̃cd(k), k ∈ Zd+, (2.15)
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s̃p = sl1(p),l2(p),...,ld(p), p ∈ Z+.

Для такої d-вимiрної послiдовностi {sk}k∈Zd+ побудуємо послiдовнiсть
матриць

S̃N =
∥∥sl1(k)+l1(j),l2(k)+l2(j),...,ld(k)+ld(j)

∥∥N
k,j=0

, N ∈ Z+. (2.16)

Для двовимiрної числової послiдовностi {sk,m}k,m∈Z+
матриця S̃N

записується у таким чином

S̃N =

=



s0,0 s1,0 s0,1 s2,0 · · · sl(N),r(N)

s1,0 s2,0 s0,1 s3,0 · · · s1+l(N),r(N)

s0,1 s1,1 s0,2 s2,1 · · · sl(N),1+r(N)

s2,0 s3,0 s2,1 s4,0 · · · sl(N)+2,r(N)

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
sl(N),r(N) sl(N)+1,r(N) sl(N),r(N)+1 sl(N)+2,r(N) · · · s2l(N),2r(N)


(2.17)

У вказаних термiнах має мiсце наступний результат [10].

Теорема 2.4. Нехай H — нескiнченновимiрний сепарабельний
гiльбертiв простiр та {ek}k∈Z+

— ортонормований базис у ньому.
Тодi, для того щоб послiдовнiсть {sk}k∈Zd+ мала узагальнене моментне
зображення вигляду

sk+j = 〈xk, yj〉, k, j ∈ Zd+, (2.18)

де

〈x, y〉 =
∞∑
m=0

(x, em)(y, em),
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а елементи {xk}k∈Zd+ та {yj}j∈Zd+ мають вигляд

xk =

cd(k)∑
p=0

α(k)
p ep, α

(k)

cd(k)
6= 0, k ∈ Zd+, (2.19)

yj =

cd(j)∑
p=0

β(j)
p ep, β

(j)

cd(j)
6= 0, j ∈ Zd+, (2.20)

необхiдно i достатньо, щоб всi визначники H̃p = det S̃N , N ∈ Z+

матриць S̃N , визначених формулами (2.16) були вiдмiнними вiд нуля.

При цьому будуть виконуватися спiввiдношення

α
(k)

cd(k)
β

(k)

cd(k)
=

H̃cd(k)

H̃cd(k)−1

, H̃−1 := 1, k ∈ Zd+, (2.21)

i якщо зафiксувати послiдовностi ненульових чисел {α(l(p))
p }p∈Z+

та
{β(l(p))

p }p∈Z+
, де l(p) =

(
l1(p), l2(p), ..., ld(p)

)
, що задовольняють (2.21),

то решта коефiцiєнтiв в (2.19)-(2.20) будуть єдиним чином
визначатися за формулами

α(k)
p = α

(k)

cd(k)

S̃cd(k)

(
0 1 . . . p− 1 cd(k)

0 1 . . . p− 1 p

)
H̃cd(k)

,

p = 0, cd(k), k ∈ Zd+, (2.22)

β(j)
p = β

(j)

cd(j)

S̃cd(j)

(
0 1 . . . p− 1 p

0 1 . . . p− 1 cd(j)

)
H̃cd(j)

,

p = 0, cd(j), j ∈ Zd+. (2.23)

Доведення. Нехай для деякої d-вимiрної числової послiдовностi {sk}k∈Zd+
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має мiсце узагальнене моментне зображення вигляду

sk,j = 〈xk, yj〉, k, j ∈ Zd+, (2.24)

За d-вимiрної послiдовнiстю {sk}k∈Zd+ визначимо одновимiрну
послiдовнiсть {s̃p}p∈Z+

використовуючи нумеруючу функцiя Кантора за
наступним законом

sk = s̃cd(k), k ∈ Zd+, (2.25)

s̃p = sl1(p),l2(p)...ld(p), p ∈ Z+,

та побудуємо послiдовнiсть матриць, використовуючи формулу (2.16)

S̃N =
∥∥sl1(k)+l1(j),...,ld(k)+ld(j)

∥∥N
k,j=0

, N ∈ Z+. (2.26)

Елементи {xk}k∈Zd+ ⊂ X , {yj}k∈Zd+ ⊂ Y визначимо з допомогою
векторiв ортонормованого базису {ek}k∈Z+

нескiнченновимiрного
сепарабельного гiльбертового простору H

xk =

c(k)∑
p=0

α(k)
p ep, α

(k)

c(k)
6= 0,k ∈ Zd+, (2.27)

yk =

cd(j)∑
p=0

β(j)
p ep, β

(k)

cd(k)
6= 0,k ∈ Zd+. (2.28)

З урахуванням (2.27)-(2.28), маємо, що рiвностi (2.24), еквiвалентнi
рiвностям

sk+j = 〈
cd(k)∑
p=0

α(k)
p ep,

c(j)∑
p=0

β(j)
p ep〉 =

min {cd(k),cd(j)}∑
p=0

α(k)
p β(j)

p , k, j ∈ Zd+, (2.29)

а рiвностi (2.29), в свою чергу, еквiвалентнi сукупностi матричних
рiвностей

S̃N = AN ·BN , N = 0,∞,
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де AN — нижня трикутна матриця вигляду

AN = ‖aj,k‖Nk,j=0, aj,k =

{
α

(l1(k),l2(k),...,ld(k))
j , при k ≥ j,

0, при k < j,

a BN — верхня трикутна матриця вигляду

BN = ‖bj,k‖Nk,j=0, bj,k =

{
0, при k > j,

β
(l1(k),l2(k),...,ld(k))
j , при k ≤ j.

Наприклад, A5 та B5 для розмiрностi d = 3 матимуть вигляд

Ap =



α
(0,0,0)
0 0 0 0 0 0

α
(0,0,0)
1 α

(1,0,0)
1 0 0 0 0

α
(0,0,0)
2 α

(1,0,0)
2 α

(0,1,0)
2 0 0 0

α
(0,0,0)
3 α

(1,0,0)
3 α

(0,1,0)
3 α

(0,0,1)
3 0 0

α
(0,0,0)
4 α

(1,0,0)
4 α

(0,1,0)
4 α

(0,0,1)
4 α

(2,0,0)
4 0

α
(0,0,0)
5 α

(1,0,0)
5 α

(0,1,0)
5 α

(0,0,1)
5 α

(2,0,0)
5 α

(1,1,0)
5


та

Bp =



β
(0,0,0)
0 β

(1,0,0)
0 β

(0,1,0)
0 β

(0,0,1)
0 β

(2,0,0)
0 β

(1,1,0)
0

0 β
(1,0,0)
1 β

(0,1,0)
1 β

(0,0,1)
1 β

(2,0,0)
1 β

(1,1,0)
1

0 0 β
(0,1,0)
2 β

(0,0,1)
2 β

(2,0,0)
2 β

(1,1,0)
2

0 0 0 β
(0,0,1)
3 β

(2,0,0)
3 β

(1,1,0)
3

0 0 0 0 β
(2,0,0)
4 β

(1,1,0)
4

0 0 0 0 0 β
(1,1,0)
5


Оскiльки визначник добутку квадратних матриць дорiвнює добутку

визначникiв, то

H̃N = det S̃N =
N∏
p=0

α(l1(k),l2(k),...,ld(k))
p ·

N∏
q=0

β(l1(k),l2(k),...,ld(k))
q 6= 0.

Звiдки випливає необхiднiсть твердження теореми.

Для доведення достатностi скористаємося наступним результатом про
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розклад невиродженої матрицi на трикутнi спiвмножники.

Теорема 2.5. (Ф.Р. Гантмахер [11, c. 50]) Будь-яку невироджену
матрицю C можна представити у виглядi добутку нижньої
трикутної матрицi A на верхню трикутну матрицю B:

A =



a11 0 0 0 · · · 0

a21 a22 0 0 · · · 0

a31 a32 a33 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an1 an2 an3 an4 · · · ann


та

B =



b11 b12 b13 b14 · · · b1n

0 b22 b23 b24 · · · b2n

0 0 b33 b34 · · · b3n

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 0 bnn


При цьому, якщо позначити послiдовнi головнi мiнори матрицi C через
D1, D2, ..., Dn, то будуть виконуватися спiввiдношення

a11b11 = D1, a22b22 =
D2

D1
, ..., annbnn =

Dn

Dn−1
. (2.30)

Дiагональним елементам матриць A та B можна задавати будь-
якi значення, що задовольняють умову (2.30).

Пiсля цього всi iншi елементи матриць A та B визначаються
однозначно за формулами:

amk = akk

C

(
1 2 . . . k − 1 m

1 2 . . . k − 1 k

)

C

(
1 2 . . . k

1 2 . . . k

) , (2.31)
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bjm = bjj

C

(
1 2 . . . j − 1 j

1 2 . . . j − 1 m

)

C

(
1 2 . . . j

1 2 . . . j

) , (2.32)

де через C

(
p1 p2 . . . ps

r1 r2 . . . rs

)
позначаються мiнори матрицi C з

номерами стовпцiв p1, p2, . . . , ps та рядкiв r1, r2, . . . , rs, вiдповiдно.

Нехай H — нескiнченновимiрний сепарабельний гiльбертiв простiр
та {ek}k∈Z+

— ортонормований базис у ньому, а бiлiнiйна форма
визначається рiвнiстю

〈x, y〉 =
∞∑
m=0

(x, em)(y, em), ∀x, y ∈ H

Припустимо, що d-вимiрна послiдовнiсть {sk}k∈Zd+ така, що всi
визначники H̃N = det S̃N , N ∈ Z+ вiдмiннi вiд нуля.

Визначимо числовi послiдовностi {α(k)

cd(k)
}k∈Zd+ та {β(j)

cd(j)
}j∈Z+

так, що
виконувалися рiвностi

α
(k)

cd(k)
β

(k)

cd(k)
=

H̃cd(k)

H̃cd(k)−1

, k ∈ Zd+, H̃−1 := 1. (2.33)

А всi iншi елементи запишемо в наступним способом

α(k)
p = α

(k)

cd(k)

S̃cd(k)

(
0 1 . . . p− 1 cd(k)

0 1 . . . p− 1 p

)
H̃cd(k)

,

p = 0, cd(k), k ∈ Zd+, (2.34)
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β(j)
p = β

(j)

cd(j)

S̃cd(j)

(
0 1 . . . p− 1 p

0 1 . . . p− 1 cd(j)

)
H̃cd(j)

,

p = 0, cd(j), j ∈ Zd+. (2.35)

Якщо далi задати послiдовностi {xk}k∈Zd+ ⊂ X , {yj}j∈Zd+ ⊂ Y з
допомогою формул

xk =

cd(k)∑
p=0

α(k)
p ep, α

(k)

cd(k)
6= 0, k ∈ Zd+,

yj =

cd(k)∑
p=0

β(k)
p ep, β

(j)

cd(j)
6= 0, j ∈ Zd+,

то на основi теореми 2.5 i отримуємо достатнiсть теореми.
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2.3. Теореми iснування багатовимiрних узагальнених
моментних зображень: умови на твiрнi функцiї

Як вiдомо з [33] та було вказано у попередньому роздiлi, якщо
коефiцiєнти степеневого ряду формального степеневого ряду

f(z) =
∑
k∈Zd+

skz
k, (2.36)

де z = (z1, z2, . . . , zd) ∈ Cd,k = (k1, k2, . . . , kd) ∈ Zd+, zk = zk11 z
k2
2 ...z

kd
d ,

можуть бути представленi у виглядi

sk = 〈Ak1
1 A

k2
2 ...A

kd
d x0, y0〉, k ∈ Zd+, (2.37)

де Aj : X → X , j = 1, d — деякi лiнiйнi комутуючi мiж собою обмеженi
оператори, то ряд буде збiжним в околi початку координат до
аналiтичної функцiї f d змiнних, яка може бути записана у виглядi

f(z) = 〈Rz1(A1)Rz2(A2)...Rzd(Ad)x0, y0〉, (2.38)

де Rzj(Aj) = (I−zjAj)
−1 — резольвентнi функцiї операторiв Aj, j = 1, d.

Оскiльки саме представлення узагальнених моментних зображень у
операторному виглядi (2.37) зручне для практичного використання, то
цiкавим виявилося питання про те, за яких же умов функцiя f d змiнних
може бути записана у формi (2.38).

Подальшi теореми, що є вiдповiдними узагальненнями результатiв
Д. З. Арова (теорема 2.2) та А.П. Голуба (теорема 2.3), якраз дають
умови такого запису функцiї.

Теорема 2.6. Для довiльної функцiї f , аналiтичної в полiкрузi
KR = KR1

×KR2
× ...×KRd, 0 < Rj < ∞, j = 1, d, i довiльного

нескiнченновимiрного сепарабельного гiльбертового простору H
iснують елементи x0, y0 ∈ H та лiнiйнi обмеженi оператори
Aj : H → H, що комутують мiж собою, норми яких ‖Aj‖ < 1

Rj
,
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j = 1, d, i такi, що ∀z ∈ KR

f(z) = (Rz1(A1)Rz2(A2)...Rzd(Ad)x0, y0) . (2.39)

Доведення. Нехай деяка функцiя f в околi початку координат
зображувана степеневим рядом

f(z) =
∑
k∈Zd+

skz
k =

∑
k1∈Z+

...
∑
kd∈Z+

sk1,k2,...,kdz
k1
1 z

k2
2 ...z

kd
d .

За умов теореми за нерiвнiстю Кошi-Адамара

|sk| ≤
M

(R1 + ε1)k1(R2 + ε2)k2...(Rd + ε1)kd
,

де M = supz∈KR
|f(z)|, ε1, ε2, ..., εd > 0 (див. [46, c. 62]).

Зафiксуємо деякi числа R̃j ∈ (Rj, Rj + εj), j = 1, d, i для довiльного
ортонормованого базису {ep}p∈Z+

простору H розглянемо d-вимiрну
послiдовнiсть елементiв

xk =
1

R̃k1
1 R̃

k2
2 ...R̃

kd
d

ecd(k), k ∈ Zd+.

Визначимо на елементах базису {ep}p∈Z+
дiю лiнiйних

операторiв Aj, j = 1, d,

Ajem =
1

R̃j

ecd(l1(m),l2(m),...,lj(m)+1,...,ld(m)), m ∈ Z+.

Легко бачити, що, по-перше,

Ajxk = xk+δj , k ∈ Zd+,

i, по-друге,
‖Aj‖ =

1

R̃j

<
1

Rj
.

Крiм того, очевидно, що оператори Aj, j = 1, d, комутують мiж собою.
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Визначимо тепер елемент y0 ∈ H у виглядi суми наступного ряду

y0 =
∞∑
p=0

R̃
l1(p)
1 ...R̃

ld(p)
d sl1(p),l2(p),...,ld(p)ep.

Переконаємося, що y0 ∈ H. Дiйсно

‖y0‖2 =
∞∑
p=0

R̃
2l1(p)
1 ...R̃

2ld(p)
d |sl1(p),l2(p),...,ld(p)|

2 <∞

З iншого боку

(xk, y0) =

=

(
1

R̃k1
1 R̃

k2
2 ...R̃

kd
d

ecd(k),
∞∑
p=0

R̃
l1(p)
1 ...R̃

ld(p)
d sl1(p),l2(p),...,ld(p)ep

)
=

= sk, k ∈ Zd+,

а отже, є справедливим зображення (2.37).

Приклад. Нехай функцiя f визначається зображенням

f(z) =

∫
Id

d∏
p=1

1

1− zptp
Rp

dµ(t), (2.40)

де Id = [0, 1]d, а µ — борелiвська мiра на Id.
Тодi, в якостi операторiв Aj, j = 1, d, можна взяти оператори

множення на незалежнi змiннi

(Ajϕ)(t) =
tj
Rj
ϕ(t),

норми яких вiдповiдно дорiвнюють

‖Aj‖ =
1

Rj
.

Теорема 2.7. Для довiльної цiлої функцiї d змiнних f та будь-
якого нескiнченновимiрного сепарабельного гiльбертового простору H
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iснують елементи x0, y0 ∈ H та лiнiйнi обмеженi комутуючi мiж
собою оператори Aj : H → H, j = 1, d з нульовими спектральними
радiусами, такi що

f(z) = (Rz1(A1)Rz2(A2)...Rzd(Ad)x0, y0) .

При цьому, якщо порядки зростання функцiї f (див. [46, c. 390]) за
змiнними zj, j = 1, d, дорiвнюють вiдповiдно ρj > 0, j = 1, d, то
оператори Aj, j = 1, d, можуть бути обраними так, що ∀p ∈ N

p

√
‖Ap

j‖ ≤
Cj

p
1
ρj

, j = 1, d, (2.41)

де Cj = const, j = 1, d.

Доведення. Нехай цiла функцiя f зображується степеневим рядом

f(z) =
∑
k∈Zd+

skz
k.

З умов теореми випливає, що

lim
|k|→∞

|k|
√
|sk| = 0, де |k| = k1 + k2 + ...+ kd.

Тому можна вибрати монотонно спадну до нуля послiдовнiсть
додатних чисел {γp}p∈Z+

, таку що ∀k ∈ Zd+

|k|
√
|sk| ≤ γ|k|,

i отже,
|sk| ≤

(
γ|k|
)|k|

.

Для довiльного ортонормованого базису {ep}p∈Z+
при

довiльному λ > 1 розглянемо d-вимiрну послiдовнiсть елементiв

xk =
(
λγ|k|

)|k|
ecd(k), k ∈ Zd+.
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i визначимо на елементах базису {ep}p∈Z+
лiнiйнi оператори Aj, j = 1, d,

Ajep = λ

(
γ|l(p)|+1

)|l(p)|+1(
γ|l(p)|

)|l(p)| ecd(l(p)+δj). (2.42)

Тодi будемо мати

Ajxk = xk+δj , k ∈ Zd+, j = 1, d.

З рiвностi (2.42) отримаємо:

Am
j ep = λm

(
γ|l(p)|+m

)|l(p)|+m(
γ|l(p)|

)|l(p)| ecd(l(p)+mδj),

а отже,

‖Am
j ‖ = sup

p∈Z+

λm
(
γ|l(p)|+m

)|l(p)|+m(
γ|l(p)|

)|l(p)| ≤ (λγm)m ,

i значить,
m

√
‖Am

j ‖ ≤ λγm → 0 при m→∞,

тобто, оператори Aj, j = 1, d, мають нульовий спектральний радiус.

Покладаючи

y0 =
∞∑
p=0

1

(λγp)
psl(p)ep,

отримаємо

‖y0‖2 =
∞∑
p=0

1

(λγp)
2p |sl(p)|2 ≤

∞∑
p=0

1

λ2p
=

λ2

λ2 − 1
<∞,

отже, y0 ∈ H.

З iншого боку

(xk, y0) =

(
(λγk)kecd(k),

∞∑
p=0

1

λγp
psl(p)ep

)
= sk, k ∈ Zd+,

а тому є справедливим зображення (2.37).
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Якщо порядки зростання функцiї f за змiнними zj, j = 1, d, вiдповiдно
дорiвнюють ρj, j = 1, d, то

|sk| ≤
Ck
j

|k|
(
k1
ρ1

+
k2
ρ2

+...+
kd
ρd

) ≤ d∏
j=1

 Cj

k
1
ρj

j

kj

, k ∈ Zd+,

де Cj > 0, j = 1, d – деякi константи.
Покладемо при деякому фiксованому λ > 1

xk = λ|k|
d∏
j=1

 1

k
1
ρj

j

kj

ecd(k).

На векторах базису {ep}p∈Z+
покладемо:

Ajep = λ

(
lj(p)

lj(p)

(lj(p) + 1)lj(p)+1

) 1
ρj

ecd(l(p)+δj).

Тодi отримаємо

Ajxk = xk+δj , k ∈ Zd+, j = 1, d.

Матимемо

Am
j ep = λm

(
lj(p)

lj(p)

(lj(p) +m)lj(p)+m

) 1
ρj

ecd(l(p)+mδj),

i отже

‖Am
j ‖ = sup

p∈Z+

λm
(

lj(p)
lj(p)

(lj(p) +m)lj(p)+m

) 1
ρj

≤
(

λ

mρj

)m
,

звiдки i випливає нерiвнiсть (2.41).
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Роздiл 3

Застосування узагальнених моментних зображень для
побудови апроксимант типу Паде функцiй двох змiнних

Даний роздiл присвячено побудовi та дослiдженню рацiональних
апроксимант типу Паде з допомогою двовимiрних узагальнених
моментних зображень.

Результати роздiлу 3 опублiковано в роботах [8, 9, 25,26,35].

3.1. Теореми про побудову апроксимант типу Паде на основi
методу двовимiрних узагальнених моментних зображень

У роботi [28] Голубом А.П. та Чернецькою Л.О. було запропоновано
метод побудови рацiональних апроксимант типу Паде функцiй двох
змiнних на основi двовимiрних узагальнених моментних.

Теорема 3.1. ( [28]) Нехай формальний степеневий ряд вiд двох
змiнних має вигляд

f(z, w) =
∞∑

k,m=0

sk,mz
kwm, (3.1)

та нехай для двовимiрної послiдовностi {sk,m}∞k,m=0 має мiсце
узагальнене моментне зображення на добутку лiнiйних просторiв
X × Y вигляду

sk+j,m+n = 〈xk,m, yj,n〉, k,m, j, n ∈ Z+. (3.2)
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Тодi, якщо для деяких N1, N2 ∈ N iснує нетривiальний узагальнений
полiном

YN1,N2
=

N1∑
j=0

N2∑
n=0

c
(N1,N2)
j,n yj,n, (3.3)

такий що виконуються умови бiортогональностi

〈xk,m, YN1,N2
〉 = 0, (3.4)

при (k,m) ∈ [0, N1]× [0, N2]\{(N1, N2)}, то рацiональна функцiя

[N /D]f(z, w) =
PN (z, w)

QD(z, w)
, (3.5)

де

QD(z, w) =

N1∑
j=0

N2∑
n=0

c
(N1,N2)
N1−j,N2−nz

jwn, (3.6)

i

PN (z, w) =

N1−1∑
k=0

N2−1∑
m=0

zkwm
k∑
j=0

m∑
n=0

c
(N1,N2)
N1−j,N2−nsk−j,m−n+

+zN1

N1∑
k=0

N2−1∑
m=0

zkwm
N1∑
j=0

m∑
n=0

c
(N1,N2)
j,N2−n sk+j,m−n+

+wN2

N1−1∑
k=0

N2∑
m=0

zkwm
N1∑
j=0

m∑
n=0

c
(N1,N2)
N1−j,n sk−j,m+n, (3.7)

матиме розвинення у степеневий ряд, коефiцiєнти
якого спiвпадатимуть з коефiцiєнтами ряду (3.21) для
(k,m) ∈ E = [0, 2N1]× [0, 2N2]\{(2N1, 2N2)}.

Також дана теорема може використовуватися i у бiльш загальному
виглядi.

Теорема 3.2. ( [28].) Нехай для коефiцiєнтiв формального степеневого
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Рис. 3.1: Вигляд областей D,N та E для теореми 3.1.

ряду двох змiнних вигляду

f(z, w) =
∞∑

k,m=0

sk,mz
kwm (3.8)

має мiсце узагальнене моментне зображення на добутку лiнiйних
просторiв X × Y за бiлiнiйною формою 〈., .〉

sk+j,m+n = 〈xk,m, yj,n〉, k, j,m, n ∈ Z+. (3.9)

Тодi, якщо при деяких N1, N2 ∈ N iснує узагальнений полiном

XN1,N2
=

N1∑
k=0

N2∑
m=0

c
(N1,N2)
k,m xk,m (3.10)

з вiдмiнним вiд нуля старшим коефiцiєнтом c
(N1,N2)
N1,N2

, для якого
виконуються умови бiортогональностi

〈XN1,N2
, yj,n〉 = 0 (3.11)
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при (j + N1, n + N2) ∈ Z+ ∩ DΦ, де DΦ = {(u, t) ∈ R2
+ : Φ(u, t) ≤ 0}, а

функцiя Φ : R2
+ → R має такi властивостi:

1. DΦ — обмежена множина в R2
+;

2. потужнiсть множини DΦ∩{(u, t) ∈ Z2
+ : u ≥ N1, t ≥ N2} дорiвнює

(N1 + 1)(N2 + 1)− 1;

3. рiвняння Φ(u, t) = 0 можна однозначно розв’язати вiдносно
t при u ≤ N1 та вiдносно u при t ≤ N2. При цьому для
вiдповiдних розв’язкiв t = ϕ(u) та u = ψ(t) мають мiсце нерiвностi
ϕ(u) ≥ N2 ∀u ≤ N1 та ψ(t) ≥ N1 ∀ t ≤ N2,

то рацiональна функцiя

[N /D]f(z, w) =
PN (z, w)

QD(z, w)
, (3.12)

де

QD(z, w) =

N1∑
k=0

N2∑
m=0

c
(N1,N2)
N1−k,N2−mz

kwm, (3.13)

а

PN (z, w) =

N1−1∑
k=0

N2−1∑
m=0

zkwm
k∑
j=0

m∑
n=0

c
(N1,N2)
N1−j,N2−nsk−j,m−n+

+zN1

N2−1∑
m=0

[ψ(m)]−N1∑
k=0

zkwm
N1∑
j=0

m∑
n=0

c
(N1,N2)
j,N2−n sk+j,m−n+

+wN2

N1−1∑
k=0

[ϕ(k)]−N2∑
m=0

zkwm
k∑
j=0

N2∑
n=0

c
(N1,N2)
N1−j,n sk−j,m+n (3.14)

де [ρ]— цiла частина вiд числа ρ, матиме розвинення у степеневий
ряд, коефiцiєнти якого спiвпадатимуть з коефiцiєнтами ряду (3.8) для
∀(k,m) ∈ Z2

+ ∩DΦ.

Як вiдомо (див. [28]), двовимiрнi узагальненi моментнi зображення
можуть бути записанi у операторному виглядi.

А саме, у випадку коли простори X та Y — нормованi i у просторi X
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Рис. 3.2: Вигляд областей D,N та E для теореми 3.2.

iснують обмеженi лiнiйнi оператори A1, A2 : X → X , якi комутують мiж
собою, i такi, що:

A1xk,m = xk+1,m,

A2xk,m = xk,m+1,

для всiх k,m ∈ Z+, а у просторi Y iснують лiнiйнi обмеженi оператори
A∗1, A

∗
2 : Y → Y такi, що

〈A1x, y〉 = 〈x,A∗1y〉,

〈A2x, y〉 = 〈x,A∗2y〉,

для ∀x ∈ X ,∀y ∈ Y , то зображення (1.28) можна подати в операторному
виглядi:

sk,m = 〈Ak
1A

m
2 x0,0, y0,0〉, k,m ∈ Z+. (3.15)

Поставимо у вiдповiднiсть двовимiрнiй числовiй послiдовностi
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{sk,m}∞k,m=0 формальний степеневий ряд вiд двох змiнних:

f(z, w) =
∞∑

k,m=0

sk,mz
kwm. (3.16)

Зображення коефiцiєнтiв sk,m у виглядi (3.15) дає змогу отримати
зображення функцiї (3.16) у виглядi

f(z, w) = 〈Rz(A1)Rw(A2)x0,0, y0,0〉, (3.17)

де резольвентна функцiя Rw оператора A визначається рiвнiстю
Rw(A) = (I − wA)−1.

Вищенаведенi результати у наступних параграфах даного роздiлу
будуть використовуватися для побудови апроксимант типу Паде для
нових широких класiв функцiй двох змiнних.
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3.2. Побудова апроксимацiй типу Паде рядiв, для
коефiцiєнтiв яких мають мiсце узагальненi моментнi
зображення з операторами (A1ϕ)(t) = tϕ(t),
(A2ϕ)(t) = tσϕ(t), де σ — iррацiональне число

Нехай
X = Y = L2([0, 1], tνdt), ν > −1,

— простори функцiй, сумовних з квадратом за мiрою tνdt на [0, 1].

Розглянемо в просторi X лiнiйнi обмеженi оператори

(Aϕ)(t) = tϕ(t),

(Bϕ)(t) = tσϕ(t),

де σ > 0 — iррацiональне число.

На добутку просторiв X × Y визначимо бiлiнiйну форму

〈x, y〉 =

1∫
0

x(t)y(t)tνdt.

а початковi функцiї x0,0 та y0,0 покладемо тотожно рiвними одиницi:

x0,0(t) = y0,0(t) ≡ 1.

Тодi елементи послiдовностей {xk,m}(k,m)∈Z2
+

та {yj,n}(j,n)∈Z2
+

матимуть
вигляд

xk,m(t) = yk,m(t) = tk+mσ.

Враховуючи (3.15), члени двовимiрної послiдовностi записуються
наступним чином

sk,m =

1∫
0

tk+mσ+νdt =
1

k +mσ + ν + 1
, (3.18)
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i отже,

f(z, w) =
∞∑

k,m=0

zkwm

k +mσ + ν + 1
. (3.19)

Згiдно з теоремою 3.1 для знаходження апроксиманти типу Паде
функцiї (3.19) потрiбно побудувати узагальнений полiном вигляду (3.3),
для якого б виконувалися умови бiортогональностi (3.4). Тобто в даному
випадку нам потрiбно побувати узагальнений полiном вигляду:

YN1,N2
=

N1∑
j=0

N2∑
n=0

c
(N1,N2)
j,n tj+nσ,

з умовами бiортогональностi

1∫
0

tk+mσ+νYN1,N2
(t)dt = 0,

для всiх (k,m) ∈ [0, N1]× [0, N2]\{(N1, N2)}.

Оскiльки, за припущенням число σ не є рацiональним, то система
функцiй

{tj+nσ : j = 0, N1, n = 0, N2} (3.20)

буде чебишевською на [0, 1]. Тодi при кожнихN1, N2 ∈ N такi узагальненi
полiноми YN1,N2

будуть iснувати, а їхнi старшi коефiцiєнти будуть
вiдмiнними вiд нуля.

Запишемо систему функцiй (3.20) в наступному виглядi:

{ϕl(t)}Ll=0, (3.21)

де
L = (N1 + 1)(N2 + 1)− 1,

a
ϕl(t) = tλl, λl = l + (σ −N1 − 1)

[
l

N1 + 1

]
, l = 0, L,
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[α] - цiла частина числа α.

Далi використаємо наступний результат (див., наприклад, [31])

Теорема 3.3. Нехай {ck,m}∞k,m=0 — двовимiрна числова послiдовнiсть
така, що наступнi визначники є вiдмiнними вiд нуля

HN−1 := det ||ck+j||N−1
k,j=0 6= 0, N ∈ N.

I нехай в лiнiйному просторi X вказано послiдовнiсть елементiв
{ϕk}∞k=0, а у просторi Y– послiдовнiсть {ψj}∞j=0 такi, що

ck,j = 〈ϕk, ψj〉, k, j ∈ Z,

де 〈., .〉 – бiлiнiйна форма на добутку просторiв X та Y.

Тодi якщо при довiльному N ∈ Z+ побудувати узагальненi полiноми

X0 = ε0ϕ0, XN = εN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c0,0 c0,1 . . . c0,N ϕ0

c1,0 c1,1 . . . c1,N ϕ1
... ... . . . ... ...

cN−1,0 cN−1,1 . . . cN−1,N ϕN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, N = 1,∞,

та

Y0 = ε0ψ0, YN = εN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c0,0 c0,1 . . . c0,N ψ0

c1,0 c1,1 . . . c1,N ψ1
... ... . . . ... ...

cN−1,0 cN−1,1 . . . cN−1,N ψN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, N = 1,∞,

де εN = (HN ·HN−1)
−1/2, N = 0,∞, H−1 = −1, то будуть виконуватися

спiвiдношення бiортогональностi

〈XM , YN〉 = δM,N , M,N = 0,∞,

δM,N =

{
0,M 6= N,

1,M = N.
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В нашому випадку X = Y = L2([0, 1], tνdt), {ϕk}∞k=0 = {ψj}∞j=0 i

〈ϕ, ψ〉 =

1∫
0

ϕ(t)ψ(t)tνdt = 0.

Враховуючи, що

ck,j = 〈ϕk, ψj〉 =

1∫
0

tλk · tλj · tνdt =
1

λk + λj + ν + 1
, k, j = 0, L,

для бiортогонального полiнома YN1,N2
за теоремою 3.3 отримаємо

зображення

YN1,N2
= εN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c0,0 c0,1 . . . c0,N ψ0

c1,0 c1,1 . . . c1,N ψ1
... ... . . . ... ...

cN−1,0 cN−1,1 . . . cN−1,N ψN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= εN1,N2

∞∑
l=0

(−1)l+1ψl · det ||ck,i : k = 0, L− 1, i ∈ [0, L]\{l}||,

з деякою ненульовою константою εN1,N2
.

Останнi визначники є визначниками Кошi (див., наприклад, [48]).
Отже,

∆
(L)
l = det ||ck,i : k = 0, L− 1, i ∈ [0, L]\{l}|| =

=

∏L−1
k=0

∏L
m=k+1(λk − λm)2∏L−1

k=0 (λk − λl)2
·

∏L−1
k=0 (λk + λl + ν + 1)∏L−1

k=0

∏L
m=0(λk + λm + ν + 1)

=

= κL
∏L−1

k=0 (λk + λm + ν + 1)∏l−1
k=0(λk − λl)2

,

де κL – константа, що залежить вiд L, але не залежить вiд l.
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Враховуючи явний вираз показникiв λl, отримуємо:

∆
(L)
l = κL

∏L−1
k=0

(
k + l + (σ −N1 − 1)

([
k

N1+1

]
+
[

l
N1+1

])
+ ν + 1

)
∏l−1

k=0

(
k − l + (σ −N1 − 1)

([
k

N1+1

]
−
[

l
N1+1

]))2 .

Пiдрахуємо окремо чисельник:

L−1∏
k=0

(
k + l + (σ −N1 − 1)

([
k

N1 + 1

]
+

[
l

N1 + 1

])
+ ν + 1

)
=

=

N1∏
k=0

(
k + l + (σ −N1 − 1)

[
l

N1 + 1

]
+ ν + 1

)
×

×
2N1−1∏
k=N1+1

(
k + l + (σ −N1 − 1)

(
1 +

[
l

N1 + 1

])
+ ν + 1

)
× . . .×

×
(N2+1)(N1+1)−2∏
k=N2(N1+1)

(
k + l + (σ −N1 − 1)

(
N2 +

[
l

N1 + 1

])
+ ν + 1

)
=

=

(
l + (σ −N1 − 1)

[
l

N1 + 1

]
+ ν + 1

)
N1+1

×

×
(
l + (σ −N1 − 1)

(
1 +

[
l

N1 + 1

])
+ ν + 1

)
N1+1

× . . .×

×
(
l + (σ −N1 − 1)

(
N2 +

[
l

N1 + 1

])
+ ν + 1

)
N1

=

=

∏N2

m=0

(
l + (σ −N1 − 1)

[
l

N1+1

]
+ ν + 1 +mσ

)
N1+1(

l + (σ −N1 − 1)
[

l
N1+1

]
+ ν +N1 +N2σ + 1

) ,

де через (α)k позначено символ Похгаммера:

(α)k =

{
1, k = 0,

(α)(α + 1) · . . . · (α + k − 1), k ∈ N.
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Розглянемо тепер знаменник:

∏l−1

k=0

(
k − l + (σ −N1 − 1)

([
k

N1 + 1

]
−
[

l

N1 + 1

]))2

.

Очевидно, що при l = 0, N1 буде
[

l
N1+1

]
= 0 i

[
l

N1+1

]
= 0, а тому

отримаємо:
l−1∏
k=0

(k − l)2 =
l∏

k=1

k2.

При l = N1 + 1, 2N1 + 1 буде
[

l
N1+1

]
= 1 i, отже, будемо мати:

N1∏
k=0

(k − l − (σ −N1 − 1))2
l−1∏

k=N1+1

(k − l)2 =

l−N1−1∏
k=l−2N1−1

(k + σ)2
l−N1−1∏
k=0

k2.

Аналогiчно, якщо при деякому 0 ≤ p ≤ N1, l = pN1 + p, (p+ 1)N1 + p,
то
[

l
N1+1

]
= p, i маємо:

l−pN1−p∏
k=l−(p+1)N1−p

((k + pσ)(k + (p− 1)σ) · . . . · (k + σ))2
l−pN1−p∏
k=0

k2.

Врахувавши це, для знаменника отримаємо вираз:
[

l
N1+1

]∏
m=1

(
(mσ −

([
l

N1 + 1

]
(N1 + 1) +N1 − l

)
N1+1

)2

×

×
((

l − l

N1 + 1
(N1 + 1)!

))2

.

Таким чином,

∆
(L)
l = κL ·

((
l + (σ −N1 − 1)

[
l

N1+1

]
+ ν + 1

)
N1+1

)N2+1

(
l + (σ −N1 − 1)

[
l

N1+1

]
+ ν +N1 + 1

) ×
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× 1∏[
l

N1+1

]
m=1

(
(mσ −

([
l

N1+1

]
(N1 + 1) +N1 − l

)
N1+1

)2×

× 1((
l − l

N1+1(N1 + 1)!
))2

i

YN1,N2
=

N1∑
j=0

N2∑
n=0

c
(N1,N2)
j,n tj+nσ =

L∑
l=0

(−1)l+1tλl∆
(L)
l .

Звiдси
c

(N1,N2)
j,n = (−1)j+n(N1+1)+1∆

(L)
j+n(N1+1),

тобто

c
(N1,N2)
j,n = κL ·

(−1)j+n(N1+1)+1∏[
l

N1+1

]
m=1 ((mσ −N1 + j)N1+1)

2 (j!)2

×

× ((j + nσ + ν + 1)N1+1)

j + nσ + ν +N1 + 1
, (3.22)

при цьому ми можемо покласти κL = 1.

А тому, з врахуванням теореми 3.1 та формул (3.22), для
функцiї вигляду (3.19) можна побудувати апроксиманти типу Паде.
Справедливим буде наступний результат:

Теорема 3.4. Для функцiй

f(z, w) =
∞∑

k,m=0

zkwm

k +mσ + ν + 1
.

при довiльних N1, N2 ∈ N рацiональна функцiя вигляду

[N /D]f(z, w) =
PN (z, w)

QD(z, w)
,

де
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QD(z, w) =

N1∑
j=0

N2∑
n=0

(−1)N1−j+(N2−n)(N1+1)+1∏[
l

N1+1

]
m=1 ((mσ − j)N1+1)

2 ((N1 − j)!)2

×

× ((N1 − j + (N2 − n)σ + ν + 1)N1+1)

2N1 − j + (N2 − n)σ +N1 + ν + 1
zjwn, (3.23)

i

PN (z, w) =

N1−1∑
k=0

N2−1∑
m=0

zkwm
k∑
j=0

m∑
n=0

(−1)N1−j+(N2−n)(N1+1)+1∏[
l

N1+1

]
m=1 ((mσ − j)N1+1)

2 ((N1 − j)!)2

×

× ((N1 − j + (N2 − n)σ + ν + 1)N1+1)

2N1 − j + (N2 − n)σ + ν + 1
sk−j,m−n+

+ zN1

N1∑
k=0

N2−1∑
m=0

zkwm
N1∑
j=0

m∑
n=0

(−1)j+(N2−n)(N1+1)+1∏[
l

N1+1

]
m=1 ((mσ −N1 + j)N1+1)

2 (j!)2

×

× ((j + (N2 − n)σ + ν + 1)N1+1)

j + (N2 − n)σ + ν +N1 + 1
sk+j,m−n+

+ wN2

N1−1∑
k=0

N2∑
m=0

zkwm
N1∑
j=0

m∑
n=0

(−1)N1−j+n(N1+1)+1∏[
l

N1+1

]
m=1 ((mσ − j)N1+1)

2 ((N1 − j)!)2

×

× ((N1 − j + nσ + ν + 1)N1+1)

2N1 − j + nσ + ν + 1
sk−j,m+n, (3.24)

матиме розклад у степеневий ряд коефiцiєнти якого
спiвпадатимуть з коефiцiєнтами ряду (3.19) для всiх
(j, n) ∈ E = [0, 2N1]× [0, 2N2]\{(2N1, 2N2)}.

Слiд зауважити, що в даному випадку областi iндексiв коефiцiєнтiв
чисельника N , знаменника D та iнтерполяцiйної множини E
залишаються такими ж як на Рис. 3.1.
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3.3. Побудова апроксимацiй типу Паде рядiв, для
коефiцiєнтiв яких мають мiсце узагальненi моментнi
зображення з операторами A1 = A, A2 = Ap, p ∈ N\{1}

Нехай X та Y — деякi нормованi простори, та визначено бiлiнiйну
форму 〈., .〉 на декартовому добутку X × Y .

Нехай у просторi X задано лiнiйний оператор A : X → X , а у
просторi Y — лiнiйний оператор A∗ : Y → Y , спряжений вiдносно
бiлiнiйної форми 〈., .〉 до оператора A.

Також визначимо деякi початковi елементи

x̃0 ∈ X та ỹ0 ∈ Y . (3.25)

Будемо вважати, що простори X ,Y , бiлiнiйна форма 〈., .〉 на X × Y ,
оператори A та A∗, i елементи x̃0 та ỹ0 є такими, що системи елементiв

{x̃k = Akx̃0}∞k=0 (3.26)

та
{ỹj = A∗jx̃0}∞j=0 (3.27)

є лiнiйно незалежними в просторах X та Y , вiдповiдно, i допускають
невироджену бiортогоналiзацiю вiдносно форми 〈., .〉, так що iснують
системи узагальнених полiномiв

{X̃N}N∈Z+
та {ỸM}M∈Z+

,

для яких виконуються умови

X̃N =
N∑
k=0

c̃
(N)
k x̃k, c̃

(N)
N 6= 0, N ∈ Z+, (3.28)

ỸM =
M∑
j=0

d̃
(M)
j ỹj, d̃

(M)
M 6= 0,M ∈ Z+, (3.29)
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〈X̃N , Ỹm〉 = δM,N =

{
1, M = N

0 M 6= N
, M,N ∈ Z+. (3.30)

Як вiдомо (див., наприклад, [31]), для того щоб була можливою
невироджена бiортогоналiзацiя вигляду (3.30) необхiдно i достатньо, щоб
визначники Ганкеля

H̃N = det ‖s̃k+j‖Nk,j=0 6= 0, ∀N ∈ Z+.

Також в [31] показано, що за цих умов будуть також iснувати
невиродженi апроксиманти Паде [N − 1/N ]f , N ∈ N, степеневого ряду

f̃(z) =
∞∑
k=0

s̃kz
k. (3.31)

За цих умов ряд (3.31) буде збiгатися до аналiтичної в околi початку
координат функцiї, яка матиме зображення

f̃(z) = 〈Rz(A)x̃0, ỹ0〉.

Розглянемо в просторi X лiнiйнi оператори

A1 = A, A2 = Ap, (3.32)

де p ∈ N\{1} — деяке натуральне число, а A — обмежений лiнiйний
оператор.

При вищенаведених умовах, ми можемо розглядати двовимiрну
числову послiдовнiсть {sk,m}∞k,m=0, яка має узагальнене моментне
зображення

sk+j,m+n = 〈xk,m, yj,n〉, k,m, j, n ∈ Z+, (3.33)

де
xk,m = Ak

1A
m
2 x̃0, k,m ∈ Z+, (3.34)

yj,n = A∗j1 A
∗n
2 ỹ0, j, n ∈ Z+. (3.35)
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та, згiдно з (3.17), при так означених операторах представлення функцiї
через резольвентнi функцiї операторiв матиме вигляд

f(z, w) = 〈Rz(A)Rw(Ap)x̃0, ỹ0〉 (3.36)

та їй буде вiдповiдати степеневий ряд

f(z, w) =
∞∑

k,m=0

sk,mz
kwm, (3.37)

для коефiцiєнтiв якого є справедливими зображення (3.18).
Дещо модифiкуємо представлення (3.36).
Для цього використаємо наступнi леми.

Лема 3.5. Нехай X – лiнiйний нормований простiр, A : X → X −
обмежений лiнiйний оператор. Тодi у всiх точках регулярностi
резольвентних функцiй Rz(A) та Rw(Ap) справджується рiвнiсть

Rz(A)Rw(Ap) =
1

zp − w

(
zpRz(A)− w

p−1∑
r=0

zrArRw(Ap)

)
. (3.38)

Доведення. Якщо до обох частин (3.38) застосувати оператор
(zp − w) (I − zA) (I − wAp), то отримаємо

zp − w = zp (I − wAp)− w
p−1∑
r=0

zrAr (I − zA) =

= zp − wzpAp − w (I − zpAp) = zp − w.

Оскiльки отримана рiвнiсть є очевидною, а z та w є регулярними
точками вiдповiдних резольвентних функцiй, то i початкова рiвнiсть має
мiсце.

Лема 3.6. За умов леми 3.5

Rw(Ap) =
1

p

p−1∑
r=0

Rw1/pξ(p)
r (A),



77

де ξ(p)
r = e2πir/p, r = 0, p− 1, – коренi p-го степеня з 1.

Доведення. Як вiдомо (див. напр. [4, с. 155]) коренi p-го степеня з 1
утворюють абелеву групу вiдносно множення. Позначимо цю групу через
Gp. Вона буде циклiчною i одиничним елементом в нiй буде ξ(p)

0 = 1.
Легко переконатися, що при p ≥ 2 буде мати мiсце рiвнiсть

p−1∑
r=0

ξ(p)
r =

p−1∑
r=0

(
ξ

(p)
1

)r
=

(
ξ

(p)
1

)p
− 1

ξ
(p)
1 − 1

= 0.

При всiх натуральних k

Gp,m =

{(
ξ

(p)
1

)k
, r = 1, p

}
⊆ Gp

буде утворювати пiдгрупу групи Gp. Бiльше того, якщо найбiльший
спiльний дiльник чисел p та k дорiвнює d, то будемо мати Gp,k = Gp/d.

Отже, при кожному k ∈ N

p−1∑
r=0

(
ξ(p)
r

)k
=

{
0, при k, що не дiлиться на p,
p, при k, що дiлиться на p.

А тому

Rw(Ap) = (I − wAp)−1 =
∞∑
k=0

wkApk =
∞∑
k=0

(
w1/pA

)pk
=

=
1

p

∞∑
k=0

(
w1/pA

)k p−1∑
r=0

(
ξ(p)
r

)k
=

=
1

p

p−1∑
r=0

∞∑
k=0

(
w1/pξ(p)

r A
)k

=
1

p

p−1∑
r=0

R
w1/pξ

(p)
r

(A).

Аналогiчно встановлюється наступний результат.
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Лема 3.7. Нехай функцiя f̃ однiєї змiнної задається степеневим рядом

f̃(z) =
∞∑
k=0

s̃kz
k.

Тодi

f(z, w) =
∞∑

k,m=0

s̃k+pmz
kwm =

zp

zp − w
f̃(z)− w1/p

p

p−1∑
r=0

ξ
(p)
r f̃(w1/pξ

(p)
r )

z − w1/pξ
(p)
r

.

Отож, враховуючи лему 3.5, маємо

f(z, w) =
∞∑

k,m=0

sk,mz
kwm = 〈Rz(A)Rw(Ap)x̃0, ỹ0〉 =

=
1

zp − w

{
zp 〈Rz(A)x̃0, ỹ0〉 − w

〈
p−1∑
r=0

zrArRw(Ap)x̃0, ỹ0

〉}
. (3.39)

Для побудови апроксимант типу Паде функцiї вигляду (3.39) можна
застосувати теорему 3.2.

Покладемо

xk,m = Ak+pmx0,0 = x̃k+pm, (k,m) ∈ Z2
+,

yj,n = A∗(j+pn)y0,0 = ỹj+pn, (j, n) ∈ Z2
+.

Щоб побудувати вiдповiдну апроксиманту зi знаменником вигляду

QN1,N2
(z, w) =

N1∑
k=0

N2∑
m=0

q
(N1,N2)
k,m zkwm

потрiбно побудувати узагальнений полiном XN1,N2
вигляду

XN1,N2
=

N1∑
k=0

N2∑
m=0

c
(N1,N2)
k,m xk,m =

N1∑
k=0

N2∑
m=0

c
(N1,N2)
k,m x̃k+pm, (3.40)
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для якого виконуються умови бiортогональностi

〈XN1,N2
, yj,n〉 = 0, (j, n) ∈

(
[0, N1]× [0, N2]

)
\{(N1, N2)},

або ж

〈XN1,N2
, ỹj+pn〉 = 0, (j, n) ∈

(
[0, N1]× [0, N2]

)
\{(N1, N2)},

або ж
〈XN1,N2

, ỹj〉 = 0, j = 0, N1 + pN2 − 1. (3.41)

Згiдно з нашими припущеннями такий узагальнений полiном iснує та
може бути зображений у виглядi

XN1,N2
=

N1+pN2∑
r=0

d(N1+rN2)
r x̃r, d

(N1+pN2)
N1+rN2

6= 0. (3.42)

Спiвставивши (3.40) та (3.42), бачимо, що, вважаючи вiдомими
коефiцiєнти {d(N1+pN2)

r }N1+pN2

r=0 , ми можемо визначати коефiцiєнти
{c(N1,N2)

k,m : k = 0, N1,m = 0, N2}, але неоднозначно. Оберемо серед всiх
можливих способiв наступнi:

i)

c
(N1,N2)
k,m =

1

ηk+pm
d

(N1+pN2)
k+pm , (k,m) ∈ [0, N1]× [0, N2], (3.43)

де ηr – кiлькiсть всiх можливих пар (k,m) ∈ [0, N1]× [0, N2] , таких
що k + pm = r;

ii)

c
(N1,N2)
k,m =

{
d

(N1+pN2)
k+pm , при (k,m) ∈ W (N1, N2, p),

0, при (k,m) /∈ W (N1, N2, p)

де множина W (N1, N2, p) =
{

(k,m) ∈
(

[0, p− 1]× [0, N2 − 1]
)
∪

∪{(k,N2) : k ∈ [0, N1]}
}
.

Розглянемо спочатку перший спосiб обчислення коефiцiєнтiв c(N1,N2)
k,m .

Для цього пiдрахуємо величини ηr, r = 0, N1 + pN2.
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Лема 3.8. Для кожного r = 0, N1 + pN2

ηr =

[
r

p

]
+ 1−

([
r −N1 − 1

p

]
+ 1

)
χN1+1(r)−

−
([

r − pN2 − 1

p

]
+ 1

)
χpN2+1(r), (3.44)

де

χN(r) =

{
0, r < N

1, r ≥ N.
.

Доведення. Розглянемо подвiйну суму

N1∑
k=0

N2∑
m=0

ξk+pm.

Очевидно, що вона буде дорiвнювати

N1+pN2∑
k=0

ηr ξ
k+pm.

З iншого боку

N1∑
k=0

N2∑
m=0

ξk+pm =

N1∑
k=0

ξk
N2∑
m=0

ξpm =
1− ξN1+1

1− ξ
· 1− ξ

pN2+1

1− ξp
. (3.45)

Оскiльки мають мiсце розвинення

1

1− ξ
= 1 + ξ + ξ2 + . . . =

∞∑
k=0

ξk,

1

1− ξp
= 1 + ξp + ξ2p + . . . =

∞∑
m=0

ξpm,

то
1

(1− ξ)(1− ξp)
=

∞∑
r=0

([
r

p

]
+ 1

)
ξr. (3.46)
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Тому отримаємо

N1+pN2∑
r=0

ηr ξ
r =

∞∑
r=0

([
r

p

]
+ 1

)
ξr −

∞∑
r=N1+1

([
r −N1 − 1

p

]
+ 1

)
ξr−

−
∞∑

r=pN2+1

([
r − pN2 − 1

p

]
+ 1

)
ξr+

+
∞∑

r=pN2+N1+2

([
r − pN2 −N1 − 2

p

]
+ 1

)
ξr.

Прирiвнюючи коефiцiєнти при степенях ξ, отримаємо рiвнiсть (3.44).

Оскiльки, згiдно з (3.41), полiном XN1,N2
буде ортогональним не лише

до {
yj,n : (j, n) ∈

(
[0, N1]× [0, N2]

)
\{(N1, N2)}

}
,

але i до
{yj,n : j + pn ≤ N1 + pN2 − 1},

то в теоремi 3.2 в якостi функцiї Φ вiзьмемо функцiю

Φ(u, t) = u+ pt− 2N1 − 2pN2 + 1.

Тодi для функцiй ψ(t) та ϕ(u) матимемо

ψ(t) = 2N1 + 2pN2 − pt− 1,

ϕ(u) = 2N2 +
1

p
(2N1 − u− 1).

Отримаємо наступний результат:

Теорема 3.9. Нехай X та Y – банаховi простори, 〈., .〉 – роздiльно
неперервна бiлiнiйна форма, визначена на декартовому добутку X × Y,
A : X → X – обмежений лiнiйний оператор, x̃0 ∈ X , ỹ0 ∈ Y такi, що
виконується умови (3.28)–(3.30).
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Тодi для функцiї f , що має зображення (3.39), при N1 ≥ p− 1, N2 ≥ 0

рацiональна функцiя

[N /D]f(z, w) =
PN (z, w)

QD(z, w)
, (3.47)

де

QD(z, w) =

N1∑
k=0

N2∑
m=0

d
(N1+pN2)
N1+pN2−k−pm

ηN1+pN2−k−pm
zkwm, (3.48)

a

PN (z, w) =

N1−1∑
j=0

N2−1∑
n=0

zjwn

j∑
k=0

n∑
m=0

d
(N1+pN2)
N1+pN2−k−pm

ηN1+pN2−k−pm
s̃j−k+p(n−m)+

+zN1

N2−1∑
n=0

N1+2pN2−pn−1∑
j=0

zjwn
N1∑
k=0

n∑
m=0

d
(N1+pN2)
k+p(N2−m)

ηk+p(N2−m)
s̃k+j+p(n−m)+

+wN2

N1−1∑
j=0

N2+[(2N1−j−1)/p]∑
n=0

zjwn

j∑
k=0

N2∑
m=0

d
(N1+pN2)
N1−k+pm

ηN1−k+pm
s̃j−k+p(n+m), (3.49)

матиме розвинення у степеневий ряд, коефiцiєнти
якого спiвпадатимуть з коефiцiєнтами ряду (3.39) для
(k,m) ∈ {(k,m) ∈ Z2

+ : k + pm ≤ 2N1 + 2pN2 + 1}.

Врахувавши особливостi визначення коефiцiєнтiв c
(N1,N2)
k,m ,

k = 0, N1, m = 0, N2, за допомогою другого способу отримуємо наступну
теорему.

Теорема 3.10. Нехай X та Y — банаховi простори, 〈., .〉 – роздiльно
неперервна бiлiнiйна форма, визначена на декартовому добутку X × Y,
A : X → X — обмежений лiнiйний оператор, x̃0 ∈ X , ỹ0 ∈ Y такi, що
виконуються (3.28) – (3.30).

Тодi для функцiї f , що має зображення (3.39), при N1 ≥ p− 1, N2 ≥ 0

рацiональна функцiя

[N /D]f(z, w) =
PN (z, w)

QD(z, w)
, (3.50)
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де

QD(z, w) =

N1∑
k=0

d
(N1+pN2)
N1+pN2−kz

k +

N1∑
k=N1−p+1

N2∑
m=1

d
(N1+pN2)
N1+pN2−k−pmz

kwm, (3.51)

a

PN (z, w) =

N1−1∑
k=0

N2−1∑
m=0

zkwm
k∑
j=0

d
(N1+pN2)
N1−j+pN2

s̃k−j+pm+

+

N1−1∑
k=N1+1−p

N2−1∑
m=1

zkwm
k∑

j=N1+1−p

m∑
n=1

d
(N1+pN2)
N1−j+p(N2−n) s̃k−j+p(n−m)+

+zN1

{
N2−1∑
m=0

N1+2pN2−pm−1∑
k=0

zkwm
N1∑
j=0

d
(N1+pN2)
j+pN2

s̃k+j+pm+

+

N2−1∑
m=0

N1+2pN2−pm−1∑
k=0

zkwm

p−1∑
j=0

m∑
n=0

d
(N1+pN2)
j+p(N2−n) s̃k+j+p(m−n)

}

+wN2


N1−1∑
k=0

N2+[(2N1−k−1)/p]∑
m=0

zkwm
k∑
j=0

d
(N1+pN2)
N1−j+pN2

s̃k−j+p(m+N2)+

+

N1−1∑
k=N1+1−p

N2+[(2N1−k−1)/p]∑
m=0

zkwm ×
k∑

j=N1+1−p

N2∑
n=0

d
(N1+pN2)
N1−j+pn s̃k−j+p(n+m)

 ,

(3.52)
матиме розвинення у степеневий ряд, коефiцiєнти
якого спiвпадатимуть з коефiцiєнтами ряду (3.39) для
(k,m) ∈ {(k,m) ∈ Z2

+ : k + pm ≤ 2N1 + 2pN2 + 1}.

Розглянемо окремi випадки виконання умов (3.28)–(3.30), для того щоб
будувати апроксиманти типу Паде для спецiальних рядiв двох змiнних.

Покладемо X = Y = L2 ([0, 1], dµ), де µ – неспадна функцiя, що має
нескiнченну кiлькiсть точок зростання на [0, 1].

В такому разi X = Y — нескiнченновимiрний гiльбертiв простiр.
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Розглянемо в цьому просторi оператор множення на незалежну змiнну

(Aϕ)(t) = tϕ(t), ϕ ∈ X .

Будемо вважати також, що

x̃0(t) = ỹ0(t) ≡ 1.

Тодi
x̃k(t) = tk, ỹj(t) = tj, k, j ∈ Z+,

(Rz(A)ϕ) (t) =
ϕ(t)

1− zt
,

f̃(z) =

∫ 1

0

dµ(t)

1− zt
.

Всi умови теореми 3.9, включаючи умови (3.28)–(3.30), виконуються,
а, отже, для функцiї

f(z, w) =
1

zp − w

{
zp
∫ 1

0

dµ(t)

1− zt
− w

p−1∑
r=0

zr
∫ 1

0

trdµ(t)

1− wtp

}
(3.53)

її апроксиманти типу Паде можуть бути записанi у виглядi (3.47)-
(3.49), де d

(N)
k , k = 0, N , – коефiцiєнти алгебраїчних многочленiв,

ортонормованих на [0,1] за вагою dµ, а

s̃k =

∫ 1

0

tkdµ(t), k ∈ Z+,

— це моменти мiри dµ.

Тепер для деяких α, β ∈ [0, 1) означимо лiнiйнi нормованi простори Xα
та Yβ таким чином

Xα =
{
x(t) : sup

t∈[0,1]

|x(t) tα| <∞
}
,

Yβ =
{
y(t) : sup

t∈[0,1]

|y(t)(1− t)β| <∞
}
,
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норми в яких визначаються спiввiдношеннями

‖x‖Xα = sup
t∈[0,1]

|x(t) tα|,

‖y‖Yβ = sup
t∈[0,1]

|y(t)(1− t)β|.

Розглянемо в просторi Xα лiнiйний обмежений оператор iнтегрування

(Aϕ) (t) =

∫ t

0

ϕ(τ)dτ.

Cпряженим до нього вiдносно бiлiнiйної форми

〈ϕ, ψ〉 =

∫ 1

0

ϕ(t)ψ(t)dt (3.54)

буде оператор A∗ : Yβ → Yβ

(A∗ψ) (t) =

∫ 1

t

ψ(τ)dτ.

Покладемо також
x̃0(t) = tν, ν > −α,

ỹ0(t) = (1− t)σ, σ > −β.

Тодi

x̃k(t) =
tk+ν

(ν + 1)k
, k ∈ Z+,

ỹj(t) =
(1− t)j+σ

(σ + 1)j
, j ∈ Z+,

де символ Похгаммера визначається спiввiдношенням

(a)k =

{
1, k = 0

a(a+ 1) . . . (a+ k − 1), k = 1, 2, . . .

Як вказано [31, с. 35-36], резольвентна функцiя оператора A має
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вигляд

(Rz(A)ϕ) (t) = ϕ(t) + z

∫ t

0

ϕ(τ)ez(t−z)dτ.

Отож, отримаємо
f̃(z) = 〈Rz(A)x̃0, ỹ0〉 =

=
Γ(ν + 1)Γ(σ + 1)

Γ(ν + σ + 2)

(
1 + zez

∫ 1

0

τ ν+σ+1e−zτdτ

)
.

При ν + σ + 1 > 0 можна отримати також зображення

f̃(z) =
Γ(ν + 1)Γ(σ + 1)

Γ(ν + σ + 2)
ez
∫ 1

0

τ ν+σe−zτdτ.

Коефiцiєнти s̃k матимуть вигляд

s̃k =

∫ 1

0

x̃k(t)ỹ0(t)d(t) =
Γ(ν + 1)Γ(σ + 1)

Γ(ν + σ + 2)(ν + σ + 2)k
, k = 0,∞.

Отже,

f̃(z) =
∞∑
k=0

s̃kz
k =

Γ(ν + 1)Γ(σ + 1)

Γ(ν + σ + 2)

∞∑
k=0

zk

(ν + σ + 2)k
=

=
Γ(ν + 1)Γ(σ + 1)

Γ(ν + σ + 2)
1F1(1; ν + σ + 2; z), (3.55)

де 1F1(a; b; z) – вироджена гiпергеометрична функцiя Куммера [49,
с. 321].

Згiдно з лемою 3.7

f(z, w) =
zp

zp − w
f̃(z)− w1/p

p

p−1∑
r=0

ξ
(p)
r f̃(w1/pξ

(p)
r )

z − w1/pξ
(p)
r

, (3.56)

де f̃ має вигляд (3.55).

Для функцiї вигляду (3.56) за теоремою 3 будуються апроксиманти
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типу Паде з коефiцiєнтами d(N)
k , що будуть мати вигляд

d
(N)
k = p

(N)
k (ν + 1)k,

де p
(N)
k – коефiцiєнти зсунутих ортогональних на [0,1] за мiрою

tν(1− t)σdt многочленiв Якобi.
Вiдомо (див., напр., [49, p. 581] що

p
(N)
k = (−1)N−k

(
N

k

)
Γ(N + k + σ + ν + 1)

Γ(k + ν + 1)
, k = 1, N.

Для функцiї вигляду (3.56) справджується наступний результат, що
встановлює збiжнiсть так побудованих апроксимант типу Паде.

Теорема 3.11. Побудованi в теоремi 3.10 апроксиманти типу Паде
функцiї f вигляду (3.56) при ν, σ > −1 на кожному компактi з C2

рiвномiрно збiгаються до f при N1, N2 →∞.
При цьому для знаменникiв апроксимант справджується

асимптотична формула

QD(z, w) = (−1)N1+pN2
Γ(2N1 + 2pN2 + σ + ν + 1)

Γ(ν + 1)
× (3.57)

×
(
e−z/2 + o(1)

)
, N1, N2 →∞,

а для чисельникiв формула

PN (z, w) = (−1)N1+pN2
Γ(2N1 + 2pN2 + σ + ν + 1)

Γ(ν + 1)
×

×
(
e−z/2f(z, w) + o(1)

)
, N1, N2 →∞. (3.58)

Доведення. Спочатку встановимо асимптотичну формулу (3.57). За
теоремою 3.10 для знаменника QD має мiсце зображення

QD(z, w) =

N1∑
k=0

(−1)N1+pN2−k
(
N1 + pN2

k

)
×
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×Γ(2N1 + 2pN2 + σ + ν + 1− k)

Γ(N1 + pN2 + ν + 1− k)
(ν + 1)N1+pN2−kz

k+

+

N1∑
k=N1−p+1

N2∑
m=1

(−1)N1+pN2−k−pm
(
N1 + pN2

k + pm

)
×

×Γ(2N1 + 2pN2 + σ + ν + 1− k − pm)

Γ(N1 + pN2 + ν + 1− k − pm)
(ν + 1)N1+pN2−k−pmz

kwm =

=
(−1)N1+pN2Γ(2N1 + 2pN2 + σ + ν + 1)

Γ(N1 + pN2 + ν + 1)
(ν + 1)N1+pN2

×

×

{
N1∑
k=0

(−1)k
(
N1 + pN2

k

)
Γ(2N1 + 2pN2 + σ + ν + 1− k)

Γ(2N1 + 2pN2 + σ + ν + 1)
×

× Γ(N1 + pN2 + ν + 1)

Γ(N1 + pN2 + ν + 1− k)
· (ν + 1)N1+pN2−k

(ν + 1)N1+pN2

zk+

+

N1∑
k=N1−p+1

N2∑
m=1

(−1)k+pm

(
N1 + pN2

k + pm

)
×

×Γ(2N1 + 2pN2 + σ + ν + 1− k − pm)

Γ(2N1 + 2pN2 + σ + ν + 1)
×

× Γ(N1 + pN2 + ν + 1)

Γ(N1 + pN2 + ν + 1− k − pm)
· (ν + 1)N1+pN2−k−pm

(ν + 1)N1+pN2

zkwm

}
=

= κN1,N2

(
S(z) + T (z, w)

)
.

Для S(z) маємо

S(z) =

N1∑
k=0

(−1)k
(
N1 + pN2

k

)
Γ(2N1 + 2pN2 + σ + ν + 1− k)

Γ(2N1 + 2pN2 + σ + ν + 1)
×

× Γ(N1 + pN2 + ν + 1)

Γ(N1 + pN2 + ν + 1− k)
· (ν + 1)N1+pN2−k

(ν + 1)N1+pN2

zk =

=

N1∑
k=0

(−z)k

k!
· (N1 + pN2) . . . (N1 + pN2 − k + 1)

(2N1 + 2pN2 + σ + ν) . . . (2N1 + 2pN2 + σ + ν − k + 1)
=
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=

N1∑
k=0

(−z)k

k!

k∏
r=1

N1 + pN2 − r + 1

2N1 + 2pN2 + σ + ν − k + 1
=

=

N1∑
k=0

(−z)k

k!

k∏
r=1

(
1

2
− 1/2(σ + ν + r − 1)

2N1 + 2pN2 + σ + ν − r + 1

)
.

При деякому досить великому M < N1 розглянемо рiзницю∣∣∣S(z)− e−z/2
∣∣∣ ≤

≤

∣∣∣∣∣
M∑
k=0

(−z/2)k

k!

{
k∏
r=1

(
1− σ + ν + r − 1

2N1 + 2pN2 + σ + ν − r + 1

)
− 1

}∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣
N1∑

k=M+1

(−z/2)k

k!

k∏
r=1

(
1− σ + ν + r − 1

2N1 + 2pN2 + σ + ν − r + 1

)∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣
∞∑

k=M+1

(−z/2)k

k!

∣∣∣∣∣ .
На кожному компактi з C2 при кожному фiксованому M перший

доданок при N1, N2 → ∞ буде рiвномiрно прямувати до 0. Другий та
третiй доданки за рахунок виборуM можна зробити як завгодно малими.

Аналогiчно для T (z, w) маємо

T (z, w) =

p−1∑
l=0

N2∑
m=1

(
−1

2

)N1−l+pm 1

(N1 − l + pm)!
×

×
N1−l+pm∏

r=1

(
1− σ + ν + r − 1

2N1 + 2pN2 + σ + ν − r + 1

)
zN1−lwm.

Очевидно, що при досить великих N1 та N2 буде∣∣∣∣1− σ + ν + r − 1

2N1 + 2pN2 + σ + ν − r + 1

∣∣∣∣ < δ,
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де 1 < δ <∞. Отож,

|T (z, w)| ≤
p−1∑
l=0

N2∑
m=1

(
δ

2

)N1−l+pm
|z|N1−l|w|m 1

(N1 − l + pm)!
.

Вiзьмемо досить велике M < N2. Тодi

|T (z, w)| ≤
p−1∑
l=0

M∑
m=1

(
δ

2

)N1−l+pm
|z|N1−l|w|m 1

(N1 − l + pm)!
+

+

p−1∑
l=0

N2∑
m=M+1

(
δ

2

)N1−l+pm
|z|N1−l|w|m 1

(N1 − l + pm)!
.

Перший доданок при N1, N2 → ∞ прямує до 0, а другий, за рахунок
вибору M , може бути зробленим як завгодно малим.

Таким чином, асимптотична формула (3.57) встановлена. Завдяки цiй
формулi ми можемо також стверджувати, що на кожному компактi з C2,
починаючи з деяких великих номерiв N1 та N2, вiдсутнi нулi знаменникiв
апроксиманти типу Паде.

Оцiнимо похибку наближення.

|f(z, w)− [N /D]f(z, w)| =

1

|QD(z, w)|

∣∣∣∣zN1wN2

∫ 1

0

(Rz(A)Rw(Ap)ỹ0) (t)XN1,N2
(t)dt+

+zN1


N2−1∑
k=0

∞∑
m=N1+2pN2−pk

zkwm
N1∑
j=0

d
(N1+pN2)
j+pN2

s̃m+j+pk+

+

N2−1∑
k=0

∞∑
m=N1+2pN2−pk

zkwm

p−1∑
j=0

m∑
n=0

d
(N1+pN2)
j+p(N2−n) s̃m+j+p(k−m)


+wN2


N1−1∑
k=0

∞∑
m=N2+1+[

2N1−k−1
p ]

zkwm
k∑
j=0

d
(N1+pN2)
N1−j+pN2

s̃k−j+p(N2+m))+
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+

N1−1∑
k=N1+1−p

∞∑
m=N2+1+[

2N1−k−1
p ]

zkwm
k∑

j=N1+1−p

N2∑
n=0

d
(N1+pN2)
N1−j+pn s̃k−j+p(n+m)


∣∣∣∣∣∣ .

Розглянемо перший доданок∫ 1

0

(Rz(A)Rw(Ap)ỹ0) (t)XN1,N2
(t)dt =

=

∫ 1

0

∞∑
k=0

∞∑
m=0

(1− t)k+pm+σ

(σ + 1)k+pm
zkwmXN1,N2

(t)dt =

=

∫ 1

0

∞∑
k+pm≥N1+pN2

(1− t)k+pm+σzkwm

(σ + 1)k+pm
XN1,N2

(t)dt =

=

∫ 1

0

∞∑
l=N1+pN2

(1− t)l

(σ + 1)l

l∑
k=0

zkwl−kXN1,N2
(t)(1− t)σdt =

=
∞∑

l=N1+pN2

1

(σ + 1)l

l∑
k=0

zkwl−k
∫ 1

0

(1− t)lP (ν,σ)∗
N1+pN2

(1− t) tν(1− t)σdt. (3.59)

Функцiю (1−t)l можна розкласти в лiнiйну комбiнацiю ортогональних
зсунутих на [0,1] многочленiв Якобi P (ν,σ)∗

m (1− t):

(1− t)l =
l∑

m=0

α(l)
m P

(ν,σ)∗
m (1− t), (3.60)

де коефiцiєнти α(l)
m (див., напр. [32]) обчислюються за формулою

α
(l)
l−k = (−1)l−k

(
l

l − k

)
Γ(l + ν + 1)(2l + σ + ν − 2k + 1)

Γ(2l + σ + ν + 2− k)
(3.61)

Тому враховуючи (3.59) можна (3.60) записати наступним чином

∞∑
l=N1+pN2

α
(l)
N1+pN2

(σ + 1)l

(
l∑

k=0

zkwl−k

)∫ 1

0

[
P

(ν,σ)∗
N1+pN2

(1− t)
]2

tν(1− t)σdt.

Iнтеграл у даному представленнi являється квадратом норми
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зсунутого ортогонального многочлена Якобi. Як вiдомо (див. [49]),
квадрат норми зсунутого ортогонального многочлена Якобi степеня N з
одиничним коефiцiєнтом дорiвнює

hN =
N !Γ(N + ν + 1)Γ(N + σ + ν + 1)Γ(N + σ + 1)

(2N + σ + ν + 1)Γ2(2N + σ + ν + 1)
.

Так як старший коефiцiєнт многочлена P
(ν,σ)∗
N1+pN2

(1 − t) дорiвнює
Γ(2(N1+pN2)+σ+ν+1)

Γ2(N1+pN2+σ+1) то

∣∣∣∣∣∣P (ν,σ)∗
N1+pN2

(1− t)
∣∣∣∣∣∣2 =

∫ 1

0

[
P

(ν,σ)∗
N1+pN2

(1− t)
]2

tν(1− t)σdt =

=
(N1 + pN2)!Γ(N1 + pN2 + ν + 1)Γ(N1 + pN2 + σ + ν + 1)

(2(N1 + pN2) + σ + ν + 1)Γ(N1 + pN2 + σ + 1)
(3.62)

З урахуванням (3.61) та (3.62) матимемо∣∣∣∣∫ 1

0

(Rz(A)Rw(Ap)ỹ0) (t)XN1,N2
(t)dt

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣∣∣P (ν,σ)∗

N1+pN2
(1− t)

∣∣∣∣∣∣2 ∞∑
l=N1+pN2

|α|(l)N1+pN2

(σ + 1)l

(
l∑

k=0

|z|k |w|l−k
)

=

=
(N1 + pN2)!Γ(N1 + pN2 + ν + 1)Γ(N1 + pN2 + σ + ν + 1)

(2(N1 + pN2) + σ + ν + 1)Γ(N1 + pN2 + σ + 1)
×

×
∞∑

l=N1+pN2

(
l∑

k=0

|z|k |w|l−k
)(

l

N1 + pN2

)
×

×Γ(l + ν + 1)(2(N1 + pN2) + σ + ν + 1)

(σ + 1)lΓ(l +N1 + pN2 + σ + ν + 2)
≤

≤ Γ(N1 + pN2 + ν + 1)Γ(N1 + pN2 + σ + ν + 1)

Γ(N1 + pN2 + σ + 1)
×

×
∞∑

l=N1+pN2

l!

(σ + 1)l

Γ(l + ν + 1)

Γ(l +N1 + pN2 + σ + ν + 2)
×
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× Rl

(l −N1 − pN2)!
≤ Γ(N1 + pN2 + ν + 1)Γ(N1 + pN2 + σ + ν + 1)

Γ(N1 + pN2 + σ + 1)
×

×RN1+pN2
Γ(N1 + pN2 + ν + 1)

Γ(2(N1 + pN2) + σ + ν + 2)

(N1 + pN2)!

(σ + 1)N1+pN2

×

×
∞∑
l=0

(N1 + pN2 + ν + 1) . . . (N1 + pN2 + ν + 1 + l)

(2(N1 + pN2) + σ + ν + 2) . . . (2(N1 + pN2) + σ + ν + 2 + l)

×R
l

l!
≤ C

Γ(N1 + pN2 + ν + 1)Γ(N1 + pN2 + σ + ν + 1)

Γ(N1 + pN2 + σ + 1)
×

×Γ(N1 + pN2 + ν + 1)RN1+pN2

Γ(2(N1 + pN2) + σ + ν + 2)
,

де C – деяка константа, що залежить вiд R.

З допомогою формули Стiрлiнга (див. [49, c. 83]) для останньої
величини отримуємо оцiнку

C
(N1 + pN1)

ν+1/2

22N1+2pN1
RN1+pN2.

Оцiнимо першу частину другого доданка∣∣∣∣∣∣zN1

N2−1∑
k=0

∞∑
m=N1+2pN2−pk

zkwm
N1∑
j=0

d
(N1+pN2)
j+pN2

s̃m+j+pk

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣zN1

N2−1∑
k=0

∞∑
m=N1+2pN2−pk

zkwm
N1∑
j=0

(
N1 + pN2

j + pN2

)
×

× Γ(N1 + pN2 + σ + ν + 1 + j + pN2)(ν + 1)j+pN2

Γ(ν + 1 + j + pN2) (σ + ν + 2)m+j+pk

∣∣∣∣ ≤
≤ RN1+N2−1 Γ(2(N1 + pN2) + σ + ν + 1)(ν + 1)N1+pN2

Γ(ν + 1 + pN2)
×

×2N1+pN2

N2−1∑
k=0

∞∑
m=N1+2pN2−pk

Rm

(σ + ν + 2)m
≤ R2N1+(p+1)N2−1×
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2N1+pN2 · Γ(2(N1 + pN2) + σ + ν + 1)(ν + 1)N1+pN2

Γ(ν + 1 + pN2) (σ + ν + 2)N1+pN2−1
×

∞∑
m=0

Rm

m!
≤

≤ C2N1+pN2R2N1+(p+1)N2
Γ(2(N1 + pN2) + σ + ν + 1)

Γ(pN2 + ν + 1)

Провiвши аналогiчнi оцiнки для наступних доданкiв, врештi для
похибки апроксимацiї отримаємо

|f(z, w)− [N /D]f(z, w)| ≤ C Γ(N1 + pN2 + σ + 1)

Γ(2N1 + 2pN2 + σ + ν + 1)(ν + 1)N1+pN2

×

×
∣∣∣∣(N1 + pN1)

ν−1/2

22N1+2pN1
RN1+pN2+

+2N1+pN2+2R2N1+(p+1)N2
Γ(2(N1 + pN2) + σ + ν + 1)

Γ(pN2 + ν + 1)
.

Звiдси випливає твердження теореми про рiвномiрну збiжнiсть.
Теорему доведено.
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3.4. Побудова апроксимацiй типу Паде рядiв, для
коефiцiєнтiв яких мають мiсце узагальненi моментнi
зображення з операторами A1 = A, A2 = A2 + αA, α ∈ R

Нехай визначено деякi нормованi простори X та Y , i 〈., .〉 — бiлiнiйна
фома на декартовому добутку цих просторiв X × Y . Будемо знову
вважати, що в просторi X задано лiнiйний оператор A : X → X , а у
просторi Y — лiнiйний оператор A∗ : Y → Y , спряжений вiдносно
бiлiнiйної форми 〈., .〉 до оператора A, та початковi елементи x̃0 ∈ X
та ỹ0 ∈ Y , так що допускається невироджена бiортогоналiзацiя (3.28) –
(3.30).

Розглянемо в просторi X лiнiйнi оператори

A1 = A, A2 = A2 + αA, (3.63)

де α – деяке дiйсне число, а A – обмежений оператор.

Розглянемо двовимiрну числову послiдовнiсть {sk,m}∞k,m=0, яка має
узагальнене моментне зображення

sk+j,m+n = 〈xk,m, yj,n〉, k,m, j, n ∈ Z+, (3.64)

де
xk,m = Ak

1A
m
2 x̃0, k,m ∈ Z+, (3.65)

yj,n = A∗j1 A
∗n
2 ỹ0, j, n ∈ Z+. (3.66)

та, згiдно з (3.17), при так означених операторах представлення функцiї
через резольвентнi функцiї операторiв матиме вигляд

f(z, w) = 〈Rz(A)Rw(A2 + αA)x0,0, y0,0〉 (3.67)

та їй буде вiдповiдати степеневий ряд

f(z, w) =
∞∑

k,m=0

sk,mz
kwm. (3.68)
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Знову дещо модифiкуємо зображення (3.67).
Для цього використаємо наступнi леми.

Лема 3.12. Нехай X — лiнiйний нормований простiр, A : X → X —
обмежений лiнiйний оператор.

Тодi в усiх точках регулярностi резольвентних функцiй

Rz(A) та Rw(A2 + αA)

справджується рiвнiсть

Rz(A)Rw(A2 + αA) =

=
1

αzw − z2 + w

(
−z2Rz(A) + w(αz + zA+ 1)Rw(A2 + αA)

)
. (3.69)

Доведення. Якщо до обох частин (3.69) застосувати оператор(
αzw − z2 + w

)
(I − zA)

(
I − w(A2 + αA)

)
,

то отримаємо

αzw − z2 + w = −z2
(
I − w(A2 + αA)

)
+ w(αz + zA+ 1)(I − zA) =

= αzw − z2 + w.

Оскiльки отримана рiвнiсть є очевидною, а z та w є регулярними
точками вiдповiдних резольвентних функцiй, то i початкова рiвнiсть має
мiсце.

Лема 3.13. Нехай виконуються умови леми 3.12. Тодi у всiх точках
регулярностi резольвентної функцiї Rw(A2 + αA) справджується
рiвнiсть

Rw(A2 + αA) =

= − 2

w
√
α2 + 4/w

(
Rα1

(A)

−α +
√
α2 + 4/w

+
Rα2

(A)

α +
√
α2 + 4/w

)
, (3.70)

де α1,2 = 2/(−α±
√
α2 + 4/w).
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Використовуючи леми 3.12 та 3.13 i спiввiдношення (3.67), маємо

f(z, w) =
1

αzw − z2 + w

(
−z2〈Rz(A)x0,0, y0,0〉+

+
2(αz + 1)√
α2 + 4/w

(
〈Rα1

(A)x0,0, y0,0〉
−α +

√
α2 + 4/w

+
〈Rα2

(A)x0,0, y0,0〉
α +

√
α2 + 4/w

)
+ (3.71)

+
2z√

α2 + 4/w

(
〈A · Rα1

(A)x0,0, y0,0〉
−α +

√
α2 + 4/w

+
〈A · Rα2

(A)x0,0, y0,0〉
α +

√
α2 + 4/w

))
.

Визначимо спiввiдношення для елементiв xk,m при вказаному виборi
операторiв A1 та A2.

xk,m = A1
kA2

mx0,0 = Ak(A2 + αA)
m
x0,0 =

= Ak
m∑
l=0

(
m

l

)
(A2)m−l(αA)lx0,0 =

m∑
l=0

(
m

l

)
αlA2m+k−lx0,0. (3.72)

Аналогiчне представлення буде справедливе для елементiв yj,n.

Згiдно з теоремою 3.2 для побудови апроксимант типу Паде функцiї f ,
зображуваної рядом (3.68), потрiбно побудувати бiортогональнi полiноми

XN1,N2
=

N1∑
k=0

N2∑
m=0

cN1,N2

k,m xk,m, (3.73)

такi що
〈XN1,N2

, yj,n〉 = 0

для (j, n) ∈ ([0, N1]× [0, N2]) \{(N1, N2)}.

Легко бачити, що з точнiстю до постiйного множника

XN1,N2
= X̃N1+2N2

.

З цiєї рiвностi коефiцiєнти полiнома XN1,N2
можуть бути знайденi

неоднозначно.
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Для визначеностi будемо, наприклад, покладати

c
(N1,N2)
k,m = 0, при (k,m) ∈ [0, N1 − 2]× [1, N2].

Рис. 3.3: Область D.

Тодi отримаємо

N1−2∑
k=0

c
(N1,N2)
k,0 Ak + AN1−1

N2∑
m=0

c
(N1,N2)
N1−1,m(A2 + αA)m+

+AN1

N2∑
m=0

c
(N1,N2)
N1,m

(A2 + αA)m =

N1+2N2∑
r=0

c̃(N1+2N2)
r Ar.

Звiдси,
c

(N1,N2)
k,0 = c̃(N1+2N2)

r при k = 0, N1 − 1.

I далi маємо
N2∑
m=1

c
(N1,N2)
N1−1,m(A2 + αA)m+

+A

N2∑
m=0

c
(N1,N2)
N1,m

(A2 + αA)m =

N1+2N2∑
r=N1

c̃(N1+2N2)
r Ar−N1+1.
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Отримуємо

A(A+ α)

N2∑
m=0

c
(N1,N2)
N1−1,m+1A

m(A+ α)m+

+A

N2∑
m=0

c
(N1,N2)
N1,m

Am(A+ α)m = A

2N2∑
r=0

c̃
(N1+2N2)
r+N1

Ar

Звiдси,

(A+ α)

N2∑
m=0

c
(N1,N2)
N1−1,m+1A

m(A+ α)m+

+

N2∑
m=0

c
(N1,N2)
N1,m

Am(A+ α)m =

2N2∑
r=0

c̃
(N1+2N2)
r+N1

Ar.

Отриману рiвнiсть можна розглядати як формальне спiввiдношення,
що виконується за умови спiвпадання вiдповiдних коефiцiєнтiв при
степенях оператора A в лiвiй та правiй частинi рiвностi.

Введемо позначення A2 + αA = B.
Тодi

A = −α
2
± 1

2

√
α2 + 4B.

Тому, якщо у отриману рiвнiсть замiсть A поставити−α
2 + 1

2

√
α2 + 4B,

то вона повинна бути також справедливою в розумiннi спiвпадання
коефiцiєнтiв при степенях B.

(A+ α)

N2−1∑
m=0

c
(N1,N2)
N1−1,m+1B

m +

N2∑
m=0

c
(N1,N2)
N1,m

Bm =

2N2∑
r=0

c̃
(N1+2N2)
r+N1

Ar.

Позначимо

EN2−1(B) =

N2−1∑
m=0

c
(N1,N2)
N1−1,m+1B

m, DN2
(B) =

N2∑
m=0

c
(N1,N2)
N1−1,mB

m.

У вищевведених позначеннях будемо мати(
α

2
+

1

2

√
α2 + 4B

)
EN2−1(B) +DN2

(B) =
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=

2N2∑
r=0

c̃
(N1+2N2)
r+N1

r∑
l=0

(
r

l

)
1

2r
(α2 + 4B)l/2(−α)r−l =

=

2N2∑
l=0

(
− 1

α

)l
(α2 + 4B)l/2

2N2∑
r=l

c̃
(N1+2N2)
r+N1

(
r

l

)(
−α

2

)r
=

=

N2∑
l=0

1

α2l
(α2 + 4B)l

2N2∑
r=2l

c̃
(N1+2N2)
r+N1

(
r

2l

)(
−α

2

)r
−

−
√
α2 + 4B

N2−1∑
l=0

1

α2l+1
(α2 + 4B)l

2N2∑
r=2l+1

c̃
(N1+2N2)
r+N1

(
r

2l + 1

)(
−α

2

)r
.

Отже,

α

2
EN2−1(B) + DN2

(B) =

N2∑
l=0

1

α2l
(α2 + 4B)l

2N2∑
r=2l

c̃
(N1+2N2)
r+N1

(
r

2l

)(
−α

2

)r
,

α

2
EN2−1(B) = −

N2−1∑
l=0

1

α2l+1
(α2+4B)l

2N2∑
r=2l+1

c̃
(N1+2N2)
r+N1

×
(

r

2l + 1

)(
−α

2

)r
.

Друга з цих рiвностей дає можливiсть визначити коефiцiєнти
полiнома EN2−1(B).

EN2−1(B) = −2

N2−1∑
l=0

1

α2l+1
(α2 + 4B)l

2N2∑
r=2l+1

c̃
(N1+2N2)
r+N1

(
r

2l + 1

)(
−α

2

)r
=

= −2

N2−1∑
l=0

1

α2l+1

l∑
p=0

(
l

p

)
(4B)pα2(l−p)

2N2∑
r=2l+1

c̃
(N1+2N2)
r+N1

(
r

2l + 1

)(
−α

2

)r
=

= −2

N2−1∑
p=0

(4B)p
1

α2p+1

N2−1∑
l=p

(
l

p

) 2N2∑
r=2l+1

c̃
(N1+2N2)
r+N1

(
r

2l + 1

)(
−α

2

)r
.

З першої рiвностi отримуємо вигляд полiнома DN2
(B).

DN2
(B) = −α

2
EN2−1(B)+
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+

N2∑
l=0

1

α2l
(α2 + 4B)l

2N2∑
r=2l

c̃
(N1+2N2)
r+N1

(
r

2l

)(
−α

2

)r
=

= α

N2−1∑
p=0

(4B)p
1

α2p+1

N2−1∑
l=p

(
l

p

) 2N2∑
r=2l+1

c̃
(N1+2N2)
r+N1

(
r

2l + 1

)(
−α

2

)r
+

+

N2∑
l=0

1

α2l

l∑
p=0

(
l

p

)
(4B)pα2(l−p)

2N2∑
r=2l

c̃
(N1+2N2)
r+N1

(
r

2l

)(
−α

2

)r
=

=

N2−1∑
p=0

(
2

α

)2p

Bp
N2−1∑
l=p

(
l

p

) 2N2∑
r=2l+1

c̃
(N1+2N2)
r+N1

(
r

2l + 1

)(
−α

2

)r
+

N2∑
p=0

(
2

α

)2p

Bp
N2∑
l=p

(
l

p

) 2N2∑
r=2l

c̃
(N1+2N2)
r+N1

(
r

2l

)(
−α

2

)r
.

Отже,

c
(N1,N2)
N1−1,m = −

(
2

α

)2m−1 N2−1∑
l=m−1

(
l

m− 1

) 2N2∑
r=2l+1

c̃
(N1+2N2)
r+N1

(
r

2l + 1

)(
−α

2

)r
,

m = 1, N2,

c
(N1,N2)
N1,m

=

(
2

α

)2m
(
N2−1∑
l=m

(
l

m

) 2N2∑
r=2l+1

c̃
(N1+2N2)
r+N1

(
r

2l + 1

)(
−α

2

)r
+

+

N2∑
l=m

(
l

m

) 2N2∑
r=2l

c̃
(N1+2N2)
r+N1

(
r

2l

)(
−α

2

)r)
. (3.74)

Загалом, ми отримаємо наступнi спiввiдношення для
коефiцiєнтiв c(N1,N2)

k,m :
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c
(N1,N2)
k,m =



0, при (k,m) ∈ [0, N1 − 2]× [1, N2];

c̃N1+2N2

k , при k = 0, N1 − 1,m = 0;

−
(

2
α

)2m−1∑N2−1
l=m−1

(
l

m−1

)∑2N2

r=2l+1 c̃
(N1+2N2)
r+N1

×,
×
(

r
2l+1

) (
−α

2

)r
, при k = N1 − 1, m = 1, N2;

(
2
α

)2m
(∑N2−1

l=m

(
l
m

)∑2N2

r=2l+1 c̃
(N1+2N2)
r+N1

(
r

2l+1

) (
−α

2

)r
+

+
∑N2

l=m

(
l
m

)∑2N2

r=2l c̃
(N1+2N2)
r+N1

(
r
2l

) (
−α

2

)r)
,

при k = N1, m = 1, N2.

(3.75)

Тодi застосування теореми 3.2 при Φ(u, t) = u+ 2t− 2N1− 4N2 + 1 до
функцiї вигляду (3.71) дасть наступний результат.

Теорема 3.14. Нехай X та Y — банаховi простори, 〈., .〉 — роздiльно
неперервна бiлiнiйна форма, визначена на декартовому добутку X × Y,
A : X → X — обмежений лiнiйний оператор.

Тодi для функцiї аналiтичної функцiї f вигляду (3.71) при
N1 ≥ 1, N2 ≥ 0 рацiональна функцiя

[N /D]f(z, w) =
PN (z, w)

QD(z, w)
, (3.76)

де

QD(z, w) = wN2

N1∑
k=0

c̃
(N1+2N2)
N1−k zk +

1∑
k=0

N2−1∑
m=0

k+2m∑
l=0

(−1)lαl×

×
(
N2 − (k +m) + l

l

)
c̃

(N1+2N2)
N1+2N2−(k+2m)+lz

kwm, (3.77)

PN (z, w) =
1∑

k=0

N2−1∑
m=0

zkwm
k∑
j=0

m∑
n=0

j+2n∑
l=0

(−1)lαl
(
N2 − (j + n) + l

l

)
×
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×c̃(N1+2N2)
N1+2N2−(j+2n)+lsk−j,m−n + zN1

N2−1∑
m=0

N1+4N2−2m−1∑
k=0

zkwm
N1∑

j=N1−1

m∑
n=0

×

×
N1−j+2n∑

l=0

(−1)lαl
(
j +N2 + l − (N1 + n)

l

)
c̃

(N1+2N2)
j+2(N2−n)+lsk+j,m−n+

+wN2

1∑
k=0

N2+[(2N1−j−1)/2∑
m=0

zkwm
k∑
j=0

N2∑
n=1

2N2+j−2n∑
l=0

(−1)lαl
(

2n− j + l

l

)
×

× c̃N1+2N2

N1−j+2n+lsk−j,m+n +wN2

N1−1∑
k=0

N2+[(2N1−j−1)/2]∑
m=0

zkwm
k∑
j=0

c̃
(N1+2N2)
N1−j sk−j,m,

(3.78)

де коефiцiєнти c
(N1,N2)
k,m визначаються рiвнiстю (3.75),

матиме розвинення у степеневий ряд, коефiцiєнти якого
спiвпадатимуть iз коефiцiєнтами розвинення функцiї (3.71) для
всiх (k,m) ∈ {(k,m) ∈ Z2

+ : k + 2m ≤ 2N1 + 4N2 − 1}.

При такому виборi коефiцiєнтiв узагальнених полiномiв, маємо
наступний вигляд областей

Нехай тепер X = Y = L2([0, 1], dµ) — простiр функцiй, сумовних з
квадратом за мiрою dµ, де µ — неспадна функцiя, що має нескiнченну
кiлькiсть точок зростання на [0,1].

Розглянемо в цьому просторi оператор множення на незалежну змiнну

(Aϕ)(t) = tϕ(t), ϕ ∈ X .

Бiлiнiйну форму на добутку просторiв X × Y визначимо наступним
чином

〈x, y〉 =

1∫
0

x(t)y(t)dµ.
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Рис. 3.4: Вигляд областей D,N та E для теореми 3.14.

Також будемо вважати початковi функцiї є одиницями:

x0,0(t) = y0,0(t) ≡ 1.

Резольвентна функцiя оператора множення на незалежну змiнну
(див., наприклад, [31]) визначається спiввiдношенням

(Rz(A)ϕ) (t) =
ϕ(t)

1− zt
,

а

xk,m(t) = yk,m(t) =
m∑
l=0

(
m

l

)
αlt2m+k−l, k,m ∈ Z+,

та

sk,m =

∫ 1

0

m∑
l=0

(
m

l

)
αlt2m+k−ldµ(t) =

m∑
l=0

(
m

l

)
αl
∫ 1

0

t2m+k−ldµ(t).

Функцiя f в даному випадку буде представлена таким чином
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f(z, w) =
1

αzw − z2 + w

(
−z2

∫ 1

0

dµ(t)

1− zt
+

+w

∫ 1

0

αz + zt+ 1

1− w(t2 + αt)
dµ(t)

)
. (3.79)

Узагальнений полiном (3.73) буде алгебраїчним многочленом степеня
N1 + 2N2 i спiвпадатиме з точнiстю до постiйного множника з
многочленом, ортонормованим на [0,1] за вагою dµ.

Таким чином, для функцiї вигляду (3.79) згiдно з теоремою 3.2 можуть
бути побудованi апроксиманти типу Паде вигляду (3.76)–(3.78), в яких
коефiцiєнти c̃

(N1+2N2)
k є коефiцiєнтами вiдповiдного ортонормованого

многочлена.

Зокрема, при
dµ(t) = tν(1− t)σdt, ν, σ > −1

будемо мати

sk,m =

∫ 1

0

m∑
l=0

(
m

l

)
αlt2m+k−l+ν(1− t)σdt =

=
m∑
l=0

(
m

l

)
αl

Γ(2m+ k − l + ν + 1)Γ(σ + 1)

Γ(2m+ k − l + ν + σ + 2)
.

Тодi функцiя f матиме вигляд

f(z, w) =
∞∑

k,m=0

sk,mz
kwm =

=
∞∑

k,m=0

(
m∑
l=0

(
m

l

)
αl

Γ(2m+ k − l + ν + 1)Γ(σ + 1)

Γ(2m+ k − l + ν + σ + 2)

)
zkwm. (3.80)

Слiд зауважити, що при α = 0

sk,m = C
(ν + 1)k+2m

(ν + σ)k+2m
.

Згiдно з означенням Горна, ряд f(z, w) =
∑∞

k,m=0 sk,mz
kwm буде
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гiпергеометричним рядом двох змiнних [50], оскiльки

sk+1,m

sk,m
= h(k,m) =

ν + k + 2m+ 1

ν + σ + k + 2m+ 2
,

sk,m+1

sk,m
= g(k,m) =

(ν + k + 2m+ 1)(ν + k + 2m+ 2)

(ν + σ + k + 2m+ 2)(ν + σ + k + 2m+ 3)

є рацiональними функцiями вiд k та m (див. [3, с. 218]).

Оскiльки, h можна зобразити у виглядi

h(k,m) =
(k + 1)(ν + k + 2m+ 1)

(k + 1)(ν + σ + k + 2m+ 2)
,

a g у виглядi

g(k,m) =
(m+ 1)(ν + k + 2m+ 1)(ν + k + 2m+ 2)

(m+ 1)(ν + σ + k + 2m+ 2)(ν + σ + k + 2m+ 3)
,

то це буде гiпергеометричний ряд третього порядку.

При α = −1

sk,m = C(−1)m
(ν + 1)k+m(σ + 1)m

(ν + σ + 2)k+2m
.

Тому будемо мати

h(k,m) =
sk+1,m

sk,m
=

ν + k +m+ 1

ν + σ + k + 2m+ 2
=

(k + 1)(ν + k +m+ 1)

(k + 1)(ν + σ + k + 2m+ 2)
,

g(k,m) =
sk,m+1

sk,m
= − (ν + k +m+ 1)(σ +m+ 1)

(ν + σ + k + 2m+ 2)(ν + σ + k + 2m+ 3)
=

=
(m+ 1)(ν + k +m+ 1)(σ +m+ 1)

(m+ 1)(ν + σ + k + 2m+ 2)(ν + σ + k + 2m+ 3)
,

i отже, вiдповiдна функцiя f також буде гiпергеометричним рядом
третього порядку.

При цьому полiноми X̃N будуть зсунутими ортогональними на [0,1]
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многочленами Якобi, коефiцiєнти яких (див. [49, с. 581]) дорiвнюють

c̃
(N)
k = (−1)N−k

(
N

k

)
Γ(N + k + σ + ν + 1)

Γ(k + ν + 1)
, k = 1, N. (3.81)

Звiдси та з формули (3.75) маємо

c
(N1,N2)
k,m =



0, при (k,m) ∈ [0, N1 − 2]× [1, N2];

(−1)N1+2N2−k
(
N1+2N2

k

)Γ(N1+2N2+k+σ+ν+1)
Γ(k+ν+1) ,

при k = 0, N1 − 1,m = 0;

∑N1+2N2−(k+2m)
l=0 (−1)N1+2N2−(k+2m)αl

(
k+m+l−N1

l

)
×

×
(
N1+2N2

k+2m+l

)Γ(N1+2N2+k+2m+l+σ+ν+1)
Γ(k+2m+l+ν+1) ,

при (k,m) ∈ ([N1 − 1, N1]× [0, N2]) \{(N1 − 1, 0)}.

(3.82)

Теорема 3.15. Для функцiй вигляду (3.80) при при N1 ≥ 1, N2 ≥ 0

рацiональна функцiя вигляду

[N /D]f(z, w) =
PN (z, w)

QD(z, w)
, (3.83)

де

QD(z, w) =

= wN2

N1∑
k=0

(−1)2N2+k

(
N1 + 2N2

N1 − k

)
Γ(2(N1 +N2)− k + σ + ν + 1)

Γ(N1 − k + ν + 1)
zk+

+
1∑

k=0

N2−1∑
m=0

(−1)k+2m
k+2m∑
l=0

αl
(
N2 − (k +m) + l

l

)(
N1 + 2N2

N1 + 2N2 − (k +m) + l

)
×

× Γ(2(N1 + 2N2)− (k + 2m) + l + σ + ν + 1)

Γ(N1 +N2 − (k +m) + l + ν + 1)
zkwm, (3.84)
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а

PN (z, w) =
1∑

k=0

N2−1∑
m=0

zkwm
k∑
j=0

m∑
n=0

(−1)j+2n

j+2n∑
l=0

αl×

×
(
N2 − (j + n) + l

l

)(
N1 + 2N2

N1 + 2N2 − (j + n) + l

)
×

× Γ(2(N1 + 2N2)− (k + 2m) + l + σ + ν + 1)

Γ(N1 +N2 − (k +m) + l + ν + 1)
sk−j,m−n+

+ zN1

N2−1∑
m=0

N1+4N2−2m−1∑
k=0

zkwm
N1∑

j=N1−1

m∑
n=0

(−1)N1−j+2n

N1−j+2n∑
l=0

αl×

×
(
N2 −N1 + j − n+ l

l

)(
N1 + 2N2

j + 2(N2 − n) + l

)
×

× Γ(N1 + 4N2 + j − 2n+ l + σ + ν + 1)

Γ(j + 2(N2 − n) + l + ν + 1)
sk+j,m−n+

+ wN2

1∑
k=0

N2+[(2N1−k−1)/2∑
m=0

zkwm
k∑
j=0

N2∑
n=1

(−1)2(N2−n)+j

2(N2−n)+j∑
l=0

αl×

×
(
n− j + l

l

)(
N1 + 2N2

N1 − j + 2n+ l

)
×

× Γ(2(N1 +N2)− j + 2n+ l + σ + ν + 1)

Γ(N1 − j + 2n+ l + ν + 1)
sk−j,m+n+

+ wN2

N1−1∑
k=0

N2+[(2N1−k−1)/2∑
m=0

zkwm×

×
k∑
j=0

(−1)2N2+j

(
N1 + 2N2

N1 − j

)
Γ(2(N1 +N2)− j + σ + ν + 1)

Γ(N1 − j + ν + 1)
sk−j,m, (3.85)

матиме розклад у степеневий ряд коефiцiєнти якого спiвпадатимуть
з коефiцiєнтами ряду (3.80) для всiх (k,m) ∈ {(k,m) ∈ Z2

+ :

k + 2m ≤ 2N1 + 4N2 − 1}.

Нехай тепер X = Xα, Y = Yβ (див. пункт 3.3 даного роздiлу), при
деяких α, β ∈ [0, 1).
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Розглянемо в просторi Xα лiнiйний обмежений оператор iнтегрування

(Aϕ) (t) =

∫ t

0

ϕ(τ)dτ,

a у просторi Yβ оператор A∗ : Yβ → Yβ,

(A∗ψ) (t) =

∫ 1

t

ψ(τ)dτ,

який буде спряженим до оператора A вiдносно бiлiнiйної форми

〈ϕ, ψ〉 =

∫ 1

0

ϕ(t)ψ(t)dt. (3.86)

Неважко пiдрахувати резольвентну функцiю оператора A (див. напр.,
[31, с. 35–36])

(Rz(A)ϕ) (t) = ϕ(t) + z

∫ t

0

ϕ(τ)ez(t−τ)dτ.

Покладемо також

x̃0(t) = x0,0(t) = tν, ν > −α,

ỹ0(t) = y0,0(t) = (1− t)σ, σ > −β.

Тодi згiдно з (3.72)

xk,m(t) =
m∑
l=0

(
m

l

)
αl

t2m+k−l+ν

(ν + 1)2m+k−l
, k,m ∈ Z+,

yj,n(t) =
n∑
l=0

(
n

l

)
αl

(1− t)2n+j−l+σ

(σ + 1)2n+j−l
, j, n ∈ Z+.

При цьому

sk,m =
m∑
l=0

(
m

l

)
αl

(ν + 1)2m+k−l
· Γ(2m+ k − l + ν + 1)Γ(σ + 1)

Γ(2m+ k − l + ν + σ + 2)
,
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a функцiя f матиме вигляд

f(w, z) =
∞∑

k,m=0

sk,mz
kwm =

=
∞∑

k,m=0

(
m∑
l=0

(
m

l

)
αl

(ν + 1)2m+k−l
· Γ(2m+ k − l + ν + 1)Γ(σ + 1)

Γ(2m+ k − l + ν + σ + 2)

)
×

× zkwm. (3.87)

Аналогiчно попередньому випадку, коефiцiєнти cN1,N2

k,m можна визначити
наступним чином

c
(N1,N2)
k,m =



0, при (k,m) ∈ [0, N1 − 2]× [1, N2];

c̃r(ν + 1)r, при k = 0, N1 − 1,m = 0;

∑N1+2N2−(k+2m)
l=0 (−1)lαl

(
k+m+l−N1

l

) c̃k+2m+l

(ν+1)k+2m+l
,

при (k,m) ∈ [N1 − 1, N1]× [0, N2]\{(0, N1 − 1)}
(3.88)

Звiдси отримуємо:

Теорема 3.16. Для функцiй вигляду (3.87) при N1 ≥ 1, N2 ≥ 0

рацiональна функцiя вигляду

[N /D]f(z, w) =
PN (z, w)

QD(z, w)
, (3.89)

де

QD(z, w) = wN2

N1∑
k=0

(−1)2N2+k(ν + 1)N1−k+l

(
N1 + 2N2

N1 − k + l

)
×

× Γ(2(N1 +N2)− k + l + σ + ν + 1)

Γ(N1 − k + ν + 1)
zk +

1∑
k=0

N2−1∑
m=0

(−1)k+2m×
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×
k+2m∑
l=0

αl

(ν + 1)N1+2N2−(k+2m)+l

(
N1 + 2N2

N1 + 2N2 − (k + 2m) + l

)
zkwm, (3.90)

а

PN (z, w) =
1∑

k=0

N2−1∑
m=0

zkwm
k∑
j=0

m∑
n=0

(−1)j+2n×

×
j+2n∑
l=0

αl

(ν + 1)N1+2N2−(j+2n)+l

(
N1 + 2N2

N1 + 2N2 − (j + 2n) + l

)
×

× Γ(2(N1 + 2N2)− (j + 2n) + σ + ν + 1)

Γ(N1 + 2N2 − (j + 2n) + ν + 1)
sk−j,m−n+

+ zN1

N2−1∑
m=0

N1+4N2−2m−1∑
k=0

zkwm
N1∑

j=N1−1

m∑
n=0

(−1)N1−j+2n×

×
N1−j+2n∑

l=0

αl

(ν + 1)j+2(N2−m)+l

(
N1 + 2N2

j + 2(N2 −m) + l

)
×

× Γ(N1 + 4N2 + j − 2n+ l + σ + ν + 1)

Γ(j + 2(N2 −m) + l + ν + 1)
sk+j,m−n+

+ wN2

1∑
k=0

N2+[(2N1−k−1)/2]∑
m=0

zkwm
k∑
j=0

N2∑
n=1

(−1)2(N2−n)+j×

×
2(N2−n)+j∑

l=0

αl

(ν + 1)N1−j+2n+l

(
N1 + 2N2

N1 − j + 2n+ l

)
×

× Γ(2(N1 +N2) + j − 2n+ l + σ + ν + 1)

Γ(N1 − j + 2n) + l + ν + 1)
sk−j,m+n+

+ wN2

N1−1∑
k=0

N2+[(2N2−k−1)/2∑
m=0

zkwm
k∑
j=0

(−1)2N2+j(ν + 1)N1−j+l×

×
(
N1 + 2N2

N1 − j + l

)
Γ(2(N1 +N2)− j + l + σ + ν + 1)

Γ(N1 − j + ν − 1)
sk−j,m, (3.91)

матиме розклад у степеневий ряд коефiцiєнти якого
спiвпадатимуть з коефiцiєнтами ряду (3.87) для
всiх (k,m) ∈ {(k,m) ∈ Z2

+ : k + 2m ≤ 2N1 + 4N2 + 1}.
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Щоб проiлюструвати отриманi результати, розглянемо частинний
випадок теореми 3.16 при α = ν = σ = 0. Тодi функцiя f матиме вигляд

f(z, w) = − 1

z2 − w

[ (
cosh

√
w − exp z

)
z +
√
w sinh

√
w
]
. (3.92)

Покладемо N1 = 2, N2 = 1. Отримаємо рацiональну апроксимацiю

[N /D]f(z, w) =
(
70− 4.320583 · 103w − 525z − 1.589583 · 103zw−

− 268.333333z2 − 90.416667z3 − 22.75z4 − 4.569444z5 − 0.763889z6−

− 0.109375z7 + 457.25z2w + 95.430556z3w + 15.236111z4w

1.890625z5w + 720.583333w2 + 36.013889w3 + 95.430556w2z+

+1.890625w3z
)
·
(
70− 560z + 4.32 · 103w − 480zw + 24z2w

)−1
. (3.93)

Порiвняємо значення наближуваної функцiї (3.92), частинної суми
степеневого ряду

2∑
k=0

1∑
m=0

zkwm

(k + 2m+ 1)!
(3.94)

та побудованої нами апроксиманти (3.93) у точках квадрата [0; 0.8] ×
[0; 0.8].

Вiдповiдно, отримаємо значення функцiй в Таблицi 3.1 та
графiки функцiй на Рис. 3.5, якi показують, що в бiльшостi
точок квадрата [0; 0.8]× [0; 0.8], апроксиманта, побудована методому
двовимiрних узагальнених моментних зображень, наближає функцiю
набагато краще нiж частинна сума її степеневого ряду.
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w/z 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

0.0
1.033668 1.068013 1.103043 1.138769

1 1.031293 1.065535 1.100503 1.136154
1 1.033333 1.066667 1.1 1.133333

0.2
1.107014 1.142429 1.178544 1.215368 1.252911
1.107014 1.139362 1.175505 1.212284 1.249739
1.106667 1.141733 1.1768 1.211867 1.246933

0.4
1.229562 1.266872 1.304907 1.343676 1.383189
1.229562 1.261973 1.300322 1.339036 1.378388
1.226667 1.2636 1.300533 1.337467 1.3744

0.6
1.370198 1.409568 1.449689 1.490569 1.532221
1.370197 1.400544 1.441972 1.48286 1.524251

1.36 1.398933 1.437867 1.4768 1.515733

0.8
1.531926 1.573538 1.615928 1.659106 1.703082
1.531919 1.555366 1.60251 1.646063 1.689731
1.506667 1.547733 1.5888 1.629867 1.670933

Табл. 3.1: Таблиця значень функцiї (3.92), апроксиманти (3.93) та частинної суми (3.94).

Рис. 3.5: Графiк функцiї (3.92), апроксиманти (3.93) та частинної суми (3.94).
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3.5. Побудова апроксимацiй типу Паде рядiв, для
коефiцiєнтiв яких мають мiсце узагальненi моментнi
зображення з операторами A1 = A2, A2 = A3

Нехай, якi i у попереднiх пунктах, визначено деякi нормованi простори X
та Y , i 〈., .〉 — бiлiнiйна фома на декартовому добутку цих просторiв
X × Y . Будемо знову вважати, що X задано лiнiйний оператор
A : X → X , а у просторi Y — лiнiйний оператор A∗ : Y → Y ,
спряжений вiдносно бiлiнiйної форми 〈., .〉 до оператора A, та початковi
елементи x̃0 ∈ X та ỹ0 ∈ Y , так що допускається невироджена
бiортогоналiзацiя (3.28)–(3.30).

Тепер означимо оператори A1 та A2 наступним чином

A1 = A2, A2 = A3, (3.95)

та припустимо, що для двовимiрної числової послiдовностi {sk,m}k,m∈Z+

має мiсце узагальнене моментне зображення вигляду

sk+j,m+n = 〈xk,m, yj,n〉, k,m, j, n ∈ Z+, (3.96)

для якого послiдовностi {xk,m}k,m∈Z+
та {yj,n}j,n∈Z+

визначаються
рiвностями

xk,m = Ak
1A

m
2 x̃0 = A2k+3mx̃0, k,m ∈ Z+, (3.97)

yj,n = A∗k1 A
∗m
2 ỹ0 = A∗2k+3mỹ0, j, n ∈ Z+. (3.98)

Розглянемо в такому випадку ряд за двома змiнним

f(z, w) =
∞∑

k,m=0

sk,mz
kwm =

∞∑
k,m=0

s̃2k+3mz
kwm. (3.99)

Це дає змогу подати функцiї f , зображуванi степеневими рядами
вигляду (3.99), таким чином

f(z, w) = 〈Rz(A
2)Rw(A3)x0,0, y0,0〉, (3.100)
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Щоб отримати запис функцiї f у виглядi (3.100) через резольвентнi
функцiї операторiв A, розглянемо таке допомiжне твердження.

Лема 3.17. Нехай X — лiнiйний нормований простiр, A : X −→ X —
обмежений лiнiйний оператор. Тодi в усiх точках регулярностi
резольвентних функцiй Rz(A

2) та Rw(A3) справджується рiвнiсть

Rz(A
2)Rw(A3) =

1

w2 − z3

(
−(z3 + wz2A)Rz(A

2)+

+
(
w2 + wz2A+ zw2A2

)
Rw(A3)

)
. (3.101)

Доведення. Застосуємо до обох частин рiвностi (3.101) оператор

(w2 − z3)(I − zA2)(I − wA3).

Тодi отримаємо

w2 − z3 =

= (I − wA3)(z3 + wz2A) + (I − zA2)
(
w2 + wz2A+ zw2A2

)
=

= w2 − z3.

Оскiльки, отримана рiвнiсть є очевидною, а z та w є регулярними
точками вiдповiдних резольвентних функцiй, то звiдси отримуємо
початкову рiвнiсть (3.101).

Далi, скориставшись представленням резольвентної функцiї вигляду
Rz(A

p), p ≥ 2, через резольвентнi функцiї оператора A (див. [35]) та
лемою 3.17, отримаємо, що

Rz(A
2)Rw(A3) =

1

w2 − z3

(
−(z3 + wz2A)

1∑
r=0

R(−1)rz1/2(A)+

+
(
w2 + wz2A+ zw2A2

) 2∑
r=0

R
w1/3ξ

(3)
r

(A)

)
, (3.102)
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де ξ(3)
r , r = 0, 2, — коренi 3-го степеня з одиницi, тобто,

ξ
(3)
0 = 1, ξ

(3)
1 = −1

2
+

√
3

2
i, ξ

(3)
2 = −1

2
−
√

3

2
i.

Тодi, вiдповiдно з рiвностями (3.100) та (3.102), функцiя f матиме
зображення

f(z, w) =
1

w2 − z3

(
−
〈

(z3 + wz2A)
1∑
r=0

R(−1)rz1/2(A)x̃0, ỹ0

〉
+

+
〈 (
w2 + wz2A+ zw2A2

) 2∑
r=0

R
w1/3ξ

(3)
r

(A)x̃0, ỹ0

〉)
. (3.103)

Згiдно з теоремою 3.1, для того щоб побудувати апроксиманти Паде
для функцiї f потрiбно побудувати бiортогональнi полiноми

XN1,N2
=

N1∑
k=0

N2∑
m=0

c
(N1,N2)
k,m xk,m, (3.104)

такi що
〈XN1,N2

, yj,n〉 = 0, (3.105)

при (j, n) ∈ [0, N1]× [0, N2]\{(N1, N2)}.

Очевидно, що полiном XN1,N2
може бути зображений у виглядi

XN1,N2
=

2N1+3N2∑
p=0,p 6=1,2N1+3N2−1

ĉ(N1,N2)
p x̃p. (3.106)

Але лiнiйна оболонка системи функцiй {x̃p}2N1+3N2
p=0 спiвпадає з лiнiйною

оболонкою системи функцiй {X̃M}2N1+3N2

M=0 , а також з лiнiйною оболонкою
системи функцiй {X̃(2)

M }
2N1+3N2

M=0 , де X̃(2)
M — узагальненi полiноми вигляду

X̃
(2)
M =

M∑
k=0

č(M)
p x̃k, č

(M)
M 6= 0,M ∈ Z+, (3.107)
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такi що
〈X̃(2)

M , ỹj〉 = 0, j = 2,M + 1. (3.108)

Зауваження 3.18. Для iснування полiномiв X̃(2)
M треба, замiсть умови

H̃N 6= 0,∀N ∈ Z+, вимагати виконання умови

H̃N,2 = det ‖s̃k+j+2‖Nk,j=0 6= 0,∀N ∈ Z+.

Тому, без обмежень загальностi, полiноми XN1,N2
можна записати у

виглядi лiнiйної комбiнацiї полiномiв X̃(2)
p

XN1,N2
=

2N1+3N2∑
p=0

γ(N1,N2)
p X̃(2)

p .

Коефiцiєнти γ
(N1,N2)
p , p = 0, 2N1 + 3N2, мають визначатися з умов

бiортогональностi
〈XN1,N2

, yj,n〉 = 0,

де

yj,n = A∗(2j+3n)ỹ0, при (j, n) ∈ [0, N1] × [0, N2]\{(N1, N2)},

або ж

〈XN1,N2
, ỹj〉 = 0, при j = 0, 2, 3, . . . , 2N1 + 3N2 − 2.

Послiдовно пiдставляючи у другу рiвнiсть значення
j = 2, 3 . . . , 2N1 + 3N2 − 2, отримуємо

γ
(N1,N2)
0 = γ

(N1,N2)
1 = γ

(N1,N2)
2 = · · · = γ

(N1,N2)
2N1+3N2−4 = 0.

Отже,

XN1,N2
=

2N1+3N2∑
p=2N1+3N2−3

γ(N1,N2)
p X̃(2)

p . (3.109)

Решту коефiцiєнтiв визначаємо з умов ортогональностi XN1,N2
до
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y
(N1,N2)
0,0 та вiдсутностi в XN1,N2

коефiцiєнтiв при x̃1 та x̃2N1+3N2−1.

Отримуємо

2N1+3N2∑
p=2N1+3N2−3

γ(N1,N2)
p

p∑
k=0

č
(p)
k 〈x̃k, ỹ0〉 =

2N1+3N2∑
p=2N1+3N2−3

γ(N1,N2)
p

p∑
k=0

č
(p)
k s̃k = 0,

та
2N1+3N2∑

p=2N1+3N2−3

γ(N1,N2)
p č

(p)
1 = 0,

а також
2N1+3N2∑

p=2N1+3N2−1

γ(N1,N2)
p č

(p)
2N1+3N2−1 = 0

Тобто для визначення коефiцiєнтiв γ
(N1,N2)
p ,

при p = 2N2 + 3N2 − 3, 2N2 + 3N2, одержано однорiдну систему 3-х
лiнiйних рiвнянь з 4-ма невiдомими.

Далi, для зручностi запису, будемо використовувати такi позначення:

N = 2N1 + 3N2 та ap =

p∑
k=0

č
(p)
k s̃k.

Тодi матриця отриманої системи матиме вигляд č
(N−3)
1 č

(N−2)
1 č

(N−1)
1 č

(N)
1

0 0 č
(N−1)
N−1 č

(N)
N−1

aN−3 aN−2 aN−1 aN

 .

Зафiксувавши старшi коефiцiєнти γ
(N1,N2)
N , звiдси можемо визначити

iншi коефiцiєнти γ
(N1,N2)
p , p = N − 3, N − 2, N − 1, при умовi що

детермiнант матрицi не дорiвнює нулевi. Розв’язки системи мають
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вигляд

γ
(N1,N2)
N−1 = −č(N)

N−1
γ
(N1,N2)
N

c
(N−1)
N−1

;

γ
(N1,N2)
N−2 =

γ
(N1,N2)
N

č
(N−1)
N−1

[
aN−3

č
(N−3)
1

(
č

(N)
N−1č

(N−1)
1 − č(N)

1 č
(N−1)
N−1

)
−

−aN−1č
(N)
N−1 + aN č

(N−1)
N−1

]
×
[
č

(N−2)
1

(
aN−3

č
(N−3)
1

− aN−2

č
(N−2)
1

)]−1

;

γ
(N1,N2)
N−3 =

γ
(N1,N2)
N

č
(N−1)
N−1

[
aN−2

č
(N−2)
1

(
č

(N)
N−1č

(N−1)
1 − č(N)

1 č
(N−1)
N−1

)
+

+aN−1č
(N)
N−1 + aN č

(N−1)
N−1

]
×
[
č

(N−3)
1

(
aN−2

č
(N−2)
1

− aN−3

č
(N−3)
1

)]−1

.

(3.110)

А це дає можливiсть виразити коефiцiєнти c̃
(N1,N2)
p ,

для p = 0, 2, . . . , N − 2, N в зображеннi (3.107) через коефiцiєнти
полiномiв X̃(2)

p наступним чином
ĉ

(N1,N2)
q =

N∑
p=N−3

γ
(N1,N2)
p č

(p)
q , q = 0, N − 3;

ĉ
(N1,N2)
N−2 =

N∑
p=N−2

γ
(N1,N2)
p č

(p)
N−2;

ĉ
(N1,N2)
N = γ

(N1,N2)
N č

(N)
N .

(3.111)

За цими коефiцiєнтами, в свою чергу, можемо визначити
коефiцiєнти c

(N1,N2)
k,m при (k,m) ∈ [0, N1] × [0, N2] для того, щоб можна

було записати полiноми XN1,N2
у виглядi (3.106).

Для визначення c
(N1,N2)
k,m квадрат цiлочисельної сiтки [0, N1]× [0, N2]

можна звузити, наприклад, (див. Рис. 3.6) до множини

ΓN1,N2
=
(

[0, N1]× [0, 1]
)
∪
(

[N1 − 2, N1]× [2, N2]
)
. (3.112)

Функцiя λ(k,m) = 2k + 3m вiдображає множину ΓN1,N2
на множину

Γ̃N1,N2
= {p ∈ [0, 2N1 + 3N2] : p 6= 1, p 6= 2N1 + 3N2 − 1}. Тому iснує

обернене вiдображення до вiдображення λ :
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Рис. 3.6: Множина ΓN1,N2

• при p = 0 ⇒ k = 0,m = 0;

• при p ∈ [2, 2N1 + 1] ⇒

k =

{
p
2 , якщо p− парне,m = 0,
p−3

2 , якщо p− непарне,m = 1;

• при p ∈ [2N1 + 2, 2N1 + 3N2 − 2] ⇒

m =


p−2N1

3 , якщо p− 2N1 − дiлиться на 3, k = N1,
p−2N1+2

3 , якщо p− 2N1 + 2− дiлиться на 3, k = N1 − 1,
p−2N1+4

3 , якщо p− 2N1 + 4− дiлиться на 3, k = N1 − 2;

• при p = 2N1 + 3N2 ⇒ k = N1,m = N2.

Звiдси, для c
(N1,N2)
k,m , при (k,m) ∈ ΓN1,N2

, отримуємо наступнi
спiввiдношення
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

c
(N1,N2)
k,m =

2N1+3N2∑
p=2N1+3N2−3

γ
(N1,N2)
p č

(p)
2k+3m,

при (k,m) ∈ ΓN1,N2
\{(N1 − 1, N2), (N1, N2)};

c
(N1,N2)
N1−1,N2

=
2N1+3N2∑

p=2N1+3N2−2

γ
(N1,N2)
p č

(p)
2k+3m;

c
(N1,N2)
N1,N2

= γ
(N1,N2)
2N1+3N2

č
(2N1+3N2)
2N1+3N2

.

(3.113)

Теорема 3.19. Для функцiй f , що мають вигляд

f(z, w) =
1

w2 − z3

(
−
〈

(z3 + wz2A)
1∑
r=0

R(−1)rz1/2(A)x̃0, ỹ0

〉
+

+
〈 (
w2 + wz2A+ zw2A2

) 2∑
r=0

R
w1/3ξ

(3)
r

(A)x̃0, ỹ0

〉)
,

рацiональнi функцiї

[N /D]f(z, w) =
PN (z, w)

QD(z, w)
,

де

QD(z, w) =

N1∑
j=0

N2∑
n=1

2N1+3N2∑
p=2N1+3N2−3

γ(N1,N2)
p č

(p)
2(N1−j)+3(N2−n)z

jwn+

+

N1∑
j=2

2N1+3N2∑
p=2N1+3N2−3

γ(N1,N2)
p č

(p)
2(N1−j)+3N2

zj+

+ z

2N1+3N2∑
p=2N1+3N2−2

γ(N1,N2)
p č

(p)
2N1+3N2−1 + γ

(N1,N2)
2N1+3N2

č
(2N1+3N2)
2N1+3N2

i
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PN (z, w) =

N1−1∑
k=0

N2−1∑
m=1

zkwm
k∑
j=0

m∑
n=1

×

×
2N1+3N2∑

p=2N1+3N2−3

γ(N1,N2)
p č

(p)
2(N1−j)+3(N2−n)sk−j,m−n+

+

N1−1∑
k=2

zk
k∑
j=2

2N1+3N2∑
p=2N1+3N2−3

γ(N1,N2)
p č

(p)
2(N1−j)+3N2

sk−j,0+

+ z

 2N1+3N2∑
p=2N1+3N2−2

γ(N1,N2)
p č

(p)
2N1+3N2−2s0,0+

γ
(N1,N2)
2N1+3N2

č
(2N1+3N2)
2N1+3N2

s1,0

)
+ γ

(N1,N2)
2N1+3N2

č
(2N1+3N2)
2N1+3N2

s0,0+

+ zN1

N1∑
k=0

N2−1∑
m=1

zkwm
N1∑
j=0

m∑
n=1

2N1+3N2∑
p=2N1+3N2−3

γ(N1,N2)
p č

(p)
2j+3(N2−n)×

× sk+j,m−n + zN1

N1−2∑
k=0

zk
N1∑
j=0

2N1+3N2∑
p=2N1+3N2−3

γ(N1,N2)
p č

(p)
2j+3N2

sk+j,0+

+ zN1

N1∑
k=0

zk

 2N1+3N2∑
p=2N1+3N2−2

γ(N1,N2)
p č

(p)
2N1+3N2−2sk+N1−1,0+

+γ
(N1,N2)
2N1+3N2

č
(2N1+3N2)
2N1+3N2

sk+N1,0

)
+ wN2

N1−1∑
k=0

N2∑
m=0

zkwm
k∑
j=0

N2−1∑
n=0

×

×
2N1+3N2∑

p=2N1+3N2−3

γ(N1,N2)
p č

(p)
2(N1−j)+3nsk−j,m+n+

+ wN2

N1−1∑
k=2

N2∑
m=0

zkwm
k∑
j=2

2N1+3N2∑
p=2N1+3N2−3

γ(N1,N2)
p č

(p)
2(N1−j)+3N2

sk−j,m+N2
+

+ zwN2

N2∑
m=0

wm

 2N1+3N2∑
p=2N1+3N2−2

γ(N1,N2)
p č

(p)
2N1+3N2−2s0,m+N2

+ γ
(N1,N2)
2N1+3N2

×

×č(2N1+3N2)
2N1+3N2

s1,m+N2

)
+ wN2

N2∑
m=0

wmγ
(N1,N2)
2N1+3N2

č
(2N1+3N2)
2N1+3N2

s0,m+N2
,
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матимуть розвинення у степеневi ряди, коефiцiєнти яких
спiвпадатимуть вiдповiдно з коефiцiєнтами рядiв (3.99) для
всiх (k,m) ∈ E = [0, 2N1]× [0, 2N2]\{(2N1, 2N2)}.

Для теореми 3.19 множини iндексiв коефiцiєнтiв чисельникiв N ,
знаменникiв D та множини спiвпадання коефiцiєнтiв E зображенi на
Рис. 3.7.

Рис. 3.7: Вигляд областей D,N та E для теореми 3.19.

Розглянемо далi в якостi просторiв X та Y простори L2([0, 1], dµ) —
функцiй, сумовних з квадратом за мiрою dµ, де µ— це неспадна функцiя,
що має нескiнченну кiлькiсть точок зростання на [0,1]; бiлiнiйну форму
для довiльних функцiй ϕ, ψ з простору L2([0, 1], dµ) означимо таким
чином

〈ϕ, ψ〉 =

∫ 1

0

ϕ(t)ψ(t)dµ(t), ϕ, ψ ∈ L2([0, 1], dµ).

Нехай оператор A — це оператор множення на незалежну змiнну

(Aϕ)(t) = tϕ(t), ϕ ∈ L2([0, 1], dµ),
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a початковi функцiї x̃0 та ỹ0 покладемо тотожно рiвними одницi

x̃0(t) = ỹ0(t) ≡ 1.

В такому випадку будуть виконуватися усi умови Теореми 3.19, i, отже,
за цiєю теоремою ми можемо будувати апроксимати типу Паде функцiй
вигляду

f(z, w) =
1

w2 − z3

(
− z3

2

∫ 1

0

dµ(t)

1− zt2
+
z2w

2

∫ 1

0

tdµ(t)

1− zt2
+

+ w2
3∑
r=0

∫ 1

0

dµ(t)

1− z1/3ξ
(3)
r t

+

+ zw2
3∑
r=0

∫ 1

0

tdµ(t)

1− z1/3ξ
(3)
r t

+ z2w

3∑
r=0

∫ 1

0

t2dµ(t)

1− z1/3ξ
(3)
r t

)
. (3.114)

Зокрема, для класичної мiри

dµ(t) = tν(1− t)σdt, σ, ν ∈ [0, 1),

полiноми X
(2)
N будуть системами алгебраїчних многочленiв,

ортогональних з вагою t2+ν(1− t)σdt.

Тому коефiцiєнти таких полiномiв X
(2)
N визначаються наступними

фомулами (див. [49, c. 581])

č
(N)
k = (−1)N−k

(
N

k

)
Γ(σ + ν + 3 +N + k)

Γ(σ + k + 1)
. (3.115)

Нехай
γ

(N1,N2)
N =

1

N
,

тодi, пiдставивши в систему (3.113) значення č(N)
k , отримуємо наступнi
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формули для коефiцiєнтiв γ(N1,N2)
p

γ
(N1,N2)
N = 1

N ;

γ
(N1,N2)
N−1 = σ + ν + 2N + 1;

γ
(N1,N2)
N−2 = 1

N−2

[
θN

aN−3
N−3 −

aN
N − aN−1(σ + ν + 2N + 1)

]
×

×
[aN−3
N−3 (ν + σ +N + 1) + aN−2

N−2

]−1
;

γ
(N1,N2)
N−3 = 1

N−3

[
θN

aN−2
N−2 −

{
aN
N + aN−1(σ + ν + 2N + 1)

}
×

×(σ + ν +N + 1)] ·
[aN−2
N−2 + aN−3

N−3 (ν + σ +N + 1)
]−1

,

(3.116)

де

θN = (N − 1)(σ + ν + 2N + 1)(σ + ν +N + 1)2 − (σ + ν +N + 1)3.

Для визначення в цiй системi чисел ap, зафiксуємо деяке M ∈ Z+ та
розглянемо iнтеграл∫ 1

0

X
(2)
M (t)dµ(t) =

∫ 1

0

X
(2)
M (t)tν(1− t)σdt. (3.117)

Далi скористаємося формулою Родрiга [49, c. 579], згiдно з якою

X
(2)
M (t) = αM

1

t2+ν(1− t)σ
dM

dtM

(
tM+2+ν(1− t)M+σ

)
. (3.118)

Тодi iнтеграл (3.117) можна записати таким чином∫ 1

0

X
(2)
M (t)tν(1− t)σdt =

=

∫ 1

0

αM
1

t2+ν(1− t)σ
dM

dtM

(
tM+2+ν(1− t)M+σ

)
tν(1− t)σdt.

Iнтегруюючи за частинами дане спiввiдношення декiлька разiв,
знаходимо
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∫ 1

0

X
(2)
M (t)tν(1− t)σdt = αM

∫ 1

0

1

t2
dM

dtM

(
tM+2+ν(1− t)M+σ

)
dt =

= αM

(
1

t2
dM−1

dtM−1

(
tM+2+ν(1− t)M+σ

)∣∣∣1
0
+

+

∫ 1

0

2

t3
dM−1

dtM−1

(
tM+2+ν(1− t)M+σ

)
dt

)
=

= αM

∫ 1

0

2

t3
dM−1

dtM−1

(
tM+2+ν(1− t)M+σ

)
dt = · · · =

= αM

∫ 1

0

(j + 1)!

tj+2

dM−j

dtM−j

(
tM+2+ν(1− t)M+σ

)
dt = · · · =

= αM

∫ 1

0

(M + 1)!

tM+2
tM+2+ν(1− t)M+σdt =

= αM(M + 1)!
Γ(ν + 1)Γ(M + σ + 1)

Γ(M + σ + ν + 2)
, ∀M ∈ Z+.

Оскiльки полiноми X
(2)
N вже визначенi ранiше з допомогою

коефiцiєнтiв (3.115), то це єдиним чином буде визначати коефiцiєнти αM .

Тому для початку запишемо вираз пiд знаком диференцiала у формулi
Родрiга (3.118) наступним чином

X
(2)
M (t) = αM ·

1

t2+ν(1− t)σ
· d

M

dtM

( M∑
j=0

(
M

j

)
(−1)jtM+jt2+ν(1−t)σ

)
(3.119)

та обчислимо M -ту похiдну в цьому виразi

dM

dtM

( M∑
j=0

(
M

j

)
(−1)jtM+jt2+ν(1− t)σ

)
=

=
M∑
j=0

(
M

j

)
(−1)j

M∑
k=0

(
M

k

)(
tM+j

)(k)(
t2+ν(1− t)σ

)(M−k)
.

Як бачимо, старший коефiцiєнт X
(2)
M у формулi (3.119) буде при

доданку зi значенням iндексiв сумування k = j = M . Тому для č
(M)
M є

справедливим спiввiдношення
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č
(M)
M = (−1)MαM ,

i, вiдповiдно,
αM = (−1)M

Γ(σ + ν +M + 3)

Γ(σ +M + 1)
,

та
aM =

∫ 1

0

X
(2)
M (t)tν(1− t)σdt = (−1)M(M + σ + ν + 2)M+1.

Тодi система (3.110) набуде наступного вигляду

γ
(N1,N2)
N = 1

N ;

γ
(N1,N2)
N−1 = σ + ν + 2N + 1;

γ
(N1,N2)
N−2 = 1

N−2

[
θN

(N+σ+ν−1)N−2
N−3 + (N+σ+ν+2)N+1

N −

−(N + σ + ν + 1)N(σ + ν + 2N + 1)]×

×
[

(N+σ+ν−1)N−2
N−3 (ν + σ +N + 1) + (N+σ+ν)N−1

N−2

]−1

;

γ
(N1,N2)
N−3 = 1

N−3

[
θN

(N+σ+ν)N−1
N−2 −

{
(N+σ+ν+2)N+1

N −

−(N + σ + ν + 1)N(σ + ν + 2N + 1)
}
· (σ + ν +N + 1)

]
×

×
[

(N+σ+ν)N−1
N−2 + (N+σ+ν−1)N−2

N−3 (ν + σ +N + 1)
]−1

.

(3.120)

Для вищеозначеної мiри dµ та оператора A члени
послiдовностi {sk,m}k,m∈Z+

визначатимуться формулами

sk,m =

∫ 1

0

t2k+3m+ν(1− t)σdt =
Γ(2k + 3m+ ν + 1)Γ(σ + 1)

Γ(2k + 3m+ σ + 2)
. (3.121)

Cтепеневий ряд функцiї (3.103), вiдповiдно, матиме вигляд

f(z, w) =
∞∑

k,m=0

Γ(2k + 3m+ ν + 1)Γ(σ + 1)

Γ(2k + 3m+ σ + 2)
zkwm. (3.122)

Слiд зауважити, що ряд (3.122), згiдно з означенням Горна [3, c. 219],
є гiпергеометричною функцiєю четвертого порядку.
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Маємо наступний результат.

Теорема 3.20. Для гiпергеометричної функцiї f вигляду (3.122)
рацiональна функцiя

[N /D]f(z, w) =
PN (z, w)

QD(z, w)
,

де

QD(z, w) =

N1∑
j=0

N2∑
n=1

2N1+3N2∑
p=2N1+3N2−3

γ(N1,N2)
p (−1)p−2(N1−j)−3(N2−n)×

×
(

p

2(N1 − j) + 3(N2 − n)

)
×

Γ(σ + ν + p+ 3 + 2(N1 − j) + 3(N2 − n))

Γ(σ + 1 + 2(N1 − j) + 3(N2 − n))
zjwn

+

N1∑
j=2

2N1+3N2∑
p=2N1+3N2−3

γ(N1,N2)
p (−1)p−2(N1−j)−3N2×

×
(

p

2(N1 − j) + 3N2

)
Γ(σ + ν + p+ 3 + 2(N1 − j) + 3N2)

Γ(σ + 1 + 2(N1 − j) + 3N2)
+

+ z

2N1+3N2∑
p=2N1+3N2−2

γ(N1,N2)
p (−1)p+2−2N1−3N2

(
p

2N1 + 3N2 − 2

)
×

×Γ(σ + ν + p+ 1 + 2N1 + 3N2)

Γ(σ + 2N1 + 3N2 − 1)
+γ

(N1,N2)
2N1+3N2

Γ(σ + ν + 3 + 2(2N1 + 3N2))

Γ(σ + 2N1 + 3N2 + 1)

та

PN (z, w) =

N1−1∑
k=0

N2−1∑
m=1

zkwm
k∑
j=0

m∑
n=1

2N1+3N2∑
p=2N1+3N2−3

γ(N1,N2)
p ×

× (−1)p−2(N1−j)−3(N2−n)

(
p

2(N1 − j) + 3(N2 − n)

)
×

× Γ(σ + ν + p+ 3 + 2N1 + 3N2 − (2j + 3n))

(σ + 1)2N1+3N2−(2j+3n)
×
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× Γ(2(k − j) + 3(m− n) + ν + 1)

Γ(2(k − j) + 3(m− n) + σ + 2)
+

+

N1−1∑
k=2

zk
k∑
j=2

2N1+3N2∑
p=2N1+3N2−3

γ(N1,N2)
p (−1)p+2j−(2N1+3N2)×

×
(

p

2N1 + 3N2 − 2j

)
× Γ(σ + ν + p+ 3 + 2(N1 − j) + 3N2)

(σ + 1)2(N1−j)+3N2

×

× Γ(2(k − j) + ν + 1)

Γ(2(k − j) + σ + 2)
+ z

 2N1+3N2∑
p=2N1+3N2−2

γ(N1,N2)
p (−1)p+2−2N1−3N2×

×
(

p

2N1 + 3N2 − 2

)
Γ(σ + ν + p+ 3 + 2(N1 − 1) + 3N2)

(σ + 1)2N1+3N2−2
×

× Γ(ν + 1)

Γ(σ + 2)
+ γ

(N1,N2)
2N1+3N2

Γ(σ + ν + 3 + 2(2N1 + 3N2))

(σ + 1)2N1+3N2

· Γ(ν + 2)

Γ(σ + 4)

)
+

+ γ
(N1,N2)
2N1+3N2

Γ(σ + ν + 3 + 2(2N1 + 3N2))

(σ + 1)2N1+3N2

· Γ(ν + 1)

Γ(σ + 2)
+

+ zN1

N1∑
k=0

N2−1∑
m=1

zkwm
N1∑
j=0

m∑
n=1

2N1+3N2∑
p=2N1+3N2−3

γ(N1,N2)
p (−1)p−2j−3(N2−n)×

×
(

p

2j + 3(N2 − n)

)
Γ(σ + ν + p+ 3 + 2j + 3(N2 − n))

(σ + 1)2j+3(N2−n)
×

× Γ(2(k + j) + 3(m− n) + ν + 1)

Γ(2(k + j) + 3(m− n) + σ + 2)
+

+ zN1

N1−2∑
k=0

zk
N1∑
j=0

2N1+3N2∑
p=2N1+3N2−3

γ(N1,N2)
p (−1)p−2j−3N2×

×
(

p

2j + 3N2

)
Γ(σ + ν + p+ 3 + 2j + 3N2)

(σ + 1)2j+3N2

· Γ(2(k + j) + ν + 1)

Γ(2(k − j) + σ + 2)
+

+ zN1

N1∑
k=0

zk

 2N1+3N2∑
p=2N1+3N2−2

γ(N1,N2)
p (−1)p+2−2N1−3N2×

×
(

p

2N1 + 3N2 − 2

)
Γ(σ + ν + p+ 2N1 + 3N2 + 1)

(σ + 1)2N1+3N2−2
×
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× Γ(2(k +N1) + ν + 1)

Γ(2(k +N1) + σ + 2)
+ γ

(N1,N2)
2N1+3N2

Γ(σ + ν + 3 + 2(2N1 + 3N2))

(σ + 1)2N1+3N2

×

×Γ(2(k +N1) + ν + 1)

Γ(2(k +N1) + σ + 2)

)
+ wN2

N1−1∑
k=0

N2∑
m=0

zkwm
k∑
j=0

N2−1∑
n=0

×

×
2N1+3N2∑

p=2N1+3N2−3

γ(N1,N2)
p (−1)p−2(N1−j)−3n

(
p

2(N1 − j) + 3n

)
× Γ(σ + ν + p+ 3 + 2(N1 − j) + 3n)

(σ + 1)2(N1−j)+3n
· Γ(2(k − j) + 3(m+ n) + ν + 1)

Γ(2(k − j) + 3(m+ n) + σ + 2)
+

+ wN2

N1−1∑
k=2

N2∑
m=0

zkwm
k∑
j=2

2N1+3N2∑
p=2N1+3N2−3

γ(N1,N2)
p (−1)p−2(N1−j)−3N2×

×
(

p

2(N1 − j) + 3N2

)
× Γ(σ + ν + p+ 3 + 2(N1 − j) + 3N2)

(σ + 1)2(N1−j)+3N2

×

× Γ(2(k − j) + 3(m+N2) + ν + 1)

Γ(2(k − j) + 3(m+N2) + σ + 2)
+

+ zwN2

N2∑
m=0

wm

 2N1+3N2∑
p=2N1+3N2−2

γ(N1,N2)
p (−1)p+2−2N1−3N2×

×
(

p

2(N1 − 1) + 3N2

)
Γ(σ + ν + p+ 2N1 + 3N2 + 1)

(σ + 1)2N1+3N2−2
×

× Γ(3(m+N2) + ν + 1)

Γ(3(m+N2) + σ + 2)
+ γ

(N1,N2)
2N1+3N2

Γ(σ + ν + 3 + 2(2N1 + 3N2))

(σ + 1)2N1+3N2

×

×Γ(3(m+N2) + ν + 3)

Γ(3(m+N2) + σ + 4)

)
+ wN2

N2∑
m=0

wmγ
(N1,N2)
2N1+3N2

×

× Γ(σ + ν + 3 + 2(2N1 + 3N2))

(σ + 1)2N1+3N2

· Γ(3(m+N2) + ν + 1)

Γ(3(m+N2) + σ + 2)

матиме розвинення у степеневий ряд, коефiцiєнти
якого спiвпадатимуть з коефiцiєнтами ряду (3.122) для
всiх (k,m) ∈ E = [0, 2N1]× [0, 2N2]\{(2N1, 2N2)}.

Зауваження 3.21. Доданок
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zwN2

N2∑
m=0

wm

 2N1+3N2∑
p=2N1+3N2−2

γ(N1,N2)
p (−1)p+2−2N1−3N2×

×
(

p

2(N1 − 1) + 3N2

)
Γ(σ + ν + p+ 2N1 + 3N2 + 1)

(σ + 1)2N1+3N2−2
×

× Γ(3(m+N2) + ν + 1)

Γ(3(m+N2) + σ + 2)
+ γ

(N1,N2)
2N1+3N2

×

×Γ(σ + ν + 3 + 2(2N1 + 3N2))

(σ + 1)2N1+3N2

· Γ(3(m+N2) + ν + 3)

Γ(3(m+N2) + σ + 4)

)
формули чисельника PN у Теоремi 3.20 буде присутнiй при умовi,
що N1 > 1. Якщо ж N1 = 1, то тодi, як випливає з Теореми 3.1, цього
доданка у записi чисельника не буде.

Для того щоб проiлюструвати одержанi результати, розглянемо
частинний випадок Теореми 3.20 при ν = σ = 0 та N1 = N2 = 1.

За таких умов функцiя f має вигляд

f(z, w) =
∞∑

k,m=0

zkwm

2k + 3m+ 1
, (3.123)

а її рацiональна апроксиманта визначається формулою

[N /D]f(z, w) =
(
798.336 + 33.8688 · z + 82.2528z2 − 285.1155 · w−

−7.126863 · w2
)
×(798.336− 232.2432 · z − 484.6995 · w − 20.24034zw)−1 .

(3.124)

Порiвняємо значення наближуваної функцiї (3.123), побудованої нами
апроксиманти (3.124) та частинної суми степеневого ряду

S2,2(z, w) =
2∑

k=0

2∑
m=0

zkwm

2k + 3m+ 1
(3.125)

у точках квадрата [0; 0.8]× [0; 0.8] з допомогою значень в Таблицi 3.2 та
графiкiв на Рис. 3.8.

Отриманi результати показують, що апроксиманта, побудована
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w/z 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

0.0
1 1.056661 1.132197 1.243053 1.442685
1 1.056504 1.130189 1.230898 1.377776
1 1.05 1.1 1.15 1.2

0.2
1.076022 1.141799 1.23011 1.360898 1.599489
1.075161 1.148216 1.245916 1.384019 1.595354
1.066667 1.123333 1.18 1.236667 1.293333

0.4
1.178736 1.257814 1.364985 1.525654 1.823948
1.169547 1.265055 1.396476 1.589728 1.903555
1.133333 1.196667 1.26 1.323333 1.386667

0.6
1.331943 1.432856 1.571493 1.78308 2.186344
1.287225 1.413384 1.592781 1.869392 2.354031

1.2 1.27 1.34 1.41 1.48

0.8
1.614013 1.760785 1.967192 2.29223 2.941847
1.433491 1.60192 1.850836 2.257768 3.046902
1.266667 1.343333 1.42 1.496667 1.573333

Табл. 3.2: Таблиця значень функцiї (3.123), апроксиманти (3.124) та частинної суми (3.125).

методом узагальнених моментних зображень, наближає функцiю значно
краще, нiж частинна сума її степеневого ряду, з тiєю ж самою кiлькiстю
коефiцiєнтiв.
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Рис. 3.8: Графiк функцiї (3.123), апроксиманти (3.124) та частинної суми (3.125).
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Висновки

У дисертацiйнiй роботi з використанням методiв класичного
математичного аналiзу та апарату функцiонального аналiзу встановлено
необхiднi та достатнi умови iснування багатовимiрних узагальнених
моментних зображень. Критерiй iснування встановлено як у термiнах
умов на послiдовностi, так i в термiнах умов на твiрнi функцiї. Отриманi
результати дозволяють виокремити серед всеможливих функцiй кiлькох
змiнних тi, для яких може використовуватися метод багатовимiрних
узагальнених моментних зображень для побудови та дослiдження
апроксимацiй типу Паде.

Використовуючи двовимiрнi узагальненi моментнi зображення,
рiзнi пiдходи до вибору лiнiйних операторiв та нормованих
просторiв побудовано явнi вирази апроксимант типу Паде для
нових класiв спецiальних функцiй двох змiнних, зокрема для деяких
гiпергеометричних функцiй другого, третього та четвертого порядкiв.
При побудовi апроксимант Паде для кожного класу функцiй побудовано
їх представлення через резольвентнi функцiї вiдповiдних лiнiйних
операторiв. Для iлюстрацiї переваг побудованих апроксимант, з
використанням математичного пакету MatLab, побудовано графiки
та наведено таблицi числових значень.

Для деяких рядiв доведено збiжнiсть та встановлено асимптотичнi
оцiнки для чисельникiв та знаменникiв апроксимант типу Паде.
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[126] Padé, H. Mémoire sur les développements en fractions continues de
la fonction exponentielle, pouvant servir d’introduction á la théorie
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