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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè äîñëiäæåííÿ.

Äèôåîìîðôiçìè óçàãàëüíåíèõ ãåîìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ óòâîðþþòü îäèí
iç àêòóàëüíèõ íàïðÿìêiâ ñó÷àñíî¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ ãåîìåòði¨.

Ïîáóäîâà êëàñè÷íî¨ òåîði¨ âiäîáðàæåíü áåðå ñâié ïî÷àòîê â ñåðåäèíi
ÕIÕ ñòîði÷÷ÿ â ïðàöÿõ iòàëiéñüêîãî ãåîìåòðà �. Áåëüòðàìi, ÿêèé ðîçãëÿíóâ
âiäîáðàæåííÿ ïîâåðõîíü íà ïëîùèíó òàêi, ùî ãåîäåçè÷íi ëiíi¨ ïåðåõîäÿòü
â ïðÿìi. Ç ðîçâèòêîì òåíçîðíîãî àíàëiçó òà éîãî çàñòîñóâàííÿì â
äèôåðåíöiàëüíié ãåîìåòði¨ áóëè îòðèìàíi áàçîâi ôóíäàìåíòàëüíi ðåçóëüòàòè
â ðîáîòàõ Ò. Ëåâi-×èâiòè, Ã. Âåéëÿ, Ò. Òîìàñà.

Â òåîði¨ âiäîáðàæåíü ïðàöþâàëà âåëèêà êiëüêiñòü â÷åíèõ ÿê ìàòåìàòèêiâ,
òàê i ôiçèêiâ, çàöiêàâëåíèõ â çàñòîñóâàííi ðåçóëüòàòiâ äëÿ ìîäåëþâàííÿ
äèíàìi÷íèõ ïðîöåñiâ. ßê âiäîìî, ðóõ äåÿêèõ òèïiâ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì,
áàãàòî ïðîöåñiâ â ãðàâiòàöiéíèõ òà åëåêòðîìàãíiòíèõ ïîëÿõ, â ñóöiëüíèõ
ñåðåäîâèùàõ ïðîòiêàþòü òðà¹êòîðiÿìè, ÿêi ìîæíà ðîçãëÿäàòè, ÿê ãåîäåçè÷íi
ëiíi¨ àôiííîçâ'ÿçíîãî àáî ïñåâäîðiìàíîâîãî ïðîñòîðó, ùî âèçíà÷àþòüñÿ
åíåðãåòè÷íèì ðåæèìîì, çà ÿêîãî çîâíiøíi ñèëè âiäñóòíi, àáî çà äåÿêèìè
êðèâèìè, âåêòîð êðèâèíè ÿêèõ öå � âåêòîð óçàãàëüíåíèõ çîâíiøíiõ ñèë.

Ç ÷àñîì âiäáóëàñü ñïåöiàëiçàöiÿ âiäîáðàæåíü òà áóëè ñôîðìîâàíi òðè
îñíîâíèõ íàïðÿìêè äîñëiäæåíü:

1. Âèâ÷åííÿ îñíîâíèõ çàêîíîìiðíîñòåé âiäîáðàæåíü.

2. Äëÿ çàäàíîãî óçàãàëüíåíîãî ïðîñòîðó òà ñïåöiàëüíîãî âiäîáðàæåííÿ
ïîøóê âiäïîâiäi íà ïèòàííÿ: äîçâîëÿ¹ ÷è íå äîçâîëÿ¹ âií âiäîáðàæåííÿ.

3. Äëÿ çàäàíî¨ ïàðè ïðîñòîðiâ çíàéòè âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ¨õ ïîâ'ÿçó¹.

Ñôîðìóâàëèñü ìàòåìàòè÷íi øêîëè, ïðåäñòàâíèêè ÿêèõ ïðàöþâàëè
â öèõ íàïðÿìêàõ: Êàçàíñüêà ãåîìåòðè÷íà øêîëà (Ï.À. Øèðîêîâ, Â.Ð.
Êàéãîðîäîâ, À. Ï. Íîðäåí, À. Â. Àìiíîâà), Mîñêîâñüêà ãåîìåòðè÷íà øêîëà
(Ï. Ê. Ðàøåâñüêèé, Â. Ã. Êðó÷êîâè÷, À. Ñ. Ñîëîäîâíiêîâ, Â. Ô. Êèðè÷åíêî),
Êè¨âñüêà øêîëà (Î.Ç. Ïåòðîâ), Ïåíçåíñüêà ãåîìåòðè÷íà øêîëà (I.Ï. �ãîðîâ),
ßïîíñüêà øêîëà (Ê. ßíî), Ðóìóíñüêà øêîëà (Ã. Âðåí÷àíó).

Ñåðåä íîâiòíiõ øêië ñëiä âiäçíà÷èòè Âðîöëàâñüêó øêîëó (P. Äåø÷),
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Îëîìîóöüêó øêîëó (É. Ìiêåø), Éåíñüêó øêîëó (Â. Ñ. Ìàòâ¹¹â),
Àâñòðàëiéñüêó øêîëó (Ì. Iñòâóä).

Îñîáëèâå ìiñöå â ðîçâèòêó òåîði¨ âiäîáðàæåíü çàéìà¹ Îäåñüêà
ãåîìåòðè÷íà øêîëà. Õî÷à ôîðìàëüíî øêîëà áåðå ïî÷àòîê âiä Â.Ô. Êàãàíà,
îñíîâíi óñïiõè ïîâ'ÿçàíi ç ðîáîòàìè ïðîôåñîðà Ì.Ñ. Ñèíþêîâà òà éîãî ó÷íiâ
Ì.Ë. Ãàâðèëü÷åíêà, Ñ.Ã. Ëåéêà, É. Ìiêåøà, I.Ì. Êóðáàòîâî¨, Í.Â. ßáëîíñüêî¨,
Î.Ì. Ñèíþêîâî¨ òà iíøèõ.

Â ðîáîòàõ ïðåäñòàâíèêiâ îäåñüêî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ øêîëè âèâ÷åííÿ
âiäîáðàæåíü çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ñèñòåìà
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïðèâîäèòü äî àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè, ùî ¹ óìîâàìè
iíòåãðóâàííÿ. ×àñòiøå çà âñå, öi ñèñòåìè ïåðåâèçíà÷åíi, ââîäÿ÷è äîäàòêîâi
îáìåæåííÿ, ¨õ ñïðîùóþòü àáî iíòåãðóþòü.

Òàêèì ÷èíîì, ãåîìåòðè÷íi ïèòàííÿ ðîçâ'ÿçóþòüñÿ ìåòîäàìè ëiíiéíî¨
àëãåáðè, çîêðåìà, òàêi ÿê

� ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ;

� ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðiâ àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi íà ïñåâäîðiìàíîâi
ïðîñòîðè;

� ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ áåðâàëüäîâèõ ïðîñòîðiâ íà ïñåâäîðiìàíîâi
ïðîñòîðè;

� ãåîäåçè÷íi äåôîðìàöi¨ ãiïåðïîâåðõîíü ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ;

� êîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ íà ïðîñòîðè
Åéíøòåéíà;

� ãîëîìîðôíî-ïðîåêòèâíi âiäîáðàæåííÿ êåëåðîâèõ ïðîñòîðiâ;

� ìàéæå ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðiâ àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi òà ií.

Çàóâàæèìî, ùî ïðèíöèïîâà ìîæëèâiñòü ëîêàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó öèõ
çàäà÷ ïî¹äíó¹òüñÿ ç ñåðéîçíèìè òðóäíîùàìè òåõíi÷íîãî õàðàêòåðó. Òîìó
çáåðiãà¹ çëîáîäåííiñòü çàäà÷à âèâ÷åííÿ âíóòðiøíiõ òåíçîðíèõ õàðàêòåðèñòèê
óçàãàëüíåíèõ ïðîñòîðiâ, ùî äîçâîëÿþòü ÷è íå äîçâîëÿþòü âêàçàíi
âiäîáðàæåííÿ. Öå, â ñâîþ ÷åðãó, ïðèâîäèòü äî ñïåöiàëiçàöi¨ ïðîñòîðiâ àáî
äî ñïåöiàëiçàöi¨ âiäîáðàæåíü. Ñàìå òîìó òåìó äèñåðòàöi¨ ñëiä ââàæàòè
àêòóàëüíîþ.
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Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà âèêîíàíà â ðàìêàõ òåìè íàóêîâèõ äîñëiäæåíü
êàôåäðè ãåîìåòði¨, òîïîëîãi¨ òà äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî
ôàêóëüòåòó Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà
(� äåðæðå¹ñòðàöi¨ 16ÁÔÎ38-01) i ïîâ'ÿçàíà ç íàóêîâèìè òåìàìè, ÿêi
ðîçðîáëÿëèñü â Óíiâåðñèòåòi Ïàëàöüêîãî, ì. Îëîìîóö (×åõiÿ) (�
äåðæðå¹ñòðàöi¨ MSM 6198959214), çà ïðîãðàìîþ ãðàíòó Ãðàíòîâî¨ àãåíöi¨
×åñüêî¨ ðåñïóáëiêè, âiäïîâiäà¹ ïëàíàì ñïiâïðàöi çà äîãîâîðîì ìiæ
Óíiâåðñèòåòîì iì. Ïàëàöüêîãî ì. Îëîìîóö, ×åñüêà ðåñïóáëiêà i Îäåñüêèì
Íàöiîíàëüíèì ïîëiòåõíi÷íèì óíiâåðñèòåòîì, i âiäïîâiäà¹ äåðæáþäæåòíié
äîñëiäíèöüêié òåìi �162

”
Äîñëiäæåííÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ãåîìåòði¨

âiäîáðàæåíü ìíîãîâèäiâ“ (0106U0123135) Óêðà¨íà. À òàêîæ çà ïðîãðàìàìè
Óíiâåðñèòåòó Øiëëåðà, ì. Éåíà, Íiìå÷÷èíà (DFG Priority Program 1154 -

”
Global Di�erential Geometry“; DFG MA 2565/2

”
H-projectivety equivalent

metrics“; Research Training Group 1523
”
Quantum and Gravitational Fields“).

Ìåòà òà çàäà÷i äîñëiäæåííÿ.

Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ çíàõîäæåííÿ íîâèõ õàðàêòåðèñòèê
ïñåâäîðiìàíîâèõ i àôiííîçâ'ÿçíèõ ïðîñòîðiâ òà ¨õ âiäîáðàæåíü.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ñïåöiàëüíi ïñåâäîðiìàíîâi, àôiííîçâ'ÿçíi òà
êåëåðîâi ïðîñòîðè i ¨õ ãåîäåçè÷íi, êîíôîðìíi òà ãîëîìîðôíî-ïðîåêòèâíi
âiäîáðàæåííÿ.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, ¨õ óìîâè
iíòåãðîâàíîñòi òà äèôåðåíöiàëüíi ïðîäîâæåííÿ, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü òå,
äîçâîëÿ¹ ÷è íå äîçâîëÿ¹ çàäàíèé óçàãàëüíåíèé ïðîñòið âêàçàíèé òèï
âiäîáðàæåííÿ. Ñèñòåìè ðiâíÿíü, ùî çàäàþòü âêàçàíi âiäîáðàæåííÿ, çâîäÿòüñÿ
äî ïåðåâèçíà÷åííî¨ ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü. Øëÿõîì ââåäåííÿ
äîäàòêîâèõ îáìåæåíü ñïåöiàëiçàöi¨ ïðîñòîðiâ ðîçâ'ÿçóþòüñÿ çàäà÷i îïèñó
ãåîìåòðè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê àôiííîçâ'ÿçíèõ, ïñåâäîðiìàíîâèõ òà êåëåðîâèõ
ïðîñòîðiâ, ùî äîçâîëÿþòü ÷è íå äîçâîëÿþòü ãåîäåçè÷íi, êîíôîðìíi òà
ãîëîìîðôíî-ïðîåêòèâíi âiäîáðàæåííÿ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ öå êëàñè÷íi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ðiìàíîâî¨
ãåîìåòði¨. Äîñëiäæåííÿ âåäóòüñÿ ëîêàëüíî, â êëàñi äîñòàòíüî ãëàäêèõ ôóíêöié
ç âèêîðèñòàííÿì òåíçîðíèõ ìåòîäiâ, áåç îáìåæåíü íà çíàêîâèçíà÷åíiñòü òà
ñèãíàòóðó ìåòðèêè.
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Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ: ïîëÿãà¹ â ðîçðîáöi ìåòîäiâ
ñïåöiàëiçàöi¨ âiäîáðàæåíü óçàãàëüíåíèõ ïðîñòîðiâ â çàëåæíîñòi âiä òèïó
ïðîñòîðó òà çàäà÷, ÿêi äîñëiäæóþòüñÿ.

Âñi ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â äèñåðòàöi¨, ¹ íîâèìè i ïîëÿãàþòü ó íàñòóïíîìó

1. Îá ðóíòîâàíî çàãàëüíèé ïiäõiä äî ñïåöiàëiçàöi¨ ÿê ìåòîäó äîñëiäæåííÿ
âiäîáðàæåííÿ óçàãàëüíåíèõ ïðîñòîðiâ.

2. Çàïðîïîíîâàíî ñïåöiàëiçàöiþ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ çà âèäîì
ìåòðèêè òà âíóòðiøíiõ îá'¹êòiâ.

3. Óäîñêîíàëåíî ìåòîäè äîñëiäæåííÿ âiäîáðàæåíü ïñåâäîðiìàíîâèõ
ïðîñòîðiâ iç çáåðåæåííÿì âëàñòèâîñòåé ïðîñòîðiâ òà îá'¹êòiâ.

4. Çíàéäåíî âèä ëiíiéíî¨ ôîðìè îñíîâíèõ ðiâíÿíü òåîði¨ ãåîäåçè÷íèõ
âiäîáðàæåíü ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ â çàëåæíîñòi âiä ïîòóæíîñòi
ãåîäåçè÷íîãî êëàñó.

5. Äîâåäåíî, ùî ÷îòèðèâèìiðíi ïðîñòîðè Åéíøòåéíà âiäìiííi âiä ïðîñòîðiâ
ñòàëî¨ êðèâèíè îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ ñâî¨ìè ãåîäåçè÷íèìè ëiíiÿìè.

6. Îá ðóíòîâàíî, ùî ñèãíàòóðà ïðîñòîðó Åéíøòåéíà íå âïëèâà¹ íà éîãî
ãåîäåçè÷íå âiäîáðàæåííÿ.

7. Ïîáóäîâàíà íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ, ùî
ïîâ'ÿçàíi ãåîäåçè÷íèì âiäîáðàæåííÿì.

8. Âèçíà÷åíî îñîáëèâiñòü çàñòîñóâàííÿ ðîçðîáëåíèõ ìåòîäiâ äëÿ
äîñëiäæåííÿ êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü.

9. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîäèêó ïîøèðåííÿ ìåòîäiâ òåîði¨ ãåîäåçè÷íèõ
âiäîáðàæåíü ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ íà òåîðiþ ãîëîìîðôíî-
ïðîåêòèâíèõ âiäîáðàæåíü êåëåðîâèõ ïðîñòîðiâ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Äèñåðòàöiÿ íîñèòü õàðàêòåð ôóíäàìåíòàëüíî-òåîðåòè÷íîãî äîñëiäæåííÿ.
Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â äèñåðòàöi¨, öå ïðèðîäíèé ðîçâèòîê âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ
òåîði¨ ãåîäåçè÷íèõ i êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ,
ãîëîìîðôíî-ïðîåêòèâíèõ âiäîáðàæåíü êåëåðîâèõ ïðîñòîðiâ, i òîìó, ¹
òåîðåòè÷íî öiííèìè ç òî÷êè çîðó äèôåðåíöiàëüíî¨ ãåîìåòði¨. Òàêîæ âîíè
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ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi â çàãàëüíié òåîði¨ âiäíîñíîñòi i òåîðåòè÷íié ìåõàíiöi
ïðè ìîäåëþâàííi ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ.

Îñîáèñòèé âíåñîê àâòîðà.

Äèñåðòàöiÿ ¹ ñàìîñòiéíîþ íàóêîâîþ ïðàöåþ, â ÿêié âèñâiòëåíi âëàñíi iäå¨ i
ðîçðîáêè àâòîðà, ùî äîçâîëèëè âèðiøèòè ïîñòàâëåíi çàâäàííÿ. Ðîáîòà ìiñòèòü
òåîðåòè÷íi òà ìåòîäè÷íi ïîëîæåííÿ i âèñíîâêè, ñôîðìóëüîâàíi äèñåðòàíòîì
îñîáèñòî. Âèêîðèñòàíi â äèñåðòàöi¨ iäå¨, ïîëîæåííÿ ÷è ãiïîòåçè iíøèõ àâòîðiâ
ìàþòü âiäïîâiäíi ïîñèëàííÿ i âèêîðèñòàíi ëèøå äëÿ ïiäêðiïëåííÿ iäåé
çäîáóâà÷à. Ðåçóëüòàòè, ùî íàëåæàòü ñïiâàâòîðàì, íàâîäÿòüñÿ â äèñåðòàöi¨
çà íåîáõiäíiñòþ äëÿ ïîâíîòè îïèñó òîãî êîëà ïèòàíü i ìåòîäiâ äëÿ ¨õ
ðîçâ'ÿçóâàííÿ, ÿêi âèâ÷àþòüñÿ àâòîðîì äèñåðòàöi¨.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ

Ìàòåðiàëè äèñåðòàöi¨ äîïîâiäàëèñü íà ìiñüêîìó ãåîìåòðè÷íîìó
ñåìiíàði Õàðêiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iì. Â.Í. Êàðàçiíà, íà
ãåîìåòðè÷íîìó ñåìiíàði ìàòåìàòè÷íîãî âiääiëåííÿ ÔÒIÍÒ iì. Á.I. Âåðêiíà
ÍÀÍ Óêðà¨íè, íà ñåìiíàði “Òîïîëîãiÿ òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ“ Ëüâiâñüêîãî
íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iì. Iâàíà Ôðàíêà, íà ãåîìåòðè÷íîìó ñåìiíàði
iíñòèòóòó Ïðèêëàäíèõ Ïðîáëåì Ìåõàíiêè i Ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè iì.
ß. Ïiäñòðèãà÷à, íà ñåìiíàði êàôåäðè ãåîìåòði¨, òîïîëîãi¨ òà äèíàìi÷íèõ
ñèñòåì Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iì. Òàðàñà Øåâ÷åíêà, íà
ñåìiíàði âiääiëó ãåîìåòði¨ i òîïîëîãi¨ Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äîïîâiäàëèñü íà òàêèõ êîíôåðåíöiÿõ: “Õ
Áåëîðóññêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ“, (Ìiíñüê, Áiëîðóñü, 2008); In-
ternational Conference “Ãåîìåòðèÿ â Êèñëîâîäñêå-2009“; International Con-
ference “Ãåîìåòðèÿ â Êèñëîâîäñêå-2010“; 2-ÿ Ðîñ. øêîëà-êîíôåðåíöiÿ ç
ìiæíàðîäíîþ ó÷àñòþ. “Ìàòåìàòèêà, èíôîðìàòèêà, èõ ïðèëîæåíèÿ è ðîëü
â îáðàçîâàíèè“. Ðîñiÿ, Òâåð, 2010; “Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ “Aplimath““,
2010, 2011, Áðàòèñëàâà; 15 International Conference

”
Dynamical system modeling

and stability investigation“, Êè¨â, 2011; ÕIV Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ
iì. àêàä. Ì. Êðàâ÷óêà, Êè¨â, 2012; Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ “Òîïîëîãiÿ òà
¨¨ çàñòîñóâàííÿ“ Ëüâiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iì. Iâàíà Ôðàíêà,
Ëüâiâ, 2015; Ìiæíàðîäía êîíôåðåíöiÿ

”
Ãåîìåòðiÿ â Îäåñi“, Îäåñà (2008 -

2016).
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Ïóáëiêàöi¨

Çà ðåçóëüòàòàìè äîñëiäæåííÿ îïóáëiêîâàíî 34 íàóêîâi ïðàöi, ç íèõ - 22
íàóêîâi ñòàòòi ó ôàõîâèõ âèäàííÿõ [2] � [13], [16] � [18], [22] � [27], [30], 2
ìîíîãðàôi¨ [1], [31] òà 10 òåç äîïîâiäåé íà íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ [14], [15],
[19] � [21], [28], [29], [32] � [34].

Ñòðóêòóðà òà îá'¹ì äèñåðòàöi¨

Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ iç âñòóïó, ï'ÿòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêó òà ñïèñêó
ëiòåðàòóðè. Ðîçäiëè ðoçáèòi íà ïàðàãðàôè. Êîæåí ðîçäië ìà¹ âèñíîâîê. Äëÿ
ôîðìóë i òåîðåì çàñòîñîâó¹òüñÿ ïîòðiéíà íóìåðàöiÿ: ïåðøà öèôðà îçíà÷à¹
íîìåð ðîçäiëó, äðóãà � íîìåð ïàðàãðàôó, à òðåòÿ � íîìåð ôîðìóëè â
öüîìó ïàðàãðàôi. Çàãàëüíèé îá'¹ì äèñåðòàöi¨ 317ñòîðiíîê .Îñíîâíèé òåêñò
âèêëàäåíî íà 270 ñòîðiíêàõ. Ñïèñîê âèêîðèñòàíî¨ ëiòåðàòóðè âêëþ÷à¹ 197
íàéìåíóâàíü.

Íà îñòàíîê àâòîð âèñëîâëþ¹ ïîäÿêó ñâî¹ìó íàóêîâîìó êîíñóëüòàíòó
äîêòîðó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðó Î. Î. Ïðèøëÿêó çà ïîñòiéíó
óâàãó äî ðîáîòè òà êîðèñíi îáãîâîðåííÿ. Òàêîæ äÿêóþ çà ñïiëüíó
ïðîäóêòèâíó ïðàöþ ñïiâàâòîðàì ç Íiìå÷÷èíè: ïðîôåñîðó Â. Ñ. Ìàòâ¹¹âó,
ïðîôåñîðó Ñ. Ðîçåìàíó, äîêòîðó À. Ôåäîðîâié; ç Âåëîêîáðèòàíi¨: ïðîôåñîðó
À. Áîëñiíîâó; ç ×åõi¨: ïðîôåñîðó É. Ìiêåøó, äîöåíòó I. Ãiíòåðëÿéòíåð òà
äîöåíòó À. Âàíæóðîâié. Îñîáëèâà ïîäÿêà äîöåíòó Ì.Ë. Ãàâðèëü÷åíêî çà
ïîñòiéíó ïiäòðèìêó i êîíñóëüòàöi¨.

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ï'ÿòüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó
âèêîðèñòàíî¨ ëiòåðàòóðè.

Ó Âñòóïi îá ðóíòîâàíà àêòóàëüíiñòü äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè,
ñôîðìóëüîâàíi ìåòà òà çàäà÷i, îá'¹êò òà ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ, àðãóìåíòîâàíà
íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ìàþ÷è äîâãó iñòîðiþ, òåîðiÿ âiäîáðàæåíü îòðèìàëà íîâå äèõàííÿ
çàâäÿêè òåíçîðíèì ìåòîäàì äîñëiäæåííÿ. Ââåäåíå ñòî ðîêiâ òîìó ïîíÿòòÿ
àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi, äîçâîëèëî ïî-íîâîìó ïîãëÿíóòü íà êëàñè÷íi ãåîìåòðè÷íi
çàäà÷i òåîði¨ âiäîáðàæåíü. ßê ïîêàçàëà äîâãîëiòíÿ òåîðiÿ äîñëiäæåíü,
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íàéåôåêòèâíiøèì ìåòîäîì äîñëiäæåíü ¹ ìåòîä çâåäåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷
âiäîáðàæåííÿ óçàãàëüíåíèõ ïðîñòîðiâ äî âèâ÷åííÿ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü ñïåöiàëüíîãî òèïó. I, õî÷à â áóäü-ÿêîìó âèïàäêó öåé øëÿõ ìîæëèâèé,
ïðàêòè÷íå âèêîíàííÿ ñòèêà¹òüñÿ ç âåëèêèìè ïðîáëåìàìè òåõíi÷íîãî
õàðàêòåðó. Ñàìå òîìó âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü ñïåöiàëiçàöi¨ i âiäîáðàæåíü, i
óçàãàëüíåíèõ ïðîñòîðiâ. Òàêèé ïiäõiä îá ðóíòîâàíî ó âñòóïi íà ïiäñòàâi
àíàëiçó ðîáiò ïîïåðåäíèêiâ.

Â ïåðøîìó ðîçäiëi “Ñïåöiàëüíi âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðiâ àôiííî¨
çâ'ÿçíîñòi“ ââîäèòüñÿ, ñëiäóþ÷è çàãàëüíî ïðèéíÿòié òðàäèöi¨, ïîíÿòòÿ
âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðó àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi.

ßêùî íå çàçíà÷åíî iíøå, òî ðîçãëÿäàþòüñÿ ïðîñòîðè àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi
An áåç ñêðóòó, òîáòî òàêi, ùî

Γhij(x) = Γhji(x).

Ïðîñòið An íàëåæèòü êëàñó Cr (An ∈ Cr), ÿêùî Γhij(x) ∈ Cr.

Âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ òî÷êàìè ïðîñòîðiâ àôiííî¨
çâ'ÿçíîñòi An òà Ān íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì, ÿêùî â ñïiëüíié çà
âiäîáðàæåííÿì ñèñòåìi êîîðäèíàò âèêîíóþòüñÿ óìîâè

Γ̄ij(x) = Γhij(x) + P h
ij(x).

Ñïiëüíîþ ïî âiäîáðàæåííþ ñèñòåìîþ êîîðäèíàò íàçèâàþòü òàêó ñèñòåìó
êðèâîëiíiéíèõ êîîðäèíàò, â ÿêié êîîðäèíàòè âiäïîâiäíèõ òî÷îê ñïiâïàäàþòü.

Òåíçîð P h
ij(x) � íàçèâàþòü òåíçîðîì äåôîðìàöi¨ çâ'ÿçíîñòi ïðè äàíîìó

âiäîáðàæåííi.

ßêùî
P h
ij(x) /≡ 0,

òî âiäîáðàæåííÿ íàçèâàþòü íåòðèâiàëüíèì.

Çàóâàæèìî, ùî òåíçîð äåôîðìàöi¨ ñèìåòðè÷íèé çà êîâàðiàíòíèìè
iíäåêñàìè, òîáòî P h

ij = P h
ji, äëÿ ïðîñòîðiâ àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi áåç ñêðóòó.

Òåîðåìà 1.2.1. Ïðè âiäîáðàæåííi ïðîñòîðó àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi An íà
ïðîñòið àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi Ān òåíçîðè Ðiìàíà òà Ði÷÷i ïðîñòîðiâ An òà
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Ān â ñïiëüíié ñèñòåìi êîîðäèíàò ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè

R̄h
. ijk = Rh

. ijk +
1

2
(∇kP

h
ji − ∇jP

h
ki + ∇̄kP

h
ji − ∇̄jP

h
ki)

òà

R̄ij = Rij +
1

2
(∇αP

α
ji − ∇jP

α
αi + ∇̄αP

α
ji − ∇̄jP

α
αi)

âiäïîâiäíî.

Ïîçíà÷èìî ðiçíèöþ òåíçîðiâ Ðiìàíà ïðîñòîðiâ Ān òà An, ïîâ'ÿçàíèõ
âiäîáðàæåííÿì, ÷åðåç P h

ijk, òîáòî P h
ijk � äåôîðìàöiÿ òåíçîðiâ Ðiìàíà ïðè

âiäîáðàæåííi �

R̄h
ijk −Rh

ijk
def
= P h

ijk.

Äîâåäåíi òåîðåìè

Òåîðåìà 1.2.4. ßêùî â äîâiëüíié ñèñòåìi êîîðäèíàò òåíçîð P h
ijk òàêèé,

ùî P 1
223 = 0 (àáî P 1

234 = 0 äëÿ n > 3), òî öåé òåíçîð âèðàæà¹òüñÿ
íàñòóïíèì ÷èíîì

P h
ijk = δhi (Pjk − Pkj) + δhjPik − δhkPij.

äå Pij � äåÿêèé òåíçîð.

Òåîðåìà 1.2.5 . ßêùî â äîâiëüíié ñèñòåìi êîîðäèíàò òåíçîð P h
ijk

òàêèé, ùî P 1
223 = 0 (àáî P 1

234 = 0 äëÿ n > 3), òî ïðè öüîìó âiäîáðàæåííi
çáåðiãà¹òüñÿ òåíçîð ïðîåêòèâíî¨ êðèâèíè Âåéëÿ.

Îñòàííi òåîðåìè äîçâîëÿþòü ñôîðìóëþâàòè íàñëiäoê íàñòóïíîãî òèïó

Íàñëiäîê 1.2.1. ßêùî â ïðîñòîðiâ àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi ñïiâïàäàþòü
çíà÷åííÿ êîìïîíåíò òåíçîðiâ Ðiìàíà R1

223 (àáî R1
234 äëÿ n > 3) òà R̄1

223
(àáî R̄1

234), òî ïðè âiäîáðàæåííi ¨õ îäèí íà îäíîãî çáåðiãà¹òüñÿ òåíçîð
ïðîåêòèâíî¨ êðèâèíè Âåéëÿ.

Ìîäèôiêóþ÷è ìåòîäèêó Íîðäåíà, çíàéäåíî ôîðìóëè, ùî ïîâ'ÿçóþòü
îñíîâíi òåíçîðè, òåíçîð äåôîðìàöi¨, òåíçîð Ðiìàíà, òåíçîð Ði÷÷i òà ¨õ
ïåðøi i äðóãi êîâàðiàíòíi ïîõiäíi äëÿ ïðîñòîðiâ An òà Ān, ÿêi ïîâ'ÿçàíi
çàäàíèì âiäîáðàæåííÿì. Â öèõ ôîðìóëàõ ïðèñóòíi ÿê îá'¹êòè An, òàê i Ān

ç êîâàðiàíòíèìè ïîõiäíèìè ïî âiäïîâiäíèõ çâ'ÿçíîñòÿõ. Õî÷à ïðè âèçíà÷åííi
âiäîáðàæåííÿ ìè ãîâîðèìî ïðî âçà¹ìíîîäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü, âèáîðîì
çíàêó òåíçîðà äåôîðìàöi¨ ìè âïîðÿäêîâó¹ìî çàäàíó ïàðó àôiííîçâ'ÿçíèõ
ïðîñòîðiâ An òà Ān. Ìiæ êîæíîþ ïàðîþ ïðîñòîðiâ An òà Ān ìîæëèâî
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âñòàíîâèòè âiäïîâiäíiñòü, ÿêà çàäà¹òüñÿ îá'¹êòàìè çâ'ÿçíîñòi öèõ ïðîñòîðiâ.
Ç iíøîãî áîêó, îá'¹êò çâ'ÿçíîñòi An òà òåíçîð äåôîðìàöi¨ çàäàþòü çâ'ÿçíiñòü
ïðîñòîðó Ān. Öå äîçâîëÿ¹ ââåñòè â ðîçãëÿä âiäîáðàæåííÿ, ÿêi íàçèâàòèìåìî
óêîðî÷åíèìè âiäíîñíî çàäàíîãî âiäîáðàæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.3.1. Âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðó àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi An íà

ïðîñòið àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi
λ

An íàçèâàþòü óêîðî÷åíèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêùî
â ñïiëüíî¨ ïî âiäîáðàæåííþ ñèñòåìi êîîðäèíàò, ìà¹ ìiñöå ðiâíÿííÿ

λ

Γh
ij = Γhij(x) +

λ

1 + λ
P h
ij(x),

λ = const > 0.

ßêùî λ = 1, òî òàêå âiäîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ óêîðî÷åíèì íàâïië, à ñàìà
çâ'ÿçíiñòü ñåðåäíüîþ.

Ïîïåðåäíi ôîðìóëè ïðè ïåðåõîäi äî êîâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ â ñåðåäíié
çâ'ÿçíîñòi çíà÷íî ñïðîùóþòüñÿ. Çîêðåìà ìà¹ ìiñöå òåîðåìà 1.3.3:

Òåîðåìà 1.3.3. ßêùî ïðè âiäîáðàæåííi ïðîñòîðiâ àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi
çáåðiãà¹òüñÿ òåíçîð Âåéëÿ, òî òåíçîð äåôîðìàöi¨ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì

c

∇kP h
ji−

c

∇jP h
ki =

=
1

n− 1

(
δhk(

c

∇αP α
ji−

c

∇jP α
αi)− δhj (

c

∇αP α
ki−

c

∇kP α
αi)

)
−

− 1

n+ 1
(δhi (

c

∇jP α
αk−

c

∇kP α
αj)−

− 1

n− 1
(δhk(

c

∇jP α
αi−

c

∇iP α
αj)− δhj (

c

∇kP α
αi−

c

∇iP α
αk))),

à äëÿ åêâiàôiííèõ ïðîñòîðiâ

c

∇kP h
ji−

c

∇jP h
ki =

=
1

n− 1

(
δhk(

c

∇αP α
ji−

c

∇jP α
αi)− δhj (

c

∇αP α
ki−

c

∇kP α
αi)

)
.
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Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à ïðî ñïåöiàëüíi âiäîáðàæåííÿ àáî ïðî âiäîáðàæåííÿ
ñïåöiàëüíèõ ïðîñòîðiâ çâîäèòüñÿ äî âèâ÷åííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â
êîâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ.

Âèâ÷åííÿ öèõ ðiâíÿíü äà¹ ìîæëèâiñòü ÿê ÿêiñíîãî àíàëiçó, òîáòî âiäïîâiäi
íà ïèòàííÿ: iñíó¹ ÷è íå iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê, òàê i áiëüø ãëèáîêèõ ðåçóëüòàòiâ â ðàçi
iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ.

×åðåç çíà÷íi òåõíi÷íi òðóäíîùi ëîêàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ òàêîãî òèïó
âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü ñïåöiàëiçàöi¨ ïðîñòîðiâ àáî âiäîáðàæåíü. Éäó÷è øëÿõîì
ñïåöiàëiçàöi¨ âiäîáðàæåíü ââåäåíî íàñòóïíå

Îçíà÷åííÿ 1.3.2. Âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðó àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi An íà Ān

íàçèâàþòü ôóíäàìåíòàëüíèì, ÿêùî òåíçîð äåôîðìàöi¨ P h
ij ìà¹ âèãëÿä

P h
ij =α

1
δh(iψj)+ α

2
ϕ(iF

h
j)+ α

3
uhaij

òóò α
1
, α

2
, α

3
� ÷èñëà, ùî äîðiâíþþòü íóëþ àáî îäèíèöi, ϕi, ψi, u

h �

âåêòîðè, aij, F
h
j � òåíçîðè.

Íà ïðèêëàäi âiäîáðàæåííÿ, ùî çáåðiãà¹ òåíçîð Âåéëÿ, ïîêàçàíî,
ÿê çàäà÷i òàêîãî òèïó çâîäÿòüñÿ äî ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.
Ñåðåä âiäîáðàæåíü, ùî çáåðiãàþòü òåíçîð Âåéëÿ, âèäiëÿþòü ãåîäåçè÷íi
âiäîáðàæåííÿ.

Âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðiâ àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi An íà Ān ¹ ãåîäåçè÷íèì
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â ñïiëüíié çà âiäîáðàæåííÿì ñèñòåìi êîîðäèíàò x

âèêîíóþòüñÿ óìîâè
Γ̄hij(x) = Γhij(x) + δhi ϕj + δhjϕi,

äå ϕi(x) � äåÿêèé âåêòîð.

ßêùî ϕi(x) /≡ 0, òî ãåîäåçè÷íå âiäîáðàæåííÿ íàçèâàþòü íåòðèâiàëüíèì.
ßêùî ϕi(x) = 0, òî ãåîäåçè÷íå âiäîáðàæåííÿ íàçèâàþòü òðèâiàëüíèì àáî
àôiííèì.

Äàëi ðîçãëÿíóòi ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó òèïó
Êîøi. Âiäìi÷åíà ìîæëèâiñòü âèêîðèñòàííÿ òîòîæíîñòi Ði÷÷i â ÿêîñòi óìîâ
iíòåãðóâàííÿ âêàçàíèõ ñèñòåì.

Âèâ÷åíi ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðiâ àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi íà
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ïñåäîðiìàíîâi ïðîñòîðè. Ïîáóäoâaíî ëàíöþã ãåîäåçè÷íî âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðiâ

An → Ān → V̄n.

Òóò An � äîâiëüíèé ïðîñòið àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi, Ān � åêâiàôiííèé ïðîñòið
àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi, à V̄n � ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið.

Ñóòò¹âó ðîëü ïðè äîâåäåííi ìàëà

Òåîðåìà 1.4.3. Íåõàé An - ïðîñòið àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi, ÿêèé (ëîêàëüíî)
íå ïðîåêòèâíî åâêëiäîâèé â îêîëi òî÷êè p ∈ An. Òîäi îêië òî÷êè p ç
An äîçâîëÿ¹ ãåîäåçè÷íå âiäîáðàæåííÿ íà ïñåâäîðiìàíîâèé ïðîñòið V̄n òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè çàìêíóòà ñèñòåìà ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
òèïó Êîøi â êîâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ â An

aij,k =
2

n+ 1
aijΓααk + δikΛ

j + δjkΛ
i,

äå

Λi = aαβGi
αβ +

1

n+ 1
aiβΓαβα,

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê âiäíîñíî ñèìåòðè÷íîãî íåâèðîäæåíîãî òåíçîðà aij.

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî, ùî ðîçãëÿä ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü ïðîñòîðiâ
àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi íà ïñåâäîðiìàíîâi ïðîñòîðè, óêîðî÷óþ÷è âiäîáðàæåííÿ,
ìîæíà çâåñòè äî ðîçãëÿäó ãåîäåçè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ åêâiàôiííîãî ïðîñòîðó
àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi íà ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið.

Ñïåöiàëiçàöiÿ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ, ÿê çàñiá ââåäåííÿ äîäàòêîâèõ
îáìåæåíü â ïåðåâèçíà÷åíi ñèñòåìè ðiâíÿíü, ìà¹ äâà îñíîâíèõ äæåðåëà.
Ïî-ïåðøå, öå ãåîìåòðè÷íi óìîâè îá'¹êòiâ, ùî äîñëiäæóþòüñÿ, ïî-
äðóãå, öå òåõíîëîãi÷íi ìîæëèâîñòi ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ. Âðàõîâóþ÷è
öi çàñîáè òà ìàþ÷è íà óâàçi äîñëiäæåííÿ âiäîáðàæåíü, ó äðóãîìó
ðîçäiëi

”
Ñïåöiàëüíi ïñåâäîðiìàíîâi ïðîñòîðè“ çàïðîïîíîâàíî ìåòîä

ñïåöiàëiçàöi¨ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ çà òèïîì âíóòðiøíiõ îá'¹êòiâ.
Ïîòðåáà åôåêòèâíîãî âèâ÷åííÿ âiäîáðàæåíü ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ
ïðèâîäèòü äî íåîáõiäíîñòi ñïåöiàëiçàöi¨ ñàìèõ ïðîñòîðiâ. Ïðèðîäíî, ùîá
îáìåæåííÿ ñòîñóâàëèñü âíóòðiøíiõ ãåîìåòðè÷íèõ îá'¹êòiâ, òîáòî ìåòðèêè òà
òåíçîðiâ, îòðèìàíèõ ç íå¨.
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Ñåðåä ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ, ùî äîçâîëÿþòü ñïåöiàëüíèé âèä
ìåòðèêè â äåÿêié ñèñòåìi êîîðäèíàò, âèäiëåíi çâiäíi òà íàïiâçâiäíi ïðîñòîðè.

Ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið Vn ç ìåòðè÷íèì òåíçîðîì gij íàçèâàþòü ëîêàëüíî
çâiäíèì, ÿêùî â äåÿêîìó îêîëi êîæíî¨ éîãî òî÷êè M ¹ ìîæëèâiñòü âèáðàòè
òàêó ñèñòåìó êîîðäèíàò y1, y2, . . . , yn, âiäíîñíî ÿêî¨ îñíîâíà ìàòðè÷íà ôîðìà
ìà¹ âèãëÿä

I = gpq(y
r)dypdyq + gσµ(y

ν)dyσdyµ,

(p, q, r = 1, 2, . . . ,m; σ, µ, ν = m+ 1,m+ 2, . . . , n).

Òóò gpq çàëåæàòü ëèøå âiä y1, y2, . . . , ym, à gσµ � òiëüêè âiä
ym+1, ym+2, . . . , yn.

Â ïîäàëüøîìó, ëîêàëüíî çâiäíi ïðîñòîðè áóäåìî íàçèâàòè ïðîñòî
çâiäíèìè.

Òàêèì ÷èíîì, çâiäíèé ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið Vn(gij), çãiäíî ç îçíà÷åííÿì, ¹

äîáóòêîì äâîõ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ
1
Vm(gpq) òà

2
Vn−m(gσµ). Êîæåí

iç ïðîñòîðiâ
1
Vm òà

2
Vn−m ìîæå â ñâîþ ÷åðãó çâîäèòèñü ÷è íå çâîäèòèñü, i

òîìó ïîïåðåäíþ ôîðìóëó ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

ds2 =
r∑

k=1

ds2
k (r > 1),

äå ds2
k � êâàäðàòè÷íà ôîðìà ïðîñòîðó Vmk

(m1 +m2 + . . .+mn = n).

Äëÿ çàäàíîãî ïñåâäîðiìàíîâîãî ïðîñòîðó Vn ÷èñëî r ìîæå ïðèéìàòè ðiçíi
çíà÷åííÿ. Ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ r íàçèâàþòü ìîáiëüíiñòþ ïñåâäîðiìàíîâîãî
ïðîñòîðó âiäíîñíî çâåäåííÿ.

Ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið Vn çâiäíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â íüîìó iñíó¹
ñèìåòðè÷íèé òåíçîð aij 6= cgij (ïðè äåÿêîìó ñòàëîìó c), ùî çàäîâîëüíÿ¹
óìîâàì

aiαa
α
j = aij;
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òà
aij,k = 0,

äå aij = aαjg
αi.

Öi ðiâíÿííÿ ¹ iíâàðiàíòíîþ (âiäíîñíî âèáîðó ñèñòåìè êîîðäèíàò) óìîâîþ,
íåîáõiäíîþ òà äîñòàòíüîþ äëÿ òîãî, ùîá ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið Vn áóâ çâiäíèì.
Â òàêîìó âèãëÿäi ¨¨ ñôîðìóëþâàâ Ï.À. Øèðîêîâ.

Óìîâè iíòåãðîâàíîñòi äëÿ îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ ç óðàõóâàííÿì òîòîæíîñòi
Ði÷÷i áóäóòü

aαiR
α
jkl + aαjR

α
ikl = 0.

Íàâåäåíà ñèñòåìà ¹ ïåðåâèçíà÷åíîþ àëãåáðà¨÷íîþ ñèñòåìîþ. Ðîçâ'ÿçêè
ñèñòåìè aij, ÿêi íå âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç iíøi êîìïîíåíòè òåíçîðà àáî ÷åðåç
âíóòðiøíi îá'¹êòè ïñåâäîðiìàíîâîãî ïðîñòîðó Vn íàçèâàþòü ñóòò¹âèìè.

Äëÿ îöiíêè êiëüêîñòi ñóòò¹âèõ êîìïîíåíò âèâ÷åíî äîïîìiæíå ðiâíÿííÿ

aαiK
α
j + aαjK

α
i = 0.

Òóò Kh
j - äåÿêèé êîñîñèìåòðè÷íèé àôiíîð, íåçàëåæíèé âiä aij.

Äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó

Òåîðåìà 2.1.2. ßêùî ðàíã ìàòðèöi
∥∥K i

j

∥∥ áiëüøå äâîõ, òî ñåðåä
êîìïîíåíò òåíçîðà aij íå ìåíøå íiæ r∗ çàëåæèòü âiä iíøèõ êîìïîíåíò
òåíçîðà aij i àôiíîðà K i

j, äå r∗ � ÷èñëî, ÿêå äîðiâíþ¹ 3n − 5 äëÿ
ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ Vn, n 6= 4, 6, à ó âèïàäêó n = 4 àáî 6 äîðiâíþ¹
3n− 6.

Cïèðàþ÷èñü íà öå, âèâ÷åíi òåíçîðíi îçíàêè òà äåÿêi ãåîìåòðè÷íi
âëàñòèâîñòi ìàêñèìàëüíî ìîáiëüíèõ âiäíîñíî çâåäåííÿ ïñåâäîðiìàíîâèõ
ïðîñòîðiâ, çîêðåìà äîâåäåíî

Òåîðåìà 2.1.3. Â ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðàõ, âiäìiííèõ âiä ïðîñòîðiâ
ñòàëî¨ êðèâèíè, ÿêi äîçâîëÿþòü ìàêñèìàëüíó êiëüêiñòü êîâàðiàíòíî
ñòàëèõ òåíçîðiâ aij, òåíçîð êðèâèíè ìà¹ âèãëÿä

Rhijk = e(ahbi − aibh)(ajbk − akbj),

òóò ai, bi � äåÿêi âåêòîðè, e = ±1.
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Hàïiâçâiäíèì ðîçêëàäîì ìåòðèêè ïñåâäîðiìàíîâîãî ïðîñòîðó Vn (n > 2)
íàçèâàþòü ìîæëèâiñòü ¨¨ çàïèñó ó âèãëÿäi

ds2 = ds2
1(x

1, x2, . . . , xr) + σ(x1, x2, . . . , xr)ds2
2(x

r, xr+1, . . . , xn).

Òóò ds2
1 òà ds2

2 � ñàìîñòiéíi ìåòðèêè, ùî çàëåæàòü âiä ðiçíèõ êîîðäèíàò, à
ôóíêöiÿ σ çàëåæèòü ëèøå âiä êîîðäèíàò ds2

1.

Ïðîñòið Vn, ùî äîçâîëÿ¹ õî÷à á îäèí íàïiâçâiäíèé ðîçêëàä, íàçèâàþòü
íàïiâçâiäíèì.

Ãðàíè÷íèì âèïàäêîì ïiâçâiäíî¨ ìåòðèêè ¹ ìåòðèêà åêâiäiñòàíòíîãî
ïðîñòîðó.

Ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið Vn ç ìåòðè÷íèì òåíçîðîì gij íàçèâà¹òüñÿ
åêâiäiñòàíòíèì, ÿêùî â íüîìó iñíó¹ âåêòîðíå ïîëå ϕi 6= 0, ùî çàäîâîëüíÿ¹
ðiâíÿííÿì

ϕi,j = τgij,

äå τ � äåÿêèé iíâàðiàíò, à êîìà �,� � çíàê êîâàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨ â Vn . Ïðè τ 6=
0 öå � åêâiäiñòàíòíèé ïðîñòið îñíîâíîãî âèïàäêó, à ïðè τ = 0 � îñîáëèâîãî.

Äîâåäåíî òåîðåìè

Tåîðåìa 2.2.3. Íå iñíó¹ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ Vn, âiäìiííèõ
âiä ïðîñòîðiâ ñòàëî¨ êðèâèíè, ùî äîçâîëÿþòü áiëüø íiæ n − 2 ëiíiéíî
íåçàëåæíèõ ç ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè åêâiäiñòàíòíèõ âåêòîðíèõ ïîëiâ.

Tåîðåìa 2.2.4. Â ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðàõ Vn(n > 3) , ùî
äîçâîëÿþòü n − 2 ëiíiéíî íåçàëåæíèõ åêâiäiñòàíòíèõ âåêòîðíèõ ïîëÿ
i òiëüêè â íèõ, âèêîíóþòüñÿ óìîâè

Rhijk = B(ghkgij − ghjgik) + e(ahbi − aibh)(ajbk − akbj);

ai, j =
1
ξ
j
ai+

2
ξ
j
bi + ciaj;

bi, j =
3
ξ
j
ai+

4
ξ
j
bi + cibj;

ci, j =
5
ξ
j
ai+

6
ξ
j
bi + cicj −Bgij,
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äå ai i bi � íåêîëiíåàðíi îðòîãîíàëüíi âåêòîðè; ci,
s

ξ
j

(s = 1, . . . , 6) � äåÿêi
âåêòîðè; e = ±1, B = const.

Ðîçãëÿíóòi ñïåöiàëüíi êëàñè ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ, âèäiëåíèõ çà
òèïîì âèçíà÷åíèõ â íèõ òåíçîðiâ. Ó òåîði¨ ñïåöiàëüíèõ ïñåâäîðiìàíîâèõ
ïðîñòîðiâ îñîáëèâå ìiñöå çàéìàþòü ñèìåòðè÷íi i ðåêóðåíòíi ïðîñòîðè.
Óçàãàëüíåííÿ öèõ ïðîñòîðiâ éøëî â îñíîâíîìó â äâîõ íàïðÿìàõ: çáiëüøåííÿ
ïîðÿäêó êîâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ i ðîçãëÿä â ÿêîñòi ñèìåòðè÷íèõ (ðåêóðåíòíèõ)
iíøèõ òåíçîðiâ. Ïðèðîäíèì ÷èíîì âèíèê íîâèé òèï ðåêóðåíòíîñòi � ñëàáêà
ñèìåòðè÷íiñòü.

Ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið Vn, â ÿêîìó iñíó¹ òåíçîð Ai1i2...ik òàêèé, ùî

Ai1i2...ik, j =
1

τjAi1i2...ik+
2

τi1Aji2...ik+
3

τi2Ai1ji3...ik + . . .+
k+1
τikAi1i2...ik−1j,

íàçèâà¹ìî A�ñëàáîñèìåòðè÷íèì.

Äîâåäåíî ùî, ÿêùî öié óìîâi çàäîâîëüíÿþòü òåíçîð Ðiìàíà àáî òåíçîð
êîíöèðêóëÿðíî¨ êðèâèíè, ÷è òåíçîð êîíôîðìíî¨ êðèâèíè ïñåâäîðiìàíîâîãî
ïðîñòîðó, òî ìàþòü ìiñöå âiäïîâiäíî

Rhijk , m = amRhijk + b̌hRmijk + b̌iRhmjk + b̌jRhimk + b̌kRhijm;

Yhijk , m = amYhijk + b̌hYmijk + b̌iYhmjk + b̌jYhimk + b̌kYhijm;

Chijk , m = amChijk + b̌hCmijk + b̌iChmjk + b̌jChimk + b̌kChijm.

ßêùî óçàãàëüíåííÿ ðåêóðåíòíèõ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ âåñòè
øëÿõîì àëãåáðà¨÷íèõ óìîâ, òî ìè ïðèéäåìî äî ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ
iç ñïåöiàëüíîþ âåêòîðíîþ îáîëîíêîþ. �õ âèâ÷åííÿ âåäåòüñÿ ç äîïîìîãîþ
óäîñêîíàëåíîãî ìåòîäó Â. Êàéãîðîäîâà.

Êàæóòü, ùî ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið Vn äîçâîëÿ¹ âåêòîðíó îáîëîíêó
âiäíîñíî òåíçîðà Ai1i2...ijkl, ÿêùî â íüîìó iñíó¹ íåíóëüîâå âåêòîðíå ïîëå τh
òàêå, ùî

τhAi1i2...ijkl + τkAi1i2...ij lh + τlAi1i2...ijhk = 0.

Òàêi ïðîñòîðè íàçèâà¹ìî À�ñëàáîðåêóðåíòíèìè.
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ßêùî òåíçîð Aijkl çàäîâîëüíÿ¹ àëãåáðà¨÷íèì óìîâàì

Aijkl + Ajikl = 0; Aijkl − Aklij = 0; Aijkl + Aiklj + Ailjk = 0,

òî â Vn iñíó¹ íå áiëüøå äâîõ ëiíiéíî íåçàëåæíèõ íåíóëüîâèõ âåêòîðíèõ ïîëÿ
τh.

Óçàãàëüíåííÿ ñèìåòðè÷íèõ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ ïðèâîäèòü äî
ãàðìîíiéíèõ ïðîñòîðiâ. Ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið Vn, â ÿêîìó iñíó¹ òåíçîð
Ah
i1i2...ik

, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì

Aα
i1i2...ik,α

= 0,

íàçèâàòèìåìî À�ãàðìîíiéíèì ïñåâäîðiìàíîâèì ïðîñòîðîì.

Çàóâàæèìî, ùî ãàðìîíiéíèìè ïðîñòîðàìè, çîêðåìà, ¹: ïðîñòîðè
ñòàëî¨ êðèâèíè, ïðîñòîðè Åéíøòåéíà, ñèìåòðè÷íi ïðîñòîðè, ïðîñòîðè ç
ìåòðèêîþ Äçåðæèíñüêîãî i áàãàòî iíøèõ òèïiâ ñïåöiàëüíèõ ïñåâäîðiìàíîâèõ
ïðîñòîðiâ. Êîíôîðìíî-ãàðìîíiéíèìè áóäóòü êîíôîðìíî�ïëàñêi ïðîñòîðè Cn
òa êîíôîðìíî�ñèìåòðè÷íi ïðîñòîðè.

Ðiâíÿííÿ
Ahijk , l + Ahikl , j + Ahilj , k = 0

ìà¹ íàçâó äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ òèïó Áiàíêi.

Â ïñåâäîðiìàíîâîìó ïðîñòîði Vn(n > 2) òåíçîð Yhijk çàäîâîëüíÿ¹
òîòîæíîñòÿì òèïó Áiàíêi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè R = const.

ßêùî òåíçîð êðèâèíè ïñåâäîðiìàíîâîãî ïðîñòîðó Vn, âiäìiííîãî âiä
ïðîñòîðó ñòàëî¨ êðèâèíè ìà¹ âèãëÿä

Rhijk = ShiSjk,

äå Shi � äåÿêèé êîñîñèìåòðè÷íèé òåíçîð, òî ïðîñòið Vn íàçèâàþòü ïðîñòîðîì
ðîçäiëåíî¨ êðèâèíè.

Ïñåâäîðiìàíîâi ïðîñòîðè Vn ðîçäiëåíî¨ êðèâèíè ìîæíà ðîçáèòè íà òðè
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êëàñè:

(À):
R

2
Rhijk = RhkRij −RhjRik;

(B): Rij = −aαaαbibj; R = 0;

(C): Rij = 0.

Äëÿ äâîõâàëåíòíèõ òåíçîðiâ íàéáiëüø âäàëîþ ¹ çàïðîïîíîâàíà Ñ. Ñòåïàíîâèì
äëÿ òåíçîðà åíåðãi¨�iìïóëüñà ìåòîäèêà ðîçáèòòÿ íà êëàñè Ω. Ìîäèôiêóâàâøè
¨¨, çàñòîñîâó¹ìî äëÿ ñïåöiàëiçàöi¨ äâi÷i êîâàðiàíòíèõ âíóòðiøíiõ òåíçîðiâ.

Â òðåòüîìó ðîçäiëi
”
Ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ ñïåöiàëüíèõ

ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ“ ðîçãëÿäàâñÿ îäèí iç òèïiâ ôóíäàìåíòàëüíèõ
âiäîáðàæåíü ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ. Ïñåâäîðiìàíîâi ïðîñòîðè Vn òà V̄n,
ÿêi äîçâîëÿþòü ãåîäåçè÷íå âiäîáðàæåííÿ îäèí íà îäíîãî, áóäåìî íàçèâàòè
ïðîñòîðàìè, ùî çíàõîäüñÿ â ãåîäåçè÷íié âiäïîâiäíîñòi, àáî òàêèìè, ùî
íàëåæàòü äî îäíîãî ãåîäåçè÷íîãî êëàñó.

Õàðàêòåðèñòèêîþ ïîòóæíîñòi ãåîäåçè÷íîãî êëàñó äàíîãî
ïñåâäîðiìàíîâîãî ïðîñòîðó Vn ¹ éîãî ñòåïiíü ìîáiëüíîñòi âiäíîñíî ãåîäåçè÷íèõ
âiäîáðàæåíü. Ç iíøîãî áîêó, ñòåïiíü ìîáiëüíîñòi ïñåâäîðiìàíîâîãî ïðîñòîðó
Vn âiäíîñíî ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü � öå ÷èñëî ñóòò¹âèõ ïàðàìåòðiâ rΓB,
âiä ÿêèõ çàëåæàòü ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè

aij,k = λigjk + λjgik;

nλi,j = µgij + aαiR
α
j − aαβR

α β
. ij . ;

(n− 1)µ,i = 2(n+ 1)λαR
α
i + aαβ(2Rα β

. i, . −R
αβ
,i).

Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè âèä îñòàííiõ ðiâíÿíü äëÿ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ,
ÿêi äîçâîëÿþòü ñòåïiíü ìîáiëüíîñòi âiäíîñíî ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü áiëüøå
äâîõ, äîâåäåíî ëåìó

Ëåìà 3.1.1 Íåõàé â ïñåâäîðiìàíîâîìó ïðîñòîði Vn iñíóþòü ñèìåòðè÷íi
òåíçîðè aij( /≡ cgij), bij( /≡ µgij + Baij), Aij( /≡ cgij), Bij, ùî çàäîâîëüíÿþòü
óìîâàì

aij〈lm〉 = bl(igj)k − bk(igj)l;

Aij〈lm〉 = Bl(igj)k −Bk(igj)l,

òîäi
aij =

1
cgij+

2
cAij,
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äå c, µ, B,
1
c,

2
c - äåÿêi iíâàðiàíòè.

Ñïèðàþ÷èñü íà íå¨, äîâåäåíî òåîðåìó

Òåîðåìà 3.1.1 ßêùî ñòåïiíü ìîáiëüíîñòi rãâ ïñåâäîðiìàíîâîãî
ïðîñòîðó Vn âiäíîñíî ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü áiëüøå äâîõ, òî ëiíiéíà
ôîðìà îñíîâíèõ ðiâíÿíü òåîði¨ ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü ïñåâäîðiìàíîâèõ
ïðîñòîðiâ Vn ïðèéìà¹ íàñòóïíó ôîðìó

(a) aij,k = λigjk + λjgik;

(b) λi,j = µgij +Baij;

(c) µ,i = 2Bλi,

äå B � äåÿêà ñòàëà, ùî îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíà äëÿ çàäàíîãî ïñåâäîðiìàíîâîãî
ïðîñòîðó Vn.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äaþòü ìîæëèâiñòü ðîçáèòè âñi ïñåâäîðiìàíîâi
ïðîñòîðè Vn, ùî äîçâîëÿþòü íåòðèâiàëüíi ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ, íà äâi
âåëèêi ãðóïè â çàëåæíîñòi âiä ¨õ ñòåïåíi ìîáiëüíîñòi âiäíîñíî ãåîäåçè÷íèõ
âiäîáðàæåíü.

Îñîáëèâó óâàãó ïðèäiëåíî âèâ÷åííþ ñïåöiàëüíèõ ãåîäåçè÷íèõ

âiäîáðàæåíü, ïðè ÿêèõ òåíçîð ϕij
def
= ϕi,j − ϕiϕj , óòâîðåíèé âåêòîðîì,

ùî çàäà¹ äàíå âiäîáðàæåííÿ, ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ìåòðè÷íèõ òåíçîðiâ
ãåîäåçè÷íî âiäïîâiäíèõ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ, òîáòî

B̄ḡij −Bgij = ϕij.

ßêùî â äåÿêié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìåòðèêà ðiìàíîâîãî ïðîñòîðó Vn ìîæå áóòè
çàïèñàíà â âèãëÿäi

ds2 =

p∑
α=1

∏ ′

β
|fβ − fα| ds2

α,

òî òàêó ìåòðèêó íàçèâàþòü ìåòðèêîþ Ëåâi-×èâiòè, à ñàì çàïèñ ds2 çàïèñîì â
ôîðìi Ëåâi-×èâiòè.

Òåíçîðíîþ îçíàêîþ òîãî, ùî ìåòðèêà ðiìàíîâîãî ïðîñòîðó Vn äîçâîëÿ¹
çàïèñ â ôîðìi Ëåâi-×èâiòè ¹ iñíóâàííÿ â íüîìó òåíçîðà aij(= aji 6= cgij) òà
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ôóíêöi¨ ϕ 6= const òàêèõ, ùî

aij,k = 2ϕ,kgij + ϕ,igjk + ϕ,jϕik.

Ïðè¹äíàíà ìåòðèêà ìà¹ ñòàëó êðèâèíó K, ÿêùî

ϕ,ij = −Kaij + Lgij,

òóò L � äåÿêà ñòàëà.

Öi ðîçðàõóíêè âåëèñü äëÿ ðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ. Ïîâåðòàþ÷èñü äî
ðîçãëÿäó ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ, âèíèêà¹ ìîæëèâiñòü âèâ÷åííÿ
ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ ç ñïåöiàëüíèì âèäîì âåêòîðà λi.

Ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið Vn, ùî äîçâîëÿ¹ íåòðèâiàëüíå ãåîäåçè÷íå
âiäîáðàæåííÿ, ïðè ÿêîìó âèêîíóþòüñÿ ðiâíÿííÿ:

λi,j = µgij +Baij,

äå B � äåÿêèé iíâàðiàíò, ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç Vn(B).

É. Ìiêåøåì, ÿêèé i ââiâ â ðîçãëÿä äàíèé òèï ïðîñòîðiâ, âñòàíîâëåíà
çàìêíóòiñòü ïðîñòîðiâ Vn(B) âiäíîñíî ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü, òîáòî
äîâåäåíî, ùî ÿêùî Vn(B) äîçâîëÿ¹ ãåîäåçè÷íå âiäîáðàæåííÿ íà äåÿêå V̄n, òî
V̄n ¹ ïðîñòîðîì V̄n(B̄).

Âðàõîâóþ÷è ñêàçàíå âèùå ïðî ïðîñòîðè Vn(B), ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè

Òåîðåìà 3.2.1 Ïñåâäîðiìàíoâi ïðîñòîðè Vn, ùî ìàþòü ñòåïiíü
ìîáiëüíîñòi âiäíîñíî íåòðèâiàëüíèõ ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü áiëüøå äâîõ,
¹ ïðîñòîðàìè Vn(B), B − const.

Âiäìiòèìî äåêiëüêà âëàñòèâîñòåé ïðîñòîðiâ Vn(B).

Òåîðåìà 3.2.2 Áóäü-ÿêå ãåîäåçè÷íå âiäîáðàæåííÿ ïñåâäîðiìàíîâîãî
ïðîñòîðó Vn(B), B /≡ 0, ¹ àáî íåòðèâiàëüíèì, àáî ãîìîòåòè÷íèì.

Òåîðåìà 3.2.3 ßêùî â ïñåâäîðiìàíîâîìó ïðîñòîði Vn(B) ñåðåä âåêòîðiâ
λi ¹ íåíóëüîâèé âåêòîð ñòàëî¨ äîâæèíè, òî òîäi B = 0.

Òåîðåìà 3.2.4 ßêùî â ïñåâäîðiìàíîâîìó ïðîñòîði Vn(B) ñåðåä
íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ λi ¹ âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíi, òî òîäi B = 0.

Äàëi ðîçãëÿíóòi ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ ç
óìîâàìè íà òåíçîð Ði÷÷i. Äîâåäåíî, ùî ÷îòèðèâèìiðíi ïðîñòîðè Åéíøòåéíà
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V4, âiäìiííi âiä ïðîñòîðiâ ñòaëî¨ êðèâèíè, íå äîçâîëÿþòü íåòðèâiàëüíi
ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ íà ïñåâäîðiìàíîâi ïðîñòîðè V̄4.

Òàêèì ÷èíîì, íàìè âèäiëåíèé ùå îäèí êëàñ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ,
îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíèõ âiäíîñíî íåòðèâiàëüíèõ ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü,
ÿêèìè ¹, íàïðèêëàä, ñèìåòðè÷íi, ðåêóðåíòíi, óçàãàëüíåíî ñèìåòðè÷íi i iíøi
ïðîñòîðè.

Ïîøèðþþ÷è ìåòîäè äîñëiäæåíü, ðîçðîáëåíi äëÿ âèâ÷åííÿ ãåîäåçè÷íèõ
âiäîáðàæåíü ÷îòèðèâèìiðíèõ ïðîñòîðiâ Åéíøòåéíà ñèãíàòóðè Ìiíêîâñüêîãî
íà Åéíøåéíîâi ïðîñòîðè âèùî¨ ðîçìiðíîñòi n > 4, Î.Ç. Ïåòðîâèì áóëà
âèñëîâëåíà ãiïîòåçà: ïðîñòîðè Åéíøòåéíà Vn (n > 4) ñèãíàòóðè Ìiíêîâñüêîãî,
âiäìiííi âiä ïðîñòîðiâ ñòàëî¨ êðèâèíè, íå äîçâîëÿþòü íåòðèâiàëüíèõ
ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü íà ïðîñòîðè Åéíøòåéíà òi¹¨ æ ñèãíàòóðè. Çà
äîïîìîãîþ êîíòðïðèêëàäó äîâåäåíà õèáíiñòü öi¹¨ ãiïîòåçè.

Â ÿêîñòi ïðèêëàäó ðîçãëÿíyòî ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ ïñåâäîðiìàíîâîãî
ïðîñòîðó V4, ÿêèé íàçèâàþòü ïðîñòîðîì Êàçíåðà

ds2 = dt2 − t2p1dx2 − t2p2dy2 − t2p3dz2.

Òóò p1, p2, p3 � öå òðè ÷èñëà, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì

p1 + p2 + p3 = 1, p2
1 + p2

2 + p2
3 = 1.

Îñêiëüêè ïðîñòið Êàçíåðà ¹ ïñåâäîðiìàíîâèì ïðîñòîðîì Åéíøòåéíà, òî âií
äîçâîëÿ¹ íåòðèâiàëüíi ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ ëèøå â âèïàäêó, êîëè ìà¹
ñòàëó êðèâèíó. Çíàéäåíî çàãàëüíi ðîçâ'ÿçêè ëiíiéíî¨ ôîðìè îñíîâíèõ ðiâíÿíü
òåîði¨ ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü.

Â ïàðàãðàôi 3.4 ðîçãëÿíóòi ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ ïñåâäîðiìàíîâèõ
ïðîñòîðiâ ç óìîâàìè íà òåíçîð Ðiìàíà.

Ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið Vn(n > 2) ç ìåòðè÷íèì òåíçîðîì gij íàçèâàþòü
ïðîñòîðîì êâàçiñòàëî¨ êðèâèçíè, ÿêùî éîãî òåíçîð Ðiìàíà Rh

ijk çàäîâîëüíÿ¹
óìîâàì:

Rhijk = α(ghjgik − ghkgij) + β(ψhψjgik − ψhψkgij + ψiψkghj − ψiψjghk),

äå Rhijk = gαhR
α
ijk; α, β � äåÿêi iíâàðiàíòè, à ψi � îäèíè÷íèé âåêòîð.

Ðîçâ'ÿçîê îñíîâíèõ ðiâíÿíü ëiíiéíî¨ ôîðìè òåîði¨ ãåîäåçè÷íèõ
âiäîáðàæåíü, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì

aij = ugij + vRij,
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íàçèâàþòü êàíîíi÷íèì.

Äîâåäåíî òåîðåìó:

Òåîðåìà 3.4.3. Ó ïñåâäîðiìàíîâîìó ïðîñòîði êâàçiñòàëî¨ êðèâèíè
íå iñíó¹ ðîçâ'ÿçêiâ îñíîâíèõ ðiâíÿíü ëiíiéíî¨ ôîðìè òåîði¨ ãåîäåçè÷íèõ
âiäîáðàæåíü, âiäìiííèõ âiä êàíîíi÷íèõ.

Ç íå¨ âèòiêà¹

Íàñëiäîê 3.4.1. Ñòåïiíü ìîáiëüíîñòi âiäíîñíî ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü
ïðîñòîðiâ êâàçiñòàëî¨ êðèâèçíè íå áiëüøå äâîõ.

Äëÿ ãàðìîíi÷íèõ ïðîñòîðiâ ìà¹ ìiñöå òåîðåìà

Òåîðåìà 3.4.6. Íå iñíó¹ ãàðìîíi÷íèõ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ
Vn(B), B − const, âiäìiííèõ âiä ïðîñòîðiâ Åéíøòåéíà.

Â ï'ÿòîìó ïàðàãðàôi öüîãî ðîçäiëó âèâ÷åíi ïðîñòîðè, â ÿêèõ
ïðè ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåííÿõ çáåðiãàþòüñÿ âiäïîâiäíi îá'¹êòè. Îá'¹êò,
îá÷èñëåíèé â ïñåâäîðiìàíîâîìó ïðîñòîði Vn, íàçèâàþòü iíâàðiàíòíèì
âiäíîñíî ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü, ÿêùî âií äîðiâíþ¹ àíàëîãi÷íîìó îá'¹êòó,
îá÷èñëåíîìó â ïñåâäîðiìàíîâîìó ïðîñòîði V̄n, ïðè÷îìó Vn äîçâîëÿ¹ ãåîäåçè÷íå
âiäîáðàæåííÿ íà V̄n.

Äîâåäåíà òåîðåìà äîçâîëÿ¹ ñôîðìóëþâàòè íàñëiäîê

Íàñëiäîê 3.5.1. ßêùî ïðè ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåííÿõ ïñåâäîðiìàíîâîãî
ïðîñòîðó çáåðiãà¹òüñÿ òåíçîð Ðiìàíà, êîíöèðêóëÿðíî¨ êðèâèíè, Ði÷÷i,
Åéíøòåéíà, åíåðãi¨-iìïóëüñà, Áðiíêìàíà, òî òàêèé ïðîñòið ¹ ïðîñòîðîì
Vn(B).

Ìà¹ ìiñöå

Òåîðåìà 3.5.3. ßêùî ïðè ãåîäåçè÷íîìó âiäîáðàæåíi ïñåâäîðiìàíîâîãî
ïðîñòîðó Vn çáåðiãà¹òüñÿ êîâàðiàíòíà ïîõiäíà òåíçîðà Âåéëÿ òî, öå àáî
ïðîñòið ñòàëî¨ êðèâèíè, àáî â íüîìó âèêîíóþòüñÿ óìîâè{

ϕαλαi =
1
τϕi

ϕαaαi = (n− 1)
2
τϕi

Íàâåäåíî óìîâè, ÿêèì çàäîâîëüíÿþòü ïñåâäîðiìàíîâi ïðîñòîðè, â ÿêèõ ïðè
ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåííÿõ çáåðiãàþòüñÿ âíóòðiøíi òåíçîðè, ¨õ êîâàðiàíòíi
ïîõiäíi òà iíøi âëàñòèâîñòi.
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Äëÿ îòðèìàííÿ ðåçóëüòàòiâ â öiëîìó ïðè ïåðåõîäi âiä ëîêàëüíèõ òåîðåì,
çàñòîñîâóþòü òðè îñíîâíèõ ìåòîäè:

”
òåõíiêó Áîõíåðà“, ìåòîä Øâåöÿ òà

òåîðåìó Îáàòè. Êîæåí iç öèõ ìåòîäiâ, ìîäèôiêîâàíèé äëÿ òåîði¨ ãåîäåçè÷íèõ
âiäîáðàæåíü, çàñòîñîâàíî äî ïðîñòîðiâ Vn(B). Ó âñiõ âèïàäêàõ äîâåäåíi

”
òåîðåìè çíèêíåííÿ“, òîáòî ïîêàçàíî, ùî òàêi ïðîñòîðè íå äîçâîëÿþòü
íåòðèâiàëüíèõ ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü

”
â öiëîìó“, a caìå

Òåîðåìà 3.6.1. Íå iñíó¹ êîìïàêòíèõ îði¹íòîâàíèõ ïðîñòîðiâ
Vn(B), B − const, äëÿ ÿêèõ

Bλαλ
α ≥ 0.

Òåîðåìà 3.6.3. Êîìïàêòíi ðiìàíîâi ïðîñòîðè Vn(B), B − const, íå
äîçâîëÿþòü íåòðèâiàëüíi ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ íà ïðîñòîðè V̄n, ìåòðèêà
ḡij ÿêèõ ìà¹ âiäìiííó ñèãíàòóðó âiä ñèãíàòóðè ìåòðèêè gij, çà óìîâè, ùî
ìåòðè÷íi òåíçîðè â óñiõ âiäïîâiäíèõ òî÷êàõ Vn i V̄n îäíî÷àñíî çâîäÿòüñÿ äî
äiàãîíàëüíîãî âèäó.

Òåîðåìà 3.6.6. Íå iñíó¹ ïîâíèõ çâ'ÿçíèõ ðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ
Vn(B), B = const < 0, âiäìiííèõ âiä ïðîñòîðiâ ñòàëî¨ êðèâèíè.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi
”
Ôóíäàìåíòàëüíi âiäîáðàæåííÿ

ñïåöiàëüíèõ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ“ ðîçãëÿíóòi ñïåöiàëüíi
ôóíäàìåíòàëüíi âiäîáðàæåííÿ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ ïðè äåÿêèõ
êîíêðåòíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ. Çà α

1
= 1; α

2
= 0; α

3
= 1, aij = −gij,

ôóíäàìåíòàëüíi âiäîáðàæåííÿ ñòàþòü êîíôîðìíèìè.

Êîíôîðìíèì âiäîáðàæåííÿì íàçèâàþòü âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íó
âiäïîâiäíiñòü ìiæ òî÷êàìè ïðîñòîðiâ Vn i V̄n òàêy, ùî

ḡij(x) = e2σ(x)gij(x),

òóò σ - äåÿêà ôóíêöiÿ.

Ïðîñòið Vn íàçèâàþòü êîíôîðìíî-çâiäíèì, ÿêùî éîãî ìåòðèêà â äåÿêié
ãîëîíîìíié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìà¹ âèãëÿä

ds2 = σ2
r∑

k=1

ds2
k,

äå ds2
k âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê êâàäðàòè÷íà ôîðìà ïðîñòîðó Vmk

(m1+m2+. . .+mr =
n), r > 1, à σ = σ(x1, x2, . . . , xn) � äåÿêèé iíâàðiàíò.
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Kîëè r = 2, òîáòî
ds2 = σ2(ds2

1 + ds2
2),

òóò êâàäðàòè÷íi ôîðìè

ds2
1 = gi1j1(x

1, x2, . . . , xp)dxi1dxj1 (i1, j1 = 1, 2, . . . , p),

ds2
2 = gi2j2(x

p+1, xp+2, . . . , xn)dxi2dxj2 (i2, j2 = p+ 1, p+ 2, . . . , n),

òî öåé âèïàäîê íàçèâàþòü îñíîâíèì òèïîì.

Äîâåäåíî

Òåîðåìà 4.1.1. Êîíôîðìíî-ïëàñêi êîíôîðìíî çâiäíi îñíîâíîãî òèïó
ïñåâäîðiìàíîâi ïðîñòîðè õàðàêòåðèçóþòüñÿ óìîâàìè

Rhijk = σhkgij − σhjgik + σijghk − σikghj +
2

n
Ω
2

(ghkgij − ghjgik).

Â ïàðàãðàôi 4.2 âèâ÷àþòüñÿ êîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ íà ïðîñòîðè
Åéíøòåéíà. Ïèòàííÿ ïðî òå, ÷è äîçâîëÿ¹ Vn (n > 2) êîíôîðìíå
âiäîáðàæåííÿ íà äåÿêèé ïðîñòið Åéíøòåéíà, áóëî çâåäåíî Ã. Áðiíêìàíîì
äî ïðîáëåìè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêî¨ íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü òèïó Êîøi âiäíîñíî (n+1) íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨. Oñíîâíà ñèñòåìà çâåäåíà
äî ëiíiéíî¨ ñèñòåìè, çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ âäàëîñü îöiíèòè ñòåïiíü ïàðàìåòðè÷íî¨
äîâiëüíîñòi r â ðîçâ`ÿçêó âêàçàíî¨ çàäà÷i, â íàøié òåðìiíîëîãi¨ � ñòåïiíü
ìîáiëüíîñòi ïñåâäîðiìàíîâîãî ïðîñòîðó âiäíîñíî êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü
íà ïðîñòîðè Åéíøòåéíà. Òîáòî, ÿêùî ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið Vn äîçâîëÿ¹
êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ íà ïðîñòið Åéíøòåéíà Vn òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
â Vn iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
â êîâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ òèïó Êîøi âiäíîñíî iíâàðiàíòiâ u(x), s(x)(> 0) i
âåêòîðó si(x):

(à) s,i = si; (á) si,j = sLij + u gij; (â) u,i = sαL
α
i ;

äå Lij =
1

n− 2
(Rij −

R

2(n− 1)
gij), Lαi = gαβLiβ.

Öi ðiâíÿííÿ íàçèâàþòü îñíîâíîþ ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü òåîði¨
êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü íà ïðîñòîðè Åéíøòåéíà.

Òåîðåìà 4.2.1. ßêùî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îñíîâíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü òåîði¨ êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü íà ïðîñòîðè Åéíøòåéíà ó Vn
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çàëåæèòü âiä r = n − 1 iñòîòíèõ ïàðàìåòðiâ, òî òåíçîð êîíôîðìíî¨
êðèâèíè ìà¹ âèãëÿä:

Chijk = ε(ahbi − aibh)(ajbk − akbj),

äå ε = ±1 i ai, bi � äåÿêi íåêîëiíåàðíi âåêòîðè.

Òåîðåìà 4.2.2. Äëÿ íåêîíôîðìíî ïëàñêèõ ðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ Vn
(n ≥ 4) ðîçâ'ÿçîê îñíîâíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü òåîði¨ êîíôîðìíèõ
âiäîáðàæåíü íà ïðîñòîðè Åéíøòåéíà çàëåæèòü íå áiëüøå íiæ âiä (n − 2)
iñòîòíèõ ïàðàìåòðiâ.

Òåîðåìà 4.2.3. Ïñåâäîðiìàíîâèé ïðîñòið Vn äîçâîëÿ¹ êîíôîðìíå
âiäîáðàæåííÿ íà ïðîñòið Åéíøòåéíà ç äîâiëüíiñòþ r = n−1, òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ óìîâè

Chijk = ε(ahbi − aibh)(ajbk − akbj),

ïðè÷îìó:

ai,j = −ciaj + ai
1
ξ
j

+ bi
2
ξ
j
;

bi,j = −cibj + ai
3
ξ
j

+ bi
4
ξ
j
;

ci,j = −cicj + ai
5
ξ
j

+ bi
6
ξ
j

+ Lij +
1

2
cαcαgij;

äå ci,
τ

ξ
i
, τ = 1, . . . , 6 � äåÿêi âåêòîðè, à òåíçîð Pijk ìà¹ âèä:

Pijk = ε(Abi −Bai)(ajbk − akbj).

Àíàëiç îñíîâíèõ ðiâíÿíü äîçâîëèâ äîâåñòè íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

Teopeìa 4.2.4. ßêùî ñòåïiíü ìîáiëüíîñòi ïñåâäîðiìàíîâîãî ïðîñòîðó
Vn âiäíîñíî êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü íà ïðîñòîðè Åéíøòåéíà áiëüøå
îäèíèöi, òî ïðîñòið Åéíøòåéíà äîçâîëÿ¹ êîíöèðêóëÿðíå âåêòîðíå ïîëå.

Teopeìa 4.2.5. Ñòåïiíü ìîáiëüíîñòi ïñåâäîðiìàíîâîãî ïðîñòîðó Vn
âiäíîñíî êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü íà ïðîñòîðè Åéíøòåéíà íà îäèíèöþ
áiëüøà âiä êiëüêîñòi ëiíiéíî íåçàëåæíèõ êîíöèðêóëÿðíèõ âåêòîðíèõ ïîëiâ,
ùî ¨õ äîçâîëÿ¹ ïðîñòið Åéíøòåéíà.

Teopeìa 4.2.6. Ñåðåä ïðîñòîðiâ äðóãî¨ ëàêóíàðíîñòi âiäíîñíî
êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü íà ïðîñòîðè Åéíøòåéíà íå ìîæå áóòè ïðîñòîðiâ
Åéíøòåéíà.
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Öå, â ñâîþ ÷åðãó, çðîáèëî ìîæëèâèì ïîáóäóâàòè ïîâíó êàðòèíó ðîçïîäiëó
âêàçàíèõ ñòåïåíiâ òà êëàñèôiêóâàòè ïñåâäîðiìàíîâi ïðîñòîðè, ùî äîçâîëÿþòü
êîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ íà ïðîñòîðè Åéíøòåéíà.

Â ïàðàãðàôi 4.3 ðîçãëÿíóòi êîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ iç çáåðåæåííÿì
ñïåöiàëüíèõ òåíçîðiâ. Ñåðåä êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü âèäiëÿþòü ñïåöiàëüíèé
òèï âiäîáðàæåíü, ÿêi çáåðiãàþòü ãåîäåçè÷íi êîëà.

Îçíà÷åííÿ 4.3.1. Êðèâà â ïñåâäîðiìàíîâîìó ïðîñòîði Vn íàçèâà¹òüñÿ
ãåîäåçè÷íèì êîëîì, ÿêùî äëÿ íå¨ ïåðøà êðèâèíà ¹ ñòàëîþ, à äðóãà òîòîæíî
äîðiâíþ¹ íóëþ.

Îçíà÷åííÿ 4.3.2. Êîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ ïñåâäîðiìàíîâîãî ïðîñòîðó
Vn, ïðè ÿêèõ çáåðiãàþòüñÿ ãåîäåçè÷íi êîëà, òîáòî êîæíå ãåîäåçè÷íå êîëî
ïðîñòîðó Vn ïåðåõîäèòü ó ãåîäåçè÷íå êîëî êîíôîðìíîãî äî íüîãî V̄n,
íàçèâàþòü êîíöèðêóðÿðíèìè âiäîáðàæåííÿìè.

Äîâåäåíî ùî, ÿêùî ïðè êîíôîðìíîìó âiäîáðàæåííi ïñåâäîðiìàíîâèõ
ïðîñòîðiâ Vn çáåðiãà¹òüñÿ òåíçîð Zij,

Zij = Rij −B(n− 1)gij,

òî ïðè íüîìó çáåðiãàþòüñÿ i ãåîäåçè÷íi êîëà.

Ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið Vn, âiäìiííèé âiä ïðîñòîðó ñòàëî¨ êðèâèíè,
íàçèâàþòü ìàéæå åéíøòåéíîâèì i ïîçíà÷àþòü ÷åðåç Mn, ÿêùî â íüîìó
âèêîíóþòüñÿ óìîâè

Eij = uiuj,

äå Eij
def
= Rji −

R

n
gij � òåíçîð Åéíøòåéíà.

Ç îñòàííüîãî âèòiêà¹, ùî ìàéæå åéíøòåéíîâi ïðîñòîðè Mn ¹ çàìêíóòèìè
âiäíîñíî êîíöèðêóëÿðíèõ âiäîáðàæåíü, òîáòî, ÿêùî ìàéæå åéíøòåéíiâ
ïðîñòið Mn äîçâîëÿ¹ êîíöèðêóëÿðíå âiäîáðàæåííÿ íà ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið
V̄n , òî V̄n - òàêîæ ìàéæå åéíøòåéíiâ ïðîñòið.

Ñâîãî ÷àñó ïåðåä äîñëiäíèêàìè, ùî ïðàöþâàëè â òåîði¨ ãåîäåçè÷íèõ
âiäîáðàæåíü, ñòàëî ïèòàííÿ ïðî êiëüêiñòü ïðîñòîðiâ, ùî äîçâîëÿþòü
íåòðèâiàëüíi ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ. Âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ ñâî¨ìè
äîñëiäæåííÿìè äàâ Í.Ñ. Ñèíþêîâ, ïîáóäóâàâøè íåñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü
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ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ, ùî çíàõîäÿòüñÿ â íåòðèâiàëüíié ãåîäåçè÷íié
âiäïîâiäíîñòi.

Íåõàé ïñåâäîðiìàíîâèé ïðîñòið Vn äîçâîëÿ¹ íåòðèâiàëüíå ãåîäåçè÷íå
âiäîáðàæåííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ âåêòîðó ϕi, íà ïðîñòið V̄n. Ðîçãëÿäàòèìåìî aij

ÿê ìåòðè÷íèé òåíçîð ïñåâäîðiìàíîâîãî ïðîñòîðó
1

V
n
:

aij
def
=

1

g
ij
.

Ìåòðè÷íèé òåíçîð
1

V̄
n
ïîáóäó¹ìî òàêèì ÷èíîì

1

ḡ
ij

= e2ϕgij,

òîáòî, âñòàíîâèìî êîíôîðìíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ïðîñòîðàìè Vn i
1

V̄
n
, ÿêà

âiäïîâiäà¹ òîìó æ âåêòîðíîìó ïîëþ ϕi.

Oçíà÷åííÿ 4.4.1. Çàêîí, ùî çàäà¹òüñÿ íàâåäåíèìè âèùå ôîðìóëàìè,
ÿêèé ïåðåâîäèòü ïàðó ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ Vn i V̄n, äëÿ ÿêèõ iñíó¹
íåòðèâiàëüíå ãåîäåçè÷íå âiäîáðàæåííÿ, ùî çâ'ÿçó¹ ¨õ, â iíøó ïàðó ïðîñòîðiâ

1

Vn i
1

V̄n , ïîâ'ÿçàíèõ òèì æå âiäîáðàæåííÿì, íàçèâàþòü iíâàðiàíòíèì
ïåðåòâîðåííÿì ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ iç çáåðåæåííÿì ãåîäåçè÷íèõ.

Äîâåäåío òåîðåìy

Òåîðåìà 4.4.1. ßêùî ïñåâäîðiìàíîâi ïðîñòîðè Vn i V̄n çíàõîäÿòüñÿ
â íåòðèâiàëüíié ãåîäåçè÷íié âiäïîâiäíîñòi çi çáåðåæåííÿì òåíçîðà

Åéíøòåéíà, òî â ïðîñòîði
1

V̄n, îòðèìàíîìó iíâàðiàíòíèì ïåðåòâîðåííÿì
çi çáåðåæåííÿì ãåîäåçè÷íèõ, iñíó¹ òåíçîð Pij, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì

P
ij

1
,̄k

=
R̄, k

n(n− 1)
ḡij + ( R

n(n− 1)
− ρ)e−2ϕ(2ϕk

1

ḡ
ij

+

+ϕi
1

ḡ
jk

+ ϕj
1

ḡ
ik

)− e−2ϕ(R, k − ρk − 2Pαkϕ
α)

1

ḡ
ij

Ó òåîði¨ ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ ïåðåäáà÷à¹òüñÿ
òàêà âiäïîâiäíiñòü ìiæ ¨õ òî÷êàìè, ïðè ÿêié êîæíà ãåîäåçè÷íà ëiíiÿ îäíîãî
ïðîñòîðó ïåðåõîäèòü òî÷íî â ãåîäåçè÷íó iíøîãî.

Ó ïàðàãðàôi 4.5 ðîçãëÿäàþòüñÿ òàêi íåñêií÷åííî ìàëi äåôîðìàöi¨
ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ, ïðè ÿêèõ êîæíà éîãî ãåîäåçè÷íà ïåðåõîäèòü
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â ãåîäåçè÷íó äåôîðìîâàíîãî ïðîñòîðó ç äåÿêîþ êîíòðîëüîâàíîþ òî÷íiñòþ.
Òàêèé ïiäõiä, ÿêùî ìàòè íà óâàçi ïðèêëàäíi ïèòàííÿ ìîäåëþâàííÿ, ìîæå
âèÿâèòèñÿ òàêèì, ùî íàâiòü áiëüøå âiäïîâiäà¹ ðåàëüíèì ôiçè÷íèì ïîäiÿì,
ÿêi âèíèêàþòü â ãðàâiòàöiéíîìó àáî åëåêòðîìàãíiòíîìó ïîëi, ïðè ðåàëüíîìó
ðóñi äåÿêî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè.

Íåñêií÷åííî ìàëi äåôîðìàöi¨ Vn íàçèâàòèìåìî ãåîäåçè÷íèìè, ÿêùî ïðè
öèõ äåôîðìàöiÿõ çáåðiãàþòüñÿ ãåîäåçè÷íi ëiíi¨ Vn.

Ìà¹ ìiñöå

Òåîðåìà 4.5.1. Äëÿ òîãî, ùîá ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið Vn äîçâîëÿâ
íåñêií÷åííî ìàëi ãåîäåçè÷íi äåôîðìàöi¨, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá â íüîìy
iñíóâàâ ñèìåòðè÷íèé òåíçîð hij, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿì

hij,k = 2ψkgij + ψigjk + ψjgik

ïðè äåÿêîìó ãðàäi¹íòíîìó âåêòîði ψi.

Öå äîçâîëÿ¹ çàñòîñóâàòè ðîçðîáëåíi âèùå ìåòîäè äëÿ äîñëiäæåííÿ
íåñêií÷åííî ìàëèõ ãåîäåçè÷íèõ äåôîðìàöié ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ.

Ïîòîêîì Ði÷÷i íàçèâàþòü ñiìåéñòâî ìåòðèê íà ìíîãîâèäi M òàêå, ùî
d

dt
gt = −2Ric(gt),

äå Ric(g) � òåíçîð Ði÷÷i ìåòðèêè g.

Ç ñàìîïîäiáíèì ðîçâ'ÿçêîì öüîãî ðiâíÿííÿ, ÿêå ìà¹ íàçâó ðiâíÿííÿ
Ãàìiëüòîíà, ïîâ'ÿçàíå ïîíÿòòÿ ñîëiòîíà Ði÷÷i ÿê ìåòðèêè, ùî çàäîâîëüíÿ¹
ðiâíÿííÿì

−2Rico = LXo
go + 2λgo

äëÿ äåÿêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Xo íà M , ïîõiäíî¨ Ëi LXo
ïî âiäíîøåííþ äî Xo

i ñòàëî¨ λ.

Ïiä ñîëiòîíîì ðîçóìiþòü òðiéêó: ìåòðèêó g, âåêòîðíå ïîëå Xo òà ñòàëó
λ. Âåêòîðíå ïîëå Xo íàçèâàþòü çàäàþ÷èì ñîëiòîí-âåêòîðîì. ßêùî çàäàþ÷èé
âåêòîð ãðàäi¹íòíèé, òî ãðàäi¹íòíèì íàçèâàþòü i ñîëiòîí.

Ïàðàãðàô 4.6 ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åííþ ãðàäi¹íòíèõ ñîëiòîíiâ â
ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðàõ.
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Äîâåäåío òåîðåìè

Òåîðåìà 4.6.1. Â ïñåâäîðiìàíîâîìó ïðîñòîði Vn ç çàäàþ÷èì ñîëiòîí-
âåêòîðîì ñòàëî¨ äîâæèíè ñêàëÿðíà êðèâèíà ñòàëà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
ñîëiòîí ñòiéêèé.

Òåîðåìà 4.6.2. ßêùî â åêâiäiñòàíòíîìó ïñåâäîðiìàíîâîìó ïðîñòîði
Vn iñíó¹ ãðàäi¹íòíèé çàäàþ÷èé ñîëiòîí âåêòîð, òî àáî âií êîëiíåàðíèé
êîíöèðêóëÿðíîìó, àáî êîíöèðêóëÿðíå âåêòîðíå ïîëå ¹ êîâàðiàíòíî ñòàëèì.

Òåîðåìà 4.6.4. ßêùî â ïñåâäîðiìàíîâîìó ïðîñòîði Vn iñíó¹ áiëüøå íiæ
îäíå ñóòò¹âå ãðàäi¹íòíe âåêòîðíå ïîëå, ùî çàäà¹ ñîëiòîí Ði÷÷i, òî öåé
ïðîñòið åêâiäiñòàíòíèé.

Öå äîçâîëÿ¹ ñôîðìóëþâàòè íàñëiäîê

Íàñëiäîê 4.6.1. Ñòàëà λ îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ äëÿ ïñåâäîðiìàíîâèõ
ïðîñòîðiâ Vn, âiäìiííèõ âiä ãàðìîíiéíèõ, ùî äîçâîëÿþòü ñîëiòîíè Ði÷÷i.

Îñêiëüêè äîäàòêîâi ñòðóêòóðè ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ â îñíîâíîìó
ìàþòü âëàñòèâiñòü íå äîçâîëÿòè ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü, äîñëiäíèêè
çâåðòàëèñü äî ðiçíîãî ðîäó óçàãàëüíåíü.

Íàéáiëüø âiäîìîþ ç íèõ ¹ òåîðiÿ ãîëîìîðôíî-ïðîåêòèâíèõ âiäîáðàæåíü
êåëåðîâèõ ïðîñòîðiâ, òîáòî âiäîáðàæåíü, ïðè ÿêèõ çáåðiãàþòüñÿ àíàëiòè÷íî
ïëàíàðíi êðèâi i êîìïëåêñíi ñòðóêòóðè êåëåðîâîãî ïðîñòîðó.

Â ï'ÿòîìó ðîçäiëi
”
Ãîëîìîðôíî-ïðîåêòèâíi âiäîáðàæåííÿ“

âèâ÷àþòüñÿ âiäîáðàæåííÿ êåëåðîâèõ ïðîñòîðiâ. Êåëåðîâèì ïðîñòîðîì Kn

(n = 2N) íàçèâà¹òüñÿ ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið ç ìåòðè÷íèì òåíçîðîì gij(x),
ó ÿêîìó iñíó¹ ñòðóêòóðà F h

i (x), ùî çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿì:

F h
αF

α
i = −δhi ; F(ij) = 0; F h

i,j = 0,

äå Fij ≡ giαF
α
j , êîìà � çíàê êîâàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨ ïî çâ'ÿçíîñòi Kn.

Ðîçãëÿíóòi ñïåöiàëüíi êåëåðîâi ïðîñòîðè ç ïðèéíÿòîþ äëÿ
ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ ñïåöiàëiçàöi¹þ ïî äâîõâàëåíòíèõ òåíçîðàõ.
Äîâåäåíî òåîðåìè:

Òåîðåìà 5.1.2. Êîíôîðìíî-ãàðìîíiéíi êåëåðîâi ïðîñòîðè CMn (n > 3)
¹ ði÷÷i-ñèìåòðè÷íèìè.
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Òåîðåìà 5.1.3 Áîõíåð-ãàðìîíiéíi ïðîñòîðè BMn íåñòàëî¨ ñêàëÿðíî¨
êðèâèíè i òiëüêè âîíè ¹ ïðîñòîðàìè L∗n.

Òîáòî êåëåðîâèì ïðîñòîðîì, òåíçîð Ði÷÷i ÿêîãî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi:

Rij,k = akgij + b(igj)k + b(̄igj̄)k,

äå ai òà bi � äåÿêi íåíóëüîâi êîâåêòîðè.

Ó ïàðàãðàôi 5.2 ðîçãëÿíóòi ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ ñïåöiàëüíèõ
êåëåðîâèõ ïðîñòîðiâ. Ç äîñëiäæåíü É. Ìiêåøa ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü
êåëåðîâèõ ïðîñòîðiâ âèòiêà¹, ùî âåêòîð λi ïîðîäæó¹ çáiæíå âåêòîðíå ïîëå,
òîáòî ìàþòü ìiñöå óìîâè

λi,j = µgij,

äå µ− const.

Íàìè äîâåäåíî, ùî Áîõíåð-ãàðìîíiéíi ïðîñòîðè L∗n äîçâîëÿþòü
íåòðèâiàëüíi ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ íà ïñåâäîðiìàíîâi ïðîñòîðè.

Àíàëiòè÷íî ïëàíàðíîþ êðèâîþ L êåëåðîâîãî ïðîñòîðó íàçèâàþòü êðèâó,
çàäàíó ðiâíÿííÿìè xh = xh(t) òàêó, ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

dξh

dt
+ Γhαβξ

αξβ = ρ1(t)ξ
h + ρ2(t)F

h
αξ

α,

äå ξh ≡ dxh

dt
, ρ1, ρ2 - ôóíêöi¨ àðãóìåíòó t. Äèôåîìîðôiçì γ ìiæ

òî÷êàìè êåëåðîâèõ ïðîñòîðiâ Kn i K̄n íàçèâà¹òüñÿ ãîëîìîðôíî-ïðîåêòèâíèì
âiäîáðàæåííÿì, ÿêùî êîæíà àíàëiòè÷íî ïëàíàðíà êðèâà Kn ïåðåõîäèòü â
àíàëiòè÷íî ïëàíàðíó êðèâó K̄n.

Ìàþòü ìiñöå òåîðåìè

Òåîðåìà 5.3.1. ßêùî êåëåðîâèé ïðîñòið Kn äîçâîëÿ¹ êîíöèðêóëÿðíi
âiäîáðàæåííÿ i âåêòîð υi, âiäìiííèé âiä êîâàðiàíòíî ñòàëîãî, òî âîíî
äîçâîëÿ¹ i íåòðèâiàëüíi ãîëîìîðôíî-ïðîåêòèâíi âiäîáðàæåííÿ.

Òåîðåìà 5.3.2. ßêùî êåëåðîâèé ïðîñòið Kn äîçâîëÿ¹ ãåîäåçè÷íå
âiäîáðàæåííÿ çi çáåðåæåííÿì òåíçîðà Åéíøòåéíà i âåêòîð λi � âiäìiííèé
âiä êîâàðiàíòíî ñòàëîãî, òî Kn äîçâîëÿ¹ i íåòðèâiàëüíi ãîëîìîðôíî-
ïðîåêòèâíi âiäîáðàæåííÿ.



30

Âðàõîâóþ÷è ¨õ, ïåðåêîíàëèñü â ñïðàâåäëèâîñòi íàñëiäêó:

Íàñëiäîê 5.3.1. ßêùî êåëåðîâèé ïðîñòið Kn äîçâîëÿ¹ íåòðèâiàëüíi
ãîëîìîðôíî-ïðîåêòèâíi âiäîáðàæåííÿ çi çáåðåæåííÿì òåíçîðà Åéíøòåéíà,
òî Kn � ïðîñòið ñòaëî¨ ñêàëÿðíî¨ êðèâèíè.

Òàêèì ÷èíîì, ìåòîäè, ÿêi ðîçðîáëåíi â òåîði¨ âiäîáðàæåíü
ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ, ïåðåíåñåíi â òåîðiþ ãîëîìîðôíî-ïðîåêòèâíèõ
âiäîáðàæåíü êåëåðîâèõ ïðîñòîðiâ.

Îòæå ó ï'ÿòîìó ðîçäiëi ïîêàçàíî, ùî âèäiëåíi â òåîði¨ ïñåâäîðiìàíîâèõ
ïðîñòîðiâ òèïè ñïåöiàëüíèõ ïðîñòîðiâ çâîäÿòüñÿ äî îäíîãî òèïó i òàêà
ñïåöiàëiçàöiÿ ¹ íåeôåêòèâíîþ. Çàïðîïîíîâàíèé íîâèé àíàëîãi÷íèé ñïîñiá
ðîçáèòòÿ íà ñïåöiàëüíi êëàñè êåëåðîâèõ ïðîñòîðiâ ç óðàõóâàííÿì êîìïëåêñíî¨
ñòðóêòóðè. Äîñëiäæåíî ãîëîìîðôíî-ïðîåêòèâíi âiäîáðàæåííÿ ñïåöiàëüíèõ
êåëåðîâèõ ïðîñòîðiâ ç îáìåæåííÿìè íà òåíçîð Áîõíåðà, Ði÷÷i, Ðiìàíà.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Òàêèì ÷èíîì, äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà âèâ÷åííþ âiäîáðàæåíü
(êîíôîðìíèõ, ãåîäåçè÷íèõ, ãîëîìîðôíî-ïðîåêòèâíèõ) ñïåöiàëüíèõ
ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ. Îñó÷àñíåííÿ òåíçîðíèõ ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ
äîçâîëèëî ïî-íîâîìó ïîãëÿíóòü íà êëàñè÷íi ãåîìåòðè÷íi çàäà÷i.

Ìàþ÷è äîâãó iñòîðiþ, òåîðiÿ âiäîáðàæåíü îòðèìàëà íîâå äèõàííÿ çàâäÿêè
òåíçîðíèì ìåòîäàì äîñëiäæåííÿ. Ââåäåíå ñòî ðîêiâ òîìó ïîíÿòòÿ àôiííî¨
çâ'ÿçíîñòi, äîçâîëèëî ïî íîâîìó ïîãëÿíóòü íà êëàñè÷íi ãåîìåòðè÷íi çàäà÷i.

Ìîäèôiêóþ÷è ìåòîäèêó Íîðäåíà, çíàéäåíî ôîðìóëè, ùî ïîâ'ÿçóþòü
îñíîâíi òåíçîðè, òåíçîð äåôîðìàöi¨, òåíçîð Ðiìàíà, òåíçîð Ði÷÷i òà ¨õ
ïåðøi i äðóãi êîâàðiàíòíi ïîõiäíi äëÿ ïðîñòîðiâ An òà Ān, ÿêi ïîâ'ÿçàíi
çàäàíèì âiäîáðàæåííÿì. Â öèõ ôîðìóëàõ ïðèñóòíi ÿê îá'¹êòè An, òàê i
Ān ç êîâàðiàíòíèìè ïîõiäíèìè ïî âiäïîâiäíèõ çâ'ÿçíîñòÿõ. Äëÿ ñïðîùåííÿ,
ââåäåíå ïîíÿòòÿ óêîðî÷åíîãî âiäîáðàæåííÿ i éîãî ñïåöiàëüíîãî âèïàäêó �
ïîëîâèííîãî âiäîáðàæåííÿ. Çâ'ÿçíiñòü, ÿêà âèïëèâà¹ ïðè ïîëîâèííîìó
âiäîáðàæåííi, íàçâàíà ñåðåäíüîþ.
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Ïîïåðåäíi ôîðìóëè ïðè ïåðåõîäi äî êîâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ â ñåðåäíié
çâ'ÿçíîñòi çíà÷íî ñïðîùóþòüñÿ.

Íà ïðèêëàäi âiäîáðàæåííÿ, ùî çáåðiãà¹ òåíçîð Âåéëÿ, ïîêàçàíî, ÿê çàäà÷i
òàêîãî òèïó çâîäÿòüñÿ äî ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

×åðåç çíà÷íi òåõíi÷íi òðóäíîùi ëîêàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ òàêîãî òèïó
âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü ñïåöiàëiçàöi¨ ïðîñòîðiâ àáî âiäîáðàæåíü.

Äîâåäåíî, ÿê âïëèâà¹ íà õàðàêòåð âiäîáðàæåííÿ îáìåæåííÿ íà âíóòðiøíi
îá'¹êòè ïðîñòîðiâ àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi An. À ñàìå, ÿêùî â äâîõ ïðîñòîðàõ
àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi An òà Ān ñïiâïàäàþòü çíà÷åííÿ òåíçîðiâ Ðiìàíà R1

223 òà
R̄1

223, òî âiäîáðàæåííÿ çà íåîáõiäíiñòþ íàáóâàþòü ñïåöiàëüíîãî õàðàêòåðó.

Äàëi ðîçãëÿíóòi ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó òèïó
Êîøi.

Âiäìi÷åíà ìîæëèâiñòü òà îñîáëèâîñòi âèêîðèñòàííÿ òîòîæíîñòi Ði÷÷i â
ÿêîñòi óìîâ iíòåãðóâàííÿ âêàçàíèõ ñèñòåì.

Ââåäåíî ïîíÿòòÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ âiäîáðàæåíü. ßêùî α
1

= 1, à α
2

= α
3

= 0, òî ôóíäàìåíòàëüíi âiäîáðàæåííÿ ñòàþòü ãåîäåçè÷íèìè, òîáòî ïðè íèõ
çáåðiãàþòüñÿ ãåîäåçè÷íi ëiíi¨.

Ðîçãëÿíóòi ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðiâ àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi íà
ïñåäîðiìàíîâi ïðîñòîðè.

Äîâåäåíî, ùî âèâ÷åííÿ ãåîäåçè÷íèõ ïðîñòîðiâ àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi íà
ïñåâäîðiìàíîâi ïðîñòîðè ìîæíà ñêîðîòèòè i çâåñòè äî ðîçãëÿäó ãåîäåçè÷íèõ
âiäîáðàæåíü åêâiàôiííèõ ïðîñòîðiâ íà ïñåâäîðiìàíîâi ïðîñòîðè.

An −→ Vn
↘ ↗

EAn

Ðèñ.1. Ïðèíöèïîâà ñõåìà ãåîäåçè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðó àôiííî¨ çâ'ÿçíîñòi íà

ïñåâäîðiìàíiâ ïðîñòið.

Ñïåöiàëiçàöiÿ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ, ÿê çàñiá ââåäåííÿ äîäàòêîâèõ
îáìåæåíü â ïåðåâèçíà÷åíi ñèñòåìè ðiâíÿíü, ìà¹ äâà îñíîâíèõ äæåðåëà.
Ïî-ïåðøå, öå ãåîìåòðè÷íi óìîâè îá'¹êòiâ, ùî äîñëiäæóþòüñÿ, ïî-äðóãå, öå
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òåõíîëîãi÷íi ìîæëèâîñòi ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ. Âðàõîâóþ÷è öi çàñîáè òà
ìàþ÷è íà óâàçi äîñëiäæåííÿ âiäîáðàæåíü, çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ñïåöiàëiçàöi¨
ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ çà òèïîì âíóòðiøíiõ îá'¹êòiâ.

Ñåðåä ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ, ùî äîçâîëÿþòü ñïåöiàëüíèé âèä
ìåòðèêè â äåÿêié ñèñòåìi êîîðäèíàò, âèäiëåíi çâiäíi òà íàïiâçâiäíi ïðîñòîðè.
Âèâ÷åíi ¨õ òåíçîðíi îçíàêè òà, ñïèðàþ÷èñü íà öå, äåÿêi ãåîìåòðè÷íi
âëàñòèâîñòi.

Ó òåîði¨ ñïåöiàëüíèõ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ îñîáëèâå ìiñöå çàéìàþòü
ñèìåòðè÷íi i ðåêóðåíòíi ïðîñòîðè. Óçàãàëüíåííÿ öèõ ïðîñòîðiâ éøëî â
îñíîâíîìó â äâîõ íàïðÿìàõ: çáiëüøåííÿ ïîðÿäêó êîâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ i
ðîçãëÿä â ÿêîñòi ñèìåòðè÷íèõ (ðåêóðåíòíèõ) iíøèõ òåíçîðiâ. Ïðèðîäíèì
÷èíîì âèíèê íîâèé òèï ðåêóðåíòíîñòi � ñëàáêà ñèìåòðè÷íiñòü.

ßêùî óçàãàëüíåííÿ ðåêóðåíòíèõ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ âåñòè
øëÿõîì àëãåáðà¨÷íèõ óìîâ, òî ìè ïðèéäåìî äî ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ
iç ñïåöiàëüíîþ âåêòîðíîþ îáîëîíêîþ. �õ âèâ÷åííÿ âåäåòüñÿ ç äîïîìîãîþ
óäîñêîíàëåííÿ ìåòîäà Â. Êàéãîðîäîâà. Óçàãàëüíåííÿ ñèìåòðè÷íèõ
ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ ïðèâîäèòü äî ãàðìîíiéíèõ ïðîñòîðiâ. Äëÿ
äâîõâàëåíòíèõ òåíçîðiâ íàéáiëüø âäàëîþ ¹ çàïðîïîíîâàíà Ñ. Ñòåïàíîâèì
äëÿ òåíçîðà åíåðãi¨�iìïóëüñó ìåòîäèêà ðîçáèòòÿ íà êëàñè Ω. Ìîäèôiêóâàâøè,
¨¨ çàñòîñîâó¹ìî äëÿ ñïåöiàëiçàöi¨ äâi÷i êîâàðiàíòíèõ âíóòðiøíiõ òåíçîðiâ.

Ðîçãëÿíóòi ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ ñïåöiàëüíèõ ïñåâäîðiìàíîâèõ
ïðîñòîðiâ. Îñîáëèâó óâàãó ïðèäiëåíî âèâ÷åííþ ñïåöiàëüíèõ ãåîäåçè÷íèõ

âiäîáðàæåíü, ïðè ÿêèõ òåíçîð ϕij
def
= ϕi,j − ϕiϕj , óòâîðåíèé âåêòîðîì,

ùî çàäà¹ äàíå âiäîáðàæåííÿ, ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ìåòðè÷íèõ òåíçîðiâ
ãåîäåçè÷íî âiäïîâiäíèõ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ, òîáòî

B̄ḡij −Bgij = ϕij.

Íà òàêi ïñåâäîðiìàíîâi ïðîñòîðè çâåðíóëè óâàãó Ã. Êðó÷êîâè÷ òà
É. Ìiêåø, âèõîäÿ÷è ç ðiçíèõ ìiðêóâàíü.

Çíàéäåíî îñîáëèâiñòü òàêîãî òèïó âiäîáðàæåíü, à ñàìå, ÿêùî òàêå
âiäîáðàæåííÿ äîçâîëÿ¹ çàäàíèé ïðîñòið Vn, òî âií íå äîçâîëÿ¹ íiÿêèõ iíøèõ
âiäîáðàæåíü. À ïðîñòîðè, ùî íàëåæàòü äî éîãî ãåîäåçè÷íîãî êëàñó òàêîæ
äîçâîëÿþòü ëèøå ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ ç óìîâîþ, âêàçàíîþ âèùå.
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Äîâåäåíî, ùî äî òàêèõ ïðîñòîðiâ íàëåæàòü âñi ïñåâäîðiìàíîâi ïðîñòîðè,
ñòóïiíü ìîáiëüíîñòi ÿêèõ, áiëüøå äâîõ. Âèâ÷åíî äåÿêi ¨õ ãåîìåòðè÷íi
âëàñòèâîñòi. Ñïèðàþ÷èñü íà öå, äîâåäåíî, ùî ÷îòèðüîõâèìiðíi ïðîñòîðè
Åéíøòåéíà, âiäìiííi âiä ïðîñòîðiâ ñòàëî¨ êðèâèíè, íå äîçâîëÿþòü
íåòðèâiàëüíèõ ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü. ßêùî ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó
Åéíøòåéíà áiëüøå ÷îòèðüîõ, òî iñíóþòü òàêi ïðîñòîðè, âiäìiííi âiä ïðîñòîðiâ
ñòàëî¨ êðèâèíè, ùî äîçâîëÿþòü íåòðèâiàëüíi ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ.
Íàâåäåíî ïðèêëàä òàêèõ ïðîñòîðiâ, íà ÿêîìó ïîêàçàíî, ùî ñèãíàòóðà
ïðîñòîðó íå âïëèâà¹ íà éîãî âëàñòèâiñòü äîçâîëÿòè ÷è íå äîçâîëÿòè
ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ. Òàêîæ, äëÿ ïðèêëàäó, äîñëiäæåíî ãåîäåçè÷íi
âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðiâ Êàçíåðà.

Ïðè ñïåöiàëüíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ ôóíäàìåíòàëüíi âiäîáðàæåííÿ
ñòàþòü êîíôîðìíèìè.

Âèâ÷åíi ïðîñòîðè, â ÿêèõ ïðè ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåííÿõ çáåðiãàþòüñÿ
âiäïîâiäíi îá'¹êòè. Íàâåäåíî óìîâè, ÿêèì çàäîâîëüíÿþòü ïñåâäîðiìàíîâi
ïðîñòîðè, â ÿêèõ ïðè ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåííÿõ çáåðiãàþòüñÿ âíóòðiøíi
òåíçîðè, ¨õ êîâàðiàíòíi ïîõiäíi òà iíøi âëàñòèâîñòi.

Âèâ÷åííÿ êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ öå îäíà ç
àêòóàëüíèõ çàäà÷ ñó÷àñíî¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ ãåîìåòði¨.

Ðîçãëÿíóòi êîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ íà
ïðîñòîðè Åéíøòåéíà. Îöiíåíà ëàêóíà â ðîçïîäiëi ñòåïåíiâ ìîáiëüíîñòi
ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ âiäíîñíî êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü íà ïðîñòîðè
Åéíøòåéíà.

Äîâåäåíî, ÿêùî ñòåïiíü ìîáiëüíîñòi ïñåâäîðiìàíîâîãî ïðîñòîðó Vn
âiäíîñíî êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü íà ïðîñòîðè Åéíøòåéíà áiëüøå îäèíèöi,
òî ïðîñòið Åéíøòåéíà äîçâîëÿ¹ êîíöèðêóëÿðíå âåêòîðíå ïîëå; ñòåïiíü
ìîáiëüíîñòi ïñåâäîðiìàíîâîãî ïðîñòîðó Vn âiäíîñíî êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü
íà ïðîñòîðè Åéíøòåéíà íà îäèíèöþ áiëüøà âiä êiëüêîñòi ëiíiéíî íåçàëåæíèõ
êîíöèðêóëÿðíèõ âåêòîðíèõ ïîëiâ, ùî ¨õ äîçâîëÿ¹ ïðîñòið Åéíøòåéíà; ñåðåä
ïðîñòîðiâ äðóãî¨ ëàêóíàðíîñòi âiäíîñíî êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü íà ïðîñòîðè
Åéíøòåéíà íå ìîæå áóòè ïðîñòîðiâ Åéíøòåéíà.

Âèâ÷åíi êîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ iç çáåðåæåííÿì äåÿêèõ ñïåöiàëüíèõ
òåíçîðiâ. Îäåðæàíi îñíîâíi ðiâíÿííÿ, ùî äàþòü ìîæëèâiñòü âèçíà÷èòè
äîçâîëÿ¹ àáî íå äîçâîëÿ¹ öåé ïñåâäîðèìàíiâ ïðîñòið êîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ.
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Iíâàðiàíòíi ïåðåòâîðåííÿ iç çáåðåæåííÿì ãåîäåçè÷íèõ äîçâîëÿþòü
äîâåñòè, ùî iñíó¹ áåçëi÷ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ ðiçíèõ ñòåïåíiâ
ìîáiëüíîñòi âiäíîñíî ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü.

Ðîçðîáëåíi ìåòîäè çàñòîñîâàíi â òåîði¨ ãåîäåçè÷íèõ äåôîðìàöié
ãiïåðïîâåðõîíü äîâiëüíèõ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ.

Ðîçâ'ÿçîê çâåäåíî äî âèâ÷åííÿ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òèïó
Êîøi â êîâàðiàíòíèõ ïîõiäíèõ. Çàïðîïîíîâàíi ôîðìóëè ïåðåõîäó äîçâîëÿþòü
ïåðåíîñèòè ðåçóëüòàòè îòðèìàíi â òåîði¨ ãåîäåçè÷íèõ âiäîáðàæåíü íà
äîñëiäæåííÿ ãåîäåçè÷íèõ äåôîðìàöié.

Ñîëiòîíè Ði÷÷i, ùî, ïðèðîäíî, âèíèêàþòü iç òåîði¨ ïîòîêiâ Ði÷÷i, äàþòü
îäèí òèï ñïåöiàëüíèõ ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ. Çîêðåìà äîâåäåíî, ùî
â ïñåâäîðiìàíîâîìó ïðîñòîði Vn ç ãðàäi¹íòíèì çàäàþ÷èì âåêòîðîì ñòàëî¨
äîâæèíè ñêàëÿðíà êðèâèíà ñòàëà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñîëiòîí Ði÷÷i
ñòiéêèé.

Îáãðóíòîâàíî, ùî, ÿêùî â ïñåâäîðiìàíîâîìó ïðîñòîði Vn iñíó¹ áiëüøå
íiæ îäíå ñóòò¹âå âåêòîðíå ïîëå, ùî çàäà¹ ñîëiòîí Ði÷÷i, òî öåé ïðîñòið
åêâiäiñòàíòíèé, à òàêîæ, ùî còàëà λ îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ äëÿ
ïñåâäîðiìàíîâèõ ïðîñòîðiâ Vn, âiäìiííèõ âiä ãàðìîíiéíèõ, ùî äîçâîëÿþòü
ñîëiòîíè Ði÷÷i.

Ùå îäíèì âèäîì ôóíäàìåíòàëüíèõ âiäîáðàæåíü ¹ ãîëîìîðôíî-
ïðîåêòèâíi âiäîáðàæåííÿ, òîáòî âiäîáðàæåííÿ, ïðè ÿêèõ çáåðiãàþòüñÿ
àíàëiòè÷íî-ïëàíàðíi êðèâi.

Äîñëiäæåíî ãîëîìîðôíî-ïðîåêòèâíi âiäîáðàæåííÿ ñïåöiàëüíèõ êåëåðîâèõ
ïðîñòîðiâ ç îáìåæåííÿìè íà òåíçîð Áîõíåðà, Ði÷÷i, Ðiìàíà.

Âñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ íàâåäåíi ç ïîâíèìè òà ñòðîãèìè
ìàòåìàòè÷íèìè äîâåäåííÿìè. Âîíè íîñÿòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îäåðæàíi
êîíñòðóêöi¨, ìåòîäè òà ìåòîäîëîãi¨ ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi â ðiçíèõ ðîçäiëàõ
äèôåðåíöiàëüíî¨ ãåîìåòði¨, çàãàëüíié òåîði¨ âiäíîñíîñòi òà ìåõàíiöi ñóöiëüíîãî
ñåðåäîâèùà.
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ABSTRACT

Kiosak V.A. Mappings of special pseudo-Riemannian spaces. �
Quali�cation scienti�c work. Manuscript.

Dissertation in pursuit of scienti�c degree of doctor of physical and mathe-
matical sciences in specialization 01.01.04 “Geometry and topology “. � “Taras
Shevchenko“ National University of Kyiv, Institute of mathematics NAS Ukraine,
Kyiv, 2017.

Dissertation treats geodesic, conformal and holomorphically projective map-
pings of pseudo-Riemannian spaces. In order to study general patterns of theory of
conformity, the author has found the formulae that connect main tensors, tensor of
deformation, Riemannian tensor, Ricci tensor and their �rst and second covariant
derivatives for spaces An and Ān, united by the given mapping. It was achieved
by means of modi�ed Norden method. The above-mentioned formulae include such
objects as An and as Ān with covariant derivatives of the relevant connections.
In order to simplify matter, the notions of a shortened mapping and its particular
case, a half mapping are introduced. Connection that is characteristic for a half
mapping is called a medium connection. Previously-known formulae are largely
simpli�ed by a transition to covariant derivatives of a medium connection.

A case-study (a mapping that preserves Weil tensor) revealed the way by
which the problems of this type are reduced to systems of di�erential equations.



39

Due to serious technical di�culties of a local solution of a problem of this type,
there is a necessity of spaces and/or mappings specialization.

The concept of a fundamental mapping is introduced. When: α
1

= 1,

α
2

= α
3

= 0, then fundamental mappings became geodesic, in other words �

they preserve geodesic lines. Geodesic mappings of spaces of a�ne connection on
the Riemannian spaces are treated. The author has proved that the investigation
of geodesics of spaces of a�ne connection on pseudo-Riemannian spaces can be
shortened and simpli�ed in the investigation of geodesic mappings of equi-a�ne
spaces on pseudo-Riemannian spaces.

The author studies geodesic mappings of special pseudo-Riemannian spaces. A
particular attention is paid to the investigation of special geodesic mappings that

have a tensor ϕij
def
=ϕi,j−ϕiϕj, created by vector that de�nes the given mapping

and which is a linear combination of metric tensors of geodesically relevant pseudo-
Riemannian spaces.

The characteristic of this type of mappings is found. If the mapping allows
a given space Vn, then it will not allow any other mapping. And spaces, that
belong to its geodesic classe, allow only the geodesic mappings with a condition
that was de�ned above. We have proved that such spaces include all pseudo-
Riemannian spaces with degree of mobility larger than two. The author investigates
some geometric properties of them.

The above-mentioned result forms a basis for a proof: four-dimensional Ein-
stein spaces, that have no constant curvature, will not allow non-trivial geodesic
mappings. If the order of Einstein space is more than four, then there should be
such spaces, without constant curvature, that allow non-trivial geodesic mappings.

An example of such spaces is constructed. It demonstrates that signature of the
space has no in�uence on its property to allow or not to allow geodesic mappings.
Geodesic mappings of Kasner spaces are studied as a case-study.

When parameters have special values, fundamental mappings turn into con-
formal ones. Research on conformal mappings of pseudo-Riemannian spaces is one
of the most up-to-date objectives of modern di�erential geometry. Conformal map-
pings of pseudo-Riemannian spaces on Einstein spaces were studied. The author
de�ned the lacuna in a distribution of degrees of mobility of pseudo-Riemannian
spaces relatively conformal mappings on the Einstein spaces. It is proved that if
the degree of mobility of pseudo-Riemannian space Vn is more than one, then Ein-
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stein space allows con-circular vector �eld; a mobility degree of pseudo-Riemannian
space Vn to conformal mappings on Einstein spaces equals to number of liner
independent con-circular vector �elds that are allowed by the Einstein space plus
one; the spaces of second lacunarity to conformal mappings on Einstein spaces
cannot be the Einstein spaces by themselves.

One more type of fundamental mappings is represented by holomorphic pro-
jective mappings, in other words mappings that preserve analytical planar curves.
The author has studied holomorphic projective mappings of special Kahler mani-
folds with limitation of tensor Bochner, Ricci, Riemann.

Key words: geodesic mappings, conformal mappings, holomorphically pro-
jective mappings, pseudo-Rimannian spaces, Kahlerian spaces.
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