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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Дисертацiя присвячена розвитку пiдходiв
до дослiдження сингулярно неперервних ймовiрнiсних мiр, породже-
них полiосновними розкладами дiйсних чисел. На сьогоднi iснує бага-
то систем числення (методiв зображення дiйсних чисел чи елементiв
з деякого простору) з використанням постiйного (скiнченного чи не-
скiнченного) алфавiту або змiнного алфавiту (послiдовностi алфавi-
тiв). Кожна система числення має свою специфiку i переваги у заданнi
чи дослiдженнi певних математичних об’єктiв, вiдповiдну метричну,
ймовiрнiсну та розмiрнiснi (в сенсi розмiрностi Хаусдорфа–Безикови-
ча та iнших фрактальних розмiрностей) теорiї. Метрична, ймовiрнiсна
та фрактальна теорiї розкладiв дiйсних чисел iнтенсивно розвивались
протягом ХХ столiття, починаючи з робiт В.Ярнiка, Б.Бiссiнджера,
С. Еверетта, А. Рен’ї, П. Ердеша, П.Бiллiнгслi, Дж.Кiннi, Т.Пiтчера,
Ф.Швайгера та iн. Iнтерес до розвитку таких теорiй суттєво поси-
лився наприкiнцi ХХ столiття у зв’язку з «фрактальним бумом» у
математицi та природознавствi. Незважаючи на це, для багатьох кла-
сичних розкладiв дiйсних чисел вiдповiднi ймовiрнiснi та розмiрнi-
снi теорiї все ще перебувають на конструктивному етапi розвитку. В
якостi прикладу можна навести розклади Кантора, розклади Остро-
градського–Серпiнського–Пiрса, Q∞-розклади та багато iнших.

Добре вiдомо, що клас сингулярно неперервних ймовiрнiсних мiр
є найменш дослiдженим сiмейством чистих мiр, хоча їх дослiдження
здiйснювалось протягом майже всього ХХ ст. Значна кiлькiсть ро-
бiт присвячена дослiдженню фрактальних властивостей ймовiрнiсних
мiр, що породжуються рiзними розкладами дiйсних чисел та створен-
ню iндивiдуальної теорiї певних класiв сингулярних мiр. Варто вiдзна-
чити, що нетривiальнi складнощi на цьому шляху виникають навiть
для класiв самоподiбних та самоафiнних мiр.

Тому особливо важливим для розвитку фрактального аналiзу та
теорiї сингулярних ймовiрнiсних мiр є розвиток та удосконалення ме-
тодiв обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича (та iнших фра-
ктальних розмiрностей) множин та мiр, пов’язаних з певними систе-
мами числення; методiв встановлення сингулярностi ймовiрнiсних мiр
та дослiдження їх тонких фрактальних властивостей; усвiдомлення
аналогiй мiж метричними, ймовiрнiсними та розмiрнiсними теорiями
рiзних розкладiв та узагальнення на основi цього вiдповiдних методiв
побудови цих теорiй.
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Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Робота виконана у рамках дослiджень математичних об’єктiв зi
складною локальною будовою, що проводяться у вiддiлi фрактального
аналiзу Iнституту математики НАН України та на кафедрi матема-
тичного аналiзу та диференцiальних рiвнянь Нацiонального педагогi-
чного унiверситету iменi М.П.Драгоманова.

Автор дисертацiї брав участь у розробцi держбюджетних тем «Ба-
гаторiвневий аналiз сингулярних ймовiрнiсних мiр та його застосуван-
ня» (номер державної реєстрацiї 0113U003005) та «Фрактальний ана-
лiз розподiлiв випадкових величин типу Джессена–Вiнтнера та його
застосування» (номер державної реєстрацiї 0117U004905), та науково-
дослiдного проекту STREVCOMS FP-7-IRSES 612669 (ЄС).

Мета i завдання дослiдження. Метою дослiдження є розви-
ток методiв фрактального аналiзу сингулярно неперервних ймовiрнi-
сних мiр, вивчення тонких фрактальних властивостей ймовiрнiсних
мiр з незалежними I-Q∞-символами та використання отриманих ре-
зультатiв для ймовiрнiсного пiдходу до вивчення перетворень, що збе-
рiгають фрактальну розмiрнiсть, та до фрактального аналiзу пiдмно-
жин множини анормальних чисел.

Основними завданнями дисертацiйної роботи є:
— розробка методiв доведення довiрчостi локально тонких си-

стем покриттiв для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Бези-
ковича пiдмножин одиничного вiдрiзка та застосування цих
методiв для знаходження умов порiвнянностi та довiрчостi си-
стем надцилiндрiв Q∞- та I-Q∞-зображень дiйсних чисел для
обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича (у тому числi
i для тих моделей, коли вiдповiднi системи цилiндрiв не є до-
вiрчими);

— дослiдження властивостей (лебегiвська структура, тополого-
метричнi властивостi спектрiв, спектральна структура) розпо-
дiлiв випадкових величин з незалежними I-Q∞-символами.

— дослiдження фрактальних властивостей мiнiмальних розмiр-
нiсних носiїв розподiлiв випадкових величин з незалежними
I-Q∞-символами.

— доведення гiпотези про те, що вiдображення ϕ, яке переводить
символи Q∞-зображення в символи I-Q∞-зображення, зберi-
гає мiру Лебега та розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича на оди-
ничному вiдрiзку;

— дослiдження фрактальних властивостей спектрiв розподiлiв ви-
падкових величин з незалежними I-Q∞-символами
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— розвиток ймовiрнiсного пiдходу (на основi дослiдження вла-
стивостей ймовiрнiсних мiр з незалежними Q-, I-Q∞-, Q∗-,
I-F -символами) до вивчення залежностi метричних та фра-
ктальних властивостей множини суттєво анормальних чисел
вiд обраної системи числення.

Об’єктом дослiдження є фрактальнi властивостi сингулярно не-
перервних ймовiрнiсних мiр.

Предметом дослiдження є фрактальнi властивостi розподiлiв
випадкових величин з незалежними I-Q∞-, Q∗- та I-F -символами та
їх застосування в метричнiй теорiї чисел.

Методи дослiдження. У роботi використовувалися методи те-
орiї ймовiрностей, математичного аналiзу, теорiї функцiй дiйсної змiн-
ної, метричної теорiї чисел, фрактального аналiзу та запропонованi
автором конструктивнi прийоми та методи.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основними нау-
ковими результатами, що виносяться на захист, є такi:

— розроблено новий метод доведення довiрчостi локально тон-
ких систем покриттiв для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–
Безиковича пiдмножин одиничного вiдрiзка; даний метод за-
стосовано для доведення гiпотези про довiрчiсть систем надци-
лiндрiв Q∞- та I-Q∞-зображень дiйсних чисел для обчислен-
ня розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича (у тому числi i для тих
моделей, коли вiдповiднi системи цилiндрiв не є довiрчими);
знайдено достатнi умови порiвнянностi мiр Хаусдорфа, поро-
джених системою надцилiндрiв узагальненого F -зображення
дiйсних чисел;

— дослiджено лебегiвську структуру, тополого-метричнi власти-
востi спектрiв, спектральну структуру розподiлiв випадкових
величин з незалежними I-Q∞-символами;

— знайдено явнi формули для обчислення розмiрностi Хаусдорфа
розподiлiв випадкових величин з незалежними I-Q∞-символа-
ми.

— доведено гiпотезу про те, що вiдображення ϕ, яке переводить
символи Q∞-зображення в символии I-Q∞-зображення, зберi-
гає мiру Лебега та розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича на оди-
ничному вiдрiзку; на основi даного результату показано iзо-
морфiзм ймовiрнiсних та розмiрнiсних теорiй Q∞- та I-Q∞-
зображень дiйсних чисел;

— дослiджено фрактальнi властивостi спектрiв розподiлiв випад-
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кових величин з незалежними I-Q∞-символами;
— на основi ймовiрнiсного пiдходу доведено суперфрактальнiсть

множини Q-суттєво анормальних чисел; доведено суперфра-
ктальнiсть множини I-Q∞-суттєво анормальних чисел;

— спростовано гiпотезу про суперфрактальнiсть множини суттє-
во анормальних чисел незалежно вiд вибору системи числення;
знайдено достатнi умови аномальної фрактальностi множини
Q∗-суттєво анормальних чисел.

Практичне значення одержаних результатiв. Робота має
теоретичний характер. Отриманi результати є внеском у теорiю сингу-
лярних розподiлiв ймовiрностей, фрактальний аналiз, метричну тео-
рiю чисел, теорiю функцiй дiйсної змiнної та теорiю DP -перетворень.
Запропонованi в дисертацiї методи можуть бути корисними як при
дослiдженнi тонких фрактальних властивостей ймовiрнiсних мiр, по-
роджених рiзними представленнями дiйсних чисел над скiнченними
та змiнними алфавiтами, так i при застосуваннi вiдповiдних резуль-
татiв в метричнiй теорiї чисел та теорiї DP -перетворень.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати, що вино-
сяться на захист, отриманi автором самостiйно. Зi статей, опублiко-
ваних у спiвавторствi, до дисертацiї включенi лише тi результати, що
належать автору.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дослi-
дження доповiдалися на наукових конференцiях рiзного рiвня та на-
укових семiнарах. Це такi конференцiї:

— Мiжнародна наукова конференцiя «Асимптотичнi методи в те-
орiї диференцiальних рiвнянь», присвячена 80-рiччюШкiляМ. I.,
Київ, 13–14 грудня 2012 р.;

— Мiжнародна наукова конференцiя «Актуальнi проблеми ме-
тодологiї та методики навчання фiзико-математичних дисци-
плiн», присвячена 80-рiччю Горбачука I. Т., Київ, 18 сiчня 2013 р.;

— XVI Всеукраїнська науково-практична конференцiя «Молодь,
освiта, наука, культура i нацiональна самосвiдомiсть в умовах
європейської iнтеграцiї», Київ, 25–26 квiтня 2013 р.;

— The Fifth International Conference on Analytic Number Theory
and Spatial Tessellations, Kyiv, September 16–20, 2013;

— Fractal Geometry and Stochastics V, Germany, March 24–29, 2014;
— XVII Всеукраїнська науково-практична конференцiя «Молодь,

освiта, наука, культура i нацiональна самосвiдомiсть в умовах
європейської iнтеграцiї», Київ, 25–26 квiтня 2014 р.;
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— П’ятнадцята мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка
Михайла Кравчука, Київ, 15–17 травня 2014 р.;

— International Conference «Probability, Reability and Stochastic
Optimization», Kyiv, April 7–10, 2015;

— International Conference «Dynamical System And Their Appli-
cation», Kyiv, June 22–26, 2015;

— П’ята Всеукраїнська наукова конференцiя молодих вчених з
математики та фiзики «Актуальнi проблеми сучасної матема-
тики i фiзики та методики їх навчання», Київ, 25–26 квiтня
2016 р.;

— Сiмнадцята мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка
Михайла Кравчука, Київ, 19–20 травня 2016 р.;

— Конференцiя «Методика викладання математики в середнiй та
вищiй школi», присвячена 75-рiччю КолесникТ.В., Київ, 4–5
грудня 2013 р.;

— Всеукраїнська науково-методична конференцiя «Сучаснi нау-
ково-методичнi проблеми математики у вищiй школi», пам’ятi
С.С.Левiщенка, Київ, 7–8 жовтня 2016 р.;

— Шоста Всеукраїнська наукова конференцiя молодих вчених з
математики та фiзики, Київ, 21–22 квiтня 2017 р.;

— International Conference «Numeration 2017», Rome, Italy, June
5–9, 2017.

Основнi результати дисертацiйного дослiдження були оприлюдненi
на засiданнях наступних наукових семiнарiв:

— науковий семiнар «Статистичнi проблеми для випадкових про-
цесiв i полiв» кафедри математичного аналiзу та теорiї ймовiр-
ностей Нацiонального технiчного унiверситету України «Київ-
ський полiтехнiчний iнститут» iм. I. Сiкорського (керiвник се-
мiнару — проф. IвановО.В.);

— науковий семiнар вiддiлу випадкових процесiв Iнституту мате-
матики НАН України (керiвники семiнару — проф.Дорогов-
цевА.А., проф.ПортенкоМ. I.);

— науковий семiнар вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики
НАН України (керiвник семiнару — проф. РоманюкА.С.);

— науковий семiнар з фрактального аналiзу (спiльний семiнар
НПУ iменi М.П.Драгоманова та Iнституту математики НАН
України, керiвник семiнару — проф.ПрацьовитийМ.В.);

— науковий семiнар кафедри математичного аналiзу та диферен-
цiальних рiвнянь НПУ iменi М.П.Драгоманова (керiвник се-
мiнару — проф.Торбiн Г.М.).
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Публiкацiї. Основнi результати роботи викладено у 22 наукових
публiкацiях, серед яких 5 статей у фахових виданнях [1-5], 3 статтi у
iнших виданнях [6-8] та 14 тез доповiдей на конференцiях [9-22]. Три
статтi [2, 3, 4] опублiковано у наукових виданнях, якi включено до
перелiку фахових видань МОН України. Одна стаття [1] опублiкова-
на у журналi, що iндексується мiжнародною наукометричною базою
Scopus. Одна стаття [5] опублiкована у фаховому виданнi, переклад
якої iндексований в наукометричнiй базi Scopus.

Структура дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, трьох
роздiлiв, розбитих на пiдроздiли, висновкiв та списку використаних
джерел. Повний обсяг дисертацiї становить 176 сторiнок, список ви-
користаних джерел займає 26 сторiнок i мiстить 236 найменувань.

Подяка. Автор щиро вдячний науковому керiвнику професору
Григорiю Мирославовичу Торбiну за постановку задач, постiйну пiд-
тримку та допомогу.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

Робота складається зi вступу, трьох роздiлiв, висновкiв та списку
використаної лiтератури.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйної роботи,
визначенi мета i задачi дослiдження, об’єкт та предмет дослiдження,
видiлено наукову новизну, практичну значущiсть отриманих резуль-
татiв, особистий внесок здобувача, апробацiю отриманих результатiв
та представлено основний змiст дисертацiйного дослiдження.

Перший роздiл дисертацiї мiстить опис основних понять, фактiв
та методiв, якi вiдiграють важливу роль у дослiдженнi.

У пiдроздiлi 1.1 висвiтлено основнi властивостi мiри Хаусдорфа
та розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича. Задача обчислення розмiрно-
стi Хаусдорфа–Безиковича множини або ймовiрнiсної мiри, будучи
однiєю з основних задач фрактального аналiзу, є досить нетривiаль-
ною проблемою, розв’язанню якої для рiзних множин та мiр присвя-
чено значну кiлькiсть дослiдницьких статей у провiдних математи-
чних журналах свiту. Це стало причиною розвитку методiв знаходже-
ння точних або хоча б наближених значень розмiрностi Хаусдорфа–
Безиковича. Один з таких методiв полягає у суттєвому зменшеннi
класу допустимих покриттiв при обчисленнi розмiрностi до деякого
специфiчного (зчисленного) класу покриттiв, який є достатнiм (до-
вiрчим) для правильного обчислення розмiрностi, що дає дослiднику
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суттєвi технiчнi переваги. Саме з цiєю метою у пiдроздiлi 1.4 даю-
ться означення локально тонких систем покриттiв, якi є довiрчими
для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича.

Нехай (M,ρ) — метричний простiр i E ⊂M .
Сiмейство Φ пiдмножин метричного простору (M,ρ) називається

локально тонкою системою покриттiв цього простору, якщо для до-
вiльної множини E ⊂ M i для довiльного ε > 0 iснує не бiльш нiж
злiченне ε-покриття множини E множинами з Φ.

Нехай α — деяке додатне число.
Означення 1.1.7. α-мiрною мiрою Хаусдорфа множини E вiдно-

сно локально тонкої системи покриттiв Φ називається число

Hα(E,Φ) := lim
ε→0

 inf
|Ej |6ε

∑
j

|Ej |α

 ,

де iнфiмум береться за всiма не бiльш як злiченними ε-покриттями
{Ej} множини E множинами Ej ∈ Φ.

Означення 1.1.8. Розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича множини
E вiдносно сiмейства пiдмножин Φ називається таке невiд’ємне число

dimH(E,Φ) = inf{α : Hα(E,Φ) = 0}.

Означення 1.4.1. Локально тонка система покриттiв Φ називає-
ться довiрчою системою покриттiв на W , якщо

dimH(E,Φ) = dimH(E),∀E ⊂W.

У цьому ж пiдроздiлi подано детальну iсторiю дослiджень умов до-
вiрчостi сiмейств цилiндрiв, породжених рiзними розкладами дiйсних
чисел, порiвняння пiдходiв до доведення довiрчостi та недовiрчостi
рiзних локально тонких сiмейств покриттiв. Окреслено нерозв’язанi
проблеми у цьому напрямi.

Додатковим аргументом дослiдження проблем довiрчостi локаль-
но тонких систем покриттiв є необхiднiсть розвитку ймовiрнiсного пiд-
ходу до обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича фрактальних
множин на основi розвинутого П.Бiллiнгслi методу (на основi тео-
рем Бiллiнгслi оцiнки хаусдорфової розмiрностi), суть якого коротко
викладена в пiдроздiлi 1.2 дисертацiї.

У пiдроздiлi 1.5 наведено базовi означення, що стосуються теорiї
сингулярно неперервних ймовiрнiсних мiр, описано спектральну кла-
сифiкацiю сингулярних ймовiрнiсних мiр.
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Роздiл 2 присвячений дослiдженню фрактальних властивостей
розподiлiв випадкових величин з незалежними I-Q∞-символами.

У пiдроздiлi 2.1 вводиться в розгляд I-Q∞-зображення дiйсних
чисел, представленi його частиннi випадки. Пiдроздiл 2.2 присвячено
ергодичним властивостям введених зображень дiйсних чисел.

Нехай I — довiльне дiйсне число з одиничного вiдрiзка, записане
у двiйковiй системi числення

I =
∞∑
k=1

βk(I)

2k
=: 0, β1(I)β2(I) . . . βk(I) . . . , βk(I) ∈ {0, 1}.

Для тих чисел з одиничного вiдрiзка, якi мають по два рiзнi двiй-
ковi розклади, зафiксуємо той, який має цифру 1 в перiодi.

Нехай Q∞ = (q0, q1, . . . , qk, . . .) — нескiнченний стохастичний ве-
ктор з додатними координатами. При фiксованому дiйсному числi
I ∈ [0, 1] (тобто при фiксованiй послiдовностi {βk(I)}) та фiксовано-
му стохастичному векторi Q∞ здiйснюється зчисленна послiдовнiсть
розбиттiв одиничного вiдрiзка за наступними правилами.

Крок 1. Розбиваємо одиничний вiдрiзок злiва направо, якщо
β1(I) = 1; (i справа налiво, якщо β1(I) = 0) на зчисленну кiль-
кiсть вiдрiзкiв ∆I-Q∞

α1
, α1 ∈ {0, 1, 2, . . .}, довжини яких дорiвнюють∣∣∆I-Q∞

α1

∣∣ = qα1
. Кожен з вiдрiзкiв ∆I-Q∞

α1
називається цилiндром 1-го

рангу I-Q∞-розкладу.
Крок k (k > 2). Кожен з цилiндрiв (k−1)-рангу ∆I-Q∞

α1α2...αk−1
розби-

ваємо (злiва направо, якщо βk(I) = 1; i справа налiво, якщо βk(I) = 0)
на зчисленну кiлькiсть вiдрiзкiв ∆I-Q∞

α1α2...αk
, довжини яких

∣∣∆I-Q∞
α1α2...αk

∣∣ = qα1 · qα2 · . . . · qαk =

k∏
s=1

qαs (1)

вiдносяться як∣∣∣∆I-Q∞
α1...αk−10

∣∣∣ :
∣∣∣∆I-Q∞

α1...αk−11

∣∣∣ : . . . :
∣∣∣∆I-Q∞

α1...αk−1m

∣∣∣ : . . . = q0 : q1 : . . . : qm : . . . .

Кожен з вiдрiзкiв ∆I-Q∞
α1α2...αk

називається цилiндром k-го рангу I-Q∞-
розкладу.

Для довiльної послiдовностi iндексiв {αk}, αk ∈ {0, 1, 2, . . .}, iснує
послiдовнiсть вкладених цилiндрiв

∆I-Q∞
α1

⊃ ∆I-Q∞
α1α2

⊃ · · · ⊃ ∆I-Q∞
α1α2...αk

⊃ · · ·,
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таких, що |∆I-Q∞
α1...αk

| → 0, k →∞. Тому iснує єдина точка x, яка нале-
жить всiм цим цилiндрам ∆I-Q∞

α1
, ∆I-Q∞

α1α2
, . . . , ∆I-Q∞

α1α2...αk
, . . . .

I навпаки, для кожної точки x ∈ [0, 1], яка не є межовою для жо-
дного цилiндра жодного рангу, iснує єдина (оскiльки кожна така то-
чка належить рiвно одному цилiндру n-го рангу) послiдовнiсть вкла-
дених цилiндрiв ∆I-Q∞

α1(x)
⊃ ∆I-Q∞

α1(x)α2(x)
⊃ . . . ⊃ ∆I-Q∞

α1(x)α2(x)...αk(x)
⊃ . . .,

якi мiстять x, тобто

x =
∞⋂
k=1

∆I-Q∞
α1(x)α2(x)...αk(x)

=: ∆I-Q∞
α1(x)α2(x)...αk(x)...

.

Останнiй вираз називатимемо I-Q∞-зображенням точки x.
Нехай D = D(I) — множина точок одиничного вiдрiзка, якi мають

I-Q∞-зображення, тобто

D =
{
x : x ∈ [0, 1], ∀n ∈ N ∃ ∆I-Q∞

α1(x)...αn(x)
: x ∈ ∆I-Q∞

α1(x)...αn(x)

}
.

Очевидно, що дiйсне число x не має I-Q∞-зображення тодi i тiльки
тодi, коли знайдеться таке число n0 = n0(x), що x не належить до
жодного цилiндра n0-го рангу.

Пiдроздiли 2.3 та 2.4 присвячено вивченню випадкових величин з
незалежними I-Q∞-символами, дослiдженню їх лебегiвської та топо-
лого-метричної структури.

Нехай {ξk} — послiдовнiсть незалежних випадкових величин з на-
ступними розподiлами:

P (ξk = i) := pik > 0, де
∞∑
i=0

pik = 1, ∀k ∈ N.

Використовуючи послiдовнiсть {ξk} та I-Q∞-зображення, розгля-
немо випадкову величину ξ := ∆I-Q∞

ξ1ξ2...ξk...
, яку називають випадковою

величиною з незалежними I-Q∞-символами. Позначимо через µξ вiд-
повiдну ймовiрнiсну мiру, яку будемо називати ймовiрнiсною мiрою з
незалежними I-Q∞-символами.

Теорема 2.4.2. Сингулярно неперервно розподiлена випадкова ве-
личина з незалежними I-Q∞-символами має чистий тополого-ме-
тричний тип, причому

1) µξ має чистий GS-тип тодi i тiльки тодi, коли матриця P
мiстить лише скiнченну кiлькiсть стовпчикiв, що мiстять нулевi
елементи.
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2) µξ має чистий GC-тип тодi i тiльки тодi, коли матриця
P мiстить нескiнченну кiлькiсть стовпчикiв, що мiстять нулевi
елементи, i

∞∑
k=1

 ∑
i:pik=0

qi

 =∞ . (2)

3) µξ має чистий GP -тип тодi i тiльки тодi, коли матриця
P мiстить нескiнченну кiлькiсть стовпчикiв, що мiстять нулевi
елементи i

∞∑
k=1

 ∑
i:pik=0

qi

 <∞. (3)

У роздiлi 2.5 дослiджуються тонкi фрактальнi властивостi ймовiр-
нiсних мiр з незалежними I-Q∞-символами.

Теорема 2.5.1. Нехай Φ(I-Q∞) — довiрче для обчислення розмiр-
ностi Хаусдорфа–Безиковича сiмейство цилiндрiв I-Q∞-зображення.
Якщо

∞∑
j=1

∞∑
i=0

pij ln2 pij

j2
<∞,

∞∑
j=1

∞∑
i=0

pij ln2 qi

j2
<∞, (4)

то розмiрнiсть Хаусдорфа мiри µξ з незалежними I-Q∞-символами
дорiвнює

dimH µξ = lim
n→∞

Hn

Bn
=: D, (5)

де

Hn = −
n∑
j=1

∞∑
i=0

pij ln pij , Bn = −
n∑
j=1

∞∑
i=0

pij ln qi.

Пiдроздiл 2.6 присвячений розвитку нового метода побудови ме-
тричної, ймовiрнiсної та розмiрнiсної (хаусдорфової) теорiй для I-Q∞-
зображень дiйсних чисел та континуального сiмейства формально рi-
зних зображень дiйсних чисел на основi дослiдження спецiальних вiд-
ображень, якi символи певного зображення переводять у тi ж символи
iншого зображення з дослiджуваного сiмейства, i при цьому зберi-
гають мiру Лебега та розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича (хоча при
цьому можуть бути розривними на всюди щiльних множинах). Та-
кi вiдображення називатимемо G-вiдображеннями (G-iзоморфiзмами
систем числення) i вважатимемо, системи числення, мiж якими iснує
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G-вiдображення, тотожними (з точнiстю до G-iзоморфiзму). В цьо-
му ж пiдроздiлi показується глибокий зв’язок мiж довiрчiстю систем
покриттiв, породжених рiзними системами числення, та DP-власти-
востями (збереженням розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича) вказаних
вище вiдображень. З цiєю метою ми розвиваємо методи доведення до-
вiрчостi систем покриттiв, породжених Q∞- та I-Q∞-зображеннями,
та показуємо у пiдроздiлi 2.7 як отриманi результати дозволяють отри-
мувати ймовiрнiснi, метричнi та розмiрнiснi теорiї нових систем чи-
слення.

Ми пропонуємо наступний пiдхiд до дослiдження ймовiрнiсних мiр
з незалежними I-Q∞-символами: для фiксованого стохастичного ве-
ктора Q∞ та фiксованого дiйсного числа I ∈ [0, 1] ввести в розгляд
вiдображення

ϕ
(

∆Q∞
α1(x)α2(x)...αk(x)...

)
= ∆I-Q∞

α1(x)α2(x)...αk(x)...
,

i дослiдити умови, при виконаннi яких дане вiдображення зберiгає мi-
ру Лебега та розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiд-
рiзку. Зауважимо, що властивостi вказаного вiдображення суттєво за-
лежать вiд обраного дiйсного числа I.

Теорема 2.6.5. Якщо системи Φ̂ i Φ̂′ є довiрчими, то вiдобра-
ження ϕ зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича на одиничному
вiдрiзку.

Наступнi теореми встановлюють довiрчiсть для обчислення роз-
мiрностi Хаусдорфа–Безиковича сiмейств Φ̂(Q∞) та Φ̂(I-Q∞) при до-
вiльному виборi стохастичного вектора Q∞ та дiйсного числа I.

Теорема 2.6.6. Нехай Φ̂ = Φ̂(Q∞) — сiмейство, яке складається
з цилiндрiв Q∞-зображення та множин, якi є об’єднаннями сумiж-
них цилiндрiв одного рангу i належать до одного цилiндра попере-
днього рангу. Сiмейство Φ̂(Q∞) є довiрчим для обчислення розмiр-
ностi Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiдрiзку при довiльному
виборi стохастичного вектора Q∞.

Теорема 2.6.7. Нехай Φ̂ = Φ̂(I-Q∞) — сiмейство, яке складає-
ться з цилiндрiв I-Q∞-зображення та множин, якi є об’єднаннями
сумiжних цилiндрiв одного рангу i належать до одного цилiндра по-
переднього рангу. Нехай D — множина точок одиничного вiдрiзка,
якi мають I-Q∞-зображення. Тодi сiмейство Φ̂(I-Q∞) є довiрчим
для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на множинi D
при довiльному виборi дiйсного числа I ∈ [0, 1] та стохастичного
вектора Q∞.
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Таким чином наслiдком трьох вище наведених теорем є наступний
результат:

Теорема 2.6.8. Вiдображення ϕ зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа–
Безиковича на одиничному вiдрiзку.

Метод, який використовується при доведеннi теореми 2.6.6, мо-
жна застосувати для знаходження загальних достатнiх умов довiрчо-
стi для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича для сiмейства
Φ(Q∞), яке мiстить лише цилiндри Q∞-зображення.

Теорема 2.6.9. Нехай

f(α, k,m) :=

m∑
i=k

qαi(
m∑
i=k

qi

)α i f∗(α) := sup
k,m

f(α, k,m).

Якщо f∗(α) < +∞,∀α > 0, то сiмейство цилiндрiв Φ(Q∞) — довiрче
для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на [0, 1).

Наступна теорема важлива для розвитку метричної теорiї I-Q∞-
зображень та дослiдження лебегiвської i спектральної структури ймо-
вiрнiсних мiр з незалежними I-Q∞-символами.

Лема 2.6.3. При довiльному виборi стохастичного вектора Q∞
та дiйсного числа I ∈ [0, 1] вiдображення ϕ зберiгає мiру Лебега на
(0, 1).

У пiдроздiлi 2.7 показано як отриманi результати пiдроздiлу 2.6
дозволяють дослiджувати фрактальнi властивостi ймовiрнiсних мiр з
незалежними I-Q∞-символами.

Наступна теорема узагальнює результати Р.Нiкiфорова i Г.Торбiна
про фрактальнi властивостi спектрiв випадкових величин з незале-
жними однаково розподiленими Q∞-символами, при довiльному ви-
борi параметра I та стохастичного вектора Q∞ та P∞.

Теорема 2.7.1. Нехай ξk — послiдовнiсть незалежних однаково
розподiлених випадкових величин, якi набувають значень 0, 1, 2, . . . з
ймовiрностями p0, p1, p2, . . . вiдповiдно i нехай V := {i : pi > 0} =
{i1, i2, . . . , ik, . . .}.

Якщо для фiксованого вектора Q∞ рiвняння
∑
i∈V

qxi = 1 має корiнь

α0 на одиничному вiдрiзку, то розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича
спектра випадкової величини з незалежними I-Q∞-символами до-
рiвнює dimH Sµξ = α0.
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Якщо ж рiвняння
∑
i∈V

qxi = 1 не має коренiв на [0, 1], то

dimH Sµξ = dimH(C[I-Q∞, V ]) = lim
k→∞

dimH(C[I-Q∞, Vk]),

де Vk = {i1, i2, . . . , ik}, k ∈ N, k > 2.

В цьому ж пiдроздiлi показано як отриманi результати стосовно
збереження мiри Лебега та розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича вiд-
ображенням ϕ дозволяють досить просто отримати метричну та роз-
мiрнiсну класифiкацiю дiйсних чисел за асимптотичною поведiнкою
частот символiв у їх I-Q∞-зображеннi, що природно узагальнює ре-
зультати роботи С.Альбеверiо,Ю.Кондратьєва, Р.Нiкiфорова i Г.Тор-
бiна.

Теорема 2.7.4.Метричнi, фрактальнi та топологiчнi власти-
востi множин N(I-Q∞), W (I-Q∞), P (I-Q∞) та L(I-Q∞) хара-
ктеризує наступна таблиця:

Мiра Лебега dimH(·) Категорiя Бера
N(I-Q∞) 1 1 перша
W (I-Q∞) 0 1 перша
P (I-Q∞) 0 1 перша
L(I-Q∞) 0 1 друга

У пiдроздiлi 2.8 знайдено загальнi достатнi умови довiрчостi для
обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича сiмейств надцилiндри-
чних множин, породжених F - та I-F -зображеннями дiйсних чисел та
показано як отриманi результати застосовуються до доведення до-
вiрчостi сiмейств надцилiндричних множин, породжених розкладами
Люрота, Остроградського–Серпiнського–Пiрса, Остроградського 2-го
роду, Енгеля, Сiльвестера, ланцюговими дробами.

Теорема 2.8.1. Нехай x = ∆I-F
α1(x)α2(x)...αk(x)...

— деяке I-F -зо-
браження дiйсних чисел над послiдовнiстю алфавiтiв Nk. Нехай D
— множина точок одиничного вiдрiзка, якi мають I-F -зображення.
Нехай Φ̂ = Φ̂(I-F ) — сiмейство множин, якi є об’єднанням сумi-
жних I-F -цилiндрiв одного рангу, що належать одному i тому ж
I-F -цилiндру попереднього рангу.
Якщо iснує константа c > 1 така, що

1

c
6
|∆I-F

α1...αkm
|

|∆I-F
α1...αk(m+1)|

6 c,∀k ∈ N,m ∈ Nk+1, (m+ 1) ∈ Nk+1,
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то Φ̂(I-F ) — довiрче для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безико-
вича на множинi D. Бiльше того Φ̂(I-F ) є порiвнянним i

Hα(E) 6 Hα(E, Φ̂(I-F )) 6 4c ·Hα(E),∀E ⊂ D.

Третiй роздiл дисертацiї присвячений розвитку ймовiрнiсного
пiдходу до вивчення фрактальних властивостей пiдмножин анормаль-
них чисел.

Пiдроздiли 3.1–3.6 присвяченi розвитку ймовiрнiсного пiдходу до
вивчення метричних властивостей анормальних чисел та застосуван-
ню тонких фрактальних властивостей ймовiрнiсних мiр з незалежни-
ми Q- та Q∗-символами до дослiдження фрактальних властивостей
пiдмножин множини анормальних чисел.

Властивостi пiдмножин множини анормальних чисел iнтенсивно
вивчались останнi роки з використанням рiзних пiдходiв у роботах
S.Albeverio , L. Barreira, Yu.Kondratiev, Р.Нiкiфорова, L.Olsen, М.Пра-
цьовитого, B. Saussol, J. Schmeling, N. Snigireva, Г. Торбiна, S.Winter та
iнших.

Нехай Ωk = {0, 1, 2, . . . , s − 1} i Ω =
∞∏
k=1

Ωk. Для довiльного ω ∈ Ω

означимо

νi(ω) = lim
k→∞

Ni(ω, k)

k

(якщо границя iснує) i розглянемо множини

E(Ω) = {ω : νi(ω) iснує ∀i ∈ A = {0, 1, . . . , s− 1}},

P (Ω) = {ω : (∃ i ∈ A) : νi(ω) iснує, (∃ j ∈ A) : νj(ω) не iснує},

L(Ω) = {ω : (∀i ∈ A) : νi(ω) не iснує}.

Оскiльки на просторi Ω не введено нi метрики, нi мiри, нi тополо-
гiї, то питання про метричнi, топологiчнi чи фрактальнi властивостi
множин E(Ω), P (Ω), L(Ω) не може бути вирiшеним. З iншого боку,
зрозумiло, що всi цi множини є континуальними.

Розглянемо тепер вiдображення f : Ω→ R1.Нехай f(E), f(P ), f(L)
будуть образами E(Ω), P (Ω), L(Ω) при вiдображеннi f . Властивостi
цих множин суттєво залежать вiд вiдображення f . Насправдi, f по-
роджує топологiю та метрику на просторi Ω∗, який отриманий з про-
стору Ω злиттям тих точок з Ω, якi мають однаковi f -образи.
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Якщо, для прикладу, f(ω) =
∞∑
k=1

ωk
sk

, тодi f(E) = E(s), f(P ) =

P (s), f(L) = L(s), i iснує така пiдмножина N(s) ⊂ E(s), що λ(N(s)) =
1 (де λ — мiра Лебега на [0, 1].)

У роботi С.Альбеверiо, Ю.Кондратьєва, Р.Нiкiфорова i Г.Торбiна
було сформульоване питання про залежнiсть метричних, топологiч-
них та фрактальних властивостей пiдмножин дiйсних чисел вiд ви-
браного зображення f . Зокрема, було поставлено два питання:

«Суперфрактальнiсть (тобто, рiвнiсть розмiрностi Хаусдорфа–Бе-
зиковича одиницi) множини суттєво анормальних чисел була доведена
для ряду рiзних зображень дiйсних чисел. Тому природно запитати
чи iснує таке зображення f , що:

2.1. для вiдповiдної множини L(f) f -суттєво анормальних чисел
розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича не рiвна одиницi;

2.2. вся множина D(f) f -анормальних чисел має розмiрнiсть Ха-
усдорфа–Безиковича не рiвну одиницi?»

Основна мета пiдроздiлiв 3.5. та 3.6 полягає у вивченнi фракталь-
них властивостей множин f(E), f(P ), f(L) для випадку коли вiдобра-
ження f iндуковане Q∗-зображенням дiйсних чисел. У цих пiдроздi-
лах дано вiдповiдi на наведенi вище запитання.

Теорема 3.5.1. Нехай Q∗ = ‖qik‖, i ∈ {0, 1, 2}, q2k = 1
(k+1)k+1 ,

q0k = q1k = 1−q2k
2 .

Тодi dimH(L(Q∗)) = 0.
Теорема 3.6.1. Нехай Q∗ = ‖qik‖, i ∈ {0, 1, 2, . . . , s− 1},

q1k = q2k = . . . = qs−1,k =

{
1

(s−1)(k+1)k+1 , якщо k ∈ B;
1
s , якщо k ∈ A.

q0k =

{
1− 1

(k+1)k+1 , якщо k ∈ B;
1
s , якщо k ∈ A.

,

де A = {n : n = 10k, k ∈ N}, B = {n : n 6= 10k, k ∈ N}.
Тодi dimH(D(Q∗)) = 0.

Крiм того, у пiдроздiлi 3.5 наведено загальнi достатнi умови ано-
мальної фрактальностi множини Q∗-суттєво анормальних чисел.

Теорема 3.5.2. Нехай Q∗ = ‖qik‖, i ∈ A = {0, 1, . . . , s−1}, i нехай
∃ i0 ∈ A таке, що ∀α > 0 : lim

k→∞
sk · qαi0,k = 0.

Тодi dimH(L(Q∗)) = 0.
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У пiдроздiлi 3.7 наведено приклад такого зображення дiйсних чи-
сел, для якого множина суттєво анормальних чисел є множиною пер-
шої категорiї Бера.

ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена розвитку методiв фрактального
аналiзу сингулярно неперервних ймовiрнiсних мiр, вивченню тонких
фрактальних властивостей ймовiрнiсних мiр з незалежними I-Q∞-
символами. В роботi запропоновано новий пiдхiд до розвитку метри-
чної, ймовiрнiсної та розмiрнiсної теорiй дiйсних чисел на основi iдеї
G-iзоморфiзму. На основi здiйснених в роботi нових пiдходiв до дове-
дення довiрчостi (для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича)
локально тонких систем покриттiв, отримано новi результати в тео-
рiї DP -перетворень та дослiджено фрактальнi властивостi спектрiв
розподiлiв випадкових величин з незалежними I-Q∞-символами. У
роботi також спростовано гiпотезу про суперфрактальнiсть множини
суттєво анормальних чисел незалежно вiд обраної системи числення.

Основними науковими результатами, що виносяться на захист, є
такi:

— розроблено новий метод доведення довiрчостi локально тон-
ких систем покриттiв для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–
Безиковича пiдмножин одиничного вiдрiзка; даний метод за-
стосовано для доведення гiпотези про довiрчiсть систем надци-
лiндрiв Q∞- та I-Q∞-зображень дiйсних чисел для обчислен-
ня розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича (у тому числi i для тих
моделей, коли вiдповiднi системи цилiндрiв не є довiрчими);
знайдено достатнi умови порiвнянностi мiр Хаусдорфа, поро-
джених системою надцилiндрiв узагальненого F -зображення
дiйсних чисел;

— дослiджено лебегiвську структуру, тополого-метричнi власти-
востi спектрiв, спектральну структуру розподiлiв випадкових
величин з незалежними I-Q∞-символами;

— знайдено явнi формули для обчислення розмiрностi Хаусдорфа
розподiлiв випадкових величин з незалежними I-Q∞-символа-
ми.

— доведено гiпотезу про те, що вiдображення ϕ, яке переводить
символи Q∞-зображення в символи I-Q∞-зображення, зберi-
гає мiру Лебега та розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича на оди-
ничному вiдрiзку; на основi даного результату показано iзо-
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морфiзм ймовiрнiсних та розмiрнiсних теорiй Q∞- та I-Q∞-
зображень дiйсних чисел;

— дослiджено фрактальнi властивостi спектрiв розподiлiв випад-
кових величин з незалежними I-Q∞-символами;

— на основi ймовiрнiсного пiдходу доведено суперфрактальнiсть
множини Q-суттєво анормальних чисел; доведено суперфра-
ктальнiсть множини I-Q∞-суттєво анормальних чисел;

— спростовано гiпотезу про суперфрактальнiсть множини суттє-
во анормальних чисел незалежно вiд вибору системи числення;
знайдено достатнi умови аномальної фрактальностi множини
Q∗-суттєво анормальних чисел.
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АНОТАЦIЯ

Гарко I. I. Фрактальнi властивостi ймовiрнiсних мiр, поро-
джених полiосновними розкладами дiйсних чисел, та їх за-
стосування.—Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-ма-
тематичних наук за спецiальнiстю 01.01.05 — теорiя ймовiрностей та
математична статистика. — Iнститут математики НАН України, Київ,
2017.

Дисертацiя присвячена розвитку пiдходiв до дослiдження сингу-
лярно неперервних ймовiрнiсних мiр, породжених полiосновними роз-
кладами дiйсних чисел. У роботi представлено новий метод побудо-
ви метричної, ймовiрнiсної та розмiрнiсної теорiй сiмейств зображень
дiйсних чисел на основi дослiдження спецiальних вiдображень, якi
символи одного з цих зображень переводять у тi ж символи iншо-
го зображення з дослiджуваного сiмейства, i при цьому зберiгають
мiру Лебега та розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича. Особлива увага
придiлена розвитку ймовiрнiсної та розмiрнiсної теорiй Q∞- та I-Q∞-
зображень дiйсних чисел.

У дисертацiї знайдено загальнi достатнi умови довiрчостi для об-
числення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича сiмейств надцилiндри-
чних множин, породжених I-F -зображенням дiйсних чисел, яке мi-
стить в собi як частиннi випадки ланцюговi розклади, Q∗-розклади,
Q∞-розклади, розклади Люрота, Сiльвестера, Остроградського–Сер-
пiнського–Пiрса, Енгеля.

Також розвинено ймовiрнiсний пiдхiд до дослiдження залежностi
метричних, топологiчних i фрактальних властивостей множин анор-
мальних та суттєво анормальних чисел вiд системи числення. Доведе-
но суперфрактальнiсть множини L(Q) Q-суттєво анормальних чисел
для довiльного Q-зображення дiйсних чисел. Спростовано двi гiпоте-
зи, якi були домiнуючими серед фахiвцiв протягом останнiх 10 рокiв:
по-перше, показано, що iснують системи числення, для яких множина
суттєво анормальних дiйсних чисел не є множиною другої категорiї
Бера; по-друге, спростована гiпотеза про суперфрактальнiсть множи-
ни суттєво анормальних чисел для довiльного зображення дiйсних
чисел.

Ключовi слова: сингулярно неперервнi ймовiрнiснi мiри, розмiр-
нiсть Хаусдорфа–Безиковича, фрактали, Q∞-зображення, I-Q∞-зо-
браження, Q∗-зображення, I-F -зображення, довiрчi системи покрит-
тiв, DP -перетворення, G-iзоморфiзм систем числення, анормальнi чи-
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сла, суттєво анормальнi числа.

АННОТАЦИЯ

Гарко И. И. Фрактальные свойства вероятностных мер,
порожденных полиосновными разложениями вещественных
чисел, и их приложения.—Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-мате-
матических наук по специальности 01.01.05 — теория вероятностей и
математическая статистика. —Институт математики НАН Украины,
Киев, 2017.

Диссертационная работа посвящена развитию подходов к иссле-
дованию сингулярно непрерывных вероятностных мер, порожденных
полиосновными разложениями вещественных чисел. В работе пред-
ставлено новый метод построения метрической, вероятностной и раз-
мерностной теорий семейств изображений вещественных чисел на ос-
новании исследования специальных отображений, которые символы
одного из этих изображений переводят в те же символы другого изоб-
ражения из исследуемого семейства, и при этом сохраняют меру Ле-
бега и размерность Хаусдорфа–Безиковича. Особое внимание уделе-
но развитию вероятностной и размерностной теорий Q∞- и I-Q∞-
изображений вещественных чисел.

В диссертации найдены общие достаточные условия доверительно-
сти для вычисления размерности Хаусдорфа–Безиковича семейств на-
дцилиндрических множеств, порожденных I-F -изображениями веще-
ственных чисел, которое содержит в себе в качестве частных случаев
разложения цепными дробями, Q∗-разложения, Q∞-разложения, раз-
ложения Люрота, Сильвестера, Остроградского–Серпинского–Пирса,
Энгеля.

В работе развит вероятностный подход к исследованию зависимо-
сти метрических, топологических и фрактальных свойств множеств
анормальных и существенно анормальных чисел от системы исчисле-
ния. Доказана суперфрактальность множества L(Q) Q-существенно
анормальных чисел для произвольного Q-изображения вещественных
чисел. Опровергнуто две гипотезы, которые были доминирующими
среди специалистов в течении последних 10 лет: во-первых, пока-
зано, что существуют системы исчисления, для которых множество
существенно анормальных вещественных чисел может не быть мно-
жеством второй категории Бэра; во-вторых, опровергнута гипотеза о
суперфрактальности множества существенно анормальных чисел для
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произвольного изображения вещественных чисел.

Ключевые слова: сингулярно непрерывные вероятностные меры,
размерность Хаусдорфа–Безиковича, фракталы, I-Q∞-изображение,
Q∞-изображение, Q∗-изображение, I-F -изображение, доверительные
системы покрытий, DP -преобразования, G-изоморфизм систем счис-
ления, анормальные числа, существенно анормальные числа.

ABSTRACT

Harko I. I. Fractal properties of probability measures gen-
erated by polybasic expansions of real numbers, and its appli-
cations. — Manuscript.

The thesis for Ph. D. on Physics and Mathematics, speciality 01.01.05 —
probability theory and mathematical statistics. — Institute for Mathe-
matics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2017.

Thesis is devoted to the development of methods for the study of singu-
larly continuous probability measures generated by polybasic expansions
of real numbers. The metric, probabilistic and dimensional theories for
families of representations of real numbers were intensively developed dur-
ing the XX century, beginning with the works of V. Jarnik, B. Bissinger,
S. Everett, A. Renyi, P. Erdos, P. Billingsley, J. Kinney, F. Schweiger, T. Pit-
cher etc. We develop a new method for the construction of metric, prob-
abilistic and dimensional theories for families of representations of real
numbers via studies of spacial mappings under which symbols of a given
representation are mapped into the same symbols of other representa-
tion from the same family, and they preserve the Lebesgue measure and
the Hausdorff–Besicovitch dimension. We show a rather deep connection
between the faithfulness of systems of coverings, generated by different
representations, and DP -properties of the above mentioned mappings.
A special attention is paid to the development of probabilistic and di-
mensional theory of Q∞- and I-Q∞-representations of real numbers. We
prove that the random variable with independent I-Q∞-symbols has a
distribution of pure type. We also show that a singularly continuous
random variable with independent I-Q∞-digits has a distribution of a
pure topological-metric type. Furthermore we get the spectral charac-
terization and exact formula for the Hausdorff–Besicovitch dimension of
spectra resp. minimal dimensional supports of probability measures with
independent I-Q∞-digits.

In the thesis we found general sufficient conditions of faithfulness
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for the calculation of the Hausdorff–Besicovitch dimension of families
of overcylindrical sets generated by I-F -representation of real numbers,
which contains as partial cases the continued fractions expansion, Q∗-
expansions, Q∞-expansions, Lüroth expansions, Sylvester expansion, Os-
trogradsky–Serpinsky–Pierce expansion, Engel expansion.

We also study a relation between the “normality” properties of real
numbers and properties of the “asymptotic frequencies” of their digits in
some system of numeration (this problem was intensively investigated dur-
ing last decade by S. Albeverio, M. Pratsiovytyi, G. Torbin, R. Nikiforov,
L. Olsen, E. Zoli and others). The last section of the thesis is devoted to
the development of probabilistic approach to the study the dependence
of metric, topological and fractal properties of numbers which are non-
normal resp. essentially non-normal w.r.t. a chosen system of numeration.
In particular, we solve open problems mentioned in the paper of Albeve-
rio S., Kondratiev Yu., Nikiforov R., Torbin G. and prove that there exist
representations (the Q∗-representations) for real numbers such that the
corresponding sets of essentially non-normal numbers and even the whole
set of non-normal numbers are of zero Hausdorff–Besicovitch dimension.
Sufficient conditions for full dimensionality resp. zero dimensionality of
the set of essentially non-normal numbers are also presented. We also
introduce a generalized cylindrical representation of real numbers which
contains as partial cases all representations for real numbers, which were
considered in the existing literature. Based on this representation, we
consider the generated class of probability distributions with independent
symbols which are not necessary of a pure Lebesgue type. We also show
that there exist generalized cylindrical representations for which the set
of essentially non-normal numbers is not of the second Baire category.

Key words: singularly continuous probability measures, Hausdorff–
Besicovitch dimension, fractals, Q∞-representations, I-Q∞-representa-
tions, Q∗-expansion, I-F -representation, faithful covering systems, DP -
transformations, G-isomorphism of expansions, non-normal numbers, ess-
entially non-normal numbers.


