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АНОТАЦIЯ

Гарко I.I. Фрактальнi властивостi ймовiрнiсних мiр, породжених полiо-

сновними розкладами дiйсних чисел, та їх застосування. — Квалiфiкацiйна

наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-матема-

тичних наук (доктора фiлософiї) за спецiальнiстю 01.01.05 «Теорiя ймовiр-

ностей i математична статистика». Нацiональний педагогiчний унiверситет

iменi М.П. Драгоманова, Iнститут математики НАН України, Київ, 2017.

Дисертацiя присвячена розвитку нових пiдходiв до дослiдження сингу-

лярно неперервних ймовiрнiсних мiр, породжених полiосновними розкла-

дами дiйсних чисел, вивченню фрактальних властивостей розподiлiв ви-

падкових величин з незалежними символами таких розкладiв i застосуван-

ню отриманих результатiв у ймовiрнiснiй, метричнiй та розмiрнiснiй теорiї

чисел. На сьогоднi iснує значна кiлькiсть систем зображення дiйсних чи-

сел, якi суттєво мiж собою вiдрiзняються (див., наприклад, [1–5]). Для ко-

жної системи iснують класи фракталiв та iнших математичних об’єктiв, якi

активно дослiджуються сучасними математиками. Метрична, ймовiрнiсна

та фрактальна теорiї розкладiв дiйсних чисел iнтенсивно розвивались про-

тягом ХХ столiття, починаючи з робiт В.Ярнiка (V.Jarnik), Б.Бiссiнджера

(B.Bissinger), С.Еверетта (S.Everett), А.Рен’ї (A.Renyi), П.Ердеша (P.Erdos),

П. Бiллiнгслi (P.Billingsley), Дж.Кiннi (J. Kinney), Т.Пiтчера (T. Pitcher),

Ф. Швайгера (F. Schweiger) та iн. Особливо важливим для розвитку фра-

ктального аналiзу та теорiї сингулярних ймовiрнiсних мiр є розвиток та

удосконалення методiв обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича (та

iнших фрактальних розмiрностей) множин та мiр, пов’язаних з певними си-
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стемами числення; методiв встановлення сингулярностi ймовiрнiсних мiр

та дослiдження їх тонких фрактальних властивостей; усвiдомлення ана-

логiй мiж метричними, ймовiрнiсними та розмiрнiсними теорiями рiзних

розкладiв та узагальнення на основi цього вiдповiдних методiв побудови

цих теорiй.

Перший роздiл дисертацiї мiстить опис основних понять, фактiв та ме-

тодiв, якi вiдiграють важливу роль у дослiдженнi. Основними в дисертацiї

є другий та третiй роздiли.

Другий роздiл дисертацiї присвячений розвитку нового методу побудо-

ви метричної, ймовiрнiсної та розмiрнiсної теорiй сiмейств зображень дiй-

сних чисел на основi дослiдження спецiальних вiдображень, якi символи

одного з цих зображень переводять у тi ж символи iншого зображення

з дослiджуваного сiмейства, i при цьому зберiгають мiру Лебега та роз-

мiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича (хоча можуть бути розривними на всюди

щiльних множинах). Такi вiдображення називаються G-вiдображеннями

(G-iзоморфiзмами систем числення). Метричнi, ймовiрнiснi та розмiрнiснi

теорiї системи числення, мiж якими iснує G-вiдображення, є тотожними (з

точнiстю до G-iзоморфiзму). У роботi показується глибокий зв’язок мiж

довiрчiстю систем покриттiв, породжених рiзними системами числення, та

DP -властивостями вказаних вище вiдображень. Особлива увага придiлена

розвитку розмiрнiсної теорiї Q∞- та I-Q∞-зображень дiйсних чисел. З цiєю

метою ми розвиваємо методи доведення довiрчостi систем покриттiв, по-

роджених Q∞ та I-Q∞-зображенням, та показуємо як отриманi результати

дозволяють отримувати розмiрнiснi теорiї нових систем числення.

У роботi знайдено загальнi достатнi умови довiрчостi для обчислення

розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича сiмейств надцилiндричних множин, по-

роджених I-F -зображенням дiйсних чисел, яке мiстить в собi як частиннi

випадки ланцюговi розклади, Q∗-розклади ([6,7]), Q∞-розклади ([8,9]), роз-

клади Люрота ([3, 4]), Сiльвестера ([10]), Остроградського–Серпiнського–
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Пiрса ([5, 11]), Енгеля ([12,13]).

Однiєю iз актуальних проблем є залежнiсть мiж властивостями «нор-

мальностi» дiйсних чисел та частотами їх цифр у системi числення, в якiй

вони розглядаються. Дослiдженнями цiєї проблематики для класичного s-

адичного зображення числа займалися С. Альбеверiо, М. Працьовитий, Г.

Торбiн, L.Olsen, E.Zoli та iн. До 1994 року множина анормальних чисел вва-

жалась «достатньо малою» як в смислi мiри Лебега, так i в смислi розмiрно-

стi Хаусдорфа-Безиковича. У 2005 р. в роботi [14] було отримано посилений

результат роботи 1995 р. i доведено, що множина L(s) суттєво анормальних

чисел суперфрактальна i є множиною другої категорiї Бера, тобто множина

L(s) є наймасивнiшою як в топологiчному, так i в фрактальному розумiннi,

але при цьому є «малою» в сенсi мiри Лебега. Крiм того, у роботi [14] було

розглянуто узагальнення s-адичного зображення —Q∗-зображення дiйсних

чисел i було встановлено iснування таких Q∗-зображень дiйсних чисел, що

частоти всiх цифр не iснують для майже всiх (в сенсi мiри Лебега) дiйсних

чисел з [0, 1]. Пiсля доведення суперфрактальностi множин анормальних

та суттєво анормальних чисел для s-адичного та деяких iнших розкладiв

i конструювання таких систем числення, для яких множина суттєво анор-

мальних чисел мала повну мiру Лебега, домiнуючою стала гiпотеза про те,

що суперфрактальнiсть (як i належнiсть до другої категорiї Бера) є iнва-

рiантною властивiстю множини суттєво анормальних чисел i не залежить

вiд вибору системи числення.

Третiй роздiл дисертацiї присвячений розвитку ймовiрнiсного пiдходу

до дослiдження залежностi метричних, топологiчних i фрактальних вла-

стивостей множин анормальних та суттєво анормальних чисел вiд системи

числення. Спочатку в роботi дослiджуються сiмейства сингулярно непе-

рервних ймовiрнiсних мiр, в якостi спектрiв яких виступають пiдмножини

Q-суттєво анормальних чисел. Тонкий фрактальний аналiз таких мiр до-

зволяє отримати оцiнки фрактальної розмiрностi множини L(Q) суттєво
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анормальних дiйсних чисел вiдрiзка [0, 1], тобто множини дiйсних чисел,

в Q-розкладi яких жодна цифра не має частоти. На основi цих оцiнок до-

водиться, що множина L(Q) є суперфракталом, тобто множиною нульової

мiри Лебега, розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича якої дорiвнює 1.

В роботi введено в розгляд i обґрунтовано узагальнене цилiндричне зо-

браження дiйсних чисел, яке мiстить як частковi випадки всi методи зо-

браження дiйсних чисел, якi розглядались в iснуючiй лiтературi (в робо-

тах К.Даянi, К.Крааiкампа, М.Працьовитого, Г.Торбiна, Ф.Швайгера). На

основi введеного зображення розглядається породжений клас ймовiрнiсних

розподiлiв, якi, на вiдмiну вiд традицiйно розглядуваних в лiтературi ([15]),

не завжди мають чистий тип розподiлу.

Використовуючи апарат введеного зображення спростовано двi гiпоте-

зи, якi були домiнуючими серед фахiвцiв протягом останнiх 10 рокiв.

По-перше, показано, що iснують узагальненi цилiндричнi системи чи-

слення, для яких множина суттєво анормальних дiйсних чисел не є мно-

жиною другої категорiї Бера (але при цьому доведено, що множина анор-

мальних чисел, тобто тих дiйсних чисел, для яких вiдсутня частота хоча б

однiєї цифри, завжди є залишковою, тобто множиною, доповнення якої є

множиною першої категорiї Бера).

По-друге, в роботi спростована гiпотеза про суперфрактальнiсть мно-

жини суттєво анормальних чисел для довiльного зображення дiйсних чи-

сел. Показано, що навiть для структурно подiбних Q∗-розкладiв дiйсних

чисел множина L(Q∗)-суттєво анормальних чисел може мати нульову роз-

мiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича: dimH(L(Q∗)) = 0. Бiльше того, в роботi

доведено iснування Q∗-розкладiв, для яких навiть множина D(Q∗) всiх

анормальних чисел має нульову розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича. На

основi запропонованих в роботi методiв знайдено загальнi достатнi умови,

при виконаннi яких розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича множини суттєво

анормальних чисел дорiвнює нулю.
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Ключовi слова: сингулярно неперервнi ймовiрнiснi мiри, розмiрнiсть

Хаусдорфа–Безиковича, фрактали,Q∞-зображення, I-Q∞-зображення, до-

вiрчi системи покриттiв, DP -перетворення, G-iзоморфiзм систем числе-

ння, анормальнi числа, суттєво анормальнi числа, Q∗-зображення, I-F -

зображення.

Thesis is devoted to the development of new approaches to the study of

singularly continuous probability measures generated by polybasic expansions

of real numbers, to the study of fractal properties of distributions of random

variables with independent symbols of such expansions and to the applications

of obtained results to probabilistic, metric and dimensional theories of numbers.

There are a lot of different systems of numerations and each of them has its own

specificity in the investigation of some mathematical objects (see, [1–5]). The

metric, probabilistic and dimensional theories for families of representations of

real numbers were intensively developed during the XX century, starting from

works of V.Jarnik, B.Bissinger, S.Everett, A.Renyi, P.Erdos, P.Billingsley, J. Ki-

nney, T. Pitcher, F. Schweiger etc. For the development of the fractal analysis

and the theory of singularly probability measures it is important to understand

the analogy between the metric, probabilistic and dimensional theories of di-

fferent representations.

The first section of the thesis contains descriptions of main notions, facts

and methods which play important role in our investigations.

The second section of the thesis is devoted to the development of a new

method for the construction of metric, probabilistic and dimensional theories

for families of representations of real numbers via studies of spacial mappi-

ngs, under which symbols of a given representation are mapped into the same

symbols of other representation from the same family, and they preserve the

Lebesgue measure and the Hausdorff–Besicovitch dimension (for such mappings

the set of points of discontinuity can be everywhere dense). These mappings are
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said to be G-mappings (G-isomorphisms of representations). Metric, probabili-

stic and dimensional theories of G-isomorphic representations are identical. We

show a rather deep connection between the faithfulness of systems of coveri-

ngs, generated by different representations, and DP-properties of the above

mentioned mappings. A special attention is paid to the development of the

dimensional theory of Q∞- and I-Q∞-representations of real numbers and to

methods for proving of faithfulness of coverings, generated by Q∞- and I-Q∞-

representations.

In the thesis we found general sufficient conditions of faithfulness for the

calculation of the Hausdorff–Besikovich dimension of families of hyper-cylindrical

sets, generated by I-F -representation of real numbers, which contains as partial

cases the continued fractions expansions, Q∗-expansions ([6,7]), Q∞-expansions

([8, 9]), Lüroth expansions ([3, 4]), Sylvester expansions ([10]), Ostrogradsky-

Serpinsky– Pierce expansions ([5, 11]), Engel expansions ([12,13]).

For each system of numeration there exist specific connections between

«normal» properties of real numbers and properties of the «asymptotic frequenci-

es».

One of the main problems is the relation between the «normal» properties

of real numbers and properties of the «asymptotic frequencies» their digits in

some system of numeration. This problem was investigated for the classical s-

sdic expansion by S. Albeverio, M. Pratsiovytyi, G. Torbin, L.Olsen, E.Zoli. By

1994 the set of non-normal D(s) was considered as a «rather small» one in the

sense of Lebesgue measure as well as in the sense of the Hausdorff–Besicovitch

dimension. But it has been proven in 1994 by M.Pratsiovytyi and G.Torbin,

that the set D(s) is superfractal (i.e., dimH D(s) = 1). From these results it

follows that essentially non-normal numbers are generic in the topological sense

as well as in the sense of fractal geometry, nevertheless the set L(s) is small

from the Lebesgue measure point of view. After the proving of superfractali-

ty of sets of non-normal and essentially non-normal numbers for s -adic and
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some other expansions and constructing such systems of numeration for whi-

ch the set of essentially non-normal numbers is of full Lebesgue measure, the

conjecture on superfractality (as belonging to the second Baire category) of the

set of essentially non-normal numbers became dominating for all systems of

numeration.

In the thesis we study the dependence of fractal and metric properties of

numbers which are non-normal resp. essentially non-normal w.r.t. a chosen

system of numeration. In particular, we solve open problems mentioned in [16]

and prove that there exist expansions (theQ∗-expansions orQ∗-representations)

for real numbers such that the corresponding sets of essentially non-normal

numbers and even the whole set of non-normal numbers are of zero Hausdorff

dimension. Sufficient conditions for full dimensionality resp. zero dimensionality

of the set of essentially non-normal numbers are also presented.

Key words: singularly continuous probability measures, Hausdorff-Besico-

vitch dimension, fractals, Q∞-representations, I-Q∞-representations, faithful

covering systems, DP -transformations, G-isomorphism of expansions, non-nor-

mal numbers, essentially non-normal numbers,Q∗-expansion, I-F -representation.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Дисертацiя присвячена розвитку пiдходiв до

дослiдження сингулярно неперервних ймовiрнiсних мiр, породжених полiо-

сновними розкладами дiйсних чисел. На сьогоднi iснує багато систем числе-

ння (методiв зображення (кодування) дiйсних чисел чи елементiв з деякого

простору) з використанням постiйного (скiнченного чи нескiнченного) ал-

фавiту або змiнного алфавiту (послiдовностi алфавiтiв) (див., наприклад,

монографiї [1–5]). Кожна система числення має свою специфiку i переваги

у заданнi чи дослiдженнi певних математичних об’єктiв, вiдповiдну метри-

чну, ймовiрнiсну та розмiрнiснi (в сенсi розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича

та iнших фрактальних розмiрностей) теорiї. Метрична, ймовiрнiсна та фра-

ктальна теорiї розкладiв дiйсних чисел iнтенсивно розвивались протягом

ХХ столiття, починаючи з робiт В.Ярнiка (V.Jarnik), Б.Бiссiнджера (B.Bis-

singer), С.Еверетта (S.Everett), А.Рен’ї (A.Renyi), П.Ердеша (P.Erdos), П.

Бiллiнгслi (P.Billingsley), Дж.Кiннi (J. Kinney), Т.Пiтчера (T. Pitcher), Ф.

Швайгера (F. Schweiger) та iн. Iнтерес до розвитку таких теорiй суттєво

посилився наприкiнцi ХХ столiття у зв’язку з «фрактальним бумом» у ма-

тематицi та природознавствi. Незважаючи на це, для багатьох класичних

розкладiв дiйсних чисел вiдповiднi ймовiрнiснi та розмiрнiснi теорiї все ще

перебувають на конструктивному етапi розвитку. В якостi прикладу можна

навести ланцюговi дроби ([17, 18]), розклади Кантора ([19, 20]), розклади

Остроградського–Серпiнського–Пiрса ([5, 11]), Q∞-розклади ([8, 16, 21]) та

багато iнших.

Добре вiдомо, що клас сингулярно неперервних ймовiрнiсних мiр є най-

менш дослiдженим сiмейством чистих мiр, хоча їх дослiдження здiйсню-

валось протягом майже всього ХХ ст. (див., наприклад, [8, 22–62]) Зна-
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чна кiлькiсть робiт присвячена дослiдженню фрактальних властивостей

ймовiрнiсних мiр, що породжуються рiзними розкладами дiйсних чисел.

Протягом двох останнiх десятилiть проводяться досить iнтенсивнi дослi-

дження iз загальної теорiї сингулярно неперервних ймовiрнiсних мiр та ме-

тодiв встановлення сингулярностi, створення нових методiв фрактального

та мультифрактального аналiзу та їх реалiзацiя в певних класах мiр, кла-

сифiкацiї сингулярних мiр. Значна кiлькiсть робiт присвячена створенню

iндивiдуальної теорiї певних класiв сингулярних мiр та дослiдженню їх вла-

стивостей. Варто вiдзначити, що нетривiальнi складнощi на цьому шляху

виникають навiть для класiв самоподiбних та самоафiнних мiр. Вищезгада-

нi дослiдження та їх застосування пов’язанi як з iменами вiтчизняних мате-

матикiв (М. Працьовитий, О. Барановський, Я. Виннишин, Я. Гончаренко,

В. Королюк, В. Кошманенко, Д. Кюрчев, О. Лещинський, А. Литвинюк,

Р. Нiкiфоров, О. Слуцький, Г. Торбiн, О. Школьний), так iз широким ко-

лом закордонних математикiв (K. Dajani, D. Damanik, M. Das, K. Falconer,

D. Feng, M. Iosifescu, S. Jitomirskaya, Yu. Kifer, R. Killip, A. Kiselev, C. Kraai-

kamp, D. Krutikov, N. Makarov, Yu. Peres, R. del Rio, Ch. Remling, E. Olivier,

L. Olsen, W. Schlag, B. Simon, K. Simon, B. Solomyak, B. Weiss).

Тому особливо важливим для розвитку фрактального аналiзу та теорiї

сингулярних ймовiрнiсних мiр є розвиток та удосконалення методiв обчи-

слення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича (та iнших фрактальних розмiр-

ностей) множин та мiр, пов’язаних з певними системами числення; методiв

встановлення сингулярностi ймовiрнiсних мiр та дослiдження їх тонких

фрактальних властивостей; усвiдомлення аналогiй мiж метричними, ймо-

вiрнiсними та розмiрнiсними теорiями рiзних розкладiв та узагальнення на

основi цього вiдповiдних методiв побудови цих теорiй.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Робота виконана у рамках дослiджень математичних об’єктiв зi складною
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локальною будовою, що проводяться у вiддiлi фрактального аналiзу Iнсти-

туту математики НАН України та на кафедрi математичного аналiзу та

диференцiальних рiвнянь Нацiонального педагогiчного унiверситету iменi

М.П. Драгоманова.

Автор дисертацiї брав участь у розробцi держбюджетних тем «Багато-

рiвневий аналiз сингулярних ймовiрнiсних мiр та його застосування» (но-

мер державної реєстрацiї 0113U003005) та «Фрактальний аналiз розподi-

лiв випадкових величин типу Джессена–Вiнтнера та його застосування»

(номер державної реєстрацiї 0117U004905), та науково-дослiдного проекту

STREVCOMS FP-7-IRSES 612669 (ЄС).

Мета i завдання дослiдження. Метою дослiдження є розвиток ме-

тодiв фрактального аналiзу сингулярно неперервних ймовiрнiсних мiр, ви-

вчення тонких фрактальних властивостей ймовiрнiсних мiр з незалежними

I-Q∞-символами та використання отриманих результатiв для ймовiрнiсно-

го пiдходу до вивчення перетворень, що зберiгають фрактальну розмiр-

нiсть, та до фрактального аналiзу пiдмножин множини анормальних чи-

сел.

Основними завданнями дисертацiйної роботи є:

— розробка нових методiв доведення довiрчостi локально тонких си-

стем покриттiв для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича

пiдмножин одиничного вiдрiзка та застосування цих методiв для

знаходження умов порiвнянностi та довiрчостi систем надцилiндрiв

Q∞- та I-Q∞-зображень дiйсних чисел для обчислення розмiрно-

стi Хаусдорфа-Безиковича (у тому числi i для тих моделей, коли

вiдповiднi системи цилiндрiв не є довiрчими);

— дослiдження властивостей (лебегiвська структура, тополого-метрич-

нi властивостi спектрiв, спектральна структура) розподiлiв випад-

кових величин з незалежними I-Q∞-символами.
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— дослiдження фрактальних властивостей мiнiмальних розмiрнiсних

носiїв розподiлiв випадкових величин з незалежними I-Q∞-симво-

лами.

— доведення гiпотези про те, що вiдображення ϕ, яке переводить сим-

волиQ∞-зображення в символи I-Q∞-зображення, зберiгає мiру Ле-

бега та розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiдрiзку;

— дослiдження фрактальних властивостей спектрiв розподiлiв випад-

кових величин з незалежними I-Q∞-символами

— розвиток ймовiрнiсного пiдходу (на основi дослiдження властиво-

стей ймовiрнiсних мiр з незалежнимиQ-, I-Q∞-,Q∗-, I-F -символами)

до вивчення залежностi метричних та фрактальних властивостей

множини суттєво анормальних чисел вiд обраної системи числення.

Об’єктом дослiдження є фрактальнi властивостi сингулярно непе-

рервних ймовiрнiсних мiр.

Предметом дослiдження є фрактальнi властивостi розподiлiв випад-

кових величин з незалежними I-Q∞-, Q∗- та I-F -символами та їх застосу-

вання в метричнiй теорiї чисел.

Методи дослiдження. У роботi використовувалися методи теорiї ймо-

вiрностей, математичного аналiзу, теорiї функцiй дiйсної змiнної, метри-

чної теорiї чисел, фрактального аналiзу та запропонованi автором констру-

ктивнi прийоми та методи.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основними науковими

результатами, що виносяться на захист, є такi:

— розроблено новий метод доведення довiрчостi локально тонких си-

стем покриттiв для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича

пiдмножин одиничного вiдрiзка; даний метод застосовано для дове-

дення гiпотези про довiрчiсть систем надцилiндрiв Q∞- та I-Q∞-

зображень дiйсних чисел для обчислення розмiрностi Хаусдорфа-
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Безиковича (у тому числi i для тих моделей, коли вiдповiднi системи

цилiндрiв не є довiрчими); знайдено достатнi умови порiвнянностi

мiр Хаусдорфа, породжених системою надцилiндрiв узагальненого

F -зображення дiйсних чисел;

— дослiджено лебегiвську структуру, тополого-метричнi властивостi

спектрiв, спектральну структуру розподiлiв випадкових величин

з незалежними I-Q∞-символами;

— знайдено явнi формули для обчислення розмiрностi Хаусдорфа роз-

подiлiв випадкових величин з незалежними I-Q∞-символами.

— доведено гiпотезу про те, що вiдображення ϕ, яке переводить симво-

лиQ∞-зображення в символи I-Q∞-зображення, зберiгає мiру Лебе-

га та розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiдрiзку;

на основi даного результату показано iзоморфiзм ймовiрнiсних та

розмiрнiсних теорiй Q∞- та I-Q∞-зображень дiйсних чисел;

— дослiджено фрактальнi властивостi спектрiв розподiлiв випадкових

величин з незалежними I-Q∞-символами;

— на основi ймовiрнiсного пiдходу доведено суперфрактальнiсть мно-

жини Q-суттєво анормальних чисел; доведено суперфрактальнiсть

множини I-Q∞-суттєво анормальних чисел;

— спростовано гiпотезу про суперфрактальнiсть множини суттєво анор-

мальних чисел незалежно вiд вибору системи числення; знайде-

но достатнi умови аномальної фрактальностi множини Q∗-суттєво

анормальних чисел.

Практичне значення одержаних результатiв. Робота має теоре-

тичний характер. Отриманi результати є внеском у теорiю сингулярних

розподiлiв ймовiрностей, фрактальний аналiз, метричну теорiю чисел, те-

орiю функцiй дiйсної змiнної та теорiю DP-перетворень. Запропонованi в

дисертацiї методи можуть бути корисними як при дослiдженнi тонких фра-
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ктальних властивостей ймовiрнiсних мiр, породжених рiзними представле-

ннями дiйсних чисел над скiнченними та змiнними алфавiтами, так i при

застосуваннi вiдповiдних результатiв в метричнiй теорiї чисел та теорiї DP-

перетворень.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати, що виносяться

на захист, отриманi автором самостiйно. Зi статей, опублiкованих у спiвав-

торствi, до дисертацiї включенi лише тi результати, що належать автору.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дослiдже-

ння доповiдалися на наукових конференцiях рiзного рiвня та наукових се-

мiнарах. Це такi конференцiї:

— Мiжнародна наукова конференцiя «Асимптотичнi методи в теорiї

диференцiальних рiвнянь», присвячена 80-рiччю Шкiля М.I., Київ,

13-14 грудня 2012 р.;

— Мiжнародна наукова конференцiя «Актуальнi проблеми методоло-

гiї та методики навчання фiзико-математичних дисциплiн», присвя-

чена 80-рiччю Горбачука I.Т., Київ, 18 сiчня 2013 р.;

— XVI Всеукраїнська науково-практична конференцiя «Молодь, освi-

та, наука, культура i нацiональна самосвiдомiсть в умовах європей-

ської iнтеграцiї», Київ, 25-26 квiтня 2013 р.;

— The Fifth International Conference on Analytic Number Theory and

Spatial Tessellations, Kyiv, September 16-20, 2013;

— Fractal Geometry and Stochastics V, Germany, March 24-29, 2014;

— XVII Всеукраїнська науково-практична конференцiя «Молодь, освi-

та, наука, культура i нацiональна самосвiдомiсть в умовах європей-

ської iнтеграцiї», Київ, 25-26 квiтня 2014 р.;

— П’ятнадцята мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка Ми-

хайла Кравчука, Київ, 15–17 травня 2014 р.;

— International Conference «Probability, Reability and Stochastic Opti-
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mization», Kyiv, April 7-10, 2015;

— International Conference «Dynamical System And Their Application»,

Kyiv, June 22-26, 2015;

— П’ята Всеукраїнська наукова конференцiя молодих вчених з мате-

матики та фiзики «Актуальнi проблеми сучасної математики i фi-

зики та методики їх навчання», Київ, 25–26 квiтня 2016 р.;

— Сiмнадцята мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка Ми-

хайла Кравчука, Київ, 19–20 травня 2016 р.;

— Конференцiя «Методика викладання математики в середнiй та ви-

щiй школi». (присвячена 75-рiччю лауреата Державної премiї Укра-

їни в галузi науки i технiки, академiка Академiї наук вищої освiти,

професора Колесник Тамари Всеволодiвни), Секцiя 3: Вибранi пи-

тання сучасної математики, 4–5 грудня 2013 р.;

— Всеукраїнська науково-методична конференцiя «Сучаснi науково-

методичнi проблеми математики у вищiй школi», пам’ятi професора

С.С.Левiщенка, Київ, 7–8 жовтня 2016 р.;

— Шоста Всеукраїнська наукова конференцiя молодих вчених з мате-

матики та фiзики, Київ, 21–22 квiтня 2017 р.;

— International Conference «Numeration 2017», Rome, Italy, June 5–9,

2017.

Основнi результати дисертацiйного дослiдження були оприлюдненi на

засiданнях наступних наукових семiнарiв:

— науковий семiнар «Статистичнi проблеми для випадкових проце-

сiв i полiв» кафедри математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей

Нацiонального технiчного унiверситету України «Київський полi-

технiчний iнститут» iм. I. Сiкорського (керiвник семiнару — проф.

Iванов О.В.);

— науковий семiнар вiддiлу випадкових процесiв Iнституту матема-

тики НАН України (керiвники семiнару — проф. Дороговцев А.А.,
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проф. Портенко М.I.);

— науковий семiнар вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН

України (керiвник семiнару — проф. Романюк А.С.);

— науковий семiнар з фрактального аналiзу (спiльний семiнар НПУ

iменi М.П.Драгоманова та Iнституту математики НАН України, ке-

рiвник семiнару — проф. Працьовитий М.В.);

— науковий семiнар кафедри математичного аналiзу та диференцi-

альних рiвнянь НПУ iменi М.П.Драгоманова (керiвник семiнару —

проф. Торбiн Г.М.).

Публiкацiї. Основнi результати роботи викладено у 22 наукових пу-

блiкацiях, серед яких 5 статей у фахових виданнях [6, 63–66], 3 статтi у

iнших виданнях [67, 67, 68] та 14 тез доповiдей на конференцiях [69–82].

Три статтi [63, 64, 66] опублiковано у наукових виданнях, якi включено до

перелiку фахових видань МОН України. Одна стаття [6] опублiкована у

журналi, що iндексуютьcя мiжнародною наукометричною базою Scopus.

Одна стаття [65] опублiкована у фаховому виданнi, переклад якої iндексо-

ваний в наукометричнiй базi Scopus.

Основний змiст роботи. Робота складається зi вступу, трьох роздi-

лiв, висновкiв та списку використаної лiтератури.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйної роботи, визна-

ченi мета i задачi дослiдження, об’єкт та предмет дослiдження, видiлено

наукову новизну, практичну значущiсть отриманих результатiв, особистий

внесок здобувача, апробацiю отриманих результатiв та представлено основ-

ний змiст дисертацiйного дослiдження.

Перший роздiл дисертацiї мiстить опис основних понять, фактiв та

методiв, якi вiдiграють важливу роль у дослiдженнi.

У пiдроздiлi 1.1 висвiтлено основнi властивостi мiри Хаусдорфа та роз-

мiрностi Хаусдорфа–Безиковича, показано вiдмiннiсть мiж розмiрнiстю Ха-
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усдорфа та розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича. Задача обчислення роз-

мiрностi Хаусдорфа–Безиковича множини або ймовiрнiсної мiри, будучи

однiєю з основних задач фрактального аналiзу, є досить нетривiальною

проблемою, розв’язанню якої для рiзних множин та мiр присвячено зна-

чну кiлькiсть дослiдницьких статей у провiдних математичних журналах

свiту. Це стало причиною розвитку методiв знаходження точних або хоча

б наближених значень розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича. Один з таких

методiв полягає у суттєвому зменшеннi класу допустимих покриттiв при

обчисленнi розмiрностi до деякого специфiчного (зчисленного) класу по-

криттiв, який є достатнiм (довiрчим) для правильного обчислення розмiр-

ностi, що дає дослiднику суттєвi технiчнi переваги. Саме з цiєю метою у

пiдроздiлi 1.4 даються означення локально тонких систем покриттiв, якi є

довiрчими для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича.

Нехай (M,ρ) — метричний простiр i E ⊂M .

Сiмейство Φ пiдмножин метричного простору (M,ρ) називається ло-

кально тонкою системою покриттiв цього простору, якщо для довiльної

множини E ⊂ M i для довiльного ε > 0 iснує не бiльш нiж злiченне ε-

покриття множини E множинами з Φ.

Нехай α — деяке додатне число.

Означення 1.1.7. α-мiрною мiрою Хаусдорфа множини E вiдносно

локально тонкої системи покриттiв Φ називається число

Hα(E,Φ) := lim
ε→0

[
inf
|Ej |6ε

{∑
j

|Ej|α
}]

= lim
ε→0

Hα
ε (E,Φ),

де iнфiмум береться за всiма не бiльш як злiченними ε-покриттями {Ej}
множини E множинами Ej ∈ Φ.

Оскiльки при зменшеннi ε iнфiмум визначається за «бiднiшим» класом

ε-покриттiв, то границя (скiнченна чи нескiнченна) lim
ε→0

Hα
ε (E,Φ) завжди

iснує.
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Означення 1.1.8 Розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича множини E вiд-

носно сiмейства пiдмножин Φ називається таке невiд’ємне число, що

dimH(E,Φ) = inf{α : Hα(E,Φ) = 0}.

Означення 1.4.1. Локально тонка система покриттiв Φ називається

довiрчою системою покриттiв на W , якщо

dimH(E,Φ) = dimH(E),∀E ⊂ W.

Перевiрка довiрчостi чи знаходження достатнiх умов довiрчостi сiмейств

покриттiв є важливою задачею фрактального аналiзу. Умови при яких ло-

кально тонка сiм’я покриттiв є довiрчою для обчислення розмiрностi Хаус-

дорфа - Безиковича на [0, 1], дослiджувались багатьма вченими (див., на-

приклад, [7,83–87]). Першi кроки у цьому напрямку зробив А. С. Безикович

([83]), довiвши довiрчiсть сiм’ї цилiндричних вiдрiзкiв двiйкового представ-

лення. Його результати узагальнили: П. Бiллiнслi ([88]) для сiмейств ци-

лiндрiв, що породжуються s-адичним представленням; M. В. Працьовитий

([84]) для сiмейств покриттiв, що породжуються Q - представленням; С.

Альбеверiо та Г. М. Торбiн ([7]) для сiмейств покриттiв, що породжуються

Q∗ - представленням для яких inf
k
{q0k, q(n−1)k} > 0.

У цьому ж пiдроздiлi подано детальнiшу iсторiю дослiджень умов до-

вiрчостi сiмейств цилiндрiв, породжених рiзними розкладами дiйсних чи-

сел, порiвняння пiдходiв до доведення довiрчостi та недовiрчостi рiзних

локально тонких сiмейств покриттiв. Окреслено нерозв’язанi проблеми у

цьому напрямi.

Додатковим аргументом дослiдження проблем довiрчостi локально тон-

ких систем покриттiв є необхiднiсть розвитку ймовiрнiсного пiдходу до об-

числення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича фрактальних множин на

основi розвинутого П.Бiллiнгслi методу (на основi теорем Бiллiнгслi оцiн-

ки хаусдорфової розмiрностi), суть якого коротко викладена в пiдроздiлi
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1.2 дисертацiї.

У пiдроздiлi 1.5 наведено базовi означення, що стосуються теорiї сингу-

лярно неперервних ймовiрнiсних мiр, описано спектральну класифiкацiю

сингулярних ймовiрнiсних мiр.

Роздiл 2 присвячений дослiдженню фрактальних властивостей розпо-

дiлiв випадкових величин з незалежними I-Q∞-символами.

У пiдроздiлi 2.1 вводиться в розгляд I-Q∞-зображення дiйсних чисел,

представленi його частиннi випадки. Пiдроздiл 2.2 присвячено ергодичним

властивостям введених зображень дiйсних чисел.

Нехай I — довiльне дiйсне число з одиничного вiдрiзка, записане у двiй-

ковiй системi числення

I =
∞∑
k=1

βk(I)

2k
=: 0, β1(I)β2(I) . . . βk(I) . . . , βk(I) ∈ {0, 1}.

Для тих чисел з одиничного вiдрiзка, якi мають по два рiзнi двiйковi

розклади, зафiксуємо той, який має цифру 1 в перiодi.

Нехай Q∞ = (q0, q1, . . . , qk, . . .) — нескiнченний стохастичний вектор з

додатнiми координатами. При фiксованому дiйсному числi I ∈ [0, 1] (тоб-

то при фiксованiй послiдовностi {βk(I)}) та фiксованому стохастичному

векторi Q∞ здiйснюється зчисленна послiдовнiсть розбиттiв одиничного

вiдрiзка за наступними правилами.

Крок 1. Розбиваємо одиничний вiдрiзок злiва направо, якщо β1(I) = 1;

(i справа налiво, якщо β1(I) = 0) на зчисленну кiлькiсть вiдрiзкiв ∆I-Q∞
α1

,

α1 ∈ {0, 1, 2, . . .}, довжини яких дорiвнюють
∣∣∆I-Q∞

α1

∣∣ = qα1
. Кожен з вiд-

рiзкiв ∆I-Q∞
α1

називається цилiндром 1-го рангу I-Q∞-розкладу.

Крок 2.Кожен з цилiндрiв 1-го рангу ∆I-Q∞
α1

розбиваємо (злiва направо,

якщо β2(I) = 1; i справа налiво, якщо β2(I) = 0) на зчисленну кiлькiсть

вiдрiзкiв ∆I-Q∞
α1α2

, α1, α2 ∈ {0, 1, 2, . . .}, довжини яких дорiвнюють
∣∣∆I-Q∞

α1α2

∣∣ =

qα1
· qα2

. Кожен з вiдрiзкiв ∆I-Q∞
α1α2

називається цилiндром 2-го рангу I-Q∞-

розкладу.
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Крок k (k > 2). Кожен з цилiндрiв (k − 1)-рангу ∆I-Q∞
α1α2...αk−1

розбива-

ємо (злiва направо, якщо βk(I) = 1; i справа налiво, якщо βk(I) = 0) на

зчисленну кiлькiсть вiдрiзкiв ∆I-Q∞
α1α2...αk

, довжини яких

∣∣∆I-Q∞
α1α2...αk

∣∣ = qα1
· qα2
· . . . · qαk =

k∏
s=1

qαs (1)

вiдносяться як∣∣∣∆I-Q∞
α1α2...αk−10

∣∣∣ :
∣∣∣∆I-Q∞

α1α2...αk−11

∣∣∣ : . . . :
∣∣∆I-Q∞

α1α2...αk−1m

∣∣ : . . . = q0 : q1 : . . . : qm : . . . .

Кожен з вiдрiзкiв ∆I-Q∞
α1α2...αk

називається цилiндром k-го рангу I-Q∞-розкладу.

Для довiльної послiдовностi iндексiв {αk}, αk ∈ {0, 1, 2, . . .}, iснує по-

слiдовнiсть вкладених цилiндрiв

∆I-Q∞
α1

⊃ ∆I-Q∞
α1α2

⊃ · · · ⊃ ∆I-Q∞
α1α2...αk

⊃ · · ·,

таких, що |∆I-Q∞
α1...αk

| → 0, k → ∞. Тому iснує єдина точка x, яка належить

всiм цим цилiндрам ∆I-Q∞
α1

, ∆I-Q∞
α1α2

, . . . , ∆I-Q∞
α1α2...αk

, . . . .

I навпаки, для кожної точки x ∈ [0, 1], яка не є межовою для жодно-

го цилiндра жодного рангу, iснує єдина (оскiльки кожна така точка нале-

жить рiвно одному цилiндру n-го рангу) послiдовнiсть вкладених цилiндрiв

∆I-Q∞
α1(x) ⊃ ∆I-Q∞

α1(x)α2(x) ⊃ . . . ⊃ ∆I-Q∞
α1(x)α2(x)...αk(x) ⊃ . . ., якi мiстять x, тобто

x =
∞⋂
k=1

∆I-Q∞
α1(x)α2(x)...αk(x) =: ∆I-Q∞

α1(x)α2(x)...αk(x)....

Останнiй вираз називатимемо I-Q∞-зображенням точки x.

Нехай D = D(I) — множина точок одиничного вiдрiзка, якi мають

I-Q∞-зображення, тобто

D =
{
x : x ∈ [0, 1], ∀n ∈ N ∃ ∆I-Q∞

α1(x)α2(x)...αn(x) : x ∈ ∆I-Q∞
α1(x)α2(x)...αn(x)

}
.

Очевидно, що дiйсне число x не має I-Q∞-зображення тодi i тiльки

тодi, коли знайдеться таке число n0 = n0(x), що x не належить до жодного

цилiндра n0-го рангу.



26

Пiдроздiли 2.3 та 2.4 присвячено вивченню випадкових величин з не-

залежними I-Q∞-символами, дослiдженню їх лебегiвської та тополого-ме-

тричної структури.

Нехай {ξk} — послiдовнiсть незалежних випадкових величин з насту-

пними розподiлами:

P (ξk = i) := pik > 0, де
∞∑
i=0

pik = 1, ∀k ∈ N.

Використовуючи послiдовнiсть {ξk} та I-Q∞-розклад, розглянемо на-

ступну випадкову величину:

ξ := ∆I-Q∞
ξ1ξ2...ξk...

,

яку називають випадковою величиною з незалежними I-Q∞-символами.

Позначимо через µξ вiдповiдну ймовiрнiсну мiру, яку будемо називати

ймовiрнiсною мiрою з незалежними I-Q∞-символами.

Теорема 2.4.2. Сингулярно неперервно розподiлена випадкова величи-

на з незалежними I-Q∞-символами має чистий тополого-метричний тип,

причому

1) µξ має чистий GS-тип тодi i тiльки тодi, коли матриця P мiстить

лише скiнченну кiлькiсть стовпчикiв, що мiстять нулевi елементи.

2) µξ має чистий GC-тип тодi i тiльки тодi, коли матриця P мiстить

нескiнченну кiлькiсть стовпчикiв, що мiстять нулевi елементи, i

∞∑
k=1

( ∑
i:pik=0

qi

)
=∞ . (2)

3) µξ має чистий GP -тип тодi i тiльки тодi, коли матриця P мiстить

нескiнченну кiлькiсть стовпчикiв, що мiстять нулевi елементи i

∞∑
k=1

( ∑
i:pik=0

qi

)
<∞. (3)
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У роздiлi 2.5 дослiджуються тонкi фрактальнi властивостi ймовiрнi-

сних мiр з незалежними I-Q∞-символами. Основним завданням цього роз-

дiлу є знаходження розмiрностi Хаусдорфа dimH µξ ймовiрнiсних мiр з не-

залежними I-Q∞-символами, тобто, знаходження розмiрностi Хаусдорфа–

Безиковича мiнiмальних розмiрнiсних носiїв вказаних ймовiрнiсних мiр.

Нехай

hj := −
s−1∑
i=0

pij ln pij, 0 ln 0 := 0; Hn :=
n∑
j=1

hj.

bj := −
s−1∑
i=0

pij ln qij; Bn :=
n∑
j=1

bj.

dj := −b2
j +

s−1∑
i=0

pij ln2 qij.

Теорема 2.5.1 Нехай Φ(I-Q∞) — довiрче для обчислення розмiрностi

Хаусдорфа-Безиковича сiмейство цилiндрiв I-Q∞-зображення. Якщо

∞∑
j=1

∞∑
i=0

pij ln2 pij

j2
<∞,

∞∑
j=1

∞∑
i=0

pij ln2 qi

j2
<∞, (4)

то розмiрнiсть Хаусдорфа мiри µξ з незалежними I-Q∞-символами до-

рiвнює

dimH µξ = lim
n→∞

Hn

Bn
=: D, (5)

де

Hn = −
n∑
j=1

∞∑
i=0

pij ln pij, Bn = −
n∑
j=1

∞∑
i=0

pij ln qi.

Пiдроздiл 2.6 присвячений розвитку нового метода побудови метричної,

ймовiрнiсної та розмiрнiсної (хаусдорфової) теорiй для I-Q∞-зображень

дiйсних чисел та континуального сiмейства формально рiзних зображень
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дiйсних чисел на основi дослiдження спецiальних вiдображень, якi сим-

воли певного зображення переводять у тi ж символи iншого зображен-

ня з дослiджуваного сiмейства, i при цьому зберiгають мiру Лебега та

розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича (хоча при цьому можуть бути розрив-

ними на всюди щiльних множинах). Такi вiдображення називатимемо G-

вiдображеннями (G-iзоморфiзмами систем числення) i вважатимемо, си-

стеми числення, мiж якими iснує G-вiдображення, тотожними (з точнiстю

до G-iзоморфiзму). В цьому ж пiдроздiлi показується глибокий зв’язок мiж

довiрчiстю систем покриттiв, породжених рiзними системами числення, та

DP-властивостями (збереженням розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича) вка-

заних вище вiдображень. З цiєю метою ми розвиваємо методи доведення

довiрчостi систем покриттiв, породжених Q∞- та I-Q∞-зображеннями, та

показуємо у пiдроздiлi 2.7 як отриманi результати дозволяють отримувати

ймовiрнiснi, метричнi та розмiрнiснi теорiї нових систем числення.

Ми пропонуємо наступний пiдхiд до дослiдження ймовiрнiсних мiр з

незалежними I-Q∞-символами: для фiксованого стохастичного вектораQ∞
та фiксованого дiйсного числа I ∈ [0, 1] ввести в розгляд вiдображення

ϕ
(

∆Q∞
α1(x)α2(x)...αk(x)...

)
= ∆I-Q∞

α1(x)α2(x)...αk(x)...,

i дослiдити умови, при виконаннi яких дане вiдображення зберiгає мiру Ле-

бега та розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiдрiзку. Заува-

жимо, що властивостi вказаного вiдображення суттєво залежать вiд обра-

ного дiйсного числа I.

Теорема 2.6.5 Якщо системи Φ̂ i Φ̂′ є довiрчими, то вiдображення

ϕ зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiдрiзку.

Наступнi теореми встановлюють довiрчiсть сiмейств Φ̂(Q∞) та Φ̂(I-Q∞)

при довiльному виборi стохастичного вектора Q∞ та дiйсного числа I,

а метод, який використовується при доведеннi, також дозволяє отриму-

вати загальнi достатнi умови довiрчостi сiмейств Φ(Q∞) цилiндрiв Q∞-
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зображення.

Теорема 2.6.6 Нехай Φ̂ = Φ̂(Q∞) — сiмейство, яке складається з

цилiндрiв Q∞-зображення та множин, якi є об’єднаннями сумiжних ци-

лiндрiв одного рангу i належать до одного цилiндра попереднього рангу.

Сiмейство Φ̂(Q∞) є довiрчим для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Бе-

зиковича на одиничному вiдрiзку при довiльному виборi стохастичного

вектора Q∞.

Теорема 2.6.7 Нехай Φ̂ = Φ̂(I-Q∞) — сiмейство, яке складається

з цилiндрiв I-Q∞-зображення та множин, якi є об’єднаннями сумiжних

цилiндрiв одного рангу i належать до одного цилiндра попереднього ран-

гу. Нехай D — множина точок одиничного вiдрiзка, якi мають I-Q∞-

зображення. Тодi сiмейство Φ̂(I-Q∞) є довiрчим для обчислення розмiр-

ностi Хаусдорфа–Безиковича на множинi D при довiльному виборi дiй-

сного числа I ∈ [0, 1] та стохастичного вектора Q∞.

Таким чином наслiдком трьох вище наведених теорем є наступний ре-

зультат:

Теорема 2.6.8 Вiдображення ϕ зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа–Бе-

зиковича на одиничному вiдрiзку.

Отриманий результат теореми 2.6.6 можна застосувати для знаходжен-

ня достатнiх умов довiрчостi для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Бези-

ковича для сiмейства Φ(Q∞), яке мiстить лише цилiндри Q∞-зображення.

Теорема 2.6.9 Нехай

f(α, k,m) :=

m∑
i=k

qαi(
m∑
i=k

qi

)α
i

f ∗(α) := sup
k,m

f(α, k,m).
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Якщо

f ∗(α) < +∞,∀α > 0, (6)

то сiмейство цилiндрiв Φ(Q∞) — довiрче для обчислення розмiрностi

Хаусдорфа–Безиковича на [0, 1).

Наступна лема важлива для розвитку метричної теорiї I-Q∞-зображень

та дослiдження лебегiвської i спектральної структури ймовiрнiсних мiр з

незалежними I-Q∞-символами.

Лема 2.6.3 При довiльному виборi стохастичного вектора Q∞ та

дiйсного числа I ∈ [0, 1] вiдображення ϕ зберiгає мiру Лебега на (0, 1).

У пiдроздiлi 2.7 показано як отриманi результати пiдроздiлу 2.6 дозво-

ляють дослiджувати фрактальнi властивостi ймовiрнiсних мiр з незале-

жними I-Q∞-символами.

Спочатку дослiджено фрактальнi властивостi спектра мiри µξ. Варто

зазначити, що у тому випадку, коли I є iррацiональним числом (тобто по-

слiдовнiсть βk(I) є неперiодичною), то розвиненi в роботах [8, 89] методи

незастосовнi для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича спектра

випадкової величини ξ навiть у найпростiшому випадку однакової розподi-

леностi незалежних випадкових величин ξk, оскiльки вiдповiднi множини

вже не будуть нi самоподiбними, нi N -самоподiбними.

Наступна теорема узагальнює результати Р. Нiкiфорова i Г. Торбiна ([8])

про фрактальнi властивостi спектрiв випадкових величин з незалежними

однаково розподiленими Q∞-символами, при довiльному виборi параметра

I та стохастичного вектора Q∞ та P∞.

Теорема 2.7.1 Нехай ξk — послiдовнiсть незалежних однаково розпо-

дiлених випадкових величин, якi набувають значень 0, 1, 2, . . . з ймовiрно-

стями p0, p1, p2, . . . вiдповiдно.

Нехай V := {i : pi > 0} = {i1, i2, . . . , ik, . . .}.
Якщо для фiксованого стохастичного вектора Q∞ рiвняння

∑
i∈V

qxi = 1 має
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корiнь α0 на [0, 1], то розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича спектра випад-

кової величини з незалежними I-Q∞-символами дорiвнює

dimH Sµξ = α0.

Якщо ж рiвняння
∑
i∈V

qxi = 1 не має коренiв на [0, 1], то

dimH Sµξ = dimH(C[I-Q∞, V ]) = lim
k→∞

dimH(C[I-Q∞, Vk]),

де Vk = {i1, i2, . . . , ik}, k ∈ N, k > 2.

Наступна теорема дозволяє обчислювати розмiрнiсть Хаусдорфа мiри

з незалежними I-Q∞-символами.

Теорема 2.7.2 Нехай сiмейство Φ(Q∞) цилiндрiв Q∞-зображення є

довiрчими для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича.

Якщо

∞∑
j=1

∞∑
i=0

pij ln2 pij

j2
<∞,

∞∑
j=1

∞∑
i=0

pij ln2 qi

j2
<∞, (7)

то при довiльному виборi дiйсного числа I ∈ [0, 1] розмiрнiсть Хаусдорфа

мiри µξ з незалежними I-Q∞-символами дорiвнює

dimH µξ = lim
n→∞

Hn

Bn
, (8)

де

Hn = −
n∑
j=1

∞∑
i=0

pij ln pij, Bn = −
n∑
j=1

∞∑
i=0

pij ln qi.

В цьому ж пiдроздiлi показано як отриманi результати стосовно збере-

ження мiри Лебега та розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича вiдображенням

ϕ дозволяють досить просто отримати метричну та розмiрнiсну класифi-

кацiю дiйсних чисел за асимптотичною поведiнкою частот символiв у їх

I-Q∞-зображеннi, що природньо узагальнює результати роботи [16].
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Теорема 2.7.4 Метричнi, фрактальнi та топологiчнi властиво-

стi множин N(I-Q∞), W (I-Q∞), P (I-Q∞) та L(I-Q∞) характери-

зує наступна таблиця:
Мiра Лебега dimH(·) Категорiя Бера

N(I-Q∞) 1 1 перша

W (I-Q∞) 0 1 перша

P (I-Q∞) 0 1 перша

L(I-Q∞) 0 1 друга

У пiдроздiлi 2.8 знайдено загальнi достатнi умови довiрчостi для обчи-

слення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича сiмейств надцилiндричних мно-

жин, породжених F - та I-F -зображеннями дiйсних чисел та показано як

отриманi результати застосовуються до доведення довiрчостi сiмейств над-

цилiндричних множин, породжених розкладами Люрота, Остроградського–

Серпiнського–Пiрса, Остроградського 2-го роду, Енгеля, Сiльвестера, лан-

цюговими дробами.

Нехай I — довiльне дiйсне число з одиничного вiдрiзка, записане у двiй-

ковiй системi числення

I =
∞∑
k=1

βk(I)

2k
=: 0, β1(I)β2(I)...βk(I)..., βk(I) ∈ {0, 1}.

Для тих чисел, якi мають по два рiзнi двiйковi розклади, зафiксуємо

той, який має цифру 1 в перiодi. Нехай {Nk} — послiдовнiсть алфавiтiв, де

Nk = {0, 1, . . . , nk}, 0 < nk 6∞. При фiксованому дiйсному числi I ∈ [0, 1]

(тобто при фiксованiй послiдовностi {βk(I)}) та фiксованiй послiдовностi

алфавiтiв {Nk} здiйснюється зчисленна послiдовнiсть розбиттiв одинично-

го вiдрiзка за наступними правилами.

Крок 1. Розбиваємо одиничний вiдрiзок злiва направо, якщо β1(I) = 1

(справа налiво, якщо β1(I) = 0) на не бiльш як злiченну кiлькiсть вiдрiзкiв

∆I-F
i1

, i1 ∈ N1, довжини яких дорiвнюють
∣∣∆I-F

i1

∣∣ = qi1, i1 ∈ N1. Кожен з

вiдрiзкiв ∆I-F
i1

називається цилiндром 1-го рангу I-F -розкладу.
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Крок k (k > 1). Кожен з цилiндрiв (k − 1)-рангу ∆I-F
i1i2...ik−1

розбиваємо

злiва направо, якщо βk(I) = 1 (справа налiво, якщо βk(I) = 0) на не

бiльш як злiченну кiлькiсть вiдрiзкiв ∆I-F
i1i2...ik

, довжини яких задовольняють

умови∣∣∣∆I-F
i1i2...ik−1ik

∣∣∣∣∣∣∆I-F
i1i2...ik−1

∣∣∣ = q
(i1,...,ik−1)
ik

,
∑
ik∈Nk

q
(i1,...,ik−1)
ik

= 1,∀(i1, . . . , ik−1) ∈ N1×. . .×Nk−1.

Кожен з вiдрiзкiв ∆I-F
i1i2...ik

називається цилiндром k-го рангу I-F -розкладу

(I-F -цилiндром).

Для довiльної послiдовностi iндексiв {ik}, ik ∈ Nk, iснує послiдовнiсть

вкладених цилiндрiв

∆I-F
i1
⊃ ∆I-F

i1i2
⊃ . . . ⊃ ∆I-F

i1i2...ik
⊃ . . . ,

таких, що ∀(i1, i2, . . . ik, . . .) : |∆I-F
i1i2...ik

| → 0, k →∞.

Тому iснує єдина точка x, яка належить всiм цим цилiндрам ∆I-F
i1
, ∆I-F

i1i2
,

..., ∆I-F
i1i2...ik

, ... .

I навпаки, для кожної точки x ∈ (0, 1), яка не є межовою для жодного

цилiндра жодного рангу, iснує єдина (оскiльки кожна така точка належить

рiвно одному цилiндру n-го рангу) послiдовнiсть вкладених цилiндрiв

∆I-F
i1(x) ⊃ ∆I-F

i1(x)i2(x) ⊃ ... ⊃ ∆I-F
i1(x)i2(x)...ik(x) ⊃ ...,

якi мiстять x, тобто

x =
∞⋂
k=1

∆I-F
i1(x)i2(x)...ik(x) =: ∆I-F

i1(x)i2(x)...ik(x)....

Останнiй вираз називатимемо I-F -зображенням (розкладом) дiйсного чи-

сла x.

Очевидно, що ланцюговi розклади, Q∗-розклади ([6, 7]), Q∞-розклади

([8,84]), розклади Люрота ([3,4]), Сiльвестера ([10]), Остроградського–Сер-

пiнського–Пiрса ([5, 11]), Енгеля ([12, 13]) є частковими випадками I-F -

розкладiв.
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Нехай D = D(I) — множина точок одиничного вiдрiзка, якi мають

I-F -зображення,

D = {x : x ∈ [0, 1], ∀n ∈ N ∃∆I-F
α1(x)...αn(x) : x ∈ ∆α1(x)...αn(x)}.

Очевидно, що дiйсне число x не має I-F -зображення тодi i тiльки тодi,

коли знайдеться таке число n0 = n0(x), що x не належить до жодного з

цилiндрiв рангу n0.

Теорема 2.8.1 Нехай x = ∆I-F
α1(x)α2(x)...αk(x)... — деяке I-F -зображення

дiйсних чисел над послiдовнiстю алфавiтiв Nk. Нехай D — множина то-

чок одиничного вiдрiзка, якi мають I-F -зображення. Нехай Φ̂ = Φ̂(I-F )

— сiмейство множин, якi є об’єднанням сумiжних I-F -цилiндрiв одного

рангу, що належать одному i тому ж I-F -цилiндру попереднього рангу.

Якщо iснує константа c > 1 така, що

1

c
6
|∆I-F

α1...αkm
|

|∆I-F
α1...αk(m+1)|

6 c,∀k ∈ N,m ∈ Nk+1, (m+ 1) ∈ Nk+1,

то Φ̂(I-F ) — довiрче для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича

на множинi D. Бiльше того Φ̂(I-F ) є порiвнянним i

Hα(E) 6 Hα(E, Φ̂(I-F )) 6 4c ·Hα(E),∀E ⊂ D.

Третiй роздiл «Про ймовiрнiсний пiдхiд до дослiдження фракталь-

них властивостей пiдмножин суттєво анормальних чисел» дисертацiйно-

го дослiдження присвячений розвитку ймовiрнiсного пiдходу до вивчення

фрактальних властивостей пiдмножин анормальних чисел.

Пiдроздiли 3.1 – 3.6. присвяченi розвитку ймовiрнiсного пiдходу до ви-

вчення метричних властивостей анормальних чисел та застосуванню тон-

ких фрактальних властивостей ймовiрнiсних мiр з незалежними Q- та Q∗-

символами до дослiдження фрактальних властивостей пiдмножин множи-

ни анормальних чисел.



35

Вiдома теорема Бореля (E.Borel, 1909) стверджує, що для класичного s-

адичного зображення дiйсних чисел для майже всiх x ∈ [0, 1] вiдносно мiри

Лебега i для будь-якої цифри i з алфавiту A = {0, 1, ..., s−1} асимптотична
частота νi(x) iснує i дорiвнює 1

s , тобто,

νi(x) = lim
k→∞

Ni(x, k)

k
=

1

s
, ∀i ∈ {0, 1, . . . , s− 1}, (9)

де Ni(x, k) — кiлькiсть цифри «i» серед перших k цифр s-адичного зобра-

ження x, i ∈ A.
Множину

N(s) = {x|(∀i ∈ A) lim
k→∞

Ni(x, k)

k
=

1

s
}

називають множиною s-нормальних чисел (або множиною дiйсних чисел,

якi просто нормальнi вiдносно основи s).

Одиничний вiдрiзок [0, 1] може бути представлений як

[0, 1] = E(s)
⋃

D(s),

де

E(s) = {x|νi(x) iснує,∀i ∈ A},

D(s) = {x|∃i ∈ A, lim
k→∞

Ni(x, k)

k
не iснує}.

МножинуD(s) називають множиною s-анормальних дiйсних чисел. Кожна

з цих множин може бути розкладена на пiдмножини наступним чином.

Множину

W (s) = {x|(∀i ∈ A) : νi(x) iснує, (∃j ∈ A) : νj(x) 6= 1

s
}

називають множиною s-квазiнормальних чисел. Очевидно, що

E(s) = W (s)
⋃

N(s), W (s)
⋂

N(s) = ∅.

Множину

P (s) = {x|(∃i ∈ A) : lim
k→∞

Ni(x, k)

k
не iснує,
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i (∃j ∈ A) : lim
k→∞

Nj(x, k)

k
iснує}

називають множиною s-частково анормальних чисел.

Множину

L(s) = {x|(∀i ∈ A) lim
k→∞

Ni(x, k)

k
не iснує}

називають множиною s-суттєво анормальних чисел.

Очевидно, що

D(s) = L(s)
⋃

P (s), L(s)
⋂

P (s) = ∅.

Множини N(s),W (s), P (s), L(s) є всюди щiльними на [0, 1], оскiльки

частоти νi(x) не залежать вiд скiнченної кiлькостi перших s-адичних цифр

числа x. Також зрозумiлим є те, що цi множини континуальнi.

Фрактальнi властивостi пiдмножин множини W (s) вивчалися A.Besi-

covitch i H. Eggleston ([90, 91]). Використовуючи їхнi результати легко по-

казати

dimHW (s) = 1.

Властивостi пiдмножин множини анормальних чисел iнтенсивно вивча-

лись останнi роки з використанням рiзних пiдходiв у роботах S.Albeverio,

L. Barreira, Yu.Kondratiev, Р.Нiкiфорова, L.Olsen, М.Працьвитого, B. Saus-

sol, J. Schmeling, N. Snigireva, Г.Торбiна, S.Winter та iнших (див. [16,21,92–

103] та посилання в них). Зокрема, цiкавi пiдмножини множини D(s) до-

слiджувалися у [98] з використанням технiки та результатiв теорiї муль-

тифрактальних дивергентних точок. У [102] було показано, що множина

D(s) є суперфрактальною (тобто dimH D(s) = 1). У роботах [92,93] доведе-

но, що множини L(s) i P (s)(s > 2) також мають розмiрнiсть Хаусдорфа–

Безиковича рiвною одиницi. Добре вiдомим є факт, що множина L(s) є

множиною другої категорiї Бера (бiльше того, L(s) мiстить всюди щiльну
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Gδ-множину). Тому множини N(s),W (s), P (s) є множинами першої кате-

горiї Бера. З вище сказаного слiдує, що суттєво анормальнi числа є до-

мiнуючими як у топологiчному розумiннi, так i у розумiннi фрактальної

геометрiї. Мiж тим множина L(s) є малою у розумiннi мiри Лебега:

Мiра Лебега dimH(·) Категорiя Бера

N(s) 1 1 перша

W (s) 0 1 перша

P (s) (для s > 2) 0 1 перша

L(s) 0 1 друга

Подiбнi результати були отриманi для декiлькох iнших зображень дiй-

сних чисел (див., наприклад,[16] та огляд результатiв там). При дослiджен-

нi фрактальних властивостей пiдмножин Q∞-анормальних чисел для цього

випадку не можна застосувати традицiйнi ймовiрнiснi методи та методи те-

орiї динамiчних систем з низки причин: потенцiйно можлива нескiнченна

ентропiя стохастичного вектора Q∞, який визначає метричнi спiввiдношен-

ня розбиття; потенцiйна недовiрчiсть системи цилiндрiв Φ(Q∞); вiдсутнiсть

загальної формули для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на-

вiть для ймовiрнiсної мiри з незалежними однаково розподiленими симво-

лами узагальненого зображення Люрота. Також не можемо застосувати

технiку дивергентних точок, оскiльки вона не розроблена для мiр, поро-

джених нескiнченними IFS. Не зважаючи на перелiченi складнощi, у [16,21]

було розроблено новий пiдхiд дослiдження Q∞-анормальних чисел i, зокре-

ма, було доведено, що множина Q∞-суттєво анормальних чисел має роз-

мiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича рiвну одиницi (без будь-яких додаткових

обмежень на стохастичний вектор Q∞).

Нехай Ωk = {0, 1, 2, . . . , s− 1} i

Ω =
∞∏
k=1

Ωk = {ω : ω = (ω1, ω2, . . . , ωk, . . .), ωk ∈ Ωk}.
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Для довiльного ω ∈ Ω означимо

νi(ω) = lim
k→∞

Ni(ω, k)

k

(якщо границя iснує) i розглянемо множини:

E(Ω) = {ω : νi(ω) iснує ∀i ∈ A = {0, 1, . . . , s− 1}},

P (Ω) = {ω : (∃ i ∈ A) : νi(ω) iснує, (∃ j ∈ A) : νj(ω) не iснує},

L(Ω) = {ω : (∀i ∈ A) : νi(ω) не iснує}.

Оскiльки на просторi Ω не введено нi метрики, нi мiри, нi топологiї,

то питання про метричнi, топологiчнi чи фрактальнi властивостi множин

E(Ω), P (Ω), L(Ω) не може бути вирiшеним. З iншого боку, зрозумiло, що

всi цi множини є континуальними.

Розглянемо тепер вiдображення f : Ω → R1. Нехай f(E), f(P ), f(L)

будуть образами E(Ω), P (Ω), L(Ω) при вiдображеннi f . Властивостi цих

множин суттєво залежать вiд вiдображення f . Насправдi, f породжує то-

пологiю та метрику на просторi Ω∗, який отриманий з простору Ω злиттям

тих точок з Ω, якi мають однаковi f -образи.

Якщо, для прикладу, f(ω) =
∞∑
k=1

ωk
sk
, тодi f(E) = E(s), f(P ) = P (s),

f(L) = L(s), i iснує така пiдмножина N(s) ⊂ E(s), що λ(N(s)) = 1 (де λ

— мiра Лебега на [0, 1].)

У [16] було сформульоване питання про залежнiсть метричних, тополо-

гiчних та фрактальних властивостей пiдмножин дiйсних чисел вiд вибра-

ного зображення f . Зокрема, було поставлено два питання:

«Суперфрактальнiсть (тобто, рiвнiсть розмiрностi Хаусдорфа–Бези-

ковича одиницi) множини суттєво анормальних чисел була доведена для

ряду рiзних зображень дiйсних чисел (див., [16, 21, 92, 93, 98–102]). Тому

природно запитати чи iснує таке зображення f , що:
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2.1. для вiдповiдної множини L(f) f -суттєво анормальних чисел роз-

мiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича не рiвна одиницi;

2.2. вся множинаD(f) f -анормальних чисел має розмiрнiсть Хаусдорфа–

Безиковича не рiвну одиницi?»

Основна мета пiдроздiлiв 3.5. та 3.6 полягає у вивченнi фрактальних

властивостей множин f(E), f(P ), f(L) для випадку коли вiдображення f

iндуковане Q∗-зображенням дiйсних чисел.

У цих пiдроздiлах дано вiдповiдi на наведенi запитання з роботи [16],

що обидвi множини L(Q∗) та D(Q∗) можуть мати нульову розмiрнiсть

Хаусдорфа–Безиковича при вiдповiдному пiдборi матрицi Q∗.

Теорема 3.5.1 Нехай Q∗ = ‖qik‖, i ∈ {0, 1, 2}, q2k = 1
(k+1)k+1 , q0k =

q1k = 1−q2k
2 .

Тодi dimH(L(Q∗)) = 0.

Теорема 3.6.1 Нехай Q∗ = ‖qik‖, i ∈ {0, 1, 2, . . . , s− 1},

q1k = q2k = . . . = qs−1,k =


1

(s−1)(k+1)k+1 , якщо k ∈ B;

1
s , якщо k ∈ A.

q0k =

1− 1
(k+1)k+1 , якщо k ∈ B;

1
s , якщо k ∈ A.

,

де A = {n : n = 10k, k ∈ N}, B = {n : n 6= 10k, k ∈ N}.
Тодi dimH(D(Q∗)) = 0.

Крiм того, у пiдроздiлi 3.5 наведено загальнi достатнi умови аномальної

фрактальностi множини Q∗-суттєво анормальних чисел.

Теорема 3.5.2 Нехай Q∗ = ‖qik‖, i ∈ A = {0, 1, . . . , s − 1}, i нехай ∃
i0 ∈ A таке, що ∀α > 0 : lim

k→∞
sk · qαi0,k = 0.

Тодi dimH(L(Q∗)) = 0.

У пiдроздiлi 3.7 наведено приклад такого зображення дiйсних чисел,



40

для якого множина суттєво анормальних чисел є множиною першої кате-

горiї Бера.

Розглянуто наступне цилiндричне зображення дiйсних чисел iз змiнним

алфавiтом.

Нехай A = {0, 1}.
A0 = {0, 1}, A1 = {0, 1, 2}.
A00 = A01 = A10 = A11 = {0, 1}, A12 = {0, 1, 2, 3}

Тодi на k-му кроцi матимемо:

Ai1i2...ik =

{0, 1, . . . , k + 1}, якщо (i1, i2, . . . , ik) = (1, 2, . . . , k),

{0, 1}, якщо (i1, i2, . . . , ik) 6= (1, 2, . . . , k).

Для даногоG∗–розкладу спостерiгається несподiваний феномен: довiль-

на цифра «i»(i > 2) в розкладi довiльного числа x ∈ [0, 1] зустрiчається

лише скiнченну кiлькiсть разiв. Тому ∀ νi(x) = 0, ∀ i > 2 ∀ x ∈ [0, 1].

А це означає, що в такiй системi числення не iснує жодного суттєво

анормального числа.

Подяка. Автор щиро вдячний науковому керiвнику професору Гри-

горiю Мирославовичу Торбiну за постановку задач, постiйну пiдтримку та

допомогу.
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РОЗДIЛ 1

ФРАКТАЛИ I СИНГУЛЯРНI МIРИ

1.1. Розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича та її узагальнення

Мiра Хаусдорфа, розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича та їх вла-

стивостi.

Нагадаємо означення мiри Хаусдорфа та наведемо її властивостi [2,84,

104].

Нехай (M,ρ) — метричний простiр. Дiаметром обмеженої множини E ⊂
M називають число |E| = sup{ρ(x, y) : x, y ∈ E}. Нехай ε > 0. Не бiльш

нiж злiченна сукупнiсть множин {Ej} така, що |Ej| 6 ε, (
⋃
j

Ej) ⊃ E нази-

вається ε-покриттям множини E.

Нехай α — деяке додатне число. Для будь-якого ε > 0 визначимо поня-

ття α-ε-передмiри Хаусдорфа:

Hα
ε (E) := inf

|Ej |6ε

{∑
j

|Ej|α
}
,

де iнфiмум береться за всiма не бiльш як злiченними ε-покриттями {Ej}
множини E пiдмножинами Ej ⊂M.

Оскiльки при зменшеннi ε iнфiмум визначається за бiднiшим класом

ε-покриттiв, то границя lim
ε→0

Hα
ε (E) iснує для довiльної пiдмножини E з M ,

хоча граничне значення може бути (i зазвичай є) 0 або ∞.

Означення 1.1.1. α-мiрною мiрою Хаусдорфа множини E ⊂M нази-

вається число

Hα(E) := lim
ε→0

[
inf
|Ej |6ε

{∑
j

|Ej|α
}]

= lim
ε→0

Hα
ε (E).
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Зауваження 1. В силу монотонностi Hα
ε (E) як функцiї вiд ε при обчи-

сленнi Hα(E) можна вибирати довiльну «зручну» послiдовнiсть {εk} ↓ 0 i

тодi Hα(E) = lim
k→∞

Hα
εk

(E).

Властивостi мiр Хаусдорфа та їх узагальнень вивчались багатьма авто-

рами (див., наприклад, [83,105–129]).

Нагадаємо деякi властивостi мiри Хаусдорфа:

1. Hα(∅) = 0, ∀α > 0;

2. Hα(E) > 0, ∀α > 0;

3. A ⊂ B ⇒ Hα(A) 6 Hα(B);

4. Hα(
⋃
j

Aj) 6
∑
j

Hα(Aj);

5. Якщо Ai

⋂
Aj = ∅ для i 6= j, то Hα(

⋃
j

Aj) =
∑
j

Hα(Aj);

6. Нехай 0 < α < β. Якщо Hα(E) <∞, то Hβ(E) = 0;

7. Нехай 0 < α < β. Якщо Hβ(E) > 0, то Hα(E) =∞;

8. Якщо f — перетворення подiбностi з коефiцiєнтом подiбностi c > 0,

то Hα(f(E)) = cαHα(E);

9. Якщо f — таке вiдображення, що ρ(f(x), f(y)) 6 c(ρ(x, y))s для

довiльних x, y ∈ E та деяких фiксованих c > 0 i s > 0, то для

довiльного α ∈ [0, 1] виконується Hα/s(f(E)) 6 cα/sHα(E).

10. Якщо Hα(E) = c0 < +∞, то Hα+δ(E) = 0, ∀ δ > 0.

11. Якщо Hα(E) > 0, то Hα−δ(E) = +∞, ∀ δ > 0.

Отже, ∃!α0: якщо α > α0, то Hα(E) = 0; якщо α < α0, то Hα(E) =

+∞.

Означення 1.1.2. [Ф. Хаусдорф, 1918, [130]] Розмiрнiстю Хаусдор-

фа множини E називається таке невiд’ємне число α0, для якого

0 < Hα(E) < +∞.

Проте розмiрнiсть Хаусдорфа визначена не для всiх множин, мiра Ха-

усдорфа таких множин рiвна нулю або нескiнченностi при всiх α > 0, i
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перший приклад множини, для якої дане поняття є невизначеним, побуду-

вав А. С. Безикович.

Пiсля цього А. С. Безикович запропонував нове, «удосконалене» озна-

чення метричної розмiрностi, яка в сучаснiй математицi називається роз-

мiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича.

Означення 1.1.3 ([84]). Розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича множи-

ни E називається невiд’ємне число:

dimH(E) = inf{α : Hα(E) = 0}.

Нагадаємо деякi властивостi розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича [2,131]:

1. Якщо E1 i E2 — геометрично подiбнi множини, то dimH(E1) =

dimH(E2);

2. Якщо E1 ⊂ E2, то dimH(E1) 6 dimH(E2);

3. dimH(E) = 0 для довiльної не бiльш нiж зчисленної множини E;

4. dimH(
⋃
n
En) = sup

n
dimH(En).

Вiдомо ([104]), що α-мiрна мiра Хаусдорфа у просторi R1 при α = 1

спiвпадає iз зовнiшньою мiрою Лебега. Тому розмiрнiсть Хаусдорфа–Бези-

ковича множин додатної мiри Лебега дорiвнює 1.

Фрактали та суперфрактали.

Нехай (T, τ) — топологiчний простiр. E — довiльна пiдмножина з T .

Нагадаємо означення топологiчної розмiрностi dimE множини E (за Ури-

соном ([84,132]):

1. dimE = −1, якщо множина E порожня;

2. dimE = 0, якщо

1. dimE 6= −1;

2. для будь-якого x ∈ E i для довiльного околу O(x) ∈ τ iснує O1(x) ∈
τ : O1(x) ⊂ O(x) i dim(∂O1(x) ∩ E) = −1, де ∂O1(x) — межа околу

O1(x).
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Вищi розмiрностi означаються за iндукцiєю. Припустимо, що означенi мно-

жини розмiрностi меншої за n. Тодi

n+ 2. dimE = n, якщо

1. dimE 6= i,∀i ∈ {−1, 0, . . . , n− 1};
2. ∀x ∈ E i ∀O(x) ∈ τ iснує O1(x) ∈ τ : O1(x) ⊂ O(x) i

dim(∂O1(x) ∩ E) 6 n− 1.

З означення зрозумiло, що топологiчна розмiрнiсть множини E ⊂ T

залежить вiд обраної топологiї τ.

Мiж поняттями топологiчної розмiрностi та розмiрностi Хаусдорфа–

Безиковича iснує тiсний взаємозв’язок, виявлений Л. С. Понтрягiним i

Л. Г. Шнiрельманом [133], а саме: нижня грань розмiрностей Хаусдорфа–

Безиковича для всiх метрик компакта E дорiвнює його топологiчнiй роз-

мiрностi. Як наслiдок, топологiчна розмiрнiсть i розмiрнiсть Хаусдорфа-

Безиковича компакта E пов’язанi мiж собою нерiвнiстю

dimE 6 dimH(E).

Означення 1.1.4 ([134]). Множина E називається фракталом у широ-

кому розумiннi, якщо її розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича строго бiльша

за топологiчну розмiрнiсть.

Означення 1.1.5 ([134]). Множина E називається фракталом у вузь-

кому розумiннi, якщо її розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича не є цiлим чи-

слом.

Оскiльки топологiчна розмiрнiсть є цiлим числом, то, за результатом

Понтрягiна–Шнiрельмана, фрактал у вузькому розумiннi є фракталом i у

широкому розумiннi.

Але при таких означеннях лишилися поза увагою множини, якi вар-

то вiднести до фракталiв, наприклад, континуальнi множини з нульовою

розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича. М. В. Працьовитий [2] запропонував

наступне означення.
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Означення 1.1.6. Фракталом називається кожна континуальна мно-

жина з [0, 1], яка має тривiальну (рiвну 0 або∞) α-мiру Хаусдорфа, поря-

док α якої дорiвнює топологiчнiй розмiрностi.

Пiдмножини числової прямої з нульовою мiрою Лебега i розмiрнiстю

Хаусдорфа–Безиковича рiвною 1 називаються суперфрактальними. Якщо

E — суперфрактальна множина, то для довiльного α ∈ (0, 1) мiраHα(E) =

∞ за властивiстю мiри Хаусдорфа i H1(E) = λ(E) = 0. Тому розмiрнiсть

Хаусдорфа за означенням 1.1.2 не визначена для суперфракталiв.

Мiра Хаусдорфа та розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича вiд-

носно сiмейств покриттiв.

Нехай (M,ρ) — метричний простiр i E ⊂M .

Сiмейство Φ пiдмножин метричного простору (M,ρ) називається ло-

кально тонкою системою покриттiв цього простору, якщо для довiльної

множини E ⊂ M i для довiльного ε > 0 iснує не бiльш нiж злiченне ε-

покриття множини E множинами з Φ.

Нехай α — деяке додатне число.

Означення 1.1.7. α-мiрною мiрою Хаусдорфа множини E вiдносно

локально тонкої системи покриттiв Φ називається число

Hα(E,Φ) := lim
ε→0

[
inf
|Ej |6ε

{∑
j

|Ej|α
}]

= lim
ε→0

Hα
ε (E,Φ),

де iнфiмум береться за всiма не бiльш як злiченними ε-покриттями {Ej}
множини E множинами Ej ∈ Φ.

Оскiльки при зменшеннi ε iнфiмум визначається за «бiднiшим» класом

ε-покриттiв, то границя (скiнченна чи нескiнченна) lim
ε→0

Hα
ε (E,Φ) завжди

iснує.

Означення 1.1.8. Розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича множиниE вiд-

носно локально тонкої системи покриттiв Φ називається таке невiд’ємне
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число, що

dimH(E,Φ) := inf{α : Hα(E,Φ) = 0}.

Нагадаємо деякi властивостi розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича вiдно-

сно локально тонкої системи покриттiв Φ:

1. Якщо E1 ⊂ E2, то dimH(E1,Φ) 6 dimH(E2,Φ);

2. dimH

(⋃
n
En,Φ

)
= sup

n
dimH(En,Φ);

3. dimH(E) 6 dimH(E,Φ), ∀E ⊂M ;

4. Якщо Φ = 2M , то dimH(E) = dimH(E,Φ), ∀E ⊂M.

Мiра Хаусдорфа та розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича вiд-

носно локально тонкої системи покриттiв та мiри.

Нехай Φ — локально тонка система покриттiв на (M,ρ). I нехай E ⊂M ,

µ — неперервна мiра.

Нехай α — деяке додатне число.

Означення 1.1.9. α-мiрною мiрою Хаусдорфа множини E вiдносно

локально тонкої системи покриттiв Φ та мiри µ називається число

Hα(E,Φ, µ) := lim
ε→0

[
inf
|Ej |6ε

{∑
j

(µ(Ej))
α

}]
= lim

ε→0
Hα
ε (E,Φ, µ),

де iнфiмум береться за всiма не бiльш як злiченними ε-покриттями {Ej}
множини E множинами Ej ∈ Φ.

Оскiльки при зменшеннi ε iнфiмум визначається за «бiднiшим» класом

ε-покриттiв, то границя (скiнченна чи нескiнченна) lim
ε→0

Hα
ε (E,Φ, µ) завжди

iснує.

Означення 1.1.10. Розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича множини E

вiдносно локально тонкої системи покриттiв Φ та мiри µ називається таке

невiд’ємне число, що

dimH(E,Φ, µ) := inf{α : Hα(E,Φ, µ) = 0}.
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Нагадаємо деякi властивостi розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича вiдно-

сно локально тонкої системи покриттiв Φ та мiри µ:

1. Якщо E1 ⊂ E2, то dimH(E1,Φ, µ) 6 dimH(E2,Φ, µ);

2. dimH

(⋃
n
En,Φ, µ

)
= sup

n
dimH(En,Φ, µ);

3. Якщо µ = λ, Φ — сукупнiсть цилiндрiв деякого зображення дiйсних

чисел, то dimH(E,Φ, µ) = dimH(E,Φ), ∀E ⊂M.

Зауваження 2. Розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича вiдносно сукупно-

стi цилiндрiв деякого зображення дiйсних чисел та мiри називають розмiр-

нiстю Бiллiнгслi [88].

1.2. Теореми Бiллiнгслi

Нехай (Ω,B, µ) — деякий ймовiрнiсний простiр з неперервною мiрою

µ, а {x1, x2, . . . , xn, . . .} — визначений на ньому стохастичний процес iз не

бiльш нiж злiченним простором станiв σ.

Означення 1.2.1. Цилiндром рангу n з основою (α1, α2, . . . , αn), αi ∈ σ
називається множина виду

∆α1α2...αn := {ω : ω ∈ Ω, x1(ω) = α1, x2(ω) = α2, . . . , xn(ω) = αn}.

Для ω ∈ Ω i n = 1, 2, . . . , покладемо

∆n(ω) = {ω′ : xk(ω′) = xk(ω), k = 1, 2, . . . , n}.

Iншими словами, ∆n(ω) — це цилiндр рангу n, який мiстить ω.

Нехай µ i ν — двi ймовiрнiснi мiри мiри на B.

У роботi Бiллiнгслi [88] були отриманi наступнi теореми, перша з яких

по сутi є узагальненням результату Гiллiса [135] i є дуже корисною у теорiї

кодувань. Введемо позначення:

A1 :=

{
ω : lim

n→∞
inf

ln ν(∆n(ω))

lnµ(∆n(ω))
6 δ

}
.
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Теорема 1.2.1 ([88]). Якщо µ
( ∞⋂
n=1

∆n(ω)

)
= 0 для довiльного ω (тоб-

то, якщо всi цилiндри рангу ∞ мають нульову µ-мiру), i якщо δ > 0, то

dimH(A1,Φ, µ) 6 δ.

Теорема 1.2.2 ([88]). Якщо

E ⊂
{
ω : lim

n→∞
inf

ln ν(∆n(ω))

lnµ(∆n(ω))
> δ

}
,

то

dimH(E,Φ, µ) > δ dimH(E,Φ, ν).

Якщо помiняти ролями µ та ν в теоремi 1.2.2 i замiнити δ вiдповiдно,

отримується наступна теорема:

Теорема 1.2.3 ([88]). Якщо

E ⊂
{
ω : lim

n→∞
sup

ln ν(∆n(ω))

lnµ(∆n(ω))
6 δ

}
,

то

dimH(E,Φ, µ) 6 δ dimH(E,Φ, ν).

Поєднавши результати теорем 1.2.2 i 1.2.3, отримується наступна тео-

рема:

Теорема 1.2.4 ([88]). Якщо

E ⊂
{
ω : lim

n→∞

ln ν(∆n(ω))

lnµ(∆n(ω))
= δ

}
,

то

dimH(E,Φ, µ) = δ dimH(E,Φ, ν).

Наступна теорема дає результат, що є бiльш корисним для обчислення

розмiрностей конкретних множин.
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Теорема 1.2.5 ([88]). Нехай ν
( ∞⋂
n=1

∆n(ω)

)
= 0 при всiх ω, для яких

E ⊂
{
ω : lim

n→∞
sup

ln ν(∆n(ω))

lnµ(∆n(ω))
6 δ

}
i

E0 ⊂
{
ω : lim

n→∞

ln ν(∆n(ω))

lnµ(∆n(ω))
= δ

}
для деякої пiдмножини E0 множини E.

Якщо ν(E0) > 0, то

dimH(E,Φ, µ) = δ.

1.3. Порiвняннi мiри Хаусдорфа

Означення 1.3.1. Нехай Φ — локально тонка система покриттiв на M

та α > 0. МiраHα(·,Φ) називається порiвнянною з мiрою Хаусдорфа, якщо

iснує додатна константа C = C(α) > 0 така, що

Hα(E) 6 Hα(E,Φ) 6 CHα(E),∀E ⊂M.

Означення 1.3.2. Локально тонка система покриттiв Φ називається

порiвнянною, якщо ∀α > 0 вiдповiдна мiра Hα(·,Φ) є порiвнянною з мiрою

Хаусдорфа.

Перший приклад порiвнянної системи покриттiв виникає в роботi А.С. Бе-

зиковича ([83]), де доведено порiвняннiсть системи цилiндрiв двiйкового

розкладу. Пiзнiше цей результат був узагальнений для системи s-адичних

цилiндрiв П. Бiллiнгслi ([136]). Прикладами порiвнянних локально тон-

ких систем покриттiв також є системи покриттiв, що породжуються Q-

розкладами ([84]), а також Q∗-розкладами дiйсних чисел (за умови, що

inf
k
q0k > 0 та inf

k
q(s−1)k > 0) ([7]).

У роботах [85, 87] було знайдено деякi загальнi достатнi умови, якi га-

рантують порiвняннiсть локально тонких систем покриттiв.
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Теорема 1.3.1 ([85]). Нехай для сiмейств Φ1 i Φ2 iснує число N ∗ ∈ N
таке, що:

1) для довiльного елемента E1 з Φ1 iснує не бiльш як N ∗ елементiв з

Φ2, якi покривають E1 i дiаметри яких не перевищують |E1|;
2) для довiльного елемента E2 з Φ2 iснує не бiльш як N ∗ елементiв з

Φ1, якi покривають E2 i дiаметри яких не перевищують |E2|.
Тодi системи Φ1 i Φ2 є порiвнянними.

Означення 1.3.3. Нехай Φ — локально тонка система покриттiв на

M та α > 0. МiраHα(E,Φ) називається непорiвнянною з мiрою Хаусдорфа,

якщо iснує множина E ⊂M така, що

Hα(E) = 0, Hα(E,Φ) > 0

або

Hα(E) ∈ (0,+∞), Hα(E,Φ) = +∞.

Означення 1.3.4. Локально тонка система покриттiв Φ називається

непорiвнянною, якщо iснує α > 0 таке , що вiдповiдна мiра Hα(·,Φ) є

непорiвнянною з мiрою Хаусдорфа.

1.4. Довiрчi системи покриттiв

Розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича є добре вiдомим поняттям, яке актив-

но використовується в рiзних галузях математики. Задача обчислення роз-

мiрностi Хаусдорфа–Безиковича множини або мiри є однiєю з основних

задач фрактального аналiзу, розв’язанню якої для рiзних множин та мiр

присвячено значну кiлькiсть дослiдницьких статей у провiдних математи-

чних журналах свiту (див., наприклад, [8,40,41,44,45,61,86,90,98–101,108,

124, 136–181]). Це стало причиною розвитку методiв знаходження точних

або хоча б наближених значень розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича. Один з

таких методiв полягає у суттєвому зменшеннi класу допустимих покриттiв
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при обчисленнi розмiрностi до деякого специфiчного (зчисленного) класу

покриттiв, який є достатнiм (довiрчим) для правильного обчислення роз-

мiрностi, що дає дослiднику суттєвi технiчнi переваги.

Означення 1.4.1. Локально тонка система покриттiв Φ називається

довiрчою системою покриттiв наM , якщо при обчисленнi розмiрностi Хаус-

дорфа–Безиковича довiльної пiдмножини з M можна обмежитись розгля-

дом покриттiв з Φ, тобто якщо

dimH(E,Φ) = dimH(E),∀E ⊂M.

Варто зауважити, що для всiх систем покриттiв виконується нерiвнiсть

dimH(E) 6 dimH(E,Φ), ∀E ⊂M.

Безпосередньо з означення 1.3.1 випливає, що довiльна система Φ по-

рiвнянних покриттiв є довiрчою для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–

Безиковича. Якщо Φ недовiрча для обчислення розмiрностi Хаусдорфа-

Безиковича, то вона породжує мiру Хаусдорфа Hα(·,Φ), яка не є порiв-

нянною з класичною мiрою Хаусдорфа. Природнiм чином постає питання

про iснування довiрчих локально тонких систем покриттiв, якi не є порiв-

нянними. Вiдповiдь на це запитання знайдено у роботi [182].

Теорема 1.4.1 ([182]). Нехай nk = 4k та Φ — система цилiндричних

вiдрiзкiв розкладу Кантора (для означення розкладу Кантора див. [183]).

Тодi локально тонка система покриттiв Φ є довiрчою для обчислен-

ня розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича на одиничному вiдрiзку, але поро-

джена нею мiра Хаусдорфа Hα(·,Φ) є непорiвнянною з класичною мiрою

Хаусдорфа.

Останнє твердження показує, що клас довiрчих систем покриттiв зна-

чно ширший за клас порiвнянних.

Перевiрка довiрчостi чи знаходження достатнiх умов довiрчостi систем

покриттiв є важливою задачею фрактального аналiзу. Першi кроки у цьо-
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му напрямку були зробленi А.С. Безиковичем ([83]), який довiв довiрчiсть

системи цилiндрiв двiйкового розкладу. Цей результат був розширений

П. Бiллiнгслi ([136]) на систему s-адичних цилiндрiв та М.В. Працьовитим

([84]) на систему цилiндрiв Q-S-розкладiв дiйсних чисел. Цi дослiдження

об’єднує спiльний метод доведення довiрчостi, який полягає у iснуваннi

такої додатної константи K ∈ N , що для довiльного додатного ε i для до-

вiльного вiдрiзка [a, b] iснує не бiльш як K цилiндрiв вiдповiдної системи,

якi покривають [a, b] i дiаметр кожного з цилiндрiв не перевищує ε.

Надалi достатнi умови довiрчостi локально тонких систем покриттiв

дослiджувались багатьма авторами (див. [2,7,21,85,87] та вiдповiднi поси-

лання).

Дослiдження достатнiх умов довiрчостi для системи Φ(Q∗) цилiндрiв

Q∗-зображення дiйсних чисел проводились в роботах S. Albeverio, М. Iбра-

гiма, М. Працьовитого, Г. Торбiна.

Зокрема, отримано наступнi результати.

Теорема 1.4.2 ([184]). Нехай матриця Q∗ має властивiсть:

inf
i,j
qij = q > 0.

Тодi для будь-якої множини E ⊂ [0; 1]:

dimH(E,Φ(Q∗)) = dimH(E).

Теорема 1.4.3 ([7]). Якщо матриця Q∗ володiє властивiстю:

inf
j
q0j = q0 > 0, inf

j
q(s−1)j = qs−1 > 0,

то для будь-якої множини E ⊂ [0; 1]:

dimH(E,Φ(Q∗)) = dimH(E).

Теорема 1.4.4 ([185]). Нехай q∗k := max{q0k, q1k, . . . , q(s−1)k}.
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Якщо для будь-якого δ > 0 виконуються умови lim
k→∞

1
q0k

(q∗1q
∗
2...q

∗
k)
δ = 0,

lim
k→∞

1
q(s−1)k

(q∗1q
∗
2...q

∗
k)
δ = 0,

то

dimH(E) = dimH(E,Φ(Q∗)), ∀E ⊂ [0, 1].

Теорема 1.4.5 ([186]). Нехай q∗k := max{q0k, q1k, . . . , q(s−1)k}. Якщо lim
k→∞

ln q0k
ln(q∗1q

∗
2 ...q

∗
k) = 0,

lim
k→∞

ln q(s−1)k
ln(q∗1q

∗
2 ...q

∗
k) = 0,

(1.1)

то

dimH(E) = dimH(E,Φ(Q∗)), ∀E ⊂ [0, 1].

Теорема 1.4.6 ([187]). Нехай q := sup
ik
qik < 1.

Тодi система Φ(Q∗) цилiндрiв, породжених Q∗-розкладом дiйсних чи-

сел, є довiрчою для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на оди-

ничному вiдрiзку, тобто,

dimH(E) = dimH(E,Φ(Q∗)), ∀E ⊂ [0, 1].

Теорема 1.4.7 ([166]). Нехай qk := max
i
qik, нехай

S(m, δ) :=
∞∑
k=1

(
m+k∏
i=m+1

qi

)δ

,

i нехай

S(δ) := sup
m
S(m, δ).

Якщо

S(δ) < +∞, ∀δ > 0,

то система Φ(Q∗) цилiндрiв, породжених Q∗−розкладом дiйсних чисел є

довiрчою для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на одинично-

му вiдрiзку, тобто,

dimH(E) = dimH(E,Φ(Q∗)), ∀E ⊂ [0, 1].
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Проте у всiх вищевказаних роботах клас допустимих покриттiв поро-

джувався або зображенням дiйсних чисел зi скiнченним алфавiтом, або

задовольняв додатковi BVC-умови (bounded Vitali covering), тобто для ко-

жної точки x з одиничного вiдрiзка вимагалося iснування послiдовностi

{Ij(x)} множин (iнтервалiв) з Φ таких, що:

x ∈ Ij(x),∀j ∈ N ; lim
j →∞

|Ij(x)| = 0; inf
j

|Ij+1(x)|
|Ij(x)|

> 0.

Очевидно, що для системи цилiндрiв Q∞-зображення вказанi припуще-

ння не виконуються. Крiм того, для системи цилiндрiв Q∞-розкладiв не

можна застосувати метод, що використовувався для доведення довiрчостi

системи цилiндрiв двiйкового розкладу, системи s-адичних цилiндрiв та си-

стеми цилiндрiв Q-S-розкладiв дiйсних чисел. Проте для систем покриттiв,

породжених Q∞-розкладами, також отримано низку результатiв:

Теорема 1.4.8 ([188]). Нехай Φ(Q∞) — система, яка складається з

цилiндрiв всеможливих рангiв Q∞-розбиття iнтервалу [0, 1).

Якщо qi = 1
2i , то dimH(E,Φ) = dimH(E),∀E ⊂ [0, 1).

Теорема 1.4.9 ([8]). Якщо iснують дiйснi числа c1 та c2 такi, що

0 < c1 6
qi
qi−1
6 c2 < 1, ∀i ∈ N,

то система Φ(Q∞) цилiндрiв Q∞-розкладу є довiрчою для обчислення роз-

мiрностi Хаусдорфа-Безиковича.

Теорема 1.4.10 ([21]). Нехай Q∞ = (q0, . . . , qi, . . . ) — стохастичний

вектор, такий що для довiльного α > 0 iснує константа c = c(α) така,

що
∞∑

k=i+1

qαk 6 c(α)qαi , ∀i ∈ N0.

Тодi система Φ є довiрчою для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–

Безиковича на одиничному вiдрiзку.
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У роботi [19] знайдено критерiй довiрчостi системи цилiндрiв, пордженої

розкласдом Кантора.

Теорема 1.4.11. Система Φ цилiндрiв розкладу Кантора є довiрчою

для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiдрiз-

ку тодi i тiльки тодi, коли

lim
k→∞

lnnk
ln(n1 · n2 · . . . · nk−1)

= 0

У роздiлi 2 буде представлено отриманi нами результати щодо довiрчо-

стi систем, що породженi Q∞- та I-Q∞-розкладами дiйсних чисел.

Першi приклади недовiрчих систем покриттiв виникли в двовимiрно-

му випадку як результат активних дослiджень фрактальних властивостей

самоафiнних множин в 90-х роках 20-го столiття (див. [189]). Напевно, пер-

шим (i досить несподiваним) прикладом одновимiрної недовiрчої локально

тонкої системи покриттiв є сукупнiсть цилiндрiв класичного ланцюгового

зображення (див. [18]). Використовуючи пiдхiд, який був запропонований

Ювалом Пересом для доведення недовiрчостi сiмейства цилiндрiв ланцю-

гового розкладу, в роботi [21] доведено недовiрчiсть сiмейства цилiндрiв

Q∞-розкладiв при полiномiальнiй швидкостi спадання членiв послiдовно-

стi {qi}:

Теорема 1.4.12 ([21]). Якщо iснує додатне цiле число m0 i дiйснi

числа A та B такi, що

A

(i+ 1)m0
6 qi 6

B

(i+ 1)m0
,∀i ∈ N,

то система цилiндричних вiдрiзкiв, яка породжена таким Q∞-зображен-

ням, є недовiрчою для обчислення розмiрностi Хайсдорфа–Безиковича.

Окрему увагу варто придiлити особливим системам покриттiв Φ̂, якi

складаються з цилiндрiв та множин, що є об’єднаннями сумiжних цилiн-

дрiв одного рангу i належать до одного цилiндру попереднього рангу.
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1.5. Сингулярнi мiри

Нехай (Ω,A) — вимiрний простiр з ймовiрнiсними мiрами µ i λ.

Означення 1.5.1. Мiра µ називається дискретною, якщо вона зосе-

реджена на не бiльш нiж зчисленнiй множинi точок. Мiра µ називається

неперервною, якщо мiра кожної одноточкової множини рiвна нулю.

Означення 1.5.2. Мiра µ називається абсолютно неперервною вiдно-

сно мiри λ, якщо µ(E) = 0 для всiх E ∈ A, для яких λ(E) = 0. Позначають

це µ � λ. Якщо µ абсолютно неперервна вiдносно λ i λ абсолютно непе-

рервна вiдносно µ, то мiри µ i λ називають еквiвалентними.

Означення 1.5.3. Мiри µ i λ називаються сингулярними, якщо iснує

така множина E ∈ A, що λ(E) = 0 i µ(E) = 1. Сингулярнiсть мiр позна-

чають µ ⊥ λ. Зрозумiло, що довiльна дискретна мiра сингулярна вiдносно

довiльної неперервної.

Оскiльки нас цiкавлять лише мiри, заданi на вiдрiзку [0, 1], тому надалi

Ω = [0, 1], A — σ-алгебра вимiрних за Лебегом пiдмножин одиничного

вiдрiзка, λ — мiра Лебега на [0, 1].

Пiд сингулярнiстю або абсолютно неперервнiстю мiри µ будемо розу-

мiти її сингулярнiсть чи абсолютну неперервнiсть вiдносно мiри Лебега,

якщо не буде сказано iнше.

Означення 1.5.4. Мiра µ називається сингулярно неперервною, якщо

вона неперервна i зосереджена на множинi нульової мiри Лебега.

Як вiдомо, функцiя розподiлу є сингулярно неперервною, якщо вона

неперервна i її похiдна λ-майже скрiзь рiвна нулю.

Теорема 1.5.1 (Лебега). Довiльна ймовiрнiсна мiра µ на [0, 1] може

бути єдиним чином розкладена у виглядi

µ = α1µd + α2µac + α3µsc, (1.2)
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де µd — дискретна мiра, µac — абсолютно неперервна мiра, µsc — сингу-

лярно неперервна мiра, αi > 0 ∀i ∈ {1, 2, 3}, α1 + α2 + α3 = 1.

Клас сингулярно неперервних мiр є найменш вивченим, хоча iснує зна-

чна кiлькiсть робiт, присвячених вивченню властивостей сингулярних мiр

(див., наприклад, [15,26,37,43,44,47,52,56–58,61,62,84,86,108,126–128,152,

164,169,171,178,190–211,211,212]).

Спектральна класифiкацiя сингулярних мiр.

Означення 1.5.5 ([32]). Сингулярно неперервна ймовiрнiсна мiра µ

на R1 називається мiрою чистого GC-типу (узагальненого канторiвського

типу), якщо iснує така нiде не щiльна множина E, що
E ⊂ Sµ,

µ(E) = 1,

∀x ∈ E ∃ε(x) > 0 : λ
(
[x− ε(x), x+ ε(x)] ∩ Sµ

)
= 0.

Приклад. Найпростiшим прикладом мiриGC-типу є класична мiра Кан-

тора, тобто мiра, що вiдповiдає розподiлу випадкової величини η з незале-

жними трiйковими знаками:

η =
∞∑
k=1

ηk
3k
,

де ηk —незалежнi випадковi величини, якi набувають значень 0 та 2 з ймо-

вiрностями p0 та p2, p0 = p2 = 1/2.

Означення 1.5.6 ([32]). Сингулярно неперервна ймовiрнiсна мiра µ

називається мiрою чистого GS-типу, якщо iснує послiдовнiсть таких непе-

рекривних вiдрiзкiв {[ai, bi]}, що
[ai, bi] ⊂ Sµ,

µ

(⋃
i

[ai, bi]

)
= 1.
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Приклад. Прикладом мiри GS-типу є несиметрична мiра Салема, тоб-

то мiра, що вiдповiдає розподiлу випадкової величини ψ з незалежними

двiйковими знаками:

ψ =
∞∑
k=1

ψk
2k
,

де ψk —незалежнi випадковi величини, що набувають значення 0 та 1 з

ймовiрностями p0 та p1, 0 < p0 < p1 < 1, p0 + p1 = 1.

Означення 1.5.7 ([32]). Сингулярно неперервна ймовiрнiсна мiра µ

називається мiрою чистого GP -типу, якщо iснує така нiде не щiльна мно-

жина E, що
E ⊂ Sµ,

µ(E) = 1,

∀x ∈ E ∀ε > 0 : [x− ε, x+ ε] ∩ Sµ — множина додатної мiри Лебега.

Сингулярно неперервнi мiри GC-, GP - та GS- типiв утворюють непе-

ретиннi сiмейства. Об’єднання цих сiмейств не спiвпадає з сiмейством усiх

сингулярно неперервних ймовiрнiсних мiр на R1, оскiльки iснують сингу-

лярно неперервнi ймовiрнiснi мiри на R1, якi не належать до жодного з

вищеназваних класiв, але має мiсце така теорема.

Теорема 1.5.2 ([32]). Довiльна сингулярно неперервна ймовiрнiсна

мiра µ на R1 може бути представлена у виглядi

µ = α1µ
GS + α2µ

GC + α3µ
GP , (1.3)

де α1 > 0, α2 > 0, α3 > 0, α1 + α2 + α3 = 1; µGS, µGC i µGP — сингулярно

неперервнi ймовiрнiснi мiри GS, GC та GP -типу вiдповiдно.
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РОЗДIЛ 2

ВИПАДКОВI ВЕЛИЧИНИ З НЕЗАЛЕЖНИМИ

I-Q∞-СИМВОЛАМИ ТА ЇХ ФРАКТАЛЬНI ВЛАСТИВОСТI

2.1. I-Q∞-зображення дiйсних чисел

Нагадаємо поняття I-Q∞-зображення дiйсних чисел, яке було введено

в розгляд в роботi [69]. Нехай I — довiльне дiйсне число з одиничного

вiдрiзка, записане у двiйковiй системi числення

I =
∞∑
k=1

βk(I)

2k
=: 0, β1(I)β2(I) . . . βk(I) . . . , βk(I) ∈ {0, 1}.

Для тих чисел з одиничного вiдрiзка, якi мають по два рiзнi двiйковi

розклади, зафiксуємо той, який має цифру 1 в перiодi.

Нехай Q∞ = (q0, q1, . . . , qk, . . .) — нескiнченний стохастичний вектор з

додатнiми координатами. При фiксованому дiйсному числi I ∈ [0, 1] (тоб-

то при фiксованiй послiдовностi {βk(I)}) та фiксованому стохастичному

векторi Q∞ здiйснюється зчисленна послiдовнiсть розбиттiв одиничного

вiдрiзка за наступними правилами.

Крок 1. Розбиваємо одиничний вiдрiзок злiва направо, якщо β1(I) = 1;

(i справа налiво, якщо β1(I) = 0) на зчисленну кiлькiсть вiдрiзкiв ∆I-Q∞
α1

,

α1 ∈ {0, 1, 2, . . .}, довжини яких дорiвнюють
∣∣∆I-Q∞

α1

∣∣ = qα1
. Кожен з вiд-

рiзкiв ∆I-Q∞
α1

називається цилiндром 1-го рангу I-Q∞-розкладу.

Крок 2.Кожен з цилiндрiв 1-го рангу ∆I-Q∞
α1

розбиваємо (злiва направо,

якщо β2(I) = 1; i справа налiво, якщо β2(I) = 0) на зчисленну кiлькiсть

вiдрiзкiв ∆I-Q∞
α1α2

, α1, α2 ∈ {0, 1, 2, . . .}, довжини яких дорiвнюють
∣∣∆I-Q∞

α1α2

∣∣ =

qα1
· qα2

. Кожен з вiдрiзкiв ∆I-Q∞
α1α2

називається цилiндром 2-го рангу I-Q∞-

розкладу.
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Крок k (k > 2). Кожен з цилiндрiв (k − 1)-рангу ∆I-Q∞
α1α2...αk−1

розбива-

ємо (злiва направо, якщо βk(I) = 1; i справа налiво, якщо βk(I) = 0) на

зчисленну кiлькiсть вiдрiзкiв ∆I-Q∞
α1α2...αk

, довжини яких

∣∣∆I-Q∞
α1α2...αk

∣∣ = qα1
· qα2
· . . . · qαk =

k∏
s=1

qαs (2.1)

вiдносяться як∣∣∣∆I-Q∞
α1α2...αk−10

∣∣∣ :
∣∣∣∆I-Q∞

α1α2...αk−11

∣∣∣ : . . . :
∣∣∆I-Q∞

α1α2...αk−1m

∣∣ : . . . = q0 : q1 : . . . : qm : . . . .

Кожен з вiдрiзкiв ∆I-Q∞
α1α2...αk

називається цилiндром k-го рангу I-Q∞-розкладу.

Для довiльної послiдовностi iндексiв {αk}, αk ∈ {0, 1, 2, . . .}, iснує по-

слiдовнiсть вкладених цилiндрiв

∆I-Q∞
α1

⊃ ∆I-Q∞
α1α2

⊃ · · · ⊃ ∆I-Q∞
α1α2...αk

⊃ · · ·,

таких, що |∆I-Q∞
α1...αk

| → 0, k → ∞. Тому iснує єдина точка x, яка належить

всiм цим цилiндрам ∆I-Q∞
α1

, ∆I-Q∞
α1α2

, . . . , ∆I-Q∞
α1α2...αk

, . . . .

I навпаки, для кожної точки x ∈ [0, 1], яка не є межовою для жодно-

го цилiндра жодного рангу, iснує єдина (оскiльки кожна така точка нале-

жить рiвно одному цилiндру n-го рангу) послiдовнiсть вкладених цилiндрiв

∆I-Q∞
α1(x) ⊃ ∆I-Q∞

α1(x)α2(x) ⊃ . . . ⊃ ∆I-Q∞
α1(x)α2(x)...αk(x) ⊃ . . ., якi мiстять x, тобто

x =
∞⋂
k=1

∆I-Q∞
α1(x)α2(x)...αk(x) =: ∆I-Q∞

α1(x)α2(x)...αk(x)....

Останнiй вираз називатимемо I-Q∞-зображенням точки x.

Нехай D = D(I) — множина точок одиничного вiдрiзка, якi мають

I-Q∞-зображення, тобто

D =
{
x : x ∈ [0, 1], ∀n ∈ N ∃ ∆I-Q∞

α1(x)α2(x)...αn(x) : x ∈ ∆I-Q∞
α1(x)α2(x)...αn(x)

}
.

Очевидно, що дiйсне число x не має I-Q∞-зображення тодi i тiльки

тодi, коли знайдеться таке число n0 = n0(x), що x не належить до жодного

цилiндра n0-го рангу.
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Точку x назвемо I-Q∞-рацiональною, якщо вона є межовою для деякого

цилiндра. Якщо ж точка x не є межовою для жодного цилiндра жодного

рангу, то назвемо її I-Q∞-iррацiональною.

Означення 2.1.1. Цилiндричною множиною m-го рангу з основою

c1c2 . . . cm називається множина

∆̃I-Q∞
c1c2...cm

= {x : x = ∆I-Q∞
c1c2...cmαm+1αm+2...

, αj ∈ N0,∀j > m}.

Означення 2.1.2. Цилiндричним вiдрiзком m-го рангу з основою

c1c2 . . . cm називається множина[
inf ∆̃I-Q∞

c1c2...cm
; sup ∆̃I-Q∞

c1c2...cm

]
.

Властивостi цилiндричних вiдрiзкiв I-Q∞-зображення:

1. Якщо βm(I) = 1, то sup ∆I-Q∞
c1c2...cm

= inf ∆I-Q∞
c1c2...(cm+1),∀cm ∈ N0.

Якщо βm(I) = 0, то inf ∆I-Q∞
c1c2...cm

= sup ∆I-Q∞
c1c2...(cm+1),∀cm ∈ N0.

2. Int
(
∆I-Q∞
c1c2...cm

)⋂
Int

(
∆I-Q∞
d1d2...dm

)
= ∅,

якщо (c1, c2, . . . , cm) 6= (d1, d2, . . . , dm), ∀I ∈ [0, 1].

3.
∣∣∣∆I-Q∞

c1c2...cm−1i

∣∣∣
|∆I-Q∞

c1c2...cm−1|
= qi,∀(c1, c2, . . . , cm−1) ∈ Nm−1

0 ,∀i ∈ N0,∀I ∈ [0, 1].

4.
∣∣∆I-Q∞

c1c2...cm

∣∣ = qc1 · qc2 · . . . · qcm,∀m ∈ N0,∀I ∈ [0, 1].

5.
∣∣∆I-Q∞

c1c2...cm

∣∣→ 0(m→∞),∀I ∈ [0, 1].

6.
∣∣∆I-Q∞

c1c2...cm

∣∣ 6 qm, де q := max
i∈N0

qi,∀I ∈ [0, 1].

Зауважимо, щоQ∞-зображення є частковим випадком I-Q∞-зображення

(його можна отримати, поклавши I = 1). Якщо I = 0 i при цьому додатко-

во qi = 1
(i+1)(i+2) , то I-Q∞-зображення спiвпадає з розкладом Люрота ([4]).

При I = 0, (01) = 1
3 отримаємо Q̃∞-зображення дiйсних чисел([84]). Якщо

ж додатково до умови I = 1
3 вибрати стохастичний вектор Q∞ так, щоб

qi = 1
(i+1)(i+2) , то отримаємо знакопочережний розклад Люрота.

Нехай {ξk} — послiдовнiсть незалежних випадкових величин з насту-
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пними розподiлами:

P (ξk = i) := pik > 0, де
∞∑
i=0

pik = 1, ∀k ∈ N.

Використовуючи послiдовнiсть {ξk} та I-Q∞-розклад, розглянемо на-

ступну випадкову величину:

ξ := ∆I-Q∞
ξ1ξ2...ξk...

,

яку називають випадковою величиною з незалежними I-Q∞-символами.

Позначимо через µξ вiдповiдну ймовiрнiсну мiру, яку будемо називати

ймовiрнiсною мiрою з незалежними I-Q∞-символами.

2.2. Ергодичнi властивостi I-Q∞-зображення дiйсних чисел

Нехай Ωk = {0, 1, 2, . . .} =: N0, Ak = 2Ωk .

Нехай (Ω,A) :=
∞∏
k=1

(Ωk,Ak).

Як вiдомо (див., наприклад [213]), σ-алгебраA є мiнiмальною σ-алгеброю,

яка породжена цилiндрами з Ω, тобто множинами виду

ωc1c2...cm = {ω : ω = (c1, c2, . . . , cm, ωm+1, ωm+2 . . .), ωj ∈ N0,∀j > m} =

= {c1} × {c2} × . . .× {cm} × Ωm+1 × Ωm+2 × . . . .

Розглянемо вiдображення f : Ω→ [0, 1], означене наступним чином:

∀ω = (ω1, ω2, . . . , ωk, . . .) ∈ Ω : f(ω) = x = ∆I-Q∞
α1(x)α2(x)...αk(x)...

з ωk = αk(x), k ∈ N .

Покажемо, що вiдображення f : (Ω,A) → ([0, 1],B) є бiвимiрним.

Оскiльки σ-алгебра A є мiнiмальною σ-алгеброю, яка породжена цилiндри-

чними вiдрiзками з Ω, σ-алгебраB є мiнiмальною σ-алгеброю, яка породже-

на цилiндричними вiдрiзками I-Q∞-зображення, то для доведення вимiр-

ностi вiдображення f достатньо довести, що прообраз довiльного цилiндра
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I-Q∞-зображення є цилiндр з Ω. А це випливає з означення вiдображен-

ня f . Аналогiчним чином можна показати вимiрнiсть вiдображення f−1.

Отже, вiдображення f є бiвимiрним.

Таким чином, вiдображення f породжує I-Q∞-зображення, причому

якщо точка x ∈ [0, 1] має I-Q∞-зображення, то воно єдине.

Означимо мiри µk та νk наступним чином:

µk(i) = pik, νk(i) = qi, i ∈ Ωk.

Нехай

(Ω,A, µ) =
∞∏
k=1

(Ωk,Ak, µk), (Ω,A, ν) =
∞∏
k=1

(Ωk,Ak, νk).

Означимо мiри µ∗ та ν∗ як образи мiр µ та ν пiд дiєю вiдображення f :

µ∗(B) = µ(f−1(B)), ν∗(B) = ν(f−1(B)),∀B ∈ B. (2.2)

Зрозумiло, що ν∗ спiвпадає з мiрою Лебега λ на [0, 1], а мiра µ∗ спiвпадає

з µξ.

Означення 2.2.1. Вiдображення f будемо називати майже бiєктив-

ним, якщо iснує вимiрна пiдмножина Ω0 ⊂ Ω така, що µ(Ω0) = ν(Ω0) = 0 i

вiдображення f : (Ω \ Ω0)→ Ω∗ є бiєктивним.

Розглянемо вiдображення T одностороннього зсуву, яке дiє в просторi

(Ω,A, µ):

∀ω = (ω1, ω2, . . . , ωk . . .) : T (ω) = (ω2, ω3, . . . , ωk . . .).

З метою дослiдження ергодичних властивостей I-Q∞-зображення дiй-

сних чисел розглянемо символьну динамiчну систему, що породжується

вiдображенням T ∗ одностороннього зсуву по I-Q∞-зображенню:

∀x = ∆I-Q∞
α1(x)α2(x)...αk(x)... : T ∗(x) = ∆I-Q∞

α2(x)α3(x)...αk(x)....
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Нехай T ∗−1A = {x : T (x) ∈ A}, A ⊂ [0, 1]. Нагадаємо, що множина

A називається iнварiантною вiдносно перетворення T ∗, якщо A = T ∗−1A.

Мiра µ називається ергодичною вiдносно перетворення T ∗, якщо довiльна

iнварiантна множина A ⊂ [0, 1] є множиною або нульової, або одиничної

мiри. Мiра µ називається iнварiантною вiдносно перетворення T ∗, якщо

для довiльної множини E ⊂ [0, 1] має мiсце рiвнiсть: µ(T ∗−1E) = µ(E).

Теорема 2.2.1. Ймовiрнiсна мiра µ∗ є ергодичною вiдносно перетво-

рення T ∗.

Якщо µ1 = µ2 = . . . = µk = . . ., то мiра µ∗ є iнварiантною вiдносно

перетворення T ∗.

Доведення. В роботi [24] було доведено, що продакт-мiра µ є ергоди-

чною вiдносно перетворення T , i якщо µ1 = µ2 = . . . = µk = . . ., то

продакт-мiра µ є iнварiантною вiдносно перетворення T .

Нехай A∗ — деяка борелiвська множина, iнварiантна вiдносно перетво-

рення T ∗. Оскiльки f є майже бiєктивним вiдображенням, то множина

A = f−1(A∗) є iнварiантною вiдносно перетворення T . Тому µ(A) = 0 або

µ(A) = 1. Оскiльки вiдображення f є майже бiєктивним i бiвимiрним, то

µ(A) = µ∗(f(A)) для будь-якої множини A ∈ A. Тому µ∗(A∗) = 0 або

µ∗(A∗) = 1. Отже, мiра µ∗ — ергодична вiдносно перетворення T ∗.

Нехай µ1 = µ2 = . . . = µk = . . .. Оскiльки σ-алгебра борелiвських пiд-

множин одиничного вiдрiзка породжується сiмейством цилiндричних вiд-

рiзкiв I-Q∞-зображення, то для доведення iнварiантностi мiри µ∗ вiдносно

перетворення T ∗ достатньо довести її iнварантнiсть на довiльному цилiн-

дричному вiдрiзку. Очевидно, що µ∗
(
∆I-Q∞
c1c2...cn

)
= pc1 · pc2 · . . . · pcn.

Оскiльки T−1
(
∆I-Q∞
c1c2...cn

)
= ∆I-Q∞

ic1c2...cn
, i ∈ N , то

µ∗
(
T−1

(
∆I-Q∞
c1c2...cn

))
=

∞∑
i=1

µ∗
(
∆I-Q∞
c1c2...cn

)
= pc1 · pc2 · . . . · pcn ·

∞∑
i=1

pi =

= pc1 · pc2 · . . . · pcn = µ∗
(
∆I-Q∞
c1c2...cn

)
,
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що i треба було довести.

Оскiльки мiра Лебега за побудовою є образом продакт-мiри з однаково

розподiленими I-Q∞-символами (pi = qi,∀i ∈ N), то має мiсце наступне

твердження:

Наслiдок 2.2.1. Мiра Лебега є ергодичною та iнварiантною вiдносно

перетворення T ∗.

Покажемо, як наведенi результати можна використати для дослiдження

ергодичних властивостей I-Q∞-зображення.

Позначимо через Ni(x, k) кiлькiсть символiв «i» в I-Q∞-зображеннi чи-

сла x до k-го мiсця включно.

Означення 2.2.2. Якщо iснує границя lim
k→∞

Ni(x,k)
k , то її значення νi(x)

називається частотою цифри «i» в I-Q∞-зображеннi числа x.

Теорема 2.2.2. Для майже всiх (в смислi мiри Лебега) чисел одини-

чного вiдрiзка:

νi(x) = qi (i ∈ {0, 1, 2, . . .}).

Доведення. За ергодичною теоремою Бiркгофа [136]

lim
n→∞

g(T 0(x)) + g(T 1(x)) + . . .+ g(T n−1(x))

n
=

+∞∫
−∞

g(x)dλ(x),∀g ∈ L1(dx).

Виберемо

g(x) =

1, якщо α1(x) = i,

0, якщо α1(x) 6= i.

Тодi g(x) = α1(x), g(Tx) = α2(x), . . . , g(T n−1x) = αn(x), i

g(x) + g(Tx) + . . .+ g(T n−1x) = Ni(x, n).

З iншого боку,
+∞∫
−∞

g(x)dλ(x) =

1∫
0

g(x)dx =

∫
∆I-Q∞
i

1dx = |∆I-Q∞
i | = qi,
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де ∆I-Q∞
i = {x : α1(x) = i}.

Отже, для λ-майже всiх x ∈ [0, 1] границя lim
k→∞

Ni(x,k)
k iснує i дорiвнює

qi. Позначимо множину таких чисел Ni(I-Q∞). Нехай

N(I-Q∞) =
∞⋂
i=0

Ni(I-Q∞) = {x : νi(x) = qi, ∀i ∈ {0, 1, 2, . . .}}.

Оскiльки λ (Ni(I-Q∞)) = 1, то λ (N(I-Q∞)) = 1.

Теорема доведена.

Теорема 2.2.3. Якщо
∞∑
n=0

nqn =: c < +∞ i x = ∆I-Q∞
α1(x)α2(x)...αk(x)..., то

для майже всiх (в смислi мiри Лебега) чисел x одиничного вiдрiзка середнє

арифметичне цифр I-Q∞-зображення дорiвнює c:

lim
n→∞

α1(x) + α2(x) + . . .+ αn(x)

n
= c.

Доведення. Виберемо g(x) = α1(x).

Тодi

g(x) + g(Tx) + . . .+ g(T n−1x)

n
=
α1(x) + α2(x) + . . .+ αn(x)

n
.

З iншого боку,

+∞∫
−∞

g(x)dλ(x) =

∫
∆I-Q∞

0

0dx+

∫
∆I-Q∞

1

1dx+ . . .+

∫
∆I-Q∞
n

ndx+ . . . =

= 0 · |∆I-Q∞
0 |+1 · |∆I-Q∞

1 |+ . . .+n · |∆I-Q∞
n |+ . . . = 0 ·q0 +1 ·q1 + . . .+n ·qn+ . . . .

Отже, для λ-майже всiх x ∈ [0, 1] середнє арифметичне цифр I-Q∞-зо-

браження дорiвнює
∞∑
n=0

nqn.

Теорема доведена.

Наслiдок 2.2.2. Для λ-майже всiх дiйсних чисел одиничного вiдрiз-

ка середнє арифметичне цифр зображення розкладами Люрота дорiвнює

+∞.
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Теорема 2.2.4. Якщо стохастичний вектор Q∞ = (q0, q1, . . . , qi, . . . )

має скiнченну ентропiю, то для довiльного дiйсного числа I ∈ [0, 1] та

майже всiх (в смислi мiри Лебега) чисел x = ∆I-Q∞
α1(x)α2(x)...αn(x)... одиничного

вiдрiзка:

lim
n→∞

n

√∣∣∣∆I-Q∞
α1(x)α2(x)...αn(x)

∣∣∣ = e−H ,

де H = −
∞∑
i=0

qi ln qi.

Доведення. Виберемо g(x) = ln qα1
(x).

Тодi

g(x) + g(Tx) + . . .+ g(T n−1x)

n
=

ln qα1
(x) + ln qα2

(x) + . . .+ ln qαn(x)

n
=

= ln n
√
qα1

(x) · qα2
(x) · . . . · qαn(x) = ln n

√∣∣∣∆I-Q∞
α1(x)α2(x)...αn(x)

∣∣∣.
Застосовуючи ергодичну теорему Бiркгофа, маємо

lim
n→∞

g(x) + g(Tx) + . . .+ g(T n−1x)

n
= lim

n→∞
ln n
√
qα1

(x) · qα2
(x) · . . . · qαn(x) =

=

1∫
0

ln qα1
(x)dx =

∞∑
i=0

ln qi · |∆i| =
∞∑
i=0

qi ln qi.

Якщо
∞∑
i=0

qi ln qi <∞, то lim
n→∞

n

√∣∣∣∆I-Q∞
α1(x)α2(x)...αn(x)

∣∣∣ = e−H .

Теорема доведена.

Зауважимо, що обираючи в якостi функцiї g iншi функцiї та застосо-

вуючи ергодичну теорему, можна отримувати новi ергодичнi властивостi

I-Q∞-зображення дiйсних чисел.

2.3. Випадковi величини з незалежними I-Q∞-символами та

їх лебегiвська структура

Нехай ξ := ∆I-Q∞
ξ1ξ2...ξk...

— випадкова величина з незалежними I-Q∞-

символами, µξ — вiдповiдна ймовiрнiсна мiра, тобто ймовiрнiсна мiра з

незалежними I-Q∞-символами.
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У роботi [214] було доведено наступну теорему:

Теорема 2.3.1. Нехай f — бiвимiрне вiдображення. Якщо iснує ви-

мiрна пiдмножина Ω0 ⊂ Ω така, що µ(Ω0) = ν(Ω0) = 0 i вiдображення

f : (Ω \ Ω0) → Ω∗ є бiєктивним, тобто вiдображення f є майже бiє-

ктивним, то

µ� ν тодi i тiльки тодi, коли µ∗ � ν∗,

µ⊥ν тодi i тiльки тодi, коли µ∗⊥ν∗.

Наступна теорема описує лебегiвську структуру розподiлу випадкової

величини ξ з незалежними I-Q∞-символами.

Теорема 2.3.2. Випадкова величина ξ має розподiл чистого типу,

причому

1) µξ є чисто абсолютно неперервною тодi i тiльки тодi, коли

ρ :=
∞∏
k=1

{ ∞∑
i=0

√
pik · qi

}
> 0;

2) µξ є чисто дискретною тодi i тiльки тодi, коли

Pmax :=
∞∏
k=1

max
i
{pik} > 0;

3) µξ є чисто сингулярно неперервною у всiх iнших випадках, тобто

тодi i тiльки тодi, коли

ρ = 0 = Pmax.

Доведення. Вiдображення f є бiвимiрним i майже бiєктивним, тому за

вище наведеною теоремою 2.3.1 роботи [214] мiра µξ є абсолютно (сингу-

лярно) неперервною вiдносно мiри Лебега тодi i тiльки тодi, коли µ є аб-

солютно (сингулярно) неперервною вiдносно мiри ν. Оскiльки qi > 0, то
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µk � νk,∀k ∈ N . Застосовуючи теорему Какутанi та враховуючи бiвимiр-

нiсть i майже бiєктивнiсть вiдображення f , маємо

µξ � λ⇔
∞∏
k=1

∫
Ωk

√
dµk
dνk

dνk > 0⇔
∞∏
k=1

( ∞∑
i=0

√
pikqi

)
> 0,

µξ⊥λ⇔
∞∏
k=1

∫
Ωk

√
dµk
dνk

dνk = 0⇔
∞∏
k=1

( ∞∑
i=0

√
pikqi

)
= 0.

Проте, сингулярно розподiлена вiдносно мiри Лебега випадкова величи-

на ξ може бути розподiлена дискретно. Кожна точка x ∈ [0, 1] має єдиний

прообраз в Ω. Отже, мiра µξ буде дискретною тодi i лише тодi, коли мiра

µ — дискретна.

Якщо
∞∏
k=1

max
i
pik = 0, то

µ(ω) =
∞∏
k=1

pωkk 6
∞∏
k=1

max
i
pik = 0,∀ω ∈ Ω,

i µ є неперервною.

Якщо
∞∏
k=1

max
i
pik > 0, то розглянемо множину A+ = {ω : µ(ω) > 0}.

A+ = {ω∗ = (ω∗1, ω
∗
2, . . . , ω

∗
k, . . .) : pω∗kk = max

i
pik}.

Очевидно, що для всiх точок ω ∈ A+ умова pωkk 6= max
i
pik виконується

тiльки для скiнченної кiлькостi значень k. Таким чином, множина A+ –

зчисленна i подiя «ω ∈ A+» не залежить вiд довiльної скiнченної кiлькостi

координат точки ω. Тому, застосувавши закон нуля та одиницi Колмогоро-

ва, отримуємо, що µ(A+) = 0 або µ(A+) = 1. Так як µ(A+) > µ(ω∗) > 0,

то µ(A+) = 1, звiдки випливає дискретнiсть мiри µ.

Наслiдок 2.3.1. Якщо ξk — незалежнi i однаково розподiленi випад-

ковi величини, то

1) µξ дискретна, тодi i тiльки тодi коли iснує таке i0, що pi0 = 1;
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2) µξ абсолютно неперервна, тодi i тiльки тодi коли pi = qi для до-

вiльного i ∈ N;

3) µξ сингулярно неперервна у всiх iнших випадках.

Зауваження 3. Теорему 2.3.2 можна довести i iншим шляхом: отримати

її як наслiдок того факту, що вiдображення ϕ, яке буде введено в пунктi

2.6, зберiгає мiру Лебега i вiдношення «бути дискретною», «бути абсолютно

неперервною та сингулярною вiдносно мiри Лебега» для ймовiрнiсних мiр

з незалежними Q∞- та I-Q∞-символами.

2.4. Тополого-метрична структура сингулярних розподiлiв з

незалежними I-Q∞-символами

У випадку сингулярностi дослiдимо спектральну структуру розподiлу

випадкової величини з незалежними I-Q∞-символами.

Нагадаємо означення спектра розподiлу випадкової величини.

Означення 2.4.1. Спектром розподiлу випадкової величини ξ назива-

ється множина

Sξ = {x : ∀ε > 0 µξ ((x− ε, x+ ε)) > 0} =

= {x : ∀ε > 0 Fξ(x+ ε)− Fξ(x− ε) > 0}.

З метою дослiдження тополого-метричних властивостей розподiлу ви-

падкової величини з незалежними I-Q∞-символами вивчимо властивостi

одного класу множин.

Нехай V := {Vk}∞k=1, Vk ⊆ {0, 1, 2, . . .} =: N0.

Означимо

C[I-Q∞, {Vk}] = {x ∈ [0, 1] : x = ∆α1α2...αk..., αk ∈ Vk}
cl , (2.3)

тобто, C[I-Q∞, {Vk}] є замиканням множини точок, якi можуть бути I-Q∞-

представленими з використанням лише символiв αk з множини Vk на k-й

позицiї їх I-Q∞-зображення.
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Якщо Vk 6= {0, 1, 2, 3, . . .} для щонайменше одного k < k0, i Vk =

{0, 1, 2, . . .} для всiх k > k0 (при деякому k0 > 1), то C[I-Q∞, {Vk}] є

об’єднанням пiввiдрiзкiв. У цьому випадку множина C[I-Q∞, {Vk}] отри-
мується шляхом вилучення з [0, 1] всiх iнтервалiв ∆̇α1α2...αk, k < k0 з αk /∈ Vk
(де точка над ∆ означає, що ∆̇α1α2...αk, є вiдкритим). Якщо умова Vk 6=
{0, 1, 2, . . .} виконується для нескiнченної кiлькостi значень k, то, очеви-

дно, C[I-Q∞, {Vk}] є нiде не щiльною множиною.

Теорема 2.4.1. Нехай V := {i : pi > 0}. Тодi спектр випадкової вели-

чини ξ є замиканням множини

C[I-Q∞, V ] = {x : x = ∆I-Q∞
α1α2...αk...

, αj ∈ V, ∀j ∈ N}.

Доведення. Нехай

C[I-Q∞, V ] = {x : x = ∆I-Q∞
α1α2...αk...

, αj ∈ V, ∀j ∈ N},

де V = {i1, i2, . . . , ik, . . .} ⊂ N.

Розглянемо випадкову величину ξ з незалежними однаково розподiле-

ними I-Q∞-символами, задану законом

P (ξk = ik) := pik > 0, де
∞∑
ik=0

pik = 1, ∀k ∈ N.

1) Покажемо, що якщо x належить множинi (C[I-Q∞, V ])cl , то x нале-

жить спектру Sξ.

a) Нехай x0 ∈ C[I-Q∞, V ]. Тодi

x0 = ∆I-Q∞
α1α2...αk...

, αj ∈ V, ∀j ∈ N.

Для довiльного ε > 0 знайдеться таке k0(ε), що цилiндр

∆I-Q∞
α1(x0)

α2(x0)
...αk0(x0)

⊂ (x0 − ε, x0 + ε).

З монотонностi мiри µξ випливає, що

µξ

(
∆I-Q∞
α1(x0)

α2(x0)
...αk0(x0)

)
6 µξ((x0 − ε, x0 + ε)).
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µξ

(
∆I-Q∞
α1(x0)

α2(x0)
...αk0(x0)

)
= pα1(x0)

· pα2(x0)
· . . . · pαk0(x0) > 0, pαj > 0, αj ∈ V.

З останнiх двох нерiвностей випливає, що

µξ((x0 − ε, x0 + ε)) > 0.

Отже, за означенням спектра випадкової величини, x0 належить до Sξ.

б) Розглянемо випадок, коли x0 не належить множинi C[I-Q∞, V ], але

належить до її замикання (C[I-Q∞, V ])cl.

Якщо x0 ∈ (C[I-Q∞, V ])cl, то для довiльного ε > 0 iнтервал (x0−ε, x0 +

ε) мiстить точки множини C[I-Q∞, V ]. A це означає, що iснує такий номер

k0(ε), що

∆I-Q∞
α1(x0)

α2(x0)
...αk0(x0)

⊂ (x0 − ε, x0 + ε), αj(x0) ∈ V.

Аналогiчно, до випадку а)

µξ

(
∆I-Q∞
α1(x0)

α2(x0)
...αk0(x0)

)
= pα1(x0)

· pα2(x0)
· . . . · pαk0(x0) > 0, pαj > 0, αj ∈ V

i

µξ((x0 − ε, x0 + ε)) > 0.

Таким чином, якщо x ∈ (C[I-Q∞, V ])cl, то x ∈ Sξ.
2) Покажемо тепер, що якщо x не належить множинi (C[I-Q∞, V ])cl, то

x не належить спектру Sξ випадкової величини ξ.

Якщо x0 не належить до (C[I-Q∞, V ])cl, то точка x0 є зовнiшньою для

множини (C[I-Q∞, V ])cl i, вiдповiдно, для множини C[I-Q∞, V ]. Тодi,

x0 ∈ Int(C[I-Q∞, V ]).

Тобто,

x0 = ∆I-Q∞
α1(x0)

α2(x0)
...αk−1(x0)αk(x0)...

,

де αk не належить множинi V.

Тодi знайдеться таке ε > 0, що

∆I-Q∞
α1(x0)

α2(x0)
...αk−1(x0)αk(x0)

⊃ (x0 − ε, x0 + ε),
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а тому

µξ

(
∆I-Q∞
α1(x0)

α2(x0)
...αk−1(x0)αk(x0)

)
> µξ((x0 − ε, x0 + ε)).

З iншого боку

µξ

(
∆I-Q∞
α1(x0)

α2(x0)
...αk0(x0)

)
= pα1(x0)

· pα2(x0)
· . . . · pαk−1(x0)pαk(x0) = 0,

оскiльки pαk = 0.

Звiдси випливає, що

µξ((x0 − ε, x0 + ε)) = 0.

Отже, якщо x не належить множинi (C[I-Q∞, V ])cl, то x не належить спе-

ктру Sξ.

З 1) i 2) випливає, що спектр випадкової величини ξ є замиканням мно-

жини

C[I-Q∞, V ] = {x : x = ∆I-Q∞
α1α2...αk...

, αj ∈ V, ∀j ∈ N}.

Вивчимо метричнi властивостi множини C[I-Q∞, {Vk}].
Нехай Sk(V ) :=

∑
i∈Vk

qi. Зауважимо, що 0 < Sk(V ) 6 1.

Лема 2.4.1. Мiра Лебега множини C[I-Q∞, {Vk}] дорiвнює

λ (C[I-Q∞, {Vk}]) =
∞∏
k=1

Sk(V ). (2.4)

Доведення. Нехай

Cn :=
⋃
αk∈Vk

∆I-Q∞
α1α2...αn

.

Легко бачити, що Cn ⊆ Cn−1 i

C[I-Q∞, {Vk}] =
∞⋂
n=1

Cn.
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З означення множин Cn випливає, що λ(Cn) =
n∏
k=1

Sk(V ), i, отже,

λ(C[I-Q∞, {Vk}]) = lim
n−→∞

λ(Cn) =
∞∏
k=1

Sk(V ).

Наслiдок 2.4.1. Нехай Wk(V ) = 1− Sk(V ) > 0.

Множина C[I-Q∞, {Vk}] має нульову мiру Лебега тодi i тiльки тодi,

коли ∞∑
k=1

Wk(V ) =∞ . (2.5)

Наступна теорема встановлює необхiднi та достатнi умови належностi

µξ до кожного з чистих тополого-метричних (GS-, GC-, GP -) типiв.

Теорема 2.4.2. Сингулярно неперервно розподiлена випадкова вели-

чина з незалежними I-Q∞-символами має чистий тополого-метричний

тип, причому

1) µξ має чистий GS-тип тодi i тiльки тодi, коли матриця P мi-

стить лише скiнченну кiлькiсть стовпчикiв, що мiстять нулевi елемен-

ти.

2) µξ має чистий GC-тип тодi i тiльки тодi, коли матриця P мi-

стить нескiнченну кiлькiсть стовпчикiв, що мiстять нулевi елементи,

i
∞∑
k=1

( ∑
i:pik=0

qi

)
=∞ . (2.6)

3) µξ має чистий GP -тип тодi i тiльки тодi, коли матриця P мi-

стить нескiнченну кiлькiсть стовпчикiв, що мiстять нулевi елементи

i
∞∑
k=1

( ∑
i:pik=0

qi

)
<∞. (2.7)

Доведення. Розглянемо множину C[I-Q∞, {Vk}], де послiдовнiсть V =

{Vk}∞k=1 визначається матрицею P наступним чином: Vk = {i : pik 6= 0}.
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Спектр мiри µξ спiвпадає з замиканням множини C[I-Q∞, {Vk}] (у цьому

випадку межа множини C[I-Q∞, {Vk}] є не бiльш як зчисленною). Тому

для встановлення тополого-метричної структури множини Sξ можемо за-

стосувати вищенаведенi результати.

Отже, якщо матриця P мiстить лише скiнченну кiлькiсть стовпчикiв,

що мiстять нулевi елементи, то Vk = N0, ∀k > k0 для деякого k0 > 0. У цьо-

му випадку C[I-Q∞, {Vk}] є об’єднанням не бiльш як зчисленної кiлькостi

вiдрiзкiв. Тому мiра µξ має GS-тип.

У протилежному випадку матриця P мiстить нескiнченну кiлькiсть

стовпчикiв, що мiстять нулевi елементи, i, отже, C[I-Q∞, {Vk}] є нiде не

щiльною множиною. За результатами попередньої леми, мiра Лебега мно-

жини C[I-Q∞, {Vk}] дорiвнює

λ(C[I-Q∞, {Vk}]) =
∞∏
k=1

Sk(V ) =
∞∏
k=1

(∑
i∈Vk

qi

)
=
∞∏
k=1

(
1−

∑
i:pik=0

qi

)
.

Отже, або λ(C[I-Q∞, {Vk}]) = 0 (при виконаннi умови (2.6)),

або λ(C[I-Q∞, {Vk}]) > 0, (якщо виконується умова (2.7) ).

Тому у цьому випадку µξ є або чистого GC-типу, або чистого GP -типу.

Оскiльки умови 1), 2) i 3) теореми є взаємно виключаючими i одна з

них завжди виконується, то розподiл випадкової величини ξ з незалежними

I-Q∞-символами завжди має чистий тополого-метричний тип.

2.5. Розмiрнiсть Хаусдорфа ймовiрнiсної мiри з незалежними

I-Q∞-символами

Нагадаємо, що розмiрнiстю Хаусдорфа ймовiрнiсної мiри µ називається

число

dimH µ = inf
A∈Aµ
{dimH(A)},

де Aµ = {A : A ∈ B, µ(A) = 1} — множина всеможливих борелiвських

носiїв мiри µ.
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Нехай ν та µ — двi неперервнi ймовiрнiснi мiри на борелiвських пiдмно-

жинах [0, 1], ∆n(x) = ∆I-Q∞
α1(x)α2(x)...αn(x) — цилiндр n-го рангу I-Q∞-зображення

числа x. Двi наступнi леми є прямим наслiдком двох класичних теорем Бiл-

лiнгслi ([88]), якi застосованi до I-Q∞-зображень.

Лема 2.5.1. Нехай

B =

{
x : lim

n→∞

ln ν(∆n(x))

lnµ(∆n(x))
6 δ

}
,

i нехай Φ(I-Q∞) — сiмейство цилiндрiв I-Q∞-зображення.

Тодi, для довiльного δ > 0 має мiсце нерiвнiсть

dimH(B,Φ(I-Q∞), µ) 6 δ.

Лема 2.5.2. Якщо

M ⊂
{
x : lim

n→∞

ln ν(∆n(x))

lnµ(∆n(x))
> δ

}
, (2.8)

то

dimH(M,Φ(I-Q∞), µ) > δ · dimH(M,Φ(I-Q∞), ν). (2.9)

Теорема 2.5.1. Нехай Φ(I-Q∞) — довiрче для обчислення розмiрностi

Хаусдорфа-Безиковича сiмейство цилiндрiв I-Q∞-зображення. Якщо

∞∑
j=1

∞∑
i=0

pij ln2 pij

j2
<∞,

∞∑
j=1

∞∑
i=0

pij ln2 qi

j2
<∞, (2.10)

то розмiрнiсть Хаусдорфа мiри µξ з незалежними I-Q∞-символами до-

рiвнює

dimH µξ = lim
n→∞

Hn

Bn
=: D, (2.11)

де

Hn =
n∑
j=1

hj, Bn =
n∑
j=1

bj,

hj = −
∞∑
i=0

pij ln pij, bj = −
∞∑
i=0

pij ln qi.



77

Доведення. Нехай x = ∆α1(x)α2(x)...αn(x)... — випадкова величина, така,

що

P (αj(x) = i) = pij

(тобто розподiл випадкової величини x описується мiрою µ). Розглянемо

двi допомiжнi послiдовностi випадкових величин

{ηj(x)} = {ln pαj(x)j}

та

{ψj(x)} = {ln qαj(x)}.

ηj ln p0j ln p1j . . . ln pkj . . .

p0j p1j . . . pkj . . .

ψj ln q0 ln q1 . . . ln qk . . .

p0j p1j . . . pkj . . .

З (2.10) випливає, що другi моменти випадкових величин ηj скiнчен-

нi i ряд
∞∑
j=1

Dηj
j2 збiгається. Тому з теореми Колмогорова (посилений закон

великих чисел) випливає, що для µξ-майже всiх x ∈ [0, 1] має мiсце рiвнiсть

lim
n→∞

(η1 + η2 + ...+ ηn)−M(η1 + η2 + . . .+ ηn)

n
= 0. (2.12)

Зауважимо, що

M(η1+η2+. . .+ηn) = Mη1+Mη2+. . .+Mηn = −h1−h2+. . .+(−hn) = −Hn.

Аналогiчно, з (2.10) випливає, що для µξ-майже всiх x ∈ [0, 1] має мiсце

lim
n→∞

(ψ1 + ψ2 + . . .+ ψn)−M(ψ1 + ψ2 + . . .+ ψn)

n
= 0 (2.13)

iM(ψ1+ψ2+. . .+ψn) = Mψ1+Mψ2+. . .+Mψn = −b1+(−b2)+. . .+(−bn) =

−Bn.

Розглянемо множину

A =

{
x : lim

n→∞

(
η1(x) + η2(x) + . . .+ ηn(x)

ψ1(x) + ψ2(x) + . . .+ ψn(x)
− Hn

Bn

)
= 0

}
={

x : lim
n→∞

(η1(x) + η2(x) + . . .+ ηn(x))− Hn

Bn
(ψ1(x) + ψ2(x) + . . .+ ψn(x))

ψ1(x) + ψ2(x) + . . .+ ψn(x)
= 0

}
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=

x : lim
n→∞

(
η1(x)+η2(x)+...+ηn(x)+Hn

n

)
− Hn

Bn

(
ψ1(x)+ψ2(x)+...+ψn(x)+Bn

n

)
(
ψ1(x)+ψ2(x)+...+ψn(x)+Bn

n

)
− Bn

n

= 0

 .

Для заданого стохастичного вектора Q∞ завжди iснує max
j
{qj} =: q <

1. Тому ∣∣∣∣Bn

n

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

∞∑
i=0

pij ln qi

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ >
| ln q|n
n

= | ln q| > 0. (2.14)

З класичної нерiвностi Гiббса (одне з добре вiдомих її доведень можна

знайти в ([188])), яка рiвносильна твердженню про невiд’ємнiсть вiдстанi

Кульбака–Лейблера ([215]), випливає, що hj 6 bj.

Тому

Hn

Bn
=

n∑
j=1

hj

n∑
j=1

bj

6 1. (2.15)

Пiдсумовуючи, ми бачимо, що з (2.12), (2.13), (2.14) та (2.15) слiдує, що

для µξ-майже всiх x ∈ [0, 1) має мiсце рiвнiсть

lim
n→∞

(
η1(x)+η2(x)+...+ηn(x)+Hn

n

)
− Hn

Bn

(
ψ1(x)+ψ2(x)+...+ψn(x)+Bn

n

)
(
ψ1(x)+ψ2(x)+...+ψn(x)+Bn

n

)
− Bn

n

= 0.

Отже, µξ(A) = 1.

Розглянемо тепер множини

A1 =

{
x : lim

n→∞

(
η1(x) + η2(x) + . . .+ ηn(x)

ψ1(x) + ψ2(x) + . . .+ ψn(x)
− Hn

Bn

)
= 0

}
;

A2 =

{
x : lim

n→∞

(
η1(x) + η2(x) + . . .+ ηn(x)

ψ1(x) + ψ2(x) + . . .+ ψn(x)

)
6 lim

n→∞

Hn

Bn

}
;

A3 =

{
x : lim

n→∞

(
η1(x) + η2(x) + . . .+ ηn(x)

ψ1(x) + ψ2(x) + . . .+ ψn(x)

)
> lim

n→∞

Hn

Bn

}
.
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Очевидно, що A ⊂ A1. Покажемо, що A1 ⊂ A3 та A ⊂ A2. Як добре

вiдомо, для двох довiльних послiдовностей дiйсних чисел {xn} та {yn} має
мiсце нерiвнiсть

lim
n→∞

(xn − yn) 6 lim
n→∞

(xn)− lim
n→∞

(yn).

Якщо x ∈ A1, то

lim
n→∞

(
η1(x) + η2(x) + . . .+ ηn(x)

ψ1(x) + ψ2(x) + . . .+ ψn(x)

)
− lim

n→∞

Hn

Bn
>

> lim
n→∞

(
η1(x) + η2(x) + . . .+ ηn(x)

ψ1(x) + ψ2(x) + . . .+ ψn(x)
− Hn

Bn

)
= 0.

Отже, x ∈ A3.

Якщо x ∈ A, то
lim
n→∞

(
η1(x)+η2(x)+...+ηn(x)
ψ1(x)+ψ2(x)+...+ψn(x) −

Hn

Bn

)
= 0, i

lim
n→∞

Hn

Bn
− lim

n→∞

(
η1(x) + η2(x) + . . .+ ηn(x)

ψ1(x) + ψ2(x) + . . .+ ψn(x)

)
>

> lim
n→∞

(
Hn

Bn
− η1(x) + η2(x) + . . .+ ηn(x)

ψ1(x) + ψ2(x) + . . .+ ψn(x)

)
=

= lim
n→∞

(
η1(x) + η2(x) + . . .+ ηn(x)

ψ1(x) + ψ2(x) + . . .+ ψn(x)
− Hn

Bn

)
= 0.

Отже, x ∈ A2.

Оскiльки

A ⊂ A2 =

{
x : lim

n→∞

lnµξ(∆n(x))

lnλ(∆n(x))
6 D

}
,

то з леми 2.5.1 випливає, що dimH(A,Φ(I-Q∞)) = dimH(A,Φ(I-Q∞), λ) 6

D.

Так як

A ⊂ A3 =

{
x : lim

n→∞

lnµξ(∆n(x))

lnλ(∆n(x))
> D

}
,
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то з леми 2.5.2 випливає, що

dimH(A,Φ(I-Q∞)) > D · dimH(A,Φ(I-Q∞), µξ) = D.

Тому dimH(A,Φ(I-Q∞)) = D.

Залишилось показати, що множина A є «розмiрнiсно мiнiмальним» но-

сiєм мiри µξ.

Нехай C — довiльний носiй мiри µξ. Тодi множина C1 = C ∩ A теж є

носiєм для µξ i C1 ⊂ C. Отже, dimH(C1,Φ(I-Q∞)) 6 dimH(C,Φ(I-Q∞)).

Доведемо, що dimH(C1,Φ(I-Q∞)) = dimH(A,Φ(I-Q∞)).

Оскiльки C1 ⊂ A, то dimH(C1,Φ(I-Q∞)) 6 dimH(A,Φ(I-Q∞)). У той

же час

C1 ⊂ A ⊂ A3 =

{
x : lim

n→∞

lnµξ(∆n(x))

lnλ(∆n(x))
> D

}
i з леми 2.5.2 випливає, що dimH(C1,Φ(I-Q∞)) > D.

Отже, dimH(C1,Φ(I-Q∞)) = D = dimH(A,Φ(I-Q∞)).Оскiльки Φ(I-Q∞)

— довiрче сiмейство цилiндрiв I-Q∞-зображення дiйсних чисел, то

dimH(A,Φ(I-Q∞)) = dimH(A),

i тому множина A є мiнiмальним (в смислi розмiрностi Хаусдорфа-Безико-

вича) носiєм ймовiрнiсної мiри µξ.

Зауваження 4. У тому випадку, коли I = 1 (тобто I-Q∞-розклад спiв-

падає з Q∞-розкладом) метрична теорiя вiдповiдного розкладу та фра-

ктальнi властивостi вiдповiдних ймовiрнiсних мiр вивченi досить добре

(див., наприклад, [8] та огляд лiтератури там), хоча навiть у цьому ви-

падку залишається значна кiлькiсть нерозв’язаних задач (особливо у ви-

падку, коли стохастичний вектор Q∞ має нескiнченну ентропiю). Якщо I

є двiйково-рацiональною точкою (тобто αk(I) = 1 для всiх достатньо вели-

ких k > k0(x)), то метрична i ймовiрнiсна теорiя таких розкладiв залиши-

ться без змiн, оскiльки на всiх цилiндрах, починаючи з k0(x), буде здiйсню-

ватись Q∞-розбиття i вiдповiдна ймовiрнiсна мiра, звужена на цилiндричнi
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вiдрiзки рангу k0+1 спiвпадатиме зi звуженням на цей цилiндр стандартної

ймовiрнiсної мiри з незалежними Q∞-символами. У тому ж випадку, коли

I є iррацiональним числом (тобто послiдовнiсть αk(I) є неперiодичною),

то розвиненi в роботах [8,84,188] методи незастосовнi для обчислення роз-

мiрностi Хаусдорфа-Безиковича спектра випадкової величини ξ навiть у

найпростiшому випадку однакової розподiленостi незалежних випадкових

величин ξk, оскiльки вiдповiднi множини вже не будуть нi самоподiбними,

нi N -самоподiбними.

2.6. G-iзоморфiзм ймовiрнiсних, метричних та розмiрнiсних

теорiй дiйсних чисел

Добре вiдомо (див., наприклад, [1–5, 63]), що iснує багато систем чи-

слення (методiв зображення (кодування) дiйсних чисел чи елементiв з де-

якого простору) з використанням постiйного (скiнченного чи нескiнченно-

го) алфавiту або змiнного алфавiту (послiдовностi алфавiтiв). Кожна си-

стема числення має свою специфiку i переваги у заданнi чи дослiдженнi

певних математичних об’єктiв, вiдповiдну метричну, ймовiрнiсну та роз-

мiрнiснi (в сенсi розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича та iнших фракталь-

них розмiрностей) теорiї. Фрактальний бум у математицi та природознав-

ствi наприкiнцi XX столiття суттєво простимулював розвиток методiв по-

будови розмiрнiсних теорiй (особливо це стосується класичної розмiрно-

стi Хаусдорфа–Безиковича та пакувальної розмiрностi) рiзних розкладiв.

Незважаючи на це, для багатьох класичних розкладiв дiйсних чисел вiд-

повiднi ймовiрнiснi та розмiрнiснi теорiї все ще перебувають на констру-

ктивному етапi розвитку. В якостi прикладу можна навести ланцюговi

дроби ([17, 18]), розклади Кантора ([19, 20]), розклади Остроградського–

Серпiнського–Пiрса ([5,11]), Q∞-розклади ([8,16,21]) та багато iнших. Тому

особливо важливим для розвитку фрактального аналiзу та теорiї сингу-
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лярних ймовiрнiсних мiр є розвиток та кристалiзацiя методiв обчислення

розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича (та iнших фрактальних розмiрностей)

множин та мiр, пов’язаних з певними системами числення; методiв встанов-

лення сингулярностi ймовiрнiсних мiр та дослiдження їх тонких фракталь-

них властивостей; усвiдомлення аналогiй мiж метричними, ймовiрнiсними

та розмiрнiсними теорiями рiзних розкладiв та узагальнення на основi цьо-

го вiдповiдних методiв побудови цих теорiй.

Даний пiдроздiл присвячений розвитку нового метода побудови метри-

чної, ймовiрнiсної та розмiрнiсної (хаусдорфової) теорiй для I-Q∞-зобра-

жень дiйсних чисел та континуального сiмейства формально рiзних зобра-

жень дiйсних чисел на основi дослiдження спецiальних вiдображень , якi

символи певного зображення переводять у тi ж символи iншого зображе-

ння з дослiджуваного сiмейства, i при цьому зберiгають мiру Лебега та

розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича (хоча при цьому можуть бути розрив-

ними на всюди щiльних множинах). Такi вiдображення називатимемо G-

вiдображеннями (G-iзоморфiзмами систем числення) i вважатимемо, си-

стеми числення, мiж якими iснує G-вiдображення, тотожними (з точнiстю

до G-iзоморфiзму). Показується глибокий зв’язок мiж довiрчiстю систем

покриттiв, породжених рiзними системами числення, та DP-властивостями

(збереженням розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича) вказаних вище вiдобра-

жень. З цiєю метою ми розвиваємо методи доведення довiрчостi систем по-

криттiв, породжених Q∞- та I-Q∞-зображеннями, та показуємо як отрима-

нi результати дозволяють отримувати ймовiрнiснi, метричнi та розмiрнiснi

теорiї нових систем числення.

Ми пропонуємо наступний пiдхiд до дослiдження ймовiрнiсних мiр з

незалежними I-Q∞-символами: для фiксованого стохастичного вектораQ∞
та фiксованого дiйсного числа I ∈ [0, 1] ввести в розгляд вiдображення

ϕ
(

∆Q∞
α1(x)α2(x)...αk(x)...

)
= ∆I-Q∞

α1(x)α2(x)...αk(x)...,
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i дослiдити умови, при виконаннi яких дане вiдображення зберiгає мiру Ле-

бега та розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiдрiзку. Заува-

жимо, що властивостi вказаного вiдображення суттєво залежать вiд обра-

ного дiйсного числа I.

Для спрощення подальших викладок введемо наступнi позначення:

E ′ := ϕ(E), ∀E ⊂ [0, 1];

∆α1α2...αk := ∆Q∞
α1α2...αk

;

∆
′

α1α2...αk
:= ϕ(∆α1α2...αk) = ∆I-Q∞

α1α2...αk
.

Теорема 2.6.1. Якщо x0 є Q∞-iррацiональною точкою, то функцiя

ϕ(x) неперервна в точцi x0 (незалежно вiд вибору числа I ∈ [0, 1]).

Доведення. Оскiльки ∆
′

α1α2...αk
= ϕ(∆α1α2...αk), то графiк функцiї y =

ϕ(x) є деякою пiдмножиною множини

Γ1 := (∆0 ×∆′0) ∪ (∆1 ×∆′1) ∪ . . . .

Якщо x0 є Q∞-iррацiональною, то x0 є внутрiшньою точкою ∆α1(x0).

Тому iснує таке δ1, що (x0 − δ1, x0 + δ1) мiститься в ∆α1(x0), то коливання

ωδ1(ϕ, x0) := sup
x,y∈(x0−δ1,x0+δ1)

|ϕ(x)− ϕ(y)|

функцiї ϕ в δ1-околi точки x0 не перевищує |∆α1(x0)| = qα1(x0).

Аналогiчно, незалежно вiд вибору дiйсного числа I графiк функцiї ϕ є

пiдмножиною множини

Γ2 :=
∞⋃

α1=0

∞⋃
α2=0

(
∆α1α2

×∆′α1α2

)
.

Якщо x0 єQ∞-iррацiональною, то x0 є внутрiшньою для цилiндра ∆α1(x0)α2(x0).

Тодi ∃δ2 : (x0 − δ2, x0 + δ2) ⊂ ∆α1(x0)α2(x0) i при цьому

ωδ2(ϕ, x0) 6 |∆′α1(x0)α2(x0)| = qα1(x0) · qα2(x0) 6 q2
max,
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де qmax := max
i
qi.

Аналогiчно означаємо

Γn :=
∞⋃

α1=0

. . .
∞⋃

αn=0

(
∆α1α2...αn ×∆′α1α2...αn

)
.

Оскiльки x0 є внутрiшньою для ∆α1(x0)α2(x0)...αn(x0), то

∃δn : (x0 − δn, x0 + δn) ⊂ ∆α1(x0)α2(x0)...αn(x0)

i

ωδn(ϕ, x0) 6 |∆′α1(x0)α2(x0)...αn(x0)| 6 qnmax → 0(n→∞).

Звiдси lim
δ→0

ωδ(ϕ, x0) = 0. Отже, ϕ неперервна в точцi x0.

Безпосередньо з означення вiдображення ϕ випливає наступна теорема.

Теорема 2.6.2. 1) якщо I = 0 або I = 1, то ϕ(x) неперервна (i навiть

лiнiйна) на (0, 1);

2) якщо I = 0, β1(I)β2(I)...βk−1(I)0(1), то ϕ(x) буде неперервною на

всiх цилiндрах (k + 1)-го рангу, i всi точки подiлу рангу m при m 6 k є

точками розриву;

3) якщо серед βk(I) є безлiч «0» та «1» ( тобто I є двiйково-iррацiо-

нальною точкою), то ϕ(x) буде розривною в усiх Q∞-рацiональних то-

чках.

З метою дослiдження DP -властивостей введеного нами вiдображення

ϕ, дослiдимо питання довiрчостi сiмейств покриттiв, пов’язаних з вищезга-

дуваними розкладами, для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича.

Однiєю з проблем, якi дослiджуються в даному пiдроздiлi, є знаходже-

ння достатнiх умов довiрчостi для локально тонких сiмейств покриттiв,

пов’язаних з Q∞- та I-Q∞- розкладами (зокрема, сiмейства цилiндрiв всiх

рангiв та сiмейства множин, якi є об’єднаннями сумiжних цилiндрiв одного

рангу, що належать спiльному цилiндру попереднього рангу).

Наступна теорема є досить очевидною i ми наводимо її лише для пов-

ноти викладу.
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Теорема 2.6.3. Якщо I є двiйково-рацiональною точкою, то вiдобра-

ження y = ϕ(x) є DP -перетворенням на [0, 1], тобто

dimH(E) = dimH(E ′), ∀E ⊂ [0, 1].

Доведення. Справдi, якщо I = 1 = 0, (1), то ϕ(x) = x i якщо I = 0 =

0, (0), то ϕ(x) = 1− x.
Якщо I = 0, β1(I)β2(I)...βk−1(I)0(1), то ϕ(x) є лiнiйною на всiх цилiн-

драх (k + 1)−го рангу. Занумеруємо їх: �i.

Нехай Ei = E ∩�i.
Оскiльки ϕ(x) зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича на кожному

�i, то

dimH(E) = dimH

(⋃
i

Ei

)
= sup

i
dimH Ei = sup

i
dimH E

′
i.

З iншого боку,

E ′ = ϕ(E) = ϕ

(⋃
i

Ei

)
=
⋃
i

ϕ(Ei) =
⋃
i

E ′i.

Тому

dimH E
′ = sup

i
dimH E

′
i, ∀E ⊂ [0, 1].

Отже,

dimH E = dimH E
′, ∀E ⊂ [0, 1].

Якщо I є двiйково-iррацiональною точкою, то для дослiдження DP -

властивостей функцiї ϕ(x) доведемо наступнi леми.

Нехай Φ̂ = Φ̂(Q∞) — сiмейство множин, якi є об’єднанням сумiжних ци-

лiндрiв одного рангу, що належать одному i тому ж цилiндру попереднього

рангу.
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Лема 2.6.1. Нехай iснує таке c > 0, що

qi
+∞∑
k=i+1

qk

6 c, ∀i ∈ N. (2.16)

Тодi сiмейство Φ̂ є порiвнянним, тобто, ∀α ∃d0 = d0(α) :

Hα(E) 6 Hα(E, Φ̂) 6 d0H
α(E), ∀E ⊂ [0, 1).

Доведення. Нехай E — довiльна пiдмножина з [0, 1). Зафiксуємо ε > 0

та α > 0.

Нехай {Ej} = {(aj, bj)} — довiльне ε-покриття множини E iнтервала-

ми. Нехай ∆mj−1 — цилiндр максимального рангу Q∞-зображення, який

мiстить Ej.

Розiб’ємо цилiндр ∆mj−1 на цилiндри mj-го рангу: ∆0
mj
,∆1

mj
, . . . . Не-

хай ∆
lj
mj — той з цих цилiндрiв, що мiстить точку aj, а ∆

rj
mj — той з цих

цилiндрiв, що мiстить точку bj. Нехай Mj :=
⋃

i:∆i
mj
⊂Ej

∆i
mj
.

Очевидно, що Mj ∈ Φ̂ i |Mj| 6 |Ej|.
I. Нехай ∆

rj0
mj+1 — найлiвiший пiдцилiндр з ∆

rj
mj . I нехай dj = supMj.

Якщо ∆
rj0
mj+1 ⊂ [dj, bj], то

∣∣∣∆rj0
mj+1

∣∣∣ 6 |Ej|.

З iншого боку,
∣∣∣∆rj0

mj+1

∣∣∣ = q0 ·
∣∣∆rj

mj

∣∣, звiдси ∣∣∆rj
mj

∣∣ = 1
q0
·
∣∣∣∆rj0

mj+1

∣∣∣ 6 1
q0
· |Ej|.

Тому [dj, bj] можна покрити одним цилiндром ∆
rj
mj :∣∣∣∆rj

mj

∣∣∣ 6 1

q0
· |Ej|.

У випадку, коли ∆
rj0
mj+1 6⊂ [dj, bj], розглянемо цилiндр ∆

rj00
mj+2.

Якщо ∆
rj00
mj+2 ⊂ [dj, bj], то [dj, bj] можна покрити одним цилiндром∣∣∣∆rj0

mj+1

∣∣∣ 6 1

q0
· |Ej|.

...
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Таким чином, iснує номер kj ∈ N такий, що:

∆
rj

kj︷︸︸︷
0...0

mj+kj
⊂ [dj, bj], ∆

rj

kj−1︷︸︸︷
0...0

mj+kj
6⊂ [dj, bj].

Тодi [dj, bj] можна покрити одним цилiндром ∆
rj

kj︷︸︸︷
0...0

mj+kj
, дiаметр якого не

перевищує 1
q0
· |Ej|, тобто ∣∣∣∣∣∣∣∆rj

kj︷︸︸︷
0...0

mj+kj

∣∣∣∣∣∣∣ 6
1

q0
· |Ej|.

II. Враховуючи умову (2.16), отримуємо∣∣∣∆lj
mj

∣∣∣ 6 c · |Ej|.

Таким чином, Ej можна покрити за допомогою множин Lj := ∆
lj
mj , Mj

i Rj := ∆
rj

kj︷︸︸︷
0...0

mj+kj
, причому Lj ∈ Φ̂, Mj ∈ Φ̂, Rj ∈ Φ̂ i

|Lj| 6 c0 · |Ej|, |Mj| 6 c0 · |Ej|, |Rj| 6 c0 · |Ej|,

де c0 = max{c, 1
q0
}.

Тому

|Ej|α >
1

coα
· |Lj|α,

|Ej|α >
1

coα
· |Mj|α,

|Ej|α >
1

coα
· |Rj|α.

Отже,

|Ej|α >
1

3coα
· (|Lj|α + |Mj|α + |Rj|α)

i ∑
j

|Ej|α >
1

3coα
·
∑
j

(|Lj|α + |Mj|α + |Rj|α).
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Таким чином, для довiльного ε-покриття множини E iснує c0ε-покри-

ття

{Lj,Mj, Rj}: ⋃
j

(Lj ∪Mj ∪Rj) ⊃ E.

Маємо ∑
j

(|Lj|α + |Mj|α + |Rj|α) 6 3co
α ·
∑
j

|Ej|α.

Таким чином, для довiльного ε > 0, для довiльного α > 0, для довiль-

ної множини E ⊂ [0, 1) i для довiльного ε-покриття {Ej} множини E ми

одержуємо:

Hα
c0ε

(E, Φ̂) 6 3co
α ·
∑
j

|Ej|α.

Тому

Hα
c0ε

(E, Φ̂) 6 3co
α ·Hα

ε (E).

Переходячи до границi при ε→ 0, отримуємо

Hα(E) 6 Hα(E, Φ̂) 6 3co
α ·Hα(E)

для довiльного α > 0 i для довiльної множини E ⊂ [0, 1).

Зауваження 5. Якщо qi
+∞∑
k=i+1

qk

6 c, ∀ i, то сiмейство Φ(Q∞) цилiндрiв

Q∞-зображення, взагалi кажучи, не є навiть довiрчим. В якостi контр-

прикладу можна взяти стохастичний вектор Q∞ з qi = 1
(i+1)(i+2) (у цьому

випадку Q∞-розклад спiвпадає з розкладом Люрота). Оскiльки для даного

стохастичного вектора виконуються умови теореми 1.4.12 , то сiмейство ци-

лiндрiв Φ(Q∞) не є довiрчим. Але при цьому сiмейство Φ̂(Q∞) є не просто

довiрчим для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на одинично-

му вiдрiзку, але навiть порiвнянним. Справдi, в цьому випадку

+∞∑
k=i+1

qk =
1

(i+ 2)(i+ 3)
+

1

(i+ 3)(i+ 4)
+ . . . =

1

i+ 2
.
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Тому
qi

+∞∑
k=i+1

qk

=
1

i+ 1
6 1,

тобто виконуються умови теореми 2.6.1 i вiдповiдне сiмейство Φ̂(Q∞) є по-

рiвнянним.

Лема 2.6.2. Якщо виконується умова (2.16), то сiмейство Φ̂′ = ϕ(Φ̂)

є порiвнянним.

Доведення. Нехай E — довiльна пiдмножина з [0, 1). Зафiксуємо ε > 0

та α > 0.

Нехай {Ej} = {(aj, bj)} — довiльне ε-покриття множини E. I нехай

∆mj−1 — цилiндр максимального рангу I-Q∞-зображення, який мiстить

Ej.

Розбиваємо цилiндр ∆mj−1 на цилiндри mj-го рангу. Якщо βmj
(I) = 1,

то цилiндр ∆mj
розбивається злiва направо. Якщо βmj

(I) = 0, то — справа

налiво.

Нехай Mj :=
⋃

i:∆i
mj
⊂Ej

∆i
mj
. Очевидно, що Mj ∈ Φ̂′ i |Mj| 6 |Ej|.

I нехай Mj 6= ∅ та inf Mj = cj.

Не порушуючи загальностi, вважатимемо βmj
(I) = 0.

Нехай L1 := ∆
lj
mj — цилiндр, що мiстить aj, а ∆

rj
mj− цилiндр, що мiстить

bj.

Враховуючи умову (2.16), отримуємо
∣∣∆rj

mj

∣∣ 6 c · |Ej|.
Цилiндр ∆

lj
mj розiб’ємо на цилiндри (mj + 1)-го рангу. При цьому, у ви-

падку, якщо βmj+1(I) = 1, то таке розбиття вiдбуватиметься злiва направо.

Позначимо об’єднання цилiндрiв (mj + 1)-го рангу, якi попали в [aj, cj]

через M2, |M2| 6 |Ej|. Тодi найлiвiший з цих цилiндрiв мiститиметься в

[aj, cj] i сумiжний злiва з ним цилiндр L2 має довжину, що не перевищує

c · |Ej|.
Тодi [aj, cj] можна покрити за допомогою двох множин: L2 та M2, при-
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чому

|L2| 6 c · |Ej|, |M2| 6 |Ej|.

Якщо ж βmj
(I) = 0 i βmj+1(I) = 0, то перевiримо чи мiститься ∆

lj0
mj+1 в

Ej.

Таким чином, якщо ∆
lj0
mj+1 ⊂ Ej, то цилiндр ∆

lj
mj покриває залишок Ej i∣∣∣∆lj

mj

∣∣∣ 6 1

q0
· |Ej|.

Якщо ∆
lj0
mj+1 6⊂ Ej, то цилiндр ∆

lj0
mj+1 покриває ту частину множини Ej,

яку перед цим покривав цилiндр ∆
lj
mj .

Над цилiндром ∆
lj0
mj+1 знову проробляємо ту ж процедуру: якщо βmj+2(I) =

1, то замiсть ∆
lj0
mj+1 отримаємо L3 i M3.

Якщо βmj+2(I) = 0, то перевiримо чи мiститься ∆
lj00
mj+2 в Ej.

I тодi, якщо ∆
lj00
mj+2 ⊂ Ej, то

∣∣∣∆lj0
mj+1

∣∣∣ 6 1
q0
· |Ej|.

Якщо ж ∆
lj00
mj+2 6⊂ Ej, то замiсть ∆

lj0
mj+1 залишаємо ∆

lj00
mj+2.

Повторюючи дану процедуру, на деякому кроцi kj отримаємо, βmj+kj(I) = 1

(i тодi [aj, cj] покриється двома множинами Mkj ∈ Φ̂′ та Lkj ∈ Φ̂′), або∣∣∣∣∣∣∣∆lj

kj︷︸︸︷
0...0

mj+kj

∣∣∣∣∣∣∣ покриває [aj, cj] i

∣∣∣∣∣∣∣∆lj

kj︷︸︸︷
0...0

mj+kj

∣∣∣∣∣∣∣ 6
1

q0
· |Ej|.

Проводячи мiркування, аналогiчнi до тих, що використовувалися при

доведеннi попередньої леми, отримаємо

Hα(E) 6 Hα(E, Φ̂) 6 3co
α ·Hα(E)

для довiльного α > 0 i для довiльної множини E ⊂ D.

На основi двох вказаних лем отримана наступна теорема.
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Теорема 2.6.4. Якщо виконується умова (2.16), то вiдображення ϕ

зберiгає нетривiальнiсть мiри Хаусдорфа, а, отже, i розмiрнiсть Хаус-

дорфа–Безиковича на одиничному вiдрiзку.

Доведення. Оскiльки при виконаннi умови (2.16) сiмейства Φ̂ = Φ̂(Q∞)

i Φ̂′ = Φ̂′(Q∞) є довiрчими, то для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–

Безиковича довiльної множини E ⊂ [0, 1] досить використовувати покрит-

тя множинами Kj ∈ Φ̂.

Нехай K ′j = ϕ(Kj). Оскiльки Kj є об’єднанням сумiжних цилiндричних

вiдрiзкiв одного рангу, що належать до одного цилiндра попереднього ран-

гу, то з конструкцiї I-Q∞-розкладу випливає, що K ′j ∈ Φ̂′ i |Kj| = |K ′j|.
Нехай E — довiльна множина з [0, 1], {Kj} — довiльне її ε-покриття

множинами з Φ̂. Тодi {K ′j} буде ε-покриттям для E ′ = ϕ(E).

Вiдповiднi α-об’єми будуть рiвними, а тому

Hα
ε (E, Φ̂) = Hα

ε (E ′, Φ̂′).

Перейшовши до границi при ε→ 0 отримаємо:

Hα(E, Φ̂) = Hα(E ′, Φ̂′).

А тому,

dimH(E, Φ̂) = dimH(E ′, Φ̂′).

Оскiльки Φ̂ i Φ̂′ — довiрчi для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–

Безиковича, то

dimH E = dimH E
′, ∀E ⊂ [0, 1].

Отже, ϕ зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича на одиничному

вiдрiзку.

Як видно з доведення останньої теореми, вона допускає очевидне уза-

гальнення.
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Теорема 2.6.5. Якщо системи Φ̂ i Φ̂′ є довiрчими, то вiдображення

ϕ зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiдрiзку.

Зауваження 6. З останньої теореми випливає, що для доведення того,

що ϕ завжди зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича, досить довести

довiрчiсть сiмейств Φ̂(Q∞) та Φ̂′(Q∞) = Φ̂(I-Q∞).

Наступна теорема встановлює довiрчiсть сiмейства Φ̂(Q∞) при довiль-

ному виборi стохастичного вектора Q∞, а метод, який використовується

при її доведеннi, також дозволяє отримувати загальнi достатнi умови до-

вiрчостi сiмейств Φ(Q∞) цилiндрiв Q∞-зображення.

Теорема 2.6.6. Нехай Φ̂ = Φ̂(Q∞) — сiмейство, яке складається з

цилiндрiв Q∞-зображення та множин, якi є об’єднаннями сумiжних ци-

лiндрiв одного рангу i належать до одного цилiндра попереднього рангу.

Сiмейство Φ̂(Q∞) є довiрчим для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–

Безиковича на одиничному вiдрiзку при довiльному виборi стохастичного

вектора Q∞.

Доведення. Для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича довiль-

них пiдмножин з [0, 1) досить розглядати покриття пiввiдрiзками [aj, bj),

де aj та bj належать деякiй всюди щiльнiй множинi A (при цьому вiдповiд-

на мiра Хаусдорфа збiгається з класичною мiрою Хаусдорфа). Виберемо в

якостi A множину всiх Q∞-рацiональних точок, тобто точок, якi є кiнцями

цилiндрiв певного рангу Q∞-зображення.

Нехай E — довiльна пiдмножина з [0, 1). Зафiксуємо ε > 0 та α > 0.

Нехай {Ej}— довiльне ε-покриття множини E, Ej = [aj, bj), aj ∈ A, bj ∈ A,
|Ej| < ε.

Для множини Ej iснує єдиний цилiндр ∆α1α2...αnj
, який повнiстю мiстить

Ej, але будь-який цилiндр бiльшого рангу не мiстить Ej. У тому випадку,

коли aj та bj належать двом рiзним цилiндрам першого рангу, в якостi

цилiндра ∆α1α2...αnj
виберемо [0, 1), вважаючи його цилiндром нульового
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рангу.

Оскiльки aj ∈ A, то iснує таке невiд’ємне число lj, що

aj = ∆α1...αnjαnj+1...αnj+lj0...0...
,

де αk = αk(aj), lj ∈ N ∪ {0}. Розiб’ємо цилiндр ∆α1...αnj
на цилiндри насту-

пного рангу. З максимальностi рангу цилiндра ∆α1α2...αnj
випливає, що iснує

хоча б одна точка, яка є кiнцем цилiндру (nj + 1)-го рангу i яка належить

до iнтервала (aj, bj). В якостi такої точки виберемо точку

cj = ∆α1...αnj (αnj+1+1)0...0,

яка є найлiвiшою точкою подiлу (nj + 1)-рангу, що належить до (aj, bj).

Для покриття множини Ej множинами з сiмейства Φ̂(Q∞) окремо роз-

глянемо покриття множин [aj, cj) та [cj, bj).

Спочатку оцiнимо α-об’єм покриття [cj, bj) множинами з Φ̂(Q∞).

Якщо цилiндр ∆α1...αnj (αnj+1+1) мiстить [cj, bj), то iснує таке натуральне

число tj, що цилiндр

∆α1...αnj (αnj+1+1)0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
tj−1

буде мiстити [cj, bj), а цилiндр

∆α1...αnj (αnj+1+1)0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
tj

вже буде мiститися в [cj, bj). Тодi [cj, bj) можна покрити одним цилiндром

L = L(j) := ∆α1...αnj (αnj+1+1)0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
tj−1

,

довжина якого не перевищує 1
q0
|Ej|.

Якщо цилiндр ∆α1α2...αnj (αnj+1+1) мiститься в [cj, bj), то позначимо через

M0 = M0(j) об’єднання всiх цилiндрiв (nj + 1)-го рангу, якi мiстяться в

[cj, bj). Зрозумiло, що множина M0 залежить вiд вибору множини Ej i для
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кожного значення j буде своєю. Це ж зауваження стосується i введених

нижче множин Mi.

Очевидно, що |M0| < |Ej|.
Якщо множина [cj, bj) \M0 непорожня, то її можна покрити одним ци-

лiндром, довжина якого не перевищує 1
q0
|Ej| аналогiчно до того, як це було

зроблено для розглянутого вище випадку, коли [cj, bj) ⊂ ∆α1...αnj (αnj+1+1).

Такий цилiндр, як i ранiше, будемо позначати через L = L(j).

Таким чином, множину [cj, bj) можна покрити не бiльш як двома мно-

жинами з сiмейства Φ̂(Q∞). Вiдповiдний α-об’єм такого покриття не пере-

вищує (1 + 1
qα0

)|Ej|α.
Оцiнимо тепер α-об’єм покриття множини [aj, cj) множинами з Φ̂(Q∞).

Якщо aj — точка подiлу nj + 1-го рангу або меншого, то

[aj, cj) = ∆α1...αnjαnj+1
∈ ˆΦ(Q∞).

У iншому разi позначимо

M1 :=
∞⋃

i=(αnj+2)+1

∆α1α2...αnj (αnj+1)i ∈ Φ̂(Q∞),

M2 :=
∞⋃

i=(αnj+3)+1

∆α1α2...αnjαnj+1(αnj+2)i ∈ Φ̂(Q∞),

...

Mlj−2 :=
∞⋃

i=(αnj+lj−1)+1

∆α1α2...αnjαnj+1...(αnj+lj−2)i ∈ Φ̂(Q∞),

Mlj−1 :=
∞⋃

i=αnj+lj

∆α1α2...αnjαnj+1...(αnj+lj−1)i ∈ Φ̂(Q∞).

Нехай q = max{1− q0,max
i
qi}. Нескладно бачити, що

|Mk| 6 qk−1|∆α1...αnj+1
| 6 qk−1, ∀ k ∈ {1, 2, . . . , lj − 1}.

Таким чином, множину [aj, cj) можна покрити за допомогою не бiльш

нiж lj − 1 множини з сiмейства Φ̂(Q∞): або однiєю множиною ∆α1...αnjαnj+1
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або об’єднанням множин
lj−1⋃
i=1

Mi. Зауважимо, що всi цi множини є пiдмно-

жинами множини Ej.

Для заданої множини E, α ∈ (0, 1] та ε > 0 виберемо δ ∈ (0, α). Тодi α-

об’єм описаного вище покриття множини Ej множинами з сiмейства Φ̂(Q∞)

дорiвнює

lj−1∑
i=1

|Mi|α + |M0|α + |L|α <
lj−1∑
i=1

|Mi|α−δ|Mi|δ + (1 +
1

qα0
)|Ej|α

< |Ej|α−δ
∞∑
i=1

|Mi|δ + (1 +
1

qα0
)|Ej|α−δ

< |Ej|α−δ(1 +
1

qα0
+
∞∑
i=1

q(i−1)δ) = |Ej|α−δ(1 +
1

qα0
+

1

1− qδ
).

Отже, для заданої множини Ej iснує скiнченний набiр множин з сiмей-

ства Φ̂(Q∞), якими можна покрити Ej i вiдповiдний α-об’єм покриття не

перевищує S(α, δ)|Ej|α−δ, де S(α, δ) = 1 + 1
qα0

+ 1
1−qδ .

Таким чином, для довiльного α ∈ (0, 1], довiльного δ ∈ (0, α) i довiльної

множини E ⊂ [0, 1) маємо

Hα(E) 6 Hα(E, Φ̂(Q∞)) 6 S(α, δ)Hα−δ(E).

Тому dimH(E, Φ̂(Q∞)) 6 dimH(E) + δ, ∀δ ∈ (0, α), що доводить нерiв-

нiсть

dimH(E, Φ̂(Q∞)) 6 dimH(E),

а, отже, i рiвнiсть

dimH(E, Φ̂(Q∞)) = dimH(E)

для довiльної множини E ∈ [0, 1).

Наступна теорема встановлює довiрчiсть сiмейства Φ̂(I-Q∞) при довiль-

ному виборi дiйсного числа I ∈ [0, 1] та стохастичного вектора Q∞.

Теорема 2.6.7. Нехай Φ̂ = Φ̂(I-Q∞) — сiмейство, яке складається з

цилiндрiв I-Q∞-зображення та множин, якi є об’єднаннями сумiжних
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цилiндрiв одного рангу i належать до одного цилiндра попереднього рангу.

Нехай D — множина точок одиничного вiдрiзка, якi мають I-Q∞-зобра-

ження.

Тодi сiмейство Φ̂(I-Q∞) є довiрчим для обчислення розмiрностi Ха-

усдорфа–Безиковича на множинi D при довiльному виборi дiйсного числа

I ∈ [0, 1] та стохастичного вектора Q∞.

Доведення. Для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича довiль-

них пiдмножин з одиничного вiдрiзка досить розглядати покриття iнтер-

валами (aj, bj), де aj та bj належать деякiй всюди щiльнiй множинi A (при

цьому вiдповiдна мiра Хаусдорфа збiгається з класичною мiрою Хаусдор-

фа). Виберемо в якостi A множину всiх I-Q∞-iррацiональних точок, тоб-

то точок, якi не є межовими для жодного цилiндра жодного рангу I-Q∞-

зображення.

Нехай E — довiльна пiдмножина з D. Зафiксуємо ε > 0 та α > 0.

Нехай {Ej}— довiльне ε-покриття множиниE, Ej = (aj, bj), aj ∈ A, bj ∈ A,
|Ej| 6 ε.

Для множини Ej iснує єдиний цилiндр ∆α1α2...αnj
, який повнiстю мiстить

Ej, але будь-який цилiндр бiльшого рангу не мiстить Ej. У тому випадку,

коли aj та bj належать двом рiзним цилiндрам першого рангу, в якостi

цилiндра ∆α1α2...αnj
виберемо (0, 1), вважаючи його цилiндром нульового

рангу.

Нехай I = 0, β1(I)β2(I) . . . βk(I) . . . . Розiб’ємо цилiндр ∆α1α2...αnj
на ци-

лiндри (nj+1)-го рангу. Не порушуючи загальностi, вважатимемо βnj+1(I) =

0, тобто на (nj+1)-му кроцi розбиття кожного з цилiндрiв nj-го рангу здiй-

снюватиметься справа налiво.

Нехай M0 — об’єднання цилiндрiв (nj + 1)-го рангу, якi повнiстю мi-

стяться в (aj, bj). Якщо cj := sup ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+1(aj) спiвпадає з dj :=

inf ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+1(bj), то M0 = ∅. Якщо M0 6= ∅, то M0 ∈ Φ̂ i |M0| 6 |Ej|.
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Розiб’ємо цилiндри ∆α1(aj)...αnj+1(aj) та ∆α1(bj)...αnj+1(bj) на цилiндри (nj + 2)-

го рангу.

I. Нехай βnj+2(I) = 0, тобто на (nj + 2)-му кроцi розбиття кожного з

цилiндрiв (nj + 1)-го рангу здiйснюватиметься справа налiво.

Якщо ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+1(aj)0 ⊂ (aj, cj) , то (aj, cj) можна покрити одним

цилiндром (nj + 1)-го рангу ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+1(aj), довжина якого не переви-

щує 1
q0
|Ej|.

Якщо ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+1(aj)0 6⊂ (aj, cj), то (aj, cj) можна покрити одним

цилiндром (nj+2)-го рангу ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+1(aj)αnj+2(aj). При цьому αnj+2(aj) =

0.

Нехай M1 — об’єднання цилiндрiв (nj + 2)-го рангу, якi повнiстю мiстя-

ться в (dj, bj), тобто

M1 :=
∞⋃
i=1

∆α1(bj)α2(bj)...αnj+1(bj)(αnj+2(bj)+i).

Тодi (dj, bj) можна покрити за допомогою множини M1 та цилiндра

(nj + 2)-го рангу

∆α1(bj)α2(bj)...αnj+1(bj)αnj+2(bj).

Отже, Ej можна покрити чотирма множинами: M0; M1;

цилiндром ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+1(aj), якщо ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+1(aj)0 ⊂ (aj, cj)

або ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+1(aj)αnj+2(aj), якщо ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+1(aj)0 6⊂ (aj, cj);

та цилiндром ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+1(bj)αnj+2(bj).

II. Нехай βnj+2(I) = 1, тобто на (nj + 2)-му кроцi розбиття кожного з

цилiндрiв (nj + 1)-го рангу здiйснюватиметься злiва направо.

Якщо ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+1(bj)0 ⊂ (dj, bj) , то (dj, bj) можна покрити одним

цилiндром (nj + 1)-го рангу ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+1(bj), довжина якого не переви-

щує 1
q0
|Ej|.

Якщо ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+1(bj)0 6⊂ (dj, bj), то (dj, bj) можна покрити одним

цилiндром (nj+2)-го рангу ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+1(bj)αnj+2(bj). При цьому αnj+2(bj) =



98

0.

Нехай M1 — об’єднання цилiндрiв (nj + 2)-го рангу, якi повнiстю мiстя-

ться в (aj, cj), тобто

M1 :=
∞⋃
i=1

∆α1(aj)α2(aj)...αnj+1(aj)(αnj+2(aj)+i).

Тодi (aj, cj) можна покрити за допомогою множини M1 та цилiндра

(nj + 2)-го рангу

∆α1(aj)α2(aj)...αnj+1(aj)αnj+2(aj).

Отже, Ej можна покрити чотирма множинами: M0; M1;

цилiндром ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+1(bj), якщо ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+1(bj)0 ⊂ (dj, bj)

або ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+1(bj)αnj+2(bj), якщо ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+1(bj)0 6⊂ (dj, bj);

та цилiндром ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+1(aj)αnj+2(aj).

Якщо βnj+2(I) = 0, то розiб’ємо цилiндри ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+1(aj)αnj+2(aj) (у

випадку, коли ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+1(aj)0 6⊂ (aj, cj)) та ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+1(bj)αnj+2(bj)

на цилiндри (nj + 3)-го рангу.

Якщо βnj+2(I) = 1, то розiб’ємо цилiндри ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+1(bj)αnj+2(bj) (у

випадку, коли ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+1(bj)0 6⊂ (dj, bj)) та ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+1(aj)αnj+2(aj)

на цилiндри (nj + 3)-го рангу.

Можливi наступнi випадки.

I.1. βnj+2(I) = 0 i βnj+3(I) = 0.

Якщо ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj)0 ⊂ (aj, cj) , то (aj, cj) можна покрити одним

цилiндром (nj + 2)-го рангу ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj), довжина якого не переви-

щує 1
q0
|Ej|.

Якщо ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj)0 6⊂ (aj, cj), то (aj, cj) можна покрити одним

цилiндром (nj + 3)-го рангу ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj)αnj+3(aj).

При цьому αnj+2(aj) = αnj+3(aj) = 0.

Нехай M2 — об’єднання цилiндрiв (nj + 3)-го рангу, якi повнiстю мiстя-
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ться в множинi (dj, bj) ∩∆α1(bj)α2(bj)...αnj+2(bj), тобто

M2 :=
∞⋃
i=1

∆α1(bj)α2(bj)...αnj+2(bj)(αnj+3(bj)+i).

Тодi (dj, bj) можна покрити за допомогою множин M1, M2 та цилiндра

(nj + 3)-го рангу ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+2(bj)αnj+3(bj).

Отже, у випадку I.1 Ej можна покрити п’ятьма множинами: M0; M1;

M2;

цилiндром ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj), якщо ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj)0 ⊂ (aj, cj)

або ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj)αnj+3(aj), якщо ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj)0 6⊂ (aj, cj);

та цилiндром ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+2(bj)αnj+3(bj).

I.2. βnj+2(I) = 0 i βnj+3(I) = 1.

Якщо ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+2(bj)0 ⊂ (dj, bj)\M1 , то (dj, bj)\M1 можна покрити

одним цилiндром (nj + 2)-го рангу ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+2(bj), довжина якого не

перевищує 1
q0
|Ej|.

Якщо ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+1(bj)0 6⊂ (dj, bj)\M1, то (dj, bj)\M1 можна покрити

одним цилiндром (nj + 3)-го рангу ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+2(bj)αnj+3(bj). При цьому

αnj+3(bj) = 0.

Нехай M2 — об’єднання цилiндрiв (nj + 3)-го рангу, якi повнiстю мiстя-

ться в множинi (aj, cj) ∩∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj), тобто

M2 :=
∞⋃
i=1

∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj)(αnj+3(aj)+i).

Тодi (aj, cj) можна покрити за допомогою множини M2 та цилiндра

(nj + 3)-го рангу ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj)αnj+3(aj).

Отже, у випадку I.2 Ej можна покрити п’ятьма множинами: M0; M1;

M2;

цилiндром ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+2(bj), якщо ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+2(bj)0 ⊂ (dj, bj) \M1

або ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+2(bj)αnj+3(bj), якщо ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+2(bj)0 6⊂ (dj, bj) \M1;

та цилiндром ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj)αnj+3(aj).
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II.1. βnj+2(I) = 1 i βnj+3(I) = 0.

Якщо ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj)0 ⊂ (aj, cj)\M1 , то (aj, cj)\M1 можна покрити

одним цилiндром (nj + 2)-го рангу ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj), довжина якого не

перевищує 1
q0
|Ej|.

Якщо ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj)0 6⊂ (aj, cj)\M1, то (aj, cj)\M1 можна покрити

одним цилiндром (nj + 3)-го рангу ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj)αnj+3(aj).

Нехай M2 — об’єднання цилiндрiв (nj + 3)-го рангу, якi повнiстю мiстя-

ться в множинi (dj, bj) ∩∆α1(bj)α2(bj)...αnj+2(bj), тобто

M2 :=
∞⋃
i=1

∆α1(bj)α2(bj)...αnj+2(bj)(αnj+3(bj)+i).

Тодi (dj, bj) можна покрити за допомогою множини M2 та цилiндра

(nj + 3)-го рангу ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+2(bj)αnj+3(bj).

Отже, у випадку II.1 Ej можна покрити п’ятьма множинами: M0; M1;

M2;

цилiндром ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj), якщо ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj)0 ⊂ (aj, cj) \M1

або ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj)αnj+3(aj), якщо ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj)0 6⊂ (aj, cj) \M1;

та цилiндром ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+2(bj)αnj+3(bj).

II.2. βnj+2(I) = 1 i βnj+3(I) = 1.

Якщо ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+2(bj)0 ⊂ (dj, bj) , то (dj, bj) можна покрити одним

цилiндром (nj + 2)-го рангу ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+2(bj), довжина якого не переви-

щує 1
q0
|Ej|.

Якщо ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+1(bj)0 6⊂ (dj, bj), то (dj, bj) можна покрити одним

цилiндром (nj + 3)-го рангу ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+2(bj)αnj+3(bj).

Нехай M2 — об’єднання цилiндрiв (nj + 3)-го рангу, якi повнiстю мiстя-

ться в множинi (aj, cj) ∩∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj), тобто

M2 :=
∞⋃
i=1

∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj)(αnj+3(aj)+i).
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Тодi (aj, cj) можна покрити за допомогою множини M2 та цилiндра

(nj + 3)-го рангу ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj)αnj+3(aj).

Отже, у випадку II.2 Ej можна покрити п’ятьма множинами: M0; M1;

M2;

цилiндром ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+2(bj), якщо ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+2(bj)0 ⊂ (dj, bj)

або ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+2(bj)αnj+3(bj), якщо ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+2(bj)0 6⊂ (dj, bj);

та цилiндром ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+2(aj)αnj+3(aj).

Повторюючи аналогiчнi кроки далi, на певному кроцi k отримаємо, що

Ej можна покрити за допомогою наступних множин:

1) M0 — об’єднання цилiндрiв (nj + 1)-го рангу, якi повнiстю мiстяться

в (aj, bj);

2) множинами M1,M2, . . . ,Mk, де Mk — об’єднання цилiндрiв (nj + k+

1)-го рангу, якi повнiстю мiстяться в (dj, bj) ∩ ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+k(bj), якщо

βnj+k+1(I) = 0, або в (aj, cj) ∩∆α1(aj)α2(aj)...αnj+k(aj), якщо βnj+k+1(I) = 1;

3) Lj := ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+k(aj) або Lj := ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+k(bj)αnj+k+1(bj), у

випадку, коли βnj+k+1(I) = 0;

або Rj := ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+k(bj) або Rj := ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+k(aj)αnj+k+1(aj), у ви-

падку, коли βnj+k+1(I) = 1;

4) Rj := ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+k(bj)αnj+k+1(bj), якщо βnj+k+1(I) = 0;

або Lj := ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+k(aj)αnj+k+1(aj), якщо βnj+k+1(I) = 1.

Нехай q := max
i
qi.

Оскiльки Mk є пiдмножиною цилiндра (nl + k)-го рангу, то |Mk| 6
qnj+k 6 qk.

Для заданого Ej виберемо k0 = k0(Ej) таке, що qk < |Ej|∀k > k0. Тодi

|∆α1(aj)...αnj+k(aj)| 6 |Ej| та |∆α1(bj)...αnj+k(bj)| 6 |Ej|, ∀k > k0(Ej).

Для заданої множини E, дiйсних чисел α ∈ (0, 1] та ε > 0 виберемо

δ ∈ (0, α). Тодi α-об’єм описаного вище покриття множини Ej множинами
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з сiмейства Φ̂(I-Q∞) дорiвнює:

k∑
i=0

|Mi|α + |Lj|α + |Rj|α 6
∞∑
i=1

|Mi|α−δ · |Mi|δ + (1 +
2

qα0
)|Ej|α

6 |Ej|α−δ
∞∑
i=0

|Mi|δ + (1 +
2

qα0
)|Ej|α−δ

6 |Ej|α−δ ·
∞∑
i=0

qiδ + (1 +
2

qα0
|Ej|α−δ) = |Ej|α−δ(1 +

2

qα0
+

1

1− qδ
).

Отже, ∀ε > 0 множину Ej можна покрити за допомогою скiнченної

кiлькостi множин з сiмейства Φ̂(I-Q∞), дiаметр кожної з яких не переви-

щує 1
q0
|Ej|. Вiдповiдний α-об’єм покриття не перевищує S(α, δ)|Ej|α−δ, де

S(α, δ) = 1 + 2
qα0

+ 1
1−qδ .

Таким чином, ∀ε > 0, ∀α > 0, ∀δ ∈ (0, α) i довiльної множини E ⊂ D

маємо:

Hα(E) 6 Hα(E, Φ̂(I-Q∞)) 6 S(α, δ)Hα−δ(E).

Тому dimH(E, Φ̂(I-Q∞)) 6 dimH(E) + δ, ∀δ ∈ (0, α), а отже

dimH(E, Φ̂(I-Q∞)) 6 dimH(E),

а тому доведено i рiвнiсть

dimH(E, Φ̂(I-Q∞)) = dimH(E)

для довiльної множини E ⊂ D.

Таким чином наслiдком теорем 2.6.5, 2.6.6 i 2.6.7 є наступний результат:

Теорема 2.6.8. Вiдображення ϕ зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа–Бе-

зиковича на одиничному вiдрiзку.

Покажемо як отриманий результат теореми 2.6.6 можна застосувати

для знаходження достатнiх умов довiрчостi для обчислення розмiрностi

Хаусдорфа–Безиковича для сiмейства Φ(Q∞), яке мiстить лише цилiндри

Q∞-зображення.
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Теорема 2.6.9. Нехай

f(α, k,m) :=

m∑
i=k

qαi(
m∑
i=k

qi

)α
i

f ∗(α) := sup
k,m

f(α, k,m).

Якщо

f ∗(α) < +∞,∀α > 0, (2.17)

то сiмейство цилiндрiв Φ(Q∞) — довiрче для обчислення розмiрностi

Хаусдорфа–Безиковича на [0, 1).

Доведення. Нехай E — довiльна пiдмножина [0, 1). Зафiксуємо ε > 0

та α > 0.

Нехай {Êj} — довiльне ε-покриття множини E, Êj ∈ Φ̂(Q∞), |Êj| 6 ε:

Êj =

mj⋃
i=kj

∆α1α2...αkj−1i
,mj ∈ N ∪ {∞}.

Оскiльки

|Êj|α = |∆α1α2...αkj−1
|α ·

 mj∑
i=kj

qi

α

,

то
mj∑
i=kj

|∆α1α2...αkj−1i
|α = |∆α1α2...αkj−1

|α ·
mj∑
i=kj

qαi 6

6 |∆α1α2...αkj−1
|α · f ∗(α) · (

mj∑
i=kj

qi)
α = f ∗(α) · |Êj|α.

Оцiнимо α-об’єм вказаного покриття цилiндрами:

∑
j

mj∑
i=kj

|∆α1α2...αkj−1i
|α 6

∑
j

|Êj|α · f ∗(α), ∀{Êj}.
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Отже,

Hα
ε (E,Φ(Q∞)) 6 f ∗(α) ·

∑
j

|Êj|α, ∀{Êj}.

Тому

Hα
ε (E,Φ(Q∞)) 6 f ∗(α) ·Hα

ε (E, Φ̂(Q∞)).

Оскiльки сiмейство Φ̂(Q∞) ширше за сiмейство Φ(Q∞), то

Hα(E, Φ̂(Q∞)) 6 Hα(E,Φ(Q∞)) 6 f ∗(α) ·Hα(E, Φ̂(Q∞)).

Так як f ∗(α) < +∞,∀α > 0, то

dimH(E,Φ(Q∞)) = dimH(E, Φ̂(Q∞)).

Оскiльки сiмейство Φ̂(Q∞) є довiрчим для обчислення розмiрностi Ха-

усдорфа–Безиковича на [0, 1), то з останньої рiвностi випливає, що i Φ(Q∞)

— довiрче для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на [0, 1).

Теорема 2.6.10. Якщо сiмейство цилiндрiв Φ = Φ(Q∞) є довiрчим

для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на [0, 1), то сiмей-

ство цидiндрiв Φ′ = Φ(I-Q∞) буде довiрчим для обчислення розмiрностi

Хаусдорфа-Безиковича на множинi D(I), ∀I ∈ [0, 1].

Доведення. Зафiксуємо довiльне I-Q∞-зображення.

Нехай E ′ — довiльна пiдмножина з D(I), E = ϕ−1(E ′).

Покажемо, що dimH E
′ = dimH(E ′,Φ(I-Q∞)).

Нехай {E ′j} — довiльне ε-покриття множини E ′, E ′j ∈ Φ′.

Тодi {Ej} буде ε-покриттям множини E, причому Ej ∈ Φ, |Ej| = |E ′j|. Тому∑
j

|Ej|α =
∑
j

|E ′j|α, ∀α > 0,∀ε > 0.

Отже,

inf
|Ej |6ε

∑
j

|Ej|α = inf
|E′j |6ε

∑
j

|E ′j|α, ∀α > 0,∀ε > 0.
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Тодi

Hα(E,Φ) = Hα(E ′,Φ′), ∀α > 0,

а тому

dimH(E,Φ) = dimH(E ′,Φ′).

Оскiльки Φ — довiрче для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безико-

вича на [0, 1), то

dimH E = dimH(E,Φ).

Так як вiдображення ϕ зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича на

[0, 1], то

dimH E = dimH E
′, ∀E ⊂ [0, 1].

Отже,

dimH(E ′,Φ′) = dimH(E,Φ) = dimH E = dimH E
′,

тобто

dimH(E ′,Φ′) = dimH E
′, ∀E ′ ⊂ D(I).

Зауваження 7. У теоремi 2.6.9 було доведено довiрчiсть сiмейства Φ(Q∞)

для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на [0, 1) при виконаннi

умови (2.17). Тому з теореми 2.6.10 випливає, що при виконаннi вказаної

умови сiмейство Φ′ = Φ(I-Q∞) є довiрчим для обчислення розмiрностi

Хаусдорфа–Безиковича на множинi D(I), ∀I ∈ [0, 1].

Наступна лема важлива для розвитку метричної теорiї I-Q∞-зображень

та дослiдження лебегiвської i спектральної структури ймовiрнiсних мiр з

незалежними I-Q∞-символами.

Лема 2.6.3. При довiльному виборi стохастичного вектора Q∞ та

дiйсного числа I ∈ [0, 1] вiдображення ϕ зберiгає мiру Лебега на (0, 1).
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Доведення. Для доведення досить показати, що ϕ зберiгає мiру Лебега

iнтервалiв.

Нехай A = (a, b) — довiльний iнтервал з (0, 1). I нехай A′ := ϕ ((a, b)).

Для довiльного ε > 0 iснує сукупнiсть цилiндрiв ∆̂j одного рангу, для

якої (⋃
j

∆̂j

)
⊃ (a, b) i

∑
j

λ(∆̂j) 6 (b− a) + ε;

i сукупнiсть цилiндрiв ∆̌j одного рангу, для якої(⋃
j

∆̌j

)
⊂ (a, b) i

∑
j

λ(∆̌j) > (b− a)− ε.

Тодi такi ж спiввiдношення будуть виконуватися i для A′, {∆̂′j}, {∆̌′j}.
Тому ∑

j

λ(∆̂j)− ε 6 λ(A) 6
∑
j

λ(∆̌j) + ε

i ∑
j

λ(∆̂′j)− ε 6 λ(A
′
) 6

∑
j

λ(∆̌′j) + ε.

Звiдси

λ(A)− 2ε 6 λ(A
′
) 6 λ(A) + 2ε, ∀ε > 0.

Отже, λ(A
′
) = λ(A).

З леми 2.6.3 та теореми 2.6.8 випливає, що вiдображення ϕ єG-iзоморфiзмом.

2.7. DP-пiдхiд до побудови ймовiрнiсної та розмiрнiсної

теорiй I-Q∞-розкладiв

Покажемо як отриманi результати дозволяють дослiджувати фракталь-

нi властивостi ймовiрнiсних мiр з незалежними I-Q∞-символами.

Спочатку дослiдимо фрактальнi властивостi спектра мiри µξ. Як за-

значалося вище, у тому ж випадку, коли I є iррацiональним числом (тобто
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послiдовнiсть βk(I) є неперiодичною), то розвиненi в роботах [8,89] методи

незастосовнi для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича спектра

випадкової величини ξ навiть у найпростiшому випадку однакової розподi-

леностi незалежних випадкових величин ξk, оскiльки вiдповiднi множини

вже не будуть нi самоподiбними, нi N -самоподiбними.

Наступна теорема узагальнює результати Р. Нiкiфорова i Г. Торбiна ([8])

про фрактальнi властивостi спектрiв випадкових величин з незалежними

однаково розподiленими Q∞-символами, при довiльному виборi параметра

I та стохастичного вектора Q∞ та P∞.

Теорема 2.7.1. Нехай ξk — послiдовнiсть незалежних однаково роз-

подiлених випадкових величин, якi набувають значень 0, 1, 2, . . . з ймовiр-

ностями p0, p1, p2, . . . вiдповiдно.

Нехай V := {i : pi > 0} = {i1, i2, . . . , ik, . . .}.
Якщо для фiксованого стохастичного вектора Q∞ рiвняння

∑
i∈V

qxi = 1

має корiнь α0 на [0, 1], то розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича спектра

випадкової величини з незалежними I-Q∞-символами дорiвнює

dimH Sµξ = α0.

Якщо ж рiвняння
∑
i∈V

qxi = 1 не має коренiв на [0, 1], то

dimH Sµξ = dimH(C[I-Q∞, V ]) = lim
k→∞

dimH(C[I-Q∞, Vk]),

де Vk = {i1, i2, . . . , ik}, k ∈ N, k > 2.

Доведення. Як було доведено в [8], якщо для фiксованого стохастично-

го вектора Q∞ рiвняння
∑
i∈V

qxi = 1 має корiнь α0 на [0, 1], то розмiрнiсть

Хаусдорфа–Безиковича спектра випадкової величини з незалежними Q∞-

символами дорiвнює dimH Sµξ = α0. Якщо рiвняння
∑
i∈V

qxi = 1 не має ко-

ренiв на [0, 1], то

dimH Sµξ = dimH(C[Q∞, V ]) = lim
k→∞

dimH(C[Q∞, Vk]),
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де C[Q∞, {Vk}] := {x ∈ [0, 1] : x = ∆Q∞
i1i2...ik

, ik ∈ Vk}, Vk = {i1, i2, . . . , ik},
k ∈ N, k > 2.

Легко бачити, що

ϕ(C[Q∞, Vk]) = C[I-Q∞, Vk],∀k ∈ N, k > 2

i

ϕ(C[Q∞, V ]) = C[I-Q∞, V ].

Тому, якщо для фiксованого дiйсного числа I ∈ [0, 1] i для фiксованого

стохастичного вектора Q∞ рiвняння
∑
i∈V

qxi = 1 має корiнь α0 на [0, 1], то

dimH Sµξ = α0. У випадку, якщо рiвняння
∑
i∈V

qxi = 1 не має коренiв на [0, 1],

маємо

dimH Sµξ = dimH(C[I-Q∞, V ]) = lim
k→∞

dimH(C[I-Q∞, Vk]),

де Vk = {i1, i2, . . . , ik}, k ∈ N, k > 2.

Теорема 2.7.2. Нехай сiмейство Φ(Q∞) цилiндрiв Q∞-зображення є

довiрчими для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича.

Якщо

∞∑
j=1

∞∑
i=0

pij ln2 pij

j2
<∞,

∞∑
j=1

∞∑
i=0

pij ln2 qi

j2
<∞, (2.18)

то при довiльному виборi дiйсного числа I ∈ [0, 1] розмiрнiсть Хаус-

дорфа мiри µξ з незалежними I-Q∞-символами дорiвнює

dimH µξ = lim
n→∞

Hn

Bn
, (2.19)

де

Hn =
n∑
j=1

hj, Bn =
n∑
j=1

bj,

hj = −
∞∑
i=0

pij ln pij, bj = −
∞∑
i=0

pij ln qi.
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Доведення. В роботi [188] доведено, що якщо система Φ(Q∞) цилiн-

дричних вiдрiзкiв Q∞-розкладу є довiрчою i виконуються умови (2.18), то

розмiрнiсть Хаусдорфа ймовiрнiсної мiри з незалежними Q∞-символами

обчислюється за формулою: dimH µξ = lim
n→∞

Hn

Bn
.

Оскiльки вiдображення ϕ зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича

довiльної множини, то ϕ зберiгає розмiрнiсть кожного носiя мiри з неза-

лежними Q∞-символами. Оскiльки розподiли символiв для Q∞- та I-Q∞-

символiв спiвпадають (за побудовою), то образом довiльного носiя (не обо-

в’язково замкненого) першої мiри є носiй iншої мiри. Тому вiдображення

ϕ зберiгає також розмiрнiсть Хаусдорфа мiри.

Зауваження 8. Отриманi результати стосовно збереження мiри Лебега

та розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича вiдображенням ϕ дозволяють до-

сить просто отримати метричну та розмiрнiсну класифiкацiю дiйсних чи-

сел за асимптотичною поведiнкою частот символiв у їх I-Q∞-зображеннi,

що природно узагальнює результати роботи [16].

З леми 2.6.3 випливає, що для λ-майже всiх дiйсних чисел з одинично-

го вiдрiзка символ «i» зустрiчається з асимптотичною частотою qi. Тому

множину

N(I-Q∞) =

{
x : lim

k→∞

Ni(x, k)

k
= qi, ∀ i

}
природно назвати множиною I-Q∞-нормальних чисел.

Нехай D̄ = D̄(I) — множина точок одиничного вiдрiзка, якi не мають

I-Q∞-зображення. Одиничний вiдрiзок можна розкласти таким чином:

[0, 1] = E(I-Q∞)
⋃

D(I-Q∞)
⋃

D̄,

деE(I-Q∞) = {x : νi(x) iснує,∀ i} iD(I-Q∞) = {x : ∃ i, lim
k→∞

Ni(x,k)
k не iснує}.

Множина D(I-Q∞) називається множиною I-Q∞-анормальних дiйсних

чисел.

Множина W (I-Q∞) = {x : (∀ i) : νi(x) iснує, i (∃j) : νj(x) 6= qj}
називається множиною I-Q∞-квазiнормальних чисел.
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Множина L(I-Q∞) = {x : (∀ i) lim
k→∞

Ni(x,k)
k не iснує} називається

множиною I-Q∞-суттєво анормальних чисел.

Множина P (I-Q∞) = {x : (∃ i) : lim
k→∞

Ni(x,k)
k не iснує, i (∃j) :

lim
k→∞

Nj(x,k)
k iснує} називається множиною I-Q∞-частково анормальних чи-

сел.

Очевидно, що множини W (I-Q∞), P (I-Q∞) та L(I-Q∞) є малими з то-

чки зору мiри Лебега. Суперфрактальнiсть вказаних вище множин випли-

ває з факту збереження розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича вiдображен-

ням ϕ та результатiв роботи [16].

Дослiдимо топологiчнi властивостi даних множин.

Теорема 2.7.3. Множина L(I-Q∞) I-Q∞-суттєво анормальних чисел

є множиною другої категорiї Бера.

Доведення. Розглянемо послiдовнiсть множин {Cn}:

Cn = {x : x = ∆I-Q∞
α1α2...α2n 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

2n

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
2n−1

... i . . . i︸ ︷︷ ︸
2n−i

...nβ1β2β3...
},

де αi i βi — довiльнi цифри з N0 = {0, 1, . . . , k, . . .}.
Зафiксуємо цифру i ∈ {1, 2, . . . , n} i нехай

k′n(i) = 3 · 2n − 2n+1−i, k′′n(i) = k′n(i) + 2n−i = 3 · 2n − 2n−i,

тобто k′n(i) — номер, на якому закiнчується серiя цифри i−1, k′′n(i) — номер,

на якому починається серiя цифри i.

Позначимо через jn(x, i) кiлькiсть цифр i серед цифр послiдовностi

αk(x), k ∈ {0, 1, . . . , 2n}.
Тодi для довiльного x ∈ Cn i довiльної цифри i ∈ {1, 2, . . . , n}:

Ni (x, k
′
n(i))

k′n(i)
=

jn(x, i)

3 · 2n − 2n+1−i ,
Ni (x, k

′′
n(i))

k′′n(i)
=
jn(x, i) + 2n−i

3 · 2n − 2n−i
.

Оцiнимо рiзницю

Ni (x, k
′′
n(i))

k′′n(i)
− Ni (x, k

′
n(i))

k′n(i)
.
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Нехай 0 6 s < p i z — деяке число з множини N0. Розглянемо функцiю

φ(s) :=
s+ z

p+ z
− s

p
=
z(p− s)
p(p+ z)

.

Легко бачити, що

max
06s<p

φ(s) = φ(0) =
zp

p(p+ z)
.

Тодi

φ(jn(x, i)) =
jn(x, i) + 2n−i

k′′n(i)
− jn(x, i)

k′n(i)
=
jn(x, i) + 2n−i

k′n(i) + 2n−i
− jn(x, i)

k′n(i)
.

Очевидно, що

maxφ(jn(x, i)) = φ(0), minφ(jn(x, i)) = φ(2n).

Якщо jn(x, i) = 2n, то

Ni (x, k
′′
n(i))

k′′n(i)
− Ni (x, k

′
n(i))

k′n(i)
>

2n + 2n−i

3 · 2n − 2n+1−i + 2n−i
− 2n

3 · 2n − 2n+1−i =

=
2i + 1

3 · 2i − 1
− 2i

3 · 2i − 2
=

(2i + 1)(3 · 2i − 2)− 2i(3 · 2i − 1)

(3 · 2i − 1)(3 · 2i − 2)
=

=
2(2i − 1)

(3 · 2i − 1)(3 · 2i − 2)
=: ψ(i).

Таким чином,

Ni (x, k
′′
n(i))

k′′n(i)
− Ni (x, k

′
n(i))

k′n(i)
> ψ(i).

Якщо i = 0, то покладемо k′n(i) = 2 · 2n i k′′n(i) = 2 · 2n + 2n− 1. В цьому

випадку Ni(x, k
′
n(i)) = Ni(x, k

′′
n(i)) = 2n + jn(x, i).

Тодi∣∣∣∣Ni (x, k
′′
n(i))

k′′n(i)
− Ni (x, k

′
n(i))

k′n(i)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣jn(x, i) + 2n

3 · 2n − 1
− jn(x, i) + 2n

2 · 2n

∣∣∣∣ =

= (jn(x, i) + 2n) · 3 · 2n − 1− 2 · 2n

2 · 2n · (3 · 2n − 1)
=

(2n + jn(x, i)) · (2n − 1)

(3 · 2n − 1) · 2n+1
>
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>
2n(2n − 1)

2 · 2n · (3 · 2n − 1)
=

2n − 1

2 · (3 · 2n − 1)
>

1

12
.

Внутрiшнiсть множини Cn позначимо як In, вона складається з конти-

нуальної кiлькостi вiдкритих I-Q∞-iнтервалiв рангу 3 ·2n−1. Якщо x ∈ In,
то для довiльної цифри i ∈ {0, 1, . . . , n}:

∣∣∣∣Ni (x, k
′′
n(i))

k′′n(i)
− Ni (x, k

′
n(i))

k′n(i)

∣∣∣∣ > ψ(i) (при i > 0)

i ∣∣∣∣Ni (x, k
′′
n(i))

k′′n(i)
− Ni (x, k

′
n(i))

k′n(i)

∣∣∣∣ > 1

12
(при i = 0).

Нехай Dn =
∞⋃
k=n

Ik i F =
∞⋂
n=1

Dn. Оскiльки всi множини In є вiдкритими,

то i множини Dn — вiдкритi, а, отже, F є Gδ-множиною.

Так як для x ∈ Cn цифри αk(x), k ∈ {1, 2, . . . , 2n} можуть бути вибранi

довiльним чином i незалежно, то F — всюди щiльна в [0, 1].

Якщо x ∈ F , то x ∈ Dn, ∀ n ∈ N . Таким чином, iснує зростаюча

послiдовнiсть {nm} така, що x ∈ Inm для всiх m ∈ N . Для довiльного

фiксованого i0 ∈ N0 iснує m0 ∈ N таке, що nm > i0, ∀ m > m0. Отже, для

довiльного фiксованого x ∈ F i для довiльного i ∈ N0 можна обрати двi

послiдовностi k′nm(i) i k′′nm(i) m > m0 такi, що∣∣∣∣∣Ni

(
x, k′′nm(i)

)
k′′nm(i)

−
Ni

(
x, k′nm(i)

)
k′nm(i)

∣∣∣∣∣ 6→ 0 (m→∞).

Отже, F ⊂ L(I-Q∞). Оскiльки F є всюди щiльною Gδ-множиною в [0, 1], то

L(I-Q∞) — залишкова множина, а, отже, множина другої категорiї Бера.

Наслiдок 2.7.1. Оскiльки L(I-Q∞) — залишкова множина, то мно-

жини N(I-Q∞), W (I-Q∞), P (I-Q∞) є множинами першої категорiї

Бера.
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Теорема 2.7.4. Метричнi, фрактальнi та топологiчнi властиво-

стi множин N(I-Q∞), W (I-Q∞), P (I-Q∞) та L(I-Q∞) характери-

зує наступна таблиця:
Мiра Лебега Розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича Категорiя Бера

N(I-Q∞) 1 1 перша

W (I-Q∞) 0 1 перша

P (I-Q∞) 0 1 перша

L(I-Q∞) 0 1 друга

2.8. I-F -розклади дiйсних чисел та фрактальна довiрчiсть

породжених сiмейств покриттiв

Нехай t ∈ [0, 1], ∆Q̃
i1(t)i2(t)...ik(t)... — Q̃-зображення числа t, ∆Q̃

i1(t)i2(t)...ik(t) —

Q̃-цилiндр k-го рангу, що мiстить точку t (див. [216] для огляду властиво-

стей Q̃-зображення). Розглянемо функцiю y = F (t), яка володiє наступни-

ми властивостями:

1)F (0) = 0, F (1) = 1;

2) F (t) — неперервна i строго зростаюча на [0, 1].

Нехай Nk = {0, 1, ...., nk}, 0 < nk 6 +∞ i ∆F
i1i2...ik

:= F (∆Q̃
i1i2...ik

).

Множину ∆F
i1i2...ik

назвемо F -цилiндром k-го рангу з основою (i1i2 . . . ik).

Оскiльки y = F (t) є неперервною i строго зростаючою, то F -цилiндри ма-

ють наступнi властивостi:

1. ∆F
i1i2...ik−1

=
⋃

ik∈Nk
∆F
i1i2...ik

;

2. ∆F
i1
⊃ ∆F

i1i2
⊃ ... ⊃ ∆F

i1i2...in
⊃ ...;

3. |∆F
i1i2...ik

| → 0, при k →∞.

Очевидно, що для довiльної послiдовностi iндексiв {ik}, ik ∈ Nk iснує

послiдовнiсть вкладених цилiндрiв ∆F
i1
⊃ ∆F

i1i2
⊃ ... ⊃ ∆F

i1i2...in
⊃ ..., якi

стягуються в деяку точку з [0, 1].

I навпаки, для довiльного x ∈ [0, 1) iснує послiдовнiсть вкладених ци-
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лiндрiв

∆F
i1(x) ⊃ ∆F

i1(x)i2(x) ⊃ ... ⊃ ∆F
i1(x)i2(x)...ik(x) ⊃ ...,

якi мiстять x i при цьому

x =
∞⋂
k=1

∆F
i1(x)i2(x)...ik(x) =: ∆F

i1(x)i2(x)...ik(x)....

Останнiй вираз називатимемо F -розкладом дiйсного числа x.

Розглянемо iнший (еквiвалентний) пiдхiд до означення F -розкладу. Не-

хай {Nk} — послiдовнiсть алфавiтiв, де Nk = {0, 1, . . . , nk}, 0 < nk 6 ∞.

При фiксованiй послiдовностi алфавiтiв {Nk} здiйснюється зчисленна по-

слiдовнiсть розбиттiв одиничного вiдрiзка за наступними правилами.

Крок 1. Розбиваємо одиничний вiдрiзок злiва направо на не бiльш

нiж зчисленну кiлькiсть вiдрiзкiв ∆F
i1
, i1 ∈ N1, довжини яких дорiвнюють∣∣∆F

i1

∣∣ = qi1, i1 ∈ N1. Кожен з вiдрiзкiв ∆F
i1
називається цилiндром 1-го рангу

F -розкладу.

Крок k (k > 1). Кожен з цилiндрiв (k − 1)-рангу ∆F
i1i2...ik−1

розбива-

ємо злiва направо на не бiльш нiж зчисленну кiлькiсть вiдрiзкiв ∆F
i1i2...ik

,

довжини яких задовольняють умови∣∣∣∆F
i1i2...ik−1ik

∣∣∣∣∣∣∆F
i1i2...ik−1

∣∣∣ = q
(i1,...,ik−1)
ik

,
∑
ik∈Nk

q
(i1,...,ik−1)
ik

= 1,∀(i1, . . . , ik−1) ∈ N1×. . .×Nk−1.

Кожен з вiдрiзкiв ∆F
i1i2...ik

називається цилiндром k-го рангу F -розкладу.

Накладемо додаткову умову: для довiльної послiдовностi iндексiв {ik},
ik ∈ Nk нескiнченний добуток

∞∏
j=1

q
(i1,...,ij−1)
ij

розбiгається до нуля. Тодi для

довiльної послiдовностi iндексiв {ik}, ik ∈ Nk, iснує послiдовнiсть вкладе-

них цилiндрiв

∆F
i1
⊃ ∆F

i1i2
⊃ . . . ⊃ ∆F

i1i2...ik
⊃ . . . ,

таких, що |∆F
i1i2...ik

| → 0, k → ∞. Тому iснує єдина точка x, яка належить

всiм цим цилiндрам ∆F
i1
, ∆F

i1i2
, . . . , ∆F

i1i2...ik
, . . ..
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I навпаки, для кожної точки x ∈ [0, 1) iснує послiдовнiсть вкладених

цилiндрiв

∆F
i1(x) ⊃ ∆F

i1(x)i2(x) ⊃ ... ⊃ ∆F
i1(x)i2(x)...ik(x) ⊃ ...,

якi мiстять x, i при цьому

x =
∞⋂
k=1

∆F
i1(x)i2(x)...ik(x) =: ∆F

i1(x)i2(x)...ik(x)....

Очевидно, що при фiксованому Q̃-розкладi мiж множиною неперервних

строго зростаючих на [0, 1] функцiй F , якi задовольняють умову F (0) =

0, F (1) = 1, та множиною F -розкладiв дiйсних чисел iснує бiєкцiя (кожна

функцiя F iз вказаними властивостями однозначно визначає систему F -

цилiндрiв всiх рангiв як F -образiв цилiндрiв Q̃-розкладу; i навпаки, описа-

на система F -цилiндрiв визначає значення неперервної функцiї F на всюди

щiльнiй множинi точок, якi є межовими точками Q̃-цилiндрiв, а, отже, пов-

нiстю визначає F ).

Природнiм узагальненням F -розкладу є I-F -розклад дiйсних чисел,

який отримується за наступним алгоритмом. Нехай I — довiльне дiйсне

число з одиничного вiдрiзка, записане у двiйковiй системi числення

I =
∞∑
k=1

βk(I)

2k
=: 0, β1(I)β2(I)...βk(I)..., βk(I) ∈ {0, 1}.

Для тих чисел, якi мають по два рiзнi двiйковi розклади, зафiксуємо

той, який має цифру 1 в перiодi. Нехай {Nk} — послiдовнiсть алфавiтiв, де

Nk = {0, 1, . . . , nk}, 0 < nk 6∞. При фiксованому дiйсному числi I ∈ [0, 1]

(тобто при фiксованiй послiдовностi {βk(I)}) та фiксованiй послiдовностi

алфавiтiв {Nk} здiйснюється зчисленна послiдовнiсть розбиттiв одинично-

го вiдрiзка за наступними правилами.

Крок 1. Розбиваємо одиничний вiдрiзок злiва направо, якщо β1(I) = 1

(справа налiво, якщо β1(I) = 0) на не бiльш як злiченну кiлькiсть вiдрiзкiв
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∆I-F
i1

, i1 ∈ N1, довжини яких дорiвнюють
∣∣∆I-F

i1

∣∣ = qi1, i1 ∈ N1. Кожен з

вiдрiзкiв ∆I-F
i1

називається цилiндром 1-го рангу I-F -розкладу.

Крок k (k > 1). Кожен з цилiндрiв (k − 1)-рангу ∆I-F
i1i2...ik−1

розбиваємо

злiва направо, якщо βk(I) = 1 (справа налiво, якщо βk(I) = 0) на не

бiльш як злiченну кiлькiсть вiдрiзкiв ∆I-F
i1i2...ik

, довжини яких задовольняють

умови∣∣∣∆I-F
i1i2...ik−1ik

∣∣∣∣∣∣∆I-F
i1i2...ik−1

∣∣∣ = q
(i1,...,ik−1)
ik

,
∑
ik∈Nk

q
(i1,...,ik−1)
ik

= 1,∀(i1, . . . , ik−1) ∈ N1×. . .×Nk−1.

Кожен з вiдрiзкiв ∆I-F
i1i2...ik

називається цилiндром k-го рангу I-F -розкладу

(I-F -цилiндром).

Для довiльної послiдовностi iндексiв {ik}, ik ∈ Nk, iснує послiдовнiсть

вкладених цилiндрiв

∆I-F
i1
⊃ ∆I-F

i1i2
⊃ . . . ⊃ ∆I-F

i1i2...ik
⊃ . . . ,

таких, що ∀(i1, i2, . . . ik, . . .) : |∆I-F
i1i2...ik

| → 0, k →∞.

Тому iснує єдина точка x, яка належить всiм цим цилiндрам ∆I-F
i1
, ∆I-F

i1i2
,

..., ∆I-F
i1i2...ik

, ... .

I навпаки, для кожної точки x ∈ (0, 1), яка не є межовою для жодного

цилiндра жодного рангу, iснує єдина (оскiльки кожна така точка належить

рiвно одному цилiндру n-го рангу) послiдовнiсть вкладених цилiндрiв

∆I-F
i1(x) ⊃ ∆I-F

i1(x)i2(x) ⊃ ... ⊃ ∆I-F
i1(x)i2(x)...ik(x) ⊃ ...,

якi мiстять x, тобто

x =
∞⋂
k=1

∆I-F
i1(x)i2(x)...ik(x) =: ∆I-F

i1(x)i2(x)...ik(x)....

Останнiй вираз називатимемо I-F -зображенням (розкладом) дiйсного чи-

сла x.
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Зауваження 9. Очевидно, що F -розклад отримується з I-F -розкладу

шляхом вибору I = 1. Ланцюговi розклади, Q∗-розклади ([6, 7]), Q∞-роз-

клади ([8,9]), розклади Люрота ([3,4]), Сiльвестера ([10]), Остроградського–

Серпiнського–Пiрса ([5,11]), Енгеля ([12,13]) є частковими випадками I-F -

розкладiв.

Нехай D = D(I) — множина точок одиничного вiдрiзка, якi мають

I-F -зображення,

D = {x : x ∈ [0, 1], ∀n ∈ N ∃∆I-F
α1(x)...αn(x) : x ∈ ∆α1(x)...αn(x)}.

Очевидно, що дiйсне число x не має I-F -зображення тодi i тiльки тодi,

коли знайдеться таке число n0 = n0(x), що x не належить до жодного з

цилiндрiв рангу n0.

Теорема 2.8.1. Нехай x = ∆I-F
α1(x)α2(x)...αk(x)... — деяке I-F -зображення

дiйсних чисел над послiдовнiстю алфавiтiв Nk. Нехай D — множина то-

чок одиничного вiдрiзка, якi мають I-F -зображення. Нехай Φ̂ = Φ̂(I-F )

— сiмейство множин, якi є об’єднанням сумiжних I-F -цилiндрiв одного

рангу, що належать одному i тому ж I-F -цилiндру попереднього рангу.

Якщо iснує константа c > 1 така, що

1

c
6
|∆I-F

α1...αkm
|

|∆I-F
α1...αk(m+1)|

6 c,∀k ∈ N,m ∈ Nk+1, (m+ 1) ∈ Nk+1,

то Φ̂(I-F ) — довiрче для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича

на множинi D. Бiльше того Φ̂(I-F ) є порiвнянним i

Hα(E) 6 Hα(E, Φ̂(I-F )) 6 4c ·Hα(E),∀E ⊂ D.

Доведення. Нехай E — довiльна пiдмножина множини D. Зафiксуємо

ε > 0 та α > 0.Нехай {Ej}— довiльне ε-покриття множиниE, Ej = (aj, bj),

aj ∈ B, bj ∈ B, |Ej| 6 ε, де B — множина всiх I-F -iррацiональних точок,

тобто точок, якi не є межовими для жодного цилiндра жодного рангу I-F -

зображення.
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Для множини Ej iснує єдиний цилiндр ∆α1α2...αnj
, який повнiстю мiстить

Ej, але будь-який цилiндр бiльшого рангу не мiстить Ej. У тому випадку,

коли aj та bj належать двом рiзним цилiндрам першого рангу, в якостi

цилiндра ∆α1α2...αnj
виберемо [0, 1], вважаючи його цилiндром нульового

рангу.

Нехай I = 0, β1(I)β2(I) . . . βk(I) . . . . Розiб’ємо цилiндр ∆α1α2...αnj
на ци-

лiндри (nj+1)-го рангу. Не порушуючи загальностi, вважатимемо βnj+1(I) =

1, тобто на (nj+1)-му кроцi розбиття кожного з цилiндрiв nj-го рангу здiй-

снюватиметься злiва направо.

Нехай M0 — об’єднання цилiндрiв (nj + 1)-го рангу, якi повнiстю мiстя-

ться в (aj, bj).

Якщо cj := sup ∆α1(aj)...αnj+1(aj) спiвпадає з dj := inf ∆α1(bj)...αnj+1(bj), то

M0 = ∅.

I. Нехай M0 6= ∅, очевидно, що M0 ∈ Φ̂ i |M0| 6 |Ej|.
Тодi Ej можна покрити трьома множинами: M0, цилiндром (nj + 1)-

го рангу Lj := ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+1(aj) та цилiндром (nj + 1)-го рангу Rj :=

∆α1(bj)α2(bj)...αnj+1(bj), причому |M0| 6 |Ej|, |Lj| 6 c · |Ej|, |Rj| 6 c · |Ej|.
II. Нехай M0 = ∅.

Розiб’ємо цилiндри ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+1(aj) та ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+1(bj) на цилiн-

дри наступних рангiв.

Незалежно вiд того, розбиття здiйснюватиметься злiва направо чи спра-

ва налiво, знайдуться такi k i s, що (aj, cj) може бути покритим за допо-

могою цилiндра (nj + k)-го рангу

Lj := ∆α1(aj)α2(aj)...αnj+k(aj)

та множиниMk, що є об’єднанням цилiндрiв (nj+k)-го рангу, якi повнiстю

мiстяться в

∆α1(aj)α2(aj)...αnj+k−1(aj) ∩ Ej,
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причомуMk ∈ Φ̂ i |Mk| 6 |Ej|,|Lj| 6 c·|Ej|, а (cj, bj) може бути покритим за

допомогою цилiндра (nj+s)-го рангу Rj := ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+s(bj)
та множини

Ms, що є об’єднанням цилiндрiв (nj + s)-го рангу, якi повнiстю мiстяться

в ∆α1(bj)α2(bj)...αnj+s−1(bj) ∩ Ej, причому Ms ∈ Φ̂ i |Ms| 6 |Ej|, |Rj| 6 c · |Ej|.
Отже, Ej можна покрити за допомогою не бiльш як чотирьох множин:

Mk — об’єднання цилiндрiв (nj + k)-го рангу, якi повнiстю мiстяться в

множинi

∆α1(aj)...αnj+k−1(aj) ∩ Ej, Ms — об’єднання цилiндрiв (nj + s)-го рангу, якi

повнiстю мiстяться в ∆α1(bj)...αnj+s−1(bj)∩Ej, цилiндра (nj+k)-го рангу Lj :=

∆α1(aj)...αnj+k(aj) та цилiндра (nj+s)-го рангу Rj := ∆α1(bj)...αnj+s(bj)
, дiаметри

яких не перевищують величини c · |Ej|.
Таким чином, для довiльного α > 0 i довiльної множини E ⊂ D маємо:

Hα(E) 6 Hα(E, Φ̂(I-F )) 6 4c ·Hα(E).

Отже,

dimH(E, Φ̂(I-F )) = dimH(E)

для довiльної множини E ⊂ D.

Оскiльки F -розклад дiйсних чисел отримується з I-F -розкладу шляхом

вибору I = 1, то з доведеної теореми випливає наступне твердження.

Теорема 2.8.2. Нехай x = ∆F
α1(x)α2(x)...αk(x)... — деякий F -розклад над

послiдовнiстю алфавiтiв {Nk}. Якщо iснує константа c > 1 така, що

1

c
6
|∆F

α1...αkm
|

|∆F
α1...αk(m+1)|

6 c, ∀k ∈ N,m ∈ Nk+1, (m+ 1) ∈ Nk+1, (2.20)

то Φ̂(F ) — довiрче для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на

[0, 1). Бiльше того, Φ̂(F ) є порiвнянним i

Hα(E) 6 Hα(E, Φ̂(F )) 6 4c ·Hα(E),∀E ⊂ [0, 1).
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Наслiдок 2.8.1. Для розкладiв Люрота справедливе метричне вiдно-

шення (див., наприклад, [217]):

|∆L
c1...cmi

|
|∆L

c1...cm
|

=
1

i(i+ 1)
.

Тому
|∆L

c1...cm(s+1)|
|∆L

c1...cms
|

=
s

s+ 2
.

Очевидно, що 1
3 6

s
s+2 6 1. Тому в якостi константи c теореми 2.8.1

можна взяти c = 3.

Отже, сiмейство Φ̂(L) є порiвнянним, а отже, довiрчим для обчи-

слення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiдрiзку.

Наслiдок 2.8.2. Для розкладiв Остроградського–Серпiнського–Пiрса

справедливе наступне метричне вiдношення (див., наприклад, [12]):

|∆OSP
c1c2...cms

|
|∆OSP

c1c2...cm
|

=
σm + 1

(σm + s)(σm + s+ 1)
, де σm = c1 + c2 + . . .+ cm.

Тому

|∆OSP
c1c2...cm(s+1)|
|∆OSP

c1c2...cms
|

=
σm + s

σm + s+ 2
, де σm = c1 + c2 + . . .+ cm.

Очевидно, що 1
3 6

1+c+σm
3+c+σm

6 1. В якостi константи c теореми 2.8.1 мо-

жна взяти c = 3. Таким чином, сiмейство Φ̂(OSP ) є порiвнянним, а

отже, довiрчим для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на

одиничному вiдрiзку.

Наслiдок 2.8.3. Для розкладiв Остроградського 2-го роду справедливе

наступне метричне вiдношення (див., наприклад, [218]):

|∆O2
c1c2...cncn+1

|
|∆O2

c1c2...cn|
=

cn(cn + 1)

cn+1(cn+1 + 1)
.

Тому
|∆O2

c1c2...cm(s+1)|

|∆O2
c1c2...cms|

=
s

s+ 2
.
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Очевидно, що 1
3 6

s
s+2 6 1. Тому в якостi константи c теореми 2.8.1 мо-

жна взяти c = 3. Таким чином, сiмейство Φ̂(O2) є порiвнянним, а отже,

довiрчим для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на одинично-

му вiдрiзку.

Наслiдок 2.8.4. Для розкладiв Енгеля справедливе наступне метри-

чне вiдношення (див., наприклад, [13]):

|∆E
c1c2...cms

|
|∆E

c1c2...cm
|

=
σm + 1

(σm + s)(σm + s+ 1
, де σm = c1 + c2 + . . .+ cm.

Тому

|∆E
c1c2...cm(s+1)|
|∆E

c1c2...cms
|

=
σm + s

σm + s+ 2
, де σm = c1 + c2 + . . .+ cm.

Очевидно, що 1
3 6

1+s+σm
3+s+σm

6 1. Тому в якостi константи c теореми 2.8.1

можна взяти c = 3. Таким чином, сiмейство Φ̂(E) є порiвнянним, а от-

же, довiрчим для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на оди-

ничному вiдрiзку.

Наслiдок 2.8.5. Для розкладiв Сiльвестера справедливе наступне ме-

тричне вiдношення (див., наприклад, [10]):

|∆S
g1g2...gni)

|
|∆S

g1g2...gns
|

=
qn(qn − 1)

(qn(qn − 1) + i)(qn(qn − 1) + i− 1)
,

де q1 = g1 + 1, qk+1 = gk+1 + qk(qk − 1), 1 < k 6 m.

Тому
|∆S

g1g2...gm(s+1)|
|∆S

g1g2...gms
|

=
qm(qm − 1) + s− 1

qm(qm − 1) + s+ 1
,

де q1 = g1 + 1, qk+1 = gk+1 + qk(qk − 1), 1 < k 6 m. Очевидно, що 1
2 6

qm(qm−1)+s−1
qm(qm−1)+s+1 6 1. А тому в якостi константи c теореми 2.8.1 можна

взяти c = 2. Таким чином, сiмейство Φ̂(S) є порiвнянним, а отже, до-

вiрчим для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на одиничному

вiдрiзку.
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Наслiдок 2.8.6. Для розкладiв ланцюговими дробами справедливе на-

ступне метричне вiдношення (див., наприклад, [12]):

|∆c.f.
c1c2...cms

|
|∆c.f.

c1c2...cm|
=

1

s2
·

1 + Qm−1
Qm(

1 + Qm−1
sQm

)(
1 + 1

s + Qm−1
sQm

) ,
де Qm — знаменник пiдхiдного дробу порядку m ланцюгового дробу.

Тому
|∆c.f.

c1c2...cm(s+1)|

|∆c.f.
c1c2...cms|

=
s ·Qm +Qm−1

(s+ 2) ·Qm +Qm−1
,

де Qm — знаменник пiдхiдного дробу порядку m ланцюгового дробу.

Очевидно, що 1
2 6

s·Qm+Qm−1
(s+2)·Qm+Qm−1

6 1. Тому в якостi константи c теоре-

ми 2.8.1 можна взяти c = 2. Таким чином, Φ̂(C) є порiвнянним, а отже,

довiрчим для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича на одинично-

му вiдрiзку.
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РОЗДIЛ 3

ПРО ЙМОВIРНIСНИЙ ПIДХIД ДО ДОСЛIДЖЕННЯ

ФРАКТАЛЬНИХ ВЛАСТИВОСТЕЙ ПIДМНОЖИН

СУТТЄВО АНОРМАЛЬНИХ ЧИСЕЛ

3.1. Загальна постановка проблеми

Застосування теорiї сингулярно неперервних мiр та фракталiв до про-

блем метричної та розмiрнiсної теорiї чисел iнтенсивно розвивається про-

тягом останнiх 30 рокiв (див., наприклад, [3,4,34,35,46,98–101,145,148,153,

219–231]).

Вiдома теорема Бореля (E.Borel, 1909) стверджує, що для класичного s-

адичного зображення дiйсних чисел для майже всiх x ∈ [0, 1] вiдносно мiри

Лебега i для будь-якої цифри i з алфавiту A = {0, 1, ..., s−1} асимптотична
частота νi(x) iснує i дорiвнює 1

s , тобто,

νi(x) = lim
k→∞

Ni(x, k)

k
=

1

s
, ∀i ∈ {0, 1, . . . , s− 1}, (3.1)

де Ni(x, k) — кiлькiсть цифри «i» серед перших k цифр s-адичного зобра-

ження x, i ∈ A.
Множину N(s) = {x|(∀i ∈ A) lim

k→∞
Ni(x,k)

k = 1
s} називають множиною

s-нормальних чисел (або множиною дiйсних чисел, якi просто нормальнi

вiдносно основи s).

Одиничний вiдрiзок [0, 1] може бути представлений як

[0, 1] = E(s)
⋃

D(s),

де

E(s) = {x|νi(x) iснує,∀i ∈ A},
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D(s) = {x|∃i ∈ A, lim
k→∞

Ni(x, k)

k
не iснує}.

МножинуD(s) називають множиною s-анормальних дiйсних чисел. Кожна

з цих множин може бути розкладена на пiдмножини наступним чином.

Множину

W (s) = {x|(∀i ∈ A) : νi(x) iснує, (∃j ∈ A) : νj(x) 6= 1

s
}

називають множиною s-квазiнормальних чисел. Очевидно, що

E(s) = W (s)
⋃

N(s), W (s)
⋂

N(s) = ∅.

Множину

P (s) = {x|(∃i ∈ A) : lim
k→∞

Ni(x, k)

k
не iснує,

i (∃j ∈ A) : lim
k→∞

Nj(x, k)

k
iснує}

називають множиною s-частково анормальних чисел.

Множину

L(s) = {x|(∀i ∈ A) lim
k→∞

Ni(x, k)

k
не iснує}

називають множиною s-суттєво анормальних чисел.

Очевидно, що

D(s) = L(s)
⋃

P (s), L(s)
⋂

T (s) = ∅.

Множини N(s),W (s), P (s), L(s) є всюди щiльними на [0, 1], оскiльки

частоти νi(x) не залежать вiд скiнченної кiлькостi перших s-адичних цифр

числа x. Також зрозумiлим є, що цi множини континуальнi.

Фрактальнi властивостi пiдмножин множини W (s) вивчалися A.Besi-

covitch i H. Eggleston ([90, 91]). Використовуючи їхнi результати легко по-

казати,

dimHW (s) = 1.
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Властивостi пiдмножин множини анормальних чисел iнтенсивно вивча-

лись останнi роки з використанням рiзних пiдходiв у роботах S.Albeverio,

L. Barreira, Yu.Kondratiev, Р.Нiкiфорова, L.Olsen, М.Працьвитого, B. Saus-

sol, J. Schmeling, N. Snigireva, Г.Торбiна, S.Winter та iнших (див. [16,21,92–

94, 98–102, 232–234] та посилання в них). Зокрема, цiкавi пiдмножини мно-

жини D(s) дослiджувалися у [98] з використанням технiки та результа-

тiв теорiї мультифрактальних дивергентних точок. У [102] було показано,

що множина D(s) є суперфрактальною (тобто dimH D(s) = 1). У роботах

[92,93] доведено, що множини L(s) i P (s)(s > 2) також мають розмiрнiсть

Хаусдорфа–Безиковича рiвною одиницi. Добре вiдомим є факт, що мно-

жина L(s) є множиною другої категорiї Бера (бiльше того, L(s) мiстить

всюди щiльну Gδ-множину, [230, 235]). Тому множини N(s),W (s), P (s) є

множинами першої категорiї Бера. З вище сказаного слiдує, що суттєво

анормальнi числа є домiнуючими як у топологiчному розумiннi, так i у ро-

зумiннi фрактальної геометрiї. Мiж тим множина L(s) є малою у розумiннi

мiри Лебега:
Мiра Лебега dimH(·) Категорiя Бера

N(s) 1 1 перша

W (s) 0 1 перша

P (s) (для s > 2) 0 1 перша

L(s) 0 1 друга

При дослiдженнi фрактальних властивостей пiдмножин анормальних

чисел у випадку Q∞-зображення ([16]) не можна застосувати традицiй-

нi ймовiрнiснi методи та методи теорiї динамiчних систем з низки при-

чин: потенцiйно можлива нескiнченна ентропiя стохастичного вектора Q∞,

який визначає метричнi спiввiдношення розбиття; потенцiйна недовiрчiсть

системи цилiндрiв Φ(Q∞); вiдсутнiсть загальної формули для обчислення

розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича навiть для ймовiрнiсної мiри з незале-
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жними однаково розподiленими символами узагальненого зображення Лю-

рота. Також не можемо застосувати технiку дивергентних точок, оскiльки

вона не розроблена для мiр, породжених нескiнченними IFS. Не зважаючи

на перелiченi складнощi, у [16,21] було розроблено новий пiдхiд дослiдже-

ння Q∞-анормальних чисел i, зокрема, було доведено, що множина Q∞-

суттєво анормальних чисел має розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича рiвну

одиницi (без будь-яких додаткових обмежень на стохастичний вектор Q∞).

Нехай Ωk = {0, 1, 2, . . . , s− 1} i

Ω =
∞∏
k=1

Ωk = {ω : ω = (ω1, ω2, . . . , ωk, . . .), ωk ∈ Ωk}.

Для довiльного ω ∈ Ω означимо

νi(ω) = lim
k→∞

Ni(ω, k)

k

(якщо границя iснує) i розглянемо множини:

E(Ω) = {ω : νi(ω) iснує ∀i ∈ A = {0, 1, . . . , s− 1}},

P (Ω) = {ω : (∃ i ∈ A) : νi(ω) iснує, (∃ j ∈ A) : νj(ω) не iснує},

L(Ω) = {ω : (∀i ∈ A) : νi(ω) не iснує}.

Оскiльки на просторi Ω не введено нi метрики, нi мiри, нi топологiї,

то питання про метричнi, топологiчнi чи фрактальнi властивостi множин

E(Ω), P (Ω), L(Ω) не може бути вирiшеним. З iншого боку, зрозумiло, що

всi цi множини є континуальними.

Розглянемо тепер вiдображення f : Ω → R1. Нехай f(E), f(P ), f(L)

будуть образами E(Ω), P (Ω), L(Ω) при вiдображеннi f . Властивостi цих

множин суттєво залежать вiд вiдображення f . Насправдi, f породжує то-

пологiю та метрику на просторi Ω∗, який отриманий з простору Ω злиттям

тих точок з Ω, якi мають однаковi f -образи.
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Якщо, для прикладу, f(ω) =
∞∑
k=1

ωk
sk
, тодi f(E) = E(s), f(P ) = P (s),

f(L) = L(s), i iснує така пiдмножина N(s) ⊂ E(s), що λ(N(s)) = 1 (де λ

— мiра Лебега на [0, 1].)

У [16] була сформульоване питання про залежнiсть метричних, тополо-

гiчних та фрактальних властивостей пiдмножин дiйсних чисел вiд вибра-

ного зображення f . Зокрема, було поставлено два питання:

«Суперфрактальнiсть множини суттєво анормальних чисел була дове-

дена для ряду рiзних зображень дiйсних чисел (див., [16,21,92,93,98–102]).

Тому природно запитати чи iснує таке зображення f , що:

2.1. для вiдповiдної множини L(f) f -суттєво анормальних чисел роз-

мiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича не рiвна одиницi;

2.2. вся множинаD(f) f -анормальних чисел має розмiрнiсть Хаусдорфа–

Безиковича не рiвну одиницi?»

У даному роздiлi буде дано вiдповiдi на вище наведенi запитання.

3.2. Ймовiрнiсний пiдхiд до дослiдження метричних та

фрактальних властивостей пiдмножин Q-анормальних

чисел

Нехай Ni(x, n) — кiлькiсть цифр «i» серед перших n цифр Q-розкладу

числа x = ∆Q
i1(x)i2(x)...in(x)..., i ∈ A := {0, 1, . . . , (s− 1)}.

Означення 3.2.1. Множина N(Q) = {x : lim
n→∞

Ni(x,n)
n = qi,∀i ∈ A}

називається множиною нормальних чисел.

Теорема 3.2.1. Множина N(Q) нормальних чисел є множиною пов-

ної мiри Лебега, тобто

λ(N(Q)) = 1.

Покажемо, що для майже всiх в сенсi мiри Лебега дiйсних чисел та всiх
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i ∈ A:
lim
n→∞

(
Ni(x, n)

n
− qi

)
= 0. (3.2)

Доведення. Нехай Ωk = {0, 1, . . . , s− 1}, Ak = 2Ωk , νk(i) = qi, де числа

qi – елементи зафiксованої матрицi Q = ‖qi‖.
Розглянемо нескiнчений добуток ймовiрнiсних просторiв

(Ω,A, ν) =
∞∏
k=1

(Ωk,Ak, νk)

i вимiрне вiдображення f : Ω → [0, 1], задане як f(ω) = ∆Q
ω1ω2...ωk...

для

довiльного ω = (ω1, ω2, ..., ωk, ...) ∈ Ω.

Цилiндричнi вiдрiзки Q-розбиття є образами цилiндрiв з простору Ω

при вiдображеннi f , i породжують борелiвську σ-алгебру на [0, 1]. Тому

вiдображення f i f−1 є вимiрними.

Для довiльної борелiвської множини E ⊂ [0, 1] задамо образ-мiру ν∗ як

ν∗(E) = ν(f−1(E)),

де f−1(E) = {ω : ω ∈ Ω, f(ω) ∈ E}. Мiра ν∗ спiвпадає з мiрою Лебега λ

на одиничному вiдрiзку.

Розглянемо послiдовнiсть випадкових величин ψ(i)
n на (Ω,A, ν):

ψ(i)
n = ψ(i)

n (ω) = ψ(i)
n (ωn) = 0 при ωn 6= i, i ψ(i)

n = 1 при ωn = i.

Тому випадкова величина ψ(i)
n має наступний розподiл:

ψ
(i)
n 0 1

1− qi qi
За посиленим законом великих чисел для ν–майже всiх ω ∈ Ω викону-

ється рiвнiсть:

lim
k→∞

(ψ
(i)
1 + ψ

(i)
2 + ...+ ψ

(i)
n )−M(ψ

(i)
1 + ψ

(i)
2 + ...+ ψ

(i)
n )

n
= 0.

Через I(Q) позначимо множину всiх Q-iррацiональних дiйсних чисел

одиничного iнтервалу, тобто, множину дiйсних чисел, Q-зображення яких
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не мiстить (0) чи (s− 1) в перiодi. Множина [0, 1] \ I(Q) є зчисленою. Не-

хай I(Ω) = f−1(I(Q)). Множина Ω \ I(Ω) також буде зчисленою. ν(I(Ω)) =

ν∗(I(Q)) = 1, бо мiри ν i ν∗ неперервнi. Вiдображення є бiєкцiєю мiж

I(Ω) i I(Q∗). Таким чином, ν(E) = ν∗(f(E)) для довiльної множини E ∈
A, i довiльне дiйсне число x ∈ I(Q) однозначно визначає послiдовнiсть

ω1(x), ω2(x), . . . , ωn(x), . . . таку, що x = f(ω(x)) i послiдовнiсть {ψ(i)
n (x)} =

{ψ(i)
n (ω(x))} = {ψ(i)

n (ωn(x))}, де ψ(i)
n (x) дорiвнює кiлькостi цифр «i» серед

перших n цифр Q-зображення числа x.

Таким чином, для λ-майже всiх x ∈ [0, 1]:

lim
n→∞

(ψ
(i)
1 (x) + ...+ ψ

(i)
n (x) )−M(ψ

(i)
1 (x) + ...+ ψ

(i)
n (x) )

n
= 0.

Оскiльки M(ψ
(i)
n (x)) = qi i ψ

(i)
1 (x) + ψ

(i)
2 (x) + ... + ψ

(i)
n (x) = Ni(x, n), то

для λ-майже всiх x ∈ [0, 1]:

lim
n→∞

(
Ni(x, n)

n
− qi

)
= 0.

Нехай Ti = {x : lim
k→∞

(
N∗i (x,k)

k − qi
)

= 0} i T =
s−1⋂
i=0

Ti. Оскiльки λ(Ti) =

1,∀i ∈ A, робимо висновок, що λ(T ) = 1, що i доводить теорему.

Означення 3.2.2. Множина L(Q) = {x : lim
n→∞

Ni(x,n)
n не iснує ∀i ∈ A}

називається множиною суттєво анормальних чисел.

Теорема 3.2.2. Множина L(Q) суттєво анормальних чисел є супер-

фракталом, тобто множиною нульвої мiри Лебега, розмiрнiсть Хаус-

дорфа-Безиковича якої дорiвнює 1.

Доведення. Розглянемо множину

Ip = {x : x = ∆Q α1 . . . αp01 . . . (s− 1)︸ ︷︷ ︸
перша серiя

αr1+1 . . . αr1+2p0011 . . . (s− 1)(s− 1) . . .︸ ︷︷ ︸
друга серiя

. . . αrm−1+1 . . . . . . αrm−1+2m−1p

2m−1︷ ︸︸ ︷
00 . . . 0

2m−1︷ ︸︸ ︷
11 . . . 1 . . .

2m−1︷ ︸︸ ︷
(s− 1)(s− 1) . . . (s− 1)︸ ︷︷ ︸

m-та серiя

. . .},
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де αrm+j - довiльна цифра з множини A: rm = (p + s)(2m − 1), j = j(m)

пробiгає множину {1, 2, . . . , 2mp},m ∈ N .

Нескладно показати, що Ip ⊂ L(Q). Для цього треба показати, що для

довiльного x ∈ Ip та довiльного i ∈ A границi lim
n→∞

Ni(x,n)
n не iснує.

Нехай x - довiльне фiксоване дiйсне число з множини Ip i i - довiльне

фiксоване цiле з A. Розглянемо двi послiдовностi k′m(i) = k′m i k′′m(i) = k′′m,

m ∈ N , де k′m + 1 - номер позицiї, з якої починається m-та серiя фiксованої

цифри «i» i k′′m - номер позицiї, на якiй m-та серiя фiксованої цифри «i»

закiнчується.

Пiсля пiдрахунку отримаємо:

k′m = rm−1 + 2m−1p+ i · 2m−1 = (p+ s)(2m−1 − 1) + 2m−1(p+ i),

k′′m = rm−1 + 2m−1p+ i · 2m−1 + 2m−1 = (p+ s)(2m−1 − 1) + 2m−1(p+ i+ 1),

Ni(x, k
′
m) = (2m−1 − 1) + τi(x, k

′
m),

Ni(x, k
′′
m) = (2m−1 − 1) + τi(x, k

′
m) + 2m−1,

де τi(x, k′m) - кiлькiсть цифр «i» серед цифр послiдовностi αrk+jk(x),

k ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}, jk ∈ {1, 2, . . . , 2kp}.
Очевидно, що 0 6 τi(x, k

′
m) 6 (2m − 1)p.

Розглянемо вираз

Ni(x, k
′
m)

k′m
=

(2m−1 − 1) + τi(x, k
′
m)

(p+ s)(2m−1 − 1) + 2m−1(p+ i)
=

1− 1
2m−1 + τi(x,k

′
m)

2m−1

(1− 1
2m−1 )(p+ s) + p+ i

.

(3.3)

Якщо границi

lim
k→∞

τi(x, k
′
m)

2m−1
(3.4)

не iснує, то границi виразу (3.3) також не iснує. Якщо границя (3.4) iснує

i рiвна τi(x), то τi(x) 6 2p.

Тодi lim
k→∞

Ni(x,k
′
m)

k′m
= 1+τi(x)

(p+s)+p+i .
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В такому випадку iснує наступна границя:

lim
k→∞

Ni(x, k
′′
m)

k′′m
=

2 + τi(x)

(p+ s) + p+ i+ 1
6= 1 + τi(x)

(p+ s) + p+ i
.

Таким чином, цифра «i» не має частоти в Q-розкладi числа x ∈ Ip. А
отже, множина Ip є пiдмножиною множини L(Q).

Для того, щоб знайти розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича множини Ip,

побудуємо таку сингулярну ймовiрнiсну мiру, що множина Ip буде її спе-

ктром.

Нехай Fix(j) - множина номерiв мiсць, на яких стоїть фiксована цифра

«j» в Q-розкладi числа x ∈ Ip.
Тобто Fix(j) =

∞⋃
m=0
{rm + 2m(p+ j) + 1, rm + 2m(p+ j) + 2, . . . , rm + 2m(p+

j) + 2m}.
Нехай Fix :=

⋃
j

Fix(j), Flex = N\Fix.

Тодi множину Ip можна задати наступним чином:

Ip = {x : x = ∆Q
i1(x)...ik(x)...; ik(x) = j, якщо k ∈ Fix(j);

ik(x) ∈ {0, 1, . . . , s− 1}, якщо k ∈ Flex}.

Нехай ξ = ∆Q
ξ1ξ2...ξk...

- випадкова величина з незалежними Q-символами

(див. [7,84]). Виберемо розподiли випадкових величин ξk наступним чином:

1) Якщо k ∈ Fix(j), то

ξk j

pjk = 1

2) Якщо k ∈ Flex, то

ξk 0 1 . . . s− 1

q0 q1 . . . qs−1
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Нехай µξ ймовiрнiсна мiра, вiдповiдна випадковiй величинi ξ з неза-

лежнмими Q-символами. За побудовою, множина Ip є спектром мiри µξ.

Тому

dimH(Ip) > dimH µξ.

За теоремою 1 роботи [7]: dimHµξ = lim
n→∞

Hn

Bn
,

де Hn =
n∑
j=1

hj, hj = −
s−1∑
i=0

pij ln pij; Bn =
n∑
j=1

bj, bj = −
s−1∑
i=0

qij ln pij.

В нашому випадку

hk =


−

s−1∑
i=0

qi ln qi, при k ∈ Flex,

0, при k ∈ Fix(j).

bk =


−

s−1∑
i=0

qi ln qi, при k ∈ Flex,

− ln qj, при k ∈ Fix(j).

Розглянемо послiдовнiсть h1
b1
, h1+h2
b1+h2

, . . . , h1+h2+...+hn
b1+b2+...+bn

, . . ..

Нехай h1+h2+...+hn
b1+b2+...+bn

= cn. Тодi маємо послiдовнiсть c1, c2, . . . , cn, . . ., для

якої c1 = c2 = . . . = cp = 1, cp+1 = p·h1+0
p·h1+ln 1

q0

< 1 = cp, cp+2 = p·h1+0+0
p·h1+ln 1

q0·q1
<

cp+1, . . ., cr1 = cp+s = p·h1
p·h1+ln 1

q0·q1·...·qs−1
< cp+s−1, cp+s+1 = (p+1)·h1

(p+1)·h1+ln 1
q0·q1·...·qs−1

>

cp+s i т.д.

Позначимо ln 1
q0·q1·...·qs−1 = b.

Отже, першi p членiв послiдовностi c1, c2, . . . , cn, . . . рiвнi одиницi. Да-

лi, починаючи з члена cp+1 i до cp+s = cr1 значення спадають, а з cp+s+1

до cp+s+2p = c3p+s зростають, але вже не досягають одиницi, i з c3p+s+1 до

cp+s+2p+2s = c3(p+s) = cr2 знову спадають, i ситуацiя повторюється. За допо-

могою таких мiркувань, можна зробити висновок, що найменших значень

послiдовнiсть c1, c2, . . . , cn, . . . буде набувати в кiнцi серiй.

Тому

lim
n→∞

h1 + h2 + . . .+ hn
b1 + b2 + . . .+ bn

= lim
n→∞

h1 + h2 + . . .+ hrn
b1 + b2 + . . .+ brn

=
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= lim
n→∞

(2n − 1)p · h1

(2n − 1)p · h1 + (2n − 1)b
=

p · h1

p · h1 + b
.

Отже, dimH µξ = p·h1
p·h1+b 6 dimH(Ip).

Легко бачити, що L(Q) ⊃
∞⋃
p=1

Ip, а отже,

dimH(L(Q)) > dimH(
∞⋃
p=1

Ip) = sup
p

dimH(Ip) = sup
p

p · h1

p · h1 + b
= 1.

З iншого боку, L(Q) ⊂ [0, 1], тому dimH(L(Q)) 6 1.

Отже, dimH(L(Q)) = 1 i множина L(Q) суттєво анормальних чисел є су-

перфракталом.

Означення 3.2.3. Множина W (Q) = {x : lim
n→∞

Ni(x,n)
n iснує ∀i ∈ A} \

N(Q) називається множиною Q-квазiнормальних чисел.

Означення 3.2.4. Множина P (Q) = {x : ∃i ∈ A : lim
n→∞

Ni(x,n)
n не iснує,

∃i ∈ A : lim
n→∞

Nj(x,n)
n iснує } називається множиною частково анормальних

чисел.

Для дослiдження топологiчних властивостей вищевказаних множинN(Q),

W (Q), P (Q) i L(Q) розглянемо вiдображення g, яке кожному числу x, за-

даному за допомогою s-кового зображення ставить у вiдповiднiсть число з

такими ж цифрами, але Q-зображення, тобто:

g
(

∆s
α1(x)α2(x)...αn(x)...

)
= ∆Q

α1(x)α2(x)...αn(x)....

Розглянемо випадкову величину ξ з незалежними символами s-кового

зображення:

ξ = ∆s
ξ1ξ2...ξk...

.

Випадковi величини ξk мають наступнi розподiли:
ξk 0 1 . . . s− 1

q0 q1 . . . qs−1

Таким чином, функцiя розподiлу Fξ випадкової величини ξ спiвпадає з

функцiєю g(x). Тому g(x) є неперервною i строго зростаючою. Крiм того,
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функцiя g−1(x) також неперервна, тому y = g(x) задає гомеоморфiзм. Вра-

ховуючи те, що гомеоморфiзм зберiгає всi топологiчнi властивостi, маємо:

L(Q) – множина другої категорiї Бера, а N(Q), W (Q), P (Q) є множинами

першої категорiї Бера.

Основна мета наступних параграфiв полягає у вивченнi фрактальних

властивостей множин f(E), f(P ), f(L) для випадку коли вiдображення f

iндуковане Q∗-зображенням дiйсних чисел для вiдповiдi на запитання, по-

ставленi в кiнцi параграфу 3.1.

3.3. Q∗-зображення дiйсних чисел та його властивостi

Нагадаємо означення Q∗-зображення дiйсних чисел (див. [236]).

Нехай N s−1
0 = {0, 1, . . . , s − 1}, i нехай Q∗ = ||qij||, i ∈ N s−1

0 , j ∈ N —

матриця з наступними властивостями:

1) qij > 0, 2)
s−1∑
i=0

qij = 1, 3)
∞∏
j=1

max
i
qij = 0.

Використовуючи матрицю Q∗, означимо Q∗-розбиття вiдрiзка [0, 1].

1 крок. Розiб’ємо вiдрiзок [0, 1] злiва направо на s вiдрiзкiв ∆Q∗

0 , ∆Q∗

1 ,

. . . , ∆Q∗

s−1, де |∆
Q∗

i | = qi1. Назвемо ∆Q∗

i цилiндрами першого рангу.

2 крок. Кожен цилiндр першого рангу ми розiб’ємо злiва направо на

s вiдрiзкiв, якi назвемо цилiндрами другого рангу, причому |∆Q∗

i10| : |∆
Q∗

i21| :
. . . : |∆Q∗

is(s−1)| = q02 : q12 : . . . : q(s−1)2.

n-й крок. Кожен цилiндр (n − 1)-го рангу ∆Q∗

i1i2...in−1
розiб’ємо злiва

направо на s вiдрiзкiв n-го рангу, довжини яких знаходяться в пропорцiї:

q0n : q1n : . . . : q(s−1)n.

Нескладно показати, що

|∆Q∗

i1i2...in
| = qi11 · qi22 · . . . · qinn → 0(n→∞),



135

i послiдовнiсть вкладених вiдрiзкiв ∆Q∗

i1
⊃ ∆Q∗

i1i2
⊃ . . . ⊃ ∆Q∗

i1i2...in
⊃ . . . має

спiльну точку x.

I навпаки, якщо точка x не є кiнцем будь-якого вiдрiзка вищезазначено-

го розбиття, тодi для точки x iснує єдина послiдовнiсть вкладених вiдрiзкiв

∆Q∗

i1(x) ⊃ ∆Q∗

i1(x)i2(x) ⊃ . . . ⊃ ∆Q∗

i1(x)i2(x)...in(x) ⊃ . . ., що мають єдину спiльну то-

чку x.

Символiчно писатимемо

x = ∆Q∗

i1(x)i2(x)...in(x).... (3.5)

Рiвнiсть (3.5) називається Q∗-зображенням числа x. Якщо точка x є

кiнцем будь-якого вiдрiзка розбиття, то x має два Q∗-зображення.

Властивостi цилiндричних вiдрiзкiв Q∗-зображення:

1. ∆Q∗

c1c2...cmi
⊂ ∆Q∗

c1c2...cm
,∀cm ∈ N s−1

0 ,∀m ∈ N.

2.
s−1⋃
i=0

∆Q∗

c1c2...cmi
= ∆Q∗

c1c2...cm
.

3. sup ∆Q∗
c1c2...cm

= inf ∆Q∗

c1c2...(cm+1),∀cm ∈ N
s−1
0 ,∀m ∈ N.

4. Int
(
∆Q∗
c1c2...cm

)⋂
Int

(
∆Q∗

d1d2...dm

)
= ∅,

якщо (c1, c2, . . . , cm) 6= (d1, d2, . . . , dm).

5.
∣∣∣∆Q∗

c1c2...cm−1i

∣∣∣
|∆Q∗

c1c2...cm−1|
= qi(m−1),∀(c1, c2, . . . , cm−1) ∈ N s−1

0
m−1

,∀i ∈ N s−1
0 .

6.
∣∣∣∆Q∗

c11c22...cmm

∣∣∣ = qc11 · qc22 · . . . · qcmm,∀m ∈ N s−1
0 .

7.
∣∣∆Q∗

c1c2...cm

∣∣→ 0(m→∞).

8.
∣∣∆Q∗

c1c2...cm

∣∣ 6 qm, де q := max
i∈Ns−1

0 ,j∈N
qij.

Зауважимо, що якщо вибрати матрицю Q∗ так, щоб qij = qi,∀j ∈
N (тобто, коли всi стовпцi матрицi Q∗ спiвпадають), то отримаємо Q-

зображення. Якщо ж накласти умову qij = 1
s ,∀i ∈ N s−1

0 , ∀j ∈ N , то

отримаємо класичне s-кове зображення дiйсних чисел.
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3.4. Випадковi величини з незалежними Q∗-символами та їх

властивостi

Нехай {ξk} - послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набу-

вають значення 0, 1, ..., s − 1 з ймовiрностями p0k, p1k, ..., ps−1k вiдповiдно.

Випадкова величина

ψ = ∆Q∗

ξ1ξ2...ξk...
(3.6)

називається випадковою величиною з незалежними Q∗-символами, а вiд-

повiдна їй ймовiрнiсна мiра νψ називається ймовiрнiсною мiрою з незале-

жними Q∗-символами.

Лебегiвська структура розподiлу νψ добре дослiджена (див., наприклад,

[7, 216]). Вiдомо, зокрема, що розподiл випадкової величини ψ має чистий

тип, причому

чисто дискретний тодi i тiльки тодi, коли

∞∏
k=1

max
i
pik > 0, (3.7)

тобто, коли max
i
pik → 1 достатньо швидко;

νψ абсолютно неперервна (вiдносно мiри Лебега) тодi i тiльки тодi, коли

∞∏
k=1

(√
p0kq0k +

√
p1kq1k + ...+

√
p(s−1)kq(s−1)k

)
> 0, (3.8)

тобто, коли pik
qik
→ 1 достатньо швидко;

νψ сингулярно неперервна тодi i тiльки тодi, коли нескiнченнi добутки

(3.7) i (3.8) рiвнi нулю.

У випадку сингулярностi розподiлу бiльш тонко його властивостi опи-

суються засобами фрактального аналiзу. Для вивчення тонких фракталь-

них властивостей таких розподiлiв принципову роль вiдiграють питання

довiрчостi (недовiрчостi) локально тонких систем цилiндрiв, породжених

Q∗-розкладами дiйсних чисел.
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Дослiдження достатнiх умов довiрчостi для системи Φ(Q∗) цилiндри-

чних множин Q∗ -розкладу проводились в роботах S. Albeverio, М. Iбрагiма

та Г. Торбiна (див. огляд в роздiлi 1 даної роботи).

Для подальших викладок введемо позначення.

hj := −
s−1∑
i=0

pij ln pij, 0 ln 0 := 0; Hn :=
n∑
j=1

hj.

bj := −
s−1∑
i=0

pij ln qij; Bn :=
n∑
j=1

bj.

dj := −b2
j +

s−1∑
i=0

pij ln2 qij.

Наведемо важливий наслiдок щодо нижньої оцiнки розмiрностi Хаус-

дорфа–Безиковича спектрiв випадкових величин з незалежними Q∗-симво-

лами (як добре вiдомо, нижнi оцiнки розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича

отримуються значно складнiше за вiдповiднi верхнi оцiнки).

Наслiдок 3.4.1. Нехай Sψ - спектр (топологiчний носiй) випадкової

величини ψ з незалежними Q∗-символами (тобто, Sψ — мiнiмальний

замкнений носiй випадкової величини ψ). Тодi

dimH(Sψ) > lim
n→∞

Hn

Bn
. (3.9)

3.5. Фрактальнi властивостi множини Q∗-суттєво

анормальних чисел

Даний роздiл присвячений спростуванню гiпотези про те, що множи-

на суттєво анормальних чисел є суперфрактальною незалежно вiд обраної

системи числення. Покажемо, що дана гiпотеза неправильна навiть для

Q∗–розкладiв дiйсних чисел.
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Теорема 3.5.1. Нехай Q∗ = ‖qik‖, i ∈ {0, 1, 2}, q2k = 1
(k+1)k+1 , q0k =

q1k = 1−q2k
2 .

Тодi dimH(L(Q∗)) = 0.

Доведення. Нехай I = {x : в Q∗ − розкладi числа x є безлiч цифр

«2»}.
Покажемо, що dimH I = 0.

Зафiксуємо деяке α > 0. Тодi для α ∃ k0 ∈ N : ∀ k > k0,
3
kα < 1.

Завжди можна вибрати k1 так, щоб 3
(k+1)k+1 < 1, ∀ k > k1.

Також iснує k2 : 1
2k
< ε,∀ k > k2. Тодi k0 = max{k1, k2}.

Розглянемо множини:

IG,1 = {x : ∆Q∗

α1(x)α2(x)...αG−1(x)αG(x)2αG+2(x)..., αj(x) ∈ {0, 1, 2}},

IG,2 = {x : ∆Q∗

α1(x)α2(x)...αG(x)αG+1(x)2αG+3(x)..., αj(x) ∈ {0, 1, 2}},

. . .

IG,m = {x : ∆Q∗

α1(x)α2(x)...αG+m−2(x)αG+m−1(x)2αG+m+1(x)..., αj(x) ∈ {0, 1, 2}}.

Нехай x ∈ I ⇒ x ∈ IG,m для деякого m ∈ N , ∀G ∈ N . А отже, з того,

що x ∈ I випливає, що x ∈
∞⋃
m=1

IG,m.

Множину IG,1 можна покрити за допомогою 3G цилiндрiв виду

∆α1(x)α2(x)...αG−1(x)αG(x)2, довжиною

|∆α1(x)α2(x)...αG−1(x)αG(x)2| = qα1(x)1 · qα2(x)2 · . . . · q2(G+1) < q2(G+1) =
1

(G+ 2)G+2
.

Тодi α-об’єм даного покриття не перевищує

3G ·

(
1

(G+ 2)G+2

)α

6
3G

GGα
=
( 3

Gα

)G
, (G > k0)

Множину IG,2 можна покрити за допомогою 3G+1 цилiндрiв виду

∆α1(x)α2(x)...αG(x)αG+1(x)2, довжиною

|∆α1(x)α2(x)...αG(x)αG+1(x)2| = qα1(x)1 · qα2(x)2 · . . . · q2(G+2) < q2(G+2) =
1

(G+ 3)G+3
.
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Тодi α-об’єм даного покриття не перевищує

3G+1 ·

(
1

(G+ 3)G+3

)α

6
3G+1

G(G+1)α
=
( 3

Gα

)G+1

, (G > k0) . . .

Множину IG,m можна покрити за допомогою 3G+m−1 цилiндрiв виду

∆α1(x)α2(x)...αG+m−2(x)αG+m−1(x)2, довжиною

|∆α1(x)α2(x)...αG+m−2(x)αG+m−1(x)2| = qα1(x)1 · qα2(x)2 · . . . · q2(G+m−1) <

< q2(G+m−1) =
1

(G+m)G+m
.

Тодi α-об’єм даного покриття не перевищує

3G+m−1 ·

(
1

(G+m)G+m

)α

6
3G+m−1

G(G+m−1)α
=
( 3

Gα

)G+m−1

, (G > k0)

Таким чином множину I можна покрити, покривши всi IG,1, . . . , IG,m, . . ..

Тодi для довiльного G > k0 вiдповiдний α-об’єм не перевищує величини

( 3

Gα

)G
+
( 3

Gα

)G+1

+ . . .+
( 3

Gα

)G+m−1

+ . . . =

(
3
Gα

)G
1− 3

Gα

=
Gα

Gα − 3
·
( 3

Gα

)G
.

Якщо G→∞, то
(

3
Gα

)α
→ 0, тому Hα

ε (I) = 0, ∀ε > 0, ∀α > 0.

Тодi Hα(I) = lim
ε→0

Hα
ε (I) = 0, i dimH I = inf{α : Hα(I) = 0} = 0.

Ми показали, що dimH I = 0. Треба показати, що з того, що dimH I = 0

випливає dimH(L(Q∗)) = 0.

Нехай x ∈ L(Q∗). Тодi lim
k→∞

N2(x,k)
k не iснує, а тому послiдовнiсть

{
N2(x,k)

k

}
має хоча б двi рiзнi частковi границi, а це означає, що хоча б одна з них

не рiвна нулю, тобто ∃{ks} : lim
s→∞

N2(x,ks)
ks

= c0 > 0, що свiдчить про те, що в

Q∗-розкладi x є безлiч цифр «2», а отже, x ∈ I.
Отже, I ⊃ L(Q∗), a тому dimH(L(Q∗)) = 0.

Таким чином, гiпотеза про те, що множина суттєво анормальних чисел

буде суперфрактальною незалежно вiд вибору системи числення, в якiй

вона розглядається, спростована.
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Використовуючи пiдходи, якi розвиненi у попереднiх пунктах, знайдемо

загальнi достатнi умови аномальної фрактальностi множини Q∗-суттєво

анормальних чисел.

Теорема 3.5.2. Нехай Q∗ = ‖qik‖, i ∈ A = {0, 1, . . . , s− 1},
i нехай ∃ i0 ∈ A таке, що ∀α > 0 : lim

k→∞
sk · qαi0,k = 0.

Тодi dimH(L(Q∗)) = 0.

Доведення. Нехай I = {x : в Q∗ − розкладi числа x є безлiч цифр

«i0»}.
Покажемо, що dimH I = 0.

Зафiксуємо довiльне α > 0. Для заданого α та фiксованого ε > 0 вибе-

ремо k0 таке, щоб для ∀k > k0:s
k · qαi0,k < 1,

qi0,k < ε.

Розглянемо множини:

Ik0,1 = {x : ∆Q∗

α1(x)α2(x)...αk0−1(x)αk0(x)i0αk0+2(x)..., αj(x) ∈ {0, 1, . . . , s− 1}},

Ik0,2 = {x : ∆Q∗

α1(x)α2(x)...αk0(x)αk0+1(x)i0αk0+3(x)..., αj(x) ∈ {0, 1, . . . , s− 1}},

. . .

Ik0,l = {x : ∆Q∗

α1(x)α2(x)...αk0+l−2(x)αk0+l−1(x)i0αk0+l+1(x)..., αj(x) ∈ {0, 1, . . . , s− 1}}.

Нехай x ∈ I ⇒ x ∈ Ik0,l для деякого l ∈ N , ∀k0 ∈ N . А отже, з того, що

x ∈ I випливає, що x ∈
∞⋃
l=1

Ik0,l.

Множину Ik0,1 можна покрити за допомогою sk0 цилiндрiв виду

∆α1(x)α2(x)...αk0−1(x)αk0(x)i0, довжиною

|∆α1(x)α2(x)...αk0−1(x)αk0(x)i0| = qα1(x),1 · qα2(x),2 · . . . · qi0,k0+1 < qi0,k0+1.

Тодi α-об’єм даного покриття не перевищує

sk0 · qαi0,k0+1 = sk0 · q
α
2

i0,k0+1 · q
α
2

i0,k0+1 < q
α
2

i0,k0+1.
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Множину Ik0,2 можна покрити за допомогою sk0+1 цилiндрiв виду

∆α1(x)α2(x)...αk0(x)αk0+1(x)i0, довжиною

|∆α1(x)α2(x)...αk0(x)αk0+1(x)i0| = qα1(x),1 · qα2(x),2 · . . . · qi0,k0+2 < qi0,k0+2.

Тодi α-об’єм даного покриття не перевищує

sk0+1 · qαi0,k0+2 = sk0+1 · q
α
2

i0,k0+2 · q
α
2

i0,k0+2 < q
α
2

i0,k0+2.

Множину Ik0,l можна покрити за допомогою sk0+l−1 цилiндрiв виду

∆α1(x)α2(x)...αk0+l−2(x)αk0+l−1(x)i0, довжиною

|∆α1(x)α2(x)...αk0+l−2(x)αk0+l−1(x)i0| = qα1(x),1 · qα2(x),2 · . . . · qi0,k0+l < qi0,k0+l.

Тодi α-об’єм даного покриття не перевищує

sk0+l−1 · qαi0,k0+l = sk0+l−1 · q
α
2

i0,k0+l · q
α
2

i0,k0+l < q
α
2

i0,k0+l.

Множину I можна покрити, покривши всi Ik0,1, . . . , Ik0,l, . . .. Тодi вiдпо-

вiдний α-об’єм не перевищує:

q
α
2

i0,k0+1 + q
α
2

i0,k0+2 + . . .+ q
α
2

i0,k0+l + . . . =: ϕ(α, k0).

Покажемо, шо даний ряд збiгається. Нехай β = α
2 .

Очевидно, що lim
k→∞

sk · qβi0,k = 0, тому iснує M > 0 таке, що sk · qβi0,k 6M.

Отже, qβi0,k 6
M
sk
,∀k ∈ N . Отже,

qβi0,k0+1 + qβi0,k0+2 + . . .+ qβi0,k0+l + . . . 6
M

sk+1
+

M

sk+2
+ . . . =

M

2 · sk
<∞.

Отже, Hα
ε (
∞⋃
l=1

Ik0,l) <∞,∀ε > 0,∀α > 0.

Тому Hα
ε (I) <∞,∀ε > 0,∀α > 0.

Ряд
∞∑
k=1

q
α
2

i0,k
збiгається за умовою для довiльного α > 0. Його можна

представити у виглядi:
∞∑
k=1

q
α
2

i0,k
= sk0−1 + rk0−1, де sk0−1 =

k0−1∑
k=1

q
α
2

i0,k
i rk0−1 =
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∞∑
k=k0

q
α
2

i0,k
.

Легко бачити, що rk0−1 → 0 (при k0 →∞).

Тодi Hα(I) = lim
ε→0

Hα
ε (I) 6 lim

ε→0
ϕ(α, k0) = 0.

Звiдси dimH I = inf{α : Hα(I) = 0} = 0.

Ми показали, що dimH I = 0. Покажемо тепер, що з умови dimH I = 0

випливає рiвнiсть dimH(L(Q∗)) = 0.

Нехай x ∈ L(Q∗). Тодi lim
k→∞

Ni0(x,k)

k не iснує, а тому послiдовнiсть
{
Ni0(x,k)

k

}
має хоча б двi рiзнi частковi границi. Тодi хоча б одна з них не рiвна нулю,

тобто ∃{ks} : lim
s→∞

Ni0(x,ks)

ks
= c0 > 0, що свiдчить про те, що в Q∗-розкладi x

є безлiч цифр «i0», а отже, x ∈ I.
Отже, I ⊃ L(Q∗), a тому dimH(L(Q∗)) = 0.

3.6. Фрактальнi властивостi множини Q∗-анормальних чисел

Теорема 3.6.1. Нехай Q∗ = ‖qik‖, i ∈ {0, 1, 2, . . . , s− 1},

q1k = q2k = . . . = qs−1,k =


1

(s−1)(k+1)k+1 , якщо k ∈ B;

1
s , якщо k ∈ A.

q0k =

1− 1
(k+1)k+1 , якщо k ∈ B;

1
s , якщо k ∈ A.

,

де A = {n : n = 10k, k ∈ N}, B = {n : n 6= 10k, k ∈ N}.
Тодi dimH(D(Q∗)) = 0.

Доведення. Нехай i— довiльний фiксований символ з {1, 2, . . . , (s− 1)}.
Розглянемо множину

I∗i = {x : в Q∗ − розкладi числа x lim
k→∞

Ni(x, k)

k
> 0, i ∈ {1, 2, . . . , s− 1}}.

Виберемо деяке G ∈ N i занумеруємо елементи множини

B
⋂
{G,G+ 1, G+ 2, . . .} = {b1, b2, b3, . . .}.
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Розглянемо множини:

I∗G,1 = {x : ∆Q∗

α1(x)α2(x)...αb1−1(x)iαb1+1...
, αj(x) ∈ {0, 1, 2, . . . , s− 1}},

I∗G,2 = {x : ∆Q∗

α1(x)α2(x)...αb2−1(x)iαb2+1...
, αj(x) ∈ {0, 1, 2, . . . , s− 1}},

. . .

I∗G,k = {x : ∆Q∗

α1(x)α2(x)...αbk−1(x)iαbk+1...
, αj(x) ∈ {0, 1, 2, . . . , s− 1}}.

Зафiксуємо деяке α > 0. Тодi для α ∃ k0 ∈ N : ∀k > k0,
3
kα < 1.

Нехай x ∈ I∗i , тодi x ∈ I∗G,k для деякого k ∈ N, ∀G ∈ N . А тому,

x ∈
∞⋃
k=1

I∗G,k.

Множину I∗G,1 можна покрити за допомогою 3b1−1 цилiндрiв виду

∆α1(x)...αb1−1(x)i, довжиною

|∆α1(x)...αb1−1(x)i| = qα1(x)1 · . . . · qb1−1(x)(b1−1) · qib1 < qib1 =

=
1

(s− 1)(b1 + 1)b1+1
, (b1 > G)

Тодi α–об’єм даного покриття не перевищує:

3b1−1 ·
( 1

(s− 1)(b1 + 1)b1+1

)α
6
( 3

bα1

)b1−1

6
( 3

Gα

)G−1

.

Множину I∗G,2 можна покрити за допомогою 3b2−1 цилiндрiв виду

∆α1(x)...αb2−1(x)i, довжиною

|∆α1(x)...αb2−1(x)i| = qα1(x)1 · . . . · qb2−1(x)(b2−1) · qib2 < qib2 =

=
1

(s− 1)(b2 + 1)b2+1
, (b2 > G+ 1)

Тодi α–об’єм даного покриття не перевищує:

3b2−1 ·
( 1

(s− 1)(b2 + 1)b2+1

)α
6
( 3

bα2

)b2−1

6
( 3

Gα

)G
.
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Множину I∗G,k можна покрити за допомогою 3bk−1 цилiндрiв виду

∆α1(x)...αbk−1(x)i, довжиною

|∆α1(x)...αbk−1(x)i| = qα1(x)1 · . . . · qbk−1(x)(bk−1) · qibk <

< qibk =
1

(s− 1)(bk + 1)bk+1
, (bk > G+ k − 1)

Тодi α–об’єм даного покриття не перевищує:

3bk−1 ·
( 1

(s− 1)(bk + 1)bk+1

)α
6
( 3

bαk

)bk−1

6
( 3

Gα

)G+k−2

.

Таким чином, I∗i можна покрити, покривши усi множини I∗G,1, . . . , I
∗
G,k, . . ..

Тодi α–об’єм вiдповiдного покриття не перевищує

( 3

Gα

)G−1

+
( 3

Gα

)G
+ . . .+

( 3

Gα

)G+k−2

+ . . . =

(
3
Gα

)G−1

1− 3
Gα

=
3

Gα−3
·
( 3

Gα

)G−2

.

При G → ∞,
(

3
Gα

)G−2

→ 0. Тому Hα(I∗i ) = 0, ∀ α > 0. Отже,

dimH(I∗i ) = 0.

Розглянемо множину I∗ =
s−1⋃
i=1

I∗i . Так як dimH(I∗i ) = 0,∀ i ∈ {1, 2, . . . , s−

1}, то dimH(I∗) = 0.

Розглянемо тепер множину Î = I∗ = [0, 1] \ I∗.
Якщо x ∈ Î, то lim

k→∞
Ni(x,k)

k = 0,∀ i ∈ {1, 2, . . . , s− 1}.

Тому lim
k→∞

N0(x,k)
k = 1,∀ x ∈ Î.

Отже, для майже всiх (за виключенням множини нульової розмiрно-

стi Хаусдорфа-Безиковича) x ∈ [0, 1] : ν0(x) = 1, ν1(x) = ν2(x) = . . . =

νs−1(x) = 0.

Оскiльки D(Q∗) ⊂ I∗, то dimH(D(Q∗)) = 0.

3.7. Топологiчнi властивостi пiдмножин анормальних чисел

Введемо до розгляду узагальнене цилiндричне зображення дiйсних чи-

сел одиничного вiдрзка.
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1−ий крок. Вiдрiзок [0, 1] розбиваємо на скiнченну або зчисленну кiль-

кiсть цилiндрiв (< aj, bj >), якi можуть мати спiльнi внутрiшнi точки, або

не мати їх. Занумеруємо їх ( це можна, зокрема, зробити за спаданням їх

довжини, а у випадку однакових довжин - злiва направо) та позначимо:

∆0,∆1,∆2, . . . ,∆i1, . . . , i1 ∈ A i назвемо їх цилiндрами першого рангу.

2 − ий крок. Кожен з цилiндрiв ∆i1 представимо у виглядi об’єднання

цилiндрiв другого рангу ∆i1i2, де i2 ∈ Ai1.

Кожен з цилiндрiв ∆i1 може розбиватися на свою кiлькiсть цилiндрiв

другого рангу, в рiзнiй пропорцiї з єдиною умовою: ∆i1 =
⋃

i2∈Ai1
∆i1i2, Ai1 ⊃

{0, 1}.
Для кожного цилiндра ∆i1 першого рангу зафiксуємо нумерацiю пiдци-

лiндрiв другого рангу ∆i10,∆i11, . . ..

k − ий крок. Аналогiчно: ∆i1i2...ik−1 =
⋃

ik∈Ai1i2...ik−1
∆i1i2...ik−1ik .

Крiм того, накладемо вимогу: lim
k→∞

max
(i1i2...ik)

|∆i1i2...ik| = 0.

Тодi для довiльної послiдовностi символiв {ik}, ij ∈ Ai1i2...ij−1, i1 ∈ A
вiдповiдна система вкладених вiдрiзкiв ∆i1,∆i1i2, . . . ,∆i1i2...ik, . . . стягується

в точку x:

x =
∞⋂
k=1

∆i1i2...ik.

I навпаки,

∀x ∈ [0, 1] ∃ i1(x) ∈ A,∃ i2(x) ∈ Ai1(x), . . . ,∃ ik(x) ∈ Ai1(x)i2(x)...ik−1(x), . . . :

x =
∞⋂
k=1

∆i1(x)i2(x)...ik(x) =: ∆G∗

i1(x)i2(x)...ik(x)... (3.10)

Зображення (3.10) називатимемо узагальненим цилiндричним зобра-

женням точки x ∈ [0, 1], або G∗-зображенням.

Зауваження. Провiвши аналогiчнi мiркування, можна задати узагаль-

нене цилiндричне розбиття квадрата, куба тощо. Але при цьому потрiбно

враховувати двi умови:
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1. Лiнiї (поверхнi), якими здiйснюватиметься розбиття квадрата (куба), по-

виннi мати нульову довжину (площу).

2. Дiаметри цилiндрiв k−го ранку повиннi прямувати до нуля при k →∞.

Частковими випадками такого зображення є s-адичнi розклади,Q-,Q∗-,

Q̃-, Q∞- розклади, розклади чисел в ряди Остроградського, ряди Кантора,

ланцюговi дроби, f–розклади.(див. [3], [2]) Термiн «цилiндричне зображе-

ння» був запропонований В. Д. Кошманенком.

Як приклад розглянемо цилiндричне зображення дiйсних чисел iз змiн-

ним алфавiтом.

Нехай A = {0, 1}.
A0 = {0, 1}, A1 = {0, 1, 2}.
A00 = A01 = A10 = A11 = {0, 1}, A12 = {0, 1, 2, 3}

Тодi на k-му кроцi матимемо:

Ai1i2...ik =

{0, 1, . . . , k + 1}, якщо (i1, i2, . . . , ik) = (1, 2, . . . , k),

{0, 1}, якщо (i1, i2, . . . , ik) 6= (1, 2, . . . , k).

Для даногоG∗–розкладу спостерiгається несподiваний феномен: довiль-

на цифра «i»(i > 2) в розкладi довiльного числа x ∈ [0, 1] зустрiчається

лише скiнченну кiлькiсть разiв. Тому ∀ νi(x) = 0, ∀ i > 2 ∀ x ∈ [0, 1].

А це означає, що в такiй системi числення не iснує жодного сут-

тєво анормального числа.

Означення 3.7.1. Множина D(G∗) = {x : в G∗–розкладi x ∃ i, для

якого lim
x→∞

Ni(x,k)
k не iснує} називається множиною анормальних чисел в G∗–

зображеннi.

Теорема 3.7.1. Для довiльного узагальненого цилiндричного зображе-

ння множина D(G∗) анормальних чисел є множиною другої категорiї

Бера, тобто, майже всi (в топологiчному розумiннi) дiйснi числа є анор-

мальними.
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Доведення. Розглянемо множину

D
(01)
G∗ = {x : lim

k→∞

N0(x, k)

k
∧ lim

k→∞

N1(x, k)

k
не iснує} ⊂ DG∗.

Розглянемо послiдовнiсть множин Cn:

Cn = {x : x = ∆G∗

α1...αn 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

β1β2β3...
},

де



α1 ∈ A,

α2 ∈ Ai1,

α3 ∈ Ai1i2,

...

αn ∈ Ai1i2...in−1.

i βj ∈ N , j ∈ N .

Нехай k′n(0) = 2n, k′′n(0) = 3n.

Тодi
N0(x, k

′
n(0))

k′n(0)
=
n+ τ0(x, n)

2n
,
N0(x, k

′′
n(0))

k′′n(0)
=
n+ τ0(x, n)

3n
,

де τ0(x, n) — кiлькiсть цифр «0» серед перших n цифр числа x.

Легко перевiрити, що∣∣∣∣∣N0(x, k
′
n(0))

k′n(0)
− N0(x, k

′′
n(0))

k′′n(0)

∣∣∣∣∣ =
n+ τ0(x, n)

6n
>

1

6
.

Нехай k′n(1) = 2n, k′′n(1) = 3n.

Тодi
N1(x, k

′
n(1))

k′n(1)
=
τ1(x, n)

2n
,
N1(x, k

′′
n(1))

k′′n(1)
=
n+ τ1(x, n)

3n
,

де τ1(x, n) — кiлькiсть цифр «1» серед перших n цифр числа x.

Легко перевiрити, що∣∣∣∣∣N1(x, k
′
n(1))

k′n(1)
− N1(x, k

′′
n(1))

k′′n(1)

∣∣∣∣∣ =
2n− τ1(x, n)

6n
>

1

3
.
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Нехай In– внутрiшнiсть Cn, Jn =
∞⋃
k=n

Ik i F =
∞⋂
n=1

Jn. З конструкцiї

множини F слiдує, що F є Gδ–множиною. Покажемо, що F – всюди щiльна

множина. Для цього досить показати, що ∀ (a, b) ∃ x ∈ F
⋂

(a, b).

Очевидно, що для ∀ (a, b) iснує такий цилiндр деякого (m–го) рангу,

що:

∆γ1γ2...γm ⊂ (a, b).

Розглянемо x∗ = ∆γ1γ2...γm 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
3m

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
3m

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
3k·m

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
3k·m

...

Легко бачити, що x∗ ∈ Im
⋂
I3m

⋂
. . .
⋂
I3k·m

⋂
. . . =

∞⋂
k=0

I3k·m ⇒ x∗ ∈

Jn,∀n ∈ N ⇒ x∗ ∈ F .

Таким чином, множина F - всюди щiльна.

Якщо x ∈ F , то x ∈ Jn, ∀ n ∈ N . Таким чином, iснує зростаюча

послiдовнiсть цiлих чисел {nm} така, що x ∈ Inm для всiх m ∈ N . От-

же, для будь-якого фiксованого x ∈ F i будь-якого i можемо вибрати двi

послiдовностi k′nm(i) i k′′nm(i) такi, що∣∣∣∣∣Ni(x, k
′
n(i))

k′n(i)
− Ni(x, k

′′
n(i))

k′′n(i)

∣∣∣∣∣ > 1

6
.

Отже, F ⊂ D
(01)
G∗ ⊂ D(G

∗) i F є всюди щiльною Gδ–множиною. Тому

D(G
∗) має другу категорiю Бера (бiльше того, D(G∗) — залишкова множи-

на) для довiльного узагальненого цилiндричного зображення.
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена розвитку методiв фрактального аналi-

зу сингулярно неперервних ймовiрнiсних мiр, вивченню тонких фракталь-

них властивостей ймовiрнiсних мiр з незалежними I-Q∞-символами. В ро-

ботi запропоновано новий пiдхiд до розвитку метричної, ймовiрнiсної та

розмiрнiсної теорiй дiйсних чисел на основi iдеї G-iзоморфiзму. На основi

здiйснених в роботi нових пiдходiв до доведення довiрчостi (для обчисле-

ння розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича) локально тонких систем покрит-

тiв, отримано новi результати в теорiї DP-перетворень та дослiджено фра-

ктальнi властивостi спектрiв розподiлiв випадкових величин з незалежни-

ми I-Q∞-символами. Принципово несподiваними є результати щодо спро-

стування гiпотези про суперфрактальнiсть множини суттєво анормальних

чисел незалежно вiд обраної системи числення.

Основними науковими результатами, що виносяться на захист, є такi:

— розроблено новий метод доведення довiрчостi локально тонких си-

стем покриттiв для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича

пiдмножин одиничного вiдрiзка; даний метод застосовано для до-

ведення гiпотези про довiрчiсть систем надцилiндрiв Q∞- та I-Q∞-

зображень дiйсних чисел для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–

Безиковича (у тому числi i для тих моделей, коли вiдповiднi системи

цилiндрiв не є довiрчими); знайдено достатнi умови порiвнянностi

мiр Хаусдорфа, породжених системою надцилiндрiв узагальненого

F -зображення дiйсних чисел;

— дослiджено лебегiвську структуру, тополого-метричнi властивостi

спектрiв, спектральну структуру розподiлiв випадкових величин з

незалежними I-Q∞-символами;
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— знайдено явнi формули для обчислення розмiрностi Хаусдорфа роз-

подiлiв випадкових величин з незалежними I-Q∞-символами.

— доведено гiпотезу про те, що вiдображення ϕ, яке переводить симво-

лиQ∞-зображення в символи I-Q∞-зображення, зберiгає мiру Лебе-

га та розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича на одиничному вiдрiзку;

на основi даного результату показано iзоморфiзм ймовiрнiсних та

розмiрнiсних теорiй Q∞- та I-Q∞-зображень дiйсних чисел;

— дослiджено фрактальнi властивостi спектрiв розподiлiв випадкових

величин з незалежними I-Q∞-символами;

— на основi ймовiрнiсного пiдходу доведено суперфрактальнiсть мно-

жини Q-суттєво анормальних чисел; доведено суперфрактальнiсть

множини I-Q∞-суттєво анормальних чисел;

— спростовано гiпотезу про суперфрактальнiсть множини суттєво анор-

мальних чисел незалежно вiд вибору системи числення; знайде-

но достатнi умови аномальної фрактальностi множини Q∗-суттєво

анормальних чисел.
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G. Iommi // Journal of Number Theory. — 2009. — Vol. 129, № 6. —

P. 1479–1490.

[97] Kraaikamp C. On a problem of Schweiger concerning normal numbers

/ C. Kraaikamp, H. Nakada // Journal of Number Theory. — 2001. —

Vol. 86, № 2. — P. 330–340.

[98] Olsen L. Applications of multifractal divergence points to some sets of

d-tuples of numbers defined by their N -adic expansion / L. Olsen // Bull.

Sci. Math.— 2004. — Vol. 128. — P. 265–289.

[99] Olsen L. Applications of multifractal divergence points to sets of numbers

defined by their N -adic expansion / L. Olsen // Math. Proc. Cambridge

Phil. Soc.— 2004. — Vol. 136, № 1. — P. 139–165.

[100] Olsen L. Extremely non-normal continued fractions / L. Olsen // Acta

Arithmetica. — 2003. — Vol. 108, № 2. — P. 191–202.

[101] Olsen L. Normal and non-normal points of self-similar sets and divergence

points of self-similar measures / L. Olsen, S. Winter // Journal of the



163

London Mathematical Society. — 2003. — Vol. 67, № 1. — P. 103–122.

[102] Працьовитий М. В. Суперфрактальнiсть множини чисел, якi не ма-

ють частоти n-адичних знакiв, та фрактальнi розподiли ймовiрностей

/ М. В. Працьовитий, Г. М. Торбiн // Укр. мат. журн.— 1995. —

Т. 47, № 7. — С. 971–975.

[103] Kempton T. Digit frequencies and Bernoulli convolutions / T. Kempton

// Indagationes Mathematicae. — 2014. — Vol. 25, № 4. — P. 832–842.

[104] Edgar G. A. Measure, topology, and fractal geometry / G. A. Edgar.

Undergraduate texts in mathematics. — 2nd ed edition. — New York :

Springer-Verlag, 2008. — xv, 268 p.

[105] Гливенко Е. В. О мере типа Хаусдорфа / Е. В. Гливенко // Матема-

тический сборник. — 1956. — Т. 39 (81), № 4. — С. 423–432.

[106] Ивашев-Мусатов О. С. m-множества и h-меры / О. С. Ивашев-

Мусатов // Матем. заметки. — 1968. — Т. 3, № 4. — С. 441–447.

[107] Марков Н. Г. Гармоническая мера и мера Хаусдорфа / Н. Г. Марков

// Докл. АН СССР. — 1985. — Т. 280, № 3. — С. 545–548.

[108] Федерер Г. Геометрическая теория меры / Г. Федерер. — Москва :

Наука, 1987. — 760 с.

[109] Шалат Т. О мере Хаусдорфа линейных множеств / Т. Шалат // Че-

хословацкий математический журнал. — 1961. — Т. 11 (86), № 1. —

С. 24–56.

[110] Bandt C. Some questions and examples concerning Hausdorff measures

/ C. Bandt, U. Feiste // Mathematische Nachrichten. — 1981. — Vol. 104,

№ 1. — P. 171–182.

[111] Besicovitch A. S. On the Kolmogoroff maximum and minimum mea-

sures / A. S. Besicovitch // Mathematische Annalen. — 1937. — Vol. 113,

№ 1. — P. 416–423.

[112] Besicovitch A. S. On the fundamental geometrical properties of linearly

measurable plane sets of points (II) / A. S. Besicovitch // Mathematische



164

Annalen. — 1938. — Vol. 115, № 1. — P. 296–329.

[113] Besicovitch A. S. On the fundamental geometrical properties of linearly

measurable plane sets of points (III) / A. S. Besicovitch //Mathematische

Annalen. — 1939. — Vol. 116, № 1. — P. 349–357.

[114] Besicovitch A. S. On density of perfect sets / A. S. Besicovitch // Journal

of the London Mathematical Society. — 1956. — Vol. s1-31, № 1. — P. 48–

53.

[115] Besicovitch A. S. On fundamental geometric properties of plane line-sets

/ A. S. Besicovitch // Journal of the London Mathematical Society. —

1964. — Vol. s1-39, № 1. — P. 441–448.
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[144] Barański K. Hausdorff dimension of the limit sets of some planar geomet-
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[160] Gács P. Hausdorff-dimension and probability distributions / P. Gács
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