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Çàãàëüíà õàðàêòåðèñòèêà ðîáîòè

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Âèíèêíåííÿ òåîði¨ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ ïîâ'ÿçàíå ç âèâ÷åííÿì

ÿâèùà òóðáóëåíòíîñòi. Çàïî÷àòêóâàííÿ òåîði¨ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

â ðîáîòàõ Ê. Iòî òà I. I. Ãiõìàíà i À. Â. Ñêîðîõîäà äîçâîëèëî îòðèìóâàòè içîòðîïíi

âèïàäêîâi ïîëÿ, ùî áóëè ââåäåíi Õ. Ï. Ðîáåðòñîíîì â ÿêîñòi ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi òóð-

áóëåíòíèõ ïîòîêiâ òà äîñëiäæóâàëèñÿ â ðîáîòàõ Ñ. Iòî, Ê. Iòî i À. Ì. ßãëîìà, ó âèãëÿäi

âèïàäêîâèõ àíàëîãiâ ôàçîâèõ ïîòîêiâ, ïîðîäæåíèõ çâè÷àéíèìè äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâ-

íÿííÿìè. Ñòîõàñòè÷íi ïîòîêè, ùî ïîðîäæóþòüñÿ ðîçâ'ÿçêàìè ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü, áóëè äåòàëüíî äîñëiäæåíi â ðîáîòàõ Õ. Êóíiòè, îñíîâíi ðåçóëüòàòè

ÿêèõ áóëè îïóáëiêîâàíi â 1990 ðîöi ó âèãëÿäi ìîíîãðàôi¨.

Îäíàê, âæå â 1979 ðîöi â äèñåðòàöi¨ Ð. À. Àððàòüÿ áóëè ðîçãëÿíóòi ñiìåéñòâà ïðîñòèõ

âèïàäêîâèõ áëóêàíü íà öiëî÷èñåëüíié  ðàòöi, êîæíi äâà ç ÿêèõ ñêëåþþòüñÿ â ìîìåíò

çóñòði÷i, i ïîêàçàíî, ùî ñëàáêîþ ãðàíèöåþ öèõ ñiìåéñòâ ¹ ñiìåéñòâî áðîóíiâñüêèõ ðó-

õiâ, ùî ñêëåþþòüñÿ. Õî÷à âiäîìî, ùî òàêà ñèñòåìà áðîóíiâñüêèõ ðóõiâ íå ìîæå áóòè

ïîáóäîâàíà ÿê ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ðåãóëÿð-

íèìè êîåôiöi¹íòàìè, ïðèðîäíî òàêi ñèñòåìè òåæ íàçèâàòè ñòîõàñòè÷íèìè ïîòîêàìè. Ó

ïðîñòîðàõ ðîçìiðíîñòi äâà òà òðè ñòîõàñòè÷íi ïîòîêè çi ñêëåþâàííÿì áóëè ïîáóäîâàíi

Ð. Â. Ð. Äàðëiíãîì.

Â 1984 ðîöi Ò. Å. Õàððiñ ðîçãëÿíóâ áðîóíiâñüêi ñòîõàñòè÷íi ïîòîêè, ÿêi ¹ óçàãàëü-

íåííÿìè ïîòîêó Àððàòüÿ, òà äîâiâ ¨õí¹ iñíóâàííÿ ïðè äåÿêèõ óìîâàõ íà êîâàðiàöiéíó

ôóíêöiþ.

Ïðèáëèçíî ç öüîãî ÷àñó ïî÷èíà¹òüñÿ iíòåíñèâíå äîñëiäæåííÿ áðîóíiâñüêèõ ñòîõà-

ñòè÷íèõ ïîòîêiâ. Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà âiäñòàíi ìiæ áóäü-ÿêèìè äâîìà ÷àñòèíêàìè

içîòðîïíèõ áðîóíiâñüêèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ â åâêëiäîâèõ ïðîñòîðàõ äîâiëüíî¨ ðîçìið-

íîñòi áóëà âñòàíîâëåíà I. Ëåæàíîì. Åâîëþöiÿ ãåîìåòðè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ìíîæèí ïiä

äi¹þ içîòðîïíèõ áðîóíiâñüêèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ âèâ÷àëàñÿ â ðîáîòàõ Ï. Áàêñåíäàëÿ

i Ò. Å. Õàððiñà, Â. Â. Ïiòåðáàðãà, Ì. Êðàíñòîíà i I. Ëåæàíà, Ã. Äiìiòðîâà i Ì. Øîéöîâà,

Ñ. Âàäëàìàíi i Ð. Äæ. Àäëåðà òà iíøèõ àâòîðiâ. Iíøèì ïèòàííÿì, ïîâ'ÿçàíèì ç ãåîìåòði-

¹þ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ, ïðèñâÿ÷åíà ìîíîãðàôiÿ Ô. Áîäóåíà. Ïèòàííÿ ïåðåíîñó ìàñè

áðîóíiâñüêèìè ñòîõàñòè÷íèìè ïîòîêàìè äåòàëüíî âèâ÷àëèñÿ â ðîáîòàõ Ê. Ë. Çiðáåëÿ i

Å. ×iíëàðà, à òàêîæ â äèñåðòàöi¨ Ê. Ë. Çiðáåëÿ.

Ðiçíîìàíiòíèì ïèòàííÿì, ïîâ'ÿçàíèì ç òåîði¹þ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ, ïðèñâÿ÷åíà

ìîíîãðàôiÿ À. À. Äîðîãîâöåâà. Òàê, â íié ðîçãëÿíóòî ñòîõàñòè÷íi ïîòîêè, ïîðîäæåíi

ñòîõàñòè÷íèìè äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè çi âçà¹ìîäi¹þ, îòðèìàíî ïðåäñòàâëåííÿ

Êëàðêà äëÿ ôóíêöiîíàëiâ âiä ïîòîêó Àððàòüÿ, ïîáóäîâàíî ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàë çà

öèì ïîòîêîì i ç éîãî âèêîðèñòàííÿì âñòàíîâëåíî àíàëîã òåîðåìè Ãiðñàíîâà äëÿ ïîòîêó

Àððàòüÿ çi çíîñîì, à òàêîæ äîâåäåíî, ùî n-òî÷êîâi ðóõè ïîòîêiâ Õàððiñà çi ñêií÷åí-

1



íèì ðàäióñîì âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè ñëàáêî çáiãàþòüñÿ äî n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêó

Àððàòüÿ, êîëè öåé ðàäióñ ïðÿìó¹ äî íóëÿ.

Ïîäàëüøèé ðîçâèòîê öåé íàïðÿì îòðèìàâ â ðîáîòàõ ó÷íiâ À. À. Äîðîãîâöåâà. Òàê,

Ì. Ï. Ëàãóíîâîþ áóâ âñòàíîâëåíèé àíàëîã çàêîíó ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìó äëÿ ñòîõà-

ñòè÷íèõ ïîòîêiâ, ïîðîäæåíèõ ðîçâ'ÿçêàìè ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi

âçà¹ìîäi¹þ, à Ò. Â. Ìàëîâi÷êî äëÿ òàêèõ ïîòîêiâ áóëà äîâåäåíà òåîðåìà Ãiðñàíîâà.

Òðîõè ðàíiøå Ò. Â. Ìàëîâi÷êî áóâ äîâåäåíèé ðåçóëüòàò ïðî çáiæíiñòü n-òî÷êîâèõ ðóõiâ

ïîòîêiâ Õàððiñà äî n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêó Àððàòüÿ äëÿ âèïàäêó, êîëè êîâàðiàöiéíi

ôóíêöi¨ öèõ ïîòîêiâ Õàððiñà ïîòî÷êîâî çáiãàþòüñÿ âæå íå äî iíäèêàòîðà íóëÿ, ÿêèé ¹

êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ ïîòîêó Àððàòüÿ, à äî äîâiëüíî¨ äîäàòíî âèçíà÷åíî¨ ôóíêöi¨,

ÿêà ìîæå ïðèéìàòè âiäìiííå âiä íóëÿ çíà÷åííÿ â ùîíàéáiëüøå òðüîõ òî÷êàõ äiéñíî¨

âiñi.

Â ðîáîòàõ Â. Â. Êîíàðîâñüêîãî âèâ÷àëèñÿ ñèñòåìè áðîóíiâñüêèõ ÷àñòèíîê, ùî ñêëå-

þþòüñÿ, â ÿêèõ âçà¹ìîäiÿ ìiæ ÷àñòèíêàìè çàëåæèòü òàêîæ âiä ¨õíüî¨ ìàñè. Êðiì òîãî,

â ðîáîòàõ À. Þ. Ïèëèïåíêà äîñëiäæóâàëèñü ñòîõàñòè÷íi ïîòîêè ç âiäáèòòÿì.

Ïðèíöèï âåëèêèõ âiäõèëåíü äëÿ áðîóíiâñüêèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ ç ãëàäêîþ êîâà-

ðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ òà äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ áóâ îòðèìàíèé â ðîáîòi À. À. Äîðîãîâöåâà

i Î. Â. Îñòàïåíêî. Â ðîáîòi I. I. Íiùåíêî áóëà ïîáóäîâàíà äèñêðåòíà ñõåìà íàáëèæåíü

Îéëåðà�Ìàðóÿìè äëÿ ïîòîêiâ Õàððiñà. Ïðè öüîìó â äèñêðåòíîìó íàáëèæåííi ïîòîêó

Õàððiñà, íà âiäìiíó âiä ñàìîãî ïîòîêó, ìîæå ñïîñòåðiãàòèñÿ ïîðóøåííÿ âïîðÿäêîâàíî-

ñòi ÷àñòèíîê. Øâèäêiñòü çáiæíîñòi êiëüêiñíèõ õàðàêòåðèñòèê òàêîãî ïîðóøåííÿ âèâ÷à-

ëèñÿ Ê. Â. Ãëèíÿíîþ, ÿêîþ òàêîæ áóëî îòðèìàíî ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ äi¨ íàïiâãðóïè

n-òî÷êîâîãî ðóõó ïîòîêó Õàððiñà íà ôóíêöiþ ç ÿäðà ¨¨ ãåíåðàòîðà.

Â ðîáîòi Ï. Ï. ×åðíåãè ðîçãëÿäàâñÿ ëîêàëüíèé ÷àñ â íóëi äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ. Àñèì-

ïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ñïiëüíîãî ðîçïîäiëó âçà¹ìíèõ êóòiâ îáõîäó ÷àñòèíîê â içîòðîïíîìó

áðîóíiâñüêîìó ñòîõàñòè÷íîìó ïîòîöi âñòàíîâëåíà â ðîáîòi Â. Î. Êóçíåöîâà. Â ðîáîòi

À. À. Äîðîãîâöåâà, À. Â. Ãíåäiíà i Ì. Á. Âîâ÷àíñüêîãî áóâ äîâåäåíèé àíàëîã çàêîíó

ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìó äëÿ ðîçìiðó ìàêñèìàëüíîãî êëàñòåðà ïîòîêó Àððàòüÿ ïðè ìà-

ëèõ çíà÷åííÿõ ÷àñîâîãî ïàðàìåòðà. Â ðîáîòi ß. À. Êîðåíîâñüêî¨ áóëè îòðèìàíi îöiíêè

íà ïîïåðå÷íèê îáðàçó êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè ïiä äi¹þ ñèëüíîãî âèïàäêîâîãî îïåðàòîðà,

ïîðîäæåíîãî ïîòîêîì Àððàòüÿ.

Â ðîáîòàõ Ð. Òðàéáà i Î. Çàáîðîíñüêîãî äîñëiäæóâàëèñÿ âèïàäêîâi òî÷êîâi ïðîöåñè,

ïîðîäæåíi ïîòîêîì Àððàòüÿ òà êîíòèíóàëüíîþ ñèñòåìîþ áðîóíiâñüêèõ ÷àñòèíîê, ùî

àíiãiëþþòü ó ìîìåíò çóñòði÷i. Çîêðåìà, íèìè áóëî äîâåäåíî, ùî öi ïðîöåñè ¹ ïôàôôî-

âèìè, òà áóëè îòðèìàíi ¨õíi ÿäðà.

Ïîïðè iíòåíñèâíi äîñëiäæåííÿ áðîóíiâñüêèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ âñå ùå âiäñóòí¹

ïîâíå ðîçóìiííÿ ïîâ'ÿçàíèõ ç íèìè ôåíîìåíiâ. Çîêðåìà, çàëèøàþòüñÿ âiäêðèòèìè áàãà-

òî ïèòàíü, ïîâ'ÿçàíèõ iç íàáëèæåííÿì áðîóíiâñüêèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ iç ñèíãóëÿð-

íîþ âçà¹ìîäi¹þ òèïó ïîòîêó Àððàòüÿ äèôåîìîðôíèìè áðîóíiâñüêèìè ñòîõàñòè÷íèìè
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ïîòîêàìè. Â äàíié äèñåðòàöiéíié ðîáîòi íàâîäÿòüñÿ âiäïîâiäi íà äåÿêi ç öèõ ïèòàíü, à

ñàìå, âèâ÷à¹òüñÿ ôåíîìåí êîíöåíòðàöi¨ ìàñè â äèôåîìîðôíèõ áðîóíiâñüêèõ ñòîõàñòè-

÷íèõ ïîòîêàõ ç ìàëèì ðàäióñîì âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè òà äîñëiäæó¹òüñÿ çáiæíiñòü

¨õíiõ n-òî÷êîâèõ ðóõiâ äî n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêó Àððàòüÿ. Êðiì òîãî, âñòàíîâëþ¹-

òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ìîìåíòiâ âiäñòàíi ìiæ ÷àñòèíêàìè òà n-òî÷êîâèõ ðóõiâ

äëÿ øèðîêèõ êëàñiâ áðîóíiâñüêèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ òà çíàõîäèòüñÿ ðîçïîäië ÷èñëà

êëàñòåðiâ ó ïîòîöi Àððàòüÿ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Ðîáîòà âèêîíàíà

â Iíñòèòóòi ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè ó âiääiëi òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ â ðàìêàõ

äåðæáþäæåòíèõ òåì ¾Ñòîõàñòè÷íèé àíàëiç ñêëàäíèõ ñèñòåì¿, äåðæàâíèé ðå¹ñòðàöié-

íèé íîìåð 0111U001002, òà ¾Ñòîõàñòè÷íi ñèñòåìè iç ñèíãóëÿðíîþ âçà¹ìîäi¹þ¿, äåðæàâ-

íèé ðå¹ñòðàöiéíèé íîìåð 0116U002066.

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äàíî¨ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ äîñëiäæåííÿ àïðî-

êñèìàöi¨ áðîóíiâñüêèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ iç ñèíãóëÿðíîþ âçà¹ìîäi¹þ äèôåîìîðôíè-

ìè áðîóíiâñüêèìè ñòîõàñòè÷íèìè ïîòîêàìè. Öÿ ìåòà âêëþ÷à¹ â ñåáå íàñòóïíi çàäà÷i:

• âñòàíîâëåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ìîìåíòiâ âiäñòàíi ìiæ ÷àñòèíêàìè áðîó-

íiâñüêèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ òà ìîìåíòiâ ¨õíiõ n-òî÷êîâèõ ðóõiâ;

• îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi ìið, ïåðåíåñåíèõ äèôåîìîðôíèìè ïîòîêàìè Õàððiñà,

òà äîñëiäæåííÿ ¨õíiõ îáëàñòåé êîíöåíòðàöi¨;

• çíàõîäæåííÿ ðîçïîäiëó ÷èñëà êëàñòåðiâ ó ïîòîöi Àððàòüÿ.

Îá'¹êò i ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ. Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ � áðîóíiâñüêi ñòîõàñòè÷íi

ïîòîêè òà ïîðîäæåíi íèìè ìiðîçíà÷íi âèïàäêîâi ïðîöåñè. Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ � âiä-

ñòàíü ìiæ ÷àñòèíêàìè áðîóíiâñüêèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ, n-òî÷êîâi ðóõè öèõ ïîòîêiâ

òà iíòåíñèâíiñòü ïåðåòèíiâ ðiâíÿ ùiëüíîñòÿìè ïåðåíåñåíèõ íèìè ìið, à òàêîæ âèïàäêî-

âi òî÷êîâi ïðîöåñè, ïîðîäæåíi áðîóíiâñüêèìè ñòîõàñòè÷íèìè ïîòîêàìè iç ñèíãóëÿðíîþ

âçà¹ìîäi¹þ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè òåîði¨ éìî-

âiðíîñòåé, òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ òà ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó.

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðî-

áîòè, ÿêi âèçíà÷àþòü ¨¨ íàóêîâó íîâèçíó òà âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, íàñòóïíi:

• çíàéäåíî àñèìïòîòèêó ìîìåíòiâ âiäñòàíi ìiæ ÷àñòèíêàìè ó ïîòîêàõ Õàððiñà òà

àñèìïòîòèêó ìîìåíòiâ ¨õíiõ n-òî÷êîâèõ ðóõiâ;
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• âñòàíîâëåíî ñëàáêó çáiæíiñòü n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêiâ Õàððiñà ïðè íàáëèæåííi

âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè äî ñèíãóëÿðíî¨ äî n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêó Àððàòüÿ;

• îòðèìàíî îöiíêó âiäñòàíi Âàñåðøòåéíà ìiæ ðîçïîäiëàìè ìiðè, ïåðåíåñåíî¨ ïîòîêîì

Õàððiñà ç ìàéæå ñèíãóëÿðíîþ âçà¹ìîäi¹þ ìiæ ÷àñòèíêàìè òà ïîòîêîì Àððàòüÿ;

• îá÷èñëåíà iíòåíñèâíiñòü ïåðåòèíiâ ðiâíÿ ùiëüíiñòþ îáðàçó ìiðè Ëåáåãà ïiä äi¹þ

äèôåîìîðôíîãî áðîóíiâñüêîãî ñòîõàñòè÷íîãî ïîòîêó òà âñòàíîâëåíà ¨¨ àñèìïòîòè-

÷íà ïîâåäiíêà ïðè ïðÿìóâàííi âèñîòè ðiâíÿ äî íåñêií÷åííîñòi;

• çíàéäåíî ðîçïîäië ÷èñëà êëàñòåðiâ ó ïîòîöi Àððàòüÿ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà íîñèòü òåî-

ðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü ìàòè ïîäàëüøi çàñòîñóâàííÿ â ðiçíî-

ìàíiòíèõ ðîçäiëàõ òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ òà òåîði¨ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ i âèáið ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ â

äèñåðòàöiéíié ðîáîòi òà ó ñïiëüíié ñòàòòi1, ðåçóëüòàòè ÿêî¨ ïîêëàäåíi â îñíîâó ïiä-

ðîçäiëó 2.2 äèñåðòàöi¨, íàëåæàòü íàóêîâîìó êåðiâíèêó äèñåðòàíòà, äîêòîðó ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðó À. À. Äîðîãîâöåâó. Óñi ïðåäñòàâëåíi â äèñåðòàöi¨ ðå-

çóëüòàòè îòðèìàíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè äîïîâiäàëèñü

i îáãîâîðþâàëèñü íà íàñòóïíèõ êîíôåðåíöiÿõ òà íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ:

• International Conference Dedicated to the 80th Anniversary of Prof. A. Ya. Dorogovtsev

¾Stochastic Processes in Abstract Spaces¿, October 14�16, 2015, Kyiv, Ukraine;

• International Workshop in Honour of Prof. V. V. Buldygin ¾Limit Theorems in Probabi-

lity Theory, Number Theory and Mathematical Statistics¿, October 10�12, 2016, Kyiv,

Ukraine;

• ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ, ïðèñâÿ÷åíà 100-ði÷÷þ ç äíÿ íà-

ðîäæåííÿ àêàäåìiêà Íàöiîíàëüíî¨ àêàäåìi¨ íàóê Óêðà¨íè, ïðîôåñîðà Þ. Î. Ìè-

òðîïîëüñüêîãî, 7�10 ÷åðâíÿ 2017 ðîêó, Êè¨â, Óêðà¨íà;

• íàóêîâîìó ñåìiíàði ¾×èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà òà éîãî çàñòîñóâàííÿ¿ Iíñòèòóòó ìàòå-

ìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè ïiä êåðiâíèöòâîì äîêòîðà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðî-

ôåñîðà À. À. Äîðîãîâöåâà.

1Dorogovtsev A. A., Fomichov V. V. The rate of weak convergence of the n-point motions of Harris

�ows // Dynamic Systems and Applications 25:3 (2016) 377�392.
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Ïóáëiêàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíi â ï'ÿòè ñòàòòÿõ ó ôàõîâèõ âèäàííÿõ,

òðè ç ÿêèõ ó æóðíàëàõ, ùî iíäåêñóþòüñÿ â íàóêîìåòðè÷íié áàçi Scopus, i â òðüîõ çáiðêàõ

òåç ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöié.

Ñòðóêòóðà i îáñÿã ðîáîòè. Äèñåðòàöiÿ çàãàëüíèì îáñÿãîì 134 ñòîðiíêè ñêëàäà¹òüñÿ

ç àíîòàöié óêðà¨íñüêîþ òà àíãëiéñüêîþ ìîâàìè, âñòóïó, ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ,

ñïèñêó âèêîðèñòàíî¨ ëiòåðàòóðè, ùî ìiñòèòü 74 íàéìåíóâàííÿ, òà äîäàòêó çi ñïèñêàìè

îïóáëiêîâàíèõ ïðàöü çäîáóâà÷à çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ i íàóêîâèõ ñåìiíàðiâ i êîíôåðåíöié,

íà ÿêèõ äîïîâiäàëèñü îòðèìàíi ðåçóëüòàòè.

Îãëÿä îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè. Îñíîâíà ÷àñòèíà äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ñêëà-

äà¹òüñÿ ç ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ.

Ïåðøèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ñêií÷åííèõ ñó-

êóïíîñòåé ÷àñòèíîê ïîòîêiâ Õàððiñà. Â ïåðøîìó ïiäðîçäiëi íàâîäÿòüñÿ îñíîâíi îçíà÷å-

ííÿ òà ïðèêëàäè, ÿêi ôîðìóþòü îñíîâó äîñëiäæåííÿ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.

Îçíà÷åííÿ 1.1.1. Âèïàäêîâå ïîëå {x(u, t), u ∈ R, t > 0} íàçèâà¹òüñÿ áðîóíiâñüêèì

ñòîõàñòè÷íèì ïîòîêîì, ÿêùî âîíî çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

1) äëÿ áóäü-ÿêîãî u ∈ R âèïàäêîâèé ïðîöåñ {x(u, t), t > 0} ¹ áðîóíiâñüêèì ðóõîì

âiäíîñíî çàãàëüíî¨ ôiëüòðàöi¨

Ft := σ{x(v, s), v ∈ R, 0 6 s 6 t}, t > 0;

2) x(u, 0) = u äëÿ âñiõ u ∈ R;

3) äëÿ áóäü-ÿêèõ u, v ∈ R, ÿêùî u 6 v, òî x(u, t) 6 x(v, t) äëÿ âñiõ t > 0.

Îçíà÷åííÿ 1.1.3. Áðîóíiâñüêèé ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê {x(u, t), u ∈ R, t > 0} íàçè-
âà¹òüñÿ ïîòîêîì Õàððiñà ç êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ Γ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ u, v ∈ R
âçà¹ìíà êâàäðàòè÷íà âàðiàöiÿ âiíåðîâèõ ïðîöåñiâ {x(u, t), t > 0} òà {x(v, t), t > 0}
ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi

〈x(u, ·), x(v, ·)〉t =

t∫
0

Γ(x(u, s)− x(v, s)) ds, t > 0.

Â ÿêîñòi îäíîãî ç îñíîâíèõ ïðèêëàäiâ ðîçãëÿíóòî ïîòiê Àððàòüÿ, ÿêèé ïðåäñòàâëÿ¹

ñîáîþ ïîòiê Õàððiñà ç êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ Γ = 1I{0}.

Õî÷à âiäîìî, ùî ïîòiê Àððàòüÿ íå ïîðîäæó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêàìè íiÿêîãî ñòîõàñòè÷íîãî

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ðåãóëÿðíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ìè ïîêàçó¹ìî, ùî êîëè êîâà-

ðiàöiéíà ôóíêöiÿ äîñòàòíüî ãëàäêà, òî âiäïîâiäíèé ïîòiê Õàððiñà ìîæå áóòè îòðèìàíèé

ÿê ïîòiê ðîçâ'ÿçêiâ ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî àáî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ.

5



Íàïðèêiíöi ïiäðîçäiëó ìè äîâîäèìî, ùî ïðè äîñèòü çàãàëüíié óìîâi íà êîâàðiàöié-

íó ôóíêöiþ ïîòîêó Õàððiñà âiäñòàíü ìiæ áóäü-ÿêèìè äâîìà ÷àñòèíêàìè öüîãî ïîòîêó

ïðÿìó¹ äî íóëÿ.

Òåîðåìà 1.1.9. Íåõàé {x(u, t), u ∈ R, t > 0} � ïîòiê Õàððiñà ç êîâàðiàöiéíîþ ôóí-

êöi¹þ Γ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∀ δ > 0 : sup
z: |z|>δ

Γ(z) < 1.

Òîäi

∀u, v ∈ R : lim
t→+∞

(x(u, t)− x(v, t)) = 0 ì. í.

Â äðóãîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïîòiê Õàððiñà {x(u, t), u ∈ R, t > 0} ç êî-
âàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ Γ, ÿêà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ îäèíèöÿ ëèøå â òî÷öi íóëü òà ¹ äâi÷i

äèôåðåíöiéîâíîþ â öié òî÷öi. Äëÿ òàêîãî ïîòîêó Õàððiñà ìè ïîêàçó¹ìî, ùî ïðè ïðÿìó-

âàííi ÷àñó äî íåñêií÷åííîñòi âiäñòàíü ìiæ áóäü-ÿêèìè äâîìà ÷àñòèíêàìè öüîãî ïîòîêó

ïðÿìó¹ äî íóëÿ ç åêñïîíåíöiéíîþ øâèäêiñòþ.

Òåîðåìà 1.2.2. Ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ u, v ∈ R, u > v,

lim
t→+∞

1

t
ln (x(u, t)− x(v, t)) =

1

2
Γ′′(0).

Êðiì òîãî, íàêëàäàþ÷è äîäàòêîâó óìîâó íà ïîâåäiíêó êîâàðiàöiéíî¨ ôóíêöi¨ ïîòîêó

Õàððiñà íà íåñêií÷åííîñòi, à ñàìå, ïðèïóñêàþ÷è, ùî

∀n > 1 : lim
|z|→+∞

znΓ(z) = 0,

ìè âñòàíîâëþ¹ìî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó âñiõ ìîìåíòiâ âiäñòàíi ìiæ äâîìà ÷àñòèíêàìè

öüîãî ïîòîêó.

Òåîðåìà 1.2.6. Äëÿ áóäü-ÿêèõ u, v ∈ R òà n ∈ N ∪ {0}

lim
t→+∞

1

tn
E (x(u, t)− x(v, t))2n+1 = 2n · (2n+ 1)!! · (u− v)

òà

c∗ · 2n · (2n+ 2)!! · |u− v| 6 lim
t→+∞

1

t(2n+1)/2
E (x(u, t)− x(v, t))2n+2 6

6 lim
t→+∞

1

t(2n+1)/2
E (x(u, t)− x(v, t))2n+2 6 c∗ · 2n · (2n+ 2)!! · |u− v|

çi ñòàëèìè c∗ òà c
∗, ùî çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

c∗ =
2√
π

(1− ‖F − (1− Γ)‖) > 0,

äå F � ìiíiìàëüíà óâiãíóòà ìàæîðàíòà ôóíêöi¨ 1− Γ íà R+, òà

c∗ =
2√
π
.
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Â òðåòüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïîòiê Õàððiñà {x(u, t), u ∈ R, t > 0} ç íåïå-
ðåðâíîþ êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ Γ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∀ δ > 0 : sup
z: |z|>δ

Γ(z) < 1,

òà äîñëiäæó¹ìî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ìîìåíòiâ E[x(u1, t) . . . x(un, t)] ïðè t → +∞
äëÿ âñiõ n > 1 òà u1, . . . , un ∈ R.

Òåîðåìà 1.3.3. Ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

∀n > 1 ∀u1, . . . , u2n−1 ∈ R : lim
t→+∞

1

tn−
1
2

E [x(u1, t) . . . x(u2n−1, t)] = 0,

∀n > 1 ∀u1, . . . , u2n ∈ R : lim
t→+∞

1

tn
E [x(u1, t) . . . x(u2n, t)] = (2n− 1)!!.

Õî÷à òåîðåìà 1.3.3 âñòàíîâëþ¹ òî÷íó àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó âñiõ ïàðíèõ ìîìåíòiâ,

ðåçóëüòàò, ùî ñòîñó¹òüñÿ íåïàðíèõ ìîìåíòiâ, âçàãàëi êàæó÷è, íå ¹ íàéêðàùèì. Öå ïîêà-

çó¹ òâåðäæåííÿ 1.3.10, äîâåäåííÿ ÿêîãî çàñíîâàíå íà íàñòóïíié òåîðåìi. (Â öié òåîðåìi

i òâåðäæåííi 1.3.10 ìè ââàæà¹ìî, ùî ÷àñòèíêè ïîòîêó Õàððiñà, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, íå

ñêëåþþòüñÿ.)

Òåîðåìà 1.3.4. Äëÿ áóäü-ÿêèõ u, v ∈ R òà t > 0 ìàéæå íàïåâíî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

E (x(u, t) | x(u, s)− x(v, s), 0 6 s 6 t) = +
1

2
(x(u, t)− x(v, t)) ,

E (x(v, t) | x(u, s)− x(v, s), 0 6 s 6 t) = −1

2
(x(u, t)− x(v, t)) .

Òâåðäæåííÿ 1.3.10. Äëÿ áóäü-ÿêèõ u, v ∈ R ìè ìà¹ìî

lim
t→+∞

1

t
E
[
x2(u, t)x(v, t)

]
= u+ 2v.

Â äðóãîìó ðîçäiëi ìè äîñëiäæó¹ìî íàáëèæåííÿ ïîòîêó Àððàòüÿ ïîòîêàìè Õàððiñà

áåç ñêëåþâàííÿ.

Â ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïèòàííÿ çáiæíîñòi n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêiâ

Õàððiñà äî n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêó Àððàòüÿ. Íåõàé ν � äîâiëüíà ñêií÷åííà ñèíãóëÿðíà

ìiðà íà äiéñíié ïðÿìié, ÿêà ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí àòîì, òîáòî òàêà, ùî

ν2(∆) > 0,

äå

ν2 := ν ⊗ ν

òà

∆ := {~q = (q1, q2) ∈ R2 | q1 = q2}.
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Êðiì òîãî, íåõàé ôóíêöiÿ ϕ ∈ C∞0 (R, [0; +∞)) (òîáòî íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà i ç

êîìïàêòíèì íîñi¹ì) ñèìåòðè÷íà i ìà¹ îäèíè÷íó L2-íîðìó, à òàêîæ íå ñïàäà¹ íà (−∞; 0]

i íå çðîñòà¹ íà [0; +∞). Ïîêëàäåìî

ψε(z) := cε

∫
R

1√
ε
ϕ

(
z − q
ε

)
ν(dq), z ∈ R,

äå ñòàëà cε > 0 âèáðàíà òàê, ùî ∫
R

ψ2
ε(z) dz = 1.

Äëÿ êîæíîãî ε > 0 ðîçãëÿíåìî ñòîõàñòè÷íå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

xε(u, t) = u+

t∫
0

∫
R

ψε(xε(u, s)− q)W (dq, ds), t > 0,

äå u ∈ R ãðà¹ ðîëü ïàðàìåòðà, W � âiíåðiâ ëèñò íà R × [0; +∞). Ñiìåéñòâî ñèëüíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ äëÿ u ∈ R óòâîðþþòü ïîòiê

Õàððiñà {xε(u, t), u ∈ R, t > 0} ç êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ Γε, ÿêà çàäà¹òüñÿ ÿê

Γε(z) :=

∫
R

ψε(z + q)ψε(q) dq, z ∈ R.

Íàðåøòi, ÷åðåç {x0(u, t), u ∈ R, t > 0} ïîçíà÷èìî ïîòiê Àððàòüÿ.
Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ïiäðîçäiëó ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1.3. Äëÿ áóäü-ÿêèõ n ∈ N i u1, . . . , un ∈ R ó ïðîñòîði C([0; +∞),Rn) ìà¹

ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü

(xε(u1, ·), . . . , xε(un, ·))
w−→ (x0(u1, ·), . . . , x0(un, ·)), ε→ 0 + .

Â äðóãîìó ïiäðîçäiëi ìè îòðèìó¹ìî îöiíêó íà âiäñòàíü Âàñåðøòåéíà ìiæ ðîçïîäiëà-

ìè âèïàäêîâèõ ìið, ùî ¹ îáðàçàìè (äåòåðìiíîâàíî¨) ìiðè, çîñåðåäæåíî¨ íà [0; 1], ïiä äi¹þ

ïîòîêó Õàððiñà, êîâàðiàöiéíà ôóíêöiÿ ÿêîãî ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié, i ïîòîêó Àððàòüÿ.

Íåõàé {x(u, t), u ∈ R, t > 0} � ïîòiê Õàððiñà ç êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ Γ, ÿêà ìà¹

êîìïàêòíèé íîñié, à {x0(u, t), u ∈ R, t > 0} � ïîòiê Àððàòüÿ. Ïîêëàäåìî

λ := µ ◦ x−1(·, 1),

λ0 := µ ◦ x−1
0 (·, 1),

äå µ � äåÿêà éìîâiðíiñíà áîðåëiâñüêà ìiðà íà äiéñíié âiñi, ÿêà ìà¹ ñêií÷åííèé ïåðøèé

ìîìåíò. Òîäi ðîçïîäiëè Λ òà Λ0 âèïàäêîâèõ ìið λ òà λ0 âiäïîâiäíî ÿê åëåìåíòiâ ïðî-

ñòîðó âñiõ éìîâiðíiñíèõ áîðåëiâñüêèõ ìið íà äiéñíié âiñi, ùî ìàþòü ñêií÷åííèé ïåðøèé

ìîìåíò, íàäiëåíîãî âiäñòàííþ ÂàñåðøòåéíàW1, ñàìi ìàþòü ñêií÷åííèé ïåðøèé ìîìåíò.

Öå îçíà÷à¹, ùî ìè ìîæåìî ðîçãëÿäàòè âiäñòàíü Âàñåðøòåéíà W1(Λ,Λ0) ìiæ Λ òà Λ0.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ïiäðîçäiëó ¹ íàñòóïíà îöiíêà W1(Λ,Λ0) ÷åðåç äiàìåòð

d(Γ) íîñiÿ ôóíêöi¨ Γ.
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Òåîðåìà 2.2.1. Íåõàé {x(u, t), u ∈ R, t > 0} � ïîòiê Õàððiñà ç êîâàðiàöiéíîþ ôóí-

êöi¹þ Γ, ÿêà ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié, à {x0(u, t), u ∈ R, t > 0} � ïîòiê Àððàòüÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî

supp µ ⊂ [0; 1]

òà

d(Γ) <
1

100
.

Òîäi

W1(Λ,Λ0) 6 C · d(Γ)1/22,

äå ñòàëà C > 0 íå çàëåæèòü âiä µ i Γ.

Â òðåòüîìó ðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ îáëàñòi êîíöåíòðàöi¨ ìið, ïåðåíåñåíèõ ïîòîêàìè

Õàððiñà áåç ñêëåþâàííÿ.

Ðîçãëÿíåìî ñòîõàñòè÷íå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

x(u, t) = u+

t∫
0

∫
R

ϕ(x(u, s)− q)W (dq, ds), t > 0,

äå u ∈ R � ôiêñîâàíèé ïàðàìåòð, W � âiíåðiâ ëèñò íà R × R+, à ôóíêöiÿ ϕ ∈
C∞0 (R, [0; +∞)) (òîáòî íåâiä'¹ìíà, íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà i ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì)

ñèìåòðè÷íà i ìà¹ îäèíè÷íó L2-íîðìó. Íåõàé {x(u, t), u ∈ R, t > 0} � ïîòiê Õàððiñà,

ïîðîäæåíèé ðîçâ'ÿçêàìè öüîãî ðiâíÿííÿ äëÿ u ∈ R.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâi ìiðè

λt := λ ◦ x−1(·, t), t > 0,

äå λ � îäíîâèìiðíà ìiðà Ëåáåãà. Öi ìiðè ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèìè, i ïðè öüîìó äëÿ

âiäïîâiäíèõ ùiëüíîñòåé ìà¹ ìiñöå ïðåäñòàâëåííÿ

dλt
dλ

(u) ≡ pt(u) =
1

∂x

∂u
(x−1(u, t), t)

, u ∈ R, t > 0.

Äëÿ êîæíîãî t > 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç µt(c) iíòåíñèâíiñòü ïåðåòèíiâ âèïàäêîâèì ïðî-

öåñîì {pt(u), u ∈ R} ðiâíÿ c > 0. Íà îñíîâi äîïîìiæíèõ òâåðäæåíü, äîâåäåíèõ â ïåðøèõ

äâîõ ïiäðîçäiëàõ, â òðåòüîìó ïiäðîçäiëi ìè îá÷èñëþ¹ìî µt(c) äëÿ ìàéæå âñiõ ðiâíiâ c > 0

(íèæ÷å L′ òà L′′ � êâàäðàòè L2-íîðì ïîõiäíèõ ϕ′ i ϕ′′ âiäïîâiäíî).

Òåîðåìà 3.3.1. Äëÿ âñiõ t > 0 ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ

µt(c) =

√
2L′′ · e π2

2L′t−
L′t
8

πL′
√
πt

· 1√
c
·

+∞∫
0

e−
v2

2L′t sh v sin πv
L′t√

1 + 2 ch v
c

+ 1
c2

dv äëÿ ï. â. c > 0.

Êðiì òîãî, ìè âñòàíîâëþ¹ìî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi ç íà-

âåäåíî¨ òåîðåìè, ÿêó ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç µt(c).
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Òåîðåìà 3.3.2. Äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0 ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ

µt(c) =
e−

L′t
8

√
L′′

π
√

2L′
·
√

c

ln c
· exp

[
−(ln c)2

2L′t

]
· (1 + o(1)), c→ +∞.

Â ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ìè äîñëiäæó¹ìî ðîçïîäië ÷èñëà êëàñòåðiâ ïîòîêó Àððàòüÿ â

áóäü-ÿêèé äîäàòíèé ìîìåíò ÷àñó.

Íåõàé {x(u, t), u ∈ R, t > 0} � ïîòiê Àððàòüÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi u > 0 òà t > 0.

Âiäîìî, ùî ìíîæèíà x([0;u], t) ¹ ñêií÷åííîþ ìàéæå íàïåâíî. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç νt([0;u])

êiëüêiñòü åëåìåíòiâ öi¹¨ ìíîæèíè. Îñíîâíîþ ìåòîþ äàíîãî ðîçäiëó ¹ çíàõîäæåííÿ éìî-

âiðíîñòi ïîäi¨ {νt([0;u]) = k} äëÿ êîæíîãî k > 2.

Â ïåðøîìó ïiäðîçäiëi çà äîïîìîãîþ äîáðå âiäîìî¨ ôîðìóëè Êàðëiíà�Ìàêãðåãîðà

íàì âäà¹òüñÿ äîâåñòè íàñòóïíó òåîðåìó (òóò i äàëi pt � ùiëüíiñòü íîðìàëüíîãî ðîçïî-

äiëó ç íóëüîâèì ñåðåäíiì òà äèñïåðñi¹þ t).

Òåîðåìà 4.1.3. Ìè ìà¹ìî

P {νt([0;u]) = 2} =
u√
πt
−

u∫
0

∫
∆3

∣∣∣∣∣∣∣
pt(v1) p′t(v1 − r) pt(v1 − r)
pt(v2) p′t(v2 − r) pt(v2 − r)
pt(v3) p′t(v3 − r) pt(v3 − r)

∣∣∣∣∣∣∣
dv1

dv2

dv3

dr−

−
u∫

0

∫
∆3

∣∣∣∣∣∣∣
p′t(v1 − r) pt(v1 − r) pt(v1 − u)

p′t(v2 − r) pt(v2 − r) pt(v2 − u)

p′t(v3 − r) pt(v3 − r) pt(v3 − u)

∣∣∣∣∣∣∣
dv1

dv2

dv3

dr+

+

u∫
0

∫
∆4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
pt(v1) p′t(v1 − r) pt(v1 − r) pt(v1 − u)

pt(v2) p′t(v2 − r) pt(v2 − r) pt(v2 − u)

pt(v3) p′t(v3 − r) pt(v3 − r) pt(v3 − u)

pt(v4) p′t(v4 − r) pt(v4 − r) pt(v4 − u)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dv1

dv2

dv3

dv4

dr.

Íà ìíîæèíi {νt([0;u]) = 2} ìè ìîæåìî îçíà÷èòè θ ÿê ¹äèíó òî÷êó ðîçðèâó âiäîáðà-
æåííÿ x(·, t) : R → R íà âiäðiçêó [0;u] i ξ1 i ξ2 ÿê íèæíié òà âåðõíié êëàñòåðè â îáðàçi

x([0;u], t) âiäïîâiäíî.

Òåîðåìà 4.1.4. Äëÿ âñiõ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí A ⊂ [0;u] i B1, B2 ⊂ R, òàêèõ, ùî
B1 < B2, ìè ìà¹ìî

P {νt([0;u]) = 2, θ ∈ A, ξ1 ∈ B1, ξ2 ∈ B2} =

=

∫
A

∫
∆2

∣∣∣∣∣p′t(v1 − r) pt(v1 − r)
p′t(v2 − r) pt(v2 − r)

∣∣∣∣∣ 1I
{
v1 ∈ B1,

v2 ∈ B2

}
dv1

dv2

dr−

−
∫
A

∫
∆3

∣∣∣∣∣∣∣
pt(v1) p′t(v1 − r) pt(v1 − r)
pt(v2) p′t(v2 − r) pt(v2 − r)
pt(v3) p′t(v3 − r) pt(v3 − r)

∣∣∣∣∣∣∣ 1I
{
v2 ∈ B1,

v3 ∈ B2

} dv1

dv2

dv3

dr−
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−
∫
A

∫
∆3

∣∣∣∣∣∣∣
p′t(v1 − r) pt(v1 − r) pt(v1 − u)

p′t(v2 − r) pt(v2 − r) pt(v2 − u)

p′t(v3 − r) pt(v3 − r) pt(v3 − u)

∣∣∣∣∣∣∣ 1I
{
v1 ∈ B1,

v2 ∈ B2

} dv1

dv2

dv3

dr+

+

∫
A

∫
∆4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
pt(v1) p′t(v1 − r) pt(v1 − r) pt(v1 − u)

pt(v2) p′t(v2 − r) pt(v2 − r) pt(v2 − u)

pt(v3) p′t(v3 − r) pt(v3 − r) pt(v3 − u)

pt(v4) p′t(v4 − r) pt(v4 − r) pt(v4 − u)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 1I
{
v2 ∈ B1,

v3 ∈ B2

} dv1

dv2

dv3

dv4

dr.

Â äðóãîìó ïiäðîçäiëi äëÿ ïiäðàõóíêó âiäïîâiäíèõ éìîâiðíîñòåé ìè âèêîðèñòîâó¹ìî

âiäîìi ïôàôôiâñüêi ôîðìóëè äëÿ êîíòèíóàëüíèõ ñèñòåì áðîóíiâñüêèõ ÷àñòèíîê, ùî

ñêëåþþòüñÿ àáî àíiãiëþþòü â ìîìåíò çóñòði÷i.

Äëÿ r0 6 r1 6 . . . 6 rk 6 rk+1 íåõàé F̂t ≡ F̂t(r0, r1, . . . , rk, rk+1) ¹ àíòèñèìåòðè÷íîþ

ìàòðèöåþ ïîðÿäêó 2k + 2 ç åëåìåíòàìè íàä äiàãîíàëëþ

(F̂t)ij :=


Ft(r[j/2] − r[i/2]), ÿêùî i ïàðíå àáî i = 1, òà j ïàðíå,

F ′t(r[j/2] − r[i/2]), ÿêùî i ïàðíå àáî i = 1, òà j íåïàðíå,

−F ′t(r[j/2] − r[i/2]), ÿêùî i íåïàðíå, i 6= 1 òà j ïàðíå,

−F ′′t (r[j/2] − r[i/2]), ÿêùî i íåïàðíå, i 6= 1 òà j íåïàðíå.

äå

Ft(z) := 2

+∞∫
z/
√

2

pt(v) dv, z ∈ R.

Òåîðåìà 4.2.5. Äëÿ âñiõ k > 1 ìè ìà¹ìî

P {νt([0;u]) = k + 1} =

∫
· · ·
∫

∆k(u)

Pf
(
F̂t(0, r1, . . . , rk, u)

)
dr1 . . . drk,

äå

∆k(u) := {(r1, . . . , rk) ∈ Rk | 0 6 r1 6 . . . 6 rk 6 u}.

Òåïåð íà ìíîæèíi {νt([0;u]) = k + 1} îçíà÷èìî θ1, . . . , θk ∈ [0;u], θ1 < . . . < θk, ÿê

òî÷êè ðîçðèâó âiäîáðàæåííÿ x(·, t) : R→ R íà âiäðiçêó [0;u].

Òåîðåìà 4.2.6. Äëÿ âñiõ k > 1 òà íåïóñòèõ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí A1, . . . , Ak ⊂ [0;u],

òàêèõ, ùî A1 < . . . < Ak, ìè ìà¹ìî

P {νt([0;u]) = k + 1, θ1 ∈ A1, . . . , θk ∈ Ak} =

=

∫
· · ·
∫

A1×...×Ak

Pf
(
F̂t(0, r1, . . . , rk, u)

)
dr1 . . . drk.

Â òðåòüîìó ïiäðîçäiëi ìè çíàõîäèìî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ νt([0;u]) çà äîïîìîãîþ ïîíÿòòÿ

çàãàëüíîãî ÷àñó âiëüíîãî ïðîáiãó ÷àñòèíîê ó ïîòîöi Àððàòüÿ.
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Òåîðåìà 4.3.3. Ìè ìà¹ìî

Eνt([0;u]) = 1 +
u√
πt
.

Âèñíîâêè

Ó äèñåðòàöi¨ âèâ÷àþòüñÿ âëàñòèâîñòi áðîóíiâñüêèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ, ÿêi ñëóãó-

þòü ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ïðè îïèñàííi ðóõó ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèõ ñèñòåì ÷àñòèíîê,

ùî âçà¹ìîäiþòü ìiæ ñîáîþ.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äàíî¨ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè íàñòóïíi:

• çíàéäåíî àñèìïòîòèêó ìîìåíòiâ âiäñòàíi ìiæ ÷àñòèíêàìè ó ïîòîêàõ Õàððiñà òà

àñèìïòîòèêó ìîìåíòiâ ¨õíiõ n-òî÷êîâèõ ðóõiâ;

• âñòàíîâëåíî ñëàáêó çáiæíiñòü n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêiâ Õàððiñà ïðè íàáëèæåííi

âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè äî ñèíãóëÿðíî¨ äî n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêó Àððàòüÿ;

• îòðèìàíî îöiíêó âiäñòàíi Âàñåðøòåéíà ìiæ ðîçïîäiëàìè ìiðè, ïåðåíåñåíî¨ ïîòîêîì

Õàððiñà ç ìàéæå ñèíãóëÿðíîþ âçà¹ìîäi¹þ ìiæ ÷àñòèíêàìè òà ïîòîêîì Àððàòüÿ;

• îá÷èñëåíà iíòåíñèâíiñòü ïåðåòèíiâ ðiâíÿ ùiëüíiñòþ îáðàçó ìiðè Ëåáåãà ïiä äi¹þ

äèôåîìîðôíîãî áðîóíiâñüêîãî ñòîõàñòè÷íîãî ïîòîêó òà âñòàíîâëåíà ¨¨ àñèìïòîòè-

÷íà ïîâåäiíêà ïðè ïðÿìóâàííi âèñîòè ðiâíÿ äî íåñêií÷åííîñòi;

• çíàéäåíî ðîçïîäië ÷èñëà êëàñòåðiâ ó ïîòîöi Àððàòüÿ.
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Abstract

Fomichov V. V. Evolution of di�eomorphic Brownian stochastic �ows. � Manuscript.

Candidate of Science (PhD) Thesis, 01.01.05 � Probability Theory and Mathematical

Statistics. � Institute of Mathematics of the NAS of Ukraine, Kyiv, 2017.

The thesis is devoted to the study of Harris �ows with singular and near-singular interacti-

on between particles.

In papers of Y. Le Jan it was proved that the interparticle distance in one-dimensional

isotropic Brownian stochastic �ows, of which di�eomorphic Harris �ows are the simplest

examples, converges to zero. In this thesis we showed that under certain conditions on

the covariance function the interparticle distance of a Harris �ow converges to zero at an

exponential rate and established the asymptotic behaviour of all moments of this distance

and also of all moments of the n-point motions of the �ow.

In papers of A. A. Dorogovtsev and T. V. Malovichko it was established that the n-point

motions of Harris �ows converge weakly as the radius of interaction between particles tends

to zero to the n-point motions of the Arratia �ow. In this thesis we generalised these results

to the case when the covariance functions of Harris �ows converge pointwise to a non-negative

de�nite function whose support is a countable set. Also, we obtained an estimate from above

for the Wasserstein distance between the distributions of a measure transported by a Harris

�ow with a small radius of interaction between particles and the Arratia �ow, which can be

considered as an estimate for the rate of convergence of the corresponding n-point motions.

Furthermore, in this thesis we studied the phenomenon of concentration of the measure

transported by a Harris �ow with a �nite radius of interaction between particles, namely, we

computed the level-crossing intensity for the density of the image of the Lebesgue measure

under the action of such a �ow and established its asymptotic behaviour as the height of the

level tends to in�nity.
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In papers of R. Tribe and O. Zaboronski it was established that the random point

processes formed by the particles of the Arratia �ow at any positive moment are Pfa�an

and their kernels were found. In this thesis basing on the corresponding formulae we found

the distribution of the number of clusters of the Arratia �ow and, with the help of the notion

of the total free time of particles of the �ow introduced in the works of A. A. Dorogovtsev,

computed its mean value.

Key words: Brownian stochastic �ows, Harris �ows, Arratia �ow, interparticle distance,

n-point motions, asymptotics of moments, Wasserstein distance, concentration of measure,

level-crossing intensity, number of clusters.
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