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Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷-

íèõ íàóê (äîêòîðà ôiëîñîôi¨) çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.05 � òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé

i ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà (11 � Ìàòåìàòèêà òà ñòàòèñòèêà). � Iíñòèòóò ìà-
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Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ ïîòîêiâ Õàððiñà ç ñèíãó-

ëÿðíîþ i áëèçüêîþ äî ñèíãóëÿðíî¨ âçà¹ìîäi¹þ ìiæ ÷àñòèíêàìè. Îñíîâíà ÷àñ-

òèíà äèñåðòàöi¨ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó

âèêîðèñòàíî¨ ëiòåðàòóðè òà äîäàòêó çi ñïèñêàìè îïóáëiêîâàíèõ ïðàöü çäîáó-

âà÷à çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ i íàóêîâèõ ñåìiíàðiâ i êîíôåðåíöié, íà ÿêèõ äîïî-

âiäàëèñü îòðèìàíi ðåçóëüòàòè.

Ó âñòóïi âiäçíà÷àþòüñÿ: àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöi¨ òà ¨¨ çâ'ÿçîê ç iíøè-

ìè íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè â ìiñöi âèêîíàííÿ äèñåðòàöiéíî¨

ðîáîòè; ìåòà i çàäà÷i, îá'¹êò i ïðåäìåò òà ìåòîäè äîñëiäæåííÿ; íàóêîâà íîâèç-

íà i ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ; îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à,

à òàêîæ, äå áóëè àïðîáîâàíi i îïóáëiêîâàíi îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨

ðîáîòè.

Â ïåðøîìó ðîçäiëi âèâ÷à¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ÷àñòèíîê ïîòîêiâ

Õàððiñà ïðè ïðÿìóâàííi ÷àñîâî¨ çìiííî¨ äî íåñêií÷åííîñòi. Ïåðøèé ïiäðîçäië

ìiñòèòü îçíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíèõ â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îá'¹êòiâ òà âiäïî-

âiäíi ïðèêëàäè. Êðiì òîãî, â íüîìó äîâîäèòüñÿ, ùî ç éìîâiðíiñòþ îäèíè-

öÿ âiäñòàíü ìiæ áóäü-ÿêèìè äâîìà ÷àñòèíêàìè ïîòîêó Õàððiñà, êîâàðiàöiéíà

ôóíêöiÿ ÿêîãî íà äîïîâíåííi áóäü-ÿêîãî îêîëó íóëÿ âiäîêðåìëåíà âiä îäèíèöi,

çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ. Öåé ðåçóëüòàò ¹ óçàãàëüíåííÿì â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó

àíàëîãi÷íîãî ðåçóëüòàòó I. Ëåæàíà äëÿ içîòðîïíèõ áðîóíiâñüêèõ ñòîõàñòè÷-

íèõ ïîòîêiâ. Â äðóãîìó ïiäðîçäiëi ïîêàçó¹òüñÿ, ùî ïðè ïåâíèõ óìîâàõ íà

êîâàðiàöiéíó ôóíêöiþ ïîòîêó Õàððiñà øâèäêiñòü çáiæíîñòi äî íóëÿ âiäñòàíi

ìiæ áóäü-ÿêèìè äâîìà ÷àñòèíêàìè öüîãî ïîòîêó ¹ åêñïîíåíöiéíîþ, òà âñòà-

íîâëþ¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà âñiõ ìîìåíòiâ öi¹¨ âiäñòàíi. Â òðåòüîìó

ïiäðîçäiëi âñòàíîâëþ¹òüñÿ àñèìïòîòèêà âñiõ ìîìåíòiâ n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïî-
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òîêiâ Õàððiñà ç íåïåðåðâíîþ êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ, ÿêà âiäîêðåìëåíà âiä

îäèíèöi íà äîïîâíåííi áóäü-ÿêîãî îêîëó íóëÿ.

Äðóãèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åííþ ïèòàíü, ïîâ'ÿçàíèõ çi ñëàáêîþ çáiæ-

íiñòþ n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêiâ Õàððiñà. Â ïåðøîìó ïiäðîçäiëi óçàãàëüíþ-

þòüñÿ âiäîìi ðåçóëüòàòè À. À. Äîðîãîâöåâà òà Ò. Â. Ìàëîâi÷êî, à ñàìå, äî-

âîäèòüñÿ, ùî n-òî÷êîâi ðóõè ïîòîêiâ Õàððiñà ç êîâàðiàöiéíèìè ôóíêöiÿìè,

ÿêi ïîòî÷êîâî çáiãàþòüñÿ äî íåâiä'¹ìíî âèçíà÷åíî¨ ôóíêöi¨, íîñié ÿêî¨ ¹ çëi-

÷åííîþ ìíîæèíîþ, ñëàáêî çáiãàþòüñÿ äî n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêó Àððàòüÿ.

Â äðóãîìó ïiäðîçäiëi íàâîäèòüñÿ îöiíêà çâåðõó íà âiäñòàíü Âàñåðøòåéíà ìiæ

ðîçïîäiëàìè îáðàçiâ éìîâiðíiñíî¨ ìiðè ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì ïiä äi¹þ äâîõ

ïîòîêiâ Õàððiñà ç ìàëèìè ðàäióñàìè âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè. Âiäïîâiä-

íèé ðåçóëüòàò ìîæå, çîêðåìà, ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi

n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêiâ Õàððiñà ïðè ïðÿìóâàííi âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè

äî ñèíãóëÿðíî¨ äî n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêó Àððàòüÿ.

Â òðåòüîìó ðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ ôåíîìåí êîíöåíòðàöi¨ ìiðè â äèôåî-

ìîðôíèõ ïîòîêàõ Õàððiñà. Â ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ìè äîâîäèìî ñòàöiîíàðíiñòü

âèïàäêîâîãî ïðîöåñó {pt(u), u ∈ R}, ïîðîäæåíîãî ùiëüíiñòþ îáðàçó ìiðè Ëå-

áåãà ïiä äi¹þ ïîòîêó Õàððiñà ç ãëàäêîþ êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ â ìîìåíò

÷àñó t > 0, à â äðóãîìó ïiäðîçäiëi çíàõîäèìî ñïiëüíèé ðîçïîäië âèïàäêîâèõ

âåëè÷èí pt(u) i p′t(u) äëÿ áóäü-ÿêèõ t > 0 i u ∈ R. Â òðåòüîìó ïiäðîçäiëi

îá÷èñëþ¹òüñÿ iíòåíñèâíiñòü ïåðåòèíiâ ðiâíÿ âêàçàíèì âèïàäêîâèì ïðîöåñîì

òà âñòàíîâëþ¹òüñÿ ¨¨ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ïðè ïðÿìóâàííi âèñîòè ðiâíÿ

äî íåñêií÷åííîñòi.

×åòâåðòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé âiäïîâiäi íà ïèòàííÿ ïðî çíàõîäæåííÿ ðîç-

ïîäiëó ÷èñëà νt([0;u]) åëåìåíòiâ îáðàçó âiäðiçêà [0;u] ïiä äi¹þ ïîòîêó Àððàòüÿ

â ìîìåíò ÷àñó t > 0, ÿêå ïðèðîäíî ïîñòàëî ùå â 1984 ðîöi, êîëè Ò. Å. Õàð-

ðiñ äîâiâ, ùî îáðàç âñi¹¨ äiéñíî¨ âiñi ìàéæå íàïåâíî ¹ çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ

áåç ãðàíè÷íèõ òî÷îê. Â ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ìè çíàõîäèìî éìîâiðíiñòü ïîäi¨

{νt([0;u]) = 2} çà äîïîìîãîþ äîáðåâiäîìî¨ ôîðìóëè Êàðëiíà�Ìàêãðåãîðà,

ÿêà äà¹ äåòåðìiíàíòíå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ùiëüíîñòi ñïiëüíîãî ðîçïîäiëó áðî-

óíiâñüêèõ ðóõiâ, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Â äðóãîìó ïiäðîçäiëi ìè çíàõîäèìî

ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè νt([0;u]) çà äîïîìîãîþ ôîðìóë, îòðèìàíèõ â

ðîáîòàõ Ð. Òðàéáà i Î. Çàáîðîíñüêîãî, â ÿêèõ áóëî âñòàíîâëåíî, ùî âèïàä-

êîâèé òî÷êîâèé ïðîöåñ, ïîðîäæåíèé êëàñòåðàìè ïîòîêó Àððàòüÿ â çàäàíèé
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äîäàòíèé ìîìåíò ÷àñó, ¹ ïôàôôîâèì, òà áóëî çíàéäåíî éîãî ÿäðî. Â òðåòüîìó

ïiäðîçäiëi ìè ïîêàçó¹ìî, ùî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè νt([0;u])

ìîæíà ëåãêî çíàéòè çà äîïîìîãîþ ïîíÿòòÿ çàãàëüíîãî ÷àñó âiëüíîãî ïðîáiãó

÷àñòèíîê ïîòîêó Àððàòüÿ, ââåäåíîãî À. À. Äîðîãîâöåâèì ïðè ïîáóäîâi ñòî-

õàñòè÷íîãî iíòåãðàëó çà öèì ïîòîêîì.

Êëþ÷îâi ñëîâà: áðîóíiâñüêi ñòîõàñòè÷íi ïîòîêè, ïîòîêè Õàððiñà, ïîòiê Àð-

ðàòüÿ, âiäñòàíü ìiæ ÷àñòèíêàìè, n-òî÷êîâi ðóõè, àñèìïòîòèêà ìîìåíòiâ, âiä-

ñòàíü Âàñåðøòåéíà, êîíöåíòðàöiÿ ìiðè, iíòåíñèâíiñòü ïåðåòèíiâ ðiâíÿ, ÷èñëî

êëàñòåðiâ.
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Abstract

Fomichov V. V. Evolution of diffeomorphic Brownian stochastic flows. —

Manuscript.

Candidate of Sciences (PhD) Thesis, Physical and Mathematical Sciences,

01.01.05 — Probability Theory and Mathematical Statistics (11 — Mathematics

and Statistics). — Institute of Mathematics of the NAS of Ukraine, Kyiv, 2017.

The thesis is devoted to the study of Harris flows with singular and near-

singular interaction between particles. The main part of the thesis consists

of the introduction, four sections, conclusions, the list of references and the

appendix with the list of the author’s publications and the scientific seminars

and conferences, at which the obtained results were reported.

In the introduction we indicate: the relevance of the topic of the thesis and

its connection with other scientific programs and topics at the place where the

research was carried out; the aim and objectives, the object and subject, and

the methods of research; the scientific novelty and the practical significance of

the obtained results; the author’s personal contribution, and also where the

main results of the research were reported and published.

In the first section we study the asymptotic behaviour of the particles of

Harris flows as the time variable tends to infinity. The first subsection contains
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the definitions of the objects considered in the thesis and the corresponding ex-

amples. Furthermore, here we prove that with probability one the interparticle

distance of a Harris flow, whose covariance function is separated from unity on

the complement of any neighbourhood of zero, converges to zero. This result

is a generalisation in the one-dimensional case of the corresponding result of

Y. Le Jan for isotropic Brownian stochastic flows. In the second subsection we

show that under certain conditions on the covariance function of a Harris flow

the rate of convergence of its interparticle distance to zero is exponential and

establish the asymptotic behaviour of all moments of this distance. In the third

subsection we establish the asymptotics of all moments of the n-point motions

of Harris flows with a continuous covariance function, which is separated from

unity on the complement of any neighbourhood of zero.

The second section is devoted to the study of the problems connected with

the weak convergence of the n-point motions of Harris flows. In the first subsec-

tion we generalise the known results of A. A. Dorogovtsev and T. V. Malovichko,

namely, we prove that the n-point motions of Harris flows with covariance func-

tions that converge pointwise to a non-negative definite function, whose support

is a countable set, converge weakly to the n-point motions of the Arratia flow.

In the second subsection we give an estimate from above for the Wasserstein

distance between the distributions of the images of a probability measure with

compact support under the action of two Harris flows with small radii of in-

teraction between particles. The corresponding result can be considered, in

particular, as an estimate for the rate of convergence of the n-point motions of

Harris flows, as the interaction between particles tends to a singular one, to the

n-point motions of the Arratia flow.

In the third section we investigate the phenomenon of the concentration

of measure in diffeomorphic Harris flows. In the first subsection we prove the

stationarity of the stochastic process {pt(u), u ∈ R} generated by the density

of the image of the Lebesgue measure under the action of a Harris flow with a

smooth covariance function at time t > 0, whereas in the second subsection we

find the joint distribution of the random variables pt(u) and p′t(u) for any t > 0

and u ∈ R. In the third subsection we compute the level-crossing intensity of

the aforementioned stochastic process and establish its asymptotic behaviour

as the height of the level tends to infinity.
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The fourth section is devoted to the solution of the problem of finding the

distribution of the number νt([0;u]) of elements of the image of the interval

[0;u] under the action of the Arratia flow at time t > 0, which naturally arose

in 1984, when T. E. Harris proved that the image of the whole real line is almost

surely a countable set without limit points. In the first subsection we find the

probability of the event {νt([0;u]) = 2} with the help of the well-known Karlin–

McGregor formula, which gives a determinantal representation for the density

of the joint distribution of non-intersecting Brownian motions. In the second

subsection we find the distribution of the random variable νt([0;u]) with the

help of the formulae, obtained in papers of R. Tribe and O. Zaboronski, in which

it was established that the random point process generated by the clusters of

the Arratia flow at a given positive time is Pfaffian and its kernel was found.

In the third subsection we show that the mean value of the random variable

νt([0;u]) can be easily found with the help of the notion of the total free time

of particles of the Arratia flow, which was introduced by A. A. Dorogovtsev in

the construction of the stochastic integral with respect to this flow.

Key words: Brownian stochastic flows, Harris flows, Arratia flow, interpar-

ticle distance, n-point motions, asymptotics of moments, Wasserstein distance,

concentration of measure, level-crossing intensity, number of clusters.
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Âñòóï

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Âèíèêíåííÿ òåîði¨ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ ïîâ'ÿçàíå ç

âèâ÷åííÿì ÿâèùà òóðáóëåíòíîñòi. Çàïî÷àòêóâàííÿ òåîði¨ ñòîõàñòè÷íèõ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ðîáîòàõ Ê. Iòî [26] òà I. I. Ãiõìàíà i À. Â. Ñêîðîõîäà [62]

äîçâîëèëî îòðèìóâàòè içîòðîïíi âèïàäêîâi ïîëÿ, ùî áóëè ââåäåíi Õ. Ï. Ðî-

áåðòñîíîì â ðîáîòi [48] â ÿêîñòi ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi òóðáóëåíòíèõ ïîòîêiâ òà

äîñëiäæóâàëèñÿ â ðîáîòàõ Ñ. Iòî [28], Ê. Iòî [27] i À. Ì. ßãëîìà [74], ó âèãëÿ-

äi âèïàäêîâèõ àíàëîãiâ ôàçîâèõ ïîòîêiâ, ïîðîäæåíèõ çâè÷àéíèìè äèôåðåí-

öiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè. Ñòîõàñòè÷íi ïîòîêè, ùî ïîðîäæóþòüñÿ ðîçâ'ÿçêàìè

ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, áóëè äåòàëüíî äîñëiäæåíi â ðîáîòàõ

Õ. Êóíiòè, îñíîâíi ðåçóëüòàòè ÿêèõ áóëè îïóáëiêîâàíi â 1990 ðîöi ó âèãëÿäi

ìîíîãðàôi¨ [35].

Îäíàê, âæå â 1979 ðîöi â äèñåðòàöi¨ Ð. À. Àððàòüÿ [2] áóëè ðîçãëÿíóòi

ñiìåéñòâà ïðîñòèõ âèïàäêîâèõ áëóêàíü íà öiëî÷èñåëüíié  ðàòöi, êîæíi äâà ç

ÿêèõ ñêëåþþòüñÿ â ìîìåíò çóñòði÷i, i ïîêàçàíî, ùî ñëàáêîþ ãðàíèöåþ öèõ ñi-

ìåéñòâ ¹ ñiìåéñòâî áðîóíiâñüêèõ ðóõiâ, ùî ñêëåþþòüñÿ. Õî÷à âiäîìî (äèâ. [54]),

ùî òàêà ñèñòåìà áðîóíiâñüêèõ ðóõiâ íå ìîæå áóòè ïîáóäîâàíà ÿê ñèñòåìà

ðîçâ'ÿçêiâ ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ðåãóëÿðíèìè êîåôi-

öi¹íòàìè, ïðèðîäíî òàêi ñèñòåìè òåæ íàçèâàòè ñòîõàñòè÷íèìè ïîòîêàìè. Ó

ïðîñòîðàõ ðîçìiðíîñòi äâà òà òðè ñòîõàñòè÷íi ïîòîêè çi ñêëåþâàííÿì áóëè

ïîáóäîâàíi Ð. Â. Ð. Äàðëiíãîì â ðîáîòàõ [9] òà [10] âiäïîâiäíî.

Â 1984 ðîöi â ðîáîòi [25] Ò. Å. Õàððiñ ðîçãëÿíóâ áðîóíiâñüêi ñòîõàñòè÷íi

ïîòîêè, ÿêi ¹ óçàãàëüíåííÿì ïîòîêó Àððàòüÿ, òà äîâiâ ¨õí¹ iñíóâàííÿ ïðè

äåÿêèõ óìîâàõ íà êîâàðiàöiéíó ôóíêöiþ.

Ïðèáëèçíî ç öüîãî ÷àñó ïî÷èíà¹òüñÿ iíòåíñèâíå äîñëiäæåííÿ áðîóíiâñüêèõ

ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ. Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà âiäñòàíi ìiæ áóäü-ÿêèìè äâî-

ìà ÷àñòèíêàìè içîòðîïíèõ áðîóíiâñüêèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ â åâêëiäîâèõ
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ïðîñòîðàõ äîâiëüíî¨ ðîçìiðíîñòi áóëà âñòàíîâëåíà â ðîáîòi I. Ëåæàíà [40].

Åâîëþöiÿ ãåîìåòðè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ìíîæèí ïiä äi¹þ içîòðîïíèõ áðîóíiâ-

ñüêèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ âèâ÷àëàñÿ â ðîáîòàõ Ï. Áàêñåíäàëÿ i Ò. Å. Õàð-

ðiñà [5], Â. Â. Ïiòåðáàðãà [47], Ì. Êðàíñòîíà i I. Ëåæàíà [7], [8], Ã. Äiìiòðîâà i

Ì. Øîéöîâà [11], Ñ. Âàäëàìàíi i Ð. Äæ. Àäëåðà [55] òà iíøèõ àâòîðiâ. Iíøèì

ïèòàííÿì, ïîâ'ÿçàíèì ç ãåîìåòði¹þ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ, ïðèñâÿ÷åíà ìîíî-

ãðàôiÿ Ô. Áîäóåíà [4]. Ïèòàííÿ ïåðåíîñó ìàñè áðîóíiâñüêèìè ñòîõàñòè÷íèìè

ïîòîêàìè äåòàëüíî âèâ÷àëèñÿ â ðîáîòàõ Ê. Ë. Çiðáåëÿ i Å. ×iíëàðà [59], à

òàêîæ â äèñåðòàöi¨ Ê. Ë. Çiðáåëÿ [58].

Ðiçíîìàíiòíèì ïèòàííÿì, ïîâ'ÿçàíèì ç òåîði¹þ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ, ïðè-

ñâÿ÷åíà ìîíîãðàôiÿ À. À. Äîðîãîâöåâà [63]. Òàê, â íié ðîçãëÿíóòî ñòîõàñòè÷íi

ïîòîêè, ïîðîäæåíi ñòîõàñòè÷íèìè äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè çi âçà¹ìî-

äi¹þ, îòðèìàíî ïðåäñòàâëåííÿ Êëàðêà äëÿ ôóíêöiîíàëiâ âiä ïîòîêó Àððàòüÿ,

ïîáóäîâàíî ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàë çà öèì ïîòîêîì i ç éîãî âèêîðèñòàííÿì

âñòàíîâëåíî àíàëîã òåîðåìè Ãiðñàíîâà äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ çi çíîñîì, à òàêîæ

äîâåäåíî, ùî n-òî÷êîâi ðóõè ïîòîêiâ Õàððiñà çi ñêií÷åííèì ðàäióñîì âçà¹ìî-

äi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè ñëàáêî çáiãàþòüñÿ äî n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêó Àððàòüÿ,

êîëè öåé ðàäióñ ïðÿìó¹ äî íóëÿ.

Ïîäàëüøèé ðîçâèòîê öåé íàïðÿì îòðèìàâ â ðîáîòàõ ó÷íiâ À. À. Äîðî-

ãîâöåâà. Òàê, â ðîáîòi Ì. Ï. Ëàãóíîâî¨ [37] áóâ âñòàíîâëåíèé àíàëîã çàêîíó

ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìó äëÿ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ, ïîðîäæåíèõ ðîçâ'ÿçêàìè

ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi âçà¹ìîäi¹þ, à â ðîáîòi [70] äëÿ òà-

êèõ ïîòîêiâ áóëà äîâåäåíà òåîðåìà Ãiðñàíîâà. Òðîõè ðàíiøå â ðîáîòi Ò. Â. Ìà-

ëîâi÷êî [69] ðåçóëüòàò ïðî çáiæíiñòü n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêiâ Õàððiñà äî n-

òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêó Àððàòüÿ áóâ äîâåäåíèé äëÿ âèïàäêó, êîëè êîâàðiàöiéíi

ôóíêöi¨ öèõ ïîòîêiâ Õàððiñà ïîòî÷êîâî çáiãàþòüñÿ âæå íå äî iíäèêàòîðà íó-

ëÿ, ÿêèé ¹ êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ ïîòîêó Àððàòüÿ, à äî äîâiëüíî¨ äîäàòíî

âèçíà÷åíî¨ ôóíêöi¨, ÿêà ìîæå ïðèéìàòè âiäìiííå âiä íóëÿ çíà÷åííÿ â ùîíàé-

áiëüøå òðüîõ òî÷êàõ äiéñíî¨ âiñi.

Â ðîáîòàõ Â. Â. Êîíàðîâñüêîãî [60] òà [32] âèâ÷àëèñÿ ñèñòåìè áðîóíiâñüêèõ

÷àñòèíîê, ùî ñêëåþþòüñÿ, â ÿêèõ âçà¹ìîäiÿ ìiæ ÷àñòèíêàìè çàëåæèòü òàêîæ

âiä ¨õíüî¨ ìàñè. Êðiì òîãî, â ìîíîãðàôi¨ À.Þ. Ïèëèïåíêà [46] äîñëiäæóâàëèñü

ñòîõàñòè÷íi ïîòîêè ç âiäáèòòÿì.
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Ïðèíöèï âåëèêèõ âiäõèëåíü äëÿ áðîóíiâñüêèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ ç ãëàä-

êîþ êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ òà äëÿ ïîòîêó Àððàòüÿ áóâ îòðèìàíèé â ðîáîòi

À. À. Äîðîãîâöåâà i Î. Â. Îñòàïåíêî [16]. Â ðîáîòi I. I. Íiùåíêî [44] áóëà

ïîáóäîâàíà äèñêðåòíà ñõåìà íàáëèæåíü Îéëåðà�Ìàðóÿìè äëÿ ïîòîêiâ Õàð-

ðiñà. Ïðè öüîìó â äèñêðåòíîìó íàáëèæåííi ïîòîêó Õàððiñà, íà âiäìiíó âiä

ñàìîãî ïîòîêó, ìîæå ñïîñòåðiãàòèñÿ ïîðóøåííÿ âïîðÿäêîâàíîñòi ÷àñòèíîê.

Øâèäêiñòü çáiæíîñòi êiëüêiñíèõ õàðàêòåðèñòèê òàêîãî ïîðóøåííÿ âèâ÷àëèñÿ

â ðîáîòi Ê. Â. Ãëèíÿíî¨ [23]. Òàêîæ íåþ â ðîáîòi [24] áóëî îòðèìàíî ïðåä-

ñòàâëåííÿ äëÿ äi¨ íàïiâãðóïè n-òî÷êîâîãî ðóõó ïîòîêó Õàððiñà íà ôóíêöiþ ç

ÿäðà ¨¨ ãåíåðàòîðà.

Â ðîáîòi Ï. Ï. ×åðíåãè [73] ðîçãëÿäàâñÿ ëîêàëüíèé ÷àñ â íóëi äëÿ ïîòîêó

Àððàòüÿ. Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ñïiëüíîãî ðîçïîäiëó âçà¹ìíèõ êóòiâ îáõîäó

÷àñòèíîê â içîòðîïíîìó áðîóíiâñüêîìó ñòîõàñòè÷íîìó ïîòîöi âñòàíîâëåíà â

ðîáîòi Â. Î. Êóçíåöîâà [66]. Â ðîáîòi À. À. Äîðîãîâöåâà, À. Â. Ãíåäiíà i

Ì. Á. Âîâ÷àíñüêîãî [14] áóâ äîâåäåíèé àíàëîã çàêîíó ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìó

äëÿ ðîçìiðó ìàêñèìàëüíîãî êëàñòåðà ïîòîêó Àððàòüÿ ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ

÷àñîâîãî ïàðàìåòðà. Â ðîáîòi ß. À. Êîðåíîâñüêî¨ [33] áóëè îòðèìàíi îöiíêè

íà ïîïåðå÷íèê îáðàçó êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè ïiä äi¹þ ñèëüíîãî âèïàäêîâîãî

îïåðàòîðà, ïîðîäæåíîãî ïîòîêîì Àððàòüÿ.

Â ðîáîòàõ Ð. Òðàéáà òà Î. Çàáîðîíñüêîãî [53] äîñëiäæóâàëèñÿ âèïàäêîâi

òî÷êîâi ïðîöåñè, ïîðîäæåíi ïîòîêîì Àððàòüÿ (àáî êîíòèíóàëüíîþ ñèñòåìîþ

áðîóíiâñüêèõ ÷àñòèíîê, ùî àíiãiëþþòü ó ìîìåíò çóñòði÷i). Çîêðåìà, íèìè

áóëî äîâåäåíî, ùî öi ïðîöåñè ¹ ïôàôôîâèìè, òà áóëè îòðèìàíi ¨õíi ÿäðà.

Ïîïðè iíòåíñèâíi äîñëiäæåííÿ áðîóíiâñüêèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ âñå ùå

âiäñóòí¹ ïîâíå ðîçóìiííÿ ïîâ'ÿçàíèõ ç íèìè ôåíîìåíiâ. Çîêðåìà, çàëèøà-

þòüñÿ âiäêðèòèìè áàãàòî ïèòàíü, ïîâ'ÿçàíèõ iç íàáëèæåííÿì áðîóíiâñüêèõ

ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ iç ñèíãóëÿðíîþ âçà¹ìîäi¹þ òèïó ïîòîêó Àððàòüÿ äèôå-

îìîðôíèìè áðîóíiâñüêèìè ñòîõàñòè÷íèìè ïîòîêàìè. Â äàíié äèñåðòàöiéíié

ðîáîòi íàâîäÿòüñÿ âiäïîâiäi íà äåÿêi ç öèõ ïèòàíü, à ñàìå âèâ÷à¹òüñÿ ôå-

íîìåí êîíöåíòðàöi¨ ìàñè â äèôåîìîðôíèõ áðîóíiâñüêèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòî-

êàõ ç ìàëèì ðàäióñîì âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè òà äîñëiäæó¹òüñÿ çáiæíiñòü

¨õíiõ n-òî÷êîâèõ ðóõiâ äî n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêó Àððàòüÿ. Êðiì òîãî, âñòà-

íîâëþ¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ìîìåíòiâ âiäñòàíi ìiæ ÷àñòèíêàìè òà
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n-òî÷êîâèõ ðóõiâ äëÿ øèðîêèõ êëàñiâ áðîóíiâñüêèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ òà

çíàõîäèòüñÿ ðîçïîäië ÷èñëà êëàñòåðiâ ó ïîòîöi Àððàòüÿ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Ðîáîòà

âèïîâíåíà â Iíñòèòóòi ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè ó âiääiëi òåîði¨ âèïàäêîâèõ

ïðîöåñiâ â ðàìêàõ äåðæáþäæåòíèõ òåì ¾Ñòîõàñòè÷íèé àíàëiç ñêëàäíèõ ñè-

ñòåì¿, äåðæàâíèé ðå¹ñòðàöiéíèé íîìåð 0111U001002, òà ¾Ñòîõàñòè÷íi ñèñòå-

ìè iç ñèíãóëÿðíîþ âçà¹ìîäi¹þ¿, äåðæàâíèé ðå¹ñòðàöiéíèé íîìåð 0116U002066.

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äàíî¨ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ äîñëi-

äæåííÿ àïðîêñèìàöi¨ áðîóíiâñüêèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ iç ñèíãóëÿðíîþ âçà-

¹ìîäi¹þ äèôåîìîðôíèìè áðîóíiâñüêèìè ñòîõàñòè÷íèìè ïîòîêàìè. Öÿ ìåòà

âêëþ÷à¹ â ñåáå íàñòóïíi çàäà÷i:

• âñòàíîâëåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ìîìåíòiâ âiäñòàíi ìiæ ÷àñòèí-

êàìè áðîóíiâñüêèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ òà ìîìåíòiâ ¨õíiõ n-òî÷êîâèõ

ðóõiâ;

• îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi ìið, ïåðåíåñåíèõ äèôåîìîðôíèìè ïîòîêàìè

Õàððiñà, òà äîñëiäæåííÿ ¨õíiõ îáëàñòåé êîíöåíòðàöi¨;

• çíàõîäæåííÿ ðîçïîäiëó ÷èñëà êëàñòåðiâ ó ïîòîöi Àððàòüÿ.

Îá'¹êò i ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ. Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ � áðîóíiâñüêi ñòî-

õàñòè÷íi ïîòîêè òà ïîðîäæåíi íèìè ìiðîçíà÷íi âèïàäêîâi ïðîöåñè. Ïðåäìåò

äîñëiäæåííÿ � âiäñòàíü ìiæ ÷àñòèíêàìè áðîóíiâñüêèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ,

n-òî÷êîâi ðóõè öèõ ïîòîêiâ òà iíòåíñèâíiñòü ïåðåòèíiâ ðiâíÿ ùiëüíîñòÿìè ïå-

ðåíåñåíèõ íèìè ìið, à òàêîæ âèïàäêîâi òî÷êîâi ïðîöåñè, ïîðîäæåíi áðîóíiâ-

ñüêèìè ñòîõàñòè÷íèìè ïîòîêàìè iç ñèíãóëÿðíîþ âçà¹ìîäi¹þ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Â ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè òåîði¨ éìîâið-

íîñòåé, òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ òà ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó.

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåð-

òàöiéíî¨ ðîáîòè, ÿêi âèçíà÷àþòü ¨¨ íàóêîâó íîâèçíó òà âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò,

íàñòóïíi:
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• çíàéäåíî àñèìïòîòèêó ìîìåíòiâ âiäñòàíi ìiæ ÷àñòèíêàìè ó ïîòîêàõ

Õàððiñà òà àñèìïòîòèêó ìîìåíòiâ ¨õíiõ n-òî÷êîâèõ ðóõiâ;

• âñòàíîâëåíî ñëàáêó çáiæíiñòü n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêiâ Õàððiñà ïðè íà-

áëèæåííi âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè äî ñèíãóëÿðíî¨ äî n-òî÷êîâèõ ðóõiâ

ïîòîêó Àððàòüÿ;

• îòðèìàíî îöiíêó âiäñòàíi Âàñåðøòåéíà ìiæ ðîçïîäiëàìè ìiðè, ïåðåíåñå-

íî¨ ïîòîêîì Õàððiñà ç ìàéæå ñèíãóëÿðíîþ âçà¹ìîäi¹þ ìiæ ÷àñòèíêàìè

òà ïîòîêîì Àððàòüÿ;

• îá÷èñëåíà iíòåíñèâíiñòü ïåðåòèíiâ ðiâíÿ ùiëüíiñòþ îáðàçó ìiðè Ëåáåãà

ïiä äi¹þ äèôåîìîðôíîãî áðîóíiâñüêîãî ñòîõàñòè÷íîãî ïîòîêó òà âñòà-

íîâëåíà ¨¨ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ïðè ïðÿìóâàííi âèñîòè ðiâíÿ äî íå-

ñêií÷åííîñòi;

• çíàéäåíî ðîçïîäië ÷èñëà êëàñòåðiâ ó ïîòîöi Àððàòüÿ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà íî-

ñèòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü ìàòè ïîäàëüøi çà-

ñòîñóâàííÿ â ðiçíîìàíiòíèõ ðîçäiëàõ òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ òà òåîði¨ ñòî-

õàñòè÷íèõ ïîòîêiâ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ i âèáið ìåòîäiâ äîñëi-

äæåííÿ â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi òà ó ñïiëüíié ñòàòòi [13], ðåçóëüòàòè ÿêî¨ ïî-

êëàäåíi â îñíîâó ïiäðîçäiëó 2.2 äèñåðòàöi¨, íàëåæàòü íàóêîâîìó êåðiâíèêó

äèñåðòàíòà äîêòîðó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðó À. À. Äîðîãîâöå-

âó. Âñi ïðåäñòàâëåíi â äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòè îòðèìàíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè äî-

ïîâiäàëèñü i îáãîâîðþâàëèñü íà íàñòóïíèõ êîíôåðåíöiÿõ òà íàóêîâèõ ñåìiíà-

ðàõ:

• International Conference Dedicated to the 80th Anniversary of Prof.

A. Ya. Dorogovtsev ¾Stochastic Processes in Abstract Spaces¿, October

14�16, 2015, Kyiv, Ukraine;
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• International Workshop in Honour of Prof. V. V. Buldygin ¾Limit Theorems

in Probability Theory, Number Theory and Mathematical Statistics¿, Octo-

ber 10�12, 2016, Kyiv, Ukraine;

• ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ, ïðèñâÿ÷åíà 100-ði÷÷þ

ç äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà Íàöiîíàëüíî¨ àêàäåìi¨ íàóê Óêðà¨íè, ïðî-

ôåñîðà Þ. Î. Ìèòðîïîëüñüêîãî, 7�10 ÷åðâíÿ 2017 ðîêó, Êè¨â, Óêðà¨íà;

• íàóêîâîìó ñåìiíàði ¾×èñëåííÿ Ìàëëÿâåíà òà éîãî çàñòîñóâàííÿ¿ Ií-

ñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè ïiä êåðiâíèöòâîì äîêòîðà ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðà À. À. Äîðîãîâöåâà.

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè îïóáëiêîâàíi â ï'ÿòè

ñòàòòÿõ [13, 17, 19, 21, 71] ó ôàõîâèõ âèäàííÿõ, òðè ç ÿêèõ [17, 21, 71] ó

æóðíàëàõ, ùî iíäåêñóþòüñÿ íàóêîìåòðè÷íîþ áàçîþ Scopus, òà òðüîõ çáiðêàõ

òåç ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöié [18, 20, 22].

Ñòðóêòóðà i îáñÿã ðîáîòè. Äèñåðòàöiÿ çàãàëüíèì îáñÿãîì 134 ñòîðiíêè

ñêëàäà¹òüñÿ ç àíîòàöié óêðà¨íñüêîþ òà àíãëiéñüêîþ ìîâàìè, âñòóïó, ÷îòèðüîõ

ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíî¨ ëiòåðàòóðè, ùî ìiñòèòü 74 íàéìåíó-

âàííÿ, òà äîäàòêó çi ñïèñêàìè îïóáëiêîâàíèõ ïðàöü çäîáóâà÷à çà òåìîþ äè-

ñåðòàöi¨ i íàóêîâèõ ñåìiíàðiâ i êîíôåðåíöié, íà ÿêèõ äîïîâiäàëèñü îòðèìàíi

ðåçóëüòàòè.

Ïåðøèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ñêií-

÷åííèõ ñóêóïíîñòåé ÷àñòèíîê ïîòîêiâ Õàððiñà. Â ïåðøîìó ïiäðîçäiëi íàâîäÿ-

òüñÿ îñíîâíi îçíà÷åííÿ òà ïðèêëàäè, ÿêi ôîðìóþòü îñíîâó äîñëiäæåííÿ äè-

ñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè. Â ÿêîñòi îäíîãî ç îñíîâíèõ ïðèêëàäiâ ðîçãëÿíóòî ïîòiê

Àððàòüÿ, ÿêèé ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ïîòiê Õàððiñà ç êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ

Γ = 1I{0}.

Õî÷à âiäîìî, ùî ïîòiê Àððàòüÿ íå ïîðîäæó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêàìè íiÿêîãî ñòî-

õàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ðåãóëÿðíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ìè ïî-

êàçó¹ìî, ùî êîëè êîâàðiàöiéíà ôóíêöiÿ äîñòàòíüî ãëàäêà, òî âiäïîâiäíèé ïî-

òiê Õàððiñà ìîæå áóòè îòðèìàíèé ÿê ïîòiê ðîçâ'ÿçêiâ ñòîõàñòè÷íîãî äèôå-

ðåíöiàëüíîãî àáî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ.
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Íàïðèêiíöi ïiäðîçäiëó ìè äîâîäèìî, ùî ïðè äîñèòü çàãàëüíié óìîâi íà

êîâàðiàöiéíó ôóíêöiþ ïîòîêó Õàððiñà âiäñòàíü ìiæ áóäü-ÿêèìè äâîìà ÷à-

ñòèíêàìè öüîãî ïîòîêó ïðÿìó¹ äî íóëÿ.

Òåîðåìà 1.1.9. Íåõàé {x(u, t), u ∈ R, t > 0} � ïîòiê Õàððiñà ç êîâàðiàöié-

íîþ ôóíêöi¹þ Γ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∀ δ > 0 : sup
z: |z|>δ

Γ(z) < 1.

Òîäi

∀u, v ∈ R : lim
t→+∞

(x(u, t)− x(v, t)) = 0 ì. í.

Â äðóãîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïîòiê Õàððiñà {x(u, t), u ∈ R, t > 0}
ç êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ Γ, ÿêà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ îäèíèöÿ ëèøå â òî÷öi

íóëü òà ¹ äâi÷i äèôåðåíöiéîâíîþ â öié òî÷öi. Äëÿ òàêîãî ïîòîêó Õàððiñà

ìè ïîêàçó¹ìî, ùî ïðè ïðÿìóâàííi ÷àñó äî íåñêií÷åííîñòi âiäñòàíü ìiæ áóäü-

ÿêèìè äâîìà ÷àñòèíêàìè öüîãî ïîòîêó ïðÿìó¹ äî íóëÿ ç åêñïîíåíöiéíîþ

øâèäêiñòþ.

Òåîðåìà 1.2.2. Ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ u, v ∈ R, u > v,

lim
t→+∞

1

t
ln (x(u, t)− x(v, t)) =

1

2
Γ′′(0).

Êðiì òîãî, íàêëàäàþ÷è äîäàòêîâó óìîâó íà ïîâåäiíêó êîâàðiàöiéíî¨ ôóí-

êöi¨ ïîòîêó Õàððiñà íà íåñêií÷åííîñòi, à ñàìå ïðèïóñêàþ÷è, ùî

∀n > 1 : lim
|z|→+∞

znΓ(z) = 0,

ìè âñòàíîâëþ¹ìî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó âñiõ ìîìåíòiâ âiäñòàíi ìiæ äâîìà

÷àñòèíêàìè öüîãî ïîòîêó.

Òåîðåìà 1.2.6. Äëÿ áóäü-ÿêèõ u, v ∈ R òà n ∈ N ∪ {0}

lim
t→+∞

1

tn
E (x(u, t)− x(v, t))2n+1 = 2n · (2n+ 1)!! · (u− v)

òà

c∗ · 2n · (2n+ 2)!! · |u− v| 6 lim
t→+∞

1

t(2n+1)/2
E (x(u, t)− x(v, t))2n+2 6

6 lim
t→+∞

1

t(2n+1)/2
E (x(u, t)− x(v, t))2n+2 6 c∗ · 2n · (2n+ 2)!! · |u− v|
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çi ñòàëèìè c∗ òà c
∗, ùî çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

c∗ =
2√
π

(1− ‖F − (1− Γ)‖) > 0,

äå F � ìiíiìàëüíà óâiãíóòà ìàæîðàíòà ôóíêöi¨ 1− Γ íà R+, òà

c∗ =
2√
π
.

Â òðåòüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïîòiê Õàððiñà {x(u, t), u ∈ R,
t > 0} ç íåïåðåðâíîþ êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ Γ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∀ δ > 0 : sup
z: |z|>δ

Γ(z) < 1,

òà äîñëiäæó¹ìî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ìîìåíòiâ E[x(u1, t) . . . x(un, t)] ïðè

t→ +∞ äëÿ âñiõ n > 1 òà u1, . . . , un ∈ R.

Òåîðåìà 1.3.3. Ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

∀n > 1 ∀u1, . . . , u2n−1 ∈ R : lim
t→+∞

1

tn−
1
2

E [x(u1, t) . . . x(u2n−1, t)] = 0,

∀n > 1 ∀u1, . . . , u2n ∈ R : lim
t→+∞

1

tn
E [x(u1, t) . . . x(u2n, t)] = (2n− 1)!!.

Õî÷à òåîðåìà 1.3.3 âñòàíîâëþ¹ òî÷íó àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó âñiõ ïàðíèõ

ìîìåíòiâ, ðåçóëüòàò, ùî ñòîñó¹òüñÿ íåïàðíèõ ìîìåíòiâ, âçàãàëi êàæó÷è, íå ¹

íàéêðàùèì. Ìè ïîêàçó¹ìî öå, äîâiâøè, ùî äëÿ òðüîõ ïî÷àòêîâèõ òî÷îê, äâi ç

ÿêèõ çáiãàþòüñÿ, âiäïîâiäíå ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ìà¹ ïîðÿäîê îäèíèöÿ âiäíîñíî

÷àñîâî¨ çìiííî¨.

Â äðóãîìó ðîçäiëi ìè äîñëiäæó¹ìî íàáëèæåííÿ ïîòîêó Àððàòüÿ ïîòîêàìè

Õàððiñà áåç ñêëåþâàííÿ.

Â ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïèòàííÿ çáiæíîñòi n-òî÷êîâèõ ðó-

õiâ ïîòîêiâ Õàððiñà äî n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêó Àððàòüÿ. Íåõàé ν � äîâiëüíà

ñêií÷åííà ñèíãóëÿðíà ìiðà íà äiéñíié ïðÿìié, ÿêà ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí àòîì.

Êðiì òîãî, íåõàé ôóíêöiÿ ϕ ∈ C∞0 (R, [0; +∞)) (òîáòî íåñêií÷åííî äèôåðåíöi-

éîâíà i ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì) ñèìåòðè÷íà i ìà¹ îäèíè÷íó L2-íîðìó, à òàêîæ

íå ñïàäà¹ íà (−∞; 0] i íå çðîñòà¹ íà [0; +∞). Ïîêëàäåìî

ψε(z) := cε

∫
R

1√
ε
ϕ

(
z − q
ε

)
ν(dq), z ∈ R,
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äå ñòàëà cε > 0 âèáðàíà òàê, ùîá ôóíêöiÿ ψε ìàëà îäèíè÷íó L2-íîðìó.

Äëÿ êîæíîãî ε > 0 ðîçãëÿíåìî ñòîõàñòè÷íå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

xε(u, t) = u+

t∫
0

∫
R

ψε(xε(u, s)− q)W (dq, ds), t > 0,

äå u ∈ R ãðà¹ ðîëü ïàðàìåòðà, W � âiíåðiâ ëèñò íà R × [0; +∞). Ñiìåéñòâî

ñèëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ äëÿ u ∈ R
óòâîðþþòü ïîòiê Õàððiñà {xε(u, t), u ∈ R, t > 0} ç êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ

Γε, ÿêà çàäà¹òüñÿ ÿê

Γε(z) :=

∫
R

ψε(z + q)ψε(q) dq, z ∈ R.

Íàðåøòi, ÷åðåç {x0(u, t), u ∈ R, t > 0} ïîçíà÷èìî ïîòiê Àððàòüÿ.
Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ïiäðîçäiëó ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1.3. Äëÿ áóäü-ÿêèõ n ∈ N i u1, . . . , un ∈ R ó ïðîñòîði C([0; +∞),

Rn) ìà¹ ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü

(xε(u1, ·), . . . , xε(un, ·))
w−→ (x0(u1, ·), . . . , x0(un, ·)), ε→ 0 + .

Â äðóãîìó ïiäðîçäiëi ìè îòðèìó¹ìî îöiíêó íà âiäñòàíü Âàñåðøòåéíà ìiæ

ðîçïîäiëàìè âèïàäêîâèõ ìið, ùî ¹ îáðàçàìè (äåòåðìiíîâàíî¨) ìiðè, çîñåðå-

äæåíî¨ íà [0; 1], ïiä äi¹þ ïîòîêó Õàððiñà, êîâàðiàöiéíà ôóíêöiÿ ÿêîãî ìà¹

êîìïàêòíèé íîñié, i ïîòîêó Àððàòüÿ.

Íåõàé {x(u, t), u ∈ R, t > 0} � ïîòiê Õàððiñà ç êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ

Γ, ÿêà ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié, à {x0(u, t), u ∈ R, t > 0} � ïîòiê Àððàòüÿ.

Ïîêëàäåìî

λ := µ ◦ x−1(·, 1),

λ0 := µ ◦ x−1
0 (·, 1),

äå µ � äåÿêà éìîâiðíiñíà áîðåëiâñüêà ìiðà íà äiéñíié âiñi, ÿêà ìà¹ ñêií÷åííèé

ïåðøèé ìîìåíò. Òîäi ðîçïîäiëè Λ òà Λ0 âèïàäêîâèõ ìið λ òà λ0 âiäïîâiäíî

ÿê åëåìåíòiâ ïðîñòîðó âñiõ éìîâiðíiñíèõ áîðåëiâñüêèõ ìið íà äiéñíié âiñi, ùî

ìàþòü ñêií÷åííèé ïåðøèé ìîìåíò, íàäiëåíîãî âiäñòàííþ Âàñåðøòåéíà W1,
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ñàìi ìàþòü ñêií÷åííèé ïåðøèé ìîìåíò. Öå îçíà÷à¹, ùî ìè ìîæåìî ðîçãëÿäàòè

âiäñòàíü Âàñåðøòåéíà W1(Λ,Λ0) ìiæ Λ òà Λ0.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ïiäðîçäiëó ¹ íàñòóïíà îöiíêàW1(Λ,Λ0) ÷åðåç

äiàìåòð d(Γ) íîñiÿ ôóíêöi¨ Γ.

Òåîðåìà 2.2.1. Íåõàé {x(u, t), u ∈ R, t > 0} � ïîòiê Õàððiñà ç êîâàðià-

öiéíîþ ôóíêöi¹þ Γ, ÿêà ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié, à {x0(u, t), u ∈ R, t > 0} �
ïîòiê Àððàòüÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî

supp µ ⊂ [0; 1]

òà

d(Γ) <
1

100
.

Òîäi

W1(Λ,Λ0) 6 C · d(Γ)1/22,

äå ñòàëà C > 0 íå çàëåæèòü âiä µ i Γ.

Âòðåòüîìó ðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ îáëàñòi êîíöåíòðàöi¨ ìið, ïåðåíåñåíèõ

ïîòîêàìè Õàððiñà áåç ñêëåþâàííÿ.

Ðîçãëÿíåìî ñòîõàñòè÷íå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

x(u, t) = u+

t∫
0

∫
R

ϕ(x(u, s)− q)W (dq, ds), t > 0,

äå u ∈ R � ôiêñîâàíèé ïàðàìåòð,W � âiíåðiâ ëèñò íà R×R+, à ôóíêöiÿ ϕ ∈
C∞0 (R, [0; +∞)) (òîáòî íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà i ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì)

ñèìåòðè÷íà i ìà¹ îäèíè÷íó L2-íîðìó. Íåõàé {x(u, t), u ∈ R, t > 0} � ïîòiê

Õàððiñà, ïîðîäæåíèé ðîçâ'ÿçêàìè öüîãî ðiâíÿííÿ äëÿ u ∈ R.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâi ìiðè

λt := λ ◦ x−1(·, t), t > 0,

äå λ � îäíîâèìiðíà ìiðà Ëåáåãà. Öi ìiðè ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèìè, i íåõàé

pt ¹ âiäïîâiäíèìè ùiëüíîñòÿìè. Äëÿ êîæíîãî t > 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç µt(c)

iíòåíñèâíiñòü ïåðåòèíiâ âèïàäêîâèì ïðîöåñîì {pt(u), u ∈ R} ðiâíÿ c > 0.

Íà îñíîâi äîïîìiæíèõ òâåðäæåíü, äîâåäåíèõ â ïåðøèõ äâîõ ïiäðîçäiëàõ, â

òðåòüîìó ïiäðîçäiëi ìè îá÷èñëþ¹ìî µt(c) äëÿ ìàéæå âñiõ ðiâíiâ c > 0 (íèæ÷å

L′ òà L′′ � ïåâíi äîäàòíi ñòàëi, ÿêi çàëåæàòü ëèøå âiä ôóíêöi¨ ϕ).
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Òåîðåìà 3.3.1. Äëÿ âñiõ t > 0 ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ

µt(c) =

√
2L′′ · e π2

2L′t−
L′t
8

πL′
√
πt

· 1√
c
·

+∞∫
0

e−
v2

2L′t sh v sin πv
L′t√

1 + 2 ch v
c + 1

c2

dv äëÿ ï. â. c > 0.

Êðiì òîãî, ìè âñòàíîâëþ¹ìî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâ-

íîñòi ç íàâåäåíî¨ òåîðåìè, ÿêó ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç µt(c).

Òåîðåìà 3.3.2. Äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0 ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ

µt(c) =
e−

L′t
8

√
L′′

π
√

2L′
·
√

c

ln c
· exp

[
−(ln c)2

2L′t

]
· (1 + o(1)), c→ +∞.

Â ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ìè äîñëiäæó¹ìî ðîçïîäië ÷èñëà êëàñòåðiâ ïîòîêó

Àððàòüÿ â áóäü-ÿêèé äîäàòíèé ìîìåíò ÷àñó.

Íåõàé {x(u, t), u ∈ R, t > 0} � ïîòiê Àððàòüÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi

u > 0 òà t > 0. Âiäîìî, ùî ìíîæèíà x([0;u], t) ¹ ñêií÷åííîþ ìàéæå íàïåâíî.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç νt([0;u]) êiëüêiñòü åëåìåíòiâ öi¹¨ ìíîæèíè. Îñíîâíîþ ìåòîþ

äàíîãî ðîçäiëó ¹ çíàõîäæåííÿ éìîâiðíîñòi ïîäi¨ {νt([0;u]) = k} äëÿ êîæíîãî
k > 2.

Â ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ìè íàìàãà¹ìîñÿ öå çðîáèòè çà äîïîìîãîþ äîáðå

âiäîìî¨ ôîðìóëè Êàðëiíà�Ìàêãðåãîðà. Íàì âäà¹òüñÿ äîâåñòè íàñòóïíó òåî-

ðåìó (òóò i äàëi pt � ùiëüíiñòü íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç íóëüîâèì ñåðåäíiì

òà äèñïåðñi¹þ t).

Òåîðåìà 4.1.3. Ìè ìà¹ìî

P {νt([0;u]) = 2} =
u√
πt
−

u∫
0

∫
∆3

∣∣∣∣∣∣∣
pt(v1) p′t(v1 − r) pt(v1 − r)
pt(v2) p′t(v2 − r) pt(v2 − r)
pt(v3) p′t(v3 − r) pt(v3 − r)

∣∣∣∣∣∣∣
dv1

dv2

dv3

dr−

−
u∫

0

∫
∆3

∣∣∣∣∣∣∣
p′t(v1 − r) pt(v1 − r) pt(v1 − u)

p′t(v2 − r) pt(v2 − r) pt(v2 − u)

p′t(v3 − r) pt(v3 − r) pt(v3 − u)

∣∣∣∣∣∣∣
dv1

dv2

dv3

dr+

+

u∫
0

∫
∆4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
pt(v1) p′t(v1 − r) pt(v1 − r) pt(v1 − u)

pt(v2) p′t(v2 − r) pt(v2 − r) pt(v2 − u)

pt(v3) p′t(v3 − r) pt(v3 − r) pt(v3 − u)

pt(v4) p′t(v4 − r) pt(v4 − r) pt(v4 − u)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dv1

dv2

dv3

dv4

dr.
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Íà ìíîæèíi {νt([0;u]) = 2} ìè ìîæåìî îçíà÷èòè θ ÿê ¹äèíó òî÷êó ðîçðèâó
âiäîáðàæåííÿ x(·, t) : R → R íà âiäðiçêó [0;u] i ξ1 i ξ2 ÿê íèæíié òà âåðõíié

êëàñòåðè â îáðàçi x([0;u], t) âiäïîâiäíî.

Òåîðåìà 4.1.4. Äëÿ âñiõ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí A ⊂ [0;u] i B1, B2 ⊂ R,
òàêèõ, ùî B1 < B2, ìè ìà¹ìî

P {νt([0;u]) = 2, θ ∈ A, ξ1 ∈ B1, ξ2 ∈ B2} =

=

∫
A

∫
∆2

∣∣∣∣∣p′t(v1 − r) pt(v1 − r)
p′t(v2 − r) pt(v2 − r)

∣∣∣∣∣ 1I
{
v1 ∈ B1,

v2 ∈ B2

}
dv1

dv2

dr−

−
∫
A

∫
∆3

∣∣∣∣∣∣∣
pt(v1) p′t(v1 − r) pt(v1 − r)
pt(v2) p′t(v2 − r) pt(v2 − r)
pt(v3) p′t(v3 − r) pt(v3 − r)

∣∣∣∣∣∣∣ 1I
{
v2 ∈ B1,

v3 ∈ B2

} dv1

dv2

dv3

dr−

−
∫
A

∫
∆3

∣∣∣∣∣∣∣
p′t(v1 − r) pt(v1 − r) pt(v1 − u)

p′t(v2 − r) pt(v2 − r) pt(v2 − u)

p′t(v3 − r) pt(v3 − r) pt(v3 − u)

∣∣∣∣∣∣∣ 1I
{
v1 ∈ B1,

v2 ∈ B2

} dv1

dv2

dv3

dr+

+

∫
A

∫
∆4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
pt(v1) p′t(v1 − r) pt(v1 − r) pt(v1 − u)

pt(v2) p′t(v2 − r) pt(v2 − r) pt(v2 − u)

pt(v3) p′t(v3 − r) pt(v3 − r) pt(v3 − u)

pt(v4) p′t(v4 − r) pt(v4 − r) pt(v4 − u)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 1I
{
v2 ∈ B1,

v3 ∈ B2

} dv1

dv2

dv3

dv4

dr.

Â äðóãîìó ïiäðîçäiëi äëÿ ïiäðàõóíêó âiäïîâiäíèõ éìîâiðíîñòåé ìè âèêî-

ðèñòîâó¹ìî âiäîìi ïôàôôiâñüêi ôîðìóëè äëÿ êîíòèíóàëüíèõ ñèñòåì áðîóíiâ-

ñüêèõ ÷àñòèíîê, ùî ñêëåþþòüñÿ àáî àíiãiëþþòü â ìîìåíò çiòêíåííÿ.

Äëÿ r0 6 r1 6 . . . 6 rk 6 rk+1 íåõàé F̂t ≡ F̂t(r0, r1, . . . , rk, rk+1) ¹ àíòèñè-

ìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ ïîðÿäêó 2k + 2 ç åëåìåíòàìè íàä äiàãîíàëëþ

(F̂t)ij :=


Ft(r[j/2] − r[i/2]), ÿêùî i ïàðíå àáî i = 1, òà j ïàðíå,

F ′t(r[j/2] − r[i/2]), ÿêùî i ïàðíå àáî i = 1, òà j íåïàðíå,

−F ′t(r[j/2] − r[i/2]), ÿêùî i íåïàðíå, i 6= 1 òà j ïàðíå,

−F ′′t (r[j/2] − r[i/2]), ÿêùî i íåïàðíå, i 6= 1 òà j íåïàðíå,

äå

Ft(z) := 2

+∞∫
z/
√

2

1√
2πt

e−
v2

2t dv, z ∈ R.
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Òåîðåìà 4.2.5. Äëÿ âñiõ k > 1 ìè ìà¹ìî

P {νt([0;u]) = k + 1} =

∫
· · ·
∫

∆k(u)

Pf
(
F̂t(0, r1, . . . , rk, u)

)
dr1 . . . drk,

äå

∆k(u) := {(r1, . . . , rk) ∈ Rk | 0 6 r1 6 . . . 6 rk 6 u}.

Òåïåð íà ìíîæèíi {νt([0;u]) = k + 1} îçíà÷èìî θ1, . . . , θk ∈ [0;u], θ1 <

. . . < θk, ÿê òî÷êè ðîçðèâó âiäîáðàæåííÿ x(·, t) : R→ R íà âiäðiçêó [0;u].

Òåîðåìà 4.2.6. Äëÿ âñiõ k > 1 òà íåïóñòèõ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí A1, . . . , Ak

⊂ [0;u], òàêèõ, ùî A1 < . . . < Ak, ìè ìà¹ìî

P {νt([0;u]) = k + 1, θ1 ∈ A1, . . . , θk ∈ Ak} =

=

∫
· · ·
∫

A1×...×Ak

Pf
(
F̂t(0, r1, . . . , rk, u)

)
dr1 . . . drk.

Â òðåòüîìó ïiäðîçäiëi ìè çíàõîäèìî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ νt([0;u]) çà äîïî-

ìîãîþ ïîíÿòòÿ çàãàëüíîãî ÷àñó âiëüíîãî ïðîáiãó ÷àñòèíîê ó ïîòîöi Àððàòüÿ.

Òåîðåìà 4.3.3. Ìè ìà¹ìî

Eνt([0;u]) = 1 +
u√
πt
.

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ãëèáîêó âäÿ÷íiñòü ñâî¹ìó íàóêîâîìó êåðiâíèêó, äîêòî-

ðó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðó À. À. Äîðîãîâöåâó çà íåîöiíèìó

äîïîìîãó òà ïîñòiéíó ïiäòðèìêó ïiä ÷àñ âèêîíàííÿ äàíî¨ ðîáîòè, à òàêîæ

âñiì ñïiâðîáiòíèêàì âiääiëó òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ Iíñòèòóòó ìàòåìàòè-

êè ÍÀÍ Óêðà¨íè çà äðóæíi òà ïëiäíi äèñêóñi¨.
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Ðîçäië 1

Àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi

ïîòîêiâ Õàððiñà

Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé ðiçíîãî ðîäó àñèìïòîòè÷íèì âëàñòèâîñòÿì ïîòîêiâ

Õàððiñà ïðè ïðÿìóâàííi ÷àñîâî¨ çìiííî¨ äî íåñêií÷åííîñòi. Ó ïåðøîìó ïiä-

ðîçäiëi ïðèâîäÿòüñÿ êîðîòêi âiäîìîñòi ïðî çàãàëüíi áðîóíiâñüêi ñòîõàñòè÷íi

ïîòîêè òà çîêðåìà ïîòîêè Õàððiñà. Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi äëÿ ïîòîêiâ Õàðði-

ñà iç ãëàäêîþ êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ ìè âñòàíîâëþ¹ìî øâèäêiñòü çáiæíîñòi

äî íóëÿ âiäñòàíi ìiæ ÷àñòèíêàìè é àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ¨¨ ìîìåíòiâ. Ó

òðåòüîìó ïiäðîçäiëi ìè çíàõîäèìî àñèìïòîòèêó ìîìåíòiâ n-òî÷êîâèõ ðóõiâ

ïîòîêiâ Õàððiñà iç íåïåðåðâíîþ êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ.

1.1 Áðîóíiâñüêi ñòîõàñòè÷íi ïîòîêè

Ó äàíié äèñåðòàöi¨ ìè âèêîðèñòîâó¹ìî íàñòóïíå îçíà÷åííÿ áðîóíiâñüêîãî ñòî-

õàñòè÷íîãî ïîòîêó.

Îçíà÷åííÿ 1.1.1. Âèïàäêîâå ïîëå {x(u, t), u ∈ R, t > 0} íàçèâà¹òüñÿ áðîó-
íiâñüêèì ñòîõàñòè÷íèì ïîòîêîì, ÿêùî âîíî çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

1) äëÿ áóäü-ÿêîãî u ∈ R âèïàäêîâèé ïðîöåñ {x(u, t), t > 0} ¹ áðîóíiâñüêèì
ðóõîì âiäíîñíî çàãàëüíî¨ ôiëüòðàöi¨

Ft := σ{x(v, s), v ∈ R, 0 6 s 6 t}, t > 0;
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2) x(u, 0) = u äëÿ âñiõ u ∈ R;

3) äëÿ áóäü-ÿêèõ u, v ∈ R, ÿêùî u 6 v, òî x(u, t) 6 x(v, t) äëÿ âñiõ t > 0.

Çàóâàæåííÿ 1.1.2. Íàâåäåíå îçíà÷åííÿ áóëî âïåðøå âèêîðèñòàíå ó ðîáîòi [64].

×àñòêîâèì âèïàäêîì áðîóíiâñüêèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ ¹ ïîòîêè Õàðði-

ñà.

Îçíà÷åííÿ 1.1.3. Áðîóíiâñüêèé ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê {x(u, t), u ∈ R, t > 0}
íàçèâà¹òüñÿ ïîòîêîì Õàððiñà ç êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ Γ, ÿêùî äëÿ áóäü-

ÿêèõ u, v ∈ R âçà¹ìíà êâàäðàòè÷íà âàðiàöiÿ âiíåðîâèõ ïðîöåñiâ {x(u, t),

t > 0} òà {x(v, t), t > 0} ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi

〈x(u, ·), x(v, ·)〉t =

t∫
0

Γ(x(u, s)− x(v, s)) ds, t > 0.

Çàóâàæèìî, ùî êîâàðiàöiéíà ôóíêöiÿ Γ çàâæäè ¹ íåâiä'¹ìíî âèçíà÷åíîþ i

ñèìåòðè÷íîþ. Êðiì òîãî, áåç ïîðóøåííÿ çàãàëüíîñòi ìè áóäåìî ââàæàòè, ùî

Γ(0) = 1.

Îñòàííÿ óìîâà åêâiâàëåíòíà òîìó, ùî âñi âiíåðîâi ïðîöåñè â îçíà÷åííi 1.1.3 ¹

ñòàíäàðòíèìè.

Êðiì òîãî, ÿêùî ôóíêöiÿ Γ íåïåðåðâíà, òî çà òåîðåìîþ Áîõíåðà�Õií÷iíà

iñíó¹ òàêà éìîâiðíiñíà áîðåëiâñüêà ìiðà µΓ íà ÷èñëîâié ïðÿìié, ùî

Γ(z) =

∫
R

eiλz µΓ(dλ), z ∈ R.

Ìiðà µΓ íàçèâà¹òüñÿ ñïåêòðàëüíîþ ìiðîþ ôóíêöi¨ Γ.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ äîñòàòíi óìîâè íà ôóíêöiþ Γ, ùî çàáåçïå÷óþòü

iñíóâàííÿ ïîòîêó Õàððiñà, äëÿ ÿêîãî öÿ ôóíêöiÿ ¹ êîâàðiàöiéíîþ.

Òåîðåìà 1.1.4. [25] Íåõàé ôóíêöiÿ Γ: R → R íåâiä'¹ìíî âèçíà÷åíà, íåïå-

ðåðâíà òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ íà êîæíîìó iíòåðâàëi (−c; c), c > 0.

Êðiì òîãî, íåõàé Γ(0) = 1 òà ñïåêòðàëüíà ìiðà µΓ íå ¹ äèñêðåòíîþ. Òîäi

iñíó¹ ïîòiê Õàððiñà, äëÿ ÿêîãî ôóíêöiÿ Γ ¹ êîâàðiàöiéíîþ, ïðè÷îìó òàêèé

ïîòiê ¹äèíèé çà ðîçïîäiëîì.
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Ó äîâiëüíîìó áðîóíiâñüêîìó ñòîõàñòè÷íîìó ïîòîöi {x(u, t), u ∈ R, t > 0}
äëÿ áóäü-ÿêèõ u, v ∈ R, u > v, âèïàäêîâèé ïðîöåñ {x(u, t) − x(v, t), t > 0}
ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ íåâiä'¹ìíèé ìàðòèíãàë. Îòæå (äèâ. [29]), âií ñòà¹ òîòî-

æíèì íóëåì ïiñëÿ ïåðøîãî ïîòðàïëÿííÿ â íüîãî. Òàêèì ÷èíîì, â îäíîâè-

ìiðíèõ áðîóíiâñüêèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêàõ ìîæå ñïîñòåðiãàòèñÿ ñêëåþâàííÿ

÷àñòèíîê.

Ç êðèòåðiþ äîñÿæíîñòi Ôåëëåðà äëÿ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ (äèâ. [29]) âè-

ïëèâà¹ íàñòóïíèé êðèòåðié ñêëåþâàííÿ ÷àñòèíîê ó ïîòîöi Õàððiñà (ïîð. ç [42]).

Òåîðåìà 1.1.5. Ñêëåþâàííÿ ÷àñòèíîê ó ïîòîöi Õàððiñà ç êîâàðiàöiéíîþ

ôóíêöi¹þ Γ ìà¹ ìiñöå òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

∀ δ > 0 :

δ∫
0

z dz

1− Γ(z)
< +∞.

Íàâåäåìî òåïåð äåÿêi ïðèêëàäè ïîòîêiâ Õàððiñà.

Ïðèêëàä 1.1.6. Ïîòîêîì Àððàòüÿ íàçèâà¹òüñÿ ïîòiê Õàððiñà {x(u, t), u ∈
R, t > 0} ç êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ

Γ = 1I{0},

òîáòî òàêèé áðîóíiâñüêèé ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê, ùî

〈x(u, ·), x(v, ·)〉t =

t∫
0

1I{x(u, s) = x(v, s)} ds, t > 0.

Òàêèé ïîòiê áóâ óïåðøå ïîáóäîâàíèé â äèñåðòàöi¨ Ð. À. Àððàòüÿ [2] ÿê

ñëàáêà ãðàíèöÿ ñiìåéñòâ ïðîñòèõ ñèìåòðè÷íèõ âèïàäêîâèõ áëóêàíü, ùî ñêëå-

þþòüñÿ.

Íåôîðìàëüíî ïîòiê Àððàòüÿ ìîæíà îïèñàòè ÿê ïîòiê áðîóíiâñüêèõ ÷àñòè-

íîê, êîæíi äâi ç ÿêèõ ðóõàþòüñÿ íåçàëåæíî äî ìîìåíòó çóñòði÷i, ó ìîìåíò

çóñòði÷i ñêëåþþòüñÿ é äàëi ðóõàþòüñÿ ðàçîì.

Ïðèêëàä 1.1.7. Øèðîêèé êëàñ áðîóíiâñüêèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ ïîðî-

äæó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêàìè ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Äiéñíî, äëÿ

25



êîæíîãî u ∈ R ðîçãëÿíåìî ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

dx(t) =
∞∑
k=1

σk(x(t)) dwk(t), (1.1)

äå âèìiðíi ôóíêöi¨ σk : R→ R, k > 1, çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

∀ z ∈ R :
∞∑
k=1

σ2
k(z) = 1, (1.2)

∃L > 0 ∀ z′, z′′ ∈ R :
∞∑
k=1

|σk(z′)− σk(z′′)|2 6 L |z′ − z′′|2 , (1.3)

à {wk, k > 1} � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âiíåðîâèõ ïðîöåñiâ. ßêùî ìè

òåïåð ïîçíà÷èìî (¹äèíèé) ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ç ïî÷àòêîâîþ

óìîâîþ x(0) = u ÷åðåç x(u, ·), òî âèïàäêîâå ïîëå {x(u, t), u ∈ R, t > 0}
óòâîðþ¹ áðîóíiâñüêèé ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê.

Ïðè öüîìó

〈x(u, ·), x(v, ·)〉t =

t∫
0

[ ∞∑
k=1

σk(x(u, s))σk(x(v, s))

]
ds, t > 0,

à îòæå ÿêùî äëÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ Γ ìà¹ ìiñöå òîòîæíiñòü

∞∑
k=1

σk(z
′)σk(z

′′) = Γ(z′ − z′′), z′, z′′ ∈ R, (1.4)

òî îòðèìàíèé áðîóíiâñüêèé ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê áóäå ïîòîêîì Õàððiñà ç êîâà-

ðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ Γ.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî êîâàðiàöiéíà ôóíêöiÿ Γ íåïåðåðâíà, òî iñíóþòü òàêi

íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ {σk, k > 1}, ùî ìà¹ ìiñöå ïðåäñòàâëåííÿ (1.4). Äiéñíî,

çãiäíî ç íàñëiäêîì 1 íà ñòîð. 129 ðîáîòè [61] ãiëüáåðòiâ ïðîñòið HΓ ç âiä-

òâîðþþ÷èì ÿäðîì Γ ¹ ñåïàðàáåëüíèì, à îòæå, içîìåòðè÷íèì ãiëüáåðòîâîìó

ïðîñòîðó l2. Çíà÷èòü, êîæíîìó åëåìåíòó Γ(· − z) ∈ HΓ, z ∈ R, ìîæíà ïî-

ñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü ¹äèíèé åëåìåíò ~σ(z) = (σ1(z), σ2(z), . . .) ∈ l2 òàê,

ùî

(Γ(· − z′),Γ(· − z′′))HΓ
= (~σ(z′), ~σ(z′′))l2, z′, z′′ ∈ R.

Îäíàê ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâàþòü ðiâíîñòi (1.2) òà (1.4).
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Áiëüøå òîãî, ÿêùî ôóíêöiÿ Γ ¹ äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîþ ç îáìå-

æåíîþ äðóãîþ ïîõiäíîþ, òî

∞∑
k=1

(σk(z
′)− σk(z′′))2 = 2(1− Γ(z′ − z′′)) 6 L |z′ − z′′|2 , z′, z′′ ∈ R,

äå

L := sup
z>0

1− Γ(z)

z2
< +∞,

òîáòî âèêîíó¹òüñÿ é óìîâà (1.3).

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî Γ ∈ C2
b (R), òî ïîòiê Õàððiñà ç êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi-

¹þ Γ ìîæå áóòè ïîáóäîâàíèé çàçíà÷åíèì âèùå ñïîñîáîì ÿê ïîòiê ðîçâ'ÿçêiâ

ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1.1).

Îçíà÷åííÿ 1.1.8. n-òî÷êîâèìè ðóõàìè áðîóíiâñüêîãî ñòîõàñòè÷íîãî ïîòî-

êó íàçèâàþòüñÿ n-âèìiðíi âèïàäêîâi ïðîöåñè {(x(u1, t), . . . , x(un, t)), t > 0},
äå u1, . . . , un ∈ R (òóò n > 1 � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî).

Íàïðèêiíöi öüîãî ïiäðîçäiëó ïîêàæåìî, ùî ïðè äîñèòü çàãàëüíié óìîâi

íà êîâàðiàöiéíó ôóíêöiþ ïîòîêó Õàððiñà âiäñòàíü ìiæ áóäü-ÿêèìè äâîìà ÷à-

ñòèíêàìè öüîãî ïîòîêó ïðÿìó¹ äî íóëÿ.

Òåîðåìà 1.1.9. Íåõàé {x(u, t), u ∈ R, t > 0} � ïîòiê Õàððiñà ç êîâàðiàöié-

íîþ ôóíêöi¹þ Γ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∀ δ > 0 : sup
z: |z|>δ

Γ(z) < 1. (1.5)

Òîäi

∀u, v ∈ R : lim
t→+∞

(x(u, t)− x(v, t)) = 0 ì. í.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè áàçó¹òüñÿ íà iäå¨, âèêîðèñòàíié ó äîâå-

äåííi ëåìè 1 ó ðîáîòi [37].

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi u, v ∈ R, u > v. Òîäi âèïàäêîâèé ïðîöåñ {x(u, t) −
x(v, t), t > 0} ¹ ìàðòèíãàëîì ç êâàäðàòè÷íîþ õàðàêòåðèñòèêîþ

τt := 〈x(u, ·)− x(v, ·)〉t = 2t− 2

t∫
0

Γ(x(u, s)− x(v, s)) ds, t > 0,
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à îòæå, çãiäíî ç òåîðåìîþ Íàéòà [30] iñíó¹ (ìîæëèâî, íà ðîçøèðåíîìó éìî-

âiðíiñíîìó ïðîñòîði) òàêèé âiíåðiâ ïðîöåñ {β(t), t > 0}, ùî ç éìîâiðíiñòþ

îäèíèöÿ ìà¹ ìiñöå ïðåäñòàâëåííÿ

x(u, t)− x(v, t) = (u− v) + β(τt), t > 0.

Ïîêëàäåìî

τ := inf{t > 0 | β(t) = −(u− v)}.

Òîäi

τ < +∞ ì. í. (1.6)

Áiëüøå òîãî, îñêiëüêè

x(u, t)− x(v, t) > 0, t > 0,

òî

τt 6 τ, t > 0.

Îòæå iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
t→+∞

τt =: τ∞ 6 τ.

Çíà÷èòü, ó ñèëó íåïåðåðâíîñòi òðà¹êòîðié âiíåðîâîãî ïðîöåñó

lim
t→+∞

(x(u, t)− x(v, t)) = (u− v) + β(τ∞). (1.7)

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ïðàâà ÷àñòèíà ñïiââiäíîøåííÿ (1.7) âiäìiííà âiä

íóëÿ. Òîäi ç (1.5) òà (1.7) âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü òàêi ε > 0 òà t0 > 0 (âçàãàëi

êàæó÷è, ùî çàëåæàòü âiä ω), ùî

∀ t > t0 : Γ(x(u, t)− x(v, t)) < 1− ε.

Àëå òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî t > t0 ìè ìà¹ìî

τt = 2

t∫
0

[1− Γ(x(u, s)− x(v, s))] ds >

> 2

t∫
t0

[1− Γ(x(u, s)− x(v, s))] ds >

> 2ε · (t− t0)

28



i, îòæå,

τ > τ∞ = lim
t→+∞

τt = +∞.

Àëå öå ñóïåðå÷èòü (1.6).

Îñêiëüêè ïîðÿäîê ÷àñòèíîê ó ïîòîêàõ Õàððiñà çáåðiãà¹òüñÿ, òî ç öi¹¨ òåî-

ðåìè áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 1.1.10. Íåõàé {x(u, t), u ∈ R, t > 0} � ïîòiê Õàððiñà ç êî-

âàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ Γ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1.5). Òîäi ç éìîâiðíiñòþ

îäèíèöÿ

∀u, v ∈ R : lim
t→+∞

(x(u, t)− x(v, t)) = 0.

1.2 Àñèìïòîòèêà âiäñòàíi ìiæ ÷àñòèíêàìè òà ¨¨

ìîìåíòiâ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ïîêàæåìî, ùî ÿêùî êîâàðiàöiéíà ôóíêöiÿ ïîòîêó Õàð-

ðiñà ìà¹ äðóãó ïîõiäíó â íóëi, òî ïðè ïðÿìóâàííi ÷àñó äî íåñêií÷åííîñòi âiä-

ñòàíü ìiæ áóäü-ÿêèìè äâîìà ÷àñòèíêàìè öüîãî ïîòîêó ïðÿìó¹ äî íóëÿ ç åêñ-

ïîíåíöiéíîþ øâèäêiñòþ. Êðiì òîãî, ìè ïîêàæåìî, ùî ïðè äåÿêèõ äîäàòêîâèõ

óìîâàõ íà ïîâåäiíêó êîâàðiàöiéíî¨ ôóíêöi¨ íà íåñêií÷åííîñòi n-èé ìîìåíò öi¹¨

âiäñòàíi çðîñòà¹ ÿê t
n−1

2 .

Ïåðåä òèì ÿê ôîðìóëþâàòè âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè, ìè íàâåäåìî íàñòó-

ïíå åëåìåíòàðíå òâåðäæåííÿ, ÿêå áóäå ÷àñòî âèêîðèñòîâóâàòèñü ó öüîìó òà

íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi.

Òâåðäæåííÿ 1.2.1. Íåõàé ôóíêöiÿ f : [0; +∞) → R ëîêàëüíî iíòåãðîâíà

çà Ðiìàíîì òà

lim
t→+∞

f(t) = c ∈ R ∪ {−∞,+∞}.

Òîäi

lim
t→+∞

1

t

t∫
0

f(s) ds = c.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ ¹ ñòàíäàðòíèì i òîìó îïóñêà¹òüñÿ.
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïîòiê Õàððiñà {x(u, t), u ∈ R, t > 0} ç êîâàðiàöiéíîþ
ôóíêöi¹þ Γ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

Γ(z) = 1 ⇐⇒ z = 0, (1.8)

Γ äâi÷i äèôåðåíöiéîâíà ó íóëi, (1.9)

∀n > 1 : lim
|z|→+∞

znΓ(z) = 0. (1.10)

Òîäi ç óìîâè (1.9) òà òåîðåìè 1.1.5 âèïëèâà¹, ùî ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ ÷à-

ñòèíêè ïîòîêó íå ñêëåþþòüñÿ. Êðiì òîãî, îñêiëüêè ôóíêöiÿ Γ íåâiä'¹ìíî âè-

çíà÷åíà, òî óìîâà (1.9) îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ Γ íåïåðåðâíà. Ç íåïåðåðâíîñòi

ôóíêöi¨ òà óìîâ (1.8) i (1.10) âèïëèâà¹ óìîâà (1.5), à îòæå çà òåîðåìîþ 1.1.9

ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ u, v ∈ R

lim
t→+∞

(x(u, t)− x(v, t)) = 0. (1.11)

Òîìó ç (1.10) òà òåîðåìè Ëåáåãà ïðî îáìåæåíó çáiæíiñòü âèïëèâàþòü ñïiââiä-

íîøåííÿ

EΓ(x(u, t)− x(v, t))→ 1, t→ +∞, (1.12)

E [(x(u, t)− x(v, t))n Γ(x(u, t)− x(v, t))]→ 0, t→ +∞, n ∈ N. (1.13)

Ïîêëàäåìî

σ(z) :=
√

2(1− Γ(z)), z ∈ R.

Òîäi iç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ Γ âèïëèâà¹, ùî

σ ∈ C(R),

σ(z) = σ(−z), z ∈ R,
0 6 σ(z) 6

√
2, z ∈ R,

σ(z) = 0 ⇐⇒ z = 0.

Òàêîæ äëÿ u, v ∈ R ïîêëàäåìî

ξt ≡ ξt(u, v) = x(u, t)− x(v, t), t > 0.

Îñêiëüêè âçà¹ìíà êâàäðàòè÷íà âàðiàöiÿ âiíåðîâèõ ïðîöåñiâ {x(u, t), t > 0}
òà {x(v, t), t > 0} ìà¹ âèãëÿä

〈x(u, ·), x(v, ·)〉t =

t∫
0

Γ(x(u, s)− x(v, s)) ds, t > 0,
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òî

〈ξ〉t = 〈x(u, ·)− x(v, ·)〉t = 〈x(u, ·)〉t + 〈x(v, ·)〉t − 2 〈x(u, ·), x(v, ·)〉t =

= 2t− 2

t∫
0

Γ(x(u, s)− x(v, s)) ds =

t∫
0

σ2(x(u, s)− x(v, s)) ds, t > 0.

Òåîðåìà 1.2.2. Ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ u, v ∈ R, u > v,

lim
t→+∞

1

t
ln (x(u, t)− x(v, t)) =

1

2
Γ′′(0).

Äîâåäåííÿ. Âèïàäêîâèé ïðîöåñ {ξt = x(u, t) − x(v, t), t > 0} ¹ ñòðîãî äî-

äàòíiì äëÿ âñiõ t > 0 ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ òà çàäîâîëüíÿ¹ ñòîõàñòè÷íå

iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

ξt = (u− v) +

t∫
0

σ(ξs) dβs, t > 0,

äå {βt, t > 0} � âiíåðiâ ïðîöåñ, âèçíà÷åíèé íà òîìó ñàìîìó éìîâiðíiñíîìó

ïðîñòîði (äèâ. íèæ÷å äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.3.4). Îòæå, çà ôîðìóëîþ Iòî

1

t
ln ξt =

1

t
ln(u− v) +

1

t

t∫
0

σ(ξs)

ξs
dβs −

1

2t

t∫
0

σ2(ξs)

ξ2
s

ds, t > 0.

Ç îäíîãî áîêó, iç ñïiââiäíîøåííÿ

lim
z→0+

σ2(z)

z2
= lim

z→0+

2(1− Γ(z))

z2
= − lim

z→0+
Γ′′(z) = −Γ′′(0) (1.14)

òà òåîðåìè 1.1.9 âèïëèâà¹, ùî

lim
t→+∞

σ2(ξt)

ξ2
t

= −Γ′′(0) ì. í.

i, çíà÷èòü,

lim
t→+∞

1

t

t∫
0

σ2(ξs)

ξ2
s

ds = −Γ′′(0) ì. í. (1.15)
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Ç iíøîãî áîêó, ìàðòèíãàë

mt :=

t∫
0

σ(ξs)

ξs
dβs, t > 0,

ìà¹ êâàäðàòè÷íó âàðiàöiþ

〈m〉t =

t∫
0

σ2(ξs)

ξ2
s

ds, t > 0,

ÿêà, çàâäÿêè îáìåæåíîñòi ôóíêöi¨

(0; +∞) 3 z 7−→ σ2(z)

z2
∈ (0; +∞),

ìîæå áóòè îöiíåíà íàñòóïíèì ÷èíîì:

〈m〉t 6 Kt, t > 0, ì. í.,

äå

K := sup
z>0

σ2(z)

z2
.

Îòæå, 〈
1√
K
m

〉
t

6 t, t > 0, ì. í.,

i ç ïðåäñòàâëåííÿ

1√
K
mt = β̃< 1√

K
m>t, t > 0, ì. í.,

äå {β̃t, t > 0} � ñòàíäàðòíèé âiíåðiâ ïðîöåñ (ìîæëèâî, âèçíà÷åíèé íà ðîç-

øèðåíîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði), ìè îòðèìó¹ìî

1√
K
mt = β̃< 1√

K
m>t 6 sup

06s6t
β̃< 1√

K
m>s 6 max

06s6t
β̃s, t > 0, ì. í.,

òà

1√
K
mt = β̃< 1√

K
m>t > inf

06s6t
β̃< 1√

K
m>s > min

06s6t
β̃s, t > 0, ì. í.
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Îäíàê, iç çàêîíó ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà âèïëèâà¹, ùî

lim
t→+∞

1

t
min
06s6t

β̃s = lim
t→+∞

1

t
max
06s6t

β̃s = 0 ì. í.,

i, îòæå,

lim
t→+∞

1

t
mt = 0 ì. í. (1.16)

Òàêèì ÷èíîì, ç (1.15) òà (1.16) ìè îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ u, v ∈ R,
u > v,

lim
t→+∞

1

t
ln (x(u, t)− x(v, t)) =

1

2
Γ′′(0) ì. í.,

i òâåðäæåííÿ òåîðåìè òåïåð âèïëèâà¹ çi ñòðîãî¨ ìîíîòîííîñòi x(u, t) çà ïðî-

ñòîðîâîþ çìiííîþ äëÿ âñiõ t > 0 ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ.

Íàñëiäîê 1.2.3. Ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ u, v ∈ R, u 6= v,

lim
t→+∞

1

t
ln (1− Γ(x(u, t)− x(v, t))) = Γ′′(0).

Äîâåäåííÿ. Öå áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç (1.14), òåîðåìè 1.2.2 òà ñèìåòðè÷íî-

ñòi ôóíêöi¨ Γ.

Äëÿ äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ òåîðåìè íàì çíàäîáèòüñÿ ðåçóëüòàò, ùî ñòîñó-

¹òüñÿ åâîëþöi¨ ðîçïîäiëó ìàñè â içîòðîïíîìó áðîóíiâñüêîìó ñòîõàñòè÷íîìó

ïîòîöi.

Òåîðåìà 1.2.4. [58, ãëàâà 3, òåîðåìà 2.20] Íåõàé {ϕs,t, 0 6 s 6 t < +∞} �
içîòðîïíèé áðîóíiâñüêèé ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê, ïîðîäæåíèé áðîóíiâñüêèì

ðóõîì U â C(R,R), òîáòî òàêèé, ùî

ϕs,t(u) = u+

t∫
s

U(ϕs,r(u), dr), 0 6 s 6 t < +∞, u ∈ R.

Ïðèïóñòèìî, ùî éîãî êîâàðiàöiéíà ôóíêöiÿ Γ ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

lim
z→0

Γ0 − Γ(z)

z2
= β > 0 (1.17)

òà

‖Γ∗ − (Γ0 − Γ)‖2 < Γ0 · ‖Γ0 − Γ‖ , (1.18)
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äå Γ0 := Γ(0), Γ∗ � ìiíiìàëüíà óâiãíóòà ìàæîðàíòà ôóíêöi¨ Γ0 − Γ íà R+

òà

‖f‖ := sup
z∈[0;+∞)

|f(z)| .

Òàêîæ ïðèïóñòèìî, ùî éìîâiðíiñíà ìiðà µ0 íà R çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∃ ε > 0 :

∫
R

eε|u| µ0(du) < +∞. (1.19)

Òîäi äëÿ

Dt =

∫
R

(u− Ct)2 µt(du), t > 0,

äå

µt = µ0 ◦ ϕ−1
0,t , t > 0,

òà

Ct =

∫
R

uµt(du), t > 0,

iñíóþòü ôóíêöi¨ l òà m, òàêi, ùî

l(t) 6
1√
t
EDt 6 m(t), t > 0,

òà

lim
t→+∞

l(t) = c · l∞,

lim
t→+∞

m(t) = c ·m∞,

äå l∞ òà m∞ ¹ ñòðîãî äîäàòíèìè ñòàëèìè, ùî çàëåæàòü òiëüêè âiä ôóí-

êöi¨ Γ, à ñòàëà c çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

c =

∫
R

∫
R

|u− v| µ0(du)µ0(dv).

Çàóâàæåííÿ 1.2.5. Ñòàëi l∞ òà m∞ âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

l∞ =

√
8

π
·

(√
‖Γ0 − Γ‖

2
− ‖Γ

∗ − (Γ0 − Γ)‖
γ

)
,

m∞ =

√
8

π
· ‖Γ0 − Γ‖

γ
,
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äå γ <
√

2Γ0 ìîæå áóòè âçÿòà ÿê çàâãîäíî áëèçüêîþ äî
√

2Γ0 (çâiñíî, çi çìiíîþ

ôóíêöié l òà m).

Òåîðåìà 1.2.6. Äëÿ áóäü-ÿêèõ u, v ∈ R òà n ∈ N ∪ {0}

lim
t→+∞

1

tn
E (x(u, t)− x(v, t))2n+1 = 2n · (2n+ 1)!! · (u− v) (1.20)

òà

c∗ · 2n · (2n+ 2)!! · |u− v| 6 lim
t→+∞

1

t(2n+1)/2
E (x(u, t)− x(v, t))2n+2 6

6 lim
t→+∞

1

t(2n+1)/2
E (x(u, t)− x(v, t))2n+2 6 c∗ · 2n · (2n+ 2)!! · |u− v|

(1.21)

çi ñòàëèìè c∗ òà c
∗, ùî çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

c∗ =
2√
π

(1− ‖F − (1− Γ)‖) > 0,

äå F � ìiíiìàëüíà óâiãíóòà ìàæîðàíòà ôóíêöi¨ 1− Γ íà R+, òà

c∗ =
2√
π
.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî

hm(t) := E (x(u, t)− x(v, t))m , m ∈ N.

Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Iòî òà òåîðåìó Ôóáiíi, ìè îòðèìó¹ìî

hm+2(t) = E (x(u, t)− x(v, t))m+2 = (u− v)m+2+

+(m+ 2)(m+ 1)

t∫
0

E [(x(u, s)− x(v, s))m (1− Γ(x(u, s)− x(v, s)))] ds =

= (u− v)m+2 + (m+ 2)(m+ 1)

t∫
0

hm(s) ds−

−(m+ 2)(m+ 1)

t∫
0

E [(x(u, s)− x(v, s))m Γ(x(u, s)− x(v, s))] ds,
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à îòæå, ç (1.13) âèïëèâà¹, ùî

hm+2(t) = (m+ 2)(m+ 1)

t∫
0

hm(s) ds+ o(t), t→ +∞. (1.22)

Î÷åâèäíî, ìè ìà¹ìî

h1(t) ≡ u− v,

òîáòî äëÿ n = 0 ñïiââiäíîøåííÿ (1.20) ¹ âiðíèì. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíî âiðíå

äëÿ n = k > 0. Òîäi äëÿ n = k + 1, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ, ìè

îòðèìó¹ìî

lim
t→+∞

h2k+3(t)

tk+1
= (2k + 3)(2k + 2) · lim

t→+∞

t∫
0

h2k+1(s) ds

tk+1
=

= 2 · (2k + 3) · lim
t→+∞

h2k+1(t)

tk
= 2k+1 · (2k + 3)!! · (u− v),

i ç ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ âèïëèâà¹ ïåðøà ÷àñòèíà.

Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè äðóãó ÷àñòèíó, ìè çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 1.2.4. Ùîá

ïåðåâiðèòè óìîâè, ïîìiòèìî, ùî ç (1.14) âèïëèâà¹ (1.17), à (1.18) íàáóâà¹

âèãëÿäó

‖F − (1− Γ)‖ < 1.

Îäíàê, ëåãêî áà÷èòè, ùî çàðàç ìè ìîæåìî ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ F̂ âèãëÿäó

F̂ (z) = min{1;αz}, z > 0,

äå êîåôiöi¹íò α > 0 äîñòàòíüî âåëèêèé, òàêó, ùî

1− Γ(z) 6 F̂ (z), z > 0,

i, îòæå,

‖F − (1− Γ)‖ 6
∥∥∥F̂ − (1− Γ)

∥∥∥ < 1

(îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç (1.14) òà íåïåðåðâíîñòi Γ). Íàðåøòi, ÿêùî ìè

ïîêëàäåìî

µ0 =
1

2
(δu + δv),
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äå δa � ìiðà Äiðàêà â òî÷öi a ∈ R, òî óìîâà (1.19) òàêîæ áóäå âèêîíóâàòèñÿ.

Òàêèì ÷èíîì, çà òåîðåìîþ 1.2.4 ìè ìà¹ìî

1

2
|u− v| ·

√
8

π
·
(

1√
2
− ‖F − (1− Γ)‖

γ

)
6 lim

t→+∞

1

4
√
t
E(x(u, t)− x(v, t))2 6

6 lim
t→+∞

1

4
√
t
E(x(u, t)− x(v, t))2 6

1

2
|u− v| ·

√
8

π
· 1

γ
.

Çãàäóþ÷è, ùî γ ìîæå áóòè âèáðàíà ÿê çàâãîäíî áëèçüêîþ äî
√

2, ìè îòðè-

ìó¹ìî

c∗ · 2 |u− v| 6 lim
t→+∞

1√
t
h2(t) 6 lim

t→+∞

1√
t
h2(t) 6 c∗ · 2 |u− v|

çi ñòàëèìè c∗ òà c∗, âèçíà÷åíèìè âèùå, òîáòî äëÿ n = 0 ñïiââiäíîøåííÿ (1.21)

âiðíå. Ïðèïóñêàþ÷è, ùî âîíî âiðíå äëÿ n = k > 0, ìè îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ

äîâiëüíèõ ñòàëèõ

c1 < c∗ · 2k · (2k + 2)!! · |u− v|

òà

c2 > c∗ · 2k · (2k + 2)!! · |u− v|

iñíó¹ t0 > 0, òàêå, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî t > t0 âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

c1 6
h2k+2(t)

t(2k+1)/2
6 c2.

Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêîãî t > t0 ìè ìà¹ìî

t∫
0

h2k+2(s) ds = o(t) +

t∫
t0

h2k+2(s) ds >

> o(t) +
2c1

2k + 3
· (t(2k+3)/2 − t(2k+3)/2

0 ) =

= o(t) +
2c1

2k + 3
· t(2k+3)/2, t→ +∞,
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òà

t∫
0

h2k+2(s) ds = o(t) +

t∫
t0

h2k+2(s) ds 6

6 o(t) +
2c2

2k + 3
· (t(2k+3)/2 − t(2k+3)/2

0 ) =

= o(t) +
2c2

2k + 3
· t(2k+3)/2, t→ +∞.

Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è (1.22), ìè îòðèìó¹ìî

2c1 · (2k + 4) 6 lim
t→+∞

1

t(2k+3)/2
E (x(u, t)− x(v, t))2k+4 6

6 lim
t→+∞

1

t(2k+3)/2
E (x(u, t)− x(v, t))2k+4 6 2c2 · (2k + 4).

Çãàäóþ÷è, ùî ñòàëi c1 òà c2 ìîæóòü áóòè âçÿòi ÿê çàâãîäíî áëèçüêèìè äî ñâî¨õ

ãðàíèöü, ìè îòðèìó¹ìî, ùî (1.21) òàêîæ âiðíå é äëÿ n = k+ 1. Çàñòîñóâàííÿ

ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

1.3 Àñèìïòîòèêà ìîìåíòiâ n-òî÷êîâèõ ðóõiâ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi äëÿ ïîòîêó Õàððiñà {x(u, t), u ∈ R, t > 0} ç íåïåðåðâíîþ
êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1.5), ìè äîâîäèìî, ùî äëÿ

áóäü-ÿêèõ n ∈ N òà u1, . . . , u2n ∈ R ìîìåíò E [x(u1, t) . . . x(u2n, t)] ìà¹ ïîðÿäîê

tn ïðè t → +∞ òà ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ n ∈ N òà u1, . . . , u2n−1 ∈ R ìîìåíò

E [x(u1, t) . . . x(u2n−1, t)] ìà¹ ïîðÿäîê o(tn−
1
2 ) ïðè t→ +∞.

Íàì çíàäîáëÿòüñÿ äåÿêi äîäàòêîâi ïîçíà÷åííÿ. Äëÿ n ∈ N ïîçíà÷èìî ÷å-

ðåç Cn ïðîñòið C([0; 1],Rn) òà îçíà÷èìî íîðìó∥∥∥~f∥∥∥
n

:= max
16k6n

max
06t61

|fk(t)| ,

äå ~f = (f1, . . . , fn) ∈ Cn. Çàóâàæèìî, ùî Cn ç ìåòðèêîþ, ïîðîäæåíîþ öi¹þ

íîðìîþ, ¹ ïîâíèì ñåïàðàáåëüíèì ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì.

Òàêîæ äëÿ áóäü-ÿêîãî u ∈ R ïîêëàäåìî

x(u, t) := x(u, t)− u, t > 0,
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òà äëÿ áóäü-ÿêèõ T > 0 òà u ∈ R ïîêëàäåìî

xT (u, t) :=
1√
T
x(u, T t) ≡ 1√

T
(x(u, T t)− u), 0 6 t 6 1.

Íàðåøòi, äëÿ äîâiëüíèõ u1, . . . , un ∈ R ÷åðåç ~xT áóäåìî ïîçíà÷àòè âèïàäêîâèé

åëåìåíò (xT (u1, ·), . . . , xT (un, ·)) ó ïðîñòîði Cn.

Ëåìà 1.3.1. Ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

(i) ∀u, v ∈ R ∀ ε > 0 : lim
T→+∞

P

{
max
06t61

|xT (u, t)− xT (v, t)| > ε

}
= 0;

(ii) P

{
∀u, v ∈ R : lim

T→+∞
max
06t61

|xT (u, t)− xT (v, t)| = 0

}
= 1;

(iii) ∀R > 0 : lim
T→+∞

sup
u,v∈[−R;R]

E

(
max
06t61

|xT (u, t)− xT (v, t)|
)2

= 0.

Äîâåäåííÿ. ßñíî, ùî (i) âèïëèâà¹ ç (ii), à (ii) âèïëèâà¹ iç ñïiââiäíîøåíü

0 6 max
06t61

|xT (u, t)− xT (v, t)| =

= max
06t61

∣∣∣∣ 1√
T

(x(u, T t)− x(v, T t))− 1√
T

(u− v)

∣∣∣∣ 6
6

1√
T

max
06t6T

|x(u, t)− x(v, t)|+ 1√
T
|u− v|

òà òåîðåìè 1.1.9 ðàçîì iç ìîíîòîííiñòþ x(u, t) âiäíîñíî ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨

äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0 ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ.

Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè (iii), ïîìiòèìî, ùî ç íåðiâíîñòi Äóáà ìè îòðèìó¹ìî

îöiíêó

E

(
max
06t61

|xT (u, t)− xT (v, t)|
)2

6 4E (xT (u, 1)− xT (v, 1))2 =

= 4
(
Ex2

T (u, 1) + Ex2
T (v, 1)− 2ExT (u, 1)xT (v, 1)

)
=

= 8

(
1− 1

T
Ex(u, T )x(v, T )

)
=

4

T

T∫
0

Eσ2(x(u, s)− x(v, s)) ds.
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Çíîâ âèêîðèñòîâóþ÷è ìîíîòîííiñòü, ìè îòðèìó¹ìî, ùî ç éìîâiðíiñòþ îäèíè-

öÿ

σ(x(u, t)− x(v, t)) 6 σ∗(x(u, t)− x(v, t)) 6 σ∗(x(R, t)− x(−R, t)), t > 0,

äå

σ∗(z) := sup
z′∈[−z;z]

σ(z′), z ∈ R+,

à îòæå, ìè ìîæåìî çàïèñàòè

E

(
max
06t61

|xT (u, t)− xT (v, t)|
)2

6
4

T

T∫
0

Eσ∗2(x(R, s)− x(−R, s)) ds. (1.23)

Ç (1.23) òà ñïiââiäíîøåííÿ

Eσ∗2(x(R, t)− x(−R, t))→ σ∗2(0) = 0, t→ +∞,

ùî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè ïðî îáìåæåíó çáiæíiñòü, ìè îòðèìó¹ìî íåîáõiäíèé

ðåçóëüòàò.

Ëåìà 1.3.2. Íåõàé κT � ðîçïîäië ~xT â Cn, κw � ðîçïîäië âèïàäêîâîãî åëå-

ìåíòà ~w = (w(·), . . . , w(·)) â Cn, äå {w(t), t ∈ [0; 1]} � ñòàíäàðòíèé âiíåðiâ

ïðîöåñ. Òîäi κT ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî κw ïðè T → +∞.

Äîâåäåííÿ. Çàâäÿêè iíâàðiàíòíîñòi âiíåðîâîãî ïðîöåñó ïðè çàìiíi ÷àñó ìàðãi-

íàëüíi ðîçïîäiëè êîæíî¨ ìiðè κT çáiãàþòüñÿ ç ðîçïîäiëîì ñòàíäàðòíîãî âiíå-

ðîâîãî ïðîöåñó. Îòæå, ñiìåéñòâî éìîâiðíiñíèõ ìið {κT}T>0 ñëàáêî êîìïàêòíå.

Çíà÷èòü, äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi {Tk}∞k=1 äîäà-

òíèõ äiéñíèõ ÷èñåë, äëÿ ÿêèõ

lim
k→∞

Tk = +∞

òà iñíó¹ ñëàáêà ãðàíèöÿ

lim
k→∞

κTk =: κ,

ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

κ = κw.
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Ùîá çðîáèòè öå, ïîìiòèìî, ùî çà ëåìîþ 1.3.1 äëÿ áóäü-ÿêèõ ε > 0 òà i, j ∈
{1, . . . , n} ìè ìà¹ìî

0 6
∫
Cn

1I

{
max
06t61

|fi(t)− fj(t)| > ε

}
κ(d~f) 6

6 lim
k→∞

∫
Cn

1I

{
max
06t61

|fi(t)− fj(t)| > ε

}
κTk(d~f) =

= lim
k→∞

P

{
max
06t61

|xTk(ui, t)− xTk(uj, t)| > ε

}
= 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

κ({~f ∈ Cn | f1 = . . . = fn}) = 1.

Ùîá çàâåðøèòè äîâåäåííÿ, ïîìiòèìî, ùî ìàðãiíàëüíi ðîçïîäiëè κ òàêîæ çái-

ãàþòüñÿ ç ðîçïîäiëîì ñòàíäàðòíîãî âiíåðîâîãî ïðîöåñó.

Òåîðåìà 1.3.3. Ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

∀n > 1 ∀u1, . . . , u2n−1 ∈ R : lim
t→+∞

1

tn−
1
2

E [x(u1, t) . . . x(u2n−1, t)] = 0,

(1.24)

∀n > 1 ∀u1, . . . , u2n ∈ R : lim
t→+∞

1

tn
E [x(u1, t) . . . x(u2n, t)] = (2n− 1)!!.

(1.25)

Äîâåäåííÿ. Ïîìiòèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî p > 0 ìè ìà¹ìî

sup
T>0

∫
Cn

∥∥∥~f∥∥∥p
n
κT (d~f) = sup

T>0
E

[
max
16i6n

max
06t61

|xT (ui, t)|p
]
6

6 sup
T>0

n∑
i=1

E

[
max
06t61

|xT (ui, t)|p
]

= n · E
[

max
06t61

|w(t)|p
]
< +∞,

äå {w(t), t ∈ [0; 1]} � ñòàíäàðòíèé âiíåðiâ ïðîöåñ. Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêîãî

s > 0 ìè ìà¹ìî

lim
T→+∞

E [xT (u1, s) . . . xT (u2n−1, s)] =

= lim
T→+∞

∫
C2n−1

f1(s) · . . . · f2n−1(s)κT (d~f) =
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=

∫
C2n−1

f1(s) · . . . · f2n−1(s)κw(d~f) = E(w(s))2n−1 = 0

òà

lim
T→+∞

E [xT (u1, s) . . . xT (u2n, s)] =

= lim
T→+∞

∫
C2n

f1(s) · . . . · f2n(s)κT (d~f) =

=

∫
C2n

f1(s) · . . . · f2n(s)κw(d~f) = E(w(s))2n = (2n− 1)!! · sn.

Ç iíøîãî áîêó, äëÿ áóäü-ÿêîãî s > 0

lim
T→+∞

E [xT (u1, s) . . . xT (u2n−1, s)] =

= lim
T→+∞

1

T n−
1
2

E [x(u1, T s) . . . x(u2n−1, T s)] =

= sn−
1
2 · lim

t→+∞

1

tn−
1
2

E [x(u1, t) . . . x(u2n−1, t)]

òà

lim
T→+∞

E [xT (u1, s) . . . xT (u2n, s)] =

= lim
T→+∞

1

T n
E [x(u1, T s) . . . x(u2n, T s)] =

= sn · lim
t→+∞

1

tn
E [x(u1, t) . . . x(u2n, t)] .

Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìó¹ìî, ùî

∀n > 1 ∀u1, . . . , u2n−1 ∈ R : lim
t→+∞

1

tn−
1
2

E [x(u1, t) . . . x(u2n−1, t)] = 0

(1.26)

òà

∀n > 1 ∀u1, . . . , u2n ∈ R : lim
t→+∞

1

tn
E [x(u1, t) . . . x(u2n, t)] = (2n− 1)!!.

(1.27)
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Ùîá äîâåñòè (1.24) òà (1.25), ìè âèêîðèñòà¹ìî ïðèíöèï ìàòåìàòè÷íî¨ ií-

äóêöi¨. Ïîìiòèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ u, v ∈ R ìè ìà¹ìî

1√
t
Ex(u, t) =

u√
t
→ 0, t→ +∞,

òà

1

t
E [x(u, t)x(v, t)] =

1

t
E [x(u, t)x(v, t)] +

uv

t
=

=
1

t

t∫
0

EΓ(x(u, s)− x(v, s)) ds+
uv

t
→ 1, t→ +∞,

òîáòî äëÿ n = 1 îáèäâi ðiâíîñòi (1.24) òà (1.25) âèêîíàíi. Ïðèïóñòèìî, ùî

âîíè âèêîíóþòüñÿ äëÿ n = k > 1. Òîäi äëÿ n = k + 1 ìè ìà¹ìî

o(1) =
1

tk+ 1
2

E [x(u1, t) . . . x(u2k+1, t)] =

=
1

tk+ 1
2

E [(x(u1, t)− u1) . . . (x(u2k+1, t)− u2k+1)] =

=
1

tk+ 1
2

(
E [x(u1, t) . . . x(u2k+1, t)] + o(tk+ 1

2 )
)

=

=
1

tk+ 1
2

E [x(u1, t) . . . x(u2k+1, t)] + o(1), t→ +∞,

à îòæå,

1

tk+1
E [x(u1, t) . . . x(u2k+2, t)] =

=
1

tk+1
E [(x(u1, t)− u1) . . . (x(u2k+2, t)− u2k+2)] =

=
1

tk+1

(
E [x(u1, t) . . . x(u2k+2, t)] + o(tk+ 1

2 )
)

=

=
1

tk+1
E [x(u1, t) . . . x(u2k+2, t)] + o(1), t→ +∞,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî (1.24) òà (1.25) òàêîæ âèêîíóþòüñÿ äëÿ n = k + 1. Çà-

ñòîñóâàííÿ ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äà¹ ïîòðiáíèé ðåçóëüòàò.

Õî÷à òåîðåìà 1.3.3 âñòàíîâëþ¹ òî÷íó àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó âñiõ ïàðíèõ

ìîìåíòiâ, ðåçóëüòàò, ùî ñòîñó¹òüñÿ íåïàðíèõ ìîìåíòiâ, íå ¹ íàéêðàùèì. Öå

ïîêàçó¹ òâåðäæåííÿ 1.3.10. Éîãî äîâåäåííÿ çàñíîâàíå íà íàñòóïíié òåîðåìi,
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ÿêà ñàìà ïðåäñòàâëÿ¹ iíòåðåñ. (Óñþäè äàëi ìè ââàæà¹ìî, ùî ÷àñòèíêè ïîòîêó

Õàððiñà, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, íå ñêëåþþòüñÿ.)

Òåîðåìà 1.3.4. Äëÿ áóäü-ÿêèõ u, v ∈ R òà t > 0 ìàéæå íàïåâíî âèêîíóþ-

òüñÿ ðiâíîñòi

E (x(u, t) | x(u, s)− x(v, s), 0 6 s 6 t) = +
1

2
(x(u, t)− x(v, t)) , (1.28)

E (x(v, t) | x(u, s)− x(v, s), 0 6 s 6 t) = −1

2
(x(u, t)− x(v, t)) . (1.29)

Äëÿ äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè íàì çíàäîáëÿòüñÿ íàñòóïíi äâà ðåçóëüòàòè.

Òåîðåìà 1.3.5. [67, ãëàâà 5, òåîðåìà 5.12] Ïðèïóñòèìî, ùî ìàðòèíãàë m =

(mt,Ft)t∈[0;T ] ìà¹ íåïåðåðâíi òðà¹êòîði¨ òà éîãî êâàäðàòè÷íà õàðàêòåðè-

ñòèêà ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi

〈m〉t =

t∫
0

a2
s ds, 0 6 t 6 T,

äå íåàíòèñèïàòèâíà ôóíêöiÿ at = a(ω, t) òàêà, ùî a(ω, t) > 0 ìàéæå âñþäè

íà Ω × [0;T ] âiäíîñíî ìiðè P ⊗ λ, äå λ � îäíîâèìiðíà ìiðà Ëåáåãà. Òîäi

íà ïî÷àòêîâîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði iñíó¹ ñòàíäàðòíèé âiíåðiâ ïðîöåñ

β = (βt,Ft)t∈[0;T ], òàêèé, ùî ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ

mt = m0 +

t∫
0

as dβs, 0 6 t 6 T.

Çàóâàæåííÿ 1.3.6. Âiíåðiâ ïðîöåñ {βt, t ∈ [0;T ]} â òåîðåìi 1.3.5 ìîæå áóòè
îçíà÷åíèé ÿê

βt =

t∫
0

dms

as
, 0 6 t 6 T.

Ëåìà 1.3.7. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ η = (ηt,Ft)t∈[0;T ] ¹ ñèëüíèì ðîçâ'ÿçêîì

ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

ηt = η0 +

t∫
0

b(ηs) dβs, 0 6 t 6 T,
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äå β = (βt,Ft)t∈[0;T ] � ñòàíäàðòíèé âiíåðiâ ïðîöåñ, à ôóíêöiÿ b òàêà, ùî

|b(u)| 6 C · (1 + |u|), u ∈ R,

P


T∫

0

b2(ηt) dt < +∞

 = 1,

òà

b(ηt) > 0

ìàéæå âñþäè íà Ω × [0;T ] âiäíîñíî ìiðè P ⊗ λ, äå λ � îäíîâèìiðíà ìi-

ðà Ëåáåãà. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíîãî ìàðòèíãàëà m =

(mt,Ft)t∈[0;T ] âèïàäêîâèé ïðîöåñ {mη
t = E(mt | Fη

t )}t∈[0;T ], äå Fη
t := σ(ηs, 0 6

s 6 t), ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1) (mη
t ,F

η
t )t∈[0;T ] � êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèé ìàðòèíãàë;

2) (mη
t ,F

η
t )t∈[0;T ] ìà¹ íåïåðåðâíó ìîäèôiêàöiþ;

3) íåïåðåðâíà ìîäèôiêàöiÿ (mη
t ,F

η
t )t∈[0;T ] äîïóñêà¹ P-ì. í. ïðåäñòàâëåííÿ

mη
t = mη

0 +

t∫
0

E

(
d

ds
〈m,β〉s | F

η
s

)
dβs, 0 6 t 6 T.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè ñõîæå íà äîâåäåííÿ [67, ãëàâà 5, òåîðåìà 5.16]

òà [67, ãëàâà 8, òåîðåìà 8.1] i òîìó îïóñêà¹òüñÿ.

Çàóâàæåííÿ 1.3.8. Òåîðåìà 1.3.5 òà ëåìà 1.3.7 ìîæóòü áóòè ëåãêî ïåðåíåñåíi

íà âèïàäîê íåñêií÷åííîãî ÷àñîâîãî ïðîìiæêó [0; +∞) (â ëåìi 1.3.7 â îáîõ

ìiñöÿõ òðåáà âèêîðèñòîâóâàòè êâàäðàòè÷íó iíòåãðîâíiñòü ëèøå íà ñêií÷åííèõ

iíòåðâàëàõ). Ñàìå â öié ôîðìi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ¨õ â äîâåäåííi

òåîðåìè 1.3.4.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.3.4. ßêùî u = v, òî ðiâíîñòi (1.28) òà (1.29) î÷åâèäíi.

Òîìó ïðèïóñòèìî, ùî u 6= v. Òîäi ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ

σ(ξt) > 0, t > 0.
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Òàêèì ÷èíîì, çà òåîðåìîþ 1.3.5, ìè ìîæåìî çàïèñàòè

ξt = (u− v) +

t∫
0

σ(ξs) dβs, t > 0, ì. í.,

äå

βt =

t∫
0

dξs
σ(ξs)

, t > 0.

Òîäi

〈x(u, ·), β〉t = 〈x(u, ·), β〉t =

t∫
0

d 〈x(u, ·), ξ〉s
σ(ξs)

, t > 0, ì. í.

Ç iíøîãî áîêó,

〈x(u, ·), ξ〉t = 〈x(u, ·), x(u, ·)− x(v, ·)〉t = 〈x(u, ·)〉t − 〈x(u, ·), x(v, ·)〉t =

= t−
t∫

0

Γ(x(u, s)− x(v, s)) ds =
1

2

t∫
0

σ2(ξs) ds, t > 0, ì. í.

Îòæå,

〈x(u, ·), β〉t =

t∫
0

1

2
σ2(ξs)

σ(ξs)
ds =

1

2

t∫
0

σ(ξs) ds, t > 0, ì. í.

Òàêèì ÷èíîì, âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 1.3.7, ìè îòðèìó¹ìî

E (x(u, t) | x(u, s)− x(v, s), 0 6 s 6 t) =

= E (x(u, t) | x(u, s)− x(v, s), 0 6 s 6 t) = E (x(u, t) | ξs, 0 6 s 6 t) =

=

t∫
0

E

(
d

ds
〈x(u, ·), β〉s | ξr, 0 6 r 6 s

)
dβs =

1

2

t∫
0

σ(ξs) dβs =

=
1

2
(ξt − (u− v)) =

1

2
(x(u, t)− x(v, t)), t > 0, ì. í.,

ùî äîâîäèòü (1.28). Ðiâíiñòü (1.29) ¹ ïðÿìèì íàñëiäêîì ðiâíîñòi (1.28).

Íàñëiäîê 1.3.9. Äëÿ áóäü-ÿêèõ u, v ∈ R ìè ìà¹ìî

lim
t→+∞

E [x(u, t)Γ(x(u, t)− x(v, t))] =
1

2
(u+ v). (1.30)
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Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 1.3.4, ìè îòðèìó¹ìî ðiâíîñòi

E [x(u, t)Γ(x(u, t)− x(v, t))] =

= E [Γ(x(u, t)− x(v, t))E (x(u, t) | x(u, s)− x(v, s), 0 6 s 6 t)] =

=
1

2
E [(x(u, t)− x(v, t)) Γ(x(u, t)− x(v, t))] =

=
1

2
E [(x(u, t)− x(v, t)) Γ(x(u, t)− x(v, t))]−

−1

2
(u− v)EΓ(x(u, t)− x(v, t)),

à îòæå,

E [x(u, t)Γ(x(u, t)− x(v, t))] =

=
1

2
E [(x(u, t)− x(v, t)) Γ(x(u, t)− x(v, t))] +

+
1

2
(u+ v)EΓ(x(u, t)− x(v, t)).

Çàñòîñóâàííÿ (1.12) òà (1.13) çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.3.10. Äëÿ áóäü-ÿêèõ u, v ∈ R ìè ìà¹ìî

lim
t→+∞

1

t
E
[
x2(u, t)x(v, t)

]
= u+ 2v.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Iòî òà òåîðåìó Ôóáiíi, ìè îòðèìó¹ìî

E
[
x2(u, t)x(v, t)

]
= u2v + vt+ 2

t∫
0

E [x(u, s)Γ(x(u, s)− x(v, s))] ds,

ùî ðàçîì ç (1.30) äà¹ áàæàíèé ðåçóëüòàò.

Íà çàâåðøåííÿ öüîãî ïiäðîçäiëó ìè ïîêàæåìî, ùî íåìîæëèâî îòðèìàòè

êðàùi ïîêàçíèêè â òåîðåìi 1.3.3, íiæ çàçíà÷åíi â íié, âèêîðèñòîâóþ÷è òîé ñà-

ìèé ìåòîä ñëàáêî¨ çáiæíîñòi. Äiéñíî, ïðèïóñòèìî, ùî {gk}∞k=1 � ïîñëiäîâíiñòü

ñòðîãî äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë òà {hk}∞k=1 � ïîñëiäîâíiñòü ñòðîãî çðîñòàþ÷èõ

íåïåðåðâíèõ äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié, ùî âèçíà÷åíi íà âiäðiçêó [0; 1] òà ïðè-

éìàþòü íóëüîâå çíà÷åííÿ â òî÷öi íóëü. Ïîêëàäåìî

xk(u, t) := u+
1

gk
(x(u, hk(t))− u), 0 6 t 6 1, u ∈ R, k > 1,

xk(u, t) := xk(u, t)− u, 0 6 t 6 1, u ∈ R, k > 1.
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Òåïåð çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi n > 1 òà u1, . . . , un ∈ R òà ïîçíà÷èìî ÷åðåç κk
ðîçïîäië (xk(u1, ·), . . . , xk(un, ·)) â Cn äëÿ áóäü-ÿêîãî k > 1. Äëÿ òîãî, ùîá

âèêîðèñòàòè âèùåçàçíà÷åíèé ìåòîä, íàì òðåáà ïðèïóñòèòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü

{κk}∞k=1 ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî ðîçïîäiëó κ â Cn. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ

t ∈ (0; 1], c > 0 òà i ∈ {1, . . . , n} ìè ìà¹ìî∫
Cn

1I{fi(t) > c}κ(d~f) > lim
k→∞

∫
Cn

1I{fi(t) > c}κk(d~f) =

= lim
k→∞

P {xk(ui, t) > c} = lim
k→∞

P

{
1

gk
(x(ui, hk(t))− ui) > c

}
=

= lim
k→∞

P {N (0, hk(t)) > c · gk} = lim
k→∞

P

{
N (0, 1) > c · gk√

hk(t)

}
=

= P

{
N (0, 1) > c · lim

k→∞

gk√
hk(t)

}
,

äå N (a, σ2) ïîçíà÷à¹ íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíó âèïàäêîâó âåëè÷èíó iç ñåðåäíiì

a òà äèñïåðñi¹þ σ2. Çâiäñè, ñïðÿìîâóþ÷è c äî íåñêií÷åííîñòi, ìè îòðèìó¹ìî

lim
c→+∞

P

{
N (0, 1) > c · lim

k→∞

gk√
hk(t)

}
= 0.

Çíà÷èòü,

lim
k→∞

gk√
hk(t)

∈ (0; +∞],

à îòæå,

lim
k→∞

√
hk(t)

gk
∈ [0; +∞). (1.31)

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Äóáà òà ñïiââiäíîøåííÿ (1.31), äëÿ áóäü-ÿêîãî

p > 1 ìè îòðèìó¹ìî

sup
k>1

∫
Cn

∥∥∥~f∥∥∥p
n
κk(d~f) = sup

k>1
E

[
max
16i6n

max
06t61

|xk(ui, t)|p
]
6

6 sup
k>1

n∑
i=1

E

[
max
06t61

|xk(ui, t)|p
]

= sup
k>1

1

gpk

n∑
i=1

E

[
max

06t6hk(1)
|x(ui, t)|p

]
=

= n · sup
k>1

1

gpk
E

[
max

06t6hk(1)
|w(t)|p

]
6 n ·

(
p

p− 1

)p
· sup
k>1

1

gpk
E |w(hk(1))|p =
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= n ·
(

p

p− 1

)p
· E |w(1)|p · sup

k>1

h
p/2
k (1)

gpk
< +∞,

äå {w(t), t > 0} � ñòàíäàðòíèé âiíåðiâ ïðîöåñ. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ (0; 1]

ìè ìà¹ìî ∫
Cn

δt(f1 · . . . · fn)κ(d~f) = lim
k→∞

∫
Cn

δt(f1 · . . . · fn)κk(d~f) =

= lim
k→∞

E [xk(u1, t) . . . xk(un, t)] = lim
k→∞

1

gnk
E [x(u1, hk(t)) . . . xk(un, hk(t))] =

= lim
k→∞

[
hαnk (t)

gnk
· 1

hαnk (t)
E [x(u1, hk(t)) . . . xk(un, hk(t))]

]
.

Òîìó äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè íåòðèâiàëüíó ãðàíèöþ, ìè ïîâèííi ïðèïóñêàòè,

ùî iñíóþòü òàêi tn ∈ (0; 1] òà αn > 0, ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

lim
k→∞

hαnk (tn)

gnk
∈ (0; +∞), (1.32)

lim
k→∞

hk(tn) = +∞, (1.33)

lim
k→∞

1

hαnk (t)
E [x(u1, hk(t)) . . . xk(un, hk(t))] ∈ (0; +∞).

Êîìáiíóþ÷è (1.31), (1.32) òà (1.33), ìè îòðèìó¹ìî

αn >
n

2
.

Îäíàê, ïîêàçíèê n/2 ÿê ðàç çáiãà¹òüñÿ iç ïîêàçíèêîì, îòðèìàíèì â òåîðå-

ìi 1.3.3.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 1

1. Äîâåäåíî, ùî âiäñòàíü ìiæ áóäü-ÿêèìè äâîìà ÷àñòèíêàìè ïîòîêó Õàð-

ðiñà ç êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ, ÿêà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ îäèíèöÿ ëèøå â

òî÷öi íóëü òà ¹ äâi÷i äèôåðåíöiéîâíîþ â öié òî÷öi, çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ ç

åêñïîíåíöiéíîþ øâèäêiñòþ, òà çà äîäàòêîâî¨ óìîâè íà ïîâåäiíêó êîâàði-

àöiéíî¨ ôóíêöi¨ íà íåñêií÷åííîñòi âñòàíîâëåíà àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà

âñiõ ìîìåíòiâ öi¹¨ âiäñòàíi.

2. Âñòàíîâëåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó âñiõ ìîìåíòiâ n-òî÷êîâèõ ðóõiâ

ïîòîêó Õàððiñà ç íåïåðåðâíîþ êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ, ÿêà âiäîêðåì-

ëåíà âiä îäèíèöi íà äîïîâíåííi áóäü-ÿêîãî îêîëó íóëÿ.
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Ðîçäië 2

Äèôåîìîðôíi íàáëèæåííÿ

ïîòîêó Àððàòüÿ

2.1 Ñëàáêà çáiæíiñòü n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêiâ

Õàððiñà

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè óçàãàëüíþ¹ìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîáiò [12] òà [69], ÿêi

ñòîñóþòüñÿ ñëàáêî¨ çáiæíîñòi n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ãëàäêèõ ïîòîêiâ Õàððiñà äî

n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêó Àððàòüÿ, íà âèïàäîê, êîëè êîâàðiàöiéíi ôóíêöi¨ öèõ

ïîòîêiâ Õàððiñà ïîòî÷êîâî çáiãàþòüñÿ äî êîâàðiàöiéíî¨ ôóíêöi¨, íîñié ÿêî¨

ìà¹ íóëüîâó ìiðó Ëåáåãà.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïîòîêè Õàððiñà ç ãëàäêîþ êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ ìî-

æíà ïîáóäóâàòè ÿê ðîçâ'ÿçêè ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ àáî iíòåãðàëü-

íèõ ðiâíÿíü. Áiëüø òî÷íî, ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ñòîõàñòè÷íå iíòåãðàëüíå ðiâ-

íÿííÿ:

x(u, t) = u+

t∫
0

∫
R

ϕ(x(u, s)− q)W (dq, ds), t > 0, (2.1)

äå u ∈ R ãðà¹ ðîëü ïàðàìåòðà, W � âiíåðiâ ëèñò íà R × R+, à ôóíêöiÿ ϕ ∈
C∞0 (R,R+) (òîáòî íåâiä'¹ìíà, íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà i ç êîìïàêòíèì

íîñi¹ì) ñèìåòðè÷íà i ìà¹ îäèíè÷íó L2-íîðìó.

Âiäîìî [12], ùî çà òàêèõ óìîâ íà ôóíêöiþ ϕ öå ðiâíÿííÿ ìà¹ ¹äèíèé ñèëü-

íèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ êîæíîãî u ∈ R i âèïàäêîâå ïîëå {x(u, t), u ∈ R, t > 0} ¹
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ïîòîêîì Õàððiñà ç êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ Γ, ùî çàäà¹òüñÿ ÿê

Γ(z) :=

∫
R

ϕ(z + q)ϕ(q) dq, z ∈ R.

Óñþäè íàäàëi {x0(u, t), u ∈ R, t > 0} áóäå ïîçíà÷àòè ïîòiê Àððàòüÿ.
Òåïåð ìè ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîáiò [12] i [69]. Õî÷à

öi ðåçóëüòàòè áóëè äîâåäåíi äëÿ âèïàäêó ñêií÷åííîãî ÷àñîâîãî âiäðiçêó [0; 1],

¨õíi äîâåäåííÿ çàëèøàþòüñÿ ñïðàâåäëèâèìè i äëÿ áiëüø çàãàëüíîãî âèïàäêó

íåñêií÷åííîãî ÷àñîâîãî iíòåðâàëó [0; +∞), i íèæ÷å ìè ôîðìóëþ¹ìî ¨õ ñàìå â

öüîìó âèãëÿäi.

Òåîðåìà 2.1.1. [12, òåîðåìà 3] Äëÿ ε > 0 îçíà÷èìî

ϕε(q) :=
1√
ε
ϕ
(q
ε

)
, q ∈ R, (2.2)

i íåõàé {xε(u, t), u ∈ R, t > 0} ¹ ïîòîêîì Õàððiñà, ïîðîäæåíèì ðîçâ'ÿçêàìè

ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (2.1) ç ϕε çàìiñòü ϕ. Òîäi äëÿ áóäü-

ÿêèõ n ∈ N i u1, . . . , un ∈ R ó ïðîñòîði C([0; +∞),Rn) ìà¹ ìiñöå ñëàáêà

çáiæíiñòü

(xε(u1, ·), . . . , xε(un, ·))
w−→ (x0(u1, ·), . . . , x0(un, ·)), ε→ 0 + .

Çàóâàæèìî, ùî â öüîìó âèïàäêó äëÿ êîâàðiàöiéíî¨ ôóíêöi¨ Γε ïîòîêó Õàð-

ðiñà xε ìè ìà¹ìî

∀ z ∈ R : Γε(z) −→ 1I{0}(z), ε→ 0+,

à òàêîæ

ϕ2
ε −→ δ0, ε→ 0+, (2.3)

ó ñåíñi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié (òóò i íèæ÷å δa ïîçíà÷à¹ äåëüòà-ôóíêöiþ â

òî÷öi a ∈ R).
Ó [69] áóëî ïîêàçàíî, ùî òâåðäæåííÿ öi¹¨ òåîðåìè çàëèøà¹òüñÿ ñïðàâåäëè-

âèì, íàâiòü ÿêùî ϕ2
ε çáiãà¹òüñÿ äî óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨, âiäìiííî¨ âiä δ0.

Òåîðåìà 2.1.2. [69, ñòîð. 1538] Äëÿ ε > 0 îçíà÷èìî

ϕε(q) :=

√
α√
ε
ϕ

(
q − a1

ε

)
+

√
β√
ε
ϕ

(
q − a2

ε

)
, q ∈ R,
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äå 0 < α, β < 1, α + β = 1, i a1 < a2, òà íåõàé {xε(u, t), u ∈ R, t > 0}
¹ ïîòîêîì Õàððiñà, ïîðîäæåíèì ðîçâ'ÿçêàìè ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëüíîãî

ðiâíÿííÿ (2.1) ç ϕε çàìiñòü ϕ. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ n ∈ N i u1, . . . , un ∈ R ó

ïðîñòîði C([0; +∞),Rn) ìà¹ ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü

(xε(u1, ·), . . . , xε(un, ·))
w−→ (x0(u1, ·), . . . , x0(un, ·)), ε→ 0 + .

Çàóâàæèìî, ùî â öüîìó âèïàäêó äëÿ êîâàðiàöiéíî¨ ôóíêöi¨ Γε ïîòîêó Õàð-

ðiñà xε ìè ìà¹ìî

∀ z ∈ R : Γε(z) −→
√
αβ · 1I{−b}(z) + 1I{0}(z) +

√
αβ · 1I{+b}(z), ε→ 0+,

äå b := a2 − a1, à òàêîæ

ϕ2
ε −→ αδa1

+ βδa2
, ε→ 0+, (2.4)

ó ñåíñi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié.

Òóò ìè ïîêàæåìî, ùî äîâåäåííÿ, ïðåäñòàâëåíå ó ðîáîòi [69], ìîæå áóòè

ïåðåíåñåíå íà âèïàäîê, êîëè ïðàâà ÷àñòèíà (2.4) çàìiíåíà äèñêðåòíîþ éìîâið-

íiñíîþ ìiðîþ íà äiéñíié ïðÿìié, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ äåÿêi óìîâè. Áiëüø òî÷íî,

íåõàé ν � äîâiëüíà ñêií÷åííà ñèíãóëÿðíà ìiðà íà äiéñíié ïðÿìié, ÿêà ìà¹

ïðèíàéìíi îäèí àòîì, òîáòî òàêà, ùî

ν2(∆) > 0,

äå

ν2 := ν ⊗ ν

òà

∆ := {~q = (q1, q2) ∈ R2 | q1 = q2}.

Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ ϕ, ðîçãëÿíóòà âèùå, äî òîãî æ íå ñïàäà¹ íà (−∞; 0]

i íå çðîñòà¹ íà [0; +∞), à ϕε îçíà÷åíà ðiâíiñòþ (2.2). Ïîêëàäåìî

ψε(z) := cε

∫
R

ϕε(z − q) ν(dq), z ∈ R,
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äå ñòàëà cε > 0 âèáðàíà òàê, ùî∫
R

ψ2
ε(z) dz = 1.

ßñíî, ùî

cε =

∫∫
R2

Φε(q1 − q2) ν
2(dq1dq2)

−1/2

,

äå

Φε(z) :=

∫
R

ϕε(z + q)ϕε(q) dq, z ∈ R,

à òàêîæ

ψε ∈ C∞(R).

Äëÿ ε > 0 íåõàé {xε(u, t), u ∈ R, t > 0} ¹ ïîòîêîì Õàððiñà, ïîðîäæåíèì

ðîçâ'ÿçêàìè ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (2.1) ç ψε çàìiñòü ϕ. Êî-

âàðiàöiéíi ôóíêöi¨ öèõ ïîòîêiâ Õàððiñà çàäàþòüñÿ ÿê

Γε(z) :=

∫
R

ψε(z + q)ψε(q) dq, z ∈ R.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ïiäðîçäiëó ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1.3. Äëÿ áóäü-ÿêèõ n ∈ N i u1, . . . , un ∈ R ó ïðîñòîði C([0; +∞),

Rn) ìà¹ ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü

(xε(u1, ·), . . . , xε(un, ·))
w−→ (x0(u1, ·), . . . , x0(un, ·)), ε→ 0 + .

Ñëiäóþ÷è çà [69], ìè ïîäiëèìî äîâåäåííÿ íà äåêiëüêà ëåì. Ìè ïîâòîðþ-

¹ìî ìiðêóâàííÿ iç ðîáîòè [69], äå íåîáõiäíî, ÿêîìîãà ñòèñëiøå òà îïóñêà¹ìî

äîâåäåííÿ, ùî ¹ àíàëîãi÷íèìè äîâåäåííÿì iç öi¹¨ ðîáîòè. Îñíîâíà âiäìií-

íiñòü ïîëÿãà¹ ó äîâåäåííi ëåìè 2.1.9, îñêiëüêè iäåÿ, âèêîðèñòàíà â äîâåäåííi

¨¨ àíàëîãó [69, ëåìà 6], íå ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà äî íàøîãî âèïàäêó. Íàøå

äîâåäåííÿ ëåìè 2.1.9 çàñíîâàíå íà äîäàòêîâèõ ëåìàõ 2.1.5 i 2.1.8.
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Îäíàê, ïåðåä òèì, ÿê ïåðåõîäèòè äî äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó, ìè

äîâåäåìî àíàëîã ñïiââiäíîøåíü (2.3) i (2.4). Äëÿ òîãî, ùîá éîãî ñôîðìóëþ-

âàòè, ïîçíà÷èìî ÷åðåç ν0 äèñêðåòíó éìîâiðíiñíó ìiðó íà äiéñíié ïðÿìié, ÿêà

âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

ν0(A) :=

∑
k : ak∈A

(ν({ak}))2∑
k

(ν({ak}))2
, A ∈ B(R),

äå {ak, k > 1} � àòîìè ìiðè ν, à B(R) � áîðåëiâñüêà σ-àëãåáðà äiéñíî¨

ïðÿìî¨.

Òâåðäæåííÿ 2.1.4. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C∞0 (R) ìè ìà¹ìî

lim
ε→0+

∫
R

f(z)ψ2
ε(z) dz =

∫
R

f(z)ν0(dz).

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ Ôóáiíi ìè ìà¹ìî

lim
ε→0+

∫
R

f(z)ψ2
ε(z) dz =

= lim
ε→0+

c2
ε

∫∫
R2

∫
R

f(z)ϕε(z − q1)ϕε(z − q2) dz

 ν2(dq1dq2)

 .
Îäíàê, çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî îáìåæåíó çáiæíiñòü

lim
ε→0+

c2
ε =

∫∫
R2

(
lim
ε→0+

Φε(q1 − q2)

)
ν2(dq1dq2)

−1

=
1

ν2(∆)
.

Áiëüøå òîãî, îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêèõ q1, q2 ∈ R ìè ìà¹ìî∣∣∣∣∣∣
∫
R

f(z)ϕε(z − q1)ϕε(z − q2) dz

∣∣∣∣∣∣ 6 ‖f‖∞ · Φε(q1 − q2) 6 ‖f‖∞ < +∞,

äå

‖f‖∞ := max
z∈R
|f(z)| ,
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òî çà òi¹þ æ òåîðåìîþ

lim
ε→0+

∫
R

f(z)ϕε(z − q1)ϕε(z − q2) dz = f(q1)1I{q1 = q2}.

Çàëèøà¹òüñÿ ïîìiòèòè, ùî

1

ν2(∆)

∫∫
R2

f(q1)1I{q1 = q2} ν2(dq1dq2) =

∫
R

f(z) ν0(dz).

Òåïåð ïîêëàäåìî

∆z := {~q = (q1, q2) ∈ R2 | q1 − q2 = z}, z ∈ R.

Òîäi ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî z ∈ R ìè ìà¹ìî

lim
ε→0+

Γε(z) = Γ0(z),

äå ôóíêöiÿ Γ0 çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

Γ0(z) :=
ν2(∆z)

ν2(∆0)
.

Áiëüøå òîãî, ìíîæèíà

D := {z ∈ R | Γ0(z) > 0} (2.5)

¹ çëi÷åííîþ, îñêiëüêè ñiìåéñòâî {∆z, z ∈ R} ¹ ðîçáèòòÿì R2 i ν2(R2) < +∞.

Ëåìà 2.1.5. Ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

lim
|z|→+∞

Γ0(z) = 0, (2.6)

∀ δ > 0 : sup
|z|>δ

Γ0(z) < 1. (2.7)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè (2.6), ïîìiòèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0

0 6 Γ0(z) 6
1

ν2(∆0)

∫∫
R2

Φε(z + q1 − q2) ν
2(dq1dq2)

i ùî çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî îáìåæåíó çáiæíiñòü îñòàííié âèðàç çáiãà¹òüñÿ

äî íóëÿ ïðè |z| → +∞.
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Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî (2.7) íåâiðíå, òîáòî ùî iñíó¹ äåÿêå δ0 > 0, òàêå, ùî

sup
|z|>δ0

Γ0(z) = 1. (2.8)

Öå îçíà÷à¹, çîêðåìà, ùî ìè ìîæåìî çíàéòè äåÿêå z1 > δ0, òàêå, ùî

Γ0(z1) >
1

2
.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ Γ0 íåâiä'¹ìíî âèçíà÷åíà i Γ0(0) = 1, òî ìè ìà¹ìî (íà-

ïðèêëàä, äèâ. [36, ñòîð. 22])

∀x, y ∈ R : |Γ0(x)− Γ0(y)| 6 2
√

1− Γ0(x− y),

i, çîêðåìà, äëÿ áóäü-ÿêîãî z ∈ R

|Γ0(z1 + z)− Γ0(z1)| 6 2
√

1− Γ0(z). (2.9)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.8) i (2.9) òà ñèìåòðè÷íiñòü Γ0, ìè ìîæåìî âèáðàòè òàêå

z2 > δ0, ùî

|Γ0(z1 + z2)− Γ0(z1)| < Γ0(z1)−
1

2

i, îòæå,

Γ0(z1 + z2) >
1

2
.

Ïðîäîâæóþ÷è äàëi òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü òàêó {zn}∞n=1,

ùî

zn > δ0, n > 1,

Γ0(z1 + . . .+ zn) >
1

2
,

àëå öå ñóïåðå÷èòü (2.6).

Òåïåð çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi n ∈ N i u1, . . . , un ∈ R, u1 < . . . < un, òà

ðîçãëÿíåìî ñiìåéñòâî

{~xε = (xε(u1, ·), . . . , xε(un, ·)), ε > 0}
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âèïàäêîâèõ åëåìåíòiâ ó ïðîñòîði C([0; +∞),Rn), îñíàùåíîìó âiäñòàííþ

ρ(~f,~g) :=
n∑
i=1

∞∑
k=1

1

2k

max
06t6k

|fi(t)− gi(t)|

1 + max
06t6k

|fi(t)− gi(t)|
,

~f = (f1, . . . , fn) ∈ C([0; +∞),Rn),

~g = (g1, . . . , gn) ∈ C([0; +∞),Rn).

Îñêiëüêè âñi âèïàäêîâi ïðîöåñè {xε(ui, t), t > 0}, 1 6 i 6 n, ¹ âiíåðîâè-

ìè, ìàþ÷è, òàêèì ÷èíîì, îäíàêîâèé ðîçïîäië ó ïîâíîìó ñåïàðàáåëüíîìó ìå-

òðè÷íîìó ïðîñòîði C([0; +∞),R), òî, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Ïðîõîðîâà,

ìîæíà ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ñiìåéñòâî {~xε, ε > 0} ¹ ñëàáêî âiäíîñíî êîìïà-

êòíèì. Íåõàé ~x = (x(u1, ·), . . . , x(un, ·)) ¹ îäíi¹þ ç éîãî ãðàíè÷íèõ òî÷îê (ïðè

ε→ 0+).

Ëåìà 2.1.6. n-âèìiðíèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ {~x(t), t > 0} ¹ ìàðòèíãàëîì

(âiäíîñíî ñâî¹¨ âëàñíî¨ ôiëüòðàöi¨).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè çáiãà¹òüñÿ ç äîâåäåííÿì ëåìè 2 â ðîáîòi [69]

i òîìó îïóñêà¹òüñÿ.

Ëåìà 2.1.7. Ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, . . . , n} ìè ìà-

¹ìî

0 6 〈x(ui, ·), x(uj, ·)〉t − 〈x(ui, ·), x(uj, ·)〉s 6
t∫

s

Γ0(x(ui, r)− x(uj, r)) dr,

0 6 s 6 t < +∞.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j, òà â ïîâíîìó ñå-

ïàðàáåëüíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði C([0; +∞),Rn+1) ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâi

åëåìåíòè

~x(ij)
ε = (xε(u1, ·), . . . , xε(un, ·), θ(ij)

ε ), ε > 0,

äå

θ(ij)
ε (t) := 〈xε(ui, ·), xε(uj, ·)〉t , t > 0.

ßê i â äîâåäåííi ëåìè 3 â ðîáîòi [69], ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ñiìåéñòâî {~x(ij)
ε ,

ε > 0} ñëàáêî âiäíîñíî êîìïàêòíå i ùî, ÿêùî

~x(ij)
εn

w−→ ~x(ij), n→∞,
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ó ïðîñòîði C([0; +∞),Rn+1) äëÿ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi {εn}∞n=1, ÿêà ñòðîãî ñïà-

äà¹ äî íóëÿ, ç ~x(ij) := (x(u1, ·), . . . , x(un, ·), θ(ij)), òî

θ(ij)(t) = 〈x(ui, ·), x(uj, ·)〉t , t > 0.

Òåïåð, îñêiëüêè ìíîæèíà

{(f1, . . . , fn+1) ∈ C([0; +∞),Rn+1) | 0 6 fn+1(t)− fn+1(s) 6

6

t∫
s

hδ(fi(r)− fj(r)) dr},

äå 0 6 s 6 t < +∞ i

hδ(z) :=
1

ν2(∆0)

∫∫
R2

Φδ(z + q1 − q2) ν
2(dq1dq2), z ∈ R,

ç δ > 0, ¹ çàìêíåíîþ i

Γε(z) = c2
ε

∫∫
R2

Φε(z + q1 − q2) ν
2(dq1dq2) 6 hδ(z), z ∈ R,

äëÿ ε < δ, òî ìè îòðèìó¹ìî, ùî

P

0 6 θ(ij)(t)− θ(ij)(s) 6

t∫
s

hδ(x(ui, r)− x(uj, r)) dr

 >

> lim
n→∞

P

0 6 θ(ij)
εn

(t)− θ(ij)
εn

(s) 6

t∫
s

hδ(xεn(ui, r)− xεn(uj, r)) dr

 = 1.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíîãî δ > 0 ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ

0 6 θ(ij)(t)−θ(ij)(s) 6

t∫
s

hδ(x(ui, r)−x(uj, r)) dr, 0 6 s 6 t < +∞, s, t ∈ Q,

i, îòæå, ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ

0 6 θ(ij)(t)− θ(ij)(s) 6

t∫
s

Γ0(x(ui, r)− x(uj, r)) dr, 0 6 s 6 t < +∞.

Ëåìà äîâåäåíà.
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Ëåìà 2.1.8. Ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, . . . , n} ìè ìà-

¹ìî

lim
t→+∞

(x(ui, t)− x(uj, t)) = 0.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi i, j ∈ {1, . . . , n}, i > j. Äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ

ãðàíèöi

lim
t→+∞

(x(ui, t)− x(uj, t))

àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ ëåìè 1 â ðîáîòi [37]. À ñàìå, ïîìiòèìî (íàïðèêëàä,

äèâ. [29, òåîðåìà 18.4]), ùî ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå ïðåä-

ñòàâëåííÿ:

x(ui, t)− x(uj, t) = (ui − uj) + β(τ(t)), t > 0, (2.10)

äå {β(t), t > 0} � ñòàíäàðòíèé âiíåðiâ ïðîöåñ (ìîæëèâî, îçíà÷åíèé íà ðîç-

øèðåíîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði) i

τ(t) := 〈x(ui, ·)− x(uj, ·)〉t = 2t− 2 〈x(ui, ·), x(uj, ·)〉t , t > 0. (2.11)

Òîäi iç ñïiââiäíîøåííÿ

x(ui, t)− x(uj, t) > 0, t > 0,

âèïëèâà¹, ùî

τ(t) 6 τ , t > 0,

äå

τ := inf{t > 0 | β(t) = −(ui − uj)} < +∞ ì. í.

Òîìó iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
t→+∞

τ(t) =: τ(+∞) 6 τ

à îòæå, çàâäÿêè íåïåðåðâíîñòi β,

lim
t→+∞

(x(ui, t)− x(uj, t)) = (ui − uj) + β(τ(+∞)).

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî

τ(+∞) < τ,
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òîáòî

lim
t→+∞

(x(ui, t)− x(uj, t)) > 0.

Òîäi iñíó¹ òàêå δ0 > 0 (ùî çàëåæèòü âiä ω), ùî

x(ui, t)− x(uj, t) > δ0, t > 0.

Òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 2.1.7 (ç s = 0) i ëåìó 2.1.5, ìè îòðèìó¹ìî, ùî

τ(t) = 2t− 2 〈x(ui, ·), x(uj, ·)〉t >

> 2t− 2

t∫
0

Γ0(x(ui, s)− x(uj, s)) ds =

= 2

t∫
0

[1− Γ0(x(ui, s)− x(uj, s))] ds >

> 2(1− sup
|z|>δ0

Γ0(z)) · t→ +∞, t→ +∞,

ùî ñóïåðå÷èòü ñêií÷åííîñòi τ ìàéæå íàïåâíî.

Ëåìà 2.1.9. Ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j ∈ {1, . . . , n} ìè ìà-

¹ìî

λ({t > 0 | x(ui, t)− x(uj, t) ∈ D \ {0}}) = 0,

äå λ � îäíîâèìiðíà ìiðà Ëåáåãà, à D îçíà÷åíà â (2.5).

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî i, j ∈ {1, . . . , n}, i > j, i z ∈ (0;ui− uj) òà ïîêëàäåìî

σz := sup{t > 0 | x(ui, t)− x(uj, t) > z}.

Ç ëåìè 2.1.8 âèïëèâà¹, ùî σz ¹ ñêií÷åííèì ìàéæå íàïåâíî. Òàêîæ íåõàé

τz � çâóæåííÿ (âèïàäêîâîãî) âiäîáðàæåííÿ τ : [0; +∞) → [0; +∞), îçíà÷å-

íîãî â (2.11), íà ìíîæèíó [0;σz], à τ−1
z � îáåðíåíå äî íüîãî âiäîáðàæåííÿ.

Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è (2.10), ìè îòðèìó¹ìî

λ({t > 0 | x(ui, t)− x(uj, t) ∈ D ∩ [z; +∞)}) =

= λ({0 6 t 6 σz | β(τ(t)) ∈ Dij(z)}) = λ(τ−1
z (Cij(z))),
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äå

Dij(z) := D ∩ [z − (ui − uj); +∞)

i

Cij(z) := {t > 0 | β(t) ∈ Dij(z)}.

Áiëüøå òîãî, îñêiëüêè âèïàäêîâèé ïðîöåñ {x(ui, t) − x(uj, t), t > 0} ¹
íåâiä'¹ìíèì (íåïåðåðâíèì) ìàðòèíãàëîì, òî

rz := inf{x(ui, t)− x(uj, t) | 0 6 t 6 σz} > 0,

à îòæå, çà ëåìîþ 2.1.5

ρz := 1− sup
|z′|>rz

Γ0(z
′) > 0.

Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ s, t ∈ [0;σz], s < t, ìè ìà¹ìî

2 >
τ(t)− τ(s)

t− s
>

1

t− s

t∫
s

[1− Γ0(x(ui, r)− x(uj, r))] dr > 2ρz.

Òîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ s, t ∈ [0; τ(σz)], s < t,

1

2
6
τ−1
z (t)− τ−1

z (s)

t− s
6

1

2ρz
.

Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ τz ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ i, îòæå, âiäîáðàæà¹

ìíîæèíè íóëüîâî¨ ìiðè Ëåáåãà ó ìíîæèíè ç öi¹þ æ ñàìîþ âëàñòèâiñòþ. Òàêèì

÷èíîì, ç

λ(Cij(z)) = 0

âèïëèâà¹, ùî

λ({t > 0 | x(ui, t)− x(uj, t) ∈ D ∩ [z; +∞)}) = 0.

Íàðåøòi, îñêiëüêè z ∈ (0;ui − uj) áóëî äîâiëüíèì i x(ui, ·) − x(uj, ·) > 0,

òî ìè ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî

λ({t > 0 | x(ui, t)− x(uj, t) ∈ D \ {0}}) =

= λ

(⋃
k>1

{t > 0 | x(ui, t)− x(uj, t) ∈ D ∩ [1/k; +∞)}

)
= 0.

Òâåðäæåííÿ ëåìè òåïåð îòðèìó¹òüñÿ òðèâiàëüíèì ÷èíîì.
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Äëÿ òîãî, ùîá çàâåðøèòè äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.3 (î÷åâèäíî, äîñòàòíüî

ðîçãëÿäàòè âèïàäîê, êîëè u1 < . . . < un), ïðèïóñòèìî, ùî (x(u1, ·), . . . , x(un, ·))
¹ îäíi¹þ çi ñëàáêèõ ãðàíèöü (ïðè ε → 0+) ñiìåéñòâà n-âèìiðíèõ âèïàä-

êîâèõ ïðîöåñiâ {~xε = (xε(u1, ·), . . . , xε(un, ·)), ε > 0}. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ

i, j ∈ {1, . . . , n}, i > j, âèïàäêîâèé ïðîöåñ {x(ui, t) − x(uj, t), t > 0} ¹ íå-
âiä'¹ìíèì ìàðòèíãàëîì i, îòæå, çàëèøà¹òüñÿ ó íóëi ïiñëÿ ïåðøîãî ïîòðà-

ïëÿííÿ â íüîãî. Îñêiëüêè îáèäâà ïðîöåñè x(ui, ·) i x(uj, ·) ¹ ñòàíäàðòíèìè

áðîóíiâñüêèìè ðóõàìè, òî ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî

〈x(ui, ·), x(uj, ·)〉t >
t∫

0

1I{x(ui, s) = x(uj, s)} ds, t > 0.

Îäíàê, ç ëåìè 2.1.7 (ç s = 0) i ëåìè 2.1.9 âèïëèâà¹, ùî

〈x(ui, ·), x(uj, ·)〉t 6
t∫

0

1I{x(ui, s) = x(uj, s)} ds, t > 0.

Îòæå,

〈x(ui, ·), x(uj, ·)〉t =

t∫
0

1I{x(ui, s) = x(uj, s)} ds, t > 0.

Òàêèì ÷èíîì, ìè ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî áóäü-ÿêà ñëàáêà ãðàíèöÿ

(ïðè ε → 0+) ñiìåéñòâà {~xε, ε > 0} ìà¹ òàêèé ñàìèé ðîçïîäië, ùî i n-

òî÷êîâèé ðóõ ïîòîêó Àððàòüÿ, ùî îçíà÷à¹, ùî öå ñiìåéñòâî ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ

äî íüîãî.

2.2 Øâèäêiñòü çáiæíîñòi ïîòîêiâ Õàððiñà

Íåõàé {x(u, t), u ∈ R, t > 0} � ïîòiê Õàððiñà ç êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ Γ,

ÿêà ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié. Òîäi

Γ(z) = 0, |z| > 1

2
d(Γ),

äå

d(Γ) := diam (supp Γ),
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à îòæå,

〈x(u, ·), x(v, ·)〉t∧τ =

t∧τ∫
0

Γ(x(u, s)− x(v, s)) ds = 0, t > 0,

äå

τ := inf{t > 0 | |x(u, t)− x(v, t)| 6 1

2
d(Γ)}.

Òîìó íåôîðìàëüíî ìîæíà ñêàçàòè, ùî áóäü-ÿêi äâi ÷àñòèíêè öüîãî ïîòîêó

Õàððiñà ðóõàþòüñÿ íåçàëåæíî, äîêè âiäñòàíü ìiæ íèìè íå äîñÿãà¹ 1
2d(Γ).

Òàêèì ÷èíîì, êîëè äiàìåòð d(Γ) ¹ áëèçüêèì äî íóëÿ, n-òî÷êîâi ðóõè öüî-

ãî ïîòîêó ñõîæi íà n-òî÷êîâi ðóõè ïîòîêó Àððàòüÿ. Áiëüøå òîãî, â [12] áóëî

äîâåäåíî, ùî êîëè d(ϕ) := diam (supp ϕ) (àáî, ùî åêâiâàëåíòíî, d(Γ)) ïðÿ-

ìó¹ äî íóëÿ, âîíè ñëàáêî çáiãàþòüñÿ äî n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêó Àððàòüÿ. Â

öüîìó ïiäðîçäiëi ìè îöiíþ¹ìî øâèäêiñòü öi¹¨ çáiæíîñòi â òåðìiíàõ âiäñòàíi

Âàñåðøòåéíà ìiæ ðîçïîäiëàìè ïåðåíåñåíèõ öèìè ïîòîêàìè ìið i ïîêàçó¹ìî,

ùî âîíà ìîæå áóòè îáìåæåíà çâåðõó äiàìåòðîì íîñiÿ êîâàðiàöiéíî¨ ôóíêöi¨,

ÿêùî òiëüêè âií äîñòàòíüî ìàëèé.

Äëÿ òîãî, ùîá ñôîðìóëþâàòè îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ïiäðîçäiëó, ââå-

äåìî äåÿêi ïîçíà÷åííÿ, ÿêi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàäàëi.

Äëÿ ïîâíîãî ñåïàðàáåëüíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ïîçíà÷èìî ÷åðåç

P(X) ìíîæèíó âñiõ áîðåëiâñüêèõ éìîâiðíiñíèõ ìið íà X i îçíà÷èìî

M1(X) := {µ ∈ P(X) |
∫
X

d(u, u0)µ(du) < +∞},

äå u0 � ôiêñîâàíà òî÷êà iç X. Ìîæíà ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ìíîæèíàM1(X)

íå çàëåæèòü âiä âèáîðó öi¹¨ òî÷êè. Íà M1(X) ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñòàí-

äàðòíó âiäñòàíü Âàñåðøòåéíà W1, ùî îçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

W1(µ
′, µ′′) := inf

κ∈C(µ′,µ′′)

∫∫
X2

d(u, v)κ(du, dv), µ′, µ′′ ∈M1(X),

äå C(µ′, µ′′) � ìíîæèíà âñiõ áîðåëiâñüêèõ éìîâiðíiñíèõ ìið íà X2 ≡ X ×X
ç ìàðãiíàëüíèìè ðîçïîäiëàìè µ′ i µ′′. Äîáðå âiäîìî, ùî (M1(X),W1) òàêîæ

¹ ïîâíèì ñåïàðàáåëüíèì ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì (äèâ., íàïðèêëàä, [56, òåîðå-

ìà 6.18]).
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Äëÿ áðîóíiâñüêîãî ñòîõàñòè÷íîãî ïîòîêó {x(u, t), u ∈ R, t > 0} i ìiðè
µ ∈ P(R) ïîêëàäåìî

λ := µ ◦ x−1(·, 1),

äå x−1(·, 1) ïîçíà÷à¹ îáåðíåíå (äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî ω ∈ Ω) âiäîáðàæå-

ííÿ äëÿ âiäîáðàæåííÿ x(·, 1) : R → R. Ìîæíà ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ÿêùî µ ∈
M1(R), òî λ ¹ âèïàäêîâèì åëåìåíòîì âM1(R). Òîìó ìè ìîæåìî ðîçãëÿäàòè

¨¨ ðîçïîäië Λ â öüîìó ïðîñòîði. Çàóâàæèìî, ùî Λ ¹ åëåìåíòîìM1(M1(R)).

Äîïóñêàþ÷è äåÿêó âîëüíiñòü ó ïîçíà÷åííÿõ, ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè W1

äëÿ ïîçíà÷åííÿ âiäñòàíi Âàñåðøòåéíà â îáîõ ïðîñòîðàõM1(R) iM1(M1(R)).

Äëÿ òîãî, ùîá óíèêíóòè íåîáõiäíîñòi îçíà÷àòè âiäïîâiäíi ìiðè êîæåí ðàç,

êîëè âîíè íàì ïîòðiáíi, ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíå ïðàâèëî: ÿêùî

íå âêàçàíî iíøå, ìiðè λ ç âåðõíiì òà/àáî íèæíiì iíäåêñîì áóäóòü çàâæäè

îçíà÷àòèñü òàê, ÿê i âèùå, ç ìiðîþ µ, ùî ìà¹ òîé ñàìèé âåðõíié iíäåêñ, òà/àáî

ç x, ùî ìà¹ òîé ñàìèé íèæíié iíäåêñ, à ìiðè Λ ç öèìè iíäåêñàìè áóäóòü çàâæäè

ïîçíà÷àòè ¨õíi ðîçïîäiëè â ïðîñòîðiM1(R).

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ïiäðîçäiëó ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2.1. Íåõàé {x(u, t), u ∈ R, t > 0} � ïîòiê Õàððiñà ç êîâàðià-

öiéíîþ ôóíêöi¹þ Γ, ÿêà ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié, à {x0(u, t), u ∈ R, t > 0} �
ïîòiê Àððàòüÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî

supp µ ⊂ [0; 1]

òà

d(Γ) <
1

100
.

Òîäi

W1(Λ,Λ0) 6 C · d(Γ)1/22,

äå ñòàëà C > 0 íå çàëåæèòü âiä µ i Γ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà, ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé íàñëi-

äîê.

Íàñëiäîê 2.2.2. Íåõàé {x1(u, t), u ∈ R, t > 0} i {x2(u, t), u ∈ R, t > 0} �
ïîòîêè Õàððiñà ç êîâàðiàöiéíèìè ôóíêöiÿìè Γ1 i Γ2 âiäïîâiäíî, ùî ìàþòü

êîìïàêòíèé íîñié. Ïðèïóñòèìî, ùî

supp µ ⊂ [0; 1]
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òà

max{d(Γ1), d(Γ2)} <
1

100
.

Òîäi

W1(Λ1,Λ2) 6 2C ·max{d(Γ1), d(Γ2)}1/22,

äå C > 0 � ñòàëà ç òåîðåìè 2.2.1.

Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè òåîðåìó 2.2.1, ìè íàáëèçèìî ïî÷àòêîâó ìiðó µ äèñ-

êðåòíèìè ìiðàìè µn òà ðîçiá'¹ìî äîâåäåííÿ íà òðè êðîêè. Íà ïåðøîìó êðîöi

ìè îöiíþ¹ìî âiäñòàíü Âàñåðøòåéíà ìiæ Λ i Λn äëÿ äîâiëüíîãî áðîóíiâñüêîãî

ñòîõàñòè÷íîãî ïîòîêó. Íà äðóãîìó êðîöi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïåâíó ðåêóð-

ñèâíó ïðîöåäóðó äëÿ ïîáóäîâè êàïëiíãó ìiæ λn i λn0 , ÿêèé äîçâîëÿ¹ îöiíèòè

âiäñòàíü Âàñåðøòåéíà ìiæ ¨õíiìè ðîçïîäiëàìè Λn i Λn
0 . Íà òðåòüîìó êðîöi ìè

îá'¹äíó¹ìî öi îöiíêè i, âèêîðèñòîâóþ÷è îïòèìiçàöiþ âiäíîñíî n, ïðèõîäèìî

äî ïîòðiáíîãî òâåðäæåííÿ.

Ïåðøèé êðîê. Íåõàé ìiðà µ ∈ P(R) òàêà, ùî supp µ ⊂ [0; 1]. Òîäi, î÷åâè-

äíî, µ íàëåæèòü äîM1(R) òà ìîæå áóòè íàáëèæåíà ïîñëiäîâíiñòþ {µn}∞n=1 ⊂
M1(R) äèñêðåòíèõ ìið, îçíà÷åíèõ ÿê

µn :=
n∑
k=1

pnkδ 2k−1
2n
, n > 1,

äå

pnk := µ(Ink ), 1 6 k 6 n, n > 1,

ç

Ink :=

[
k − 1

n
;
k

n

)
, 1 6 k 6 n− 1, n > 2,

Inn :=

[
n− 1

n
; 1

]
, n > 1.

Òåîðåìà 2.2.3. Íåõàé {x(u, t), u ∈ R, t > 0} � äîâiëüíèé áðîóíiâñüêèé

ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê. Òîäi

W1(Λ,Λ
n) 6

K√
n
,

äå K =
√

64
3
√

2π
+ 1

4.
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Äëÿ äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ìè âèêîðèñòà¹ìî íàñòóïíó ëåìó, äîâåäåíó

â [64] (ó öié ðîáîòi âîíà áóëà ñôîðìóëüîâàíà äëÿ âèïàäêó, êîëè t = 1, àëå

âiäïîâiäíå äîâåäåííÿ ç íåîáõiäíèìè çìiíàìè çàëèøà¹òüñÿ âiðíèì äëÿ âñiõ

t > 0).

Ëåìà 2.2.4. [64, ëåìà 5] Íåõàé {x(u, t), u ∈ R, t > 0} � äîâiëüíèé áðîóíiâ-

ñüêèé ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê. Òîäi

E(x(u, t)− x(v, t))2 6 Ct · |u− v|+ |u− v|2 , u, v ∈ R, t > 0,

äå Ct = 128t3/2

3
√

2π
.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2.3. Çà îçíà÷åííÿì âiäñòàíi ÂàñåðøòåéíàW1 ìè ìà¹ìî

W1(Λ,Λ
n) = inf

κ∈C(Λ,Λn)

∫∫
M2

1(R)

W1(µ
′, µ′′)κ(dµ′, dµ′′) 6 EW1(λ, λ

n),

äå äëÿ çðó÷íîñòi ìè ïîêëàëè

M2
1(R) :=M1(R)×M1(R).

Îäíàê,

EW1(λ, λ
n) = E inf

κ∈C(λ,λn)

∫∫
R2

|u− v| κ(du, dv) 6

6 E
n∑
k=1

∫
Ink

∣∣∣∣x(u, 1)− x
(

2k − 1

2n
, 1

)∣∣∣∣ µ(du) 6

6
n∑
k=1

∫
Ink

√
E

∣∣∣∣x(u, 1)− x
(

2k − 1

2n
, 1

)∣∣∣∣2 µ(du).

Òàêèì ÷èíîì, âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 2.2.4, ìè îòðèìó¹ìî, ùî

EW1(λ, λ
n) 6

n∑
k=1

∫
Ink

√
C1 ·

∣∣∣∣u− 2k − 1

2n

∣∣∣∣+

∣∣∣∣u− 2k − 1

2n

∣∣∣∣2 µ(du) 6

6
n∑
k=1

pnk ·
√
C1 ·

1

2n
+

1

4n2
6

K√
n
,

äå K :=
√

C1

2 + 1
4 . Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Äðóãèé êðîê. Íåõàé {x(u, t), u ∈ R, t > 0} � ïîòiê Õàððiñà ç êîâàðià-

öiéíîþ ôóíêöi¹þ Γ, ùî ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié. Çàôiêñó¹ìî äåÿêå ε > 0, òàêå,

ùî ε > 1
2d(Γ), i äîâiëüíi ïî÷àòêîâi òî÷êè u1 < u2 < . . . < un, n > 2, òàêi, ùî

âiäñòàíü ìiæ áóäü-ÿêèìè äâîìà ç íèõ ñòðîãî áiëüøà çà ε.

Ïîêëàäåìî

(z1(u1, t), . . . , z1(un, t)) := (x(u1, t), . . . , x(un, t)), t > 0,

òà àñîöiþ¹ìî ç öèì âèïàäêîâèì ïðîöåñîì ñiìåéñòâî {Π1(t), t > 0} âèïàäêîâèõ
ðîçáèòòiâ ìíîæèíè {1, 2, . . . , n}, ÿêå îçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíîþ óìîâîþ: iíäåêñè

i òà i+ 1 íàëåæàòü äî îäíîãî é òîãî æ åëåìåíòà ðîçáèòòÿ Π1(t) òîäi é òiëüêè

òîäi, êîëè |z1(ui, t)− z1(ui+1, t)| 6 ε. Î÷åâèäíî, Π1(0) = {{1}, {2}, . . . , {n}}.
Òàêîæ íåõàé σ1 � ïåðøèé ìîìåíò ÷àñó t > 0, êîëè ðîçáèòòÿ Π1(t) çìiíþ¹òüñÿ.

Òåïåð äëÿ âñiõ k ∈ {1, . . . , n} ïîêëàäåìî

z2(uk, t) :=

z1(uk, t), 0 6 t < σ1,

z1(uj, t) + (k − j) · ε, t > σ1,

äå j � íàéìåíøèé iíäåêñ â åëåìåíòi ðîçáèòòÿ Π1(σ1), äî ÿêîãî íàëåæèòü k

(ÿêùî σ1 íåñêií÷åííå, íèæíié âèðàç ïðîñòî îïóñêà¹òüñÿ). Àíàëîãi÷íî, ç âè-

ïàäêîâèì ïðîöåñîì {(z2(u1, t), . . . , z2(un, t)), t > 0} ìè àñîöiþ¹ìî âiäïîâiäíå

ñiìåéñòâî {Π2(t), t > 0} âèïàäêîâèõ ðîçáèòòiâ ìíîæèíè {1, 2, . . . , n} i âèïàä-
êîâèé ìîìåíò ÷àñó σ2, ÿêèé äîðiâíþ¹ ïåðøîìó ìîìåíòó ÷àñó t > σ1, êîëè

ðîçáèòòÿ Π2(t) çìiíþ¹òüñÿ (ÿêùî σ1 íåñêií÷åííå, òî σ2 ìè òàêîæ ïîêëàäà¹ìî

ðiâíèì íåñêií÷åííîñòi).

Ïðîäîâæóþ÷è òàêèì ÷èíîì, ìè ìîæåìî ïîáóäóâàòè ùîíàéáiëüøå n ðiçíèõ

n-âèìiðíèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ.

Äëÿ âèâ÷åííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ {(zi(u1, t), . . . , zi(un, t)), t > 0}, 1 6

i 6 n, íàì ïîòðiáíî îïèñàòè ¨õíþ êîíñòðóêöiþ áiëüø ôîðìàëüíî.

Çàôiêñó¹ìî ε > 0, òàêå, ùî ε > 1
2d(Γ), i íåõàé u1, u2, . . . , un ∈ R, n > 2,

òàêi, ùî

u1 < u2 < . . . < un,

uk+1 − uk > ε, 1 6 k 6 n− 1.
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Îçíà÷èìî ðåêóðñèâíî

z1(uk, t) := x(uk, t), t > 0, 1 6 k 6 n,

zi+1(uk, t) := zi(uk, t ∧ σi) +
k∑
j=1

(zi(uj, t)− zi(uj, t ∧ σi)) · 1IAikj , t > 0,

1 6 k 6 n, 1 6 i 6 n− 1.

Òóò

Ai
k1 := {σi < +∞} ∩ {zi(uk, σi)− zi(uk−1, σi) = ε, . . . , zi(u3, σi)− zi(u2, σi) = ε,

zi(u2, σi)− zi(u1, σi) = ε}, 2 6 k 6 n, 1 6 i 6 n− 1,

Ai
kj := {σi < +∞} ∩ {zi(uk, σi)− zi(uk−1, σi) = ε, . . . , zi(uj+1, σi)− zi(uj, σi) = ε,

zi(uj, σi)− zi(uj−1, σi) > ε}, 2 6 j 6 k − 1, 3 6 k 6 n, 1 6 i 6 n− 1,

Ai
11 := Ω, Ai

kk :=
k−1⋃
j=1

Ai
kj, 2 6 k 6 n, 1 6 i 6 n− 1,

òà äëÿ i ∈ {1, . . . , n− 1} âèïàäêîâèé ìîìåíò ÷àñó σi ïîêëàäà¹òüñÿ ðiâíèì

inf{t > σi−1 | ]{l ∈ {1, . . . , n− 1} | zi(ul+1, t)− zi(ul, t) 6 ε} >
> ]{l ∈ {1, . . . , n− 1} | zi(ul+1, σi−1)− zi(ul, σi−1) 6 ε}+ 1},

äå çíàê ] ïîçíà÷à¹ ÷èñëî åëåìåíòiâ âiäïîâiäíî¨ ìíîæèíè, ÿêùî σi−1 ñêií÷åííå,

i +∞ â iíøîìó âèïàäêó, ç σ0 := 0.

Çàóâàæèìî, ùî

x(u1, t) = z1(u1, t) = z2(u1, t) = . . . = zn(u1, t), t > 0.

Ìè òàêîæ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíå ïðîñòå óçàãàëüíåííÿ ëåìè 6.2

ç [29]. (Íàãàäà¹ìî, ùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè ìàéæå

íàïåâíî íà (âèìiðíié) ìíîæèíi A ⊂ Ω, ÿêùî P({ξ 6= η} ∩ A) = 0.)

Ëåìà 2.2.5. Íåõàé ξ ∈ L1(Ω,F ,P), i íåõàé σ-àëãåáðè G1,G2 ⊂ F òàêi, ùî

A ∩ G1 ⊂ A ∩ G2

äëÿ äåÿêî¨ ìíîæèíè A ∈ G1 ∩ G2. Òîäi

E[ξ | G1] = E[E[ξ | G2] | G1] ì. í. íà A.

68



Äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ ëåìè 6.2 ç [29] i òîìó îïóñêà¹òüñÿ.

Ëåìà 2.2.6. Äëÿ áóäü-ÿêîãî i ∈ {1, . . . , n} âèïàäêîâi ïðîöåñè {zi(uk, t),
t > 0}, 1 6 k 6 n, ¹ âiíåðîâèìè ïðîöåñàìè âiäíîñíî ïî÷àòêîâî¨ ôiëüòðàöi¨

(Ft)t>0.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî ïðèíöèï ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ âiäíîñíî i.

Äëÿ i = 1 òâåðäæåííÿ ëåìè î÷åâèäíå, îñêiëüêè

z1(uk, t) = x(uk, t), t > 0, 1 6 k 6 n.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ëåìè ñïðàâåäëèâå äëÿ áóäü-ÿêîãî i′ ∈
{1, . . . , i}. Íàì ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî òîäi âîíî ñïðàâåäëèâå i äëÿ i′ = i + 1.

Äëÿ òîãî, ùîá çðîáèòè öå, çàôiêñó¹ìî k ∈ {2, . . . , n} i ïîêàæåìî, ùî âè-

ïàäêîâèé ïðîöåñ {zi+1(uk, t), t > 0} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè Ëåâi ïðî

õàðàêòåðèçàöiþ áðîóíiâñüêîãî ðóõó.

Ïî-ïåðøå, ç îçíà÷åííÿ ìîæíà ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî âií ìà¹ ì. í. íåïåðåðâíi

òðà¹êòîði¨ òà ùî

E |zi+1(uk, t)|2 < +∞, t > 0.

Ïî-äðóãå, ç ïðîãðåñèâíî¨ âèìiðíîñòi âiíåðîâèõ ïðîöåñiâ {zi(uj, t), t > 0},
1 6 j 6 n, âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíè Ai

kj, 1 6 j 6 n, íàëåæàòü äî σ-àëãåáðè Fσi
(äèâ. ëåìó 7.5 ç [29]). Òîìó ç ïðåäñòàâëåííÿ

zi+1(uk, t) = zi(uk, t ∧ σi) +
k∑
j=1

(zi(uj, t)− zi(uj, t ∧ σi)) · 1IAikj =

= zi(uk, t ∧ σi) +
k∑
j=1

(zi(uj, t)− zi(uj, t ∧ σi)) · 1IAikj · 1I{σi 6 t}, t > 0,

âèïëèâà¹, ùî âèïàäêîâèé ïðîöåñ {zi+1(uk, t), t > 0} ¹ (Ft)t>0-óçãîäæåíèì.

Ïî-òðåò¹, äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè, ùî âií ¹ ìàðòèíãàëîì âiäíîñíî ôiëüòðàöi¨

(Ft)t>0, ìè ïîìi÷à¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî t > s > 0

E [zi+1(uk, t) | Fs] = E [zi+1(uk, t) · 1I{σi 6 s} | Fs] +

+E [zi+1(uk, t) · 1I{σi > s} | Fs] .
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Ç îäíîãî áîêó,

E [zi+1(uk, t) · 1I{σi 6 s} | Fs] = E [zi(uk, t ∧ σi) · 1I{σi 6 s} | Fs] +

+
k∑
j=1

E
[
(zi(uj, t)− zi(uj, t ∧ σi)) · 1IAikj · 1I{σi 6 s} | Fs

]
=

= E [zi(uk, t ∧ σi) | Fs] · 1I{σi 6 s}+

+
k∑
j=1

E [(zi(uj, t)− zi(uj, t ∧ σi)) | Fs] · 1IAikj · 1I{σi 6 s} =

= zi(uk, s ∧ σi) · 1I{σi 6 s}+
k∑
j=1

(zi(uj, s)− zi(uj, s ∧ σi)) · 1IAikj · 1I{σi 6 s} =

= zi+1(uk, s) · 1I{σi 6 s}.

Ç iíøîãî áîêó,

E [zi+1(uk, t) | Fσi] =

= E [zi(uk, t ∧ σi) | Fσi] +
k∑
j=1

E
[
(zi(uj, t)− zi(uj, t ∧ σi)) · 1IAikj | Fσi

]
=

= E [zi(uk, t ∧ σi) | Fσi] +
k∑
j=1

E [(zi(uj, t)− zi(uj, t ∧ σi)) | Fσi] · 1IAikj =

= zi(uk, t ∧ σi),

i òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 2.2.5 ó äðóãié ðiâíîñòi íèæ÷å, ìè îòðèìó¹ìî

E [zi+1(uk, t) · 1I{σi > s} | Fs] = E [zi+1(uk, t) | Fs] · 1I{σi > s} =

= E [E [zi+1(uk, t) | Fσi] | Fs] · 1I{σi > s} = E [zi(uk, t ∧ σi) | Fs] · 1I{σi > s} =

= zi(uk, s ∧ σi) · 1I{σi > s} = zi(uk, s) · 1I{σi > s} = zi+1(uk, s) · 1I{σi > s}.

Òàêèì ÷èíîì,

E [zi+1(uk, t) | Fs] = zi+1(uk, s).

Íàðåøòi, çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî

〈zi+1(uk, ·)〉t = t, t > 0.
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Îäíàê, ç ðiâíîñòåé

zi+1(uk, t) = zi(uk, t ∧ σi) +
k∑
j=1

(zi(uj, t)− zi(uj, t ∧ σi)) · 1IAikj =

= zi(uk, t ∧ σi) +
k∑
j=1

zi(uj, t) · 1IAikj −
k∑
j=1

zi(uj, t ∧ σi) · 1IAikj

âèïëèâà¹, ùî

〈zi+1(uk, ·)〉t = 〈zi(uk, ·)〉t∧σi +
k∑

j1,j2=1

〈zi(uj1, ·), zi(uj2, ·)〉t · 1IAikj1 · 1IAikj2+

+
k∑

j1,j2=1

〈zi(uj1, ·), zi(uj2, ·)〉t∧σi · 1IAikj1 · 1IAikj2 + 2
k∑
j=1

〈zi(uk, ·), zi(uj, ·)〉t∧σi · 1IAikj−

−2
k∑
j=1

〈zi(uk, ·), zi(uj, ·)〉t∧σi · 1IAikj − 2
k∑

j1,j2=1

〈zi(uj1, ·), zi(uj2, ·)〉t∧σi · 1IAikj1 · 1IAikj2 =

= t ∧ σi +
k∑
j=1

(t− t ∧ σi) · 1IAikj = t.

Òàêèì ÷èíîì, âñi óìîâè òåîðåìè Ëåâi âèêîíàíi. Ëåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 2.2.7. Äëÿ áóäü-ÿêîãî n > 2 ìè ìà¹ìî
n∑
k=1

E sup
06t61

|z1(uk, t)− z2(uk, t)| 6
2n3

3
·
√
ε,

n∑
k=1

E sup
06t61

|zi(uk, t)− zi+1(uk, t)| 6
2n4

3
·
√
ε, 2 6 i 6 n− 1.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî

σ̃i := σi ∧ 1, 1 6 i 6 n− 1.

Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè ïåðøó îöiíêó, çàôiêñó¹ìî k ∈ {2, 3, . . . , n} i ïîìi-
òèìî, ùî

E sup
06t61

|z1(uk, t)− z2(uk, t)| = E sup
σ̃16t61

|z1(uk, t)− z2(uk, t)| =

= E sup
σ̃16t61

k∑
j=1

(
|x(uk, t)− [x(uj, t) + [x(uk, σ̃1)− x(uj, σ̃1)]]| · 1IA1

kj

)
=
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=
k∑
j=1

E

(
sup

σ̃16t61
|x(uk, t)− [x(uj, t) + [x(uk, σ̃1)− x(uj, σ̃1)]]| · 1IA1

kj

)
6

6
k∑
j=1

E

(
sup

06t61
|[x(uk, t+ σ̃1)− x(uk, σ̃1)]− [x(uj, t+ σ̃1)− x(uj, σ̃1)]| · 1IA1

kj

)
.

Îöiíèìî îêðåìèé äîäàíîê. Äëÿ öüîãî çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå j ∈ {1, . . . , k − 1}
(k-èé äîäàíîê, î÷åâèäíî, äîðiâíþ¹ íóëþ) i ïîêëàäåìî

β1(t) := x(uk, t+ σ̃1)− x(uk, σ̃1), t > 0,

β2(t) := x(uj, t+ σ̃1)− x(uj, σ̃1), t > 0.

Çàâäÿêè ñòðîãî ìàðêîâñüêié âëàñòèâîñòi áðîóíiâñüêîãî ðóõó âèïàäêîâi ïðî-

öåñè {β1(t), t > 0} i {β2(t), t > 0} ¹ âiíåðîâèìè. Çà òåîðåìîþ 18.4 ç [29]

iñíó¹ (ìîæëèâî, íà ðîçøèðåíîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði) òàêèé âiíåðiâ ïðî-

öåñ {β(t), t > 0}, ùî ìà¹ ìiñöå ïðåäñòàâëåííÿ

β1(t)− β2(t) = β(〈β1 − β2〉t), t > 0, ì. í..

Áiëüøå òîãî,

〈β1 − β2〉0 = 0,

〈β1 − β2〉· ∈ C([0; +∞)),

à íà ìíîæèíi A1
kj äëÿ âñiõ t > 0 ìè ìà¹ìî

β1(t)− β2(t) =

= [x(uk, t+ σ̃1)− x(uk, σ̃1)]− [x(uj, t+ σ̃1)− x(uj, σ̃1)] =

= [x(uk, t+ σ̃1)− x(uj, t+ σ̃1)]− (k − j) · ε > −(k − j) · ε.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ç öüîãî âèïëèâà¹

〈β1 − β2〉t 6 τβ(ckj), t > 0, ì. í. íà A1
kj,

äå

τβ(c) := inf{s > 0 | β(s) = c}, c ∈ R,

òà

ckj := −(k − j) · ε < 0.

72



Îòæå,

β1(t)− β2(t) = β(〈β1 − β2〉t ∧ τβ(ckj)), t > 0, ì. í. íà A1
kj.

Äî òîãî æ,

0 6 〈β1 − β2〉t = 2t− 2 〈β1, β2〉t 6 4t, t > 0.

Òîìó

E

(
sup

06t61
|[x(uk, t+ σ̃1)− x(uk, σ̃1)]− [x(uj, t+ σ̃1)− x(uj, σ̃1)]| · 1IA1

kj

)
=

= E

(
sup

06t61
|β1(t)− β2(t)| · 1IA1

kj

)
= E

(
sup

06t61
|β(〈β1 − β2〉t ∧ τβ(ckj))| · 1IA1

kj

)
6

6 E

(
sup

06t64
|β(t ∧ τβ(ckj))| · 1IA1

kj

)
6 E sup

06t64
|β(t ∧ τβ(ckj))| .

Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Äóáà äî ìàðòèíãàëó {β(t ∧ τβ(ckj)), 0 6 t 6 4} i
äðóãó ðiâíiñòü Âîëüäà, ìè îòðèìó¹ìî

E sup
06t64

|β(t ∧ τβ(ckj))| 6
√

E sup
06t64

|β(t ∧ τβ(ckj))|2 6 2

√
E |β(4 ∧ τβ(ckj))|2 =

= 2
√

E (4 ∧ τβ(ckj)) 6 2

√
4
√

2√
π
· |ckj| 6 4(k − j) ·

√
ε

(ïåðåäîñòàííÿ íåðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç ïðîñòî¨ îöiíêè ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó τβ(ckj);

äåòàëüíiøå ïðî öå äèâ. â äîâåäåííi ëåìè 5 ç [64], äå ðîçãëÿäàâñÿ àíàëîãi÷íèé

âèïàäîê).

Òàêèì ÷èíîì, ìè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

n∑
k=1

E sup
06t61

|z1(uk, t)− z2(uk, t)| 6
n∑
k=1

k∑
j=1

4(k − j) ·
√
ε =

=
2n(n2 − 1)

3
·
√
ε 6

2n3

3
·
√
ε.

Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè äðóãó îöiíêó, çàôiêñó¹ìî i ∈ {2, . . . , n − 1} i k ∈
{2, . . . , n} i ïîêëàäåìî

Bi
jl := Ai

kj ∩ Ai−1
kl , 1 6 j 6 l 6 k.

73



Òîäi ìè ïîìi÷à¹ìî, ùî

E sup
06t61

|zi(uk, t)− zi+1(uk, t)| = E sup
σ̃i6t61

|zi(uk, t)− zi+1(uk, t)| =

= E sup
σ̃i6t61

k∑
l=1

l∑
j=1

(
|[zi(ul, t)− zi(uj, t)]− [zi(ul, σ̃i)− zi(uj, σ̃i)]| · 1IBijl

)
=

=
k∑
l=1

l∑
j=1

E

(
sup
σ̃i6t61

|[zi(ul, t)− zi(ul, σ̃i)]− [zi(uj, t)− zi(uj, σ̃i)]| · 1IBijl

)
6

6
k∑
l=1

l∑
j=1

E

(
sup

06t61
|[zi(ul, t+ σ̃i)− zi(ul, σ̃i)]− [zi(uj, t+ σ̃i)− zi(uj, σ̃i)]| · 1IBijl

)
.

Äàëi ìè ïðîäîâæó¹ìî òî÷íî òàê æå, ÿê ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, ïîìi÷àþ÷è,

ùî äëÿ 1 6 l 6 k i 1 6 j 6 l íà ìíîæèíi Bi
jl ìè ìà¹ìî

zi(ul, t)− zi(uj, t) = x(ul, t)− x(uj, t) > 0, t > 0.

Òàêèì ÷èíîì, ìè ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî

n∑
k=1

E sup
06t61

|zi(uk, t)− zi+1(uk, t)| 6
n∑
k=1

k∑
l=1

l∑
j=1

4(l − j) ·
√
ε =

=
n∑
k=1

2k(k2 − 1)

3
·
√
ε 6

n∑
k=1

2k3

3
·
√
ε 6

2n4

3
·
√
ε.

Ëåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 2.2.8. ßêùî n > 2 òàêå, ùî

1

2
d(Γ) <

1

n
,

òî

W1(Λ
n,Λn

0) 6

√
2n5

3
·
√
d(Γ).

Äîâåäåííÿ. ßñíî, ùî ìè ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî d(Γ) > 0. ßêùî ìè ïîêëà-

äåìî

uk :=
2k − 1

2n
, 1 6 k 6 n,
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òî

uk+1 − uk =
1

n
> ε, 1 6 k 6 n− 1,

äå

ε :=
1

2
d(Γ) > 0 = d(1I{0}).

Ïîìiòèìî, ùî n-âèìiðíi âèïàäêîâi ïðîöåñè {(zn(u1, t), . . . , zn(un, t)),

t > 0} i {(z0,n(u1, t), . . . , z0,n(un, t)), t > 0}, ïîáóäîâàíi çãiäíî ç îïèñàíîþ âèùå

ïðîöåäóðîþ (çi ùîéíî îçíà÷åíèì ε) äëÿ ïîòîêó Õàððiñà {x(u, t),

u ∈ R, t > 0} i ïîòîêó Àððàòüÿ {x0(u, t), u ∈ R, t > 0} âiäïîâiäíî, ìà-
þòü îäíàêîâèé ðîçïîäië. Òîìó ðîçïîäiëè Λ̃n i Λ̃n

0 âèïàäêîâèõ ìið

λ̃n :=
n∑
k=1

pnkδzn(uk,1)

i

λ̃n0 :=
n∑
k=1

pnkδz0,n(uk,1)

çáiãàþòüñÿ. Îòæå, çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà

W1(Λ
n,Λn

0) 6 W1(Λ
n, Λ̃n)+W1(Λ̃

n, Λ̃n
0)+W1(Λ̃

n
0 ,Λ

n
0) = W1(Λ

n, Λ̃n)+W1(Λ̃
n
0 ,Λ

n
0).

Îäíàê, âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 2.2.7, ìè îòðèìó¹ìî

W1(Λ
n, Λ̃n) = inf

κ∈C(Λn,Λ̃n)

∫∫
M2

1(R)

W1(µ
′, µ′′)κ(dµ′, dµ′′) 6 EW1(λ

n, λ̃n) =

= E inf
κ∈C(λn,λ̃n)

∫∫
R2

|u− v| κ(du, dv) 6 E
n∑
k=1

pnk |x(uk, 1)− zn(uk, 1)| 6

6
n∑
k=1

E sup
06t61

|z1(uk, t)− zn(uk, t)| 6
n∑
k=1

n−1∑
i=1

E sup
06t61

|zi(uk, t)− zi+1(uk, t)| =

=
n−1∑
i=1

n∑
k=1

E sup
06t61

|zi(uk, t)− zi+1(uk, t)| 6
2n5

3
·
√
ε

i àíàëîãi÷íî

W1(Λ̃
n
0 ,Λ

n
0) 6

2n5

3
·
√
ε.

Çâiäñè âèïëèâà¹ ïîòðiáíèé ðåçóëüòàò.
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Òðåòié êðîê.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2.1. Íåõàé n > 2 òàêå, ùî

1

2
d(Γ) <

1

n
.

Çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà ìè ìà¹ìî

W1(Λ,Λ0) 6 W1(Λ,Λ
n) +W1(Λ

n,Λn
0) +W1(Λ

n
0 ,Λ0).

Ç îäíîãî áîêó, çà òåîðåìîþ 2.2.3

W1(Λ,Λ
n) 6

K√
n
,

W1(Λ
n
0 ,Λ0) = W1(Λ0,Λ

n
0) 6

K√
n
.

Ç iíøîãî áîêó, çà òåîðåìîþ 2.2.8

W1(Λ
n,Λn

0) 6

√
2n5

3
·
√
d(Γ).

Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìó¹ìî

W1(Λ,Λ0) 6 2K ·
(

1√
n

+ n5 ·
√
d(Γ)

)
,

îñêiëüêè

2K >

√
2

3
.

Ôóíêöiÿ

h(y) =
1
√
y

+ y5 ·
√
d(Γ), y > 1,

äîñòèãà¹ ñâîãî ìiíiìóìó â òî÷öi

y0 =
1

(10
√
d(Γ))2/11

.

Òîìó ìè ïîêëàäà¹ìî

n0 :=

([
1

(10
√
d(Γ))2/11

]
+ 1

)
∈ N
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i ïîìi÷à¹ìî, ùî ç óìîâè d(Γ) < 1
100 âèïëèâà¹, ùî n0 > 2 i 1

2d(Γ) < 1
n0
. Îòæå,

W1(Λ,Λ0) 6 2K ·
(

1
√
n0

+ n5
0 ·
√
d(Γ)

)
6

6 2K ·

√(10
√
d(Γ))2/11 +

(
2 · 1

(10
√
d(Γ))2/11

)5

·
√
d(Γ)

 =

= 2K ·

(
101/11 · d(Γ)1/22 +

(
512

25

)5/11

· d(Γ)1/22

)
= C · d(Γ)1/22,

äå C := 2K ·
(
101/11 + (512/25)5/11

)
> 0. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

1. Äîâåäåíî ñëàáêó çáiæíiñòü n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêiâ Õàððiñà, êîâàðià-

öiéíi ôóíêöi¨ ÿêèõ ïîòî÷êîâî çáiãàþòüñÿ äî íåâiä'¹ìíî âèçíà÷åíî¨ ôóíê-

öi¨, íîñié ÿêî¨ ¹ çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ, äî n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêó Àð-

ðàòüÿ.

2. Îòðèìàíî îöiíêó íà âiäñòàíü Âàñåðøòåéíà ìiæ ðîçïîäiëàìè îáðàçiâ

éìîâiðíiñíî¨ ìiðè íà äiéñíié âiñi ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì ïiä äi¹þ äâîõ

ïîòîêiâ Õàððiñà ç ìàëèìè ðàäióñàìè âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè.
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Ðîçäië 3

Êîíöåíòðàöiÿ ìàñè â

áðîóíiâñüêèõ ñòîõàñòè÷íèõ

ïîòîêàõ

Ðîçãëÿíåìî ñòîõàñòè÷íå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

x(u, t) = u+

t∫
0

∫
R

ϕ(x(u, s)− q)W (dq, ds), t > 0, (3.1)

äå u ∈ R � ôiêñîâàíèé ïàðàìåòð, W � âiíåðiâ ëèñò íà R × R+, à ôóíêöiÿ

ϕ : R→ R+ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

(i) ϕ ∈ C∞0 (R,R+), òîáòî ϕ � íåâiä'¹ìíà, íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà òà

ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié;

(ii) ϕ(q) = ϕ(−q), q ∈ R;

(iii)
∫
R
ϕ2(q) dq = 1.

ßê âæå âiäìi÷àëîñÿ, ïðè òàêèõ óìîâàõ íà ôóíêöiþ ϕ ðiâíÿííÿ (3.1) ìà¹

¹äèíèé ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ êîæíîãî u ∈ R. Ïðè öüîìó äëÿ äåÿêî¨ ìíîæèíè
Ω ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi (íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìè áóäåìî ââàæàòè, ùî öå

¹ âñÿ ìíîæèíà åëåìåíòàðíèõ ïîäié) âiäîáðàæåííÿ

x(ω, ·, t) : R→ R, t > 0, ω ∈ Ω, (3.2)

78



¹ C∞-äèôåîìîðôiçìàìè òà ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê {ϕs,t(u), u ∈ R, 0 6 s 6 t <

+∞}, ùî çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

ϕs,t(ω, u) := x(ω, x−1(ω, u, s), t), u ∈ R, 0 6 s 6 t < +∞, ω ∈ Ω, (3.3)

äå x−1(ω, ·, s) � âiäîáðàæåííÿ, îáåðíåíå äî âiäîáðàæåííÿ x(ω, ·, s) (íàäàëi

çìiííó ω ìè áóäåìî, ÿê ïðàâèëî, îïóñêàòè), ¹ áðîóíiâñüêèì ñòîõàñòè÷íèì

ïîòîêîì C∞-äèôåîìîðôiçìiâ (äèâ. [12], [63], à òàêîæ [35]).

Êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ äàíîãî áðîóíiâñüêîãî ñòîõàñòè÷íîãî ïîòîêó ¹

ôóíêöiÿ

Φ(z) :=

∫
R

ϕ(z + q)ϕ(q) dq, z ∈ R.

Iíøèìè ñëîâàìè, äëÿ áóäü-ÿêèõ u, v ∈ R âçà¹ìíà êâàäðàòè÷íà âàðiàöiÿ âiíå-

ðîâèõ ïðîöåñiâ {x(u, t), t > 0} òà {x(v, t), t > 0} ìà¹ âèãëÿä

〈x(u, ·), x(v, ·)〉t =

t∫
0

Φ(x(u, s)− x(v, s)) ds, t > 0.

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ Φ ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 1 â òî÷öi 0 òà ìà¹ êîìïà-

êòíèé íîñié, äiàìåòð ÿêîãî íå ïåðåâèùó¹ 2d(ϕ), äå d(ϕ) � äiàìåòð íîñiÿ ôóí-

êöi¨ ϕ. Òîìó ïðè ïðÿìóâàííi d(ϕ) äî íóëÿ ôóíêöiÿ Φ ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî

ôóíêöi¨

1I{0}(z) =

1, ÿêùî z = 0,

0, ÿêùî z 6= 0.

Ó ðîáîòi [12] áóëî ïîêàçàíî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N òà äëÿ áóäü-ÿêèõ

u1, . . . , un ∈ R ó ïðîñòîði C([0; 1],Rn) ìà¹ ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü

(x(u1, ·), . . . , x(un, ·))
w−→ (x0(u1, ·), . . . , x0(un, ·)), d(ϕ)→ 0+,

äå {x0(u, t), u ∈ R, t > 0}� ïîòiê Àððàòüÿ, òîáòî áðîóíiâñüêèé ñòîõàñòè÷íèé

ïîòiê iç êîâàðiàöiéíîþ ôóíêöi¹þ 1I{0}.

Íàãàäà¹ìî (äèâ. [2], [25]), ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0 òà äëÿ áóäü-ÿêîãî

âiäðiçêà I ⊂ R ìíîæèíà x0(R, t) ∩ I ñêií÷åííà ìàéæå íàïåâíî.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâi ìiðè

λt := λ ◦ x−1(·, t), t > 0,
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äå λ � îäíîâèìiðíà ìiðà Ëåáåãà. Â ñèëó äèôåîìîðôíîñòi âiäîáðàæåíü (3.2),

öi ìiðè ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèìè. Ïðè öüîìó ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ âiä-

ïîâiäíèõ ùiëüíîñòåé ìà¹ ìiñöå ïðåäñòàâëåííÿ (ñòðîãà äîäàòíiñòü ïîõiäíî¨
∂x
∂u(u, t) âèïëèâà¹ ç ëåìè 3.2.1, ùî ïðèâîäèòüñÿ íèæ÷å)

dλt
dλ

(u) ≡ pt(u) =
1

∂x

∂u
(x−1(u, t), t)

, u ∈ R, t > 0.

ßêùî ìè ïîêëàäåìî òåïåð

λ0
t := λ ◦ x−1

0 (·, t), t > 0,

òî ïðèðîäíî î÷iêóâàòè, ùî ïðè d(ϕ) → 0+ âèïàäêîâi ìiðè λt ó äåÿêîìó

ñåíñi çáiãàþòüñÿ äî âèïàäêîâèõ ìið λ0
t . Òîìó îáëàñòi êîíöåíòðàöi¨ ìið λt àáî,

iíøèìè ñëîâàìè, îáëàñòi, â ÿêèõ ùiëüíîñòi pt ïðèéìàþòü âåëèêi çíà÷åííÿ,

âiäïîâiäàþòü àòîìàì ìið λ0
t , ÿêèìè, î÷åâèäíî, ¹ êëàñòåðè â ïîòîöi Àððàòüÿ.

Âèâ÷åííÿ òàêèõ âèáðîñiâ ùiëüíîñòåé pt çà âèñîêi ðiâíi ðîçóìíî ïî÷èíàòè ç

äîñëiäæåííÿ ¨õíiõ iíòåíñèâíîñòåé ïåðåòèíiâ öèõ ðiâíiâ. Íàãàäà¹ìî âiäïîâiäíå

îçíà÷åííÿ.

Íåõàé {ξ(u), u ∈ R} � âèïàäêîâèé ïðîöåñ, òðà¹êòîði¨ ÿêîãî ç éìîâiðíiñòþ

îäèíèöÿ íåïåðåðâíi òà íå ðiâíi òîòîæíî äàíîìó ôiêñîâàíîìó ÷èñëó c ∈ R íi

íà ÿêîìó iíòåðâàëi. Òîäi ÷èñëî N([0; 1]; c) ïåðåòèíiâ âèïàäêîâèì ïðîöåñîì ξ

ðiâíÿ c íà âiäðiçêó [0; 1] êîðåêòíî âèçíà÷åíå òà âåëè÷èíà

µ(c) := EN([0; 1]; c)

íàçèâà¹òüñÿ iíòåíñèâíiñòþ ïåðåòèíiâ âèïàäêîâèì ïðîöåñîì ξ ðiâíÿ c.

Äëÿ äåÿêèõ êëàñiâ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ {ξ(u), u ∈ R} çíà÷åííÿ µ(c) ìî-

æå áóòè îá÷èñëåíå çà âiäîìîþ ôîðìóëîþ Ðàéñà (äèâ. îãëÿäîâó ðîáîòó [39],

äå ðîçãëÿäàþòüñÿ ïåðåòèíè ðiâíÿ çíèçó äîãîðè, òà ïîñèëàííÿ â íié). Ó ÿêî-

ñòi ïðèêëàäó íàâåäåìî íàñòóïíó òåîðåìó, ïîïóòíî âiäìiòèâøè, ùî â íié òà

ñêðiçü íàäàëi π[η](·) òà π[η, ζ](·, ·) ïîçíà÷àþòü âiäïîâiäíî ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó
âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η òà ùiëüíiñòü ñïiëüíîãî ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

η òà ζ.

Òåîðåìà 3.0.1. [3, ñòîð. 79] Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ {ξ(u), u ∈ R} ìà¹
íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi òðà¹êòîði¨ òà çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi òðè óìîâè:
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(i) âiäîáðàæåííÿ (u, z) 7→ π[ξ(u)](z) íåïåðåðâíî ïðè u ∈ [0; 1] òà z ∈ Uc,
äå Uc � äåÿêèé îêië òî÷êè c ∈ R;

(ii) âiäîáðàæåííÿ (u, z1, z2) 7→ π[ξ(u), ξ′(u)](z1, z2) íåïåðåðâíå ïðè u ∈ [0; 1],

z1 ∈ Uc òà z2 ∈ R;

(iii) Ew(ξ′; δ)→ 0 ïðè δ → 0+, äå w(ξ′; δ) � ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi ïîõiäíî¨

ξ′ íà âiäðiçêó [0; 1].

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî c ∈ R ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

µ(c) =

1∫
0

+∞∫
0

|z| · π[ξ(u), ξ′(u)](c, z) dz du. (3.4)

Îäíàê ÷àñòî óìîâè íà âèïàäêîâèé ïðîöåñ, ÿêi çàáåçïå÷óþòü ñïðàâåäëè-

âiñòü ôîðìóëè (3.4) äëÿ âñiõ ðiâíiâ c ∈ R, ¹ âàæêèìè äëÿ ïåðåâiðêè (íàïðè-
êëàä, ó íàâåäåíié òåîðåìi òàêîþ ¹ óìîâà (iii)), òà ¨õí¹ âèêîíàííÿ äîâåäåíå

ëèøå äëÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, áëèçüêèõ äî ãàóñîâèõ. Ëåãøå ïåðåâiðÿþòüñÿ

óìîâè, ùî çàáåçïå÷óþòü ñïðàâåäëèâiñòü ïîäiáíèõ ôîðìóë äëÿ ìàéæå âñiõ

ðiâíiâ c ∈ R.
Â äàíîìó ðîçäiëi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî íàñòóïíèé âàðiàíò ôîðìóëè Ðàéñà

(ïîð. [39, ôîðìóëà (3)]), ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ òàêîæ ôîðìóëîþ Áàíàõà.

Òåîðåìà 3.0.2. [3, âïðàâà 3.8(d)] Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ {ξ(u), 0 6 u 6 1}
¹ òàêèì, ùî ìàéæå âñi éîãî òðà¹êòîði¨ àáñîëþòíî íåïåðåðâíi, à òàêîæ

äëÿ áóäü-ÿêîãî u ∈ [0; 1] ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ(u) ìà¹ ùiëüíiñòü

π[ξ(u)](·) òà óìîâíå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ E(|ξ′(u)| | ξ(u) = c) êîðåêòíî

âèçíà÷åíå. Òîäi äëÿ ìàéæå âñiõ c ∈ R ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

µ(c) =

1∫
0

E(|ξ′(u)| | ξ(u) = c) · π[ξ(u)](c) du.

Ãîëîâíîþ ìåòîþ äàíîãî ðîçäiëó ¹ ïåðåâiðêà êîðåêòíî¨ âèçíà÷åíîñòi iíòåí-

ñèâíîñòi µt(c) ïåðåòèíiâ ðiâíÿ c > 0 âèïàäêîâèì ïðîöåñîì {pt(u), u ∈ R} äëÿ
áóäü-ÿêîãî t > 0 òà äîâåäåííÿ ñïiââiäíîøåííÿ

µt(c) = µt(c) äëÿ ì. â. c > 0, (3.5)
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äå

µt(c) =

√
2L′′ · e π2

2L′t−
L′t
8

πL′
√
πt

· 1√
c
·

+∞∫
0

e−
v2

2L′t sh v sin πv
L′t√

1 + 2 ch v
c + 1

c2

dv

çi ñòàëèìè

L′ :=

∫
R

ϕ′2(q) dq > 0

òà

L′′ :=

∫
R

ϕ′′2(q) dq > 0,

à òàêîæ âñòàíîâëåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ðiâíîñòi

µt(c) =
e−

L′t
8

√
L′′

π
√

2L′
·
√

c

ln c
· exp

[
−(ln c)2

2L′t

]
· (1 + o(1)), c→ +∞. (3.6)

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 ìè äîâîäèìî ñòàöiîíàðíiñòü âèïàäêîâîãî ïðîöåñó {x(u, t)−
u, u ∈ R} òà θ-îäíîðiäíiñòü (äèâ. íèæ÷å îçíà÷åííÿ 3.1.5) âèïàäêîâîãî ïðî-

öåñó {(pt(u), p′t(u)), u ∈ R} (ïîõiäíà òóò ðîçóìi¹òüñÿ ó çâè÷àéíîìó ñåíñi), ó

ïiäðîçäiëi 3.2 çíàõîäèìî ùiëüíiñòü ñïiëüíîãî ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

pt(u) òà p′t(u), à â ïiäðîçäiëi 3.3 âñòàíîâëþ¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (3.5) òà (3.6).

3.1 Ñòàöiîíàðíiñòü ïîòîêiâ Õàððiñà çà ïðîñòî-

ðîâîþ çìiííîþ

Äëÿ äîâåäåííÿ ñòàöiîíàðíîñòi ïðè ôiêñîâàíîìó t âèïàäêîâîãî ïðîöåñó {x(u, t)−
u, u ∈ R} ìè ñêîðèñòà¹ìîñÿ âàðiàíòîì äèñêðåòíî¨ ñõåìè íàáëèæåíü Îéëåðà�

Ìàðóÿìè, ùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ðîáîòi [44]. Äëÿ t > 0 òà n > 1 ïîêëàäåìî

xn0(u, t) ≡ u, u ∈ R,
xnk+1(u, t) := xnk(u, t) + ξnk+1(x

n
k(u, t), t), u ∈ R, 0 6 k 6 n− 1,

äå

ξnk+1(u, t) :=

(k+1)t
n∫

kt
n

∫
R

ϕ(u− q)W (dq, ds), u ∈ R, 0 6 k 6 n− 1.
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Çãiäíî ç òåîðåìîþ 4 ç ðîáîòè [44], îçíà÷åíèé òàêèì ðåêóðåíòíèì ñïîñîáîì

âèïàäêîâèé ïðîöåñ xnn(·, 1) íàáëèæà¹ âèïàäêîâèé ïðîöåñ x(·, 1) â ðiâíîìiðíié

ìåòðèöi íà âiäðiçêó [0; 1]. Îäíàê, íàâåäåíå äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ëåãêî ïå-

ðåíîñèòüñÿ mutatis mutandis íà âèïàäîê äîâiëüíèõ ìîìåíòó ÷àñó t > 0 òà

âiäðiçêà [a; b], i òîìó ¨¨ âiäïîâiäíå óçàãàëüíåííÿ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè â íà-

ñòóïíîìó (äåùî ñïðîùåíîìó, àëå äîñòàòíüîìó äëÿ íàøèõ öiëåé) âèãëÿäi.

Òåîðåìà 3.1.1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0 òà âiäðiçêà [a; b] ⊂ R iñíó¹ òàêà ñòàëà

C > 0, ùî çàëåæèòü âiä ìîìåíòó ÷àñó t, äîâæèíè âiäðiçêà [a; b] òà ôóíêöi¨

ϕ, ùî äëÿ âñiõ n > 1

E ‖xnn(·, t)− x(·, t)‖[a;b] 6
C√
n
,

äå ‖·‖[a;b] � ñóïðåìóì-íîðìà íà âiäðiçêó [a; b].

Òåîðåìà 3.1.2. Ïðè êîæíîìó t > 0 âèïàäêîâèé ïðîöåñ {x(u, t)− u, u ∈ R}
¹ ñòàöiîíàðíèì (ó âóçüêîìó ñåíñi).

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé ìîìåíò ÷àñó t > 0 (ó âèïàäêó t = 0 äîâî-

äèòè íi÷îãî).

Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, âèêîðèñòîâóþ÷è õàðàêòåðèñòè÷íi ôóíê-

öi¨ òà âðàõîâóþ÷è íåçàëåæíiñòü ξnk+1 âiä Fkt
n
ïðè áóäü-ÿêîìó k ∈ {0, . . . , n−1},

äå (Fs, s > 0) � ôiëüòðàöiÿ, ïîðîäæåíà âiíåðîâèì ëèñòîì W (òà ïîïîâíåíà

ìíîæèíàìè íóëüîâî¨ éìîâiðíîñòi), ìîæíà ïîêàçàòè, ùî âñi âèïàäêîâi ïðîöåñè

{xnk(u, t)− u, u ∈ R}, 0 6 k 6 n, ñòàöiîíàðíi.

Äëÿ äîâåäåííÿ ñòàöiîíàðíîñòi âèïàäêîâîãî ïðîöåñó {x(u, t) − u, u ∈ R}
ïîìiòèìî, ùî ç òåîðåìè 3.1.1 âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ u1, . . . , um ∈ R
ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ

E max
16k6m

|xnn(uk, t)− x(uk, t)| → 0, n→∞,

i, îòæå,

(xnn(u1, t)− u1, . . . , x
n
n(um, t)− um)

w−→
w−→ (x(u1, t)− u1, . . . , x(um, t)− um), n→∞.
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Îñêiëüêè æå äëÿ äîâiëüíîãî h > 0 ìè ìà¹ìî

(xnn(u1 + h, t)− (u1 + h), . . . , xnn(um + h, t)− (um + h))
d
=

d
= (xnn(u1, t)− u1, . . . , x

n
n(um, t)− um),

òî ðîçïîäiëè âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ

(x(u1 + h, t)− (u1 + h), . . . , x(um + h, t)− (um + h))

òà

(x(u1, t)− u1, . . . , x(um, t)− um)

çáiãàþòüñÿ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 3.1.3. Äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0 òðèâèìiðíèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ{(
x(u, t)− u, ∂x

∂u
(u, t),

∂2x

∂u2
(u, t)

)
, u ∈ R

}
¹ ñòàöiîíàðíèì.

Òåïåð íàì çíàäîáëÿòüñÿ äåêiëüêà îçíà÷åíü (äèâ. [58, ãëàâà 5]).

Îçíà÷åííÿ 3.1.4. Ñiìåéñòâî âiäîáðàæåíü {θz : Ω → Ω, z ∈ R} íàçèâà¹òüñÿ
ñiìåéñòâîì (ïðîñòîðîâèõ) çñóâiâ, ÿêùî

(i) âiäîáðàæåííÿ R× Ω 3 (z, ω) 7→ θz(ω) ∈ Ω âèìiðíå;

(ii) θy ◦ θz = θy+z äëÿ áóäü-ÿêèõ y, z ∈ R;

(iii) θ0 � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ;

(iv) P ◦ θ−1
z = P äëÿ áóäü-ÿêîãî z ∈ R.

Îçíà÷åííÿ 3.1.5. Âèïàäêîâèé ïðîöåñ {ξ(u), u ∈ R} íàçèâà¹òüñÿ θ-îäíîðiä-
íèì âèïàäêîâèì ïðîöåñîì, ÿêùî

∀ω ∈ Ω ∀u, z ∈ R : ξ(θzω, u) = ξ(ω, u+ z).

84



Îçíà÷åííÿ 3.1.6. Âiäîáðàæåííÿ G : Ω × R → R íàçèâà¹òüñÿ θ-îäíîðiäíèì

âèïàäêîâèì ïåðåòâîðåííÿì, ÿêùî

∀ω ∈ Ω ∀u, z ∈ R : G(θzω, u) = G(ω, u+ z)− z.

Îçíà÷åííÿ 3.1.7. Âiäîáðàæåííÿ A : Ω×R×R+ → E, ÿêå ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ

ó äåÿêîìó âèìiðíîìó ïðîñòîði (E, E), íàçèâà¹òüñÿ θ-îäíîðiäíèì âèïàäêîâèì

ïîëåì, ÿêùî âîíî âèìiðíå çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ òà

∀ω ∈ Ω ∀u, z ∈ R ∀ t > 0 : A(θzω, u, t) = A(ω, u+ z, t).

Îçíà÷åííÿ 3.1.8. Ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê {ϕs,t(u), u ∈ R, 0 6 s 6 t < ∞}
íàçèâà¹òüñÿ θ-îäíîðiäíèì ñòîõàñòè÷íèì ïîòîêîì, ÿêùî

∀ω ∈ Ω ∀u ∈ R ∀ s, t > 0, s 6 t : ϕs,t(θzω, u) = ϕs,t(ω, u+ z)− z.

Ëåìà 3.1.9. Äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0 âèïàäêîâi ïðîöåñè{(
x(u, t)− u, ∂x

∂u
(u, t),

∂2x

∂u2
(u, t)

)
, u ∈ R

}
òà

{(pt(u), p′t(u)), u ∈ R}

¹ θ-îäíîðiäíèìè.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíüî ïîìiòèòè, ùî êàíîíi÷íå ïðåäñòàâëåííÿ

âèïàäêîâîãî ïðîöåñó{(
x(u, t)− u, ∂x

∂u
(u, t),

∂2x

∂u2
(u, t)

)
, u ∈ R

}
íà ïðîñòîði

Ω = {ω = (ω1, ω2, ω3) | ω1 ∈ C2(R), ω′1 > −1, ω2 = ω′1 + 1, ω3 = ω′′1}

ç áîðåëiâñüêîþ σ-àëãåáðîþ, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ñòàíäàðòíîþ ðiâíîìiðíîþ ìå-

òðèêîþ, ¹ θ-îäíîðiäíèì âiäíîñíî ñòàíäàðòíèõ ïðîñòîðîâèõ çñóâiâ (äëÿ öèõ

çñóâiâ âèêîíàííÿ óìîâ (ii) òà (iii) îçíà÷åííÿ 3.1.4 î÷åâèäíå, âèêîíàííÿ óìî-

âè (i) âèïëèâà¹ ç ¨õíüî¨ íåïåðåðâíîñòi çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ, à âèêîíàííÿ

óìîâè (iv) � ç íàñëiäêó 3.1.3). Ïiñëÿ öüîãî áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ θ-

îäíîðiäíiñòü ñïî÷àòêó âèïàäêîâîãî ïðîöåñó {x−1(u, t)− u, u ∈ R}, à ïîòiì i

âèïàäêîâîãî ïðîöåñó {(pt(u), p′t(u)), u ∈ R}.
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Ðåçóëüòàòè òðåòüîãî ïiäðîçäiëó äàíî¨ äèñåðòàöi¨ ñóòò¹âî ñïèðàþòüñÿ íà

íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.1.10. [58, ãëàâà 5, òåîðåìà 4.11] Íåõàé {ϕs,t : R → R, 0 6 s 6

t < +∞} � θ-îäíîðiäíèé ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê C1-äèôåîìîðôiçìiâ, A : Ω ×
R×R+ → E � θ-îäíîðiäíå âèïàäêîâå ïîëå, ùî ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â äåÿêîìó

âèìiðíîìó ïðîñòîði (E, E). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ s, t > 0, s 6 t, ñïðàâåäëèâi

íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

(i) âèïàäêîâå ïåðåòâîðåííÿ ϕ−1
s,t (·) ¹ θ-îäíîðiäíèì äèôåîìîðôiçìîì;

(ii) âèïàäêîâèé ïðîöåñ
∂ϕs,t
∂u (·) ¹ θ-îäíîðiäíèì;

(iii) âèïàäêîâèé ïðîöåñ
∂ϕs,t
∂u (ϕ−1

s,t (·)) ¹ θ-îäíîðiäíèì;

(iv) äëÿ áóäü-ÿêî¨ E-âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ f : E → R+ òà áóäü-ÿêîãî u ∈ R
ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

Ef(A(ϕs,t(u), t)) = E

f(A(0, t)) · 1

∂ϕs,t
∂u

(ϕ−1
s,t (0))

 ,
ÿêùî òiëüêè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ, ùî ñòî¨òü ó ïðàâié ÷àñòèíi,

âèçíà÷åíå i ñêií÷åííå.

3.2 Ùiëüíiñòü ñïiëüíîãî ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ

âåëè÷èí pt(u) òà p
′
t(u)

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ïîêàæåìî, ùî ñïiëüíèé ðîçïîäië âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

pt(u) òà p′t(u) ìà¹ ùiëüíiñòü òà çíàéäåìî ¨¨ âèãëÿä.

Äëÿ ïî÷àòêó äîâåäåìî íàñòóïíó ëåìó.

Ëåìà 3.2.1. Ìà¹ ìiñöå ïðåäñòàâëåííÿ

∂x

∂u
(u, t) = exp

−1

2
L′t+

t∫
0

∫
R

ϕ′(x(u, s)− q)W (dq, ds)

 , t > 0, u ∈ R,

(3.7)
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ïðè÷îìó äëÿ áóäü-ÿêîãî u ∈ R âèïàäêîâèé ïðîöåñ

wu(t) :=
1√
L′

t∫
0

∫
R

ϕ′(x(u, s)− q)W (dq, ds), t > 0, (3.8)

¹ ñòàíäàðòíèì âiíåðîâèì ïðîöåñîì.

Äîâåäåííÿ. Iç âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëà çà âiíåðîâèì ëèñòîì âèïëèâà¹, ùî âè-

ïàäêîâèé ïðîöåñ {wu(t), t > 0}, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (3.8), ¹ íåïå-

ðåðâíèì (Ft)-óçãîäæåíèì ìàðòèíãàëîì ç êâàäðàòè÷íîþ õàðàêòåðèñòèêîþ

〈wu〉t =
1

L′

t∫
0

∫
R

ϕ′2(x(u, s)− q) dq ds = t, t > 0,

à îòæå, çà òåîðåìîþ Ëåâi ïðî õàðàêòåðèçàöiþ áðîóíiâñüêîãî ðóõó, � ñòàíäàð-

òíèì âiíåðîâèì ïðîöåñîì.

Äàëi, äèôåðåíöiþâàííÿ îáîõ ÷àñòèí ðiâíÿííÿ äëÿ x(u, t) (äèâ. [35, òåîðå-

ìà 3.3.3]) ïðèâîäèòü äî ðiâíîñòi

∂x

∂u
(u, t) = 1 +

t∫
0

∫
R

ϕ′(x(u, s)− q)∂x
∂u

(u, s)W (dq, ds), t > 0. (3.9)

Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Iòî ëåãêî ïîêàçàòè, ùî âèïàäêîâèé ïðîöåñ, âèçíà÷å-

íèé ïðàâîþ ÷àñòèíîþ ðiâíîñòi (3.7), çàäîâîëüíÿ¹ ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå

ðiâíÿííÿ (3.9) (âiäíîñíî íåâiäîìîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó {∂x∂u(u, t), t > 0}).
Òîìó ðiâíiñòü (3.7) çàðàç âèïëèâà¹ ç ¹äèíîñòi ñèëüíîãî ðîçâ'ÿçêó öüîãî ðiâ-

íÿííÿ.

Íàñëiäîê 3.2.2. Äëÿ áóäü-ÿêèõ t > 0 òà u ∈ R ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷è-

íè ∂x
∂u(u, t) ìà¹ ùiëüíiñòü âèãëÿäó

π

[
∂x

∂u
(u, t)

]
(z) =

1√
2πL′t

· exp

[
−
(
ln z + 3

2L
′t
)2

2L′t
+ L′t

]
, z > 0.

Òåîðåìà 3.2.3. Äëÿ áóäü-ÿêèõ t > 0 òà u ∈ R ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

pt(u) ìà¹ ùiëüíiñòü âèãëÿäó

π[pt(u)](z) =
1√

2πL′t
· exp

[
−
(
ln z + 3

2L
′t
)2

2L′t
+ L′t

]
, z > 0. (3.10)
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Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî

E := (0; +∞),

E := B((0; +∞))

òà äëÿ ôiêñîâàíîãî t0 > 0

A(u, t) := pt0(u), u ∈ R, t > 0.

Ïîìiòèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ (ω, u, t) 7→ A(ω, u, t) çàðàç âèìiðíå çà ñóêóïíiñòþ

çìiííèõ, îñêiëüêè òàêèì ¹ âiäîáðàæåííÿ (ω, u, t) 7→ x(ω, u, t).

Òîìó äëÿ ñòîõàñòè÷íîãî ïîòîêó (3.3) òà ôóíêöi¨

f(z) :=
1

z
· 1I{z ∈ ∆}, z ∈ E,

äå ìíîæèíà ∆ ∈ E � äîâiëüíà, ïðè s = 0 òà t = t0 çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.1.10 ìè

ìà¹ìî (ùîá íå çàãðîìàäæóâàòè çàïèñ, äî êiíöÿ äîâåäåííÿ ìè áóäåìî ïèñàòè

t çàìiñòü t0)

E

[
1

pt(x(u, t))
· 1I {pt(x(u, t)) ∈ ∆}

]
= E

[
1

pt(0)
· 1I {pt(0) ∈ ∆} · pt(0)

]
,

òîáòî

P {pt(0) ∈ ∆} = E

[
∂x

∂u
(u, t) · 1I

{
1

∂x
∂u(u, t)

∈ ∆

}]
. (3.11)

Îäíàê, ç íàñëiäêó 3.2.2 âèïëèâà¹, ùî

E

[
∂x

∂u
(u, t) · 1I

{
1

∂x
∂u(u, t)

∈ ∆

}]
=

=

∫
∆

1√
2πL′t

· exp

[
−
(
ln z + 3

2L
′t
)2

2L′t
+ L′t

]
dz.

(3.12)

Ðiâíîñòi (3.11) òà (3.12), çàâäÿêè äîâiëüíîñòi ìíîæèíè ∆, ïðèâîäÿòü äî ïî-

òðiáíîãî òâåðäæåííÿ.

Çàóâàæåííÿ 3.2.4. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ áóäü-ÿêèõ t > 0 òà u ∈ R ñïðàâåäëèâà

ðiâíiñòü çà ðîçïîäiëîì

pt(u)
d
=
∂x

∂u
(u, t). (3.13)
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Âiäìiòèìî, ùî (3.13) òàêîæ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

t > 0 âèïàäêîâi ïðîöåñè {x(u, t), u ∈ R} i {x−1(u, t), u ∈ R} ìàþòü îäíàêîâèé
ðîçïîäië (äèâ. [25]).

Íàñëiäîê 3.2.5. Äëÿ áóäü-ÿêèõ t > 0 òà u ∈ R ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ

P {pt(u) > c} =
e−

L′t
8

√
L′t√

2π
· 1√

c · ln c
· exp

[
−(ln c)2

2L′t

]
· (1 + o(1)), c→ +∞.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ äîñòàòíüî çàïèñàòè ëiâó ÷à-

ñòèíó ó âèãëÿäi iíòåãðàëà âiä ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè pt(u)

ç ôîðìóëè (3.10), ïîòiì çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííî¨ çâåñòè éîãî äî iíòåãðàëà

âiä ùiëüíîñòi p ñòàíäàðòíîãî ãàóñîâîãî ðîçïîäiëó òà, íàðåøòi, ñêîðèñòàòèñÿ

âiäîìèì (äèâ., íàïðèêëàä, [68, ãëàâà 1]) ñïiââiäíîøåííÿì

+∞∫
c

p(u) du =
1

c
· p(c) · (1 + o(1)), c→ +∞.

Äëÿ äîâåäåííÿ íàñòóïíîãî ðåçóëüòàòó íàì çíàäîáèòüñÿ äîïîìiæíà ëåìà

ïðî îá÷èñëåííÿ óìîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ âiä ñòîõàñòè÷íîãî iíòå-

ãðàëà Iòî çà âiíåðîâèì ïðîöåñîì.

Ëåìà 3.2.6. Íåõàé íåïåðåðâíèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ {ξt, t > 0} íå çàëåæèòü

âiä âiíåðîâîãî ïðîöåñó {βt, t > 0} i ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàë Iòî

t∫
0

ξs dβs, t > 0,

êîðåêòíî âèçíà÷åíèé. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ áîðåëiâñüêî¨ ìíîæèíè ∆ ⊂ R ñïðà-

âåäëèâà ðiâíiñòü

E

1I


t∫

0

ξs dβs ∈ ∆


∣∣∣∣∣∣ ξ
 =

=

∫
∆

1√
2πσt

e
− v2

2σ2
t dv · 1I {σt > 0}+ 1I {0 ∈ ∆} · 1I {σt = 0} ,
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äå

σt :=

 t∫
0

ξ2
s ds

1/2

.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, äîñòàòíüî äîâåñòè òâåðäæåííÿ ëåìè äëÿ âèïàäêó, êîëè

∆ = [a; b], äå a, b ∈ R, a < b. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ fε ∈ C1(R), ε > 0, òàêi, ùî

fε(z) = 1, a 6 z 6 b,

0 6 fε(z) 6 1, a− ε 6 z 6 a, b 6 z 6 b+ ε,

fε(z) = 0, z 6 a− ε, z > b+ ε.

Òîäi

lim
ε→0+

fε

 t∫
0

ξs dβs

 = 1I


t∫

0

ξs dβs ∈ ∆

 ,

òà, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíîìiðíó îáìåæåíiñòü ôóíêöié {fε, ε > 0} i òåîðåìó
Ëåáåãà ïðî îáìåæåíó çáiæíiñòü, ìè îòðèìó¹ìî, ùî

lim
ε→0+

E

∣∣∣∣∣∣fε
 t∫

0

ξs dβs

− 1I


t∫

0

ξs dβs ∈ ∆


∣∣∣∣∣∣ =

= E lim
ε→0+

∣∣∣∣∣∣fε
 t∫

0

ξs dβs

− 1I


t∫

0

ξs dβs ∈ ∆


∣∣∣∣∣∣ = 0,

òîáòî

L1 − lim
ε→0+

fε

 t∫
0

ξs dβs

 = 1I


t∫

0

ξs dβs ∈ ∆

 .

Òîìó

E

1I


t∫

0

ξs dβs ∈ ∆


∣∣∣∣∣∣ ξ
 = E

L1 − lim
ε→0+

fε

 t∫
0

ξs dβs

∣∣∣∣∣∣ ξ
 =

= L1 − lim
ε→0+

E

fε
 t∫

0

ξs dβs

∣∣∣∣∣∣ ξ
 .
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Ïîêëàäåìî

snk :=
k

2n
, 0 6 k 6 2n.

Òîäi, çàâäÿêè ëèïøèöåâîñòi êîæíî¨ ç ôóíêöié {fε, ε > 0}, ìè ìà¹ìî (Lε �

êîíñòàíòà Ëèïøèöÿ ôóíêöi¨ fε, ε > 0)

lim
n→∞

E

∣∣∣∣∣∣fε
(

2n−1∑
k=0

ξsnk∆βsnk

)
− fε

 t∫
0

ξs dβs

∣∣∣∣∣∣ 6
6 Lε · lim

n→∞
E

∣∣∣∣∣∣
2n−1∑
k=0

ξsnk∆βsnk −
t∫

0

ξs dβs

∣∣∣∣∣∣ 6
6 Lε · lim

n→∞

√√√√√E

2n−1∑
k=0

ξsnk∆βsnk −
t∫

0

ξs dβs

2

= 0,

òîáòî

L1 − lim
n→∞

fε

(
2n−1∑
k=0

ξsnk∆βsnk

)
= fε

 t∫
0

ξs dβs

 .

Îòæå,

E

fε
 t∫

0

ξs dβs

∣∣∣∣∣∣ ξ
 = E

(
L1 − lim

n→∞
fε

(
2n−1∑
k=0

ξsnk∆βsnk

)∣∣∣∣∣ ξ
)

=

= L1 − lim
n→∞

E

(
fε

(
2n−1∑
k=0

ξsnk∆βsnk

)∣∣∣∣∣ ξ
)
.

Îñêiëüêè æå {ξt, t > 0} òà {βt, t > 0} íåçàëåæíi, òî

E

(
fε

(
2n−1∑
k=0

ξsnk∆βsnk

)∣∣∣∣∣ ξ
)

=

[
E

(
fε

(
2n−1∑
k=0

rnk∆βsnk

)∣∣∣∣∣ ξ
)]∣∣∣∣∣ rnk=ξsnk ,

06k62n−1

.

Ïðè ôiêñîâàíèõ rnk ∈ R, 0 6 k 6 2n − 1, âèïàäêîâà âåëè÷èíà

2n−1∑
k=0

rnk∆βsnk
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ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië ç íóëüîâèì ñåðåäíiì òà äèñïåðñi¹þ

2n−1∑
k=0

r2
nk∆snk > 0,

à îòæå, [
E

(
fε

(
2n−1∑
k=0

rnk∆βsnk

)∣∣∣∣∣ ξ
)]∣∣∣∣∣ rnk=ξsnk ,

06k62n−1

=

=

∫
R

fε(z) · 1√
2πσt,n

e
− z2

2σ2
t,n dz · 1I{σt,n > 0}+ fε(0) · 1I{σt,n = 0} =

=

∫
R

fε(σt,nz) · 1√
2π
e−

z2

2 dz · 1I{σt,n > 0}+ fε(0) · 1I{σt,n = 0},

äå

σ2
t,n :=

2n−1∑
k=0

ξ2
snk

∆snk > 0.

Çàâäÿêè íåïåðåðâíîñòi âèïàäêîâîãî ïðîöåñó {ξt, t > 0},

lim
n→∞

σt,n ≡ lim
n→∞

√√√√2n−1∑
k=0

ξ2
snk

∆snk =

√√√√√ t∫
0

ξ2
s ds ≡ σt,

à çàâäÿêè ìîíîòîííîñòi σt,n çà n ∈ N,

lim
n→∞

1I{σt,n = 0} = lim
n→∞

1I

{
2n−1∑
k=0

ξ2
snk

∆snk = 0

}
=

= 1I


t∫

0

ξ2
s ds = 0

 = 1I{σt = 0}

i, îòæå,

lim
n→∞

1I{σt,n > 0} = 1I{σt > 0}.
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Òîìó, çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî îáìåæåíó çáiæíiñòü,

lim
n→∞

E

∣∣∣∣∣∣
∫
R

fε(σt,nz) · 1√
2π
e−

z2

2 dz · 1I{σt,n > 0}−

−
∫
R

fε(σtz) · 1√
2π
e−

z2

2 dz · 1I{σt > 0}

∣∣∣∣∣∣ 6
6 lim

n→∞

∫
R

E |fε(σt,nz) · 1I{σt,n > 0} − fε(σtz) · 1I{σt > 0}| · 1√
2π
e−

z2

2 dz =

=

∫
R

E
(

lim
n→∞
|fε(σt,nz) · 1I{σt,n > 0} − fε(σtz) · 1I{σt > 0}|

)
· 1√

2π
e−

z2

2 dz = 0,

òîáòî

L1 − lim
n→∞

∫
R

fε(σt,nz) · 1√
2π
e−

z2

2 dz · 1I{σt,n > 0}

 =

=

∫
R

fε(σtz) · 1√
2π
e−

z2

2 dz · 1I{σt > 0}.

Êðiì òîãî,

lim
n→∞

E |fε(0) · 1I{σt,n = 0} − fε(0) · 1I{σt = 0}| =

= fε(0) · E lim
n→∞
|1I{σt,n = 0} − 1I{σt = 0}| = 0

i, îòæå,

L1 − lim
n→∞

(fε(0) · 1I{σt,n = 0}) = fε(0) · 1I{σt = 0}.

Òîìó

L1 − lim
n→∞

E

(
fε

(
2n−1∑
k=0

ξsnk∆βsnk

)∣∣∣∣∣ ξ
)

=

=

∫
R

fε(σtz) · 1√
2π
e−

z2

2 dz · 1I{σt > 0}+ fε(0) · 1I{σt = 0}.
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Òàêèì ÷èíîì,

E

1I


t∫

0

ξs dβs ∈ ∆


∣∣∣∣∣∣ ξ
 =

= L1 − lim
ε→0+

∫
R

fε(σtz) · 1√
2π
e−

z2

2 dz · 1I{σt > 0}+ fε(0) · 1I{σt = 0}

 .
Àëå, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Ëåáåãà ïðî îáìåæåíó çáiæíiñòü, ìè îòðèìó¹ìî,

ùî, ïî-ïåðøå,

lim
ε→0+

E

∣∣∣∣∣∣
∫
R

fε(σtz) · 1√
2π
e−

z2

2 dz · 1I{σt > 0}−

−
∫
R

1I{σtz ∈ ∆} · 1√
2π
e−

z2

2 dz · 1I{σt > 0}

∣∣∣∣∣∣ 6
6
∫
R

E

[
lim
ε→0+

|fε(σtz)− 1I{σtz ∈ ∆}| · 1I{σt > 0}
]
· 1√

2π
e−

z2

2 dz = 0,

òîáòî

L1 − lim
ε→0+

E

∫
R

fε(σtz) · 1√
2π
e−

z2

2 dz · 1I{σt > 0}

 =

=

∫
R

1I{σtz ∈ ∆} · 1√
2π
e−

z2

2 dz · 1I{σt > 0} ≡
∫
∆

1√
2πσt

e
− z2

2σ2
t dz · 1I{σt > 0},

òà, ïî-äðóãå,

lim
ε→0+

E |fε(0) · 1I{σt,n = 0} − 1I{0 ∈ ∆} · 1I{σt = 0}| =

= lim
ε→0+

|fε(0)− 1I{0 ∈ ∆}| · E1I{σt = 0} = 0,

òîáòî

L1 − lim
ε→0+

(fε(0) · 1I{σt = 0}) = 1I{0 ∈ ∆} · 1I{σt = 0}.
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Òîìó

E

1I


t∫

0

ξs dβs ∈ ∆


∣∣∣∣∣∣ ξ
 =

=

∫
∆

1√
2πσt

e
− u2

2σ2
t du

 · 1I {σt > 0}+ 1I {0 ∈ ∆} · 1I {σt = 0} ,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè.

Çàôiêñó¹ìî òåïåð äîâiëüíå u ∈ R òà âèçíà÷èìî âèïàäêîâi ïðîöåñè

X1(t) :=
∂x

∂u
(u, t), t > 0,

X2(t) :=
∂2x
∂u2 (u, t)
∂x
∂u(u, t)

, t > 0.

Ëåìà 3.2.7. Äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0 ñïiëüíèé ðîçïîäië âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

X1(t) òà X2(t) ìà¹ ùiëüíiñòü âèãëÿäó

π[X1(t), X2(t)](z1, z2) =

=
e

π2

2L′t−
L′t
8

π
√

2πL′′t
· 1
√
z1
·

+∞∫
0

e−
v2

2L′t sh v sin πv
L′t(

(1 + 2z1 ch v + z2
1) + L′

L′′z
2
2

)3/2
dv, z1 > 0, z2 ∈ R.

Äîâåäåííÿ. Ïîìiòèìî, ùî ç ïðåäñòàâëåííÿ (3.7) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

∂2x

∂u2
(u, t) =

∂x

∂u
(u, t) ·

t∫
0

∫
R

ϕ′′(x(u, s)− q)∂x
∂u

(u, s)W (dq, ds), t > 0. (3.14)

Ç (3.9) òà (3.14) ìè îòðèìó¹ìî, ùî

X1(t) = 1 +

t∫
0

∫
R

ϕ′(x(u, s)− q)X1(s)W (dq, ds), t > 0,

X2(t) =

t∫
0

∫
R

ϕ′′(x(u, s)− q)X1(s)W (dq, ds), t > 0.
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Ç âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëó çà âiíåðîâèì ëèñòîì, ìè ìà¹ìî

〈X1〉t =

t∫
0

∫
R

ϕ′2(x(u, s)− q)X2
1(s) dq ds = L′ ·

t∫
0

X2
1(s) ds, t > 0,

〈X2〉t =

t∫
0

∫
R

ϕ′′2(x(u, s)− q)X2
1(s) dq ds = L′′ ·

t∫
0

X2
1(s) ds, t > 0,

〈X1, X2〉t =

t∫
0

∫
R

ϕ′(x(u, s)− q)ϕ′′(x(u, s)− q)X2
1(s) dq ds = 0, t > 0.

Îñêiëüêè ç éìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ X1(t) > 0 äëÿ âñiõ t > 0, òî, âèêîðèñòîâó-

þ÷è òåîðåìó Äóáà (äèâ. [67, ãëàâà 5, òåîðåìà 5.12]), ìè îòðèìó¹ìî, ùî ïàðà

âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ X1 òà X2 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü
X1(t) = 1 +

√
L′ ·

t∫
0

X1(s) dW1(s), t > 0,

X2(t) =
√
L′′ ·

t∫
0

X1(s) dW2(s), t > 0,

(3.15)

äå âiíåðîâi ïðîöåñè {W1(t), t > 0} òà {W2(t), t > 0} ìîæóòü áóòè âèçíà÷åíi

ðiâíîñòÿìè

W1(t) =
1√
L′

t∫
0

dX1(s)

X1(s)
, t > 0,

W2(t) =
1√
L′′

t∫
0

dX2(s)

X1(s)
, t > 0.

Çàóâàæèìî, ùî çàðàç âiíåðîâi ïðîöåñè W1 òà W2 íåçàëåæíi, îñêiëüêè

〈W1,W2〉t =
1√
L′L′′

t∫
0

d 〈X1, X2〉s
X2

1(s)
= 0, t > 0.
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Ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó (3.15), ìè îòðèìó¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ

X1(t) = exp

[
−1

2
L′t+

√
L′W1(t)

]
, t > 0,

X2(t) =
√
L′′

t∫
0

exp

[
−1

2
L′s+

√
L′W1(s)

]
dW2(s), t > 0.

Òåïåð äëÿ çíàõîäæåííÿ ùiëüíîñòi ñïiëüíîãî ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âåëè-

÷èí X1(t) òà X2(t) ïðè t > 0 ïîìiòèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ áîðåëiâñüêèõ ìíî-

æèí ∆1 ⊂ (0; +∞) òà ∆2 ⊂ R ìè ìà¹ìî

P {X1(t) ∈ ∆1, X2(t) ∈ ∆2} = E [1I{X1(t) ∈ ∆1} · E (1I{X2(t) ∈ ∆2} | X1)] .

Àëå îñêiëüêè, ÿê ëåãêî áà÷èòè, ôiëüòðàöi¨, ïîðîäæåíi âèïàäêîâèìè ïðîöåñàìè

X1 òà W1 (i ïîïîâíåíi ìíîæèíàìè íóëüîâî¨ éìîâiðíîñòi), çáiãàþòüñÿ òà W1 i

W2 íåçàëåæíi, òî X1 i W2 òàêîæ íåçàëåæíi i, îòæå, çãiäíî ç ëåìîþ 3.2.6,

E (1I{X2(t) ∈ ∆2}|X1) =

= E

1I

√L′′
t∫

0

X1(s) dW2(s) ∈ ∆2


∣∣∣∣∣∣X1

 =

=
1√
L′′

∫
∆2

1√
2πσt

e
− v2

2L′′σ2
t dv,

äå

σt :=

 t∫
0

X2
1(s) ds

1/2

> 0.

Òîìó

P {X1(t) ∈ ∆1, X2(t) ∈ ∆2} =

= E

1I{X1(t) ∈ ∆1} ·
1√
L′′

∫
∆2

1√
2πσt

e
− v2

2L′′σ2
t dv

 =

=
1√
L′′

∫
∆2

E

(
1I{X1(t) ∈ ∆1} ·

1√
2πσt

e
− v2

2L′′σ2
t

)
dv.
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Ùiëüíiñòü ñïiëüíîãî ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí X1(t) i σ2
t ≡

t∫
0

X2
1(s) ds

ìà¹ âèãëÿä (äèâ. [6, ñòîð. 265, ôîðìóëà 1.10.8])

π
[
X1(t), σ

2
t

]
(z1, z2) =

exp
[
−L′t

8 −
1+z2

1

2L′z2

]
2z

3/2
1 z2

· iL′t
2

(
z1

L′z2

)
, z1, z2 > 0,

äå (äèâ. [6, ñòîð. 644])

iy(z) :=
ze

π2

4y

π
√
πy

+∞∫
0

exp

[
−z ch v − v2

4y

]
sh v sin

πv

2y
dv, y, z > 0.

Òîìó (ó äðóãié ðiâíîñòi ìè ïðîñòî ïåðåïîçíà÷à¹ìî v ÷åðåç z2 òà z2 ÷åðåç v)

P {X1(t) ∈ ∆1, X2(t) ∈ ∆2} =

=

∫
∆2

dv

∫
∆1

dz1

+∞∫
0

dz2

exp
[
− v2

2L′′z2
− L′t

8 −
1+z2

1

2L′z2

]
2
√

2πL′′ · z3/2
1 z

3/2
2

· iL′t
2

(
z1

L′z2

) =

=

∫
∆2

dz2

∫
∆1

dz1

+∞∫
0

dv

exp
[
− z2

2

2L′′v −
L′t
8 −

1+z2
1

2L′v

]
2
√

2πL′′ · z3/2
1 v3/2

· iL′t
2

( z1

L′v

) =

=

∫
∆1

∫
∆2

 +∞∫
0

exp
[
− z2

2

2L′′v −
L′t
8 −

1+z2
1

2L′v

]
2
√

2πL′′ · z3/2
1 v3/2

· iL′t
2

( z1

L′v

)
dv

 dz1 dz2.

Îòæå, ïðè z1 > 0 i z2 ∈ R

π[X1(t), X2(t)](z1, z2) =

+∞∫
0

exp
[
− z2

2

2L′′v −
L′t
8 −

1+z2
1

2L′v

]
2
√

2πL′′ · z3/2
1 v3/2

· iL′t
2

( z1

L′v

)
dv =

=
e

π2

2L′t−
L′t
8

2π2L′
√
L′L′′t

+∞∫
0

e−
z22

2L′′v−
1+z21
2L′v

√
z1 · v5/2

·

 +∞∫
0

e−
z1
L′v ch r− r2

2L′t sh r sin
πr

L′t
dr

 dv =

=
e

π2

2L′t−
L′t
8

2π2L′
√
L′L′′t

· 1
√
z1
·

+∞∫
0

 +∞∫
0

exp
[
− 1

2v

(
z2

2

L′′ + 1+2z1 ch r+z2
1

L′

)]
v5/2

dv

×
×e−

r2

2L′t sh r sin
πr

L′t
dr.
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Íàðåøòi, îñêiëüêè ïðè K > 0 ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

+∞∫
0

1

v5/2
e−

K
2v dv =

√
2π

K3/2
,

òî

π[X1(t), X2(t)](z1, z2) =

=
e

π2

2L′t−
L′t
8

2π2L′
√
L′L′′t

· 1
√
z1
·

+∞∫
0

e−
v2

2L′t sh v sin
πv

L′t(
z2

2

L′′ + 1+2z1 ch v+z2
1

L′

)3/2
·
√

2π dv =

=
e

π2

2L′t−
L′t
8

π
√

2πL′′t
· 1
√
z1
·

+∞∫
0

e−
v2

2L′t sh v sin πv
L′t(

(1 + 2z1 ch v + z2
1) + L′

L′′z
2
2

)3/2
dv,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Çàóâàæåííÿ 3.2.8. Ùiëüíiñòü ñïiëüíîãî ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí X1(t)

i X2(t) ñèìåòðè÷íà çà äðóãîþ çìiííîþ:

π[X1(t), X2(t)](z1,−z2) = π[X1(t), X2(t)](z1, z2), z1 > 0, z2 ∈ R.

Òåîðåìà 3.2.9. Ïðè áóäü-ÿêèõ t > 0 i u ∈ R ñïiëüíèé ðîçïîäië âèïàäêîâèõ

âåëè÷èí pt(u) i p′t(u) ìà¹ ùiëüíiñòü âèãëÿäó

π [pt(u), p′t(u)] (z1, z2) =
e

π2

2L′t−
L′t
8

π
√

2πL′′t
·

+∞∫
0

z
3/2
1 e−

v2

2L′t sh v sin πv
L′t(

(z2
1 + 2z3

1 ch v + z4
1) + L′

L′′z
2
2

)3/2
dv,

z1 > 0, z2 ∈ R, z2
1 + z2

2 6= 0.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ òåîðåìè 3.2.3. Ïî-

êëàäåìî

E = (0; +∞)× R,
E = B((0; +∞)× R)

i äëÿ ôiêñîâàíîãî t0 > 0

A(u, t) := (pt0(u), p′t0(u)), u ∈ R, t > 0.
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Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ (ω, u, t) 7→ A(ω, u, t) çàðàç âèìiðíå çà ñóêóïíi-

ñòþ çìiííèõ, îñêiëüêè òàêèì ¹ âiäîáðàæåííÿ (ω, u, t) 7→ x(ω, u, t).

Òîìó äëÿ ñòîõàñòè÷íîãî ïîòîêó (3.3) i ôóíêöi¨

f(z1, z2) =
1

z1
· 1I{z1 ∈ ∆1, z2 ∈ ∆2}, (z1, z2) ∈ E,

äå ∆1 ∈ B((0; +∞)) i ∆2 ∈ B(R) � äîâiëüíi, ïðè s = 0 i t = t0 çãiäíî ç

òåîðåìîþ 3.1.10 ìè ìà¹ìî (ùîá íå çàãðîìàäæóâàòè çàïèñ, äî êiíöÿ äîâåäåííÿ

ìè áóäåìî ïèñàòè t çàìiñòü t0)

E

[
∂x

∂u
(u, t) · 1I

{
1

∂x
∂u(u, t)

∈ ∆1, −
∂2x
∂u2 (u, t)(
∂x
∂u(u, t)

)3 ∈ ∆2

}]
=

= E

[
1

pt(0)
· 1I {pt(0) ∈ ∆1, p

′
t(0) ∈ ∆2} · pt(0)

]
.

Îòæå,

P {pt(0) ∈ ∆1, p
′
t(0) ∈ ∆2} = E

[
X1(t) · 1I

{
1

X1(t)
∈ ∆1, −

X2(t)

X2
1(t)
∈ ∆2

}]
=

=

+∞∫
0

∫
R

v1 · 1I
{

1

v1
∈ ∆1, −

v2

v2
1

∈ ∆2

}
· π[X1(t), X2(t)](v1, v2) dv1 dv2 =

=

[
z1 = 1

v1

z2 = −v2

v2
1

]
=

∫
∆1

∫
∆2

1

z5
1

· π[X1(t), X2(t)]

(
1

z1
,−z2

z2
1

)
dz1 dz2.

Çâiäñè òà iç çàóâàæåííÿ 3.2.8 âèïëèâà¹, ùî ñïiëüíèé ðîçïîäië âèïàäêîâèõ

âåëè÷èí pt(0) i p′t(0) ìà¹ ùiëüíiñòü i äëÿ íå¨ ìà¹ ìiñöå ïðåäñòàâëåííÿ

π[pt(0), p′t(0)](z1, z2) =
1

z5
1

·π[X1(t), X2(t)]

(
1

z1
,
z2

z2
1

)
, z1 > 0, z2 ∈ R. (3.16)

Òîìó ç ëåìè 3.2.7 ìè îòðèìó¹ìî, ùî ïðè z1 > 0 i z2 ∈ R

π[pt(0), p′t(0)](z1, z2) =
1

z5
1

· e
π2

2L′t−
L′t
8

π
√

2πL′′t
·
√
z1 ·

+∞∫
0

e−
v2

2L′t sh v sin πv
L′t(

1+2z1 ch v+z2
1

z2
1

+ L′

L′′ ·
z2

2

z4
1

)3/2
dv =

=
e

π2

2L′t−
L′t
8

π
√

2πL′′t
· z3/2

1 ·
+∞∫
0

e−
v2

2L′t sh v sin πv
L′t(

(z2
1 + 2z3

1 ch v + z4
1) + L′

L′′z
2
2

)3/2
dv.
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Çàëèøà¹òüñÿ ïîìiòèòè, ùî, çãiäíî ç ëåìîþ 3.1.9, ùiëüíiñòü ñïiëüíîãî ðîç-

ïîäiëó pt(u) i p′t(u) íå çàëåæèòü âiä u ∈ R.

Çàóâàæåííÿ 3.2.10. Ùiëüíiñòü ñïiëüíîãî ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí pt(u)

i p′t(u) ñèìåòðè÷íà çà äðóãîþ çìiííîþ:

π[pt(u), p′t(u)](z1,−z2) = π[pt(u), p′t(u)](z1, z2), z1 > 0, z2 ∈ R.

3.3 Iíòåíñèâíiñòü ïåðåòèíiâ ðiâíÿ âèïàäêîâèì

ïðîöåñîì pt

Çãiäíî ç ëåìîþ 3.1.9, âèïàäêîâèé ïðîöåñ {pt(u), u ∈ R} ¹ ñòàöiîíàðíèì (ó

âóçüêîìó ñåíñi), à çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.2.3, âñi éîãî îäíîâèìiðíi ðîçïîäiëè

íåïåðåðâíi. Çâiäñè âèïëèâà¹ (äèâ. [38, ñòîð. 146 � 147]), ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

c ∈ R âií ìàéæå íàïåâíî íå äîðiâíþ¹ òîòîæíî c íi íà ÿêîìó âiäðiçêó i, îòæå,

äëÿ íüîãî êîðåêòíî âèçíà÷åíi ÷èñëî Nt([0; 1]; c) ïåðåòèíiâ ðiâíÿ c íà âiäðiçêó

[0; 1] i iíòåíñèâíiñòü µt(c) ïåðåòèíiâ öüîãî ðiâíÿ.

Òåîðåìà 3.3.1. Äëÿ âñiõ t > 0 ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ

µt(c) =

√
2L′′ · e π2

2L′t−
L′t
8

πL′
√
πt

· 1√
c
·

+∞∫
0

e−
v2

2L′t sh v sin πv
L′t√

1 + 2 ch v
c + 1

c2

dv äëÿ ï. â. c > 0.

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî âèïàäêîâèé ïðîöåñ {pt(u), u ∈ [0; 1]} çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâè òåîðåìè 3.0.2, à îòæå,

µt(c) = µt(c) äëÿ ì. â. c > 0,

äå

µt(c) :=

1∫
0

E(|p′t(u)| | pt(u) = c) · π[pt(u)](c) du.

Îäíàê, çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.2.9 òà çàâäÿêè ñòðîãié äîäàòíîñòi ùiëüíîñòi

π[pt(u)](z) ïðè z > 0, ÿêà âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3.2.3, i çàóâàæåííþ 3.2.10,
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ìè ìà¹ìî

1∫
0

E(|p′t(u)| | pt(u) = c) · π[pt(u)](c) du =

=

1∫
0

+∞∫
−∞

|z| · π[pt(u), p′t(u)](c, z) dz du = 2

+∞∫
0

z · π[pt(0), p′t(0)](c, z) dz

i, îòæå,

µt(c) = 2

+∞∫
0

z · π[pt(0), p′t(0)](c, z) dz. (3.17)

Òîìó, çãiäíî ç òi¹þ æ òåîðåìîþ 3.2.9,

µt(c) = 2

+∞∫
0

 e
π2

2L′t−
L′t
8

π
√

2πL′′t
· z ·

+∞∫
0

c3/2e−
v2

2L′t sh v sin πv
L′t(

(c2 + 2c3 ch v + c4) + L′

L′′z
2
)3/2

dv

 dz =

=

√
2 · e π2

2L′t−
L′t
8

π
√
πL′′t

· c3/2 ·
+∞∫
0

 +∞∫
0

z dz(
(c2 + 2c3 ch v + c4) + L′

L′′z
2
)3/2

×
×e−

v2

2L′t sh v sin
πv

L′t
dv.

À îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêèõ A,B > 0

+∞∫
0

z dz

(A+Bz2)3/2
=

1

B
√
A
,

òî îñòàòî÷íî ìè îòðèìó¹ìî

µt(c) =

√
2 · e π2

2L′t−
L′t
8

π
√
πL′′t

· c3/2 ·
+∞∫
0

L′′e−
v2

2L′t sh v sin πv
L′t

L′
√
c2 + 2c3 ch v + c4

dv =

=

√
2L′′ · e π2

2L′t−
L′t
8

πL′
√
πt

· 1√
c
·

+∞∫
0

e−
v2

2L′t sh v sin πv
L′t√

1 + 2 ch v
c + 1

c2

dv.

Çíàõîäæåííÿ àñèìïòîòèêè µt(c) ïðè c→ +∞ ïðÿìèìè àíàëiòè÷íèìè ìå-

òîäàìè ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ âàæêèì. Òèì íå ìåíø, öþ àñèìïòîòèêó âäà¹òüñÿ

âñòàíîâèòè çà äîïîìîãîþ éìîâiðíiñíîãî ïiäõîäó.

102



Òåîðåìà 3.3.2. Äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0 ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ

µt(c) =
e−

L′t
8

√
L′′

π
√

2L′
·
√

c

ln c
· exp

[
−(ln c)2

2L′t

]
· (1 + o(1)), c→ +∞.

Äîâåäåííÿ. Ç ðiâíîñòåé (3.17) i (3.16) ìè îòðèìó¹ìî

µt(c) = 2

+∞∫
0

z · π[pt(0), p′t(0)](c, z) dz =

=
2

c5
·

+∞∫
0

z · π[X1(t), X2(t)]

(
1

c
,
z

c2

)
dz =

=
2

c
·

+∞∫
0

z · π[X1(t), X2(t)]

(
1

c
, z

)
dz.

Ïîìiòèìî, ùî îñêiëüêè

+∞∫
0

z · π[X1(t), X2(t)]

(
1

c
, z

)
dz = π[X1(t)]

(
1

c

)
· E
(

(X2(t))+

∣∣∣∣X1(t) =
1

c

)
,

äå

(z)+ :=

z, z > 0,

0, z < 0,

òî

µt(c) =
2

c
· π[X1(t)]

(
1

c

)
· E
(

(X2(t))+

∣∣∣∣X1(t) =
1

c

)
=

=
2

c
· π[X1(t)]

(
1

c

)
· E

E

√L′′ t∫
0

X1(s) dW2(s)


+

∣∣∣∣∣∣X1

∣∣∣∣∣∣X1(t) =
1

c

 .

Ïðè öüîìó ñòàíäàðòíèìè ìiðêóâàííÿìè, ùî âèêîðèñòîâóþòü íàáëèæåííÿ

ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëà ÷àñòêîâèìè ñóìàìè, íåçàëåæíiñòü âèïàäêîâîãî ïðî-

öåñó X1 âiä âiíåðîâîãî ïðîöåñó W2 i òîé ôàêò, ùî ÿêùî ξ ∼ N (0;σ2), òî

E(ξ)+ =
σ√
2π
,
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ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

E

√L′′ t∫
0

X1(s) dW2(s)


+

∣∣∣∣∣∣X1

 =

√
L′′√
2π
·

 t∫
0

X2
1(s) ds

1/2

.

Îòæå,

µt(c) =
2

c
· π[X1(t)]

(
1

c

)
·
√
L′′√
2π
· E


 t∫

0

X2
1(s) ds

1/2
∣∣∣∣∣∣∣X1(t) =

1

c

 .

Îäíàê

E


 t∫

0

X2
1(s) ds

1/2
∣∣∣∣∣∣∣X1(t) =

1

c

 =

= E


 t∫

0

exp
[
−L′s+ 2

√
L′
(s
t
W1(t) + B̃(s)

)]
ds

1/2
∣∣∣∣∣∣∣W1(t) =

L′t− 2 ln c

2
√
L′

 ,

äå

B̃(s) := W1(s)−
s

t
W1(t), 0 6 s 6 t.

Îñêiëüêè âèïàäêîâèé ïðîöåñ {B̃(s), 0 6 s 6 t} íå çàëåæèòü âiä âèïàäêîâî¨

âåëè÷èíè W1(t), òî

E


 t∫

0

X2
1(s) ds

1/2
∣∣∣∣∣∣∣X1(t) =

1

c

 =

= E

 t∫
0

exp

[
−L′s+ 2

√
L′ · s

t
· L
′t− 2 ln c

2
√
L′

+ 2
√
L′B̃(s)

]
ds

1/2

=

= E

 t∫
0

exp
[
−2 ln c · s

t
+ 2
√
L′B̃(s)

]
ds

1/2

.

Ïîêëàäåìî

B(s) :=
1√
t
B̃(st), 0 6 s 6 1.

104



Òîäi {B(s), 0 6 s 6 1} � ñòàíäàðòíèé áðîóíiâñüêèé ìiñò i

E

 t∫
0

exp
[
−2 ln c · s

t
+ 2
√
L′B̃(s)

]
ds

1/2

=

= E

 t∫
0

exp
[
−2 ln c · s

t
+ 2
√
L′ ·
√
tB
(s
t

)]
ds

1/2

=

=
√
t · E

 1∫
0

exp
[
−2 ln c · s+ 2

√
L′t ·B(s)

]
ds

1/2

.

Îçíà÷èìî òåïåð ôóíêöi¨ hc : [0; 1]→ R, c > 1, ðiâíiñòþ

hc(s) :=
2c2 ln c

c2 − 1
· e−2 ln c·s, 0 6 s 6 1, c > 1,

i ïîìiòèìî, ùî âîíè çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi óìîâè:

1) hc(s) > 0, s ∈ [0; 1], c > 1;

2)
1∫

0

hc(s) ds = 1, c > 1;

3) ∀ ε ∈ (0; 1) : lim
c→+∞

1∫
ε

hc(s) ds = 0.

Òîìó

lim
c→+∞

1∫
0

hc(s)e
2
√
L′t·B(s) ds = e2

√
L′t·B(0) = 1.

Îñêiëüêè æå äëÿ áóäü-ÿêîãî n > 1 ìè ìà¹ìî

E sup
c>1

 1∫
0

hc(s)e
2
√
L′t·B(s) ds

n

6 E sup
c>1

 1∫
0

hc(s) ds · e
2
√
L′t· max

06s61
B(s)

n

=

= E sup
c>1

e
2n
√
L′t· max

06s61
B(s)

= Ee
2n
√
L′t· max

06s61
B(s)

< +∞,
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òî ñiìåéñòâî âèïàäêîâèõ âåëè÷èí 1∫
0

hc(s)e
2
√
L′t·B(s) ds

1/2

, c > 1,

¹ ðiâíîìiðíî iíòåãðîâíèì i, îòæå,

lim
c→+∞

E

 1∫
0

hc(s)e
2
√
L′t·B(s) ds

1/2

= E lim
c→+∞

 1∫
0

hc(s)e
2
√
L′t·B(s) ds

1/2

= 1.

Òîìó

E

 1∫
0

exp
[
−2 ln c · s+ 2

√
L′tB(s)

]
ds

1/2

=
1√

2 ln c
· (1 + o(1)), c→ +∞.

Òàêèì ÷èíîì, âðàõîâóþ÷è íàñëiäîê 3.2.2, ìè îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî

µt(c) =
2

c
· e−

L′t
8

√
2πL′t

· c3/2 · exp

[
−(ln c)2

2L′t

]
·
√
L′′√
2π
·
√
t · 1√

2 ln c
· (1 + o(1)) =

=
e−

L′t
8

√
L′′

π
√

2L′
·
√

c

ln c
· exp

[
−(ln c)2

2L′t

]
· (1 + o(1)), c→ +∞,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

1. Äîâåäåíî ñòàöiîíàðíiñòü âèïàäêîâîãî ïðîöåñó, ïîðîäæåíîãî ùiëüíiñòþ

îáðàçó ìiðè Ëåáåãà ïiä äi¹þ äèôåîìîðôíîãî ïîòîêó Õàððiñà, òà çíàéäå-

íî ñïiëüíèé ðîçïîäië öi¹¨ ùiëüíîñòi i ¨¨ ïîõiäíî¨.

2. Îá÷èñëåíî iíòåíñèâíiñòü ïåðåòèíiâ ðiâíÿ âêàçàíèì âèïàäêîâèì ïðîöå-

ñîì òà âñòàíîâëåíî ¨¨ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïðè ïðÿìóâàííi âèñîòè

ðiâíÿ äî íåñêií÷åííîñòi.
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Ðîçäië 4

Ðîçïîäië ÷èñëà êëàñòåðiâ ó

ïîòîöi Àððàòüÿ

Â öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïîòiê Àððàòüÿ {x(u, t), u ∈ R, t > 0}, ÿêèé
ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ îäíîâèìiðíèé ñòîõàñòè÷íèé ïîòiê áðîóíiâñüêèõ ÷àñòèíîê,

â êîòðîìó áóäü-ÿêi äâi ÷àñòèíêè ðóõàþòüñÿ íåçàëåæíî äî ìîìåíòó çóñòði÷i,

ó ìîìåíò çóñòði÷i ñêëåþþòüñÿ i ïiñëÿ öüîãî ðóõàþòüñÿ ðàçîì. Íàãàäà¹ìî, ùî

ç ôîðìàëüíî¨ òî÷êè çîðó ïîòiê Àððàòüÿ ¹ ïîòîêîì Õàððiñà ç êîâàðiàöiéíîþ

ôóíêöi¹þ Γ = 1I{0}.

Ïîòiê Àððàòüÿ áóâ ââåäåíèé â äèñåðòàöi¨ [2] òà âèâ÷àâñÿ áàãàòüìà àâòîðà-

ìè (äèâ., íàïðèêëàä, [14], [15], [25], [63], [69], [73] òîùî). Çîêðåìà, ó 1984 ðîöi

Ò. Å. Õàððiñ [25] äîâiâ, ùî îáðàç êîæíî¨ êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè K ⊂ R ïiä äi¹þ

ïîòîêó Àððàòüÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi ñêií÷åííîãî ÷èñëà åëåìåíòiâ ìàéæå íàïåâíî

äëÿ êîæíîãî äîäàòíîãî ìîìåíòó ÷àñó. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî

∀ t > 0 ∀u > 0 : P {νt([0;u]) < +∞} = 1,

äå νt([0;u]) � ÷èñëî åëåìåíòiâ ìíîæèíè x([0;u], t), òîáòî

νt([0;u]) := |x([0;u], t)| .

Òàêèì ÷èíîì, âèíèêà¹ ïðèðîäíå ïèòàííÿ çíàõîäæåííÿ ðîçïîäiëó νt([0;u]).

Îäíàê, íàñêiëüêè íàì âiäîìî, öå ïèòàííÿ ùå íå áóëî âèðiøåíå îñòàòî÷íî.

Ñåðåä ðåçóëüòàòiâ, ùî âiäíîñÿòüñÿ äî íüîãî, ïðèâåäåìî íàñòóïíi.

Ó ñòàòòi [49] âèâ÷àëàñÿ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ðiâíîìiðíî¨ âiäñòàíi íà

îäèíè÷íîìó âiäðiçêó ìiæ âiäîáðàæåííÿìè, ïîðîäæåíèìè ïîòîêîì Àððàòüÿ
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(áiëüø çàãàëüíî, äîâiëüíèì ïîòîêîì Õàððiñà, ùî çàäîâîëüíÿ¹ äåÿêi óìîâè)

òà òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì. Çîêðåìà, áóëî äîâåäåíî, ùî

lim
t→0+

 1√
t ln 1

t

sup
06u61

|x(u, t)− u|

 = 1 ì. í. (4.1)

Iç öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ ìè ìîæåìî ëåãêî îòðèìàòè, ùî

lim
t→0+

(
2

√
t ln

1

t
· νt([0; 1])

)
> 1 ì. í. (4.2)

Äiéñíî, ÿêùî νt([0; 1]) = k, òî ïðèíàéìíi äâà ç k + 1 áðîóíiâñüêèõ ðóõiâ

x (0, ·) , x
(

1

k
, ·
)
, x

(
2

k
, ·
)
, . . . , x

(
k − 1

k
, ·
)
, x (1, ·)

ñêëåþþòüñÿ äî ìîìåíòó ÷àñó t (iíàêøå ìè áè ìàëè νt([0; 1]) > k + 1). Òîìó

äëÿ äåÿêîãî i0 ∈ {0, 1, 2, . . . , k − 1}

x

(
i0
k
, t

)
= x

(
i0 + 1

k
, t

)
,

i, îòæå,

max

{∣∣∣∣x(i0k , t
)
− i0
k

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣x(i0 + 1

k
, t

)
− i0 + 1

k

∣∣∣∣} >
1

2k
.

Òàêèì ÷èíîì, ìè ìà¹ìî

sup
06u61

|x(u, t)− u| > 1

2νt([0; 1])
, (4.3)

i (4.2) âèïëèâà¹ ç (4.1) i (4.3).

Ó ñòàòòi [24] áóëî çíàéäåíî ïðåäñòàâëåííÿ (ó âèãëÿäi ñóìè çà áiíàðíè-

ìè ëiñàìè) äëÿ äi¨ íàïiâãðóïè n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêó Àððàòüÿ íà ôóíêöi¨

ç ÿäðà éîãî ãåíåðàòîðà. Õî÷à öå äîçîëÿ¹ îòðèìàòè ôîðìóëó äëÿ éìîâiðíî-

ñòåé P
(
A

(n)
i1i2...ik−1

)
ç ôîðìóëè (4.4) íèæ÷å, ¨¨ ñêëàäíiñòü íå äîçâîëÿ¹ çíàéòè

¨õíþ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïðè n→∞, ùî ¹ íåîáõiäíèì äëÿ çíàõîäæåííÿ

ãðàíèöi â (4.4).
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Ó ñòàòòi [53] áóâ âiäêðèòèé çâ'ÿçîê ìiæ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèìè ñèñòåìà-

ìè ÷àñòèíîê, ùî ñêëåþþòüñÿ (àáî àíiãiëþþòü), òà ïôàôôiàíàìè. Çîêðåìà,

àâòîðè äîâîäÿòü, ùî êëàñòåðè ïîòîêó Àððàòüÿ (ÿêèé âîíè íàçèâàþòü ñè-

ñòåìîþ áðîóíiâñüêèõ ðóõiâ, ùî ñêëåþþòüñÿ, ïðè ìàêñèìàëüíîìó âõiäíîìó

çàêîíi) óòâîðþþòü ïôàôôîâèé òî÷êîâèé ïðîöåñ, òà çíàõîäÿòü éîãî ÿäðî (äå-

òàëüíiøå ïðî öå äèâ. [53]; ïîð. [52]). Îäíàê ÿâíî ðîçïîäië ÷èñëà êëàñòåðiâ â

öié ðîáîòi íå áóâ çíàéäåíèé. Ïðè öüîìó â ðîáîòi À. Ñîøíiêîâà [50] íàâîäèòüñÿ

ôîðìóëà (äèâ. [50, ôîðìóëà (6)]) ç íåîïóáëiêîâàíî¨ çàìiòêè Ã. Îëüøàíñüêî-

ãî [45] äëÿ ïiäðàõóíêó éìîâiðíîñòi ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (4.4), íàâåäåíî¨

íèæ÷å. Àëå â íié ôiãóðó¹ òàê çâàíèé ïôàôôiàí Ôðåäãîëüìà, ÿêèé ó âèïàä-

êó, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, íå ïiääà¹òüñÿ îá÷èñëåííþ. Â ïðîòèëåæíiñòü öüîìó ìè

íàâîäèìî ÿâíèé âèðàç äëÿ öi¹¨ éìîâiðíîñòi.

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ïðåäñòàâëÿ¹ìî äâà ìîæëèâèõ ïiäõîäè äî çíàõîäæåííÿ

ðîçïîäiëó νt([0;u]). Îáèäâà ç íèõ çàñíîâàíi íà ðiâíîñòi

P {νt([0;u]) = k} = lim
n→∞

∑
P
(
A

(n)
i1i2...ik−1

)
, (4.4)

äå

A
(n)
i1i2...ik−1

:=

{
x(0, t) = x

(
i1u

2n
, t

)
6= x

(
(i1 + 1)u

2n
, t

)
= x

(
i2u

2n
, t

)
6=

6= x

(
(i2 + 1)u

2n
, t

)
= . . . = x

(
ik−1u

2n
, t

)
6= x

(
(ik−1 + 1)u

2n
, t

)
= x(u, t)

}
,

i ñóìà áåðåòüñÿ çà âñiìà iíäåêñàìè i1, i2, . . . , ik−1, òàêèìè, ùî

1 6 i1 < i1 + 1 < i2 < i2 + 1 < . . . < ik−1 < ik−1 + 1 6 2n − 1. (4.5)

Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè ¨¨, òðåáà ïîìiòèòè, ùî ðiâíiñòü (4.4) ç ñóìîþ, ùî áå-

ðåòüñÿ çà âñiìà iíäåêñàìè i1, i2, . . . , ik−1, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

0 6 i1 < i2 < . . . < ik−1 6 2n − 1

çàìiñòü (4.5), áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç âiäïîâiäíî¨ ðiâíîñòi äëÿ iíäèêàòîðiâ

ïîäié çàìiñòü ¨õíiõ éìîâiðíîñòåé òà ùî ðiçíèöÿ ìiæ äâîìà ñóìàìè ìîæå áóòè

îöiíåíà çâåðõó âèðàçîì

2n−2∑
i=0

P

{
x

(
iu

2n
, t

)
6= x

(
(i+ 1)u

2n
, t

)
6= x

(
(i+ 2)u

2n
, t

)}
. (4.6)
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Êàðëiíà�Ìàêãðåãîðà (äèâ. íèæ÷å òåîðåìó 4.1.1),

ìîæíà ëåãêî ïîêàçàòè, ùî (4.6) ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè n→∞.

Ïåðøèé ïiäõiä, ÿêèé îïèñó¹òüñÿ ó ïiäðîçäiëi 4.1, ñêëàäà¹òüñÿ ç ïðåäñòàâ-

ëåííÿ êîæíî¨ éìîâiðíîñòi P
(
A

(n)
i1i2...ik−1

)
ó ïðàâié ÷àñòèíi (4.4) ÿê àëãåáðà¨÷íî¨

ñóìè éìîâiðíîñòåé ïîäié{
x

(
j1u

2n
, t

)
6= x

(
j2u

2n
, t

)
6= . . . 6= x

(
jlu

2n
, t

)}
, j1 < j2 < . . . < jl,

òà ïîäàëüøîãî îá÷èñëåííÿ öèõ éìîâiðíîñòåé çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Êàðëiíà�

Ìàêãðåãîðà. Õî÷à ìîæíà ïîêàçàòè, ùî òàê ìîæíà çðîáèòè äëÿ âñiõ k > 2, öå

ïðåäñòàâëåííÿ, âçàãàëi êàæó÷è, íå ¹ ¹äèíèì, i îñêiëüêè ñêëàäíiñòü öèõ ïðåä-

ñòàâëåíü øâèäêî çðîñòà¹ (íàïðèêëàä, ó âèïàäêó, êîëè k = 4 îäíå ç ìîæëè-

âèõ ïðåäñòàâëåíü äëÿ éìîâiðíîñòi P
(
A

(n)
i1i2...ik−1

)
ñêëàäà¹òüñÿ ç øiñòíàäöÿòè

äîäàíêiâ, ùî ìàþòü âèãëÿä iíòåãðàëiâ âiä äåòåðìiíàíòiâ ðiçíîãî ïîðÿäêó âiä

4 × 4 äî 8 × 8), òî çäà¹òüñÿ âàæêèì çíàéòè ñïîñiá éîãî çàïèñó, ùî äîçâîëèâ

áè çíàéòè ãðàíèöþ â (4.4) ó çàãàëüíîìó âèïàäêó. Òîìó ìè ðîçãëÿíåìî ëèøå

âèïàäîê, êîëè k = 2.

Äðóãèé ïiäõiä, îïèñàíèé ó ïiäðîçäiëi 4.2, çàñíîâàíèé íà ïðåäñòàâëåííi êî-

æíî¨ éìîâiðíîñòi P
(
A

(n)
i1i2...ik−1

)
ó âèãëÿäi ïôàôôiàíà äåÿêî¨ àíòèñèìåòðè÷íî¨

ìàòðèöi. Âiäïîâiäíå ïðåäñòàâëåííÿ áóëî îòðèìàíå ó çãàäàíié âèùå ñòàòòi [53].

Â ïiäðîçäiëi 4.3 ìè îá÷èñëþ¹ìî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ νt([0;u]). Öå ìîæíà

ëåãêî çðîáèòè iíòåãðóâàííÿì îäíîòî÷êîâî¨ ùiëüíîñòi ïôàôôîâîãî òî÷êîâî-

ãî ïðîöåñó, óòâîðåíîãî êëàñòåðàìè ïîòîêó Àððàòüÿ (äèâ. çàóâàæåííÿ 4.3.4).

Îäíàê, öå ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ òàêîæ ìîæå áóòè îá÷èñëåíå çà äîïîìîãîþ çà-

ãàëüíîãî ÷àñó âiëüíîãî ïðîáiãó ÷àñòèíîê ó ïîòîöi Àððàòüÿ. Öå ïîíÿòòÿ áóëî

âïåðøå ââåäåíå ó [63] ÿê ÷àñòèíà ïîáóäîâè ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëó çà ïîòî-

êîì Àððàòüÿ, à éîãî åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi ó áiëüø çàãàëüíié ïîñòàíîâöi

âèâ÷àëèñÿ ó [65].

Çàóâàæåííÿ 4.0.1. ßêùî ÿâíî íå ñêàçàíå iíøå, âñþäè íèæ÷å ìè çàâæäè ââà-

æà¹ìî u i t äåÿêèìè ôiêñîâàíèìè ñòðîãî äîäàòíèìè äiéñíèìè ÷èñëàìè.
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4.1 Ðîçïîäië ÷èñëà êëàñòåðiâ òà ôîðìóëà Êàð-

ëiíà�Ìàêãðåãîðà

Äëÿ ïî÷àòêó íàãàäà¹ìî ôîðìóëó Êàðëiíà�Ìàêãðåãîðà, ÿêà äà¹ äåòåðìiíàí-

òíå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó áðîóíiâñüêèõ ðóõiâ, ùî íå ïåðå-

òèíàþòüñÿ. (Äëÿ äâîõ íåïóñòèõ ìíîæèí A,B ⊂ R íåðiâíiñòü A < B çíà÷èòü,

ùî z1 < z2 äëÿ âñiõ z1 ∈ A, z2 ∈ B.)

Òåîðåìà 4.1.1. [31] Íåõàé w1, . . . , wn � íåçàëåæíi áðîóíiâñüêi ðóõè, ÿêi

ñòàðòóþòü ç äåÿêèõ òî÷îê u1 < . . . < un. Òîäi éìîâiðíiñòü Pt(u1, . . . , un;

A1, . . . , An), ùî â ìîìåíò ÷àñó t > 0 öi áðîóíiâñüêi ðóõè çíàõîäÿòüñÿ ó

äåÿêèõ íåïóñòèõ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèíàõ A1 < . . . < An i íiÿêi äâà ç íèõ íå

ïåðåòèíàëèñÿ äî öüîãî ìîìåíòó ÷àñó âêëþ÷íî, ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ôîðìóëîþ

Pt(u1, . . . , un;A1, . . . , An) =

=

∫
∆n

∣∣∣∣∣∣∣
pt(v1 − u1) · · · pt(v1 − un)

... . . . ...

pt(vn − u1) · · · pt(vn − un)

∣∣∣∣∣∣∣ 1Iv1 ∈ A1, . . . , vn ∈ An dv1 . . . dvn,

äå

∆n := {(v1, . . . , vn) ∈ R | v1 6 . . . 6 vn}

òà

pt(v) :=
1√
2πt

e−
v2

2t , v ∈ R.

Ìè òàêîæ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíèé äîáðå âiäîìèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 4.1.2. Äëÿ áóäü-ÿêèõ u1, u2 ∈ R, u1 < u2,

P {x(u1, t) 6= x(u2, t)} =

(u2−u1)/
√

2∫
−(u2−u1)/

√
2

pt(v) dv.

Äîâåäåííÿ. Öÿ ðiâíiñòü ìîæå áóòè îòðèìàíà áåçïîñåðåäíüî ç ôîðìóëè Êàð-

ëiíà�Ìàêãðåãîðà ÷è ïîìi÷àþ÷è, ùî

P {x(u1, t) 6= x(u2, t)} = P

{
τw

(
−u2 − u1√

2

)
> t

}
,
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äå τw(c) � ìîìåíò ïåðøîãî âèõîäó ñòàíäàðòíîãî áðîóíiâñüêîãî ðóõó w, ùî

ñòàðòó¹ ç íóëÿ, íà äåÿêèé ðiâåíü c ∈ R.

Òåîðåìà 4.1.3. Ìè ìà¹ìî

P {νt([0;u]) = 2} =
u√
πt
−

u∫
0

∫
∆3

∣∣∣∣∣∣∣
pt(v1) p′t(v1 − r) pt(v1 − r)
pt(v2) p′t(v2 − r) pt(v2 − r)
pt(v3) p′t(v3 − r) pt(v3 − r)

∣∣∣∣∣∣∣
dv1

dv2

dv3

dr−

−
u∫

0

∫
∆3

∣∣∣∣∣∣∣
p′t(v1 − r) pt(v1 − r) pt(v1 − u)

p′t(v2 − r) pt(v2 − r) pt(v2 − u)

p′t(v3 − r) pt(v3 − r) pt(v3 − u)

∣∣∣∣∣∣∣
dv1

dv2

dv3

dr+

+

u∫
0

∫
∆4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
pt(v1) p′t(v1 − r) pt(v1 − r) pt(v1 − u)

pt(v2) p′t(v2 − r) pt(v2 − r) pt(v2 − u)

pt(v3) p′t(v3 − r) pt(v3 − r) pt(v3 − u)

pt(v4) p′t(v4 − r) pt(v4 − r) pt(v4 − u)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dv1

dv2

dv3

dv4

dr.

Äîâåäåííÿ. Ðiâíiñòü (4.4) çàðàç ìà¹ âèãëÿä

P {νt([0;u]) = 2} =

= lim
n→∞

2n−2∑
i=1

P

{
x(0, t) = x

(
iu

2n
, t

)
6= x

(
(i+ 1)u

2n
, t

)
= x(u, t)

}
.

Ïîìiòèìî, ùî

P

{
x(0, t) = x

(
iu

2n
, t

)
6= x

(
(i+ 1)u

2n
, t

)
= x(u, t)

}
=

=P

{
x

(
iu

2n
, t

)
6= x

(
(i+ 1)u

2n
, t

)}
−

−P
{
x(0, t) 6= x

(
iu

2n
, t

)
6= x

(
(i+ 1)u

2n
, t

)}
−

−P
{
x

(
iu

2n
, t

)
6= x

(
(i+ 1)u

2n
, t

)
6= x(u, t)

}
+

+P

{
x(0, t) 6= x

(
iu

2n
, t

)
6= x

(
(i+ 1)u

2n
, t

)
6= x(u, t)

}
.

Òîìó

P {νt([0;u]) = 2} = I1 − I2 − I3 + I4,
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äå

I1 := lim
n→∞

2n−2∑
i=1

P

{
x

(
iu

2n
, t

)
6= x

(
(i+ 1)u

2n
, t

)}
,

I2 := lim
n→∞

2n−2∑
i=1

P

{
x(0, t) 6= x

(
iu

2n
, t

)
6= x

(
(i+ 1)u

2n
, t

)}
,

I3 := lim
n→∞

2n−2∑
i=1

P

{
x

(
iu

2n
, t

)
6= x

(
(i+ 1)u

2n
, t

)
6= x(u, t)

}
,

I4 := lim
n→∞

2n−2∑
i=1

P

{
x(0, t) 6= x

(
iu

2n
, t

)
6= x

(
(i+ 1)u

2n
, t

)
6= x(u, t)

}
.

Äëÿ ïåðøîãî äîäàíêó çà ëåìîþ 4.1.2 ìè îòðèìó¹ìî

I1 = lim
n→∞

2n−2∑
i=1

u/(2n
√

2)∫
−u/(2n

√
2)

pt(v) dv = u
√

2 · lim
n→∞

 2n

u
√

2

u/(2n
√

2)∫
−u/(2n

√
2)

pt(v) dv

 =
u√
πt
.

Äëÿ òîãî, ùîá îá÷èñëèòè äðóãèé äîäàíîê, ìè ïîìi÷à¹ìî, ùî çà ôîðìóëîþ

Êàðëiíà�Ìàêãðåãîðà

P

{
x(0, t) 6= x

(
iu

2n
, t

)
6= x

(
(i+ 1)u

2n
, t

)}
=

=

∫
∆3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
pt(v1) pt

(
v1 − iu

2n

)
pt

(
v1 − (i+1)u

2n

)
pt(v2) pt

(
v2 − iu

2n

)
pt

(
v2 − (i+1)u

2n

)
pt(v3) pt

(
v3 − iu

2n

)
pt

(
v3 − (i+1)u

2n

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dv1

dv2

dv3

=

=
u

2n

∫
∆3

∣∣∣∣∣∣∣∣
pt(v1)

2n

u ·∆pt
(
v1 − iu

2n

)
pt
(
v1 − iu

2n

)
pt(v2)

2n

u ·∆pt
(
v2 − iu

2n

)
pt
(
v2 − iu

2n

)
pt(v3)

2n

u ·∆pt
(
v3 − iu

2n

)
pt
(
v3 − iu

2n

)
∣∣∣∣∣∣∣∣
dv1

dv2

dv3

=

=
u

2n

∫
∆3

∣∣∣∣∣∣∣∣
pt(v1)

2n

u ·∆pt
(
v1 − iu

2n

)
− p′t

(
v1 − iu

2n

)
pt
(
v1 − iu

2n

)
pt(v2)

2n

u ·∆pt
(
v2 − iu

2n

)
− p′t

(
v2 − iu

2n

)
pt
(
v2 − iu

2n

)
pt(v3)

2n

u ·∆pt
(
v3 − iu

2n

)
− p′t

(
v3 − iu

2n

)
pt
(
v3 − iu

2n

)
∣∣∣∣∣∣∣∣
dv1

dv2

dv3

+

+
u

2n

∫
∆3

∣∣∣∣∣∣∣
pt(v1) p′t

(
v1 − iu

2n

)
pt
(
v1 − iu

2n

)
pt(v2) p′t

(
v2 − iu

2n

)
pt
(
v2 − iu

2n

)
pt(v3) p′t

(
v3 − iu

2n

)
pt
(
v3 − iu

2n

)
∣∣∣∣∣∣∣
dv1

dv2

dv3

,
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äå ìè ïîêëàëè

∆pt

(
vj −

iu

2n

)
:= pt

(
vj −

iu

2n

)
− pt

(
vj −

(i+ 1)u

2n

)
, j = 1, 2, 3.

Îäíàê, âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàä Òåéëîðà, ìîæíà ëåãêî ïîêàçàòè, ùî

lim
n→∞

2n−2∑
i=1

u

2n

∫
∆3

∣∣∣∣∣∣∣∣
pt(v1)

2n

u ·∆pt
(
v1 − iu

2n

)
− p′t

(
v1 − iu

2n

)
pt
(
v1 − iu

2n

)
pt(v2)

2n

u ·∆pt
(
v2 − iu

2n

)
− p′t

(
v2 − iu

2n

)
pt
(
v2 − iu

2n

)
pt(v3)

2n

u ·∆pt
(
v3 − iu

2n

)
− p′t

(
v3 − iu

2n

)
pt
(
v3 − iu

2n

)
∣∣∣∣∣∣∣∣
dv1

dv2

dv3

= 0.

Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìó¹ìî, ùî

I2 = lim
n→∞

2n−2∑
i=1

u

2n

∫
∆3

∣∣∣∣∣∣∣
pt(v1) p′t

(
v1 − iu

2n

)
pt
(
v1 − iu

2n

)
pt(v2) p′t

(
v2 − iu

2n

)
pt
(
v2 − iu

2n

)
pt(v3) p′t

(
v3 − iu

2n

)
pt
(
v3 − iu

2n

)
∣∣∣∣∣∣∣
dv1

dv2

dv3

=

=

u∫
0

∫
∆3

∣∣∣∣∣∣∣
pt(v1) p′t(v1 − r) pt(v1 − r)
pt(v2) p′t(v2 − r) pt(v2 − r)
pt(v3) p′t(v3 − r) pt(v3 − r)

∣∣∣∣∣∣∣
dv1

dv2

dv3

dr.

Äîäàíêè I3 i I4 ìîæóòü áóòè îá÷èñëåíi àíàëîãi÷íî.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íà ìíîæèíi {νt([0;u]) = 2} ìè ìîæåìî îçíà÷èòè θ ÿê ¹äèíó òî÷êó ðîçðèâó
âiäîáðàæåííÿ x(·, t) : R → R íà âiäðiçêó [0;u] i ξ1 i ξ2 ÿê íèæíié òà âåðõíié

êëàñòåðè â îáðàçi x([0;u], t) âiäïîâiäíî.

Òåîðåìà 4.1.4. Äëÿ âñiõ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí A ⊂ [0;u] i B1, B2 ⊂ R,
òàêèõ, ùî B1 < B2, ìè ìà¹ìî

P {νt([0;u]) = 2, θ ∈ A, ξ1 ∈ B1, ξ2 ∈ B2} =

=

∫
A

∫
∆2

∣∣∣∣∣p′t(v1 − r) pt(v1 − r)
p′t(v2 − r) pt(v2 − r)

∣∣∣∣∣ 1I
{
v1 ∈ B1,

v2 ∈ B2

}
dv1

dv2

dr−

−
∫
A

∫
∆3

∣∣∣∣∣∣∣
pt(v1) p′t(v1 − r) pt(v1 − r)
pt(v2) p′t(v2 − r) pt(v2 − r)
pt(v3) p′t(v3 − r) pt(v3 − r)

∣∣∣∣∣∣∣ 1I
{
v2 ∈ B1,

v3 ∈ B2

} dv1

dv2

dv3

dr−
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−
∫
A

∫
∆3

∣∣∣∣∣∣∣
p′t(v1 − r) pt(v1 − r) pt(v1 − u)

p′t(v2 − r) pt(v2 − r) pt(v2 − u)

p′t(v3 − r) pt(v3 − r) pt(v3 − u)

∣∣∣∣∣∣∣ 1I
{
v1 ∈ B1,

v2 ∈ B2

} dv1

dv2

dv3

dr+

+

∫
A

∫
∆4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
pt(v1) p′t(v1 − r) pt(v1 − r) pt(v1 − u)

pt(v2) p′t(v2 − r) pt(v2 − r) pt(v2 − u)

pt(v3) p′t(v3 − r) pt(v3 − r) pt(v3 − u)

pt(v4) p′t(v4 − r) pt(v4 − r) pt(v4 − u)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 1I
{
v2 ∈ B1,

v3 ∈ B2

} dv1

dv2

dv3

dv4

dr.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè A ¹ âiäðiçêîì. Â

öüîìó âèïàäêó ìè ìà¹ìî

P {νt([0;u]) = 2, θ ∈ A, ξ1 ∈ B1, ξ2 ∈ B2} =

= lim
n→∞

∑
P

x(0, t) = x
(
iu
2n , t

)
6= x

(
(i+1)u

2n , t
)

= x(u, t),

x
(
iu
2n , t

)
∈ B1, x

(
(i+1)u

2n , t
)
∈ B2

 ,

äå ñóìà áåðåòüñÿ ïî âñiì iíäåêñàì i ∈ {1, . . . , 2n − 2}, òàêèì, ùî[
iu

2n
;
(i+ 1)u

2n

]
⊂ A.

Çàëèøà¹òüñÿ ïîìiòèòè, ùî

P

x(0, t) = x
(
iu
2n , t

)
6= x

(
(i+1)u

2n , t
)

= x(u, t),

x
(
iu
2n , t

)
∈ B1, x

(
(i+1)u

2n , t
)
∈ B2

 =

=P

 x
(
iu
2n , t

)
6= x

(
(i+1)u

2n , t
)
,

x
(
iu
2n , t

)
∈ B1, x

(
(i+1)u

2n , t
)
∈ B2

−
−P

x(0, t) 6= x
(
iu
2n , t

)
6= x

(
(i+1)u

2n , t
)
,

x
(
iu
2n , t

)
∈ B1, x

(
(i+1)u

2n , t
)
∈ B2

−
−P

x
(
iu
2n , t

)
6= x

(
(i+1)u

2n , t
)
6= x(u, t),

x
(
iu
2n , t

)
∈ B1, x

(
(i+1)u

2n , t
)
∈ B2

+

+P

x(0, t) 6= x
(
iu
2n , t

)
6= x

(
(i+1)u

2n , t
)
6= x(u, t),

x
(
iu
2n , t

)
∈ B1, x

(
(i+1)u

2n , t
)
∈ B2

 ,
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i ïðîäîâæèòè äàëi òàê ñàìî, ÿê â äîâåäåííi òåîðåìè 4.1.3 (âèêîðèñòîâóþ-

÷è ôîðìóëó Êàðëiíà�Ìàêãðåãîðà òàêîæ i äëÿ ïåðøîãî äîäàíêà, çàìiñòü ëå-

ìè 4.1.2).

Çàóâàæåííÿ 4.1.5. Ó âèïàäêó, êîëè k > 3, öåé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ çíàéòè ëèøå

ðîçïîäië k − 1 òî÷îê ðîçðèâó (áåç k òî÷îê ìíîæèíè x([0;u], t)).

4.2 Ðîçïîäië ÷èñëà êëàñòåðiâ òà ïôàôôiàíè

Äëÿ ïî÷àòêó íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ ïôàôôiàíà òà éîãî åëåìåíòàðíi âëàñòè-

âîñòi, ÿêi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè (äåòàëüíiøå ïðî ïôàôôiàíè äèâ. [51],

[41]).

Îçíà÷åííÿ 4.2.1. Ïôàôôiàí Pf (A) àíòèñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi A = (aij)
2n
i,j=1

ïîðÿäêó 2n îçíà÷à¹òüñÿ ÿê

Pf (A) =
∑
σ

signσ · ai1j1ai2j2 . . . ainjn, (4.7)

äå ñóìà áåðåòüñÿ ïî âñiì ïåðåñòàíîâêàì

σ =

(
1 2 3 4 · · · 2n− 1 2n

i1 j1 i2 j2 · · · in jn

)

òàêèì, ùî i1 < i2 < . . . < in i ik < jk äëÿ âñiõ k ∈ {1, 2, . . . , n}.

Çãiäíî ç öèì îçíà÷åííÿì ìè ìà¹ìî

Pf

(
0 a

−a 0

)
= a,

Pf


0 a b c

−a 0 d e

−b −d 0 f

−c −e −f 0

 = af − be+ cd.

Çàóâàæåííÿ 4.2.2. Íàäàëi ìè áóäåìî îïóñêàòè åëåìåíòè àíòèñèìåòðè÷íèõ

ìàòðèöü ïiä äiàãîíàëëþ.
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Òå, ùî ïôàôôiàí îçíà÷åíèé ëèøå äëÿ àíòèñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü ïàð-

íîãî ïîðÿäêó, îá ðóíòîâó¹òüñÿ ïåðøèì òâåðäæåííÿì òåîðåìè 4.2.3 òà òèì,

ùî äåòåðìiíàíò àíòèñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi íåïàðíîãî ïîðÿäêó äîðiâíþ¹ íóëþ.

Äðóãå òâåðäæåííÿ òåîðåìè 4.2.3 áóäå âèêîðèñòàíå â äîâåäåííi òåîðåìè 4.2.5

(òà òåîðåìè 4.2.6) íèæ÷å. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.2.3 ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä,

â [51].

Òåîðåìà 4.2.3. (i) ßêùî A � àíòèñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ ïàðíîãî ïîðÿäêó,

òî

detA = (Pf (A))2.

(ii) ßêùî A � àíòèñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ ïàðíîãî ïîðÿäêó i B � êâàäðàòíà

ìàòðèöÿ òîãî ñàìîãî ïîðÿäêó, òî ìàòðèöÿ BTAB ¹ àíòèñèìåòðè÷íîþ i

Pf
(
BTAB

)
= detB · Pf (A) . (4.8)

Îçíà÷èìî òåïåð äåêiëüêà äîïîìiæíèõ ìàòðèöü. Ïåðø çà âñå, íåõàé O2n,

Î2n i I2n(λ) ç λ ∈ R ¹ ìàòðèöÿìè ïîðÿäêó 2n íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

(O2n)ij :=


+1, ÿêùî i = 2, 4, . . . , 2n− 2 òà j = i+ 1,

−1, ÿêùî i = 3, 5, . . . , 2n− 1 òà j = i− 1,

0, iíàêøå;

(̂I2n)ij :=


+1, ÿêùî i = j,

−1, ÿêùî i = 2, 4, . . . , 2n− 2 òà j = i+ 1,

0, iíàêøå;

(I2n(λ))ij :=


1, ÿêùî i = j òà i 6= 3, 5, . . . , 2n− 1,

λ, ÿêùî i = j òà i = 3, 5, . . . , 2n− 1,

0, iíàêøå.

Çàóâàæèìî, ùî

det(̂I2n) = 1, (4.9)

det(I2n(λ)) = λn−1. (4.10)
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Òàêîæ äëÿ u1 6 . . . 6 u2n íåõàé Ft ≡ Ft(u1, . . . , u2n) ¹ àíòèñèìåòðè÷íîþ

ìàòðèöåþ ïîðÿäêó 2n ç åëåìåíòàìè íàä äiàãîíàëëþ

(Ft)ij := Ft(uj − ui), 1 6 i < j 6 2n,

äå

Ft(z) := 2

+∞∫
z/
√

2

pt(v) dv, z ∈ R.

Íàðåøòi, äëÿ r0 6 r1 6 . . . 6 rk 6 rk+1 íåõàé F̂t ≡ F̂t(r0, r1, . . . , rk, rk+1) ¹

àíòèñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ ïîðÿäêó 2k + 2 ç åëåìåíòàìè íàä äiàãîíàëëþ

(F̂t)ij :=


Ft(r[j/2] − r[i/2]), ÿêùî i ïàðíå àáî i = 1, òà j ïàðíå,

F ′t(r[j/2] − r[i/2]), ÿêùî i ïàðíå àáî i = 1, òà j íåïàðíå,

−F ′t(r[j/2] − r[i/2]), ÿêùî i íåïàðíå, i 6= 1 òà j ïàðíå,

−F ′′t (r[j/2] − r[i/2]), ÿêùî i íåïàðíå, i 6= 1 òà j íåïàðíå.

Ëåìà 4.2.4. [53] Íåõàé Nt([a; b]) ïîçíà÷à¹ ÷èñëî ÷àñòèíîê ïîòîêó Àððàòüÿ,

ÿêi çíàõîäÿòüñÿ ó âiäðiçêó [a; b] ó ìîìåíò ÷àñó t. Òîäi äëÿ âñiõ n > 1 i

u1 < . . . < u2n ìè ìà¹ìî

P

{
Nt([ui;ui+1]) = 0 äëÿ âñiõ i = 1, 3, . . . , 2n− 1,

Nt([ui;ui+1]) > 0 äëÿ âñiõ i = 2, 4, . . . , 2n− 2

}
=

= Pf (Ft(u1, . . . , u2n)−O2n) .

Òåïåð ìè ìîæåìî äîâåñòè îñíîâíi ðåçóëüòàòè öüîãî ïiäðîçäiëó.

Òåîðåìà 4.2.5. Äëÿ âñiõ k > 1 ìè ìà¹ìî

P {νt([0;u]) = k + 1} =

∫
· · ·
∫

∆k(u)

Pf
(
F̂t(0, r1, . . . , rk, u)

)
dr1 . . . drk,

äå

∆k(u) := {(r1, . . . , rk) ∈ Rk | 0 6 r1 6 . . . 6 rk 6 u}.
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Äîâåäåííÿ. Ïåðåõîäÿ÷è äî äâî¨ñòîãî ïîòîêó (íàïðèêëàä, äèâ. ðîçäië 2.2 â

ðîáîòi [53] òà ïîñèëàííÿ â íié), ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî éìîâiðíiñòü ïîäi¨ A(n)
i1i2...ik

çáiãà¹òüñÿ ç éìîâiðíiñòþ ïîäi¨
Nt

([
(il + 1)u

2n
;
il+1u

2n

])
= 0 äëÿ âñiõ l = 0, 1, 2, . . . , k,

Nt

([
ilu

2n
;
(il + 1)u

2n

])
> 0 äëÿ âñiõ l = 1, 2, . . . , k

 ,

äå ìè ïîêëàëè i0 := −1 i ik+1 := 2n. Îá÷èñëþþ÷è îñòàííþ çà äîïîìîãîþ

ëåìè 4.2.4, ìè îòðèìó¹ìî, ùî

P(A
(n)
i1i2...ik

) = Pf (Ft −O2k+2) ,

äå

Ft = Ft

(
0,
i1u

2n
,
(i1 + 1)u

2n
,
i2u

2n
,
(i2 + 1)u

2n
, . . . ,

iku

2n
,
(ik + 1)u

2n
, u

)
.

Òîìó ç ðiâíîñòåé (4.8), (4.9) i (4.10) âèïëèâà¹, ùî

P {νt([0;u]) = k + 1} = lim
n→∞

∑
Pf (Ft −O2k+2) =

= lim
n→∞

∑( u
2n

)k
Pf
(
IT2k+2(2

n/u) · ÎT2k+2 · [Ft −O2k+2] · Î2k+2 · I2k+2(2
n/u)

)
.

Íàðåøòi, ìè ïîìi÷à¹ìî, ùî ìàòðèöÿ

IT2k+2(2
n/u) · ÎT2k+2 · [Ft −O2k+2] · Î2k+2 · I2k+2(2

n/u)

ìà¹ ïåðøó i äðóãó ðiçíèöi ôóíêöi¨ Ft íà òèõ ñàìèõ ìiñöÿõ, íà ÿêèõ ìàòðèöÿ

F̂t ìà¹ ïåðøó òà äðóãó ïîõiäíó (i ç òèìè ñàìèìè çíàêàìè). Òàêèì ÷èíîì,

ðîçêðèâàþ÷è ïôàôôiàíè çà äîïîìîãîþ (4.7), ïîìi÷àþ÷è, ùî ãðàíèöÿ êîæíî¨

ñóìè ¹ iíòåãðàëîì òà ïåðåïèñóþ÷è ðåçóëüòàò ÿê iíòåãðàë âiä ïôàôôiàíà, ìè

ïðèõîäèìî äî ïîòðiáíî¨ ôîðìóëè.

Òàêèì ÷èíîì, ìè, íàïðèêëàä, ìà¹ìî

P {νt([0;u]) = 2} =

u∫
0

Pf


0 Ft(r) F ′t(r) Ft(u)

0 F ′t(0) Ft(u− r)
0 −F ′t(u− r)

0

 dr
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òà

P {νt([0;u]) = 3} =

=

∫∫
∆2(u)

Pf



0 Ft(r1) F ′t(r1) Ft(r2) F ′t(r2) Ft(u)

0 F ′t(0) Ft(r2 − r1) F ′t(r2 − r1) Ft(u− r1)

0 −F ′t(r2 − r1) −F ′′t (r2 − r1) −F ′t(u− r1)

0 F ′t(0) Ft(u− r2)

0 −F ′t(u− r2)

0


dr1

dr2

.

Òåïåð íà ìíîæèíi {νt([0;u]) = k + 1} îçíà÷èìî θ1, . . . , θk ∈ [0;u], θ1 <

. . . < θk, ÿê òî÷êè ðîçðèâó âiäîáðàæåííÿ x(·, t) : R→ R íà âiäðiçêó [0;u].

Òåîðåìà 4.2.6. Äëÿ âñiõ k > 1 òà íåïóñòèõ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí A1, . . . , Ak

⊂ [0;u], òàêèõ, ùî A1 < . . . < Ak, ìè ìà¹ìî

P {νt([0;u]) = k + 1, θ1 ∈ A1, . . . , θk ∈ Ak} =

=

∫
· · ·
∫

A1×...×Ak

Pf
(
F̂t(0, r1, . . . , rk, u)

)
dr1 . . . drk.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè ìíîæèíèA1, . . . , Ak

¹ âiäðiçêàìè (ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ). Â öüîìó âèïàäêó ìè ïîìi÷à¹ìî, ùî éìî-

âiðíiñòü ïîäi¨

{νt([0;u]) = k + 1, θ1 ∈ A1, . . . , θk ∈ Ak}

äîðiâíþ¹ ãðàíèöi â ïðàâié ÷àñòèíi (4.4) (ç k+1 çàìiñòü k), â ÿêié ñóìà áåðåòüñÿ

ïî âñiì iíäåêñàì i1, i2, . . . , ik, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü (4.5) òà òàêèì, ùî[
ilu

2n
;
(il + 1)u

2n

]
⊂ Al äëÿ âñiõ l = 1, 2, . . . , k.

Ïðîäîâæóþ÷è äàëi òàê ñàìî, ÿê i â äîâåäåííi òåîðåìè 4.2.5, ìè îòðèìó¹ìî

áàæàíèé ðåçóëüòàò.
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4.3 Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ÷èñëà êëàñòåðiâ

Äëÿ n > 2 ðiçíèõ, àëå íå îáîâ'ÿçêîâî âïîðÿäêîâàíèõ, òî÷îê u1, u2, . . . , un ∈
[0;u] ïîêëàäåìî

τ1 := t,

τk := t ∧ inf

{
s > 0

∣∣∣∣∣
k−1∏
j=1

(x(uk, s)− x(uj, s)) = 0

}
, 2 6 k 6 n,

(4.11)

äå iíôiìóì ïóñòî¨ ìíîæèíè ââàæà¹òüñÿ ðiâíèì +∞. Êîæíå τk äîðiâíþ¹ ÷àñó,

ÿêèé ÷àñòèíêà ç iíäåêñîì k ïðîâîäèòü äî ìîìåíòó t ïåðåä òèì, ÿê ñêëåþ¹òüñÿ

ç îäíi¹þ ç ÷àñòèíîê ç ìåíøèì iíäåêñîì, àáî t, ÿêùî òàêîãî ñêëåþâàííÿ íå

áóëî. Òîìó ïðèðîäíî íàçèâàòè ñóìó

St({u1, u2, . . . , un}) :=
n∑
k=1

τk

çàãàëüíèì ÷àñîì âiëüíîãî ïðîáiãó ÷àñòèíîê, ùî ñòàðòóþòü ç u1, u2, . . . , un (äî

ìîìåíòó ÷àñó t).

Ìîæíà ïåðåâiðèòè (äèâ. [63]), ùî St({u1, u2, . . . , un}) íå çàëåæèòü âiä ïî-
ðÿäêó ïî÷àòêîâèõ òî÷îê (ùî îá ðóíòîâó¹ âèêîðèñòàííÿ çâè÷àéíî¨ ìíîæèíè

çàìiñòü âïîðÿäêîâàíî¨ ó ïîçíà÷åííi), à òîìó

St({u1, u2, . . . , un}) =
n∑
k=1

σk,

äå σk, 1 6 k 6 n, îçíà÷åíi ÿê â (4.11), àëå äëÿ âïîðÿäêóâàííÿ u(1) < u(2) <

. . . < u(n) òî÷îê u1, u2, . . . , un.

Êðiì òîãî,

St({u1, u2, . . . , un}) =

t∫
0

νs({u1, u2, . . . , un}) ds, (4.12)

äå

νs({u1, u2, . . . , un}) := |x({u1, u2, . . . , un}, s)| , 0 < s 6 t.

Òåîðåìà 4.3.1. [63] Äëÿ áóäü-ÿêî¨ âñþäè ùiëüíî¨ çëi÷åííî¨ ïiäìíîæèíè U =

{u1, u2, . . . , un, . . .} ⊂ [0;u] ìàéæå íàïåâíî iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
n→∞

St({u1, u2, . . . , un}). (4.13)
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Áiëüøå òîãî, öÿ ãðàíèöÿ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïiäìíîæèíè U .

Âèïàäêîâà âåëè÷èíà St([0;u]), îçíà÷åíà ãðàíèöåþ (4.13), íàçèâà¹òüñÿ çà-

ãàëüíèì ÷àñîì âiëüíîãî ïðîáiãó ÷àñòèíîê âiäðiçêó [0;u] äî ìîìåíòó ÷àñó t.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Ëåáåãà ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü, ç ðiâíîñòi (4.12)

ìè îòðèìó¹ìî, ùî

St([0;u]) =

t∫
0

νs([0;u]) ds. (4.14)

Òåîðåìà 4.3.2. [63] Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ St([0;u]) çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ESt([0;u]) = t+
2u
√
t√

π
.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {u1, u2, . . . , un, . . .} � äîâiëüíà âñþäè ùiëüíà çëi÷åííà ïiä-

ìíîæèíà âiäðiçêó [0;u]. Òîäi

ESt([0;u]) = lim
n→∞

ESt({u1, u2, . . . , un}) = t+ lim
n→∞

n∑
k=2

Eσk.

Òåïåð äëÿ v1 < v2 ïîêëàäåìî

τ := inf{s > 0 | x(v1, s) = x(v2, s)}.

Òîäi çà ëåìîþ 4.1.2

P {τ > s} = P {τ > s} = P {x(v1, s) 6= x(v2, s)} =

(v2−v1)/
√

2∫
−(v2−v1)/

√
2

ps(v) dv,

i òîìó

E(τ ∧ t) =

+∞∫
0

P {τ ∧ t > s} ds =

t∫
0

P {τ > s} ds =

t∫
0

(v2−v1)/
√

2∫
−(v2−v1)/

√
2

ps(v) dv ds.

Òàêèì ÷èíîì, ïîêëàâøè

∆̃u(k) :=
u(k) − u(k−1)√

2
,
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ìè îòðèìó¹ìî

lim
n→∞

n∑
k=2

Eσk = lim
n→∞

n∑
k=2

t∫
0

∆̃u(k)∫
−∆̃u(k)

ps(v) dv ds =

= lim
n→∞

n∑
k=2

t∫
0

2∆̃u(k)

 1

2∆̃u(k)

∆̃u(k)∫
−∆̃u(k)

ps(v) dv

 ds =

t∫
0

√
2u√
2πs

ds =
2u
√
t√

π
.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 4.3.3. Ìè ìà¹ìî

Eνt([0;u]) = 1 +
u√
πt
.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè νt([0;u]) (à îòæå i Eνt([0;u])) íå çðîñòà¹ çà t, ïîòðiáíà

ðiâíiñòü áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç (4.14) i òåîðåìè 4.3.2.

Çàóâàæåííÿ 4.3.4. Âiäçíà÷èìî, ùî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ νt([0;u]) ìîæíà ëåãêî

îá÷èñëèòè çà äîïîìîãîþ îäíîòî÷êîâèõ ùiëüíîñòåé ïôàôôîâîãî òî÷êîâîãî

ïðîöåñó, ïîðîäæåíîãî êëàñòåðàìè ïîòîêó Àððàòüÿ. Äiéñíî, â [53] áóëî äîâå-

äåíî, ùî ÿäðî öüîãî ïôàôôîâîãî òî÷êîâîãî ïðîöåñó ìà¹ âèãëÿä

Kt(v1, v2) :=
1√
t
K

(
v1√
t
,
v2√
t

)
,

äå

K(v1, v2) :=

(
−F ′′(v2 − v1) −F ′(v2 − v1)

F ′(v2 − v1) sign v2 − v1 · F (|v2 − v1|)

)
ç ôóíêöi¹þ F , ÿêà çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

F (z) :=
1√
π

+∞∫
z

e−r
2/4 dr (≡ F1(z)) , z ∈ R

(âiäïîâiäíi îçíà÷åííÿ äèâ. â ðîáîòi [53] òà â ïîñèëàííÿõ ó íié; äîâåäåííÿ

iñíóâàííÿ n-òî÷êîâî¨ ùiëüíîñòi äèâ. â [43]). Çîêðåìà, ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî

Eνt([0;u]) = 1 + ENt([0;u]) = 1 +
1√
t

u∫
0

Pf

(
K

(
v√
t
,
v√
t

))
dv = 1 +

u√
πt
.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

1. Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Êàðëiíà�Ìàêãðåãîðà îá÷èñëåíà éìîâiðíiñòü òî-

ãî, ùî îáðàç âiäðiçêà ïiä äi¹þ ïîòîêó Àððàòüÿ â çàäàíèé äîäàòíèé ìî-

ìåíò ÷àñó ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ åëåìåíòiâ.

2. Çà äîïîìîãîþ âiäîìèõ ïôàôôîâèõ ôîðìóë äëÿ âèïàäêîâèõ òî÷êîâèõ

ïðîöåñiâ, ïîðîäæåíèõ ïîòîêîì Àððàòüÿ, çíàéäåíî ðîçïîäië ÷èñëà åëå-

ìåíòiâ îáðàçó âiäðiçêà ïiä äi¹þ öüîãî ïîòîêó â áóäü-ÿêèé äîäàòíèé ìî-

ìåíò ÷àñó.

3. Íà îñíîâi çâ'ÿçêó iç çàãàëüíèì ÷àñîì âiëüíîãî ïðîáiãó ÷àñòèíîê ïîòîêó

Àððàòüÿ îá÷èñëåíî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ÷èñëà åëåìåíòiâ îáðàçó âiäðiçêà

ïiä äi¹þ öüîãî ïîòîêó â áóäü-ÿêèé äîäàòíèé ìîìåíò ÷àñó.
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Âèñíîâêè

Ó äèñåðòàöi¨ âèâ÷àþòüñÿ âëàñòèâîñòi áðîóíiâñüêèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïîòîêiâ, ÿêi

ñëóãóþòü ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ïðè îïèñàííi ðóõó ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèõ

ñèñòåì ÷àñòèíîê, ùî âçà¹ìîäiþòü ìiæ ñîáîþ.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äàíî¨ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè íàñòóïíi:

• çíàéäåíî àñèìïòîòèêó ìîìåíòiâ âiäñòàíi ìiæ ÷àñòèíêàìè ó ïîòîêàõ

Õàððiñà òà àñèìïòîòèêó ìîìåíòiâ ¨õíiõ n-òî÷êîâèõ ðóõiâ;

• âñòàíîâëåíî ñëàáêó çáiæíiñòü n-òî÷êîâèõ ðóõiâ ïîòîêiâ Õàððiñà ïðè íà-

áëèæåííi âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè äî ñèíãóëÿðíî¨ äî n-òî÷êîâèõ ðóõiâ

ïîòîêó Àððàòüÿ;

• îòðèìàíî îöiíêó âiäñòàíi Âàñåðøòåéíà ìiæ ðîçïîäiëàìè ìiðè, ïåðåíåñå-

íî¨ ïîòîêîì Õàððiñà ç ìàéæå ñèíãóëÿðíîþ âçà¹ìîäi¹þ ìiæ ÷àñòèíêàìè

òà ïîòîêîì Àððàòüÿ;

• îá÷èñëåíà iíòåíñèâíiñòü ïåðåòèíiâ ðiâíÿ ùiëüíiñòþ îáðàçó ìiðè Ëåáåãà

ïiä äi¹þ äèôåîìîðôíîãî áðîóíiâñüêîãî ñòîõàñòè÷íîãî ïîòîêó òà âñòà-

íîâëåíà ¨¨ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ïðè ïðÿìóâàííi âèñîòè ðiâíÿ äî íå-

ñêií÷åííîñòi;

• çíàéäåíî ðîçïîäië ÷èñëà êëàñòåðiâ ó ïîòîöi Àððàòüÿ.
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Äîäàòîê

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè îïóáëiêîâàíi â ï'ÿòè ñòàòòÿõ ó ôà-
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