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Дисертацiйна робота присвячена розробцi нових методiв стабiлiзацiї та

оптимiзацiї систем керування, якi описуються диференцiальними або рiзни-

цевими рiвняннями з елементами невизначеностi. Невизначеностi в рiвняннях

руху керованих об’єктiв обумовлюються не лише аналiтичною складнiстю

опису математичних моделей, а й наявнiстю неконтрольованих зовнiшнiх збу-

рень, якi виникають в реальних умовах їх функцiонування. Задача робастної

стабiлiзацiї полягає у побудовi закону керування, який забезпечує асимпто-

тичну стiйкiсть руху керованого об’єкта при довiльних значеннях елементiв

невизначеностi iз заданих множин. Задачi побудови стабiлiзуючих регулято-

рiв по виходу навiть для класу лiнiйних систем керування за умов неповної

iнформацiї про вектор стану є досить складними з математичної точки зо-

ру, проте на практицi методи їх розв’язання необхiднi i дуже важливi. У

сучасному принципово новому пiдходi до задач керування в рамках так зва-

ної теорiї H∞-оптимiзацiї об’єднано класичнi частотнi методи дослiдження i

сучаснi методи простору станiв. Його засновниками вважаються G. Zames,

B.A. Francis, J.C. Doyle та iн. В задачах H∞-оптимiзацiї необхiдно знайти

таке керування, яке забезпечує робастну стiйкiсть стану рiвноваги замкненої

системи та мiнiмiзує критерiй якостi, що характеризує рiвень гасiння обмеже-

них збурень. Методи розв’язання вказаних задач широко застосовуються у

практичних дослiдженнях, пов’язаних, зокрема, з розробкою високонадiйних

систем стабiлiзацiї для керованих транспортних та космiчних об’єктiв.

У дисертацiйнiй роботi встановлено критерiї iснування статичних та дина-

мiчних регуляторiв по вимiрюваному виходу, якi забезпечують асимптотичну
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стiйкiсть лiнiйних систем керування з гарантованим спектральним запасом.

Показано, що методи побудови стабiлiзуючих регуляторiв, якi випливають iз

отриманих критерiїв, можна застосувати до класу нелiнiйних систем керува-

ння у векторно-матричнiй формi. Для дискретних систем керування розро-

блено iтерацiйний алгоритм побудови стабiлiзуючих статичних регуляторiв

по виходу, що зводиться до розв’язування лiнiйних матричних нерiвностей.

Даний алгоритм чисельно реалiзовано для дискретної моделi стабiлiзацiї по-

здовжнього руху гелiкоптера при вертикальному зльотi та посадцi.

Для класiв лiнiйних неперервних та дискретних систем з керованими i спо-

стережуваними виходами на основi методу квадратичних функцiй Ляпунова

сформульовано критерiї iснування стабiлiзуючих регуляторiв, якi забезпечу-

ють задану верхню оцiнку зваженого рiвня гасiння зовнiшнiх i початкових

збурень. Дослiджено випадки наявностi обмежених збурень у рiвняннях ди-

намiки об’єкта, його виходiв, а також шуканих статичних або динамiчних

регуляторiв. Розроблено конструктивнi алгоритми робастної стабiлiзацiї та

узагальненої (зваженої) H∞-оптимiзацiї указаних класiв систем за допомо-

гою динамiчних регуляторiв з нульовим початковим вектором.

Розробленi методи дослiдження, що базуються на розв’язаннi систем лi-

нiйних матричних нерiвностей, за допомогою комп’ютерних засобiв проде-

монстровано в задачах стабiлiзацiї та зваженої H∞-оптимiзацiї для таких ме-

ханiчних систем, як одноланковий робот-манiпулятор, перевернутий маятник

на рухомiй платформi та лiнiйний осцилятор з демпфуванням. Дослiджено

залежностi зважених критерiїв якостi замкнених систем вiд вагових коефiцi-

єнтiв та механiчних параметрiв.

Ключовi слова: система керування, асимптотична стiйкiсть, робастна ста-

бiлiзацiя, динамiчний регулятор, функцiя Ляпунова, лiнiйна матрична нерiв-

нiсть.

Kusii S.M. Robust stabilization and optimization of control systems with li-

mited perturbations. — Qualifying scientific work on the right of manuscript.

Thesis submitted for the Degree of Candidate of Physics and Mathematics in



4

speciality 01.02.01 — Theoretical mechanics. — Institute of Mathematics, National

Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2017.

The thesis is devoted to the development of new methods of stabilization

and optimization of control systems described by either differential or difference

systems with elements of an uncertainty. Uncertainties in the governing equati-

ons of the controlled objects are associated with both an analytical complexity

of the mathematical models and uncontrolled external perturbations appearing

for the actual functioning conditions. The robust stabilization problem consists of

constructing a control law, which provides an asymptotic stability of the equili-

brium state of the controlled object with arbitrary uncertainties in the prescribed

sets. Construction of the stabilizing regulators, even for a class of linear systems

but with an incomplete information on the state vector, is a mathematically

complicated problem, however, the corresponding solution methods are strongly

required being important in the engineering. Currently, a fundamentally new

approach to the control problems within so-called H∞-optimization theory by G.

Zames, B.A. Francis, J.C. Doyle et al. combines the classical frequency research

and states space methods. In the H∞-optimization problem, one should find a

control that ensures the robust stability of the equilibrium state of a closed

system and minimizes the quality criterion, which describes a damping level of

the bounded perturbations. Methods of solving these problems are widely used

in applied studies related, in particular, to the development of high-reliability

systems of stabilization for the controlled transport and space objects.

In the present thesis, criteria of the existence of output feedback static and

dynamic regulators providing the asymptotic stability of linear control systems

with a safe spectral stability margin are derived. It is shown that the methods

of constructing the stabilizing regulators, which follow from the criteria, can be

applied to a class of nonlinear control systems in a vector-matrix form. An iterative

algorithm for constructing the static output feedback stabilizing regulator reduced

to solving linear matrix inequalities is also generalised to discrete control systems.

This algorithm is implemented for a discrete model of the longitudinal motion of
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a helicopter at the vertical takeoff and landing.

Using the Lyapunov quadratic function method, criteria for the existence of the

stabilizing regulators, which provides specified evaluation of the weighted dampi-

ng level of external and initial perturbations, are formulated for several classes

of linear continuous and discrete systems with controlled and observed outputs.

The cases of the presence of limited perturbations in the dynamic equations of

the object, its outputs, as well as the desired static and dynamic regulators are

studied. Constructive algorithms for the robust stabilization and generalized (wei-

ghted) H∞-optimization of the classes of systems are developed by using dynamic

regulators with the zero initial vector.

The developed methods based on solving the systems of linear matrix inequali-

ties are used, by implementing a special computer codes, in the stabilization and

weighted H∞-optimization problems, which are exemplified by a single-link robot

manipulator, an inverted pendulum on a moving platform and a linear damped

oscillator. Dependencies of the weighted quality criteria of the closed systems on

the weight coefficients and mechanical parameters are studied.

Keywords: control system, asymptotic stability, robust stabilization, dynamic

controller, Lyapunov function, linear matrix inequality.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

• N — множина натуральних чисел;

• R — множина дiйсних чисел;

• Rm — m-вимiрний дiйсний векторний простiр, m ∈ N;

• Rn×m — простiр дiйсних n×m матриць;

• 0n×m — нульова n×m матриця;

• In — одинична n× n матриця;

• AT — матриця транспонована до матрицi A;

• det(A) — визначник матрицi A;

• tr(A) — сума дiагональних елементiв (слiд) матрицi A;

• A−1 — матриця обернена до невиродженої квадратної матрицi A;

• A+ — псевдообернена матриця до матрицi A;

• A⊥ — матриця ортогонального доповнення стрiчок (стовпцiв) матрицi

A до матрицi повного рангу, тобто

det

[
A

A⊥

]
6= 0, AA⊥T = 0

(
det[A,A⊥] 6= 0, ATA⊥ = 0

)
;

• σ(A) — спектр матрицi A;

• ρ(A) — спектральний радiус матрицi A;

• λi(A) — власне значення матрицi A;

• λmax(A) (λmin(A)) — максимальне (мiнiмальне) власне значення матрицi

A;

• i(A) = {i+(A), i−(A), i0(A)} — iнерцiя симетричної матрицi A = AT ,

що складається з кiлькостей її додатних (i+(A)), вiд’ємних (i−(A)) i

нульових (i0(A)) власних значень з урахуванням кратностей;

• ‖x‖ =
√
xTx — евклiдова норма вектора x;

• Co{A1, . . . , Aν} — опукла оболонка векторiв або матриць A1, . . . , Aν (по-

лiтоп з вершинами A1, . . . , Aν), що є множиною

A =
{ ν∑

i=1

αiAi : αi ≥ 0, i = 1, ν,
ν∑
i=1

αi = 1
}

;
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. У багатьох галузях прикладних дослiджень вини-

кають задачi аналiзу стiйкостi та стабiлiзацiї руху динамiчних систем, якi

описуються диференцiальними або рiзницевими рiвняннями з невизначеною

функцiональною структурою. Невизначенiсть в рiвняннях руху керованих

об’єктiв обумовлюється не лише складнiстю математичних моделей, а й на-

явнiстю неконтрольованих зовнiшнiх збурень в реальних умовах їх функцiо-

нування. Елементи невизначеностi (параметри, скалярнi та матричнi функцiї

тощо) належать деяким множинам, що характеризують робастнiсть (гру-

бiсть) динамiчної системи. Задача робастної стабiлiзацiї полягає у побудовi

закону керування, який забезпечує асимптотичну стiйкiсть руху керованого

об’єкта при довiльних значеннях елементiв невизначеностi iз заданих мно-

жин. Задачi побудови стабiлiзуючих статичних та динамiчних регуляторiв

по виходу навiть для класу лiнiйних систем керування за умов неповної iн-

формацiї про вектор стану повнiстю розв’язанi лише в окремих випадках

при додаткових обмеженнях. Iз сучасними методами синтезу неперервних та

дискретних систем керування за умов невизначеностi можна ознайомитись

в роботах В.Н. Афанасьєва, Б.Т. Поляка, П.С. Щербакова, Д.В. Баландiна,

М.М. Когана, В.М. Кунцевича, В.Ф. Губарєва, В.I. Коробова, В.Б. Ларiна,

О.Г. Мазка, J.C. Doyle, A.A. Stoorvogel, S. Boyd, C. Scherer, S. Weiland, D.D.

Siljak та iн.

У 80-х роках минулого столiття виник принципово новий i конструктивний

пiдхiд до проблем керування в рамках так званої теорiї H∞-керування дина-

мiчних систем, яка об’єднала класичнi частотнi методи дослiдження i сучаснi

методи простору станiв (G. Zames, B.A. Francis, J.C. Doyle та iн.). Критерi-

ями якостi в задачах H∞-оптимiзацiї є рiвень гасiння обмежених зовнiшнiх

збурень, який необхiдно мiнiмiзувати за допомогою статичних або динамi-

чних регуляторiв по вимiрюваному виходу. Для класу лiнiйних стацiонарних

систем дана характеристика спiвпадає з H∞-нормою матричної передатної

функцiї, а її верхню оцiнку можна встановити на основi математичного апа-
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рату лiнiйних матричних нерiвностей (ЛМН). Розвиток та узагальнення ме-

тодiв H∞-оптимiзацiї неперервних та дискретних систем керування отримано

у роботах багатьох авторiв (Б.Т. Поляк, П.С. Щербаков, Д.В. Баландiн, М.М.

Коган, K. Glover, B.A. Francis, P.P. Kharconekar, P. Gahinet, P. Apkarian, G.E.

Dullerud, F.G. Paganini, A.A. Stoorvogel, S. Weiland, D.D. Siljak та iн.).

Дана робота присвячена розробцi конструктивних алгоритмiв стабiлiзацiї

та узагальненої (зваженої) H∞-оптимiзацiї по виходу неперервних та дискре-

тних систем керування у векторно-матричнiй формi, а також їх чисельнiй

реалiзацiї для механiчних об’єктiв за допомогою комп’ютерних засобiв. При

цьому розглядаються випадки наявностi обмежених збурень у рiвняннях ди-

намiки об’єкта, керованого i спостережуваного виходiв, а також шуканого

регулятора. Застосування узагальнених критерiїв якостi, що характеризують

зважений рiвень гасiння зовнiшнiх i початкових збурень (Д.В. Баландiн, М.М.

Коган, О.Г. Мазко), дозволяє встановити прiоритети мiж компонентами ке-

рованого виходу, зовнiшнiх i початкових збурень. Тематика роботи є акту-

альною i перспективною для теоретичних дослiджень та практичного засто-

сування, зокрема, при конструюваннi високонадiйних транспортних об’єктiв

i керованих механiчних пристроїв.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-

сертацiя виконана згiдно з планом наукових дослiджень вiддiлу математи-

чних проблем механiки та теорiї керування Iнституту математики НАН Укра-

їни на 2015–2017 роки в рамках держбюджетної теми №III-13-16 «Матема-

тичнi проблеми динамiки, стабiлiзацiї та оптимiзацiї складних механiчних

систем» (номер держ. реєстрацiї 0116U003101), а також в межах науково-

дослiдної теми №III-23-12 «Математичнi моделi полiагрегатних систем та

чисельно-аналiтичнi методи розв’язування сучасних задач динамiки, стiйко-

стi та оптимального керування» (номер держ. реєстрацiї 0112U001015) за про-

грамою «Розробка математичних моделей та чисельно-аналiтичних методiв

розв’язування сучасних задач фiзико-технiчних i медико-бiологiчних наук та

iнформацiйних технологiй».
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Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є роз-

робка нових методiв аналiзу стiйкостi, стабiлiзацiї по виходу та оптимiзацiї

систем керування при наявностi зовнiшнiх збурень, їх застосування при до-

слiдженнi механiчних об’єктiв.

Об’єктом дослiдження є неперервнi та дискретнi системи керування та

моделi спецiальних механiчних систем.

Предметом дослiдження є вектори станiв, керованого та спостережува-

ного виходiв та керування динамiчних систем, iнтегральнi критерiї якостi,

властивостi асимптотичної стiйкостi станiв рiвноваги систем.

Методи дослiдження. Використовуються другий метод Ляпунова дослi-

дження стiйкостi, його матричнi iнтерпретацiї та узагальнення, методи теорiї

диференцiальних рiвнянь, матричного аналiзу та теорiї керування.

Визначена мета зумовлює виконання таких завдань:

— розробити новi методи та алгоритми побудови стабiлiзуючих статичних та

динамiчних регуляторiв по вимiрюваному виходу для неперервних та дискре-

тних систем керування;

— для неперервних та дискретних систем керування розробити методи синте-

зу регуляторiв iз зовнiшнiми збуреннями, якi дозволяють оцiнити та мiнiмi-

зувати негативний вплив обмежених збурень на динамiку замкненої системи;

— для неперервних та дискретних систем з керованими i спостережуваними

виходами знайти умови iснування статичних та динамiчних регуляторiв, якi

забезпечують бажану оцiнку зваженого рiвня гасiння зовнiшнiх та початко-

вих збурень та робастну стiйкiсть нульового стану замкненої системи;

— провести дослiдження задач робастної стабiлiзацiї та гасiння обмежених

збурень для нелiнiйних систем керування, поданих у векторно-матричнiй

формi;

— провести чисельну реалiзацiю та продемонструвати ефективнiсть нових

методiв синтезу та оптимiзацiї для маятникових, робото-технiчних та iн. ке-

рованих систем при наявностi зовнiшнiх збурень.

Наукова новизна одержаних результатiв. В дисертацiйнiй роботi
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отримано такi новi науковi результати:

• встановлено критерiї та достатнi умови iснування стабiлiзуючих стати-

чних та динамiчних регуляторiв по вимiрюваному виходу для деяких

класiв неперервних та дискретних систем керування;

• розроблено iтерацiйний алгоритм стабiлiзацiї по виходу дискретних си-

стем, що базується на розв’язуваннi лiнiйних матричних нерiвностей;

• для лiнiйних неперервних та дискретних систем керування запропоно-

вано методи побудови статичних та динамiчних регуляторiв iз зовнiшнi-

ми збуреннями, якi дозволяють оцiнити та понизити зважений рiвень

гасiння обмежених збурень в замкненiй системi;

• для лiнiйних неперервних та дискретних систем з керованими i спо-

стережуваними виходами встановлено критерiї iснування статичних та

динамiчних регуляторiв з нульовим початковим вектором, якi забез-

печують бажану оцiнку зваженого рiвня гасiння зовнiшнiх та початко-

вих збурень, робастну стiйкiсть нульового стану та спiльну квадратичну

функцiю Ляпунова замкненої системи;

• обгрунтовано можливостi застосування запропонованих алгоритмiв

синтезу регуляторiв для деяких класiв нелiнiйних систем керування,

поданих у векторно-матричнiй формi;

• розробленi методи дослiдження, що зводяться до розв’язання систем

лiнiйних матричних нерiвностей, застосовано в задачах стабiлiзацiї ста-

нiв рiвноваги, оцiнки функцiоналiв якостi таких механiчних систем, як

одноланковий робот-манiпулятор, маятник на рухомiй платформi та лi-

нiйний осцилятор з демпфуванням.

Обґрунтованiсть i достовiрнiсть отриманих в дисертацiї наукових ре-

зультатiв пiдтверджується коректною постановкою задач та строгим доведен-

ням всiх висновкiв на основi застосування класичних теорем з теорiї стiйкостi

i матричного аналiзу, а також порiвняння з вiдомими результатами iнших ав-

торiв та проведення чисельних експериментiв з використанням ефективних

засобiв комп’ютерної технiки.
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Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисерта-

цiйної роботи мають теоретичне i практичне значення. Вони можуть бути

використанi в практичних задачах синтезу систем керування для механiчних

об’єктiв, математичнi моделi яких повиннi враховувати наявнiсть неконтро-

льованих зовнiшнiх збурень та невизначених параметрiв. Задачi погашення

зовнiшнiх збурень виникають при розробцi високонадiйних систем стабiлiза-

цiї для нових об’єктiв авiацiйної, космiчної та iн. технiки. Методи розв’язува-

ння вказаних задач можуть забезпечувати надiйнiсть та безпеку керованих

систем на етапi їх експлуатацiї. Практична реалiзацiя запропонованих в ди-

сертацiї методiв та алгоритмiв базується на застосуваннi ефективних засобiв

LMI Toolbox комп’ютерної системи Matlab.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати дисертацiйної ро-

боти отриманi автором самостiйно. У роботах, опублiкованих у спiвавтор-

ствi [45–47,90], особистий внесок здобувача полягає в обговореннi постановок

та iдей розв’язування задач, виконаннi основних доведень, створеннi ком-

п’ютерних програм та проведеннi чисельних експериментiв, формулюваннi

висновкiв та пiдготовцi рукописiв до опублiкування. Спiвавтору О.Г.Мазку

належать постановки задач та рекомендацiї щодо можливих методiв їх розв’я-

зування.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiда-

лись i обговорювались на семiнарах вiддiлу математичних проблем механi-

ки та теорiї керування Iнституту математики НАН України, вiддiлу стiй-

костi процесiв Iнституту механiки НАН України, а також на таких мiжна-

родних конференцiях: «Dynamical system modelling and stability investigati-

on» (травень 2015 р., Київ); «XXIII Мiжнародна конференцiя з автоматично-

го управлiння Автоматика – 2016» (вересень 2016 р., Суми); «5th Internati-

onal Conference for Young Scientists on Differential Equations and Applicati-

ons dedicated to Ya. B. Lopatynsky» (листопад 2016 р., Київ); «Dynamical

system modelling and stability investigation» (травень 2017 р., Київ); «Internati-

onal Conference of Young Mathematicians dedicated to the 100th Anniversary of
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Professor Yu.O.Mitropolskiy» (червень 2017 р., Київ).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у 10 роботах.

Серед них 5 статей [36,45–47,90] в наукових перiодичних фахових виданнях,

2 iз яких [47,90] у журналах, що iндексуються у наукометричнiй базi Scopus,

та 5 тез доповiдей [48–51,91] на мiжнародних наукових конференцiях.

Структура та об’єм роботи. Дисертацiя складається iз вступу, чоти-

рьох роздiлiв, висновкiв, додатку та списку використаних джерел iз 100 най-

менувань, вона мiстить 14 малюнкiв та 1 таблицю. Обсяг дисертацiї становить

136 сторiнок друкованого тексту.

У вступi до дисертацiї обґрунтовано актуальнiсть дослiджуваних про-

блем, сформульовано мету роботи, вiдображено наукову новизну, вiдзначено

практичну цiннiсть, наведено iнформацiю щодо апробацiї результатiв та пу-

блiкацiй за темою дисертацiї. Розглянуто структуру роботи, а також наведено

головнi результати, якi виносяться на захист.

У першому роздiлi проведено огляд лiтератури та основних задач, пов’я-

заних з темою дисертацiйної роботи. Наведено основнi класичнi результати з

теорiї стiйкостi руху (пiдроздiл 1.1), а також сучаснi напрямки та методи до-

слiдження стiйкостi та побудови стабiлiзуючих регуляторiв для динамiчних

систем з матрично-функцiональною невизначенiстю (пiдроздiл 1.2).

Другий роздiл присвячено розробцi нових методiв аналiзу стiйкостi та

стабiлiзацiї станiв рiвноваги класу лiнiйних та нелiнiйних багатовимiрних си-

стем керування у векторно-матричнiй формi.

Спочатку розглядається лiнiйна система керування

ẋ = Ax+Bu, y = Cx+Du, (1)

де x ∈ Rn, u ∈ Rm i y ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану, керування i вимiрюва-

ного виходу системи, а A, B, C i D — матрицi вiдповiдних розмiрiв, причому

rankB ≡ m i rankC ≡ l. Стабiлiзуюче керування в системi (1) будується у

виглядi статичного регулятора

u = Ky, K ∈ KD, (2)
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де KD = {K ∈ Rm×l : det(Im − KD) 6= 0}. Замкнена система (1), (2) має

вигляд

ẋ = Mx, M = A+BD(K)C, (3)

де D(K) = (Im −KD)−1K — нелiнiйний оператор у просторi матриць Rm×l.

Лiнiйну систему (3) називаємо α-стiйкою, якщо її спектр σ(M) розмiщений в

областi {λ : Reλ+ α < 0}, де α ≥ 0. Спектральний запас стiйкостi α-стiйкої

системи не менший, нiж α.

Використовуючи ортогональнi доповнення матриць B⊥, C⊥ i властивостi

iнерцiї блочних матриць, сформульовано два критерiї iснування статичного

регулятора (2), який забезпечує α-стiйкiсть замкненої системи (3).

Перший критерiй α-стiйкостi полягає в сумiсностi спiввiдношень

B⊥T (AX +XAT + 2αX)B⊥ < 0, (4)

i(∆) =
{
l, n, 0

}
, ∆ =

[
AX +XAT + 2αX XCT

CX 0

]
, (5)

вiдносно матрицi X = XT > 0, а другий — в сумiсностi спiввiдношень (4) i

C⊥(ATY + Y A+ 2αY )C⊥T < 0 (6)

вiдносно взаємно обернених матриць X = XT > 0 i Y = Y T > 0. При

виконаннi одного iз цих критерiїв матриця регулятора (2) знаходиться за

формулою K = −D(−K0) ∈ KD, де K0 — розв’язок ЛМН

AX +XAT + 2αX +BK0CX +XCTKT
0 B

T < 0. (7)

У пiдроздiлi 2.3 формулюються умови стабiлiзацiї системи (1) за допомо-

гою динамiчного регулятора

ξ̇ = Zξ + V y, u = Uξ +Ky, (8)

де ξ ∈ Rr, r ≤ n, а Z, V , U iK — матрицi, якi треба визначити. Спiввiдношен-

ня (1) i (8) подаються у виглядi системи керування зi статичним регулятором

у розширеному фазовому просторi Rn+r. При цьому замкнена система (1), (8)

буде мати вигляд (3) з вiдповiдними матричними коефiцiєнтами.
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Теорема 2.2. Наступнi твердження еквiвалентнi:

1) Iснує динамiчний регулятор (8) порядку r, що забезпечує α-стiйкiсть

замкненої системи (1), (8).

2) Iснують матрицi X i X0, що задовольняють спiввiдношення (4) i

i(∆0) = {l, n, 0}, X ≥ X0 > 0, rank(X −X0) ≤ r, (9)

∆0 =

[
AX0 +X0A

T + 2αX0 X0C
T

CX0 0

]
.

3) Iснують матрицi X i Y , що задовольняють спiввiдношення (4), (6) i

W =

[
X In

In Y

]
≥ 0, rankW ≤ n+ r. (10)

Встановлено, що матрицi X та X0 задовольняють твердження 2) тодi i

лише тодi, коли X та Y = X−10 задовольняють твердження 3).

У пiдроздiлi 2.4 розглядаються нелiнiйнi системи керування у векторно-

матричнiй формi

ẋ = A(x)x+B(x)u, y = C(x)x+D(x)u, (11)

де x ∈ Rn, u ∈ Rm i y ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану, керування i вимi-

рюваного виходу, а A(x), B(x), C(x) i D(x) — матрицi вiдповiдних розмiрiв,

неперервно залежнi вiд x в деякому околi S0 = {x : ‖x‖ ≤ h} точки x = 0,

причому rankB(x) ≡ m i rankC(x) ≡ l.

Система (11) з динамiчним регулятором (8) також подається у виглядi

системи керування зi статичним регулятором у розширеному фазовому про-

сторi Rn+r. Якщо покласти A = A(0), B = B(0), C = C(0) i D = D(0),

то теорема 2.2 визначає динамiчний регулятор, що забезпечує асимптотичну

стiйкiсть нульового стану замкненої нелiнiйної системи (11), (8). На основi

даної теореми запропоновано алгоритм побудови стабiлiзуючих динамiчних

регуляторiв типу (8) для систем (1) i (11).

У пiдроздiлi 2.5 розглядається клас нелiнiйних систем (11) за умов неви-

значеностi матричних коефiцiєнтiв типу A ∈ Co {A1, . . . , Aν}, де A1, . . . , Aν —
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заданий набiр вершин матричного полiтопа. Наводяться достатнi умови iсну-

вання статичних та динамiчних регуляторiв, якi забезпечують α-стiйкiсть за-

мкненої лiнiйної системи, а також робастну стiйкiсть нульового стану x ≡ 0

та спiльну квадратичну функцiю Ляпунова для вiдповiдної сiм’ї замкнених

нелiнiйних систем.

Третiй роздiл присвячено розробцi нових методiв робастної стабiлiзацiї та

гасiння обмежених збурень у неперервних системах керування. Розглядається

клас систем
ẋ = Ax+B1w +B2u, x(0) = x0,

z = C1x+D11w +D12u,

y = C2x+D21w +D22u,

(12)

де x ∈ Rn, u ∈ Rm, w ∈ Rs, z ∈ Rk i y ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану,

керування, зовнiшнiх збурень, керованого i спостережуваного виходiв, а всi

матричнi коефiцiєнти вiдповiдних розмiрiв сталi. Вводиться зважений фун-

кцiонал якостi системи (12)

J = sup
0<‖w‖2P+xT0X0x0<∞

ϕ(w, x0), ϕ(w, x0) =
‖z‖Q√

‖w‖2P + xT0X0x0
, (13)

де Q = QT > 0, P = P T > 0 i X0 = XT
0 > 0 — деякi ваговi матрицi, ‖z‖Q i

‖w‖P — узагальненi L2-норми вiдповiдних вектор-функцiй, тобто

‖z‖2Q =

∫ ∞
0

zTQz dt, ‖w‖2P =

∫ ∞
0

wTPw dt.

У випадку нульового вектора x0 використовується позначення J = J0.

Значення J характеризує зважений рiвень гасiння зовнiшнiх i початко-

вих збурень у системi (12). Задача полягає у побудовi законiв керування,

якi забезпечують верхню оцiнку та пониження критерiїв якостi (13). Ста-

тичнi та динамiчнi регулятори, якi мiнiмiзують значення J , називаємо J-

оптимальними.

Якщо керування у системi (12) шукати у виглядi статичного зворотного

зв’язку

u = Ky, det(Im −KD22) 6= 0, (14)
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то замкнена система набуває вигляду

ẋ = Mx+Nw, z = Fx+Gw, x(0) = x0, (15)

де M = A+B2K0C2, N = B1 +B2K0D21, F = C1 +D12K0C2,

G = D11 +D12K0D21, K0 = (Im −KD22)
−1K.

Формулюється критерiй iснування статичного регулятора (14) для систе-

ми (15), що забезпечує бажану оцiнку J < γ. Даний критерiй полягає в сумi-

сностi вiдносно матрицi X спiввiдношень

0 < X < γ2X0, (16)

W T
R

[
ATX +XA+ CT

1 QC1 XB1 + CT
1 QD11

BT
1X +DT

11QC1 DT
11QD11 − γ2P

]
WR < 0, (17)

W T
L

[
AY + Y AT +B1P

−1BT
1 Y CT

1 +B1P
−1DT

11

C1Y +D11P
−1BT

1 D11P
−1DT

11 − γ2Q−1

]
WL < 0, (18)

де Y = γ2X−1, WR i WL — матрицi, стовпцi яких утворюють базиси ядер

вiдповiдних матриць R =
[
C2, D21

]
i L =

[
BT

2 , D
T
12

]
.

Також розглядається динамiчний регулятор порядку r з нульовим поча-

тковим вектором:

ξ̇ = Zξ + V y, u = Uξ +Ky, ξ(0) = 0, (19)

де ξ ∈ Rr — вектор стану регулятора, Z, V , U i K — невiдомi матрицi вiдпо-

вiдних розмiрiв r × r, r × l, m× r i m× l.
Теорема 3.4. Для системи (12) iснує динамiчний регулятор (19), що

забезпечує оцiнку J < γ, тодi i лише тодi, коли система спiввiдношень (16)

– (18) i

W =

[
X γIn

γIn Y

]
≥ 0, rankW ≤ n+ r, (20)

сумiсна вiдносно матриць X = XT > 0 i Y = Y T > 0.

При пошуку J-оптимальних динамiчних регуляторiв використовуються

умови теореми 3.4 при мiнiмально можливому значеннi пераметра γ.
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Наведенi методи побудови статичних та динамiчних регуляторiв можна

застосувати для класу нелiнiйних систем

ẋ = A(x)x+B1(x)w +B2(x)u, x(0) = x0,

z = C1(x)x+D11(x)w +D12(x)u,

y = C2(x)x+D21(x)w +D22(x)u,

(21)

де всi матричнi функцiї є неперервними в деякому околi S0 точки x = 0.

Якщо K ∈ KD22
, то det

[
Im − KD22(x)

]
6= 0 при x ∈ S0 i замкнена система

(19), (21) у просторi Rn+r набуває вигляду

˙̂x = M̂(x)x̂+ N̂(x)w, z = F̂ (x)x̂+ Ĝ(x)w. (22)

Динамiчний регулятор (19) в теоремi 3.4 забезпечує робастну стiйкiсть нульо-

вого стану системи (22) зi структурованою невизначенiстю вхiдного вектора

w = γ−1Θz, ΘTPΘ ≤ Q, (23)

а також спiльну квадратичну функцiю Ляпунова v(x̂) = x̂T X̂x̂.

У пiдроздiлi 3.3 наводяться результати розрахункiв для системи стабi-

лiзацiї одноланкового робота-манiпулятора. Використовуючи алгоритм 2.1,

будується стабiлiзуючий динамiчний регулятор, а за допомогою алгоритму

3.1 — динамiчний регулятор повного порядку, що забезпечує умови неекс-

пансивностi та α-стiйкостi замкненої системи. Властивiсть неекспансивностi

лiнiйної системи означає, що J ≤ 1.

У пiдроздiлi 3.5 на основi алгоритму 3.1 будується J-оптимальний динамi-

чний регулятор повного порядку в задачi гасiння коливань лiнiйного осциля-

тора з демпфуванням. Проводиться дослiдження залежностi зваженого фун-

кцiонала якостi вiд механiчних параметрiв та дiагональних елементiв вагових

матриць.

Четвертий роздiл присвячено розробцi нових методiв синтезу дискре-

тних систем керування. Розглядається нелiнiйна система керування

xt+1 = A(xt)xt +B(xt)ut, yt = C(xt)xt +D(xt)ut, (24)
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де xt ∈ Rn, ut ∈ Rm i yt ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану, керування i вимiрю-

ваного виходу системи, а A(xt), B(xt), C(xt) i D(xt) — матрицi вiдповiдних

розмiрiв, неперервно залежнi вiд xt в деякому околi S0 = {x : ‖x‖ ≤ h} то-

чки x = 0, t ∈ T = {0, 1, . . . }, причому rankB = m, rankC = l. Разом з (24)

розглядаємо лiнiйну систему

xt+1 = Axt +But, yt = Cxt +Dut, (25)

де A = A(0), B = B(0), C = C(0) i D = D(0). Спочатку керування шукаємо

у виглядi статичного зворотного зв’язку по виходу

ut = Kyt, K ∈ KD, t ∈ T . (26)

Замкнена лiнiйна система (25), (26) має вигляд

xt+1 = Mxt, M = A+BD(K)C, (27)

деD(K) = (Im−KD)−1K. Систему (27) називаємо ρ-стiйкою, якщо її спектр

σ(M) розмiщений всерединi круга {λ : |λ| < ρ}, де 0 < ρ ≤ 1. Спектральний

запас стiйкостi ρ-стiйкої системи α ≥ 1− ρ.
Сформульвано два критерiї iснування статичного регулятора (26), що за-

безпечує ρ-стiйкiсть замкненої системи (27). Перший критерiй полягає в су-

мiсностi спiввiдношень

B⊥T (AXAT − ρ2X)B⊥ < 0, (28)

AXAT − ρ2X < AXCT (CXCT )−1CXAT , (29)

вiдносно матрицi X = XT > 0, а другий — в сумiсностi спiввiдношень (28) i

C⊥(ATY A− ρ2Y )C⊥T < 0, (30)

вiдносно взаємно обернених матриць X = XT > 0 i Y = Y T > 0. При

виконаннi одного iз даних критерiїв матриця регулятора (26) знаходиться у

виглядi

K = −D(−K0) ∈ KD, (31)
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де K0 — довiльний розв’язок ЛМН

P TK0Q+QTKT
0 P < F, (32)

P =
[
−BT , 0m×n

]
, Q =

[
0l×n, CX

]
, F =

[
ρ2X AX

XAT X

]
.

Якщо виконується один iз даних критерiїв для лiнiйної системи (25), то спiв-

вiдношення (26), (28), (29), (31) i (32) визначають статичний регулятор, що

забезпечує асимптотичну стiйкiсть нульового стану xt ≡ 0 та квадратичну

функцiю Ляпунова v(x) = xTX−1x замкненої нелiнiйної системи (24), (26).

Для розв’зання системи спiввiдношень (28) i (29) вiдносно X пропонується

спецiальний iтерацiйний алгоритм 4.1, на кожному кроцi якого розв’язується

система ЛМН. Даний алгоритм успiшно апробований на прикладi дискре-

тної системи стабiлiзацiї поздовжнього руху гелiкоптера при вертикальному

зльотi i посадцi (пiдроздiл 4.1).

Формулюються умови стабiлiзацiї нульового стану рiвноваги систем (24)

i (25) за допомогою динамiчного регулятора

ξt+1 = Zξt + V yt, ut = Uξt +Kyt, (33)

де ξt ∈ Rr, а Z, V , U i K — шуканi матрицi, r — порядок регулятора, t ∈ T .
Спiввiдношення (24) i (31) можна подати у виглядi системи керування зi

статичним регулятором у розширеному фазовому просторi Rn+r. При умовi

K ∈ KD замкнена лiнiйна система (25), (33) має вигляд (27) з вiдповiдними

матричними коефiцiєнтами.

Теорема 4.3. Наступнi твердження еквiвалентнi:

1) Iснує динамiчний регулятор (33) порядку r, що забезпечує

ρ-стiйкiсть замкненої системи (25), (33).

2) Iснують матрицi X i X0, що задовольняють спiввiдношення (28) i

X ≥ X0 > 0, rank (X −X0) ≤ r, (34)

AX0A
T − ρ2X0 < AX0C

T (CX0C
T )−1CX0A

T . (35)
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3) Iснують матрицi X = XT > 0 i Y = Y T > 0, що задовольняють

спiввiдношення (28), (30) i (10).

Наслiдок 4.1. Нехай виконується одне iз тверджень 2) або 3) теореми

4.3 для лiнiйної системи (25) i K̂0 — розв’язок ЛМН

P T K̂0Q+QT K̂T
0 P < F, (36)

де

Â =

[
A 0n×r

0r×n 0r×r

]
, B̂ =

[
B 0n×r

0r×m Ir

]
, Ĉ =

[
C 0l×r

0r×n Ir

]
,

P =
[
− B̂T , 0m+r×n+r

]
, Q =

[
0l+r×n+r, ĈX̂

]
,

F =

[
ρ2X̂ ÂX̂

X̂ÂT X̂

]
, X̂ =

[
X XT

1

X1 X2

]
> 0, X −X0 = XT

1 X
−1
2 X1 ≥ 0,

K̂0 =

[
K0 U0

V0 Z0

]
, K0 ∈ KD, 0 < ρ ≤ 1.

Тодi динамiчний регулятор (33) з матрицями

K = (Im +K0D)−1K0, U = (Im +K0D)−1U0,

V = V0(Il +DK0)
−1, Z = Z0 − V0D(Im +K0D)−1U0,

(37)

забезпечує асимптотичну стiйкiсть нульового стану x̂ ≡ 0 та квадрати-

чну функцiю Ляпунова v(x̂) = x̂T X̂−1x̂ замкненої нелiнiйної системи (24),

(33).

У пiдроздiлi 4.3 розглядається нелiнiйна система керування

xt+1 = A(xt)xt +B1(xt)wt +B2(xt)ut,

zt = C1(xt)xt +D11(xt)wt +D12(xt)ut,

yt = C2(xt)xt +D21(xt)wt +D22(xt)ut,

(38)

де xt ∈ Rn, ut ∈ Rm, wt ∈ Rs, zt ∈ Rk i yt ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану,

керування, зовнiшнiх збурень, керованого i спостережуваного виходiв,



24

t ∈ T . Для даної системи вводиться критерiй якостi вiдносно вектора керо-

ваного виходу:

J = sup
0<‖w‖2P+xT0X0x0<∞

‖z‖Q√
‖w‖2P + xT0X0x0

. (39)

Ставиться задача побудови J-оптимальних регуляторiв, якi забезпечують ро-

бастну стiйкiсть нульового стану замкненої системи та мiнiмiзують критерiй

якостi J .

Разом з нелiнiйною системою (38) розглядається лiнiйна система

xt+1 = Axt +B1wt +B2ut,

zt = C1xt +D11wt +D12ut,

yt = C2xt +D21wt +D22u,

(40)

де всi матричнi коефiцiєнти формують значення вiдповiдних матричних фун-

кцiй в (38) при xt = 0.

Теорема 4.6. Для лiнiйної системи (40) iснує динамiчний регулятор

(33) з нульовим початковим вектором, що забезпечує оцiнку критерiю яко-

стi J < γ замкненої системи, тодi i лише тодi, коли для деяких матриць

0 < X < γ2X0 i Y = Y T > 0 виконується система спiввiдношень (20) i

W T
R

[
ATXA−X + CT

1 QC1 ATXB1 + CT
1 QD11

BT
1XA+DT

11QC1 BT
1XB1 +DT

11QD11 − γ2P

]
WR < 0, (41)

W T
L

[
AY AT − Y +B1P

−1BT
1 AY CT

1 +B1P
−1DT

11

C1Y A
T +D11P

−1BT
1 C1Y C

T
1 +D11P

−1DT
11−γ2Q−1

]
WL < 0, (42)

де R =
[
C2, D21

]
, L =

[
BT

2 , D
T
12

]
.

При пошуку J-оптимальних динамiчних регуляторiв використовуються

умови теореми 4.6 при мiнiмально можливому значеннi параметра γ.

Якщо K ∈ KD22
, то det

[
Im − KD22(x)

]
6= 0 при x ∈ S0, де S0 — деякий

окiл точки x = 0, i нелiнiйна замкнена система (31), (38) набуває вигляду

x̂t+1 = M̂(xt)x̂t + N̂(xt)wt, zt = F̂ (xt)x̂t + Ĝ(xt)wt, (43)
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де всi матричнi коефiцiєнти є неперервними функцiями в S0. Динамiчний

регулятор (33) в теоремi 4.6 забезпечує робастну стiйкiсть нульового стану

системи (43) зi структурованою невизначенiстю вхiдного вектора

wt = γ−1Θzt, ΘTPΘ ≤ Q, (44)

а також спiльну квадратичну функцiю Ляпунова v(x̂) = x̂T X̂x̂.

У пiдроздiлi 4.4 наводяться результати чисельних експериментiв з ме-

тою побудови наближених J-оптимальних статичних регуляторiв по стану

для дискретної системи стабiлiзацiї перевернутого маятника на рухомiй пла-

тформi. Дослiджено залежнiсть запасу стiйкостi i часу перехiдного процесу

замкненої системи вiд вагових коефiцiєнтiв функцiоналу якостi, якi хара-

ктеризують вплив перемiщення платформи i кута вiдхилення маятника на

зважений рiвень гасiння обмежених збурень, що дiють на платформу.

Хочу висловити щиру подяку моєму науковому керiвнику Олексiю Гри-

горовичу Мазку та завiдувачу вiддiлу математичних проблем механiки та

теорiї керування Iвану Олександровичу Луковському за поради при роботi

над дисертацiєю, а також моїй сiм’ї за пiдтримку.
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Роздiл 1

ОГЛЯД СТАНУ ДОСЛIДЖЕНЬ

1.1. Класичнi методи аналiзу стiйкостi руху, їх розвиток та уза-

гальнення

Математична постановка задачi стiйкостi руху динамiчних систем та кла-

сичнi методи її розв’язування започаткованi в роботi Олександра Михайло-

вича Ляпунова [40]. О.М. Ляпунов вперше ввiв означення стiйкостi, асимпто-

тичної стiйкостi та нестiйкостi розв’язкiв систем диференцiальних рiвнянь

та розробив два методи дослiдження, якi отримали назву перший та другий

(прямий) методи Ляпунова.

При дослiдженнi рiзних типiв стiйкостi довiльного розв’язку системи ди-

ференцiальних рiвнянь незбуреного руху зазвичай будується вiдповiдна си-

стема диференцiальних рiвнянь збуреного руху

ẋ = f(x, t), f(0, t) ≡ 0, x ∈ Rn, t ≥ t0, (1.1)

яка має нульовий розв’язок (стан рiвноваги) x ≡ 0. Нульовий розв’язок си-

стеми (1.1) називається стiйким за Ляпуновим, якщо для будь-яких ε > 0 i

t0 > 0 iснує δ = δ(ε, t0) таке, що для довiльного розв’язку x(t) при ‖x(t0)‖ ≤ δ

i t ≥ t0 виконується нерiвнiсть ‖x(t)‖ ≤ ε. Якщо при цьому δ = δ(ε) не

залежить вiд t0, то стiйкiсть нульового розв’язку є рiвномiрною по поча-

тковому моменту. Розв’язок x ≡ 0 системи (1.1) називається асимптоти-

чно стiйким, якщо вiн стiйкий за Ляпуновим i для будь-якого t0 > 0 iснує

δ = δ(t0) > 0 таке, що всi розв’язки x(t) при ‖x0‖ ≤ δ задовольняють умо-

ву lim
t→∞

x(t) = 0. Якщо при цьому множина початкових векторiв x0 (область

притягання) заповнює весь простiр Rn, то розв’язок x ≡ 0 системи (1.1) на-

зивається асимптотично стiйким в цiлому. Розв’язок x ≡ 0 системи (1.1) на-

зивається експоненцiально стiйким, якщо iснують додатнi числа α, β i γ такi,

що для довiльного розв’язку x(t) при ‖x0‖ ≤ β i t ≥ t0 виконується оцiнка

‖x(t)‖ ≤ γ ‖x0‖ e−α(t−t0).
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Перший метод Ляпунова є достатньо простим та ефективним методом, за

допомогою якого можна, зокрема, дослiдити стiйкiсть розв’язкiв нелiнiйних

систем на основi лiнiйного наближення. Для широкого класу систем (1.1)

можливе квазiлiнiйне представлення

ẋ = A(t)x+ ϕ(x, t), t ≥ t0, (1.2)

де A(t) = ∂f(x,t)
∂x

∣∣
x=0

— матриця Якобi векторної функцiї f(x, t), а векторна

функцiя ϕ(x, t) задовольняє умови

‖ϕ(x, t)‖ ≤ β‖x‖1+α, x ∈ S0, t ≥ t0, α > 0, β > 0. (1.3)

При цьому ϕ(0, t) ≡ 0 i дана система має нульовий розв’язок, а система

ẋ = A(t)x, t ≥ t0, (1.4)

є лiнiйним наближенням для системи (1.1). Лiнiйна система (1.4) називає-

ться експоненцiально стiйкою, якщо для довiльного її розв’язку виконується

двостороння оцiнка

γ1 ‖x0‖ e−α1(t−t0) ≤ ‖x(t)‖ ≤ γ2 ‖x0‖ e−α2(t−t0), t ≥ t0,

де γ1, γ2, α1 i α2 — деякi додатнi сталi. Для класу лiнiйних систем (1.4)

експоненцiальна стiйкiсть еквiвалентна рiвномiрнiй асимптотичнiй стiйкостi.

Iз експоненцiальної стiйкостi системи лiнiйного наближення (1.4) випливає

асимптотична стiйкiсть нульового розв’язку системи (1.2). Якщо система (1.4)

є автономною, то iз її асимптотичної стiйкостi (нестiйкостi) випливає асим-

птотична стiйкiсть (нестiйкiсть) нульового розв’язку системи (1.2).

Лiнiйна автономна система

ẋ = Ax, t ≥ t0, (1.5)

стiйка тодi i лише тодi, коли всi власнi значення матрицi A задовольняють

умови Reλj(A) ≤ 0, j = 1, n, причому чисто уявним власним значенням вiд-

повiдають лише простi елементарнi дiльники. Система (1.5) є асимптотично
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стiйкою лише тодi, коли Reλj(A) < 0, j = 1, n. Для асимптотичної стiйко-

стi лiнiйної неавтономної системи (1.4) достатньо, щоб всi її характеристичнi

показники Ляпунова були вiд’ємними.

Досить унiверсальним i ефективним методом в теорiї стiйкостi руху як

лiнiйних, так i нелiнiйних систем є другий метод Ляпунова — метод функцiй

Ляпунова. В рядi теорем цього методу введенi типи стiйкостi збуреного руху

описуються у виглядi спецiальних властивостей допомiжних функцiй v(x, t)

та їх похiдних по часу в силу системи (знаковизначенiсть, iснування нескiн-

ченно малої вищої границi та iн.). В загальному випадку такi функцiї повин-

нi бути неперервно диференцiйовними i задовольнять тотожнiсть v(0, t) ≡ 0,

t ≥ 0.

Якщо iснує додатно визначена функцiя v(x, t), яка допускає недодатно

визначену похiдну в силу системи (1.1)

v̇(x, t) =
∂v

∂t
+ fT (x, t) gradxv(x, t),

то нульовий стан x ≡ 0 даної системи стiйкий за Ляпуновим (перша теорема

Ляпунова). Якщо при цьому функцiя v(x, t) допускає нескiнченно малу вищу

границю при x→ 0, то нульовий стан x ≡ 0 системи рiвномiрно стiйкий (К.П.

Персидський).

Якщо iснує додатно визначена функцiя v(x, t), яка допускає нескiнченно

малу вищу границю при x → 0 i вiд’ємно визначену похiдну в силу системи

(1.1), то нульовий стан x ≡ 0 даної системи асимптотично стiйкий (друга те-

орема Ляпунова). Якщо до того ж iснує нескiнченно велика нижня границя

функцiї v(x, t) при x → ∞, то нульовий стан x ≡ 0 системи асимптотично

стiйкий в цiлому (теорема Барбашина-Красовського).

Якщо iснує функцiя v(x, t), яка допускає нескiнченно малу вищу границю

при x → 0 i знаковизначену похiдну v̇(x, t) в силу системи (1.1), причому в

довiльному околi S0 стану рiвноваги є точка x0 така, що v(x0, t0) v̇(x0, t0) > 0

при деякому t0 ≥ 0, то нульовий стан x ≡ 0 даної системи нестiйкий за

Ляпуновим (третя теорема Ляпунова). М.Г. Четаєв послабив умови третьої

теореми Ляпунова, розглядаючи лише деяку частину околу S0, яка прилягає
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до початку координат [69].

Функцiї v(x, t), якi задовольняють умови першої, другої i третьої теорем

Ляпунова називаються функцiями Ляпунова вiдповiдно першого, другого i

третього роду. Основнi теореми другого методу Ляпунова допускають зво-

ротнi твердження. Зокрема, для системи знайденi умови iснування функцiй

Ляпунова першого роду (К.П. Персидський) та другого роду (Х.Л. Массе-

ра) [35,52].

Друга теорема Ляпунова посилена для нелiнiйних автономних систем

ẋ = f(x), f(0) = 0, t ≥ t0. (1.6)

Якщо iснує додатно визначена функцiя v(x), яка допускає недодатно визна-

чену похiдну v̇(x) в силу системи (1.6), причому множина {x : v̇(x) = 0} не

мiстить цiлих траєкторiй системи (1.6), окрiм точки x = 0, то стан x ≡ 0

даної системи асимптотично стiйкий (Є.А. Барбашин, Н.Н. Красовський).

Методом функцiй Ляпунова встановленi умови експоненцiальної стiйко-

стi нульового стану класу систем (1.1) (Н.Н. Красовський). Лiнiйна система

(1.4) є експоненцiально стiйкою тодi i лише тодi, коли для деякої неперервної

симетричної матрицi Y (t) iснує неперервно диференцiйовний розв’язок X(t)

матричного диференцiального рiвняння Ляпунова

Ẋ(t) + AT (t)X(t) +X(t)A(t) = Y (t), (1.7)

причому ε1In ≤ X(t) ≤ ε2In, −δ1In ≤ Y (t) ≤ −δ2In, t ≥ t0, де ε1, ε2,

δ1 i δ2 — деякi додатнi сталi. Лiнiйна автономна система (1.5) асимптотично

стiйка тодi i лише тодi, коли для будь-якої матрицi Y = Y T < 0 iснує єдиний

розв’язок X = XT > 0 матричного алгебраїчного рiвняння Ляпунова

ATX +XA = Y. (1.8)

Розв’язки матричних рiвнянь (1.7) i (1.8) є ваговими матрицями квадрати-

чних функцiй Ляпунова v(x, t) = xTX(t)x i v(x) = xTXx для вiдповiдних

класiв систем.
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Розвитку та узагальненню методу функцiй Ляпунова у рiзних напрям-

ках присвячено роботи А.I. Лур’є, М.Г. Четаєва, I.Г. Малкiна, О.М. Лє-

това, Є.О. Барбашина, М.М. Красовського, В.I. Зубова, К.Г. Персидсько-

го, В.В. Рум’янцева, В.М. Матросова, А.А. Мартинюка, Д.Я. Хусаiнова,

Ж. Ла-Салля, Т. Йошизава та iн. Значна кiлькiсть робiт присвячено ме-

тодам побудови функцiй Ляпунова для рiзних типiв систем (див., напри-

клад, [12, 14, 16, 21–23, 30, 39, 55, 61, 66]). Проте, до теперiшнього часу не роз-

роблено унiверсальних конструктивних методiв їх побудови для нелiнiйних

систем, оскiльки в загальному випадку для цього необхiдно побудувати iнте-

грал системи. К.П. Персидським було показано, що функцiю Ляпунова мо-

жна побудувати у виглядi суми квадратiв iнтегралiв системи. Для класу кон-

сервативних систем як аналоги функцiй Ляпунова використовують функцiї

дiї за Гамiльтоном.

Якщо для конкретної системи вдається вдало побудувати функцiю Ляпу-

нова, то це дозволяє вирiшувати багато практичних задач, зокрема, оцiнки

часу та якостi регулювання, опису областi притягання у фазовому просто-

рi та впливу постiйно дiючих збурень тощо. Прямий метод дозволяє вирi-

шувати проблему iснування або вiдсутностi перiодичних розв’язкiв нелiнiй-

них систем, встановити їх обмеженiсть та оцiнити iнтегральнi критерiї яко-

стi [12,24,29]. Методом функцiй Ляпунова вирiшується проблема практичної

стiйкостi, що дає можливiсть оцiнити область у фазовому просторi, де знахо-

дяться траєкторiї системи (див., наприклад, [13]).

Видiлимо клас нелiнiйних систем у векторно-матричнiй формi

ẋ = A(x, t)x, t ≥ t0, (1.9)

де A(x, t) — неперервна матрична функцiя. Нелiнiйнi системи подiбної стру-

ктури iнодi називають квазiлiнiйними. Нульовий стан x ≡ 0 є станом рiвнова-

ги системи (1.9). При вивченнi стiйкостi даного стану доцiльним є застосува-

ння методу квадратичних функцiй Ляпунова v(x, t) = xTX(t)x з неперервно

диференцiйовною додатно визначеною матрицею X(t). В цьому випадку ви-
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раз похiдної за часом в силу системи (1.9) представляється у виглядi:

v̇(x, t) = xTY (x, t)x, Y (x, t) = Ẋ(t) + AT (x, t)X(t) +X(t)A(x, t).

Слiд зазначити, що кожна диференцiальна система (1.1) з неперервно дифе-

ренцiйовною векторною функцiєю f може бути представлена у виглядi (1.9),

при цьому

A(x, t) =
1

n

∫ 1

0

J(θx, t) dθ, J(x, t) =

∥∥∥∥∂fi(x, t)∂xj

∥∥∥∥n
i,j=1

,

де J(x, t) — матриця Якобi векторної функцiї f(x, t).

Розглянемо бiльш загальний, нiж (1.2), клас систем

E(x)ẋ = A(x, t)x+ ϕ(x, t), t ≥ t0, (1.10)

де E(x) i A(x, t) — неперервнi i обмеженi матричнi функцiї при x ∈ S0 i t ≥ t0,

а векторна функцiя ϕ(x, t) задовольняє умови (1.3). Якщо iснує матрична

функцiя X(t), для якої виконуються спiввiдношення

ε1In ≤ X(t) ≤ ε2In, 0 < ε1 ≤ ε2,

ET
0 Ẋ(t)E0 + AT

0 (t)X(t)E0 + ET
0 X(t)A0(t) + ε0In ≤ 0, ε0 > 0,

де E0 = E(0) i A0(t) = A(0, t), то нульовий стан x ≡ 0 системи (1.10) асимпто-

тично стiйкий [42]. При цьому v(x, t) = xTET
0 X(t)E0x є функцiєю Ляпунова

другого роду даної системи.

Iстотним розвитком i узагальненням методу функцiй Ляпунова в теорiї

стiйкостi є метод порiвняння систем. При цьому роль функцiї Ляпунова вико-

нує оператор, що вiдображає простiр станiв дослiджуваної складної системи в

простiр станiв допомiжної системи порiвняння. Розв’язки систем порiвняння

мають властивостi типу монотонностi щодо деякого конуса в просторi станiв,

що iстотно спрощує дослiдження їх стiйкостi i асимптотичних властивостей.

Розглянемо в просторi Rr конус невiд’ємних векторiв K = Rr
+ i диферен-

цiальну систему

ẏ = F (y, t), v(0, t) ≡ 0, t ≥ t0, (1.11)
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права частина якої визначена в деякому околi точки y = 0. Векторна функцiя

F (y, t) називається квазiмонотонно зростаючою вiдносно конуса K, якщо при

всiх i = 1, r i t ≥ t0 виконується умова

y
K
≤ z, yi = zi =⇒ Fi(y, t) ≤ Fi(z, t). (1.12)

Зокрема, якщо F (y, t) дифференцiйовна по компонентам y, то умова (1.12)

еквiвалентна спiввiдношенням ∂Fi(y,t)
∂yj

≥ 0, i 6= j, t ≥ t0. Системи виду

(1.11), для яких виконуються умови (1.12), називаються системами Важев-

ського [54]. Конус K є iнварiантною множиною даного класу систем. Стан

y ≡ 0 системи (1.11) називається стiйким у конусi K, якщо для будь-яких

ε > 0 i t0 ≥ 0 знайдеться таке δ = δ(ε, t0) > 0, що

y0
K
≥ 0, ‖y0‖ ≤ δ =⇒ y(t)

K
≥ 0, ‖y(t)‖ ≤ ε, t ≥ t0.

Якщо при цьому ‖y(t)‖ → 0 для деякого δ > 0, то стан y ≡ 0 системи (1.11)

асимптотично стiйкий в конусi K.
Якщо iснує неперервно диференцiйовна вектор-функцiя v(x, t) =

[v1(x, t), ..., vr(x, t)]
T така, що 1) v(0, t) ≡ 0, 2) функцiя v0(x, t) = max

j
vj(x, t)

додатно визначена i допускає нескiннченно малу вищу границю при x → 0,

3) для деякої квазiмонотонно зростаючої функцiї F (y, t) при t ≥ t0 викону-

ється конусна нерiвнiсть v̇(x, t)
K
≤ F (v(x, t), t), де v̇(x, t) — похiдна функцiї

v(x, t) в силу системи (1.1), то iз стiйкостi (рiвномiрної асиптотичної стiйко-

стi) стану y ≡ 0 системи (1.11) випливає стiйкiсть (рiвномiрна асимптотична

стiйкiсть) стану x ≡ 0 системи (1.1) (В.М. Матросов [1]). Якщо при цьому

всi компоненти векторної функцiї v(x, t) невiд’ємно визначенi, то для стiйко-

стi (асимптотичної стiйкостi) стану y ≡ 0 системи (1.1) достатньо, щоб стан

y ≡ 0 системи (1.12) був стiйким (асимптотично стiйким) в конусi K. Якщо

система Важевського (1.12) автономна, то критерiєм асимптотичної стiйко-

стi стану y ≡ 0 в конусi K є сумiснiсть системи конусних нерiвностей (А.А.

Мартинюк, А.Ю. Оболенський [53])

F (y)
K
< 0, y

K
> 0.



33

Методи порiвняння узагальнено для неперервних та дискретних систем iз

застосуванням рiзних типiв конусiв [28,37,88], що дозволило, зокрема, сфор-

мулювати теореми про робастну стiйкiсть динамiчних систем з невизначено-

стями, якi описуються за допомогою конусних нерiвностей [88,89].

На практицi широко застосовують методи аналiзу та синтезу динамiчних

систем, математичнi моделi яких мiстять невизначенi елементи (параметри,

коефiцiєнти, функцiї тощо). Спiльний стан рiвноваги сiм’ї систем, яку опису-

ють множини невизначених елементiв, називається робастно стiйким, якщо

вiн асимптотично стiйкий при довiльних фiксованих значеннях невизначених

елементiв iз даних множин. В роботах [58,59] наведена класифiкацiя типiв не-

визначеностей, якi виникають при моделюваннi систем керування. При цьому

одночасно дослiджується сiм’я систем, яка визначена або за допомогою де-

якої множини параметрiв (параметрична невизначенiсть), або за допомогою

певної смуги в частотнiй областi (частотна або неструктурована невизначе-

нiсть), або за допомогою деякої допустимої множини матричних коефiцiєнтiв

(матрична невизначенiсть). Якщо невiдомi параметри є випадковими гово-

рять про ймовiрнiсну невизначенiсть. Для практичного застосування досить

зручною є iнтервальна невизначенiсть параметрiв та коефiцiєнтiв системи.

Створено математичний апарат, який дозволяє одночасно дослiджувати рi-

знi типи невизначеностей в системах керування (µ-аналiз) [77].

Про важливiсть проблеми стiйкостi для невизначених систем було зро-

зумiло ще в класичних роботах. I.А. Вишнеградський вперше сформулював

задачу оцiнки стiйкостi стацiонарної параметрично збуреної динамiчної си-

стеми (параметри вiдомi неточно, але фiксованi) [15]. Основою його пiдходу

була побудова областi в просторi параметрiв, якiй вiдповiдає асимптотична

стiйкiсть або задане розмiщення коренiв характеристичного рiвняння. За до-

помогою методу А.М. Ляпунова можна проводити аналiз стiйкостi у просторi

станiв при параметричних збуреннях. Г. Найквiст в 1932 р запропонував ча-

стотний критерiй для дослiдження стiйкостi лiнiйних стацiонарних систем

при непараметричних збуреннях. Критерiй В.М. Попова (1958 р.) дає умови

абсолютної стiйкостi станiв рiвноваги систем регулювання.
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Прикладом теоретично красивого розв’язання однiєї iз практично важли-

вих задач теорiї робастної стiйкостi є теорема Харитонова для матрицi лi-

нiйної системи (1.5) у формi Фробенiуса з iнтервальним характеристичним

полiномом

f(λ) = det(λI −A) = a0 + a1λ+ · · ·+ an−1λ
n−1 + λn = 0, a

K
≤ a

K
≤ a, (1.13)

де a = [a0, . . . , an−1]
T , a = [a0, . . . , an−1]

T , a = [a0, . . . , an−1]
T [64]. Для того,

щоб iнтервальний полiном (1.13) був гурвiцевим, необхiдно i достатньо, щоб

були гурвiцевими чотири полiноми Харитонова:

f1(λ) = a0 + a1λ+ a2λ
2 + a3λ

3 + a4λ
4 + . . . ,

f2(λ) = a0 + a1λ+ a2λ
2 + a3λ

3 + a4λ
4 + . . . ,

f3(λ) = a0 + a1λ+ a2λ
2 + a3λ

3 + a4λ
4 + . . . ,

f4(λ) = a0 + a1λ+ a2λ
2 + a3λ

3 + a4λ
4 + . . . .

В цьому напрямку важливими є графiчний критерiй робастної стiйкостi

полiномiв [57], а також реберна теорема [73]. Слiд зазначити, що аналога

критерiя Харитонова для лiнiйних дискретних систем не iснує (див, напри-

клад, [34, 68]). В роботi [34] наведено достатнi умови робастної стiйкостi лi-

нiйної неавтономної дискретної системи з матрицею у формi Фробенiуса.

При дослiдженнi задач робастної стiйкостi для класу систем типу (1.9) з

невизначеною матрицею A застосовується апарат ЛМН. Так, умови робастної

стiйкостi сiм’ї лiнiйних систем (1.5) з матрицею A ∈ Co{A1, . . . , Aν}, наведенi
в [4, 82], зводяться до сумiсностi системи ЛМН:

AiXj +XjA
T
i + AjXi +XiA

T
j < 2tijI, Xj > I, T = ‖tij‖νi,j=1 < 0.

Для асимптотичної стiйкостi нульового стану нелiнiйної автономної системи

(1.9) достатньо виконання одної iз умов [72]:

1) λmax[A(x) + AT (x)] < 0, x ∈ Rn;

2) aii(x) ≤ h < 0 (x 6= 0),
1

di

n∑
j=1(j 6=i)

dj
|aij(x)|
|aii(x)|

≤ δ < 1,
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де h < 0, δ ∈ (0, 1) i di > 0, i = 1, n. Наведенi умови описують вiдпо-

вiдну функцiональну невизначенiсть даної системи. В загальному випадку

для класу систем (1.9) доцiльно використовувати полiедральну невизначе-

нiсть коефiцiєнтiв. Нульовий стан x ≡ 0 системи (1.9) з невизначенiстю

A(x, t) ∈ Co{A1, . . . , Aν} робастно стiйкий, якщо для деякої симетричної ма-

трицi X виконується система ЛМН [75]

X > 0, AT
kX +XAk < 0, k = 1, ν.

Аналогiчне твердження справедливе для сiм’ї нелiнiйних дискретних систем

xt+1 = A(xt, t)xt, A(xt, t) ∈ Co{A1, . . . , Aν}, xt ∈ Rn, t = 0, 1, . . . ,

iз використанням системи ЛМН

X > 0, AT
kXAk −X < 0, k = 1, ν.

В наведених твердженнях v(x) = xTXx є спiльною квадратичною функцiєю

Ляпунова для вiдповiдних класiв систем.

З розвитком методiв Ляпунова дослiдження стiйкостi та нестiйкостi

розв’язкiв диференцiальних систем у банаховому просторi можна ознайоми-

тися в роботах [19, 62]. Другий метод Ляпунова ефективно застосовується

при розв’язаннi практичних задач автоматичного регулювання, стабiлiзацiї

та оптимiзацiї параметрiв складних динамiчних систем, що функцiонують

пiд впливом постiйно дiючих збурень [6, 7, 59].

Динамiка багатьох механiчних об’єктiв описується у виглядi системи ди-

ференцiальних рiвнянь другого порядку

Cẍ+Bẋ+ Ax = f(t), x ∈ Rn, t ≥ t0, (1.14)

яка отримується на основi рiвняння Лагранжа другого роду у випадку, ко-

ли потенцiальна i кiнетична енергiї подаються у виглядi квадратичних форм

узагальнених координат x i швидкостей ẋ. Матриця мас C = CT описує

iнерцiйнi властивостi системи, матриця B = D + G складається iз матри-

цi дисипативних (D = DT ) та гiроскопiчних (G = −GT ) сил, а складовими
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матрицi A = K + S є матрицi потенцiальних (K = KT ) та неконсерватив-

них позицiйних (S = −ST ) сил [25, 26, 31]. В загальному випадку матричнi

коефiцiєнти в (1.14) можуть залежати вiд x, ẋ i t. Методи структурних пе-

ретворень системи (1.14), запропонованi в [32, 33]), дозволяють виключити

матрицю неконсервативних позицiйних сил S, при вiдсутностi яких викону-

ються наступнi твердження (теореми Томсона-Тета-Четаєва [22,69,94]):

1) якщо detK < 0, то система нестiйка; 2) якщо K > 0 i D ≥ 0, то система

стiйка; 3) якщо K > 0 i D > 0, то система асимптотично стiйка; 4) якщо

D > 0 i матриця K має вiд’ємнi власнi значення, то система нестiйка.

В роботах [2, 3, 42] побудовано алгебраїчнi умови стiйкостi i методи стабi-

лiзацiї механiчних систем на основi матричних нерiвностей та властивостей

гiперболiчних пучкiв матриць. Дослiджено також умови робастної стiйкостi

систем типу (1.14) з полiедральною невизначенiстю коефiцiєнтiв. Зокрема,

встановлено, що якщо

A ∈ Co
{
A1, . . . , Aν1

}
, B ∈ Co

{
B1, . . . , Bν2

}
, (1.15)

i для деяких α, β ∈ R (α+β ≥ 2) виконується система матричних нерiвностей

AT
i C
−1Bj +BT

j C
−1Ai > (αAi − βAT

i )(Bj +BT
j )−1(αAT

i − βAi),

C = CT > 0, Bj +BT
j > 0, α(Ai + AT

i ) ≥ 0, i = 1, ν1, j = 1, ν2,

то нульовий стан системи (1.14) робастно стiйкий вiдносно невизначеностей

(1.15). Умови робастної стiйкостi лiнiйної системи (1.14) можуть бути сфор-

мульованi також в термiнах власних значень квадратичних гiперболiчних пу-

чкiв матриць [42].

1.2. Сучаснi методи стабiлiзацiї динамiчних систем

Стабiлiзацiя руху динамiчних систем є однiєю iз основних задач теорiї

керування. В 30-тi роки минулого столiття домiнували частотнi методи стабi-

лiзацiї систем i вiдповiднi частотнi критерiї стiйкостi (Найквiста, Михайлова).

Цi методи були розповсюдженi на iмпульснi та дискретнi системи, а також
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на деякi класи нелiнiйних систем в задачах абсолютної стiйкостi систем регу-

лювання (Лур’є, Айзерман, Попов). Методи простору станiв, якi складають

основу сучасних напрямкiв в теорiї керування, виникли в 1950-х роках в ре-

зультатi розвитку космiчної i авiацiйної технiки. Динамiка системи в рамках

цих методiв описується диференцiальними або рiзницевими системами рiв-

нянь. Правих частини цих рiвнянь мiстять невiдомi функцiї (керування), якi

необхiдно знайти з метою стабiлiзацiї бажаних траєкторiй або положень рiв-

новаги.

Найпростiша модель лiнiйної системи керування має вигляд

ẋ = Ax+Bu, u = Kx, (1.16)

де x ∈ Rn i u ∈ Rm — вектори вiдповiдно стану i керування, A ∈ Rn×n —

матриця коефiцiєнтiв системи, B ∈ Rn×m — матриця входу, а K ∈ Rm×n —

невiдома матриця коефiцiєнтiв пiдсилення статичного зворотного зв’язку по

стану. Система (або пара матриць (A,B)) називається стабiлiзованою, якщо

iснує матриця зворотного зв’язку K, для якої замкнена система асимптоти-

чно стiйка. Пара матриць (A,B) називається детектованою, якщо пара ма-

триць (AT , BT ) стабiлiзована. Достатньою умовою стабiлiзованостi системи є

критерiй керованостi Калмана rank [B,AB, . . . , An−1B] = n.

Стабiлiзуючу матрицю K в системi (1.16) можна знайти за допомогою

принципу максимуму Понтрягiна або методу динамiчного програмування

Белмана в задачi мiнiмiзацiї квадратичного функцiоналу якостi

J(u, x0) =

∫ ∞
0

ϕ(x, u) dt, ϕ(x, u) =
[
xT , uT

]
Φ

[
x

u

]
, Φ =

[
S N

NT R

]
, (1.17)

де x0 = x(0) — початковий вектор, а блоки симетричної матрицi Φ задоволь-

няють умови R > 0 i S ≥ NR−1NT . Якщо пара матриць (AT , BT ) стабiлiзова-

на, а пара матриць (M,C), де M = A−BR−1NT i S−NR−1NT = CTC ≥ 0,

детектована, то матричне рiвняння Рiккатi

ATX +XA− (XB +N)R−1(BTX +NT ) + S = 0 (1.18)
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має єдиний розв’язок X = XT ≥ 0, а замкнена система (1.16) з матрицею

керування K = −R−1(BTX +NT ) є асимптотично стiйкою, при цьому дося-

гається мiнiмальне значення функцiоналу J(u, x0) = xT0Xx0 [99].

Iз теореми Ляпунова випливають конструктивнi методи побудови стабiлi-

зуючих матриць зворотного зв’язку K, що базуються на розв’язаннi лiнiйних

матричних нерiвностей (див., наприклад [8, 42,58]), зокрема:

K = ZX−1, AX +XAT +BZ + ZTBT < 0

або

K = −BTX−1, AX +XAT < 2BBT .

При цьому v(x) = xTX−1x є функцiєю Ляпунова замкненої системи.

Задача стабiлiзацiї суттєво ускладнюється для класу лiнiйних систем

ẋ = Ax+Bu, y = Cx+Du. (1.19)

Тут вектор спостережуваного виходу y ∈ Rl є лiнiйною комбiнацiєю векторiв

стану та керування, що призводить до певних обмежень на шукану матрицю

зворотного зв’язку K:

u = Ky, det(Im −KD) 6= 0. (1.20)

Задача стабiлiзацiї системи по виходу вiдноситься до категорiї складних

задач теорiї керування [60] i в повнiй мiрi не розв’язана. У [4,98] проведений

огляд вiдомих методiв стабiлiзацiї лiнiйних систем за допомогою статичного

зворотного зв’язку по виходу. Наведемо деякi iз них у випадку D = 0 (див.,

наприклад, [8, 76,79,85]:

1) Iснує керування (1.20), що забезпечує асимптотичну стiйкiсть замкненої

системи (1.19), (1.20), тодi i лише тодi, коли для деякої матрицi X = XT > 0

виконується система спiввiдношень

B⊥T (AX +XAT )B⊥ < 0, C⊥(ATX−1 +X−1A)C⊥T < 0.

При цьому стабiлiзуючу матрицю K можна знайти як розв’язок ЛМН

AX +XAT +BKCX +XCTKTBT < 0.
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2) Якщо для деяких матриць K i X = XT > 0 виконується матрична

нерiвнiсть

AX +XAT −XCTCX + (BK +XCT )(BK +XCT )T < 0

то керування (1.20) забезпечує асимптотичну стiйкiсть замкненої системи

(1.19), (1.20).

3) Якщо пара матриць (A,B) стабiлiзована, пара матриць (A,C) детекто-

вана i матричне рiвняння

AX +XAT −XCTCX + (BK +XCT )(BK +XCT )T = −BBT

сумiсне вiдносно K i X = XT ≥ 0, то керування (1.20) забезпечує асимпто-

тичну стiйкiсть замкненої системи (1.19), (1.20).

У випадках, коли властивостi керованостi i спостережуваностi системи не

гарантують для неї iснування статичного стабiлiзуючого регулятора по ви-

ходу застосовуються динамiчнi регулятори або статичний зворотний зв’язок

по стану спостерiгача [7, 42, 58]. Формально задачi керування за допомогою

динамiчних регуляторiв i спостерiгачiв зводяться до вiдповiдних задач керу-

вання зi статичним зворотним зв’язком у розширеному фазовому просторi

системи [42].

В сучаснiй теорiї керування велика увага придiляється задачам стабiлiза-

цiї неперервних та дискретних систем з невизначеними елементами. Зокрема,

для класу лiнiйних систем керування з афiнною невизначенiстю

ẋ =

[
A0 +

k∑
i=1

Airi(t)

]
x+

[
B0 +

l∑
i=1

Biri(t)

]
u,

|ri(t)| ≤ r, i = 1, . . . , k, |si(t)| ≤ s, i = 1, . . . , l,

(1.21)

де ri(t) i si(t) — невизначенi функцiї, можна побудувати стабiлiзуюче керу-

вання у виглядi u = −γR−1BT
0 Px, де γ > 0 — достатньо велике чимсло, P —

додатно визначений розв’язок алгебраїчного рiвняння Рiккатi [38,93].

Багато робiт присвячено задачам стабiлiзацiї та оптимiзацiї систем з па-

раметричною невизначенiстю. Наприклад, для сiм’ї систем

ẋ = A(p)x+Bu, p ∈ P , (1.22)
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де A(p) — матриця, лiнiйно залежна вiд вектора параметрiв p ∈ P , умови
робастної стабiлiзацiї формулюються наступним чином [58]. Якщо iснують

матрицi X = XT > 0 i Y , що задовольняють параметричнiй системi матри-

чних нерiвностей

A(p)X +XAT (p) +BY + Y TBT < 0, p ∈ P ,

то статичний регулятор

u = Kx, K = Y X−1, (1.23)

робастно стабiлiзує систему (1.22) при всiх p ∈ P , а квадратична форма

v(x) = xTX−1x є спiльною функцiєю Ляпунова для вiдповiдної сiм’ї замкне-

них систем (робастна квадратична стабiлiзацiя [59]). При цьому множина не-

визначеностi P може бути iнтервальною, полiедральною або афiнною. В [58]

наведено також керування, яке при всiх значеннях параметрiв p ∈ P забез-

печує заданий рiвень γ квадратичного критерiю якостi.

Для лiнiйної системи зi структурованою матричною невизначенiстю

ẋ = (A+ F∆H)x+Bu, ‖∆‖ ≤ γ, ∆ ∈ Rp×q, (1.24)

умови робастної квадратичної стабiлiзацiї за допомогою регулятора (1.23)

зводяться до системи ЛМН[
AX +XAT +BY + Y TBT + γ2FF T XHT

HX −Iq

]
< 0, X > 0. (1.25)

При цьому v(x) = xTX−1x є спiльною функцiєю Ляпунова для вiдповiдної

сiм’ї замкнених систем [59].

Для лiнiйної системи (1.19) побудовано множина стабiлiзуючих керувань

u = Ky, KTK ≤ η2Il, (1.26)

на основi неущербленостi так званої S-процедури [7]. Замкнена система (1.19),

(1.26) асимптотично стiйка зi спiльною функцiєю Ляпунова v(x) = xTXx,
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якщо iснує матриця X = X > 0, яка задовольняє ЛМН

Ωγ =


ATX +XA XB CT

BTX −γIm DT

C D −γIl

 < 0, (1.27)

де γ = η−1. Розроблено метод знаходження максимального значення η = ηmax,

при якому система (1.19) з невизначенiстю (1.26) асимптотично стiйка. Та-

ка величина ηmax називається радiусом робастної стабiлiзацiї системи (1.19),

(1.26). Аналогiчний результат отриманий для класу лiнiйних дискретних си-

стем.

Узагальнення даного факту сформульвано в [42]. Розглядається клас

нелiнiйних систем керування, якi можуть бути представленi у векторно-

матричнiй формi

ẋ = A(x, t)x+B(x, t)u, y = C(x, t)x+D(x, t)u, (1.28)

де x ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rl, а матричнi коефiцiєнти A, B, C i D вiдповiдних

розмiрiв неперервно залежать вiд x i t. Стабiлiзуюче керування шукається у

виглядi лiнiйного зворотного зв’язку по виходу

u = K(x, t) y, (1.29)

det[Im −K(x, t)D(x, t)] 6= 0, x ∈ S0, t ≥ 0, (1.30)

де S0 — деякий окiл стану рiвноваги x ≡ 0. Будується множина стабiлiзуючих

матричних функцiй зворотнього зв’язку (1.29) у виглядi

K(x, t) = K∗(x, t) + K̃(x, t), K̃(x, t) ∈ K, (1.31)

де K = {K : KTPK ≤ Q} — елiпсоїдальна множина матриць, P = P T > 0,

Q = QT > 0, а K∗(x, t) — деяка матрична функцiя, що задовольняє умову

(1.30) i забезпечує асимптотичну стiйкiсть нульового стану замкненої системи

з регулятором типу (1.29). Доведено, що якщо для деяких матричних функцiй

X(t) = XT (t) i K∗(x, t) при x = 0 i t ≥ 0 виконуються спiввiдношення

∆(x, t) = DTQD −GTPG < 0, ε1In ≤ X(t) ≤ ε2In, 0 < ε1 ≤ ε2,
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Ω(t) =


Ẋ +MT

∗ X +XM∗ + ε0In XB∗ CT
∗

BT
∗X −P DT

∗

C∗ D∗ −Q−1

 ≤ 0, ε0 > 0,

де G = Im − K∗D, M∗ = A + BD(K∗)C, B∗ = B(Im − K∗D)−1, C∗ =

(Il − DK∗)
−1C, D∗ = (Il − DK∗)

−1D, то будь яке керування (1.29), (1.31)

забезпечує асимптотичну стiйкiсть стану x ≡ 0 системи (1.28) та спiльну

квадратичну функцiю Ляпунова v(x) = xTX(t)x. В роботi [42] також сфор-

мульовано аналог цього твердження для дискретних систем.

В [83] розроблено методи робастної стабiлiзацiї для широкого класу нелi-

нiйних неавтономних систем, якi подаються у виглядi

ẋ = A(·)x+B(·)u, (1.32)

де матричнi коефiцiєнти A(·) i B(·) можуть залежати вiд t, x, x(t − h) та∫ t
t0
x(ξ)dξ, а також вiд невизначених параметрiв. У виглядi (1.32) можуть

бути приедставленi деякi класи нелiнiйних диференцiальних систем iз запi-

зненням та iнтегро-диференцiальних систем керування. В роботi [67] розгля-

нуто нелiнiйнi рiзницевi системи аналогiчного типу з iнтервальними коефiцi-

єнтами iз запiзненням. Встановлено достатнi умови абсолютної стiйкостi на

основi другого методу Ляпунова з використанням функцiоналу Ляпунова–

Красовського.

В кiнцi минулого столiття виник принципово новий клас задач в теорiї ке-

рування — H∞–теорiя, основними засновниками якої вважаються G. Zames,

B.A. Francis, J.C. Doyle i D. Glover. В цьому напрямку дослiджень об’єднались

частотнi методи i методи простору станiв, що дозволило по-новому розв’язу-

вати проблеми стабiлiзацiї та оптимiзацiї як неперервних, так i дискретних

систем керування при наявностi зовнiшнiх збурень i невизначеностей. Зокре-

ма, для системи (1.19) з нульовим початковим вектором x(0) = 0 розглядає-

ться критерiй якостi

J = sup
0<‖u‖2<∞

‖y‖2
‖u‖2

, ‖y‖22 =

∫ ∞
0

yTy dt, ‖u‖22 =

∫ ∞
0

uTu dt, (1.33)
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де вирази ‖y‖2 i ‖u‖2 визначають L2-норму векторних функцiй у вiдповiдних

просторах. Значення J спiвпадає з H∞-нормою передатної матричної функцiї

системи вiд входу u до виходу y (див., наприклад, [58,97,100])

‖H‖∞ = sup
ω∈R

√
λmax(HT (−iω)H(iω)), H(λ) = C(λIn − A)−1B +D,

яка характеризує рiвень гасiння енергiї вхiдних сигналiв при їх проходженнi

через дану систему. При розв’язаннi рiзних задач керування бажано, щоб

дана характеристика була мiнiмальною.

Оцiнка J < γ, еквiвалентна частотнiй нерiвностi HT (−iω)H(iω) < γ2Im

(ω ∈ R), виконується тодi i тiльки тодi, коли для деякої матрицi X = XT > 0

виконується лiнiйна матрична нерiвнiсть (1.27) (див., наприклад, [81,96]). При

цьому матриця A повинна бути гурвiцевою, а система (1.19) зi структурова-

ною невизначенiстю вхiдного вектора (1.26) робастно стiйка зi спiльною фун-

кцiєю Ляпунова v(x) = xTXx. В результатi характеристика (1.33) визначає-

ться як розв’язок оптимiзацiйної задачi: J = inf
{
γ : Ωγ < 0, X = XT > 0

}
.

Загальнi моделi систем керування в рамках лiнiйної H∞-теорiї подаються

у виглядi
ẋ = Ax+B1w +B2u, x(0) = x0,

z = C1x+D11w +D12u,

y = C2x+D21w +D22u,

(1.34)

де x ∈ Rn, u ∈ Rm, w ∈ Rs, z ∈ Rk i y ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану, ке-

рування, зовнiшнiх збурень, керованого i спостережуваного виходiв. Закони

керування будуються у виглядi статичних або динамiчних регуляторiв по спо-

стережуваному виходу, зокрема, по стану системи. В [10] у випадку D22 = 0

отримано критерiй iснування динамiчного регулятора повного порядку r = n

з нульовим початковим вектором

ẋr = Arxr +Bry, u = Crxr +Dry, xr(0) = 0,

який забезпечує бажану оцiнку для зваженого критерiю якостi

Jρ = sup
0<‖w‖22+ρ2xT0 x0<∞

‖z‖2√
‖w‖22 + ρ2xT0 x0

< γ. (1.35)
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Застосування даного критерiю зводиться до знаходження матриць X > 0 i

Y > 0, якi задовольняють систему ЛМН

[
N1 0

0 I

]T 
ATX +XA XB1 CT

1

B1X −γ2I DT
11

C1 D11 −I


[
N1 0

0 I

]
< 0,

[
N2 0

0 I

]T 
AY + Y AT Y CT

1 B1

C1Y −I D11

BT
1 DT

11 −γ2I


[
N2 0

0 I

]
< 0, (1.36)

[
X I

I Y

]
≥ 0, 0 < X < ρ2γ2I,

де стовпцi матриць N1 i N2 утворюють базиси ядер вiдповiдних блочних ма-

триць
[
C2, D21

]
i
[
BT

2 , D
T
12

]
. В [10] при виконаннi умов (1.36) вказано також

спосiб побудови динамiчного регулятора, що забезпечує оцiнку (1.35).

В теорiї керування широко використовується технiка iнварiантних мно-

жин, як засiб розв’язання задач гарантованих оцiнок, фiльтрацiї i мiнiма-

ксного оцiнювання в динамiчних системах з невизначенiстю [34, 59, 68, 74].

Наприклад, за допомогою iнварiантних множин апроксимують областi дося-

жностi динамiчних систем. Серед iнварiантних множин найбiльш зручними

є iнварiантнi елiпсоїди, якi описуються у виглядi

Ex =
{
x ∈ Rn : xTP−1x ≤ 1

}
, P = P T > 0. (1.37)

Побудова iнварiантних елiпсоїдiв для динамiчних систем безпосередньо пов’я-

зана з методом квадратичних функцiй Ляпунова i технiкою ЛМН [56,59,65].

Метод iнварiантних елiпсоїдiв є один iз ефективних засобiв погашення зов-

нiшнiх збурень у системах керування. Синтез оптимального керування за

цим методом зводиться до пошуку так званого мiнiмального iнварiантного

елiпсоїда замкнутої динамiчної системи. Якщо в системi (1.19) матриця A —

Гурвiцева, пара (A,B) керована, rankC = l i D = 0, а вхiдний вектор u обме-

жений (‖u(t)‖ ≤ 1), то елiпсоїд (1.37) є iнварiантним по стану даної системи
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тодi i лише тодi, коли для деякого α > 0 виконується матрична нерiвнiсть

AP + PAT + αP +
1

α
BBT < 0. (1.38)

При цьому множина досяжних виходiв y(t) даної системи належить елiпсоїду

Ey =
{
y ∈ Rl : yT (CPCT )−1y ≤ 1

}
. (1.39)

Це означає, що оцiнка мiри впливу L∞-обмежених вхiдних сигналiв або зов-

нiшнiх збурень на вектор виходу y(t) системи керування зводиться до зна-

ходження мiнiмального обмежуючого елiпсоїду (1.39). Критерiєм мiнiмаль-

ностi елiпсоїда (1.39) може бути його об’єм, найбiльша пiввiсь або величина

f(P ) = tr(CPCT ).

Аналогiчний пiдхiд застосовується в задачi погашення l∞-обмежених зов-

нiшнiх збурень для дискретних систем керування.

Слiд зазначити, що проблема оцiнки впливу зовнiшнiх збурень є однiєю iз

основних в сучаснiй теорiї керування. Розвинуто також альтернативнi пiдхо-

ди до цiєї проблеми iз застосуванням iнших векторних норм: Lk-оптимiзацiя

для неперервних систем та lk-оптимiзацiя для дискретних систем (k = 1, 2)

(див., наприклад, [78, 86, 100]). Бiльшiсть iз них зводяться до систем ЛМН.

Для чисельного розв’язання ЛМН розроблено ефективну оптимiзацiйну про-

цедуру (метод внутрiшньої точки), яка реалiзована у програмному середови-

щi LMI Toolbox комп’ютерної системи Matlab [82].

Наведений огляд лiтератури з теорiї стiйкостi i стабiлiзацiї систем не пре-

тендує на повноту. Данiй тематицi присвячено дуже багато журнальних ста-

тей, пiдручникiв i монографiй. З методами аналiзу стiйкостi i стабiлiзацiї де-

яких класiв нелiнiйних систем можна ознайомитись, наприклад, в [5, 18, 23].

Задача H∞-оптимiзацiї для деяких класiв нелiнiйних систем розв’язана, на-

приклад, в термiнах матричних нерiвностей з нелiнiйно залежними вiд стану

матричними коефiцiєнтами [87,92], але практична реалiзацiя запропонованих

методiв синтезу керування пов’язана з обчислювальними труднощами. Вище

цитовано лише основнi на наш погляд роботи, якi пов’язанi з напрямками

дослiджень даної дисертацiї.
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Роздiл 2

СТАБIЛIЗАЦIЯ СИСТЕМ КЕРУВАННЯ ПО

ВИМIРЮВАНОМУ ВИХОДУ

Побудова стабiлiзуючих статичних та динамiчних регуляторiв по вимi-

рюваному виходу є одна iз найважливiших задач теорiї керування. Задачi

стабiлiзацiї навiть для класiв лiнiйних систем за умов неповної iнформацiї

про їх стан недостатньо вивченi i розв’язанi лише при додаткових обмежен-

нях [4,60]. Слiд зазначити, що практичне застосування багатьох методiв син-

тезу систем керування базується на розв’язуваннi лiнiйних матричних нерiв-

ностей (ЛМН). Для цього створенi достатньо ефективнi засоби LMI Toolbox

комп’ютерної системи Matlab [82].

В даному роздiлi пропонуються новi методи побудови статичних та дина-

мiчних регуляторiв, що забезпечують асимптотичну стiйкiсть станiв рiвнова-

ги деяких типових класiв лiнiйних та нелiнiйних систем керування.

2.1. Допомiжнi твердження

При дослiдженнi блочно-матричних виразiв типу

M =

[
A BT

B C

]
, A = AT , C = CT ,

часто використовуються наступнi твердження.

Лема 2.1. Якщо detA 6= 0, то

i±(M) = i±(A) + i±(C −BA−1BT ). (2.1)

Аналогiчно, якщо detC 6= 0, то

i±(M) = i±(C) + i±(A−BTC−1B). (2.2)

Узагальнення даних формул на випадок вироджених дiагональних блокiв

матрицi M наведено в [42].

З леми 2.1 випливає наступне твердження.
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Лема 2.2. (лема Шура [17]). Якщо detA 6= 0, то виконується наступний

критерiй

M > 0 (≥ 0) ⇐⇒ A > 0, C −BA−1BT > 0 (≥ 0). (2.3)

Аналогiчно, якщо detC 6= 0, то

M > 0 (≥ 0) ⇐⇒ C > 0, A−BTC−1B > 0 (≥ 0). (2.4)

Лема 2.3. [81] Лiнiйна матрична нерiвнiсть

ATXB +BTXTA < C, (2.5)

де A ∈ Rp×n, B ∈ Rq×n i C = CT ∈ Rn×n, має розв’язок X ∈ Rp×q тодi i

лише тодi, коли виконується одна iз умов:

(a) rankA = n, rankB = n;

(b) rankA < n, rankB = n, W T
ACWA > 0;

(c) rankB < n, rankA = n, W T
BCWB > 0;

(d) rankA < n, rankB < n, W T
ACWA > 0, W T

BCWB > 0;

де WA i WB — матрицi, стовпцi яких складають базиси вiдповiдних ядер

ker A i ker B.

В [9] за умов леми 2.3 наведено загальний розв’язок матричної нерiвностi

(2.5) в параметричнiй формi.

2.2. Лiнiйнi системи зi статичним зворотним зв’язком

Розглянемо лiнiйну систему керування

ẋ = Ax+Bu, y = Cx+Du, (2.6)

де x ∈ Rn, u ∈ Rm i y ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану, керування i вимiрю-

ваного виходу системи, а A, B, C i D — матрицi вiдповiдних розмiрiв.

Сформулюємо умови стабiлiзацiї системи (2.6) за допомогою статичних

регуляторiв

u = Ky, K ∈ KD, (2.7)
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де KD = {K ∈ Rm×l : det(Im −KD) 6= 0}. Замкнена система (2.6), (2.7) має

вигляд

ẋ = Mx, M = A+BD(K)C, (2.8)

де D(K) = (Im −KD)−1K — нелiнiйний оператор.

Систему (2.8) будемо називати α-стiйкою, якщо її спектр σ(M) розмiще-

ний у пiвплощинi C−α = {λ : Reλ < −α}, де α ≥ 0. Спектральний запас

стiйкостi α-стiйкої системи не менший, нiж α.

Теорема 2.1. Наступнi твердження еквiвалентнi:

1) Iснує статичний регулятор (2.7), що забезпечує α-стiйкiсть замкне-

ної системи (2.8).

2) Iснує матриця X = XT > 0, що задовольняє спiввiдношення

B⊥T (AX +XAT + 2αX)B⊥ < 0, (2.9)

i(∆) =
{
l, n, 0

}
, ∆ =

[
AX +XAT + 2αX XCT

CX 0

]
. (2.10)

3) Iснують взаємно оберненi матрицi X = XT > 0 i Y = Y T > 0, що

задовольняють спiввiдношення (2.9) i

C⊥(ATY + Y A+ 2αY )C⊥T < 0. (2.11)

При виконаннi одного iз тверджень 2) або 3) регулятор

u = Ky, K = −D(−K0) ∈ KD, (2.12)

де K0 — розв’язок ЛМН

AX +XAT + 2αX +BK0CX +XCTKT
0 B

T < 0, (2.13)

забезпечує α-стiйкiсть замкненої системи (2.8).

Доведення. Оскiльки D(K) = K0, то за теоремою Ляпунова критерiєм α-

стiйкостi замкненої системи (2.8) є виконання нерiвностi (2.13) для деяких

матриць K0 i X > 0. Критерiй iснування розв’язку K0 даної нерiвностi в

термiнах X у виглядi спiввiдношень (2.9) i (2.10) встановлено в [90] на основi
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леми 1 [43]. Нерiвнiсть (2.13) є строгою, тому за умов її сумiсностi завжди

можна вибрати K0 так, щоб det(Im +K0D) 6= 0), тобто K ∈ KD.
Еквiвалентнiсть тверджень 2) i 3) є наслiдком спiввiдношень

i±(∆) = i±(∆1) = i±(C⊥LC⊥T ) + l, ∆1 = RT∆R =

[
C⊥LC⊥T 0

0 S

]
,

де

L = ATY + Y A+ 2αY, R =

[
Y C⊥T 0 Y C+

−C+TL1C
⊥T Il 0

]
,

Y = X−1, S =

[
0 Il

Il C+TL1C
+

]
, i(S) = {l, l, 0}.

Тут R є квадратною невиродженою матрицею.

Стосовно еквiвалентностi тверджень 1) i 3) див. також [7].

2.3. Динамiчнi стабiлiзуючi регулятори

Наведемо аналог теореми 2.1, використовуючи динамiчнi регулятори

ξ̇ = Zξ + V y, u = Uξ +Ky, (2.14)

де ξ ∈ Rr, r ≤ n, Z, V , U i K — невiдомi матрицi. Спiввiдношення (2.6) i

(2.14) можна подати у виглядi системи керування зi статичним регулятором

у розширеному фазовому просторi Rn+r:

˙̂x = Âx̂+ B̂û, ŷ = Ĉx̂+ D̂û, û = K̂ŷ, (2.15)

де

x̂ =

[
x

ξ

]
, ŷ =

[
y

ξ

]
, û =

[
u

ξ̇

]
, K̂ =

[
K U

V Z

]
,

Â =

[
A 0n×r

0r×n 0r×r

]
, B̂ =

[
B 0n×r

0r×m Ir

]
, Ĉ =

[
C 0l×r

0r×n Ir

]
, D̂ =

[
D 0l×r

0r×m 0r×r

]
.

При умовi K ∈ KD замкнена система (2.6), (2.14) має вигляд

˙̂x = M̂ x̂, M̂ = Â+ B̂D̂(K̂)Ĉ, (2.16)



50

де D̂(K̂) = (Im+r − K̂D̂)−1K̂, причому

D̂(K̂) =

 D(K) (Im −KD)−1U

V (Il −DK)−1 Z + V D(Im −KD)−1U

 ,
M̂ =

 M B(Im −KD)−1U

V (Il −DK)−1C Z + V D(Im −KD)−1U

 , M = A+BD(K)C.

Теорема 2.2. Наступнi твердження еквiвалентнi:

1) Iснує динамiчний регулятор (2.14) порядку r, що забезпечує α-

стiйкiсть замкненої системи (2.16).

2) Iснують матрицi X i X0, що задовольняють спiввiдношення (2.9) i

i(∆0) = {l, n, 0}, X ≥ X0 > 0, rank(X −X0) ≤ r, (2.17)

де

∆0 =

[
AX0 +X0A

T + 2αX0 X0C
T

CX0 0

]
.

3) Iснують матрицi X i Y , що задовольняють спiввiдношення (2.9),

(2.11) i

W =

[
X In

In Y

]
≥ 0, rankW ≤ n+ r. (2.18)

Доведення. За теоремою 2.1 маємо наступний критерiй iснування статичного

регулятора, що забезпечує α-стiйкiсть замкненої системи:

B̂⊥T (ÂX̂ + X̂ÂT + 2αX̂)B̂⊥ < 0, i(∆̂) = {l + r, n+ r, 0}, (2.19)

де

∆̂ =

[
ÂX̂ + X̂ÂT + 2αX̂ X̂ĈT

ĈX̂ 0

]
, X̂ =

[
X XT

1

X1 X2

]
> 0, α ≥ 0.

Перше спiввiдношення в (2.19), враховуючи структуру блочних матриць, зво-

диться до матричної нерiвностi (2.9) вiдносно X.

Застосуємо конгруентне перетворення матрицi ∆̂:

L̂∆̂L̂T =

[
∆0 0

0 ∆1

]
, (2.20)



51

де

L̂ =


In −XT

1 X
−1
2 0 −AXT

1 X
−1
2

0 0 Il −CXT
1 X

−1
2

0 Ir 0 0

0 0 0 Ir

 , ∆1 =

[
2αX2 X2

X2 0

]
.

Тут дiагональний блок ∆0 визначено в (2.17) при X0 = X −XT
1 X

−1
2 X1. При

цьому i(∆1) = {r, r, 0}, rank (X −X0) = rank (XT
1 X

−1
2 X1) ≤ r i X ≥ X0.

Отже, iз (2.19) випливають спiввiдношення (2.9) i (2.17) для деяких дода-

тно визначених матриць X i X0. Навпаки, якщо система спiввiдношень (2.9)

i (2.17) сумiсна вiдносно X = XT > 0 i X0 = XT
0 > 0, то, враховуючи (2.20),

завжди можна знайти блочну матрицю X̂ > 0, що задовольняє спiввiдно-

шення (2.19). При цьому матриця X повинна бути її першим дiагональним

блоком, а значеннями X1 i X2 можуть бути, наприклад, множник розкладу

Холецького невiд’ємно визначеної матрицi X − X0 = XT
1 X1 ≥ 0 i одинична

матриця Ir вiдповiдно.

Покажемо, що твердження 2) i 3) еквiвалентнi. Позначимо Y = X−10 i

застосуємо конгруентне перетворення матрицi ∆0:

∆1 = RT∆0R =

[
C⊥LC⊥T 0

0 S

]
,

де

L = ATY + Y A+ 2αY, R =

[
Y C⊥T 0 Y C+

−C+TLC⊥T Il 0

]
, S =

[
0 Il

Il C+TL1C
+

]
.

Неважко встановити, що матриця S має iнерцiю i(S) = {l, l, 0}. Оскiльки R

— квадратна невироджена матриця, то, застосовуючи формулу для iнерцiї

блочної матрицi, отримаємо

i±(∆0) = i±(∆1) = i±(C⊥L1C
⊥T ) + l.

Звiдси випливає, що матрицi X i X0 задовольняють твердження 2) тодi i

лише тодi, коли матрицi X i Y = X−10 задовольняють твердження 3).
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Еквiвалентнiсть тверджень 1) i 3) також всановлюється iз урахуванням

блочної структури використаних матриць (див. також [9]). Для виконання

спiввiдношень (2.18) необхiдно, щоб матрицiX i Y були додатно визначеними.

Теорема доведена.

Зауваження 2.1. Ранговi обмеження в (2.17) i (2.18) завжди виконується у

випадку r = n. Отже, задача стабiлiзацiї системи (2.6) за допомогою динамi-

чного регулятора (2.14) повного порядку r = n зводиться до розв’язування

системи ЛМН (2.9), (2.11) i (2.18).

2.4. Побудова стабiлiзуючих регуляторiв для нелiнiйних систем

Розглянемо нелiнiйну систему керування

ẋ = A(x)x+B(x)u, y = C(x)x+D(x)u, (2.21)

де x ∈ Rn, u ∈ Rm i y ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану, керування i вимi-

рюваного виходу системи, а A(x), B(x), C(x) i D(x) — матрицi вiдповiдних

розмiрiв. Припускаємо, що залежностi A(x), B(x), C(x) i D(x) неперервнi,

причому rankB(x) ≡ m i rankC(x) ≡ l в деякому околi S0 = {x : ‖x‖ ≤ h}
точки x = 0.

Разом з нелiнiйною системою (2.21) будемо розглядати лiнiйну систему

ẋ = Ax+Bu, y = Cx+Du, (2.22)

де A = A(0), B = B(0), C = C(0) i D = D(0).

Сформулюємо теорему про iснування статичного регулятора, що забезпе-

чує асимптотичну стiйкiсть нульового стану x ≡ 0 нелiнiйної системи (2.21).

Теорема 2.3. Нехай виконується одне iз тверджень 2) або 3) теореми 2.1

для лiнiйної системи (2.22). Тодi спiввiдношення (2.12) i (2.13) визначають

статичний регулятор, що забезпечує асимптотичну стiйкiсть нульового

стану x ≡ 0 та квадратичну функцiю Ляпунова v(x) = xTX−1x замкненої

нелiнiйної системи (2.21), (2.12).
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Доведення. Умови (2.9), (2.10) або (2.9), (2.11) забезпечують сумiснiсть ЛМН

(2.13) вiдносноK0. В силу неперервностi матричних функцiйA(x),B(x), C(x)

i D(x) для деякого h > 0 виконується спiввiдношення

M(x)X +XMT (x) + 2αX < 0, x ∈ S0,

де

M(x) = A(x) +B(x)K̃(x)C(x), S0 = {x : ‖x‖ < h}.

K̃(x) = [Im −K∗D(x)]−1K∗, K∗ = (Im +K0D)−1K0, K̃(0) = K0.

Помножимо дану нерiвнiсть злiва та справа на матрицю Y = X−1, отримаємо

M(x)TY + YM(x) + 2αY < 0,

звiдки

v̇(x) < −2α v(x) ≤ 0, x ∈ S0,

де v̇(x) — похiдна функцiї v(x) в силу замкненої системи (2.21), (2.12). Тому

твердження теореми 2.3 є наслiдком теореми 2.1 i теореми Ляпунова про

асимптотичну стiйкiсть [20].

Теорема доведена.

Розглянемо динамiчний регулятор (2.14). Об’єднану систему (2.21), (2.14)

можна подати у виглядi системи керування зi статичним регулятором у роз-

ширеному фазовому просторi:

˙̂x = Â(x̂)x̂+ B̂(x̂)û, ŷ = Ĉ(x̂)x̂+ D̂(x̂)û, û = K̂ŷ, (2.23)

де

x̂ =

[
x

ξ

]
, ŷ =

[
y

ξ

]
, û =

[
u

ξ̇

]
, K̂ =

[
K U

V Z

]
,

Â(x̂) =

[
A(x) 0n×r

0r×n 0r×r

]
, B̂(x̂) =

[
B(x) 0n×r

0r×m Ir

]
,

Ĉ(x̂) =

[
C(x) 0l×r

0r×n Ir

]
, D̂(x̂) =

[
D(x) 0l×r

0r×m 0r×r

]
.
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Якщо в замкненiй системi (2.16) покласти Â = Â(0), B̂ = B̂(0), Ĉ = Ĉ(0),

D̂ = D̂(0), то теорема 2.2 визначає динамiчний регулятор, що забезпечує

асимптотичну стiйкiсть нульового стану замкненої нелiнiйної системи (2.23).

Приведемо алгоритм побудови динамiчного регулятора (2.14), що забез-

печує α-стiйкiсть системи (2.16), а також асимптотичну стiйкiсть нульового

стану замкненої нелiнiйної системи (2.23).

Алгоритм 2.1. 1) Знаходження матриць X i X0, що задовольняють спiввiд-

ношення (2.9) i (2.17).

2) Розклад невiд’ємно визначеної матрицi

X −X0 = XT
1 X1 ≥ 0, X1 ∈ Rr×n, rankX1 ≤ r.

3) Розв’язування ЛМН

ÂX̂ + X̂ÂT + 2αX̂ + B̂K̂0ĈX̂ + X̂ĈT K̂T
0 B̂

T < 0

вiдносно K̂0 при умовах det (Im +K0D) 6= 0 i α ≥ 0, де

X̂ =

[
X XT

1

X1 Ir

]
> 0, K̂0 =

[
K0 U0

V0 Z0

]
.

4) Обчислення матриць регулятора (2.14) за формулами

K = (Im +K0D)−1K0, U = (Im +K0D)−1U0,

V = V0(Il +DK0)
−1, Z = Z0 − V0D(Im +K0D)−1U0.

(2.24)

2.5. Стабiлiзацiя систем за умов невизначеностi

Розглянемо нелiнiйну систему керування (2.21) i припустимо, що матриця

A вiдповiдної лiнiйної системи (2.22) невизначена, причому

A ∈ Co {A1, . . . , Aν}, (2.25)

де A1, . . . , Aν — заданий набiр вершин матричного полiтопа.
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Нехай iснують додатно визначенi матрицi X i Y , якi задовольняють спiв-

вiдношення

B⊥T (AjX +XAT
j + 2αX)B⊥ < 0, j = 1, ν, (2.26)

C⊥(AT
j Y + Y Aj + 2αY )C⊥T < 0, XY = In, j = 1, ν. (2.27)

Тодi для довiльної матрицi A, що подається у виглядi

A =
ν∑
j=1

γjAj, γj ≥ 0,
ν∑
j=1

γj = 1,

виконуються умови (2.9) i (2.11) теореми 2.1, причому (2.13) є наслiдком си-

стеми спiввiдношень

AjX +XAT
j + 2αX +BK0CX +XCTKT

0 B
T < 0, j = 1, ν. (2.28)

При виконаннi (2.26) умови (2.27) можна записати також у виглядi (див.

доведення еквiвалентностi тверджень 2) i 3) теореми 2.1)

i(∆j) =
{
l, n, 0

}
, ∆j =

[
AjX +XAT

j + 2αX XCT

CX 0

]
, j = 1, ν. (2.29)

Отже, якщо для деякої матрицi X = XT > 0 виконується система спiв-

вiдношень (2.26) i (2.29), то статичний регулятор (2.12), де K0 — розв’язок

системи ЛМН (2.28), забезпечує α-стiйкiсть замкненої лiнiйної системи (2.8),

а також робастну стiйкiсть нульового стану x ≡ 0 та квадратичну функцiю

Ляпунова v(x) = xTX−1x замкненої нелiнiйної системи (2.21), (2.12) з неви-

значенiстю (2.25) (див. доведення теореми 2.3).

Аналогiчно формулюються умови iснування динамiчного регулятора

(2.14), що забезпечує α-стiйкiсть системи (2.16), а також робастну стiйкiсть

нульового стану замкненої нелiнiйної системи (2.23) з невизначенiстю (2.25).

При цьому замiсть (2.29) використовуються спiввiдношення

i(∆0j) =
{
l, n, 0

}
, ∆0j =

[
AjX0 +X0A

T
j + 2αX0 X0C

T

CX0 0

]
, j = 1, ν,

де X0 > 0 — довiльна матриця така, що X ≥ X0 i rank(X−X0) ≤ r, а замiсть

обмеження XY = In — спiввiдношення (2.18).
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Викладена методика робастної стабiлiзацiї може бути застосована для не-

лiнiйних систем типу (2.21) з матрицею A, що неперервно залежить вiд x i t.

При цьому параметр α повинен бути строго додатнiм.

Розглянемо системи керування (2.21), (2.22) i сiм’ю статичних регуляторiв

u = Ky, K ∈ K, (2.30)

з елiпсоїдальною множиною матриць коефiцiєнтiв пiдсилення

K = {K : KTPK ≤ Q},

яку визначають заданi матрицi P = P T > 0 i Q = QT > 0 вiдповiдних

розмiрiв. Наведемо умови робастної стабiлiзацiї нульового стану даних систем

як окремий випадок теореми 1 [41].

Лема 2.4. Нехай для деякої матрицi X = XT > 0 виконується матрична

нерiвнiсть 
ATX +XA XB CT

BTX −P DT

C D −Q−1

 < 0. (2.31)

Тодi нульовий стан замкнених систем (2.21), (2.30) i (2.23), (2.30) робастно

стiйкий, причому v(X) = xTXx є спiльною функцiєю Ляпунова даних си-

стем.

Зазначимо, що матричну нерiвнiсть (2.31) за допомогою леми Шура мо-

жна подати у виглядi[
ATX +XA+ CTQC XB + CTQD

BTX +DTQC DTQD − P

]
< 0.

2.6. Висновки до роздiлу

В даному пiдроздiлi розглянуто класи лiнiйних та нелiнiйних систем ке-

рування у векторно-матричнiй формi. На основi методу квадратичних фун-

кцiй Ляпунова дослiджено задачi стабiлiзацiї систем, вектори вимiрюваного
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виходу яких формуються у виглядi лiнiйних комбiнацiй векторiв стану та

керування. Отримано такi результати:

• Запропоновано новi необхiднi та достатнi умови iснування статичного

зворотного зв’язку по вимiрюваному виходу, який забезпечує асимптотичну

стiйкiсть лiнiйної системи керування з бажаним спектральним запасом (α-

стiйкiсть).

• Встановлено необхiднi та достатнi умови iснування динамiчного зворо-

тного зв’язку по вимiрюваному виходу, який забезпечує α-стiйкiсть лiнiйної

системи керування. Отриманi умови у випадку динамiчного регулятора пов-

ного порядку зводяться до розв’язування лiнiйних матричних нерiвностей.

• Показано, що методи побудови статичних та динамiчних регуляторiв,

якi випливають iз отриманих критерiїв стабiлiзацiї лiнiйних систем, можуть

бути застосованi до деякого класу нелiнiйних систем керування у векторно-

матричнiй формi.

• Розроблено новий алгоритм стабiлiзацiї систем керування, що базується

на розв’язуваннi лiнiйних матричних нерiвностей.
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Роздiл 3

РОБАСТНА СТАБIЛIЗАЦIЯ ТА ГАСIННЯ ОБМЕЖЕНИХ

ЗБУРЕНЬ У СИСТЕМАХ КЕРУВАННЯ

В сучаснiй теорiї керування iнтенсивно розвиваються методи робастної

стабiлiзацiї та H∞-оптимiзацiї динамiчних систем, математичнi моделi яких

враховують вплив обмежених зовнiшнiх збурень. Критерiєм якостi J таких

систем є H∞-норма матричної передатної функцiї, яка характеризує рiвень

гасiння обмежених вхiдних сигналiв. ЗадачаH-оптимiзацiї полягає у побудовi

законiв керування, якi мiнiмiзують даний критерiй якостi.

В даному роздiлi викладено деякi узагальнення вiдомих пiдходiв до побу-

дови статичних та динамiчних H∞-регуляторiв по виходу, якi забезпечують

оцiнку та мiнiмiзацiю зважених критерiїв якостi J та J0, а також робастну

стiйкiсть замкненої системи зi структурованою невизначенiстю вхiдних си-

гналiв.

3.1. Означення та допомiжнi твердження

Розглянемо динамiчну систему без керування

ẋ = Ax+Bw, z = Cx+Dw, x(0) = x0, (3.1)

де x ∈ Rn, w ∈ Rs i z ∈ Rk — вектори вiдповiдно стану, зовнiшнiх збурень i

виходу системи, A, B, C i D — сталi матрицi вiдповiдних розмiрiв.

Означення 3.1. [42] Система (3.1) називається неекспансивною, якщо її

вектор виходу при довiльному T > 0 задовольняє нерiвнiсть∫ T

0

zTQzdt ≤
∫ T

0

wTPwdt+ xT0X0x0,

Q = QT > 0, P = P T > 0 i X0 = XT
0 > 0 — деякi ваговi матрицi.

Введемо критерiї якостi системи (3.1) вiдносно її вектора виходу:

J0 = sup
0<‖w‖P<∞

ϕ0(w), ϕ0(w) =
‖z‖Q
‖w‖P

, (3.2)
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J = sup
0<‖w‖2P+xT0X0x0<∞

ϕ(w, x0), ϕ(w, x0) =
‖z‖Q√

‖w‖2P + xT0X0x0
, (3.3)

де ‖z‖Q i ‖w‖P — узагальненi L2-норми вiдповiдних вектор-функцiй, тобто

‖z‖2Q =

∫ ∞
0

zTQz dt, ‖w‖2P =

∫ ∞
0

wTPw dt.

Значення J характеризує зважений рiвень гасiння зовнiшнiх i початкових

збурень у системi (3.1). Даний критерiй якостi вiдомий у випадку вагових

матриць P = Is, Q = Ik i X0 = ρIn [10]. Характеристику системи J0 викори-

стовуємо у випадку нульового початкового вектора x0. Очевидно, що J0 ≤ J ,

оскiльки ϕ(w, 0) = ϕ0(w), тобто J0 i J при x0 = 0 спiвпадають. Якщо систе-

ма (3.1) неекспансивна, то J ≤ 1. Зворотне твердження для класу лiнiйних

систем (3.1) також має мiсце [45].

Лема 3.1. Нехай матриця A гурвiцева. Тодi оцiнка J0 < γ виконується у

тому i лише у тому випадку, коли ЛМН

Φγ =

[
ATX +XA+ CTQC XB + CTQD

BTX +DTQC DTQD − γ2P

]
< 0 (3.4)

має розв’язок X = XT > 0. Для виконання оцiнки J < γ необхiдно i доста-

тньо, щоб була сумiсною система ЛМН (3.4) i

0 < X < γ2X0. (3.5)

Доведення. Достатнiсть. Побудуємо для системи (3.1) квадратичну фун-

кцiю Ляпунова v(x) = xTXx i обчислимо вираз

v̇(x) + zTQz − γ2wTPw = [xT , wT ]Φγ

[
x

w

]
,

де v̇(x) — похiдна даної функцiї у силу системи (3.1). Пiсля iнтегрування

даного виразу, враховуючи спiввiдношення (3.4) i (3.5), маємо нерiвностi

‖z‖2Q < γ2(‖w‖2P + xT0X0x0), ϕ(w, x0) ≤ γ.

Бiльше того, ϕ(w, x0) ≤ γ − ε для деякого ε > 0. Остання нерiвнiсть також є

наслiдком строгих матричних нерiвностей (3.4) и (3.5), якi виконуються при
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зменшеннi γ на достатньо мале число ε. Тому J < γ. Зокрема, у випадку

x0 = 0 повинно бути J0 < γ.

Необхiднiсть. Використаємо розклади додатно визначених матриць

Q = Q̃T Q̃, P = P̃ T P̃ , X0 = X̃T
0 X̃0 i перетворимо систему (3.1):

˙̃x = Ãx̃+ B̃w̃, z̃ = C̃x̃+ D̃w̃, x̃(0) = x̃0, (3.6)

де x̃ = X̃0x, z̃ = Q̃z, w̃ = P̃w, Ã = X̃0AX̃
−1
0 , B̃ = X̃0BP̃

−1, C̃ = Q̃CX̃−10

i D̃ = Q̃DP̃−1. При цьому критерiй якостi (3.3) для системи (3.6) набуває

вигляду

J̃ = sup
0<‖w̃‖2Im+x̃T0 x̃0<∞

‖z̃‖Il√
‖w̃‖2Im + x̃T0 x̃0

.

Якщо J̃ < γ, то для деякої матрицi X̃ = X̃T (див. [10, теорема 1])

0 < X̃ < γ2In, Ω̃ =


ÃT X̃ + X̃Ã X̃B̃ C̃T

B̃T X̃ −γ2Im D̃T

C̃ D̃ −Il

 < 0,

або за законом iнерцiї

0 < X < γ2X0, Ω = ST Ω̃S =


ATX +XA XB CT

BTX −γ2P DT

C D −Q−1

 < 0,

де X = X̃T
0 X̃X̃0, S = diag

{
X̃0, P̃ , Q̃

−1T}. Останнє спiввiдношення за лемою

Шура еквiвалентне матричнiй нерiвностi (3.4).

Лему доведено.

Зауваження 3.1. Якщо вхiдний вектор w(t) розглядати як структуровану

невизначенiсть у виглядi лiнiйного зворотного зв’язку по виходу

w =
1

γ
Θz, ΘTPΘ ≤ Q, (3.7)

то при умовi J0 < γ система (3.1), (3.7) робастно стiйка i має спiльну квадра-

тичну функцiю Ляпунова v(x) = xTXx. Це твердження є наслiдком лем 2.4
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i 3.1 при Θ = γK. На множинi функцiй (3.7) функцiонали ϕ0(w) i ϕ(w, x0)

в (3.2) i (3.3) приймають мiнiмальнi значення, якщо виконується рiвнiсть

ΘTPΘ = Q. Зокрема, у випадку k ≤ s маємо ϕ0(w) = γ при

Θ = (
√
P )−1E

√
Q, E =

 Ik, k = s,[
Ik, 0k×s−k

]T
, k < s.

Iз леми 3.1 також випливає, що критерiї якостi (3.2) i (3.3) системи (3.1)

можна обчислити як розв’язки вiдповiдних оптимiзацiйних задач:

J0 = inf
{
γ : Φγ < 0, X > 0

}
, J = inf

{
γ : Φγ < 0, 0 < X < γ2X0

}
. (3.8)

Якщо в лемi 3.1 замiсть (3.4) використати нерiвнiсть Φγ ≤ 0, то отримаємо

критерiї виконання нестрогих оцiнок J0 ≤ γ i J ≤ γ.

Узагальнимо систему (3.1) у виглядi

ẋ = A(x)x+B(x)w, z = C(x)x+D(x)w, x(0) = x0, (3.9)

де A(x), B(x), C(x) i D(x) — матричнi коефiцiєнти, неперервно залежнi вiд x

у деякому околi S0 стану рiвноваги x ≡ 0. Повторюючи доведення достатностi

леми 3.1 для системи (3.9), отримаємо наступне твердження.
Лема 3.2. Для системи (3.9) виконується оцiнка J0 ≤ γ, якщо iснує ма-

триця X = XT > 0 така, що[
AT (x)X +XA(x) + CT (x)QC(x) XB(x) + CT (x)QD(x)

BT (x)X +DT (x)QC(x) DT (x)QD(x)− γ2P

]
< 0 (3.10)

при x ∈ S0. Якщо до того ж 0 < X ≤ γ2X0, то J ≤ γ.
Зауваження 3.2. При виконаннi умови (3.10) леми 3.2 нульовий стан систе-

ми (3.9) з невизначенiстю (3.7) робастно стiйкий i v(x) = xTXx є спiльною

функцiєю Ляпунова даної системи (див. зауваження 3.1 i теорему 1 [41]).
Наведемо допомiжне твердження, яке вiдоме у випадку γ = 1 [10].

Лема 3.3. Для заданих матриць X > 0, Y > 0 i числа γ > 0 iснують

матрицi X1 ∈ Rr×n, X2 ∈ Rr×r, Y1 ∈ Rr×n i Y2 ∈ Rr×r, що задовольняють

спiввiдношення

X̂ =

[
X XT

1

X1 X2

]
> 0, Ŷ =

[
Y Y T

1

Y1 Y2

]
> 0, X̂Ŷ = γ2In+r, (3.11)
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тодi i лише тодi, коли

W =

[
X γIn

γIn Y

]
≥ 0, rankW ≤ n+ r. (3.12)

Доведення. Iз леми Шура i формули для рангу блочних матриць випливає

еквiвалентнiсть спiввiдношень (3.12) i

Z = Y − γ2X−1 ≥ 0, rankZ ≤ r. (3.13)

Застосуємо формулу Фробенiуса [17] для обернення блочної матрицi X̂ в

(3.11):

1

γ2

[
Y Y T

1

Y1 Y2

]
=

[
X−1 +X−1XT

1 H
−1X1X

−1 −X−1XT
1 H

−1

−H−1X1X
−1 H−1

]
,

де H = X2 − X1X
−1XT

1 . Звiдси маємо Z = γ2X−1XT
1 H

−1X1X
−1 ≥ 0. Це

означає, що (3.13) є наслiдком (3.11).

Покажемо, що (3.11) є наслiдком (3.13), використовуючи, наприклад, роз-

клад невiд’ємно визначеної матрицi Z = V TV , де V ∈ Rr×n — довiльна ма-

триця така, що kerV = kerZ. Покладемо

X1 =
1

γ
V X, X2 =

1

γ2
V XV T + Ir, Y1 = −γV, Y2 = γ2Ir. (3.14)

Тодi H = Ir > 0 i виконуються спiввiдношення (3.11).

Лему доведено.

3.2. Оцiнка рiвня гасiння обмежених збурень в рiвняннях регуля-

тора

Розглянемо системи (2.21) i (2.22) з початковим вектором x(0) = x0 i

керуванням

u = K∗y + w, K∗ ∈ KD, (3.15)

де w ∈ Rm — вектор обмежених зовнiшнiх збурень. Перепишемо вiдповiднi

замкненi системи у виглядi

ẋ = A∗(x)x+B∗(x)w, y = C∗(x)x+D∗(x)w, x(0) = x0, (3.16)
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ẋ = A∗x+B∗w, y = C∗x+D∗w, x(0) = x0, (3.17)

де A∗(x) = A(x) +B(x)Dx(K∗)C(x), B∗(x) = B(x)(Im −K∗D(x))−1,

C∗(x) = (Il − D(x)K∗)
−1C(x), D∗(x) = (Il − D(x)K∗)

−1D(x), A∗ = A∗(0),

B∗ = B∗(0), C∗ = C∗(0), D∗ = D∗(0), Dx(K∗) = (Im −K∗D(x))−1K∗. Вхiдна

вектор-функцiя w(t) i початковий вектор x0 вважаються невiдомими.

Оскiльки A∗ = A + BK0C, B∗ = B(Im + K0D), C∗ = (Il + DK0)C i

D∗ = (Il + DK0)D, де K0 = D(K∗), то матричну нерiвнiсть типу (3.4) для

системи (3.17) можна подати у виглядi ЛМН вiдносно K0:

LT0K0R0 +RT
0K

T
0 L0 + Ω < 0, (3.18)

де

R0 =
[
C,D, 0l×l

]
, L0 =

[
BT , DT , 0m×m

]
X̃,

X̃ =


X 0 0

0 0 Il

0 Im 0

 , Ω =


ATX +XA XB CT

BTX −γ2P DT

C D −Q−1

 .
Застосовуючи лему 3.1 i вираховуючи вирази WR0

i WL0
в твердженнi леми

2.3 для даної ЛМН, маємо наступний результат.
Теорема 3.1. Для лiнiйної системи (3.17) iснує матриця K∗ така, що

J < γ тодi i лише тодi, коли сумiсна система спiввiдношень

W T
R

[
ATX +XA+ CTQC XB + CTQD

BTX +DTQC DTQD − γ2P

]
WR < 0, (3.19)

W T
L

[
AY + Y AT +BP−1BT Y CT +BP−1DT

CY +DP−1BT DP−1DT − γ2Q−1

]
WL < 0, (3.20)

0 < X < γ2X0, XY = γ2In, (3.21)

де R = [C,D], L = [BT , DT ].

Зауваження 3.3. Якщо матрицi X i Y задовольняють умови (3.19) – (3.21),

то матрицю K∗ в теоремi 3.1 можна побудувати у виглядi

K∗ = K0(Il +DK0)
−1, (3.22)

де K0 — довiльна матриця, що задовольняє ЛМН (3.18), причому −K0 ∈ KD.
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Розглянемо системи (2.21) i (2.6) з динамiчним зворотним зв’язком

ξ̇ = Zξ + V y, u = Uξ +Ky + w, ξ(0) = ξ0, (3.23)

де ξ ∈ Rr i w ∈ Rm — вектори вiдповiдно стану регулятора i вхiдних сигналiв

(зовнiшнiх збурень), Z, V , U iK — невiдомi сталi матрицi. При умовiK ∈ KD
вiдповiднi замкненi системи мають вигляд

˙̂x = M̂(x)x̂+ N̂(x)w, y = F̂ (x)x̂+ Ĝ(x)w, x̂(0) = x̂0, (3.24)

˙̂x = M̂x̂+ N̂w, y = F̂ x̂+ Ĝw, x̂(0) = x̂0, (3.25)

де

x̂ =

[
x

ξ

]
, M̂(x) =

[
A(x) +B(x)K0(x)C(x) B(x)U0(x)

V0(x)C(x) Z0(x)

]
,

N̂(x) =

[
B(x) +B(x)K0(x)D(x)

V0(x)D(x)

]
, Ĝ(x) = D(x) +D(x)K0(x)D(x),

F̂ (x) =
[
C(x) +D(x)K0(x)C(x), D(x)U0(x)

]
,

M̂ = M̂(0), N̂ = N̂(0), F̂ = F̂ (0), Ĝ = Ĝ(0),

K0(x) = (Im −KD(x))−1K, U0(x) = (Im −KD(x))−1U,

V0(x) = V (Il −D(x)K)−1, Z0(x) = Z + V D(x)(Im −KD(x))−1U.

За лемою 3.2 для нелiнiйної системи (3.24) виконується оцiнка Ĵ ≤ γ,

де Ĵ — критерiй якостi типу (3.3) з ваговими матрицями P , Q i X̂0, якщо

виконується система спiввiдношень

0 < X̂ ≤ γ2X̂0, Φ̂(x̂) ≤ 0, x̂ ∈ Rn+r, (3.26)

де

Φ̂(x̂) =

[
M̂T (x̂)X̂ + X̂M̂(x̂) + F̂ T (x̂)QF̂ (x) X̂N̂(x̂) + F̂ T (x̂)QĜ(x̂)

N̂T (x̂)X̂ + ĜT (x̂)QF̂ (x) ĜT (x̂)QĜ(x̂)− γ2P

]
,

X̂ =

[
X XT

1

X1 X2

]
> 0, X̂0 =

[
X0 XT

01

X01 X02

]
> 0.
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Будемо шукати динамiчний регулятор (3.23) з нульовим початковим ве-

ктором ξ0 = 0. Тодi критерiй якостi Ĵ спiвпадає з J . Для лiнiйної системи

(3.25) замiсть (3.26) маємо умови

0 < X̂ < γ2X̂0, Φ̂(0) < 0. (3.27)

Теорема 3.2. Для лiнiйної системи (2.22) iснує динамiчний регулятор

(3.23) з нульовим початковим вектором, що забезпечує критерiй якостi

J < γ тодi i лише тодi, коли для деяких матриць X = XT > 0 i Y = Y T > 0

виконується система спiввiдношень (3.5), (3.12), (3.19) i (3.20).

Доведення. За лемою 3.1 для лiнiйної системи (3.25) J < γ тодi i лише то-

дi, коли спiввiдношення (3.27) виконуються при x̂ = 0. Оскiльки ξ0 = 0,

то обмеження на X̂ i X̂0 в (3.27) зводяться до спiввiдношення для перших

дiагональних блокiв 0 < X < γ2X0 (див. доведення леми 3.1).

Перепишемо спiввiдношення Φ̂(0) < 0 у виглядi ЛМН вiдносно блочної

матрицi K̂0:

L̂T K̂0R̂ + R̂T K̂T
0 L̂+ Ω̂ < 0, (3.28)

де

Ω̂ =


ATX +XA ATXT

1 XB CT

X1A 0 X1B 0

BTX BTXT
1 −γ2P DT

C 0 D −Q−1

 , L̂T =


XB XT

1

X1B X2

0 0

D 0

 ,

R̂ =

[
C 0 D 0

0 Ir 0 0

]
, K̂0 =

[
K0 U0

V0 Z0

]
.

Для iснування розв’язку K̂0 матричної нерiвностi (3.28) необхiдно i доста-

тньо, щоб виконувались спiввiдношення (лема 2.3)

W T
R̂

Ω̂WR̂ < 0, W T
L̂

Ω̂WL̂ < 0. (3.29)
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Обчислимо матрицi

WR̂ = E1


WR 0

0 0

0 Il

 , WL̂ = E2


WL 0

0 Im

0 0

 ,
де

E1 =


In 0 0 0

0 0 Ir 0

0 Im 0 0

0 0 0 Il

 , E2 =


γ2Y 0 0 γ−2Y T

1

γ2Y1 0 0 γ−2Y2

0 0 Im 0

0 Il 0 0

 ,

Ŷ =

[
Y Y T

1

Y1 Y2

]
= γ2X̂−1.

Блоки взаємно обернених матриць X̂ i Ŷ задовольняють рiвностi

XY +XT
1 Y1 = γIn, XY T

1 +XT
1 Y2 = 0,

X1Y +X2Y1 = 0, X1Y
T
1 +X2Y2 = γIr.

Враховуючи цi рiвностi i блочну структуру наведених виразiв, спiввiдноше-

ння (3.29) набувають вигляду (3.19) i (3.20), де невiдомими є лише першi

дiагональнi блоки X i Y вiдповiдних матриць X̂ i Ŷ . Умови (3.12) є необхi-

дними i достатнiми для iснування блочних взаємно обернених матриць X̂ > 0

i Ŷ > 0 iз наперед заданими першими дiагональними блоками X > 0 i Y > 0

(див. лему 3.3). При цьому рангове обмеження в (3.12) завжди виконується

у випадку динамiчного регуляторя повного порядку r = n.

Наведемо алгоритм побудови динамiчного регулятора (3.23), що задоволь-

няє теорему 3.2 при γ = 1 i забезпечує властивiсть неекспансивностi замкне-

ної системи (3.25).

Алгоритм 3.1. 1) обчислення матрицьWR iWL, деR = [C,D], L = [BT , DT ];

2) знаходження матриць X = XT > 0 i Y = Y T > 0, що задовольняють

спiввiдношення (3.12), (3.19), (3.20) i X < X0;

3) формування блочних взаємно обернених матриць X̂ i Ŷ ;
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4) розв’язання ЛМН (3.28) вiдносно K̂0 при обмеженнi det(Il +DK0) 6= 0;

5) обчислення матриць регулятора (3.23) за формулами (2.24).

В п. 3) наведеного алгоритму можна використати формулу Фробенiуса

для обернення блочних матриць [17], згiдно з якою

X = Y −1 + Y −1Y T
1 H

−1Y1Y
−1, X1 = −H−1Y1Y −1, X2 = H−1,

де H = Y2 − Y1Y −1Y T
1 . Якщо для деяких матриць X1 i H виконуються спiв-

вiдношення

X − Y −1 = XT
1 HX1 ≥ 0, H = HT > 0, rankX1 ≤ r,

то можна покластиX2 = H−1, Y1 = −HX1Y i Y2 = H+HX1Y X
T
1 H. Зокрема,

при умовах r = n i X > Y −1 можна взяти X1 = X2 = X − Y −1 i

H = (X − Y −1)−1.

Слiд вiдмiтити, що в теоремах 3.1 i 3.2 матрицi P i Q є заданими. Але

в алгоритмi робастної стабiлiзацiї 3.1 їх можна вважати невiдомими i обчи-

слювати разом з додатно визначеними матрицями X i Y . Крiм того, можна

враховувати невизначенiсть A ∈ Co{A1, . . . , Aα}.

3.3. Приклад. Стабiлiзацiя одноланкового робота-манiпулятора

Розглянемо систему керування одноланкового робота-манiпулятора, кру-

говий рух ланки якого навколо одного з кiнцiв здiйснюється за допомогою

гнучкого з’єднання ланки та виконавчого механiзму (рис. 1). Мiж виконав-

чим механiзмом (валом електодвигуна) i кiнцем ланки знаходиться лiнiйна

торсiйна пружина. Дана система описується в виглядi двох нелiнiйних дифе-

ренцiальних рiвнянь другого роду, якi вiдповiдають за механiчний баланс ви-

конавчого механiзму та ланки робота-манiпулятора без урахування сил тер-

тя i зовнiшнiх збурень. Рiвняння руху системи представляються в векторно-
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Рис. 3.1: Одноланковий робот-манiпулятор.

матричнiй формi (2.21), де

A(x) =



0 1 0 0

−µghϕ(θ1) + k

J1
0

k

J1
0

0 0 0 1
k

J2
0 − k

J2
− d

J2


,

B =


0

0

0
1

J2

 , x =


θ1

θ̇1

θ2

θ̇2

 ,
x1 i x2 — кутовi координати вiдповiдно ланки манiпулятора i вала двигу-

на, u — керуючий момент, який створює двигун, J1 i J2 — моменти iнерцiї

вiдповiдно ланки манiпулятора i вала двигуна, k — жорсткiсть передатного

механiзму, d — коефiцiєнт демпфування, µ — маса ланки манiпулятора, h —

довжина ланки манiпулятора, g — прискорення вiльного падiння, µgh sin θ1

— момент сили тяжiння, що дiє на ланку манiпулятора, ϕ(θ) = (sin θ)/θ —

неперервна функцiя.

Нехай µgh = 5, d = 0, 1, k = 100, J1 = 1, J2 = 0, 3 i вимiрюється вектор

виходу

y = Cx+Du =
[
θ̇2 + u

]
, C =

[
0 0 0 1

]
, D =

[
1
]
.

Використовуючи алгоритм 2.1, отримано шуканi матрицi динамiчного регу-
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лятора (3.23)

K =
[

1, 03905
]
, U =

[
1, 78373 0, 47388 3, 32968 −4, 93660

]
,

V =


−1, 77794

3, 46321

27, 22583

−1, 20941

, Z =


7, 75694 −18, 47507 −128, 02370 5, 73633

12, 78966 −22, 37844 −179, 45836 7, 37386

135, 31195 −252, 41576 −2078, 56531 84, 27264

−39, 63772 77, 04892 614, 12793 −35, 01502

,
який забезпечує α-стiйкiсть замкненої лiнiйної системи (3.25) при α = 0, 3.

Нульовий розв’язок замкненої нелiнiйної системи (3.24) також асимптотично

стiйкий.

Крiм того, поклавши в (3.19) P = 1, Q = 0, 01 i X0 = 10I4, за допомогою

алгоритму 3.1 побудовано динамiчний регулятор (3.23) з матрицями

K =
[

1, 82161
]
, U =

[
−1, 29476 0, 01041 1, 25865 0, 96167

]
,

V =


1, 10060

−13, 80181

−2, 03002

51, 48452

 , Z =


−2, 27078 −76, 73505 4, 34814 220, 43906

1, 01722 −0, 21598 −0, 03272 0, 85998

2, 21576 72, 41993 −4, 24540 −223, 16699

−0, 04464 0, 56263 1, 08013 −5, 89252

 ,
що забезпечує критерiй якостi J < 1. Знайдено також матрицi

X =


7, 67175 −0, 67223 −0, 46220 −0, 33429

−0, 67223 1, 76134 1, 98760 0, 53081

−0, 46220 1, 98760 5, 20547 0, 70099

−0, 33429 0, 53081 0, 70099 0, 17849

 ,

Y =


374, 39850 −165, 72393 376, 51701 −135, 90249

−165, 72393 1627, 17576 −178, 84153 151, 20462

376, 51701 −178, 84153 393, 51496 −179, 48245

−135, 90249 151, 20462 −179, 48245 4902, 68005

 ,
що задовольняють систему ЛМН (2.18), (3.19), (3.20) i X < X0, а в якостi

доповнюючих блокiв X1 и X2 вибраний вираз X − Y −1. При цьому нульовий
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розв’язок систем (3.24) i (3.25) зi структурованою невизначенiстю w = Θy

(ΘTPΘ ≤ Q) робастно стiйкий зi спiльною функцiєю Ляпунова v(x̂) = x̂T X̂x̂.

0 0,2 0,4 0,6 t
-1

-0,5

0

0,5

1

x, ξ
x

1

x
2

x
3

x
4

ξ
1

ξ
2

ξ
3

ξ
4

Рис. 3.2: Поведiнка замкненої системи керування (алгоритм 2.1).
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Рис. 3.3: Поведiнка замкненої системи керування (алгоритм 3.1).

На рис. 2 i 3 показана поведiнка розв’язку замкненої нелiнiйної системи

керування (3.24) з початковим вектором

x̂0 =
[
0, 1, −0, 2, 0, 3, −0, 4, −0, 1, 0, 2, −0, 3, 0, 4

]T



71

при використаннi динамiчного регулятора (3.23) повного порядку r = 4 з ма-

трицями K, U , V i Z при w = 0, якi отриманi за допомогою алгоритмiв 2.1

i 3.1. Суцiльними i штрих-пунктирними лiнiями позначено траєкторiї вiдпо-

вiдно системи xi(t) i регулятора ξi(t) (i = 1, 4).

3.4. Системи стабiлiзацiї з керованими i спостережуваними вихо-

дами

Розглянемо систему керування

ẋ = Ax+B1w +B2u, x(0) = x0,

z = C1x+D11w +D12u,

y = C2x+D21w +D22u,

(3.30)

де x ∈ Rn, u ∈ Rm, w ∈ Rs, z ∈ Rk i y ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану,

керування, зовнiшнiх збурень, керованого i спостережуваного виходiв, а всi

матричнi коефiцiєнти вiдповiдних розмiрiв сталi. Нас цiкавлять керування,

якi понижують критерiї якостi (3.2) i (3.3) та забезпечують умови неекспан-

сивностi замкненої системи вiдносно вектора керованого виходу z. Статичнi

та динамiчнi регулятори, якi мiнiмiзують критерiй якостi J , будемо називати

J-оптимальними. J0-оптимальне керування у випадку одиничних вагових

матриць функцiоналу ϕ0(w) є H∞-оптимальним.

Якщо керування у системi (3.30) шукати у виглядi статичного зворотного

зв’язку

u = Ky, det(Im −KD22) 6= 0, (3.31)

то замкнена система набуває вигляду

ẋ = Mx+Nw, z = Fx+Gw, x(0) = x0, (3.32)

де M = A+B2K0C2, N = B1 +B2K0D21, F = C1 +D12K0C2,

G = D11+D12K0D21, K0 = (Im−KD22)
−1K. Застосуємо лему 3.1 для системи

(3.32) i, враховуючи лему Шура, подамо критерiй виконання оцiнки J0 < γ у
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виглядi 
MTX +XM XN F T

NTX −γ2P GT

F G −Q−1

 < 0. (3.33)

При цьому X = XT > 0, а матриця M повинна бути гурвiцевою. Спiввiдно-

шення (3.33) можна переписати у виглядi ЛМН вiдносно K0:

L̂TK0R̂ + R̂TKT
0 L̂+ Ω < 0, (3.34)

де R̂ =
[
R, 0l×k

]
, R =

[
C2, D21

]
, L̂ =

[
L, 0m×s

]
X̃, L =

[
BT

2 , D
T
12

]
,

X̃ =


X 0 0

0 0 Ik

0 Is 0

 , Ω =


ATX +XA XB1 CT

1

BT
1X −γ2P DT

11

C1 D11 −Q−1

 .
Якщо матрична нерiвнiсть (3.34) сумiсна, то завжди можна вибрати такий

його розв’язок K0, щоб det(Im −KD22) 6= 0, де

K = K0(Il +D22K0)
−1. (3.35)

Далi застосуємо твердження (d) леми 2.3 до нерiвностi (3.34). Оскiльки

WR̂ =

[
WR 0

0 Ik

]
, WL̂ = X̃−1

[
WL 0

0 Is

]
,

то iснування розв’язку K0 матричної нерiвностi (3.34) еквiвалентне спiввiд-

ношенням

W T
R

[
ATX +XA+ CT

1 QC1 XB1 + CT
1 QD11

BT
1X +DT

11QC1 DT
11QD11 − γ2P

]
WR < 0, (3.36)

W T
L

[
AY + Y AT +B1P

−1BT
1 Y CT

1 +B1P
−1DT

11

C1Y +D11P
−1BT

1 D11P
−1DT

11 − γ2Q−1

]
WL < 0, (3.37)

де Y = γ2X−1. Таким чином, доведено таке твердження.
Теорема 3.3. Для системи (3.30) iснує статичний регулятор (3.31), що

забезпечує оцiнку J0 < γ (J < γ), тодi i лише тодi, коли для деякої матрицi

X = XT > 0 виконується система спiввiдношень (3.36) i (3.37)
(
(3.5), (3.36)

i (3.37)
)
.
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Розглянемо випадок статичного зворотного зв’язку по стану: C2 = In,

D21 = 0 i D22 = 0. Оскiльки XY = γ2In i WR =
[
0s×n, Is

]T , то в цьому

випадку спiввiдношення (3.5) i (3.36) набувають вигляду[
X0 In

In Y

]
≥ 0, (3.38)

DT
11QD11 − γ2P < 0. (3.39)

Наслiдок 3.1. Для системи (3.30) iснує статичний регулятор по стану

u = Kx, що забезпечує оцiнку J0 < γ (J < γ), тодi i лише тодi, коли для де-

якої матрицi Y = Y T > 0 виконується система спiввiдношень (3.37) i (3.39)(
(3.37) – (3.39)

)
. При цьому замкнена система (3.32) з невизначенiстю (3.7)

робастно стiйка i має спiльну функцiю Ляпунова v(x) = γ2xTY −1x, а ма-

трицю регулятора K можна знайти у виглядi (3.35), де K0 — розв’язок

ЛМН (3.34).

Побудуємо динамiчний регулятор порядку r з нульовим початковим ве-

ктором:

ξ̇ = Zξ + V y, u = Uξ +Ky, ξ(0) = 0, (3.40)

де ξ ∈ Rr — вектор стану регулятора, Z, V , U i K — невiдомi матрицi вiдпо-

вiдних розмiрiв r × r, r × l, m× r i m× l. Припустимо, що

det(Im −KD22) 6= 0. (3.41)

Тодi замкнена система (3.30), (3.40) набуває вигляду

˙̂x = M̂x̂+ N̂w, z = F̂ x̂+ Ĝw, x̂(0) = x̂0, (3.42)

де

x̂ =

[
x

ξ

]
, M̂ =

[
A+B2K0C2 B2U0

V0C2 Z0

]
= Â+ B̂2K̂0Ĉ2,

N̂ =

[
B1 +B2K0D21

V0D21

]
= B̂1 + B̂2K̂0D̂21,

F̂ =
[
C1 +D12K0C2, D12U0

]
= Ĉ1 + D̂12K̂0Ĉ2,
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Ĝ = D11 +D12K0D21 = D11 + D̂12K̂0D̂21,

Â =

[
A 0n×r

0r×n 0r×r

]
, B̂2 =

[
B2 0n×r

0r×m Ir

]
, Ĉ2 =

[
C2 0l×r

0r×n Ir

]
,

K̂0 =

[
K0 U0

V0 Z0

]
, B̂1 =

[
B1

0r×s

]
, D̂21 =

[
D21

0r×s

]
,

Ĉ1 =
[
C1, 0k×r

]
, D̂12 =

[
D12, 0k×r

]
.

Тут невiдомими є блоки матрицi K̂0

K0 = (Im −KD22)
−1K, U0 = (Im −KD22)

−1U,

V0 = V (Il −D22K)−1, Z0 = Z + V D22(Im −KD22)
−1U,

якi однозначно визначають шуканi матрицi динамiчного регулятора (3.40):

K = (Im +K0D22)
−1K0, U = (Im +K0D22)

−1U0,

V = V0(Il +D22K0)
−1, Z = Z0 − V0D22(Im +K0D22)

−1U0.
(3.43)

Застосуємо твердження леми 3.1 для системи (3.42) i, враховуючи лему

Шура, перепишемо критерiй виконання оцiнки J0 < γ у виглядi
M̂T X̂ + X̂M̂ X̂N̂ F̂ T

N̂T X̂ −γ2P ĜT

F̂ Ĝ −Q−1

 < 0, X̂ =

[
X XT

1

X1 X2

]
> 0. (3.44)

При цьому матриця M̂ повинна бути гурвiцевою. Оскiльки критерiй якостi Ĵ

типу (3.3) для системи (3.42) з початковим вектором x̂0 =
[
xT0 , 0

]T спiвпадає

з J , де X0 — перший дiагональний блок матрицi X̂0, то iснування розв’язку

системи (3.44) при обмеженнi (3.5) еквiвалентне нерiвностi J < γ i у випадку

γ = 1 забезпечує неекспансивнiсть системи вiдносно критерiя якостi J .

Враховуючи блочну структуру матриць в (3.42), перепишемо перше спiв-

вiдношення (3.44) у виглядi ЛМН вiдносно K̂0:

L̂T K̂0R̂ + R̂T K̂T
0 L̂+ Ω̂ < 0, (3.45)
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де

R̂ =
[
R̂1, 0l+r×k

]
, R̂1 =

[
Ĉ2, D̂21

]
,

L̂ =
[
L̂1, 0m+r×s

]
X̃, L̂1 =

[
B̂T

2 , D̂
T
12

]
,

X̃ =


X̂ 0 0

0 0 Ik

0 Is 0

 , Ω̂ =


ÂT X̂ + X̂Â X̂B̂1 ĈT

1

B̂T
1 X̂ −γ2P DT

11

Ĉ1 D11 −Q−1

 .
Якщо дана нерiвнiсть сумiсна, то завжди можна вибрати такий розв’язок K̂0,

щоб виконувалась умова (3.41).

Оскiльки

WR̂ =

[
WR̂1

0

0 Ik

]
, WL̂ = X̃−1

[
WL̂1

0

0 Is

]
,

то iснування розв’язку K̂0 матричної нерiвностi (3.45) еквiвалентне спiввiд-

ношенням (див. лему 2.3)

W T
R̂1

[
ÂT X̂ + X̂Â+ ĈT

1 QĈ1 X̂B̂1 + ĈT
1 QD11

B̂T
1 X̂ +DT

11QĈ1 DT
11QD11 − γ2P

]
WR̂1

< 0,

W T
L̂1

[
ÂŶ + Ŷ ÂT + B̂1P

−1B̂T
1 Ŷ ĈT

1 + B̂1P
−1DT

11

Ĉ1Ŷ +D11P
−1B̂T

1 D11P
−1DT

11 − γ2Q−1

]
WL̂1

< 0,

де Ŷ = γ2X̂−1. Далi, використовуючи блочнi вирази

WR̂1
=


In 0 0

0 0 Ir

0 Is 0


[

WR

0r× s1

]
, R =

[
C2, D21

]
,

WL̂1
=


In 0 0

0 0 Ir

0 Ik 0


[

WL

0r× k1

]
, L =

[
BT

2 , D
T
12

]
,

де s1 = n+s−rankR i k1 = n+k−rankL, отриманi спiввiдношення набувають

вигляду (3.36) i (3.37), де X i Y — першi дiагональнi блоки матриць (3.11).

Таким чином, враховуючи лему 3.3, доведено таке твердження.
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Теорема 3.4. Для системи (3.30) iснує динамiчний регулятор (3.40), що

забезпечує оцiнку J0 < γ (J < γ), тодi i лише тодi, коли система спiввiд-

ношень (3.12), (3.36) i (3.37)
(
(3.5), (3.12), (3.36) i (3.37)

)
сумiсна вiдносно

матриць X = XT > 0 i Y = Y T > 0.

Наведемо алгоритм побудови динамiчного регулятора (3.40), який за-

довольняє умови теореми 3.4, а також забезпечує робастну стiйкiсть за-

мкненої системи (3.42) з невизначенiстю (3.7) i спiльну функцiю Ляпунова

v(x̂) = x̂T X̂x̂, де X̂ — розв’язок ЛМН (3.44).

Алгоритм 3.2. 1) обчислення матриць WR i WL, де R =
[
C2, D21

]
,

L =
[
BT

2 , D
T
12

]
;

2) знаходження матриць X = XT > 0 i Y = Y T > 0, якi задовольняють

систему спiввiдношень (3.5), (3.12), (3.36) i (3.37);

3) побудова розкладу Z = Y − γ2X−1 = V TV , де V ∈ Rr×n, kerV = kerZ,

i формування блочної матрицi

X̂ =

[
X XT

1

X1 X2

]
> 0, X1 =

1

γ
V X, X2 =

1

γ2
V XV T + Ir;

4) розв’язання ЛМН (3.45) вiдносно K̂0 при обмеженнi (3.41);

5) обчислення матриць регулятора (3.40) за формулами (3.43).

Для забезпечення оцiнки J0 < γ додаткове обмеження (3.5) в п. 2) дано-

го алгоритму можна не використовувати. При визначеннi матриць X i Y у

випадку динамiчного регулятора повного порядку виконується рангове обме-

ження в (3.12) i необхiдно розв’язати систему ЛМН. Всi iншi блоки матриць

(3.11) можуть бути визначенi за допомогою спiввiдношень (3.14).

Можна сформулювати аналоги теореми 3.4 i вiдповiднi алгоритми побу-

дови регуляторiв для системи (3.30), в яких враховуються невизначеностi

полiедрального типу

A ∈ Co{A1, . . . , Aν1}, B1 ∈ Co{B1
1 , . . . , B

ν2
1 },

C1 ∈ Co{C1
1 , . . . , C

ν3
1 }, D11 ∈ Co{D1

11, . . . , D
ν4
11},
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а матрицi P i Q разом з X i Y визначаються при розв’язаннi системи матри-

чних нерiвностей типу (3.36) i (3.37), сформованої для всiх вершин заданих

полiтопiв. Дiйсно, спiввiдношення (3.36) i (3.37) за допомогою леми Шура

можна подати у виглядi

[
W T

R 0

0 Ik

]
ATX +XA XB1 CT

1

BT
1X −γ2P DT

11

C1 D11 −Q−1


[
WR 0

0 Ik

]
< 0,

[
W T

L 0

0 Is

]
AY + Y AT Y CT

1 B1

C1Y −γ2Q−1 D11

BT
1 DT

11 −P


[
WL 0

0 Is

]
< 0.

Тут матричнi вирази залежать вiд A, B1, C1 i D11 лiнiйно. Тому твердження

теореми 3.4 виконуються, якщо замiсть (3.36) i (3.37) використати систему

ЛМН

[
W T

R 0

0 Ik

]
AT
i X +XAi XB1j CT

1p

BT
1jX −γ2P DT

11q

C1p D11q −Q−1


[
WR 0

0 Ik

]
< 0,

[
W T

L 0

0 Is

]
AiY + Y AT

i Y CT
1p B1j

C1pY −γ2Q−1 D11q

BT
1j DT

11q −P


[
WL 0

0 Is

]
< 0.

i = 1, ν1, j = 1, ν2, p = 1, ν3, q = 1, ν4.

Викладенi методи побудови статичних та динамiчних регуляторiв типу

(3.31) i (3.40) можна застосувати до бiльш загального класу нелiнiйних систем

з керованими i спостережуваними виходами

ẋ = A(x)x+B1(x)w +B2(x)u, x(0) = x0,

z = C1(x)x+D11(x)w +D12(x)u,

y = C2(x)x+D21(x)w +D22(x)u,

(3.46)

де всi матричнi коефiцiєнти є неперервними функцiями стану x ∈ S0. При

цьому виконується висновок про робастну стабiлiзацiю нульового стану рiв-
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новаги вiдповiдних замкнених нелiнiйних систем типу (3.32) i (3.42) з неви-

значенiстю (3.7) (див. зауваження 3.1), а характеристики якостi J0 i J даних

систем можна оцiнити за допомогою леми 3.2.

Зазначимо, що для побудови наближених J-оптимальних законiв керуван-

ня для наведених класiв систем можуть бути застосованi твердження теорем

3.3 i 3.4 при мiнiмально можливих значеннях параметра γ.

3.5. Приклад. Гасiння коливань лiнiйного осцилятора

Розглянемо рiвняння руху керованого лiнiйного осцилятора з демп-

фуванням

ϕ̈+ δϕ̇+ ω2
0ϕ = u+ w, (3.47)

де δ i ω0 — вiдповiдно коефiцiєнт демпфування i власна частота коливань

осцилятора, u — керування, а w — обмежене зовнiшнє збурення. Нехай

z =
[
ϕ, u

]T — керований, а y = ϕ — спостережуваний виходи даної системи,

яка подається у виглядi (3.30), де

A =

[
0 1

−ω2
0 −δ

]
, B1 = B2 =

[
0

1

]
, C1 =

[
1 0

0 0

]
, C2 =

[
1, 0

]
,

D11 =

[
0

0

]
, D12 =

[
0

1

]
, D21 = D22 = 0, x =

[
ϕ

ϕ̇

]
.

Для системи без керування (u = 0) згiдно з (3.8) знайдено вiдповiднi

характеристики J0 = 1, 001 i J = 1, 289 при таких значеннях параметрiв:

δ = 0, 1, ω0 = 1, P = 1, Q =

[
q1 0

0 q2

]
, X0 =

[
ρ1 0

0 ρ2

]
,

де q1 = 0, 01, q2 = 0, 1, ρ1 = ρ2 = 0, 04. Дослiджено залежностi даних ха-

рактеристик вiд δ i ω0, а також вiд дiагональних елементiв вагових матриць

Q i X0 (див. рис. 3.4, 3.6 i 3.8). Рiвень гасiння зовнiшнiх i початкових збу-

рень осцилятора зменшується при збiльшеннi його власної частоти коливань

i майже не змiнюється при збiльшеннi коефiцiєнта демпфування (рис. 3.4).
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Далi, застосовуючи алгоритм 3.2, проводилась мiнiмiзацiя параметра γ,

при якому виконується теорема 3.4. В результатi при γ = 0, 865 наближено

побудовано J-оптимальний динамiчний регулятор (3.40) повного порядку з

матрицями

Z =

[
−0, 06612 −0, 09307

0, 23117 −1, 05843

]
, V =

[
−0, 00037

0, 11011

]
,

U =
[
− 0, 31404 3, 90247

]
, K = −0, 23776,

який забезпечує властивостi робастної стiйкостi i неекспансивностi замкненої

системи (3.42), матриця M̂ якої має спектр

σ(M̂) =
{
− 0, 16870± 1, 01840 i; −0, 78994; −0, 09722

}
.

Даний регулятор суттєво понизив рiвнi гасiння зовнiшнiх i початкових збу-

рень (див. порiвняння значень функцiй J0(q1, q2) i J(ρ1, ρ2) для системи без ке-

рування (рис. 3.6, 3.8) i замкненої системи (рис. 3.7, 3.9)). Так, для наведених

значень параметрiв i матриць регулятора J0 = 0, 39062 < J = 0, 86181 < 1.

Осцилятор з побудованим регулятором (3.40) зберiгає асимптотичну стiй-

кiсть при довiльнiй функцiї збурення (невизначеностi)

w(t) =
1

γ
θz(t), θ = [θ1, θ2],

θ21
q1

+
θ22
q2
≤ 1, |w| ≤ 1

γ

√
q1ϕ2 + q2u2, (3.48)

значення якої знаходяться мiж двома поверхнями (див. рис. 3.5).

На рис. 3.10 показана поведiнка розв’язкiв системи без керування з поча-

тковим вектором x0 = [1,−2]T , а на рис. 3.11 — поведiнка розв’язкiв замкненої

системи (3.42) з регулятором (3.40) i початковим вектором x̂0 = [1,−2, 0, 0]T .

При цьому функцiя збурення w задана у виглядi (3.48) при θ1 =
√
q1/2 i

θ2 =
√
q2/2.
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Рис. 3.4: Залежнiсть J вiд δ i ω0.
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Рис. 3.5: Область невизначеностi.
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Рис. 3.6: Залежнiсть J0 вiд q1 i q2 (система без керування).
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Рис. 3.7: Залежнiсть J0 вiд q1 i q2 (замкнена система).
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Рис. 3.8: Залежнiсть J вiд ρ1 i ρ2 (система без керування).
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Рис. 3.9: Залежнiсть J вiд ρ1 i ρ2 (замкнена система).
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Рис. 3.10: Поведiнка системи без керування з початковим вектором

x0 = [1,−2]T .
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Рис. 3.11: Поведiнка замкненої системи з початковим вектором

x̂0 = [1,−2, 0, 0]T .
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3.6. Висновки до роздiлу

В даному пiдроздiлi розглянуто класи лiнiйних та нелiнiйних систем керу-

вання у векторно-матричнiй формi. На основi методу квадратичних функцiй

Ляпунова дослiджено задачi оцiнки та гасiння обмежених збурень у системах

з керованими i спостережуваними виходами. Отримано такi результати:

• Встановлено необхiднi та достатнi умови виконання верхньої оцiнки кри-

терiю якостi лiнiйної системи, що характеризує зважений рiвень гасiння обме-

жених зовнiшнiх та початкових збурень. Побудована множина значень векто-

ра збурень, при яких система має властивiсть робастної стiйкостi.

• Сформульовано критерiї iснування статичних та динамiчних регулято-

рiв з наявними збуреннями, якi гарантують бажанi оцiнки вiдповiдних кри-

терiїв якостi та робастну стiйкiсть замкненої системи.

• Для класу лiнiйних систем з керованими i спостережуваними вихода-

ми встановлено критерiї iснування статичних та динамiчних регуляторiв з

нульовим початковим вектором, якi забезпечують задану оцiнку зваженого

рiвня гасiння зовнiшнiх i початкових збурень, робастну стiйкiсть та спiльну

квадратичну функцiю Ляпунова замкненої системи.

• Розроблено алгоритм побудови динамiчного регулятора, який дозволяє

оцiнити та мiнiмiзувати зважений рiвень гасiння обмежених збурень у систе-

мах з керованими i спостережуваними виходами.

• Ефективнiсть розроблених методiв синтезу систем керування продемон-

стровано в задачах стабiлiзацiї одноланкового робота-манiпулятора та гасiння

коливань лiнiйного осцилятора.
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Роздiл 4

СИСТЕМИ КЕРУВАННЯ З ДИСКРЕТНИМ ЧАСОМ

4.1. Умови стабiлiзацiї дискретних систем

Розглянемо нелiнiйну систему керування

xt+1 = A(xt)xt +B(xt)ut, yt = C(xt)xt +D(xt)ut, (4.1)

де xt ∈ Rn, ut ∈ Rm i yt ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану, керування i вимiрю-

ваного виходу системи, а A(xt), B(xt), C(xt) i D(xt) — матрицi вiдповiдних

розмiрiв, неперервно залежнi вiд xt в деякому околi S0 = {x : ‖x‖ ≤ h} точки
x = 0, t ∈ T = {0, 1, . . . }.

Припустимо, що rankB = m, rankC = l i разом з (4.1) розглядаємо

лiнiйну систему

xt+1 = Axt +But, yt = Cxt +Dut, (4.2)

де A = A(0), B = B(0), C = C(0) i D = D(0). Сформулюємо умови стабiлi-

зацiї нульового стану рiвноваги систем (4.1) i (4.2) за допомогою статичних

регуляторiв

ut = Kyt, K ∈ KD, t ∈ T , (4.3)

де KD =
{
K ∈ Rm×l : det(Im −KD) 6= 0

}
. Замкнена система (4.2), (4.3) має

вигляд

xt+1 = Mxt, M = A+BD(K)C, (4.4)

де D(K) = (Im −KD)−1K — нелiнiйний оператор у просторi матриць Rm×l.

Систему (4.4) будемо називати ρ-стiйкою, якщо її спектр σ(M) розмi-

щений всерединi круга {λ : |λ| < ρ}, де 0 < ρ ≤ 1. Спектральний запас

стiйкостi ρ-стiйкої системи α ≥ 1− ρ.

Теорема 4.1. Наступнi твердження еквiвалентнi:

1) Iснує статичний регулятор (4.3), що забезпечує ρ-стiйкiсть замкне-

ної системи (4.4).
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2) Iснує матриця X = XT > 0, що задовольняє спiввiдношення

B⊥T (AXAT − ρ2X)B⊥ < 0, (4.5)

AXAT − ρ2X < AXCT (CXCT )−1CXAT . (4.6)

3) Iснують взаємно оберненi матрицi X = XT > 0 i Y = Y T > 0, що

задовольняють спiввiдношення (4.5) i

C⊥(ATY A− ρ2Y )C⊥T < 0. (4.7)

Якщо виконується одне iз тверджень 2) або 3), то регулятор

ut = Kyt, K = −D(−K0) ∈ KD, t ∈ T , (4.8)

де K0 — довiльний розв’язок ЛМН

P TK0Q+QTKT
0 P < F, (4.9)

P =
[
−BT , 0m×n

]
, Q =

[
0l×n, CX

]
, F =

[
ρ2X AX

XAT X

]
,

забезпечує ρ-стiйкiсть замкненої системи (4.4).

Доведення. Оскiльки D(K) = K0, то за теоремою Ляпунова критерiєм дося-

гнення ρ-стiйкостi системи (4.4) є iснування розв’язкуX = XT > 0 матричної

нерiвностi

Y0 = (A+BK0C)X(A+BK0C)T − ρ2X < 0, (4.10)

яка на основi конгруентного перетворення [42][
B+

B⊥+

]
Y0
[
B+T, B⊥

]
=

[
B+Y0B

+T B+Y0B
⊥

B⊥+Y0B
+T S

]
< 0,

зводиться до системи спiввiдношень (4.5) i

H0 +K0H1 +HT
1 K

T
0 +K0H2K

T
0 < 0, (4.11)

де

H0 = B+(L− LRL)B+T , H1 = CXAT (In −RL)B+T ,
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H2 = C(X −XATRAX)CT , L = AXAT − ρ2X,

R = B⊥S−1B⊥T , S = B⊥TLB⊥.

При виконаннi умови (4.5) критерiєм iснування матрицi K0, що задовольняє

(4.11), є обмеження на iнерцiю блочної матрицi H (див. доведення леми 3.1.1

i теореми 6.1.1 в [42]):

i(H) =
{
l,m, 0

}
, H =

[
H0 HT

1

H1 H2

]
.

З iншого боку H = Ĥ0− ĤT
1 Ĥ

−1
2 Ĥ1 i згiдно з (2.2) i±(Ĥ) = i±(S) + i±(H),

де

Ĥ=

[
Ĥ0 ĤT

1

Ĥ1 Ĥ2

]
=


B+LB+T B+AXCT B+LB⊥

CXATB+T CXCT CXATB⊥

B⊥TLB+T B⊥TAXCT S

 = V1∆V
T
1 ,

∆ =

[
AXAT − ρ2X AXCT

CXAT CXCT

]
, V T

1 =

[
B+T 0 B⊥

0 Il 0

]
.

Оскiльки V1 — квадратна невироджена матриця, то i(Ĥ) = i(∆) =
{
l, n, 0

}
,

що еквiвалентно нерiвностi (4.6). Отже, твердження 1) i 2) еквiвалентнi.

Доведемо еквiвалентнiсть тверджень 2) i 3). Застосуємо формули (2.1) i

(2.2) до блочної матрицi

Ω =


−ρ2X 0 A

0 0 C

AT CT −X−1

 ,
отримаємо рiвностi i(∆) = i(∆1) = i(∆2), де

∆1 =

[
0 C

CT ρ−2ATY A− Y

]
, Y = X−1,

∆2 = ρ2V2∆1V
T
2 =

[
E 0

0 C⊥ZC⊥T

]
, Z = ATY A− ρ2Y,
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E =

[
C+TZC+ ρ2Il

ρ2Il 0

]
, i(E) = {l, l, 0},

V T
2 =

[
0 Il −ρ−2C+TZC⊥T

C+ 0 C⊥T

]
, detV2 6= 0.

Оскiльки V2 — квадратна невироджена матриця, то i±(∆2) = i±(C⊥ZC⊥T )+l.

Враховуючи еквiвалентнiсть спiввiдношень i(∆) = {l, n, 0} i (4.6) можемо

стверджувати, що при умовi (4.5) матричнi нерiвностi (4.6) i (4.7) еквiвален-

тнi.

Зазначимо, що еквiвалентнiсть тверджень 1) i 3) можна встановити без-

посередньо, застосовуючи твердження (d) леми 2.5 для ЛМН (4.9) (див. та-

кож [9]):

W T
P FWP > 0, W T

QFWQ > 0, WP =

[
B⊥ 0

0 In

]
, WQ =

[
In 0

0 Y C⊥T

]
.

При цьому шуканий регулятор можна побудувати на основi спiввiдношень

(4.8) i (4.9).

Теорему доведено.

Сформулюємо достатнi умови стабiлiзацiї стану рiвноваги нелiнiйної си-

стеми (4.1).

Теорема 4.2. Нехай виконується одне iз тверджень 2) або 3) теореми 4.1

для лiнiйної системи (4.2). Тодi спiввiдношення (4.8) i (4.9) визначають

статичний регулятор, що забезпечує асимптотичну стiйкiсть нульового

стану xt ≡ 0 та квадратичну функцiю Ляпунова v(x) = xTX−1x замкненої

нелiнiйної системи (4.1), (4.8).

Доведення. За теоремою 4.1 для замкненої лiнiйної системи (4.4) маємо

MXMT − ρ2X < 0, MTYM − Y < (ρ2 − 1)Y ≤ 0,

де Y = X−1. При цьому в силу неперервностi матричних функцiй A(x), B(x),

C(x) i D(x) для деякого h > 0 виконуються спiввiдношення

det [Im −KD(x)
]
6= 0, MT (x)YM(x)− Y < (ρ2 − 1)Y ≤ 0, x ∈ S0,
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де M(x) = A(x) + B(x)
[
Im −KD(x)

]−1
KC(x), S0 = {x : ‖x‖ < h}, причому

M(0) = M . Тодi для першої рiзницi функцiї v(x) в силу нелiнiйної системи

(4.1) маємо

v(xt+1)− v(xt) = xTt
[
MT (xt)YM(xt)− Y

]
xt < (ρ2 − 1)v(xt) ≤ 0, xt ∈ S0.

Отже, твердження теореми 4.2 є наслiдком теореми 4.1 i аналога теореми

Ляпунова про асимптотичну стiйкiсть для дискретних систем.

Теорему доведено.

Матричну нерiвнiсть (4.6) в твердженнi 2) теореми 4.1 можна подати у

виглядi ASAT < ρ2X, де

S = X −XCT (CXCT )−1CX = G

[
0 0

0 Ψ(Z)

]
GT , X = GZGT ,

G =
[
C+, C⊥T

]
, Z =

[
Z1 ZT

2

Z2 Z3

]
, Ψ(Z) = Z3 − Z2Z

−1
1 ZT

2 .

На основi даних спiввiдношень i твердження 2) теореми 4.1 наведемо iте-

рацiйний алгоритм обчислення матрицi регулятора (4.3), який забеспечує

ρ-стiйкiсть лiнiйної системи (4.2) i асимптотичну стiйкiсть нульового стану

нелiнiйної системи (4.1).

Алгоритм 4.1. 1) Знаходження матриць B⊥, C⊥, C+ i G.

2) Вибiр початкового наближення Z0 i розв’язування системи ЛМН вiд-

носно Zk:

B⊥T
(
AGZkG

TAT − ρ2GZkGT
)
B⊥ < 0, Zk =

[
Zk1 ZT

k2

Zk2 Zk3

]
,

ρ2GZkG
T > AG

[
0 0

0 Ψ(Zk−1)

]
GTAT , 0 < Zk ≤ Zk−1, k = 1, N,

де Ψ(Zk) = Z3k − Z2kZ
−1
1k Z

T
2k, N — кiлькiсть iтерацiй.

3) Розв’язування ЛМН (4.9) вiдносно K0 при умовах

X = GZNG
T , −K0 ∈ KD.

4) Обчислення матрицi регулятора K за формулою K = −D(−K0).
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В даному алгоритмi монотонна i обмежена послiдовнiсть матриць

Z0 ≥ Z1 ≥ ... ≥ Zk ≥ ... > 0 має границю. Якщо на деякому кроцi k = N

вiдповiдна матриця X задовольняє умови (4.5) i (4.6), то стабiлiзуючий регу-

лятор для систем (4.1) i (4.2) можна визначити за допомогою спiввiдношень

(4.8) i (4.9).

Приклад. Для iлюстрацiї теореми 4.1 i результативностi алгоритму 4.1

розглянемо дискретну модель поздовжнього руху гелiкоптера при вертикаль-

ному зльотi i посадцi, яка описується системою рiвнянь (4.2) з матрицями [95]

A =


1, 00000 0, 00027 0, 00016 −0, 00456

0, 00048 0, 98995 −0, 00018 −0, 04001

0, 00100 0, 00365 0, 99303 0, 01407

0, 00001 0, 00002 0, 00997 1, 00010

 ,

B =


0, 00442 0, 00175

0, 03527 −0, 07554

−0, 05494 0, 04461

−0, 00028 0, 00022

 , C =

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]
, D =

[
0 0

0 0

]
.

Компонентами фазового вектора xt є вiдповiдно горизонтальна швидкiсть,

вертикальна швидкiсть, кутова швидкiсть i кут тангажа. Компонентами ве-

ктора керування ut є керування пiдйомом/посадкою i кутом нахилу гелiко-

птера. Ця система без керування нестiйка, оскiльки її спектральний радiус

ρ(A) = 1, 00287 > 1.

Для знаходження матрицi X, що задовольняє систему спiввiдношень (4.5)

i (4.6), за допомогою засобiв комп’ютерної системи Matlab реалiзовано iтера-

цiйний алгоритм 4.1. В результатi матриця K = K0 стабiлiзуючого регулято-

ра (4.8) знайдена на основi ЛМН (4.9) при ρ = 0, 999 i отримано такi значення

X =


0, 93496 0, 27593 0, 01254 0, 42731

0, 27593 0, 10313 0, 02846 0, 03076

0, 01254 0, 02846 8, 06526 −0, 50980

0, 42731 0, 03076 −0, 50980 2, 60944

 > 0,
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K =

[
5, 36439 −19, 07149

−1, 61648 4, 07012

]
.

При цьому вiдповiдна замкнена система (4.4) асимптотично стiйка зi спе-

ктральним запасом α = 0, 00274, оскiльки

σ(M) =
{

0, 03418; 0, 99550; 0, 99709± 0, 01837 i}, ρ(M) = 0, 99726 < 1.

Сформулюємо умови стабiлiзацiї нульового стану рiвноваги систем (4.1) i

(4.2) за допомогою динамiчного регулятора

ξt+1 = Zξt + V yt, ut = Uξt +Kyt, (4.12)

де ξt ∈ Rr, а Z, V , U i K — невiдомi матрицi, r — порядок регулятора, t ∈ T .
Спiввiдношення (4.1) i (4.12) можна подати у виглядi системи керування зi

статичним регулятором у розширеному фазовому просторi:

x̂t+1 = Â(x̂t)x̂t + B̂(x̂t)ût, ŷt = Ĉ(x̂t)x̂t + D̂(x̂t)ût, ût = K̂ŷt, (4.13)

де

x̂t =

[
xt

ξt

]
, ŷt =

[
yt

ξt

]
, ût =

[
ut

ξt+1

]
, K̂ =

[
K U

V Z

]
,

Â(x̂t) =

[
A(xt) 0n×r

0r×n 0r×r

]
, B̂(x̂t) =

[
B(xt) 0n×r

0r×m Ir

]
,

Ĉ(x̂t) =

[
C(xt) 0l×r

0r×n Ir

]
, D̂(x̂t) =

[
D(xt) 0l×r

0r×m 0r×r

]
.

Позначимо множину матриць KD = {K ∈ Rm×l : det(Im − KD) 6= 0}. При

умовi K ∈ KD замкнена лiнiйна система (4.2), (4.12) має вигляд

x̂t+1 = M̂ x̂t, M̂ = Â+ B̂D̂(K̂)Ĉ, (4.14)

де Â = Â(0), B̂ = B̂(0), Ĉ = Ĉ(0), D(K) = (Im −KD)−1K,

D̂(K̂) =

[
D(K) (Im −KD)−1U

V (Il −DK)−1 Z + V D(Im −KD)−1U

]
.
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Теорема 4.3. Наступнi твердження еквiвалентнi:

1) Iснує динамiчний регулятор (4.12) порядку r, що забезпечує

ρ-стiйкiсть замкненої системи (4.14).

2) Iснують матрицi X i X0, що задовольняють спiввiдношення

B⊥T (AXAT − ρ2X)B⊥ < 0, (4.15)

X ≥ X0 > 0, rank (X −X0) ≤ r, (4.16)

AX0A
T − ρ2X0 < AX0C

T (CX0C
T )−1CX0A

T . (4.17)

3) Iснують матрицi X = XT > 0 i Y = Y T > 0, що задовольняють

спiввiдношення (4.15) i

C⊥(ATY A− ρ2Y )C⊥T < 0, (4.18)

W =

[
X In

In Y

]
≥ 0, rankW ≤ n+ r. (4.19)

Доведення. За теоремою Ляпунова критерiєм досягнення ρ-стiйкостi системи

(4.13) є iснування матриць K̂0 i X̂ = X̂T > 0 таких, що

(Â+ B̂K̂0Ĉ)X̂(Â+ B̂K̂0Ĉ)T − ρ2X̂ < 0. (4.20)

Дана нерiвнiсть для деякої матрицi X̂ > 0 має розв’язок K̂0 лише тодi, коли

виконується система спiввiдношень (див. доведення теореми 6.1.1 в [42] при

ρ = 1)

B̂⊥T (ÂX̂ÂT − ρ2X̂) B̂⊥ < 0, (4.21)

ÂX̂ÂT − ρ2X̂ < ÂX̂ĈT (ĈX̂ĈT )−1ĈX̂ÂT . (4.22)

В даному випадку

B̂⊥ =

[
B⊥

0

]
, Ĉ⊥ =

[
C⊥, 0

]
, X̂ =

[
X XT

1

X1 X2

]
> 0

i за формулою Фробенiуса [17]

(ĈX̂ĈT )−1 =

[
S−1 −S−1CXT

1 X
−1
2

−X−12 X1C
TS−1 X−12 +X−12 X1C

TS−1CXT
1 X

−1
2

]
,
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де S = CX0C
T , X0 = X − XT

1 X
−1
2 X1. Використовуючи блочну структуру

наведених виразiв в (4.21) i (4.22) та лему Шура, приходимо до еквiвален-

тних спiввiдношень (4.15)–(4.17), де rank (X − X0) = rankX1 ≤ r. Отже,

твердження 1) i 2) еквiвалентнi.

Покажемо, що матрицi X i X0 задовольняють спiввiдношення (4.15) –

(4.17) лише тодi, коли X i Y = X−10 задовольняють спiввiдношення (4.15),

(4.18) i (4.19). Очевидно, що формули (4.16) i (4.19) еквiвалентнi.

Застосовуючи лему 2.1 до блочних матриць

∆0 =

[
AX0A

T − ρ2X0 AX0C
T

CX0A
T CX0C

T

]
, Ω =


−ρ2X0 0 A

0 0 C

AT CT −X−10

 ,
маємо еквiвалентнiсть спiввiдношень (4.17) i

i(∆0) = i(∆1) = i(∆2) = {l, n, 0},

де

∆0 =

[
A

C

]
X0

[
AT , CT

]
− ρ2

[
In

0

]
X0

[
In, 0

]
,

∆1 =

[
0 C

CT −X−10

]
+

1

ρ2

[
0

AT

]
X−10

[
0, A

]
,

∆2 = ρ2G∆1G
T =


C+TZC+ ρ2Il C+TZC⊥T

ρ2Il 0 0

C⊥ZC+ 0 C⊥ZC⊥T

, G =


0 C+T

Il 0

0 C⊥

,
Z = ATX−10 A−ρ2X−10 . Матричнi вирази типу першого видiленого дiагональ-

ного блока матрицi ∆2 мають iнерцiю {l, l, 0}, а вираз її другого дiагонального
блока Z1 = C⊥ZC⊥T спiвпадає з (4.18).

Оскiльки G — квадратна невироджена матриця, то згiдно з (2.2) рiвнiсть

i(∆2) = {l, n, 0} виконується лише тодi, коли Z1 < 0.

Теорему доведено.
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Наслiдок 4.1. Нехай виконується одне iз тверджень 2) або 3) теореми 4.3

для лiнiйної системи (4.14) i K̂0 — розв’язок ЛМН

P T K̂0Q+QT K̂T
0 P < F, (4.23)

де

P =
[
− B̂T , 0m+r×n+r

]
, Q =

[
0l+r×n+r, ĈX̂

]
,

F =

[
ρ2X̂ ÂX̂

X̂ÂT X̂

]
, X̂ =

[
X XT

1

X1 X2

]
> 0, X −X0 = XT

1 X
−1
2 X1 ≥ 0,

K̂0 =

[
K0 U0

V0 Z0

]
, K0 ∈ KD, 0 < ρ ≤ 1.

Тодi динамiчний регулятор (4.12) з матрицями

K = (Im +K0D)−1K0, U = (Im +K0D)−1U0,

V = V0(Il +DK0)
−1, Z = Z0 − V0D(Im +K0D)−1U0,

(4.24)

забезпечує асимптотичну стiйкiсть нульового стану x̂ ≡ 0 та квадрати-

чну функцiю Ляпунова v(x̂) = x̂T X̂−1x̂ замкненої нелiнiйної системи (4.1),

(4.12).

Останнє твердження випливає iз доведення теореми 4.3 i припущень вiдно-

сно матричних функцiй A(x), B(x), C(x) iD(x) (див. доведення аналогiчного

твердження для неперервних систем [45]). Спiввiдношення (4.24) є наслiдком

такої властивостi оператора D̂(K̂): якщо D̂(K̂) = K̂0, то K̂ = −D̂(−K̂0).

На основi наслiдку 4.1 сформулюємо алгоритм побудови динамiчного ре-

гулятора (4.12), що забезпечує ρ-стiйкiсть системи (4.14), а також асимпто-

тичну стiйкiсть нульового стану замкненої нелiнiйної системи (4.1), (4.12).
Алгоритм 4.2. 1) Знаходження матриць X i X0, що задовольняють спiввiд-

ношення (4.15)–(4.17).

2) Побудова розкладу Холецького невiд’ємно визначеної матрицi

X −X0 = XT
1 X1, де X1 ∈ Rr×n, rankX1 ≤ r.

3) Розв’язування ЛМН (4.23) вiдносно K̂0 при умовах X2 = Ir i

det (Im +K0D) 6= 0.

4) Обчислення матриць регулятора (4.12) за формулами (4.24).
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В п. 2) даного алгоритму замiсть розкладу Холецького невiд’ємно визна-

ченої матрицi можна використати її спектральний розклад

X −X0 =
r∑
i=1

αihih
T
i ,

де αi > 0 — власнi значення даної матрицi, якi вiдповiдають власним ве-

кторам hi. Тодi X−12 = diag {α1, . . . , αr}, XT
1 =

[
h1, . . . , hr

]
. Зазначимо, що у

випадку r ≥ n завжди виконуються ранговi обмеження в (4.16) i (4.19).

4.2. Оцiнка рiвня гасiння обмежених збурень в рiвняннях

регулятора

Розглянемо систему без керування

xt+1 = A(xt)xt +B(xt)wt, yt = C(xt)xt +D(xt)wt, (4.25)

яка функцiонує у деякiй областi фазового простору S0, що мiстить точку

x = 0. Тут xt ∈ Rn, wt ∈ Rm i yt ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану, зовнiшнiх

збурень i виходу системи, A(xt), B(xt), C(xt) i D(xt) — матрицi вiдповiдних

розмiрiв, неперервно залежнi вiд xt ∈ S0.
Введемо критерiй якостi системи (4.25) вiдносно її вектора виходу:

J = sup
0<‖w‖2P+xT0X0x0<∞

ϕ(w, x0), (4.26)

де

ϕ(w, x0) =
‖y‖Q√

‖w‖2P + xT0X0x0
, ‖y‖2Q =

∞∑
t=0

yTt Qyt, ‖w‖2P =
∞∑
t=0

wT
t Pwt,

Q = QT > 0, P = P T > 0 i X0 = XT
0 > 0 — деякi ваговi матрицi. Припустимо,

що векторна послiдовнiсть зовнiшнiх збурень wt обмежена по зваженiй l2-

нормi ‖w‖P , а x0 — невiдомий початковий вектор.

Значення J характеризує зважений рiвень гасiння зовнiшнiх i початкових

збурень в системi (4.25). Даний критерiй якостi у випадку вагових матриць

P = Im, Q = Il i X0 = βIn вiдомий [10, 11]. Вираз (4.26) при фiксованому

початковому векторi x0 = 0 позначимо через J0. Очевидно, що J0 ≤ J .
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Система (4.25) має властивiсть неекспансивностi [42], якщо її вектор ви-

ходу при довiльному ν > 0 задовольняє нерiвнiсть

ν∑
t=0

yTt Qyt ≤
ν∑
t=0

wT
t Pwt + xT0X0x0.

Для характеристики (4.26) неекспансивної системи виконується нерiвнiсть

J ≤ 1.

Лема 4.1. Нехай iснує матриця X = XT > 0 така, що

Φ(x) =

[
Φ1(x) Φ2(x)

Φ3(x) Φ4(x)

]
< 0, x ∈ S0,

де

Φ1(x) = AT (x)XA(x)−X+CT (x)QC(x),Φ2(x) = AT (x)XB(x)+CT (x)QD(x),

Φ3(x) = BT (x)XA(x) +DT (x)QC(x),

Φ4(x) =BT (x)XB(x) +DT (x)QD(x)− γ2P.

Тодi виконується оцiнка J0 ≤ γ. Якщо до того ж 0 < X ≤ γ2X0, то J ≤ γ.

Доведення. Для першої рiзницi функцiї Ляпунова v(x) = xTXx в силу си-

стеми (4.25) виконуються спiввiдношення

v(xt+1)− v(xt) + yTt Qyt − γ2wT
t Pwt =

[
xTt , w

T
t

]
Φ(xt)

[
xt

wt

]
,

v(xν+1)− v(x0) +
ν∑
t=0

yTt Qyt − γ2
ν∑
t=0

wT
t Pwt < 0.

Звiдси при ν →∞ маємо

‖y‖2Q ≤ γ2(‖w‖2P + xT0X0x0), ϕ(w, x0) ≤ γ,

що означає J ≤ γ. Зокрема, при x0 = 0 виконується нерiвнiсть J0 ≤ γ.

Лему доведено.
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Зауваження 4.1. Якщо вхiдний вектор wt розглядати як структуровану

невизначенiсть у виглядi лiнiйного зворотного зв’язку по виходу

wt =
1

γ
Θyt, ΘTPΘ ≤ Q, (4.27)

то при умовах леми 4.1 нульовий стан системи (4.25) з даною невизначенiстю

робастно стiйкий зi спiльною функцiєю Ляпунова v(x) = xTXx. Цей факт є

наслiдком леми 4.1 i теореми 6.2.1 iз [42].

Разом з (4.25) розглянемо лiнiйну систему

xt+1 = Axt +Bwt, yt = Cxt +Dwt, (4.28)

де A = A(0), B = B(0), C = C(0) i D = D(0).

Лема 4.2. Для лiнiйної системи (4.28) виконується оцiнка J0 < γ тодi i

лише тодi, коли ЛМН

Φγ =

[
ATXA−X + CTQC ATXB + CTQD

BTXA+DTQC BTXB +DTQD − γ2P

]
< 0 (4.29)

має розв’язок X = XT > 0. При цьому J < γ, якщо 0 < X < γ2X0.

Твердження достатностi леми 4.2 випливає iз доведення леми 4.1. Твер-

дження необхiдностi можна встановити шляхом представлення J0 i J анало-

гiчними виразами з одиничними ваговими матрицями (див. доведення леми

2.3 в [45]) i використання роботи [11].

Iз леми 4.2, зокрема, випливає, що критерiї якостi J0 i J системи (4.28)

можна обчислити як розв’язки вiдповiдних оптимiзацiйних задач:

J0 = inf
{
γ : Φγ < 0, X > 0

}
, J = inf

{
γ : Φγ < 0, 0 < X < γ2X0

}
. (4.30)

Статичний регулятор зi збуреннями. Розглянемо нелiнiйну дискре-

тну систему керування (4.1). По аналогiї з методикою, запропонованою в [45]

для неперервних систем, керування будемо шукати у виглядi статичного зво-

ротного зв’язку по вимiрюваному виходу

ut = Kyt + wt, K ∈ KD, (4.31)
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де wt ∈ Rm — вектор обмежених зовнiшнiх збурень, D — матриця обходу

вiдповiдної лiнiйної системи (4.2). Вхiдну вектор-функцiю w(t) i початковий

вектор x0 вважаємо невiдомими.

Якщо K ∈ KD, то det(Im −KD(x)) 6= 0 в деякому околi S0 точки x = 0 i

замкнена системи (4.1), (4.31) в S0 набуває вигляду

xt+1 = A∗(xt)xt +B∗(xt)w, yt = C∗(xt)xt +D∗(xt)wt, (4.32)

де

A∗(x) = A(x) +B(x)Dx(K)C(x), B∗(x) = B(x)
[
Im −KD(x)

]−1
,

C∗(x) =
[
Il −D(x)K

]−1
C(x), D∗(x) =

[
Il −D(x)K

]−1
D(x),

Dx(K) =
[
Im −KD(x)

]−1
K.

Наведемо також замкнену лiнiйну систему (4.2), (4.31):

xt+1 = A∗xt +B∗w, yt = C∗xt +D∗wt, (4.33)

матричнi коефiцiєнти якої є значення вiдповiдних матричних функцiй в (4.32)

при xt = 0.

Нас цiкавлять регулятори (4.31), якi мiнiмiзують критерiї якостi J0 i J ти-

пу (4.26) i забезпечують умови неекспансивностi систем (4.32) i (4.33). Закони

керування, якi забезпечують мiнiмальне значення J для замкненої системи,

будемо називати J-оптимальними. Алгоритми пошуку J-оптимальних i J0-

оптимальних керувань можна реалiзувати на основi побудови вiдповiдних

верхнiх оцiнок для J i J0.

Теорема 4.4. Для лiнiйної системи (4.2) iснує керування (4.31), що забез-

печує оцiнку J < γ, тодi i лише тодi, коли сумiсна система спiввiдношень

W T
R

[
ATXA−X + CTQC ATXB + CTQD

BTXA+DTQC BTXB +DTQD − γ2P

]
WR < 0, (4.34)

W T
L

[
AY AT − Y +BP−1BT AY CT +BP−1DT

CY AT +DP−1BT CY CT +DP−1DT − γ2Q−1

]
WL < 0, (4.35)
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0 < X < γ2X0, XY = γ2In, (4.36)

де R =
[
C, D

]
, L =

[
BT , DT

]
.

Доведення. За лемою 4.2 нерiвнiсть J0 < γ виконується лише тодi, коли[
AT
∗XA∗ −X + CT

∗ QC∗ AT
∗XB∗ + CT

∗ QD∗

BT
∗XA∗ +DT

∗QC∗ BT
∗XB∗ +DT

∗QD∗ − γ2P

]
< 0 (4.37)

для деякої матрицi X = XT > 0. Використовуючи лему Шура i вирази

A∗ = A + BK0C, B∗ = B + BK0D, C∗ = C + DK0C, D∗ = D + DK0D,

перепишемо ЛМН (4.37) вiдносно K0 = D(K) у виглядi

LT0K0R0 +RT
0K

T
0 L0 + Ω < 0, (4.38)

де

Ω =


−X 0 AT CT

0 −γ2P BT DT

A B −X−1 0

C D 0 −Q−1

 , RT
0 =


CT

DT

0

0

 , LT0 =


0

0

B

D

 .

Критерiєм сумiсностi ЛМН (4.38) є умови (див. лему 2.3)

W T
L0

ΩWL0
< 0, W T

R0
ΩWR0

< 0,

WR0
=

[
WR 0

0 In+l

]
, WL0

=

[
In+m 0

0 WL

]
.

(4.39)

Вираховуючи матричнi вирази в (4.39) та вводячи позначення Y = γ2X−1

(друге спiввiдношення (4.36)), за допомогою леми Шура приходимо до вiд-

повiдних матричних нерiвностей (4.34) i (4.35). Причому, якщо виконується

також перше спiввiдношення (4.36), то маємо оцiнку J < γ.

Теорему доведено.

Зауваження 4.2. Якщо матрицi X i Y задовольняють умови (4.34) – (4.36),

то невiдому матрицю K в теоремi 4.4 можна побудувати у виглядi

K = K0(Il +DK0)
−1, −K0 ∈ KD, (4.40)
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де K0 — довiльний розв’язок ЛМН (4.38). При цьому нульовий стан xt ≡ 0

замкнених систем (4.32) i (4.33) з невизначенiстю (4.27) робастно стiйкий, а

v(x) = xTXx є спiльною функцiєю Ляпунова даних систем (див. зауваження

4.1). Для оцiнки критерiїв якостi J0 i J замненої нелiнiйної системи (4.32)

може бути використана лема 4.1.

Розглянемо випадок статичного регулятора по стану

ut = Kxt + wt, K ∈ KD, (4.41)

i в наведених вище спiввiдношеннях покладемо

C = In, D = 0, WR =

[
0

Im

]
, WL =

[
B⊥ 0

0 Il

]
, Y = γ2X−1.

В результатi замiсть (4.34) – (4.36) маємо систему ЛМН вiдносно Y :[
P BT

B Y

]
> 0,

[
X0 In

In Y

]
> 0,

[
B⊥T (AY AT − Y )B⊥ B⊥TAY

Y ATB⊥ Y − γ2Q−1

]
< 0.

(4.42)

Наслiдок 4.2. Для лiнiйної системи (4.2) iснує керування (4.41), що за-

безпечує оцiнку J < γ, тодi i лише тодi, коли система ЛМН (4.42) має

розв’язок Y = Y T > 0. При цьому нульовий стан замкнених систем (4.1),

(4.41) та (4.2), (4.41) з невизначенiстю (4.27) робастно стiйкий зi спiльною

функцiєю Ляпунова v(x) = γ2xTY −1x.

Динамiчний регулятор зi збуреннями. Розглянемо системи керуван-

ня (4.1) i (4.2) з динамiчним регулятором

ξt+1 = Zξt + V yt, ut = Uξt +Kyt + wt, ξ0 = 0, (4.43)

де ξt ∈ Rr i wt ∈ Rm — вектори вiдповiдно стану регулятора та вхiдних

сигналiв (зовнiшнiх збурень), Z, V , U i K — невiдомi сталi матрицi. При

умовi K ∈ KD замкнена лiнiйна система (4.2), (4.43) має вигляд

x̂t+1 = M̂x̂t + N̂wt, yt = F̂ x̂t + Ĝwt, (4.44)
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де

x̂t =

[
xt

ξt

]
, M̂ =

[
A+BK0C BU0

V0C Z0

]
= Â+ B̂K̂0Ĉ, K̂0 =

[
K0 U0

V0 Z0

]
,

N̂ =

[
B +BK0D

V0D

]
= B̂1 + B̂K̂0D̂1, B̂1 =

[
B

0r×m

]
, D̂1 =

[
D

0r×m

]
,

F̂ =
[
C +DK0C, DU0

]
= Ĉ1 + D̂2K̂0Ĉ, Ĉ1 =

[
C, 0l×r

]
, D̂2 =

[
D, 0l×r

]
,

Ĝ = D +DK0D = D + D̂2K̂0D̂1, K0 = D(K),

U0 = (Im −KD)−1U, V0 = V (Il −DK)−1, Z0 = Z + V D(Im −KD)−1U.

Для даної системи задамо критерiї якостi J0 i Ĵ типу (4.26) з ваговими

матрицями P , Q i X̂0. Оскiльки ξ0 = 0, то значення Ĵ залежить лише вiд

першого дiагонального блока X0 матрицi X̂0, тобто Ĵ = J .

Нас цiкавлять регулятори, якi мiнiмiзують введенi критерiї якостi та за-

безпечують умови неекспансивностi вiдповiдної замкненої системи. Алгори-

тми пошуку J-оптимальних i J0-оптимальних динамiчних регуляторiв можна

реалiзувати на основi побудови вiдповiдних верхнiх оцiнок для J i J0.

Теорема 4.5. Для лiнiйної системи (4.2) iснує динамiчний регулятор

(4.43), що забезпечує критерiй якостi J < γ тодi i лише тодi, коли для

деяких матриць 0 < X < γ2X0 i Y = Y T > 0 виконується система спiввiд-

ношень (3.12), (4.34) i (4.35).

Доведення. За лемою 4.2 оцiнка J < γ для системи (4.44) виконується лише

тодi, коли сумiсна система спiввiдношень[
M̂T X̂M̂ − X̂ + F̂ TQF̂ M̂T X̂N̂ + F̂ TQĜ

N̂T X̂M̂ + ĜTQF̂ N̂T X̂N̂ + ĜTQĜ− γ2P

]
< 0, (4.45)

0 < X̂ =

[
X XT

1

X1 X2

]
< γ2X̂0 = γ2

[
X0 XT

10

X10 X20

]
. (4.46)
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Матричну нерiвнiсть (4.45) на основi леми Шура можна подати у виглядi

ЛМН вiдносно K̂0:
−X̂ 0 M̂T F̂ T

0 −γ2P N̂T ĜT

M̂ N̂ −X̂−1 0

F̂ Ĝ 0 −Q−1

 = L̂T K̂0R̂ + R̂T K̂T
0 L̂+ Ω̂ < 0, (4.47)

де

R̂ =
[
Ĉ, D̂1, 0, 0

]
= R̂1E1, L̂ =

[
0, 0, B̂T , D̂T

2

]
= L̂1E2,

R̂1 =

[
C D 0 0

0 0 Ir 0

]
, L̂1 =

[
0 0 BT DT

0 Ir 0 0

]
,

E1 =


In 0 0 0

0 0 Im 0

0 Ir 0 0

0 0 0 In+r+l

 , E2 =


In+r+m 0 0 0

0 0 Ir 0

0 In 0 0

0 0 0 Il

 ,

Ω̂ =


−X̂ 0 ÂT ĈT

1

0 −γ2P B̂T
1 DT

Â B̂1 −X̂−1 0

Ĉ1 D 0 −Q−1

 .
При цьому iз (4.46) випливає 0 < X < γ2X0.

Враховуючи вирази Ŷ = γ2X̂−1, WR̂ = ET
1 WR̂1

i WL̂ = ET
2 WL̂1

, де

WR̂1
=


WR 0

0 0

0 In+r+l

 , WL̂1
=


In+r+m 0

0 0

0 WL


та застосовуючи лему 2.3 до ЛМН (4.47), а також лему 3.3 для блочних ма-

триць (3.11), отримаємо критерiй iснування розв’язку K̂0 даної нерiвностi у

виглядi спiввiдношень (3.12), (4.34) i (4.35). При цьому нульовий стан x̂t ≡ 0

замкненої системи (4.44) з невизначенiстю (4.27) робастно стiйкий зi спiльною

функцiєю Ляпунова v(x̂) = x̂T X̂x̂ (див. зауваження 4.1). Отриманi спiввiдно-

шення залежать лише вiд перших дiагональних блокiв X i Y матриць (3.11).
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Теорему доведено.

Зауваження 4.3. Якщо K ∈ KD, то det
[
Im − KD(x)

]
6= 0 при x ∈ S0, де

S0 — деякий окiл точки x = 0, i замкнена нелiнiйна система (4.1), (4.43) має

вигляд

x̂t+1 = M̂(xt)x̂t + N̂(xt)wt, yt = F̂ (xt)x̂t + Ĝ(xt)wt, (4.48)

де всi матричнi коефiцiєнти є неперервними функцiями в S0. Динамiчний

регулятор (4.43) в теоремi 4.5 забезпечує робастну стiйкiсть нульового стану

системи (4.48) з невизначенiстю (4.27) i спiльну функцiю Ляпунова

v(x̂) = x̂T X̂x̂, а лема 4.1 може бути використана для оцiнки критерiїв якостi

J0 i J даної системи.

4.3. Дискретнi системи стабiлiзацiї з керованими i спостережува-

ними виходами

Розглянемо систему керування

xt+1 = A(xt)xt +B1(xt)wt +B2(xt)ut,

zt = C1(xt)xt +D11(xt)wt +D12(xt)ut,

yt = C2(xt)xt +D21(xt)wt +D22(xt)ut,

(4.49)

де xt ∈ Rn, ut ∈ Rm, wt ∈ Rs, zt ∈ Rk i yt ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану,

керування, зовнiшнiх збурень, керованого i спостережуваного виходiв,

t ∈ T . Введемо критерiй якостi типу (4.26) для даної системи вiдносно векто-

ра керованого виходу:

J = sup
0<‖w‖2P+xT0X0x0<∞

‖z‖Q√
‖w‖2P + xT0X0x0

. (4.50)

Значення J у випадку нульового початкового вектора x0 = 0 позначимо через

J0. Ставиться задача побудови J- та J0-оптимальних регуляторiв, якi забезпе-

чують робастну стiйкiсть нульового стану замкненої системи та мiнiмiзують

вiдповiднi критерiї якостi J i J0.
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Сформулюємо аналог теореми 4.5 для лiнiйної системи з керованими i

спостережуваними виходами

xt+1 = Axt +B1wt +B2ut,

zt = C1xt +D11wt +D12ut,

yt = C2xt +D21wt +D22u,

(4.51)

використовуючи динамiчний регулятор (4.12) з початковим вектором ξ0 = 0.

При умовi K ∈ KD22
замкнена система (4.12), (4.51) має вигляд

x̂t+1 = M̂x̂t + N̂wt, zt = F̂ x̂t + Ĝwt, (4.52)

де

x̂t =

[
xt

ξt

]
, M̂ =

[
A+B2K0C2 B2U0

V0C2 Z0

]
= Â+ B̂2K̂0Ĉ2,

N̂ =

[
B1 +B2K0D21

V0D21

]
= B̂1 + B̂2K̂0D̂21,

F̂ =
[
C1 +D12K0C2, D12U0

]
= Ĉ1 + D̂12K̂0Ĉ2,

Ĝ = D11 +D12K0D21 = D11 + D̂12K̂0D̂21,

Â =

[
A 0n×r

0r×n 0r×r

]
, B̂2 =

[
B2 0n×r

0r×m Ir

]
, Ĉ2 =

[
C2 0l×r

0r×n Ir

]
,

K̂0 =

[
K0 U0

V0 Z0

]
, B̂1 =

[
B1

0r×s

]
, D̂21 =

[
D21

0r×s

]
,

Ĉ1 =
[
C1, 0k×r

]
, D̂12 =

[
D12, 0k×r

]
.

Тут невiдомими є блоки матрицi K̂0

K0 = (Im −KD22)
−1K, U0 = (Im −KD22)

−1U,

V0 = V (Il −D22K)−1, Z0 = Z + V D22(Im −KD22)
−1U,

якi однозначно визначають шуканi матрицi регулятора (4.43):

K = (Im +K0D22)
−1K0, U = (Im +K0D22)

−1U0,

V = V0(Il +D22K0)
−1, Z = Z0 − V0D22(Im +K0D22)

−1U0.
(4.53)
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Перепишемо спiввiдношення (4.45) для системи (4.52) у виглядi ЛМН

(4.47) вiдносно K̂0 з такими матрицями:

R̂ =
[
Ĉ2, D̂21, 0, 0

]
=

[
C2 D21 0 0

0 0 Ir 0

]
In 0 0 0

0 0 Is 0

0 Ir 0 0

0 0 0 In+r+k

 ,

Ω̂ =


−X̂ 0 ÂT ĈT

1

0 −γ2P B̂T
1 DT

11

Â B̂1 −X̂−1 0

Ĉ1 D11 0 −Q−1

 , (4.54)

L̂ =
[

0, 0, B̂T
2 , D̂

T
12

]
=

[
0 0 BT

2 DT
12

0 Ir 0 0

]
In+r+s 0 0 0

0 0 Ir 0

0 In 0 0

0 0 0 Ik

 .
Вираховуючи матрицi WR̂, WL̂ i застосовуючи леми 2.3, 3.3 i 4.2 (див.

доведення теореми 4.5), отримаємо наступний результат.
Теорема 4.6. Для лiнiйної системи (4.51) iснує динамiчний регулятор

(4.12) з нульовим початковим вектором, що забезпечує критерiй якостi

J < γ замкненої системи, тодi i лише тодi, коли для деяких матриць

0 < X < γ2X0 i Y = Y T > 0 виконується система спiввiдношень (3.12) i

W T
R

[
ATXA−X + CT

1 QC1 ATXB1 + CT
1 QD11

BT
1XA+DT

11QC1 BT
1XB1 +DT

11QD11 − γ2P

]
WR < 0, (4.55)

W T
L

[
AY AT − Y +B1P

−1BT
1 AY CT

1 +B1P
−1DT

11

C1Y A
T +D11P

−1BT
1 C1Y C

T
1 +D11P

−1DT
11−γ2Q−1

]
WL < 0, (4.56)

де R =
[
C2, D21

]
, L =

[
BT

2 , D
T
12

]
.

Зауваження 4.4. При застосуваннi динамiчного регулятора (4.12) порядку

r ≥ n рангове обмеження в (3.12) виконується автоматично i оцiнка J < γ в

теоремах 4.5 i 4.6 описується у виглядi вiдповiдних систем ЛМН вiдносно X

i Y .
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Наведемо алгоритм побудови динамiчного регулятора (4.12), який забез-

печує оцiнку J < γ в теоремi 4.6, а також робастну стiйкiсть нульового стану

замкненої системи (4.52) з невизначенiстю

wt = γ−1Θzt, ΘTPΘ ≤ Q. (4.57)

Алгоритм 4.3. 1) обчислення матриць WR i WL, де R =
[
C2, D21

]
,

L =
[
BT

2 , D
T
12

]
;

2) знаходження матриць 0 < X < γ2X0 i Y = Y T > 0, якi задовольняють

систему спiввiдношень (3.12), (4.55) i (4.56);

3) побудова розкладу Холецького Z = Y − γ2X−1 = STS, де

S ∈ Rr×n, kerS = kerZ i формування блочної матрицi

X̂ =

[
X γ−1XST

γ−1SX γ−2SXST + Ir

]
;

4) розв’язання ЛМН (4.47) з матрицями (4.54) вiдносно K̂0 при обмеженнi

det(Im −KD22) 6= 0;

5) обчислення матриць регулятора (4.12) за формулами (4.53).

Зауваження 4.5. Iз леми Шура випливає еквiвалентне представлення ма-

тричних нерiвностей (4.55) i (4.56):

[
W T

R 0

0 Ik

]
ATXA−X ATXB1 CT

1

BT
1XA BT

1XB1 − γ2P DT
11

C1 D11 −Q−1


[
WR 0

0 Ik

]
< 0, (4.58)

[
W T

L 0

0 Is

]
AY AT − Y AY CT

1 B1

C1Y A
T C1Y C

T
1 − γ2Q−1 D11

BT
1 DT

11 −P


[
WL 0

0 Is

]
< 0. (4.59)

Спiввiдношення (4.58) i (4.59) є ЛМН вiдносно X, Y , P i Q1 = Q−1. Тому

застосування даних спiввiдношень замiсть (4.55) i (4.56) у наведеному алго-

ритмi дає можливiсть разом з X i Y знаходити ваговi матрицi P i Q критерiю

якостi J .



107

Зауваження 4.6. Можна встановити, що критерiєм iснування статичного

регулятора по виходу ut = Kyt, що забезпечує оцiнку J < γ в теоремi 4.6, є

сумiснiсть системи спiввiдношень (4.36), (4.55) i (4.56). Данi спiввiдношення

у випадку регулятора по стану (C2 = In, D21 = 0, D22 = 0) зводяться до

системи ЛМН вiдносно Y , яка включає нерiвностi (4.56) i[
X0 In

In Y

]
> 0,

[
P − γ−2DT

11QD11 BT
1

B1 Y

]
> 0.

Зауваження 4.7. Якщо K ∈ KD22
, то det

[
Im−KD22(x)

]
6= 0 при x ∈ S0, де

S0 — деякий окiл точки x = 0. Тодi нелiнiйна замкнена система (4.12), (4.49)

набуває вигляд

x̂t+1 = M̂(xt)x̂t + N̂(xt)wt, zt = F̂ (xt)x̂t + Ĝ(xt)wt, (4.60)

де всi матричнi коефiцiєнти є неперервними функцiями в S0. Динамiчний

регулятор (4.12) в теоремi 4.6 забезпечує робастну стiйкiсть нульового стану

системи (4.60) з невизначенiстю (4.57) i спiльну функцiю Ляпунова

v(x̂) = x̂T X̂x̂, а лема 4.1 може бути використана для оцiнки критерiїв якостi

J0 i J даної системи.

4.4. Приклад. Дискретна стабiлiзацiя одноланкового переверну-

того маятника на рухомiй платформi

Розглянемо систему керування перевернутого маятника на рухомiй пла-

тформi (рис. 4.1). Для утримання маятника у верхньому положеннi рiвноваги

до платформи прикладена керуюча сила u. Нелiнiйнi рiвняння руху системи

мають вигляд

(m0 +m1)z̈ + kż +m1lθ̈ cos θ −m1lθ̇
2 sin θ = u,

(I +m1l
2)θ̈ +m1gl sin θ = −m1lz̈ cos θ,

де m0 — маса платформи, m1 — маса маятника, k — коефiцiєнт тертя пла-

тформи, l — вiдстань вiд точки крiплення маятника до його центра мас,
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I — момент iнерцiї маятника, g — прискорення сили тяжiння, z — горизон-

тальне перемiщення платформи, ϕ = θ − π — кут вiдхилення маятника вiд

вертикальної осi, u — керуюча сила, прикладена до платформи.

u

l

z

m
0

m
1

θ

Рис. 4.1: Маятник на рухомiй платформi.

Позначимо вираз δ = I(m0 +m1) +m0m1l
2 i, враховуючи, що cos θ ≈ −1,

sin θ ≈ −ϕ i θ̇2 = ϕ̇2 ≈ 0 при малих значеннях кута ϕ, отримаємо лiнiйнi

рiвняння руху системи у виглядi

ẋ = Acx+Bcu, (4.61)

Ac =


0 1 0 0

0 −(I +m1l
2)k/δ m2

1gl
2/δ 0

0 0 0 1

0 −m1lk/δ m1gl(m0 +m1)/δ 0

 ,

Bc =


0

(I +m1l
2)/δ

0

m1l/δ

 , x =


z

ż

ϕ

ϕ̇

 .
Для проведення чисельних розрахункiв побудовано дискретний аналог

системи керування (4.61) у виглядi (4.2), де

A = edAc ≈ I4 + dAc +
d2

2
A2
c +

d3

6
A3
c,
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B =

∫ d

0

eτAcBcdτ ≈
(
dIn +

d2

2
Ac +

d3

6
A2
c

)
Bc,

d = 0, 1 — крок дискретизацiї, i вибрано такi значення механiчних пара-

метрiв: m0 = 0, 5, m1 = 0, 2, k = 0, 1, l = 0, 3 i I = 0, 006. В якостi ва-

гових коефiцiєнтiв функцiоналу (4.26) взято дiагональнi матрицi: P = 1,

Q = diag
{
q1, q2, q3, q4

}
i X0 = βI4, де β = 200.

Таблиця 4.1: Результати розрахункiв.

N q1 q2 q3 q4 K J α T0

1 1 1 1 1 [1,4663 2,5332 -19,4920 -3,9697] 0,7996 0,0952 38

2 2 1 2 1 [2,0342 2,8795 -20,5162 -4,1427] 0,8704 0,1319 31

3 3 1 3 1 [2,4539 3,1342 -21,2669 -4,2693] 0,9265 0,1590 27

4 4 1 4 1 [2,7993 3,3446 -21,8865 -4,3739] 0,9741 0,1809 26

5 1 2 1 2 [1,0515 2,2804 -18,7465 -3,8440] 1,0645 0,0683 48

6 2 2 2 2 [1,4659 2,5329 -19,4895 -3,9693] 1,1316 0,0952 38

7 3 2 3 2 [1,7772 2,7232 -20,0531 -4,0646] 1,1853 0,1153 33

8 4 2 4 2 [2,0337 2,8786 -20,5130 -4,1420] 1,2317 0,1319 31

9 1 3 1 3 [0,8640 2,1663 -18,4077 -3,7868] 1,2671 0,0561 56

10 2 3 2 3 [1,2079 2,3761 -19,0236 -3,8907] 1,3342 0,0784 43

11 3 3 3 3 [1,4661 2,5331 -19,4904 -3,9694] 1,3867 0,0952 38

12 4 3 4 3 [1,6809 2,6638 -19,8796 -4,0351] 1,4307 0,1091 34

13 1 4 1 4 [0,7512 2,0977 -18,2044 -3,7525] 1,4392 0,0488 63

14 2 4 2 4 [1,0515 2,2804 -18,7460 -3,8438] 1,5051 0,0683 48

15 3 4 3 4 [1,2783 2,4191 -19,1542 -3,9130] 1,5564 0,0830 42

16 4 4 4 4 [1,4664 2,5332 -19,4938 -3,9700] 1,6003 0,0952 38

На основi наслiдку 4.2 теореми 4.4 i формул (4.30) i (4.42) проведено ряд

чисельних експериментiв з метою побудови наближених J-оптимальних ке-

рувань у виглядi статичного регулятора по стану (4.41) при рiзних значення

дiагональних елементiв матрицi Q. В табл. 4.1 наведено знайденi вiдповiднi

значення матрицi J-оптимального регулятора K, критерiя якостi J , запасу
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стiйкостi α i часу перехiдного процесу T0 замкненої системи. Остання харак-

теристика знаходилась за формулою T0 = min{T : ‖xt‖ ≤ ε, t ≥ T}, де

ε = 0, 05.

Дiагональнi елементи q1 i q3 вагової матрицi Q характеризують вплив

перемiщення платформи z i кута вiдхилення маятника ϕ на зважений рi-

вень гасiння обмежених збурень, що дiють на платформу. Як видно з табл.

1, збiльшення q1 i q3 при сталих q2 i q4 призводить до збiльшення запасу

стiйкостi i зменшення часу перехiдного процесу системи при вiдповiдному

J-оптимальному керуваннi. Замкнена система є неекспансивною у випадках

N = 1, 4.

На рис. 4.2 показана поведiнка розв’язкiв дискретної системи без керу-

вання, а на рис. 4.3 — поведiнка розв’язкiв замкненої системи з початко-

вим вектором x0 =
[
− 1, 1,−2, 2

]T для J-оптимального регулятора у ви-

падку N = 4. При цьому збурення wt задано у виглядi (4.27), де yt = xt,

γ = 0, 976, Θ =
√
P
−1
E
√
Q, E = 0, 5

[
1, 1, 1, 1

]
i виконується матрична нерiв-

нiсть ΘTPΘ ≤ Q.

t
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Рис. 4.2: Поведiнка системи без керування.
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Рис. 4.3: Поведiнка замкненої системи.

4.5. Висновки до роздiлу

В даному пiдроздiлi розглянуто класи лiнiйних та нелiнiйних систем ке-

рування з дискретним часом у векторно-матричнiй формi. На основi методу

квадратичних функцiй Ляпунова дослiджено задачi стабiлiзацiї, оцiнки та

гасiння обмежених збурень у системах з керованими i спостережуваними ви-

ходами. Отримано такi результати:

• У виглядi матричних нерiвностей побудовано необхiднi та достатнi умо-

ви iснування статичного зворотного зв’язку по вимiрюваному виходу, який

забезпечує асимптотичну стiйкiсть лiнiйної дискретної системи керування з

бажаним спектральним запасом (ρ-стiйкiсть).

• Встановлено необхiднi та достатнi умови iснування динамiчного зворо-

тного зв’язку по вимiрюваному виходу, який забезпечує ρ-стiйкiсть лiнiйної

дискретної системи керування. Отриманi умови у випадку динамiчного ре-

гулятора повного порядку зводяться до розв’язування лiнiйних матричних



112

нерiвностей.

• Розроблено iтерацiйний алгоритм обчислення матрицi статичного регу-

лятора, що забезпечує ρ-стiйкiсть лiнiйної дискретної системи та асимптоти-

чну стiйкiсть стану рiвноваги нелiнiйної системи керування. Даний алгоритм

чисельно реалiзовано в задачi дискретної стабiлiзацiї поздовжнього руху ге-

лiкоптера при вертикальному зльотi i посадцi.

• Сформульовано критерiї iснування статичних та динамiчних регулято-

рiв з наявними збуреннями, якi гарантують задану оцiнку зваженого рiвня

гасiння зовнiшнiх i початкових збурень, робастну стiйкiсть та спiльну ква-

дратичну функцiю Ляпунова замкненої дискретної системи керування.

• Для класу лiнiйних дискретних систем з керованими i спостережува-

ними виходами сформульовано критерiї iснування статичних та динамiчних

регуляторiв, якi забезпечують задану оцiнку зваженого рiвня гасiння зовнi-

шнiх i початкових збурень, робастну стiйкiсть та спiльну квадратичну фун-

кцiю Ляпунова замкненої системи.

• Розроблено алгоритм побудови динамiчного регулятора з нульовим по-

чатковим вектором, який дозволяє оцiнити та мiнiмiзувати зважений рiвень

гасiння обмежених збурень у дискретних системах з керованими i спостере-

жуваними виходами.

• На основi запропонованого алгоритму проведено ряд чисельних експе-

риментiв в задачi дискретної стабiлiзацiї одноланкового перевернутого мая-

тника на рухомiй платформi. Дослiджено залежнiсть запасу стiйкостi i часу

перехiдного процесу замкненої системи вiд вагових коефiцiєнтiв функцiоналу

якостi, якi характеризують вплив перемiщення платформи i кута вiдхилен-

ня маятника на зважений рiвень гасiння обмежених збурень, що дiють на

платформу.
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ВИСНОВКИ

В дисертацiйнiй роботi сформульовано та розв’язано новi задачi синтезу

неперервних та дискретних систем керування у векторно-матричнiй формi.

Основнi новi результати проведених дослiджень полягають у наступному:

1. Встановлено критерiї iснування статичних та динамiчних регуляторiв

по вимiрюваному виходу, якi забезпечують α-стiйкiсть лiнiйних систем керу-

вання.

2. Показано, що методи побудови статичних та динамiчних регуляторiв,

якi випливають iз отриманих критерiїв стабiлiзацiї лiнiйних систем, можуть

бути застосованi до деякого класу нелiнiйних систем керування у векторно-

матричнiй формi.

3. Для лiнiйних систем з керованими i спостережуваними виходами сфор-

мульовано критерiй iснування та алгоритм побудови динамiчних регуляторiв

з нульовим початковим вектором, якi забезпечують задану оцiнку зваженого

рiвня гасiння зовнiшнiх i початкових збурень, робастну стiйкiсть та спiльну

квадратичну функцiю Ляпунова замкненої системи.

4. Розроблено iтерацiйний алгоритм побудови статичного регулятора, що

забезпечує ρ-стiйкiсть лiнiйної дискретної системи та асимптотичну стiйкiсть

стану рiвноваги нелiнiйної системи керування. Даний алгоритм чисельно ре-

алiзовано в задачi дискретної стабiлiзацiї поздовжнього руху гелiкоптера при

вертикальному зльотi i посадцi.

5. Для класу лiнiйних дискретних систем керування сформульовано кри-

терiй iснування та алгоритм побудови динамiчних регуляторiв з нульовим по-

чатковим вектором, якi забезпечують задану оцiнку зваженого рiвня гасiння

зовнiшнiх i початкових збурень, робастну стiйкiсть та спiльну квадратичну

функцiю Ляпунова замкненої системи.

6. Розробленi методи дослiдження, що зводяться до розв’язання си-

стем лiнiйних матричних нерiвностей, застосовано в задачах стабiлiзацiї
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та H∞-оптимiзацiї для таких механiчних систем, як одноланковий робот-

манiпулятор, маятник на рухомiй платформi, двомасова механiчна система

та лiнiйний осцилятор з демпфуванням. Дослiджено залежностi критерiїв

якостi замкнених систем, що характеризують зважений рiвень гасiння обме-

жених збурень, вiд вагових коефiцiєнтiв та механiчних параметрiв.
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ДОДАТОК

Додаток А

Алгоритм 3.2. Зважена H∞-оптимiзацiя лiнiйного осцилятора.

% Гасiння коливань лiнiйного осцилятора

% Неперервна система , динамiчний регулятор

clc; clear;

global g_print_count_after_drop;

g_print_count_after_drop = 5;

global g_print_str;

g_print_str = ’\t ОСЦИЛЯТОР \n\n’;

format long;

n = 2; m = 1; l = 1; r=2; s=1; k=2;

a=1.0; b=0.1; A = [0 1;-a -b];

B1 = [0;1]; B2=B1;

C1 = [1 0;0 0]; C2=[1 0];

D11 =zeros(k,s); D12 =[0;1]; D21=zeros(l,s); D22=zeros(l,m);

In=eye(n); Im=eye(m); Il=eye(l); Ir=eye(r); Is=eye(s); Ik=eye(k);

P=Is;

q1 =0.01; q2 =0.1; Q=[q1 0; 0 q2];

ro=0.2; X0=(ro^2)*In;

gamma =0.865; prnValue(’Значення gamma:’, gamma);

[J_0 , ~]= JPQ(A,B1,C1,D11 ,P,Q); [J, ~]= JPQX0(A,B1 ,C1,D11 ,P,Q,X0);

prnValue(’Значення критерiя якостi J_0 системи без керування:’, J_0);

prnValue(’Значення критерiя якостi J системи без керування:’, J);

% Побудова динамiчного регулятора з оцiнкою J < gamma

R=[C2 D21]; W1=null(R,’r’); % базис ядра матрицi R

L=[B2 ’ D12 ’]; W2=null(L,’r’); % базис ядра матрицi L

W11=W1(1:n,1:n+s-l); W12=W1(n+1:n+s,1:n+s-l);

W21=W2(1:n,1:n+k-m); W22=W2(n+1:n+k,1:n+k-m);

setlmis ([]);

X=lmivar (1,[n 1]); % 1-symmetryc , n - nxn

Y=lmivar (1,[n 1]); % 1-symmetryc , n - nxn

% 1st LMI

lmiterm ([1 1 1 X],W11 ’,A*W11 ,’s’); lmiterm ([1 1 1 X],W11 ’,B1*W12 ,’s’);

S1=W11 ’*C1 ’*Q*C1*W11+W11 ’*C1 ’*Q*D11*W12+W12 ’*D11 ’*Q*C1*W11+W12 ’*(D11 ’*Q*

D11 -gamma ^2*P)*W12;
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lmiterm ([1 1 1 0],S1);

% 2st LMI

lmiterm ([2 1 1 Y],W21 ’*A,W21 ,’s’); lmiterm ([2 1 1 Y],W22 ’*C1,W21 ,’s’);

S2=W21 ’*B1/P*B1 ’*W21+W21 ’*B1/P*D11 ’*W22+W22 ’*D11/P*B1 ’*W21+W22 ’*( D11/P*

D11 ’-gamma ^2*( inv(Q)))*W22;

lmiterm ([2 1 1 0],S2);

% 3st LMI

lmiterm ([3 1 1 X],1,-1); lmiterm ([3 1 2 0],-gamma*In); lmiterm ([3 2 2 Y

],1,-1);

% 4st LMI

lmiterm ([4 1 1 X],1,1); lmiterm ([4 1 1 0],-gamma ^2*X0);

lmis = getlmis; [tmin ,xfeas] = feasp(lmis , [0,0,0,0,1]);

X = dec2mat(lmis ,xfeas ,X); eX = eig(X);

Y = dec2mat(lmis ,xfeas ,Y); eY = eig(Y);

prnValue(’Матриця X:’, X);prnValue(’Власнi значення матрицi X:’, eX);

prnValue(’Матриця Y:’, Y);prnValue(’Власнi значення матрицi Y:’, eY);

%%% Перевiрка нерiвностей

F1=[A’*X+X*A+C1 ’*Q*C1 X*B1+C1 ’*Q*D11; B1 ’*X+D11 ’*Q*C1 D11 ’*Q*D11 -gamma

^2*P];

H1=-W1 ’*F1*W1;eH1 = eig(H1);

prnValue(’Власнi значення матрицi H1:’, eH1);

F2=[A*Y+Y*A’+(B1/P)*B1 ’ Y*C1 ’+(B1/P)*D11 ’; C1*Y+(D11/P)*B1 ’ (D11/P)*D11

’-gamma ^2*( inv(Q))];

H2=-W2 ’*F2*W2; eH2 = eig(H2);

prnValue(’Власнi значення матрицi H2:’, eH2);

%%% Перевiрка нерiвностi

XX0=gamma ^2*X0-X; eXX0 = eig(XX0);

prnValue(’Власнi значення матрицi XX0:’, eXX0);

%%% Перевiрка нерiвностi

W=[X gamma*In;gamma*In Y]; eW = eig(W);

prnValue(’Власнi значення матрицi W:’, eW);

%%% Формування блочної матрицi Xd

Z=Y-( gamma ^2)*(inv(X)); eZ = eig(Z);

prnValue(’Власнi значення матрицi Z:’, eZ);

[T,E]=eig(Z); E1=eye(n); %% X1 i X2

for i=1:n

E1(i,i)=sqrt(E(i,i));

end;

T=T*E1;

if r<n
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n1=n-r;

for j=1:n1

em=E(1,1); im=1;

for i=1:n-j+1

if E(i,i)<em

em=E(i,i); im=i; end;

end;

T(:,im)=[]; E(:,im)=[]; E(im ,:) =[];

end;

end;

V=T’; X1=gamma\V*X; X2=gamma ^2\V*X*V’+Ir;

Xd=[X X1 ’;X1 X2]; eXd = eig(Xd);

Y1=-gamma*V;Y2=gamma ^2*Ir;Yd=[Y Y1 ’;Y1 Y2]; eYd = eig(Yd);

Zd=Xd*Yd-gamma ^2*eye(n+r);

prnValue(’Власнi значення матрицi Xd:’, eXd);

prnValue(’Власнi значення матрицi Yd:’, eYd);

prnValue(’Рiзниця Zd=Xd*Yd -gamma ^2* I_n+r:’, Zd);

%Формування ЛМН;

S = [A’*X+X*A A’*X1 ’ X*B1 C1 ’; X1*A zeros(r,r) X1*B1 zeros(r,k);

B1 ’*X B1 ’*X1’ -gamma ^2*P D11 ’; C1 zeros(k,r) D11 -inv(Q)];

L=[B2 ’*X B2 ’*X1’ zeros(m,s) D12 ’;X1 X2 zeros(r,s) zeros(r,k)];

R=[C2 zeros(l,r) D21 zeros(l,k); zeros(r,n) Ir zeros(r,s) zeros(r,k)];

Kd0 = basiclmi(S,L,R,’Xmin’); % розв ’язування ЛМН з мiнiмiзацiєю норми:

S + L’XR + R’X’L < 0

K0 = Kd0(1:m,1:l); U0 = Kd0(1:m,l+1:l+r); V0 = Kd0(m+1:m+r,1:l); Z0 = Kd0

(m+1:m+r,l+1:l+r);

K = (Im+K0*D22)\K0; U = (Im+K0*D22)\U0; V = V0/(Il+D22*K0); Z = Z0 -V0*D22

/(Im+K0*D22)*U0;

prnValue(’Матриця K:’, K);prnValue(’Матриця U:’, U);

prnValue(’Матриця V:’, V);prnValue(’Матриця Z:’, Z);

M11=A+B2*K0*C2; M12=B2*U0; M21=V0*C2; M22=Z0;

M = [M11 M12; M21 M22]; eM = eig(M);

mBegin = eM;

mEnd = zeros (2* length(mBegin (:)) ,1);

mEnd (1:2: end) = real(mBegin);

mEnd (2:2: end) = imag(mBegin);

prnValue(’Власнi значення матрицi Ac:’, mEnd);

N1=B1+B2*K0*D21; N2=V0*D21; N=[N1; N2];
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F1=C1+D12*K0*C2; F2=D12*U0; F = [F1 F2];

G = D11+D12*K0*D21;

[J_0 , ~]= JPQ(M,N,F,G,P,Q); [J, ~]= JPQX0r(M,N,F,G,P,Q,X0,n,r,s);

prnValue(’Значення критерiя якостi J_0 замкненої системи:’, J_0);

prnValue(’Значення критерiя якостi J замкненої системи:’, J);

fileID = fopen(’results_Oscylliator.txt’,’wt’);

fprintf(fileID , g_print_str); fclose(fileID); fprintf(g_print_str);

% Обчислення J_{P,Q} як мiнiмум gamma

function [J_PQ , h] =JPQ(A,B,C,D,P,Q)

n1=size(A,1); s1=size(P,1);

gamma =10; N=1000; h=gamma /2;

for i= 1:N

setlmis ([]); X=lmivar (1,[n1 1]);

lmiterm ([1 1 1 X],1,A,’s’); lmiterm ([1 1 1 0],C’*Q*C);

lmiterm ([1 1 2 X],1,B); lmiterm ([1 1 2 0],C’*Q*D);

lmiterm ([1 2 2 0],D’*Q*D); lmiterm ([1 2 2 0],-gamma ^2*P);

lmiterm ([2 1 1 X],-1,1);

lmis = getlmis; [~,xfeas] = feasp(lmis , [0,0,0,0,1]);

X = dec2mat(lmis ,xfeas ,X); eX = eig(X);

FI=[A’*X+X*A+C’*Q*C X*B+C’*Q*D; B’*X+D’*Q*C D’*Q*D-gamma ^2*P]; eFI

= eig(FI);

ind =1;

for j= 1:n1

if eX(j) <= 0

ind=-1;

break;

end;

end;

for j= 1:n1+s1

if eFI(j) >= 0

ind=-1;

break;

end;

end;

gamma=gamma -ind*h;

if ind == 1

h=h/2;

end;

if h < 0.001

break;

end;
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end;

J_PQ =gamma;

% Обчислення J_{P,Q,X0} як мiнiмум gamma

function [J_PQX0 , h] =JPQX0(A,B,C,D,P,Q,X0)

n1=size(A,1); s1=size(P,1);

gamma =10; N=1000; h=gamma /2;

for i= 1:N

setlmis ([]); X=lmivar (1,[n1 1]);

lmiterm ([1 1 1 X],1,A,’s’); lmiterm ([1 1 1 0],C’*Q*C);

lmiterm ([1 1 2 X],1,B); lmiterm ([1 1 2 0],C’*Q*D);

lmiterm ([1 2 2 0],D’*Q*D-gamma ^2*P);

lmiterm ([2 1 1 X],-1,1);

lmiterm ([3 1 1 X],1,1); lmiterm ([3 1 1 0],-gamma ^2*X0);

lmis = getlmis; [~,xfeas] = feasp(lmis , [0,0,0,0,1]);

X = dec2mat(lmis ,xfeas ,X); eX = eig(X);

FI=[A’*X+X*A+C’*Q*C X*B+C’*Q*D; B’*X+D’*Q*C D’*Q*D-gamma ^2*P]; eFI

= eig(FI);

XX0=gamma ^2*X0-X; eXX0 = eig(XX0);

ind =1;

for j= 1:n1

if eX(j) <= 0

ind=-1;

break;

end;

if eXX0(j) <= 0

ind=-1;

break;

end;

end;

for j= 1:n1+s1

if eFI(j) >= 0

ind=-1;

break;

end;

end;

gamma=gamma -ind*h;

if ind == 1

h=h/2;

end;

if h < 0.001

break;

end;

end;
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J_PQX0=gamma;

% Обчислення J_{P,Q,X0} як мiнiмум gamma

function [J_PQX0r , h] = JPQX0r(A,B,C,D,P,Q,X0 ,n,r,s)

gamma =10; N=1000; h=gamma /2;

E=[eye(n) zeros(n,r)];

for i= 1:N

setlmis ([]); X=lmivar (1,[n+r 1]);

lmiterm ([1 1 1 X],1,A,’s’); lmiterm ([1 1 1 0],C’*Q*C);

lmiterm ([1 1 2 X],1,B); lmiterm ([1 1 2 0],C’*Q*D);

lmiterm ([1 2 2 0],D’*Q*D-gamma ^2*P);

lmiterm ([2 1 1 X],-1,1);

lmiterm ([3 1 1 X],E,E’); lmiterm ([3 1 1 0],-gamma ^2*X0);

lmis = getlmis; [~,xfeas] = feasp(lmis , [0,0,0,0,1]);

X = dec2mat(lmis ,xfeas ,X); eX = eig(X);

FI=[A’*X+X*A+C’*Q*C X*B+C’*Q*D; B’*X+D’*Q*C D’*Q*D-gamma ^2*P]; eFI

= eig(FI);

XX0=gamma ^2*X0-E*X*E’; eXX0 = eig(XX0);

ind =1;

for j= 1:n

if eXX0(j) <= 0

ind=-1;

break;

end;

end;

for j= 1:n+r

if eX(j) <= 0

ind=-1;

break;

end;

end;

for j= 1:n+r+s

if eFI(j) >= 0

ind=-1;

break;

end;

end;

gamma=gamma -ind*h;

if ind == 1

h=h/2;

end;

if h < 0.001

break;

end;
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end;

J_PQX0r=gamma;

%This function converts values (matrix , number ...) in text

function txt = prnValue( prompt , value , complex , formatReal ,

formatComplex , type)

global g_print_str;

if nargin < 6

type = ’M’;

end

if nargin < 5

formatComplex = makeFormat(imag(value));

end

if nargin < 4

formatReal = makeFormat(real(value));

end

if nargin < 3

ivalue = imag(value);

complex = any(abs(ivalue (:)) > 0);

end

if nargin < 2

msgID = ’prnValues ’;

msg = ’Function prnValues might be called with too few arguments.’;

baseException = MException(msgID ,msg);

throw(baseException);

end

if type == ’M’

txt = printMatrix(prompt , value , complex , formatReal , formatComplex);

else

msgID = ’prnValues ’;

msg = ’Wrong type value.’;

baseException = MException(msgID ,msg);

throw(baseException);

end

g_print_str = strcat(g_print_str , strcat(txt , ’\n’));

end

function txt = printMatrix(prompt , matrix , complex , formatReal ,

formatComplex)

txt = ’’;
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if ~isempty(prompt)

txt = strcat(prompt , ’\n’);

end

[mSize , nSize] = size(matrix);

for i=1: mSize

for j=1: nSize

txt = strcat(txt , printNumeric(matrix(i,j), complex , formatReal ,

formatComplex), ’\t’);

end

txt = strcat(txt , ’\n’);

end

end

function txt = printNumeric(numeric , complex , formatReal , formatComplex)

txt = sprintf(formatReal , real(numeric));

if complex

if imag(numeric) >= 0

txt = strcat(txt , ’+’);

end

txt = strcat(txt , sprintf(formatComplex , imag(numeric)), ’i’);

end

end

function txt = makeFormat(matrix)

global g_print_count_after_drop;

maxNum = max(max(abs(matrix)));

txtNum = sprintf(’%u’, maxNum);

if (g_print_count_after_drop >= 0)

countAfterDrop = g_print_count_after_drop;

elseif strcmp(get(0, ’format ’), ’short’)

countAfterDrop = 4;

else

countAfterDrop = 16;

end

txt = sprintf(’%u.%u’, length(txtNum), countAfterDrop);

txt = strcat(’%’, txt , ’f’);

end
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Додаток Б

Алгоритм 4.1. Iтерацiйна процедура дискретної системи

стабiлiзацiї по виходу гелiкоптера.

% Модель поздовжнього руху вертольота при вертикальному зльотi i посадцi

% Дискретна постановака , статичний регулятор

clc; clear;

global g_print_count_after_drop;

g_print_count_after_drop = 5;

global g_print_str;

g_print_str = ’\t СТАБIЛIЗАЦIЯ: Гелiкоптер n = 4; m = 2; s=1 \n\n’;

format long;

n = 4; m = 2; r=1 -0.001;

In=eye(n); Im=eye(m);

A=[1 0.00027 0.00016 -0.00456;

0.00048 0.98995 -0.00018 -0.04001;

0.001 0.00365 0.99303 0.01407;

0.00001 0.00002 0.00997 1.0001];

B=[ 0.00442 0.00175;

0.03527 -0.07554;

-0.05494 0.04461;

-0.00028 0.00022];

C=[1 0 0 0;0 1 0 0]; s=2;

prnValue(’Матриця A:’, A);

srad=max(abs(eig(A)));

prnValue(’Спектральний радiус матрицi A:’, srad);

prnValue(’Матриця B:’, B);

prnValue(’Матриця C:’, C);

RB=[B A*B A^2*B A^3*B]; rankRB= rank(RB);

prnValue(’Ранг матрицi керованостi:’, rankRB);

RC=[C; C*A; C*A^2; C*A^3]; rankRC= rank(RC);

prnValue(’Ранг матрицi спостережуваностi:’, rankRC);

%% Побудова стабiлiзуючого статичного регулятора по виходу

W=null(B’,’r’); %ортогональне доповнення B, тобто базис ядра матрицi B’

W1=null(C,’r’);

G=[C’*( inv(C*C’)) W1];

setlmis ([]);
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Z=lmivar (1,[n 1]); % 1-symmetryc , n - nxn

lmiterm ([1 1 1 Z],W’*A*G,G’*A’*W); lmiterm ([1 1 1 Z],-r^2*W’*G,G’*W);

lmiterm ([2 1 1 Z],1,-1);

e=0.01; lmiterm ([2 1 1 0],e*In);

lmis = getlmis; [~,xfeas] = feasp(lmis , [0,0,0,0,1]);

Z = dec2mat(lmis ,xfeas ,Z);Z0=Z;

prnValue(’Матриця X0:’, Z0); eZ0=eig(Z0);

prnValue(’Власнi значення матрицi Z0:’, eZ0);

N=100;

for j=1:N

setlmis ([]);

Z=lmivar (1,[n 1]); % 1-symmetryc , n - nxn

lmiterm ([1 1 1 Z],W’*A*G,G’*A’*W); lmiterm ([1 1 1 Z],-r^2*W’*G,G’*W);

Z1=Z0(1:s,1:s);Z2=Z0(s+1:n,1:s);Z3=Z0(s+1:n,s+1:n);

D=Z3 -Z2*(inv(Z1))*Z2 ’; lmiterm ([2 1 1 Z],-r^2*G,G’);

A1=A*G*[zeros(s,s) zeros(s,n-s); zeros(n-s,s) D]*G’*A’;

lmiterm ([2 1 1 0], A1);

lmiterm ([3 1 1 Z],1,1); lmiterm ([3 1 1 0],-Z0);

lmiterm ([4 1 1 Z],1,-1);

e=0.01; lmiterm ([4 1 1 0],e*In);

lmis = getlmis; [~,xfeas] = feasp(lmis , [0,0,0,0,1]);

Z = dec2mat(lmis ,xfeas ,Z);

X=G*Z*G’;eX=eig(X);

Y1=W’*(A*X*A’-r^2*X)*W; eY1=eig(Y1);

Y2=A*X*A’-r^2*X-A*X*C’*( inv(C*X*C’))*C*X*A’; eY2=eig(Y2);

e0 =0.00001; e1 =0.00001; e2 =0.00001;

if (min(eX)>e0)&&( max(eY1)<-e1)&&(max(eY2)<-e2)

prnValue(’Кiлькiсть iтерацiй j:’, j);

break;

end

Z0=Z;

end;

prnValue(’Матриця X:’, X); eX=eig(X);

prnValue(’Власнi значення матрицi X:’, eX);

%% Перевiрка умов теореми

Y1=W’*(A*X*A’-r^2*X)*W; eY1=eig(Y1);

prnValue(’Власнi значення матрицi Y1:’, eY1);

Y2=A*X*A’-r^2*X-A*X*C’*( inv(C*X*C’))*C*X*A’; eY2=eig(Y2);

prnValue(’Власнi значення матрицi Y2:’, eY2);
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%% Побудова регулятора

L=[-B’ zeros(m,n)]; R=[ zeros(s,n) C*X]; F=-[r^2*X A*X; X*A’ X];

setlmis ([]);

K=lmivar (2,[m s]); % 2- mxs

lmiterm ([1 1 1 K],L’,R,’s’); lmiterm ([1 1 1 0],F);

lmis = getlmis; [tmin ,xfeas] = feasp(lmis , [0,0,0,0,1]);

K = dec2mat(lmis ,xfeas ,K);prnValue(’Матриця регулятора K:’, K);

H=L’*K*R+R’*K’*L+F;eH=eig(H);prnValue(’Власнi значення матрицi H:’, eH);

%% Перевiрка умов стiйкостi

M=A+B*K*C; eM=eig(M);

prnValue(’Власнi значення матрицi M:’, eM);

abseM=sort(abs(eM)); sradM=max(abseM);

prnValue(’Модулi власних значень матрицi M:’, abseM);

prnValue(’Спектральний радiус матрицi M:’, sradM);

zapas=1-sradM; prnValue(’Запас стiйкостi >=:’, zapas);

fileID = fopen(’results_Helicopter.txt’,’wt’);

fprintf(fileID , g_print_str); fclose(fileID); fprintf(g_print_str);
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