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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè.

Ïîíÿòòÿ ñòàáiëüíîãî ðàíãó êiëüöÿ, ââåäåíå Áàñîì ó äðóãié ïîëî-

âèíi ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ, âiäiãðà¹ ôóíäàìåíòàëüíó ðîëü ïðè âèâ÷åííi

ñòðóêòóðíèõ âëàñòèâîñòåé êiëåöü. Âïðîäîâæ îñòàííiõ äåñÿòèëiòü òàêi

àâòîðè ÿê Àìiòöóð, Àðà, Ìåíàë, Ìîíêàçi, Ãóäüîðë, Êàïëàíñüêèé, Êîí,

Õåíðiêñåí, Ëåì, Çàáàâñüêèé, ×åí, Íiêîëñîí, ÌàêÃîâåðí, Êóøî, Õóðà-

íà, Ñðiâàñòàâà, Ðîéòìàí, Âàññåðøòåéí, Ñóñëií òà áàãàòî iíøèõ äîñëi-

äæóâàëè ïèòàííÿ âïëèâó ñòàáiëüíîãî ðàíãó êiëüöÿ íà éîãî âëàñòèâîñòi

òà ïîâåäiíêó ïðè ðîçâ'ÿçàííi ðiçíîìàíiòíèõ òåîðåòèêî-êiëüöåâèõ çàäà÷.

Êðiì òîãî, áóëî çàóâàæåíî, ùî íàäàþ÷è êiëüöÿì ïåâíi âëàñòèâîñòi, íà-

êëàäàþòüñÿ îáìåæåííÿ i íà éîãî ñòàáiëüíèé ðàíã, ïðè÷îìó ïðèðîäà

íàêëàäåíèõ íà êiëüöå âëàñòèâîñòåé ìîæå áóòè äîâîëi ðiçíîìàíiòíîþ.

Òàêèì ÷èíîì ïðîñëiäêîâó¹òüñÿ òiñíèé âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ñòàáiëüíèì

ðàíãîì òà iíøèìè âëàñòèâîñòÿìè êiëåöü. Çîêðåìà, äàíå ïîíÿòòÿ âèÿâè-

ëîñÿ äóæå äi¹âèì ó çàäà÷àõ äiàãîíàëiçàöi¨ ìàòðèöü. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

öüîãî íàïðÿìêó ¹ âèêëàäåíi ó ðîáîòàõ [123, 124].

Ïðîáëåìà äiàãîíàëiçàöi¨ ìàòðèöü ìà¹ ãëèáîêi iñòîðè÷íi êîðåíi i â

ðiçíèõ àñïåêòàõ ¨é ïðèäiëÿëè óâàãó áàãàòî âiäîìèõ ìàòåìàòèêiâ. Êëà-

ñè÷íà çàäà÷à äiàãîíàëiçàöi¨ ìàòðèöü áåðå ñâié ïî÷àòîê iç òåîðåìè Ãàóñà

ÿêà ñòâåðäæó¹, ùî äîâiëüíà ìàòðèöÿ íàä ïîëåì ìîæå áóòè çâåäåíà äî

äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó iç íóëÿìè òà îäèíèöÿìè íà ãîëîâíié äiàãîíàëi.

Ó 1861 ðîöi Ã. Ñìiò ïîêàçàâ, ùî êîæíà ìàòðèöÿ iç öiëèìè êîåôiöi¹í-

òàìè çâîäèòüñÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó øëÿõîì åëåìåíòàðíèõ ïåðå-
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òâîðåíü ðÿäêiâ i ñòîâïöiâ, ïðè÷îìó öi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè âîëîäiþòü

òàêîþ âëàñòèâiñòþ: êîæåí iç íèõ ¹ äiëüíèêîì íàñòóïíîãî åëåìåíòà. Ó

ïîäàëüøîìó öþ äiàãîíàëüíó ôîðìó íàçâàëè íîðìàëüíîþ ôîðìîþ Ñìi-

òà íà ÷åñòü àâòîðà öi¹¨ òåîðåìè. Íà ïî÷àòêó 20-ãî ñòîëiòòÿ ðåçóëüòàò

Ñìiòà áóâ ïîøèðåíèé íà òàêi êëàñè êiëåöü: îáëàñòi Åâêëiäà, îáëàñòi ãî-

ëîâíèõ iäåàëiâ. Çàóâàæèìî, ùî ïîìiòíîþ ¹ òåíäåíöiÿ ó äîâåäåííi öèõ

òâåðäæåíü � ñïî÷àòêó ó êîìóòàòèâíîìó, à çãîäîì i íåêîìóòàòèâíîìó

âèïàäêó. Âàãîìèì ó öåé ïåðiîä ¹ âíåñîê òàêèõ äîñëiäíèêiâ ÿê Âåääåð-

áàðí [117], Äiêñîí [57], Òåéõìþëëåð [109], âàí äåð Âàðäåí [7], Àñàíî [42],

Äæåêîáñîí [69]. Ç iñòîði¹þ òà ðåçóëüòàòàìè äàíèõ äîñëiäæåíü ìîæíà

îçíàéîìèòèñü ó ðîáîòàõ [14, 75].

ßê íàñëiäîê iç âêàçàíèõ ðåçóëüòàòiâ, ùî ñòîñóâàëàñü ðiçíîìàíiòíèõ

çà ñâî¹þ ïðèðîäîþ êiëåöü, âèíèêëî ïèòàííÿ ïîòåíöiéíî¨ ìîæëèâîñòi

êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëiçàöi¨ ìàòðèöü íàä êiëüöÿìè: ÿêi ìàòðèöi i íàä ÿêè-

ìè êiëüöÿìè äîïóñêàþòü äiàãîíàëiçàöiþ iç ïîäiëüíiñòþ åëåìåíòiâ íà

ãîëîâíié äiàãîíàëi? Âñå öå ñòàëî ïðè÷èíîþ ââåäåííÿ Êàïëàíñüêèì ó

1949 ðîöi [75] ïîíÿòòÿ êiëüöÿ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ. Ñåðåä òèõ, õòî

çàéìàâñÿ âèâ÷åííÿì êiëåöü åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ ñëiä âiäìiòèòè òà-

êèõ çàêîðäîííèõ àâòîðiâ, ÿê Êàïëàíñüêèé [75, 76], Õåíðiíñåí [67, 68],

Êîí [32], Ãiëìàí [61, 62], Õåëìåð [66], Àìiòöóð [40], Ëàðñåí [80], Ëå-

âiñ [80], Øîðåñ [80, 98, 99, 100], Âiãàíò [99, 100, 120]. Ðÿä âiò÷èçíÿíèõ

àâòîðiâ òàêîæ çàéìàâñÿ äîñëiäæåííÿì äàíî¨ òåìàòèêè: Êàçiìiðñüêèé,

Ëîïàòèíñüêèé, Çàáàâñüêèé, Ïåòðè÷êîâè÷ òà ¨õ ó÷íi. Òàêîæ ðåçóëüòàòè,

ÿêi ñòîñóþòüñÿ êiëåöü åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ âiäîáðàæåíi ó ðîáîòàõ

Ëüâiâñüêèõ ìàòåìàòèêiâ [11, 12, 13, 20, 22, 24, 26, 29, 123, 124, 126].
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Êàïëàíñüêèì ó ðîáîòi [75] áóëî çàóâàæåíî, ùî ÿêùî äîâiëüíi ìàòðè-

öi ðîçìiðiâ 1×2, 2×1 òà 2×2 íàä äåÿêèì êiëüöåì âîëîäiþòü êàíîíi÷íîþ

äiàãîíàëüíîþ ðåäóêöi¹þ, òî äàíå êiëüöå ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëü-

íèêiâ. Òîáòî, äëÿ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëiçàöi¨ óñiõ ìàòðèöü íàä êiëüöåì

íåîáõiäíî, ùîá äiàãîíàëiçóâàëèñü ðÿäêè i ñòîâïöi äîâæèíè i âèñîòè 2

âiäïîâiäíî. Äàíi êiëüöÿ îòðèìàëè íàçâó êiëåöü Åðìiòà. Âîíè ¹ ïðèêëà-

äàìè êiëåöü Áåçó, òîáòî òàêèõ êiëåöü, äå êîæåí ñêií÷åííî-ïîðîäæåíèé

iäåàë ¹ ãîëîâíèì. Âiäïîâiäíî ðîçðiçíÿþòü ïðàâi òà ëiâi êiëüöÿ Áåçó, òîá-

òî íàêëàäàþòüñÿ îáìåæåííÿ íà òå, ùî ñêií÷åííî-ïîðîäæåíi ïðàâi (ëiâi)

iäåàëè ¹ ãîëîâíèìè ïðàâèìè (ëiâèìè) iäåàëàìè. Êiëüöå Áåçó � öå êiëü-

öå, ÿêå ¹ îäíî÷àñíî ëiâèì i ïðàâèì êiëüöåì Áåçó. Ïðèêëàäàìè êiëåöü

Áåçó ¹: êiëüöå öiëèõ àëãåáðà¨÷íèõ ÷èñåë, êiëüöå öiëèõ Ãàóñîâèõ ÷èñåë,

êiëüöå öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, óñi êiëü-

öÿ ãîëîâíèõ iäåàëiâ, ðåãóëÿðíi êiëüöÿ, êiëüöå íîðìóâàííÿ, êiëüöÿ âè-

ãëÿäó D+xQ[x], D+xQ[[x]], äå D ¹ îáëàñòþ ãîëîâíèõ iäåàëiâ, ÿêà íå ¹

ïîëåì, à Q � ¨¨ ïîëå äðîáiâ, êiëüöå íåïåðåðâíèõ äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié

íàä öiëêîì ðåãóëÿðíèì Õàóñäîðôíèì òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì. Òàêîæ,

ñëiä çàóâàæèòè, ùî iñíóþòü âiäìiííîñòi ìiæ êiëüöÿìè Áåçó, Åðìiòà, òà

êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ. Òàê, ÿêùî ó êîìóòàòèâíîìó âèïàä-

êó êiëüöÿ Áåçó áåç äiëüíèêiâ íóëÿ ¹ êiëüöÿìè Åðìiòà, òî ó âèïàäêó

ïðèñóòíîñòi äiëüíèêiâ íóëÿ iñíóþòü ïðèêëàäè, ÿêi ïîêàçóþòü, ùî äà-

íi êëàñè êiëåöü íå ñïiâïàäàþòü [62]. Òàêîæ ó âêàçàíié ðîáîòi íàâåäåíî

ïðèêëàä êiëüöÿ Åðìiòà, ÿêå íå ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Ñåðåä êîìóòàòèâíèõ êiëåöü åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ âàæëèâå ìiñöå

çàéìàþòü àäåêâàòíi êiëüöÿ. Âïåðøå âëàñòèâiñòü àäåêâàòíîñòi áóëà ïî-
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êàçàíà Âåääåðáàðíîì ó 1915 ðîöi äëÿ êiëüöÿ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíê-

öié [117]. Ïðîòå ëèøå ó 1943 ðîöi Õåëìåðîì [66] áóëî íàçâàíî àäåêâàò-

íèìè êiëüöÿ iç âêàçàíîþ âëàñòèâiñòþ. Ïðèíöèïîâiñòü ââåäåííÿ öüîãî

ïîíÿòòÿ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî äàíi êiëüöÿ ¹ êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëü-

íèêiâ, ïðîòå íà ëàíöþãè ¨õ iäåàëiâ íå íàêëàäàþòüñÿ æîäíi îáìåæåííÿ.

Â îçíà÷åííi àäåêâàòíèõ êiëåöü Õåëìåðà ïðèñóòíÿ óìîâà âiäñóòíîñòi

äiëüíèêiâ íóëÿ, ïðîòå ¹ çìiñò ðîçãëÿäàòè òàêi êiëüöÿ i â áiëüø çàãàëü-

íèõ âèïàäêàõ. Òàê, Ãiëìàí i Õåíðiêñåí ïîêàçàëè, ùî êîìóòàòèâíå ðåãó-

ëÿðíå êiëüöå ¹ àäåêâàòíèì [61]. Êðiì òîãî, äîâåäåíî, ùî íàïiâëîêàëüíå

êiëüöå Áåçó ¹ àäåêâàòíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíî ¹ ïåðåòèíîì ñêií-

÷åííîãî ÷èñëà ïîïàðíî íåçàëåæíèõ êiëåöü íîðìóâàííÿ áåç äiëüíèêiâ

íóëÿ iç ñïiëüíèì ïîëåì äðîáiâ, àáî ¹ ñêií÷åííîþ ïðÿìîþ ñóìîþ êiëåöü

íîðìóâàííÿ [80]. Òàêîæ ìîæíà âiäçíà÷èòè áðàê ñòðóêòóðíèõ òåîðåì

ïðî àäåêâàòíi êiëüöÿ â öiëîìó. Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè ó öüîìó íà-

ïðÿìêó ìîæíà ââàæàòè:

� òåîðåìó Õåíðiêñåíà [67] ïðî òå, ùî ó êîìóòàòèâíèìó ðåãóëÿðíî-

ìó êiëüöi êîæåí íåíóëüîâèé ïðîñòèé iäåàë ìiñòèòüñÿ ó ¹äèíîìó ìàêñè-

ìàëüíîìó iäåàëi;

� êîìóòàòèâíà îáëàñòü Áåçó ¹ àäåêâàòíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

óñi ¨¨ ñêií÷åííi ãîìîìîðôíi îáðàçè ¹ íàïiâðåãóëÿðíèìè êiëüöÿìè [124];

� ñòàáiëüíèé ðàíã àäåêâàòíîãî êiëüöÿ ðiâíèé 2, à ÿêùî ðàäèêàë

Äæåêîáñîíà äàíîãî êiëüöÿ ¹ íåíóëüîâèì, òî öå êiëüöå ¹ êiëüöåì ñòà-

áiëüíîãî ðàíãó 1 [4].

Ëàðñåí, Ëåâiñ i Øîðåñ [80] ïîñòàâèëè ïèòàííÿ: ÷è ¹ àäåêâàòíîþ

êîìóòàòèâíà îáëàñòü Áåçó, êîæåí íåíóëüîâèé ïðîñòèé iäåàë ÿêî¨ ìiñ-
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òèòüñÿ ó ¹äèíîìó ìàêñèìàëüíîìó iäåàëi? Âiäïîâiäü íà äàíå ïèòàííÿ

â çàãàëüíîìó âèïàäêó ¹ íåãàòèâíîþ � Áðþâåð, Êîíðàä i Ìîíòãîìå-

ði [45] íàâåëè ïðèêëàä êiëüöÿ, ÿêå ñïðîñòîâó¹ äàíå ïðèïóùåííÿ. Ïðîòå

Çàáàâñüêèé òà Áiëÿâñüêà [17] ïiäòâåðäæóþòü ãiïîòåçó ó âèïàäêó êîìó-

òàòèâíèõ îáëàñòåé Áåçó iç íåòåðîâèì ñïåêòðîì.

Â îñòàííi ðîêè ïðîñòåæó¹òüñÿ òåíäåíöiÿ äî óçàãàëüíåííÿ êëàñè÷-

íèõ ïîíÿòü, çîêðåìà ïîíÿòòÿ àäåêâàòíîñòi. Çàáàâñüêèì [123] áóëî âïåð-

øå ðîçãëÿíóòî àäåêâàòíi â íóëi êiëüöÿ, ÿê êiëüöÿ â ÿêèõ íóëü ¹ àäå-

êâàòíèì åëåìåíòîì (òàêèìè ¹ êîìóòàòèâíi ðåãóëÿðíi êiëüöÿ òà êiëüöÿ

íîðìóâàííÿ [80]), âñþäè àäåêâàòíi êiëüöÿ [17, 124], óçàãàëüíåíî àäåêâà-

òíi êiëüöÿ [21]. Êðiì òîãî, ó [17] ïîêàçàíî, ùî àäåêâàòíi â íóëi êiëüöÿ ¹

êiëüöÿìè ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè, óçàãàëüíåíî àäåêâàòíi êiëüöÿ áåç äiëü-

íèêiâ íóëÿ ¹ êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ. Òàêîæ, êëàñè÷íå îçíà-

÷åííÿ Õåëìåðà îòðèìàëî ïðîäîâæåííÿ ó âèãëÿäi ïîíÿòü: àäåêâàòíîãî

åëåìåíòà [30], êîàäåêâàòíîãî åëåìåíòà [21], àäåêâàòíîãî iäåàëó [29],

ïàðè åëåìåíòiâ, â ÿêié îäèí iç íèõ àäåêâàòíèé iíøîìó [21].

Øèðîêå çàñòîñóâàííÿ çíàõîäèòü ïîíÿòòÿ ñòàáiëüíîãî ðàíãó, ÿêå

âïåðøå áóëî ââåäåíå Áàññîì ó 1964 ðîöi. Öå ïîíÿòòÿ ¹ îäíèì ç îñíîâ-

íèõ iíâàðiàíòiâ Ê-òåîði¨, à ñó÷àñíi äîñëiäæåííÿ ç òåîði¨ ìàòðèöü íàä

êiëüöÿìè ëèøå ïiäêðåñëþþòü âàæëèâiñòü äàíîãî ïîíÿòòÿ â òåîði¨ êi-

ëåöü òà ìîäóëiâ. Çîêðåìà ñòàáiëüíèé ðàíã çàñòîñîâó¹òüñÿ â çàäà÷àõ

äiàãîíàëiçàöi¨ ìàòðèöü [27, 85, 87, 95, 112, 116]. Öå ïîíÿòòÿ äîçâîëèëî

Á. Çàáàâñüêîìó [22, 28, 122] ðîçâ'ÿçàòè ðÿä âiäêðèòèõ çàäà÷ ñôîðìó-

ëüîâàíèõ Ì. Õåíðiêñåíîì ó äðóãié ïîëîâèíi 20 ñòîëiòòÿ [67, 68]. Õî÷à

öi çàäà÷i i áóëè ïîñòàâëåíi ëèøå ó âèïàäêó êîìóòàòèâíèõ êiëåöü, ïðî-
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òå âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ ñòàáiëüíîãî ðàíãó, âäàëîñÿ ðîçâ'ÿçàòè öi

ïðîáëåìè äëÿ áiëüø çàãàëüíèõ êëàñiâ êiëåöü [22, 23, 28, 122]. Öå âñå

ñòàëî ïîøòîâõîì äî çíàõîäæåííÿ ñòàáiëüíîãî ðàíãó iíøèõ òèïiâ êi-

ëåöü i âèâ÷åííÿ éîãî âïëèâó íà ðîçâ'ÿçíiñòü òèõ ÷è iíøèõ âiäêðèòèõ

çàäà÷.

Òàêîæ âàæëèâèì ¹ çâ'ÿçîê ñòàáiëüíîãî ðàíãó êiëüöÿ òà ñòàáiëüíîãî

ðàíãó êiëüöÿ ìàòðèöü íà íèì. Âàññåðøòåéíîì áóëî âñòàíîâëåíî, ùî

ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì ñòàáiëüíîãî

ðàíãó r ðiâíèé 1 + br−1n c, äå bmc � íàéìåíøå öiëå ÷èñëî, ùî íå ïåðå-

âèùó¹ ÷èñëà m [111]. Òàêîæ ó ðîáîòi [36] âñòàíîâëåíî íèæíi òà âåðõíi

îöiíêè ñòàáiëüíîãî ðàíãó êiëüöÿ ìíîãî÷ëåíiâ âiä áàãàòüîõ çìiííèõ íàä

ïîëåì, òà ïîÿñíåíî ÿê ïîâ'ÿçàíèé ñòàáiëüíèé ðàíã iç Ê-ãðóïàìè âèùèõ

ïîðÿäêiâ.

Ãëèáîêèé çâ'ÿçîê êiëåöü åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ òà òåîði¨ ìîäóëiâ

ïðîñëiäêîâó¹òüñÿ ó ðåçóëüòàòi Êàïëàíñüêîãî [75]: íàä êiëüöåì åëåìåí-

òàðíèõ äiëüíèêiâ äîâiëüíèé ñêií÷åííî-çîáðàæóâàíèé ìîäóëü içîìîðô-

íèé ïðÿìié ñóìi öèêëi÷íèõ ìîäóëiâ. Ëàðñåí, Ëåâiñ i Øîðåñ [80] äîâåëè

i îáåðíåíå òâåðäæåííÿ ó âèïàäêó êîìóòàòèâíèõ êiëåöü. Òîáòî, êîìóòà-

òèâíi êiëüöÿ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ ¹ êiëüöÿìè, íàä ÿêèìè äîâiëüíèé

ñêií÷åííî-çîáðàæóâàíèé ìîäóëü ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ öèêëi÷íèõ ìîäóëiâ,

ùî ¹ âiäïîâiääþ íà ïèòàííÿ Êàïëàíñüêîãî [75], Êîíà [32], Õåíðiêñå-

íà [67] ïðî îïèñàííÿ êëàñó êiëåöü åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ. Òàêîæ âêà-

çàíå òâåðäæåííÿ ¹ ÷àñòêîâîþ âiäïîâiääþ äî ïðîáëåìè Óîðôiëäà [116]:

îïèñàòè êiëüöÿ íàä ÿêèìè êîæåí ñêií÷åííî-çîáðàæóâàíèé ìîäóëü ¹

ïðÿìîþ ñóìîþ öèêëi÷íèõ ìîäóëiâ. Ó íåêîìóòàòèâíîìó âèïàäêó äàíà
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ïðîáëåìà ðîçâ'ÿçàíà ëèøå ÷àñòêîâî. Íàïðèêëàä, ðîçâ'ÿçàííÿ äëÿ êëà-

ñó óçàãàëüíåíî îäíîðÿäíèõ êiëåöü îòðèìàíå Äðîçäîì [15]; òàêîæ ñëiä

âiäìiòèòè ðåçóëüòàòè Êèðè÷åíêà [31], Êàïëàíñüêîãî [75], Ëàôîíà [74].

Àëãåáðà¨÷íà Ê-òåîðiÿ, à çîêðåìà äîñëiäæåííÿ Ê-ôóíêòîðiâ, çàïî-

÷àòêîâàíi ó 1957 ðîöi ó ïðàöÿõ À. Ãðîòåíäiêà, ïîâ'ÿçàíèõ iç àëãåáðà-

¨÷íîþ ãåîìåòði¹þ. Ç òåîði¨ êiëåöü çîáðàæåíü âiäîìî, ùî êiëüöÿ Âiò-

òà êâàäðàòè÷íèõ ôîðì i iíøi ïîäiáíi êîíñòðóêöi¨ ìàþòü çâ'ÿçîê iç Ê-

ôóíêòîðîì. Òàêîæ ñåðåä âèòîêiâ äàíî¨ òåîði¨ ìîæíà íàçâàòè ðîáîòè Õi-

ãìàíà, Äü¹äîíå, Ñåððà, Ðiìà, Ñóîíà, Áàññà. Ôóíêòîð Ê çãîäîì çíàéøîâ

øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ó òîïîëîãi¨, çîêðåìà ó ðîáîòàõ Àòü¨, Õiðöåðáðóõà,

Àäàìñà òà iíøèõ. Àëãåáðà¨÷íà Ê-òåîðiÿ ¹ ÷àñòèíîþ çàãàëüíî¨ ëiíiéíî¨

àëãåáðè, âîíà ðîçðîáëÿ¹ ñòðóêòóðíó áóäîâó ïðîåêòèâíèõ ìîäóëiâ òà ¨õ

ãðóï. Iíøîþ ìîâîþ, âîíà óçàãàëüíþ¹ òåîðåìè iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi áà-

çè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó íàä ïîëåì, à òàêîæ çàãàëüíi òåîðåòèêî-ãðóïîâi

ðåçóëüòàòè ïðî ëiíiéíi ãðóïè íàä ïîëÿìè. Ðîçâèòîê àëãåáðà¨÷íî¨ Ê-

òåîði¨ äà¹ ìîæëèâiñòü ïðîñëiäêóâàòè âäîñêîíàëåííÿ ôîðìóëþâàíü öèõ

òåîðåì ïðè ïåðåõîäi äî áiëüø çàãàëüíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ïîíÿòü, àíiæ ïî-

ëÿ. Òàê, ãðóïè Ãðîòåíäiêà òà Óàéòõåäà ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñòóïiíü

âiäõèëåíü öèõ ðåçóëüòàòiâ âiä êëàñè÷íî¨ òåîði¨. Âàæëèâèì ìîìåíòîì ó

çãàäàíèõ äîñëiäæåííÿõ ¹ òåîðiÿ �ñòàáiëüíîñòi�, ÿêà ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî

çàãàëüíi çàêîíîìiðíîñòi ïîâåäiíêè äîñëiäæóâàíèõ îá'¹êòiâ ïðîÿâëÿþ-

òüñÿ ïðè ïåðåõîäi äî ãðàíèöi ó ðîçìiðíîñòÿõ îá'¹êòiâ, ÿêi ðîçãëÿäàþ-

òüñÿ.

Âiäîìèì ¹ òå, ùî ñêií÷åííî-ïîðîäæåíèé ïðîåêòèâíèé ìîäóëü íàä

êîìóòàòèâíèì êiëüöåì ¹ ñêií÷åííî-çîáðàæóâàíèì, öèêëi÷íi ìîäóëi íàä
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êiëüöåì Áåçó ¹ içîìîðôíi ÿê ìîäóëi ñêií÷åííèì ãîìîìîðôíèì îáðà-

çàì äàíîãî êiëüöÿ. Òîáòî, êîæåí ñêií÷åííî-ïîðîäæåíèé ïðîåêòèâíèé

ìîäóëü íàä êîìóòàòèâíèì êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ R çîáðà-

æó¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñêií÷åííî¨ ïðÿìî¨ ñóìè öèêëi÷íèõ ìîäóëiâ âèãëÿäó

R/aR, äå a ∈ R, ïðè÷îìó äàíå çîáðàæåííÿ ¹ îäíîçíà÷íèì, ÿêùî ðîç-

ãëÿäàòè êàíîíi÷íó ôîðìó ìîäóëÿ [75]. Òàêèì ÷èíîì, âèâ÷åííÿ ãðóïè

Ãðîòåíäiêà êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ Áåçó ïîâ'ÿçàíå iç ïðîáëåìîþ Óîð-

ôiëäà, ÿêà, ÿê áóëî âæå çàçíà÷åíî, ¹ åêâiâàëåíòíà îïèñàííþ êiëåöü

åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Îäíèì iç çàñòîñóâàíü òåîði¨ ñòàáiëüíîñòi ¹ âëàñòèâiñòü ñêîðî÷óâàíî-

ñòi ìîäóëiâ. Íàïðèêëàä, ÿêùî êiëüöå ìà¹ ñêií÷åííèé ñòàáiëüíèé ðàíã,

òî êîæíà áàçà ñêií÷åííî-ïîðîäæåíîãî âiëüíîãî ìîäóëÿ íàä öèì êiëüöåì

ìà¹ îäíàêîâó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ [119]. Ïèòàííÿ ïðî ñêîðî÷óâàíiñòü âè-

íèêà¹ ïðèðîäíèì ÷èíîì ó äîâiëüíié àëãåáðà¨÷íié ñèñòåìi äå âèçíà÷åíå

ïîíÿòòÿ ïðÿìî¨ ñóìè: ÷è ç òîãî, ùî A ⊕ C ∼= B ⊕ C ó çàäàíié ñèñòåìi

âèïëèâà¹, ùî A ∼= B? Îäíi¹þ iç ïåðøèõ ðîáiò ïî äàíié òåìàòèöi ìî-

æíà íàçâàòè ðîáîòó 1947 ðîêó Äæîíñîíà i Òàðñüêîãî [73]. Ó çàãàëüíîìó

âèïàäêó âiäïîâiäü íà âêàçàíå ïèòàííÿ ñóòò¹âî çàëåæèòü âiä êëàñó îá'-

¹êòiâ, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ, à òàêîæ âiä òîãî, ÿêi îá'¹êòè ïîòðiáíî âìiòè

ñêîðî÷óâàòè. Íàïðèêëàä, iç Îñíîâíî¨ òåîðåìè ïðî ñêií÷åííî-ïîðîäæåíi

àáåëåâi ãðóïè âèïëèâà¹, ùî êàòåãîðiÿ ñêií÷åííî-ïîðîäæåíèõ àáåëåâèõ

ãðóï âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ ñêîðî÷óâàíîñòi. Òàêîæ, ÿêùî A,B ¹ äîâiëü-

íèìè àáåëåâèìè ãðóïàìè, à C ¹ ñêií÷åííî-ïîðîäæåíîþ, òî iç òîãî, ùî

A⊕C ∼= B⊕C âèïëèâà¹, ùî A ∼= B (öå íåçàëåæíî äîâåäåíå Êîíîì [48]

i Óîëêåðîì [113]). Ïåðåõîäÿ÷è âiä öiëèõ ÷èñåë â ÿêîñòi áàçîâîãî êiëüöÿ
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äî äîâiëüíîãî êiëüöÿ, i ðîçãëÿäàþ÷è êàòåãîðiþ ñêií÷åííî-ïîðîäæåíèõ

ïðîåêòèâíèõ ìîäóëiâ, ìè îòðèìó¹ìî òàêå çàïèòàííÿ: ÷è ç ðiâíîñòi åëå-

ìåíòiâ [A] = [B] ó ãðóïi Ãðîòåäiêà K0(R) âêàçàíîãî êiëüöÿ R âèïëèâà¹

içîìîðôiçì åëåìåíòiâ A ∼= B? Â çàãàëüíîìó âèïàäêó âiäîìà ëèøå ñòà-

áiëüíà içîìîðôíiñòü ïðåäñòàâíèêiâ A⊕Rn ∼= B⊕Rn, òîáòî äàíi ìîäóëi

ñòàþòü içîìîðôíèìè, ÿêùî äîäàòè äî êîæíîãî iç íèõ äåÿêèé ñêií÷åííî-

ïîðîäæåíèé âiëüíèé ìîäóëü [88]. Ïðîòå, ïåðåõîäÿ÷è äî áiëüø øèðîêîãî

êëàñó òâiðíèõ, ìîæóòü áóòè îòðèìàíi êðàùi ðåçóëüòàòè, ùî i äîâåäåíî

ó äàíié ðîáîòi.

Ó ðîáîòi [98] ïîêàçàíî, ùî íàïiâñïàäêîâå êiëüöå Áåçó ¹ êiëüöåì

åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîæåí ñêií÷åííèé ãî-

ìîìîðôíèé îáðàç öüîãî êiëüöÿ ñòîñîâíî ãîëîâíîãî iäåàëó, ÿêèé ïîðî-

äæåíèé íå äiëüíèêîì íóëÿ, ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ. Òîá-

òî çàäà÷à âèçíà÷åííÿ òîãî, ÷è ¹ êîìóòàòèâíà îáëàñòü Áåçó êiëüöåì

åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ åêâiâàëåíòíà äîñëiäæåííþ êàíîíi÷íî¨ äiàãî-

íàëüíî¨ ðåäóêöi¨ ìàòðèöü íàä ¨¨ ñêií÷åííèìè ãîìîìîðôíèìè îáðàçàìè.

Ïðîòÿãîì îñòàííiõ ðîêiâ ðiçíèìè àâòîðàìè áóëî ïîêàçàíî, ùî ñêií÷åí-

íi ãîìîìîðôíi îáðàçè êîìóòàòèâíî¨ îáëàñòi Áåçó ¹ IF-êiëüöÿìè [55],

Ð-ií'¹êòèâíèìè [93], êîãåðåíòíèìè [55], ïñåâäî-íåòåðîâèìè [84], ìîðôi-

÷íèìè [124], ñëàáêî¨ ãëîáàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi 0 àáî íåñêií÷åíiñòü [25], ÿêi

ñïiâïàäàþòü iç ñâî¨ìè êëàñè÷íèìè êiëüöÿìè äðîáiâ [9]. Öi äîñëiäæåííÿ

íàëåæàòü äî çàãàëüíî¨ êîíöåïöi¨ âèçíà÷åííÿ âëàñòèâîñòåé êiëüöÿ, íà

ôàêòîð-êiëüöÿ àáî ôàêòîð-ìîäóëi ÿêîãî íàêëàäåíî äåÿêi óìîâè ñêií-

÷åííîñòi àáî ïåâíi ãîìîëîãi÷íi îáìåæåííÿ. Äåòàëüíî äàíîìó ïèòàííþ

ïðèñâÿ÷åíà ìîíîãðàôiÿ [70]. Â çâ'ÿçêó iç öèì öiêàâèì ¹ âèâ÷åííÿ ãî-
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ìîìîðôíèõ îáðàçiâ íåêîìóòàòèâíèõ êiëåöü, ùî i âiäîáðàæåíî ó öié äè-

ñåðòàöiéíié ðîáîòi.

Îñîáëèâó ðîëü â óñiõ âêàçàíèõ äîñëiäæåííÿõ âiäiãðàþòü ãîëîâíi

iäåàëè êiëåöü, à òàêîæ ôàêòîð-êiëüöÿ ñòîñîâíî ãîëîâíèõ iäåàëiâ. Òàê,

áiëüøiñòü ðåçóëüòàòiâ òà ïîíÿòü, ÿêi ïîâ'ÿçàíi iç äiàãîíàëiçàöi¹þ ìà-

òðèöü ìîæóòü áóòè îõàðàêòåðèçîâàíi ó öèõ òåðìiíàõ (Çàáàâñüêèé, ×åí,

Ôà÷÷iíi, Äæåéí, Ñðiâàñòàâà, Òóãàíáà¹â, Íiêîëñîí, Êàìiëëî, Ñàí÷åç

Êàìïîñ). Âñå öå ïiäêðåñëþ¹ àêòóàëüíiñòü äîñëiäæåííÿ ñòðóêòóðè ãî-

ëîâíèõ iäåàëiâ êiëåöü òà ¨õ âçà¹ìîäi¨ ó ðiçíîìàíiòíèõ àëãåáðà¨÷íèõ êîí-

ñòðóêöiÿõ.

Âiäîìà òåîðåìà Åðëiõ [58] ñòâåðäæó¹, ùî åíäîìîðôiçì f R-ìîäóëÿ

M ¹ îäèíè÷íî-ðåãóëÿðíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âií ¹ ðåãóëÿðíèì òà

M/im(f) ∼= ker(f) ÿê R-ìîäóëi. Îñòàííÿ âëàñòèâiñòü îòðèìàëà íàçâó

äóàëüíî¨ òåîðåìè ïðî içîìîðôiçì, i ó âèïàäêó ëiâîãî ðåãóëÿðíîãî ìî-

äóëÿ êîæåí åíäîìîðôiçì ¹ äîìíîæåííÿì ñïðàâà íà äåÿêèé åëåìåíò a

êiëüöÿ R, i äóàëüíèé àíàëîã òåîðåìè ïðî içîìîðôiçì ìîæå áóòè çà-

ïèñàíèé ÿê R/Ra ∼= l(a), äå l(a) ¹ ëiâèì àííóëÿòîðîì åëåìåíòà a. Öÿ

êîíñòðóêöiÿ ôðàãìåíòàðíî âèíèêàëà ó ðiçíè ÷àñ ó äîñëiäæåííÿõ ïîâ'ÿ-

çàíèõ iç îäèíè÷íî-ðåãóëÿðíèìè êiëüöÿìè, ïðîòå ñèñòåìàòè÷íå âèâ÷åí-

íÿ êiëåöü iç âêàçàíîþ âëàñòèâiñòþ ðîçïî÷àëîñü iç ðîáîòè Íiêîëñîíà i

Ñàí÷åç Êàìïîñà 2004 ðîêó, â ÿêié òàêi êiëüöÿ îòðèìàëè íàçâó ëiâèõ òà

ïðàâèõ ìîðôi÷íèõ êiëåöü. Öi êiëüöÿ öiêàâi òèì, ùî êîæåí ¨õ åëåìåíò

¹ îáîðîòíèì àáî ¹ ëiâèì ÷è ïðàâèì äiëüíèêîì íóëÿ, âîíè ¹ ïðàâèìè

(ëiâèìè) Ð-ií'¹êòèâíèìè ëiâèìè (ïðàâèìè) êiëüöÿìè Áåçó. Êðiì öüî-

ãî, êîæåí ñêií÷åííèé ãîìîìîðôíèé îáðàç êîìóòàòèâíî¨ îáëàñòi Áåçó ¹
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ìîðôi÷íèì êiëüöåì, ùî ìîæå áóòè âèêîðèñòàíå äëÿ ïîáóäîâè ðiçíîìà-

íiòíèõ ïðèêëàäiâ òà êîíòðïðèêëàäiâ. Ó âêàçàíié ðîáîòi òàêîæ äîâåäåíî

êðèòåðié ìîðôi÷íîñòi êiëüöÿ: êiëüöå R ¹ ëiâèì (ïðàâèì) ìîðôi÷íèì òî-

äi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a ∈ R iñíó¹ òàêèé åëåìåíò

b ∈ R, ùî l(a) = Rb, l(b) = R(a) (r(a) = bR, r(b) = aR). Òàêèì

÷èíîì, ìíîæèíà ãîëîâíèõ iäåàëiâ ëiâîãî (ïðàâîãî) ìîðôi÷íîãî êiëüöÿ

ðîçïàäà¹òüñÿ íà ïàðè ãîëîâíèõ ëiâèõ (ïðàâèõ) iäåàëiâ, ÿêi ¹ âiäïîâiä-

íèìè àííóëÿòîðàìè îäíå îäíîãî, âðàõîâóþ÷è òå, ùî äåÿêèé iäåàë ìî-

æå áóòè âëàñíèì àííóëÿòîðîì. Ñëiä äîäàòè, ùî ðåãóëÿðíèé åëåìåíò

êiëüöÿ ¹ îäèíè÷íî-ðåãóëÿðíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âií ¹ ëiâèì (àáî

ïðàâèì) ìîðôi÷íèì åëåìåíòîì (òîáòî äëÿ íüîãî âèêîíó¹òüñÿ äóàëüíèé

àíàëîã òåîðåìè ïðî içîìîðôiçì). Êðiì öüîãî, êîìóòàòèâíå ìîðôi÷íå

êiëüöå ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîæåí

ñêií÷åííî-çîáðàæóâàíèé ìîäóëü içîìîðôíèé ïðÿìié ñóìi ãîëîâíèõ iäå-

àëiâ öüîãî êiëüöÿ. Âñå öå âïëèíóëî íà âèáið ìîðôi÷íèõ êiëåöü òà ¨õ

âëàñòèâîñòåé â ÿêîñòi îá'¹êòiâ äîñëiäæåííÿ öi¹¨ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.

Ó áàãàòüîõ çàäà÷àõ òåîði¨ êiëåöü ñïåêòð êiëüöÿ âiäiãðà¹ âèðiøàëüíó

ðîëü ó âèçíà÷åííi éîãî ñòðóêòóðè. Íàïðèêëàä, çãiäíî ç òåîðåìàìè Êî-

åíà [47], ÿêùî êîæåí ïðîñòèé iäåàë êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ ¹ ñêií÷åííî-

ïîðîäæåíèì, òî âñi iäåàëè öüîãî êiëüöÿ ¹ ñêií÷åííî-ïîðîäæåíèìè (òîá-

òî öå íåòåðîâå êiëüöå). Ïðîòå, ó äåÿêèõ âèïàäêàõ äîñòàòíüî iíôîðìàöi¨

ëèøå ïðî ìàêñèìàëüíi iäåàëè, ùîá ðîáèòè âèñíîâêè ïðî äàíå êiëü-

öå. Òàê, Òóãàíáà¹âèì [37] äîâåäåíî, ùî ó âèïàäêó êiëüöÿ Áåçó äâîái-

÷íiñòü éîãî ïðàâèõ ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ, ëiâèõ ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ,

äèñòðèáóòèâíiñòü ãðàòêè ïðàâèõ iäåàëiâ, òà äèñòðèáóòèâíiñòü ãðàòêè
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ëiâèõ iäåàëiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè. Ëåìîì òà Äóãàñîì ó [78] ïîêàçàíî, ùî

äâîái÷íiñòü ïðàâèõ ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ åêâiâàëåíòíà òîìó, ùî iç ëiâî¨

âçà¹ìíî¨ ïðîñòîòè åëåìåíòiâ äàíîãî êiëüöÿ âèïëèâà¹ ¨õ ïðàâà âçà¹ìíà

ïðîñòîòà. Ó 1990 ðîöi Çàáàâñüêèì i Êîìàðíèöüêèì [26] ïîêàçàíî, ùî

ïðàâà äèñòðèáóòèâíà îáëàñòü åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ ¹ äóî-îáëàñòþ.

Òàêèì ÷èíîì, äîñëiäæåííÿ ïîâ'ÿçàíi iç ñïåêòðîì êiëüöÿ òiñíî ïîâ'ÿçàíi

iç äiàãîíàëiçàöi¹þ ìàòðèöü íàä òàêèìè êiëüöÿìè. Âèùåâêàçàíi ðåçóëü-

òàòè ñïîíóêàëè äî âèâ÷åííÿ ñèòóàöi¨ â ïðèïóùåííi ïðî ìîæëèâiñòü

iñíóâàííÿ äiëüíèêiâ íóëÿ ó ïðàâîìó äèñòðèáóòèâíîìó êiëüöi ñòàáiëü-

íîãî ðàíãó 1.

Íàâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ ñâiä÷àòü, ùî òåìàòèêà äèñåðòàöiéíî¨ ðî-

áîòè âiäíîñèòüñÿ äî òèõ ðîçäiëiâ ìàòåìàòèêè, ÿêi ïåðåáóâàþòü ó ñòàäi¨

ðîçâèòêó òà ìàþòü áàãàòî òåîðåòè÷íèõ i ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàíü. Öå

äîçâîëÿ¹ çðîáèòè âèñíîâîê ïðî àêòóàëüíiñòü òåìè ðîáîòè.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìà-

ìè. Òåìàòèêà äèñåðòàöi¨ çíàõîäèòüñÿ â ðóñëi îñíîâíèõ äîñëiäæåíü êà-

ôåäðè àëãåáðè i ëîãiêè, à òàêîæ ïîâ'ÿçàíà ç íàóêîâèìè äîñëiäæåííÿ-

ìè, ÿêi ïðîâîäÿòüñÿ â ãàëóçi ìàòåìàòèêè ó Ëüâiâñüêîìó íàöiîíàëüíîìó

óíiâåðñèòåòi iìåíi Iâàíà Ôðàíêà. Ìàòåðiàë äèñåðòàöi¨ ¹ ñêëàäîâîþ ÷àñ-

òèíîþ äîñëiäæåíü äåðæáþäæåòíî¨ òåìè (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨

�0113U003052), ÿêà âèêîíóâàëàñü íà êàôåäði àëãåáðè i ëîãiêè.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáî-

òè ¹ âèâ÷åííÿ òåîðåòèêî-ñòðóêòóðíèõ âëàñòèâîñòåé ìàòðèöü òà ìîäó-

ëiâ íàä êiëüöÿìè Áåçó. Çîêðåìà, îá÷èñëèòè ñòàáiëüíèé ðàíã óçàãàëüíå-

íî àäåêâàòíèõ êiëåöü, îïèñàòè ñêií÷åííî-çîáðàæóâàíi ìîäóëi íàä ìîð-
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ôi÷íèìè êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, à òàêîæ âèâ÷èòè áóäîâó

ñêií÷åííî-ïîðîäæåíèõ ïðîåêòèâíèõ ìîäóëiâ íàä ìîðôi÷íèìè êiëüöÿìè

åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, òîáòî âñòàíîâèòè óìîâè íà ãðóïó Ãðîòåíäiêà

äëÿ âèïàäêó, êîëè âèõiäíå êiëüöå ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Òàêîæ îäíèì iç çàâäàíü áóëî âèâ÷èòè âëàñòèâiñòü ñêîðî÷åííÿ âiäïî-

âiäíèõ ìîäóëiâ íàä äîñëiäæóâàíèìè êëàñàìè êiëåöü.

Çàâäàííÿìè äîñëiäæåííÿ ¹:

� äîñëiäèòè äèñòðèáóòèâíi êiëüöÿ, ÿêi ¹ êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ

äiëüíèêiâ òà äîñëiäèòè âëàñòèâîñòi äóî-îáëàñòåé Áåçó;

� âñòàíîâèòè óìîâè, çà ÿêèõ ñêií÷åííi ãîìîìîðôíi îáðàçè äóî-

îáëàñòåé Áåçó ¹ ðåãóëÿðíèìè êiëüöÿìè â ñåíñi ôîí Íåéìàíà;

� îá÷èñëèòè ñòàáiëüíèé ðàíã óçàãàëüíåíî àäåêâàòíèõ êiëåöü, à òà-

êîæ âèçíà÷èòè ÷è âîíè ¹ êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ;

� îïèñàòè âçà¹ìîäiþ ãîëîâíèõ iäåàëiâ òà ñêií÷åííi ãîìîìîðôíi îáðà-

çè ðiçíèõ êëàñiâ êiëåöü ïðè àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöiÿõ, çîêðåìà, âèçíà÷è-

òè ¨õ çâ'ÿçîê iç êàíîíi÷íèìè äiàãîíàëüíèìè ôîðìàìè ìàòðèöü i êàíî-

íi÷íèìè ôîðìàìè ìîäóëiâ;

� îïèñàòè íîâi êëàñè ÿê êîìóòàòèâíèõ òàê i íåêîìóòàòèâíèõ êiëåöü

åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ: êiëüöÿ ñêií÷åííîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó, êiëü-

öÿ Áåçó, ìîðôi÷íi êiëüöÿ.

Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ: ñòàáiëüíèé ðàíã òà ïîâ'ÿçàíi ç íèì âëà-

ñòèâîñòi åëåìåíòiâ i ìàòðèöü.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ: ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ¹ ìåòîäè, ÿêi âè-

êîðèñòîâóþòüñÿ ó òåîði¨ êiëåöü òà ìîäóëiâ, àëãåáðà¨÷íié Ê-òåîði¨ òà
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ëiíiéíié àëãåáði.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Óñi îäåðæàíi íàóêîâi ðåçóëüòàòè ðîáîòè ¹ íîâèìè. Â äèñåðòàöi¨ âïåð-

øå:

� ââåäåíî ïîíÿòòÿ ñëàáêî¨ ãðóïè Ãðîòåíäiêà ìîðôi÷íîãî êiëüöÿ òà

äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi ¨¨ åëåìåíòiâ;

� âñòàíîâëåíî âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ñëàáêîþ ãðóïîþ Ãðîòåíäiêà òà

ïiäêiëüöåì êiëüöÿ Âiòòà íàä ãëîáàëiçàöi¹þ ìîðôi÷íîãî êiëüöÿ;

� âñòàíîâëåíî ðiâíiñòü ñëàáêî¨ òà çâè÷àéíî¨ ãðóïè Ãðîòåíäiêà äëÿ

ðåãóëÿðíèõ êiëåöü, à òàêîæ çíàéäåíî íåîáõiäíó óìîâó êiëüöÿ åëåìåí-

òàðíèõ äiëüíèêiâ ó òåðìiíàõ ãðóï Ãðîòåíäiêà;

� ââåäåíî àíàëîã ïîíÿòòÿ âiëüíîãî âiä êâàäðàòiâ åëåìåíòà òà ïîêà-

çàíî, ùî òàêi åëåìåíòè ¹ àäåêâàòíèìè åëåìåíòàìè ìàéæå ñòàáiëüíîãî

ðàíãó 1 ó äóî-îáëàñòÿõ Áåçó;

� ïîêàçàíî, ùî åëåìåíò äóî-îáëàñòi Áåçó ¹ ìàéæå âiëüíèì âiä êâàä-

ðàòiâ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ôàêòîð-êiëüöå ïî ãîëîâíîìó iäåàëó, ÿêèé

âií ïîðîäæó¹, ¹ ðåãóëÿðíèì êiëüöåì;

� äîâåäåíî, ùî ôàêòîð-êiëüöå êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ Áåçó çà ãî-

ëîâíèì iäåàëîì, ÿêèé ïîðîäæåíèé íå äiëüíèêîì íóëÿ, ¹ ìîðôi÷íèì

êiëüöåì, à òàêîæ íàâåäåíî óìîâè, êîëè ôàêòîð-êiëüöå äîâiëüíîãî êî-

ìóòàòèâíîãî êiëüöÿ ¹ ìîðôi÷íèì;

� âñòàíîâëåíî âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ìîðôi÷íèìè ïàðàìè ïðè àðèôìå-

òè÷íèõ îïåðàöiÿõ ó òåðìiíàõ òâiðíèõ öèõ ïàð;

� ïîêàçàíî, ùî ñòàáiëüíèé ðàíã óçàãàëüíåíî àäåêâàòíîãî êiëüöÿ

ðiâíèé 2, à òàêîæ, ùî òàêi êiëüöÿ ¹ êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ;
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� äîâåäåíî, ùî ìîðôi÷íå ïðàâå ÌÐI-êiëüöå ¹ ñòðîãî ðåãóëÿðíèì

êiëüöåì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíî ¹ äóî-êiëüöåì.

Íàóêîâå òà ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Óñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð i ìî-

æóòü áóòè âèêîðèñòàíi â ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ, ùî ñòîñóþòüñÿ äóî-

êiëåöü, êîìóòàòèâíèõ êiëåöü Áåçó òà ¨õ Ê-òåîðåòè÷íèõ àñïåêòiâ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi îñíîâíi íàâåäåíi ó ðîáîòi

ðåçóëüòàòè îòðèìàíi çäîáóâà÷åì ñàìîñòiéíî.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåð-

òàöi¨ äîïîâiäàëèñü òà îáãîâîðþâàëèñÿ íà:

1) Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìåõàíiêè

òà ìàòåìàòèêè� ïðèñâÿ÷åíié 85-ði÷÷þ âiä äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà

ÍÀÍ Óêðà¨íè ßðîñëàâà Ñòåïàíîâè÷à Ïiäñòðèãà÷à (ì. Ëüâiâ, 2013);

2) Äåâ'ÿòié ìiæíàðîäíié àëãåáðà¨÷íié êîíôåðåíöi¨ (ì. Ëüâiâ, 2013);

3) Êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ ó÷åíèõ �Ïiäñòðèãà÷iâñüêi ÷èòàííÿ 2014� (ì.

Ëüâiâ, 2014);

4) Ìiæíàðîäíié àëãåáðà¨÷íié êîíôåðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíié 100-ði÷÷þ

âiä äíÿ íàðîäæåííÿ Ë. À. Êàëóæíiíà (ì. Êè¨â, 2014).

Êðiì òîãî, ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ íåîäíîðàçîâî äîïîâiäàëèñü íà íà-

óêîâèõ ñåìiíàðàõ:

1) Àëãåáðà¨÷íîìó ñåìiíàði Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (Ií-

ñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, ì. Êè¨â, 2015);

2) Àëãåáðà¨÷íîìó ñåìiíàði Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó

iì. Ò. Ã. Øåâ÷åíêà (Êè¨âñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Ò. Ã. Øåâ-
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÷åíêà, ì. Êè¨â, 2014);

3) Àëãåáðà¨÷íîìó ñåìiíàði �Problems of elementary divisor rings�

(Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. I. Ôðàíêà, ì. Ëüâiâ, 2013-

2015);

4) Ëüâiâñüêîìó ìiñüêîìó àëãåáðà¨÷íîìó ñåìiíàði (Ëüâiâñüêèé íà-

öiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. I. Ôðàíêà, êåðiâíèê - ïðîô. Ì. ß. Êîìàð-

íèöüêèé, 2015).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíi ó 9 íà-

óêîâèõ ïðàöÿõ, ç íèõ 5 ñòàòåé ó ôàõîâèõ âèäàííÿõ ç ïåðåëiêó çàòâåð-

äæåíîãî ÌÎÍ Óêðà¨íè (ç ÿêèõ äâi ïðàöi îïóáëiêîâàíi ó âèäàííÿõ, ùî

âêëþ÷åíi äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîìåòðè÷íèõ áàç), 3 ó ìàòåðiàëàõ ìiæíà-

ðîäíèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöié, 1 ó ìàòåðiàëàõ âñåóêðà¨íñüêî¨ íàóêîâî¨

êîíôåðåíöi¨.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã ðîáîòè. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ

çi âñòóïó, ï'ÿòè ðîçäiëiâ (ïåðøèé ç ÿêèõ ñêëàäà¹ ïîïåðåäíi âiäîìîñòi),

âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ùî ìiñòèòü 126 íàéìåíó-

âàíü, ÿêèé çàéìà¹ 12 ñòîðiíîê. Ïîâíèé îáñÿã ðîáîòè ñòàíîâèòü 131 ñòî-

ðiíêó. Äëÿ ¨¨ îôîðìëåííÿ âèêîðèñòàíî âèäàâíè÷ó ñèñòåìó LATEX.

ÊÎÐÎÒÊÈÉ ÇÌIÑÒ ÄÈÑÅÐÒÀÖI�.

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíà àêòóàëüíiñòü äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ

àâòîðà, âèçíà÷åíi ìåòà, àêòóàëüíiñòü, ïðåäìåò, îá'¹êò òà ìåòîäè äîñëi-

äæåíü; âêàçàíî íàóêîâó íîâèçíó îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ; íàâåäåíî ôîð-

ìè àïðîáàöi¨ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi, ÿêèé ìà¹ äîïîìiæíèé õàðàêòåð, çiáðàíi íå-

îáõiäíi îçíà÷åííÿ òà ôàêòè, ïîâ'ÿçàíi ç òåìàòèêîþ äîñëiäæåíü, ùî âè-
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êîðèñòîâóþòüñÿ ó äèñåðòàöi¨. Ïåðåëi÷åíi ïîòðiáíi ïîçíà÷åííÿ òà òåð-

ìiíîëîãiÿ, íàâåäåíi ïîñèëàííÿ íà ïåðøîäæåðåëà äîñëiäæåíü ðîáîòè, à

òàêîæ ñôîðìóëüîâàíî âiäîìi ðåçóëüòàòè, ÿêi ¹ íåîáõiäíèìè äëÿ ïîäà-

ëüøîãî âèêëàäó ìàòåðiàëó.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ äèñòðèáóòèâíi êiëüöÿ Áåçó, íà-

âåäåíî àíàëîã òåîðåìè Çàáàâñüêîãî òà Êîìàðíèöüêîãî ïðî ïðàâi äèñòðè-

áóòèâíi îáëàñòi åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ [26], äîñëiäæåíî i óçàãàëüíåíî

âëàñòèâîñòi ñêií÷åííèõ ãîìîìîðôíèõ îáðàçiâ äóî-îáëàñòåé Áåçó, ÿêi

âèâ÷àþòüñÿ ó ïðàöÿõ [9, 93, 124, 125], ââåäåíî àíàëîã ïîíÿòòÿ âiëüíîãî

âiä êâàäðàòiâ åëåìåíòà êiëüöÿ.

Â ïåðøîìó ïiäðîçäiëi íàâîäèòüñÿ äîñòàòíÿ óìîâà êiëüöÿ åëåìåí-

òàðíèõ äiëüíèêiâ äëÿ äóî-êiëåöü ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, à òàêîæ äîâîäè-

òüñÿ òåîðåìà ïðî ïðàâi äèñòðèáóòèâíi êiëüöÿ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ

ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1.

Ëåìà 2.1.1. Íåõàé R ¹ äóî-êiëüöåì Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1.

ßêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b, c ∈ R, òàêèõ ùî aR+bR+cR = R,

iñíóþòü åëåìåíòè p, q ∈ R, ùî

(pa+ qb)R + qcR = R,

òî R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Âèÿâèëîñü, ùî óìîâà äóî-êiëüöÿ äëÿ êâàçi-äóî êiëåöü åëåìåíòàðíèõ

äiëüíèêiâ ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 ¹ íå ëèøå íåîáõiäíîþ, àëå é äîñòàòíüîþ.

Òåîðåìà 2.1.2. Íåõàé R ¹ êâàçi-äóî-êiëüöåì Áåçó ñòàáiëüíîãî

ðàíãó 1. Òîäi R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ òîäi i ëèøå òîäi,

êîëè R ¹ äóî-êiëüöåì.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ç [37] îòðèìàíî òàêèé íàñëiäîê.



21

Íàñëiäîê 2.1.3. Ïðàâå äèñòðèáóòèâíå êiëüöå Áåçó ñòàáiëüíîãî

ðàíãó 1 ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíî

¹ äóî-êiëüöåì.

Â äðóãîìó ïiäðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ ñêií÷åííi ãîìîìîðôíi îáðàçè

äóî-îáëàñòåé Áåçó òà ââîäèòüñÿ àíàëîã ïîíÿòòÿ âiëüíîãî âiä êâàäðà-

òiâ åëåìåíòà. Âñòàíîâëåíî êðèòåðié iñíóâàííÿ òàêèõ åëåìåíòiâ â òåð-

ìiíàõ ðåãóëÿðíîñòi ôàêòîð-êiëåöü ñòîñîâíî iäåàëiâ, ÿêi ïîðîäæóþòüñÿ

òàêèìè åëåìåíòàìè. Ïîêàçàíî, ùî òàêi åëåìåíòè ¹ åëåìåíòàìè ìàéæå

ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1.

Òåîðåìà 2.2.4. ßêùî R ¹ äóî-îáëàñòþ Áåçó òà a ∈ R ¹ äåÿêèì

íåíóëüîâèì åëåìåíòîì, òî

(1) êëàñè÷íå êiëüöå äðîáiâ Q(R/aR) i ñàìå êiëüöå R/aR ñïiâïàäà-

þòü: Q(R/aR) = R/aR.

(2) R/aR ¹ ìàéæå Áåðîâèì êiëüöåì.

(3) R/aR ¹ P-ií'¹êòèâíèì êiëüöåì.

(4) R/aR ¹ ìîðôi÷íèì êiëüöåì, â ÿêîìó ëiâi i ïðàâi ìîðôi÷íi ïàðè

ñïiâïàäàþòü.

(5) R/aR ¹ êîãåðåíòíèì êiëüöåì.

(6) R/aR ¹ ðåâåðñèâíèì êiëüöåì.

(7) R/aR ¹ IF-êiëüöåì.

(8) ñëàáêà ãëîáàëüíà ðîçìiðíiñòü R/aR ðiâíà íóëþ àáî ¹ íåñêií-

÷åííîþ.

Îçíà÷åííÿ 2.2.1 Íåíóëüîâèé åëåìåíò a êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ

ìàéæå âiëüíèì âiä êâàäðàòiâ åëåìåíòîì, ÿêùî iç ðiâíîñòi a = xy,

äå x, y ∈ R, âèïëèâà¹, ùî xR + yR = R i Rx+Ry = R.
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Âêàçàíi åëåìåíòè äóî-îáëàñòåé Áåçó ¹ àäåêâàòíèìè:

Òâåðäæåííÿ 2.2.6. Ìàéæå âiëüíi âiä êâàäðàòiâ åëåìåíòè â äóî-

îáëàñòi Áåçó ¹ àäåêâàòíèìè.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò äà¹ ìîæëèâiñòü âèçíà÷èòè, ÷è ¹ äåÿêèé åëå-

ìåíò ìàéæå âiëüíèì âiä êâàäðàòiâ.

Òåîðåìà 2.2.7. Íåõàé R äóî-îáëàñòü Áåçó òà a äåÿêèé ¨¨ íåíó-

ëüîâèé åëåìåíò. Òîäi òàêi âëàñòèâîñòi ¹ ðiâíîñèëüíèìè:

1) a ¹ ìàéæå âiëüíèì âiä êâàäðàòiâ åëåìåíòîì;

2) R/aR ¹ ðåãóëÿðíèì êiëüöåì;

3) J(R/aR) = 0;

4) w.gl.dim(R/aR) = 0;

5) w.gl.dim(R/aR) ¹ ñêií÷åííèì ÷èñëîì.

Äàíó òåîðåìó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ ïðî îïè-

ñàííÿ åëåìåíòiâ, ôàêòîð-êiëüöÿ ñòîñîâíî ãîëîâíèõ iäåàëiâ, ÿêi íèìè

ïîðîäæåíi, ¹ ðåãóëÿðíèìè. Îñêiëüêè ðåãóëÿðíi äóî-êiëüöÿ ìàþòü ñòà-

áiëüíèé ðàíã 1, òî îòðèìàíî òàêèé íàñëiäîê:

Íàñëiäîê 2.2.8. Ìàéæå âiëüíi âiä êâàäðàòiâ åëåìåíòè äóî-îáëàñòi

Áåçó ¹ åëåìåíòàìè ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1.

Ó òðåòüîìó ïiäðîçäiëi ïîêàçàíî, ùî ìîðôi÷íå êiëüöå ïðàâi ìàêñè-

ìàëüíi iäåàëè ÿêîãî ¹ ëiâèìè ÷èñòèìè ¹ ñòðîãî ðåãóëÿðíèì òîäi i ëèøå

òîäi, êîëè âîíî ¹ ïðàâèì (ëiâèì) äóî-êiëüöåì.

Îçíà÷åííÿ 2.3.2 Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì MPI-êiëüöåì,

ÿêùî óñi éîãî ïðàâi ìàêñèìàëüíi iäåàëè ¹ ëiâèìè ÷èñòèìè.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ïiäðîçäiëó ¹ íàñòóïíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.3.11. Äëÿ ìîðôi÷íîãî ïðàâîãî MPI-êiëüöÿ R òàêi âëà-
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ñòèâîñòi ¹ ðiâíîñèëüíi:

1) R ¹ ïðàâèì äóî-êiëüöåì;

2) R ¹ ðåâåðñèâíèì êiëüöåì;

3) R ¹ ðåäóêîâàíèì êiëüöåì;

4) Ðàäèêàë Äæåêîáñîíà êiëüöÿ R ¹ íóëüîâèì;

5) R ¹ íàïiâïåðâèííèì êiëüöåì;

6) R ¹ ðåãóëÿðíèì êiëüöåì;

7) R ¹ ñòðîãî ðåãóëÿðíèì êiëüöåì;

8) R ¹ îäèíè÷íî-ðåãóëÿðíèì êiëüöåì;

9) R ¹ ëiâèì äóî-êiëüöåì;

10) R ¹ äóî-êiëüöåì.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ äîñëiäæóþòüñÿ óçàãàëüíåíî àäå-

êâàòíi êiëüöÿ.

Äî îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ ïåðøîãî ïiäðîçäiëó òðåòüîãî ðîçäiëó âiä-

íîñèìî òàêi òåîðåìè:

Òåîðåìà 3.1.1. Ñòàáiëüíèé ðàíã óçàãàëüíåíî àäåêâàòíîãî êiëüöÿ

R íå ïåðåâèùó¹ 2.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ôàêò ïîêàçàíî, ùî óçàãàëüíåíî àäåêâàòíi êiëü-

öÿ ¹ êiëüöÿìè Åðìiòà, à òàêîæ êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Òåîðåìà 3.1.3. Óçàãàëüíåíî àäåêâàòíå êiëüöå R ¹ êiëüöåì åëå-

ìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Äàíà òåîðåìà ïîêàçó¹, ùî iñíóþòü êiëüöÿ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ,

ÿêi íå ¹ àäåêâàòíèìè, àëå âîíè âîëîäiþòü ïåâíèìè áëèçüêèìè äî àäå-

êâàòíèõ êiëåöü âëàñòèâîñòÿìè.

×åòâåðòèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ãîëîâíèõ iäåà-



24

ëiâ ìîðôi÷íèõ êiëåöü òà êiëåöü Áåçó.

Ïåðøèé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åííþ àðèôìåòè÷íèõ âëàñòè-

âîñòåé ãîëîâíèõ iäåàëiâ òà ìîðôi÷íèõ ïàð ìîðôi÷íèõ êiëåöü. Íàñòóïíi

ðåçóëüòàòè ¹ îñíîâíèìè ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ÷åòâåðòîãî ðîçäiëó:

Òâåðäæåííÿ 4.1.2. Êëàñè÷íå êiëüöå äðîáiâ Q(R) ìîðôi÷íîãî êiëü-

öÿ R ñïiâïàäà¹ ç R.

Òåîðåìà 4.1.4. Íåõàé R êîìóòàòèâíå êiëüöå, à I äåÿêèé éîãî

iäåàë. Òîäi êiëüöå R/I ¹ ìîðôi÷íèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ êî-

æíîãî åëåìåíòà a ∈ R/I iñíó¹ äåÿêèé åëåìåíò b ∈ R/I òàêèé, ùî

(I : a) = I + 〈b〉, (I : b) = I + 〈a〉.

Òåîðåìà 4.1.7. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå Áåçó iäåìïîòåí-

òíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. ßêùî ab = 0 òîäi iñíó¹ d ∈ R òàêå, ùî

a2 + b2 = d2, 〈d〉 = 〈a, b〉.

Òâåðäæåííÿ 4.1.9. Ó êîìóòàòèâíîìó ìîðôi÷íîìó êiëüöi R âè-

êîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü: 〈a〉 ⊗R 〈b〉 ∼= 〈a〉 ∩ 〈b〉 äëÿ âñiõ a, b ∈ R.

Â äðóãîìó ïiäðîçäiëi îá÷èñëþþòüñÿ òâiðíi ÷àñòêè i ïåðåòèíó ãî-

ëîâíèõ iäåàëiâ êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ Áåçó, ïîêàçàíî êîëè ñêií÷åííèé

ãîìîìîðôíèé îáðàç êiëüöÿ Áåçó ¹ ìîðôi÷íèì êiëüöåì.

Ëåìà 4.2.12. Íåõàé R ¹ êiëüöåì Áåçó òà a, b ∈ R. Òîäi

(a : b) = 〈 a

(a, b)
〉+ Ann(〈a〉+ 〈b〉), 〈a〉 ∩ 〈b〉 = 〈 ab

(a, b)
〉.

Òåîðåìà 4.2.14. Íåõàé R � êiëüöå Áåçó òà a ∈ R \ {0} íå ¹

äiëüíèêîì íóëÿ. Òîäi R/aR ¹ ìîðôi÷íèì êiëüöåì.

Òâåðäæåííÿ 4.2.15. Íåõàé R ¹ àðèôìåòè÷íèì êiëüöåì òà a, b ∈
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R. Òîäi 〈a, b〉 = 〈a + tb〉 + 〈a〉 ∩ 〈b〉, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà t ∈ R,

ïðè÷îìó 〈a, t〉 = 〈1〉.

Ï'ÿòèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ñëàáêî¨ ãðóïè Ãðî-

òåíäiêà ìîðôi÷íîãî êiëüöÿ.

Ïåðøèé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé ïîáóäîâi ñëàáêî¨ ãðóïè Ãðîòåíäiêà,

òà äîñëiäæåííþ ïèòàííÿ ïðî îäíîçíà÷íiñòü òâiðíèõ ¨¨ åëåìåíòiâ. Íà-

ñòóïíi ðåçóëüòàòè ¹ îñíîâíèìè ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ï'ÿòîãî ðîçäiëó:

Òåîðåìà 5.1.4. Íåõàé R ¹ ìîðôi÷íèì êiëüöåì òà [A], [B] ∈ K ′0(R).

Òîäi [A] = [B] òîäi i ëèøå òîäi, êîëè A = B, ó âèïàäêó êàíîíi÷íèõ

ôîðì A,B, òà A ∼= B ó âñiõ iíøèõ âèïàäêàõ.

Òåîðåìà 5.1.5. Íåõàé R ¹ êîìóòàòèâíèì ìîðôi÷íèì êiëüöåì.

Àäèòèâíà àáåëåâà ãðóïàK ′0(R) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà êîìóòàòèâíå êiëü-

öå ç îäèíèöåþ, ÿêùî âèçíà÷èòè äîáóòîê çà ïðàâèëîì:

[aR][bR] = [aR⊗R bR]

äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ R, i ïîøèðèòè çà ëiíiéíiñòþ äàíó âëàñòèâiñòü

íà äîâiëüíi åëåìåíòè ç K ′0(R).

Òâåðäæåííÿ 5.1.6. K ′0 ¹ ôóíêòîðîì iç êàòåãîði¨ ìîðôi÷íèõ êi-

ëåöü MorphicRings ó êàòåãîðiþ óñiõ êiëåöü.

Òàêîæ íàâåäåíî êðèòåðié òîãî, ùî ñëàáêà ãðóïà Ãðîòåíäiêà ¹ içî-

ìîðôíîþ êiëüöþ öiëèõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 5.1.8. Íåõàé R � ìîðôi÷íå êiëüöå. ßêùî K ′0(R) ∼= Z,

òî R ¹ ïîëåì, i íàâïàêè.

Â äðóãîìó ïiäðîçäiëi âñòàíîâëþ¹òüñÿ çâ'ÿçîê ñëàáêî¨ ãðóïè Ãðîòåí-

äiêà ìîðôi÷íîãî êiëüöÿ iç âåêòîðàìè Âiòòà òà íàâåäåíî ñïîñiá îá÷èñëå-

ííÿ êàíîíi÷íî¨ ôîðìè ñóìè òà äîáóòêó ¨¨ åëåìåíòiâ.
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Îçíà÷åííÿ 5.2.3 Íåõàé R ¹ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì Áåçó. Íà-

ïiâêiëüöå

G(R) = {aR | a ∈ R}

ãîëîâíèõ iäåàëiâ öüîãî êiëüöÿ ñòîñîâíî äîäàâàííÿ òà ïåðåòèíó iäåàëiâ

íàçâåìî ãëîáàëiçàöi¹þ êiëüöÿ R.

Òåîðåìà 5.2.9. ßêùî R ¹ ìîðôi÷íèì êiëüöåì òî

K ′0(R) ∼= W ′(G(R)),

äå êiëüöå W ′(G(R)) ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ âåêòîðiâ Âiòòà W (G(R)),

ÿêå ñêëàäà¹òüñÿ iç åëåìåíòiâ âèãëÿäó

1 + (a1R)t+ ...+ (anR)tn

1 + (b1R)t+ ...+ (bmR)tm
,

ïðè÷îìó a1R ⊇ ... ⊇ anR, b1R ⊇ ... ⊇ bmR, n,m ≥ 0.

Â òðåòüîìó ïiäðîçäiëi äîñëiäæåíî áàçîâi âëàñòèâîñòi åëåìåíòiâ ñëàá-

êî¨ ãðóïè Ãðîòåíäiêà ìîðôi÷íîãî êiëüöÿ, ïîêàçàíî, ùî âîíà ¹ ðåäó-

êîâàíèì êiëüöåì, âèçíà÷åíî çàãàëüíèé âèãëÿä ¨¨ iäåìïîòåíòiâ. Ðîçäië

çàâåðøó¹òüñÿ òàêèìè òåîðåìàìè.

Òåîðåìà 5.3.17. ßêùî R ¹ ðåãóëÿðíèì êiëüöåì, òî ãðóïà Ãðî-

òåíäiêà K0(R) òà ñëàáêà ãðóïà Ãðîòåíäiêà K ′0(R) êiëüöÿ R ñïiâïàäà-

þòü.

Òåîðåìà 5.3.18. ßêùî R ¹ êîìóòàòèâíèì ìîðôi÷íèì êiëüöåì

åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, òî ãðóïà ÃðîòåíäiêàK0(R) ¹ ïiäãðóïîþ ñëàá-

êî¨ ãðóïè Ãðîòåíäiêà K ′0(R).
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ÐÎÇÄIË 1

Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi òà äîïîìiæíi

ôàêòè

Ó äàíîìó ðîçäiëi ïîäàþòüñÿ îçíà÷åííÿ, âiäîìi òåîðåìè, òâåðäæåííÿ òà

ïåâíi ôàêòè, ùî ñòîñóþòüñÿ òåìè äèñåðòàöi¨, ìåòîäèêè äîñëiäæåíü, à

òàêîæ ðîçãëÿäàþòüñÿ äîìîâëåíîñòi ùîäî ïîçíà÷åíü. Çîêðåìà, ó äèñå-

ðòàöi¨ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi ïîçíà÷åííÿ:

U(R) � ãðóïà îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ R;

J(R) � ðàäèêàë Äæåêîáñîíà êiëüöÿ R;

Nil(R) � íiëüðàäèêàë êiëüöÿ R;

GLn(R) � ïîâíà ëiíiéíà ãðóïà ïîðÿäêó n íàä êiëüöåì R;

Mn(R) � ìíîæèíà êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n êiëüöÿ R;

st.r.(R) � ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ R;

〈S〉 � iäåàë êiëüöÿ ïîðîäæåíèé ìíîæèíîþ S;

〈a〉, aR � ãîëîâíèé iäåàë êiëüöÿ ïîðîäæåíèé åëåìåíòîì a;

Rn � ìíîæèíà ðÿäêiâ äîâæèíè n ç åëåìåíòàì êiëüöÿ R;

a | b � åëåìåíò a ¹ äiëüíèêîì åëåìåíòà b;

spec(R) � ìíîæèíà ïðîñòèõ iäåàëiâ êiëüöÿ R;

mspec(R) � ìíîæèíà ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ êiëüöÿ R.

Íàãàäà¹ìî íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ, ôàêòè òà âiäîìi ðåçóëüòàòè, ÿêi íå-
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îáõiäíi äëÿ ïîäàëüøîãî âèêëàäó ìàòåðiàëó.

Âiäçíà÷èìî, ùî ìè äîòðèìó¹ìîñü òåðìiíîëîãi¨ òà ïîçíà÷åíü çãiäíî

ç ðîáîòàìè [1, 3, 43, 63, 71].

Ïiä êiëüöåì R ðîçóìi¹ìî àñîöiàòèâíå êiëüöå iç íåòðèâiàëüíîþ îäè-

íèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.1. [68] Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì åëåìåíòàð-

íèõ äiëüíèêiâ (çà Õåíðiêñåíîì), ÿêùî äîâiëüíà ìàòðèöÿ A íàä êiëü-

öåì R âîëîäi¹ äiàãîíàëüíîþ ðåäóêöi¹þ, òîáòî äëÿ ìàòðèöi A ðîçìiðó

m × n iñíóþòü òàêi îáîðîòíi ìàòðèöi P ∈ GLm(R), Q ∈ GLn(R),

ùî ìàòðèöÿ PAQ ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.2. [75] Ñêàæåìî, ùî åëåìåíò a íàçèâà¹òüñÿ ïîâ-

íèì (òîòàëüíèì) äiëüíèêîì åëåìåíòà b, ÿêùî

RbR ⊆ aR ∩Ra.

Òîé ôàêò, ùî åëåìåíò a ¹ ïîâíèì äiëüíèêîì åëåìåíòà b ïîçíà÷àòè-

ìåìî a‖b.

Îçíà÷åííÿ 1.1.3. [75] Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì åëåìåí-

òàðíèõ äiëüíèêiâ (çà Êàïëàíñüêèì), ÿêùî äîâiëüíà ìàòðèöÿ A ðîç-

ìiðó m × n âîëîäi¹ êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ðåäóêöi¹þ, òîáòî åêâi-

âàëåíòíà êàíîíi÷íié äiàãîíàëüíié ìàòðèöi, à ñàìå äëÿ ìàòðèöi A

iñíóþòü òàêi îáîðîòíi ìàòðèöi P ∈ GLm(R), Q ∈ GLn(R), ùî ìàò-
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ðèöÿ

PAQ =



ε1 0 0 . . . 0 . . . 0

0 ε2 0 . . . 0 . . . 0

0 0 ε3 . . . 0 . . . 0

...
...

... . . . ...
...

...

0 0 0 . . . εr . . . 0

...
...

...
...

... . . . ...

0 0 0 0 0 . . . 0



,

äå εi ‖ εi+1, i = 1, . . . , r − 1.

Öå îçíà÷åííÿ ¹ êëàñè÷íèì îçíà÷åííÿì êiëüöÿ åëåìåíòàðíèõ äiëüíè-

êiâ. Ó äàíié ðîáîòi ïiä êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ ðîçóìiòèìåìî

êiëüöå åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ çà Êàïëàíñüêèì.

Iç êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ðåäóêöi¹þ ïîâ'ÿçàíi ðîçêëàäè ìîäóëiâ

ó ïðÿìi ñóìè öèêëi÷íèõ ìîäóëiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.4. [80] Êàæóòü, ùî R−ìîäóëü M ïåðåáóâà¹ ó

êàíîíi÷íié ôîðìi, ÿêùî

M ∼= R/A1 ⊕R/A2 ⊕ . . .⊕R/An

äëÿ äåÿêèõ iäåàëiâ A1, A2, ..., An êiëüöÿ R, ïðè÷îìó A1 ⊆ A2 ⊆ ... ⊆

An 6= R.

Çãiäíî ç ðåçóëüòàòàìè Êàïëàíñüêîãî [75] iäåàëè A1, A2, ..., An òà ¨õ

êiëüêiñòü ó êàíîíi÷íié ôîðìi ìîäóëÿ âèçíà÷åíi îäíîçíà÷íî.

Îçíà÷åííÿ 1.1.5. [80] Áóäåìî êàçàòè, ùî R−ìîäóëüM ¹ öèêëi÷íî-

çîáðàæóâàíèì, ÿêùî M ∼= R/aR äëÿ äåÿêîãî äâîái÷íîãî iäåàëó aR.
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Îçíà÷åííÿ 1.1.6. [75] ßêùî íàä êiëüöåì R äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi

(a b) ((a b)T ) ðîçìiðiâ 1 × 2 (2 × 1) iñíó¹ òàêà îáîðîòíà ìàòðèöÿ

P ∈ GL2(R), ùî (a b)P = (d 0), (P (a b)T = (d 0)T ) äëÿ äåÿêîãî

åëåìåíòà d ∈ R, òî êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì (ëiâèì) êiëüöåì

Åðìiòà. Êiëüöå R, ÿêå ¹ îäíî÷àñíî ïðàâèì i ëiâèì êiëüöåì Åðìiòà

íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì Åðìiòà.

Îçíà÷åííÿ 1.1.7. [53], [54] Ïðàâèì (ëiâèì) êiëüöåì Áåçó íàçèâà-

¹òüñÿ êiëüöå, â ÿêîìó äîâiëüíèé ñêií÷åííî ïîðîäæåíèé ïðàâèé (ëiâèé)

iäåàë ¹ ãîëîâíèì. Êiëüöå Áåçó � öå êiëüöå, ÿêå ¹ îäíî÷àñíî ïðàâèì i

ëiâèì êiëüöåì Áåçó.

Î÷åâèäíî, ùî êiëüöÿ ãîëîâíèõ iäåàëiâ ¹ êiëüöÿìè Áåçó. Ïðîòå, êiëü-

öå öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ òà êiëüöå

öiëèõ àëãåáðà¨÷íèõ ÷èñåë ñëóæàòü ïðèêëàäàìè êîìóòàòèâíèõ îáëà-

ñòåé Áåçó, ÿêi íå ¹ êiëüöÿìè ãîëîâíèõ iäåàëiâ [96, 118]. Òàêîæ, ãî-

ìîìîðôíi îáðàçè òà ñêií÷åííi ïðÿìi ñóìè êiëåöü Áåçó, êiëüöå öiëèõ

Ãàóñîâèõ ÷èñåë, ðåãóëÿðíi êiëüöÿ, êiëüöÿ íîðìóâàííÿ, êiëüöÿ âèãëÿäó

D + xQ[x], D + xQ[[x]], äå D ¹ îáëàñòþ ãîëîâíèõ iäåàëiâ, ÿêà íå ¹

ïîëåì, à Q � ¨¨ ïîëå äðîáiâ, êiëüöå íåïåðåðâíèõ äiéñíîçíà÷íèõ ôóíê-

öié íàä öiëêîì ðåãóëÿðíèì Õàóñäîðôíèì òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì ¹

ïðèêëàäàìè êiëåöü Áåçó.

Òîé ôàêò, ùî ïðàâi (ëiâi) êiëüöÿ Åðìiòà ¹ êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ

äiëüíèêiâ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ iç ¨õ îçíà÷åííÿ. Íàñòóïíà òåîðåìà

âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê ìiæ êiëüöÿìè Áåçó òà êiëüöÿìè Åðìiòà.

Òåîðåìà 1.1.1. [75] Ïðàâå (ëiâå) êiëüöå Åðìiòà ¹ ïðàâèì (ëiâèì)
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êiëüöåì Áåçó. Òîìó i êiëüöå Åðìiòà ¹ êiëüöåì Áåçó.

Íàñòóïíi òåîðåìè âèçíà÷àþòü óìîâè çà ÿêèõ êiëüöÿ Áåçó ¹ êiëüöÿ-

ìè Åðìiòà, òà êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Òåîðåìà 1.1.2. [40] Îáëàñòü ¹ ïðàâèì (ëiâèì) êiëüöåì Åðìiòà

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ¹ ïðàâèì (ëiâèì) êiëüöåì Áåçó.

Òåîðåìà 1.1.3. [87] ßêùî êiëüöå R ¹ ëiâèì êiëüöåì Åðìiòà i ïðà-

âèì êiëüöåì Áåçó, òî âîíî ¹ i ïðàâèì êiëüöåì Åðìiòà .

Òåîðåìà 1.1.4. [75] ßêùî êîæíi äîâiëüíi ìàòðèöi ðîçìiðó 1× 2,

2× 1, 2× 2 íàä êiëüöåì R âîëîäiþòü êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ðåäóê-

öi¹þ, òî êiëüöå R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Òåîðåìà 1.1.5. [80] Êîìóòàòèâíå êiëüöå R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàð-

íèõ äiëüíèêiâ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äîâiëüíà 2 × 2 ìàòðèöÿ íàä R

âîëîäi¹ êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ðåäóêöi¹þ.

Òåîðåìà 1.1.6. [75] Êîìóòàòèâíå êiëüöå R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàð-

íèõ äiëüíèêiâ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíî ¹ êiëüöå Åðìiòà i äëÿ òàêèõ

äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b, c ∈ R, ùî aR + bR + cR = R, iñíóþòü òàêi

åëåìåíòè p, q ∈ R, äëÿ ÿêèõ

(pa+ qb)R + qcR = R.

Òåîðåìà 1.1.7. [80] Êîìóòàòèâíå êiëüöå R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàð-

íèõ äiëüíèêiâ, òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äîâiëüíèé ñêií÷åííî-çîáðàæó-

âàíèé R-ìîäóëü ðîçêëàäà¹òüñÿ ó ïðÿìó ñóìó öèêëi÷íèõ ïiäìîäóëiâ.

Êðèòåði¹ì òîãî, ùî êîìóòàòèâíå êiëüöå ¹ êiëüöåì Åðìiòà ¹ íàñòóïíà

òåîðåìà:
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Òåîðåìà 1.1.8. [61] Êîìóòàòèâíå êiëüöå R ¹ êiëüöåì Åðìiòà

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R iñíóþòü

òàêi åëåìåíòè a1, b1, d ∈ R, ùî a = da1, b = db1 i

a1R + b1R = R.

Äëÿ íåêîìóòàòèâíèõ êiëåöü Áåçó õàðàêòåðíà âëàñòèâiñòü ñèìåòði¨

ïåâíèõ óìîâ êîìóòàòèâíîñòi ¨¨ iäåàëiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.8. [56] Åëåìåíò a êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì

(ëiâèì) äóî-åëåìåíòîì, ÿêùî

Ra ⊆ aR (aR ⊆ Ra)

i äóî-åëåìåíòîì, ÿêùî Ra = aR.

Îçíà÷åííÿ 1.1.9. [49] Ëiâèì (ïðàâèì) äóî-êiëüöåì íàçèâà¹òüñÿ

êiëüöå, â ÿêîìó äîâiëüíèé åëåìåíò êiëüöÿ ¹ ëiâèì (ïðàâèì) äóî-åëå-

ìåíòîì. Â ñâîþ ÷åðãó ïiä äóî-êiëüöåì ðîçóìi¹ìî êiëüöå, ÿêå ¹ ëiâèì

i ïðàâèì äóî-êiëüöåì îäíî÷àñíî.

Ïðèêëàäàìè äóî-êiëåöü ìîæóòü áóòè: êîæíå êîìóòàòèâíå êiëüöå,

äîâiëüíå òiëî, ïðÿìèé äîáóòîê äóî-êiëåöü, êiëüöå âåðõíiõ òðèêóòíèõ

ìàòðèöü íàä ïîëåì, äîâiëüíå ñòðîãî ðåãóëÿðíå êiëüöå.

Îçíà÷åííÿ 1.1.10. [37] Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì (ëiâèì)

äèñòðèáóòèâíèì êiëüöåì, ÿêùî ãðàòêà ïðàâèõ (ëiâèõ) iäåàëiâ ¹ äèñ-

òðèáóòèâíîþ. Äèñòðèáóòèâíå êiëüöå � öå êiëüöå, ÿêå ¹ ïðàâèì i

ëiâèì äèñòðèáóòèâíèì êiëüöåì îäíî÷àñíî. Êîìóòàòèâíå äèñòðèáó-

òèâíå êiëüöå íàçèâà¹òüñÿ àðèôìåòè÷íèì.
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Îçíà÷åííÿ 1.1.11. [37, 78] Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì (ëiâèì)

êâàçi-äóî-êiëüöåì, ÿêùî äîâiëüíèé ìàêñèìàëüíèé ïðàâèé (ëiâèé) iäåàë

êiëüöÿ ¹ äâîái÷íèì. Êâàçi-äóî-êiëüöå � öå êiëüöå, ÿêå ¹ ïðàâèì i ëiâèì

êâàçi-äóî-êiëüöåì îäíî÷àñíî.

Çàóâàæèìî, ùî êâàçi-äóî-êiëüöÿ âèâ÷àëèñü â ðîáîòàõ [78, 121], i

ñàìå òàì ìîæå áóòè çíàéäåíà iíôîðìàöiÿ ïðî ¨õ îñíîâíi âëàñòèâîñòi

à òàêîæ çâ'ÿçêè iç êëàñàìè ðåãóëÿðíèõ êiëåöü i êiëåöü ç âëàñòèâiñòþ

çàìiíè.

À. Òóãàíáà¹âèì â ðîáîòàõ [37, 38] áóëî äîâåäåíî íàñòóïíi òåîðåìè.

Òåîðåìà 1.1.9. [37] Íåõàé R � êiëüöå Áåçó. Òîäi òàêi âëàñòè-

âîñòi ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

1) R � ïðàâå äèñòðèáóòèâíå;

2) R � ëiâå äèñòðèáóòèâíå;

3) R � ïðàâå êâàçi-äóî-êiëüöå;

4) R � ëiâå êâàçi-äóî-êiëüöå.

Òåîðåìà 1.1.10. [37] Ïðàâå êiëüöå Áåçó ¹ ïðàâèì äèñòðèáóòèâ-

íèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíî ¹ êâàçi-äóî êiëüöåì.

Òåîðåìà 1.1.11. [38] Ïðàâå äèñòðèáóòèâíå êiëüöå R ¹ àðèôìå-

òè÷íèì êiëüöåì. ßêùî R ¹ ïðàâèì äóî-êiëüöåì, òî ñïðàâåäëèâå i

îáåðíåíå òâåðäæåííÿ.

Òàêîæ âiäîìèé çâ'ÿçîê êiëåöü åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ òà äóî-êiëåöü.

Îçíà÷åííÿ 1.1.12. [16] ßêùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a êiëüöÿ

R iñíó¹ òàêèé åëåìåíò b ∈ R, ùî

RaR = bR = Rb,
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òî ñêàæåìî, ùî êiëüöå R âîëîäi¹ �óìîâîþ Äóáðîâiíà�.

Êiëüöÿ ç �óìîâîþ Äóáðîâiíà� âèâ÷àëèñü òàêîæ ó ïðàöi [18].

Ì. Äóáðîâií äîâiâ òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.1.12. [16] Íåõàé R � íàïiâëîêàëüíå, íàïiâïåðâèííå êi-

ëüöå Áåçó. Òîäi ðiâíîñèëüíèìè ¹ òàêi òâåðäæåííÿ:

1) R � êiëüöå åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ;

2) äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ç êiëüöÿ R iñíó¹ òàêèé åëåìåíò

b ∈ R, ùî RaR = bR = Rb.

Òâåðäæåííÿ 1.1.13. [22] Íåõàé R � îáëàñòü Áåçó, â ÿêié âèêî-

íó¹òüñÿ �óìîâîþ Äóáðîâiíà�. Êiëüöå R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëü-

íèêiâ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äîâiëüíà ìàòðèöÿ A, âèãëÿäó

A =

 a 0

b c


âîëîäi¹ êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ðåäóêöi¹þ, äå RaR+RbR+RcR = R.

Òåîðåìà 1.1.14. [26] Ïðàâà äèñòðèáóòèâíà îáëàñòü åëåìåíòàð-

íèõ äiëüíèêiâ ¹ äóî-îáëàñòþ.

Òåîðåìà 1.1.15. [26] Ó ïðàâîìó äèñòðèáóòèâíîìó êiëüöi åëåìåí-

òàðíèõ äiëüíèêiâ äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a ∈ R iñíó¹ åëåìåíò b ∈ R,

òàêèé ùî RaR = bR = Rb

Òåîðåìà 1.1.16. [26] Ïðàâå äèñòðèáóòèâíå êiëüöå åëåìåíòàðíèõ

äiëüíèêiâ, äå óñi äiëüíèêè íóëÿ ìiñòÿòüñÿ â ðàäèêàëi Äæåêîáñîíà, ¹

äóî-êiëüöåì.

Îçíà÷åííÿ 1.1.13. [38, 65] Åëåìåíò a êiëüöÿ R íàçèâàþòü ðåãó-

ëÿðíèì (â ñåíñi ôîí Íåéìàíà) åëåìåíòîì, ÿêùî iñíó¹ åëåìåíò b ∈ R,
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òàêèé, ùî aba = a. ßêùî âêàçàíèé åëåìåíò b ìîæå áóòè âèáðàíèé

îáîðîòíèì åëåìåíòîì, òî a íàçèâàþòü îäèíè÷íî-ðåãóëÿðíèì åëå-

ìåíòîì. ßêùî äëÿ åëåìåíòà a iñíó¹ òàêèé åëåìåíò b, ùî a2b = a, òî

a íàçèâàþòü ñòðîãî ðåãóëÿðíèì åëåìåíòîì. Êiëüöå R íàçèâàþòü ðå-

ãóëÿðíèì (îäèíè÷íî-ðåãóëÿðíèì, ñòðîãî ðåãóëÿðíèì) êiëüöåì, ÿêùî

âñi éîãî åëåìåíòè ¹ ðåãóëÿðíèìè (îäèíè÷íî-ðåãóëÿðíèìè, ñòðîãî ðå-

ãóëÿðíèìè) åëåìåíòàìè.

Äëÿ ðåãóëÿðíèõ êiëåöü âiäîìà òàêà õàðàêòåðèçàöiÿ.

Òåîðåìà 1.1.17. [65] Äëÿ êiëüöÿ R åêâiâàëåíòíi òàêi âëàñòèâîñ-

òi:

1) êiëüöå R � ðåãóëÿðíå êiëüöå;

2) äîâiëüíèé ãîëîâíèé ïðàâèé (ëiâèé) iäåàë êiëüöÿ R ïîðîäæåíèé

iäåìïîòåíòîì;

3) äîâiëüíèé ñêií÷åííî ïîðîäæåíèé ïðàâèé (ëiâèé) iäåàë êiëüöÿ R

ïîðîäæåíèé iäåìïîòåíòíèì åëåìåíòîì.

Òâåðäæåííÿ 1.1.18. [68] Íåõàé R � îäèíè÷íî-ðåãóëÿðíå êiëüöå.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ R iñíóþòü iäåìïîòåíòíi åëåìåíòè

e1 = e21, e2 = e22 ∈ R i îáîðîòíi åëåìåíòè u1, u2 ∈ U(R) òàêi, ùî

a = e1u1 = u2e2.

Çàóâàæèìî, ùî ñòðîãî ðåãóëÿðíi êiëüöÿ ¹ îäèíè÷íî-ðåãóëÿðíèìè,

à âîíè, â ñâîþ ÷åðãó, ¹ çâè÷àéíèìè ðåãóëÿðíèìè êiëüöÿìè.

Òåîðåìà 1.1.19. [24] Ñòðîãî ðåãóëÿðíå êiëüöå ¹ êiëüöåì åëåìåí-

òàðíèõ äiëüíèêiâ.



36

Âàæëèâèì ïiäêëàñîì ó êëàñi êiëåöü åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ ¹ àäå-

êâàòíi êiëüöÿ òà ¨õ óçàãàëüíåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.14. [29, 30] Åëåìåíò a êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ

Áåçó R íàçèâà¹òüñÿ àäåêâàòíèì äî åëåìåíòà b ∈ R, ÿêùî åëåìåíò a

ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

a = r · s,

äå rR+bR = R òà s′R+bR 6= R, äëÿ äîâiëüíîãî íåîáîðîòíîãî äiëüíèêà

s′ åëåìåíòà s. ßêùî åëåìåíò a ¹ àäåêâàòíèì äî äîâiëüíîãî åëåìåíòà

b ç öüîãî êiëüöÿ, òî òàêèé åëåìåíò íàçâåìî àäåêâàòíèì åëåìåíòîì.

Îçíà÷åííÿ 1.1.15. [66] Àäåêâàòíèì êiëüöåì íàçèâà¹òüñÿ êîìó-

òàòèâíå êiëüöå Áåçó, â ÿêîìó äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò àäåêâàò-

íèé.

Î÷åâèäíèìè ïðèêëàäàìè àäåêâàòíèõ åëåìåíòiâ ìîæóòü ïîñëóæèòè

àòîìè, ôàêòîðiàëüíi åëåìåíòè òà îáîðîòíi åëåìåíòè êiëüöÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.16. [56] Íåíóëüîâèé åëåìåíò a êiëüöÿ R íàçè-

âà¹òüñÿ àòîìîì, ÿêùî âií ¹ íåîáîðîòíèì i íå ìîæå áóòè ïðåäñòàâ-

ëåíèé ó âèãëÿäi äîáóòêó äâîõ íåîáîðîòíèõ åëåìåíòiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.17. [56] Àòîìíèì ðîçêëàäîì åëåìåíòà íàçèâà¹-

òüñÿ éîãî çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi äîáóòêó åëåìåíòiâ, âñi íåîáîðîòíi

äiëüíèêè ÿêîãî ¹ àòîìàìè.

Îçíà÷åííÿ 1.1.18. [56] Äâà àòîìíi ðîçêëàäè åëåìåíòà a êiëüöÿ

R ó äîáóòîê åëåìåíòiâ (íå äiëüíèêiâ íóëÿ) a = c1...cn i a = b1...bm

íàçèâàþòüñÿ içîìîðôíèìè, ÿêùî n = m òà iñíó¹ òàêà ïiäñòàíîâêà
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i→ i′ iíäåêñiâ 1, 2, ..., n, ùî

R/biR ∼= R/ciR

ÿê ïðàâi R-ìîäóëi.

Îçíà÷åííÿ 1.1.19. [56] Íåíóëüîâèé åëåìåíò, ÿêèé íå ¹ äiëüíè-

êîì íóëÿ, íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîðiàëüíèì, ÿêùî âií âîëîäi¹ ñêií÷åííèì

àòîìíèì ðîçêëàäîì, ïðè÷îìó äîâiëüíi äâà àòîìíi ðîçêëàäè äàíîãî

åëåìåíòà içîìîðôíi.

Òåîðåìà 1.1.20. [4] Êîìóòàòèâíå àäåêâàòíå êiëüöå ¹ êiëüöåì

åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Òåîðåìà 1.1.21. [61] Êîìóòàòèâíå ðåãóëÿðíå êiëüöå ¹ àäåêâàò-

íèì êiëüöåì.

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó ðåãóëÿðíîãî êiëüöÿ äðóãà óìîâà ç îçíà÷åí-

íÿ àäåêâàòíîãî êiëüöÿ, âèêîíó¹òüñÿ äëÿ íóëüîâîãî åëåìåíòà, áiëüøå òî-

ãî, âîíà âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ êiëüöÿ íîðìóâàííÿ. Öåé ðåçóëüòàò ñïîíóêàâ

Á. Çàáàâñüêîãî äî ââåäåííÿ ïîíÿòòÿ âñþäè àäåêâàòíîãî êiëüöÿ [20].

Îçíà÷åííÿ 1.1.20. [20] Êîìóòàòèâíå êiëüöå Áåçó íàçèâà¹òüñÿ

ïðàâèì âñþäè àäåêâàòíèì, ÿêùî äîâiëüíèé åëåìåíò öüîãî êiëüöÿ ¹

àäåêâàòíèì.

Ïðèêëàäàìè êîìóòàòèâíèõ âñþäè àäåêâàòíèõ êiëåöü ìîæóòü áóòè

êîìóòàòèâíi ðåãóëÿðíi êiëüöÿ òà êiëüöÿ íîðìóâàííÿ [80].

Îçíà÷åííÿ 1.1.21. Ñêàæåìî, ùî êîìóòàòèâíå êiëüöå R íàçè-

âà¹òüñÿ êiëüöåì íîðìóâàííÿ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R

âèêîíó¹òüñÿ a|b àáî b|a.
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Òàêîæ â îñòàííi äåñÿòèëiòòÿ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ òåíäåíöiÿ äî ðîçøèðå-

ííÿ ïîíÿòòÿ àäåêâàòíîñòi, çáåðiãàþ÷è ïðè öüîìó íàëåæíiñòü öèõ êiëåöü

äî êëàñó êiëåöü åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Ó [12] Ãàòàëåâè÷îì âïåðøå ðîçãëÿíóòî íåêîìóòàòèâíi àäåêâàòíi

êiëüöÿ òà ¨õ óçàãàëüíåííÿ. Ó öié äèñåðòàöiéíié ðîáîòi áóäóòü íàâåäåíi

ðåçóëüòàòè äîòè÷íi äî äîñëiäæåíü ó äàíié îáëàñòi òåîði¨ êiëåöü.

Îçíà÷åííÿ 1.1.22. Íåíóëüîâèé åëåìåíò a ó êiëüöi R íàçèâà¹-

òüñÿ ïðàâèì àäåâàòíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà

b ∈ R çíàéäóòüñÿ åëåìåíòè r, s ∈ R òàêi, ùî ñïðàâåäëÿâèì ¹ ðîçêëàä

a = sr, òà âèêîíóþòüñÿ òàêi âëàñòèâîñòi:

1) rR + bR = R,

2) s′R + bR 6= R, äå sR ⊆ s′R 6= R.

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, ìîæå áóòè ââåäåíî îçíà÷åííÿ ëiâîãî àäåêâà-

òíîãî åëåìåíòà. Ó äóî-êiëüöÿõ (à, çîêðåìà, i êîìóòàòèâíèõ êiëüöÿõ)

äàíi ïîíÿòòÿ ñïiâïàäàþòü, i ìè ãîâîðèìî ïðî àäåêâàòíi åëåìåíòè öèõ

êiëåöü.

Îçíà÷åííÿ 1.1.23. [21] Ñêàæåìî, ùî êîìóòàòèâíå êiëüöå Áåçó

R ¹ óçàãàëüíåíî àäåêâàòíèì êiëüöåì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè íåíó-

ëüîâèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R \ {0} õî÷à á îäèí iç íèõ ¹ àäåêâàòíèì äî

iíøîãî.

Äëÿ âèïàäêó êiëåöü Áåçó áåç äiëüíèêiâ íóëÿ âiäîìi òàêi ðåçóëüòàòè.

Òåîðåìà 1.1.22. [21] Êîìóòàòèâíà îáëàñòü Áåçó iç ¹äèíèì ìà-

êñèìàëüíî íåàäåêâàòíèì iäåàëîì ¹ óçàãàëüíåíî àäåêâàòíîþ îáëàñòþ.
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Òåîðåìà 1.1.23. [21] Óçàãàëüíåíî àäåêâàòíà îáëàñòü ¹ êiëüöåì

åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Öåíòðàëüíå ìiñöå ó äîñëiäæåííÿõ, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ ó äàíié ðîáîòi

çàéìà¹ ïîíÿòòÿ ñòàáiëüíîãî ðàíãó, ÿêå ¹ îäíèì iç íàéâàæëèâiøèõ iíâà-

ðiàíòiâ Ê-òåîði¨. Òàêîæ ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè îçíà÷åííÿ ãðóïè

Ãðîòåíäiêà êiëüöÿ R.

Îçíà÷åííÿ 1.1.24. Ãðóïîþ Ãðîòåíäiêà K0(R) êiëüöÿ R íàçèâà-

þòü âiëüíó àáåëåâó ãðóïó ïîðîäæåíó êëàñàìè içîìîðôiçìiâ ñêií÷åííî-

ïîðîäæåíèõ ïðîåêòèâíèõ R-ìîäóëiâ, iç çàäàíèì ñïiââiäíîøåííÿì:

[A] + [B] = [A⊕B]

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ [A], [B] ∈ K0(R).

Îçíà÷åííÿ 1.1.25. Ðÿäîê (a1, . . . an, an+1) ∈ Rn+1 íàçèâà¹òüñÿ

ïðàâèì óíiìîäóëÿðíèì, ÿêùî

a1R + a2R + . . .+ anR + an+1R = R

Îçíà÷åííÿ 1.1.26. [110] Ñòàáiëüíèì ðàíãîì n êiëüöÿ R íàçè-

âà¹òüñÿ íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî n, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ: äëÿ

äîâiëüíîãî ïðàâîãî óíiìîäóëÿðíîãî ðÿäêà (a1, . . . , an, an+1) ∈ Rn+1 iñíó-

þòü òàêi åëåìåíòè b1, . . . bn ∈ R, ùî ðÿäîê

(a1 + an+1b1, a2 + an+1b2, . . . an + an+1bn) ∈ Rn

¹ ïðàâèì óíiìîäóëÿðíèì.

Òîé ôàêò, ùî ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ R ðiâíèé n ïîçíà÷à¹òüñÿ òàê:

st.r.(R) = n.
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Çàóâàæèìî, ùî â ïîïåðåäíüîìó îçíà÷åííi ôiãóðóþòü ïðàâi iäåà-

ëè, àëå ïîíÿòòÿ ñòàáiëüíîãî ðàíãó ¹ ëiâî-ïðàâî ñèìåòðè÷íèì çãiäíî ç

ðåçóëüòàòàìè Ë. Âàññåðøòåéíà [110] òà Ð. Óîðôiëäà [116] öi ïîíÿòòÿ

ñïiâïàäàþòü.

Íåîáõiäíî çàóâàæèòè, ùî ÿêùî st.r.(R) = n, òî óìîâè àíàëîãi÷íi äî

òèõ, ùî âèçíà÷àþòü ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ âèêîíóþòüñÿ i äëÿ äîâiëü-

íîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà áiëüøîãî çà n. Îòæå, îçíà÷åííÿ ñòàáiëüíîãî

ðàíãó êiëüöÿ âðàõîâó¹ òå, ùî íàòóðàëüíå ÷èñëî, ÿêå âèçíà÷à¹ ñòàáiëü-

íèé ðàíã âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê íàéìåíøå ç òàêîþ âëàñòèâiñòþ. ßêùî æ òà-

êîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íå iñíó¹, òî êàæóòü, ùî ñòàáiëüíèé ðàíã

òàêîãî êiëüöÿ äîðiâíþ¹∞. Çàóâàæèìî, ùî òàêi êiëüöÿ iñíóþòü, à ñàìå

òàêèì ¹ êiëüöå åíäîìîðôiçìiâ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíié-

íîãî ïðîñòîðó.

Âàæëèâó ðîëü ó äîñëiäæåííÿõ, ÿêi ïðîâîäÿòüñÿ ó äèñåðòàöi¨ âiäiã-

ðàþòü êiëüöÿ ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 òà 2, òîìó êîíêðåòèçó¹ìî îçíà÷åííÿ

ñòàáiëüíîãî ðàíãó äëÿ n = 1 òà n = 2.

Îçíà÷åííÿ 1.1.27. [43, 110] Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì ñòà-

áiëüíîãî ðàíãó 1 (â ïîçíà÷åííÿõ st.r.(R) = 1), ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ

åëåìåíòiâ a, b ∈ R òàêèõ, ùî aR + bR = R, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò

t ∈ R, ùî

(a+ bt)R = R,

òîáòî a+ bt - îáîðîòíèé åëåìåíò êiëüöÿ R .

Îçíà÷åííÿ 1.1.28. [5] Ñêàæåìî, ùî åëåìåíò a êiëüöÿ R ¹ åëå-

ìåíòîì ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, ÿêùî ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ
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R/aR ðiâíèé 1.

Ïðèêëàäàìè êiëåöü ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 ¹:

1) àðòiíîâå êiëüöå [43];

2) êiëüöå öiëèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ [95];

3) êiëüöå Êðîíåêåðiâñüêèõ ôóíêöié äëÿ äîâiëüíî¨ öiëîçàìêíóòî¨

îáëàñòi [97];

4) êiëüöå âñiõ íåïåðåðâíèõ äiéñíèõ (êîìïëåêñíèõ, êâàòåðíiîííèõ)

ôóíêöié íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X ¹ êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ðîçìiðíiñòü X íå ïåðåâèùó¹ 0 (âiäïîâiäíî 1,3)

[110], [111];

5) Ð. Ðîé ïîáóäóâàâ ïðèêëàä êiëüöÿ ãîëîâíèõ iäåàëiâ ñòàáiëüíî-

ãî ðàíãó 1, ÿêå íå ¹ íàïiâëîêàëüíèì. Â ïðàöi [112] íàâåäåíî ïðèêëàä

Äåäåêiíäîâîãî êiëüöÿ ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, ÿêå íå ¹ êiëüöåì ãîëîâíèõ

iäåàëiâ;

6) äëÿ äîâiëüíîãî ïîëÿ P , st.r.(P [[x1, . . . xn]]) = 1.

Äëÿ ðåãóëÿðíèõ êiëåöü ìà¹ ìiñöå òàêèé ðåçóëüòàò I. Êàïëàíñüêîãî:

Òåîðåìà 1.1.24. [68] Ðåãóëÿðíå êiëüöå ¹ îäèíè÷íî-ðåãóëÿðíèì êi-

ëüöåì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè éîãî ñòàáiëüíèé ðàíã äîðiâíþ¹ 1.

Çàóâàæèìî, ùî êîìóòàòèâíå ðåãóëÿðíå êiëüöå ¹ îäèíè÷íî-ðåãóëÿð-

íèì, à çãiäíî ç ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ äàíå êiëüöå ¹ êiëüöåì ñòàáiëü-

íîãî ðàíãó 1.

Òåîðåìà 1.1.25. [111] Ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ R äîðiâíþ¹ 1 òîäi i

ëèøå òîäi, êîëè ñòàáiëüíèé ðàíã ôàêòîð-êiëüöÿ ïî ðàäèêàëó Äæåêîá-

ñîíà R/J(R) äîðiâíþ¹ 1.
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Çâiäñè, ÿê íàñëiäîê, îòðèìó¹ìî íàñòóïíó òåîðåìó:

Òåîðåìà 1.1.26. [111] Íàïiâëîêàëüíå êiëüöå ¹ êiëüöåì ñòàáiëüíî-

ãî ðàíãó 1.

Ñåðåä âëàñòèâîñòåé êiëåöü ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 âèäiëèìî íàñòóïíi

âëàñòèâîñòi:

Òåîðåìà 1.1.27. [111] ßêùî ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ R äîðiâíþ¹ 1,

òî âîíî ¹ ïðÿìî ñêií÷åííèì, òîáòî êiëüöåì, â ÿêîìó ç óìîâè ab = 1

âèïëèâà¹, ùî ba = 1, äå a, b ∈ R .

Òåîðåìà 1.1.28. [111] Äîâiëüíå ôàêòîð-êiëüöå êiëüöÿ ñòàáiëüíîãî

ðàíãó 1 ¹ êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1.

Òåîðåìà 1.1.29. [111] Íåõàé ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ äîðiâíþ¹ 1.

Òîäi êiëüöå åíäîìîðôiçìiâ ïðàâîãî (ëiâîãî) ïðîåêòèâíîãî R-ìîäóëÿ ¹

êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1.

Òåîðåìà 1.1.30. [111] ßêùî ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ R äîðiâíþ¹ 1

i åëåìåíò e � äîâiëüíèé iäåìïîòåíò êiëüöÿ R, òî êiëüöå eRe òàêîæ

¹ êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1.

Òåîðåìà 1.1.31. [59] Íåõàé R � êîìóòàòèâíà îáëàñòü ãîëîâíèõ

iäåàëiâ ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, òîäi R ¹ åâêëiäîâèì êiëüöåì.

Îçíà÷åííÿ 1.1.29. [5, 86] Äóî-êiëüöå R ¹ êiëüöåì ìàéæå ñòà-

áiëüíîãî ðàíãó 1, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà a ∈ R

ñòàáiëüíèé ðàíã ôàêòîð-êiëüöÿ R/aR äîðiâíþ¹ 1.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè åëåìåíòiâ ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1:
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Ïðèêëàä 1.1.1. Íåõàé R � êîìóòàòèâíà îáëàñòü ñòàáiëüíîãî

ðàíãó 1. Òîäi î÷åâèäíî, ùî äîâiëüíèé åëåìåíò öüîãî êiëüöÿ ¹ åëåìåí-

òîì ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. Áiëüøå òîãî, ÿêùî R � êîìóòàòèâ-

íà îáëàñòü ãîëîâíèõ iäåàëiâ, ÿêà íå ¹ êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, (íà-

ïðèêëàä êiëüöå öiëèõ ÷èñåë), òî áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé åëåìåíò êiëü-

öÿ R ¹ åëåìåíòîì ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, õî÷à ñàìå êiëüöå R

íå ¹ êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. Ñïðàâäi, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà

a ∈ R∗, a /∈ U(R), â ñèëó ôàêòîðiàëüíîñòi R, ôàêòîð-êiëüöå R/aR ¹

ñêií÷åííèì êiëüöåì, à îòæå êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1.

Îçíà÷åííÿ 1.1.30. [111] Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì ñòàái-

ëüíîãî ðàíãó 2 (â ïîçíà÷åííÿõ st.r.(R) = 2), ÿêùî äëÿ äîâiëüíèx òàêèõ

åëåìåíòiâ a, b, c ∈ R, ùî aR + bR + cR = R, âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíî-

øåííÿ

(a+ cx)R + (b+ cy)R = R

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ x, y ∈ R.

Iñíó¹ áàãàòî ïðèêëàäiâ êiëüöÿ ñòàáiëüíîãî ðàíãó 2, çîêðåìà:

1) äîâiëüíå êîìóòàòèâíå êiëüöå, ïðîñòið ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ ÿêî-

ãî ¹ íåòåðîâèì ðîçìiðíîñòi 1, ¹ êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó 2 [43];

2) äîâiëüíà ñêií÷åííîïîðîäæåíà àëãåáðà R íàä äîâiëüíèì ñêií÷å-

íèì ïîëåì, dim(R) = 2, ¹ êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó 2 [43];

3) êiëüöå äiéñíèõ íåòåðîâèõ ôóíêöié íà iíòåðâàëi, àáî áiëüø çàãàëü-

íî, íà äîâiëüíîìó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði ðîçìiðíîñòi 1 ¹ êiëüöåì ñòàái-

ëüíîãî ðàíãó 2 [111].

Çàóâàæèìî, ùî êiëüöå öiëèõ ÷èñåë ¹ êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó 2,
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àëå íå ¹ êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1.

Òåîðåìà 1.1.32. [43] ßêùî R � êîìóòàòèâíå íåòåðîâå êiëüöå

ñêií÷åííî¨ ðîçìiðíîñòi Êðóëÿ dim(R), òî

st.r.(R) = 1 + dimR.

ßê íàñëiäîê îòðèìó¹ìî íàñòóïíó òåîðåìó:

Òåîðåìà 1.1.33. [43] ßêùî R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ãîëîâíèõ

iäåàëiâ, òî st.r.(R) = 2.

Òåîðåìà 1.1.34. [87] ßêùî R � ïðàâå àáî ëiâå êiëüöå Åðìiòà, òî

st.r.(R) = 2.

Ó âèïàäêó êîìóòàòèâíèõ êiëåöü ìà¹ ìiñöå:

Òåîðåìà 1.1.35. [122] Êîìóòàòèâíå êiëüöå Áåçó ¹ êiëüöåì Åðìi-

òà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè éîãî ñòàáiëüíèé ðàíã äîðiâíþ¹ 2.

Òåîðåìà 1.1.36. [75] Äëÿ êîæíî¨ ìàòðèöi A íàä ïðàâèì (ëiâèì)

êiëüöåì Åðìiòà R iñíó¹ òàêà óíiìîäóëÿðíà ìàòðèöÿ U , ùî ìàòðè-

öÿ AU (UA) ¹ íèæíüîþ (âåðõíüîþ) òðèêóòíîþ ìàòðèöåþ.

Òåîðåìà 1.1.37. [123] ßêùî íàä êiëüöåì Áåçó R ñòàáiëüíîãî ðàí-

ãó n ðÿäîê ç åëåìåíòiâ a1, ..., am ∈ R ¹ òàêèì, ùî a1R+ ...+amR = R,

äå m ≥ n + 1, òî âií ìîæå áóòè äîïîâíåíèé äî îáîðîòíî¨ ìàòðèöi,

ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ åëåìåíòàðíèìè ìàòðèöÿìè.

Òåîðåìà 1.1.38. [123] Äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ åëåìåíòiâ a, b ó ïðàâî-

ìó êiëüöi Áåçó R ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 iñíóþòü òàêi åëåìåíòè x, d ∈

R, ùî a+ bx = d òà aR + bR = dR.
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Òåîðåìà 1.1.39. [123] Ïðàâå (ëiâå) êiëüöå Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó

1 ¹ ïðàâèì (ëiâèì) êiëüöåì Åðìiòà.

Òåîðåìà 1.1.40. [123] Íàä êiëüöåì Åðìiòà äîâiëüíèé ïðàâèé (ëi-

âèé) óíiìîäóëÿðíèé ðÿäîê (ñòîâï÷èê) äîïîâíþ¹òüñÿ äî óíiìîäóëÿðíî¨

ìàòðèöi.

Ïî÷èíàþ÷è iç 1970-õ ðîêiâ àêòèâíî äîñëiäæóþòüñÿ ðiçíîìàíiòíi

êëàñè êiëåöü ïîâ'ÿçàíi iç iäåìïîòåíòàìè òà âëàñòèâîñòÿìè ðîçêëàäó

ìîäóëiâ. Òàêèìè ¹ êiëüöÿ ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè, ÷èñòi êiëüöÿ, ìàéæå

Áåðîâi êiëüöÿ, Ð-ií'¹êòèâíi êiëüöÿ, êîãåðåíòíi êiëüöÿ, ìîðôi÷íi êiëü-

öÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.31. [91] Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì ç âëàñòè-

âiñòþ çàìiíè, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ R iñíó¹ òàêèé iäåì-

ïîòåíò e ∈ aR, ùî (1− e) ∈ (1− a)R.

Îñòàíí¹ îçíà÷åííÿ ñôîðìóëüîâàíå âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâi iäåàëè,

ïðîòå âîíî ìîæå áóòè åêâiâàëåíòíî çàïèñàíå i ÷åðåç ëiâi iäåàëè, òîáòî

¹ ëiâî-ïðàâî ñèìåòðè÷íèì [91].

Îçíà÷åííÿ 1.1.32. [91] Êiëüöå R íàçèâàþòü ÷èñòèì, ÿêùî äî-

âiëüíèé åëåìåíò x ∈ R ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ñóìè äåÿêîãî iäåì-

ïîòåíòà òà îáîðîòíîãî åëåìåíòà, òîáòî x = u + e, äå e = e2 i

u ∈ U(R).

Îçíà÷åííÿ 1.1.33. [46] Êiëüöå R íàçèâàþòü êiëüöåì iäåìïî-

òåíòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ òàêèõ åëåìåí-

òiâ a, b ∈ R, ùî aR + bR = R, iñíó¹ òàêèé iäåìïîòåíò e ∈ R, ùî
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(a + be)R = R, òîáòî åëåìåíò a + be � îáîðîòíèé åëåìåíò êiëüöÿ

R.

Çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî êîìóòàòèâíå êiëüöå ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè

ñïiâïàäà¹ ç êiëüöåì iäåìïîòåíòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. Òàêîæ çàóâà-

æèìî, ùî ó âèïàäêó êîìóòàòèâíîñòi êiëüöÿ, ÷èñòå êiëüöå ¹ êiëüöåì ç

âëàñòèâiñòþ çàìiíè, à â íåêîìóòàòèâíîìó êëàñ ÷èñòèõ êiëåöü ìiñòèòüñÿ

â êëàñi êiëåöü ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè.

Òåîðåìà 1.1.41. [46] Íàñòóïíi âëàñòèâîñòi êîìóòàòèâíîãî êi-

ëüöÿ R ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

1) R � êiëüöå iäåìïîòåíòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1;

2) R � ÷èñòå êiëüöå;

3) R � êiëüöå ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè.

Äàíà òåîðåìà çàëèøà¹òüñÿ ñïðàâåäëèâîþ i â ñëàáøîìó ïðèïóùåííi,

à ñàìå ó âèïàäêó êiëüöÿ â ÿêîìó iäåìïîòåíòè ¹ öåíòðàëüíèìè.

Ïðèêëàäàìè ÷èñòèõ êiëåöü ¹: îäèíè÷íî-ðåãóëÿðíi êiëüöÿ, êiëüöÿ

ìàòðèöü íàä ÷èñòèìè êiëüöÿìè, ëîêàëüíi îáëàñòi, íàïiâäîñêîíàëi êiëü-

öÿ, ïðÿìi äîáóòêè òà ãîìîìîðôíi îáðàçè ÷èñòèõ êiëåöü, êîìóòàòèâíi

íóëü-âèìiðíi êiëüöÿ.

Âiäîìèé òàêèé çâ'ÿçîê ìiæ àäåêâàòíèìè åëåìåíòàìè òà ÷èñòèìè

êiëüöÿìè:

Òåîðåìà 1.1.42. [6] Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå Áåçó i a �

àäåêâàòíèé åëåìåíò öüîãî êiëüöÿ. Òîäi:

1) R/aR � êiëüöå iäåìïîòåíòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1;

2) R/aR � ÷èñòå êiëüöå;
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3) R/aR � êiëüöå ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè;

4) R/aR � êiëüöå, äå êîæåí ïðîñòèé iäåàë ìiñòèòüñÿ â ¹äèíîìó

ìàêñèìàëüíîìó iäåàëi.

Îçíà÷åííÿ 1.1.34. [93] Ñêàæåìî, ùî iäåìïîòåíòè ïiäíiìàþ-

òüñÿ çà ìîäóëåì iäåàëó I êiëüöÿ R, ÿêùî â êîæíîãî iäåìïîòåíòà ç

êiëüöÿ R/I çíàéäåòüñÿ ïðîîáðàç ïðè êàíîíi÷íîìó ãîìîìîðôiçìi, ÿêèé

¹ iäåìïîòåíòîì êiëüöÿ R.

Îçíà÷åííÿ 1.1.35. [93] Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ íàïiâðåãóëÿðíèì

êiëüöåì, ÿêùî éîãî ôàêòîð-êiëüöå ñòîñîâíî ðàäèêàëó Äæåêîáñîíà ¹

ðåãóëÿðíèì êiëüöåì, òà iäåìïîòåíòè ïiäíiìàþòüñÿ ñòîñîâíî ðàäè-

êàëó Äæåêîáñîíà.

Âiäîìî, ùî íàïiâðåãóëÿðíi êiëüöÿ ¹ êiëüöÿìè ç âëàñòèâiñòþ çàìiíè,

òîìó, ó êîìóòàòèâíîìó âèïàäêó, ¹ êiëüöÿìè ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò äà¹ çìîãó öiëêîì îïèñàòè àäåêâàòíi åëåìåíòè

êîìóòàòèâíî¨ îáëàñòi Áåçó â òåðìiíàõ íàïiâðåãóëÿðíîñòi ¨¨ ñêií÷åííèõ

ãîìîìîðôíèõ îáðàçiâ.

Òåîðåìà 1.1.43. [124] Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå Áåçó i a ∈

R. Òîäi òàêi âëàñòèâîñòi ðiâíîñèëüíi:

1) a � àäåêâàòíèé åëåìåíò;

2) R/aR � íàïiâðåãóëÿðíå êiëüöå;

Çàóâàæèìî, ùî íå âñi ÷èñòi êiëüöÿ ¹ êiëüöÿìè Áåçó. Òàêèì ¹ íàïðè-

êëàä òðèâiàëüíå ðîçøèðåííÿ T (k[[x]], k[[x]]/〈x〉), äå k ¹ ïîëåì.

Â ÿêîñòi ïåâíîãî êîìïðîìiñó ìiæ ðåãóëÿðíiñþ òà êîãåðåíòíiñòþ âèñ-

òóïàþòü ìîðôi÷íi êiëüöÿ. Öå êiëüöÿ, ÿêi õàðàêòåðèçóþòüñÿ òèì, ùî



48

äëÿ íèõ ¹ ñïðàâåäëèâèì àíàëîã äóàëüíî¨ òåîðåìè ïðî içîìîðôiçì.

Îçíà÷åííÿ 1.1.36. [92] Êiëüöå R çàäîâîëüíÿ¹ äóàëüíèé àíàëîã

òåîðåìè ïðî içîìîðôiçì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî åíäîìîðôiçìó φ ∈ End(R)

ñïðàâåäëèâèì ¹ içîìîðôiçì R-ìîäóëiâ R/im(φ) ∼= kerφ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.37. [92] Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì (ïðàâèì)

ìîðôi÷íèì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòó a ∈ R âèêîíó¹òüñÿ içîìîð-

ôiçì: R/Ra ∼= l(a) ( R/aR ∼= l(x)) ÿê ëiâèõ (ïðàâèõ) R-ìîäóëiâ. Êiëü-

öå R íàçèâàþòü ìîðôi÷íèì, ÿêùî âîíî ¹ ëiâèì i ïðàâèì ìîðôi÷íèì

îäíî÷àñíî.

Òåîðåìà, íàâåäåíà íèæ÷å, ¹ êðèòåði¹ì ìîðôi÷íîñòi íà ðiâíi åëåìåí-

òiâ.

Òåîðåìà 1.1.44. [92] Íàñòóïíi âëàñòèâîñòi ¹ ðiâíîñèëüíèìè äëÿ

êiëüöÿ R:

1) R ¹ ëiâèì ìîðôi÷íèì êiëüöåì;

2) Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ R çíàéäåòüñÿ åëåìåíò b ∈ R,

òàêèé, ùî l(a) = Rb, l(b) = Ra;

3) Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ R çíàéäåòüñÿ åëåìåíò b ∈ R,

òàêèé ùî l(a) = Rb, l(b) ∼= Ra.

Ïîðÿä iç ìîðôi÷íèìè êiëüöÿìè âàðòî çãàäàòè i iíøi, äîòè÷íi äî

íèõ, êëàñè êiëåöü.

Îçíà÷åííÿ 1.1.38. [125] Êiëüöå R íàçèâàþòü ïðàâèì (ëiâèì)

ìàéæå Áåðîâèì êiëüöåì, ÿêùî ïðàâi (ëiâi) àííóëÿòîðè åëåìåíòiâ

êiëüöÿ R ¹ ãîëîâíèìè iäåàëàìè.
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Îçíà÷åííÿ 1.1.39. [93] Êàæóòü, ùî êiëüöå R ¹ ïðàâèì (ëiâèì)

P-ií'¹êòèâíèì êiëüöåì, ÿêùî êîæåí ãîìîìîðôiçì ç äîâiëüíîãî ãîëîâ-

íîãî iäåàëó aR (àáî Ra ó �ëiâîìó� âèïàäêó) â êiëüöå R ìîæå áóòè

ïðîäîâæåíèé äî åíäîìîðôiçìó êiëüöÿ R, à ñàìå øëÿõîì äîìíîæåííÿ

íà äåÿêèé ôiêñîâàíèé åëåìåíò êiëüöÿ R.

Òåîðåìà 1.1.45. [93] Íàñòóïíi âëàñòèâîñòi ¹ ðiâíîñèëüíèìè äëÿ

êiëüöÿ R:

1) R ¹ ïðàâèì P-ií'¹êòèâíèì êiëüöåì;

2) Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ R: lr(a) = Ra;

3) Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R âèêîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü:

r(a) ⊆ r(b)⇒ Rb ⊆ Ra;

4) Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R: l(bR ∩ r(a)) = l(b) +Ra.

Òàêîæ â [92] äîâåäåíî, ùî ëiâå ìîðôi÷íå êiëüöå ¹ ïðàâèì P-ií'¹ê-

òèâíèì. Îêðiì öüîãî, çàóâàæèìî, ùî ïàðó åëåìåíòiâ (a, b) ç êiëüöÿ

R ó ïîïåðåäíié Òåîðåìi 1.1.44 íàçèâàþòü ëiâîþ ìîðôi÷íîþ ïàðîþ, i

ïîçíà÷àþòü ÿê a ∼l b. Àíàëîãi÷íî ââîäèòüñÿ ïðàâà ìîðôi÷íà ïàðà a ∼r

b.

Ïðèêëàäàìè ìîðôi÷íèõ êiëåöü ¹ îäèíè÷íî-ðåãóëÿðíi êiëüöÿ, ñêií-

÷åííi ãîìîìîðôíi îáðàçè îáëàñòåé Áåçó [124]. Çîêðåìà, ñêií÷åííèé ãî-

ìîìîðôíèé îáðàç êîìóòàòèâíî¨ îáëàñòi Áåçó Ĥ = Z+xQ[[x]] ñòîñîâíî

iäåàëó 〈x〉 ¹ içîìîðôíèì òðèâiàëüíîìó ðîçøèðåííþ R = T (Z,Q/Z),

ÿêå ¹ ìîðôi÷íèì. Çàóâàæèìî, ùî iñíóþòü ïðèêëàäè ëiâèõ ìîðôi÷íèõ

êiëåöü, ÿêi íå ¹ ïðàâèìè ìîðôi÷íèìè [92].

Êðiì òîãî, âèùåçãàäàíå êiëüöå R = T (Z,Q/Z) ¹ ìîðôi÷íèì, àëå íå
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¹ íàïiâðåãóëÿðíèì, îñêiëüêè R/J(R) ∼= Z, à öiëi ÷èñëà íå óòâîðþþòü

ðåãóëÿðíå êiëüöå.

Îçíà÷åííÿ 1.1.40. [64] Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì (ëiâèì)

êîãåðåíòíèì, ÿêùî ïðàâèé (ëiâèé) àííóëÿòîð äîâiëüíîãî åëåìåíòà

ç êiëüöÿ R ¹ ñêií÷åííî-ïîðîäæåíèì ïðàâèì (ëiâèì) iäåàëîì, òà ïå-

ðåòèí äâîõ äîâiëüíèõ ñêií÷åííî-ïîðîäæåíèõ ïðàâèõ (ëiâèõ) iäåàëiâ

òåæ ¹ ñêií÷åííî-ïîðîäæåíèì ïðàâèì (ëiâèì) iäåàëîì.

Ó âèïàäêó ïðàâîãî (ëiâîãî) êiëüöÿ Áåçó âêàçàíà óìîâà ðiâíîñèëüíà

òîìó, ùî ïåðåòèí äîâiëüíèõ äâîõ ïðàâèõ (ëiâèõ) ãîëîâíèõ iäåàëiâ ¹

ïðàâèì (ëiâèì) ãîëîâíèì iäåàëîì òà òîìó, ùî äàíå êiëüöå ¹ ïðàâèì

(ëiâèì) ìàéæå Áåðîâèì êiëüöåì.

Îçíà÷åííÿ 1.1.41. Êiëüöå R íàçèâàþòü ðåâåðñèâíèì, ÿêùî äëÿ

äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R ç ðiâíîñòi ab = 0 âèïëèâà¹, ùî ba = 0.

Îçíà÷åííÿ 1.1.42. Êiëüöå, â ÿêîìó 0 ¹ ¹äèíèì íiëüïîòåíòíèì

åëåìåíòîì, íàçèâàþòü ðåäóêîâàíèì.

Îçíà÷åííÿ 1.1.43. [10] Êiëüöå R íàçèâàþòü ïðàâèì (ëiâèì) IF-

êiëüöåì, ÿêùî êîæåí ií'¹êòèâíèé ïðàâèé (ëiâèé) ìîäóëü íàä êiëüöåì

R ¹ ïëîñêèì.

Îçíà÷åííÿ 1.1.44. ×èñëî

w.gl.dim(R) = sup{w.dim(A)|A ∈ mod−R}

íàçèâàþòü ñëàáêîþ ãëîáàëüíîþ ðîçìiðíiñòþ êiëüöÿ R, ÿêùî w.dim(A)

¹ íàéìåíøèì ìîæëèâèì íåâiä'¹ìíèì öiëèì ÷èñëîì n, òàêèì, ùî
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iñíó¹ òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü

0→ Bn → Bn−1 → ...→ B0 → A→ 0,

äå âñi Bi ¹ ïëîñêèìè R-ìîäóëÿìè.

Îçíà÷åííÿ 1.1.45. Ïðàâèé iäåàë I êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì

÷èñòèì iäåàëîì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ I çíàéäåòüñÿ

òàêèé åëåìåíò b ∈ I, ùî a = ba.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öå îçíà÷åííÿ, ðÿä àâòîðiâ [81, 82, 83, 89] ââîäÿòü

â ðîçãëÿä ðiçíîìàíiòíi êiëüöÿ, äå ëèøå ëiâi (àáî ïðàâi) ìàêñèìàëüíi ÷è

ãîëîâíi iäåàëè ¹ ïðàâèìè (ëiâèìè) ÷èñòèìè. Çà äîäàòêîâèõ ïðèïóùåíü,

òàêi êiëüöÿ ñòàþòü ðåãóëÿðíèìè, ñòðîãî ðåãóëÿðíèìè, ÷è ðåäóêîâàíè-

ìè, ÷èì i ïîÿñíþ¹òüñÿ iíòåðåñ äî ¨õ âèâ÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.1.46. Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì MPI-êiëüöåì,

ÿêùî óñi éîãî ïðàâi ìàêñèìàëüíi iäåàëè ¹ ëiâèìè ÷èñòèìè.

Iç ïîíÿòòÿì àííóëÿòîðà ïîâ'ÿçàíà ÷àñòêà iäåàëiâ ó êiëüöi. Íàâåäåìî

òâåðäæåííÿ, ÿêå íåîäíîðàçîâî áóäå âèêîðèñòîâóâàòèñü ó äîâåäåííÿõ.

Òâåðäæåííÿ 1.1.46. Íåõàé R êîìóòàòèâíå êiëüöå. Òîäi ÷àñòêà

(A : B) = {x ∈ R| xB ⊂ A} iäåàëiâ A,B êiëüöÿ R âîëîäi¹ òàêèìè

âëàñòèâîñòÿìè:

1. (A : B)B ⊂ A ⊂ (A : B);

2. ((A : B) : C) = (A : BC) = ((A : C) : B);

3. (
⋂
iAi : B) =

⋂
i(Ai : B);

4. (A :
∑

iBi) =
⋂
i(A : Bi);
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5. Ann(A) = (0 : A).

Òàêîæ íàì çíàäîáèòüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 1.1.47. Íåõàé M ¹ R-ìîäóëåì òà I, J ¹ äåÿêèìè

iäåàëàìè êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ R. Òîäi

1. M ⊗R R/I ∼= M/IM ;

2. R/I ⊗R R/J ∼= R/(I + J).
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ÐÎÇÄIË 2

Íåêîìóòàòèâíi êiëüöÿ Áåçó

ñêií÷åííîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó

Îäíèì iç íàéâàæëèâiøèõ iíâàðiàíòiâ òåîði¨ êiëåöü ¹ ¨õ ñòàáiëüíèé

ðàíã. Äàíå ïîíÿòòÿ ïðèéøëî â òåîðiþ êiëåöü ç Ê-òåîði¨ i âèÿâèëîñÿ

êîðèñíèì ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷ ïðî äiàãîíàëüíó ðåäóêöiþ ìàòðèöü.

Îñîáëèâî êîðèñíèì äàíå ïîíÿòòÿ ñòà¹ ó âèïàäêó íåêîìóòàòèâíèõ êi-

ëåöü, ùî i áóäå ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ó öüîìó ðîçäiëi. Áóäå ðîçãëÿíó-

òî êâàçi-äóî-êiëüöÿ Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, äóî-îáëàñòi Áåçó, ¨õ ñêií-

÷åííi ãîìîìîðôíi îáðàçè. Ó ðîçäiëi ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ ìàéæå âiëüíîãî

âiä êâàäðàòiâ åëåìåíòà. Ïîêàçàíî, ùî êiëüöå R/aR ¹ ðåãóëÿðíèì òîäi

i ëèøå òîäi, êîëè a ¹ ìàéæå âiëüíèì âiä êâàäðàòiâ åëåìåíòîì.

Â öüîìó ðîçäiëi ïiä êiëüöåì R çàâæäè ðîçóìi¹ìî àñîöiàòèâíå êiëüöå

ç îäèíèöåþ 1 6= 0.

2.1. Ïðàâi êâàçi-äóî-êiëüöÿ Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1.

Áåçïîñåðåäíüî, ïåðåä äîâåäåííÿì îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó äîâåäåìî

òàêó ëåìó.

Ëåìà 2.1.1. Íåõàé R ¹ äóî-êiëüöåì Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1.

ßêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b, c ∈ R, òàêèõ, ùî aR+bR+cR = R,
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iñíóþòü åëåìåíòè p, q ∈ R äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(pa+ qb)R + qcR = R,

òî R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç Òåîðåìîþ 1.1.39 äóî-êiëüöå Áåçó ñòàáiëüíîãî

ðàíãó 1 ¹ êiëüöåì Åðìiòà, à òîìó, âiäïîâiäíî äî Òåîðåìè 1.1.36 äîñòà-

òíüî äîâåñòè íàøå òâåðäæåííÿ äëÿ ìàòðèöü âèãëÿäó

A =

a 0

b c

 ,

äå aR+bR+cR = R. Çà óìîâîþ òåîðåìè iñíóþòü òàêi åëåìåíòè p, q ∈ R,

ùî

(pa+ qb)u+ qcv = 1,

äëÿ äåÿêèõ u, v ∈ R. Îñêiëüêè çà Òåîðåìîþ 1.1.40êîæíà ìàòðèöÿ äðó-

ãîãî ïîðÿäêó íàä êiëüöåì Åðìiòà äîïîâíþ¹òüñÿ äî óíiìîäóëÿðíî¨, òî

ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî çíàéäóòüñÿ òàêi óíiìîäóëÿðíi ìàòðèöi

P =

p q

∗ ∗

 , Q =

u ∗
v ∗

 ,

ùî åëåìåíò c11 ìàòðèöi C = PAQ ¹ ðiâíèé 1, à òîìó ìàòðèöÿ C (òà

ìàòðèöÿ A) âîëîäi¹ êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ðåäóêöi¹þ. Îòæå, R ¹

êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ. Ëåìó äîâåäåíî. �

Òåîðåìà 2.1.2. Íåõàé R ¹ êâàçi-äóî-êiëüöåì Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàí-

ãó 1. Òîäi R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

R ¹ äóî-êiëüöåì.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ íåîáõiäíiñòi âèïëèâà¹ iç ðåçóëüòàòiâ ó [37].
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Äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíîñòi ðîçãëÿíåìî òðiéêó åëåìåíòiâ a, b, c ∈ R

iç âëàñòèâiñòþ aR+bR+cR = R. Çà Òåîðåìîþ 1.1.38 ìîæåìî ñòâåðäæó-

âàòè, ùî iñíóþòü òàêi åëåìåíòè z, h ∈ R, ùî b+cz = h òà bR+cR = hR.

Òîìó, ç òîãî, ùî aR+hR = R âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ åëåìåíò q ∈ R, òàêèé,

ùî a + qh = g ∈ U(R), îñêiëüêè st.r.(R) = 1. Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ìè

îòðèìà¹ìî

ag−1 + q(b+ cz)g−1 = 1,

i, ïåðåãðóïîâóþ÷è äîäàíêè, ìà¹ìî ðiâíiñòü

(a+ qb)g−1 + (qc)(zg−1) = 1,

òîáòî

(a+ qb)R + qcR = R.

Çà Ëåìîþ 2.1.1 R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ. Òåîðåìó äîâåäå-

íî. �

Çãiäíî ç [37] îòðèìó¹ìî íàñëiäîê:

Íàñëiäîê 2.1.3. Ïðàâå äèñòðèáóòèâíå êiëüöå Áåçó ñòàáiëüíîãî

ðàíãó 1 ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíî

¹ äóî-êiëüöåì.

Ïðèêëàä, íàâåäåíèé íèæ÷å, âiäïîâiäà¹ íà ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ

òàêèõ êiëåöü.

Ïðèêëàä 2.1.1. Êîæíå êiëüöå âåðõíiõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü íàä

êiëüöåì Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè âêàçàíî¨ òåîðå-

ìè. Òå ñàìå ìîæåíà ñêàçàòè ïðî êiëüöå R[[x]] ôîðìàëüíèõ ñòåïå-

íåâèõ ðÿäiâ íàä ñòðîãî ðåãóëÿðíèì êiëüöåì R. Êiëüöå ôîðìàëüíèõ
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ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ R[[x]] íàä òiëîì (÷è ïðÿìîþ ñóìîþ òië) R ¹ äóî-

êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1.
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2.2. Ñêií÷åííi ãîìîôîðôíi îáðàçè äóî-îáëàñòåé Áåçó òà

ìàéæå âiëüíi âiä êâàäðàòiâ åëåìåíòè

Âàæëèâiñòü óìîâè äóî-êiëüöÿ áóëà ïðîäåìîíñòðîâàíà ó Òåîðåìi 2.1.2

äëÿ íåêîìóòàòèâíèõ êiëåöü Áåçó. Òåïåð íàøèì çàâäàííÿì ¹ âèçíà÷åí-

íÿ òîãî, ÿêi âëàñòèâîñòi ñêií÷åííèõ ãîìîìîðôíèõ îáðàçiâ êiëüöÿ Áåçó

ïåðåíîñÿòüñÿ iç êîìóòàòèâíèõ êiëåöü íà êëàñ äóî-êiëåöü. Íèæ÷å áóäóòü

äîâåäåíi äóî-àíàëîãè ðåçóëüòàòiâ ç [9, 93, 124, 125].

Òåîðåìà 2.2.4. ßêùî R ¹ äóî-îáëàñòþ Áåçó òà a ∈ R ¹ äåÿêèì

íåíóëüîâèì åëåìåíòîì, òî

1) êëàñè÷íèì êiëüöåì äðîáiâ Q(R/aR) êiëüöÿ R/aR ñïiâïàäà¹ iç

öèì êiëüöåì: Q(R/aR) = R/aR.

2) R/aR ¹ ìàéæå Áåðîâèì êiëüöåì.

3) R/aR ¹ P-ií'¹êòèâíèì êiëüöåì.

4) R/aR ¹ ìîðôi÷íèì êiëüöåì, â ÿêîìó ëiâi i ïðàâi ìîðôi÷íi ïàðè

ñïiâïàäàþòü.

5) R/aR ¹ êîãåðåíòíèì êiëüöåì.

6) R/aR ¹ ðåâåðñèâíèì êiëüöåì.

7) R/aR ¹ IF-êiëüöåì.

8) ñëàáêà ãëîáàëüíà ðîçìiðíiñòü R/aR ðiâíà íóëþ àáî ¹ íåñêií÷åí-

íîþ.

Äîâåäåííÿ. Âëàñòèâiñòü 1. Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà b ∈ R ¹äè-

íèìè ìîæëèâèìè ñèòóàöiÿìè ¹: àáî aR+bR = R àáî aR+bR = dR 6= R.

Ó ïåðøîìó âèïàäêó çíàéäåòüñÿ ïàðà åëåìåíòiâ u, v ∈ R, òàêèõ ùî

au + bv = 1, i bv = 1, ïåðåéøîâøè äî îáðàçó R = R/aR. Òîìó b ¹
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îáîðîòíèì ñïðàâà â R. Îñêiëüêè R ¹ äóî-îáëàñòþ, òî

Ra+Rb = aR + bR = R

i àíàëîãi÷íî ìè îòðèìó¹ìî, ùî b ¹ ëiâèì îáîðîòíèì òàêîæ. Îòæå, b

áóäå îáîðîòíèì åëåìåíòîì.

Ó âèïàäêó aR + bR = dR, iñíóþòü òàêi åëåìåíòè x, y ∈ R, ùî

a = dx, b = dy, xR + yR = R.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òå, ùî R ¹ äóî-îáëàñòþ, ìà¹ìî bx = dyx = zdx =

za ∈ aR äëÿ äåÿêîãî z ∈ R. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî îáðàç b â R áóäå ëiâèì

äiëüíèêîì íóëÿ. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî âií áóäå ïðàâèì äiëüíèêîì

íóëÿ òàêîæ.

Ó ïiäñóìêó ìà¹ìî: êîæåí åëåìåíò êiëüöÿ R = R/aR ¹ àáî îáîðîò-

íèì åëåìåíòîì, àáî ¹ äiëüíèêîì íóëÿ, à òîìó ìíîæèíà åëåìåíòiâ, ÿêi

íå ¹ äiëüíèêàìè íóëÿ ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäèíèöü êiëüöÿ R/aR. Îòæå,

êëàñè÷íå êiëüöå äðîáiâ ñïiâïàäàòèìå iç R/aR.

Âëàñòèâiñòü 2. Òåïåð ïîêàæåìî, ùî R ¹ ïðàâèì ìàéæå Áåðîâèì

êiëüöåì, òîáòî, íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî r(b) ¹ ïðàâèì ãîëîâíèì iäåàëîì,

äëÿ äîâiëüíîãî b ∈ R. Íåõàé t ∈ r(b), çâiäêè bt = 0, àáî ùî òå ñàìå bt =

as, äëÿ äåÿêîãî s ∈ R. Ïðèïóñòèìî, ùî bR+ aR = hR. ßêùî hR = R,

òî b ¹ îáîðîòíèì çà âëàñòèâiñòþ 1, ÿêà äîâåäåíà âèùå, i éîãî ïðàâèé

àííóëÿòîð ¹ íóëüîâèì, òîìó öå ïðàâèé ãîëîâíèé iäåàë. Ïðèïóñòèìî,

ùî hR 6= R. Îñêiëüêè R ¹ äóî-îáëàñòþ Áåçó, òî ìîæåìî ââàæàòè, ùî

a = hx, b = hy, xR + yR = R,

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ x, y ∈ R. Òîäi, ç ðiâíîñòi bt = as âèïëèâà¹, ùî

hyt = hxt, i ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ ìà¹ìî yt = xs. Âðàõîâóþ÷è òå, ùî x, y ¹
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âçà¹ìíî ïðîñòèìè åëåìåíòàìè ìè îòðèìó¹ìî, ùî x ïîâèíåí áóòè äiëü-

íèêîì t, à òîìó t ∈ xR i r(b) ⊆ xR. Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà

xr ∈ xR âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

bxr = hyxr = y1hxr = y1ar = ay2r ∈ aR,

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ y1, y2 ∈ R. Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ðîáèìî âèñíîâîê,

ùî xr ∈ r(b) òà xR ⊆ r(b). Íà ñàì êiíåöü, ìè îòðèìàëè, ùî xR = r(b),

à òîìó R/aR ¹ ïðàâèì ìàéæå Áåðîâèì êiëüöåì. Ñõîæi ìiðêóâàííÿ

äîâîäÿòü, ùî R/aR áóäå òàêîæ i ëiâèì ìàéæå Áåðîâèì êiëüöåì.

Âëàñòèâiñòü 3. Ðîçãëÿíåìî â êiëüöi R âêëþ÷åííÿ r(c) ⊆ r(b).

Ïðèïóñòèâøè, ùî aR + cR = dR, îòðèìà¹ìî: a = dx, c = dy. Òîäi

cx = dyx = dxy1 = ay1, äëÿ äåÿêîãî y1 ∈ R, çà óìîâîþ äóî-îáëàñòi.

Çâiäñè, cx = 0 òà x ∈ r(c) ⊆ r(b), à òîìó bx = 0. Îñòàííÿ ðiâíiñòü ñâiä-

÷èòü ïðî òå, ùî iñíó¹ äåÿêèé åëåìåíò k ∈ R, òàêèé, ùî bx = ak. Îñêiëü-

êèR ¹ äóî-îáëàñòþ, òî iñíó¹ h ∈ R, òàêèé, ùî bx = ak = ha = hdx. Ñêî-

ðîòèâøè, îòðèìó¹ìî, ùî b = hd ∈ Rd. Òîäi b ∈ Rd = Rc òà Rb ⊆ Rc.

Îòæå, R/aR ¹ ïðàâèì P-ií'¹êòèâíèì çà Òåîðåìîþ 1.1.45. Âèïàäîê ëi-

âîãî Ð-ií'¹êòèâíîãî êiëüöÿ ¹ àíàëîãi÷íèì.

Âëàñòèâiñòü 4. Ïðèïóñòèìî, ùî x ∈ R = R/aR. Òîäi, çãiäíî ç

âëàñòèâîñòÿìè 2 òà 3 ìè ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî iñíóþòü åëåìåíòè

y, z ∈ R, òàêi ùî

l(x) = Ry ⇒ xR = rl(x) = r(y)r(x) = xR⇒ Rx = lr(x) = r(z).

Îñêiëüêè R òàêîæ ¹ äóî-êiëüöåì, òî xR = Rx i òîìó r(y) = l(z).

Ðîçãëÿíåìî äâà ãîìîìîðôiçìè f, g : R→ R âèçíà÷åíi çà ïðàâèëàìè
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f(r) = rx, g(r) = xr. Çãiäíî ç ïåðøîþ òåîðåìîþ ïðî içîìîðôiçì:

R/Ker(f) = R/l(x) ∼= Rx,R/Ker(g) = R/r(x) ∼= xR.

Àëå xR = Rx, à òîìó R/l(x) ∼= R/r(x) àáî R/zR ∼= R/Ry = R/yR.

Ðîçãëÿíåìî êîìóòàòèâíó äiàãðàìó iç òî÷íèìè ðÿäêàìè:

0 −−→ yR −−→ R −−→ R/yR −−→ 0yj y=

y∼=
0 −−→ zR −−→ R −−→ R/zR −−→ 0

ïðè÷îìó ¹äèíèì ÷èíîì âèçíà÷åíèé içîìîðôiçì j : yR → zR iñíó¹

çãiäíî ç [94]. Îòæå, ìà¹ìî:

xR = r(y), r(x) = zR ∼= yR,Rx = l(z), l(x) = Ry = yR ∼= zR = Rz.

Òàêèì ÷èíîì, çà Òåîðåìîþ 1.1.44 R/aR ¹ ëiâèì i ïðàâèì ìîðôi÷íèì

êiëüöåì. Äëÿ äîâåäåííÿ ðiâíîñòi ëiâî¨ i ïðàâî¨ ìîðôi÷íèõ ïàð íàì íåá-

õiäíà íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 2.2.5. Iç içîìîðôíîñòi ïðàâèõ ãîëîâíèõ iäåàëiâ ó ïðàâîìó

Ð-ií'¹êòèâíîìó êiëüöi âèïëèâà¹ ¨õ ðiâíiñòü.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f : xR → yR ¹ âêàçàíèì içîìîðôiçìîì. Âêëà-

äàþ÷è yR âR ðîçøèðèìî f äî F : R→ R çãiäíî ç ïðàâîþ P-ií'¹êòèâíiñòþ

êiëüöÿR. Ïîêëàâøè F (1) = u, çàóâàæèìî, ùî F (xR) = xuR = f(xR) =

yR. Òîìó, xuR = yR, à çâiäñè yR ⊆ xR. Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî ïðîòè-

ëåæíå âêëþ÷åííÿ. Îòæå, xR = yR. Ëåìó äîâåäåíî. �

Òàêèì ÷èíîì, iç äîâåäåíî¨ ëåìè ìà¹ìî, ùî ç yR ∼= zR âèïëèâà¹, ùî

yR = zR, à òîìó. ëiâà i ïðàâà ìîðôi÷íi ïàðè ñïiâïàäàþòü.

Âëàñòèâiñòü 5. Âðàõîâóþ÷è òå, ùî êiëüöå R/aR ¹ ìàéæå Áåðîâèì

êiëüöåì, çãiäíî ç äîâåäåíèì âèùå, çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî ïåðåòèí
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äâîõ ãîëîâíèõ ïðàâèõ (ëiâèõ) iäåàëiâ öüîãî êiëüöÿ òåæ ¹ ïðàâèì (ëiâèì)

ãîëîâíèì iäåàëîì. Íåõàé ìè ìà¹ìî iäåàëè bR, cR. Âèêîðèñòîâóþ÷è

âëàñòèâiñòü 4, ìîæåìî ââàæàòè, ùî iñíóþòü òàêi x, y ∈ R, ùî bR =

r(x), cR = r(y). Òîäi

rR ∩ cR = r(x) ∩ r(y) = r(xR + yR) = r(zR) = dR,

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ z, d ∈ R. Iç öüîãî ìè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî R/aR

¹ ïðàâèì (i, àíàëîãi÷íî, ëiâèì) êîãåðåíòíèì êiëüöåì.

Âëàñòèâiñòü 6. Iç âëàñòèâîñòi 4 âiäîìî, ùî ïðàâi òà ëiâi ìîðôi÷íi

ïàðè â R ñïiâïàäàþòü, à òîìó äëÿ äîâiëüíîãî b ∈ R iñíó¹ òàêèé åëåìåíò

c ∈ R, ùî l(b) = Rc = cR = r(b). Îñòàííÿ ðiâíiñòü ñâiä÷èòü ïðî

ðåâåðñèâíiñòü êiëüöÿ R/aR.

Âëàñòèâîñòi 7 i 8. Ó [55] äîâåäåíî, ùî êiëüöå Áåçó R ¹ ïðàâèì

òà ëiâèì IF-êiëüöåì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíî ¹ êîãåðåíòíèì òà P-

ií'¹êòèâíèì. Çãiäíî ç [10, 108] âiäîìî, ùî êîæíå IF-êiëüöå ìà¹ ñëàáêó

ãëîáàëüíó ðîçìiðíiñòü ðiâíó íóëþ àáî íåñêií÷åííîñòi. Òàêèì ÷èíîì, iç

âëàñòèâîñòåé 3 òà 5 âèïëèâà¹ øóêàíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìó äîâåäåíî. �

Ââåäåìî àíàëîã âiëüíîãî âiä êâàäðàòiâ åëåìåíòà â àñîöiàòèâíîìó

êiëüöi R.

Îçíà÷åííÿ 2.2.1. Íåíóëüîâèé åëåìåíò a êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ

ìàéæå âiëüíèì âiä êâàäðàòiâ åëåìåíòîì, ÿêùî ç ðiâíîñòi a = xy, äå

x, y ∈ R, âèïëèâà¹, ùî xR + yR = R i Rx+Ry = R.

Òâåðäæåííÿ 2.2.6. Ìàéæå âiëüíi âiä êâàäðàòiâ åëåìåíòè â äóî-

îáëàñòi Áåçó ¹ àäåêâàòíèìè.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé a, b ∈ R ¹ äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè, ïðè÷îìó a

¹ âiëüíèì âiä êâàäðàòiâ åëåìåíòîì. Òîäi

aR + bR = dR, a = da0, b = db0, a0R + b0R = R

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ d, a0, b0 ∈ R. Îñêiëüêè a ¹ ìàéæå âiëüíèì âiä

êâàäðàòiâ åëåìåíòîì, òî a0R+ dR = R. Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹,

ùî a0R + bR = R òà ðîçêëàä a = sr, s = d, r = a0 ¹ øóêàíèì.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíå. �

Çàóâàæèìî, ùî iñíóþòü êiëüöÿ áåç ìàéæå âiëüíèõ âiä êâàäðàòiâ

åëåìåíòiâ. Òàêèì ¹, íàïðèêëàä, êiëüöå öiëèõ àëãåáðà¨÷íèõ ÷èñåë. Íà-

ñòóïíà òåîðåìà õàðàêòåðèçó¹ ìàéæå âiëüíi âiä êâàäðàòiâ åëåìåíòè äóî-

îáëàñòåé Áåçó.

Òåîðåìà 2.2.7. Íåõàé R äóî-îáëàñòü Áåçó òà a äåÿêèé ¨¨ íåíó-

ëüîâèé åëåìåíò. Òîäi òàêi âëàñòèâîñòi ¹ ðiâíîñèëüíèìè:

1) a ¹ ìàéæå âiëüíèì âiä êâàäðàòiâ åëåìåíòîì;

2) R/aR ¹ ðåãóëÿðíèì êiëüöåì;

3) J(R/aR) = 0;

4) w.gl.dim(R/aR) = 0;

5) w.gl.dim(R/aR) ¹ ñêií÷åííèì ÷èñëîì.

Äîâåäåííÿ. 1⇒ 2. Ïðèïóñòèìî, ùî a ¹ ìàéæå âiëüíèì âiä êâàäðà-

òiâ åëåìåíòîì. Íåõàé y ∈ R = R/aR ¹ äîâiëüíèì åëåìåíòîì. ßêùî y íå

¹ îáîðîòíèì åëåìåíòîì, òî çà Òåîðåìîþ 2.2.4 öåé åëåìåíò ¹ äiëüíèêîì

íóëÿ, òîáòî xy = 0, äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà x â R. Òîäi xy = ak′ = ka,

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ k, k′ ∈ R. Ïðèïóñòèìî, ùî kR + xR = dR = Rd,

òà k = dk0, x = x0d, x0R + k0R = R, äëÿ äåÿêèõ x0, k0 ∈ R. Çâiäñè,

dx0y = dk0a. Cêîðî÷óþ÷è íà åëåìåíò d, ìè îòðèìó¹ìî, ùî x0y = k0a.
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Åëåìåíòè x0 òà k0 ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèìè, à òîìó k0 ¹ äiëüíèêîì y; iíøèìè

ñëîâàìè, y = k0y0 äëÿ äåÿêîãî y0 ∈ R. Îñêiëüêè R ¹ äóî-îáëàñòþ, òî

iñíó¹ x1 ∈ R, òàêèé, ùî x0k0y0 = k0x1y0 = k0a, à çâiäñè a = x1y0. Iç

òîãî, ùî a ¹ ìàéæå âiëüíèì âiä êâàäðàòiâ åëåìåíòîì ðîáèìî âèñíîâîê,

ùî x1R + y0R = R. Iç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ìè îòðèìó¹ìî, ùî iñíóþòü

åëåìåíòè p, q, u, v ∈ R iç âëàñòèâîñòÿìè

x1u+ y0v = 1, x0p+ k0q = 1.

Äîìíîæóþ÷è íà k0 ìè îòðèìó¹ìî, ùî

k0x1u+ k0y0v = k0, x0p+ (x0k0u+ yv)q = 1.

Òàêèì ÷èíîì, x0R+yR = R. Îñêiëüêè x0y = k0a òî x0y = 0. Åëåìåíòè

x0, y ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèìè åëåìåíòàìè â R, à òîìó âîíè ¹ òàêèìè i â R.

Îòæå, iñíóþòü òàêi åëåìåíòè m,n ∈ R, ùî x0m+ yn = 1. Êiëüöå R/aR

¹ ðåâåðñèâíèì, çãiäíî ç Òåîðåìîþ 2.2.4, à òîìó yx0 = 0. Â ðåçóëüòà-

òi, iç yx0m + y2n = y âèïëèâà¹, ùî y2n = y, à òîìó êiëüöå R/aR ¹

ðåãóëÿðíèì.

2⇒ 3. Äîâåäåííÿ ¹ î÷åâèäíèì, i âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòåé ðåãóëÿð-

íîãî êiëüöÿ.

3⇒ 1. Ïðèïóñòèìî, ùî a = bc, ïðè÷îìó íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëü-

íèê åëåìåíòiâ b òà c ðiâíèé d /∈ U(R). Çâiäñè, x ∈ J(R/aR) òîäi i ëèøå

òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíèõ r, s ∈ R âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (1−rxs)R+aR =

R. Ïðîòå, çãiäíî ç óìîâîþ, ðàäèêàë Äæåêîáñîíà ¹ íóëüîâèì. Îòæå, x ∈

aR = Ra. Iç ðiâíîñòi bR+ cR = dR ìè îòðèìó¹ìî, ùî b = db0, c = dc0,

äå b0, c0 ∈ R. Íåõàé (1− b0dc0)R+ aR = hR. Òîäi çíàéäóòüñÿ òàêi åëå-

ìåíòè a′, x ∈ R, ùî a = ha′, 1− b0dc0 = hx. Çâiäñè, hR+ (b0dc0)R = R.

Îñêiëüêè d(b0dc0) = ha′, òî b0dc0 ¹ äiëüíèêîì a′, òîáòî a′ = b0dc0k, äëÿ
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äåÿêîãî k ∈ R. Áiëüøå òîãî, a = db0dc0 = ha′ = hb0dc0k = hk′(b0dc0),

äëÿ äåÿêîãî k′ ∈ R. Òàêèì ÷èíîì d = hk′. Îñêiëüêè R ¹ äóî-êiëüöåì, òî

Rh+Rb0dc0 = R i iñíóþòü òàêi åëåìåíòè u, v ∈ R, ùî uh+ vb0dc0 = 1.

Äîìíîæóþ÷è ñïðàâà íà k′ ìè îòðèìó¹ìî

d = hk′ = h(vb0dc0k
′ + uhk′) = h(ud+ wd) = h(u+ w)d,

äëÿ äåÿêîãî w ∈ R. Îòæå, iç òîãî, ùî d = h(u + w)d âèïëèâà¹ ðiâ-

íiñòü h(u+w) = 1, à òîìó h ¹ îáîðîòíèì åëåìåíòîì. Âíàñëiäîê öüîãî,

åëåìåíò a − b0dc0 ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèì iç a, òîáòî, b0dc0 = ta = tdb0dc0,

äëÿ äåÿêîãî t ∈ R. Íà ñàì êiíåöü, ìè îòðèìó¹ìî, ùî td = 1 òà d ¹

îáîðîòíèì åëåìåíòîì, ùî ñóïåðå÷èòü íàøîìó ïðèïóùåííþ. Îòæå, a ¹

ìàéæå âiëüíèì âiä êâàäðàòiâ.

2 ⇔ 4. Íåîáõiäíiñòü âèïëèâà¹ iç î÷åâèäíî¨ âëàñòèâîñòi áóäü-ÿêîãî

ðåãóëÿðíîãî êiëüöÿ, à äîñòàòíiñòü - iç òîãî, ùî R/aR ¹ IF-êiëüöåì ñëàá-

êî¨ ãëîáàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi íóëü [55].

4 ⇔ 5. Íåîáõiäíiñòü ¹ î÷åâèäíîþ, à äîñòàòíiòü âèïëèâà¹ iç òîãî,

ùî ñëàáêà ãëîáàëüíà ðîçìiðíiñòü R/aR ìîæå áóòè àáî íóëüîâîþ, àáî

íåñêií÷åííîþ.

Òåîðåìó äîâåäåíî. �

Íàñëiäîê 2.2.8. Ìàéæå âiëüíi âiä êâàäðàòiâ åëåìåíòè äóî-îáëàñòi

Áåçó ¹ åëåìåíòàìè ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1.

Äîâåäåííÿ. Äîâiëüíå ðåãóëÿðíå äóî-êiëüöå ¹ ñòðîãî ðåãóëÿðíèì, à

òàêi êiëüöÿ ¹ êiëüöÿìè ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. Òîìó êiëüöåR/aR ¹ êiëüöåì

ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, ÿêùî R ¹ äóî-îáëàñòþ Áåçó òà a ¹ ìàéæå âiëüíèì

âiä êâàäðàòiâ åëåìåíòîì. �
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2.3. Ìîðôi÷íi êiëüöÿ, ïðàâi ìàêñèìàëüíi iäåàëè ÿêèõ ¹

ëiâèìè ÷èñòèìè iäåàëàìè

Âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ êiëåöü ïîâ'ÿçàíå iç

òèì, ùî ó äåÿêèõ âèïàäêàõ äîñòàòíüî ìàòè iíôîðìàöiþ ïðî ìàêñè-

ìàëüíi iäåàëè êiëüöÿ äëÿ òîãî, ùîá öiëêîì îïèñàòè éîãî ñòðóêòóðó.

Ó 1969 ðîöi Ôiëäõàóñîì [60] ââåäåíå ïîíÿòòÿ ÷èñòîãî iäåàëó êîìóòà-

òèâíîãî êiëüöÿ, ÿêå áóëî óçàãàëüíåíå i ðîçâèíóòå Àëü-Åçåõîì [39] ó 1989

ðîöi. Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ïîíÿòòÿ ÷èñòîòè iäåàëó ëåãêî ïåðåíîñèòüñÿ

iç êîìóòàòèâíîãî íà íåêîìóòàòèâíi âèïàäêè. Ó öüîìó ïàðàãðàôi áóäå

äîñëiäæåíà ñòðóêòóðà òà âëàñòèâîñòi ìîðôi÷íèõ ïðàâèõ MPI-êiëåöü, à

òàêîæ áóäå ç'ÿñîâàíî ¨õ âçà¹ìîçâ'ÿçîê iç iíøèìè êëàñàìè êiëåöü.

Òâåðäæåííÿ 2.3.9. Ìîðôi÷íå ïðàâå äóî-êiëüöå ¹ ðåâåðñèâíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé åëåìåíòè x, y ∈ R ¹ òàêèìè, ùî xy = 0. Òîäi

Ry ⊆ r(x). Çãiäíî ç òèì, ùî çà óìîâîþ êiëüöå R ¹ ïðàâèì ìîðôi÷íèì,

çíàéäåòüñÿ òàêèé åëåìåíò z ∈ R, ùî Ry = r(z) òà Rz = r(y). Îñêiëüêè

ëiâi ìîðôi÷íi êiëüöÿ ¹ ïðàâèìè Ð-ií'¹êòèâíèìè [92] (òîáòî ç òîãî, ùî

r(a) ⊆ r(b) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü Rb = Ra). Îñêiëüêè r(z) = Ry ⊆ r(x), òî

Rx ⊆ Rz ⊆ zR = r(y), à òîìó yx = 0. Òàêèì ÷èíîì, R ¹ ðåâåðñèâíèì

êiëüöåì. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. �

Ïðèãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ ïðàâîãî ÌÐI-êiëüöÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.3.2. Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì MPI-êiëüöåì,

ÿêùî óñi éîãî ïðàâi ìàêñèìàëüíi iäåàëè ¹ ëiâèìè ÷èñòèìè.

Íàéïðîñòiøèì ïðèêëàäîì ïðàâîãî i ëiâîãî MPI-êiëüöÿ ¹ êiëüöå Z/6Z.

Òâåðäæåííÿ 2.3.10. Ìîðôi÷íå ïðàâå äóî-êiëüöå, ÿêå ¹ ïðàâèì
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MPI-êiëüöåì, ¹ ðåäóêîâàíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé iñíó¹ òàêèé åëåìåíò a 6= 0 ó êiëüöi R, ùî

a2 = 0. Òîäi, a ∈ r(a) òà iñåó¹ òàêèé ïðàâèé ìàêñèìàëüíèé iäåàë M ,

ùî r(a) ⊆ M . Îñêiëüêè M ¹ ëiâèì ÷èñòèì, òî iñíó¹ åëåìåíò b ∈ M

äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü a = ba. Çâiäñè, (1− b)a = 0, i, âèêîðè-

ñòîâóþ÷è ïîïåðåäí¹ òâåðäæåííÿ, ìè îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü a(1 − b) = 0.

Áiëüøå òîãî, 1− b ∈ r(a) ⊆ M . Îñêiëüêè b ∈ M , ìè ðîáèìî âèñíîâîê,

ùî 1 = (1−b)+b ∈M . Àëå öå ¹ ñóïåðå÷íiñòþ, òîìó a = 0. Òâåðäæåííÿ

äîâåäåíî. �

Íàñòóïíà òåîðåìà âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê ìiæ ìîðôi÷íèìè ïðàâèìè

MPI-êiëüöÿìè òà êëàñàìè ðåãóëÿðíèõ êiëåöü.

Òåîðåìà 2.3.11. Äëÿ ìîðôi÷íîãî ïðàâîãî MPI-êiëüöÿ R òàêi âëà-

ñòèâîñòi ¹ ðiâíîñèëüíèìè:

1) R ¹ ïðàâèì äóî-êiëüöåì;

2) R ¹ ðåâåðñèâíèì êiëüöåì;

3) R ¹ ðåäóêîâàíèì êiëüöåì;

4) Ðàäèêàë Äæåêîáñîíà êiëüöÿ R ¹ íóëüîâèì;

5) R ¹ íàïiâïåðâèííèì êiëüöåì;

6) R ¹ ðåãóëÿðíèì êiëüöåì;

7) R ¹ ñòðîãî ðåãóëÿðíèì êiëüöåì;

8) R ¹ îäèíè÷íî-ðåãóëÿðíèì êiëüöåì;

9) R ¹ ëiâèì äóî-êiëüöåì;

10) R ¹ äóî-êiëüöåì.

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöi¨ 1⇒ 2⇒ 3 äîâåäåíi ó ïîïåðåäíiõ òâåðäæå-

ííÿõ. Åêâiâàëåíòíiñòü óìîâ 3, 4, 5, 6 ó ïðèïóùåííi 1 äîâåäåíà ó [93].
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Â [92] ïîêàçàíî ðiâíîñèëüíiñòü 7 òà 6. Êðiì òîãî, ó [77] âñòàíîâëåíî, ùî

ïðè âèêîíàííÿ óìîâè 1 âëàñòèâîñòi 6 òà 9 ¹ ðiâíîñèëüíèìè. Âèêîðèñòî-

âóþ÷è òå, ùî ëiâå ìîðôi÷íå ðåäóêîâàíå êiëüöå ¹ ëiâèì äóî-êiëüöåì [92],

ìè îòðèìó¹ìî ñïðàâåäëèâiñòü iìïëiêàöi¨ 3 ⇒ 9. Îñêiëüêè 1 ⇒ 3 ⇒ 9

òî 9⇒ 10⇒ 1. Òåîðåìó äîâåäåíî. �

Çàñòîñîâóþ÷è Òåîðåìó 2.3.11 äî ðåçóëüòàòiâ 1.1.19 ìè îòðèìó¹ìî

òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2.3.12. Ìîðôi÷íå ïðàâå äóî-êiëüöå, ÿêå ¹ ïðàâèì MPI-

êiëüöåì, ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ:

Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî äåÿêi íåêîìóòàòèâíi êëàñè êiëåöü Áåçó.

Äîâåäåíî åêâiâàëåíòíiñòü óìîâè äâîái÷íîñòi óñiõ iäåàëiâ äëÿ ïðàâîãî

êâàçi-äóî êiëüöÿ Áåçó ç óìîâîþ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ðåäóêöi¨ ìà-

òðèöü. Âñòàíîâëåíî äóî-àíàëîãè âëàñòèâîñòåé ñêií÷åííèõ ãîìîìîðô-

íèõ îáðàçiâ êîìóòàòèâíèõ îáëàñòåé Áåçó. Ââåäåíî ïîíÿòòÿ ìàéæå âiëü-

íîãî âiä êâàäðàòiâ åëåìåíòà ó àñîöiàòèâíîìó êiëüöi, i îõàðàêòåðèçîâàíî

òàêi åëåìåíòè ó òåðìiíàõ ôàêòîð-êiëåöü äóî-îáëàñòåé Áåçó. Äîñëiäæå-

íî âïëèâ ÷èñòîòè åëåìåíòiâ ìàêñèìàëüíîãî ñïåêòðó ìîðôi÷íèõ êiëåöü

íà ðåãóëÿðíiñòü åëåìåíòiâ öèõ êiëåöü.

Ãîëîâíèìè ðåçóëüòàòàìè öüîãî ðîçäiëó ¹:

1) ÿêùî ó äóî-êiëüöi Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

Êàïëàíñüêîãî, òî äàíå êiëüöå ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ;

2) ñêií÷åííi ãîìîìîðôíi îáðàçè äóî-îáëàñòåé Áåçó ¹ ìàéæå Áåðî-

âèìè, Ð-ií'¹êòèâíèìè, êîãåðåíòíèìè, ðåâåðñèâíèìè, ìîðôi÷íèìè IF-

êiëüöÿìè ñëàáêî¨ ãëîáàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi íóëü àáî íåñêií÷åííiñòü, â
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ÿêèõ ëiâi òà ïðàâi ìîðôi÷íi ïàðè ñïiâïàäàþòü, à âîíè ñàìi ñïiâïàäà-

þòü iç ñâî¨ìè êëàñè÷íèìè êiëüöÿìè äðîáiâ;

3) ìàéæå âiëüíi âiä êâàäðàòiâ åëåìåíòè äóî-îáëàñòåé Áåçó ¹ ïðàâè-

ìè òà ëiâèìè àäåêâàòíèìè åëåìåíòàìè;

4) ìàéæå âiëüíi âiä êâàäðàòiâ åëåìåíòè äóî-îáëàñòåé Áåçó ¹ åëåìåí-

òàìè ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1;

5) åëåìåíò äóî-îáëàñòi Áåçó ¹ ìàéæå âiëüíèì âiä êâàäðàòiâ åëåìåí-

òîì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ôàêòîð-êiëüöå ïî ãîëîâíîìó iäåàëó, ÿêèé âií

ïîðîäæó¹, ¹ ðåãóëÿðíèì êiëüöåì;

6) ìîðôi÷íi ïðàâi äóî-êiëüöÿ ¹ ðåâåðñèâíèìè;

7) ìîðôi÷íå ïðàâå ÌÐI-êiëüöå ¹ ñòðîãî-ðåãóëÿðíèì êiëüöåì òîäi i

ëèøå òîäi, êîëè âîíî ¹ ïðàâèì äóî-êiëüöåì.

Ðåçóëüòàòè äàíîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â òàêèõ ðîáîòàõ: [34, 35,

103, 104, 105].
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ÐÎÇÄIË 3

Óçàãàëüíåíî àäåêâàòíi êiëüöÿ

Ó 1943 ðîöi Õåëìåð [66] çàïî÷àòêóâàâ âèâ÷åííÿ êiëåöü íàä ÿêèì äî-

âiëüíà ìàòðèöÿ âîëîäi¹ êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ðåäóêöi¹þ, ïðè÷îìó

äàíå êiëüöå ìîæå áóòè êiëüöåì áåç óìîâ îáðèâó çðîñòàþ÷èõ ëàíöþ-

ãiâ iäåàëiâ (íàïðèêëàä, òàêèì ¹ êiëüöå öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié). Â

òîé æå ÷àñ, ñòðóêòóðíà áóäîâà òàêèõ êiëåöü ¹ íåäîñòàòíüî äîñëiäæå-

íà. Ìîæíà ëèøå ñêàçàòè, ùî êîæåí ïðîñòèé iäåàë àäåêâàòíîãî êiëüöÿ

ìiñòèòüñÿ ó ¹äèíîìó ìàêñèìàëüíîìó iäåàëi. Êðiì òîãî, ïðîñòåæó¹òüñÿ

òåíäåíöiÿ ïåðåíåñåííÿ âëàñòèâîñòåé àäåêâàòíîñòi íà ðiâåíü åëåìåíòiâ i

iäåàëiâ [123, 124, 126], òà óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ àäåêâàòíîãî êiëüöÿ [21].

Äi¹âèì iíñòðóìåíòîì ó äîñëiäæåííÿõ ïîâ'ÿçàíèõ iç àäåêâàòíiñòþ ¹ ñòà-

áiëüíèé ðàíã. Ó äàíîìó ðîçäiëi ìè ïîêàæåìî, ùî ñòàáiëüíèé ðàíã äî-

âiëüíîãî óçàãàëüíåíî àäåêâàòíîãî êiëüöÿ äîðiâíþ¹ 2, i öi êiëüöÿ ¹ êiëü-

öÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Â öüîìó ðîçäiëi ïiä êiëüöåì R çàâæäè ðîçóìi¹ìî êîìóòàòèâíå êiëü-

öå ç îäèíèöåþ 1 6= 0.

3.1. Ñòàáiëüíèé ðàíã óçàãàëüíåíî àäåêâàòíèõ êiëåöü

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ ñòàáiëüíèé ðàíã óçàãàëüíåíî

àäåêâàòíîãî êiëüöÿ, à ñàìå äîâîäèòüñÿ, ùî âií äîðiâíþ¹ 2. ßê íàñëi-

äîê, áóäå äîâåäåíî, ùî öi êiëüöÿ ¹ êiëüöÿìè Åðìiòà, à òàêîæ, êiëüöÿìè
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åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Òåîðåìà 3.1.1. Ñòàáiëüíèé ðàíã óçàãàëüíåíî àäåêâàòíîãî êiëüöÿ

R íå ïåðåâèùó¹ 2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a, b, c ∈ R ¹ äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè ç R, òàêè-

ìè, ùî aR + bR + cR = R. ßêùî a = 0 òîäi bR + cR = R i ìè ìà¹ìî

ìîæëèâiñòü çàïèñàòè ðiâíiñòü (a + c · 1)R + (b + c · 0)R = R. Àíàëî-

ãi÷íà ðiâíiñòü îòðèìó¹òüñÿ ïðè b = 0. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ó âêàçàíèõ

âèïàäêàõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ñòàáiëüíîãî ðàíãó 2. Òîìó, ïðèïóñòèìî,

ùî a 6= 0, b 6= 0. Ó öüîìó âèïàäêó ¹äèíèìè ìîæëèâèìè âàðiàíòàìè ¹:

åëåìåíò a ¹ àäåêâàòíèì äî åëåìåíòà b àáî b ¹ àäåêâàòíèì äî a, çãiäíî

ç îçíà÷åííÿì óçàãàëüíåíî àäåêâàòíîãî êiëüöÿ.

Ó ïåðøîìó âèïàäêó ìè ìîæåìî çíàéòè òàêi åëåìåíòè r, s ∈ R, ùî

a = rs, rR + bR = R, s′R + bR 6= R, äëÿ äîâiëüíîãî sR ⊆ s′R 6= R.

Ïðèïóñòèìî, ùî aR + (b + cr)R = δR 6= R. Òîäi δ ¹ äiëüíèêîì

åëåìåíòà a = rs. ßêùî δR + rR = tR 6= R òîäi t äiëèòü åëåìåíò

b + cr ∈ R. Îñêiëüêè t ¹ äiëüíèêîì åëåìåíòà r, òîäi i t ¹ äiëüíèêîì

åëåìåíòà b. Ïðîòå, îñòàííié âèïàäîê ¹ íåìîæëèâèì îñêiëüêè b òà r ¹

âçà¹ìíî ïðîñòèìè. Ó âèïàäêó, êîëè δ ¹ äiëüíèêîì åëåìåíòà s ìè ïðè-

ïóñêà¹ìî, ùî δR + bR = αR 6= R, äëÿ äåÿêîãî íåîáîðîòíîãî åëåìåíòà

α ∈ R. Îñêiëüêè δ ¹ äiëüíèêîì åëåìåíòà b+ cr òà α ¹ òàêîæ äiëüíèêîì

åëåìåíòà d òîäi α ¹ òåæ äiëüíèêîì b+ cr. Òàêèì ÷èíîì, α ¹ äiëüíèêîì

åëåìåíòà c. Ìè îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü, îñêiëüêè åëåìåíòè a, b, c ¹ âçà-

¹ìíî ïðîñòèìè. Òîìó, aR+ (b+ cr)R = R, àáî ó ðiâíîñèëüíîìó çàïèñi

(a+ c · 0)R + (b+ cr)R = R.

Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó, çíàéäóòüñÿ òàêi åëåìåíòè m,n ∈ R, ùî
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b = mn, mR + aR = R, n′R + aR 6= R, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà

n′ ∈ R, ùî nR ⊆ n′R 6= R. Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó, ìè

ïðèïóñêà¹ìî, ùî (a + cm)R + bR = γR, äëÿ äåÿêîãî íåîáîðîòíîãî

åëåìåíòà γ ∈ R. Îñêiëüêè γ äiëèòü b = mn òîäi ìîæåìî ïðèïóñòèòè

γR + mR = hR 6= R. Îòæå, h ¹ äiëüíèêîì åëåìåíòà a + cm, à òîìó

i åëåìåíòà a. Ïðîòå, öå ¹ íåìîæëèâî, áî aR + mR = R. ßêùî γ ¹

äiëüíèêîì n, òîäi, çãiäíî ç âèçíà÷åííÿì öüîãî åëåìåíòà, γR + aR =

βR 6= R, äå β ¹ ïåâíèì íåîáîðîòíèì åëåìåíòîì â R. Îñêiëüêè β äiëèòü

γ òà γ ¹ äiëüíèêîì a + cm, òî β äiëèòü a + cm òàêîæ. Ç iíøîãî áîêó

aR + bR + cR = R, i ìè îòðèìó¹ìî ñóïåðå÷íiñòü, à òîìó (a + cm)R +

(b+ c · 0)R = R.

Â îáîõ âèïàäêàõ ìè îòðèìà¹ìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ñòàáiëüíîãî

ðàíãó 2. Òåîðåìó äîâåäåíî. �

Òåîðåìà 3.1.2. Êîæíå óçàãàëüíåíî àäåêâàòíå êiëüöå R ¹ êiëüöåì

Åðìiòà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a, b ∈ R ¹ äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè êiëüöÿ R.

Îñêiëüêè óçàãàëüíåíî àäåêâàòíi êiëüöÿ R ¹ êiëüöÿìè Áåçó, òî iñíó¹

äåÿêèé åëåìåíò d ∈ R, òàêèé, ùî

aR + bR = dR.

Òîäi çíàéäóòüñÿ òàêi åëåìåíòè a0, b0, u, v ∈ R, ùî a = da0, b = db0 i

au + bv = d. Òîìó d(a0u + b0v − 1) = 0, ùî ðiâíîñèëüíî iñíóâàííþ

åëåìåíòà c ∈ R ç âëàñòèâîñòÿìè dc = 0 òà a0R + b0R + cR = R.

Îñêiëüêè R ¹ óçàãàëüíåíî àäåêâàòíèì êiëüöåì, òî çà ïîïåðåäíüîþ

òåîðåìîþ éîãî ñòàáiëüíèé ðàíã íå ïåðåâèùó¹ 2, òîáòî (a0 + cx)R +

(b0 + cy)R = R äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ x, y ∈ R. Áiëüøå òîãî, iç ðiâíîñòi
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(a0 + cx)t+ (b0 + cy)s = 1 âèïëèâà¹, ùî ìàòðèöÿ

P =

a0 + cx b0 + cy

−s t


¹ óíiìîäóëÿðíîþ, ïðè÷îìó(

d 0
)
P =

(
a b

)
,

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ t, s ∈ R. Çâiäñè, îñêiëüêè(
a b

)
P−1 =

(
d 0

)
òî R ¹ êiëüöåì Åðìiòà. Òåîðåìó äîâåäåíî. �

Âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäíþ òåîðåìó òà [21], ìè ìîæåìî äîâåñòè òàêèé

ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.1.3. Óçàãàëüíåíî àäåêâàòíå êiëüöå R ¹ êiëüöåì åëå-

ìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ êiëüöå R ¹ êiëü-

öåì Åðìiòà, òî çãiäíî ç [75] äîñòàòíüî äîâåñòè òâåðäæåííÿ äëÿ ìàòðèöü

âèãëÿäó

A =

a 0

b c


äå aR + bR + cR = R, a 6= 0, c 6= 0.

Îñêiëüêè R ¹ óçàãàëüíåíî àäåêâàòíèì êiëüöåì, òî ùîíàéìåíøå

îäèí iç åëåìåíòiâ a àáî c ìîæå áóòè çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi c = rs, rR+

aR = R, s′R + aR 6= R, äëÿ äîâiëüíîãî sR ⊆ s′R 6= R. Ïîêàæåìî, ùî

(a+ br)R + crR = R.

Äîâåäåìî âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî (a+br)R+crR = hR 6= R,

äëÿ äåÿêîãî íåîáîðîòíîãî åëåìåíòà h. ßêùî hR+rR = δR, òî δ äiëèòü
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a. Ç iíøîãî áîêó, öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî rR+aR = R. Îòæå, δ ïîâèíåí

áóòè äiëüíèêîì s, à òîìó iç ðiâíîñòi hR + aR = gR âèïëèâà¹, ùî g ¹

äiëüíèêîì b. Ïðîòå i öå ¹ íåìîæëèâèì, îñêiëüêè aR+bR+cR = R. Òîìó,

(a + br)R + crR = R. Ó âèïàäêó êîëè åëåìåíò a âîëîäi¹ ïîäiáíèì äî

ðîçãëÿíóòîãî âèùå ðîçêëàäîì, ìè îòðèìó¹ìî, ùî arR+ (br+ c)R = R.

Òîìó, ÿêùî (a+ br)R + crR = R, òî ìè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî1 r

0 1

a 0

b c

 =

a+ br cr

b c

 = B,

ïðè÷îìó ìàòðèöÿ 1 r

0 1


¹ îáîðîòíîþ. Îñêiëüêè ìàòðèöÿ B âîëîäi¹ êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ

ðåäóêöi¹þ, òî i ìàòðèöÿ A âîëîäi¹ íåþ òåæ. Ó âèïàäêó, êîëè arR +

(br + c)R = R ìè ìîæåìî çàïèñàòèa 0

b c

r 1

1 0

 =

 ar a

br + c b

 = C.

Àíàëîãi÷íî ïîêàçó¹òüñÿ, ùî ìàòðèöi C òà A âîëîäiþòü êàíîíi÷íîþ äi-

àãîíàëüíîþ ðåäóêöi¹þ.

Îòæå, R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ. Òåîðåìó äîâåäåíî. �

Ïðèêëàäîì óçàãàëüíåíî àäåêâàòíîãî êiëüöÿ, ÿêå íå ¹ àäåêâàòíèì ¹

êiëüöå ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ íàä ïîëåì ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë iç

öiëèì âiëüíèì ÷ëåíîì.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ:

Ó äàíîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ êîìóòàòèâíi êiëüöÿ Áåçó, çîêðåìà,

âëàñòèâîñòi ¨õ ãîëîâíèõ iäåàëiâ. Ãîëîâíi ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó:
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1) äîâåäåíî, ùî ñòàáiëüíèé ðàíã óçàãàëüíåíî àäåêâàòíîãî êiëüöÿ

äîðiâíþ¹ 2;

2) ïîêàçàíî, ùî óçàãàëüíåíî àäåêâàòíi êiëüöÿ ¹ êiëüöÿìè åëåìåí-

òàðíèõ äiëüíèêiâ.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ: [33, 102].
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ÐÎÇÄIË 4

Ñòðóêòóðà ãîëîâíèõ iäåàëiâ êiëåöü

Áåçó

Êiëüöÿ Áåçó ¹ ïðèðîäíiì óçàãàëüíåííÿì êiëåöü ãîëîâíèõ iäåàëiâ,

ïðîòå, ¨õ ñóòò¹âîþ âiäìiííiñòþ ¹ iñíóâàííÿ â íèõ íåãîëîâíèõ iäåàëiâ.

Ó öüîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ ñòðóêòóðíi âëàñòèâîñòi ãîëîâíèõ iäåàëiâ

êiëåöü Áåçó, à òàêîæ ¨õ ïîâåäiíêà ïðè çàñòîñóâàííi äî íèõ ðiçíèõ àë-

ãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié, ÿêi âèçíà÷åíi äëÿ iäåàëiâ. Òàêîæ ðîçãëÿäàþòüñÿ

ìîðôi÷íi êiëüöÿ, ÿê ÷àñòêîâèé âèïàäîê êiëåöü Áåçó, ó ÿêèõ àííóëÿ-

òîðè ãîëîâíèõ iäåàëiâ âîëîäiþòü äîäàòêîâèìè âëàñòèâîñòÿìè. Òàêîæ

ó öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ óìîâè ïðè ÿêèõ òi ÷è iíøi êiëüöÿ ¹

ìîðôi÷íèìè òà ¨õ âçà¹ìîçâ'ÿçêè.

Â öüîìó ðîçäiëi ïiä êiëüöåì R çàâæäè ðîçóìi¹ìî êîìóòàòèâíå êiëü-

öå ç îäèíèöåþ 1 6= 0.

4.1. Àðèôìåòè÷íi âëàñòèâîñòi ìîðôi÷íèõ êiëåöü

Ó ðîáîòi [92] íàâîäèòüñÿ õàðàêòåðèçàöiÿ ìîðôi÷íèõ êiëåöü ó òåðìi-

íàõ ãîëîâíèõ iäåàëiâ öèõ êiëåöü. Äàíå òâåðäæåííÿ äîçâîëÿ¹ ïðîâåñòè

ðîçáèòòÿ ìíîæèíè ãîëîâíèõ iäåàëiâ ìîðôi÷íîãî êiëüöÿ íà ïàðè: ãîëîâ-

íèé iäåàë òà éîãî àííóëÿòîð, ïðè÷îìó ñïiâïàäiííÿ ãîëîâíîãî iäåàëó çi

ñâî¨ì àííóëÿòîðîì òàêîæ ¹ äîïóñòèìèì. Âêàçàíi ïàðè iäåàëiâ îçíà÷à-

þòüñÿ ÿê ìîðôi÷íi ïàðè, ïðè÷îìó, ìîæëèâèì ¹ óçàãàëüíåííÿ öèõ ïî-
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íÿòü i íà íåêîìóòàòèâíi êiëüöÿ. Ïðèðîäíüî âèíèêà¹ çàïèòàííÿ: ÿêîþ

¹ ïîâåäiíêà ìîðôi÷íèõ ïàð ïðè çàñòîñóâàííi êëàñè÷íèõ îïåðàöié íàä

iäåàëàìè äî îäíîãî iç êîìïîíåíòiâ ïàðè? Âàæëèâèì ôàêòîì ó äàíèõ

äîñëiäæåííÿõ ¹ òå, ùî äëÿ âèçíà÷åííÿ êîìïîíåíòiâ ìîðôi÷íî¨ ïàðè

äîñòàòíüî çíàéòè îäèí iç íèõ, à äðóãèé ¹ éîãî àííóëÿòîðîì.

Äîâåäåìî ðÿä àðèôìåòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé, ÿêèìè âîëîäiþòü ìîð-

ôi÷íi ïàðè, âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ÷àñòêè iäåàëiâ ç Òâåðäæåííÿ

1.1.46.

Òâåðäæåííÿ 4.1.1. Íåõàé R ¹ ìîðôi÷íèì êiëüöåì òà a, b, c, d, x ∈

R. Òîäi

1) ßêùî 〈a〉 ∼ 〈b〉 òà 〈c〉 ∼ 〈d〉 òîäi

� 〈a, c〉 ∼ 〈b〉 ∩ 〈d〉;

� 〈a〉 ∩ 〈c〉 ∼ 〈b, d〉;

� 〈ac〉 ∼ (b : c) = (d : a);

� (a : c) ∼ 〈bc〉.

2) ßêùî 〈a〉 ∼ 〈b〉 òîäi 〈a, b〉 ∼ 〈a〉 ∩ 〈b〉, òîáòî ÍÑÄ òà ÍÑÊ

êîìïîíåíòiâ ìîðôi÷íî¨ ïàðè òàêîæ óòâîðþþòü ìîðôi÷íó ïàðó òà

ÿêùî g = lcm(a, b) òî g2 = 0.

3) ßêùî 〈a〉 ∼ 〈b〉 òî

� 〈a2〉 ∼ (b : a);

� 〈a2, b2〉 ∼ (a : b) ∩ (b : a);

� 〈a2, b〉 = (a3 : a) ∼ a(b : a2);

� 〈a, b2〉 = (b3 : b) ∼ b(a : b2);
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� (a3 : a)(b3 : b) = 〈a3, b3〉 = 〈a, b〉3.

4) ßêùî 〈a〉 ∼ 〈b〉, 〈a′〉 ∼ 〈c〉 òà 〈a, a′〉 = 〈1〉 òî

a|c, a′|b, 〈b〉 ∩ 〈c〉 = 0.

5) Ann(a) ⊂ 〈1−ax〉, Ann(1−ax) ⊂ 〈a〉. Áiëüøå òîãî, ÿêùî a2x = a

òî 〈a〉 ∼ 〈1− ax〉.

Äîâåäåííÿ.

1) Äëÿ îòðèìàííÿ âêàçàíî¨ âëàñòèâîñòi äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî:

� Ann(a, c) = Ann(a) ∩ Ann(c) = 〈b〉 ∩ 〈d〉;

� Ann(ac) = (0 : ac) = ((0 : a) : c) = (b : c), Ann(ac) = (0 : ac) =

((0 : c) : a) = (d : a);

� Ann(bc) = (0 : bc) = (a : c).

Çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ âèêîðèñòàííÿ âëàñòèâîñòi Ann(Ann(r)) = 〈r〉.

2) Çãiäíî ç âèùå äîâåäåíèìè âëàñòèâîñòÿìè, íàì âiäîìî, ùî 〈a, b〉 ∼

〈a〉 ∩ 〈b〉. ßêùî ìè ïîçíà÷èìî 〈g〉 = 〈a〉 ∩ 〈b〉 òà 〈d〉 = 〈a, b〉, òî òîäi

〈g〉 ⊂ 〈d〉 i 〈g〉〈g〉 ⊂ 〈gd〉 = 〈0〉, à çâiäñè g2 = 0.

3) Àíàëîãi÷íî äî 1) ìè îòðèìó¹ìî:

� Ann(a2) = (0 : a2) = ((0 : a) : a) = (b : a);

� Ann(a2, b2) = Ann(a2) ∩ Ann(b2) = (a : b) ∩ (b : a);

� Ann(a2, b) = Ann(a2) ∩ Ann(b) = 〈a〉 ∩ Ann(a2) = {ar|a3r = 0} =

= aAnn(a3) = a(0 : a3) = a(b : a2);

� 〈a2, b〉 = Ann(aAnn(a3)) = (a3 : a);
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� (a3 : a)(b3 : b) = 〈a2, b〉〈a, b2〉 = 〈a3, ab2, a2b, b3〉 = 〈a3, 0, 0, b2〉 =

= 〈a3, b3〉 = 〈a, b〉3.

Äîâåäåííÿ iíøèõ âëàñòèâîñòåé ¹ àíàëîãi÷íèì.

4) Îñêiëüêè a, a′ ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèìè, òî ¨õ àííóëÿòîðè ìàþòü íó-

ëüîâèé ïåðåòèí: 〈b〉∩ 〈c〉 = 〈0〉. Òîäi bc = 0 òà b ∈ Ann(c) = 〈a′〉. Çâiäñè

ìè ìà¹ìî, ùî a′|b. Àíàëîãi÷íî äîâîäèìî, ùî a|c.

5) ßêùî a2x = a, òîäi 〈1− ax〉 ⊂ Ann(a) ⊂ 〈1− ax〉 âiäïîâiäíî äî

ïîïåðåäíüî¨ âëàñòèâîñòi. Îòæå, Ann(a) = 〈1− ax〉.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. �

Òâåðäæåííÿ 4.1.2. Êëàñè÷íå êiëüöå äðîáiâ Q(R) ìîðôi÷íîãî êiëü-

öÿ R ñïiâïàäà¹ ç R.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî d ∈ R\{0} íå ¹ äiëüíèêîì íóëÿ. Òîäi

Ann(d) = 〈0〉. Ïðîòå, âñi ìîðôi÷íi ïàðè ¹ âèçíà÷åíi îäíîçíà÷íî â òåð-

ìiíàõ ãîëîâíèõ iäåàëiâ, ùî ¨õ óòâîðþþòü ó ìîðôi÷íîìó êiëüöi R, îòæå,

〈0〉 ∼ 〈1〉 òà 〈d〉 = 〈1〉. Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî d ¹ îáîðîòíèì åëåìåíòîì

òà ëîêàëiçàöiÿ ïî ìíîæèíi óñiõ åëåìåíòiâ, ÿêi íå ¹ äiëüíèêàìè íóëÿ, ¹

òðèâiàëüíîþ. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. �

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ñòâåðäæó¹, ùî òâiðíi iäåàëiâ, ÿêi óòâîðþþòü

ìîðôi÷íó ïàðó ëîêàëüíî ïîâîäÿòü ñåáå ÿê çâè÷àéíi öiëi ÷èñëà � ïåðåíå-

ñåííÿ ñïiâìíîæíèêiâ iç îäíi¹¨ ÷àñòèíè ìîðôi÷íî¨ ïàðè äî iíøî¨ çáåðiãà¹

ìîðôi÷íiñòü ïàðè.

Òâåðäæåííÿ 4.1.3. Íåõàé R ìîðôi÷íå êiëüöå òà 〈a〉 ∼ 〈b〉. Ïðè-

ïóñòèìî, ùî 〈d〉 = 〈a, b〉, a = a0d, b = b0d i 〈g〉 = 〈a〉 ∩ 〈b〉. Òîäi:

1. 〈a0b0〉 ∼ 〈d2〉;
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2. 〈a0d2〉 ∼ 〈b0〉;

3. 〈b0d2〉 ∼ 〈a0〉;

4. 〈g〉 = 〈a0b0d〉 ∼ 〈d〉.

Äîâåäåííÿ. Âiäïîâiäíî äî Òâåðäæåííÿ 4.1.1 ñêàæåìî, ùî 〈a〉 ∼

〈b〉 òà 〈d〉 ∼ 〈g〉, òà 〈ad〉 ∼ (b : d). Îñêiëüêè b0d = b, òî òîäi 〈b0〉 ⊂ (b : d).

Âiçüìåìî äîâiëüíèé åëåìåíò x ∈ (b : d), òî xd = bt, äëÿ äåÿêîãî t ∈ R.

Çâiäñè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî xd = b0dt i, êðiì òîãî, x− b0t ∈ Ann(d) =

〈g〉 ⊂ 〈b〉 ⊂ 〈b0〉. Îòæå, x ∈ 〈b0〉 òà (b : d) ⊂ 〈b0〉. ßê íàñëiäîê, 〈ad〉 ∼

〈b0〉. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñõîæi ìiðêóâàííÿ äîâîäèìî, ùî 〈bd〉 ∼ 〈a0〉.

Çíîâó æ, âèêîðèñòîâóþ÷è Òâåðäæåííÿ 4.1.1, îòðèìó¹ìî: 〈a0b0〉 ∼

(d2b0 : b0). Î÷åâèäíî, ùî 〈d2〉 ⊂ (d2b0 : b0). ßê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó

ìîæåìî âèáðàòè åëåìåíò x ∈ (d2b0 : b0) i îòðèìàòè, ùî xb0 = d2b0t, äëÿ

äåÿêîãî t ∈ R. Òàêèì ÷èíîì, x− d2t ∈ Ann(b0) = 〈a0d2〉 ⊂ 〈d2〉. Îòæå,

x ∈ 〈d2〉 i (d2b0 : b0) = 〈d2〉. Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî 〈a0b0〉 ∼ 〈d2〉, ùî i òðåáà

áóëî äîâåñòè.

Äëÿ òîãî ùîá îòðèìàòè îñòàííþ ìîðôi÷íó ïàðó, âèêîðèñòîâóþ÷è

Òâåðäæåííÿ 4.1.1, çàóâàæèìî, ùî 〈a0b0d〉 ∼ (d2 : d), îñêiëüêè 〈a0b0〉 ∼

〈d2〉 òà 〈d〉 ∼ 〈g〉. ßêùî x ∈ (d2 : d), òî òîäi xd = d2t, äëÿ äåÿêîãî

t ∈ R. Çâiäñè x− dt ∈ Ann(d) = 〈g〉 ⊂ 〈d〉 òà x ∈ 〈d〉. Îòæå, 〈d〉 ⊂ (d2 :

d) ⊂ 〈d〉. ßê ðåçóëüòàò 〈g〉 = 〈a0b0d〉 ∼ 〈d〉. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. �

Òåîðåìà 4.1.4. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå, I � äåÿêèé éîãî

iäåàë. Òîäi êiëüöå R/I ¹ ìîðôi÷íèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ êî-

æíîãî åëåìåíòà a ∈ R/I iñíó¹ äåÿêèé åëåìåíò b ∈ R/I òàêèé, ùî

(I : a) = I + 〈b〉, (I : b) = I + 〈a〉.
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Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî R = R/I ¹ ìîðôi÷íèì êiëüöåì. Òîäi,

äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a ∈ R/I iñíó¹ äåÿêèé åëåìåíò b ∈ R/I òàêèé,

ùî 〈a〉 = Ann(b). Òîäi

〈b〉 = Ann(a) = {x | xa = 0} = {x | xa ∈ I}.

Òàêèì ÷èíîì, x ∈ 〈b〉 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè x ∈ (I : a). Çâiäñè (I : a) =

= I + 〈b〉. Iíøà ðiâíiñòü îòðèìó¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a ∈ R/I iñíó¹

äåÿêèé åëåìåíò b ∈ R/I òàêèé, ùî (I : a) = I + 〈b〉, (I : b) = I + 〈a〉.

ßêùî ìè ïîçíà÷èìî ÷åðåç f : R → R = R/I êàíîíi÷íèé ãîìîìîðôiçì

ç R ó êiëüöå R, òî Ann(a) = {x | xa ∈ I} = f((I : a)). Ïðîòå,

f((I : a)) = f(I + 〈b〉) = 〈b〉.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèìî, ùî Ann(b) = a. Òåîðåìó äîâåäåíî. �

Òåîðåìà 4.1.5. Äëÿ êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ R âèêîíóþòüñÿ íà-

âåäåíi íèæ÷å âëàñòèâîñòi:

1. ßêùî a, b ∈ R = R/J(R) òî òîäi 〈a〉 ∼ 〈b〉 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè⋂
{M |M /∈ mspec(a)} ⊂ J(R) + 〈b〉,

⋂
{M |M /∈ mspec(b)} ⊂ J(R) + 〈a〉.

2. ßêùî a, b ∈ R = R/Nil(R) òî òîäi 〈a〉 ∼ 〈b〉 òîäi i ëèøå òîäi,

êîëè ⋂
{(P : a)|P ∈ spec(R)} ⊂ Nil(R) + 〈b〉,

⋂
{(P : b)|P ∈ spec(R)} ⊂ Nil(R) + 〈a〉.
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3. ßêùî R ¹ ìîðôi÷íèì êiëüöåì òà 〈a〉 ∼ 〈b〉 òîäi

mspec(R) = U(a) t U(b) t V (〈a, b〉).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè J(R) =
⋂
{M |M ∈ mspec(R)}, òî

(J(R) : x) =
⋂
{(M : x)|M ∈ mspec(R)}.

Ó âèïàäêó êîëè x ∈ M ∈ mspec(R) ìè ìà¹ìî (M : x) = R, à ÿêùî

x /∈ M ∈ mspec(R) òîäi (M : x) ⊃ M . Çãiäíî ç ìàêñèìàëüíiñòþ iäåàëó

M ìè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî M = (M : x). Âiäïîâiäíî äî Òåîðåìè 4.1.4

ìè îòðèìà¹ìî ñïðàâåäëèâiñòü óìîâè 1. Ïîäiáíèì ÷èíîì äîâîäèòüñÿ 2.

Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè 3 ìè çàóâàæèìî, ùî ç ðiâíîñòi

0 = ab ∈M ∈ mspec(R)

âèïëèâà¹, ùî ÿêùî M ∈ U(a) òîäi M ∈ V (b). Òàêèì ÷èíîì M /∈

(U(a) t U(b)) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè M ∈ V (a) ∩ V (b) = V (〈a, b〉). ßê

ðåçóëüòàò, ìè îòðèìà¹ìî, ùî

mspec(R) = U(a) t U(b) t V (〈a, b〉).

Òåîðåìó äîâåäåíî. �

Òåîðåìà 4.1.6. ßêùî êiëüöå R ¹ ìîðôi÷íèì i ðåäóêîâàíèì, òî

âîíî ¹ ðåãóëÿðíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a ∈ R ¹ äîâiëüíèì åëåìåíòîì â R. Îñêiëüêè R

¹ ìîðôi÷íèì, òî çíàéäåòüñÿ òàêèé åëåìåíò b ∈ R, ùî 〈a〉 ∼ 〈b〉. Çãiäíî ç

Òâåðäæåííÿì 4.1.1 ìè îòðèìó¹ìî, ùî 〈a, b〉 ∼ 〈a〉∩〈b〉, 〈g〉 = 〈a〉∩〈b〉 òà

g2 = 0. Îñêiëüêè R ¹ ðåäóêîâàíèì òà 〈1〉 ∼ 〈0〉, òî ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

〈a, b〉 = 〈1〉. Äîìíîæóþ÷è îñòàííþ ðiâíiñòü íà 〈a〉, áà÷èìî, ùî 〈a2〉 =

〈a〉, à öå çíà÷èòü, ùî R ¹ ðåãóëÿðíèì êiëüöåì. �
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè Òåîðåìè 4.1.6 çðîáèìî òàêi óçàãàëüíå-

ííÿ:

1. ÿêùî iäåìïîòåíòè â R ïiäíiìàþòüñÿ ïî ìîäóëþ ðàäèêàëà Äæåêîá-

ñîíà J(R) òî R/J(R) ¹ ìîðôi÷íèì êiëüöåì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

R ¹ íàïiâðåãóëÿðíèì êiëüöåì;

2. ñòàáiëüíèé ðàíã ìîðôi÷íîãî ðåäóêîâàíîãî êiëüöå ðiâíèé 1.

Òåîðåìà, íàâåäåíà íèæ÷å, õàðàêòåðèçó¹ íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëü-

íèê äâîõ åëåìåíòiâ, äîáóòîê ÿêèõ äîðiâíþ¹ íóëþ ó êiëüöÿõ iäåìïîòåí-

òíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. Ñâî¨ì ôîðìóëþâàííÿì âîíà íàãàäó¹ òåîðåìó

Ïiôàãîðà.

Òåîðåìà 4.1.7. Íåõàé R ¹ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì Áåçó iäåìïî-

òåíòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. ßêùî ab = 0 òîäi iñíó¹ d ∈ R òàêå,

ùî a2 + b2 = d2, 〈d〉 = 〈a, b〉.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì êiëüöÿ iäåìïîòåíòíîãî ðàíãó 1

òà Òåîðåìè 1.1.38 iñíóþòü òàêi iäåìïîòåíòè e, f ∈ R, òà åëåìåíò d ∈ R

i w ∈ U(R), ùî a+ be = d, af + b = dw, 〈a, b〉 = 〈d〉. Òîäi

a+ be = d = afw−1 + bw−1.

Iç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî a(1−fw−1) = b(w−1−e). Çäiéñíþþ÷è

äîìíîæåííÿ íà åëåìåíò b ìè îòðèìó¹ìî, ùî b2e = b2w−1. Îòæå,

d2 = (a+ be)2 = a2 + b2e2 = a2 + (b2e)e = a2 + b2ew−1 = a2 + b2(w−1)2.

Ç iíøîãî áîêó,

d2 = a2 + b2e2 = a2 + b2e = a2 + b2w−1.
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Âiäíiìàþ÷è âèðàçè â îñòàííiõ äâîõ ðiâíîñòÿõ, ìè îòðèìó¹ìî

0 = d2 − d2 = a2 + b2(w−1)2 − a2 − b2w−1.

Çâiäñè, b2(w−1)2 = b2w−1, à òîäi b2w−1 = b2. Â ðåçóëüòàòi,

d2 = a2 + b2w−1 = a2 + b2.

Òåîðåìó äîâåäåíî. �

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü ó ñïðàâåäëèâîñòi òâåðäæåííÿ äëÿ òðåòiõ

ñòåïåíiâ: a3 + b3 = d3. Îñêiëüêè 2 i 3 ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèìè öiëèìè ÷è-

ñëàìè, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî n ≥ 2 ìè òàêîæ îòðèìà¹ìî, ùî an + bn = dn,

äå ab = 0 òà 〈a, b〉 = 〈d〉 ó êîìóòàòèâíîìó ìîðôi÷íîìó êiëüöi R iäåì-

ïîòåíòíîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1.

Òâåðäæåííÿ 4.1.8. Íåõàé R ¹ êîìóòàòèâíèì ìîðôi÷íèì ÷èñ-

òèì êiëüöåì. Íåõàé 〈a〉 ∼ 〈b〉 ¹ äîâiëüíîþ ìîðôi÷íîþ ïàðîþ òà 〈d〉 =

〈a, b〉, 〈g〉 = 〈a〉 ∩ 〈b〉, a = e + u, b = f + v, äå e2 = e, f 2 = f ∈ R ¹

iäåìïîòåíòàìè, à åëåìåíòè u, v ∈ U(R) � îáîðîòíi. Òîäi

1. f |a|(1− e), e|b|(1− f);

2. 〈1− e〉 ∩ 〈1− f〉 ⊂ 〈g〉 ⊂ 〈e〉 ∩ 〈f〉;

3. 〈d〉 ⊂ 〈e, f〉;

4. 〈1− e, 1− f〉 = 〈h〉, äå 〈h2〉 = 〈h〉, òà h ∈ R ¹ äåÿêèì ðåãóëÿðíèì

åëåìåíòîì.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç Òâåðäæåííÿì 4.1.1 ç òîãî, ùî

〈a〉 ∼ 〈b〉, 〈e〉 = 〈1− u−1a〉 ∼ 〈1− e〉

âèïëèâà¹ e|b, a|(1− e). Ç ìiðêóâàíü ñèìåòði¨ ìè ìîæåìî îòðèìàòè, ùî

f |a, b|(1 − f). Òîäi 〈1 − e〉 ⊂ 〈a〉 ⊂ 〈f〉 i 〈1 − f〉 ⊂ 〈b〉 ⊂ 〈e〉, à òîìó
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〈1 − e〉 ∩ 〈1 − f〉 ⊂ 〈a〉 ∩ 〈b〉 = 〈g〉 ⊂ 〈e〉 ∩ 〈f〉. Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé

ëàíöþæîê âêëþ÷åíü, ìè îòðèìà¹ìî, ùî (1−e)(1−f) = 0. Ïðèïóñòèìî,

ùî 〈h〉 = 〈1− e, 1− f〉. Òîäi 〈h2〉 = 〈h〉. Çãiäíî ç Òâåðäæåííÿì 4.1.1:

Ann(〈1−e, 1−f〉 = Ann(e)∩Ann(f) = 〈1−e〉∩〈1−f〉 ⊂ 〈g〉 = Ann(d)),

à òîìó 〈d〉 ⊂ 〈e, f〉. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. �

ßê íàñëiäîê Òâåðäæåííÿ 1.1.47 ìè ñôîðìóëþ¹ìî âëàñòèâîñòi òåí-

çîðíèõ äîáóòêiâ ãîëîâíèõ iäåàëiâ ìîðôi÷íèõ êiëåöü.

Òâåðäæåííÿ 4.1.9. Ó êîìóòàòèâíîìó ìîðôi÷íîìó êiëüöi R ñïðà-

âåäëèâi òàêi âëàñòèâîñòi:

1. 〈a〉 ⊗R 〈b〉 ∼= 〈a〉 ∩ 〈b〉, äëÿ âñiõ a, b ∈ R;

2. 〈a〉 ⊗R 〈a〉 ∼= 〈a〉, äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ R;

3. ßêùî 〈a〉 ∼ 〈b〉 i 〈c〉 ∼ 〈d〉 òîäi 〈a〉 ⊗R 〈c〉 ∼= 〈a〉/〈ad〉 ∼= 〈c〉/〈cb〉;

4. 〈a〉 ⊗R Ann(a) ∼= 〈a〉/〈a2〉 äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ R;

5. ßêùî 〈a〉 ⊂ 〈b〉 òîäi 〈a〉 ⊗R 〈b〉 ∼= 〈a〉.

6. ßêùî 〈a, b〉 = 〈1〉 òîäi 〈a〉 ⊗R 〈b〉 ∼= 〈ab〉.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç Òâåðäæåííÿì 1.1.47

〈a〉 ⊗R 〈b〉 ∼= R/Ann(a)⊗R R/Ann(b) ∼= R/(Ann(a) + Ann(b)) ∼=

∼= Ann(Ann(a) + Ann(b)) ∼= 〈a〉 ∩ 〈b〉.

Òàêîæ, ÿêùî 〈a〉 ∼ 〈b〉 òà 〈c〉 ∼ 〈d〉 òîäi 〈a〉⊗R 〈c〉 ∼= 〈a〉⊗RR/〈d〉 ∼=
∼= 〈a〉/〈ad〉. Àíàëîãi÷íî 〈a〉 ⊗R 〈c〉 ∼= 〈c〉/〈cb〉.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñü ó ñïðàâåäëèâîñòi iíøèõ òâåðäæåíü, âèêîðèñòî-

âóþ÷è âêàçàíi âëàñòèâîñòi. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. �

Iç âêàçàíîãî òâåðäæåííÿ îòðèìó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò:
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Íàñëiäîê 4.1.10. Åëåìåíò a ó ìîðôi÷íîìó êiëüöi R ¹ ðåãóëÿðíèì

åëåìåíòîì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè 〈a〉 ⊗R Ann(a) = 0.

Òâåðäæåííÿ 4.1.11. Íåõàé R êîìóòàòèâíå ìîðôi÷íå êiëüöå iç

âëàñòèâiñòþ çàìiíè, òà a � éîãî äîâiëüíèé åëåìåíò. Òîäi iñíó¹ òà-

êèé iäåìïîòåíò e ∈ R äëÿ ÿêîãî ñïðàâåäëèâî:

1. 〈a〉 ⊗R 〈e〉 ∼= 〈e〉;

2. 〈1− a〉 ⊗R 〈1− e〉 ∼= 〈1− e〉;

3. R ∼= 〈1− a〉/〈(1− a)e〉 ⊕ 〈a〉/〈a(1− e)〉;

4. 〈a〉⊗R 〈1−a〉 ∼= 〈a〉/〈a2x〉⊕〈1−a〉/〈(1−a)2y〉, äëÿ äåÿêèõ x, y ∈ R.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè R ¹ êiëüöåì iç âëàñòèâiñòþ çàìiíè, òî çíà-

éäåòüñÿ iäåìïîòåíò e2 = e ∈ R, òàêèé, ùî

e ∈ 〈a〉, 1− e ∈ 〈1− a〉, e = ax, 1− e = (1− a)y,

äëÿ äåÿêèõ x, y ∈ R. Çãiäíî ç ïîïåðåäíiì òâåðäæåííÿì ìè îòðèìó¹ìî:

〈a〉 ⊗R 〈e〉 ∼= 〈e〉 i 〈1− a〉 ⊗R 〈1− e〉 ∼= 〈1− e〉. Òàêèì ÷èíîì,

R = 〈e〉 ⊕ 〈1− e〉 ∼= (〈a〉 ⊗R 〈e〉)⊕ (〈1− a〉 ⊗R 〈1− e〉)

∼= 〈a〉/〈a(1− e)〉 ⊕ 〈1− a〉/〈(1− a)e〉.

Íàðåøòi, 〈a〉 ⊗R 〈1− a〉 ∼= 〈a〉 ⊗R 〈1− a〉 ⊗R R = 〈a〉 ⊗R 〈1− a〉 ⊗R

(〈e〉 ⊕ 〈1− e〉) ∼= (〈a〉 ⊗R 〈1− a〉 ⊗R 〈e〉)⊕ (〈a〉 ⊗R 〈1− a〉 ⊗R 〈1− e〉) ∼=

(〈1−a〉⊗R 〈e〉)⊕ (〈a〉⊗R 〈1− e〉) ∼= 〈1−a〉/〈(1−a)(1− e)〉⊕ 〈a〉/〈ae〉 ∼=

〈a〉/〈a2x〉 ⊕ 〈1− a〉/〈(1− a)2y〉.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíå. �
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4.2. Âëàñòèâîñòi ãîëîâíèõ iäåàëiâ êiëåöü Áåçó

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi ïîçíà÷åííÿ: ÿêùî

a, b, d ∈ R ¹ òàêèìè åëåìåíòàìè êiëüöÿ, ùî 〈a, b〉 = 〈d〉, òî òîäi iñíó¹òü

åëåìåíòè a0, b0 ∈ R ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi a = a0d, b = b0d.

Åëåìåíò a0 ìè äåêîëè áóäåìî çàïèñóâàòè ó âèãëÿäi a0 = a
(a,b) , ðîçóìiþ÷è

ïiä âèðàçîì (a, b) íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê åëåìåíòiâ a, b.

Ëåìà 4.2.12. Íåõàé R ¹ êiëüöåì Áåçó òà a, b ∈ R. Òîäi

(a : b) = 〈 a
(a,b)〉+ Ann(〈a〉+ 〈b〉) i 〈a〉 ∩ 〈b〉 = 〈 ab

(a,b)〉.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî 〈a, b〉 = 〈d〉, a = a0d, b = b0d, au+

+ bv = d äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a0, b0, d, u, v ∈ R. Òîäi, îñêiëüêè a0b =

= b0a ∈ (a : b), Ann(d) ⊆ Ann(b) òî 〈a0〉 + Ann(d) ⊆ (a : b). Áiëüøå

òîãî, ÿêùî xb ∈ 〈a〉, òî iñíó¹ äåÿêèé åëåìåíò s ∈ R ç âëàñòèâiñòþ

xb = as. Çâiäñè xbv = asv, à òîìó iç òîãî, ùî xd(1 − a0u) = da0sv

âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ x(1− a0u)− a0sv ∈ Ann(d). ßê ðåçóëüòàò ìè

îòðèìàëè: x ∈ 〈a0〉+Ann(d) òà (a : b) ⊆ 〈a0〉+Ann(d), ùî é òðåáà áóëî

äîâåñòè.

Äëÿ äîâåäåííÿ äðóãî¨ ÷àñòèíè ëåìè ïðèïóñòèìî, ùî ìè ìà¹ìî åëå-

ìåíò x ∈ 〈a〉 ∩ 〈b〉. Òîäi, iñíóþòü òàêi åëåìåíòè r, s ∈ R, ùî r ∈

(b : a), s ∈ (a : b). Òîìó, x ∈ a(b : a) ∩ b(a : b) ⊆ 〈a〉 ∩ 〈b〉. Îòæå,

〈a〉 ∩ 〈b〉 = a(b : a) ∩ b(a : b) = a(〈b0〉+ Ann(d)) ∩ b(〈a0〉+ Ann(d)) =

= 〈ab0〉 ∩ 〈ba0〉 = 〈a0b0d〉. Ëåìó äîâåäåíî. �

Áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì öi¹¨ ëåìè ¹ òàêà âëàñòèâiñòü:

Íàñëiäîê 4.2.13. Íåõàé R ¹ êiëüöåì Áåçó òà a, b ∈ R. Òîäi iñíó¹

içîìîðôiçì R-ìîäóëiâ: R/(a : b) ∼= 〈a, b〉/〈a〉.
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Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíüî çàóâàæèòè, ùî

R

(a : b)
=

R

〈 a
(a,b)〉+ Ann(〈a, b〉)

∼=
R

〈 a
(a,b)〉

⊗R
R

〈Ann(〈a, b〉)〉
∼=

∼=
R

〈 a
(a,b)〉

⊗R 〈a, b〉 ∼=
〈a, b〉

〈a, b〉〈 a
(a,b)〉

=
〈a, b〉
〈a〉

.

Íàñëiäîê äîâåäåíî. �

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ R = R/aR, òî bR ∼= R/(a : b) ÿê R-ìîäóëi,

òîáòî ãîëîâíi iäåàëè ñêií÷åííèõ ãîìîìîðôíèõ îáðàçiâ êiëüöÿ Áåçó içî-

ìîðôíi ÿê ìîäóëi ãîìîìîðôíèì îáðàçàì êiëüöÿ Áåçó.

Ó ïîïåðåäíié ëåìi ìè íå ëèøå äîâåëè, ùî ÷àñòêà òà ïåðåòèí ãî-

ëîâíèõ iäåàëiâ êîìóòàòèâíî¨ îáëàñòi Áåçó ¹ òàêîæ ãîëîâíèìè iäåàëàìè

(ùî ¹ äîáðå âiäîìèì ôàêòîì ç [80, 125]), àëå é çíàéøëè ¨õ òâiðíi.

Íàñòóïíà òåîðåìà ïîêàçó¹, ùî ôàêòîð-êiëüöå êiëüöÿ Áåçó çà ãîëîâ-

íèì iäåàëîì, ÿêèé ïîðîäæåíèé åëåìåíòîì, ùî íå ¹ äiëüíèêîì íóëÿ, ¹

ìîðôi÷íèì êiëüöåì.

Òåîðåìà 4.2.14. Íåõàé R ¹ êiëüöåì Áåçó òà a ∈ R \ {0} íå ¹

äiëüíèêîì íóëÿ. Òîäi R/aR ¹ ìîðôi÷íèì êiëüöåì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìè ìà¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò b ∈ R/aR. Ïðè-

ïóñòèìî, ùî 〈a, b〉 = 〈d〉, a = a0d, b = b0d äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ

a0, b0, d ∈ R. Çãiäíî ç ïîïåðåäíüîþ ëåìîþ (a : b) = 〈a0〉+ Ann(d) =

= 〈a0〉, áî Ann(d) ⊆ Ann(a) = 0. Ïîêëàâøè c = a0, ìè îòðèìà¹ìî, ùî

(a : b) = 〈c〉 = 〈c, a〉, òà (a : c) = (a : a0) = 〈 a
(a,a0)
〉+ Ann(〈a0〉+ 〈a〉) =

= 〈d〉 + Ann(a0) = 〈d〉 = 〈b, a〉. Îòæå, âèêîíóþòüñÿ óìîâè Òåîðåìè

4.1.4, à òîìó R/aR ¹ ìîðôi÷íèì êiëüöåì. Òåîðåìó äîâåäåíî. �

Íàñòóïíà âëàñòèâiñòü âiäîáðàæà¹ âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ÍÑÄ òà ÍÑÊ

åëåìåíòiâ ó äîâiëüíîìó àðèôìåòè÷íîìó êiëüöi. Ìè äîâåäåìî ¨¨ ó êîìó-
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òàòèâíîìó âèïàäêó, õî÷ âîíà ñïðàâåäëèâà i â íåêîìóòàòèâíié ñèòóàöi¨

çà ïåâíèõ äîäàòêîâèõ ïðèïóùåíü.

Òâåðäæåííÿ 4.2.15. Íåõàé R � àðèôìåòè÷íå êiëüöå òà a, b ∈ R.

Òîäi 〈a, b〉 = 〈a+tb〉+〈a〉∩〈b〉, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà t ∈ R, ïðè÷îìó

〈a, t〉 = 〈1〉.

Äîâåäåííÿ. Âêëþ÷åííÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíó ó ëiâó ¹ î÷åâèäíèì. Ðîç-

ãëÿíåìî äîâiëüíèé åëåìåíò x = au + bv ∈ 〈a, b〉. Òîäi x = (a + tb)u +

b(v − ut) ∈ 〈a + tb〉 + 〈b〉. Îñêiëüêè 〈a, t〉 = 〈1〉, òîäi ap + tq = 1, äëÿ

äåÿêèõ åëåìåíòiâ p, q ∈ R. Áiëüøå òîãî, x = au+ (ap+ tq)bv =

= a(u+ pbv− qv) + (a+ tb)qv ∈ 〈a+ tb〉+ 〈a〉. Çàóâàæèâøè, ùî ãðàòêà

iäåàëiâ êiëüöÿ R ¹ äèñòðèáóòèâíîþ, òî

〈a, b〉 ⊆ (〈a+ tb〉+ 〈b〉) ∩ (〈a+ tb〉+ 〈a〉) = 〈a+ tb〉+ 〈a〉 ∩ 〈b〉.

Îá'¹äíóþ÷è îáèäâà âêëþ÷åííÿ ìè îòðèìó¹ìî øóêàíó âëàñòèâiñòü. Òâåð-

äæåííÿ äîâåäåíå. �

ßêùî ïîêëàñòè t = 1 ó òâåðäæåííi âèùå, òî ìè îòðèìà¹ìî, ùî

GCD(a, b) = GCD(a+ b, LCM(a, b)),

àáî, iíøèìè ñëîâàìè,GCD(a+b, ab) = 1, ÿêùî a, b ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèìè.

Îñòàííÿ âëàñòèâiñòü âñòàíîâëþ¹ âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ äâîìà, âêàçà-

íèìè íèæ÷å, ïåâíèì ÷èíîì âèçíà÷åíèìè ìíîæèíàìè ãîëîâíèõ iäåàëiâ

äîâiëüíîãî ìàéæå Áåðîâîãî êiëüöÿ Áåçó.

Òåîðåìà 4.2.16. Íåõàé R � ìàéæå Áåðîâå êiëüöå Áåçó òà a ∈ R.

Òîäi

(a : (a : Ann(a))) = 〈a〉+Ann(a), (a : (a : (a : Ann(a)))) = (a : Ann(a)).
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Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìíîæè-

íàìè

D(R) = {(a : Ann(a)) = aD a ∈ R}, S(R) = {〈a〉+Ann(a) = aS a ∈ R},

ÿêà âèçíà÷åíà ïðàâèëîì aD ↔ aS.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé 〈b〉 = Ann(a), 〈a, b〉 = 〈d〉, a = a0d, b =

b0d, 〈a〉 + Ann(d) = 〈g〉 äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ b, a0, a0, d, g ∈ R. Òî-

äi

(a : (a : b)) = (a : 〈a0〉+ Ann(d)) = (a : a0) ∩ (a : Ann(d)) =

= (〈d〉+Ann(a0))∩(a : g) = (〈a〉+Ann(a)+Ann(a0))∩(〈a
g
〉+Ann(g)) =

(〈a〉+ Ann(a)) ∩ (〈a
g
〉+ Ann(g)) ⊆ 〈d〉 = 〈a, b〉.

Äëÿ äîâåäåííÿ ïðîòèëåæíîãî âêëþ÷åííÿ çàóâàæèìî, ùî a ∈ (a :

(a : b)), à òîìó ìè ïîâèííi ëèøå äîâåñòè, ùî b ∈ (a : (a : b)). Îñêiëüêè

Ann(g) ⊆ Ann(a) = 〈b〉 ⊆ 〈d〉, òî Ann(g) ∩ 〈d〉 = Ann(g). Òàê ÿê

g = ar + d0 äëÿ äåÿêèõ r ∈ R, d0 ∈ Ann(d), òî bg = bar + bd0 = 0 i

〈b〉 ⊆ Ann(g) ⊆ 〈d〉 ∩ 〈ag〉 + Ann(g) = (a : (a : b)), ùî i ïîòðiáíî áóëî

äîâåñòè.

Äîâåäåííÿ çàâåðøó¹òüñÿ òàêîþ ðiâíiñòþ: (a : (a : (a : Ann(a)))) =

(a : 〈a〉 + Ann(a)) = (a : a) ∩ (a : Ann(a)) = (a : Ann(a)). Òåîðåìó

äîâåäåíî. �

ÂÈÑÍÎÂÊÈ:

Ó äàíîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ êîìóòàòèâíi êiëüöÿ Áåçó, çîêðåìà

âëàñòèâîñòi ¨õ ãîëîâíèõ iäåàëiâ. Ãîëîâíi ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó ¹:

1) äîñëiäæåíî àðèôìåòè÷íi âëàñòèâîñòi ìîðôi÷íèõ ïàð ó òåðìiíàõ

¨õ êîìïîíåíò;
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2) âñòàíîâëåíî êðèòåðié ìîðôi÷íîñòi ôàêòîð-êiëüöÿ äîâiëüíîãî êî-

ìóòàòèâíîãî êiëüöÿ;

3) ïîêàçàíî, ùî òåíçîðíèé äîáóòîê ãîëîâíèõ iäåàëiâ ìîðôi÷íîãî

êiëüöÿ ¹ içîìîðôíèì ¨õ ïåðåòèíó;

4) çíàéäåíî òâiðíi åëåìåíòè ÷àñòêè òà ïåðåòèíó ãîëîâíèõ iäåàëiâ

êiëüöÿ Áåçó;

5) äîâåäåíî, ùî ñêií÷åííi ãîìîìîðôíi îáðàçè êîìóòàòèâíîãî êiëü-

öÿ Áåçó çà íåãîëîâíèì iäåàëîì, ùî ïîðîäæåíèé íå äiëüíèêîì íóëÿ, ¹

ìîðôi÷íèì êiëüöåì;

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â ðîáîòi: [106].



91

ÐÎÇÄIË 5

Ñëàáêà ãðóïà Ãðîòåíäiêà

Ïðè ïîáóäîâi êëàñè÷íî¨ ãðóïè Ãðîòåíäiêà K0(R) âèêîðèñòîâóþ-

òüñÿ ñêií÷åííî-ïîðîäæåíi ïðîåêòèâíi ìîäóëi â ÿêîñòi áàçîâèõ îá'¹êòiâ.

Îäíèì iç íåäîëiêiâ K0(R) ìîæíà íàçâàòè òå, ùî iç ðiâíîñòi ¨¨ åëåìåí-

òiâ íå îáîâ'çêîâî âèïëèâà¹ içîìîðôiçì ¨õ òâiðíèõ, à ìà¹ ìiñöå ñòàáiëüíà

içîìîðôíiñòü òâiðíèõ. Óòâîðèìî àíàëîã äàíî¨ êîíñòðóêöi¨ âèêîðèñòî-

âóþ÷è ïðîöåñ ïîáóäîâè Ìiëíîðà [88], áåðó÷è â ÿêîñòi áàçîâèõ îá'¹êòiâ

ñêií÷åííi ïðÿìi ñóìè ãîëîâíèõ iäåàëiâ êîìóòàòèâíîãî ìîðôi÷íîãî êiëü-

öÿ R. Äàíó àáåëåâó ãðóïó áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç K ′0(R) i íàçâåìî ¨¨

ñëàáêîþ ãðóïîþ Ãðîòåíäiêà ìîðôi÷íîãî êiëüöÿ R. Âèçíà÷èâøè äîáó-

òîê åëåìåíòiâK ′0(R) ÿê òåíçîðíèé äîáóòîê ¨¨ òâiðíèõ, äàíà àáåëåâà ãðó-

ïà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà êîìóòàòèâíå êiëüöå ç 1. Åëåìåíòè öüîãî êiëüöÿ

ìîæóòü áóòè ïðîiíòåðïðåòîâàíi ÿê êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi êàíîíi÷íèõ

äiàãîíàëüíèõ ôîðì ìàòðèöü íàä R. Çàóâàæèìî, ùî iç ðiâíîñòi åëåìåí-

òiâ ó K ′0(R) âèïëèâà¹ içîìîðôíiñòü òâiðíèõ öèõ åëåìåíòiâ, òîáòî ìà¹

ìiñöå ñêîðî÷åííÿ içîìîðôíèõ ãîëîâíèõ iäåàëiâ iç ïðÿìèõ ñóì ãîëîâíèõ

iäåàëiâ.

Øóêàþ÷è çðó÷íèé ñïîñiá îá÷èñëåííÿ ñóìè òà äîáóòêó åëåìåíòiâ iç

K ′0(R) ìè âñòàíîâëþ¹ìî âçà¹ìîçâ'ÿçîê iç ïiäêiëüöåì W ′(G(R)) êiëüöÿ

Âiòòà íàä ãëîáàëiçàöi¹þ äàíîãî êiëüöÿ. ßê íàñëiäîê, áóäå ïîêàçàíî, ùî

ôóíêòîðè K ′0 òà W
′G ¹ ïðèðîäíî åêâiâàëåíòíèìè.
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Ðîçäië çàâåðøó¹òüñÿ äîñëiäæåííÿì âëàñòèâîñòåé êiëüöÿ K ′0(R), òà

âñòàíîâëåííÿì çâ'ÿçêiâ ìiæ ãðóïàìè K ′0(R) i K0(R) ó âèïàäêó ðåãó-

ëÿðíèõ êiëåöü òà êiëåöü åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

5.1. Ïîáóäîâà ñëàáêî¨ ãðóïè Ãðîòåíäiêà òà ñêîðî÷åííÿ ãî-

ëîâíèõ iäåàëiâ ó ïðÿìèõ ñóìàõ

Íåõàé R ¹ êîìóòàòèâíèì ìîðôi÷íèì êiëüöåì. Ïîáóäó¹ìî ãðóïó

K ′0(R), ÿêà áóäå àíàëîãîì êëàñè÷íî¨ ãðóïè Ãðîòåíäiêà K0(R), ðîçãëÿ-

äàþ÷è êëàñè içîìîðôiçìiâ ñêií÷åííèõ ïðÿìèõ ñóì ãîëîâíèõ iäåàëiâ â

ÿêîñòi áàçîâèõ îá'¹êòiâ. Âèêîðèñòà¹ìî ïðîöåäóðó ïîáóäîâè Ìiëíîðà

ç [88].

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

∆(R) = {a1R⊕ ...⊕ anR|a1, ..., an ∈ R}

ìíîæèíó óñiõ ñêií÷åííèõ ïðÿìèõ ñóì ãîëîâíèõ iäåàëiâ êiëüöÿ R. Ðîç-

ãëÿäàþ÷è âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi �∼� íà ìíîæèíi ∆(R) âèçíà÷åíå

çà ïðàâèëîì

g1 ∼ g2 ⇔ g1 ∼= g2

äëÿ g1, g2 ∈ ∆(R), ìè óòâîðèìî âiëüíó àáåëåâó ãðóïó F (R) ïîðîäæåíó

ìíîæèíîþ ∆(R)/ ∼. Îñêiëüêè åëåìåíòè iç ∆(R) ¹ ó âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íié

âiäïîâiäíîñòi iç ìíîæèíîþ óñiõ ñêií÷åííèõ äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü íàä

êiëüöåì R, òà çãiäíî ç [80] âiäîìî, ùî êîæíà äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ D

¹ åêâiâàëåíòíîþ äåÿêié íîðìàëüíié ôîðìi Ñìiòà (ùî ïîçíà÷àòèìåìî

ÿê SNF), òî ó êîæíîìó êëàñi åêâiâàëåíòíîñòi åëåìåíòiâ ç ∆(R) çà âiä-

íîøåííÿì �∼� ìè ìîæåìî îáðàòè äåÿêó íîðìàëüíó ôîðìó Ñìiòà, ùî
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¹ ïðåäñòàâíèêîì äàíîãî êëàñó. Iíøèìè ñëîâàìè, F (R) ìîæå ðîçãëÿ-

äàòèñü, ÿê âiëüíà àáåëåâà ãðóïà ïîðîäæåíà êëàñàìè åêâiâàëåíòíîñòi

óñiõ íîðìàëüíèõ ôîðì Ñìiòà íàä êiëüöåì R. Òàêèì ÷èíîì, åëåìåíòè

ìíîæèíè ∆(R)/ ∼ ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç SNF(g), äå g ∈ ∆(R).

Îçíà÷åííÿ 5.1.1. Íàçâåìî ôàêòîð-ãðóïó K ′0(R) âiëüíî¨ àáåëåâî¨

ãðóïè F (R) çà ïiäãðóïîþ, ÿêà ïîðîäæåíà åëåìåíòàìè

SNF(g) + SNF(g′)− SNF(g ⊕ g′),

ñëàáêîþ ãðóïîþ Ãðîòåíäiêà ìîðôi÷íîãî êiëüöÿ R. Åëåìåíòè ãðóïè

K ′0(R) áóäåìî ïîçíà÷àòè [g].

Òîáòî, K ′0(R) ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ, ÿêà ïîðîäæåíà óñiìà êëàñàìè içî-

ìîðôiçìiâ ñêií÷åííèõ ïðÿìèõ ñóì ãîëîâíèõ iäåàëiâ ìîðôi÷íîãî êiëüöÿ

R, iç îïåðàöi¹þ äîäàâàííÿ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

[g] + [g′] = [g ⊕ g′],

äëÿ äîâiëüíèõ [g], [g′] ∈ K ′0(R).

Çàóâàæèìî, ùî SNF(a1R ⊕ ... ⊕ anR) = SNF(b1R ⊕ ... ⊕ bmR) ó

ìíîæèíi ∆(R)/ ∼ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
n⊕
i=1

aiR ∼=
m⊕
j=1

bjR

òà
m∑
j=1

SNF(gj) =
l∑

k=1

SNF(g′k)

â F (R) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè m = l òà iñíó¹ ïiäñòàíîâêà π ∈ Sm òàêà,

ùî ∀j : gj ∼= g′π(j).

Âèçíà÷èìî óìîâó ðiâíîñòi åëåìåíòiâ ó ñëàáêié ãðóïi Ãðîòåíäiêà ÷å-

ðåç âiäïîâiäíèé içîìîðôiçì ïðÿìèõ ñóì ãîëîâíèõ iäåàëiâ.
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Ëåìà 5.1.1. Äâà åëåìåíòè [g], [g′] ∈ K ′0(R) ¹ ðiâíèìè òîäi i ëèøå

òîäi, êîëè

g ⊕X ∼= g′ ⊕X,

äëÿ äåÿêîãî X = a1R⊕ ...⊕ anR, äå a1, ..., an ∈ R.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî [g] = [g′]. Òîäi

SNF(g)− SNF(g′) =
∑
i

(SNF(xi) + SNF(yi)− SNF(xi ⊕ yi))−

−
∑
j

(SNF(x′j) + SNF(y′j)− SNF(x′j ⊕ y′j)),

äëÿ äåÿêèõ SNF(xi), SNF(yi), SNF(x′j), SNF(y′j) ∈ F (R).

ßêùî ïåðåíåñòè äîäàíêè iç âiä'¹ìíèì çíàêîì ó ïðîòèëåæíèé áiê

ðiâíîñòi, òî çãiäíî ç âèùåâàçàíèì çàóâàæåííÿì ìè îòðèìó¹ìî

g ⊕X ∼= g′ ⊕X,

äå X = (
⊕

i(xi ⊕ yi))⊕ (
⊕

j(x
′
j ⊕ y′j)) ∈ ∆(R).

Íàâïàêè, ÿêùî g⊕X ∼= g′⊕X, òî òîäi SNF(g⊕X) = SNF(g′⊕X) â

∆(R)/ ∼. Çâiäñè [g⊕X] = [g′⊕X] â K ′0(R), à òîìó [g]+ [X] = [g′]+ [X]

i [g] = [g′]. Ëåìó äîâåäåíî. �

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêi îá÷èñëåííÿ ó ãðóïi K ′0(R) çâîäÿòüñÿ äî îïå-

ðóâàííÿ iç âèðàçàìè, ÿêi óòâîðåíi ãîëîâíèìè iäåàëàìè. Äëÿ ãëèáøîãî

âèâ÷åííÿ äàíîãî ïèòàííÿ íàì ïîòðiáíî ç'ÿñóâàòè: ÿê îïèñóþòüñÿ ðiâíi

ó K ′0(R) åëåìåíòè ó òåðìiíàõ êiëüöÿ R?

Ó âèïàäêó êëàñè÷íî¨ ãðóïè Ãðîòåíäiêà K0(R) êiëüöÿ R âiäîìèì ¹

òàêèé ðåçóëüòàò:

Ëåìà 5.1.2. [88] Íåõàé R ¹ êiëüöåì òà äàíî åëåìåíòè [A], [B] ∈

K0(R). Ðiâíiñòü [A] = [B] ìîæëèâà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè A⊕Rn ∼=
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B⊕Rn äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Òîáòî, åëåìåíòè [A], [B] ∈

K0(R) ¹ ðiâíèìè òîäi i ëèøå òîäi, êîëè A,B ¹ ñòàáiëüíî içîìîðôíè-

ìè.

Äîâåäåìî, ùî içîìîðôíi ãîëîâíi iäåàëè ìîðôi÷íîãî êiëüöÿ ìîæóòü

ñêîðî÷óâàòèñü ó içîìîðôíèõ ïðÿìèõ ñóìàõ ãîëîâíèõ iäåàëiâ.

Ëåìà 5.1.3. Íåõàé R ¹ ìîðôi÷íèì êiëüöåì òà äàíî åëåìåíòè

A,B, xR ∈ ∆(R), ïðè÷îìó A,B ïåðåáóâàþòü ó êàíîíi÷íié ôîðìi. Òîäi

A⊕ xR ∼= B ⊕ xR⇔ A = B.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî

A = a1R⊕ ...⊕ anR, B = b1R⊕ ...⊕ bn+mR,

äå a1R ⊇ ... ⊇ anR, b1R ⊇ ... ⊇ bn+mR. Çãiäíî ç [75], ÿêùî A1 òà B1 ¹

êàíîíi÷íèìè ôîðìàìè äëÿ A⊕xR òà B⊕xR, òîäi A1 = B1. Îá÷èñëèìî

ó ÿâíîìó âèãëÿäi A1 i B1, âèêîðèñòîâóþ÷è iíâàðiàíòè Ôiòòiíãà.

Äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñiâ ó äîâåäåííi ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ: ÷åðåç

a + b òà ab áóäåìî ïîçíà÷àòè iäåàëè aR + bR òà aR ∩ bR âiäïîâiäíî.

×àñòêîâèé ïîðÿäîê �≤� âiäïîâiäà¹ ïðèðîäíüîìó âêëþ÷åííþ ìíîæèí.

Ïiñëÿ îá÷èñëåííÿ iíâàðiàíòiâ Ôiòòiíãà, êàíîíi÷íi ôîðìè A1 òà B1

çàïèøóòüñÿ ó âèãëÿäi:

A1 = (a1 + x)⊕ (a2 + a1x)⊕ ...⊕ (an + an−1x)⊕ (anx),

B1 = (b1 + x)⊕ (b2 + b1x)⊕ ...⊕ (bn + bn−1x)⊕ (bn+1 + bnx)⊕

⊕...⊕ (bn+m−1 + bn+mx)⊕ (bn+mx)

Iç ðiâíîñòi A1 = B1 îòðèìà¹ìî òàêó ñèñòåìó ðiâíÿíü ñòîñîâíî ãîëîâíèõ
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iäåàëiâ: 

b1 + x = a1 + x

b2 + b1x = a2 + a1x

...

bn + bn−1x = an + an−1x

bn+1 + bnx = anx



bn+2 + bn+1x = 0

...

bn+m−1 + bn+mx = 0

bn+mx = 0

Iç ðiâíÿííÿ bn+2 + bn+1x = 0 ìè îòðèìà¹ìî, ùî bn+2 = 0, à òîìó bn+2 =

= ... = bn+m = 0. Îñêiëüêè bn+1 + bnx = anx, òî ìè ðîáèìî âèñíîâîê,

ùî bn+1 ≤ x i bnx = anx.

Äîìíîæóþ÷è (à, ïî ñóòi, ïåðåòèíàþ÷è) íà iäåàë an ðiâíÿííÿ bn +

bn−1x = an + an−1x ìè îòðèìà¹ìî, ùî

an + anx = anbn + anbn−1x = anbn + bnbn−1x = anbn + bnx ≤ bn.

Ïðîòå an = an + anx, à òîìó an ≤ bn. Àíàëîãi÷íî, äîìíîæóþ÷è òå ñàìå

ðiâíÿííÿ íà bn, ìè îòðèìà¹ìî, ùî bn ≤ an. Îòæå, an = bn.

Çíîâó æ, ç ðiâíÿííÿ bn+2+bn+1x = 0 âèïëèâà¹, ùî bn+1x = 0. Òàêèì

÷èíîì, äîìíîæåííÿ ðiâíîñòi bn+1 + bnx = anx íà iäåàë bn+1 äà¹ íàì

bn+1 = bn+1 + bnbn+1x = anbn+1x = bnbn+1x = 0.

Îòæå, ïî÷àòêîâà ñèñòåìà ðiâíÿíü ãîëîâíèõ iäåàëiâ ñïðîùó¹òüñÿ i ìè
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îòðèìó¹ìî 

b1 + x = a1 + x

b2 + b1x = a2 + a1x

...

bn−1 + bn−2x = an−1 + an−2x

bn + bn−1x = an + an−1x

bnx = anx

.

Àíàëîãi÷íî, äîìíîæóþ÷è ðiâíÿííÿ bn−1+bn−2x = an−1+an−2x íà an−1,

áóäåìî ìàòè ðiâíiñòü

an−1bn−1 + an−1bn−2x = an−1.

ßêùî ïîìíîæèòè íà x îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ bn+bn−1x = an+an−1x,

ìè îòðèìà¹ìî

bnx+ bn−1x = anx+ an−1x,

à òîìó bn−1x = an−1x. Iç òîãî, ùî

an−1 = an−1bn−1 + an−1bn−2x

âèïëèâà¹, ùî an−1 ≤ bn−1. Àíàëîãi÷íî, bn−1 ≤ an−1. Òîìó an−1 = bn−1.

Ïîâòîðþþ÷è âêàçàíi ìiðêóâàííÿ ñêií÷åííó êiëüêiñòü ðàçiâ, íàøà ñè-

ñòåìà çâåäåòüñÿ äî òàêîãî âèãëÿäó:
b1 + x = a1 + x

b1x = a1x

Àëå, äîìíîæóþ÷è ïåðøå ðiâíÿííÿ íà a1 ìè îòðèìó¹ìî, ùî

a1 = a1 + a1x = a1b1 + a1x = a1b1 + b1x ≤ b1.
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Ïiñëÿ ïîäiáíèõ ìiðêóâàíü ìè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî a1 = b1.

Òîìó, ìàþ÷è êàíîíi÷íi ôîðìè A i B, iç içîìîðôiçìó A⊕ xR ∼=
∼= B ⊕ xR âèïëèâà¹, ùî ïðÿìèé äîäàíîê xR ìîæå áóòè ñêîðî÷åíèé,

òîáòî A = B. Ëåìó äîâåäåíî. �

Íàñëiäêîì ç öi¹¨ ëåìè ¹ òåîðåìà, ÿêà íàâåäåíà íèæ÷å.

Òåîðåìà 5.1.4. Íåõàé R ¹ ìîðôi÷íèì êiëüöåì òà [A], [B] ∈ K ′0(R).

Òîäi [A] = [B] òîäi i ëèøå òîäi, êîëè A = B, ó âèïàäêó êàíîíi÷íèõ

ôîðì A,B òà A ∼= B ó âñiõ iíøèõ âèïàäêàõ.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî [A] = [B]. Òîäi A⊕X ∼= B ⊕X, äëÿ

äåÿêîãî X = x1R ⊕ ... ⊕ xnR çãiäíî ç Ëåìîþ 5.1.1. Íåõàé A′ òà B′ ¹

êàíîíi÷íèìè ôîðìàìè

A⊕ (x1R⊕ ...⊕ xn−1R), B ⊕ (x1R⊕ ...⊕ xn−1R)

âiäïîâiäíî. Òîäi iç Ëåìè 5.1.3A′⊕xnR ∼= B′⊕xnR âèïëèâà¹, ùîA′ = B′,

à çâiäñè

A⊕ (x1R⊕ ...⊕ xn−1R) ∼= B ⊕ (x1R⊕ ...⊕ xn−1R).

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, â ðåçóëüòàòi ìè îòðèìà¹ìî, ùî A ∼= B. ßêùî

A òà B âæå ïåðåáóâàþòü ó êàíîíi÷íié ôîðìi, òî A = B. Òåîðåìó äîâå-

äåíî. �

Òàêèì ÷èíîì, iç ðiâíîñòi åëåìåíòiâ K ′0(R) âèïëèâà¹ içîìîðôiçì ¨õ

òâiðíèõ.

Ó âèïàäêó êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿR êëàñè÷íà ãðóïà ÃðîòåíäiêàK0(R)

ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà êiëüöå, âèçíà÷àþ÷è äîáóòîê çà ïðàâèëîì:

[P ] · [Q] = [P ⊗R Q]
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äëÿ äîâiëüíèõ ñêií÷åííî-ïîðîäæåíèõ ïðîåêòèâíèõ R-ìîäóëiâ P òà Q

íàä êîìóòàòèâíèì êiëüöåì R. Àíàëîãi÷íî, âèêîðèñòîâóþ÷è Òâåðäæå-

ííÿ 4.1.9 ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 5.1.5. Íåõàé R ¹ êîìóòàòèâíèì ìîðôi÷íèì êiëüöåì.

Àäèòèâíà àáåëåâà ãðóïàK ′0(R) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà êîìóòàòèâíå êiëü-

öå ç îäèíèöåþ, ÿêùî âèçíà÷èòè äîáóòîê çà ïðàâèëîì:

[aR][bR] = [aR⊗R bR]

äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ R, i ïîøèðèòè, çà ëiíiéíiñòþ, äàíó âëàñòèâiñòü

íà äîâiëüíi åëåìåíòè ç K ′0(R).

Çàóâàæèìî, ùî êîæåí åëåìåíò iç K ′0(R) ìîæå áóòè çàïèñàíèé ¹äè-

íèì ÷èíîì ó âèãëÿäi [A]− [B], äå A,B ∈ ∆(R) ïåðåáóâàþòü ó êàíîíi-

÷íié ôîðìi òà æîäíà ïàðà aiR, bjR íå ìîæå áóòè ñêîðî÷åíà ó âèðàçi

[A]− [B].

Ðîçãëÿíåìî ïîâåäiíêó ñëàáêî¨ ãðóïè ÃðîòåíäiêàK ′0(R) ïðè ïåðåõîäi

âiä êiëüöÿ R äî iíøîãî êiëüöÿ, i âèçíà÷èìî ¨¨ ñòðóêòóðó ó íàéïðîñòiøèõ

âèïàäêàõ.

Òâåðäæåííÿ 5.1.6. K ′0 ¹ ôóíêòîðîì iç êàòåãîði¨ ìîðôi÷íèõ êi-

ëåöü MorphicRings ó êàòåãîðiþ óñiõ êiëåöü.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f : R→ R′ ¹ ãîìîìîðôiçìîì ìiæ ìîðôi÷íèìè

êiëüöÿìè. Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà

M = m1R⊕ ...⊕mnR ∈ ∆(R)

âèçíà÷èìî åëåìåíò M ′ = f](M) ó òàêèé ñïîñiá:

f](M) = R′ ⊗RM ∼=
n⊕
i=1

(R′ ⊗R miR) ∼=
n⊕
i=1

(R′ ⊗R R/µiR) ∼=
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∼=
n⊕
i=1

(R′/f(µi)R
′) ∈ ∆(R′).

Òàêèì ÷èíîì, ãîìîìîðôiçì êiëåöü f : R→ R′ ïîðîäæó¹ ãîìîìîðôiçì

f∗ :


K ′0(R) → K ′0(R

′)

[A]− [B] 7→ [f](A)]− [f](B)]

àáåëåâèõ ãðóï K ′0(R) i K ′0(R
′). Áiëüøå òîãî, ÿêùî [aR], [bR] ∈ K ′0(R) òà

ìè äîäàòêîâî ïîêëàäåìî gR = aR∩ bR, gR ∼ γR, aR ∼ αR, bR ∼ βR

òîäi

f∗([aR⊗R bR]) = f∗([aR ∩ bR]) = [R′ ⊗R (aR ∩ bR)] =

= [R′ ⊗R (gR)] = [R′ ⊗R R/γR] = [R′/f(γ)R′] = [Ann(f(γ))]

i

f∗([Ann(a)]) · f∗([Ann(b)]) = [R′/f(α)R′] · [R′/f(β)R′] =

= [R′/f(α)R′ ⊗R R′/f(β)R′] = [R′/(f(α)R′ + f(β)R′)] =

= [Ann(f(α)R′ + f(β)R′)] = [Ann(f(αR′ + βR′))] = [Ann(f(γ))].

Îòæå, f∗ ¹ ãîìîìîðôiçìîì êiëåöü, i

K ′0 : MorphicRings Rings

¹ âiäîáðàæåííÿì iç êàòåãîði¨ óñiõ ìîðôi÷íèõ êiëåöü MorphicRings òà

¨õ ãîìîìîðôiçìiâ ó êàòåãîðiþ Rings, ÿêùî âèçíà÷èòè

K ′0 :


R 7→ K ′0(R)

R
f−→ R′ 7→ K ′0(R)

f∗−→ K ′0(R
′).

Ïåðåâiðèìî, ùî öå ôóíêòîð. Ñïðàâäi, ÿêùî f = 1R : R → R òîäi äëÿ

äîâiëüíèõ [A]− [B] ∈ K ′0(R) ìè îòðèìó¹ìî

f∗([A]− [B]) = [f](A)]− [f](B)] = [R⊗R A]− [R⊗R B] = [A]− [B],
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à çâiäñè K ′0(1R) = 1K ′0(R). ßêùî R
f−→ R′

g−→ R′′ ¹ ãîìîìîðôiçìàìè

ìîðôi÷íèõ êiëåöü, òî ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî

(g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗.

Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, âiçüìåìî äîâiëüíèé åëåìåíò [aR] ∈ K ′0(R),

i ïðèïóñòèìî, ùî aR ∼ αR. Òîäi

(g ◦ f)∗([aR]) = [R′′ ⊗R aR] = [R′′/g(f(α))R′′]

i

g∗(f∗(aR)) = g∗([R
′ ⊗R aR]) = g∗(R

′/f(α)R′) =

= [R′′ ⊗R′ R′/f(α)R′] = [R′′/g(f(α))R′′].

Îòæå, K ′0 ¹ ôóíêòîðîì. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. �

ßê íàñëiäîê, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî K ′0 çáåðiãà¹ ïðÿìi äîáóòêè ìîð-

ôi÷íèõ êiëåöü:

K ′0(
∏
i

Ri) ∼=
∏
i

K ′0(Ri).

Òåîðåìà 5.1.7. Íåõàé R ¹ ìîðôi÷íèì êiëüöåì. Òîäi ç K ′0(R) âè-

äiëÿ¹òüñÿ ïðÿìèé äîäàíîê içîìîðôíèé êiëüöþ öiëèõ ÷èñåë Z.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé ìàêñèìàëüíèé iäåàëM êiëüöÿ

R, òà âèçíà÷èìî ïðèðîäíié ãîìîìîðôiçì

f : R→ F = R/M

êiëüöÿ R ó ïîëå F . Òîäi K ′0 iíäóêó¹ ãîìîìîðôiçì

f∗ : K ′0(R)→ Z ∼= K ′0(F ).
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Âiäîáðàæåííÿ

i∗ :


Z → K ′0(R)

n 7→ n[R]

¹ ìîíîìîðôiçìîì, ïðè÷îìó f∗i∗ = 1Z òà êîðîòêà òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü

0→ ker f∗ → K ′0(R)
f∗−→ Z→ 0

¹ ðîçùåïëþâàíîþ:

K ′0(R) ∼= Z⊕ ker f∗.

Iç îñòàííüîãî içîìîðôiçìó âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. �

Òåîðåìà 5.1.8. Íåõàé R � ìîðôi÷íå êiëüöå. ßêùî K ′0(R) ∼= Z, òî

R ¹ ïîëåì, i íàâïàêè.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ, içîìîðôiçìK ′0(R) ∼=
∼= Z ¹ ìîæëèâèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî ìàêñèìàëüíîãî

iäåàëó M êiëüöÿ R

ker f∗ = 0

äå f : R→ F = R/M ¹ ïðèðîäíiì ãîìîìîðôiçìîì.

Ïðèïóñòèìî, ùî ker f∗ = {[A]− [B] | f∗([A]) = f∗([B])} = 0. Îñòàí-

íié âèðàç îçíà÷à¹, ùî ÿêùî f∗([A]) = f∗([B]), òî [A] = [B]. Îñêiëüêè R

¹ ìîðôi÷íèì êiëüöåì, òî åëåìåíò A ∈ ∆(R) çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

A = R/a1R⊕ ...⊕R/anR,

äå a1R ⊆ ... ⊆ anR. Òîäi

f](R/aiR) = R/M ⊗R R/aiR ∼= R/(M + aiR) =


F, ai ∈M ;

0, ai /∈M.



103

Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî f∗([A]) = k, äå ÷èñëî k ∈ {1, ..., n} ¹ òàêèì, ùî

a1, a2, ..., ak ∈M, ak+1, ..., an /∈M. Îñêiëüêè, iç ðiâíîñòi f∗([A]) =

= f∗([B]) âèïëèâà¹, ùî ëàíöþãè iäåàëiâ a1R ⊆ ... ⊆ anR òà b1R ⊆ ... ⊆

⊆ bmR ìàþòü îäíàêîâó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ â iäåàëi M . Òàêèì ÷èíîì,

óìîâà ker f∗ = 0 îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ùîíàéáiëüøå îäèí ëàíöþã âèãëÿäó

a1R ⊆ ... ⊆ akR äîâæèíè k âñåðåäèíi iäåàëó M, äëÿ êîæíîãî k ≥ 0.

Àëå, ÿêùî ìè ðîçãëÿíåìî ¹äèíèé ëàíöþã iäåàëiâ äîâæèíè k ≥ 2 â M,

òî êîæåí éîãî ÷ëåí ¹ ëàíöþãîì äîâæèíè 1 â M . Ïðîòå, óñi ëàíöþãè

äîâæèíè 1 ¹ ðiâíèìè, à òîìó, iñíó¹ ùîíàéáiëüøå 1 ãîëîâíèé iäåàë aR ó

iäåàëiM . ßêùîM 6= aR, òîäi iñíó¹ b ∈M \aR, òàêå, ùî aR 6= bR. Àëå

öå íåìîæëèâî, áî aR ¹ ¹äèíèì ëàíöþãîì äîâæèíè 1, à òîìó M = aR.

Áiëüøå òîãî, ÿêùî ðîçãëÿíóòè åëåìåíòè [A] = [R⊕R⊕aR] i [B] =

= [R⊕ aR] òîäi f∗([A]) = f∗([B]) = 1, i çâiäñè [A] = [B]. Òîäi

[R⊕R⊕ aR] = [R⊕ aR],

i ìè ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî [R] = [0]. Çãiäíî ç Òåîðåìîþ 5.1.4 ìè îòðèìó-

¹ìî, ùî R = 0. Äàíà ñóïåðå÷íiñòü ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî òàêîãî ìàêñè-

ìàëüíîãî iäåàëóM íå iñíó¹. Ïîâòîðþþ÷è äàíó ïðîöåäóðó äëÿ êîæíîãî

ìàêñèìàëüíîãî iäåàëó, ìè îòðèìó¹ìî, ùî ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ îêðiì

íóëüîâîãî íå iñíó¹, à òîìó R ¹ ïîëåì. Òåîðåìó äîâåäåíî. �
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5.2. Çâ'ÿçîê ñëàáêî¨ ãðóïè Ãðîòåíäiêà iç êiëüöÿìè Âiòòà

Çíàéäåìî çðó÷íèé ñïîñiá äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ óK ′0(R).

Ðîçïî÷íåìî iç äîáðå âiäîìîãî ó Ê-òåîði¨ îçíà÷åííÿ êiëüöÿ Âiòòà.

Îçíà÷åííÿ 5.2.2. Êiëüöåì Âiòòà (àáî âåêòîðàìè Âiòòà) íàä

êîìóòàòèâíèì êiëüöåì R íàçèâàþòü ìíîæèíó

W (R) = 1 + tR[[t]] = {1 + a1t+ a2t
2 + ...|a1, a2, ... ∈ R},

ÿêà ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ôîðìàëüíèõ ñòå-

ïåíåâèõ ðÿäiâ (öÿ îïåðàöiÿ âiäïîâiäà¹ äîäàâàííþ ó êiëüöÿõ), à ìíîæå-

ííÿ âèçíà÷åíå çà ïðàâèëîì çãîðòêè ó òàêèé ñïîñiá: äëÿ äîâiëüíîãî

åëåìåíòà f(t) ∈ W (R) iñíó¹ ðîçêëàä âèãëÿäó

f(t) =
∞∏
i=1

(1 + rit),

à òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî r ∈ R âèçíà÷èìî îïåðàöiþ

(1 + rt) ∗ f(t) = f(rt),

ÿêó ïîøèðþ¹ìî íà íåñêií÷åííi äîáóòêè. Îäèíèöåþ êiëüöÿW (R) ¹ åëå-

ìåíò 1 + t, à 1 ¹ íóëåì.

Ïåðåä áåçïîñåðåäíiì çàñòîñóâàííÿì âêàçàíî¨ êîíñòðóêöi¨ ââåäåìî

ùå îäíå îçíà÷åííÿ:

Îçíà÷åííÿ 5.2.3. Íåõàé R ¹ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì Áåçó. Íà-

ïiâêiëüöå

G(R) = {aR | a ∈ R}

ãîëîâíèõ iäåàëiâ öüîãî êiëüöÿ ñòîñîâíî äîäàâàííÿ òà ïåðåòèíó iäåàëiâ

íàçâåìî ãëîáàëiçàöi¹þ êiëüöÿ R.



105

Îñêiëüêè G(R) ¹ ëèøå íàïiâêiëüöåì, òî W (G(R)) òåæ áóäå íàïiâ-

êiëüöåì, âèêîðèñòîâóþ÷è ñõîæó iç êiëüöåì Âiòòà êîíñòðóêöiþ. Âèçíà-

÷èìî ïiäíàïiâêiëüöå

W0(G(R)) = {1+(a1R)t+(a2R)t2+...+(anR)tn|a1R ⊇ ... ⊇ anR, n ≥ 0}

íàïiâêiëüöÿ W (G(R)).

Êîæåí åëåìåíò f(t) = 1+(a1R)t+(a2R)t2+...+(anR)tn ∈ W0(G(R))

ìîæå áóòè çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi

f(t) =
n∏
i=1

(1 + aiRt).

Îäèíèöåþ íàïiâêiëüöÿ W0(G(R)) ¹ 1 + Rt, à 1 ¹ íóëüîâèì åëåìåíòîì.

Áiëüøå òîãî, ÿêùî

f(t) = 1 +
n∑
i=1

(aiR)ti, g(t) = 1 +
m∑
j=1

(bjR)tj

¹ äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè W0(G(R)), òî ¨õ ñóìà òà äîáóòîê îá÷èñëþþ-

òüñÿ çà ôîðìóëàìè

f(t) · g(t) = 1 +
n+m∑
k=1

(
∑
i+j=k

(aiR ∩ bjR))tk,

f(t) ∗ g(t) =
m∏
j=1

f((bjR)t) =
n∏
i=1

g((aiR)t) =

n,m∏
i,j=1,1

(1 + (aiR ∩ bjR)t).

Ïiñëÿ áåçïîñåðåäíiõ îá÷èñëåíü ìè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ñóìà òà äîáó-

òîê òàêîæ íàëåæàòü äî W0(G(R)).

Òåîðåìà 5.2.9. ßêùî R ¹ ìîðôi÷íèì êiëüöåì òî

K ′0(R) ∼= W ′(G(R)),

äå W ′(G(R)) ¹ êiëüöåâå ïîïîâíåííÿ íàïiâêiëüöÿ W0(G(R)).
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Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç f(t)
g(t) îïåðàöiþ âiäíiìàííÿ ó êiëüöi

W ′(G(R)) äëÿ åëåìåíòiâ f(t), g(t) (íàñïðàâäi, öå ôîðìàëüíå äiëåííÿ

ìíîãî÷ëåíiâ). Òàêèì ÷èíîì, êiëüöå W ′(G(R)) � öå ìíîæèíà åëåìåíòiâ

âèãëÿäó
1 + (a1R)t+ ...+ (anR)tn

1 + (b1R)t+ ...+ (bmR)tm
,

äå a1R ⊇ ... ⊇ anR, b1R ⊇ ... ⊇ bmR, n,m ≥ 0, iç îïåðàöi¹þ äîäàâàííÿ

a(t)

b(t)
· c(t)
d(t)

=
a(t)c(t)

b(t)d(t)

òà ìíîæåííÿì

a(t)

b(t)
∗ c(t)
d(t)

=
(a(t) ∗ c(t))(b(t) ∗ d(t))

(a(t) ∗ d(t))(b(t) ∗ c(t))

äëÿ äîâiëüíèõ a(t), b(t), c(t), d(t) ∈ W0(G(R)). Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåí-

íÿ

FR :


K ′0(R) → W ′(G(R))

[A]− [B] 7→ a(t)
b(t) = (1 +

∑n
i=1(aiR)ti)/(1 +

∑m
j=1(bjR)tj),

äå A = a1R ⊕ ... ⊕ anR, B = b1R ⊕ ... ⊕ bmR ¹ êàíîíi÷íîþ ôîðìîþ.

Âiäîáðàæåííÿ FR ¹ ái¹êöi¹þ, îñêiëüêè êàíîíi÷íà ôîðìà ¹ âèçíà÷åíà

îäíîçíà÷íî òà a(t) i b(t) ìàþòü îäíîçíà÷íi ðîçêëàäè

a(t) =
n∏
i=1

(1 + (aiR)t), b(t) =
m∏
j=1

(1 + (bjR)t).

Äàíå âiäîáðàæåííÿ ¹ ãîìîìîðôiçìîì, îñêiëüêè

FR(([A]− [B]) + ([C]− [D])) = FR([A⊕ C]− [B ⊕D]) =
a(t)c(t)

b(t)d(t)
=

FR([A]− [B]) · FR([C]− [D]),

à òàêîæ

FR(([A]−[B])([C]−[D])) = FR([A⊗RC]+[B⊗RD]−[B⊗RC]−[A⊗RD]) =
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=

∏
i,j(1 + (aiR ∩ cjR)t)

∏
k,l(1 + (bkR ∩ dlR)t)∏

i,l(1 + (aiR ∩ dlR)t)
∏

k,j(1 + (bkR ∩ cjR)t)
=

=
(a(t) ∗ c(t))(b(t) ∗ d(t))

(a(t) ∗ d(t))(b(t) ∗ c(t))
=
a(t)

b(t)
∗ c(t)
d(t)

= FR([A]− [B]) ∗ FR([C]− [D]).

Òîìó, FR ¹ içîìîðôiçìîì. Òåîðåìó äîâåäåíî. �

Òâåðäæåííÿ 5.2.10. Âiäîáðàæåííÿ

W ′ = W−1
0 W0 : Rings Rings

W0 : Semirings Semirings

G : BezoutRings Semirings

¹ ôóíêòîðàìè.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ïîêëàñòè

W ′(f) :


W ′(R) → W ′(R′)

1+a1t+...+ant
n

1+b1t+...+bmtm
7→ 1+f(a1)t+...+f(an)t

n

1+f(b1)t+...+f(bm)tm ,

W0(f) :


W0(R) → W0(R

′)

1 + a1t+ ...+ ant
n 7→ 1 + f(a1)t+ ...+ f(an)t

n,

G(f) :


G(R) → G(R′)

aR 7→ f(a)R′

äëÿ ãîìîìîðôiçìó f : R → R′ ó âiäïîâiäíié êàòåãîði¨, òî îáðàçàìè f

¹ ãîìîìîðôiçìè W ′(f),W0(f), G(f) ó âiäïîâiäíèõ êàòåãîðiÿõ. Ïðîñòà

ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî W ′, W0 i G çáåðiãàþòü îäèíè÷íi ãîìîìîðôiçìè

òà êîìïîçèöi¨ ãîìîìîðôiçìiâ. Îòæå, W ′, W0 i G ¹ ôóíêòîðàìè. �

Òåîðåìà 5.2.11. Ôóíêòîðè K ′0 òà W
′G ¹ ïðèðîäíî içîìîðôíèìè:

K ′0 ≈ W ′G.
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Äîâåäåííÿ. Çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþK ′0(R) ∼= W ′(G(R)) äëÿ êî-

æíîãî ìîðôi÷íîãî êiëüöÿ R, çà äîïîìîãîþ içîìîðôiçìó FR. Òàê, ÿêùî

f : R→ R′ ¹ äîâiëüíèì ãîìîìîðôiçìîì êiëåöü R i R′ òî

K ′0(R)
FR−−→ W ′(G(R))yK ′0(f) yW ′(G(f))

K ′0(R
′)

FR′−−→ W ′(G(R′))

¹ êîìóòàòèâíîþ äiàãðàìîþ, îñêiëüêè

(W ′(G(f))◦FR)([A]−[B]) = W ′(G(f))((1 +
n∑
i=1

(aiR)ti)/(1 +
m∑
j=1

(bjR)tj)) =

= (1 +
n∑
i=1

(f(ai)R
′)ti)/(1 +

m∑
j=1

(f(bj)R
′)tj) = (FR′ ◦K ′0(f))([A]− [B]).

Òîìó, K ′0 ≈ W ′G. Òåîðåìó äîâåäåíî. �

Iç öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ ñïîñiá îá÷èñëåííÿ íîðìàëüíî¨ ôîðìè Ñìi-

òà áëî÷íî¨ ñóìè A⊕B òà Êðîíåêåðîâîãî äîáóòêó A⊗B äâîõ çàäàíèõ

ìàòðèöü A i B, ÿêi âæå ïåðåáóâàþòü ó íîðìàëüíié ôîðìi Ñìiòà. Îñêiëü-

êè äîáóòîê ìiæ åëåìåíòàìè ó K ′0(R) ìîæå áóòè çäiéñíåíèé øëÿõîì

ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi îïåðàöié äîäàâàííÿ (ùî âèïëèâà¹ iç äèñòðèáóòèâ-

íîñòi òåíçîðíîãî äîáóòêó ñòîñîâíî ñêií÷åííèõ ïðÿìèõ ñóì), òî âèíèêà¹

ïîòðåáà ó øâèäêîìó îá÷èñëåííi ñóìè åëåìåíòiâ ó K ′0(R).

Íàâåäåìî îäèí iç ìîæëèâèõ ñïîñîáiâ. ßêùî [A] = [a1R⊕ ...⊕ anR]

i [B] = [b1R ⊕ ... ⊕ bmR] ¹ åëåìåíòàìè ç K ′0(R), ÿêi ïåðåáóâàþòü ó
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êàíîíi÷íèõ ôîðìàõ, òî çîáðàçèâøè [A] i [B] ó âèãëÿäi

[X] 7→



xn xn−1 · · · x1 1 0 0 · · · 0 0

0 xn · · · x2 x1 1 0 · · · 0 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 · · · 0 0 0 0 · · ·xn xn−1

0 0 · · · 0 0 0 0 · · · 0 xn


∈Mn+m(G(R)),

òà ïåðåìíîæóþ÷è ¨õ â Mn+m(G(R)), ìè îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ, ÿêà áóäå

çîáðàæåííÿì ñóìè [A ⊕ B]. Iíøèìè ñëîâàìè: ÿêùî J ¹ æîðäàíîâèì

áëîêîì ó Mn+m(G(R)) iç íóëüîâèìè åëåìåíòàìè ïî äiàãîíàëi, òî

[A]↔ anE + an−1J + ...+ a1J
n−1 + Jn,

[B]↔ bnE + bm−1J + ...+ b1J
m−1 + Jm,

[A⊕B]↔ (anE + ...+ a1J
n−1 + Jn)(bnE + ...+ b1J

m−1 + Jm),

i öåé äîáóòîê áóäå çîáðàæàòè øóêàíèé ðåçóëüòàò. Ïðîòå, iñíó¹ ïðîñòi-

øèé ìåòîä, à ñàìå, îá÷èñëèòè äîáóòîê


c1

c2
...

cn+m

 =



an an−1 · · · a1 1 0 · · · 0 0

0 an · · · a2 a1 1 · · · 0 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 · · · 0 0 0 · · · an an−1

0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 an


×



0

...

0

1

b1
...

bm−1

bm


i ìè îòðèìà¹ìî ñóìó [C] = [A⊕B], ÿêà ¹ ó íîðìàëüíié ôîðìi Ñìiòà.
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5.3. Ñòðóêòóðà åëåìåíòiâ ñëàáêî¨ ãðóïè Ãðîòåíäiêà

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè äîâåäåìî ðÿä âëàñòèâîñòåé êiëüöÿ K ′0(R), äå

R ¹ ìîðôi÷íèì êiëüöåì.

Ëåìà 5.3.12. Êîæåí iäåìïîòåíò e êiëüöÿ K ′0(R) ìîæå áóòè çî-

áðàæåíèé ó âèãëÿäi

e = [aR]([R]− [bR]),

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé [A]−[B] ¹ äîâiëüíèì iäåìïîòåíòîì êiëüöÿK ′0(R),

ïðè÷îìó âií çàïèñàíèé ñêîðî÷åíié ôîðìi (òîáòî, A,B ïåðåáóâàþòü ó

êàíîíi÷íèõ ôîðìàõ òà æîäíà ïàðà aiR, bjR íå ìîæå áóòè ñêîðî÷åíà).

Òîäi ([A]− [B])2 = [A]− [B], à òîìó

[A]2 + [B]2 + [B] = [A] + 2[A][B].

Ïðèïóñòèìî, ùî A′ = a2R⊕ ...⊕anR 6= 0. Çâiäñè [A]2 = [a1R⊕A′][A] =

[A] + [A′][A] i òîìó

[A]2 + [B]2 + [B] = [A] + 2[A][B].

Îñêiëüêè ñòàðøi çà âêëþ÷åííÿì êîìïîíåíòè ëiâî¨ òà ïðàâî¨ ÷àñòèíè

âêàçàíîãî âèðàçó ¹ ðiâíèìè, òî a1R ∩ a2R + b1R = a1R ∩ b1R, à çâiäñè

ìè îòðèìó¹ìî, ùî a2R ⊆ b1R, a2R = a1R ∩ b1R. Áiëüøå òîãî, ÿêùî

A′′ = a3R⊕ ...⊕ anR òîäi

[A′][A] = [a2R⊕A′′][a1R⊕a2R⊕A′′] = [a2R⊕a2R⊕3A′′] + [A′′]2 = ... =

= [2a2R⊕ 4a3R⊕ ...⊕ (2n− 2)anR],

[B]2 + [B] = [2b1R⊕ 4b2R⊕ ...⊕ (2m)(bmR)].
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Òàêèì ÷èíîì,
m∑
k=1

2k[bkR] +
n∑
i=2

(2i− 2)[aiR] = 2[a1R ∩ b1R]+

+2
n∑
i=2

[aiR ∩ b1R] + 2
m∑
k=2

[a1R ∩ bkR] + 2

n,m∑
i,k=2

[aiR ∩ bkR].

Àëå aiR∩ b1R = aiR, äå 2 ≤ i ≤ n i a2R = a1R∩ b1R, òîìó, ñêîðî÷óþ÷è

îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi, ìè ìà¹ìî, ùî
m∑
k=1

2k[bkR] +
n∑
i=3

(2i− 4)[aiR] =

= 2
n∑
i=2

[aiR ∩ b2R] + 2
m∑
k=2

[a1R ∩ bkR] + 2

n,m∑
i=2,k=3

[aiR ∩ bkR].

Çíîâó, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü ñòàðøèõ êîìïîíåíò ìè îòðèìó¹ìî, ùî

b1R + a3R = a1R ∩ b2R, à òîìó b1R ⊆ a1R, b1R = b2R. Âèêîðèñòîâó-

þ÷è òîé ôàêò, ùî a1R ∩ BkR = bkR, äëÿ 1 ≤ k ≤ m ìè îòðèìó¹ìî

ñïðîùåííÿ

4[b2R]+
m∑
k=3

(2k−2)[bkR]+
n∑
i=4

(2i−6)[aiR] = 2[a2R]+2

n,m∑
i=2,k=3

[aiR∩bkR].

Iç ðiâíîñòi ñòàðøèõ êîìïîíåíò âèïëèâà¹, ùî a2R = b1R = b2R, à çâiäñè

ìè îòðèìó¹ìî, ùî åëåìåíò [A]−[B] íå ¹ çàïèñàíèì ó ñêîðî÷åíié ôîðìi.

Iç îòðèìàíî¨ ñóïåðå÷íîñòi âèïëèâà¹, ùî A′ = 0 i A = aR, äëÿ äåÿêîãî

a ∈ R. Òîäi, iç ([aR]− [B])2 = [aR]− [B] âèïëèâà¹, ùî

[aR] + [B]2 + [B] = [aR] + 2[aR][B],

i çâiäñè
m∑
k=1

(2k)[bkR] = 2
m∑
k=1

[aR ∩ bkR].
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Îñêiëüêè îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi ¹ ó êàíîíi÷íèõ ôîðìàõ, òî b1R =

aR ∩ b1R. Îòæå, b1R ⊆ aR i òîìó
m∑
k=1

(2k)[bkR] = 2
m∑
k=1

[bkR].

Êiëüêiñòü íåíóëüîâèõ äîäàíêiâ çëiâà ¹ ðiâíîþ m2 + m, à ñïðàâà � 2m.

Îñêiëüêè ìè ïðèïóñêàëè, ùî [B] ¹ ó ñêîðî÷åíié ôîðìi, òî ¹äèíèì ìî-

æëèâèì âàðiàíòîì ¹ òîé, êîëè m2 +m = 2m, à òîìó m = 1.

Îòæå, êîæåí iäåìïîòåíò [A]− [B] çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi [A]− [B] =

[aR]− [aR ∩ bR], äå aR ⊇ bR, àáî

[A]− [B] = [aR]([R]− [bR]).

Ëåìó äîâåäåíî. �

Ëåìà 5.3.13. [A] ¹ îáîðîòíèì åëåìåíòîì êiëüöÿ K ′0(R) òîäi i

ëèøå òîäi, êîëè [A] = [R].

Äîâåäåííÿ. Íåõàé [A]([C] − [D]) = [R] i [C] − [D] ¹ ó ñêîðî÷åíié

ôîðìi. Òîäi [A][C] = [R]+ [A][D] iç ðiâíîñòi ñòàðøèõ êîìïîíåíò âèïëè-

âà¹, ùî a1R∩ c1R = R. Ëåãêî áà÷èòè, ùî a1R = c1R = R. Ïðèïóñòèìî,

ùî A = R⊕ A′, C = R⊕ C ′, C ′ 6= 0. Òîäi iç

[A′] + [C ′] + [A′][C ′] = [D] + [A′][D]

ìà¹ìî, ùî a2R+c2R = d1R. Íåõàé A′ = a2R⊕A′′, C ′ = c2R⊕C ′′, D =

= (a2R + c2R)⊕D′.

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ìè îòðèìó¹ìî:

[a2R] + [A′′] + [c2R] + [C ′′] + [a2R ∩ c2R] + [a2R][C ′′] + [c2R][A′′]+

+[A′′][C ′′] = [a2R + c2R] + [D′] + [a2R + c2R][A′] + [a2R + c2R][D′],
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à çâiäñè

[a2R + c2R] + 2[a2R ∩ c2R] + [A′′] + [C ′′] + [a2R][C ′′] + [c2R][A′′]+

+[A′′][C ′′] = [a2R + c2R] + 2[D′] + [a2R] + [A′′].

Ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ ðiâíèõ äîäàíêiâ ïî îáèäâi ñòîðîíè ðiâíîñòi ìè îòðè-

ìó¹ìî, ùî

2[a2R ∩ c2R] + [C ′′] + [a2R][C ′′] + [c2R][A′′] + [A′′][C ′′] = 2[D′] + [a2R].

Òîäi a2R ∩ c2R = a2R + d2R i d2R ⊆ a2R. Áiëüøå òîãî, a2R ∩ c2R =

= a2R i a2R ⊆ c2R. Òàêèì ÷èíîì, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî d1R = a2R +

c2R = c2R i åëåìåíò [C]− [D] íå ¹ çàïèñàíèì ó ñêîðî÷åíié ôîðìi. Iç öi¹¨

ñóïåðå÷íîñòi âèïëèâà¹, ùî C ′ = 0 i c2R = 0. Îòæå, [A′] = [A′][D] + [D],

à òîìó a2R = d1R. Òàêèì ÷èíîì, iç ðiâíîñòi [a2R] + [A′′] = ([a2R] +

+[A′′])([a2R]+[D′])+[a2R]+[D′] âèïëèâà¹, ùî [a2R]+2[D′]+[A′′][D′] = 0,

i òîìó a2R = 0. ßê íàñëiäîê, [A] = [R]. Ëåìó äîâåäåíî. �

Ëåìà 5.3.14. ßêùî ñòàðøi ñòîñîâíî âêëþ÷åííÿ êîìïîíåíòè åëå-

ìåíòiâ [A], [B] ∈ K ′0(R) ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèìè òà ìàþòü íóëüîâèé ïå-

ðåòèí, òî [A]− [B] ∈ U(K ′0(R)) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè [A]− [B] =

= [R]− 2[xR], äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà [xR] ∈ K ′0(R).

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî [A]− [B] ∈ U(K ′0(R)). Òîäi [A]2 +

+ [B]2 = ([A] − [B])2 ∈ U(K ′0(R)), à òîìó [A]2 + [B]2 = [R]. Ïåðøîþ i

äðóãîþ êîìïîíåíòîþ [A]2 + [B]2 ¹ a1R + b1R, a2R + a1Rb1R + b2R, i ç

¹äèíîñòi êàíîíi÷íî¨ ôîðìè âèïëèâà¹, ùî a1R+ b1R = R i a2R+ b2R =

= a2R+a1Rb1R+b2R = 0. Òîäi a2R = b2R = 0 i [A]− [B] = [aR]− [bR],

äëÿ äåÿêèõ âçà¹ìíî ïðîñòèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R. Îòæå, [A]− [B] =
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= [aR ⊕ bR] − 2[bR] = [(aR + bR) ⊕ (aR ∩ bR)] − 2[bR] = [R] − 2[bR].

Ëåìó äîâåäåíî. �

Òâåðäæåííÿ 5.3.15. ßêùî R ¹ ìîðôi÷íèì êiëüöåì, òî K ′0(R) ¹

ðåäóêîâàíèì êiëüöåì.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî [A] − [B] ∈ K ′0(R) ¹ íiëüïîòåíòíèì

åëåìåíòîì i

([A]− [B])2 = [0].

Òîäi [A]2+[B]2 = 2[A⊗RB]. Çà Òåîðåìîþ 5.1.4 öÿ ðiâíiñòü åêâiâàëåíòíà

ðiâíîñòi êàíîíi÷íèõ ôîðì (A⊗RA)⊕ (B⊗RB) i (A⊗RB)⊕ (A⊗RB).

Ïðîòå, ñòàðøèì ÷ëåíîì ïðàâî¨ ÷àñòèíè ¹ a1R∩ b1R, à a1R+ b1R � ëiâî¨

÷àñòèíè. Òîäi

a1R, b1R ⊆ a1R + b1R = a1R ∩ b1R ⊆ a1R, b1R.

Çâiäñè a1R = b1R, i ìè ñêîðî÷ó¹ìî öi êîìïîíåíòè ó [A] − [B]. Ïðî-

äîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, ìè îòðèìà¹ìî, ùî [A] − [B] � öå ëèøå [X] =

[x1R⊕ ...⊕ xkR], ïðè÷îìó [X]2 = 0.

Ñòàðøà êîìïîíåíòà [X]2 ðiâíà x1R i ¹ íóëüîâîþ, à òîìó i [X] =

= [A]− [B] ¹ ðiâíèì [0]. Îòæå, K ′0(R) ¹ ðåäóêîâàíèì êiëüöåì. Òåîðåìó

äîâåäåíî. �

Ó âèïàäêó êîìóòàòèâíîãî ðåãóëÿðíîãî êiëüöÿ R ñèòóàöiÿ ñïðîùó-

¹òüñÿ. Íåõàé a ∈ R. Òîäi iñíó¹ x ∈ R, òàêèé, ùî a2x = a i çãiäíî ç

Òâåðäæåííÿì 4.1.1

aR ∼ (1− ax)R.

Òàêèì ÷èíîì aR + Ann(a) = R i

aR+ Ann(a) = R, aR∩Ann(a) = aR∩ (1− ax)R = aR · (1− ax)R = 0.
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Åëåìåíòè êiëüöÿ K ′0(R) îòðèìóþòü òàêèé âèãëÿä: ÿêùî [A]− [B] ∈

∈ K ′0(R) òî

[A]− [B] = [
n⊕
i=1

aiR] + [
m⊕
j=1

Ann(bj)]−
m∑
j=1

[bjR⊕Ann(bj)] = [A′]−m[R]

äëÿ äåÿêèõ [A′] ∈ K ′0(R). Iíøèìè ñëîâàìè, îòðèìàíî ðåçóëüòàò, ÿêèé

ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè çà äîïîìîãîþ òâåðäæåííÿ íèæ÷å.

Òâåðäæåííÿ 5.3.16. ßêùî R ¹ êîìóòàòèâíèì ðåãóëÿðíèì êiëü-

öåì, òîäi

K ′0(R) = {[A]−m[R]|m ≥ 0, A = a1R⊕ ...⊕ anR}.

Âiäîìî, ùî äëÿ êîæíîãî ïðîåêòèâíîãî ìîäóëÿ P íàä êiëüöåì R

iñíó¹ äåÿêèé âiëüíèé R-ìîäóëü F òà ïiäìîäóëü Q ìîäóëÿ F, ùî

P ⊕Q = F.

Òîìó, êîæåí åëåìåíò âK0(R) ìîæå áóòè çàïèñàíèé ó âèãëÿäi [P1]−[P2],

i, êðiì òîãî,

[P1]− [P2] = [P1 ⊕Q2]− [P2 ⊕Q2] = [P1 ⊕Q2]− n[R],

äå P2 ⊕ Q2
∼= Rn. Òàêèì ÷èíîì, âèâ÷åííÿ ñòðóêòóðè ãðóïè K ′0(R) äî-

ïîìîæå âèâ÷èòè áóäîâè ãðóïè Ãðîòåíäiêà K0(R).

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ¹ âàæëèâèì ç îãëÿäó íà éîãî çâ'ÿçîê iç çâè-

÷àéíîþ ãðóïîþ Ãðîòåíäiêà ðåãóëÿðíîãî êiëüöÿ R.

Òåîðåìà 5.3.17. ßêùî R ¹ ðåãóëÿðíèì êiëüöåì, òî

K0(R) = K ′0(R).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè êîæíå êîìóòàòèâíå ðåãóëÿðíå êiëüöå ¹ êiëü-

öåì iç âëàñòèâiñòþ çàìiíè, òî çãiäíî ç [114] êîæåí ñêií÷åííî-ïîðîäæåíèé
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ïðîåêòèâíèé ìîäóëü ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ãîëîâíèõ iäåàëiâ ïîðîäæåíèõ

iäåìïîòåíòàìè. Êðiì òîãî, ÿêùî êîæåí ãîëîâíèé iäåàë ðåãóëÿðíîãî

êiëüöÿ ïîðîäæó¹òüñÿ äåÿêèì iäåìïîòåíòîì i ïðÿìà ñóìà ãîëîâíèõ iäå-

àëiâ ¹ ïðîåêòèâíèì ìîäóëåì. Îòæå, îñêiëüêè òâiðíi ñïiâïàäàþòü, òî

K0(R) = K ′0(R). Òåîðåìó äîâåäåíî. �

Òåîðåìà 5.3.18. ßêùî R ¹ êîìóòàòèâíèì ìîðôi÷íèì êiëüöåì

åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, òî K0(R) ⊆ K ′0(R).

Äîâåäåííÿ. Äîâiëüíèé ñêií÷åííî-ïîðîäæåíèé ïðîåêòèâíèé ìîäóëü

íàä êiëüöåì R ¹ ñêií÷åííî-çîáðàæóâàíèì, à òîìó, ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ

öèêëi÷íî-çîáðàæóâàíèõ ìîäóëiâ, ÿêi içîìîðôíi ãîëîâíèì iäåàëàì äà-

íîãî êiëüöÿ. Òîìó òâiðíi ãðóïè Ãðîòåíäiêà K0(R) íàëåæàòü K ′0(R), i

âèêîíó¹òüñÿ øóêàíå âêëþ÷åííÿ. Òåîðåìó äîâåäåíî. �

ÂÈÑÍÎÂÊÈ:

Ó äàíîìó ðîçäiëi ââîäèòüñÿ òà âèâ÷à¹òüñÿ ñëàáêà ãðóïà Ãðîòåíäiêà

ìîðôi÷íîãî êiëüöÿ. Âñòàíîâëåíî, ùî:

1) içîìîðôíi ãîëîâíi iäåàëè ìîæíà ñêîðî÷óâàòè ó içîìîðôíèõ ïðÿ-

ìèõ ñóìàõ ãîëîâíèõ iäåàëiâ ìîðôi÷íèõ êiëåöü;

2) ñëàáêà ãðóïà Ãðîòåíäiêà içîìîðôíà ïiäêiëüöþ êiëüöÿ Âiòòà íàä

ãëîáàëiçàöi¹þ ìîðôi÷íîãî êiëüöÿ;

3) ôóíêòîð ñëàáêî¨ ãðóïè Ãðîòåíäiêà içîìîðôíèé äîáóòêó ôóíêòî-

ðà ãëîáàëiçàöi¨ íà ôóíêòîð, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ïåâíîìó ïiäêiëüöþ êiëüöÿ

Âiòòà;

4) ñëàáêà ãðóïà Ãðîòåíäiêà ¹ ðåäóêîâàíèì êiëüöåì, à òàêîæ çíà-

éäåíi ¨¨ iäåìïîòåíòè òà îáîðîòíi åëåìåíòè;

5) ñëàáêà ãðóïà Ãðîòåíäiêà ñïiâïàäà¹ iç çâè÷àéíîþ ãðóïîþ Ãðîòåí-
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äiêà äëÿ ðåãóëÿðíèõ êiëåöü;

6) çâè÷àéíà ãðóïà Ãðîòåíäiêà ¹ ïiäãðóïîþ ñëàáêî¨ ãðóïè Ãðîòåíäiêà

äëÿ ìîðôi÷íèõ êiëåöü åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Ðåçóëüòàòè äàíîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòi [107].



118

Çàãàëüíi âèñíîâêè

Äèñåðòàöiÿ ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ ñòàáiëüíîãî ðàíãó êiëåöü, çîê-

ðåìà óçàãàëüíåíî àäåêâàòíèõ êiëåöü, âèâ÷åííþ âëàñòèâîñòåé ãîëîâíèõ

iäåàëiâ êiëåöü Áåçó òà ìîðôi÷íèõ êiëåöü, ââåäåíî ïîíÿòòÿ ñëàáêî¨ ãðóïè

Ãðîòåíäiêà ìîðôi÷íîãî êiëüöÿ. Òàêîæ âèâ÷àþòüñÿ íåêîìóòàòèâíi äóî-

êiëüöÿ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Ó äèñåðòàöi¨ àâòîðîì îòðèìàíî òàêi íîâi ðåçóëüòàòè:

1) ââåäåíî ïîíÿòòÿ ñëàáêî¨ ãðóïè Ãðîòåíäiêà ìîðôi÷íîãî êiëüöÿ òà

äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi ¨¨ åëåìåíòiâ;

2) âñòàíîâëåíî âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ñëàáêîþ ãðóïîþ Ãðîòåíäiêà òà

ïiäêiëüöåì êiëüöÿ Âiòòà íàä ãëîáàëiçàöi¹þ ìîðôi÷íîãî êiëüöÿ;

3) âñòàíîâëåíî ðiâíiñòü ñëàáêî¨ òà çâè÷àéíî¨ ãðóïè Ãðîòåíäiêà äëÿ

ðåãóëÿðíèõ êiëåöü à òàêîæ íàâåäåíî íåîáõiäíó óìîâó êiëüöÿ åëåìåí-

òàðíèõ äiëüíèêiâ ó òåðìiíàõ ãðóï Ãðîòåíäiêà;

4) ââåäåíî ïîíÿòòÿ ìàéæå âiëüíîãî âiä êâàäðàòiâ åëåìåíòà òà ïîêà-

çàíî, ùî òàêi åëåìåíòè ¹ àäåêâàòíèìè åëåìåíòàìè ìàéæå ñòàáiëüíîãî

ðàíãó 1 ó äóî-îáëàñòÿõ Áåçó;

5) ïîêàçàíî, ùî åëåìåíò äóî-îáëàñòi Áåçó ¹ ìàéæå âiëüíèì âiä êâà-

äðàòiâ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ôàêòîð-êiëüöå ïî ãîëîâíîìó iäåàëó, ÿêèé

âií ïîðîäæó¹, ¹ ðåãóëÿðíèì êiëüöåì;

6) äîâåäåíî, ùî ôàêòîð-êiëüöå êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ Áåçó çà ãî-

ëîâíèì iäåàëîì, ÿêèé ïîðîäæåíèé íå äiëüíèêîì íóëÿ, ¹ ìîðôi÷íèì

êiëüöåì, à òàêîæ íàâåäåíî óìîâè, êîëè ôàêòîð-êiëüöå äîâiëüíîãî êî-

ìóòàòèâíîãî êiëüöÿ ¹ ìîðôi÷íèì;
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7) âñòàíîâëåíî âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ìîðôi÷íèìè ïàðàìè ïðè àðèôìå-

òè÷íèõ îïåðàöiÿõ ó òåðìiíàõ òâiðíèõ öèõ ïàð;

8) ïîêàçàíî, ùî ñòàáiëüíèé ðàíã óçàãàëüíåíî àäåêâàòíîãî êiëüöÿ

ðiâíèé 2, à òàêîæ, ùî òàêi êiëüöÿ ¹ êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ;

9) äîâåäåíî, ùî ìîðôi÷íå ïðàâå ÌÐI-êiëüöå ¹ ñòðîãî ðåãóëÿðíèì

êiëüöåì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíî ¹ äóî-êiëüöåì.
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