
НАЦIОНАЛЬНА АКАДЕМIЯ НАУК УКРАЇНИ
IНСТИТУТ МАТЕМАТИКИ

Бойко Вячеслав Миколайович

УДК 517.958

Узагальненi оператори Казiмiра,
сингулярнi модулi редукцiї

та симетрiї диференцiальних рiвнянь

01.01.03 — математична фiзика
111 — математика

Автореферат
дисертацiї на здобуття наукового ступеня

доктора фiзико-математичних наук

Київ — 2017



Дисертацiєю є рукопис.
Роботу виконано в Iнститутi математики НАН України.

Науковий консультант:
доктор фiзико-математичних наук, професор
Попович Роман Омелянович
Iнститут математики НАН України,
провiдний науковий спiвробiтник вiддiлу математичної фiзики.

Офiцiйнi опоненти:
доктор фiзико-математичних наук, професор
Бiлоколос Євген Дмитрович,
Iнститут магнетизму НАН та МОН України, м. Київ,
головний науковий спiвробiтник вiддiлу теорiї магнiтних явищ
та магнiтної динамiки конденсованих середовищ;
доктор фiзико-математичних наук, професор
Гаврилик Олександр Михайлович,
Iнститут теоретичної фiзики
iм. М.М. Боголюбова НАН України, м. Київ,
завiдувач вiддiлу математичних методiв в теоретичнiй фiзицi;
доктор фiзико-математичних наук, професор
Парасюк Iгор Остапович,
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка,
завiдувач кафедри геометрiї, топологiї i динамiчних систем.

Захист вiдбудеться 23 сiчня 2018 р. о 15 годинi на засiданнi спецiалi-
зованої вченої ради Д 26.206.01 Iнституту математики НАН України
за адресою: 01004, м. Київ, вул. Терещенкiвська, 3.

З дисертацiєю можна ознайомитись у бiблiотецi Iнституту матема-
тики НАН України.

Автореферат розiсланий 21 грудня 2017 р.

Вчений секретар
спецiалiзованої вченої ради А.С. Романюк



– 1 –

ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Одне з можливих пояснень “незбагненної
ефективностi математики у природничих науках” полягає в тому, що
однi й тi самi математичнi моделi можуть успiшно описувати досить
широке коло явищ, iнколи зовсiм рiзної природи. Саме такi моделi
є найцiкавiшими об’єктами математичних дослiджень. Характерною
рисою, що виокремлює їх серед нескiнченної множини потенцiйних
моделей, є наявнiсть широких симетрiй, тобто iнварiантнiсть вiднос-
но широких груп перетворень. Симетрiї вiдiграють визначну роль
у формулюваннi та дослiдженнi сучасних моделей математичної фi-
зики. Галузь математики на стику загальної теорiї симетрiй, теорiї
груп i алгебр Лi, математичної фiзики i теорiї диференцiальних рiв-
нянь називають груповим аналiзом диференцiальних рiвнянь.

Пiдвищений iнтерес до групового аналiзу пов’язаний з його дiє-
вiстю у застосуваннях до проблем теоретичної та математичної фi-
зики, математичної бiологiї, метеорологiї тощо. Зокрема, вiн надає
ефективнi iнструменти для побудови точних та наближених розв’яз-
кiв складних нелiнiйних моделей. Дослiдження щодо симетрiй дифе-
ренцiальних рiвнянь та сумiжних проблем активно виконують у про-
вiдних наукових центрах свiту, таких як Центр математичних дослi-
джень Монреальського унiверситету (м. Монреаль, Канада), Мiнне-
сотський унiверситет (м. Мiннеаполiс, США), Iнститут гiдродинамi-
ки iм. М.А. Лаврентьєва Сибiрського вiддiлення РАН (м. Новоси-
бiрськ, Росiя) та багатьох iнших. Значну увагу зосереджено на роз-
ширеннi рiзноманiття розглядуваних симетрiй, якi зараз включають
точковi, контактнi, узагальненi, неперервнi, дискретнi, умовнi, по-
тенцiальнi, прихованi, наближенi симетрiї, супер- та парасуперсиме-
трiї, перетворення Беклунда тощо. Розгляд складнiших багатовимiр-
них моделей i постановка нових типiв задач призводить до потреби
розробки нових, потужнiших методiв групового аналiзу, що в свою
чергу вимагає розвитку теорiї. При цьому низка його класичних про-
блем залишається нерозв’язаними. Українська школа групового ана-
лiзу диференцiальних рiвнянь займає провiднi позицiї з дослiджень
у цiй галузi. Зокрема, у роботах В.I. Фущича, А.Г. Нiкiтiна, М.I. Сє-
рова, Р.М. Цифри, Р.З. Жданова, В.I. Лагна, Р.О. Поповича та їхнiх
учнiв отримано низку вагомих результатiв щодо умовної iнварiант-
ностi диференцiальних рiвнянь, їх групової класифiкацiї та класи-
фiкацiї законiв збереження, диференцiальних iнварiантiв тощо.
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Зв’язок теорiї груп i алгебр Лi з груповим аналiзом диференцi-
альних рiвнянь iнтенсивно поглиблюється через розвиток алгебраїч-
них методiв у груповому аналiзi. I навпаки, задачi групового ана-
лiзу стимулюють розвиток нових методiв у рiзних областях теорiї
груп i алгебр Лi, включаючи пов’язанi з iнварiантами, узагальнени-
ми операторами Казiмiра, реалiзацiями та контракцiями алгебр Лi.
Зокрема, класифiкацiя реалiзацiй алгебр Лi векторними полями є
основним кроком у процедурi групової класифiкацiї диференцiаль-
них рiвнянь алгебраїчним методом. Узагальненi оператори Казiмiра
напiвпростих i неоднорiдних алгебр Лi, а також низькорозмiрних та
фiзично важливих алгебр Лi фiксованих розмiрностей добре вiдомi,
але для розв’язних алгебр Лi настiльки повних результатiв немає.
Окрiм того, традицiйно для побудови узагальнених операторiв Ка-
зiмiра розв’язних алгебр використовували iнфiнiтезимальний метод,
що призводило до необхiдностi iнтегрування надзвичайно громiзд-
ких перевизначених систем квазiлiнiйних рiвнянь з частинними по-
хiдними першого порядку. У першому роздiлi дисертацiї запропоно-
вано набагато ефективнiший алгебраїчний метод обчислення таких
операторiв. Переваги методу продемонстровано на дiйсних низько-
розмiрних алгебрах Лi та вперше вичерпно описано узагальненi опе-
ратори Казiмiра для низки серiй розв’язних алгебр Лi довiльної роз-
мiрностi з фiксованими нiльрадикалами.

Так званий некласичний метод знаходження точних розв’язкiв
диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними запропоновано
Дж. Блуменом i Дж. Коулом. Згодом цей пiдхiд у рiзних термiнах
(метод некласичної, умовної або Q-умовної симетрiї, прямий метод,
метод редукцiї та iн.) розвинуто у роботах I.М. Цифри, В.I. Фущича,
М.I. Сєрова, П. Вiнтернiца, П. Кларксона, Е. Менсфiлд, Є.М. Во-
робйова, П. Олвера, Р.З. Жданова, В.I. Лагна, Р.О. Поповича та
iнших. Вiн дозволяє отримати точнi розв’язки диференцiальних
рiвнянь з частинними похiдними, якi неможливо побудувати в рам-
ках методу Лi. Водночас задача вiдшукання некласичних симетрiй
деякого диференцiального рiвняння й, тим бiльше, їх класифiкацiї
в класах диференцiальних рiвнянь технiчно та теоретично є значно
складнiшою, нiж аналогiчна задача для лiївських симетрiй. Це
пояснює, чому iснує мало прикладiв вичерпного опису таких си-
метрiй i не було отримано глибоких теоретичних результатiв щодо
них. На деякi базовi питання теорiї некласичних симетрiй лише
нещодавно знайдено вiдповiдi, але бiльшiсть iз них залишається
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вiдкритими. Тому в дисертацiї значну увагу придiлено перебудовi,
впорядкуванню та подальшому розвитку цiєї теорiї, починаючи зi
строгого означення модулiв редукцiї диференцiальних рiвнянь як
її фундаменту. На основi нового поняття сингулярних модулiв ре-
дукцiї диференцiальних рiвнянь, зокрема, удосконалено процедуру
пошуку некласичних симетрiй та узагальнено всi ранiше вiдомi
“no-go” результати щодо них.

Значну частину задач групового аналiзу диференцiальних рiв-
нянь складають класифiкацiї — з точнiстю до певної еквiвалентнос-
тi — деяких об’єктiв, пов’язаних з диференцiальними рiвняннями (як
то лiївських симетрiй, модулiв редукцiї, законiв збереження чи по-
тенцiальних симетрiй). Водночас класичнi методи групового аналiзу
вже вичерпали свiй потенцiал; їх застосування у прикладних багато-
вимiрних задачах призводить до занадто громiздких обчислень. За-
пропонованi останнiм часом пiдходи, включаючи рiзноманiтнi алге-
браїчнi методи, дозволили подолати цей бар’єр. Завдяки ним вдало-
ся розв’язати класифiкацiйнi задачi ранiше недосяжної складностi,
спростити обчислення, уточнити та виправити недолiки або навiть
помилки в iснуючих класифiкацiях, виконаних на основi класичних
технiк. Саме за допомогою сучасних пiдходiв у дисертацiї розв’яза-
но класифiкацiйнi задачi для класiв як звичайних диференцiальних
рiвнянь, так i рiвнянь з частинними похiдними.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Дисертацiю виконано у вiддiлi математичної фiзики Iнституту
математики НАН України в рамках тем “Аналiтичнi та симетрiйнi
методи дослiдження диференцiальних моделей математичної фiзи-
ки” (номер держреєстрацiї 0198U001993), “Теоретико-груповий ана-
лiз нелiнiйних проблем математичної фiзики, хiмiї, бiологiї та еко-
номiки” (номер держреєстрацiї 0101U000098), “Симетрiя та iнтегров-
нiсть нелiнiйних моделей” (номер держреєстрацiї 0106U000436), “Си-
метрiя, суперсиметрiя та iнтегровнiсть диференцiальних рiвнянь”
(номер держреєстрацiї 0110U008615), “Симетрiя, суперсиметрiя та
суперiнтегровнiсть рiвнянь математичної фiзики” (номер держреє-
страцiї 0116U003059).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи
є розробка нових методiв та алгоритмiв групового аналiзу диферен-
цiальних рiвнянь, а також дослiдження деяких проблем iз сумiжних
областей теорiї алгебр Лi. Основну увагу в дисертацiї зосереджено
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на задачах, пов’язаних з узагальненими операторами Казiмiра та ре-
алiзацiями алгебр Лi, лiївськими симетрiями та модулями редукцiї
диференцiальних рiвнянь.

Об’єктом дослiдження є низькорозмiрнi алгебри Лi, серiї роз-
в’язних алгебр Лi довiльної розмiрностi з фiксованими структурами
нiльрадикалiв, загальнi класи диференцiальних рiвнянь, еволюцiйнi
рiвняння та їх спецiальнi класи, квазiлiнiйнi диференцiальнi рiвнян-
ня другого порядку, звичайнi диференцiальнi рiвняння та системи
таких рiвнянь.

Предметом дослiдження є узагальненi оператори Казiмiра та ре-
алiзацiї алгебр Лi векторними полями, сингулярнi модулi диференцi-
альних функцiй та диференцiальних рiвнянь, диференцiальнi iнварi-
анти, групи та групоїди еквiвалентностi класiв диференцiальних рiв-
нянь, а також лiївськi симетрiї, модулi редукцiї, закони збереження
та точнi розв’язки диференцiальних рiвнянь.

Методи дослiдження. Оригiнальний алгебраїчний метод обчис-
лення узагальнених операторiв Казiмiра на основi картанiвського
методу рухомих реперiв, класичний iнфiнiтезимальний метод Лi–
Овсяннiкова, модифiкацiя методу некласичних симетрiй з викорис-
танням поняття сингулярних модулiв диференцiальних рiвнянь, рiз-
номанiтнi версiї алгебраїчного методу групової класифiкацiї дифе-
ренцiальних рiвнянь, прямий метод обчислення перетворень еквiва-
лентностi.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результа-
ти, якi визначають наукову новизну та виносяться на захист, такi:
1. Запропоновано алгебраїчний метод обчислення узагальнених

операторiв Казiмiра алгебр Лi, що використовує картанiвський
метод рухомих реперiв у версiї Фелса–Олвера. З метою тесту-
вання методу та демонстрацiї його переваг обчислено iнварiанти
дiйсних низькорозмiрних алгебр Лi.

2. Уперше побудовано базиси узагальнених операторiв Казiмiра се-
рiй розв’язних алгебр Лi довiльної розмiрностi з фiксованими
структурами нiльрадикалiв, зокрема майже абелевих алгебр Лi,
розв’язних алгебр Лi, нiльрадикали яких є ниткоподiбними май-
же абелевими алгебрами, нiльпотентних алгебр строго верх-
ньотрикутних матриць та розв’язних алгебр Лi з трикутни-
ми нiльрадикалами й дiагональними нiльнезалежними елемен-
тами.
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3. Введено строге означення модулiв редукцiї диференцiальних рiв-
нянь. На його основi переглянуто та наново побудовано теорiю
“некласичних симетрiй” диференцiальних рiвнянь. Запропоно-
вано поняття сингулярних модулiв редукцiї диференцiальних
рiвнянь та дослiджено властивостi таких модулiв.

4. Детально вивчено сингулярнi модулi редукцiї еволюцiйних рiв-
нянь i квазiлiнiйних рiвнянь другого порядку, а також редукцiї
диференцiальних рiвнянь до алгебраїчних рiвнянь та звичайних
диференцiальних рiвнянь першого порядку, що впорядкува-
ло й узагальнило всi ранiше вiдомi “no-go” результати щодо
“некласичних симетрiй” диференцiальних рiвнянь.

5. Узагальнено теорему Лi про диференцiальнi iнварiанти одно-
параметричної групи локальних перетворень, а саме доведено,
що за вiдомого унiверсального iнварiанта повний набiр функ-
цiонально незалежних диференцiальних iнварiантiв будь-якого
порядку такої групи можна побудувати за допомогою однiєї
квадратури та диференцiювання. Проаналiзовано зв’язок мiж
диференцiальними iнварiантами першого порядку та iнтегру-
ванням систем рiвнянь типу Рiккатi.

6. Прокласифiковано лiївськi симетрiї систем лiнiйних звичайних
диференцiальних рiвнянь другого порядку з комутуючими
сталими матрицями коефiцiєнтiв. Отримано точнi нижнi та
верхнi оцiнки розмiрностей максимальних алгебр лiївської
iнварiантностi цих систем.

7. Дослiджено групоїди еквiвалентностi класу лiнiйних звичайних
диференцiальних рiвнянь довiльного порядку та його пiдкласiв,
пов’язаних з рацiональною формою, формою Лагера–Форсайта,
першою та другою формами Арнольда. Це дозволило провес-
ти повну групову класифiкацiю таких рiвнянь алгебраїчним
методом трьома рiзними способами.

8. Проведено повну групову класифiкацiю нелiнiйних галiлей-iнва-
рiантних узагальнень рiвнянь Бюргерса й Кортевега–де Фрiза
довiльного порядку.

9. Доведено теорему про лiнiйнi оператори редукцiї загального
лiнiйного диференцiального рiвняння з частинними похiдними.
Дослiджено умовнi та потенцiальнi симетрiї лiнiйного рiвняння
стрижня.
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10. Доведено, що кожен найпростiший потенцiальний закон збе-
реження будь-якого (1+1)-вимiрного лiнiйного еволюцiйного
рiвняння парного порядку iндуковано локальним законом збе-
реження цього рiвняння. Запропоновано ефективний критерiй
перевiрки, коли квадратичний закон збереження найпростi-
шої лiнiйної потенцiальної системи є чисто потенцiальним
законом збереження вiдповiдного (1+1)-вимiрного лiнiйного
еволюцiйного рiвняння непарного порядку.

11. Описано нелiнiйнi рiвняння типу Шрьодiнгера, якi сумiснi
з принципом вiдносностi Галiлея та розв’язки яких задоволь-
няють рiвняння неперервностi.
Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна

робота має теоретичний характер. Отриманi результати та розвину-
тi методи можна використати у подальших дослiдженнях нелiнiйних
диференцiальних рiвнянь, алгебр Лi, а також моделей сучасної ма-
тематичної та теоретичної фiзики.

Особистий внесок здобувача. Усi результати, що виносяться
на захист, одержано здобувачем самостiйно. У роботах, якi опублi-
ковано разом з iншими авторами, розподiл особистих внескiв такий.

У циклi статей [7–11, 25, 26] щодо iнварiантiв алгебр Лi дисер-
танту належать загальний план дослiдження, розробка основного
варiанту алгоритму, що базується на методi рухомих реперiв, та ви-
конання основного об’єму обчислень, особливо при побудовi iнварi-
антiв алгебр Лi низької розмiрностi, Р.О. Поповичу — модифiкацiя
алгоритму з залученням процедури нормалiзацiї, спецiальна моди-
фiкацiя алгоритму для розв’язних алгебр Лi з нiльрадикалом iзо-
морфним алгебрi строго трикутних матриць. I. Патера брав участь
у обговореннi результатiв.

У статтi [29] М.О. Нестеренко належить побудова реалiзацiй роз-
глянутих алгебр, дисертанту — визначення плану дослiдження та пе-
ревiрка обрахункiв. У роботi [13] Р.О. Поповичу належать загальний
план дослiдження, вдосконалення технiки класифiкацiї реалiзацiй на
основi поняття мегаiдеалу та класифiкацiя реалiзацiй простих алгебр
Лi, дисертанту — перевiрка класифiкацiї алгебр Лi, порiвняння одер-
жаних результатiв з результатами iнших авторiв, М.О. Нестеренко
виконала класифiкацiю реалiзацiй алгебр Лi в просторах з чотир-
ма змiнними, а M.В. Лутфуллiн — класифiкацiю реалiзацiй розв’яз-
них алгебр у просторах з довiльною скiнченною кiлькiстю змiнних.
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У препринтi [27], який є суттєво розширеним варiантом статтi [13],
дисертанту додатково належать впорядкування та обчислення алге-
браїчних та iнварiантних характеристик низькорозмiрних алгебр Лi,
решту результатiв розподiлено як у [13].

У статтях [14, 15, 17, 18, 30] про диференцiальнi iнварiанти одно-
параметричних груп Лi та їхнiй зв’язок iз системами рiвнянь типу
Рiккатi, внесок Р.О. Поповича i дисертанта у постановку задач рiв-
ноцiнний, усi основi результати отримано дисертантом самостiйно.

У роботах [2, 4, 21, 24] дисертанту та Р.О. Поповичу належать
загальний план дослiдження, Н.М.Шаповал — перевiрка доведень та
обчислень у прикладах, дисертанту — огляд попереднiх результатiв,
розробка нових методiв та доведення всiх основних результатiв.

У статтях [1, 5, 6, 22, 23] всi основнi результати та їх доведен-
ня отримано дисертантом самостiйно, Р.О. Поповичу належить за-
гальний план дослiдження, у роботi [1] М. Кунцiнгер брав участь
у обговореннi результатiв та перевiрцi доведень.

У роботi [16] дисертанту належить доведення основного резуль-
тату, В.О. Поповичу — перевiрка результатiв роботи.

У статтях [19, 20] В.I. Фущичу належать постановки задач, всi
результати та їх доведення отримано дисертантом самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї до-
повiдалися на Мiжнародних конференцiях “Symmetry in nonlinear
mathematical physics” (Київ, 1997, 1999, 2001, 2003, 2005, 2007, 2009),
Українському математичному конгресi (Київ, 2001), Мiжнародних
симпозiумах “Group analysis of differential equations and integrable
systems” (Протарас, Кiпр, 2008, 2012; Ларнака, Кiпр, 2014, 2016),
на Мiжнародних конференцiях “Classical and quantum integrable
systems” (Дубна, Росiя, 2004, 2007), на Мiжнародних семiнарах “Си-
метрiя та iнтегровнiсть рiвнянь математичної фiзики” (Київ, 2011,
2013, 2015, 2016).

Результати дисертацiйної роботи неодноразово доповiдалися й об-
говорювалися на науковому семiнарi вiддiлу математичної фiзики
Iнституту математики НАН України (керiвник семiнару — член-
кореспондент НАН України, професор А.Г. Нiкiтiн, 1996–2017). Та-
кож результати дисертацiї були предметом доповiдей на Вченiй ра-
дi Iнституту математики НАН України (2013), Київському семiна-
рi з функцiонального аналiзу (керiвники семiнару — академiк НАН
України, професор Ю.М. Березанський, член-кореспондент НАН
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України А.Н. Кочубей, академiк НАН України, професор Ю.С. Са-
мойленко, 2017), науковому семiнарi кафедри математичної фiзики
механiко-математичного факультету Київського нацiонального унi-
верситету iменi Тараса Шевченка (керiвники семiнару — професор
Т.А. Мельник, професор В.Г. Самойленко, 2017); наукових семiна-
рах Центру математичних дослiджень Монреальського унiверситету
(Канада, 2005–2007), науковому семiнарi математичного факульте-
ту Вiденського унiверситету (Австрiя, 2010), науковому семiнарi ма-
тематичного факультету унiверситету м. Бiлосток (Польща, 2004),
науковому семiнарi математичного факультету технологiчного унi-
верситету м. Лулеа (Швецiя, 2000).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в робо-
тах [1–46], 9 з них опублiковано без спiвавторiв, роботи [1–20] вiд-
повiдають вимогам до публiкацiї результатiв дисертацiйних робiт у
фахових виданнях iз фiзико-математичних наук, [21–32] — публi-
кацiї у працях конференцiй або збiрниках та препринти, [33–46] —
тези конференцiй, [1–20, 22–24, 26, 28–32] надруковано у виданнях,
що включенi до мiжнародних наукометричних баз (Web of Science,
Scopus, MathSciNet та Zentralblatt MATH).

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi
змiсту, вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних
джерел, що мiстить 294 найменування. Повний обсяг дисертацiї ста-
новить 338 сторiнок.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми, проаналiзовано сучас-
ний стан розглянутих у дисертацiї проблем, сформульовано задачi
дослiдження та коротко викладено результати роботи.

Основну частину роботи складають чотири роздiли. На початку
кожного роздiлу подано огляд лiтератури, стан проблеми та резуль-
тати iнших авторiв, а також стисло описано результати роздiлу.

Перший роздiл дисертацiї присвячено узагальненим операторам
Казiмiра алгебр Лi (iнша назва — iнварiанти алгебр Лi).

Розглянемо алгебру Лi g розмiрностi dim g = n < ∞ над ком-
плексним або дiйсним полем i вiдповiдну зв’язну групу Лi G. Не-
хай g∗ — дуальний простiр для векторного простору g. Вiдображення
Ad∗ : G → GL(g∗), визначене для будь-якого g ∈ G, називають ко-
приєднаним представленням групи Лi G. Тут Ad: G→ GL(g) — зви-
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чайне приєднане представлення для G. Образ AdG групи G при Ad
є групою внутрiшнiх автоморфiзмiв Int(g) алгебри Лi g, a образ Ad∗G
групи G при Ad∗ — пiдгрупою групи GL(g∗).

Функцiю F ∈ C∞(Ω), де Ω — область у g∗, називають (глобальним
в Ω) iнварiантом групи Ad∗G, якщо

F (Ad∗gx) = F (x) для всiх g ∈ G та x ∈ Ω таких, що Ad∗gx ∈ Ω.

Множину iнварiантiв групи Ad∗G на Ω позначаємо як Inv(Ad∗G) без
явного зазначення областi Ω.

Функцiонально незалежнi iнварiанти F l(x1, . . . , xn), l = 1, . . . , Ng,
утворюють функцiональний базис (фундаментальний iнварiант)
групи Inv(Ad∗G), якщо будь-який елемент з Inv(Ad∗G) можна (єдиним
чином) представити як функцiю цих iнварiантiв. Вiдповiдну мно-
жину симетризованих виразiв SymF l(e1, . . . , en), l = 1, . . . , Ng, нази-
вають базисом для Inv(g).

Нехай G = Ad∗G×g∗ — тривiальне лiве головне Ad∗G-розшарування
над g∗. Будь-який пiднятий iнварiант групи Ad∗G є (локально ви-
значеною) функцiєю з G на деякий многовид, iнварiантною вiдносно
пiднятої коприєднаної дiї групи G. Функцiя I : G → g∗, визначена
спiввiдношенням I = I(Ad∗g, x) = Ad∗gx, є фундаментальним
пiднятим iнварiантом групи Ad∗G, тобто I — пiднятий iнварiант,
i будь-який пiднятий iнварiант локально єдиним чином можна
представити як функцiю вiд I. Звичайнi iнварiанти є частинними
випадками пiднятих iнварiантiв, якi визначають будь-який iнварiант
як деяку їх композицiю зi стандартною проекцiєю πg∗ .

Нормалiзацiйна процедура Фелса–Олвера для групи Ad∗G ґрун-
тується на такому твердженнi.

Твердження 1.1. Нехай I = (I1, . . . , In) — фундаментальний пiд-
нятий iнварiант групи Ad∗G, для пiднятих iнварiантiв Ij1 , . . . , Ijρ
i деяких сталих c1, . . . , cρ система Ij1 = c1, . . . , Ijρ = cρ є розв’язною
вiдносно групових параметрiв θk1 , . . . , θkρ , а пiдстановка знайде-
них значень параметрiв у решту пiднятих iнварiантiв призво-
дить до m = n − ρ виразiв Îl, l = 1, . . . ,m, якi залежать лише
вiд x. Тодi ρ = rank Ad∗G, m = Ng, а Î1, . . . , Îm утворюють базис
для Inv(Ad∗G).

Алгебраїчний алгоритм знаходження iнварiантiв алгебри Лi g
формують такi чотири кроки.
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1. Побудова генеруючої матрицi B(θ) групи Ad∗G. B(θ) — загаль-
на матриця внутрiшнiх автоморфiзмiв алгебри Лi g у заданому
базисi e1, . . . , en, θ = (θ1, . . . , θr) — повний набiр параметрiв (ко-
ординат) групи Int(g), i r = dim Ad∗G = dim Int(g) = n − dim Z(g),
де Z(g) — центр алгебри g.

2. Представлення фундаментального пiднятого iнварiанта. Фун-
даментальний пiднятий iнварiант I = (I1, . . . , In) групи Ad∗G
у вибраних координатах (θ, x̌) в Ad∗G × g∗ має явний вигляд
(I1, . . . , In) = (x1, . . . , xn) ·B(θ1, . . . , θr).

3. Виключення параметрiв за допомогою процедури нормалiза-
цiї. Вибираємо максимально можливу кiлькiсть ρ пiднятих
iнварiантiв Ij1 , . . . , Ijρ , сталi c1, . . . , cρ та груповi параметри
θk1 , . . . , θkρ такi, що рiвняння Ij1 = c1, . . . , Ijρ = cρ є розв’язними
вiдносно θk1 , . . . , θkρ . Пiсля пiдстановки знайдених значень пара-
метрiв θk1 , . . . , θkρ до незадiяних пiднятих iнварiантiв отримаємо
Ng = n− ρ виразiв F l(x1, . . . , xn), якi не залежать вiд θ.

4. Симетризацiя. Функцiї F l(x1, . . . , xn) утворюють базис множини
Inv(Ad∗G). Їхнi симетризацiї SymF l(e1, . . . , en) дають базис для
множини Inv(g).
Iлюстративнi приклади, що демонструють переваги запропонова-

ного методу, наведено в § 1.3. З цiєю ж метою в § 1.4 заново обчисле-
но iнварiанти алгебр Лi розмiрностей не вище шести. Хоча ранiше
цi iнварiанти побудовано iншими авторами за допомогою iнфiнiтези-
мального пiдходу, iснуючi списки алгебр та їхнiх iнварiантiв мiстили
ряд неточностей та помилок, якi виправлено. Окрiм того, у багатьох
випадках вiдповiднi базиси iнварiантiв вдалося представити у ком-
пактнiшiй формi.

У наступних параграфах цього роздiлу отримано вичерпнi описи
базисiв iнварiантiв серiй розв’язних алгебр Лi довiльної розмiрностi
з фiксованими структурами нiльрадикалiв. У лiтературi наведено
лише частковi результати або гiпотези щодо таких базисiв, i лише
в рамках запропонованого алгебраїчного пiдходу їх вдалося повнiстю
описати.

У § 1.5 розглянуто майже абелевi алгебри Лi, тобто алгебри з абе-
левими iдеалами корозмiрностi 1. Для кожної з таких алгебр зна-
йдено потужнiсть базису її iнварiантiв та описано їх вигляд залежно
вiд базового поля та жорданової форми матрицi, що визначає дiю
неабелевого елемента на абелевому iдеалi корозмiрностi 1.
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У § 1.6 побудовано узагальненi оператори Казiмiра комплексних
розв’язних алгебр Лi з майже абелевими нiльрадикалами корозмiр-
ностi 1 i максимального нiльiндексу. Всi можливi типи таких алгебр
прокласифiковано П. Вiтернiцом i Л. Сноблом. Вони ж розглянули
iнварiанти таких алгебр у рамках iнфiнiтезимального пiдходу.
Використання алгебраїчного методу суттєво спростило опис цих
iнварiантiв.

У § 1.7 розглянуто нiльпотентну алгебру Лi t0(n), iзоморфну ал-
гебрi строго верхньотрикутних матриць розмiрностi n × n. Її базис-
нi елементи eij , i < j, задовольняють комутацiйнi спiввiдношен-
ня [eij , ekl] = δjkeil − δliekj . Тут i надалi δij — символ Кронекера,
E i1,i2j1,j2

= (eij)
i=i1,...,i2
j=j1,...,j2

, i1 6 i2, j1 6 j2, κ = n− k + 1.

Теорема 1.13. Базис для Inv(t0(n)) утворюють оператори Казiмi-
ра |E1,k

κ,n|, k = 1, . . . ,
[
n
2

]
.

У § 1.8 побудовано iнварiанти розв’язної алгебри Лi tγ(n) з нiль-
радикалом, iзоморфним t0(n), i s нiльнезалежними елементами fp,
p = 1, . . . , s. Базиснi елементи цiєї алгебри задовольняють комутацiй-
нi спiввiдношення [eij , ei′j′] = δi′jeij′− δij′ei′j , [fp, eij ] = (γpi − γpj)eij .
Вважаємо, що параметричну матрицю γ задано у зведенiй формi,
тобто ∃ s′ ∈ {0, . . . ,min(s, [n/2])}, ∃ kq, q = 1, . . . , s′, 1 6 k1<k2< · · ·<
ks′6 [n/2]:

γqk = γqκ , k < kq, γpκq − γpkq = δpq, q = 1, . . . , s′,

γpk = γpκ , p > s′, k = 1, . . . , [n/2], κq = n− kq + 1.

Теорема 1.21. Базис для Inv(tγ(n)) утворюють вирази

|E1,k
κ,n|

s′∏
q=1

|E1,kq
κq,n|

βqk , k ∈ {1, . . . , [n/2]} \ {k1, . . . , ks′},

fp +

[n2 ]∑
k=1

(−1)k+1

|E1,k
κ,n|

(γpk−γp,k+1)
∑

k<i<κ

∣∣∣∣E1,k
i,i E1,k

κ,n
0 E i,iκ,n

∣∣∣∣, p = s′+1, . . . , s,

де βqk = −∆qk/∆, ∆ = det(αq′kq′′ )q′,q′′=1,...,s′ , ∆qk — визначник,
отриманий з ∆ замiною стовпчика (αq′kq )q′=1,...,s′ на стовпчик
(αq′k)q′=1,...,s′ , а αqj = −

∑j
k=1(γqκ − γqk).
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Теорема 1.21 включає як частиннi випадки результати щодо
iнварiантiв нiльпотентної алгебри строго верхньотрикутних мат-
риць t0(n), розв’язної алгебри st(n) спецiальних верхньотрикутних
матриць i розв’язних алгебр з нiльрадикалом, iзоморфним t0(n),
i одним нiльнезалежним елементом.

У другому роздiлi пiсля аналiзу основних понять i тверджень
щодо некласичних симетрiй у § 2.1 введено строге означення модулiв
редукцiї диференцiальних рiвнянь, що дало змогу переглянути та
наново побудувати теорiю некласичних симетрiй диференцiальних
рiвнянь.

Нехай задано розшарований простiр n незалежних змiнних x =
(x1, . . . , xn) i однiєї залежної змiнної u. Розглянемо p-вимiрний iн-
волютивний модуль Q = 〈Q1, . . . , Qp〉 векторних полiв, визначе-
ний у деякiй областi цього простору, i припустимо, що розмiрнiсть p
модуля Q (над кiльцем гладких функцiй змiнних (x, u)) не переви-
щує n, 0 < p 6 n. Додатково вважаємо, що модуль Q задовольняє
умову на ранг, тобто для кожного фiксованого значення (x, u) проек-
цiя на простiр змiнних x є p-вимiрною.

Не обмежуючи загальностi, вважаємо, що FI0 6= 0 у представ-
леннi F (I0, . . . , In−p) = 0 загального розв’язку характеристичної си-
стеми Q: Q[u] = 0, i розв’язуємо рiвняння F (I0, . . . , In−p) = 0 вiд-
носно I0: I0 = ϕ(I1, . . . , In−p). Внаслiдок умови на ранг отримаємо
представлення (у загальному випадку неявне)

A : I0(x, u) = ϕ(ω), ωσ = Iσ(x, u)

для розв’язкiв характеристичної системи Q, де ϕ = ϕ(ω) — довiльна
гладка функцiя своїх аргументiв, яке називають анзацом для функ-
цiї u, що вiдповiдає модулю Q. Для кожного фiксованого s розгля-
немо розв’язок системи Qs′J

s = δss′ , де δss′ — символ Кронекера.
Оскiльки функцiї I0, . . . , In−p, J1, . . . , Jp змiнних (x, u) функцiо-
нально незалежнi, то можна зробити замiну змiнних

ϕ = I0(x, u), ωσ = Iσ(x, u), ω′s = Js(x, u),

де ω = (ω1, . . . , ωn−p) та ω′ = (ω′1, . . . , ω
′
p) — новi незалежнi змiн-

нi, а ϕ — нова залежна змiнна. Змiннi ω та ϕ називатимемо Q-
iнварiантними, а змiннi ω′ — параметричними для модуля Q.
Означення 2.1. Анзац A, побудований за модулем Q, редукує ди-
ференцiальне рiвняння L: L[u] := L(x, u(r)) = 0 порядку r, якщо
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iснують гладкi функцiї λ̌ = λ̌(ω, ω′, ϕ(r)) та Ľ = Ľ(ω, ϕ(r)) такi, що
функцiя λ̌ є ненульовою та

L|A = λ̌(ω, ω′, ϕ(r))Ľ(ω, ϕ(r)).

Тодi модуль Q називають модулем редукцiї рiвняння L, а рiвняння
Ľ(ω, ϕ(r)) = 0 — редукованим рiвнянням, пов’язаним з анзацом A.

Розглянемо умови на диференцiальне рiвняння L (r-го порядку)
та iнволютивний модуль Q, що задовольняє умову на ранг:

(C1) Q є модулем редукцiї рiвняння L;
(C2) V(r)L[u] ∈ 〈L[u], DαQs[u] = 0, |α| < r〉 для всiх V ∈ Q;

(C3) V(r)L[u]
∣∣
L∩Q(r)

= 0 для всiх V ∈ Q.

Тут Q(r) — многовид, визначений всiма диференцiальними наслiдка-
ми характеристичної системи Q до порядку r включно, тобто

Q(r) = {(x, u(r)) ∈ Jr | DαQs[u] = 0, |α| < r}.

Dα = Dα1
1 · · ·Dαn

n , Di = ∂xi +uα+δi∂uα — оператор повної похiдної за
змiнною xi, α = (α1, . . . , αn) — довiльний мультиiндекс, αi ∈ N∪{0},
|α| := α1 + · · ·+ αn, δi — мультиiндекс, i-та компонента якого дорiв-
нює 1, а всi iншi компоненти нульовi. Змiнна uα вiдповiдає похiднiй.
Через V(r) позначено стандартне r-е продовження векторного поля V .

В умовах (C2) та (C3) достатньо вимагати, щоб векторне поле V
пробiгало базис (Q1, . . . , Qp) модуля Q. Вибiр базису для представ-
лення характеристичної системи Q i перевiрки умов (C2) та (C3) не
є суттєвим. Усi цi умови зберiгаються при точкових перетвореннях
змiнних (x, u).

Теорема 2.2. Умови (C1) та (C2) є еквiвалентними й iз
них випливає умова (C3). Якщо набiр диференцiальних функцiй
(L[u], DαQs[u] = 0, |α| < r) має максимальний ранг на L ∩ Q(r), то
з умови (C3) випливає умова (C2) (а отже, i умова (C1)).

У § 2.2 i § 2.3 введено поняття сингулярних i метасингулярних
модулiв векторних полiв для диференцiальних функцiй.

Означення 2.8. Модуль Q назвемо сингулярним для диференцi-
альної функцiї L, якщо iснує диференцiальна функцiя L̃ = L̃[u] по-
рядку, меншого за r, така, що L|Q(r)

= L̃|Q(r)
. В iншому випадку Q
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назвемо регулярним модулем для диференцiальної функцiї L = L[u].
Якщо мiнiмальний порядок диференцiальних функцiй, обмеження
яких на Q(r) спiвпадає з L|Q(r)

, дорiвнює k ∈ {−∞, 0, 1, . . . , r}, то
модуль Q назвемо сингулярним копорядку k для диференцiальної
функцiї L. Модуль Q назвемо ультрасингулярним для диференцi-
альної функцiї L, якщо L|Q(r)

≡ 0.

Зокрема, якщо модуль є регулярним для диференцiальної функ-
цiї L, то його копорядок сингулярностi дорiвнює r = ordL. Копоря-
док сингулярностi модуля Q для диференцiальної функцiї L позна-
чатимемо через scoLQ.

Означення 2.11. (p+1)-вимiрний (0 < p < n) модуль M назве-
мо метасингулярним для диференцiальної функцiї L, якщо будь-
який p-вимiрний iнволютивний пiдмодуль модуля M , що задоволь-
няє умову на ранг, є сингулярним для L i модуль M мiстить сiм’ю
M = {QΦ} таких пiдмодулiв, параметризовану довiльною функцiєю
Φ = Φ(x, u) усiх незалежних i залежних змiнних. Копорядок син-
гулярностi scoLM метасингулярного модуля M визначимо як мак-
симум копорядкiв сингулярностi його iнволютивних p-вимiрних пiд-
модулiв, що задовольняють умову на ранг.

Означення 2.12. (p+1)-вимiрний (0 < p < n) модуль M назвемо
метарегулярним для диференцiальної функцiї L, якщо вiн мiстить
сiм’ю M = {QΦ} p-вимiрних iнволютивних пiдмодулiв, регулярних
для L, яку параметризовано довiльною функцiєю Φ = Φ(x, u) всiх
незалежних i залежних змiнних. Отже, scoLM = ordL.

Пiд параметризацiєю довiльною функцiєю розумiємо параметри-
зацiю по модулю розв’язкiв деякої системи диференцiальних рiвнянь
на цю функцiї.

Твердження 2.14. (p+1)-вимiрний модуль M , p > 2, мiстить
сiм’ю p-вимiрних iнволютивних пiдмодулiв, параметризованих до-
вiльною функцiєю всiх незалежних i залежних змiнних, тодi й ли-
ше тодi, коли модуль M є iнволютивним.

Твердження 2.17. (p+1)-вимiрний модульM з p > 2 є метасингу-
лярним (або вiдповiдно метарегулярним) для диференцiальної функ-
цiї L тодi й лише тодi, коли з точнiстю до точкових перетворень
у просторi змiнних (x, u) вiн мiстить сiм’ю M p-вимiрних iнволю-
тивних пiдмодулiв, сингулярних (або вiдповiдно регулярних) для L,
вигляду QΦ = 〈∂s − (Φs/Φu)∂u, s = 1, . . . , p〉, що параметризованi
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довiльною гладкою функцiєю Φ = Φ(x, u) усiх незалежних i залеж-
них змiнних, Φu 6= 0, причому копорядок сингулярностi сiм’ї M
для диференцiальної функцiї L спiвпадає з копорядком сингулярнос-
тi всього модуля M , scoLM = scoLM .

З точнiстю до точкових перетворень можна описати загальний
вигляд диференцiальних функцiй, що допускають метасингулярнi
модулi векторних полiв.

Теорема 2.19. Диференцiальна функцiя L r-го порядку однiєї за-
лежної та n незалежних змiнних допускає (p+1)-вимiрний мета-
сингулярний модуль векторних полiв копорядку сингулярностi k
(0 6 k < r, 0 < p < n) тодi й лише тодi, коли з точнiстю до точко-
вих перетворень її можна представити у виглядi L = L̄(x,Ωr,k,p),
де Ωr,k,p =

(
ωα, |α| 6 r, αp+1 + · · ·+αn 6 k

)
, функцiя L̄ суттєво за-

лежить вiд деякого ωα з αp+1 + · · ·+αn = k. Тут ωα = uα або, лише
у випадку p = 1, ωα = Dα2

2 · · ·Dαn
n (D1 + uD2 + ξ3D3 + · · ·+ ξnDn)α1u

для деяких фiксованих гладких функцiй ξi = ξi(x, u), i = 3, . . . , n.

Аналогiчнi поняття слабо сингулярних i метасингулярних модулiв
диференцiальних рiвнянь введено у § 2.4.

Означення 2.23. p-вимiрний (0 < p < n) iнволютивний модуль Q,
що задовольняє умову на ранг, назвемо слабо сингулярним для ди-
ференцiального рiвняння L: L[u] = 0 суттєвого порядку r > 0, якщо
iснують диференцiальна функцiя L̃ = L̃[u] порядку, нижчого за r,
i ненульова диференцiальна функцiя λ = λ[u] порядку, не вищого
за r, такi, що L|Q(r)

= (λL̃)|Q(r)
. В iншому випадку назвемо Q слабо

регулярним модулем для диференцiального рiвняння L. Якщо мiнi-
мальний порядок диференцiальної функцiї, обмеження якої на Q(r)

спiвпадає з точнiстю до ненульових функцiональних множникiв
з L|Q(r)

, дорiвнює k ∈ {−∞, 0, 1, . . . , r}, то модуль Q назвемо слабо
сингулярним копорядку k для диференцiального рiвняння L.

Доведено теорему, яка характеризує диференцiальнi рiвняння, що
допускають слабо метасингулярнi модулi. З неї випливає, що замiсть
таких модулiв достатньо дослiджувати метасингулярнi модулi вiдпо-
вiдних диференцiальних функцiй.

Зв’язок мiж копорядком слабкої сингулярностi операторiв редук-
цiї, суттєвим порядком вiдповiдних редукованих рiвнянь i, у випадку
редукцiї до звичайних диференцiальних рiвнянь, кiлькiстю парамет-
рiв у вiдповiдних сiм’ях iнварiантних розв’язкiв отримано в § 2.5.
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Теорема 2.34. Нехай Q — p-вимiрний модуль редукцiї (0 < p 6 n)
рiвняння L. Тодi копорядок слабкої сингулярностi модуля Q для рiв-
няння L спiвпадає з суттєвим порядком вiдповiдного редукованого
диференцiального рiвняння.

Показано, що зв’язок мiж редукцiєю диференцiального рiвнян-
ня L за допомогою iнволютивного модуля Q i формальною сумiснiс-
тю об’єднаної системи, яка складається з рiвняння L i характерис-
тичної системи, асоцiйованої з Q, суттєво залежить вiд копорядку
слабкої сингулярностi модуля Q для диференцiального рiвняння L.

З використанням сингулярних модулiв редукцiї у § 2.6 розгля-
нуто особливий випадок модулiв редукцiї розмiрностi, що спiвпадає
з кiлькiстю незалежних змiнних. Такi модулi вiдповiдають редукцiї
до алгебраїчних рiвнянь.

У § 2.7 розширено попереднi “no-go” результати на n-вимiрнi
модулi, що редукують (1+n)-вимiрнi еволюцiйнi рiвняння загально-
го вигляду ut = H(t, x, u(r,x)) до звичайних диференцiальних рiвнянь
з єдиною незалежною часовою змiнною.

Це мотивує розгляд модулiв редукцiї з копорядком сингулярнос-
тi 1 у § 2.8. За припущення, що диференцiальне рiвняння L допускає
n-вимiрний метасингулярний модуль M з копорядком сингулярнос-
тi 1, де n — кiлькiсть незалежних змiнних у рiвняннi L, доведено
“no-go” твердження, що встановлюють зв’язок мiж (n−1)-вимiрними
модулями редукцiї рiвняння L, що мiстяться в M , i розв’язками
рiвняння L. Зокрема показано, що визначальнi рiвняння для таких
модулiв зводяться до початкового рiвняння за допомогою композицiї
диференцiальних пiдстановок i перетворення годографа.

Твердження 2.51. Нехай будь-який (n−1)-вимiрний iнволютив-
ний модуль у зведенiй формi Q = 〈∂s + ηs∂u〉 є модулем копорядку
сингулярностi 1 для рiвняння L. Тодi систему визначальних рiв-
нянь на значення ηs, якi вiдповiдають модулям редукцiї рiвняння L,
за допомогою композицiї нелокальної пiдстановки ηs = −Φs/Φu, де
Φ — гладка функцiя вiд (x, u) з Φu 6= 0, i перетворення годографа

новi незалежнi змiннi: x̃i = xi, κ = Φ,

нова залежна змiнна: ũ = u

можна звести до початкового рiвняння L на функцiю ũ = ũ(x̃,κ),
де κ вiдiграє роль параметра.
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Заключний § 2.9 присвячено сингулярним модулям квазiлiнiйних
диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними другого порядку,
причому розмiрнiсть модулiв вважається меншою за кiлькiсть не-
залежних змiнних. Показано, що елiптичнi рiвняння не допускають
сингулярних модулiв. Будь-яке еволюцiйне рiвняння другого поряд-
ку з невиродженою матрицею коефiцiєнтiв при других похiдних до-
пускає лише сингулярнi модулi, розглянутi в § 2.7 для загальних ево-
люцiйних рiвнянь. Узагальненi хвильовi рiвняння є бiльш складними
з цiєї точки зору. Зокрема, вони можуть допускати сiм’ї сингуляр-
них модулiв, якi не мають iнтерпретацiї в термiнах метасингулярних
модулiв.

Третiй роздiл дисертацiї присвячено задачам, пов’язаним iз
лiївськими симетрiями звичайних диференцiальних рiвнянь. Зокре-
ма, у § 3.1 дослiджено диференцiальнi iнварiанти однопараметрич-
них груп локальних перетворень у просторi n незалежних та m
залежних змiнних: x = (x1, x2, . . . , xn), u = (u1, u2, . . . , um).

Теорема 3.1. Нехай I(x, u) = (I1(x, u), I2(x, u), . . . , Im+n−1(x, u)) —
унiверсальний iнварiант оператора Q = ξa(x, u)∂xa + ηi(x, u)∂ui ,
а J(x, u) — частинний розв’язок рiвняння QJ = 1. Тодi функцiї

Ic(x, u), Dα1
y1 D

α2
y2 · · ·D

αn
yn I

i+n−1(x, u), c = 1, . . . , n− 1,

утворюють повний набiр функцiонально незалежних диференцiаль-
них iнварiантiв (або унiверсальний диференцiальний iнварiант) r-го
порядку оператора Q. Тут αa ∈ N ∪ {0}, α1 + · · · + αn ≤ r, опера-
тори Dya мають вигляд

Dyc =
(−1)c+a

∆

D(Id, d=1,...,n−1, d6=c, J)

D(xb, b=1,...,n, b6=a)
Dxa , c = 1, . . . , n− 1,

Dyn =
(−1)n+a

∆

D(Id, d=1,...,n−1)

D(xb, b=1,...,n, b6=a)
Dxa .

Вираз D(I’s)/D(x’s) позначає вiдповiдний якобiан у повних похiд-
них, а Dxa — оператор повної похiдної за змiнною xa.

Теорема 3.4. Якщо знайдено унiверсальний iнварiант операто-
ра Q, то повний набiр його функцiонально незалежних диферен-
цiальних iнварiантiв будь-якого порядку можна побудувати за до-
помогою однiєї квадратури та диференцiювання.
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У рамках стандартного пiдходу диференцiальнi iнварiанти стро-
го першого порядку знаходять як iнварiанти першого продовження
оператора Q, тобто як першi iнтеграли вiдповiдної характеристичної
системи звичайних диференцiальних рiвнянь

dxa

ξa
=

dui

ηi
=

dukc
ηkc + ηkuju

j
c − ξbxcu

k
b − ξbuju

j
cu
k
b

,

що залежать не тiльки вiд x та u, а й вiд iнших змiнних простору J1.
За вiдомого унiверсального iнварiанта I(x, u) оператора Q задача по-
будови диференцiальних iнварiантiв першого порядку еквiвалентна
iнтегруванню системи рiвнянь типу Рiккатi. Запропонований метод
знаходження диференцiальних iнварiантiв строго першого порядку
на вiдмiну вiд стандартного дозволяє уникнути прямого iнтегруван-
ня систем рiвнянь типу Рiккатi та знайти розв’язок задачi за допомо-
гою однiєї квадратури та диференцiювання. Тому цей метод можна
також використовувати для iнтегрування таких систем.

У § 3.2 виконано вичерпний аналiз лiївських симетрiй систем лi-
нiйних звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку з кому-
туючими сталими матрицями коефiцiєнтiв. На основi оригiнального
алгебраїчного пiдходу суттєво розширено й узагальнено результати
iнших авторiв. Зокрема, описано в явному виглядi максимальнi ал-
гебри лiївської iнварiантностi таких систем без обмежень щодо кiль-
костi рiвнянь i вигляду матриць коефiцiєнтiв.

Теорема 3.21. Нехай J — матриця в жордановiй формi, не про-
порцiйна одиничнiй матрицi, причому k1, . . . , ks — розмiрностi її
жорданових клiтинок. Максимальною алгеброю лiївської iнварiан-
тностi системи ẍ = Jx є

〈Xm, m = 1, . . . , 2n, H`, ` = 1, . . . , N, T 〉 або

〈Xm, m = 1, . . . , 2n, H`, ` = 1, . . . , N, T , D〉,

якщо матриця J є ненiльпотентною або нiльпотентною вiд-
повiдно. Тут Xm = ϕma(t)∂xa , H` = (H`)baxa∂xb , вектор-функ-
цiї ϕm = (ϕm1(t), . . . , ϕmn(t))T, m = 1, . . . , 2n, утворюють
фундаментальну систему розв’язкiв системи ẍ = Jx, а H`,
` = 1, . . . , N , вичерпують усi лiнiйно незалежнi матрицi, що ко-
мутують iз J , T = ∂t, D = t∂t − 2γabxb∂xa , (γab) = diag(1, 2, . . . , k1,
1, 2, . . . , k2, . . . , 1, 2, . . . , ks).
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Як наслiдки цiєї теореми отримано також точнi нижнi та верхнi
оцiнки для можливих розмiрностей цих алгебр.

У § 3.3 вичерпно описано групоїди еквiвалентностi класу лiнiйних
звичайних диференцiальних рiвнянь r-го порядку (r > 2)

x(r) + ar−1(t)x(r−1) + · · ·+ a1(t)x(1) + a0(t)x = b(t),

а також його пiдкласiв, пов’язаних з рацiональною формою
(ar−1 = 0), формою Лагера–Форсайта (ar−1 = ar−2 = 0), першою та
другою формами Арнольда (вiдповiдно a0 = 0 та a0 = a1 = 0). Пiд-
класи однорiдних рiвнянь, асоцiйованi з загального формою, рацiо-
нальною формою та формою Лагера–Форсайта, при r > 3 є однорiд-
но напiвнормалiзованими вiдносно груп точкових симетрiй, пов’яза-
них з лiнiйною суперпозицiєю розв’язкiв. Це дало можливiсть описа-
ти лiївськi симетрiї лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь ал-
гебраїчним методом трьома рiзними способами. Зокрема, класифiка-
цiю на основi форми Лагера–Форсайта, асоцiйованої з максимальним
калiбруванням довiльних елементiв, зведено до класифiкацiї пiдал-
гебр алгебри sl(n + 2,C) (або sl(n + 2,R)). Спосiб на основi рацiо-
нальної форми потребує використання класифiкацiї всiх можливих
реалiзацiй скiнченновимiрних алгебр Лi на прямiй. Якщо не засто-
совувати калiбрування довiльних елементiв i розглядати лiнiйнi зви-
чайнi диференцiальнi рiвняння загального вигляду, то виникає необ-
хiднiсть у використаннi класифiкацiї реалiзацiй специфiчних алгебр
Лi в просторi двох змiнних. Класи, пов’язанi з формами Арнольда,
при r > 3 не є нормалiзованими, а тому непридатнi для групової кла-
сифiкацiї. Але нормалiзацiйнi властивостi таких класiв можна покра-
щити через їх репараметризацiю, що дає змогу побудувати приклади
розширених узагальнених груп еквiвалентностi.

У § 3.4 запропоновано симетрiйний пiдхiд до опису нових iнте-
гровних випадкiв рiвняння Абеля, який використовує зв’язок мiж
рiвняннями Абеля та звичайними диференцiальними рiвняннями
другого порядку, а також перетворення еквiвалентностi у класах та-
ких рiвнянь.

У § 3.5 проведено детальний порiвняльний аналiз результатiв що-
до реалiзацiй низькорозмiрних алгебр Лi векторними полями з ре-
зультатами С. Вафо Соха та Ф.М. Махомеда.

Рiзноманiтнi задачi симетрiйного аналiзу диференцiальних рiв-
нянь з частинними похiдними, що виникають у математичнiй фiзицi,
розглянуто у четвертому роздiлi дисертацiї.
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У § 4.1 розглянуто нелiнiйнi узагальнення рiвнянь Бюргерса
i Кортевега–де Фрiза вигляду ut + uu1 = F (un), де Fun 6= 0, n > 2,
ut = ∂u/∂t, un = ∂nu/∂xn. Будь-яке таке рiвняння iнварiантне вiд-
носно алгебри Галiлея 〈∂t, ∂x, t∂x + ∂u〉. Показано, що з точнiстю до
перетворень еквiвалентностi цей клас рiвнянь допускає лише чотири
випадки розширення максимальної алгебри лiївської iнварiантностi:
F = (un)k, k 6= 0, 3

n+1 ; F = lnun; F = (un)
3

n+1 ; F = (u2)
1
3 при n = 2 —

вiдповiдно два одновимiрнi, одне двовимiрне та одне чотиривимiрне
розширення.

У § 4.2 основним результатом є теорема про лiнiйнi оператори
редукцiї загального лiнiйного диференцiального рiвняння L r-го по-
рядку L[u] :=

∑
|α|6r a

α(x)uα = 0 вiдносно невiдомої функцiї u неза-
лежних змiнних x = (x1, . . . , xn), де один iз коефiцiєнтiв aα з |α| = r
є ненульовим.

Теорема 4.9. Нехай лiнiйне диференцiальне рiвняння L має опе-
ратор редукцiї Q = ξi(x)∂i + (η1(x)u + η0(x))∂u. Тодi коефiцiєнт η0

допускає представлення η0 = ξiζ0
i − η1ζ0, де ζ0 = ζ0(x) — розв’язок

рiвняння L. Отже, з точнiстю до еквiвалентностi, породженої
дiєю групи лiївських симетрiй рiвняння L на множинi його опера-
торiв редукцiї, коефiцiєнт η0 можна покласти рiвним нулю. Будь-
яке векторне поле вигляду ξi∂i + (η1u+ ξiζi − η1ζ)∂u, де ζ = ζ(x) —
довiльний розв’язок рiвняння L, є оператором редукцiї рiвняння L.

Як приклад, що iлюструє цю теорему, в § 4.3 дослiджено умов-
нi симетрiї (сингулярнi та регулярнi оператори редукцiї) лiнiйного
рiвняння стрижня utt + uxxxx = 0.

Твердження 4.10. З точнiстю до еквiвалентностi вiдносно пе-
ретворень точкової симетрiї, пов’язаних з лiнiйним принципом
суперпозицiї, множину сингулярних операторiв редукцiї лiнiйно-
го рiвняння стрижня вичерпують векторнi поля вигляду Qs =
∂x + θx

θ u∂u, де функцiя θ = θ(t, x) задовольняє звичайне диферен-
цiальне рiвняння θxxxx = κθ для деякої сталої κ.

Анзац, побудований за оператором редукцiї Q, має вигляд u =
θ(x)ϕ(ω), де ω = t — iнварiантна незалежна змiнна, ϕ — iнварiан-
тна залежна змiнна. Цей анзац редукує рiвняння стрижня до рiв-
няння ϕωω + κϕ = 0. Зазначимо, що оператор редукцiї Qs пов’яза-
ний з роздiленням змiнних у лiнiйному рiвняннi стрижня. Аналогiчнi
результати отримано для регулярних операторiв редукцiї. Завдяки
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зв’язку певної потенцiальної системи для рiвняння стрижня з (1+1)-
вимiрним вiльним рiвнянням Шрьодiнгера побудовано потенцiальнi
симетрiї рiвняння стрижня.

Найпростiшi потенцiальнi закони збереження (1+1)-вимiрних лi-
нiйних еволюцiйних рiвнянь, пов’язанi з введенням одного потен-
цiалу за лiнiйними законами збереження, вивчено у § 4.4. Використо-
вуючи дуальне перетворення Дарбу, доведено теорему.

Теорема 4.17. Кожен найпростiший потенцiальний закон збере-
ження будь-якого (1+1)-вимiрного лiнiйного еволюцiйного рiвняння
парного порядку iндуковано локальним законом збереження цього
рiвняння.

Це твердження також справедливе для лiнiйних найпростiших
потенцiальних законiв збереження (1+1)-вимiрних лiнiйних еволю-
цiйних рiвнянь непарного порядку, пов’язаних з лiнiйними потенцi-
альними системами. Запропоновано ефективний критерiй перевiрки,
коли квадратичний закон збереження найпростiшої лiнiйної потен-
цiальної системи є чисто потенцiальним законом збереження вiдпо-
вiдного (1+1)-вимiрного лiнiйного еволюцiйного рiвняння непарного
порядку.

У § 4.5 для вiдбору фiзично релевантних моделей серед нелiнiй-
них узагальнень рiвнянь Шрьодiнгера використано два критерiї: iн-
варiантнiсть вiдносно групи Галiлея та її розширень, зокрема групи
Шрьодiнгера, та вимога, щоб розв’язки задовольняли рiвняння не-
перервностi.

Наприкiнцi дисертацiї наведено основнi результати та висновки.

ВИСНОВКИ

Основну увагу в дисертацiї зосереджено на проблемах, пов’яза-
них з узагальненими операторами Казiмiра та реалiзацiями алгебр
Лi, лiївськими симетрiями та модулями редукцiї диференцiальних
рiвнянь. Основнi результати дисертацiї можна сформулювати таким
чином:
• Розроблено оригiнальний метод знаходження фундаментального
базису iнварiантiв (узагальнених операторiв Казiмiра) алгебр Лi, що
використовує картанiвський метод рухомих реперiв у версiї Фелса–
Олвера. З метою тестування методу, демонстрацiї його переваг i по-
яснення процедури нормалiзацiї заново обчислено iнварiанти дiйсних
низькорозмiрних алгебр Лi. При цьому виправлено ряд неточностей
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та помилок у попереднiх результатах, наведених у лiтературi. Крiм
того, у багатьох випадках вiдповiднi базиси iнварiантiв вдалося по-
будувати у компактнiшiй формi.
• Уперше отримано вичерпнi описи базисiв iнварiантiв серiй роз-
в’язних алгебр Лi довiльної розмiрностi з фiксованими структурами
нiльрадикалiв, зокрема майже абелевих алгебр Лi, розв’язних ал-
гебр Лi, нiльрадикали яких є ниткоподiбними майже абелевими ал-
гебрами, нiльпотентних алгебр строго верхньотрикутних матриць та
розв’язних алгебр Лi з трикутними нiльрадикалами й дiагональними
нiльнезалежними елементами. У лiтературi наведено лише частковi
результати або гiпотези щодо таких базисiв, i лише в рамках запро-
понованого алгебраїчного пiдходу їх вдалося повнiстю описати.
• Введено строге означення модулiв редукцiї диференцiальних рiв-
нянь, що дало змогу переглянути та наново побудувати теорiю некла-
сичних симетрiй диференцiальних рiвнянь. Запропоновано поняття
сингулярних модулiв редукцiї диференцiальних рiвнянь та проведе-
но детальне дослiдження властивостей таких модулiв.
• Дослiджено сингулярнi модулi редукцiї еволюцiйних рiвнянь
i квазiлiнiйних рiвнянь другого порядку. Також вивчено редукцiї ди-
ференцiальних рiвнянь до алгебраїчних рiвнянь та звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь першого порядку. Це дозволило впорядкувати
й узагальнити всi ранiше вiдомi “no-go” результати щодо некласич-
них симетрiй диференцiальних рiвнянь.
• Доведено узагальнення теореми Лi про диференцiальнi iнварiан-
ти однопараметричної групи локальних перетворень без обмеження
щодо кiлькостi незалежних i залежних змiнних. А саме, показано, що
за вiдомого унiверсального iнварiанта повний набiр функцiонально
незалежних диференцiальних iнварiантiв будь-якого порядку такої
групи можна побудувати за допомогою однiєї квадратури та дифе-
ренцiювання. Детально проаналiзовано зв’язок мiж знаходженням
диференцiальних iнварiантiв першого порядку для однопараметрич-
них груп та iнтегруванням систем рiвнянь типу Рiккатi.
• Прокласифiковано максимальнi алгебри лiївської iнварiантностi
систем лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь другого поряд-
ку з комутуючими сталими матрицями коефiцiєнтiв без обмежень
щодо кiлькостi рiвнянь i вигляду цих матриць. Отримано точнi ниж-
нi та верхнi оцiнки розмiрностей таких алгебр.
• Дослiджено групоїд еквiвалентностi класу лiнiйних звичайних
диференцiальних рiвнянь довiльного порядку, а також групоїди еквi-
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валентностi його пiдкласiв, пов’язаних з рацiональною формою, фор-
мою Лагера–Форсайта, першою та другою формами Арнольда. Це
дозволило прокласифiкувати лiївськi симетрiї лiнiйних звичайних
диференцiальних рiвнянь алгебраїчним методом у три рiзнi способи.
Нормалiзацiйнi властивостi ненормалiзованих класiв таких рiвнянь
покращено через їх репараметризацiю. У результатi вперше побудо-
вано приклади розширених узагальнених груп еквiвалентностi.
• Проведено повну групову класифiкацiю нелiнiйних галiлей-iнва-
рiантних узагальнень рiвнянь Бюргерса i Кортевега–де Фрiза довiль-
ного порядку.
• Доведено теорему про лiнiйнi оператори редукцiї загального лi-
нiйного диференцiального рiвняння з частинними похiдними. Як
приклад, що iлюструє цю теорему, дослiджено сингулярнi та регу-
лярнi оператори редукцiї лiнiйного рiвняння стрижня. Додатково
вивчено зв’язок мiж цим рiвнянням та (1+1)-вимiрним вiльним рiв-
нянням Шрьодiнгера, що дозволило побудувати потенцiальнi симет-
рiї рiвняння стрижня.
• Вивчено найпростiшi потенцiальнi закони збереження (1+1)-
вимiрних лiнiйних еволюцiйних рiвнянь, пов’язанi з введенням одно-
го потенцiалу за лiнiйними законами збереження. Завдяки викори-
станню дуального перетворення Дарбу доведено, що всi найпростi-
шi потенцiальнi закони збереження будь-якого (1+1)-вимiрного лi-
нiйного еволюцiйного рiвняння парного порядку iндуковано локаль-
ними законами збереження цього рiвняння. Одержано ефективний
критерiй, який дозволяє легко перевiрити, коли квадратичний закон
збереження найпростiшого потенцiального рiвняння є чисто потенцi-
альним законом збереження вiдповiдного (1+1)-вимiрного лiнiйного
еволюцiйного рiвняння непарного порядку.
• Описано класи нелiнiйних рiвнянь Шрьодiнгера, якi iнварiантнi
вiдносно суттєвої частини максимальної алгебри лiївської симетрiї
вiльного рiвняння Шрьодiнгера i розв’язки яких задовольняють рiв-
няння неперервностi.
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АНОТАЦIЇ

Бойко В.М. Узагальненi оператори Казiмiра, сингуляр-
нi модулi редукцiї та симетрiї диференцiальних рiвнянь. —
Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-
математичних наук за спецiальнiстю 01.01.03 “математична фiзика”
(111 — математика). — Iнститут математики НАН України, Київ,
2017.

Основну увагу в дисертацiї зосереджено на проблемах, пов’яза-
них з узагальненими операторами Казiмiра та реалiзацiями алгебр
Лi, а також лiївськими симетрiями та модулями редукцiї дифе-
ренцiальних рiвнянь. Розроблено оригiнальний метод знаходження
фундаментальних базисiв iнварiантiв (узагальнених операторiв
Казiмiра) алгебр Лi, що використовує картанiвський метод рухомих
реперiв у версiї Фелса–Олвера. З метою апробацiї методу, демон-
страцiї його переваг i пояснення процедури нормалiзацiї заново
обчислено iнварiанти дiйсних низькорозмiрних алгебр Лi. Вперше
вичерпно описано базиси iнварiантiв серiй розв’язних алгебр Лi
довiльної розмiрностi з фiксованими структурами нiльрадикалiв.
Введено строге означення модулiв редукцiї диференцiальних рiв-
нянь, що дало змогу переглянути та наново побудувати теорiю
некласичних симетрiй диференцiальних рiвнянь. Запропоновано
поняття сингулярних модулiв редукцiї диференцiальних рiвнянь та
проведено детальне дослiдження властивостей таких модулiв. Це
дозволило впорядкувати й узагальнити всi ранiше вiдомi “no-go”
результати щодо некласичних симетрiй диференцiальних рiвнянь.
Доведено узагальнення теореми Лi про диференцiальнi iнварiанти
однопараметричної групи локальних перетворень. Проаналiзовано
зв’язок мiж побудовою таких iнварiантiв та iнтегруванням систем
рiвнянь типу Рiккатi. Прокласифiковано лiївськi симетрiї систем
лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку з ко-
мутуючими сталими матрицями коефiцiєнтiв. Дослiджено групоїди
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еквiвалентностi класу лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь
довiльного порядку та його пiдкласiв. Виконано групову класи-
фiкацiю таких рiвнянь алгебраїчним методом у три рiзнi способи.
Вичерпно прокласифiковано лiївськi симетрiї нелiнiйних галiлей-
iнварiантних узагальнень рiвнянь Бюргерса i Кортевега–де Фрiза
довiльного порядку. Доведено теорему про лiнiйнi оператори реду-
кцiї загального лiнiйного диференцiального рiвняння з частинними
похiдними. Вивчено найпростiшi потенцiальнi закони збережен-
ня (1+1)-вимiрних лiнiйних еволюцiйних рiвнянь, пов’язаних iз
введенням одного потенцiалу за лiнiйними законами збереження.
Ключовi слова: груповий аналiз диференцiальних рiвнянь, алге-
бра Лi, узагальнений оператор Казiмiра, лiївська симетрiя, оператор
редукцiї, модуль редукцiї, сингулярний модуль редукцiї, iнварiант,
диференцiальний iнварiант, група еквiвалентностi, групоїд еквiва-
лентностi, закон збереження.

Бойко В.Н. Обобщенные операторы Казимира, сингу-
лярные модули редукции и симметрии дифференциальных
уравнений. — Квалификационная научная работа на правах руко-
писи.

Диссертация на соискание ученой степени доктора физико-
математических наук по специальности 01.01.03 “математическая
физика” (111 — математика). — Институт математики НАН Украи-
ны, Киев, 2017.

Основное внимание в диссертации сосредоточено на проблемах,
связанных с обобщенными операторами Казимира и реализация-
ми алгебр Ли, а также лиевскими симметриями и модулями ре-
дукции дифференциальных уравнений. Разработан оригинальный
метод поиска фундаментальных базисов инвариантов (обобщенных
операторов Казимира) алгебр Ли, использующий картановский ме-
тод подвижных реперов в версии Фелса–Олвера. С целью апроба-
ции метода, демонстрации его преимуществ и пояснения процеду-
ры нормализации пересчитаны инварианты действительных низко-
размерных алгебр Ли. Впервые исчерпывающе описаны базисы ин-
вариантов серий разрешимых алгебр Ли произвольной размернос-
ти с фиксированными структурами нильрадикалов. Введено стро-
гое определение модулей редукции дифференциальных уравнений,
что позволило пересмотреть и заново построить теорию неклассичес-
ких симметрий дифференциальных уравнений. Предложено поня-
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тие сингулярных модулей редукции дифференциальных уравнений
и проведено детальное исследование свойств таких модулей. Это по-
зволило упорядочить и обобщить все ранее известные “no-go” резуль-
таты относительно неклассических симметрий дифференциальных
уравнений. Доказано обобщение теоремы Ли о дифференциальных
инвариантах однопараметрической группы локальных преобразова-
ний. Проанализирована связь между построением таких инвариан-
тов и интегрированием систем уравнений типа Риккати. Прокласси-
фицированы лиевские симметрии систем линейных обыкновенных
дифференциальных уравнений второго порядка с коммутирующими
постоянными матрицами коэффициентов. Исследованы группоиды
эквивалентности класса линейных обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений произвольного порядка и его подклассов. Групповая
классификация таких уравнений алгебраическим методом выполне-
на тремя разными способами. Исчерпывающе проклассифицирова-
ны лиевские симметрии нелинейных галилей-инвариантных обобще-
ний уравнений Бюргерса и Кортевега–де Фриза произвольного по-
рядка. Доказана теорема о линейных операторах редукции обще-
го линейного дифференциального уравнения в частных производ-
ных. Изучены простейшие потенциальные законы сохранения (1+1)-
мерных линейных эволюционных уравнений, связанные с введением
одного потенциала по линейным законам сохранения.
Ключевые слова: групповой анализ дифференциальных уравне-
ний, алгебра Ли, обобщенный оператор Казимира, лиевская симмет-
рия, оператор редукции, модуль редукции, сингулярный модуль ре-
дукции, инвариант, дифференциальный инвариант, группа эквива-
лентности, группоид эквивалентности, закон сохранения.
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tion modules and symmetries of differential equations. — Quali-
fying scientific work on the rights of the manuscript.

Thesis for the degree of Doctor of Physical and Mathematical Scien-
ces, speciality 01.01.03 “Mathematical Physics” (111 — Mathema-
tics). — Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2017.

In the thesis, the main attention is paid to problems related to gene-
ralized Casimir operators and realizations of Lie algebras as well as Lie
symmetries and reduction modules of differential equations.

An original algorithm for finding fundamental bases of invariants
(generalized Casimir operators) of Lie algebras is developed, which uses
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the Cartan method of moving frames in the Fels–Olver version. In order
to test the method, demonstrate its advantages and explain the nor-
malization procedure, invariants of real low-dimensional Lie algebras are
re-computed. We completely describe for the first time invariant bases for
series of solvable Lie algebras of arbitrary dimension with fixed struc-
tures of nilradicals, in particular, for almost Abelian Lie algebras, for
solvable Lie algebras, whose nilradicals are filiform almost Abelian al-
gebras, for nilpotent algebras of strictly upper triangular matrices and
for solvable Lie algebras with triangular nilradicals and diagonal nilin-
dependent elements.

A rigorous definition of reduction modules of differential equations is
introduced, which allows us to revisit the theory of nonclassical symmet-
ries of differential equations. The concept of singular reduction modules
of differential equations is proposed, and the properties of such modules
are studied in detail. It is shown that the derivation of nonclassical sym-
metries for differential equations can be improved by an in-depth prior
study of the associated singular modules of vector fields. The form of dif-
ferential functions and differential equations possessing parameterized
families of singular modules is described up to point transformations.
Singular cases of finding reduction modules are related to lowering the
order of the corresponding reduced equations. As examples, the singular
reduction modules of evolution equations and second-order quasi-linear
equations are investigated. We also consider reductions of differential
equations to algebraic equations and to ordinary first-order differential
equations. As a result, we arrange and generalize all previously known
“no-go” results for nonclassical symmetries of differential equations.

The generalization of Lie’s theorem on differential invariants of a one-
parameter group of local transformations is proved without the restric-
tion on the number of independent and dependent variables. Namely, it is
shown that if a universal invariant of such a group is known, then its com-
plete set of functionally independent differential invariants of any order
can be constructed using single quadrature and differentiations. We also
analyze the relation between finding first-order differential invariants for
one-parameter groups and integrating Riccati-type systems. The maxi-
mal Lie invariance algebras of systems of second-order linear ordinary dif-
ferential equations with commuting constant matrices of coefficients are
classified without restrictions on the number of equations and the form
of these matrices. The exact lower and upper bounds for the dimensions
of such algebras are derived. The equivalence groupoids of the class of
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linear ordinary differential equations of an arbitrary order as well as of its
subclasses associated with the rational form, the Laguerre–Forsyth form,
and the first and second Arnold forms are constructed. This allows us to
classify Lie symmetries of linear ordinary differential equations within
the algebraic method in three different ways. Normalization properties
of non-normalized classes of such equations are improved by their repa-
rameterization. As a result, examples of generalized extended equivalence
groups are constructed for the first time ever. A symmetry approach for
describing new integrable cases of Abel equations is proposed.

We carry out the complete group classification of nonlinear Galilean-
invariant generalizations of the Burgers and Korteweg–de Vries equa-
tions, which are of an arbitrary order. The theorem on linear reduc-
tion operators of a general linear partial differential equation is proved.
As an example illustrating this theorem, singular and regular reduction
operators of the linear rod equation are constructed. We study simplest
potential conservation laws of (1+1)-dimensional linear evolution equa-
tions that are associated with introducing single potentials using linear
conservation laws. We prove that all simplest potential conservation laws
of any (1+1)-dimensional of even-order linear evolution equation are in-
duced by local conservation laws of this equation. We also derive an
effective criterion for checking whether a quadratic conservation law of
a linear potential system is a purely potential conservation law of the cor-
responding (1 + 1)-dimensional odd-order linear evolution equation. We
construct classes of nonlinear Schrödinger equations that are invariant
with respect to the essential Lie symmetry algebra of the free Schrödinger
equation and whose solutions satisfy the continuity equation.

Key words: group analysis of differential equations, Lie algebra, gene-
ralized Casimir operator, Lie symmetry, reduction operator, reduc-
tion module, singular reduction module, invariant, differential invariant,
equivalence group, equivalence groupoid, conservation law.
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