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Анотацiя

Бойко В.М. Узагальненi оператори Казiмiра, сингулярнi модулi
редукцiї та симетрiї диференцiальних рiвнянь. — Квалiфiкацiйна
наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-матема-
тичних наук за спецiальнiстю 01.01.03 “математична фiзика” (111 — ма-
тематика). — Iнститут математики НАН України, Київ, 2017.

Основну увагу в дисертацiї зосереджено на проблемах, пов’язаних з
узагальненими операторами Казiмiра та реалiзацiями алгебр Лi, а також
лiївськими симетрiями та модулями редукцiї диференцiальних рiвнянь.

Розроблено оригiнальний алгоритм знаходження фундаментальних
базисiв iнварiантiв (узагальнених операторiв Казiмiра) алгебр Лi, що ви-
користовує картанiвський метод рухомих реперiв у версiї Фелса–Олвера.
З метою тестування методу, демонстрацiї його переваг i пояснення проце-
дури нормалiзацiї заново обчислено iнварiанти дiйсних низькорозмiрних
алгебр Лi. Вперше вичерпно описано базиси iнварiантiв серiй розв’яз-
них алгебр Лi довiльної розмiрностi з фiксованими структурами нiль-
радикалiв, зокрема майже абелевих алгебр Лi, розв’язних алгебр Лi,
нiльрадикали яких є ниткоподiбними майже абелевими алгебрами, нiль-
потентних алгебр строго верхньотрикутних матриць та розв’язних ал-
гебр Лi з трикутними нiльрадикалами й дiагональними нiльнезалежни-
ми елементами.

Введено строге означення модулiв редукцiї диференцiальних рiвнянь,
що дало змогу переглянути та наново побудувати теорiю некласичних
симетрiй диференцiальних рiвнянь. Запропоновано поняття сингуляр-
них модулiв редукцiї диференцiальних рiвнянь та проведено детальне
дослiдження властивостей таких модулiв. Показано, що обчислення не-
класичних симетрiй диференцiальних рiвнянь можна вдосконалити за
допомогою глибокого попереднього вивчення асоцiйованих сингулярних



3

модулiв векторних полiв. Iз точнiстю до точкових перетворень описа-
но диференцiальнi функцiї та диференцiальнi рiвняння, що допускають
параметризованi сiм’ї сингулярних модулiв. Сингулярнi випадки при по-
будовi модулiв редукцiї пов’язано з пониженням порядку вiдповiдних
редукованих рiвнянь. Як приклади вивчено сингулярнi модулi редук-
цiї еволюцiйних рiвнянь i квазiлiнiйних рiвнянь другого порядку. Також
розглянуто редукцiї диференцiальних рiвнянь до алгебраїчних рiвнянь
та звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку. Це дозволило
впорядкувати й узагальнити всi ранiше вiдомi “no-go” результати щодо
некласичних симетрiй диференцiальних рiвнянь.

Доведено узагальнення теореми Лi про диференцiальнi iнварiанти
однопараметричної групи локальних перетворень без обмеження щодо
кiлькостi незалежних i залежних змiнних. А саме, показано, що за вiдо-
мого унiверсального iнварiанта повний набiр функцiонально незалежних
диференцiальних iнварiантiв будь-якого порядку такої групи можна по-
будувати за допомогою однiєї квадратури та диференцiювання. Детально
проаналiзовано зв’язок мiж знаходженням диференцiальних iнварiантiв
першого порядку для однопараметричних груп та iнтегруванням систем
рiвнянь типу Рiккатi. Прокласифiковано максимальнi алгебри лiївської
iнварiантностi систем лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь дру-
гого порядку з комутуючими сталими матрицями коефiцiєнтiв без обме-
жень щодо кiлькостi рiвнянь i вигляду цих матриць. Отримано точнi
нижнi та верхнi оцiнки розмiрностей таких алгебр. Дослiджено групо-
їд еквiвалентностi класу лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь
довiльного порядку, а також групоїди еквiвалентностi його пiдкласiв,
пов’язаних з рацiональною формою, формою Лагера–Форсайта, першою
та другою формами Арнольда. Це дозволило прокласифiкувати лiївськi
симетрiї лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь алгебраїчним ме-
тодом у три рiзнi способи. Нормалiзацiйнi властивостi ненормалiзованих
класiв таких рiвнянь покращено через їх репараметризацiю. У результа-
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тi вперше побудовано приклади розширених узагальнених груп еквiва-
лентностi. Запропоновано симетрiйний пiдхiд до опису нових iнтегровних
випадкiв рiвняння Абеля.

Проведено повну групову класифiкацiю нелiнiйних галiлей-iнварiант-
них узагальнень рiвнянь Бюргерса i Кортевега–де Фрiза довiльного по-
рядку. Доведено теорему про лiнiйнi оператори редукцiї загального лiнiй-
ного диференцiального рiвняння з частинними похiдними. Як приклад,
що iлюструє цю теорему, дослiджено сингулярнi та регулярнi операто-
ри редукцiї лiнiйного рiвняння стрижня. Вивчено найпростiшi потенцi-
альнi закони збереження (1+1)-вимiрних лiнiйних еволюцiйних рiвнянь,
пов’язаних iз введенням одного потенцiалу за лiнiйними законами збе-
реження. Доведено, що всi найпростiшi потенцiальнi закони збережен-
ня будь-якого (1+1)-вимiрного лiнiйного еволюцiйного рiвняння парного
порядку iндуковано локальними законами збереження цього рiвняння.
Одержано ефективний критерiй, який дозволяє легко перевiрити, коли
квадратичний закон збереження найпростiшого потенцiального рiвняння
є чисто потенцiальним законом збереження вiдповiдного (1+1)-вимiрного
лiнiйного еволюцiйного рiвняння непарного порядку. Описано класи не-
лiнiйних рiвнянь Шрьодiнгера, якi iнварiантнi вiдносно суттєвої частини
максимальної алгебри лiївської симетрiї вiльного рiвняння Шрьодiнгера
i розв’язки яких задовольняють рiвняння неперервностi.

Ключовi слова: груповий аналiз диференцiальних рiвнянь, алгебра Лi,
узагальнений оператор Казiмiра, лiївська симетрiя, оператор редукцiї,
модуль редукцiї, сингулярний модуль редукцiї, iнварiант, диференцiаль-
ний iнварiант, група еквiвалентностi, групоїд еквiвалентностi, закон збе-
реження.
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Abstract

Boyko V.M. Generalized Casimir operators, singular reduction
modules and symmetries of differential equations. — Qualifying scien-
tific work on the rights of the manuscript.

Thesis for the degree of Doctor of Physical and Mathematical Sciences,
speciality 01.01.03 “Mathematical Physics” (111 — Mathematics). — Institute
of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2017.

In the thesis, the main attention is paid to problems related to generalized
Casimir operators and realizations of Lie algebras as well as Lie symmetries
and reduction modules of differential equations.

An original algorithm for finding fundamental bases of invariants
(generalized Casimir operators) of Lie algebras is developed, which uses
the Cartan method of moving frames in the Fels–Olver version. In order to
test the method, demonstrate its advantages and explain the normalization
procedure, invariants of real low-dimensional Lie algebras are re-computed.
We completely describe for the first time invariant bases for series of solvable
Lie algebras of arbitrary dimension with fixed structures of nilradicals, in
particular, for almost Abelian Lie algebras, for solvable Lie algebras, whose
nilradicals are filiform almost Abelian algebras, for nilpotent algebras of stri-
ctly upper triangular matrices and for solvable Lie algebras with triangular
nilradicals and diagonal nilindependent elements.

A rigorous definition of reduction modules of differential equations is
introduced, which allows us to revisit the theory of nonclassical symmetri-
es of differential equations. The concept of singular reduction modules of
differential equations is proposed, and the properties of such modules are
studied in detail. It is shown that the derivation of nonclassical symmetries
for differential equations can be improved by an in-depth prior study of the
associated singular modules of vector fields. The form of differential functi-
ons and differential equations possessing parameterized families of singular
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modules is described up to point transformations. Singular cases of finding
reduction modules are related to lowering the order of the corresponding
reduced equations. As examples, the singular reduction modules of evoluti-
on equations and second-order quasi-linear equations are investigated. We
also consider reductions of differential equations to algebraic equations and
to ordinary first-order differential equations. As a result, we arrange and
generalize all previously known “no-go” results for nonclassical symmetries of
differential equations.

The generalization of Lie’s theorem on differential invariants of a one-
parameter group of local transformations is proved without the restriction
on the number of independent and dependent variables. Namely, it is shown
that if a universal invariant of such a group is known, then its complete
set of functionally independent differential invariants of any order can be
constructed using single quadrature and differentiations. We also analyze the
relation between finding first-order differential invariants for one-parameter
groups and integrating Riccati-type systems. The maximal Lie invariance
algebras of systems of second-order linear ordinary differential equations wi-
th commuting constant matrices of coefficients are classified without restri-
ctions on the number of equations and the form of these matrices. The
exact lower and upper bounds for the dimensions of such algebras are deri-
ved. The equivalence groupoids of the class of linear ordinary differential
equations of an arbitrary order as well as of its subclasses associated wi-
th the rational form, the Laguerre–Forsyth form, and the first and second
Arnold forms are constructed. This allows us to classify Lie symmetries of
linear ordinary differential equations within the algebraic method in three
different ways. Normalization properties of non-normalized classes of such
equations are improved by their reparameterization. As a result, examples
of generalized extended equivalence groups are constructed for the first ti-
me ever. A symmetry approach for describing new integrable cases of Abel
equations is proposed.
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We carry out the complete group classification of nonlinear Galilean-
invariant generalizations of the Burgers and Korteweg–de Vries equations,
which are of an arbitrary order. The theorem on linear reduction operators
of a general linear partial differential equation is proved. As an example
illustrating this theorem, singular and regular reduction operators of the
linear rod equation are constructed. We study simplest potential conservati-
on laws of (1+1)-dimensional linear evolution equations that are associated
with introducing single potentials using linear conservation laws. We prove
that all simplest potential conservation laws of any (1+1)-dimensional of
even-order linear evolution equation are induced by local conservation laws
of this equation. We also derive an effective criterion for checking whether
a quadratic conservation law of a linear potential system is a purely potential
conservation law of the corresponding (1 + 1)-dimensional odd-order linear
evolution equation. We construct classes of nonlinear Schrödinger equations
that are invariant with respect to the essential Lie symmetry algebra of the
free Schrödinger equation and whose solutions satisfy the continuity equation.

Key words: group analysis of differential equations, Lie algebra, generalized
Casimir operator, Lie symmetry, reduction operator, reduction module, sin-
gular reduction module, invariant, differential invariant, equivalence group,
equivalence groupoid, conservation law.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

g, G алгебра Лi розмiрностi dim g = n <∞
та вiдповiдна зв’язна група Лi

Ad, Ad∗ приєднане, коприєднане представлення групи Лi
Ad∗G образ групи G при Ad∗

Inv(Ad∗G) фундаментальний iнварiант групи Ad∗G

I фундаментальний пiднятий iнварiант групи Ad∗G

G∼, G∼(L) група еквiвалентностi класу L
g∼, g∼(L) алгебра Лi групи еквiвалентностi класу L
g∩ алгебра Лi ядра основних груп рiвнянь з деякого класу
gmax, gE максимальна алгебра лiївської iнварiантностi

диференцiального рiвняння E
Di, Dxi оператор повного диференцiювання за змiнною xi

Jr = Jr(x|u) простiр струменiв порядку r
з незалежними змiнними x i залежними змiнними u

E , L диференцiальне рiвняння,
система або клас диференцiальних рiвнянь

L(k) многовид визначений системою L у просторi Jk

Q векторне поле або модуль векторних полiв
Q(r) r-те продовження векторного поля Q
scoLQ копорядок сингулярностi модуля Q

для диференцiальної функцiї L
wscoLQ копорядок слабкої сингулярностi модуля Q

для рiвняння L

Якщо не оговорено iнше, за iндексами, що повторюються, йде пiдсумо-
вування. ∂i = ∂/∂xi, ∂ua = ∂/∂ua.
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Вступ

Актуальнiсть теми. Одне з можливих пояснень “незбагненної ефе-
ктивностi математики у природничих науках” полягає в тому, що однi
й тi самi математичнi моделi можуть успiшно описувати досить широке
коло явищ, iнколи зовсiм рiзної природи. Саме такi моделi є найцiка-
вiшими об’єктами математичних дослiджень. Характерною рисою, що
виокремлює їх серед нескiнченної множини потенцiйних моделей, є на-
явнiсть широких симетрiй, тобто iнварiантнiсть вiдносно широких груп
перетворень. Симетрiї вiдiграють визначну роль у формулюваннi та до-
слiдженнi сучасних моделей математичної фiзики. Галузь математики
на стику загальної теорiї симетрiй, теорiї груп i алгебр Лi, математичної
фiзики i теорiї диференцiальних рiвнянь називають груповим аналiзом
диференцiальних рiвнянь.

Пiдвищений iнтерес до групового аналiзу пов’язаний з його дiєвiстю
у застосуваннях до проблем теоретичної та математичної фiзики, мате-
матичної бiологiї, метеорологiї тощо. Зокрема, вiн надає ефективнi iн-
струменти для побудови точних та наближених розв’язкiв складних не-
лiнiйних моделей. Дослiдження щодо симетрiй диференцiальних рiвнянь
та сумiжних проблем активно виконують у провiдних наукових центрах
свiту, таких як Центр математичних дослiджень Монреальського унiвер-
ситету (м. Монреаль, Канада), Мiннесотський унiверситет (м. Мiннеапо-
лiс, США), Iнститут гiдродинамiки iм. М.А. Лаврентьєва Сибiрського
вiддiлення РАН (м. Новосибiрськ, Росiя) та багатьох iнших. Значну ува-
гу зосереджено на розширеннi рiзноманiття розглядуваних симетрiй, якi
зараз включають точковi, контактнi, узагальненi, неперервнi, дискретнi,
умовнi, потенцiальнi, прихованi, наближенi симетрiї, супер- та парасу-
персиметрiї, перетворення Беклунда тощо. Розгляд складнiших багато-
вимiрних моделей i постановка нових типiв задач призводить до потреби
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розробки нових, потужнiших методiв групового аналiзу, що в свою чергу
вимагає розвитку теорiї. При цьому низка його класичних проблем за-
лишається нерозв’язаними. Українська школа групового аналiзу дифе-
ренцiальних рiвнянь займає провiднi позицiї з дослiджень у цiй галузi.
Зокрема, у роботах В.I. Фущича, А.Г. Нiкiтiна, М.I. Сєрова, Р.М. Цифри,
Р.З. Жданова, В.I. Лагна, Р.О. Поповича та їхнiх учнiв отримано низ-
ку вагомих результатiв щодо умовної iнварiантностi диференцiальних
рiвнянь, їх групової класифiкацiї та класифiкацiї законiв збереження,
диференцiальних iнварiантiв тощо.

Зв’язок теорiї груп i алгебр Лi з груповим аналiзом диференцiальних
рiвнянь iнтенсивно поглиблюється через розвиток алгебраїчних методiв у
груповому аналiзi. I навпаки, задачi групового аналiзу стимулюють роз-
виток нових методiв у рiзних областях теорiї груп i алгебр Лi, включаючи
пов’язанi з iнварiантами, узагальненими операторами Казiмiра, реалiза-
цiями та контракцiями алгебр Лi. Зокрема, класифiкацiя реалiзацiй ал-
гебр Лi векторними полями є основним кроком у процедурi групової кла-
сифiкацiї диференцiальних рiвнянь алгебраїчним методом. Узагальненi
оператори Казiмiра напiвпростих i неоднорiдних алгебр Лi, а також низь-
корозмiрних та фiзично важливих алгебр Лi фiксованих розмiрностей
добре вiдомi, але для розв’язних алгебр Лi настiльки повних результа-
тiв немає. Окрiм того, традицiйно для побудови узагальнених операторiв
Казiмiра розв’язних алгебр використовували iнфiнiтезимальний метод,
що призводило до необхiдностi iнтегрування надзвичайно громiздких
перевизначених систем квазiлiнiйних рiвнянь з частинними похiдними
першого порядку. У першому роздiлi дисертацiї запропоновано набагато
ефективнiший алгебраїчний метод обчислення таких операторiв. Пере-
ваги методу продемонстровано на дiйсних низькорозмiрних алгебрах Лi
та вперше вичерпно описано узагальненi оператори Казiмiра для низки
серiй розв’язних алгебр Лi довiльної розмiрностi з фiксованими нiльра-
дикалами.
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Так званий некласичний метод знаходження точних розв’язкiв дифе-
ренцiальних рiвнянь з частинними похiдними запропоновано Дж. Блу-
меном i Дж. Коулом. Згодом цей пiдхiд у рiзних термiнах (метод не-
класичної, умовної або Q-умовної симетрiї, прямий метод, метод редук-
цiї та iн.) розвинуто у роботах I.М. Цифри, В.I. Фущича, М.I. Сєрова,
П. Вiнтернiца, П. Кларксона, Е. Менсфiлд, Є.М. Воробйова, П. Олвера,
Р.З. Жданова, В.I. Лагна, Р.О. Поповича та iнших. Вiн дозволяє отри-
мати точнi розв’язки диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними,
якi неможливо побудувати в рамках методу Лi. Водночас задача вiдшу-
кання некласичних симетрiй деякого диференцiального рiвняння й, тим
бiльше, їх класифiкацiї в класах диференцiальних рiвнянь технiчно та
теоретично є значно складнiшою, нiж аналогiчна задача для лiївських
симетрiй. Це пояснює, чому iснує мало прикладiв вичерпного опису та-
ких симетрiй i не було отримано глибоких теоретичних результатiв щодо
них. На деякi базовi питання теорiї некласичних симетрiй лише нещо-
давно знайдено вiдповiдi, але бiльшiсть iз них залишається вiдкритими.
Тому в дисертацiї значну увагу придiлено перебудовi, впорядкуванню
та подальшому розвитку цiєї теорiї, починаючи зi строгого означення
модулiв редукцiї диференцiальних рiвнянь як її фундаменту. На основi
нового поняття сингулярних модулiв редукцiї диференцiальних рiвнянь,
зокрема, удосконалено процедуру пошуку некласичних симетрiй та уза-
гальнено всi ранiше вiдомi “no-go” результати щодо них.

Значну частину задач групового аналiзу диференцiальних рiвнянь
складають класифiкацiї — з точнiстю до певної еквiвалентностi — де-
яких об’єктiв, пов’язаних з диференцiальними рiвняннями (як то лiїв-
ських симетрiй, модулiв редукцiї, законiв збереження чи потенцiальних
симетрiй). Водночас класичнi методи групового аналiзу вже вичерпали
свiй потенцiал; їх застосування у прикладних багатовимiрних задачах
призводить до занадто громiздких обчислень. Запропонованi останнiм
часом пiдходи, включаючи рiзноманiтнi алгебраїчнi методи, дозволили
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подолати цей бар’єр. Завдяки ним вдалося розв’язати класифiкацiйнi
задачi ранiше недосяжної складностi, спростити обчислення, уточнити
та виправити недолiки або навiть помилки в iснуючих класифiкацiях,
виконаних на основi класичних технiк. Саме за допомогою сучасних пiд-
ходiв у дисертацiї розв’язано класифiкацiйнi задачi для класiв як звичай-
них диференцiальних рiвнянь, так i рiвнянь з частинними похiдними.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Дисертацiю виконано у вiддiлi математичної фiзики Iнституту математи-
ки НАН України в рамках тем “Аналiтичнi та симетрiйнi методи дослiд-
ження диференцiальних моделей математичної фiзики” (номер держ-
реєстрацiї 0198U001993), “Теоретико-груповий аналiз нелiнiйних проблем
математичної фiзики, хiмiї, бiологiї та економiки” (номер держреєстра-
цiї 0101U000098), “Симетрiя та iнтегровнiсть нелiнiйних моделей” (номер
держреєстрацiї 0106U000436), “Симетрiя, суперсиметрiя та iнтегровнiсть
диференцiальних рiвнянь” (номер держреєстрацiї 0110U008615), “Симет-
рiя, суперсиметрiя та суперiнтегровнiсть рiвнянь математичної фiзики”
(номер держреєстрацiї 0116U003059).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є
розробка нових методiв та алгоритмiв групового аналiзу диференцiаль-
них рiвнянь, а також дослiдження деяких проблем iз сумiжних областей
теорiї алгебр Лi. Основну увагу в дисертацiї зосереджено на задачах,
пов’язаних iз узагальненими операторами Казiмiра та реалiзацiями ал-
гебр Лi, лiївськими симетрiями та модулями редукцiї диференцiальних
рiвнянь.

Об’єктом дослiдження є низькорозмiрнi алгебри Лi, серiї розв’язних
алгебр Лi довiльної розмiрностi з фiксованими структурами нiльрадика-
лiв, загальнi класи диференцiальних рiвнянь, еволюцiйнi рiвняння та їх
спецiальнi класи, квазiлiнiйнi диференцiальнi рiвняння другого порядку,
звичайнi диференцiальнi рiвняння та системи таких рiвнянь.
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Предметом дослiдження є узагальненi оператори Казiмiра та реалi-
зацiї алгебр Лi векторними полями, сингулярнi модулi диференцiальних
функцiй та диференцiальних рiвнянь, диференцiальнi iнварiанти, гру-
пи та групоїди еквiвалентностi класiв диференцiальних рiвнянь, а також
лiївськi симетрiї, модулi редукцiї, закони збереження та точнi розв’язки
диференцiальних рiвнянь.

Методи дослiдження. Оригiнальний алгебраїчний метод обчислення
узагальнених операторiв Казiмiра на основi картанiвського методу рухо-
мих реперiв, класичний iнфiнiтезимальний метод Лi–Овсяннiкова, моди-
фiкацiя методу некласичних симетрiй з використанням поняття сингу-
лярних модулiв диференцiальних рiвнянь, рiзноманiтнi версiї алгебраїч-
ного методу групової класифiкацiї диференцiальних рiвнянь, прямий ме-
тод обчислення перетворень еквiвалентностi.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати,
якi визначають наукову новизну та виносяться на захист, такi:

1. Запропоновано алгебраїчний метод обчислення узагальнених опера-
торiв Казiмiра алгебр Лi, що використовує картанiвський метод ру-
хомих реперiв у версiї Фелса–Олвера. З метою тестування методу
та демонстрацiї його переваг заново обчислено iнварiанти дiйсних
низькорозмiрних алгебр Лi.

2. Уперше побудовано базиси узагальнених операторiв Казiмiра серiй
розв’язних алгебр Лi довiльної розмiрностi з фiксованими структу-
рами нiльрадикалiв, зокрема майже абелевих алгебр Лi, розв’язних
алгебр Лi, нiльрадикали яких є ниткоподiбними майже абелевими
алгебрами, нiльпотентних алгебр строго верхньотрикутних матриць
та розв’язних алгебр Лi з трикутними нiльрадикалами й дiагональ-
ними нiльнезалежними елементами.

3. Введено строге означення модулiв редукцiї диференцiальних рiв-
нянь. На його основi переглянуто та наново побудовано теорiю “не-
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класичних симетрiй” диференцiальних рiвнянь. Запропоновано по-
няття сингулярних модулiв редукцiї диференцiальних рiвнянь та до-
слiджено властивостi таких модулiв.

4. Детально вивчено сингулярнi модулi редукцiї еволюцiйних рiвнянь
i квазiлiнiйних рiвнянь другого порядку, а також редукцiї диферен-
цiальних рiвнянь до алгебраїчних рiвнянь та звичайних диференцi-
альних рiвнянь першого порядку, що впорядкувало й узагальнило
всi ранiше вiдомi “no-go” результати щодо “некласичних симетрiй”
диференцiальних рiвнянь.

5. Узагальнено теорему Лi про диференцiальнi iнварiанти однопарамет-
ричної групи локальних перетворень, а саме доведено, що за вiдомого
унiверсального iнварiанта повний набiр функцiонально незалежних
диференцiальних iнварiантiв будь-якого порядку такої групи мож-
на побудувати за допомогою однiєї квадратури та диференцiювання.
Проаналiзовано зв’язок мiж диференцiальними iнварiантами першо-
го порядку та iнтегруванням систем рiвнянь типу Рiккатi.

6. Прокласифiковано лiївськi симетрiї систем лiнiйних звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь другого порядку з комутуючими сталими мат-
рицями коефiцiєнтiв. Отримано точнi нижнi та верхнi оцiнки розмiр-
ностей максимальних алгебр лiївської iнварiантностi цих систем.

7. Дослiджено групоїди еквiвалентностi класу лiнiйних звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь довiльного порядку та його пiдкласiв, пов’я-
заних з рацiональною формою, формою Лагера–Форсайта, першою
та другою формами Арнольда. Це дозволило провести повну групову
класифiкацiю таких рiвнянь алгебраїчним методом трьома рiзними
способами.

8. Проведено повну групову класифiкацiю нелiнiйних галiлей-iнва-
рiантних узагальнень рiвнянь Бюргерса й Кортевега–де Фрiза до-
вiльного порядку.
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9. Доведено теорему про лiнiйнi оператори редукцiї загального лiнiйно-
го диференцiального рiвняння з частинними похiдними. Дослiджено
умовнi та потенцiальнi симетрiї лiнiйного рiвняння стрижня.

10. Доведено, що кожен найпростiший потенцiальний закон збереження
будь-якого (1+1)-вимiрного лiнiйного еволюцiйного рiвняння парно-
го порядку iндуковано локальним законом збереження цього рiвнян-
ня. Запропоновано ефективний критерiй перевiрки, коли квадрати-
чний закон збереження найпростiшої лiнiйної потенцiальної систе-
ми є чисто потенцiальним законом збереження вiдповiдного (1+1)-
вимiрного лiнiйного еволюцiйного рiвняння непарного порядку.

11. Описано нелiнiйнi рiвняння типу Шрьодiнгера, якi сумiснi з принци-
пом вiдносностi Галiлея та розв’язки яких задовольняють рiвняння
неперервностi.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна ро-
бота має теоретичний характер. Отриманi результати та розвинутi мето-
ди можна використати у подальших дослiдженнях нелiнiйних диферен-
цiальних рiвнянь, алгебр Лi, а також моделей сучасної математичної та
теоретичної фiзики.

Особистий внесок здобувача. Усi результати, що виносяться на
захист, одержано здобувачем самостiйно. У роботах, якi опублiковано
разом з iншими авторами, розподiл особистих внескiв такий.

У циклi статей [79–85] щодо iнварiантiв алгебр Лi дисертанту нале-
жать загальний план дослiдження, розробка основного варiанту методу,
що базується на методi рухомих реперiв, та виконання основного об’єму
обчислень, особливо при побудовi iнварiантiв алгебр Лi низької розмiр-
ностi, Р.О. Поповичу — модифiкацiя алгоритму з залученням процеду-
ри нормалiзацiї, спецiальна модифiкацiя алгоритму для розв’язних ал-
гебр Лi з нiльрадикалом iзоморфним алгебрi строго трикутних матриць.
I. Патера брав участь у обговореннi результатiв.
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У статтi [216] М.О. Нестеренко належить побудова реалiзацiй роз-
глянутих алгебр, дисертанту — визначення плану дослiдження та пе-
ревiрка обрахункiв. У роботi [247] Р.О. Поповичу належать загальний
план дослiдження, вдосконалення технiки класифiкацiї реалiзацiй на
основi поняття мегаiдеалу та класифiкацiя реалiзацiй простих алгебр
Лi, дисертанту — перевiрка класифiкацiї алгебр Лi, порiвняння одержа-
них результатiв з результатами iнших авторiв, М.О. Нестеренко викона-
ла класифiкацiю реалiзацiй алгебр Лi в просторах з чотирма змiнними,
а M.В. Лутфуллiн — класифiкацiю реалiзацiй розв’язних алгебр у про-
сторах з довiльною скiнченною кiлькiстю змiнних. У препринтi [249],
який є суттєво розширеним варiантом статтi [247], дисертанту додатко-
во належать впорядкування та обчислення алгебраїчних та iнварiантних
характеристик низькорозмiрних алгебр Лi, решту результатiв розподiле-
но як у [247].

У циклi статей [5,6,28,30,246] про диференцiальнi iнварiанти однопа-
раметричних груп Лi та їхнiй зв’язок iз системами рiвнянь типу Рiккатi,
внесок Р.О. Поповича i дисертанта у постановку задач рiвноцiнний, усi
основi результати отримано дисертантом самостiйно.

У роботах [93, 95–97] дисертанту та Р.О. Поповичу належать загаль-
ний план дослiдження, Н.М. Шаповал — перевiрка доведень та обчис-
лень у прикладах, дисертанту — огляд попереднiх результатiв, розробка
нових методiв та доведення всiх основних результатiв.

У статтях [7, 8, 29, 77, 88, 89] всi основнi результати та їх доведення
отримано дисертантом самостiйно, Р.О. Поповичу належить загальний
план дослiдження, у роботi [77] М. Кунцiнгер брав участь у обговореннi
результатiв та перевiрцi доведень.

У роботi [4] дисертанту належить доведення основного результату,
В.О. Поповичу — перевiрка результатiв роботи.

У статтях [76, 136] В.I. Фущичу належать постановки задач, всi ре-
зультати та їх доведення отримано дисертантом самостiйно.
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Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї до-
повiдалися на Мiжнародних конференцiях “Symmetry in nonlinear
mathematical physics” (Київ, 1997, 1999, 2001, 2003, 2005, 2007, 2009),
Українському математичному конгресi (Київ, 2001), Мiжнародних сим-
позiумах “Group analysis of differential equations and integrable systems”
(Протарас, Кiпр, 2008, 2012; Ларнака, Кiпр, 2014, 2016), на Мiжнарод-
них конференцiях “Classical and quantum integrable systems” (Дубна, Ро-
сiя, 2004, 2007), на Мiжнародних семiнарах “Симетрiя та iнтегровнiсть
рiвнянь математичної фiзики” (Київ, 2011, 2013, 2015, 2016).

Результати дисертацiйної роботи неодноразово доповiдалися й обгово-
рювалися на науковому семiнарi вiддiлу математичної фiзики Iнституту
математики НАН України (керiвник семiнару — член-кореспондент НАН
України, професор А.Г. Нiкiтiн, 1996–2017). Також результати дисерта-
цiї були предметом доповiдей на Вченiй радi Iнституту математики НАН
України (2013), Київському семiнарi з функцiонального аналiзу (керiв-
ники семiнару — академiк НАН України, професор Ю.М. Березанський,
член-кореспондент НАН України А.Н. Кочубей, академiк НАН Украї-
ни, професор Ю.С. Самойленко, 2017), науковому семiнарi кафедри ма-
тематичної фiзики механiко-математичного факультету Київського на-
цiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка (керiвники семiнару —
професор Т.А. Мельник, професор В.Г. Самойленко, 2017); наукових се-
мiнарах Центру математичних дослiджень Монреальського унiверсите-
ту (Канада, 2005–2007), науковому семiнарi математичного факультету
Вiденського унiверситету (Австрiя, 2010), науковому семiнарi математи-
чного факультету унiверситету м. Бiлосток (Польща, 2004), науковому
семiнарi математичного факультету технологiчного унiверситету м. Лу-
леа (Швецiя, 2000).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в роботах
[1–46] (див. список публiкацiй на с. 8–14), 9 з них опублiковано без спiв-
авторiв, роботи [1–20] вiдповiдають вимогам до публiкацiї результатiв



27

дисертацiйних робiт у фахових виданнях iз фiзико-математичних наук,
[21–32] — публiкацiї у працях конференцiй або збiрниках та препринти,
[33–46] — тези конференцiй, [1–20, 22–24, 26, 28–32] надруковано у вида-
ннях, що включенi до мiжнародних наукометричних баз (Web of Science,
Scopus, MathSciNet та Zentralblatt MATH).

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi змiсту,
вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел, що
мiстить 294 найменування. Повний обсяг дисертацiї становить 338 сто-
рiнок.

Короткий змiст основної частини роботи. Основну частину ро-
боти складають 4 роздiли. На початку кожного роздiлу подано стислий
огляд лiтератури та опис основних результатiв, що мiстяться в ньому.

Перший роздiл дисертацiї присвячено теорiї узагальнених операто-
рiв Казiмiра алгебр Лi (iнша назва — iнварiанти алгебр Лi). На початку
роздiлу проведено детальний огляд лiтератури з цього та сумiжних пи-
тань, зокрема щодо класифiкацiї алгебр Лi та сучасного стану пробле-
ми. У § 1.1 проаналiзовано поняття та об’єкти, необхiднi для подальшого
розгляду, наведено стандартний iнфiнiтезимальний пiдхiд для побудо-
ви узагальнених операторiв Казiмiра. У § 1.2 на основi картанiвського
методу рухомих реперiв у версiї Фелса–Олвера сформульовано та об-
ґрунтовано оригiнальний метод знаходження фундаментальних базисiв
iнварiантiв алгебр Лi з використанням процедури нормалiзацiї. Iлюстра-
тивнi приклади, що демонструють переваги запропонованого методу, на-
ведено у § 1.3. З цiєю ж метою у § 1.4 систематично заново обчислено
iнварiанти алгебр Лi розмiрностей не вище шести, отриманi ранiше iн-
шими авторами за допомогою iнфiнiтезимального пiдходу. Виправлено
ряд неточностей та помилок попереднiх класифiкацiй. Окрiм того, у бага-
тьох випадках вiдповiднi базиси вдалося записати у компактнiшiй формi.
У наступних параграфах цього роздiлу отримано вичерпнi описи базисiв
iнварiантiв серiй розв’язних алгебр Лi довiльної розмiрностi з фiксова-
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ними структурами нiльрадикалiв, зокрема для майже абелевих алгебр
Лi (§ 1.5), розв’язних алгебр Лi, нiльрадикали яких є ниткоподiбними
майже абелевими алгебрами (§ 1.6), для нiльпотентної алгебри строго
верхньотрикутних матриць (§ 1.7) та серiй розв’язних алгебр Лi з три-
кутними нiльрадикалами й дiагональними нiльнезалежними елементами
(§ 1.8). До цього в лiтературi iснували лише частковi результати або гi-
потези щодо iнварiантiв таких алгебр, i тiльки в рамках запропонованого
алгебраїчного пiдходу вдалося повнiстю розв’язати задачу побудови їхнiх
iнварiантiв.

У другому роздiлi пiсля детального огляду лiтератури й аналiзу
основних понять i тверджень щодо некласичних симетрiй у § 2.1 вве-
дено строге означення модулiв редукцiї диференцiальних рiвнянь, що
дало змогу переглянути та наново побудувати теорiю некласичних си-
метрiй диференцiальних рiвнянь. У §§ 2.2 i 2.3 запропоновано поняття
сингулярних i метасингулярних модулiв векторних полiв для диферен-
цiальних функцiй. Доведено, що на вiдмiну вiд двовимiрних метасин-
гулярних модулiв будь-який метасингулярний модуль розмiрностi вище
двох є iнволютивним. Основним результатом цих параграфiв є теорема,
яка з точнiстю до точкових перетворень описує вигляд диференцiаль-
них функцiй, що допускають метасингулярнi модулi. Аналогiчнi поняття
сильно та слабо сингулярних i метасингулярних модулiв диференцiаль-
них рiвнянь введено у § 2.4. Доведено теорему, яка характеризує дифе-
ренцiальнi рiвняння, що допускають слабо метасингулярнi модулi. З неї
випливає, що замiсть таких модулiв достатньо дослiджувати метасингу-
лярнi модулi вiдповiдних диференцiальних функцiй. Зв’язок мiж копо-
рядком слабкої сингулярностi операторiв редукцiї, суттєвим порядком
вiдповiдних редукованих рiвнянь i — у випадку редукцiї до звичайних
диференцiальних рiвнянь — кiлькiстю параметрiв у вiдповiдних сiм’ях
iнварiантних розв’язкiв отримано в § 2.5. Показано, що зв’язок мiж ре-
дукцiєю диференцiального рiвняння L за допомогою iнволютивного мо-
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дуля Q i формальною сумiснiстю об’єднаної системи, утвореної з рiвнян-
ня L i характеристичної системи, асоцiйованої з Q, суттєво залежить
вiд копорядку слабкої сингулярностi модуля Q для диференцiального
рiвняння L. З використанням сингулярних модулiв редукцiї у § 2.6 роз-
глянуто особливий випадок модулiв редукцiї розмiрностi, що спiвпадає
з кiлькiстю незалежних змiнних. Такi модулi вiдповiдають редукцiї до
алгебраїчних рiвнянь. У § 2.7 iснуючi “no-go” результати розширено на
модулi, що редукують еволюцiйнi рiвняння до звичайних диференцiаль-
них рiвнянь з єдиною незалежною часовою змiнною. Це мотивує розгляд
модулiв редукцiї з копорядком сингулярностi 1 у § 2.8. За припущення,
що диференцiальне рiвняння L допускає n-вимiрний метасингулярний
модуль M з копорядком сингулярностi 1, де n — кiлькiсть незалежних
змiнних у рiвняннi L, доведено “no-go” твердження, що встановлюють
зв’язок мiж (n−1)-вимiрними модулями редукцiї рiвняння L, що мiс-
тяться вM , i розв’язками рiвняння L. Зокрема показано, що визначальнi
рiвняння для таких модулiв можна звести до початкового рiвняння за до-
помогою композицiї диференцiальних пiдстановок i перетворення годо-
графа. Заключний § 2.9 присвячено сингулярним модулям квазiлiнiйних
диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними другого порядку, при-
чому розмiрнiсть модулiв вважається меншою за кiлькiсть незалежних
змiнних. Показано, що елiптичнi рiвняння не допускають сингулярних
модулiв. Будь-яке еволюцiйне рiвняння другого порядку з невиродженою
матрицею коефiцiєнтiв при других похiдних допускає лише сингулярнi
модулi, розглянутi в § 2.7 для загальних еволюцiйних рiвнянь. Узагальне-
нi хвильовi рiвняння є бiльш складними з цiєї точки зору. Зокрема, вони
можуть допускати сiм’ї сингулярних модулiв, якi не мають iнтерпретацiї
в термiнах метасингулярних модулiв.

Третiй роздiл дисертацiї присвячено задачам, пов’язаним з лiївськи-
ми симетрiями звичайних диференцiальних рiвнянь. Зокрема, у § 3.1
дослiджено диференцiальнi iнварiанти однопараметричних груп локаль-
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них перетворень у просторi n незалежних та m залежних змiнних.
Узагальнення теореми Лi про диференцiальнi iнварiанти однопарамет-
ричної групи локальних перетворень проведено не тiльки за кiлькi-
стю залежних i незалежних змiнних, а й безпосереднiм посиленням її
твердження. А саме, доведено, що за вiдомого унiверсального iнварiанта
повний набiр функцiонально незалежних диференцiальних iнварiантiв
будь-якого порядку такої групи можна побудувати за допомогою однi-
єї квадратури i диференцiювання. Детально проаналiзовано зв’язок мiж
диференцiальними iнварiантами першого порядку й iнтегруванням сис-
тем рiвнянь типу Рiккатi.

У § 3.2 виконано вичерпний аналiз лiївських симетрiй систем лiнiй-
них звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку з комутуючи-
ми сталими матрицями коефiцiєнтiв над комплексним i дiйсним полями.
На основi оригiнального алгебраїчного пiдходу суттєво розширено й уза-
гальнено результати iнших авторiв. Зокрема, описано в явному виглядi
максимальнi алгебри лiївської iнварiантностi таких систем без обмежень
щодо кiлькостi рiвнянь i вигляду матриць коефiцiєнтiв, а також отрима-
но точнi нижнi та верхнi оцiнки щодо розмiрностей цих алгебр.

У § 3.3 вичерпно описано групоїд еквiвалентностi класу лiнiйних зви-
чайних диференцiальних рiвнянь r-го порядку, а також групоїди еквi-
валентностi його пiдкласiв, пов’язаних з рацiональною формою, фор-
мою Лагера–Форсайта, першою та другою формами Арнольда. Пiдкла-
си однорiдних рiвнянь, асоцiйованi з загального формою, рацiональною
формою та формою Лагера–Форсайта, при r > 3 є однорiдно напiвнор-
малiзованими вiдносно груп точкових симетрiй, пов’язаних з лiнiйною
суперпозицiєю розв’язкiв. Це дозволило прокласифiкувати лiївськi си-
метрiї лiнiйних ЗДР з використанням алгебраїчного методу трьома рi-
зними способами. Нормалiзацiйнi властивостi ненормалiзованих класiв
таких рiвнянь покращено через їх репараметризацiю. У результатi впер-
ше побудовано приклади розширених узагальнених груп еквiвалентностi.
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У § 3.4 запропоновано симетрiйний пiдхiд до опису нових iнтегровних
випадкiв рiвняння Абеля, який використовує зв’язок мiж рiвняннями
Абеля та звичайними диференцiальними рiвняннями другого порядку,
а також перетворення еквiвалентностi у класах таких рiвнянь.

У § 3.5 проведено детальний порiвняний аналiз результатiв щодо ре-
алiзацiй низькорозмiрних алгебр Лi векторними полями з результата-
ми [283].

Рiзноманiтнi задачi симетрiйного аналiзу диференцiальних рiвнянь
з частинними похiдними, що виникають у математичнiй фiзицi, розгля-
нуто у четвертому роздiлi дисертацiї. Зокрема, повну групову класи-
фiкацiю нелiнiйних галiлей-iнварiантних узагальнень рiвнянь Бюргерса
i Кортевега–де Фрiза довiльного порядку проведено в § 4.1.

Основним результатом у § 4.2 є теорема про лiнiйнi оператори ре-
дукцiї загального лiнiйного диференцiального рiвняння з частинними
похiдними. Як приклад, що iлюструє цю теорему, в § 4.3 дослiджено
умовнi симетрiї (сингулярнi та регулярнi оператори редукцiї) лiнiйно-
го рiвняння стрижня. Додатково вивчено зв’язок мiж цим рiвнянням
i (1+1)-вимiрним вiльним рiвнянням Шрьодiнгера, що дозволило побу-
дувати потенцiальнi симетрiї рiвняння стрижня.

Найпростiшi потенцiальнi закони збереження (1+1)-вимiрних лiнiй-
них еволюцiйних рiвнянь, пов’язанi з введенням одного потенцiалу за
лiнiйними законами збереження, вивчено у § 4.4, використовуючи дуаль-
не перетворення Дарбу. Доведено, що кожен найпростiший потенцiаль-
ний закон збереження будь-якого (1+1)-вимiрного лiнiйного еволюцiйно-
го рiвняння парного порядку iндуковано локальним законом збереження
цього рiвняння. Це твердження також справедливе для лiнiйних найпро-
стiших потенцiальних законiв збереження (1+1)-вимiрних лiнiйних ево-
люцiйних рiвнянь непарного порядку, пов’язаних з лiнiйними потенцi-
альними системами. Запропоновано ефективний критерiй перевiрки, ко-
ли квадратичний закон збереження найпростiшої лiнiйної потенцiальної
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системи є чисто потенцiальним законом збереження вiдповiдного (1+1)-
вимiрного лiнiйного еволюцiйного рiвняння непарного порядку.

У § 4.5 описано класи нелiнiйних рiвнянь Шрьодiнгера, якi iнварi-
антнi вiдносно суттєвої частини максимальної алгебри лiївської симетрiї
вiльного рiвняння Шрьодiнгера i розв’язки яких задовольняють рiвнян-
ня неперервностi.

Наприкiнцi дисертацiї наведено основнi результати та висновки.

Подяки. Автор висловлює щиру вдячнiсть науковому консуль-
танту доктору фiзико-математичних наук, професору Роману Омеля-
новичу Поповичу i завiдувачу вiддiлу математичної фiзики, члену-
кореспонденту НАН України, доктору фiзико-математичних наук, про-
фесору Анатолiю Глiбовичу Нiкiтiну за постiйну увагу i допомогу в робо-
тi, спiвавторам та спiвробiтникам вiддiлу математичної фiзики за плiдну
довголiтню спiвпрацю i пiдтримку.
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РОЗДIЛ 1

Узагальненi оператори Казiмiра

Iнварiанти алгебр Лi є їх важливими характеристик. Вони мають чис-
леннi застосування в рiзноманiтних галузях математики та фiзики,
в яких використовують алгебри Лi (теорiя представлень, iнтегровнiсть
гамiльтонових диференцiальних рiвнянь, квантовi числа тощо). Зокре-
ма, полiномiальнi iнварiанти алгебри Лi вичерпують її множину опе-
раторiв Казiмiра, тобто центр її унiверсальної обгортуючої алгебри. З
цiєї причини загальнi iнварiанти алгебр Лi, включаючи неполiномiаль-
нi, також називають узагальненими операторами Казiмiра, при цьому
звичайнi оператори Казiмiра є “специфiчними” узагальненими операто-
рами Казiмiра. Термiн “оператор Казiмiра” виник у фiзичнiй лiтературi
у зв’язку з роботою [115]. Iнтерес до пошуку всiх незалежних iнварiантiв
дiйсних алгебр Лi невисоких розмiрностi вiдновився кiлька десятилiть
тому [37,56,232,235,256,291].

Структура iнварiантiв суттєво залежить вiд структури вiдповiдної
алгебри. Класифiкацiя всiх (скiнченновимiрних) алгебр Лi є дуже скла-
дною проблемою, фактично нерозв’язною для довiльних розмiрностей
алгебр. На сьогоднi в лiтературi прокласифiковано лише всi алгебри Лi
до розмiрностi шiсть включно. Теорема Левi–Мальцева зводить задачу
класифiкацiї алгебр Лi до класифiкацiї розв’язних алгебр Лi, але це про-
блема є дикою, оскiльки включає як пiдзадачу проблему зведення пар
матриць до канонiчного вигляду [172]. Тому розробка завершеної теорiї
узагальнених операторiв Казiмiра в загальному випадку виглядає немо-
жливою. Якщо вiдома класифiкацiя певного класу алгебр Лi, то iнварiан-
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ти таких алгебр можна описати вичерпно. Ця задача розв’язана для на-
пiвпростих i низькорозмiрних алгебр Лi, а також для фiзично важливих
алгебр Лi фiксованих розмiрностей. Є багато статей щодо властивостей
таких iнварiантiв, оцiнки їх кiлькостi, методiв обчислення та застосувань
iнварiантiв рiзних класiв алгебри Лi або навiть конкретних алгебр Лi, якi
виникають у фiзичних задачах. Зокрема, функцiональнi базиси iнварiан-
тiв побудовано для три-, чотири-, п’ятивимiрних та нiльпотентних шести-
вимiрних дiйсних алгебр Лi в [232]. Цю проблему розглянуто в [210] для
шестивимiрних алгебр Лi з чотиривимiрними нiльрадикалами, а в [106] —
для шестивимiрних алгебр Лi з п’ятивимiрними нiльрадикалами. У [233]
прокласифiковано пiдгрупи групи Пуанкаре та знайдено їхнi iнварiанти.
У [183] обчислено єдиний (з точнiстю до функцiональної незалежностi)
оператор Казiмiра унiмодулярної афiнної групи SA(4,R), що з’являє-
ться разом iз подвiйною накриваючою групою SA(4,R) як група симетрiї
спектру частинок у рiзних теорiях, пов’язаних з гравiтацiєю (метрико-
афiнна теорiя гравiтацiї, частинки в криволiнiйному просторi–часi, КХД-
iндукованi гравiтацiйнi ефекти на адрони). Цей iнварiант застосовано до
явної побудови унiтарних незвiдних представлень групи SA(4,R).

Важливим для теорiї узагальнених операторiв Казiмiра та її застосу-
вань є частинний випадок, коли базис утворено лише з операторiв Казiмi-
ра, тобто з полiномiальних iнварiантiв. Найбiльш вiдомими є результати
щодо операторiв Казiмiра степеня 2 для напiвпростих алгебр Лi. Дове-
дено, що центр унiверсальної обгортуючої алгебри U(g) для алгебри Лi g
iзоморфний простору полiномiв дуального до g простору, iнварiантних
вiдносно коприєднаної дiї вiдповiдної групи Лi [151]. Показано, що такi
базиси iснують для нiльпотентних i для досконалих алгебр Лi [37, 38].
(Алгебру Лi g називають досконалою, якщо її похiдна дорiвнює g: g′ :=

[g, g] = g. Зазначимо, що таку саму назву використовують i для iншого
класу алгебр Лi [167].) Властивостi операторiв Казiмiра деяких доскона-
лих алгебр Лi та оцiнки щодо їх кiлькостi дослiджено в [101–103,212].
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У лiтературi також є результати щодо iнварiантiв розв’язних алгебр
Лi з рiзними додатковими структурними обмеженнями, зокрема, роз-
в’язних алгебр Лi з нiльрадикалами, iзоморфними алгебрi Гейзенбер-
га [258], з абелевими [211, 214] та майже абелевими [268] нiльрадика-
лами, розв’язних трикутних алгебр [273], деяких жорстких розв’язних
алгебр [99, 100], розв’язних алгебр Лi з природно градуйованим нiльра-
дикалом максимального нiльiндексу, що мiстить пiдалгебру Гейзенберга
корозмiрностi 1 [45].

Стандартний метод знаходження узагальнених операторiв Казiмiра
базується на iнтегруваннi перевизначеної системи лiнiйних диференцi-
альних рiвнянь з частинними похiдними першого порядку i призводить
до громiздких обчислень, навiть коли розмiрнiсть алгебри Лi достатньо
низька. Альтернативнi методи використовують матричнi представлення
алгебр Лi, але вони не набагато простiшi та їх можна використати лише
для обмежених класiв алгебр. Так алгебраїчний пiдхiд було використа-
но для побудови iнварiантiв деяких неоднорiдних алгебр Лi [169, 170];
такi iнварiанти в рамках iнфiнiтезимального пiдходу розглянуто в ро-
ботi [117]. У [238] також побудовано оператори Казiмiра низки неодно-
рiдних класичних алгебр за допомогою метода, що базується на певнiй
структурi локальних тривiальних розшарувань загальних орбiт, поро-
джених коприєднаним представленням напiвпрямого добутку. Застосо-
вано й iншi емпiричнi технiки, наприклад, матричний метод для специ-
фiчних алгебр Лi [105, 107, 108] або технiки з використанням комутацiй-
них властивостей розглядуваних алгебр Лi [53].

Результати цього роздiлу опублiковано в роботах [73, 74, 79–86], де
розроблено алгебраїчний алгоритм обчислення iнварiантiв (узагальне-
них операторiв Казiмiра) алгебр Лi. Запропонований пiдхiд простий, вiн
використовує метод Картана рухомих реперiв [113, 114] у версiї Фелса–
Олвера [131, 132]. Детальний огляд щодо сучасного стану i застосувань
методу рухомих реперiв, а також посилання на додаткову лiтерату-
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ру можна знайти у роботах [226, 227]. Зауважимо, що саме цей пiдхiд
для обчислення узагальнених операторiв Казiмiра серiй розв’язних ал-
гебр Лi використано iншими авторами у недавнiх роботах з цiєї темати-
ки [109,267,269,270].

Структура цього роздiлу така.
У § 1.1 зiбрано та проаналiзовано поняття та результати, необхiднi

для подальшого розгляду, та наведено стандартний iнфiнiтезимальний
пiдхiд до побудови узагальнених операторiв Казiмiра. У § 1.2 на основi
картанiвського методу рухомих реперiв за версiєю Фелса–Олвера сфор-
мульовано та обґрунтовано оригiнальний алгоритм знаходження фунда-
ментального базису iнварiантiв алгебр Лi з використанням процедури
нормалiзацiї.

Детальнi iлюстративнi приклади, що демонструють переваги запро-
понованого методу, наведено у § 1.3. З цiєю ж метою у § 1.4 заново обчи-
слено iнварiанти алгебр Лi розмiрностей не вище шести. Хоча ранiше цi
iнварiанти побудовано iншими авторами за допомогою iнфiнiтезималь-
ного пiдходу, наведенi в лiтератури списки алгебр та їх iнварiантiв мiсти-
ли ряд неточностей та помилок, якi виправлено. Крiм того, у багатьох
випадках вiдповiднi базиси iнварiантiв вдалося представити у компактнi-
шiй формi.

У наступних параграфах цього роздiлу отримано вичерпнi описи ба-
зисiв iнварiантiв серiй розв’язних алгебр Лi довiльної розмiрностi з фiк-
сованими структурами нiльрадикалiв, зокрема для майже абелевих ал-
гебр Лi (§ 1.5), алгебр Лi, нiльрадикали яких є ниткоподiбними майже
абелевими алгебрами (§ 1.6), для нiльпотентних алгебр строго верхньо-
трикутних матриць (§ 1.7) та розв’язних алгебр Лi з трикутними нiль-
радикалами та дiагональними нiльнезалежними елементами (§ 1.8). До
цього в лiтературi iснували лише частковi результати або гiпотези щодо
iнварiантiв таких алгебр, i лише в рамках запропонованого алгебраїчного
пiдходу їх вдалося повнiстю описати.
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1.1. Попереднi результати

Розглянемо алгебру Лi g розмiрностi dim g = n < ∞ над комплексним
або дiйсним полем F (F = C або F = R) i вiдповiдну зв’язну групу Лi G.
Нехай g∗ — дуальний простiр для векторного простору g. Вiдображення
Ad∗ : G→ GL(g∗), визначене для будь-якого g ∈ G спiввiдношенням

〈Ad∗gx, u〉 = 〈x,Adg−1u〉 для всiх x ∈ g∗ та u ∈ g,

називають коприєднаним представленням групи Лi G. Тут Ad: G →
GL(g) — звичайне приєднане представлення для G на g, причому
образ AdG групи G при Ad є групою внутрiшнiх автоморфiзмiв Int(g)

алгебри Лi g. Образ групи G при Ad∗ є пiдгрупою групи GL(g∗). Позна-
чаємо його як Ad∗G.

Максимальну розмiрнiсть орбiт групи Ad∗G називають рангом копри-
єднаного представлення групи G (i алгебри g) i позначаємо як rank Ad∗G.
Це базисно незалежна характеристика алгебри g. Орбiти такої розмiр-
ностi називають регулярними.

Функцiю F ∈ C∞(Ω), де Ω — область у g∗, називають (глобальним
в Ω) iнварiантом групи Ad∗G, якщо

F (Ad∗gx) = F (x) для всiх g ∈ G та x ∈ Ω таких, що Ad∗gx ∈ Ω.

Множину iнварiантiв групи Ad∗G на Ω позначаємо як Inv(Ad∗G) без явного
зазначення областi Ω. Нехай нижче Ω — окiл точки з регулярної орбi-
ти. Його завжди можна обрати таким чином, що на ньому група Ad∗G

дiє регулярно. Тодi максимальна кiлькiсть Ng функцiонально незалеж-
них iнварiантiв у Inv(Ad∗G) спiвпадає з корозмiрнiстю регулярних орбiт
групи Ad∗G, тобто

Ng = dim g− rank Ad∗G.

Тут через rank Ad∗G позначено розмiрнiсть регулярних орбiт групи Ad∗G,
яку називають рангом коприєднаного представлення групи G (i алгеб-
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ри g). Iнтерпретацiю для Ng у термiнах диференцiальних форм наведено
в [104].

Для обчислення iнварiантiв у явному виглядi необхiдно зафiксувати
базис E = (e1, . . . , en) алгебри g. Це призводить до фiксацiї дуального
базису E∗ = (e∗1, . . . , e

∗
n) у дуальному просторi g∗ i до ототожнення груп

Int(g) та Ad∗G з вiдповiдними матричними групами. Базиснi елементи
e1, . . . , en задовольняють комутацiйнi спiввiдношення [ei, ej] = ckijek, де
ckij — компоненти тензора структурних сталих алгебри g у базисi E . Тут
i далi iндекси i, j, k змiнюються вiд 1 до n. За iндексами, що повторю-
ються, йде пiдсумовування. Нехай x→ x̌ = (x1, . . . , xn) — координати в
дуальному просторi g∗, що вiдповiдають дуальному базису E∗.

Добре вiдомо, що iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж еле-
ментами центра унiверсальної обгортуючої алгебри (тобто операторами
Казiмiра) алгебри g i полiномiальними iнварiантами групи Ad∗G (щодо
яких припускаємо глобальну визначенiсть на g∗); див., наприклад, [37].
Таку бiєкцiю досягають, наприклад, за допомогою оператора Sym, який
дiє на одночлени за правилом

Sym(ei1 · · · eir) =
1

r!

∑
σ∈Sr

eiσ1
· · · eiσr ,

де i1, . . . , ir змiнюються вiд 1 до n, r ∈ N. Символом Sr позначено групу
перестановок r елементiв. Процедуру симетризацiї можна також коре-
ктно визначити для рацiональних iнварiантiв [37]. Якщо Int(Ad∗G) не має
функцiонального базису, утвореного лише рацiональними iнварiантами,
то коректнiсть процедури симетризацiї потребує додаткового дослiджен-
ня для кожної фiксованої алгебри g, оскiльки загальних результатiв не
iснує. Пiсля симетризацiї елементи з Int(Ad∗G) природно називати iнварi-
антами або узагальненими операторами Казiмiра алгебри g. Множину
iнварiантiв алгебри g позначаємо як Inv(g).

Функцiонально незалежнi iнварiанти F l(x1, . . . , xn), l = 1, . . . , Ng,
утворюють функцiональний базис (фундаментальний iнварiант) гру-
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пи Inv(Ad∗G), якщо будь-який елемент з Inv(Ad∗G) можна (єдиним чи-
ном) представити як функцiю цих iнварiантiв. Вiдповiдну множину
SymF l(e1, . . . , en), l = 1, . . . , Ng, називають базисом для Inv(g). Таким
чином, задача полягає в тому, щоб знайти iнварiанти для Ad∗G, а потiм
трансформувати їх у iнварiанти алгебри g. Будь-який iнварiант алгеб-
ри g є функцiєю цих незалежних iнварiантiв.

У рамках стандартного iнфiнiтезимального пiдходу iнварiанти
F (x1, . . . , xn) групи Ad∗G знаходять як розв’язки лiнiйної системи дифе-
ренцiальних рiвнянь з частинними похiдними першого порядку [37, 38,
56,232,236]

XiF = 0, тобто ckijxkFxj = 0, (1.1)

де Xi = ckijxk∂xj — iнфiнiтезимальний генератор локальної однопараме-
тричної групи {Ad∗exp(εei)

}, що вiдповiдає базисному елементу ei, де па-
раметр ε пробiгає деякий окiл нуля в R. Вiдображення ei → Xi визначає
представлення алгебри Лi.

1.2. Алгоритм

Нагадаємо деякi факти картанiвського методу рухомих реперiв за вер-
сiєю Фелса–Олвера i адаптуємо їх у частинному випадку коприєднаної
дiї групи G на g∗.

Нехай G = Ad∗G × g∗ — тривiальне лiве головне Ad∗G-розшарування
над g∗. Правою регуляризацiєю R̂ коприєднаної дiї групи G на g∗ є дiа-
гональна дiя Ad∗G на G = Ad∗G × g∗, яку визначено вiдображенням

R̂g(Ad∗h, x) = (Ad∗h · Ad∗g−1,Ad∗gx), g, h ∈ G, x ∈ g∗.

Дiя R̂ на розшаруваннi G = Ad∗G × g∗ є вiльною i регулярною. Назве-
мо її R̂ пiднятою коприєднаною дiєю групи G. Ad∗G-еквiварiантна про-
екцiя πg∗ : G → g∗ проектує її назад на коприєднану дiю на g∗. Будь-
який пiднятий iнварiант групи Ad∗G є (локально визначеною) функ-
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цiєю з G на деякий многовид, iнварiантною вiдносно пiднятої копри-
єднаної дiї групи G. Функцiя I : G → g∗, визначена спiввiдношенням
I = I(Ad∗g, x) = Ad∗gx, є фундаментальним пiднятим iнварiантом гру-
пи Ad∗G, тобто I — пiднятий iнварiант, i будь-який пiднятий iнварiант
локально єдиним чином можна представити як функцiю вiд I. За до-
помогою довiльної функцiї F (x) на g∗ можна утворити пiднятий iнварi-
ант F ◦ I групи Ad∗G, замiнивши x на I = Ad∗gx у виразi для функцiї F .
Звичайнi iнварiанти є частинними випадками пiднятих iнварiантiв, якi
визначають будь-який iнварiант як деяку їх композицiю зi стандартною
проекцiєю πg∗. Таким чином, звичайнi iнварiанти є специфiчними фун-
кцiональними комбiнацiями пiднятих iнварiантiв, якi виявляються неза-
лежними вiд параметрiв групи Ad∗G.

Нормалiзацiйна процедура Фелса–Олвера для групи Ad∗G ґрунтується
на такому твердженнi.

Твердження 1.1. Нехай I = (I1, . . . , In) — фундаментальний пiд-
нятий iнварiант групи Ad∗G, для пiднятих iнварiантiв Ij1, . . . , Ijρ i
деяких сталих c1, . . . , cρ система Ij1 = c1, . . . , Ijρ = cρ є розв’яз-
ною вiдносно групових параметрiв θk1

, . . . , θkρ, а пiдстановка знайде-
них значень параметрiв у решту пiднятих iнварiантiв призводить до
m = n − ρ виразiв Îl, l = 1, . . . ,m, якi залежать лише вiд x. Тодi
ρ = rank Ad∗G, m = Ng, а Î1, . . . , Îm утворюють базис для Inv(Ad∗G).

Алгебраїчний алгоритм знаходження iнварiантiв алгебри Лi g фор-
мують такi чотири кроки.

1. Побудова генеруючої матрицi B(θ) групи Ad∗G. B(θ) — загальна ма-
триця внутрiшнiх автоморфiзмiв алгебри Лi g у заданому базисi
e1, . . . , en, θ = (θ1, . . . , θr) — повний набiр параметрiв (координат)
групи Int(g), i r = dim Ad∗G = dim Int(g) = n − dim Z(g), де Z(g) —
центр алгебри g.

2. Представлення фундаментального пiднятого iнварiанта. Фунда-
ментальний пiднятий iнварiант I = (I1, . . . , In) групи Ad∗G у вибраних
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координатах (θ, x̌) в Ad∗G × g∗ має явний вигляд I = x̌ ·B(θ), тобто
(I1, . . . , In) = (x1, . . . , xn) ·B(θ1, . . . , θr).

3. Виключення параметрiв за допомогою процедури нормалiзацiї. Ви-
бираємо максимально можливу кiлькiсть ρ пiднятих iнварiантiв
Ij1, . . . , Ijρ, сталi c1, . . . , cρ та груповi параметри θk1

, . . . , θkρ та-
кi, що рiвняння Ij1 = c1, . . . , Ijρ = cρ є розв’язними вiднос-
но θk1

, . . . , θkρ. Пiсля пiдстановки знайдених значень параметрiв
θk1

, . . . , θkρ до незадiяних пiднятих iнварiантiв отримаємо Ng = n− ρ
виразiв F l(x1, . . . , xn), якi не залежать вiд θ.

4. Симетризацiя. Функцiї F l(x1, . . . , xn) обов’язково утворюють базис
множини Inv(Ad∗G). Їхнi симетризацiї SymF l(e1, . . . , en) дають базис
для множини Inv(g).

Приклади обчислення iнварiантiв для рiзних класiв алгебр Лi показу-
ють, що версiя алгебраїчного методу на основi твердження 1.1 є найбiльш
ефективною. Зокрема, цей алгоритм забезпечує знаходження кiлькостi
базисних iнварiантiв у процесi побудови цих iнварiантiв. Варто також за-
уважити, що з метою оптимiзацiї та суттєвого спрощення обчислень мож-
на використовувати рiзнi типи координат для груп внутрiшнiх автомор-
фiзмiв (першi канонiчнi, другi канонiчнi чи спецiальнi координати). У ба-
гатьох випадках можна також значно спростити i процедуру нормалiза-
цiї (третiй крок алгоритму) за рахунок вдалого вибору базису пiднятих
iнварiантiв та використання рiзних технiк виключення параметрiв (емпi-
ричнi методи, методи з додатковим комбiнуванням пiднятих iнварiантiв,
з використанням плаваючої системи нормалiзованих рiвнянь тощо).

Пiдкреслимо, що в запропонованому пiдходi для побудови iнварiантiв
алгебри Лi g замiсть стандартного iнфiнiтезимального пiдходу, пов’яза-
ного з розв’язанням системи диференцiальних рiвнянь першого поряд-
ку (1.1), використано алгебраїчний метод, в основi якого лежать побудо-
ва матрицi B(θ) внутрiшнiх автоморфiзмiв i виключення параметрiв θ
з фундаментального пiднятого iнварiанта I = x̌ ·B(θ).
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1.3. Iлюстративнi приклади

Наведенi далi приклади дають можливiсть продемонструвати переваги
алгебраїчного пiдходу, зробити деякi важливi коментарi та порiвнян-
ня з вiдомими результатами. У деяких випадках алгебри параметризо-
ванi неперервними параметрами, тобто фактично розглянуто серiї ал-
гебр, елементи яких є неiзоморфними алгебрами Лi. Для кожної з ал-
гебр вказано лише ненульовi комутацiйнi спiввiдношення з урахуванням
антисиметричностi комутатора.

Зауважимо, що i спрощення вигляду iнварiантiв, i оптимiзацiя об-
числень часто залежать вiд вибору базису алгебри Лi. Принцип ви-
бору прийнятного базису для розв’язної алгебри Лi полягає в явнiй
побудовi ланцюжка пiдалгебр gi строго зростаючої розмiрностi таких,
що gi є iдеалом у gi+1, i = 1, . . . , n − 1. (Над комплексним полем та-
кий базис завжди iснує. Коли F = R, ситуацiя трохи складнiша.) Базис
(e1, . . . , en), де gi = 〈e1, . . . , ei〉, називають канонiчним для композицiй-
ної серiї K = (gi, i = 1, . . . , n), або коротко K-канонiчним [18]. Базиси,
канонiчнi вiдносно однiєї й тiєї самої композицiйної серiї пiдалгебр, по-
в’язанi за допомогою лiнiйних перетворень iз трикутними матрицями.
Зокрема, для спрощення обчислень iнварiантiв, необхiдно модифiкувати
базиси алгебр Лi з класифiкацiї нiльпотентних шестивимiрних алгебр Лi
з [17], а також iз класифiкацiї шестивимiрних алгебр Лi з чотиривимiр-
ним нiльрадикалом iз [275] (див. § 1.4 нижче). Часто доводиться також
використовувати додатковi критерiї оптимальностi вибору базисiв роз-
глядуваних алгебр Лi.

Приклад 1.2. Чотиривимiрна розв’язна алгебра Лi Ab
4.8 [18,232] має такi

ненульовi комутацiйнi спiввiдношення:

[e2, e3] = e1, [e1, e4] = (1 + b)e1, [e2, e4] = e2,

[e3, e4] = be3, |b| 6 1.
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Її нiльрадикал 〈e1, e2, e3〉 тривимiрний i iзоморфний алгебрi Вейля–
Гайзенберга A3.1.

Побудуємо загальну матрицю B(θ) внутрiшнiх автоморфiзмiв алгеб-
ри Лi Ab

4.8, використовуючи другi канонiчнi координати на AdG як гру-
повi параметри θ. Матрицi âdei, i = 1, . . . , 4, приєднаного представлення
базисних елементiв e1, e2, e3 та e4 вiдповiдно мають вигляд

0 0 0 1 + b

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ,


0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

 ,


0 −1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 b

0 0 0 0

 ,


−1− b 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −b 0

0 0 0 0

 .

Тодi трикутна матриця

B(θ) =
3∏
i=1

exp(θiâdei) · exp(−θ4âde4
)

=


e(1+b)θ4 −θ3e

θ4 θ2e
bθ4 bθ2θ3 + (1 + b)θ1

0 eθ4 0 θ2

0 0 ebθ4 bθ3

0 0 0 1


описує внутрiшнi автоморфiзми алгебри Ab

4.8. Отже, функцiональний ба-
зис пiднятих iнварiантiв має вигляд

I1 = e(1+b)θ4x1,

I2 = eθ4(−θ3x1 + x2),

I3 = ebθ4(θ2x1 + x3),

I4 = (bθ2θ3 + (1 + b)θ1)x1 + θ2x2 + bθ3x3 + x4.
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Далi випадки b = −1 та b 6= −1 потрiбно розглянути окремо.
У випадку b 6= −1 iнварiантiв немає, оскiльки згiдно твердження 1.1

кiлькiсть функцiонально незалежних iнварiантiв дорiвнює нулю. Дiйсно,
система I1 = 1, I2 = I3 = I4 = 0 є розв’язною вiдносно всiєї сукупностi
її параметрiв θ.

Очевидно, що у випадку b = −1 базисний елемент e1 породжує
центр алгебри A−1

4.8, а тому є iнварiантом (вiдповiдний пiднятий iнварi-
ант I1 = x1 не залежить вiд параметрiв θ). Iнший iнварiант можна легко
знайти за допомогою комбiнування пiднятих iнварiантiв:

I1I4 − I2I3 = x1x4 − x2x3.

Пiсля симетризацiї отримаємо полiномiальний базис iнварiантiв цiєї ал-
гебри

e1, e1e4 −
e2e3 + e3e2

2
.

Другий базисний iнварiант можна також побудувати за допомогою про-
цедури нормалiзацiї. Розв’язуємо рiвняння I2 = I3 = 0 вiдносно пара-
метрiв θ2, θ3 i пiдставляємо отриманi вирази у пiднятий iнварiант I4.
Вираз x4 − x2x3/x1 не залежить вiд параметрiв θ, а тому є iнварiантом
коприєднаного представлення. Для того, щоб базиснi iнварiанти були по-
лiномiальними, домножимо цей iнварiант на iнварiант x1. Подiбну про-
цедуру нормалiзацiї використано нижче при побудовi iнварiантiв iнших
алгебр Лi.

Зауважимо, що в цьому прикладi процедуру симетризацiї можна вва-
жати тривiальною, оскiльки симетризований iнварiант e1e4 − 1

2(e2e3 +

e3e2) вiдрiзняється вiд несиметризованої версiї e1e4−e2e3 (або e1e4−e3e2)
на iнварiант 1

2e1 (або −1
2e1). Якщо розглянути рацiональний iнварiант

e4 − e2e3/e1 (або e4 − e3e2/e1), то процедура симетризацiї еквiвалентна
додаванню сталої 1

2 (або −1
2).

Iнварiанти алгебри Ab
4.8 вперше описано у роботi [232], але в рамках

iнфiнiтезимального пiдходу.
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Приклад 1.3. Дiйсна алгебра Лi Aa,b
4.6 [18, 232, 234, 247] є однiєю з най-

складнiших серед чотиривимiрних розв’язних алгебр Лi. Її визначають
комутацiйнi спiввiдношення

[e1, e4] = ae1, [e2, e4] = be2 − e3, [e3, e4] = e2 + be3, a > 0, b ∈ R.

Згiдно твердження 1.1 алгебра Aa,b
4.6 має два функцiонально незалеж-

них iнварiанти. Матрицi приєднаного представлення âdei для базисних
елементiв e1, e2, e3 та e4 вiдповiдно мають вигляд

0 0 0 a

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

,


0 0 0 0

0 0 0 b

0 0 0 −1

0 0 0 0

,


0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 b

0 0 0 0

,

−a 0 0 0

0 −b −1 0

0 1 −b 0

0 0 0 0

.
Добуток експонент цих матриць, домножених на вiдповiднi параметри,
є загальною матрицею B внутрiшнiх автоморфiзмiв з першого кроку
алгоритму:

B(θ) =
4∏
i=1

exp(−θiâdei)

=


eaθ4 0 0 −aθ1

0 ebθ4 cos θ4 ebθ4 sin θ4 −bθ2 − θ3

0 −ebθ4 sin θ4 ebθ4 cos θ4 θ2 − bθ3

0 0 0 1

 .

Таким чином, функцiональний базис пiднятих iнварiантiв, що явно за-
лежать вiд параметрiв θ1, θ2, θ3, θ4, має вигляд:

I1 = x1e
aθ4,

I2 = ebθ4(x2 cos θ4 − x3 sin θ4),

I3 = ebθ4(x2 sin θ4 + x3 cos θ4),

I4 = −ax1θ1 − x2(bθ2 + θ3) + x3(θ2 − bθ3) + x4.



46

З другого i третього виразiв отримуємо модифiкованi пiднятi iнварiанти

Ĩ2 = e2bθ4(x2
2 + x2

3), Ĩ3 = tg

(
arctg

x3

x2
+ θ4

)
.

Перекомбiновуючи пiднятi iнварiанти, приходимо до пiднятих iнварiан-
тiв, що не залежать вiд θ:

I =
x2b

1

(x2
2 + x2

3)
a
, J = (x2

2 + x2
3) exp

(
−2b arctg

x3

x2

)
.

Оскiльки симетризацiя цих двох iнварiантiв тривiальна, то остаточно
маємо два iнварiанти

e2b
1

(e2
2 + e2

3)
a
, (e2

2 + e2
3) exp

(
−2b arctg

e3

e2

)
,

якi утворюють базис для Inv(Aab
4.6). Цей результат еквiвалентний резуль-

тату, отриманому в [232], але представлений над дiйсним полем.

Приклад 1.4. Розв’язну алгебру Лi A5.27 [19,232] визначено комутацiй-
ними спiввiдношеннями

[e3, e4] = e1, [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e1 + e2, [e3, e5] = e2 + e3.

Тут у порiвнянi з [19] базис модифiковано до K-канонiчного вигляду,
тобто 〈e1, . . . , ei〉 є iдеалом у 〈e1, . . . , ei, ei+1〉 для всiх i = 1, 2, 3, 4. Тодi
трикутна матриця

B(θ) =


eθ5 θ5e

θ5 (θ4 + 1
2θ

2
5)eθ5 θ3 θ1 + θ2

0 eθ5 θ5e
θ5 0 θ2 + θ3

0 0 eθ5 0 θ3

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1


визначає внутрiшнi автоморфiзми алгебри A5.27. Комбiнуючи вирази для
вiдповiдних першого й другого пiднятих iнварiантiв, отримаємо пiднятий
iнварiант, що не залежить вiд параметрiв θ:

I = x1 exp (−x2/x1) .
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Оскiльки NA5.27
= 1, то iнших функцiонально незалежних iнварiантiв не

iснує. Як результат отримаємо базис для Inv(A5.27), утворений єдиним
елементом

e1 exp (−e2/e1) .

Приклад 1.5. Розв’язну алгебру Лi A5.36 [19,232] визначено комутацiй-
ними спiввiдношеннями

[e2, e3] = e1, [e1, e4] = e1, [e2, e4] = e2,

[e2, e5] = −e2, [e3, e5] = e3.

Функцiональний базис пiднятих iнварiантiв для алгебри A5.36 має вигляд

I1 = x1e
θ4,

I2 = −x1θ3e
θ4eθ5 + x2e

θ4eθ5,

I3 = x1θ2e
−θ5 + x3e

−θ5,

I4 = x1θ1 + x2θ2 + x4,

I5 = x1θ2θ3 − x2θ2 + x3θ3 + x5.

Перемноживши друге й третє рiвняння та роздiливши отриманий вираз
на перше рiвняння, пiсля додавання п’ятого рiвняння отримаємо пiдня-
тий iнварiант, що не залежить вiд параметрiв θ:

I = x5 +
x2x3

x1
.

Отже, права частина цього виразу визначає iнварiант коприєднаного
представлення групи Лi, що вiдповiдає алгебрi A5.36. Оскiльки NA5.36

= 1,
то це єдиний функцiонально незалежний iнварiант. Пiсля симетризацiї,
яка у цьому випадку не є тривiальною, отримаємо базис для Inv(A5.36),
що складається з єдиного iнварiанта

e5 +
e2e3 + e3e2

2e1
.
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Приклад 1.6. Шестивимiрну алгебру Лi Nab
6.16 [275] визначають такi ко-

мутацiйнi спiввiдношення:

[e2, e5] = e1, [e3, e5] = ae3 + e4, [e4, e5] = −e3 + ae4,

[e1, e6] = e1, [e2, e6] = e1, [e3, e6] = be3, [e4, e6] = be4, a, b ∈ R.

Для узгодження з класифiкацiєю алгебр Лi розмiрностi не вище чоти-
ри, отриманої Г.М. Мубаракзяновим, i з метою спрощення обчислень,
тут змiнено нумерацiю базисних елементiв у порiвняннi з класифiкацiєю
П. Турковського [275]. Внутрiшнi автоморфiзми алгебри Nab

6.16 визначено
блочно-трикутною матрицею

B(θ) =



eθ6 θ5e
θ6 0 0 θ2 θ1

0 eθ6 0 0 0 θ2

0 0 eaθ5+bθ6 cos θ5 −eaθ5+bθ6 sin θ5 aθ3 − θ4 bθ3

0 0 eaθ5+bθ6 sin θ5 eaθ5+bθ6 cos θ5 θ3 + aθ4 bθ4

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


,

тобто вiдповiдний функцiональний базис пiднятих iнварiантiв має ви-
гляд

I1 = eθ6x1,

I2 = θ5e
θ6x1 + eθ6x2,

I3 = eaθ5+bθ6(x3 cos θ5 + x4 sin θ5),

I4 = eaθ5+bθ6(−x3 sin θ5 + x4 cos θ5),

I5 = θ2x1 + (aθ3 − θ4)x3 + (θ3 + aθ4)x4 + x5,

I6 = θ1x1 + θ2x2 + bθ3x3 + bθ4x4 + x6.

Очевидно, що можна виключити лише параметри θ5 та θ6 з перших чо-
тирьох виразiв. Комбiнуючи їх, можна легко отримати два пiднятих iн-
варiанти, що не залежать вiд параметрiв θ:

I =
x2

3 + x2
4

x2b
1

exp

(
−2a

x2

x1

)
, J =

x2

x1
+ arctg

x4

x3
.
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Оскiльки в цьому випадку процедура симетризацiї тривiальна, то отри-
маємо такий базис iнварiантiв для алгебри Nab

6.16:

e2
3 + e2

4

e2b
1

exp

(
−2a

e2

e1

)
,

e2

e1
+ arctg

e4

e3
.

Отриманий базис iнварiантiв еквiвалентний базису з роботи [210], але
має набагато простiший вигляд.

Приклад 1.7. Комутацiйнi спiввiдношення розв’язної алгебри Лi
g = Nab

6.25, якi наведено у роботi [275] з помилками, пiсля вiдповiдних
виправлень i перенумерацiї базисних елементiв мають вигляд:

[e2, e5] = ae2, [e3, e5] = e4, [e4, e5] = −e3,

[e2, e6] = be2, [e3, e6] = e3, [e4, e6] = e4, [e5, e6] = e1,

a, b ∈ R, a2 + b2 6= 0.

Пiсля обчислення групи внутрiшнiх автоморфiзмiв алгебри Nab
6.25

отримано такий функцiональний базис пiднятих iнварiантiв:

I1 = x1,

I2 = eaθ4+bθ5x2,

I3 = eθ5(x3 cos θ4 + x4 sin θ4),

I4 = eθ5(−x3 sin θ4 + x4 cos θ4),

I5 = θ5x1 + aθ1x2 − θ3x3 + θ2x4 + x5,

I6 = −θ4x1 + bθ1x2 + θ2x3 + θ3x4 + x6.

Тут параметри θi вiдповiдають базисним елементам ei+1, i = 1, . . . , 5.
КiлькiстьNg незалежних iнварiантiв алгебриNab

6.25 дорiвнює 2. Очевидно,
що e1 породжує центр цiєї алгебри та є одним з її iнварiантiв. Другий
функцiонально незалежний iнварiант знаходимо виключенням парамет-
рiв θ4 та θ5 з другого, третього та четвертого пiднятих iнварiантiв:

I =
(x2

3 + x2
4)
b

x2
2

exp

(
2a arctg

x4

x3

)
.
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Отже, отримано такий базис iнварiантiв для Inv(Nab
6.25):

e1,
(e2

3 + e2
4)
b

e2
2

exp

(
2a arctg

e4

e3

)
.

Усi наведенi тут приклади наглядно демонструють, що в рамках за-
пропонованого пiдходу навiть для алгебр Лi вiдносно складної структури
їх iнварiанти можна знайти за допомогою простих обчислень за умови
правильного вибору їх базисiв.

Приклад 1.8. Розглянемо клас скiнченновимiрних алгебр Лi, множи-
на розмiрностей яких необмежена зверху, а саме нiльпотентнi алгебри
Лi nn,1, n = 3, 4, . . ., з (n−1)-вимiрним абелевим iдеалом 〈e1, e2, . . . , en−1〉,
тобто цi алгебри є також майже абелевими. Ненульовi комутацiйнi спiв-
вiдношення алгебри nn,1 мають вигляд [268]

[ek, en] = ek−1, k = 2, . . . , n− 1.

Трикутна матриця

B(θ) =



1 θ1
1
2!θ

2
1

1
3!θ

3
1 · · · 1

(n−2)!θ
n−2
1 θ2

0 1 θ1
1
2!θ

2
1 · · · 1

(n−3)!θ
n−3
1 θ3

0 0 1 θ1 · · · 1
(n−4)!θ

n−4
1 θ4

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 · · · θ1 θn−1

0 0 0 0 · · · 1 0

0 0 0 0 · · · 0 1


описує внутрiшнi автоморфiзми алгебр nn,1, тобто повна множина функ-
цiонально незалежних пiднятих iнварiантiв має вигляд

Ik =
k∑
j=1

1

(k − j)!
θk−j1 xj, k = 1, . . . , n− 1,

In = xn +
n−2∑
j=1

θj+1xj.
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Очевидно, що базисний елемент e1 породжує центр алгебри nn,1 i є
одним з її iнварiантiв (I1 = x1). Iншi (n− 3) її функцiонально незалежнi
iнварiанти знаходимо за допомогою процедури нормалiзацiї, яку застосо-
вуємо до пiднятих iнварiантiв I2, . . . , In−1. А саме, розв’язуємо рiвняння
I2 = 0 вiдносно θ1 i пiдставляємо отриманий вираз θ1 = −x2/x1 в iншi
пiднятi iнварiанти. Для побудови полiномiального базису iнварiантiв не-
обхiдно отриманi вирази додатково домножити на степенi iнварiанта x1.
Оскiльки процедура симетризацiї у цьому випадку є тривiальною, маємо
повну множину узагальнених операторiв Казiмiра, якi в цьому випадку
є класичними операторами Казiмiра:

e1,

k∑
j=1

(−1)k−j

(k − j)!
ej−2

1 ek−j2 ej, k = 3, . . . , n− 1.

Цей набiр iнварiантiв повнiстю спiвпадає з базисом iнварiантiв, побудова-
ним у рамках iнфiнiтезимального пiдходу в лемi 1 роботи [214] i теоремi 4
роботи [268].

1.4. Iнварiанти низькорозмiрних алгебр Лi

З метою тестування запропонованого методу було переотримано вiдомi
базиси iнварiантiв для дiйсних низькорозмiрних алгебр Лi; див. вiдпо-
вiднi результати в препринтi [80], який є розширеним i доповненим варi-
антом статтi [79]).

Iнварiанти алгебр Лi розмiрностей три, чотири, п’ять, а також нiль-
потентних алгебр Лi розмiрностi шiсть, обчислено в [232] коректно. Хоча
слiд зазначити, що з використанням алгебраїчного методу всi базиси iн-
варiантiв вдалося представити у простому виглядi i над полем дiйсних
чисел; див. для порiвняння таблицю 1.1 i [232]. Наприклад, можна по-
рiвняти приклад у § 1.3 з вiдповiдним результатом для алгебри Лi Aab

4.6

з [232].
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Аналогiчнi зауваження справедливi також щодо iнварiантiв шестиви-
мiрних розв’язних алгебр Лi з п’ятивимiрним нiльрадикалом, якi побу-
довано у роботi [106].

Iнварiанти шестивимiрних розв’язних алгебр Лi з чотиривимiрним
нiльрадикалом, розглянутi у [210], наведено в таблицi 1.2. Крiм виправ-
лення помилок (див., наприклад, результати для Na

6.3, Nab
6.12, Na

6.21, Nab
6.25,

N6.31, Nab
6.35 i N6.38), у рамках запропонованого пiдходу для бiльшостi ал-

гебр вдалося записати базиси iнварiантiв у компактнiшiй формi за допо-
могою вибору iнших (K-канонiчних) базисiв вiдповiдних алгебр Лi.

Зауваження до таблиць. Символом An.k у першiй колонцi таблицi 1.1
позначено нерозкладну n-вимiрну алгебру Лi з номером k у класифiкацiї
Г.М. Мубаракзянова [18,19], якщо n 6 5, або шестивимiрну нiльпотентну
алгебру в класифiкацiї Морозова [17], якщо n = 6. (Така нумерацiя дещо
вiдрiзняється вiд нумерацiї, використаної в [232].)

Аналогiчно, у першiй колонцi таблицi 1.2 вказано вiдповiдне позначе-
ння для шестивимiрних розв’язних алгебр Лi з чотиривимiрним нiльра-
дикалом [275].

Додатковий верхнiй iндекс використовуємо для позначення алгебр Лi
з вiдповiдними параметрами в серiї алгебр. Параметри a, b, c та d —
дiйснi числа, що задовольняють зазначенi умови.

Ненульовi комутацiйнi спiввiдношення вказано у другiй колонцi та-
блиць. Для всiх випадкiв базиснi елементи перенумеровано у порiвнянi
з [17,275] з метою приведення базисiв до K-канонiчної форми.

Базиси iнварiантiв наведено у третiй колонцi.
Шестивимiрнi алгебри вiдсортовано вiдповiдно до структури їхнiх

нiльрадикалiв i центрiв. Алгебри N6.1–N6.19 мають абелевi нiльрадикали
(∼4A1) i центри розмiрностi 0, а алгебри N6.20–N6.27 — абелевi нiльра-
дикали (∼4A1) i одновимiрнi центри. Нiльрадикал алгебри N6.28 iзомор-
фний A4.1. Нiльрадикали алгебр N6.29–N6.40 iзоморфнi A3.1 ⊕ A1.
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Таблиця 1.1. Iнварiанти дiйсних нерозкладних алгебр Лi до розмiрностi 5
та нiльпотентних алгебр Лi розмiрностi 6

Алгебра Ненульовi комутацiйнi спiввiдношення Iнварiанти

A1 e1

A2.1 [e1, e2] = e1 —

A3.1 [e2, e3] = e1 e1

A3.2 [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e1 + e2 e1 exp
(
−e2

e1

)
A3.3 [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2 e2/e1

Aa3.4, |a| 6 1, [e1, e3] = e1, [e2, e3] = ae2 e−a1 e2

a 6= 0, 1

Ab3.5, b > 0 [e1, e3] = be1 − e2,
(e2

1 + e2
2) exp

(
−2b arctg

e2

e1

)
[e2, e3] = e1 + be2

sl(2,R) [e1, e2] = e1, [e2, e3] = e3, [e1, e3] = −2e2 e1e3 + e3e1 + 2e2
2

so(3) [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2, [e1, e2] = e3 e2
1 + e2

2 + e2
3

A4.1 [e2, e4] = e1, [e3, e4] = e2 e1, e2
2 − 2e1e3

Aa4.2, a 6= 0 [e1, e4] = ae1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e2 + e3 ea2
e1

, e2 exp
(
−e3

e2

)
A4.3 [e1, e4] = e1, [e3, e4] = e2 e2, e1 exp

(
−e3

e2

)
A4.4 [e1, e4] = e1, [e2, e4] = e1 + e2,

e1 exp
(
−e2

e1

)
,
e2

2 − 2e1e3

e2
1[e3, e4] = e2 + e3

Aa,b,c4.5 , [e1, e4] = ae1, [e2, e4] = be2, [e3, e4] = ce3 ea3
ec1

,
ea2
eb1abc 6= 0

Aa,b4.6, [e1, e4] = ae1, [e2, e4] = be2 − e3,
(e2

2 + e2
3) exp

(
−2b arctg

e3

e2

)
,

a > 0 [e3, e4] = e2 + be3

(e2
2 + e2

3)a

e2b
1

A4.7 [e2, e3] = e1, [e1, e4] = 2e1, —
[e2, e4] = e2, [e3, e4] = e2 + e3

Aa4.8, |a| 6 1 [e2, e3] = e1, [e1, e4] = (1 + a)e1, лише для a = −1:

[e2, e4] = e2, [e3, e4] = ae3 e1, e2e3 + e3e2 − 2e1e4

Aa4.9, a > 0 [e2, e3] = e1, [e1, e4] = 2ae1, лише для a = 0:

[e2, e4] = ae2 − e3, [e3, e4] = e2 + ae3 e1, 2e1e4 + e2
2 + e2

3

A4.10 [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2, [e1, e4] = −e2, [e2, e4] = e1 —

A5.1 [e3, e5] = e1, [e4, e5] = e2 e1, e2, e2e3 − e1e4

A5.2 [e2, e5] = e1, [e3, e5] = e2, [e4, e5] = e3 e1, e2
2 − 2e1e3,

e3
2 + 3e2

1e4 − 3e1e2e3

A5.3 [e3, e4] = e2, [e3, e5] = e1, [e4, e5] = e3 e1, e2, e2
3 + 2e2e5 − 2e1e4

A5.4 [e2, e4] = e1, [e3, e5] = e1 e1
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Алгебра Ненульовi комутацiйнi спiввiдношення Iнварiанти

A5.5 [e3, e4] = e1, [e2, e5] = e1, [e3, e5] = e2 e1

A5.6 [e3, e4] = e1, [e2, e5] = e1, [e3, e5] = e2, [e4, e5] = e3 e1

Aabc5.7 , [e1, e5] = e1, [e2, e5] = ae2, [e3, e5] = be3, ea1
e2

,
eb1
e3

,
ec1
e4abc 6= 0 [e4, e5] = ce4

Aa5.8, [e2, e5] = e1, [e3, e5] = e3, [e4, e5] = ae4
e1,

ea3
e4

, e3 exp
(
−e2

e1

)
0 < |a| 6 1

Aab5.9, [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e1 + e2, ea1
e3

,
eb1
e4

, e1 exp
(
−e2

e1

)
0 6= b 6 a [e3, e5] = ae3, [e4, e5] = be4

A5.10 [e2, e5] = e1, [e3, e5] = e2, [e4, e5] = e4 e1, e2
2 − 2e1e3, e4 exp

(
−e2

e1

)
Aa5.11, a 6= 0 [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e1 + e2, ea1

e3
, e1 exp

(
−e2

e1

)
,
e2

2 − 2e1e3

e2
1[e3, e5] = e2 + e3, [e4, e5] = ae4

A5.12 [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e1 + e2,
e1 exp

(
−e2

e1

)
,
e2

2−2e1e3

e2
1

,
[e3, e5] = e2 + e3, [e4, e5] = e3 + e4

e3
2+3e2

1e4−3e1e2e3

e3
1

Aabc5.13, |a| 6 1, [e1, e5] = e1, [e2, e5] = ae2, ea1
e2

,
e2

3 + e2
4

e2b
1

, ec1 exp
(
− arctg

e4

e3

)
ac 6= 0 [e3, e5] = be3 − ce4, [e4, e5] = ce3 + be4

Aa5.14 [e2, e5] = e1, [e3, e5] = ae3 − e4,
e1, (e2

3 + e2
4) exp

(
−2a

e2

e1

)
,

[e4, e5] = e3 + ae4 e2

e1
− arctg

e4

e3

Aa5.15, |a| 6 1 [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e1 + e2, ea1
e3

, e1 exp
(
−e2

e1

)
, e3 exp

(
−e4

e3

)
[e3, e5] = ae3, [e4, e5] = e3 + ae4

Aab5.16, b 6= 0 [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e1 + e2, e1 exp
(
−e2

e1

)
,

[e3, e5] = ae3 − be4, [e4, e5] = be3 + ae4
e2

3 + e2
4

e2a
1

,
e2

e1
− arctg

e4

e3

Aabc5.17, c 6= 0 [e1, e5] = ae1 − e2, [e2, e5] = e1 + ae2, (e2
1 + e2

2) exp
(
−2a arctg

e2

e1

)
,

[e3, e5] = be3 − ce4, [e4, e5] = ce3 + be4
(e2

1 + e2
2)b

(e2
3 + e2

4)a
,

(e2
3 + e2

4) exp
(
−2

b

c
arctg

e4

e3

)
Aa5.18, a > 0 [e1, e5] = ae1 − e2, [e2, e5] = e1 + ae2, (e2

1 + e2
2) exp

(
−2a arctg

e2

e1

)
,

[e3, e5] = e1 + ae3 − e4, [e4, e5] = e2 + e3 + ae4
e1e4 − e2e3

e2
1 + e2

2

,

(e2
1 + e2

2) exp
(
−2a

e1e3 + e2e4

e2
1 + e2

2

)
Aab5.19, b 6= 0 [e2, e3] = e1, [e1, e5] = ae1, [e2, e5] = e2, eb1

ea4[e3, e5] = (a− 1)e3, [e4, e5] = be4

Aa5.20 [e2, e3] = e1, [e1, e5] = ae2, [e2, e5] = e2,
e1 exp

(
−ae4

e1

)
[e3, e5] = (a− 1)e3, [e4, e5] = e1 + ae4
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Алгебра Ненульовi комутацiйнi спiввiдношення Iнварiанти

A5.21 [e2, e3] = e1, [e1, e5] = 2e1, [e2, e5] = e2 + e3, e2
4

e1[e3, e5] = e3 + e4, [e4, e5] = e4

A5.22 [e2, e3] = e1, [e2, e5] = e3, [e4, e5] = e4 e1

Aa5.23, a 6= 0 [e2, e3] = e1, [e1, e5] = 2e1, [e2, e5] = e2 + e3, ea1
e2

4[e3, e5] = e3, [e4, e5] = ae4

A±5.24 [e2, e3] = e1, [e1, e5] = 2e1, [e2, e5] = e2 + e3,
e1 exp

(
∓2

e4

e1

)
[e3, e5] = e3, [e4, e5] = ±e1 + 2e4

Aab5.25, b 6= 0 [e2, e3] = e1, [e1, e5] = 2ae1, [e2, e5] = ae2 + e3, eb1
e2a

4[e3, e5] = −e2 + ae3, [e4, e5] = be4

A±a5.26 [e2, e3] = e1, [e1, e5] = 2ae1, [e2, e5] = ae2 + e3,
e1 exp

(
∓2a

e4

e1

)
[e3, e5] = −e2 + ae3, [e4, e5] = ±e1 + 2ae4

A5.27 [e2, e3] = e1, [e1, e5] = e1, [e3, e5] = e3 + e4,
e1 exp

(
−e4

e1

)
[e4, e5] = e1 + e4

Aa5.28 [e2, e3] = e1, [e1, e5] = ae1, [e2, e5] = (a− 1)e2, ea4
e1[e3, e5] = e3 + e4, [e4, e5] = e4

A5.29 [e2, e4] = e1, [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e2, [e4, e5] = e3 e3

Aa5.30 [e2, e4] = e1, [e3, e4] = e2, [e1, e5] = (a+ 1)e1, (e2
2 − 2e1e3)a+1

e2a
1[e2, e5] = ae2, [e3, e5] = (a− 1)e3, [e4, e5] = e4

A5.31 [e2, e4] = e1, [e3, e4] = e2, [e1, e5] = 3e1, (e2
2 − 2e1e3)3

e4
1[e2, e5] = 2e2, [e3, e5] = e3, [e4, e5] = e3 + e4

Aa5.32 [e2, e4] = e1, [e3, e4] = e2, [e1, e5] = e1,
e2a

1 exp
e2

2 − 2e1e3

e2
1[e2, e5] = e2, [e3, e5] = ae1 + e3

Aab5.33, [e1, e4] = e1, [e3, e4] = ae3, [e2, e5] = e2, ea1e
b
2

e3a2 + b2 6= 0 [e3, e5] = be3

Aa5.34 [e1, e4] = ae1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e3, ea2
e1

exp
e3

e2[e1, e5] = e1, [e3, e5] = e2

Aab5.35, [e1, e4] = ae1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e3, e2
1

(e2
2 + e2

3)a
exp
(
−2b arctg

e3

e2

)
a2 + b2 6= 0 [e1, e5] = be1, [e2, e5] = −e3, [e3, e5] = e2

A5.36 [e2, e3] = e1, [e1, e4] = e1, [e2, e4] = e2, e2e3 + e3e2 + 2e1e5

e1[e2, e5] = −e2, [e3, e5] = e3

A5.37 [e2, e3] = e1, [e1, e4] = 2e1, [e2, e4] = e2, e2
2 + e2

3 + 2e1e5

e1[e3, e4] = e3, [e2, e5] = −e3, [e3, e5] = e2

A5.38 [e1, e4] = e1, [e2, e5] = e2, [e4, e5] = e3 e3

A5.39 [e1, e4] = e1, [e2, e4] = e2, [e1, e5] = −e2,
e3

[e2, e5] = e1, [e4, e5] = e3

sl(2,R) +⊂ 2A1 [e1, e2] = 2e1, [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = 2e3, {
e1e

2
4 − e2e4e5 − e3e

2
5

}
symmetrized

[e1, e4] = e5, [e2, e4] = e4, [e2, e5] = −e5,

[e3, e5] = e4
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Алгебра Ненульовi комутацiйнi спiввiдношення Iнварiанти

A6.1 [e3, e6] = e1, [e4, e6] = e2, [e5, e6] = e4 e1, e2, e1e4 − e2e3, 2e2e5 − e2
4

A6.2 [e2, e6] = e1, [e3, e6] = e2, [e4, e6] = e3, e1, 2e1e3 − e2
2, 2e1e5 − 2e2e4 + e2

3,

[e5, e6] = e4 3e2
1e4 − 3e1e2e3 + e3

2

A6.3 [e4, e5] = e1, [e4, e6] = e2, [e5, e6] = e3 e1, e2, e3, e1e6 + e3e4 − e2e5

A6.4 [e3, e5] = e1, [e4, e6] = e1, [e5, e6] = e2 e1, e2

Aa6.5, [e3, e5] = e1, [e4, e5] = ae2, [e3, e6] = e2,
e1, e2

a 6= 0 [e4, e6] = e1

A6.6 [e4, e5] = e1, [e3, e6] = e1, [e4, e6] = e2,
e1, e2

[e5, e6] = e3

A6.7 [e4, e5] = e1, [e3, e6] = e2, [e4, e6] = e3 e1, e2

A6.8 [e3, e5] = e1, [e4, e6] = e2, [e5, e6] = e3 + e4 e1, e2

A6.9 [e4, e5] = e1, [e3, e6] = e1, [e4, e6] = e2,
e1, e2

[e5, e6] = e4

Aa6.10, [e3, e5] = e1, [e4, e5] = ae2, [e3, e6] = e2,
e1, e2

a 6= 0 [e4, e6] = e1, [e5, e6] = e4

A6.11 [e5, e6] = e4, [e4, e6] = e3, [e3, e6] = e2,
e1, e2

[e4, e5] = e1

A6.12 [e2, e5] = e1, [e3, e6] = e1, [e4, e6] = e3 e1, 2e1e4 − e2
3

A6.13 [e2, e5] = e1, [e3, e6] = e1, [e4, e6] = e3,
e1, 2e1e4 − e2

3
[e5, e6] = e2

Aa6.14, [e2, e5] = ae2, [e4, e5] = e2, [e3, e6] = e1,
e1, e2

2 + ae2
3 − 2ae1e4

a 6= 0 [e4, e6] = e3

A6.15 [e2, e5] = e1, [e3, e6] = e1, [e4, e6] = e3,
e1, 2e1e4 − e2

3
[e5, e6] = e2 + e4

A6.16 [e3, e5] = e1, [e4, e5] = e2, [e2, e6] = e1,
e1, e3

2 + 3e2
1e4 − 3e1e2e3

[e3, e6] = e2, [e4, e6] = e3

A6.17 [e2, e5] = e1, [e3, e6] = e1, [e4, e6] = e3,
e1, 2e1e4 − e2

3
[e5, e6] = e4

Aa6.18, [e2, e5] = ae1, [e4, e5] = e2, [e3, e6] = e1,
e1, e2

2 + ae2
3 − 2ae1e4

a 6= 0 [e4, e6] = e3, [e5, e6] = e4

A6.19 [e4, e5] = e1, [e2, e6] = e1, [e3, e6] = e2,
e1, e2

2 − 2e1e3
[e4, e6] = e3, [e5, e6] = e4

A6.20 [e3, e5] = e1, [e4, e5] = e2, [e2, e6] = e1,
e1, e3

2 + 3e2
1e4 − 3e1e2e3

[e3, e6] = e2, [e4, e6] = e3, [e5, e6] = e4

A6.21 [e3, e4] = e1, [e3, e5] = e2, [e4, e5] = e3,
e1, e2

3 + 2e1e5 − 2e2e4
[e2, e6] = e1, [e5, e6] = e4

A6.22 [e3, e4] = e1, [e3, e5] = e2, [e4, e5] = e3,
e1, 2e3

2 + 3e1e
2
3 + 6e2

1e5 − 6e1e2e4
[e2, e6] = e1, [e4, e6] = e2, [e5, e6] = e4



57

Таблиця 1.2. Iнварiанти дiйсних шестивимiрних розв’язних алгебр Лi
з чотирьохвимiрним нiльрадикалом

Алгебра Ненульовi комутацiйнi спiввiдношення Iнварiанти

Nabcd
6.1 [e1, e5] = ae1, [e2, e5] = be2, [e4, e5] = e4,

ec3e
a
4

e1
,
ed3e

b
4

e2
[e1, e6] = ce1, [e2, e6] = de2, [e3, e6] = e3,

ac 6= 0, b2 + d2 6= 0

Nabc
6.2 [e1, e5] = ae1, [e2, e5] = e2, [e4, e5] = e3,

ea2e
ac−b
3

e1
, e2e

c
3 exp

e4

e3
[e1, e6] = be1, [e2, e6] = ce2, [e3, e6] = e3,

[e4, e6] = e4, a2 + b2 6= 0

Na
6.3 [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e2, [e4, e5] = e3,

e3 exp
(
−e2

e1

)
, e1 exp

(
−e4

e3
− ae2

e1

)
[e1, e6] = ae1, [e2, e6] = e1 + ae2,

[e3, e6] = e3, [e4, e6] = e4

Nab
6.4 [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e2, [e4, e5] = e3, e2b

3 (e2
1 + e2

2)a exp
(
−2a

e4

e3

)
,

e3 exp
(
a arctg

e2

e1

)[e1, e6] = e2, [e2, e6] = −e1, [e3, e6] = ae3,

[e4, e6] = be3 + ae4, a 6= 0

Nab
6.5 [e1, e5] = ae1, [e3, e5] = e3, [e4, e5] = e3 + e4, eb2e

a
3

e1
, e3 exp

(
−e4

e3

)
[e1, e6] = be1, [e2, e6] = e2, ab 6= 0

Nab
6.6 [e1, e5] = ae1, [e2, e5] = ae2, [e3, e5] = e3,

ea3
e1

exp
e2

e1
, e3 exp

(
b
e2

e1
− e4

e3

)
[e4, e5] = e3 + e4, [e1, e6] = e1, [e2, e6] = e1 + e2,

[e4, e6] = be3, a2 + b2 6= 0

Nabc
6.7 [e1, e5] = ae1, [e2, e5] = ae2, [e3, e5] = e3, e3 exp

(
−e4

e3
− c arctg

e2

e1

)
,

(e2
1 + e2

2)e−a3 exp
(

2b arctg
e2

e1

)[e4, e5] = e3 + e4, [e1, e6] = be1 + e2,

[e2, e6] = −e1 + be2, [e4, e6] = ce3, a2 + c2 6= 0

N6.8 [e1, e5] = e1, [e4, e5] = e2, [e2, e6] = e2,
e1 exp

(
−e4

e2

)
, e2 exp

(
−e3

e2

)
[e3, e6] = e2 + e3, [e4, e6] = e4

Na
6.9 [e1, e5] = e1, [e4, e5] = e2, [e2, e6] = e2,

e2a
1 exp

(
e2

3 − 2ae2e4

e2
2

)
, ea2 exp

(
−e3

e2

)
[e3, e6] = ae2 + e3, [e4, e6] = e3 + e4

Nab
6.10 [e1, e5] = ae1, [e2, e5] = e2, [e3, e5] = e3,

ea2
e1

exp
e3

e2
, e2b

2 exp

(
e2

3 − 2e2e4

e2
2

)
[e4, e5] = be2 + e4, [e1, e6] = e1, [e3, e6] = e2,

[e4, e6] = e3

Na
6.11 [e2, e5] = e1, [e3, e5] = e3, [e4, e5] = e3 + e4, e4

e3
− e2

e1
,
ea1
e3

exp
e2

e1[e1, e6] = e1, [e2, e6] = e2, [e3, e6] = ae3,

[e4, e6] = ae4

Nab
6.12 [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e1 + e2, [e3, e5] = e3,

[e4, e5] = e3 + e4, [e1, e6] = e3,

e1e4 − e2e3

e2
1 + e2

3

+ b arctg
e3

e1
,

e1e2 + e3e4

e2
1 + e2

3

+ a arctg
e3

e1
+

1

2
ln(e2

1 + e2
3)

[e2, e6] = ae1 − be3 + e4, [e3, e6] = −e1,

[e4, e6] = be1 − e2 + ae3
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Алгебра Ненульовi комутацiйнi спiввiдношення Iнварiанти

Nabcd
6.13 [e1, e5] = ae1, [e2, e5] = be2, [e3, e5] = e4, e2

1(e2
3 + e2

4)−c exp
(

2a arctg
e4

e3

)
,

e2
2(e2

3 + e2
4)−d exp

(
2b arctg

e4

e3

)[e4, e5] = −e3, [e1, e6] = ce1, [e2, e6] = de2,

[e3, e6] = e3, [e4, e6] = e4, a2 + c2 6= 0, b2 + d2 6= 0

Nabc
6.14 [e1, e5] = ae1, [e3, e5] = be3 + e4, e1e

−c
2 exp

(
a arctg

e4

e3

)
,

(e2
3 + e2

4) exp
(

2b arctg
e4

e3

)[e4, e5] = −e3 + be4, [e1, e6] = ce1,

[e2, e6] = e2, ac 6= 0

Nabcd
6.15 [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e2, [e3, e5] = ae3 + be4, (e2

1 + e2
2) exp

(2

b
arctg

e4

e3
+ 2c arctg

e2

e1

)
,

(e2
3+e2

4) exp
(2a

b
arctg

e4

e3
+2d arctg

e2

e1

)[e4, e5] = −be3 + ae4, [e1, e6] = ce1 + e2,

[e2, e6] = −e1 + ce2, [e3, e6] = de3, [e4, e6] = de4,

b 6= 0

Nab
6.16 [e2, e5] = e1, [e3, e5] = ae3 + e4,

(e2
3 + e2

4)e−2b
1 exp

(
−2a

e2

e1

)
,
e2

e1
+ arctg

e4

e3[e4, e5] = −e3 + ae4, [e1, e6] = e1, [e2, e6] = e2,

[e3, e6] = be3, [e4, e6] = be4

Na
6.17 [e1, e5] = ae1, [e2, e5] = e1 + ae2, [e3, e5] = e4,

e1 exp
(
−ae2

e1

)
,
e2

e1
+ arctg

e4

e3[e4, e5] = −e3, [e3, e6] = e3, [e4, e6] = e4

Nabc
6.18 [e1, e5] = e2, [e2, e5] = −e1, [e3, e5] = ae3 + be4, arctg

e4

e3
− b arctg

e2

e1
,

(e2
3+e2

4)(e2
1+e2

2)−c exp
(

2a arctg
e4

e3

)[e4, e5] = −be3 + ae4, [e1, e6] = e1, [e2, e6] = e2,

[e3, e6] = ce3, [e4, e6] = ce4, b 6= 0

N6.19 [e1, e5] = e2, [e2, e5] = −e1, [e3, e5] = e1 + e4,
e1e4 − e2e3

e2
1 + e2

2

,
e1e3 + e2e4

e2
1 + e2

2

+ arctg
e4

e3
[e4, e5] = e2 − e3, [e1, e6] = e1, [e2, e6] = e2,

[e3, e6] = e3, [e4, e6] = e4

Nab
6.20 [e2, e5] = ae2, [e4, e5] = e4, [e2, e6] = be2,

e1,
eb3e

a
4

e2[e3, e6] = e3, [e5, e6] = e1

Na
6.21 [e2, e5] = e2, [e4, e5] = e3, [e2, e6] = ae2,

e1,
ea3
e2

exp
e4

e3[e3, e6] = e3, [e4, e6] = e4, [e5, e6] = e1

Naε
6.22 [e2, e5] = e1, [e4, e5] = e4, [e3, e6] = e3,

e1,
ea3
e4

exp
e2

e1[e4, e6] = ae4, [e5, e6] = εe1, ε = 0, 1, a2 + ε2 6= 0

Naε
6.23 [e2, e5] = e1, [e3, e5] = e3, [e4, e5] = e4,

e1, (e2
3 + e2

4) exp
(
−2

e2

e1
− 2a arctg

e4

e3

)
[e2, e6] = ae1, [e3, e6] = e4, [e4, e6] = −e3,

[e5, e6] = εe1, ε = 0, 1

N6.24 [e3, e5] = e3, [e4, e5] = e3 + e4, [e2, e6] = e2, e1, e3 exp
(
−e4

e3

)
[e5, e6] = e1

Nab
6.25 [e2, e5] = ae2, [e3, e5] = e4, [e4, e5] = −e3,

e1, e2
2(e2

3 + e2
4)−b exp

(
−2a arctg

e4

e3

)
[e2, e6] = be2, [e3, e6] = e3, [e4, e6] = e4,

[e5, e6] = e1, a2 + b2 6= 0

Na
6.26 [e3, e5] = ae3 + e4, [e4, e5] = −e3 + ae4,

e1, (e2
3 + e2

4) exp
(

2a arctg
e4

e3

)
[e2, e6] = e2, [e5, e6] = e1

Nε
6.27 [e2, e5] = e1, [e3, e5] = e4, [e4, e5] = −e3,

e1,
e2

e1
+ arctg

e4

e3[e3, e6] = e3, [e4, e6] = e4, [e5, e6] = εe2, ε = 0, 1
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Алгебра Ненульовi комутацiйнi спiввiдношення Iнварiанти

N6.28 [e2, e4] = e1, [e3, e4] = e2, [e1, e5] = e1, [e3, e5] = −e3, —

[e4, e5] = e4, [e2, e6] = e2, [e3, e6] = 2e3, [e4, e6] = −e4

Nab
6.29 [e2, e3] = e1, [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e2, [e4, e5] = ae4, —

[e1, e6] = e1, [e3, e6] = e3, [e4, e6] = be4, a2 + b2 6= 0

Na
6.30 [e2, e3] = e1, [e1, e5] = 2e1, [e2, e5] = e2, [e3, e5] = e3, —

[e4, e5] = ae4, [e3, e6] = e2, [e4, e6] = e4

N6.31 [e2, e3] = e1, [e2, e5] = e2, [e3, e5] = −e3, [e1, e6] = e1,
e1 exp

(
−e4

e1

)
, e5 −

e2e3 + e3e2

2e1[e3, e6] = e3, [e4, e6] = e1 + e4

Na
6.32 [e2, e3] = e1, [e2, e5] = e2, [e3, e5] = −e3, [e4, e5] = e1, —

[e1, e6] = e1, [e2, e6] = ae2, [e3, e6] = (1−a)e3,

[e4, e6] = e4

N6.33 [e2, e3] = e1, [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e2, [e1, e6] = e1, —

[e3, e6] = e3 + e4, [e4, e6] = e4

Na
6.34 [e2, e3] = e1, [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e2, [e3, e5] = e4, —

[e1, e6] = ae1, [e2, e6] = (a−1)e2, [e3, e6] = e3,

[e4, e6] = e4

Nab
6.35 [e2, e3] = e1, [e2, e5] = e3, [e3, e5] = −e2, [e4, e5] = ae4, eb1

e2
4

, 2e5 −
e2

2 + e2
3

e1
, якщо a = 0;

—, якщо a 6= 0
[e1, e6] = 2e1, [e2, e6] = e2, [e3, e6] = e3, [e4, e6] = be4,

a2 + b2 6= 0

N6.36 [e2, e3] = e1, [e2, e5] = e3, [e3, e5] = −e2, [e1, e6] = 2e1,
e1 exp

(
−2

e4

e1

)
, 2e5 −

e2
2 + e2

3

e1[e2, e6] = e2, [e3, e6] = e3, [e4, e6] = e1 + 2e4

Na
6.37 [e2, e3] = e1, [e2, e5] = e3, [e3, e5] = −e2, [e4, e5] = e1, —

[e1, e6] = 2e1, [e2, e6] = e2 + ae3, [e3, e6] = −ae2 + e3,

[e4, e6] = 2e4

N6.38 [e2, e3] = e1, [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e2, [e1, e6] = e1,
e4,

e2e3 + e3e2

2e1
− e5 + e6 + e4 ln e1

[e3, e6] = e3, [e5, e6] = e4

N6.39 [e2, e3] = e1, [e2, e5] = e3, [e3, e5] = −e2, [e1, e6] = 2e1,
e4,

e2
2 + e2

3

e1
− 2e5 + e4 ln e1

[e2, e6] = e2, [e3, e6] = e3, [e5, e6] = e4

N6.40 [e2, e3] = e1, [e2, e5] = e3, [e3, e5] = −e2, [e4, e6] = e4,
e1,

e2
2 + e2

3

e1
− 2e5 + 2e1 ln e4

[e5, e6] = e1
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1.5. Майже абелевi алгебри

Позначення. Нижче використовуємо такi позначення:
diag(α1, . . . , αr) — дiагональна матриця розмiрностi r×r з елементами

α1, . . . , αr на дiагоналi;
Er = diag(1, . . . , 1) — одинична матриця розмiрностi r × r;
Er
ij (для фiксованих значень i та j) — матриця розмiрностi r × r

(δii′δjj′) з i′ та j′, що пробiгають кiлькiсть рядкiв i стовпчикiв вiдповiдно,
тобто матриця розмiрностi r × r з одиницею на перетинi i-го рядка та
j-го стовпчика, а всi iншi елементи таблицi нулi;

Jrλ — жорданова клiтинка розмiрностi r i власним значенням λ:

[Jrλ]ij =


λ, якщо j = i,

1, якщо j − i = 1,

0, в iнших випадках,

i, j = 1, . . . , r,

тобто

Jrλ =



λ 1 0 0 · · · 0

0 λ 1 0 · · · 0

0 0 λ 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 · · · 1

0 0 0 0 · · · λ


,

exp(θJr0) =



1 θ 1
2!θ

2 1
3!θ

3 · · · 1
(r−1)!θ

r−1

0 1 θ 1
2!θ

2 · · · 1
(r−2)!θ

r−2

0 0 1 θ · · · 1
(r−3)!θ

r−3

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 · · · θ

0 0 0 0 · · · 1


(оскiльки Jrλ = λEr + Jr0 , то exp(θJrλ) = eλθ exp(θJr0) );
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Rr
µν — дiйсна жорданова клiтинка розмiрностi r = 2q, q ∈ N, яка вiд-

повiдає парi комплексних жорданових клiтинок Jqλ та Jqλ∗ з комплексно-
спряженими власними значеннями λ та λ∗, де µ = Reλ, ν = Imλ 6= 0:

R2
µν =

(
µ ν

−ν µ

)
,

R2q
µν =



R2
µν E2 0 0 · · · 0

0 R2
µν E2 0 · · · 0

0 0 R2
µν E2 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 · · · E2

0 0 0 0 · · · R2
µν




q клiтинок;

A1 ⊕ A2 — пряма сума

(
A1 0

0 A2

)
квадратних матриць A1 та A2;

A1

C
+ A2 — блочно-трикутна матриця

(
A1 C

0 A2

)
, де A1, A2, C —

матрицi розмiрностей r × r, q × q та r × q.
Вище “0” означає нульовi матрицi вiдповiдних розмiрностей.

Розглянемо алгебру Лi g розмiрностi n з абелевим iдеалом I розмiр-
ностi n − 1 (див. [18]); такi алгебри називають майже абелевими. При-
пустимо, що iдеал I породжено базисними елементами e1, e2, . . . , en−1.
Тодi алгебру g повнiстю визначено матрицею M = (mkl) розмiрностi
(n− 1)× (n− 1), яка визначає приєднану дiю aden на iдеалi I. Можливi
ненульовi комутацiйнi спiввiдношення алгебри g мають вигляд

[ek, en] =
n−1∑
l=1

mlkel, k = 1, . . . , n− 1.

Завдяки можливостi масштабування en матриця M , а отже, i її вла-
снi значення визначено з точнiстю до ненульового множника з базово-
го поля. Матрицю M можна звести до канонiчного жорданового ви-
гляду за допомогою замiни базису в iдеалi I: M = Jr1

λ1
⊕ · · · ⊕ Jrsλs, де
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r1 + · · · + rs = n − 1, ri ∈ N, λi ∈ C, i = 1, . . . , s. У дiйсному випад-
ку пряму суму двох комплексних клiтинок Jriλi та J

rj
λj
, де ri = rj та λi є

спряженим до λj, замiнюють вiдповiдною дiйсною жордановою клiтин-
кою R2ri

µν з µ = Reλi та ν = Imλi 6= 0. Канонiчна жорданова форма
єдина з точнiстю до перестановок жорданових клiтинок.

Будемо використовувати позначення Jr1...rs
λ1...λs

для алгебри g. Зауважи-

мо, що J
r′1...r

′
s′

λ′1...λ
′
s′
є тiєю самою алгеброю, якщо s = s′ та iснує ненульова

стала κ така, що (λ′i, r
′
i) = (κλi, ri), i = 1, . . . , s, з точнiстю до переста-

новок пар (λi, ri).
Алгебра Лi Jr1...rs

λ1...λs
є розкладною тодi й лише тодi, коли iснує значення i

таке, що (λi, ri) = (0, 1). (Тодi ei є iнварiантом алгебри Jr1...rs
λ1...λs

.) Тому
вважаємо, що ця умова не виконується i алгебра є нерозкладною. Слiд
також зауважити, що така алгебра є нiльпотентною тодi й лише тодi,
коли λ1 = · · · = λs = 0.

Найпростiший випадок. Найпростiшим випадком для матрицi M є
випадок однiєї жорданової клiтинки з власним значенням λ, тобто g =

Jn−1
λ , n = 2, 4, . . .. Значення λ можна вiднормувати до 1, якщо λ 6= 0, але

для подальшого розгляду зручно не нормувати λ.
Ненульовi комутацiйнi спiввiдношення для алгебри Jn−1

λ щонайбiльше
є такими:

[e1, en] = λe1, [ek, en] = λek + ek−1, k = 2, . . . , n− 1, λ ∈ C.

(Перше спiввiдношення буде нульовим, якщо λ = 0.) Таким чином, три-
кутна матриця

B(θ) = exp
(
θnJ

n−1
λ

) C
+ E1,

C = (θ2 + λθ1, θ3 + λθ2, . . . , θn−1 + λθn−2, λθn−1)
T

описує внутрiшнi автоморфiзми алгебри Jn−1
λ , тобто функцiональний ба-

зис пiднятих iнварiантiв має вигляд

Îk = eλθnIk, k = 1, . . . , n− 1, În = In + λ

n−1∑
j=1

θjxj,
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де

Ik =
k∑
j=1

θk−jn

(k − j)!
xj, k = 1, . . . , n− 1, In =

n−2∑
j=1

θj+1xj + xn. (1.2)

Нiльпотентний (λ = 0) i розв’язний (λ 6= 0) випадки алгебри Jn−1
λ далi

потрiбно розглядати окремо, оскiльки iснують певнi вiдмiнностi у про-
цедурi нормалiзацiї. Розмiрнiсть n = 2 є сингулярною в обох випадках.
Алгебра J1

0 — двовимiрна абелева алгебра Лi, а тому має два незалежних
iнварiанти, а саме e1 та e2. Алгебра J1

1 — двовимiрна неабелева алгебра
Лi, i в цьому випадку iнварiантiв немає. Нижче вважаємо, що n > 3.

Алгебра Jn−1
0 є, у деякому сенсi, найпростiшою ниткоподiбною ал-

геброю розмiрностi n. Зауважимо, що приєднане представлення ал-
гебри Jn−1

0 не є точним, оскiльки центр цiєї алгебри ненульовий:
Z(Jn−1

0 ) = 〈e1〉 6= {0}. Отже, вираз для матрицi B(θ) мiстить n − 1

параметри, виключаючи θ1, а Î спiвпадає з I. Очевидно, що елемент e1

породжує центр Z(Jn−1
0 ) i є iнварiантом, асоцiйованим iз пiднятим iнварi-

антом I1 = x1. Iншi (n− 3) iнварiанти можна знайти за допомогою про-
цедури нормалiзацiї, яку застосовують до пiднятих iнварiантiв I2, . . . ,
In−1. А саме, розв’яжемо рiвняння I2 = 0 вiдносно параметра θn i пiд-
ставимо отриманий вираз θn = −x2/x1 в iншi пiднятi iнварiанти. Для
побудови полiномiального базису отриманi iнварiанти необхiдно додат-
ково домножити на вiдповiднi степенi iнварiанта x1. Оскiльки процедура
симетризацiї є тривiальною в цьому випадку, то знаходимо таку повну
систему незалежних узагальнених операторiв Казiмiра, якi є класичними
(полiномiальними) операторами Казiмiра:

ξ1 = e1, ξk =
k∑
j=1

(−1)k−j

(k − j)!
ej−2

1 ek−j2 ej, k = 3, . . . , n− 1. (1.3)

Уперше цi iнварiанти отримано в роботах [214, лема 1] i [268, теорема 4]
за допомогою iнфiнiтезимального методу, в роботi [79] — за допомогою
методу рухомих реперiв (див. приклад 1.8).
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У випадку λ 6= 0 iнварiанти алгебри Jn−1
λ можна знайти за допо-

могою процедури нормалiзацiї, яку застосовують до пiднятих iнварiан-
тiв Î1, . . . , În−1. Розв’язуючи рiвняння Î2 = 0 вiдносно параметра θn i
пiдставляючи отриманий вираз θn = −x2/x1 у вирази для Î1 та Îk/Î1,
k = 3, . . . , n− 1, побудуємо базис iнварiантiв для Inv(Jn−1

λ ):

ζ1 = e1 exp

(
−λe2

e1

)
, ζk =

ξk

ξk−1
1

, k = 3, . . . , n− 1,

де ξk, k = 1, 3, . . . , n− 1, визначено формулами (1.3).
Отриманий базис iнварiантiв еквiвалентний базису з [214, лема 2].

Слiд зауважити, що будь-який базис для Inv(Jn−1
λ ) включає принаймi

один трансцендентний iнварiант; iншi iнварiанти базису можна вибрати
рацiональними функцiями.

Дiйсний випадок Jn−1
(µ,ν) комплексної алгебри Jr rλλ∗, де n = 2r+1, r ∈ N,

µ = Reλ, ν = Imλ 6= 0, має такi комутацiйнi спiввiдношення:

[e1, en] = µe1 − νe2, [e2, en] = νe1 + µe2,

[e2k−1, en] = µe2k−1 − νe2k + e2k−3,

[e2k, en] = νe2k−1 + µe2k + e2k−2, k = 2, . . . , r.

Повний набiр Î пiднятих iнварiантiв має вигляд

Î2k−1 = eµθn(I2k−1 cos νθn − I2k sin νθn),

Î2k = eµθn(I2k−1 sin νθn + I2k cos νθn),

În =
r∑
j=1

(
θ2j−1(µx2j−1 − νx2j) + θ2j(νx2j−1 + µx2j)

)
+

+
r−1∑
j=1

(
θ2j+1x2j−1 + θ2j+2x2j

)
+ xn,

де k = 1, . . . , r,

I2k−1 =
k∑
j=1

θk−jn

(k − j)!
x2j−1, I2k =

k∑
j=1

θk−jn

(k − j)!
x2j.
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Процедуру нормалiзацiї зручно застосовувати до таких комбiнацiй
пiднятих iнварiантiв Î2k−1, Î2k, k = 1, . . . , r:

Î2
1 + Î2

2 = (x2
1 + x2

2)e
2µθn, arctg

Î2

Î1

= arctg
x2

x1
+ νθn,

Î1Î3 + Î2Î4

Î2
1 + Î2

2

=
x1x3 + x2x4

x2
1 + x2

2

+ θn,
Î2Î3 − Î1Î4

Î2
1 + Î2

2

=
x2x3 − x1x4

x2
1 + x2

2

,

Î1Î2k−1 + Î2Î2k

Î2
1 + Î2

2

=
x1I2k−1 + x2I2k

x2
1 + x2

2

,

Î2Î2k−1 − Î1Î2k

Î2
1 + Î2

2

=
x2I2k−1 − x1I2k

x2
1 + x2

2

, k = 3, . . . , r.

Прирiвнюючи третю комбiнацiю (або другу, якщо n = 3) до нуля та ви-
користовуючи отримане рiвняння як нормалiзацiйне рiвняння на пара-
метр θn, виключаємо θn з iнших комбiнацiй пiднятих iнварiантiв. У ре-
зультати побудуємо такий базис для Inv(Jn−1

(µ,ν)):

ζ1 = (e2
1 + e2

2) exp
(
−2

µ

ν
arctg

e2

e1

)
,

ζ3 = ν
e1e3 + e2e4

e2
1 + e2

2

− arctg
e2

e1
, ζ4 =

e1e4 − e2e3

e2
1 + e2

2

,

ζ2k−1 =
e1ζ̂2k−1 + e2ζ̂2k

e2
1 + e2

2

, ζ2k =
e2ζ̂2k−1 − e1ζ̂2k

e2
1 + e2

2

, k = 3, . . . , r,

де

ζ̂2k−1 =
k∑
j=1

(
−e1e3 + e2e4

e2
1 + e2

2

)k−j
e2j−1

(k − j)!
,

ζ̂2k =
k∑
j=1

(
−e1e3 + e2e4

e2
1 + e2

2

)k−j
e2j

(k − j)!
.

Таким чином, алгебра J2
(µ,ν) має єдиний незалежний iнварiант ζ1, який

обов’язково є транцендентним. У випадку n = 2r+1 > 5 будь-який базис
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для Inv(Jn−1
(µ,ν)) включає принаймi два трасцендентних iнварiанти; iншi

n − 4 iнварiанти базису можна вибрати рацiональними. Оптимальний
базис iнварiантiв з мiнiмальною кiлькiстю трансцендентних iнварiантiв
складають наведенi вище вирази ζk, k = 1, 3, . . . , n− 1.

Загальний випадок. Внутрiшнi автоморфiзми алгебри Jr1...rs
λ1...λs

описує
трикутна матриця

B(θ) =
(
exp(θnJ

r1

λ1
)⊕ · · · ⊕ exp(θnJ

rs
λs

)
) C

+ E1,

C = (Cr1

λ1
, . . . , Crs

λs
)T,

C
rj
λj

= (λjθρj+1+θρj+2, . . . , λjθρj+rj−1+θρj+rj , λjθρj+rj), j = 1, . . . , s,

ρ1 = 0, ρj = r1 + · · ·+ rj−1, j = 2, . . . , s.

Вiдповiдний повний набiр Î = x̌ ·B(θ) пiднятих iнварiантiв має вигляд

Îρj+q = eλjθn
q∑
p=1

1

(q − p)!
θq−pn xρj+p, j = 1, . . . , s, q = 1, . . . , rj,

În =
s∑
j=1

(
λj

rj∑
q=1

θρj+qxρj+q +

rj−1∑
q=1

θρj+q+1xρj+q

)
+ xn.

Цей набiр потрiбно модифiкувати очевидним чином у дiйсному випадку
з комплексними власними значеннями.

Процедуру нормалiзацiї можна застосовувати до пiднятих iнварiантiв
Î1, . . . , În−1 у рiзнi способи: або використовувати однi й тi самi нормалiза-
цiйнi рiвняння для всiх жорданових клiтинок, або нормалiзувати пiднятi
iнварiанти для кожної жорданової клiтинки окремо, а потiм одночасно
нормалiзувати деякi пiднятi iнварiанти, якi вiдповiдають рiзним жорда-
новим клiтинкам. Можна також використовувати iншi промiжнi варiанти
нормалiзацiї. У будь-якому випадку, процедуру нормалiзацiї зведено до
вибору n− 2 пар серед пiднятих iнварiантiв Î1, . . . , În−1. Першi спiввiд-
ношення у кожнiй парi визначають лiвi частини вiдповiдних нормалiза-
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цiйних рiвнянь. Пiдстановка отриманих значень θn у другi спiввiдношен-
ня пари призводить до iнварiантiв алгебри Jr1...rs

λ1...λs
. Побудованi iнварiанти

утворюють базис для Inv(Jr1...rs
λ1...λs

) тодi й лише тодi, коли кожен з пiднятих
iнварiантiв Î1, . . . , În−1 потрапляє у вибранi пари хоч раз.

Для опису iнварiантiв використовуватимемо стратегiю початкової
нормалiзацiї пiднятих iнварiантiв для кожної жорданової клiтинки окре-
мо. Тодi буде достатнiм описати процедуру для рiзних наборiв пар жор-
данових клiтинок. Нижче наведемо коротке пояснення щодо оптималь-
ного вибору пар пiднятих iнварiантiв i отриманi iнварiанти для алгебри,
i, j = 1, . . . , s:

Jriλi, J
rj
λj

:

λi 6= 0, λj 6= 0: Îρi+1, Îρj+1, e−λjρi+1e
λi
ρj+1;

ri > 2, λi = 0, rj > 2, λj = 0: Îρi+2, Îρj+2,

eρj+2eρi+1 − eρi+2eρj+1;

ri > 2, λi 6= 0, rj > 2, λj = 0: Îρi+2, Îρj+2,
eρj+2

eρj+1
− eρi+2

eρi+1
;

ri = 1, λi 6= 0, rj > 2, λj = 0: Îρi+1, Îρj+2, eρi+1 exp
(
−λi

eρj+2

eρj+1

)
;

Jriλi, R
2rj
µjνj

, λi, µj, νj ∈ R, νj 6= 0:

ri > 2, rj > 2: Îρi+2,
Îρj+2Îρj+3 − Îρj+1Îρj+4

Î2
ρj+1 + Î2

ρj+2

,

eρj+1eρj+3 + eρj+2eρj+4

e2
ρj+1 + e2

ρj+2

− eρi+2

eρi+1
;

ri = 1 або rj = 1: Îρi+1, arctg
Îρj+2

Îρj+1

, eρi+1 exp
(
−λi
νj

arctg
eρj+2

eρj+1

)
;
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R2ri
µiνi
, R2rj

µjνj
, µi, νi, µj, νj ∈ R, νiνj 6= 0:

ri > 2, rj > 2:
Îρi+2Îρi+3 − Îρi+1Îρi+4

Î2
ρi+1 + Î2

ρi+2

,
Îρj+2Îρj+3 − Îρj+1Îρj+4

Î2
ρj+1 + Î2

ρj+2

,

eρj+1eρj+3 + eρj+2eρj+4

e2
ρj+1 + e2

ρj+2

− eρi+1eρi+3 + eρi+2eρi+4

e2
ρi+1 + e2

ρi+2

;

ri = 1 або rj = 1: arctg
Îρi+2

Îρi+1

, arctg
Îρj+2

Îρj+1

,

νi arctg
eρj+2

eρj+1
− νj arctg

eρi+2

eρi+1
.

Особливим випадком є r1 = · · · = rs = 1, коли всi жордановi клi-
тинки одновимiрнi, причому s = n − 1. (Нагадаємо, що λk вважається
ненульовим, якщо rk = 1.) У цьому випадку повний набiр узагальне-
них операторiв Казiмiра визначено виразами e

−λj
1 eλ1

j , j = 2, . . . , n − 1.
У випадку λj/λ1 ∈ Q для всiх j iнварiанти можна зробити рацiональ-
ними пiднесенням до певних степенiв. Якщо додатково не всi λ1, . . . ,
λn−1 одного знаку, то Inv(Jr1...rs

λ1...λs
) має полiномiальний базис, тобто базис,

утворений звичайними операторами Казiмiра.
Отже, Inv(Jr1...rs

λ1...λs
) має полiномiальний базис лише у двох випадках:

1) λ1 = · · · = λs = 0, тобто алгебра є нiльпотентною;

2) s = n − 1 > 2, r1 = · · · = rs = 1, всi вiдношення λj/λ1, j = 2, . . .,
n− 1, — рацiональнi, причому не всi λ1, . . . , λn−1 одного знаку.

1.6. Розв’язнi алгебри Лi з нiльрадикалом Jn−1
0

Розглянемо комплекснi розв’язнi алгебри Лi з нiльрадикалами, iзоморф-
ними Jn−1

0 , n > 4 (тобто нiльрадикали яких є ниткоподiбними майже
абелевими алгебрами). Усi можливi типи таких алгебр описано у теоре-
мах 1–3 роботи [268]. Їх розмiрностi дорiвнюють n+ 1 або n+ 2. Нижче
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наведено лише ненульовi комутацiйнi спiввiдношення, додатковi до ко-
мутацiйних спiввiдношень мiж базисними елементами нiльрадикала

[ek, en] = ek−1, k = 2, . . . , n− 1.

Iснує три нееквiвалентних класи таких алгебр розмiрностi n+ 1.
Перша серiя s1,n+1 утворена алгебрами Лi sαβ1,n+1 з додатковими нену-

льовими комутацiйними спiввiдношеннями

[ek, en+1] = γkek, k = 1, . . . , n− 1, [en, en+1] = αen,

де γk := (n − k − 1)α + β. Внаслiдок можливостi масштабування en+1

пару параметрiв (α, β) можна нормалiзувати до однiєї з пар (1, β), (0, 1).
Нижче вважаємо, що параметри приймають лише нормалiзованi значен-
ня. Тодi будь-якi алгебри в серiях s1,n+1 будуть нееквiвалентними. Для
значень (α, β) ∈ {(1, 0), (1, 2− n), (0, 1)} вiдповiднi алгебри мають деякi
особливi властивостi.

Другий клас включає єдину алгебру:

[ek, en+1] = γkek, k = 1, . . . , n− 1, [en, en+1] = en + en+1,

де γk := n− k.
Алгебру Лi sa3,...,an−1

3,n+1 з останньої (n− 3)-параметричної серiї s3,n+1 ви-
значено комутацiйними спiввiдношеннями

[ek, en+1] = ek +
k−2∑
i=1

ak−i+1ei, k = 1, . . . , n− 1,

де aj ∈ C, j = 3, . . . , n− 1, причому aj 6= 0 для деяких значень j.
Єдина (n+2)-вимiрна алгебра s4,n+2 заданого типу має такi додатковi

ненульовi комутацiйнi спiввiдношення:

[ek, en+1] = γkek, [en, en+1] = en,

[ek, en+2] = ek, k = 1, . . . , n− 1,

де γk := n− k − 1.
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Матрицi, що визначають внутрiшнi автоморфiзми цих алгебр, зручно
представити у виглядi B(θ) = B1B2B3, де

B1 = exp(θ1âde1
) · · · exp(θn−1âden−1

), B2 = exp(−θnâden),

B3 = exp(−θn+1âden+1
),

у (n+ 2)-вимiрному випадку або

B3 = exp(−θn+1âden+1
) exp(−θn+2âden+2

)

у (n+ 2)-вимiрному випадку. Матрицi B1, B2 та B3 зручно представити
у блочному виглядi згiдно з розбиттям базису розглядуваної алгебри на
базис (e1, . . . , en−1) максимального абелевого iдеалу та його доповнення.

Для алгебри sαβ1,n+1

B1 = En−1
C
+ E2, C =


θ2 γ1θ1

θ3 γ2θ2

· · · · · ·
θn−1 γn−2θn−2

0 γn−1θn−1

 ,

B2 = exp
(
θnJ

n−1
0

)
⊕

(
1 −αθn
0 1

)
,

B3 = diag(eγ1θn+1, . . . , eγn−1θn+1)⊕ diag(eαθn+1, 1).

Тому вiдповiдний повний набiр Î = x̌ · B(θ) пiднятих iнварiантiв має
вигляд

Îk = eγkθn+1Ik, k = 1, . . . , n− 1,

În = eαθn+1In, În+1 = −αθnIn + In+1,

де I1, . . . , In визначено формулами (1.2) i

In+1 :=
n−1∑
j=1

γjθjxj + xn+1.
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Для алгебри s2,n+1 лише матрицi B2, B3 та пiднятi iнварiанти În, În+1

вiдрiзняються вiд аналогiчних об’єктiв алгебри sαβ1,n+1:

B2 = exp
(
θnJ

n−1
0

)
⊕

(
1 e−θn − 1

0 e−θn

)
,

B3 = diag
(
eγ1θn+1, . . . , eγn−1θn+1

)
⊕

(
eθn+1 0

eθn+1 − 1 1

)
,

În =
(
eθn+1−θn − e−θn + 1

)
In + e−θn

(
eθn+1 − 1

)
In+1,

În+1 =
(
e−θn − 1

)
In + e−θnIn+1.

Усi згаданi (n + 1)-вимiрнi алгебри мають точно n − 3 незалежних
iнварiанти, якi можна знайти за допомогою процедури нормалiзацiї, за-
стосованої до пiднятих iнварiантiв Î1, . . . , În−1. Оскiльки iнварiанти цих
алгебр залежать лише вiд елементiв абелевого iдеалу, то процедура си-
метризацiї є тривiальною i можна пропустити цей крок алгоритму.

Для алгебр sαβ1,n+1, (α, β) 6= (1, 2 − n) та s2,n+1 розв’язуємо рiвняння
Î1 = 1 та Î2 = 0 вiдносно параметрiв eθn+1 та θn. Пiсля пiдстановки
отриманих виразiв eθn+1 = x

−1/γ1

1 та θn = −x2/x1 в iншi вирази для
пiднятих iнварiантiв, отримаємо повний набiр узагальнених операторiв
Казiмiра

ξ
−(k−1) (n−3)α+β

(n−2)α+β

1 ξk, k = 3, . . . , n− 1,

де ξk, k = 1, 3, . . . , n− 1, визначено формулами (1.3). Для алгебри s2,n+1

потрiбно покласти α = β = 1.
Випадок алгебри s1,2−n

1,n+1 є особливим щодо процедури нормалiзацiї, то-
му розглянемо його окремо. У цьому випадку γ1 = 0 та Î1 = x1, тобто
базисний елемент e1, що породжує центр алгебри s1,2−n

1,n+1, є одним з її iн-
варiантiв. З системи Î2 = 0, Î3 = 1 отримаємо вирази для θn та eθn+1

i пiдставляємо їх в iншi пiднятi iнварiанти. Додатково використовуємо
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можливiсть домноження iнварiантiв на степенi iнварiанта x1. У резуль-
татi отримаємо повну множину узагальнених операторiв Казiмiра:

ξ1,
ξ2
k

ξk−1
3

, k = 4, . . . , n− 1.

Обчислення для алгебри Лi sa3,...,an−1

3,n+1 аналогiчнi, але бiльш громiздкi:

B1 = En−1
C
+ E2,

C =



θ2 θ1 + a3θ3 + a4θ4 + · · ·+ an−1θn−1

θ3 θ2 + a3θ4 + a4θ5 + · · ·+ an−2θn−1

· · · · · ·
θn−3 θn−3 + a3θn−2

θn−1 θn−2

0 θn−1


,

B2 = exp
(
θnJ

n−1
0

)
⊕ E2,

B3 = eθn+1

(
En−1 +

n−2∑
m=2

(
Jn−1

0

)m [m2 ]∑
i=1

bmi
i!
θin+1

)
⊕ E2,

bmi =
∑

36s1,...,si6n−1
s1+···+si=m+i

as1
· · · asi.

Вiдповiдний повний набiр Î = x̌ ·B(θ) пiднятих iнварiантiв має вигляд

Îk = eθn+1

(
Ik +

k−1∑
m=2

Ik−m
[m2 ]∑
i=1

bmi
i!
θin+1

)
, k = 1, . . . , n− 1,

În = In, În+1 = In+1 +
n−1∑
k=1

xk

n−k−2∑
i=1

θk+1+iai+2.

Алгебра Лi s
a3,...,an−1

3,n+1 має n − 3 iнварiанти при будь-яких значен-
нях своїх параметрiв. Застосовуючи процедуру нормалiзацiї до пiдня-
тих iнварiантiв Î, розв’язуємо систему I1 = 1, I2 = 0 вiдносно пара-
метрiв θn та θn+1. Далi, пiдставляючи отриманi вирази θn = −x2/x1 та
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θn+1 = − lnx1 в iншi пiднятi iнварiанти I, побудуємо повну множину
узагальнених операторiв Казiмiра

ξ−k+1
1 ξk +

k−1∑
m=2

ξ−k+m+1
1 ξk−m

[m2 ]∑
i=1

bmi
i!

(− ln ξ1)
i, k = 3, . . . , n− 1,

де ξk, k = 1, 3, . . . , n− 1, задано формулами (1.3).
Для алгебри s4,n+2

B1 = En−1
C
+ E3,

C =


θ2 γ1θ1 θ1

θ3 γ2θ2 θ2

· · · · · · · · ·
θn−1 γn−2θn−2 θn−2

0 γn−1θn−1 θn−1

 , γk := n− k − 1,

B2 = exp
(
θnJ

n−1
0

)
⊕

 1 −θn 0

0 1 0

0 0 1

 ,

B3 = eθn+2 diag
(
eγ1θn+1, . . . , eγn−1θn+1

)
⊕ diag

(
eαθn+1, 1, 1

)
,

тобто набiр Î = x̌ ·B(θ) пiднятих iнварiантiв має вигляд

Îk = eγkθn+1+θn+2Ik, k = 1, . . . , n− 1,

În = eθn+1In, În+1 = In+1 − θnIn,

În+2 = In+2 :=
n−1∑
j=1

θjxj + xn+2.

Набiр n − 4 iнварiантiв алгебри s4,n+2 знаходимо за допомогою про-
цедури нормалiзацiї, яку застосовуємо до пiднятих iнварiантiв Î1, . . . ,
În−1. Розв’язавши систему Î1 = 1, Î2 = 0, Î3 = 1 вiдносно параметрiв θn,
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θn+1, θn+2 i виключивши цi параметри з iнших пiднятих iнварiантiв Î,
отримаємо повний набiр iнварiантiв алгебри s4,n+2:

ξ2
k

ξk−1
3

, k = 4, . . . , n− 1,

де ξk, k = 3, . . . , n− 1, задано формулами (1.3).
Усi побудованi вище набори узагальнених операторiв Казiмiра алгебр

Лi з нiльрадикалами, iзоморфними Jn−1
0 , спiвпадають з iнварiантами,

наведеними в теоремах 5 i 6 роботи [268].

1.7. Нiльпотентна алгебра
строго верхньотрикутних матриць

Розглянемо нiльпотентну алгебру Лi t0(n), iзоморфну алгебрi Лi стро-
го верхньотрикутних матриць розмiрностi n × n над полем F, де F —
дiйсне або комплексне поле. Алгебра t0(n) має розмiрнiсть n(n− 1)/2, i
це алгебра Лi, асоцiйовано з групою Лi T0(n) верхньотрикутних унiпо-
тентних матриць розмiрностi n × n, тобто верхньотрикутних матриць з
одиницями на дiагоналi.

Базиснi елементи алгебри t0(n) зручно пронумерувати за допомогою
пар “зростаючих” iндексiв аналогiчно канонiчному базису {En

ij, i < j}
iзоморфної матричної алгебри. Отже, базиснi елементи eij ∼ En

ij, i < j,
задовольняють комутацiйнi спiввiдношення [eij, ekl] = δjkeil − δliekj, де
δij — символ Кронекера. Тут i надалi iндекси i, j, k та l пробiгають
значення вiд 1 до n, нижче будемо вказувати лише додатковi обмеження
на iндекси.

Нехай e∗ji, xji та yij вiдповiдно позначають базисний елемент, коор-
динатну функцiю в дуальному просторi t∗0(n) i координатну функцiю
в t0(n), що вiдповiдають базисному елементу eij, i < j. Доповнимо мно-
жини xji та yij до матриць X та Y нулями. Тодi X буде строго нижньо-
трикутною матрицею, а Y — строго верхньотрикутною матрицею.
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Лема 1.9. Повний набiр незалежних пiднятих iнварiантiв групи
Ad∗T0(n) вичерпують такi вирази:

Iij = xij +
∑
i<i′

bii′xi′j +
∑
j′<j

bj′jxij′ +
∑

i<i′, j′<j

bii′ b̂j′jxi′j′, j < i,

де B = (bij) — довiльна матриця з T0(n), B̂ = (̂bij) — матриця обернена
до B.

Доведення. Приєднану дiю матрицi B ∈ T0(n) на матрицю Y визначено
формулою AdBY = BY B−1, тобто

AdB
∑
i<j

yijeij =
∑
i<j

(BY B−1)ijeij =
∑

i6i′<j′6j

bii′yi′j′ b̂j′jeij.

Пiсля замiн eij → xji, yij → e∗ji, bij ↔ b̂ij в останнiй рiвностi, отримаємо
представлення для коприєднаної дiї матрицi B:

Ad∗B
∑
i<j

xjie
∗
ji =

∑
i6i′<j′6j

bj′jxjib̂ii′e
∗
j′i′ =

∑
i′<j′

(BXB−1)j′i′e
∗
j′i′.

Таким чином, елементи Iij, j < i, матрицi

I = BXB−1, B ∈ T0(n),

утворюють повний набiр функцiонально незалежних пiднятих iнварiан-
тiв групи Ad∗T0(n).

Зауваження 1.10. Центром групи T0(n) є

Z(T0(n)) = {En + b1nE
n
1n, b1n ∈ F}.

Група внутрiшнiх автоморфiзмiв групи t0(n) iзоморфна фактор-групi
T0(n)/Z(T0(n)), а тому має розмiрнiсть 1

2n(n−1)−1. Параметр b1n в отри-
маному представленнi для пiднятих iнварiантiв є несуттєвим.

Через Ai1,i2
j1,j2

, де i1 6 i2, j1 6 j2, позначимо пiдматрицю (aij)
i=i1,...,i2
j=j1,...,j2

матрицi A = (aij).
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Лема 1.11. Полiноми

detXn−k+1,n
1,k , k = 1, . . . ,

[n
2

]
,

є функцiонально незалежними iнварiантами групи Ad∗T0(n).

Доведення. З отриманої формули для пiднятих iнварiантiв I i (трикут-
ної) структури матриць B та X маємо

In−k+1,n
1,k = Bn−k+1,n

n−k+1,nX
n−k+1,n
1,k B̂1,k

1,k , k = 1, . . . ,
[n

2

]
.

(Цi пiдматрицi мають розмiрнiсть k×k i вiдповiдно знаходяться в лiвому
нижньому кутi матрицi I, у правому нижньому кутi матрицi B, у лiвому
нижньому кутi матрицi X i й лiвому верхньому кутi матрицi B̂.) Тодi

det In−k+1,n
1,k = detXn−k+1,n

1,k , k = 1, . . . ,
[n

2

]
,

оскiльки detBn−k+1,n
n−k+1,n = det B̂1,k

1,k = 1, тобто detXn−k+1,n
1,k — iнварiанти

групи Ad∗T0(n) внаслiдок означення iнварiанта. Функцiональна незалеж-
нiсть побудованих iнварiантiв є очевидною.

Лема 1.12. Кiлькiсть функцiонально незалежних iнварiантiв гру-
пи Ad∗T0(n) не бiльша за

[n
2

]
.

Доведення. Оскiльки detB = 1, то b̂ij для i < j є алгебраїчним доповнен-
ням до bij, звiдки

b̂ij = (−1)i+j detBi,j−1
i+1,j = −bij + · · · ,

де решта доданкiв є полiномами вiд bi′j′, i′ = i, . . . , j− 1, j′ = i+ 1, . . . , j,
(i′, j′) 6= (i, j), i′ < j′. Цi елементи bi′j′ знаходяться над головною дiаго-
наллю матрицi B, не правiше та не вище вiд bij.

Упорядкуємо пiднятi iнварiанти Iij, j < i, i+ j 6= n+1, таким чином:

In−k+1,j, j = 1, . . . ,min(k − 1, n− k),

Iik, i = max(k + 1, n− k + 2), . . . , n, k = 2, . . . , n− 1,
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а потiм перенумеруємо їх. Матрицю нумерацiї можна представити як

×
mn−1 ×
mn−5 mn−4 ×
mn−11 mn−10 mn−9 ×
· · · · · · · · · · · · · · ·
7 8 9 × . . . ×
3 4 × 10 . . . mn−6 ×
1 × 5 11 . . . mn−7 mn−2 ×
× 2 6 12 . . . mn−8 mn−3 mn ×


,

де mn =
n(n− 1)

2
−
[n

2

]
.

Отриманий упорядкований набiр пiднятих iнварiантiв позначимо як
I≺.

Аналогiчно упорядкуємо та перенумеруємо параметри bij, i < j,
i+ j 6= n+ 1:

bn−k+1,j, j = max(k + 1, n− k + 2), . . . , n,

bik, i = 1, . . . ,min(k − 1, n− k), k = 2, . . . , n− 1.

Вiдповiдну матрицю нумерацiї можна отримати з попередньої матрицi
нумерацiї за допомогою транспонування, iнверсiї порядку вибраних пар
з рядкiв i стовпчикiв, а також iнверсiї всерединi цих пар:

× 2 5 10 . . . mn−6 mn−2 mn ×
× 6 11 . . . mn−7 mn−3 × mn−1

× 12 . . . mn−8 × mn−5 mn−4

× . . . × mn−11 mn−10 mn−9

. . . . . . . . . . . . . . .

× 7 8 9

× 3 4

× 1

×



.
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Отриманий упорядкований набiр параметрiв позначимо як b�.
З огляду на представлення пiднятих iнварiантiв, матриця Якобi

∂I≺/∂b� є блочно-нижньотрикутною розмiрностi mn з невиродженими
блоками

Xn−k+1,n
1,k , (Xn−k+1,n

1,k )T, k = 1, . . . ,
[n

2

]
,

Xn−k+1,n
1,k , (Xn−k+1,n

1,k )T, k =
[n

2

]
, . . . , 1,

на головнiй дiагоналi. Таким чином, ця матриця є невиродженою, а тому
ранг повної матрицi Якобi похiдних пiднятих iнварiантiв вiдносно пара-
метрiв не менший заmn. Тодi для кiлькостi незалежних iнварiантiв Nt0(n)

групи t0(n) маємо

Nt0(n) = dim t0(n)− rank t0(n)

6
n(n− 1)

2
−mn =

[n
2

]
,

що завершує доведення леми.

Теорема 1.13. Базис для Inv(t0(n)) утворюють оператори Казiмiра

det(eij)
i=1,...,k
j=n−k+1,n, k = 1, . . . ,

[n
2

]
.

Доведення. Iз лем 1.11, 1.12 випливає, що вирази з леми 1.11 утворюють
базис для Inv(Ad∗T0(n)). Оскiльки базиснi елементи алгебри, асоцiйованi
з координатними функцiями в цих виразах, комутують мiж собою, то
процедура симетризацiї є тривiальною.

Вперше гiпотезу про цей базис iнварiантiв сформульовано С. Трем-
блаєм та П. Вiнтернiцом у роботi [273].

Зауваження 1.14. Iнше доведення теореми 1.13 з використанням про-
цедури нормалiзацiї представлено у роботi [82, теорема 1 та наслiдок 1].
Також твердження щодо базису для Inv(t0(n)) можна виокремити як
частинний випадок теореми 1.21; див. обговорення наприкiнцi § 1.8.



79

1.8. Розв’язнi алгебри Лi з трикутними
нiльрадикалами i дiагональними
нiльнезалежними елементами

Структура алгебр. Розглянемо розв’язну алгебру Лi tγ(n) з нiльра-
дикалом NR(tγ(n)), iзоморфним t0(n), та s нiльнезалежними елемента-
ми fp, p = 1, . . . , s, якi дiють на елементи нiльрадикала аналогiчно тому,
як дiагональнi матрицi Γp = diag(γp1, . . . , γpn) дiють на строго верхньо-
трикутнi матрицi. Матрицi Γp, p = 1, . . . , s, та одинична матриця повиннi
бути лiнiйно незалежними, оскiльки iнакше NR(tγ(n)) 6= t0(n). Параме-
тричну матрицю γ = (γpi) визначено з точнiстю до домноження на не-
вироджену матрицю розмiрностi s × s та однорiдних по рядках зсувiв
значень елементiв. Iншими словами, алгебри tγ(n) та tγ′(n) iзоморфнi
тодi, коли iснують λ ∈ GL(s,F) та µ ∈ Fs такi, що

γ′pi =
s∑

p′=1

λpp′γp′i + µp, p = 1, . . . , s, i = 1, . . . , n.

Параметричнi матрицi γ та γ′ вважаємо еквiвалентними. Iз точнiстю до
цiєї еквiвалентностi можна накласти додаткову умову на параметри ал-
гебри: tr Γp =

∑
i γpi = 0. Отже, алгебру tγ(n) природним чином можна

вкласти в st(n) як iдеал при iдентифiкацiї NR(tγ(n)) з t0(n) та fp з Γp.
Виберемо конкатинацiю канонiчного базису NR(tγ(n)) та s-елемент-

ного набору (fp, p = 1, . . . , s) як канонiчний базис tγ(n). У базисi алгебри
NR(tγ(n)) використаємо “матричну” нумерацiю базисних елементiв eij,
i < j, “зростаючою” парою iндексiв аналогiчно до iзоморфної матричної
алгебри t0(n).

Тут i нижче через En
ij (для фiксованих значень i та j) позначено

матрицю (δii′δjj′) розмiрностi n× n з i′ та j′, що вiдповiдно пробiгають
номери рядкiв i стовпчикiв, тобто це матриця розмiрностi n×n з одини-
цею на перетинi i-го рядка та j-го стовпчика i нулями на iнших мiсцях.
Iндекси i, j, k, l змiнюються вiд 1 до n. Надалi вказуємо лише додатковi
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обмеження на вiдповiднi iндекси. Iндекс p змiнюється вiд 1 до s, iндекс q
змiнюється вiд 1 до s′. Якщо не зазначено iнше, за iндексами p та q, що
повторюються, розумiємо пiдсумовування. Цiлий параметр s належить
iнтервалу вiд 0 до n − 1. У випадку s = 0 вважаємо, що γ = 0 i всi
члени з iндексом p потрiбно опустити. Значення s′ (s′ < s) визначено у
твердженнi 1.18 нижче.

Отже, базиснi елементи eij ∼ En
ij, i < j, та fp ∼

∑
i γpiE

n
ii задоволь-

няють такi комутацiйнi спiввiдношення:

[eij, ei′j′] = δi′jeij′− δij′ei′j, [fp, eij] = (γpi − γpj)eij,

де δij — символ Кронекера.
Алгебру Лi tγ(n) можна розглядати як алгебру Лi пiдгрупи

Tγ(n) = {B ∈ T(n) | ∃ εp ∈ F : bii = eγpiεp}

групи Лi T(n) невироджених верхньотрикутних n× n матриць.

Пiднятi iнварiанти коприєднаної дiї. Нехай через e∗ji, xji та yij вiд-
повiдно позначено базисний елемент i координатну функцiю у дуальному
просторi t∗γ(n), а також координатну функцiю в tγ(n), асоцiйованi з ба-
зисним елементом eij, i < j. Зокрема,

〈e∗j′i′, eij〉 = δii′δjj′.

Зворотнiй порядок iндексiв для об’єктiв, пов’язаних з дуальним просто-
ром, є природним (див., наприклад, [237, § 1.4]) i додатково виправданим
спрощенням матричних представлень пiднятих iнварiантiв. Через f ∗p , xp0
та yp0 позначено аналогiчнi об’єкти, що вiдповiдають базисним елемен-
там fp. Додатково покладемо yii = γpiyp0, а потiм доповнимо множини xji
та yij до матриць X та Y нулями. Таким чином, X — строго нижньотри-
кутна матриця, а Y — нестрого верхньотрикутна матриця. Аналогiчну
“матрицю”, (i, j)-елемент якої дорiвнює eij для i < j, i 0 в усiх iнших
випадках, позначимо через E .
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Лема 1.15. Повний набiр функцiонально незалежних пiднятих iнварi-
антiв для Ad∗Tγ(n) вичерпують вирази

Iij =
∑

i6i′, j′6j

bii′ b̂j′jxi′j′, j < i,

Ip0 = xp0 +
∑
j<i

∑
j6l6i

γplblib̂jlxij,

де B = (bij) — довiльна матриця з Tγ(n), а B−1 = (̂bij) — обернена до B
матриця.

Доведення. Приєднана дiя матрицi B ∈ Tγ(n) на матрицю Y має вигляд
AdBY = BY B−1, тобто

AdB

(
yp0fp +

∑
i<j

yijeij

)
= yp0fp + yp0

∑
i<j

∑
i6i′6j

bii′γpi′̂bi′jeij

+
∑

i6i′<j′6j

bii′yi′j′ b̂j′jeij.

Пiсля замiни

eij → xji, yij → e∗ji, fp → xp0, yp0 → f ∗p , bij ↔ b̂ij

у цiй рiвностi отримаємо представлення для коприєднаної дiї матрицi B

Ad∗B

(
xp0f

∗
p +

∑
i<j

xjie
∗
ji

)
= xp0f

∗
p +

∑
i<j

∑
i6i′6j

bi′jxjib̂ii′γpi′f
∗
p

+
∑

i6i′<j′6j

bj′jxjib̂ii′e
∗
j′i′

=

(
xp0 +

∑
i<j

∑
i6i′6j

bi′jxjib̂ii′γpi′

)
f ∗p +

∑
i′<j′

(BXB−1)j′i′e
∗
j′i′.

Таким чином, Ip0 та елементи Iij, j < i, матрицi I = BXB−1,
де B ∈ Tγ(n), утворюють фундаментальний пiднятий iнварiант для
Ad∗Tγ(n).
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Зауваження 1.16. Повний набiр параметрiв у побудованому представ-
леннi пiднятих iнварiантiв утворено параметрами bij, j < i, i εp. Центр
групи Tγ(n) буде нетривiальним лише тодi, коли γp1 = γpn. У цьому
випадку

Z(Tγ(n)) = {En + b1nE
n
1n, b1n ∈ F}

та група внутрiшнiх автоморфiзмiв алгебри tγ(n) iзоморфна фактор-
групi Tγ(n)/Z(Tγ(n)), а тому її розмiрнiсть дорiвнює 1

2n(n−1). Параметр
b1n у представленнi пiднятих iнварiантiв є несуттєвим. Iнакше, зазначена
група iзоморфна всiй групi Tγ(n), а всi параметри у побудованих пiдня-
тих iнварiантах є суттєвими.

Iнварiанти коприєднаної дiї. Через Ai1,i2
j1,j2

, i1 6 i2, j1 6 j2, позначи-
мо пiдматрицю (aij)

i=i1,...,i2
j=j1,...,j2

матрицi A = (aij). Також використовуємо
стандартне позначення для визначникiв: |A| = detA. Спряжене до k

вiдносно n значення позначимо через κ, тобто

κ = n− k + 1.

У доведеннi використано технiчну лему; див. [82–84].

Лема 1.17. Нехай 1 < k < n. Якщо |Xκ+1,n
1,k−1 | 6= 0, то для будь-якого

β ∈ F маємо

β −X i,i
1,k−1(X

κ+1,n
1,k−1 )−1Xκ+1,n

j,j =
(−1)k+1

|Xκ+1,n
1,k−1 |

∣∣∣∣∣∣X
i,i
1,k−1 β

Xκ+1,n
1,k−1 Xκ+1,n

j,j

∣∣∣∣∣∣ .
Зокрема,

xκk −Xκ,κ
1,k−1(X

κ+1,n
1,k−1 )−1Xκ+1,n

k,k = (−1)k+1|Xκ+1,n
1,k−1 |

−1|Xκ,n
1,k |.

Аналогiчно(
xκj −Xκ,κ

1,k−1(X
κ+1,n
1,k−1 )−1Xκ+1,n

j,j

)(
xjk −Xj,j

1,k−1(X
κ+1,n
1,k−1 )−1Xκ+1,n

k,k

)

=
1

|Xκ+1,n
1,k−1 |

∣∣∣∣∣∣X
j,j
1,k β

Xκ,n
1,k Xκ,n

j,j

∣∣∣∣∣∣+
|Xκ,n

1,k |
|Xκ+1,n

1,k−1 |2

∣∣∣∣∣∣X
j,j
1,k−1 β

Xκ+1,n
1,k−1 Xκ+1,n

j,j

∣∣∣∣∣∣ .
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Твердження 1.18. З точнiстю до вiдношення еквiвалентностi для
параметрiв алгебри tγ(n) можна вважати, що виконуються умови:

∃ s′ ∈
{

0, . . . ,min
(
s,
[n

2

])}
,

∃ kq, q = 1, . . . , s′, 1 6 k1 < k2 < · · · < ks′6
[n

2

]
:

γqk = γqκ, k < kq, γqκq − γqkq = 1,

γpkq = γpκq , p 6= q, q = 1, . . . , s′,

γpk = γpκ, p > s′, k = 1, . . . ,
[n

2

]
.

Тут κ = n− k + 1, κq = n− kq + 1.

Доведення. Якщо γpk = γpκ для будь-якого k ∈ {1, . . . , [n/2]} i будь-
якого p ∈ {1, . . . , s}, покладемо s′ = 0. Iнакше, покладемо k1 рiвним
мiнiмальному значенню k, для якого iснує p1 таке, що γp1k 6= γp1κ. Пере-
ставляючи, масштабуючи та комбiнуючи рядки матрицi γ, можна досяг-
ти того, що

p1 = 1, γ1κ1
− γ1k1

= 1 та γpk1
= γpκ1

, p 6= 1,

тобто отримаємо умови, якi вiдповiдають q = 1.
Тодi, якщо γpk = γpκ для будь-якого k ∈ {1, . . . , [n/2]} i будь-якого

p ∈ {2, . . . , s}, це означає, що s′ = 1. Iнакше, покладемо k2 рiвним мiнi-
мальному значенню k, для якого iснує p2 > p1 = 1 таке, що γp2k 6= γp2κ.
З попереднього кроку випливає, що k2 > k1. Переставляючи, масштабу-
ючи та комбiнуючи рядки матрицi γ, зробимо p2 = 2, γ2κ2

− γ2k2
= 1 та

γpk2
= γpκ2

при p 6= 2.
Iндуктивне повторення цiєї процедури дає умови твердження.

Зауважимо, що

s′ = rank(γpκ − γpk)p=1,...,s
k=1,...,[n/2].

Будемо казати, що параметричну матрицю γ задано у зведенiй формi,
якщо вона задовольняє умови твердження 1.18.
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Теорема 1.19. Нехай параметричну матрицю γ задано у зведенiй фор-
мi. Базис для Inv(Ad∗Tγ(n)) утворюють вирази

|Xκ,n
1,k |

s′∏
q=1

|Xκq,n
1,kq
|βqk, k ∈ {1, . . . , [n/2]} \ {k1, . . . , ks′},

xp0 +

[n2 ]∑
k=1

(−1)k+1

|Xκ,n
1,k |

(γpk − γp,k+1)
∑
k<i<κ

∣∣∣∣∣∣X
i,i
1,k 0

Xκ,n
1,k Xκ,n

i,i

∣∣∣∣∣∣ , p = s′ + 1, . . . , s,

де

βqk = −∆qk

∆
, ∆ = det(αq′kq′′)q′,q′′=1,...,s′,

∆qk — визначник, отриманий з ∆ замiною стовпчика (αq′kq)q′=1,...,s′ на
стовпчик (αq′k)q′=1,...,s′, а

αqj = −
j∑

k=1

(γqκ − γqk), κ = n− k + 1.

Доведення. Для процедури нормалiзацiї накладемо такi умови на пiднятi
iнварiанти Iij, j < i:

Iij = 0, якщо j < i, (i, j) 6= (n− j′ + 1, j′), j′ = 1, . . . ,
[n

2

]
.

Це означає, що не фiксовано лише суттєвi елементи матрицi пiднятих iн-
варiантiв I, якi розмiщенi на побiчнiй дiагоналi пiд головною дiагоналлю.
Всi iншi суттєвi елементи матрицi I прирiвнюємо до 0. Вибiр саме цих
нормалiзацiйних умов виконано пiсля ретельного попереднього аналiзу.
Його можна обґрунтувати, зокрема, структурою групи автоморфiзмiв
алгебри t0(n), наведеною, наприклад, у [112].

Рiшення про те, що робити з особливими пiднятими iнварiантами Ip0
i пiднятими iнварiантами Iκk, k = 1, . . . , [n/2], розташованими на по-
бiчнiй дiагоналi, прийматимемо пiзнiше, оскiльки це пов’язано з необ-
хiднiстю вибору для них умов нормалiзацiї залежно вiд значень γ. Як
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буде показано нижче, остаточна нормалiзацiя в усiх випадках забезпечує
виконання умов твердження 1.18, а тому є коректною.

З формули I = BXB−1, що визначає матричну частину пiднятих
iнварiантiв, внаслiдок (трикутної) структури матриць B та X випливає
спiввiдношення BX = IB. Ця матрична рiвнiсть суттєва тiльки для мат-
ричних елементiв її лiвої i правої частин, розташованих пiд головними
дiагоналями, тобто маємо систему

eγpiεpxij +
∑
i<i′

bii′xi′j = Iijeγpjεp +
∑
j′<j

Iij′bj′j, j < i.

Пiсля врахування вибраних умов нормалiзацiї, роздiлимо для зручностi
цю систему на чотири сукупностi пiдсистем

Sk1 : eγpκεpxκj +
∑
i′>κ

bκi′xi′j = 0,

i = κ, j < k, k = 2, . . . ,

[
n+ 1

2

]
,

Sk2 : eγpκεpxκk +
∑
i′>κ

bκi′xi′k = Iκkeγpkεp,

i = κ, j = k, k = 1, . . . ,
[n

2

]
,

Sk3 : eγpκεpxκj +
∑
i′>κ

bκi′xi′j = Iκkbkj,

i = κ, k < j < κ, k = 1, . . . ,
[n

2

]
− 1,

Sk4 : eγpkεpxkj +
∑
i′>k

bki′xi′j = 0,

i = k, j < k, k = 2, . . . ,
[n

2

]
,

i розв’яжемо їх послiдовно. Пiдсистема S1
2 включає єдине рiвняння

In1 = xn1e
(γpn−γp1)εp.

Для будь-якого фiксованого k ∈ {2, . . . , [n/2]} пiдсистема Sk1 ∪ Sk2 є до-
бре визначеною системою лiнiйних рiвнянь вiдносно bκi′, i′ > κ, i Iκk.
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Аналогiчно, пiдсистема Sk1 при k = κ = [(n + 1)/2] у випадку непар-
них n є добре визначеною системою лiнiйних рiвнянь вiдносно bki′, i′ > k.
Розв’язки цих пiдсистем можна виразити через xi′j, i′ > κ, j < k, i εp
так:

Iκk = (−1)k+1
|Xκ,n

1,k |
|Xκ+1,n

1,k−1 |
e(γpκ−γpk)εp, k = 2, . . . ,

[n
2

]
,

Bκ,κ
κ+1,n = −eγpκεpXκ,κ

1,k−1(X
κ+1,n
1,k−1 )−1, k = 2, . . . ,

[
n+ 1

2

]
.

Пiсля пiдстановки виразiв для Iκk та bκi′, i′ > κ, через εp та x в Sk3
розв’язуємо отриману систему вiдносно bkj як незачеплену систему лi-
нiйних рiвнянь:

b1j = eγp1εp
xnj
xn1

, 1 < j < n,

bkj = (−1)k+1eγpkεp
|Xκ+1,n

1,k−1 |
|Xκ,n

1,k |

(
xκj −Xκ,κ

1,k−1(X
κ+1,n
1,k−1 )−1Xκ+1,n

j,j

)
=

eγpkεp

|Xκ,n
1,k |

∣∣∣∣∣∣ X
κ,κ
1,k−1 xκj

Xκ+1,n
1,k−1 Xκ+1,n

j,j

∣∣∣∣∣∣ , k < j < κ, k = 2, . . . ,
[n

2

]
− 1.

Виконуючи подальшу пiдстановку обчислених виразiв для bkj до Sk4 ,
для будь-якого фiксованого k отримаємо добре визначену систему лi-
нiйних рiвнянь, наприклад вiдносно bki′, i′ > κ. Її розв’язок виражаємо
через x, bkκ та εp:

Bk,k
κ+1,n = −

(
eγpkεpXk,k

1,k−1 +
∑
k<j6κ

bkjX
j,j
1,k−1

)
(Xκ+1,n

1,k−1 )−1

= −bkκXκ,κ
1,k−1(X

κ+1,n
1,k−1 )−1

− eγpkεp

|Xκ,n
1,k |

∑
k6j<κ

∣∣∣∣∣∣ X
κ,κ
1,k−1 xκj

Xκ+1,n
1,k−1 Xκ+1,n

j,j

∣∣∣∣∣∣Xj,j
1,k−1(X

κ+1,n
1,k−1 )−1,

k = 2, . . . ,
[n

2

]
.
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Переписуємо вираз для пiднятих iнварiантiв Ip0, враховуючи вже за-
фiксованi нормалiзацiйнi умови (зауважимо, що κ = [(n+1)/2]+1, якщо
k = [n/2]):

Ip0 = xp0 +
∑
l

γplb̂ll
∑
l<i

blixil +

[n+1
2 ]∑

k=2

∑
j<k

γpkb̂jk
∑
i>k

bkixij

+

[n2 ]∑
k=1

(∑
j<k

+
∑
k6j<κ

)
γpκ b̂jκ

∑
i>κ

bκixij

= xp0 +
∑
l

γplb̂ll
∑
l<i

blixil +

[n2 ]∑
k=1

γpκIκk
∑
k6j<κ

bkj b̂jκ

= xp0 +

[n2 ]∑
k=1

γpkb̂kk

( ∑
k<i6κ

+
∑
i>κ

)
bkixik +

[n+1
2 ]∑

k=1

γpκ b̂κκ
∑
i>κ

bκixiκ

−
[n2 ]∑
k=1

γpκ b̂κκIκkbkκ.

I пiдставляємо знайденi вирази для b та Iκk в отриманi вирази для Ip0:

Ip0 = xp0 + γp1e
−γp1εp

∑
1<i6n

b1ixi1

+

[n2 ]∑
k=2

γpke
−γpkεp

∑
k<i6κ

bki

(
xik −X i,i

1,k−1(X
κ+1,n
1,k−1 )−1Xκ+1,n

k,k

)

−
[n2 ]∑
k=2

γpkX
k,k
1,k−1(X

κ+1,n
1,k−1 )−1Xκ+1,n

k,k +

[n+1
2 ]∑

k=1

γpκ b̂κκ
∑
i>κ

bκixiκ

−
[n2 ]∑
k=1

γpκ b̂κκIκkbkκ

= xp0 + (γp1 − γpn)e−γp1εpb1nxn1

+

[n2 ]∑
k=2

(γpk − γpκ)e−γpkεpbkκ(−1)k+1
|Xκ,n

1,k |
|Xκ+1,n

1,k−1 |
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−
[n2 ]∑
k=2

γpkX
k,k
1,k−1(X

κ+1,n
1,k−1 )−1Xκ+1,n

k,k

−
[n+1

2 ]∑
k=2

γpκX
κ,κ
1,k−1(X

κ+1,n
1,k−1 )−1Xκ+1,n

κ,κ

+

[n2 ]∑
k=1

(−1)k+1γpk
|Xκ,n

1,k |
∑
k<i<κ

∣∣∣∣∣∣ X
i,i
1,k 0

Xκ,n
1,k Xκ,n

i,i

∣∣∣∣∣∣
+

[n2 ]∑
k=2

(−1)k+1γpk

|Xκ+1,n
1,k−1 |

∑
k<i<κ

∣∣∣∣∣∣ X
i,i
1,k−1 0

Xκ+1,n
1,k−1 Xκ+1,n

i,i

∣∣∣∣∣∣ .
Суттєвим для подальшого розгляду є те, що матрицю γ задано у зве-

денiй формi. Для будь-якого фiксованого q ∈ {1, . . . , s′} пiднятий iнва-
рiант Iq0 обов’язково залежить вiд параметра bkqκq , який за вже вибра-
них нормалiзацiйних умов не мiститься у виразах для iнших пiднятих
iнварiантiв. Тому в цьому випадку можна використати додаткову нор-
малiзацiйну умову для Iq0, наприклад, Iq0 = 0. Це дає вираз для bkqκq ,
q = 1, . . . , s′, через x, iншi bkκ та εp. Точний вигляд виразу для bkqκq не є
суттєвим. Вирази для Ip0, p > s′, не залежать вiд групових параметрiв,
а тому є iнварiантами. Зауважимо лише, що при заданих припущеннях
щодо γ формулу для Ip0 з p > s′ можна записати у виглядi

Ip0 = xp0 +

([n2 ]−1∑
k=1

+

[n2 ]∑
k=[n2 ]

)
(−1)k+1γpk
|Xκ,n

1,k |
∑
k<i<κ

∣∣∣∣∣∣ X
i,i
1,k 0

Xκ,n
1,k Xκ,n

i,i

∣∣∣∣∣∣
+

[n2 ]∑
k=2

(−1)k+1γpk

|Xκ+1,n
1,k−1 |

∑
k6i6κ

∣∣∣∣∣∣ X
i,i
1,k−1 0

Xκ+1,n
1,k−1 Xκ+1,n

i,i

∣∣∣∣∣∣
−

[n+1
2 ]∑

k=[n2 ]

γpκX
κ,κ
1,k−1(X

κ+1,n
1,k−1 )−1Xκ+1,n

κ,κ .
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Отже, пiсля зсуву iндексу k у третiй сумi на −1 i подальшiй перестановцi
й комбiнацiї членiв отримаємо другу пiдмножину iнварiантiв з форму-
лювання теореми.

Покладемо Î1 = In1 та Îk = (−1)k+1IκkÎk−1, k = 2, . . . , [n/2], тобто

Îk = |Xκ,n
1,k |e

−αqkεq , αqk := −
k∑

k′=1

(γqκ′− γqk′) = −
k∑

k′=kq

(γqκ′− γqk′),

k = 1, . . . , [n/2].

Оскiльки Îkq залежить лише вiд ε1, . . . , εq та ∂Îkq/∂εq 6= 0 для будь-якого
фiксованого q, то вiдповiдний якобiан ненульовий:∣∣∣∣∣∂Îkq∂εq′

∣∣∣∣∣ 6= 0.

Тому потрiбно накласти s′ додаткових нормалiзацiйних умов Îkq = 1.
Розв’язавши їх вiдносно εq i пiдставивши в iншi Îk, отримаємо першу
пiдмножину iнварiантiв з умови теореми.

Пiд час виконання процедури нормалiзацiї для ненормалiзованих пiд-
нятих iнварiантiв знайдено вирази через x, для частини параметрiв b та
ε коприєднаної дiї — через x та iншi b й ε. Вирази в побудованих наборах
iнварiантiв функцiонально незалежнi. Не отримано рiвнянь, що мiстять
лише x. Внаслiдок твердження 1.18 це означає, що вибiр нормалiзацiй-
них умов залежно вiд значень параметричної матрицi γ є коректним.
Тому число знайдених функцiонально незалежних iнварiантiв є макси-
мальним, тобто вони утворюють базис для Inv(Ad∗Tγ(n)).

Наслiдок 1.20. |Xκ,n
1,k |, k = 1, . . . , [n/2], функцiонально незалежнi вiд-

носнi iнварiанти Ad∗Tγ(n) для будь-якого допустимого значення γ.

Дивись, наприклад, [224] щодо означення вiдносних iнварiантiв.

Iнварiанти алгебри. Переформулюємо теорему 1.19 у термiнах уза-
гальнених операторiв Казiмiра.
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Теорема 1.21. Нехай параметричну матрицю γ задано у зведенiй фор-
мi. Базис для Inv(tγ(n)) утворюють вирази

|E1,k
κ,n|

s′∏
q=1

|E1,kq
κq,n|

βqk, k ∈ {1, . . . , [n/2]} \ {k1, . . . , ks′},

fp +

[n2 ]∑
k=1

(−1)k+1

|E1,k
κ,n|

(γpk − γp,k+1)
∑
k<i<κ

∣∣∣∣∣∣ E
1,k
i,i E1,k

κ,n

0 E i,iκ,n

∣∣∣∣∣∣ , p = s′ + 1, . . . , s,

де βqk = −∆qk/∆, ∆ = det(αq′kq′′)q′,q′′=1,...,s′, ∆qk — визначник, отриманий
з ∆ замiною стовпчика (αq′kq)q′=1,...,s′ на стовпчик (αq′k)q′=1,...,s′, а

αqj = −
j∑

k=1

(γqκ − γqk), κ = n− k + 1.

Доведення. Розкладуючи визначники у будь-якому елементi з першої
частини набору iнварiантiв iз теореми 1.19, отримаємо вирази вiд x,
що мiстять лише координатнi функцiї, вiдповiднi базиснi елементи
яких комутують. Тому процедура симетризацiї є тривiальною. Оскiль-
ки xij ∼ eji, j < i, то необхiдно транспонувати матрицi в побудованих
виразах iнварiантiв для покращення представлення. Таким чином, отри-
муємо першу частину базису для Inv(tγ(n)) з формулювання теореми.

Процедуру симетризацiї другої частини набору iнварiантiв, наведе-
них у теоремi 1.19, також можна вважати тривiльною. Щоб показати це,
знову розкладемо всi визначники. Лише одночлени визначникiв∣∣∣∣∣∣X

i,i
1,k 0

Xκ,n
1,k Xκ,n

i,i

∣∣∣∣∣∣ , k ∈ {1, . . . , [n/2]}, i = k, . . . ,κ,

мiстять координатнi функцiї, асоцiйованi з некомутуючими базисними
елементами алгебри tγ(n). Точнiше, кожен з цих одночленiв мiстить
двi такi координатнi функцiї, а саме xii′ та xj′i для деяких значень
i′ ∈ {1, . . . , k} та j′ ∈ {κ, . . . , n}. Тому достатньо виконати симетри-
зацiю вiдповiдних пар базисних елементiв. У результатi, пiсля симетри-
зацiї й транспортування матриць, отримаємо такi вирази для iнварiантiв
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алгебри tγ(n), що вiдповiдають другiй частинi набору iнварiантiв з тео-
реми 1.19:

fp+

[n2 ]∑
k=1

(−1)k+1

|E1,k
κ,n|

(γpk−γp,k+1)
∑
k<i<κ

k∑
i′=1

n∑
j′=κ

ei′ieij′+ eij′ei′i
2

(−1)i
′j′
∣∣E1,k;̂i′

κ,n;ĵ′

∣∣,
де p = s′ + 1, . . . , s, а через

∣∣E1,k;̂i′

κ,n;ĵ′

∣∣ позначено мiнор матрицi E1,k
κ,n, допов-

нювальний до елементу ei′j′. Оскiльки ei′ieij′ = eij′ei′i + ei′j′, то

k∑
i′=1

n∑
j′=κ

ei′ieij′+ eij′ei′i
2

(−1)i
′j′
∣∣E1,k;̂i′

κ,n;ĵ′

∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ E
1,k
i,i E1,k

κ,n

0 E i,iκ,n

∣∣∣∣∣∣± 1

2
|E1,k

κ,n|,

де вибираємо знак ‘+’ (або ‘−’), якщо елементи матрицi E1,k
i,i розташованi

пiсля (або до) елементiв матрицi E i,iκ,n у всiх релевантних одночленах. Iз
точнiстю до сталих доданкiв, отримаємо вирази для елементiв iз другої
частини базису iнварiантiв, наведених у твердженнi. Цi вирази можна
формально вивести з вiдповiдних виразiв теореми 1.19 замiною xij → eji

та xp0 → fp й транспортуванням усiх матриць. Таким чином, процедуру
симетризацiї можна вважати тривiальною в описаному сенсi. Зауважимо,
що при використаннi ‘несиметризованого’ вигляду iнварiантiв потрiбно
зафiксувати одноманiтний порядок елементiв з E1,k

i,i та E i,iκ,n у всiх одно-
членах.

Наслiдок 1.22. Алгебра tγ(n) допускає рацiональний базис iнварiантiв
тодi й лише тодi, коли βqk ∈ Q для будь-якого k ∈ {1, . . . , [n/2]} \
{k1, . . . , ks′} i будь-якого q ∈ {1, . . . , s′}.

Зауваження 1.23. З теореми 1.21 випливає, що потужнiсть Ntγ(n)

кожного з фундаментальних iнварiантiв алгебри tγ(n) дорiвнює
[n/2] + s− 2s′, де s — число нiльнезалежних елементiв i

s′ = rank(γpκ − γpk)p=1,...,s
k=1,...,[n/2].

Для будь-якого фiксованого s число Ntγ(n) є максимальним, якщо s′ має
мiнiмально можливе значення. Це означає, що γpk = γpκ для будь-якого
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k ∈ {1, . . . , [n/2]} i будь-якого p ∈ {1, . . . , s}. Цю умову можна пере-
формулювати у термiнах комутаторiв таким чином. Будь-який нiльне-
залежний елемент комутує з “нiльпотентними” базисними елементами
ekκ, k = 1, . . . , [n/2], що знаходяться на суттєвiй частинi побiчної дiа-
гоналi базисної матрицi E , тобто, [fp, ekκ] = 0, k = 1, . . . , [n/2]. Якщо
s ∈ {[n/2] + 1, . . . , n − 1}, то мiнiмальним значенням s′ є s′ = s − [n/2]

i, отже, Ntγ(n) = 3[n/2] − s. Це еквiвалентно умовi, що [n/2] нiльне-
залежних елементи алгебри комутують з базисними елементами ekκ,
k = 1, . . . , [n/2].

Зауваження 1.24. Елементи, що лежать на побiчнiй дiагоналi матрицi
пiднятих iнварiантiв, вiдiграють особливу роль пiд час процедури нор-
малiзацiї для усiх дослiджених алгебр з нiльрадикалом, iзоморфним ал-
гебрi t0(n): самої t0(n) [81, 82], st(n) [82] i tγ(n) [83, 84]. (Точнiше, в [82]
процедуру нормалiзацiї реалiзовано для t(n), а потiм результати щодо
iнварiантiв розширено на випадок st(n).) Причини цiєї особливостi не
були зрозумiлими з розгляду в [82]. Зауваження 1.23 пояснює її, а також
обґрунтовує природнiсть вибору нормалiзацiйних умов.

Частиннi випадки. Теорема 1.21 включає як частиннi випадки резуль-
тати щодо iнварiантiв нiльпотентної алгебри строго верхньотрикутних
матриць t0(n) [81, 82, 273], розв’язних алгебр st(n) та t(n) спецiальних
верхньо- та нестрого верхньотрикутних матриць [82, 273] i розв’язних
алгебр з нiльрадикалом, iзоморфним t0(n), i одним нiльнезалежним еле-
ментом [83,273]. Покажемо це з додатковими коментарями, переписуючи
базиснi iнварiанти у виглядi, зручнiшому для цих спецiальних випадкiв.

Нагадаємо, що черезNg позначено максимальне число функцiонально
незалежних iнварiантiв у множинi Inv(Ad∗G) iнварiантiв групи Ad∗G, де
G — зв’язна група Лi, асоцiйована з алгеброю Лi g.

Алгебра t0(n) не має нiльнезалежних елементiв, тобто s = 0, звiдки
|Xκ,n

1,k |, k = 1, . . . , [n/2], — повний набiр функцiонально незалежнi абсо-
лютнi iнварiанти групи Ad∗T0(n), що дає теорему 1.13.
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У випадку одного нiльнезалежного елементу (s = 1) опускаємо iндекс
бiля f i перший iндекс в γ. Є два рiзних випадки залежно вiд значен-
ня s′, яке може бути або 0, або 1. Твердження про iнварiанти можна
легко сформулювати навiть для незведеної форми матрицi γ.

Наслiдок 1.25. Нехай s = 1. Якщо додатково s′ = 0, тобто γk =

γκ для будь-якого k ∈ {1, . . . , [n/2]}, то Nt0(n) = [n/2] + 1 i базис для
Inv(tγ(n)) утворюють вирази

|E1,k
κ,n|, k = 1, . . . ,

[n
2

]
,

f +

[n2 ]∑
k=1

(−1)k+1

|E1,k
κ,n|

(γk − γk+1)
n−k∑
i=k+1

∣∣∣∣∣∣ E
1,k
i,i E1,k

κ,n

0 E i,iκ,n

∣∣∣∣∣∣ .
Тут i нижче κ := n − k + 1, а через E i1,i2j1,j2

, i1 6 i2, j1 6 j2, позначено
матрицю (eij)

i=i1,...,i2
j=j1,...,j2

. В iншому випадку s′ = 1, Nt0(n) = [n/2] − 1, а
базис для Inv(tγ(n)) утворюють вирази

|E1,k
κ,n|, k = 1, . . . , k0 − 1,

|E1,k
κ,n| |E1,k0

κ0,n
|βk, βk := −

k∑
i=k0

γn−i+1 − γi
γn−k0+1 − γk0

, k = k0 + 1, . . . ,
[n

2

]
,

де k0 — мiнiмальне значення k для якого γk 6= γκ.

У першому випадку з наслiдку базис утворюють [n/2] оператори Ка-
зiмiра й один номiнально рацiональний iнварiант. Останнiй можна за-
мiнити його добутком з операторами Казiмiра |E1,k

κ,n|, k = 1, . . . , [n/2].
Такий добуток складнiший, нiж вихiдний iнварiант, але полiномiальний.
Отже, за умов s = 1, s′ = 0 алгебра tγ(n) допускає полiномiальний фун-
даментальний iнварiант.

У другому випадку множина iнварiантiв Inv(tγ(n)) має рацiональний
базис тодi й лише тодi, коли βk ∈ Q для будь-якого k ∈ {k0, . . . , [n/2]}.
За цiєї умови базис утворюють k0 − 1 оператори Казiмiра i [n/2] − k0

рацiональнi iнварiанти. Якщо додатково βk > 0 для будь-якого
k ∈ {k0, . . . , [n/2]}, весь базис буде полiномiальним.
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У випадку максимальної кiлькостi s = n− 1 нiльнезалежних елемен-
тiв алгебра tγ(n) iзоморфна алгебрi st(n) спецiальних верхньотрикутних
матриць [82]. Для матрицi γ, асоцiйованою з цiєю алгеброю,

s′ = rank(γpκ − γpk)p=1,...,s
k=1,...,[n/2] =

[n
2

]
.

Тому st(n) не допускає iнварiантiв, що залежать лише вiд елементiв
нiльрадикала. Число нульових рядкiв у матрицi (γpκ−γpk)p=1,...,s

k=1,...,[n/2] пiсля
спрощення матрицi γ має дорiвнювати s−s′ = n−1− [n/2] = [(n−1)/2].
Виберемо базис в st(n), утворений елементами канонiчного базису нiль-
радикала та нiльнезалежними елементами fp, p = 1, . . . , n− 1, що вiдпо-
вiдають матрицi γ з

γpi =
n− p
n

, i = 1, . . . , p, γpi = −p
n
, i = p+ 1, . . . , n.

Комутацiйнi спiввiдношення алгебри st(n) у вибраному базисi мають ви-
гляд

[eij, ei′j′] = δi′jeij′− δij′ei′j, i < j, i′ < j′;

[fk, fk′] = 0, k, k′ = 1, . . . , n− 1;

[fk, eij] = 0, i < j 6 k або k 6 i < j;

[fk, eij] = eij, i 6 k 6 j, i < j.

Перейдемо до базису, в якому матриця γ набуває зведену форму. Позна-
чимо її через γ′. Лише частина нового базису, що вiдповiдає нульовим
рядкам (γ′pκ− γ′pk)

p=1,...,s
k=1,...,[n/2], є суттєвою для знаходження фундаменталь-

ного iнварiанта алгебри st(n). У якостi цiєї частинi, можна вибрати мно-
жину, утворену елементами f ′s′+p = fp−fn−p, p = 1, . . . , [(n−1)/2]. Дiйсно,
вони лiнiйно незалежнi та

γ′s′+p,i = −2
p

n
, i = p+ 1, . . . , n− p,

γs′+p,i =
n− 2p

n
i = 1, . . . , p або i = n− p+ 1, . . . , n.

Зауважимо, що при p = 1, . . . , [(n−1)/2] та k = 1, . . . , [n/2] вираз γ′s′+p,k−
γ′s′+p,k+1 дорiвнює 1, якщо k = p, i 0 — в iнших випадках.
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Наслiдок 1.26. Nst(n) = [(n − 1)/2]. Базис для Inv(st(n)) утворюють
рацiональнi iнварiанти

Ǐk = fk − fn−k +
(−1)k+1

|E1,k
κ,n|

n−k∑
j=k+1

∣∣∣∣∣∣ E
1,k
j,j E1,k

κ,n

0 E j,jκ,n

∣∣∣∣∣∣ , k = 1, . . . ,

[
n− 1

2

]
,

де через E i1,i2j1,j2
, i1 6 i2, j1 6 j2, позначено матрицю (eij)

i=i1,...,i2
j=j1,...,j2

,
|E1,0
n+1,n| := 1, а κ := n− k + 1.

Алгебра t(n) нестрого верхньотрикутних матриць стоїть окремо се-
ред розглядуваних алгебр, оскiльки нiльрадикал алгебри t(n) ширший,
нiж t0(n). Аналогiчно алгебрi t0(n), алгебра t(n) допускає повнiстю
матричну iнтерпретацiю базису пiднятих iнварiантiв. А саме, базиснi еле-
менти зручно занумерувати за допомогою “неспадної” пари iндексiв по-
дiбно до канонiчного базису {En

ij, i 6 j} iзоморфної матричної алгебри.
Таким чином, базиснi елементи eij ∼ En

ij, i 6 j, задовольняють комута-
цiйнi спiввiдношення [eij, ei′j′] = δi′jeij′−δij′ei′j, де δij — символ Кронекера.

Центр алгебри t(n) є одновимiрним i спiвпадає з лiнiйною оболонкою
суми e11 + · · · + enn, що вiдповiдає одиничнiй матрицi En. Елементи eij,
i < j, та e11 + · · · + enn утворюють базис нiльрадикала алгебри t(n),
iзоморфного алгебрi t0(n)⊕ a, де a — одновимiрна (абелева) алгебра Лi.

Нехай e∗ji, xji та yij — базисний елемент, координатна функцiя у дуаль-
ному просторi t∗(n) та координатна функцiя в t(n), що вiдповiдають ба-
зисному елементу eij, i 6 j. Доповнимо множини xji та yij до матриць X
та Y нулями. Отже, X — нижньотрикутна матриця, Y — верхньотрикут-
на матриця. У цих позначеннях фундаментальний пiднятий iнварiант
Ad∗T(n) утворюють елементи Iij, j 6 i, матрицi I = BXB−1, де B — до-
вiльна матриця з T(n) [82, лемма 2]. Дивись також зауваження 3 у [82]
щодо суттєвих параметрiв у цьому фундаментальному пiднятому iнва-
рiантi. На основi матричного представлення пiднятого iнварiанта базис
для Inv(Ad∗T(n)) можна побудувати за допомогою процедури нормалiзацiї
у простий спосiб.
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Водночас, базис для Inv(Ad∗T(n)) можна отримати з базису для
Inv(Ad∗ST(n)) додаванням центрального елементу e11 + · · · + enn. Дiйс-
но, алгебра t(n) є центральним розширенням алгебри st(n), тобто
t(n) = st(n)⊕ Z(t(n)), при природному вкладеннi st(n) в t(n). Добре вi-
домо, що базис iнварiантiв прямої суми алгебр Лi g1 та g2 є об’єднанням
базисiв для Inv(g1) та Inv(g2). Базис для Inv(Z(t(n))) очевидно мiстить
лише один елемент, наприклад, e11 + · · ·+ enn. Отже, кiлькiсть базисних
елементiв у Inv(t(n)) перевищує аналогiчну кiлькiсть у Inv(st(n)) на 1,
тобто Nt(n) = [(n + 1)/2]. Комбiнуючи базиснi елементи й переписуючи
їх у термiнах канонiчного базису алгебри t(n), отримаємо

Î0 := e11 + · · ·+ enn,

Îk = (−1)k+1Ǐk + (−1)k
n− 2k

n
Î0, k = 1, . . . ,

[
n− 1

2

]
.

Наслiдок 1.27. Nt(n) = [(n + 1)/2]. Базис для Inv(t(n)) утворюють
рацiональнi iнварiанти

Îk =
1

|Ē1,k
κ,n|

n−k∑
j=k+1

∣∣∣∣∣ Ē1,k
j,j Ē1,k

κ,n

ejj Ē j,jκ,n

∣∣∣∣∣ , k = 0, . . . ,

[
n− 1

2

]
,

де Ē i1,i2j1,j2
, i1 6 i2, j1 6 j2 — матриця (eij)

i=i1,...,i2
j=j1,...,j2

, |Ē1,0
n+1,n| := 1, а κ := n−

k + 1.

Зауважимо, що в [82] використано зворотну процедуру внаслiдок
простоти матричного представлення фундаментального пiднятого iнва-
рiанта для Ad∗T(n). А саме, спочатку знайдено базис для Inv(t(n)) за до-
помогою процедури нормалiзацiї, а вже потiм з цього базису отримано
базис для Inv(st(n)).
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РОЗДIЛ 2

Сингулярнi модулi редукцiї
диференцiальних рiвнянь

“Некласичний” пiдхiд до знаходження розв’язкiв диференцiальних рiв-
нянь у замкненому виглядi запропоновано [64] на прикладi (1+1)-
вимiрного рiвняння теплопровiдностi з метою розширити область за-
стосувань симетрiйних методiв. Iз кiнця 1980-х рокiв цей метод викори-
стано для дослiдження багатьох диференцiальних рiвнянь, якi моделю-
ють реальнi явища; див., наприклад, [48,123,124,254] i огляди [144,229].
Вiдповiднi об’єкти, якi подiбнi до пiдалгебр алгебр Лi симетрiй, у лi-
тературi називають по-рiзному: некласичнi [184], Q-умовнi [144], умов-
нi [148], частковi [279] симетрiї, або — у бiльш повнiй формi — iнволю-
тивнi сiм’ї/модулi операторiв некласичної/умовної симетрiї [229,294]. Ха-
рактерною рисою, яку некласичнi симетрiї успадковують вiд лiївських, є
те, що вони дозволяють будувати анзаци для невiдомої функцiї, якi ре-
дукують вiдповiдне диференцiальне рiвняння до диференцiальних рiв-
нянь з меншою кiлькiстю незалежних змiнних [47, 221, 255, 279, 294].
Ця риса пов’язує некласичнi симетрiї з прямим методом Кларксона–
Крускала [122] i загальним методом анзацiв [144]. Однак насправдi вла-
стивостi некласичних симетрiй бiльш тiсно пов’язанi з теорiями дифе-
ренцiальних зв’язкiв i формальної сумiсностi систем диференцiальних
рiвнянь [179, 221, 255]. Саме тому надалi використовуємо термiн “модулi
редукцiї” (векторних полiв) замiсть “iнволютивнi сiм’ї операторiв умов-
ної симетрiї” i кажемо, що iнволютивний модуль векторних полiв редукує
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диференцiальне рiвняння, якщо це рiвняння можна редукувати за допо-
могою вiдповiдного анзаца.

Включення умови iнварiантної поверхнi, асоцiйованої з модулем,
у критерiй умовної iнварiантностi призводить до кiлькох суттєвих
ускладнень знаходження умовних симетрiй порiвняно з лiївськими. Для
заданого диференцiального рiвняння L елементи його рiзних модулiв ре-
дукцiї не утворюють об’єктiв з гарною алгебраїчною або диференцiаль-
ною структурою. Тому окремi оператори редукцiї не можна компонувати
в модулi редукцiї по аналогiї з максимальною алгеброю лiївської iнварi-
антностi рiвняння L та її пiдалгебрами, якi утворено векторними полями,
асоцiйованими з однопараметричними псевдогрупами точкових симетрiй
Лi рiвняння L. У той час як системи визначальних рiвнянь для лiїв-
ських симетрiй завжди лiнiйнi, аналогiчнi системи для модулiв редукцiї
нелiнiйнi, причому — у випадку модулiв розмiрностi бiльше одиницi —
цi системи додатково потрiбно доповнити умовою iнволютивностi, тобто
вимагати замкненiсть модулiв вiдносно операцiї комутування векторних
полiв. Бiльш того, навiть для заданого диференцiального рiвняння i фiк-
сованої розмiрностi його модулiв редукцiї єдиної системи визначальних
рiвнянь для таких модулiв немає. Замiсть цього множина таких модулiв
розпадається на пiдмножини, асоцiйованi з суттєво рiзними системами
визначальних рiвнянь. Розв’язання деяких з цих систем може бути еквi-
валентно розв’язанню вихiдного рiвняння, що призводить до так званих
“no-go” випадкiв при вивченi модулiв редукцiї. Подiбнi “no-go” випадки
вiдомi для окремих (1+1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь, включаючи
лiнiйне рiвняння теплопровiдностi [143–145, 200, 286], рiвняння Бюргер-
са [49,200] та лiнiйнi еволюцiйнi рiвняння другого порядку [25,244], а та-
кож для всього класу (1+1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь [292], бага-
товимiрних еволюцiйних рiвнянь [26] i навiть систем таких рiвнянь [10].
Зауважимо, що при дослiдженнi лiївських симетрiй аналогiчна “no-go”
ситуацiя виникає для звичайних диференцiальних рiвнянь першого по-
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рядку [188, теорема 10, с. 130]; див. також [220, § 2.5]. Фактично, всi
вказанi вище “no-go” випадки операторiв редукцiї є проявами певного
“no-go” випадку, спiльного для всiх еволюцiйних рiвнянь, i ще одного ви-
падку, специфiчного для лiнiйних еволюцiйних рiвнянь другого порядку.
Причини, що породжують розбиття модулiв редукцiї i “no-go” випадки
для некласичних симетрiй, до останнього часу не дослiджували. Також
було незрозумiло, як результати щодо “no-go” випадкiв для еволюцiйних
рiвнянь можна поширити на модулi редукцiї для iнших — нееволюцiй-
них — рiвнянь.

У статтi [180] розбиття множини модулiв редукцiї диференцiального
рiвняння пов’язано з пониженням порядку цього рiвняння на многови-
дах, визначених умовами iнварiантної поверхнi для цих модулiв у вiд-
повiдному просторi струменiв. У результатi, дослiдження сингулярних
модулiв векторних полiв, що понижують порядок рiвняння, включено як
початковий крок до процедури знаходження некласичних симетрiй. У цiй
статтi розглянуто лише випадок окремого диференцiального рiвняння
з частинними похiдними вiд двох незалежних i однiєї залежної змiнних
i одного оператора редукцiї. Також введено поняття сингулярних опера-
торiв редукцiї та показано, що копорядок слабкої сингулярностi опера-
тора редукцiї Q дорiвнює суттєвому порядку вiдповiдного редукованого
рiвняння i кiлькостi суттєвих параметрiв у сiм’ї Q-iнварiантних розв’яз-
кiв. Там само отримано “no-go” твердження про сингулярнi оператори
редукцiї (1+1)-вимiрних еволюцiйних i хвильових рiвнянь i доведено їх
узагальнення для параметризованих сiмей векторних полiв, якi редуку-
ють диференцiальне рiвняння з частинними похiдними вiд двох незалеж-
них змiнних до звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку.

У цьому роздiлi результати роботи [180] розширено на випадок бiль-
шої кiлькостi незалежних змiнних. Пiсля аналiзу та переосмислення в
§ 2.1 основних понять i тверджень теорiї некласичних симетрiй у § 2.2 за-
пропоновано поняття сингулярних i метасингулярних модулiв векторних
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полiв для диференцiальних функцiй. Доведено, що на вiдмiну вiд дво-
вимiрних метасингулярних модулiв будь-який метасингулярний модуль
розмiрностi вище 2 обов’язково є iнволютивним. Основним результатом
цього параграфу є теорема 2.19, яка з точнiстю до точкових перетворень
описує диференцiальнi функцiї, що допускають метасингулярнi модулi.
Аналогiчнi поняття сильно i слабо сингулярних i метасингулярних моду-
лiв диференцiальних рiвнянь введено у § 2.4. Iз теореми 2.31, яка харак-
теризує диференцiальнi рiвняння, що допускають слабо метасингулярнi
модулi, випливає, що замiсть таких модулiв достатньо дослiджувати ме-
тасингулярнi модулi вiдповiдних диференцiальних функцiй. Зв’язок мiж
копорядком слабкої сингулярностi модулiв редукцiї, суттєвим порядком
вiдповiдних редукованих рiвнянь i — у випадку редукцiї до звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь — кiлькiстю параметрiв у вiдповiдних сiм’ях iнва-
рiантних розв’язкiв вивчено в § 2.5. Показано, що зв’язок мiж редукцiєю
диференцiального рiвняння L за допомогою iнволютивного модуля Q i
формальною сумiснiстю об’єднаної системи, яку утворюють рiвняння L i
характеристична система, асоцiйована з модулем Q, суттєво залучає ко-
порядок слабкої сингулярностi модуля Q для диференцiального рiвнян-
ня L. Переглядаючи результати [158] з використанням поняття сингуляр-
них модулiв редукцiї, у § 2.6 вивчено особливий випадок модулiв редукцiї
розмiрностi, що спiвпадає з кiлькiстю незалежних змiнних; такi модулi
призводять до редукцiї до алгебраїчних рiвнянь. У § 2.7 “no-go” результа-
ти роботи [26] переформульовано й розширено на модулi, що редукують
багатовимiрнi еволюцiйнi рiвняння до звичайних диференцiальних рiв-
нянь з часом як єдиною незалежною змiнною. Цим обґрунтовано розгляд
модулiв редукцiї з копорядком сингулярностi 1 у § 2.8. За припущення,
що диференцiальне рiвняння L допускає n-вимiрний метасингулярний
модуль M з копорядком сингулярностi 1, де n — кiлькiсть незалежних
змiнних у рiвняннi L, доведено “no-go” твердження, що встановлюють
зв’язок мiж (n−1)-вимiрними модулями редукцiї рiвняння L, якi мiстить
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модуль M , i розв’язками рiвняння L. Зокрема показано, що визначаль-
нi рiвняння для таких модулiв можна звести до початкового рiвняння
за допомогою композицiї диференцiальної пiдстановки та перетворен-
ня годографа. Заключний § 2.9 присвячено сингулярним модулям для
квазiлiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними друго-
го порядку, причому розмiрнiсть модулiв вважаємо меншою за кiлькiсть
незалежних змiнних. Показано, що такi елiптичнi рiвняння не допуска-
ють сингулярних модулiв. Будь-яке еволюцiйне рiвняння другого поряд-
ку з невиродженою матрицею коефiцiєнтiв при других похiдних допускає
лише сингулярнi модулi, розглянутi в § 2.7 для загальних еволюцiйних
рiвнянь. Узагальненi хвильовi рiвняння є бiльш складними з цiєї точки
зору. Зокрема, вони можуть допускати сiм’ї сингулярних модулiв, якi
не мають iнтерпретацiї в термiнах метасингулярних модулiв, що показує
необхiднiсть подальшого розвитку теорiї сингулярних модулiв.

Результати цього роздiлу опублiковано у роботах [3,77,78].

2.1. Модулi редукцiї диференцiальних рiвнянь

У цьому параграфi, спираючись на роботи [146,148,229,254,294], коротко
наведемо й уточнимо необхiднi поняття i результати щодо некласичних
(умовних) симетрiй диференцiальних рiвнянь.

Нехай задано розшарований простiр n незалежних змiнних x =

(x1, . . . , xn) i однiєї залежної змiнної u. Розглянемо скiнченновимiрний
iнволютивний модуль Q векторних полiв, визначений у деякiй областi
цього простору, i припустимо, що розмiрнiсть p модуля Q (над кiльцем
гладких функцiй змiнних (x, u)) не перевищує n, 0 < p 6 n. Додатково
вважаємо, що модуль Q задовольняє умову на ранг, тобто для кожного
фiксованого значення (x, u) проекцiя на простiр змiнних x є p-вимiрною.
Атрибут “iнволютивний” означає, що дужка Лi (комутатор) будь-яких
двох векторних полiв модуля Q належить Q. Очевидно, що будь-який
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одновимiрний модуль є iнволютивним. Тому у випадку p = 1 опускати-
мемо атрибут “iнволютивний” i говоритимемо лише про модулi.

Надалi вважаємо, що iндекси i та j змiнюються вiд 1 до n, iн-
декс s змiнюється вiд 1 до p, iндекс σ змiнюється вiд 1 до n − p,
i за iндексами, що повторюються, розумiтимемо пiдсумовування. Дуж-
ки 〈. . . 〉 використовуватимемо для позначення лiнiйної оболонки над
кiльцем гладких функцiй змiнних (x, u). Нижнi iндекси функцiй по-
значають диференцiювання за вiдповiдними змiнними, ∂i = ∂/∂xi

й ∂u = ∂/∂u. Будь-яка функцiя розглядається як її похiдна нульового
порядку. Весь розгляд проведено в рамках локального пiдходу. Поняття
функцiональної незалежностi розумiтимемо в сенсi повної функцiональ-
ної незалежностi, тобто функцiонально незалежнi функцiї є функцiо-
нально незалежними на будь-якiй пiдмножинi їх спiльної областi визна-
чення.

Нехай векторнi поля

Qs = ξsi(x, u)∂i + ηs(x, u)∂u

утворюють базис модуля Q, тобто Q = 〈Q1, . . . , Qp〉. Тодi умова на
ранг еквiвалентна рiвностi rank(ξsi) = p. Умова, що комутатор будь-якої
пари базисних елементiв належав модулю Q, [Qs, Qs′] ∈ Q, достатня для
того, щоб модуль Q був iнволютивним. Якщо векторнi поля Q̃1, . . . , Q̃p

утворюють iнший базис модуля Q, то iснує невироджена p× p матрична
функцiя (λss

′
(x, u)) така, що Q̃s = λss

′
Qs′.

Диференцiальну функцiю першого порядку

Qs[u] := ηs(x, u)− ξsi(x, u)ui

називають характеристикою векторного поля Qs. Внаслiдок теореми
Фробенiуса, iнволютивнiсть модуля Q еквiвалентна тому, що харак-
теристична система Q: Q[u] = 0 диференцiальних рiвнянь з частин-
ними похiдними Qs[u] = 0 (її також називають умовою iнварiант-
ної поверхнi) має n + 1 − p функцiонально незалежних iнтегралiв
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ω0(x, u), . . . , ωn−p(x, u). Тому загальний розв’язок цiєї системи можна не-
явно представити у виглядi F (ω0, . . . , ωn−p) = 0, де F — довiльна гладка
функцiя своїх аргументiв.

Диференцiальною функцiєю G = G[v] залежних змiнних v =

(v1, . . . , vm), якi у свою чергу є функцiями незалежних змiнних
y = (y1, . . . , yn), називають гладку функцiю, що залежить вiд y i похiдних
функцiї v за змiнними y. Бiльш формально, диференцiальну функцiю ви-
значають як гладку функцiю на областi простору струменiв Jr = Jr(y|v)

деякого порядку r з незалежними змiнними y i залежними змiнни-
ми v [220]. Порядок r = ordG диференцiальної функцiї G дорiвнює
максимальному порядку похiдних (вiдповiдно струменевих змiнних), вiд
яких функцiя G залежить суттєво. Зокрема, ordG = −∞, якщо G зале-
жить лише вiд y. Будь-яка множина диференцiальних функцiй фiксова-
ного додатного порядку, як i множина диференцiальних функцiй недода-
тного порядку, iнварiантна вiдносно точкових перетворень змiнних (y, v).

Використання iншого базису модуля Q призводить лише до iншо-
го представлення характеристичної системи Q з тiєю самою множи-
ною розв’язкiв. Тому характеристична система Q асоцiйована скорiше
з модулем Q, нiж з фiксованим базисом модуля Q. I навпаки, будь-яка
сiм’я n+ 1−p функцiонально незалежних функцiй змiнних x та u є пов-
ною системою iнтегралiв характеристичної системи деякого p-вимiрного
iнволютивного модуля. Отже, iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть
мiж множиною p-вимiрних iнволютивних модулiв i множиною сiмей
n+ 1−p функцiонально незалежних функцiй змiнних x та u, якi факто-
ризовано щодо вiдповiдної еквiвалентностi. (Двi сiм’ї однакової кiлькостi
функцiонально незалежних функцiй тих самих аргументiв вважаємо ек-
вiвалентними, якщо будь-яка функцiя однiєї з сiмей є функцiонально
залежною вiд функцiй iншої сiм’ї.)

Функцiю u = f(x) називають iнварiантом iнволютивного модуля Q
(скорочено Q-iнварiантом), якщо вона є розв’язком характеристичної



104

системи Q. Введення цього поняття обґрунтовано наступним. Внаслiдок
умови на ранг, можна вибрати базис модуля Q, породжений (над полем,
що розглядається) p-вимiрною (абелевою) алгеброю Лi g векторних полiв
у просторi змiнних (x, u)2.1. Графiк кожного розв’язку характеристичної
системи Q очевидно є iнварiантним вiдносно p-параметричної групи ло-
кальних перетворень, породженої алгеброю g.

Виберемо базис модуля Q з комутуючих векторних полiв Q1, . . . , Qp

i для кожного фiксованого s розглянемо розв’язок системи Qs′J
s = δss′,

де δss′ — символ Кронекера. Оскiльки функцiї I0, . . . , In−p, J1, . . . , Jp

змiнних (x, u) функцiонально незалежнi, то можна зробити замiну
змiнних

ϕ = I0(x, u), ωσ = Iσ(x, u), ω′s = Js(x, u),

де ω = (ω1, . . . , ωn−p) та ω′ = (ω′1, . . . , ω
′
p) — новi незалежнi

змiннi, а ϕ — нова залежна змiнна. Змiннi ω та ϕ називати-
мемо Q-iнварiантними, а змiннi ω′ — параметричними для моду-
ля Q. У нових змiнних базиснi елементи Qs набувають вигляду
Qs = ∂ω′s.

Розглянемо диференцiальне рiвняння L порядку r вигляду L(x, u(r))

= 0 для невiдомої функцiї u незалежних змiнних x = (x1, . . . , xn). Тут
через u(r) позначено набiр усiх похiдних функцiї u за змiнними x порядку
не вище r, включаючи u як похiдну нульового порядку. Порядок r рiвнян-
ня L вважаємо суттєвим, тобто мiнiмальним серед порядкiв рiвнянь, ек-
вiвалентних рiвнянню L з точнiстю до ненульових множникiв, якi є дифе-
ренцiальними функцiями вiд u. У рамках локального пiдходу рiвняння L
вважаємо алгебраїчним рiвнянням у просторi струменiв Jr = Jr(x|u) по-

2.1Щоб побудувати такий базис, вибираємо довiльний базис модуля Q, утворений векторними
полями Qs = ξsi(x, u)∂i+ηs(x, u)∂u. З точнiстю до замiни незалежних змiнних i базисних елементiв
модуля Q, внаслiдок умови на ранг можна вважати, що rank(ξss

′
) = p, i звести базис до вигляду

(Q̂s = ∂s + ξ̂sι∂ι + η̂s∂u), де iндекс ι змiнюється вiд p + 1 до n та матрицi (ξ̂sι) i (η̂s) є добутками
матрицi (ξss

′
)−1 i матриць (ξsι) i (ηs) вiдповiдно. Оскiльки модуль Q iнволютивний, то векторнi

поля Q̂1, . . . , Q̂p комутують.
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рядку r i ототожнюємо його з многовидом {(x, u(r)) ∈ Jr |L(x, u(r)) = 0}
його розв’язкiв у Jr. Використовуємо символ L також для позначення
цього многовиду, а Q(r) — як для позначення многовиду, визначеного
всiма диференцiальними наслiдками характеристичної системи Q до по-
рядку r включно, так i для позначення многовиду, визначеного систе-
мою Q(r) в Jr, тобто

Q(r) = {(x, u(r)) ∈ Jr | DαQs[u] = 0, |α| < r}.

Тут i надалi Dα = Dα1
1 · · ·Dαn

n , Di = ∂xi + uα+δi∂uα — оператор повної
похiдної за змiнною xi, α = (α1, . . . , αn) — довiльний мультиiндекс, αi ∈
N ∪ {0}, |α| := α1 + · · · + αn, δi — мультиiндекс, i-та компонента якого
дорiвнює 1, а всi iншi компоненти нульовi. Змiнна uα простору струме-
нiв Jr вiдповiдає похiднiй ∂|α|u/∂xα1

1 . . . ∂xαnn , а ui ≡ uδi, uij ≡ uδi+δj i т. iн.
Не обмежуючи загальностi, вважаємо, що FI0 6= 0 у представ-

леннi F (I0, . . . , In−p) = 0 загального розв’язку характеристичної сис-
теми Q, i розв’язуємо рiвняння F (I0, . . . , In−p) = 0 вiдносно I0:
I0 = ϕ(I1, . . . , In−p). Внаслiдок умови на ранг отримаємо представлення
(у загальному випадку неявне)

A : I0(x, u) = ϕ(ω), ωσ = Iσ(x, u) (2.1)

для розв’язкiв характеристичної системи Q, де ϕ = ϕ(ω) — довiльна
гладка функцiя своїх аргументiв, яке називають анзацом для функцiї u,
що вiдповiдає модулю Q.

Зафiксувавши анзац A для u, всi похiднi вiд u можна виразити у тер-
мiнах ω, ω′ та похiдних вiд ϕ i пiдставити всi спiввiдношення в L[u],
а решту змiнних x замiнити їх виразами у нових змiнних. Або можна
спочатку замiнити змiннi через (ω, ω′, ϕ) i далi врахувати спiввiдношен-
ня ϕω′s = 0. Функцiю, отриману внаслiдок такої процедури, позначимо
через L|A. Вона залежить щонайбiльше вiд ω, ω′ i ϕ(r), де ϕ(r) позначає
набiр похiдних вiд ϕ за змiнними ω до порядку r включно.
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Означення 2.1. Анзац A, побудований за модулем Q, редукує рiвнян-
ня L, якщо iснують гладкi функцiї λ̌ = λ̌(ω, ω′, ϕ(r)) та Ľ = Ľ(ω, ϕ(r))

такi, що функцiя λ̌ є ненульовою та

L|A = λ̌(ω, ω′, ϕ(r))Ľ(ω, ϕ(r)).

Тодi модуль Q називають модулем редукцiї рiвняння L, а рiвняння
Ľ(ω, ϕ(r)) = 0 — редукованим рiвнянням, пов’язаним з анзацом A.

Процедуру редукцiї потрiбно додатково уточнити у випадку редукцiї
до алгебраїчних рiвнянь при p < n; див. доведення теореми 2.34.

Множину p-вимiрних модулiв редукцiї рiвняння L будемо позначати
як Rp(L).

Розглянемо умови на диференцiальне рiвняння L (r-го порядку) та
iнволютивний модуль Q, що задовольняє умову на ранг:

(C1) Q є модулем редукцiї рiвняння L;

(C2) V(r)L[u] ∈ 〈L[u], DαQs[u] = 0, |α| < r〉 для всiх V ∈ Q;

(C3) V(r)L[u]
∣∣
L∩Q(r)

= 0 для всiх V ∈ Q.

Тут через V(r) позначено стандартне r-е продовження векторного по-
ля V = ξi(x, u)∂i + η(x, u)∂u [220,230]:

V(r) = V +
∑

0<|α|6r

ηα∂uα,

де ηα = DαV [u]+ξiuα+δi i V [u] = η−ξiui. В умовах (C2) та (C3) достатньо
вимагати, щоб векторне поле V пробiгало базис (Q1, . . . , Qp) модуля Q.
Вибiр базису для представлення характеристичної системи Q i перевiрки
умов (C2) та (C3) не є суттєвим; див. [148,294].

Усi цi умови зберiгаються при точкових перетвореннях змiнних (x, u).

Теорема 2.2. Умови (C1) та (C2) є еквiвалентними й iз них випливає
умова (C3). Якщо набiр диференцiальних функцiй (L[u], DαQs[u] = 0,

|α| < r) має максимальний ранг на L ∩Q(r), то з умови (C3) випливає
умова (C2) (а отже, i умова (C1)).
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Окрiм випадку максимальностi рангу є iншi, бiльш специфiчнi, випад-
ки, коли умови (C1), (C2), (C3) задовольняються одночасно, наприклад,
якщо L ∩Q(r) = Q(r).

Доведення теореми 2.2 спирається на таке твердження.

Лема 2.3. Нехай гладкi функцiї f , Λ1, . . . , Λp i iнволютивний модуль
Q = 〈Q1, . . . , Qp〉 векторних полiв, визначених в околi Oz0 деякої точ-
ки z0 ∈ Rl для деякого l ∈ N, задовольняють умови Qsf(z) = Λs(z)f(z)

для всiх z ∈ Oz0, s = 1, . . . , p, а dimQ|z0 = p. Тодi iснує окiл Ǒz0 ⊂ Oz0

точки z0 i гладкi функцiї f̌ i λ, визначенi в Ǒz0, такi, що λ(z) 6= 0,
Qsf̌(z) = 0 i f(z) = λ(z)f̌(z) для всiх z ∈ Ǒz0.

У попереднiх роботах щодо модулiв редукцiї використано досить рiз-
номанiтну термiнологiю (див., наприклад, [64, 144, 146, 228, 294]). Зазви-
чай умову (C3) розглядали як основну та називали критерiєм умов-
ної iнварiантностi, а диференцiальне рiвняння L — умовно iнварiан-
тним вiдносно iнволютивного модуля Q. При цьому модуль Q називали
iнволютивним модулем операторiв умовної симетрiї (або Q-умовною
симетрiєю, або некласичною симетрiєю тощо) для рiвняння L. Версiю
умови (C2) у випадку систем диференцiальних рiвнянь для декiлькох
невiдомих функцiй вперше запропоновано у роботi [158]. На вiдмiну вiд
випадку одного диференцiального рiвняння з однiєю невiдомою функ-
цiєю, версiя умови (C2) є достатньою, але не є необхiдною для того, щоб
анзац, побудований за допомогою модуля Q, редукував вихiдну систему,
див. [179, § 5]. Альтернативний пiдхiд до умовної iнварiантностi вимагає,
щоб об’єднана система L i Q(r) була формально сумiсною у сенсi вiдсут-
ностi нетривiальних диференцiальних наслiдкiв [221, 229]. Але питання,
яке саме представлення об’єднаної системи потрiбно вибирати для дослi-
дження формальної сумiсностi, є делiкатним, див. [179, зноска 1] i § 2.5
нижче. Якщо критерiй умовної iнварiантностi не виконується, але, не-
зважаючи на це, рiвняння L має Q-iнварiантнi розв’язки, то говорять
про слабку iнварiантнiсть рiвняння L вiдносно модуля Q [228,229,255].
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Iснують модулi редукцiї, що вiдповiдають класичним лiївським си-
метрiям. Нехай g — p-вимiрна алгебра лiївської iнварiантностi рiвнян-
ня L, базиснi векторнi поля якої Q1, . . . , Qp задовольняють умову
rank(ξsi) = rank(ξsi, ηs) ( = p′ 6 p). Оболонка цих векторних полiв
над кiльцем гладких функцiй змiнних (x, u) є p′-вимiрним iнволютив-
ним модулем, який належить до Rp′(L). Модулi такого типу називати-
мемо лiївськими модулями редукцiї. Iншi модулi редукцiї називатимемо
нелiївськими. Наступне твердження щодо модулiв редукцiї є важливим
для подальшого розгляду (див. [294]).

Лема 2.4. Нехай задано диференцiальне рiвняння L r-го порядку:
L[u] = 0, p-вимiрний (0 < p 6 n) iнволютивний модуль Q, що задо-
вольняє умову на ранг, i диференцiальнi функцiї L̃[u] й λ[u] 6= 0 порядку
не вище r такi, що (L− λL̃)|Q(r)

= 0. Модуль Q є модулем редукцiї рiв-
няння L тодi й лише тодi, коли вiн є модулем редукцiї рiвняння L̃:
L̃[u] = 0. Анзац, побудований за модулем Q, редукує рiвняння L i L̃ до
рiвнянь, що вiдрiзняються щонайбiльше на ненульовий множник.

Класифiкацiю модулiв редукцiї можна суттєво удосконалити й спро-
стити шляхом використання лiївських симетрiй i перетворень еквiвалент-
ностi (класiв) диференцiальних рiвнянь.

Позначимо через Mp множину p-вимiрних модулiв векторних полiв
у просторi змiнних (x, u). Будь-яке точкове перетворення змiнних (x, u)

iндукує взаємно однозначне вiдображення Mp у себе. А саме, перетво-
рення

g : x̃i = X i(x, u), ũ = U(x, u)

генерує вiдображення g∗ : Mp → Mp таке, що для будь-яких Q ∈ Mp й
V ∈ Q векторне поле V = ξi(x, u)∂i+η(x, u)∂u вiдображається у векторне
поле g∗V = ξ̃i∂x̃i + η̃∂ũ, де ξ̃i(x̃, ũ) = V X i(x, u), η̃(x̃, ũ) = V U(x, u).

Нехай задано групуG точкових перетворень у просторi змiнних (x, u).
Модулi Q та Q̃ (одної розмiрностi) називають еквiвалентними вiдносно
групи G, якщо iснує таке перетворення g ∈ G, що Q̃ = g∗Q.
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Лема 2.5. Нехай Q ∈ Rp(L), а точкове перетворення g вiдображає
рiвняння L у рiвняння L̃ i образ g∗Q задовольняє умову на ранг. Тодi
g∗Q ∈ Rp(L̃).

Наслiдок 2.6. Нехай G — група точкових симетрiй рiвняння L. Тодi
еквiвалентнiсть p-вимiрних модулiв векторних полiв вiдносно групи G
породжує вiдношення еквiвалентностi в Rp(L).

Розглянемо клас L|S диференцiальних рiвнянь Lθ: L(x, u(r), θ(q)) = 0.
Тут L — фiксована функцiя, що залежить вiд x, u(r) i θ(q), де θ — на-
бiр довiльних (параметричних) диференцiальних функцiй, який пробiгає
множину S розв’язкiв допомiжної системи, а θ(q) — набiр усiх похiдних
функцiй θ за змiнними x i u(r) порядку не вище q. Допомiжна система
мiстить диференцiальнi рiвняння S(x, u(r), θ(q′)(x, u(r))) = 0 i диференцi-
альнi нерiвностi Σ(x, u(r), θ(q′)(x, u(r))) 6= 0 (> 0, < 0, . . . ) на θ, де x та u(r)

вiдiграють роль незалежних змiнних. Надалi функцiї θ називатимемо
довiльними елементами. Позначення G∼ i G∼ використовуємо вiдповiдно
для групи еквiвалентностi та групоїда еквiвалентностi класу L|S . Грубо
кажучи, групу G∼ складають точковi перетворення у просторi (x, u(r), θ),
що зберiгають вигляд рiвнянь з класу L|S . Насправдi iснують рiзнi типи
груп еквiвалентностi [251, § 2.3]. Групоїд G∼ — це множина

{(θ, θ̃, g) | θ, θ̃ ∈ S, g ∈ T(θ, θ̃)},

на якiй природно введено структуру групоїда за допомогою компози-
цiї перетворень. Тут T(θ, θ̃) — множина точкових перетворень змiнних
(x, u), що вiдображають рiвняння Lθ у рiвняння Lθ̃ (див. [27, 61, 251]
щодо строгих означень понять, пов’язаних з класами диференцiальних
рiвнянь).

Позначимо через P набiр усiх пар вигляду (Lθ, Q), де Lθ — рiвняння
з класу L|S , а Q — модуль з Rp(Lθ). Iз леми 2.5 випливає, що дiя пере-
творень з групи еквiвалентностi G∼ або з групоїда еквiвалентностi G∼

на L|S i {Rp(Lθ) | θ ∈ S} iндукує вiдношення еквiвалентностi на P [254].
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Означення 2.7. Нехай θ, θ′ ∈ S, Q ∈ Rp(Lθ), Q′ ∈ Rp(Lθ′). Пари
(Lθ, Q), (Lθ′, Q′) назвемо G∼-еквiвалентними, якщо Q′ = (T θ)∗Q для
деякого перетворення T ∈ G∼, що вiдображає рiвняння Lθ у рiвнян-
ня Lθ′. Пари (Lθ, Q), (Lθ′, Q′) назвемо G∼-еквiвалентними (або точково
еквiвалентними), якщо Q′ = g∗Q для деякого перетворення g ∈ T(θ, θ̃).

Класифiкацiю операторiв редукцiї вiдносно G∼ (або G∼) iнтерпре-
туємо як класифiкацiю в P вiдносно вiдповiдного вiдношення еквiвалент-
ностi, яку можна провести аналогiчно до звичайної групової класифiка-
цiї в класах диференцiальних рiвнянь. А саме, спочатку будуємо модулi
редукцiї, що визначенi для всiх значень довiльних елементiв θ, а потiм
класифiкуємо вiдносно G∼ (або G∼) значення θ, для яких рiвняння Lθ
допускає додатковi модулi редукцiї.

2.2. Сингулярнi модулi векторних полiв
для диференцiальних функцiй

Нехай L = L[u] — диференцiальна функцiя порядку ordL = r > 0

(тобто гладка функцiя незалежних змiнних x = (x1, . . . , xn) i похiдних
вiд u за змiнними x порядку не вище r), а Q — p-вимiрний (0 < p < n)
iнволютивний модуль, породжений векторними полямиQs = ξsi(x, u)∂i+

ηs(x, u)∂u, що визначенi в просторi змiнних (x, u) i задовольняють умову
на ранг rank(ξsi) = p.

Означення 2.8. Модуль Q назвемо сингулярним для диференцiальної
функцiї L, якщо iснує диференцiальна функцiя L̃ = L̃[u] порядку, мен-
шого за r, така, що L|Q(r)

= L̃|Q(r)
. В iншому випадку Q назвемо ре-

гулярним модулем для диференцiальної функцiї L. Якщо мiнiмальний
порядок диференцiальних функцiй, обмеження яких на Q(r) спiвпадає
з L|Q(r)

, дорiвнює k ∈ {−∞, 0, 1, . . . , r}, то модуль Q назвемо сингуляр-
ним копорядку k для диференцiальної функцiї L. Модуль Q назвемо
ультрасингулярним для диференцiальної функцiї L, якщо L|Q(r)

≡ 0.
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Зокрема, якщо модуль є регулярним для диференцiальної функцiї L,
то його копорядок сингулярностi дорiвнює r = ordL. Копорядок сингу-
лярностi модуля Q для диференцiальної функцiї L позначатимемо через
scoLQ. Очевидно, що будь-яка диференцiальна функцiя недодатного по-
рядку не допускає сингулярних iнволютивних модулiв; це пояснює умову
ordL = r > 0 в означенi 2.8.

Випадок p = n є особливим. Розглянемо n-вимiрний iнволютивний
модуль Q, породжений векторними полями, що задовольняють умову
на ранг. Для будь-якої диференцiальної функцiї L = L[u] порядку r

iснує диференцiальна функцiя L̃ = L̃[u] недодатного порядку така, що
L|Q(r)

= L̃|Q(r)
. Тому в цьому випадку природно вважати, що модуль Q є

сингулярним для L тодi й лише тодi, коли scoLQ = −∞.
Покажемо, як алгоритмiчно побудувати функцiю L̃, що задовольняє

умови означення 2.8. Спершу зауважимо, що без обмеження загальностi
можна розглядати базис (Q̂s = ∂s + ξ̂sι∂ι + η̂s∂u), де iндекс ι змiнюється
вiд p+ 1 до n (див. зноску 2.1). У рамках теорiї сумiсностi Рiк’є, розгляд
такого базису можна iнтерпретувати як виокремлення похiдних вiд u,
що мiстять диференцiювання за змiнними xs (головнi похiднi для ха-
рактеристичної системи Q). Тодi на многовидi Q(r) будь-яку Q-головну
похiдну порядку не вище r можна виразити лише через похiднi функцiї u
за змiнними xp+1, . . . , xn i коефiцiєнти ξ̂sι й η̂s. Наприклад, для похiдних
першого i другого порядку матимемо

us = η̂s − ξ̂sιuι,

usι = η̂sι − ξ̂sι
′

ι uι′ + η̂suuι − ξ̂sι
′

u uι′uι − ξ̂sι
′
uιι′,

uss′ = η̂ss′ − ξ̂sιs′ uι + (η̂su − ξ̂sιu uι)(η̂s
′ − ξ̂s′ι′uι′)

− ξ̂sι(η̂s′ι − ξ̂s
′ι′

ι uι′ + η̂s
′

u uι − ξ̂s
′ι′

u uι′uι − ξ̂s
′ι′uιι′).

(2.2)

Пiдставляючи в L вирази для Q-головних похiдних до порядку r включ-
но, отримаємо диференцiальну функцiю L̂, яка залежить лише вiд x, u
i похiдних вiд u за змiнними xp+1, . . . , xn. Функцiю L̂ називаємо дифе-
ренцiальною функцiєю, асоцiйованою з L на многовидi Q(r). Модуль Q
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є сингулярним для диференцiальної функцiї L тодi й лише тодi, коли
порядок функцiї L̂ менший за r. Копорядок сингулярностi модуля Q до-
рiвнює порядку функцiї L̂. Модуль Q є ультрасингулярним тодi й лише
тодi, коли L̂ ≡ 0. Отже, можна вибрати L̂ як L̃. Це показує, що перевiрка,
чи є iнволютивний модуль з умовою на ранг сингулярним для диферен-
цiальної функцiї, насправдi виконується цiлком алгоритмiчно, а отже її
можна легко реалiзувати в рамках iснуючих програм символьних обчис-
лень симетрiй.

Приклад 2.9. Нижче наведено приклади сингулярних модулiв Q для
диференцiальних функцiй (L), пов’язаних з фiзично релевантними ди-
ференцiальними рiвняннями з частинними похiдними (L = 0).

1. n = 3, r = 2, L = u1 − (f(u)u2)2 − (f(u)u3)3 з f 6= 0, (1+2)-вимiрне
нелiнiйне iзотропне рiвняння дифузiї, p = 2, Q = 〈∂2, ∂3〉, L̂ = u1,
scoLQ = 1.

2. n = 2, r = 4, L = g(x2)u11− (f(x2)u22)22 з fg 6= 0, рiвняння Ейлера–
Бернулi для стрижня, p = 1, Q = 〈∂2〉, L̂ = g(x2)u11, scoLQ = 2.

3. n = 4, r = 2, L = u11−u22−u33−u44, (1+3)-вимiрне однорiдне лiнiйне
хвильове рiвняння p = 3, Q = 〈∂1 + ∂4, ∂2, ∂3〉, L̂ = 0, scoLQ = −∞,
i, бiльш того, Q є ультрасингулярним для L.

4. n = 4, r = 2, L = u11 − u22 − u33 − u44 − u, (1+3)-вимiрне рiвняння
Клейна–Гордона, p = 3, Q = 〈∂1 + ∂4, ∂2, ∂3〉, L̂ = u, scoLQ = 0.

5. n = 3, r = 2, L = u1 − (f(u)u2)2 − g(u)u3 з f 6= 0, (1+2)-вимiрне
вироджене нелiнiйне рiвняння дифузiї–конвекцiї,
a) p = 1, Q = 〈∂2〉, L̂ = u1 − g(u)u3, scoLQ = 1;
b) для Q = 〈∂2, ∂3〉 з p = 2, L̂ = u1, а тому знову scoLQ = 1;
c) p = 2, Q = 〈∂2, ∂1 − g(u)∂3〉, L̂ = 0, scoLQ = −∞, i, бiльш того,
Q є ультрасингулярним для L.



113

Твердження 2.10. Нехай L = L[u] — диференцiальна функцiя змiнних
u = u(x), x = (x1, . . . , xn), а Q — iнволютивний модуль векторних по-
лiв у просторi (x, u), розмiрнiсть якого менша за n i який задовольняє
умову на ранг. Тодi scoLQ 6 scoL Q̌ для будь-якого iнволютивного пiд-
модуля Q̌ модуля Q. Зокрема, модуль Q сингулярний для L, якщо вiн
мiстить пiдмодуль, сингулярний для L.

Доведення. Якщо Q̌ є iнволютивним пiдмодулем модуля Q, то для нього
виконується умова на ранг i Q(r) ⊆ Q̌(r), де r = ordL. Якщо диференцi-
альна функцiя L спiвпадає з диференцiальною функцiєю L̃ на многови-
дi Q̌(r), то це справедливо i на многовидi Q(r). Отже, scoLQ 6 scoL Q̌.

Означення 2.11. (p+1)-вимiрний (0 < p < n) модуль M назвемо
метасингулярним для диференцiальної функцiї L, якщо будь-який p-
вимiрний iнволютивний пiдмодуль модуля M , що задовольняє умову на
ранг, є сингулярним для L i модуль M мiстить сiм’ю M = {QΦ} таких
пiдмодулiв, параметризовану довiльною функцiєю Φ = Φ(x, u) усiх неза-
лежних i залежних змiнних. Копорядок сингулярностi scoLM метасин-
гулярного модуля M визначимо як максимум копорядкiв сингулярностi
його iнволютивних p-вимiрних пiдмодулiв, що задовольняють умову на
ранг.

Означення 2.12. (p+1)-вимiрний (0 < p < n) модуль M назвемо ме-
тарегулярним для диференцiальної функцiї L, якщо вiн мiстить сiм’ю
M = {QΦ} p-вимiрних iнволютивних пiдмодулiв, регулярних для L, яку
параметризовано довiльною функцiєю Φ = Φ(x, u) всiх незалежних i за-
лежних змiнних. Отже, scoLM = ordL.

Тут та надалi пiд параметризацiєю довiльною функцiєю розумiємо
параметризацiю по модулю розв’язкiв деякої системи диференцiальних
рiвнянь на цю функцiї. Копорядок сингулярностi сiм’ї M = {QΦ} також
визначимо як максимум копорядкiв сингулярностi її елементiв i позна-
чимо як scoLM.



114

Для зручностi вважаємо, що випадок копорядку сингулярностi −∞
включає параметризованi сiм’ї ультрасингулярних модулiв, а також ме-
тасингулярнi модулi, iнволютивнi p-вимiрнi пiдмодулi яких є ультрасин-
гулярними, якщо задовольняють умову на ранг. Як показано далi, цей
випадок є неможливим; див. наслiдок 2.20.

Приклад 2.13. Для кожної диференцiальної функцiї L з прикладу 2.9,
наведемо модуль M , метасингулярний для L, i вiдповiдну сiм’ю M =

{QΦ}. Специфiчний вигляд функцiональних коефiцiєнтiв у QΦ вибраний
з огляду на те, щоб гарантувати iнволютивнiсть QΦ.

1. M = 〈∂2, ∂3, ∂u〉, M = {QΦ = 〈∂2 − (Φ2/Φu)∂u, ∂3 − (Φ3/Φu)∂u〉},
scoLM = 1.

2. M = 〈∂2, ∂u〉, M = {QΦ = 〈∂2 + Φ∂u〉}, scoLM = 2.

3. M = 〈∂1 +∂4, ∂2, ∂3, ∂u〉, M = {QΦ = 〈∂2 +∂4−((Φ2 +Φ4)/Φu)∂u, ∂2−
(Φ2/Φu)∂u, ∂3 − (Φ3/Φu)∂u〉}, scoLM = 1.

4. M = 〈∂1 +∂4, ∂2, ∂3, ∂u〉, M = {QΦ = 〈∂2 +∂4−((Φ2 +Φ4)/Φu)∂u, ∂2−
(Φ2/Φu)∂u, ∂3 − (Φ3/Φu)∂u〉}, scoLM = 1.

5. a) M = 〈∂2, ∂u〉, M = {QΦ = 〈∂2 + Φ∂u〉}, scoLM = 1;
b) M = 〈∂2, ∂3, ∂u〉, M = {QΦ = 〈∂2 − (Φ2/Φu)∂u, ∂3 − (Φ3/Φu)∂u〉},
scoLM = 1.

Умова iнволютивностi модуля M не включена явно в означення 2.11
й 2.12. Згiдно цих означень метасингулярний (або метарегулярний)
модуль M має мiстити сiм’ю p-вимiрних iнволютивних пiдмодулiв, пара-
метризованих функцiєю всiх змiнних. Але у випадку p > 2 така вимога
еквiвалентна умовi, що модуль M є iнволютивним.

Твердження 2.14. (p+1)-вимiрний модуль M , p > 2, мiстить
сiм’ю p-вимiрних iнволютивних пiдмодулiв, параметризованих довiль-
ною функцiєю всiх незалежних i залежних змiнних, тодi й лише тодi,
коли модуль M є iнволютивним.
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Доведення. Припустимо, що модульM мiстить сiм’юM p-вимiрних iнво-
лютивних пiдмодулiв, параметризованих довiльною функцiєю всiх змiн-
них по модулю функцiй з меншою кiлькiстю аргументiв. Тодi базис
(Q0, . . . , Qp) модуля M можна вибрати таким чином, щоб векторнi поля
Q1, . . . , Qp породжували iнволютивний пiдмодуль модуляM зM i, бiльш
того, комутували. За допомогою деякої замiни змiнних (x, u) зведемо цi
векторнi поля до операторiв зсувiв: Qs = ∂s. З точнiстю до додавання Qs

i множення на довiльну ненульову функцiю, векторне поле Q0 можна ви-
брати у виглядi Q0 = ξ0ι(x, u)∂ι + η0(x, u)∂u, де один iз коефiцiєнтiв ξ0ι,
ι = p + 1, . . . , n, чи η0 дорiвнює 1. Усю множину p-вимiрних пiдмодулiв
модуля M розiб’ємо на пiдмножини

S0 = {Qθ̄ = 〈Qs + θsQ0, s = 1, . . . , p〉},

Ss = {Qθ̄s = 〈Q0, . . . , Qs−1, Qs′ + θs
′
Qs, s

′ = s+ 1, . . . , p〉},

де θ̄ = (θ1, . . . , θp), θ̄s = (θs+1, . . . , θp), i всi θ належать множинi гладких
функцiй змiнних (x, u)2.2. За побудовою, якщо Qθ̄s є iнволютивним моду-
лем, то вибранi базиснi елементи комутують. Це означає, що компонен-
ти θ̄s задовольняють рiвнянняQ0θ

s′ = 0, . . . ,Qs−1θ
s′ = 0, s′ = s+1, . . . , p,

а тому їх можна виразити через функцiї щонайбiльше n+ 1− s аргумен-
тiв. Таким чином, модуль M мiстить сiм’ю M p-вимiрних iнволютив-
них пiдмодулiв, параметризованих довiльною функцiєю всiх змiнних за
модулем функцiй з меншою кiлькiстю аргументiв, тодi й лише тодi, коли
така сiм’я є пiдмножиною множини S0.

Якщо модуль Qθ̄ з S0 є iнволютивним, то за теоремою Фробенiуса
перевизначена система лiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинни-

2.2Це можна зробити таким чином. Припустимо, що R = 〈R1, . . . , Rp〉 — p-вимiрний пiдмодуль
модуля M , де Rs =

∑p
k=0 λ

skQk, а λsk — гладкi функцiї змiнних (x, u). Покладемо Λ := (λsk)k=0,...,p
s=1,...,p

та Λ′ := (λsk)k=1,...,p
s=1,...,p . Маємо, що rank Λ = p. Якщо rank Λ′ = p, то за допомогою елементарних

операцiй з рядками можна побудувати базис R, що iдентифiкує його як елемент з множини S0.
Iнакше матрицю Λ можна звести до вигляду, де λ10 = 1, а всi iншi елементи першого стовпчика i
першого рядка нульовi. Застосовуючи аналогiчнi мiркування до отриманої пiдматрицi в нижньому
правому кутку, отримаємо базис типу S1 або знову спрощуємо перший стовпчик i перший рядок
цiєї пiдматрицi. Необхiдне розбиття побудуємо, iндуктивно повторюючи цi мiркування.
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ми похiдними першого порядку QsΦ + θsQ0Φ = 0 вiдносно невiдомої
функцiї Φ = Φ(x, u) має розв’язок, причому Q0Φ 6= 0, тобто функцiї-
параметри θs можна представити у виглядi θs = −Φs/Q0Φ. Оскiльки
базиснi елементи Qs + θsQ0 модуля Qθ̄ мають комутувати, то

[Qs + θsQ0, Qs′ + θs
′
Q0]

= (θs
′

s + θsQ0θ
s′ − θss′ − θs

′
Q0θ

s)Q0 + θs
′
Q0,s − θsQ0,s′

=
Φs′Q0,sΦ− ΦsQ0,s′Φ

(Q0Φ)2
Q0 +

Φs

Q0Φ
Q0,s′ −

Φs′

Q0Φ
Q0,s = 0,

де Q0,s = [Qs, Q0] = ξ0ι
s ∂ι + η0

s∂u.
Припустимо, що не всi векторнi поля Q0,s є нульовими. Нехай вектор-

нi поля Q̃1, . . . , Q̃p̃ утворюють базис модуля 〈Q0,s〉. Тодi векторнi поля
Q0, Q̃1, . . . , Q̃p̃ лiнiйно незалежнi, а тому Q0,s =

∑p̃
s̃=1 λ

ss̃Q̃s̃ з деякими
гладкими функцiями λss̃ = λss̃(x, u). Iз наведених вище комутацiйних
спiввiдношень випливає система для функцiї Φ:

Φs′Q0,sΦ− ΦsQ0,s′Φ = 0, λs
′s̃Φs = λss̃Φs′, s̃ = 1, . . . , p̃.

Оскiльки серед коефiцiєнтiв λss̃ обов’язково є ненульовi, то функцiя Φ

пробiгає щонайбiльше множину розв’язкiв системи лiнiйних диференцi-
альних рiвнянь з частинними похiдними першого порядку. Отже, кiль-
кiсть її аргументiв насправдi менша за n + 1. Це суперечить iснуванню
сiм’ї p-вимiрних iнволютивних пiдмодулiв модуля M , параметризованих
довiльною функцiєю всiх змiнних за модулем функцiй з меншою кiлькiс-
тю аргументiв.

Отже, всi векторнi поля Q0,s = [Qs, Q0] є нульовими, тобто модуль M
є iнволютивним.

Навпаки, якщо модуль M є iнволютивним, виберемо базис утворе-
ний комутуючими векторними полями Q0, . . . , Qp. Кожен пiдмодуль
QΦ = 〈Qs − (QsΦ)/(Q0Φ)Q0〉 є iнволютивним i має розмiрность p. Тут
Φ = Φ(x, u) пробiгає множину функцiй вiд змiнних (x, u) з Q0Φ 6= 0,
тобто доповнення до множини розв’язкiв рiвняння Q0Φ = 0. Загальний
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розв’язок цього рiвняння параметризований однiєю функцiєю вiд n ар-
гументiв. Модулi QΦ i QΦ̃, що вiдповiдають функцiям Φ i Φ̃, спiвпадають
тодi й лише тодi, коли (Q0Φ)QsΦ̃ = (QsΦ)Q0Φ̃. Назвемо такi функцiї Φ

i Φ̃ еквiвалентними. Таким чином, множину, визначену функцiєю Φ, по-
трiбно додатково факторизувати вiдносно цього вiдношення еквiвалент-
ностi. Необхiдною i достатньою умовою для еквiвалентностi функцiй Φ

i Φ̃ є iснування гладкої функцiї F вiд n − p + 1 аргументiв, для якої
Φ̃ = F (ω1, . . . , ωn−p,Φ), де ω1, . . . , ωn−p утворюють повну множину функ-
цiонально незалежних розв’язкiв системи Q0ω = 0, Qsω = 0. Оскiльки
кiлькiсть аргументiв функцiї F менша за n+1, то факторизацiя не впли-
ває на ступiнь довiльностi функцiї Φ.

Зауваження 2.15. Сiм’ї iнволютивних пiдмодулiв, що належать до
множини S0, можна параметризувати рiзним чином. У доведеннi
твердження 2.14 цi пiдмодулi параметризованi за допомогою пред-
ставлення коефiцiєнтiв θs у виглядi θs = −QsΦ/Q0Φ, а множину,
визначену за допомогою функцiї Φ = Φ(x, u), потрiбно додатково
факторизувати вiдносно деякого вiдношення еквiвалентностi. В яко-
стi параметризуючої функцiї замiсть Φ можна вибрати будь-яку фун-
кцiю θs. Пiсля того, як Ψ1 = θ1 вибрана в якостi такої функ-
цiї, умова [Q1 + θ1Q0, Q2 + θ2Q0] = 0 призводить до лiнiйного ди-
ференцiального рiвняння першого порядку з частинними похiдними
Q1θ

2 + θ1Q0θ
2 = Q2θ

1 + θ2Q0θ
1 вiдносно функцiї θ2, загальний розв’язок

якого параметризовано довiльною функцiєю Ψ2 вiд n змiнних. Анало-
гiчно, умова [Qi + θiQ0, Q3 + θ3Q0] = 0, i = 1, 2, призводить до системи
двох лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого порядку з частинними
похiдними Qiθ

3 + θiQ0θ
3 = Q3θ

i+ θ3Q0θ
i. Ця система вiдповiдає модулю,

породженому векторними полями Qi + θiQ0 + (Q3θ
i + θ3Q0θ

i)∂θ3, який є
iнволютивним, внаслiдок рiвняння для θ2. З теореми Фробенiуса випли-
ває, що загальний розв’язок цiєї системи параметризований довiльною
функцiєю Ψ3 вiд n− 1 змiнних. Повторюючи процедуру для кожного θs,
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взаємно однозначно параметризуємо iнволютивнi модулi з множини пiд-
модулiв S0 набором (Ψ1, . . . ,Ψp), де Ψs пробiгає множину гладких функ-
цiй n+ 2− s змiнних.

Наслiдок 2.16. Будь-який (p+1)-вимiрний метасингулярний (або ме-
тарегулярний) модуль M для диференцiальної функцiї L, де p > 2, є
iнволютивним.

Твердження 2.17. (p+1)-вимiрний модульM з p > 2 є метасингуляр-
ним (або вiдповiдно метарегулярним) для диференцiальної функцiї L
тодi й лише тодi, коли з точнiстю до точкових перетворень у про-
сторi змiнних (x, u) вiн мiстить сiм’ю M p-вимiрних iнволютивних
пiдмодулiв, сингулярних (або вiдповiдно регулярних) для L, вигляду

QΦ = 〈∂s − (Φs/Φu)∂u, s = 1, . . . , p〉,

що параметризованi довiльною гладкою функцiєю Φ = Φ(x, u) всiх не-
залежних i залежних змiнних, Φu 6= 0, причому копорядок сингуляр-
ностi сiм’ї M для диференцiальної функцiї L спiвпадає з копорядком
сингулярностi всього модуля M , scoLM = scoLM .

Доведення. Припустимо, що модуль M є метасингулярним (або метаре-
гулярним) для диференцiальної функцiї L. Оскiльки модуль M iнволю-
тивний згiдно наслiдку 2.16, то можна вибрати його базис, утворений
комутуючими векторними полями Q0, . . . , Qp, якi задовольняють умову
на ранг rank(ξsi) = p. За допомогою замiни змiнних (x, u) цi векторнi
поля можна звести до операторiв зсувiв: Qs = ∂s i Q0 = ∂u. Пiдмодуль
Qθ̄ = 〈Qs+ θsQ0, s = 1, . . . , p〉 модуляM буде iнволютивним тодi й лише
тодi, коли коефiцiєнти θs можна представити у виглядi θs = −Φs/Φu для
деякої функцiї Φ = Φ(x, u), Φu 6= 0 (див. доведення твердження 2.14).
Отже, сiм’я

M = {QΦ = 〈∂s − (Φs/Φu)∂u, s = 1, . . . , p〉},

що параметризована довiльною функцiєю Φ, Φu 6= 0, матиме необхiдний
вигляд.
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Обернене твердження та рiвнiсть для копорядкiв сингулярностi є оче-
видними у регулярному випадку, тому їх достатньо довести лише у син-
гулярному випадку.

Припустимо, що з точнiстю до точкових перетворень у просторi
змiнних (x, u) модуль M мiстить таку сiм’ю M = {QΦ}, i нехай
scoLM = k < r = ordL. Звiдси випливає, що scoLQ

Φ 6 k для будь-
якого допустимого значення параметр-функцiї Φ. У початкових змiнних
базиснi елементи пiдмодуля QΦ мають вигляд Qs − (QsΦ)/(Q0Φ)Q0, де
Q0, . . . , Qp — комутуючi векторнi поля. Достатньо довести, що будь-який
p-вимiрний iнволютивний пiдмодуль P модуляM , який задовольняє умо-
ву на ранг i не належить сiм’ї {QΦ}, є сингулярним для L. З точнiстю
до перестановки векторних полiв Q1, . . . , Qp базис пiдмодуля P мiстить
векторнi поля Q0 i Qs′ + θs

′
Q1, s′ = 2, . . . , p, де коефiцiєнти θs′ — гладкi

функцiї змiнних (x, u). Для зручностi, за допомогою точкових перетво-
рень змiнних (x, u), зводимо векторнi поля Q0, Q2, . . . , Qp i Q1 до опе-
раторiв зсувiв ∂1, ∂2, . . . , ∂p i ∂u вiдповiдно. Оскiльки пiдмодуль P iнво-
лютивний, то коефiцiєнти θs′ допускають представлення θs′ = −Ψs′/Ψu,
де Ψ — гладка функцiя змiнних x2, . . . , xn i u, Ψu 6= 0. Розглянемо сiм’ю
iнволютивних модулiв вигляду

Qε = 〈Q0 + εQ1, Qs′ + θs
′εQ1, s

′ = 2, . . . , p〉,

параметризованих малою сталою ε. Тут коефiцiєнти θs′ε отримано за до-
помогою замiни в θs′ аргументу u на u−εx1: θs

′ε = θs
′
(x2, . . . , xn, u−εx1).

Для кожного ненульового значення ε модуль Qε належить сiм’ї {QΦ}. Це
стає очевидним пiсля переходу вiд вибраного базису до базису

(Q1 + ε−1Q0, Qs′ − ε−1θs
′εQ0, s

′ = 2, . . . , p).

Таким чином, будь-який модуль Qε з ε 6= 0 є сингулярним для дифе-
ренцiальної функцiї L. Розглянемо диференцiальну функцiю L̂ε, яка
асоцiйована з L на многовидi Qε

(r)
через виключення похiдних uα,

α1 + · · · + αp > 0, з L, використовуючи рiвняння u1 = ε, us′ = θs
′ε та
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їхнi диференцiальнi наслiдки. Функцiя L̂ε гладка за сукупнiстю пара-
метра ε, змiнних x та похiдних вiд u за змiнними xp+1, . . . , xn. Оскiльки
ord L̂ε 6 k для будь-якого ε 6= 0, то внаслiдок неперервностi це вiрно
й для ε = 0. Це означає, що пiдмодуль P = Qε|ε=0 буде сингулярним
для L, i scoL P 6 k = scoLM.

Очевидно, що scoLM > scoLM. Оскiльки будь-який p-вимiрний iн-
волютивний пiдмодуль Q модуля M задовольняє нерiвнiсть scoLQ 6

scoLM, то отримаємо scoLM = scoLM.

Випадок двовимiрних метасингулярних (або метарегулярних) моду-
лiв є особливим. Оскiльки будь-який одновимiрний модуль векторних
полiв iнволютивний, то з метасингулярностi (або метарегулярностi) дво-
вимiрного модуля для диференцiальної функцiї не випливає iнволютив-
нiсть цього модуля. Iншими словами, висновок твердження 2.14 невiрний
у випадку p = 1. Тому редукована форма пiдмодулiв двовимiрного мета-
сингулярного (або метарегулярного) модуля залежить вiд того, чи є цей
модуль iнволютивним.

Твердження 2.18. Двовимiрний модуль M є метасингулярним (або
метарегулярним) для диференцiальної функцiї L тодi й лише тодi, ко-
ли з точнiстю до точкових перетворень у просторi змiнних (x, u) вiн
мiстить сiм’ю M одновимiрних пiдмодулiв, сингулярних (або регуляр-
них) для L, з базисними векторними полями в редукованiй формi, па-
раметризованiй довiльною гладкою функцiєю θ = θ(x, u). Редукована
форма має вигляд

∂1 + θ∂u або ∂1 + u∂2 + ξ3∂3 + · · ·+ ξn∂n + θ∂u

залежно вiд того, чи є модуль M iнволютивним. Тут ξi = ξi(x, u), i =

3, . . . , n — фiксованi гладкi функцiї. Копорядок сингулярностi сiм’ї M

для диференцiальної функцiї L спiвпадає з копорядком усього модуляM ,
scoLM = scoLM .
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Щоб узгодити подальший розгляд для p = 1 iз випадком p > 2,
параметр-функцiю θ можна представити у виглядi θ = −Φ1/Φu, де Φ =

Φ(x, u) — довiльна гладка функцiя з Φu 6= 0.

Доведення. Якщо модуль M iнволютивний, то доведення аналогiчне до-
веденню твердження 2.14. Тому нижче розглянемо лише випадок, коли
модуль M не є неiнволютивним.

Припустимо, що модуль M метасингулярний (або метарегулярний)
для диференцiальної функцiї L. Виберемо базис (Q0, Q1) модуля M так,
щоб векторне поле Q1 задовольняло умову на ранг rank(ξ1i) = 1 i зве-
демо за допомогою точкової замiни змiнних (x, u) векторне поле Q0

до оператору зсуву вiдносно змiнної u: Q0 = ∂u. З точнiстю до пере-
становки змiнних x1, . . . , xp можна вважати, що ξ11 6= 0. Далi мiня-
ємо базисний елемент Q1 на (ξ11)−1(Q1 − η1Q0) для того, щоб покла-
сти η1 = 0 i ξ11 = 1. Оскiльки модуль M неiнволютивний, то комута-
тор [Q0, Q1] = ξ12

u ∂2 + · · · + ξ1n
u ∂n не дорiвнює нулю. Тому з точнiстю

до перестановки змiнних x2, . . . , xp можна вважати, що ξ12
u 6= 0. За-

мiна змiнних x̃s = xs, ũ = ξ12(x, u) разом iз одночасною замiною Q0

на (ξ12
u )−1Q0 зводить базиснi елементи модуля M до вигляду Q0 = ∂u

i Q1 = ∂1 + u∂2 + ξ3∂3 + · · · + ξn∂n. Тодi сiм’я M = {〈Q1 + θQ0〉} одно-
вимiрних пiдмодулiв модуля M , сингулярних для функцiї L, де пара-
метр θ = θ(x, u) пробiгає множину гладких функцiй всiх незалежних
i залежних функцiй, є шуканою.

Обернене твердження та рiвнiсть для копорядкiв сингулярностi знову
є очевидними у регулярному випадку, тому їх достатньо довести лише
у сингулярному випадку.

Нехай з точнiстю до точкових перетворень у просторi змiнних (x, u)

модуль M мiстить таку сiм’ю M, причому scoLM = k < r = ordL. Звiд-
ки випливає, що scoL〈Q1 + θQ0〉 6 k для будь-якого значення параметр-
функцiї θ. Пiсля повернення до початкових змiнних достатньо довести,
що пiдмодуль 〈Q0〉 модуляM є сингулярним для функцiї L, якщо вектор
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поле Q0 також задовольняє умову на ранг у цих координатах. Для зруч-
ностi, за допомогою замiни змiнних зведемо Q0 до оператору зсуву ∂1.
Розглянемо сiм’ю модулiв вигляду Qε = 〈Q0 +ε(Q1−ξ11Q0)〉, параметри-
зованих малою сталою ε. Для кожного ненульового значення ε модульQε

належить сiм’ї M, оскiльки в цьому випадку Qε = 〈Q1 + (ε−1 − ξ11)Q0〉.
Таким чином, будь-який модуль Qε з ε 6= 0 є сингулярним для диферен-
цiальної функцiї L. Розглянемо диференцiальну функцiю L̂ε, що асоцi-
йована з функцiєю L на многовидi Qε

(r)
через виключення похiдних uα,

α1 > 0, з L, використовуючи рiвняння u1 = ε(η11 − ξ12u2 − · · · − ξ1nun)

i його диференцiальнi наслiдки. Функцiя L̂ε є гладкою за сукупнiстю
параметра ε, змiнних x i похiдних u за змiнними x2, . . . , xn. Оскiль-
ки порядок L̂ε не перевищує k для будь-якого ненульового ε, то вна-
слiдок неперервностi це твердження справедливе й для ε = 0. Це озна-
чає, що пiдмодуль 〈Q0〉 = Qε|ε=0 сингулярний для функцiї L, причому
scoL〈Q0〉 6 k = scoLM.

Множину одновимiрних пiдмодулiв модуля M вичерпують модуль
〈Q0〉 i елементи сiм’ї M. Звiдки scoLM = scoLM .

2.3. Диференцiальнi функцiї,
що допускають метасингулярнi модулi

З точнiстю до точкових перетворень можна описати загальний вигляд
диференцiальних функцiй, що допускають метасингулярнi модулi век-
торних полiв.

Теорема 2.19. Диференцiальна функцiя L r-го порядку однiєї залежної
та n незалежних змiнних допускає (p+1)-вимiрний метасингулярний
модуль векторних полiв копорядку сингулярностi k (0 6 k < r, 0 <

p < n) тодi й лише тодi, коли з точнiстю до точкових перетворень її
можна представити у виглядi

L = L̄(x,Ωr,k,p), (2.3)
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де Ωr,k,p =
(
ωα, |α| 6 r, αp+1 + · · · + αn 6 k

)
, функцiя L̄ суттєво зале-

жить вiд деякого ωα з αp+1 + · · · + αn = k. Тут ωα = uα або, лише у
випадку p = 1, ωα = Dα2

2 · · ·Dαn
n (D1 + uD2 + ξ3D3 + · · · + ξnDn)

α1u для
деяких фiксованих гладких функцiй ξi = ξi(x, u), i = 3, . . . , n.

Доведення. Припустимо, що диференцiальна функцiя L допускає (p+1)-
вимiрний метасингулярний модульM копорядку сингулярностi k. З точ-
нiстю до замiни базису та замiни змiнних базис модуля M включає або
векторнi поля Qs = ∂s i Q0 = ∂u, або, якщо p = 1 i модуль M неiнво-
лютивний, векторнi поля Q1 = ∂1 + u∂2 + ξ3∂3 + · · · + ξn∂n i Q0 = ∂u

(див. твердження 2.17 i 2.18). Хоча вигляд початкової диференцiальної
функцiї L також змiниться внаслiдок замiни змiнних, для спрощення ви-
кладок використовуватимемо старi позначення для всiх нових величин.

Виберемо сiм’ю M = {QΦ = 〈Qs − (Φs/Φu)∂u, s = 1, . . . , p〉} p-вимiр-
них iнволютивних пiдмодулiв модуля M , параметризованих довiльною
функцiєю Φ = Φ(x, u). Зафiксуємо довiльну точку z0 = (x0, u0

(r)
) ∈ Jr

i розглянемо такi значення параметр-функцiї Φ, для яких z0 ∈ QΦ
(r)
.

(Тут QΦ
(r)

— многовид, визначений у просторi струменiв Jr диференцi-
альними наслiдками характеристичної системи QΦ, що мають як рiв-
няння порядок не вище, нiж r. Систему таких диференцiальних наслiд-
кiв позначимо тим самим символом QΦ

(r)
, що й многовид.) З цiєї умо-

ви на Φ випливає, що значення похiдних функцiї Φ лише за змiнни-
ми x1, . . . , xn у точцi (x0, u0), якi включають диференцiювання за деякою
змiнною xs, можна виразити через u0

(r)
i значення похiдних функцiї Φ

у точцi (x0, u0), що включають диференцiювання за змiнною u. Остан-
нi значення є незв’язаними. Наприклад, якщо модуль M iнволютивний,
маємо

Φs(x
0, u0) = −u0

sΦu(x
0, u0),

Φsi(x
0, u0) = −u0

siΦu(x
0, u0)− u0

iΦsu(x
0, u0)

− u0
sΦiu(x

0, u0)− u0
su

0
iΦuu(x

0, u0), . . . .
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Введемо в Jr новi координати (xi, ωα, |α| 6 r) замiсть початкових
координат (xi, uα, |α| 6 r). Якщо модуль M iнволютивний, то ця замi-
на — лише перепозначення координат, яку виконуємо для того, щоб га-
рантувати узгодженiсть з особливим випадком неiнволютивних модулiв
з p = 1. Замiна координат у особливому випадку добре визначена, оскiль-
ки матриця Якобi (∂ωα/∂uα′) невироджена: вона є трикутною матрицею
з одиницями на дiагоналi за умови, що мультиiндекси впорядковано за
правилом

α ≺ β ⇔ |α| < |β| ∨ (|α| = |β| ∧ α1 < β1)

∨ (|α| = |β| ∧ α1 = β1 ∧ α2 < β2) ∨ · · · .

Позначимо через L̂ диференцiальну функцiю, отриману з L за до-
помогою процедури виключення внаслiдок системи QΦ

(r)
похiдних функ-

цiї u, що мiстять диференцiювання за змiнними xs, i якi вважаємо QΦ-
головними. Для мультиiндекса α = (α1, . . . , αn) покладемо

α̌ = (α1, . . . , αp), α̂ = (αp+1, . . . , αn),

тобто α = (α̌, α̂). Через 0̌ позначимо набiр з p нулiв. Оскiльки QΦ —
метасингулярний модуль для функцiї L копорядку сингулярностi k, то
функцiя L̂ не залежить вiд похiдних u(0̌,α̂), |α̂| = k + 1, . . . , r. Викорис-
таємо цю умову крок за кроком, починаючи з найбiльшого значення |α̂|
i переписуючи похiднi в нових змiнних простору струменiв Jr i в тер-
мiнах функцiї L. Пiд час виконання цiєї процедури враховуємо рiвнiсть
ωβ = ψβ[u], що виконується на многовидi QΦ

(r)
для кожного мультиiндек-

са β з |β| 6 r. Диференцiальну функцiю ψβ = ψβ[u] визначає рiвнiсть

ψβ = D
βp+1

p+1 · · ·Dβn
n (QΦ

1 )β1 · · · (QΦ
p )βpu,

а тому її порядок дорiвнює |β̂| i вона допускає представлення

ψβ = (∂u(Q
Φ
1 )β1 · · · (QΦ

p )βpu
)
u

(0̌,β̂)
+ ψ̃β[u]



125

з деякою диференцiальною функцiєю ψ̃β = ψ̃β[u] порядку меншого за |β̂|.
Тому для кожного α з α̌ = 0̌ i |α̂| 6 r за ланцюговим правилом отри-
маємо

L̂Φ
uα

(z0) =
∑

β : |β|6r, |β̂|>|α̂|

Lωβ(z
0)ψβuα(z

0). (2.4)

Отже, у нових змiнних для кожного α з α̌ = 0̌ i |α̂| = r рiвняння
L̂uα(z

0) = 0 можна записати у виглядi Lωα(z0) = 0. Дiйсно, у цьому ви-
падку маємо ψβuα = 1, якщо β = α, i ψβuα = 0, якщо β 6= α. Це завершує
перший крок доведення.

На другому кроцi фiксуємо значення α з α̌ = 0̌ i |α̂| = r−1. Оскiльки
Lωβ(z

0) = 0, якщо β̌ = 0̌ i |β̂| = r, то мультиiндекс пiдсумовування в (2.4)
з фiксованим α можна вважати таким, що пробiгає множину

B1 = {β | |β̌| 6 1, |β̂| = r − 1}.

Похiдна ψβuα дорiвнює 1, ∂uQΦ
s u i 0 для β = (0̌, α̂), β = (δs, α̂) i всiх iнших

значень β з B1 вiдповiдно. Тут δs — p-набiр з 1 на s-му мiсцi i 0 на всiх
iнших. Тому з рiвняння L̂u(0̌,α̂)

(z0) = 0 отримаємо

Lω(0̌,α̂)
(z0) + Lω(δs,α̂)

(z0)
(
∂uQ

Φ
s u
)∣∣

(x,u)=(x0,u0)
= 0.

Зауважимо, що ∂uQΦ
s u = −(Φs/Φu)u. Розщеплюючи за незв’язаними зна-

ченнями Φsu(x
0, u0) приходимо до рiвнянь Lω(0̌,α̂)

(z0) = 0 i Lω(δs,α̂)
(z0) = 0.

Повторюючи цю процедуру, на µ-му кроцi, µ ∈ {3, . . . , r−k}, отрима-
ємо рiвняння Lωβ(z0) = 0, де мультиiндекс β приймає значення, для яких
r − µ + 2 6 |β̂| 6 r та |β̌| 6 r − |β̂|. Тодi для кожного фiксованого зна-
чення α з α̌ = 0̌ i |α̂| = r − µ+ 1 мультиiндекс пiдсумовування β у (2.4)
фактично пробiгає множину Bµ = {β | |β̌| 6 µ − 1, |β̂| = r − µ + 1}.
Для β ∈ Bµ похiдна ψβuα дорiвнює ∂u(QΦ

1 )β1 · · · (QΦ
p )βpu, якщо β̂ = α̂,

або 0 у протилежному випадку. Таким чином, з рiвняння L̂u(0̌,α̂)
(z0) = 0

отримаємо умову∑
|β̌|6µ−1, β̂=α̂

Lωβ(z
0)
(
∂u(Q

Φ
1 )β1 · · · (QΦ

p )βpu
)∣∣

(x,u)=(x0,u0)
= 0.
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Значення (∂β1

1 · · · ∂
βp
p Φu)(x

0, u0) з |β̌| 6 µ − 1 є незв’язаними. Тому роз-
щеплюючи за ними або, рiвносильно, розщеплюючи за(

∂u(Q
Φ
1 )β1 · · · (QΦ

p )βpu
)∣∣

(x,u)=(x0,u0)
, 0 < |β̌| 6 µ− 1,

отримаємо рiвняння Lωβ(z0) = 0, де |β̂| = r − µ+ 1 та |β̌| 6 µ− 1.
Пiсля (r − k)-го кроку отримаємо систему Lωα(z0) = 0, де |α̂| > k та

|α| 6 r, з якої випливає умова (2.3).
Навпаки, нехай диференцiальна функцiя L r-го порядку має ви-

гляд (2.3), можливо, пiсля виконання деякого точкового перетворен-
ня. Для довiльної гладкої функцiї Φ = Φ(x, u) з Φu 6= 0 розгля-
немо iнволютивний модуль QΦ, породжений або векторними полями
QΦ
s = ∂s − (Φs/Φu)∂u у загальному випадку, або векторним полем

QΦ
1 = ∂1 + u∂2 + ξ3∂3 + · · ·+ ξn∂n − (Φs/Φu)∂u

у спецiальному випадку з p = 1. Використовуючи Ľ i QΦ, побудуємо
диференцiальну функцiю L̃Φ = L̄(x, Ω̃r,k,p), де

Ω̃r,k,p =
(
ωα = D

αp+1

p+1 · · ·Dαn
n (QΦ

1 )α1 · · · (QΦ
p )αpu, |α̂| 6 k, |α| 6 r

)
.

За побудовою, ord L̃Φ 6 k для всiх значень параметр-функцiї Φ з Φu 6= 0.
Бiльш того, ord L̃Φ = k майже для всiх значень цiєї параметр-функцiї
за виключенням тих, якi задовольняють деякiй системi диференцiаль-
них рiвнянь. Оскiльки L|QΦ

(r)
= L̃Φ|QΦ

(r)
, де Φ пробiгає множину гладких

функцiй змiнних (x, u) з ненульовою похiдною за змiнною u, то сiм’я
M = {QΦ} є сингулярною сiм’єю p-вимiрних iнволютивних модулiв копо-
рядку сингулярностi k для диференцiальної функцiї L у нових координа-
тах. Далi повертаємося до старих координат. Внаслiдок твердження 2.17,
якщо p > 2, або твердження 2.18, якщо p = 1, модуль векторних полiв,
що мiстить сiм’ю M, є метасингулярним (p+1)-вимiрним модулем копо-
рядку сингулярностi k для диференцiальної функцiї L.

Виключаючи особливий випадок двовимiрних неiнволютивних ме-
тасингулярних модулiв, результат теореми 2.19 можна сформулювати
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таким чином: диференцiальна функцiя однiєї залежної та n незалеж-
них змiнних допускає метасингулярний (p+1)-вимiрний iнволютивний
модуль M копорядку сингулярностi k тодi й лише тодi, коли вона зво-
диться точковою замiною змiнних до диференцiальної функцiї, в аргу-
ментах якої диференцiювання за n−p фiксованими незалежними змiнни-
ми для кожної похiдної вiд залежної змiнної серед (суттєвих) аргументiв
функцiї L мають сукупний порядок не вищий за k.

Наслiдок 2.20. Будь-яка диференцiальна функцiя однiєї залежної та n
незалежних змiнних додатного порядку не допускає метасингулярних
(p+1)-вимiрних (0 < p < n) модулiв копорядку сингулярностi −∞.

Доведення. Припустимо протилежне, тобто нехай iснує диференцiальна
функцiя L порядку r (r > 0) однiєї залежної та n незалежних змiнних,
яка допускає (p+1)-вимiрний (0 < p < n) метасингулярний модуль M
копорядку сингулярностi −∞. Аналогiчно доведенню теореми 2.19 пе-
рекомбiнуємо базиснi елементи модуля M i виконаємо замiну змiнних
для того, щоб звести вибраний базис модуля M до того ж самого кано-
нiчного вигляду, як i в доведеннi теореми. Виберемо сiм’ю M p-вимiрних
iнволютивних пiдмодулiв модуляM , параметризованих довiльною функ-
цiєю Φ змiнних (x, u). Повторення подальших крокiв доведення призво-
дить до висновку, що диференцiальна функцiя L має вигляд (2.3) з k = 0.
Оскiльки ordL = r, то функцiя L̄ у цьому представленнi суттєво зале-
жить вiд деякого ωα з |α| = r. Для кожного α з |α| = r вираз для
ωα внаслiдок системи QΦ

(r)
включає похiдну Φα, а аналогiчнi вирази для

решти ω цю похiдну не мiстять. Таким чином, диференцiальна функ-
цiя L̂Φ має порядок 0 для всiх значень параметр-функцiї Φ, крiм розв’яз-
кiв рiвняння L̂Φ

u = 0, яке розглядаємо як диференцiальне рiвняння по-
рядку r + 1 на параметр-функцiю Φ. Ця властивiсть зберiгається при
точкових перетвореннях у силу довiльностi параметр-функцiї Φ. Тому
в початкових змiнних також маємо scoLM > 0, що суперечить припу-
щенню.
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Зауваження 2.21. Очевидно, що метасингулярний (або метарегуляр-
ний) (p+1)-вимiрний модуль M для диференцiальної функцiї L може
мiстити p-вимiрнi iнволютивнi модулi, копорядки сингулярностi яких
меншi за копорядок сингулярностi scoLM =: k модуля M . Розглянемо
сiм’ю M = {QΦ = 〈Qs − (Φs/Φu)Q

0, s = 1, . . . , p〉} p-вимiрних iнволю-
тивних пiдмодулiв модуля M , параметризованих довiльною функцiєю
Φ = Φ(x, u), i вважаємо, що scoLM = k. Також вважаємо, що базиснi
векторнi поля Qs i Q0 модуля M мають вигляд, наведений на початку
доведення теореми 2.19. Тодi значення параметр-функцiї Φ, для яких
scoLQ

Φ < k, є розв’язками системи∑
|α̌|6r−k

L̄ωα(x, Ω̃r,k,p)
(
∂u(Q

Φ
1 )α1 · · · (QΦ

p )αpu
)

= 0, |α̂| = k,

де Ľ i Ω̃r,k,p визначено в теоремi 2.19 i в її доведеннi вiдповiдно. Iншими
словами, регулярнi значення параметр-функцiї Φ, асоцiйованi з пiдмоду-
лями максимального копорядку сингулярностi k у M, задовольняють
нерiвнiсть для деякого α з |α̂| = k∑

|α̌|6r−k

L̄ωα(x, Ω̃r,k,p)
(
∂u(Q

Φ
1 )α1 · · · (QΦ

p )αpu
)
6= 0.

Зауваження 2.22. Загалом, диференцiальна функцiя (порядку r > 0)
допускає нескiнченну кiлькiсть метарегулярних модулiв рiзних розмiр-
ностей. Дiйсно, нехай у точцi z0 = (x0, u0

(r)
) простору струменiв Jr по-

рядку r диференцiальна функцiя L має нехарактеристичний напрямок
(c1, . . . , cn), тобто

C :=
∑
|α|=r

Luα(x
0, u0

(r)
)cα1

1 · · · cαnn 6= 0;

див. [220, твердження 2.75]. Виконаємо замiну незалежних змiнних x,
x̃i = X i(x) з X1

i (x0) = ci в околi x0 i покладемо ũ = u, що iндукує точко-
ву замiну координат у просторi струменiв Jr. Позначимо через z̃0 новi
координати точки z0. У нових координатах похiдна Lũrδ1 спiвпадає з C
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в точцi z̃0, а тому не дорiвнює нулю в околi цiєї точки. Тодi будь-який
модуль M = 〈Q0, . . . , Qp〉 з 0 < p < n, де Q0 = ∂ũ i 〈Q1, . . . , Qp〉 — пiд-
модуль модуля 〈∂x̃2

, . . . , ∂x̃n〉, є метарегулярним модулем для диферен-
цiальної функцiї L. Пiдняття елементiв модуля M оберненою замiною
координат дає метарегулярний модуль для диференцiальної функцiї L
у початкових змiнних (x, u). Завдяки функцiональнiй свободi у виборi
функцiї X1 i — додатково при p < n − 1 — у виборi p-вимiрних пiд-
модулiв у 〈∂x̃2

, . . . , ∂x̃n〉 диференцiальна функцiя L допускає нескiнченну
кiлькiсть метарегулярних модулiв будь-якої розмiрностi p з 0 < p < n.

2.4. Сингулярнi модулi векторних полiв
для диференцiальних рiвнянь

Iнволютивний модуль Q, що задовольняє умову на ранг, назвемо (силь-
но) сингулярним для диференцiального рiвняння L, якщо вiн сингуляр-
ний для диференцiальної функцiї L[u], яка є лiвою частиною канонiч-
ного представлення L[u] = 0 рiвняння L. Сильно регулярнi модулi ви-
значаємо аналогiчно. Як правило, атрибут “сильний” надалi опускає-
мо. Оскiльки лiвi частини диференцiальних рiвнянь визначено з точ-
нiстю до множникiв, якi є ненульовими диференцiальними функцiями,
то при розглядi диференцiальних рiвнянь умови означення 2.8 можна
послабити.

Означення 2.23. p-вимiрний (0 < p < n) iнволютивний модуль Q, що
задовольняє умову на ранг, назвемо слабо сингулярним для диферен-
цiального рiвняння L: L[u] = 0 суттєвого порядку r > 0, якщо iсну-
ють диференцiальна функцiя L̃ = L̃[u] порядку, нижчого за r, i не-
нульова диференцiальна функцiя λ = λ[u] порядку, не вищого за r,
такi, що L|Q(r)

= (λL̃)|Q(r)
. В iншому випадку назвемо Q слабо регу-

лярним модулем для диференцiального рiвняння L. Якщо мiнiмальний
порядок диференцiальної функцiї, обмеження якої на Q(r) спiвпадає з
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точнiстю до ненульових функцiональних множникiв з L|Q(r)
, дорiвнює

k ∈ {−∞, 0, 1, . . . , r}, то модуль Q назвемо слабо сингулярним копоряд-
ку k для диференцiального рiвняння L.

Зокрема, як i у випадку сильної регулярностi, слабо регулярнi модулi
для диференцiального рiвняння L мають копорядок слабкої сингуляр-
ностi r = ordL. Iнволютивний модуль Q є слабо ультрасингулярним для
диференцiального рiвняння L: L[u] = 0, якщо вiн є сильно ультрасингу-
лярним для L. Копорядок слабкої сингулярностi модуля Q для рiвнян-
ня L позначатимемо wscoLQ.

З сильної сингулярностi випливає слабка сингулярнiсть, i тому з слаб-
кої регулярностi випливає сильна регулярнiсть. Копорядок слабкої син-
гулярностi є завжди меншим або рiвним i може бути строго меншим за
копорядок сильної сингулярностi. Отже, сильно регулярнi модулi можуть
бути сингулярними в слабкому сенсi.

Приклад 2.24. Для iлюстрацiї зв’язку мiж сильною та слабкою сингу-
лярнiстю розглянемо рiвняння x2u111 + x1u222 = eu33(u3 + u). Воно до-
пускає двовимiрний сингулярний модуль 〈∂1, ∂2〉, копорядки сильної та
слабкої сингулярностi якого дорiвнюють вiдповiдно 2 i 1. Цей же модуль
〈∂1, ∂2〉 є сильно регулярним i слабо сингулярним копорядку 1 для рiв-
няння x2u11 + x1u22 = eu33(u3 + u).

Нехай L̂ — диференцiальна функцiя, асоцiйована з L на многови-
дi Q(r) через виключення Q-головних похiдних. Без обмеження загаль-
ностi, диференцiальнi функцiї λ i L̃ в означеннi 2.23 можна замiнити
диференцiальними функцiями, асоцiйованими з ними на многовидi Q(r).
Тодi рiвнiсть L = λL̃, що виконується на многовидi Q(r), еквiвалент-
на представленню L̂ = λL̃. Припустимо, що L̂ є максимального рангу
вiдносно похiдної uα найвищого порядку k, вiд якої ця диференцiальна
функцiя залежить суттєво, тобто L̂u(0̌,α̂)

6= 0 для деякого α̂ з |α̂| = k на
многовидi розв’язкiв рiвняння L̂ = 0 (див. позначення в теоремi 2.19).
Тодi можна покласти L̃ = L̂ i λ = 1. Це означає, що копорядок слаб-
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кої сингулярностi модуля Q для рiвняння L: L = 0 дорiвнює порядку k
диференцiальної функцiї L̂, а тому є порядком сильної сингулярностi
модуля Q для цього рiвняння. Отже, у цьому випадку iснує цiлком ал-
горитмiчна процедура для перевiрки, чи є iнволютивний модуль слабо
сингулярним для диференцiального рiвняння з частинними похiдними.

Твердження 2.25. Диференцiальне рiвняння L: L[u] = 0 однiєї залеж-
ної та n незалежних змiнних допускає слабо сингулярний p-вимiрний
модуль векторних полiв (0 < p 6 n) копорядку сингулярностi k тодi й
лише тодi, коли цей модуль є сильно сингулярним для L копорядку k
(можливо в представленнi, що вiдрiзняється вiд L[u] = 0 на ненульо-
вий множник, який диференцiальною функцiєю вiд u).

Доведення. У позначеннях означення 2.23 рiвняння L = 0 еквiвалентне
рiвнянню L̃ = 0, причому scoL̃Q = k.

Приклад 2.26. Домножуючи рiвняння з прикладу 2.24 на нену-
льову диференцiальну функцiю e−u33, отримаємо вiдповiдно рiвняння
e−u33(x2u111 +x1u222) = u3 +u та e−u33(x2u11 +x1u22) = u3 +u. Тодi модуль
〈∂1, ∂2〉 одночасно буде i слабо, i сильно сингулярним копорядку 1 для
цих рiвнянь.

Аналогiчно твердженню 2.10 доводимо таке твердження.

Твердження 2.27. Нехай L — диференцiальне рiвняння на невiдому
функцiю u вiд n незалежних змiнних x, Q — iнволютивний модуль
векторних полiв у просторi змiнних (x, u), що має розмiрнiсть меншу
за n i задовольняє умову на ранг. Тодi wscoLQ 6 wscoL Q̌ для будь-якого
iнволютивного пiдмодуля Q̌ модуля Q. Зокрема, модуль Q є слабо син-
гулярним для рiвняння L, якщо вiн мiстить пiдмодуль, слабо сингу-
лярний для L.

Поняття модулiв, метасингулярних (метарегулярних) для диференцi-
альних рiвнянь у сильному сенсi, визначаємо аналогiчно до сильно син-
гулярних (регулярних) модулiв.
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Означення 2.28. (p+1)-вимiрний (0 < p < n) модульM назвемо мета-
сингулярним (або метарегулярним) для диференцiального рiвняння L
у сильному сенсi, якщо вiн є метасингулярним (або метарегулярним) для
диференцiальної функцiї L[u], яка є лiвою частиною канонiчного пред-
ставлення L[u] = 0 рiвняння L.

Поняття модулiв, метасингулярних для диференцiальних рiвнянь
у слабкому сенсi, визначаємо аналогiчно випадку диференцiальних
функцiй.

Означення 2.29. (p+1)-вимiрний (0 < p < n) модульM назвемо мета-
сингулярним у слабкому сенсi для диференцiального рiвняння L: L = 0,
якщо будь-який p-вимiрний iнволютивний пiдмодуль модуля M , що за-
довольняє умову на ранг, слабо сингулярний для рiвняння L, причому
модуль M мiстить сiм’ю M = {QΦ} таких пiдмодулiв, параметризовану
довiльною функцiєю Φ = Φ(x, u) всiх незалежних i залежних змiнних.
Копорядок слабкої сингулярностi метасингулярного модуля M для рiв-
няння L, який позначаємо через wscoLM , спiвпадає з максимумом копо-
рядкiв слабкої сингулярностi його p-вимiрних iнволютивних пiдмодулiв,
якi задовольняють умову на ранг.

Означення 2.30. (p+1)-вимiрний (0 < p < n) модуль M назвемо ме-
тарегулярним у слабкому сенсi для диференцiального рiвняння L, якщо
модуль M мiстить сiм’ю M = {QΦ} p-вимiрних iнволютивних пiдмоду-
лiв, якi слабо регулярнi для рiвняння L i параметризованi довiльною
функцiєю Φ = Φ(x, u) всiх незалежних i залежних змiнних, а тому

scoLM = ordL.

Теорема 2.31. Диференцiальне рiвняння L: L[u] = 0 r-го порядку i
максимального рангу з однiєю залежною та n незалежними змiнними
допускає слабо метасингулярний (p+1)-вимiрний модуль M векторних
полiв копорядку сингулярностi k тодi й лише тодi, коли з точнiстю до
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точкових перетворень диференцiальну функцiю L можна представити
у виглядi

L = λ̄[u]L̄(x,Ωr,k,p), (2.5)

де λ̄ — ненульова диференцiальна функцiя порядку не вище r, L̄ — глад-
ка функцiя вiд x i Ωr,k,p =

(
ωα, |α| 6 r, αp+1 + · · ·+αn 6 k

)
, що суттєво

залежить вiд деякого ωα з αp+1 + · · ·+ αn = k. Тут ωα = uα або, лише
у випадку p = 1,

ωα = Dα2
2 · · ·Dαn

n (D1 + uD2 + ξ3D3 + · · ·+ ξnDn)
α1u

для деяких фiксованих гладких функцiй ξi = ξi(x, u), i = 3, . . . , n. Зна-
чення k має бути мiнiмальним серед усiх можливих представлень ви-
гляду (2.5) для диференцiальної функцiї L. Тодi модуль M є строго ме-
тасингулярним копорядку k для рiвняння L̄(x,Ωr,k,p) = 0, яке еквiва-
лентне L.

Доведення. Використаємо позначення й означення з доведення теоре-
ми 2.19. Спочатку припускаємо, що диференцiальне рiвняння L: L[u] = 0

максимального рангу й допускає слабо метасингулярний (p+1)-вимiрний
модуль векторних полiв копорядку сингулярностi k. З точнiстю до точ-
кових перетворень i замiн базису модуля достатньо розглянути лише
сiм’ю M = {QΦ = 〈Qs − (Φs/Φu)Q

0, s = 1, . . . , p〉} p-вимiрних iнволю-
тивних пiдмодулiв модуля M , параметризованих довiльною функцiєю
Φ = Φ(x, u). Тут векторне поле Q0 зведено до оператора зсуву ∂u, а век-
торнi поля Qs мають вигляд Qs = ∂s або, якщо p = 1 i модуль неiнволю-
тивний, Q1 = ∂1 + u∂2 + ξ3∂3 + · · ·+ ξn∂n.

Для будь-якої точки z0 = (x0, u0
(r)

) ∈ L ⊂ Jr виберемо модулi з
M = {QΦ}, для яких z0 ∈ QΦ

(r)
. З цього випливає, що значення похiдних

функцiї Φ лише за змiнними x1, . . . , xn у точцi (x0, u0), якi включають
диференцiювання за деякою змiнною xs, можна виразити через u0

(r)
i зна-

чення похiдних функцiї Φ у точцi (x0, u0), що мiстять диференцiювання
за змiнною u. Останнi значення є незв’язаними.
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З лiвої частини рiвняння L отримаємо диференцiальну функцiю L̂Φ,
асоцiйовану з L на многовидi QΦ

(r)
через виключення QΦ-головних похiд-

них функцiї u. (Такi похiднi мiстять диференцiювання за змiнною xs.)
Властивiсть, що для будь-якої функцiї Φ з Φu 6= 0 модуль QΦ є слабо
сингулярним щонайбiльше копорядку k для рiвняння L, призводить до
умови

L̂Φ
u(0̌,α̂)

(z0) = 0, |α̂| = k + 1, . . . , r.

Як i при доведенi теореми 2.19, iтеративно використаємо цю умову, по-
чинаючи з найвищого значення r для |α̂| i переписуючи похiднi в нових
координатах (xi, ωα, |α| 6 r) простору струменiв Jr i в термiнах функ-
цiї L. У такий спосiб виведемо рiвняння

Lωα(z
0) = 0, |α̂| > k, |α| 6 r,

що виконуються для всiх z0 ∈ L. Застосовуючи лему Адамара до кожно-
го з цих рiвнянь i скориставшись лемою 2.3, отримаємо (2.5).

Навпаки, припустимо, що диференцiальна функцiя L порядку r має
вигляд (2.5), можливо, пiсля виконання деякого точкового перетворен-
ня. Для довiльної гладкої функцiї Φ = Φ(x, u) з Φu 6= 0 розглянемо
iнволютивний модуль QΦ, породжений або векторними полями

QΦ
s = ∂s −

Φs

Φu
∂u

у загальному випадку, або векторним полем

QΦ
1 = ∂1 + u∂2 + ξ3∂3 + · · ·+ ξn∂n −

Φs

Φu
∂u

у спецiальному випадку з p = 1. Використовуючи L̄ i QΦ, побудуємо
диференцiальну функцiю L̃Φ = L̄(x, Ω̃r,k,p), де

Ω̃r,k,p =
(
ωα = D

αp+1

p+1 · · ·Dαn
n (QΦ

1 )α1 · · · (QΦ
p )αpu, |α̂| 6 k, |α| 6 r

)
.

За побудовою порядок диференцiальної функцiї L̃Φ не вищий k для всiх
допустимих значень параметр-функцiї Φ. Бiльш того, ord L̃Φ = k для
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майже всiх значень цiєї параметр-функцiї за виключенням тих, якi за-
довольняють систему диференцiальних рiвнянь. Оскiльки

L
∣∣
QΦ

(r)

= (λ̄L̄)
∣∣
QΦ

(r)

= (λ̄L̃Φ)
∣∣
QΦ

(r)

,

де Φ пробiгає множину гладких функцiй змiнних (x, u) з ненульовими
похiдними за змiнною u, то сiм’я M = {QΦ} є сiм’єю p-вимiрних iнво-
лютивних модулiв, слабо сингулярних копорядку k для диференцiаль-
ного рiвняння L у нових координатах. Пiсля повернення до старих ко-
ординат внаслiдок твердження 2.17 для p > 2 або твердження 2.18 для
p = 1, модуль M векторних полiв, породжений сiм’єю M, є метасингу-
лярним (p+1)-вимiрним модулем копорядку сингулярностi k для дифе-
ренцiальної функцiї L/Λ. Отже, цей модуль є слабо метасингулярним
(p+1)-вимiрним модулем копорядку сингулярностi k для диференцiаль-
ного рiвняння L.

Зауваження 2.32. З теореми 2.31 випливає, що з точнiстю до домно-
ження рiвнянь на ненульовi диференцiальнi функцiї немає потреби уто-
чнювати, який тип метасингулярностi диференцiальних рiвнянь — слаб-
кий чи сильний — маємо на увазi.

2.5. Сингулярнiсть модулiв редукцiї
та порядок редукованих рiвнянь

Означення 2.33. Iнволютивний модуль Q назвемо сингулярним моду-
лем редукцiї диференцiального рiвняння L, якщо Q є i модулем редукцiї
рiвняння L, i слабо сингулярним модулем рiвняння L.

Нагадаємо, що диференцiальнi рiвняння є еквiвалентними, якщо вони
вiдрiзняються на ненульовий множник, який є диференцiальною функ-
цiєю. Суттєвим порядком диференцiального рiвняння L є мiнiмальний
порядок рiвнянь у класi еквiвалентностi, якому належить рiвняння L.
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Прямим узагальненням вiдповiдних результатiв для n = 2 робо-
ти [180] отримаємо такi твердження.

Теорема 2.34. Нехай Q — p-вимiрний модуль редукцiї (0 < p 6 n)
рiвняння L. Тодi копорядок слабкої сингулярностi модуля Q для рiв-
няння L спiвпадає з суттєвим порядком вiдповiдного редукованого ди-
ференцiального рiвняння.

Доведення. Нехай p < n i k := wscoLQ > 0. Тодi при будь-якому точ-
ковому перетворенi значення wscoLQ не змiнюється. За допомогою точ-
кового перетворення локально можна домогтися ситуацiї, що в нових
змiнних модуль Q матиме базис (Qs = ∂s, s = 1, . . . , p). (Знову вико-
ристовуємо однi й тi самi позначення для старих i нових змiнних.) Тодi
анзац, побудований за модулем Q, можна вибрати у виглядi u = ϕ(ω),
де ϕ = ϕ(ω) — нова невiдома функцiя, ω = (ω1, . . . , ωn−p) i ω1 = xp+1,
. . . , ωn−p = xn — iнварiантнi незалежнi змiннi. Систему Q(r) утворюють
рiвняння uα = 0, де мультиiндекс α = (α1, . . . , αn) задовольняє умови

α1 + · · ·+ αp > 0, |α| := α1 + · · ·+ αn 6 r = ordL.

Оскiльки Q ∈ Rp(L), то iснують диференцiальнi функцiї λ̌ = λ̌[ϕ] i
Ľ = Ľ[ϕ] порядку не вище r такi, що L|A = λ̌Ľ (див. [294]). Функцiя λ̌
ненульова й може залежати вiд змiнних xs як параметрiв. Iз точнiстю до
еквiвалентностi, породженої ненульовими множниками, можна вважати,
що функцiя Ľ має мiнiмальний порядок ř. Тодi редуковане рiвняння Ľ:
Ľ = 0 має суттєвий порядок ř.

Оскiльки wscoLQ = k, то iснують диференцiальна функцiя L̃ = L̃[u]

точно порядку k i ненульова диференцiальна функцiя λ̃ = λ̃[u] порядку
не вище r, якi залежать щонайменше вiд x i похiдних вiд u за змiнни-
ми xp+1, . . . , xn, такi, що (L− λ̃L̃)|Q(r)

= 0.
Припустимо спочатку, що ř менше за k. У цьому випадку можна вико-

ристати λ̃new = λ̌|u ϕ i L̃new = Ľ|u ϕ в означеннi слабкої сингулярностi,
що призводить до суперечностi wscoLQ 6 ord L̃new = ř < k. Тому ř > k.
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(Тут “u  ϕ” означає, що похiднi ∂αp+1

p+1 . . . ∂
αn
n u потрiбно пiдставити за-

мiсть похiдних ∂αp+1
ωp+1 . . . ∂

αn
ωn
ϕ.)

З iншого боку, якщо ř > k, то λ̌Ľ = (λ̃L̃)|A, де змiннi xs вiдiгра-
ють роль параметрiв. Фiксуючи значення x0

s змiнних xs для кожного s,
отримаємо представлення

Ľ =
λ̃|A
λ̌

∣∣∣∣
xs=x

0
s

L̃

∣∣∣∣
A, xs=x0

s

.

Але оскiльки ord L̃|A, xs=x0
s
6 k < ř, то це представлення суперечить

умовi, що ř — суттєвий порядок редукованого рiвняння Ľ.
Отже, ř = k > 0. Тодi значення ř не залежить вiд вибору анзаца

серед тих, що можна побудувати за модулем Q. Обернена замiна змiнних
зберiгає зазначену властивiсть.

Розглянемо тепер випадок k := wscoLQ 6 0. Загалом значення
k = −∞ i k = 0 не є iнварiантними вiдносно точкових перетворень,
оскiльки їх можна вiдобразити одне в iнше такими перетвореннями. Це
означає, що суттєвий порядок вiдповiдного редукованого рiвняння мо-
же залежати вiд вибору анзаца серед множини анзацiв, побудованих за
модулем Q. Тому спрямлення векторних полiв Qs i вибiр анзаца потрiб-
но узгодити зi структурою обмеження диференцiальної функцiї L на
многовид Q(r), щоб забезпечити коректнiсть процедури редукцiї. Вна-
слiдок умови k 6 0 iснують гладка функцiя L̃ = L̃(x, u) з ord L̃ = k

i ненульова диференцiальна функцiя λ̃ = λ̃[u] порядку не вище r, та-
кi, що L = λ̃L̃ на многовидi Q(r). З леми 2.4 випливає, що Q є мо-
дулем редукцiї рiвняння L̃: L̃ = 0, а тому QsL̃ = ΛsL̃ для деякої
гладкої функцiї Λs = Λs(x, u). З леми 2.3 отримаємо представлення
L̃ = λ̌Ľ, де λ̌ — ненульова гладка функцiя змiнних (x, u), а гладка
функцiя Ľ = Ľ(x, u) задовольняє систему QsĽ = 0. Отже, функцiя Ľ

є iнварiантном модуля Q i тому її можна представити як функцiю ба-
зисних iнварiантiв I0, . . . , In−p, Ľ = ζ(I0, . . . , In−p), де ζ — деяка глад-
ка функцiя своїх аргументiв. Зауважимо, що k 6 ord Ľ 6 0, оскiльки
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L = λ̃λ̌Ľ на многовидi Q(r), а λ̃λ̌ — ненульова диференцiальна функцiя
вiд u.

Якщо k = 0, то ord Ľ = 0, а тому функцiя ζ суттєво залежить що-
найменше вiд одного базисного iнварiанта. З точнiстю до перестановки
базисних iнварiантiв можна вважати, що цим iнварiантом є I0. Тодi ан-
зац (2.1) редукує L до рiвняння ζ(ϕ, ω) = 0, а порядок редукованого
рiвняння як рiвняння на ϕ дорiвнює 0.

Нехай тепер k = −∞. З умови на ранг для модуля Q випливає, що
iснує елемент базису (I0, . . . , In−p) Q-iнварiантiв, який має ненульову по-
хiдну за змiнною u. З точнiстю до перестановки базису можна вважати,
що цим iнварiантом є I0. Виконаємо замiну змiнних (x, u): y0 = I0(x, u),
yσ = Iσ(x, u), zs = Js(x, u), де, як i в § 2.1, кожна функцiя Js = Js(x, u) є
розв’язком системи Qs′J

s = δss′. Тут δss′ позначає символ Кронекера. Не-
хай y = (y0, . . . , yn−p) i z = (z1, . . . , zp). Використовуючи представлення
L̃ = λ̌(y, z)ζ(y), рiвнiсть L̃u = 0 можна записати як

ζy0
+
Iσu
I0
u

ζyσ = − λu
λI0

u

ζ,

де коефiцiєнти ζyσ i ζ — гладкi функцiї, якi потрiбно виразити у координа-
тах (y, z). Зафiксуємо значення z = z0 у цих коефiцiєнтах й модифiкуємо
координати y з метою спрямлення векторного поля ∂y0

+ (Iσu/I
0
u)
∣∣
z=z0∂yσ

до ∂y0
. Вiдповiдним чином модифiкуємо i функцiональний базис Q-

iнварiантiв. Iз леми 2.3 випливає представлення ζ = λ̆ζ̆, де λ̆ — нену-
льова гладка функцiя вiд y, а гладка функцiя ζ̆ вiд y не залежить вiд y0.
Тодi анзац (2.1) редукує рiвняння L до рiвняння ζ̆(ω) = 0, що має поря-
док −∞ як диференцiальне рiвняння вiдносно ϕ.

Доведення для випадку p = n також наведено у § 2.6 перед тверджен-
ням 2.37. Особливiстю цього випадку порiвняно з випадком wscoLQ 6 0,
де p < n, є вiдсутнiсть значної свободи у виборi iнварiантної залежної
змiнної, оскiльки з огляду на розмiрнiсть n модуля Q є лише один функ-
цiонально незалежний Q-iнварiант.
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Неультрасингулярнi p-вимiрнi модулi редукцiї (0 < p 6 n) з копоряд-
ком слабкої сингулярностi −∞ призводять до несумiсних редукованих
рiвнянь.

Властивостi ультрасингулярних модулiв векторних полiв як модулiв
редукцiї є очевидними. Вибiр анзацiв для них не потрiбен.

Твердження 2.35. 1) Будь-який p-вимiрний модуль Q векторних по-
лiв (0 < p 6 n), ультрасингулярний для диференцiального рiвняння L, є
модулем редукцiї цього рiвняння. Анзац, побудований за модулем Q, ре-
дукує рiвняння L до тотожностi. Тому сiм’ю Q-iнварiантних розв’яз-
кiв рiвняння L параметризовано довiльною гладкою функцiєю (n − p)

Q-iнварiантних змiнних.

2) Якщо Q — p-вимiрний iнволютивний модуль векторних полiв, а
сiм’ю Q-iнварiантних розв’язкiв рiвняння L параметризовано довiль-
ною гладкою функцiєю (n− p) Q-iнварiантних змiнних, то модуль Q є
ультрасингулярним модулем для рiвняння L.

Для заданого диференцiального рiвняння з частинними похiдними L
розглянемо модуль редукцiї Q розмiрностi n− 1, тобто p = n− 1. Такий
модуль з wscoLQ > 0 редукує рiвняння L до звичайного диференцiаль-
ного рiвняння, суттєвий порядок якого внаслiдок теореми 2.34 дорiвнює
wscoLQ. Якщо wscoLQ = 0, редуковане рiвняння є алгебраїчним. Це
дозволяє пов’язати wscoLQ з максимальним числом параметрiв у сiм’ях
Q-iнварiантних розв’язкiв рiвняння L. Виключним є випадок wscoLQ =

−∞, коли або модуль Q редукує рiвняння L до тотожностi, якщо вiн уль-
трасингулярний для L, або вiдповiдне редуковане рiвняння несумiсне.

Твердження 2.36. Нехай задано (n−1)-вимiрний iнволютивний
модуль Q векторних полiв i диференцiальна функцiя L[u], причому рiв-
няння L̂ = 0 з диференцiальною функцiєю L̂ = L̂[u] найнижчого поряд-
ку, асоцiйованою з L[u] на многовидi Q(r) (r = ordL) з точнiстю до
ненульового множника, можна розв’язати вiдносно похiдної найвищо-
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го порядку вiд u, яку мiстить це рiвняннi. Тодi з будь-яких двох таких
властивостей випливає третя:

1) Q — модуль редукцiї рiвняння L: L = 0;

2) копорядок слабкої сингулярностi модуля Q для рiвняння L дорiв-
нює l, де 0 6 l 6 r;

3) рiвняння L допускає l-параметричну сiм’ю Q-iнварiантних
розв’язкiв, причому будь-який Q-iнварiантний розв’язок рiвнян-
ня L належить цiй сiм’ї.

Доведення. Якщо Q — (n−1)-вимiрний модуль редукцiї рiвняння L з
wscoLQ > 0, то копорядок слабкої сингулярностi модуля Q для рiвнян-
ня L дорiвнює максимальнiй кiлькостi NL,Q суттєвих неперервних пара-
метрiв у сiм’ї Q-iнварiантних розв’язкiв рiвняння L. Дiйсно, копорядок
слабкої сингулярностi модуля Q для рiвняння L спiвпадає з суттєвим
порядком ř редукованого звичайного диференцiального рiвняння Ľ, асо-
цiйованого з модулем Q: ř = wscoLQ. Максимальна кiлькiсть суттєвих
неперервних параметрiв у розв’язках рiвняння Ľ також дорiвнює ř. Пiд-
становка цих розв’язкiв у вiдповiдний анзац дає параметричнi сiм’ї Q-
iнварiантних розв’язкiв рiвняння L, причому всi Q-iнварiантнi розв’язки
рiвняння L можна отримати цим шляхом. Отже, NL,Q = ř.

Внаслiдок умов твердження щодо L̂, рiвняння Ľ можна записати в
нормальнiй формi, а тому воно має ř-параметричний загальний розв’я-
зок, який включає всi розв’язки рiвняння Ľ. Пiсля пiдстановки у вiд-
повiдний анзац цей розв’язок дає ř-параметричну сiм’ю Q-iнварiантних
розв’язкiв рiвняння L. Iнших Q-iнварiантних розв’язкiв рiвняння L не-
має. Отже, умови 2 i 3 еквiвалентнi, якщо виконується умова 1.

Для будь-якого (n−1)-вимiрного iнволютивного модуля Q векторних
полiв маємо NL,Q 6 k, де через k позначено wscoLQ. Доведемо, що Q є
модулем редукцiї рiвняння L, якщо NL,Q = k.

Точковi перетворення змiнних зберiгають заявлену властивiсть при
k > 0, а тому можна використати змiннi та позначення з доведення
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теореми 2.34. Для анзаца A: u = ϕ(ω), побудованого за модулем Q у
нових змiнних, розглянемо диференцiальну функцiю L̆[ϕ] = L̂|A, яка за-
лежить вiд змiнних xs як параметрiв, причому ord L̆ = k. З огляду на
припущення щодо L̂, рiвняння L̆ = 0 можна розв’язати вiдносно похiд-
ної найвищого порядку ϕ(k): ϕ(k) = R[ϕ], де ordR < k. Якщо Rxs 6= 0

для деякого s, то, розщеплюючи за xs у розв’язаному рiвняннi, отрима-
ємо звичайне диференцiальне рiвняння R̃[ϕ] = 0 порядку меншого за k.
Будь-який Q-iнварiантний розв’язок рiвняння L має вигляд u = ϕ(ω),
де функцiя ϕ задовольняє, зокрема, i рiвняння R̃[ϕ] = 0. Це суперечить
умовi NL,Q = k. Отже, Rxs = 0, тобто рiвняння ϕ(k) = R[ϕ] — редуко-
ване рiвняння, отримане з рiвняння L за допомогою анзаца u = ϕ(ω),
побудованого за модулем Q, тобто Q є модулем редукцiї рiвняння L.

Умова k = 0 означає, що L̂ є функцiєю вiд (x, u). Внаслiдок припу-
щення щодо L̂ рiвняння L̂: L̂ = 0 можна розв’язати вiдносно u. Це дає
функцiю u = f(x), яка є єдиним можливим розв’язком об’єднаної сис-
теми L̂ i Q. Водночас, згiдно умови 3 рiвняння L (або, рiвносильно, L̂),
допускає Q-iнварiантнi розв’язки. Отже, функцiя u = f(x) є єдиним
розв’язком рiвняння L̂ = 0, i цей розв’язок є Q-iнварiантним. Саме тому
з точнiстю до ненульового множника, який залежить щонайбiльше вiд
(x, u), рiвняння L̂ = 0 еквiвалентне рiвнянню, яке можна записати в тер-
мiнах Q-iнварiантiв, а це означає, що Q є модулем редукцiї рiвняння L̂,
i — згiдно леми 2.4 — рiвняння L.

Точне спiввiдношення мiж редукованiстю рiвняння L за допомогою
модуляQ i формальною сумiснiстю об’єднаної системи L iQ насправдi не
таке просте, як можна було б сподiватися; див. [179, зноска 1] для випад-
ку одновимiрних модулiв редукцiї. Вибiр системи, формальну сумiснiсть
якої потрiбно перевiрити, залежить вiд wscoLQ i вiд того, яке означен-
ня формальної сумiсностi використовуємо. Розглянемо, наприклад, озна-
чення, наведене в роботi [265]. Нехай Eρ — система κ диференцiальних
рiвнянь E1[u] = 0, . . . , Eκ[u] = 0, яка мiстять похiднi вiд u до порядку ρ
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включно. Систему Eρ можна iнтерпретувати як систему алгебраїчних рiв-
нянь у просторi струменiв Jρ, i вона визначає многовид у Jρ, який також
позначаємо як Eρ. Продовження Eρ+ς порядку ς , ς ∈ N, системи Eρ — це
система в Jρ+ς , утворена рiвняннями DαEν[u] = 0, ν = 1, . . . , κ, |α| 6 ς .
Проекцiю вiдповiдного многовиду на Jρ+ς−ς ′, де ς ′ ∈ N i ς ′ 6 ς , позна-
чаємо як E (ς ′)

ρ+ς−ς ′. Систему Eρ назвемо формально iнтегровною (або фор-
мально сумiсною), якщо E (1)

ρ+ς = Eρ+ς для будь-якого ς ∈ N.
Є двi перешкоди для узгодження цього означення формальної су-

мiсностi й означення модуля редукцiї. Перша перешкода пов’язана (у
загальнiй ситуацiї) з рiзними порядками рiвняння L: L[u] = 0 i хара-
ктеристичної системи Q: Qs[u] = 0. Її можна подолати приєднанням
диференцiальних наслiдкiв характеристичної системи Q до об’єднаної
системи L i Q перед тим, як перевiряти її сумiснiсть. Друга перешкода
пов’язана з пониженням порядку рiвняння L[u] на многовидi Q(r), якщо
Q є сингулярним модулем редукцiї для рiвняння L[u] = 0. Тому замiсть
рiвняння L потрiбно використовувати рiвняння L̃: L̃[u] = 0, де L̃ — ди-
ференцiальна функцiя така, що L = λ̃L̃ на Q(r) для деякої ненульової
диференцiальної функцiї λ вiд u, причому ord L̃ = wscoLQ. Модуль Q
редукує диференцiальне рiвняння L тодi й лише тодi, коли

• система L̃[u] = 0, DαQs[u] = 0, |α| < wscoLQ, або

• система L̃[u] = 0, DιL̃[u] = 0, Qs[u] = 0

вiдповiдно у випадку wscoLQ > 0 або wscoLQ = 0 є формально сумiс-
ною. Тут iндекс ι пробiгає пiдмножину {ι1, . . . , ιn−p} множини {1, . . . , n}
таку, що модуль 〈Q1, . . . , Qp, ∂ι1, . . . , ∂ιn−p〉 задовольняє умову на ранг.

Випадок wscoLQ = −∞, де L̃ не дорiвнює нулю тотожно, є нере-
левантним у рамках формальної сумiсностi, оскiльки у цьому випадку
рiвняння L̃ саме по собi несумiсне як рiвняння вiдносно u. Якщо Q є уль-
трасингулярним модулем для рiвняння L, тобто L̃ ≡ 0, то “формальна
сумiснiсть” об’єднаної системи L i Q є тривiально еквiвалентною iнволю-
тивностi модуля Q.
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2.6. Модулi редукцiї максимальної розмiрностi

Як зазначено в § 2.2, випадок, коли розмiрнiсть модулiв векторних по-
лiв спiвпадає з кiлькiстю незалежних змiнних (p = n), є особливим для
модулiв, сингулярних для диференцiальних функцiй. Цей випадок також
є особливим для редукцiї диференцiальних рiвнянь. На вiдмiну вiд моду-
лiв редукцiї менших розмiрностей, n-вимiрнi модулi редукцiї будь-якого
диференцiального рiвняння L з n незалежними змiнними редукують це
рiвняння щонайбiльше до алгебраїчних рiвнянь, а не до диференцiаль-
них рiвнянь з меншою кiлькiстю незалежних змiнних. Бiльш того, лише
в цьому випадку регулярнi та сингулярнi модулi редукцiї можна вивчити
в рамках єдиного пiдходу.

НехайQ— iнволютивний модуль розмiрностi p = n, який задовольняє
умову на ранг. Тодi можна вибрати його базис, утворений векторними
полямиQs = ∂s+η

s(x, u)∂u. Оскiльки модульQ iнволютивний, то базиснi
елементи Qs комутують, а тому коефiцiєнти ηs = ηs(x, u) задовольняють
систему рiвнянь

ηss′ + ηs
′
ηsu = ηs

′

s + ηsηs
′

u . (2.6)

Згiдно теореми Фробенiуса, система QsΦ = Φs+η
sΦu = 0 вiдносно функ-

цiї Φ = Φ(x, u) має єдиний функцiонально незалежний розв’язок, що не
є сталою. Iншими словами, коефiцiєнти ηs можна представити у виглядi
ηs = −Φs/Φu, де Φ = Φ(x, u) — деяка гладка функцiя з Φu 6= 0. Не-
явний анзац, побудований для u за допомогою модуля Q, має вигляд
Φ(x, u) = ϕ, де ϕ — нова невiдома функцiя. Вона є нуль-арною, оскiльки
розмiрнiсть p модуля Q дорiвнює кiлькостi n незалежних змiнних x.

Припустимо, що Q є модулем редукцiї диференцiального рiвняння L:
L[u] = 0 порядку r. На многовидi Q(r) усi похiднi вiд функцiї u за змiн-
ними x вiд 1-го до r-го порядку включно можна виразити через змiн-
нi (x, u):

uα = hα(x, u) := (∂1 + η1∂u)
α1 · · · (∂n + ηn∂u)

αnu, 1 6 |α| 6 r.
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Оскiльки векторнi поля Qs комутують, то таке представлення для похiд-
них uα добре визначене, оскiльки не залежить вiд порядку операторiв
у правих частинах виразiв. Використовуючи цi вирази для виключен-
ня вiдповiдних похiдних uα в L, отримаємо диференцiальну функцiю
L̂ = L̂[u] недодатного порядку, тобто функцiю вiд (x, u). Варiюючи ηs,
отриману функцiю можна проiнтерпретувати як диференцiальну фун-
кцiю незалежних змiнних x, u та залежних змiнних ηs. Таким чином, той
факт, щоQ є модулем редукцiї для рiвняння L, внаслiдок леми 2.4 еквiва-
лентний умовi QsL̂ = ΛsL̂ для деяких гладких функцiй Λs = Λs(x, u),
яка виконується на вiдповiднiй вiдкритiй пiдмножинi простору струме-
нiв нульового порядку. Ця умова разом з рiвняннями (2.6) утворює повну
систему визначальних рiвнянь для коефiцiєнтiв ηs. Внаслiдок представ-
лення ηs = −Φs/Φu для розв’язкiв рiвнянь (2.6), її можна проiнтерпре-
тувати як умову на функцiю Φ, де LΦ = L̂|−Φs/Φu ηs розглядаємо як ди-
ференцiальну функцiю незалежних змiнних x, u та залежної змiнної Φ.

Для зручного використання умови QsL̂ = ΛsL̂ у випадку, коли рiв-
няння L̂ = 0 є максимального рангу, його можна розв’язати вiдносно
однiєї змiнної (або вiдносно однiєї з незалежних змiнних, або вiдносно
залежної змiнної u) i виключити цю змiнну з рiвняння QsL̂ = 0 за до-
помогою отриманого виразу. Оскiльки функцiї L̂ i ηs (або вiдповiдно Φ)
залежать вiд тих самих аргументiв, ця процедура не призводить до ди-
ференцiального рiвняння.

Застосуємо iнший, бiльш зручнiший пiдхiд. Згiдно леми 2.3, з умови
QsL̂ = ΛsL̂ випливає, що iснують ненульова гладка функцiя λ = λ(x, u)

i гладка функцiя Ľ = Ľ(x, u) такi, що L̂ = λĽ i QsĽ = 0. Остання умова
означає, що Ľ = ζ(Φ) для деякої гладкої функцiї ζ одного аргументу. Тодi
рiвняння L̂ = λĽ у термiнах функцiї Φ набуває вигляду LΦ = λ̃ζ(Φ).

Насправдi це рiвняння спiвпадає з умовою редукцiї рiвняння L за
допомогою анзаца Φ(x, u) = ϕ, побудованого з модулем Q. Дiйсно,
якщо функцiю u = u(x) явно визначено цим анзацом, то похiднi вiд u
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(ненульового порядку) знаходимо з диференцiальних наслiдкiв рiвнянь
us = −Φs/Φu. Тому пiдстановка анзаца в рiвняння L призводить до рiв-
няння L̂|Φ(x,u)=ϕ = 0, яке внаслiдок умови редукцiї є еквiвалентним ал-
гебраїчному рiвнянню ζ(ϕ) = 0 вiдносно сталої ϕ.

Очевидно, що суттєвий порядок редукованого рiвняння спiвпадає
з wscoLQ ∈ {−∞, 0}. Модуль Q є ультрасингулярним для рiвнян-
ня L тодi й лише тодi, коли функцiя ζ тотожно дорiвнює нулю. Якщо
wscoLQ = −∞ i модуль Q не є ультрасингулярним, то вiдповiдне реду-
коване алгебраїчне рiвняння не є сумiсним вiдносно ϕ.

Пiдсумовуючи викладенi результати, отримаємо таке твердження.

Твердження 2.37. n-вимiрний модуль Q є модулем редукцiї дифе-
ренцiального рiвняння L: L[u] = 0 з n незалежними змiнними x

тодi й лише тодi, коли цей модуль породжено векторними полями
∂s − (Φs/Φu)∂u, s = 1, . . . , n, де функцiя Φ = Φ(x, u) задовольняє
рiвняння LΦ = λ̃ζ(Φ) для деякої гладкої функцiї ζ одного аргументу
i деякої ненульової функцiї λ̃ змiнних (x, u), а диференцiальну фун-
кцiю LΦ = LΦ[Φ] отримано з L[u] виключенням похiдних вiд u, вико-
ристовуючи диференцiальнi наслiдки рiвнянь us = −Φs/Φu. При цьому
анзац Φ(x, u) = ϕ редукує рiвняння L до алгебраїчного рiвняння ζ(ϕ) = 0

вiдносно сталої ϕ i суттєвий порядок редукованого рiвняння спiвпадає
з wscoLQ ∈ {−∞, 0}.

Теорема 2.38. Для будь-якого диференцiального рiвняння L однiєї невi-
домої функцiї вiд n незалежних змiнних з точнiстю до еквiвалентнос-
тi сiмей розв’язкiв iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж однопа-
раметричними сiм’ями його розв’язкiв i його n-вимiрними ультрасин-
гулярними модулями редукцiї. А саме, кожен модуль вказаного типу
вiдповiдає сiм’ї розв’язкiв, iнварiантних вiдносно цього модуля. Про-
блеми побудови всiх однопараметричних сiмей розв’язкiв рiвняння L i
вичерпного опису його n-вимiрних ультрасингулярних модулiв редукцiї
повнiстю еквiвалентнi.
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Доведення. Нехай Q — n-вимiрний ультрасингулярний модуль редукцiї
рiвняння L. Iз твердження 2.37 випливає, що анзац Φ(x, u) = ϕ, побу-
дований за допомогою модуля Q, редукує рiвняння L до тотожностi. Iн-
шими словами, для кожного значення сталої ϕ цей анзац неявним чином
визначає розв’язок рiвняння L.

Навпаки, нехай F = {u = f(x,κ)} — сiм’я розв’язкiв рiвняння L,
параметризована одним параметром κ. Оскiльки цей параметр суттє-
вий, а тому похiдна fκ є ненульовою, то параметр κ можна виразити
iз рiвностi u = f(x,κ). Звiдки отримаємо, що κ = Φ(x, u) для деякої
функцiї Φ = Φ(x, u) з Φu 6= 0. Розглянемо модуль Q = 〈Q1, . . . , Qn〉,
де Qs = ∂s + ηs∂u, причому коефiцiєнти ηs = ηs(x, u) визначено як
ηs = −Φs/Φu. Це n-вимiрний iнволютивний модуль i Q[u] = 0 для будь-
якого елемента множини F . Анзац u = f(x, ϕ), побудований за допо-
могою модуля Q, де ϕ — нова невiдома (нуль-арна) функцiя, редукує
рiвняння L до тотожностi. Це означає, що Q є ультрасингулярним моду-
лем для рiвняння L.

Однопараметричнi сiм’ї F = {u = f(x,κ)} i F̃ = {u = f̃(x, κ̃)}
назвемо еквiвалентними, якщо вони складаються з тих самих функцiй i
вiдрiзняються лише параметризацiями, тобто, якщо iснує функцiя ζ =

ζ(κ) така, що ζκ 6= 0 i f̃(x, ζ(κ)) = f(x,κ). Це справедливо тодi й лише
тодi, коли функцiї Φ = Φ(x, u) i Φ̃ = Φ̃(x, u), асоцiйованi вiдповiдно з
сiм’ями F i F̃ , є функцiонально залежними. Бiльш точно, Φ̃ = ζ(Φ).
Оскiльки ΦuΦ̃u 6= 0, то функцiональна залежнiсть Φ i Φ̃ еквiвалентна
спiввiдношенню Φs/Φu = Φ̃s/Φ̃u. Отже, еквiвалентнi однопараметричнi
сiм’ї розв’язкiв вiдповiдають одному й тому самому ультрасингулярному
модулю редукцiї Q рiвняння L i, навпаки, будь-якi однопараметричнi
сiм’ї Q-iнварiантних розв’язкiв є еквiвалентними.

Наслiдок 2.39. Систему визначальних рiвнянь на коефiцiєнти уль-
трасингулярних n-вимiрних модулiв редукцiї рiвняння L, яку утворю-
ють рiвняння (2.6) i рiвняння L̃ = 0, за допомогою композицiї нело-
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кальної пiдстановки ηs = −Φs/Φu, де Φ — функцiя змiнних (x, u), та
перетворення годографа

новi незалежнi змiннi: x̃i = xi, κ = Φ,

нова залежна змiнна: ũ = u

можна звести до початкового рiвняння L вiд функцiї ũ = ũ(t̃, x̃,κ), де
κ вiдiграє роль параметра.

Зауважимо, що редукцiю диференцiальних рiвнянь до алгебраїчних iз
використанням некласичних симетрiй розглянуто в роботi [158], де отри-
мано твердження, аналогiчне теоремi 2.38. Поняття сингулярних опера-
торiв редукцiї дає можливiсть сформулювати теорему 2.38 бiльш точно.

2.7. Мотивуючий приклад: еволюцiйнi рiвняння

Вивчимо n-вимiрнi сингулярнi модулi редукцiї (1+n)-вимiрних еволю-
цiйних рiвнянь загального вигляду

ut = H(t, x, u(r,x)) (2.7)

для невiдомої функцiї u, яка залежить вiд змiнних t = x0 i
x = (x1, . . . , xn). (Для зручностi вважаємо, що кiлькiсть незалежних
змiнних становить n+1 замiсть n, i додатково, виокремлюємо змiнну x0.)
Тут через u(r,x) позначено множину всiх похiдних вiд функцiї u за про-
сторовими змiнними x порядку не вище r, включаючи u як похiдну ну-
льового порядку. Також ut = ∂u/∂t i r = max{|α| | Huα 6= 0} > 2, тобто
вважаємо, що порядок розглядуваних рiвнянь не менший двох.

Фiксуємо довiльне рiвняння L вигляду (2.7). n-вимiрний модуль ре-
дукцiї рiвняння L редукує рiвняння L до звичайного диференцiального
рiвняння. Такий модуль Q породжено n векторними полями вигляду

Qs = τ s(t, x, u)∂t + ξsi(t, x, u)∂i + ηs(t, x, u)∂u,
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причому rank(τ s, ξsi) = n. (Використовуємо тi самi домовленостi щодо
iндексiв, як i в усьому роздiлi, тобто iндекси i, j змiнюються вiд 1 до n,
а iндекс s змiнюється вiд 1 до p. Зауважимо, що тут p спiвпадає з n.)

Систематичне вивчення сингулярних модулiв редукцiї еволюцiйних
рiвнянь розпочато у роботi [145], де показано, що система визначаль-
них рiвнянь для сингулярних модулiв редукцiї (1+1)-вимiрного лiнiйно-
го рiвняння теплопровiдностi мiстить єдине (1+2)-вимiрне еволюцiйне
рiвняння, яке можна звести нелокальним перетворенням до початково-
го рiвняння з додатковою неявною незалежною змiнною в якостi па-
раметра. Пiзнiше це “no-go” твердження узагальнено на ширший клас
(1+1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь [25,143], а також на загальнi (1+1)-
вимiрнi еволюцiйнi [292] i багатовимiрнi [26] еволюцiйнi рiвняння. Водно-
час, обчислення всiх одновимiрних модулiв редукцiї для (1+n)-вимiрного
рiвняння теплопровiдностi при n > 2 у явнiй формi в роботi [13] показа-
ло, що iснування таких “no-go” випадкiв не пояснюється лише нульовим
значенням t-компонент векторних полiв вiдповiдних модулiв редукцiї.
Аналогiчно [180], обґрунтуємо цi результати в рамках теорiї сингуляр-
них модулiв редукцiї.

На вiдмiну вiд особливого випадку n = 1 [180], для довiльних зна-
чень n можна повнiстю описати сингулярнi n-вимiрнi модулi рiвняння L
лише пiсля уточнення вигляду його правої частини H. Водночас, через
пряме узагальнення результатiв для випадку n = 1 можна легко знайти
сiм’ю таких модулiв для будь-якого рiвняння вигляду (2.7).

Твердження 2.40. Якщо t-компонента будь-якого векторного поля з
n-вимiрного iнволютивного модуля Q дорiвнює нулю, то Q є сингу-
лярним модулем для диференцiальної функцiї L = ut − H(t, x, u(r,x)).
Копорядок сингулярностi модуля Q дорiвнює 1, scoLQ = 1.

Доведення. Нехай τ s = 0. Тодi rank(ξsi) = n, i з точнiстю до замiни
базису модуля Q можна покласти

Qs = ∂s + ηs(t, x, u)∂u. (2.8)
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Усi похiднi вiд u за x вiд порядку 1 до порядку r можна виразити на
многовидi Q(r) через t, x, u:

uα = hα(t, x, u) := (∂1 + η1∂u)
α1 · · · (∂n + ηn∂u)

αnu.

Тут i надалi α = (α0, . . . , αn), 1 6 |α| 6 r i α0 = 0. Внаслiдок iнволютив-
ностi модуля Q векторнi поля Qs комутують. (Бiльш того, ηs = −Φs/Φu

для деякої гладкої функцiї Φ = Φ(x, u) з Φu 6= 0.) Тому наведене вище
представлення для uα добре визначене, оскiльки воно не залежить вiд
послiдовностi операторiв у правiй частинi виразу. Використовуючи цi ви-
рази для виключення вiдповiдних похiдних uα з рiвняння L, отримаємо
диференцiальну функцiю L̃ = ut − H̃(t, x, u), де H̃ = H̃(t, x, u) — функ-
цiя, побудована з H за допомогою пiдстановки hα замiсть uα. Порядок
диференцiальної функцiї L̃ дорiвнює 1. Отже, модуль Q є сингулярним
для диференцiальної функцiї L, причому його копорядок сингулярностi
дорiвнює 1.

Наслiдок 2.41. Модуль M = 〈∂1, . . . , ∂n, ∂u〉 є сильно метасингуляр-
ним (n+1)-вимiрним модулем копорядку сингулярностi 1 для будь-
якого (1+n)-вимiрного еволюцiйного рiвняння.

Доведення. n-вимiрний iнволютивний пiдмодуль Q модуля M задоволь-
няє умову на ранг тодi й лише тодi, коли вiн породжений векторни-
ми полями ∂s − (Φs/Φu)∂u для деякої гладкої функцiї Φ = Φ(x, u).
З твердження 2.40 випливає, що модуль Q є сильно сингулярним копо-
рядку 1 для будь-якого еволюцiйного рiвняння вигляду (2.7). Варiюючи
параметр-функцiю Φ, отримаємо сiм’ю таких пiдмодулiв, параметризо-
вану довiльною функцiєю всiх незалежних i залежних змiнних.

Векторнi поля ∂s i ∂u, що породжують метасингулярний модуль M ,
комутують i диференцiальна функцiя L включає диференцiювання за t
лише першого порядку, а саме, у виглядi похiдної ut). Це повнiстю узго-
джено з теоремою 2.19.
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Позначимо через Rn
0(L) множину n-вимiрних модулiв редукцiї рiв-

няння L, що є пiдмодулями модуля M . Розглянемо модуль Q з Rn
0(L) i

виберемо його базис з векторних полiв Qs вигляду (2.8). Систему DE0(L)

визначальних рiвнянь на коефiцiєнти ηs природним чином можна розби-
ти на двi пiдсистеми. Першу пiдсистему

ηss′ + ηs
′
ηsu = ηs

′

s + ηsηs
′

u (2.9)

отримаємо з умови, що модуль Q iнволютивний i тому базиснi елемен-
ти Qs комутують. Другу пiдсистему

ηst + H̃ηsu = H̃s + ηsH̃u (2.10)

отримаємо як результат застосування критерiю умовної iнварiантностi
до рiвняння L i модуля Q. Функцiю H̃ = H̃(t, x, u) визначено в дове-
деннi твердження 2.40. Вона спiвпадає з H на многовидi Q(r). Загальна
кiлькiсть рiвнянь об’єднаної системи DE0(L) з (2.9) i (2.10) дорiвнює
n(n + 1)/2, а тому вона бiльше кiлькостi невiдомих функцiй ηs, якщо
n > 1. У зв’язку з цим, система DE0(L) виглядає сильно перевизначеною
в багатовимiрному випадку. Насправдi ж, рiвняння пiдсистем добре узго-
дженi одне з одним. Пiдсистема (2.9) дає представлення ηs = −Φs/Φu

для ηs з однiєю довiльною функцiєю Φ = Φ(t, x, u). Пiдставляючи це
представлення в пiдсистему (2.10), отримаємо систему n диференцiаль-
них рiвнянь з частинними похiдними на одну функцiю Φ:

H̃s + ηsH̃u − ηsn − ηsuH̃ = HΦ
s −

Φs

Φu
HΦ
u +

(
Φs

Φu

)
n

+

(
Φs

Φu

)
u

HΦ

=
1

Φu

(
∂s −

Φs

Φu
∂u

)(
Φn + ΦuH

Φ
)

= 0,

яка еквiвалентна одному рiвняння на Φ, а саме, Φt + ΦuH
Φ = χ(t,Φ).

Тут χ — довiльна гладка функцiя своїх аргументiв i HΦ спiвпадає з H̃
при пiдстановцi ηs = −Φs/Φu. Функцiю Φ, асоцiйовану з фiксованим
модулем Q, визначено з точнiстю до перетворення Φ̃ = θ(t,Φ) з θΦ 6= 0.
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Оскiльки η̃s = −Φ̃s/Φ̃u = −Φs/Φu = ηs, то функцiїHΦ iH Φ̃ спiвпадають.
Водночас, якщо вибрати θ, що задовольняє рiвняння θt + χθΦ = 0, то
Φ̃t + Φ̃uH

Φ̃ = 0. Таким чином, з точнiстю до еквiвалентностi на множинi
функцiй, якi параметризують сингулярнi модулi, можна вважати, що
функцiя Φ є розв’язком рiвняння Φt + ΦuH

Φ = 0.
Пiдсумовуючи наведенi аргументи, отримаємо таке твердження.

Твердження 2.42. Систему DE0(L) визначальних рiвнянь (2.9)
i (2.10) за допомогою композицiї нелокальної пiдстановки ηs = −Φs/Φu,
де Φ — функцiя змiнних (t, x, u), i перетворення годографа

новi незалежнi змiннi: t̃ = t, x̃i = xi, κ = Φ,

нова залежна змiнна: ũ = u

можна звести до початкового рiвняння L на функцiю ũ = ũ(t̃, x̃,κ), де
κ вiдiграє роль параметра.

Доведення. З пiдсистеми (2.9) випливає iснування функцiї Φ = Φ(t, x, u)

з Φu 6= 0 такої, що ηs = −Φs/Φu. З точнiстю до еквiвалентностi на
множинi, яку пробiгає параметр-функцiя Φ з наведеного вище представ-
лення для ηs, усю систему DE0(L) можна звести до одного рiвняння
Φt+ΦuH

Φ = 0. Перетворення годографа вiдображає це рiвняння у поча-
ткове рiвняння L на функцiю ũ = ũ(t̃, x̃,κ). Це безпосередньо випливає з
означення функцiї HΦ i правила перерахунку похiдних при перетворенi
годографа, ũx̃i = −Φi/Φu i т. iн.

Твердження 2.43. Для будь-якого рiвняння L вигляду (2.7) такi
твердження еквiвалентнi:

1) oболонка Q = 〈Qs = ∂s+ηs(t, x, u)∂u, s = 1, . . . , n〉 є модулем редук-
цiї рiвняння L;

2) модуль Q̃ = 〈Q̃0, Q1, . . . , Qn〉, де Q̃0 = ∂t + H̃∂u i функцiя H̃ =

H̃(t, x, u) спiвпадає з H на многовидi Q(r), є iнволютивним;
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3) iснує векторне поле Q̂0 = ∂t + η0(t, x, u)∂u таке, що модуль Q̂ =

〈Q̂0, Q1, . . . , Qn〉 є ультрасингулярним для рiвняння L.

Бiльш того, за цих еквiвалентних умов коефiцiєнт η0 визначено
єдиним чином як η0 = H̃, тобто обов’язково Q̂0 = Q̃0.

Доведення. Умови 1 та 2 еквiвалентнi внаслiдок того, що коефiцiєн-
ти ηs задовольняють систему DE0(L), утворену рiвняннями (2.9) i (2.10).
Модуль Q̂ є ультрасингулярним для рiвняння L тодi й лише тодi, коли
η0 = H̃, тобто модуль Q̂ спiвпадає з модулем Q̃, i цей модуль є iнволю-
тивним.

Теорема 2.44. З точнiстю до еквiвалентностi сiмей розв’язкiв для
будь-якого рiвняння вигляду (2.7) iснує взаємно однозначна вiдпо-
вiднiсть мiж однопараметричними сiм’ями його розв’язкiв i його
n-вимiрними модулями редукцiї, утвореними векторними полями з ну-
льовими t-компонентами. А саме, кожному модулю вказаного типу
вiдповiдає сiм’я розв’язкiв, iнварiантна вiдносно цього модуля. Пробле-
ми побудови всiх однопараметричних сiмей розв’язкiв рiвняння (2.7) i
вичерпного опису його n-вимiрних модулiв редукцiї, утворених вектор-
ними полями з нульовими t-компонентами, повнiстю еквiвалентнi.

Доведення. Нехай L — рiвняння з класу (2.7), а Q = 〈Q1, . . . , Qn〉 ∈
Rn

0(L), тобто Qs = ∂s + ηs∂u, де коефiцiєнти ηs = ηs(t, x, u) задоволь-
няють систему DE0(L). Анзац, побудований за модулем Q, має вигляд
u = f(t, x, ϕ(ω)), де f = f(t, x, ϕ) — задана функцiя з fϕ 6= 0, ϕ = ϕ(ω) —
нова невiдома функцiя, ω = t— iнварiантна незалежна змiнна. Цей анзац
редукує рiвняння L до звичайного диференцiального рiвняння першого
порядку L′ на ϕ, яке є розв’язним вiдносно ϕω. Загальний розв’язок ре-
дукованого рiвняння L′ можна представити у виглядi ϕ = ϕ(ω,κ), де
ϕκ 6= 0 i κ — довiльна стала. Вигляд загального розв’язку визначено
з точнiстю до перетворень κ̃ = ζ(κ) параметра κ. Пiдстановка цього
розв’язку в анзац дає однопараметричну сiм’ю F розв’язкiв u = f̃(t, x,κ)
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рiвняння L з f̃ = f(t, x, ϕ(t,κ)), причому будь-який Q-iнварiантний
розв’язок рiвняння L належить цiй сiм’ї. Виражаючи параметр κ з рiв-
ностi u = f̃(t, x,κ), отримаємо, що κ = Φ(t, x, u), де Φu 6= 0. Тодi
ηs = us = −Φs/Φu для будь-якого u ∈ F , тобто будь-якого допустимого
значення (t, x,κ). З цього випливає, що ηs = −Φs/Φu для будь-якого
допустимого значення (t, x, u).

Доведення оберненого твердження аналогiчне доведенню теоре-
ми 2.38. Розглянемо однопараметричну сiм’ю F = {u = f(t, x,κ)}
розв’язкiв рiвняння L. Похiдна fκ ненульова, оскiльки параметр κ є
суттєвим. Виражаємо κ з рiвностi u = f(t, x,κ): κ = Φ(t, x, u) для де-
якої функцiї Φ = Φ(t, x, u) з Φu 6= 0. Оболонка Q = 〈Q1, . . . , Qn〉, де
Qs = ∂s + ηs∂u i коефiцiєнти ηs = ηs(t, x, u) визначено як ηs = −Φs/Φu,
є n-вимiрним iнволютивним модулем. Для будь-якого u ∈ F маємо
Qs[u] = 0. Анзац u = f(t, x, ϕ(ω)) з ω = t, асоцiйований з моду-
лем Q, редукує рiвняння L до рiвняння ϕω = 0. Тому за означенням 2.1
Q ∈ Rn

0(L).
Однопараметричнi сiм’ї F = {u = f(t, x,κ)} та F̃ = {u = f̃(t, x, κ̃)}

розв’язкiв рiвняння L еквiвалентнi тодi й лише тодi, коли асоцiйованi
функцiї Φ = Φ(t, x, u) та Φ̃ = Φ̃(t, x, u) задовольняють умову

Φs

Φu
=

Φ̃s

Φ̃u

.

Отже, еквiвалентнi однопараметричнi сiм’ї розв’язкiв вiдповiдають одно-
му й тому самому модулю Q з Rn

0(L) i, навпаки, будь-якi однопараме-
тричнi сiм’ї Q-iнварiантних розв’язкiв еквiвалентнi.

Зауваження 2.45. Тривiальнiсть зазначеного анзаца та редукованого
рiвняння зумовлена спецiальним представленням розв’язкiв визначаль-
ного рiвняння. У цьому пiдходi складнощi в побудовi анзацiв та iнтегру-
ваннi редукованих рiвняння пiдмiнено складнiстю отримання представ-
лення для компонент базисних елементiв модулiв редукцiї.
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Зауваження 2.46. Теорема 2.44 насправдi є наслiдком теореми 2.38 i
твердження 2.42. Це спостереження надає унiверсальне обґрунтування
щодо “no-go” результатiв для модулiв редукцiї. Достатньо зауважити,
що будь-який Q-iнварiантний розв’язок рiвняння L є Q̂-iнварiантним,
де модулi Q i Q̂ визначено в твердженнi 2.42. Наведене пряме доведення
забезпечує глибше розумiння редукцiї еволюцiйних рiвнянь до звичайних
диференцiальних рiвнянь першого порядку.

2.8. Модулi редукцiї корозмiрностi 1
i копорядку сингулярностi 1

Спираючись на приклад еволюцiйних рiвнянь як модельний випадок,
розглянемо (n−1)-вимiрнi сингулярнi модулi редукцiї копорядку сингу-
лярностi 1 для загальних диференцiальних рiвнянь з частинними похiд-
ними однiєї залежної та n незалежних змiнних. Пiд час вивчення окре-
мих модулiв такого типу можна отримати лише твердження, аналогiчне
твердженню 2.43.

Твердження 2.47. Нехай L: L[u] = 0 — диференцiальне рiвняння з
частинними похiдними однiєї залежної та n незалежних змiнних,
а Q — (n−1)-вимiрний iнволютивний модуль векторних полiв у про-
сторi (x, u), який задовольняє умову на ранг, причому wscoLQ = 1.
Також припустимо, що диференцiальна функцiя першого порядку L̂,
асоцiйована з L на многовидi Q(r) (де r = ordL) з точнiстю до не-
нульового множника, має максимальний ранг вiдносно єдиної похiдної
першого порядку вiд u, вiд якої залежить L̂. Тодi Q є модулем редукцiї
рiвняння L тодi й лише тодi, коли iснує (єдиний) n-вимiрний модуль Q̂,
який є ультрасингулярним для рiвняння L i мiстить модуль Q.

Доведення. За цих припущень iснує векторне поле Q0 таке, що рiвнян-
ня L̂ = 0 еквiвалентне рiвнянню Q0[u] = 0, де Q0[u] — характеристи-
ка векторного поля Q0. Розглянемо модуль Q̂, породжений Q i Q0. Вiн



155

n-вимiрний i задовольняє умову на ранг. З леми 2.4 випливає, що Q

є модулем редукцiї рiвняння L тодi й лише тодi, коли вiн є модулем
редукцiї рiвняння L̂ = 0. Остання умова еквiвалентна iнволютивностi
модуля Q̂, i тодi рiвняння L є тотожнiстю на добре визначеному много-
видi Q̂(r), тобто модуль Q̂ є ультрасингулярним для рiвняння L. Умови,
що n-вимiрний модуль Q̂ є ультрасингулярним для L i мiстить модуль Q,
однозначно визначають Q̂.

Зауваження 2.48. Припущення, що диференцiальна функцiя L̂ має
максимальний ранг вiдносно єдиної похiдної першого порядку вiд u, вiд
якої ця функцiї залежить, можна замiнити слабшим припущенням, що
рiвняння L̂ = 0 еквiвалентне рiвнянню Ľ = 0, де диференцiальна функ-
цiя Ľ задовольняє умовi максимальностi рангу.

Для того, щоб побудувати бiльш змiстовну теорiю, розглянемо сiм’ї
(n−1)-вимiрних модулiв редукцiї копорядку сингулярностi 1, параметри-
зованих довiльною функцiєю. Нехай L: L = 0 — диференцiальне рiв-
няння з частинними похiдними з диференцiальною функцiєю L = L[u]

порядку r > 1. Вважаємо, що функцiя L допускає n-вимiрний метасин-
гулярний модульM векторних полiв копорядку сингулярностi 1; див. за-
уваження 2.32. Оскiльки особливий випадок двох незалежних змiнних,
коли метасингулярнi модулi можуть бути неiнволютивними, розглянуто
в [180], надалi додатково вимагаємо, що модуль M є iнволютивним.

Зауваження 2.49. Для диференцiальних рiвнянь з частинними похiд-
ними першого порядку iнволютивнi модулi копорядку сингулярностi 1
є регулярними. Результати цього параграфу є вiрними також i для та-
ких рiвнянь, якщо замiнити атрибути “сингулярний копорядку сингуляр-
ностi 1” й “метасингулярний копорядку сингулярностi 1” вiдповiдно на
“регулярний” i “метарегулярний”.

З точнiстю до замiни змiнних можна припустити, що модуль M мiс-
тить сiм’ю M = {QΦ} (n−1)-вимiрних модулiв копорядку сингулярнос-
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тi 1, яка у зведенiй формi параметризована довiльною гладкою функ-
цiєю Φ змiнних (x, u), тобто QΦ = 〈∂s+ηs∂u〉, де ηs = −Φs/Φu, а iндекс s
пробiгає вiд 1 до p = n − 1. Надалi всюди використовуємо це представ-
лення для ηs.

Згiдно теореми 2.19 диференцiальну функцiю L можна записати у
виглядi L = Ľ(x,Ωr,1,n−1), де Ωr,1,n−1 =

(
uα, αn 6 1, |α| 6 r

)
, а Ľ

суттєво залежить вiд деякого uα з αn = 1. У цьому випадку обмежен-
ня L на QΦ

(r)
спiвпадає з обмеженням на той же многовид QΦ

(r)
функцiї

L̃Φ = Ľ(x, Ω̃r,1,n−1), де

Ω̃r,1,n−1 =
(
Dαn
n (QΦ

1 )α1 · · · (QΦ
n−1)

αn−1u, αn 6 1, |α| 6 r
)
.

Отже, вигляд функцiї L̃Φ визначено виглядом L i вибраним значенням
параметр-функцiї Φ. Залежно вiд значення параметр-функцiї Φ дифе-
ренцiальна функцiя L̃Φ може або тотожно дорiвнювати нулю, або мати
порядок не бiльший за 1. Тому модуль QΦ буде або ультрасингулярним
для L, або scoLQ

Φ 6 0 з L̃Φ, не рiвною тотожно нулю, або scoLQ
Φ = 1.

Проаналiзуємо кожен з цих випадкiв окремо. Додатково припускаємо,
що рiвняння L̃Φ = 0 можна розв’язати вiдносно u, якщо scoLQ

Φ = 0, або
вiдносно un, якщо scoLQ

Φ = 1.
Умова L̃Φ ≡ 0, де u i un розглядаємо як незалежнi змiннi, визна-

чає такi значення параметр-функцiї Φ, за яких модуль QΦ є ультрасин-
гулярним для рiвняння L. Пiсля розщеплення цiєї умови за un отри-
маємо систему Sultra диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними
для Φ порядку не вище r, яка у загальному випадку може бути несу-
мiсною. Несумiснiсть тут означає, що сiм’я M не мiстить ультрасингу-
лярних модулiв. Наприклад, еволюцiйнi рiвняння порядку вищого за 1
не мають ультрасингулярних модулiв, породжених векторними полями
загального вигляду (2.8); див. § 2.7. Якщо параметр-функцiя Φ задоволь-
няє умову ультрасингулярностi Sultra, то це гарантує, що QΦ ∈ Rn−1(L) i
сiм’я QΦ-iнварiантних розв’язкiв рiвняння L параметризована довiльною
функцiєю однiєї QΦ-iнварiантної змiнної xn.
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За припущення scoLQ
Φ 6 0 з L̃Φ 6≡ 0 параметр-функцiя Φ задоволь-

няє умову L̃Φ
un
≡ 0, де u i un знову вважаємо незалежними змiнними, яка

є слабшою за умову ультрасингулярностi. У цьому випадку вiдповiдна
система S0 диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними для Φ по-
рядку не вище r, отримана пiсля розщеплення за un умови сингулярностi
копорядку 0, є сумiсною з бiльшою ймовiрнiстю, нiж Sultra.

Наведемо деякi достатнi умовi сумiсностi системи S0. Якщо Ľun =

0, то система S0 сумiсна, оскiльки її розв’язком є будь-яка параметр-
функцiя Φ з (Φs/Φu)u = 0. З точнiстю до еквiвалентностi функцiй, якi
параметризують модулi з сiм’ї M, можна припустити, що Φ = u − ζ(x)

i ηs = ζs, тобто Qu−ζ = 〈∂s + ζs∂u〉. Iншими словами, scoLQ
u−ζ 6 0 для

будь-якої ζ = ζ(x).
Якщо додатково Ľu = 0, то умова L̃u−ζ = 0 за припущення ζ = ζ(x)

дає лише єдине диференцiальне рiвняння з частинними похiдними на ζ.
Будь-який його розв’язок є розв’язком системи Sultra i тому вiдповiдний
модуль Qu−ζ ультрасингулярний для рiвняння L.

У протилежному випадку маємо scoLQ
u−ζ = 0, i рiвняння L можемо

розв’язати вiдносно u як змiнної вiдповiдного простору струменiв. Iнши-
ми словами, представимо це рiвняння у виглядi u = K[u]. Тут K[u] —
диференцiальна функцiя, яка залежить щонайбiльше вiд змiнних x i uα,
де 0 < |α| 6 r, αn 6 1 i (якщо αn = 1) |α| > 1. Рiвняння L̃u−ζ = 0 можна
отримати замiною uα+δs на ζα+δs(x) для всiх α з |α| < r у рiвняннi L; див.
позначення на с. 105. Тому його можна представити у виглядi u = Gζ(x),
де Gζ(x) = K[u]

∣∣
u=ζ(x)

. Отже, вираз для функцiї Gζ включає похiднi вiд
параметр-функцiї ζ = ζ(x) до порядку r включно. Умовна iнварiант-
нiсть рiвняння L вiдносно модуля Qu−ζ еквiвалентна сумiсностi системи
u = Gζ , us = ζs вiдносно u i тому призводить до системи n−1 диференцi-
альних рiвнянь з частинними похiдними ζs = Gζ

s на ζ. Тут Gζ вважаємо
диференцiальною функцiєю вiд ζ = ζ(x). Тодi Gζ

s — повна похiдна функ-
цiї Gζ за xs. Оскiльки для фiксованого модуля параметр-функцiю ζ ви-
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значено з точнiстю до сталих доданкiв, то зазначена система еквiвалент-
на одному диференцiальному рiвнянню з частинними похiдними ζ = Gζ .
Це означає, що Qu−ζ є модулем редукцiї для рiвняння L тодi й лише
тодi, коли з точнiстю до зсувiв залежної змiнної параметр-функцiя ζ є
розв’язком цього рiвняння. Анзац, побудований за модулем Qu−ζ , мож-
на вибрати у виглядi u = ϕ(ω) + ζ(x), де ϕ = ϕ(ω) — нова невiдома
функцiя, а ω = xn — iнварiантна незалежна змiнна. Цей анзац редукує
початкове рiвняння L до тривiального алгебраїчного рiвняння ϕ = 0,
тобто функцiя u = ζ(x) є єдиним Qu−ζ-iнварiантним розв’язком рiвнян-
ня L. Навпаки, фiксуємо розв’язок u = ζ(x) рiвняння L. Тодi ζ = Gζ(x),
звiдки ζs = Gζ

s, що еквiвалентно критерiю умовної iнварiантностi для
випадку модуля Qu−ζ = 〈∂s + ζs∂u〉 i рiвняння L, тобто Qu−ζ є модулем
редукцiї рiвняння L, причому ζu = 0. Розв’язок u = ζ(x) iнварiантний
вiдносно Qu−ζ за побудовою.

Отже, отримаємо таке твердження.

Теорема 2.50. Припустимо, що рiвняння L: L = 0 допускає сiм’ю
M = {QΦ} (n−1)-вимiрних модулiв копорядку сингулярност̃i 1 у зве-
денiй формi QΦ = 〈∂s − (Φs/Φu)∂u〉, параметризованiй довiльною
гладкою функцiєю Φ змiнних (x, u), тобто лiву частину L цьо-
го рiвняння можна представити у виглядi L = Ľ(x,Ωr,1,n−1), де
Ωr,1,n−1 =

(
uα, αn 6 1, |α| 6 r

)
, Ľuα 6= 0 для деякої uα з αn = 1, i додат-

ково Ľun = 0, Ľu 6= 0. Тодi iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж
розв’язками рiвняння L i модулями редукцiї з M, для яких Φ = u−ζ(x).
А саме, кожен такий модуль має копорядок сингулярностi 0 i вiдпо-
вiдає єдиному розв’язку, який iнварiантний вiдносно цього модуля. Про-
блеми розв’язання рiвняння L i вичерпного опису його модулiв редукцiї
зазначеного типу є повнiстю еквiвалентними.

Повертаємося до аналiзу регулярних значень параметр-функцiй Φ,
для яких копорядок сингулярностi вiдповiдних модулiв QΦ спiвпадає з
копорядком сингулярностi всiєї сiм’їM (i дорiвнює 1). Якщо scoLQ

Φ = 1,
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то параметр-функцiя Φ задовольняє умову регулярностi L̃Φ
un
6= 0. Таким

чином, рiвняння L̃Φ = 0, еквiвалентне рiвнянню L на многовидi QΦ
(r)
,

можна розв’язати вiдносно un: un = GΦ(x, u). Тут вираз для функцiї GΦ

залежить вiд похiдних параметр-функцiї Φ до порядку r включно. За-
стосовуючи критерiй умовної iнварiантностi до рiвняння L i модуля QΦ,
отримаємо систему

ηsn + ηsuG
Φ = GΦ

s + ηsGΦ
u (2.11)

вiдносно функцiї Φ (нагадаємо, що ηs = −Φs/Φu). Ця система спiвпадає
з умовою формальної сумiсностi рiвнянь un = GΦ i us = ηs вiдносно u.
Оскiльки функцiю GΦ також можна виразити безпосередньо у термiнах
коефiцiєнтiв ηs, то систему (2.11), доповнену умовою iнволютивностi ηss′+
ηs
′
ηsu = ηs

′

s + ηsηs
′

u вiдповiдного модуля, можна проiнтерпретувати як
систему вiдносно ηs; див. § 2.7. Оскiльки

GΦ
s + ηsGΦ

u − ηsn − ηsuGΦ = GΦ
s −

Φs

Φu
GΦ
u +

(
Φs

Φu

)
n

+

(
Φs

Φu

)
u

GΦ

=
1

Φu

(
∂s −

Φs

Φu
∂u

)(
Φn + ΦuG

Φ
)

= 0,

то система (2.11) еквiвалентна рiвнянню Φn + ΦuG
Φ = χ(xn,Φ) на фун-

кцiю Φ, де параметр-функцiя χ — довiльна гладка функцiя своїх аргу-
ментiв. Значення параметр-функцiї Φ, асоцiйованої з фiксованим моду-
лем QΦ, визначається з точнiстю до перетворень Φ̃ = θ(xn,Φ). Оскiльки
η̃s = −Φ̃s/Φ̃u = −Φs/Φu = ηs, то функцiїGΦ iGΦ̃ спiвпадають. Водночас,
якщо вибрати θ, що задовольняє рiвняння θn+χθΦ = 0, то Φ̃n+Φ̃uG

Φ̃ = 0.
Отже, з точнiстю до еквiвалентностi на множинi функцiй, якi параме-
тризують модулi сiм’ї M, можна вважати, що функцiя Φ є розв’язком
рiвняння Φn + ΦuG

Φ = 0.
Порядок кожного рiвняння системи (2.11) вiдносно Φ дорiвнює r + 1

i тому бiльший за порядок системи S0. За деяких припущень щодо глад-
костi (наприклад, за аналiтичностi) це означає, що рiвняння (2.11) має
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розв’язки, якi не є розв’язками S0. Отже, рiвняння L обов’язково допу-
скає модулi редукцiї копорядку сингулярностi 1, якi належать M.

Твердження 2.51. Нехай будь-який (n−1)-вимiрний iнволютивний
модуль у зведенiй формi Q = 〈∂s + ηs∂u〉 є модулем копорядку син-
гулярностi 1 для рiвняння L. Тодi систему визначальних рiвнянь на
значення ηs, якi вiдповiдають модулям редукцiї рiвняння L, за допомо-
гою композицiї нелокальної пiдстановки ηs = −Φs/Φu, де Φ — гладка
функцiя вiд (x, u) з Φu 6= 0, i перетворення годографа

новi незалежнi змiннi: x̃i = xi, κ = Φ,

нова залежна змiнна: ũ = u

можна звести до початкового рiвняння L на функцiю ũ = ũ(x̃,κ), де
κ вiдiграє роль параметра.

Доведення. Можливiсть представлення ηs у виглядi Φs/Φu з де-
якою функцiєю Φ = Φ(x, u) випливає з умови iнволютивностi
ηss′ + ηs

′
ηsu = ηs

′

s + ηsηs
′

u для модуля Q. За такого представлення система
визначальних рiвнянь на значення ηs, якi вiдповiдають модулям редук-
цiї рiвняння L, матиме вигляд (2.11) i з точнiстю до еквiвалентностi на
множинi, яку пробiгає параметр-функцiя Φ, буде еквiвалентною одному
рiвнянню Φn + ΦuG

Φ = 0. Внаслiдок означення функцiї GΦ i виразiв для
похiдних при перетвореннi годографа (ũx̃i = −Φi/Φu i т. iн.) це перетво-
рення вiдображає рiвняння Φn + ΦuG

Φ = 0 у початкове рiвняння L на
функцiю ũ = ũ(x̃,κ).

У твердженнi 2.51 йдеться про зведення системи визначальних рiв-
нянь (2.11) до початкового рiвняння L, а тому це так званий “no-go” ре-
зультат. Його можна переформулювати в термiнах спiввiдношення мiж
однопараметричними сiм’ями розв’язкiв i (n−1)-вимiрними модулями
редукцiї копорядку сингулярностi 1. Результати § 2.5 означають, що для
кожного (n−1)-вимiрного модуля редукцiї Q копорядку сингулярностi 1
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рiвняння L iснує однопараметрична сiм’я Q-iнварiантних розв’язкiв цьо-
го рiвняння. Якщо рiвняння L допускає n-вимiрний метасингулярний
модуль з копорядком сингулярностi 1, то обернене твердження також
справедливе. Зручно довести це твердження без використання зведеної
форми метасингулярного модуля.

Теорема 2.52. Нехай рiвняння L допускає n-вимiрний метасингуляр-
ний модуль M копорядку сингулярностi 1. Тодi для будь-якої однопара-
метричної сiм’ї F розв’язкiв рiвняння L iснує (n−1)-вимiрний iнволю-
тивний пiдмодуль Q модуля M , що є модулем редукцiї рiвняння L, i
для якого кожний розв’язок iз F є Q-iнварiантним.

Доведення. Нехай F = {u = f(x,κ)} — однопараметрична сiм’я розв’яз-
кiв рiвняння L. Похiдна fκ ненульова, оскiльки параметр κ є суттє-
вим. Розв’язуючи рiвняння u = f(x,κ) вiдносно κ, отримуємо, що
κ = Φ(x, u) для деякою функцiєю Φ = Φ(x, u) з Φu 6= 0.

Нехай (Q0, . . . , Qp) з p = n − 1 — комутативний базис модуля M .
Припустимо, що iснує σ ∈ {0, . . . , p} таке, що QσΦ 6= 0. З точнiстю
до перестановки базисних елементiв можна вважати, що Q0Φ 6= 0. Тодi
покладемо

Q̃s = Qs −
QsΦ

Q0Φ
Q0.

Якщо QσΦ = 0 для всiх σ ∈ {0, . . . , p}, то покладемо Q̃s = Qs.
Розглянемо пiдмодуль Q, породжений векторними полями Q̃s. Цей

пiдмодуль iнволютивний, задовольняє умову на ранг i має розмiрнiсть
p = n − 1. Звiдки scoLQ

Φ 6 1. Також очевидно, що Q̃sΦ = 0. Оскiльки
fi = −(Φi/Φu)|u=f , то це означає, що будь-який розв’язок iз сiм’ї F є
Q-iнварiантним. Випадок scoLQ 6 0 з L|Q(r)

6≡ 0 неможливий, оскiльки
iнакше рiвняння L не мало б однопараметричної сiм’ї Q-iнварiантних
розв’язкiв. Таким чином, або Q є ультрасингулярним модулем для L,
або scoLQ = 1. Будь-який ультрасингулярний модуль для L є модулем
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редукцiї рiвняння L. Якщо scoLQ = 1, то згiдно з твердженням 2.36 Q
є модулем редукцiї рiвняння L.

Для того, щоб вiдповiднiсть мiж однопараметричними сiм’ями
розв’язкiв та (n−1)-вимiрними модулями редукцiї була взаємно однозна-
чною, вiдповiдний метасингулярний модуль має задовольняти додатковi
обмеження.
Теорема 2.53. Припустимо, що рiвняння L r-го порядку: L[u] = 0 до-
пускає n-вимiрний метасингулярний модуль M копорядку сингулярно-
стi 1, причому весь модуль M не є ультрасингулярними для рiвнян-
ня L, а будь-який (n−1)-вимiрний пiдмодуль Q модуля M має копоря-
док сингулярностi 1 для L. Також нехай диференцiальне рiвняння L̂ = 0

з диференцiальною функцiєю L̂ = L̂[u] першого порядку, асоцiйованою
з L[u] на многовидi Q(r) з точнiстю до ненульового множника, мож-
на розв’язати вiдносно похiдної вiд u першого порядку, яку включає це
рiвняння. Тодi з точнiстю до еквiвалентностi сiмей розв’язкiв iснує
взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж однопараметричними сiм’ями
розв’язкiв рiвняння L i його (n−1)-вимiрними модулями редукцiї з M .
А саме, кожному модулю вказаного типу вiдповiдає сiм’я розв’язкiв,
iнварiантних вiдносно нього.

Iншими словами, проблеми побудови всiх однопараметричних сiмей
розв’язкiв рiвняння L i вичерпного опису його модулiв редукцiї вказаного
вище типу повнiстю еквiвалентнi.

Доведення. Якщо (n−1)-вимiрний модуль редукцiї Q рiвняння L є пiд-
модулем модуля M , то scoLQ = 1. Тому згiдно з твердженням 2.36 рiв-
няння L допускає однопараметричну сiм’ю F Q-iнварiантних розв’язкiв,
причому будь-який Q-iнварiантний розв’язок рiвняння L належить цiй
сiм’ї. Кожну однопараметричну сiм’ю Q-iнварiантних розв’язкiв рiвнян-
ня L можна отримати з F за допомогою репараметризацiї.

Навпаки, розглянемо однопараметричну сiм’ю F = {u = f(x,κ)}
розв’язкiв рiвняння L. З теореми 2.52 випливає, що iснує модуль Q ∈
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Rn−1(L), який є пiдмодулем M , причому будь-який розв’язок з F є Q-
iнварiантним. Доведемо, що такий модуль Q єдиний. Припустимо, що
iснує iнший (n−1)-вимiрний iнволютивний пiдмодуль Q̃ модуляM такий,
що будь-який розв’язок з F є Q̃-iнварiантним. Це означає, що сiм’я F
утворена розв’язками, iнварiантними вiдносно всього модуля M .

Тому модуль M задовольняє умову на ранг. Щоб показати це, фiк-
суємо базис (Q0, . . . , Qp) модуля M , де Qσ = ξσi(x, u)∂i + ησ(x, u)∂u, σ =

0, . . . , n. Функцiя Φ, визначена в доведеннi теореми 2.52, є iнварiантом
для всiх Qσ, тобто QσΦ = 0. Оскiльки Φu 6= 0, то rank(ξσi) = n.

Отже,M є n-вимiрним iнволютивним модулем, що задовольняє умову
на ранг, а сiм’я F , утворена M -iнварiантними розв’язками рiвняння L,
однопараметрична. Тому з твердження 2.35 випливає, що модуль M є
ультрасингулярним для рiвняння L, а це суперечить умовам теореми.
Таким чином, модуль Q єдиний.

Бiєкцiя з теореми 2.53, взагалi кажучи, порушується за наявностi
(n−1)-вимiрних пiдмодулiв копорядку сингулярностi, меншого за 1, або
ультрасингулярностi всього метасингулярного модуля. Справдi, якщо
(n−1)-вимiрний iнволютивний модуль Q є ультрасингулярним для рiв-
няння L, то сiм’ю Q-iнварiантних розв’язкiв рiвняння L можна параме-
тризувати довiльною функцiєю одного аргументу; див. твердження 2.35.
У випадку scoLQ = −∞ з L|Q(r)

6≡ 0 рiвняння L не має Q-iнварiантних
розв’язкiв. Якщо є модулi редукцiї рiвняння L серед (n−1)-вимiрних пiд-
модулiв модуля M копорядку сингулярностi 0, то множина iнварiантних
розв’язкiв рiвняння L для цих модулiв редукцiї є дискретною. Якщо
весь n-вимiрний модуль M є ультрасингулярним для рiвняння L, то це
рiвняння допускає однопараметричну сiм’ю F M -iнварiантних розв’яз-
кiв. Тодi будь-який розв’язок iз сiм’ї F iнварiантний вiдносно будь-якого
(n−1)-вимiрного iнволютивного пiдмодуля модуля M .

Копорядок сингулярностi 1 модулiв редукцiї також є суттєвим для
справедливостi твердження 2.51 i теореми 2.53. Наприклад, єдиним ме-
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тасингулярним модулем лiнiйного рiвняння стрижня utt + uxxxx = 0 є
модуль M = 〈∂x, ∂u〉, i його копорядок сингулярностi дорiвнює 2; див.
пункт 2 у прикладi 2.9. Одновимiрнi сингулярнi модулi редукцiї цього
рiвняння знайдено в явному виглядi у роботi [89]; див. § 4.3. Вони не
пiдпадають пiд “no-go” випадок, оскiльки всi вони мають копорядок син-
гулярностi 2 i вiдповiднi сiм’ї iнварiантних розв’язкiв є двопараметрич-
ними.

Зауваження 2.54. Модулi редукцiї корозмiрностi 1 i копорядку сингу-
лярностi 1 не вичерпують можливi “no-go” випадки знаходження модулiв
редукцiї. Зокрема, система визначальних рiвнянь для знаходження ре-
гулярних операторiв редукцiї для будь-якого (1+1)-вимiрного лiнiйного
еволюцiйного рiвняння другого порядку L зводиться нелокальним пере-
творенням до системи трьох копiй цього рiвняння [244]. Отже, регулярнi
оператори редукцiї рiвняння L утворюють “no-go” випадок, вiдмiнний
вiд “no-go” випадку сингулярних операторiв редукцiї, що є характерним
для всiх (1+1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь. Аналогiчна ситуацiя бу-
де й для рiвняння Бюргерса ut + uux − µuxx = 0, де “no-go” випадок
з’являється для регулярних операторiв редукцiї вигляду

∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u з ξu = 1/2

[49,200,240]. Скорiше за все, подiбнi “no-go” випадки породжує поєднан-
ня декiлькох властивостей вiдповiдних рiвнянь таких, як еволюцiйнiсть,
другий порядок, лiнiйнiсть або лiнеаризованiсть. Вивчення модулiв ре-
дукцiї для класу диференцiальних рiвнянь може призводити до “no-go”
випадкiв через появу у вiдповiдних визначальних рiвняннях довiльних
елементiв, що параметризують рiвняння класу. Як приклад такої ситуа-
цiї, можна навести опис з [239] одновимiрних регулярних модулiв редук-
цiї, породжених векторними полями вигляду

∂t + ξ(t, x)∂x + η(t, x, u)∂u з ξxx 6= 0,

для класу узагальнених рiвнянь Бюргерса ut + uux + f(t, x)uxx = 0.
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2.9. Сингулярнi модулi квазiлiнiйних
диференцiальних рiвнянь з частинними
похiдними другого порядку

Для деяких класiв диференцiальних рiвнянь можна вичерпно описати
вiдповiднi сингулярнi модулi. Вивчимо з цiєї точки зору квазiлiнiйнi ди-
ференцiальнi рiвняння з частинними похiдними другого порядку. При-
родно розрiзняти елiптичнi, еволюцiйнi та узагальненi хвильовi рiвняння.
В усiх випадках Q є iнволютивним модулем векторних полiв, який ви-
значено у вiдповiдному просторi незалежних i залежних змiнних i який
задовольняє умову на ранг, причому розмiрнiсть Q менша за кiлькiсть
незалежних змiнних.

Елiптичнi рiвняння. Розглянемо рiвняння L на одну невiдому фун-
кцiю u незалежних змiнних x = (x1, . . . , xn), що має загальний вигляд

L[u] := aij(x, u(1))uij + b(x, u(1)) = 0,

де коефiцiєнти aij i b визначено на однiй i тiй самiй областi Ω простору
струменiв першого порядку, aij = aji, причому матрична функцiя (aij)

додатно визначена в кожнiй точцi областi Ω. Доведемо, що рiвняння L
не допускає сингулярних модулiв розмiрностi менше за n.

Позначимо dimQ через p; 0 < p < n. З точнiстю до замiни змiн-
них x можна локально вибрати базис Q, утворений векторними полями
вигляду Q̂s = ∂s + ξ̂sι(x, u)∂ι + η̂s(x, u)∂u (див. § 2.2). Тут i далi iндекс ι
змiнюється вiд p+ 1 до n. Тодi будь-яку похiдну функцiї u першого або
другого порядку можна виразити на многовидi Q(2) лише через похiднi
функцiї u за змiнними xp+1, . . . , xn i коефiцiєнти ξ̂sι i η̂s (див. рiвнян-
ня (2.2)). Оскiльки у виразах для похiдних другого порядку функцiї u
суттєвими є лише члени цього ж порядку, то використовуємо представ-
лення

usι = −ξ̂sι′uιι′ +Rsι(x, u(1)), uss′ = ξ̂sιξ̂s
′ι′uιι′ +Rss′(x, u(1)),
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де через Rsi позначено члени, що не мiстять похiдних другого порядку,
причому Rss′ = Rs′s. Пiдставляючи цi вирази для похiдних usi в L[u],
отримаємо диференцiальну функцiю L̂[u] := âιι

′
uιι′ + b̂, що асоцiйована

з L[u] на многовидi Q(2). Тут

âιι
′
= aιι

′ − asιξ̂sι′ − asι′ ξ̂sι + ass
′
ξ̂sιξ̂s

′ι′,

b̂ = b+ 2asιRsι + ass
′
Rss′.

Iншими словами, для кожного фiксованого ι i ι′ = ι коефiцiєнт âιι
′

спiвпадає зi значенням квадратичної форми з матрицею (aij) на набо-
рi (z1, . . . , zn), де zs = −ξ̂sι, zι = 1, а iншi z-компоненти — нульовi.
Оскiльки матриця (aij) додатно визначена, то коефiцiєнт âιι′ ненульовий
i, бiльш того, додатнiй. Це означає, що навiть з точнiстю до ненульового
множника диференцiальна функцiя L[u] не може спiвпадати на много-
видi Q(2) з диференцiальною функцiєю порядку, меншого за 2. Отже,
wscoLQ = scoLQ = 2.

Еволюцiйнi рiвняння. Аналогiчно § 2.7, для цього й наступного класу
рiвнянь покладемо кiлькiсть незалежних змiнних рiвною n+1 замiсть n i
додатково виокремемо змiнну t = x0, тобто невiдома функцiя u залежить
вiд змiнних t та x = (x1, . . . , xn). Розглянемо квазiлiнiйнi еволюцiйнi
рiвняння другого порядку L загального вигляду

ut = H[u] := aij(t, x, u(1,x))uij + b(t, x, u(1,x)), (2.12)

де u(1,x) = (u, u1, . . . , un), коефiцiєнти aij i b визначено на тiй самiй обла-
стi Ω простору струменiв першого порядку, а матрична функцiя (aij) —
симетрична й додатно визначена у кожнiй точцi Ω. Iз точнiстю до за-
мiни змiнних xi будь-який iнволютивний модуль Q векторних полiв у
просторi змiнних (t, x, u), що задовольняє умову на ранг i для якого
dimQ < n + 1, локально можна вважати породженим векторними по-
лями ∂t + ξ0ι∂ι + η0∂u, ∂s + ξsι∂ι + ηs∂u з p = dimQ− 1 або векторними
полями ∂s+ ξsι∂ι+ ηs∂u з p = dimQ. Тут ξ0ι, η0, ξsι i ηs — гладкi функцiї
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змiнних (t, x, u). Аналогiчно розгляду елiптичних рiвнянь можна показа-
ти, що у другому випадку з p = n i лише у ньому модульQ є сингулярним
для рiвняння L, причому wscoLQ = scoLQ = 1. Тодi базиснi елементи
модуля Q набувають вигляду Qs = ∂s + ηs∂u. Це випадок вивчено в
§ 2.7. На вiдмiну вiд загальних еволюцiйних рiвнянь (див. наслiдок 2.41)
можна гарантувати, що M = 〈∂1, . . . , ∂n, ∂u〉 є єдиним метасингулярним
модулем для рiвняння L.

Узагальненi хвильовi рiвняння. Розглянемо рiвняння L: utt = H[u]

на одну невiдому функцiю u незалежних змiнних t та x = (x1, . . . , xn), де
диференцiальну функцiю H = H[u] визначено аналогiчно до (2.12), але
коефiцiєнти aij i b можуть додатково залежати вiд ut. Розiб’ємо множину
вiдповiдних iнволютивних модулiв iншим чином нiж у випадку еволю-
цiйних рiвнянь. Iз точнiстю до замiни змiнних x будь-який iнволютивний
модуль Q векторних полiв, визначений у просторi (t, x, u), що задоволь-
няє умову на ранг i для якого dimQ < n + 1, локально можна вважати
породженим векторними полями ∂t+η0∂u, ∂s+ξsι∂ι+ηs∂u з p = dimQ−1

або векторними полями ∂s+τ s∂t+ξ
sι∂ι+η

s∂u з p = dimQ. Тут η0, τ s, ξsι,
ηs — гладкi функцiї змiнних (t, x, u). Лише у другому випадку з p = n

модуль може бути сингулярним для рiвняння L. Розглянемо цей випадок
детально.

Якщо p = n, то базиснi елементи модуля Q набувають вигляд
Qs = ∂s + τ s∂t + ηs∂u. На многовидi Q(2) маємо us = ηs − ξsut,
uss′ = τ sτ s

′
utt + Rss′, де через Rss′ позначено вiдповiдну сукупнiсть чле-

нiв, що залежать щонайбiльше вiд t, x, u i ut. Пiдставляючи цi вира-
зи для похiдних функцiї u за змiнними x у диференцiальну функцiю
L[u] = utt −H[u], побудуємо диференцiальну функцiю

L̂[u] := (1− âijτ iτ j)utt + b̂(t, x, u, ut),

асоцiйовану з L[u] на многовидi Q(2), яка залежить щонайбiльше вiд t,
x, u, ut i utt. Тут коефiцiєнти âij = âij(t, x, u, ut) отримано з aij пiд-
становкою us = ηs − ξsut, а явний вигляд коефiцiєнта b̂ = b̂(t, x, u, ut)
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несуттєвий. Модуль Q є сингулярним для рiвняння L тодi й лише то-
дi, коли ord L̂[u] < 2, тобто коефiцiєнти τ s = τ s(t, x, u) задовольняють
рiвняння âijτ iτ j = 1. Якщо деякi з коефiцiєнтiв âij залежать вiд ut, то
це рiвняння треба розщепити за цiєю похiдною, а тому воно може бути
несумiсним.

Оскiльки модуль Q iнволютивний, то векторнi поля Qs комутують,
тобто коефiцiєнти τ s i ηs задовольняють систему

Qsτ s
′
= Qs′τ s, Qsηs

′
= Qs′ηs,

розгорнутим виглядом якої є

τ s
′

s + τ sτ s
′

t + ηsτ s
′

u = τ ss′ + τ s
′
τ st + ηs

′
τ su,

ηs
′

s + τ sηs
′

t + ηsηs
′

u = ηss′ + τ s
′
ηst + ηs

′
ηsu.

З цього внаслiдок теореми Фробенiуса випливає, що система QsΦ = 0

вiдносно невiдомої функцiї Φ = Φ(t, x, u) допускає розв’язки Φl, l = 1, 2,
з Φ1

tΦ
2
u − Φ1

uΦ
2
t 6= 0. Розв’язуючи пару рiвнянь Φl

s + τ sΦl
t + ηsΦl

u = 0

для кожного фiксованого s як систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь
вiдносно (τ s, ηs), отримаємо представлення

τ s = −Φ1
sΦ

2
u − Φ2

sΦ
1
u

Φ1
tΦ

2
u − Φ2

tΦ
1
u

, ηs = −Φ1
tΦ

2
s − Φ2

tΦ
1
s

Φ1
tΦ

2
u − Φ2

tΦ
1
u

. (2.13)

Навпаки, можна перевiрити прямим обчисленням, що для довiльних
функцiй Φ1 i Φ2 з Φ1

tΦ
2
u − Φ1

uΦ
2
t 6= 0 модуль Q, породжений вектор-

ними полями Qs = ∂s + τ s∂t + ηs∂u з коефiцiєнтами (2.13), є iнволю-
тивним. З точнiстю до функцiональної залежностi пар функцiй Φ1 i Φ2

з Φ1
tΦ

2
u − Φ1

uΦ
2
t 6= 0 iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж такими

парами й iнволютивними модулями, породженими n векторними полями
вигляду Qs = ∂s + τ s∂t + ηs∂u.

Якщо коефiцiєнти âij не залежать вiд ut (наприклад, якщо
aij = aij(t, x, u), звiдки âij = aij), то пiдстановка виразiв (2.13) для τ s

у рiвняння âijτ iτ j = 1 дає одне рiвняння на двi невiдомi функцiї Φ1
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та Φ2. Кожен розв’язок цього рiвняння пов’язаний з сингулярним моду-
лем Q рiвняння L. Взагалi кажучи, у багатовимiрному випадку n > 1

коефiцiєнти τ s i ηs вiдповiдних базисних елементiв Qs пов’язанi нело-
кальним i нелiнiйним чином. З цiєї причини неможливо вичерпно опи-
сати сингулярнi модулi багатовимiрних нелiнiйних хвильових рiвнянь
за допомогою метасингулярних модулiв. Водночас, за додаткових умов
на коефiцiєнти aij нелiнiйнi хвильовi рiвняння допускають сiм’ї сингу-
лярних модулiв, якi добре вписуються в конструкцiю метасингулярних
модулiв.

Отже, нехай коефiцiєнти âij залежать лише вiд t i x. Розглянемо син-
гулярнi модулi для рiвняння L, для яких вiдповiднi коефiцiєнти τ s також
не залежать вiд u. Достатньо розглянути пари функцiй Φ1 i Φ2 з Φ1

u = 0,
а тому Φ1

tΦ
2
u 6= 0. Тодi вирази (2.13) для τ s можна звести до вигляду

τ s = −Φ1
s/Φ

1
t . Рiвняння aijτ iτ j = 1 еквiвалентне рiвнянню

(Φ1
t )

2 = aijΦ1
iΦ

1
j ,

яке є рiвнянням ейконала, пов’язаним з хвильовим рiвнянням L. Зафi-
ксуємо розв’язок Ψ = Ψ(t, x) рiвняння ейконала з Ψt 6= 0 i розглянемо
модуль MΨ, породжений векторний полями Ψt∂s − Ψs∂t, s = 1, . . . , n,
i ∂u. Модуль MΨ є метасингулярним для рiвняння L i scoLM

Ψ 6 1 для
кожного Ψ. Тому результати § 2.8 релевантнi у цьому випадку. Кiль-
кiсть таких метасингулярних модулiв з копорядком сингулярностi 1 є
нескiнченною, оскiльки вони параметризованi функцiєю Φ, яка пробiгає
множину розв’язкiв зазначеного рiвняння ейконала, з Φt 6= 0.

Приклад 2.55. Опишемо сингулярнi одновимiрнi модулi для (1+1)-
вимiрного нелiнiйного хвильового рiвняння загального вигляду

utt − (G(u)ux)x − F (u) = 0,

де F i G — довiльнi гладкi функцiї змiнної u з G > 0. Для зручностi ви-
користаємо специфiчнi позначення для змiнних: t = x0, x = x1. Випадок
G = const у характеристичних змiнних вичерпно розглянуто в [180, § 6].
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Позначимо нелiнiйне хвильове рiвняння з фiксованими F i G через L.
Нехай векторне поле Q1 = τ∂t+ξ∂x+η∂u, де компоненти τ , ξ, η — гладкi
функцiї змiнних (t, x, u), причому (τ, ξ) 6= (0, 0), породжує одновимiрний
модуль Q. Модуль Q є сингулярним для рiвняння L тодi й лише тодi,
коли вiн є строго сингулярним для рiвняння L, тобто scoLQ 6 1. Тодi
обидвi компоненти τ i ξ з необхiднiстю є ненульовими. Змiнивши базис Q,
можна покласти τ = 1. У новому базисi умова scoLQ 6 1 є еквiвален-
тною такому обмеженню на компоненту ξ:

ξ = ±g(u), де g :=
√
G.

Це означає, що рiвняння L допускає рiвно два двовимiрнi метасингулярнi
модулi M± = 〈∂t ± g∂x, ∂u〉 з scoLM± = 1, а тому результати § 2.8 тут є
релевантними.

Копорядок сингулярностi модуля Q для рiвняння L є недодатним,
тобто (w)scoLQ 6 0, тодi й лише тодi, коли компонента η додатково
задовольняє рiвняння

(
√
gη)u = 0, тобто η =

α(t, x)
√
g

з деякою гладкою функцiєю α змiнних (t, x). Якщо вибрати похiдну ut
головною в характеристичному рiвняннi Q1[u] = 0, то лiва частина рiв-
няння L асоцiйована на многовидi Q(2) з функцiєю

L̂ =
αt − gαx√

g
− α2gu

2g2
− F,

яка залежить лише вiд (t, x, u). Якщо рiвняння L̂ = 0 можна розв’язати
вiдносно u, то wscoLQ = 0; iнакше wscoLQ = −∞. Умовою виокремлен-
ня ультрасингулярних модулiв серед модулiв з недодатним копорядком
сингулярностi є L̂ ≡ 0. У випадку gu 6= 0 це означає, що iснують сталi
b, a0 i a1 такi, що F = bgu/(2g

2), α = α(z), де z = a0t + a1x i αz =

α2 + b. Нестале значення параметр-функцiї α можливе лише для g, що
задовольняє рiвняння gu = 2g3/2(a0 − a1g).
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Для α = const умов на g немає. Тому для будь-якої невiд’ємної гладкої
функцiї g = g(u) i будь-якої сталої α кожне векторне поле Q± = ∂t ±
g∂x + αg−1/2∂u породжує ультрасингулярний модуль редукцiї рiвняння
utt = (g2ux)x − α2gu/(2g

2), яке допускає факторизацiю

utt − (g2ux)x +
α2gu
2g2

=

(
Dt ∓Dx ◦ g −

αgu
2g3/2

)(
ut ± gux −

α

g1/2

)
.

Для g = 1/u цю факторизацiю отримано в роботi [199] у термiнах “ре-
дукцiй першого порядку”. Iнтерпретацiя i розвиток результатiв прикла-
ду 2.55 для (1+1)-вимiрних хвильових рiвнянь, аналогiчно тому, як це
зроблено у частинному випадку G = const у роботi [180, § 6], потребують
подальших дослiджень.
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РОЗДIЛ 3

Лiївськi симетрiї
звичайних диференцiальних рiвнянь

Дослiдження лiївських симетрiй звичайних диференцiальних рiвнянь
(ЗДР) має довгу iсторiю, причому “теорiя Лi” виникла саме як система-
тичний i елегантний пiдхiд до iнтегрування рiзноманiтних класiв ЗДР.
Першi результати щодо можливих розмiрностей максимальних алгебр
лiївської iнварiантностi ЗДР фiксованого порядку отримано ще Софу-
сом Лi; див., наприклад, [189, с. 294–301], або у бiльш сучасному ви-
кладi [153, § 2]. А саме, С. Лi довiв, що максимальна алгебра лiївської
iнварiантностi ЗДР r-го порядку є нескiнченновимiрною при r = 1, не
перевищує 8 при r = 2 i не перевищує r+4 при r > 3. Вiн також показав,
що будь-яке ЗДР першого порядку точковою замiною змiнних можна зве-
сти до елементарного рiвняння x′ = 0 i що для ЗДР порядку r > 2 мак-
симальна розмiрнiсть алгебри лiївської iнварiантностi досягається для
рiвнянь, якi точковими перетвореннями можна звести до елементарного
рiвняння x(r) = 0; див. [221, теорема 14] i [224, теореми 6.39 i 6.43].

Саме класичним задачам, пов’язаним з симетрiями звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь, присвячено цей роздiл дисертацiї. Зокрема, у § 3.1
дослiджено диференцiальнi iнварiанти однопараметричних груп локаль-
них перетворень у просторi n незалежних та m залежних змiнних. Уза-
гальнення теореми Лi про диференцiальнi iнварiанти однопараметричної
групи локальних перетворень проведено не тiльки за кiлькiстю залежних
i незалежних змiнних, а й безпосереднiм посиленням її твердження. До-
ведено, що за вiдомого унiверсального iнварiанта повний набiр функ-
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цiонально незалежних диференцiальних iнварiантiв будь-якого порядку
такої групи можна побудувати за допомогою однiєї квадратури та ди-
ференцiювання. Проаналiзовано зв’язок мiж диференцiальними iнварi-
антами першого порядку та iнтегруванням систем рiвнянь типу Рiккатi.

Вичерпний аналiз лiївських симетрiй систем лiнiйних ЗДР другого
порядку зi сталими комутуючими матрицями коефiцiєнтiв над компле-
ксним i дiйсним полями виконано у § 3.2. На основi оригiнального алге-
браїчного пiдходу — простого, але ефективного — суттєво розширено й
узагальнено результати iнших авторiв. Зокрема, описано в явному вигля-
дi максимальнi алгебри лiївської iнварiантностi таких систем без обме-
жень щодо кiлькостi рiвнянь i вигляду матриць коефiцiєнтiв, а також
отримано точнi нижнi та верхнi оцiнки щодо розмiрностей цих алгебр.

У § 3.3 описано групоїд еквiвалентностi класу лiнiйних ЗДР r-го по-
рядку, а також групоїди еквiвалентностi його пiдкласiв, пов’язаних з ра-
цiональною формою, формою Лагера–Форсайта, першою та другою фор-
мами Арнольда. Весь клас i першi два зазначенi пiдкласи на вiдмiну вiд
двох останнiх є нормалiзованими. Пiдкласи однорiдних рiвнянь, асоцi-
йованi з загального формою, рацiональною формою та формою Лагера–
Форсайта, при r > 3 є однорiдно напiвнормалiзованими вiдносно груп
точкових симетрiй, пов’язаних з лiнiйною суперпозицiєю розв’язкiв. Це
дозволило прокласифiкувати лiївськi симетрiї лiнiйних ЗДР iз викори-
станням алгебраїчного методу трьома рiзними способами. Нормалiзацiй-
нi властивостi ненормалiзованих класiв лiнiйних ЗДР покращено через
їх репараметризацiю. У результатi побудовано першi, хоча i специфiчнi
для звичайних диференцiальних рiвнянь, приклади розширених узагаль-
нених груп еквiвалентностi.

У § 3.4 запропоновано симетрiйний пiдхiд до опису нових iнтегровних
випадкiв рiвняння Абеля, який використовує зв’язок мiж рiвняннями
Абеля та звичайними диференцiальними рiвняннями другого порядку,
а також перетворення еквiвалентностi у класах таких рiвнянь.
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У § 3.5 проведено детальний порiвняльний аналiз результатiв, отрима-
них у [247,249], щодо реалiзацiй низькорозмiрних алгебр Лi векторними
полями з результатами К. Вафо Соха та Ф.М. Махомеда [283].

3.1. Диференцiальнi iнварiанти
однопараметричних груп Лi
та системи рiвнянь Рiккатi

Диференцiальнi iнварiанти широко застосовують при iнтегруваннi
в квадратурах або пониженнi порядку звичайних диференцiальних рiв-
нянь, а також для опису класiв iнварiантних диферецiальних рiвнянь, то-
му їх теорiя є важливою складовою групового аналiзу диференцiальних
рiвнянь. У теорiї диференцiальних iнварiантiв особливу роль вiдiграють
рiзнi варiанти теореми про скiнчений базис диференцiальних iнварiантiв,
яку можна сформулювати таким чином: для довiльної групи G локаль-
них перетворень iснує такий скiнчений набiр диференцiальних iнварi-
антiв, що кожен диференцiальний iнварiант групи G є функцiєю цих
iнварiантiв та iнварiантних похiдних вiд них. Уперше твердження та-
кого типу (для однопараметричної групи локальних перетворень у про-
сторi двох змiнних) отримано ще С. Лi наприкiнцi ХIХ ст. [188] (див.
також [12, 23]) i невдовзi суттєво узагальнено А. Трессе [274]. Прогрес
останнього часу в цьому напрямi пов’язаний з роботами Л.В. Овсяннiкова
[230] i П. Олвера [222–225] та їх спiвавторiв, де введено поняття операто-
ра iнварiантного диференцiювання, iнварiантного кофрейму диференцi-
альних форм та iн., а також отримано результати щодо стабiлiзацiї рангу
продовженої дiї групи та оцiнки кiлькостi диференцiальних iнварiантiв.

У цьому параграфi предметом дослiдження є диференцiальнi iнварi-
анти однопараметричних груп локальних перетворень у просторi n не-
залежних та m залежних змiнних (m,n ∈ N). Важливiсть цiєї задачi
зумовлено тим, що побудова диференцiальних iнварiантiв однопараме-
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тричної групи локальних перетворень є складовою задачi пошуку дифе-
ренцiальних iнварiантiв для групи довiльної розмiрностi [23]. Випадок
n = m = 1 розглянуто в [5], а результати для випадку n = 1 при довiль-
ному m ∈ N опублiковано в [28,30]. Нижче доведено узагальнення теоре-
ми Лi про диференцiальнi iнварiанти однопараметричної групи локаль-
них перетворень без обмеження щодо кiлькостi незалежних i залежних
змiнних. А саме, показано, що повний набiр функцiонально незалежних
диференцiальних iнварiантiв будь-якого порядку для такої групи мож-
на побудувати за допомогою однiєї квадратури i диференцiювань, якщо
унiверсальний iнварiант цiєї групи вiдомий. Крiм того, детально проана-
лiзовано зв’язок мiж диференцiальними iнварiантами першого порядку
однопараметричних груп i iнтегруванням систем рiвнянь типу Рiккатi.

Результати параграфу опублiковано у роботах [5, 6, 28,30,87,246].

Узагальнення теореми Лi про диференцiальнi iнварiанти. Не-
хай Q = ξa(x, u)∂xa + ηi(x, u)∂ui — iнфiнiтезимальний оператор одно-
параметричної групи G локальних перетворень, що дiє на множи-
нi M ⊂ J0 = X × U , де X ' Rn — простiр незалежних змiн-
них x = (x1, x2, . . . , xn) i U ' Rm — простiр залежних змiнних
u = (u1, u2, . . . , um), G(r) — продовження дiї групи G на пiдмно-
жину M(r) = M × U (1) × U (2) × · · · × U (r) продовженого простору
Jr = X × U(r) струменiв r-го порядку над простором X × U (тут
U(r) = U × U (1) × U (2) × · · · × U (r), r > 1, Q(r) — r-те продовження
оператора Q (див. [23,224]). Диференцiальним iнварiантом r-го порядку
групи G (або оператора Q) називають функцiю I : M(r) → R, яка є iнва-
рiантом продовженої дiї G(r). Необхiдною i достатньою умовою того, щоб
функцiя I була диференцiальним iнварiантом r-го порядку групи G, є
спiввiдношення Q(r)I = 0.

Тут i надалi, якщо не обумовлено iнше, iндекси a, b, c, d змiнюються
вiд 1 до n, iндекси i, j, k, l — вiд 1 доm. За iндексами, що повторюються,
йде пiдсумовування.
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Нехай I = I(x, u) = (I1(x, u), I2(x, u), . . . , Im+n−1(x, u)) — пов-
ний набiр функцiонально незалежних iнварiантiв (або унiверсальний
iнварiант [230]) оператора Q, а J(x, u) — частинний розв’язок рiв-
няння QJ = 1. Тодi функцiї I1(x, u), I2(x, u), . . . , Im+n−1(x, u),
J(x, u) функцiонально незалежнi. Виконаємо локальну замiну змiнних:
yc = Ic(x, u), c = 1, . . . , n − 1, yn = J(x, u) — новi незалежнi змiннi та
vi = I i+n−1(x, u) — новi залежнi змiннi. У змiнних y = (y1, y2, . . . , yn) i
v = (v1, v2, . . . , vm) оператор Q набуває вигляд ∂yn. Отже, для будь-якого
r > 1 вигляд продовженого оператора Q(r) спiвпадає з Q = ∂yn, а тому

ŷ = (y1, y2, . . . , yn−1),

v(r) =

(
viα=

∂|α|vi

∂yα1
1 ∂y

α2
2 . . . ∂yαnn

∣∣∣∣ αa∈N∪{0}, |α|= n∑
a=1

αa≤r

)
(тут viα = vi, якщо |α| = 0) утворюють повний набiр його функцiо-
нально незалежних iнварiантiв, тобто (ŷ, v(r)) — унiверсальний iнварi-
ант групи G(r). (Функцiональна незалежнiсть компонент ŷ та v(r) оче-
видна, оскiльки (y, v(r)) є набором змiнних у просторi Jr.) Це озна-
чає, що (ŷ, v) є фундаментальним набором диференцiальних iнварiан-
тiв оператора Q, тобто будь-який диференцiальний iнварiант оператора
Q можна зобразити як функцiю вiд ŷ та v i похiдних v за оператора-
ми G-iнварiантного диференцiювання, якi спiвпадають з операторами
Dya = ∂ya + viya∂vi + viyayb∂viyb

+ · · · повних похiдних за змiнними ya.
Повернемося до змiнних x, u. У цих змiнних

Dyc =
(−1)c+a

∆

D(Id, d=1,...,n−1, d6=c, J)

D(xb, b=1,...,n, b 6=a)
Dxa, c = 1, . . . , n− 1,

Dyn =
(−1)n+a

∆

D(Id, d=1,...,n−1)

D(xb, b=1,...,n, b6=a)
Dxa,

(3.1)

де Dxa = ∂xa + uixa∂ui + uixaxb∂uixb
+ · · · — оператор повної похiдної за

змiнною xa, а

D(Id, d=1,...,n−1, d 6=c, J)

D(xb, b=1,...,n, b 6=a)
,
D(Id, d=1,...,n−1)

D(xb, b=1,...,n, b 6=a)
, ∆ =

D(Id, d=1,...,n−1, J)

D(xb, b=1,...,n)
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позначають якобiани (з повних похiдних)

– функцiй Id, d = 1, . . . , n − 1, d 6= c, J за змiнними xb, b = 1, . . . , n,
b 6= a,

– функцiй Id, d = 1, . . . , n− 1 за змiнними xb, b = 1, . . . , n, b 6= a,

– функцiй Id, d = 1, . . . , n − 1, J за змiнними xb, b = 1, . . . , n, вiдпо-
вiдно.

У результатi отримаємо таку теорему.

Теорема 3.1. Нехай I(x, u) = (I1(x, u), I2(x, u), . . . , Im+n−1(x, u)) — унi-
версальний iнварiант оператора Q, а J(x, u) — частинний розв’язок
рiвняння QJ = 1. Тодi функцiї

Ic(x, u), Dα1
y1
Dα2
y2
· · ·Dαn

yn
I i+n−1(x, u),

де c = 1, . . . , n − 1, αa ∈ N ∪ {0},
n∑
a=1

αa ≤ r, а оператори Dya мають

вигляд (3.1), утворюють повний набiр функцiонально незалежних ди-
ференцiальних iнварiантiв (або унiверсальний диференцiальний iнварi-
ант) r-го порядку оператора Q.

Наслiдок 3.2. Для будь-якого оператора Q iснує повний набiр
функцiонально незалежних диференцiальних iнварiантiв r-го поряд-
ку, в якому кожен iнварiант є рацiональною функцiєю змiнних uiα

(α = (α1, α2, . . . , αn), αa ∈ N ∪ {0}, 0 <
n∑
a=1

αa ≤ r) продовженого про-

стору Jr з коефiцiєнтами, що залежать вiд xa та uj.

Наслiдок 3.3. Якщо I = (I1(x, u), I2(x, u), . . . , Im+n−1(x, u)) — унi-
версальний iнварiант оператора Q, а J = J(x, u) — частинний роз-
в’язок рiвняння QJ = 1, то функцiї

DycI
i+n−1 =

(−1)c+a

∆

D(Id, d=1,...,n−1, d 6=c, J)

D(xb, b=1,...,n, b6=a)
DxaI

i+n−1,

DynI
i+n−1 =

(−1)n+a

∆

D(Id, d=1,...,n−1)

D(xb, b=1,...,n, b 6=a)
DxaI

i+n−1

(3.2)
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(c = 1, . . . , n− 1) утворюють повний набiр функцiонально незалежних
диференцiальних iнварiантiв строго першого порядку оператора Q.

Зауважимо, що за вiдомого унiверсального iнварiанта I оператора Q
частинний розв’язок рiвняння QJ = 1 легко знайти за допомогою однi-
єї квадратури. Наприклад, якщо ξa 6= 0 для деякого фiксованого a, то
частинним розв’язком рiвняння QJ = 1 є

J(x, u) =

∫
dxa/ξ

a(X1, . . . , Xa−1, xa, X
a+1, . . . , Xn, U1, . . . , Um),

де пiдсумовування за a вiдсутнє, xb = Xb(xa, C), b 6= a,
uj = U j(x,C) — розв’язок системи алгебраїчних рiвнянь I(x, u) = C :=

(C1, C2, . . . , Cm+n−1) вiдносно змiнних xb, b 6= a, uj, причому пiсля iнте-
грування необхiдно виконати обернену пiдстановку C = I(x, u). Анало-
гiчно, якщо ηi 6= 0 для деякого фiксованого i, то можна покласти

J(x, u) =

∫
dui/ηi(X1, . . . , Xn, U1, . . . , U i−1, ui, U i+1, . . . , Um),

де пiдсумовування за i немає, xb = Xb(ui, C), uj = U j(ui, C), j 6= i, —
розв’язок системи алгебраїчних рiвнянь I(x, u) = C вiдносно змiнних xb,
uj, j 6= i.

Таким чином, має мiсце така теорема.

Теорема 3.4. Якщо знайдено унiверсальний iнварiант оператора Q, то
повний набiр його функцiонально незалежних диференцiальних iнварi-
антiв будь-якого порядку можна побудувати за допомогою однiєї ква-
дратури та диференцiювання.

Iнварiантнi диференцiали. Введемо поняття iнварiантного диферен-
цiала, що є частинним випадком бiльш загального поняття контактно-
iнварiантної диференцiальної форми першого порядку в продовженому
просторi [224].

Означення 3.5. Диференцiал dW (x, u) назвемо iнварiантним вiдносно
групи G (оператора Q), якщо вiн не змiнюється пiд дiєю перетворень з
групи G.
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Необхiдною i достатньою умовою iнварiантностi диференцiала є рiв-
нiсть dQW (x, u) = 0. Можливi два принципово рiзнi випадки:

1) функцiя W (x, u) є iнварiантом оператора Q, тобто QW (x, u) = 0;
диференцiал dW (x, u) автоматично є iнварiантним вiдносно опера-
тора Q (iнварiантний диференцiал першого роду);

2) функцiя W (x, u) не є iнварiантом оператора Q, але диференцiал
dW (x, u) iнварiантний вiдносно оператора Q (iнварiантний дифе-
ренцiал другого роду); тодi QW (x, u) — ненульова стала.

Якщо вiдомий деякий набiр функцiй I(x, u) = (Iq(x, u))q=1,...,m+n−1 та
J(x, u), що задають унiверсальний iнварiант та iнварiантний диферен-
цiал оператора Q другого роду вiдповiдно, то всi такi набори, очевидно,
можна знайти за формулами

Î(x, u) = F (I(x, u)), Ĵ(x, u) = J(x, u) +H(I(x, u)), (3.3)

де F = (F 1, F 2, . . . , Fm+n−1) та H — гладкi функцiї своїх аргументiв,
причому |∂F/∂I| 6= 0. Формули (3.3) визначають вiдношення еквiвалент-
ностi Ω на множинiM наборiв зm+n гладких функцiй вiдm+n змiнних
з ненульовим якобiаном. Вiдповiдну множину класiв еквiвалентностi по-
значимо черезM/Ω.

Твердження 3.6. Мiж M/Ω i множиною ненульових векторних по-
лiв {Q} у просторi змiнних (x, u) iснує взаємно однозначна вiдпо-
вiднiсть: сукупнiсть {(I(x, u); J(x, u))} розв’язкiв системи QIq = 0,
q = 1, . . . ,m + n − 1, QJ = 1, де Iq — функцiонально незалежнi,
є елементом множини M/Ω, i навпаки, якщо (I(x, u); J(x, u)) — де-
який представник класу еквiвалентностi зM/Ω, то система QIq = 0,
q = 1, . . . ,m+n−1, QJ = 1 є сумiсною системою лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь вiдносно компонент вiдповiдного векторного поля Q.

Випадок n = 1. Розглянемо докладнiше випадок однiєї незалежної
змiнної x, в якому можна значно компактнiше сформулювати теорему 1
та її наслiдки, а також отримати деякi додатковi результати.
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Теорема 3.7. Нехай I = I(x, u) = (I1(x, u), I2(x, u), . . . , Im(x, u)) —
унiверсальний iнварiант оператора Q, а J(x, u) — частинний розв’язок
рiвняння QJ = 1. Тодi функцiї

Ij(x, u),

(
1

DxJ
Dx

)s
Ij(x, u), s = 1, . . . , r,

де Dx = ∂x+uix∂ui+u
i
xx∂uix+· · · — оператор повної похiдної за змiнною x,

утворюють повний набiр функцiонально незалежних диференцiальних
iнварiантiв (або унiверсальний диференцiальний iнварiант) r-го поряд-
ку оператора Q.

Зауважимо, що iдею доведення теореми 3.7 у випадкуm = 1 наведено
в [1].

Наслiдок 3.8. Для будь-якого оператора Q i будь-якого r > 1 iснує
повний набiр функцiонально незалежних диференцiальних iнварiантiв
r-го порядку, в якому кожен iнварiант є рацiональною функцiєю змiн-
них uix, uixx, . . . , (ui)(r) продовженого простору з коефiцiєнтами, що
залежать вiд x та ui.

Наслiдок 3.9. Якщо I = (I1(x, u), I2(x, u), . . . , Im(x, u)) — унiверсаль-
ний iнварiант оператора Q, а J = J(x, u) — частинний розв’язок рiв-
няння QJ = 1, то функцiї

Ij(1) = Ij(1)(x, u(1)) =
dIj

dJ
=
DxI

j

DxJ
=

Ijx + Ijuiu
i
x

Jx + Jui′u
i′
x

(3.4)

утворюють повний набiр функцiонально незалежних диференцiальних
iнварiантiв строго першого порядку оператора Q.

Наслiдок 3.10. Компоненти строго першого порядку унiверсального
диференцiального iнварiанта оператора Q можна шукати у виглядi
дробово-лiнiйних функцiй змiнних uix продовженого простору з коефi-
цiєнтами, що залежать вiд x та ui.

Наслiдок 3.9 можна переформулювати, використовуючи поняття iн-
варiантного диференцiала.
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Наслiдок 3.11. Вiдношення iнварiантних диференцiалiв оператора Q
першого i другого роду є його диференцiальним iнварiантом строго пер-
шого порядку. Якщо dI1, dI2, . . . , dIm утворюють повний набiр неза-
лежних iнварiантних диференцiалiв оператора Q першого роду, то їх
вiдношення з його iнварiантним диференцiалом другого роду вичерпу-
ють функцiонально незалежнi диференцiальнi iнварiанти строго пер-
шого порядку оператора Q.

Наслiдок 3.12 (теорема Лi). Нехай n = m = 1, I(x, u)

та I(1)(x, u, ux) — диференцiальнi iнварiанти нульового i строго пер-
шого порядку оператора Q. Тодi функцiї

I, I(1),
dsI(1)

dIs
=

(
1

DxI
Dx

)s
I(1), s = 1, . . . , r − 1,

утворюють повний набiр функцiонально незалежних диференцiальних
iнварiантiв r-го порядку оператора Q.

Оператори G-iнварiантного диференцiювання у випадку однiєї неза-
лежної змiнної традицiйно шукають у виглядi

D =
1

DxI0
Dx,

де I0 — диференцiальний iнварiант групи G; див., наприклад, наслi-
док 3.12. Тому для побудови унiверсального диференцiального iнварiанта
довiльного порядку однопараметричної групи локальних перетворень за
допомогою оператора G-iнварiантного диференцiювання такого вигляду
необхiдно знатиm+1 функцiонально незалежних диференцiальних iнва-
рiантiв групи G мiнiмально можливого порядку, тобто m функцiонально
незалежних диференцiальних iнварiантiв нульового порядку (або просто
iнварiантiв) i один диференцiальний iнварiант строго першого порядку.
Запропонований у теоремi 3.7 алгоритм дозволяє взагалi уникнути пря-
мої побудови диференцiальних iнварiантiв.

Приклад 3.13 (див. для порiвняння [23, приклади 2.52 та 2.55]). Нехай
n = m = 1, а G = SO(2) — група поворотiв, що дiє на X × U ' R2,
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з iнфiнiтезимальним оператором Q = u∂x − x∂u. I =
√
x2 + u2 — iнва-

рiант групи G (оператора Q), а тому (в позначеннях з доведення теоре-
ми 3.4) U(x,C) = ±

√
C2 − x2. Тодi

J = ±
∫

dx√
C2 − x2

= ± arcsin
x

C
= ± arcsin

x√
x2 + u2

(тут сталу iнтегрування покладено рiвною нулю), звiдки

I(1) =
Ix + Iuux
Jx + Juux

=
x+ uux
−u+ xux

√
x2 + u2, або Ĩ(1) =

x+ uux
−u+ xux

— диференцiальний iнварiант першого порядку оператора Q.

Стандартний пiдхiд та iнтегрування систем рiвнянь типу Рiкка-
тi. Прямим методом диференцiальнi iнварiанти строго першого порядку
знаходять як iнварiанти першого продовження

Q(1) = ξa∂xa + ηi∂ui + (ηkc + ηkuju
j
c − ξbxcu

k
b − ξbujujcukb )∂ukc

оператора Q, тобто як першi iнтеграли вiдповiдної характеристичної сис-
теми звичайних диференцiальних рiвнянь

dxa

ξa
=

dui

ηi
=

dukc
ηkc + ηkuju

j
c − ξbxcu

k
b − ξbujujcukb

, (3.5)

що залежать не тiльки вiд x та u, а й вiд iнших змiнних простору J1.
(Тут uia — змiнна продовженого простору J1, що вiдповiдає похiднiй
∂ui/∂xa; нижнi iндекси функцiй означають диференцiювання за вiдпо-
вiдними змiнними; в останньому рiвняннi пiдсумовування по a, c, i та k
немає). Iнтегрування системи (3.5) як правило є технiчно складною за-
дачею. За вiдомого унiверсального iнварiанта I(x, u) оператора Q його
можна звести до iнтегрування систем рiвнянь типу Рiккатi вигляду

dukc
dxa

= −
ξbuj

ξa
ujcu

k
b +

ηkuj

ξa
ujc −

ξbxc
ξa
ukb +

ηkxc
ξa

∣∣∣∣ u=U(xa,C)

xd=X
d(xa,C), d6=a

, (3.6)

якщо ξa 6= 0 для деякого фiксованого a, або

dukc
dui

= −
ξbuj

ηi
ujcu

k
b +

ηkuj

ηi
ujc −

ξbxc
ηi
ukb +

ηkxc
ηi

∣∣∣∣ x=X(ui,C),

ul=U l(ui,C), l 6=i

, (3.7)
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якщо ηi 6= 0 для деякого фiксованого i. Тут xd = Xd(xa, C), d 6= a,
u = U(x,C) та x = X(ui, C), ul = U l(ui, C), l 6= i, — розв’язки системи
алгебраїчних рiвнянь I(x, u) = C вiдносно змiнних xd, d 6= a, u та x, ul,
l 6= i, вiдповiдно. Сталi C = (C1, C2, . . . , Cm+n−1) в системах (3.6) i (3.7)
вважаємо параметрами. Випадок ηi 6= 0 можна звести до випадку ξa 6= 0

за допомогою перетворення годографа:

x̃a = ui, x̃d = xd, ũi = xa, ũl = ul, d 6= a, l 6= i,

ũia =
1

uia
, ũid = −u

i
d

uia
, ũla =

ula
uia
, ũld = uld −

uid
uia
ula.

Тому надалi детально розглянуто лише випадок ξa 6= 0.
Запропонований у наслiдку 3.3 метод знаходження диференцiальних

iнварiантiв строго першого порядку на вiдмiну вiд стандартного дозво-
ляє уникнути прямого iнтегрування систем рiвнянь типу Рiккатi (3.6)
або (3.7) i знайти розв’язок задачi за допомогою однiєї квадратури й
диференцiювання. Це означає, що за вiдомого унiверсального iнварiан-
та I(x, u) оператора Q системи (3.6) i (3.7) завжди можна проiнте-
грувати однiєю квадратурою. Дiйсно, загальний розв’язок системи (3.6)
неявно задають m незачеплених систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

Dxb Î
j

∣∣∣∣ u=U(xa,C)

xd=X
d(xa,C), d6=a

= 0,

де Îj = Ij+n−1 +
∑n−1

d=1 C̃jdI
d+ C̃jnJ , а C̃ib — довiльнi сталi. Щоб записати

розв’язок у явному виглядi, додатково введемо позначення:

x̄ = (xd)
n
d=1, d6=a, X̄ = (Xd)nd=1, d6=a, z = xa,

I x̄ = (Id)n−1
d=1 , Iu = (Ij+n−1)mj=1,

C x̄ = (Cd)
n−1
d=1 , Cu = (Cj+n−1)

m
j=1,

C̃ ′ = (C̃jd)
m
j=1

n−1
d=1 , C̃ ′′ = (C̃jn)

m
j=1, Î = Iu + C̃ ′I x̄ + C̃ ′′J.

Тодi загальний розв’язок системи (3.6) дають формули

(ujb)
m
j=1

n
b=1 = −Î−1

u Îx

∣∣∣∣ u=U(xa,C)

x̄=X̄(xa,C)

,
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або

(uja)
m
j=1 = Uz − UC x̄X̄−1

C x̄ X̄z +H((C̃ ′ + C̃ ′′JC x̄)X̄
−1
C x̄ X̄z − C̃ ′′JC x̄),

(ujb)
m
j=1

n
b=1, b6=a = UC x̄X̄

−1
C x̄ −H(C̃ ′ + C̃ ′′JC x̄)X̄

−1
C x̄ ,

де

H = (UCu − UC x̄X̄−1
C x̄ X̄Cu)(E + C̃ ′′JCu − (C̃ ′ + C̃ ′′JC x̄)X̄

−1
C x̄XCu)

−1,

E — одинична матриця розмiру m × m; символи вектор-функцiй з ни-
жнiми iндексами, що є наборами змiнних, позначають вiдповiднi матри-
цi Якобi. Для iснування в деякому околi фiксованої точки (x0, u0) всiх
обернених матриць, що зустрiчаються вище, достатньо вважати сталi C̃ib
малими i виконати попередньо невироджену лiнiйну замiну в множинi iн-
варiантiв таким чином, щоб матриця I(x̄,u)(x

0, u0) була одиничною.
Якщо покласти C̃ib = 0, то отримаємо частинний розв’язок

(uja)
m
j=1 = Uz − UC x̄X̄−1

C x̄ X̄z, (ujb)
m
j=1

n
b=1, b6=a = UC x̄X̄

−1
C x̄ .

Розв’язок системи (3.6) в явному виглядi при n = 1 необхiдно ви-
писувати окремо. Оскiльки у цьому випадку u = U(x,C) — загальний
розв’язок системи duj/dx = ηj(x, u)/ξ(x, u), то легко перевiрити, що
ux = Ux(x,C) є частинним розв’язком системи (3.6) (тут, як i в (3.6),
C — набiр параметрiв). Загальний розв’язок системи (3.6) має вигляд

ux = −(Iu − C̃ ⊗ Ju)−1(Ix + C̃Jx)

∣∣∣∣
u=U(x,C)

= Uz − UC(E + C̃ ⊗ JC)−1C̃Jz, (3.8)

де в останнiй рiвностi виконано замiну x = z, u = U(z, C), а E — одинич-
на матриця розмiру m×m, C̃ = (C̃1, C̃2, . . . , C̃m)T — стовпчик довiльних
сталих, Iu = (I iuj), Ix = (I ix), Uz = (Uk

z ), UC = (U i
Cj

), C̃ ⊗ Ju = (C̃kJul),
C̃⊗JC = (C̃kJCl). Оберненi матрицi в (3.8) завжди iснують для достатньо
малих C̃i.
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Приклад 3.14. Нехай n = m = 1,Q = ex+u(∂x+2x∂u). I(x, u) = u−x2 —
iнварiант оператора Q, звiдки u = U(x,C) = x2 + C. Тодi

J =

∫
e−x−x

2−Cdx = e−C
∫
e−x−x

2

dx = ex
2−u
∫
e−x−x

2

dx,

а тому

I(1) =
Ix + Iuux
Jx + Juux

=
(ux − 2x)eu

e−x − (ux − 2x)
∫
e−x−x2dx

— диференцiальний iнварiант першого порядку оператора Q. Рiвнян-
ня (3.6) для оператора Q має вигляд

dux
dx

= −u2
x + (2x− 1)ux + 2x+ 2,

а функцiя ux = Ux = 2x є його частинним розв’язком.

Приклад 3.15. Нехай n = m = 1, Q = exp(−x− u)(∂x + u∂u). I(x, u) =

u exp(−x) — iнварiант оператора Q, звiдки u = U(x,C) = C exp(x). Тодi

J =

∫
dx

exp(−x− C exp(x))
=

1

C
exp(C exp(x)) =

exp(x+ u)

u

(тут сталу iнтегрування покладено рiвною 0), i тому

I(1) =
exp(−2x− u)y2(ux − u)

u+ uux − ux
або Ĩ(1) =

ux − u
u+ uux − ux

exp(−u)

— диференцiальний iнварiант першого порядку оператора Q.
Вiдповiдне рiвняння Рiккатi для оператора Q має вигляд

dux
dx

= u2
x + (2− C exp(x))ux − C exp(x).

Функцiя ux = C exp(x) — його частинний розв’язок, а загальний розв’я-
зок задає формула

ux = C exp(x)− C2 exp(2x)

C exp(x)− 1 + Ĉ exp(−C exp(x))
,

де Ĉ — довiльна стала.
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Приклад 3.16. Нехай n = m = 1, Q = xu(x∂x + ku∂u), k ∈ R, x > 0.
Iнварiантом оператора Q є I(x, u) = ux−k, звiдки U(x,C) = Cxk. Тодi

J =

∫
dx

Cxk+2
=


lnx

C
=

lnx

xu
, якщо k = −1,

− x−(k+1)

(k + 1)C
= − 1

(k + 1)xu
, якщо k 6= −1

(тут сталу iнтегрування покладено рiвною 0). Вiдповiдне рiвняння Рiк-
катi має вигляд

dux
dx

= − 1

Cxk
u2
x +

2(k − 1)

x
ux + kCxk−2.

Функцiя ux = kCxk−1 є частинним розв’язком цього рiвняння, а його
загальний розв’язок задає формула

ux = −C
x2

(
1 +

1

Ĉ − lnx

)
, якщо k = −1, або

ux = Cxk−1

(
k − k + 1

1 + Ĉxk+1

)
, якщо k 6= −1,

де Ĉ — довiльна стала.

Зауваження 3.17. Для добре вiдомих груп перетворень на площинi
(тобто n = m = 1) iнтегровнiсть у квадратурах рiвнянь (3.6) i (3.7) як
правило очевидно випливає з вигляду цих рiвнянь. Так, коли ξu = 0 або
ηx = 0, вони є лiнiйними рiвнянням або рiвняннями Бернуллi вiдповiдно.
Якщо G — однопараметрична група конформних перетворень, то ξx = ηu

i ξu = −ηx, а тому в рiвняннях (3.6) i (3.7) змiннi роздiляються:

dv

v2 + 1
=
ηx
ξ

dx

∣∣∣∣
u=U(x,C)

i
dv

v2 + 1
=
ηx
η

du

∣∣∣∣
x=X(u,C)

.

Приклад 3.18. Нехай n = 1, m = 2,

Q = exp(−x− u1 − u2)(∂x + u1∂u1 + u2∂u2).
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Iнварiантами оператора Q є

I1(x, u1, u2) = u1 exp(−x), I2(x, u1, u2) = u2 exp(−x),

а тому U 1(x,C1, C2) = C1 exp(x), U 1(x,C1, C2) = C2 exp(x). Тодi

J
(
x,C1, C2

)
=

∫
dx

exp (−x− (C1 + C2) exp(x))

=
exp

((
C1 + C2

)
exp(x)

)
C1 + C2

.

(тут сталу iнтегрування покладено рiвною 0). Вiдповiдна система рiвнянь
типу Рiккатi має вигляд

du1
x

dx
=
(
u1
x + u2

x

)
u1
x +

(
2− C1 exp(x)

)
u1
x − C1 exp(x)u2

x − C1 exp(x),

du2
x

dx
=
(
u1
x + u2

x

)
u2
x − C2 exp(x)u1

x +
(
2− C2 exp(x)

)
u2
x − C2 exp(x).

Згiдно (3.8) загальний розв’язок цiєї системи можна представити як(
u1
x

u2
x

)
= exp(x)

(
C1

C2

)
+

+

(
C1 + C2

)
exp(2x)J

(
x,C1, C2

)
1−

(
C̃1 + C̃2

)(
exp(x)− (C1 + C2)−1 )J (x,C1, C2)

(
C̃1

C̃2

)
,

де C̃1, C̃2 — довiльнi сталi.

Приклад 3.19. Нехай n = 1, m = 2,

Q = exp(u1 + u2)(∂x + u2∂u1 − u1∂u2).

Тодi

U 1
(
x,C1, C2

)
= C1 cosx+ C2 sinx,

U 2
(
x,C1, C2

)
= −C1 sinx+ C2 cosx,

J
(
x,C1, C2

)
=

∫
exp

(
−
(
C1 + C2

)
cosx−

(
C2 − C1

)
sinx

)
dx.
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Вiдповiдна система рiвнянь типу Рiккатi має вигляд
du1

x

dx
= −

(
u1
x + u2

x

)
u1
x +

(
−C1 sinx+ C2 cosx

)
u1
x

+
(
−C1 sinx+ C2 cosx+ 1

)
u2
x,

du2
x

dx
= −

(
u1
x + u2

x

)
u2
x −

(
C1 cosx+ C2 sinx+ 1

)
u1
x

−
(
C1 cosx+ C2 sinx

)
u2
x.

Згiдно (3.8) загальний розв’язок цiєї системи можна представити як(
u1
x

u2
x

)
=

(
−C1 sinx+ C2 cosx

−C1 cosx− C2 sinx

)
+

+
exp

(
−
(
C1 + C2

)
cosx−

(
C2 − C1

)
sinx

)
1− C̃1JC1 − C̃2JC2

×

(
C̃1 cosx+ C̃2 sinx

−C̃1 sinx+ C̃2 cosx

)
,

де C̃1, C̃2 — довiльнi сталi.
Отже, пошук диференцiальних iнварiантiв однопараметричної гру-

пи G точкових перетворень зведено теоремами 3.1 та 3.4 до побудови
унiверсального iнварiанта групи G. Доведення цих теорем не є суттєво
чутливими до кiлькостi змiнних i, крiм того, допускають узагальнення
на деякi класи багатопараметричних груп точкових перетворень (або ал-
гебр Лi векторних полiв).

3.2. Лiївськi симетрiї систем звичайних
диференцiальних рiвнянь другого порядку
зi сталими коефiцiєнтами

Задача про допустимi розмiрностi максимальних алгебр лiївської iнварi-
антностi диференцiальних рiвнянь з фiксованого класу має довгу iсто-
рiю. Уже Софус Лi отримав вичерпнi результати щодо максимальної роз-
мiрностi таких алгебр для окремих звичайних диференцiальних рiвнянь
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(ЗДР) довiльного фiксованого порядку [189, c. 294–301]. Пiзнiше цi ре-
зультати неодноразово перевiдкрито; див., наприклад, [153].

Аналогiчнi результати для систем ЗДР є менш вiдомими. Згадаємо
деякi з них. Так, згiдно теореми 44 з курсу лекцiй Л. Маркуса [201, c. 68–
69], довiльна система ЗДР другого порядку

ẍ = f(t,x, ẋ), (3.9)

де x(t) = (x1(t), . . . , xn(t))T, ẋ = dx/dt, ẍ = dẋ/dt, допускає максималь-
ну алгебру лiївської iнварiантностi розмiрностi не бiльше за (n+ 2)2− 1.
Пiзнiше цей результат бiльш строго передоведено в роботi [153, §§ 4, 5], i,
крiм того, показано, що максимальна розмiрнiсть (n+2)2−1 = n2+4n+3

досягається для систем, якi точковими перетвореннями можна звести до
найпростiшої системи

ẍ = 0. (3.10)

Максимальну алгебру лiївської iнварiантностi g0 системи (3.10) породжу-
ють векторнi поля

∂t, ∂xa, t∂t, x
a∂t, t∂xa, x

a∂xb, tx
a∂t + xaxc∂xc, t

2∂t + txc∂xc,

причому ця алгебра iзоморфна алгебрi Лi sl(n+2,C) або sl(n+2,R) для
комплексного або дiйсного випадку вiдповiдно; див., наприклад, [156].
Тут i нижче, iндекси a, b, c змiнюються вiд 1 до n. За iндексами,
що повторюються, йде пiдсумовування. Можна легко перевiрити, що
система (3.10) є iнварiантною вiдносно загальної проективної групи
на Cn+1 (або, вiдповiдно, Rn+1), утвореної точковими перетвореннями
[187, том I, с. 554]

x̃i =
αi0x

0 + · · ·+ αinx
n + αi,n+1

αn+1,0x0 + · · ·+ αn+1,nxn + αn+1,n+1
, i = 0, . . . , n,

де α00, α01, . . . , αn+1,n+1 — однорiднi груповi параметри, а x0 = t. Алгеб-
ра g0 є алгеброю Лi цiєї групи. Кiлькiсть суттєвих параметрiв у перетво-
реннях з неї насправдi дорiвнює (n + 2)2 − 1, оскiльки, вважаючи одно-
рiдний груповий параметр ненульовим, його можна покласти рiвним 1,
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одночасно подiливши чисельник i знаменник у виразi для кожного x̃i на
цей параметр i проiнтерпретувавши вiдношення параметрiв як новi пара-
метри. Твердження, що цi перетворення вичерпують усi можливi точковi
симетрiї системи (3.10), наведено у статтi [35].

М. Фелс [129, 130] показав, що з точнiстю до точкових перетворень
система (3.10) є єдиною системою вигляду (3.9), яка допускає (n2+4n+3)-
вимiрну алгебру лiївської iнварiантностi; ранiше це було вiдомо лише для
лiнiйних систем з класу (3.9) [156]. Недавно критерiї лiнеаризовностi сис-
тем з класу (3.9) незалежно отримано в роботах [44, 52, 207]; див. також
посилання в цих роботах. Дослiдження можливих розмiрностей макси-
мальних алгебр лiївської iнварiантностi систем ЗДР r-го порядку для
довiльного r > 3 розпочато в роботах [153–155] для довiльного r > 3.
Пiзнiше доведено [129], що з точнiстю до точкових перетворень система
...
x = 0 є єдиною серед систем ЗДР третього порядку, для якої розмiр-
нiсть алгебри лiївської iнварiантностi досягає максимально можливого
для r = 3 значення n2 + 3n+ 3.

Точнi верхнi оцiнки розмiрностей алгебр лiївської iнварiантностi нор-
мальних систем ЗДР r-го порядку з n залежними змiнними поки не вста-
новлено для довiльних значень n, якщо r > 3; див. обговорення та вiд-
повiднi результати в [224, с. 206]. Найкращою з вiдомих оцiнок при r > 3

є n2 + (r+ 1)n+ 2 [154], але вона бiльша за розмiрнiсть алгебри лiївської
iнварiантностi елементарного рiвняння xi(r) = 0, i = 1, . . . , n, що дорiв-
нює n2 + rn+ 3 [153] i має, за iснуючим припущенням, бути найкращою
оцiнкою для розмiрностей алгебр лiївської iнварiантностi таких систем.
(Алгебри лiївської iнварiантностi елементарної систем для довiльних n
та r знайдено у роботi [153].)

У серiї нещодавнiх робiт вивчено лiївськi симетрiї лiнiйних систем
n (n > 2) ЗДР другого порядку зi сталими комутуючими матрицями
коефiцiєнтiв при x та ẋ. А саме, випадки n = 2 та n = 3 розглянуто
в [281]. У [110] Р. Кампоамор-Штурсберг виправив результати [281] (див.
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також коментар щодо [281] у [205]) i вивчив випадок n = 4, а також
системи без обмежень на n, що пов’язанi з дiагональними матрицями.
Деякi результати щодо розмiрностей максимальних алгебр лiївської iн-
варiантностi таких систем у випадку довiльного n i матриць загальної
жорданової форми отримано в [111]. Незважаючи на велику кiлькiсть
публiкацiй з цiєї тематики, групову класифiкацiю систем лiнiйних ЗДР
другого порядку виконано лише у випадках систем двох або трьох рiв-
нянь [209, 272, 282]. Розгляд систем бiльшої кiлькостi рiвнянь або сис-
тем рiвнянь вищого або рiзного порядку в рамках стандартного методу
розв’язання визначальних рiвнянь потребує надзвичайно складних об-
числень.

Дослiдження симетрiйних властивостей систем iз класу (3.9) стиму-
люють рiзноманiтнi застосування в механiцi, гравiтацiї тощо. На жаль,
дотепер немає загальних i вичерпних результатiв щодо лiївськi симетрiї
таких систем. Тому лiнiйнi системи зi сталими коефiцiєнтами є цiкавими
для попереднiх дослiджень у цьому напрямку, зважаючи на добре вiдо-
мий алгоритм побудови їх загальних розв’язкiв. Групова класифiкацiя
лiнiйних систем iз сталими коефiцiєнтами дає приклади максимальних
алгебр лiївської iнварiантностi систем з класу (3.9) й iнформацiю щодо
можливих розмiрностей цих алгебр. Зауважимо, що подiбнi результати
є важливими для задач лiнеаризацiї систем з класу (3.9).

Нижче виконано вичерпний аналiз лiївських симетрiй лiнiйних сис-
тем iз класу (3.9) зi сталими комутуючими матрицями коефiцiєнтiв при x
та ẋ над комплексним або дiйсним полями. У цьому параграфi суттєво
розширено й узагальнено результати робiт [110, 111, 205, 281] на осно-
вi оригiнального та ефективного алгебраїчного пiдходу. Зокрема, опис
симетрiй проведено без обмежень щодо кiлькостi рiвнянь i вигляду мат-
риць коефiцiєнтiв, а також отримано точнi нижнi та верхнi оцiнки щодо
розмiрностей алгебр iнварiантностi. Результати цього параграфу опублi-
ковано у роботах [75,92,93,98].
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Основний результат. Як i в роботах [110,111,205,281], розглянемо сис-
тему лiнiйних ЗДР другого порядку у нормальнiй формi

ẍ = Aẋ+Bx+C(t) (3.11)

над комплексним полем. Тут C(t) — гладка n-компонентна вектор-
функцiя вiд змiнної t, A та B — комутуючi сталi комплекснозначнi мат-
рицi розмiрностi n × n, n > 2. Зауважимо, що вибiр базового поля
(C або R) не є принциповим. Комплексне поле вибрано з метою спро-
щення презентацiї.

Добре вiдомо (див., наприклад, [156]), що замiна залежних змiнних

x = exp

(
1

2
At

)
y + xp(t),

де xp(t) — частинний розв’язок системи (3.11), зводить систему (3.11) до
системи

ÿ = Dy, де D = B − A2.

Позначимо через J жорданову нормальну форму матрицi D. Тодi iснує
невироджена матриця P така, що D = P−1JP , а точкова замiна змiнних
y = Pz зводить систему ÿ = Dy до системи z̈ = Jz. Як наслiдок, для
вивчення симетрiйних властивостей нормальних лiнiйних систем ЗДР
вигляду (3.11) достатньо розглянути лише системи вигляду

ẍ = Jx, (3.12)

де J — жорданова матриця,

J =
s⊕
l=1

Jklλl , k1 + · · ·+ ks = n, (3.13)

Jklλl — жорданова клiтинка розмiрностi kl з власним значенням λl (див.
позначення на с. 60), (λ− λ1)

k1, . . . , (λ− λs)ks — елементарнi дiльники
матрицi J .
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Нижче також використовуємо позначення diag(γ1, . . . , γl) для дiаго-
нальної матрицi розмiрностi l × l з елементами γ1, . . . , γl на дiагоналi,
а El = diag(1, . . . , 1) — одинична матриця розмiрностi l× l. Нижнi iнде-
кси функцiй позначають диференцiювання за вiдповiдними змiнними.

Зауваження 3.20. Якщо матриця J пропорцiйна одиничнiй, тобто
J ∈ 〈En〉, то вiдповiдну систему (3.12) можна звести до елементарної
системи (3.10) точковою замiною змiнних, яку називають узагальненим
перетворенням Арнольда [156]. Тому такi системи можна виключити з
подальшого розгляду. Водночас, представлення (3.13) матрицi J у вигля-
дi прямої суми жорданових клiтинок може мiстити часткова прямi суми
однакових 1× 1 жорданових клiтинок, а такi часткова суми пропорцiйнi
одиничним матрицям вiдповiдної розмiрностi.

Для знаходження лiївських симетрiй системи (3.12) використаємо
стандартний лiївський пiдхiд [220,230]. Дiючи другим продовженням век-
торного поля Q = ξ(t,x)∂t+ηa(t,x)∂xa на систему (3.12) та виключаючи
другi похiднi ẍ за допомогою (3.12), отримаємо необхiдну i достатню
умову її iнфiнiтезимальної iнварiантностi

ηbtt + 2ηbxatx
a
t + ηbxaxcx

a
tx

c
t + ηbxa(Jx)a

− (ξtt + 2ξxatx
a
t + ξxaxcx

a
tx

c
t + ξxa(Jx)a)xbt

− 2(ξt + ξxax
a
t )(Jx)b = (Jη)b. (3.14)

Розщеплюючи (3.14) за похiдними xat , приходимо до системи визначаль-
них рiвнянь на коефiцiєнти ξ(t,x) i ηa(t,x):

ξxaxc = 0, (3.15)

ηbxaxc = 0, a 6= b 6= c, ηbxaxb = ξxat, a 6= b, ηbxbxb = 2ξxbt, (3.16)

ηbxat = ξxa(Jx)b, a 6= b, 2ηbxbt = ξtt + 2ξxb(Jx)b + ξxa(Jx)a, (3.17)

ηbtt + ηbxa(Jx)a − 2ξt(Jx)b = (Jη)b, (3.18)
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де пiдсумовування за iндексом b немає. Тодi з рiвнянь (3.15), (3.16) ви-
пливає

ξ = ξa(t)xa + ξ0(t), ηb = ξat (t)x
axb + ηba(t)xa + ηb0(t), (3.19)

де ξa, ξ0, ηba i ηb0 — гладкi функцiї змiнної t. Пiдставляючи вирази (3.19)
у рiвняння (3.17) i (3.18), з урахування умови J /∈ 〈En〉, отримаємо уто-
чненi вирази

ξ = c1t+ c0, ηb = ηbaxa + ηb0(t),

де c1, c0, ηba — сталi, а ηb0 — гладкi функцiї змiнної t. Подробицi виведе-
ння цих виразiв є такими. Пiдстановка виразiв (3.19) у рiвняння (3.17) i
подальше часткове розщеплення за змiнними x призводить до системи

ηbat = 0, ξattx
b = ξa(Jx)b, a 6= b, 2ηbbt = ξ0

tt,

2ξbttx
b = −ξattxa + 2ξb(Jx)b + ξa(Jx)a, (3.20)

де пiдсумовування за iндексом b знову немає.
Нехай S = {ai, i = 1, . . . ,m}, m 6 n, — пiдмножина натуральних чи-

сел {1, . . . , n} з множини, для яких ξai 6= 0. Для будь-якого фiксованого
ai ∈ S маємо умову ξaitt /ξai = (Jx)b/xb =: µi = const при b 6= ai. Якщо
n > 2 й m > 2, то сталi µi, i = 1, . . . ,m, спiвпадають. Якщо n = m = 2,
то ця умова еквiвалентна множинi рiвнянь (Jx)1 = µ1x

1, (Jx)2 = µ2x
2,

ξ1
tt = µ2ξ

1 i ξ2
tt = µ1ξ

2. Тодi рiвняння (3.20) можна звести до простих
рiвнянь (µ1− µ2)ξ

i = 0. Звiдси знову µ1 = µ2, оскiльки ξ1ξ2 6= 0. Обидва
випадки суперечать умовi J /∈ 〈En〉. Якщо n > 2 та m = 1, то лише
одне рiвняння серед (3.20) не виконується тотожно, i пiсля додаткового
спрощення воно набуває вигляду (Jx)a1 = µ1x

a1 i разом з рiвняннями
(Jx)b = µ1x

b для b 6= ai призводить до умови J ∈ 〈En〉, що суперечить
припущенню J /∈ 〈En〉. Таким чином, залишається єдина можливiсть
m = 0, тобто ξa = 0 для будь-якого a. Диференцiюючи визначальне
рiвняння (3.18) за змiнною t та розщеплюючи за змiнними x, зокрема,
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отримаємо матричне рiвняння 1
2ξ

0
ttttE

n− 2ξ0
ttJ = 0, з якого випливає, що

ξ0
tt = 0 внаслiдок лiнiйної незалежностi матриць J та En. Тому ηbat = 0

для будь-якої пари iндексiв a та b.
Отже, визначальнi рiвняння (3.18) еквiвалентнi сукупностi системи

η0
tt = Jη0, η0 = (η10, . . . , ηn0)T

(тобто η0 є довiльним розв’язком системи (3.12)) i матричного рiвняння

HJ − 2ξtJ = JH. (3.21)

на матрицю H = (ηba) розмiрностi n× n.
Якщо ξt = 0 для будь-якого оператора лiївської симетрiї систе-

ми (3.12), то рiвняння (3.21) — умова комутування матрицьH та J , тобто
JH = HJ . Таким чином, приходимо до задачi Фробенiуса: визначити всi
матрицi H, що комутують з фiксованою матрицею J . Це стандартна за-
дача з класичної теорiї матриць; див., наприклад, [150, роздiл VIII].

Якщо iснує лiївський оператор симетрiї Q системи (3.12) з ξt 6= 0, то
вiдповiдна матриця H задовольняє неоднорiдне матричне рiвняння

JH −HJ = κJ, (3.22)

де κ = −2c1 6= 0. Це рiвняння сумiсне тодi й лише тодi, коли матриця J є
нiльпотентною, що прямо випливає з леми 4 у [167, с. 44] або теореми II
у [257]. Матричне рiвняння (3.22) є неоднорiдною лiнiйною системою ал-
гебраїчних рiвнянь на коефiцiєнти матрицi H. Тому загальний розв’язок
рiвняння (3.22) є сумою частинного розв’язку рiвняння (3.22) i загально-
го розв’язку вiдповiдного однорiдного матричного рiвняння JH = HJ ,
яке обговорювалося вище. Частинним розв’язком рiвняння (3.22) є

κ diag(1, 2, . . . , k1, 1, 2, . . . , k2, . . . , 1, 2, . . . , ks),

де k1, k2, . . . , ks — розмiри жорданових клiтинок матрицi J , див. (3.13).
Пiдсумовуючи викладене, сформулюємо основне твердження.
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Теорема 3.21. Нехай J — матриця в жордановiй формi (3.13), не про-
порцiйна одиничнiй матрицi. Максимальною алгеброю лiївської iнварi-
антностi gJ системи ẍ = Jx є

〈Xm, m = 1, . . . , 2n, H`, ` = 1, . . . , N, T 〉

або

〈Xm, m = 1, . . . , 2n, H`, ` = 1, . . . , N, T , D〉,

якщо матриця J є ненiльпотентною або нiльпотентною вiдповiдно.
Тут

Xm = ϕma(t)∂xa, H` = (H`)baxa∂xb,

T = ∂t, D = t∂t − 2γabxb∂xa,

вектор-функцiї ϕm = (ϕm1(t), . . . , ϕmn(t))T, m = 1, . . . , 2n, утворю-
ють фундаментальну систему розв’язкiв системи ẍ = Jx, а H`,
` = 1, . . . , N , вичерпують усi лiнiйно незалежнi матрицi, що комуту-
ють з матрицею J , (γab) = diag(1, 2, . . . , k1, 1, 2, . . . , k2, . . . , 1, 2, . . . , ks).

Через N = N(D) позначимо кiлькiсть лiнiйно незалежних матриць,
що комутують iз матрицею D. Очевидно, що N(D) = N(D̃), якщо ма-
трицi D та D̃ подiбнi.

Наслiдок 3.22. Розмiрнiсть максимальної алгебри лiївської iнварi-
антностi gD системи ẍ = Dx з D /∈ 〈En〉 дорiвнює 2n + N + 1 або
2n + N + 2, якщо матриця D є вiдповiдно ненiльпотентною або нiль-
потентною.

Нехай матриця J вигляду (3.13) є жордановою формою матрицi D,
а σij — степiнь найбiльшого спiльного дiльника многочленiв (λ − λi)ki i
(λ− λj)kj , тобто σij = 0, якщо λi 6= λj, i σij = min(ki, kj), якщо λi = λj.
Тодi значення N = N(D) обчислюють за формулою [150, с. 221]

N =
s∑

i,j=1

σij. (3.23)
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Нехай I1(λ), . . . , Iq(λ) утворюють повну систему несталих iнварiант-
них многочленiв для матрицi D зi степенями n1 > · · · > nq > 0. Кожен
iнварiантний многочлен Iα(λ) є добутком взаємно простих елементарних
дiльникiв матрицi D: Iα(λ) = (λ− λ̂1)

dα1 · · · (λ− λ̂p)dαp, α = 1, . . . , q. Тут
λ̂1, . . . , λ̂p — усi рiзнi власнi значення матрицi D, d1j > d2j > · · · > dqj >

0, j = 1, 2, . . . , p, nα = dα1+· · ·+dαp, α = 1, . . . , q, n1+· · ·+nq = n, а тому
I1(λ) · · · Iq(λ) — характеристичний многочлен матрицi D. Згiдно [150,
с. 222, теорема 2] маємо ще одну формулу для знаходження значення
N = N(D),

N = n1 + 3n2 + · · ·+ (2q − 1)nq. (3.24)

Наведемо деякi елементарнi властивостi для N(D), необхiднi для
подальшого розгляду. По-перше, N(D) = n mod 2, тобто N(D) приймає
лише непарнi (або парнi) значення для непарних (або парних) n. Значен-
ня N(D) повнiстю визначено набором n̄ = (n1, . . . , nq) степенiв несталих
iнварiантних многочленiв матрицi D або, еквiвалентно, розбиттям n на
натуральнi доданки n1 > · · · > nq > 0: n = n1 + · · ·+ nq. З представлен-
ня (3.24) випливає, що n 6 N(D) 6 n2 для будь-якої матрицi D розмiр-
ностi n × n. Рiвнiсть N(D) = n має мiсце тодi й лише тодi, коли q = 1,
звiдки n̄ = (n), тобто всi елементарнi дiльники матрицi D є попарно вза-
ємно простими, або, iншими словами, всi власнi значення матрицi D є
попарно рiзними. Максимальне значення N = n2 досягається лише то-
дi, коли матриця D пропорцiйна одиничнiй матрицi, тобто D ∈ 〈En〉,
оскiльки в цьому випадку кiлькiсть (несталих) iнварiантних многочле-
нiв для матрицi D є також максимальною й дорiвнює n, а n̄ = (1, . . . , 1).
Пiдмаксимальне значення N(D) дорiвнює N = n2 − 2n + 2; воно мож-
ливе лише для набору n̄ = (2, 1, . . . , 1). Тодi матриця D подiбна або
J2
λ1
⊕
(⊕n−2

i=1 J
1
λ1

)
, або

(⊕n−1
i=1 J

1
λ1

)
⊕ J1

λ2
, де λ1 6= λ2. Наступне можливе

значення N = n2 − 4n+ 8 вiдповiдає набору n̄ = (2, 2, 1, . . . , 1), n > 4.
Теорема 3.21 та наслiдок 3.22 разом iз формулами (3.23) i (3.24) нада-

ють бiльш ефективний алгоритм знаходження розмiрностей максималь-
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них алгебр лiївської iнварiантностi для систем з класу (3.11), нiж ранiше
вiдомi; див., наприклад, [111, твердження 4]. Також цей алгоритм дає
можливiсть явної побудови базисiв таких алгебр для фiксованих жорда-
нових матриць. Окрiм того, отримано серiю простих оцiнок для розмiр-
ностей таких алгебр (для порiвняння див., наприклад, [110,111]).

Наслiдок 3.23. Максимальна алгебра лiївської iнварiантностi для сис-
теми ẍ = Dx має мiнiмальну розмiрнiсть 3n+ 1 серед систем вигля-
ду (3.11) тодi й лише тодi, коли матриця D є ненiльпотентною й усi
її елементарнi дiльники попарно взаємно простi.

Iншими словами, мiнiмальна розмiрнiсть досягається, коли жордано-
ву форму матрицi D утворено або єдиною жордановою клiтинкою з не-
нульовим власним значенням, або декiлькома жордановими клiтинками
з попарно рiзними власними значеннями. Якщо матрицяD подiбна однiй
жордановiй клiтинцi Jn0 з нульовим власним значенням, то розмiрнiсть
максимальної алгебри лiївської iнварiантностi системи ẍ = Dx дорiвнює
3n+ 2.

Наслiдок 3.24. Розмiрностi максимальних алгебр лiївської iнварiант-
ностi систем вигляду ẍ = Dx з D /∈ 〈En〉 не бiльшi за n2 + 4, причому
ця верхня оцiнка досягається тодi й лише тодi, коли матриця D по-
дiбна нiльпотентнiй жордановiй матрицi J2

0 ⊕
(⊕n−2

i=1 J
1
0

)
.

Таким чином, для будь-якої системи з класу (3.11), нееквiвалентної
найпростiшiй системi ẍ = 0, розмiрнiсть максимальної алгебри лiївської
iнварiантностi g задовольняє нерiвнiсть

3n+ 1 6 dim g 6 n2 + 4,

i цi оцiнки є точними. Розмiрнiсь dim g дорiвнює n2 + 3 для будь-якої
системи ẍ = Dx з матрицею D, яка подiбна або J2

λ1
⊕
(⊕n−2

i=1 J
1
λ1

)
,

λ1 6= 0, або
(⊕n−1

i=1 J
1
λ1

)
⊕ J1

λ2
, λ1 6= λ2, i лише для елементiв пiдкла-

сiв еквiвалентностi таких систем з точнiстю до точкових перетворень.
Як згадувалося вище, dim g = 3n + 2, якщо матриця D подiбна до Jn0 .
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Водночас, лише у випадку 2 6 n 6 4 для кожного натурального зна-
чення ρ з iнтервалу [3n + 1, n2 + 4] iснує система з класу (3.11), роз-
мiрнiсть максимальної алгебри лiївської iнварiантностi якої дорiвнює ρ.
Для n > 5, наприклад, не iснує матриць D розмiрностi n × n таких,
що dim gD ∈ [n2 − 2n + 11, n2 + 2]. Причому кiлькiсть таких особливих
iнтервалiв зростає зi збiльшенням n.

Якщо матриця J є дiагональною, тобто всi елементарнi дiльники ма-
ють степень 1, i додатково J /∈ 〈En〉, то

N = N(J) =

p∑
i=1

r2
i ,

де λ̂1, . . . , λ̂p — всi рiзнi власнi значення матрицi J , а ri — кратностi λ̂i,
i = 1, . . . , p. Таким чином, з наслiдку 3.22 прямо випливає твердження 3
статтi [110].

Розглянемо жорданову матрицю J з єдиним власним значенням λ,
тобто J = Jk1

λ ⊕ J
k2

λ ⊕ · · · ⊕ J
ks
λ з k1 > k2 > · · · > ks i k1 + · · · + ks = n.

З формул (3.23) i (3.24) випливає, що

N =
s∑
i=1

(2i− 1)ki = ns−
s−1∑
i=1

s∑
j=i+1

(ki − kj).

З огляду на наслiдок 3.22 це суттєво спрощує доведення теореми 2 робо-
ти [111].

Зауваження 3.25. Для дiйсної матрицi D кiлькiсть лiнiйно незалеж-
них розв’язкiв системи ẍ = Dx (як i кiлькiсть N = N(D) лiнiйно не-
залежних матриць, комутуючих iз D) над дiйсним полем така сама, як
над комплексним полем. Таким чином, усi отриманi результати можна
прямо перенести на дiйсний випадок. Зокрема, в теоремi 3.21 достатньо
розглянути дiйснi жордановi матрицi й використовувати дiйснi вiдпо-
вiдники вектор-функцiй ϕm = (ϕm1(t), . . . , ϕmn(t))T, m = 1, . . . , 2n, та
матриць H`, ` = 1, . . . , N . Дивись приклад 3.27.
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Iлюстративнi приклади. Нижче наведемо два простих приклади для
iлюстрацiї теореми 3.21.

Приклад 3.26. Для системи (3.12) з жордановою матрицею J = J2
λ1
⊕

J2
λ2
, тобто системи

ẍ1 = λ1x
1 + x2, ẍ2 = λ1x

2,

ẍ3 = λ2x
3 + x4, ẍ4 = λ2x

4,
(3.25)

необхiдно розглянути два рiзних випадки залежно вiд власних значень
λ1 та λ2, а саме λ1 6= λ2 та λ1 = λ2.

У випадку λ1 6= λ2 єдиним несталим iнварiантним многочленом мат-
рицi J є (λ − λ1)

2(λ − λ2)
2. Звiдки N = 4, i будь-яка комутуюча з J

матриця має вигляд [150, роздiл VIII]

H =


η11 η12 ... 0 0
0 η11 ... 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . .

0 0
... η33 η34

0 0
... 0 η33

 .

Побудувавши фундаментальну множину розв’язкiв системи (3.25), з ви-
користанням теореми 3.21 отримаємо 13-вимiрну максимальну алгебру
лiївської iнварiантностi системи (3.25): або

〈e
√
λ1t(t∂x1 + 2

√
λ1∂x2), e−

√
λ1t(t∂x1 − 2

√
λ1∂x2), e

√
λ1t∂x1, e−

√
λ1t∂x1,

e
√
λ2t(t∂x3 + 2

√
λ2∂x4), e−

√
λ2t(t∂x3 − 2

√
λ2∂x4), e

√
λ2t∂x3, e−

√
λ2t∂x3,

x1∂x1 + x2∂x2, x2∂x1, x3∂x3 + x4∂x4, x4∂x3, ∂t〉

для λ1 6= λ2 6= 0, або

〈e
√
λ1t(t∂x1 + 2

√
λ1∂x2), e−

√
λ1t(t∂x1 − 2

√
λ1∂x2), e

√
λ1t∂x1, e−

√
λ1t∂x1,

t3∂x3 + 6t∂x4, t2∂x3 + 2∂x4, t∂x3, ∂x3, x1∂x1 + x2∂x2, x2∂x1,

x3∂x3 + x4∂x4, x4∂x3, ∂t〉

для λ1 6= λ2 = 0.



201

Якщо λ1 = λ2, то несталими iнварiантними многочленами для матри-
цi J є (λ− λ1)

2 i (λ− λ1)
2, а тому N = 8. Матриця H комутує з J тодi й

лише тодi, коли вона має вигляд

H =


η11 η12 ... η13 η14

0 η11 ... 0 η13

. . . . . . . . . . . . . . . .

η31 η32 ... η33 η34

0 η31 ... 0 η33

 .

У результатi знаходимо 17-вимiрну максимальну алгебру лiївської iнва-
рiантностi

〈e
√
λ1t(t∂x1 + 2

√
λ1∂x2), e−

√
λ1t(t∂x1 − 2

√
λ1∂x2), e

√
λ1t∂x1, e−

√
λ1t∂x1,

e
√
λ1t(t∂x3 + 2

√
λ1∂x4), e−

√
λ1t(t∂x3 − 2

√
λ1∂x4), e

√
λ1t∂x3, e−

√
λ1t∂x3,

x1∂x1 + x2∂x2, x2∂x1, x3∂x1 + x4∂x2, x4∂x1, x1∂x3 + x2∂x4, x2∂x3,

x3∂x3 + x4∂x4, x4∂x3, ∂t〉

для λ1 6= 0 або 18-вимiрну максимальну алгебру лiївської iнварiантностi

〈t3∂x1 + 6t∂x2, t2∂x1 + 2∂x2, t∂x1, ∂x1, t3∂x3 + 6t∂x4,

t2∂x3 + 2∂x4, t∂x3, ∂x3, x1∂x1 + x2∂x2, x2∂x1, x3∂x1 + x4∂x2,

x4∂x1, x1∂x3 + x2∂x4, x2∂x3, x3∂x3 + x4∂x4, x4∂x3, ∂t,

t∂t − 2x1∂x1 − 4x2∂x2 − 2x3∂x3 − 4x4∂x4〉

для λ1 = 0.

Приклад 3.27. Розглянемо над дiйсним полем систему

ẍ1 = µx1 + νx2, ẍ2 = −νx1 + µx2,

ẍ3 = x4, ẍ4 = 0, ẍ5 = 0,
(3.26)

вигляду (3.12) з дiйсною жордановою матрицею J = R2
µν ⊕ J2

0 ⊕ J1
0 , де

R2
µν = (

µ ν
−ν µ ), ненульову сталу ν можна вважати додатною з точнiстю до

перестановки x1 та x2.
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Матриця H комутує з J тодi й лише тодi, коли вона має вигляд

H =



η11 η12 ... 0 0
... 0

−η12 η11 ... 0 0
... 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0
... η33 η34 ... η35

0 0
... 0 η33 ... 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0

... 0 η54 ... η55


.

Тодi згiдно теореми 3.21 максимальну алгебру лiївської iнварiантностi
системи (3.26) породжують 18 векторних полiв

eαt cos βt∂x1 − eαt sin βt∂x2, eαt sin βt∂x1 + eαt cos βt∂x2,

e−αt cos βt∂x1 + e−αt sin βt∂x2, −e−αt sin βt∂x1 + e−αt cos βt∂x2,

∂x3, t∂x3, t3∂x3 + 6t∂x4, t2∂x3 + 2∂x4, ∂x5, t∂x5, x1∂x1 + x2∂x2,

x2∂x1 − x1∂x2, x3∂x3 + x4∂x4, x4∂x3, x5∂x3, x4∂x5, x5∂x5, ∂t,

де α =

√√
µ2 + ν2 + µ

2
, β =

√√
µ2 + ν2 − µ

2
.

Висновки. У цьому параграфi вичерпно вивчено лiївськi симетрiї
систем лiнiйних ЗДР другого порядку зi сталими комутуючими матрич-
ними коефiцiєнтами над комплексним та дiйсним полями, якi зводяться
до вигляду (3.12). Явний опис максимальних алгебр лiївської iнварiант-
ностi для будь-якої системи з класу (3.11) наведено в теоремi 3.21. Наслi-
док 3.22 разом з формулами (3.23) i (3.24) дає простий i алгоритмiчний
пiдхiд для обчислення розмiрностей таких алгебр. Зокрема, показано, що
цi розмiрностi повнiстю визначено степенями несталих iнварiантних мно-
гочленiв вiдповiдних жорданових матриць у зведених системах (3.12).
Також знайдено точнi оцiнки для можливих значень цих розмiрностей.
Для спрощення розгляд проведено над комплексним полем, але всi ре-
зультати i твердження можна прямо розширити на дiйсний випадок, див.
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зауваження 3.25. Цi результати суттєво покращують i узагальнюють по-
переднi результати з [110,111,205,281]. Переваги запропонованого пiдхо-
ду проiлюстровано прикладами.

Вiдкритою залишається проблема дослiдження лiївських симетрiй
бiльш загальних систем, нiж (3.11), зокрема, лiнiйних систем зi змiнни-
ми коефiцiєнтами. Ця задача потребую детального вивчення групоїдiв
еквiвалентностi розглядуваних класiв, опису їх максимальних нормалi-
зованих пiдкласiв, поєднання алгебраїчних методiв i теорiї сумiсностi
систем диференцiальних рiвнянь у груповiй класифiкацiї [251]. Також
вiдкритою є проблема лiнеаризацiї систем (3.9) за допомогою точкових
перетворень.

3.3. Групоїди еквiвалентностi класiв лiнiйних
звичайних диференцiальних рiвнянь
та їх групова класифiкацiя

Незважаючи на те, що трансформацiйнi (зокрема й симетрiйнi) влас-
тивостi лiнiйних ЗДР добре вивчено (див., наприклад, детальнi огля-
ди [12, 194, 263] i монографiї [2, 162, 224, 264]), розглянемо їх з iншої
точки зору, а саме опишемо повну множину допустимих перетворень
мiж такими рiвняннями. Це дозволить провести групову класифiка-
цiю лiнiйних ЗДР у рамках алгебраїчного пiдходу, який уже пока-
зав свою ефективнiсть у задачах групової класифiкацiї як звичайних
диференцiальних рiвнянь, так i диференцiальних рiвнянь з частинни-
ми похiдними; див., наприклад, [61, 245, 251, 252, 276] та вiдповiднi по-
силання у цих статтях. Ранiше — у [174, 196] — групову класифiка-
цiю лiнiйних ЗДР незалежно виконано в рамках стандартного пiдхо-
ду, що базується на дослiдженнi сумiсностi визначальних рiвнянь для
лiївських симетрiй i прямому розв’язаннi цих рiвнянь, а тому призво-
дить до дуже громiздких обчислень. Хоча цей пiдхiд є загальноприйня-
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тим у груповому аналiзi диференцiальних рiвнянь, вiн є ефективним
лише для класiв рiвнянь вiдносно простої структури. У [224, c. 217–
218] розв’язання задачi групової класифiкацiї лiнiйних ЗДР пов’язано
з результатами Е.Ю. Вiлкзинського [287] про вiдноснi iнварiанти для
лiнiйних ЗДР у формi Лагера–Форсайта. Аналогiчну проблему кла-
сифiкацiї лiнiйних ЗДР з точнiстю до контактних перетворень, а та-
кож вiдповiдну задачу еквiвалентностi, детально розглянуто у робо-
тах [288–290].

Метою цього параграфу є повна групова класифiкацiя класу L лi-
нiйних ЗДР r-го порядку (r > 3) за допомогою бiльш елегантного ал-
гебраїчного пiдходу з використанням пiдгрупового аналiзу алгебри еквi-
валентностi класу L. Такий пiдхiд спрацьовує належним чином, оскiль-
ки клас L є (точково) нормалiзованим (у звичайному сенсi), тобто пе-
ретворення з його (звичайної) точкової (псевдо)групи еквiвалентнос-
тi3.1 G∼ генерують усi допустимi точковi перетворення3.2 мiж рiвнян-
нями з класу L. Групова класифiкацiя класу лiнiйних ЗДР другого по-
рядку є тривiальною, оскiльки його група еквiвалентностi дiї транзи-
тивно. Зауважимо, що групу еквiвалентностi G∼ класу L, r > 2, впер-
ше знайдено П. Штекелем [271]3.3. На множинi допустимих перетворень
будь-якого класу диференцiальних рiвнянь природно ввести структу-
ру групоїда, тому її називають групоїдом еквiвалентностi цього кла-
су [61, 245]. Див., наприклад, [61, 245, 251, 277] щодо означення норма-
лiзованих класiв та iнших пов’язаних понять. Можна сказати, що гру-

3.1Iснує й iнша термiнологiя для цього поняття, наприклад, “структурна група еквiвалентнос-
тi” [264]. Атрибути “звичайна” i “псевдо-” як правило прийнято опускати для звичайної псевдогрупи
еквiвалентностi. Також атрибут “нормалiзований” вживаємо без додаткових уточнень у випадку
точкової нормалiзованостi у звичайному сенсi.

3.2Допустимим (точковим) перетворенням класу диференцiальних рiвнянь називають трiйку
вигляду (E , Ẽ , T ). Тут E та Ẽ — рiвняння з заданого класу, або, що еквiвалентно, вiдповiднi значе-
ння довiльних елементiв, якi параметризують цей клас. Елемент T у допустимому перетвореннi —
точкове перетворення, що вiдображає рiвняння E у рiвняння Ẽ .

3.3Тут також варто згадати про внесок Г.Г. Альфана (G.H. Halphen) [159], Е. Лагера
(E. Laguerre) [182], А.Р. Форсайта (A.R. Forsyth) [135] та Е.Ю. Вiлкзицького (E.J. Wilczynski) [287]
у дослiдженнi точкових перетворень мiж лiнiйними ЗДР.
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поїд еквiвалентностi G∼ класу L з r > 3 породжує його група еквiва-
лентностi G∼.

Вивчення класу L лiнiйних ЗДР r-го порядку (r > 2) розпочнемо
з опису його групоїда еквiвалентностi у термiнах нормалiзованостi. До-
вiльнi елементи класу L можна калiбрувати параметризованими сiм’ями
перетворень зG∼, що призводить до вiдображення класуL у його пiдкла-
си. Два таких калiбрування пов’язанi з похiдними порядку r−1 та r−2 i
є добре вiдомими. Результатом таких калiбрувань є рацiональна форма з
нульовим коефiцiєнтом при похiднiй n−1 порядку (пiдклас L1) та форма
Лагера–Форсайта з нульовими коефiцiєнтами при похiдних r− 1 та r− 2

порядку (пiдклас L2). При r > 3 обидва пiдкласи L1 та L2 також нор-
малiзованi вiдносно своїх груп еквiвалентностi. Далi розглянуто два ка-
лiбрування, що пов’язанi з похiдними найнижчого порядку i призводять
до першої та другої форм Арнольда. Вiдповiднi пiдкласи не є навiть на-
пiвнормалiзованими, а тому такi калiбрування непридатнi для симетрiй-
ного аналiзу. Маючи послiдовнiсть нормалiзованих класiв L ⊃ L1 ⊃ L2

для r > 3 i вiдповiдну послiдовнiсть класiв однорiдних рiвнянь, якi є
лише напiвнормалiзованими, можна прокласифiкувати лiївськi симетрiї
лiнiйних ЗДР r-го порядку за допомогою алгебраїчного пiдходу трьома
рiзними способами.Також дослiджено узагальненi розширенi групи еквi-
валентностi згаданих вище класiв лiнiйних однорiдних ЗДР i покращено
властивостi нормалiзованостi цих класiв за допомогою репараметризацiї.
На завершення пiдсумовано отриманi результати й обговорено їхнiй зв’я-
зок iз можливими методами групової класифiкацiї систем лiнiйних ЗДР.

Результати цього параграфу опублiковано у роботах [90,91,94–96].

Групоїди еквiвалентностi класiв лiнiйних ЗДР. Розглянемо клас L
лiнiйних ЗДР r-го порядку (r > 2) вигляду

x(r) + ar−1(t)x
(r−1) + · · ·+ a1(t)x

(1) + a0(t)x = b(t), (3.27)

де ar−1, . . . , a1, a0 та b — довiльнi гладкi функцiї змiнної t, x = x(t) —
невiдома функцiя, x(k) = dkx/dtk, k = 1, . . . , r, i x(0) := x. Далi вико-
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ристовуємо також позначення x′ = dx/dt та x′′ = d2x/dt2 для похiдних
першого i другого порядкiв вiдповiдно. Через нижнi iндекси t i x позна-
чено диференцiювання за вiдповiдною змiнною. Вважаємо, що всi змiннi,
функцiї та iншi значення є або дiйсними, або комплексними, тобто базо-
ве поле F є вiдповiдно або F = R, або F = C. Весь розгляд проведено в
локальному пiдходi.

Загальний клас. При дослiдженнi структури групоїда еквiвалентностi
всього класу L залежно вiд значення r виникає два рiзнi випадки, а саме
r = 2 та r > 3. Розпочнемо розгляд iз випадку r = 2.

Твердження 3.28. Групу еквiвалентностi G∼ класу L з r = 2 склада-
ють перетворення, проекцiї яких на простiр змiнних3.4 мають вигляд

t̃ = T (t), x̃ = X1(t)x+X0(t), (3.28)

де T , X1, X0 — довiльнi гладкi функцiї змiнної t, причому TtX1 6= 0.

Доведення. Розглянемо точкове перетворення T загального вигляду

t̃ = T (t, x), x̃ = X(t, x) (3.29)

з ненульовим якобiаном

J = |∂(T,X)/∂(t, x)| 6= 0,

що пов’язує два фiксованих лiнiйних ЗДР другого порядку E та Ẽ . Пiд-
ставляємо вирази для нових змiнних (з хвильками) i вiдповiдних похiд-
них у старих змiнних (без хвильок) у рiвняння Ẽ . Отримана рiвнiсть має
виконуватися тотожно на розв’язках рiвняння E . Додатково пiдставля-
ючи вираз для x′′, визначений рiвнянням E , розщеплюємо тотожнiсть за

3.4Оскiльки немає нетривiальних калiбровочних еквiвалентностей для всiх класiв лiнiйних ЗДР,
що розглядаються нижче (це не вiдноситься до репараметризованих класiв, що дослiджуються в
останньому пунктi цiєї секцiї), то наведено лише t- та x-компоненти перетворень, причому кожна
така пара повнiстю визначає вiдповiднi компоненти для довiльних елементiв. Форма (3.28) є най-
бiльш загальною для всiх перетворень еквiвалентностi, що виникають. Компоненти для довiльних
елементiв можна отримати з використанням формули Фаа дi Бруно й загального правила Лейбнiца,
а тому вони дуже громiздкi.
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степенями похiдної x′. Зiбравши коефiцiєнти при (x′)3, отримаємо рiв-
няння

XxxTx −XxTxx + ã1XxT
2
x + (ã0X − b̃)T 3

x = 0.

Оскiльки в це рiвняння входять лише довiльнi елементи ã1, ã0 та b̃ i по-
трiбно обчислити групу еквiвалентностi, то цi елементи можна варiювати
й розщепити за ними. Таким чином, Tx = 0, тобто T = T (t). Коефiцiєнти
при (x′)2 задовольняють рiвняння TtXxx = 0. Оскiльки умова J 6= 0 зво-
диться до нерiвностi TtXx 6= 0, маємо, що

X = X1(t)x+X0(t), X1 6= 0.

Iншi визначальнi рiвняння, отриманi пiсля додаткового розщеплення за
x′ та x, визначають перетворення для компонент довiльних елементiв як
функцiї вiд змiнних та довiльних елементiв.

Твердження 3.29. Групоїд еквiвалентностi класу L лiнiйних ЗДР
другого порядку породжено композицiями перетворень iз групи еквi-
валентностi G∼ цього класу та перетвореннями з групи точкових си-
метрiй рiвняння x′′ = 0. Iншими словами, клас L є напiвнормалiзова-
ним, але не є нормалiзованим.

Доведення. Елементарне рiвняння x′′ = 0 iнварiантне вiдносно точкових
перетворень, якi є дробово-лiнiйними, але не лiнiйними вiдносно x або
t-компоненти яких залежать вiд змiнної x. Кожна з цих властивостей
не має мiсце для перетворень вигляду (3.28). Таким чином, у класi L
iснують допустимi перетворення, не породженi його перетвореннями ек-
вiвалентностi, тобто цей клас не є нормалiзованим.

Добре вiдомо, що будь-яке лiнiйне ЗДР другого порядку E можна
звести до рiвняння x′′ = 0 точковим перетвореннями еквiвалентностi —
так званими перетвореннями Арнольда

t̃ =
ϕ2(t)

ϕ1(t)
, x̃ =

x− ϕ0(t)

ϕ1(t)
, (3.30)
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де ϕ0 — частинний розв’язок рiвняння E , ϕ1 та ϕ2 — лiнiйно незалежнi
розв’язки вiдповiдного однорiдного рiвняння; див., наприклад, [50, c. 43]
або [156]. Iншими словами, клас L є єдиною орбiтою своєї групи еквi-
валентностi G∼. Будь-який клас з такою властивiстю є напiвнормалiзо-
ваним. Покажемо це детальнiше. Розглянемо два фiксованих рiвняння
E1 та E2 з класу L з r = 2 та точкове перетворення T , що пов’язує цi
рiвняння. Нехай T1 та T2 — проекцiї елементiв з G∼ на простiр змiнних,
що вiдповiдно вiдображають рiвняння E1 та E2 у рiвняння x′′ = 0. Тодi
перетворення T0 := T2T T −1

1 належить групi точкових симетрiй рiвняння
x′′ = 0. Звiдси випливає представлення

T = T −1
2 T0T1.

Таким чином, T є композицiєю перетворень еквiвалентностi T1, T −1
2 та

перетворення симетрiї T0 рiвняння x′′ = 0 (див. рисунок).

Очевидно, що будь-яке перетворення, яке допускає таке представлен-
ня, вiдображає рiвняння E1 у рiвняння E2. Це перетворення можна запи-
сати як T = Ť T̂ , де Ť = T −1

2 T1 — перетворення еквiвалентностi класу L

та T̂ = T −1
1 T0T1 — перетворення симетрiї рiвняння E1. Це означає, що

клас L є напiвнормалiзованим.

Зауваження 3.30. Група еквiвалентностi G∼ породжує всi допустимi
перетворення класу L з r = 2, що зберiгають розшарування на незалеж-
нi й залежнi змiннi. Це безпосередньо випливає з того, що накладання
умови Tx = 0 на допустимi перетворення призводить до умови Xxx = 0.



209

Розглянемо клас L при r > 3. Хоча проекцiї перетворень з групи
еквiвалентностi на простiр змiнних у випадку r > 3 такi самi, як i у
випадку r = 2, вiдповiдний групоїд еквiвалентностi має iншу струк-
туру.

Твердження 3.31. Групу еквiвалентностi G∼ класу L з r > 3 скла-
дають перетворення, проекцiї яких на простiр змiнних мають ви-
гляд (3.28). Ця група породжує весь групоїд еквiвалентностi класу L,
тобто клас L є нормалiзованим.

Доведення. Для дослiдження допустимих перетворень у класi L розгля-
немо пару рiвнянь з цього класу, а саме рiвняння E вигляду (3.27) i
рiвняння Ẽ такого самого вигляду, у якому всi змiннi, похiднi й довiльнi
елементи з хвильками, i припускаємо, що цi рiвняння пов’язанi точковим
перетворенням T загального вигляду (3.29). Спочатку виразимо похiднi
з хвильками через змiннi без хвильок:

x̃(k) =

(
1

DT
D

)k
X,

де D = ∂t+x
′∂x+x′′∂x′+ · · · — оператор повної похiдної за змiнною t. Пi-

сля пiдстановки виразiв для змiнних i похiдних у Ẽ з хвильками, отримає-
мо рiвняння без змiнних з хвильками. Це рiвняння має бути тотожнiстю
на многовидi, визначеному рiвнянням E у просторi струменiв r-го по-
рядку незалежної змiнної t i залежної змiнної x. Коефiцiєнт при x′′x(r−1)

у цьому рiвняннi дорiвнює

− J

(DT )r+2
Tx

(
3 +

(r − 2)(r + 3)

2

)
= 0,

а тому Tx = 0, тобто функцiя T не залежить вiд змiнної x: T = T (t).
При цьому умова невиродженостi J 6= 0 спрощується до TtXx 6= 0. Вра-
ховуючи рiвнiсть Tx = 0, збираємо коефiцiєнти при x′x(r−1), що дає

rT−rt Xxx = 0.
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Звiдси випливає, що Xxx = 0, тобто X є лiнiйною функцiєю змiнної x:
X = X1(t)x+X0(t). Таким чином, перетворення T має вигляд (3.28). Iншi
визначальнi рiвняння, побудованi розщепленням за похiдними змiнної x
пiсля пiдстановки виразу для x(r) з рiвняння E , визначають спiввiдноше-
ння мiж довiльними елементами початкового й перетвореного рiвнянь.

Перетворення T вiдображає будь-яке рiвняння з класу L у рiвнян-
ня з цього ж класу, а його продовження на довiльнi елементи ar−1, . . . ,
a0, b, визначене зазначеними спiввiдношеннями, є точковим перетворен-
ням в об’єднаному просторi змiнних i довiльних елементiв. Тому такi
продовження перетворень вигляду (3.28) утворюють (звичайну) групу
еквiвалентностi G∼ класу L. Оскiльки будь-яке допустиме перетворення
у класi L породжено перетворенням зG∼, цей клас є нормалiзованим.

Розглянемо вiдповiдний пiдклас L̂ лiнiйних однорiдних ЗДР r-го по-
рядку (r > 2), виокремлений з класу L умовою b = 0. Довiльний еле-
мент b можна вiдкалiбрувати до нуля перетвореннями еквiвалентностi.
А саме, клас L можна вiдобразити в його пiдклас L̂ за допомогою сiм’ї
точкових перетворень з T = t, X1 = 1, а X0 — частинний розв’язок
початкового рiвняння, а тому цi перетворення параметризованi функ-
цiєю b.

Наслiдок 3.32. Групу еквiвалентностi Ĝ∼ пiдкласу L̂ складають пе-
ретворення, якi можна формально отримати з елементiв групи еквi-
валентностi G∼ класу L, поклавши X0 = 0 i опустивши компоненту
для b.

Наслiдок 3.33. Пiдклас L̂ при r = 2 є орбiтою елементарного рiв-
няння x′′ = 0 пiд дiєю групи еквiвалентностi Ĝ∼. Звiдки пiдклас L̂ є
напiвнормалiзованим, але не є нормалiзованим.

Наслiдок 3.34. Точкове перетворення вiдображає рiвняння E з пiдкла-
су L̂ при r > 3 у рiвняння з цього ж пiдкласу тодi й лише тодi, коли
це перетворення має вигляд (3.28), де вiдношення X0/X1 є розв’язком
рiвняння E .
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Iншими словами, трансформацiйну частину будь-якого допустимого
перетворення в класi L̂ з r > 3 можна представити як композицiю пе-
ретворення симетрiї початкового рiвняння, пов’язаного з лiнiйним прин-
ципом суперпозицiї, з проекцiєю елемента групи еквiвалентностi Ĝ∼ на
простiр змiнних. Для всiх рiвнянь з класу L̂ вiдповiднi групи точкових
симетрiй, що пов’язанi з лiнiйним принципом суперпозицiї, мають одна-
кову структуру. Зокрема, вони комутативнi та r-вимiрнi. Таким чином,
хоча клас L̂ не є нормалiзованим, вiн є напiвнормалiзованим у дуже спе-
цифiчний спосiб, який є частинним випадком так званої однорiдної напiв-
нормалiзацiї3.5. У подiбних ситуацiях коротко казатимемо, що клас одно-
рiдно напiвнормалiзований вiдносно лiнiйної суперпозицiї розв’язкiв.

Рацiональна форма. За допомогою параметризованих сiмей перетво-
рень з групи еквiвалентностi G∼ можна калiбрувати довiльнi елементи
класу L. Наприклад, можна покласти

ar−1 = 0

за допомогою параметризованої сiм’ї проекцiй перетворень еквiвалент-
ностi на (t, x)-простiр

t̃ = t, x̃ = exp

(
1

r

∫
ar−1(t)dt

)
x, (3.31)

яка вiдображає клас L у пiдклас L1 рiвнянь у рацiональнiй формi

x(r) + ar−2(t)x
(r−2) + · · ·+ a1(t)x

′ + a0(t)x = b(t), (3.32)

де хвильки над змiнними та довiльними елементiв опущено. Цю форму
використано у роботах [174,196] для групової класифiкацiї лiнiйних ЗДР
у рамках стандартного пiдходу, що базується на дослiдженнi сумiсностi
системи визначальних рiвнянь.

3.5Аналогiчнi властивостi вiдомi для класiв однорiдних лiнiйних диференцiальних рiвнянь з час-
тинними похiдними, для яких вiдповiднi класи (у загальному) неоднорiдних лiнiйних диференцi-
альних рiвнянь з частинними похiдними є нормалiзованими [252].
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Твердження 3.35. Групу еквiвалентностi G∼1 пiдкласу L1 складають
перетворення, проекцiї яких на простiр змiнних мають вигляд3.6

t̃ = T (t), x̃ = C(Tt(t))
r−1

2 x+X0(t), (3.33)

де T та X0 — довiльнi гладкi функцiї змiнної t з Tt 6= 0, а C — довiльна
ненульова стала. Пiдклас L1 при r = 2 є напiвнормалiзованим. Якщо
r > 3, то група G∼1 породжує групоїд еквiвалентностi цього пiдкласу,
тобто пiдклас є нормалiзованим.

Доведення. У випадку r = 2, повторимо кроки доведення тверджен-
ня 3.28 й отримаємо (3.28) для перетворень еквiвалентностi пiдкласу L1.
Збираючи коефiцiєнти при x′ та x, додатково маємо рiвняння

X1

T 2
t

(
X1,t

X1
− 1

2

Ttt
Tt

)
= 0,

iнтегрування якого дає вираз X1 = CTt
1
2 з довiльною ненульовою ста-

лою C, а також компоненти перетворень еквiвалентностi для довiльних
елементiв a0 та b пiдкласу L1 з r = 2. Напiвнормалiзованiсть цього пiд-
класу можна довести аналогiчно твердженню 3.29.

У випадку r > 3 опишемо весь групоїд еквiвалентностi. Нехай маємо
рiвняння E вигляду (3.32) i рiвняння Ẽ такого самого вигляду, але де всi
змiннi, похiднi та довiльнi елементи з хвильками, причому цi рiвняння
пов’язано точковим перетворенням T . З огляду на твердження 3.31 це
перетворення має вигляд (3.28). Виразимо змiннi й вiдповiднi похiднi
з хвильками через змiннi й похiднi без хвильок, пiдставимо цi вирази
у рiвняння Ẽ , потiм виключимо похiдну x(r) з урахуванням рiвняння E
i зберемо члени з похiдною x(r−1). У результатi отримаємо

r
X1

T r
t

(
X1,t

X1
− r − 1

2

Ttt
Tt

)
x(r−1).

3.6Для парних r степiнь функцiї Tt у виразi для x̃ є напiвцiлим. Тому у дiйсному випадку замiсть
цiєї функцiї треба використовувати її модуль, а у комплексному — зафiксувати гiлку квадратного
кореня.
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Коефiцiєнт при x(r−1) є нулевим лише тодi, коли X1 = CTt
r−1

2 , де C — до-
вiльна ненульова стала. Отже, точкове перетворення T має вигляд (3.33).
Аналогiчно доведенню твердження 3.31 можна показати, що перетворен-
ня такого вигляду, продовженi на довiльнi елементи ar−2, . . . , a0 та b,
складають групу еквiвалентностi G∼1 пiдкласу L1.

Статус i властивостi пiдкласу L̂1 однорiдних рiвнянь з класу L1 такi
самi, як i пiдкласу L̂ вiдносно класу L.

Наслiдок 3.36. Групу еквiвалентностi Ĝ∼1 пiдкласу L̂1 складають пе-
ретворення, якi можна формально отримати з елементiв групи еквi-
валентностi G∼1 класу L1, поклавши X0 = 0 i опустивши компоненту
для b.

Групоїд еквiвалентностi пiдкласу L̂1 залежно вiд значення r вичерпно
описують такi два твердження.

Наслiдок 3.37. Якщо r = 2, то пiдклас L̂1 є напiвнормалiзованим, але
не є нормалiзованим, оскiльки вiн є орбiтою елементарного рiвняння
x′′ = 0 пiд дiєю групи Ĝ∼1 .

Наслiдок 3.38. Для кожного рiвняння E з пiдкласу L̂1 при r > 3 точ-
кове перетворення є трансформацiйною частиною допустимого пере-
творення в L̂1 з початком у E тодi й лише тодi, коли воно має ви-
гляд (3.33), де Tt−

r−1
2 X0 — розв’язок рiвняння E . Iншими словами, пiд-

клас L̂1 є однорiдно напiвнормалiзованим вiдносно лiнiйної суперпозицiї
розв’язкiв.

Форма Лагера–Форсайта. Перетворення з G∼1 параметризовано до-
вiльною функцiєю T = T (t) з Tt 6= 0. Тому в рiвняннi (3.32) можна
покласти ar−2 = 0 за допомогою перетворень з групи G∼1 , де параметр-
функцiя T є розв’язком рiвняння

TtttTt −
3

2
T 2
tt +

12

r(r2 − 1)
ar−2T

4
t = 0.
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Отже, сiм’я таких перетворень еквiвалентностi, параметризована довiль-
ним елементом ar−2, вiдображає пiдклас L1 у вужчий пiдклас L2 рiвнянь
у формi Лагера–Форсайта

x(r) + ar−3(t)x
(r−3) + · · ·+ a1(t)x

′ + a0(t)x = b(t). (3.34)

Слiд зауважити, що на вiдмiну вiд перетворень (3.31) вказане вище вiд-
ображення не зберiгає вiдповiдний пiдклас лiнiйних ЗДР зi сталими ко-
ефiцiєнтами.

Твердження 3.39. Групу еквiвалентностi G∼2 пiдкласу L2 при r > 2

складають перетворення, проекцiї яких на простiр змiнних мають ви-
гляд

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ =

C

(γt+ δ)r−1
x+X0(t), (3.35)

де α, β, γ, δ, C — довiльнi сталi з αδ − βγ 6= 0 i C 6= 0, визначенi
з точнiстю до очевидного перемасштабування (а тому лише чотири
серед них є суттєвими), а X0 — довiльна гладка функцiя змiнної t.
У випадку r = 2 пiдклас L2 є напiвнормалiзованим, але не є нормалi-
зованим. Якщо r > 3, то група G∼2 породжує групоїд еквiвалентностi
цього пiдкласу, тобто вiн є нормалiзованим.

Доведення. Знову розглянемо випадки r = 2 та r > 3 окремо.
При r = 2 повторимо доведення твердження 3.28 i вiдповiдну частину

доведення твердження 3.35. У результатi отримаємо вигляд (3.28) для
перетворень еквiвалентностi пiдкласу L2. Зiбравши коефiцiєнти при x,
маємо рiвняння

Tttt
Tt
− 3

2

(
Ttt
Tt

)2

= 0. (3.36)

Iншими словами, похiдна Шварца функцiї T дорiвнює нулю, тобто функ-
цiя T є дробово-лiнiйною,

T (t) =
αt+ β

γt+ δ
, (3.37)
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де α, β, γ, δ — довiльнi сталi з αδ − βγ 6= 0, визначенi з точнiстю до
ненульового сталого множника. Члени, що залишилися у визначальних
рiвняннях, визначають компоненту перетворень еквiвалентностi для до-
вiльного елемента b пiдкласу L2 з r = 2. Напiвнормалiзованiсть цього
пiдкласу доводимо як у твердженнi 3.29.

Для того, щоб описати весь групоїд еквiвалентностi пiдкласу L2 у
випадку r > 3, припустимо, що точкове перетворення T пов’язує рiв-
няння E та Ẽ з класу L2. (Вважаємо, що всi змiннi й довiльнi елементи
у рiвняннi Ẽ з хвильками.) Отже, T має вигляд (3.33). Виразимо по-
хiднi з хвильками у термiнах (t, x), пiдставимо отриманi вирази у рiв-
няння Ẽ , а потiм виключимо x(r) з урахуванням рiвняння E . Зiбравши
коефiцiєнти при x(r−2), приходимо до рiвняння (3.36), тобто функцiя T
має вигляд (3.37). Далi пiдставимо вираз для T у рiвняння (3.33) i отри-
маємо перетворення, що вiдображають будь-яке рiвняння з пiдкласу L2

у рiвняння з цього ж пiдкласу, причому новi довiльнi елементи вира-
жаються через старi змiннi й старi довiльнi елементи як при точковому
вiдображеннi. Отже, продовження цих перетворень на довiльнi елементи
ar−3, . . . , a0, b складають групу еквiвалентностi G∼2 пiдкласу L2.

Позначимо через L̂2 пiдклас однорiдних рiвнянь з класу L2. Випадок
r = 2 є особливим щодо трансформацiйних властивостей L̂2, оскiльки
тодi єдиним елементом цього пiдкласу є елементарне рiвняння x′′ = 0.
Тому пiдклас L̂2 є нормалiзованим, причому його група еквiвалентностi
спiвпадає з групою точкових симетрiй рiвняння x′′ = 0, яку складають
дробово-лiнiйнi перетворення в просторi (t, x). Випадок r > 3 для L̂2 є
аналогiчним таким самим випадкам для L̂ та L̂1.

Наслiдок 3.40. Групу еквiвалентностi Ĝ∼2 пiдкласу L̂2 з r > 3 скла-
дають перетворення, якi можна формально отримати з елементiв
групи еквiвалентностi G∼2 класу L2, поклавши X0 = 0 i опустивши
компоненту для b. Пiдклас L̂2 є однорiдно напiвнормалiзованим вiднос-
но лiнiйної суперпозицiї розв’язкiв. Бiльш точно, групоїд еквiвалент-
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ностi цього пiдкласу складають трiйки вигляду (E , Ẽ , T ), де початкове
рiвняння E пробiгає весь пiдклас L̂2, трансформацiйна частина T має
вигляд (3.35), де (γt+ δ)r−1X0 — довiльний розв’язок рiвняння E , а пе-
ретворене рiвняння визначено як Ẽ = T (E).

Зауваження 3.41. Як перетворення еквiвалентностi, так i допустимi пе-
ретворення класiв L̂, L̂1 та L̂2 насправдi давно вiдомi завдяки роботам
П. Штекеля, Е. Лагера, А.Р. Форсайта та iн.; див., наприклад, [264, § 4.1]
i [287, роздiл I, § II.4]. Водночас, у цьому параграфi представлено строге
формулювання цих результатiв, явно описано вiдповiднi групоїди еквi-
валентностi й доведено, що цi класи є нормалiзованими при r > 3 i
напiвнормалiзованими при r = 2.

Перша форма Арнольда. Хоча стандартними для довiльних елемен-
тiв класу L є калiбрування коефiцiєнтiв ar−1 та ar−2, вони не є єдино мо-
жливими. Замiсть ar−1 та ar−2 можна калiбрувати коефiцiєнти a0 та a1.
У будь-якому рiвняннi з класу L можна покласти a0 = 0 за допомогою
перетворення Арнольда

t̃ = t, x̃ =
x

ϕ1(t)
,

де ϕ1 — ненульовий розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння. У ре-
зультатi отримаємо пiдклас A1 класу L, утворений рiвняннями вигляду

x(r) + ar−1(t)x
(r−1) + · · ·+ a1(t)x

(1) = b(t). (3.38)

Згiдно принципу Арнольда3.7 назвемо цей вигляд першою формою Ар-
нольда.

Твердження 3.42. Групоїд еквiвалентностi класу A1 з r > 3 утворено
допустимими перетвореннями, для яких початкове рiвняння пробiгає
весь клас A1, а трансформацiйна частина має вигляд

t̃ = T (t), x̃ =
x

ψ1(t)
+X0(t), (3.39)

3.7Принцип Арнольда стверджує: якщо деяке поняття має персональне iм’я, то це iм’я не першо-
вiдкривача. Принцип Берi розширює принцип Арнольда таким чином: принцип Арнольда поширю-
ється на себе.
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де T та X0 — довiльнi гладкi функцiї змiнної t з Tt 6= 0, а ψ1 = ψ1(t) —
ненульовий розв’язок однорiдного рiвняння, асоцiйованого з початковим
рiвнянням.

Доведення. Нехай T — точкове перетворення мiж рiвняннями E та Ẽ
вигляду (3.38). Тодi воно має загальний вигляд (3.28). Оскiльки рiвнян-
ня Ẽ з класуA1, то функцiя ψ̃1 ≡ 1 є розв’язком вiдповiдного однорiдного
рiвняння. Звiдки ψ1 = 1/X1 є розв’язком однорiдного рiвняння, асоцiйо-
ваного з рiвнянням E . Отже, перетворення T має вигляд (3.39).

Зауваження 3.43. У випадку r = 2 аналогiчне твердження справе-
дливе для пiдгрупоїда групоїда еквiвалентностi класу A1, елементи яко-
го зберiгають розшарування на незалежнi й залежнi змiннi; див. заува-
ження 3.30.

Твердження 3.44. Групу еквiвалентностi G∼A1
класу A1, r > 2, скла-

дають перетворення, проекцiї яких на простiр змiнних мають вигляд

t̃ = T (t), x̃ = Cx+X0(t), (3.40)

де T та X0 — довiльнi гладкi функцiї змiнної t з Tt 6= 0, а C — довiльна
ненульова стала.

Доведення. Проекцiя будь-якого перетворення з групи G∼A1
на прос-

тiр змiнних має вигляд (3.39). Для r > 3 це є очевидним наслiдком
твердження 3.42. У випадку r = 2 аналогiчно доведенню твердження 3.28
спочатку показуємо, що проекцiї перетворень еквiвалентностi на простiр
змiнних зберiгають розшарування, а далi враховуємо зауваження 3.43.

Зауважимо, що сталi функцiї є розв’язками будь-якого однорiдного
рiвняння з класу A1. Тому група G∼A1

включає перетворення, проекцiї
яких простiр (t, x) мають вигляд (3.40). Бiльш того, лише такi перетво-
рення є в групi G∼A1

. Справдi, розглянемо перетворення T вигляду (3.39)
з ψ1 6= const. Тодi iснує однорiдне рiвняння з A1 для якого функцiя ψ1 не
є розв’язком. Звiдки коефiцiєнт ã0 вiдповiдного перетвореного рiвняння
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є ненульовим. Це означає, що перетворення T не є проекцiєю деякого
елемента групи G∼A1

.

Позначимо через Â1 пiдклас, утворений однорiдними рiвняннями ви-
гляду (3.38), тобто рiвняннями, якi виокремлено з класу A1 умовою
b = 0.

Наслiдок 3.45. Групу еквiвалентностi Ĝ∼A1
пiдкласу Â1 з r > 2 склада-

ють перетворення, якi можна формально отримати з елементiв гру-
пи еквiвалентностi G∼A1

, поклавши X0 = 0 i опустивши компоненту
для b. Точкове перетворення T пов’язує два рiвняння з цього пiдкласу
тодi й лише тодi, коли воно має вигляд (3.39), де ψ1X0 — розв’язок
вiдповiдного початкового рiвняння.

Наслiдок 3.46. Класи A1 та Â1 при r > 3 не є напiвнормалiзованими.

Доведення. У пiдкласi Â1 ⊂ A1 iснує рiвняння E , група точкових симет-
рiй якого включає лише перетворення, пов’язанi з лiнiйнiстю й одно-
рiднiстю цього рiвняння3.8. Такi перетворення мають вигляд t̃ = t,
x̃ = Ĉx + X̂0(t), де Ĉ — довiльна ненульова стала, а X̂0 — довiльний
розв’язок рiвняння E . Композицiї перетворень симетрiї рiвняння E i про-
екцiй перетворень з G∼A1

(вiдповiдно з Ĝ∼A1
) на простiр змiнних мають ви-

гляд (3.40). Водночас рiвняння E має несталий розв’язок. Це означає, що
деякi з допустимих перетворень рiвняння E з огляду на твердження 3.44
не можуть бути породженi зазначеними композицiями.

Зауваження 3.47. Аналогiчно твердженню 3.29 класи A1 та Â1 при
r = 2 є напiвнормалiзованими, але не є нормалiзованими, оскiльки цi

3.8Добре вiдомо, що подiбнi рiвняння мають подiбнi групи точкових симетрiй. Бiльш того, будь-яке
допустиме перетворення в класi L̂ вiдображає точковi симетрiї, пов’язанi з лiнiйнiстю й однорiднi-
стю вiдповiдного початкового рiвняння, у симетрiї такого самого типу для перетвореного рiвняння.
Тому достатньо знайти рiвняння Ẽ з тривiальними точковими симетрiями у класi L̂2. Згiдно на-
слiдку 3.40, з точнiстю до точкових симетрiй, пов’язаних з лiнiйнiстю й однорiднiстю рiвняння Ẽ ,
його можливi точковi перетворення в класi L̂2 вичерпують перетворення вигляду (3.35) з C = 1

i X0 = 0. Рiвняння, неiнварiантнi вiдносно будь-якого з цих перетворень, iснують навiть серед
рiвнянь з класу L̂2 з полiномiальними коефiцiєнтами.
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класи вiдповiдно є орбiтами елементарного рiвняння x′′ = 0 вiдносно
груп еквiвалентностi G∼A1

та Ĝ∼A1
.

Друга форма Арнольда. Використовуючи перетворення вигля-
ду (3.30) з ϕ0 = 0, можна додатково покласти a1 = 0 у будь-якому
рiвняннi з класу A1. У такий спосiб клас A1 (а отже, i весь клас L)
вiдображаємо у пiдклас A2, утворений рiвняннями вигляду

x(r) + ar−1(t)x
(r−1) + · · ·+ a2(t)x

(2) = b(t), (3.41)

який називаємо другою формою Арнольда.

Твердження 3.48. Групоїд еквiвалентностi пiдкласу A2 з r > 3 скла-
дають допустимi перетворення, для яких початковi рiвняння вичер-
пують цiлий клас A2, а трансформацiйнi частини мають вигляд

t̃ =
ψ2(t)

ψ1(t)
, x̃ =

x

ψ1(t)
+X0(t), (3.42)

де ψ1 = ψ1(t) i ψ2 = ψ2(t) — довiльнi лiнiйно незалежнi розв’язки одно-
рiдного рiвняння, асоцiйованого з вiдповiдним початковим рiвнянням,
а X0 — довiльна гладка функцiя змiнної t.

Доведення. Нехай точкове перетворення T пов’язує два рiвняння E та Ẽ
з класу A2. Тодi воно має вигляд (3.39). Зауважимо, що функцiя ψ̃2 = t̃

є розв’язком однорiдного рiвняння, асоцiйованого з Ẽ . Звiдки функцiя
ψ2 = ψ1T є розв’язком однорiдного рiвняння, що вiдповiдає E , тобто
T = ψ2/ψ1. Отже, перетворення T має вигляд (3.42).

Твердження 3.49. Групу еквiвалентностi G∼A2
пiдкласу A2 з r > 3

складають перетворення, проекцiї яких на простiр змiнних мають ви-
гляд

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ =

x

γt+ δ
+X0(t), (3.43)

де α, β, γ та δ — довiльнi сталi з αδ− βγ 6= 0, а X0 — довiльна гладка
функцiя змiнної t.
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Доведення. Будь-яке перетворення з групи G∼A2
породжує сiм’ю елемен-

тiв групоїда еквiвалентностi пiдкласу A2, а тому його проекцiя на прос-
тiр змiнних має вигляд (3.42). Оскiльки всi лiнiйнi функцiї змiнної t
є розв’язками будь-якого однорiдного рiвняння з пiдкласу A2, то гру-
па G∼A2

включає перетворення, проекцiї яких на простiр змiнних мають
вигляд (3.43). Доведемо, що у групi G∼A2

немає iнших перетворень, тоб-
то перетворення T вигляду (3.42) не є перетворенням еквiвалентностi
класу A2, якщо хоча б одна з параметр-функцiй ψ1 або ψ2 є нелiнiйною
функцiєю змiнної t.

Розглянемо спочатку випадок, коли нелiнiйною є функцiя ψ1. Вiзьме-
мо однорiдне рiвняння E з пiдкласу A2, яке функцiя ψ1 не задовольняє.
Тодi вiдповiдне перетворене рiвняння Ẽ не допускає ненульових сталих
розв’язкiв, а тому його коефiцiєнт ã0 не є нульовим. Це означає, що рiв-
няння Ẽ не належить до пiдкласу A2, що й доводить твердження.

Розглянемо тепер комплементарний випадок, де функцiя ψ1 є лiнiй-
ною, а функцiя ψ2 — нелiнiйна. Тодi iснує однорiдне рiвняння E вигля-
ду (3.41), яке функцiя ψ2 не задовольняє. Оскiльки ψ1 — розв’язок рiв-
няння E , то сталi функцiї задовольняють вiдповiдне перетворене рiвнян-
ня Ẽ , а тому його коефiцiєнт ã0 дорiвнює нулю. Бiльш того, функцiя
ψ̃2 ≡ t̃ не є розв’язком рiвняння Ẽ , а отже його коефiцiєнт ã1 — ненульо-
вий. Таким чином, рiвняння Ẽ не належить пiдкласу A2. Це завершує
доведення.

Трансформацiйнi властивостi пiдкласу Â2 однорiдних рiвнянь з A2

при r > 3 аналогiчнi властивостям класу Â1.

Наслiдок 3.50. Групу еквiвалентностi Ĝ∼A2
пiдкласу Â2 з r > 3 скла-

дають перетворення, якi можна формально отримати з елементiв
групи еквiвалентностi G∼A2

, поклавши X0 = 0 i опустивши компонен-
ту для b. Точкове перетворення пов’язує два рiвняння з цього пiдкласу
тодi й лише тодi, коли воно має вигляд (3.42), де ψ1X0 — розв’язок
вiдповiдного початкового рiвняння.
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Наслiдок 3.51. Класи A2 та Â2 при r > 3 не є напiвнормалiзованими.

Доведення. Аналогiчно доведенню наслiдку 3.46 розглянемо допустиме
перетворення (E1, E2, T ) у класi Â2 ⊂ A2, де групу точкових симетрiй
рiвняння E1 складають лише перетворення, пов’язанi з його лiнiйнiстю i
однорiднiстю, а розв’язок ψ1 цього рiвняння у представленнi (3.42) для T
не є лiнiйним вiдносно змiнної t: ψ′′1 6= 0, причому E2 = T (E1). Компози-
цiї перетворень точкової симетрiї рiвняння E1 з проекцiями перетворень
з G∼A2

(вiдповiдно з Ĝ∼A2
) на простiр змiнних мають вигляд (3.43). От-

же, допустиме перетворення (E1, E2, T ) не може бути породжене однiєю
iз зазначених композицiй.

Зауваження 3.52. При r = 2 класи A2 та Â2 вiдповiдно спiвпадають з
класами L2 та L̂2.

Групова класифiкацiя. Як зазначалося, будь-яке лiнiйне ЗДР дру-
гого порядку можна звести точковим перетворенням до елементарного
рiвняння x′′ = 0 (див., наприклад, [186]), яке допускає восьмивимiрну
алгебру лiївської iнварiантностi

〈∂t, ∂x, t∂t, x∂t, t∂x, x∂x, tx∂t + x2∂x, t
2∂t + tx∂x〉.

Це дає вичерпну групову класифiкацiю лiнiйних ЗДР другого порядку.
Нехай r > 3. Згiдно класичного результату Софуса Лi [189, с. 296–

298] розмiрнiсть алгебри лiївської iнварiантностi ЗДР r-го порядку при
r > 3 не перевищує r + 4. Набагато пiзнiше цей результат частково пе-
редоведено в роботах [174,196], причому лише для лiнiйних ЗДР.

Будь-яке неоднорiдне лiнiйне ЗДР можна звести до вiдповiдного одно-
рiдного рiвняння за допомогою перетворення з групи еквiвалентностiG∼.
Клас L з r > 3 є нормалiзованим, а його пiдклас L̂ однорiдних рiвнянь
є однорiдно напiвнормалiзованим вiдносно лiнiйної суперпозицiї розв’яз-
кiв. Тому для групової класифiкацiї класу L достатньо розв’язати ана-
логiчну проблему для пiдкласу L̂.



222

Розглянемо лiнiйне однорiдне ЗДР E r-го порядку. Внаслiдок лiнiйно-
стi, що призводить до лiнiйного принципу суперпозицiї, це рiвняння до-
пускає r-вимiрну абелеву алгебру лiївської iнварiантностi gEa , породжену
векторними полями

ϕ1(t)∂x, ϕ2(t)∂x, . . . , ϕr(t)∂x, (3.44)

де функцiї ϕi = ϕi(t), i = 1, . . . , r, утворюють фундаментальну систему
розв’язкiв рiвняння E . Внаслiдок однорiдностi рiвняння E також iнварi-
антне вiдносно однопараметричної групи масштабних перетворень, по-
родженої векторним полем x∂x. Отже, кожне рiвняння E з пiдкласу L̂

допускає (r+1)-вимiрну алгебру лiївської iнварiантностi

gE0 = 〈x∂x, ϕ1(t)∂x, ϕ2(t)∂x, . . . , ϕr(t)∂x〉. (3.45)

З наслiдку 3.34 випливає, що будь-який оператор Q лiївської симетрiї
рiвняння E має вигляд

Q = τ(t)∂t + (ξ1(t)x+ ξ0(t))∂x,

де τ , ξ1, ξ0 — гладкi функцiї змiнної t, причому ξ0 є розв’язком рiв-
няння E . Таким чином, максимальна алгебра лiївської iнварiантностi gE

рiвняння E мiстить пiдалгебру gE0 як iдеал. Тому групова класифiкацiя
класу L означає класифiкацiю з точнiстю до G∼-еквiвалентностi фактор-
алгебр gE/gE0 , де E пробiгає весь клас L.

Нижче проведемо групову класифiкацiю лiнiйних ЗДР трьома
рiзними способами, що вiдповiдно базуються на формi Лагера–
Форсайта (3.34), рацiональнiй формi (3.32) та загальнiй формi (3.27) ра-
зом iз лiївською класифiкацiєю скiнченновимiрних алгебр Лi над вектор-
ними полями у просторi двох змiнних.

Перший спосiб: форма Лагера–Форсайта. Групову класифiкацiю
класу L̂ можна звести до групової класифiкацiї його пiдкласу L̂2 одно-
рiдних лiнiйних ЗДР r-го порядку у формi Лагера–Форсайта, який ви-
окремлено з класу L̂ умовою ar−1 = ar−2 = 0. Дiйсно, обидва довiльнi
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елементи ar−1 та ar−2 можна вiдкалiбрувати до нуля за допомогою сiм’ї
точкових перетворень, параметризованої цими довiльними елементами
та асоцiйованої з перетвореннями еквiвалентностi. Бiльш того, рiвнян-
ня з класу L̂ є Ĝ∼-еквiвалентними тодi й лише тодi, коли їх образи в
класi L̂2 є Ĝ∼2 -еквiвалентними.

Згiдно наслiдку 3.40 клас L̂2 не є нормалiзованим. Водночас, цей клас
є однорiдно напiвнормалiзованим вiдносно лiнiйної суперпозицiї розв’яз-
кiв (тобто вiдносно груп симетрiй цих рiвнянь, пов’язаних з лiнiйною
суперпозицiєю їхнiх розв’язкiв). Цього достатньо для застосування суча-
сної версiї алгебраїчного методу до групової класифiкацiї класу L̂2. Гру-
пу еквiвалентностi Ĝ∼2 класу L̂2 складають перетворення, проекцiї яких
на простiр змiнних мають вигляд (3.35) з X0 = 0. Масштабування змiн-
ної x утворюють ядро групи Ĝ∩2 класу L̂2, оскiльки лише вони є спiльни-
ми точковими перетвореннями симетрiї для всiх рiвнянь з L̂2. Шляхом
тривiального продовження на довiльнi елементи групу Ĝ∩2 можна вкла-
сти в Ĝ∼2 як нормальну пiдгрупу. Фактор-групу Ĝ∼2 /Ĝ

∩
2 ототожнюємо

з пiдгрупою H групи Ĝ∼2 , виокремленою умовою C = 1, де додатково
вираз αδ − βγ дорiвнює 1 або ±1 у випадках, вiдповiдно, комплексного
(F = C) або дiйсного (F = R) полiв. З точнiстю до точкових перетво-
рень симетрiї, асоцiйованих з принципом лiнiйної суперпозицiї чи одно-
рiднiстю, тобто з алгеброю gE0 , усi допустимi перетворення рiвняння E з
класу L̂2 вичерпують проекцiї елементiв пiдгрупи H на простiр змiнних.
Пiдгрупа H iзоморфна проективнiй загальнiй лiнiйнiй групi PGL(2,F)

дробово-лiнiйних перетворень змiнної t.
Таким чином, усi можливi розширення лiївської симетрiї у класi L̂2

обов’язково пов’язанi з пiдгрупами групи PGL(2,F). В iнфiнiтезималь-
них термiнах, максимальна алгебра лiївської iнварiантностi рiвняння E
є напiвпрямою сумою алгебри gE0 i деякої пiдалгебри реалiзацiї алгеб-
ри sl(2,F), породженої векторними полями

P = ∂t, D = t∂t + 1
2(r − 1)x∂x, K = t2∂t + (r − 1)tx∂x.
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Пiдалгебри алгебри sl(2,F) добре вiдомi (див., наприклад, [234] або до-
даток у [249]). З точнiстю до внутрiшнiх автоморфiзмiв алгебри sl(2,F),
повний список її пiдалгебр вичерпують нульова пiдалгебра {0}, одно-
вимiрна пiдалгебра 〈P〉, 〈D〉 i, лише для F = R, 〈P + K〉3.9, двовимiр-
на пiдалгебра 〈P , D〉, а також вся алгебра 〈P , D, K〉. Еквiвалентнiсть
пiдалгебр алгебри sl(2,F) добре узгоджена з еквiвалентнiстю рiвнянь у
класi L̂2.

Пiдалгебра {0} вiдповiдає загальному випадку без розширень.
Для одновимiрних розширень алгебр вигляду (3.45) пiдалгебрами

〈P〉, 〈D〉 i 〈P +K〉 вiдповiднi рiвняння з класу L̂2 мають вигляд

x(r) + cr−3x
(r−3) + · · ·+ c1x

′ + c0x = 0, (3.46)

x(r) + cr−3t
−3x(r−3) + · · ·+ c1t

−r+1x′ + c0t
−rx = 0, (3.47)

x(r) + qr−3(t)x
(r−3) + · · ·+ q1(t)x

′ + q0(t)x = 0, (3.48)

де c0, . . . , cr−3 — довiльнi сталi,

qr−3(t) =
cr−3

(1 + t2)3
,

qm(t) =
cm

(1 + t2)r−m
− (m+ 1)(r−m−1)

(1 + t2)r−m

∫ (
1 + t2

)r−m−1
qm+1(t)dt,

m = r − 4, . . . , 0,

i невизначений iнтеграл означає фiксовану первiсну. За допомогою точ-
кових перетворень3.10

t̃ = ln t, x̃ = xt−(r−1)/2 та t̃ = arctg t, x̃ = x
(
1 + t2

)−(r−1)/2

максимальнi алгебри лiївської iнварiантностi рiвнянь вiдповiдно вигля-
ду (3.47) (вiдомого як рiвняння Ейлера–Кошi, чи просто рiвняння Ейле-
ра) i вигляду (3.48) можна звести до алгебр

〈∂t̃, x̃∂x̃, ϕ̃1(t̃)∂x̃, ϕ̃2(t̃)∂x̃, . . . , ϕ̃r(t̃)∂x̃〉. (3.49)
3.9Пiдалгебра 〈P +K〉 еквiвалентна пiдалгебрi 〈P〉, якщо F = C. Тому пiдалгеброю 〈P +K〉 можна

знехтувати, якщо розгляд йде над комплексним полем.
3.10У першому перетвореннi необхiдно пiдставити |t| замiсть t у дiйсному випадку або фiксувати
гiлку функцiї ln та — тiльки при парних r — гiлку степеневої функцiї у випадку комплексного поля.
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Бiльш того, зазначенi перетворення вiдображають цi рiвняння у рiв-
няння зi сталими коефiцiєнтами з класу (3.32), де ar−2 = − 1

24r(r
2 − 1)

для (3.47) та ar−2 = 1
6r(r

2−1) для (3.48). Додатково масштабуючи t, мож-
на вiдповiдно покласти ar−2 = −1 та ar−2 = 1. Отже, будь-яке рiвняння
з класу L̂2, яке допускає (r+2)-вимiрну алгебра лiївської iнварiантностi,
є еквiвалентним однорiдному рiвнянню зi сталими коефiцiєнтами з кла-
су (3.32), в якому ar−2 = 0, ar−2 = −1 або ar−2 = 1 вiдповiдно для (3.46),
(3.47) або (3.48).

Якщо рiвняння з класу L̂2 допускає (r+3)-вимiрну алгебру лiївської
iнварiантностi

〈∂t, t∂t + 1
2(r − 1)x∂x, x∂x, ϕ1(t)∂x, ϕ2(t)∂x, . . . , ϕr(t)∂x〉,

то воно має вигляд x(r) = 0 i його максимальна алгебра лiївської iнварi-
антностi є (r+4)-вимiрною алгеброю

〈∂t, t∂t + 1
2(r − 1)x∂x, t

2∂t + (r − 1)tx∂x, x∂x,

ϕ1(t)∂x, ϕ2(t)∂x, . . . , ϕr(t)∂x〉. (3.50)

Оскiльки функцiї ϕ1, . . . , ϕr утворюють фундаментальну систему
розв’язкiв елементарного рiвняння x(r) = 0, можна вибрати ϕi = ti−1,
i = 1, . . . , r. Отже, не iснує лiнiйного ЗДР r-го порядку, максимальна ал-
гебра лiївської iнварiантностi якого була б (r+3)-вимiрною. Бiльш того,
якщо таке рiвняння допускає (r+4)-вимiрну алгебру лiївської iнварiант-
ностi, то воно еквiвалентне елементарному рiвнянню x(r) = 0 вiдносно
точкового перетворення вигляду (3.28).

Другий спосiб: рацiональна форма. Розглянемо тепер пiдклас L̂1

однорiдних ЗДР у рацiональнiй формi (3.32). Групову класифiкацiю кла-
су L̂ можна також звести до групової класифiкацiї пiдкласу L̂1, оскiльки
калiбрування ar−1 = 0, що виокремлює пiдклас L̂1 з класу L̂, можна ви-
конати за допомогою сiм’ї перетворень еквiвалентностi. Рiвняння з кла-
су L̂ є Ĝ∼-еквiвалентними тодi й лише тодi, коли їх образи в класi L̂1 є
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Ĝ∼1 -еквiвалентними. Бiльш того, пiдклас L̂1 є однорiдно напiвнормалiзо-
ваним вiдносно лiнiйної суперпозицiї розв’язкiв.

Будь-яке рiвняння E з класу L̂1 допускає (r+1)-вимiрну алгебру лi-
ївської iнварiантностi gE0 , яка є iдеалом у максимальнiй алгебрi лiївської
iнварiантностi gE рiвняння E . Водночас, на вiдмiну вiд форми Лагера–
Форсайта, група еквiвалентностi Ĝ∼1 класу L̂1 параметризована однiєю
довiльною функцiєю T = T (t). Iз наслiдку 3.38 випливає, що алгебру gE

мiстить алгебра 〈R(τ)〉+ gE0 , де “+” означає суму векторних просторiв,

R(τ) = τ(t)∂t + 1
2(r − 1)τt(t)x∂x,

а параметр τ пробiгає множину гладких функцiй змiнної t. Легко пере-
вiрити, що

[R(τ 1),R(τ 2)] = R(τ 1τ 2
t − τ 2τ 1

t ).

Звiдси gE1 := 〈R(τ)〉 ∩ gE є (скiнченновимiрною) пiдалгеброю алгебри gE .
Будь-яке векторне полеR(τ) повнiстю визначене його проекцiєю prtR(τ)

на простiр змiнної t, prtR(τ) = τ(t)∂t. Iншими словами, алгебри gE1 та
prtg

E
1 є iзоморфними. Бiльш того, аналогiчна проекцiя групи еквiвалент-

ностi пiдкласу L̂1 спiвпадає з групою всiх локальних дифеоморфiзмiв у
просторi змiнної t.

Отже, групову класифiкацiю класу L̂1 можна звести до класифiкацiї
(локальних) реалiзацiй скiнченновимiрних алгебр Лi векторними полями
у просторi однiєї змiнної t. Ця класифiкацiя добре вiдома й виконана ще
Софусом Лi. Повний список нееквiвалентних реалiзацiй на прямiй ви-
черпують алгебри {0}, 〈∂t〉, 〈∂t, t∂t〉 i 〈∂t, t∂t, t2∂t〉, якi визначають {0},
〈P〉, 〈P , D〉 i 〈P , D, K〉 як можливi нееквiвалентнi розширення алгебр
лiївських симетрiй для рiвнянь з класу L̂1. Тут P = R(1), D = R(t),
K = R(t2) — тi самi оператори, що й у першому способi. Якщо рiв-
няння E допускає двовимiрне розширення 〈P , D〉, то воно спiвпадає з
елементарним рiвнянням x(r) = 0, яке допускає тривимiрне розширення
〈P , D, K〉, а тому двовимiрне розширення є неналежним. Таким чином,
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маємо три нееквiвалентних випадки розширення лiївської симетрiї для
класу L, а саме:

• загальний випадок без розширень;

• рiвняння зi сталими коефiцiєнтами, що допускають одновимiрне роз-
ширення 〈P〉;

• елементарне рiвняння x(r) = 0, що допускає тривимiрне розширення
〈P , D, K〉.

Третiй спосiб: рiвняння загального вигляду. Групову класифiка-
цiю всього класу L̂ можна також отримати прямо з класифiкацiї Лi реа-
лiзацiй скiнченновимiрних алгебр Лi векторними полями у просторi двох
дiйсних або комплексних змiнних [186, 187]. Сучасну iнтерпретацiю цих
результатiв представлено, наприклад, у роботах [157, 215, 221, 224]. Для
групової класифiкацiї класу L̂ вiдберемо з класифiкацiї Лi реалiзацiй, якi
придатнi як максимальнi алгебри лiївської iнварiантностi рiвнянь з кла-
су L̂. Усi такi реалiзацiї повиннi задовольняти очевидним властивостям,
якi зберiгаються при точкових перетвореннях:

• Максимальна алгебра лiївської iнварiантностi gE будь-якого лiнiйно-
го ЗДР E r-го порядку (r > 3) мiстить (r+1)-вимiрний майже абе-
левий iдеал gE0 . Точнiше, iдеал gE0 є напiвпрямою сумою r-вимiрного
абелевого iдеалу gEa всiєї алгебри gE i лiнiйної оболонки векторного
поля x∂x, приєднана дiя якого на iдеал gEa є тотожним оператором.

• Iдеал gE0 є нетранзитивною алгеброю Лi векторних полiв, причому
rank gE0 = 1.

Цим властивостям задовольняють лише чотири сiм’ї реалiзацiй 21, 23,
26, 28 з [157, таблиця 1] (або сiм’ї реалiзацiй 3.2, 1.6, 1.9, 1.11 з [224, с.
472–473], або сiм’ї реалiзацiй 49, 51, 54, 56 з [215, таблиця 1.1] вiдповiд-
но). Як i у двох попереднiх способах, серед лiнiйних ЗДР r-го порядку
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лише елементарне рiвняння x(r) = 0 допускає третю реалiзацiю. Водно-
час, це рiвняння допускає також i четверту реалiзацiю, яка має бiльшу
розмiрнiсть, нiж третя реалiзацiя, а тому третьою реалiзацiєю можна
знехтувати.

Еквiвалентнiсть у рамках вибраних сiмей реалiзацiй добре узгодже-
на з точковою еквiвалентнiстю лiнiйних ЗДР. Дiйсно, нехай задано двi
реалiзацiї, якi еквiвалентнi вiдносно точкового перетворення T i (r+1)-
вимiрнi майже абелевi iдеали яких мають вигляд (3.45). Тодi перетво-
рення T має вигляд (3.28), де X0/X1 є лiнiйною комбiнацiєю параметр-
функцiй ϕ1, . . . , ϕr початкової реалiзацiї. Доведення цього твердження
базується на двох фактах. Перший факт є тривiальним: вiдображення,
породжене точковим перетворенням мiж реалiзацiями алгебр Лi вектор-
ними полями, є iзоморфiзмом алгебр Лi та, зокрема, встановлює бiєкцiю
мiж вiдповiдними нiльрадикалами. Другий факт полягає в тому, що нiль-
радикали придатних реалiзацiй породженi векторними полями

ϕ1(t)∂x, . . . , ϕr(t)∂x,

де ϕi = ϕi(t), i = 1, . . . , r, — лiнiйно незалежнi функцiї. Цей факт є
очевидним для реалiзацiй, якi можна звести до виглядiв (3.45) i (3.50).
Нехай це не справедливо для деякої реалiзацiї, яку можна звести до ви-
гляду (3.49), де опущено хвильки над усiма змiнними. Тодi для деякої
сталої ν вiдповiдний нiльрадикал включає векторне поле ∂t + νx∂x, i з
комутацiйних спiввiдношень для елементiв нiльрадикалу випливає iсну-
вання сталої нiльпотентної матрицi (µij) такої, що

ϕ′i − νϕi = µi1ϕ1 + · · ·+ µirϕr.

Сталу ν можна покласти рiвною нулю за допомогою точкового перетво-
рення t̄ = t, x̄ = eνtx. Оскiльки функцiї ϕi є лiнiйно незалежними, то з
точнiстю до їх лiнiйного перекомбiнування можна вважати, що матри-
ця (µij) спiвпадає з нiльпотентною жордановою клiтинкою розмiрностi



229

r×r. Тому можна покласти ϕi = ti−1. Водночас, єдиним рiвнянням з кла-
су L̂, iнварiантним вiдносно алгебри 〈∂x, t∂x, . . . , tr−1∂x〉, є елементарне
рiвняння x′′ = 0, але максимальна алгебра лiївської iнварiантностi цього
рiвняння має вищу розмiрнiсть.

Отже, з використанням алгебраїчного методу групової класифiкацiї у
три рiзнi способи передоведено таке твердження (див., наприклад, [174,
196,224,264,290]).

Твердження 3.53. Розмiрнiсть максимальної алгебри лiївської iнва-
рiантностi gE лiнiйного ЗДР E r-го порядку (r > 3) може приймати
лише значення з {r+1, r+2, r+4}. У загальному випадку dim gE = r+1

алгебру gE вичерпують симетрiї, пов’язанi з лiнiйнiстю рiвняння E .
Якщо dim gE > r + 2, то рiвняння E еквiвалентне лiнiйному ЗДР зi
сталими коефiцiєнтами. У випадку dim gE = r + 4 рiвняння E мож-
на звести точковим перетворенням вигляду (3.28) до елементарного
рiвняння x(r) = 0.

Узагальненi розширенi групи еквiвалентностi. Для кожного нор-
малiзованого класу, як то L, L1 та L2 при r > 3, його групоїд еквiва-
лентностi породжено його (як правило, точковою) групою еквiвалентнос-
тi. Постає питання: чи можна узагальнити поняття груп еквiвалентностi
у такий спосiб, щоб iншi класи лiнiйних ЗДР були нормалiзованими у
цьому узагальненому сенсi.

Для заданого класу (системи) диференцiальних рiвнянь кожен еле-
мент його звичайної групи еквiвалентностi є

• точковим перетворенням у вiдповiдному розширеному просторi не-
залежних i залежних змiнних, залучених похiдних (точнiше, вiдпо-
вiдних струменевих змiнних) i довiльних елементiв,

• проектовним на простiр змiнних, тобто його компоненти, що пов’яза-
нi з незалежними i залежними змiнними, не залежать вiд довiльних
елементiв.
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При узагальненi поняття звичайної групи еквiвалентностi умови точ-
ковостi та проектовностi можна послабити або кожну окремо, або ра-
зом [204, 251]. Водночас, потрiбно зберегти принциповi ознаки, що до-
зволять називати такi перетворення перетвореннями еквiвалентностi. Цi
ознаки мають однозначно включати узгодженiсть з контактною структу-
рою базового простору струменiв й iнварiантнiсть розглядуваного кла-
су вiдносно таких перетворень. Окрiм того, щоб залишатися у рамках
локального пiдходу, перетворення повиннi щонайменше бути точковими
вiдносно незалежних i залежних змiнних, коли довiльнi елементи зафiк-
совано. Отже, процедура послаблення властивостi точковостi є бiльш
делiкатною, нiж просте нехтування незалежнiстю компонент перетво-
рень для змiнних вiд довiльних елементiв. Введення нелокальних вели-
чин з довiльними елементами реалiзують через визначення накриття для
допомiжної системи зв’язкiв на довiльнi елементи.

Розглядаючи класи лiнiйних ЗДР, потрiбно одночасно послаблювати
умови точковостi й проектовновностi, що призводить до означення уза-
гальненої розширеної групи еквiвалентностi. Характеристики “розши-
рена” та “узагальнена” вiдносяться вiдповiдно до послаблення точковостi
й проектовностi.

Оскiльки коефiцiєнти лiнiйних ЗДР залежать лише вiд змiнної t, то
формальне означення класу L включає допомiжну систему

∂ai−1

∂x(m)
= 0,

∂b

∂x(m)
= 0 (3.51)

на довiльнi елементи a0, . . . , ar−1, b.

Позначення. Тут i нижче iндекс m змiнюється вiд 0 до r, iндекси i, j,
k, l змiнюються вiд 1 до r, тобто m = 0, . . . , r та i, j, k, l = 1, . . . , r, i, як
завжди, за iндексами j, k, l, що повторюються, йде пiдсумовування.

Розширимо множину довiльних елементiв додатковими r функцiя-
ми χ1, . . . , χr змiнної t i накладемо умову, що для будь-якого рiвняння E
з класу L вiдповiднi значення додаткових елементiв складають фунда-
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ментальну систему розв’язкiв однорiдного рiвняння, пов’язаного з E . Iн-
шими словами, побудуємо таке накриття допомiжної системи (3.51):

∂ai−1

∂x(m)
= 0, (3.52a)

∂b

∂x(m)
= 0,

∂χi
∂x(m)

= 0, (3.52b)

∂rχi
∂tr

+ ar−1
∂r−1χi
∂tr−1

+ · · ·+ a1
∂χi
∂t

+ a0χi = 0, (3.52c)

W (χ1, . . . , χr) := det

(
∂i−1χj
∂ti−1

)
6= 0, (3.52d)

де W (χ1, . . . , χr) — вронскiан функцiй χ1, . . . , χr вiдносно змiнної t.
Оскiльки будь-яке однорiдне лiнiйне ЗДР визнає свою фундаментальну
систему розв’язкiв з точнiстю до їх невиродженого лiнiйного перекомбi-
нування, то недолiком розширення множини довiльних елементiв є поява
калiбровочно-еквiвалентних наборiв цих елементiв, тобто зникає взаємно
однозначна вiдповiднiсть мiж рiвняннями i наборами довiльних елемен-
тiв. Вiдповiдну групу калiбровочної еквiвалентностi складають перетво-
рення вигляду

t̃ = t, x̃(m) = x(m),

ãi−1 = ai−1, b̃ = b, χ̃i = µijχj,

де µij — довiльнi сталi з det(µij) 6= 0. Дивись [190, § 3.3.5]3.11 i [251, § 2.5]
щодо бiльш детального обговорення калiбровочної еквiвалентностi.

Зручнiше iнтерпретувати введення довiльних елементiв χ1, . . . , χr
як репараметризацiю класу L, нiж розширення його множини довiль-
них елементiв. Рiвняння вигляду (3.27) з фундаментальною системою
розв’язкiв {χ1, . . . , χr} можна представити як

W (χ1, . . . , χr, x)

W (χ1, . . . , χr)
= b.

3.11Калiбровочнi перетворення еквiвалентностi в [190] названо тривiальними.
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Це означає, що довiльнi елементи a0, . . . , ar−1 повнiстю визначено че-
рез χ1, . . . , χr:

ai−1 =
(−1)r+i−1

W (χ1, . . . , χr)
det

(
∂mχj
∂tm

)
m6=i−1

,

а тому набiр довiльних елементiв можна звести до

(χ1, . . . , χr, b).

Допомiжну систему зв’язкiв для зведеного набору довiльних елементiв
складають рiвняння (3.52b) i нерiвностi (3.52d).

Репараметризованi аналоги пiдкласiв класу L, r > 2, виокремлю-
ємо з репараметризацiї L додатковими обмеженнями на довiльнi еле-
менти χ1, . . . , χr, b. Для кожного розглянутого пiдкласу представимо
додатковi до допомiжної системи (3.52b), (3.52d) обмеження на довiльнi
елементи його репараметризацiї. Використовуючи знання вiдповiдного
групоїда еквiвалентностi для r > 3 або повторюючи кроки доведення
твердження 3.28 для випадку r = 2, наведемо загальний вигляд пере-
творень з узагальненої групи еквiвалентностi репараметризованого пiд-
класу3.12. Для таких перетворень необхiдно вказувати всi компоненти,
включаючи тi, що пов’язанi з довiльними елементами.

L : − ;

t̃ = T (t), x̃ = X1(t)
(
x+ X̃0(t)

)
, χ̃i = X1(t)µijχj,

b̃ =
X1(t)

(Tt(t))r

(
b+

W (χ1, . . . , χr, X̃0(t))

W (χ1, . . . , χr)

)
,

де T , X1, X̃0 — довiльнi гладкi функцiї змiнної t з TtX1 6= 0, а µij —
довiльнi сталi з det(µij) 6= 0.
3.12Компоненти перетворень тут можуть залежати вiд похiдних довiльних елементiв. Для належної
iнтерпретацiї таких перетворень як елементiв узагальнених груп еквiвалентностi потрiбно додатково
розширити набiр довiльних елементiв i допомiжну систему для них, вважаючи довiльними елемен-
тами також усi похiднi вiд χi до порядку r включно i розглядуючи спiввiдношення мiж послiдовними
похiдними як зв’язки для цих нових елементiв.
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L̂ : b = 0;

t̃ = T (t), x̃ = X1(t)
(
x+ νjχj

)
, χ̃i = X1(t)µijχj,

де T , X1 — довiльнi гладкi функцiї змiнної t з TtX1 6= 0, а µij i νj —
довiльнi сталi з det(µij) 6= 0.

L1 : det

(
∂mχj
∂tm

)
m6=r−1

= 0;

t̃ = T (t), x̃ = C(Tt(t))
r−1

2

(
x+ X̃0(t)

)
, χ̃i = C(Tt(t))

r−1
2 µijχj,

b̃ =
C

(Tt(t))
r+1

2

(
b+

W (χ1, . . . , χr, X̃0(t))

W (χ1, . . . , χr)

)
,

де T , X̃0 — довiльнi гладкi функцiї змiнної t з Tt 6= 0, а C, µij — до-
вiльнi сталi з C det(µij) 6= 0. Тут i далi степенi функцiї Tt iнтерпретуємо
аналогiчно примiтцi 3.6.

L̂1 : det

(
∂mχj
∂tm

)
m6=r−1

= 0, b = 0;

t̃ = T (t), x̃ = C(Tt(t))
r−1

2

(
x+ νjχj

)
, χ̃i = C(Tt(t))

r−1
2 µijχj,

де T — довiльна гладка функцiя змiнної t з Tt 6= 0, а C, µij, νj — довiльнi
сталi з C det(µij) 6= 0.

L2 : det

(
∂mχj
∂tm

)
m6=r−1

= det

(
∂mχj
∂tm

)
m6=r−2

= 0;

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ =

C

(γt+ δ)r−1

(
x+ X̃0(t)

)
, χ̃i =

C

(γt+ δ)r−1
µijχj,

b̃ = C
(γt+ δ)r+1

(αδ − βγ)r

(
b+

W (χ1, . . . , χr, X̃0(t))

W (χ1, . . . , χr)

)
,

де α, β, γ, δ, C — довiльнi сталi з αδ − βγ 6= 0 i C 6= 0, що визначенi
з точнiстю до очевидного масштабування (тобто лише чотири сталi се-
ред них є суттєвими), X0 — довiльна гладка функцiя змiнної t, а µij —
довiльнi сталi з det(µij) 6= 0.
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L̂2, r > 3: det

(
∂mχj
∂tm

)
m6=r−1

= det

(
∂mχj
∂tm

)
m6=r−2

= 0, b = 0;

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ =

C

(γt+ δ)r−1

(
x+ νjχj

)
, χ̃i =

C

(γt+ δ)r−1
µijχj,

де α, β, γ, δ, C — довiльнi сталi з αδ − βγ 6= 0 i C 6= 0, що визначенi з
точнiстю до очевидного масштабування (тобто лише чотири сталi серед
них є суттєвими), µij i νj — довiльнi сталi з det(µij) 6= 0.

З точнiстю до калiбровочної еквiвалентностi репараметризований пiд-
клас L̂2 з r = 2 складає єдине рiвняння x′′ = 0. Тому узагальнена група
еквiвалентностi цього пiдкласу спiвпадає з його звичайною групою ек-
вiвалентностi, а породжують її калiбровочна група еквiвалентностi цьо-
го пiдкласу та група точкових симетрiй рiвняння x′′ = 0. Нагадаємо,
що останню складають дробово-лiнiйнi перетворення у просторi (t, x).
Очевидно, що цей пiдклас є нормалiзованим у звичайному сенсi. Фiксу-
вання значень χ1 = 1 та χ2 = t як канонiчних представникiв множин
калiбровочно-еквiвалентних наборiв довiльних елементiв призводить до
зникнення перетворень калiбровочної еквiвалентностi.

A1 : χ1 = 1;

t̃ = T (t), x̃ =
x+ X̃0(t)

µ1kχk
, χ̃i =

µijχj
µ1kχk

,

b̃ =
(Tt(t))

−r

µ1kχk

(
b+

W (χ1, . . . , χr, X̃0(t))

W (χ1, . . . , χr)

)
,

де T , X̃0 — довiльнi гладкi функцiї змiнної t з Tt 6= 0, а µij — довiльнi
сталi з det(µij) 6= 0.

Â1 : χ1 = 1, b = 0;

t̃ = T (t), x̃ =
x+ νjχj
µ1kχk

, χ̃i =
µijχj
µ1kχk

,

де T — довiльна гладка функцiя змiнної t з Tt 6= 0, а µij, νj — довiльнi
сталi з det(µij) 6= 0.
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A2 : χ1 = 1, χ2 = t;

t̃ =
µ2jχj
µ1kχk

, x̃ =
x+ X̃0(t)

µ1kχk
, χ̃i =

µijχj
µ1kχk

,

b̃ =
(µ1kχk)

2r−1(
µ2jµ1l(χ′jχl − χjχ′l)

)r
(
b+

W (χ1, . . . , χr, X̃0(t))

W (χ1, . . . , χr)

)
,

де µij — довiльнi сталi з det(µij) 6= 0, а X̃0 — довiльна гладка функцiя
змiнної t.

Â2, r > 3: χ1 = 1, χ2 = t, b = 0;

t̃ =
µ2jχj
µ1kχk

, x̃ =
x+ νjχj
µ1kχk

, χ̃i =
µijχj
µ1kχk

,

де µij, νj — довiльнi сталi з det(µij) 6= 0.
При r = 2 репараметризований пiдклас Â2 спiвпадає з репараметри-

зованим пiдкласом L̂2, оскiльки включає єдине рiвняння x′′ = 0.

Для кожного з репараметризованих класiв L, L1 та L2, його наведе-
на група еквiвалентностi не є насправдi узагальненою, оскiльки компо-
ненти перетворення для змiнних t та x не залежать безпосередньо вiд
довiльних елементiв. Тобто ця група спiвпадає з вiдповiдною звичайною
групою еквiвалентностi, яка породжує весь групоїд еквiвалентностi ре-
параметризованого класу при r > 3. Iншими слова, репараметризацiя
зберiгає нормалiзованiсть класiв L, L1 i L2 з r > 3 у звичайному сенсi.

Водночас, для iнших згаданих пiдкласiв наведенi групи еквiвалент-
ностi є по-справжньому узагальненими i, при r > 3, породжують групо-
їди еквiвалентностi цих пiдкласiв. Таким чином, хоча класи L̂, L̂1, L̂2,
A1, Â1, A2 i Â2 не є нормалiзованими в звичайному чи узагальненому
сенсi i, бiльш того, класи, пов’язанi з формами Арнольда, при r > 3 не є
навiть напiвнормалiзованими, репараметризованi версiї всiх цих класiв є
нормалiзованими (або напiвнормалiзованими) в узагальненому сенсi при
r > 3 (або при r = 2). Можна сказати, що репараметризацiя на основi
фундаментальних систем розв’язкiв покращує властивостi нормалiзова-
ностi цих класiв.
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Довiльнi елементи χ1, . . . , χr нелокально пов’язанi з a0, . . . , ar−1. Уза-
гальненi групи еквiвалентностi репараметризованих класiв породжують
вiдповiднi групоїди еквiвалентностi. Звiдки, у певному сенсi, вони є мак-
симальними серед узагальнених груп еквiвалентностi класiв, отриманих
з початкових класiв за допомогою замiни початкових допомiжних сис-
тем на їхнi накриття. Отже, цi групи можна розглядати як узагальненi
розширенi групи еквiвалентностi пiдкласiв класу L.

Таким чином, отримаємо твердження.

Твердження 3.54. Класи L̂, L̂1, L̂2, A1, Â1, A2 i Â2 при r > 3 є
нормалiзованими в узагальненому розширеному сенсi. Вiдповiднi уза-
гальненi розширенi групи еквiвалентностi пов’язанi з репараметри-
зацiєю на основi фундаментальних систем розв’язкiв рiвнянь з цих
класiв.

Висновки. У цьому параграфi вичерпно описано групоїд еквiвалентнос-
тi класу L лiнiйних ЗДР r-го порядку, а також групоїди еквiвалентностi
його пiдкласiв L1, L2, A1, A2 вiдповiдно пов’язаних з рацiональною фор-
мою, формою Лагера–Форсайта, першою та другою формами Арнольда,
тобто класами рiвнянь вигляду (3.27), (3.32), (3.34), (3.38), (3.41). З точ-
ки зору допустимих перетворень також вiдповiднi класи L̂, L̂1, L̂2, Â1

та Â2 однорiдних рiвнянь.
Випадок r = 2 є особливим для всiх вказаних класiв. Кожен iз кла-

сiв L, L̂, L1, L̂1, L2 = A2, A1 та Â1 при r = 2 є орбiтою елементарного
рiвняння x′′ = 0 вiдносно групи еквiвалентностi цього класу. Тому вiдпо-
вiдний групоїд еквiвалентностi породжено композицiями перетворень з
групи еквiвалентностi та перетворень з групи симетрiї рiвняння x′′ = 0.
Отже, кожен з цих класiв є напiвнормалiзованими, але не є нормалiзова-
ними; див. доведення твердження 3.29. Клас L̂2 = Â2 утворено єдиним
рiвнянням x′′ = 0, тому вiн є нормалiзованим.

При r > 3 групоїди еквiвалентностi класiв L, L1 та L2 породжено вiд-
повiдними (звичайними) групами еквiвалентностi. Iншими словами, ко-
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жен з цих класiв є нормалiзованим; див. твердження 3.31, 3.35 i 3.39. Асо-
цiйованi пiдкласи однорiдних рiвнянь є однорiдно напiвнормалiзованими
вiдносно груп симетрiй, пов’язаних з лiнiйним принципом суперпозицiї
цих рiвнянь. Це дозволило прокласифiкувати лiївськi симетрiї лiнiйних
ЗДР iз використанням алгебраїчного методу трьома рiзними способами.
Метою презентацiї рiзних способiв для отримання вiдомої класифiкацiї є
демонстрацiя переваг i недолiкiв кожного з них, що важливо, наприклад,
для ефективного застосування алгебраїчного методу у груповiй класи-
фiкацiї систем лiнiйних ЗДР. Зокрема, класифiкацiю на основi форми
Лагера–Форсайта, асоцiйованої з максимальним калiбруванням довiль-
них елементiв, можна просто звести до класифiкацiї пiдалгебр алгеб-
ри sl(2,F), яка є скiнченновимiрною (точнiше, тривимiрною). Спосiб на
основi рацiональної форми потребує використання класифiкацiї всiх мо-
жливих реалiзацiй скiнченновимiрних алгебр Лi на прямiй. Водночас,
один iз класифiкацiйних випадкiв для рiвнянь зi сталими коефiцiєнта-
ми в рацiональнiй формi розщеплюється у формi Лагера–Форсайта на
три (або, вiдповiдно, два) випадки над дiйсним (або комплексним) по-
лем, i два (або один) з них вiдповiдають рiвнянням зi змiнними кое-
фiцiєнтами. Якщо не застосовувати калiбрування довiльних елементiв i
розглядати лiнiйнi ЗДР загального вигляду, то виникає необхiднiсть у
використаннi класифiкацiї реалiзацiй специфiчних алгебр Лi в просторi
двох змiнних.

Структура групоїдiв еквiвалентностi класiв Â1, A2, Â2, пов’язаних
з формами Арнольда з r > 3, є бiльш складною, оскiльки цi класи навiть
не є напiвнормалiзованими. З цiєї причини вони непридатнi для групової
класифiкацiї класу L, незважаючи на те, що цi форми використовують
при редукцiї порядку лiнiйних ЗДР.

Нормалiзацiйнi властивостi цих ненормалiзованих класiв можна по-
кращити за допомогою їхньої репараметризацiї; див. твердження 3.54.
Водночас, репараметризацiю не можна застосувати для групової класи-
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фiкацiї лiнiйних ЗДР через складнiсть спiввiдношень мiж старими та но-
вими довiльними елементами, складним включенням довiльних елемен-
тiв у нове представлення рiвнянь i появою калiбровочних перетворень
еквiвалентностi.

На вiдмiну вiд випадку одного лiнiйного ЗДР, результати щодо гру-
пових властивостей нормальних систем лiнiйних ЗДР другого порядку
далекi вiд повноти, не кажучи вже про довiльнi системи лiнiйних ЗДР;
дивись бiльш детальне обговорення в [93], а також § 3.2. Таким чином,
актуальною є розробка нових, бiльш потужних, алгебраїчних i геометри-
чних методiв вивчення лiївських симетрiй, якi, наприклад, включати-
муть повне дослiдження вiдповiдних групоїдiв еквiвалентностi та iнших
пов’язаних алгебраїчних структур.

3.4. Симетрiя, еквiвалентнiсть
та iнтегровнi класи рiвнянь Абеля

На сьогоднi розроблено рiзноманiтнi методи побудови точних розв’язкiв
нелiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь (ЗДР). Для iнтегруван-
ня конкретного ЗДР, як правило, використовують накопиченi бази даних
або довiдники щодо окремих класiв ЗДР та спецiальнi методи їх iнтегру-
вання; див., наприклад, [168, 242]. Але якщо деяке ЗДР не належить до
жодного з описаних у лiтературi класiв, це не означає, що його не можна
проiнтегрувати.

Симетрiйний пiдхiд є одним з найбiльш алгоритмiчних для iнтегру-
вання та пониження порядку ЗДР, якi допускають нетривiальнi симетрiї;
див., наприклад, монографiї [23,162,188,224] та оглядовi статтi [12,263].
У рамках симетрiйного пiдходу та його модифiкацiй можна отримати
багато вiдомих класiв iнтегрованих ЗДР. Однак потреби знаходження
точних розв’язкiв у рiзноманiтних прикладних моделях стимулюють роз-
виток нових методiв побудови розв’язкiв ЗДР у замкненiй формi. Зокре-
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ма, статтi [2,12,31,39–43,57,67,120,121,126–128,153,155,195,196,206,224,
242, 246, 247, 261–263] надають деяке уявлення про поточнi результати
та напрямки дослiджень в областi симетрiйних (алгебраїчних) методiв
дослiдження ЗДР протягом останнiх десятилiть.

Пошук лiївських симетрiї для ЗДР першого порядку еквiвалентний
розв’язанню цих рiвнянь, а тому пряме застосування методу Лi є не-
конструктивним у загальному випадку. Якщо для заданого ЗДР пер-
шого порядку неможливо (або є неефективним) застосовувати лiїв-
ський метод безпосередньо, то можна пiдвищити його порядок, зокре-
ма, щоб отримати ЗДР другого порядку, пов’язане з початковим ЗДР
першого порядку деякою диференцiальною пiдстановкою першого по-
рядку. Як приклади використання такого пiдходу можна згадати ро-
боти [39–43, 126, 195, 196, 206]. У випадках, коли “iндуковане” рiвняння
вищого порядку допускає нетривiальнi лiївськi симетрiї, якi генерують
нелокальнi симетрiї для початкового рiвняння, можна говорити про так
званi прихованi симетрiї для початкового рiвняння (для бiльш детальної
iнформацiї див. [39–41]).

Пiдвищення порядку рiвнянь першого порядку диференцiальною пiд-
становкою можна скомбiнувати з використанням перетворень еквiва-
лентностi як вiдповiдних звичайних диференцiальних рiвнянь вищого
порядку, так i вихiдних рiвнянь, а також з класифiкацiєю релевантних
алгебр Лi векторних полiв. Тут цей модифiкований алгебраїчний метод
застосовано до опису iнтегровних випадкiв рiвнянь Абеля, порядок яких
пiдвищено елементарною диференцiальною пiдстановкою до двох. Крiм
класифiкацiї реалiзацiй алгебр Лi у спецiальний спосiб, для пошуку iн-
тегровних рiвнянь Абеля використано також класичнi результати щодо
лiнеаризацiї ЗДР другого порядку.

Пiдвищення порядку. Розглянемо загальний клас рiвнянь Абеля ви-
гляду

ṗ(f5(y)p+ f0(y)) = p3f4(y) + p2f3(y) + pf2(y) + f1(y), (3.53)
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де p = p(y), крапка позначає диференцiювання за незалежною змiн-
ною y, а f0, . . . , f5 — довiльнi гладкi функцiї, причому f0 та f5 не рiв-
нi одночасно нулю. З огляду на iснування калiбровочних перетворень
еквiвалентностi [190, 243, 251] (домноження всiх довiльних елементiв на
довiльну ненульову функцiю змiнної y), будь-яке рiвняння (3.53) можна
звести до однiєї з двох канонiчних форм:

ṗ = p3f4(y) + p2f3(y) + pf2(y) + f1(y), (3.54)

ṗ(p+ f0(y)) = p3f4(y) + p2f3(y) + pf2(y) + f1(y), (3.55)

якi вiдповiдно називають рiвняннями Абеля першого i другого роду;
див., наприклад, [36, 168, 242]. Рiвняння (3.54), (3.55) разом з рiвняння-
ми Рiккатi — “найпростiшi” нелiнiйнi ЗДР першого порядку, якi мають
широкi застосування. Водночас, проблема опису iнтегровних пiдкласiв
цих рiвнянь залишається актуальною, її розглянуто у багатьох роботах;
див., наприклад, [31,42,43,118–121,206,242,246,261,262].

Зазначимо, що класи рiвнянь Абеля першого i другого роду (3.54),
(3.55) пов’язанi один з iншим параметризованою сiм’єю точкових пере-
творень. А саме, рiвняння (3.55) можна звести до вигляду (3.54) (з мож-
ливо iншими значеннями довiльних елементiв) за допомогою замiни за-
лежної змiнної p̃ = 1/(p+f0). Крiм того, клас рiвнянь Рiккатi є пiдкласом
класу (3.54).

Пiдстановка y′ = p(y) з y = y(x), де штрих позначає диференцiюван-
ня за x, зводить ЗДР другого порядку

y′′(f5(y)y′ + f0(y)) = y′ 4f4(y) + y′ 3f3(y) + y′ 2f2(y) + y′f1(y) (3.56)

до рiвняння Абеля (3.53). Цю редукцiю порядку для рiвнянь вигля-
ду (3.56), яка пояснює необхiднiсть розгляду їх у контекстi рiвнянь Абе-
ля, iндуковано їхнiм оператором лiївської симетрiїQ1 = ∂x, що вiдповiдає
iнварiантностi вiдносно зсувiв за змiнною x. У випадку, коли цi рiвняння
iнварiантнi вiдносно ще одного оператора лiївської симетрiї, тобто допу-
скають двовимiрнi алгебри лiївських симетрiй, їх можна проiнтегрувати
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методом Лi й, таким чином, побудувати точнi розв’язки певних рiвнянь
з класу (3.53). Пiдкласи класу (3.56), що вiдповiдають калiброваним пiд-
класам рiвнянь Абеля першого i другого роду (3.54), (3.55), утворюють
рiвняння вигляду

y′′ = y′ 4f4(y) + y′ 3f3(y) + y′ 2f2(y) + y′f1(y), (3.57)

y′′(y′ + f0(y)) = y′ 4f4(y) + y′ 3f3(y) + y′ 2f2(y) + y′f1(y). (3.58)

Класифiкацiя реалiзацiй. Опишемо нееквiвалентнi рiвняння з накри-
ваючого класу (3.56), iнварiантнi вiдносно двовимiрних алгебр вигляду

L = 〈Q1, Q2〉, Q1 = ∂x, Q2 = ξ(x, y)∂x + η(x, y)∂y. (3.59)

Нееквiвалентнi реалiзацiї оператора Q2 в алгебрi (3.59) визначають ка-
нонiчнi представники серед рiвнянь з класу (3.56), а пiсля вiдповiдного
калiбрування — iз його пiдкласiв (3.57) i (3.58).

Добре вiдомо, що множину двовимiрних алгебр Лi векторних полiв
можна розбити на чотири пiдмножини залежно вiд комутативностi чи
некомутативностi алгебр та їхнiх рангiв; див., наприклад, [12,23,162,188].
Оскiльки в (3.59) зафiксовано вигляд лише векторного поляQ1, що пору-
шує рiвноправнiсть базисних елементiв, необхiдно розглянути додатковi
випадки. Рiвняння (3.56) може допускати двовимiрну алгебру Лi (3.59)
одного з таких типiв:

1. [Q1, Q2] = 0, rankL = 1;

2. [Q1, Q2] = 0, rankL = 2;

3. [Q1, Q2] = Q1, rankL = 1;

4. [Q1, Q2] = Q1, rankL = 2;

5. [Q1, Q2] = Q2, rankL = 1;

6. [Q1, Q2] = Q2, rankL = 2,

(3.60)
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для кожного з яких можливi лише такi реалiзацiї:

1. Q1 = ∂x, Q2 = ξ(y)∂x, ξ(y) 6≡ const;

2. Q1 = ∂x, Q2 = ξ(y)∂x + η(y)∂y, ξ(y) 6≡ const або

ξ(y) ≡ 0, η(y) 6= 0;

3. Q1 = ∂x, Q2 = (x+ ξ(y))∂x, ξ(y) 6≡ const або ξ(y) ≡ 0;

4. Q1 = ∂x, Q2 = (x+ ξ(y))∂x + η(y)∂y, ξ(y) 6≡ const або

ξ(y) ≡ 0, η(y) 6= 0;

5. Q1 = ∂x, Q2 = exξ(y)∂x, ξ(y) 6≡ 0;

6. Q1 = ∂x, Q2 = ex(ξ(y)∂x + η(y)∂y), η(y) 6= 0. (3.61)

Зрозумiло, що за допомогою цих реалiзацiй можна описати рiвняння
вигляду (3.56), iнварiантнi вiдносно двовимiрних алгебр Лi, як обговоре-
но в [31]. Однак, цей спосiб занадто громiздкий i, як наслiдок, побудованi
пiдкласи iнтегровних рiвнянь (3.56) будуть досить складними, оскiль-
ки такими є вiдповiднi вирази для довiльних елементiв fi, i = 0, . . . , 5,
у (3.56) через компоненти векторного поля Q2 з реалiзацiй (3.61).

Легко показати, що найбiльш загальнi точковi перетворення, якi збе-
рiгають векторне поле Q1, мають вигляд

x̃ = x+ ω(y), ỹ = g(y), (3.62)

де ω(y), g(y) — довiльнi гладкi функцiї, причому g(y) 6≡ const. Пiсля
замiни (3.62) рiвняння (3.56) набуває вигляду

ỹ′′(f̃5ỹ
′ + f̃0)ġ

2 = f̃4ỹ
′ 4 + f̃3ỹ

′ 3 + f̃2ỹ
′ 2 + f̃1ỹ

′, (3.63)

де f̃0 = f0ġ
3,

f̃1 = g̈ġ2f0 + f1ġ
3,

f̃2 = ġ2f2 + g̈ġ(f5 − ω̇f0)− (ω̇ġ)̇ f0ġ − 3ω̇ġ2f1,

f̃3 = ġf3 + ω̇ω̈ġf0 + (ω̇ġ)̇ (f5 − ω̇f0)− 2ω̇ġf2 + 3ω̇2ġf1,

f̃4 = f4 + ω̇ω̈(f5 − ω̇f0)− ω̇f3 + ω̇2f2 − ω̇3f1,

f̃5 = (f5 − ω̇f0)ġ
2,

(3.64)
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крапка позначає диференцiювання за y, а штрих — за x̃. Додатково
в (3.64) усi функцiї змiнної y необхiдно представити як функцiї змiнної
ỹ = g(y), виконавши для y зворотну пiдстановку.

Отже, перетворення (3.62) не змiнюють векторне поле Q1 = ∂x в алге-
брi (3.59), а їхнi продовження на довiльнi елементи f0, . . . , f5 згiдно (3.64)
є точковими перетвореннями еквiвалентностi для класу рiвнянь (3.56).
Крiм того, якщо продовжити їх на p := y′, а потiм спроектувати на
простiр змiнних (y, p) (операцiя проектування буде добре визначеною),
отриманi перетворення

ỹ = g(y), p̃ =
ġp

ω̇p+ 1

утворюють пiдгрупу в проекцiї (точкової) групи еквiвалентностi кла-
су (3.53) на цей самий простiр, яку складають перетворення вигляду

ỹ = g(y), p̃ =
P1(y)p+Q1(y)

P2(y)p+Q2(y)
, (3.65)

де g, P1, P2, Q1, Q2 — довiльнi гладкi функцiї змiнної y, для яких

g′(P1Q2 − P2Q1) 6= 0.

Тому за допомогою перетворень (3.62) кожну з реалiзацiй (3.61) алгебри
(3.59) можна звести до найпростiшої канонiчної форми, не виходячи при
цьому iз класу (3.56):

1. Q1 = ∂x, Q2 = y∂x;

2. Q1 = ∂x, Q2 = ∂y;

3. Q1 = ∂x, Q2 = x∂x;

4. Q1 = ∂x, Q2 = x∂x + y∂y;

5. Q1 = ∂x, Q2 = ex∂x;

6. Q1 = ∂x, Q2 = ex(∂x + ∂y).

(3.66)
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Рiвняння з класу (3.56), що допускають цi реалiзацiї й, вiдповiдно, об’єд-
нанi в пiдкласи, не пов’язанi перетвореннями еквiвалентностi (3.62),
з точнiстю до множника, лiнiйного по y′, мають такий вигляд:

1. y′′ = α(y)y′ 3;

2. y′′(c5y
′ + c0) = c4y

′ 4 + c3y
′ 3 + c2y

′ 2 + c1y
′;

3. y′′ = α(y)y′ 2;

4. yy′′(c5y
′ + c0) = c4y

′ 4 + c3y
′ 3 + c2y

′ 2 + c1y
′;

5. y′′ = α(y)y′ 2 − y′;

6. y′′(c5y
′ − c0e

−y − c5) =
∑4

i=1(−1)i+1cie
(i−3)y(y′ − 1)i

− c5y
′(y′ − 1)2 + c0e

−yy′(y′ − 1), (3.67)

де α(y) — довiльна гладка функцiя, c0, . . . , c5 — довiльнi сталi, причому
(c0, c5) 6= 0. Канонiчнi форми (3.67) є простими завдяки класифiкацiї з
точнiстю до перетворень (3.62).

Пiдсумовуючи, отримаємо такий алгоритм iнтегрування деяких рiв-
нянь Абеля вигляду (3.53):

• пiдвищуємо порядок рiвняння (3.53), розглядаючи рiвняння другого
порядку (3.56);

• якщо рiвняння (3.56) допускає двовимiрну алгебру Лi, то зводимо
цю алгебру до однiєї з форм (3.66), а рiвняння — до вiдповiдної
канонiчної форми з перелiку (3.67);

• iнтегруємо цю канонiчну форму;

• виконуючи обернену замiну змiнних i диференцiюючи результат,
отримаємо розв’язок рiвняння Абеля (3.53) у параметричнiй формi.

Випадок лiнеаризацiї. Згiдно класичних результатiв С. Лi [186] (див.
також [12,162,165,166]), ЗДР другого порядку

y′′ = f(x, y, y′) (3.68)
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можна звести (невиродженою) точковою замiною змiнних

x̃ = ϕ(x, y), ỹ = ψ(x, y), (3.69)

до елементарного рiвняння ỹ′′ = 0 (а отже, взагалi, лiнеаризувати) тодi й
лише тодi, коли воно є щонайбiльше кубiчним вiдносно першої похiдної:

y′′ + F3(x, y)y′ 3 + F2(x, y)y′ 2 + F1(x, y)y′ + F (x, y) = 0, (3.70)

причому

F3(x, y) =
ϕyψyy − ψyϕyy
ϕxψy − ϕyψx

,

F2(x, y) =
ϕxψyy − ψxϕyy + 2(ϕyψxy − ψyϕxy)

ϕxψy − ϕyψx
,

F1(x, y) =
ϕyψxx − ψyϕxx + 2(ϕxψxy − ψxϕxy)

ϕxψy − ϕyψx
,

F (x, y) =
ϕxψxx − ψxϕxx
ϕxψy − ϕyψx

. (3.71)

При заданих функцiях F3(x, y), F2(x, y), F1(x, y) та F (x, y) лiнеаризацiя
можлива, якщо система (3.71) сумiсна як перевизначена система вiднос-
но ϕ та ψ. С. Лi показав, що умова сумiсностi цiєї системи має вигляд

3(F3)xx − 2(F2)xy + (F1)yy

= (3F1F3 − F 2
2 )x − 3(FF3)y − 3F3Fy + F2(F1)y,

3Fyy − 2(F1)xy + (F2)xx

= 3(FF3)x − 3(FF2 − F 2
1 )y + 3F (F3)x − F1(F2)x (3.72)

(нижнi iндекси x та y вiдповiдно позначають диференцiювання за змiн-
ними x та y). Отже, умова (3.72) є необхiдною й достатньою для того,
щоб рiвняння вигляду (3.70) було лiнеаризовним [165,166].

Рiвняння (3.58) з f0(y) ≡ 0 пiсля зведення до вигляду

y′′ = y′ 3f4(y) + y′ 2f3(y) + y′f2(y) + f1(y). (3.73)
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є частинним випадком (3.70). Отже, це рiвняння можна лiнеаризувати
тодi й лише тодi, коли вiдповiднi значення довiльних елементiв f1, . . . ,
f4 задовольняють умову (3.72), тобто

(f2)yy = 3(f1f4)y + 3f4(f1)y − f3(f2)y, 3(f1)yy = 3(f1f3 − f 2
2 )y.

Точковi перетворення (3.69), що лiнеаризують (3.73), можна знайти з
системи (3.71). Слiд зауважити, що ЗДР другого порядку можна лiнеа-
ризувати тодi й лише тодi, коли воно допускає восьмивимiрну алгебру Лi.
Отже, будь-яке лiнеаризоване рiвняння вигляду (3.73) можна звести пе-
ретвореннями еквiвалентностi (3.62) до однiєї з канонiчних форм (3.67).

Таким чином, запропоновано симетрiйний пiдхiд до опису iнтегров-
них випадкiв рiвняння Абеля, який використовує пiдвищення порядку
на одиницю й точковi перетворення вигляду (3.62) мiж вiдповiдними
ЗДР другого порядку. Застосовуючи перетворення еквiвалентностi кла-
су (3.53), проекцiї яких на простiр змiнних мають вигляд (3.65), iз де-
якого рiвняння Абеля з вiдомим точним розв’язком можна знайти iншi
такi рiвняння Абеля. Побудову нових iнтегровних рiвнянь Абеля можна
починати навiть з добре вiдомих рiвнянь Рiккатi, оскiльки вони утворю-
ють пiдклас у калiброваному класi рiвнянь Абеля першого роду (3.54).
(Для генерування iнтегровних рiвнянь Рiккатi можна використовувати,
наприклад, пiдхiд, запропонований у [246]; див. § 3.1.)

3.5. Реалiзацiї низькорозмiрних алгебр Лi

Задачу опису реалiзацiй алгебр Лi векторними полями поставлено й
уперше дослiджено С. Лi. Однак до цiєї проблеми зберiгається вели-
кий iнтерес i результати її вивчення широко застосовують, наприклад,
при iнтегруваннi звичайних диференцiальних рiвнянь [186, 188] (див.
також деякi новi результати та тенденцiї в цiй областi, наприклад,
у [46,116,126,195,196,259,263,282–284]), груповiй класифiкацiї диферен-
цiальних рiвнянь з частинними похiдними [14, 54, 160, 293], класифiкацiї
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гравiтацiйних полiв загального вигляду щодо груп руху або груп кон-
формних перетворень [24, 175–177, 192, 197]. (Див., наприклад, [157, 160]
щодо iнших фiзичних застосувань реалiзацiй алгебр Лi.) Отже, мож-
на без перебiльшення сказати, що ця проблема займає важливе мiсце в
сучасному груповому аналiзi диференцiальних рiвнянь. Незважаючи на
це, проблему повного опису реалiзацiй не розв’язано навiть у випадках
малих розмiрностей алгебр або просторiв змiнних, у яких алгебри реа-
лiзовано. Єдиним винятком є лiївська класифiкацiя всiх можливих груп
Лi точкових перетворень у двовимiрному комплексному чи дiйсному про-
сторi без фiксованих точок [185,187], яка еквiвалентна класифiкацiї всiх
можливих реалiзацiй алгебр Лi векторними полями цьому просторi; див.
також статтi [157,215] та посилання в них.

У роботах [191, 216, 217, 247–249] побудовано повну множину нееквi-
валентних реалiзацiй дiйсних алгебр Лi розмiрностей не вище чотири у
просторах довiльної (скiнченної) кiлькостi змiнних. У цих роботах також
проведено детальний огляд проблеми, стану її дослiджень та обговоре-
но застосування отриманих результатiв; див. також дисертацiйнi роботи
М.В. Лутфулiна [15] та М.О. Нестеренко [20].

Побудованi в [247] реалiзацiї низькорозмiрних алгебр Лi знайшли ши-
роке застосування i пройшли апробацiю у низцi нещодавнiх дослiджень,
зокрема при вивченi три- й чотиривимiрних динамiчних систем, що до-
пускають нелiнiйний принцип суперпозицiї [163, 164]; при класифiкацiї
лiївських симетрiй систем ЗДР, iнтегруваннi таких систем та їх лiнеари-
зацiї (див., наприклад, [11, 15, 51, 149, 152, 173, 194, 231]); у симетрiйному
аналiзi моделей теорiї управлiння (див., наприклад, [59, 60]). Крiм того,
оскiльки роботи [247, 249] мiстять також детальний огляд щодо низь-
корозмiрних алгебр Лi та впорядковану й оригiнальну iнформацiю сто-
совно характеристик таких алгебр, то цi результати цитуються у робо-
тах, пов’язаних з дослiдженнями в теорiї алгебр Лi; див., наприклад,
[55,58,133,134,161,193,198,218,219].
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Таблиця 3.1. Реалiзацiї дiйсних одно- i двовимiрних алгебр Лi.

Алгебра N Реалiзацiя (∗)
A1 1 ∂1

2A1 1 ∂1, ∂2
2 ∂1, x2∂1

A2.1 1 ∂1, x1∂1 + ∂2

[e1, e2] = e1 2 ∂1, x1∂1

Таблиця 3.2. Реалiзацiї дiйсних тривимiрних розв’язних алгебр Лi.

Алгебра N Реалiзацiя (∗)
3A1 1 ∂1, ∂2, ∂3

2 ∂1, ∂2, x3∂1 + x4∂2

3 ∂1, ∂2, x3∂1 + ϕ(x3)∂2 (∗)
4 ∂1, x2∂1, x3∂1
5 ∂1, x2∂1, ϕ (x2) ∂1 (∗)

A2.1 ⊕A1 1 ∂1, x1∂1 + ∂3, ∂2
[e1, e2] = e1 2 ∂1, x1∂1 + x3∂2, ∂2

3 ∂1, x1∂1, ∂2
4 ∂1, x1∂1 + x2∂2, x2∂1

A3.1 1 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3

[e2, e3] = e1 2 ∂1, ∂2, x2∂1 + x3∂2

3 ∂1, ∂2, x2∂1
A3.2 1 ∂1, ∂2, (x1 + x2) ∂1 + x2∂2 + ∂3

[e1, e3] = e1 2 ∂1, ∂2, (x1 + x2) ∂1 + x2∂2

[e2, e3] = e1 + e2 3 ∂1, x2∂1, x1∂1 − ∂2
A3.3 1 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂3

[e1, e3] = e1 2 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2

[e2, e3] = e2 3 ∂1, x2∂1, x1∂1 + ∂3

4 ∂1, x2∂1, x1∂1
Aa

3.4, |a|≤1, a6=0, 1 1 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2 + ∂3

[e1, e3] = e1 2 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2

[e2, e3] = ae2 3 ∂1, x2∂1, x1∂1 + (1− a)x2∂2

Ab
3.5, b ≥ 0 1 ∂1, ∂2, (bx1 + x2)∂1 + (−x1 + bx2)∂2 + ∂3

[e1, e3] = be1 − e2 2 ∂1, ∂2, (bx1 + x2)∂1 + (−x1 + bx2)∂2

[e2, e3] = e1 + be2 3 ∂1, x2∂1, (b− x2)x1∂1 − (1 + x22)∂2
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Таблиця 3.3. Реалiзацiї дiйсних розкладних розв’язних чотиривимiрних алгебр Лi.

Алгебра N Реалiзацiя (∗)
4A1 1 ∂1, ∂2, ∂3, ∂4

2 ∂1, ∂2, ∂3, x4∂1 + x5∂2 + x6∂3

3 ∂1, ∂2, ∂3, x4∂1 + x5∂2 + θ(x4, x5)∂3 (∗)
4 ∂1, ∂2, ∂3, x4∂1 + ϕ(x4)∂2 + ψ(x4)∂3 (∗)
5 ∂1, ∂2, x3∂1 + x4∂2, x5∂1 + x6∂2

6 ∂1, ∂2, x3∂1 + x4∂2, x5∂1 + θ(x3, x4, x5)∂2 (∗)
7 ∂1, ∂2, x3∂1 + ϕ(x3, x4)∂2, x4∂1 + ψ(x3, x4)∂2 (∗)
8 ∂1, ∂2, x3∂1 + ϕ(x3)∂2, θ(x3)∂1 + ψ(x3)∂2 (∗)
9 ∂1, x2∂1, x3∂1, x4∂1

10 ∂1, x2∂1, x3∂1, θ(x2, x3)∂1 (∗)
11 ∂1, x2∂1, ϕ(x2)∂1, ψ(x2)∂1 (∗)

A2.1 ⊕ 2A1 1 ∂1, x1∂1 + ∂4, ∂2, ∂3

[e1, e2] = e1 2 ∂1, x1∂1 + x4∂2 + x5∂3, ∂2, ∂3

3 ∂1, x1∂1 + x4∂2 + ϕ(x4)∂3, ∂2, ∂3 (∗)
4 ∂1, x1∂1, ∂2, ∂3

5 ∂1, x1∂1 + x3∂3, ∂2, x3∂1 + x4∂2

6 ∂1, x1∂1 + x3∂3, ∂2, x3∂1

7 ∂1, x1∂1 + ∂4, ∂2, x3∂2

8 ∂1, x1∂1 + x4∂2, ∂2, x3∂2

9 ∂1, x1∂1 + ϕ(x3)∂2, ∂2, x3∂2 (∗)
10 ∂1, x1∂1 + x2∂2 + x3∂3, x2∂1, x3∂1

2A2.1 1 ∂1, x1∂1 + ∂3, ∂2, x2∂2 + ∂4

[e1, e2] = e1 2 ∂1, x1∂1 + ∂3, ∂2, x2∂2 + x4∂3

[e3, e4] = e3 3 ∂1, x1∂1 + ∂3, ∂2, x2∂2 + C∂3 (∗)
4 ∂1, x1∂1 + x3∂2, ∂2, x2∂2 + x3∂3

5 ∂1, x1∂1, ∂2, x2∂2

6 ∂1, x1∂1 + x2∂2, x2∂1, −x2∂2 + ∂3

7 ∂1, x1∂1 + x2∂2, x2∂1, −x2∂2
A3.1 ⊕A1 1 ∂1, ∂3, x3∂1 + ∂4, ∂2

[e2, e3] = e1 2 ∂1, ∂3, x3∂1 + x4∂2 + x5∂3, ∂2

3 ∂1, ∂3, x3∂1 + ϕ(x4)∂2 + x4∂3, ∂2 (∗)
4 ∂1, ∂3, x3∂1 + x4∂2, ∂2

5 ∂1, ∂3, x3∂1, ∂2

6 ∂1, ∂3, x3∂1 + ∂4, x2∂1

7 ∂1, ∂3, x3∂1 + x4∂3, x2∂1

8 ∂1, ∂3, x3∂1 + ϕ(x2)∂3, x2∂1 (∗)
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Алгебра N Реалiзацiя (∗)
A3.2 ⊕A1 1 ∂1, ∂2, (x1 + x2)∂1 + x2∂2 + ∂3, ∂4

[e1, e3] = e1 2 ∂1, ∂2, (x1 + x2)∂1 + x2∂2 + ∂3, x4∂3

[e2, e3] = e1 + e2 3 ∂1, ∂2, (x1 + x2)∂1 + x2∂2, ∂3

4 ∂1, ∂2, (x1 + x2)∂1 + x2∂2 + ∂3, x4e
x3(x3∂1 + ∂2)

5 ∂1, ∂2, (x1 + x2)∂1 + x2∂2 + ∂3, e
x3(x3∂1 + ∂2)

6 ∂1, ∂2, (x1 + x2)∂1 + x2∂2 + ∂3, e
x3∂1

7 ∂1, x2∂1, x1∂1 − ∂2, ∂3
8 ∂1, x2∂1, x1∂1 − ∂2, x3e−x2∂1

9 ∂1, x2∂1, x1∂1 − ∂2, e−x2∂1

A3.3 ⊕A1 1 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂3, ∂4

[e1, e3] = e1 2 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂3, x4∂3

[e2, e3] = e2 3 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2, ∂3

4 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂3, e
x3(∂1 + x4∂2)

5 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂3, e
x3∂1

6 ∂1, x2∂1, x1∂1 + ∂3, ∂4

7 ∂1, x2∂1, x1∂1 + ∂3, x4∂3

8 ∂1, x2∂1, x1∂1 + ∂3, ϕ(x2)∂3 (∗)
9 ∂1, x2∂1, x1∂1 + ∂3, e

x3∂1

Aa
3.4 ⊕A1 1 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2 + ∂3, ∂4

|a| ≤ 1, a 6= 0, 1 2 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2 + ∂3, x4∂3

[e1, e3] = e1 3 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2, ∂3

[e2, e3] = ae2 4 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2 + ∂3, e
x3∂1 + x4e

ax3∂2

5 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2 + ∂3, e
x3∂1 + eax3∂2

6 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2 + ∂3, e
x3∂1

7 ∂1, x2∂1, x1∂1 + (1− a)x2∂2, ∂3

8 ∂1, x2∂1, x1∂1 + (1− a)x2∂2, x3|x2|
1

1−a∂1

9 ∂1, x2∂1, x1∂1 + (1− a)x2∂2, |x2|
1

1−a∂1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a 6= −1 10 ∂1, ∂2, x1∂1 + ax2∂2 + ∂3, e

ax3∂2

Ab
3.5 ⊕A1, b ≥ 0 1 ∂1, ∂2, (bx1 + x2)∂1 + (−x1 + bx2)∂2 + ∂3, ∂4

[e1, e3] = be1 − e2 2 ∂1, ∂2, (bx1 + x2)∂1 + (−x1 + bx2)∂2 + ∂3, x4∂3

[e2, e3] = e1 + be2 3 ∂1, ∂2, (bx1 + x2)∂1 + (−x1 + bx2)∂2, ∂3

4 ∂1, ∂2, (bx1 + x2)∂1 + (−x1 + bx2)∂2 + ∂3, x4e
bx3(cosx3∂1 −

sinx3∂2)

5 ∂1, ∂2, (bx1 + x2)∂1 + (−x1 + bx2)∂2 + ∂3, e
bx3(cosx3∂1 −

sinx3∂2)

6 ∂1, x2∂1, (b− x2)x1∂1 − (1 + x22)∂2, ∂3

7 ∂1, x2∂1, (b− x2)x1∂1 − (1 + x22)∂2, x3
√

1 + x22 e
−b arctg x2∂1

8 ∂1, x2∂1, (b− x2)x1∂1 − (1 + x22)∂2,
√

1 + x22 e
−b arctg x2∂1
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Таблиця 3.4. Реалiзацiї дiйсних нерозкладних розв’язних чотиривимiрних алгебр Лi.

Алгебра N Реалiзацiя (∗)
A4.1 1 ∂1, ∂2, ∂3, x2∂1 + x3∂2 + ∂4

[e2, e4] = e1 2 ∂1, ∂2, ∂3, x2∂1 + x3∂2 + x4∂3

[e3, e4] = e2 3 ∂1, ∂2, ∂3, x2∂1 + x3∂2

4 ∂1, ∂2, x3∂1 + x4∂2, x2∂1 + x4∂3 − ∂4
5 ∂1, ∂2, −1

2x
2
3∂1 + x3∂2, x2∂1 − ∂3

6 ∂1, x2∂1, ∂3, x2x3∂1 − ∂2
7 ∂1, x2∂1, x3∂1, −∂2 − x2∂3
8 ∂1, x2∂1, 1

2x
2
2∂1, −∂2

Ab
4.2, b 6= 0 1 ∂1, ∂2, ∂3, bx1∂1 + (x2 + x3)∂2 + x3∂3 + ∂4

[e1, e4] = be1 2 ∂1, ∂2, ∂3, bx1∂1 + (x2 + x3)∂2 + x3∂3

[e2, e4] = e2 3 ∂1, ∂2, x4∂1 + x3∂2, bx1∂1 + x2∂2 + (b− 1)x4∂4 − ∂3
[e3, e4] = e2 + e3 4 ∂1, ∂2, x3∂2, bx1∂1 + x2∂2 − ∂3

5 ∂1, x2∂1, ∂3, (bx1 + x2x3)∂1 + (b− 1)x2∂2 + x3∂3

6 ∂1, x2∂1, x3∂1, bx1∂1 + (b− 1)x2∂2 + ((b− 1)x3 − x2)∂3
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b 6= 1 7 ∂1, ∂2, e(1−b)x3∂1 + x3∂2, bx1∂1 + x2∂2 − ∂3

8 ∂1, x2∂1, x2
1−b ln |x2|∂1, bx1∂1 + (b− 1)x2∂2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b = 1 7 ∂1, x2∂1, ∂3, (x1 + x2x3)∂1 + x3∂3 + ∂4

A4.3 1 ∂1, ∂2, ∂3, x1∂1 + x3∂2 + ∂4

[e1, e4] = e1 2 ∂1, ∂2, ∂3, x1∂1 + x3∂2 + x4∂3

[e3, e4] = e2 3 ∂1, ∂2, ∂3, x1∂1 + x3∂2

4 ∂1,∂2, x3∂1 + x4∂2, x1∂1 + x3∂3 − ∂4
5 ∂1, ∂2, εe−x3∂1 + x3∂2, x1∂1 − ∂3
6 ∂1, x2∂1, ∂3, (x1 + x2x3)∂1 + x2∂2

7 ∂1, x2∂1, x3∂1, x1∂1 + x2∂2 + (x3 − x2)∂3
8 ∂1, x2∂1, −x2 ln |x2|∂1, x1∂1 + x2∂2

A4.4 1 ∂1, ∂2, ∂3, (x1 + x2)∂1 + (x2 + x3)∂2 + x3∂3 + ∂4

[e1, e4] = e1 2 ∂1, ∂2, ∂3, (x1 + x2)∂1 + (x2 + x3)∂2 + x3∂3

[e2, e4] = e1 + e2 3 ∂1, ∂2, x3∂1 + x4∂2, (x1 + x2)∂1 + x2∂2 + x4∂3 − ∂4
[e3, e4] = e2 + e3 4 ∂1, ∂2, −1

2x
2
3∂1 + x3∂2, (x1 + x2)∂1 + x2∂2 − ∂3

5 ∂1, x2∂1, ∂3, (x1 + x2x3)∂1 − ∂2 + x3∂3

6 ∂1, x2∂1, x3∂1, x1∂1 − ∂2 − x2∂3
7 ∂1, x2∂1, 1

2x
2
2∂1, x1∂1 − ∂2
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Алгебра N Реалiзацiя (∗)
Aa,b,c

4.5 , abc 6= 0 1 ∂1, ∂2, ∂3, ax1∂1 + bx2∂2 + cx3∂3 + ∂4

[e1, e4] = ae1 2 ∂1, ∂2, ∂3, ax1∂1 + bx2∂2 + cx3∂3

[e2, e4] = be2 3 ∂1, ∂2, x3∂1 +x4∂2, ax1∂1 + bx2∂2 +(a−c)x3∂3 +(b−c)x4∂4
[e3, e4] = ce3 4 ∂1, x2∂1, x3∂1, ax1∂1 + (a− b)x2∂2 + (a− c)x3∂3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a = b = c = 1 5 ∂1, ∂2, x3∂1 + x4∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂5

6 ∂1, ∂2, x3∂1 + ϕ(x3)∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂4 (∗)
7 ∂1, ∂2, x3∂1 + ϕ(x3)∂2, x1∂1 + x2∂2 (∗)
8 ∂1, x2∂1, x3∂1, x1∂1 + ∂4

9 ∂1, x2∂1, ϕ(x2)∂1, x1∂1 + ∂3 (∗)
10 ∂1, x2∂1, ϕ(x2)∂1, x1∂1 (∗)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a = b = 1, c 6= 1 5 ∂1, x2∂1, ∂3, x1∂1 + cx3∂3 + ∂4

6 ∂1, x2∂1, ∂3, x1∂1 + cx3∂3

7 ∂1, ∂2, e(1−c)x3∂1, x1∂1 + x2∂2 + ∂3
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 ≤ a < b < c = 1 5 ∂1, ∂2, ε1e(a−1)x3∂1 + ε2e

(b−1)x3∂2, ax1∂1 + bx2∂2 + ∂3 (∗)
b > 0, якщо a = −1 6 ∂1, x2∂1, ∂3, ax1∂1 + (a− b)x2∂2 + x3∂3

7 ∂1, e(a−b)x2∂1, e(a−1)x2∂1, ax1∂1 + ∂2

Aa,b
4.6, a > 0 1 ∂1, ∂2, ∂3, ax1∂1 + (bx2 + x3)∂2 + (−x2 + bx3)∂3 + ∂4

[e1, e4] = ae1 2 ∂1, ∂2, ∂3, ax1∂1 + (bx2 + x3)∂2 + (−x2 + bx3)∂3

[e2, e4] = be2 − e3 3 ∂1, ∂2, x3∂1 + x4∂2, (ax1−x2x3)∂1 + (b−x4)x2∂2 + (a−b−
x4)x3∂3 − (1+x24)∂4

[e3, e4] = e2 + be3 4 ∂1, ∂2, εe(b−a) arctg x3
√

1 + x23∂1 + x3∂2,
(ax1−εx2e(b−a) arctg x3

√
1 + x23 )∂1+(b−x3)x2∂2−(1+x23)∂3

5 ∂1, x2∂1, x3∂1, ax1∂1+((a−b)x2+x3)∂2+(−x2+(a−b)x3)∂3
6 ∂1, e(a−b)x2 cosx2∂1, −e(a−b)x2 sinx2∂1, ax1∂1 + ∂2

A4.7 1 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3, (2x1 + 1
2x

2
3)∂1 + (x2 + x3)∂2 + x3∂3 + ∂4

[e2, e3] = e1 2 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3, (2x1 + 1
2x

2
3)∂1 + (x2 + x3)∂2 + x3∂3

[e1, e4] = 2e1 3 ∂1, ∂2, x2∂1 + x3∂2, 2x1∂1 + x2∂2 − ∂3
[e2, e4] = e2 4 ∂1, x2∂1, −∂2, (2x1 − 1

2x
2
2)∂1 + x2∂2 + ∂3

[e3, e4] = e2 + e3 5 ∂1, x2∂1, −∂2, (2x1 − 1
2x

2
2)∂1 + x2∂2



253

Алгебра N Реалiзацiя (∗)
Ab

4.8, |b| ≤ 1 1 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3, (1 + b)x1∂1 + x2∂2 + bx3∂3 + ∂4

[e2, e3] = e1 2 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3, (1 + b)x1∂1 + x2∂2 + bx3∂3

[e1, e4] = (1 + b)e1 3 ∂1, ∂2, x2∂1 + x3∂2, (1 + b)x1∂1 + x2∂2 + (1− b)x3∂3
[e2, e4] = e2 4 ∂1, ∂2, x2∂1, (1 + b)x1∂1 + x2∂2 + ∂3

[e3, e4] = be3 5 ∂1, ∂2, x2∂1, (1 + b)x1∂1 + x2∂2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b = 1 6 ∂1, ∂2, x2∂1 + x3∂2, 2x1∂1 + x2∂2 + ∂4

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b = −1 6 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3, x4∂1 + x2∂2 − x3∂3

7 ∂1, ∂2, x2∂1, x3∂1 + x2∂2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b 6= ±1 6 ∂1, x2∂1, −∂2, (1 + b)x1∂1 + bx2∂2 + ∂3

7 ∂1, x2∂1, −∂2, (1 + b)x1∂1 + bx2∂2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b = 0 8 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3, x1∂1 + x2∂2 + x4∂3

9 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3, x1∂1 + x2∂2 + C∂3 (∗)
Aa

4.9, a ≥ 0 1 ∂1, ∂2, x2∂1+∂3, 1
2(4ax1+x23−x22)∂1+(ax2+x3)∂2+(−x2+

ax3)∂3 + ∂4

[e2, e3] = e1

[e1, e4] = 2ae1 2 ∂1, ∂2, x2∂1+∂3, 1
2(4ax1+x23−x22)∂1+(ax2+x3)∂2+(−x2+

ax3)∂3

[e2, e4] = ae2 − e3
[e3, e4] = e2 + ae3 3 ∂1, ∂2, x2∂1+x3∂2, (2ax1− 1

2x
2
2)∂1+(a−x3)x2∂2−(1+x23)∂3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a = 0 4 ∂1, ∂2, x2∂1 + ∂3, 1
2(x23 − x22 + 2x4)∂1 + x3∂2 − x2∂3

A4.10 1 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂3, x2∂1 − x1∂2 + ∂4

[e1, e3] = e1 2 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂3, x2∂1 − x1∂2 + x4∂3

[e2, e3] = e2 3 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2 + ∂3, x2∂1 − x1∂2 + C∂3 (∗)
[e1, e4] = −e2 4 ∂1, x2∂1, x1∂1 + ∂3, −x1x2∂1 − (1 + x22)∂2

[e2, e4] = e1 5 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2, x2∂1 − x1∂2 + ∂3

6 ∂1, ∂2, x1∂1 + x2∂2, x2∂1 − x1∂2
7 ∂1, x2∂1, x1∂1, −x1x2∂1 − (1 + x22)∂2
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Таблиця 3.5. Реалiзацiї дiйсних нерозв’язних три- i чотиривимiрних алгебр Лi.
Алгебра N Реалiзацiя (∗)

sl(2,R) 1 ∂1, x1∂1 + x2∂2, x21∂1 + 2x1x2∂2 + x2∂3

[e1, e2] = e1 2 ∂1, x1∂1 + x2∂2, (x21 − x22)∂1 + 2x1x2∂2

[e2, e3] = e3 3 ∂1, x1∂1 + x2∂2, (x21 + x22)∂1 + 2x1x2∂2

[e1, e3] = 2e2 4 ∂1, x1∂1 + x2∂2, x21∂1 + 2x1x2∂2

5 ∂1, x1∂1, x21∂1
sl(2,R)⊕A1 1 ∂1, x1∂1 + x2∂2, x21∂1 + 2x1x2∂2 + x2∂3, ∂4
[e1, e2] = e1 2 ∂1, x1∂1 + x2∂2, x21∂1 + 2x1x2∂2 + x2∂3, x2∂1 + 2x2x3∂2 +

(x23 + x4)∂3

[e2, e3] = e3 3 ∂1, x1∂1 + x2∂2, x21∂1 + 2x1x2∂2 + x2∂3, x2∂1 + 2x2x3∂2 +

(x23 + c)∂3, c ∈ {−1; 0; 1}
[e1, e3] = 2e2 4 ∂1, x1∂1 + x2∂2, (x21 + x22)∂1 + 2x1x2∂2, ∂3

5 ∂1, x1∂1 + x2∂2, (x21 − x22)∂1 + 2x1x2∂2, ∂3
6 ∂1, x1∂1 + x2∂2, x21∂1 + 2x1x2∂2, ∂3
7 ∂1, x1∂1 + x2∂2, x21∂1 + 2x1x2∂2, x2x3∂2
8 ∂1, x1∂1 + x2∂2, x21∂1 + 2x1x2∂2, x2∂2
9 ∂1, x1∂1, x21∂1, ∂2

so(3) 1 − sinx1 tg x2∂1 − cosx1∂2, − cosx1 tg x2∂1 + sinx1∂2, ∂1
[e2, e3] = e1 2 − sinx1 tg x2∂1 − cosx1∂2 + sinx1 secx2∂3,
[e3, e1] = e2 − cosx1 tg x2∂1 + sinx1∂2 + cosx1 secx2∂3, ∂1
[e1, e2] = e3

so(3)⊕A1 1 − sinx1 tg x2∂1− cosx1∂2, − cosx1 tg x2∂1 + sinx1∂2, ∂1, ∂3
[e2, e3] = e1 2 − sinx1 tg x2∂1 − cosx1∂2 + sinx1 secx2∂3,
[e3, e1] = e2 − cosx1 tg x2∂1 + sinx1∂2 + cosx1 secx2∂3, ∂1, ∂3
[e1, e2] = e3 3 − sinx1 tg x2∂1 − cosx1∂2 + sinx1 secx2∂3,

− cosx1 tg x2∂1 + sinx1∂2 + cosx1 secx2∂3, ∂1, x4∂3
4 − sinx1 tg x2∂1 − cosx1∂2 + sinx1 secx2∂3,
− cosx1 tg x2∂1 + sinx1∂2 + cosx1 secx2∂3, ∂1, ∂4

Зауваження до табл. 3.2.

R(3A1, 3, ϕ). ϕ = ϕ(x3). Реалiзацiї R(3A1, 3, ϕ) та R(3A1, 3, ϕ̃) еквiвалентнi тодi й лише тодi,
коли

x̃3 = −(α11x3 + α12ϕ(x3)− α13)/(α31x3 + α32ϕ(x3)− α33),

ϕ̃ = −(α21x3 + α22ϕ(x3)− α23)/(α31x3 + α32ϕ(x3)− α33).
(3.74)

R(3A1, 5, ϕ). ϕ = ϕ(x2), ϕ′′ 6= 0. Реалiзацiї R(3A1, 5, ϕ) та R(3A1, 5, ϕ̃) еквiвалентнi тодi й
лише тодi, коли

x̃2 = −(α21x2 + α22ϕ(x2)− α23)/(α11x2 + α12ϕ(x2)− α13),

ϕ̃ = −(α31x2 + α32ϕ(x2)− α33)/(α11x2 + α12ϕ(x2)− α13).
(3.75)
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Зауваження до табл. 3.3.

R(4A1, 3, θ). θ = θ(x4, x5). Реалiзацiї R(4A1, 3, θ) та R(4A1, 3, θ̃) еквiвалентнi тодi й лише
тодi, коли

ξ̃a = −(ξbαba − α4a)/(ξcαc4 − α44), (3.76)

де ξ1 = x4, ξ
2 = x5, ξ

3 = θ(x4, x5), ξ̃
1 = x̃4, ξ̃

2 = x̃5, ξ̃
3 = θ̃(x̃4, x̃5), a, b, c = 1, . . . , 3.

R(4A1, 4, (ϕ,ψ)). ϕ = ϕ(x4), ψ = ψ(x4). Реалiзацiї R(4A1, 4, (ϕ,ψ)) та R(4A1, 4, (ϕ̃, ψ̃)) еквi-
валентнi тодi й лише тодi, коли виконується умова (3.76), де ξ1 = x4, ξ

2 = ϕ(x4),

ξ3 = ψ(x4), ξ̃
1 = x̃4, ξ̃

2 = ϕ̃(x̃4), ξ̃
3 = ψ̃(x̃4).

R(4A1, 6, θ). θ = θ(x3, x4, x5). Реалiзацiї R(4A1, 3, θ) та R(4A1, 3, θ̃) еквiвалентнi тодi й лише
тодi, коли

(ξikαk,2+j − α2+i,2+j)ξ̃
jl = −(ξikαkl − α2+i,l), (3.77)

де ξ11 = x3, ξ
12 = x4, ξ

21 = x5, ξ
22 = θ(x3, x4, x5), ξ̃

11 = x̃3, ξ̃
12 = x̃4, ξ̃

21 = x̃5,

ξ̃22 = θ̃(x̃3, x̃4, x̃5), i, j, k, l = 1, 2.

R(4A1, 7, (ϕ,ψ)). ϕ=ϕ(x3, x4), ψ=ψ(x3, x4). Реалiзацiї R(4A1, 7, (ϕ,ψ)) та R(4A1, 7, (ϕ̃, ψ̃))

еквiвалентнi тодi й лише тодi, коли виконується умова (3.77), де ξ11 = x3, ξ
12 =

ϕ(x3, x4), ξ
21 = x4, ξ

22 = ψ(x3, x4), ξ̃
11 = x̃3, ξ̃

12 = ϕ̃(x̃3, x̃4), ξ̃
21 = x̃4, ξ̃

22 = ψ̃(x̃3, x̃4).

R(4A1, 8, (ϕ,ψ, θ)). ϕ = ϕ(x3), ψ = ψ(x3), θ = θ(x3), причому вектор-функцiї (x3, ϕ) та (θ, ψ)

лiнiйно незалежнi. Реалiзацiї R(4A1, 8, (ϕ,ψ, θ)) та R(4A1, 8, (ϕ̃, ψ̃, θ̃)) еквiвалентнi тодi
й лише тодi, коли виконується умова (3.77), де ξ11 = x3, ξ

12 = ϕ(x3), ξ
21 = θ(x3),

ξ22 = ψ(x3), ξ̃
11 = x̃3, ξ̃

12 = ϕ̃(x̃3), ξ̃
21 = θ̃(x̃3), ξ̃

22 = ψ̃(x̃3).

R(4A1, 10, θ). θ = θ(x2, x3), причому функцiя θ є нелiнiйною вiдносно (x2, x3). Реалiзацiї
R(4A1, 10, θ) та R(4A1, 10, θ̃) еквiвалентнi тодi й лише тодi, коли

(ξaα1,b+1 − αa+1,b+1)ξ̃
b = −(ξaα11 − αa1), (3.78)

де ξ1 = x2, ξ
2 = x3, ξ

3 = θ(x2, x3), ξ
1 = x̃2, ξ

2 = x̃3, ξ
3 = θ̃(x̃2, x̃3), a, b = 1, . . . , 3.

R(4A1, 11, (ϕ, θ)). ϕ = ϕ(x2), ψ = ψ(x2), причому функцiї 1, x2, ϕ та ψ є лiнiйно незалеж-
ними. Реалiзацiї R(4A1, 11, (ϕ, θ)) та R(4A1, 11, (ϕ̃, θ̃)) еквiвалентнi тодi й лише тодi,
коли виконується умова (3.78), де ξ1 = x2, ξ

2 = ϕ(x2), ξ
3 = ψ(x2), ξ

1 = x̃2, ξ
2 = ϕ̃(x̃2),

ξ3 = ψ̃(x̃2).

R(A2.1 ⊕ 2A1, 3, ϕ). ϕ = ϕ(x4). Реалiзацiї R(A2.1 ⊕ 2A1, 3, ϕ) та R(A2.1 ⊕ 2A1, 3, ϕ̃) еквiва-
лентнi тодi й лише тодi, коли x̃4 = −α23 + α33x4 + α43ϕ, ϕ̃ = −α24 + α34x4 + α44ϕ

(ϕ̃ = ϕ̃(x̃4), α22 = 1, α12 = α13 = α14 = α31 = α32 = α41 = α42 = 0).

R(A2.1 ⊕ 2A1, 9, ϕ). ϕ = ϕ(x3). Реалiзацiї R(A2.1⊕2A1, 9, ϕ) та R(A2.1⊕2A1, 9, ϕ̃) еквiвален-
тнi тодi й лише тодi, коли x̃3 = −(α33x3 − α43)/(α34x3 − α44), ϕ̃ = (α33 + α34x̃3)ϕ −
(α23 + α24x̃3) (ϕ̃ = ϕ̃(x̃3), α22 = 1, α12 = α13 = α14 = α31 = α32 = α41 = α42 = 0).
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R(2A2.1, 3, C). |C| ≤ 1. Якщо C 6= C̃ (|C| ≤ 1, |C̃| ≤ 1), то реалiзацiї R(2A2.1, 3, C) та
R(2A2.1, 3, C̃) нееквiвалентнi.

R(A3.1 ⊕A1, 3, ϕ). ϕ = ϕ(x4). Реалiзацiї R(A3.1 ⊕A1, 3, ϕ) та R(A3.1 ⊕A1, 3, ϕ̃) еквiвалентнi
тодi й лише тодi, коли x̃4 = −(α22x4 − α32)/(α23x4 − α33), ϕ̃ = −(α44ϕ + α24x4 −
α34)/(α23x4 − α33)

(ϕ̃ = ϕ̃(x̃4), α11 = α22α33 − α23α32, α12 = α13 = α14 = α42 = α43 = 0).

R(A3.1 ⊕A1, 8, ϕ). ϕ = ϕ(x2). Реалiзацiї R(A3.1 ⊕A1, 8, ϕ) та R(A3.1 ⊕A1, 8, ϕ̃) еквiвалентнi
тодi й лише тодi, коли x̃2 = (α11x2 − α41)/α44, ϕ̃ = −(α22ϕ − α32)/(α23ϕ − α33) (ϕ̃ =

ϕ̃(x̃2), α11 = α22α33 − α23α32, α12 = α13 = α14 = α42 = α43 = 0).

R(A3.3 ⊕A1, 8, ϕ). ϕ = ϕ(x2) 6= 0. Реалiзацiї R(A3.3 ⊕ A1, 8, ϕ) та R(A3.3 ⊕ A1, 8, ϕ̃) еквiва-
лентнi тодi й лише тодi, коли x̃2 = −(α11x2−α21)/(α12x2−α22), ϕ̃ = −ϕ/(α34ϕ−α44)

(ϕ̃ = ϕ̃(x̃2), α13 = α14 = α23 = α24 = α41 = α42 = α43 = 0, α33 = 1).

Зауваження до табл. 3.4.

R(A1,1,1
4.5 , N, ϕ), N = 6, 7. ϕ = ϕ(x3). Реалiзацiї R(A1,1,1

4.5 , N, ϕ) та R(A1,1,1
4.5 , N, ϕ̃) еквiвалентнi

тодi й лише тодi, коли виконується умова (3.74) (ϕ̃ = ϕ̃(x̃3), α41 = α42 = α43 = 0).

R(A1,1,1
4.5 , N, ϕ), N = 9, 10. ϕ = ϕ(x2), ϕ

′′ 6= 0. Реалiзацiї R(A1,1,1
4.5 , N, ϕ) та R(A1,1,1

4.5 , N, ϕ̃)

еквiвалентнi тодi й лише тодi, коли виконується умова (3.75) (ϕ̃ = ϕ̃(x̃2), α41 = α42 =

α43 = 0).

R(Aa,b,c
4.5 , 5, (ε1, ε2)), де −1 ≤ a < b < c = 1, b > 0 при a = −1. εi ∈ {0; 1}, (ε1, ε2) 6= (0, 0)

(можливi три рiзних варiанти). Усi три варiанти є нееквiвалентними.

R(A0
4.8, 9, C). C 6= 0 (оскiльки R(A0

4.8, 9, 0) = R(A0
4.8, 2)).

R(A4.10, 3, C). C — довiльна стала.

Результати, наведенi у табл. 3.1–3.5, включають як частинний ви-
падок реалiзацiї в трьох змiнних, якi розглядалися К. Вафо Сохом та
Ф.М. Махомедом у статтi [283]. Тому природним є питання порiвняння
отриманих спискiв реалiзацiй.

Загалом, результат класифiкацiї може мiстити помилки двох типiв:

• вiдсутнi деякi нееквiвалентнi випадки i

• включено взаємно еквiвалентнi випадки.

На основi наведеного нижче порiвняння можна стверджувати, що по-
милки обох типiв наявнi у [283]. А саме, для тривимiрних алгебр три
випадки пропущено, один випадок є еквiвалентний iншому i в одному
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випадку результат можна звести до трьох значно простiших пiдвипад-
кiв. Для чотиривимiрних алгебр 34 випадки пропущено, а 13 випадкiв
еквiвалентнi iншим. Типовими були помилки, пов’язанi з виконанням
некоректних замiн змiнних та недолiками використаних алгоритмiв.

Нижче збережено позначення роботи [283] (L..., L......, X...) i вiдповiднi
позначення (A..., R(A..., . . . ), e...) для алгебр, реалiзацiй i базисних еле-
ментiв iз статей [247, 249], див. таблицi. Пари еквiвалентних реалiзацiй
Lk1
r.m1

та R(Ar.m2
, k2) вiдповiдно з [283] та [247, 249] коротко позначаємо

записом k1 ∼ k2. Поряд з цим вказуємо вiдмiнностi класифiкацiй. Те, що
реалiзацiї Lk1

r.m та Lk2
r.m з k1 < k2 в списку з [283] еквiвалентнi, зазначено

як k2 ∼ Lk1
r.m. У випадках, коли еквiвалентнiсть реалiзацiй не є очевид-

ною, наведено вiдповiднi перетворення змiнних та/або замiни базисних
елементiв.

Тривимiрнi алгебри

L3.1 ∼ 3A1. 1 ∼ 1; 2 ∼ 3 (одну з параметр-функцiй у L3.1 можна покласти
рiвною t); 3 ∼ 4; реалiзацiю R(3A1, 5) пропущено в [283].

L3.2 ∼ A2.1 ⊕ A1 (X1 = −e2, X2 = e1, X3 = e3). 1 ∼ 3; 2 ∼ 1; серiю
реалiзацiй L3

3.2 з двома параметр-функцiями f та g можна звести до
трьох реалiзацiй:
R(A2.1 ⊕ A1, 2), якщо f ′ 6= 0 (x1 = y − xg(t)/f(t), x2 = ln |x|/f(t),

x3 = 1/f(t)),
R(A2.1 ⊕A1, 3), якщо f ′ = 0 i f 6= 0 (x1 = y − xg(t)/f, x2 = ln |x|/f,
x3 = t, X1 = −e2 − (1/f)e3, X2 = e1, X3 = e3), яка спiвпадає з L1

3.2,

R(A2.1⊕A1, 4), якщо f = 0, а тому g 6= 0 (x1 = g(t)x, x2 = y, x3 = t).

L3.3 ∼ A3.1. 1 ∼ 3; 2 ∼ 2; 3 ∼ 1; 4 ∼ L1
3.3.

L3.4 ∼ A3.2. 1 ∼ 2; 2 ∼ 1; 3 ∼ 3.

L3.5 ∼ A3.3. 1 ∼ 2; 2 ∼ 1; 3 ∼ 4; 4 ∼ 3.
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La3.6 ∼ Aa
3.4. 1 ∼ 2; 2 ∼ 1; 3 ∼ 3.

La3.7 ∼ Aa
3.5. 1 ∼ 2; 2 ∼ 1; 3 ∼ 3.

L3.8 ∼ sl(2,R). 1 ∼ 5; 2 ∼ 1; 3 ∼ 3 (x1 = (x+ t)/2, x2 = (x− t)/2); 4 ∼ 4

(x1 = −x/t, x2 = 1/t2, x3 = y); реалiзацiю R(sl(2,R), 2) пропущено
в [283].

L3.9 ∼ so(3). 1 ∼ 1 (x1 = arctg t/x, x2 = arcctg
√
x2 + t2, e1 = X3, e2 =

−X1, e3 = X2); реалiзацiю R(so(3), 2) пропущено в [283].

Чотиривимiрнi алгебри

L4.1 ∼ 4A1. 1 ∼ 8 (одну з параметр-функцiй в L3.1 можна покласти рiв-
ною t); 2 ∼ 10; реалiзацiю R(4A1, 11) пропущено в [283].

L4.2 ∼ A2.1 ⊕ 2A1 (X1 = −e2, X2 = e1, X3 = e3, X4 = e4). 1 ∼ 10; 2 ∼ 4;

3 ∼ L2
4.2 (x̃ = ln |t|, ỹ = y, t̃ = x/t); 4 ∼ L5

4.2 (x̃ = x/t, ỹ = y,

t̃ = 1/t); 5 ∼ 6; 6 ∼ 9; 7 ∼ L1
4.2, якщо f = 0 (x̃ = ye−x/g(t),

ỹ = e−x/g(t), t̃ = te−x/g(t)) або 7 ∼ L6
4.2, якщо f 6= 0 (x̃ = −e−x/f(t),

ỹ = y − xg(t)/f(t), t̃ = t).

L4.3 ∼ 2A2.1 (X1 = −e2, X2 = e1, X3 = −e4, X4 = e3). 1 ∼ L3
4.3 (x̃ = t,

ỹ = x, t̃ = y; X̃1 = X3, X̃2 = X4, X̃3 = X1, X̃4 = X2); 2 ∼ 7;

3 ∼ 3C=0; 4 ∼ 6 (x1 = y, x2 = t, x3 = ln |x/t|); 5 ∼ L3
4.3 (x̃ = 1/x,

ỹ = y/x, t̃ = t); 6 ∼ 3C=1 (x1 = y, x2 = x/t, x3 = ln |t|); 7 ∼ 4

(x1 = y, x2 = x/t, x3 = 1/t); 8 ∼ 5; серiю реалiзацiй R(2A2.1, 3, C)

(C 6= 0, 1) пропущено в [283].

L4.4 ∼ A3.1 ⊕ A1. Реалiзацiя L1
4.4 є частинним випадком реалiзацiї L4

4.4;

2 ∼ 5; базиснi оператори реалiзацiї L3
4.4 не задовольняють комута-

цiйнi спiввiдношення алгебри L4.4; 4 ∼ 8.

L4.5 ∼ A3.2 ⊕ A1. 1 ∼ 8 (x1 = x, x2 = t, x3 = yet); 2 ∼ 6 (x1 = x, x2 = y,

x3 = ln |t|); 3 ∼ 5 (x1 = x − tye−t, x2 = ye−t, x3 = −t); 4 ∼ 3
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(x1 = t, x2 = x, x3 = y); реалiзацiї R(A3.2 ⊕A1, 7) та R(A3.2 ⊕A1, 9)

пропущенi в [283].

L1
4.6 ∼ A3.3 ⊕ A1. 1 ∼ 9 (x1 = x, x2 = t, x3 = ln |y|); 2 ∼ 5 (x1 = x,

x2 = y, x3 = ln |t|); 3 ∼ L1,2
4.6 (x̃ = y, ỹ = x, t̃ = t; X̃1 = X2,

X̃2 = X1, X̃3 = −X3, X̃4 = X4); 4 ∼ 3; 5 ∼ L1,2
4.6 (x̃ = x, ỹ = ty,

t̃ = t; X̃1 = X1 + X2, X̃2 = X2, X̃3 = X3, X̃4 = X4); реалiзацiю
R(A3.3 ⊕ A1, 8) пропущено в [283].

La4.6 ∼ Aa
3.4 ⊕ A1 (−1 ≤ a < 1, a 6= 0). 1 ∼ 8 (x1 = x, x2 = t, x3 =

y|t|− 1
1−a ); 2 ∼ 6 (x1 = x, x2 = y, x3 = ln |t|); 3 ∼ 10 if a 6= −1

(x1 = x, x2 = y, x3 = 1
a ln |t|), 3 ∼ L−1,2

4.6 for a = −1 (x̃ = y, ỹ = x,

t̃ = t; X̃1 = X2, X̃2 = X1, X̃3 = X3, X̃4 = X4); 4 ∼ 3; 5 ∼ 5

(x1 = x, x2 = yta + xta−1, x3 = ln |t|); серiї реалiзацiй R(Aa
3.4⊕A1, 7)

та R(Aa
3.4 ⊕ A1, 9) пропущенi в [283].

L4.7 ∼ A0
3.5 ⊕ A1. Базиснi оператори алгебри L1

4.7 не задовольняють кому-
тацiйнi спiввiдношення L4.7; 2 ∼ 3; 3 ∼ 5; реалiзацiї R(A0

3.5 ⊕A1, 6),

R(A0
3.5 ⊕ A1, 7) та R(A0

3.5 ⊕ A1, 8) пропущенi [283]; нульове значен-
ня параметра в серiї алгебр Aa

3.5 ⊕ A1 не є суттєвим для побудови
нееквiвалентних реалiзацiй.

La4.8 ∼ Aa
3.5 ⊕ A1 (a > 0). 1 ∼ 3; 2 ∼ 5 (позначення для X4 мiстить деякi

описки); серiї реалiзацiй R(Aa
3.5 ⊕A1, 6), R(Aa

3.5 ⊕A1, 7) та R(Aa
3.5 ⊕

A1, 8) пропущенi в [283].

L4.9 ∼ sl(2,R)⊕ A1 (e1 = X1, e2 = X2, e3 = −X3, e4 = X4). 1 ∼ 3c=0

(x1 = t+ x/(1 + y), x2 = t/(1 + y), x3 = −y(1 + y)); 2 ∼ 4 (x1 = (t+

x)/2, x2 = (t− x)/2, x3 = y); 3 ∼ 6 (x1 = −x/t, x2 = −1/t2, x3 = y);
4 ∼ 9; реалiзацiї R(sl(2,R) ⊕ A1, 3, c) (c = ±1), R(sl(2,R) ⊕ A1, 5),

R(sl(2,R)⊕ A1, 7) та R(sl(2,R)⊕ A1, 8) пропущенi в [283].
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L4.10 ∼ so(3)⊕ A1. 1 ∼ 1 (x1 = arctg t/x, x2 = arcctg
√
x2 + t2, x3 = y,

e1 = X3, e2 = −X1, e3 = X2, e4 = X4); реалiзацiю R(so(3) ⊕ A1, 2)

пропущено в [283].

L4.11 ∼ A4.1. 1 ∼ 7; 2 ∼ 5; 3 ∼ 3; реалiзацiї R(A4.1, 6) i R(A4.1, 8) пропу-
щенi в [283].

La4.12 ∼ Aa
4.2 (a 6= 0). 1 ∼ 6; 2 ∼ 4; 3 ∼ 2; 4 ∼ 7 для a 6= 1 i 4 ∼ La,24.12

для a = 1; серiї реалiзацiй R(Aa
4.2, 5), R(Aa

4.2, 7) (a = 1) та R(Aa
4.2, 8)

(a 6= 1) пропущенi в [283].

L4.13 ∼ A4.3. 1 ∼ 7; 2 ∼ 3; 3 ∼ 5; реалiзацiї R(A4.3, 6) та R(A4.3, 8) пропу-
щенi в [283].

L4.14 ∼ A4.4. 1 ∼ 6; 2 ∼ 2; 3 ∼ 4; реалiзацiї R(A4.4, 5) та R(A4.4, 7) пропу-
щенi в [283].

La,b4.15 ∼ Aa,b,1
4.5 (−1 ≤ a < b < 1, ab 6= 0, e1 = −X2, e2 = X3, e3 = X1,

e4 = X4). 1 ∼ 4 (x1 = −x/t, x2 = −y/t, x3 = −1/t); 2 ∼ 2; 3 ∼ 5ε1=0

(x1 = −y, x2 = x/t, x3 = (1 − b)−1 ln |t|); 4 ∼ 6 (x1 = −y, x2 = t,

x3 = x); 5 ∼ 5ε1=ε2=1 (x1 = −y + e(a−1)tx, x2 = e(b−1)tx, x3 = t); серiї
реалiзацiй R(Aa,b,1

4.5 , 5ε2=0) та R(Aa,b,1
4.5 , 7) пропущенi в [283].

La,a4.15 ∼ A1,1,a−1

4.5 (−1 < a < 1, a 6= 0, e1 = X3, e2 = X2, e3 = X1, e4 = X4,

L−1,−1
4.15 ∼ L−1,1

4.15 ). 1 ∼ 4 (x1 = x/y, x2 = t/y, x3 = 1/y); 2 ∼ 2; 3 ∼ 7

(x1 = x/t, x2 = y, x3 = a(a − 1)−1 ln |t|); 4 ∼ 6 (x1 = y/t, x2 = 1/t,

x3 = x).

La,14.15 ∼ A1,1,a
4.5 (−1 ≤ a < 1, a 6= 0, e1 = X1, e2 = X3, e3 = X2, e4 = X4).

1 ∼ 4; 2 ∼ 2; 3 ∼ 6; 4 ∼ 7 (x1 = x, x2 = y/t, x3 = (a− 1)−1 ln |t|).

L4.16 ∼ A1,1,1
4.5 . 1 ∼ 2; 2 ∼ 4; 3 ∼ 7 (функцiю f(t) можна покласти рiв-

ною t); реалiзацiї R(A1,1,1
4.5 , 9) та R(A1,1,1

4.5 , 10) пропущенi в [283].

La,b4.17 ∼ Aa,b
4.6. 1 ∼ 5; 2 ∼ 2; 3 ∼ 4; серiю реалiзацiй R(Aa,b

4.6, 6) пропущено
в [283].
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L4.18 ∼ A4.7. 1 ∼ 5 (x1 = x/2, x2 = t, x3 = y); 2 ∼ 4 (x1 = x/2, x2 = t,

x3 = y); 3 ∼ 2 (x1 = x/2, x2 = t, x3 = y); 4 ∼ 3 (x1 = y, x2 = x,

x3 = −t).

L4.19 ∼ A−1
4.8. 1 ∼ 7; 2 ∼ L8

4.19 i 3 ∼ L1
4.19 (x̃ = t, ỹ = x, t̃ = −y, X̃1 = X1,

X̃2 = −X3, X̃3 = X2, X̃4 = −X4); 4 ∼ L5
4.19 (x̃ = t, ỹ = x, t̃ = e−2y,

X̃1 = X1, X̃2 = −X3, X̃3 = X2, X̃4 = −X4); 5 ∼ 4 (x1 = y, x2 = x,

x3 = 1
2 ln |t|); 6 ∼ 3; 7 ∼ 2; 8 ∼ 5.

Lb4.20 ∼ Ab
4.8 (−1 < b ≤ 1). 1 ∼ 5; 2 ∼ 7 i 3 ∼ 6 (цi реалiзацiї входять у

список нееквiвалентних реалiзацiй лише тодi, коли b 6= ±1); 4 ∼ 4

for b 6= 1 (x1 = y, x2 = x, x3 = (1− b)−1 ln |t|) i 4 ∼ Lb.14.20, якщо b = 1;

5 ∼ 3; 6 ∼ 2; серiю реалiзацiй R(A0
4.8, 9, C) пропущено в [283].

La4.21 ∼ Aa
4.9 (a > 0). 1 ∼ 2; 2 ∼ 3; реалiзацiюR(A0

4.9, 4) пропущено в [283].

L4.22 ∼ A4.10. 1 ∼ 7; 2 ∼ 6; 3 ∼ 4; 4 ∼ 5; 5 ∼ 3.
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РОЗДIЛ 4

Симетрiйний аналiз диференцiальних
рiвнянь з частинними похiдними

Загальновiдомою є ефективнiсть симетрiйного аналiзу при дослiдженнi
важливих класiв диференцiальних рiвнянь, що виникають при моделю-
ваннi явищ i процесiв у математичнiй i теоретичнiй фiзицi, хiмiї, бiологiї,
фiнансовiй математицi та iнших науках. Як правило, модельнi рiвняння
мають нетривiальнi симетрiйнi властивостi. Групова класифiкацiя дозво-
ляє виокремити з дослiджуваного класу рiвняння з алгебрами лiївських
симетрiй певної структури чи найвищої розмiрностi. У рамках iнфiнiте-
зимального пiдходу iснують два основнi методи розв’язання задач гру-
пової класифiкацiї: пряме iнтегрування систем визначальних рiвнянь з
точнiстю до перетворень еквiвалентностi та алгебраїчний метод з попе-
реднiм вивченням можливих структур алгебр лiївської iнварiантностi.
Перший метод бере свiй початок з робiт Л.В. Овсяннiкова та його учнiв,
пiзнiше його було суттєво удосконалено представниками київської школи
симетрiйного аналiзу, створеної В.I. Фущичем. Сучасний прогрес алге-
браїчного методу, запропонованого С. Лi, суттєво пов’язаний з робота-
ми П. Вiнтернiца, Р.З. Жданова, В.I. Лагна та Р.О. Поповича. Прин-
ципово новi можливостi для симетрiйного аналiзу диференцiальних рiв-
нянь пов’язанi з вiдкриттям некласичних i умовних симетрiй (див. огляд
лiтератури у роздiлi 2). Важливим є також використання симетрiйних
методiв при класифiкацiї законiв збереження диференцiальних рiвнянь.
Саме класифiкацiйним задачам симетрiйного аналiзу диференцiальних
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рiвнянь з частинними похiдними та рiвнянь математичної фiзики при-
свячено цей роздiл дисертацiї.

У § 4.1 проведено повну групову класифiкацiю нелiнiйних галiлей-
iнварiантних узагальнень рiвнянь Бюргерса i Кортевега–де Фрiза довiль-
ного порядку.

Основним результатом § 4.2 є теорема про лiнiйнi оператори редук-
цiї загального лiнiйного диференцiального рiвняння з частинними похi-
дними. Як приклад, що iлюструє цю теорему, у § 4.3 розглянуто умов-
нi симетрiї (сингулярнi та регулярнi оператори редукцiї) лiнiйного рiв-
няння стрижня. Додатково вивчено зв’язок мiж цим рiвнянням i (1+1)-
вимiрним вiльним рiвнянням Шрьодiнгера, що дозволило побудувати по-
тенцiальнi симетрiї рiвняння стрижня.

Лiнiйний потенцiальний фрейм над (1+1)-вимiрними лiнiйними ево-
люцiйними рiвняннями розглянуто у § 4.4. Доведено, що кожен найпро-
стiший потенцiальний закон збереження (тобто закон збереження, що
включає один потенцiал) будь-якого (1+1)-вимiрного лiнiйного еволю-
цiйного рiвняння парного порядку iндуковано локальним законом збере-
ження цього рiвняння. Це твердження також справедливе для лiнiйних
найпростiших потенцiальних законiв збереження (1+1)-вимiрних лiнiй-
них еволюцiйних рiвнянь непарного порядку, пов’язаних з лiнiйними по-
тенцiальними системами. Запропоновано ефективний критерiй перевiр-
ки, коли квадратичний закон збереження найпростiшої лiнiйної системи,
асоцiйованої з деяким (1+1)-вимiрним лiнiйним еволюцiйним рiвнянням
непарного порядку, є чисто потенцiальним законом збереження цього
рiвняння.

У § 4.5 описано нелiнiйнi рiвняння типу Шрьодiнгера, сумiснi з прин-
ципом вiдносностi Галiлея та розв’язки яких задовольняють рiвняння
неперервностi.

Результати, пов’язанi з цим роздiлом, представлено у роботах [4, 7, 8,
29,68,69,76,88,89,97,136].
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4.1. Групова класифiкацiя галiлей-iнварiантних
рiвнянь

Розглянемо клас еволюцiйних рiвнянь вигляду

ut + uu1 = F (u1, u2, u3, . . . , un), Fun 6= 0, (4.1)

де u = u(t, x), ut = ∂u/∂t, uk = ∂ku/∂xk, k = 1, . . . , n, n ∈ N, n > 2, F —
довiльна гладка функцiя змiнних u2, u3, . . . , un. Важливiсть цього класу
рiвнянь i необхiднiсть його дослiдження обумовлена кiлькома причина-
ми. Перш за все, вiн мiстить як частиннi випадки низку вiдомих рiвнянь
математичної фiзики:

F = 0 — рiвняння простої хвилi;
F = µu2 — рiвняння Бюргерса;
F = νu3 — рiвняння Кортевега–де Фрiза;
F = µu2 + νu3 — рiвняння Бюргерса–Кортевега–де Фрiза;
F = µu2 + γu4 — рiвняння Курамото–Сивашинського.

Крiм того, частинна похiдна за часом входить у рiвняння (4.1) у складi
“матерiальної похiдної” ∂/∂t + u∂/∂x, яка спiвпадає з повною похiдною
по часу d/dt у випадку, коли u iнтерпретують як швидкiсть перемiщення
частинок певного середовища (в ейлерових координатах). Наявнiсть та-
кого агрегату (разом iз структурою функцiї F ) гарантує виконання для
всiх рiвнянь з класу (4.1) принципу вiдносностi Галiлея, тобто iнварiант-
нiсть вiдносно групи Галiлея G(1, 1), породженої перетвореннями зсуву
за часом t i просторовою змiнною x (t′ = t + a, x′ = x + b, u′ = u) та
перетвореннями Галiлея (t′ = t, x′ = x+ vt, u′ = u+ v).

Пiдклас з загальним n. Щоб виконати повну групову класифiкацiю
звузимо клас (4.1) до пiдкласу рiвнянь вигляду

ut + uu1 = F (un), Fun 6= 0, (4.2)

тобто розглянемо випадок, коли функцiя F залежить лише вiд стар-
шої похiдної un. Вперше групову класифiкацiю таких рiвнянь для
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n ∈ {2; 3; 4} проведено в [32, 68], де для них також побудовано класи
точних розв’язкiв та отримано узагальнення, що мають широку симе-
трiю. На вiдмiну вiд [32, 68], значення n тут не фiксовано, що суттєво
ускладнює проведення групової класифiкацiї.

Результат класифiкацiї. Введемо позначення:

P0 = ∂t, P1 = ∂x, G = t∂x + ∂u,

Dk = (nk − k + 1)t∂t + (2− k)x∂x + (1− nk)u∂u,

D = (n+ 1)D3/(n+1) = 2t∂t + x∂x − u∂u,

Π = t2∂t + tx∂x + (x− tu)∂u,

D′ = 2D − (2n− 1)(t2∂x + 2t∂u), D̂ = 4t∂t + 5x∂x + u∂u,

R1 = u∂x, R2 = (2tu− x)∂x + u∂u, R3 = (tu− x)(t∂x + ∂u).

Результат групової класифiкацiї рiвнянь з класу (4.2) сформулюємо
у виглядi таких теорем.

Теорема 4.1. Ядро основних груп рiвнянь вигляду (4.2) спiвпадає з гру-
пою Галiлея G(1, 1), алгебра Лi якої g∩ = AG(1, 1) = 〈P0, P1, G〉.
Теорема 4.2. Алгебру еквiвалентностi класу рiвнянь (4.2) по-
роджують оператори

∂x, t∂x + ∂u, t2∂x + 2t∂u + 2∂F ,

∂t, t∂t + x∂x − F∂F , x∂x + u∂u + F∂F .

Дiя будь-якого перетворення еквiвалентностi на функцiю F має вигляд

F̃ (un) = δ1F (δ2un) + δ0, (4.3)

де δ0, δ1, δ2 — довiльнi сталi з δ1δ2 6= 0.

Зауваження 4.3. При виведеннi формули (4.3) (щоб зняти вимогу до-
датностi для сталих δ1 i δ2) використано також два дискретних перетво-
рення еквiвалентностi рiвнянь (4.2):

t̃ = −t, x̃ = −x, ũ = u, F̃ = −F та

t̃ = t, x̃ = −x, ũ = −u, F̃ = −F.
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Теорема 4.4. З точнiстю до перетворень з G∼ для рiвнянь (4.2) iснує
лише чотири при n = 2 i три при n > 2 випадки розширення мак-
симальної алгебри лiївської iнварiантностi gmax = gmax(F ) (нижче на-
ведено лише базиснi оператори з доповнення до g∩):

1. F = (un)
k, k 6= 0, 3

n+1: Dk;

2. F = lnun: D′;

3. F = (un)
3

n+1 : D, Π;

4. F = (u2)
1
3 (n = 2): D̂, R1, R2, R3.

У доведеннi класифiкацiйного результату використано таку лему
(див. також [16,171]).

Лема 4.5. Для довiльного еволюцiйного рiвняння

ut = H(t, x, u, u1, u2, . . . , un), де n > 2, Hun 6= 0,

t-компонента в будь-якому iнфiнiтезимальному операторi, що по-
роджує однопараметричну групу локальних перетворень симетрiї цьо-
го рiвняння, не залежить вiд x та u.

Доведення. Перейдемо у вiдповiдному iнфiнiтезимальному критерiї iн-
варiантностi [22, 23] на многовид, заданий рiвнянням у продовженому
просторi. Збираючи коефiцiєнти при похiднiй un−1,t в одержанiй рiвнос-
тi, маємо, що nHun(ξ

t
x + ξtuux) = 0, тобто ξtx = ξtu = 0.

Доведення. Випадок n = 2 (доведення якого має певнi особливостi
порiвняно з загальним випадком) повнiстю розглянуто в [32, 68]. Тому
надалi вважаємо, що n > 2.

Для класифiкацiї скористаємося технiкою, запропонованою в [21].
Оскiльки рiвняння (4.2) еволюцiйне, то внаслiдок леми 4.5 для будь-якої
однопараметричної групи локальних перетворень його симетрiї вiдповiд-
ний iнфiнiтезимальний оператор має вигляд

Q = ξt(t)∂t + ξx(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u.
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Iнфiнiтезимальний критерiй iнварiантностi [22, 23] для рiвняння (4.2)
i оператора Q пiсля переходу за рахунок виключення похiдної ut на
многовид, заданий рiвнянням (4.2) у продовженому просторi, набуває
вигляду

ηt + uηx + (η − ξxt )u1 + (ξtt − ξxx)uu1 + (ηu − ξtt − ξxuu1)F = ηnF ′,(4.4)

де ηn — коефiцiєнт при ∂un у n-му продовженнi оператора Q [22, 23]:

ηn = un{ηu − nξxx − (n+ 1)ξxuu1}+ un−1{nηxu + nηuuu1−

−1
2n(n− 1)ξxxxn

2ξxxuu1 − 1
2n(n+ 1)ξxuuu

2
1 − 1

2n(n+ 1)ξxuu2}+ · · ·

(тут наведено лише члени, що мiстять старшi похiднi un та un−1).
Якщо F — довiльна функцiя, то розщеплюючи спочатку по F i F ′,

а потiм по u1, u2, . . . , un, отримаємо, зокрема, такi визначальнi рiвняння:

ξxu = 0, ηu = ξtt = nξxx , η = (ξxx − ξtt)u+ ξxt , ηt + uηx = 0,

звiдки ξxu = ξxx = ξtt = 0, η = ξxt , ξxtt = 0. При виконаннi останнього
набору умов рiвняння (4.4) перетворюється в тотожнiсть, що завершує
доведення теореми 4.1.

Зв’язна компонента тотожного перетворення у групi еквiвалентнос-
тi класу рiвнянь (4.2) (тобто множина точкових перетворень у просторi
“незалежних змiнних” t, x, u, u1, u2, . . . , un та “залежної змiнної” F , що
не виводять з класу рiвнянь (4.2), причому перетворення по t, x та u не
залежать вiд F [22]) спiвпадає з групою, породженою сукупнiстю одно-
параметричних груп точкових симетрiй системи

ut + uux = F, Ft = Fx = 0, Fuk = 0, k = 1, . . . , n− 1, (4.5)

iнфiнiтезимальнi генератори яких мають вигляд

Q̂ = ξ̂t(t, x, u)∂t + ξ̂x(t, x, u)∂x + η̂(t, x, u)∂u + η̂k(t, x, u)∂uk +

+ χ̂(t, x, u, u1, u2, . . . , un, F )∂F ,
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де η̂k = Dk
x(η̂−ξ̂tut−ξ̂xux)+ξ̂tuk,t+ξ̂

xuk+1,Dx — оператор повної похiдної
за змiнною x,

Dx = ∂x + u1∂u +
∞∑
k=1

uk+1∂uk.

З iнфiнiтезимального критерiю iнварiантностi для системи (4.5) пiсля
розщеплення за незв’язаними змiнними отримаємо визначальнi рiвняння
на коефiцiєнти оператора Q̂, з яких випливає твердження теореми 4.2.

Опишемо тепер усi можливi розширення gmax у класi рiвнянь (4.2).
Якщо dim gmax > dim g∩, то (4.4) є нетотожним вiдносно F рiвнянням
загального вигляду

(aun + b)F ′ = cF + d, де a, b, c, d — деякi сталi. (4.6)

Таких рiвнянь з лiнiйно незалежними наборами коефiцiєнтiв (a, b, c, d)

може бути одне або два. Функцiя F задовольняє два рiвняння вигля-
ду (4.6) тодi й лише тодi, коли вона лiнiйна.

Розглянемо перший випадок, коли (нелiнiйна) функцiя F задовольняє
точно одне рiвняння вигляду (4.6). Тодi (a, b) 6= (0, 0), (c, d) 6= (0, 0). Ви-
разимо F ′ з (4.6) i пiдставимо в (4.4). В отриманiй таким чином умовi F
виступає як ще одна незв’язана змiнна. Зберемо послiдовно коефiцiєнти
при un−1u2, un−1u1, uu1, u2, u1, u, unF , un, F у цiй умовi та прирiвня-
ємо до нуля, враховуючи на кожному кроцi вже знайденi визначальнi
рiвняння. У результатi розщепимо (4.4) до такої системи визначальних
рiвнянь на коефiцiєнти оператора Q:

ξxu = 0, ηuu = 0 (тобто η = η1(t, x)u+ η0(t, x)),

η1 = ξxx − ξtt , η1
x = 0 (тодi ξxxx = 0), η0 = ξxt ,

η1
t + η0

x = 0 (а тому 2ξxxt = ξttt),

(4.7)

a(η1 − ξtt) = c(η1 − nξxx), d(η1 − nξxx) = aη0
t ,

b(η1 − ξtt) = 0, bη0
t = 0.

(4.8)
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Рiвняння (4.8) — класифiкуючi. Необхiдно знайти такi значення пара-
метрiв a, b, c, d, щоб система (4.7)–(4.8) мала нетривiальнi розв’язки.

Якщо b 6= 0, то η0
t = η1 − ξtt = η1 − nξxx = 0, тобто розширення

gmax немає. Тому надалi b = 0, звiдки a 6= 1. Без обмеження загальностi
можна вважати a = 1.

Якщо c 6= 0, то перетворенням еквiвалентностi функцiю F приведемо
до вигляду F = (un)

k, тобто c = k, d = 0. Залежно вiд значення k маємо
або перший, або третiй випадок теореми 4.4.

Коли c = 0, то d = 0, i перетворень еквiвалентностi (4.3) можна
покласти d = 1. У результатi отримаємо другий випадок теореми.

У другому випадку, коли функцiя F лiнiйна, її можна привести до
вигляду F = un. Додаткового розширення порiвняно iз загальною степе-
невою функцiєю F = ukn у цьому випадку немає. Доведення теореми 4.4
завершено.

Випадок n = 2. Наведемо результат частинної групової класифiкацiї в
класi (4.1) з n = 2, тобто в класi еволюцiйних рiвнянь другого порядку
загального вигляду

ut + uux = F (ux, uxx), Fuxx 6= 0. (4.9)

Теорема 4.6. Ядро основних груп рiвнянь вигляду (4.9) спiвпадає з гру-
пою Галiлея G(1, 1), алгебра Лi якої

g∩ = AG(1, 1) = 〈∂t, ∂x, G = t∂x + ∂u〉.

Теорема 4.7. Алгебру еквiвалентностi g∼ класу рiвнянь (4.9) поро-
джують векторнi поля

∂t, ∂x, G, t∂t + x∂x − F∂F , x∂x + u∂u + F∂F ,

t2∂x + 2t∂u + 2∂F , ∂u + ux∂F .

Дiя будь-якого перетворення з G∼ на функцiю F має вигляд

F̃ (ux, uxx) = δ−1
1 δ2F (δ1ux, δ

2
1δ2uxx) + δ0 + δ3ux, (4.10)

де δµ, µ = 0, . . . , 3, — довiльнi сталi з δ1δ2 6= 0.
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Теорема 4.8. З точнiстю до перетворень з G∼ для класу (4.9) iснує
тринадцять випадкiв розширення максимальної алгебри лiївської iнва-
рiантностi gmax = gmax(F ), для яких вiдповiднi класи рiвнянь парамет-
ризованi довiльною функцiєю вiд одного аргументу (нижче наведено ли-
ше базиснi оператори з доповнення до AG(1, 1)):

1. F = uxf(ω)−ux ln |ux−1(ux−α)|, ω = (ux−α)−2ux
−1uxx+(ux−α)−1:

eu(∂x + α∂u);

2. F = uxf(ω), ω = ux
−3uxx: 2t∂t + (2x+ tu)∂x + u∂u, u∂x;

3. F = |ux|γ|ux−1|1−γf(ω), ω = |ux|γ−3|ux−1|−γuxx: u∂x−D1 +γD2,
γ 6∈ {0; 1};

4. F = (ux−1)f(ω)+α(ux−1) ln |ux−1(ux−1)|, ω = ux
−3uxx: u∂x−D1;

5. F = uxf(ω)− αux ln |ux−1(ux − 1)|, ω = ux
−2(ux − 1)−1uxx:

u∂x −D1 +D2 + α∂u;

6. F = uxe
1/uxf(ω), ω = ux

−3e1/uxuxx: u∂x +D2;

7. F = uxe
1/uxf(ω), ω = ux

−3uxx: e−t(∂t + u∂x);

8. F = uxf(ω) + ux
−1, ω = ux

−3uxx: u∂x + 2R;

9. F = f(ω)− ln |ux|, ω = ux
−3uxx: D1 +R;

10. F = uxf(ω)− ux ln |ux|, ω = ux
−2uxx: D1 −D2 + ∂u;

11. F = |ux|−βf(ω), ω = |ux|−3−βuxx: D1 + βD2;

12. F = uxx
−1f(ω), ω = ux: D2;

13. F = uxf(ω) + ux ln |ux|, ω = ux
−1uxx − ux: eu∂u.

Тут

D1 = t∂t + 2x∂x + u∂u, D2 = x∂x + u∂u,

R =
1

2
t2∂x + t∂u, α ∈ {0; 1}.
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Аналiз результатiв, отриманих у [32, 68] й у цьому параграфi, пока-
зує, що клас рiвнянь (4.1) мiстить, окрiм наведених у теоремi 4.4 для
класу (4.2), цiлу низку рiвнянь з широкою симетрiєю. Зокрема, в [32,68]
описано всi рiвняння вигляду (4.1), що iнварiантнi вiдносно групи си-
метрiї рiвняння Бюргерса (узагальненої групи Галiлея), алгебра Лi якої
AG2(1, 1) = 〈P0, P1, G,D,Π〉. Питання ж про те, чи iснують (i якi саме)
випадки бiльшого розширення лiївської симетрiї, залишається вiдкри-
тим. Не розглянуто поки i задачi повної групової класифiкацiї в ширших
нiж (4.2) класах рiвнянь вигляду (4.1), зокрема, коли F = F (un−1, un).
Частинний результат отримано лише при n = 2, тобто F = F (u1, u2);
див. теорему 4.8. Цiкаво також продовжити розпочате в [32] дослiджен-
ня рiвнянь, що мiстять квадрат оператора “матерiальної похiдної”.

4.2. Лiнiйнi оператори редукцiї
лiнiйних диференцiальних рiвнянь

Для лiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними iсну-
ють добре розвинутi методи побудови їх аналiтичних розв’язкiв, зокрема
метод роздiлення змiнних, рiзноманiтнi iнтегральнi перетворення, ряди
Фур’є та їх узагальнення. Водночас дослiдження симетрiй таких рiвнянь
є важливими насамперед для розвитку нових методiв самого симетрiй-
ного аналiзу.

У цьому параграфi доведено теорему про лiнiйнi оператори редук-
цiї загальних лiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдни-
ми. Необхiднi для цього поняття та позначення наведено в роздiлi 2.
Зауважимо, що у випадку одновимiрних модулiв редукцiї замiсть цих
модулiв зручно розглядати їх базиснi елементи, якi називають операто-
рами редукцiї. Вiдношення еквiвалентностi на множинi операторiв ре-
дукцiї пов’язане з можливiстю замiною базису в таких модулях. Додат-
ково слiд нагадати, що векторне поле Q називають (слабо) сингулярним
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для диференцiального рiвняння L: L[u] = 0, якщо iснують диференцi-
альна функцiя L̃ = L̃[u] порядку меншого за r i ненульова диференцi-
альна функцiя λ = λ[u] порядку не вище за r такi, що L|Q(r)

= λL̃|Q(r)
.

Iнакше Q є (слабо) регулярним векторним полем для L. Векторне по-
ле Q ультрасингулярне для рiвняння L, якщо це рiвняння задовольняє
будь-який розв’язок характеристичного рiвняння Q[u] := η − ξiui = 0.
Див. [77,180] та роздiл 2 щодо властивостей сингулярних операторiв ре-
дукцiї.

Розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння L r-го порядку

L[u] :=
∑
|α|6r

aα(x)uα = 0

вiдносно невiдомої функцiї u незалежних змiнних x = (x1, . . . , xn), де
один iз коефiцiєнтiв aα з |α| = r є ненульовим.

Серед лiївських симетрiй лiнiйних диференцiальних рiвнянь особли-
ву роль вiдiграють симетрiї, асоцiйованi з лiнiйними диференцiальними
операторами першого порядку, що дiють на u = u(x). Якщо n > 2 i
r > 2 або n = 1 i r > 3, то iз системи визначальних рiвнянь SDE(L) на
коефiцiєнти векторних полiв

Q = ξi(x, u)∂i + η(x, u)∂u

з максимальної алгебри лiївської iнварiантностi g рiвняння L випливає,
що ξiu = 0, ηuu = 0 [62]. Iншими словами, кожне таке векторне поле
можна зобразити у виглядi

Q = ξi(x)∂i + (η1(x)u+ η0(x))∂u, (4.11)

причому iз системи SDE(L) додатково випливає, що η0 є довiльним
розв’язком рiвняння L. Векторнi поля η0(x)∂u, де η0 пробiгає множину
розв’язкiв рiвняння L, утворюють iдеал алгебри g i генерують точко-
вi перетворення, асоцiйованi з лiнiйним принципом суперпозицiї. Якщо
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хоча б один iз коефiцiєнтiв ξi або η1 є ненульовим, з точнiстю до еквiва-
лентностi в g, породженої приєднаними дiями елементiв iз iдеалу, в (4.11)
можна покласти η0 = 0.

Метою подальшого розгляду є розширення останнього твердження на
оператори редукцiї вигляду (4.11), якi будемо називати лiнiйними опе-
раторами редукцiї. Варто зауважити, що загальнi умови, за яких лiнiйне
диференцiальне рiвняння допускає лише оператори редукцiї, еквiвалент-
нi лiнiйним, на сьогоднi невiдомi.

Теорема 4.9. Нехай лiнiйне диференцiальне рiвняння L має оператор
редукцiї Q вигляду (4.11). Тодi коефiцiєнт η0 допускає представлення
η0 = ξiζ0

i − η1ζ0, де ζ0 = ζ0(x) — розв’язок рiвняння L. Отже, з точ-
нiстю до еквiвалентностi, породженої дiєю групи лiївських симетрiй
рiвняння L на множинi операторiв редукцiї цього рiвняння, коефiцi-
єнт η0 можна покласти рiвним нулю. Будь-яке векторне поле вигляду

ξi∂i + (η1u+ ξiζi − η1ζ)∂u,

де ζ = ζ(x) — довiльний розв’язок рiвняння L, є оператором редукцiї
рiвняння L.

Доведення. Оскiльки Q є оператором редукцiї, то хоча б один iз коефiцi-
єнтiв ξi не є нульовим. Розглянемо векторне поле Q̂ = ξi(x)∂i+η1(x)u∂u.
Нехай X1(x), . . . , Xn−1(x) — функцiонально незалежнi розв’язки рiв-
няння ξivi = 0, Xn(x) — частинний розв’язок рiвняння ξivi = 1, а
U(x) ненульовий розв’язок рiвняння ξivi + η1v = 0. Введемо позначення
X = (X1, . . . , Xn). Компоненти набору X та функцiя U(x)u функцiо-
нально незалежними як функцiї змiнних (x, u). Це означає, що замiна
змiнних T : x̃ = X(x), ũ = U(x)u добре визначена.

Виконаємо цю замiну змiнних i подамо всi об’єкти та спiввiдношення
в нових змiнних (x̃, ũ). Так, векторне поле Q̂ спiвпадає з генератором
зсувiв за змiнної x̃n: Q̂ = ∂x̃n, звiдки

Q = ∂x̃n + η̃0(x̃)∂ũ,
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де η̃0(x̃) = U(x)η0(x), а характеристичне рiвняння, асоцiйоване з вектор-
ним полем Q, у нових змiнних має вигляд ũx̃n = η̃0. Замiна змiнних T
також зберiгає лiнiйнiсть рiвняння L, яке набуває вигляду

L̃[ũ] =
∑
|α|6r

ãα(x̃)ũα = 0, (4.12)

де кожен з коефiцiєнтiв ãα можна виразити через коефiцiєнти aα
′ з

|α′| > |α| та похiднi функцiй X i й U . Змiнна ũα у просторi струме-
нiв Jr вiдповiдає похiднiй ∂|α|ũ/∂x̃α1

1 · · · ∂x̃αnn . З точнiстю до ненульового
множника деякий коефiцiєнт ãα0 з |α0| = r можна зробити тотожно рiв-
ним 1.

Позначимо первiсну функцiї η̃0 за змiнною x̃n через ζ̃0: η̃0 = ζ̃0
x̃n
. Роз-

глянемо окремо два випадки залежно вiд того, чи є оператор редукцiї Q
ультрасингулярним для рiвняння L, i покажемо, що в кожному з цих ви-
падкiв iснує первiсна ζ̃0 функцiї η̃0, яка задовольняє представлення (4.12)
рiвняння L у нових змiнних, тобто L̃[ζ̃0] = 0.

Припустимо, що оператор редукцiї Q є ультрасингулярним для рiв-
няння L. Оскiльки властивiсть ультрасингулярностi не залежить вiд за-
мiни змiнних, кожен розв’язок характеристичного рiвняння ũx̃n = η̃0 за-
довольняє представлення L̃[ũ] = 0 рiвняння L у нових змiнних, тобто∑

|α|6r,αn 6=0

ãαη̃0
α−δn +

∑
|α|6r,αn=0

ãαũα = 0,

де похiднi ũα з αn = 0 не зв’язанi. Розщеплюючи за ними, одержуємо
систему рiвнянь ãα = 0, де α пробiгає множину мультиiндексiв з |α| 6 r

i αn = 0, i рiвняння на коефiцiєнт η̃0:∑
|α|6r,αn 6=0

ãαη̃0
α−δn :=

∑
|α|6r,αn 6=0

ãαζ̃0
α = 0.

Отже, пiдсумовування у рiвняннi (4.12) насправдi йде лише за мульти-
iндексами α, в яких αn 6= 0, а тому функцiя ζ̃0 задовольняє це рiвняння.
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Припустимо тепер, що оператор редукцiї Q не є ультрасингулярним
для рiвняння L. Оскiльки r-те продовження векторного поля Q визна-
чають як

Q(r) = ∂x̃n +
∑
|α|6r

η̃0
α(x̃)∂ũα,

то в цьому випадку з критерiю умовної iнварiантностi отримаємо

Q(r)L̃[ũ] =
∑
|α|6r

(ãαx̃nũα + ãαη̃0
α) = 0 (4.13)

для всiх точок простору струменiв Jr, де L̃[ũ] = 0 та ũα′ = η̃0
α′−δn при

|α′| 6 r i αn > 0. Оскiльки ãα
0

= 1, диференцiальна функцiя Q(r)L̃[ũ]

не залежить вiд похiдної ũα0, а тому умова L̃[ũ] = 0 не є суттєвою при
переходi на многовид L ∩ Q(r). Враховуючи, що похiднi ũα з αn = 0 є
незв’язаними, розщеплення за ними умови (4.13) дає систему рiвнянь
ãαx̃n = 0, де α пробiгає множину мультиiндексiв з |α| 6 r i αn = 0, як
необхiдну умову того, що рiвняння L допускає оператор редукцiї Q. Тодi
на многовидi Q(r) маємо

Q(r)L̃[ũ] =
∑

|α|6r,αn=0

ãαx̃nũα +
∑

|α|6r,αn 6=0

ãαx̃nũα +
∑
|α|6r

ãαη̃0
α

=
∑

|α|6r,αn 6=0

ãαx̃nη̃
0
α−δn +

∑
|α|6r

ãαη̃0
α

=
∑

|α|6r,αn=0

ãαx̃n ζ̃
0
α +

∑
|α|6r,αn 6=0

ãαx̃n ζ̃
0
α +

∑
|α|6r

ãαζ̃0
α+δn

=

∑
|α|6r

ãαζ̃0
α


x̃n

= 0.

Проiнтегрувавши останню рiвнiсть за змiнною x̃n, отримаємо, що функ-
цiя ζ̃0 = ζ̃0(x) задовольняє неоднорiдне лiнiйне рiвняння

L̃[ζ̃0] :=
∑
|α|6r

ãαζ̃0
α = g(x̃1, . . . , x̃n−1) (4.14)
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для деякої гладкої функцiї g = g(x̃1, . . . , x̃n−1). Оскiльки в цьому ви-
падку оператор редукцiї Q не є ультрасингулярним для рiвняння L, то
iснує значення мультиiндекса α з |α| 6 r i αn = 0 таке, що ãα 6= 0. Тодi
рiвняння (4.14) має частинний розв’язок h, який не залежить вiд змiн-
ної x̃n: h = h(x̃1, . . . , x̃n−1)

4.1. Функцiя ζ̃0 − h також є первiсною для η̃0

за змiнною x̃n i водночас задовольняє вiдповiдне однорiдне лiнiйне рiв-
няння, тобто L̃[ζ̃0 − h] = 0. Таким чином, без обмеження загальностi
можна вважати, що сама первiсна ζ̃0 є розв’язком рiвняння (4.12), тобто
L̃[ζ̃0] = 0.

Виконавши обернену замiну змiнних у рiвностi η̃0 = ζ̃0
x̃n

= Q̂ζ̃0 i ввiв-
ши у розгляд функцiю ζ0 = ζ̃0/U , яка задовольняє рiвняння L у старих
змiнних (x, u), отримаємо

Uη0 = ξi(Uζ0)i = Uξiζ0
i + (ξiUi)ζ

0 = U(ξiζ0
i − η1ζ0),

тобто η0 = ξiζ0
i − η1ζ0. Тут враховано, що ξiUi = −η1U . Вiдображен-

ня, породжене точковим перетворенням симетрiї x̄ = x, ū = u − ζ0(x)

рiвняння L на множинi операторiв редукцiї рiвняння L, переводить век-
торне поле Q у векторне поле Q̂, у якому коефiцiєнт η0 є нульовим. Це
означає, що Q̂ є оператором редукцiї рiвняння L. Застосовуючи анало-
гiчне вiдображення, породжене перетворенням точкової симетрiї x̄ = x,
ū = u+ζ(x) з довiльним розв’язком ζ = ζ(x) рiвняння L, отримаємо, що
будь-яке векторне поле вигляду ξi∂i + (η1u + ξiζi − η1ζ)∂u є оператором
редукцiї рiвняння L, що завершує доведення теореми.

Анзац, побудований для невiдомої функцiї u за векторним полем Q,
має вигляд

u =
1

U(x)
ϕ(ω1, . . . , ωn−1) + ζ0(x),

4.1Якщо n > 2, то для гарантованого iснування класичних розв’язкiв необхiдно припускати, що
всi функцiї є аналiтичними. У випадку n = 2 або для конкретних лiнiйних рiвнянь можна вимагати
меншу гладкiсть функцiй.
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де ϕ — iнварiантна залежна змiнна, ω1 = X1(x), . . . , ωn−1 = Xn−1(x) —
iнварiантнi незалежнi змiннi, введенi у доведенi теореми 4.9. Цей анзац
призводить до такого редукованого рiвняння:∑

|α|6r,αn=0

ãα(ω1, . . . , ωn−1)
∂|α|ϕ

∂ωα1
1 · · · ∂ω

αn−1

n−1

= 0.

Очевидно, що вигляд редукованого рiвняння не залежить вiд параметр-
функцiї ζ0(x), тобто пiдстановка будь-якого розв’язку рiвняння L за-
мiсть ζ0(x) не змiнює редуковане рiвняння.

4.3. Лiївськi, умовнi та потенцiальнi симетрiї
лiнiйного рiвняння стрижня

Проведено симетрiйний аналiз (1+1)-вимiрного лiнiйного рiвняння
стрижня зi сталими коефiцiєнтами

utt + λuxxxx = 0, λ > 0,

для невiдомої функцiї u двох незалежних змiнних t та x. Це рiвняння
описує поперечнi коливання еластичного стрижня та є спецiальним ви-
падком рiвняння балки (рiвняння Ейлера–Бернуллi). Лiївськi симетрiї та
загальна проблема еквiвалентностi для класу рiвнянь Ейлера–Бернуллi
дослiджувалися в роботах [208, 213, 280]. Без обмеження загальностi, за
допомогою масштабних перетворень за змiнною t (або x) можна покла-
сти λ = 1, тобто достатньо розглядати рiвняння

utt + uxxxx = 0. (4.15)

Деякi простi розв’язки цього рiвняння наведено в [241, § 9.2.2]. Його
максимальною алгеброю лiївської iнварiантностi є алгебра

g = 〈∂t, ∂x, 2t∂t + x∂x, u∂u, h(t, x)∂u〉,

де h = h(t, x) — довiльний розв’язок рiвняння (4.15).
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Вивчення умовних симетрiй (1+1)-вимiрного лiнiйного рiвняння стри-
жня iлюструє теорему 4.9 про лiнiйнi оператори редукцiї лiнiйних ди-
ференцiальних рiвнянь з частинними похiдними. Множину операторiв
редукцiї рiвняння (4.15) природно розбити на двi пiдмножини — син-
гулярнi та регулярнi оператори редукцiї. Сингулярнi оператори редукцiї
цього рiвняння вдається описати повнiстю, тодi як у регулярному випад-
ку проблема розв’язана лише частково, хоча знайдено важливi оператори
редукцiї, пов’язанi з роздiленням змiнних у лiнiйному рiвняннi стрижня.

Додатково дослiджено зв’язок мiж рiвнянням (4.15) й (1+1)-вимiрним
вiльним рiвнянням Шрьодiнгера, що дозволило побудувати потенцiальнi
симетрiї рiвняння (4.15). Також обговорено iншi симетрiйнi властивостi
цього рiвняння.

Сингулярнi оператори редукцiї рiвняння стрижня. Для лiнiйного
рiвняння стрижня (4.15) оператори редукцiї мають загальний вигляд

Q = τ(t, x, u)∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u,

де коефiцiєнти τ , ξ та η — гладкi функцiї змiнних (t, x, u), причому
(τ, ξ) 6= (0, 0). Аналогiчно еволюцiйним рiвнянням, векторне поле Q син-
гулярне для рiвняння (4.15) тодi й лише тодi, коли коефiцiєнт τ тотожно
рiвний нулю. Зауважимо, що векторнi поля, слабо сингулярнi для цього
рiвняння, також є сильно сингулярними для нього. Тодi ξ 6= 0, а тому,
зважаючи на звичайну еквiвалентнiсть операторiв редукцiї, можна по-
класти ξ = 1. Iншими словами, для вичерпного опису сингулярних опера-
торiв редукцiї лiнiйного рiвняння стрижня (4.15) достатньо розглянути
векторнi поля вигляду Q = ∂x+η(t, x, u)∂u. Многовид L∩Q(4) визначено
рiвняннями

ux = η, uxx = ηx + ηηu, uxxx = (∂x + η∂u)
2η,

uxxxx = (∂x + η∂u)
3η, utt = −uxxxx = −(∂x + η∂u)

3η.

З критерiю умовної iнварiантностi (див. умову (С3) на с. 106) маємо, що

ηtt + 2ηtuut + ηuuu
2
t − ηu(∂x + η∂u)

3η + (∂x + η∂u)
4η = 0.
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Збираючи коефiцiєнти при рiзних степенях незв’язаної похiдної ut i роз-
щеплюючи вiдносно них, отримаємо систему трьох визначальних рiвнянь
для коефiцiєнта η:

ηuu = 0, ηtu = 0, ηtt − ηu(∂x + η∂u)
3η + (∂x + η∂u)

4η = 0.

Таким чином, на вiдмiну вiд (1+1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь, для
кожного з яких є лише одне визначальне рiвняння на коефiцiєнт η син-
гулярних операторiв редукцiї, еквiвалентне у певному сенсi вихiдному
еволюцiйному рiвнянню, знаходження операторiв редукцiї для лiнiйного
рiвняння стрижня не є “no-go” проблемою. З рiвнянь ηuu = 0 i ηtu = 0 для
коефiцiєнта η маємо η = η1(x)u+ η0(t, x), де η1 = η1(x) i η0 = η0(t, x) —
гладкi функцiї своїх аргументiв. Згiдно теореми 4.9, з точнiстю до еквiва-
лентностi, породженою групою точкових симетрiї G лiнiйного рiвняння
стрижня на множинi операторiв редукцiї цього рiвняння, можна покла-
сти η0 = 0.

Покажемо це також за допомогою прямих обрахункiв. Пiсля пiдста-
новки виразу для η в останнє визначальне рiвняння i додаткового роз-
щеплення за степенями u отримаємо систему

∂x(∂x + η1)3η1 = 0, η0
tt − η1η03 + η04 = 0,

де функцiї η03 i η04 визначено рекурентним спiввiдношенням

η00 := η0, η0k = η0,k−1
x + η0(∂x + η1)k−1η1, k = 1, 2, 3, 4.

Виконаємо диференцiальну пiдстановку

η1 =
θx
θ
, η0 = ζx −

θx
θ
ζ,

де θ = θ(x) та ζ = ζ(t, x) — новi невiдомi функцiї. Iндукцiєю можна
довести, що

η0k =
∂k+1ζ

∂xk+1
− ζ

θ

dk+1θ

dxk+1
, k = 1, 2, . . . .
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Отже, диференцiальна пiдстановка зводить систему для η1 та η0 до сис-
теми для θ та ζ:(

θxxxx
θ

)
x

= 0,

ζttx −
θx
θ
ζtt −

θx
θ
ζxxxx +

θxθxxxx
θ2

ζ + ζxxxxx −
θxxxxx
θ

ζ = 0.

Iнтегруючи один раз перше рiвняння, отримаємо лiнiйне звичайне дифе-
ренцiальне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами θxxxx = κθ, де κ — стала
iнтегрування. Друге рiвняння можна записати як(

ζtt + ζxxxx
θ

)
x

−
(
θxxxx
θ

)
x

ζ = 0,

звiдки(
ζtt + ζxxxx

θ

)
x

= 0.

Iнтегруючи останнє рiвняння за x, отримаємо рiвняння ζtt+ζxxxx = ρ(t)θ,
де ρ — гладка функцiя змiнної t. Функцiю ζ визначено з точнiстю до пе-
ретворень ζ̃ = ζ + σθ, де σ — довiльна гладка функцiя змiнної t. Звiдси
ζ̃tt+ζ̃xxxx = ρθ+σttθ+σκθ = 0, якщо σtt+κσ = −ρ. Iншими словами, мож-
на вважати, що функцiя ζ задовольняє лiнiйне рiвняння стрижня (4.15).
Тому вiдображення, породжене точковим перетворенням симетрiї t̄ = t,
x̄ = x, ū = u−ζ(t, x) рiвняння (4.15) на множинi операторiв редукцiї цьо-
го рiвняння, переводить векторне поле Q у векторне поле такого самого
вигляду, де ζ = 0, тобто η0 = 0.

Твердження 4.10. З точнiстю до еквiвалентностi вiдносно перетво-
рень точкової симетрiї, пов’язаних з лiнiйним принципом суперпозицiї,
множину сингулярних операторiв редукцiї лiнiйного рiвняння стри-
жня вичерпують векторнi поля вигляду Qs = ∂x + θx

θ u∂u, де функцiя
θ = θ(t, x) задовольняє звичайне диференцiальне рiвняння θxxxx = κθ

для деякої сталої κ.
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Анзац, побудований за оператором редукцiї Q, має вигляд
u = θ(x)ϕ(ω), де ω = t — iнварiантна незалежна змiнна, ϕ — iнварi-
антна залежна змiнна. Цей анзац редукує рiвняння (4.15) до рiвняння
ϕωω + κϕ = 0. Зазначимо, що оператор редукцiї Qs пов’язаний з роздi-
ленням змiнних у лiнiйному рiвняннi стрижня (4.15). Вiн еквiвалентний
деякому оператору лiївської симетрiї лише за умови θx/θ = const.

Регулярнi оператори редукцiї рiвняння стрижня. Для таких опе-
раторiв коефiцiєнт τ не є нульовим. З точнiстю до звичайної еквiвалент-
ностi операторiв редукцiї можна покласти τ = 1, тобто

Q = ∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u.

Суттєвими серед рiвнянь, що визначають многовид L ∩Q(4), є рiвняння

ut = η − ξux, utx = ηx + ηux − ξxux − ξuu2
x − ξuxx,

utt = −uxxxx = ηt+ ηu(η − ξux)− (ξt+ ξu(η − ξux))ux
− ξ(ηx+ ηux− ξxux− ξuu2

x− ξuxx).

Збираючи коефiцiєнти при uxxuxxx в умовi, що випливає з критерiю умов-
ної iнварiантностi (див. умову (С3) на с. 106), отримаємо рiвняння ξu = 0.
Iншi члени з uxxx дають рiвняння ηuu = 0 i ηxu = 3

2ξxx. Таким чином, ма-
ємо

ξ = ξ(t, x), η = η1(t, x)u+ η0(t, x),

де η1 := 3
2ξx + γ(t), а γ = γ(t) — гладка функцiя. Iншi визначальнi

рiвняння можна звести до вигляду

2ξtξ + 5ξxxx + 4ξ2ξx = 0, (4.16)

ξtt + ξxxxx + 2(η1ξ)t + 2ξtξx − 4η1
xxx + 8ξξxη

1 − 4ξξ 2
x = 0, (4.17)

η1
tt + η1

xxxx + 2η1η1
t − 2ξtη

1
x + 4ξx(η

1
t + η1η1 − ξη1

x) = 0, (4.18)

η0
tt + η0

xxxx + 2η0η1
t − 2ξtη

0
x + 4ξx(η

0
t + η1η0 − ξη0

x) = 0, (4.19)

де η1 слiд замiнити на 3
2ξx + γ(t).
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Аналогiчно сингулярним операторам редукцiї, з теореми 4.9 знову ви-
пливає, що з точнiстю до еквiвалентностi, породженої групою точкових
симетрiй G лiнiйного рiвняння стрижня на множинi операторiв редукцiї
цього рiвняння, можна покласти η0 = 0.

Покажемо, що пряме доведення цього факту не є тривiальним. Дiй-
сно, нехай функцiя ζ визначено спiввiдношенням η0 = ζt + ξζx − η1ζ.
Виконавши пiдстановку цього виразу для η0 у рiвняння (4.19) та враху-
вавши рiвняння (4.16)–(4.18) i ηxu = 3

2ξxx, отримаємо таке рiвняння на
функцiю ζ:

(∂t + ξ∂x − η1 + 4ξx)(ζtt + ζxxxx) = 0,

тобто ζtt + ζxxxx = h(t, x), де функцiя h = h(t, x) задовольняє рiвняння

ht + ξhx + (−η1 + 4ξx)h = 0.

Функцiю h = h(t, x) можна вважати рiвною нулю. Дiйсно, функцiю ζ

визначено з точнiстю до доданка, що є розв’язком рiвняння gt + ξgx −
η1g = 0. Кожен такий розв’язок можна зобразити як g = g0(t, x)ϕ(ω), де
g0 —фiксований розв’язок цього ж рiвняння, ϕ— довiльна функцiя вiд ω,
а ω = ω(t, x) — несталий розв’язок рiвняння ωt + ξωx = 0. Тодi χ = ω 4

x

задовольняє рiвняння χt + ξχx + 4ξxχ = 0. Таким чином, функцiя h

допускає представлення h = g0ω 4
x ψ(ω) з деякою гладкою функцiєю ψ

вiд ω. З отриманих визначальних рiвнянь випливає, що векторне поле
∂t + ξ∂x + η1u∂u є оператором редукцiї рiвняння utt + uxxxx = 0. Звiдки
маємо

gtt + gxxxx = g0ω 4
x ϕωωωω + · · · = g0ω 4

x (ϕωωωω + · · · ),

де вираз у дужках залежить лише вiд ω, а через “· · · ” позначено члени,
що мiстять похiднi вiд ϕ лише порядку менше за чотири. Це означає, що
анзац g = g0(t, x)ϕ(ω) редукує рiвняння gtt + gxxxx = h до звичайного
диференцiального рiвняння ϕωωωω + · · · = ψ, яке безперечно має деякий
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розв’язок ϕ0 = ϕ0(ω). Вiднiмаючи вiдповiдну функцiю g = g0ϕ0 вiд
функцiї ζ, занулимо функцiю h.

Таким чином, без обмеження загальностi можна вважати, що функ-
цiя ζ задовольняє початкове рiвняння (4.15). Тодi вiдображення, пород-
жене точковим перетворенням симетрiї t̄ = t, x̄ = x, ū = u − ζ(t, x)

рiвняння (4.15) на множинi операторiв редукцiї цього рiвняння, перево-
дить векторне поле Q у векторне поле того ж вигляду, де ζ = 0, а тому
η0 = 0.

Отже, вивчення регулярних операторiв редукцiї лiнiйного рiвняння
стрижня (4.15) зведено до розв’язання перевизначеної системи нелiнiй-
них диференцiальних рiвнянь (4.16)–(4.18) для функцiй ξ = ξ(t, x) i
γ = γ(t). (Нагадаємо, що η1 := 3

2ξx+γ(t).) Побудова загального розв’язку
цiєї системи виявилася непередбачувано складною задачею. Тому нижче
розглянуто лише частиннi випадки регулярних операторiв редукцiї, що
виникають при накладеннi додаткових обмежень на функцiї ξ i γ. Зокре-
ма, складнi й громiздкi обчислення в Maple показали, що кожен регуляр-
ний оператор редукцiї рiвняння (4.15) з γ = 0 еквiвалентний оператору
лiївської симетрiї цього рiвняння. Аналогiчний результат справедливий i
за сукупностi обмежень ξxx = 0, ξ 6= 0. Регулярних операторiв редукцiї,
для яких ξt = 0 та ξx 6= 0, взагалi немає.

Припустимо, що ξ = 0. Тодi рiвняння (4.16) i (4.17) стають тотож-
ностями, а η1 = γ(t). З рiвняння (4.18) отримаємо єдине звичайне дифе-
ренцiальне рiвняння γtt + 2γγt = 0 для функцiї γ, проiнтегрувавши яке
один раз, знаходимо γt + γ2 = −κ, де κ — стала iнтегрування. Звiдки
γ = ϕt/ϕ, де ϕ = ϕ(t) — розв’язок лiнiйного звичайного диференцiаль-
ного рiвняння ϕtt + κϕ = 0. Вiдповiдний оператор редукцiї

Qr = ∂t +
ϕt
ϕ
u∂u

дає анзац u = ϕ(t)θ(ω), де ω = x — iнварiантна незалежна змiнна, а
θ — iнварiантна залежна змiнна. Вiдповiдне редуковане рiвняння має
вигляд θωωωω = κθ, тобто, як i для сингулярного оператора редукцiї Qs з
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твердження 4.10, регулярний оператор редукцiїQr пов’язаний з роздiлен-
ням змiнних у лiнiйному рiвняннi стрижня (4.15). Цей оператор можна
розглядати як вiдповiдник оператора Qs серед регулярних операторiв
редукцiї. Регулярний оператор редукцiї Qr еквiвалентний деякому опе-
ратору лiївської симетрiї лише за умови ϕt/ϕ = const.

Деякi потенцiальнi симетрiї рiвняння стрижня. Вивчемо зв’я-
зок мiж рiвнянням стрижня (4.15) i (1+1)-вимiрним вiльним рiвнянням
Шрьодiнгера.

Лiнiйний диференцiальний оператор L := ∂2
t +∂

4
x, пов’язаний з рiвнян-

ням (4.15), можна факторизувати в добуток вiльного оператора Шрьо-
дiнгера та формально спряженого до нього:

L = (i∂t + ∂2
x)(−i∂t + ∂2

x).

Це вказує на те, що розв’язки рiвняння (4.15) тiсно пов’язанi з розв’яз-
ками (1+1)-вимiрного вiльного рiвняння Шрьодiнгера

iψt + ψxx = 0. (4.20)

Щоб пояснити цей зв’язок в iнший спосiб, розглянемо потенцiальну сис-
тему, побудовану для рiвняння (4.15) за законом збереження з характе-
ристикою 1:

vx = ut, vt = −uxxx. (4.21)

Друге рiвняння в (4.21) має збережну форму, що дозволяє ввести потен-
цiал w, визначений умовами

wx = v, wt = −uxx. (4.22)

Виключаючи v з об’єднаної системи (4.21)–(4.22), отримаємо систему

ut = wxx, wt = −uxx. (4.23)

Максимальною алгеброю лiївською iнварiантностi системи (4.23) є ал-
гебра

g1 = 〈∂t, ∂x, 2t∂t + x∂x, w∂u − u∂w, 2t∂x + xw∂u − xu∂w,
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4t2∂x + 4tx∂x +
(
x2w − 2tu

)
∂u −

(
x2u+ 2tw

)
∂w,

u∂u + w∂w, β(t, x)∂u + γ(t, x)∂w〉,

де (β(t, x), γ(t, x)) — пробiгає множину розв’язiв цiєї системи.
Оскiльки систему (4.23) можна iнтерпретувати як потенцiальну сис-

тему для рiвняння (4.15), то алгебра g1 є алгеброю потенцiальних симет-
рiй цього рiвняння. Порiвняння алгебри g1 з максимальною алгеброю g

лiївської iнварiантностi рiвняння (4.15) показує, що векторнi поля

w∂u − u∂w, 2t∂x + xw∂u − xu∂w,

4t2∂x + 4tx∂x +
(
x2w − 2tu

)
∂u −

(
x2u+ 2tw

)
∂w,

алгебри g1 не iндукованi елементами алгебри g. Отже, будь-якi елементи
алгебри g1, що мiстять цi оператори, є чисто потенцiальними симетрiями
рiвняння (4.15).

З системи (4.23) випливає, що комплекснозначна функцiя ψ = w+ iu

змiнних t та x задовольняє рiвняння (4.20), а функцiя w є розв’язком
рiвняння (4.15). Отже, має мiсце таке твердження.

Твердження 4.11. Функцiя u = u(t, x) є розв’язком рiвняння (4.15)
тодi й лише тодi, коли вона є дiйсною (або уявною) частиною розв’язку
(1+1)-вимiрного вiльного рiвня рiвняння Шрьодiнгера iψt + ψxx = 0.

Фiксований розв’язок рiвняння (4.15) вiдповiдає множинi розв’язкiв
рiвняння (4.20), якi вiдрiзняються на доданки вигляду C1x + C0, де C0

i C1 — довiльнi дiйснi сталi. Для рiвняння (4.20) вiдомi широкi класи
точних розв’язкiв. Тому твердження 4.11 дає простий спосiб побудови
точних розв’язкiв рiвняння (4.15).

Про розширений симетрiйний аналiз рiвняння стрижня. Незва-
жаючи на те, що рiвняння стрижня (4.15) є лiнiйним i має лише очевиднi
лiївськi симетрiї, воно цiкаве, оскiльки володiє низкою iнших, нетривiаль-
них з точки зору симетрiйного аналiзу властивостей. Наведемо деякi з
них.
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– Рiвняння (4.15) має як регулярнi, так i сингулярнi умовнi симетрiї,
якi нееквiвалентнi лiївським симетрiям та пов’язанi з роздiленням
змiнних.

– Одна з потенцiальних систем рiвняння стрижня (4.15) спiвпадає
з (1+1)-вимiрним вiльним рiвнянням Шрьодiнгера, а тому рiвнян-
ня (4.15) має чисто потенцiальнi та умовнi потенцiальнi симетрiї.

– Гладка функцiя змiнних t, x є розв’язком рiвняння стрижня (4.15)
тодi й лише тодi, коли вона є дiйсною (або уявною) частиною деяко-
го розв’язку (1+1)-вимiрного вiльного рiвняння Шрьодiнгера. Це
дозволяє побудувати новi сiм’ї точних розв’язкiв рiвняння (4.15).

– Рiвняння (4.15) допускає нелокальний оператор рекурсiї, дiя якого
на локальнi симетрiї цього рiвняння (що обов’язково є афiнними за
похiдних вiд u) дає нетривiальнi локальнi симетрiї вищого порядку.
Отже, для довiльного фiксованого порядку (за винятком порядку
два) рiвняння (4.15) має локальнi симетрiї цього порядку, якi не
належать до обгортуючих алгебр локальних симетрiй нижчих по-
рядкiв.

– Оскiльки лiнiйний диференцiальний оператор, пов’язаний з рiвнян-
ням (4.15), є формально самосопряженним, то простiр косиметрiй
цього рiвняння та простiр характеристик його локальних симетрiй
спiвпадають. Це означає, що рiвняння (4.15) має закони збереження
як завгодно високого порядку.

4.4. Потенцiальнi закони збереження лiнiйних
еволюцiйних рiвнянь з одним потенцiалом

Поняття потенцiальних законiв збереження диференцiальних рiвнянь ви-
никло як природне узагальнення поняття локальних законiв збережен-
ня. Потенцiальним законом збереження системи S диференцiальних
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рiвнянь називають будь-який локальний закон збереження потенцiаль-
ної системи, яка побудована з системи S через введення потенцiалiв з
використанням локальних законiв збереження системи S [250]. Цей тер-
мiн вперше використано в роботi [65]. Потенцiальнi закони збереження
можуть бути тривiальними в тому сенсi, що їх iндуковано локальними
законами збереження вихiдної системи, див. [178,250]. Iдею iтеративного
введення потенцiалiв за допомогою локальних законiв збереження по-
тенцiальних систем, побудованих на попередньому кроцi, вперше запро-
поновано у вiдомiй статтi [285] i пiзнiше формалiзовано у виглядi по-
няття унiверсального абелевого накриття диференцiальних рiвнянь у
роботах [66,266]. Незважаючи на те, що потенцiальнi закони збереження
диференцiальних рiвнянь є цiкавими i важливими об’єктами для вивче-
ння в рамках симетрiйного аналiзу, нетривiальнi та вичерпнi результати
щодо них отримано лише для декiлькох класiв диференцiальних рiвнянь
(див. вiдповiднi огляди лiтератури та посилання у роботах [63,178,250]).

Узагальнюючи результати з [250] щодо лiнiйного рiвняння теплопро-
вiдностi, у статтi [252] доведено, що всi потенцiальнi закони збереження
(1+1)-вимiрних лiнiйних еволюцiйних рiвнянь другого порядку є тривi-
альними. Локальнi закони збереження цих рiвнянь добре вiдомi. А саме,
їх простори утворено лiнiйними законами збереження, характеристики
яких залежать лише вiд незалежних змiнних i є розв’язками вiдповiд-
них спряжених рiвнянь. Таким чином, задачу опису потенцiальних зако-
нiв цих рiвнянь повнiстю розв’язано.

У цьому параграфi результати роботи [252] щодо найпростiших по-
тенцiальних законiв збереження (тобто таких, що включають один по-
тенцiал) (1+1)-вимiрних лiнiйних еволюцiйних рiвнянь другого порядку
поширено на випадок рiвнянь довiльного порядку. Якщо порядок пар-
ний, то узагальнення є прямим i вичерпним. Для рiвнянь непарних по-
рядкiв дослiджено лише найпростiшi потенцiальнi системи, побудованi
за допомогою лiнiйних законiв збереження.
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Розглянемо довiльне лiнiйне еволюцiйне рiвняння порядку n з двома
незалежними змiнними t, x та однiєю залежною змiнною u:

ut =
n∑
i=0

Aiui, (4.24)

де Ai = Ai(t, x) — довiльнi достатньо гладкi функцiї, An 6= 0,
n ∈ {2, 3, 4, . . . }, символи ut та ui позначають похiднi невiдомої функ-
цiї u = u(t, x), тобто ut = ∂u/∂t, ui ≡ ∂iu/∂xi, i = 1, . . . , n, а також
u0 ≡ u. У разi необхiдностi будемо також використовувати такi позначе-
ння: ux = u1, uxx = u2, uxxx = u3. СимволиDt iDx вiдповiдно позначають
оператори повної похiдної за змiнними t та x, а Div — повну дивергенцiю:
DivV = DtF +DxG для набору V = (F,G) диференцiальних функцiй F
та G. Див. [23,252] щодо iнших пов’язаних означень та позначень.

Нижче у п. 1 зроблено короткий огляд результатiв з [253] щодо ло-
кальних законiв збереження для рiвнянь вигляду (4.24), а найпростi-
ший потенцiальний фрейм, побудований у [252] для (1+1)-вимiрних лi-
нiйних еволюцiйних рiвнянь другого порядку, узагальнено на випадок
рiвнянь довiльного порядку. Аналогiчне узагальнення дуальних перетво-
рень Дарбу проведено в п. 2. Найпростiшi потенцiальнi закони збережен-
ня (1+1)-вимiрних лiнiйних еволюцiйних рiвнянь парного та непарного
порядкiв вiдповiдно дослiджено у пп. 3 i 4.

1. Локальнi закони збереження та найпростiший потенцiальний
фрейм. Добре вiдомо, що будь-яке лiнiйне диференцiальне рiвняння з
частинними похiдними L допускає косиметрiї, якi є функцiями лише не-
залежних змiнних i задовольняють спряжене рiвняння L†, причому ко-
жен розв’язок рiвняння L† є косиметрiєю рiвняння L. Бiльш того, кожна
така косиметрiя є характеристикою закону збереження рiвняння L зi збе-
режним вектором, лiнiйним за залежною змiнною та її похiдними. Згiдно
з [23, § 5.3], назвемо такi закони збереження лiнiйними.

Виявляється, що для будь-якого (1+1)-вимiрного лiнiйного еволюцiй-
ного рiвняння парного порядку його простiр законiв збереження вичер-
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пують лiнiйнi закони збереження, а тому цей простiр iзоморфний просто-
ру розв’язкiв вiдповiдного спряженого рiвняння (див. [253]). Iншими сло-
вами, будь-яка факторизована косиметрiя рiвняння (4.24) не залежить
вiд похiдних функцiї u, а функцiя α = α(t, x) є косиметрiєю рiвнян-
ня (4.24) тодi й лише тодi, коли вона є розв’язком спряженого рiвняння

αt +
n∑
i=0

(−1)i(Aiα)i = 0. (4.25)

Кожна така косиметрiя є характеристикою лiнiйного закону збереження
рiвняння (4.24) з канонiчним збережним вектором V = (F,G), де

F = αu, G =
n−1∑
i=0

σiui, (4.26)

а коефiцiєнти σi = σi(t, x) знаходяться з рекурентних спiввiдношень

σn−1 = −αAn, σi = −αAi+1 − σi+1
x , i = n− 2, . . . , 0. (4.27)

Для будь-якого (1+1)-вимiрного лiнiйного еволюцiйного рiвняння не-
парного порядку простiр його законiв збереження породжено лiнiйни-
ми та квадратичними законами збереження [253]. Серед рiвнянь цього
типу iснують i такi, що допускають нескiнченнi серiї квадратичних за-
конiв збереження як завгодно високого порядку, i такi, якi взагалi не
мають квадратичних законiв збереження. Для того, щоб формули та
твердження, одержанi для рiвнянь парного порядку, були справедливи-
ми й у випадку непарного порядку, необхiдно обмежитися розглядом
лiнiйних локальних законiв збереження, вiдповiдних (лiнiйних) потенцi-
альних систем та їхнiх лiнiйних законiв збереження.

Аналогiчно роботi [252] вивчимо об’єкти, пов’язанi з найпростiшими
потенцiальними системами рiвняння (4.24), а саме потенцiальними сис-
темами, породженими окремими локальними законами збереження [250].
При цьому важливим є використання перетворень Дарбу лiнiйних ево-
люцiйних рiвнянь [203]. Докладне вивчення найпростiших потенцiальних
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систем є необхiдним для розумiння загального випадку, оскiльки такi
системи є складовими загальних потенцiальних систем.

Вводячи потенцiал v по нетривiальному канонiчному збережному
вектору (4.26), асоцiйованому з характеристикою α = α(t, x) 6= 0, отри-
маємо потенцiальну систему

vx = αu, vt = −
n−1∑
i=0

σiui. (4.28)

Вихiдне рiвняння (4.24) для u є диференцiальним наслiдком систе-
ми (4.28). Iншим диференцiальним наслiдком системи (4.28) є рiвняння

vt = −
n−1∑
i=0

σi
(vx
α

)
i

(4.29)

на потенцiальну залежну змiнну v, яке називають потенцiальним рiв-
нянням, асоцiйованим з рiвнянням (4.24) i характеристикою α. Iснує бi-
єкцiя мiж розв’язками потенцiальної системи i потенцiального рiвняння
завдяки, з одного боку, проекцiї (u, v) → v та, з iншого боку, спiввiд-
ношенню u = vx/α, див. [252]. Вiдповiднiсть мiж розв’язками вихiдного
рiвняння та потенцiальної системи є взаємооднозначною лише з точнiстю
до сталого доданку до v.

Для подальшого розгляду зручно використовувати iншу залежну
змiнну w = ψv замiсть v, де ψ = 1/α. Функцiю w називають модифi-
кованим потенцiалом, асоцiйованим з характеристикою α = 1/ψ. По-
тенцiальна система (4.28) i потенцiальне рiвняння (4.29), переписанi в
термiнах w та ψ замiсть v та α, вiдповiдно набувають вигляду

wx −
ψx
ψ
w = u, wt −

ψt
ψ
w = −ψ

n−1∑
i=0

σiui, (4.30)

wt = −ψ
n−1∑
i=0

σi
(
wx −

ψx
ψ
w

)
i

+
ψt
ψ
w =:

n∑
i=0

Biwi. (4.31)
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Тут

Bi = −ψσi−1 + ψ
n−1∑
j=i

(
i

j

)
σj
(
ψx
ψ

)
j−i
, i = n, n− 1, . . . , 1,

B0 =
ψt
ψ

+ ψ
n−1∑
j=0

σj
(
ψx
ψ

)
j

.

Зокрема,

Bn = An, Bn−1 = An−1 − An
x.

Систему (4.30) i рiвняння (4.31) називають модифiкованою потенцiаль-
ною системою i модифiкованим потенцiальним рiвнянням, асоцiйова-
ними з характеристикою α. Такi представлення потенцiальної системи
та потенцiального рiвняння бiльш зручнi для дослiджень у рамках симе-
трiйного аналiзу.

Оскiльки функцiя v = 1 є очевидним розв’язком рiвняння (4.29),
функцiя w = ψ є розв’язком рiвняння (4.31). Таким чином, перше рiвнян-
ня системи (4.30) є насправдi перетворенням Дарбу [203] рiвняння (4.31)
в рiвняння (4.24).

2. Дуальнi перетворення Дарбу. “Коварiантнiсть” (1+1)-вимiрних
лiнiйних еволюцiйних рiвнянь будь-якого порядку вiдносно перетворен-
ня Дарбу вперше встановлено в статтi [202]; див. також [203, с. 17]. На
вiдмiну вiд попереднього пункту надалi для зручностi викладу вважає-
мо, що вихiдним об’єктом розгляду є рiвняння (4.31), записане у виглядi

wt =
n∑
i=0

Biwi, (4.32)

яке трактуємо як довiльний представник класу лiнiйних еволюцiйних
рiвнянь.

Позначимо через DT[ϕ] перетворення Дарбу, побудоване за ненульо-
вим розв’язком ϕ рiвняння (4.32):

DT[ϕ](w) = wx −
ϕx
ϕ
w.
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Перетворення Дарбу має корисну властивiсть дуальностi. Сформулюємо
її аналогiчно роботi [252] у дещо вiдмiнному вiд [203, § 2.4] виглядi.

Лема 4.12. Нехай w0 — фiксований ненульовий розв’язок рiвнян-
ня (4.32), а перетворення Дарбу DT[w0] вiдображає рiвняння (4.32) в
рiвняння (4.24). Тодi α0 = 1/w0 є розв’язком рiвняння (4.25), спряже-
ного до (4.24), причому DT[α0] вiдображає рiвняння (4.25) в рiвняння
спряжене до (4.32), тобто

ut =
n∑
i=0

Aiui
DT[w0]←−−−− wt =

n∑
i=0

Biwi,

m

αt +
n∑
i=0

(−1)i(Aiα)i = 0
DT[α0]−−−−→ βt +

n∑
i=0

(−1)i(Biβ)i = 0.

Зауваження 4.13. Аналогiчно [252] перетворення Дарбу DT[α0] назве-
мо дуальним до перетворення Дарбу DT[w0]. Оскiльки двiчi спряжене
рiвняння спiвпадає з вихiдним, то двiчi дуальне перетворення Дарбу є
не чим iншим як вихiдне перетворення Дарбу. Це означає, що “тодi” у
лемi 4.12 можна замiнити на “тодi й лише тодi”.

Зауваження 4.14. Перетворення Дарбу DT[w0] з леми 4.12 є лiнiйним
вiдображенням простору розв’язкiв рiвняння (4.32) у простiр розв’язкiв
рiвняння (4.24). Ядро цього вiдображення спiвпадає з 〈w0〉. Його обра-
зом є весь простiр розв’язкiв рiвняння (4.24). Дiйсно, для будь-якого
розв’язку u рiвняння (4.24) можна знайти розв’язок w рiвняння (4.32),
що вiдображається в u. Для цього потрiбно проiнтегрувати систему (4.30)
вiдносно w. Згiдно теореми Фробенiуса система (4.30) є сумiсною внаслi-
док рiвняння (4.24). Тому DT[w0] є бiєкцiєю мiж простором розв’язкiв
рiвняння (4.32), факторизованим по 〈w0〉, та простором розв’язкiв рiв-
няння (4.24).

У випадку парного порядку n лему 4.12 разом з зауваженням 4.14
можна переформулювати у термiнах характеристик законiв збереження.
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Лема 4.15. Нехай w0 — ненульовий розв’язок рiвняння (4.32), а пере-
творення Дарбу DT[w0] вiдображає рiвняння (4.32) у рiвняння (4.24).
Тодi α0 = 1/w0 є характеристикою рiвняння (4.24), причому перетво-
рення Дарбу DT[α0] вiдображає простiр характеристик рiвняння (4.24)
у простiр характеристик рiвняння (4.32).

Зауваження 4.16. За умов леми 4.15 оператор, асоцiйований з DT[w0],
є розщеплюючим для пари операторiв, асоцiйованих з рiвняннями (4.24)
i (4.32), тобто(

∂t −
n∑
i=0

Ai∂ix

)
DT[w0] = DT[w0]

(
∂t −

n∑
i=0

Bi∂ix

)
.

3. Найпростiшi потенцiальнi закони збереження: парний поря-
док. Якщо потенцiальну систему побудовано шляхом введення потен-
цiалу v за законом збереження рiвняння (4.24), то кожен її локальний
закон збереження є найпростiшим потенцiальним законом збереження
рiвняння (4.24). Будемо казати, що найпростiший потенцiальний закон
збереження F̄ рiвняння (4.24) iндуковано локальним законом збережен-
ня F рiвняння (4.24), якщо F̄ включає збережний вектор, який є пiднят-
тям збережного вектора з F вiдносно проекцiї

$ : J∞(t, x |u, v)→ J∞(t, x |u),

де J∞(t, x |u, v) (вiдповiдно J∞(t, x |u)) позначає простiр струменiв з не-
залежними змiнними t, x та залежними змiнними u, v (вiдповiдно з за-
лежною змiнною u). Внаслiдок твердження 2 з [178] це еквiвалентно то-
му, що закон збереження F̄ мiстить збережний вектор, який залежить
вiд t, x та похiдних функцiї u.

Теорема 4.17. Кожен найпростiший потенцiальний закон збережен-
ня будь-якого (1+1)-вимiрного лiнiйного еволюцiйного рiвняння парного
порядку iндуковано локальним законом збереження цього рiвняння.
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Доведення. Потенцiали v та ṽ, якi введено по еквiвалентним збережним
векторам, пов’язанi перетворенням ṽ = v + f [u], де f [u] є функцiєю
змiнних t, x i похiдних вiд u. Це перетворення зберiгає властивiсть iнду-
кованостi найпростiших потенцiальних законiв збереження локальними.
Тому для вичерпного дослiдження найпростiших потенцiальних законiв
збереження рiвнянь вигляду (4.24) з парним n достатньо вивчити локаль-
нi закони збереження потенцiальних систем вигляду (4.28), асоцiйованих
з канонiчними збережними векторами (4.26).

Зафiксуємо рiвняння з класу (4.24) та його характеристику α i роз-
глянемо вiдповiдну потенцiальну систему (4.28). Оскiльки звичайний по-
тенцiал v пов’язаний з модифiкованим потенцiалом w точковим перетво-
ренням, то можна вивчати закони збереження модифiкованої потенцiаль-
ної системи (4.30) замiсть системи (4.28). З точнiстю до еквiвалентностi
збережних векторiв на множинi розв’язкiв системи (4.30) похiднi вiд u
можна виключити з будь-якого збережного вектора системи (4.30). Iн-
шими словами, кожний локальний закон збереження F̄ модифiкованої
потенцiальної системи (4.30) має збережний вектор, який залежить ли-
ше вiд t, x та похiдних потенцiалу w, а тому його iндуковано локальним
законом збереження модифiкованого потенцiального рiвняння (4.31).

Оскiльки рiвняння (4.31), як i вихiдне, є (1+1)-вимiрним лiнiйним ево-
люцiйним рiвнянням парного порядку, то його простiр законiв збережен-
ня вичерпують лiнiйнi закони збереження. Довiльна характеристика β
системи (4.31) залежить лише вiд t та x i задовольняє рiвняння, спря-
жене до (4.31). Згiдно леми 4.15 iснує характеристика α̃ рiвняння (4.24)
така, що β = DT[α]α̃.

Нехай V1, V2 — збережнi вектори модифiкованої потенцiальної систе-
ми, якi є пiдняттями канонiчних збережних векторiв вихiдного рiвнян-
ня (4.24) та модифiкованого потенцiального рiвняння (4.31) i вiдповiдно
асоцiйованi з характеристиками α̃, β. Сума їх густин дорiвнює

βw + α̃u =
(
α̃x −

αx
α
α̃
)
w + α̃

(
wx +

αx
α
w
)

= Dx(α̃w).
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Позначимо через V0 тривiальний збережний вектор (−Dx(α̃w), Dt(α̃w)).
Збережний вектор V0 + V1 + V2 системи (4.30) має нульову густину, а
тому є тривiальним збережним вектором (або, насправдi, нульовим). Це
означає, що збережнi вектори −V1 i V2 еквiвалентнi.

Таким чином, доведено, що будь-який найпростiший потенцiальний
закон збереження рiвняння (4.24) має збережний вектор, який є пiднят-
тям локального збережного вектора рiвняння (4.24).

Зауваження 4.18. Явну побудову локального збережного вектора, еквi-
валентного вектору V2, у доведеннi можна замiнити аргументами, якi
базуються на критерiї iндукованостi потенцiальних законiв збереження
локальними; див. твердження 8 з [178]. Дiйсно, канонiчний збережний
вектор модифiкованої потенцiальної системи (4.31) (тривiальна проек-
цiя V2) асоцiйований з характеристикою β = β(t, x). Тому

DivV2 = β

(
wt −

n∑
i=0

Biwi

)

= β

(
wt −

ψt
ψ
w + ψ

n−1∑
i=0

σiui + ψ

n−1∑
i=0

σiDi
x

(
wx −

ψx
ψ
w − u

))

= ψβ

(
vt +

n−1∑
i=0

σiui

)

+ ψ

(n−1∑
i=0

(−Dx)
i(ψσiβ)

)
(vx − αu) +DxΦ

для деякої диференцiальної функцiї Φ вiд u та v, явний вигляд якої не
є iстотним. (Це лiнiйна функцiя похiдних вiд u та v з коефiцiєнтами,
залежними вiд t, x.) Iншими словами, збережний вектор V2 вiдповiдає
закону збереження F̄ потенцiальної системи (4.28) з характеристикою,
що має компоненти

ψβ, ψ
n−1∑
i=0

(−Dx)
i(ψσiβ).
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Ця характеристика є повнiстю зведеною, оскiльки не залежить вiд
похiдних функцiй u, v. Зокрема, вона не залежить вiд v. Згiдно
твердження 8 з [178] асоцiйований закон збереження F̄ потенцiальної
системи (4.28) iндуковано локальним законом збереження вихiдного рiв-
няння (4.24).

4. Найпростiшi потенцiальнi закони збереження: непарний по-
рядок. Теорему 4.17 не можна прямо поширити на випадок (1+1)-вимiр-
них лiнiйних еволюцiйних рiвнянь непарного порядку, оскiльки додатко-
во до лiнiйних такi рiвняння можуть мати квадратичнi закони збережен-
ня. Тому обмежимося лише лiнiйними потенцiальними структурами.

Теорема 4.19. Кожен лiнiйний найпростiший потенцiальний закон
збереження (1+1)-вимiрного лiнiйного еволюцiйного рiвняння непарно-
го порядку, пов’язаний з лiнiйною потенцiальною системою, iндуковано
локальним законом збереження цього рiвняння.

(1+1)-вимiрне лiнiйне еволюцiйне рiвняння L непарного порядку мо-
же також мати ще два типи найпростiших потенцiальних законiв збе-
реження: 1) закони збереження потенцiальних систем, побудованих за
квадратичними збережними векторами рiвняння L, та 2) квадратичнi
закони збереження найпростiших лiнiйних потенцiальних систем.

Дослiдження потенцiальних законiв збереження першого типу є
складним. Так, на вiдмiну вiд лiнiйного випадку, вiдповiднi потенцiаль-
нi системи, як правило, не мають аналогiв потенцiальних рiвнянь. Су-
дячи з усього, є лише одна можливiсть вивчення законiв збереження
таких систем — через пряме застосування загальних методiв (див., на-
приклад, [63,66,250]).

Iснує простий критерiй перевiрки, коли потенцiальний закон збере-
ження другого типу iндуковано локальним законом збереження вихiдно-
го рiвняння (4.24).
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Теорема 4.20. Нехай α = α(t, x) — ненульова характеристика (1+1)-
вимiрного лiнiйного еволюцiйного рiвняння непарного порядку (4.24), а

γ = Γw, де Γ =
r∑

k=0

gk(t, x)Dk
x, gr 6= 0,

є характеристикою вiдповiдного модифiкованого потенцiального рiв-
няння (4.31). Тодi закон збереження потенцiальної системи (4.28),
асоцiйований з γ, iндуковано локальним законом збереження рiвнян-
ня (4.24) тодi й лише тодi, коли розв’язок ψ = 1/α рiвняння (4.31)
належить ядру оператора Γ, тобто Γψ = 0.

Доведення. Позначимо через V збережний вектор потенцiальної систе-
ми (4.28), який отримано пiдняттям канонiчного збережного вектора
модифiкованого потенцiального рiвняння (4.31), асоцiйовного з харак-
теристикою γ, i подальшим перетворенням v = αw. Аналогiчно заува-
женню 4.18 маємо, що

DivV = γ

(
wt −

n∑
i=0

Biwi

)

= (Γw)

(
wt −

ψt
ψ
w + ψ

n−1∑
i=0

σiui + ψ

n−1∑
i=0

σiDi
x

(
wx −

ψx
ψ
w − u

))

= ψΓ(ψv)

(
vt +

n−1∑
i=0

σiui

)

+ ψ

( n−1∑
i=0

(−Dx)
i
(
ψσiΓ(ψv)

))
(vx − αu) +DxΦ

для деякої диференцiальної функцiї Φ змiнних u, v, явний вигляд якої
знову не є суттєвим. (Це квадратична функцiя похiдних вiд u та v з кое-
фiцiєнтами, що залежать вiд t i x.) Отже, збережний вектор V вiдповiдає
закону збереження потенцiальної системи (4.28) з характеристикою λ,
яка має компоненти

ψΓ(ψv), ψ

( n−1∑
i=0

(−Dx)
i
(
ψσiΓ(ψv)

))
.
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Для того, щоб характеристика λ була повнiстю зведеною, необхiдно ви-
ключити з неї всi похiднi vk, k = 1, . . . , r + n − 1, використовуючи ди-
ференцiальнi наслiдки рiвняння vx = αu. Зведений вигляд λ залежить
вiд потенцiалу v тодi й лише тодi, коли Γψ 6= 0. Таким чином, доведен-
ня випливає з критерiю iндукованостi потенцiальних законiв збереження
локальними, запропонованого в [178, твердження 8].

Приклад 4.21. Побудуємо приклад, розпочинаючи з вiдповiдного моди-
фiкованого потенцiального рiвняння з вiдомим простором квадратичних
законiв збереження. Розглянемо “лiнiйне рiвняння Кортевега–де Фрiза”

wt = wxxx, (4.33)

яке спiвпадає зi своїм спряженим. Як доведено в [253], простiр його ква-
дратичних законiв збереження породжено законами збереження з харак-
теристиками Γmlw, де

Γml = Dm
x (3tD2

x + x)lDm
x , l,m = 0, 1, 2, . . . .

У якостi розв’язку ψ модифiкованого потенцiального рiвняння вибе-
ремо функцiю w = x. Перетворення Дарбу DT[x] вiдображає рiвнян-
ня (4.33) у “вихiдне” рiвняння

ut = uxxx −
3

x2
ux +

3

x3
u, (4.34)

яке також спiвпадає зi своїм спряженим. Розв’язком α рiвняння (4.34),
дуальним до ψ, є u = 1/ψ = 1/x. Потенцiальна система, побудована за
законом збереження рiвняння (4.34) з характеристикою α = 1/x, має
вигляд

vx =
u

x
, vt =

uxx
x

+
ux
x2
− u

x3
.

Γmlψ = 0 тодi й лише тодi, коли m > 2. Тому повну множину неза-
лежних найпростiших чисто потенцiальних законiв збереження рiвнян-
ня (4.34), одержаних через введення потенцiалу α = 1/x, вичерпують
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квадратичнi закони збереження, побудованi пiдняттям законiв збережен-
ня вiдповiдного модифiкованого потенцiального рiвняння (4.33), якi ма-
ють характеристики Γmlw, де або m = 0 та l = 0, 1, 2, . . . або m = 1 та
l = 1, 2, . . . .

Таким чином, у цьому параграфi вивчено найпростiшi потенцiальнi
закони збереження (1+1)-вимiрних лiнiйних еволюцiйних рiвнянь, пов’я-
заних з введенням одного потенцiалу за лiнiйними законами збережен-
ня. Такi закони збереження є повнiстю тривiальними у випадку рiвнянь
парного порядку: всi найпростiшi потенцiальнi закони збереження будь-
якого (1+1)-вимiрного лiнiйного еволюцiйного рiвняння парного порядку
iндуковано локальними законами збереження цього рiвняння, а простiр
його локальних законiв збереження вичерпують лiнiйнi закони збережен-
ня. Аналогiчнi результати щодо рiвнянь непарного порядку значно скла-
днiшi. Усi найпростiшi лiнiйнi потенцiальнi закони збереження для цих
рiвнянь iндуковано локальними законами збереження, але це не так у
випадку квадратичних законiв збереження. Одержано ефективний кри-
терiй, що дозволяє легко перевiрити, коли квадратичний закон збережен-
ня найпростiшого модифiкованого потенцiального рiвняння призводить
до чисто потенцiального закону збереження вихiдного рiвняння: це має
мiсце тодi й лише тодi, коли характеристика цього закону збереження не
дорiвнює нулю для значення w = 1/α модифiкованого потенцiалу w, де
α є характеристикою лiнiйного закону збереження вихiдного рiвняння,
який використано для введення потенцiалу.

Попереднiй аналiз показує, що одержанi результати для найпростiших
законiв збереження можна поширити на випадок довiльної кiлькостi по-
тенцiалiв, введених за лiнiйними законами збереження. Першим кроком
у цьому має бути побудова всього лiнiйного потенцiального фрейму для
класу (1+1)-вимiрних лiнiйних еволюцiйних рiвнянь довiльного порядку,
як це реалiзовано для рiвнянь другого порядку в роботi [252]. Очевидно,
що лiнiйний потенцiальний фрейм спiвпадає з усiм потенцiальним фрей-
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мом у випадку рiвнянь парного порядку. Розгляд нелiнiйних потенцiаль-
них систем, побудованих для рiвнянь непарного порядку за квадрати-
чними законами збереження, вимагає розвитку нових методiв, вiдмiнних
вiд тих, що використано при вивченi лiнiйних потенцiальних систем.

4.5. Рiвняння неперервностi в квантовiй механiцi
та принцип вiдносностi Галiлея

Опишемо нелiнiйнi рiвняння типу Шрьодiнгера, якi сумiснi з принципом
вiдносностi Галiлея та розв’язки яких задовольняють рiвняння неперерв-
ностi. Цi результати базуються на статтях [69, 136]. Рiвняння неперерв-
ностi

∂ρ

∂t
+ ~∇ ·~j = 0 (4.35)

є одним з фундаментальних рiвнянь квантової механiки. Залежно вiд
визначення густини ρ i струму ~j = (j1, . . . , jn) можна побудувати прин-
ципово рiзнi моделi квантової механiки з рiвняннями руху, якi вiдмiннi
вiд класичних лiнiйних рiвнянь Шрьодiнгера, Клейна–Гордона–Фока та
Дiрака.

1. Вивчимо спочатку симетрiйнi властивостi рiвняння неперервностi,
розглядаючи (ρ,~j) як залежнi змiннi, пов’язанi рiвнянням (4.35).

Позначимо j0 := ρ, x0 := t, x = (x0, x1, x2, . . . , xn), iндекси µ, ν, κ
пробiгають значення вiд 0 до n, а iндекси a, b — вiд 1 до n.

Теорема 4.22. Максимальна алгебра лiївської iнварiантностi g рiвнян-
ня (4.35) є нескiнченновимiрною та її утворено векторними полями:

X = ξµ(x)
∂

∂xµ
+
(
aµν(x)jν + bµ(x)

) ∂
∂jµ

, (4.36)

де ξµ(x) — довiльнi гладкi функцiї, aµν(x) = ∂ξµ

∂xν
− δµν

(
∂ξκ

∂xκ
+ C

)
, C —

довiльна стала, δµν — символ Кронекера,
(
b0(x), b1(x), . . . , bn(x)

)
— до-

вiльний розв’язок рiвняння (4.35).
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Наслiдок 4.23. Узагальнена алгебра Галiлея [144]

AG2(1, n) = 〈Pµ, Jab, Ga, D
(1), A〉 (4.37)

та конформна алгебра [144]

AP2(1, n) = AC(1, n) = 〈Pµ, Jab, J0a, D
(2), Kµ〉 (4.38)

є пiдалгебрами алгебри g.

Тут використано такi позначення:

Pµ = ∂µ, Jab = xa∂b − xb∂a + ja∂jb − jb∂ja, a < b,

Ga = x0∂a + ρ∂ja, J0a = xa∂0 + x0∂a + ja∂ρ + ρ∂ja,

D(1) = 2x0∂0 + xa∂a − nρ∂ρ − (n+ 1)ja∂ja,

D(2) = xµ∂µ − nρ∂ρ − nja∂ja,

A = x2
0∂0 + x0xa∂a − nx0ρ∂ρ + (xaρ− (n+ 1)x0j

a)∂ja,

Kµ = 2xµD
(2) − xνxνgµκ∂κ − 2xνSµν, Sµν = gµκj

ν∂jκ − gνκjµ∂jκ,

gµν =


1, µ = ν = 0,

−1, µ = ν 6= 0,

0, µ 6= ν.

Наслiдок 4.24. Рiвняння неперервностi задовольняє як принцип вiд-
носностi Галiлея, так i принцип вiдносностi Лоренца–Пуанкаре–
Ейнштейна.

Оскiльки накладання додаткових зв’язкiв на ρ та ~j у рiвняннi (4.35),
як правило, звужує алгебру лiївської iнварiантностi отриманої системи
порiвняно з алгеброю g, то варiюючи вигляд виразiв для ρ та~j можна по-
будувати як чисто галiлей-iнварiантнi, так i чисто пуанкаре-iнварiантнi
моделi квантової механiки.

2. Розглянемо скалярну комплекснозначну хвильову функцiю u i ви-
значимо ρ та ~j як

ρ = f(uu∗),

ja = − i
2
g(uu∗)

(
∂u

∂xa
u∗ − u∂u

∗

∂xa

)
+
∂ϕ(uu∗)

∂xa
,

(4.39)
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де f , g, ϕ — довiльнi гладкi функцiї, причому f 6= const, g 6= 0. Не
обмежуючи загальностi можна покласти f(uu∗) ≡ uu∗.

Опишемо значення параметр-функцiї g(uu∗), ϕ(uu∗), при яких рiв-
няння на u, задане формулами (4.35) разом з (4.39), буде сумiсним з
принципом вiдносностi Галiлея, визначеним перетвореннями

t→ t′ = t, xa → x′a = xa + vat.

Вигляд компоненти перетворень для хвильової функцiї u не фiксуємо.

Теорема 4.25. Якщо ρ та ~j визначено формулами (4.39), то рiвняння
неперервностi (4.35) буде галiлей-iнварiантним тодi й лише тодi, коли

ρ = uu∗,

ja = − i
2

(
∂u

∂xa
u∗ − u∂u

∗

∂xa

)
+
∂ϕ(uu∗)

∂xa
.

(4.40)

Генератори вiдповiдних галiлеївських перетворень мають вигляд

Ga = x0∂a + ixa (u∂u − u∗∂u∗) .

Рiвняння (4.35), де вирази для ρ й ~j визначено (4.40), причому

ϕ = λuu∗, λ = const, λ 6= 0, (4.41)

спiвпадає з рiвнянням
∂ρ

∂t
+ ~∇ ·~j + λ∆ρ = 0, (4.42)

де

ρ = uu∗, ja = − i
2

(
∂u

∂xa
u∗ − u∂u

∗

∂xa

)
, (4.43)

вперше розглянуто у роботах [125,140].
Розглянемо лiївськi симетрiї нелiнiйних рiвняньШрьодiнгера вигляду

iu0 +
1

2
∆u+ i

∆ϕ(uu∗)

2uu∗
u = F

(
uu∗, (~∇(uu∗))2,∆(uu∗)

)
u, (4.44)

де F — довiльна дiйсна гладка функцiя своїх аргументiв.



303

Розв’язки рiвняння (4.44) задовольняють рiвняння (4.35) за умови
(4.40) i сумiснi з принципом вiдносностi Галiлея. Рiвняння Шрьодiнгера
вигляду (4.44) з ϕ(uu∗) = λuu∗ для деяких фiксованих значень параметр-
функцiї F розглянуто, зокрема, у роботах [125,137–140,144,260,278].

У термiнах амплiтуди R та фази Θ, тобто u = R exp(iΘ), рiвнян-
ня (4.44) еквiвалентне системi

R0 + ~∇R · ~∇Θ +
1

2
R∆Θ +

1

2R
∆ϕ
(
R2
)

= 0,

Θ0 +
1

2
(~∇Θ)2 − 1

2R
∆R + F

(
R2,
(
~∇
(
R2
))2

,∆R2
)

= 0.
(4.45)

Теорема 4.26. При F = 0 максимальною алгеброю лiївської iнварiант-
ностi системи (4.45) є:

〈Pµ, Jab, Q,Ga, D〉, (4.46)

якщо ϕ — довiльна функцiя;

〈Pµ, Jab, Q,Ga, D, I, A〉, (4.47)

якщо ϕ = λR2 з деякою ненульовою сталою λ.

Тут використано такi позначення:

Pµ = ∂µ, Jab = xa∂xb − xb∂xa, a < b, Q = ∂Θ,

Ga = x0∂xa + ixa∂Θ, D = 2x0∂x0
+ xa∂xa,

I = R∂R, A = x2
0∂x0

+ x0xa∂xa −
n

2
x0R∂R +

1

2
x2
a∂Θ.

(4.48)

Алгебра (4.47) спiвпадає з суттєвою частиною [181] алгебри лiївської iн-
варiантностi вiльного рiвняння Шрьодiнгера.

Наслiдок 4.27. Система (4.45), де ϕ = λR2 з деякою ненульовою ста-
лою λ, iнварiантна вiдносно алгебри (4.47) тодi й лише тодi, коли

F = R−1∆RΦ

(
R∆R

(~∇R)2

)
,

де Φ — довiльна дiйсна гладка функцiя свого аргументу.
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3. Розглянемо узагальнення системи (4.44) вигляду

iu0 +
1

2
∆u = (F1 + iF2)u, (4.49)

де Fm = Fm
(
uu∗, (~∇(uu∗))2,∆(uu∗)

)
, m = 1, 2, — довiльнi дiйснi глад-

кi функцiї своїх аргументiв. Вигляд цих функцiй визначимо з вимоги
галiлей-iнварiантностi рiвняння (4.49).

У термiнах амплiтуди i фази рiвняння (4.49) еквiвалентне системi

R0 + ~∇R · ~∇Θ +
1

2
R∆Θ−RF2 = 0,

Θ0 +
1

2
(~∇Θ)2 − 1

2R
∆R + F1 = 0,

(4.50)

де Fm = Fm(R2, (~∇(R2))2,∆R2), m = 1, 2.

Теорема 4.28. Система (4.50) iнварiантна вiдносно узагальненої ал-
гебри Галiлея AG2(1, n) = 〈Pµ, Jab, Ga, Q, D̃, A〉, якщо вона має вигляд

R0 + ~∇R · ~∇Θ +
1

2
R∆Θ−R1+4/nΨ

(
(~∇R)2

R2+4/n
,

∆R

R1+4/n

)
= 0,

Θ0 +
1

2
(~∇Θ)2 − 1

2R
∆R +R4/nΦ

(
(~∇R)2

R2+4/n
,

∆R

R1+4/n

)
= 0,

де Φ, Ψ — довiльнi дiйснi гладкi функцiї своїх аргументiв. Базиснi опе-
ратори алгебри AG2(1, n) визначено в (4.48), D̃ = D − n

2I.

Теорема 4.29. Система (4.50) iнварiантна вiдносно алгебри (4.47),
якщо вона має вигляд

R0 + ~∇R · ~∇Θ +
1

2
R∆Θ−Ψ

(
R∆R

(~∇R)2

)
∆R = 0,

Θ0 +
1

2
(~∇Θ)2 − 1

2R
∆R + Φ

(
R∆R

(~∇R)2

)
∆R

R
= 0,

(4.51)

де Φ, Ψ — довiльнi дiйснi гладкi функцiї свого аргументу.

Система (4.51) у термiнах хвильової функцiї набуває вигляду

iu0 +
1

2
∆u =

∆|u|
|u|

(
Φ

(
|u|∆|u|
(~∇|u|)2

)
+ iΨ

(
|u|∆|u|
(~∇|u|)2

))
u, (4.52)
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або еквiвалентно

iu0 +
1

2
∆u =

∆(uu∗)

uu∗

(
Φ̃

(
uu∗∆(uu∗)

(~∇(uu∗))2

)
+ iΨ̃

(
uu∗∆(uu∗)

(~∇(uu∗))2

))
u.

Отже, рiвняння (4.51) при довiльних значеннях параметр-функцiй Ψ

i Φ допускає алгебру лiївської iнварiантностi, що спiвпадає з суттєвою
частиною алгебри лiївської iнварiантностi вiльного рiвняння Шрьодiн-
гера.

За певних фiксованих Ψ i Φ симетрiя системи (4.51) може суттєво
розширятися. Так, наприклад, якщо в (4.51) Φ = 1

2 , то друге рiвняння
системи (рiвняння для фази) буде рiвнянням Гамiльтона–Якобi [139].

Розглянемо деякi вигляди рiвняння неперервностi (4.35) для (4.51).
Випадок 1. Якщо Ψ = 0, то розв’язки рiвняння (4.51) задовольня-

ють рiвняння неперервностi (4.35) з густиною i струмом, якi визначено
стандартним чином (4.43).

Випадок 2. Якщо

Ψ∆R = −λ

(
∆R +

(~∇R)2

R

)
,

то розв’язки рiвняння (4.51) задовольняють рiвняння неперервнос-
тi (4.35) з умовами (4.40) i (4.41) (або рiвняння (4.42) з умовою (4.43)).

Таким чином, знайдено класи нелiнiйних рiвняньШрьодiнгера, якi iн-
варiантнi вiдносно алгебри (4.47) (що спiвпадає з суттєвою частиною ал-
гебри лiївської iнварiантностi вiльного рiвняння Шрьодiнгера) i розв’яз-
ки яких задовольняють рiвняння неперервностi (4.35).

Необхiднi та достатнi умови лоренцевської iнварiантностi рiвняння
неперервностi для електромагнiтного поля отримано в роботах [9, 147].
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Основнi результати та висновки

Основну увагу в дисертацiї зосереджено на проблемах, пов’язаних з уза-
гальненими операторами Казiмiра та реалiзацiями алгебр Лi, лiївськими
симетрiями та модулями редукцiї диференцiальних рiвнянь. Основнi ре-
зультати дисертацiї можна сформулювати таким чином:

• Розроблено оригiнальний метод знаходження фундаментального ба-
зису iнварiантiв (узагальнених операторiв Казiмiра) алгебр Лi, що
використовує картанiвський метод рухомих реперiв у версiї Фелса–
Олвера. З метою тестування методу, демонстрацiї його переваг i
пояснення процедури нормалiзацiї заново обчислено iнварiанти дiй-
сних низькорозмiрних алгебр Лi. При цьому виправлено ряд нето-
чностей та помилок у попереднiх результатах, наведених у лiтера-
турi. Крiм того, у багатьох випадках вiдповiднi базиси iнварiантiв
вдалося побудувати у компактнiшiй формi.

• Уперше отримано вичерпнi описи базисiв iнварiантiв серiй розв’яз-
них алгебр Лi довiльної розмiрностi з фiксованими структурами
нiльрадикалiв, зокрема майже абелевих алгебр Лi, розв’язних ал-
гебр Лi, нiльрадикали яких є ниткоподiбними майже абелевими ал-
гебрами, нiльпотентних алгебр строго верхньотрикутних матриць
та розв’язних алгебр Лi з трикутними нiльрадикалами й дiаго-
нальними нiльнезалежними елементами. У лiтературi наведено ли-
ше частковi результати або гiпотези щодо таких базисiв, i лише
в рамках запропонованого алгебраїчного пiдходу їх вдалося повнi-
стю описати.

• Введено строге означення модулiв редукцiї диференцiальних рiв-
нянь, що дало змогу переглянути та наново побудувати теорiю не-
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класичних симетрiй диференцiальних рiвнянь. Запропоновано по-
няття сингулярних модулiв редукцiї диференцiальних рiвнянь та
проведено детальне дослiдження властивостей таких модулiв.

• Дослiджено сингулярнi модулi редукцiї еволюцiйних рiвнянь i ква-
зiлiнiйних рiвнянь другого порядку. Також вивчено редукцiї дифе-
ренцiальних рiвнянь до алгебраїчних рiвнянь та звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь першого порядку. Це дозволило впорядкувати
й узагальнити всi ранiше вiдомi “no-go” результати щодо некласич-
них симетрiй диференцiальних рiвнянь.

• Доведено узагальнення теореми Лi про диференцiальнi iнварiан-
ти однопараметричної групи локальних перетворень без обмежен-
ня щодо кiлькостi незалежних i залежних змiнних. А саме, пока-
зано, що за вiдомого унiверсального iнварiанта повний набiр функ-
цiонально незалежних диференцiальних iнварiантiв будь-якого по-
рядку такої групи можна побудувати за допомогою однiєї квадра-
тури та диференцiювання. Детально проаналiзовано зв’язок мiж
знаходженням диференцiальних iнварiантiв першого порядку для
однопараметричних груп та iнтегруванням систем рiвнянь типу Рiк-
катi.

• Прокласифiковано максимальнi алгебри лiївської iнварiантностi
систем лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь другого поряд-
ку з комутуючими сталими матрицями коефiцiєнтiв без обмежень
щодо кiлькостi рiвнянь i вигляду цих матриць. Отримано точнi ниж-
нi та верхнi оцiнки розмiрностей таких алгебр.

• Дослiджено групоїд еквiвалентностi класу лiнiйних звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь довiльного порядку, а також групоїди ек-
вiвалентностi його пiдкласiв, пов’язаних з рацiональною формою,
формою Лагера–Форсайта, першою та другою формами Арноль-
да. Це дозволило прокласифiкувати лiївськi симетрiї лiнiйних зви-
чайних диференцiальних рiвнянь алгебраїчним методом у три рiзнi
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способи. Нормалiзацiйнi властивостi ненормалiзованих класiв таких
рiвнянь покращено через їх репараметризацiю. У результатi впер-
ше побудовано приклади розширених узагальнених груп еквiвалент-
ностi.

• Проведено повну групову класифiкацiю нелiнiйних галiлей-iнва-
рiантних узагальнень рiвнянь Бюргерса i Кортевега–де Фрiза до-
вiльного порядку.

• Доведено теорему про лiнiйнi оператори редукцiї загального лiнiй-
ного диференцiального рiвняння з частинними похiдними. Як при-
клад, що iлюструє цю теорему, дослiджено сингулярнi та регулярнi
оператори редукцiї лiнiйного рiвняння стрижня. Додатково вивче-
но зв’язок мiж цим рiвнянням та (1+1)-вимiрним вiльним рiвнян-
ням Шрьодiнгера, що дозволило побудувати потенцiальнi симетрiї
рiвняння стрижня.

• Вивчено найпростiшi потенцiальнi закони збереження (1+1)-
вимiрних лiнiйних еволюцiйних рiвнянь, пов’язанi з введенням одно-
го потенцiалу за лiнiйними законами збереження. Завдяки викори-
станню дуального перетворення Дарбу доведено, що всi найпростiшi
потенцiальнi закони збереження будь-якого (1+1)-вимiрного лiнiй-
ного еволюцiйного рiвняння парного порядку iндуковано локаль-
ними законами збереження цього рiвняння. Одержано ефективний
критерiй, який дозволяє легко перевiрити, коли квадратичний закон
збереження найпростiшого потенцiального рiвняння є чисто потенцi-
альним законом збереження вiдповiдного (1+1)-вимiрного лiнiйного
еволюцiйного рiвняння непарного порядку.

• Описано класи нелiнiйних рiвнянь Шрьодiнгера, якi iнварiантнi вiд-
носно суттєвої частини максимальної алгебри лiївської симетрiї вiль-
ного рiвняння Шрьодiнгера i розв’язки яких задовольняють рiвнян-
ня неперервностi.
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Poincaré and Galilei groups, in Group theoretical methods in physics
(Yurmala, 1985), Vol. II, VNU Sci. Press, Utrecht, 1986, 275–282.

54. Basarab-Horwath P., Lahno V., Zhdanov R. The structure of Lie
algebras and the classification problem for partial differential equations,
Acta Appl. Math. 69 (2001), 43–94.

55. Beloshapka V.K., Kossovskiy I.G., Classification of homogeneous CR-
manifolds in dimension 4, J. Math. Anal. Appl. 374 (2011), 655–672.

56. Beltrametti E.G., Blasi A., On the number of Casimir operators associ-
ated with any Lie group, Phys. Lett. 20 (1966), 62–64.

57. Berth M., Czichowski G., Using invariants to solve the equivalence
problem for ordinary differential equations, Appl. Algebra Engrg.
Comm. Comput. 11 (2001), 359–376.

58. Biggs R., Remsing C.C., On the classification of real four-dimensional
Lie groups, J. Lie Theory 26 (2016), 1001—1035.

59. Biggs R., Remsing C.C., Quadratic Hamilton–Poisson systems in three
dimensions: equivalence, stability, and integration, Acta Appl. Math.
148 (2017), 1–59.

60. Biggs R., Remsing C.C., Invariant control systems on Lie groups, in Lie
Groups, Differential Equations, and Geometry, Berlin, Springer, 2017,
127–181.



315

61. Bihlo A., Dos Santos Cardoso-Bihlo E., Popovych R.O., Complete group
classification of a class of nonlinear wave equations, J. Math. Phys. 53
(2012), 123515, 32 pp.; arXiv:1106.4801.

62. Bluman G., Simplifying the form of Lie groups admitted by a given
differential equation, J. Math. Anal. Appl. 145 (1990), 52–62.

63. Bluman G.W., Cheviakov A.F., Anco S.C., Applications of symmetry
methods to partial differential equations, Springer, New York, 2010,
398 p.

64. Bluman G.W., Cole J.D., The general similarity solution of the heat
equation, J. Math. Mech. 18 (1969), 1025–1042.

65. Bluman G., Doran-Wu P., The use of factors to discover potential
systems or linearizations. Geometric and algebraic structures in diffe-
rential equations, Acta Appl. Math. 41 (1995), 21–43.

66. Bocharov A.V., Chetverikov V.N., Duzhin S.V. et al., Symmetries and
conservation laws for differential equations of mathematical physics,
Amer. Math. Soc., Providence, 1999, 333 p.

67. Bocharov A.V., Sokolov V.V., Svinolupov S.I., On some equivalence
problems for differential equations, Preprint ESI 54, The Erwin
Schrödonger International Institute for Mathematical Physics, Wien,
Austria, 1993, 12 p.

68. Boyko V.M., On new generalizations of the Burgers and Korteweg–
de Vries equations, in Proceedings of the Second International Confe-
rence “Symmetry in Nonlinear Mathematical Physics. Memorial Prof.
W. Fushchych Conference”, Kyiv, Institute of Mathematics, 1997, Vol. 1,
122–129.

69. Boyko V.M., On Galilei invariance of the continuity equation, Працi
Iнституту математики НАН України 30 (2000), ч. 1, 99–102.



316

70. Boyko V.M., Nonlocal symmetry and integrable classes of Abel equa-
tion, Працi Iнституту математики НАН України 50 (2004), ч. 1,
47–51.

71. Boyko V.M., Symmetry, equivalence and integrable classes of Abel
equations, Sixth International Conference Symmetry in Nonlinear
Mathematical Physics (Kyiv, June 20–26, 2005), Abstract, Kyiv, Insti-
tute of Mathematics of the NAS of Ukraine, 2005, https://www.imath.
kiev.ua/~appmath/Abstracts2005/Boyko.html.

72. Boyko V.M., Symmetry, equivalence and integrable classes of Abel
equations, Збiрник праць Iнституту математики НАН України
3 (2006), № 2, 39–48; arXiv:nlin.SI/0404020.

73. Boyko V.M., Computation of invariants of Lie algebras by means of
moving frames, Seven International Conference Symmetry in Nonlinear
Mathematical Physics (Kyiv, June 24–30, 2007), Abstract, Kyiv, Insti-
tute of Mathematics of the NAS of Ukraine, 2007, https://www.imath.
kiev.ua/~appmath/Abstracts2007/Boyko.html.

74. Boyko V.M., Computation of invariants of Lie algebras by means
of moving frames, Fourth International Workshop “Group Analysis
of Differential Equations and Integrable Systems” (Protaras, Cyprus,
October 26–30, 2008), Abstract, Nicosia, University of Cyprus, 2008,
p. 11, http://www.mas.ucy.ac.cy/~symmetry/Talks08/Boyko.pdf.

75. Boyko V.M., Lie symmetries of systems of second-order linear ordi-
nary differential equations with constant coefficients, Sixth Internati-
onal Workshop “Group Analysis of Differential Equations and Integrable
Systems” (Larnaca, Cyprus, June 17–21, 2012), Abstract, Nicosia,
University of Cyprus, 2012, p. 14, http://www.mas.ucy.ac.cy/

~symmetry/Abstracts2012/Boyko.pdf.

76. Boyko V.M., Fushchych W.I., Lowering of order and general solutions
of some classes of PDEs, Reports Math. Phys. 42 (1998), 311–318.

https://www.imath.kiev.ua/~appmath/Abstracts2005/Boyko.html
https://www.imath.kiev.ua/~appmath/Abstracts2005/Boyko.html
https://www.imath.kiev.ua/~appmath/Abstracts2007/Boyko.html
https://www.imath.kiev.ua/~appmath/Abstracts2007/Boyko.html
http://www.mas.ucy.ac.cy/~symmetry/Talks08/Boyko.pdf
http://www.mas.ucy.ac.cy/~symmetry/Abstracts2012/Boyko.pdf
http://www.mas.ucy.ac.cy/~symmetry/Abstracts2012/Boyko.pdf


317

77. Boyko V.M., Kunzinger M., Popovych R.O., Singular reduction modules
of differential equations, J. Math. Phys. 57 (2016), 101503, 34 pp.;
arXiv:1201.3223.

78. Boyko V.M., Kunzinger M., Popovych R.O., Singular reduction modules
of differential equations, International workshop in honor of Wilhelm
Fushchych “Symmetry and Integrability of Equations of Mathematical
Physics” (Kyiv, December 17–20, 2016), Abstract, Kyiv, Institute of
Mathematics of NAS of Ukraine, 2016, https://www.imath.kiev.ua/
~appmath/Abstracts2016/Boyko_Kunzinger_Popovych.html.

79. Boyko V.M., Patera J., Popovych R.O., Computation of invariants of
Lie algebras by means of moving frames, J. Phys. A: Math. Gen. 39
(2006), 5749–5762; arXiv:math-ph/0602046v2.

80. Boyko V.M., Patera J., Popovych R.O., Computation of invariants of Lie
algebras by means of moving frames, 2010, arXiv:math-ph/0602046v3,
17 pp. (essentially extended version of [79]).

81. Boyko V.O., Patera J., Popovych R.O., Invariants of Lie algebras with
fixed structure of nilradicals, J. Phys. A: Math. Theor. 40 (2007), 113–
130; arXiv:math-ph/0606045.

82. Boyko V.M., Patera J., Popovych R.O., Invariants of triangular
Lie algebras, J. Phys. A: Math. Gen. 40 (2007), 7557–7572;
arXiv:0704.0937.

83. Boyko V.M., Patera J., Popovych R.O., Invariants of triangular Lie
algebras with one nilindependent diagonal element, J. Phys. A: Math.
Gen. 40 (2007), 9783–9792; arXiv:0705.2394.

84. Boyko V.M., Patera J., Popovych R.O., Invariants of solvable Lie
algebras with triangular nilradicals and diagonal nilindependent
elements, Linear Algebra Appl. 428 (2008), 834–854; arXiv:0706.2465.

85. Boyko V.M., Patera J., Popovych R.O., Invariants of Lie algebras
via moving frames, in Proceedings of 4th Workshop “Group Analysis

https://www.imath.kiev.ua/~appmath/Abstracts2016/Boyko_Kunzinger_Popovych.html
https://www.imath.kiev.ua/~appmath/Abstracts2016/Boyko_Kunzinger_Popovych.html


318

of Differential Equations and Integrable Systems” (October 26–30,
2008, Protaras, Cyprus), University of Cyprus, Nicosia, 2009, 36–44;
arXiv:0904.4462.

86. Boyko V.M., Patera J., Popovych R.O., Invariants of Lie algebras via
moving frames, Eighth International Conference Symmetry in Nonli-
near Mathematical Physics (Kyiv, June 21–27, 2009), Abstract, Kyiv,
Institute of Mathematics of the NAS of Ukraine, 2009, https://www.
imath.kiev.ua/~appmath/Abstracts2009/Boyko.html.

87. Boyko V.M., Popovych R.O., Differential invariants and integration of
Riccati-type systems, Fourth International Conference Symmetry in
Nonlinear Mathematical Physics (Kyiv, July 9–15, 2001), Abstract,
Kyiv, Institute of Mathematics of the NAS of Ukraine, 2001,
https://www.imath.kiev.ua/~appmath/abstracts/Boyko.html.

88. Boyko V.M., Popovych R.O., Simplest potential conservation laws of
linear evolution equations, in Proceedings of 5th Workshop “Group
Analysis of Differential Equations and Integrable Systems” (June 6–10,
2010, Protaras, Cyprus), University of Cyprus, Nicosia, 2011, 28–39;
arXiv:1008.4851.

89. Boyko V.M., Popovych R.O., Reduction operators of the linear rod
equation, Proceedings of the Sixth International Workshop “Group
Analysis of Differential Equations and Integrable Systems” (Protaras,
Cyprus, June 17–21, 2012), University of Cyprus, Nicosia, 2013, 17–29.

90. Boyko V.M., Popovych R.O., Equivalence groupoids of classes of li-
near ordinary differential equations and their group classification,
International workshop in honor of 70th birthday of Anatoly Nikitin
“Symmetry and Integrability of Equations of Mathematical Physics”
(Kyiv, December 27–28, 2015), Abstract, Kyiv, Institute of Mathemati-
cs of NAS of Ukraine, 2015, https://www.imath.kiev.ua/~appmath/
Abstracts2015/BoykoPopovych.html.

https://www.imath.kiev.ua/~appmath/Abstracts2009/Boyko.html
https://www.imath.kiev.ua/~appmath/Abstracts2009/Boyko.html
https://www.imath.kiev.ua/~appmath/abstracts/Boyko.html
https://www.imath.kiev.ua/~appmath/Abstracts2015/BoykoPopovych.html
https://www.imath.kiev.ua/~appmath/Abstracts2015/BoykoPopovych.html


319

91. Boyko V.M., Popovych R.O., Algebraic approach and group classi-
fication of classes of linear ordinary differential equations, Eighth
International Workshop “Group Analysis of Differential Equations and
Integrable Systems” (Larnaca, Cyprus, June 12–17, 2016), Abstract, Ni-
cosia, University of Cyprus, 2016, p. 18, http://www.mas.ucy.ac.cy/
~symmetry/Abs2016/Boyko.html.

92. Boyko V.M., Popovych R.O., Shapoval N.M., Symmetries of system of
second-order linear ordinary differential equations with constant coeffi-
cients, International workshop in honor of Prof. Wilhelm Fushchych
“Symmetry and Integrability of Equations of Mathematical Physics”
(Kyiv, December 18–19, 2011), Abstract, Kyiv, Institute of Mathematics
of NAS of Ukraine, 2011, https://www.imath.kiev.ua/~appmath/

AbstractsWIF/Boyko.html.

93. Boyko V.M., Popovych R.O., Shapoval N.M., Lie symmetries of systems
of second-order linear ordinary differential equations with constant
coefficients, J. Math. Anal. Appl. 397 (2013), 434–440; arXiv:1203.0387.

94. Boyko V.M., Popovych R.O., Shapoval N.M., Equivalence groupoids
and group classification of classes of linear ordinary differential equa-
tions, Seventh International Workshop “Group Analysis of Differen-
tial Equations and Integrable Systems” (Larnaca, Cyprus, June 15–
19, 2014), Abstract, Nicosia, University of Cyprus, 2014, p. 15,
http://www.mas.ucy.ac.cy/~symmetry/Abs2014/Boyko.html.

95. Boyko V.M., Popovych R.O., Shapoval N.M., Equivalence groupoi-
ds of classes of linear ordinary differential equations and their
group classification, J. Phys. Conf. Ser. 621 (2015), 012002, 17 pp.
arXiv:1403.6062v1.

96. Boyko V.M., Popovych R.O., Shapoval N.M., Equivalence groupoids of
classes of linear ordinary differential equations and their group classi-

http://www.mas.ucy.ac.cy/~symmetry/Abs2016/Boyko.html
http://www.mas.ucy.ac.cy/~symmetry/Abs2016/Boyko.html
https://www.imath.kiev.ua/~appmath/AbstractsWIF/Boyko.html
https://www.imath.kiev.ua/~appmath/AbstractsWIF/Boyko.html
http://www.mas.ucy.ac.cy/~symmetry/Abs2014/Boyko.html


320

fication, 2015, arXiv:1403.6062v2, 22 pp. (essentially extended version
of [95]).

97. Boyko V.M., Shapoval N.M., Extended symmetry analysis of a “non-
conservative Fokker–Plank equation”, in Proceedings of 5th Workshop
“Group Analysis of Differential Equations and Integrable Systems”
(June 6–10, 2010, Protaras, Cyprus), University of Cyprus, Nicosia,
2011, 40–46; arXiv:1008.1405.

98. Boyko V.M., Shapoval N.M., Symmetries of linear ordinary differential
equations, International workshop in honor of Prof. Wilhelm Fushchych
“Symmetry and Integrability of Equations of Mathematical Physics”
(Kyiv, December 22–23, 2013), Abstract, Kyiv, Institute of Mathematics
of NAS of Ukraine, 2013, https://www.imath.kiev.ua/~appmath/

AbstractsWIF/BoykoShapoval2013.html.

99. Campoamor-Stursberg R. Invariants of solvable rigid Lie algebras up to
dimension 8, J. Phys. A: Math. Gen. 35 (2002), 6293–6306

100. Campoamor-Stursberg R., On the invariants of some solvable rigid Lie
algebras, J. Math. Phys. 44 (2003), 771–784

101. Campoamor-Stursberg R., The structure of the invariants of perfect Lie
algebras, J. Phys. A: Math. Gen. 36 (2003), 6709–6723; Corrigendum,
J. Phys. A: Math. Gen. 36 (2003), 7977.

102. Campoamor-Stursberg R., The structure of the invariants of perfect Lie
algebras II, J. Phys. A: Math. Gen. 37 (2004), 3627–3643.

103. Campoamor-Stursberg R., An extension based determinantal method to
compute Casimir operators of Lie algebras, Phys. Lett. A 312 (2003),
211–219.

104. Campoamor-Stursberg R. An alternative interpretation of the Belt-
rametti–Blasi formula by means of differential forms, Phys. Lett. A.
327 (2004), 138–145.

https://www.imath.kiev.ua/~appmath/AbstractsWIF/BoykoShapoval2013.html
https://www.imath.kiev.ua/~appmath/AbstractsWIF/BoykoShapoval2013.html


321

105. Campoamor-Stursberg R., A new matrix method for the Casimir opera-
tors of the Lie algebras wsp(N,R) and Isp(2N,R), J. Phys. A: Math.
Gen. 38 (2005), 4187–4208.

106. Campoamor-Stursberg R., Some remarks concerning the invariants of
rank one solvable real Lie algebras, Algebra Colloq. 12 (2005), 497–518.

107. Campoamor-Stursberg R., Application of the Gel’fand matrix method
to the missing label problem in classical kinematical Lie algebras,
SIGMA 2 (2006), 028, 11 pp.

108. Campoamor-Stursberg R., Affine Lie algebras with non-compact rank
one Levi subalgebra and their invariants, Acta Phys. Polon. B. 38
(2007), 3–20.

109. Campoamor-Stursberg R., Solvable Lie algebras with an N-graded nil-
radical of maximal nilpotency degree and their invariants, J. Phys. A:
Math. Gen. 43 (2010), 145202, 18 pp.

110. Campoamor-Stursberg R., Systems of second-order linear ODE’s with
constant coefficients and their symmetries, Commun. Nonlinear Sci.
Numer. Simul. 16 (2011), 3015–3023.

111. Campoamor-Stursberg R., Systems of second-order linear ODE’s with
constant coefficients and their symmetries. II. The case of non-diagonal
coefficient matrices, Commun. Nonlinear Sci. Numer. Simul. 17 (2012),
1178–1193.

112. Cao Y., Tan Z., Automorphisms of the Lie algebra of strictly upper
triangular matrices over a commutative ring, Linear Algebra Appl. 360
(2003), 105–122.
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for Poincaré and Galilei algebras and nonlinear equations for electro-
magnetic fields, J. Nonlinear Math. Phys., 1 (1994), 210–221; math-
ph/0207024.

148. Fushchych W.I., Zhdanov R.Z., Conditional symmetry and reduction of
partial differential equations, Ukrainian Math. J. 44 (1992), 875–886.

149. Gainetdinova A.A., Gazizov R.K., Integrability of systems of two
second-order ordinary differential equations admitting four-dimensional
Lie algebras, Proc. A 473 (2017), 20160461, 13 pp.

150. Gantmacher F.R., The theory of matrices, Vol. 1, Chelsea Publishing
Co., New York, 1959.

151. Gelfand I.M. Centre of infinitesimal group ring, Mat. Sb. 26 (1950),
103–112.

152. Gubbiotti G., Nucci M.C., Are all classical superintegrable systems in
two-dimensional space linearizable? J. Math. Phys. 58 (2017), 012902,
14 pp.

153. González-Gascón F., González-López A., Symmetries of differential
equations. IV, J. Math. Phys. 24 (1983), 2006–2021.
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C. R. Acad. Sci. Paris 88 (1879), 116–119.

183. Lemke J., Ne’eman Y., Pecina-Cruz J., Wigner analysis and Casimir
operators of SA(4,R), J. Math. Phys. 33 (1992), 2656–2659.

184. Levi D., Winternitz P., Non-classical symmetry reduction: example of
the Boussinesq equation, J. Phys. A: Math. Gen. 22 (1989), 2915–2924.

185. Lie S. Theorie der Transformationsgruppen,Math. Ann. 16 (1880), 441–
528; Gesammetle Abhandlungen, Vol. 6, Leipzig, B.G. Teubner, 1927,
1–94.

186. Lie S., Classification und Integration von gewöhnlichen Differentialglei-
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