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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Дисертацiйна робота присвячена вивченню матриць
над комутативними кiльцями.

Лiнiйна алгебра над комутативними кiльцями розвинута не в такiй мiрi,
як над полями. Окрiм технiчних труднощiв, тут виникають i принциповi. В
першу чергу мова йде про подiбнiсть матриць: задача про опис, з точнiстю
до подiбностi, матриць над комутативним кiльцем, що не є полем, мiстить
в собi класичну нерозв’язну задачу лiнiйної алгебри про пару матриць над
полем вже для локальних кiлець головних iдеалiв. Для областей цiлiсностi
це вперше доведено в 1974 р. П. М. Гудивком1, а для кiлець з нiльпотентним
радикалом — в 1976 р. В. М. Бондаренком2. В сучаснiй термiнологiї такi зада-
чi називаються дикими (строгi означення введено Ю. А. Дроздом3,4). Отже,
при дослiдженнi матриць над кiльцями актуальним є вивчення загальних
властивостей, розгляд матриць спецiального вигляду чи матриць над кон-
кретними кiльцями, тощо.

Д. А. Супруненко5 показав, що двi оборотнi матрицi розмiру n × n над
кiльцем класiв лишкiв за модулем числа m > 1, взаємно простого з n, подiбнi
тодi i лише тодi, коли вони подiбнi за модулем кожного простого дiльника
числа m.

Р. В. Девiс6 довiв, що задача про подiбнiсть матриць над кiльцем класiв
лишкiв Z/pkZ (p — просте число) зводиться до аналогiчної задачi над полем
Z/pZ, якщо матрицi задовольняють фiксований полiном, який за модулем p
не має кратних коренiв.

В. Х. Густафсон7 показав, що двi матрицi розмiру n×n над комутативним
регулярним (в сенсi Неймана) кiльцем подiбнi тодi i лише тодi, коли вони
мають однаковий характеристичний полiном i матрицi A ⊗ En − En ⊗ A,
B⊗En−En⊗B, A⊗En−En⊗B мають однаковий ранг, де En — одинична
матриця розмiру n× n (регулярнiсть означає розв’язнiсть рiвняння axa = a
для довiльного a).

1Гудивок П. М. О модулярных и целочисленных представлениях конечных групп / П. М. Гудивок //
ДАН СССР. – 1974. – 214, №5. – С. 993–996.

2Бондаренко В. М. О подобии матриц над кольцом классов вычетов / В. М. Бондаренко // Матем.
сборник, “Наукова думка”, Киев. – 1976. – С. 275–277.

3Дрозд Ю. А. О ручных и диких матричных задачах / Ю. А. Дрозд // Матричные задачи. – Киев:
Ин-т математики АН УССР. – 1977. – С. 104-114.

4Дрозд Ю. А. Ручные и дикие матричные задачи / Ю. А. Дрозд // Представления и квадратичные
формы. – Киев: Ин-т математики АН УССР. – 1979. – С. 39-74.

5Супруненко Д. А. О сопряженности матриц над кольцом вычетов / Д. А. Супруненко // Доклады
АН БССР. – 1964. – 8. – С. 693–695.

6Davis R. W. Certain matrix equations over rings of integers. / R. W. Davis // Duke Math. J. – 1968. –
35. – P. 49–59.

7Gustafson W. H. On matrix similarity over commutative rings. / W. H. Gustafson // Linear and Multilinear
Algebra. – 1981. – 10, no. 3. – P. 249–252.
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Р. М. Гуральнiк8 довiв, що матрицi A i N розмiру n×n над комутативним
кiльцем без (ненульових) нiльпотентних елементiв, кожний скiнченно пород-
жений проективний модуль над яким є вiльним, подiбнi, якщо вони подiбнi
за модулем довiльного простого iдеалу i N — нiльпотентна матриця, що має
вигляд канонiчної форми Жордана.

В рядi робiт9−13 розглядається задача про опис (з точнiстю до подiбностi)
матриць розмiру 2× 2, 3× 3 i 4× 4 над деякими комутативними кiльцями.

Видiлимо ще монографiї Б. Р. Макдональда14 i В. К. Брауна15.
Властивостi матриць над комутативними кiльцями вивчалися також в ба-

гатьох iнших роботах.
Нерозкладнiсть та подiбнiсть матриць тiсно пов’язана з теорiєю зобра-

жень скiнченних груп (над кiльцями). В першу чергу це стосується зобра-
жень циклiчних груп; в цьому напрямку добре вiдомi роботи С. Д. Бермана,
П. М. Гудивка, П. Донована, А. Джонса, В. С. i Е. С. Дроботенкiв, I. Райнера,
А. В. Ройтера, А. Хеллера та iнших математикiв.

У дисертацiї вивчаються мономiальнi матрицi над комутативними кiльця-
ми. При цьому розглядаються двi природнi категорiї мономiальних матриць.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Те-
матика дисертацiйної роботи пов’язана з науковими дослiдженнями вiддiлу
алгебри i топологiї Iнституту математики НАН України — тема "Розробка й
застосування нових методiв у теорiї зображень, абстрактнiй алгебрi та алгеб-
раїчнiй геометрiї"(номер державної реєстрацiї 0116U003125).

Мета i задачi дослiдження. Метою дослiдження є опис нерозкладних
та iзоморфних об’єктiв сильної та звичайної категорiй мономiальних мат-
риць над комутативними локальними кiльцями головних iдеалiв, а також
отримання необхiдних i достатнiх умов звiдностi мономiальних матриць над
комутативними локальними кiльцями.

Об’єктом дослiдження є матрицi над локальними кiльцями та категорiї
таких матриць.

Предмет дослiдження — залежнiсть нерозкладностi, звiдностi i подiбнос-
8Guralnick R. M. Similarity of matrices over commutative rings. / R. M. Guralnick // Linear Algebra Appl. –

1991. – 157. – P. 55–68.
9Pizarro A. Similarity classes of 3× 3 matrices over a discrete valuation ring / A. Pizarro // Linear Algebra

Appl. – 1983. – 54. – P. 29–51.
10Шевченко В. Н. О подобии матриц второго порядка над кольцом целых чисел / В. Н. Шевченко,

С. В. Сидоров // Известия вузов. Сер. матем. – 2006. – № 4. – С. 57–64.
11Сидоров С. В. О подобии матриц третьего порядка над кольцом целых чисел, имеющих приводимый

характеристический многочлен / С. В. Сидоров // Вест. Нижегородского ун-та им. Н. И.Лобачевского.
Сер. Математ. моделирование. Опт. управление. – 2009. – № 1. – C. 119–127.

12Avni N. Similarity classes of 3× 3 matrices over a local principal ideal ring / N. Avni, U. Onn, A. Prasad,
L. Vaserstein // Comm. Algebra. – 2009. – 37, no. 8. – P. 2601–2615.

13Prasad A. Similarity of matrices over local rings of length two / P. Singla // Indiana Univ. Math. J. –
2015. – 64, no. 2. – P. 471–514.

14McDonald B. R. Linear algebra over commutative ring / B. R. McDonald // M. Dekker. – 1984. – 544 pp.
15Brown W. C. Matrices over commutative rings / W. C. Brown // M. Dekker. – 1993. – 294 pp.
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тi мономiальних матриць над комутативними локальними кiльцями вiд їх
визначальних i вагових послiдовностей.

Методи дослiдження. Основними методами, що використовуються при
дослiдженнях, є методи теорiї зображень та матричних задач, а також стан-
дартнi комбiнаторнi методи.

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiї отримано новi
теоретичнi результати, основними iз яких є наступнi результати для квадрат-
них мономiальних матриць над довiльним комутативним локальним кiльцем
головних iдеалiв:
• Доведена нерозкладнiсть довiльної циклiчної матрицi з неперiодичною

ваговою послiдовнiстю та довiльної ланцюгової матрицi.
• Введено поняття визначальної клiтини Фробенiуса циклiчної матрицi i

доведена нерозкладнiсть циклiчної матрицi з перiодичною ваговою послiдов-
нiстю при умовi нерозкладностi за модулем радикала визначальної клiтини
Фробенiуса.
• Отримано критерiй iзоморфiзму нерозкладних об’єктiв сильної категорiї

мономiальних матриць Mmat0(K) як всерединi цiєї категорiї, так i в (бiльш
широкiй) категорiї мономiальних матриць Mmat(K).
• Отримано критерiї звiдностi t-циклiчних матриць малих розмiрiв при

tm = 0,m < 4.
• Дослiджено залежнiсть звiдностi циклiчної матрицi вiд властивостей її

ваги i ∗-коефiцiєнта (незалежно вiд того, мала вага чи велика).
• Отримано критерiй спадкової незвiдностi t-циклiчної матрицi розмiру

n×n з малою вагою (а також довiльної циклiчної матрицi при умовi iснування
кореня n-го степеня iз ∗-коефiцiєнта матрицi); у випадку не нiльпотентного
радикала отримано критерiй загальної незвiдностi.
• Встановлено зв’язок мiж спадковою та слабко спадковою звiднiстю.
• Встановлено низку необхiдних i достатнiх умов (окремо) звiдностi цик-

лiчної матрицi з великою вагою.
• Доведено теореми про спадкову звiднiсть циклiчної матрицi з великою

вагою, вагова послiдовнiсть якої мiстить конкретнi зв’язнi пiдпослiдовностi.
При цьому достатнi умови звiдностi справедливi (пiсля вiдповiдних уточ-

нень) i у випадку довiльного комутативного локального кiльця.
Результати, що стосуються безпосередньо нерозкладностi чи звiдностi цик-

лiчних матриць, узагальнюють результати Р. Ф. Динис для матриць з
2-однорiдними визначальними чи ваговими послiдовностями (у тих випадках,
коли 2-однорiднi послiдовностi допускаються умовами тверджень як частиннi
випадки).

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисертацiй-
ної роботи мають теоретичний характер. Отриманi в нiй результати, а також
вiдповiднi методи, можуть бути використанi в теорiї матричних зображень i
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лiнiйнiй алгебрi над комутативними кiльцями та в тих областях математики
чи iнших наук, в яких виникають питання про матриць над кiльцями.

Особистий внесок здобувача. Усi результати дисертацiйної роботи от-
римано здобувачем самостiйно. У статтi [2] з О. А. Тилищаком та статтях
[4], [5], [7] i [8] з науковим керiвником останнiм належать постановки за-
дач i загальнi iдеї щодо методiв їх розв’язання, а практична реалiзацiя та
ряд конкретних iдей належать здобувачевi. У статтi [1] здобувачу належать
твердження 1 i теореми 1, 2, а у статтi [6] — всi результати пп. 2.2 i 2.3,
що стосуються найзагальнiших випадкiв; формулювання i доведення цих ре-
зультатiв (обох статей) в частинному випадку, коли послiдовнiсть, яка задає
мономiальну матрицю, є 2-однорiдною, належать Р. Ф. Динис. Зi статей, вико-
наних у спiвавторствi, у дисертацiю включенi лише результати, якi належать
здобувачу.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи
оприлюднено на наукових конференцiях та наукових семiнарах:

— Студентськiй науковiй конференцiї математичного факультету УжНУ
(Ужгород, квiтень 2013);

— IX Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi (м. Львiв, 8-13 липня
2013 р.);

— П’ятнадцятiй Мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi академiка
Михайла Кравчука (м. Київ, 15-17 травня 2014 р.);

— Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї, присвяченiй 100-рiччю вiд дня
народження Л. А. Калужнiна (м. Київ, 7-12 липня 2014 р.);

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв (м. Київ, 3-6 червня 2015
р.);

— X Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi, присвяченiй 70-
рiччю Ю. А. Дрозда (м. Одеса, 20-27 серпня 2015 р.);

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв, присвяченiй 100-рiччю
Ю. О. Митропольському (м. Київ, 7-10 червня 2017 р.);

— XI Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi, присвяченiй 75-
рiччю В. В. Кириченка (м. Київ, 3-7 липня 2017 р.);

— семiнарi кафедри алгебри Ужгородського нацiонального унiверситету
(м. Ужгород, керiвник — кандидат фiз-мат наук, доцент I. В. Шапочка,
12 травня 2016 р.);

— алгебраїчному семiнарi Iнституту математики НАН України
(м. Київ, керiвник — доктор фiз-мат. наук, член-кореспондент НАН України
Ю. А. Дрозд, 2016 – 2017 рр.).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 16 наукових
працях , iз них 5 — у фахових виданнях iз Перелiку, затвердженого Мiнiстер-
ством освiти i науки України ([2]-[5], [7]), 3 — в наукових фахових виданнях,
що вiдображаються в мiжнароднiй наукометричнiй базi даних Scopus [1], [6],
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[8], 1 — в матерiалах студентської конференцiї [9], 7 — у матерiалах мiжна-
родних наукових конференцiй ([10]-[16]).

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається iз
анотацiї, перелiку умовних позначень, вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв, спис-
ку використаних джерел та (стандартних) додаткiв. Загальний обсяг дисерта-
цiї — 179 сторiнок. Обсяг основного тексту дисертацiї — 147 сторiнок. Список
використаних джерел займає 10 сторiнок (81 найменування).

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi наведено загальну характеристику та мету роботи, обгрунтовано
її актуальнiсть i наукову новизну.

У першому роздiлi викладено основнi початковi вiдомостi з теорiї кате-
горiй та деякi вiдомостi з лiнiйної алгебри.

У другому роздiлi дисертацiйної роботи дослiджуються iзоморфiзм та
нерозкладнiсть об’єктiв в категорiях мономiальних матриць.

Перший пiдроздiл мiстить означення i позначення, пов’язанi з кiльцем.
Протягом цього роздiлуK позначає комутативне локальне кiльце головних

iдеалiв, що не є полем. Група його оборотних елементiв (вiдносно множення)
позначається через K∗. Єдиний максимальний iдеал (радикал) R кiльця K
дорiвнює tK 6= 0, де t визначається однозначно з точнiстю до оборотного
множника, i будь-який елемент x ∈ K має вигляд εts, де ε ∈ K∗ i s ≥ 0. Число
s (яке не залежить вiд вибору t) називається вагою елемента x i позначається
через w(x). Якщо елемент t ненiльпотентний, то вважаємо, що його ступiнь
нiльпотентностi дорiвнює ∞.

Другий пiдроздiл мiстить означення категорiй мономiальних матриць.
Матрицю над K (не обов’язково квадратну) назвемо мономiальною, якщо

кожний її рядок i кожний її стовпець мiстить не бiльше одного ненульового
елемента. Квадратну матрицю назвемо строго мономiальною, якщо кожний
її рядок i кожний її стовпець мiстить рiвно один ненульовий елемент. Строго
мономiальна матриця, всi ненульовi елементи якої є одиничними, називається
переставною.

Позначимо через Mat(K) категорiю квадратних матриць над кiльцем K,
об’єктами якої є квадратнi матрицi над K, а морфiзмами iз матрицi X в мат-
рицю Y — матрицi C такi, щоXC = CY . Iзоморфнi об’єкти категорiї Mat(K)
— це подiбнi матрицi. Повну пiдкатегорiю категорiї Mat(K), множина об’єктiв
якої складається iз мономiальних матриць, позначимо через Mmat(K) i на-
звемо категорiєю мономiальних матриць над K. Через Mmat0(K) позначи-
мо пiдкатегорiю категорiї Mmat(K) з тими ж самими об’єктами i лише тими
морфiзмами, що є мономiальними матрицями; назвемо цю категорiю сильною
категорiєю мономiальних матриць над K.



6

У третьому пiдроздiлi наведено приклади обчислення морфiзмiв в категорiї
мономiальних матриць.

У четвертому пiдроздiлi розглядаються питання про iзоморфiзм та нероз-
кладнiсть об’єктiв в сильнiй категорiї мономiальних матриць.

У п. 2.4.1 отримано критерiй iзоморфiзму об’єктiв.
Переставно подiбними називаються квадратнi матрицi, якi отримуються

одна iз одної однаковою перестановкою рядкiв i стовпцiв; у цьому випадку
подiбнiсть здiйснюється за допомогою переставної матрицi.

У випадку, коли подiбнiсть матриць здiйснюється за допомогою дiагональ-
ної матрицi, матрицi називаються дiагонально подiбними.

Двi квадратнi матрицi назвемо переставно дiагонально подiбними, якщо
одна з них дiагонально подiбна матрицi, що переставно подiбна iншiй.

Твердження 2.1. Двi мономiальнi матрицi iзоморфнi в категорiї
Mmat0(K) тодi i лише тодi, коли вони переставно дiагонально подiбнi.

У п. 2.4.2 розглядаються питання про нерозкладнi об’єкти.
Квадратна матриця називається переставно розкладною, якщо вона пе-

реставно подiбна прямiй сумi двох матриць, i переставно нерозкладною в
протилежному випадку.

Твердження 2.2. Квадратна мономiальна матриця над K нерозкладна
в категорiї Mmat0(K) тодi i лише тодi, коли вона переставно нерозкладна.

Легко бачити, що в категорiї Mmat0(K) нерозкладнi об’єкти вичерпуються
ланцюговими i циклiчними матрицями (мономiальними матрицями розмiру
n×n, природний орiєнтовний граф яких — з вершинами 1, 2, . . . , n i стрiлками
i → j для всiх xij 6= 0 — є вiдповiдно ланцюгом чи циклом). Такi матрицi
розглядаються з точнiстю до переставної подiбностi i для кожного iз такого
типу матриць iснує природна канонiчна форма вiдносно таких перетворень.

З точки зору нашого методу основним є випадок циклiчних матриць, а
випадок ланцюгових матриць розглядається як “вироджений”.

У п. 2.4.3 вивчаються канонiчно циклiчнi матрицi.
Очевидно, що циклiчна матриця розмiру n×n переставно подiбна матрицi

вигляду

A =


0 . . . 0 an
a1 . . . 0 0
... . . . ... ...
0 . . . an−1 0

 .

Таку матрицю називаємо канонiчно циклiчною.
Послiдовнiсть a = (a1, . . . , an−1, an) називаємо визначальною послiдовнiс-

тю матрицi A i пишемо A = M(a) = M(a1, . . . , an−1, an).
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Послiдовнiсть a∗ = (an, an−1, . . . , a1) називається дуальною до послiдовно-
стi a, а канонiчно циклiчна матриця M(a∗) — дуальною до матрицi M(a).
Легко бачити, що дуальна матриця переставно подiбна транспонованiй.

Послiдовнiсть ваг w(a) = (w(a1), . . . , w(an−1), w(an)) членiв визначальної
послiдовностi a називаємо ваговою послiдовнiстю матрицi A, а суму членiв
вагової послiдовностi — вагою матрицi A.

Якщо зафiксувати твiрний елемент t радикала R, тодi визначальна послi-
довнiсть має вигляд a = (ε1t

s1, . . . , εn−1t
sn−1, εnt

sn), де εi — елементи iз K∗. В
цьому випадку матрицю M(a) позначаємо також через Mt(a) або Mt(w, ε),
де w = w(a) — вагова послiдовнiсть i ε = (ε1, . . . , εn−1, εn). Якщо ж, окрiм t,
зафiксовано також i ε, то (однозначно визначений) елемент ε називаємо (t, ∗)-
коефiцiєнтом або ∗-коефiцiєнтом канонiчно циклiчної матрицi Mt(w, ε).

Розглядається питання про iзоморфiзм канонiчно циклiчних матриць в
сильнiй категорiї мономiальних матриць.

Двi послiдовностi x = (x1, x2, . . . , xn) i y = (y1, y2, . . . , yn), члени яких нале-
жать деякiй множинi, назвемо циклiчно еквiвалентними, якщо y отримуєть-
ся iз x циклiчною перестановкою її членiв: y = (xi, xi+1, . . . , xn, x1 . . . , xi−1).

Теорема 2.5. Нехай M = Mt(w, ε) i M ′ = Mt(w
′, ε′) — канонiчно циклiчнi

матрицi i s — найбiльший член вагових послiдовностей w,w′. Матрицi M
i M ′ iзоморфнi в категорiї Mmat0(K) тодi i лише тодi, коли їх ваговi послi-
довностi циклiчно еквiвалентнi i ∗-коефiцiєнти рiвнi за модулем Ann(ts).

Тут Ann(ts) позначає анулятор елемента ts.

У п. 2.4.4 вивчаються канонiчно ланцюговi матрицi.
Ланцюговi матрицi, як вироджений випадок циклiчних матриць (треба по-

класти an = 0), дослiджуються по тiй же схемi, що i циклiчнi матрицi.

Теорема 2.7. Двi канонiчно ланцюговi матрицi iзоморфнi в категорiї
Mmat0(K) тодi i лише тодi, коли їх ваговi послiдовностi рiвнi.

У пiдроздiлi 2.5 розглядається питання про нерозкладнiсть циклiчних i
ланцюгових матриць в категорiї мономiальних матриць Mmat(K).

Матриця A розмiру n×n над комутативним кiльцем називається розклад-
ною, якщо вона подiбна прямiй сумi двох матриць розмiрiв n1 × n1 i n2 × n2,
де n1, n2 > 0, i нерозкладною у протилежному випадку. Для мономiальної
матрицi A над кiльцем K цi означення вiдповiдають означенням розкладних
i нерозкладних об’єктiв категорiї мономiальних матриць.

У пунктi 2.5.2 доведено, що канонiчно циклiчна матриця M = M(a), ваго-
ва послiдовнiсть w(a) якої не має однакових членiв, нерозкладна. Доведення
базується на дослiдженнi матричної рiвностi MX = XM (X — довiльна
матриця), яка розглядається як система лiнiйних рiвнянь вiдносно елемен-
тiв матрицi X. При цьому використовується наступна (доведена в п. 2.5.1)
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достатня умова нерозкладностi.

Теорема 2.9. Нехай A — квадратна матриця над кiльцем K i нехай
кожна iдемпотентна матриця X, що комутує з матрицею A,
a) є P -трикутною за модулем R;
b) за модулем R має рiвнi елементи на головнiй дiагоналi.
Тодi матриця A нерозкладна.

Пiд P -трикутною матрицею мається на увазi матриця, яка переставно
подiбна нижньо-трикутнiй (а отже, i верхньо-трикутнiй) матрицi.

В указаному випадку вагова послiдовнiсть неперiодична. В п. 2.5.4 буде
доведено нерозкладнiсть канонiчно циклiчної матрицi для довiльної неперiо-
дичної вагової послiдовностi.

У загальному випадку це не так. Наприклад, якщо t2 6= 0 i характеристика
кiльця K не дорiвнює двом, то канонiчно циклiчна матриця Mt(1, t, 1, t) (з
перiодичною ваговою послiдовнiстю) розкладна (для кiльця характеристики
2 — нерозкладна).

Щоб у загальному випадку неперiодичної вагової послiдовностi при дослiд-
женнi системи лiнiйних рiвнянь MX = XM можна було б також прийти до
сформульованої вище достатньої умови нерозкладностi, треба мати критерiй
неперiодичностi, користуватися яким було б набагато зручнiше, анiж озна-
ченням. Це питання розглядається в пунктi 2.5.3.

Нехай N0 = N ∪ 0 (N — множина натуральних чисел). Лексикографiчний
порядок на множинi Nn

0 = N0 × N0 × · · · × N0 (n раз) позначаємо через <n.
Зафiксуємо деяку послiдовнiсть v = (a1, a2 . . . , an) ∈ Nn

0 i введемо для її
циклiчних перестановок наступне позначення: vi = (ai, ai+1, . . . , ai+n−1), i =
1, 2, . . . , n (iндекси розглядаються за модулем n). Задамо на множинi
{1, 2, . . . , n} вiдношення строгого часткового порядку ≺v наступним чином:
i ≺v j ⇐⇒ vi <n vj.

Послiдовнiсть v називається перiодичною, якщо vj = v для деякого j > 1.
Легко показать, що в цьому випадку

1) iснує натуральне число q 6= n таке, що q|n i ai+pq = ai для довiльних
i = 1, 2, . . . , q, p = 1, 2, . . . , n/q; будь-яке таке число називається перiодом;

2) найменший перiод дiлить всi iншi.
Має мiсце таке твердження.

Твердження 2.12. Наступнi умови еквiвалентнi:
a) послiдовнiсть v = (a1, a2 . . . , an) перiодична;
b) частковий порядок ≺v не є лiнiйним;
c) послiдовностi v1, v2, . . . , vn утворюють мультимножину, що не є мно-

жиною.

Отже, неперiодичнiсть еквiвалентна лiнiйностi порядку ≺v.
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У пунктi 2.5.4 доведена наступна теорема.

Теорема 2.13. Канонiчно циклiчна матриця з неперiодичною ваговою по-
слiдовнiстю нерозкладна в категорiї Mmat(K).

Основними при доведеннi цiєї теореми є вказана вище достатня умова
нерозкладностi i лема 2.14. яка стверджує, що якщо M — канонiчно циклiчна
матриця з неперiодичною ваговою послiдовнiстю w i X = (xij) — довiльна
матриця така, що MX = XM , то xij належить радикалу кiльця кожного
разу, коли i ≺w j.

Питання про нерозкладнiсть i розкладнiсть канонiчно циклiчної матрицi
M = Mt(a) з перiодичною ваговою послiдовнiстю w розглядається в пунктах
2.5.5, 2.5.6.

Нехай a = (ε1t
s1, ε2t

s2, . . . , εn−1t
sn−1, εnt

sn), d0 — найменший перiод послi-
довностi w, n0 = n

d0
i ε = ε1ε2 · · · εn−1εn — ∗-коефiцiєнт матрицi M . Клiтину

Фробенiуса

Φ = Φn0
(ε) =


0 . . . 0 ε
1 . . . 0 0
... . . . ... ...
0 . . . 1 0


з характеристичним полiномом f(x) = xn0 − ε назвемо визначальною клiти-
ною Фробенiуса матрицi M .

Як було показано в п. 2.5.2, у випадку перiодичної вагової послiдовностi
канонiчно циклiчна матриця може бути розкладною. У наступнiй теоремi пи-
тання про нерозкладнi i розкладнi канонiчно циклiчнi матрицi розглядається
(в цiй ситуацiї) бiльш детально.

Теорема 2.15. Канонiчно циклiчна матриця M = Mt(a) з перiодичною
ваговою послiдовнiстю розкладна, якщо розкладна її визначальна клiтина
Фробенiуса, i нерозкладна, якщо її визначальна клiтина Фробенiуса нероз-
кладна за модулем R.

У пунктi 2.5.7 доведено, що довiльна канонiчно ланцюгова матриця нероз-
кладна в категорiї Mmat(K).

У пiдроздiлах 2.6 – 2.7 розглядається питання про iзоморфiзм циклiчних i
ланцюгових матриць в категорiї Mmat(K).

У цих пiдроздiлах доведено наступнi теореми.

Теорема 2.19. Канонiчно циклiчнi матрицi Mt(a) i Mt(a
′) iзоморфнi в ка-

тегорiї Mmat(K) тодi i лише тодi, коли вони iзоморфнi в категорiї
Mmat0(K).

Теорема 2.21. Канонiчно ланцюговi матрицi Nt(a) i Nt(a
′) iзоморфнi
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в категорiї Mmat(K) тодi i лише тодi, коли вони iзоморфнi в категорiї
Mmat0(K).

Доведення теорем, яке мiстить багато випадкiв, проводиться по тiй же,
але ускладненiй, схемi, що застосовувалась при дослiдженнi нерозкладностi
канонiчно циклiчних i канонiчно ланцюгових матриць. Зокрема, замiсть част-
кового порядку ≺v розглядається частковий порядок ≺v v′, залежний вiд двох
послiдовностей v i v′.

У пiдроздiлi 2.8 розглядається загальна теорема про iзоморфiзм об’єктiв в
категорiї мономiальних матриць.

У цьому пiдроздiлi доведена (з використанням результатiв двох попереднiх
пiдроздiлiв) наступна теорема.

Теорема 2.22. Два нерозкладнi об’єкти категорiї Mmat0(K) iзоморфнi в
категорiї Mmat(K) тодi i лише тодi, коли вони iзоморфнi в Mmat0(K).

У третьому роздiлi викладенi загальнi твердження про незвiднi та звiднi
мономiальнi матрицi довiльної ваги.

Протягом цього i наступного роздiлiв вивчаються незвiднi i звiднi моно-
мiальнi матрицi над комутативним локальним кiльцем K з ненульовим ра-
дикалом R. У випадках, коли K є кiльцем головних iдеалiв (або взагалi не
обов’язково локальне), цей факт оговорюється. Пiд матрицею порядку n бу-
демо розумiти матрицю розмiру n× n. Всi ланцюговi матрицi порядку n > 1
звiднi i тому будемо розглядати лише циклiчнi матрицi.

У першому пiдроздiлi третього роздiлу наведенi додатковi означення i по-
значення.

Нехай K — довiльне комутативне локальне кiльце i t 6= 0 — фiксований
елемент радикала R кiльця K. Всi пов’язанi з мономiальними матрицями
означення роздiлу 2 автоматично переносяться на цей випадок.

Канонiчно циклiчну матрицю M з визначальною послiдовнiстю
a = (ε1t

s1, . . . , εn−1t
sn−1, εnt

sn) будемо називати канонiчно (t, ∗)-циклiчною, а
якщо при цьому ε1 = . . . = εn−1 = εn = 1 — то t-циклiчною. В останньому
випадку будемо використовувати запис M = M(t, s1, s2, . . . , sn), тобто

M(a) = M(t, s1, s2, . . . , sn) =


0 . . . 0 tsn

ts1 . . . 0 0
... . . . ... ...
0 . . . tsn−1 0

 .

Для канонiчно (t, ∗)-циклiчних матриць над довiльним комутативним ло-
кальним кiльцем вага матрицiM (сума всiх членiв вагової послiдовностi) вже
залежить вiд t. У цьому випадку треба говорити про вагу вiдносно t або t-вагу
матрицi M .
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Будемо говорити, що канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця має малу вагу, як-
що її t-вага менша ступеня нiльпотентностi елемента t, i велику вагу — в
протилежному випадку. Якщо t ненiльпотентний, то t-вага завжди мала.

У виключних випадках (якi оговорюються) t може не належати радикалу
(якщо це природний крайнiй випадок).

Матриця A порядку n над комутативним кiльцем K називається звiдною,
якщо iснує оборотна (над K) матриця C така, що

C−1AC =

(
A1 ∗
0 A2

)
,

де A1 i A2 — матрицi вiдповiдно порядкiв n1 > 0 i n2 > 0.
У пiдроздiлi 3.2 отриманi критерiї незвiдностi для канонiчно циклiчних

матриць малих порядкiв.

Теорема 3.1. Нехай K — комутативне локальне кiльце з радикалом R =
tK 6= 0. Канонiчно t-циклiчна матриця порядку n < 7, елементи вагової
послiдовностi якої належать множинi {0, 1}, незвiдна тодi i лише тодi,
коли її t-вага взаємно проста з n.

Теорема 3.2. Нехай K — комутативне локальне кiльце з радикалом
R = tK i нехай R2 6= 0. Канонiчно t-циклiчна матриця порядку n < 5,
елементи вагової послiдовностi якої належать множинi {0, 1, 2}, незвiдна
тодi i лише тодi, коли її t-вага взаємно проста з n.

При n ≥ 7 у першому випадку i n ≥ 5 у другому випадку критерiї не вiрнi;
контрикладами є, наприклад, t-циклiчнi матрицi з ваговими послiдовностями
(0, 0, 0, 0, 1, 1, 1) (при t2 = 0) i (0, 0, 2, 2, 2) (при t3 = 0).

Але в одну сторону обидва твердження мають мiсце i в загальному випадку
(про що йтиме мова у наступному пiдроздiлi).

У пiдроздiлi 3.3 отримано загальна необхiдна умова незвiдностi канонiчно
циклiчних матриць.

ТутK позначає довiльне комутативне кiльце, а t — довiльний його елемент.
Всi позначення, введенi вище у випадку, коли кiльце K локальне, а t 6= 0

належить його радикалу, зберiгаються.

Теорема 3.12. Нехай K — комутативне кiльце, t ∈ K. Якщо матриця

M(t, s1, . . . , sn) =


0 . . . 0 tsn

ts1 . . . 0 0
... . . . ... ...
0 . . . tsn−1 0


незвiдна, то її t-вага взаємно проста з її порядком.

Як наслiдок отримуємо наступне твердження.
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Твердження 3.14. Нехай K — комутативне кiльце, t ∈ K. Матриця
Mt(ε1t

s1, . . . , εn−1t
sn−1, εnt

sn) =

=


0 . . . 0 εnt

sn

ε1t
s1 . . . 0 0
... . . . ... ...
0 . . . εn−1t

sn−1 0


звiдна, якщо її t-вага не взаємно проста з її порядком i в K iснує корiнь
n-го степеня iз ε = ε1 . . . εn−1εn.

У четвертому роздiлi викладенi загальнi твердження про незвiднi та
звiднi мономiальнi матрицi малої ваги.

Основним результатом цього роздiлу є критерiй спадкової звiдностi.
Матрицю A порядку n над комутативним кiльцем K, що є канонiчно

t-циклiчною, назвемо спадково звiдною, якщо iснує оборотна (над K) мат-
риця C така, що

C−1AC =

(
A1 ∗
0 A2

)
,

де A1 — канонiчно t-циклiчна матриця порядку n1 > 0 i A2 — деяка матриця
порядку n2 > 0. В протилежному випадку матриця A називається спадково
незвiдною.

Аналогiчно дається означення спадково звiдної та спадково незвiдної ка-
нонiчно (t, ∗)-циклiчної матрицi.

Доведено наступний критерiй (з використанням модифiкацiї теореми 3.12
про t-вагу i порядок).

Теорема 4.2. Нехай M — канонiчно t-циклiчна матриця малої ваги над
комутативним локальним кiльцем головних iдеалiв. Матриця M спадково
незвiдна тодi i лише тодi, коли її порядок i t-вага взаємно простi.

У зв’язку з означенням спадкової звiдностi може виникнути питання, а що
буде, коли вважати, що канонiчно циклiчною вважати не верхнiй, а нижнiй
дiагональний блок матрицi C−1AC? Чи буде тодi справедлива теорема 4.2?

Щоб отримати вiдповiдь на цi запитання, узагальнимо поняття спадкової
звiдностi. Матрицю A порядку n над комутативним кiльцем K, що є канонiч-
но t-циклiчною назвемо слабко спадково звiдною, якщо iснує оборотна (над
K) матриця C така, що

C−1AC =


A1 ∗ . . . ∗
0 A2 . . . ∗
... ... . . . ...
0 0 . . . Ak

 ,
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де k > 1, всi (квадратнi) матрицi A1, A2, . . . , Ak мають ненульовi порядки i
одна iз них є канонiчно t-циклiчною. В протилежному випадку матриця A
називається слабко спадково незвiдною.

Теорема 4.4. Нехай M — канонiчно t-циклiчна матриця малої ваги над
комутативним локальним кiльцем головних iдеалiв. Наступнi умови еквi-
валентнi:

а) матриця M слабко спадково звiдна;
б) матриця M спадково звiдна.

Поняття слабко спадкової звiдностi та слабко спадкової незвiдностi також
природним чином узагальнюється на канонiчно (t, ∗)-циклiчнi матрицi.

Обидвi теореми справедливi для канонiчно (t, ∗)-циклiчних матриць у ви-
падку, коли iснує корiнь n-го степеня iз ε = ε1 . . . εn−1εn (n — порядок мат-
рицi).

У п’ятому роздiлi вивчається незвiднiсть та звiднiсть мономiальних мат-
риць великої ваги.

У цьому роздiлi K — комутативне локальне кiльце i t 6= 0 має ступiнь
нiльпотентностi m < ∞. Пiд пiдпослiдовнiстю визначальної послiдовностi
завжди розумiємо зв’язну пiдпослiдовнiсть (з врахуванням її циклiчних пе-
рестановок). Квадратну матрицю A над кiльцем K назвемо (p, q)-звiдною,
якщо вона подiбна матрицi вигляду(

A11 A12

0 A22

)
,

де A11 i A22 — матрицi порядку p ≥ 1 i q ≥ 1 вiдповiдно. Якщо при цьому
порядок q матрицi A22 малий, то матрицю A будемо також називати (∗, q)-
звiдною. Якщо ж матрицi A, A11, A22 — канонiчно (t, ∗)-циклiчнi, то матрицю
A назвемо 2-спадково звiдною.

У пiдроздiлi 5.1 отримано необхiднi умови незвiдностi канонiчно (t, ∗)-
циклiчних матриць.

У випадку m = 2 доведена така теорема.

Теорема 5.1. Нехай t2 = 0 i канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця незвiдна.
Тодi її визначальна послiдовнiсть не мiстить пiдпослiдовностей вигляду
(t, t, t, 1, 1, 1) i (t, t, t, t, 1, 1).

У випадку довiльного m маємо наступнi теореми.

Теорема 5.2. Нехай tm = 0, tm−1 6= 0, i канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця
незвiдна. Тодi її визначальна послiдовнiсть не мiстить пiдпослiдовностей
вигляду (ti, tj, tp, 1, 1, 1), де i + j ≥ m, 2p ≥ m.
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Теорема 5.3. Нехай tm = 0, tm−1 6= 0, i канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця
незвiдна. Тодi її визначальна послiдовнiсть не мiстить пiдпослiдовностей
вигляду (ti, tj, tp, tq, 1, 1), де i + j ≥ m, p + q ≥ m.

У пiдроздiлах 5.2 – 5.4 отримано достатнi умови рiзних типiв звiдностi
канонiчно (t, ∗)-циклiчних матриць.

У випадку m = 2 доведено такi теореми.

Теорема 5.4. Нехай t2 = 0. Канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця порядку
n ≥ 8, визначальна послiдовнiсть якої мiстить пiдпослiдовнiсть
(t, t, t, 1, t, 1, 1, 1), є (n− 2, 2)-звiдною.

Теорема 5.5. Нехай t2 = 0. Канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця порядку
n ≥ 8, визначальна послiдовнiсть якої мiстить пiдпослiдовнiсть
(t, t, t, 1, 1, t, 1, 1), є (n− 2, 2)-звiдною.

Теорема 5.8. Нехай t2 = 0. Канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця порядку
n ≥ 9, визначальна послiдовнiсть якої мiстить пiдпослiдовнiсть
(t, t, t, t, 1, t, 1, t, 1), є (n− 3, 3)-звiдною.

Теорема 5.9. Нехай t2 = 0. Канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця порядку
n ≥ 9, визначальна послiдовнiсть якої мiстить пiдпослiдовнiсть
(1, 1, 1, 1, 1, t, 1, t, t), є (n− 3, 3)-звiдною.

Теорема 5.12. Нехай t2 = 0. Канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця порядку
n ≥ 6 є 2-спадково звiдною, якщо її визначальна послiдовнiсть мiстить
пiдпослiдовностi (1, 1) i (t, t, t, t).

Теорема 5.13. Нехай t2 = 0. Канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця порядку
n ≥ 8 є 2-спадково звiдною, якщо її визначальна послiдовнiсть мiстить
пiдпослiдовностi (1, 1, 1) i (t, t, 1, t, t).

У випадку довiльного m маємо наступнi теореми.

Теорема 5.6. Нехай tm = 0, tm−1 6= 0. Якщо i ≤ q, j + p ≥ m (0 <
i, j, p, q < m), то канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця порядку n ≥ 8, визна-
чальна послiдовнiсть якої мiстить пiдпослiдовнiсть (tj, tp, tq, 1, ti, 1, 1, 1), є
(n− 2, 2)-звiдною.

Теорема 5.7. Нехай tm = 0, tm−1 6= 0. Якщо i ≤ q, 3q − i ≥ m, j +
p ≥ m (0 < i, j, p, q < m), то канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця порядку
n ≥ 8, визначальна послiдовнiсть якої мiстить пiдпослiдовнiсть
(tj, tp, tq, 1, 1, ti, 1, 1), є (n− 2, 2)-звiдною.

Теорема 5.10. Нехай tm = 0, tm−1 6= 0. Якщо q ≥ i, r ≥ j, i + j ≥ m,
k + p ≥ m (0 < i, j, k, p, q, r < m), то канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця
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порядку n ≥ 9, визначальна послiдовнiсть якої мiстить пiдпослiдовнiсть
(tk, tp, tq, tr, 1, ti, 1, tj, 1), є (n− 3, 3)-звiдною.

Теорема 5.11. Нехай tm = 0, tm−1 6= 0. Якщо i + j ≥ m, 2k ≥ m (0 <
i, j, k < m), то канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця порядку n ≥ 9, визна-
чальна послiдовнiсть якої мiстить пiдпослiдовнiсть (1, 1, 1, 1, 1, tk, 1, tj, ti),
є (n− 3, 3)-звiдною.

Теорема 5.14. Нехай tm = 0, tm−1 6= 0. Канонiчно (t, ∗)-циклiчна матри-
ця порядку n ≥ 6 є 2-спадково звiдною, якщо її визначальна послiдовнiсть
мiстить пiдпослiдовностi (1, 1) i (ti, tj, tk, tp), де i + j ≥ m, k + p ≥ m.

Теорема 5.15. Нехай tm = 0, tm−1 6= 0. Канонiчно (t, ∗)-циклiчна матри-
ця порядку n ≥ 8 є 2-спадково звiдною, якщо її визначальна послiдовнiсть
мiстить пiдпослiдовностi (1, 1, 1) i (ti, tj, 1, tk, tp), де i + j ≥ m, k + p ≥ m.

ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена вивченню матриць над комутативними
кiльцями.

Доведено, що канонiчно циклiчна матриця (над комутативним локальним
кiльцем головних iдеалiв) з неперiодичною ваговою послiдовнiстю нерозклад-
на. Вказано необхiднi i достатнi умови (окремо) нерозкладностi канонiчно
циклiчної матрицi з перiодичною ваговою послiдовнiстю. Доведено, що ка-
нонiчно циклiчнi матрицi iзоморфнi в категорiї мономiальних матриць тодi i
лише тодi, коли вони iзоморфнi в сильнiй категорiї мономiальних матриць.

Доведена необхiдна умова незвiдностi канонiчно t-циклiчної матрицi до-
вiльної ваги, в якiй основну роль вiдiграє зв’язок мiж порядком та вагою
матрицi. Ця умова узагальнена на деякий клас канонiчно (t, ∗)-циклiчних
матриць (в обох випадках комутативне локальне кiльце не обов’язково є кiль-
цем головних iдеалiв).

Отримано критерiй незвiдностi канонiчно t-циклiчної матрицi над кiль-
цем з однозначним розкладом та критерiй спадкової незвiдностi канонiчно
t-циклiчної матрицi малої ваги над комутативним кiльцем головних iдеалiв.
Цi критерiї узагальнено на деякий клас канонiчно (t, ∗)-циклiчних матриць.

Вивчаються необхiднi умови незвiдностi та достатнi умови звiдностi ка-
нонiчно циклiчних матриць великої ваги над комутативним локальним кiль-
цем. Цi умови розглядаються вiдносно пiдпослiдовностей спецiального вигля-
ду вагової послiдовностi. При дослiдженнi канонiчно (t, ∗)-циклiчних матриць
порядку n розглядаються рiзнi типи звiдностi: (∗, 2)-звiднiсть, (∗, 3)-звiднiсть,
2-спадкова звiднiсть.
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АНОТАЦIЯ

Бортош М. Ю. Лiнiйно-алгебраїчнi властивостi категорiй мономiаль-
них матриць над локальними кiльцями. – Квалiфiкацiйна наукова праця на
правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних
наук за спецiальнiстю 01.01.06 – “алгебра та теорiя чисел”. – Iнститут мате-
матики НАН України, Київ, 2017.

Дисертацiйна робота присвячена вивченню матриць над комутативними
кiльцями.

Доведено, що канонiчно циклiчна матриця (над комутативним локальним
кiльцем головних iдеалiв) з неперiодичною ваговою послiдовнiстю нерозклад-
на. Вказано необхiднi i достатнi умови (окремо) нерозкладностi канонiчно
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циклiчної матрицi з перiодичною ваговою послiдовнiстю. Доведено, що ка-
нонiчно циклiчнi матрицi iзоморфнi в категорiї мономiальних матриць тодi i
лише тодi, коли вони iзоморфнi в сильнiй категорiї мономiальних матриць.

Доведена необхiдна умова незвiдностi канонiчно t-циклiчної матрицi до-
вiльної ваги, в якiй основну роль вiдiграє зв’язок мiж порядком та вагою
матрицi. Ця умова узагальнена на деякий клас канонiчно (t, ∗)-циклiчних
матриць (в обох випадках комутативне локальне кiльце не обов’язково є кiль-
цем головних iдеалiв).

Отримано критерiй незвiдностi канонiчно t-циклiчної матрицi над кiль-
цем з однозначним розкладом та критерiй спадкової незвiдностi канонiчно
t-циклiчної матрицi малої ваги над комутативним кiльцем головних iдеалiв.
Цi критерiї узагальнено на деякий клас канонiчно (t, ∗)-циклiчних матриць.

Вивчаються необхiднi умови незвiдностi та достатнi умови звiдностi ка-
нонiчно циклiчних матриць великої ваги над комутативним локальним кiль-
цем. Цi умови розглядаються вiдносно пiдпослiдовностей спецiального вигля-
ду вагової послiдовностi. При дослiдженнi канонiчно (t, ∗)-циклiчних матриць
порядку n розглядаються рiзнi типи звiдностi: (∗, 2)-звiднiсть, (∗, 3)-звiднiсть,
2-спадкова звiднiсть.

Ключовi слова: частково впорядкована множина, категорiя, комутативне
кiльце, мономiальна матриця, канонiчно циклiчна матриця, визначальна по-
слiдовнiсть, вагова послiдовнiсть, нерозкладнiсть, спадкова незвiднiсть.

АННОТАЦИЯ

Бортош М. Ю. Линейно-алгебраические свойства категорий мономи-
альных матриц над локальными кольцами. - Квалификационный научный
труд на правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математичес-
ких наук по специальности 01.01.06 – “алгебра и теория чисел”. - Институт
математики НАН Украины, Киев, 2017.

Диссертационная работа посвящена изучению матриць над коммутативны-
ми кольцами.

Доказано, что канонически циклическая матрица размера n × n с опре-
деляющей последовательностью a = (a1, . . . , an−1, an) над коммутативным
локальным кольцом главных идеалов K

M(a) =


0 . . . 0 an
a1 . . . 0 0
... . . . ... ...
0 . . . an−1 0

 .

неразложима, если ее весовая последовательность

w(a) = (w(a1), . . . , w(an−1), w(an))
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непериодическая (весом w(x) елемента x = εts, где t — образующий елемент
радикала кольца и ε — обратимый элемент, называется число s).

Для канонически циклической матрицы M(a) с периодической весовой по-
следовательностью введено понятие определяющей клетки Фробениуса Φ: ес-
ли a = (ε1t

s1, ε2t
s2, . . . , εn−1t

sn−1, εnt
sn), d0 — наименьший период весовой по-

следовательности w и n0 = n
d0
, то Φ — это матрица размера n0 × n0 вида

Φn0
(ε) =


0 . . . 0 ε
1 . . . 0 0
... . . . ... ...
0 . . . 1 0

 ,

где ε = ε1ε2 · · · εn−1εn.
Доказано, что канонично циклическая матрица с периодической весовой

последовательностью разложима, если разложима ее определяющая клет-
ка Фробениуса, и неразложима, если ее определяющая клетка Фробениуса
неразложима по модулю R.

Показано, что две канонически циклические матрицы изоморфны в силь-
ной категории мономиальных матриц (морфизмами которой являются так-
же мономиальные матрицы) тогда и только тогда, когда они перестановочно
диагонально подобны.

Доказано, что канонически циклические матрицы изоморфны в категории
мономиальных матриц тогда и только тогда, когда они изоморфны в сильной
категории мономиальных матриц.

Доказано необходимое условие неприводимости канонически t-цикличес-
кой матрицы произвольного веса, в которой основную роль играет связь меж-
ду порядком и весом матрицы. Это условие обобщено на некоторый класс
канонически (t, ∗)-циклических матриц (в обоих случаях коммутативное ло-
кальное кольцо не обязательно есть кольцом главных идеалов).

Получен критерий неприводимости канонически t-циклической матрицы
над кольцом с однозначным разложением и критерий наследственной непри-
водимости канонически t-циклической матрицы малого веса над коммутатив-
ным кольцом главных идеалов. Эти критерии обобщены на некоторый класс
канонически (t, ∗)-циклических матриц.

Изучаются необходимые условия неприводимости и достаточные условия
приводимости канонически циклических матриц большого веса над комму-
тативным локальным кольцом. Эти условия рассматриваются относительно
подпоследовательностей специального вида весовой последовательности. При
исследовании канонически (t, ∗)-циклических матриц порядка n рассматри-
ваются различные типы приводимости: (∗, 2)-приводимость, (∗, 3)-приводи-
мость, 2-наследственная приводимость.
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Ключевые слова: частично упорядоченное множество, категория, ком-
мутативное кольцо, мономиальная матрица, канонически циклическая мат-
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ABSTRACT

Bortos M. Yu. Linear-algebraic properties of categories of monomial matrices
over local rings. – Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sciences
degree on the speciality 01.01.06 — “algebra and number theory”. – Institute of
Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2017.

The thesis is devoted to the study of matrices over commutative rings.
It is proved that a canonically cyclic matrix (over a commutative local ring of

principal ideals) with nonperiodic weight sequences is indecomposable. Necessary
and sufficient conditions (separately) for the indecomposability of a canonically
cyclic matrix with a periodic weight sequence are indicated. It is proved that
canonically cyclic matrices are isomorphic in the category of monomial matrices
if and only if they are isomorphic in the strong category of monomial matrices.

We prove a necessary condition for the irreducibility of a canonically t-cyclic
matrix of arbitrary weight, in which a relation between the order and the weight
of the matrix plays a major role. This condition is generalized to a certain class
canonically (t, ∗)-cyclic matrices (in both cases, the commutative local ring is not
necessarily a ring of principal ideals).

We obtain a criterion for the irreducibility of a canonically t-cyclic matrix over a
ring with unique decomposition and the criterion for the hereditary irreducibility
of a canonically t-cyclic matrix of small weight over a commutative ring of
principal ideals. These criteria are generalized to a certain class of canonically
(t, ∗)-cyclic matrices.

We study necessary conditions of irreducibility and sufficient conditions of
reducibility of canonically cyclic matrices of larger weight over a commutative local
ring. These conditions are considered with respect to the sequences of the special
form of the weight sequence. In the study of canonical (t, ∗)-cyclic matrices we
consider variuos types of the reducibilities: (∗, 2)-reducibility, (∗, 3)-reducibility,
2-hereditary reducibility.

Keywords: partially ordered set, category, commutative ring, monomial
matrix, canonically cyclic matrix, determining sequence, weight sequence,
indecomposability, hereditary irreducibility.


