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АНОТАЦIЯ

Бортош М. Ю. Лiнiйно-алгебраїчнi властивостi категорiй мономiальних

матриць над локальними кiльцями. – Квалiфiкацiйна наукова праця на

правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-

математичних наук за спецiальнiстю 01.01.06 – “алгебра та теорiя чисел”.

– Iнститут математики НАН України, Київ, 2017.

Дисертацiйна робота присвячена вивченню мономiальних матриць над

комутативними кiльцями.

Матриця над комутативним кiльцем K називається мономiальною, як-

що кожний її рядок i кожний її стовпець мiстить не бiльше одного нену-

льового елемента, i строго мономiальною, якщо кожний її рядок i кожний

її стовпець мiстить рiвно один ненульовий елемент. Строго мономiаль-

на матриця, всi ненульовi елементи якої є одиничними, називається пе-

реставною. Mmat(K) позначає категорiю мономiальних матриць над K,

об’єктами якої є квадратнi мономiальнi матрицi, а морфiзмами X → Y

— матрицi C такi, що XC = CY . Mmat0(K) позначає сильну категорiю

мономiальних матриць над K, яка за означенням є повною пiдкатегорiєю

категорiї Mmat(K) з тими ж самими об’єктами i лише тими морфiзмами,

що є мономiальними матрицями.

Iзоморфнi об’єкти категорiї Mmat(K) — це подiбнi мономiальнi мат-

рицi. Iзоморфнi об’єкти категорiї Mmat0(K) — це переставно дiагонально

подiбнi мономiальнi матрицi (тобто одна з них дiагонально подiбна матри-

цi, що переставно подiбна iншiй). Нерозкладнi об’єкти категорiї Mmat(K)

— це нерозкладнi мономiальнi матрицi. Нерозкладнi об’єкти категорiї
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Mmat0(K) — це переставно нерозкладнi мономiальнi матрицi.

Якщо орiєнтований граф Γ(X) мономiальної матрицi X = (xij) роз-

мiру n × n (з вершинами 1, 2, . . . , n i стрiлками i → j для всiх xij 6= 0)

є ланцюгом, то (переставно нерозкладна) мономiальна матриця X нази-

вається ланцюговою, а якщо циклом, то циклiчною.

У випадку, коли довiльний ненульовий елемент мономiальної матрицi

X має вигляд tsij , де t — фiксований елемент кiльця, вживаються термiни

t-мономiальна матриця, t-ланцюгова матриця, t-циклiчна матриця.

Нехай K — комутативне локальне кiльце головних iдеалiв, що не є

полем. Тодi єдиний максимальний iдеал (радикал) R кiльця K дорiвнює

tK 6= 0, де t визначається однозначно з точнiстю до оборотного множ-

ника, i будь-який елемент x ∈ K має вигляд εts, де ε належить групi

K∗ оборотних елементiв кiльця K i s ≥ 0. Число s (яке не залежить вiд

вибору t) називаємо вагою елемента x i позначаємо через w(x).

Циклiчна матриця розмiру n × n називається канонiчно циклiчною,

якщо вона має вигляд

A = M(a) = M(a1, . . . , an−1, an) =


0 . . . 0 an

a1 . . . 0 0
... . . . ... ...

0 . . . an−1 0

 .

Послiдовнiсть a = (a1, . . . , an−1, an) називається визначальною послiдов-

нiстю матрицi A.

Послiдовнiсть ваг w(a) = (w(a1), . . . , w(an−1), w(an)) членiв визначаль-

ної послiдовностi a називається ваговою послiдовнiстю матрицi A i позна-

чається w(A), а сума членiв вагової послiдовностi — вагою матрицi A, яка

позначається w(A).

Доведено, що канонiчно циклiчна матриця з неперiодичною ваговою

послiдовнiстю нерозкладна. Доведено, що канонiчно циклiчна матриця з

перiодичною ваговою послiдовнiстю розкладна, якщо розкладна її визна-
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чальна клiтина Фробенiуса, i нерозкладна, якщо її визначальна клiтина

Фробенiуса нерозкладна за модулем R.

Доведено, що канонiчно циклiчнi матрицi iзоморфнi в категорiї моно-

мiальних матриць тодi i лише тодi, коли вони iзоморфнi в сильнiй кате-

горiї мономiальних матриць.

Доведена необхiдна умова незвiдностi канонiчно t-циклiчної матрицi A

розмiру n × n довiльної ваги (над комутативним локальним кiльцем), в

якiй основну роль вiдiграє зв’язок мiж n та w(A). Ця умова узагальнена

на деякий клас канонiчно (t, ∗)-циклiчних матриць.

Ронглянуто також випадок канонiчно ланцюгових матриць (як вирод-

жений випадок канонiчно циклiчних матриць).

Отримано критерiй незвiдностi канонiчно t-циклiчної матрицi над кiль-

цем з однозначним розкладом та критерiй спадкової незвiдностi канонiчно

t-циклiчної матрицi малої ваги над комутативним кiльцем головних iдеа-

лiв. Цi критерiї узагальнено на деякий клас канонiчно (t, ∗)-циклiчних
матриць.

Вивчаються необхiднi умови незвiдностi та достатнi умови звiдностi

(рiзних типiв) канонiчно циклiчних матриць великої ваги над комутатив-

ним локальним кiльцем вiдносно звязних пiдпослiдовностей спецiального

вигляду вагової послiдовностi.

Зокрема, при tm = 0, tm−1 6= 0 для канонiчно (t, ∗)-циклiчної матрицi
порядку n доведена її

(n − 2, 2)-звiднiсть, якщо n ≥ 8 i визначальна послiдовнiсть мiстить

пiдпослiдовнiсть (tj, tp, tq, 1, ti, 1, 1, 1), де i ≤ q, j + p ≥ m;

(n − 2, 2)-звiднiсть, якщо n ≥ 8 i визначальна послiдовнiсть мiстить

пiдпослiдовнiсть (tj, tp, tq, 1, 1, ti, 1, 1), де i ≤ q, 3q − i ≥ m;

(n − 3, 3)-звiднiсть, якщо n ≥ 9 i визначальна послiдовнiсть мiстить

пiдпослiдовнiсть (tk, tp, tq, tr, 1, ti, 1, tj, 1), де q ≥ i, r ≥ j, i + j ≥ m,

k + p ≥ m;
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(n − 3, 3)-звiднiсть, якщо n ≥ 9 i визначальна послiдовнiсть мiстить

пiдпослiдовнiсть (1, 1, 1, 1, 1, tk, 1, tj, ti), де i+ j ≥ m, 2k ≥ m;

2-спадкова звiднiсть, якщо n ≥ 6 i визначальна послiдовнiсть мiстить

пiдпослiдовностi (1, 1) i (ti, tj, tk, tp), де i+ j ≥ m, k + p ≥ m;

2-спадкова звiднiсть, якщо n ≥ 8 i визначальна послiдовнiсть мiстить

пiдпослiдовностi (1, 1, 1) i (ti, tj, 1, tk, tp), де i+ j ≥ m, k + p ≥ m.

В усiх випадках 0 < i, j, k, p, q, r < m.

Ключовi слова: категорiя, комутативне кiльце, мономiальна матри-

ця, канонiчно циклiчна матриця, визначальна послiдовнiсть, вагова по-

слiдовнiсть, нерозкладнiсть, спадкова незвiднiсть.
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ABSTRACT

Bortos M. Yu. Linear-algebraic properties of categories of monomial matrices

over local rings. – Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical

Sciences degree on the speciality 01.01.06 — “algebra and number theory”.

– Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2017.

The thesis is devoted to the study of monomial matrices over commutative

rings.

A matrix over a commutative ring K is called monomial if each of its

row and column contains not more than one non-zero entry, and strictly

monomial if each of its row and column contains exactly one non-zero entry. A

strictly monomial matrix, all non-zero entries of which are equal to 1, is called

permutation. Mmat(K) denotes the category of monomial matrices over K

whose objects are square monomial matrices and morphisms X → Y the

matrices C such that XC = CY ; Mmat0(K) denotes a strong category of

monomial matrices over K, which by definition is the complete subcategory

of the category MmatK with the same objects and only those morphisms that

are monomial matrices.

Isomorphic objects of the category MmatK are similar monomial matrices.

Isomorphic objects of the category Mmat0(K) are permutably diagonally

similar monomial matrices (that is, one of them is diagonally similar to a

matrix that is permutably similar to another). Indecomposable objects of the

category Mmat(K) are indecomposable monomial matrices. Indecomposable

objects of the category Mmat0(K) are permutably indecomposable monomial

matrices.

8
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If the directed graph Γ(X) of a monomial matrix X = (xij) of size n× n
(with vertices 1, 2, . . . , n and the arrows i→ j for all xij 6= 0) is a chain, then

(a permutable indecomposable) the monomial matrix X is called chained, and

if a cycle, then cyclic.

In the case when an arbitrary non-zero entry of a monomial matrix X has

the form tsij , where t is a fixed element of the ring, the terms t -monomial

matrix, t -chained matrix, t -cyclic matrix are used.

Let K be a commutative local ring of principal ideals that is not a field.

Then the only maximal ideal (radical) of R of the ring K is tK 6= 0, where t

is uniquely determined up to the invertible multiplier, and any element x ∈ K
has the form εts, where ε belongs to the group K∗ of the invertible elements

of the ring K and s ≥ 0. The number s (which does not depend on the choice

of t) is called the weight of the element x and is denoted by w(x).

A cyclic matrix of size n× n is called canonically cyclic if it has the form

A = M(a) = M(a1, . . . , an−1, an) =


0 . . . 0 an

a1 . . . 0 0
... . . . ... ...

0 . . . an−1 0

 .

The sequence a = (a1, . . . , an−1, an) is called the defining sequence of the

matrix A.

The sequence of the weights w(a) = (w(a1), . . . , w(an−1), w(an)) of the

members of the defining sequence a is called the weighted sequence of the

matrix A and denoted by w(A), and the sum of the members of the weighted

sequence is called the weight of the matrix A, which are denoted by w(A).

It is proved that a canonically cyclic matrix with nonperiodic weight

sequences is indecomposable. It is proved that a canonically cyclic matrix

with periodic weight sequence is composable if its defining Frobenius

cell is composable, and indecomposable if its defining Frobenius cell is

indecomposable modulo R.
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It is proved that canonically cyclic matrices are isomorphic in the category

of monomial matrices if and only if they are isomorphic in the strong category

of monomial matrices.

We prove a necessary condition for the irreducibility of a canonically t-cyclic

matrix A of size n× n with arbitrary weight (over a commutative local ring),

in which a relation between n and w(A) plays a major role. This condition is

generalized to a certain class canonically (t, ∗)-cyclic matrices.

We also consider the case of canonical chained matrices (as a degenerate

case of the case of canonical cyclic matrices).

We obtain a criterion for the irreducibility of a canonically t-cyclic

matrix over a ring with unique decomposition and the criterion for the

hereditary irreducibility of a canonically t-cyclic matrix of small weight over

a commutative ring of principal ideals. These criteria are generalized to a

certain class of canonically (t, ∗)-cyclic matrices.

We study necessary conditions of irreducibility and sufficient conditions of

reducibility (of various types) of canonically cyclic matrices of large weight

over a commutative local ring with respect to the connected sequences of the

special form of the weight sequence.

In particular, if tm = 0, tm−1 6= 0, for a canonical (t, ∗)-cyclic matrix of

order n is proved its

(n − 2, 2)-irreducibility if n ≥ 8 and the defining sequence contains the

subsequence (tj, tp, tq, 1, ti, 1, 1, 1), where i ≤ q, j + p ≥ m;

(n − 2, 2)-irreducibility if n ≥ 8 and the defining sequence contains the

subsequence (tj, tp, tq, 1, 1, ti, 1, 1), where i ≤ q, 3q − i ≥ m;

(n − 3, 3)-irreducibility if n ≥ 9 and the defining sequence contains the

subsequence (tk, tp, tq, tr, 1, ti, 1, tj, 1), where q ≥ i, r ≥ j, i + j ≥ m,

k + p ≥ m;

(n − 3, 3)-irreducibility if n ≥ 9 and the defining sequence contains the

subsequence (1, 1, 1, 1, 1, tk, 1, tj, ti), where i+ j ≥ m, 2k ≥ m;
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2-hereditary irreducibility if n ≥ 6 and the defining sequence contains the

subsequences (1, 1) and (ti, tj, tk, tp), where i+ j ≥ m, k + p ≥ m;

2-hereditary irreducibility if n ≥ 8 and the defining sequence contains the

subsequences (1, 1, 1) i (ti, tj, 1, tk, tp), where i+ j ≥ m, k + p ≥ m.

In all the cases 0 < i, j, k, p, q, r < m.

Keywords: category, commutative ring, monomial matrix, canonically

cyclic matrix, determining sequence, weight sequence, indecomposability,

hereditary irreducibility.
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Перелiк умовних позначень

K комутативне кiльце;

K∗ група оборотних елементiв кiльця K;

R радикал кiльця K;

w(x) вага елемента x = εts ∈ R;
l(x) ступiнь нiльпотентностi елемента x;

m ступiнь нiльпотентностi елемента t ∈ R;
≺v частковий порядок для послiдовностi v;

Mmat(K) категорiя мономiальних матриць над K;

Mmat0(K) сильна категорiя мономiальних матриць над K;

M(a) = канонiчно циклiчна матриця з визначальною
M(a1, . . . , an−1, an) послiдовнiстю a = (a1, . . . , an−1, an);

N(a) = канонiчно ланцюгова матриця з визначальною
= N(a1, . . . , an−1) послiдовнiстю a = (a1, . . . , an−1);

Mt(a) = канонiчно циклiчна матриця при
= Mt(a1, . . . , an−1, an) фiксованому t;

Mt(w, ε) зведена канонiчно циклiчна матриця;

Φnd(ε) d-визначальна клiтина Фробенiуса;

Mdt(wd, ε) d-зведена канонiчно циклiчна матриця;

Pij(a) додавання i-го рядка матрицi, помноженого

на елемент a ∈ K, до її j-го рядка;

Qij(a) додавання i-го стовпця матрицi, помноженого

на елемент a ∈ K, до її j-го стовпця;

[m
a→ s]+ композицiя перетворень Pms(a) i Qsm(−a);

[m
a→ s]− композицiя перетворень Qms(a) i Psm(−a).
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Дисертацiйна робота присвячена вивченню мат-

риць над комутативними кiльцями.

Лiнiйна алгебра над комутативними кiльцями розвинута не в такiй

мiрi, як над полями. Окрiм технiчних труднощiв, тут виникають i прин-

циповi. В першу чергу мова йде про подiбнiсть матриць: задача про опис,

з точнiстю до подiбностi, матриць над комутативним кiльцем, що не є

полем, мiстить в собi класичну нерозв’язну задачу лiнiйної алгебри про

пару матриць над полем вже для локальних кiлець головних iдеалiв; для

областей цiлiсностi це вперше доведено в 1974 р. П. М. Гудивком [1], а

для кiлець з нiльпотентним радикалом — в 1976 р. В. М. Бондаренком

[2] (доведення, проведене в статтi для кiлець класiв лишкiв, автоматично

поширюється на загальний випадок). В сучаснiй термiнологiї такi задачi

називаються дикими [3] – [5]. I тому є актуальним вивчення загальних

властивостей (в першу чергу близьких до випадку полiв), розгляд мат-

риць спецiального вигляду чи матриць над конкретними кiльцями, тощо.

Вивченню рiзних властивостей матриць над кiльцями присвячено бага-

то робiт. Дослiдження проводилися як для локальних, так i не локальних

кiлець.

Д. А. Супруненко [6] показав, що двi оборотнi матрицi розмiру n × n
над кiльцем класiв лишкiв за модулем числа m > 1, взаємно простого з n,

подiбнi тодi i лише тодi, коли вони подiбнi за модулем кожного простого

дiльника числа m.

Р. В. Девiс [7] довiв, що задача про подiбнiсть матриць над кiльцем

класiв лишкiв Z/pkZ (p — просте число) зводиться до аналогiчної задачi

над полем Z/pZ, якщо матрицi задовольняють фiксований полiном, який
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за модулем p не має кратних коренiв.

В. Х. Густафсон [8] показав, що двi матрицi розмiру n × n над ко-

мутативним регулярним (в сенсi Неймана) кiльцем подiбнi тодi i лише

тодi, коли вони мають однаковий характеристичний полiном i матрицi

A ⊗ En − En ⊗ A, B ⊗ En − En ⊗ B, A ⊗ En − En ⊗ B мають однаковий

ранг (En — одинична матриця розмiру n× n); цей результат узагальнює

аналогiчний (ранiше отриманий) результат для полiв [9].

Р. М. Гуральнiк [10] довiв, що матрицi A i N розмiру n×n над редуко-

ваним комутативним кiльцем, кожний скiнченно породжений проектив-

ний модуль над яким є вiльним, подiбнi, якщо вони подiбнi за модулем

довiльного простого iдеалу i N — нiльпотентна матриця, що має вигляд

канонiчної форми Жордана.

У роботах [11] – [16] розглядається задача про опис (з точнiстю до

подiбностi) матриць розмiру 2×2, 3×3 i 4×4 над деякими комутативними

кiльцями.

Окрiм вказаних робiт, див., наприклад, роботи [17] – [30], а також

вiдомi монографiї Б. Р. Макдоналда [31] i В. К. Брауна [32].

Нерозкладнiсть та подiбнiсть матриць вивчалися, як правило, лише у

зв’язку з матричними зображеннями скiнченних груп i в основному цик-

лiчних груп (тобто у випадках, коли матрицi задовольняють вiдповiднi

полiномiальнi спiввiдношення); див. у зв’язку з цим (окрiм [1] i [2]) робо-

ти [33] – [49].

У дисертацiї вивчаються мономiальнi матрицi над комутативними кiль-

цями. При цьому розглядаються двi природнi категорiї мономiальних мат-

риць.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Тематика дисертацiйної роботи пов’язана з науковими дослiдженнями

кафедри алгебри i топологiї Iнституту математики НАН України —

тема "Розробка й застосування нових методiв у теорiї зображень, аб-
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страктнiй алгебрi та алгебраїчнiй геометрiї"(номер державної реєстрацiї

0116U003125).

Мета i задачi дослiдження. Метою дослiдження є опис нерозклад-

них та iзоморфних об’єктiв сильної та звичайної категорiй мономiальних

матриць над комутативними локальними кiльцями головних iдеалiв, а та-

кож отримання необхiдних i достатнiх умов звiдностi мономiальних мат-

риць над комутативними локальними кiльцями.

Об’єктом дослiдження є матрицi над локальними кiльцями та кате-

горiї таких матриць.

Предмет дослiдження — залежнiсть нерозкладностi, звiдностi i подiб-

ностi мономiальних матриць над комутативними локальними кiльцями

вiд їх визначальних i вагових послiдовностей.

Методи дослiдження. Основними методами, що використовують-

ся при дослiдженнях, є методи теорiї зображень та матричних задач, а

також стандартнi комбiнаторнi методи.

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiї отримано

новi теоретичнi результати, основними iз яких є наступнi результати для

квадратних мономiальних матриць над довiльним комутативним локаль-

ним кiльцем головних iдеалiв:

• Доведена нерозкладнiсть довiльної циклiчної матрицi з неперiодич-

ною ваговою послiдовнiстю та довiльної ланцюгової матрицi.

• Введено поняття визначальної клiтини Фробенiуса циклiчної мат-

рицi i доведена нерозкладнiсть циклiчної матрицi з перiодичною ваговою

послiдовнiстю при умовi нерозкладностi за модулем радикала визначаль-

ної клiтини Фробенiуса.

• Отримано критерiй iзоморфiзму нерозкладних об’єктiв сильної ка-

тегорiї мономiальних матриць Mmat0(K) як всерединi цiєї категорiї, так

i в (бiльш широкiй) категорiї мономiальних матриць Mmat(K).
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• Отримано критерiї звiдностi t-циклiчних матриць малих розмiрiв

при tm = 0,m < 4.

• Дослiджено залежнiсть звiдностi циклiчної матрицi вiд властивостей

її ваги i ∗-коефiцiєнта (незалежно вiд того, мала вага чи велика).

• Отримано критерiй спадкової незвiдностi t-циклiчної матрицi розмi-

ру n× n з малою вагою (а також довiльної циклiчної матрицi при умовi

iснування кореня n-го степеня iз ∗-коефiцiєнта матрицi); у випадку не

нiльпотентного радикала отримано критерiй загальної незвiдностi.

• Установлено зв’язок мiж спадковою та слабко спадковою звiднiстю.

• Встановлено низку необхiдних i достатнiх умов (окремо) звiдностi

циклiчної матрицi з великою вагою.

• Доведено теореми про спадкову звiднiсть циклiчної матрицi з вели-

кою вагою, вагова послiдовнiсть якої мiстить конкретнi зв’язнi пiдпослi-

довностi.

При цьому достатнi умови звiдностi справедливi (пiсля вiдповiдних

уточнень) i у випадку довiльного комутативного локального кiльця.

Результати, що стосуються безпосередньо нерозкладностi чи звiдностi

циклiчних матриць, узагальнюють результати Р. Ф. Динис для матриць

з 2-однорiдними визначальними чи ваговими послiдовностями (у тих ви-

падках, коли 2-однорiднi послiдовностi допускаються умовами тверджень

як частиннi випадки).

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисер-

тацiйної роботи мають теоретичний характер. Отриманi в нiй результати,

а також вiдповiднi методи, можуть бути використанi в теорiї матричних

зображень i лiнiйнiй алгебрi над комутативними кiльцями та в тих обла-

стях математики чи iнших наук, в яких виникають матрицi над кiльцями.

Особистий внесок здобувача. Усi результати дисертацiйної робо-

ти отримано здобувачем самостiйно. У статтi [51] з О. А. Тилищаком та

статтях [53], [54], [56] i [57] з науковим керiвником останнiм належать пос-
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тановки задач i загальнi iдеї щодо методiв їх розв’язання, а практична

реалiзацiя та ряд конкретних iдей належать здобувачевi. У статтi [50]

здобувачу належать твердження 1 i теореми 1, 2, а у статтi [55] — всi

результати пп. 2.2 i 2.3, що стосуються найзагальнiших випадкiв; форму-

лювання i доведення цих результатiв (обох статей) в частинному випадку,

коли послiдовнiсть, яка задає мономiальну матрицю, є 2-однорiдною, на-

лежать Р. Ф. Динис. Зi статей, виконаних у спiвавторствi, у дисертацiю

включенi лише результати, якi надежать здобувачу.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної робо-

ти оприлюднено на наукових конференцiях та наукових семiнарах:

— Студентськiй науковiй конференцiї математичного факультету

УжНУ (Ужгород, квiтень 2013);

— IX Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi (м. Львiв, 8-13

липня 2013 р.);

— П’ятнадцятiй Мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi академiка

Михайла Кравчука (м. Київ, 15-17 травня 2014 р.);

— Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї, присвяченiй 100-рiччю вiд

дня народження Л. А. Калужнiна (м. Київ, 7-12 липня 2014 р.);

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв (м. Київ, 3-6 червня

2015 р.);

— X Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi, присвяченiй 70-

рiччю Ю. А. Дрозда (м. Одеса, 20-27 серпня 2015 р.);

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв, присвяченiй 100-

рiччю Ю. О. Митропольському (м. Київ, 7-10 червня 2017 р.);

— XI Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi, присвяченiй

75-рiччю В. В. Кириченка (м. Київ, 3-7 липня 2017 р.);

— семiнарi кафедри алгебри Ужгородського нацiонального унiверсите-

ту (м. Ужгород, керiвник — кандидат фiз-мат наук, доцент I. В. Шапочка,

12 травня 2016 р.);
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— алгебраїчному семiнарi Iнституту математики НАН України

(м. Київ, керiвник — доктор фiз-мат. наук, член-кореспондент НАН Украї-

ни Ю. А. Дрозд, 2016 – 2017 рр.).

Публiкацiї.. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 16 науко-

вих працях , iз них 5 — у фахових виданнях iз Перелiку, затвердженого

Мiнiстерством освiти i науки України ([51] – [54], [56]), 3 — в наукових

фахових виданнях, що вiдображаються в мiжнароднiй наукометричнiй

базi даних Scopus [50], [55], [57], 1 — в матерiалах студентської конфе-

ренцiї [58], 7 — у матерiалах мiжнародних наукових конференцiй ([59] –

[65]).

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається

iз анотацiї, перелiку умовних позначень, вступу, п’яти роздiлiв, виснов-

кiв, списку використаних джерел та додаткiв. Загальний обсяг дисертацiї

— 179 сторiнок. Обсяг основного тексту дисертацiї — 147 сторiнок. Спи-

сок використаних джерел займає 10 сторiнок (81 найменування). Додатки

займають 4 сторiнки i мiстять список публiкацiй за темою дисертацiї та

вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї.

Автор щиро вдячний своєму науковому керiвнику професору

В. М. Бондаренку за постановку задач, цiннi поради та постiйну увагу

до роботи.
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Роздiл 1

ПОПЕРЕДНI ВIДОМОСТI

1.1. Категорiї

При викладеннi цього пiдроздiлу ми притримуємось книги [66].

1.1.1. Поняття категорiї. Приклади. Поняття категорiї та функ-

тора були введенi в математику С. Ейленбергом i С. Маклейном у 1944

роцi, в зв’язку з проблемою аксиматизацiї теорiї груп гомологiй i комоло-

гiй топологiчних просторiв. Цi поняття поступово знайшли застосування

i в iнших областях математики.

Будемо говорити, що задана категорiя C , якщо задано клас ObC еле-

ментiв, якi називаємо об’єктами, причому:

1. Для кожної пари об’єктiв (A,B) iз C задана множина HomC (A,B),

яку називаємо множиною морфiзмiв A в B (замiсть u ∈
HomC (A,B) ми будемо часто писати u : A→ B або A u−→ B).

2. Для кожної трiйки об’єктiв (A,B,C) iз C задано вiдображення

µ : HomC (A,B)×HomC (B,C)→ HomC (A,C)

(образ µ(u, v) пари (u,v), де u ∈ HomC (A,B), v ∈ HomC (B,C)

позначається через v ◦u або vu i називається композицiєю морфiзмiв

u i v.)

3. Множина HomC (A,B) i композицiя морфiзмiв задовiльняють нас-

тупнi аксiоми:
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a) композицiя асоцiативна: для кожної трiйки морфiзмiв A u−→ B
v−→

C
w−→ D

w(vu) = (wv)u;

b) для кожного об’єкта A iз C iснує морфiзм 1A : A → A (цей мор-

фiзм називатимемо тотожнiм морфiзмом або одиницею об’єк-

та A), такий, що 1Au = u i v1A = v для будь-яких морфiзмiв

B
u−→ A, A v−→ C;

c) якщо пари (A,B), (A
′
, B

′
) рiзнi, то перетин множин HomC (A,B)

i HomC (A
′
, B

′
) порожнiй.

Приклади категорiй

1. Категорiя E ns . Об’єкти цiєї категорiї — множини. Для будь-яких

двох множин A, B пiд HomE ns(A,B) розумiємо множину всiх вiдоб-

ражень A в B, а пiд композицiєю (f, g)→ gf — довiльну композицiю

вiдображень.

2. Категорiя Top. Об’єкти цiєї категорiї — топологiчнi простори.

HomT op(X, Y ) для будь-яких двох топологiчних просторiв є множи-

на всiх неперервних вiдображень X в Y . Пiд композицiєю розумiє-

мо довiльну композицiю вiдображень (композицiя двох неперервних

вiдображень також неперервна).

3. Категорiя G . Об’єкти категорiї G — групи. HomG (A,B) для будь-

яких двох груп A, B iснує множина всiх гомоморфiзмiв групи A в

групу B. Пiд композицiєю розумiємо довiльну композицiю гомомор-

фiзмiв.

4. Категорiя A l . Об’єкти цiєї категорiї — абелевi группи, а морфiзми

— гомоморфiзми.
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5. Категорiя ΛC . Нехай Λ — кiльце з одиницею. Об’єктами категорiї ΛC

є унiтарнi лiвi Λ–модулi, морфiзмами — гомоморфiзми Λ–модулiв, а

композицiєю — довiльна композицiя гомоморфiзмiв.

Аналогiчно визначається категорiя CΛ правих Λ–модулiв.

Для кожної категорiї C визначається дуальна категорiя C ◦ наступним

чином:

(I) Об’єкти категорiї C ◦ — тi ж, якi в категорiї C , тобто ObC = ObC ◦.

(II) Множина морфiзмiв HomC ◦(A,B) за означенням буде HomC (B,A).

(III) Композицiя

HomC ◦(A,B)×HomC ◦(B,C)→ HomC ◦(A,C)

визначається так: якщо

u ∈ HomC ◦(A,B) i v ∈ HomC ◦(B,C),

то

v ◦
C ◦
u = u ◦

C
v.

Зрозумiло, що (C ◦)◦ = C .

Можливiсть асоцiювати з кожною категорiєю C дуальну категорiю C ◦

дозволяє дуалiзувати кожне поняття або твердження, яке вiдноситься до

категорiї C ◦ (спiвставляючи їй дуальне поняття або твердження, яке вiд-

носиться до категорiї C ).

Пiдкатегорiєю категорiї C називають категорiю C
′, яка задовiльняє

умовам:

(I) ObC ′ ⊂ ObC .

(II) HomC ′(A,B) ⊂ HomC (A,B).

(III) Композицiя морфiзмiв в C
′ iндукується їх композицiєю в C .



28

(IV) Всi тотожнi морфiзми iз C
′ — тотожнi морфiзми в C .

Пiдкатегорiя C
′ категорiї C називається повною, якщо

HomC ′(A,B) = HomC (A,B)

для кожної пари (A,B) об’єктiв iз C
′.

1.1.2. Основнi типи морфiзмiв. Нехай u : A→ B — морфiзм кате-

горiї C . Для кожного об’єкта X категорiї C розглянемо вiдображення

HomC (X,A)→ HomC (X,B), (1.1)

яке спiвставляє будь-якому елементу v ∈ HomC (X,A) елемент uv ∈
HomC (X,B).

Морфiзм u називається мономорфiзмом, якщо вiдображення (1.1) є

iн’єктивним для будь-якого об’єкта X iз C .

Приклади.

1. Нехай C — одна iз категорiй E ns або ΛC (де Λ — довiльне кiльце з

одиницею) i u : A → B — морфiзм iз C . Наступнi два твердження

рiвносильнi:

(а) u — мономорфiзм;

(б) u iн’єктивний, тобто для довiльних x1, x2 ∈ A x1 6= x2 випливає,

що u(x1) 6= u(x2).

2. 1A : A → A є мономорфiзмом для будь-якого об’єкта A довiльної

категорiї C .

Твердження 1.1. Композицiя двох мономорфiзмiв є мономорфiзмом.

Твердження 1.2. Якщо vu — мономорфiзм, то u — мономорфiзм.

Нехай тепер u : A → B — довiльний морфiзм i X — довiльний об’єкт

категорiї C ; розглянемо вiдображення

HomC (B,X)→ HomC (A,X), (1.2)



29

яке спiвставляє кожному елементу v ∈ HomC (B,X) елемент vu ∈
HomC (A,X).

Морфiзм називається епiморфiзмом, якщо вiдображення (1.2) iн’єк-

тивне для будь-якого об’єкта X категорiї C .

Очевидно, u — епiморфiзм тодi i лише тодi, коли, розглядаючи його

як елемент iз HomC ◦(B,A), є мономорфiзмом. Iншими словами, поняття

епiморфiзма отримується дуалiзацiєю поняття мономорфiзма.

Твердження 1.3. Композицiя двох епiморфiзмiв є епiморфiзмом.

Твердження 1.4. Якщо vu — епiморфiзм, то v — епiморфiзм.

Приклади.

1. В категорiях E ns i ΛC поняття епiморфiзма i вiдображення на або

гомоморфiзма на спiвпадають. Розглянемо випадок для категорiї ΛC .

Припустимо, що u : A → B, де A,B Λ–модулi, — гомоморфiзм на.

Якщо гомоморфiзми v, w : B → C рiзнi, то iснує хоча б один елемент

x ∈ B, такий, що v(x) 6= w(x). Але iснує хоча б один елемент y ∈ A,
для якого u(y) = x. Тому

(vu)(y) = v(u(y)) = v(x) 6= w(x) = w(u(y)) = (wv)(y),

тобто vu 6= wu, отже, u — епiморфiзм.

Навпаки, припустимо, що u : A → B — епiморфiзм i u(A) — влас-

ний пiдмодуль модуля. Нехай C — пряма сума двох Λ–модулiв B1 i

B2, якi iзоморфнi модулю B, i vi : B → C (i = 1, 2) — композицiя

iзоморфiзма B на Bi i канонiчної iн’єкцiї Bi → C. Нехай, далi, D

— фактормодуль модуля C по пiдмодулю, яка породжується з усiма

елементами вигляду v1(x) − v2(x), де x ∈ u(A), i w : C → D — ка-

нонiчна проекцiя. Тодi wv1 6= wv2 i (wv1)u = (wv2)u суперечать тому,

що u — епiморфiзм. Отже, u(A) = B, тобто u — гомоморфiзм на.
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2. Нехай C — категорiя вiддiльних топологiчних абелевих груп з непе-

рервними гомоморфiзмами в якостi морфiзмiв. Для морфiзма u :

A→ B iз C такi твердження рiвносильнi:

(а) u— епiморфiзм,

(б) u(A) = B.

3. 1A : A→ A є епiморфiзмом для будь-якого об’єкта A довiльної кате-

горiї C .

Морфiзм u : A→ B у довiльному категорiї C , який одночасно є моно-

морфiзмом i епiморфiзмом, називається бiморфiзмом.

Морфiзм u : A→ B називається iзоморфiзмом, якщо iснує такий мор-

фiзм v : B → A, що

vu = 1A, uv = 1B.

Твердження 1.5. Кожний iзоморфiзм є бiморфiзмом.

Зауваження. Iснують бiморфiзми, якi не є iзоморфiзмами. Наприк-

лад, розглянемо в категорiї вiддiльних топологiчних абелевих груп мор-

фiзм u : Q→ R, де Q — адитивна топологiчна група рацiональних чисел,

R — адитивна топологiчна група дiйсних чисел i u — тотожне вкладення

Q в R. Використовуючи приклад 2, легко перевiрити, що u — бiморфiзм. З

iншого боку, не будучи вiдображенням на, u не може бути iзоморфiзмом.

Твердження 1.6. Композицiя двох iзоморфiзмiв є iзоморфiзмом.

Нехай — A об’єкт категорiї C . Розглянемо мономорфiзми u : U → A

i v : V → A. Будемо говорити, що мономорфiзм мажорує мономорфiзм

v, i писати u ≥ v (або v ≤ u), якщо iснує такий морфiзм v1 : V → U , що

uv1 = v.

Якщо такий морфiзм v1 iснує, то, оскiльки v — мономорфiзм, iз твер-

дження 1.2 випливає, що v1 — мономорфiзм, а оскiльки u — мономорфiзм,

то iз означення мономорфiзма випливає, що v1 однозначно визначається.
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Визначене, таким чином, вiдношення «≥» рефлексивне i транзитивне.

Припустимо тепер, що v ≥ u. В цьому випадку iснують однозначно

визначенi iзоморфiзми u1 : U → V i v1 : V → U , такi, що v = uv1, u = vu1.

Дiйсно, iз вище викладеного випливає, що iснують мономорфiзми u1 i

v1, якi задовiльняють цим спiввiдношенням. Але тодi v = v(u1v1), u =

u(v1u1), i оскiльки u i v — мономорфiзми, то u1v1 = 1V , v1u1 = 1U .

Двi мономорфiзми u : U → A, v : V → A, для яких u ≥ v i v ≥ u,

будемо називати еквiвалентними.

В кожному класi еквiвалентних мономорфiзмiв виберемо по представ-

ника (використовуючи, наприклад, аксiому вибору). Отриманi, таким чи-

ном, мономорфiзми будемо називати пiдоб’єктами об’єкта A. Таким чи-

ном, пiдоб’єкти об’єкта A — не просто об’єкти категорiї C , а деякi пари

вигляду (U, u), де u : U → A — мономорфiзм; i цей мономорфiзм на-

зивається канонiчним мономорфiзмом U в A. Але, щоб не ускладнити

записи, будемо замiсть (U, u) писати просто U .

Дуальним способом визначаються поняття фактороб’єкта i канонiч-

ного епiморфiзма.

Вiдмiтимо, що вiдношення ≥ мiж пiдоб’єктами або фактороб’єктами є

вже вiдношенням (частинного) порядку.

Приклад. Нехай A — об’єкт категорiї A l . Вибiр, який входить в озна-

чення пiдоб’єкта, можна визначити так, що кожний пiдоб’єкт об’єкта A

буде мати вигляд (A1, α), де A1 — пiдмножина множини A, а α(x) = x

для всiх x ∈ A1. Iншими словами, пiдоб’єкти в A l ототожнюються iз

звичайними пiдгрупами.

1.2. Категорiї Круля-Шмiдта

Нехай C — категорiя.

Морфiзм f : X → X називається iдемпотентом, якщо f 2 = f .
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Кажуть, що iдемпотент f : X → X розщеплюється, якщо iснує об’єкт

Y та морфiзми g : X → Y i h : Y → X такi, що gh = f , hg = idY .

Кодобутком або прямою сумою об’єктiв {Xi : i ∈ I} категорiї C нази-

вається об’єкт Y разом з морфiзмами fi : Xi → Y, i ∈ I такий, що для

довiльного набору морфiзмiв gi : Xi → Z, i ∈ I iснує єдиний морфiзм

h : Y → Z такий, що fih = gi для всiх i ∈ I, тобто, є комутативними

наступнi дiаграми (i ∈ I):
Xi

fi
��

gi

  
Y h // Z

кодобуток позначають Y =
∐

i∈I Xi, або Y = X1 ⊕X2 ⊕ . . .⊕Xn.

Категорiя C називається категорiєю над полем k, або k-лiнiйною кате-

горiєю, якщо для кожної пари об’єктiвX, Y ∈ Ob C на множинi морфiзмiв

C(X, Y ) введена структура векторного простору над полем k таким чи-

ном, що

1) вiдображення композицiї C(X, Y )×C(Y, Z)→ C(X,Z) є k-бiлiнiйним

(для кожної трiйки об’єктiв X, Y, Z ∈ Ob C);
2) iснує нульовий об’єкт 0 такий, що C(0, 0) є нульовим векторним про-

стором.

3) для кожного скiнченного набору об’єктiв категорiї X1, X2, . . . Xn iс-

нує кодобуток
∐n

i=1Xi.

Категорiя C називається адитивною, якщо

1) для кожної пари об’єктiв X, Y на множинi C(X, Y ) введена структу-

ра абелевої групи таким чином, що вiдображення композицiї морфiзмiв

C(X, Y )× C(Y, Z)→ C(X,Z)

є бiлiнiйним вiдображенням, тобто,

f(g + g′) = fg + fg′, (f + f ′)g = fg + f ′g;

2) iснує нульовий об’єкт 0 ∈ Ob C такий, що C(0, 0) = {0};
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3) для кожного скiнченного набору об’єктiв категорiї X1, X2, . . . Xn iс-

нує кодобуток
∐n

i=1Xi.

Нехай C — адитивна категорiя, або категорiя над полем k i f : X → Y

— морфiзм. Ядром f називається об’єкт K разом з морфiзмом i : K → X

такий, що

1) if = 0;

2) для довiльного морфiзму g : Z → X, такого, що gf = 0, iснує єдиний

морфiзм h : Z → K, для якого є комутативною наступна дiаграма:

Z
g //

h
��

X
f // Y

K

i
>>

Коядром f називається об’єкт C разом з морфiзмом j : Y → C такий, що

1) fj = 0;

2) для довiльного морфiзму g : Y → Z, такого, що fg = 0, iснує єдиний

морфiзм h : C → Z, для якого є комутативною наступна дiаграма:

X
f // Y

j //

g

  

C

h
��
Z

Категорiєю Крулля-Шмiдта називається категорiя C над полем k, як-

що вона адитивна i кожен її iдемпотент розщеплюється.

Об’єкт X адитивної категорiї C називається розкладним, якщо iснують

ненульовi об’єкти Y, Z такi, що X ' Y ⊕ Z i нерозкладним в iншому

випадку.

В категорiї Крулля-Шмiдта справедлива однозначнiсть розкладу об’єк-

тiв в пряму суму нерозкладних.

Сформульованi в цьому пiдроздiлi теоретичнi вiдомостi можна прочи-

тати в [67], [68].
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1.3. Елементарнi перетворення матриць

При викладеннi цього пiдроздiлу ми притримуємось монографiї [69].

Одиничну матрицю (довiльного розмiру) позначаємо через E; E(d) по-

значає одиничну матрицю розмiру d × d. Ранг матрицi M позначаємо

rank (M), а транспоновану до M матрицю — MT .

Нехай M — матриця розмiру m × n над полем k. Елементарними

перетвореннями рядкiв називають наступнi перетворення:

i) множення i-го рядка на ненульовий елемент x ∈ k;

ii) додавання i-го рядка, помноженого на елемент x ∈ k, до j-го рядка

(i 6= j);

iii) перестановка i-го та j-го рядкiв (i 6= j).

Перетворення типу i), ii) i iii) позначаємо вiдповiдно Px(i), Px(i, j) i

P (i, j).

Аналогiчним чином дають означення елементарних перетворень

стовпцiв типу i), ii) i iii) (слово “рядок” потрiбно замiнити словом “стов-

пець”). Такi перетворення позначаємо вiдповiдно Qx(i), Qx(i, j) i Q(i, j).

Зауважимо, що перетворення типу iii) можна не розглядати, бо вони є

композицiєю перетворень типу i) i ii).

Матрицю, отриману пiсля застосування до M елементарного перетво-

рення R, будемо позначати через MR.

Лема 1.7. Для кожного елементарного перетворення рядкiв

(вiдповiдно стовпцiв) R iснує елементарне перетворення рядкiв

(вiдповiдно стовпцiв) R′, таке, що

(MR)R
′
= (MR′)R = M ;

перетворення R′ називають оберненим до R i позначають R−1.
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Дiйсно,

[Px(i)]
−1 = P1/x(i), [Qx(i)]

−1 = Q1/x(i),

[Px(i, j)]
−1 = P−x(i, j), [Qx(i, j)]

−1 = Q−x(i, j),

[P (i, j)]−1 = P (i, j), [Q(i, j)]−1 = Q(i, j).

Двi матрицi однакового розмiру називають еквiвалентними, якщо вiд

однiєї з них можна перейти до другої за допомогою елементарних пере-

творень рядкiв i стовпцiв.

Добре вiдоме наступне твердження.

Твердження 1.8. Довiльна матриця M над полем k еквiвалентна

матрицi  E 0

0 0

 ,

де E — одинична матриця розмiру r × r, r = rank (M). Якщо ряд-

ки (вiдповiдно стовпцi) матрицi M лiнiйно незалежнi, то достатньо

застосовувати елементарнi перетворення лише стовпцiв (вiдповiдно

рядкiв).

З елементарними перетвореннями рядкiв i стовпцiв пов’язанi матрицi

спецiального вигляду, якi називають елементарними.

Елементарними матрицями розмiру s×s називають наступнi матри-

цi:
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1) для довiльного i = 1, . . . , s та x ∈ k матриця

Ex(i) =



1 . . . 0 0 0 . . . 0
... . . . ... ... ... ...

0 . . . 1 0 0 . . . 0

0 . . . 0 x 0 . . . 0

0 . . . 0 0 1 . . . 0
... ... ... ... . . . ...

0 . . . 0 0 0 . . . 1


,

де x стоїть на мiсцi (i, i);

2) для довiльних i, j = 1, . . . , s, таких, що i < j, та x ∈ k матриця

Ex(i, j) =



1 . . . 0 . . . 0 . . . 0
... . . . ... ... ...

0 . . . 1 . . . x . . . 0
... ... . . . ... ...

0 . . . 0 . . . 1 . . . 0
... ... ... . . . ...

0 . . . 0 . . . 0 . . . 1


,

де x стоїть на мiсцi (i, j);

2′) для довiльних i, j = 1, . . . , s, таких, що i > j, та x ∈ k матриця

Ex(i, j) = [Ex(j, i)]T (див. 2));
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3) для довiльних i, j = 1, . . . , s, таких, що i 6= j, матриця

E(i, j) =



1 . . . 0 . . . 0 . . . 0
... . . . ... ... ...

0 . . . 0 . . . 1 . . . 0
... ... . . . ... ...

0 . . . 1 . . . 0 . . . 0
... ... ... . . . ...

0 . . . 0 . . . 0 . . . 1


,

де одиничнi елементи, що перебувають поза межами головної дiагоналi,

стоять на мiсцях (i, j) i (j, i) (на головнiй дiагоналi стоїть лише два ну-

льових елемента).

Ми говоримо, що елементарна матриця E вiдповiдає елементарному пе-

ретворенню рядкiв P (вiдповiдно елементарному перетворенню стовпцiв

Q) i навпаки, якщо вiдповiднi їм додатковi символи в позначеннях збiга-

ються, тобто коли має мiсце один iз наступних випадкiв:

E = Ex(i), P = Px(i) (вiдповiдно Q = Qx(i));

E = Ex(i, j), P = Px(i, j) (вiдповiдно Q = Qx(i, j));

E = E(i, j), P = P (i, j) (вiдповiдно Q = Q(i, j)).

Безпосередньо з означень випливає наступна лема.

Лема 1.9. Нехай R — елементарне перетворення матрицi M i E —

вiдповiдна йому елементарна матриця. Тодi

а) якщо R — елементарне перетворення стовпцiв, то MR = ME ;
б) якщо R — елементарне перетворення рядкiв, то MR = ETM .

Iз лем 1.7, 1.9 i твердження 1.8 випливає наступна лема.

Лема 1.10. Довiльна оборотна матриця є добутком елементарних

матриць.
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Iз двох останнiх лем i твердження 1.8 маємо наступне добре вiдоме

твердження.

Твердження 1.11. Матриця N еквiвалентна матрицi M тодi i ли-

ше тодi, коли iснують оборотнi матрицi X i Y , такi, що N = XMY.

При цьому у випадку, коли рядки (вiдповiдно стовпцi) матрицi M лiнiй-

но незалежнi, матрицю X (вiдповiдно Y ) можна вважати одиничною.

Iз леми 1.9 випливає, що взаємно оберненим елементарним перетворен-

ням рядкiв (вiдповiдно стовпцiв) вiдповiдають взаємно оберненi елемен-

тарнi матрицi. У випадку, коли M — квадратна матриця i P (вiдповiдно

Q) — елементарне перетворення її рядкiв (вiдповiдно стовпцiв), ми нази-

ваємо перетворення P i Q взаємно оберненими, якщо взаємно оберненими

є вiдповiднi їм елементарнi матрицi. Легко побачити, що при цьому мож-

ливi такi варiанти:

P = Px(i), Q = Q1/x(i),

P = Px(i, j), Q = Q−x(j, i),

P = P (i, j), Q = Q(i, j).

1.4. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi викладено основнi початковi вiдомостi iз теорiї категорiй,

мова яких використовується в дисертацiї, та вiдомостi про елементарнi пе-

ретворення матриць, якi використовуються в останньому роздiлi дисер-

тацiї.



39

Роздiл 2

IЗОМОРФIЗМ ТА НЕРОЗКЛАДНIСТЬ ОБ’ЄКТIВ

В КАТЕГОРIЯХ МОНОМIАЛЬНИХ МАТРИЦЬ

2.1. Означення i позначення, пов’язанi з кiльцем

У дисертацiї розглядаються лише кiльця з одиницею. Протягом цього

роздiлу K позначає комутативне локальне кiльце головних iдеалiв, що

не є полем.

Групу оборотних елементiв кiльця K (вiдносно множення) позначати-

мемо через K∗. Тодi єдиний максимальний iдеал (радикал) R кiльця K

дорiвнює tK 6= 0, де t визначається однозначно з точнiстю до оборотного

множника, i будь-який елемент x ∈ K має вигляд εts, де ε ∈ K∗ i s ≥ 0.

Число s (яке не залежить вiд вибору t) називаємо вагою елемента x i

позначаємо через w(x). Елемент ε вже залежить вiд t; бiльш того, навiть

при фiксованому t, якщо K не є областю цiлiсностi, вiн визначається еле-

ментом x неоднозначно, а саме εts = ε′ts тодi i лише тодi, коли ε i ε′ рiвнi

за модулем Ann(ts) := {y ∈ K | yts = 0}, тобто ε− ε′ ∈ Ann(ts). Ступiнь

нiльпотентностi елемента x позначаємо через l(x); якщо x ненiльпотент-

ний, то вважаємо l(x) =∞. Аналогiчно вводиться позначення l(R). Якщо

K — область цiлiсностi, то l(R) =∞, i навпаки.
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2.2. Означення категорiй мономiальних матриць

Матрицю надK (не обов’язково квадратну) назвемо мономiальною, якщо

кожний її рядок i кожний її стовпець мiстить не бiльше одного ненульо-

вого елемента. Квадратну матрицю назвемо строго мономiальною, якщо

кожний її рядок i кожний її стовпець мiстить рiвно один ненульовий еле-

мент. Строго мономiальна матриця, всi ненульовi елементи якої є одинич-

ними, називається переставною.

Позначимо через Mat(K) категорiю, об’єктами якої є квадратнi мат-

рицi над кiльцем K, а морфiзмами iз матрицi X в матрицю Y — матрицi

C такi, що XC = CY . Називатимемо її категорiєю квадратних матриць

над K. Iзоморфнi об’єкти категорiї Mat(K) — це подiбнi матрицi. Пов-

ну пiдкатегорiю категорiї Mat(K), множина об’єктiв якої складається iз

мономiальних матриць, позначимо через Mmat(K) i назвемо категорiєю

мономiальних матриць над K. Через Mmat0(K) позначимо пiдкатегорiю

категорiї Mmat(K) з тими ж самими об’єктами i лише тими морфiзмами,

що є мономiальними матрицями; назвемо цю категорiю сильною кате-

горiєю мономiальних матриць над K.

2.3. Приклади обчислення морфiзмiв в категорiї мо-

номiальних матриць

Зафiксуємо твiрний елемент t радикала R i вважаємо, що R2 = 0 (тодi

t2 = 0). Множину морфiзмiв A → B в категорiї Mmat(K) позначаємо

просто через Hom(A,B).

Розглянемо наступнi об’єкти категорiї Mmat(K):

A1 =


0 0 t

1 0 0

0 1 0

 , A2 =


0 0 1

t 0 0

0 t 0

 .
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Обчислимо множини морфiзмiв Hom(A1, A2) i Hom(A2, A1).

1. Hom(A1, A2). Згiдно означення ця множина морфiзмiв складається

iз матриць

X =


x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33


таких, що A1X = XA2.

В розгорнутому виглядi ця рiвнiсть має наступний вигляд:
0 0 t

1 0 0

0 1 0



x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33

 =


x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33




0 0 1

t 0 0

0 t 0

 ,

Звiдси 
tx31 tx32 tx33

x11 x12 x13

x21 x22 x23

 =


x12t x13t x11

x22t x23t x21

x32t x33t x31

 .

Випишемо вiдповiднi скалярнi рiвностi, позначаючи через (i, j) рiвнiсть

елементiв лiвої та правої матриць, що стоять на перетинi i-го рядка i j-го

стовпця:

(1, 1) : tx31 = x12t, (1, 2) : tx32 = x13t, (1, 3) : tx33 = x11;

(2, 1) : x11 = x22t, (2, 2) : x12 = x23t, (2, 3) : x13 = x21;

(3, 1) : x21 = x32t, (3, 2) : x22 = x33t, (3, 3) : x23 = x31.

Отже, матриця X буде мати, як легко бачити, наступний вигляд:

X =


0 0 0

0 0 y1t

y1t z1t x1t

 .

Iз усiх матриць такого вигляду i складається множина морфiзмiв iз
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об’єкта A1 в A2, тобто

Hom(A1, A2) =




0 0 0

0 0 y1t

y1t z1t x1t


 .

2. Hom(A2, A1). Розглянемо рiвнiсть A2Y = Y A1 в розгорнутому

виглядi:
0 0 1

t 0 0

0 t 0



y11 y12 y13

y21 y22 y23

y31 y32 y33

 =


y11 y12 y13

y21 y22 y23

y31 y32 y33




0 0 t

1 0 0

0 1 0

 ,

Звiдси 
y31 y32 y33

ty11 ty12 ty13

ty21 ty22 ty23

 =


y12 y13 y11t

y22 y23 y21t

y32 y33 y31t

 ,

(1, 1) : y31 = y12, (1, 2) : y32 = y13, (1, 3) : y33 = y11t;

(2, 1) : ty11 = y22, (2, 2) : ty12 = y23, (2, 3) : ty13 = y21t;

(3, 1) : ty21 = y32, (3, 2) : ty22 = y33, (3, 3) : ty23 = y31t.

Отже,

Hom(A2, A1) =



x1t y1t 0

z1t 0 0

y1t 0 0


 .

Розглянемо тепер бiльш складний приклад.

3. Hom(A3, A3), де

A3 =



0 0 0 0 1

t 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 t 0 0

0 0 0 t 0


.
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Розглянемо рiвнiсть A3Z = ZA3 в розгорнутому виглядi:

0 0 0 0 1

t 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 t 0 0

0 0 0 t 0





z11 z12 z13 z14 z15

z21 z22 z23 z24 z25

z31 z32 z33 z34 z35

z41 z42 z43 z44 z45

z51 z52 z53 z54 z55


=



z11 z12 z13 z14 z15

z21 z22 z23 z24 z25

z31 z32 z33 z34 z35

z41 z42 z43 z44 z45

z51 z52 z53 z54 z55





0 0 0 0 1

t 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 t 0 0

0 0 0 t 0


.

Звiдси

z51 z52 z53 z54 z55

tz11 tz12 tz13 tz14 tz15

z21 z22 z23 z24 z25

tz31 tz32 tz33 tz34 tz35

tz41 tz42 tz43 tz44 tz45


=



z12t z13 z14t z15t z11

z22t z23 z24t z25t z21

z32t z33 z34t z35t z31

z42t z43 z44t z45t z41

z52t z53 z54t z55t z51


,

(1, 1) : z51 = z12t, (1, 2) : z52 = z13, (1, 3) : z53 = z14t,

(2, 1) : tz11 = z22t, (2, 2) : tz12 = z23, (2, 3) : tz13 = z24t,

(3, 1) : z21 = z32t, (3, 2) : z22 = z33, (3, 3) : z23 = z34t,

(4, 1) : tz31 = z42t, (4, 2) : tz32 = z43, (4, 3) : tz33 = z44t,

(5, 1) : tz41 = z52t, (5, 2) : tz42 = z53, (5, 3) : tz43 = z54t,

(1, 4) : z54 = z15t, (1, 5) : z55 = z11;

(2, 4) : tz14 = z25t, (2, 5) : tz15 = z21;

(3, 4) : z24 = z35t, (3, 5) : z25 = z31;

(4, 4) : tz34 = z45t, (4, 5) : tz35 = z41;

(5, 4) : tz44 = z55t, (5, 5) : tz45 = z51.

Отже,

Hom(A3, A3) =





x1 y1 z1t u1 v1

v1t x1 + x2t y1t z2t u1 + u2t

u1 + u2t v1 + v2t x1 + x2t y1 + y2t z2 + z3t

z2t u1 + u3t v1t x1 + x3t y1 + y3t

y1t z1t u1t v1t x1




.
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2.4. Iзоморфiзм та нерозкладнiсть об’єктiв в сильнiй

категорiї мономiальних матриць

2.4.1. Критерiй iзоморфiзму об’єктiв . Переставно подiбними на-

зиваються квадратнi матрицi, якi отримуються одна iз одної однаковою

перестановкою рядкiв i стовпцiв; у цьому випадку подiбнiсть здiйснюєть-

ся за допомогою переставної матрицi. Якщо говорити про сильну кате-

горiю мономiальних матриць (чи категорiю мономiальних матриць), то

така мономiальна матриця задає iзоморфiзм мiж вiдповiдними матриця-

ми. Такi морфiзми природно називать переставними i (якщо говорити

про всi об’єкти) вони є iзоморфiзмами найбiльш простого вигляду.

Наступними по простотi є дiагональна подiбнiсть матриць. У цьому ви-

падку подiбнiсть матриць здiйснюється за допомогою дiагональної мат-

рицi i матрицi називаються дiагонально подiбними.

Двi квадратнi матрицi назвемо переставно дiагонально подiбними, як-

що одна з них дiагонально подiбна матрицi, що переставно подiбна iншiй.

Має мiсце наступне просте твердження.

Твердження 2.1. Двi мономiальнi матрицi iзоморфнi в категорiї

Mmat0(K) тодi i лише тодi, коли вони переставно дiагонально подiбнi.

2.4.2. Нерозкладнi об’єкти. Квадратну матрицю назвемо пере-

ставно розкладною, якщо вона переставно подiбна прямiй сумi двох мат-

риць, i переставно нерозкладною в протилежному випадку.

Має мiсце наступне просте твердження.

Твердження 2.2. Квадратна мономiальна матриця над K нероз-

кладна в категорiї Mmat0(K) тодi i лише тодi, коли вона переставно

нерозкладна.

Розглянемо цю ситуацiю бiльш детально.
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Зiставимо мономiальнiй матрицi X = (xij) розмiру n× n орiєнтований

граф Γ(X) з вершинами 1, 2, . . . , n i стрiлками i → j для всiх xij 6= 0.

Очевидно, Γ(X) є неперетинним об’єднанням ланцюгiв i циклiв, кожен з

яких має однаковий напрямок стрiлок. З точнiстю до переставних морфiз-

мiв матриця X є прямою сумою мономiальних матриць, що вiдповiдають

вказаним ланцюгам i циклам. Якщо граф Γ(X) складається лише iз одно-

го ланцюга, то мономiальну матрицю X будемо називати ланцюговою, а

якщо iз одного цикла, то циклiчною. Очевидно, що обидва типи матриць

переставно нерозкладнi.

Надалi, окрiм загального випадку, буде зустрiчатися випадок, коли до-

вiльний ненульовий елемент aij мономiальної матрицi A має вигляд tsij , де

t — фiксований елемент радикала кiльця. У цьому випадку вживаються

термiни t-мономiальна матриця, t-ланцюгова матриця, t-циклiчна мат-

риця.

Отже, в категорiї Mmat0(K) кожна мономiальна матриця iзоморфна

прямiй сумi ланцюгових i циклiчних матриць. Оскiльки довiльний iзо-

морфiзм категорiї Mmat0(K) є добутком переставного та дiагонального

iзоморфiзмiв (в будь-якому порядку), то ланцюговi i циклiчнi матрицi є

нерозкладними.

Зрозумiло, при дослiдженнi мономiальних матриць основну роль по-

виннi вiдiгравать ланцюговi та циклiчнi матрицi. Їх природно розглядати

з точнiстю до переставної подiбностi (або, що те саме, перенумерацiї ряд-

кiв i стовпцiв) i для кожного iз такого типу матриць iснує природна ка-

нонiчна форма вiдносно таких перетворень. З точки зору нашого методу

основним є випадок циклiчних матриць, а випадок ланцюгових матриць

розглядається як “вироджений”.

Переходимо до цих канонiчних форм.
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2.4.3. Канонiчно циклiчнi матрицi. Очевидно, що циклiчна мат-

риця розмiру n× n переставно подiбна матрицi вигляду

A =


0 . . . 0 an

a1 . . . 0 0
... . . . ... ...

0 . . . an−1 0

 .

Таку матрицю ми називаємо канонiчно циклiчною. Послiдовнiсть a =

(a1, . . . , an−1, an) називаємо визначальною послiдовнiстю матрицi A i пи-

шемо A = M(a) = M(a1, . . . , an−1, an).

Послiдовнiсть a∗ = (an, an−1, . . . , a1) називається дуальною до послiдов-

ностi a, а канонiчно циклiчна матриця M(a∗) — дуальною до матрицi

M(a). Легко бачити, що дуальна матриця переставно подiбна транспоно-

ванiй.

Розглянемо питання про iзоморфiзм канонiчно циклiчних матриць в

сильнiй категорiї мономiальних матриць.

Двi послiдовностi x = (x1, x2, . . . , xn) i y = (y1, y2, . . . , yn), чле-

ни яких належать деякiй множинi, назвемо циклiчно еквiвалентни-

ми, якщо y отримується iз x циклiчною перестановкою її членiв: y =

(xi, xi+1, . . . , xn, x1 . . . , xi−1).

Оскiльки перехiд вiд циклiчної матрицi до переставно подiбної їй ка-

нонiчно циклiчної матрицi означає, що вершини графа Γ(X) нумеруються

числами 1, 2, . . . , n пiдряд i проти напрямку стрiлок, то має мiсце наступне

твердження.

Твердження 2.3. Матриця M(b) переставно подiбна матрицi M(a)

тодi i лише тодi, коли їх визначальнi послiдовностi циклiчно еквiва-

лентнi.

Послiдовнiсть ваг w(a) = (w(a1), . . . , w(an−1), w(an)) членiв визна-

чальної послiдовностi a називаємо ваговою послiдовнiстю матрицi A i
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позначаємо w(A), а суму членiв вагової послiдовностi — вагою мат-

рицi A. Якщо зафiксувати твiрний елемент t радикала R, тодi a =

(ε1t
s1, . . . , εn−1t

sn−1, εnt
sn), де si = w(ai) i εi — елементи iз K∗ (якi, згiд-

но вищесказаного, визначаються послiдовнiстю a неоднозначно, якщо K

не є областю цiлiсностi). В цьому випадку матрицю M(a) позначаємо

також через Mt(a) = Mt(a1, . . . , an−1, an) або Mt(w, ε), де w = w(a) i

ε = (ε1, . . . , εn−1, εn). Якщо добуток елементiв ε1, . . . , εn−1, εn позначити

через ε, то очевидно, що матриця Mt(w, ε) дiагонально подiбна матрицi

Mt(w, ε0), де ε0 = (1, . . . , 1, ε), яку позначатимемо також через Mt(w, ε).

Згiдно сказаного канонiчно циклiчну матрицю виглядуMt(w, ε) природно

називати зведеною.

Якщо, окрiм t, зафiксовано i ε = (ε1, . . . , εn−1, εn), то добуток ε =

ε1 . . . εn−1εn називатимемо (t, ∗)-коефiцiєнтом або ∗-коефiцiєнтом ка-

нонiчно циклiчної матрицi Mt(w, ε).

Твердження 2.4. Матрицi M = Mt(w, ε) i M ′ = Mt(w, ε
′) дiаго-

нально подiбнi тодi i лише тодi, коли їх ∗-коефiцiєнти рiвнi за модулем

Ann(ts), де s — найбiльший член вагової послiдовностi w.

Доведення. Нехай w = (s1, . . . , sn−1, sn). Очевидно, можна вважати, що

M = Mt(w, ε) i M ′ = Mt(w, ε
′). Окрiм того, за твердженням 2.3 можна

вважати, що s = sn, тобто sn ≥ si для будь-якого i = 1, 2, . . . , n− 1.

Припустимо, що матрицi M i M ′ дiагонально подiбнi, тобто iснує обо-

ротна дiагональна матриця D така, що MD = DM ′. Скалярну рiвнiсть

(MD)ij = (DM ′)ij будемо позначати через (i, j). Якщо (d1, . . . , dn−1, dn) —

головна дiагональ матрицi D, то вказана матрична рiвнiсть рiвнозначна

наступнiй системi скалярних рiвностей:

(i+ 1, i) : dit
si = di+1t

si, де i = 1, 2, . . . , n− 1;

(1, n) : εdnt
s = ε′d1t

s.
Враховуючи нерiвностi s ≥ si для i = 1, 2, . . . , n−1, iз перших рiвностей



48

маємо, що d1t
s = d2t

s = . . . = dnt
s, а тодi рiвнiсть (1, n), яка вже має

вигляд εd1t
s = ε′d1t

s, означає, що ε i ε′ рiвнi за модулем Ann(ts).

Обернене твердження очевидне.

Твердження 2.1, 2.3 i 2.4 дають вiдповiдь на питання про iзоморфiзм

двох канонiчно циклiчних матриць в категорiї Mmat0(K). Отже, має мiсце

наступне твердження.

Теорема 2.5. Нехай M = Mt(w, ε) i M ′ = Mt(w
′, ε′) — канонiчно

циклiчнi матрицi i s — найбiльший член вагових послiдовностей w,w′.

Матрицi M i M ′ iзоморфнi в категорiї Mmat0(K) тодi i лише тодi,

коли їх ваговi послiдовностi циклiчно еквiвалентнi i ∗-коефiцiєнти рiвнi

за модулем Ann(ts).

2.4.4. Канонiчно ланцюговi матрицi. Питання про нерозклад-

нiсть та подiбнiсть ланцюгових матриць бiльш простi, нiж такi ж питання

про циклiчнi матрицi. Розглядаючи ланцюговi матрицi як вироджений ви-

падок циклiчних матриць, можна дослiджувати їх по тiй же схемi, що i

циклiчнi матрицi.

Будь-яка ланцюгова матриця розмiру n × n переставно подiбна, оче-

видно, матрицi вигляду

A =


0 . . . 0 0

a1 . . . 0 0
... . . . ... ...

0 . . . an−1 0

 .

Таку матрицю називатимемо канонiчно ланцюговою.

Послiдовнiсть a = (a1, . . . , an−1) називаємо визначальною послiдов-

нiстю матрицi A i пишемо A = N(a) = N(a1, . . . , an−1). Послiдовнiсть

ваг w(a) = (w(a1), . . . , w(an−1)) членiв визначальної послiдовностi a на-

зиваємо ваговою послiдовнiстю матрицi A i позначаємо w(A).

Мають мiсце наступнi простi твердження.
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Твердження 2.6. Матрицi N(b) i N(a) переставно подiбнi тодi i

лише тодi, коли їх визначальнi послiдовностi рiвнi, i дiагонально подiбнi,

коли рiвнi їх ваговi послiдовностi.

Отже, враховуючи твердження 2.1 маємо, що канонiчно ланцюговi мат-

рицi є (як i канонiчно циклiчнi матрицi) нерозкладними об’єктами кате-

горiї Mmat0(K).

Оскiльки довiльний iзоморфiзм категорiї Mmat0(K) є добутком пе-

реставного та дiагонального iзоморфiзмiв (в будь-якому порядку), то iз

твердження 2.6 маємо наступне твердження.

Теорема 2.7. Двi канонiчно ланцюговi матрицi iзоморфнi в категорiї

Mmat0(K) тодi i лише тодi, коли їх ваговi послiдовностi рiвнi.

2.5. Нерозкладнi об’єкти категорiї мономiальних

матриць

У цьому пiдроздiлi розглядаються питання про нерозкладнiсть циклiчних

i ланцюгових матриць в категорiї Mmat(K). Очевидно, достатньо обме-

житися випадком канонiчних матриць.

Основним випадком є випадок канонiчно циклiчних матриць, якому

присвячено всi пункти цього пiдроздiлу, окрiм останнього. В останньому

пунктi розглядається випадок канонiчно ланцюгових матриць (як вирод-

жений випадок канонiчно циклiчних матриць).

Матриця A розмiру n× n над комутативним кiльцем називається роз-

кладною, якщо вона (в кiльцi матриць розмiру n × n над цим кiльцем)

подiбна прямiй сумi двох матриць, якi мають розмiри n1 × n1 i n2 × n2,

де n1, n2 > 0, i нерозкладною у протилежному випадку. Для мономiальної

матрицi A над кiльцем K цi означення вiдповiдають означенням розклад-

них i нерозкладних об’єктiв категорiї мономiальних матриць.
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2.5.1. Критерiй розкладностi в термiнах iдемпотентних мат-

риць. Нам знадобиться наступне, бiльш вiдоме для полiв, твердження

для матриць над довiльним комутативним локальним кiльцем (яке має

мiсце i для наборiв матриць).

Теорема 2.8. Квадратна матриця A над комутативним локальним

кiльцем розкладна тодi i лише тодi, коли iснує iдемпотентна матриця

X, вiдмiнна вiд нульової i одиничної матриць, яка комутує з A.

Доведення. Дiйсно, всяка iдемпотентна матриця X над локальним кiль-

цем дiагоналiзуєма (див., напр., [6, с. 334]) i до того ж кожен її дiагональ-

ний елемент дорiвнює 0 або 1. Отже, якщо X не є нi нульовою, нi одинич-

ною матрицею, то iснує оборотна матриця C така, що X = C−1(E ⊕ 0)C,

де E — одинична матриця (яка є “непорожньою”, як i нульова матриця

0). Якщо ж така матриця X комутує з матрицею A, то CXC−1 комутує

з A′ = CAC−1, звiдки випливає, що матриця A′ є прямою сумою двох

матриць, а отже, матриця A = C−1A′C розкладна.

Обернене твердження очевидне: якщо матриця A є розкладною, тоб-

то A = C−1A′C, де A′ — пряма сума двох матриць, то за iдемпотент-

ну матрицю X можна взяти матрицю вказаного вище вигляду, тобто

X = C−1(E ⊕ 0)C.

Квадратну матрицю над кiльцем K назвемо P -трикутною, якщо во-

на переставно подiбна нижньо-трикутнiй (а значить i верхньо-трикутнiй)

матрицi.

Iз попередньої теореми маємо як наслiдок наступну теорему.

Теорема 2.9. Нехай A — квадратна матриця над кiльцем K i нехай

кожна iдемпотентна матриця X, що комутує з матрицею A,

a) є P -трикутною за модулем R;

b) за модулем R має рiвнi елементи на головнiй дiагоналi.

Тодi матриця A нерозкладна.
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Дiйсно, якщо iдемпотентна матриця Y за модулем R є верхньо-

трикутною з одинаковими елементами на головнiй дiагоналi, а будь-яка

така матриця над полем (в даному випадку над полем K/R) є нульовою

або одиничною, то Y = tZ або E − Y = tZ. Це означає, що матриця tZ

iдемпотентна, звiдки tZ = 0 (оскiльки рiвнiсть t2Z2 = tZ еквiвалентна

рiвностi αtZ = 0, де α = 1 − tZ — оборотний елемент). Отже, Y = 0

або Y = E. Таким чином, X = 0 або X = E для будь-якої матрицi X,

переставно подiбної матрицi Y .

При застосуваннi теореми 2.9 потрiбно аналiзувати матричну рiвнiсть

AX = XA, де A = (aij) — фiксована матриця деякого розмiру n× n i X

— довiльна матриця такого ж розмiру. Ця рiвнiсть еквiвалентна системi

скалярних рiвностей (AX)ij = (XA)ij, де i, j пробiгають числа вiд 1 до

n; таку рiвнiсть будемо позначати через [i, j]A. Якщо розглядати рiвнiсть

MX = XM для канонiчно циклiчної матрицiMt(a) з визначальною послi-

довнiстю a = (ε1t
s1, . . . , εn−1t

sn−1, εnt
sn), де εi ∈ K∗, то вiдповiднi скалярнi

рiвностi мають вигляд

[i, j]M : εi−1t
si−1xi−1,j = εjt

sjxi,j+1

або, в еквiвалентнiй формi (пiсля замiни i− 1 на i),

[i+ 1, j]M : εit
sixij = εjt

sjxi+1,j+1; (2.1)

при цьому iндекси 0 i n + 1 треба замiнити вiдповiдно на iндекси n i 1

(тобто iндекси розглядаються за модулем n).

2.5.2. Частинний випадок (для канонiчно циклiчних мат-

риць). Розглянемо випадок канонiчно циклiчної матрицi M = M(a), ва-

гова послiдовнiсть w(a) = (s1, . . . , sn−1, sn) якої не має однакових членiв.

Задамо на числах 1, 2, . . . , n лiнiйну впорядкованiсть ≺, вважаючи, що

i ≺ j тодi i лише тодi, коли si < sj. Розташуємо числа 1, 2, . . . , n в поряд-

ку зростання вiдносно ≺: p1 ≺ p2 ≺ . . . ≺ pn.
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Зафiксуємо твiрний елемент t радикала R. Тодi a =

(ε1t
s1, . . . , εn−1t

sn−1, εnt
sn), де εi ∈ K∗.

Розглянемо матричну рiвнiсть MX = XM , де X = (xij) — довiльна

матриця. Iз рiвностей (2.1) випливає, що xij ∈ R, якщо si < sj. Тодi

матриця, отримана з матрицi X розташуванням її рядкiв i стовпцiв в

порядку p1, p2, . . . , pn, є нижньо-трикутною за модулем R, а це означає,

що матрицяX є P -трикутною. Далi, iз рiвностей (2.1) при i = j випливає,

що матриця X має за модулем R рiвнi елементи на головнiй дiагоналi.

Отже, за теоремою 2.9 матриця M нерозкладна.

Таким чином, доведено наступне твердження.

Твердження 2.10. Канонiчно циклiчна матриця з рiзними вагами

її ненульових елементiв є нерозкладною в категорiї Mmat(K).

У деякому сенсi протилежний випадок випадок розглянуто

Р. Ф. Динис в роботi [55]. А саме, (доведена нею) теорема 1

стверджує, що канонiчно циклiчна матриця нерозкладна, якщо її

визначальна послiдовнiсть має вигляд (ts1, ts1, . . . , ts1, ts2, ts2, . . . , ts2),

де s1 6= s2 i обидва числа s1, s2 реально зустрiчаються (та-

кi послiдовностi називаються 2-однорiдними); вказане доведен-

ня цiєї теореми автоматично поширюється на випадок, коли

2-однорiдною є вагова послiдовнiсть (тобто визначальна послiдовнiсть

має вигляд (ε1t
s1, ε2t

s1, . . . , εit
s1, εi+1t

s2, εi+2t
s2, . . . , εnt

s2).

Як легко побачити, в обох випадках вагова послiдовнiсть неперiодична.

Нижче буде доведено, що теорема залишається вiрною у випадку довiль-

ної неперiодичної вагової послiдовностi.

У загальному випадку подiбна теорема не виконується. Наприклад,

якщо t2 6= 0 i характеристика кiльця K не дорiвнює двом, то канонiч-

но циклiчна матриця Mt(1, t, 1, t) (з перiодичною ваговою послiдовнiстю)
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розкладна:
1 0 −1 0

0 1 0 −1

1 0 1 0

0 1 0 1


−1

0 0 0 t

1 0 0 0

0 t 0 0

0 0 1 0




1 0 −1 0

0 1 0 −1

1 0 1 0

0 1 0 1

 =


0 t 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −t
0 0 1 0

 .

Щоб зробити висновок iз системи рiвностей (2.1) про справедливiсть тео-

реми для неперiодичних вагових послiдовностей, треба мати зручний кри-

терiй неперiодичностi вагової послiдовностi. Це питання розглядається в

наступному пунктi.

2.5.3. Частковий порядок на послiдовностях. Нехай N0 = N ∪ 0

(N — множина натуральних чисел). Лексикографiчний порядок на мно-

жинi Nn
0 = N0×N0×· · ·×N0 (n раз) позначаємо через<n. Iншими словами,

якщо x = (x1, x2 . . . , xn), y = (y1, y2 . . . , yn), то x <n y тодi i лише тодi,

коли iснує число 1 ≤ i ≤ n таке, що x1 = y1, . . . , xi−1 = yi−1, xi < yi.

Число i будемо позначати через l(x, y).

Зафiксуємо деяку послiдовнiсть v = (a1, a2 . . . , an) ∈ Nn
0 i введемо для

її циклiчних перестановок наступне позначення:

vi = (ai, ai+1, . . . , ai+n−1), i = 1, 2, . . . , n

(iндекси розглядаються за модулем n). Задамо на множинi [1, n] :=

{1, 2, . . . , n} вiдношення строгого часткового порядку ≺v наступним чи-

ном:
i ≺v j ⇐⇒ vi <n vj.

Послiдовнiсть v називається перiодичною, якщо vj = v для деякого

j > 1.

Твердження 2.11. Наступнi умови еквiвалентнi:

a) послiдовнiсть v перiодична;
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b) iснує j ∈ {2, . . . , n} таке, що a1+s = aj+s для будь-якого s ∈ Z

(iндекси розглядаються за модулем s);

c) iснує натуральне число q 6= n таке, що q|n i ai+pq = ai для довiльних

i = 1, 2, . . . , q, p = 1, 2, . . . , n/q.

Доведення. Iмплiкацiї a) ⇔ b) i c) ⇒ a) очевиднi. Доведемо iмплiкацiю

b) ⇒ c). Позначимо через V множину всiх j ∈ N, якi задовольняють

умову b), i покладемо V0 = {j − 1 | j ∈ V } \ 0. Враховуючи спiввiдношеня

Безу, маємо, що найбiльший спiльний дiльник двох чисел a, b ∈ V0 також

належить V0. I для доведення умови c) залишилося лише врахувати, що

{1, 2, . . . , n− 1} ∩ V0 6= ∅ (згiдно умови b)) i n ∈ V0.

У випадку перiодичностi послiдовностi v всяке число q, вказане в умовi

c), називається її перiдом. Легко показати (замiнивши в приведених вище

мiркуваннях спiввiдношення Безу на спiввiдношення a = yb + r, де 0 ≤
r < b), що найменший перiод дiлить всi iншi.

Безпосередньо iз вищесказаного випливає таке твердження.

Твердження 2.12. Наступнi умови еквiвалентнi:

a) послiдовнiсть v = (a1, a2 . . . , an) перiодична;

b) частковий порядок ≺v не є лiнiйним;

c) послiдовностi v1, v2, . . . , vn утворюють мультимножину, що не є

множиною.

2.5.4. Випадок неперiодичної вагової послiдовностi. У цьому

пунктi буде доведена наступна теорема для канонiчно циклiчних матриць

над кiльцем K.

Теорема 2.13. Канонiчно циклiчна матриця з неперiодичною ваговою

послiдовнiстю нерозкладна в категорiї Mmat(K).

Розглядаємо канонiчно циклiчну матрицю з неперiодичною ваговою
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послiдовнiстю

M = Mt(a) = Mt(a1, . . . , an−1, an) = Mt(ε1t
s1, . . . , εn−1t

sn−1, εnt
sn),

де t — фiксований твiрний радикала, ε1, . . . , εn−1, εn — оборотнi елемен-

ти. Члени вагової послiдовностi w = (s1, . . . , sn−1, sn) належать множинi

[0,m − 1] := {0, 1, . . . ,m − 1}, де m = l(R) — ступiнь нiльпотентно-

стi R (при m = ∞ вважаємо, що m − 1 = m). Згiдно попередньо-

го пункту матрицi M вiдповiдає часткова впорядкованiсть ≺w множини

[1, n] = {1, 2, . . . , n}, а саме

i ≺w j ⇐⇒ wi <n wj (в [0,m− 1]n ⊆ Nn
0),

де wi та wj — циклiчнi перестановки послiдовностi w вiдповiдно з першим

членом i та j. За твердженням 2.12 цей порядок є лiнiйним.

Розглянемо матричну рiвнiсть MX = XM , де X = (xij) — довiльна

матриця.

Лема 2.14. Якщо i ≺w j, то xij ∈ R.

Доведення. Доведення проводимо iндукцiєю по l(wi, wj) (див. п. 2.5.2.).

Вiдносно бази iндукцiї див. п. 2.5.1. Отже, нехай i ≺w j i при цьому

l(wi, wj) > 1. Тодi a) si = sj i b) wi+1 <n wj+1. Iз нерiвностi b) маємо,

що (i+ 1) ≺w (j + 1), причому, очевидно, l(wi+1, wj+1) = l(wi, wj)− 1. За

iндукцiйним припущенням маємо, що xi+1,j+1 ∈ R. Далi, iз рiвностей a) i

εit
sixij = εjt

sjxi+1,j+1 (див. (2.1)) випливає, що εitsi(xij−ε−1
i εjxi+1,j+1) = 0,

звiдки xij − ε−1
i εjxi+1,j+1 ∈ R. I оскiльки xi+1,j+1 ∈ R, то i xij ∈ R.

Iз цiєї леми i лiнiйностi порядку ≺w випливає, що X — P -трикутна

матриця (див. доведення твердження 2.10), а iз рiвностей (2.1) при i = j

— що матриця X має за модулем R рiвнi елементи на головнiй дiагоналi.

Отже, за теоремою 2.9 матриця M нерозкладна.
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2.5.5. d-Зведенi канонiчно циклiчнi матрицi. Нехай M = Mt(a)

— зведена канонiчно циклiчна матриця з визначальною послiдовнiстю

a = (ts1, . . . , tsn−1, εtsn). Вважаємо, що вагова послiдовнiсть w =

(s1, . . . , sn−1, sn) перiодична, i нехай d — деякий її перiод (не обов’язково

найменший). Покладемо nd = n
d .

Розташувавши рядки i стовпцi матрицi M в порядку 1, 1 + d, 1 +

2d, . . . , 1 + (nd − 1)d, 2, 2 + d, 2 + 2d, . . . , 2 + (nd − 1)d, . . ., d, 2d, . . . , ndd,

отримаємо наступну (переставно подiбну до M) блокову матрицю:

Md = Mdt(a) =


0 . . . 0 tsdΦ

ts1E1 . . . 0 0
... . . . ... ...

0 . . . tsd−1Ed−1 0

 ,

де

Φ = Φnd(ε) =


0 . . . 0 ε

1 . . . 0 0
... . . . ... ...

0 . . . 1 0


— клiтина Фробенiуса з характеристичним полiномом f(x) = xnd − ε i

E1 = · · · = Ed−1 = E — одинична матриця розмiру nd × nd.
Послiдовнiсть wd = (s1, . . . , sd−1, sd) назвемо d-ваговою послiдовнiстю

блокової матрицiMd = Mdt(a), а саму матрицюMd, яку будемо позначати

також черезMdt(wd, ε), назвемо d-зведеною канонiчно циклiчною матри-

цею. Клiтину Фробенiуса Φ = Φnd(ε) назвемо d-визначальною клiтиною

Фробенiуса матрицi M .

Отже, кожнiй зведенiй канонiчно циклiчнiй матрицi M = M(w, ε) з

перiодичною ваговою послiдовнiстю w i фiксованому перiоду d цiєї послi-

довностi вiдповiдає (переставно подiбна до неї) d-зведена канонiчно цик-

лiчна матриця. Оскiльки перестановка рядкiв i стовпцiв по сутi не змiнює

структуру матрицi, то можна сказати, що d-зведенi канонiчно циклiч-
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нi матрицi — це одна iз форм iснування зведених канонiчно циклiчних

матриць, а в узагальненому сенсi i взагалi канонiчно циклiчних матриць

(оскiльки вони дiагонально подiбнi до зведених).

Зауважимо, що формально в цю схему входить i випадок неперiодич-

них послiдовностей. Дiйсно, якщо покласти d = n, вже не обов’язково

вважаючи, що вагова послiдовнiсть w перiодична (число n не є перiодом,

але є “квазiперiодом” у тому сенсi, що wi+n = wi для довiльного натураль-

ного числа n), то d-зведена матриця Md вводиться аналогiчним чином i

дорiвнює вона початковiй матрицiM . Але в дисертацiї випадки перiодич-

них i неперiодичних вагових послiдовностей розглядаються окремо.

2.5.6. Випадок перiодичної вагової послiдовностi. Нехай M =

Mt(a) — канонiчно циклiчна матриця надK розмiру n×n з визначальною

послiдовнiстю a = (ε1t
s1, ε2t

s2, . . . , εn−1t
sn−1, εnt

sn) i перiодичною ваговою

послiдовнiстю w i нехай d0 — найменший перiод вагової послiдовностi.

Нехай, далi, n0 = n
d0

i ε = ε1ε2 · · · εn−1εn (∗-коефiцiєнт матрицiM). Клiти-

ну Фробенiуса Φ = Φn0(ε) з характеристичним полiномом f(x) = xn0 − ε
назвемо визначальною клiтиною Фробенiуса матрицi M (див. поперед-

нiй пункт).

Як було показано в п. 2.5.2, у випадку перiодичної вагової послiдов-

ностi канонiчно циклiчна матриця може бути розкладною. У наступнiй

теоремi питання про нерозкладнi i розкладнi канонiчно циклiчнi матрицi

розглядається (в цiй ситуацiї) бiльш детально.

Теорема 2.15. Канонiчно циклiчна матриця M = Mt(a) з перiодич-

ною ваговою послiдовнiстю розкладна, якщо розкладна її визначальна

клiтина Фробенiуса, i нерозкладна, якщо її визначальна клiтина Фро-

бенiуса нерозкладна за модулем R.

Доведення. Очевидно, можна вважати, що a = (ts1, ts2, . . . , tsn−1, εtsn), тоб-

то M є зведеною. Бiльш того, замiсть матрицi M можна розглядати вiд-
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повiдну d0-зведену канонiчно циклiчну матрицю M0 := Md0t(w0, ε), де w0

позначає послiдовнiсть wd0.

Легко бачити, що матриця M0 розкладна, якщо розкладна матриця Φ

(якщо P−1ΦP = A ⊕ B i Q — пряма сума d екземплярiв матрицi P , то

матриця Q−1M0Q переставно подiбна прямiй сумi двох матриць).

Покажемо тепер, що матрицяM0 нерозкладна, якщо матриця Φ нероз-

кладна за модулем R.

Оскiльки перiод d найменший, то d0-вагова послiдовнiсть w0 (блокової)

матрицi M0 неперiодична, а отже, матрицi M0 можна зiставити лiнiйну

впорядкованiсть ≺w0
множини [1, d], яку будемо позначати просто через

≺0 (див. пп. 2.5.3, 2.5.4).

Розглянемо матричну рiвнiсть M0X = XM0, де X = (Xij) — довiль-

на блокова матриця з блоками розмiру n0 × n0; матрицi M0 i X будемо

перемножувати поблоково. Ця рiвнiсть еквiвалентна системi матричних

рiвностей

〈i, j〉0 : (M0X)ij = (XM0)ij,

де i, j пробiгають числа вiд 1 до d0 (тут в обох частинах рiвностей вказанi

блоки, якi стоять на перетинi i-ої горизонтальної смуги та j-ої верти-

кальної смуги вiдповiдних матриць). Легко бачити, що цi рiвностi мають

наступний вигляд:

〈i, j〉0 =



tsi−1Xi−1,j = tsjXi,j+1, якщо i 6= 1, j 6= d;

tsdΦXdj = tsjX1,j+1, якщо i = 1, j 6= d;

tsi−1Xi−1,d = tsdXi1Φ, якщо i 6= 1, j = d;

tsdΦXdd = tsdX11Φ, якщо i = 1, j = d.

(2.2)

Лема 2.16. Якщо i ≺0 j, то Xij = 0 за модулем R.

Доведення леми аналогiчне доведенню леми 2.14.
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Оскiльки порядок ≺0 лiнiйний, то iз леми випливає, що за допомогою

однакової перестановки горизонтальних i вертикальних смуг матрицю X

можна привести до нижньо-блоково-трикутного вигляду (див. доведення

твердження 2.10). Далi, iз рiвностей (2.2) при i = j випливає, що дiаго-

нальнi блоки Xii матрицi X рiвнi мiж собою за модулем R (при цьому

слiд враховувати, що матриця Φ оборотна). Тодi iз рiвностi 〈1, d〉0 випли-

ває, що за модулем R матриця X11 комутує з матрицею Φ, а оскiльки Φ

нерозкладна за модулем R, то знову ж таки за модулем R виконуються

рiвностi X11 = · · · = Xdd = 0 або рiвностi X11 = · · · = Xdd = E (за тео-

ремою 2.8 для поля k = K/R). Iз сказаного випливає, що виконуються

обидвi умови теореми 2.9 i, отже, матриця M0 нерозкладна.

2.5.7. Нерозкладнiсть канонiчно ланцюгових матриць. Має

мiсце наступна теорема.

Теорема 2.17. Канонiчно ланцюгова матриця нерозкладна в кате-

горiї Mmat(K).

Доведення цiєї теореми проводиться аналогiчно доведенню теореми

2.13.

Вкажимо лише, як у цьому випадку дається означення строгого част-

кового порядку≺w, який у випадку канонiчно циклiчних матриць введено

в п. 2.5.4 (див. додатково п. 2.5.3).

У цьому випадку<n буде позначати лексикографiчний порядок на мно-

жинi Nn
0 , де N0 = 0 ∪ N ∪∞ (в якiй n <∞ для будь-якого n 6=∞).

Нехай w = (s1, . . . , sn−1) — вагова послiдовнiсть матрицi N = Nt(a).

Її члени належать множинi [0,m − 1], де m = l(R). Частковий по-

рядок ≺w на множинi [1, n] вводиться таким же чином, як у випад-

ку канонiчно циклiчних матриць, але wi вже позначають не циклiч-

нi перестановки послiдовностi w, а наступнi послiдовностi довжини n:
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wi = (wi, . . . , wn−1, wn, w1, . . . , wi−1), де wn = w1 = · · · = wi−1 = m,

i = 1, 2, . . . , n; зокрема, всi члени послiдовностi wn дорiвнюють m.

Отже, з урахуванням даних позначень, i ≺w j ⇐⇒ wi <n wj. Очевид-

но, що цей порядок є лiнiйним.

2.6. Iзоморфiзм канонiчно циклiчних матриць в ка-

тегорiї мономiальних матриць

У цьому пiдроздiлi розглядається питання про iзоморфiзм циклiчних мат-

риць в категорiї Mmat(K). Очевидно, достатньо обмежитися випадком

канонiчно циклiчних матриць.

2.6.1. Частковий порядок на послiдовностях (продовження).

Продовжуючи дослiдження, розпочатi в п. 2.5.3, розглянемо випадок двох

послiдовностей.

На множинi всiх скiнченних послiдовностей з членами, що належать

N0 = N ∪ 0, введемо наступний частковий порядок <∞: для x =

(x1, x2 . . . , xn) i y = (y1, y2 . . . , yk), x <∞ y тодi i лише тодi, коли iснує

число i ∈ N таке, що x1 = y1, . . . , xi−1 = yi−1, xi < yi. При цьому iндекси

j > n у виразах xj i j > k у виразах yj розглядаються вiдповiдно за мо-

дулем n i k. Число i позначається через l(x, y). Очевидно, що на множинi

послiдовностей довжини n вiдношення <∞ дорiвнює вiдношенню <n.

Зафiксуємо деякi послiдовностi v = (a1, a2, . . . , an) ∈ Nn
0 , v′ =

(a′1, a
′
2, . . . , a

′
k) ∈ Nk

0 i покладемо [1, k]′ = {i′ | i ∈ [1, k]} = {1′, 2′, . . . , k′}.
Користуючись позначенням для циклiчних перестановок послiдовностей,

введених в п. 2.5.3, задамо на множинi [1, n] ∪ [1, k]′ вiдношення строгого

часткового порядку ≺v v′≡≺v′v наступним чином:

i ≺v v′ j ⇐⇒ vi <∞ vj, якщо i, j ∈ [1, n];

i′ ≺v v′ j′ ⇐⇒ v′i <∞ v′j, якщо i′, j′ ∈ [1, k]′;

i ≺v v′ j′ ⇐⇒ vi <∞ v′j, якщо i ∈ [1, n], j′ ∈ [1, k]′;
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i′ ≺v v′ j ⇐⇒ v′i <∞ vj, якщо i′ ∈ [1, k]′, j ∈ [1, n].

Послiдовностi v i v′ назвемо циклiчно залежними, якщо iснують i та

j такi, що ai+s = a′j+s для довiльного s ∈ N, i циклiчно незалежними у

протилежному випадку. Iз означення випливають два наступнi факти:

1) послiдовностi однакової довжини циклiчно залежнi тодi i лише тодi,

коли вони циклiчно еквiвалентнi;

2) неперiодична послiдовнiсть не може бути циклiчно залежною з по-

слiдовнiстю меншої довжини.

Безпосередньо iз вищесказаного випливає таке твердження.

Твердження 2.18. Наступнi умови еквiвалентнi:

a) послiдовностi v = (a1, a2, . . . , an) i v′ = (a′1, a
′
2, . . . , a

′
k) неперiодичнi

i циклiчно незалежнi;

b) частковий порядок ≺v v′ є лiнiйним.

2.6.2. Критерiй подiбностi. Має мiсце наступна теорема.

Теорема 2.19. Канонiчно циклiчнi матрицi Mt(a) i Mt(a
′) iзоморфнi

в категорiї Mmat(K) тодi i лише тодi, коли вони iзоморфнi в категорiї

Mmat0(K).

Доведення. Достатнiсть очевидна.

Необхiднiсть. Нехай a = (ε1t
s1, . . . , εn−1t

sn−1, εnt
sn), a′ =

(ε′1t
s′1, . . . , ε′n−1t

s′n−1, ε′nt
s′n), де εi, ε

′
i ∈ K∗, w = (s1, . . . , sn−1, sn),

w′ = (s′1, . . . , s
′
n−1, s

′
n).

Розглянемо спочатку випадок, коли обидвi ваговi послiдовностi мат-

риць M = Mt(a) i M ′ = Mt(a
′) неперiодичнi.

Нам знадобиться одне допомiжне твердження.

Нехай X — деяка матриця така, що MX = XM ′. Ця рiвнiсть еквiва-

лентна системi скалярних рiвностей (MX)ij = (XM ′)ij, де i, j пробiгають
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числа вiд 1 до n; таку рiвнiсть будемо позначати через [i, j] = [i, j]MM ′.

Легко бачити (див. у зв’яку з цим п. 2.5.1), що цi рiвностi мають вигляд

[i+ 1, j]MM ′ : εit
sixij = ε′jt

s′jxi+1,j+1 (2.3)

(iндекси розглядаються за модулем n). Згiдно попереднього пункту на

множинi [1, n] ∪ [1, n]′ задано частковий порядок ≺ww′.

Лема 2.20. Нехай i, j ∈ [1, n]. Якщо i ≺ww′ j′, то xij ∈ R, а якщо

i′ ≺ww′ j, то xj+1,i+1 ∈ R.

Лема доводиться аналогiчно лемi 2.14.

Нехай тепер матрицi M = Mt(a) i M ′ = Mt(a
′) iзоморфнi в категорiї

Mmat(K), тобто iснує оборотна матриця X над K така, що MX = XM ′.

Покажемо спочатку, що послiдовностi w i w′ циклiчно еквiвалентнi.

Припустимо протилежне. Тодi вони циклiчно незалежнi (див. видiле-

ний факт 1) в п. 2.6.1) i за твердженням 2.18 частковий порядок ≺ww′,
заданий в даному випадку на множинi [1, n] ∪ [1, n]′, є лiнiйним; позна-

чимо єдиний максимальний елемент через m0. Якщо m0 = k ∈ [1, n],

то s′ ≺ww′ k для довiльного s′ ∈ [1, n]′, а якщо m0 = k′ ∈ [1, n]′, то

s ≺ww′ k′ для довiльного s ∈ [1, n]. Тодi за лемою 2.20 в першому випад-

ку xk+1,s+1 ∈ R всiх s = 0, 1, . . . , n − 1, а в другому — xsk ∈ R для всiх

s = 1, 2, . . . , n. Отже, матриця X має за модулем R нульовий рядок або

нульовий стовпець, i тому не може бути оборотною над K. Прийшли до

протирiччя.

Отже, ваговi послiдовностi w i w′ циклiчно еквiвалентнi, а тодi за твер-

дженнями 2.3 можна вважати, що вони рiвнi. Iз твердження 2.1 (частина

b)) випливає, що залишилося показати дiагональну подiбнiсть матриць

Mt(a) i Mt(a
′).

Частковий порядок ≺ww, який будемо позначати через ≺2w, вже не є

лiнiйним: j i j′ будуть непорiвняльними для довiльного j ∈ [1, n]. Iз непе-

рiодичностi послiдовностi w, очевидно, випливає, що iнших пар непорiв-
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няльних елементiв в [1, n] ∪ [1, n]′ немає. Отже, iснують рiвно два макси-

мальних елементи, якi позначимо через m0 i m′0 (m0 ∈ [1, n]). Оскiльки

i ≺2w m
′
0 для будь-якого i 6= m0 iз [1, n], то за лемою 2.20 всi елементи m0-

го стовпця матрицi X, за виключенням xm0,m0
, є нульовими за модулем R.

Отже, елемент xm0,m0
∈ K є оборотним (бо оборотна матриця X). Iз рiв-

ностей (2.3) при i = j випливає, що εxm0,m0
= ε′xm0,m0

, де ε = ε1 · · · εn−1εn

i ε′ = ε′1 · · · ε′n−1ε
′
n. Звiдси маємо, що ε = ε′, а отже, за твердженням 2.4

матрицi Mt(a) i Mt(a
′) дiагонально подiбнi.

Нехай тепер ваговi послiдовностi w i w′ матриць M = Mt(a) i M ′ =

Mt(a
′) перiодичнi. Найменшi їх перiоди позначимо через p i q; покладемо

np = n
p , nq = n

q . Оскiльки матрицяM дiагонально-перестановочно подiбна

вiдповiднiй їй p-зведенiй канонiчно циклiчнiй матрицiM0 = Mpt(w0, ε), де

w0 позначає послiдовнiсть wp, а матриця M ′ — матрицi M ′
0 = Mqt(w

′
0, ε),

де w′0 позначає послiдовнiсть wq, то замiсть M i M ′ можна розглядати

вiдповiдноM0 iM ′
0. Оскiльки p i q — найменшi перiоди послiдовностей w i

w′, то послiдовностi w0 i w′0 неперiодичнi. Визначальнi клiтини Фробенiуса

матриць M i M ′ позначимо вiдповiдно через Φ i Φ′.

Доведення в цьому випадку проводиться за схемою, аналогiчною схемi

доведення у випадку неперiодичних послiдовностей (але проведеною не

для всiх матриць, як у доведеннi, а лише для зведених), з використанням

мiркувань iз доведення теореми 2.15. Тому доведення буде викладено в

дещо скороченому виглядi.

Нехай матрицi M0 i M ′
0 iзоморфнi в категорiї Mt(a

′) i нехай X — обо-

ротна матриця така, що M0X = XM ′
0. Будемо розглядати X як блокову

матрицю X = (Xij) з блоками Xij розмiру n0 × n′0; матрицi в указа-

нiй рiвностi будемо перемножувати поблоково. Тодi ця матрична рiвнiсть

еквiвалентна системi матричних рiвностей

〈i, j〉00′ : (M0X)ij = (XM ′
0)ij,
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де i пробiгає числа вiд 1 до p, а j вiд 1 до q. Цi рiвностi мають такий же

вигляд, як i рiвностi (2.2), але з двома вiдмiнностями: d треба замiнити

на q i в правих частинах рiвностей Φ замiнити на Φ′.

Покажемо спочатку, що послiдовностi w0 i w′0 мають одинакову дов-

жину i циклiчно еквiвалентнi.

Припустимо, що хоча б одна iз цих умов не виконується. Покладемо

α = w0, α′ = w′0. Тодi вони циклiчно незалежнi (див. видiленi в п. 2.5.1

факти 1) i 2)) i за твердженням 2.18 частковий порядок ≺αα′, заданий в

даному випадку на множинi [1, p]∪ [1, q]′, є лiнiйним. Отже (див. доведен-

ня у випадку неперiодичних вагових послiдовностей матриць M i M ′),

матриця X має за модулем R нульову горизонтальну або вертикальну

смугу, i тому не може бути оборотною. Прийшли до протирiччя.

Отже, послiдовностi w0 i w′0 мають однакову довжину (а значить p = q)

i циклiчно еквiвалентнi, а тодi, очевидно, циклiчно еквiвалентними є i

послiдовностi w i w′.

Для завершення доведення достатньо показати, що елементи ε =

ε1 · · · εn−1εn i ε′ = ε′1 · · · ε′n−1ε
′
n, що вiдповiдають визначальним послiдов-

ностям матриць M i M ′, дорiвнюють один одному(див. твердження 2.4).

Оскiльки за твердженням 2.3 можна вважати, що ваговi послiдовностi

w i w′, що матрицi M i M ′ рiвнi, то p-зведенi канонiчно циклiчнi матрицi,

якi їм вiдповiдають, мають однаковi вiдповiднi блоки, за виключенням

тих, якi стоять на перетинi перших горизонтальних смуг з останнiми вер-

тикальними смугами, а це визначальнi клiтини Фробенiуса матриць M

i M ′. Аналогiчно, як у випадку неперiодичних вагових послiдовностей

матриць M i M ′, доводиться, що iснує m0 ∈ [1, p] таке, що дiагональний

блок Xm0,m0
матрицi X оборотний i ΦXm0,m0

= Xm0,m0
Φ′. Прирiвнюючи

визначники обох частин цiєї рiвностi, маємо, що визначники фробенiусо-

вих матриць Φ i Φ′ рiвнi, звiдки ε = ε′, що i треба було довести.

Єдиний ще нерозглянутий випадок, коли матрицяM має неперiодичну
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вагову послiдовнiсть, а матрицяM ′ перiодичну, неможливий. Це випливає

iз мiркувань, якi в попередньому випадку привели до рiвностi найменших

перiодiв, якщо для першої матрицi за p взяти “квазiперiод” n.

2.7. Iзоморфiзм канонiчно ланцюгових матриць в ка-

тегорiї мономiальних матриць

Якщо зафiксувати твiрний елемент t радикала R, тодi a =

(ε1t
s1, . . . , εn−1t

sn−1), де si = w(ai) i εi — деякi елементи iз K∗. У цьому

випадку матрицю N(a) позначаємо також через Nt(a) = Nt(a1, . . . , an−1)

або Nt(w, ε), де w = w(a) i ε = (ε1, . . . , εn−1). Очевидно, що матриця

Nt(w, ε) дiагонально подiбна матрицi Nt(w, 1), де 1 = (1, . . . , 1). Згiдно

сказаного канонiчно ланцюгову матрицю вигляду Nt(w, 1) природно на-

зивати зведеною.

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 2.21. Канонiчно ланцюговi матрицi Nt(a) i Nt(a
′) iзоморфнi

в категорiї Mmat(K) тодi i лише тодi, коли вони iзоморфнi в категорiї

Mmat0(K).

Доведення цiєї теореми проводиться аналогiчно доведенню теореми

2.19 (випадок двох неперiодичних вагових послiдовностей).

Яким чином у випадку ланцюгових матриць дається означення стро-

гого часткового порядку ≺w, вже говорилося в п. 2.5.7. Продовжуючи

сказане в п. 2.5.7 дамо (у випадку ланцюгових матриць) означення стро-

гого часткового порядку ≺ww′.
Нехай w = (s1, s2, . . . , sn−1) i w′ = (s′1, s

′
2, . . . , s

′
n−1) — ваговi послiдов-

ностi матриць N = Nt(a) i N ′ = Nt(a
′). Частковий порядок ≺ww′ на

множинi [1, n] ∪ [1, n]′, де [1, n]′ = {i′ | i ∈ [1, n]} вводиться таким же чи-

ном, як у випадку двох канонiчно циклiчних матриць з неперiодичними
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послiдовностями. А саме, з урахуванням нових позначень в п. 2.5.7,

i ≺ww′ j ⇐⇒ wi <n wj, якщо i, j ∈ [1, n];

i′ ≺ww′ j′ ⇐⇒ w′i <n w
′
j, якщо i′, j′ ∈ [1, n]′;

i ≺ww′ j′ ⇐⇒ wi <n w
′
j, якщо i ∈ [1, n], j′ ∈ [1, n]′;

i′ ≺ww′ j ⇐⇒ w′i <n wj, якщо i′ ∈ [1, n]′, j ∈ [1, n].

Цей порядок лiнiйний.

2.8. Загальна теорема про iзоморфiзм об’єктiв в ка-

тегорiї мономiальних матриць

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 2.22. Два нерозкладнi об’єкти категорiї Mmat0(K) iзо-

морфнi в категорiї Mmat(K) тодi i лише тодi, коли вони iзоморфнi в

Mmat0(K).

Ця теорема випливає iз теорем i наступної простої теореми, яка вказує

на зв’язок (в сенсi подiбностi) мiж канонiчно ланцюговими та циклiчними

матрицями.

Теорема 2.23. Канонiчно ланцюгова матриця N та канонiчно цик-

лiчна матриця M не можуть бути iзоморфними в категорiї Mmat(K).

Дiйсно, нехай CNC−1 = M i нехай v0 = (1, 0, . . . , 0). Тодi (v0C
−1)M =

v0C
−1CNC−1 = (v0N)C−1 = 0. I оскiльки вектор v0C

−1 мiстить оборотну

координату, — скажiмо, на i-му мiсцi, — то i− 1-ий стовпець матрицi M

буде нульовим, що неможливо для циклiчної матрицi (i − 1 при i = 1

ототожнюється з n).

2.9. Зауваження

Усi означення i достатнi умови розкладностi та iзоморфiзму об’єктiв за-

лишаються вiрними для довiльного комутативного локального кiльця K
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(i довiльного ненульового елемента радикала R).

2.10. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi вивчаються нерозкладнi та iзоморiнi об’єкти сильної

та звичайної категорiй мономiальних матриць над довiльним локальним

кiльцем головних iдеалiв. Повнiстю описанi нерозкладнi та iзоморфнi

об’єкти сильної категорiї мономiальних матриць. Доведено, що канонiчно

циклiчна матриця з неперiодичною ваговою послiдовнiстю нерозкладна.

Вказано необхiднi i достатнi умови (окремо) нерозкладностi канонiчно

циклiчної матрицi з перiодичною ваговою послiдовнiстю. Доведено, що

канонiчно циклiчнi матрицi iзоморфнi в категорiї мономiальних матриць

тодi i лише тодi, коли вони iзоморфнi в сильнiй категорiї мономiальних

матриць. Достатнi умови розкладностi та iзоморфiзму об’єктiв залиша-

ються вiрними для довiльного комутативного локального кiльця.

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах [53], [57], [64], [65].
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Роздiл 3

ЗАГАЛЬНI ТВЕРДЖЕННЯ ПРО НЕЗВIДНI ТА

ЗВIДНI МОНОМIАЛЬНI МАТРИЦI ДОВIЛЬНОЇ

ВАГИ

Протягом цього i наступного роздiлiв вивчаються незвiднi i звiднi моно-

мiальнi матрицi над комутативним локальним кiльцем K з ненульовим

радикалом. У випадках, коли K є кiльцем головних iдеалiв (або не обо-

в’язково локальне), цей факт оговарюється. Пiд матрицею порядку n бу-

демо розумiти матрицю розмiру n × n. Всi ланцюговi матрицi порядку

n > 1 звiднi i тому будемо розглядати лише циклiчнi матрицi. А оскiльки

при перенумерацiї рядкiв i стовпцiв незвiднiсть чи звiднiсть не змiнюєть-

ся, то достатньо обмежитися розглядом канонiчно циклiчних матриць.

3.1. Додатковi означення i позначення

Нехай K — довiльне комутативне локальне кiльце i t — ненульовий еле-

мент радикала R кiльця K. Всi пов’язанi з мономiальними матрицями

означення роздiлу 2 (в якому розглядаються комутативнi локальнi кiль-

ця головних iдеалiв) автоматично переносяться на цей випадок.

ЯкщоK — комутативне локальне кiльце (не обов’язково головних iдеа-

лiв) i t — елемент радикала кiльця, то канонiчно циклiчну матрицю M

з визначальною послiдовнiстю a = (ε1t
s1, . . . , εn−1t

sn−1, εnt
sn) будемо на-

зивати канонiчно (t, ∗)-циклiчною. Канонiчно (t, ∗)-циклiчну матрицю M

будемо називати канонiчно t-циклiчною, якщо ε1 = . . . = εn−1 = εn = 1.
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У цьому випадку окрiм введених в п. 2.4.3 позначень, будемо використо-

вувати запис M = M(t, s1, s2, . . . , sn), тобто

M(a) = M(t, s1, . . . , sn) =


0 . . . 0 tsn

ts1 . . . 0 0
... . . . ... ...

0 . . . tsn−1 0

 . (3.1)

Очевидно, можна вважати, що серед чисел si є хоча б одне нульове,

iнакше вона має вигляд tsM(t, s′1, . . . , s
′
n) з деяким нульовим s′i. Окрiм

того, при цьому можна вважати, що не всi si дорiвнюють нулю, бо iнакше

матимемо добре вивчений випадок клiтини Фробенiуса

0 . . . 0

1 . . . 0
... . . . ...

0 . . . 1

0 . . . 0
... . . . ...

0 . . . 0

0 . . . 0 1

0 . . . 0 0
... . . . ... ...

0 . . . 0 0

1 . . . 0 0
... . . . ... ...

0 . . . 1 0


;

зокрема, при n > 1 вона завжди звiдна (в загально принятому значеннi

— див. нижче).

Якщо виконано обидвi цi умови, то канонiчно t-циклiчну матрицю на-

зиватимемо строгою. Надалi будуть розглядатися як строгi, так i не стро-

гi матрицi.

Нагадаємо, що за означенням (iз п. 2.4.3) сума ваг ненульових елемен-

тiв канонiчно циклiчної матрицi M над комутативним кiльцем головних

iдеалiв називається її вагою; при цьому вага не залежить вiд вибору еле-

мента t. У цьому випадку вагу матрицi M будемо позначати через w(M).

Для канонiчно (t, ∗)-циклiчних матриць для довiльного комутативного

локального кiльця вага матрицi M вже залежить вiд t. У цьому випадку
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будемо говорити про вагу вiдносно t або t-вагу матрицiM i позначатимемо

її wt(M).

Будемо говорити, що канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця має малу вагу,

якщо її t-вага менша ступеня нiльпотентностi елемента t, i велику вагу— в

протилежному випадку. Якщо t ненiльпотентний, то t-вага завжди мала.

У випадку комутативного кiльця головних iдеалiв ступiнь нiльпотентностi

t збiгається iз ступенем нiльпотентностi радикала кiльця.

У виключних випадках канонiчно циклiчнi матрицi розглядаються i

вiдносно елемента t, що не належить радикалу (якщо це крайнiй випадок

якогось твердження, який вписується в загальне формулювання).

На завершення цього пiдроздiлу нагадаємо, що матриця A порядку n

над комутативним кiльцем K називається звiдною, якщо iснує оборотна

(над K) матриця C така, що

C−1AC =

 A1 ∗
0 A2

 ,

де A1 i A2 — матрицi вiдповiдно порядкiв n1 > 0 i n2 > 0.

3.2. Критерiї незвiдностi для канонiчно циклiчних

матриць малих порядкiв

3.2.1. Формулювання критерiїв. Для матриць малих порядкiв от-

римано наступнi два критерiї їх незвiдностi.

Теорема 3.1. Нехай K — комутативне локальне кiльце з радикалом

R = tK 6= 0. Канонiчно t-циклiчна матриця порядку n < 7, елементи

вагової послiдовностi якої належать множинi {0, 1}, незвiдна тодi i

лише тодi, коли її t-вага взаємно проста з n.

Теорема 3.2. Нехай K — комутативне локальне кiльце з радика-

лом R = tK i нехай R2 6= 0. Канонiчно t-циклiчна матриця порядку
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n < 5, елементи вагової послiдовностi якої належать множинi {0, 1, 2},
незвiдна тодi i лише тодi, коли її t-вага взаємно проста з n.

Нагадаємо, що вагова послiдовнiсть називається 2-однорiдною, якщо

вона має вигляд (a, a, . . . , a, b, b, . . . , b), де a 6= b i обидва елементи a, b ре-

ально зустрiчаються. З таким обмеженням на вагову послiдовнiсть перша

теорема доведена в роботi [70]; там же вказано i контприклад при n = 7

(для 2-однорiдних вагових послiдовностей).

3.2.2. Доведення критерiя 3.1. Достатнiсть.Матрицю, отриману

iз матрицi M над кiльцем K редукцiєю по модулю радикала позначимо

через M .

Нам знадобиться декiлька лем. При цьому K таке ж, як в умовi кри-

терiя.

Лема 3.3 ([70]). Нехай s1, . . . , sn ∈ {0, 1}, причому si = 0 для хоча

б одного i ∈ {1, . . . , n}. Тодi матриця M = M(t, s1, . . . , sn) не подiбна

матрицям вигляду

M1 =

 tA D

0 B

 , M2 =

 A D

0 tB

 ,

де A — матриця розмiру r× r i B — матриця розмiру (n− r)× (n− r).
(0 < r < n).

Лема 3.4 ([70]). Нехай s1, . . . , sn ≥ 0 — цiлi числа, причому si 6= 0

для хоча б одного i ∈ {1, . . . , n} матриця M = M(t, s1, . . . , sn) не подiбна

матрицi

N =

 A D

0 B

 ,

де A — матриця розмiру r× r i B — матриця розмiру (n− r)× (n− r)
(0 < r < n), A або B є оборотною.

Лема 3.5. Матриця M(t, 0, 0, 1, 0, 1) незвiдна.
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Доведення. Припустимо, що матрицяM(t, 0, 0, 1, 0, 1) є звiдною. Тодi для

деякої оборотної матрицi C маємо

M(t, 0, 0, 1, 0, 1)C = C

 A D

0 B

 . (3.2)

де A — матриця розмiру s × s i B матриця розмiру (5 − s) × (5 − s)

(0 < s < 5).

Оскiльки наша матриця подiбна транспонованiй (бо вагова послiдов-

нiсть симетрична з точнiстю до циклiчної перестановки), можна вважати,

що s ≤ 5 − s, тобто s = 1 i s = 2. Оскiльки випадок s = 1 є тривiаль-

ним, розглянемо тiльки випадок, коли s = 2. Покладемо C = (cij)1≤i,j≤5,

cp = (cp1, cp2) (p = 1, . . . , 5). Тодi з рiвностi (3.2) отримуємо

tc5 = c1A, c1 = c2A, c2 = c3A, tc3 = c4A, c4 = c5A. (3.3)

За лемами 3.3 i 3.4 rank(A) = 1. Оскiльки матриця A нiльпотентна, то,

не зменшуючи загальностi, можемо вважати, що

A =

 tα 1 + tβ

tγ tδ

,

де α, β, γ, δ ∈ R. Пiдставивши A у рiвностi (3.3), отримуємо

(tc51, tc52) = (c11tα + c12tγ, c11 + c11tβ + c12tδ),

(c11, c12) = (c21tα + c22tγ, c21 + c21tβ + c22tδ),

(c21, c22) = (c31tα + c32tγ, c31 + c31tβ + c32tδ),

(tc31, tc32) = (c41tα + c42tγ, c41 + c41tβ + c42tδ),

(c41, c42) = (c51tα + c52tγ, c51 + c51tβ + c52tδ).

(3.4)

З рiвностей (3.4) маємо c11 = c21 = c41 = 0, i
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c12 = 0 (оскiльки c12 = c21 + c21tβ + c22tδ i c21 = 0),

c51 = 0 (оскiльки tc51 = c11tα + c12tγ i c11 = c12 = 0),

c42 = 0 (оскiльки c42 = c51 + c51tβ + c52tδ i c51 = 0),

c31 = c41α + c42γ = 0 (оскiльки tc31 = c41tα + c42tγ

i c41 = c42 = 0).

Отже, det(C) = 0. Прийшли до протирiччя.

Лема 3.6. Матриця M(t, 0, 1, 1, 0, 1) незвiдна.

Доведення. Припустимо, що матрицяM(t, 0, 1, 1, 0, 1) є звiдною. Тодi для

деякої оборотної матрицi C маємо

M(t, 0, 1, 1, 0, 1)C = C

 A D

0 B

 . (3.5)

де A матриця розмiру s×s i B матриця розмiру (5−s)×(5−s) (0 < s < 5).

Як i в доведеннi попередньої леми, можна вважати, що s ≤ 5−s, тобто
s = 1 або s = 2. Оскiльки випадок s = 1 є тривiальним, розглянемо

тiльки випадок, коли s = 2.

Покладемо C = (cij)1≤i,j≤5, cp = (cp1, cp2) (p = 1, . . . , 5). Тодi з рiвностi

(3.5) отримуємо

tc5 = c1A, c1 = c2A, tc2 = c3A, tc3 = c4A, c4 = c5A. (3.6)

За лемами 3.3 i 3.4 rank(A) = 1. Оскiльки матриця A нiльпотентна, то,

не зменшуючи загальностi, можемо вважати, що

A =

 tα 1 + tβ

tγ tδ

,

де α, β, γ, δ ∈ R.
Пiдставивши A у рiвностi (3.6), отримуємо
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

(tc51, tc52) = (c11tα + c12tγ, c11 + c11tβ + c12tδ),

(c11, c12) = (c21tα + c22tγ, c21 + c21tβ + c22tδ),

(tc21, tc22) = (c31tα + c32tγ, c31 + c31tβ + c32tδ),

(tc31, tc32) = (c41tα + c42tγ, c41 + c41tβ + c42tδ),

(c41, c42) = (c51tα + c52tγ, c51 + c51tβ + c52tδ).

(3.7)

З рiвностей (3.7) отримуємо, що c11 = c41 = 0 = c31 i
c12 = c21 (оскiльки c12 = c21 + c21tβ + c22tδ),

c51 = c12γ (оскiльки tc51 = c11tα + c12tγ i c11 = 0),

c21 = c32γ (оскiльки tc21 = c31tα + c32tγ i c31 = 0)

c42 = c51 (оскiльки c42 = c51 + c51tβ + c52tδ),

c42γ = 0 (оскiльки tc31 = c41tα + c42tγ i c31 = c41 = 0).

Якщо γ = 0, то c51 = 0 i c21 = 0. Якщо γ 6= 0 то γ ∈ R∗, c42 = 0 i тому

c51 = 0, c12 = 0 i c21 = 0. Отже, det(C) = 0. Протирiччя.

Переходимо безпосередньо до доведення достатностi теореми 3.1. Якщо

всi елементи вагової послiдовностi рiвнi мiж собою, канонiчно t-циклiчна

матриця порядку n звiдна, якщо n > 1, i незвiдна, якщо n = 1. З iн-

шого боку, у цьому випадку при n > 1 t-вага матрицi не взаємно проста

з n, а при n = 1 — взаємно проста. Отже, можна вважати, що ваго-

ва послiдовнiсть мiстить як число 0, так i число 1. Оскiльки теорема для

2-однорiдних вагових послiдовностей доведена ранiше (див. вище), а ваго-

ву послiдовнiсть можна розглядати з точнiстю до циклiчної перестановки

(бо при цьому вiдповiднi канонiчно циклiчнi матрицi будуть переставно

подiбними), то досить розглянути випадки канонiчно t-циклiчних мат-

риць M(t, 0, 0, 1, 0, 1) i M(t, 0, 1, 1, 0, 1). А цi матрицi незвiднi за двома

останнiми лемами.

Необхiднiсть. Ця частина доведення випливає iз теореми 3.12, яка

формулюється i доводиться нижче (якщо її переформулювати в еквiва-
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лентнiй формi як достатню умову звiдностi).

3.2.3. Доведення критерiя 3.2. Достатнiсть. Напомнимо, що мат-

риця, отримана iз матрицi M над кiльцем K редукцiєю по модулю ради-

кала, позначається через M .

Доведемо спочатку потрiбнi леми.

Лема 3.7. Нехай K — комутативне локальне кiльце з радикалом

R = tK, n — натуральне число, si ≥ 0 — цiлi числа (i = 1, . . . , n),

серед яких є рiзнi,m = max{si|i = 1, . . . , n}. Якщо Rm 6= 0, то матриця

M(t, s1, . . . , sn) не подiбна нi однiй iз матриць вигляду

M1 =

 tmA D

0 B

 , M2 =

 A D

0 tmB

 ,

де A i B — матрицi вiдповiдно порядкiв r i n− r (0 < r < n).

Доведення. Припустимо, що iснує така оборотна матриця C, що

C−1M(t, s1, . . . , sn)C = M1. Тобто

M(t, s1, . . . , sn)C = C

 tmA D

0 B

 . (3.8)

Покладемо C = (cij) (cij ∈ K), Ci = (ci1, ci2, . . . , cir) (i = 1, . . . , n). Iз

(3.8) отримаємо, що tsncn = tmc1A, t
s1c1 = tmc2A, . . . t

sn−1cn−1 = tmcnA.

Оскiльки tm 6= 0, то cn = 0 або cn = c1A i ci = 0 або ci = ci+1A (i =

1, . . . , n − 1). Ясно, що хоча б для одного l (1 ≤ l ≤ n) sl < m i cl = 0.

Звiдси c1 = . . . cl−1 = 0. Тодi cn = 0 i cl+1 = . . . cn−1 = 0. Тому detC = 0,

що неможливо. Аналогiчно розглядається випадок C−1MC = M2 або (в

еквiвалентнiй формi) C−1M = M2C
−1.

Лема 3.8. Нехай K — комутативне локальне кiльце з радикалом

R = tK 6= 0, n — натуральне число, si ≥ 0 — цiлi числа (i = 1, . . . , n),
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серед яких є рiзнi. Матриця M(t, s1, . . . , sn) не подiбна матрицi вигляду

M =

 A D

0 B

 ,

де A i B — матрицi вiдповiдно порядкiв r i n − r (0 < r < n), A або B

оборотна.

Доведення. Дiйсно матриця M(t, s1, . . . , sn) нiльпотентна, тому матрицi

A та B нiльпотентнi. А, отже, матрицi A i B, як i матрицi A та B, не

можуть бути оборотними.

Найбiльший спiльний дiльник натуральних чисел a i b позначаємо

(a, b).

Лема 3.9. Нехай K — комутативне локальне кiльце з радикалом

R = tK, R2 6= 0, n ≤ 4, 0 ≤ si ≤ 2, де i = 1, 2, 3, 4, (n,
∑n

i=1 si) 6= n.

Матриця M(t, s1, . . . , sn) не подiбна нi однiй iз матриць вигляду

M1 =

 tA′ D

0 B

 , M2 =

 A D

0 tB′

 ,

де A, A′, B, B′ — матрицi вiдповiдно порядкiв r, r, n−r, n−r (0 < r < n),

A′ i B′ оборотнi.

Доведення. Припустимо, що iснує така оборотна матриця C, що

C−1M(t, s1, . . . , sn)C = M1. Тобто

M(t, s1, . . . , sn)C = C

 tA′ D

0 B

 . (3.9)

Покладемо C = (cij) (cij ∈ K), Ci = (ci1, ci2, . . . , cir) (i = 1, . . . , n). Iз

(3.9) отримуємо, що tsncn = tc1A
′, ts1c1 = tc2A

′, . . ., tsn−1cn−1 = tcnA
′.

Нехай mi = min{k ∈ N ∪ {0}|ci = tk(α1, . . . , αr), α1, . . . , αr ∈ K}.
Тодi для 1 ≤ i ≤ n ci = tmic′i, c′i = (c′i1, . . . , c

′
ir), де хоча б один
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iз елементiв c′i1, . . . , c
′
ir ∈ K оборотний. Звiдси tsn+mnc′n = t1+m1c′1A

′,

ts1+m1c′1 = t1+m2c′2A
′, . . ., tsn−1+mn−1c′n−1 = t1+mnc′nA

′. Якщо si + mi ≤ 2

або 1 + mi+1 ≤ 2, тодi si + mi = 1 + mi+1 (i = 1, . . . , n − 1). Крiм

того, якщо sn + mn ≤ 2 або 1 + m1 ≤ 2, тодi sn + mn = 1 + m1. Нехай

φ(i, n) ∈ {1, . . . , n} i φ(i, n) ≡ i (mod n), i — цiле число. Тодi для довiль-

ного цiлого i якщо sφ(i,n) +mφ(i,n) ≤ 2 або 1 +mφ(i+1,n) ≤ 2, а це означає,

що

sφ(i,n) +mφ(i,n) = 1 +mφ(i+1,n). (3.10)

Оскiльки матриця C — оборотна, то iснує j (1 ≤ j ≤ n), що рядок cj

мiстить оборотнiй елемент i mj = 0. Тодi 0 ≤ sj + mj ≤ 2 i 1 + mj = 1.

Отже,

sj = sj +mj = 1 +mφ(j+1,n), sφ(j−1,n) +mφ(j−1,n) = 1 +mj = 1. (3.11)

Звiдси 1 ≤ 1 +mφ(j+1,n) ≤ 2, 0 ≤ 1−mφ(j−1,n) ≤ 1. Тодi 1 +mφ(j−1,n) ≤ 2 i

sφ(j−2,n) +mφ(j−2,n) = 1 +mφ(j−1,n). (3.12)

При n ≤ 3 (3.11) i (3.12) означають, що (3.10) виконується при всiх цiлих

i. При n = 4

1 +mφ(j−2,n) = 2− sφ(j−2,n) +mφ(j−1,n) = 3− sφ(j−2,n) − sφ(j−1,n),

sφ(j+1,n) +mφ(j+1,n) = sφ(j+1,n) + sj − 1 = sφ(j+1,n) + sφ(j,n) − 1.

Одне з чисел 1+mφ(j−2,n) або sφ(j+1,n) +mφ(j+1,n) не перевищує 2, оскiльки

iнакше sφ(j−2,n) = sφ(j−1,n) = 0, sφ(j+1,n) = sφ(j,n) = 2 i (4,
∑4

i=1 si) =

(4, 0 + 0 + 2 + 2) = 4, що неможливо. Отже, 1 +mφ(j−2,n) = 1 +mφ(j+2,n) =

sφ(j+1,n)+mφ(j+1,n) i (3.10) виконується при всiх цiлих i. Додамо всi рiвностi

(3.10):
n∑
i=1

sφ(i,n) +
n∑
i=1

mφ(i,n) = n+
n∑
i=1

mφ(i+1,n).

Звiдки (n,
∑n

i=1 si) = (n, n) = n, що неможливо.
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Аналогiчно розглядається випадок C−1MC = M2 або (в еквiвалентнiй

формi) C−1M = M2C
−1.

Лема 3.10. Нехай K — комутативне локальне кiльце з радикалом

R = tK, R2 6= 0, Матрицi M(t, 0, 2, 2) i M(t, 0, 0, 2) незвiднi.

Доведення. Припустимо, що матриця M(t, 0, i1, 2) звiдна i1 ∈ {0, 2}. Тодi
iснує така оборотна матриця C, що

M(t, 0, i1, 2)C = C

 A D

0 B

 . (3.13)

де A i B — квадратнi матрицi над кiльцем K вiдповiдно порядкiв r i

3 − r (0 < r < 3). Якщо r = 1, то A ∈ K. Оскiльки A ∈ t2K, A = tε

(ε ∈ K∗) або A ∈ K∗, то отримуємо протирiччя з лемами 3.7, 3.9 або 3.8.

Аналогiчнi мiркування проводимо при r = 2, коли B ∈ K.

Лема 3.11. Нехай K — комутативне локальне кiльце з радикалом

R = tK, R2 6= 0, Матрицi M(t, 0, 0, 1, 2), M(t, 0, 0, 2, 1), M(t, 0, 1, 0, 2),

M(t, 0, 2, 0, 1), M(t, 0, 1, 2, 2), M(t, 0, 2, 1, 2) i M(t, 0, 2, 2, 1) незвiднi.

Доведення. Припустимо, що матриця M(t, 0, 0, i1, i2), M(t, 0, i1, 0, i2) або

M(t, 0, j1, j2, j3) оборотна, де {i1, i2} = {1, 2}, (j1, j2, j3) є деякою переста-

новкою елементiв: 1, 2, 2. Очевидно, що i1 + i2 = 3, j1 + j2 + j3 = 5. Тодi

iснує така оборотна матриця C, що

M(t, 0, 0, i1, i2)C = C

 A D

0 B


або (3.14)

M(t, 0, i1, 0, i2)C = C

 A D

0 B


або
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M(t, 0, j1, j2, j3)C = C

 A D

0 B

 , (3.15)

де A и B — квадратнi матрицi над кiльцем K вiдповiдно порядкiв r i

4 − r (0 < r < 4). Оскiльки матриця M(t, 0, 0, 1, 2) подiбна до транс-

понованої до M(t, 0, 0, 2, 1) i навпаки, матриця M(t, 0, 1, 0, 2) подiбна до

транспонованої доM(t, 0, 2, 0, 1) i навпаки, матрицяM(t, 0, 1, 2, 2) подiбна

до транспонованої до M(t, 0, 2, 2, 1) i навпаки, а M(t, 0, 2, 1, 2) подiбна до

транспонованої до себе, тодi у виглядi (3.14) i (3.15) матрицi A i B можна

мiняти ролями. При цьому, не зменшуючи загальнiсть можна вважати,

що r ≤ 4− r. Тобто r = 1, 2.

Розглянемо випадок, коли r = 1. ТодiA ∈ K. ОскiлькиA ∈ t2K,A = tε

(ε ∈ K∗) або A ∈ K∗, то отримуємо протирiччя з лемами 3.7, 3.9 або

3.8. Залишається розглянути випадок r = 2. Не зменшуючи загальнiсть

можна вважати, що A — незвiдна матриця. Позначимо: Ci = (ci1, ci2)

(i = 1, . . . , 4). Тодi з рiвностей (3.14) i (3.15) отримуємо
ti2c4 = c1A,

c1 = c2A,

c2 = c3A,

ti1c3 = c4A

або


ti2c4 = c1A,

c1 = c2A,

ti1c2 = c3A,

c3 = c4A

або


tj3c4 = c1A,

c1 = c2A,

tj1c2 = c3A,

tj2c3 = c4A.

(3.16)

Iз лем 3.7, 3.8 або 3.9 випливає, що rankA = 1 або A = tF , де F —

квадратна матриця над кiльцем K порядку 2, rankF = 1.

Розглянемо спочатку випадок, коли rankA = 1. Оскiльки матриця

M(t, 0, 0, i1, i2), M(t, 0, i1, 0, i2), а також, матриця M(t, 0, j1, j2, j3) — нiль-

потентна, то матриця A також нiльпотентна i можна вважати, що

A =

 tα 1 + tβ

tγ tδ


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(α, β, γ, δ ∈ K). Оскiльки

S =

 1 + tβ 0

tδ 1

 оборотна i S−1 =

 (1 + tβ)−1 0

−tδ(1 + tβ)−1 1

 ,

S−1AS =

 tε 1

tζ 0

 (ε, ζ ∈ K), (3.17)

то можна вважати, що A має вигляд (3.17). Пiдставивши A в рiвностi

(3.16) отримуємо: 
(ti2c41, t

i2c42) = (c11tε+ c12tζ, c11),

(c11, c12) = (c21tε+ tζc22, c21),

(c21, c22) = (c31tε+ tζc32, c31),

(ti1c31, t
i1c32) = (c41tε+ c42tζ, c41)

або (3.18)
(ti2c41, t

i2c42) = (c11tε+ c12tζ, c11),

(c11, c12) = (c21tε+ c22tζ, c21),

(ti1c21, t
i1c22) = (c31tε+ c32tζ, c31),

(c31, c32) = (c41tε+ c42tζ, c41)

або 
(tj3c41, t

j3c42) = (c11tε+ c12tζ, c11),

(c11, c12) = (c21tε+ c22tζ, c21),

(tj1c21, t
j1c22) = (c31tε+ c32tζ, c31),

(tj2c31, t
j2c32) = (c41tε+ c42tζ, c41).

(3.19)

Iз першої системи (3.18) отримуємо: c11 = c21 = c41 = 0. Крiм того,

c31t
2 = c41t

2−i1+1ε+ c42t
2−i1+1ζ = c41t

i2ε+ c42t
i2ζ = c11tε

2 + c12tεζ + c11ζ =

= c11(tε
2 + ζ) + c12tεζ = c21tε(tε

2 + ζ) + c22tζ(tε2 + ζ) + c21tεζ =

= c21(t
2ε3 +2tεζ)+ c22(t

2ε2ζ+ tζ2) = c31tε(t
2ε3 +2tεζ)+ c32tζ(t2ε3 +2tεζ)+

+c31(t
2ε2ζ + tζ2) = c31(t

3ε4 + 3t2ε2ζ + tζ2) + c32(t
3ε3ζ + 2t2εζ2),
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причому c31 ∈ tK або ζ ∈ tK. У другому випадку c31t
2 ∈ t3K. Отже,

c31 = 0. Звiдси detC = 0. Суперечнiсть.

З другої системи (3.18) отримуємо: c11 = c31 = 0. Крiм того,

c41t
2 = c11t

2−i2+1ε+ c12t
2−i2+1ζ = c11t

i1ε+ c12t
i1ζ = c21t

i1+1ε2 + c22t
i1+1εζ+

+c21t
i1ζ = c21t

i1
(
tε2 + ζ

)
+ c22t

i1+1εζ = c31tε
(
tε2 + ζ

)
+ c32tζ

(
tε2 + ζ

)
+

+c31tεζ = c31

(
t2ε3 + 2tεζ

)
+ c32

(
t2ε2ζ + tζ2

)
=

= c41tε
(
t2ε3 + 2tεζ

)
+ c42tζ

(
t2ε3 + 2tεζ

)
+ c41

(
t2ε2ζ + tζ2

)
=

= c41

(
t3ε4 + 3t2ε2ζ + tζ2

)
+ c42

(
t3ε3ζ + 2t2εζ2

)
,

причому c41 = 0. Аналогiчно c21 = 0. Отже, detC = 0. Суперечнiсть.

Iз рiвностей (3.19) отримуємо: c11 = c31 = c41 = 0. Крiм того, c41t
j3 =

c11tε+ c12tζ = c11tε+ c21tζ. Якщо ζ 6= 0, тодi звiдси i з умов c11 = c41 = 0,

j3 ≥ 1 отримуємо c21 = 0. Отже, detC = 0. Суперечнiсть. При цьому

ζ = 0, ζ = tη (η ∈ K).

Розглянемо спочатку випадок, коли j3 = 1. Тодi j1 = j2 = 2, При-

пустимо c12 = c21 6= 0. Тодi з рiвностей (3.19) отримуємо: c21t
2 =

c21t
j1 = c31tε + c32tζ = c22t

3ε + c32t
2η 6∈ t3K. Тодi c32, η 6= 0. Крiм

того, c22t
4 = c22t

j1t2 = c31t
2 = c31t

j2 = c41tε + c42tζ = c32t
3ε + c42t

2η

i c42t
2 = t4c22η

−1 − t3c32εη
−1. Тодi c32t

3 = c32t
j2t = c41t = c41t

j3 =

c11tε + c12tζ = c42t
2ε + c12t

2η = c22t
4εη−1 − c32t

3ε2η−1 + c12t
2η. При цьому

c12 = 0 або η = 0, що неможливо. Отже, c21 = 0, що також неможливо.

Розглянемо випадок, коли j3 = 2 (j1 + j2 = 3). Тодi c42t
2 = c42t

j3 =

c11 = c21tε + c22tζ = c21tε + c22t
2η. Звiдси c21tε ∈ t2K i, якщо ε 6= 0, тодi

c21 = 0, що неможливо. Отже, ε = 0, ε = tδ (δ ∈ K). Iз рiвностей (3.19)

отримуємо:

c21t
2 = c31t

2−j1+1ε+ c2−j1+1
32 ζ = c31t

4−j1δ + c32t
4−j1η = (3.20)

= c41t
6−j1−j2δ2 + c42t

6−j1−j2ηδ + c41t
4−j1−j2η = c41t

3δ2 + c42t
3ηδ + tc41η.
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якщо η 6= 0, тодi c41 = 0 i з рiвностi c41t
2 = c41t

j3 = c11t
2δ + c12t

2η,

маємо 0 = c41 = c11δ + c12η = c12η = c21η. Тодi c21 = 0, що неможливо.

Отже, η = 0, η = tβ, ζ = t2β (β ∈ K). Тодi з (3.20) i (3.19) отримуємо:

c21t
2 = c41t

3δ2 +c42t
3ηδ+t2c41β = c41t

3δ2 +c42t
3ηδ+c11t

2δβ+c12t
3β2 ∈ t3K.

При цьому c21 = 0, що неможливо.

Розглянемо тепер випадок, коли A = tF , rankF = 1. Нехай F нiльпо-

тентна, тодi можна вважати

A =

 t2ε t

t2ζ 0

 (ε, ζ ∈ K).

Пiдставивши A в рiвностей (3.16), отримуємо:
(ti2c41, t

i2c42) = (c11t
2ε+ c12t

2ζ, c11t),

(c11, c12) = (c21t
2ε+ c22t

2ζ, c21t),

(c21, c22) = (c31t
2ε+ c32t

2ζ, c31t),

(ti1c31, t
i1c32) = (c41t

2ε+ c42t
2ζ, c41t)

або (3.21)
(ti2c41, t

i2c42) = (c11t
2ε+ c12t

2ζ, c11t),

(c11, c12) = (c21t
2ε+ c22t

2ζ, c21t),

(ti1c21, t
i1c22) = (c31t

2ε+ c32t
2ζ, c31t),

(c31, c32) = (c41t
2ε+ c42t

2ζ, c41t)

або 
(tj3c41, t

j3c42) = (c11t
2ε+ c12t

2ζ, c11t),

(c11, c12) = (c21t
2ε+ c22t

2ζ, c21t),

(tj1c21, t
j1c22) = (c31t

2ε+ c32t
2ζ, c31t),

(tj2c31, t
j2c32) = (c41t

2ε+ c42t
2ζ, c41t).

(3.22)

Iз першої системи (3.21) отримуємо: c11 = c21 = c12 = c22 = 0 i c41t
i2 =

c11t
2ε + c12t

2ζ ∈ t3K. Звiдси c41 = 0. Iз першої системи (3.21) маємо:

c31t
2 = c41t

2−i1+2ε + c42t
2−i1+2ζ = c41t

i2+1ε + c42t
i2+1ζ = c11t

3ε2 + c12t
3ζε +

c11t
2ζ ∈ t3K. При цьому c31 = 0.
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З другої системи (3.21): c11 = c31 = c12 = c32 = 0 i c41t
i2 = c11t

2ε +

c12t
2ζ ∈ t3K. Звiдси c41 = 0. З другої системи (3.21): c21t

j1 = c31t
2ε +

c32t
2ζ ∈ t3K. При цьому c21 = 0.

Iз рiвностей (3.22) отримуємо: c11 = c12 = 0. tj3c41 = c11t
2ε + c12t

2ζ ∈
t3K, причому c41 = 0.

Нехай j3 = 1. Тодi j1 = j2 = 2. Iз рiвностей (3.22) отримуємо: c31 = 0.

c21t
2 = c31t

2ε + c32t
2ζ = c31t

2ε + c41tζ = c31t
2ε + c11t

2εζ + c12t
2ζ2 ∈ t3K,

причому c21 = 0.

Нехай j3 = 2. Тодi j1 + j2 = 3 i c21t
2 = c31t

2−j1+2ε + c32t
2−j1+2ζ =

c31t
j2+1ε + c32t

j2+1ζ = c41t
3ε2 + c42t

3εζ + c41t
2ζ ∈ t3K, причому c21 = 0.

c31t
j2 = c41t

2ε + c42t
2ζ = c11t

2ε2 + c12t
2εζ + c11tζ = c11t

2ε2 + c12t
2εζ +

c21t
3εζ + c22t

3ζ2 ∈ t3K, причому c31 = 0. Отже, detC = 0. Суперечнiсть.

Нехай тепер F ненiльпотентна, тодi можна вважати

A =

 t2ε 0

t2ζ tη

 ,

де (ε, ζ ∈ K, η ∈ K∗). Тодi матриця A є звiдною, що неможливо.

Переходимо безпосередньо до доведення достатностi теореми 3.2.

Нехай (n,
∑n

i=1 si) = 1. Тодi M(t, s1, . . . , sn) одна iз матриць (ваговi

послiдовностi розглядаються з точнiстю до циклiчних перестановок)

M(t, 0, 1), M(t, 1, 2), (3.23)

M(t, 0, 0, 1), M(t, 0, 1, 1), M(t, 1, 1, 2), M(t, 1, 2, 2), (3.24)

M(t, 0, 0, 2), M(t, 0, 2, 2) (3.25)

M(t, 0, 0, 0, 1), M(t, 0, 1, 1, 1), M(t, 1, 1, 1, 2), M(t, 1, 2, 2, 2), (3.26)

M(t, 0, 0, 1, 2), M(t, 0, 0, 2, 1), M(t, 0, 1, 0, 2), M(t, 0, 2, 0, 1),

M(t, 0, 1, 2, 2), M(t, 0, 2, 1, 2), M(t, 0, 2, 2, 1).
(3.27)

Незвiднiсть матриць (3.23), (3.24), (3.26) випливає iз [70]. Матрицi (3.25)

незвiднi за лемою 3.10. Матрицi (3.27) незвiднi за лемою 3.11.
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Зауважимо, що незвiднiсть матриць виглядуM(t, 0, 1, 1, . . . , 1) доведе-

на в роботi [71] (i цей результат використовується в [70]).

Необхiднiсть. Ця частина доведення випливає iз теореми 3.12, яка

формулюється i доводиться нижче (якщо її переформулювати в еквiва-

лентнiй формi як достатню умову звiдностi).

3.2.4. Контрприклад. Як було сказано вище, для n ≥ 7 теорема 3.1

невiрна.

Покажемо, що для n ≥ 5 теорема 3.2 невiрна.

Нехай K — комутативне локальне кiльце, RadK = tK, t2 6= 0, t3 = 0.

Покажемо, що матриця

M(t, 0, 0, 2, 2, 2) =



0 0 0 0 t2

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 t2 0 0

0 0 0 t2 0


порядку 5 звiдна.

Розглянемо оборотну матрицю

C =



0 0 t 1 0

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

t 0 0 0 1


. C−1 =



0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

1 0 0 −t 0

0 −t 0 0 1


,

C−1MC = C−1



0 0 0 0 t2

0 0 t 1 0

1 0 0 0 0

0 t2 0 0 0

0 0 t2 0 0


=



0 0 t 1 0

1 0 0 0 0

0 t2 0 0 0

0 0 0 0 t2

0 0 0 −t 0


.
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3.3. Загальна необхiдна умова незвiдностi канонiчно

циклiчних матриць

У цьому пiдроздiлi K позначає довiльне комутативне кiльце, а t — довiль-

ний його елемент. Всi позначення, введенi вище у випадку, коли кiльце K

локальне, а t 6= 0 належить його радикалу, зберiгаються.

3.3.1. Формулювання теореми.

Теорема 3.12. Нехай K — комутативне кiльце, t ∈ K. Якщо мат-

риця

M(t, s1, . . . , sn) =


0 . . . 0 tsn

ts1 . . . 0 0
... . . . ... ...

0 . . . tsn−1 0


незвiдна, то її t-вага взаємно проста з її порядком.

3.3.2. Доведення теореми 3.12. Нагадаємо, що найбiльший спiль-

ний дiльник натуральних чисел a i b позначаємо (a, b).

Замiсть матрицi M(t, s1, . . . , sn) над K будемо розглядати матрицю

M(λ, s1, . . . , sn) над кiльцем цiлочислових полiномiв Z[λ]. Оскiльки iснує

гомоморфiзм f : Z[λ]→ K такий, що f(1) = 1, f(λ) = t, то теорема 3.12

випливає iз наступного твердження (яке разом з доведенням буде також

використано нижче).

Твердження 3.13. Нехай n — натуральне число, si ≥ 0 — цiлi числа

(i = 1, . . . , n). Якщо (n,
∑n

i=1 si) > 1, тодi для довiльного загального

дiльника d > 1 чисел n i
∑n

i=1 si матриця M(λ, s1, . . . , sn) над кiльцем

Z[λ] подiбна матрицi вигляду

N =

 A B

0 D

 ,

де A — матриця порядку n′ = n
d .
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Поле часток кiльця Z[λ] позначимо через F . Пiд базисом векторного

простору будемо розумiти впорядкований базис.

Щоб було бiльш зрозумiлим доведення цього твердження в загальному

випадку, розглянемо спочатку частинний випадок.

Розглянемо матрицю

M = M(λ, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 2, 2) =



0 0 0 0 0 0 0 λ2

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 λ 0 0 0

0 0 0 0 0 λ 0 0

0 0 0 0 0 0 λ2 0


.

Тут n = 8, s =
∑n

i=1 si = 6, d = 2. Оскiльки n = dm, s = dk, то

m = 4, k = 3.

Нехай e = (e1, e2, . . . , e8) є базисом векторного простору F 8 i ϕ — лiнiй-

ний оператор, визначений матрицею M у базисi e1, e2, . . . , e8 заданого

лiнiйного простору. Оперетор ϕ дiє на базисних векторах наступним чи-

ном: ϕ(e1) = e2, ϕ(e2) = e3, ϕ(e3) = e4, ϕ(e4) = e5, ϕ(e5) = λe6, ϕ(e6) =

λe7, ϕ(e7) = λ2e8, ϕ(e8) = λ2e1. Очевидно, ϕ8(e1) = λ6e1.

Покладемо

b
′

1 =
d∑
i=1

λ(d−i)kϕ(i−1)m(e1) = λ3e1 + ϕ4(e1) = λ3e1 + e5.

Тодi

ϕ4(b
′

1) = ϕ4(λ3e1 + ϕ4(e1)) = λ3ϕ4(e1) + ϕ8(e1) = λ3e5 + λ6e1 = λ3b
′

1.

Визначимо рекурентно b′j (j = 2, 3, 4).

b
′

2 = ϕ(b
′

1), b
′

3 = ϕ(b
′

2), b
′

4 = ϕ(b
′

3).
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Очевидно,

b
′

1 = λ3e1 + e5,

b
′

2 = λ3e2 + λe6,

b
′

3 = λ3e3 + λ2e7,

b
′

4 = λ3e4 + λ4e8.

ϕ(b
′

4) = λ3e5 + λ6e1 = ϕ4(b
′

1) = λ3b
′

1.

Запишемо b′j у виглядi

b
′

j =
d∑
i=1

λαije(i−1)m+j,

де

α11 = 3, α12 = 3, α13 = 3, α14 = 3,

α21 = 0, α22 = 1, α23 = 2, α24 = 4.

Покладемо αj = miniαij.

Тодi

α1 = 0, α2 = 1, α3 = 2, α4 = 3.

Нехай βij = αij − αj (i = 1, 2; j = 1, 2, 3, 4). Звiдси βij ≥ 0 i iснує

1 ≤ µj ≤ 4 таке, що βµjj = 0.

Тодi

µ1 = 2, µ2 = 2, µ3 = 2, µ4 = 1.

Покладемо

bj =
d∑
i=1

λβije(i−1)m+j.

або бiльш конкретно

b1 = λ3e1 + e5,

b2 = λ2e2 + e6,

b3 = λe3 + e7,
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b4 = e4 + λe8.

Тодi

λα1b1 = b1 = b
′

1,

λα2b2 = λb2 = b
′

2,

λα3b3 = λ2b3 = b
′

3,

λα4b4 = λ3b4 = b
′

4.

Визначимо вектори e(µ1−1)m+1, e(µ2−1)m+2, e(µ3−1)m+3, e(µ4−1)m+4:

e(µ1−1)m+1 = e5,

e(µ2−1)m+2 = e6,

e(µ3−1)m+3 = e7,

e(µ4−1)m+4 = e4.

Розглянемо доповнення до векторiв e5, e6, e7, e4.

Базис, складений з векторiв b1, b2, b3, b4, e1, e2, e3, e8, є базисом вектор-

ного простору F 8.

Отримаємо матрицю переходу вiд базису e1, e2, . . . , e8 до базису

e5, e6, e7, e4, e1, e2, e3, e8.

P =



λ3 0 0 0 1 0 0 0

0 λ2 0 0 0 1 0 0

0 0 λ 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 λ 0 0 0 1


.
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Матриця переходу C вiд базиса e5, e6, e7, e4, e1, e2, e3, e8 до нового базиса

b1, b2, b3, b4, e1, e2, e3, e8 буде мати вигляд:

C =



1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

λ3 0 0 0 1 0 0 0

0 λ2 0 0 0 1 0 0

0 0 λ 0 0 0 1 0

0 0 0 λ 0 0 0 1


.

Отже, C — оборотна матриця над кiльцем Z[λ].

Позначимо β(j − 1) = αj − αj−1, β(m) = k + α1 − αm (j = 2, ...,m).

Покладемо S = PC ∈ GLn[Z[λ]]. Тодi

S−1MS =

 A D

0 B

 ,

де матриця A = A(λ, β(1), β(2), β(3), β(4)) має вигляд

A =


0 0 0 1

λ 0 0 0

0 λ 0 0

0 0 λ 0

 ,

а B — матриця розмiру 4× 4 над кiльцем Z[λ].

Переходимо до доведення в загальному випадку.

Нехай k =
∑n

i=1 si = dk′. Нехай ϕ— лiнiйний оператор визначений мат-

рицею M(λ, s1, . . . , sn) в базисi e1, e2, . . . , en деякого лiнiйного простору

L над полем вiдношень F кiльця Z[λ]. Тодi ϕ(e1) = λs1e2, ϕ(e2) = λs2e3,

. . . , ϕ(en−1) = λsn−1en, ϕ(en) = λsne1. Або

ϕ(ei) =

 λsiei+1, i < n,

λs1e1, i = n.
(3.28)
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Очевидно, ϕn(e1) = λ
∑n

i=1 sie1 = λke1.

Нехай

b′1 =
d∑
i=1

λ(d−i)k′ϕ(i−1)n′(e1). (3.29)

Звiдси

ϕn
′
(b′1) = ϕn

′

(
d∑
i=1

λ(d−i)k′ϕ(i−1)n′(e1)

)
=

d∑
i=1

λ(d−i)k′ϕin
′
(e1) =

=
d−1∑
i=1

λ(d−i)k′ϕin
′
(e1) + ϕdn

′
(e1) = ϕdn

′
(e1) +

d−1∑
i=1

λ(d−i)k′ϕin
′
(e1) = ϕn(e1)+

+
d∑
i=2

λ(d−i+1)k′ϕ(i−1)n′(e1) = λke1 +
d∑
i=2

λ(d−i+1)k′ϕ(i−1)n′(e1) =

= λdk
′
e1 +

d∑
i=2

λ(d−i+1)k′ϕ(i−1)n′(e1) =
d∑
i=1

λ(d−i+1)k′ϕ(i−1)n′(e1) =

= λk
′

(
d∑
i=1

λ(d−i)k′ϕ(i−1)n′(e1)

)
= λk

′
b′1.

Визначимо b′j (j = 2, . . . , n′) рекурентно

b′j = ϕ(b′j−1), (j = 2, . . . , n′). (3.30)

Тодi ϕ(b′n′) = ϕn
′
(b′1) = λk

′
b′1. Враховуючи формули (3.28), (3.29) та (3.30),

одержимо

b′j =
d∑
i=1

λαije(i−1)n′+j (j = 1, . . . , n′),

для деяких αij ∈ Z (i = 1, . . . , d, j = 1, . . . , n′). Крiм того,

b′j = ϕ(b′j−1) =
d∑
i=1

λαij−1ϕ(e(i−1)n′+j−1) =
d∑
i=1

λαij−1+s(i−1)n′+j−1e(i−1)n′+j

(j = 2, . . . , n′). Звiдси випливає, що αij = αij−1+s(i−1)n′+j−1 (j = 2, . . . , n′).

Тому αij ≥ αi j−1 (i = 1, . . . , d, j = 2, . . . , n′). Нехай, mj = mini{αij}
(j=1,. . . ,n’). Тодi mj ≥ mj−1 (j = 2, . . . , n′). Оскiльки

d∑
i=1

λαi1+k′e(i−1)n′+1 = λk
′
b′1 = ϕ(b′n′) =

d∑
i=1

λαi n′ϕ(e(i−1)n′+n′) =



91

=
d∑
i=1

λαi n′ϕ(ein′) =
d−1∑
i=1

λαi n′ϕ(ein′) + λαdn′ϕ(edn′) =
d−1∑
i=1

λαi n′+sin′(ein′+1)+

+λαdn′+sne1 = λαdn′+sne1 +
d−1∑
i=1

λαi n′+sin′(ein′+1) = λαdn′+sne1+

+
d∑
i=2

λαi−1n′+s(i−1)n′(e(i−1)n′+1),

то αi1 + k′ ≥ αi−1n′ (i = 2, . . . , d). Крiм того α11 + k′ ≥ αdn′. Отже,

m1 + k′ ≥ mn′.

Нехай βij = αij − mj (i = 1, . . . , d, j = 1, . . . , n′). Тодi βij ≥ 0 (i =

1, . . . , d, j = 1, . . . , n′).

Очевидно, для деякого 1 ≤ µj ≤ d βµj j = 0 (j = 1, . . . , n′). Нехай

bj =
d∑
i=1

λαij−mje(i−1)n′+j (j = 1, . . . , n′).

Тодi λmjbj =
∑d

i=1 λ
αije(i−1)n′+j = b′j. З формул (3.30) ϕ(bj−1) =

λmj−mj−1bj (j = 2, . . . , n′). Оскiльки ϕ(b′n′) = λk
′
b′1, то ϕ(bn′) =

λk
′+m1−mn′b1. Нехай β(j − 1) = mj − mj−1 (j = 2, . . . , d), β(n′) =

k′ + m1 − mn′. Очевидно, що β(j) ≥ 0 (j = 1, . . . , n′). Крiм того,

ϕ(bj−1) = λβ(j−1)bj (j = 2, . . . , n′), ϕ(bn′) = λβ(n′)b1.

Iндекси векторiв e(µ1−1)n′+1, e(µ2−1)n′+2, . . . , e(µn′−1)n′+n′ рiзнi, бо не кон-

груентнi за модулем n′ i їх можна доповнити деякими векторами ei′
n′+1

, . . . ,

ei′n до базису e1, . . . , en записаному у деякому порядку. Оскiльки βµj j = 0

(j = 1, . . . , n′) i bj =
∑d

i=1 λ
βije(i−1)n′+j, то b1, . . . , bn′, ei′

n′+1
, . . . , ei′n є ба-

зисом простору L. А матриця переходу вiд базису e(µ1−1)n′+1, e(µ2−1)n′+2,

. . . , e(µn′−1)n′+n′, ei′
n′+1

, . . . , ei′n до якого складається з елементiв з Z[λ] i має
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вигляд

C =



1 . . . 0 0 . . . 0
... . . . ... ... . . . ...

0 . . . 1 0 . . . 0

λδn′+1 1 . . . λδn′+1n′ 1 . . . 0
... . . . ... ... . . . ...

λδn1 . . . λδnn′ 0 . . . 1


,

для деяких δij ≥ 0 (i = n′ + 1, . . . , n, j = 1, . . . , n′). Оскiльки detC = 1,

то C — оборотна матриця (над Z[λ]). Матриця переходу P вiд базису e1,

e2, . . . , en до базису e(µ1−1)n′+1, e(µ2−1)n′+2, . . . , e(µn′−1)n′+n′, ei′
n′+1

, . . . , ei′n є

переставною. Оскiльки S = PC — матриця переходу вiд базису e1, e2, . . . ,

en до базису b1, . . . bn′, ei′
n′+1

, . . . , ei′n, то S — оборотна матриця (над Z[λ]).

Так як ϕ(bj−1) = λβ(j−1)bj (j = 2, . . . , n′), ϕ(bn′) = λβ(n′)b1, то

S−1MS =

 A D

0 B

 ,

деA = M
(
λ, β (1) , . . . , β

(
n
′)), iB — квадратна матриця порядку n−n′.

Твердження 3.13 доведено.

Як наслiдок отримуємо наступне твердження.

Теорема 3.14. Нехай K — комутативне кiльце, t ∈ K. Матриця

Mt(ε1t
s1, . . . , εn−1t

sn−1, εnt
sn) =


0 . . . 0 εnt

sn

ε1t
s1 . . . 0 0
... . . . ... ...

0 . . . εn−1t
sn−1 0


звiдна, якщо її t-вага не взаємно проста з її порядком i в K iснує корiнь

n-го степеня iз ε = ε1 . . . εn−1εn.

Дiйсно, у цьому випадку матриця Mt(ε1t
s1, . . . , εn−1t

sn−1, εnt
sn) дiа-

гонально подiбна матрицi αM(t, s1, . . . , sn), де α — корiнь n-го степеня

iз ε.
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3.4. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi вивчаються необхiднi умови незвiдностi та достатнi умови

звiдностi канонiчно циклiчних матриць довiльної ваги над комутативним

локальним кiльцем.

Доведено два критерiї незвiдностi канонiчно циклiчних матриць мало-

го порядку n над кiльцем K з радикалом R = tK 6= 0 (n<7 для R 6= 0 i

n < 5 для R2 6= 0 при деяких природних умовах на ваговi послiдовностi).

Доведена необхiдна умова незвiдностi канонiчно t-циклiчної матрицi

довiльної ваги, в якiй основну роль вiдiграє зв’язок мiж порядком та

вагою матрицi. Ця умова узагальнена на деякий клас канонiчно (t, ∗)-
циклiчних матриць. В обох випадках комутативне локальне кiльце не

обов’язково є кiльцем головних iдеалiв.

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах [59], [58], [50], [51], [61],

[60], [62], [63].
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Роздiл 4

ЗАГАЛЬНI ТВЕРДЖЕННЯ ПРО НЕЗВIДНI ТА

ЗВIДНI МОНОМIАЛЬНI МАТРИЦI МАЛОЇ ВАГИ

Нехай M — канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця порядку n над комута-

тивним локальним кiльцем. Якщо визначальна послiдовнiсть матрицi M

дорiвнює a = (ε1t
s1, . . . , εn−1t

sn−1, εnt
sn), то її характеристичний f(x) полi-

ном M має вигляд xn − εtw, де ε = ε1t
s1 . . . εn−1t

sn−1εnt
sn i w = wt(M) —

вага матрицi M вiдносно t (це легко довести, розклавши визначник мат-

рицi xE−M по першому рядку). Якщо вага матрицi велика, то f(x) = xn.

У випадку малої ваги tw 6= 0 i цей факт можна використовувати при до-

слiдженнi незвiдних i звiдних зображень (бо якщо полiном f(x) незвiдний,

то i матриця M незвiдна).

Зауважимо, що якщо кiльце є областю цiлiсностi, то вага канонiчно

(t, ∗)-циклiчної матрицi завжди мала.

У цьому роздiлi незвiднi i звiднi матрицi дослiджуються з використан-

ням вказаної iдеї.

4.1. Критерiй Ейзенштейна-Дюма i незвiднiсть мат-

риць

4.1.1. Областi з однозначним розкладом. У цьому пунктi приво-

дяться деякi означення iз теорiї кiлець.

Необоротний елемент p 6= 0 комутативного кiльця називається прос-

тим, якщо кожний раз, коли p дiлить добуток елементiв a i b, p дiлить a
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або p дiлить b.

Необоротний елемент a 6= 0 областi цiлiсностi (комутативного кiль-

ця без дiльникiв нуля) називається звiдним, якщо вiн є добутком двох

необоротних елементiв, i незвiдним в протилежному випадку. В областi

цiлiсностi кожний простий елемент є незвiдним, але обернене твердження

не вiрне.

Область з однозначним розкладом (iнша назва: факторiальне кiльце)

— це, згiдно означення, область цiлiсностi, в якiй кожний необоротний

елемент a може бути представлений як добуток простих елементiв, при-

чому такий розклад однозначний з точнiстю до перестановки елементiв

i оборотних множникiв. Бiльш точно, якщо a = p1p2 · · · pn = q1q2 . . . qm,

де p1, p2, . . . , pn i q1, q2, . . . , qm — простi елементи, то n = m i на множинi

N = {1, 2, . . . , n} iснує така перестановка σ, що qi = εipσ(i) для кожного

i ∈ N , де ε1, ε2, . . . , εn — оборотнi елементи.

Зауважимо, що в кожнiй областi з однозначним розкладом довiльний

незвiдний елемент є простим.

Приклади вiдомих кiлець з однозначним розкладом:

1) евклiдовi кiльця, тобто областi цiлiсностi K, для яких iснує функцiя

(евклiдова норма)

d : K \ 0→= N ∪ 0

така, що для довiльних a i b 6= 0 iз K iснує зображення a = bq + r, де

d(r) < d(b); або r = 0.

2) областi головних iдеалiв; зокрема, кiльце цiлих чисел Z i кiльце цiлих

гаусових чисел

Z[i] = {a+ bi | a, b ∈ Z}, i2 = −1,

а також повнi дискретно нормованi кiльця;

3) кiльце полiномiв K[x], де K — кiльце з однозначним розкладом;

4) кiльце формальних степеневих рядiв k[[x, y]], де k — поле.
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4.1.2. Критерiй Ейзенштейна У 1850 р. Г. Ейзенштейн [72] довiв

добре вiдому достатню умову звiдностi полiномiв, яка тепер називається

критерiєм Ейзенштейна. В сучаснiй науковiй лiтературi вiн формулюється

наступним чином.

Критерiй Ейзенштейна. Нехай R — область з однозначним розкла-

дом i f = f0 +f1x+ · · ·+fnx
n ∈ R[x]. Якщо iснує таке просте p ∈ R, що

всi коефiцiєнти f , за виключенням fn, дiляться на p, а f0 не дiлиться

на p2, то f незвiдний в R[x].

4.1.3. Багатокутники Ньютона i узагальнення критерiя Ей-

зенштейна. Протягом багатьох рокiв цей критерiй узагальнювався ба-

гатьма способами, з використанням багатокутникiв Ньютона, простих iде-

алiв i норм (див., наприклад, [73] – [75]). Декiлька математикiв — Г. Дюма

[76], А. Г. Куршчак [77], О. Оре ([78] – [80]), Т. Релла [81] — узагальнили

цей критерiй за допомогою багатокутникiв Ньютона.

Нехай f = f0 + f1x + · · · + fnx
n ∈ R[x] — полiном над областю з

однозначним розкладом. Вважаємо, що f0fn 6= 0. Можна побудувати ба-

гатокутник на Евклiдовiй площинi наступним чином. Припустимо, що

коефiцiєнт fi дiлиться на pai, але не на бiльш високу степiнь, де ai ≥ 0 i

ai невизначений, якщо fi = 0. Розташуємо точки (0, a0), (1, a1), . . . , (n, an)

на Евклiдовiй площинi i утворимо (нижню) випуклу оболонку цих точок.

Це призводить до послiдовностi лiнiйних сегментiв, якi починаються на

вiсi y i закiнчуються на вiсi x. Вона називається багатокутником Ньютона

для f (вiдносно простого p).

Г. Дюма узагальнив достатню умову незвiдностi Г. Ейзенштейна на-

ступним чином.

Критерiй Ейзенштейна-Дюма. Нехай R — область з однозначним

розкладом i f = f0 + f1x + · · · + fnx
n ∈ R[x], де f0fn 6= 0. Припустимо,

що f є примiтивним, тобто f0, f1, . . . , fn не мають нетривiального за-
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гального дiльника в R. Якщо багатокутник Ньютона для f складається

iз єдиного лiнiйного сегмента вiд (0,m) до (n, 0) i до того ж числа m i

n взаємно простi, то f незвiдний в R[x].

У випадку, коли m = a0 = 1, маємо критерiй Ейзенштейна.

Для нас важливий випадок, коли fn = 1. Тодi критерiй Ейзенштейна-

Дюма має наступну просту геометричну iнтерпретацiю.

Коефiцiєнту f0 вiдповiдає пара цiлих чисел (0,m), де m — найбiльше

число таке, що pm дiлить f0. Розглянемо пряму на площинi, що проходить

через точки (0,m) i (n, 0). Для кожного i ∈ {1, . . . , n−1} розглянемо пару

чисел (i, ai), де ai — найбiльше число i таке, що pai дiлить fi. Теорема

Ейзенштейна-Дюма стверджує, що якщо числа m i n взаємно простi i

кожна пара (i, ai) лежить на вказаний прямiй, то полiном f незвiдний

(над R).

t t
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b
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4.2. Критерiй незвiдностi для областей з однознач-

ним розкладом

Означення канонiчно циклiчних матриць, а також iншi означення, вик-

ладенi вище, легко узагальнюються на випадок кiлець з однозначним роз-

кладом.

Доведемо наступну теорему.

Теорема 4.1. Нехай K — кiльце з однозначним розкладом i t — йо-

го простий елемент. Канонiчно t-циклiчна матриця M над K незвiдна

тодi i лише тодi, коли її порядок взаємно простий з її вагою (вiдносно

елемента t).

Доведення. Якщо порядок i вага матрицiM не взаємно простi, то матриця

M звiдна за твердженням 3.13 (бо за цим твердженням вона звiдна навiть

над пiдкiльцем Z[t]). Якщо ж порядок i вага матрицi M взаємно простi,

то вона незвiдна за критерiєм Ейзенштейна-Дюма.

Ця теорема легко узагальнюється на канонiчно (t, ∗)-циклiчнi матрицi
у випадку, коли в кiльцi iснує корiнь n-го степеня iз добутку всiх εi (n —

порядок матрицi). А саме iз твердження 2.4 випливає, що в цьому випадку

канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця є добутком цього кореня i вiдповiдної

канонiчно t-циклiчної матрицi.

4.3. Спадкова звiднiсть канонiчно циклiчних мат-

риць

4.3.1. Критерiй спадкової звiдностi для комутативних локаль-

них кiлець головних iдеалiв. НехайK — комутативне локальне кiльце

головних iдеалiв i t — твiрний елемент його радикала. Якщо кiльце K є

областю цiлiсностi (тобто радикал не є нiльпотентним), то воно є кiльцем
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з однозначним розкладом, а значить для канонiчних матриць над ним

справедливий критерiй iз попереднього пiдроздiлу.

Нехай радикал кiльця K нiльпотентний. Оскiльки для таких кiлець

критерiї (чи достатнi умови) незвiдностi практично не вивчалися, то поки

що не видно, як можна отримати критерiй незвiдностi (або, що те саме,

звiдностi) канонiчно циклiчних матриць.

Ми отримаємо критерiї для звiдностi спецiального типу.

Матрицю A порядку n над комутативним кiльцем K, що є канонiч-

но t-циклiчною назвемо спадково звiдною, якщо iснує оборотна (над K)

матриця C така, що

C−1AC =

 A1 ∗
0 A2

 ,

де A1 — канонiчно t-циклiчна матриця порядку n1 > 0 i A2 — деяка мат-

риця порядку n2 > 0. В протилежному випадку матриця A називається

спадково незвiдною.

Аналогiчно дається означення спадково звiдної та спадково незвiдної

канонiчно (t, ∗)-циклiчної матрицi.

Теорема 4.2. Нехай M — канонiчно t-циклiчна матриця малої ва-

ги над комутативним локальним кiльцем головних iдеалiв. Матриця

M спадково незвiдна тодi i лише тодi, коли її порядок i t-вага взаємно

простi.

Доведення. Необхiднiсть. Уточнимо теорему 3.12, сформулювавши її у

виглядi достатної умови розкладностi матрицi (i обмеживши на локальне

поле).
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Теорема 4.3. Нехай

M = M(t, s1, . . . , sn) =


0 . . . 0 tsn

ts1 . . . 0 0
... . . . ... ...

0 . . . tsn−1 0


— канонiчно t-циклiчна матриця над комутативним локальним кiль-

цем i нехай її порядок i t-вага не взаємно простi. Тодi для будь-якого їх

спiльного дiльника d > 1 iснує подiбна до M матриця

N =

 M(t, s′1, . . . , s
′
n) D

0 B

 ,

де M ′ = M(t, s′1, . . . , s
′
n) — канонiчно t-циклiчна матриця порядку n

d .

Доведення цiєї теореми випливає iз доведення теореми 3.12 (див. за-

ключну частину доведення).

Iз теореми 4.3 маємо необхiднiсть.

Достатнiсть. Нехай порядок n i t-вага s матрицi M взаємно про-

стi. Припустимо, що матриця M спадково звiдна. Тодi характеристичний

полiном xn − ts канонiчно t-циклiчної матрицi M дiлиться на характери-

стичний полiном xn′−ts′ канонiчно t-циклiчної матрицiM ′ (див. означення

спадкової звiдностi):

xn − ts = (xn
′ − ts′)(αn−n′xn−n

′
+ αn−n′−1x

n−n′−1 + · · ·+ α1x+ α0).

Iз цiєї рiвностi маємо:

ts
′
α0 = ts; (4.1)

αn−n′ = 1; (4.2)

якщо i < n′, то ts
′
αi = 0, (4.3)

якщо n′ ≤ i ≤ n− n′, то ts
′
αi = αi−n′, (4.4)
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якщо n− 2n′ < i, то 0 = αi, (4.5)

де (для всiх випадкiв) 0 < i < n− n′.
Iз (4.1), (4.4) маємо ts = ts

′
α0 = ts

′+s′qαqn′. Нехай n − n′ = n′q + r

для деякого q ≥ 0, 0 ≤ r < n′. Припустимо, що r 6= 0. Отже, n − 2n′ =

(n − n′) − n′ = qn′ + r − n′ < qn′ < qn′ + r = n − n′ i з (4.5) маємо

ts = ts
′(1+q)αqn′ = 0, що неможливо.

Отже, r = 0, n − n′ = n′q, а значить n = n′q + n′ = n′(1 + q). Iз

(4.4) маємо ts = ts
′(1+q)αqn′ = ts

′(1+q)αn−n′ = ts
′(1+q), звiдки s = s′(1 + q).

Таким чином, 1 + q > 0 є загальним дiльником чисел n i s. Прийшли до

протирiччя.

Iз теореми 4.2 випливає аналогiчна теорема для канонiчно (t, ∗)-
циклiчної матрицi (див. попереднiй пункт).

4.3.2. Слабко спадкова звiднiсть канонiчно циклiчних

матриць. У зв’язку з означенням спадкової звiдностi може виник-

нути питання, а що буде, коли вважати, що канонiчно циклiчна i

матриця A2? Чи буде тодi справедлива теорема 4.2? У цьому пунктi буде

отримана вiдповiдь на цi запитання.

Для цього узагальнимо поняття спадкової звiдностi.

Матрицю A порядку n над комутативним кiльцем K, що є канонiчно

t-циклiчною назвемо слабко спадково звiдною, якщо iснує оборотна (над

K) матриця C така, що

C−1AC =


A1 ∗ . . . ∗
0 A2 . . . ∗
... ... . . . ...

0 0 . . . Ak

 ,

де k > 1, всi (квадратнi) матрицi A1, A2, . . . , Ak мають ненульовi порядки

i одна iз них є канонiчно t-циклiчною. В протилежному випадку матриця

A називається слабко спадково незвiдною.
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По сутi тут виникають 3 випадки. Якщо канонiчно t-циклiчну матри-

цю позначати через N , то це такi випадки (всi дiагональнi блоки мають

ненульовий порядок):

1) (верхньо-спадкова звiднiсть ≡ спадкова звiднiсть) матриця A подiб-

на матрицi

A′ =

 N ∗
0 A2

 ;

2) (нижньо-спадкова звiднiсть) матриця A подiбна матрицi

A′ =

 A1 ∗
0 N

 ;

3) (середньо-спадкова звiднiсть) матриця A подiбна матрицi

A′ =


A1 ∗ ∗
0 N ∗
0 0 Ak

 ,

Теорема 4.4. Нехай M — канонiчно t-циклiчна матриця малої ва-

ги над комутативним локальним кiльцем головних iдеалiв. Наступнi

умови еквiвалентнi:

а) матриця M слабко спадково звiдна;

б) матриця M спадково звiдна.

Доведення. Iмплiкацiя б) ⇒ а) очевидна.

Доведемо iмплiкацiю б) ⇒ а).

Нехай M — слабко спадково звiдна канонiчно t-циклiчна матриця. По-

значимо її порядок через n, а t-вагу через s. Далi, порядок дiагонально-

го блоку, що є канонiчно t-циклiчною матрицею (див. означення слабко

спадкової матрицi), позначимо через n′, а її t-вагу — через s′. Оскiльки ха-

рактеристичний полiном xn−ts матрицiM дiлиться на характеристичний
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полiном xn′− ts′ матрицi N , то згiдно доведення теореми 4.2 (достатнiсть)

n i s не взаємно простi. А тодi за теоремою 4.2 матриця M спадково звiд-

на.

Iз вищесказаного випливає аналогiчна теорема для канонiчно (t, ∗)-
циклiчної матрицi.

4.4. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi вивчаються необхiднi та достатнi умови звiдностi канонiч-

но циклiчних матриць малої ваги над комутативними кiльцями.

Отримано критерiй незвiдностi канонiчно t-циклiчної матрицi над кiль-

цем з однозначним розкладом та критерiй спадкової незвiдностi канонiчно

t-циклiчної матрицi малої ваги над комутативним кiльцем головних iде-

алiв. Цi критерiї узагальнено на деякий клас канонiчно (t, ∗)-циклiчних
матриць.

Розглянуто також випадок слабко спадкової звiдностi.

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах [50], [59], [61], [62], [63].
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Роздiл 5

НЕЗВIДНIСТЬ ТА ЗВIДНIСТЬ МОНОМIАЛЬНИХ

МАТРИЦЬ ВЕЛИКОЇ ВАГИ

Квадратну матрицю A над кiльцем K назвемо (p, q)-звiдною, якщо вона

подiбна матрицi вигляду  A11 A12

0 A22

 ,

де A11 i A22 — матрицi порядку p ≥ 1 i q ≥ 1 вiдповiдно. Якщо при

цьому порядок q матрицiA22 малий, то матрицюA будемо також називати

(∗, q)-звiдною. Якщо ж матрицi A, A11 i A22 — канонiчно (t, ∗)-циклiчнi,
то матрицю A назвемо 2-спадково звiдною.

У цьому роздiлi K позначає довiльне комутативне локальне кiльце з

радикалом R 6= 0 i t 6= 0 — нiльпотентний елемент. Запис tm = 0 буде

означати, що m — степiнь нiльпотентностi t. Пiд пiдпослiдовнiстю визна-

чальної послiдовностi завжди мається на увазi зв’язна пiдпослiдовнiсть

(з врахуванням її циклiчних перестановок).

Ще введемо деякi позначення для перетворень довiльної квадратної

матрицi над кiльцем K. Pij(a) позначає додавання i-го рядка, помноже-

ного на елемент a ∈ K, до j-го рядка. Qij(a) позначає аналогiчне перетво-

рення для стовпцiв. Через [m
a→ s]+ позначимо перетворення подiбностi,

яке полягає в тому, що спочатку застосовується перетворення Pms(a), а

потiм обернене до нього перетворення Qsm(−a), а через [m
a→ s]− — пе-

ретворення подiбностi, яке полягає в тому, що спочатку застосовується

перетворення Qms(a), а потiм обернене до нього перетворення Psm(−a).
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5.1. Необхiднi умови незвiдностi, пов’язанi iз зада-

ною пiдпослiдовнiстю довжини 6 визначальної

послiдовностi

5.1.1. Випадок t2 = 0. У цьому пунктi доводиться наступна теорема.

Теорема 5.1. Нехай t2 = 0 i канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця

незвiдна. Тодi її визначальна послiдовнiсть не мiстить пiдпослiдовнос-

тей вигляду (t, t, t, 1, 1, 1) i (t, t, t, t, 1, 1).

Ця теорема випливає iз результатiв п.2 роботи [55] (випадок 2-однорiд-

ної вагової послiдовностi належить Р. Ф. Динис).

Доведення проводимо вiд противного.

Припустимо спочатку що визначальна послiдовнiсть канонiчно (t, ∗)-
циклiчної матрицi мiстить пiдпослiдовнiсть (t, t, t, 1, 1, 1), i покажемо її

звiднiсть.

Нехай довжина визначальної послiдовностi бiльша шести: M =

M(1, 1, 1, α1, α2, . . . , αs, t, t, t) =

=



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 t

1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0

0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0

0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0

0 0 0 α1 0 . . . 0 0 0 0

0 0 0 0 α2 . . . 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0



.
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Розглянемо звiдну матрицю

N =



0 0 0 . . . 0 0 −t 1 0

1 0 −t . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ...

0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 . . . 0 t 0 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 t

0 0 0 . . . 0 0 0 1 0



.

Покажемо, що матриця N подiбна матрицi M .

На 1-му кроцi застосуємо до матрицi N перетворення [n−1
t→ n−2]−:

N1 =



0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

1 0 −t . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ...

0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 . . . 0 t 0 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 t

0 0 0 . . . 0 0 t 1 0



.
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На 2-му кроцi застосуємо до матрицi N1 перетворення [1
−1→ n]+:

N2 =



0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

1 0 −t . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ...

0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 . . . 0 t 0 0 0

t 0 0 . . . 0 0 0 0 t

0 0 0 . . . 0 0 t 0 0



.

На 3-му кроцi застосуємо до матрицi N2 перетворення [2
−t→ n− 1]+:

N3 =



0 t 0 . . . 0 0 0 1 0

1 0 −t . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ...

0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 . . . 0 t 0 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 t

0 0 0 . . . 0 0 t 0 0



.

На 4-му кроцi застосуємо до матрицi N3 перетворення [3
−t→ 1]+:
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N4 =



0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

1 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ...

0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 . . . 0 t 0 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 t

0 0 0 . . . 0 0 t 0 0



.

Матриця N4 однаковою перестановкою рядкiв i стовпцiв чи, iншими

словами, їх перенумерацiєю, (що здiйснювати бiльш зручно) може бути

приведена до матрицi M(1, 1, 1, α1, α2, . . . , αs, t, t, t).

Припустимо тепер, що визначальна послiдовнiсть канонiчно (t, ∗)-
циклiчної матрицi мiстить пiдпослiдовнiсть (t, t, t, t, 1, 1).

Розглянемо випадок, коли довжина визначальної послiдовностi бiльша

шести: M = M(1, 1, α1, α2, . . . , αs, t, t, t, t) =

=



0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t

1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 α1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 α2 . . . 0 0 0 0 0
... ... ... ... . . . ... ... ... ... ...

0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0

0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0

0 0 0 0 . . . 0 0 0 t 0



.
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Розглянемо звiдну матрицю

N =



0 0 . . . 0 0 −t 1 0 0

1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 . . . 0 t 0 0 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 t

0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.

Покажемо, що матриця N подiбна матрицi M .

На 1-му кроцi застосуємо до матрицi N перетворення [n−2
t→ n−3]−:

N1 =



0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 . . . 0 t 0 0 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 t

0 0 . . . 0 0 t 1 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.
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На 2-му кроцi застосуємо до матрицi N1 перетворення [1
−1→ n− 1]+:

N2 =



0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 . . . 0 t 0 0 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 t

0 0 . . . 0 0 t 0 0 0

t 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.

На 3-му кроцi застосуємо до матрицi N2 перетворення [2
−t→ n]+:

N3 =



0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 . . . 0 t 0 0 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 t

0 0 . . . 0 0 t 0 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.

Матриця N3 однаковою перестановкою рядкiв i стоппцiв приводиться

до матрицi M(1, 1, α1, α2, . . . , αs, t, t, t, t).
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5.1.2. Загальний випадок. У цьому пунктi теорема 5.1 узагаль-

нюється на випадок довiльногоm. Сформулюємо це узагальнення окремо

для кожного випадку.

Теорема 5.2. Нехай tm = 0, tm−1 6= 0, i канонiчно (t, ∗)-циклiчна
матриця незвiдна. Тодi її визначальна послiдовнiсть не мiстить пiдпо-

слiдовностей вигляду (ti, tj, tp, 1, 1, 1), де i+ j ≥ m, 2p ≥ m.

Теорема 5.3. Нехай tm = 0, tm−1 6= 0, i канонiчно (t, ∗)-циклiчна
матриця незвiдна. Тодi її визначальна послiдовнiсть не мiстить пiдпо-

слiдовностей вигляду (ti, tj, tp, tq, 1, 1), де i+ j ≥ m, p+ q ≥ m.

Цi теореми випливають iз результатiв п.2 роботи [55] (випадки 2-одно-

рiдної вагової послiдовностi належать Р. Ф. Динис).

Доведемо спочатку теорему 5.2.

Маємо матрицю

M = M(ti, tj, tp, 1, 1, 1, α1, α2, . . . , αs) =

=



0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 αs

ti 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 tj 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 tp 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 . . . 0 0

0 0 0 0 0 0 α1 0 . . . 0 0

0 0 0 0 0 0 0 α2 . . . 0 0
... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...

0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs−1 0



.
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Розглянемо звiдну матрицю

N =



0 0 0 . . . 0 0 −tj 1 0

1 0 −tp . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 . . . 0 ti 0 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 tp

0 0 0 . . . 0 0 0 1 0



.

Покажемо, що матриця N подiбна матрицi M .

На 1-му кроцi застосуємо до матрицi N перетворення [n−1
tj→ n−2]−:

N1 =



0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

1 0 −tp . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 . . . 0 ti 0 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 tp

0 0 0 . . . 0 0 tj 1 0



.
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На 2-му кроцi застосуємо до матрицi N1 перетворення [1
−1→ n]+:

N2 =



0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

1 0 −tp . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 . . . 0 ti 0 0 0

tp 0 0 . . . 0 0 0 0 tp

0 0 0 . . . 0 0 tj 0 0



.

На 3-му кроцi застосуємо до матрицi N2 перетворення [2
−tp→ n− 1]+:

N3 =



0 tp 0 . . . 0 0 0 1 0

1 0 −tp . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 . . . 0 ti 0 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 tp

0 0 0 . . . 0 0 tj 0 0



.

На 4-му кроцi застосувавши до матрицi N3 перетворення [3
−tp→ 1]+:



114

N4 =



0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

1 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 . . . 0 ti 0 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 tp

0 0 0 . . . 0 0 tj 0 0



.

Матриця N4 однаковою перестановкою рядкiв i стовпцiв приводиться

до матрицi M(ti, tj, tp, 1, 1, 1, α1, α2, . . . , αs).

Тепер доведемо теорему 5.3.

Маємо матрицю

M(ti, tj, tp, tq, 1, 1, α1, α2, . . . , αs) =

=



0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 αs

ti 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 tj 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 tp 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 tq 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 . . . 0 0

0 0 0 0 0 0 α1 0 . . . 0 0

0 0 0 0 0 0 0 α2 . . . 0 0
... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...

0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs−1 0



.
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Розглянемо звiдну матрицю

N =



0 0 . . . 0 0 −tj 1 0 0

1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 tq

0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 tp 0



.

Покажемо, що матриця N подiбна матрицi M .

На 1-му кроцi застосуємо до матрицi N перетворення [n−2
tj→ n−3]−:

N1 =



0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 tq

0 0 . . . 0 0 tj 1 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 tp 0



.

На 2-му кроцi застосуємо до матрицi N1 перетворення [1
−1→ n− 1]+:
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N2 =



0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 tq

0 0 . . . 0 0 tj 0 0 0

tp 0 . . . 0 0 0 0 tp 0



.

На 3-му кроцi застосуємо до матрицi N2 перетворення [2
−tp→ n]+:

N3 =



0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 tq

0 0 . . . 0 0 tj 0 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 tp 0



.

Матриця N3 однаковою перестановкою рядкiв i стовпцiв приводиться

до матрицi M(ti, tj, tp, tq, 1, 1, α1, α2, . . . , αs).
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5.2. Достатнi умови (∗, 2)-звiдностi

5.2.1. Випадок t2 = 0. У цьому пунктi доводяться наступнi теореми.

Теорема 5.4. Нехай t2 = 0. Канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця по-

рядку n ≥ 8, визначальна послiдовнiсть якої мiстить пiдпослiдовнiсть

(t, t, t, 1, t, 1, 1, 1), є (∗, 2)-звiдною.

Теорема 5.5. Нехай t2 = 0. Канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця по-

рядку n ≥ 8, визначальна послiдовнiсть якої мiстить пiдпослiдовнiсть

(t, t, t, 1, 1, t, 1, 1), є (∗, 2)-звiдною.

Доведемо спочатку теорему 5.4.

Маємо матрицю

M = M(1, t, 1, 1, 1, α1, . . . , αs, t, t, t) =

=



0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 t

1 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0

0 t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0

0 0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0
... ... ... ... ... ... . . . ... ... ... ...

0 0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0

0 0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0

0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0



.

Розглянемо (∗, 2)-звiдну матрицю



118

N =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 −t 1 0

t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −t . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0



.

Покажемо, що матриця N подiбна матрицi M .

На 1-му кроцi застосуємо до матрицi N перетворення [n−1
t→ n−2]−:

N1 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −t . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 1 0



.

На 2-му кроцi застосуємо до матрицi N1 перетворення [1
−1→ n]+:
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N2 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −t . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0

t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0



.

На 3-му кроцi застосуємо до матрицi N2 перетворення [2
−1→ n− 1]+:

N3 =



0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −t . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0



.

На 4-му кроцi застосуємо до матрицi N3 перетворення [3
−1→ 1]+:
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N4 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

t 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −t . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0



.

На 5-му кроцi застосуємо до матрицi N4 перетворення [4
−t→ 2]+:

N5 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 t 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −t . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0



.

На 6-му кроцi застосуємо до матрицi N5 перетворення [5
−t→ 3]+:
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N6 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0



.

Матриця N6 однаковою перестановкою рядкiв i стовпцiв приводиться

до матрицi M(1, t, 1, 1, 1, α1, . . . , αs, t, t, t).

Тепер доведемо теорему 5.5.

Маємо матрицю M = M(1, 1, t, 1, 1, α1, . . . , αs, t, t, t) =

=



0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 t

1 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0

0 0 t 0 0 0 . . . 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0

0 0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0
... ... ... ... ... ... . . . ... ... ... ...

0 0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0

0 0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0

0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0



.
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Розглянемо (∗, 2)-звiдну матрицю

N =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 −t 1 0

1 0 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0

0 t 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −t . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0



.

Покажемо, що матриця N подiбна матрицi M .

На 1-му кроцi застосуємо до матрицi N перетворення [n−1
t→ n−2]−:

N1 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

1 0 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0

0 t 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −t . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 1 0



.
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На 2-му кроцi застосуємо до матрицi N1 перетворення [1
−1→ n]+:

N2 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

1 0 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0

0 t 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −t . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0

t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0



.

На 3-му кроцi застосуємо до матрицi N2 перетворення [2
−t→ n− 1]+:

N3 =



0 t 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

1 0 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0

0 t 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −t . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0



.
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На 4-му кроцi застосуємо до матрицi N3 перетворення [3
−1→ 1]+:

N4 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

1 0 1 0 −t . . . 0 0 0 0 0

0 t 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −t . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0



.

На 5-му кроцi застосуємо до матрицi N4 перетворення [4
−1→ 2]+:

N5 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 t 0 t 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −t . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0



.
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На 6-му кроцi застосуємо до матрицi N5 перетворення [5
−t→ 3]+:

N6 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 t 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0



.

Матриця N6 однаковою перестановкою рядкiв i стовпцiв приводиться

до матрицi M(1, 1, t, 1, 1, α1, . . . , αs, t, t, t).

5.2.2. Випадок tm = 0. У цьому пунктi теореми 5.4 i 5.5 узагаль-

нюється на випадок довiльного m.

Теорема 5.6. Нехай tm = 0, tm−1 6= 0. Якщо i ≤ q, j + p ≥
m (0 < i, j, p, q < m), то канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця поряд-

ку n ≥ 8, визначальна послiдовнiсть якої мiстить пiдпослiдовнiсть

(tj, tp, tq, 1, ti, 1, 1, 1), є (∗, 2)-звiдною.

Теорема 5.7. Нехай tm = 0, tm−1 6= 0. Якщо i ≤ q, 3q − i ≥ m,

j + p ≥ m (0 < i, j, p, q < m), то канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця по-

рядку n ≥ 8, визначальна послiдовнiсть якої мiстить пiдпослiдовнiсть

(tj, tp, tq, 1, 1, ti, 1, 1), є (∗, 2)-звiдною.
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Доведемо спочатку теорему 5.6.

Вiзьмемо матрицю

M = M(1, ti, 1, 1, 1, α1, α2, . . . , αs, t
j, tp, tq) =

=



0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 tq

1 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0

0 ti 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0

0 0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0

0 0 0 0 0 0 . . . 0 tj 0 0

0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 tp 0



.

Розглянемо звiдну матрицю

N =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 −tp 1 0

ti 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −tq . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 tj 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tq

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0



.
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Покажемо, що матриця N подiбна матрицi M .

На 1-му кроцi застосуємо до матрицi N перетворення [n−1
tp→ n−2]−:

N1 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

ti 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −tq . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 tj 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tq

0 0 0 0 0 . . . 0 0 tp 1 0



.

На 2-му кроцi застосуємо до матрицi N1 перетворення [1
−1→ n]+:

N2 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

ti 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −tq . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 tj 0 0 0

tq 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tq

0 0 0 0 0 . . . 0 0 tp 0 0



.
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На 3-му кроцi застосуємо до матрицi N2 перетворення [2
−tq−i→ n− 1]+:

N3 =



0 tq−i 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

ti 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −tq . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 tj 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tq

0 0 0 0 0 . . . 0 0 tp 0 0



.

На 4-му кроцi застосуємо до матрицi N3 перетворення [3
−tq−i→ 1]+:

N4 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

ti 0 tq 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −tq . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 tj 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tq

0 0 0 0 0 . . . 0 0 tp 0 0



.
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На 5-му кроцi застосувавши до матрицi N4 перетворення [4
−tq→ 2]+:

N5 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

ti 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 tq 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −tq . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 tj 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tq

0 0 0 0 0 . . . 0 0 tp 0 0



.

На 6-му кроцi застосувавши до матрицi N5 перетворення [5
−tq→ 3]+:

N6 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

ti 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 tj 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tq

0 0 0 0 0 . . . 0 0 tp 0 0



.

Матриця N6 однаковою перестановкою рядкiв i стовпцiв приводиться

до матрицi M(1, ti, 1, 1, 1, α1, α2, . . . , αs, t
j, tp, tq).
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Доведемо тепер теорему 5.7.

Вiзьмемо матрицю

M = M(1, 1, ti, 1, 1, α1, α2, . . . , αs, t
j, tp, tq) =

=



0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 tq

1 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0

0 0 ti 0 0 0 . . . 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0

0 0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0

0 0 0 0 0 0 . . . 0 tj 0 0

0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 tp 0



.

Розглянемо звiдну матрицю

N =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 −tp 1 0

1 0 0 0 −t2q−i . . . 0 0 0 0 0

0 ti 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −tq . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 tj 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tq

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0



.

Покажемо, що матриця N подiбна матрицi M .
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На 1-му кроцi застосуємо до матрицi N перетворення [n−1
tp→ n−2]−:

N1 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

1 0 0 0 −t2q−i . . . 0 0 0 0 0

0 ti 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −tq . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 tj 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tq

0 0 0 0 0 . . . 0 0 tp 1 0



.

На 2-му кроцi застосуємо до матрицi N1 перетворення [1
−1→ n]+:

N2 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

1 0 0 0 −t2q−i . . . 0 0 0 0 0

0 ti 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −tq . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 tj 0 0 0

tq 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tq

0 0 0 0 0 . . . 0 0 tp 0 0



.
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На 3-му кроцi застосуємо до матрицi N2 перетворення [2
−tq→ n− 1]+:

N3 =



0 tq 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

1 0 0 0 −t2q−i . . . 0 0 0 0 0

0 ti 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −tq . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 tj 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tq

0 0 0 0 0 . . . 0 0 tp 0 0



.

На 4-му кроцi застосуємо до матрицi N3 перетворення [3
−tq−i→ 1]+:

N4 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

1 0 tq−i 0 −t2q−i . . . 0 0 0 0 0

0 ti 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −tq . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 tj 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tq

0 0 0 0 0 . . . 0 0 tp 0 0



.

На 5-му кроцi застосувавши до матрицi N4 перетворення [4
−tq−i→ 2]+:
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N5 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 ti 0 tq 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −tq . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 tj 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tq

0 0 0 0 0 . . . 0 0 tp 0 0



.

На 6-му кроцi застосувавши до матрицi N5 перетворення [5
−tq→ 3]+:

N6 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 ti 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 tj 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tq

0 0 0 0 0 . . . 0 0 tp 0 0



.

Матриця N6 однаковою перестановкою рядкiв i стовпцiв приводиться

до матрицi M(1, 1, ti, 1, 1, α1, α2, . . . , αs, t
j, tp, tq).
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5.3. Достатнi умови (∗, 3)-звiдностi

5.3.1. Випадок t2 = 0. У цьому пунктi доводяться наступнi теореми.

Теорема 5.8. Нехай t2 = 0. Канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця по-

рядку n ≥ 9, визначальна послiдовнiсть якої мiстить пiдпослiдовнiсть

(t, t, t, t, 1, t, 1, t, 1), є (∗, 3)-звiдною.

Теорема 5.9. Нехай t2 = 0. Канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця по-

рядку n ≥ 9, визначальна послiдовнiсть якої мiстить пiдпослiдовнiсть

(1, 1, 1, 1, 1, t, 1, t, t), є (∗, 3)-звiдною.

Доведемо спочатку теорему 5.8

Вiзьмемо матрицю M = M(1, t, 1, t, 1, α1, . . . , αs, t, t, t, t) =

=



0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t

1 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0

0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0

0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 t 0



.
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Розглянемо (∗, 3)-звiдну матрицю

N =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 −t 1 0 0

t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.

Покажемо, що матриця N подiбна матрицi M .

На 1-му кроцi застосуємо до матрицi N перетворення [n−2
t→ n−3]−:

N1 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 1 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.
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На 2-му кроцi застосуємо до матрицi N1 перетворення [1
−1→ n− 1]+:

N2 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0

t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.

На 3-му кроцi застосуємо до матрицi N2 перетворення [2
−1→ n]+:

N3 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0

0 t 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.
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На 4-му кроцi застосуємо до матрицi N3 перетворення [3
−t→ n− 2]+:

N4 =



0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.

На 5-му кроцi застосуємо до матрицi N4 перетворення [4
−1→ 1]+:

N5 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

t 0 0 t 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.
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На 6-му кроцi застосуємо до матрицi N5 перетворення [5
−t→ 2]+:

N6 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.

Матриця N6 однаковою перестановкою рядкiв i стовпцiв приводиться

до матрицi M(1, t, 1, t, 1, α1, . . . , αs, t, t, t, t).

Доведемо тепер теорему 5.9.

Нагадаємо, що якщо взяти транспоновану матрицю до канонiчно цик-

лiчної матрицi з визначальною послiдовнiстю a = (a1, a2, . . . , an), то вона

переставно подiбна канонiчно циклiчнiй матрицi з дуальною визначаль-

ною послiдовнiстю a∗ = (an, an−1, . . . , a1).

З формальних мiркувань при доведеннi розглядаємо дуальний випа-

док.

Вiзьмемо матрицю



139

M(1, 1, 1, 1, 1, α1, . . . , αs, t, t, 1, t) =

=



0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t

1 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0

0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0

0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0



.

Розглянемо (∗, 3)-звiдну матрицю

N =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 −t 1 0 0

1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0



.

Покажемо, що матриця N подiбна матрицi M .
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На 1-му кроцi застосуємо до матрицi N перетворення [n−2
t→ n−3]−:

N1 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 1 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0



.

На 2-му кроцi застосуємо до матрицi N1 перетворення [1
−1→ n− 1]+:

N2 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0

1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0



.
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На 3-му кроцi застосуємо до матрицi N2 перетворення [2
−1→ n]+:

N3 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0

0 t 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0



.

На 4-му кроцi застосуємо до матрицi N3 перетворення [3
−t→ n− 2]+:

N4 =



0 0 t 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0



.

На 5-му кроцi застосуємо до матрицi N4 перетворення [4
−t→ 1]+:
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N5 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

1 0 0 t 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 −t . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0



.

На 6-му кроцi застосуємо до матрицi N5 перетворення [5
−t→ 2]+:

N6 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t

0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0



.

Матриця N6 однаковою перестановкою рядкiв i стовпцiв приводиться

до матрицi M(1, 1, 1, 1, 1, α1, . . . , αs, t, t, 1, t).
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5.3.2. Випадок tm = 0. У цьому пунктi теореми 5.8 i 5.9 узагаль-

нюється на випадок довiльного m.

Теорема 5.10. Нехай tm = 0, tm−1 6= 0. Якщо q ≥ i, r ≥ j, i+ j ≥ m,

k + p ≥ m (0 < i, j, k, p, q, r < m), то канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця

порядку n ≥ 9, визначальна послiдовнiсть якої мiстить пiдпослiдов-

нiсть (tk, tp, tq, tr, 1, ti, 1, tj, 1), є (∗, 3)-звiдною.

Теорема 5.11. Нехай tm = 0, tm−1 6= 0. Якщо i+ j ≥ m, 2k ≥
m (0 < i, j, k < m), то канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця поряд-

ку n ≥ 9, визначальна послiдовнiсть якої мiстить пiдпослiдовнiсть

(1, 1, 1, 1, 1, tk, 1, tj, ti), є (∗, 3)-звiдною.

Доведемо спочатку теорему 5.10.

Вiзьмемо матрицю M = M(1, ti, 1, tj, 1, α1, α2, . . . , αs, t
k, tp, tq, tr) =

=



0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tr

1 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 ti 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 tj 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 . . . 0 tk 0 0 0

0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 tp 0 0

0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 tq 0



.

Розглянемо (∗, 3)-звiдну матрицю
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N =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 −tp 1 0 0

ti 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 −tq+r−j . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 tj 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 tk 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 tr

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tq 0



.

Покажемо, що матриця N подiбна матрицi M .

На 1-му кроцi застосуємо до матрицi N перетворення [n−2
tp→ n−3]−:

N1 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

ti 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 −tq+u−j . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 tj 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 tk 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 tu

0 0 0 0 0 . . . 0 0 tp 1 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tq 0



.
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На 2-му кроцi застосуємо до матрицi N1 перетворення [1
−1→ n− 1]+:

N2 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

ti 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 −tq+r−j . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 tj 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 tk 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 tr

0 0 0 0 0 . . . 0 0 tp 0 0 0

tq 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tq 0



.

На 3-му кроцi застосуємо до матрицi N2 перетворення [2
−tq−i→ n]+:

N3 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

ti 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 −tq+r−j . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 tj 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 tk 0 0 0 0

0 tq−i+r 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 tr

0 0 0 0 0 . . . 0 0 tp 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tq 0



.
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На 4-му кроцi застосуємо до матрицi N3 перетворення [3
−tq−i+r

→ n−2]+:

N4 =



0 0 tq−i+r 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

ti 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 −tq+r−j . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 tj 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 tk 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 tr

0 0 0 0 0 . . . 0 0 tp 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tq 0



.

На 5-му кроцi застосуємо до матрицi N4 перетворення [4
−tq−i+r−j
→ 1]+:

N5 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

ti 0 0 tq+r−j 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 −tq+r−j . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 tj 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 tk 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 tr

0 0 0 0 0 . . . 0 0 tp 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tq 0



.
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На 6-му кроцi застосуємо до матрицi N5 перетворення [5
−tq+r−j
→ 2]+:

N6 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

ti 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 tj 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 tk 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 tr

0 0 0 0 0 . . . 0 0 tp 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tq 0



.

Матриця N6 однаковою перестановкою рядкiв i стовпцiв приводиться

до матрицi M(1, ti, 1, tj, 1, α1, α2, . . . , αs, t
k, tp, tq, tr).

Доведемо тепер теорему 5.11.

Вiзьмемо матрицю M(1, 1, 1, 1, 1, α1, α2 . . . , αs, t
i, tj, 1, tk) =

=



0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tk

1 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ...
0 0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 . . . 0 ti 0 0 0

0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 tj 0 0

0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0



.
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Розглянемо (∗, 3)-звiдну матрицю

N =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 −tj 1 0 0

1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 −tk . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 tk

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0



.

Покажемо, що матриця N подiбна матрицi M .

На 1-му кроцi застосуємо до матрицi N перетворення [n−2
tj→ n−3]−:

N1 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 −tk . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 tk

0 0 0 0 0 . . . 0 0 tj 1 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0



.
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На 2-му кроцi застосуємо до матрицi N1 перетворення [1
−1→ n− 1]+:

N2 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 −tk . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 tk

0 0 0 0 0 . . . 0 0 tj 0 0 0

1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0



.

На 3-му кроцi застосуємо до матрицi N2 перетворення [2
−1→ n]+:

N3 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 −tk . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0

0 tk 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 tk

0 0 0 0 0 . . . 0 0 tj 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0



.
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На 4-му кроцi застосуємо до матрицi N3 перетворення [3
−tk→ n− 2]+:

N4 =



0 0 tk 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 −tk . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 tk

0 0 0 0 0 . . . 0 0 tj 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0



.

На 5-му кроцi застосуємо до матрицi N4 перетворення [4
−tk→ 1]+:

N5 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

1 0 0 tk 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 −tk . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 tk

0 0 0 0 0 . . . 0 0 tj 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0



.

На 6-му кроцi застосуємо до матрицi N5 перетворення [5
−tk→ 2]+:
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N6 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 0 . . . αs 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 tk

0 0 0 0 0 . . . 0 0 tj 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0



.

Матриця N6 однаковою перестановкою рядкiв i стовпцiв приводиться

до матрицi M(1, 1, 1, 1, 1, α1, α2 . . . , αs, t
i, tj, 1, tk).

5.4. Теореми про 2-спадкову звiднiсть

5.4.1. Випадок t2 = 0. У цьому пунктi доводяться наступнi теореми.

Теорема 5.12. Нехай t2 = 0. Канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця по-

рядку n ≥ 6 є 2-спадково звiдною, якщо її визначальна послiдовнiсть

мiстить пiдпослiдовностi (1, 1) i (t, t, t, t).

Теорема 5.13. Нехай t2 = 0. Канонiчно (t, ∗)-циклiчна матриця по-

рядку n ≥ 8 є 2-спадково звiдною, якщо її визначальна послiдовнiсть

мiстить пiдпослiдовностi (1, 1, 1) i (t, t, 1, t, t).

Доведемо спочатку теорему 5.12, вважаючи, що порядок матрицi бiль-

ший за 6 (див. теорему 5.1).
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Вiзьмемо матрицю порядку n = s+ 6 > 6

M = M(1, 1, α1, α2, . . . , αr, t, t, t, t, αr+1, αr+2, . . . , αs) =

=



0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 . . . 0 αs

1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 t 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 t 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 αr+1 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 . . . αs−1 0



.

Розглянемо 2-спадково звiдну матрицю

N =



0 0 . . . 0 0 0 1 −1 0 0 0 . . . 0 0

α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 t 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 t 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 1

0 0 . . . 0 0 0 0 t 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 t 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0



.

Покажемо, що матриця N подiбна матрицi M .
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На 1-му кроцi застосуємо до матрицi N перетворення [r+ 4
1→ r+ 3]−:

N1 =



0 0 . . . 0 0 0 0 −1 0 0 0 . . . 0 0

α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 t 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 t 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 −t 0 0 0 0 0 . . . 0 1

0 0 . . . 0 0 0 t t 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 t 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0



.

На 2-му кроцi застосуємо до матрицi N1 перетворення [1
t→ r + 5]+:

N2 =



0 0 . . . 0 0 0 0 −1 0 0 0 . . . 0 0

α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 t 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 t 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 −t 0 0 0 0 0 . . . 0 1

0 0 . . . 0 0 0 t 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 t 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0



.
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На 3-му кроцi застосуємо до матрицi N2 перетворення [n
t→ r + 2]−:

N3 =



0 0 . . . 0 0 0 0 −1 0 0 0 . . . 0 0

α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 t 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 t 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 1

0 0 . . . 0 0 0 t 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 t 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0



.

Матриця N3 однаковою перестановкою рядкiв i стовпцiв приводиться

до матрицi M(1, 1, α1, α2, . . . , αr, t, t, t, t, αr+1, αr+2, . . . , αs).

Доведемо тепер теорему 5.13.

Зауважимо, що випадок, коли об’єднання двох вказаних пiдпослiдов-

ностей дорiвнює зв’язнiй пiдпослiдовностi, не виключається.

Вiзьмемо матрицю порядку n = s+ 8 > 8

M = M(1, 1, 1, α1, α2, . . . , αr, t, t, 1, t, t, αr+1, αr+2, . . . , αs) =
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=



0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 αs
1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 t 0 0 . . . 0 0

0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t 0 . . . 0 0

0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 αr+1 . . . 0 0
... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs−1 0



.

Розглянемо 2-спадково звiдну матрицю

N =



0 0 0 . . . 0 0 0 1 −1 0 0 0 0 . . . 0 0

1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 1

0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 t 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0



.

Покажемо, що матриця N подiбна матрицi M .
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На 1-му кроцi застосуємо до матрицi N перетворення [r+ 5
1→ r+ 4]−:

N1 =



0 0 0 . . . 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 . . . 0 0

1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 −t 0 0 0 0 0 0 . . . 0 1

0 0 0 . . . 0 0 0 1 1 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 t 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0



.

На 2-му кроцi застосуємо до матрицi N1 перетворення [1
1→ r + 6]+:

N2 =



0 0 0 . . . 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 . . . 0 0

1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 −t 0 0 0 0 0 0 . . . 0 1

0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0 0 0 0 . . . 0 0

−t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 t 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0



.

.



157

На 3-му кроцi застосуємо до матрицi N2 перетворення [2
t→ r + 7]+:

N3 =



0 0 0 . . . 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 . . . 0 0

1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 −t 0 0 0 0 0 0 . . . 0 1

0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 t 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 t 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0



.

На 4-му кроцi застосуємо до матрицi N3 перетворення [n
t→ r + 3]−:

N4 =



0 0 . . . 0 0 0 0 −1 0 0 0 . . . 0 0

α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 t 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 t 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 1

0 0 . . . 0 0 0 t 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 t 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0



.

Матриця N3 однаковою перестановкою рядкiв i стовпцiв приводиться

до матрицi M(1, 1, 1, α1, α2, . . . , αr, t, t, 1, t, t, αr+1, αr+2, . . . , αn).
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5.4.2. Випадок tm = 0. У цьому пунктi теореми 5.12 i 5.13 узагаль-

нюються на випадок довiльного m.

Теорема 5.14. Нехай tm = 0, tm−1 6= 0. Канонiчно (t, ∗)-циклiчна
матриця порядку n ≥ 6 є 2-спадково звiдною, якщо її визначальна по-

слiдовнiсть мiстить пiдпослiдовностi (1, 1) i (ti, tj, tk, tp), де i+ j ≥ m,

k + p ≥ m.

Теорема 5.15. Нехай tm = 0, tm−1 6= 0. Канонiчно (t, ∗)-циклiчна
матриця порядку n ≥ 8 є 2-спадково звiдною, якщо її визначальна послi-

довнiсть мiстить пiдпослiдовностi (1, 1, 1) i (ti, tj, 1, tk, tp), де i+j ≥ m,

k + p ≥ m.

Доведемо спочатку теорему 5.14. вважаючи, що порядок матрицi бiль-

ший за 6 (при n = 6 див. теорему 5.3).

Вiзьмемо матрицю розмiру n = s+ 6 > 6

M = M(1, 1, α1, α2, . . . , αr, t
i, tj, tk, tp, αr+1, αr+2, . . . , αs) =

=



0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 . . . 0 αs

1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... . . . ... ...

0 0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 tj 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 tk 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 tp 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 αr+1 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... . . . ... ...

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 . . . αs−1 0



.
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Розглянемо 2-спадково звiдну матрицю

N =



0 0 . . . 0 0 0 −1 1 0 0 0 . . . 0 0

α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 tj 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 1

0 0 . . . 0 0 0 0 tk 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 tp 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0



.

Покажемо, що матриця N подiбна матрицi M .

На 1-му кроцi застосуємо до матрицi N перетворення [r+ 4
1→ r+ 3]−:

N1 =



0 0 . . . 0 0 0 0 1 0 0 0 . . . 0 0

α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 tj 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 −tj 0 0 0 0 0 . . . 0 1

0 0 . . . 0 0 0 tk tk 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 tp 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0



.
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На 2-му кроцi застосуємо до матрицi N1 перетворення [1
−tk→ r + 5]+:

N2 =



0 0 . . . 0 0 0 0 1 0 0 0 . . . 0 0

α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 tj 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 −tj 0 0 0 0 0 . . . 0 1

0 0 . . . 0 0 0 tk 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 tp 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0



.

На 3-му кроцi застосуємо до матрицi N2 перетворення [n
tj→ r + 2]−:

N3 =



0 0 . . . 0 0 0 0 1 0 0 0 . . . 0 0

α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 tj 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 1

0 0 . . . 0 0 0 tk 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 tp 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0



.

Матриця N3 однаковою перестановкою рядкiв i стовпцiв приводиться
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до матрицi M(1, 1, α1, α2, . . . , αr, t
i, tj, tk, tp, αr+1, αr+2, . . . , αs).

Доведемо тепер теорему 5.15.

Вiзьмемо матрицю розмiру n = s+ 8 ≥ 8

M = M(1, 1, 1, α1, α2, . . . , αr, t
i, tj, 1, tk, tp, αr+1, αr+2, . . . , αs) =

=



0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 αs
1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 α1 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 0 . . . 0 0 tj 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 tk 0 0 . . . 0 0

0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 tp 0 . . . 0 0

0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 αr+1 . . . 0 0
... ... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs−1 0



.

Розглянемо 2-спадково звiдну матрицю

N =



0 0 0 . . . 0 0 0 −1 1 0 0 0 0 . . . 0 0

1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 tj 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 1

0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 tk 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 tp 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0



.
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Покажемо, що матриця N подiбна матрицi M .

На 1-му кроцi застосуємо до матрицi N перетворення [r+ 5
1→ r+ 4]−:

N1 =



0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0 0 0 0 . . . 0 0

1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 tj 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 −tj 0 0 0 0 0 0 . . . 0 1

0 0 0 . . . 0 0 0 1 1 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 tk 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 tp 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0



.

На 2-му кроцi застосуємо до матрицi N1 перетворення [1
−1→ r + 6]+:

N2 =



0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0 0 0 0 . . . 0 0

1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 tj 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 −tj 0 0 0 0 0 0 . . . 0 1

0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0 0 0 0 . . . 0 0

tk 0 0 . . . 0 0 0 0 0 tk 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 tp 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0



.



163

На 3-му кроцi застосуємо до матрицi N2 перетворення [2
−tk→ r + 7]+:

N3 =



0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0 0 0 0 . . . 0 0

1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 tj 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 −tj 0 0 0 0 0 0 . . . 0 1

0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 tk 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 tp 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0



.

На 4-му кроцi застосуємо до матрицi N3 перетворення [n
tj→ r + 3]−:

N4 =



0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 0 0 0 0 . . . 0 0

1 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 α1 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 α2 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . αr 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 ti 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 tj 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 1

0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 tk 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 tp 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 αr+1 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 αr+2 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ... ... ... ... ... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . αs 0



.
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Матриця N4 однаковою перестановкою рядкiв i стовпцiв приводиться

до матрицi M(1, 1, 1, α1, α2, . . . , αr, t
i, tj, 1, tk, tp, αr+1, αr+2, . . . , αs).

5.5. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi вивчаються необхiднi умови незвiдностi та достатнi умови

звiдностi канонiчно циклiчних матриць великої ваги над комутативним

локальним кiльцем. Цi умови розглядаються вiдносно пiдпослiдовностей

спецiального вигляду вагової послiдовностi.

При дослiдженнi канонiчно (t, ∗)-циклiчних матриць порядку n розгля-

даються рiзнi типи звiдностi: (∗, 2)-звiднiсть, (∗, 3)-звiднiсть, 2-спадкова

звiднiсть. Для кожного iз цих звiдностей для канонiчно (t, ∗)-циклiчних
матриць спочатку розглядається бiльш наглядний випадок, коли елемент

t має ступiнь нiльпотентностi 2, а потiм — його узагальнення на випадок

довiльного ступеня нiльпотентностi.

Основним методом дослiдження є метод елементарних перетворень

матриць з комбiнаторними аспектами.

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах [52], [54], [55], [56].
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена вивченню матриць над комутативними

кiльцями.

Доведено, що канонiчно циклiчна матриця (над комутативним локаль-

ним кiльцем головних iдеалiв) з неперiодичною ваговою послiдовнiстю

нерозкладна. Вказано необхiднi i достатнi умови (окремо) нерозкладностi

канонiчно циклiчної матрицi з перiодичною ваговою послiдовнiстю. Дове-

дено, що канонiчно циклiчнi матрицi iзоморфнi в категорiї мономiальних

матриць тодi i лише тодi, коли вони iзоморфнi в сильнiй категорiї моно-

мiальних матриць.

Доведена необхiдна умова незвiдностi канонiчно t-циклiчної матрицi

довiльної ваги, в якiй основну роль вiдiграє зв’язок мiж порядком та

вагою матрицi. Ця умова узагальнена на деякий клас канонiчно (t, ∗)-
циклiчних матриць (в обох випадках комутативне локальне кiльце не обо-

в’язково є кiльцем головних iдеалiв).

Отримано критерiй незвiдностi канонiчно t-циклiчної матрицi над кiль-

цем з однозначним розкладом та критерiй спадкової незвiдностi канонiчно

t-циклiчної матрицi малої ваги над комутативним кiльцем головних iде-

алiв. Цi критерiї узагальнено на деякий клас канонiчно (t, ∗)-циклiчних
матриць.

Вивчаються необхiднi умови незвiдностi та достатнi умови звiдностi

канонiчно циклiчних матриць великої ваги над комутативним локальним

кiльцем. Цi умови розглядаються вiдносно пiдпослiдовностей спецiаль-

ного вигляду вагової послiдовностi. При дослiдженнi канонiчно (t, ∗)-
циклiчних матриць порядку n розглядаються рiзнi типи звiдностi: (∗, 2)-

звiднiсть, (∗, 3)-звiднiсть, 2-спадкова звiднiсть.
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