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АНОТАЦIЯ

Лось В.М. Параболiчнi крайовi задачi у просторах Хермандера. –

Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математич-

них наук за спецiальнiстю 01.01.02 – “Диференцiальнi рiвняння”. –

Нацiональний технiчний унiверситет України “Київський полiтехнiчний

iнститут iменi Iгоря Сiкорського”,— Iнститут математики Нацiональної

академiї наук України. – Київ, 2017.

Дисертацiя присвячена науковiй проблемi побудови теорiї параболiчних

початково-крайових задач у класах гiльбертових просторiв Хермандера.

Цi простори параметризуються функцiональним параметром, що дозволяє

бiльш тонко охарактеризувати регулярнiсть функцiй/розподiлiв, нiж

це можливо у рамках класичних просторiв Соболєва i Гельдера,

параметризованих числами. Завдання дисертацiйної роботи — ввести

класи анiзотропних гiльбертових просторiв Хермандера, дослiдити їх

iнтерполяцiйнi властивостi стосовно анiзотропних просторiв Соболєва

i дати застосування просторiв Хермандера до дослiдження характеру

розв’язностi i властивостей розв’язкiв загальних параболiчних початково-

крайових задач. Основним аналiтичним апаратом дисертацiї є iнтерполяцiя

з функцiональним параметром лiнiйних операторiв у парах гiльбертових

просторiв.

Загальна теорiя розв’язностi параболiчних задач у просторах Соболєва

i Гельдера була побудована у вiдомих роботах I. Г. Петровського,

М. С. Аграновича i М. I. Вiшика, С. Д. Ейдельмана, O. О. Ладиженської,

В. О. Солоннiкова i Н. М. Уральцевої, A. Фрiдмана, Ж.-Л. Лiонса i
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Е. Мадженеса, С. Д. Iвасишена, М. В. Житарашу та iнших в 60 – 80 рр.

минулого столiття.

У 1963 р. Ларс Хермандер ввiв широке i змiстовне узагальнення

просторiв Соболєва i дав застосування введених ним просторiв до

диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними. Втiм, довгий час

простори Хермандера не знаходили застосувань у теорiї крайових задач

для диференцiальних рiвнянь. Це було пов’язано з вiдсутнiстю зручного

аналiтичного апарата для роботи з цими просторами. Окрiм того, не

був видiлений клас просторiв Хермандера, якi допускають коректне

означення на межi областi, де розглядається крайова задача. Недавно

В. А. Михайлець i О. О. Мурач видiлили такий клас гiльбертових

iзотропних просторiв Хермандера — уточнену соболєвську шкалу i на

основi методу iнтерполяцiї з функцiональним параметром побудували

теорiю розв’язностi загальних елiптичних крайових задач у цих

просторах. У цьому зв’язку природно постало питання про побудову

теорiї параболiчних задач у просторах Хермандера. Розробка такої теорiї

ускладнюється тим, що для параболiчних диференцiальних рiвнянь треба

використовувати вiдповiднi анiзотропнi простори, якi утворенi функцiями,

що мають рiзнi властивостi за часовою i просторовими змiнними.

Дисертацiя складається зi вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв i

списку використаних джерел. У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми

дослiдження, сформульовано мету, завдання, предмет, об’єкт та метод

дослiдження, наведено наукову новизну, практичне значення отриманих

результатiв, зв’язок роботи з науковими темами та особистий внесок

здобувача, а також вказано де була апробацiя та де опублiкованi результати

дисертацiї.
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У роздiлi 1 наведено огляд лiтератури за темою дисертацiї, та дано

короткий опис результатiв дисертацiйної роботи.

У роздiлi 2 видiлено i дослiджено широкий клас анiзотропних

гiльбертових просторiв Хермандера, якi параметризуються двома

числовими параметрами i функцiональним параметром, повiльно змiнним

на нескiнченностi за Караматою. Вивчено iнтерполяцiйнi властивостi цих

просторiв стосовно анiзотропних просторiв Соболєва. Введено анiзотропнi

гiльбертовi простори Хермандера на гладкому компактному многовидi,

який є бiчною поверхнею цилiндра, i доведено, що введенi простори i

топологiя у них не залежать вiд вибору спецiальних локальних карт на

цьому многовидi.

У роздiлi 3 дослiджено лiнiйнi параболiчнi початково-крайовi задачi

з нульовими початковими даними Кошi у гiльбертових анiзотропних

просторах Хермандера. Доведено, що оператори, вiдповiднi цим задачам,

є iзоморфiзмами мiж пiдходящими просторами Хермандера. В якостi

застосування цих результатiв встановлено теореми про локальне

пiдвищення регулярностi узагальнених розв’язкiв задач. Також

отримано новi достатнi умови, за яких узагальненi похiднi заданого

порядку розв’язкiв будуть неперервними. Окремо розглянуто випадки

багатовимiрного i двовимiрного параболiчних рiвнянь, а також систем

рiвнянь, параболiчних за Петровським.

У роздiлi 4 дослiджено загальнi лiнiйнi неоднорiднi параболiчнi

початково-крайовi задачi у анiзотропних просторах Хермандера.

Доведено, що оператори, породженi загальними лiнiйними неоднорiдними

параболiчними початково-крайовими задачами, здiйснюють iзоморфiзми

на пiдходящих парах анiзотропних просторiв Хермандера. Встановлено
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теорему про локальне пiдвищення регулярностi узагальнених розв’язкiв

задач. Знайдено новi достатнi умови того, що узагальненi розв’язки

дослiджуваних початково–крайових задач є класичними. Окремо

розглянуто випадки багатовимiрного i двовимiрного параболiчних

рiвнянь. Результати дослiдження конкретизовано для важливих з точки

зору застосувань мiшаних задач для параболiчних рiвнянь другого

порядку.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна

робота носить теоретичний характер. Результати роботи, а також методика

їх отримання можуть бути використанi в теорiї рiвнянь з частиннними

похiдними, насамперед елiптичних i параболiчних рiвнянь, та теорiї

функцiональних просторiв.

Ключовi слова: параболiчна початково–крайова задача, простiр

Хермандера, повiльно змiнна функцiя, iзоморфiзм, iнтерполяцiя з

функцiональним параметром.
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ABSTRACT

Los V. M. Parabolic initial-boundary value problems in Hörmander spaces,

Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

The thesis presented for the degree of the Doctor of Sciences in Physics and

Mathematics in speciality 01.01.02 “Differential equations”, National Technical

University of Ukraine Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute, Institute of

Mathematics of National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2017.

The thesis is devoted to the scientific problem of the creation of a the-

ory of parabolic initial-boundary value problems in classes of inner prod-

uct Hörmander spaces. These spaces are parametrized with a function pa-

rameter that allows a more subtle characterization of the regularity of func-

tions/distributions than it is possible within the framework of classical Sobolev

and Hölder spaces parametrized by numbers. The purpose of the thesis is to

introduce classes of anisotropic inner product Hörmander spaces, to study their

interpolation properties with respect to anisotropic Sobolev spaces, and to ap-

ply the Hörmander spaces to the investigation of the character of solvability

and properties of solutions of general parabolic initial-boundary problems. The

main analytical tool of the research presented in the thesis is an interpolation

with a function parameter of linear operators on pairs of Hilbert spaces.

The general theory of solvability of parabolic problems in Sobolev and

Hölder spaces was created in the well-known works by I. G. Petrovsky,

M. S. Agranovich and M. I. Vishik, S. D. Eidelman, O. O. Ladyzhenskaya,

V. O. Solonnikov and N. M. Uraltseva, A. Friedman, J.-L. Lions and E. Ma-

genes, S. D. Ivasyshen, M. V. Zhitarashu and others in the 60–80-th years of

the last century.
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In 1963 Lars Hörmander introduced a broad and meaningful generalization

of Sobolev spaces and gave the application of the spaces introduced to partial

differential equations. However, for a long time Hörmander spaces did not find

applications in the theory of boundary value problems for differential equations.

This was connected with the lack of a convenient analytical tool for work with

these spaces. Moreover, researches did not selected a class of Hörmander spaces

that allow a correct definition on the boundary of the domain in which the

boundary-value problem is considered.

Recently V. A. Mikhailets and O. O. Murach selected such a class of inner

product isotropic Hörmander spaces—refined Sobolev scale—and elaborated a

theory of solvability of general elliptic boundary-value problems in these spaces.

This theory is based on the method of interpolation with a function parameter.

In this connection the following task has set: to create a theory of parabolic

problems in Hörmander spaces. The development of this theory is complicated

by the fact that parabolic differential equations require relevant anisotropic

spaces formed by functions which have different properties with respect to the

time and spatial variables.

The thesis consists of introduction, four sections, conclusions and references.

Introduction demonstrates that the topic of the research is present-day, formu-

lates the goal, tasks, subject, object, and methods of the research, presents

the scientific novelty and practical significance of the results obtained, notes

the relationship of the research with scientific projects, indicates the applican-

t’s contribution to the research, and also lists the conferences, seminars and

articles where the results of the thesis were presented and published.

Section 1 gives a survey of the literature on the topic of the thesis and briefly

describes the results obtained.
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In Section 2, we select and investigate a wide class of anisotropic inner

product Hörmander spaces parametrized with two number parameters and a

function parameter that varies slowly in the sense of Karamata at infinity.

We study interpolation properties of these spaces with respect to anisotropic

Sobolev spaces. We introduce anisotropic inner product Hörmander spaces on a

smooth compact manifold which is the lateral surface of a cylinder and proved

that the spaces introduced and the topology in them do not depend on the

choice of special local charts on this manifold.

Section 3 is devoted to the investigation of linear parabolic initial-boundary

value problems with zero initial Cauchy data in inner product anisotropic

Hörmander spaces. We prove that the operators corresponding to these prob-

lems are isomorphisms between appropriate Hörmander spaces. As applications

of these results, we establish theorems on the local increase in the regularity

of generalized solutions to the problems. We also obtain new sufficient condi-

tions under which given generalized derivatives of the solutions are continuous.

Note that multidimensional and two-dimensional parabolic equations are treat-

ed separately. We extend these results to Petrovskii parabolic systems.

Section 4 investigates general linear inhomogeneous parabolic initial

boundary-value problems in anisotropic Hörmander spaces. We prove that these

problems generate operators which are isomorphisms on appropriate pairs of

anisotropic Hörmander spaces. We establish theorems on the local increase

in regularity of generalized solutions to the problems under investigation. We

find new sufficient conditions for the generalized solutions to be classical.

These results are obtained separately for multidimensional and two-dimensional

parabolic equations. We specify the results for some initial-boundary value
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problems that are posed for second order parabolic equations and are important

in applications.

The practical significance of the results. Thesis is a theoretical re-

search. The results of the thesis and the method for their obtaining can be used

in the theory of partial differential equations (specifically, elliptic and parabolic

equations) and in the theory of function spaces.

Keywords: Parabolic initial-boundary value problem, Hörmander space,

slowly varying function, isomorphism property, interpolation with a function

parameter.
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ВСТУП

Дисертацiйна робота присвячена побудовi теорiї лiнiйних параболiчних

початково-крайових задач у класах гiльбертових анiзотропних просторiв

Хермандера.

Актуальнiсть теми.

Загальна теорiя розв’язностi параболiчних задач у просторах

Соболєва i Гельдера була побудована у вiдомих роботах

[1,8,12–14,17,38,39,42,45,50,60–62,68] I. Г. Петровського, М. С. Аграновича

i М. I. Вiшика, С. Д. Ейдельмана, O. О. Ладиженської, В. О. Солоннiкова

i Н. М. Уральцевої, A. Фрiдмана, Ж.-Л. Лiонса i Е. Мадженеса,

С. Д. Iвасишена, М. В. Житарашу та iнших в 60 – 80 рр. минулого

столiття. У 1963 р. Ларс Хермандер [51] ввiв широке i змiстовне

узагальнення просторiв Соболєва i дав застосування введених ним

просторiв до диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними. Цi

простори параметризуються функцiональним параметром, що дозволяє

бiльш тонко охарактеризувати регулярнiсть функцiй/розподiлiв, нiж

це можливо у рамках класичних просторiв Соболєва i Гельдера,

параметризованих числами.

Втiм, довгий час простори Хермандера не знаходили застосувань у

теорiї крайових задач для диференцiальних рiвнянь. Це було пов’язано

з вiдсутнiстю зручного аналiтичного апарата для роботи з цими

просторами. Окрiм того, не був видiлений клас просторiв Хермандера,

якi допускають коректне означення на межi областi, де розглядається

крайова задача. Недавно В. А. Михайлець i О. О. Мурач [90] видiлили

такий клас гiльбертових iзотропних просторiв Хермандера — уточнену
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соболєвську шкалу i на основi методу iнтерполяцiї з функцiональним

параметром побудували теорiю розв’язностi загальних елiптичних

крайових задач у цих просторах [90–94, 96–99, 101, 103]. У цьому зв’язку

природно постало питання про побудову теорiї параболiчних задач у

просторах Хермандера. Розробка такої теорiї ускладнюється тим, що для

параболiчних диференцiальних рiвнянь треба використовувати вiдповiднi

анiзотропнi простори, якi утворенi функцiями, що мають рiзнi властивостi

за часовою i просторовими змiнними.

В останнi десятилiття простори Хермандера та їх рiзнi узагальнення усе

частiше застосовуються до важливих задач математичного аналiзу, теорiї

диференцiальних рiвнянь, теорiї iнтегральних рiвнянь, теорiї випадкових

процесiв (див. монографiї В. А. Михайлеца i О. О. Мурача [35, 101]

(2010, 2014), О. I. Степанця [47] (2002), Н. Якоба [64] (2001, 2002, 2005),

В. Г. Мазьї, T. O. Шапошнiкової [87] (2009), Ф. Нiкола, Л. Родино [105]

(2010), Б. П. Панеяха [108] (2000), Г. Трибеля [113] (2001)). Серед них є

задачi, пов’язанi з параболiчними диференцiальними рiвняннями.

Отже, побудова теорiї параболiчних початково-крайових задач у

класах просторiв Хермандера є актуальною i важливою математичною

проблемою.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дослiдження проводились на кафедрi математичного аналiзу та теорiї

ймовiрностей фiзико-математичного факультету Нацiонального технiчного

унiверситету України “Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря

Сiкорського“ згiдно з планами, передбаченими у КПI iм. Iгоря Сiкорського

та в рамках держбюджетної теми “№ 2810-Ф, Дослiдження асимптотичних
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властивостей псевдорегулярних функцiй та узагальнених процесiв

вiдновлення“ (номер державної реєстрацiї 0115U000371).

Мета i завдання дослiдження.

Метою дослiдження дисертацiйної роботи є побудова теорiї загальних

лiнiйних параболiчних початково-крайових задач у класах гiльбертових

просторiв Хермандера.

Об’єктом дослiдження є загальнi лiнiйнi параболiчнi початково-

крайовi задачi та гiльбертовi анiзотропнi простори Хермандера, пов’язанi

з цими задачами.

Предметом дослiдження є характер розв’язностi лiнiйних

параболiчних початково-крайових задач i властивостi їх узагальнених

розв’язкiв у вiдповiдних просторах Хермандера, а також iнтерполяцiйнi

властивостi цих просторiв.

Завдання дослiдження:

1. Видiлити клас 2b-анiзотропних гiльбертових просторiв

Хермандера, якi можуть бути застосованi у теорiї 2b-параболiчних

диференцiальних рiвнянь, i дослiдити iнтерполяцiйнi властивостi

цих просторiв.

2. Ввести 2b-анiзотропнi гiльбертовi простори Хермандера на гладкому

компактному многовидi, який є бiчною поверхнею цилiндра, i

дослiдити їх властивостi.

3. Встановити теореми про коректну розв’язнiсть у просторах

Хермандера лiнiйних параболiчних початково-крайових задач

як з однорiдними, так i з неоднорiдними початковими умовами.
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4. Встановити теореми про локальну регулярнiсть узагальнених

розв’язкiв лiнiйних параболiчних початково-крайових задач у

просторах Хермандера.

5. Знайти достатнi умови неперервностi узагальнених частинних

похiдних заданого порядку розв’язкiв дослiджуваних задач; зокрема,

знайти достатнi умови класичностi цих розв’язкiв.

6. Встановити теореми про коректну розв’язнiсть у просторах

Хермандера початково-крайових задач для параболiчних за

Петровським систем i регулярнiсть їх розв’язкiв.

Методи дослiдження. У дисертацiї використано методи теорiї рiвнянь

з частинними похiдними, функцiонального аналiзу i теорiї функцiй.

Основним у роботi є метод iнтерполяцiї з функцiональним параметром

лiнiйних операторiв у парах гiльбертових просторiв.

Наукова новизна отриманих результатiв. Результати дисертацiї,

запропонованi до захисту, є новими i полягають у такому:

1. Видiлено i дослiджено клас 2b-анiзотропних гiльбертових просторiв

Хермандера, для яких показником регулярностi служить пара

дiйсних чисел s i s/(2b) та додатний функцiональний параметр,

повiльно змiнний на нескiнченностi за Й. Караматою.

2. Доведено, що цi простори Хермандера отримуються у результатi

iнтерполяцiї з функцiональним параметром пар вiдповiдних

анiзотропних гiльбертових просторiв Соболєва.

3. Введено 2b-анiзотропнi гiльбертовi простори Хермандера на гладкому

компактному многовидi, який є бiчною поверхнею цилiндра, i

доведено, що введенi простори i топологiя у них не залежать вiд

вибору спецiальних локальних карт на цьому многовидi.
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4. Встановлено теореми про коректну розв’язнiсть у введених просторах

Хермандера лiнiйних параболiчних крайових задач з однорiдними

початковими умовами, а саме, доведено, що оператори, породженi

цими задачами, здiйснюють iзоморфiзми мiж вiдповiдними

анiзотропними просторами Хермандера.

5. Встановлено теореми про локальну регулярнiсть у просторах

Хермандера розв’язкiв лiнiйних параболiчних крайових задач з

однорiдними початковими умовами.

6. Знайдено достатнi умови неперервностi узагальнених частинних

похiдних заданого порядку розв’язкiв цих задач.

7. Доведено, що оператори, породженi загальними лiнiйними

неоднорiдними параболiчними початково-крайовими задачами,

здiйснюють iзоморфiзми на пiдходящих парах анiзотропних

просторiв Хермандера.

8. Встановлено теореми про локальну регулярнiсть розв’язкiв загальних

лiнiйних неоднорiдних параболiчних початково-крайових задач у

просторах Хермандера.

9. Знайдено достатнi умови, за яких узагальненi розв’язки

дослiджуваних параболiчних задач є класичними.

10. Доведено теореми про iзоморфiзми у просторах Хермандера,

породженi лiнiйними крайовими задачами для параболiчних

за Петровським систем з однорiдними початковими умовами, i

встановлено теореми про локальну регулярнiсть розв’язкiв цих задач

у просторах Хермандера.

Частина результатiв дисертацiї про локальну регулярнiсть розв’язкiв

параболiчних задач є новою i для анiзотропних просторiв Соболєва.
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Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна

робота має теоретичний характер. Її результати та методика їх отримання

можуть бути використанi у теорiї диференцiальних рiвнянь з частинними

похiдними та у математичнiй фiзицi.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану

дослiдження належить науковому консультанту — доктору фiзико-

математичних наук, професору В. А. Михайлецю. Усi результати дисертацiї

отримано її автором самостiйно. У спiльних роботах [20–22,27,69,71,77,78]

внесок усiх спiвавторiв є рiвноцiнним.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї

доповiдалися та обговорювалися на:

— Мiжнароднiй конференцiї з функцiонального аналiзу, присвяченiй

125-рiччю Стефана Банаха (Україна, Львiв, 18 – 23 вересня 2017

року);

— Мiжнароднiй конференцiї з диференцiальних рiвнянь, присвяченiй

110-й рiчницi Я. Б. Лопатинського (Україна, Львiв, 20 – 24 вересня

2016 року);

— Сiмнадцятiй мiжнароднiй науковiй конференцiї iм. академiка

Михайла Кравчука (Україна, Київ, 19 – 20 травня, 2016 року);

— Мiжнароднiй математичнiй конференцiї iм. В. Я. Скоробогатька

(Україна, Дрогобич, 25 – 28 серпня 2015 року);

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв (Україна, Київ, 3 – 6

червня 2015 року);

— П’ятнадцятiй мiжнароднiй науковiй конференцiя iм. академiка

Михайла Кравчука (Україна, Київ, 15 – 17 травня 2014 року);
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— Кримскiй мiжнароднiй математичнiй конференцiї (Україна, Судак,

22 вересня – 4 жовтня 2013 року);

— Мiжнароднiй математичнiй конференцiї «Боголюбовськi читання

DIF-2013. Диференцiальнi рiвняння, теорiя функцiй та їх

застосування» з нагоди 75-рiччя академiка А. М. Самойленка

(Україна, Севастополь, 23 – 30 червня 2013 року);

— Мiжнароднiй конференцiї, присвяченiй 120-рiччю Стефана Банаха

(Україна, Львiв, 17 – 21 вересня 2012 року);

— Чотирнадцятiй мiжнароднiй науковiй конференцiї iм. академiка

М. Кравчука (Україна, Київ, 19 – 21 квiтня 2012 року);

— семiнарi вiддiлу диференцiальних рiвнянь та теорiї коливань

Iнституту математики НАН України (керiвник семiнару — академiк

НАН України А. М. Самойленко);

— семiнарi вiддiлу нелiнiйного аналiзу Iнституту математики НАН

України (керiвник семiнару — член-кореспондент НАН України

А. Н. Кочубей);

— Київському семiнарi з функцiонального аналiзу Iнституту

математики НАН України (керiвники семiнару — академiк

НАН України Ю. М. Березанський, академiк НАН України

Ю. С. Самойленко, член-кореспондент НАН України М. Л. Горбачук,

член-кореспондент НАН України А. Н. Кочубей);

— семiнарi кафедри математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей

”Диференцiальнi рiвняння. Iнтегральнi перетворення. Спецiальнi

функцiї” Нацiонального технiчного унiверситету України «Київський

полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського» (керiвник семiнару —

доктор фiзико-математичних наук, професор Н. О. Вiрченко);
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— семiнарi кафедри вищої математики ”Диференцiальнi рiвняння

та сумiжнi питання” Чернiгiвського нацiонального педагогiчного

унiверситету iменi Т. Г. Шевченка (керiвник семiнару — доктор

фiзико-математичних наук О. О. Мурач).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у 21 статтi

[19–27, 69–80] у вiтчизняних i закордонних фахових наукових виданнях,

з них 11 статей [70–80] в журналах, що входять до мiжнародних

наукометричних баз даних Scopus, Web of Science, Math. Sci. Net Reference

List, та у 10 тезах [28–32,81–85] мiжнародних математичних конференцiй.

Структура дисертацiї та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота

складається зi вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв та списку використаних

джерел, що налiчує 114 найменувань. Повний обсяг роботи складає 301

сторiнку друкованого тексту.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД РЕЗУЛЬТАТIВ ДИСЕРТАЦIЇ ТА ЛIТЕРАТУРИ

У цьому роздiлi опишемо основнi результати дисертацiї i поряд з цим

коротко обговоримо лiтературу за темою дисертацiї.

1.1. Простори Хермандера

Cучасна теорiя загальних параболiчних початково–крайових задач

розроблена для класичних шкал функцiональних просторiв Гельдера–

Зiгмунда i Соболєва [43] в роботах [1, 8, 12–14, 17, 38, 39, 42, 45, 50, 60–62, 68]

I. Г. Петровського, М. С. Аграновича i М. I. Вiшика, С. Д. Ейдельмана,

O. О. Ладиженської, В. О. Солоннiкова i Н. М. Уральцевої, A. Фрiдмана,

Ж.-Л. Лiонса i Е. Мадженеса, С. Д. Iвасишена, М. В. Житарашу та

iнших в 60 – 80 рр. минулого столiття. Центральний результат цiєї теорiї –

теореми про коректну розв’язнiсть цих задач у пiдходящих парах вказаних

просторiв. Iншими словам, оператори, вiдповiднi параболiчним задачам є

iзоморфiзмами у цих парах просторiв. Цей факт має важливi застосування

до дослiдження властивостей регулярностi розв’язкiв параболiчної задачi,

властивостей її функцiї Грiна тощо.

Простори Соболєва параметризуються наборами числових параметрiв.

Подальше узагальнення просторiв Соболєва було здiйснено на шляху

переходу вiд числових до функцiональних параметрiв, якi описують бiльш

тонко властивостi регулярностi розподiлiв, що належать просторам. У

1963 роцi Л. Хермандер [51, п. 2.2] вводить та дослiджує нормованi

функцiональнi простори, для яких iндексом регулярностi функцiй або
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розподiлiв служить функцiональний параметр, а не число. Це простори

Bp,µ. Наведемо їх означення.

Нехай 1 ≤ p ≤ ∞ i цiле k ≥ 1. Нехай вимiрна за Борелем функцiя

µ : Rk → (0,∞) задовольняє умову: iснують додатнi числа c i l такi, що

µ(ξ)

µ(η)
≤ (1 + c |ξ − η|)l для довiльних ξ, η ∈ Rk. (1.1)

За означенням, лiнiйний простiр Хермандера Bp,µ(Rk) складається з

усiх повiльно зростаючих розподiлiв w ∈ S ′(Rk), перетворення Фур’є

ŵ := Fw яких задовольняє умову µFw ∈ Lp(Rk). Норма у просторi

Bp,µ(Rk) означається за формулою

‖w‖Bp,µ(Rk) := ‖µFw‖Lp(Rk).

Простiр Bp,µ(Rk) є повним простором вiдносно цiєї норми.

У важливому окремрму випадку p = 2 простори Хермандера є

гiльбертовими.

Зв’язок мiж просторами Bp,µ(Rk) та класами функцiй, що мають

неперервнi похiднi, встановлює така теорема вкладання Хермандера [51,

теорема 2.2.7].

Твердження 1.1. Нехай 1/p+ 1/q = 1 i цiле r ≥ 0. Якщо

(1 + |ξ|)r µ−1(ξ) ∈ Lq(Rk
ξ ), (1.2)

то Bp,µ(Rk) ⊂ Cr(Rk). Навпаки, якщо для деякої непорожньої вiдкритої

множини V ⊂ Rk виконується включення

{
w ∈ Bp,µ(Rk) : suppw ⊂ V

}
⊂ Cr(Rk),

то µ задовольняє умову (1.2).
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Л. Хермандер [51,53] дав застосування просторiв Bp,µ для дослiдження

регулярностi розв’язкiв гiпоелiптичних рiвнянь в частинних похiдних, до

яких належать i параболiчнi рiвняння.

Але довгий час простори, введенi Л. Хермандером не знаходили

застосувань у теорiях крайових задач для диференцiальних рiвнянь. Це,

зокрема, пов’язане з двома причинами. По-перше, вiдсутнiсть зручного

аналiтичного апарату для роботи з такими просторами; по-друге, не був

видiлений клас просторiв Хермандера, якi допускають коректне означення

на межi областi, де розглядається крайова задача.

Звичайно, найбiльш важливими серед просторiв Хермандера є

гiльбертовi простори. Недавно В. А. Михайлець i О. О. Мурач [90]

видiлили досить широкий клас iзотропних гiльбертових просторiв

Хермандера

Hs;ϕ := B2,µ := {w ∈ S ′(Rk) : µŵ ∈ L2(Rk)}. (1.3)

Тут функцiя

µ(ξ) := (1 + |ξ|2)s/2ϕ
(
(1 + |ξ|2)1/2

)
змiнної ξ ∈ Rk

служить показником регулярностi, де s - дiйсне число, а функцiя ϕ є

повiльно змiнною на нескiнченностi за Й. Карамата:

lim
r→∞

ϕ(λr)

ϕ(r)
= 1 для кожного λ > 0.

Клас просторiв (1.3) мiстить соболевську шкалу {Hs} = {Hs;1} i

прив’язаний до неї числовим параметром s, але калiбрований бiльш тонко,

нiж шкала просторiв Соболева.
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В. А. Михайлецю i О. О. Мурачу [90–94, 96–99, 101, 103] для видiлених

ними просторiв Хермандера вдалося подолати вище зазначенi труднощi

i побудувати у цих просторах та їх аналогах для евклiдових областей i

гладких многовидiв теорiю розв’язностi загальних елiптичних крайових

задач.

Ця теорiя грунтується на методi iнтерполяцiї з функцiональним

параметром пар гiльбертових просторiв, який встановлює зв’язок мiж

просторами Соболєва i цими просторами Хермандера. За допомогою цiєї

iнтерполяцiї В. А. Михайлець i О. О. Мурач перенесли класичну теорiю

елiптичних рiвнянь та елiптичних крайових задач з просторiв Соболєва

на широкий клас гiльбертових просторiв Хермандера. Їх результати було

доповнено в роботах О. О. Мурача, А. В. Аноп та Т. М. Зiнченко [55,56,104,

114] для класу усiх гiльбертових просторiв, що є iнтерполяцiйними для пар

гiльбертових просторiв Соболєва. (Цей клас допускає опис через простори

Хермандера i є замкненим вiдносно iнтерполяцiї з функцiональним

параметром [100,102].)

Вiдмiтимо, що ранiше рiзнi методи iнтерполяцiї пар нормованих

просторiв застосовувалися у теорiї рiвнянь з частинними похiдними [3, 18,

33,49,68,86]. При цьому використовувались числовi показники iнтерполяцiї,

яким вiдповiдають степеневi функцiональнi параметри iнтерполяцiї. Так,

Лiонс та Мадженес [68] систематично використовували таку iнтерполяцiю

для побудови теорiї розв’язностi параболiчних початково-крайових задач

у повнiй шкалi анiзотропних гiльбертових просторiв Соболєва. Проте,

щоб перейти вiд класичних просторiв, параметризованих числовими

параметрами до бiльш загальних класiв просторiв, параметризованих

функцiональними параметрами, потрiбно використовувати iнтерполяцiю
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з бiльш загальним нiж степенева функцiя функцiональним параметром

[59,89,95].

У теорiї параболiчних задач застосовуються анiзотропнi простори

Соболєва, заданi у цилiндрi та на його бiчнiй поверхнi. У гiльбертовому

випадку їх iнтерполяцiя з функцiональним параметром приводить до

деяких анiзотропних просторiв Хермандера. (Навiть, якщо анiзотропнi

простори Соболєва мають рiзнi показники анiзотропiї, то iх iнтерполяцiя з

степеневим параметром дає простори Хермандера).

У другому роздiлi дисертацiї видiлено широкий клас гiльбертових

анiзотропних просторiв Хермандера, якi отримуються шляхом iнтерполяцiї

з функцiональним параметром їх соболєвських аналогiв. Введено версiї

цих просторiв на многовидi, який є бiчною поверхнею прямого обмеженого

цилiндра. Цей метод iнтерполяцiї є основним методом дослiдження у

дисертацiї. Вiн також викладений у другому роздiлi.

Дамо вiдповiднi означення. Нехай, як i ранiше µ : Rk → (0,∞)

є довiльна вимiрна за Борелем функцiя, яка задовольняє умову (1.1).

Позначимо через Hµ(Rk) гiльбертiв простiр Хермандера B2,µ(Rk).

Нагадаємо, що, за означенням, комплексний лiнiйний простiр Hµ(Rk)

складається з усiх повiльно зростаючих розподiлiв w ∈ S ′(Rk),

перетворення Фур’є ŵ яких є локально iнтегровними за Лебегом

функцiями, що задовольняють умову∫
Rk

µ2(ξ) |ŵ(ξ)|2 dξ <∞.

У дисертацiї усi функцiї та розподiли вважаються комплекснозначними.
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У просторi Hµ(Rk) означений скалярний добуток за формулою

(w1, w2)Hµ(Rk) =

∫
Rk

µ2(ξ) ŵ1(ξ) ŵ2(ξ) dξ,

де w1, w2 ∈ Hµ(Rk). Цей скалярний добуток породжує норму

‖w‖Hµ(Rk) := (w,w)
1/2

Hµ(Rk)
.

ПростiрHµ(Rk) є гiльбертовим i сепарабельним вiдносно введеного у ньому

скалярного добутку.

Версiя простору Hµ(Rk) для довiльної непорожньої вiдкритої множини

V ⊂ Rk вводиться у стандартний спосiб. А саме,

Hµ(V ) :=
{
w �V : w ∈ Hµ(Rk)

}
,

‖u‖Hµ(V ) := inf
{
‖w‖Hµ(Rk) : w ∈ Hµ(Rk),

u = w �V
}
,

(1.4)

де u ∈ Hµ(V ). Тут, як звичайно, w � V означає звуження розподiлу

w ∈ Hµ(Rk) на вiдкриту множину V . Iншими словами, Hµ(V ) є фактор-

простором простору Hµ(Rk) за його пiдпростором

Hµ
Q(Rk) :=

{
w ∈ Hµ(Rk) : suppw ⊆ Q

}
з Q := Rk\V.

(1.5)

Тому простiр Hµ(V ) є гiльбертовим i сепарабельним. Норма (1.4)

породжена скалярним добутком

(u1, u2)Hµ(V ) := (w1 −Υw1, w2 −Υw2)Hµ(Rk),

де wj ∈ Hµ(Rk), wj = uj у V для кожного j ∈ {1, 2}. Тут Υ є

ортогональним проектором простору Hµ(Rk) на його пiдпростiр (1.5).
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З точки зору застосувань в теорiї параболiчних задач доцiльно вибрати

такий клас показникiв µ, щоб простори Хермандера Hµ мали такi

властивостi:

а) бiльш тонко характеризується регулярнiсть розподiлу, належного

простору Hµ, нiж це можна робити в межах шкал просторiв Соболєва,

б) версiї цих просторiв припускають коректне означення на бiчнiй

поверхнi цилiндра, у якому розглядаємо параболiчну задачу,

в) цi простори отримуються iнтерполяцiєю з функцiональним

параметром пар гiльбертових анiзотропних просторiв Соболєва.

Нехай цiле k ≥ 2 i дiйсне γ > 0. Будемо використовувати простори

Хермандера Hµ(Rk) та їх версiї Hµ(·) з показником регулярностi µ, що має

вигляд

µ(ξ′, ξk) :=
(
1 + |ξ′|2 + |ξk|2γ

)s/2
ϕ
(
(1 + |ξ′|2 + |ξk|2γ)1/2

)
, (1.6)

де ξ′ ∈ Rk−1 та ξk ∈ R є аргументами функцiї µ. Тут числовий параметр s

є дiйсним, а функцiональний параметр ϕ пробiгає класM.

За означенням, клас M складається з усiх вимiрних за Борелем

функцiй ϕ : [1,∞)→ (0,∞), якi задовольняють такi двi умови:

a) обидвi функцiї ϕ та 1/ϕ обмеженi на кожному вiдрiзку [1, c], де 1 <

c <∞;

b) функцiя ϕ повiльно змiнюється за Й. Карамата на нескiнченностi, а

саме, ϕ(λr)/ϕ(r)→ 1 при r →∞ для кожного λ > 0.

Теорiя повiльно змiнних функцiй (на нескiнченностi) викладена,

наприклад, у [40,57]. Їх важливим прикладом є функцiї вигляду

ϕ(r) := (ln r)θ1 (ln ln r)θ2 . . . ( ln . . . ln︸ ︷︷ ︸
k разiв

r )θk при r � 1,
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де параметри k ∈ N та θ1, θ2, . . . , θk ∈ R є довiльними.

Нехай s ∈ R i ϕ ∈M. Покладемо

Hs,sγ;ϕ(Rk) := Hµ(Rk),

де показник регулярностi µ має вигляд (1.6). У важливому окремому

випадку ϕ(r) ≡ 1 простiр Hs,sγ;ϕ(Rk) стає анiзотропним гiльбертовим

простором Соболева Hs,sγ(Rk) порядку (s, sγ). В загальному випадку, коли

ϕ ∈M є довiльною, правильнi неперервнi i щiльнi вкладення

Hs1,s1γ(Rk) ↪→ Hs,sγ;ϕ(Rk) ↪→ Hs0,s0γ(Rk)

при s0 < s < s1.
(1.7)

Тут i далi у випадку соболєвських просторiв (ϕ ≡ 1) будемо опускати

iндекс ϕ у позначеннях функцiональних просторiв.

Розглянемо клас гiльбертових функцiональних просторiв Хермандера

{
Hs,sγ;ϕ(Rk) : s ∈ R, ϕ ∈M

}
. (1.8)

Вкладання (1.7) показують, що у (1.8) функцiональний параметр ϕ

визначає додаткову гладкiсть по вiдношенню до основної анiзотропної

(s, sγ)-гладкостi. Якщо ϕ(r)→∞ (або ϕ(r)→ 0) при r →∞, то ϕ визначає

позитивну (або негативну) додаткову гладкiсть. Iнакше кажучи, ϕ уточнює

основну гладкiсть (s, sγ). Тут γ > 0 виконує роль параметра анiзотропiї

просторiв, що утворюють цей клас.

У випадку γ = 1/(2b), де b – натуральне число, будемо казати, що

простiр Hs,sγ;ϕ(Rk) є 2b-анiзотропний простiр Хермандера на Rk.

Опишемо область Ω ⊂ Rn+1, в якiй будемо розглядати параболiчнi

задачi. Нехай довiльно заданi цiле число n ≥ 2, дiйсне число τ > 0
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i обмежена область G ⊂ Rn з нескiнченно гладкою межею Γ := ∂G.

Позначимо

Ω := G× (0, τ)— вiдкритий цилiндр в Rn+1,

S := Γ× (0, τ)— його бiчна поверхня.

Тодi Ω := G × [0, τ ] i S := Γ × [0, τ ] є замикання Ω i S вiдповiдно. У

окремому випадку n = 1 в якостi областi G вiзьмемо iнтервал (0, l), де

довiльно задане дiйсне число l > 0. В цьому випадку Ω := (0, l)× (0, τ) —

вiдкритий прямокутник в R2.

Розв’язки початково–крайових задач та правi частини параболiчних

рiвнянь будемо розглядати у анiзотропних гiльбертових функцiональних

просторах Хермандера

Hs,sγ;ϕ(Ω) := Hµ(Ω)

де показник µ визначений формулою (1.6), у якiй k := n+ 1.

У випадку, коли Ω є цилiндром нам знадобляться анiзотропнi простори

Хермандера, заданi на його бiчнiй поверхнi S = Γ × (0, τ). Цим

просторам будуть належати правi частини крайових умов параболiчних

задач. Означимо цi простори використовуючи спецiальнi локальнi карти

на S.

Для наших задач достатньо обмежитись випадком s > 0. Отже, нехай

s > 0 i ϕ ∈ M. Попередньо для вiдкритої смуги Π := Rn−1 × (0, τ)

розглянемо гiльбертовi простори Hs,sγ;ϕ(Π) := Hµ(Π), де показник µ

визначений формулою (1.6), у якiй k := n.

Довiльно виберемо скiнченний атлас iз C∞-структури на замкненому

многовидi Γ. Нехай цей атлас утворений локальними картами

θj : Rn−1 ↔ Γj,
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де j = 1, . . . , λ. Тут кожна θj це C∞-диффеоморфiзм всього евклiдового

простору Rn−1 на вiдкриту пiдмножину Γj множини Γ. Бiльш того, Γ :=

Γ1 ∪ · · · ∪ Γλ, тобто вiдкрити множини Γ1, . . . ,Γλ утворюють покриття Γ.

Окрiм цього, довiльно виберемо функцiї χj ∈ C∞(Γ), де j = 1, . . . , λ, такi

що suppχj ⊂ Γj i χ1+· · ·+χλ = 1 на Γ. Цi функцiї утворюють C∞-розбиття

одиницi на Γ, яке пiдпорядковане покриттю.

Цей атлас на Γ породжує набiр спецiальних локальних карт

θ∗j : Π = Rn−1 × (0, τ)↔ Γj × (0, τ),

j = 1, . . . , λ,
(1.9)

на S = Γ × (0, τ) за формулою θ∗j (x, t) := (θj(x), t) для всiх x ∈ Rn−1 i

t ∈ (0, τ). Розглянемо функцiї χ∗j(x, t) := χj(x) для x ∈ Γ i t ∈ (0, τ), де j =

1, . . . , λ. Вони утворюють C∞-розбиття одиницi на S, яке пiдпорядковане

покриттю {Γj × (0, τ) : j = 1, . . . , λ} многовида S.

Означення 1.1. (2.1) лiнiйний простiр Hs,sγ;ϕ(S) складається з усiх

функцiй v ∈ L2(S) на многовидi S таких, що для кожного номеру j ∈

{1, . . . , λ} функцiя

vj(x, t) := χj(θj(x)) v(θj(x), t)

аргументiв x ∈ Rn−1 i t ∈ (0, τ) належить до Hs,sγ;ϕ(Π).

У просторi Hs,sγ;ϕ(S) означений скалярний добуток за формулою

(v, v′)Hs,sγ;ϕ(S) :=
λ∑
j=1

(vj, v
′
j)Hs,sγ;ϕ(Π), (1.10)

де v, v′ ∈ Hs,sγ;ϕ(S). Вiн породжує норму

‖v‖Hs,sγ;ϕ(S) := (v, v)
1/2
Hs,sγ;ϕ(S).
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Теорема 1.1. (2.1) Нехай s > 0, γ > 0, i ϕ ∈ M. Такi твердження є

правильнi:

(i) Простiр Hs,sγ;ϕ(S) є повним (тобто гiльбертовим), сепарабельним

i не залежить з точнiстю до еквiвалентностi норм вiд зазначеного

вибору локальних карт i розбиття одиницi на Γ.

(ii) Множина

C∞(S) :=
{
h� S : h ∈ C∞(Γ× R)

}
.

є щiльною у цьому просторi.

При дослiдженнi початково-крайової параболiчної задачi з нульовими

початковими даними нам будуть потрiбнi гiльбертовi простори, якi

позначимо Hs,sγ;ϕ
+ (W ), де W ∈ {Rk,Ω, S}. Означаються вони подiбно до

просторiв Hs,sγ;ϕ(W ) по базовому простору

Hs,sγ;ϕ
+ (V ) :=

{
w �V : w ∈ Hs,sγ;ϕ(Rk),

suppw ⊆ Rk−1 × [0,∞)
}
.

(1.11)

Тут V – вiдкрита непорожня множина в Rk з k ≥ 2. (Зокрема, V = Rk або

V = Ω з k = n+ 1, або V = Π з k = n.) Норма в лiнiйному просторi (1.11)

визначається за формулою

‖u‖Hs,sγ;ϕ
+ (V ) := inf

{
‖w‖Hs,sγ;ϕ(Rk) :

w ∈ Hs,sγ;ϕ(Rk), suppw ⊆ Rk−1 × [0,∞), u = w �V
}
,

з u ∈ Hs,sγ;ϕ
+ (V ).

Теорема 1.2. (2.2) Нехай s > 0, γ > 0, i ϕ ∈ M. Такi твердження є

правильнi:

(i) Простiр Hs,sγ;ϕ
+ (S) є повним (тобто гiльбертовим), сепарабельним

i не залежить з точнiстю до еквiвалентностi норм вiд зазначеного

вибору локальних карт i розбиття одиницi на Γ.
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(ii) Множина

C∞+ (S) :=
{
h� S : h ∈ C∞(Γ× R), supph ⊆ Γ× [0,∞)

}
.

є щiльною у цьому просторi.

Для дослiдження приналежностi узагальнених розв’язкiв параболiчних

задач просторам неперервно диференцiйовних функцiй нам буде

потрiбна така версiя наведеної вище теореми вкладання Хермандера [51,

теорема 2.2.7].

Попередньо вiдмiтимо, що використовуємо такi позначення Dα
x :=

Dα1
1 . . . Dαn

n , де Dk := i ∂/∂xk i ∂βt := ∂β/∂tβ для частинних похiдних

функцiй, що залежать вiд x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn i t ∈ R. Тут i це уявна

одиниця, α = (α1, ..., αn) є мультиiндекс, i |α| := α1 + · · · + αn; числа

α1, ..., αn i β є цiлими невiд’ємними. Як звичайно, ξα := ξα1
1 . . . ξαnn для

ξ := (ξ1, . . . , ξn) ∈ Cn.

Лема 1.1. (2.3) Нехай p ∈ Z, p ≥ 0, b ∈ N, n ∈ N, s := p+ b+ n/2 та

ϕ ∈M. Тодi правильнi такi два твердження:

(i) Якщо ϕ задовольняє умову

∞∫
1

dr

r ϕ2(r)
<∞, (1.12)

то кожна функцiя

w ∈ Hs,s/(2b);ϕ(Rn+1)

має таку властивiсть: всi її узагальненi частиннi похiднi

Dα
x∂

β
t w(x, t) з 0 ≤ |α|+ 2bβ ≤ p

є неперервними на Rn+1.
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(ii) Нехай V є непорожня вiдкрита пiдмножина Rn+1, i нехай цiле k

таке, що 1 ≤ k ≤ n. Якщо кожна функцiя

w ∈ Hs,s/(2b);ϕ(Rn+1) з suppw ⊂ V

задовольняє умову

∂jw/∂xjk ∈ C(Rn+1) для кожного j ∈ Z з 0 ≤ j ≤ p,

то ϕ задовольняє умову (1.12).

Для формулювання результатiв дисертацiї також будуть потрiбнi

iзотропнi простори Хермандера Hs;ϕ(G). Покладемо Hs;ϕ(G) := Hµ(G),

де показник µ має вигляд

µ(ξ) =
(
1 + |ξ|2

)s/2
ϕ
(
(1 + |ξ|2)1/2

)
для довiльного ξ ∈ Rn.

(1.13)

Оскiльки функцiя (1.13) є радiальною (залежить лише вiд |ξ|), то

простiр Hs;ϕ(G) є iзотропним. Цi простори було видiлено, дослiджено, та

систематично застосовано до елiптичних диференцiальних операторiв та

елiптичних граничних задач В. А. Михайлецем та О. О. Мурачем [99,101].

Видiленi вище простори Хермандера Hs,sγ;ϕ(·) i Hs,sγ;ϕ
+ (·) мають

важливу iнтерполяцiйну властивiсть, яка вiдiграє ключову роль

у дисертацiї. Кожний такий простiр Хермандера можна отримати

iнтерполяцiю з пiдходящим функцiональним параметром пар гiльбертових

просторiв Соболєва. Нагадаємо означення цiєї iнтерполяцiї.

Метод iнтерполяцiї з функцiональним параметром пар гiльбертових

просторiв було введено К. Фойашем i Ж.-Л. Лiонсом [63, с. 278]. Ця

iнтерполяцiя є природним узагальненням класичного методу iнтерполяцiї
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С. Г. Крейна [15] i Ж.-Л. Лiонса [67] в тому випадку, коли замiсть числа в

якостi параметра iнтерполяцiї використовується досить загальна функцiя

(див., наприклад, монографiї [16, гл.4, п.1.10] i [18, гл.1, п.2 i п.5]). Вона

дослiджувалась рiзними авторами [65, 106, 107, 111] i застосовувалась у

теорiї функцiональних просторiв [59,88,89,95,101].

Для наших цiлей достатньо обмежитись випадком сепарабельних

комплексних гiльбертових просторiв. Ми слiдуємо монографiї [101, п.1.1],

у якiй систематично викладено цю iнтерполяцiю (див. також [95, п. 2]).

Нехай X := [X0, X1] є впорядкованою парою сепарабельних

комплексних гiльбертових просторiв для яких має мiсце неперервне i

щiльне вкладання X1 ↪→ X0. Таку пару називають допустимою. Для неї

iснує оператор J , такий, що вiн є самоспряженим додатньо визначеним

оператором в X0 з областю визначення X1, причому ‖Jv‖X0
= ‖v‖X1

для кожного v ∈ X1. Оператор J визначається парою X однозначно i

називається породжуючим оператором для X (див., наприклад, [16, гл.4,

теорема 1.12]). Вiн визначає iзометричний iзоморфiзм J : X1 ↔ X0.

Позначимо через B множину всiх вимiрних за Борелем функцiй ψ :

(0,∞) → (0,∞), для яких ψ є обмеженою на кожному вiдрiзку [a, b], де

0 < a < b <∞, i 1/ψ є обмеженою на кожному променi [a,∞), де a > 0.

Для заданої функцiї ψ ∈ B розглянемо (взагалi необмежений)

оператор ψ(J), визначений в X0 як борелевська функцiя ψ вiд J . Цей

оператор будується за допомогою спектральної теореми, застосованої до

самоспряженого оператора J . Позначимо через [X0, X1]ψ, або скорочено

Xψ, область вiзначення оператора ψ(J), надiлену скалярним добутком

(v1, v2)Xψ
:= (ψ(J)v1, ψ(J)v2)X0

.
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Лiнiйний простiр Xψ є гiльбертовим i сепарабельним вiдносно цього

скалярного добутку. Останнiй породжує норму ‖v‖Xψ
:= ‖ψ(J)v‖X0

.

Функцiю ψ ∈ B назвемо iнтерполяцiйним параметром, якщо для всiх

допустимих пар X = [X0, X1] та Y = [Y0, Y1] гiльбертових просторiв i для

довiльного лiнiйного вiдображення T , заданого наX0 правильно таке: якщо

звуження вiдображення T на Xj є обмеженим оператором T : Xj → Yj

для кожного j ∈ {0, 1}, тодi звуження вiдображення T на Xψ є також

обмеженим оператором T : Xψ → Yψ.

Якщо ψ є iнтерполяцiйним параметром, тодi будемо казати,

що гiльбертiв простiр Xψ отримано в результатi iнтерполяцiї з

функцiональним параметром ψ пари X = [X0, X1]. В цьому випадку маємо

щiльнi та неперервнi вкладання X1 ↪→ Xψ ↪→ X0 (див. [35, 101, теорема

1.1]).

Клас всiх iнтерполяцiйних параметрiв (в сенсi даного означення)

допускає конструктивний опис. А саме, функцiя ψ ∈ B є iнтерполяцiйним

параметором тодi i тiльки тодi коли ψ є псевдоугнутою в околi∞. Остання

властивiсть означає, що iснує угнута додатна функцiя ψ1(r) при r � 1 така,

що обидвi функцiї ψ/ψ1 та ψ1/ψ є обмеженими в деякому околi ∞. Цей

критерiй випливає з опису Ж. Петре [109, 110] класу всiх iнтерполяцiйних

функцiй для вагових просторiв типу Lp(Rn) (див. також [2, теорема 5.4.4]).

Ми будемо використовувати такий наслiдок з цього критерiю [101,

теорема 1.11].
Твердження 1.2. Припустимо, що функцiя ψ ∈ B є правильно

змiнною на нескiнченностi функцiєю порядку θ, де 0 < θ < 1, тобто

lim
r→∞

ψ(λr)

ψ(r)
= λθ для кожного λ > 0.

Тодi ψ є iнтерполяцiйним параметром.
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Вiдмiтимо, що у випадку степеневих функцiй твердження 1.2 приводить

до вище зазначеного класичного результату Ж.-Л. Лiонса та С. Г. Крейна.

А саме, вони довели, що функцiя ψ(r) ≡ rθ є iнтерполяцiйним параметром

коли 0 < θ < 1. В цьому випадку показник θ розглядається як числовий

параметр iнтерполяцiї.

Тепер сформулюємо iнтерполяцiйнi теореми для просторiв Hs,sγ;ϕ(·)

(версiї цих теорем є правильними i для просторiв Hs,sγ;ϕ
+ (·)).

Нехай

s, s0, s1, γ ∈ R, s0 < s < s1, γ > 0, i ϕ ∈M. (1.14)

Розглянемо функцiю

ψ(r) :=


r(s−s0)/(s1−s0) ϕ(r1/(s1−s0)) для r ≥ 1,

ϕ(1) для 0 < r < 1.

(1.15)

За твердженням 1.2, ця функцiя є iнтерполяцiйним параметром, оскiльки

вона є правильно змiнною функцiєю на нескiнченностi порядку θ := (s −

s0)/(s1 − s0) з 0 < θ < 1. Надалi будемо iнтерполювати пари соболєвських

просторiв з функцiональним параметром ψ.

Теорема 1.3. (2.3) Нехай 2 ≤ k ∈ Z. У припущеннi (1.14) правильна

така iнтерполяцiйна формула

Hs,sγ;ϕ(Rk) =
[
Hs0,s0γ(Rk), Hs1,s1γ(Rk)

]
ψ

(1.16)

з рiвнiстю норм. Тут ψ – iнтерполяцiйний параметр, заданий формулою

(1.15).
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Теорема 1.4. (2.6) В додаток до (1.14) припустимо, що s0 ≥ 0. Тодi

Hs,sγ;ϕ(Ω) =
[
Hs0,s0γ(Ω), Hs1,s1γ(Ω)

]
ψ

(1.17)

i

Hs,sγ;ϕ(S) =
[
Hs0,s0γ(S), Hs1,s1γ(S)

]
ψ

(1.18)

з точнiстю до еквiвалентностi норм.
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1.2. Параболiчнi задачi

У третьому роздiлi дослiджено лiнiйнi параболiчнi початково-

крайовi задачi з нульовими початковими даними Кошi у анiзотропних

просторах Хермандера H
s,s/(2b);ϕ
+ (·). Доведено, що оператори, вiдповiднi

цим задачам, є iзоморфiзмами мiж пiдходящими просторами Хермандера.

В якостi застосування цих результатiв встановлено теореми про

локальне пiдвищення регулярностi узагальнених розв’язкiв задач.

Також отримано новi достатнi умови, за яких узагальненi похiднi заданого

порядку розв’язкiв будуть неперервними. Окремо розглянуто випадки

багатовимiрного i двовимiрного параболiчних рiвнянь, а також систем

рiвнянь, параболiчних за Петровським.

Наведемо коротко основнi результати для задач у випадках

багатовимiрного параболiчного рiвняння та системи рiвнянь, параболiчної

за Петровським. Версiї цих результатiв також отримано для випадку

двовимiрного параболiчного рiвняння (див. п. 3.7).

Розглянемо у цилiндрi Ω таку параболiчну початково–крайову задачу,

яка складається з параболiчного диференцiального рiвняння

A(x, t,Dx, ∂t)u(x, t) ≡

∑
|α|+2bβ≤2m

aα,β(x, t)Dα
x∂

β
t u(x, t) = f(x, t) (1.19)

для всiх x ∈ G i t ∈ (0, τ);
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m крайових умов

Bj(x, t,Dx, ∂t)u(x, t)
∣∣
S
≡∑

|α|+2bβ≤mj

bα,βj (x, t)Dα
x∂

β
t u(x, t)

∣∣
S

= gj(x, t)

для всiх x ∈ Γ, t ∈ (0, τ) i j ∈ {1, . . . ,m};

(1.20)

та κ := m/b початкових даних Кошi

∂kt u(x, t)
∣∣
t=0

= 0

для всiх x ∈ G i k ∈ {0, . . . ,κ − 1}.
(1.21)

Зазначимо, що початковi данi (1.21) вважаються нульовими. Тут b, m

i всi mj є довiльно заданi цiлi числа, такi, що m ≥ b ≥ 1, κ :=

m/b ∈ Z i mj ≥ 0. Число 2b називається параболiчною вагою цiєї задачi.

Усi коефiцiєнти лiнiйних диференцiальних виразiв A := A(x, t,Dx, ∂t) i

Bj := Bj(x, t,Dx, ∂t), де j ∈ {1, . . . ,m} вважаємо нескiнченно гладкими

комплекснозначними функцiями, заданими на Ω i S вiдповiдно; тобто

кожна

aα,β ∈ C∞(Ω) :=
{
w � Ω: w ∈ C∞(Rn+1)

}
i кожна

bα,βj ∈ C∞(S) :=
{
v � S : v ∈ C∞(Γ× R)

}
.

Використовуємо такi позначення Dα
x := Dα1

1 . . . Dαn
n , де Dk := i ∂/∂xk

i ∂t := ∂/∂t для частинних похiдних функцiй, що залежать вiд x =

(x1, . . . , xn) ∈ Rn i t ∈ R. Тут i це уявна одиниця, α = (α1, ..., αn) є

мультиiндекс, i |α| := α1+· · ·+αn. У формулах (1.19) i (1.20) та їх аналогах

пiдсумовування ведеться за цiлими невiд’ємними iндексами α1, ..., αn i β,

якi задовольняють умову, вказану пiд знаком суми. Як звичайно, ξα :=

ξα1
1 . . . ξαnn для ξ := (ξ1, . . . , ξn) ∈ Cn.
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Нагадаємо [1, § 9, п. 1], що початково–крайова задача (1.19)–(1.21)

називається параболiчною у цилiндрi Ω, якщо виконуються такi двi умови.

Умова 1.1. Для довiльних x ∈ G, t ∈ [0, τ ], ξ ∈ Rn i p ∈ C, де Re p ≥ 0,

правильно
A◦(x, t, ξ, p) ≡

∑
|α|+2bβ=2m

aα,β(x, t) ξαpβ 6= 0

за умови |ξ|+ |p| 6= 0.

Для формулювання умови 1.2 довiльно виберемо точку x ∈ Γ, дiйсне

число t ∈ [0, τ ], дотичний вектор ξ ∈ Rn до межи Γ у точцi x та число

p ∈ C, де Re p ≥ 0, такi, що |ξ| + |p| 6= 0. Нехай ν(x) є ортом внутрiшньої

нормалi до межи Γ у точцi x. З умови 3.1 та нерiвностi n ≥ 2 випливає,

що многочлен A◦(x, t, ξ + ζν(x), p) змiнної ζ ∈ C має рiвно m коренiв

ζ+
j (x, t, ξ, p), j = 1, . . . ,m, с додатною уявною частиною i m коренiв з

вiд’ємною уявною частиною (з урахуванням їх кратностi).

Умова 1.2. При кожному такому виборi x, t, ξ та p многочлени

B◦j (x, t, ξ + ζν(x), p) ≡∑
|α|+2bβ=mj

bα,βj (x, t) (ξ + ζν(x))α pβ, j = 1, . . . ,m,

змiнної ζ ∈ C лiнiйно незалежнi по модулю многочлена

m∏
j=1

(ζ − ζ+
j (x, t, ξ, p)).

Вiдмiтимо, що умова 1.1 є умовою 2b-параболiчностi за

I. Г. Петровським [37] диференцiального рiвняння Au = f у замкнутому

цилiндрi Ω, а умова 1.2 виражає той факт, що система крайових
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диференцiальних операторiв {B1, . . . , Bm} накриває диференцiальний

оператор A на бiчнiй поверхнi S цього цилiндра.

Пов’яжемо з параболiчною задачею (1.19)–(1.21) лiнiйне вiдображення

C∞+ (Ω) 3 u 7→ (Au,Bu) :=(
Au,B1u, . . . , Bmu

)
∈ C∞+ (Ω)×

(
C∞+ (S)

)m (1.22)

Тут i нижче

C∞+ (Ω) :=
{
w � Ω : w ∈ C∞(Rn+1), suppw ⊆ Rn × [0,∞)

}
,

C∞+ (S) :=
{
h� S : h ∈ C∞(Γ× R), supph ⊆ Γ× [0,∞)

}
.

Вiдображення (1.22) встановлює взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж

просторами C∞+ (Ω) i C∞+ (Ω)× (C∞+ (S))m. Це випливає з [1, теорема 12.1].

Нехай σ0 є найменше цiле число, таке, що

σ0 ≥ 2m, σ0 ≥ mj + 1 для кожного j ∈ {1, . . . ,m} i
σ0

2b
∈ Z.

Вiдмiтимо, якщо mj ≤ 2m− 1 для всiх j ∈ {1, . . . ,m}, тодi σ0 = 2m.

Основний результат для розглядуваної задачi (теорема про

iзоморфiзми) формулюється наступним чином.

Теорема 1.5. (3.1) Для довiльного дiйсного числа σ > σ0 i довiльного

функцiонального параметра ϕ ∈ M вiдображення (1.22) продовжується

єдиним чином (за неперервнiстю) до iзоморфiзму

(A,B) : H
σ,σ/(2b);ϕ
+ (Ω)↔ Hσ−2m,(σ−2m)/(2b);ϕ

+ (Ω, S), (1.23)

де

Hσ−2m,(σ−2m)/(2b);ϕ
+ (Ω, S)

:=H
σ−2m,(σ−2m)/(2b);ϕ
+ (Ω)⊕

m⊕
j=1

H
σ−mj−1/2,(σ−mj−1/2)/(2b);ϕ
+ (S).

(1.24)
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У соболєвському випадку ϕ(r) ≡ 1 ця теорема вiдомою. У припущеннi

σ/(2b) ∈ Z ця теорема є наслiдком результату М. С. Аграновiча

i М. I. Вiшiка [1, теорема 12.1], який охоплює граничний випадок

σ = σ0 та стосується загальних параболiчних задач iз, взагалi кажучи,

неоднорiдними даними Кошi. У подальшому М. В. Житарашу [7,

теорема 9.1] узагальнив результат М. С. Аграновiча i М. I. Вiшiка,

позбавившись припущення σ/(2b) ∈ Z.

Як тiльки що було зазначено, вiдображення (1.22) продовжується за

неперервнiстю до iзоморфiзму

(A,B) : H
σ0,σ0/(2b)
+ (Ω)↔ Hσ0−2m,(σ0−2m)/(2b)

+ (Ω, S), (1.25)

який дiє у анiзотропних просторах Соболєва. Всi iзоморiфзми (1.23), де

σ > σ0 i ϕ ∈M, є звуженнями (1.25).

Кожна вектор-функцiя

(f, g1, ..., gm) ∈ Hσ0−2m,(σ0−2m)/(2b)
+ (Ω, S) (1.26)

має єдиний прообраз u ∈ H
σ0,σ0/(2b)
+ (Ω) при взаємнооднозначному

вiдображеннi (1.25). Цю функцiю u називаємо (сильним) узагальненим

розв’язком параболiчної задачi (1.19)–(1.21) iз правою частиною (1.26).

Тепер обговоримо властивостi регулярностi узагальненого розв’язку

задачi (1.19)–(1.21) у просторах Хермандера.

Наслiдок 1.1. (3.1) Припустимо, що u ∈ H
σ0,σ0/(2b)
+ (Ω) є

узагальненим розв’язком параболiчної задачi (1.19)–(1.21), правi частини

якої задовольняють умову

(f, g1, ..., gm) ∈ Hσ−2m,(σ−2m)/(2b);ϕ
+ (Ω, S)

для деяких σ > σ0 i ϕ ∈M. Тодi u ∈ Hσ,σ/(2b);ϕ
+ (Ω).
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Зауважимо, що додаткова регулярнiсть ϕ правих частин

успадковується розв’язком задачi.

Тепер сформулюємо локальний аналог цього результату. Нехай U є

вiдкритою множиною в Rn+1, i нехай

ω := U ∩ Ω 6= ∅, π1 := U ∩ ∂Ω, π2 := U ∩ S.

Введемо необхiднi локальнi аналоги просторiв Hs,sγ;ϕ
+ (Ω) i Hs,sγ;ϕ

+ (S), де

s > 0, γ = 1/(2b) i ϕ ∈M.

Позначимо через Hs,sγ;ϕ
+,loc (ω, π1) лiнiйний простiр усiх розподiлiв u в

областi Ω таких, що χu ∈ Hs,sγ;ϕ
+ (Ω) для кожної функцiї χ ∈ C∞(Ω) iз

suppχ ⊂ ω ∪ π1. Топологiя у цьому просторi задається напiвнормами

u 7→ ‖χu‖Hs,sγ;ϕ
+ (Ω),

де χ – довiльна вище згадана функцiя. Аналогiчно, позначимо через

Hs,sγ;ϕ
+,loc (π2) лiнiйний простiр усiх розподiлiв v на S таких, що χv ∈ Hs,sγ;ϕ

+ (S)

для кожної функцiї χ ∈ C∞(S) iз suppχ ⊂ π2. Топологiя у цьому просторi

задається напiвнормами

v 7→ ‖χv‖Hs,sγ;ϕ
+ (S),

де χ – довiльна тiльки згадана функцiя.

Теорема 1.6. (3.2) Нехай u ∈ Hσ0,σ0/(2b)
+ (Ω) є узагальненим розв’язком

параболiчної задачi (1.19)–(1.21) iз правою частиною (1.26). Припустимо,

що

f ∈ Hσ−2m,(σ−2m)/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1), (1.27)

gj ∈ H
σ−mj−1/2,(σ−mj−1/2)/(2b);ϕ
+,loc (π2), з j = 1, . . . ,m, (1.28)

для деяких σ > σ0 i ϕ ∈M. Тодi u ∈ Hσ,σ/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1).
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У випадку ω = Ω i π1 = ∂Ω (тодi π2 = S), теорема 1.6 просто є

повторенням наслiдку 1.1. Якщо π1 = ∅, то ця теорема стверджує, що

регулярнiсть розв’язку пiдвищується в околах внутрiшнiх точок замкненої

областi Ω.

Вiдмiтимо, що ця теорема є новою i у випадку анiзотропних просторiв

Соболєва (ϕ ≡ 1).

Використання просторiв Хермандера дозволяє отримати кращi, нiж

у випадку просторiв Соболєва, достатнi умови, за яких узагальнений

розв’язок u та його узагальненi похiднi заданого порядку неперервнi на

ω ∪ π1.

Теорема 1.7. (3.3) Нехай цiле p ≥ 0 таке, що p + b + n/2 >

σ0, i нехай u ∈ H
σ0,σ0/(2b)
+ (Ω) є узагальненим розв’язком параболiчної

задачi (1.19)–(1.21) iз правою частиною (1.26). Припустимо, що права

частина задовольняє умови (1.27), (1.28) для σ := p + b + n/2 i деякого

функцiонального параметра ϕ ∈ M, для якого виконується iнтегральна

умова (1.12):
∞∫

1

dr

rϕ2(r)
<∞.

Тодi розв’язок u(x, t) та всi його узагальненi частиннi похiднi

Dα
x∂

β
t u(x, t) з |α|+ 2bβ ≤ p

є неперервними на множинi ω ∪ π1.

Зауваження 1.1. (3.1) Iнтегральна умова (1.12) у теоремi 1.7 є

точною. А саме, нехай σ := p + b + n/2, ϕ ∈ M, i припустимо, що для

кожної функцiї u ∈ Hσ0,σ0/(2b)
+ (Ω) наступна iмплiкацiя є правильною:



53

(
u є розв’язком задачi (1.19)–(1.21) для деякої правої частини (1.27), (1.28)

)
⇒
(
u задовольняє висновок теореми 1.7

)
.

Тодi ϕ задовольняє умову (1.12).

Зауваження 1.2. (3.2) Якщо сформулювати аналог теореми 1.7 для

соболєвської шкали (випадок ϕ ≡ 1), то доведеться замiнити умову теореми

на бiльш сильну, оскiльки iнтегральна умова (1.12) не виконується у цьому

випадку. А саме, потрiбно стверджувати, що права частина задачi (1.19)–

(1.21) задовольняє умову (1.27), (1.28) для деякого σ > p + b + n/2. Це

припущення сильнiше нiж умова теореми 1.7 завдяки лiвому вкладанню

у (2.19).

Тепер наведемо версiї цих результатiв у випадку систем, параболiчних

за Петровським.

Розглянемо у цилiндрi Ω початково–крайову параболiчну за

Петровським задачу для системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь:

N∑
k=1

Aj,k(x, t,Dx,∂t)uk(x, t) = fj(x, t)

для всiх x ∈ G, t ∈ (0, τ) i j ∈ {1, . . . , N};

(1.29)

N∑
k=1

Bj,k(x, t,Dx,∂t)uk(x, t)
∣∣
S

= gj(x, t)

для всiх x ∈ Γ, 0 < t < τ i j ∈ {1, . . . ,m};

(1.30)

∂ rt uk(x, t)
∣∣
t=0

= 0

для всiх x ∈ G, k ∈ {1, . . . , N} i r ∈ {0, . . . ,κk − 1}.
(1.31)
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Вiдмiтимо, що початковi данi (1.31) ми припускаємо нульовi. Тут лiнiйнi

диференцiальнi вирази мають вигляд

Aj,k(x, t,Dx, ∂t) :=
∑

|α|+2bβ≤2bκk

aα,βj,k (x, t)Dα
x∂

β
t , (1.32)

Bj,k(x, t,Dx, ∂t) :=

=


∑

|α|+2bβ≤lj+2bκk
bα,βj,k (x, t)Dα

x∂
β
t , якщо lj + 2bκk ≥ 0,

0, якщо lj + 2bκk < 0

(1.33)

для всiх припустимих значень iндексiв j, k. В цiй задачi ми довiльним

чином вибрали натуральнi числа N ≥ 2, b i κ1, . . . ,κN , поклали m :=

b(κ1 + · · ·+κN) i вибрали щеm цiлих чисел l1, . . . , lm. Число 2b називається

параболiчною вагою даної задачi. Всi коефiцiєнти диференцiальних виразiв

Aj,k та Bj,k є нескiнченно гладкими комплекснозначними функцiями,

заданими на Ω i S вiдповiдно; тобто кожна

aα,βj,k ∈ C
∞(Ω) :=

{
w � Ω: w ∈ C∞(Rn+1)

}
i кожна

bα,βj,k ∈ C
∞(S) :=

{
v � S : v ∈ C∞(Γ× R)

}
.

Запишемо головнi символи диференцiальних операторiв (1.32) i (1.33):

A
(0)
j,k(x, t, ξ, p) :=

∑
|α|+2bβ=2bκk

aα,βj,k (x, t) ξαpβ,

B
(0)
j,k (x, t, ξ, p) =:


∑

|α|+2bβ=lj+2bκk
bα,βj,k (x, t) ξαpβ, якщо lj + 2bκk ≥ 0,

0, якщо lj + 2bκk < 0.
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Цi символи є однорiдними полiномами за сукупнiстю аргументiв ξ :=

(ξ1, . . . , ξn) ∈ Cn i p ∈ C (як завжди, ξα := ξα1
1 . . . ξαnn ). Утворимо матрицi

A(0)(x, t, ξ, p) :=
(
A

(0)
j,k(x, t, ξ, p)

)N
j,k=1

,

B(0)(x, t, ξ, p) :=
(
B

(0)
j,k (x, t, ξ, p)

)
j=1,...,m
k=1,...,N

.

Нагадаємо [45, розд. 1, § 1], що початково-крайова задача (1.29)–(1.31)

називається параболiчною за Петровським у цилiндрi Ω, якщо виконуються

наступнi три умови.

Умова 1.3. Для довiльно вибраних точок x ∈ G, t ∈ [0, τ ] i вектора ξ ∈

Rn усi коренi многочлена detA(0)(x, t, ξ, p) по змiннiй p ∈ C задовольняють

нерiвностi Re p(x, t, ξ) ≤ −δ |ξ|2b зi сталою δ > 0, яка не залежить вiд x, t i

ξ.

Умова 1.4. У системi (1.29) кожне рiвняння з номером j ∈ {1, . . . , N}

розв’язуване вiдносно похiдної ∂κjt uj i не мiстить жодної похiдної вигляду

∂κkt uk, де k 6= j. Тому можна вважати, що a
(0,0,...,0),κk
j,k (x, t) ≡ δj,k для

довiльних j, k ∈ {1, . . . , N}; тут δj,k — символ Кронекера.

Нехай число δ1 ∈ (0, δ), де δ є стала з умови 1.3. Для формулювання

умови 1.5 виберемо довiльним чином точки x ∈ Γ, t ∈ [0, τ ], вектор ξ ∈ Rn,

дотичний до межi Γ у точцi x, i число p ∈ C такi, що Re p ≥ −δ1|ξ|2b i

|ξ| + |p| > 0. Нехай ν(x) є орт внутрiшньої нормалi до межи Γ у точцi

x. З умови 1 випливає, що многочлен detA(0)(x, t, ξ + ζν(x), p) змiнної

ζ ∈ C має точно m коренiв ζ+
j (x, t, ξ, p), j = 1, . . . ,m, з додатною уявною

частиною та рештуm коренiв з вiд’ємною уявною частиною (з урахуванням

їх кратностi).
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Умова 1.5. Для деякого числа δ1 ∈ (0, δ) та при кожному зазначеному

вище виборi параметрiв x, t, ξ i p рядки матрицi

B(0)(x, t, ξ + ζν(x), p) · Ã(0)(x, t, ξ + ζν(x), p)

є лiнiйно незалежними за модулем многочлена

m∏
j=1

(ζ − ζ+
j (x, t, ξ, p)).

Тут Ã(0) — транспонована матриця агебраїчних доповнень елементiв

матрицi A(0).

Зауважимо, що умови 1.3 i 1.4 є умовами (рiвномiрної) 2b-

параболiчностi за I. Г. Петровським [38, с. 100] системи (1.29) у замкнутому

цилiндрi Ω, а умова 1.5 говорить про те, що система крайових умов (1.30)

накриває параболiчну систему (3.39) на бiчнiй поверхнi S цього цилiндра.

Запишемо систему (1.29) i крайовi умови (1.30) у матричнiй формi

Au = f i Bu|S = g;

тут i далi

A := (Aj,k(x, t,Dx, ∂t))
N
j,k=1,

B :=
(
Bj,k(x, t,Dx, ∂t)

)
j=1,...,m
k=1,...,N

— матричнi диференцiальнi оператори, а u, f та g є комплексно-значнi

вектор-функцiї.

Пов’яжемо з початково-крайовою задачею (1.29)–(1.31) лiнiйне

вiдображення

(
C∞+ (Ω)

)N 3 u 7→ (Au,Bu) ∈
(
C∞+ (Ω)

)N × (C∞+ (S)
)m
. (1.34)
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Тут i нижче

C∞+ (Ω) :=
{
w � Ω : w ∈ C∞(Rn+1), suppw ⊆ Rn × [0,∞)

}
,

C∞+ (S) :=
{
h� S : h ∈ C∞(Γ× R), supph ⊆ Γ× [0,∞)

}
.

Вiдображення (1.34) встановлює взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж

просторами

(C∞+ (Ω))N i (C∞+ (Ω))N × (C∞+ (S))m.

Це випливає з [46, теорема 1.2].

Позначимо через σ0 найменше цiле число таке, що

σ0 ≥ 0, σ0 ≥ lj + 1 для всiх j ∈ {1, . . . ,m}, σ0

2b
∈ Z.

Основний результат для розглядуваної задачi (теорема про

iзоморфiзми) формулюється наступним чином.

Теорема 1.8. (3.7) Для довiльного дiйсного числа σ > σ0 i довiльного

функцiонального параметра ϕ ∈ M вiдображення (1.34) продовжується

єдиним чином (за неперервнiстю) до iзоморфiзму

(A,B) : Gσ,σ/(2b);ϕ+ (Ω) :=
N⊕
k=1

H
σ+2bκk,(σ+2bκk)/(2b);ϕ
+ (Ω) ↔

(
H
σ,σ/(2b);ϕ
+ (Ω)

)N ⊕ m⊕
j=1

H
σ−lj−1/2,(σ−lj−1/2)/(2b);ϕ
+ (S) =:

Hσ,σ/(2b);ϕ
+ (Ω, S).

(1.35)

Якщо ϕ ≡ 1, то iзоморфiзм (1.35) дiє у парах анiзотропних просторiв

Соболєва. У цiй ситуацiї теорема 1.8 встановлена В. О. Солоннiковим
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[46, теорема 1.2] у припущеннi, що σ/(2b) ∈ Z. М. В. Житарашу [62,

теорема 5.7] позбавився припущення σ/(2b) ∈ Z. Їх результати охоплюють

i граничний випадок σ = σ0.

Як тiльки що було згадано, вiдображення (1.34) продовжується за

неперервнiстю до iзоморфiзму

(A,B) : Gσ0,σ0/(2b)+ (Ω)↔ Hσ0,σ0/(2b)
+ (Ω, S), (1.36)

який дiє у анiзотропних просторах Соболєва. Всi iзоморiфзми (1.35), де

σ > σ0 i ϕ ∈M, є звуженнями (1.36).

Кожна вектор-функцiя

(f, g) ∈ Hσ0,σ0/(2b)
+ (Ω, S) (1.37)

має єдиний прообраз u ∈ Gσ0,σ0/(2b)+ (Ω) при взаємнооднозначному

вiдображеннi (1.36). Цю вектор-функцiю u називаємо (сильним)

узагальненим розв’язком параболiчної задачi (1.29)–(1.31) iз правою

частиною (1.37).

Обговоримо властивостi регулярностi цього розв’язку у просторах

Хермандера. Наступний результат випливає з теореми 1.8.

Наслiдок 1.2. (3.3) Припустимо, що u ∈ Gσ0,σ0/(2b)+ (Ω) є узагальненим

розв’язком параболiчної задачi (1.29) – (1.31), правi частини якої

задовольняють умову

(f, g) ∈ Hσ,σ/(2b);ϕ
+ (Ω, S)

для деяких σ > σ0 i ϕ ∈M. Тодi u ∈ Gσ,σ/(2b);ϕ(Ω).

Зауважимо, що додаткова регулярнiсть ϕ правих частин

успадковується розв’язком задачi.
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Тепер сформулюємо локальний аналог цього результату. Нехай U є

вiдкритою множиною в Rn+1, i нехай

ω := U ∩ Ω 6= ∅, π1 := U ∩ ∂Ω, π2 := U ∩ S.

Теорема 1.9. (3.8) Нехай вектор-функцiя u ∈ Gσ0,σ0/(2b)+ (Ω) є

узагальненим розв’язком задачi (1.29) – (1.31) iз правою частиною (1.37).

Припустимо, що

(f, g) ∈(
H
σ,σ/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1)

)N ⊕ m⊕
j=1

H
σ−lj−1/2,(σ−lj−1/2)/(2b);ϕ
+,loc (π2)

(1.38)

для деяких σ > σ0 i ϕ ∈M. Тодi

u ∈ Gσ,σ/(2b);ϕ+,loc (ω, π1) :=
N⊕
k=1

H
σ+2bκk,(σ+2bκk)/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1). (1.39)

У випадку ω = Ω i π1 = ∂Ω (тодi π2 = S), теорема 1.9 просто є

повторенням наслiдку 1.2. Якщо π1 = ∅, то ця теорема стверджує, що

регулярнiсть розв’язку пiдвищується в околах внутрiшнiх точок замкненої

областi Ω.

Вiдмiтимо, що ця теорема є новою i у випадку анiзотропних просторiв

Соболєва (ϕ ≡ 1).

Виберемо довiльну компоненту uk узагальненого розв’язку u.

Використання просторiв Хермандера дозволяє отримати кращi, нiж

у випадку просторiв Соболєва, достатнi умови неперервностi на ω ∪ π1

обраної компоненти uk та її узагальнених частинних похiдних заданого

порядку.
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Теорема 1.10. (3.9) Виберемо довiльне k ∈ {1, . . . , N}. Нехай цiле

p ≥ 0 таке, що p + b + n/2 > σ0 + 2bκk, i нехай вектор-функцiя

u ∈ Gσ0,σ0/(2b)+ (Ω) є узагальненим розв’язком задачi (1.29) – (1.31) iз

правою частиною (1.37). Припустимо, що права частина задовольняє

умову (1.38) для σ := p + b + n/2 − 2bκk i деякого функцiонального

параметра ϕ ∈M, для якого виконується iнтегральна умова (1.12):

∞∫
1

dr

rϕ2(r)
<∞.

Тодi компонента uk(x, t) розв’язку u та всi її узагальненi частиннi

похiднi Dα
x∂

β
t uk(x, t), для яких |α|+ 2bβ ≤ p, є неперервними на множинi

ω ∪ π1.

Для цiєї теореми мають мiсце версiї зауважень 1.1 i 1.2.

Зауваження 1.3. (3.3) Iнтегральна умова (1.12) у теоремi 1.10 є

точною. А саме, нехай σ := p+b+n/2−2bκk, ϕ ∈M i припустимо, що для

кожної вектор-функцiї u ∈ Gσ0,σ0/(2b)+ (Ω) наступна iмплiкацiя є правильною

(
u є розв’язком задачi (1.29)–(1.31) для деякої правої частини (1.38)

)
⇒
(
компонентаuk задовольняє висновку теореми 1.10

)
.

Тодi ϕ задовольняє умову (1.12).

Зауваження 1.4. (3.4) Якщо сформулювати аналог теореми 1.10 для

соболєвської шкали (випадок ϕ ≡ 1), то доведеться замiнити умову теореми

на бiльш сильну, оскiльки (1.12) не виконується у цьому випадку. А саме,

потрiбно стверджувати, що права частина задачi (1.29) – (1.31) задовольняє

умову (1.38) для деякого σ > p+ b+ n/2− 2bκk. Це припущення сильнiше

нiж умова теореми 1.10 завдяки лiвому вкладанню у (2.19).
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У четвертому роздiлi дослiджено загальнi лiнiйнi неоднорiднi

параболiчнi початково-крайовi задачi у анiзотропних просторах

Хермандера Hs,s/(2b);ϕ(·). Доведено, що оператори, вiдповiднi цим

задачам, є iзоморфiзмами мiж пiдходящими просторами Хермандера. В

якостi застосування цих результатiв встановлено теорему про локальне

пiдвищення регулярностi узагальнених розв’язкiв задач. Також знайдено

новi достатнi умови того, що узагальненi розв’язки початково–крайових

задач є класичними. Окремо розглянуто випадки багатовимiрного i

двовимiрного параболiчних рiвнянь. Також окремо проведено дослiдження

важливих з точки зору застосувань задач для параболiчних рiвнянь

другого порядку.

Наведемо коротко основнi результати.

Розглянемо у цилiндрi Ω загальну неоднорiдну параболiчну початково–

крайову задачу, яка складається з параболiчного диференцiального

рiвняння

A(x, t,Dx, ∂t)u(x, t) ≡∑
|α|+2bβ≤2m

aα,β(x, t)Dα
x∂

β
t u(x, t) = f(x, t) (1.40)

для всiх x ∈ G i t ∈ (0, τ);

m крайових умов

Bj(x, t,Dx, ∂t)u(x, t)
∣∣
S
≡∑

|α|+2bβ≤mj

bα,βj (x, t)Dα
x∂

β
t u(x, t)

∣∣
S

= gj(x, t)

для всiх x ∈ Γ, t ∈ (0, τ) i j ∈ {1, . . . ,m};

(1.41)

та κ := m/b початкових даних Кошi

∂kt u(x, t)
∣∣
t=0

= hk(x) для всiх x ∈ G i k ∈ {0, . . . ,κ − 1}. (1.42)
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Тут b, m i всi mj є довiльно заданi цiлi числа, такi, що m ≥ b ≥ 1, κ :=

m/b ∈ Z i mj ≥ 0. Число 2b називається параболiчною вагою цiєї задачi.

Усi коефiцiєнти лiнiйних диференцiальних виразiв A := A(x, t,Dx, ∂t) i

Bj := Bj(x, t,Dx, ∂t), де j ∈ {1, . . . ,m} вважаємо нескiнченно гладкими

комплекснозначними функцiями, заданими на Ω i S вiдповiдно.

Нагадаємо [1, § 9, п. 1], що початково–крайова задача (1.40)–(1.42)

називається параболiчною у цилiндрi Ω, якщо виконуються умови 1.1 i 1.2.

Нехай

σ0 := max{2m,m1 + 1, . . . ,mm + 1}.

Вiдмiтимо, якщо mj ≤ 2m− 1 для всiх j ∈ {1, . . . ,m}, тодi σ0 = 2m.

Пов’яжемо з параболiчною задачею (1.40)–(1.42) лiнiйне вiдображення

u 7→ Λu :=

=
(
Au,B1u, . . . , Bmu, u�G, . . . , (∂

κ−1
t u)�G

)
, u ∈ C∞(Ω).

(1.43)

Основний результат для параболiчної задачi (1.40)–(1.42) полягає в

тому, що лiнiйне вiдображення (1.43) продовжується єдидиним чином (за

неперервнiстю) до iзоморфiзму мiж вiдповiдними парами функцiональних

просторiв Хермандера.

Перш нiж сформулювати цей результат зауважимо, для того,

щоб iснував достатньо регулярний розв’язок u задачi (1.40)–(1.42), її

правi частини повиннi задовольняти природнi умови узгодження (див.,

наприклад, [1, § 11] або [17, гл. 4, § 5]). Цi умови полягають в тому, що

похiднi ∂kt u(x, t)
∣∣
t=0

, якi можна обчислити з параболiчного рiвняння (1.40)

та початкових умов (1.42), повиннi задовольняти крайовi умови (4.2) та

спiввiдношення, що утворюються в результатi диференцiювання крайових

умов по змiннiй t.
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Тому спочатку вкажемо простiр правих частин задачi (1.40)–(1.42);

будемо його позначати Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ.

Нехай s ≥ σ0 i функцiональний параметр ϕ ∈M. Розглянемо гiльбертiв

простiр

Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ :=

= Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ(Ω)⊕
m⊕
j=1

Hs−mj−1/2,(s−mj−1/2)/(2b);ϕ(S)

⊕
κ−1⊕
k=0

Hs−2bk−b;ϕ(G).

Покладемо

E := {σ0 + r − 1/2 : 1 ≤ r ∈ Z}.

Нехай s /∈ E. За означенням, гiльбертовий простiр Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ

складається з усiх вектор–функцiй

F =
(
f, g1, . . . , gm, h0, . . . , hκ−1

)
∈ Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ,

якi задовольняють природнi умови узгодження (див. (4.10)).

Якщо s ∈ E, то означаємо гiльбертовий простiр Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ за

допомогою iнтерполяцiї пари тiльки що введених аналогiв цього простору.

А саме, покладемо

Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ :=

=
[
Qs−2m−ε,(s−2m−ε)/(2b);ϕ,Qs−2m+ε,(s−2m+ε)/(2b);ϕ

]
1/2
.

(1.44)

Тут число ε ∈ (0, 1/2) вибрано довiльно, а права частина рiвностi

є результатом iнтерполяцiї записаної пари гiльбертових просторiв з

числовим параметром 1/2. Гiльбертовий простiр Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ,

означений формулою (1.44) не залежить вiд вибору числа ε з точнiстю до

еквiвалентностi норм i є неперервно вкладеним у Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ.
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Теорема 1.11. (4.1) Для довiльного дiйсного числа s > σ0 i довiльного

функцiонального параметра ϕ ∈ M вiдображення (1.43) продовжується

єдиним чином (за неперервнiстю) до iзоморфiзму

Λ : Hs,s/(2b);ϕ(Ω)↔ Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ. (1.45)

Ця теорема є вiдомою у соболєвському випадку ϕ ≡ 1. А саме, вона

мiститься у результатi М. С. Аграновiча i М. I. Вiшiка [1, теорема 12.1] у

припущеннi s/(2b) ∈ Z, який покривається результатом М. В. Житарашу

[7, теорема 9.1], де зняте останнє припущення. Цi результати включають i

граничний випадок s = σ0.

Вiдмiтимо, що необхiднiсть означати простiр Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ окремо

для випадку s ∈ E обумовлена наступним: якщо означити цей простiр для

s ∈ E у той же спосiб, що i для s /∈ E, то iзоморфiзм (1.45) порушується

щонайменше для ϕ ≡ 1. Це випливає з результату Солоннiкова [44, § 6],

див. також [68, зауваження 6.4].

Як випливає iз зазначеного вище результату М. В. Житарашу [7,

теорема 9.1], для кожної функцiї

(f, g1, . . . , gm, h0, . . . , hκ−1) ∈ Qσ0−2m,(σ0−2m)/(2b) (1.46)

параболiчна задача (1.40)–(1.42) має єдиний розв’язок u ∈ Hσ0,σ0/(2b)(Ω).

Функцiю u називаємо (сильним) узагальненим розв’язком цiєї задачi iз

правою частиною (1.46).

Обговоримо тепер властивостi регулярностi цього розв’язку у просторах

Хермандера. Наступний результат стосується глобального пiдвищення

регулярностi розв’язку i випливає з теореми 1.11.
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Наслiдок 1.3. (4.1) Припустимо, що u ∈ Hσ0,σ0/(2b)(Ω) є

узагальненим розв’язком параболiчної задачi (1.40)–(1.42), правi частини

якої задовольняють умову

(f, g1, . . . , gm, h0, . . . , hκ−1) ∈ Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ

для деяких s > σ0 i ϕ ∈M. Тодi u ∈ Hs,s/(2b);ϕ(Ω).

Зауважимо, що додаткова регулярнiсть ϕ правих частин

успадковується розв’язком задачi.

Тепер сформулюємо локальний аналог цього результату.

Нехай U є вiдкритою множиною в Rn+1, такою що U ∩ Γ = ∅.

Нехай

ω := U ∩ Ω 6= ∅, π1 := U ∩ ∂Ω, π2 := U ∩ S, π3 := U ∩G.

Введемо необхiднi локальнi аналоги просторiв Hs,sγ;ϕ(Ω), Hs,sγ;ϕ(S) i

Hs;ϕ(G) з γ = 1/(2b) i ϕ ∈M.

Позначимо через Hs,sγ;ϕ
loc (ω, π1), де s ≥ 0, лiнiйний простiр усiх

розподiлiв u в областi Ω таких, що χu ∈ Hs,sγ;ϕ(Ω) для кожної функцiї

χ ∈ C∞(Ω) iз suppχ ⊂ ω ∪ π1. Топологiя у цьому просторi задається

напiвнормами

u 7→ ‖χu‖Hs,sγ;ϕ(Ω),

де χ – довiльна вище згадана функцiя.

Аналогiчно, позначимо через Hs,sγ;ϕ
loc (π2), де s > 0, лiнiйний простiр усiх

розподiлiв v на S таких, що χv ∈ Hs,sγ;ϕ(S) для кожної функцiї χ ∈ C∞(S)

iз suppχ ⊂ π2. Топологiя у цьому просторi задається напiвнормами

v 7→ ‖χv‖Hs,sγ;ϕ(S),
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де χ – довiльна тiльки згадана функцiя.

Нарештi, позначимо через Hs;ϕ
loc (π3), де s ≥ 0, лiнiйний простiр усiх

розподiлiв w на G таких, що χw ∈ Hs;ϕ(G) для кожної функцiї χ ∈ C∞(G)

iз suppχ ⊂ π3. Топологiя у цьому просторi задається напiвнормами

w 7→ ‖χw‖Hs;ϕ(G),

де χ – довiльна тiльки згадана функцiя.

Теорема 1.12. (4.2) Нехай u ∈ Hσ0,σ0/(2b)(Ω) є узагальненим

розв’язком параболiчної задачi (1.40)–(1.42) з правими частинами (1.46).

Припустимо, що

f ∈ Hσ−2m,(σ−2m)/(2b);ϕ
loc (ω, π1), (1.47)

gj ∈ H
σ−mj−1/2,(σ−mj−1/2)/(2b);ϕ
loc (π2) для всiх j ∈ {1, . . . ,m}, (1.48)

hk ∈ Hσ−2bk−b;ϕ
loc (π3) для всiх k ∈ {0, . . . ,κ − 1}, (1.49)

для деяких σ > σ0 i ϕ ∈M. Тодi u ∈ Hσ,σ/(2b);ϕ
loc (ω, π1).

У випадку, коли π1 = ∅, теоерма 1.12 стверджує, що регулярнiсть

розв’язку пiдвищується в околах внутрiшнiх точок замкненої областi Ω.

Якщо π3 = ∅ то ця теорема стверджує про пiдвищення регулярностi

розв’язку при t > 0 i є наслiдком теореми 1.6. Якщо π1 = ∂Ω \ Γ, π2 = S,

π3 = G, то пiдвищення регулярностi розв’язку вiдбувається на множинi

Ω \ Γ.

Вiдмiтимо, що ця теорема є новою i у випадку анiзотропних просторiв

Соболєва (ϕ ≡ 1).
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Перейдемо тепер до теорем про iзоморфiзми для початково–крайових

задач для параболiчних рiвнянь другого порядку.

У Ω розглянемо параболiчне диференцiальне рiвняння другого порядку

Au(x, t) ≡ ∂tu(x, t) +
∑
|α|≤2

aα(x, t)Dα
xu(x, t) = f(x, t)

для всiх x ∈ G i t ∈ (0, τ).

(1.50)

Всi коефiцiєнти aα диференцiального виразу A вважаємо нескiнченно

гладкими комплекснозначними функцiями, тобто aα ∈ C∞(Ω).

Припускаємо, що диференцiальний оператор A є параболiчним за

Петровським у замкнутому цилiндрi Ω, тобто, що виконується така умова

(див.,наприклад, [1, § 9, п. 1]):

Умова 1.6. Для довiльних x ∈ G, t ∈ [0, τ ], ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn i

p ∈ C з Re p ≥ 0, виконується нерiвнiсть

p+
∑
|α|=2

aα(x, t) ξα1
1 · · · ξαnn 6= 0 за умови |ξ|+ |p| 6= 0.

У роботi дослiджуємо початково-крайову задачу, яка складається з

параболiчного рiвняння (1.50), початкової умови

u(x, 0) = h(x) для всiх x ∈ G, (1.51)

i крайової умови нульового порядку (умови Дiрiхле)

u(x, t) = g(x, t) для всiх x ∈ Γ i t ∈ (0, τ) (1.52)

або загальної крайової умови першого порядку

Bu(x, t) ≡
n∑
j=1

bj(x, t)Dju(x, t) + b0(x, t)u(x, t) = g(x, t)

для всiх x ∈ Γ i t ∈ (0, τ).

(1.53)
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Щодо (1.53) припускаємо, що всi коефiцiєнти b0, b1, ..., bn виразу B

належать до C∞(S) i що B накриває A на S [1, § 9, п. 1].

Останнє припущення означає, що виконується наступна умова:

Умова 1.7. Виберемо довiльно x ∈ Γ, t ∈ [0, τ ], дотичний вектор η =

(η1, . . . , ηn) ∈ Rn до межи Γ у точцi x, i число p ∈ C з Re p ≥ 0 такi, що |η|+

|p| 6= 0. Нехай ν(x) = (ν1(x), . . . , νn(x)) – одиничний вектор внутрiшньої

нормалi до Γ у точцi x. Тодi:

a) правильна нерiвнiсть

n∑
j=1

bj(x, t)νj(x) 6= 0;

b) число

ζ = −

n∑
j=1

bj(x, t)ηj

n∑
j=1

bj(x, t)νj(x)

не є коренем полiнома

p+
∑
|α|=2

aα(x, t) (η1 + ζν1(x))α1 · · · (ηn + ζνn(x))αn

змiнної ζ ∈ C.

Корисно зазначити, що якщо всi коефiцiєнти b1,..., bn є дiйсними, тодi

частина b) умови 1.7 виконується автоматично. Це безпосередньо випливає

з умови 1.6.

Таким чином, ми розглядаємо двi параболiчнi задачi: (1.50), (1.51),

(1.52) i (1.50), (1.51), (1.53).

Пов’яжемо з параболiчною задачею (1.50)–(1.52) лiнiйне вiдображення

Λ0 : u 7→
(
Au, u�S, u(·, 0)

)
, де u ∈ C∞(Ω), (1.54)
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а з параболiчною задачею (1.50), (1.51), (1.53) лiнiйне вiдображення

Λ1 : u 7→
(
Au,Bu, u(·, 0)

)
, де u ∈ C∞(Ω). (1.55)

Як i у випадку загальних параболiчних задач, для того, щоб iснували

достатньо регулярнi розв’язки задач (1.50)–(1.52) i (1.50), (1.51), (1.53), їх

правi частини повиннi задовольняти природнi умови узгодження.

Тому, перш нiж формулювати основнi результати, вкажемо простори

правих частин розглядуваних задач; будемо позначати їх Qs−2,s/2−1;ϕ
0 i

Qs−2,s/2−1;ϕ
1 вiдповiдно.

Нехай s ≥ 2 i функцiональний параметр ϕ ∈M. Розглянемо гiльбертовi

простори

Hs−2,s/2−1;ϕ
0 := Hs−2,s/2−1;ϕ(Ω)⊕Hs−1/2,s/2−1/4;ϕ(S)⊕Hs−1;ϕ(G).

i

Hs−2,s/2−1;ϕ
1 := Hs−2,s/2−1;ϕ(Ω)⊕Hs−3/2,s/2−3/4;ϕ(S)⊕Hs−1;ϕ(G).

Покладемо

E0 := {2r + 3/2 : 1 ≤ r ∈ Z}.

Нехай спочатку s /∈ E0. За означенням, гiльбертовий простiр

Qs−2,s/2−1;ϕ
0 складається з усiх вектор–функцiй

(
f, g, h

)
∈ Hs−2,s/2−1;ϕ

0 , якi

задовольняють природнi умови узгодження (див. (4.90)).

Якщо s ∈ E0, то означаємо гiльбертовий простiр Qs−2,s/2−1;ϕ
0 за

допомогою iнтерполяцiї пари тiльки що введених аналогiв цього простору.

А саме, покладемо

Qs−2,s/2−1;ϕ
0 :=

[
Qs−2−ε,s/2−1−ε/2;ϕ

0 ,Qs−2+ε,s/2−1+ε/2;ϕ
0

]
1/2
. (1.56)
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Тут число ε ∈ (0, 1/2) вибрано довiльно, а права частина рiвностi

є результатом iнтерполяцiї записаної пари гiльбертових просторiв з

числовим параметром 1/2. Гiльбертовий простiр Qs−2,s/2−1;ϕ
0 , означений

формулою (1.56) не залежить вiд вибору числа ε з точнiстю до

еквiвалентностi норм.

Покладемо

E1 := {2r + 1/2 : 1 ≤ r ∈ Z}.

Якщо s /∈ E1, то, за означенням, гiльбертовий простiр Qs−2,s/2−1;ϕ
1

складається з усiх вектор–функцiй
(
f, g, h

)
∈ Hs−2,s/2−1;ϕ

1 , якi

задовольняють природнi умови узгодження (див. (4.100)).

Якщо s ∈ E1, то означимо гiльбертовий простiр Qs−2,s/2−1;ϕ
1 за

допомогою iнтерполяцiї, а саме

Qs−2,s/2−1;ϕ
1 :=

[
Qs−2−ε,s/2−1−ε/2;ϕ

1 ,Qs−2+ε,s/2−1+ε/2;ϕ
1

]
1/2
. (1.57)

Тут число ε ∈ (0, 1/2) вибрано довiльно. Цей гiльбертовий простiр не

залежить вiд вибору ε з точнiстю до еквiвалентностi норм.

Тепер ми можемо сформулювати теореми про iзоморфiзми для

розглядуваних параболiчних задач.

Теорема 1.13. (4.6) Для довiльних s ≥ 2 i ϕ ∈ M (при

s = 2 додатково припускаємо, що ϕ є зростаючою (в нестрогому

сенсi) функцiєю) вiдображення (1.54) продовжується єдиним чином (за

неперервнiстю) до iзоморфiзму

Λ0 : Hs,s/2;ϕ(Ω)↔ Qs−2,s/2−1;ϕ
0 . (1.58)
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Теорема 1.14. (4.7) Для довiльних s ≥ 2 i ϕ ∈ M (при

s = 2 додатково припускаємо, що ϕ є зростаючою (в нестрогому

сенсi) функцiєю) вiдображення (1.55) продовжується єдиним чином (за

неперервнiстю) до iзоморфiзму

Λ1 : Hs,s/2;ϕ(Ω)↔ Qs−2,s/2−1;ϕ
1 . (1.59)

У цих теоремах при s = 2 додатково припускається, що ϕ є зростаючою

(в нестрогому сенсi) функцiєю. Це пов’язане з наступним. При s = 2 права

частина f рiвняння (1.50) є елементом простору H0,0;ϕ(Ω). Для довiльної

ϕ ∈M останнiй простiр може бути ширший нiж L2(Ω). А в дисертацiйнiй

роботi розглядаються лише розподiли з L2(Ω). Умова нестрогого зростання

функцiї ϕ забезпечує необхiдне вкладання H0,0;ϕ(Ω) ⊆ L2(Ω).

Теореми 1.13 i 1.14 є вiдомими у соболєвському випадку, коли

ϕ ≡ 1. А саме вони мiстяться в результатi Аграновича та Вiшика [1,

теорема 12.1] для випадку s/2 ∈ Z, який покривається результатом

Лiонса i Мадженеса [68, теорема 6.2] у припущеннi, що нi s нi s/2 не є

напiвцiлими. Результат М. В. Житарашу [7, теорема 9.1] знiмає останнє

припущення. Солоннiков [44, теорема 17] довiв вiдповiднi апрiорнi оцiнки

для анiзотропних соболєвських норм розв’язкiв задачi (1.50)–(1.52) та

задачi (1.50), (1.51), (1.53) за умови, що (1.53) є крайовою умовою Неймана.

Тепер розглянемо питання за яких умов узагальнений розв’язок

параболiчної крайової задачi є класичним, тобто коли вiн в термiнах

класичних похiдних i слiдiв функцiй задовольняє рiвняння у вiдкритому

цилiндрi, а на його бiчнiй поверхнi i основi – крайовi i початковi умови

вiдповiдно. У роботах [10,11,17,34,45,50] вiдповiдь на це питання отримано



72

у термiнах приналежностi правих частин задачi деяким просторам

Гельдера або Соболєва. У дисертацiйнiй роботi сформулюємо цi умови

у термiнах приналежностi правих частин задачi вiдповiдним просторам

Хермандера. Їх застосування дозволяє отримати бiльш тонкi достатнi

умови нiж це можливо у межах класичних шкал функцiональних просторiв

Гельдера i Соболєва.

Попередньо зауважимо, що у сучаснiй теорiї параболiчних задач однiєю

з умов класичностi розв’язку є його неперервнiсть на лiнiї Γ, що з’єднує

бiчну поверхню i основу цилiндра, у якому дослiджується задача (див.,

наприклад, [36, с.42]). Ця умова звичайно виконується, якщо розв’язок буде

неперервним на Ω. Для таких класичних розв’язкiв ми будемо вживати

термiн "сильно класичний".

Почнемо з мiшаних задач для параболiчних рiвнянь другого порядку.

Приведемо необхiднi означення.

Iз результату М. С. Аграновiча та М. I. Вiшiка [1, теорема 12.1]

випливає, що для кожної вектор-функцiї (f, g, h) iз соболєвського простору

Q0,0
0 задача (1.50)–(1.52) має єдиний розв’язок u ∈ H2,1(Ω). Таку функцiю

u називаємо (сильним) узагальненим розв’язком цiєї задачi iз правою

частиною (f, g, h) ∈ Q0,0
0 .

Точно так означається узагальнений розв’язок задачi (1.50), (1.51),

(1.53). Для кожної вектор-функцiї (f, g, h) iз соболєвського простору

H0,0
1 задача (1.50), (1.51), (1.53) має єдиний розв’язок u ∈ H2,1(Ω)

[1, теорема 12.1]. Таку функцiю u називаємо (сильним) узагальненим

розв’язком цiєї задачi iз правою частиною (f, g, h) ∈ H0,0
1 .

Означення 1.2. Узагальнений розв’язок u ∈ H2,1(Ω) задачi (1.50)–

(1.52) назвемо сильно класичним, якщо узагальненi частиннi похiднi ∂tu i
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Dα
xu, для яких |α| ≤ 2, є неперервними в Ω, а сама функцiя u є неперервною

у замкнутому цилiндрi Ω.

Iншими словами, узагальнений розв’язок u задачi (1.50)–(1.52) назвемо

її сильно класичним розв’язком, якщо

u ∈ C2,1
x,t (Ω) ∩ C(Ω).

Означення 1.3. Узагальнений розв’язок u ∈ H2,1(Ω) задачi (1.50),

(1.51), (1.53) назвемо сильно класичним, якщо узагальненi частиннi похiднi

∂tu i Dα
xu, для яких |α| ≤ 2, є неперервними в Ω, а функцiя u та її

узагальненi частиннi похiднi ∂u/∂xj для всiх j ∈ {1, . . . , n} є неперервними

у замкнутому цилiндрi Ω.

В рiзних практичних задачах (див., наприклад, [48, гл.3, §2, п.3])

корисно розглядати класичнi розв’язки, якi не є неперервними на лiнiї

з’єднання бiчної поверхнi i основи цилiндра, у якому дослiджується задача.

Дамо означення класичностi узагальнених розв’язкiв у щойно зазначеному

сенсi.

Означення 1.4. Узагальнений розв’язок u ∈ H2,1(Ω) задачi (1.50)–

(1.52) назвемо класичним, якщо

u ∈ C2,1
x,t (Ω) i u ∈ C(Ω ∪ S ∪G).

Означення 1.5. Узагальнений розв’язок u ∈ H2,1(Ω) задачi (1.50),

(1.51), (1.53) назвемо класичним, якщо

u ∈ C2,1
x,t (Ω), u ∈ C(Ω ∪G)

u, ∂u/∂xj ∈ C(Ω ∪ S) для всiх j ∈ {1, . . . , n}.
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Тут скрiзь, як звичайно, C2,1
x,t (Ω) – множина функцiй, якi є неперервно

диференцiйовнi на Ω разом зi своїми частинними похiдними ∂tu i Dα
xu, для

яких |α| ≤ 2.

Зауважимо, що для початково-крайової задачi (1.50)–(1.52) (або (1.50),

(1.51), (1.53)) “гарнi“ умови

f ∈ C(Ω), g ∈ C(S) i h ∈ C(G)

ще не гарантують того, що її розв’язок u є класичним. Це зауваження

випливає, зокрема, з результату Л. Хермандера [52, теорема 7.9.8]. Згiдно

з ним, навiть коли усi коефiцiєнти рiвняння (1.50) сталi, iснує функцiя

f ∈ C(Ω) з supp f ⊂ Ω, така, що це рiвняння має узагальнений розв’язок

u ∈ C1(Ω) \ C2,1
x,t (Ω) з suppu ⊂ Ω. Отже, розглянута задача може мати

некласичний розв’язок u у випадку “гарних“ правих частин f ∈ C(Ω),

g ≡ 0 i h ≡ 0.

Для того, щоб гарантувати класичнiсть узагальненого розв’язку

розглядуваних задач, потрiбно на їх правi частини накладати деякi iншi

умови. Можна використати простори Гельдера. Зокрема, для задачi (1.50)–

(1.52) достатньою умовою iснування класичного розв’язку буде (див.,

наприклад, [36, с.42]) належнiсть функцiї f простору Гельдера Cα(Ω) з

деяким α > 0, неперервнiсть функцiй g та h на S i G вiдповiдно, та

виконання умови узгодження g � Γ = h � Γ. Для iснування класичного

розв’язку задачi (1.50), (1.51), (1.53), мабуть, лише неперервностi функцiй

g i h буде недостатньо (див. [17, гл. 4, теорема 15.1], [11, §3, теорема 5], [50,

с.185]).

Ми пiдемо iншим шляхом. Сформулюємо умови класичностi

узагальнених розв’язкiв задач (1.50)–(1.52) та (1.50), (1.51), (1.53) у
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термiнах приналежностi їх правих частин f , g i h гiльбертовим функцi-

ональним просторам Хермандера.

Для зручностi нагадаємо означення локальних просторiв, що

зустрiчаються у наступних теоремах. Нехай U є вiдкритою множиною в

Rn+1, такою що U ∩ Γ = ∅. Позначимо

ω := U ∩ Ω 6= ∅, π1 := U ∩ ∂Ω, π2 := U ∩ S, π3 := U ∩G.

Нехай ϕ ∈ M. Позначимо через H
s,s/2;ϕ
loc (ω, π1), де s ≥ 0, лiнiйний

простiр усiх розподiлiв u в областi Ω таких, що χu ∈ Hs,s/2;ϕ(Ω) для кожної

функцiї χ ∈ C∞(Ω) iз suppχ ⊂ ω ∪ π1.

Аналогiчно, позначимо черезHs,s/2;ϕ
loc (π2), де s > 0, лiнiйний простiр усiх

розподiлiв v на S таких, що χv ∈ Hs,s/2;ϕ(S) для кожної функцiї χ ∈ C∞(S)

iз suppχ ⊂ π2.

Нарештi, позначимо через Hs;ϕ
loc (π3), де s ≥ 0, лiнiйний простiр усiх

розподiлiв w на G таких, що χw ∈ Hs;ϕ(G) для кожної функцiї χ ∈ C∞(G)

iз suppχ ⊂ π3.

Тепер сформулюємо достатнi умови, за яких узагальненi розв’язки

задач (1.50)–(1.52) i (1.50), (1.51), (1.53) вiдповiдно, є сильно класичними.

Теорема 1.15. (4.8) Нехай функцiя u ∈ H2,1(Ω) є узагальненим

розв’язком задачi (1.50)–(1.52), правi частини якої задовольняють умови

f ∈ H1+n/2, 1/2+n/4; ϕ1

loc (Ω,∅), (1.60)

(f, g, h) ∈ Q−1+n/2, −1/2+n/4; ϕ2

0 (1.61)

з деякими функцiональними параметрами ϕ1 i ϕ2 ∈M такими, що
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∞∫
1

dr

rϕ2
j(r)

<∞ для всiх j ∈ {1, 2}. (1.62)

При n = 2 додатково припускаємо, що ϕ2 є зростаючою (в нестрогому

сенсi) функцiєю. Тодi u(x, t) є сильно класичним розв’язком задачi (1.50)–

(1.52).

Зауваження 1.5. Якщо сформулювати аналог теореми 1.15 для

соболєвської шкали (випадок ϕ1 ≡ ϕ2 ≡ 1), то доведеться замiнити умови

(1.60) i (1.61) цiєї теореми на бiльш сильнi: для правих частин задачi

виконуються включення

f ∈ H1+n/2+ε1, 1/2+n/4+ε1/2
loc (Ω,∅), (1.63)

(f, g, h) ∈ Q−1+n/2+ε2, −1/2+n/4+ε2/2
0

для деяких ε1 > 0 i ε2 > 0.

Теорема 1.16. (4.9) Нехай функцiя u ∈ H2,1(Ω) є узагальненим

розв’язком задачi (1.50), (1.51), (1.53), правi частини якої задовольняють

умови (1.60) i

(f, g, h) ∈ Qn/2, n/4; ϕ2

1 (1.64)

з деякими функцiональними параметрами ϕ1 i ϕ2 ∈ M, для яких

правильно (1.62). Тодi u(x, t) є сильно класичним розв’язком задачi (1.50),

(1.51), (1.53).

Вище зазначалось, що у термiнах просторiв Гельдера частиною

достатних умов iснування класичних розв’язкiв розглядуваних задач буде

належнiсть функцiї f простору Гельдера Cα(Ω) з деяким α > 0.
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Зауваження 1.6. Теореми 1.15 i 1.16 доповнюють класичнi результати.

А саме, iснують функцiї f /∈ C(Ω), якi задовольняють умови (1.60) i (1.61)

(або (1.64)).

Зауваження 1.7. Якщо сформулювати аналог теореми 1.16 для

соболєвської шкали (ϕ1 ≡ ϕ2 ≡ 1), то доведеться замiнити умови (1.60) i

(1.64) цiєї теореми на бiльш сильнi: для правих частин задачi виконуються

включення (1.63) i

(f, g, h) ∈ Qn/2+ε2, n/4+ε2/2
1

для деяких ε1 > 0 i ε2 > 0.

Перейдемо до формулювання достатнi умов, за яких узагальненi

розв’язки задач (1.50)–(1.52) i (1.50), (1.51), (1.53) вiдповiдно, є

класичними.

Теорема 1.17. (4.10) Нехай функцiя u ∈ H2,1(Ω) є узагальненим

розв’язком задачi (1.50)–(1.52), правi частини якої задовольняють умови

f ∈H1+n/2, 1/2+n/4; ϕ1

loc (Ω,∅)∩

H
−1+n/2, −1/2+n/4; ϕ2

loc (Ω, S ∪G),
(1.65)

g ∈ H1/2+n/2, 1/4+n/4; ϕ2

loc (S), (1.66)

h ∈ Hn/2; ϕ2

loc (G) (1.67)

з деякими функцiональними параметрами ϕ1 i ϕ2 ∈M такими, що

∞∫
1

dr

rϕ2
j(r)

<∞ для всiх j ∈ {1, 2}. (1.68)

При n = 2 додатково припускаємо, що ϕ2 є зростаючою (в нестрогому

сенсi) функцiєю. Тодi u(x, t) є класичним розв’язком задачi (1.50)–(1.52).
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Зауваження 1.8. Якщо сформулювати аналог теореми 1.17 для

соболєвської шкали (випадок ϕ1 ≡ ϕ2 ≡ 1), то доведеться замiнити

умови (1.65)–(1.67) цiєї теореми на бiльш сильнi: для правих частин задачi

виконуються включення

f ∈H1+n/2+ε1, 1/2+n/4+ε1/2
loc (Ω,∅)∩

H
−1+n/2+ε2, −1/2+n/4+ε2/2
loc (Ω, S ∪G),

g ∈H1/2+n/2+ε2, 1/4+n/4+ε2/2
loc (S),

h ∈Hn/2+ε2
loc (G)

для деяких ε1 > 0 i ε2 > 0.

Теорема 1.18. (4.11) Нехай функцiя u ∈ H2,1(Ω) є узагальненим

розв’язком задачi (1.50), (1.51), (1.53), правi частини якої задовольняють

умови

f ∈H1+n/2, 1/2+n/4; ϕ1

loc (Ω,∅)∩

H
n/2, n/4; ϕ2

loc (Ω, S)∩

H
−1+n/2, −1/2+n/4; ϕ3

loc (Ω, G),

(1.69)

g ∈ H1/2+n/2, 1/4+n/4; ϕ2

loc (S), (1.70)

h ∈ Hn/2; ϕ3

loc (G) (1.71)

з деякими функцiональними параметрами ϕ1, ϕ2 i ϕ3 ∈M такими, що
∞∫

1

dr

rϕ2
j(r)

<∞ для всiх j ∈ {1, 2, 3}. (1.72)

При n = 2 додатково припускаємо, що ϕ3 є зростаючою (в нестрогому

сенсi) функцiєю. Тодi u(x, t) є класичним розв’язком задачi (1.50), (1.51),

(1.53).
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Вiдмiтимо, для означення локальних просторiв на Ω ∪ S i на S можна

покласти, наприклад, U := Rn+1 \ (G ∪ Gτ), де G i Gτ вiдповiдно нижня i

верхня основи цилiндра Ω.

Зауваження 1.9. Якщо сформулювати аналог теореми 1.18 для

соболєвської шкали (випадок ϕ1 ≡ ϕ2 ≡ ϕ3 ≡ 1), то доведеться замiнити

умови (1.69)–(1.71) цiєї теореми на бiльш сильнi: для правих частин задачi

виконуються включення

f ∈H1+n/2+ε1, 1/2+n/4+ε1/2
loc (Ω,∅)∩

H
n/2+ε2, n/4+ε2/2
loc (Ω, S)∩

H
−1+n/2+ε3, −1/2+n/4+ε3/2
loc (Ω, G),

g ∈H1/2+n/2+ε2, 1/4+n/4+ε2/2
loc (S),

h ∈Hn/2+ε3
loc (G)

для деяких ε1 > 0, ε2 > 0 i ε3 > 0.

Наостанок сформулюємо в термiнах просторiв Хермандера достатнi

умови класичностi узагальнених розв’язкiв загальної мiшаної параболiчної

задачi.

Iз результату М. В. Житарашу [7, теорема 9.1] випливає, що для кожної

вектор–функцiї

(f, g1, . . . , gm, h0, . . . , hκ−1) ∈ Qσ0−2m,(σ0−2m)/(2b) (1.73)

задача (1.40) – (1.42) має єдиний розв’язок u ∈ Hσ0,σ0/(2b)(Ω). Таку функцiю

u називаємо (сильним) узагальненим розв’язком цiєї задачi iз правою

частиною (1.73).

Дамо означення класичного розв’язку цiєї задачi. Позначимо

m0 := max{m1, . . . ,mm}.
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Означення 1.6. Узагальнений розв’язок u ∈ Hσ0,σ0/(2b)(Ω) задачi

(1.40) – (1.42) назвемо класичним, якщо u ∈ C2m,2m/(2b)
x,t (Ω), всi узагальненi

частиннi похiднi Dα
x∂

β
t u для яких 0 ≤ |α| + 2bβ ≤ m0, є неперервними на

Ω ∪ S, а всi узагальненi частиннi похiднi ∂kt u для яких 0 ≤ k ≤ κ − 1, є

неперервними на Ω ∪G.

Тут, як звичайно, C2m,2m/(2b)
x,t (Ω) – множина функцiй, якi є неперервно

диференцiйовнi на Ω разом з усiма своїми частинними похiдними Dα
x∂

β
t u,

для яких 0 ≤ |α|+ 2bβ ≤ 2m.

Зауважимо, що в означеннi класичного розв’язку задачi (1.40) – (1.42)

ми не вимагаємо його неперервностi у замкнутому цилiндрi Ω.

Теорема 1.19. (4.3) Покладемо σ1 := 2m+ b+n/2, σ2 := m0 + b+n/2,

σ3 := 2m − b + n/2. Припустимо, що σ2 > σ0 i σ3 > σ0. Нехай функцiя

u ∈ Hσ0,σ0/(2b)(Ω) є узагальненим розв’язком задачi (1.40) – (1.42), правi

частини якої задовольняють умови

f ∈Hσ1−2m,(σ1−2m)/(2b);ϕ1

loc (Ω,∅)∩

H
σ2−2m,(σ2−2m)/(2b);ϕ2

loc (Ω, S)∩ (1.74)

H
σ3−2m,(σ3−2m)/(2b);ϕ3

loc (Ω, G),

gj ∈H
σ2−mj−1/2,(σ2−mj−1/2)/(2b);ϕ2

loc (S) для всiх j ∈ {1, . . . ,m}, (1.75)

hk ∈Hσ3−2bk−b;ϕ3

loc (G) для всiх k ∈ {0, . . . ,κ − 1} (1.76)

з деякими функцiональними параметрами ϕ1, ϕ2 i ϕ3 ∈M такими, що

∞∫
1

dr

rϕ2
j(r)

<∞ для всiх j ∈ {1, 2, 3}. (1.77)

Тодi u(x, t) є класичним розв’язком задачi (1.40) – (1.42).
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Зауваження 1.10. Якщо сформулювати аналог теореми 1.19 для

соболєвської шкали (випадок ϕ1 ≡ ϕ2 ≡ ϕ3 ≡ 1), то доведеться замiнити

умови цiєї теореми на бiльш сильнi: для правих частин задачi виконуються

включення (1.74) – (1.76) при деяких σ1 > 2m+ b+ n/2, σ2 > m0 + b+ n/2

i σ3 > 2m− b+ n/2.

Наприкiнцi вiдмiтимо, що у перших роботах за темою дисертацiї [19,

69, 70] було отримано теореми про iзоморфiзми для крайових задач для

загальних лiнiйних елiптичних i параболiчних рiвнянь i систем у шкалах

просторiв Соболєва, якi є частинним випадком розглянутих iзотропних та

анiзотропних просторiв Хермандера при ϕ ≡ 1.
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РОЗДIЛ 2

ПРОСТОРИ ХЕРМАНДЕРА ТА

IНТЕРПОЛЯЦIЯ З ФУНКЦIОНАЛЬНИМ ПАРАМЕТРОМ

Цей роздiл присвячено деякому класу гiльбертових просторiв

Хермандера, в якому будемо дослiджувати параболiчнi початково-крайовi

задачi. Такi простори Хермандера мають важливу для застосувань

властивiсть — вони отримуються iнтерполяцiєю з функцiональним

параметром пар гiльбертових просторiв Соболєва. Цей метод iнтерполяцiї

є основним методом дослiдження у дисертацiї. Вiн також викладений у

даному роздiлi.

2.1. Гiльбертовi простори Хермандера

У 1963 роцi Л. Хермандер [51, п. 2.2] запропонував широке i змiстовне

узагальнення просторiв Соболєва в категорiї гiльбертових просторiв. Це

простори Hµ := B2,µ. Показником регулярностi функцiй (або розподiлiв),

що утворюють простiр Hµ(Rk), де цiле k ≥ 1, є довiльна вимiрна за

Борелем функцiя µ : Rk → (0,∞), яка задовольняє таку умову: iснують

числа c > 0 i l > 0 такi, що

µ(ξ)

µ(η)
≤ c (1 + |ξ − η|)l для довiльних ξ, η ∈ Rk. (2.1)

За означенням, комплексний лiнiйний простiр Hµ(Rk) складається з

усiх повiльно зростаючих розподiлiв w ∈ S ′(Rk), перетворення Фур’є ŵ

яких є локально iнтегровними за Лебегом функцiями, що задовольняють
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умову ∫
Rk

µ2(ξ) |ŵ(ξ)|2 dξ <∞.

У дисертацiї усi функцiї та розподiли вважаються комплекснозначними.

У просторi Hµ(Rk) означений скалярний добуток за формулою

(w1, w2)Hµ(Rk) =

∫
Rk

µ2(ξ) ŵ1(ξ) ŵ2(ξ) dξ,

де w1, w2 ∈ Hµ(Rk). Цей скалярний добуток породжує норму

‖w‖Hµ(Rk) := (w,w)
1/2

Hµ(Rk)
.

Згiдно з [51, п. 2.2], простiрHµ(Rk) є гiльбертовим i сепарабельним вiдносно

введеного у ньому скалярного добутку. Крiм того, цей простiр є неперервно

вкладеним у лiнiйний топологiчний простiр S ′(Rk) повiльно зростаючих

розподiлiв заданих на Rk, i множина C∞0 (Rk) основних функцiй заданих на

Rk є щiльною у Hµ(Rk) (див. також монографiю Хермандера [53, п. 10.1]).

Будемо казати, що функцiональний параметр µ є показником регулярностi

для простору Hµ(Rk) та його версiй Hµ(·).

Версiя простору Hµ(Rk) для довiльної непорожньої вiдкритої множини

V ⊂ Rk вводиться у стандартний спосiб. А саме,

Hµ(V ) :=
{
w �V : w ∈ Hµ(Rk)

}
,

‖u‖Hµ(V ) := inf
{
‖w‖Hµ(Rk) : w ∈ Hµ(Rk), u = w �V

}
, (2.2)

де u ∈ Hµ(V ). Тут, як звичайно, w � V означає звуження розподiлу

w ∈ Hµ(Rk) на вiдкриту множину V . Iншими словами, Hµ(V ) є фактор-

простором простору Hµ(Rk) за його пiдпростором

Hµ
Q(Rk) :=

{
w ∈ Hµ(Rk) : suppw ⊆ Q

}
з Q := Rk\V. (2.3)
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Тому простiр Hµ(V ) є гiльбертовим i сепарабельним. Норма (2.2)

породжена скалярним добутком

(u1, u2)Hµ(V ) := (w1 −Υw1, w2 −Υw2)Hµ(Rk),

де wj ∈ Hµ(Rk), wj = uj у V для кожного j ∈ {1, 2}. Тут Υ є

ортогональним проектором простору Hµ(Rk) на його пiдпростiр (2.3).

Простори Hµ(V ) i Hµ
Q(Rk) було введено та дослiджено Л. Р. Волєвичем

i Б. П. Панеяхом [6, гл. 3].

З означення Hµ(V ) та властивостей Hµ(Rk) безпосередньо випливає,

що простiр Hµ(V ) неперервно вкладений у лiнiйний топологiчний простiр

D′(V ) всiх розподiлiв на V i множина

C∞0 (V ) :=
{
w �V : w ∈ C∞0 (Rk)

}
є щiльною в Hµ(V ).
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2.2. Простори Хермандера Hs,sγ;ϕ(·) i Hs;ϕ(·)

З точки зору застосувань в теорiї параболiчних задач доцiльно вибрати

такий клас показникiв µ, щоб простори Хермандера Hµ мали такi

властивостi:

а) бiльш тонко характеризується регулярнiсть розподiлу, належного

простору Hµ, нiж це можна робити в межах шкал просторiв Соболєва,

б) версiї цих просторiв припускають коректне означення на бiчнiй

поверхнi цилiндра, у якому розглядаємо параболiчну задачу,

в) цi простори отримуються iнтерполяцiєю з функцiональним

параметром пар гiльбертових анiзотропних просторiв Соболєва.

Пункти б) i в) означають можливiсть побудови в таких просторах

теорiї розв’язностi параболiчних задач на основi методу iнтерполяцiї з

функцiональним параметром пар гiльбертових просторiв. З пункту а)

слiдує, наприклад, що в класi цих просторiв можна отримати бiльш тонкi

достатнi умови класичностi узагальнених розв’язкiв параболiчних задач,

нiж це можливо в шкалi просторiв Соболєва.

Нехай цiле k ≥ 2 i дiйсне γ > 0. Вiдмiтимо, що простори, якi введемо

нижче, будуть потрiбнi нам лише у випадку γ = 1/(2b) з цiлим b ≥ 1; число

2b є параболiчною вагою задачi. Але природньо їх ввести для довiльного

γ > 0. Отже, будемо використовувати простори Хермандера Hµ(Rk) та їх

версiї Hµ(·) з показником регулярностi µ, що має вигляд

µ(ξ′, ξk) :=
(
1 + |ξ′|2 + |ξk|2γ

)s/2
ϕ
(
(1 + |ξ′|2 + |ξk|2γ)1/2

)
, (2.4)

де ξ′ ∈ Rk−1 та ξk ∈ R є аргументами функцiї µ. Тут числовий параметр

s є дiйсним, а функцiональний параметр ϕ пробiгає клас M. У кiнцi
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цього пiдроздiлу покажемо, що функцiя µ вигляду (2.4) задовольняє умову

Хермандера (2.1).

За означенням, клас M складається з усiх вимiрних за Борелем

функцiй ϕ : [1,∞)→ (0,∞), якi задовольняють такi двi умови:

a) обидвi функцiї ϕ та 1/ϕ обмеженi на кожному вiдрiзку [1, c], де 1 <

c <∞;

b) функцiя ϕ повiльно змiнюється за Й. Карамата на нескiнченностi, а

саме,

lim
r→∞

ϕ(λr)

ϕ(r)
= 1 для кожного λ > 0.

Теорiя повiльно змiнних функцiй (на нескiнченностi) викладена,

наприклад, у [40,57]. Їх важливим прикладом є функцiї вигляду

ϕ(r) := (ln r)θ1 (ln ln r)θ2 . . . ( ln . . . ln︸ ︷︷ ︸
k разiв

r )θk при r � 1,

де параметри k ∈ N та θ1, θ2, . . . , θk ∈ R є довiльними.

З теореми про iнтегральне зображення повiльно змiнних функцiй (див.,

наприклад, [40, c. 10]) випливає такий опис класуM.

Функцiя ϕ : [1,∞) → (0,∞) належить до класуM тодi i тiльки тодi,

коли

ϕ(r) = exp

(
β(r) +

r∫
1

α(τ)

τ
dτ

)
при r ≥ 1

для деяких неперервної функцiї α : [1,∞) → R такої, що α(τ) → 0 при

τ → ∞ i вимiрної за Борелем обмеженої функцiї β : [1,∞) → R такої, що

має скiнченну границю при r →∞.

Нехай s ∈ R i ϕ ∈ M. Покладемо Hs,sγ;ϕ(Rk) := Hµ(Rk), де показник

регулярностi µ має вигляд (2.4). У важливому окремому випадку ϕ(r) ≡ 1
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простiр Hs,sγ;ϕ(Rk) стає анiзотропним гiльбертовим простором Соболєва

Hs,sγ(Rk) порядку (s, sγ). В загальному випадку, коли ϕ ∈M є довiльною,

правильнi неперервнi i щiльнi вкладення

Hs1,s1γ(Rk) ↪→ Hs,sγ;ϕ(Rk) ↪→ Hs0,s0γ(Rk) при s0 < s < s1. (2.5)

Дiйсно, нехай s0 < s < s1; осiльки ϕ ∈M, то iснують додатнi числа c0 i c1

такi, що

c0 r
s0−s ≤ ϕ(r) ≤ c1 r

s1−s для довiльного r ≥ 1

(див., наприклад, [40, п.1.5, властивiсть 10]). Тодi

c0

(
1 + |ξ′|2 + |ξk|2γ

)s0/2 ≤ (1 + |ξ′|2 + |ξk|2γ
)s/2

ϕ
(
(1 + |ξ′|2 + |ξk|)1/2

)
≤ c1

(
1 + |ξ′|2 + |ξk|2γ

)s1/2
для довiльних ξ′ ∈ Rk−1 та ξk ∈ R. Звiдси зразу випливають неперервнi

вкладення просторiв (2.5). Цi вкладення щiльнi, оскiльки множина C∞0 (Rk)

щiльна в усiх просторах з (2.5).

Розглянемо клас гiльбертових функцiональних просторiв Хермандера

{
Hs,sγ;ϕ(Rk) : s ∈ R, ϕ ∈M

}
. (2.6)

Вкладання (2.5) показують, що у (2.6) функцiональний параметр ϕ

визначає додаткову гладкiсть по вiдношенню до основної анiзотропної

(s, sγ)-гладкостi. Якщо ϕ(r)→∞ (або ϕ(r)→ 0) при r →∞, то ϕ визначає

позитивну (або негативну) додаткову гладкiсть. Iнакше кажучи, ϕ уточнює

основну гладкiсть (s, sγ). Тут γ > 0 виконує роль параметра анiзотропiї

просторiв, що утворюють цей клас.

У випадку γ = 1/(2b) будемо казати, що простiр Hs,sγ;ϕ(Rk) є 2b-

анiзотропний простiр Хермандера на Rk.
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Опишемо область Ω ⊂ Rn+1, в якiй будемо розглядати параболiчнi

задачi. Нехай довiльно заданi цiле число n ≥ 2, дiйсне число τ > 0

i обмежена область G ⊂ Rn з нескiнченно гладкою межею Γ := ∂G.

Позначимо Ω := G × (0, τ) — вiдкритий цилiндр в Rn+1, S := Γ × (0, τ) —

його бiчна поверхня. Тодi Ω := G × [0, τ ] i S := Γ × [0, τ ] є замикання Ω

i S вiдповiдно. У окремому випадку n = 1 в якостi областi G вiзьмемо

iнтервал (0, l), де довiльно задане дiйсне число l > 0. В цьому випадку

Ω := (0, l)× (0, τ) — вiдкритий прямокутник в R2.

Розв’язки початково–крайових задач та правi частини параболiчних

рiвнянь будемо розглядати у анiзотропних гiльбертових функцiональних

просторах Хермандера Hs,sγ;ϕ(Ω) := Hµ(Ω) де показник µ визначений

формулою (2.4), у якiй k := n+ 1.

У випадку, коли Ω є цилiндром нам знадобляться анiзотропнi простори

Хермандера, заданi на його бiчнiй поверхнi S = Γ × (0, τ). Цим

просторам будуть належати правi частини крайових умов параболiчних

задач. Означимо цi простори використовуючи спецiальнi локальнi карти

на S.

Для наших задач достатньо обмежитись випадком s > 0. Отже, нехай

s > 0 i ϕ ∈ M. Попередньо для вiдкритої смуги Π := Rn−1 × (0, τ)

розглянемо гiльбертовi простори Hs,sγ;ϕ(Π) := Hµ(Π), де показник µ

визначений формулою (2.4), у якiй k := n.

Довiльно виберемо скiнченний атлас iз C∞-структури на замкненому

многовидi Γ. Нехай цей атлас утворений локальними картами θj : Rn−1 ↔

Γj, де j = 1, . . . , λ. Тут кожна θj це C∞-диффеоморфiзм всього евклiдового

простору Rn−1 на вiдкриту пiдмножину Γj множини Γ. Бiльш того, Γ :=

Γ1 ∪ · · · ∪ Γλ, тобто вiдкрити множини Γ1, . . . ,Γλ утворюють покриття Γ.
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Окрiм цього, довiльно виберемо функцiї χj ∈ C∞(Γ), де j = 1, . . . , λ, такi

що suppχj ⊂ Γj i χ1+· · ·+χλ = 1 на Γ. Цi функцiї утворюють C∞-розбиття

одиницi на Γ, яке пiдпорядковане покриттю.

Цей атлас на Γ породжує набiр спецiальних локальних карт

θ∗j : Π = Rn−1 × (0, τ)↔ Γj × (0, τ), j = 1, . . . , λ, (2.7)

на S = Γ × (0, τ) за формулою θ∗j (x, t) := (θj(x), t) для всiх x ∈ Rn−1 i

t ∈ (0, τ). Розглянемо функцiї χ∗j(x, t) := χj(x) для x ∈ Γ i t ∈ (0, τ), де j =

1, . . . , λ. Вони утворюють C∞-розбиття одиницi на S, яке пiдпорядковане

покриттю {Γj × (0, τ) : j = 1, . . . , λ} многовида S.

Означення 2.1. лiнiйний простiрHs,sγ;ϕ(S) складається з усiх функцiй

v ∈ L2(S) на многовидi S таких, що для кожного номеру j ∈ {1, . . . , λ}

функцiя

vj(x, t) := χj(θj(x)) v(θj(x), t)

аргументiв x ∈ Rn−1 i t ∈ (0, τ) належить до Hs,sγ;ϕ(Π). Або, коротко

Hs,sγ;ϕ(S) :={
v ∈ L2(S) : (χ∗jv) ◦ θ∗j ∈ Hs,sγ;ϕ(Π) для всiх j ∈ {1, . . . , λ}

}
.

(2.8)

Тут L2(S) – гiльбертовий простiр всiх iнтегровних з квадратом вiдносно

мiри Лебега функцiй v : S → C на гладкому многовидi S. Як звичайно, ◦

означає композицiю функцiй або вiдображень, так що

((χ∗jv) ◦ θ∗j )(x, t) = (χ∗jv)(θ∗j (x, t)) = χj(θj(x)) v((θj(x), t))

для всiх x ∈ Rn−1 i t ∈ (0, τ).

У просторi Hs,sγ;ϕ(S) означений скалярний добуток за формулою

(v, v′)Hs,sγ;ϕ(S) :=
λ∑
j=1

(vj, v
′
j)Hs,sγ;ϕ(Π), (2.9)
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де v, v′ ∈ Hs,sγ;ϕ(S). Вiн породжує норму

‖v‖Hs,sγ;ϕ(S) := (v, v)
1/2
Hs,sγ;ϕ(S).

Теорема 2.1. Нехай s > 0, γ > 0, i ϕ ∈ M. Такi твердження є

правильнi:

(i) Простiр Hs,sγ;ϕ(S) є повним (тобто гiльбертовим), сепарабельним

i не залежить з точнiстю до еквiвалентностi норм вiд зазначеного

вибору локальних карт i розбиття одиницi на Γ.

(ii) Множина

C∞(S) :=
{
h� S : h ∈ C∞(Γ× R)

}
.

є щiльною у цьому просторi.

Доведення теореми 2.1 буде представлеле у пiдроздiлi 2.5 пiсля

теореми 2.6.

Нам також будуть потрiбнi iзотропнi простори Хермандера Hs;ϕ(V ) на

довiльнiй непорожнiй вiдкритiй множини V ⊆ Rk з k ≥ 1. Нехай s ∈ R i

ϕ ∈M. Покладемо Hs;ϕ(V ) := Hµ(V ), де показник µ має вигляд

µ(ξ) =
(
1 + |ξ|2

)s/2
ϕ
(
(1 + |ξ|2)1/2

)
для довiльного ξ ∈ Rk. (2.10)

Оскiльки функцiя (2.10) є радiальною (залежить лише вiд |ξ|), то простiр

Hs;ϕ(V ) є iзотропним. Ми будемо використовувати просториHs;ϕ(V ) заданi

на всьому Евклiдовому просторi V := Rk або на областi V := G в Rn.

Окрiм того, нам будуть потрiбнi простори Хермандера Hs;ϕ(Γ) на

Γ = ∂Ω. Вони означаються за допомогою згаданих вище набору локальних

карт {θj} i розбиття одиницi {χj} на Γ подiбно до просторiв на S. Нехай

s ∈ R i ϕ ∈ M. За означенням, лiнiйний простiр Hs;ϕ(Γ) складається з

усiх розподiлiв ω ∈ D′(Γ) на многовидi Γ таких, що для кожного номеру



91

j ∈ {1, . . . , λ} розподiл ωj(x) := χj(θj(x))ω(θj(x)) аргумента x ∈ Rn−1

належить до Hs;ϕ(Rn−1). У просторi Hs;ϕ(Γ) означений скалярний добуток

за формулою

(ω, ω′)Hs;ϕ(Γ) :=
λ∑
j=1

(ωj, ω
′
j)Hs;ϕ(Rn−1),

де ω, ω′ ∈ Hs;ϕ(Γ). Вiн породжує норму

‖ω‖Hs;ϕ(Γ) := (ω, ω)
1/2
Hs;ϕ(Γ).

Простiр Hs;ϕ(Γ) є гiльбертовим, сепарабельним та не залежить з точнiстю

до еквiвалентностi норм вiд вибору локальних карт i розбиття одиницi на

Γ [101, теорема 2.3].

Класи iзотропних просторiв Хермандера

{
Hs;ϕ(V ) : s ∈ R, ϕ ∈M

}
i
{
Hs;ϕ(Γ) : s ∈ R, ϕ ∈M

}
було видiлено, дослiджено, та систематично застосовано до елiптичних

диференцiальних операторiв та елiптичних граничних задач

В. А. Михайлецем та О. О. Мурачем [99,101].

Якщо ϕ ≡ 1, тодi розглянутi простори Hs,sγ;ϕ(·) i Hs;ϕ(·) стають

просторами Соболєва Hs,sγ(·) i Hs(·) вiдповiдно. З (2.5) зразу слiдує, що

Hs1,s1γ(·) ↪→ Hs,sγ;ϕ(·) ↪→ Hs0,s0γ(·) при s0 < s < s1. (2.11)

Аналогiчно,

Hs1(·) ↪→ Hs;ϕ(·) ↪→ Hs0(·) при s0 < s < s1; (2.12)

див [101, Теореми 2.3(iii) та 3.3(iii)]. Цi вкладення неперервнi та щiльнi.

Звичайно, якщо s = 0, то Hs(·) = Hs,sγ(·) це гiльбертовий простiр L2(·)
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всiх iнтегрованих з квадратом функцiй, заданих на вiдповiднiй вимiрнiй

множинi.

У соболєвському випадку ϕ ≡ 1, будемо опускати iндекс ϕ у

позначеннях функцiональних просторiв, що будуть введенi на основi

просторiв Хермандера Hs,sγ;ϕ(·) i Hs;ϕ(·).

Наостанок покажемо, що функцiя µ вигляду (2.4) задовольняє умову

Хермандера (2.1).

Нехай ϕ ∈ M, γ > 0 i s ∈ R. Для зручностi запишемо функцiю (2.4) у

виглядi

µ(ξ, η) = rsγ(ξ, η)ϕ(rγ(ξ, η)) де ξ ∈ Rk−1 i η ∈ R.

Тут i далi використовуємо позначення

rγ(ξ, η) :=
(
1 + |ξ|2 + |η|2γ

)1/2 з ξ ∈ Rk−1 i η ∈ R.

ПростiрHµ := B2,µ на Rk, з 2 ≤ k ∈ Z, є коректно означений, якщо функцiя

µ задовольняє умову Хермандера (2.1): iснують числа c > 0 i l > 0 такi,

що
µ(ξ′, η1)

µ(ξ′′, η2)
≤ c (1 + |ξ′ − ξ′′|+ |η1 − η2|)l (2.13)

для довiльних ξ′, ξ′′ ∈ Rk−1 i η1, η2 ∈ R. Цю умову наведено у [51, п 2.1,

зауваження] (див. також [6, глава I, § 1, п. 1]).

Доведемо, що µ задовольняє умову Хермандера. Оскiльки ϕ ∈ M, то

iснує число cϕ ≥ 1 таке, що

ϕ(λr)

ϕ(r)
≤ cϕλ i

ϕ(r)

ϕ(λr)
≤ cϕλ (2.14)

для довiльних r ≥ 1 i λ ≥ 1; див [101, п. 2.4.1, формула (2.91)]. Крiм того,

згiдно з [6, гл. I, § 2, п. 2] iснують числа cγ ≥ 1 i lγ > 0 такi, що

rγ(ξ
′, η1)

rγ(ξ′′, η2)
≤ cγ(1 + |ξ′ − ξ′′|+ |η1 − η2|)lγ (2.15)
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для довiльних ξ′, ξ′′ ∈ Rk i η1, η2 ∈ R.

Нехай ξ′, ξ′′ ∈ Rk i η1, η2 ∈ R. У випадку rγ(ξ′, η1) ≥ rγ(ξ
′′, η2) отримаємо

таку оцiнку:

µ(ξ′, η1)

µ(ξ′′, η2)
=

rsγ(ξ
′, η1)ϕ(rγ(ξ

′, η1))

rsγ(ξ
′′, η2)ϕ(rγ(ξ′′, η2))

≤ cϕ
rs+1
γ (ξ′, η1)

rs+1
γ (ξ′′, η2)

≤ cϕc
max{s+1,0}
γ (1 + |ξ′ − ξ′′|+ |η1 − η2|)lγ max{s+1,0}.

Тут ми використали першу нерiвнiсть у (2.14) i потiм застосували

(2.15). Аналогiчно, у протилежному випадку, коли rγ(ξ
′, η1) < rγ(ξ

′′, η2),

отримаємо

µ(ξ′, η1)

µ(ξ′′, η2)
≤ cϕ

rs−1
γ (ξ′, η1)

rs−1
γ (ξ′′, η2)

= cϕ
r1−s
γ (ξ′′, η2)

r1−s
γ (ξ′, η1)

≤ cϕc
max{1−s,0}
γ (1 + |ξ′ − ξ′′|+ |η1 − η2|)lγ max{1−s,0}.

Тут використали другу нерiвнiсть у (2.14) i потiм знову застосували (2.15).

Отже, в будь-якому випадку ми отримуємо необхiдну нерiвнiсть (2.13) з

c := cϕc
max{s+1,1−s,0}
γ i l := lγ max{s+ 1, 1− s, 0}.

Наприкiнцi вiдмiтимо, що Л. Хермандер [51, означення 2.1.1] спочатку

припускає, що функцiя µ задовольняє деяку сильнiшу умову, нiж (2.13).

Проте вiн зауважує нижче [51, п. 2.1, зауваження] що множина функцiй µ,

що задовольняють [51, означення 2.1.1] i множина неперервних функцiй

µ, що задовольняють (2.13) задають один i той самий набiр просторiв

B2,µ. Л. Р. Волевич i Б. П. Панеях [6, глава I, § 1, п. 1] вiдмiчають,

що умова неперервностi µ не є iстотною i може бути замiнена на бiльш

слабку умову вимiрностi за Борелем. Зокрема, оскiльки ϕ ∈ M, iснує

функцiя така ϕ1 ∈ M ∩ C∞([1,∞)), що обидвi функцiї ϕ/ϕ1 i ϕ1/ϕ є

обмеженими на [1,∞) (це випливає з [40, п. 1.4, властивiсть 1◦]). Тому
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простори B2,µ i B2,µ1
спiвпадають з точнiстю до еквiвалентностi норм; тут

µ1(ξ, η) := rsγ(ξ, η)ϕ1(rγ(ξ, η)) є неперервною функцiєю на Rk. Бiльш того,

вибравши нескiнченно гладку функцiю

µ2(ξ, η) := rsγ
(
ξ,
√

1 + η2
)
ϕ1

(
rγ(ξ,

√
1 + η2)

)
на Rk, робимо висновок, що простори B2,µ i B2,µ2

спiвпадають з точнiстю

до еквiвалентностi норм.
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2.3. Простори Хермандера Hs,sγ;ϕ
+ (·) i Hs;ϕ

+ (·)

Цi простори будуть потрiбнi нам при дослiдженнi початково-крайової

параболiчної задачi з нульовими початковими даними. Введемо їх

використовуючи клас (2.6). Нехай V – вiдкрита непорожня множина в Rk

з k ≥ 2. (Зокрема, V = Ω, з k = n+ 1.) Покладемо

Hs,sγ;ϕ
+ (V ) :=

{
w �V : w ∈ Hs,sγ;ϕ(Rk), suppw ⊆ Rk−1 × [0,∞)

}
. (2.16)

Норма в лiнiйному просторi (2.16) визначається за формулою

‖u‖Hs,sγ;ϕ
+ (V ) := inf

{
‖w‖Hs,sγ;ϕ(Rk) :

w ∈ Hs,sγ;ϕ(Rk), suppw ⊆ Rk−1 × [0,∞), u = w �V
}
,

(2.17)

з u ∈ Hs,sγ;ϕ
+ (V ).

Розглядаючи випадок V = Rk, вiдмiтимо, що Hs,sγ;ϕ
+ (Rk) складається з

усiх w ∈ Hs,sγ;ϕ(Rk) з suppw ⊆ Rk−1× [0,∞) i є (замкненим) пiдпростором

гiльбертового простору Hs,sγ;ϕ(Rk). Згiдно з [6, Лема 3.3], множина

C∞0 (Rk−1 × (0,∞)) :=
{
w ∈ C∞0 (Rk) : suppw ⊆ Rk−1 × (0,∞)

}
є щiльною у просторi Hs,sγ;ϕ

+ (Rk).

Взагалi, Hs,sγ;ϕ
+ (V ) є гiльбертовим простором, оскiльки формули (2.16)

i (2.17) означають, що Hs,sγ;ϕ
+ (V ) є фактор-простором гiльбертового

простору Hs,sγ;ϕ
+ (Rk) по його пiдпростору

Hs,sγ;ϕ
+ (Rk, V ) :=

{
w ∈ Hs,sγ;ϕ

+ (Rk) : w = 0 на V
}
. (2.18)

Норма (2.17) породжується скалярним добутком

(u1, u2)Hs,sγ;ϕ
+ (V ) := (w1 −Υw1, w2 −Υw2)Hs,sγ;ϕ(Rk),
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з u1, u2 ∈ Hs,sγ;ϕ
+ (V ). Тут, wj ∈ Hs,sγ;ϕ

+ (Rk), wj = uj на V для кожного

j ∈ {1, 2}, i Υ є ортогональним проектором простору Hs,sγ;ϕ
+ (Rk) на його

пiдпростiр (2.18).

У соболєвському випадку ϕ(r) ≡ 1, будемо опускати iндекс ϕ у

позначеннях Hs,sγ;ϕ
+ (V ) i подiбних просторiв. Вiдмiтимо подiбнi до (2.11)

неперервнi i щiльнi вкладання

Hs1,s1γ
+ (V ) ↪→ Hs,sγ;ϕ

+ (V ) ↪→ Hs0,s0γ
+ (V ) при s0 < s < s1. (2.19)

Вони є результатом (2.5) та щiльностi множини{
w �V : w ∈ C∞0 (Rk × (0,∞))

}
у просторах, що записанi у (2.19).

При дослiдженнi початково–крайових задач з однорiдними

початковими даними розв’язки таких задач та правi частини параболiчних

рiвнянь будемо розглядати у анiзотропних гiльбертових функцiональних

просторах Хермандера Hs,sγ;ϕ
+ (V ) у випадку k = n+ 1 i V = Ω. Вiдмiтимо,

що множина

C∞+ (Ω) :=
{
w � Ω : w ∈ C∞(Rn+1), suppw ⊆ Rn × [0,∞)

}
є щiльною в Hs,sγ;ϕ

+ (Ω).

Також нам потрiбно ввести аналог простору Hs,sγ;ϕ
+ (V ) для бiчної

поверхнi S цилiндра Ω. Зробимо це за тiею ж процедурою, що i означали

простiр Hs,sγ;ϕ(S) з використанням тих самих спецiальних локальних карт

(2.7) на S. Нехай s > 0, ϕ ∈ M i Π := Rn−1 × (0, τ). Розглянемо

гiльбертiв простiр Hs,sγ;ϕ
+ (V ) у випадку k = n i V = Π. Для означення

простору Hs,sγ;ϕ
+ (S) потрiбно в означеннi простору Hs,sγ;ϕ(S) замiнити

простiр Hs,sγ;ϕ(Π) на Hs,sγ;ϕ
+ (Π).
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А саме, покладемо

Hs,sγ;ϕ
+ (S) :={
v ∈ L2(S) : (χ∗jv) ◦ θ∗j ∈ H

s,sγ;ϕ
+ (Π) для всiх j ∈ {1, . . . , λ}

}
.

(2.20)

Скалярний добуток у лiнiйному просторi (2.20) означається за формулою

(v1, v2)Hs,sγ;ϕ
+ (S) :=

λ∑
j=1

((χ∗jv1) ◦ θ∗j , (χ∗jv2) ◦ θ∗j )Hs,sγ;ϕ
+ (Π), (2.21)

де v1, v2 ∈ Hs,sγ;ϕ
+ (S). Цей скалярний добуток природним чином породжує

норму

‖v‖Hs,sγ;ϕ
+ (S) := (v, v)

1/2

Hs,sγ;ϕ
+ (S)

.

Теорема 2.2. Нехай s > 0, γ > 0, i ϕ ∈ M. Такi твердження є

правильнi:

(i) Простiр Hs,sγ;ϕ
+ (S) є повним (тобто гiльбертовим), сепарабельним

i не залежить з точнiстю до еквiвалентностi норм вiд зазначеного

вибору локальних карт i розбиття одиницi на Γ.

(ii) Множина

C∞+ (S) :=
{
h� S : h ∈ C∞(Γ× R), supph ⊆ Γ× [0,∞)

}
.

є щiльною у цьому просторi.

Доведення теореми буде представлеле у пiдроздiлi 2.5 пiсля теореми 2.5.

Вiдмiтимо, що твердження (2.19) про неперервнi i щiльнi вкладення

також є правильним у випадку V = S i s0 > 0. Це негайно випливає з

правильностi цього твердження для вiдкритої множини V = Π ⊂ Rn i з

теореми 2.2(ii).

Для двовимiрних параболiчних задач (Ω = (0, l)×(0, τ) є прямокутник),

правi частини крайових умов будуть належати iзотропним просторам
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Хермандера, заданим на (0, τ). Скориставшись шкалою {Hs;ϕ(R) : s ∈

R, ϕ ∈M} введемо цi простори.

Покладемо

Hs,ϕ
+ (R) :=

{
h ∈ Hs,ϕ(R) : supph ⊆ [0,∞)

}
i iнтерпретуємо Hs,ϕ

+ (R) як (замкнений) пiдпростiр Hs,ϕ(R). Тепер

означимо лiнiйний нормовний простiр

Hs,ϕ
+ (0, τ) :=

{
h� (0, τ) : h ∈ Hs,ϕ

+ (R)
}
,

‖v‖Hs,ϕ
+ (0,τ) := inf

{
‖h‖Hs,ϕ(R) : h ∈ Hs,ϕ

+ (R), h = v in (0, τ)
}
,

з v ∈ Hs,ϕ
+ (0, τ). Цей простiр є гiльбертовим, оскiльки вiн є фактор-

простором простору Hs,ϕ
+ (R) по його пiдпростору

{
h ∈ Hs,ϕ(R) : supph ⊆ {0} ∪ [τ,∞)

}
. (2.22)

Обидва гiльбертовi простори Hs,ϕ
+ (R) i Hs,ϕ

+ (0, τ) є сепарабельними.

Множина C∞0 (0,∞) є щiльною у Hs,ϕ
+ (R) [6, Лема 3.3], тому

C∞+ [0, τ ] : =
{
h� [0, τ ] : h ∈ C∞(R), supph ⊆ [0,∞)

}
=
{
v ∈ C∞[0, τ ] : v(β)(0) = 0 for all β ∈ N ∪ {0}

}
.

є щiльною у Hs,ϕ
+ (0, τ).
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2.4. Iнтерполяцiя з функцiональним параметром

У цьому пiдроздiлi обговоримо метод iнтерполяцiї з функцiональним

параметром пар гiльбертових просторiв, який було введено К. Фойашем i

Ж.-Л. Лiонсом [63, с. 278]. Ця iнтерполяцiя є природним узагальненням

класичного методу iнтерполяцiї С. Г. Крейна [15] i Ж.-Л. Лiонса [67]

в тому випадку, коли замiсть числа в якостi параметра iнтерполяцiї

використовується досить загальна функцiя (див., наприклад, монографiї

[16, гл.4, п.1.10] i [18, гл.1, п.2 i п.5]). Вона дослiджувалась рiзними

авторами [65, 106, 107, 111] i застосовувалась у теорiї функцiональних

просторiв [59,88,89,95,101].

Метод iнтерполяцiї з функцiональним параметром є основним методом

дослiдження у дисертацiї. Для наших цiлей достатньо обмежитись

випадком сепарабельних комплексних гiльбертових просторiв. Ми слiдуємо

монографiї [101, п.1.1], у якiй систематично викладено цю iнтерполяцiю

(див. також [95, п. 2]).

Нехай X := [X0, X1] є впорядкованою парою сепарабельних

комплексних гiльбертових просторiв для яких має мiсце неперервне i

щiльне вкладання X1 ↪→ X0. Таку пару називають допустимою. Для неї

iснує оператор J , такий, що вiн є самоспряженим додатньо визначеним

оператором в X0 з областю визначення X1, причому ‖Jv‖X0
= ‖v‖X1

для кожного v ∈ X1. Оператор J визначається парою X однозначно i

називається породжуючим оператором для X (див., наприклад, [16, гл.4,

теорема 1.12]). Вiн визначає iзометричний iзоморфiзм J : X1 ↔ X0.
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Позначимо через B множину всiх вимiрних за Борелем функцiй ψ :

(0,∞) → (0,∞), для яких ψ є обмеженою на кожному вiдрiзку [a, b], де

0 < a < b <∞, i 1/ψ є обмеженою на кожному променi [a,∞), де a > 0.

Для заданої функцiї ψ ∈ B розглянемо (взагалi необмежений)

оператор ψ(J), визначений в X0 як борелевська функцiя ψ вiд J . Цей

оператор будується за допомогою спектральної теореми, застосованої до

самоспряженого оператора J . Позначимо через [X0, X1]ψ, або скорочено

Xψ, область вiзначення оператора ψ(J), надiлену скалярним добутком

(v1, v2)Xψ
:= (ψ(J)v1, ψ(J)v2)X0

.

Лiнiйний простiр Xψ є гiльбертовим i сепарабельним вiдносно цього

скалярного добутку. Останнiй породжує норму ‖v‖Xψ
:= ‖ψ(J)v‖X0

.

Функцiю ψ ∈ B назвемо iнтерполяцiйним параметром, якщо для всiх

допустимих пар X = [X0, X1] та Y = [Y0, Y1] гiльбертових просторiв i для

довiльного лiнiйного вiдображення T , заданого наX0 правильно таке: якщо

звуження вiдображення T на Xj є обмеженим оператором T : Xj → Yj

для кожного j ∈ {0, 1}, тодi звуження вiдображення T на Xψ є також

обмеженим оператором T : Xψ → Yψ.

Якщо ψ є iнтерполяцiйним параметром, тодi будемо казати,

що гiльбертiв простiр Xψ отримано в результатi iнтерполяцiї з

функцiональним параметром ψ пари X = [X0, X1]. В цьому випадку

маємо щiльнi та неперервнi вкладання X1 ↪→ Xψ ↪→ X0.

Клас всiх iнтерполяцiйних параметрiв (в сенсi даного означення)

допускає конструктивний опис. А саме, функцiя ψ ∈ B є iнтерполяцiйним

параметором тодi i тiльки тодi коли ψ є псевдоугнутою в околi∞. Остання

властивiсть означає, що iснує угнута додатна функцiя ψ1(r) при r � 1 така,
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що обидвi функцiї ψ/ψ1 та ψ1/ψ є обмеженими в деякому околi ∞. Цей

критерiй випливає з опису Ж. Петре [109, 110] класу всiх iнтерполяцiйних

функцiй для вагових просторiв типу Lp(Rn) (див. також [2, теорема 5.4.4]).

Доведення цього критерiю наведено в [101, п. 1.1.9].

Ми будемо використовувати такий наслiдок з цього критерiю [101,

теорема 1.11].

Твердження 2.1. Припустимо, що функцiя ψ ∈ B є правильно

змiнною на нескiнченностi функцiєю порядку θ, де 0 < θ < 1, тобто

lim
r→∞

ψ(λr)

ψ(r)
= λθ для кожного λ > 0.

Тодi ψ є iнтерполяцiйним параметром.

Поняття правильно змiнної функцiї належить Й. Карамата [66].

Очевидно, що функцiя ψ : (r0,∞)→ (0,∞), де r0 ∈ R, є правильно змiнною

порядку θ ∈ R на нескiнченностi тодi i тiльки тодi, коли ψ(r) ≡ rθψ0(r)

для певної функцiї ψ0 : (r0,∞) → (0,∞), що повiльно змiнюється на

нескiнченностi. Обидвi функцiї припускаються вимiрними за Борелем.

Вiдмiтимо, що у випадку степеневих функцiй твердження 2.1 приводить

до вище зазначеного класичного результату Ж.-Л. Лiонса та С. Г. Крейна.

А саме, вони довели, що функцiя ψ(r) ≡ rθ є iнтерполяцiйним параметром

коли 0 < θ < 1. В цьому випадку показник θ розглядається як числовий

параметр iнтерполяцiї.

Також нам буде потрiбна така форма критерiю того, що функцiя ψ ∈ B

є iнтерполяцiйним параметором [102, теорема 4.2].

Твердження 2.2. Нехай s0, s1 ∈ R такi, що s0 < s1, а функцiя ψ ∈ B.

Покладемо

β(t) := ts0 ψ(ts1−s0) для t ≥ 1.
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Функцiя ψ є iнтерполяцiйним параметром тодi i тiльки тодi, коли iснує

таке число c ≥ 1, що правильнi нерiвностi

β(t)

ts0
≤ c

β(τ)

τ s0
i

β(τ)

τ s1
≤ c

β(t)

ts1

для всiх t ≥ 1 i τ ≥ t.

(2.23)

У кiнцi цього пiдроздiлу сформулюємо три властивостi iнтерполяцiї, якi

будуть використанi у подальших доведеннях. Перша з них дозволяє звести

iнтерполяцiю пiдпросторiв або фактор–просторiв до iнтерполяцiї вихiдних

просторiв (див. [101, теорема 1.6] або [49, п. 1.17.1, теорема 1]). Зазначимо,

що пiдпростори припускаються замкненi, i розглядаються, взагалi кажучи,

не ортогональнi проектори на пiдпростори.

Твердження 2.3. Нехай X = [X0, X1] є допустимою парою

гiльбертових просторiв, а Y0 є пiдпростором в X0. Тодi Y1 := X1 ∩ Y0

є пiдпростором в X1. Припустимо, що iснує лiнiйне вiдображення P :

X0 → X0, яке для кожного j ∈ {0, 1} є проектором простору Xj на його

пiдпростiр Yj. Тодi пари [Y0, Y1] та [X0/Y0, X1/Y1] є допустимими i для

довiльного iнтерполяцiйного параметра ψ ∈ B правильнi рiвностi

[Y0, Y1]ψ = Xψ ∩ Y0, (2.24)

[X0/Y0, X1/Y1]ψ = Xψ/(Xψ ∩ Y0) (2.25)

з еквiвалентнiстю норм. Тут Xψ ∩ Y0 є пiдпростором у Xψ.

Друга властивiсть дозволяє звести iнтерполяцiю прямих сум

гiльбертових просторiв до iнтерполяцiї їх доданкiв (див. [101, теорема 1.8]).

Твердження 2.4. Нехай [X
(j)
0 , X

(j)
1 ], де j = 1, . . . , q, є скiнченний набiр

допустимих пар гiльбертових просторiв. Тодi[ q⊕
j=1

X
(j)
0 ,

q⊕
j=1

X
(j)
1

]
ψ

=

q⊕
j=1

[
X

(j)
0 , X

(j)
1

]
ψ
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з рiвнiстю норм. Тут функцiя ψ ∈ B є довiльним iнтерполяцiйним

параметром.

Третя показує, що повторне застосування iнтерполяцiї з

функцiональним параметром дає знову iнтерполяцiю з деяким

функцiональним параметром (див. [101, теорема 1.3]).

Твердження 2.5. Нехай α, β, ψ ∈ B, i припустимо, що функцiя

α/β є обмеженою в околi нескiнченностi. Означимо функцiю ω ∈ B

за формулою ω(r) := α(r)ψ(β(r)/α(r)) для r > 0. Тодi ω ∈ B,

i [Xα, Xβ]ψ = Xω з рiвнiстю норм для кожної допустимої пари X

гiльбертових просторiв. Крiм того, якщо α, β, ψ є iнтерполяцiйними

параметрами, то ω також є iнтерполяцiйним параметром.
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2.5. Iнтерполяцiйнi властивостi просторiв Хермандера

Простори Хермандера, означенi у пiдроздiлах 2.2 i 2.3 мають важливу

iнтерполяцiйну властивiсть, яка вiдiграє ключову роль у дисертацiї.

Кожний такий простiр Хермандера можна отримати iнтерполяцiю з

пiдходящим функцiональним параметром пар гiльбертових просторiв

Соболєва. Для iзотропних просторiвHs;ϕ(·) вiдповiднi результати отримано

в роботах В. А. Михайлеця та О. О. Мурача [92, 101]. Для зручностi

спочатку наведемо це твердження. Далi отримаємо його аналоги для

анiзотропних просторiв Хермандера.

Нехай

s, s0, s1, γ ∈ R, s0 < s < s1, γ > 0, i ϕ ∈M. (2.26)

Розглянемо функцiю

ψ(r) :=


r(s−s0)/(s1−s0) ϕ(r1/(s1−s0)) для r ≥ 1,

ϕ(1) для 0 < r < 1.

(2.27)

За твердженням 2.1, ця функцiя є iнтерполяцiйним параметром, оскiльки

вона є правильно змiнною функцiєю на нескiнченностi порядку θ := (s −

s0)/(s1 − s0) з 0 < θ < 1. Надалi будемо iнтерполювати пари соболєвських

просторiв з функцiональним параметром ψ.
Твердження 2.6. Нехай дiйснi числа s0, s, i s1 задовольняють

нерiвностi s0 < s < s1, i нехай ϕ ∈M. Тодi правильна рiвнiсть просторiв

Hs;ϕ(W ) =
[
Hs0(W ), Hs1(W )

]
ψ

(2.28)

з точнiстю до еквiвалентностi норм за умови, що W = G або W = Γ.

Якщо W = Rk з 1 ≤ k ∈ Z, тодi (2.28) правильно з рiвнiстю норм у

просторах.
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Цей результат отримано у [92, теореми 3.1 i 3.5]; див. також монографiю

[101, теореми 1.14, 2.2 i 3.2] для випадкiв W = Rk, W = Γ, i W = G

вiдповiдно.

Тепер встановимо версiї твердження 2.6 для просторiв Hs,sγ;ϕ(W ),

Hs,sγ;ϕ
+ (W ), де W ∈ {Rk,Ω, S} та Hs,ϕ

+ (0, τ). Почнемо з базового випадку

W = Rk. Вiдповiднi результати сформулюємо у виглядi теорем.

Теорема 2.3. Нехай 2 ≤ k ∈ Z. У припущеннi (2.26) правильна така

iнтерполяцiйна формула

Hs,sγ;ϕ(Rk) =
[
Hs0,s0γ(Rk), Hs1,s1γ(Rk)

]
ψ

(2.29)

з рiвнiстю норм. Тут ψ – iнтерполяцiйний параметр, заданий формулою

(2.27).

Доведення. Нагадаємо, що для зручностi позначаємо

rγ(ξ
′, ξk) :=

(
1 + |ξ′|2 + |ξk|2γ

)1/2 для будь-яких ξ′ ∈ Rk−1, ξk ∈ R.

Згiдно з (2.5) пара анiзотропних просторiв Соболєва

X :=
[
Hs0,s0γ(Rk), Hs1,s1γ(Rk)

]
є допустимою.

Породжуючий оператор для цiєї пари задається формулою

J : w 7→ F−1[rs1−s0γ Fw ] з w ∈ Hs1,s1γ(Rk).

Це безпосередньо випливає з означення цих просторiв. Тут через F [та F−1]

позначено оператори прямого [та оберненого] перетворення Фур’є (по усiх

змiнних) повiльно зростаючих розподiлiв, заданих на Rk.
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Породжуючий оператор J за допомогою перетворення Фур’є зводиться

до оператора множення на функцiю rs1−s0γ i встановлює iзометричний

iзоморфiзм

F : Hs0,s0γ(Rk)↔ L2

(
Rk, r2s0

γ (ξ′, ξk)dξ
′dξk
)
.

Тут, як звичайно, другий гiльбертовий простiр складається з усiх функцiй

(змiнних ξ′ ∈ Rk−1 i ξk ∈ R) що iнтегровнi з квадратом на Rk вiдносно мiри

Радона r2s0
γ (ξ′, ξk)dξ

′dξk. Тому F зводить ψ(J) до оператора множення на

функцiю

ψ(rs1−s0γ (ξ′, ξk)) ≡ rs−s0γ (ξ′, ξk)ϕ(rγ(ξ
′, ξk)),

що визначена формулою (2.27).

Тому, для кожного w ∈ C∞0 (Rk) можна записати наступне

‖w‖2
Xψ

= ‖ψ(J)w‖2
Hs0,s0γ(Rk)

=

∫
Rk

|ψ(rs1−s0γ (ξ′, ξk)) (Fw)(ξ′, ξk)|2 r2s0
γ (ξ′, ξk)dξ

′dξk

=

∫
Rk

r2s
γ (ξ′, ξk)ϕ

2(rγ(ξ
′, ξk)) |(Fw)(ξ′, ξk)|2 dξ′dξk

= ‖w‖Hs,sγ;ϕ(Rk).

З цьго випливає рiвнiсть просторiв (2.29), оскiльки в них обох є щiльною

множина C∞0 (Rk). Вiдмiтимо, що C∞0 (Rk) є щiльною у другому просторi,

позначеному як Xψ, тому що C∞0 (Rk) є щiльною в просторi Hs1,s1γ(Rk),

який неперервно та щiльно вкладений в Xψ.

Теорема 2.4. Нехай 2 ≤ k ∈ Z. У додаток до (2.26) припустимо, що

s0 ≥ 0. Тодi правильна така iнтерполяцiйна формула

Hs,sγ;ϕ
+ (Rk) =

[
Hs0,s0γ

+ (Rk), Hs1,s1γ
+ (Rk)

]
ψ

(2.30)
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з точнiстю до еквiвалентностi норм. Тут ψ – iнтерполяцiйний

параметр, заданий формулою (2.27).

Доведення. Виведемо цю теорему з теореми 2.3 за допомогою

твердження 2.3. Для цього нам потрiбно представити лiнiйне вiдображення

P на L2(Rk) таке, що звуження P на кожний простiр Hsj ,sjγ(Rk), з

j ∈ {0, 1}, є проектором Hsj ,sjγ(Rk) на Hsj ,sjγ
+ (Rk).

Розглянемо лiнiйний обмежений оператор

T : L2((−∞, 0))→ L2(R) (2.31)

такий, що Th = h на (−∞, 0) для кожної функцiї h ∈ L2((−∞, 0)) i що

звуження вiдображення T на простiр Соболєва Hsjγ((−∞, 0)) є обмеженим

оператором

T : Hsjγ((−∞, 0))→ Hsjγ(R) для кожного j ∈ {0, 1}. (2.32)

Оператор T iснує [49, Лема 2.9.3]. Скориставшись тензорним добутком

обмежених операторiв у гiльбертових просторах, ми отримаємо лiнiйний

обмежений оператор

I ⊗ T : L2(Rk−1 × (−∞, 0))→ L2(Rk) (2.33)

такий, що (I⊗T )v = v на Rk−1×(−∞, 0) для кожної функцiї v ∈ L2(Rk−1×

(−∞, 0)). Тут, I є тотожним оператором у L2(Rk−1).

Для кожного j ∈ {0, 1}, можемо записати

Hsj ,sjγ(Rk−1 × (−∞, 0))

=Hsj(Rk−1)⊗ L2((−∞, 0)) ∩ L2(Rk−1)⊗Hsjγ((−∞, 0))
(2.34)

i

Hsj ,sjγ(Rk) = Hsj(Rk−1)⊗ L2(R) ∩ L2(Rk−1)⊗Hsjγ(R). (2.35)
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Цi рiвностi просторiв є правильними з точнiстю до еквiвалентностi норм. З

(2.31), (2.32), (2.34), та (2.35), випливає, що звуження оператора (2.33) на

простiр Hsj ,sjγ(Rk−1 × (−∞, 0)) є обмеженим оператором

I ⊗ T : Hsj ,sjγ(Rk−1 × (−∞, 0))→ Hsj ,sjγ(Rk). (2.36)

Розглянемо лiнiйне вiдображення

P : w 7→ w − (I ⊗ T )
(
w �(Rk−1 × (−∞, 0))

)
, with w ∈ L2(Rk).

Легко бачити, що suppPw ⊆ Rk−1 × [0,∞) i що включення suppw ⊆

Rk−1× [0,∞) тягне за собою рiвнiсть Pw = w на Rk. Скориставшись цими

властивостями P i обмеженiстю оператора (2.36), приходимо до висновку,

що вiдображення P побудоване.

Тепер, скориставшись твердженням 2.3 (формула (2.24)) та

теоремою 2.3, можемо записати[
Hs0,s0γ

+ (Rk), Hs1,s1γ
+ (Rk)

]
ψ

=
[
Hs0,s0γ(Rk), Hs1,s1γ(Rk)

]
ψ
∩Hs0,s0γ

+ (Rk)

=Hs,sγ;ϕ(Rk) ∩Hs0,s0γ
+ (Rk)

=Hs,sγ;ϕ
+ (Rk).

Цi рiвностi просторiв є правильними з точнiстю до еквiвалентностi норм.

(Вiдмiтимо, що перша пара є допустимою завдяки твердженню 2.3.) Отже,

ми довели (2.30).

Для доведення наступної теореми нам буде потрiбна така лема про

опис просторiв Соболєва Hs,sγ
+ (Ω) i Hs,sγ

+ (S) у термiнах просторiв Соболєва

Hs,sγ(Ω) i Hs,sγ(S). Цi всi анiзотропнi простори Соболєва добре вiдомi в

теорiї параболiчних рiвнянь [1,41,62,68].
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Вiдмiтимо неперервнi вкладання

Hs,sγ
+ (Ω) ↪→ Hs,sγ(Ω) i Hs,sγ

+ (S) ↪→ Hs,sγ(S). (2.37)

Вони прямо випливають з означення просторiв що входять у (2.37).

Отже, нам потрiбна така версiя результату М. С. Аграновiча i

М. I. Вiшика [1, Твердження 8.1].

Лема 2.1. Нехай s > 0, γ > 0, i sγ − 1/2 /∈ Z. Тодi простiр Hs,sγ
+ (Ω)

складається з усiх функцiй u ∈ Hs,sγ(Ω) таких, що

∂kt u(x, t)
∣∣
t=0

= 0 для майже всiх x ∈ G

при всiх k ∈ Z таких, що 0 ≤ k < sγ − 1/2.

(2.38)

Бiльш того, норма у Hs,sγ
+ (Ω) еквiвалентна нормi у Hs,sγ(Ω). Ця лема

залишається правильною, якщо замiнити Ω на S i G на Γ.

Лема 2.1 покриває результат М. С. Аграновiча i М. I. Вiшика [1,

Твердження 8.1]. Вони знайшли необхiднi i достатнi умови, при яких

продовження кожної функцiї u ∈ Hs,sγ(G × (0, θ)) нулем нажелить до

Hs,sγ(G × (−∞, θ)) з 0 < θ ≤ ∞, вони обмежились випадком, коли s ∈ Z

i γ = 1/(2b). Цi умови рiвносильнi (2.38) i з них виплває еквiвалентнiсть

норм u та її продовження нулем. М. С. Аграновiч та М. I. Вiшик також

розглянули випадок, коли функцiї заданi на Γ× (0, θ).

Доведення леми 2.1. Вiдмiтимо спочатку, що умова (2.38) є коректно

поставленою завдяки теоремi про слiди для анiзотропних просторiв

Соболєва (див., наприклад, [41, частина II, теорема 4]). Позначимо

через Υs,sγ(Ω) лiнiйний многовид усiх функцiй u ∈ Hs,sγ(Ω), що

задовольняють (2.38). Згiдно з цiєю теоремою про слiди, ми можемо i
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будемо розглядати Υs,sγ(Ω) як (замкнений) пiдпростiр простору Hs,sγ(Ω).

Як безпосередньо випливає з (2.37), маємо неперервне вкладання

Hs,sγ
+ (Ω) ↪→ Υs,sγ(Ω). Тому (завдяки теоремi Банаха про обернений

оператор) залишається довести зворотне включення Υs,sγ(Ω) ⊂ Hs,sγ
+ (Ω).

Нехай u ∈ Υs,sγ(Ω). Ми повиннi довести, що u = w на Ω для

деякої функцiї w ∈ Hs,sγ
+ (Rn+1). Для цього ми використаємо наступнi

три оператори продовження O, Tτ , i TG, що дiють у деяких iзотропних

просторах Соболєва.

Для даної функцiї v ∈ L2((0,∞)), означимо функцiю Ov ∈ L2(R) за

формулами (Ov)(t) := v(t) для t > 0 i (Ov)(t) := 0 для t ≤ 0. Таким

чином, ми вводимо лiнiйний обмежений оператор

O : L2((0,∞))→ L2(R). (2.39)

Позначимо Υsγ((0,∞)) лiнiйний многовид всiх функцiй v ∈ Hsγ((0,∞))

таких, що v(k)(0) = 0 коли k ∈ Z задовольняє нерiвностi 0 ≤ k < sγ − 1/2.

За теоремою про слiди, Υsγ((0,∞)) є пiдпростором простору Hsγ((0,∞)).

З [49, теореми 2.9.3(a) i 2.10.3(b)] та умови sγ − 1/2 /∈ Z безпосередньо

випливає, що звуження (2.39) на Hsγ((0,∞)) визначає iзоморфiзм

O : Υsγ((0,∞))↔ Hsγ
+ (R). (2.40)

Тут, Hsγ
+ (R) складається, за означенням, з усiх функцiй v ∈ Hsγ(R) з

supp v ⊆ [0,∞) i розглядається як пiдпростiр Hsγ(R).

Розглянемо лiнiйний обмежений оператор

Tτ : L2((0, τ))→ L2((0,∞)) (2.41)
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такий, що Tτv = v на (0, τ) для кожної функцiї v ∈ L2((0, τ)) i що звуження

вiдображення Tτ на простiр Hsγ((0, τ)) є обмеженим оператором

Tτ : Hsγ((0, τ))→ Hsγ((0,∞)). (2.42)

Ми також розглянемо лiнiйний обмежений оператор

TG : L2(G)→ L2(Rn) (2.43)

такий, що TGh = h на G для кожної функцiї h ∈ L2(G) i що звуження

вiдображення TG на простiр Hs(G) є обмеженим оператором

TG : Hs(G)→ Hs(Rn). (2.44)

Оператори такого типу iснують [49, теореми 4.2.2 i 4.2.3].

Вiдомо, що

Hs,sγ(Ω) = Hs(G)⊗ L2((0, τ)) ∩ L2(G)⊗Hsγ((0, τ)) (2.45)

i

Hs,sγ(Rn+1) = Hs(Rn)⊗ L2(R) ∩ L2(Rn)⊗Hsγ(R) (2.46)

з точнiстю до еквiвалентностi норм; див., наприклад, [1, § 8, п. 1]. (Як

звичайно, E ⊗ F позначає тензорний добуток довiльних гiльбертових

просторiв E i F . Крiм того, їх перетин E∩F розглядається як гiльбертовий

простiр, надiлений скалярним добутком (v1, v2)E∩F := (v1, v2)E + (v1, v2)F

векторiв v1, v2 ∈ E ∩ F .)

З (2.41), (2.42), (2.45) та включення u ∈ Υs,sγ(Ω) безпосередньо

випливає, що

(I ⊗ Tτ)u ∈ Hs(G)⊗ L2((0,∞)) ∩ L2(G)⊗Υsγ((0,∞)).
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Тут, I є тотожним оператором в L2(G). Тодi

w := (TG ⊗ (OTτ))u = (TG ⊗O)(I ⊗ Tτ)u

∈ Hs(Rn)⊗ L2(R) ∩ L2(Rn)⊗Hsγ
+ (R) = Hs,sγ

+ (Rn+1)
(2.47)

завдяки формулам (2.39), (2.40), (2.43), (2.44), i (2.46). Крiм того, w = u в

Ω. Таким чином, u ∈ Hs,sγ
+ (Ω).

Тi ж мiркування показують, що лема 2.1 залишається правильною,

якщо ми замiнимо Ω на Π := Rn−1 × (0, τ) i G на Rn−1. (Звичайно,

вiзьмемо Rn замiсть Rn+1 i не потрiбно у цьому випадку використовувати

оператор продовження TG.) З цього факту та з означення просторiв

Hs,sγ
+ (S) iHs,sγ(S) безпосередньо випливає, що лема 2.1 також залишається

правильною, якщо ми замiнимо Ω на S i G на Γ.

Теорема 2.5. В додаток до (2.26) припустимо, що s0 ≥ 0 i

sjγ − 1/2 /∈ Z для кожного j ∈ {0, 1}. (2.48)

Тодi

Hs,sγ;ϕ
+ (Ω) =

[
Hs0,s0γ

+ (Ω), Hs1,s1γ
+ (Ω)

]
ψ

(2.49)

i

Hs,sγ;ϕ
+ (S) =

[
Hs0,s0γ

+ (S), Hs1,s1γ
+ (S)

]
ψ

(2.50)

з точнiстю до еквiвалентностi норм.

Доведення. Спочатку доведемо (2.49). Нагадаємо, що за означенням,

Hs,sγ;ϕ
+ (Ω) = Hs,sγ;ϕ

+ (Rn+1)/Hs,sγ;ϕ
+ (Rn+1,Ω) (2.51)

i

H
sj ,sjγ
+ (Ω) = H

sj ,sjγ
+ (Rn+1)/H

sj ,sjγ
+ (Rn+1,Ω) (2.52)
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для кожного j ∈ {0, 1}. Тут знаменники визначаються формулою (2.18).

Виведемо формулу (2.49) з теореми 2.4 за допомогою твердження 2.3,

використаємо iнтерполяцiю фактор-просторiв. Для цього нам потрiбно

представити лiнiйне вiдображення P на Hs0,s0γ
+ (Rn+1) таке, що звуження P

на кожний Hsj ,sjγ
+ (Rn+1), з j ∈ {0, 1}, є проектором простору Hsj ,sjγ

+ (Rn+1)

на його пiдпростiр Hsj ,sjγ
+ (Rn+1,Ω).

Скористаємось далi мiркуваннями та позначеннями, наведеними в

доведеннi леми 2.1. Обгрунтування (2.47), наведене в цьому доведеннi,

також показує, що маємо обмежений оператор

T+ := TG ⊗ (OTτ) : Υsj ,sjγ(Ω)→ H
sj ,sjγ
+ (Rn+1) (2.53)

для кожного j ∈ {0, 1}. Тут, оператори TG i Tτ вiдповiдно є звуженнями

вiдображень (2.41) i (2.43), якi не залежать вiд j (див. [49, теореми 4.2.2 i

4.2.3]). Тому оператор (2.53) з j = 1 є звуженням його аналога з j = 0.

Крiм того, як ми вже згадували зразу пiсля (2.47), рiвнiсть T+u = u

виконується на Ω для кожного u ∈ Υsj ,sjγ(Ω). Вiдмiтимо також, що

Υsj ,sjγ(Ω) = H
sj ,sjγ
+ (Ω) завдяки лемi 2.1 та умовi (2.48).

Розглянемо лiнiйне вiдображення

P : w 7→ w − T+(w �Ω), з w ∈ Hs0,s0γ
+ (Rn+1).

Вiдмiтимо, що Pw = 0 на Ω i що з умовиn w = 0 на Ω випливає

рiвнiсть Pw = w на Rn+1. Враховуючи цi властивостi P та обмеженiсть

оператора (2.53), робимо висновок, що вiдображення P побудоване.
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Тепер, скориставшись послiдовно (2.52), твердженням 2.3 (формула

(2.25)), теоремою 2.4, та (2.51) запишемо наступне:[
Hs0,s0γ

+ (Ω), Hs1,s1γ
+ (Ω)

]
ψ

=
[
Hs0,s0γ

+ (Rn+1)/Hs0,s0γ
+ (Rn+1,Ω), Hs1,s1γ

+ (Rn+1)/Hs1,s1γ
+ (Rn+1,Ω)

]
ψ

=Xψ/(Xψ ∩Hs0,s0γ
+ (Rn+1,Ω))

=Hs,sγ;ϕ
+ (Rn+1)/(Hs,sγ;ϕ

+ (Rn+1) ∩Hs0,s0γ
+ (Rn+1,Ω))

=Hs,sγ;ϕ
+ (Rn+1)/Hs,sγ;ϕ

+ (Rn+1,Ω)

=Hs,sγ,ϕ
+ (Ω).

Тут,

Xψ :=
[
Hs0,s0γ

+ (Rn+1), Hs1,s1γ
+ (Rn+1)

]
ψ

= Hs,sγ;ϕ
+ (Rn+1).

Цi рiвностi просторiв мають мiсце з точнiстю до еквiвалентностi норм.

(Зауважимо також, що перша пара є допустимою завдяки твердженню 2.3.)

Таким чином, ми довели (2.49).

Тепер доведемо iнтерполяцiйну формулу (2.50). Пара просторiв у правiй

частинi (2.50) є допустимою згiдно з теоремою 2.2. (Її доведення буде

наведене нижче i воно не використовує теорему 2.5 у випадку ϕ(r) ≡ 1

i sγ − 1/2 /∈ Z.) Виведемо формулу (2.50) з її аналога

Hs,sγ;ϕ
+ (Π) =

[
Hs0,s0γ

+ (Π), Hs1,s1γ
+ (Π)

]
ψ

(2.54)

для Π := Rn−1 × (0, τ). Доведення (2.54) таке саме, як i (2.49), тiльки з Π,

Rn, i тотожним опетатором замiсть Ω, Rn+1, i TG вiдповiдно.

Використовуючи означення анiзотропних просторiв Хермандера на S

дане у (2.20) i (2.21), виведемо (2.50) з (2.54) за допомогою певних

операторiв розпрямлення та зклеювання многовиду S. Означимо оператор
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розпрямлення за формулою

L : v 7→ ((χ∗1v) ◦ θ∗1, . . . , (χ∗λv) ◦ θ∗λ), з v ∈ L2(S). (2.55)

Його звуження на простори Hs,sγ;ϕ
+ (S) i Hsj ,sjγ

+ (S) визначають лiнiйнi

iзометричнi оператори

L : Hs,sγ;ϕ
+ (S)→

(
Hs,sγ;ϕ

+ (Π)
)λ (2.56)

i

L : H
sj ,sjγ
+ (S)→

(
H
sj ,sjγ
+ (Π)

)λ для кожного j ∈ {0, 1}. (2.57)

Це безпосередньо випливає з означення цих просторiв. Iнтерполюючи

з функцiональним параметром ψ пари просторiв у (2.57), отримаємо

обмежений оператор

L :
[
Hs0,s0γ

+ (S), Hs1,s1γ
+ (S)

]
ψ
→
[(
Hs0,s0γ

+ (Π)
)λ
,
(
Hs1,s1γ

+ (Π)
)λ]

ψ
. (2.58)

Останнiй iнтерполяцiйний простiр дорiвнює (Hs,sγ;ϕ
+ (Π))λ з точнiстю до

еквiвалентностi норм завдяки твердженню 2.4 i формулi (2.54). Отже, (2.58)

є обмеженим оператором

L :
[
Hs0,s0γ

+ (S), Hs1,s1γ
+ (S)

]
ψ
→
(
Hs,sγ;ϕ

+ (Π)
)λ
. (2.59)

Визначимо оператор зклеювання за формулою

K : (h1, . . . , hλ) 7→
λ∑
k=1

Ok((η
∗
khk) ◦ θ∗−1

k ), з h1, . . . , hλ ∈ L2(Π). (2.60)

Тут, кожна функцiя ηk ∈ C∞0 (Rn−1) вибрана так, що ηk = 1 на множинi

θ−1
k (suppχk); далi η∗k(x, t) := ηk(x) для всiх x ∈ Rn−1 i t ∈ (0, τ). Крiм

того, Ok означає оператор продовження (функцiй) нулем з Γk× (0, τ) на S;



116

Таким чином, для кожного y ∈ Γ i t ∈ (0, τ), маємо(
Ok((η

∗
khk) ◦ θ∗−1

k )
)
(y, t)

=

 ηk(x)hk(x, t) якщо y = θk(x) ∈ Γk з x ∈ Rn−1;

0 в iншому випадку.

Вiдображення K є лiвим оберненим до L. Дiйсно,

KLv =
λ∑
k=1

Ok

((
η∗k ((χ∗kv) ◦ θ∗k)

)
◦ θ∗−1

k

)
=

λ∑
k=1

Ok

(
(χ∗kv) ◦ θ∗k ◦ θ∗−1

k

)
=

λ∑
k=1

χ∗kv = v,

тобто

KLv = v для кожного v ∈ L2(S). (2.61)

Покажемо, що звуження лiнiйного вiдображення K на (Hs,sγ;ϕ
+ (Π))λ є

обмеженим оператором

K :
(
Hs,sγ;ϕ

+ (Π)
)λ → Hs,sγ;ϕ

+ (S). (2.62)

Для довiльної вектор-функцiї

h := (h1, . . . , hλ) ∈
(
Hs,sγ;ϕ

+ (Π)
)λ
,

запишемо∥∥Kh∥∥2

Hs,sγ;ϕ
+ (S)

=
λ∑
l=1

∥∥(χ∗l Kh) ◦ θ∗l
∥∥2

Hs,sγ;ϕ
+ (Π)

=
λ∑
l=1

∥∥∥(χ∗l λ∑
k=1

Ok

(
(η∗khk) ◦ θ∗−1

k

))
◦ θ∗l

∥∥∥2

Hs,sγ;ϕ
+ (Π)

=
λ∑
l=1

∥∥∥ λ∑
k=1

Qk,l hk

∥∥∥2

Hs,sγ;ϕ
+ (Π)

.

(2.63)
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Тут

(Qk,l w)(x, t) := ηk,l(βk,l(x))w(βk,l(x), t) (2.64)

для всiх w ∈ L2(Π), x ∈ Rn−1, i t ∈ (0, τ), де

ηk,l := (χl ◦ θk)ηk ∈ C∞0 (Rn−1)

i, крiм того, βk,l : Rn−1 ↔ Rn−1 є нескiнченно гладким дифеоморфiзмом

таким, що βk,l = θ−1
k ◦ θl в околi supp ηk,l. Як вiдомо [54, теорема B.1.8],

оператор ω 7→ (ηk,l ω)◦βk,l є обмеженим у кожному соболєвському просторi

Hσ(Rn−1) з σ ∈ R. Тому оператор w 7→ Qk,l w означений формулою (2.64)

для всiх w ∈ L2(Rn), x ∈ Rn−1, i t ∈ R є обмеженим у кожному просторi

Hsj ,sjγ(Rn) = Hsj(Rn−1)⊗ L2(R) ∩ L2(Rn−1)⊗Hsjγ(R)

з j ∈ {0, 1}. Отже, звуження вiдображення w 7→ Qk,lw, з w ∈

L2(Π), на кожний простiр H
sj ,sjγ
+ (Π) є обмеженим оператором на цьому

просторi. Потiм, завдяки iнтерполяцiйнiй формулi (2.54), звуження цього

вiдображення на простiр Hs,sγ;ϕ
+ (Π) є обмеженим оператором на цьому

просторi. Поєднавши останнiй висновок з (2.63), можемо записати

∥∥Kh∥∥2

Hs,sγ;ϕ
+ (S)

=
λ∑
l=1

∥∥∥ λ∑
k=1

Qk,l hk

∥∥∥2

Hs,sγ;ϕ
+ (Π)

≤ c

λ∑
k=1

‖hk‖2
Hs,sγ;ϕ

+ (Π)

для деякого числа c > 0, що не залежить вiд h. Таким чином, ми довели

обмеженiсть оператора (2.62).

Тi ж мiркування доводять, що звуження вiдображення K на простiр

(H
sj ,sjγ
+ (Π))λ є обмеженим оператором
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K :
(
H
sj ,sjγ
+ (Π)

)λ → H
sj ,sjγ
+ (S) для кожного j ∈ {0, 1}. (2.65)

Проiнтерполювавши простори у (2.65) з функцiональним параметром ψ та

скориставшись твердженням 2.4 i формулою (2.54), отримаємо обмежений

оператор

K :
(
Hs,sγ;ϕ

+ (Π)
)λ → [

Hs0,s0γ
+ (S), Hs1,s1γ

+ (S)
]
ψ
. (2.66)

Тепер з (2.56), (2.66), i (2.61) прямо випливає, що тотожний оператор

KL здiйснює неперервне вкладання простору Hs,sγ,ϕ
+ (S) у iнтерполяцiйний

простiр

[
Hs0,s0γ

+ (S), Hs1,s1γ
+ (S)

]
ψ
.

Бiльш того, як вiдразу випливає з (2.59) i (2.62), тотожний оператор KL

здiйснює обернене неперервне вкладення. Таким чином, ми довели рiвнiсть

(2.50) з точнiстю до еквiвалентностi норм.

Тепер можемо довести теорему 2.2.

Доведення теореми 2.2. Спочатку ми розглянемо випадок, де ϕ(r) ≡ 1

i sγ − 1/2 /∈ Z. З леми 2.1 випливає, що Hs,sγ
+ (S) дорiвнює з точнiстю

до еквiвалентностi норм певному пiдпростору простору Hs,sγ(S). Тому

твердження (i) безпосередньо випливає з його вiдомого аналогу для

анiзотропного простору Соболєва Hs,sγ(S); див. [41, глава I, § 5].

Доведемо твердження (ii) за допомогою оператора розпрямлення L та

оператора зклеювання K, якi використовуються у доведеннi теореми 2.5.
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Як зазначено у пiдроздiлi 2.3, множина

Υ∞0 (Π) :=
{
w �Π : w ∈ C∞0 (Rn−1 × (0,∞))

}
є щiльною у Hs,sγ

+ (Π). Вiзьмемо функцiю v ∈ Hs,sγ
+ (S), апроксимуємо

вектор Lv послiдовнiстю векторiв h(j) ∈ (Υ∞0 (Π))λ у нормi простору

(Hs,sγ
+ (Π)

)λ. Тодi послiдовнiсть функцiй Kh(j) ∈ C∞+ (S) апроксимує

функцiю KLv = v у нормi простору Hs,sγ
+ (S). Твердження (ii) доведено

у розглядуванiй ситуацiї.

У загальнiй ситуацiї, теорема 2.2 слiдує з цього випадку за допомогою

теореми 2.5. Дiйсно, простiр Hs,sγ;ϕ
+ (S) є повним i сепарабельним завдяки

властивостям iнтерполяцiї, яка використовується у формулi (2.50). Крiм

того, нехай A1 i A2 є двi пари, кожна з яких складається з атласу на Γ

та розбиття одиницi, що використовуються в означеннях (2.20) i (2.21).

Нехай Hs,sγ;ϕ
+ (S,Ak) i Hsj ,sjγ

+ (S,Ak), з j ∈ {0, 1}, означають простори

Hs,sγ;ϕ
+ (S) i Hsj ,sjγ

+ (S) вiдповiднi парам Ak з k ∈ {0, 1}. Розглянемо тотожнє

вiдображення I : v 7→ v, з v ∈ L2(S). Як було зазначено при доведеннi

попереднього випадку, звуження I є iзоморфiзмом просторiв Соболєва

H
sj ,sjγ
+ (S,A0) i Hsj ,sjγ

+ (S,A1) для кожного j ∈ {0, 1}. Тому, завдяки

iнтерполяцiйнiй формулi (2.50), звуження I є iзоморфiзмом просторiв

Hs,sγ;ϕ
+ (S,A0) iHs,sγ;ϕ

+ (S,A1). Це означає, що простiрHs,sγ;ϕ
+ (S) не залежить

вiд вибору алтасу на Γ i розбиття одиницi. Нарештi, твердження (ii) у

загальнiй ситуацiї є результатом щiльностi Hs1,s1γ
+ (S) у Hs,sγ;ϕ

+ (S). (Проте,

це твердження може бути доведено так само, як i в попередньому

випадку.)

Далi встановимо версiю теореми 2.5 для просторiвHs,sγ;ϕ(Ω) iHs,sγ;ϕ(S)

та доведемо теорему 2.1 .
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Теорема 2.6. В додаток до (2.26) припустимо, що s0 ≥ 0. Тодi

Hs,sγ;ϕ(Ω) =
[
Hs0,s0γ(Ω), Hs1,s1γ(Ω)

]
ψ

(2.67)

i

Hs,sγ;ϕ(S) =
[
Hs0,s0γ(S), Hs1,s1γ(S)

]
ψ

(2.68)

з точнiстю до еквiвалентностi норм.

Доведення. Доведення цiєї теореми проведемо за тiєю ж схемою, що

i доведення теореми 2.5. Спочатку доведемо (2.67). Нагадаємо, що за

означенням,

Hs,sγ;ϕ(Ω) = Hs,sγ;ϕ(Rn+1)/Hs,sγ;ϕ
Q (Rn+1) (2.69)

i

Hsj ,sjγ(Ω) = Hsj ,sjγ(Rn+1)/H
sj ,sjγ
Q (Rn+1) (2.70)

для кожного j ∈ {0, 1}. Тут знаменники визначаються формулою (2.3).

Виведемо формулу (2.67) з теореми 2.3 за допомогою твердження 2.3,

використаємо iнтерполяцiю фактор-просторiв. Для цього нам потрiбно

представити лiнiйне вiдображення P на Hs0,s0γ(Rn+1) таке, що звуження P

на кожний Hsj ,sjγ(Rn+1), з j ∈ {0, 1}, є проектором простору Hsj ,sjγ(Rn+1)

на його пiдпростiр Hsj ,sjγ
Q (Rn+1).

Скористаємось далi мiркуваннями та позначеннями, наведеними в

доведеннi леми 2.1. Позначимо через T(0,τ) обмежений оператор, утворений

замiною G на (0, τ) i пiдстановкою n = 1 у (2.43). Обгрунтування (2.47),

наведене в цьому доведеннi, також показує, що маємо обмежений оператор

T := TG ⊗ T(0,τ) : Hsj ,sjγ(Ω)→ Hsj ,sjγ(Rn+1) (2.71)

для кожного j ∈ {0, 1}. Тут, оператори TG i T(0,τ) вiдповiдно є звуженнями

вiдображення (2.43), яке не залежить вiд j (див. [49, теорема 4.2.2]). Тому
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оператор (2.71) з j = 1 є звуженням його аналога з j = 0. Крiм того,

рiвнiсть Tu = u виконується на Ω для кожного u ∈ Hsj ,sjγ(Ω).

Розглянемо лiнiйне вiдображення

P : w 7→ w − T (w �Ω), з w ∈ Hs0,s0γ(Rn+1).

Вiдмiтимо, що Pw = 0 на Ω i що з умовиn w = 0 на Ω випливає

рiвнiсть Pw = w на Rn+1. Враховуючи цi властивостi P та обмеженiсть

оператора (2.71), робимо висновок, що вiдображення P побудоване.

Тепер, скориставшись послiдовно (2.70), твердженням 2.3 (формула

(2.25)), теоремою 2.3, та (2.69) запишемо наступне:[
Hs0,s0γ(Ω), Hs1,s1γ(Ω)

]
ψ

=
[
Hs0,s0γ(Rn+1)/Hs0,s0γ

Q (Rn+1), Hs1,s1γ(Rn+1)/Hs1,s1γ
Q (Rn+1)

]
ψ

=Xψ/(Xψ ∩Hs0,s0γ
Q (Rn+1))

=Hs,sγ;ϕ(Rn+1)/(Hs,sγ;ϕ(Rn+1) ∩Hs0,s0γ
Q (Rn+1))

=Hs,sγ;ϕ(Rn+1)/Hs,sγ;ϕ
Q (Rn+1)

=Hs,sγ,ϕ(Ω).

Тут,

Xψ :=
[
Hs0,s0γ(Rn+1), Hs1,s1γ(Rn+1)

]
ψ

= Hs,sγ;ϕ(Rn+1).

Цi рiвностi просторiв мають мiсце з точнiстю до еквiвалентностi норм.

(Зауважимо також, що перша пара є допустимою завдяки твердженню 2.3.)

Таким чином, ми довели (2.67).

Тепер доведемо iнтерполяцiйну формулу (2.68). Пара просторiв

Соболєва у правiй частинi (2.68) є допустимою. Виведемо формулу (2.68)

з її аналога

Hs,sγ;ϕ(Π) =
[
Hs0,s0γ(Π), Hs1,s1γ(Π)

]
ψ

(2.72)
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для Π := Rn−1 × (0, τ). Доведення (2.72) таке саме, як i (2.67), тiльки з Π,

Rn, i тотожним опетатором замiсть Ω, Rn+1, i TG вiдповiдно.

Далi використовуючи означення анiзотропних просторiв Хермандера

на S дане у (2.8) i (2.9), формула (2.68) виводиться з (2.72) за

допомогою операторiв розпрямлення (2.55) та зклеювання (2.60) многовиду

S, означених у доведеннi теореми 2.5. Приведемо необхiднi мiркування.

Звуження оператора розпрямлення (2.55) на простори Hs,sγ;ϕ(S) i

Hsj ,sjγ(S) визначають лiнiйнi iзометричнi оператори

L : Hs,sγ;ϕ(S)→
(
Hs,sγ;ϕ(Π)

)λ (2.73)

i

L : Hsj ,sjγ(S)→
(
Hsj ,sjγ(Π)

)λ для кожного j ∈ {0, 1}. (2.74)

Це безпосередньо випливає з означення цих просторiв. Iнтерполюючи

з функцiональним параметром ψ пари просторiв у (2.74), отримаємо

обмежений оператор

L :
[
Hs0,s0γ(S), Hs1,s1γ(S)

]
ψ
→
[(
Hs0,s0γ(Π)

)λ
,
(
Hs1,s1γ(Π)

)λ]
ψ
. (2.75)

Останнiй iнтерполяцiйний простiр дорiвнює (Hs,sγ;ϕ(Π))λ з точнiстю до

еквiвалентностi норм завдяки твердженню 2.4 i формулi (2.72). Отже, (2.75)

є обмеженим оператором

L :
[
Hs0,s0γ(S), Hs1,s1γ(S)

]
ψ
→
(
Hs,sγ;ϕ(Π)

)λ
. (2.76)

Так же, як i при доведеннi теореми 2.5 покажемо, що звуження

лiнiйного вiдображення зклеювання (2.60) на (Hs,sγ;ϕ(Π))λ є обмеженим

оператором

K :
(
Hs,sγ;ϕ(Π)

)λ → Hs,sγ;ϕ(S). (2.77)
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Для довiльної вектор-функцiї

h := (h1, . . . , hλ) ∈
(
Hs,sγ;ϕ(Π)

)λ
,

запишемо

∥∥Kh∥∥2

Hs,sγ;ϕ(S)
=

λ∑
l=1

∥∥(χ∗l Kh) ◦ θ∗l
∥∥2

Hs,sγ;ϕ(Π)

=
λ∑
l=1

∥∥∥(χ∗l λ∑
k=1

Ok

(
(η∗khk) ◦ θ∗−1

k

))
◦ θ∗l

∥∥∥2

Hs,sγ;ϕ(Π)

=
λ∑
l=1

∥∥∥ λ∑
k=1

Qk,l hk

∥∥∥2

Hs,sγ;ϕ(Π)
.

(2.78)

Тут Qk,l – оператор (2.64). Як показано у доведеннi теореми 2.5, цей

оператор є обмеженим у кожному просторi Hsj ,sjγ(Rn) з j ∈ {0, 1}. Отже,

звуження вiдображення w 7→ Qk,lw, з w ∈ L2(Π), на кожний простiр

Hsj ,sjγ(Π) є обмеженим оператором на цьому просторi. Потiм, завдяки

iнтерполяцiйнiй формулi (2.72), звуження цього вiдображення на простiр

Hs,sγ;ϕ(Π) є обмеженим оператором на цьому просторi. Поєднавши останнiй

висновок з (2.78), можемо записати

∥∥Kh∥∥2

Hs,sγ;ϕ(S)
=

λ∑
l=1

∥∥∥ λ∑
k=1

Qk,l hk

∥∥∥2

Hs,sγ;ϕ(Π)

≤ c
λ∑
k=1

‖hk‖2
Hs,sγ;ϕ(Π)

для деякого числа c > 0, що не залежить вiд h. Таким чином, ми довели

обмеженiсть оператора (2.77).
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Тi ж мiркування доводять, що звуження вiдображення K на простiр

(Hsj ,sjγ(Π))λ є обмеженим оператором

K :
(
Hsj ,sjγ(Π)

)λ → Hsj ,sjγ(S) для кожного j ∈ {0, 1}. (2.79)

Проiнтерполювавши простори у (2.79) з функцiональним параметром ψ та

скориставшись твердженням 2.4 i формулою (2.72), отримаємо обмежений

оператор

K :
(
Hs,sγ;ϕ(Π)

)λ → [
Hs0,s0γ(S), Hs1,s1γ(S)

]
ψ
. (2.80)

Тепер з (2.73), (2.80), i (2.61) прямо випливає, що тотожний оператор

KL здiйснює неперервне вкладання простору Hs,sγ,ϕ(S) у iнтерполяцiйний

простiр [
Hs0,s0γ(S), Hs1,s1γ(S)

]
ψ
.

Бiльш того, як вiдразу випливає з (2.76) i (2.77), тотожний оператор KL

здiйснює обернене неперервне вкладення. Таким чином, ми довели рiвнiсть

(2.68) з точнiстю до еквiвалентностi норм.

Тепер можемо довести теорему 2.1.

Доведення теореми 2.1. Твердження (i) випливає з його вiдомого аналогу

для анiзотропного простору Соболєва Hs,sγ(S) (див. [41, глава I, § 5]) за

допомогою теореми 2.6. Дiйсно, простiрHs,sγ;ϕ(S) є повним i сепарабельним

завдяки властивостям iнтерполяцiї, яка використовується у формулi (2.68).

Крiм того, нехай A1 i A2 є двi пари, кожна з яких складається з атласу на

Γ та розбиття одиницi, що використовуються в означеннях (2.8) i (2.9).

Нехай Hs,sγ;ϕ(S,Ak) i Hsj ,sjγ(S,Ak), з j ∈ {0, 1}, означають простори

Hs,sγ;ϕ(S) i Hsj ,sjγ(S) вiдповiднi парам Ak з k ∈ {0, 1}. Розглянемо

тотожнє вiдображення I : v 7→ v, з v ∈ L2(S). Як показано у [41,
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глава I, § 5], звуження I є iзоморфiзмом просторiв Соболєва Hsj ,sjγ(S,A0)

i Hsj ,sjγ(S,A1) для кожного j ∈ {0, 1}. Тому, завдяки iнтерполяцiйнiй

формулi (2.68), звуження I є iзоморфiзмом просторiв Hs,sγ;ϕ(S,A0) i

Hs,sγ;ϕ(S,A1). Це означає, що простiр Hs,sγ;ϕ(S) не залежить вiд вибору

алтасу на Γ i розбиття одиницi.

Твердження (ii) є результатом щiльностi Hs1,s1γ(S) у Hs,sγ;ϕ(S).

У кiнцi цього пiдроздiлу встановимо iнтерполяцiйну формулу для

просторiв Hs,ϕ
+ (0, τ). Цей допомiжний результат сформулюємо у виглядi

леми.

Лема 2.2. У додаток до (2.26) припустимо, що s0 ≥ 0. Тодi

Hs,ϕ
+ (0, τ) =

[
Hs0

+ (0, τ), Hs1
+ (0, τ)

]
ψ

(2.81)

з еквiвалентнiстю норм.

Доведення. Формула (2.81) доводиться подiбно до формули (2.49) для

анiзотропних просторiв Hs,sγ;ϕ
+ (Ω).

Нам буде потрiбна формула (2.28) у випадку W = R. Для зручностi

запишемо її:

Hs,ϕ(R) =
[
Hs0(R), Hs1(R)

]
ψ

(2.82)

з рiвнiстю норм.

Нехай G ⊂ R є вiкритою пiввiссю. Розглянемо лiнiйний обмежений

оператор

TG : L2(G)→ L2(R)

такий, що TGh = h на G для кожної функцiї h ∈ L2(G) i що звуження

вiдображення TG на простiр Соболєва Hsjγ(G) є обмеженим оператором
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TG : Hsjγ(G)→ Hsjγ(R) для кожного j ∈ {0, 1}.

Оператор TG iснує [49, Лема 2.9.3].

Вiдображення

P : h 7→ h− TG(h�G),

де h ∈ L2(R) i G := (−∞, 0), визначає проектор простору Hsj(R) на його

пiдпростiр Hsj
+ (R) для кожного j ∈ {0, 1}. Тому завдяки твердженню 2.3 i

формулi (2.82) можемо записати[
Hs0

+ (R), Hs1
+ (R)

]
ψ

=
[
Hs0(R), Hs1(R)

]
ψ
∩Hs0

+ (R) = Hs,ϕ
+ (R)

(2.83)

з еквiвалентнiстю норм.

Тепер виведемо (2.81) з (2.83). Нагадаємо, що Hs,ϕ
+ (0, τ) є фактор-

простором просторуHs,ϕ
+ (R) по його пiдпростору (2.22). Останнiй спiвпадає

з

Hs,ϕ
[τ,∞)(R) :=

{
h ∈ Hs,ϕ(R) : supph ⊆ [τ,∞)

}
оскiльки s > 0. Вiдображення

Pτ : h 7→ h− TGτ (h�Gτ),

де h ∈ L2(R) i Gτ := (−∞, τ), є проектором простору H
sj
+ (R) на його

пiдпростiр Hsj
[τ,∞)(R) для кожного j ∈ {0, 1}. Тому завдяки твердженню 2.3

i формулi (2.83) можемо записати
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[
Hs0

+ (0, τ), Hs1
+ (0, τ)

]
ψ

=
[
Hs0

+ (R)/Hs0
[τ,∞)(R), Hs1

+ (R)/Hs1
[τ,∞)(R)

]
ψ

=
[
Hs0

+ (R), Hs1
+ (R)

]
ψ

/([
Hs0

+ (R), Hs1
+ (R)

]
ψ
∩Hs0

[τ,∞)(R)
)

= Hs,ϕ
+ (R)/Hs,ϕ

[τ,∞)(R) = Hs,ϕ
+ (0, τ)

з еквiвалентнiстю норм. Формула (2.81) доведена.
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2.6. Теорема про оператор даних Кошi у просторах

Хермандера

При виведеннi ключових теорем про iзоморфiзми у просторах

Хермандера для розглядуваних в роботi параболiчних задач з їх вiдомих

аналогiв у просторах Соболєва нам буде потрiбна наступна теорема про

властивостi оператора, який довiльнiй функцiї g ∈ Hs,s/(2b);ϕ(S) ставить у

вiдповiднiсть її данi Кошi на Γ.

Теорема 2.7. Нехай задане цiле b ≥ 1. Виберемо цiле r ≥ 1, i

розглянемо лiнiйне вiдображення

R : g 7→
(
g �Γ, ∂tg �Γ, . . . , ∂r−1

t g �Γ
)

з g ∈ C∞(S). (2.84)

Це вiдображення продовжується однозначно (за неперервнiстю) до

лiнiйного обмеженого оператора

R : Hs,s/(2b);ϕ(S)→
r−1⊕
k=0

Hs−2bk−b;ϕ(Γ) =: Hs;ϕ(Γ) (2.85)

для довiльних s > 2br − b i ϕ ∈ M. Цей оператор має правий обернений;

бiльш того, iснує лiнiйне вiдображення T : (L2(Γ))r → L2(S) таке, що

для довiльних s > 2br − b i ϕ ∈ M звуження T на простiр Hs;ϕ(Γ) є

лiнiйним обмеженим оператором

T : Hs;ϕ(Γ)→ Hs,s/(2b);ϕ(S) (2.86)

i

RTv = v

для кожної v ∈ Hs;ϕ(Γ).
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Доведення. Спочатку доведемо аналог цiєї теореми для просторiв

Хермандера заданих на Rn i Rn−1 замiсть S i Γ. Потiм ми виведемо

теорему з цього аналогу за допомогою спецiальних локальних карт на S.

Розглянемо лiнiйне вiдображення

R0 : w 7→
(
w |t=0, ∂tw |t=0, . . . , ∂

r−1
t w |t=0

)
, з w ∈ C∞0 (Rn). (2.87)

Тут ми iнтерпретуємо w як функцiю w(x, t) аргументiв x ∈ Rn−1 i t ∈ R,

так що R0w ∈ (C∞0 (Rn−1))r. Виберемо s > 2br − b i ϕ ∈ M довiльно,

i доведемо, що вiдображення (2.87) продовжується єдиним чином (за

неперервнiстю) до лiнiйного обмеженого оператора

R0 : Hs,s/(2b);ϕ(Rn)→
r−1⊕
k=0

Hs−2bk−b;ϕ(Rn−1) =: Hs;ϕ(Rn−1). (2.88)

Цей факт вiдомий у соболєвському випадку ϕ ≡ 1, див. [41, глава II,

теорема 7]. Використовуючи iнтерполяцiю з функцiональним параметром

пар просторiв Соболєва, ми зможемо вивести цей факт у загальнiй ситуацiї

довiльної ϕ ∈M.

А саме, виберемо s0, s1 ∈ R такi, що 2br − b < s0 < s < s1 i розглянемо

лiнiйнi обмеженi оператори

R0 : Hsj ,sj/(2b)(Rn)→ Hsj(Rn−1), з j ∈ {0, 1}. (2.89)

Нехай ψ – iнтерполяцiйний параметр (2.27). Тодi звуження вiдображення

(2.89) з j = 0 на простiр

[
Hs0,s0/(2b)(Rn), Hs1,s1/(2b)(Rn)

]
ψ

= Hs,s/(2b);ϕ(Rn) (2.90)

є обмеженим оператором

R0 : Hs,s/(2b);ϕ(Rn)→
[
Hs0(Rn−1),Hs1(Rn−1)

]
ψ
. (2.91)
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Остання рiвнiсть має мiсце завдяки теоремi 2.3. Цей оператор є

продовженням за неперервнiстю вiдображення (2.87) оскiльки множина

C∞0 (Rn) є щiльною в Hs,s/(2b);ϕ(Rn). Завдяки твердженням 2.4 i 2.6

отримаємо

[
Hs0(Rn−1),Hs1(Rn−1)

]
ψ

=
r−1⊕
k=0

[
Hs0−2bk−b(Rn−1), Hs1−2bk−b(Rn−1)

]
ψ

=
r−1⊕
k=0

Hs−2bk−b;ϕ(Rn−1) = Hs;ϕ(Rn−1).

(2.92)

Отже, лiнiйний обмежений оператор (2.91) є необхiдним оператором (2.88).

Тепер побудуємо таке лiнiйне вiдображення

T0 :
(
L2(Rn−1)

)r → L2(Rn), (2.93)

що його звуження на кожний простiр Hs;ϕ(Rn−1) з s > 2br − b та ϕ ∈ M

є обмеженим оператором, що дiє з Hs;ϕ(Rn−1) у Hs,s/(2b);ϕ(Rn) i що цей

оператор є правим оберненим до (2.88).

Подiбно до Хермандера [51, доведення теореми 2.5.7] означимо лiнiйне

вiдображення

T0 : v 7→ F−1
ξ 7→x

[
β
(
〈ξ〉2bt

) r−1∑
k=0

1

k!
v̂k(ξ)× tk

]
(x, t) (2.94)

на лiнiйному топологiчному просторi векторiв

v := (v0, . . . , vr−1) ∈
(
S ′(Rn−1)

)r
.

Розглядаємо T0v як розподiл на евклiдовому просторi Rn точок (x, t), з

x = (x1, . . . , xn−1) ∈ Rn−1 i t ∈ R. У (2.94) функцiя β ∈ C∞0 (R) вибрана

так, що β = 1 у певному околi нуля. Як звичайно, F−1
ξ 7→x позначає обернене

перетворення Фур’є вiдносно ξ = (ξ1, . . . , ξn−1) ∈ Rn−1, i 〈ξ〉 := (1 + |ξ|2)1/2.
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Змiнна ξ є дуальною до x вiдносно прямого перетворення Фур’є ŵ(ξ) =

(Fw)(ξ) функцiї w(x).

Звiсно, вiдображення (2.94) є коректно визначеним i дiє неперервно у

парi просторiв (S ′(Rn−1)r i S ′(Rn). Очевидно також, що звуження цього

вiдображення на простiр (L2(Rn−1))r є обмеженим оператором у парi

просторiв (L2(Rn−1))r i L2(Rn).

Ми стверджуємо, що

R0T0v = v для кожного v ∈
(
S(Rn−1)

)r
. (2.95)

Тут, як звичайно, S(Rn−1) позначає лiнiйний топологiчний простiр усiх

швидко спадаючих нескiнченно гладких функцiй на Rn−1. Оскiльки з

v ∈ (S(Rn−1)r випливає T0v ∈ S(Rn−1), то лiва частина рiвностi (2.95) є

коректно визначеною. Доведемо цю рiвнiсть.

Обравши j ∈ {0, . . . , r − 1} i v = (v0, . . . , vr−1) ∈ (S(Rn−1))r довiльно,

отримаємо

F
[
∂jtT0v |t=0

]
(ξ)

= ∂jtFx 7→ξ[T0v](ξ, t)
∣∣
t=0

= ∂jt

(
β
(
〈ξ〉2bt

) r−1∑
k=0

1

k!
v̂k(ξ) t

k

)∣∣∣∣
t=0

= β(0)

(
∂jt

r−1∑
k=0

1

k!
v̂k(ξ) t

k

)∣∣∣∣
t=0

= β(0) j!
1

j!
v̂j(ξ)

= v̂j(ξ)

для кожного ξ ∈ Rn−1. У четвертiй рiвностi ми використали той факт,

що β = 1 в околi нуля. Таким чином, перетворення Фур’є всiх компонент

векторiв R0T0v i v збiгаються, що еквiвалентно (2.95).
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Доведемо тепер, що звуження вiдображення (2.94) на кожний простiр

H2bm(Rn−1) =
r−1⊕
k=0

H2bm−2bk−b(Rn−1) (2.96)

з 0 ≤ m ∈ Z є обжеженим оператором у парi просторiв H2bm(Rn−1) i

H2bm,m(Rn). Вiдмiтимо, що числа 2bm − 2bk − b у (2.96) можуть бути

негативними.

Нехай цiле m ≥ 0. Скористаємось тим фактом, що норма в просторi

H2bm,m(Rn) еквiвалентна нормi

‖w‖2bm,m :=

(
‖w‖2 +

n−1∑
j=1

‖∂2bm
xj

w‖2 + ‖∂mt w‖2

)1/2

(див., наприклад, [5, п. 9.1]). Тут i нижче у цьому доведеннi ‖ · ‖ означає

норму у гiльбертовому просторi L2(Rn). Звичайно, ∂xju i ∂t означають

оператори узагальнених частинних похiдних по xj та t вiдповiдно.

Вибравши v = (v0, . . . , vr−1) ∈ (S(Rn−1))r довiльно i скориставшись

рiвнiстю Парсеваля отримаємо наступне:

‖T0v‖2
2bm,m = ‖T0v‖2 +

n−1∑
j=1

‖∂2bm
xj

T0v‖2 + ‖∂mt T0v‖2

= ‖T̂0v‖2 +
n−1∑
j=1

‖ξ2bm
j T̂0v‖2 + ‖∂mt T̂0v‖2

≤
r−1∑
k=0

1

k!

∫
Rn

∣∣β(〈ξ〉2bt) v̂k(ξ) tk
∣∣2dξdt

+
n−1∑
j=1

r−1∑
k=0

1

k!

∫
Rn

∣∣ξ2bm
j β(〈ξ〉2bt) v̂k(ξ) tk

∣∣2dξdt
+

r−1∑
k=0

1

k!

∫
Rn

∣∣∂mt (β(〈ξ〉2bt) tk
)
v̂k(ξ)

∣∣2dξdt.
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Оцiнимо окремо кожний з цих трьох iнтегралiв. Почнемо з третього

iнтеграла. Зробивши замiну змiнної τ = 〈ξ〉2bt у внутрiшньому iнтегралi по

t, отримаємо рiвностi∫
Rn

∣∣∂mt (β(〈ξ〉2bt) tk
)
v̂k(ξ)

∣∣2dξdt
=

∫
Rn−1

|v̂k(ξ)|2dξ
∫
R

|∂mt (β(〈ξ〉2bt)tk)|2dt

=

∫
Rn−1

〈ξ〉4bm−4bk−2b |v̂k(ξ)|2dξ
∫
R

|∂mτ (β(τ)τ k)|2dτ.

Тому ∫
Rn

∣∣∂mt (β(〈ξ〉2bt) tk
)
v̂k(ξ)

∣∣2dξdt = c1 ‖vk‖2
H2bm−2bk−b(Rn−1),

з

c1 :=

∫
R

|∂mτ (β(τ)τ k)|2dτ <∞.

Використовуючи ту саму замiну змiнної t у другому iнтегралi,

отримаємо наступне:∫
Rn

∣∣ξ2bm
j β(〈ξ〉2bt) v̂k(ξ) tk

∣∣2dξdt
=

∫
Rn−1

|ξj|4bm|v̂k(ξ)|2dξ
∫
R

|tk β(〈ξ〉2bt)|2dt

=

∫
Rn−1

|ξj|4bm〈ξ〉−4bk−2b |v̂k(ξ)|2dξ
∫
R

|τ kβ(τ)|2dτ

≤
∫

Rn−1

〈ξ〉4bm−4bk−2b |v̂k(ξ)|2dξ
∫
R

|τ kβ(τ)|2dτ.

Отже, ∫
Rn

∣∣ξ2bm
j β(〈ξ〉2bt) v̂k(ξ) tk

∣∣2dξdt ≤ c2 ‖vk‖2
H2bm−2bk−b(Rn−1),
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з

c2 :=

∫
R

|τ kβ(τ)|2dτ <∞.

Нарештi, замiнивши символ ξj на 1 у попереднiх мiркуваннях,

отримаємо таку оцiнку для першого iнтеграла:∫
Rn

∣∣β(〈ξ〉2bt) v̂k(ξ) tk
∣∣2dξdt

≤ c2 ‖vk‖2
H−2bk−b(Rn−1) ≤ c2 ‖vk‖2

H2bm−2bk−b(Rn−1).

Отже, робимо висновок про те, що

‖T0v‖2
H2bm,m(Rn) ≤ c

r−1∑
k=0

‖vk‖2
H2bm−2bk−b(Rn−1) = c ‖v‖2

H2bm(Rn−1)

для довiльного v ∈ (S(Rn−1))r, з константою c > 0, що не залежить вiд

v. Оскiльки множина
(
S(Rn−1)

)r є щiльною у H2bm(Rn−1), то з останньої

оцiнки випливає, що вiдображення (2.94) є лiнiйним обмеженим оператором

T0 : H2bm(Rn−1)→ H2bm,m(Rn) для всiх 0 ≤ m ∈ Z.

Виведемо з цього факту, що вiдображення (2.94) дiє неперервно у парi

просторiв Hs;ϕ(Rn−1) i Hs,s/(2b);ϕ(Rn) для кожних s > 2br − b i ϕ ∈ M.

Покладемо s0 = 0, виберемо цiле s1 > s таке, що s1/(2b) ∈ Z, i розглянемо

лiнiйнi обмеженi оператори

T0 : Hsj(Rn−1)→ Hsj ,sj/(2b)(Rn) з j ∈ {0, 1}. (2.97)

Нехай, як i вище, ψ є iнтерполяцiйним параметром (2.27). Тодi звуження

вiдображення (2.97) з j = 0 на простiр

[
Hs0(Rn−1),Hs1(Rn−1)

]
ψ

= Hs;ϕ(Rn−1)
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є обмеженим оператором

T0 : Hs;ϕ(Rn−1)→ Hs,s/(2b);ϕ(Rn). (2.98)

Тут ми використали формули (2.90) i (2.92), якi залишаються правильними

для розглянутих s0 i s1.

Тепер рiвнiсть (2.95) продовжується за неперервнiстю на всi вектори

v ∈ Hs;ϕ(Rn−1). Отже, оператор (2.98) є правим оберненим до (2.88). Таким

чином, побудовано необхiдне вiдображення (2.93).

Далi потрiбно ввести аналоги операторiв (2.88) i (2.98) для смуги

Π =
{

(x, t) : x ∈ Rn−1, 0 < t < τ
}
.

Нехай s > 2br − b i ϕ ∈ M. Для заданої u ∈ Hs,s/(2b);ϕ(Π) покладемо

R1u := R0w, де функцiя w ∈ Hs,s/(2b);ϕ(Rn) задовольняє умову w �Π = u.

Очевидно, це означення не залежить вiд вибору w. Лiнiйне вiдображення

u 7→ R1u є обмеженим оператором

R1 : Hs,s/(2b);ϕ(Π)→ Hs;ϕ(Rn−1). (2.99)

Це безпосередньо випливає з обмеженостi оператора (2.88) i означення

норми у Hs,s/(2b);ϕ(Π).

Введемо правий обернений оператор до (2.99) на основi вiдображення

(2.94). Покладемо T1v := (T0v) � Π для довiльного v ∈ (L2(Rn−1))r.

Звуження лiнiйного вiдображення v 7→ T1v на вектори v ∈ Hs;ϕ(Rn−1) є

обмеженим оператором

T1 : Hs;ϕ(Rn−1)→ Hs,s/(2b);ϕ(Π). (2.100)

Це випливає безпосередньо з обмеженостi оператора (2.98). Зауважимо, що

R1T1v = R1

(
(T0v)�Π

)
= R0T0v = v для кожного v ∈ Hs;ϕ(Rn−1).
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Таким чином, оператор (2.100) є правим оберненим до (2.99).

Використовуючи оператори (2.99) i (2.100) тепер можемо довести нашу

теорему за допомогою спецiальних локальних карт (2.7) на S. Як i вище,

нехай s > 2br − b i ϕ ∈ M. Вибравши k ∈ {0, . . . , r − 1} i g ∈ C∞(S)

довiльно, отримаємо наступне:

‖∂kt g �Γ‖2
Hs−2bk−b;ϕ(Γ) =

λ∑
j=1

‖
(
χj(∂

k
t g �Γ)

)
◦ θj‖2

Hs−2bk−b;ϕ(Rn−1)

=
λ∑
j=1

‖∂kt
(
(χj g) ◦ θ∗j

)
�Rn−1)‖2

Hs−2bk−b;ϕ(Rn−1)

≤ c2
λ∑
j=1

‖(χj g) ◦ θ∗j‖2
Hs,s/(2b);ϕ(Π)

= c2 ‖g‖2
Hs,s/(2b);ϕ(S).

Тут через c позначено норму обмеженого оператора (2.99), i, як завжди,

символ "◦" означає композицiю функцiй. Нагадаємо, що {θj} – це набiр

локальних карт на Γ i {χj} - нескiнченно гладке розбиття одиницi на Γ.

Таким чином,

‖Rg‖Hs;ϕ(Γ) ≤ c
√
r ‖g‖Hs,s/(2b);ϕ(S) для кожної g ∈ C∞(S).

Це означає, що вiдображення (2.84) продовжується за неперервнiстю до

лiнiйного обмеженого оператора (2.85).

Побудуємо лiнiйне вiдображення T : (L2(Γ))r → L2(S), звуження якого

на Hs;ϕ(Γ) є правим оберненим оператором до (2.85). Розглянемо лiнiйне

вiдображення розпрямлення Γ

LΓ : v 7→
(
(χ1v) ◦ θ1, . . . , (χλv) ◦ θλ

)
, з v ∈ L2(Γ).

Його звуження на Hσ;ϕ(Γ) є iзометричним оператором

LΓ : Hσ;ϕ(Γ)→
(
Hσ;ϕ(Rn−1)

)λ для всiх σ > 0. (2.101)
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Крiм того, розглянемо лiнiйне вiдображення зклеювання Γ

KΓ : (h1, . . . , hλ) 7→
λ∑
j=1

Oj

(
(ηjhj) ◦ θ−1

j

)
, з h1, . . . , hλ ∈ L2(Rn−1).

Тут кожна функцiя ηj ∈ C∞0 (Rn−1) вибрана так, що ηj = 1 на множинi

θ−1
j (suppχj); тут також Oj означає оператор продовження нулем на Γ

функцiї, заданої на Γj. Звуження цього вiдображення на (Hσ;ϕ(Rn−1))λ є

обмеженим оператором

KΓ :
(
Hσ;ϕ(Rn−1)

)λ → Hσ;ϕ(Γ) для всiх σ > 0,

i цей оператор є лiвим оберненим до (2.101) (див. [101, доведення

теореми 2.2]).

Вiдображення KΓ породжує оператор K (див. (2.60)) зклеювання

многовиду S = Γ× (0, τ) за формулою(
K(g1, . . . , gλ)

)
(x, t) :=

(
KΓ(g1(·, t), . . . , gλ(·, t))

)
(x)

для довiльних функцiй g1, . . . , gλ ∈ L2(Π) та майже всiх x ∈ Γ i t ∈ (0, τ).

Звуження вiдображення K на (Hσ,σ/(2b);ϕ(Π))λ є обмеженим оператором

K : (Hσ,σ/(2b);ϕ(Π))λ → Hσ,σ/(2b);ϕ(S) для всiх σ > 0 (2.102)

(див. (2.77)).

Для заданого v := (v0, v1, . . . , vr−1) ∈ (L2(Γ))r покладемо

Tv := K
(
T1(v0,1, . . . , vr−1,1), . . . , T1(v0,λ, . . . , vr−1,λ)

)
,

де

(vk,1, . . . , vk,λ) := LΓvk ∈ (L2(Rn−1))λ

для кожного цiлого k ∈ {0, . . . , r − 1}. Лiнiйне вiдображення v 7→ Tv дiє

неперервно з (L2(Γ))r у L2(S), що безпосередньо випливає з означень LΓ,



138

T1 i K. Звуження цього вiдображення на Hs;ϕ(Γ) є обмеженим оператором

(2.86). Це одразу випливає з обмеженостi операторiв (2.100), (2.101) i

(2.102). Оператор (2.86) є правим оберненим до (2.85). Дiйсно, вибираючи

вектор v = (v0, v1, . . . , vr−1) ∈ Hs;ϕ(Γ) довiльно, отримаємо наступнi

рiвностi:

(RTv)k =
(
RK

(
T1(v0,1, . . . , vr−1,1), . . . , T1(v0,λ, . . . , vr−1,λ)

))
k

= KΓ

((
R1T1(v0,1, . . . , vr−1,1)

)
k
, . . . ,

(
R1T1(v0,λ, . . . , vr−1,λ)

)
k

)
= KΓ(vk,1, . . . , vk,λ) = KΓLΓvk = vk.

Тут iндекс k пробiгає множину {0, . . . , r − 1} i позначає k-ту компоненту

вектора. Таким чином, RTv = v.
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2.7. Версiя теореми вкладання Хермандера

Для дослiдження приналежностi узагальнених розв’язкiв параболiчних

задач просторам неперервно диференцiйовних функцiй нам буде потрiбна

така версiя теореми вкладання Хермандера [51, теорема 2.2.7].

Попередньо, для зручностi, нагадаємо, що використовуємо такi

позначення Dα
x := Dα1

1 . . . Dαn
n , де Dk := i ∂/∂xk i ∂βt := ∂β/∂tβ для

частинних похiдних функцiй, що залежать вiд x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

i t ∈ R. Тут i це уявна одиниця, α = (α1, ..., αn) є мультиiндекс, i

|α| := α1 + · · · + αn; числа α1, ..., αn i β є цiлими невiд’ємними. Як

звичайно, ξα := ξα1
1 . . . ξαnn для ξ := (ξ1, . . . , ξn) ∈ Cn.

Лема 2.3. Нехай p ∈ Z, p ≥ 0, b ∈ N, n ∈ N, s := p + b + n/2 та

ϕ ∈M. Тодi правильнi такi два твердження:

(i) Якщо ϕ задовольняє умову

∞∫
1

dr

r ϕ2(r)
<∞, (2.103)

то кожна функцiя w ∈ Hs,s/(2b);ϕ(Rn+1) має таку властивiсть: всi

її узагальненi частиннi похiднi

Dα
x∂

β
t w(x, t) з 0 ≤ |α|+ 2bβ ≤ p

є неперервними на Rn+1.

(ii) Нехай V є непорожня вiдкрита пiдмножина Rn+1, i нехай цiле k

таке, що 1 ≤ k ≤ n. Якщо кожна функцiя w ∈ Hs,s/(2b);ϕ(Rn+1)

з suppw ⊂ V задовольняє умову ∂jw/∂xjk ∈ C(Rn+1) для кожного

j ∈ Z з 0 ≤ j ≤ p, то ϕ задовольняє умову (2.103).
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Доведення. (i) Для заданої функцiї w ∈ Hs,s/(2b);ϕ(Rn+1) розглянемо її

довiльну частинну похiдну

wα,β(x, t) := Dα
x∂

β
t w(x, t) з 0 ≤ |α|+ 2bβ ≤ p.

З умови ∫
Rn

∫
R

|ξα|2 |η|2β dξ dη
r2s
γ (ξ, η)ϕ2(rγ(ξ, η))

<∞, (2.104)

де

rγ(ξ, η) :=
(
1 + |ξ|2 + |η|2γ

)1/2

з γ := 1/(2b), ξ ∈ Rn i η ∈ R,

випливає включення wα,β ∈ C(Rn+1). Дiйсно, за нерiвнiстю Шварца

можемо записати∫
Rn

∫
R

|w̃α,β(ξ, η)| dξ dη

≤ ‖w‖Hs,s/(2b);ϕ(Rn+1)

∫
Rn

∫
R

|ξα|2 |η|2β dξ dη
r2s
γ (ξ, η)ϕ2(rγ(ξ, η))

.

Отже, якщо умова (2.104) виконується, то функцiя w̃α,β є iнтегровною по

Rn+1 i тому її обернене перетворення Фур’є wα,β є неперервним на Rn+1.

Покажемо, що з (2.103) випливає ця умова. У кратному iнтегралi,

записаному у (2.104), зробимо замiну змiнної η = η2b
1 , потiм перейдемо

до сферичних координат (%, θ1, . . . , θn) з % = (|ξ|2 + η2
1)1/2, i насамкiнець

зробимо замiну r = (1 + %2)1/2. Отже, запишемо наступне:
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∫
Rn

∫
R

|ξα|2 |η|2βdξ dη
r2s
γ (ξ, η)ϕ2(rγ(ξ, η))

= 2n+1

∞∫
0

. . .

∞∫
0

∞∫
0

|ξα|2 η2βdξ dη

r2s
γ (ξ, η)ϕ2(rγ(ξ, η))

= 2n+1

∞∫
0

. . .

∞∫
0

∞∫
0

2b |ξα|2 η4bβ+2b−1
1 dξ dη1

(1 + |ξ|2 + η2
1)sϕ2

(√
1 + |ξ|2 + η2

1

)
= cα,β

∞∫
0

%2|α|+4bβ+2b−1 %n d%

(1 + %2)sϕ2(
√

1 + %2 )

= cα,β

∞∫
1

(r2 − 1)|α|+2bβ+b−1/2+n/2 r dr

r2s ϕ2(r) (r2 − 1)1/2

= cα,β

∞∫
1

(r2 − 1)s−1−δ(α,β)

r2s−1 ϕ2(r)
dr;

тут cα,β є певне додатне число i

δ(α, β) := p− |α| − 2bβ ∈ [0, p].

Таким чином,∫
Rn

∫
R

|ξα|2 |η|2β dξ dη
r2s
γ (ξ, η)ϕ2(rγ(ξ, η))

= cα,β

∞∫
1

(r2 − 1)s−1−δ(α,β)

r2s−1 ϕ2(r)
dr. (2.105)

Вiдмiтимо, що

(2.103) ⇔
∞∫

1

(r2 − 1)s−1

r2s−1 ϕ2(r)
dr <∞ (2.106)

⇒
∞∫

1

(r2 − 1)s−1−δ(α,β)

r2s−1 ϕ2(r)
dr <∞.

Остання iмплiкацiя є правильною, оскiльки δ(α, β) ≥ 0 i

s− 1− δ(α, β) ≥ p+ b+ n/2− 1− p ≥ 0.
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Тому з (2.103) випливає (2.104) з огляду на (2.105). Твердження (i)

доведене.

(ii) Нехай припущення, зроблене у твердженнi (ii), виконується.

Слiдуючи доведенню Хермандера його теореми вкладання [51, теорема

2.2.7] у частинi необхiдностi, робимо висновок про те, що∫
Rn

∫
R

|ξpk|2 dξ dη
r2s
γ (ξ, η)ϕ2(rγ(ξ, η))

<∞.

Ця властивiсть разом iз (2.105) дає

∞∫
1

(r2 − 1)s−1

r2s−1 ϕ2(r)
dr <∞. (2.107)

Тут ми скористались (2.105) у випадку, коли αk = p, αq = 0 для всiх q 6= k,

i β = 0, тодi δ(α, β) = 0. Тепер (2.103) слiдує з (2.106) i (2.107). Твердження

(ii) доведене.
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Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi видiлено клас гiльбертових просторiв Хермандера,

в яких будемо дослiджувати параболiчнi початково-крайовi задачi. Такi

простори Хермандера мають важливу для застосувань властивiсть —

вони отримуються iнтерполяцiєю з функцiональним параметром пар

гiльбертових просторiв Соболєва. Цей метод iнтерполяцiї є основним

методом дослiдження у дисертацiї. Вiн також викладений у даному роздiлi.

Основнi результати другого роздiлу.

1. Видiлено i дослiджено клас 2b-анiзотропних гiльбертових просторiв

Хермандера, для яких показником регулярностi служить пара

дiйсних чисел s i s/(2b) та додатний функцiональний параметр,

повiльно змiнний на нескiнченностi за Й. Караматою.

2. Доведено, що цi простори Хермандера отримуються у результатi

iнтерполяцiї з функцiональним параметром пар вiдповiдних

анiзотропних гiльбертових просторiв Соболєва.

3. Введено 2b-анiзотропнi гiльбертовi простори Хермандера на гладкому

компактному многовидi, який є бiчною поверхнею цилiндра, i

доведено, що введенi простори i топологiя у них не залежать вiд

вибору спецiальних локальних карт на цьому многовидi.

Цi результати опублiковано у статтях [71, 73, 77, 78] та висвiтлено у тезах

конференцiй [81,82].
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РОЗДIЛ 3

НАПIВОДНОРIДНI ПАРАБОЛIЧНI ЗАДАЧI

У ПРОСТОРАХ ХЕРМАНДЕРА

У цьому роздiлi ми дослiджуємо загальнi лiнiйнi параболiчнi початково-

крайовi задачi з нульовими початковими даними Кошi у введених у

попередньому роздiлi анiзотропних просторах Хермандера H
s,s/(2b);ϕ
+ (·).

Буде доведено, що оператори, вiдповiднi цим задачам, є iзоморфiзмами

мiж пiдходящими просторами Хермандера. В якостi застосування цих

результатiв встановимо теореми про локальне пiдвищення регулярностi

узагальнених розв’язкiв задач. Також отримаємо новi достатнi умови,

за яких узагальненi похiднi заданого порядку розв’язкiв будуть

неперервними.

Окремо розглянемо випадки багатовимiрного i двовимiрного

параболiчних рiвнянь, а також систем рiвнянь, параболiчних за

Петровським. Почнемо з першого.

3.1. Постановка задачi у цилiндрi

Нехай довiльно заданi цiле число n ≥ 2, дiйсне число τ > 0 i обмежена

область G ⊂ Rn з нескiнченно гладкою межею Γ := ∂G. Позначимо Ω :=

G×(0, τ) — вiдкритий цилiндр в Rn+1, S := Γ×(0, τ) — його бiчна поверхня.

Тодi Ω := G× [0, τ ] i S := Γ× [0, τ ] є замикання Ω i S вiдповiдно.

Розглянемо у цилiндрi Ω таку параболiчну початково–крайову задачу

A(x, t,Dx, ∂t)u(x, t) ≡
∑

|α|+2bβ≤2m

aα,β(x, t)Dα
x∂

β
t u(x, t) = f(x, t)

для всiх x ∈ G i t ∈ (0, τ);

(3.1)
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Bj(x, t,Dx, ∂t)u(x, t)
∣∣
S
≡

∑
|α|+2bβ≤mj

bα,βj (x, t)Dα
x∂

β
t u(x, t)

∣∣
S

= gj(x, t)

для всiх x ∈ Γ, t ∈ (0, τ) i j ∈ {1, . . . ,m};
(3.2)

∂kt u(x, t)
∣∣
t=0

= 0 для всiх x ∈ G i k ∈ {0, . . . ,κ − 1}. (3.3)

Зазначимо, що початковi данi (3.3) вважаються нульовими. Тут b, m

i всi mj є довiльно заданi цiлi числа, такi, що m ≥ b ≥ 1, κ :=

m/b ∈ Z i mj ≥ 0. Число 2b називається параболiчною вагою цiєї задачi.

Усi коефiцiєнти лiнiйних диференцiальних виразiв A := A(x, t,Dx, ∂t) i

Bj := Bj(x, t,Dx, ∂t), де j ∈ {1, . . . ,m} вважаємо нескiнченно гладкими

комплекснозначними функцiями, заданими на Ω i S вiдповiдно; тобто

кожна

aα,β ∈ C∞(Ω) :=
{
w � Ω: w ∈ C∞(Rn+1)

}
i кожна

bα,βj ∈ C∞(S) :=
{
v � S : v ∈ C∞(Γ× R)

}
.

Використовуємо такi позначення Dα
x := Dα1

1 . . . Dαn
n , де Dk := i ∂/∂xk

i ∂t := ∂/∂t для частинних похiдних функцiй, що залежать вiд x =

(x1, . . . , xn) ∈ Rn i t ∈ R. Тут i це уявна одиниця, α = (α1, ..., αn) є

мультиiндекс, i |α| := α1 + · · ·+αn. У формулах (3.1) i (3.2) та їх аналогах

пiдсумовування ведеться за цiлими невiд’ємними iндексами α1, ..., αn i β,

якi задовольняють умову, вказану пiд знаком суми. Як звичайно, ξα :=

ξα1
1 . . . ξαnn для ξ := (ξ1, . . . , ξn) ∈ Cn.

Нагадаємо [1, § 9, п. 1], що початково–крайова задача (3.1)–(3.3)

називається параболiчною у цилiндрi Ω, якщо виконуються такi двi умови.
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Умова 3.1. Для довiльних x ∈ G, t ∈ [0, τ ], ξ ∈ Rn i p ∈ C, де Re p ≥ 0,

правильно

A◦(x, t, ξ, p) ≡
∑

|α|+2bβ=2m

aα,β(x, t) ξαpβ 6= 0 за умови |ξ|+ |p| 6= 0.

Для формулювання умови 3.2 довiльно виберемо точку x ∈ Γ, дiйсне

число t ∈ [0, τ ], дотичний вектор ξ ∈ Rn до межи Γ у точцi x та число

p ∈ C, де Re p ≥ 0, такi, що |ξ| + |p| 6= 0. Нехай ν(x) є ортом внутрiшньої

нормалi до межи Γ у точцi x. З умови 3.1 та нерiвностi n ≥ 2 випливає,

що многочлен A◦(x, t, ξ + ζν(x), p) змiнної ζ ∈ C має рiвно m коренiв

ζ+
j (x, t, ξ, p), j = 1, . . . ,m, с додатною уявною частиною i m коренiв з

вiд’ємною уявною частиною (з урахуванням їх кратностi).

Умова 3.2. При кожному такому виборi x, t, ξ та p многочлени

B◦j (x, t, ξ + ζν(x), p) ≡
∑

|α|+2bβ=mj

bα,βj (x, t) (ξ + ζν(x))α pβ, j = 1, . . . ,m,

змiнної ζ ∈ C лiнiйно незалежнi по модулю многочлена

m∏
j=1

(ζ − ζ+
j (x, t, ξ, p)).

Вiдмiтимо, що умова 3.1 є умовою 2b-параболiчностi за

I. Г. Петровським [37] диференцiального рiвняння Au = f у замкнутому

цилiндрi Ω, а умова 3.2 виражає той факт, що система крайових

диференцiальних операторiв {B1, . . . , Bm} накриває диференцiальний

оператор A на бiчнiй поверхнi S цього цилiндра.

Пов’яжемо з параболiчною задачею (3.1)–(3.3) лiнiйне вiдображення

C∞+ (Ω) 3u 7→ (Au,Bu) :=(
Au,B1u, . . . , Bmu

)
∈ C∞+ (Ω)×

(
C∞+ (S)

)m (3.4)
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Тут i нижче

C∞+ (Ω) :=
{
w � Ω : w ∈ C∞(Rn+1), suppw ⊆ Rn × [0,∞)

}
,

C∞+ (S) :=
{
h� S : h ∈ C∞(Γ× R), supph ⊆ Γ× [0,∞)

}
.

У дисертацiї усi функцiї (та розподiли) вважаються комплекснозначними.

Вiдображення (3.4) встановлює взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж

просторами C∞+ (Ω) i C∞+ (Ω) × (C∞+ (S))m. Це випливає з [1, теорема 12.1]

(див. мiркування у кiнцi п. 3.4).

Наша мета полягає в тому, щоб показати, що це вiдображення

продовжується єдидиним чином (за неперервнiстю) до iзоморфiзму мiж

вiдповiдними парами функцiональних просторiв Хермандера.
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3.2. Основний результат. Теорема про iзоморфiзми

У цьому пiдроздiлi сформулюємо теорему про iзоморфiзми для

параболiчної задачi (3.1)–(3.3) у просторах Хермандера, введених у

пiдроздiлi 2.3.

Нехай σ0 є найменше цiле число, таке, що

σ0 ≥ 2m, σ0 ≥ mj + 1 для кожного j ∈ {1, . . . ,m} i
σ0

2b
∈ Z.

Вiдмiтимо, якщо mj ≤ 2m− 1 для всiх j ∈ {1, . . . ,m}, тодi σ0 = 2m.

Теорема про iзоморфiзми формульюється наступним чином.

Теорема 3.1. Для довiльного дiйсного числа σ > σ0 i довiльного

функцiонального параметра ϕ ∈ M вiдображення (3.4) продовжується

єдиним чином (за неперервнiстю) до iзоморфiзму

(A,B) : H
σ,σ/(2b);ϕ
+ (Ω)↔ Hσ−2m,(σ−2m)/(2b);ϕ

+ (Ω, S), (3.5)

де

Hσ−2m,(σ−2m)/(2b);ϕ
+ (Ω, S)

:=H
σ−2m,(σ−2m)/(2b);ϕ
+ (Ω)⊕

m⊕
j=1

H
σ−mj−1/2,(σ−mj−1/2)/(2b);ϕ
+ (S).

(3.6)

У соболєвському випадку ϕ(r) ≡ 1 i σ/(2b) ∈ Z ця теорема слiдує з

результату М. С. Аграновiча i М. I. Вiшiка [1, теорема 12.1], який охоплює

граничний випадок σ = σ0 та стосується загальних параболiчних задач iз,

взагалi кажучи, неоднорiдними даними Кошi. Це буде показано у п. 3.4.

У загальнiй ситуацiї виведемо теорему 3.1 iз соболєвського випадку за

допомогою iнтерполяцiї з функцiональним параметром пар гiльбертових

просторiв Соболєва. Це буде зроблено у п. 3.5.
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Як тiльки що було згадано, вiдображення (3.4) продовжується за

неперервнiстю до iзоморфiзму

(A,B) : H
σ0,σ0/(2b)
+ (Ω)↔ Hσ0−2m,(σ0−2m)/(2b)

+ (Ω, S), (3.7)

який дiє у анiзотропних просторах Соболєва. Всi iзоморiфзми (3.5), де σ >

σ0 i ϕ ∈ M, є звуженнями (3.7). Цей результат слiдує iз вкладень (2.19),

правильних для V = Ω i V = S.

Кожна вектор-функцiя

(f, g1, ..., gm) ∈ Hσ0−2m,(σ0−2m)/(2b)
+ (Ω, S) (3.8)

має єдиний прообраз u ∈ H
σ0,σ0/(2b)
+ (Ω) при взаємнооднозначному

вiдображеннi (3.7). Цю функцiю u називаємо (сильним) узагальненим

розв’язком параболiчної задачi (3.1)–(3.3) iз правою частиною (3.8).
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3.3. Регулярнiсть узагальнених розв’язкiв задачi

У цьому пiдроздiлi обговоримо властивостi регулярностi узагальненого

розв’язку задачi (3.1)–(3.3) у просторах Хермандера. Наступний результат

випливає з теореми 3.1.

Наслiдок 3.1. Припустимо, що u ∈ H
σ0,σ0/(2b)
+ (Ω) є узагальненим

розв’язком параболiчної задачi (3.1)–(3.3), правi частини якої

задовольняють умову

(f, g1, ..., gm) ∈ Hσ−2m,(σ−2m)/(2b);ϕ
+ (Ω, S)

для деяких σ > σ0 i ϕ ∈M. Тодi u ∈ Hσ,σ/(2b);ϕ
+ (Ω).

Дiйсно, припустимо, що умова цього наслiдку виконується. Тодi, за

теоремою 3.1, iснує функцiя w ∈ H
σ,σ/(2b);ϕ
+ (Ω) така, що (A,B)w =

(f, g1, . . . , gm). Отже, (A,B)(u−w) = (0, 0, . . . , 0), де u−w ∈ Hσ0,σ0/(2b)
+ (Ω)

завдяки правому вкладанню у (2.19). Тому u−w = 0 згiдно з iзоморфiзмом

(3.7). Тепер робимо висновок про те, що u = w ∈ Hσ,σ/(2b);ϕ
+ (Ω).

Зауважимо, що додаткова регулярнiсть ϕ правих частин

успадковується розв’язком задачi.

Тепер сформулюємо локальний аналог цього результату. Нехай U є

вiдкритою множиною в Rn+1, i нехай ω := U ∩ Ω 6= ∅, π1 := U ∩ ∂Ω,

i π2 := U ∩ S. Введемо необхiднi локальнi аналоги просторiв Hs,sγ;ϕ
+ (Ω) i

Hs,sγ;ϕ
+ (S), де s > 0, γ = 1/(2b) i ϕ ∈M.

Позначимо через Hs,sγ;ϕ
+,loc (ω, π1) лiнiйний простiр усiх розподiлiв u в

областi Ω таких, що χu ∈ Hs,sγ;ϕ
+ (Ω) для кожної функцiї χ ∈ C∞(Ω) iз

suppχ ⊂ ω ∪ π1. Топологiя у цьому просторi задається напiвнормами

u 7→ ‖χu‖Hs,sγ;ϕ
+ (Ω),
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де χ – довiльна вище згадана функцiя. Аналогiчно, позначимо через

Hs,sγ;ϕ
+,loc (π2) лiнiйний простiр усiх розподiлiв v на S таких, що χv ∈ Hs,sγ;ϕ

+ (S)

для кожної функцiї χ ∈ C∞(S) iз suppχ ⊂ π2. Топологiя у цьому просторi

задається напiвнормами

v 7→ ‖χv‖Hs,sγ;ϕ
+ (S),

де χ – довiльна тiльки згадана функцiя.

Теорема 3.2. Нехай u ∈ H
σ0,σ0/(2b)
+ (Ω) є узагальненим розв’язком

параболiчної задачi (3.1)–(3.3) iз правою частиною (3.8). Припустимо, що

f ∈ Hσ−2m,(σ−2m)/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1), (3.9)

gj ∈ H
σ−mj−1/2,(σ−mj−1/2)/(2b);ϕ
+,loc (π2), з j = 1, . . . ,m, (3.10)

для деяких σ > σ0 i ϕ ∈M. Тодi u ∈ Hσ,σ/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1).

У випадку ω = Ω i π1 = ∂Ω (тодi π2 = S), теорема 3.2 просто є

повторенням наслiдку 3.1. Якщо π1 = ∅, то ця теорема стверджує, що

регулярнiсть розв’язку пiдвищується в околах внутрiшнiх точок замкненої

областi Ω.

Вiдмiтимо, що ця теорема є новою i у випадку анiзотропних просторiв

Соболєва (ϕ ≡ 1).

Використання просторiв Хермандера дозволяє отримати кращi, нiж

у випадку просторiв Соболєва, достатнi умови, за яких узагальнений

розв’язок u та його узагальненi похiднi заданого порядку неперервнi на

ω ∪ π1.

Теорема 3.3. Нехай цiле p ≥ 0 таке, що p + b + n/2 > σ0, i нехай

u ∈ Hσ0,σ0/(2b)
+ (Ω) є узагальненим розв’язком параболiчної задачi (3.1)–(3.3)

iз правою частиною (3.8). Припустимо, що права частина задовольняє
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умови (3.9), (3.10) для σ := p+b+n/2 i деякого функцiонального параметра

ϕ ∈M, для якого виконується iнтегральна умова (2.103):

∞∫
1

dr

rϕ2(r)
<∞.

Тодi розв’язок u(x, t) та всi його узагальненi частиннi похiднi Dα
x∂

β
t u(x, t)

з |α|+ 2bβ ≤ p є неперервними на множинi ω ∪ π1.

Зауваження 3.1. Iнтегральна умова (2.103) у теоремi 3.3 є точною. А

саме, нехай σ := p+ b+n/2, ϕ ∈M, i припустимо, що для кожної функцiї

u ∈ Hσ0,σ0/(2b)
+ (Ω) наступна iмплiкацiя є правильною:

(
u є розв’язком задачi (3.1)–(3.3) для деякої правої частини (3.9), (3.10)

)
⇒
(
u задовольняє висновок теореми 3.3

)
.

Тодi ϕ задовольняє умову (2.103).

Зауваження 3.2. Якщо сформулювати аналог теореми 3.3 для

соболєвської шкали (випадок ϕ ≡ 1), то доведеться замiнити умову теореми

на бiльш сильну, оскiльки iнтегральна умова (2.103) не виконується у цьому

випадку. А саме, потрiбно стверджувати, що права частина задачi (3.1)–

(3.3) задовольняє умову (3.9), (3.10) для деякого σ > p + b + n/2. Це

припущення сильнiше нiж умова теореми 3.3 завдяки лiвому вкладанню

у (2.19).

У пiдроздiлi 3.5 виведемо теорему 3.2 з теореми про iзоморфiзми 3.1

i покажемо, що теорема 3.3 є наслiдком теореми 3.2 i леми 2.3 (версiї

теореми вкладання Хермандера [51, теорема 2.2.7]). Також обгрунтуємо

зауваження 3.1.
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3.4. Теорема про iзоморфiзми у соболєвському

випадку

Розглядаючи теорему 3.1 у цьому пiдроздiлi, ми обмежуємось

соболєвським випадком ϕ(r) ≡ 1 i σ/(2b) ∈ Z i припускаємо що σ ≥ σ0.

Мета цього пiдроздiлу показати, що теорема 3.1 у цьому випадку випливає

з вище згаданого результату М. С. Аграновiча i М. I. Вiшiка [1, теорема

12.1].

Розглянемо параболiчну початково-крайову задачу (3.1)–(3.3) для

довiльно обраної правої частини

(f, g1, . . . , gm) ∈ Hσ−2m,(σ−2m)/(2b)
+ (Ω, S). (3.11)

Звичайно, рiвностi та частиннi похiднi, що з’являються у цiй задачi,

iнтерпретуються в сенсi теорiї розподiлiв. Вектор-функцiя (3.11)

задовольняє умови узгодження [1, § 11] у випадку нульвих початкових

даних (3.3). Теорема М. С. Аграновiча i М. I. Вiшiка [1, теорема 12.1] з

огляду на (2.37) стверджує, що задача (3.1)–(3.3) має єдиний розв’язок

u ∈ Hσ,σ/(2b)(Ω), який задовольняє двосторонню оцiнку

‖u‖Hσ,σ/(2b)(Ω) ≤ c1‖(f, g1, . . . , gm)‖Hσ−2m,(σ−2m)/(2b)(Ω,S)

≤ c2 ‖u‖Hσ,σ/(2b)(Ω)

(3.12)

з деякими додатними числами c1 i c2, що не залежать вiд (3.11) та u. Тут

ми поклали

Hσ−2m,(σ−2m)/(2b)(Ω, S)

:=Hσ−2m,(σ−2m)/(2b)(Ω)⊕
m⊕
j=1

Hσ−mj−1/2,(σ−mj−1/2)/(2b)(S).
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Покажемо, що u ∈ H
σ,σ/(2b)
+ (Ω). Для цього скористаємось лемою 2.1 з

s := σ та γ := 1/(2b). Згiдно з (3.3), функцiя u задовольняє (2.38) за умови,

що 0 ≤ k ≤ κ − 1. Тут

κ − 1 =
2m

2b
− 1 <

σ

2b
− 1

2
.

Виконання (2.38) для iнших значень цiлого k (коли κ−1 < k < σ/(2b)−1/2)

доводиться (якщо такi значення iснують) наступним чином.

Нехай кiлькiсть цих значень l ≥ 1; тодi

κ + l − 1 <
σ

2b
− 1

2
< κ + l. (3.13)

Умова параболiчностi 3.1 у випадку ξ = 0 i p = 1 означає, що коефiцiєнт

a(0,...,0),κ(x, t) 6= 0 для всiх x ∈ G i t ∈ [0, τ ]. Тому параболiчне рiвняння

(3.1) можна розв’язати вiдносно ∂κt u(x, t); а саме, запишемо

∂κt u(x, t) =
∑

|α|+2bβ≤2m,
β≤κ−1

aα,β0 (x, t)Dα
x∂

β
t u(x, t)+

+ (a(0,...,0),κ(x, t))−1f(x, t)

(3.14)

для деяких функцiй aα,β0 ∈ C∞(Ω). Якщо l ≥ 2, то диференцiюємо рiвнiсть

(3.14) l − 1 разiв по змiннiй t i отримаємо l − 1 рiвностей

∂κ+j
t u(x, t) =

∑
|α|+2bβ≤2m+2bj,
|α|≤2m, β≤κ+j−1

aα,βj (x, t)Dα
x∂

β
t u(x, t)+

+ ∂jt ((a
(0,...,0),κ(x, t))−1f(x, t)),

з j = 1, . . . , l − 1.

(3.15)

Тут кожна aα,βj (x, t), це певна функцiя з C∞(Ω). Рiвностi (3.14) i (3.15)

розглядаються в Ω = {(x, t) : x ∈ G, 0 < t < τ}. Оскiльки f ∈

H
σ−2m,(σ−2m)/(2b)
+ (Ω), то ∂jt f(x, t)

∣∣
t=0

= 0 для майже всiх x ∈ G i для
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кожного цiлого j ∈ {0, . . . , l−1} завдяки лемi 2.1 i (3.13). Використовуючи

цi рiвностi, виводимо послiдовно з (3.14) та (3.15), що ∂κ+j
t u(x, t)

∣∣
t=0

= 0

для тих же x та j.

Таким чином, функцiя u ∈ Hσ,σ/(2b)(Ω) задовольняє умову (2.38). Тому

u ∈ H
σ,σ/(2b)
+ (Ω) завдяки лемi 2.1. Бiльш того, згiдно з цiєю леммою та

формулами (3.11) i (3.12), можемо записати

‖u‖
H
σ,σ/(2b)
+ (Ω)

≤ c3‖(f, g1, . . . , gm)‖Hσ−2m,(σ−2m)/(2b)
+ (Ω,S)

≤ c4 ‖u‖Hσ,σ/(2b)
+ (Ω)

.
(3.16)

Тут c3 i c4 - це деякi додатнi числа, якi не залежать вiд (3.11) та u.

Таким чином, робимо висновок, що для довiльного вектора (3.11) iснує

єдиний розв’язок u ∈ H
σ,σ/(2b)
+ (Ω) параболiчної задачi (3.1)–(3.3), i що

цей розв’язок задовольняє (3.16). Очевидно, цей висновок еквiвалентний

теоремi 3.1 у розглянутому соболєвському випадку. Тому теорема 3.1 у

даному випадку є наслiдком результату М. С. Аграновiча i М. I. Вiшiка [1,

теорема 12.1].

На завершення цього пiдроздiлу покажемо, що вiдображення (3.4) є

бiєкцiєю

(A,B) : C∞+ (Ω)↔ C∞+ (Ω)×
(
C∞+ (S)

)m
, (3.17)

як ми стверджували це в кiнцi пiдроздiлу 3.1. Скористаємось теоремою 3.1

у соболєвському випадку, про який тiльки що говорили. А саме, σ =

2bl > σ0, де l ∈ Z. За цiєю теоремою вiдображення (3.4) є iн’єктивним.

Залишається показати, що (3.4) є сюр’єктивним. Нехай вектор-функцiя

(f, g1, . . . , gm) належить простору C∞+ (Ω) ×
(
C∞+ (S)

)m. Згiдно з цiєю

теоремою iснує єдина функцiя

u ∈
⋂

l∈Z, 2bl>σ0

H2bl,l
+ (Ω) (3.18)
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така, що (A,B)u = (f, g1, . . . , gm). Для виведення потрiбного включення

u ∈ C∞+ (Ω) з формули (3.18) скористаємось операторами продовження O,

Tτ i TG з доведення леми 2.1. Можемо припустити, що вiдображення Tτ i

TG не залежать вiд s > 0. Оператори продовження такого типу побудованi,

наприклад, в [112]. Тодi, згiдно з (2.47) (при s = 2bl i γ = 1/(2b)) i (3.18),

можемо записати

w := (TG ⊗ (OTτ))u ∈
⋂

l∈Z, 2bl>σ0

H2bl,l
+ (Rn+1) ⊂ C∞(Rn+1). (3.19)

Тут вiдмiтимо, що u ∈ Υ2bl,l(Ω) згiдно з лемою 2.1 для l вказаних

у (3.19), простiр Υ2bl,l(Ω) був означений у доведеннi цiєї леми. Також

зазначимо, що останнє включення в (3.19) є правильним згiдно теореми

вкладання Соболєва (див. також [41, гл. II, теорема 13]). Отже, u =

w � Ω ∈ C∞+ (Ω). Таким чином, вiдображення (3.4) є сюр’єктивним. Ми

обгрунтували бiєкцiю (3.17).
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3.5. Доведення теорем пiдроздiлiв 3.2 i 3.3

У цьому пiдроздiлi ми доведемо теореми 3.1, 3.2 i 3.3. Також

обгрунтуємо зауваження 3.1.

Доведення теореми 3.1. Нехай σ > σ0 i ϕ ∈ M. Виберемо цiле σ1 > σ

таке, що σ1/(2b) ∈ Z. Згiдно з результатом М. С. Аграновiча i М. I. Вiшiка

[1, теорема 12.1], вiдображення (3.4) продовжується єдиним чином (за

неперервнiстю) до iзоморфiзмiв

(A,B) : H
σk,σk/(2b)
+ (Ω)↔ Hσk−2m,(σk−2m)/(2b)

+ (Ω, S)

з k ∈ {0, 1}.
(3.20)

(Тут, нагадаємо, другий простiр визначається формулою (3.6) з σ := σk i

ϕ ≡ 1.)

Визначимо iнтерполяцiйний параметр ψ формулою (2.27) у якiй s :=

σ, s0 := σ0 i s1 := σ1. Iнтерполюючи з функцiональним параметром ψ

простори у (3.20) отримаємо iзоморфiзм

(A,B) :
[
H
σ0,σ0/(2b)
+ (Ω), H

σ1,σ1/(2b)
+ (Ω)

]
ψ

↔
[
Hσ0−2m,(σ0−2m)/(2b)

+ (Ω, S),Hσ1−2m,(σ1−2m)/(2b)
+ (Ω, S)

]
ψ
.

(3.21)

Вiн є звуженням оператора (3.20) з k = 0.

Згiдно з теоремою 2.5 i твердженням 2.4 можемо записати

[
H
σ0,σ0/(2b)
+ (Ω), H

σ1,σ1/(2b)
+ (Ω)

]
ψ

= H
σ,σ/(2b);ϕ
+ (Ω)
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i

[Hσ0−2m,(σ0−2m)/(2b)
+ (Ω, S),Hσ1−2m,(σ1−2m)/(2b)

+ (Ω, S)]ψ

=
[
H
σ0−2m,(σ0−2m)/(2b)
+ (Ω), H

σ1−2m,(σ1−2m)/(2b)
+ (Ω)

]
ψ

⊕
m⊕
j=1

[
H
σ0−mj−1/2,(σ0−mj−1/2)/(2b)
+ (S), H

σ1−mj−1/2,(σ1−mj−1/2)/(2b)
+ (S)

]
ψ

=H
σ−2m,(σ−2m)/(2b);ϕ
+ (Ω)⊕

m⊕
j=1

H
σ−mj−1/2,(σ−mj−1/2)/(2b);ϕ
+ (S)

=Hσ−2m,(σ−2m)/(2b);ϕ
+ (Ω, S).

Цi рiвностi просторiв є правильними з точнiстю до еквiвалентностi норм.

Таким чином, iзоморфiзм (3.21) дає (3.5). Цей iзоморфiзм є продовженням

за неперервнiстю вiдображення (3.4) оскiльки множина C∞+ (Ω) є щiльною

у прострi Hσ,σ/(2b);ϕ
+ (Ω).

Доведення теореми 3.2. Спочатку покажемо, що з умов (3.9) i (3.10) цiєї

теореми випливає правильнiсть iмплiкацiї

u ∈ Hσ−λ,(σ−λ)/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1) ⇒ u ∈ Hσ−λ+1,(σ−λ+1)/(2b);ϕ

+,loc (ω, π1) (3.22)

для кожного цiлого λ ≥ 1, такого що σ − λ+ 1 > σ0.

Виберемо довiльну функцiю χ ∈ C∞(Ω) з suppχ ⊂ ω ∪ π1. Для χ iснує

функцiя η ∈ C∞(Ω) така, що supp η ⊂ ω ∪ π1 i η = 1 в околi suppχ.

Переставляючи диференцiальнi оператори A i Bj з оператором множення

на χ, можемо записати

(A,B)(χu) = (A,B)(χηu) = χ (A,B)(ηu) + (A′, B′)(ηu)

= χ (A,B)u+ (A′, B′)(ηu)

= χ (f, g1, ..., gm) + (A′, B′)(ηu).

(3.23)

Тут

(A′, B′) := (A′, B′1, . . . , B
′
m)
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це диференцiальний оператор з компонентами

A′(x, t,Dx, ∂t) =
∑

|α|+2bβ≤2m−1

aα,β1 (x, t)Dα
x∂

β
t (3.24)

i

B′j(x, t,Dx, ∂t) =
∑

|α|+2bβ≤mj−1

bα,βj,1 (x, t)Dα
x∂

β
t , j = 1, . . . ,m, (3.25)

де всi aα,β1 ∈ C∞(Ω) and bα,βj,1 ∈ C∞(S). Цей оператор неперервно дiє у парi

просторiв

(A′, B′) : H
s,s/(2b);ϕ
+ (Ω)→ Hs+1−2m,(s+1−2m)/(2b);ϕ

+ (Ω, S) (3.26)

для кожного s > σ0 − 1. У випадку, коли ϕ ≡ 1 i другi iндекси не є

напiвцiлими це зразу слiдує з (3.24), (3.25), леми 2.1 i вiдомих властивостей

анiзотропного простору Соболєва Hs,s/(2b)(Ω) (див, наприклад, [41, гл. I,

лема 4, та гл. II, теореми 3 i 7]). Обмеженiсть оператора (3.26) у загальнiй

ситуацiї зразу випливає з цього випадку за допомогою твердження 2.4 та

iнтерполяцiйної теореми 2.5.

З умов (3.9) i (3.10) отримаємо включення

χ (f, g1, ..., gm) ∈ Hσ−2m,(σ−2m)/(2b);ϕ
+ (Ω, S).

Крiм того, згiдно (3.26) з s := σ − λ, має мiсце iмплiкацiя

u ∈ Hσ−λ,(σ−λ)/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1)

⇒ (A′, B′)(ηu) ∈ Hσ−λ+1−2m,(σ−λ+1−2m)/(2b);ϕ
+ (Ω, S).

Тому, скориставшись (3.23) i наслiдком 3.1 можемо записати

u ∈ Hσ−λ,(σ−λ)/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1)

⇒ (A,B)(χu) ∈ Hσ−λ+1−2m,(σ−λ+1−2m)/(2b);ϕ
+ (Ω, S)

⇒ χu ∈ Hσ−λ+1,(σ−λ+1)/(2b);ϕ
+ (Ω).
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Вiдмiтимо, що тут наслiдок 3.1 застосовний, оскiльки χu ∈ H
σ0,σ0/(2b)
+ (Ω)

за умовою теореми i σ−λ+ 1 > σ0. Тим самим, iмплiкацiя (3.22) доведена,

якщо зважити на зроблений вибiр функцiї χ.

Використаємо цю iмплiкацiю для доведення включення u ∈

H
σ,σ/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1). Розглянемо окремо випадки σ /∈ Z i σ ∈ Z.

Нехай спочатку σ /∈ Z. У цьому випадку iснує цiле число λ0 ≥ 1 таке,

що

σ − λ0 < σ0 < σ − λ0 + 1. (3.27)

Скориставшись iмплiкацiєю (3.22) послiдовно для значень λ := λ0, λ :=

λ0 − 1,..., i λ := 1, виводимо необхiдне включення слiдуючим чином:

u ∈ Hσ0,σ0/(2b)
+ (Ω) ⊂ H

σ−λ0,(σ−λ0)/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1)

⇒ u ∈ Hσ−λ0+1,(σ−λ0+1)/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1)

⇒ . . . ⇒ u ∈ Hσ,σ/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1).

Вiдмiтимо, що u ∈ Hσ0,σ0/(2b)
+ (Ω) за умовою теореми.

Нехай тепер σ ∈ Z. У цьому випадку не iснує цiлого числа λ0, що

задовольняє (3.27). Але, оскiльки σ− 1/2 /∈ Z i σ− 1/2 > σ0, то, як довели

у попередньому абзацi, правильне включення

u ∈ Hσ−1/2,(σ−1/2)/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1).

Звiдси, скориставшись iмплiкацiєю (3.22) з λ := 1, виводимо потрiбне

включення, а саме:

u ∈ Hσ−1/2,(σ−1/2)/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1) ⊂ H

σ−1,(σ−1)/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1)

⇒ u ∈ Hσ,σ/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1).
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Доведення теореми 3.3. Довiльно виберемо точку M ∈ ω ∪ π1. Нехай

функцiя χ ∈ C∞(Ω) задовольняє такi умови: suppχ ⊂ ω ∪ π1 i χ = 1

у певному околi V (M) ⊆ Ω точки M . Згiдно з теоремою 3.2 маємо

включення χu ∈ H
σ,σ/(2b);ϕ
+ (Ω) з σ = p + b + n/2. Отже, iснує функцiя

w ∈ Hσ,σ/(2b);ϕ(Rn+1) така, що w = χu = u на множинi V (M). Згiдно

з лемою 2.3(i), кожна узагальнена частинна похiдна Dα
x∂

β
t w(x, t) з 0 ≤

|α| + 2bβ ≤ p, є неперервною на Rn+1. Таким чином, похiдна Dα
x∂tu(x, t) є

неперервною в околi V (M) точки M . Оскiльки точка M ∈ ω ∪ π1 вибрана

довiльно, то ця похiдна є неперервною на ω ∪ π1.

У кiнцi цього пiдроздiлу обгрунтуємо зауваження 3.1. Нехай ϕ ∈ M

i нехай цiле p ≥ 0 таке, що σ := p + b + n/2 > σ0. Припустимо,

що кожна функцiя u ∈ H
σ0,σ0/(2b)
+ (Ω) задовольняє iмплiкацiю, наведену

у зауваженнi 3.1. Отже, якщо для довiльної функцiї u ∈ H
σ,σ/(2b);ϕ
+ (Ω)

покладемо

(f, g1, ..., gm) := (A,B)u ∈ Hσ−2m,(σ−2m)/(2b);ϕ
+ (Ω, S),

то отримаємо, що u задовольняє висновку теореми 3.3. Таким чином,

якщо функцiя u належить до Hσ,σ/(2b);ϕ
+ (Ω), то всi її узагальненi похiднi

Dα
x∂

β
t u(x, t) з |α| + 2bβ ≤ p є неперервними на ω ∪ π1. Зокрема, кожна

похiдна ∂ju/∂xj1 з 0 ≤ j ≤ p є неперервною на ω ∪ π1.

Нехай V є непорожньою вiдкритою множиною в Rn+1 такою, що V ⊂ ω.

Довiльно виберемо функцiю w ∈ Hσ,σ/(2b);ϕ(Rn+1) таку, що suppw ⊂ V , i

покладемо

u := w �Ω ∈ Hσ,σ/(2b);ϕ
+ (Ω).

Функцiя w та її узагальненi похiднi ∂jw/∂xj1 з 1 ≤ j ≤ p є

неперервними на Rn+1 внаслiдок властивостi u, виведеної в попередньому



162

абзацi згiдно зi зробленим припущенням. Отже, ϕ задовольняє (2.103)

згiдно з лемою 2.3(ii). Таким чином ми обгрунтували зауваження 3.1.
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3.6. Постановка задачi у прямокутнику

Нехай довiльно заданi дiйснi числа l > 0 i τ > 0. Позначимо Ω :=

(0, l)× (0, τ) — вiдкритий прямокутник в R2. Розглянемо у прямокутнику

Ω лiнiйну параболiчну задачу з однорiдними початковими умовами:

A(x, t,Dx, ∂t)u(x, t)

≡
∑

α+2bβ≤2m

aα,β(x, t)Dα
x∂

β
t u(x, t) = f(x, t) в Ω, (3.28)

Bj,0(t,Dx, ∂t)u(x, t)
∣∣
x=0

≡
∑

α+2bβ≤mj

bα,βj,0 (t)Dα
x∂

β
t u(x, t)

∣∣
x=0

= gj,0(t) i (3.29)

Bj,1(t,Dx, ∂t)u(x, t)
∣∣
x=l

≡
∑

α+2bβ≤mj

bα,βj,1 (t)Dα
x∂

β
t u(x, t)

∣∣
x=l

= gj,1(t) (3.30)

для 0 < t < τ i j = 1, . . . ,m,

∂ku(x, t)

∂tk

∣∣∣∣
t=0

= 0 для 0 < x < l i k = 0, . . . ,κ − 1. (3.31)

Тут b, m i всi mj є довiльнi фiксованi цiлi числа, такi, що m ≥ b ≥ 1,

κ := m/b ∈ Z i mj ≥ 0. Всi коефiцiєнти виразiв A := A(x, t,Dx, ∂t) та

Bj,k := Bj,k(t,Dx, ∂t), де j ∈ {1, . . . ,m} та k ∈ {0, 1}, вважаємо нескiнченно

гладкими комплекснозначними функцiями. А саме, aα,β ∈ C∞(Ω) та bα,βj,k ∈

C∞[0, τ ], де Ω := [0, l]× [0, τ ]. Використовуємо позначення Dx := i ∂/∂x та

∂t := ∂/∂t для частинних похiдних. Пiдсумовування здiйснюємо по цiлим

iндексам α, β ≥ 0, що задовольняють нерiвностi, вказанi пiд знаком суми.

Нагадаємо [1, § 9, п. 1], що початково–крайову задачу (3.28)–(3.31)

називають параболiчною в Ω, якщо виконуються такi три умови.
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Умова 3.3. Для довiльних x ∈ [0, l], t ∈ [0, τ ], ξ ∈ R та p ∈ C з Re p ≥ 0

правильно

A(0)(x, t, ξ, p) ≡
∑

α+2bβ=2m

aα,β(x, t) ξαpβ 6= 0 при |ξ|+ |p| 6= 0.

Умова 3.4. Нехай величини x ∈ {0, l}, t ∈ [0, τ ], та p ∈ C \ {0} з

Re p ≥ 0 довiльнi. Тодi многочлен A(0)(x, t, ξ, p) вiдносно ξ ∈ C має m

коренiв ξ+
j (x, t, p), j = 1, . . . ,m, з додатною уявною частиною та m коренiв

з вiд’ємною уявною частиною, з урахуванням їх кратностi.

Умова 3.5. Нехай величини x, t, та p такi самi, як i в умовi 3.4.

Покладемо k := 0 якщо x = 0, або k := 1 якщо x = l. Тодi многочлени

B
(0)
j,k (t, ξ, p) ≡

∑
α+2bβ=mj

bα,βj,k (t) ξαpβ, j = 1, . . . ,m,

аргументу ξ лiнiйно незалежнi по модулю многочлена
m∏
j=1

(
ξ − ξ+

j (x, t, p)
)
.

Пов’яжемо з параболiчною задачею (3.28)–(3.31) лiнiйне вiдображення

C∞+ (Ω) 3 u 7→ (Au,Bu) := (3.32)

:=
(
Au,B1,0u,B1,1u, . . . , Bm,0u,Bm,1u

)
∈ C∞+ (Ω)×

(
C∞+ [0, τ ]

)2m
,

Тут позначено

C∞+ (Ω) :=
{
w � Ω : w ∈ C∞(R2), suppw ⊆ R× [0,∞)

}
=

=
{
u ∈ C∞(Ω) : ∂βt u(x, t)|t=0 = 0 для всiх β ∈ N ∪ {0}, x ∈ [0, l]

}
та

C∞+ [0, τ ] :=
{
h� [0, τ ] : h ∈ C∞(R), supph ⊆ [0,∞)

}
=

=
{
v ∈ C∞[0, τ ] : v(β)(0) = 0 для всiх β ∈ N ∪ {0}

}
.
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У дисертацiї усi функцiї (та розподiли) вважаються комплекснозначними.

Вiдображення (3.32) встановлює взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж

просторами C∞+ (Ω) та C∞+ (Ω)×
(
C∞+ [0, τ ]

)2m (див. нижче мiркування пiсля

теореми 3.4). Наша мета полягає в тому, щоб показати, що це вiдображення

продовжується єдидиним чином (за неперервнiстю) до iзоморфiзму мiж

вiдповiдними парами функцiональних просторiв Хермандера.
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3.7. Теорема про iзоморфiзми. Регулярнiсть

узагальнених розв’язкiв

У цьому пiдроздiлi сформулюємо теорему про iзоморфiзми для

параболiчної задачi (3.28)–(3.31) у просторах Хермандера, введених у

пiдроздiлi 2.3. Потiм розглянемо застосування цiєї теореми до дослiдження

регулярностi узагальнених розв’язкiв дослiджуваної задачi.

Нехай σ0 є найменше цiле число, таке, що

σ0 ≥ 2m, σ0 ≥ mj + 1 для всiх j ∈ {1, . . . ,m}, i
σ0

2b
∈ Z.

Зокрема, якщо mj ≤ 2m− 1 для кожного j ∈ {1, . . . ,m}, то σ0 = 2m.

Теорема 3.4. Нехай довiльно заданi дiйсне число σ > σ0

i функцiональний параметр ϕ ∈ M. Тодi вiдображення (3.32)

продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до iзоморфiзму

(A,B) : H
σ,σ/(2b);ϕ
+ (Ω) ↔ (3.33)

↔ H
σ−2m,(σ−2m)/(2b);ϕ
+ (Ω)⊕

m⊕
j=1

(
H

(σ−mj−1/2)/(2b);ϕ
+ (0, τ)

)2
:=

:= Hσ−2m,(σ−2m)/(2b);ϕ
+ .

Якщо ϕ ≡ 1, то оператор (3.33) дiє у соболєвських просторах. Для

них теорема 3.4 була доведена М. С. Аграновiчем i М. I. Вiшiком [1,

теорема 12.1] у припущеннi, що σ/(2b) ∈ Z. Їх результат охоплює граничний

випадок σ = σ0 та стосується загальних параболiчних задач iз, взагалi

кажучи, неоднорiдними даними Кошi.
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Згiдно з теоремою вкладання Соболєва i згаданим вище результатом

М. С. Аграновiча i М. I. Вiшiка [1, теорема 12.1], отримаємо рiвностi

C∞+ (Ω) =
⋂
σ>σ0,

σ/(2b)∈Z

H
σ,σ/(2b)
+ (Ω),

C∞+ (Ω)×
(
C∞+ [0, τ ]

)2m
=

⋂
σ>σ0,

σ/(2b)∈Z

(A,B)
(
H
σ,σ/(2b)
+ (Ω)

)
.

З них випливає, що вiдображення (3.32) встановлює взаємнооднозначну

вiдповiднiсть мiж просторами C∞+ (Ω) i C∞+ (Ω)×
(
C∞+ [0, τ ]

)2m.

Завдяки згаданiй теоремi Аграновiча–Вiшика, кожний вектор

F := (f, g1,0, g1,1, ..., gm,0, gm,1) ∈ Hσ0−2m,(σ0−2m)/(2b)
+ (3.34)

має єдиний прообраз u ∈ H
σ0,σ0/(2b)
+ (Ω) при вiдображеннi (3.33). Цю

функцiю u називаємо узагальненим розв’язком параболiчної задачi (3.28)–

(3.31) iз правою частиною (3.34).

Наслiдком теореми 3.4 є наступна властивiсть глобального пiдвищення

регулярностi цього розв’язку.

Наслiдок 3.2. Припустимо, що u ∈ H
σ0,σ0/(2b)
+ (Ω) є узагальненим

розв’язком параболiчної задачi (3.28)–(3.31), правi частини якої

задовольняють умову

F := (f, g1,0, g1,1, ..., gm,0, gm,1) ∈ Hσ−2m,(σ−2m)/(2b);ϕ
+

для деяких σ > σ0 i ϕ ∈M. Тодi u ∈ Hσ,σ/(2b);ϕ
+ (Ω).

Тепер сформулюємо локальний аналог цього результату. Нехай U є

вiдкритою множиною в R2, i нехай ω := U ∩ Ω 6= ∅, π1 := U ∩ ∂Ω,

π2k := U ∩ {(k, t) : t ∈ (0, τ)} для кожного k ∈ {0, 1}. Введемо необхiднi
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локальнi аналоги просторiв Hs,sγ;ϕ
+ (Ω) i Hs;ϕ

+ (0, τ), де s > 0, γ = 1/(2b) i

ϕ ∈M.

Позначимо через Hs,sγ;ϕ
+,loc (ω, π1) лiнiйний простiр усiх розподiлiв u в

областi Ω таких, що χu ∈ Hs,sγ;ϕ
+ (Ω) для кожної функцiї χ ∈ C∞(Ω) iз

suppχ ⊂ ω ∪ π1. Топологiя у цьому просторi задається напiвнормами

u 7→ ‖χu‖Hs,sγ;ϕ
+ (Ω),

де χ – довiльна вище згадана функцiя. Аналогiчно, позначимо через

Hs;ϕ
+,loc(π2k) лiнiйний простiр усiх розподiлiв v на (0, τ) таких, що χv ∈

Hs;ϕ
+ (0, τ) для кожної функцiї χ ∈ C∞[0, τ ] iз suppχ ⊂ π2k. Топологiя у

цьому просторi задається напiвнормами

v 7→ ‖χv‖Hs;ϕ
+ (0,τ),

де χ – довiльна тiльки згадана функцiя.

Теорема 3.5. Нехай u ∈ H
σ0,σ0/(2b)
+ (Ω) є узагальненим розв’язком

параболiчної задачi (3.28)–(3.31) iз правою частиною (3.34). Припустимо,

що

f ∈ Hσ−2m,(σ−2m)/(2b);ϕ
+, loc (ω, π1), (3.35)

gj,k ∈ H
(σ−mj−1/2)/(2b);ϕ
+, loc (π2k)

для всiх k ∈ {0, 1} та j ∈ {1, . . . ,m}.
(3.36)

для деяких σ > σ0 i ϕ ∈M. Тодi u ∈ Hσ,σ/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1).

Якщо ω = Ω i π1 = ∂Ω, то за цiєю теоремою маємо глобальне

пiдвищення регулярностi, тобто наслiдок 3.2. У випадку, коли π1 = ∅,

теорема 3.5 стверджує, що регулярнiсть розв’язку пiдвищується в околах

внутрiшнiх точок замкненої областi Ω. Вiдмiтимо, що ця теорема є новою

i у випадку анiзотропних просторiв Соболєва (ϕ ≡ 1).



169

Як уже зазначалось у п. 3.3, використання просторiв Хермандера

дозволяє отримати кращi, нiж у випадку просторiв Соболєва, достатнi

умови, за яких узагальнений розв’язок u та його узагальненi похiднi

заданого порядку неперервнi на ω ∪ π1.

Теорема 3.6. Нехай цiле p ≥ 0 таке, що p+ b+ 1/2 > σ0, i нехай u ∈

H
σ0,σ0/(2b)
+ (Ω) є узагальненим розв’язком параболiчної задачi (3.28)–(3.31)

iз правою частиною (3.34). Припустимо, що права частина задовольняє

умови (3.35), (3.36) для σ := p + b + 1/2 i деякого функцiонального

параметра ϕ ∈M, для якого виконується iнтегральна умова (2.103):

∞∫
1

dr

rϕ2(r)
<∞.

Тодi розв’язок u(x, t) та всi його узагальненi частиннi похiднi Dα
x∂

β
t u(x, t)

з α + 2bβ ≤ p є неперервними на множинi ω ∪ π1.

Вiдмiтимо, що зауваження 3.1 i 3.2 залишаються правильними для

теореми 3.6.
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3.8. Доведення теорем пiдроздiлу 3.7

Доведення теореми 3.4. Нехай σ > σ0 i ϕ ∈ M. Виберемо цiле σ1 > σ

таке, що σ1/(2b) ∈ Z. Згiдно з результатом М. С. Аграновiча i М. I. Вiшiка

[1, теорема 12.1], вiдображення (3.32) продовжується єдиним чином (за

неперервнiстю) до iзоморфiзмiв просторiв Соболєва

(A,B) : H
σk,σk/(2b)
+ (Ω)↔ Hk

для кожного k ∈ {0, 1},
(3.37)

де

Hk := H
σk−2m,(σk−2m)/(2b)
+ (Ω)⊕

m⊕
j=1

(
H

(σk−mj−1/2)/(2b)
+ (0, τ)

)2
.

Визначимо iнтерполяцiйний параметр ψ формулою (2.27) у якiй s :=

σ, s0 := σ0 i s1 := σ1. Iнтерполюючи з функцiональним параметром ψ

простори у (3.37) отримаємо iзоморфiзм

(A,B) :
[
H
σ0,σ0/(2b)
+ (Ω), H

σ1,σ1/(2b)
+ (Ω)

]
ψ
↔ [H0,H1]ψ. (3.38)

Вiн є звуженням оператора (3.37) з k = 0.

Згiдно з теоремою 2.5, лемою 2.2 i твердженням 2.4 можемо записати

[
H
σ0,σ0/(2b)
+ (Ω), H

σ1,σ1/(2b)
+ (Ω)

]
ψ

= H
σ,σ/(2b);ϕ
+ (Ω)

i

[H0,H1]ψ =
[
H
σ0−2m,(σ0−2m)/(2b)
+ (Ω), H

σ1−2m,(σ1−2m)/(2b)
+ (Ω)

]
ψ

⊕
m⊕
j=1

([
H

(σ0−mj−1/2)/(2b)
+ (0, τ), H

(σ1−mj−1/2)/(2b)
+ (0, τ)

]
ψ

)2

= H
σ−2m,(σ−2m)/(2b);ϕ
+ (Ω)⊕

m⊕
j=1

(
H

(σ−mj−1/2)/(2b);ϕ
+ (0, τ)

)2
.
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Цi рiвностi просторiв є правильними з точнiстю до еквiвалентностi норм.

Таким чином, iзоморфiзм (3.38) дає (3.33). Цей iзоморфiзм є продовженням

за неперервнiстю вiдображення (3.32) оскiльки множина C∞+ (Ω) є щiльною

у прострi Hσ,σ/(2b);ϕ
+ (Ω).

Доведення теореми 3.5 таке саме, як i теореми 3.2, тiльки з просторами

H·,·;ϕ+ замiсть H·,·;ϕ+ (Ω, S).

Доведення теореми 3.6 таке саме, як i теореми 3.3, тiльки з n = 1.
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3.9. Постановка задачi для параболiчних за

Петровським систем

Нехай довiльно заданi цiле число n ≥ 2, дiйсне число τ > 0 i обмежена

область G ⊂ Rn з нескiнченно гладкою межею Γ := ∂G. Позначимо Ω :=

G×(0, τ) — вiдкритий цилiндр в Rn+1, S := Γ×(0, τ) — його бiчна поверхня.

Тодi Ω := G× [0, τ ] i S := Γ× [0, τ ] є замикання Ω i S вiдповiдно.

Розглянемо у цилiндрi Ω початково–крайову параболiчну за

Петровським задачу для системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь:

N∑
k=1

Aj,k(x, t,Dx,∂t)uk(x, t) = fj(x, t)

для всiх x ∈ G, t ∈ (0, τ) i j ∈ {1, . . . , N};

(3.39)

N∑
k=1

Bj,k(x, t,Dx,∂t)uk(x, t)
∣∣
S

= gj(x, t)

для всiх x ∈ Γ, 0 < t < τ i j ∈ {1, . . . ,m};

(3.40)

∂ rt uk(x, t)
∣∣
t=0

= 0

для всiх x ∈ G, k ∈ {1, . . . , N} i r ∈ {0, . . . ,κk − 1}.
(3.41)

Вiдмiтимо, що початковi данi (3.41) ми припускаємо нульовi. Тут лiнiйнi

диференцiальнi вирази мають вигляд

Aj,k(x, t,Dx, ∂t) :=
∑

|α|+2bβ≤2bκk

aα,βj,k (x, t)Dα
x∂

β
t , (3.42)

Bj,k(x, t,Dx, ∂t) :=
∑

|α|+2bβ≤lj+2bκk
bα,βj,k (x, t)Dα

x∂
β
t , якщо lj + 2bκk ≥ 0,

0, якщо lj + 2bκk < 0

(3.43)
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для всiх припустимих значень iндексiв j, k. В цiй задачi ми довiльним

чином вибрали натуральнi числа N ≥ 2, b i κ1, . . . ,κN , поклали m :=

b(κ1 + · · ·+κN) i вибрали щеm цiлих чисел l1, . . . , lm. Число 2b називається

параболiчною вагою даної задачi. Всi коефiцiєнти диференцiальних виразiв

Aj,k та Bj,k є нескiнченно гладкими комплекснозначними функцiями,

заданими на Ω i S вiдповiдно; тобто кожна

aα,βj,k ∈ C
∞(Ω) :=

{
w � Ω: w ∈ C∞(Rn+1)

}
i кожна

bα,βj,k ∈ C
∞(S) :=

{
v � S : v ∈ C∞(Γ× R)

}
.

Використовуємо такi позначенняDα
x := Dα1

1 . . . Dαn
n , деDk := i ∂/∂xk i ∂t :=

∂/∂t для частинних похiдних функцiй, що залежать вiд x = (x1, . . . , xn) ∈

Rn i t ∈ R. Тут i це уявна одиниця, α = (α1, ..., αn) є мультиiндекс, i

|α| := α1+· · ·+αn. У формулах (3.42) i (3.43) та їх аналогах пiдсумовування

ведеться за цiлими невiд’ємними iндексами α1, ..., αn i β, якi задовольняють

умову, вказану пiд знаком суми.

Запишемо головнi символи диференцiальних операторiв (3.42) i (3.43):

A
(0)
j,k(x, t, ξ, p) :=

∑
|α|+2bβ=2bκk

aα,βj,k (x, t) ξαpβ,

B
(0)
j,k (x, t, ξ, p) =:


∑

|α|+2bβ=lj+2bκk
bα,βj,k (x, t) ξαpβ, якщо lj + 2bκk ≥ 0,

0, якщо lj + 2bκk < 0.

Цi символи є однорiдними полiномами за сукупнiстю аргументiв ξ :=

(ξ1, . . . , ξn) ∈ Cn i p ∈ C (як завжди, ξα := ξα1
1 . . . ξαnn ). Утворимо матрицi

A(0)(x, t, ξ, p) :=
(
A

(0)
j,k(x, t, ξ, p)

)N
j,k=1

,
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B(0)(x, t, ξ, p) :=
(
B

(0)
j,k (x, t, ξ, p)

)
j=1,...,m
k=1,...,N

.

Нагадаємо [45, розд. 1, § 1], що початково-крайова задача (3.39)–(3.41)

називається параболiчною за Петровським у цилiндрi Ω, якщо виконуються

наступнi три умови.

Умова 3.6. Для довiльно вибраних точок x ∈ G, t ∈ [0, τ ] i вектора ξ ∈

Rn усi коренi многочлена detA(0)(x, t, ξ, p) по змiннiй p ∈ C задовольняють

нерiвностi Re p(x, t, ξ) ≤ −δ |ξ|2b зi сталою δ > 0, яка не залежить вiд x, t i

ξ.

Умова 3.7. У системi (3.39) кожне рiвняння з номером j ∈ {1, . . . , N}

розв’язуване вiдносно похiдної ∂κjt uj i не мiстить жодної похiдної вигляду

∂κkt uk, де k 6= j. Тому можна вважати, що a
(0,0,...,0),κk
j,k (x, t) ≡ δj,k для

довiльних j, k ∈ {1, . . . , N}; тут δj,k — символ Кронекера.

Нехай число δ1 ∈ (0, δ), де δ є стала з умови 3.6. Для формулювання

умови 3.8 виберемо довiльним чином точки x ∈ Γ, t ∈ [0, τ ], вектор ξ ∈ Rn,

дотичний до межi Γ у точцi x, i число p ∈ C такi, що Re p ≥ −δ1|ξ|2b i

|ξ| + |p| > 0. Нехай ν(x) є орт внутрiшньої нормалi до межи Γ у точцi

x. З умови 1 випливає, що многочлен detA(0)(x, t, ξ + ζν(x), p) змiнної

ζ ∈ C має точно m коренiв ζ+
j (x, t, ξ, p), j = 1, . . . ,m, з додатною уявною

частиною та рештуm коренiв з вiд’ємною уявною частиною (з урахуванням

їх кратностi).

Умова 3.8. Для деякого числа δ1 ∈ (0, δ) та при кожному зазначеному

вище виборi параметрiв x, t, ξ i p рядки матрицi

B(0)(x, t, ξ + ζν(x), p) · Ã(0)(x, t, ξ + ζν(x), p)

є лiнiйно незалежними за модулем многочлена
m∏
j=1

(ζ − ζ+
j (x, t, ξ, p)).
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Тут Ã(0) — транспонована матриця агебраїчних доповнень елементiв

матрицi A(0).

Зауважимо, що умови 3.6 i 3.7 є умовами (рiвномiрної) 2b-

параболiчностi за I. Г. Петровським [38, с. 100] системи (3.39) у замкнутому

цилiндрi Ω, а умова 3.8 говорить про те, що система крайових умов (3.40)

накриває параболiчну систему (3.39) на бiчнiй поверхнi S цього цилiндра.

Запишемо систему (3.39) i крайовi умови (3.40) у матричнiй формi

Au = f i Bu|S = g;

тут i далi

A := (Aj,k(x, t,Dx, ∂t))
N
j,k=1, B :=

(
Bj,k(x, t,Dx, ∂t)

)
j=1,...,m
k=1,...,N

— матричнi диференцiальнi оператори, а u, f та g є комплексно-значнi

вектор-функцiї.

Пов’яжемо з початково-крайовою задачею (3.39)–(3.41) лiнiйне

вiдображення

(
C∞+ (Ω)

)N 3 u 7→ (Au,Bu) ∈
(
C∞+ (Ω)

)N × (C∞+ (S)
)m
. (3.44)

Тут i нижче

C∞+ (Ω) :=
{
w � Ω : w ∈ C∞(Rn+1), suppw ⊆ Rn × [0,∞)

}
,

C∞+ (S) :=
{
h� S : h ∈ C∞(Γ× R), supph ⊆ Γ× [0,∞)

}
.

У роботi усi функцiї та розподiли вважаються комплекснозначними.

Вiдображення (3.44) встановлює взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж

просторами (C∞+ (Ω))N i (C∞+ (Ω))N × (C∞+ (S))m. Це випливає з [46, теорема

1.2] тими самими мiркуваннями, що були проведенi для (3.17).
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Основна мета полягає в тому, щоб показати, що вiдображення

(3.44) продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до iзоморфiзму

мiж вiдповiдними парами анiзотропних гiльбертових функцiональних

просторiв Хермандера.
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3.10. Теорема про iзоморфiзми. Регулярнiсть

узагальнених розв’язкiв

У цьому пiдроздiлi сформулюємо теорему про iзоморфiзми для

параболiчної задачi (3.39) – (3.41) у просторах Хермандера, введених у

пiдроздiлi 2.3. Потiм розглянемо застосування цiєї теореми до дослiдження

регулярностi узагальнених розв’язкiв дослiджуваної задачi.

Позначимо через σ0 найменше цiле число таке, що

σ0 ≥ 0, σ0 ≥ lj + 1 для всiх j ∈ {1, . . . ,m}, σ0

2b
∈ Z.

Теорема 3.7. Для довiльного дiйсного числа σ > σ0 i довiльного

функцiонального параметра ϕ ∈ M вiдображення (3.44) продовжується

єдиним чином (за неперервнiстю) до iзоморфiзму

(A,B) : Gσ,σ/(2b);ϕ+ (Ω) :=
N⊕
k=1

H
σ+2bκk,(σ+2bκk)/(2b);ϕ
+ (Ω) ↔

(
H
σ,σ/(2b);ϕ
+ (Ω)

)N ⊕ m⊕
j=1

H
σ−lj−1/2,(σ−lj−1/2)/(2b);ϕ
+ (S)

=: Hσ,σ/(2b);ϕ
+ (Ω, S).

(3.45)

Якщо ϕ ≡ 1, то iзоморфiзм (3.45) дiє у парах анiзотропних просторiв

Соболєва. У цiй ситуацiї теорема 3.7 встановлена В. О. Солоннiковим [46,

теорема 1.2] у припущеннi, що σ/(2b) ∈ Z. Його результат охоплює i

граничний випадок σ = σ0. У загальнiй ситуацiї, ми виведемо теорему 3.7

iз теореми Солоннiкова за допомогою iнтерполяцiї з функцiональним

параметром пар гiльбертових просторiв Соболєва.
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Як тiльки що було згадано, вiдображення (3.44) продовжується за

неперервнiстю до iзоморфiзму

(A,B) : Gσ0,σ0/(2b)+ (Ω)↔ Hσ0,σ0/(2b)
+ (Ω, S), (3.46)

який дiє у анiзотропних просторах Соболєва. Всi iзоморiфзми (3.45), де

σ > σ0 i ϕ ∈ M, є звуженнями (3.46). Цей результат слiдує iз вкладень

(2.19), правильних для V = Ω i V = S.

Кожна вектор-функцiя

(f, g) ∈ Hσ0,σ0/(2b)
+ (Ω, S) (3.47)

має єдиний прообраз u ∈ Gσ0,σ0/(2b)+ (Ω) при взаємнооднозначному

вiдображеннi (3.46). Цю вектор-функцiю u називаємо (сильним)

узагальненим розв’язком параболiчної задачi (3.39)–(3.41) iз правою

частиною (3.47).

Обговоримо властивостi регулярностi цього розв’язку у просторах

Хермандера. Наступний результат випливає з теореми 3.7.

Наслiдок 3.3. Припустимо, що u ∈ Gσ0,σ0/(2b)+ (Ω) є узагальненим

розв’язком параболiчної задачi (3.39) – (3.41), правi частини якої

задовольняють умову

(f, g) ∈ Hσ,σ/(2b);ϕ
+ (Ω, S)

для деяких σ > σ0 i ϕ ∈M. Тодi u ∈ Gσ,σ/(2b);ϕ(Ω).

Зауважимо, що додаткова регулярнiсть ϕ правих частин

успадковується розв’язком задачi.

Тепер сформулюємо локальний аналог цього результату. Нехай U є

вiдкритою множиною в Rn+1, i нехай ω := U ∩ Ω 6= ∅, π1 := U ∩ ∂Ω, i

π2 := U ∩ S.
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Локальнi простори Hs,sγ;ϕ
+,loc (ω, π1) i Hs,sγ;ϕ

+,loc (π2) було введено ранiше у

п. 3.3.

Теорема 3.8. Нехай вектор-функцiя u ∈ Gσ0,σ0/(2b)+ (Ω) є узагальненим

розв’язком задачi (3.39) – (3.41) iз правою частиною (3.47). Припустимо,

що

(f, g) ∈
(
H
σ,σ/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1)

)N ⊕ m⊕
j=1

H
σ−lj−1/2,(σ−lj−1/2)/(2b);ϕ
+,loc (π2) (3.48)

для деяких σ > σ0 i ϕ ∈M. Тодi

u ∈ Gσ,σ/(2b);ϕ+,loc (ω, π1) :=
N⊕
k=1

H
σ+2bκk,(σ+2bκk)/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1). (3.49)

У випадку ω = Ω i π1 = ∂Ω (тодi π2 = S), теорема 3.8 просто є

повторенням наслiдку 3.3. Якщо π1 = ∅, то ця теорема стверджує, що

регулярнiсть розв’язку пiдвищується в околах внутрiшнiх точок замкненої

областi Ω. Вiдмiтимо, що ця теорема є новою i у випадку анiзотропних

просторiв Соболєва (ϕ ≡ 1).

Виберемо довiльну компоненту uk узагальненого розв’язку u.

Використання просторiв Хермандера дозволяє отримати кращi, нiж

у випадку просторiв Соболєва, достатнi умови неперервностi на ω ∪ π1

обраної компоненти uk та її узагальнених частинних похiдних заданого

порядку.

Теорема 3.9. Виберемо довiльне k ∈ {1, . . . , N}. Нехай цiле p ≥ 0

таке, що p+b+n/2 > σ0+2bκk, i нехай вектор-функцiя u ∈ Gσ0,σ0/(2b)+ (Ω) є

узагальненим розв’язком задачi (3.39) – (3.41) iз правою частиною (3.47).

Припустимо, що права частина задовольняє умову (3.48) для σ := p +

b + n/2 − 2bκk i деякого функцiонального параметра ϕ ∈ M, для якого
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виконується iнтегральна умова (2.103):

∞∫
1

dr

rϕ2(r)
<∞.

Тодi компонента uk(x, t) розв’язку u та всi її узагальненi частиннi

похiднi Dα
x∂

β
t uk(x, t), для яких |α|+ 2bβ ≤ p, є неперервними на множинi

ω ∪ π1.

Для цiєї теореми мають мiсце версiї зауважень 3.1 i 3.2.

Зауваження 3.3. Умова (2.103) у теоремi 3.9 є точною. А саме, нехай

σ := p+b+n/2−2bκk, ϕ ∈M i припустимо, що для кожної вектор-функцiї

u ∈ Gσ0,σ0/(2b)+ (Ω) наступна iмплiкацiя є правильною

(
u є розв’язком задачi (3.39)–(3.41) для деякої правої частини (3.48)

)
⇒
(
компонентаuk задовольняє висновку теореми 3.9

)
.

Тодi ϕ задовольняє умову (2.103).

Зауваження 3.4. Якщо сформулювати аналог теореми 3.9 для

соболєвської шкали (випадок ϕ ≡ 1), то доведеться замiнити умову теореми

на бiльш сильну, оскiльки (2.103) не виконується у цьому випадку. А саме,

потрiбно стверджувати, що права частина задачi (3.39) – (3.41) задовольняє

умову (3.48) для деякого σ > p+ b+ n/2− 2bκk. Це припущення сильнiше

нiж умова теореми 3.9 завдяки лiвому вкладанню у (2.19).



181

3.11. Доведення теорем пiдроздiлу 3.10

Доведення теореми 3.7. Спочатку зазначимо, що у випадку просторiв

Соболєва (ϕ ≡ 1) i σ = 2bl > σ0, де l ∈ Z, теорема 3.7 випливає зi згаданого

результату Солоннiкова [46, теорема 1.2]. Дiйсно, з леми 2.1 випливає, що у

цьому випадку функцiональнi простори, що фiгурують у [46, теорема 1.2]

спiвпадають iз просторами з (3.45).

Нехай σ > σ0 i ϕ ∈ M. Виберемо цiле σ1 > σ таке, що σ1/(2b) ∈ Z.

Згiдно з результатом В. О. Солоннiкова [46, теорема 1.2], вiдображення

(3.44) продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до iзоморфiзмiв

(A,B) : Gσk,σk/(2b)+ (Ω)↔ Hσk,σk/(2b)
+ (Ω, S) де k ∈ {0, 1}. (3.50)

(Тут, нагадаємо, простори означаються як i у формулi (3.45) з σ := σk i

ϕ ≡ 1.)

Означимо iнтерполяцiйний параметр ψ за формулою (2.27) в якiй s :=

σ, s0 := σ0, i s1 := σ1. Iнтерполюючи з функцiональним параметром ψ пари

просторiв у (3.50), ми отримаємо iзоморфiзм

(A,B) :
[
Gσ0,σ0/(2b)+ (Ω),Gσ1,σ1/(2b)+ (Ω)

]
ψ

↔
[
Hσ0,σ0/(2b)

+ (Ω, S),Hσ1,σ1/(2b)
+ (Ω, S)

]
ψ
.

(3.51)

Вiн є звуженням оператора (3.50) з k = 0.

Згiдно з теоремою 2.5 i твердженням 2.4 можемо записати[
Gσ0,σ0/(2b)+ (Ω),Gσ1,σ1/(2b)+ (Ω)

]
ψ

=
N⊕
k=1

[
H
σ0+2bκk,(σ0+2bκk)/(2b)
+ (Ω), H

σ1+2bκk,(σ1+2bκk)/(2b)
+ (Ω)

]
ψ

=
N⊕
k=1

H
σ+2bκk,(σ+2bκk)/(2b);ϕ
+ (Ω) = Gσ,σ/(2b);ϕ+ (Ω)
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i

[Hσ0,σ0/(2b)
+ (Ω, S),Hσ1,σ1/(2b)

+ (Ω, S)]ψ

=
N⊕
j=1

[
H
σ0,σ0/(2b)
+ (Ω), H

σ1,σ1/(2b)
+ (Ω)

]
ψ

⊕
m⊕
j=1

[
H
σ0−lj−1/2,(σ0−lj−1/2)/(2b)
+ (S), H

σ1−lj−1/2,(σ1−lj−1/2)/(2b)
+ (S)

]
ψ

=
(
H
σ,σ/(2b);ϕ
+ (Ω)

)N ⊕ m⊕
j=1

H
σ−lj−1/2,(σ−lj−1/2)/(2b);ϕ
+ (S)

=Hσ,σ/(2b);ϕ
+ (Ω, S).

Цi рiвностi просторiв правильнi з точнiстю до еквiвалентностi норм. Таким

чином iзоморфiзм (3.51) дає (3.45). Цей iзоморфiзм продовженням за

неперервнiстю вiдображення (3.44) оскiльки множина
(
C∞+ (Ω)

)N є щiльною

у просторi Gσ,σ/(2b);ϕ+ (Ω).

Доведення теореми 3.8. Спочатку покажемо, що з умови (3.48) цiєї

теореми випливає правильнiсть iмплiкацiї

u ∈ Gσ−λ,(σ−λ)/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1) ⇒ u ∈ Gσ−λ+1,(σ−λ+1)/(2b);ϕ

+,loc (ω, π1) (3.52)

для кожного цiлого λ ≥ 1, такого що σ − λ+ 1 > σ0.

Виберемо довiльну функцiю χ ∈ C∞(Ω) з suppχ ⊂ ω ∪ π1. Для χ iснує

функцiя η ∈ C∞(Ω) така, що supp η ⊂ ω ∪ π1 i η = 1 в околi suppχ.

Переставляючи диференцiальний оператор (A,B) з оператором множення

на χ, можемо записати

(A,B)(χu) = (A,B)(χηu) = χ (A,B)(ηu) + (A′, B′)(ηu)

= χ (A,B)u+ (A′, B′)(ηu) = χ (f, g) + (A′, B′)(ηu).
(3.53)

Тут

A′ := (A′j,k(x, t,Dx, ∂t))
N
j,k=1, i B′ :=

(
B′j,k(x, t,Dx, ∂t)

)
j=1,...,m
k=1,...,N
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– матричнi диференцiальнi оператори з компонентами

A′j,k(x, t,Dx, ∂t) :=
∑

|α|+2bβ≤2bκk−1

aα,βj,k,1(x, t)D
α
x∂

β
t , (3.54)

B′j,k(x, t,Dx, ∂t) :=
∑

|α|+2bβ≤lj+2bκk−1

bα,βj,k,1(x, t)D
α
x∂

β
t , якщо lj + 2bκk − 1 ≥ 0,

0, якщо lj + 2bκk − 1 < 0,

(3.55)

де всi aα,βj,k,1 ∈ C∞(Ω) i bα,βj,k,1 ∈ C∞(S). Цей оператор неперервно дiє у парi

просторiв

(A′, B′) : Gs,s/(2b);ϕ+ (Ω)→ Hs+1,(s+1)/(2b);ϕ
+ (Ω, S) (3.56)

для кожного s > σ0 − 1. У випадку, коли ϕ ≡ 1 i другi iндекси не є

напiвцiлими, це зразу слiдує з (3.54), (3.55), леми 2.1 i вiдомих властивостей

анiзотропного простору Соболєва Hs,s/(2b)(Ω) (див, наприклад, [41, гл. I,

лема 4, та гл. II, теореми 3 i 7]). Обмеженiсть оператора (3.56) у загальнiй

ситуацiї зразу випливає з цього випадку за допомогою твердження 2.4 та

iнтерполяцiйної теореми 2.5.

З умови (3.48) маємо включення

χ (f, g) ∈ Hσ,σ/(2b);ϕ
+ (Ω, S).

Крiм того, згiдно (3.56) з s := σ − λ, має мiсце iмплiкацiя

u ∈ Gσ−λ,(σ−λ)/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1)

⇒ (A′, B′)(ηu) ∈ Hσ−λ+1,(σ−λ+1)/(2b);ϕ
+ (Ω, S).

Тому, скориставшись (3.53) i наслiдком 3.3 можемо записати

u ∈ Gσ−λ,(σ−λ)/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1)

⇒ (A,B)(χu) ∈ Hσ−λ+1,(σ−λ+1)/(2b);ϕ
+ (Ω, S)

⇒ χu ∈ Gσ−λ+1,(σ−λ+1)/(2b);ϕ
+ (Ω).
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Вiдмiтимо, що тут наслiдок 3.3 застосовний, оскiльки χu ∈ Gσ0,σ0/(2b)+ (Ω) за

умовою теореми, i σ − λ + 1 > σ0. Тим самим, iмплiкацiя (3.52) доведена,

якщо зважити на зроблений вибiр функцiї χ.

Використаємо цю iмплiкацiю для доведення включення u ∈

Gσ,σ/(2b);ϕ+,loc (ω, π1). Розглянемо окремо випадки σ /∈ Z i σ ∈ Z.

Нехай спочатку σ /∈ Z. У цьому випадку iснує цiле число λ0 ≥ 1 таке,

що

σ − λ0 < σ0 < σ − λ0 + 1. (3.57)

Скориставшись iмплiкацiєю (3.52) послiдовно для значень λ := λ0, λ :=

λ0 − 1,..., λ := 1, виводимо необхiдне включення слiдуючим чином:

u ∈ Gσ0,σ0/(2b)+ (Ω) ⊂ Gσ−λ0,(σ−λ0)/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1)

⇒ u ∈ Gσ−λ0+1,(σ−λ0+1)/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1)

⇒ . . . ⇒ u ∈ Gσ,σ/(2b);ϕ+,loc (ω, π1).

Вiдмiтимо, що u ∈ Gσ0,σ0/(2b)+ (Ω) за умовою теореми.

Нехай тепер σ ∈ Z. У цьому випадку не iснує цiлого числа λ0, що

задовольняє (3.57). Але, оскiльки σ− 1/2 /∈ Z i σ− 1/2 > σ0, то, як довели

у попередньому абзацi, правильне включення

u ∈ Gσ−1/2,(σ−1/2)/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1).

Звiдси, скориставшись iмплiкацiєю (3.52) з λ := 1, виводимо потрiбне

включення, а саме:

u ∈ Gσ−1/2,(σ−1/2)/(2b);ϕ
+,loc (ω, π1) ⊂ Gσ−1,(σ−1)/(2b);ϕ

+,loc (ω, π1)

⇒ u ∈ Gσ,σ/(2b);ϕ+,loc (ω, π1).
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Доведення теореми 3.9. Виберемо довiльним чином точку M ∈ ω ∪ π1.

Нехай функцiя χ ∈ C∞(Ω) задовольняє наступнi умови: suppχ ⊂ ω ∪ π1 i

χ = 1 в деякому околi V (M) ⊆ Ω точки M . Згiдно з теоремою 3.8 маємо

включення χu ∈ Gσ,σ/(2b);ϕ+ (Ω), де σ = p + b + n/2 − 2bκk. Це включення

означає, що χuk ∈ Hσ,σ/(2b);ϕ
+ (Ω), де σ = p + b + n/2. Отже, iснує функцiя

w ∈ Hσ,σ/(2b);ϕ(Rn+1) така, що w = χuk = uk на множинi V (M). Згiдно

з лемою 2.3(i), кожна узагальнена частинна похiдна Dα
x∂

β
t w(x, t), де 0 ≤

|α| + 2bβ ≤ p, є неперервною на Rn+1. Таким чином, похiдна Dα
x∂

β
t uk(x, t)

є неперервною в околi V (M) точки M . Оскiльки точка M ∈ ω ∪ π1 є

довiльною, то ця похiдна є неперервною на ω ∪ π1.
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Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi дослiджено характер розв’язностi лiнiйних

параболiчних початково–крайових задач з нульовими початковими

даними Кошi та властивостi регулярностi їх узагальнених розв’язкiв у

гiльбертових анiзотропних просторах Хермандера. Окремо розглянуто

випадки багатовимiрного i двовимiрного параболiчних рiвнянь, а також

систем рiвнянь, параболiчних за Петровським.

Основнi результати третього роздiлу.

1. Встановлено теореми про коректну розв’язнiсть у просторах

Хермандера лiнiйних параболiчних крайових задач з однорiдними

початковими умовами, а саме, доведено, що оператори, породженi

цими задачами, здiйснюють iзоморфiзми мiж вiдповiдними

анiзотропними просторами Хермандера.

2. Встановлено теореми про локальну регулярнiсть у просторах

Хермандера розв’язкiв лiнiйних параболiчних крайових задач з

однорiдними початковими умовами.

3. Знайдено достатнi умови неперервностi узагальнених частинних

похiдних заданого порядку розв’язкiв цих задач.

4. Доведено теореми про iзоморфiзми у просторах Хермандера,

породженi крайовими задачами для параболiчних за Петровським

систем з однорiдними початковими умовами, i встановлено теореми

про локальну регулярнiсть розв’язкiв цих задач у просторах

Хермандера.

Цi результати опублiковано у статтях [20, 21, 23, 71, 77, 79] та висвiтлено у

тезах конференцiй [28–30,81,82].
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РОЗДIЛ 4

ЗАГАЛЬНI ПАРАБОЛIЧНI ЗАДАЧI

У ПРОСТОРАХ ХЕРМАНДЕРА

Цей роздiл присвячено дослiдженню загальних неоднорiдних

лiнiйних параболiчних початково-крайових задач у введених у роздiлi 2

анiзотропних просторах Хермандера Hs,s/(2b);ϕ(·). Буде доведено, що

оператори, вiдповiднi цим задачам, є iзоморфiзмами мiж пiдходящими

просторами Хермандера. В якостi застосування цих результатiв встановимо

теорему про локальне пiдвищення регулярностi узагальнених розв’язкiв

задач. Також буде знайдено новi достатнi умови того, що узагальненi

розв’язки початково–крайових задач є класичними.

Окремо розглянемо випадки багатовимiрного i двовимiрного

параболiчних рiвнянь. Також окремо проведемо дослiдження важливих з

точки зору застосувань задач для параболiчних рiвнянь другого порядку.

4.1. Загальна параболiчна початково-крайова задача

у цилiндрi

Нехай довiльно заданi цiле число n ≥ 2, дiйсне число τ > 0 i обмежена

область G ⊂ Rn з нескiнченно гладкою межею Γ := ∂G. Позначимо Ω :=

G×(0, τ) — вiдкритий цилiндр в Rn+1, S := Γ×(0, τ) — його бiчна поверхня.

Тодi Ω := G× [0, τ ] i S := Γ× [0, τ ] є замикання Ω i S вiдповiдно.
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Розглянемо у цилiндрi Ω таку параболiчну початково–крайову задачу

A(x, t,Dx, ∂t)u(x, t)

≡
∑

|α|+2bβ≤2m

aα,β(x, t)Dα
x∂

β
t u(x, t) = f(x, t)

для всiх x ∈ G i t ∈ (0, τ);

(4.1)

Bj(x, t,Dx, ∂t)u(x, t)
∣∣
S

≡
∑

|α|+2bβ≤mj

bα,βj (x, t)Dα
x∂

β
t u(x, t)

∣∣
S

= gj(x, t)

для всiх x ∈ Γ, t ∈ (0, τ) i j ∈ {1, . . . ,m};

(4.2)

∂kt u(x, t)
∣∣
t=0

= hk(x)

для всiх x ∈ G i k ∈ {0, . . . ,κ − 1}.
(4.3)

Тут b, m i всi mj є довiльно заданi цiлi числа, такi, що

m ≥ b ≥ 1, κ := m/b ∈ Z i mj ≥ 0.

Число 2b називається параболiчною вагою цiєї задачi. Усi коефiцiєнти

лiнiйних диференцiальних виразiв A := A(x, t,Dx, ∂t) i Bj :=

Bj(x, t,Dx, ∂t), де j ∈ {1, . . . ,m} вважаємо нескiнченно гладкими

комплекснозначними функцiями, заданими на Ω i S вiдповiдно; тобто

кожна

aα,β ∈ C∞(Ω) :=
{
w � Ω: w ∈ C∞(Rn+1)

}
i кожна

bα,βj ∈ C∞(S) :=
{
v � S : v ∈ C∞(Γ× R)

}
.

Використовуємо такi позначення Dα
x := Dα1

1 . . . Dαn
n , де Dk := i ∂/∂xk

i ∂t := ∂/∂t для частинних похiдних функцiй, що залежать вiд x =
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(x1, . . . , xn) ∈ Rn i t ∈ R. Тут i це уявна одиниця, α = (α1, ..., αn) є

мультиiндекс, i |α| := α1 + · · ·+αn. У формулах (4.1) i (4.2) та їх аналогах

пiдсумовування ведеться за цiлими невiд’ємними iндексами α1, ..., αn i β,

якi задовольняють умову, вказану пiд знаком суми. Як звичайно, ξα :=

ξα1
1 . . . ξαnn для ξ := (ξ1, . . . , ξn) ∈ Cn.

Нагадаємо [1, § 9, п. 1], що початково–крайова задача (4.1)–(4.3)

називається параболiчною у цилiндрi Ω, якщо виконуються умови 3.1 i 3.2

(див. п. 3.1).
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4.2. Основний результат. Теорема про iзоморфiзми

У цьому пiдроздiлi сформулюємо теорему про iзоморфiзми для

параболiчної задачi (4.1)–(4.3) у просторах Хермандера, введених у

пiдроздiлi 2.2.

Спочатку зауважимо, для того, щоб iснував достатньо регулярний

розв’язок u задачi (4.1)–(4.3), її правi частини повиннi задовольняти

деякi умови узгодження (див., наприклад, [1, § 11] або [17, гл. 4,

§ 5]). Цi умови полягають в тому, що похiднi ∂kt u(x, t)
∣∣
t=0

, якi можна

обчислити з параболiчного рiвняння (4.1) та початкових умов (4.3), повиннi

задовольняти крайовi умови (4.2) та спiввiдношення, що утворюються в

результатi диференцiювання крайових умов по змiннiй t. Для написання

цих умов узгодження використаємо простори Соболєва.

Нехай

σ0 := max{2m,m1 + 1, . . . ,mm + 1}.

Вiдмiтимо, якщо mj ≤ 2m− 1 для всiх j ∈ {1, . . . ,m}, тодi σ0 = 2m.

Пов’яжемо з параболiчною задачею (4.1)–(4.3) лiнiйне вiдображення

u 7→ Λu :=
(
Au,B1u, . . . , Bmu, u�G, . . . , (∂

κ−1
t u)�G

)
, u ∈ C∞(Ω). (4.4)

Нехай s ≥ σ0. Вiдображення (4.4) продовжується єдиним чином (за

неперервнiстю) до лiнiйного обмеженого оператора

Λ : Hs,s/(2b)(Ω) → Hs−2m,(s−2m)/(2b) := Hs−2m,(s−2m)/(2b)(Ω)⊕

⊕
m⊕
j=1

Hs−mj−1/2,(s−mj−1/2)/(2b)(S)⊕
κ−1⊕
k=0

Hs−2bk−b(G).
(4.5)

Це безпосередньо випливає з [41, гл. I, лема 4 i гл. II, теореми 3 та 7].

Виберемо довiльно функцiю u(x, t) з простору Hs,s/(2b)(Ω) i означимо правi
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частини
f ∈ Hs−2m,(s−2m)/(2b)(Ω),

gj ∈ Hs−mj−1/2,(s−mj−1/2)/(2b)(S),

hk ∈ Hs−2bk−b(G)

для всiх j ∈ {1, . . . ,m} i k ∈ {0, . . . ,κ − 1}

(4.6)

задачi за формулою

(f, g1, ..., gm, h0, ..., hκ−1) := Λu

за допомогою цього обмеженого оператора.

Умови узгодження на функцiї f , gj i hk природно виникають так.

Згiдно з [41, гл. II, теорема 7], означенi за замиканням слiди ∂ kt u(·, 0) ∈

Hs−2bk−b(G) для всiх k ∈ Z таких, що 0 ≤ k < s/(2b) − 1/2 (i лише для

таких k). Цi слiди можна виразити з рiвняння (4.1) та початкових даних

(4.3) через функцiї f i hk у такий спосiб.

Умова параболiчностi 3.1 (див. п. 3.1) у випадку ξ = 0 i p = 1 означає,

що коефiцiєнт a(0,...,0),κ(x, t) 6= 0 для всiх x ∈ G i t ∈ [0, τ ]. Тому параболiчне

рiвняння (3.1) можна розв’язати вiдносно ∂κt u(x, t); а саме, запишемо

∂κt u(x, t) =
∑

|α|+2bβ≤2m,
β≤κ−1

aα,β0 (x, t)Dα
x∂

β
t u(x, t)

+ (a(0,...,0),κ(x, t))−1f(x, t)

(4.7)

для деяких функцiй aα,β0 ∈ C∞(Ω). З умов (4.3), рiвностi (4.7) та рiвностей,

одержаних з неї шляхом диференцiювання k−κ разiв (при κ < k < s/(2b)−

1/2, якщо такi цiлi k iснують) по змiннiй t отримуємо рекурентну формулу
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для слiдiв ∂ kt u(x, 0):

∂ kt u(x, 0) = hk(x) якщо k ∈ {0, . . . ,κ − 1},

∂ kt u(x, 0) =
∑

|α|+2bβ≤2m,
β≤κ−1

k−κ∑
q=0

(
k − κ
q

)
∂ k−κ−qt aα,β0 (x, 0)Dα

x∂
β+q
t u(x, 0)+

+ ∂ k−κt

(
(a(0,...,0),κ(x, 0))−1f(x, 0)

)
якщо k ≥ κ

(4.8)

для кожного k ∈ Z такого, що 0 ≤ k < s/(2b)−1/2. Цi рiвностi виконуються

для майже всiх x ∈ G.

Окрiм того, згiдно з [41, гл. II, теорема 7], для кожного j ∈ {1, . . . ,m}

означенi за замиканням слiди ∂ kt gj(·, 0) ∈ Hs−mj−1/2−2bk−b(Γ) для всiх k ∈ Z

таких, що 0 ≤ k < (s −mj − 1/2 − b)/(2b) (i тiльки таких k). Ми можемо

виразити цi слiди через функцiю u(x, t) та її похiднi по часу; а саме,

∂kt gj(x, 0) =
(
∂ktBju(x, t)

)
|t=0

=
∑

|α|+2bβ≤mj

k∑
q=0

(
k

q

)
∂ k−qt bα,βj (x, 0)Dα

x∂
β+q
t u(x, 0)

(4.9)

для майже всiх x ∈ Γ. Тут всi функцiї u(x, 0), ∂tu(x, 0),..., ∂ [mj/(2b)]+k
t u(x, 0)

змiнної x ∈ G виражаються через функцiї f(x, t) i hk(x) за рекурентною

формулою (4.8). Тут i нижче вираз [a] позначає цiлу частину числа a.

Пiдставляючи (4.8) у праву частину формули (4.9), ми отримаємо умови

узгодження

∂ kt gj �Γ = Bj,k[v0, . . . , v[mj/(2b)]+k]

з k ∈ Z i 0 ≤ k <
s−mj − 1/2− b

2b
i j ∈ {1, . . . ,m}.

(4.10)
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Тут функцiї v0, ..., v[mj/(2b)]+k для зазначених j i k означенi на G за

рекурентною формулою

vk(x) := hk(x) якщо k ∈ {0, . . . ,κ − 1},

vk(x) :=
∑

|α|+2bβ≤2m,
β≤κ−1

k−κ∑
q=0

(
k − κ
q

)
∂ k−κ−qt aα,β0 (x, 0)Dα

xvβ+q(x)+

+ ∂ k−κt

(
(a(0,...,0),κ(x, 0))−1f(x, 0)

)
якщо k ≥ κ;

(4.11)

(цi спiввiдношення виконуються для майже всiх x ∈ G) i ми поклали

Bj,k[v0, . . . , v[mj/(2b)]+k] =
∑

|α|+2bβ≤mj

k∑
q=0

(
k

q

)
∂ k−qt bα,βj (x, 0)Dα

xvβ+q(x)

для майже всiх x ∈ Γ. Тут розглядаємо функцiї Dα
xvβ+q(x) змiнної x ∈ Γ

як слiди функцiй Dα
xvβ+q ∈ Hs−b−2b(β+q)−|α|(G) на Γ. Вiдмiтимо, що

vk ∈ Hs−b−2bk(G) для кожного k ∈ Z ∩ [0, s/(2b)− 1/2) (4.12)

завдяки (4.6). Таким чином,

Bj,k[v0, . . . , v[mj/(2b)]+k] ∈ H
s−mj−2bk−b−1/2(Γ)

згiдно з (4.12) i s−mj − 2bk− b− 1/2 > 0. Отже, умови узгодження (4.10)

є коректно поставленими.

Зауважимо, якщо s ≤ min{mj}+ b+ 1/2, то умови узгодження у задачi

вiдсутнi.

Покладемо

E := {σ0 + r − 1/2 : 1 ≤ r ∈ Z}.

Зауважимо, що E – це множина всiх можливих розривiв функцiї, яка

визначає кiлькiсть умов узгодження (4.10) в залежностi вiд s ≥ σ0.
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Основний результат для параболiчної задачi (4.1)–(4.3) полягає в

тому, що лiнiйне вiдображення (4.4) продовжується єдидиним чином (за

неперервнiстю) до iзоморфiзму мiж вiдповiдними парами функцiональних

просторiв Хермандера. Вкажемо цi простори. Виберемо довiльно дiйсне

число s > σ0 i функцiональний параметр ϕ ∈ M або виберемо s = σ0

i ϕ ≡ 1. Вiзьмемо Hs,s/(2b);ϕ(Ω) як вихiдний простiр цього iзоморфiзму;

iншими словами, Hs,s/(2b);ϕ(Ω) виступає як простiр розв’язкiв u задачi. Для

введення другого простору дiї iзоморфiзму розглянемо гiльбертiв простiр

Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ :=

Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ(Ω)⊕
m⊕
j=1

Hs−mj−1/2,(s−mj−1/2)/(2b);ϕ(S)

⊕
κ−1⊕
k=0

Hs−2bk−b;ϕ(G).

У соболєвському випадку ϕ ≡ 1 цей простiр збiгається з простором

в який дiє обмежений оператор (4.5). Другий простiр дiї iзоморфiзму

вкладений у Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ. Будемо позначати його Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ.

Дамо означення цього простору окремо для випадку s /∈ E i для випадку

s ∈ E.

Нехай спочатку s /∈ E. За означенням, лiнiйний простiр

Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ складається з усiх вектор–функцiй

F =
(
f, g1, . . . , gm, h0, . . . , hκ−1

)
∈ Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ,

якi задовольняють умови узгодження (4.10). Як вже зазначалось ранiше,

цi умови є коректно поставленими у випадку просторiв Соболєва, зокрема,

для кожного F ∈ Hs−2m−ε,(s−2m−ε)/(2b) для достатньо малого ε > 0 (або

ε = 0, якщо s = σ0 i ϕ ≡ 1). Отже, вони також є коректно поставленими
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для кожного F ∈ Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ завдяки неперервному вкладанню

Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ ↪→ Hs−2m−ε,(s−2m−ε)/(2b). (4.13)

Останнє безпосередньо випливає з (2.11) та (2.12). Таким чином, наше

означення є коректним.

Надiлимо лiнiйний простiр Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ скалярним добутком

i нормою з гiльбертового простору Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ. Простiр

Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ є повним, тобто гiльбертовим. Дiйсно, якщо число

ε > 0 достатньо мале, то

Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ = Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ ∩Qs−2m−ε,(s−2m−ε)/(2b).

Тут простiр Qs−2m−ε,(s−2m−ε)/(2b) є повним, оскiльки диференцiальнi

оператори та слiди операторiв, що використовуються в умовах узгодження,

є обмеженими у вiдповiдних парах просторiв Соболєва. Тому простiр,

що стоїть у правiй частинi цiєї рiвностi є повним вiдносно суми

норм у просторах-компонентах перетину; ця сума еквiвалентна нормi у

Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ на пiдставi (4.13). Таким чином, простiрQs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ

є повним (вiдносно останньої норми).

Якщо s ∈ E, то означаємо гiльбертовий простiр Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ за

допомогою iнтерполяцiї пари тiльки що введених аналогiв цього простору.

А саме, покладемо

Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ :=[
Qs−2m−ε,(s−2m−ε)/(2b);ϕ,Qs−2m+ε,(s−2m+ε)/(2b);ϕ

]
1/2
.

(4.14)

Тут число ε ∈ (0, 1/2) вибрано довiльно, а права частина рiвностi

є результатом iнтерполяцiї записаної пари гiльбертових просторiв з

числовим параметром 1/2. Про таку iнтерполяцiю йшлося у п. 2.4.
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Гiльбертовий простiр Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ, означений формулою (4.14) не

залежить вiд вибору числа ε з точнiстю до еквiвалентностi норм

i є неперервно вкладеним у Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ. Це буде показано у

зауваженнi 4.1 у п. 4.4 зразу пiсля доведення теореми 4.1.

Теорема 4.1. Для довiльного дiйсного числа s > σ0 i довiльного

функцiонального параметра ϕ ∈ M вiдображення (4.4) продовжується

єдиним чином (за неперервнiстю) до iзоморфiзму

Λ : Hs,s/(2b);ϕ(Ω)↔ Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ. (4.15)

Ця теорема є вiдомою у соболєвському випадку ϕ ≡ 1. А саме, вона

мiститься у результатi М. С. Аграновiча i М. I. Вiшiка [1, теорема 12.1] у

випадку s/(2b) ∈ Z, який покривається результатом М. В. Житарашу [7,

теорема 9.1]. Вiдмiтимо, що цi результати включають граничний випадок

s = σ0. У загальнiй ситуацiї ϕ ∈ M виведемо теорему 4.1 iз соболєвського

випадку (результату М. В.Житарашу [7, теорема 9.1]) шляхом iнтерполяцiї

з функцiональним параметром пар гiльбертових просторiв Соболєва. Це

буде зроблено у п. 4.4.

Вiдмiтимо, що необхiднiсть означати простiр Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ окремо

для випадку s ∈ E обумовлена наступним: якщо означити цей простiр для

s ∈ E у той же спосiб, що i для s /∈ E, то iзоморфiзм (4.15) порушується

щонайменше для ϕ ≡ 1. Це випливає з результату Солоннiкова [44, § 6],

див. також [68, зауваження 6.4].
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4.3. Регулярнiсть узагальнених розв’язкiв

Як випливає з результату М. В. Житарашу [7, теорема 9.1], для кожної

функцiї

(f, g1, . . . , gm, h0, . . . , hκ−1) ∈ Qσ0−2m,(σ0−2m)/(2b) (4.16)

параболiчна задача (4.1)–(4.3) має єдиний розв’язок u ∈ Hσ0,σ0/(2b)(Ω).

Функцiю u називаємо (сильним) узагальненим розв’язком цiєї задачi iз

правою частиною (4.16).

Обговоримо тепер властивостi регулярностi цього розв’язку у просторах

Хермандера. Наступний результат випливає з теореми 4.1.

Наслiдок 4.1. Припустимо, що u ∈ Hσ0,σ0/(2b)(Ω) є узагальненим

розв’язком параболiчної задачi (4.1)–(4.3), правi частини якої

задовольняють умову

(f, g1, . . . , gm, h0, . . . , hκ−1) ∈ Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ

для деяких s > σ0 i ϕ ∈M. Тодi u ∈ Hs,s/(2b);ϕ(Ω).

Зауважимо, що додаткова регулярнiсть ϕ правих частин

успадковується розв’язком задачi.

Тепер сформулюємо локальний аналог цього результату. Нехай U є

вiдкритою множиною в Rn+1, такою що U ∩Γ = ∅. Нехай ω := U ∩Ω 6= ∅,

π1 := U ∩∂Ω, π2 := U ∩S i π3 := U ∩G. Введемо необхiднi локальнi аналоги

просторiв Hs,sγ;ϕ(Ω), Hs,sγ;ϕ(S) i Hs;ϕ(G) з γ = 1/(2b) i ϕ ∈M.

Позначимо через Hs,sγ;ϕ
loc (ω, π1), де s ≥ 0, лiнiйний простiр усiх

розподiлiв u в областi Ω таких, що χu ∈ Hs,sγ;ϕ(Ω) для кожної функцiї

χ ∈ C∞(Ω) iз suppχ ⊂ ω ∪ π1. Топологiя у цьому просторi задається

напiвнормами

u 7→ ‖χu‖Hs,sγ;ϕ(Ω),
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де χ – довiльна вище згадана функцiя. Аналогiчно, позначимо через

Hs,sγ;ϕ
loc (π2), де s > 0, лiнiйний простiр усiх розподiлiв v на S таких, що

χv ∈ Hs,sγ;ϕ(S) для кожної функцiї χ ∈ C∞(S) iз suppχ ⊂ π2. Топологiя у

цьому просторi задається напiвнормами

v 7→ ‖χv‖Hs,sγ;ϕ(S),

де χ – довiльна тiльки згадана функцiя. Нарештi, позначимо черезHs;ϕ
loc (π3),

де s ≥ 0, лiнiйний простiр усiх розподiлiв w на G таких, що χw ∈ Hs;ϕ(G)

для кожної функцiї χ ∈ C∞(G) iз suppχ ⊂ π3. Топологiя у цьому просторi

задається напiвнормами

w 7→ ‖χw‖Hs;ϕ(G),

де χ – довiльна тiльки згадана функцiя.

Теорема 4.2. Нехай u ∈ Hσ0,σ0/(2b)(Ω) є узагальненим розв’язком

параболiчної задачi (4.1)–(4.3) з правими частинами (4.16). Припустимо,

що

f ∈ Hσ−2m,(σ−2m)/(2b);ϕ
loc (ω, π1), (4.17)

gj ∈ H
σ−mj−1/2,(σ−mj−1/2)/(2b);ϕ
loc (π2) для всiх j ∈ {1, . . . ,m}, (4.18)

hk ∈ Hσ−2bk−b;ϕ
loc (π3) для всiх k ∈ {0, . . . ,κ − 1}, (4.19)

для деяких σ > σ0 i ϕ ∈M. Тодi u ∈ Hσ,σ/(2b);ϕ
loc (ω, π1).

У випадку, коли π1 = ∅, теоерма 4.2 стверджує, що регулярнiсть

розв’язку пiдвищується в околах внутрiшнiх точок замкненої областi Ω.
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Якщо π3 = ∅ то ця теорема стверджує про пiдвищення регулярностi

розв’язку при t > 0 i є наслiдком теореми 3.2. Якщо π1 = ∂Ω \ Γ, π2 = S,

π3 = G, то пiдвищення регулярностi розв’язку вiдбувається на множинi

Ω \ Γ.

Вiдмiтимо, що ця теорема є новою i у випадку анiзотропних просторiв

Соболєва (ϕ ≡ 1).

У наступному пiдроздiлi виведемо теорему 4.2 з теореми 4.1.
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4.4. Доведення теорем пiдроздiлiв 4.2 i 4.3

Для доведення теореми 4.1 нам знадобиться версiя iнтерполяцiйної

теореми 2.6 для просторiв Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ, якi зустрiчаються у

iзоморфiзмi (4.15). З означення цих просторiв випливає, що iнтерполяцiйна

формула для них потрiбна лише у випадку, коли s /∈ E. Тому розглянемо

такi iнтервали

J0 = (σ0, σ0 + 1/2), Jr = (σ0 + r − 1/2, σ0 + r + 1/2), з 1 ≤ r ∈ Z

змiни величини s.

Лема 4.1. Нехай 1 ≤ r ∈ Z. Припустимо, що дiйснi числа s0, s, s1 ∈

Jr−1 задовольняють нерiвностi s0 < s < s1 i що ϕ ∈ M. Визначимо

iнтерполяцiйний параметр ψ ∈ B формулою (2.27). Тодi правильна така

рiвнiсть просторiв

Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ =
[
Qs0−2m,(s0−2m)/(2b),Qs1−2m,(s1−2m)/(2b)

]
ψ

(4.20)

з точнiстю до еквiвалентностi норм.

Доведення. Нагадаємо, що Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ i Qsλ−2m,(sλ−2m)/(2b) з

λ ∈ {0, 1} є пiдпросторами гiльбертових просторiв Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ

i Hsλ−2m,(sλ−2m)/(2b) вiдповiдно. Згiдно з твердженнями 2.4, 2.6 i теоремою

2.6 отримаємо наступне:

[
Hs0−2m,(s0−2m)/(2b),Hs1−2m,(s1−2m)/(2b)

]
ψ

=
[
Hs0−2m,(s0−2m)/(2b)(Ω)⊕

m⊕
j=1

Hs0−mj−1/2,(s0−mj−1/2)/(2b)(S)

⊕
κ−1⊕
k=0

Hs0−2bk−b(G),
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Hs1−2m,(s1−2m)/(2b)(Ω)⊕
m⊕
j=1

Hs1−mj−1/2,(s1−mj−1/2)/(2b)(S)

⊕
κ−1⊕
k=0

Hs1−2bk−b(G)
]
ψ

=
[
Hs0−2m,(s0−2m)/(2b)(Ω), Hs1−2m,(s1−2m)/(2b)(Ω)

]
ψ

⊕
m⊕
j=1

[
Hs0−mj−1/2, (s0−mj−1/2)/(2b)(S), Hs1−mj−1/2, (s1−mj−1/2)/(2b)(S)

]
ψ

⊕
κ−1⊕
k=0

[
Hs0−2bk−b(G), Hs1−2bk−b(G)

]
ψ

= Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ(Ω)⊕
m⊕
j=1

Hs−mj−1/2,(s−mj−1/2)/(2b);ϕ(S)

⊕
κ−1⊕
k=0

Hs−2bk−b;ϕ(G)

= Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ.

Отже,

[
Hs0−2m,(s0−2m)/(2b),Hs1−2m,(s1−2m)/(2b)

]
ψ

= Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ (4.21)

з еквiвалентнiстю норм.

Виведемо необхiдну формулу (4.20) з (4.21) за допомогою

твердження 2.3. Для цього нам потрiбно представити лiнiйне вiдображення

P на Hs0−2m,(s0−2m)/(2b) таке, що P є проектором простору Hsλ−2m,(sλ−2m)/(2b)

на його пiдпростiр Qsλ−2m,(sλ−2m)/(2b) для кожного λ ∈ {0, 1}. Якщо у нас

є це вiдображення, ми отримаємо

[
Qs0−2m,(s0−2m)/(2b),Qs1−2m,(s1−2m)/(2b)

]
ψ

=
[
Hs0−2m,(s0−2m)/(2b),Hs1−2m,(s1−2m)/(2b)

]
ψ
∩Qs0−2m,(s0−2m)/(2b)

= Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ ∩Qs0−2m,(s0−2m)/(2b)
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= Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ

завдяки твердженню 2.3, формулi (4.21) та умовам s0, s ∈ Jr−1 i s0 < s.

Зауважимо, що з цих умов випливає остання рiвнiсть, оскiльки елементи

просторiв Qs0−2m,(s0−2m)/(2b) i Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ задовольняють однi i тi самi

умови узгодження i оскiльки Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ неперервно вкладений у

Hs0−2m,(s0−2m)/(2b).

Побудуємо вище згадане вiдображення P за допомогою теореми 2.7.

Для кожного j ∈ {1, . . . ,m} покладемо

qr,j :=

[
σ0 + r −mj − 1− b

2b

]
=

[
s−mj − 1/2− b

2b

]
(тут [a] означає цiлу частину числа a). Для даної вектор–функцiї

F :=
(
f, g1, . . . , gm, h0, . . . , hκ−1

)
∈ Hs0−2m,(s0−2m)/(2b)

покладемо

g∗j := gj якщо qr,j < 0;

g∗j := gj + T (wj,0, . . . , wj,qr,j) якщо qr,j ≥ 0

для всiх j ∈ {1, . . . ,m}. Тут

wj,0 = Bj,0[v0, . . . , v[mj/(2b)]]− gj �Γ,

. . .

wj,qr,j = Bj,qr,j [v0, . . . , v[mj/(2b)]+qr,j ]− ∂
qr,j
t gj �Γ,

функцiї

vk ∈ Hs0−b−2bk(G) з k = 0, . . . ,max{[mj/(2b)] + qr,j}

визначенi рекурентною формулою (4.11), i вiдображення T взяте з

теореми 2.7.
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Лiнiйне вiдображення P : F 7→ F ∗ з

F ∗ := (f, g∗1, ..., g
∗
m, h0, ..., hκ−1),

визначене на всiх векторах F ∈ Hs0−2m,(s0−2m)/(2b), є шуканим. Дiйсно, його

звуження на кожний простiр Hsλ−2m,(sλ−2m)/(2b) з λ ∈ {0, 1}, є обмеженим

оператором на цьому просторi. Це безпосередньо випливає з теореми 2.7, в

якiй взяли s := sλ−mj−1/2 для кожного j ∈ {1, . . . ,m}. Бiльш того, якщо

F ∈ Qsλ−2m,(sλ−2m)/(2b), то PF = F завдяки умовам узгодження (4.10).

Нам також будуть потрiбнi такi двi леми, якими скористаємось при

доведеннi теорем 4.1 i 4.2 у випадку s ∈ E.

Лема 4.2. Нехай дiйснi числа s i ε такi, що s > ε > 0, i нехай ϕ ∈M.

Тодi правильна рiвнiсть просторiв

Hs,s/(2b);ϕ(V ) =
[
Hs−ε,(s−ε)/(2b);ϕ(V ), Hs+ε,(s+ε)/(2b);ϕ(V )

]
1/2

(4.22)

з точнiстю до еквiвалентностi норм. Тут V ∈ {Ω, S}.

Доведення. Виберемо дiйсне δ > 0 таке, що s − ε − δ > 0. Згiдно з

теоремою 2.6 маємо рiвностi

Hs−ε,(s−ε)/(2b);ϕ(V ) =
[
Hs−ε−δ,(s−ε−δ)/(2b)(V ), Hs+ε+δ,(s+ε+δ)/(2b)(V )

]
α

i

Hs+ε,(s+ε)/(2b);ϕ(V ) =
[
Hs−ε−δ,(s−ε−δ)/(2b)(V ), Hs+ε+δ,(s+ε+δ)/(2b)(V )

]
β
.

Тут iнтерполяцiйнi параметри α i β визначенi формулами

α(r) := rδ/(2ε+2δ)ϕ(r1/(2ε+2δ)),

β(r) := r(2ε+δ)/(2ε+2δ)ϕ(r1/(2ε+2δ)) якщо r ≥ 1
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i α(r) = β(r) := 1 якщо 0 < r < 1. Тому, завдяки твердженню 2.5 i

теоремi 2.6, отримаємо

[
Hs−ε,(s−ε)/(2b);ϕ(V ), Hs+ε,(s+ε)/(2b);ϕ(V )

]
1/2

=
[[
Hs−ε−δ,(s−ε−δ)/(2b)(V ), Hs+ε+δ,(s+ε+δ)/(2b)(V )

]
α
,[

Hs−ε−δ,(s−ε−δ)/(2b)(V ), Hs+ε+δ,(s+ε+δ)/(2b)(V )
]
β

]
1/2

=
[
Hs−ε−δ,(s−ε−δ)/(2b)(V ), Hs+ε+δ,(s+ε+δ)/(2b)(V )

]
ω

= Hs,s/(2b);ϕ(V ).

Тут iнтерполяцiйний параметр ω визначений за формулами

ω(r) := α(r)(β(r)/α(r))1/2 = r1/2ϕ(r1/(2ε+2δ)) якщо r ≥ 1

i ω(r) := 1 якщо 0 < r < 1. Таким чином, (4.22) доведено.

Лема 4.3. Нехай дiйснi числа s i ε такi, що s−ε > σ0, i нехай ϕ ∈M.

Тодi правильна рiвнiсть просторiв

Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ

=
[
Hs−2m−ε,(s−2m−ε)/(2b);ϕ,Hs−2m+ε,(s−2m+ε)/(2b);ϕ

]
1/2

(4.23)

з точнiстю до еквiвалентностi норм.

Доведення. Рiвнiсть (4.23) випливає з твердження 2.4, формули (4.22) та

її аналога для iзотропних просторiв Hs;ϕ(G) (див. [101, лема 4.3]). Дiйсно,

[
Hs−2m−ε,(s−2m−ε)/(2b);ϕ,Hs−2m+ε,(s−2m+ε)/(2b);ϕ

]
1/2

=
[
Hs−2m−ε,(s−2m−ε)/(2b);ϕ(Ω)⊕

m⊕
j=1

Hs−mj−1/2−ε,(s−mj−1/2−ε)/(2b);ϕ(S)

⊕
κ−1⊕
k=0

Hs−2bk−b−ε;ϕ(G),
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Hs−2m+ε,(s−2m+ε)/(2b);ϕ(Ω)⊕
m⊕
j=1

Hs−mj−1/2+ε,(s−mj−1/2+ε)/(2b);ϕ(S)

⊕
κ−1⊕
k=0

Hs−2bk−b+ε;ϕ(G)
]

1/2

=
[
Hs−2m−ε,(s−2m−ε)/(2b);ϕ(Ω), Hs−2m+ε,(s−2m+ε)/(2b);ϕ(Ω)

]
1/2

⊕
m⊕
j=1

[
Hs−mj−1/2−ε, (s−mj−1/2−ε)/(2b);ϕ(S), Hs−mj−1/2+ε, (s−mj−1/2+ε)/(2b);ϕ(S)

]
1/2

⊕
κ−1⊕
k=0

[
Hs−2bk−b−ε;ϕ(G), Hs−2bk−b+ε;ϕ(G)

]
1/2

= Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ(Ω)⊕
m⊕
j=1

Hs−mj−1/2,(s−mj−1/2)/(2b);ϕ(S)

⊕
κ−1⊕
k=0

Hs−2bk−b;ϕ(G) = Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ.

Таким чином, (4.23) доведено.

Тепер доведемо теореми 4.1 i 4.2.

Доведення теореми 4.1. Як зазначалось у попередньому пiдроздiлi,

теорему 4.1 виведемо iз соболєвського випадку ϕ ≡ 1, а саме, з

результату М. В. Житарашу [7, теорема 9.1]. У згаданiй роботi [7]

простiр Qs−2m,(s−2m)/(2b) означений дещо в iнший, нiж у п. 4.2 спосiб.

А саме, використовується iнша форма умов узгодження (4.10). Тому

покажемо еквiвалентнiсть цих означень простору Qs−2m,(s−2m)/(2b) (з

точнiстю до еквiвалентностi норм). Спочатку зробимо це для s ≥ σ0

таких, що s + 1/2 /∈ Z i s/(2b) + 1/2 /∈ Z. Цього достатньо для доведення

теореми 4.1. Еквiвалентнiсть означень для решти s ≥ σ0 буде випливати

безпосередньо з iзоморфiзму (4.15).

Запишемо умови узгодження вектора правих частин задачi, що

використовуються для означення простору Qs−2m,(s−2m)/(2b) в роботi [7]
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(див., наприклад, [1, §11] або [62, п.5.1.1, означення 5.2]). Нехай s ≥ σ0,

s+ 1/2 /∈ Z i s/(2b) + 1/2 /∈ Z. Вектор-функцiя

F :=
(
f, g1, ..., gm, h0, ..., hκ−1

)
∈ Hs−2m,(s−2m)/(2b)

задовольняє умови узгодження правих частин задачi (4.1) – (4.3), якщо для

F iснує функцiя v = v(x, t) класу Hs,s/(2b)(Ω) така, що

f − Av ∈ Hs−2m,(s−2m)/(2b)
+ (Ω), (4.24)

gj −Bjv ∈ H
s−mj−1/2,(s−mj−1/2)/(2b)
+ (S) для всiх j ∈ {1, . . . ,m}, (4.25)

hk = ∂kt v
∣∣
t=0

для всiх k ∈ {0, . . . ,κ − 1}. (4.26)

Згiдно з лемою 2.1 перепишемо (4.24) i (4.25) у виглядi

∂kt (f − Av)
∣∣
t=0

= 0 для майже всiх x ∈ G

для всiх k ∈ Z таких, що 0 ≤ k < (s− 2m)/2b− 1/2.
(4.27)

∂kt (gj −Bjv)
∣∣
t=0

= 0 для майже всiх x ∈ Γ

для всiх j ∈ {1, . . . ,m}

i всiх k ∈ Z таких, що 0 ≤ k < (s−mj − 1/2− b)/2b.

(4.28)

Тепер покажемо еквiвалентнiсть умов узгодження, зазначених вище i

умов узгодження (4.10). Нехай спочатку iснує v ∈ Hs,s/(2b)(Ω) така, що

правильнi рвiностi (4.26), (4.27) i (4.28). Рiвностi (4.26) i (4.27) являють

собою еквiвалентну форму запису рiвностей (4.11), де

vk(x) =∂ kt v(x, 0) для майже всiх x ∈ G

для всiх k ∈ Z таких, що 0 ≤ k < s/(2b)− 1/2.
(4.29)

Тому з (4.28) випливає (4.10).
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Навпаки, нехай правильнi рiвностi (4.10). Тодi рiвностi (4.11)

визначають вектор-функцiю

V = (v0, ..., vr) ∈
r⊕

k=0

Hs−2bk−b(G),

де r = [s/(2b)−1/2]. Для V iснує (див. [41, гл. 2, теорема 10]) така функцiя

v ∈ Hs,s/(2b)(Ω), що правильно (4.29). З означення V , (4.29) та зазначеної

вище еквiвалентностi (4.11) i ((4.26), (4.27)) випливає, що ця функцiя

v задовольняє рiвностi (4.26) i (4.27). Також функцiя v задовольняє

(4.28), оскiльки правильно (4.10). Отже, еквiвалентнiсть вiдповiдних умов

узгодженння, а значить вiдповiдних означень просторуQs−2m,(s−2m)/(2b) для

зазначених вище s встановлена.

Нехай s > σ0 i ϕ ∈ M. Спочатку розглянемо випадок s /∈ E. Тодi

s ∈ Jr−1 для певного цiлого r. Виберемо числа s0, s1 ∈ Jr−1 так, що

s0/(2b) + 1/2 /∈ Z, s1/(2b) + 1/2 /∈ Z i s0 < s < s1. Згiдно з результатом

М. В. Житарашу [7, теорема 9.1], вiдображення (4.4) продовжується

єдиним чином (за неперервнiстю) до iзоморфiзмiв

Λ : Hsj ,sj/(2b)(Ω)↔ Qsj−2m,(sj−2m)/(2b) для кожного j ∈ {0, 1}. (4.30)

Нехай ψ є iнтерполяцiйним параметром (2.27). Тодi звуження оператора

(4.30) з j = 0 на простiр[
Hs0,s0/(2b)(Ω), Hs1,s1/(2b)(Ω)

]
ψ

= Hs,s/(2b);ϕ(Ω)

є iзоморфiзмом

Λ : Hs,s/(2b);ϕ(Ω)↔
[
Qs0−2m,(s0−2m)/(2b),Qs1−2m,(s1−2m)/(2b)

]
ψ

= Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ.
(4.31)

Тут рiвностi просторiв є правильними з точнiстю до еквiвалентностi

норм завдяки теоремi 2.6 i лемi 4.1. Оператор (4.31) є продовженням за
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неперервнiстю вiдображення (4.4) оскiльки множина C∞(Ω) є щiльною у

Hs,s/(2b);ϕ(Ω). Отже, у розглядуваному випадку теорема 4.1 доведена.

Розглянемо тепер випадок s ∈ E. Виберемо довiльно число ε ∈ (0, 1/2).

Оскiльки s± ε /∈ E i s− ε > σ0, то маємо iзоморфiзми

Λ : Hs±ε,(s±ε)/(2b);ϕ(Ω)↔ Qs±ε−2m,(s±ε−2m)/(2b);ϕ. (4.32)

З них випливає, що вiдображення (4.4) продовжується єдиним чином (за

неперервнiстю) до iзоморфiзму

Λ :
[
Hs−ε,(s−ε)/(2b);ϕ(Ω), Hs+ε,(s+ε)/(2b);ϕ(Ω)

]
1/2

↔
[
Qs−ε−2m,(s−ε−2m)/(2b);ϕ,Qs+ε−2m,(s+ε−2m)/(2b);ϕ

]
1/2

= Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ.

(4.33)

Нагадаємо, що остання рiвнiсть є означенням простору Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ.

Для завершення доведення залишилось у (4.33) застосувати лему 4.2 для

V = Ω.

Зауваження 4.1. Простiр, означений формулою (4.14) не залежить

вiд вибору числа ε ∈ (0, 1/2) з точнiстю до еквiвалентностi норм. Дiйсно,

нехай s ∈ E; тодi, згiдно з теоремою 4.1, маємо iзоморфiзм

Λ : Hs,s/(2b);ϕ(Ω)↔
[
Qs−2m−ε,(s−2m−ε)/(2b);ϕ,Qs−2m+ε,(s−2m+ε)/(2b);ϕ

]
1/2

для кожного 0 < ε < 1/2. Це означає необхiдну незалежнiсть.

Доведення теореми 4.2. Спочатку покажемо, що з умов (4.17)–(4.19) цiєї

теореми випливає правильнiсть iмплiкацiї

u ∈ Hσ−λ,(σ−λ)/(2b);ϕ
loc (ω, π1) ⇒ u ∈ Hσ−λ+1,(σ−λ+1)/(2b);ϕ

loc (ω, π1) (4.34)

для кожного цiлого λ ≥ 1, такого що σ − λ+ 1 > σ0.
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Виберемо довiльну функцiю χ ∈ C∞(Ω) з suppχ ⊂ ω ∪ π1. Для χ

iснує функцiя η ∈ C∞(Ω) така, що supp η ⊂ ω ∪ π1 i η = 1 в околi

suppχ. Переставляючи диференцiальнi оператори A, Bj i ∂kt з оператором

множення на χ, можемо записати

Λ(χu) = Λ(χηu) = χΛ(ηu) + Λ′(ηu)

= χΛu+ Λ′(ηu) = χ (f, g1, . . . , gm, h0, . . . , hκ−1) + Λ′(ηu).
(4.35)

Тут

Λ′ := (A′, B′1, . . . , B
′
m, C

′
0, . . . C

′
κ−1)

це диференцiальний оператор з компонентами

A′(x, t,Dx, ∂t) =
∑

|α|+2bβ≤2m−1

aα,β1 (x, t)Dα
x∂

β
t , (4.36)

B′j(x, t,Dx, ∂t) =
∑

|α|+2bβ≤mj−1

bα,βj,1 (x, t)Dα
x∂

β
t , j = 1, . . . ,m (4.37)

i

C ′0 = 0, C ′k(x, t, ∂t) =
k−1∑
l=0

cl, k(x, t) ∂
l
t , k = 1, . . . ,κ − 1, (4.38)

де всi aα,β1 ∈ C∞(Ω), bα,βj,1 ∈ C∞(S) i cl, k ∈ C∞(G). Цей оператор неперервно

дiє у парi просторiв

Λ′ : Hs,s/(2b);ϕ(Ω)→ Hs+1−2m,(s+1−2m)/(2b);ϕ (4.39)

для кожного s > σ0 − 1. У випадку, коли ϕ ≡ 1 це зразу слiдує з (4.36),

(4.37), (4.38) i вiдомих властивостей анiзотропного простору Соболєва

Hs,s/(2b)(Ω) (див, наприклад, [41, гл. I, лема 4, та гл. II, теореми 3 i 7]).

Обмеженiсть оператора (4.39) у загальнiй ситуацiї зразу випливає з цього

випадку за допомогою iнтерполяцiйної теореми 2.6 i твердження 2.6 з

W = G.



210

З умов (4.17), (4.18) i (4.19) отримаємо включення

χ (f, g1, . . . , gm, h0, . . . , hκ−1) ∈ Hσ−2m,(σ−2m)/(2b);ϕ.

Крiм того, згiдно (4.39) з s := σ − λ, має мiсце iмплiкацiя

u ∈ Hσ−λ,(σ−λ)/(2b);ϕ
loc (ω, π1)

⇒ Λ′(ηu) ∈ Hσ−λ+1−2m,(σ−λ+1−2m)/(2b);ϕ.

Тому, скориставшись (4.35), можемо записати

u ∈ Hσ−λ,(σ−λ)/(2b);ϕ
loc (ω, π1)

⇒ Λ(χu) ∈ Hσ−λ+1−2m,(σ−λ+1−2m)/(2b);ϕ.
(4.40)

Тепер покажемо, що для довiльного s > σ0 з включення Λ(χu) ∈

Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ i зробленого вибору функцiї χ випливає включення

Λ(χu) ∈ Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ. (4.41)

Попередньо вiдмiтимо, що оскiльки dist(suppχ,Γ) > 0, то χ = 0 в деякому

околi Γ. Звiдси маємо, що

Λ(χu) = 0 (4.42)

в цьому околi Γ. Розглянемо окремо випадки s /∈ E i s ∈ E.

Нехай s /∈ E. Рiвнiсть (4.42) означає, що для вектор–функцiї Λ(χu) ∈

Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ виконуються умови узгодження (4.10), i отже, правильне

включення (4.41).

Нехай s ∈ E. Виберемо функцiю χ1 ∈ C∞(Ω) таку, що χ1 = 0 в деякому

околi Γ. Зi сказаного у попередньому абзацi випливає, що вiдображення

Mχ1
: F 7→ χ1F визначає обмеженi оператори

Mχ1
: Hs−2m±ε,(s−2m±ε)/(2b);ϕ 7→ Qs−2m±ε,(s−2m±ε)/(2b);ϕ (4.43)
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для довiльного ε ∈ (0, 1/2). Застосуємо до (4.43) iнтерполяцiю з числовим

параметром 1/2 i отримаємо ще один обмежений оператор

Mχ1
:
[
Hs−2m−ε,(s−2m−ε)/(2b);ϕ,Hs−2m+ε,(s−2m+ε)/(2b);ϕ

]
1/2
→[

Qs−2m−ε,(s−2m−ε)/(2b);ϕ,Qs−2m+ε,(s−2m+ε)/(2b);ϕ
]

1/2
.

(4.44)

Тепер застосуємо у (4.44) iнтерполяцiйну формулу (4.23) i означення (4.14)

простору Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ. В результатi отримаємо обмежений оператор

Mχ1
: Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ 7→ Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ. (4.45)

Нехай Λ(χu) ∈ Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ. Позначимо O1 той окiл Γ, у якому

Λ(χu) = 0. Нехай O2 i O3 такi околи Γ, що O3 ⊂ O2 ⊂ O1, i O3 ⊂ O2,

i O2 ⊂ O1. Виберемо функцiю χ1 ∈ C∞(Ω) таку, що χ1 = 0 в O3 i χ1 =

1 в Ω \ O2. Тодi χ1Λ(χu) = Λ(χu). А з (4.45) випливає, що χ1Λ(χu) ∈

Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ. Отже, правильне включення (4.41).

Тепер, скориставшись iмплiкацiєю (4.40), включенням (4.41) та

наслiдком 4.1, можемо записати

u ∈ Hσ−λ,(σ−λ)/(2b);ϕ
loc (ω, π1)

⇒ Λ(χu) ∈ Qσ−λ+1−2m,(σ−λ+1−2m)/(2b);ϕ

⇒ χu ∈ Hσ−λ+1,(σ−λ+1)/(2b);ϕ(Ω).

Вiдмiтимо, що тут наслiдок 4.1 застосовний, оскiльки χu ∈ Hσ0,σ0/(2b)(Ω)

за умовою теореми i σ−λ+ 1 > σ0. Тим самим, iмплiкацiя (4.34) доведена,

якщо зважити на зроблений вибiр функцiї χ.

Використаємо цю iмплiкацiю для доведення включення u ∈

H
σ,σ/(2b);ϕ
loc (ω, π1). Розглянемо окремо випадки σ /∈ Z i σ ∈ Z.

Нехай спочатку σ /∈ Z. У цьому випадку iснує цiле число λ0 ≥ 1 таке,

що

σ − λ0 < σ0 < σ − λ0 + 1. (4.46)



212

Скориставшись iмплiкацiєю (4.34) послiдовно для значень λ := λ0, λ :=

λ0 − 1,..., i λ := 1, виводимо необхiдне включення слiдуючим чином:

u ∈ Hσ0,σ0/(2b)(Ω) ⊂ H
σ−λ0,(σ−λ0)/(2b);ϕ
loc (ω, π1)

⇒ u ∈ Hσ−λ0+1,(σ−λ0+1)/(2b);ϕ
loc (ω, π1)

⇒ . . . ⇒ u ∈ Hσ,σ/(2b);ϕ
loc (ω, π1).

Вiдмiтимо, що u ∈ Hσ0,σ0/(2b)(Ω) за умовою теореми.

Нехай тепер σ ∈ Z. У цьому випадку не iснує цiлого числа λ0, що

задовольняє (4.46). Але, оскiльки σ− 1/4 /∈ Z i σ− 1/4 > σ0, то, як довели

у попередньому абзацi, правильне включення

u ∈ Hσ−1/4,(σ−1/4)/(2b);ϕ
loc (ω, π1).

Звiдси, скориставшись iмплiкацiєю (4.34) з λ := 1, виводимо потрiбне

включення, а саме:

u ∈ Hσ−1/4,(σ−1/4)/(2b);ϕ
loc (ω, π1) ⊂ H

σ−1,(σ−1)/(2b);ϕ
loc (ω, π1)

⇒ u ∈ Hσ,σ/(2b);ϕ
loc (ω, π1).
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4.5. Класичнiсть узагальненого розв’язку

Актуальним є питання, за яких умов узагальнений розв’язок задачi

(4.1)–(4.3) є класичним, тобто коли вiн в термiнах класичних похiдних

i слiдiв функцiй задовольняє рiвняння у вiдкритому цилiндрi, а на

його бiчнiй поверхнi i основi – крайовi i початковi умови вiдповiдно.

У роботах [10, 11, 17, 34, 45, 50] вiдповiдь на це питання отримано

у термiнах приналежностi правих частин задачi деяким просторам

Гельдера або Соболєва. Зазначимо [52] (теорема 7.9.8), що неперервнiсть

у замкнутому цилiндрi правої частини параболiчного рiвняння недостатня

для класичностi розв’язку мiшаної задачi навiть у випадку однорiдних

крайових i початкових умов.

У цьому пiдроздiлi ми встановимо новi достатнi умови того, що

узагальненi розв’язки загальної мiшаної параболiчної задачi є класичними.

Цi умови буде сформульвано у термiнах приналежностi правих частин

задачi вiдповiдним просторам Хермандера. Їх застосування дозволяє

отримати бiльш тонкi достатнi умови нiж це можливо у межах класичних

шкал функцiональних просторiв Гельдера i Соболєва.

Як зазначалось у п. 4.3, iз результату М. В. Житарашу [7, теорема 9.1]

випливає, що для кожної вектор–функцiї

(f, g1, . . . , gm, h0, . . . , hκ−1) ∈ Qσ0−2m,(σ0−2m)/(2b) (4.47)

задача (4.1) – (4.3) має єдиний розв’язок u ∈ Hσ0,σ0/(2b)(Ω). Таку функцiю

u називаємо (сильним) узагальненим розв’язком цiєї задачi iз правою

частиною (4.47).
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Дамо означення класичного розв’язку цiєї задачi. Позначимо

m0 := max{m1, . . . ,mm}.

Означення 4.1. Узагальнений розв’язок u ∈ Hσ0,σ0/(2b)(Ω) задачi

(4.1) – (4.3) назвемо класичним, якщо u ∈ C
2m,2m/(2b)
x,t (Ω), всi узагальненi

частиннi похiднi Dα
x∂

β
t u для яких 0 ≤ |α| + 2bβ ≤ m0, є неперервними на

Ω ∪ S, а всi узагальненi частиннi похiднi ∂kt u для яких 0 ≤ k ≤ κ − 1, є

неперервними на Ω ∪G.

Тут, як звичайно, C2m,2m/(2b)
x,t (Ω) – множина функцiй, якi є неперервно

диференцiйовнi на Ω разом з усiма своїми частинними похiдними Dα
x∂

β
t u,

для яких 0 ≤ |α|+ 2bβ ≤ 2m.

Зауважимо, що в означеннi класичного розв’язку задачi (4.1) – (4.3) ми

не вимагаємо його неперервностi у замкнутому цилiндрi Ω.

Теорема 4.3. Покладемо

σ1 := 2m+ b+ n/2, σ2 := m0 + b+ n/2, σ3 := 2m− b+ n/2.

Припустимо, що σ2 > σ0 i σ3 > σ0. Нехай функцiя u ∈ Hσ0,σ0/(2b)(Ω)

є узагальненим розв’язком задачi (4.1) – (4.3), правi частини якої

задовольняють умови

f ∈Hσ1−2m,(σ1−2m)/(2b);ϕ1

loc (Ω,∅)∩ (4.48)

H
σ2−2m,(σ2−2m)/(2b);ϕ2

loc (Ω, S) ∩Hσ3−2m,(σ3−2m)/(2b);ϕ3

loc (Ω, G),

gj ∈H
σ2−mj−1/2,(σ2−mj−1/2)/(2b);ϕ2

loc (S) для всiх j ∈ {1, . . . ,m}, (4.49)

hk ∈Hσ3−2bk−b;ϕ3

loc (G) для всiх k ∈ {0, . . . ,κ − 1} (4.50)

з деякими функцiональними параметрами ϕ1, ϕ2 i ϕ3 ∈M такими, що
∞∫

1

dr

rϕ2
j(r)

<∞ для всiх j ∈ {1, 2, 3}. (4.51)
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Тодi u(x, t) є класичним розв’язком задачi (4.1) – (4.3).

Зауваження 4.2. Якщо сформулювати аналог теореми 4.3 для

соболєвської шкали (випадок ϕ1 ≡ ϕ2 ≡ ϕ3 ≡ 1), то доведеться замiнити

умови цiєї теореми на бiльш сильнi: для правих частин задачi виконуються

включення (4.48) – (4.50) при деяких σ1 > 2m+ b+ n/2, σ2 > m0 + b+ n/2

i σ3 > 2m− b+ n/2.

Доведення теореми 4.3 спирається на теорему 4.2 про локальне

пiдвищення регулярностi розв’язку задачi (4.1) – (4.3) та лему 2.3, яка є

версiєю теореми вкладання Хермандера [51, теорема 2.2.7].

Доведення теореми 4.3. Спочатку зазначимо, що твердження (i) леми 2.3

зберiгає силу, якщо у ньому замiнитиHs,s/(2b);ϕ(Rn+1) наHs,s/(2b);ϕ(Ω) i Rn+1

на Ω.

Справдi, з означення простору Hs,s/(2b);ϕ(Ω) випливає, що для кожної

функцiї u ∈ Hs,s/(2b);ϕ(Ω) iснує така функцiя w ∈ Hs,s/(2b);ϕ(Rn+1), що u =

w в Ω. Тому з леми 2.3(i) випливає, що всi узагальненi частиннi похiднi

Dα
x∂

β
t u(x, t) з 0 ≤ |α|+ 2bβ ≤ p є неперервними на Ω.

Далi у доведеннi будемо використорвувати лему 2.3(i) саме iз

зазначеною вище замiною Hs,s/(2b);ϕ(Rn+1) на Hs,s/(2b);ϕ(Ω) i Rn+1 на Ω.

Тепер покажемо, що u ∈ C
2m,2m/(2b)
x,t (Ω). З умов (4.48) – (4.50) маємо

включення

f ∈ H
σ1−2m,(σ1−2m)/(2b);ϕ1

loc (Ω,∅),

gj ∈ D′(S) = H
σ1−mj−1/2,(σ1−mj−1/2)/(2b);ϕ1

loc (∅) для всiх j ∈ {1, . . . ,m},

hk ∈ D′(G) = Hσ1−2bk−b;ϕ1

loc (∅) для всiх k ∈ {0, . . . ,κ − 1}
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з σ1 := 2m + b + n/2 > σ3 > σ0. З цих включень i теореми 4.2, де σ :=

2m+ b+ n/2, випливає, що

u ∈ H2m+b+n/2, (2m+b+n/2)/(2b); ϕ1

loc (Ω,∅). (4.52)

Виберемо довiльну точку x0 з множини Ω. Знайдеться окiлO(x0) цiєї точки,

такий що O(x0) ⊂ Ω i dist(O(x0),Γ) > 0. Тодi iснує функцiя χ ∈ C∞(Ω),

така, що suppχ ⊂ Ω i χ = 1 на множинiO(x0). З (4.52) випливає включення

χu ∈ H2m+b+n/2, (2m+b+n/2)/(2b); ϕ1(Ω).

На пiдставi цього включення i леми 2.3(i), де p := 2m, маємо включення

Dα
x∂

β
t (χu) ∈ C(Ω) при 0 ≤ |α|+ 2bβ ≤ 2m.

З останнiх включень випливає, що всi узагальненi частиннi похiднi Dα
x∂

β
t u

з 0 ≤ |α| + 2bβ ≤ 2m є неперервними в деякому околi точки x0. Оскiльки

x0 є довiльною точкою Ω, то u ∈ C2m,2m/(2b)
x,t (Ω).

Подiбним чином покажемо, що всi узагальненi частиннi похiднi Dα
x∂

β
t u

для яких 0 ≤ |α| + 2bβ ≤ m0, є неперервними на Ω ∪ S. З умов (4.48) –

(4.50) маємо включення

f ∈ H
σ2−2m,(σ2−2m)/(2b);ϕ2

loc (Ω, S),

gj ∈ H
σ2−mj−1/2,(σ2−mj−1/2)/(2b);ϕ2

loc (S) для всiх j ∈ {1, . . . ,m},

hk ∈ D′(G) = Hσ2−2bk−b;ϕ2

loc (∅) для всiх k ∈ {0, . . . ,κ − 1}

з σ2 := m0 + b + n/2. З цих включень i теореми 4.2, де σ := m0 + b + n/2,

випливає, що

u ∈ Hm0+b+n/2, (m0+b+n/2)/(2b); ϕ2

loc (Ω, S). (4.53)

Виберемо довiльну точку x0 з множини Ω ∪ S. У топологiї Ω знайдеться

окiл O(x0) цiєї точки, такий що O(x0) ⊂ Ω ∪ S i dist(O(x0),Γ) > 0. Тодi
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iснує функцiя χ ∈ C∞(Ω), така, що suppχ ⊂ Ω ∪ S i χ = 1 на множинi

O(x0). З (4.53) випливає включення

χu ∈ Hm0+b+n/2, (m0+b+n/2)/(2b); ϕ2(Ω).

На пiдставi цього включення i леми 2.3(i), де p := m0, маємо включення

Dα
x∂

β
t (χu) ∈ C(Ω) при 0 ≤ |α|+ 2bβ ≤ m0.

З останнiх включень випливає, що всi узагальненi частиннi похiднi Dα
x∂

β
t u

з 0 ≤ |α|+2bβ ≤ m0 є неперервними в деякому околi точки x0. Оскiльки x0

є довiльною точкою Ω∪S, то всi цi узагальненi частиннi похiднi неперервнi

на множинi Ω ∪ S.

Нарештi, покажемо, що всi узагальненi частиннi похiднi ∂kt u для яких

0 ≤ k ≤ κ − 1, є неперервними на Ω ∪ G. З умов (4.48) – (4.50) маємо

включення

f ∈ H
σ3−2m,(σ3−2m)/(2b);ϕ3

loc (Ω, G),

gj ∈ D′(S) = H
σ3−mj−1/2,(σ3−mj−1/2)/(2b);ϕ3

loc (∅) для всiх j ∈ {1, . . . ,m},

hk ∈ Hσ3−2bk−b;ϕ3

loc (G) для всiх k ∈ {0, . . . ,κ − 1}

з σ3 := 2m− b+ n/2. З цих включень i теореми 4.2, де σ := 2m− b+ n/2,

випливає, що

u ∈ H2m−b+n/2, (2m−b+n/2)/(2b); ϕ3

loc (Ω, G). (4.54)

Виберемо довiльну точку x0 з множини Ω ∪ G. У топологiї Ω знайдеться

окiл O(x0) цiєї точки, такий що O(x0) ⊂ Ω ∪ G i dist(O(x0),Γ) > 0. Тодi

iснує функцiя χ ∈ C∞(Ω), така, що suppχ ⊂ Ω ∪ G i χ = 1 на множинi

O(x0). З (4.54) випливає включення

χu ∈ H2m−b+n/2, (2m−b+n/2)/(2b); ϕ3(Ω).
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На пiдставi цього включення i леми 2.3(i), де p := 2m−2b, маємо включення

Dα
x∂

k
t (χu) ∈ C(Ω) при 0 ≤ |α|+ 2bk ≤ 2m− 2b.

З останнiх включень при |α| = 0 випливає, що всi узагальненi частиннi

похiднi ∂kt u з 0 ≤ k ≤ κ − 1 є неперервними в деякому околi точки x0.

Оскiльки x0 є довiльною точкою Ω∪G, то всi цi узагальненi частиннi похiднi

неперервнi на множинi Ω ∪G.
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4.6. Загальна параболiчна початково-крайова задача

у прямокутнику

У цьому пiдроздiлi розглянемо загальну початково-крайову задачу

для двовимiрного параболiчного рiвняння. Буде доведено, що оператори,

вiдповiднi цiй задачi встановлюють iзоморфiзми мiж вiдповiдними

просторами Хермандера.

Нехай довiльно заданi дiйснi числа l > 0 i τ > 0. Позначимо Ω :=

(0, l)× (0, τ) — вiдкритий прямокутник в R2. Розглянемо у прямокутнику

Ω таку лiнiйну параболiчну задачу:

A(x, t,Dx, ∂t)u(x, t)

≡
∑

α+2bβ≤2m

aα,β(x, t)Dα
x∂

β
t u(x, t) = f(x, t) в Ω, (4.55)

Bj,0(t,Dx, ∂t)u(x, t)
∣∣
x=0

≡
∑

α+2bβ≤mj

bα,βj,0 (t)Dα
x∂

β
t u(x, t)

∣∣
x=0

= gj,0(t) i (4.56)

Bj,1(t,Dx, ∂t)u(x, t)
∣∣
x=l

≡
∑

α+2bβ≤mj

bα,βj,1 (t)Dα
x∂

β
t u(x, t)

∣∣
x=l

= gj,1(t) (4.57)

для 0 < t < τ i j = 1, . . . ,m,

∂ku(x, t)

∂tk

∣∣∣∣
t=0

= hk(x) для 0 < x < l i k = 0, . . . ,κ − 1. (4.58)

Тут b, m i всi mj є довiльнi фiксованi цiлi числа, такi, що m ≥ b ≥ 1,

κ := m/b ∈ Z i mj ≥ 0. Всi коефiцiєнти виразiв A := A(x, t,Dx, ∂t) та

Bj,k := Bj,k(t,Dx, ∂t), де j ∈ {1, . . . ,m} та k ∈ {0, 1}, вважаємо нескiнченно

гладкими комплекснозначними функцiями. А саме, aα,β ∈ C∞(Ω) та bα,βj,k ∈

C∞[0, τ ], де Ω := [0, l]× [0, τ ]. Використовуємо позначення Dx := i ∂/∂x та
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∂t := ∂/∂t для частинних похiдних. Пiдсумовування здiйснюємо по цiлим

iндексам α, β ≥ 0, що задовольняють нерiвностi, вказанi пiд знаком суми.

Нагадаємо [1, § 9, п. 1], що початково–крайова задача (4.55)–(4.58)

називається параболiчною в Ω, якщо виконуються умови 3.3–3.5, наведенi

у п. 3.6.

Перейдемо до формулювання теореми про iзоморфiзми для

параболiчної задачi (4.55)–(4.58) у просторах Хермандера, введених у

пiдроздiлi 2.3. Зазначена теорема є версiєю теореми 4.1 для розглядуваної

задачi. Тому подальшi мiркування є подiбними до мiркувань пiдроздiлу 4.2.

Як i у випадку загальної параболiчної задачi у цилiндрi (див. п. 4.2),

для того, щоб iснував достатньо регулярний розв’язок u задачi (4.55)–

(4.58), її правi частини повиннi задовольняти деякi умови узгодження

(див., наприклад, [1, § 11] або [17, гл. 4, § 5]). Цi умови полягають

в тому, що похiднi ∂kt u(x, t)
∣∣
t=0

, якi можна обчислити з параболiчного

рiвняння (4.55) та початкових умов (4.58), повиннi задовольняти крайовi

умови (4.57), (4.58) та спiввiдношення, що утворюються в результатi

диференцiювання крайових умов по змiннiй t. Для написання цих умов

узгодження використаємо простори Соболєва.

Нехай

σ0 := max{2m,m1 + 1, . . . ,mm + 1}.

Вiдмiтимо, якщо mj ≤ 2m− 1 для всiх j ∈ {1, . . . ,m}, тодi σ0 = 2m.

Пов’яжемо з параболiчною задачею (4.55)–(4.58) лiнiйне вiдображення

u 7→ Λu :=
(
Au,B1,0u,B1,1u, . . . , Bm,0u,Bm,1u,

u�[0,l], . . . , (∂
κ−1
t u)�[0,l]

)
, u ∈ C∞(Ω).

(4.59)



221

Нехай s ≥ σ0. Вiдображення (4.59) продовжується єдиним чином (за

неперервнiстю) до лiнiйного обмеженого оператора

Λ : Hs,s/(2b)(Ω) → H̃s−2m,(s−2m)/(2b) := Hs−2m,(s−2m)/(2b)(Ω)⊕

⊕
m⊕
j=1

(
H(s−mj−1/2)/(2b)(0, τ)

)2 ⊕
κ−1⊕
k=0

Hs−2bk−b(0, l).
(4.60)

Це безпосередньо випливає з [41, гл. I, лема 4 i гл. II, теореми 3 та 7].

Виберемо довiльно функцiю u(x, t) з простору Hs,s/(2b)(Ω) i означимо правi

частини

f ∈ Hs−2m,(s−2m)/(2b)(Ω),

gj,λ ∈ H(s−mj−1/2)/(2b)(0, τ),

hk ∈ Hs−2bk−b(0, l)

для всiх λ ∈ {0, 1}, j ∈ {1, . . . ,m} i k ∈ {0, . . . ,κ − 1}

(4.61)

задачi за формулою

(f, g1,0, g1,1, ..., gm,0, gm,1, h0, ..., hκ−1) := Λu

за допомогою цього обмеженого оператора.

Умови узгодження на функцiї f , gj,λ i hk природно виникають так.

Згiдно з [41, гл. II, теорема 7], означенi за замиканням слiди ∂ kt u(·, 0) ∈

Hs−2bk−b(0, l) для всiх k ∈ Z таких, що 0 ≤ k < s/(2b) − 1/2 (i лише для

таких k). Цi слiди можна виразити з рiвняння (4.55) та початкових даних

(4.58) через функцiї f i hk у такий спосiб.

Умова параболiчностi 3.3 (див. п. 3.6) у випадку ξ = 0 i p = 1 означає,

що коефiцiєнт a0,κ(x, t) 6= 0 для всiх x ∈ [0, l] i t ∈ [0, τ ]. Тому параболiчне

рiвняння (4.55) можна розв’язати вiдносно ∂κt u(x, t); а саме, запишемо

∂κt u(x, t) =
∑

α+2bβ≤2m,
β≤κ−1

aα,β0 (x, t)Dα
x∂

β
t u(x, t) + (a0,κ(x, t))−1f(x, t) (4.62)
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для деяких функцiй aα,β0 ∈ C∞(Ω). З умов (4.58), рiвностi (4.62) та

рiвностей, одержаних з неї шляхом диференцiювання k − κ разiв (при

κ < k < s/(2b) − 1/2, якщо такi цiлi k iснують) по змiннiй t отримуємо

рекурентну формулу для слiдiв ∂ kt u(x, 0):

∂ kt u(x, 0) = hk(x) якщо k ∈ {0, . . . ,κ − 1},

∂ kt u(x, 0) =
∑

α+2bβ≤2m,
β≤κ−1

k−κ∑
q=0

(
k − κ
q

)
∂ k−κ−qt aα,β0 (x, 0)Dα

x∂
β+q
t u(x, 0)+

+ ∂ k−κt

(
(a0,κ(x, 0))−1f(x, 0)

)
якщо k ≥ κ

(4.63)

для кожного k ∈ Z такого, що 0 ≤ k < s/(2b)−1/2. Цi рiвностi виконуються

для майже всiх x ∈ (0, l).

Окрiм того, згiдно з (4.61), для кожного j ∈ {1, . . . ,m} i λ ∈ {0, 1}

означенi слiди ∂ kt gj,λ(0) ∈ C для всiх k ∈ Z таких, що 0 ≤ k < (s −

mj − 1/2− b)/(2b) (i тiльки таких k). Ми можемо виразити цi слiди через

функцiю u(x, t) та її похiднi по часу; а саме,

∂kt gj,λ(0) =
(
∂ktBj,λu(x, t)

)
|t=0

=
∑

α+2bβ≤mj

k∑
q=0

(
k

q

)
∂ k−qt bα,βj,λ (0)Dα

x∂
β+q
t u(x, 0),

(4.64)

де x = 0 якщо λ = 0 та x = l якщо λ = 1. Тут всi функцiї u(x, 0),

∂tu(x, 0),..., ∂ [mj/(2b)]+k
t u(x, 0) змiнної x ∈ (0, l) виражаються через функцiї

f(x, t) i h0(x),...,hκ−1(x) за рекурентною формулою (4.63). Тут i нижче

вираз [a] позначає цiлу частину числа a.
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Пiдставляючи (4.63) у праву частину формули (4.64), ми отримаємо

умови узгодження

∂ kt gj,0|t=0 = Bj,0,(k)[v0, . . . , v[mj/(2b)]+k],

∂ kt gj,1|t=0 = Bj,1,(k)[v0, . . . , v[mj/(2b)]+k],

з k ∈ Z i 0 ≤ k <
s−mj − 1/2− b

2b
i j ∈ {1, . . . ,m}.

(4.65)

Тут функцiї v0, ..., v[mj/(2b)]+k для зазначених j i k означенi на (0, l) за

рекурентною формулою

vµ(x) := hµ(x) якщо µ ∈ {0, . . . ,κ − 1},

vµ(x) :=
∑

α+2bβ≤2m,
β≤κ−1

µ−κ∑
q=0

(
µ− κ
q

)
∂ µ−κ−qt aα,β0 (x, 0)Dα

xvβ+q(x)+

+ ∂ µ−κt

(
(a0,κ(x, 0))−1f(x, 0)

)
якщо µ ≥ κ;

(4.66)

i ми поклали

Bj,λ,(k)[v0, . . . , v[mj/(2b)]+k] =
∑

α+2bβ≤mj

k∑
q=0

(
k

q

)
∂ k−qt bα,βj,λ (0)

(
Dα
xvβ+q(x)

)∣∣
x=d

,

де d = 0 якщо λ = 0 i d = l якщо λ = 1. Вiдмiтимо, що

vµ ∈ Hs−b−2bµ(0, l) для кожного µ ∈ Z ∩ [0, s/(2b)− 1/2) (4.67)

завдяки (4.61).

Правi частини рiвностей (4.65) є коректно означеними, оскiльки

функцiя Dα
xvβ+q(x) належить до

Hs−α−b−2b(β+q)(0, l) ⊆ Hs−mj−2bk−b(0, l)

завдяки (4.67) i тому слiд
(
Dα
xvβ+q(x)

)∣∣
x=d

означений кожного разу, коли

s −mj − 2bk − b − 1/2 > 0. Зауважимо, якщо s ≤ min{mj} + b + 1/2, то

умови узгодження у задачi вiдсутнi.



224

Покладемо

E := {σ0 + r − 1/2 : 1 ≤ r ∈ Z}.

Зауважимо, що E – це множина всiх можливих розривiв функцiї, яка

визначає кiлькiсть умов узгодження (4.65) в залежностi вiд s ≥ σ0.

Основний результат для параболiчної задачi (4.55)–(4.58) полягає в

тому, що лiнiйне вiдображення (4.59) продовжується єдидиним чином (за

неперервнiстю) до iзоморфiзму мiж вiдповiдними парами функцiональних

просторiв Хермандера. Вкажемо цi простори. Виберемо довiльно дiйсне

число s > σ0 i функцiональний параметр ϕ ∈ M або виберемо s = σ0

i ϕ ≡ 1. Вiзьмемо Hs,s/(2b);ϕ(Ω) як вихiдний простiр цього iзоморфiзму;

iншими словами, Hs,s/(2b);ϕ(Ω) виступає як простiр розв’язкiв u задачi. Для

введення другого простору дiї iзоморфiзму розглянемо гiльбертiв простiр

H̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ :=

Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ(Ω)⊕
m⊕
j=1

(
H(s−mj−1/2)/(2b);ϕ(0, τ)

)2

⊕
κ−1⊕
k=0

Hs−2bk−b;ϕ(0, l).

У соболєвському випадку ϕ ≡ 1 цей простiр збiгається з простором

в який дiє обмежений оператор (4.60). Другий простiр дiї iзоморфiзму

вкладений у H̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ. Будемо позначати його Q̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ.

Дамо означення цього простору окремо для випадку s /∈ E i для випадку

s ∈ E.

Нехай спочатку s /∈ E. За означенням, лiнiйний простiр

Q̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ складається з усiх вектор–функцiй

F =
(
f, g1,0, g1,1, ..., gm,0, gm,1, h0, ..., hκ−1

)
∈ H̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ,
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якi задовольняють умови узгодження (4.65). Як зазначалось вище, цi умови

є коректно поставленими для функцiй iз соболєвських просторiв, а отже,

для кожного F ∈ H̃s−2m−ε,(s−2m−ε)/(2b) для достатньо малого ε > 0 (або

ε = 0, якщо s = σ0 i ϕ ≡ 1). Тому вони також є коректно поставленими

для кожного F ∈ H̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ завдяки неперервному вкладанню

H̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ ↪→ H̃s−2m−ε,(s−2m−ε)/(2b). (4.68)

Останнє безпосередньо випливає з (2.11) та (2.12). Таким чином, наше

означення є коректним.

Надiлимо лiнiйний простiр Q̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ скалярним добутком

i нормою з гiльбертового простору H̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ. Простiр

Q̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ є повним, тобто гiльбертовим. Це обгрунтовується

точно так, як i для простору Qs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ у пiдроздiлi 4.2.

Якщо s ∈ E, то означаємо гiльбертовий простiр Q̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ за

допомогою iнтерполяцiї пари тiльки що введених аналогiв цього простору.

А саме, покладемо

Q̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ :=[
Q̃s−2m−ε,(s−2m−ε)/(2b);ϕ, Q̃s−2m+ε,(s−2m+ε)/(2b);ϕ

]
1/2
.

(4.69)

Тут число ε ∈ (0, 1/2) вибрано довiльно, а права частина рiвностi

є результатом iнтерполяцiї записаної пари гiльбертових просторiв з

числовим параметром 1/2. Про таку iнтерполяцiю йшлося у п. 2.4.

Гiльбертовий простiр Q̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ, означений формулою (4.69) не

залежить вiд вибору числа ε з точнiстю до еквiвалентностi норм

i є неперервно вкладеним у H̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ. Це буде показано у

зауваженнi 4.3 у кiнцi п. 4.7.
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Теорема 4.4. Для довiльного дiйсного числа s > σ0 i довiльного

функцiонального параметра ϕ ∈ M вiдображення (4.59) продовжується

єдиним чином (за неперервнiстю) до iзоморфiзму

Λ : Hs,s/(2b);ϕ(Ω)↔ Q̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ. (4.70)

Ця теорема є вiдомою у соболєвському випадку ϕ ≡ 1. А саме, вона

мiститься у результатi М. С. Аграновiча i М. I. Вiшiка [1, теорема 12.1] у

випадку s/(2b) ∈ Z, який покривається результатом М. В. Житарашу [7,

теорема 9.1]. Вiдмiтимо, що цi результати включають граничний випадок

s = σ0. У загальнiй ситуацiї ϕ ∈ M виведемо теорему 4.4 iз соболєвського

випадку (результату М. В.Житарашу [7, теорема 9.1]) шляхом iнтерполяцiї

з функцiональним параметром пар гiльбертових просторiв Соболєва. Це

буде зроблено у п. 4.7.

Завдяки згаданiй теоремi М. В. Житарашу, кожна вектор-функцiя(
f, g1,0, g1,1, ..., gm,0, gm,1, h0, ..., hκ−1

)
∈ Q̃σ0−2m,(σ0−2m)/(2b) (4.71)

має єдиний прообраз u ∈ Hσ0,σ0/(2b)(Ω) при вiдображеннi (4.70). Цю

функцiю u називаємо (сильним) узагальненим розв’язком параболiчної

задачi (4.55)–(4.58) iз правою частиною (4.71).

Наслiдком теореми 4.4 є наступна властивiсть глобального пiдвищення

регулярностi цього розв’язку.

Наслiдок 4.2. Припустимо, що u ∈ Hσ0,σ0/(2b)(Ω) є узагальненим

розв’язком параболiчної задачi (4.55)–(4.58), права частина якої

задовольняє умову(
f, g1,0, g1,1, ..., gm,0, gm,1, h0, ..., hκ−1

)
∈ Q̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ (4.72)

для деяких s > σ0 i ϕ ∈M. Тодi u ∈ Hs,s/(2b);ϕ(Ω).
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Зауважимо, що додаткова регулярнiсть ϕ правих частин

успадковується розв’язком задачi.

В якостi застосування теореми 4.4 дамо наступну достатню умову

неперервностi на Ω узагальненого розв’язку u задачi (4.55)–(4.58) та його

узагальнених частинних похiдних заданого порядку.

Теорема 4.5. Нехай цiле p ≥ 0 таке, що p+ b+ 1/2 > σ0, i нехай u ∈

Hσ0,σ0/(2b)(Ω) є узагальненим розв’язком параболiчної задачi (4.55)–(4.58)

iз правою частиною (4.71). Припустимо, що права частина задовольняє

умову (4.72) для s := p + b + 1/2 i деякого функцiонального параметра

ϕ ∈M, для якого виконується iнтегральна умова (2.103):

∞∫
1

dr

rϕ2(r)
<∞.

Тодi розв’язок u(x, t) та всi його узагальненi частиннi похiднi Dα
x∂

β
t u(x, t),

з α + 2bβ ≤ p, є неперервними на множинi Ω.

Якщо сформулювати аналог теореми 4.5 для соболєвських просторiв

(випадок ϕ ≡ 1), то доведеться замiнити умову теореми на бiльш сильну:

права частина задачi (4.55)–(4.58) задовольняє умову (4.72) для деякого

s > p+ b+ 1/2.

Вiдмiтимо, що для задачi (4.55)–(4.58) буде мати мiсце аналог

теореми 4.2 про локальне пiдвищення регулярностi узагальненого

розв’язку.
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4.7. Доведення теорем пiдроздiлу 4.6

Для доведення теореми 4.1 спочатку нам знадобиться версiя

iнтерполяцiйної формули (4.20) для просторiв Q̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ, якi

зустрiчаються у iзоморфiзмi (4.70). З означення цих просторiв випливає,

що iнтерполяцiйна формула для них потрiбна лише у випадку, коли s /∈ E.

Тому розглянемо такi iнтервали

J0 = (σ0, σ0 + 1/2), Jr = (σ0 + r − 1/2, σ0 + r + 1/2), з 1 ≤ r ∈ Z

змiни величини s.

Лема 4.4. Нехай 1 ≤ r ∈ Z. Припустимо, що дiйснi числа s0, s, s1 ∈

Jr−1 задовольняють нерiвностi s0 < s < s1 i що ϕ ∈ M. Визначимо

iнтерполяцiйний параметр ψ ∈ B формулою (2.27). Тодi правильна така

рiвнiсть просторiв

Q̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ =
[
Q̃s0−2m,(s0−2m)/(2b), Q̃s1−2m,(s1−2m)/(2b)

]
ψ

(4.73)

з точнiстю до еквiвалентностi норм.

Доведення. Згiдно з твердженнями 2.4, 2.6 i теоремою 2.6 отримаємо

наступне:

[
H̃s0−2m,(s0−2m)/(2b), H̃s1−2m,(s1−2m)/(2b)

]
ψ

=
[
Hs0−2m,(s0−2m)/(2b)(Ω)⊕

m⊕
j=1

(
H(s0−mj−1/2)/(2b)(0, τ)

)2 ⊕
κ−1⊕
k=0

Hs0−2bk−b(0, l),

Hs1−2m,(s1−2m)/(2b)(Ω)⊕
m⊕
j=1

(
H(s1−mj−1/2)/(2b)(0, τ)

)2 ⊕
κ−1⊕
k=0

Hs1−2bk−b(0, l)
]
ψ

=
[
Hs0−2m,(s0−2m)/(2b)(Ω), Hs1−2m,(s1−2m)/(2b)(Ω)

]
ψ



229

⊕
m⊕
j=1

([
H(s0−mj−1/2)/(2b)(0, τ), H(s1−mj−1/2)/(2b)(0, τ)

]
ψ

)2

⊕
κ−1⊕
k=0

[
Hs0−2bk−b(0, l), Hs1−2bk−b(0, l)

]
ψ

= Hs−2m,(s−2m)/(2b);ϕ(Ω)⊕
m⊕
j=1

(
H(s−mj−1/2)/(2b);ϕ(0, τ)

)2⊕
κ−1⊕
k=0

Hs−2bk−b;ϕ(0, l)

= H̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ.

Отже,

[
H̃s0−2m,(s0−2m)/(2b), H̃s1−2m,(s1−2m)/(2b)

]
ψ

= H̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ (4.74)

з еквiвалентнiстю норм.

Виведемо необхiдну формулу (4.73) з (4.74) за допомогою

твердження 2.3. Для цього нам потрiбно представити лiнiйне вiдображення

P на H̃s0−2m,(s0−2m)/(2b) таке, що P є проектором простору H̃sj−2m,(sj−2m)/(2b)

на його пiдпростiр Q̃sj−2m,(sj−2m)/(2b) для кожного j ∈ {0, 1}. Якщо у нас є

це вiдображення, ми отримаємо

[
Q̃s0−2m,(s0−2m)/(2b), Q̃s1−2m,(s1−2m)/(2b)

]
ψ

=
[
H̃s0−2m,(s0−2m)/(2b), H̃s1−2m,(s1−2m)/(2b)

]
ψ
∩ Q̃s0−2m,(s0−2m)/(2b)

= H̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ ∩ Q̃s0−2m,(s0−2m)/(2b)

= Q̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ

завдяки твердженню 2.3, формулi (4.74) та умовам s0, s ∈ Jr−1 i s0 < s.

Зауважимо, що з цих умов випливає остання рiвнiсть, оскiльки елементи

просторiв Q̃s0−2m,(s0−2m)/(2b) i Q̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ задовольняють однi i тi самi

умови узгодження i оскiльки H̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ неперервно вкладений у

H̃s0−2m,(s0−2m)/(2b).
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Побудуємо вище згадане вiдображення P у такий спосiб. Для довiльних

1 ≤ n ∈ Z, s ∈ R i ϕ ∈M лiнiйне вiдображення

{z0, . . . , zn−1} 7→ w(t) =
n−1∑
k=0

zkt
k

k!
, з z0, . . . , zn−1 ∈ C

визначає обмежений оператор

T : Cn → Hs;ϕ(0, τ). (4.75)

Крiм того, якщо w = T (z0, . . . , zn−1), то ∂kt w(0) = zk для кожного k ∈

{0, . . . , n− 1}.

Для кожного j ∈ {1, . . . ,m} покладемо

qr,j :=

[
σ0 + r −mj − 1− b

2b

]
=

[
s−mj − 1/2− b

2b

]
.

Для даної вектор–функцiї

F := (f, g1,0, g1,1, ..., gm,0, gm,1, h0, ..., hκ−1) ∈ H̃s0−2m,(s0−2m)/(2b),

покладемо

g∗j,λ := gj,λ якщо qr,j < 0;

g∗j,λ := gj,λ + T (zj,λ,0, . . . , zj,λ,qr,j) якщо qr,j ≥ 0
(4.76)

для всiх j ∈ {1, . . . ,m} i λ ∈ {0, 1}. Тут

zj,λ,0 = Bj,λ,(0)[v0, . . . , v[mj/(2b)]]− gj,λ|t=0,

. . .

zj,λ,qr,j = Bj,λ,(qr,j)[v0, . . . , v[mj/(2b)]+qr,j ]− ∂
qr,j
t gj,λ|t=0,

функцiї vk ∈ Hs0−b−2bk(0, l), з k = 0, . . . ,max{[mj/(2b)] + qr,j},

визначенi рекурентною формулою (4.66) i T – вiдображення (4.75). Лiнiйне

вiдображення P : F 7→ F ∗, з

F ∗ := (f, g∗1,0, g
∗
1,1, ..., g

∗
m,0, g

∗
m,1, h0, ..., hκ−1),



231

визначене на всiх векторах F ∈ H̃s0−2m,(s0−2m)/(2b), є шуканим. Дiйсно, його

звуження на кожний простiр H̃sj−2m,(sj−2m)/(2b), з j ∈ {0, 1}, є обмеженим

оператором на цьому просторi. Це безпосередньо випливає з (4.75). Бiльш

того, якщо F ∈ Q̃sj−2m,(sj−2m)/(2b), то PF = F завдяки умовам узгодження

(4.65).

Доведення теореми 4.4. Нехай s > σ0 i ϕ ∈ M. Спочатку розглянемо

випадок s /∈ E. Тодi s ∈ Jr−1 для певного цiлого r. Виберемо числа

s0, s1 ∈ Jr−1 так, що s0/(2b) + 1/2 /∈ Z, s1/(2b) + 1/2 /∈ Z i s0 < s < s1.

Згiдно з результатом М. В. Житарашу [7, теорема 9.1], вiдображення (4.59)

продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до iзоморфiзмiв

Λ : Hsj ,sj/(2b)(Ω)↔ Q̃sj−2m,(sj−2m)/(2b) для кожного j ∈ {0, 1}. (4.77)

Нехай ψ є iнтерполяцiйним параметром (2.27). Тодi звуження оператора

(4.77) з j = 0 на простiр[
Hs0,s0/(2b)(Ω), Hs1,s1/(2b)(Ω)

]
ψ

= Hs,s/(2b);ϕ(Ω)

є iзоморфiзмом

Λ : Hs,s/(2b);ϕ(Ω)↔
[
Q̃s0−2m,(s0−2m)/(2b), Q̃s1−2m,(s1−2m)/(2b)

]
ψ

= Q̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ.
(4.78)

Тут рiвностi просторiв є правильними з точнiстю до еквiвалентностi

норм завдяки теоремi 2.6 i лемi 4.4. Оператор (4.78) є продовженням за

неперервнiстю вiдображення (4.59) оскiльки множина C∞(Ω) є щiльною у

Hs,s/(2b);ϕ(Ω). Отже, у розглядуваному випадку теорема 4.4 доведена.

Розглянемо тепер випадок s ∈ E. Виберемо довiльно число ε ∈ (0, 1/2).

Оскiльки s± ε /∈ E i s− ε > σ0, то маємо iзоморфiзми

Λ : Hs±ε,(s±ε)/(2b);ϕ(Ω)↔ Q̃s±ε−2m,(s±ε−2m)/(2b);ϕ. (4.79)
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З них випливає, що вiдображення (4.59) продовжується єдиним чином (за

неперервнiстю) до iзоморфiзму

Λ :
[
Hs−ε,(s−ε)/(2b);ϕ(Ω), Hs+ε,(s+ε)/(2b);ϕ(Ω)

]
1/2

↔
[
Q̃s−ε−2m,(s−ε−2m)/(2b);ϕ, Q̃s+ε−2m,(s+ε−2m)/(2b);ϕ

]
1/2

= Q̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ.

(4.80)

Нагадаємо, що остання рiвнiсть є означенням простору Q̃s−2m,(s−2m)/(2b);ϕ.

Для завершення доведення залишилось у (4.80) застосувати лему 4.2 для

V = Ω (вiдмiтимо, що твердження леми 4.2 залишається правильним i у

випадку, коли Ω є прямокутником).

Зауваження 4.3. Простiр, означений формулою (4.69) не залежить

вiд вибору числа ε ∈ (0, 1/2) з точнiстю до еквiвалентностi норм. Дiйсно,

нехай s ∈ E; тодi, згiдно з теоремою 4.4, маємо iзоморфiзм

Λ : Hs,s/(2b);ϕ(Ω)↔
[
Q̃s−2m−ε,(s−2m−ε)/(2b);ϕ, Q̃s−2m+ε,(s−2m+ε)/(2b);ϕ

]
1/2
.

для кожного 0 < ε < 1/2. Це означає необхiдну незалежнiсть.

Доведення теореми 4.5. З умови теореми та наслiдку 4.2 випливає, що u ∈

Hs,s/(2b);ϕ з s = p + b + 1/2 i ϕ ∈ M, для якого виконується iнтегральна

умова (2.103). З означення простору Hs,s/(2b);ϕ(Ω) випливає, що для кожної

функцiї u ∈ Hs,s/(2b);ϕ(Ω) iснує така функцiя w ∈ Hs,s/(2b);ϕ(Rn+1), що u =

w в Ω. Тому з леми 2.3(i) випливає, що всi узагальненi частиннi похiднi

Dα
x∂

β
t u(x, t) з α + 2bβ ≤ p є неперервними на Ω.
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4.8. Початково-крайовi задачi для параболiчного

рiвняння другого порядку у цилiндрi

У наступних пiдроздiлах результати для загальних мiшаних

параболiчних задач доповнимо та конкретизуємо на випадок важливих з

точки зору застосувань задач для параболiчних рiвнянь другого порядку.

Нехай довiльно заданi цiле число n ≥ 2, дiйсне число τ > 0 i обмежена

область G ⊂ Rn з нескiнченно гладкою межею Γ := ∂G. Позначимо Ω :=

G×(0, τ) — вiдкритий цилiндр в Rn+1, S := Γ×(0, τ) — його бiчна поверхня.

Тодi Ω := G× [0, τ ] i S := Γ× [0, τ ] є замикання Ω i S вiдповiдно.

У Ω розглянемо параболiчне диференцiальне рiвняння другого порядку

Au(x, t) ≡ ∂tu(x, t) +
∑
|α|≤2

aα(x, t)Dα
xu(x, t) = f(x, t)

для всiх x ∈ G i t ∈ (0, τ).

(4.81)

Використовуємо такi позначення для частинних похiдних: ∂t := ∂/∂t i

Dα
x := Dα1

1 . . . Dαn
n , де Dj := i ∂/∂xj, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, i α :=

(α1, . . . , αn) з 0 ≤ α1, ..., αn ∈ Z i |α| := α1 + · · · + αn. Всi коефiцiєнти

aα диференцiального виразу A вважаємо нескiнченно гладкими комплекс-

нозначними функцiями, тобто aα ∈ C∞(Ω).

Припускаємо, що диференцiальний оператор A є параболiчним за

Петровським у замкнутому цилiндрi Ω, тобто, що виконується така умова

(див.,наприклад, [1, § 9, п. 1]):

Умова 4.1. Для довiльних x ∈ G, t ∈ [0, τ ], ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn i

p ∈ C з Re p ≥ 0, виконується нерiвнiсть

p+
∑
|α|=2

aα(x, t) ξα1
1 · · · ξαnn 6= 0 за умови |ξ|+ |p| 6= 0.
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У роботi дослiджуємо початково-крайову задачу, яка складається з

параболiчного рiвняння (4.81), початкової умови

u(x, 0) = h(x) для всiх x ∈ G, (4.82)

i крайової умови нульового порядку (умови Дiрiхле)

u(x, t) = g(x, t) для всiх x ∈ Γ i t ∈ (0, τ) (4.83)

або загальної крайової умови першого порядку

Bu(x, t) ≡
n∑
j=1

bj(x, t)Dju(x, t) + b0(x, t)u(x, t) = g(x, t)

для всiх x ∈ Γ i t ∈ (0, τ).

(4.84)

Щодо (4.84) припускаємо, що всi коефiцiєнти b0, b1, ..., bn виразу B

належать до C∞(S) i що B накриває A на S [1, § 9, п. 1].

Останнє припущення означає, що виконується наступна умова:

Умова 4.2. Виберемо довiльно x ∈ Γ, t ∈ [0, τ ], дотичний вектор η =

(η1, . . . , ηn) ∈ Rn до межи Γ у точцi x, i число p ∈ C з Re p ≥ 0 такi, що |η|+

|p| 6= 0. Нехай ν(x) = (ν1(x), . . . , νn(x)) – одиничний вектор внутрiшньої

нормалi до Γ у точцi x. Тодi:

a) правильна нерiвнiсть
∑n

j=1 bj(x, t)νj(x) 6= 0 ;

b) число

ζ = −

n∑
j=1

bj(x, t)ηj

n∑
j=1

bj(x, t)νj(x)

не є коренем полiнома

p+
∑
|α|=2

aα(x, t) (η1 + ζν1(x))α1 · · · (ηn + ζνn(x))αn

змiнної ζ ∈ C.
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Корисно зазначити, що якщо всi коефiцiєнти b1,..., bn є дiйсними, тодi

частина b) умови 4.2 виконується автоматично. Це безпосередньо випливає

з умови 4.1.

Таким чином, ми розглядаємо двi параболiчнi задачi: (4.81), (4.82),

(4.83) i (4.81), (4.82), (4.84). Будемо дослiджувати їх у вiдповiдних

просторах Хермандера, що були введенi у пiдроздiлi 2.2.



236

4.9. Теореми про iзоморфiзми

Як зазначалось при дослiдженнi загальних параболiчних задач, для

того, щоб iснував достатньо регулярний розв’язок такої задачi, її правi

частини повиннi задовольняти деякi умови узгодження (див. п. 4.2).

Конкретизуємо цi умови спочатку для задачi (4.81)–(4.83). Викорстаємо

для цього простори Соболєва.

Пов’яжемо з параболiчною задачею (4.81)–(4.83) лiнiйне вiдображення

Λ0 : u 7→
(
Au, u�S, u(·, 0)

)
, де u ∈ C∞(Ω). (4.85)

Нехай s ≥ 2. Вiдображення (4.85) продовжується єдиним чином (за

неперервнiстю) до лiнiйного обмеженого оператора

Λ0 : Hs,s/2(Ω)→ Hs−2,s/2−1(Ω)⊕Hs−1/2,s/2−1/4(S)⊕Hs−1(G). (4.86)

Це безпосередньо випливає з [41, гл. I, лема 4 i гл. II, теореми 3 та 7].

Виберемо довiльно функцiю u(x, t) з простору Hs,s/2(Ω) i означимо правi

частини

f ∈ Hs−2,s/2−1(Ω), g ∈ Hs−1/2,s/2−1/4(S) i h ∈ Hs−1(G) (4.87)

задачi за формулою (f, g, h) := Λ0u за допомогою цього обмеженого

оператора.

Згiдно з [41, гл. II, теорема 7], означенi за замиканням слiди ∂ kt u(·, 0) ∈

Hs−1−2k(G) для всiх k ∈ Z таких, що 0 ≤ k < s/2− 1/2 (i лише для таких

k). Скориставшись (4.81) i (4.82), виразимо цi слiди через функцiї f(x, t) i
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h(x) за рекурентною формулою

u(x, 0) = h(x),

∂kt u(x, 0) = −
∑
|α|≤2

k−1∑
q=0

(
k − 1

q

)
∂k−1−q
t aα(x, 0)Dα

x∂
q
t u(x, 0) + ∂k−1

t f(x, 0)

для кожного k ∈ Z такого, що 1 ≤ k < s/2− 1/2.

(4.88)

Цi рiвностi виконуються для майже всiх x ∈ G.

Окрiм того, означенi за замиканням слiди ∂kt g(·, 0) ∈ Hs−3/2−2k(Γ) для

всiх k ∈ Z таких, що 0 ≤ k < s/2−3/4 (i тiльки для цих k). Тому, внаслiдок

крайової умови Дiрiхле (4.83), виконується рiвнiсть

∂kt g(x, 0) = ∂kt u(x, 0) для майже всiх x ∈ Γ (4.89)

для цих цiлих k. Права частина цiєї рiвностi є коректно означеною, оскiльки

функцiя ∂kt u(·, 0) ∈ Hs−1−2k(G) має слiд ∂kt u(·, 0) � Γ ∈ Hs−3/2−2k(Γ) за

умови s− 3/2− 2k > 0.

Тепер пiдставивши (4.88) у (4.89), дiстаємо умови узгодження

∂kt g �Γ = vk �Γ, з k ∈ Z i 0 ≤ k < s/2− 3/4. (4.90)

Тут функцiї vk означенi за рекурентною формулою

v0(x) := h(x),

vk(x) := −
∑
|α|≤2

k−1∑
q=0

(
k − 1

q

)
∂k−1−q
t aα(x, 0)Dα

xvq(x) + ∂k−1
t f(x, 0)

для кожного k ∈ Z такого, що 1 ≤ k < s/2− 1/2,

(4.91)

цi спiввiдношення виконуються для майже всiх x ∈ G. Оскiльки

vk ∈ Hs−1−2k(G) для кожного k ∈ Z ∩ [0, s/2− 1/2) (4.92)
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завдяки (4.87), то за замиканням означений слiд vk �Γ ∈ Hs−3/2−2k(Γ) якщо

s− 3/2− 2k > 0. Отже, умови узгодження (4.90) є коректно поставленими.

Наприклад, якщо 2 < s ≤ 7/2, то формула (4.90) дає одну умову

узгодження

g �Γ = h�Γ.

Далi, якщо 7/2 < s ≤ 11/2, то (4.90) дає вже двi умови узгодження

g �Γ = h�Γ

i

∂tg �Γ =

(
−
∑
|α|≤2

aα(x, 0)Dα
xh(x) + f(x, 0)

)
�Γ.

I так далi.

Покладемо

E0 := {2r + 3/2 : 1 ≤ r ∈ Z}.

Вiдмiтимо, що E0 – це множина всiх розривiв функцiї, яка визначає

кiлькiсть умов узгодження (4.90) в залежностi вiд s ≥ 2. Зауважимо, що

у випадку загальної задачi для параболiчного рiвняння i крайових умов

довiльних порядкiв (див. п. 4.2), ми використовували множину

E := {σ0 + r − 1/2 : 1 ≤ r ∈ Z},

яка при σ0 = 2 є ширшою нiж множина E0. Насправдi, для кожної задачi з

заданими порядками рiвняння та крайових умов доцiльно використовувати

не загальну множину E, а таку множину, яка складається тiльки з тих

значень s, при переходi через якi змiнюється кiлькiсть умов узгодження

правих частин задачi. Для задачi (4.81)–(4.83) такою множиною буде E0.

Далi, для випадку s = 2 додатково будемо припускати, що ϕ ∈ M

є зростаючою (в нестрогому сенсi) функцiєю. Для зручностi, позначимо
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через M1 клас усiх зростаючих (в нестрогому сенсi) функцiй ϕ ∈

M. Необхiднiсть такого припущення пояснимо у наступному абзацi.

Попередньо зауважимо таке. Подiбно до (2.11), для довiльої ϕ ∈ M1 має

мiсце неперервне та щiльне вкладення

Hs,s/2;ϕ(Ω) ↪→ Hs,s/2(Ω), (4.93)

яке є безпосереднiм наслiдком зростання функцiї ϕ.

Основний результат для параболiчної задачi (4.81)–(4.83) полягає в

тому, що лiнiйне вiдображення (4.85) продовжується єдидиним чином (за

неперервнiстю) до iзоморфiзму мiж вiдповiдними парами функцiональних

просторiв Хермандера. Вкажемо цi простори. Виберемо довiльнi дiйсне

число s ≥ 2 i функцiональний параметр ϕ ∈M. У випадку s = 2 додатково

припустимо, що ϕ ∈ M1. Вiзьмемо Hs,s/2;ϕ(Ω) як вихiдний простiр цього

iзоморфiзму; iншими словами, Hs,s/2;ϕ(Ω) виступає як простiр розв’язкiв

u задачi. Для введення другого простору дiї iзоморфiзму розглянемо

гiльбертiв простiр

Hs−2,s/2−1;ϕ
0 := Hs−2,s/2−1;ϕ(Ω)⊕Hs−1/2,s/2−1/4;ϕ(S)⊕Hs−1;ϕ(G).

У соболєвському випадку ϕ ≡ 1 цей простiр збiгається з простором

в який дiє обмежений оператор (4.86). Найширший простiр, в який дiє

оператор (4.86), що розглядаємо у дисертацiйнiй роботi, це соболєвський

простiр H0,0
0 . Умова ϕ ∈ M1 при s = 2 забезпечує необхiдне вкладення

H0,0;ϕ
0 ↪→ H0,0

0 , яке є наслiдком формули (4.93) та її очевидних аналогiв

для просторiв на S i на G. Другий простiр дiї iзоморфiзму вкладений

у Hs−2,s/2−1;ϕ
0 . Будемо позначати його Qs−2,s/2−1;ϕ

0 . Дамо означення цього

простору окремо для випадку s /∈ E0 i для випадку s ∈ E0.
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Нехай спочатку s /∈ E0. За означенням, лiнiйний простiр Qs−2,s/2−1;ϕ
0

складається з усiх вектор–функцiй
(
f, g, h

)
∈ Hs−2,s/2−1;ϕ

0 , якi

задовольняють умови узгодження (4.90). Як вже зазначалось ранiше, цi

умови є коректно поставленими у випадку просторiв Соболєва, зокрема,

для кожного
(
f, g, h

)
∈ Hs−2−ε,s/2−1−ε/2

0 ; тут i далi у цьому абзацi при s > 2

число ε > 0 достатньо мале, а якщо s = 2, то ε = 0. Отже, вони також

є коректно поставленими для кожного
(
f, g, h

)
∈ Hs−2,s/2−1;ϕ

0 завдяки

неперервному вкладанню

Hs−2,s/2−1;ϕ
0 ↪→ Hs−2−ε,s/2−1−ε/2

0 . (4.94)

Таким чином, наше означення є коректним. Надiлимо лiнiйний простiр

Qs−2,s/2−1;ϕ
0 скалярним добутком i нормою з гiльбертового простору

Hs−2,s/2−1;ϕ
0 . ПростiрQs−2,s/2−1;ϕ

0 є повним, тобто гiльбертовим. Це випливає

з рiвностi

Qs−2,s/2−1;ϕ
0 = Hs−2,s/2−1;ϕ

0 ∩Qs−2−ε,s/2−1−ε/2
0 .

Тут простiр Qs−2−ε,s/2−1−ε/2
0 є повним, оскiльки диференцiальнi оператори

та слiди операторiв, що використовуються в умовах узгодження, є

обмеженими у вiдповiдних парах просторiв Соболєва. Тому простiр, що

стоїть у правiй частинi цiєї рiвностi є повним вiдносно суми норм у

просторах-компонентах перетину; ця сума еквiвалентна нормi уHs−2,s/2−1;ϕ
0

на пiдставi (4.94). Таким чином, простiр Qs−2,s/2−1;ϕ
0 є повним (вiдносно

останньої норми).

Якщо s ∈ E0, то означаємо гiльбертовий простiр Qs−2,s/2−1;ϕ
0 за

допомогою iнтерполяцiї пари тiльки що введених аналогiв цього простору.

А саме, покладемо

Qs−2,s/2−1;ϕ
0 :=

[
Qs−2−ε,s/2−1−ε/2;ϕ

0 ,Qs−2+ε,s/2−1+ε/2;ϕ
0

]
1/2
. (4.95)
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Тут число ε ∈ (0, 1/2) вибрано довiльно, а права частина рiвностi

є результатом iнтерполяцiї записаної пари гiльбертових просторiв з

числовим параметром 1/2. Про таку iнтерполяцiю йшлося у п. 2.4.

Гiльбертовий простiр Qs−2,s/2−1;ϕ
0 , означений формулою (4.95) не залежить

вiд вибору числа ε з точнiстю до еквiвалентностi норм i є неперервно

вкладеним у Hs−2,s/2−1;ϕ
0 . Це буде показано у зауваженнi 4.5 у кiнцi

пiдроздiлу 4.10.

Тепер ми можемо сформулювати наш основний результат щодо

параболiчної початково-крайової задачi (4.81)–(4.83).

Теорема 4.6. Для довiльних s ≥ 2 i ϕ ∈ M (при s = 2 додатково

припускаємо, що ϕ є зростаючою (в нестрогому сенсi) функцiєю)

вiдображення (4.85) продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до

iзоморфiзму

Λ0 : Hs,s/2;ϕ(Ω)↔ Qs−2,s/2−1;ϕ
0 . (4.96)

Вiдмiтимо, що необхiднiсть означати простiр Qs−2,s/2−1;ϕ
0 окремо для

випадку s ∈ E0 обумовлена наступним: якщо означити цей простiр для

s ∈ E0 у той же спосiб, що i для s /∈ E0, то iзоморфiзм (4.96) порушується

щонайменше для ϕ ≡ 1. Це випливає з результату Солоннiкова [44, § 6].

Розглянемо тепер параболiчну задачу (4.81), (4.82), (4.84), яка

вiдповiдає на S крайовiй умовi першого порядку. Запишемо умови

узгодження для правих частин цiєї задачi.

Пов’яжемо з параболiчною задачею (4.81), (4.82), (4.84) лiнiйне

вiдображення

Λ1 : u 7→
(
Au,Bu, u(·, 0)

)
, де u ∈ C∞(Ω). (4.97)
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Для довiльного дiйсного s ≥ 2 це вiдображення продовжується єдиним

чином (за неперервнiстю) до лiнiйного обмеженого оператора

Λ1 : Hs,s/2(Ω)→ Hs−2,s/2−1(Ω)⊕Hs−3/2,s/2−3/4(S)⊕Hs−1(G). (4.98)

Виберемо довiльно функцiю u(x, t) з простору Hs,s/2(Ω) i означимо правi

частини

f ∈ Hs−2,s/2−1(Ω), g ∈ Hs−3/2,s/2−3/4(S), i h ∈ Hs−1(G)

задачi за формулою (f, g, h) := Λ1u за допомогою цього обмеженого

оператора. Тут, на вiдмiну вiд (4.87), з включення u ∈ Hs,s/2(Ω) випливає

g = Bu ∈ Hs−3/2,s/2−3/4(S) завдяки [41, гл. II, теорема 7]. Згiдно з цiєю

теоремою, слiди ∂kt g(·, 0) ∈ Hs−5/2−2k(Γ) означенi за замиканням для всiх

k ∈ Z таких, що 0 ≤ k < s/2− 5/4 (i лише цих k). Ми можемо виразити цi

слiди через функцiю u(x, t) та її похiднi по часу, а саме,

∂kt g(x, 0) =
(
∂ktBu(x, t)

)
|t=0

=
k∑
q=0

(
k

q

)( n∑
j=1

∂k−qt bj(x, 0)Dj∂
q
t u(x, 0) + ∂k−qt b0(x, 0) ∂ qt u(x, 0)

) (4.99)

для майже всiх x ∈ Γ. Тут всi функцiї u(x, 0), ∂tu(x, 0),..., ∂kt u(x, 0) змiнної

x ∈ G вираженi через функцiї f(x, t) i h(x) за рекурентною формулою

(4.88).

Пiдставивши (4.88) у праву частину формули (4.99), отримаємо умови

узгодження

∂kt g �Γ = Bk[v0, . . . , vk]

з k ∈ Z i 0 ≤ k < s/2− 5/4.
(4.100)
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Тут функцiї v0, v1,..., vk визначенi на G за рекурентною формулою (4.91),

i ми поклали

Bk[v0, . . . , vk](x) :=

k∑
q=0

(
k

q

)( n∑
j=1

∂ k−qt bj(x, 0)Djvq(x) + ∂ k−qt b0(x, 0) vq(x)

)
для майже всiх x ∈ Γ. Тут розглядаємо функцiї Djvq(x) i vq(x) змiнної

x ∈ Γ як слiди функцiй Djvq ∈ Hs−2−2q(G) i vq ∈ Hs−1−2q(G) на Γ. Таким

чином

Bk[v0, . . . , vk] ∈ Hs−5/2−2k(Γ)

завдяки (4.92) i s − 5/2 − 2k > 0. Зауважимо, якщо s ≤ 5/2, то умови

узгодження у задачi вiдсутнi.

Покладемо

E1 := {2r + 1/2 : 1 ≤ r ∈ Z}.

Зауважимо, що E1 – це множина всiх розривiв функцiї, яка визначає

кiлькiсть умов узгодження (4.100) в залежностi вiд s ≥ 2.

Щоб сформулювати теорему про iзоморфiзми для параболiчної задачi

(4.81), (4.82), (4.84) введемо простори, в яких буде дiяти цей iзоморфiзм.

Нехай s ≥ 2 i ϕ ∈M. У випадку s = 2 додатково припустимо, що ϕ ∈M1.

Як i вище, вiзьмемо Hs,s/2;ϕ(Ω) як вихiдний простiр цього iзоморфiзму.

Другий простiр дiї iзоморфiзму позначимо черезQs−2,s/2−1;ϕ
1 , вiн вкладений

у гiльбертовий простiр

Hs−2,s/2−1;ϕ
1 := Hs−2,s/2−1;ϕ(Ω)⊕Hs−3/2,s/2−3/4;ϕ(S)⊕Hs−1;ϕ(G).

У соболєвському випадку ϕ ≡ 1 цей простiр збiгається з простором в який

дiє обмежений оператор (4.98).
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Якщо s /∈ E1, то, за означенням, лiнiйний простiр Qs−2,s/2−1;ϕ
1

складається з усiх вектор–функцiй
(
f, g, h

)
∈ Hs−2,s/2−1;ϕ

1 , якi

задовольняють умови узгодження (4.100). Означення є коректним,

оскiльки умови узгодження є коректно поставленими для довiльного(
f, g, h

)
∈ Hs−2−ε,s/2−1−ε/2

1 для достатньо малого ε > 0 i тому, що

Hs−2,s/2−1;ϕ
1 ↪→ Hs−2−ε,s/2−1−ε/2

1 . (4.101)

Це неперервне вкладення безпосередньо випливає з (2.11) i (2.12). Лiнiйний

простiрQs−2,s/2−1;ϕ
1 надiлимо скалярним добутком i нормою з гiльбертового

просторуHs−2,s/2−1;ϕ
1 . ПростiрQs−2,s/2−1;ϕ

1 є повним, тобто гiльбертовим. Це

доводиться тими ж мiркуваннями, якi ми використовували для доведення

повноти Qs−2,s/2−1;ϕ
0 . Вiдмiтимо, якщо 2 ≤ s < 5/2, то простори Hs−2,s/2−1;ϕ

1

i Qs−2,s/2−1;ϕ
1 спiвпадають, оскiльки в цьому випадку умови узгодження

(4.100) вiдсутнi.

Якщо s ∈ E1, то означимо гiльбертовий простiр Qs−2,s/2−1;ϕ
1 за

допомогою iнтерполяцiї, а саме

Qs−2,s/2−1;ϕ
1 :=

[
Qs−2−ε,s/2−1−ε/2;ϕ

1 ,Qs−2+ε,s/2−1+ε/2;ϕ
1

]
1/2
. (4.102)

Тут число ε ∈ (0, 1/2) вибрано довiльно. Цей гiльбертовий простiр не

залежить вiд вибору ε з точнiстю до еквiвалентностi норм i неперервно

вкладений в Hs−2,s/2−1;ϕ
1 , як це буде показано у зауваженнi 4.5.

Тепер можемо сформулювати основний результат для параболiчної

початково-крайової задачi (4.81), (4.82), (4.84).

Теорема 4.7. Для довiльних s ≥ 2 i ϕ ∈ M (при s = 2 додатково

припускаємо, що ϕ є зростаючою (в нестрогому сенсi) функцiєю)

вiдображення (4.97) продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до
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iзоморфiзму

Λ1 : Hs,s/2;ϕ(Ω)↔ Qs−2,s/2−1;ϕ
1 . (4.103)

Вiдмiтимо, що необхiднiсть означати простiр Qs−2,s/2−1;ϕ
1 окремо для

випадку s ∈ E1 обумовлена подiбною причиною, як це вказано для

простору Qs−2,s/2−1;ϕ
0 . А саме, якщо ми означимо цей простiр для s ∈ E1

у той же спосiб, що i для s /∈ E1, то iзоморфiзм (4.103) порушується

щонайменше коли ϕ ≡ 1 i (4.84) є крайовою умовою Неймана (див. [44, § 6]).

Теореми 4.6 i 4.7 є вiдомими у соболєвському випадку, коли ϕ ≡ 1. А

саме вони мiстяться в результатi Аграновича та Вiшика [1, теорема 12.1]

для випадку s/2 ∈ Z, який покривається результатом Лiонса i Мадженеса

[68, теорема 6.2] у припущеннi, що нi s нi s/2 не є напiвцiлими. Результат

М. В. Житарашу [7, теорема 9.1] знiмає останнє припущення. Солоннiков

[44, теорема 17] довiв вiдповiднi апрiорнi оцiнки для анiзотропних

соболєвських норм розв’язкiв задачi (4.81)–(4.83) та задачi (4.81), (4.82),

(4.84) за умови, що (4.84) є крайовою умовою Неймана.

Виведемо теореми 4.6 i 4.7 зi згаданого результату Лiонса i Мадженеса

шляхом iнтерполяцiї з функцiональним параметром пар гiльбертових

просторiв Соболєва. Зробимо це у наступних двох пiдроздiлах: окремо для

випадку s > 2, ϕ ∈M i випадку s = 2, ϕ ∈M1.
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4.10. Доведення теорем пiдроздiлу 4.9 (випадок s > 2)

Для доведення цих теорем нам будуть потрiбнi iнтерполяцiйнi формули

для просторiв Qs−2,s/2−1;ϕ
0 i Qs−2,s/2−1;ϕ

1 , якi зустрiчаються у iзоморфiзмах

(4.96) i (4.103). З означення цих просторiв випливає, що формули для них

потрiбнi лише у випадках, коли s /∈ E0 i s /∈ E1 вiдповiдно. Тому розглянемо

такi iнтервали

J0,1 := (2, 7/2), J0,r := (2r − 1/2, 2r + 3/2), з 2 ≤ r ∈ Z,

i

J1,0 := (2, 5/2), J1,r := (2r + 1/2, 2r + 5/2), з 1 ≤ r ∈ Z,

змiни величини s. Вiдмiтимо, що кiлькiсть умов узгодження (4.90) i (4.100)

є сталою на цих iнтервалах. А саме, якщо s належить деякому Jl,r, то ця

кiлькiсть дорiвнює r.

Лема 4.5. Нехай l ∈ {0, 1} i 1 ≤ r ∈ Z. Припустимо, що дiйснi

числа s0, s, s1 ∈ Jl,r задовольняють нерiвностi s0 < s < s1 i що ϕ ∈

M. Визначимо iнтерполяцiйний параметр ψ ∈ B формулою (2.27). Тодi

правильна така рiвнiсть просторiв

Qs−2,s/2−1;ϕ
l =

[
Qs0−2,s0/2−1
l ,Qs1−2,s1/2−1

l

]
ψ

(4.104)

з точнiстю до еквiвалентностi норм.

Доведення. Нагадаємо, що Qs−2,s/2−1;ϕ
l i Qsj−2,sj/2−1

l з j ∈ {0, 1}, є

пiдпросторами гiльбертових просторiв Hs−2,s/2−1;ϕ
l i Hsj−2,sj/2−1

l вiдповiдно.
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Згiдно з твердженнями 2.4, 2.6 i теоремою 2.6 отримаємо наступне:[
Hs0−2,s0/2−1
l ,Hs1−2,s1/2−1

l

]
ψ

=
[
Hs0−2,s0/2−1(Ω)⊕Hs0−(2l+1)/2,s0/2−(2l+1)/4(S)⊕Hs0−1(G),

Hs1−2,s1/2−1(Ω)⊕Hs1−(2l+1)/2,s1/2−(2l+1)/4(S)⊕Hs1−1(G)
]
ψ

=
[
Hs0−2,s0/2−1(Ω), Hs1−2,s1/2−1(Ω)

]
ψ

⊕
[
Hs0−(2l+1)/2,s0/2−(2l+1)/4(S), Hs1−(2l+1)/2,s1/2−(2l+1)/4(S)

]
ψ

⊕
[
Hs0−1(G), Hs1−1(G)

]
ψ

= Hs−2,s/2−1;ϕ(Ω)⊕Hs−(2l+1)/2,s/2−(2l+1)/4;ϕ(S)⊕Hs−1;ϕ(G)

= Hs−2,s/2−1;ϕ
l .

Отже, [
Hs0−2,s0/2−1
l ,Hs1−2,s1/2−1

l

]
ψ

= Hs−2,s/2−1;ϕ
l (4.105)

з еквiвалентнiстю норм.

Виведемо необхiдну формулу (4.104) з (4.105) за допомогою

твердження 2.3. Для цього нам потрiбно представити лiнiйне вiдображення

P на Hs0−2,s0/2−1
l таке, що P є проектором простору Hsj−2,sj/2−1

l на його

пiдпростiр Qsj−2,sj/2−1
l для кожного j ∈ {0, 1}. Якщо у нас є це

вiдображення, то отримаємо[
Qs0−2,s0/2−1
l ,Qs1−2,s1/2−1

l

]
ψ

=
[
Hs0−2,s0/2−1
l ,Hs1−2,s1/2−1

l

]
ψ
∩Qs0−2,s0/2−1

l

= Hs−2,s/2−1;ϕ
l ∩Qs0−2,s0/2−1

l

= Qs−2,s/2−1;ϕ
l

завдяки твердженню 2.3, формулi (4.105) та умовам s0, s ∈ Jl,r i s0 < s.

Зауважимо, що з цих умов випливає остання рiвнiсть, оскiльки елементи

просторiв Qs0−2,s0/2−1
l i Qs−2,s/2−1;ϕ

l задовольняють однi i тi самi умови

узгодження i оскiльки Hs−2,s/2−1;ϕ
l неперервно вкладений у Hs0−2,s0/2−1

l .
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Побудуємо вище згадане вiдображення P за допомогою теореми 2.7.

Розглянемо спочатку випадок l = 0. Для даного (f, g, h) ∈ Hs0−2,s0/2−1
0

покладемо

g∗ := g + T
(
v0 �Γ− g �Γ, . . . , vr−1 �Γ− ∂ r−1

t g �Γ
)
.

Тут функцiї vk ∈ Hs0−1−2k(G), з k = 0, . . . , r − 1, визначенi

рекурентною формулою (4.91), i вiдображення T взяте з теореми 2.7.

Лiнiйне вiдображення P : (f, g, h) 7→ (f, g∗, h), визначене на всiх векторах

(f, g, h) ∈ Hs0−2,s0/2−1
0 , є шуканим. Дiйсно, його звуження на кожний

простiр Hsj−2,sj/2−1
0 , з j ∈ {0, 1}, є обмеженим оператором на цьому

просторi. Це безпосередньо випливає з теореми 2.7, в якiй взяли s := sj −

1/2, b := 1. Бiльш того, якщо (f, g, h) ∈ Qsj−2,sj/2−1
0 , то P (f, g, h) = (f, g, h)

завдяки умовам узгодження (4.90).

Розглянемо тепер випадок l = 1. Для даного (f, g, h) ∈ Hs0−2,s0/2−1
1

покладемо

g∗ := g + T
(
B0[v0]− g �Γ, . . . , Br−1[v0, . . . , vr−1]− ∂r−1

t g �Γ
)
.

Тут функцiї v0, . . . , vr−1 i вiдображення T такi самi, як i у випадку l = 0.

Лiнiйне вiдображення P : (f, g, h) 7→ (f, g∗, h), визначене на всiх векторах

(f, g, h) ∈ Hs0−2,s0/2−1
1 , є шуканим. Дiйсно, його звуження на кожний

простiр Hsj−2,sj/2−1
1 , з j ∈ {0, 1}, є обмеженим оператором на цьому

просторi завдяки теоремi 2.7, в якiй взяли s := sj − 3/2, b := 1. Бiльш

того, якщо (f, g, h) ∈ Qsj−2,sj/2−1
1 , то P (f, g, h) = (f, g, h) завдяки умовам

узгодження (4.100).

Зауваження 4.4. Якщо l = 1 i r = 0, то висновок леми 4.5 залишається

правильним. Дiйсно, у цьому випадку Qs−2,s/2−1;ϕ
1 = Hs−2,s/2−1;ϕ

1 i
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Qsj−2,sj/2−1
1 = Hsj−2,sj/2−1

1 для кожного j ∈ {0, 1}, так що (4.104) збiгається

з рiвнiстю (4.105). Остання є правильною i в розглянутому випадку.

Тепер можемо перейти до доведення теорем.

Доведення теорем 4.6 i 4.7. Нехай s > 2, ϕ ∈ M i l ∈ {0, 1}. Якщо l = 0

[або l = 1], то нашi мiркування стосуються теореми 4.6 [або теореми 4.7].

Спочатку розглянемо випадок s /∈ El. Тодi s ∈ Jl,r для певного цiлого r.

Виберемо числа s0, s1 ∈ Jl,r такi, що жодне з чисел s0, s0/2, s1, s1/2 не є

напiвцiлим i s0 < s < s1. Згiдно з результатом Лiонса i Мадженеса [68,

теорема 6.2], вiдображення

u 7→ Λlu з u ∈ C∞(Ω), (4.106)

продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до iзоморфiзмiв

Λl : Hsj ,sj/2(Ω)↔ Qsj−2,sj/2−1
l для кожного j ∈ {0, 1}. (4.107)

Нехай ψ є iнтерполяцiйним параметром (2.27). Тодi звуження оператора

(4.107) з j = 0 на простiр

[
Hs0,s0/2(Ω), Hs1,s1/2(Ω)

]
ψ

= Hs,s/2;ϕ(Ω)

є iзоморфiзмом

Λl : Hs,s/2;ϕ(Ω)↔
[
Qs0−2,s0/2−1
l ,Qs1−2,s1/2−1

l

]
ψ

= Qs−2,s/2−1;ϕ
l . (4.108)

Тут рiвностi просторiв є правильними з точнiстю до еквiвалентностi норм

завдяки теоремi 2.6 i лемi 4.5 (див. також зауваження 4.4). Оператор (4.108)

є продовженням за неперервнiстю вiдображення (4.106) оскiльки множина

C∞(Ω) є щiльною у Hs,s/2;ϕ(Ω). Отже, у розглядуваному випадку теореми

4.6 i 4.7 доведенi.
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Розглянемо тепер випадок s ∈ El. Виберемо довiльно число ε ∈ (0, 1/2).

Оскiльки s± ε /∈ El i s− ε > 2, то маємо iзоморфiзми

Λl : Hs±ε,(s±ε)/2;ϕ(Ω)↔ Qs±ε−2,(s±ε)/2−1;ϕ
l . (4.109)

З них випливає, що вiдображення (4.106) продовжується єдиним чином (за

неперервнiстю) до iзоморфiзму

Λl :
[
Hs−ε,(s−ε)/2;ϕ(Ω), Hs+ε,(s+ε)/2;ϕ(Ω)

]
1/2

↔
[
Qs−ε−2,(s−ε)/2−1;ϕ
l ,Qs+ε−2,(s+ε)/2−1;ϕ

l

]
1/2

= Qs−2,s/2−1;ϕ
l .

(4.110)

Нагадаємо, що остання рiвнiсть є означенням простору Qs−2,s/2−1;ϕ
l . Для

завершення доведення залишилось у (4.110) застосувати формулу

Hs,s/2;ϕ(Ω) =
[
Hs−ε,(s−ε)/2;ϕ(Ω), Hs+ε,(s+ε)/2;ϕ(Ω)

]
1/2
,

яка є окремим випадком формули (4.22).

Зауваження 4.5. Простори, означенi формулами (4.95) i (4.102) не

залежать вiд вибору числа ε ∈ (0, 1/2) з точнiстю до еквiвалентностi норм.

Дiйсно, нехай l ∈ {0, 1}, s ∈ El; тодi, згiдно з теоремами 4.6 i 4.7 маємо

iзоморфiзми

Λl : Hs,s/2;ϕ(Ω)↔
[
Qs−2−ε,s/2−1−ε/2;ϕ
l ,Qs−2+ε,s/2−1+ε/2;ϕ

l

]
1/2

для кожного 0 < ε < 1/2. Це означає необхiдну незалежнiсть.
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4.11. Доведення теорем пiдроздiлу 4.9 (випадок s = 2)

Для доведення теорем у розглядуваному випадку нам будуть потрiбнi

версiї iнтерполяцiйних формул (2.67) i (4.104) у ситуацiї, коли s = s0.

Тому у цьому пiдроздiлi скористаємось вiдмiнним вiд (2.27) параметром

iнтерполяцiї ψ. Означимо його. Нехай

s0, s1, γ ∈ R, 0 ≤ s0 < s1, γ > 0 i ϕ ∈M1. (4.111)

Розглянемо функцiю

ψ(r) :=


ϕ(r1/(s1−s0)) для r ≥ 1,

ϕ(1) для 0 < r < 1.

(4.112)

Покажемо, що ця функцiя є iнтерполяцiйним параметром. З означення

класу M1 випливає, що ψ ∈ B. Справдi, ψ є обмеженою на кожному

вiдрiзку [a, b], де 0 < a < b < ∞, оскiльки ϕ є обмеженою на кожному

вiдрiзку [1, b], де 1 < b <∞. Також 1/ψ є обмеженою на кожному променi

[a,∞), де a > 0, оскiльки ϕ є додатною зростаючою функцiєю. Тепер

з твердження 2.2 випливає, що (4.112) є iнтерполяцiйним параметром.

Справдi, запишемо для нашого випадку нерiвностi (2.23) зi сталою c = 1:

ϕ(t) ≤ ϕ(τ) i τ s0−s1ϕ(τ) ≤ ts0−s1ϕ(t)

для всiх t ≥ 1 i τ ≥ t.
(4.113)

Цi нерiвностi є правильними. Справдi, лiва нерiвнiсть у (4.113) є наслiдком

зростання функцiї ϕ, а права є наслiдком повiльної змiни ϕ (див. [40, c.27]).

Вiдмiтимо, що iснують функцiї ϕ ∈ M з якими (4.112) не є

iнтерполяцiйним параметром (див., наприклад, [101, приклад 1.5]).

Надалi у цьому пiдроздiлi будемо iнтерполювати пари соболєвських

просторiв з функцiональним параметром ψ, заданим формулою (4.112).
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Як зазначалось, iнтерполяцiя iзотропних соболєвських просторiв

дослiджена в роботах В. А. Михайлеця та О. О. Мурача [99, 101, 102]. У

припущеннi (4.111) правильна така рiвнiсть

Hs0;ϕ(G) =
[
Hs0(G), Hs1(G)

]
ψ

(4.114)

з точнiстю до еквiвалентностi норм. Тут iнтерполяцiйний параметр ψ

заданий формулою (4.112). Рiвнiсть (4.114) є окремим випадком формули

(4.2) з [102].

Встановимо версiї формули (4.114) для анiзотропних просторiв

Hs0,s0γ;ϕ(Ω) та Hs0,s0γ;ϕ(S). Як i у пiдроздiлi 2.5, почнемо з базової

iнтерполяцiйної формули для просторiв Hs0,s0γ;ϕ(Rk).

Лема 4.6. Нехай 2 ≤ k ∈ Z. У припущеннi (4.111) правильна така

iнтерполяцiйна формула

Hs0,s0γ;ϕ(Rk) =
[
Hs0,s0γ(Rk), Hs1,s1γ(Rk)

]
ψ

(4.115)

з рiвнiстю норм. Тут ψ – iнтерполяцiйний параметр, заданий формулою

(4.112).

Доведення. Нагадаємо, що позначаємо

rγ(ξ
′, ξk) :=

(
1 + |ξ′|2 + |ξk|2γ

)1/2 для будь-яких ξ′ ∈ Rk−1, ξk ∈ R.

Пара анiзотропних просторiв Соболєва X =
[
Hs0,s0γ(Rk), Hs1,s1γ(Rk)

]
є

допустимою згiдно з (2.5). Породжуючий оператор для цiєї пари задається

формулою

J : w 7→ F−1[rs1−s0γ Fw ] з w ∈ Hs1,s1γ(Rk).

Це безпосередньо випливає з означення цих просторiв. Тут через F [та

F−1] позначено оператори прямого [та оберненого] перетворення Фур’є (по
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усiх змiнних) повiльно зростаючих розподiлiв, заданих на Rk. Оператор J

за допомогою перетворення Фур’є зводиться до оператора множення на

функцiю rs1−s0γ i встановлює iзометричний iзоморфiзм F : Hs0,s0γ(Rk) ↔

L2

(
Rk, r2s0

γ (ξ′, ξk)dξ
′dξk
)
. Тому F зводить ψ(J) до оператора множення на

функцiю

ψ(rs1−s0γ (ξ′, ξk)) ≡ ϕ(rγ(ξ
′, ξk)).

Тепер для кожного w ∈ C∞0 (Rk) можна записати наступне

‖w‖2
Xψ

= ‖ψ(J)w‖2
Hs0,s0γ(Rk)

=

∫
Rk

|ψ(rs1−s0γ (ξ′, ξk)) (Fw)(ξ′, ξk)|2 r2s0
γ (ξ′, ξk)dξ

′dξk

=

∫
Rk

r2s0
γ (ξ′, ξk)ϕ

2(rγ(ξ
′, ξk)) |(Fw)(ξ′, ξk)|2 dξ′dξk

= ‖w‖Hs0,s0γ;ϕ(Rk).

З цього випливає рiвнiсть просторiв (4.115), оскiльки в них обох є щiльною

множина C∞0 (Rk). Вiдмiтимо, що C∞0 (Rk) є щiльною у другому просторi,

позначеному як Xψ, тому що C∞0 (Rk) є щiльною в просторi Hs1,s1γ(Rk),

який неперервно та щiльно вкладений в Xψ.

Лема 4.7. У припущеннi (4.111) правильна така iнтерполяцiйна

формула

Hs0,s0γ;ϕ(Ω) =
[
Hs0,s0γ(Ω), Hs1,s1γ(Ω)

]
ψ
, (4.116)

з точнiстю до еквiвалентностi норм.

У додаток до (4.111) припустимо, що s0 > 0. Тодi правильна така

iнтерполяцiйна формула

Hs0,s0γ;ϕ(S) =
[
Hs0,s0γ(S), Hs1,s1γ(S)

]
ψ

(4.117)
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з точнiстю до еквiвалентностi норм. Тут у обох формулах ψ –

iнтерполяцiйний параметр, заданий формулою (4.112).

Доведення цiєї леми дослiвно збiгається з доведенням теореми 2.6.

Для цього потрiбно у доведеннi теореми покласти s := s0, в

якостi iнтерполяцiйного параметра ψ взяти параметр, визначений

формулою (4.112) i замiсть (2.29) скористатись базовою iнтерполяцiйною

формулою (4.115).

Доводити теореми 4.6 i 4.7 для s = 2 будемо за тiєю ж схемою, що i для

s > 2. Тому розглянемо такий промiжок [2; 5/2) змiни величини s. Для

кожної iз задач кiлькiсть умов узгодження на цьому промiжку є сталою. А

саме, для задачi (4.81)–(4.83) (див. (4.90) ) маємо одну умову узгодження

g �Γ = h�Γ; (4.118)

для задачi (4.81), (4.82), (4.84) маємо нуль умов узгодження. Останнє

означає, що Qs−2,s/2−1;ϕ
1 = Hs−2,s/2−1;ϕ

1 .

Доведення теорем 4.6 i 4.7. Нехай s = s0 = 2, s1 ∈ [2; 5/2) i ϕ ∈ M1.

Спочатку встановимо, що правильна така iнтерполяцiйна формула

Q0,0;ϕ
0 =

[
Q0,0

0 ,Qs1−2,(s1−2)/2
0

]
ψ

(4.119)

з точнiстю до еквiвалентностi норм. Тут ψ – iнтерполяцiйний параметр,

заданий формулою (4.112).

На пiдставi твердження 2.4 i формул (4.114), (4.116), (4.117) можемо

записати таке
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[
H0,0

0 ,Hs1−2,(s1−2)/2
0

]
ψ

=[
H0,0(Ω)⊕H3/2, 3/4(S)⊕H1(G),

Hs1−2,(s1−2)/2(Ω)⊕Hs1−1/2, s1/2−1/4(S)⊕Hs1−1(G)
]
ψ

=[
H0,0(Ω), Hs1−2,(s1−2)/2(Ω)

]
ψ
⊕
[
H3/2, 3/4(S), Hs1−1/2, s1/2−1/4(S)

]
ψ

⊕
[
H1(G), Hs1−1(G)

]
ψ

=

H0,0;ϕ(Ω)⊕H3/2, 3/4;ϕ(S)⊕H1;ϕ(G) = H0,0;ϕ
0 .

Отже, [
H0,0

0 ,Hs1−2,(s1−2)/2
0

]
ψ

= H0,0;ϕ
0 (4.120)

з точнiстю до еквiвалентностi норм.

Виведемо необхiдну формулу (4.119) з (4.120) за допомогою

твердження 2.3. Для цього скористаємось побудованим у доведеннi

леми 4.5 (випадок l = 0) лiнiйним вiдображенням P на Hs0−2,s0/2−1
0 , яке

є проектором простору Hsj−2,sj/2−1
0 на його пiдпростiр Qsj−2,sj/2−1

0 для

кожного j ∈ {0, 1}. У нашiй ситуацiї це вiдображення матиме вигляд

P : (f, g, h) 7→ (f, g + T
(
h�Γ− g �Γ

)
, h) з (f, g, h) ∈ H0,0

0 .

Оскiльки у нас є необхiдне вiдображення P , то отримаємо

[
Q0,0

0 ,Qs1−2,s1/2−1
0

]
ψ

=
[
H0,0

0 ,Hs1−2,s1/2−1
0

]
ψ
∩Q0,0

0

= H0,0;ϕ
0 ∩Q0,0

0

= Q0,0;ϕ
0

завдяки твердженню 2.3 i формулi (4.120). Зауважимо, що остання рiвнiсть

є правильною, оскiльки елементи просторiв Q0,0
0 i Q0,0;ϕ

0 задовольняють
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одну i ту саму умову узгодження (4.118) i оскiльки H0,0;ϕ
0 неперервно

вкладений у H0,0
0 .

Тепер встановимо правильнiсть такої iнтерполяцiйної формули

H0,0;ϕ
1 =

[
H0,0

1 ,Hs1−2,(s1−2)/2
1

]
ψ

(4.121)

з точнiстю до еквiвалентностi норм. Тут ψ – iнтерполяцiйний параметр,

заданий формулою (4.112).

На пiдставi твердження 2.4 i формул (4.114), (4.116) i (4.117) маємо

[
H0,0

1 ,Hs1−2,(s1−2)/2
1

]
ψ

=[
H0,0(Ω)⊕H1/2, 1/4(S)⊕H1(G),

Hs1−2,(s1−2)/2(Ω)⊕Hs1−3/2, s1/2−3/4(S)⊕Hs1−1(G)
]
ψ

=[
H0,0(Ω), Hs1−2,(s1−2)/2(Ω)

]
ψ
⊕
[
H1/2, 1/4(S), Hs1−3/2, s1/2−3/4(S)

]
ψ

⊕
[
H1(G), Hs1−1(G)

]
ψ

=

H0,0;ϕ(Ω)⊕H1/2, 1/4;ϕ(S)⊕H1;ϕ(G) = H0,0;ϕ
1 .

Отже, формула (4.121) правильна з точнiстю до еквiвалентностi норм.

Перейдемо до встановлення iзоморфiзмiв (4.96) i (4.103) у випадку s =

2. Якщо l = 0 [або l = 1], то нашi мiркування стосуються теореми 4.6

[або теореми 4.7]. Виберемо довiльне число s1 ∈ (2; 5/2). Нагадаємо, що

Q0,0;ϕ
1 = H0,0;ϕ

1 , Q0,0
1 = H0,0

1 i Qs1−2,s1/2−1
1 = Hs1−2,s1/2−1

1 . Завдяки згаданiй

у п. 4.9 теоремi Лiонса i Мадженеса [68, теорема 6.2] маємо iзоморфiзми у

просторах Соболєва

Λl : H2,1(Ω)↔ Q0,0
l i Λl : Hs1,s1/2(Ω)↔ Qs1−2,(s1−2)/2

l . (4.122)
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Нехай ψ є iнтерполяцiйним параметром (4.112). Застосувавши

iнтерполяцiю з параметром ψ до (4.122), отримаємо ще один iзоморфiзм

Λl :
[
H2,1(Ω), Hs1,s1/2(Ω)

]
ψ
↔ [Q0,0

l ,Qs1−2,(s1−2)/2
l ]ψ. (4.123)

Застосувавши у (4.123) iнтерполяцiйнi формули (4.116) та (4.119) якщо

l = 0 [або (4.121) якщо l = 1] отримаємо необхiдний iзоморфiзм

Λl : H2,1;ϕ(Ω)↔ Q0,0;ϕ
l . (4.124)

Оператор (4.124) є продовженням за неперервнiстю вiдображення

u 7→ Λlu з u ∈ C∞(Ω),

оскiльки множина C∞(Ω) є щiльною у H2,1;ϕ(Ω).
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4.12. Класичнiсть узагальнених розв’язкiв

У пiдроздiлi 4.5 ми розглянули умови, за яких узагальнений розв’язкок

загальної параболiчної задачi є класичним, тобто коли вiн в термiнах

класичних похiдних i слiдiв функцiй задовольняє рiвняння у вiдкритому

цилiндрi, а на його бiчнiй поверхнi i основi – крайовi i початковi умови

вiдповiдно. Зараз дослiдимо детальнiше це питання для мiшаних задач

для параболiчних рiвнянь другого порядку. Попередньо зауважимо, що у

сучаснiй теорiї параболiчних задач однiєю з умов класичностi розв’язку є

його неперервнiсть на лiнiї Γ, що з’єднує бiчну поверхню i основу цилiндра,

у якому дослiджується задача (див., наприклад, [36, с.42]). Ця умова

звичайно виконується, якщо розв’язок буде неперервним на Ω. Для таких

класичних розв’язкiв ми будемо вживати термiн "сильно класичний".

Зрозумiло, що кожний сильно класичний розв’язок є класичним, але не

навпаки.

У теорiї параболiчних рiвнянь мiшанi задачi для рiвнянь другого

порядку займають особливе мiсце, що пов’язано з їх численними

застосуваннями. Тому для таких задач, на вiдмiну вiд загальних задач,

розглянемо достатнi умови iснування як класичних так i сильно класичних

розв’язкiв. Почнемо з необхiдних означень.

Iз результату М. С. Аграновiча та М. I. Вiшiка [1, теорема 12.1]

випливає, що для кожної вектор-функцiї (f, g, h) iз соболєвського простору

Q0,0
0 задача (4.81)–(4.83) має єдиний розв’язок u ∈ H2,1(Ω). Таку функцiю

u називаємо узагальненим розв’язком цiєї задачi iз правою частиною

(f, g, h) ∈ Q0,0
0 .
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Точно так означається узагальнений розв’язок задачi (4.81), (4.82),

(4.84). Для кожної вектор-функцiї (f, g, h) iз соболєвського простору H0,0
1

задача (4.81), (4.82), (4.84) має єдиний розв’язок u ∈ H2,1(Ω) ( [1,

теорема 12.1]). Таку функцiю u називаємо узагальненим розв’язком цiєї

задачi iз правою частиною (f, g, h) ∈ H0,0
1 .

Означення 4.2. Узагальнений розв’язок u ∈ H2,1(Ω) задачi (4.81)–

(4.83) назвемо сильно класичним, якщо узагальненi частиннi похiднi ∂tu i

Dα
xu, для яких |α| ≤ 2, є неперервними в Ω, а сама функцiя u є неперервною

у замкнутому цилiндрi Ω.

Iншими словами, узагальнений розв’язок u задачi (4.81)–(4.83) назвемо

її сильно класичним розв’язком, якщо

u ∈ C2,1
x,t (Ω) ∩ C(Ω).

Означення 4.3. Узагальнений розв’язок u ∈ H2,1(Ω) задачi (4.81),

(4.82), (4.84) назвемо сильно класичним, якщо узагальненi частиннi похiднi

∂tu i Dα
xu, для яких |α| ≤ 2, є неперервними в Ω, а функцiя u та її

узагальненi частиннi похiднi ∂u/∂xj для всiх j ∈ {1, . . . , n} є неперервними

у замкнутому цилiндрi Ω.

В рiзних практичних задачах (див., наприклад, [48, гл.3, §2, п.3])

корисно розглядати класичнi розв’язки, якi не є неперервними на лiнiї

з’єднання бiчної поверхнi i основи цилiндра, у якому дослiджується задача.

Дамо означення класичностi узагальнених розв’язкiв у щойно зазначеному

сенсi.

Означення 4.4. Узагальнений розв’язок u ∈ H2,1(Ω) задачi (4.81)–

(4.83) назвемо класичним, якщо

u ∈ C2,1
x,t (Ω) i u ∈ C(Ω ∪ S ∪G).
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Означення 4.5. Узагальнений розв’язок u ∈ H2,1(Ω) задачi (4.81),

(4.82), (4.84) назвемо класичним, якщо

u ∈ C2,1
x,t (Ω), u ∈ C(Ω ∪G)

u, ∂u/∂xj ∈ C(Ω ∪ S) для всiх j ∈ {1, . . . , n}.

Тут скрiзь, як звичайно, C2,1
x,t (Ω) – множина функцiй, якi є неперервно

диференцiйовнi на Ω разом зi своїми частинними похiдними ∂tu i Dα
xu, для

яких |α| ≤ 2.

Зауважимо, що для початково-крайової задачi (4.81)–(4.83) (або (4.81),

(4.82), (4.84)) “гарнi“ умови f ∈ C(Ω), g ∈ C(S) i h ∈ C(G) ще не

гарантують того, що її розв’язок u є класичним. Це зауваження випливає,

зокрема, з результату Л. Хермандера [52, теорема 7.9.8]. Згiдно з ним,

навiть коли усi коефiцiєнти рiвняння (4.81) сталi, iснує функцiя f ∈

C(Ω) з supp f ⊂ Ω, така, що це рiвняння має узагальнений розв’язок

u ∈ C1(Ω) \ C2,1
x,t (Ω) з suppu ⊂ Ω. Отже, розглянута задача може мати

некласичний розв’язок u у випадку “гарних“ правих частин f ∈ C(Ω),

g ≡ 0 i h ≡ 0.

Для того, щоб гарантувати класичнiсть узагальненого розв’язку

розглядуваних задач, потрiбно на їх правi частини накладати деякi iншi

умови. Можна використати простори Гельдера. Зокрема, для задачi (4.81)–

(4.83) достатньою умовою iснування класичного розв’язку буде (див.,

наприклад, [36, с.42]) належнiсть функцiї f простору Гельдера Cα(Ω) з

деяким α > 0, неперервнiсть функцiй g та h на S i G вiдповiдно, та

виконання умови узгодження g � Γ = h � Γ. Для iснування класичного

розв’язку задачi (4.81), (4.82), (4.84), мабуть, лише неперервностi функцiй

g i h буде недостатньо (див. [17, гл. 4, теорема 15.1], [11, §3, теорема 5], [50,

с.185]).
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Ми пiдемо iншим шляхом. Сформулюємо умови класичностi

узагальнених розв’язкiв задач (4.81)–(4.83) та (4.81), (4.82), (4.84) у

термiнах приналежностi їх правих частин f , g i h гiльбертовим функцi-

ональним просторам Хермандера.

Для зручностi нагадаємо означення локальних просторiв (див. п. 4.3),

що зустрiчаються у наступних теоремах. Нехай U є вiдкритою множиною

в Rn+1, такою що U ∩ Γ = ∅. Позначимо ω := U ∩ Ω 6= ∅, π1 := U ∩ ∂Ω,

π2 := U ∩ S i π3 := U ∩G.

Нехай ϕ ∈ M. Позначимо через H
s,s/2;ϕ
loc (ω, π1), де s ≥ 0, лiнiйний

простiр усiх розподiлiв u в областi Ω таких, що χu ∈ Hs,s/2;ϕ(Ω) для кожної

функцiї χ ∈ C∞(Ω) iз suppχ ⊂ ω ∪ π1.

Аналогiчно, позначимо черезHs,s/2;ϕ
loc (π2), де s > 0, лiнiйний простiр усiх

розподiлiв v на S таких, що χv ∈ Hs,s/2;ϕ(S) для кожної функцiї χ ∈ C∞(S)

iз suppχ ⊂ π2.

Нарештi, позначимо через Hs;ϕ
loc (π3), де s ≥ 0, лiнiйний простiр усiх

розподiлiв w на G таких, що χw ∈ Hs;ϕ(G) для кожної функцiї χ ∈ C∞(G)

iз suppχ ⊂ π3.

Тепер сформулюємо достатнi умови, за яких узагальненi розв’язки

задач (4.81)–(4.83) i (4.81), (4.82), (4.84) вiдповiдно, є сильно класичними.

Теорема 4.8. Нехай функцiя u ∈ H2,1(Ω) є узагальненим розв’язком

задачi (4.81)–(4.83), правi частини якої задовольняють умови

f ∈ H1+n/2, 1/2+n/4; ϕ1

loc (Ω,∅), (4.125)

(f, g, h) ∈ Q−1+n/2, −1/2+n/4; ϕ2

0 (4.126)



262

з деякими функцiональними параметрами ϕ1 i ϕ2 ∈M такими, що

∞∫
1

dr

rϕ2
j(r)

<∞ для всiх j ∈ {1, 2}. (4.127)

При n = 2 додатково припускаємо, що ϕ2 є зростаючою (в нестрогому

сенсi) функцiєю. Тодi u(x, t) є сильно класичним розв’язком задачi (4.81)–

(4.83).

Зауваження 4.6. Якщо сформулювати аналог теореми 4.8 для

соболєвської шкали (випадок ϕ1 ≡ ϕ2 ≡ 1), то доведеться замiнити умови

(4.125) i (4.126) цiєї теореми на бiльш сильнi: для правих частин задачi

виконуються включення

f ∈ H1+n/2+ε1, 1/2+n/4+ε1/2
loc (Ω,∅), (4.128)

(f, g, h) ∈ Q−1+n/2+ε2, −1/2+n/4+ε2/2
0

для деяких ε1 > 0 i ε2 > 0.

Зауваження 4.7. З леми 2.3(ii) випливає, що iснують функцiї f /∈

C(Ω), якi задовольняють умови (4.125) i (4.126) (або (4.129)).

Теорема 4.9. Нехай функцiя u ∈ H2,1(Ω) є узагальненим розв’язком

задачi (4.81), (4.82), (4.84), правi частини якої задовольняють умови

(4.125) i

(f, g, h) ∈ Qn/2, n/4; ϕ2

1 (4.129)

з деякими функцiональними параметрами ϕ1 i ϕ2 ∈ M, для яких

правильно (4.127). Тодi u(x, t) є сильно класичним розв’язком задачi

(4.81), (4.82), (4.84).
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Зауваження 4.8. Якщо сформулювати аналог теореми 4.9 для

соболєвської шкали (ϕ1 ≡ ϕ2 ≡ 1), то доведеться замiнити умови (4.125) i

(4.129) цiєї теореми на бiльш сильнi: для правих частин задачi виконуються

включення (4.128) i

(f, g, h) ∈ Qn/2+ε2, n/4+ε2/2
1

для деяких ε1 > 0 i ε2 > 0.

Перейдемо до формулювання достатнi умов, за яких узагальненi

розв’язки задач (4.81)–(4.83) i (4.81), (4.82), (4.84) вiдповiдно, є

класичними.

Теорема 4.10. Нехай функцiя u ∈ H2,1(Ω) є узагальненим розв’язком

задачi (4.81)–(4.83), правi частини якої задовольняють умови

f ∈H1+n/2, 1/2+n/4; ϕ1

loc (Ω,∅)∩

H
−1+n/2, −1/2+n/4; ϕ2

loc (Ω, S ∪G),
(4.130)

g ∈ H1/2+n/2, 1/4+n/4; ϕ2

loc (S), (4.131)

h ∈ Hn/2; ϕ2

loc (G) (4.132)

з деякими функцiональними параметрами ϕ1 i ϕ2 ∈M такими, що

∞∫
1

dr

rϕ2
j(r)

<∞ для всiх j ∈ {1, 2}. (4.133)

При n = 2 додатково припускаємо, що ϕ2 є зростаючою (в нестрогому

сенсi) функцiєю. Тодi u(x, t) є класичним розв’язком задачi (4.81)–(4.83).

Вiдмiтимо, для означення локальних просторiв, що фiгурують в

теоремi, можна покласти, наприклад, U := Rn+1 \ (Γ∪Gτ), де Gτ – верхня

основа цилiндра Ω.
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Зауваження 4.9. Якщо сформулювати аналог теореми 4.10 для

соболєвської шкали (випадок ϕ1 ≡ ϕ2 ≡ 1), то доведеться замiнити умови

(4.130)–(4.132) цiєї теореми на бiльш сильнi: для правих частин задачi

виконуються включення

f ∈H1+n/2+ε1, 1/2+n/4+ε1/2
loc (Ω,∅)∩

H
−1+n/2+ε2, −1/2+n/4+ε2/2
loc (Ω, S ∪G),

g ∈H1/2+n/2+ε2, 1/4+n/4+ε2/2
loc (S),

h ∈Hn/2+ε2
loc (G)

для деяких ε1 > 0 i ε2 > 0.

Теорема 4.11. Нехай функцiя u ∈ H2,1(Ω) є узагальненим розв’язком

задачi (4.81), (4.82), (4.84), правi частини якої задовольняють умови

f ∈H1+n/2, 1/2+n/4; ϕ1

loc (Ω,∅)∩

H
n/2, n/4; ϕ2

loc (Ω, S)∩

H
−1+n/2, −1/2+n/4; ϕ3

loc (Ω, G),

(4.134)

g ∈ H1/2+n/2, 1/4+n/4; ϕ2

loc (S), (4.135)

h ∈ Hn/2; ϕ3

loc (G) (4.136)

з деякими функцiональними параметрами ϕ1, ϕ2 i ϕ3 ∈M такими, що

∞∫
1

dr

rϕ2
j(r)

<∞ для всiх j ∈ {1, 2, 3}. (4.137)

При n = 2 додатково припускаємо, що ϕ3 є зростаючою (в нестрогому

сенсi) функцiєю. Тодi u(x, t) є класичним розв’язком задачi (4.81), (4.82),

(4.84).
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Вiдмiтимо, для означення локальних просторiв на Ω ∪ S i на S можна

покласти, наприклад, U := Rn+1 \ (G ∪ Gτ), де G i Gτ вiдповiдно нижня i

верхня основи цилiндра Ω.

Зауваження 4.10. Якщо сформулювати аналог теореми 4.11 для

соболєвської шкали (випадок ϕ1 ≡ ϕ2 ≡ ϕ3 ≡ 1), то доведеться замiнити

умови (4.134)–(4.136) цiєї теореми на бiльш сильнi: для правих частин

задачi виконуються включення

f ∈H1+n/2+ε1, 1/2+n/4+ε1/2
loc (Ω,∅)∩

H
n/2+ε2, n/4+ε2/2
loc (Ω, S)∩

H
−1+n/2+ε3, −1/2+n/4+ε3/2
loc (Ω, G),

g ∈H1/2+n/2+ε2, 1/4+n/4+ε2/2
loc (S),

h ∈Hn/2+ε3
loc (G)

для деяких ε1 > 0, ε2 > 0 i ε3 > 0.

Переходимо до доведення теорем. Цi доведення спираються на

теореми 4.6, 4.7 (про iзоморфiзми), теорему 4.2 (про локальне пiдвищення

регулярностi узагальнених розв’язкiв) та лему 2.3 (модифiкацiю теореми

вкладання Хермандера [51, теорема 2.2.7]).

Для зручностi сформулюємо простий наслiдок з леми 2.3 i окремi

випадки теореми 4.2 для кожної з розглядуваних задач.

Наслiдок 4.3. Лема 2.3(i) зберiгає силу, якщо у нiй замiнити

Hs,s/(2b);ϕ(Rn+1) на Hs,s/(2b);ϕ(Ω) i Rn+1 на Ω.

Справдi, з означення простору Hs,s/(2b);ϕ(Ω) випливає, що для кожної

функцiї u ∈ Hs,s/(2b);ϕ(Ω) iснує така функцiя w ∈ Hs,s/(2b);ϕ(Rn+1), що u = w

в Ω. Тому з з леми 2.3(i) випливає, що всi узагальненi частиннi похiднi

Dα
x∂

β
t u(x, t) з 0 ≤ |α|+ 2bβ ≤ p є неперервними на Ω.
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Теорема 4.12 (окремий випадок теореми 4.2). Нехай u ∈ H2,1(Ω)

є узагальненим розв’язком параболiчної задачi (4.81)–(4.83) iз правою

частиною (f, g, h) ∈ Q0,0
0 . Припустимо, що

f ∈ Hs−2,(s−2)/2;ϕ
loc (ω, π1), (4.138)

g ∈ Hs−1/2,(s−1/2)/2;ϕ
loc (π2), (4.139)

h ∈ Hs−1;ϕ
loc (π3) (4.140)

для деяких s ≥ 2 i ϕ ∈ M (при s = 2 додатково припускаємо, що ϕ є

зростаючою (в нестрогому сенсi) функцiєю). Тодi u ∈ Hs,s/2;ϕ
loc (ω, π1).

Теорема 4.13 (окремий випадок теореми 4.2). Нехай u ∈ H2,1(Ω) є

узагальненим розв’язком параболiчної задачi (4.81), (4.82), (4.84) iз правою

частиною (f, g, h) ∈ H0,0
1 . Припустимо, що

f ∈ Hs−2,(s−2)/2;ϕ
loc (ω, π1), (4.141)

g ∈ Hs−3/2,(s−3/2)/2;ϕ
loc (π2), (4.142)

h ∈ Hs−1;ϕ
loc (π3) (4.143)

для деяких s ≥ 2 i ϕ ∈ M (при s = 2 додатково припускаємо, що ϕ є

зростаючою (в нестрогому сенсi) функцiєю). Тодi u ∈ Hs,s/2;ϕ
loc (ω, π1).

Теореми 4.12 i 4.13 є окремими випадками теореми 4.2 якщо s > 2 i

ϕ ∈M. Проте, їх висновки залишаються правильними, коли s = 2 i ϕ ∈

M1. Останнiй випадок потрiбний у доведеннi теорем 4.10 i 4.11 для n = 2

(тобто коли Ω ⊂ R3).

Доведення теорем 4.12 i 4.13 для s = 2 i ϕ ∈M1. Почнемо з першої

теореми. Нехай u ∈ H2,1(Ω). Виберемо довiльну функцiю χ ∈ C∞(Ω) з

suppχ ⊂ ω∪π1. Переставляючи диференцiальний оператор A з оператором
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множення на χ, можемо записати

Λ(χu) := (A(χu), χu
∣∣
S
, χu

∣∣
t=0

) = χ(f, g, h) + (A′u, 0, 0), (4.144)

де

A′u = u∂tχ+
∑
|α|≤1

aα,1(x, t)D
α
xu ∈ H1,1/2(Ω).

З (4.144), умов (4.138)–(4.140) для s = 2 i лiвого вкладання (2.11) випливає

включення

Λ(χu) ∈ H0,0;ϕ(Ω)⊕H3/2,3/4;ϕ(S)⊕H1;ϕ(G) = H0,0;ϕ
0 .

Вiдмiтимо, що для вектор-функцiї Λ(χu) виконується умова узгодження

(χg)�Γ = (χh)�Γ. Справдi, оскiльки dist(suppχ,Γ) > 0, то χ = 0 в деякому

околi Γ. Отже, Λ(χu) ∈ Q0,0;ϕ
0 . Завдяки теоремi 4.6 для s = 2 остання умова

тягне за собою включення χu ∈ H2,1;ϕ(Ω). Врахувавши довiльнiсть вибору

функцiї χ, маємо u ∈ H2,1;ϕ
loc (ω, π1).

Перейдемо до другої теореми. Нехай u ∈ H2,1(Ω). Виберемо довiльну

функцiю χ ∈ C∞(Ω) з suppχ ⊂ ω ∪ π1. Переставляючи кожний з

диференцiальних операторiв A i B з оператором множення на χ, можемо

записати

Λ(χu) := (A(χu),B(χu)
∣∣
S
, χu

∣∣
t=0

)

= χ(f, g, h) + (A′u,B′u
∣∣
S
, 0),

(4.145)

де

A′u = u∂tχ+
∑
|α|≤1

aα,1(x, t)D
α
xu ∈ H1,1/2(Ω),

B′u
∣∣
S

= u
n∑
j=1

bj(x, t)Djχ
∣∣
S
∈ H3/2,3/4(S).



268

З (4.145), умов (4.141)–(4.143) для s = 2, лiвого вкладання (2.11) (для

просторiв на Ω i на S) випливає включення

Λ(χu) ∈ H0,0;ϕ(Ω)⊕H1/2,1/4;ϕ(S)⊕H1;ϕ(G) = H0,0;ϕ
1 .

Завдяки теоремi 4.7 для s = 2 останнє включення тягне за собою

включення χu ∈ H2,1;ϕ(Ω). Врахувавши довiльнiсть вибору функцiї χ,

маємо u ∈ H2,1;ϕ
loc (ω, π1).

Доведення теореми 4.8. Спочатку покажемо, що u ∈ C(Ω). З включення

(4.126) та iзоморфiзму (4.96) для s = 1 + n/2 випливає включення

u ∈ H1+n/2, 1/2+n/4; ϕ2(Ω).

Звiдси на пiдставi наслiдку 4.3, де p := 0 i b := 1, робимо висновок, що

u ∈ C(Ω).

Тепер покажемо, що u ∈ C2,1
x,t (Ω). З умов з (4.125) i (4.126) маємо

включення

f ∈ H
1+n/2, 1/2+n/4; ϕ1

loc (Ω,∅),

g ∈ D′(S) = H
5/2+n/2, 5/4+n/4; ϕ1

loc (∅),

h ∈ D′(G) = H
2+n/2; ϕ1

loc (∅).

З цих включень i теореми 4.12, де s := 3 + n/2, випливає, що

u ∈ H3+n/2, 3/2+n/4; ϕ1

loc (Ω,∅). (4.146)

Виберемо довiльну точку x0 з множини Ω. Знайдеться окiлO(x0) цiєї точки,

такий що O(x0) ⊂ Ω i dist(O(x0),Γ) > 0. Тодi iснує функцiя χ ∈ C∞(Ω),

така, що suppχ ⊂ Ω i χ = 1 на множинi O(x0). З (4.146) випливає

включення χu ∈ H3+n/2, 3/2+n/4; ϕ1(Ω). На пiдставi цього включення i
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наслiдку 4.3, де p := 2 i b := 1, маємо включення

∂t(χu), Dα
x(χu) ∈ C(Ω) при |α| ≤ 2.

З останнiх включень випливає, що узагальненi частиннi похiднi ∂tu i Dα
xu з

|α| ≤ 2 є неперервними в деякому околi точки x0. Оскiльки x0 є довiльною

точкою Ω, то u ∈ C2,1
x,t (Ω).

Доведення теореми 4.9. Проводимо тi самi мiркування, що i при доведеннi

теореми 4.8. З умови (4.129) випливає на пiдставi iзоморфiзму (4.103) для

s = 2 + n/2, що u ∈ H2+n/2, 1+n/4, ϕ2(Ω). Тому згiдно з наслiдком 4.3, де

p := 1 i b := 1, маємо потрiбнi включення u ∈ C(Ω) i ∂u/∂xj ∈ C(Ω) для

кожного j ∈ {1, . . . , n}.

Тепер покажемо, що u ∈ C2,1
x,t (Ω). З умов з (4.125) i (4.129) маємо

включення

f ∈ H
1+n/2, 1/2+n/4; ϕ1

loc (Ω,∅),

g ∈ D′(S) = H
3/2+n/2, 3/4+n/4; ϕ1

loc (∅),

h ∈ D′(G) = H
2+n/2; ϕ1

loc (∅).

З цих включень i теореми 4.13, де s := 3 + n/2, випливає включення

(4.146). У доведеннi теореми 4.8 було показано, що включення u ∈ C2,1
x,t (Ω)

є наслiдком включення (4.146).

Доведення теореми 4.10. Спочатку покажемо, що u ∈ C2,1
x,t (Ω). З умов

(4.130)–(4.132) маємо включення

f ∈ H
1+n/2, 1/2+n/4; ϕ1

loc (Ω,∅),

g ∈ D′(S) = H
5/2+n/2, 5/4+n/4; ϕ1

loc (∅),

h ∈ D′(G) = H
2+n/2; ϕ1

loc (∅).
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У доведеннi теореми 4.8 було показано, що включення u ∈ C2,1
x,t (Ω) є

наслiдком цих включень.

Залишилось довести, що u ∈ C(Ω ∪ S ∪ G). З умов (4.130)–(4.132) i

теореми 4.12, де s := 1 + n/2, випливає, що

u ∈ H1+n/2, 1/2+n/4; ϕ2

loc (Ω, S ∪G). (4.147)

Виберемо довiльну точку x0 з множини Ω∪S∪G. У топологiї Ω знайдеться

окiл O(x0) цiєї точки, такий що dist(O(x0),Γ) > 0. Тодi iснує функцiя

χ ∈ C∞(Ω), така, що suppχ ⊂ Ω ∪ S ∪ G i χ = 1 на множинi O(x0). З

(4.147) випливає включення χu ∈ H1+n/2, 1/2+n/4; ϕ2(Ω). На пiдставi цього

включення i наслiдку 4.3, де p := 0 i b := 1, маємо включення χu ∈ C(Ω).

З останнього включення випливає, що функцiя u є неперервною в деякому

околi точки x0. Оскiльки x0 є довiльною точкою Ω ∪ S ∪ G, то u ∈ C(Ω ∪

S ∪G).

Доведення теореми 4.11. Спочатку покажемо, що u ∈ C2,1
x,t (Ω). З умов

(4.134)–(4.136) маємо включення

f ∈ H
1+n/2, 1/2+n/4; ϕ1

loc (Ω,∅),

g ∈ D′(S) = H
3/2+n/2, 3/4+n/4; ϕ1

loc (∅),

h ∈ D′(G) = H
2+n/2; ϕ1

loc (∅).

У доведеннi теореми 4.9 було показано, що включення u ∈ C2,1
x,t (Ω) є

наслiдком цих включень.

Наступним кроком доведемо, що функцiя u i всi її узагальненi частиннi

похiднi ∂u/∂xj, де j ∈ {1, . . . , n}, є неперервними на Ω∪S. З умов (4.134)–
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(4.136) маємо включення

f ∈ H
n/2, n/4; ϕ2

loc (Ω, S),

g ∈ H1/2+n/2, 1/4+n/4; ϕ2

loc (S),

h ∈ D′(G) = H
1+n/2; ϕ2

loc (∅).

З цих включень i теореми 4.13, де s := 2 + n/2, випливає, що

u ∈ H2+n/2, 1+n/4; ϕ2

loc (Ω, S). (4.148)

Виберемо довiльну точку x0 з множини Ω ∪ S. У топологiї Ω знайдеться

окiл O(x0) цiєї точки, такий що O(x0) ⊂ Ω ∪ S i dist(O(x0),Γ) > 0. Тодi

iснує функцiя χ ∈ C∞(Ω), така, що suppχ ⊂ Ω ∪ S i χ = 1 на множинi

O(x0). З (4.148) випливає включення χu ∈ H2+n/2, 1+n/4; ϕ2(Ω). На пiдставi

цього включення i наслiдку 4.3, де p := 1 i b := 1, маємо включення

χu, ∂(χu)/∂xj ∈ C(Ω) для всiх j ∈ {1, . . . , n}.

З останнiх включень випливає, що функцiя u i всi її узагальненi частиннi

похiднi ∂u/∂xj, де j ∈ {1, . . . , n}, є неперервними в деякому околi точки

x0. Оскiльки x0 є довiльною точкою Ω∪S, то це правильно на всiй множинi

Ω ∪ S.

Нарештi, покажемо, що u ∈ C(Ω ∪ G). Справдi, з умов (4.134)–(4.136)

маємо включення

f ∈ H
−1+n/2, −1/2+n/4; ϕ3

loc (Ω, G),

g ∈ D′(S) = H
−1/2+n/2, −1/4+n/4; ϕ3

loc (∅),

h ∈ Hn/2; ϕ3

loc (G).
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З цих включень i теореми 4.13, де s := 1 + n/2, випливає, що

u ∈ H1+n/2, 1/2+n/4; ϕ3

loc (Ω, G). (4.149)

Виберемо довiльну точку x0 з множини Ω ∪ G. У топологiї Ω знайдеться

окiл O(x0) цiєї точки, такий, що dist(O(x0),Γ) > 0. Тодi iснує функцiя

χ ∈ C∞(Ω), така, що suppχ ⊂ Ω ∪ G i χ = 1 на множинi O(x0). З

(4.149) випливає включення χu ∈ H1+n/2, 1/2+n/4; ϕ3(Ω). На пiдставi цього

включення i наслiдку 4.3, де p := 0 i b := 1, маємо включення χu ∈ C(Ω).

З останнього включення випливає, що функцiя u є неперервною в деякому

околi точки x0. Оскiльки x0 є довiльною точкою Ω∪G, то u ∈ C(Ω∪G).
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4.13. Початково-крайовi задачi для рiвняння

теплопровiдностi у прямокутнику. Теореми

про iзоморфiзми

У цьому пiдроздiлi конкретизуємо та уточнимо результати

пiдроздiлу 4.2 (теореми про iзоморфiзми) на випадок мiшаних задач

для двовимiрного рiвняння теплопровiдностi з крайовими умовами

Дiрiхле або Неймана. Мiркування цього пiдроздiлу є подiбними до

пiдроздiлiв 4.8 i 4.9.

Нехай Ω := (0, l) × (0, τ), де l i τ є довiльнi додатнi числа. S0 =

{(0, t) : 0 < t < τ}, S1 = {(l, t) : 0 < t < τ} є бiчними сторонами, а

G = {(x, 0) : 0 < x < l} є основою прямокутника Ω. Розглянемо в Ω

рiвняння теплопровiдностi

Au ≡u′t(x, t)− u′′xx(x, t) = f(x, t)

для всiх x ∈ (0, l) i t ∈ (0, τ).
(4.150)

У роботi дослiджуємо початково-крайову параболiчну задачу, яка

складається з рiвняння (4.150), початкової умови

u(x, 0) = h(x) для всiх x ∈ (0, l) (4.151)

i крайової умови Дiрiхле

u(0, t) = g0(t) i u(l, t) = g1(t) для всiх t ∈ (0, τ), (4.152)

або крайової умови Неймана

u′x(0, t) = g0(t) i u′x(l, t) = g1(t) для всiх t ∈ (0, τ). (4.153)
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Як вже неодноразово зазначалось при дослiдженнi мiшаних

параболiчних задач, для для того, щоб iснував достатньо регулярний

розв’язок такої задачi, її правi частини повиннi задовольняти деякi умови

узгодження (див., наприклад, п. 4.6). Конкретизуємо цi умови спочатку

для задачi (4.150)–(4.152). Викорстаємо для цього простори Соболєва.

Пов’яжемо з параболiчною задачею (4.150)–(4.152) лiнiйне

вiдображення

u 7→ Λ0u : (Au, u�S0
, u�S1

, u�G), u ∈ C∞(Ω). (4.154)

Тут

S0 = {(0, t) : 0 ≤ t ≤ τ},

S1 = {(l, t) : 0 ≤ t ≤ τ},

G = {(x, 0) : 0 ≤ x ≤ l}.

Нехай s ≥ 2. Вiдображення (4.154) продовжується єдиним чином (за

неперервнiстю) до лiнiйного обмеженого оператора

Λ0 : Hs,s/2(Ω)→Hs−2,s/2−1(Ω)⊕

⊕ (Hs/2−1/4(0, τ))2 ⊕Hs−1(0, l).
(4.155)

Виберемо довiльно функцiю u(x, t) з простору Hs,s/2(Ω) i означимо правi

частини

f ∈ Hs−2,s/2−1(Ω), g0, g1 ∈ Hs/2−1/4(0, τ) i h ∈ Hs−1(G) (4.156)

задачi за формулою

(f, g0, g1, h) := Λ0u

за допомогою цього обмеженого оператора.
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Згiдно з [41, гл. II, теорема 7], означенi за замиканням слiди u(k)
t (·, 0) ∈

Hs−1−2k(0, l) для всiх k ∈ Z таких, що 0 ≤ k < s/2− 1/2 (i лише для таких

k).

Скориставшись (4.150) i (4.151), виразимо цi слiди через функцiї f(x, t)

i h(x) за рекурентною формулою

u
(0)
t (x, 0) = u(x, 0) = h(x),

u
(k)
t (x, 0) = (u

(k−1)
t (x, 0))′′xx + f

(k−1)
t (x, 0)

для кожного k ∈ Z такого, що 1 ≤ k < s/2− 1/2.

(4.157)

Окрiм того, означенi слiди g(k)
0 (0) i g(k)

1 (0) для всiх k ∈ Z таких, що 0 ≤

k < s/2− 3/4 (i тiльки для цих k). Це випливає з (4.156). Тому, внаслiдок

крайової умови Дiрiхле (4.152), виконуються рiвностi

g
(k)
0 (0) = u

(k)
t (0, 0) i g

(k)
1 (0) = u

(k)
t (l, 0) (4.158)

для цих цiлих k. Правi частини цих рiвностей є коректно означеними,

оскiльки функцiя u(k)
t (·, 0) ∈ Hs−1−2k(0, l) має слiди u(k)

t (0, 0) i u(k)
t (l, 0) за

умови s− 3/2− 2k > 0.

Тепер пiдставивши (4.157) у (4.158), дiстаємо умови узгодження

g
(k)
0 (0) = vk(0) i g

(k)
1 (0) = vk(l)

з k ∈ Z i 0 ≤ k < s/2− 3/4.
(4.159)

Тут функцiї vk означенi за рекурентною формулою

v0(x) = h(x),

vk(x) = (vk−1(x))′′xx + f
(k−1)
t (x, 0)

для кожного k ∈ Z такого, що 1 ≤ k < s/2− 1/2.

(4.160)

Оскiльки

vk ∈ Hs−1−2k(0, l) для кожного k ∈ Z ∩ [0, s/2− 1/2) (4.161)
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завдяки (4.156), то означенi слiди vk(0) i vk(l) якщо s−3/2−2k > 0. Отже,

умови узгодження (4.159) є коректно поставленими.

Нагадаємо,

E0 := {2r + 3/2 : 1 ≤ r ∈ Z}.

Вiдмiтимо, що E0 – це множина всiх розривiв функцiї, яка визначає

кiлькiсть умов узгодження (4.159) в залежностi вiд s ≥ 2.

Основний результат для параболiчної задачi (4.150)–(4.152) полягає в

тому, що лiнiйне вiдображення (4.154) продовжується єдидиним чином (за

неперервнiстю) до iзоморфiзму мiж вiдповiдними парами функцiональних

просторiв Хермандера. Вкажемо цi простори. Нехай s > 2 i ϕ ∈ M.

Вiзьмемо Hs,s/2;ϕ(Ω) як вихiдний простiр цього iзоморфiзму; iншими

словами, Hs,s/2;ϕ(Ω) виступає як простiр розв’язкiв u задачi. Для введення

другого простору дiї iзоморфiзму розглянемо гiльбертiв простiр

H̃s−2,s/2−1;ϕ
0 := Hs−2,s/2−1;ϕ(Ω)⊕ (Hs/2−1/4;ϕ(0, τ))2 ⊕Hs−1;ϕ(0, l).

У соболєвському випадку ϕ ≡ 1 цей простiр збiгається з простором в який

дiє обмежений оператор (4.155). Другий простiр дiї iзоморфiзму вкладений

у H̃s−2,s/2−1;ϕ
0 . Будемо позначати його Q̃s−2,s/2−1;ϕ

0 . Дамо означення цього

простору окремо для випадку s /∈ E0 i для випадку s ∈ E0.

Нехай спочатку s /∈ E0. За означенням, лiнiйний простiр Q̃s−2,s/2−1;ϕ
0

складається з усiх вектор–функцiй
(
f, g0, g1, h

)
∈ H̃s−2,s/2−1;ϕ

0 , якi

задовольняють умови узгодження (4.159). Як вже зазначалось ранiше, цi

умови є коректно поставленими у випадку просторiв Соболєва, зокрема,

для кожного
(
f, g0, g1, h

)
∈ H̃s−2−ε,s/2−1−ε/2

0 для достатньо малого ε > 0.

Отже, вони також є коректно поставленими для кожного
(
f, g0, g1, h

)
∈
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H̃s−2,s/2−1;ϕ
0 завдяки неперервному вкладанню

H̃s−2,s/2−1;ϕ
0 ↪→ H̃s−2−ε,s/2−1−ε/2

0 .

Таким чином, наше означення є коректним. Надiлимо лiнiйний простiр

Q̃s−2,s/2−1;ϕ
0 скалярним добутком i нормою з гiльбертового простору

H̃s−2,s/2−1;ϕ
0 . Простiр Q̃s−2,s/2−1;ϕ

0 є повним, тобто гiльбертовим. Це

доводиться точно так, як ми доводили повноту Qs−2,s/2−1;ϕ
0 (див.

пiдроздiл 4.9).

Якщо s ∈ E0, то означаємо гiльбертовий простiр Q̃s−2,s/2−1;ϕ
0 за

допомогою iнтерполяцiї пари тiльки що введених аналогiв цього простору.

А саме, покладемо

Q̃s−2,s/2−1;ϕ
0 :=

[
Q̃s−2−ε,s/2−1−ε/2;ϕ

0 , Q̃s−2+ε,s/2−1+ε/2;ϕ
0

]
1/2
. (4.162)

Тут число ε ∈ (0, 1/2) вибрано довiльно, а права частина рiвностi

є результатом iнтерполяцiї записаної пари гiльбертових просторiв з

числовим параметром 1/2. Про таку iнтерполяцiю йшлося у п. 2.4.

Гiльбертовий простiр Q̃s−2,s/2−1;ϕ
0 , означений формулою (4.162) не залежить

вiд вибору числа ε з точнiстю до еквiвалентностi норм i є неперервно

вкладеним у H̃s−2,s/2−1;ϕ
0 .

Тепер сформулюємо теорему про iзоморфiзми для параболiчної

початково-крайової задачi (4.150)–(4.152).

Теорема 4.14. Для довiльних s > 2 i ϕ ∈ M вiдображення (4.154)

продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до iзоморфiзму

Λ0 : Hs,s/2;ϕ(Ω)↔ Q̃s−2,s/2−1;ϕ
0 . (4.163)

Розглянемо тепер параболiчну задачу (4.150), (4.151), (4.153). Запишемо

умови узгодження для правих частин цiєї задачi. Пов’яжемо з нею лiнiйне
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вiдображення

u 7→ Λ1u : (Au, u′x �S0
, u′x �S1

, u�G), u ∈ C∞(Ω). (4.164)

Для довiльного дiйсного s ≥ 2 це вiдображення продовжується єдиним

чином (за неперервнiстю) до лiнiйного обмеженого оператора

Λ1 : Hs,s/2(Ω)→ Hs−2,s/2−1(Ω)⊕ (Hs/2−3/4(0, τ))2 ⊕Hs−1(0, l). (4.165)

Виберемо довiльно функцiю u(x, t) з простору Hs,s/2(Ω) i означимо правi

частини

f ∈ Hs−2,s/2−1(Ω), g0, g1 ∈ Hs/2−3/4(0, τ), i h ∈ Hs−1(0, l)

задачi за формулою

(f, g0, g1, h) := Λ1u

за допомогою цього обмеженого оператора.

Тут, на вiдмiну вiд (4.156), з включення u ∈ Hs,s/2(Ω) випливає, що

g0(·) = u′x(0, ·) i g1(·) = u′x(l, ·) належать простору Hs/2−3/4(0, τ) завдяки

[41, гл. II, теорема 7]. Отже, означенi слiди g(k)
0 (0) i g(k)

1 (0) для всiх k ∈ Z

таких, що 0 ≤ k < s/2− 5/4 (i лише цих k). Ми можемо виразити цi слiди

через функцiю u(x, t) та її похiднi по часу, а саме,

g
(k)
0 (0) = (u

(k)
t (x, 0))′x

∣∣
x=0

i g
(k)
1 (0) = (u

(k)
t (x, 0))′x

∣∣
x=l
. (4.166)

Тут функцiя u(k)
t (x, 0) змiнної x ∈ (0, l) виражена через функцiї f(x, t) i

h(x) за рекурентною формулою (4.157).

Пiдставивши (4.157) у праву частину формули (4.166), отримаємо умови

узгодження

g
(k)
0 (0) = (vk)

′
x(0) i g

(k)
1 (0) = (vk)

′
x(l)

з k ∈ Z i 0 ≤ k < s/2− 5/4.
(4.167)
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Тут функцiї vk визначенi на (0, l) за рекурентною формулою (4.160).

Вiдмiтимо, що завдяки (4.161) означенi правi частини рiвностей (4.167)

якщо s − 5/2 − 2k > 0. Отже, умови узгодження (4.167) є коректно

поставленими. Зауважимо, якщо s ≤ 5/2, то умови узгодження у задачi

вiдсутнi.

Нагадаємо,

E1 := {2r + 1/2 : 1 ≤ r ∈ Z}.

Зауважимо, що E1 – це множина всiх розривiв функцiї, яка визначає

кiлькiсть умов узгодження (4.167) в залежностi вiд s ≥ 2.

Щоб сформулювати теорему про iзоморфiзми для параболiчної задачi

(4.150), (4.151), (4.153) введемо простори, в яких буде дiяти цей iзоморфiзм.

Нехай s > 2 i ϕ ∈ M. Як i вище, вiзьмемо Hs,s/2;ϕ(Ω) як вихiдний

простiр цього iзоморфiзму. Другий простiр дiї iзоморфiзму позначимо

через Q̃s−2,s/2−1;ϕ
1 , вiн вкладений у гiльбертовий простiр

H̃s−2,s/2−1;ϕ
1 := Hs−2,s/2−1;ϕ(Ω)⊕ (Hs/2−3/4;ϕ(0, τ))2 ⊕Hs−1;ϕ(0, l).

У соболєвському випадку ϕ ≡ 1 цей простiр збiгається з простором в який

дiє обмежений оператор (4.165).

Якщо s /∈ E1, то, за означенням, лiнiйний простiр Q̃s−2,s/2−1;ϕ
1

складається з усiх вектор–функцiй
(
f, g0, g1, h

)
∈ H̃s−2,s/2−1;ϕ

1 , якi

задовольняють умови узгодження (4.167). Означення є коректним,

оскiльки умови узгодження є коректно поставленими для довiльного(
f, g0, g1, h

)
∈ H̃s−2−ε,s/2−1−ε/2

1 для достатньо малого ε > 0 i тому, що

H̃s−2,s/2−1;ϕ
1 ↪→ H̃s−2−ε,s/2−1−ε/2

1 .

Лiнiйний простiр Q̃s−2,s/2−1;ϕ
1 надiлимо скалярним добутком i нормою

з гiльбертового простору H̃s−2,s/2−1;ϕ
1 . Простiр Q̃s−2,s/2−1;ϕ

1 є повним,
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тобто гiльбертовим. Це доводиться точно так, як ми доводили повноту

Qs−2,s/2−1;ϕ
0 (див. пiдроздiл 4.9). Вiдмiтимо, якщо 2 ≤ s < 5/2, то простори

H̃s−2,s/2−1;ϕ
1 i Q̃s−2,s/2−1;ϕ

1 спiвпадають, оскiльки в цьому випадку умови

узгодження (4.167) вiдсутнi.

Якщо s ∈ E1, то означимо гiльбертовий простiр Q̃s−2,s/2−1;ϕ
1 за

допомогою iнтерполяцiї, а саме

Q̃s−2,s/2−1;ϕ
1 :=

[
Q̃s−2−ε,s/2−1−ε/2;ϕ

1 , Q̃s−2+ε,s/2−1+ε/2;ϕ
1

]
1/2
. (4.168)

Тут число ε ∈ (0, 1/2) вибрано довiльно. Цей гiльбертовий простiр не

залежить вiд вибору ε з точнiстю до еквiвалентностi норм i неперервно

вкладений в H̃s−2,s/2−1;ϕ
1 .

Тепер можемо сформулювати теорему про iзоморфiзми для

параболiчної початково-крайової задачi (4.150), (4.151), (4.153).

Теорема 4.15. Для довiльних s > 2 i ϕ ∈ M вiдображення (4.164)

продовжується єдиним чином (за неперервнiстю) до iзоморфiзму

Λ1 : Hs,s/2;ϕ(Ω)↔ Q̃s−2,s/2−1;ϕ
1 . (4.169)

Як вже неодноразово зазначалось, необхiднiсть означати простiр

Q̃s−2,s/2−1;ϕ
0 (Q̃s−2,s/2−1;ϕ

1 ) окремо для випадку s ∈ E0 (s ∈ E1) обумовлена

наступним: якщо означити цей простiр для s ∈ E0 (s ∈ E1) у той же спосiб,

що i для s /∈ E0 (s /∈ E1), то iзоморфiзм (4.163) ((4.169)) порушується

щонайменше для ϕ ≡ 1. Це випливає з результату Солоннiкова [44, § 6],

див. також [68, зауваження 6.4].

У соболєвському випадку ϕ ≡ 1 теореми 4.14 i 4.15 є вiдомими.

Вони є окремими випадками теореми, доведеної Лiонсом i Мадженесом

[68, теорема 6.2] для лiнiйного параболiчного оператора в Ω порядку 2m
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(m ∈ N) по змiннiй x i першого порядку по змiннiй t з нормальними

крайовими умовами у припущеннi s + 1/2 /∈ Z i s/(2m) + 1/2 /∈ Z

(їх результат охоплює i граничний випадок s = 2). Подiбну теорему

для загальних лiнiйних 2b–параболiчних початково–крайових задач у

анiзотропних просторах Соболєва було встановлено М. С. Аграновiчем та

М. I. Вiшиком [1, теорема 12.1] у припущеннi s/(2b) ∈ N. Це припущення

можна зняти, що випливає з результату М. В. Житарашу [7, теорема 9.1].
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4.14. Доведення теорем пiдроздiлу 4.13

Виводяться теореми 4.14 i 4.15 тими самими мiркуваннями, що i теореми

4.6 i 4.7 зi згаданого результату Лiонса i Мадженеса шляхом iнтерполяцiї

з функцiональним параметром пар гiльбертових просторiв Соболєва. Тому

детально не будемо записувати доведення. Опишемо його схематично.

Розглянувши попередньо iнтервали

J0,1 := (2, 7/2), J0,r := (2r − 1/2, 2r + 3/2), з 2 ≤ r ∈ Z,

i

J1,0 := (2, 5/2), J1,r := (2r + 1/2, 2r + 5/2), з 1 ≤ r ∈ Z,

змiни величини s, сформулюємо аналог леми 4.5 для просторiв Q̃s−2,s/2−1;ϕ
0

i Q̃s−2,s/2−1;ϕ
1 . Вiдмiтимо, що кiлькiсть умов узгодження (4.159) i (4.167) є

сталою на цих iнтервалах. А саме, якщо s належить деякому Jλ,r, то ця

кiлькiсть дорiвнює 2r.

Лема 4.8. Нехай λ ∈ {0, 1} i 1 ≤ r ∈ Z. Припустимо, що дiйснi

числа s0, s, s1 ∈ Jλ,r задовольняють нерiвностi s0 < s < s1 i що ϕ ∈

M. Визначимо iнтерполяцiйний параметр ψ ∈ B формулою (2.27). Тодi

правильна така рiвнiсть просторiв

Q̃s−2,s/2−1;ϕ
λ =

[
Q̃s0−2,s0/2−1
λ , Q̃s1−2,s1/2−1

λ

]
ψ

(4.170)

з точнiстю до еквiвалентностi норм.

Схематичне доведення леми. Згiдно з твердженнями 2.4, 2.6 i теоремою

2.6 отримуємо:

[
H̃s0−2,s0/2−1
λ , H̃s1−2,s1/2−1

λ

]
ψ

= H̃s−2,s/2−1;ϕ
λ (4.171)
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з еквiвалентнiстю норм.

Тепер необхiдна формула (4.170) випливає з (4.171) за допомогою

твердження 2.3. Для цього нам потрiбно представити лiнiйне вiдображення

P на H̃s0−2,s0/2−1
λ таке, що P є проектором простору H̃sj−2,sj/2−1

λ на його

пiдпростiр Q̃sj−2,sj/2−1
λ для кожного j ∈ {0, 1}. Розглянемо спочатку

випадок λ = 0. Для даного (f, g0, g1, h) ∈ H̃s0−2,s0/2−1
0 покладемо

g∗0 = g0 + T
(
v0(0)− g(0)

0 (0), . . . , vr−1(0)− g(r−1)
0 (0)

)
,

g∗1 = g1 + T
(
v0(l)− g(0)

1 (0), . . . , vr−1(l)− g(r−1)
1 (0)

)
.

Тут функцiї vk ∈ Hs0−1−2k(0, l), з k = 0, . . . , r − 1, визначенi рекурентною

формулою (4.160), i T – вiдображення (4.75). Лiнiйне вiдображення P :

(f, g0, g1, h) 7→ (f, g∗0, g
∗
1, h), визначене на всiх векторах (f, g0, g1, h) ∈

H̃s0−2,s0/2−1
0 , є шуканим.

Розглянемо тепер випадок λ = 1. Для даного (f, g0, g1, h) ∈ H̃s0−2,s0/2−1
1

покладемо

g∗0 = g0 + T
(
(v0)

′
x(0)− g(0)

0 (0), . . . , (vr−1)
′
x(0)− g(r−1)

0 (0)
)
,

g∗1 = g1 + T
(
(v0)

′
x(l)− g

(0)
1 (0), . . . , (vr−1)

′
x(l)− g

(r−1)
1 (0)

)
.

Тут функцiї v0, . . . , vr−1 i вiдображення T такi самi, як i у випадку λ = 0.

Лiнiйне вiдображення P : (f, g0, g1, h) 7→ (f, g∗0, g
∗
1, h), визначене на всiх

векторах (f, g0, g1, h) ∈ H̃s0−2,s0/2−1
1 , є шуканим.

Вiдмiтимо, якщо λ = 1 i r = 0, то висновок леми 4.8 залишається

правильним. Дiйсно, у цьому випадку Q̃s−2,s/2−1;ϕ
1 = H̃s−2,s/2−1;ϕ

1 i

Q̃sj−2,sj/2−1
1 = H̃sj−2,sj/2−1

1 для кожного j ∈ {0, 1}, так що (4.170) збiгається

з рiвнiстю (4.171). Остання є правильною i в розглянутому випадку.
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Доведення теорем 4.14 i 4.15 таке саме, як i теорем 4.6 i 4.7 для випадку

s > 2 (див. п. 4.10), тiльки з λ замiсть l i Q̃s−2,s/2−1;ϕ
λ замiсть Qs−2,s/2−1;ϕ

l

вiдповiдно.
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Висновки до роздiлу 4

У цьому роздiлi дослiджено характер розв’язностi загальних лiнiйних

параболiчних початково–крайових задач та властивостi регулярностi

їх узагальнених розв’язкiв у гiльбертових анiзотропних просторах

Хермандера. Знайдено новi достатнi умови того, що узагальненi розв’язки

таких задач є класичними. Окремо розглянуто випадки багатовимiрного i

двовимiрного параболiчних рiвнянь. Отриманi результати конкретизовано

та доповнено для важливих з точки зору застосувань задач для

параболiчних рiвнянь другого порядку.

Основнi результати четвертого роздiлу.

1. Доведено, що оператори, породженi загальними лiнiйними

неоднорiдними параболiчними початково-крайовими задачами,

здiйснюють iзоморфiзми на пiдходящих парах анiзотропних

просторiв Хермандера.

2. Встановлено теореми про локальну регулярнiсть розв’язкiв загальних

лiнiйних неоднорiдних параболiчних початково-крайових задач у

просторах Хермандера.

3. Знайдено достатнi умови, за яких узагальненi розв’язки

дослiджуваних параболiчних задач є класичними.

4. Результати попереднiх пунктiв конкретизовано на випадок мiшаних

задач для параболiчних рiвнянь другого порядку i доповнено для

цих задач теоремами про iзоморфiзми для граничного значення

числового показника регулярностi s = 2.

Цi результати опублiковано у статтях [21, 22, 24–27, 72, 74–76, 78, 80] та

висвiтлено у тезах конференцiй [31,32,83–85].
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ВИСНОВКИ ДО ДИСЕРТАЦIЇ

У дисертацiї побудована теорiя лiнiйних параболiчних початково-

крайових задач у класах гiльбертових анiзотропних просторiв Хермандера.

Цi простори параметризуються функцiональним параметром, що

дозволяє бiльш тонко охарактеризувати регулярнiсть належних ним

функцiй/розподiлiв, нiж це можливо у рамках класичних просторiв

Соболєва i Гельдера, параметризованих числами.

Основнi результати роботи є такi.

1. Видiлено i дослiджено клас 2b-анiзотропних гiльбертових просторiв

Хермандера, для яких показником регулярностi служить пара

дiйсних чисел s i s/(2b) та додатний функцiональний параметр,

повiльно змiнний на нескiнченностi за Й. Караматою.

2. Доведено, що цi простори Хермандера отримуються у результатi

iнтерполяцiї з функцiональним параметром пар вiдповiдних

анiзотропних гiльбертових просторiв Соболєва.

3. Введено 2b-анiзотропнi гiльбертовi простори Хермандера на гладкому

компактному многовидi, який є бiчною поверхнею цилiндра, i

доведено, що введенi простори i топологiя у них не залежать вiд

вибору спецiальних локальних карт на цьому многовидi.

4. Встановлено теореми про коректну розв’язнiсть у просторах

Хермандера лiнiйних параболiчних крайових задач з однорiдними

початковими умовами, а саме, доведено, що оператори, породженi

цими задачами, здiйснюють iзоморфiзми мiж вiдповiдними

анiзотропними просторами Хермандера.
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5. Встановлено теореми про локальну регулярнiсть у просторах

Хермандера розв’язкiв лiнiйних параболiчних крайових задач з

однорiдними початковими умовами.

6. Знайдено достатнi умови неперервностi узагальнених частинних

похiдних заданого порядку розв’язкiв цих задач.

7. Доведено, що оператори, породженi загальними лiнiйними

неоднорiдними параболiчними початково-крайовими задачами,

здiйснюють iзоморфiзми на пiдходящих парах анiзотропних

просторiв Хермандера.

8. Встановлено теореми про локальну регулярнiсть розв’язкiв загальних

лiнiйних неоднорiдних параболiчних початково-крайових задач у

просторах Хермандера.

9. Знайдено достатнi умови, за яких узагальненi розв’язки

дослiджуваних параболiчних задач є класичними.

10. Результати пунктiв 7-9 конкретизовано на випадок мiшаних задач

для параболiчних рiвнянь другого порядку i доповнено для цих задач

теоремами про iзоморфiзми для граничного значення числового

показника регулярностi s = 2.

11. Доведено теореми про iзоморфiзми у просторах Хермандера,

породженi крайовими задачами для параболiчних за Петровським

систем з однорiдними початковими умовами, i встановлено теореми

про локальну регулярнiсть розв’язкiв цих задач у просторах

Хермандера.
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/ V. M. Los // Ukrainian Mathematical Journal. — 2017. — 69, no. 3. —

P. 426 – 443.

80. Los V. M. Initial-boundary value problems for two-dimensional parabolic
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V. 191. — Basel: Birkhäser, 2009. — P. 447—470.

99. Mikhailets V. A. The refined Sobolev scale, interpolation, and elliptic

problems / V. A. Mikhailets, A. A. Murach // Banach J. Math. Anal. –

2012. – 6, no. 2. – P. 211 – 281.

100. Mikhailets V. A. Extended Sobolev scale and elliptic operators /

V. A. Mikhailets, A. A. Murach // Ukrainian Mathematical Journal. –

2013. – 65, no. 3. – P. 435 – 447.

101. Mikhailets V. A. Hor̈mander spaces, interpolation, and elliptic problems /

V. A. Mikhailets, A. A. Murach. – Berlin: De Gruyter, 2014. – xiv+297 p.

102. Mikhailets V. A. Interpolation Hilbert spaces between Sobolev spaces /

V. A. Mikhailets, A. A. Murach // Results Math. – 2015. – 67, no. 1–2. –

P. 135 – 152.

103. Murach A. A. Elliptic pseudo-differential operators in a refined scale of

spaces on a closed manifold / A. A. Murach // Ukrainian Mathematical

Journal. – 2007. – 59, no. 6. – P. 874 – 893.

104. Murach A. A. Parameter–elliptic operators on the extended Sobolev

scale / A. A. Murach, T. Zinchenko // Methods Funct. Anal. Topolo-

gy. — 2013. — V. 19, no. 1. — P. 29 — 39.



301

105. Nicola F. Global pseudodifferential calculas on Euclidean spaces /

F. Nicola, L. Rodino. — Basel: Birkhäser, 2010. — x+306 p.

106. Ovchinnikov V. I. The methods of orbits in interpolation theory /

V. I. Ovchinnikov // Math. Rep. — 1984. — V. 1, no. 2. — P. 349 —

515.

107. Ovchinnikov V. I. Interpolation orbits in couples of Lebesgue spaces /

V. I. Ovchinnikov // Funct Anal Appl. — 2005. — V. 39, no. 1. — P. 46 —

56.

108. Paneah B. The oblique derivative problem. The Poincaré problem /
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