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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню властивостей уза-
гальнених послiдовностей Фiбоначчi та їх застосуванням для пред-
ставлення дiйсних чисел, побудови вiдповiдної метричної та ймовiр-
нiсної теорiй, а також дослiдження об’єктiв зi складною локальною
будовою (фрактальних множин, сингулярних функцiй, розподiлiв
випадкових величин).

Актуальнiсть теми. У сучаснiй математицi для розвитку тео-
рiї фракталiв (фрактальної геометрiї та фрактального аналiзу), кон-
структивної теорiї неперервних функцiй зi складною локальною то-
полого - метричною структурою i фрактальними властивостями (син-
гулярних, нiде не монотонних, нiде не диференцiйовних), сингуляр-
них розподiлiв випадкових величин, зокрема, нескiнченних згорток
Бернуллi, широко використовуються рiзнi системи числення та си-
стеми зображення чисел, послiдовностi та ряди з певними умовами
однорiдностi. Останнi включають послiдовностi Фiбоначчi та їх уза-
гальнення, а також представлення чисел, в базисних послiдовностях
яких вони фiгурують.

Кодування (зображення) дiйсних чисел засобами двосимвольно-
го алфавiту через їх представлення пiдсумами (неповними сумами)
збiжних рядiв є самостiйним напрямом дослiджень в теорiї чисел. На
їх основi розвиваються окремi вiтки метричної та ймовiрнiсної теорiї
чисел. В цiй галузi працювало багато дослiдникiв i велика кiлькiсть
робiт присвячена задачам i проблемам, пов’язаним з нескiнченними
згортками Бернуллi.

Тополого-метричнi та фрактальнi властивостi множин неповних
сум рядiв вивчались у роботах Т. О. Банаха, О. М. Барановського,
А. Бартошевiча, Я. Ф. Виннишина, С. Гломба, Я. В. Гончаренко,
Р. Джонса, Р. Кеньйона, В. М. Коваленка, Н. О. Корсунь, М. Купера,
М. Морана,Ю. Переса, М. В. Працьовитого, Ф. Прус-Вiшньовського,
I. О. Савченка, Б. Солом’яка, Г. М. Торбiна, Е. Шимонiка.

Серед робiт, в яких розглядались ряди i зображення, пов’язанi з
числами Фiбоначчi, варто вiдзначити роботи О. П. Стахова,
О. Ю. Фещенка та Н. М. Василенко. В дисертацiйнiй роботi остан-
ньої вивчались два розклади чисел: 1) у ряд, члени якого є елемен-
тами нескiнченно малої послiдовностi Фiбоначчi; 2) у ряд, членами
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якого є числа, оберненi до елементiв класичної послiдовностi Фiбо-
наччi. У дисертацiйнiй роботi О. Ю. Фещенка використовувалися
двостороннi нескiнченно малi послiдовностi Фiбоначчi для побудови
метричної та ймовiрнiсної теорiї вiдповiдних зображень. Представле-
ння, якi використовували цi автори, виявилися ефективним засобом
для кодування чисел та вивчення розподiлiв випадкових величин з
неоднорiдними спектральними властивостями.

У данiй роботi для подiбних цiлей ми використовуємо узагальненi
послiдовностi Фiбоначчi. Зазначимо, що рiзними видами узагальне-
них послiдовностей Фiбоначчi займалися П. Бундшуш, Д. Калман,
M. Мiллер, M. Мулiне, В. Остiн, M. Рашидi.

Одним iз цiкавих i, на наш погляд, перспективних узагальнень
послiдовностi Фiбоначчi є чотирьохпараметрична послiдовнiсть (un),
для якої виконується наступне рекурентне спiввiдношення:

un+2 = pun+1 + sun,

де u1, u2, p, s – фiксованi дiйснi числа. Таке розширення класу послi-
довностей Фiбоначчi включає:

— класичну послiдовнiсть Фiбоначчi (p = s = 1 = u1 = u2);
— всi геометричнi прогресiї (p = q, s = 0, u1 = b1, u2 = u1q);
— послiдовнiсть Люка (p = s = 1 = u2, u1 = 2);
— послiдовнiсть Пелля (p = 2, s = 1 = u1 = u2);
— послiдовнiсть Якобсталя (p = 1 = u1 = u2, s = 2).
Актуальнiсть даного дослiдження ми вбачаємо в тому, що воно

стосується несамоподiбних систем кодувань дiйсних чисел, метри-
чної теорiї чисел, геометрiї числових рядiв i сингулярних розподiлiв
випадкових величин, iнтерес до яких в останнiй перiод пiдвищився.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, те-
мами. Робота виконана у рамках дослiджень математичних об’є-
ктiв зi складною локальною будовою, що проводяться на кафедрi
вищої математики Нацiонального педагогiчного унiверситету iменi
М. П. Драгоманова та у вiддiлi фрактального аналiзу Iнституту ма-
тематики НАН України. Дослiдження проводилось у рамках насту-
пних науково-дослiдних тем:

— двiйкове кодування дiйсних чисел i фрактали (номер держав-
ної реєстрацiї 0110U001279);



3

— фрактальний аналiз математичних об’єктiв зi складною ло-
кальною будовою (номер державної реєстрацiї 0107U000583);

— дослiдження еволюцiйних детермiнованих та стохастичних си-
стем складної тополого-метричної структури. Фрактальнi вла-
стивостi, керованiсть (номер держ. реєстрацiї 0115U000557).

Об’єкт дослiдження. Простiр узагальнених послiдовностей
Фiбоначчi i системи зображення дiйсних чисел, з ними пов’язанi, а
також їм вiдповiднi множини, функцiї та розподiли ймовiрностей.

Предмет дослiдження. Локальнi та глобальнi властивостi уза-
гальнених чотирьохпараметричних послiдовностей Фiбоначчi та стру-
ктурнi властивостi їх сiм’ї. Геометрiя зображень дiйсних чисел за
допомогою узагальнених послiдовностей Фiбоначчi, її топологiчна,
метрична, фрактальна та ймовiрнiсна складовi.

Мета i завдання дослiдження. Мета роботи – розробити си-
стему зображення чисел, твiрним елементом якої є узагальнена по-
слiдовнiсть Фiбоначчi, i на її основi створення вiдповiдної метричної
теорiї дiйсних чисел; її застосування у теорiї розподiлiв випадкових
величин. Основними завданнями дослiдження є такi:

— вивчити локальнi та глобальнi властивостi узагальнених по-
слiдовностей Фiбоначчi та структурнi властивостi їх сiм’ї;

— побудувати систему зображення чисел, твiрним елементом
якої є нескiнченно мала додатна узагальнена послiдовнiсть
Фiбоначчi та дослiдити її геометрiю;

— створити систему представлення дiйсних чисел за допомогою
ряду, члени якого є оберненими до елементiв послiдовностi
Якобсталя-Люка;

— знайти застосування вказаним зображенням у фрактальнiй
геометрiї та теорiї розподiлiв ймовiрностей.

Методи дослiдження. У роботi використовувались методи ме-
тричної теорiї чисел, фрактального аналiзу та фрактальної геоме-
трiї, математичного аналiзу, теорiї функцiй та теорiї ймовiрностей.

У дисертацiї застосовувалася методологiя, запропоновану у робо-
тах М. В. Працьовитого та його учнiв при дослiдженнi рiзних систем
кодування дiйсних чисел, зокрема двосимвольних, а також зi сталим
чи змiнним, скiнченним або нескiнченним алфавiтами.
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Наукова новизна одержаних результатiв. Основними нау-
ковими результатами, що виносяться на захист, є такi:

— дослiдженi локальнi та глобальнi властивостi узагальнених
послiдовностей Фiбоначчi, структурнi властивостi їх сiм’ї;

— у просторi узагальнених послiдовностей Фiбоначчi введно ска-
лярний добуток, норму та метрику, розглянутi рiзнi матема-
тичнi структури, описаний клас самоподiбних фракталiв;

— для множини дiйсних чисел, що є пiдсумами додатного ряду,
члени якого є елементами нескiнченно малої додатної уза-
гальненої послiдовностi Фiбоначчi, описано топологiчнi, ме-
тричнi та фрактальнi властивостi;

— вивчена лебегiвська структура (вмiст дискретної, абсолютно
неперервної та сингулярної компонент) i спектральнi власти-
востi розподiлу випадкової пiдсуми ряду при рiзних розподi-
лах доданкiв та поведiнку на нескiнченностi модуля її хара-
ктеристичної функцiї у випадку незалежностi доданкiв;

— для послiдовностi Якобсталя-Люка виведено формули: для
загального члена, суми перших n членiв, суми перших n пар-
них (непарних) членiв, обґрунтованi iншi її властивостi;

— доведено, що множина неповних сум ряду з обернених чисел
Якобсталя-Люка є нiде не щiльною множиною додатної мiри
Лебега;

— побудована трисимвольна система зображення дiйсних чисел,
яка ґрунтується на їх розкладах в ряди з базисною послiдов-
нiстю, членами якої є числа, оберненi до членiв послiдовностi
Якобсталя-Люка;

— доведено, що кожне число iнтервалу (0; 2S), де S - сума ряду,
має континуальну кiлькiсть рiзних зображень. В цiй системi
введено канонiчне зображення, що має нульову надлишко-
вiсть, i вказано кiлька його застосувань.

Практичне значення одержаних результатiв. Робота має
теоретичний характер. Отриманi результати є певним внеском у ме-
тричну теорiю чисел, теорiю мiри, теорiю функцiй дiйсної змiнної та
теорiю сингулярних розподiлiв ймовiрностей. Крiм того запропоно-
ванi в дисертацiї засоби представлення дiйсних чисел можуть бути
використанi для кодування iнформацiї, дослiдження математичних
об’єктiв зi складною локальною будовою.
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Особистий внесок здобувача. Основнi результати дисертацiї
отриманi автором самостiйно. Зi статтей, опублiкованих у спiвавтор-
ствi, до дисертацiї включенi лише тi, що належать автору.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати ди-
сертацiйного дослiдження доповiдались на наукових конференцiях
рiзного рiвня та наукових семiнарах. Це такi конференцiї:

— Друга мiжунiверситетська конференцiя молодих вчених, Ки-
їв, 28-29 квiтня 2011 року;

— Чотирнадцята Мiжнародна наукова конференцiя iменi акаде-
мiка Михайла Кравчука, Київ, 13-15 травня 2012 року;

— Мiжнародна наукова конференцiя «Асимптотичнi методи в
теорiї диференцiальних рiвнянь», присвячена 80-рiччю Шкi-
ля М.I., Київ, 13-14 грудня 2012 року;

— Всеукраїнська наукова конференцiя «Сучаснi проблеми теорiї
ймовiрностей та математичного аналiзу», Ворохта, 25 лютого
- 3 березня 2013 року;

— Третя мiжунiверситетська наукова конференцiя молодих вче-
них з математики та фiзики, Київ, 25-27 квiтня 2013 року;

— Мiжнародна математична конференцiя з нагоди 75-рiччя з
дня народження академiка А. М. Самойленка «Боголюбов-
ськi читання DIF-2013. Диференцiальнi рiвняння, теорiя фун-
кцiй та їх застосування», Севастополь, 23-30 червня
2013 року;

— Всеукраїнська науково-методична конференцiя «Сучаснi
науково-методичнi проблеми математики у вищiй школi», Ки-
їв, 26-27 червня 2013 року;

— The 9-th International Algebraic Conference in Ukraine, Lviv,
July 06-13, 2013;

— The Fifth International Conference on Analytic Number Theory
and Spatial Tessellations, Kyiv, September 16-20, 2013;

— Четверта мiжнародна Ганська конференцiя, присвячена 135-
iй рiчницi вiд народження Ганса Гана, Чернiвцi, 30 червня -
5 липня 2014 року;
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— П’ята Всеукраїнська наукова конференцiя молодих вчених з
математики ти фiзики ”Актуальнi проблеми сучасної матема-
тики та фiзики та методики їх навчання”, Київ, 25-26 квiтня
2016 року;

— Всеукраїнська науково-методична конференцiя «Сучаснi
науково-методичнi проблеми математики у вищiй школi», Ки-
їв, 7-8 жовтня 2016 року;

— International mathematical conference "Groups and Actions:
Geometry and Dynamics" dedicated to the memory of professor
Vitaly Sushchanskyy, Kyiv, December 19-22, 2016.

Результати дослiдження були оприлюдненi на засiданнях насту-
пних наукових семiнарiв:

— семiнар з фрактального аналiзу Iнституту математики НАН
України та НПУ iменi М. П. Драгоманова (керiвник: доктор
фiз.-мат. наук, проф. М. В. Працьовитий);

— семiнар кафедри геометрiї, топологiї та динамiчних систем
Київського Нацiонального унiверситету iменi Т. Г. Шевченка
(керiвник: доктор фiз.-мат. наук, проф. О. О. Пришляк);

— семiнар лабораторiї топологiї Iнституту математики НАН
України (керiвник: доктор фiз.-мат. наук С. I. Максименко).

Публiкацiї. Основнi результати роботи викладено у 19-и нау-
кових публiкацiях, серед яких 6 статей у фахових виданнях [1a, 2a, 3a,
4a, 5a, 6a], та 13 тез доповiдей на конференцiях рiзного рiвня [7a, 8a,
9a, 10a, 11a, 12a, 13a, 14a, 15a, 16a, 17a, 18a, 19a]. Одна стаття [6a] опу-
блiкована у журналi, що iндексується мiжнародною наукометричною
базою Scopus.

Структура дисертацiї. Робота складається з анотацiї, списку
основних умовних позначень, вступу, трьох роздiлiв, розбитих на
пiдроздiли, загальних висновкiв та висновкiв до кожного роздiлу,
списку використаних джерел, який мiстить 83 джерела, списку пу-
блiкацiй автора. Повний обсяг роботи складає 128 сторiнок.

Подяка. Автор висловлює щиру подяку науковому керiвнику
Працьовитому Миколi Вiкторовичу за постановку задач, допомогу
та пiдтримку.
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ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

Роздiл 1 носить вступний характер. Вiн присвячений ключово-
му поняттю дослiдження – узагальненiй чотирьохпараметричнiй по-
слiдовностi Фiбоначчi i розгляду математичних структур у просторi
таких послiдовностей.

Означення 1.1. Послiдовнiсть дiйсних чисел (un) ≡ (un)∞n=1,
яка має властивiсть

un+2 = pun+1 + sun, (1)

де u1, u2, p, s — фiксованi дiйснi числа, називається узагальненою
послiдовнiстю Фiбоначчi.

Встановлюються властивостi такої послiдовностi, зокрема, асим-
птотичнi. Виводяться формули: загального члена послiдовностi

un =

 Φn−1 (u2 − u1Ψ)−Ψn−1 (u2 − u1Φ)

Φ−Ψ
при Φ 6= Ψ,

Φn−1
(
u1 + (n− 1)

(u2

Φ
− u1

))
при Φ = Ψ,

де Φ =
p+

√
p2 + 4s

2
та Ψ =

p−
√
p2 + 4s

2
,

наслiдком якої є рiвнiсть

lim
n→∞

un+1

un
=

{
Φ, якщо |Φ| > |Ψ|,
Ψ, якщо |Φ| < |Ψ|;

суми перших n членiв, суми перших n членiв з парними (непарними)
номерами мiсць

n∑
k=1

uk =
u1(1− p) + u2 − un+1 − sun

1− p− s
,

n+1
2∑

k=1

u2k−1 =
(1− p2 − s)u1 + pu2 − un+1 + s2un−1

1− p
√
p2 + 4s− s2

,

n
2∑

k=1

u2k =
(1 + s)u2 − psu1 − un+1 + s2un−1

1− p
√
p2 + 4s− s2

.



8

Доведено критерiй нескiнченної малостi послiдовностi.
Теорема 1.6. Для того щоб узагальнена послiдовнiсть Фiбоначчi

(un) була нескiнченно малою, необхiдно i достатньо, щоб виконува-
лась хоча б одна iз систем:{

|Φ| < 1,
|Ψ| < 1,

{
|Φ| < 1,
u2 = u1Φ,

{
|Ψ| < 1,
u2 = u1Ψ.

Встановлено, що множина

F = {(un) : u1, u2 ∈ R, un = pun−1 + sun−2, n > 3}

узагальнених послiдовностей Фiбоначчi з фiксованими параметрами
p та s утворює двовимiрний лiнiйний простiр, в якому iснує пiдпро-
стiр нескiнченно малих послiдовностей, природним чином вводяться
скалярний добуток, норма, метрика.

Метризацiя лiнiйного простору F з допомогою q−метрики

ρq (x, y) = ρq = ‖x− y‖q =

√√√√ ∞∑
n=1

(xn − yn)
2

q2n
,

де max {|Φ| , |Ψ|} < q – фiксоване натуральне число, дозволило вве-
сти базовi поняття теорiї фракталiв: мiру Гаусдорфа, розмiрнiсть
Гаусдорфа-Безиковича i описати деякий клас самоподiбних фракта-
лiв.

Теорема 1.13. Якщо 0 6= α = (αn) – фiксований елемент про-
стору F, r i m – натуральнi числа, причому 1 < m < r, V =
{v1, v2, . . . , vm} ∈ {0, 1, . . . , r − 1} , vi < vi+1, i = 1,m− 1,

C [r, V ] =
{
λ : λ =

α1

r
+
α2

r2
+ · · ·+ αn

rn
+ . . . , αn ∈ V

}
,

то множина
H = {x : x = λα, λ ∈ C [r, V ]}

в метричному просторi (F, ρq) є самоподiбною i її самоподiбна роз-
мiрнiсть

α0 = logr |V |

спiвпадає з розмiрнiстю Гаусдорфа-Безиковича αρq (H).
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Теорема 1.14. Якщо α = (αn) , b = (bn) ∈ F, причому α i b
неколiнеарнi, то множина

H =

{
x : x = λ1α+ λ2b, λ1 =

∞∑
k=1

αk
2k
,λ2 =

∞∑
k=1

βk
2k
, αk + βk 6 1

}

є самоподiбною досконалою множиною, самоподiбна розмiрнiсть якої
спiвпадає з розмiрнiстю Гаусдорфа-Безиковича i дорiвнює log23 .

У роздiлi 2 розглядається представлення дiйсних чисел за до-
помогою неповних сум ряду, члени якого є елементами нескiнченно
малої додатної узагальненої послiдовностi Фiбоначчi, вивчається йо-
го геометрiя (властивостi цилiндричних множин).

У параграфi 2.1 дослiджується додатний ряд

u1 + u2 +

∞∑
n=1

un+2, un+2 = pun+1 + sun, n ∈ N, u1, u2, p, s ∈ R+, (2)

члени якого утворюють узагальнену послiдовнiсть Фiбоначчi з дода-
тними початковими параметрами u1, u2, p, s. Для членiв такого ряду
має мiсце рiвнiсть

un =
Φn−1 (u2 − u1Ψ)−Ψn−1 (u2 − u1Φ)

Φ−Ψ
. (3)

Теорема 2.2. Для збiжностi ряду (2) необхiдно i достатньо,
щоб виконувалася система нерiвностей{

0 < p < 1,
0 < s < 1− p. (4)

Також дослiджуються властивостi членiв та залишкiв ряду (2),
встановлюються спiввiдношення мiж ними.

У параграфi 2.2 дослiджуються тополого-метричнi та фрактальнi
властивостi множини неповних сум ряду (2) в залежностi вiд поча-
ткових параметрiв p та s.

Теорема 2.4. Якщо для ряду (2) виконується система нерiвно-
стей {

0 < p < 1,
max{0, 1

4 −
p
2} 6 s < 1− p, (5)
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то ряд збiгається, а множина його неповних сум являє собою скiн-
ченне об’єднання вiдрiзкiв.

Теорема 2.6. Якщо для ряду (2) виконується система нерiвно-
стей {

0 < p < 1
2 ,

0 < s < 1
4 −

p
2 ,

(6)

то ряд збiгається, а множина його неповних сум є досконалою нiде
не щiльною множиною нульової мiри Лебега, розмiрнiсть Гаусдорфа-
Безиковича якої рiвна α0 = − logΦ 2.

У параграфi 2.3 доводиться, що довiльне дiйсне число
x ∈

[
0 , u1(1−p)+u2

1−p−s

]
, може бути представленим у виглядi

x =

∞∑
n=1

αnun, де αn ∈ {0, 1}. (7)

Описаний алгоритм розкладу числа у ряд (7).
У параграфi 2.4 обґрунтовано, що система представлення чисел

у виглядi (7) є суттєво надлишковою, а саме: кожне дiйсне число має
континуальну множину рiзних представлень.

У параграфi 2.5 дослiджується випадкова величина

ξ =

∞∑
k=1

ξkuk, (8)

де ξk — послiдовнiсть незалежних випадкових величин з розподiла-
ми: P{ξk = 0} = p0k > 0, P{ξk = 1} = p1k > 0, p0k + p1k = 1, яка має
чисто дискретний розподiл тодi i тiльки тодi, коли

M =

∞∏
k=1

max{p0k, p1k} > 0.

Теорема 2.9. Якщо M = 0 i для послiдовностi (un) виконується
умова (6), то випадкова величина ξ має чисто сингулярний розподiл
канторiвського типу.

Якщо fξ(t) – характеристична функцiя розподiлу випадкової ве-
личини ξ при uk = 3−k + (−1)k3−2k, то

Lξ = lim
|t|→∞

sup |fξ(t)| > 0, 3909693738 > 0,
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що в силу неперервностi розподiлу ξ обґрунтовує його сингулярнiсть.
Параграф 2.6 присвячений випадку: s = −p

2

4 , для якого

un =
(p

2

)n−1
(
u1 + (n− 1)

(
2u2

p
− u1

))
.

У роздiлi 3 дослiджується трисимвольна система представлення
дiйсних чисел, яка базується на послiдовностi Якобсталя-Люка, а
також об’єкти зi складною локальною будовою з нею пов’язанi.

Параграф 3.1 присвячений вивченню локальних та глобальних
властивостей послiдовностi Якобсталя-Люка, а саме: послiдовностi
(Jn) для членiв якої виконується рiвнiсть

Jn+2 = Jn+1 + 2Jn, J1 = 2, J2 = 1.

У параграфi 3.2 дослiджується ряд, члени якого є оберненими до
елементiв послiдовностi Якобсталя-Люка

∞∑
n=1

J−1
n =

∞∑
n=1

1

Jn
=

1

2
+

1

1
+

1

5
+

1

7
+ ...+

1

Jn
+ . . . . (9)

Розглянутий ряд є збiжним, знакододатним, члени його (почина-
ючи з другого номеру) утворюють монотонно спадну послiдовнiсть.
Бiльше того, з робiт M. Prevost i T. Matala-aho вiдомо, що нескiн-
ченна сума виду

∞∑
n=1

tn

Aαn +Bβn
,

при цiлих параметрах α, β та умовах A · B 6= 0, |α| > |t|, |A · B ·
t2| < |α| є iррацiональним числом. Звiдси сума ряду (9) також є
iррацiональним числом.

Лема 3.1. Для ряду (9) справедливi наступнi нерiвностi{
un > rn, якщо n− парне,
un < rn, якщо n− непарне. (10)

Теорема 3.7. Множина неповних сум ряду (9) є досконалою нiде
не щiльною множиною додатної мiри Лебега.
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У параграфi 3.3 розглядаються розклади чисел в ряд (9).

Теорема 3.8. Для довiльного дiйсного числа x з вiдрiзка [0, S],

де S =

∞∑
n=1

2un+2, iснує послiдовнiсть (αn), αn ∈ {0, 1, 2}, така, що

x =

∞∑
n=1

αnun+2 ≡ ∆J
α1α2α3...αn.... (11)

Таке представлення називатимемо J−представленням числа.

Ця трисимвольна система зображення чисел – суттєво надлишко-
ва, а саме: кожне число iнтервала (0, S) має континуальну множину
рiзних зображень. В роботi вивчається геометрiя цiєї системи коду-
вання чисел, описуються властивостi цилiндричних множин, специ-
фiка їх перекриттiв.

У параграфi 3.4 розглядаються множини, якi мають нетривiальнi
властивостi, а саме: є нiде не щiльними множинами додатної мiри
Лебега або мають дробову розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича тощо.

Теорема 3.10. Множина усiх чисел з вiдрiзка [0, S], J− зобра-
ження яких має вигляд ∆α1α1α2α2...αnαn..., де αn ∈ {0, 1}, є доскона-
лою, нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега, розмiрнiсть

Гаусдорфа-Безиковича якої рiвна
1

2
.

Теорема 3.11. Множина усiх чисел з вiдрiзка [0, S], J− зобра-
ження яких має вигляд ∆α1α2α3...αn..., де αn ∈ {0, 1} (αn ∈ {0, 2}), є
досконалою нiде не щiльною множиною додатної мiри Лебега.

Параграф 3.5 присвячений вивченню канонiчного J-представлення.

Означення 3.4. J−представлення ∆J
f1(x)f2(x)...fn(x)... називається

канонiчним, якщо

f1(x) =

 2, якщо 2u3 6 x,
1, якщо u3 6 x < 2u3,
0, якщо u3 > x,
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fi(x) =



2, якщо
i−1∑
n=1

fn(x)un+2 + 2ui+2 6 x,

1, якщо
i−1∑
n=1

fn(x)un+2 + ui+2 6 x <

i−1∑
n=1

fn(x)un+2 + 2ui+2,

0, якщо
i−1∑
n=1

fn(x)un+2 + ui+2 > x.

Кожне число з вiдрiзка [0, S] має єдине канонiчне зображення,
що дозволяє легко порiвнювати два дiйсних чисел a та b, якi зада-
нi своїми канонiчними J−розкладами (досить порiвняти їх першi не
спiвпадаючi символи зображення). Бiльше того, числа a та b будуть
рiвними тодi i тiльки тодi, коли їх вiдповiднi J−символи спiвпада-
тимуть.

Теорема 3.13. Якщо ∆J∗
α1α2...αn... — канонiчне зображення деяко-

го числа x з вiдрiзка [0, S], то для довiльного натурального k:
1. α2k−1α2k 6= 02,
2. 021 6= α2kα2k+1α2k+2 6= 022,
3. α2k−1α2kα2k+1α2k+2 . . . α4k−2 6= 0β1β2β3 . . . β2k−1, βi ∈ {1, 2},
i = 1, 2k − 1.

Параграф 3.6 присвячений дослiдженнi об’єктiв зi складною ло-
кальною будовою, зокрема, сингулярних розподiлiв випадкових не-
повних сум ряду з обернених чисел Якобсталя-Люка.

ВИСНОВКИ

Числовi послiдовностi i ряди, якi володiють певними умовами
однорiдностi, сьогоднi широко використовуються як засоби кодуван-
ня дiйсних чисел. Це забезпечує своєрiднi форми iснування дiйсного
числа i ґрунтовний тополого-метричний та фрактальний аналiз ма-
тематичних об’єктiв з iррегулярною локальною структурою.

Послiдовностi Фiбоначчi та їх узагальнення, будучи зворотнiми
послiдовностями, здатнi виконувати роль базисних послiдовностей у
рiзних системах зображення чисел, а отже, бути основою для побу-
дови та розвитку метричної та ймовiрнiсної теорiй чисел.
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У роботi розглядається два представлення дiйсних чисел за допо-
могою чотирьохпараметричної узагальненої послiдовностi Фiбонач-
чi: 1) за допомогою нескiнченно малої додатної узагальненої послi-
довностi Фiбоначчi; 2) трисимвольна система представлення чисел, в
основi якої лежить ряд з обернених чисел Якобсталя-Люка. Обидва
цi представлення мають ненульову надлишковiсть та скiнченний ал-
фавiт, вони володiють складною геометрiєю (цилiндричнi множини
перекриваються).

Загалом у дисертацiйнiй роботi отриманi наступнi результати:
— встановленi локальнi та глобальнi властивостi узагальнених

послiдовностей Фiбоначчi, а також структурнi властивостi їх
сiм’ї;

— у просторi узагальнених послiдовностей Фiбоначчi дослiдженi
рiзноманiтнi математичнi структури, описаний клас самопо-
дiбних фракталiв;

— для множини дiйсних чисел, що є пiдсумами додатного ряду,
члени якого є елементами нескiнченно малої додатної уза-
гальненої послiдовностi Фiбоначчi, описано топологiчнi, ме-
тричнi та фрактальнi властивостi;

— вивчена лебегiвська структура (вмiст дискретної, абсолютно
неперервної та сингулярної компонент) i спектральнi власти-
востi розподiлу випадкової пiдсуми ряду при рiзних розподi-
лах доданкiв та поведiнку на нескiнченностi модуля її хара-
ктеристичної функцiї у випадку незалежностi доданкiв;

— для послiдовностi Якобсталя-Люка виведено формули: для
загального члена послiдовностi, суми перших n членiв послi-
довностi, суми перших n парних (непарних) членiв послiдов-
ностi, обґрунтованi iншi властивостi цiєї додатної узагальне-
ної послiдовностi Фiбоначчi;

— доведено, що множина неповних сум ряду з обернених чисел
Якобсталя-Люка є нiде не щiльною множиною додатної мiри
Лебега;

— побудована трисимвольна система зображення дiйсних чисел,
яка ґрунтується на їх розкладах в ряди з базисною послiдов-
нiстю, членами якої є числа, оберненi до членiв послiдовностi
Якобсталя-Люка;
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— доведено, що кожне число iнтервалу (0; 2S), де S – сума ря-
ду, має континуальну кiлькiсть рiзних зображень. В цiй си-
стемi введено канонiчне зображення, що має нульову надли-
шковiсть, i вказано кiлька застосувань до розв’язання задач
метричної та ймовiрнiсної теорiї чисел.

Проведенi дослiдження лежать в руслi сучасних математичних
дослiджень об’єктiв зi складною локальною поведiнкою, зокрема по-
в’язаних з сингулярними розподiлами ймовiрностей, використанням
рiзних систем представлення дiйсних чисел з надлишковим набором
цифр, iнтерес до яких в останнi роки значно пiдвищився.
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АНОТАЦIЯ

Карвацький Д. М. Представлення дiйсних чисел за допо-
могою узагальнених послiдовностей Фiбоначчi та їх застосу-
вання. — Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-
математичних наук за спецiальнiстю 01.01.06 — алгебра та теорiя
чисел. – Iнститут математики НАН України, Київ, 2018.

Дисертацiя присвячена вивченню локальних та глобальних вла-
стивостей узагальненої послiдовностi Фiбоначчi, а саме: послiдовно-
стi (un), для членiв якої виконується рiвнiсть

un+2 = pun+1 + sun, u1, u2, p, s ∈ R,

її використанню для представлення дiйсних чисел додатними ряда-
ми, задання та дослiдження об’єктiв з фрактальними властивостями.

У роботi вивчаються двi аналiтичнi системи кодування дiйсних
чисел з використанням двосимвольного та трисимвольного алфавi-
тiв. Перша ґрунтується на представленнi дiйсного числа пiдсумою
(неповною сумою) заданого ряду, членами якого є елементи нескiн-
ченно малої додатної узагальненої послiдовностi Фiбоначчi (un) :
[0; r] 3 x = ε1u1 +ε2u2 + · · ·+εnun+ · · · ≡ ∆ε1ε2...εn..., εn ∈ {0, 1} ≡ A2.
Друга система використовує послiдовнiсть чисел Якобсталя-Люка
(J1 = 2, J2 = 1, Jn+2 = Jn+1 + 2Jn) та алфавiт A3 ≡ {0, 1, 2}:

[0;R] 3 x = α1J1
−1 + α2J2

−1 + · · ·+ αnJn
−1 + · · · ≡ ∆J

α1α2...αn....
Обидвi системи зображення чисел мають ненульову надлишко-

вiсть та непросту геометрiю (цилiндричнi множини перекриваються).
У роботi данi зображення використовуються для задання фракталь-
них множин (нiде не щiльних множин додатної та нульової мiри Ле-
бега, цiлої та дробової розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича) та розпо-
дiлiв випадкових величин, зокрема нескiнченних згорток Бернуллi,
розподiли яких мають канторiвський тип.

Ключовi слова: система зображення дiйсних чисел, узагальне-
на послiдовнiсть Фiбоначчi, послiдовнiсть Якобсталя-Люка, множи-
на неповних сум (пiдсум) ряду, нiде не щiльна множина, мiра Лебега,
фрактальна розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича, випадкова величи-
на канторiвського типу, нескiнченна згортка Бернуллi.
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ABSTRACT

Karvatsky D. M. Representation of real numbers by gener-
alized Fibonacci sequences and their applications. — Manuscript.

Thesis for a Candidate Degree in Physics and Mathematics. Special-
ity 01.01.06 — algebra and number theory. – Institute of Mathematics of
NAS of Ukraine, Kyiv, 2018.

In the thesis, we study local and global properties of generalized
Fibonacci sequence, namely the sequence (un) such that

un+2 = pun+1 + sun, u1, u2, p, s ∈ R.

We use it for representation of real numbers, definition and investigation
of objects with fractal properties.

We consider two analytic systems of encoding of real numbers with
two-symbol and three-symbol alphabet. First system is based on repre-
sentation of real number by subsum (incomplete sum) of a given series
which terms are elements of infinitesimal positive generalized Fibonacci
sequence (un):
[0, r] 3 x = ε1u1 +ε2u2 + · · ·+εnun+ · · · ≡ ∆ε1ε2...εn..., εn ∈ {0, 1} ≡ A2.
Second system uses Jacobsthal-Lucas sequence of numbers
(J1 = 2, J2 = 1, Jn+2 = Jn+1 + 2Jn) and alphabet A3 ≡ {0, 1, 2}:

[0, R] 3 x = α1J1
−1 + α2J2

−1 + · · ·+ αnJn
−1 + · · · ≡ ∆J

α1α2...αn....
Both systems of representation for numbers have non-zero redun-

dancy and non-simple geometry (cylindrical sets are overlapped). In the
work, we use these representations for definition of fractal sets (nowhere
dense sets of positive and zero Lebesgue measure and of integer and frac-
tional Hausdorff-Besicovitch dimension) as well as distributions of ran-
dom variables, in particular, infinite Bernoulli convolutions with Cantor
type probability distribution.

Keywords: system of representation of real numbers, generalized
Fibonacci sequence, Jacobsthal-Lucas sequence, set of incomplete sums
(subsums) of series, nowhere dense set, Lebesgue measure, fractal Haus-
dorff-Besicovitch dimension, random variable of Cantor type, infinite
Bernoulli convolution.
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АННОТАЦИЯ

Карвацкий Д. М. Представление действительных чисел
с помощью обобщенных последовательностей Фибоначчи и
их приложения. — Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико- ма-
тематических наук по специальности 01.01.06 — алгебра и теория
чисел. – Институт математики НАН Украины, Киев, 2018.

Диссертация посвященная изучению локальных и глобальных
свойств обобщенной последовательности Фибоначчи, а именно: по-
следовательности (un), для членов которой имеет место равенство

un+2 = pun+1 + sun, u1, u2, p, s ∈ R,

её применению к представлениям действительных чисел рядами, ис-
следованию и заданию объектов с фрактальными свойствами.

В роботе изучаются две аналитические системы кодирования дей-
ствительных чисел с использованием двухсимвольного и трехсим-
вольного алфавитов. Первая основана на представлении действи-
тельного числа подсумой (неполной сумой) данного ряда, членами
которого являются элементы бесконечно малой положительной обоб-
щенной последовательности Фибоначчи (un) :
[0; r] 3 x = ε1u1 +ε2u2 + · · ·+εnun+ · · · = ∆ε1ε2...εn..., εn ∈ {0, 1} ≡ A2.
Вторая система использует последовательность чисел Якобсталя-
Люка (J1 = 2, J2 = 1, Jn+2 = Jn+1 + 2Jn) и алфавит A3 ≡ {0, 1, 2}:

[0;R] 3 x = α1J1
−1 + α2J2

−1 + · · ·+ αnJn
−1 + · · · ≡ ∆J

α1α2...αn....
Обе системы изображения чисел имеют ненулевую избыточность

и непростую геометрию (цилиндрические множества перекрываю-
тся). В роботе эти изображения используются для задания фра-
ктальных множеств и распределений случайных величин, в том чи-
сле бесконечных сверток Бернулли, распределения которых имеют
канторовский тип.

Ключевые слова: система изображения действительных чисел,
обобщенная последовательность Фибоначчи, множество неполных
сум ряда, последовательность Якобсталя-Люка, нигде не плотное
множество, мера Лебега, фрактальная размерность Хаусдорфа-
Безиковича, случайная величина канторовского типа, бесконечная
свертка Бернулли.
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