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Робота виконана на кафедрi вищої математики Нацiонального педаго-

гiчного унiверситету iменi М. П. Драгоманова.

Дисертацiя присвячена вивченню властивостей чотирьохпараметричних

узагальнених послiдовностей Фiбоначчi, а саме: послiдовностей (un), для

членiв яких виконується рекурентне спiввiдношення

un+2 = pun+1 + sun, u1, u2, p, s ∈ R,

структурним властивостям їх сiм’ї, використанню їх для представлення

дiйсних чисел i побудовi їх метричної та ймовiрнiсної теорiї, а також для

задання математичних об’єктiв з фрактальними властивостями. Робота ви-

конана в галузi метричної та ймовiрнiсної теорiї дiйсних чисел, що ґрунту-

ється на їх представленнях (та зображеннях) неповними сумами рядiв, по-

родженими узагальненими послiдовностями Фiбоначчi. Цей напрямок до-

слiджень тiсно пов’язаний з геометрiєю та метричною теорiєю зображень

дiйсних чисел, що ґрунтується на їх розкладах в iншi додатнi ряди спецi-

ального виду.

Метризувавши простiр узагальнених послiдовностей Фiбоначчi F з фi-

ксованими параметрами p та s i ввiвши поняття α-мiри Гаусдорфа та фра-

ктальної розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича, описано деякий клас самопо-

дiбних фракталiв.
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Для множини дiйсних чисел, що є пiдсумами додатного ряду, члени

якого є елементами нескiнченно малої узагальненої послiдовностi Фiбонач-

чi, описано топологiчнi, метричнi та фрактальнi властивостi. Вичерпно ви-

вчено питання про кiлькiсть представлень числа пiдсумою такого ряду.

Вивчена лебегiвська структура (вмiст дискретної, абсолютно неперервної

та сингулярної компонент) i спектральнi властивостi розподiлу випадкової

пiдсуми ряду при рiзних розподiлах доданкiв та поведiнку на нескiнченно-

стi модуля її характеристичної функцiї у випадку незалежностi доданкiв.

Для послiдовностi Якобсталя-Люка (J1 = 2, J2 = 1, Jn+2 = Jn+1 + 2Jn)

виведено формули: для загального члена послiдовностi, суми перших n чле-

нiв послiдовностi, суми перших n парних (непарних) членiв послiдовностi,

обґрунтованi iншi властивостi цiєї додатної узагальненої послiдовностi Фi-

боначчi. Для ряду, доданки якого є числа, оберненi до чисел послiдовностi

Якобсталя-Люка встановлено спiввiдношення мiж членами та залишками

(доведено, що u2n−1 < r2n−1, u2n > r2n, n ∈ N). Встановлено, що множи-

на неповних сум цього ряду є нiде не щiльною множиною додатної мiри

Лебега.

Побудована трисимвольна система зображення дiйсних чисел, яка ґрун-

тується на їх розкладах в ряди, з базисною послiдовнiстю членами якої є

числа, оберненi до членiв послiдовностi Якобсталя-Люка. Доведено, що ко-

жне число iнтервалу (0; 2S), де S− сума ряду, має континуальну кiлькiсть

рiзних зображень. В цiй системi введено канонiчне зображення, що має ну-

льову надлишковiсть, i вказано кiлька застосувань до розв’язання задач

метричної та ймовiрнiсної теорiї чисел.

Ключовi слова: система зображення дiйсних чисел, узагальнена по-

слiдовнiсть Фiбоначчi, послiдовнiсть Якобсталя-Люка, множина неповних

сум (пiдсум) ряду, нiде не щiльна множина, мiра Лебега, фрактальна роз-

мiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича, випадкова величина канторiвського типу,

нескiнченна згортка Бернуллi.
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Karvatsky D. M. Representation of real numbers by generalized

Fibonacci sequences and their applications. — Qualification scientific

work in the form of manuscript.

Thesis for a Candidate Degree in Physics and Mathematics (a Doctor of

Philosophy Degree). Speciality 01.01.06 — algebra and number theory (111 –

Mathematics). — Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2018.

The work is prepared at the Department of Higher Mathematics of National

Pedagogical Mykhailo Drahomanov University.

In the thesis, we consider the properties of four-parameter generalized Fi-

bonacci sequences, namely the sequences (un) such that their terms satisfy the

recurrence relation

un+2 = pun+1 + sun, u1, u2, p, s ∈ R.

We study structural properties of this family, use this sequences for representa-

tion of real numbers, construct a corresponding metric and probabilistic theory

of numbers as well as define mathematical objects with fractal properties. The

thesis belongs to metric and probabilistic theory of numbers based on their

expansions (and representations) by incomplete sums of series generated by
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generalized Fibonacci sequences. This field of research is closely related to ge-

ometry and metric theory of representation of real numbers based on expansions

in other positive series of special form.

We define metrics in the space F of generalized Fibonacci sequences with

fixed parameters p and s as well as a notion of α-dimensional Hausdorff measure

and fractal Hausdorff-Besicovitch dimension. Then we describe one class of self-

similar fractals.

We consider series such that its terms are elements of infinitesimal gener-

alized Fibonacci sequence. For set of real numbers such that they are subsums

of such series, we describe its topological, metric and fractal properties. The

question about amount of representations of number by subsum of such series

is completely studied. We study a Lebesgue structure (i.e., content of discrete,

absolutely continuous and singular components) and spectral properties of dis-

tribution of random subsum of series for different distributions of addends as

well as a behaviour of the absolute value of its characteristic function at infinity

if addends are independent.

For Jacobsthal-Lucas sequence (J1 = 2, J2 = 1, Jn+2 = Jn+1 + 2Jn) we

give formulae for general term of the sequence, sum of the first n terms of the

sequence, sum of the first n even (odd) terms of the sequence. Some other prop-

erties of this positive generalized Fibonacci sequence are proved. For series such

that its addends are reciprocal terms of Jacobsthal-Lucas sequence, relation

between terms and remainders are found (we prove that u2n−1 < r2n−1, u2n >

r2n, n ∈ N). We establish that the set of incomplete sum of this series is a

nowhere dense set of positive Lebesgue measure.

We construct a three-symbol system of representation for real numbers

based on their expansions in series such that its basic sequence is a sequence

of reciprocal terms of Jacobsthal-Lucas sequence. We prove that any number

belonging to (0; 2S), where S is a sum of series, has a continuum set of different

representations. For this system, we introduce a canonical representation hav-
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ing a zero redundancy and give some applications to problems of metric and

probabilistic theory of numbers.

Keywords: system of representation of real numbers, generalized Fibonacci

sequence, Jacobsthal-Lucas sequence, set of incomplete sums (subsums) of se-

ries, nowhere dense set, Lebesque measure, fractal Hausdorff-Besicovitch di-

mension, random variable of Cantor type, infinity Bernoulli convolution.
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СПИСОК ОСНОВНИХ УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

N — множина натуральних чисел;

N0 — множина натуральних чисел в об’єднаннi з нулем,

тобто N0 = {0, 1, 2, ..., n, ...};
R — множина дiйсних чисел;

R+ — множина додатних дiйсних чисел, тобто R+ = (0,+∞];

Q — множина рацiональних чисел;

I — множина iррацiональних чисел;

A2 — декартовий добуток множини A;
−→e1 — вектор з координатами (1, 0, s, ps, p2s+ s2, ...);
−→e2 — вектор з координатами (0, 1, p, p2 + s, p3s+ 2ps, ...);

〈−→e1 ,
−→e2 〉 — базис утворений векторами −→e1 та −→e2 ;

|A| — потужнiсть множини A;

λ(A) — мiра Лебега множини A;

Hα(A) — α-мiрна мiра Гаусдорфа множини A;

α0(A) — розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича множини A;

∆c1c2...ck — цилiндричний вiдрiзок k-ого рангу, що вiдповiдає певному пред-

ставленню чисел, вiдомого з контексту;

∇c1c2...ck — iнтервал k-ого рангу, що є внутрiшнiстю ∆c1c2...ck ;

|∆c1c2...ck| — довжина вiдрiзка ∆c1c2...ck ;

Φ =
p+
√
p2+4s

2 — бiльший за модулем корiнь рiвняння x2 − px− s = 0;

Ψ =
p−
√
p2+4s

2 — менший за модулем корiнь рiвняння x2 − px− s = 0;

Fn — класична послiдовнiсть Фiбоначчi;

Jn — послiдовнiсть чисел Якобсталя-Люка;

fξ — характеристична функцiя випадкової величини ξ;
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Lξ ≡ lim
|t|→∞

sup |fξ(t)| — поведiнка модуля характеристичної функцiї на не-

скiнченностi;

F — простiр узагальнених послiдовностей Фiбоначчi;

S — пiдпростiр нескiнченно малих узагальнених послiдовностей Фiбоначчi;

||pij|| — стохастична матриця;

‖x‖ — норма x;

‖x‖s — s-норма x;

Ok(α1α2 . . . αk, β1β2 . . . βk) — перекриття цилiндрiв ∆α1α2...αk та ∆β1β2...βk ;

Om+k
c1...cm

(α1 . . . αk, β1 . . . βk) — перекриття цилiндрiв ∆c1...cmα1...αk та ∆c1...cmβ1...βk ;

Gm+k
c1...cm

(α1 . . . αk, β1 . . . βk) = ∆c1...cm\(∆c1...cmα1...αk

⋃
∆c1...cmβ1...βk);

� — кiнець доведення.
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ВСТУП

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню властивостей узагальне-

них послiдовностей Фiбоначчi та їх застосуванням для представлення дiй-

сних чисел, побудови вiдповiдної метричної та ймовiрнiсної теорiй, а також

дослiдження об’єктiв зi складною локальною будовою (фрактальних мно-

жин, сингулярних функцiй, розподiлiв випадкових величин).

Актуальнiсть теми. У сучаснiй математицi для розвитку теорiї фра-

кталiв (фрактальної геометрiї та фрактального аналiзу), конструктивної

теорiї неперервних функцiй зi складною локальною тополого - метричною

структурою i фрактальними властивостями (сингулярних, нiде не моно-

тонних, нiде не диференцiйовних), сингулярних розподiлiв випадкових ве-

личин, зокрема, нескiнченних згорток Бернуллi, широко використовуються

рiзнi системи числення та системи зображення чисел, послiдовностi та ряди

з певними умовами однорiдностi. Останнi включають послiдовностi Фiбо-

наччi та їх узагальнення, а також представлення чисел, в базисних послi-

довностях яких вони фiгурують.

Кодування (зображення) дiйсних чисел засобами двосимвольного алфа-

вiту через їх представлення пiдсумами (неповними сумами) збiжних рядiв

є самостiйним напрямом дослiджень в теорiї чисел. На їх основi розвива-

ються окремi вiтки метричної та ймовiрнiсної теорiї чисел. В цiй галузi

працювало багато дослiдникiв i велика кiлькiсть робiт присвячена задачам

i проблемам, пов’язаним з нескiнченними згортками Бернуллi.

Тополого-метричнi та фрактальнi властивостi множин неповних сум ря-

дiв вивчались у роботах Т. О. Банаха, О. М. Барановського, А. Бартошевi-

ча, Я. Ф. Виннишина, С. Гломба, Я. В. Гончаренко, Р. Джонса, Р. Кеньйона,
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В. М. Коваленка, Н. О. Корсунь, М. Купера, М. Морана, Ю. Переса,

М. В. Працьовитого, Ф. Прус-Вiшньовського, I. О. Савченка, Б. Солом’яка,

Г. М. Торбiна, Е. Шимонiка.

Серед робiт, в яких розглядались ряди i зображення, пов’язанi з числа-

ми Фiбоначчi, варто вiдзначити роботи О. П. Стахова, О. Ю. Фещенка та

Н. М. Василенко. В дисертацiйнiй роботi останньої вивчались два розклади

чисел: 1) у ряд, члени якого є елементами нескiнченно малої послiдовностi

Фiбоначчi; 2) у ряд, членами якого є числа, оберненi до елементiв класи-

чної послiдовностi Фiбоначчi. У дисертацiйнiй роботi О. Ю. Фещенка вико-

ристовувалися двостороннi нескiнченно малi послiдовностi Фiбоначчi для

побудови метричної та ймовiрнiсної теорiї вiдповiдних зображень. Пред-

ставлення, якi використовували цi автори, виявилися ефективним засобом

для кодування чисел та вивчення розподiлiв випадкових величин з неодно-

рiдними спектральними властивостями.

У данiй роботi для подiбних цiлей ми використовуємо узагальненi по-

слiдовностi Фiбоначчi. Зазначимо, що рiзними видами узагальнених по-

слiдовностей Фiбоначчi займалися П. Бундшуш, Д. Калман, M. Мiллер,

M. Мулiне, В. Остiн, M. Рашидi.

Одним iз цiкавих i, на наш погляд, перспективних узагальнень послi-

довностi Фiбоначчi є чотирьохпараметрична послiдовнiсть (un), для якої

виконується наступне рекурентне спiввiдношення:

un+2 = pun+1 + sun,

де u1, u2, p, s – фiксованi дiйснi числа. Таке розширення класу послiдовно-

стей Фiбоначчi включає:

— класичну послiдовнiсть Фiбоначчi (p = s = 1 = u1 = u2);

— всi геометричнi прогресiї (p = q, s = 0, u1 = b1, u2 = u1q);

— послiдовнiсть Люка (p = s = 1 = u2, u1 = 2);

— послiдовнiсть Пелля (p = 2, s = 1 = u1 = u2);
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— послiдовнiсть Якобсталя (p = 1 = u1 = u2, s = 2).

Актуальнiсть даного дослiдження ми вбачаємо в тому, що воно сто-

сується несамоподiбних систем кодувань дiйсних чисел, метричної теорiї

чисел, геометрiї числових рядiв i сингулярних розподiлiв випадкових вели-

чин, iнтерес до яких в останнiй перiод пiдвищився.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Робота виконана у рамках дослiджень математичних об’єктiв зi складною

локальною будовою, що проводяться на кафедрi вищої математики Нацiо-

нального педагогiчного унiверситету iменi М. П. Драгоманова та у вiддiлi

фрактального аналiзу Iнституту математики НАН України. Дослiдження

проводилось у рамках наступних науково-дослiдних тем:

— двiйкове кодування дiйсних чисел i фрактали (номер державної ре-

єстрацiї 0110U001279);

— фрактальний аналiз математичних об’єктiв зi складною локальною

будовою (номер державної реєстрацiї 0107U000583);

— дослiдження еволюцiйних детермiнованих та стохастичних систем

складної тополого-метричної структури. Фрактальнi властивостi,

керованiсть (номер державної реєстрацiї 0115U000557).

Об’єкт дослiдження. Простiр узагальнених послiдовностей Фiбо-

наччi i системи зображення дiйсних чисел, з ними пов’язанi, а також їм

вiдповiднi множини, функцiї та розподiли ймовiрностей.

Предмет дослiдження. Локальнi та глобальнi властивостi узагаль-

нених чотирьохпараметричних послiдовностей Фiбоначчi та структурнi вла-

стивостi їх сiм’ї. Геометрiя зображень дiйсних чисел за допомогою узагаль-

нених послiдовностей Фiбоначчi, її топологiчна, метрична, фрактальна та

ймовiрнiсна складовi.

Мета i завдання дослiдження. Мета роботи – розробити систему

зображення чисел, твiрним елементом якої є узагальнена послiдовнiсть Фi-
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боначчi, i на її основi створення вiдповiдної метричної теорiї дiйсних чисел;

її застосування у теорiї розподiлiв випадкових величин. Основними завда-

ннями дослiдження є такi:

— вивчити локальнi та глобальнi властивостi узагальнених послiдов-

ностей Фiбоначчi та структурнi властивостi їх сiм’ї;

— побудувати систему зображення чисел, твiрним елементом якої є

нескiнченно мала додатна узагальнена послiдовнiсть Фiбоначчi та

дослiдити її геометрiю;

— створити систему представлення дiйсних чисел за допомогою ряду,

члени якого є оберненими до елементiв послiдовностi Якобсталя-

Люка;

— знайти застосування вказаним зображенням у фрактальнiй геоме-

трiї та теорiї розподiлiв ймовiрностей.

Методи дослiдження. У роботi використовувались методи метри-

чної теорiї чисел, фрактального аналiзу та фрактальної геометрiї, матема-

тичного аналiзу, теорiї функцiй та теорiї ймовiрностей.

У дисертацiї застосовувалася методологiя, запропоновану у роботах

М. В. Працьовитого та його учнiв при дослiдженнi рiзних систем кодуван-

ня дiйсних чисел, зокрема двосимвольних, а також зi сталим чи змiнним,

скiнченним або нескiнченним алфавiтами.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основними науковими

результатами, що виносяться на захист, є такi:

— дослiдженi локальнi та глобальнi властивостi узагальнених послi-

довностей Фiбоначчi, структурнi властивостi їх сiм’ї;

— у просторi узагальнених послiдовностей Фiбоначчi введно скаляр-

ний добуток, норму та метрику, розглянутi рiзнi математичнi стру-

ктури, описаний клас самоподiбних фракталiв;

— для множини дiйсних чисел, що є пiдсумами додатного ряду, члени
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якого є елементами нескiнченно малої додатної узагальненої послi-

довностi Фiбоначчi, описано топологiчнi, метричнi та фрактальнi

властивостi;

— вивчена лебегiвська структура (вмiст дискретної, абсолютно непе-

рервної та сингулярної компонент) i спектральнi властивостi роз-

подiлу випадкової пiдсуми ряду при рiзних розподiлах доданкiв та

поведiнку на нескiнченностi модуля її характеристичної функцiї у

випадку незалежностi доданкiв;

— для послiдовностi Якобсталя-Люка виведено формули: для загаль-

ного члена, суми перших n членiв, суми перших n парних (непар-

них) членiв, обґрунтованi iншi її властивостi;

— доведено, що множина неповних сум ряду з обернених чисел

Якобсталя-Люка є нiде не щiльною множиною додатної мiри Лебега;

— побудована трисимвольна система зображення дiйсних чисел, яка

ґрунтується на їх розкладах в ряди з базисною послiдовнiстю, чле-

нами якої є числа, оберненi до членiв послiдовностi Якобсталя-Люка;

— доведено, що кожне число iнтервалу (0; 2S), де S - сума ряду, має

континуальну кiлькiсть рiзних зображень. В цiй системi введено

канонiчне зображення, що має нульову надлишковiсть, i вказано

кiлька його застосувань.

Практичне значення одержаних результатiв. Робота має тео-

ретичний характер. Отриманi результати є певним внеском у метричну

теорiю чисел, теорiю мiри, теорiю функцiй дiйсної змiнної та теорiю син-

гулярних розподiлiв ймовiрностей. Крiм того запропонованi в дисертацiї

засоби представлення дiйсних чисел можуть бути використанi для кодуван-

ня iнформацiї, дослiдження математичних об’єктiв зi складною локальною

будовою.
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Особистий внесок здобувача. Основнi результати, що виносяться

на захист, отриманi автором самостiйно. Зi статей, опублiкованих у спiвав-

торствi, до дисертацiї включенi лише тi результати, що належать автору.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисерта-

цiйного дослiдження доповiдались на наукових конференцiях рiзного рiвня

та наукових семiнарах. Це такi конференцiї:

— Друга мiжунiверситетська конференцiя молодих вчених, Київ, 28-29

квiтня 2011 року;

— Чотирнадцята Мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка

Михайла Кравчука, Київ, 13-15 травня 2012 року;

— Мiжнародна наукова конференцiя «Асимптотичнi методи в теорiї

диференцiальних рiвнянь», присвячена 80-рiччю Шкiля М.I., Київ,

13-14 грудня 2012 року;

— Всеукраїнська наукова конференцiя «Сучаснi проблеми теорiї ймо-

вiрностей та математичного аналiзу», Ворохта, 25 лютого - 3 березня

2013 року;

— Третя мiжунiверситетська наукова конференцiя молодих вчених з

математики та фiзики, Київ, 25-27 квiтня 2013 року;

— Мiжнародна математична конференцiя з нагоди 75-рiччя з дня на-

родження академiка А. М. Самойленка «Боголюбовськi читання

DIF-2013. Диференцiальнi рiвняння, теорiя функцiй та їх застосу-

вання», Севастополь, 23-30 червня 2013 року;

— Всеукраїнська науково-методична конференцiя «Сучаснi науково-

методичнi проблеми математики у вищiй школi», Київ, 26-27 червня

2013 року;

— The 9-th International Algebraic Conference in Ukraine, Lviv, July 06-

13, 2013;

— The Fifth International Conference on Analytic Number Theory and
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Spatial Tessellations, Kyiv, September 16-20, 2013;

— Четверта мiжнародна Ганська конференцiя, присвячена 135-iй рi-

чницi вiд народження Ганса Гана, Чернiвцi, 30 червня - 5 липня

2014 року;

— П’ята Всеукраїнська наукова конференцiя молодих вчених з мате-

матики ти фiзики ”Актуальнi проблеми сучасної математики та фi-

зики та методики їх навчання”, Київ, 25-26 квiтня 2016 року;

— Всеукраїнська науково-методична конференцiя «Сучаснi науково-

методичнi проблеми математики у вищiй школi», Київ, 7-8 жовтня

2016 року;

— International mathematical conference "Groups and Actions:

Geometry and Dynamics" dedicated to the memory of professor Vitaly

Sushchanskyy, Kyiv, December 19-22, 2016.

Результати дослiдження були оприлюдненi на засiданнях наступних на-

укових семiнарiв:

— семiнар з фрактального аналiзу Iнституту математики НАН Укра-

їни та НПУ iменi М. П. Драгоманова (керiвник: доктор фiз.-мат.

наук, проф. М. В. Працьовитий);

— семiнар кафедри геометрiї, топологiї та динамiчних систем Київ-

ського Нацiонального унiверситету iменi Т. Г. Шевченка (керiвник:

доктор фiз.-мат. наук, проф. О. О. Пришляк);

— семiнар лабораторiї топологiї Iнституту математики НАН України

(керiвник: доктор фiз.-мат. наук С. I. Максименко).

Публiкацiї. Основнi результати роботи викладено у 19-и наукових

публiкацiях, серед яких 6 статей у фахових виданнях [1a, 2a, 3a, 4a, 5a, 6a], та

13 тез доповiдей на конференцiях рiзного рiвня [7a, 8a, 9a, 10a, 11a, 12a, 13a,

14a, 15a, 16a, 17a, 18a, 19a]. Одна стаття [6a] опублiкована у журналi, що iн-

дексується мiжнародною наукометричною базою Scopus.
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Структура дисертацiї. Робота складається з анотацiї, списку основ-

них умовних позначень, вступу, трьох роздiлiв, розбитих на пiдроздiли, за-

гальних висновкiв та висновкiв до кожного роздiлу, списку використаних

джерел, який мiстить 83 джерела, списку публiкацiй автора. Повний обсяг

роботи складає 128 сторiнок.

Основний змiст роботи. Роздiл 1 носить вступний характер. Вiн

присвячений ключовому поняттю дослiдження – узагальненiй чотирьохпа-

раметричнiй послiдовностi Фiбоначчi i розгляду математичних структур у

просторi таких послiдовностей.

Означення 1.1. Послiдовнiсть дiйсних чисел (un) ≡ (un)
∞
n=1, яка має

властивiсть

un+2 = pun+1 + sun, (1)

де u1, u2, p, s — фiксованi дiйснi числа, називається узагальненою послi-

довнiстю Фiбоначчi.

Встановлюються властивостi такої послiдовностi, зокрема, асимптоти-

чнi. Виводяться формули: загального члена послiдовностi

un =

 Φn−1 (u2 − u1Ψ)−Ψn−1 (u2 − u1Φ)

Φ−Ψ
при Φ 6= Ψ,

Φn−1
(
u1 + (n− 1)

(u2

Φ
− u1

))
при Φ = Ψ,

де Φ =
p+

√
p2 + 4s

2
та Ψ =

p−
√
p2 + 4s

2
,

наслiдком якої є рiвнiсть

lim
n→∞

un+1

un
=

 Φ, якщо |Φ| > |Ψ|,
Ψ, якщо |Φ| < |Ψ|;

суми перших n членiв, суми перших n членiв з парними (непарними) но-

мерами мiсць

n∑
k=1

uk =
u1(1− p) + u2 − un+1 − sun

1− p− s
,
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n+1
2∑

k=1

u2k−1 =
(1− p2 − s)u1 + pu2 − un+1 + s2un−1

1− p
√
p2 + 4s− s2

,

n
2∑

k=1

u2k =
(1 + s)u2 − psu1 − un+1 + s2un−1

1− p
√
p2 + 4s− s2

.

Доведено критерiй нескiнченної малостi послiдовностi.

Теорема 1.6. Для того щоб узагальнена послiдовнiсть Фiбоначчi (un)

була нескiнченно малою, необхiдно i достатньо, щоб виконувалась хоча б

одна iз систем: |Φ| < 1,

|Ψ| < 1,

 |Φ| < 1,

u2 = u1Φ,

 |Ψ| < 1,

u2 = u1Ψ.

Встановлено, що множина

F = {(un) : u1, u2 ∈ R, un = pun−1 + sun−2, n > 3}

узагальнених послiдовностей Фiбоначчi з фiксованими параметрами p та s

утворює двовимiрний лiнiйний простiр, в якому iснує пiдпростiр нескiнчен-

но малих послiдовностей, природним чином вводяться скалярний добуток,

норма, метрика.

Метризацiя лiнiйного простору F з допомогою q−метрики

ρq (x, y) = ρq = ‖x− y‖q =

√√√√ ∞∑
n=1

(xn − yn)2

q2n
,

де max {|Φ| , |Ψ|} < q – фiксоване натуральне число, дозволило ввести

базовi поняття теорiї фракталiв: мiру Гаусдорфа, розмiрнiсть Гаусдорфа-

Безиковича i описати деякий клас самоподiбних фракталiв.

Теорема 1.13. Якщо 0 6= α = (αn) – фiксований елемент простору

F, r i m – натуральнi числа, причому 1 < m < r, V = {v1, v2, . . . , vm} ∈
{0, 1, . . . , r − 1} , vi < vi+1, i = 1,m− 1,

C [r, V ] =
{
λ : λ =

α1

r
+
α2

r2
+ · · ·+ αn

rn
+ . . . , αn ∈ V

}
,
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то множина

H = {x : x = λα, λ ∈ C [r, V ]}

в метричному просторi (F, ρq) є самоподiбною i її самоподiбна розмiрнiсть

α0 = logr |V |

спiвпадає з розмiрнiстю Гаусдорфа-Безиковича αρq (H).

Теорема 1.14. Якщо α = (αn) , b = (bn) ∈ F, причому α i b неколiне-

арнi, то множина

H =

{
x : x = λ1α + λ2b, λ1 =

∞∑
k=1

αk
2k
,λ2 =

∞∑
k=1

βk
2k
, αk + βk 6 1

}

є самоподiбною досконалою множиною, самоподiбна розмiрнiсть якої спiв-

падає з розмiрнiстю Гаусдорфа-Безиковича i дорiвнює log23 .

У роздiлi 2 розглядається представлення дiйсних чисел за допомогою

неповних сум ряду, члени якого є елементами нескiнченно малої додатної

узагальненої послiдовностi Фiбоначчi, вивчається його геометрiя (власти-

востi цилiндричних множин).

У параграфi 2.1 дослiджується додатний ряд

u1 + u2 +
∞∑
n=1

un+2, un+2 = pun+1 + sun, n ∈ N, u1, u2, p, s ∈ R+, (2)

члени якого утворюють узагальнену послiдовнiсть Фiбоначчi з додатними

початковими параметрами u1, u2, p, s. Для членiв такого ряду має мiсце

рiвнiсть

un =
Φn−1 (u2 − u1Ψ)−Ψn−1 (u2 − u1Φ)

Φ−Ψ
. (3)

Теорема 2.2. Для збiжностi ряду (2) необхiдно i достатньо, щоб

виконувалася система нерiвностей 0 < p < 1,

0 < s < 1− p.
(4)
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Також дослiджуються властивостi членiв та залишкiв ряду (2), вста-

новлюються спiввiдношення мiж ними.

У параграфi 2.2 дослiджуються тополого-метричнi та фрактальнi вла-

стивостi множини неповних сум ряду (2) в залежностi вiд початкових па-

раметрiв p та s.

Теорема 2.4. Якщо для ряду (2) виконується система нерiвностей 0 < p < 1,

max{0, 1
4 −

p
2} 6 s < 1− p,

(5)

то ряд збiгається, а множина його неповних сум являє собою скiнченне

об’єднання вiдрiзкiв.

Теорема 2.6. Якщо для ряду (2) виконується система нерiвностей 0 < p < 1
2 ,

0 < s < 1
4 −

p
2 ,

(6)

то ряд збiгається, а множина його неповних сум є досконалою нiде не

щiльною множиною нульової мiри Лебега, розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича

якої рiвна α0 = − logΦ 2.

У параграфi 2.3 доводиться, що довiльне дiйсне число

x ∈
[
0 , u1(1−p)+u2

1−p−s

]
, може бути представленим у виглядi

x =
∞∑
n=1

αnun, де αn ∈ {0, 1}. (7)

Описаний алгоритм розкладу числа у ряд (7).

У параграфi 2.4 обґрунтовано, що система представлення чисел у вигля-

дi (7) є суттєво надлишковою, а саме: кожне дiйсне число має континуальну

множину рiзних представлень.

У параграфi 2.5 дослiджується випадкова величина

ξ =
∞∑
k=1

ξkuk, (8)



28

де ξk — послiдовнiсть незалежних випадкових величин з розподiлами: P{ξk =

0} = p0k > 0, P{ξk = 1} = p1k > 0, p0k + p1k = 1, яка має чисто дискретний

розподiл тодi i тiльки тодi, коли

M =
∞∏
k=1

max{p0k, p1k} > 0.

Теорема 2.9. Якщо M = 0 i для послiдовностi (un) виконується умо-

ва (6), то випадкова величина ξ має чисто сингулярний розподiл канто-

рiвського типу.

Якщо fξ(t) – характеристична функцiя розподiлу випадкової величини

ξ при uk = 3−k + (−1)k3−2k, то

Lξ = lim
|t|→∞

sup |fξ(t)| > 0, 3909693738 > 0,

що в силу неперервностi розподiлу ξ обґрунтовує його сингулярнiсть.

Параграф 2.6 присвячений випадку: s = −p2

4 , для якого

un =
(p

2

)n−1
(
u1 + (n− 1)

(
2u2

p
− u1

))
.

У роздiлi 3 дослiджується трисимвольна система представлення дiй-

сних чисел, яка базується на послiдовностi Якобсталя-Люка, а також об’є-

кти зi складною локальною будовою з нею пов’язанi.

Параграф 3.1 присвячений вивченню локальних та глобальних власти-

востей послiдовностi Якобсталя-Люка, а саме: послiдовностi (Jn) для чле-

нiв якої виконується рiвнiсть

Jn+2 = Jn+1 + 2Jn, J1 = 2, J2 = 1.

У параграфi 3.2 дослiджується ряд, члени якого є оберненими до еле-

ментiв послiдовностi Якобсталя-Люка
∞∑
n=1

J−1
n =

∞∑
n=1

1

Jn
=

1

2
+

1

1
+

1

5
+

1

7
+ ...+

1

Jn
+ . . . . (9)
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Розглянутий ряд є збiжним, знакододатним, члени його (починаючи з

другого номеру) утворюють монотонно спадну послiдовнiсть. Бiльше того,

з робiт M. Prevost i T. Matala-aho вiдомо, що нескiнченна сума виду

∞∑
n=1

tn

Aαn +Bβn
,

при цiлих параметрах α, β та умовах A · B 6= 0, |α| > |t|, |A · B · t2| < |α|
є iррацiональним числом. Звiдси сума ряду (9) також є iррацiональним

числом.

Лема 3.1. Для ряду (9) справедливi наступнi нерiвностi un > rn, якщо n− парне,

un < rn, якщо n− непарне.
(10)

Теорема 3.7. Множина неповних сум ряду (9) є досконалою нiде не

щiльною множиною додатної мiри Лебега.

У параграфi 3.3 розглядаються розклади чисел в ряд (9).

Теорема 3.8. Для довiльного дiйсного числа x з вiдрiзка [0, S], де S =
∞∑
n=1

2un+2, iснує послiдовнiсть (αn), αn ∈ {0, 1, 2}, така, що

x =
∞∑
n=1

αnun+2 ≡ ∆J
α1α2α3...αn...

. (11)

Таке представлення називатимемо J−представленням числа.

Ця трисимвольна система зображення чисел – суттєво надлишкова, а

саме: кожне число iнтервала (0, S) має континуальну множину рiзних зо-

бражень. В роботi вивчається геометрiя цiєї системи кодування чисел, опи-

суються властивостi цилiндричних множин, специфiка їх перекриттiв.

У параграфi 3.4 розглядаються множини, якi мають нетривiальнi вла-

стивостi, а саме: є нiде не щiльними множинами додатної мiри Лебега або

мають дробову розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича тощо.
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Теорема 3.10. Множина усiх чисел з вiдрiзка [0, S], J− зображе-

ння яких має вигляд ∆α1α1α2α2...αnαn..., де αn ∈ {0, 1}, є досконалою, нi-

де не щiльною множиною нульової мiри Лебега, розмiрнiсть Гаусдорфа-

Безиковича якої рiвна
1

2
.

Теорема 3.11. Множина усiх чисел з вiдрiзка [0, S], J− зображення

яких має вигляд ∆α1α2α3...αn..., де αn ∈ {0, 1} (αn ∈ {0, 2}), є досконалою

нiде не щiльною множиною додатної мiри Лебега.

Параграф 3.5 присвячений вивченню канонiчного J-представлення.

Означення 3.4. J−представлення ∆J
f1(x)f2(x)...fn(x)... називається кано-

нiчним, якщо

f1(x) =


2, якщо 2u3 6 x,

1, якщо u3 6 x < 2u3,

0, якщо u3 > x,

fi(x) =



2, якщо
i−1∑
n=1

fn(x)un+2 + 2ui+2 6 x,

1, якщо
i−1∑
n=1

fn(x)un+2 + ui+2 6 x <

i−1∑
n=1

fn(x)un+2 + 2ui+2,

0, якщо
i−1∑
n=1

fn(x)un+2 + ui+2 > x.

Кожне число з вiдрiзка [0, S] має єдине канонiчне зображення, що до-

зволяє легко порiвнювати два дiйсних чисел a та b, якi заданi своїми кано-

нiчними J−розкладами (досить порiвняти їх першi не спiвпадаючi символи

зображення). Бiльше того, числа a та b будуть рiвними тодi i тiльки тодi,

коли їх вiдповiднi J−символи спiвпадатимуть.

Теорема 3.13. Якщо ∆J∗
α1α2...αn...

— канонiчне зображення деякого числа

x з вiдрiзка [0, S], то для довiльного натурального k:

1. α2k−1α2k 6= 02,

2. 021 6= α2kα2k+1α2k+2 6= 022,
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3. α2k−1α2kα2k+1α2k+2 . . . α4k−2 6= 0β1β2β3 . . . β2k−1, βi ∈ {1, 2},
i = 1, 2k − 1.

Параграф 3.6 присвячений дослiдженнi об’єктiв зi складною локальною

будовою, зокрема, сингулярних розподiлiв випадкових неповних сум ряду

з обернених чисел Якобсталя-Люка.

Подяка. Автор висловлює подяку науковому керiвнику професору

Миколi Вiкторовичу Працьовитому за постановку задач, постiйну увагу до

даної роботи, пiдтримку та допомогу. Також дякую батькам за допомогу

та терпiння.
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РОЗДIЛ 1

МАТЕМАТИЧНI СТРУКТУРИ У ПРОСТОРI

УЗАГАЛЬНЕНИХ ПОСЛIДОВНОСТЕЙ ФIБОНАЧЧI

Роздiл 1 носить вступний характер. Вiн присвячений ключовому по-

няттю дослiдження – узагальненiй чотирьохпараметричнiй послiдовностi

Фiбоначчi i розгляду рiзноманiтних математичних структур у просторi та-

ких послiдовностей.

1.1. Узагальненi послiдовностi Фiбоначчi.

Означення 1.1. Послiдовнiсть дiйсних чисел (un) ≡ (un)
∞
n=1, яка має

властивiсть

un+2 = pun+1 + sun, (1.1)

де u1, u2, p, s — фiксованi дiйснi числа, називатимемо узагальненою послi-

довнiстю Фiбоначчi.

Узагальнена послiдовнiсть Фiбоначчi є чотирьохпараметричним об’є-

ктом, оскiльки з (1.1) зрозумiло, що вираз її загального члена залежить

вiд параметрiв u1, u2, p, s. Тривiальним прикладом узагальненої послiдов-

ностi Фiбоначчi є (0) = (0, 0, 0, . . .) — нуль-послiдовнiсть. Очевидно, що

коли (un)
∞
n=1 — узагальнена послiдовнiсть Фiбоначчi, то (un)

∞
n=m — теж

узагальнена послiдовнiсть Фiбоначчi. Прикладами узагальнених послiдов-

ностей Фiбоначчi є:

1. класична послiдовнiсть Фiбоначчi (u1 = 0, u2 = p = s = 1);

2. довiльна геометрична прогресiя (s = 0);

3. послiдовнiсть чисел Люка (u1 = 2, u2 = p = s = 1);

4. послiдовнiсть чисел Якобсталя (u1 = s = 2, u2 = p = 1);
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5. послiдовнiсть чисел Пелля (u1 = u2 = p = 1, s = 2).

Теорема 1.1. Для загального члена узагальненої послiдовностi Фiбо-

наччi має мiсце рiвнiсть

un =

 Φn−1 (u2 − u1Ψ)−Ψn−1 (u2 − u1Φ)

Φ−Ψ
при Φ 6= Ψ,

Φn−1
(
u1 + (n− 1)

(u2

Φ
− u1

))
при Φ = Ψ,

де

Φ =
p+

√
p2 + 4s

2
та Ψ =

p−
√
p2 + 4s

2
.

Доведення. Задача знаходження загального члена числової послiдовно-

стi, що задовольняє умову (1.1), рiвносильна задачi розв’язання однорiдно-

го рiзницевого рiвняння другого порядку [78]

y (x+ 2)− py (x+ 1)− sy (x) = 0. (1.2)

Характеристичне рiвняння даного рiзницевого рiвняння має вигляд

λ2 − pλ− s = 0. (1.3)

Вигляд загального розв’язку рiвняння (1.2) залежатиме вiд розв’язкiв

характеристичного рiвняння (1.3). Можливi наступнi випадки:

Випадок 1: p2 + 4s 6= 0. Розв’язками рiвняння (1.3), будуть числа

Φ =
p+
√
p2+4s

2 та Ψ =
p−
√
p2+4s

2 (дiйснi або комплекснi). Коренi характе-

ристичного рiвняння задають два розв’язки рiвняння (1.2): y1 (x) = Φx та

y2 (x) = Ψx. Отже, загальний розв’язок рiвняння (1.2) можна записати як

функцiю

y(x) = c1Φ
x−1+c2Ψ

x−1,

а враховуючи початковi умови c1y1 (1) + c2y2 (1) = u1,

c1y1 (2) + c2y2 (2) = u2,
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можна знайти сталi c1 та c2. Матимемо

c1 =
u2 − u1Ψ

Φ−Ψ
, c2 = −u2 − u1Φ

Φ−Ψ
.

Таким чином, загальний член узагальненої послiдовностi Фiбоначчi бу-

де мати вигляд

un =
Φn−1 (u2 − u1Ψ)−Ψn−1 (u2 − u1Φ)

Φ−Ψ
, n ∈ N.

Випадок 2: p2 + 4s = 0. Число Φ = p
2 є кратним коренем характери-

стичного рiвняння (1.3). Функцiї y1(x) = Φx та y2(x) = xΦx є розв’язками

рiвняння (1.2). Отже, загальний розв’язок можна записати як функцiю

y (x) = Φx−1 (c1(x− 1)+c2) ,

а враховуючи початковi умови c1y1 (1) + c2y2 (1) = u1,

c1y1 (2) + c2y2 (2) = u2,

можна знайти сталi c1 та c2. Матимемо

c1 = u1, c2 =
u2

Φ
− u1.

Таким чином, загальний член послiдовностi матиме вигляд

un = Φn−1
(
u1 + (n− 1)

(u2

Φ
− u1

))
, n ∈ N.

Наслiдок 1.1. Справедлива наступна рiвнiсть

lim
n→∞

un+1

un
=

 Φ, якщо |Φ| > |Ψ|,
Ψ, якщо |Φ| < |Ψ|.

Для узагальнених послiдовностей Фiбоначчi можна розглянути ряд за-

дач, якi розв’язувалися для класичної послiдовностi Фiбоначчi (див. [54]).
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Теорема 1.2. Сума перших n членiв узагальненої послiдовностi Фiбо-

наччi обчислюється за наступною формулою:

Sn =
n∑
k=1

uk =
u1(1− p) + u2 − un+1 − sun

1− p− s
.

Доведення. Розглянемо два випадки. Випадок 1: Φ 6= Ψ. Використо-

вуючи теорему 1.1, можна записати наступне

n∑
k=1

uk =
u2 − u1Ψ

Φ−Ψ

n∑
k=1

Φk−1 − u2 − u1Φ

Φ−Ψ

n∑
k=1

Ψk−1 =

=
(u2 − u1Ψ)(1− Φk)

(Φ−Ψ)(1− Φ)
− (u2 − u1Φ)(1−Ψk)

(Φ−Ψ)(1−Ψ)
=

=
u2 − u1Ψ− u2Φ

k + u1Φ
kΨ− u2Ψ + u1Ψ

2 + u2Φ
kΨ− u1Φ

kΨ2

(Φ−Ψ)(1− Φ)(1−Ψ)
−

−u2 − u1Φ− u2Ψ
k + u1ΦΨk − u2Φ + u1Φ

2 + u2ΦΨk − u1Φ
2Ψk

(Φ−Ψ)(1− Φ)(1−Ψ)
=

=
u1(1− Φ−Ψ) + u2 − un+1 − ΦΨun

(1− Φ)(1−Ψ)
.

Врахувавши, що Φ · Ψ = −s та Φ + Ψ = p, останню рiвнiсть можна

записати наступним чином

n∑
k=1

uk =
u1(1− Φ−Ψ) + u2 − un+1 − ΦΨun

(1− Φ)(1−Ψ)
=
u1(1− p) + u2 − un+1 − sun

1− p− s
.

Випадок 2: Φ = Ψ. Використовуючи теорему 1.1, можна записати

наступне

n∑
k=1

uk = u1

n∑
k=1

Φk−1 +
(u2

Φ
− u1

) n∑
k=1

(k − 1)Φk−1 =

= u1
1− Φn

1− Φ
+
(u2

Φ
− u1

) Φ− nΦn + (n− 1)Φn+1

(1− Φ)2
=

=
u1 − u1Φ

n − u1Φ + u1Φ
n+1 + u2 − nu2Φ

n−1 + (n− 1)u2Φ
n

(1− Φ)2
−
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−u1Φ− nu1Φ
n + (n− 1)u1Φ

n+1

(1− Φ)2
=
u1(1− 2Φ) + u2 + Φ2un − un+1

(1− Φ)2
.

Врахувавши, що у другому випадку Φ = Ψ = p
2 , останню рiвнiсть можна

записати наступним чином

n∑
k=1

uk =
u1(1− p) + u2 + p2

4 un − un+1

(1− p
2)2

.

Взявши до уваги отриманi результати для першого та другого випадку

справедливою буде рiвнiсть

n∑
k=1

uk =
u1(1− p) + u2 − un+1 − sun

1− p− s
.

Теорема 1.3. Для суми перших непарних n членiв узагальненої послi-

довностi Фiбоначчi має мiсце наступна рiвнiсть:

n+1
2∑

k=1

u2k−1 = u1 + u3 + · · ·+ un =
(1− p2 − s)u1 + pu2 − un+1 + s2un−1

1− p
√
p2 + 4s− s2

.

Доведення. Використовуючи теорему 1.1, можна записати наступне

n+1
2∑

k=1

u2k−1 =
u2 − u1Ψ

Φ−Ψ

n+1
2∑

k=1

Φ2k−2 − u2 − u1Φ

Φ−Ψ

n+1
2∑

k=1

Ψ2k−2 =

=
u2 − u1Ψ

Φ−Ψ
· 1− Φn

1− Φ2
− u2 − u1Φ

Φ−Ψ
· 1−Ψn

1−Ψ2
=

=
u1 − un+1 + un−1Φ

2Ψ2 + u2(Φ + Ψ)− u1(Φ
2 + ΦΨ + Ψ2)

(1− Φ2)(1−Ψ2)
.

Врахувавши, що Φ · Ψ = −s та Φ + Ψ = p, останню рiвнiсть можна

записати наступним чином

n+1
2∑

k=1

u2k−1 =
(1− p2 − s)u1 + pu2 − un+1 + s2un−1

1− p
√
p2 + 4s− s2

.
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Теорема 1.4. Для суми перших парних n членiв узагальненої послi-

довностi Фiбоначчi має мiсце наступна рiвнiсть:
n
2∑

k=1

u2k = u2 + u4 + · · ·+ un =
(1 + s)u2 − psu1 − un+1 + s2un−1

1− p
√
p2 + 4s− s2

.

Доведення. Використовуючи теорему 1.1, можна записати наступне
n
2∑

k=1

u2k =
u2 − u1Ψ

Φ−Ψ

n
2∑

k=1

Φ2k−1 − u2 − u1Φ

Φ−Ψ

n
2∑

k=1

Ψ2k−1 =

=
u2 − u1Ψ

Φ−Ψ
· Φ− Φn

1− Φ2
− u2 − u1Φ

Φ−Ψ
· Ψ−Ψn

1−Ψ2
=

=
u2 − un+1 + un−1Φ

2Ψ2 + u1ΦΨ(Φ + Ψ)− u2ΦΨ

(1− Φ2)(1−Ψ2)
=

Врахувавши, що Φ · Ψ = −s та Φ + Ψ = p, останню рiвнiсть можна

записати наступним чином
n
2∑

k=1

u2k =
(1 + s)u2 − psu1 − un+1 + s2un−1

1− p
√
p2 + 4s− s2

.

1.2. Простори узагальнених послiдовностей Фiбоначчi

Нехай

F = {(un) : u1, u2 ∈ R, un = pun−1 + sun−2, n > 3}

множина узагальнених послiдовностей Фiбоначчi з фiксованими пара-

метрами p та s. Для елементiв множини F введемо лiнiйнi операцiї (до-

давання та множення на скаляр) за законами:

(an)⊕ (bn) = (an + bn) та λ (an) = (λan) , n ∈ N, λ ∈ R.



38

Неважко переконатися, що бiнарна операцiя додавання є замкненою

(алгебраїчною):

an + bn = pan−1 + san−2 + pbn−1 + sbn−2 = p [an−1 + bn−1] + s [an−2 + bn−2] .

Таким чином, можна зробити висновок, що множина F разом з опе-

рацiєю додавання є комутативною групою, нейтральним елементом якої є

нуль-послiдовнiсть (0), а симетричним (протилежним) елементом до послi-

довностi (an) є послiдовнiсть (−an).
Операцiя множення на скаляр є також замкненою:

λ (an) = λ [pan−1 + san−2] = λpan−1 + λsan−2.

Отже, можна зробити висновок, що множина F з операцiями додавання

та множення на скаляр утворюють лiнiйний простiр.

Лема 1.1. Вектори e1 = e
(1)
n = (1, 0, s, ps, . . . , pun−1 +sun−2, . . .) та

e2 = e
(2)
n = (0, 1, p, p2 +s, . . . , pun−1 +sun−2, . . .) є лiнiйно незалежними

i для довiльного x = (x1, x2, px1 + sx2, . . . , pun−1 + sun−2, . . .) ∈ F має

мiсце рiвнiсть

x = x1e1 + x2e2. (1.4)

Доведення. Легко бачити, що рiвнiсть α1e1 + α2e2 = 0 має мiсце тодi

i тiльки тодi, коли α1 = α2 = 0. Таким чином, вектори e1 та e2 є лiнiйно

незалежними.

Нехай x = (xn) — довiльно вибраний елемент з F. Тодi, згiдно з теоре-

мою 1.1, має мiсце наступна рiвнiсть:

xn =

 Φn−1 (x2 − x1Ψ)−Ψn−1 (x2 − x1Φ)

Φ−Ψ
при Φ 6= Ψ,

Φn−1
(
x1 + (n− 1)

(x2

Φ
− x1

))
при Φ = Ψ.

Загальний член постiдовностi e1 = e
(1)
n має вигляд

e(1)
n =

 Φn−1Ψ−Ψn−1Φ

Φ−Ψ
при Φ 6= Ψ,

Φn−1 (2− n) при Φ = Ψ,
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вiдповiдно загальний член постiдовностi e2 = e
(2)
n має вигляд

e(2)
n =

 Φn−1−Ψn−1

Φ−Ψ
при Φ 6= Ψ,

Φn−2(n− 1) при Φ = Ψ.

Неважко переконатися, що xn = x1e
(1)
n + x2e

(2)
n , а це рiвносильно тото-

жностi (1.4).

Наслiдок 1.2. Впорядкована пара векторiв (e1, e2) утворює базис, в

якому вектор x = (xn) має координати (x1;x2) .

Наслiдок 1.3. Для загального члена довiльної узагальненої послiдов-

ностi Фiбоначчi (un) з простору F справедлива наступна рiвнiсть

un = u1e
(1)
n + u2e

(2)
n , (1.5)

де e(1)
n , e

(2)
n позначають n-ий член послiдовностi e1 та e2 вiдповiдно.

Теорема 1.5. Множина F разом з операцiями додавання та множен-

ня на скаляр, тобто математична структура (F,+, λ(·)) , є двовимiрним
векторним простором.

1.3. Пiдпростiр нескiнченно малих послiдовностей

Теорема 1.6. Для того, щоб узагальнена послiдовнiсть Фiбоначчi (un)

була нескiнченно малою необхiдно i достатньо, щоб виконувалася хоча б

одна iз систем:  |Φ| < 1,

|Ψ| < 1,
(1.6)

 |Φ| < 1,

u2 = u1Φ,
(1.7)

 |Ψ| < 1,

u2 = u1Ψ.
(1.8)
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Доведення. Використовуючи теорему (1.6), можна записати наступне

lim
n→∞

un =

 u2 − u1Ψ

Φ−Ψ
lim
n→∞

Φn−1 − u2 − u1Φ

Φ−Ψ
lim
n→∞

Ψn−1 при Φ 6= Ψ,

u1 lim
n→∞

Φn−1 +
(u2

Φ
− u1

)
lim
n→∞

(n− 1)Φn−1 при Φ = Ψ.

Неважко переконатися, що при виконаннi однiєї з систем (1.6), (1.7),

(1.8) lim
n→∞

un = 0. В свою чергу, якщо жодна з систем не виконується, то

lim
n→∞

un =∞, оскiльки матимемо lim
n→∞

Φn−1 =∞ або lim
n→∞

Ψn−1 =∞.

Зауваження 1.1. Виконання систем (1.7) та (1.8) рiвносильно тому, що

послiдовнiсть (un) являє собою збiжну геометричну прогресiю зi знамен-

никами Φ або Ψ вiдповiдно.

Теорема 1.7. З простору (F,+, λ(·)) – узагальнених послiдовностей

Фiбоначчi, з фiксованими параметрами p та s, можна видiлити пiдпро-

стiр S нескiнченно малих послiдовностей.

Доведення. Нехай маємо деякий простiр узагальнених послiдовностей

Фiбоначчi F з деякими фiксованими параметрами p та s. Розглянемо де-

кiлька випадкiв вiдносно чисел |Φ| та |Ψ|, оскiльки вони фiгурують у кри-

терiї нескiнченної малостi послiдовностi.

Випадок 1 : Одночасно виконуються нерiвностi |Φ| < 1 та |Ψ| < 1. У та-

кому випадку будь-яка послiдовнiсть (un) з простору F , згiдно з теоремою

1.6 буде нескiнченно малою. Звiдки S ≡ F .

Випадок 2: Лише одне з чисел |Φ| чи |Ψ| менше одиницi. Нехай, на-

приклад, |Ψ| < 1. Позначимо через S пiдмножину всiх нескiнченно малих

узагальнених послiдовностей Фiбоначчi, тобто

S = {(bn) : bn = pbn−1 + sbn−2, bn → 0 (n→∞)} .

Оскiльки послiдовнiсть
(
Ψn−1

)∞
n=1

= (1, Ψ, Ψ2, . . . ,Ψn, . . .) ∈ S, то

S мiстить елементи вiдмiннi вiд нуль-послiдовностi. Причому, нескладно

переконатися, що для елементiв простору S будуть виконуватися наступнi

властивостi
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1. для довiльних
(
b

(1)
n

)
,
(
b

(2)
n

)
∈ S ⇒

(
b

(1)
n

)
+
(
b

(2)
n

)
∈ S;

2. для довiльних (bn) ∈ S та λ ∈ R ⇒ λ (bn) ∈ S.
Тобто S є одновимiрним пiдпростором лiнiйного простору F.

Випадок 3: Жодне з чисел |Φ| та |Ψ| не менше одиницi. У такому ви-

падку будь-яка послiдовнiсть з простору F (окрiм нуль-послiдовностi) не

є нескiнченно малою, оскiльки не виконуватимуться умови теореми 1.6.

Звiдки слiдує, що S =
{

(0)
}
.

Теорема 1.8. Пiдмножина F 1 множини F таких узагальнених по-

слiдовностей Фiбоначчi (an) для яких ряд
∞∑
n=1

an збiгається, утворює лi-

нiйний простiр, який спiвпадає з пiдпростором нескiнченно малих уза-

гальнених послiдовностей Фiбоначчi S.

Доведення. Покажемо, що F 1 задовольняє означення пiдпростору. На-

гадаємо, що для двох збiжних рядiв
∞∑
n=1

an та
∞∑
n=1

bn та довiльних дiйсних

чисел α та β має мiсце рiвнiсть

α
∞∑
n=1

an + β
∞∑
n=1

bn =
∞∑
n=1

(αan+βbn). (1.9)

Тодi з рiвностi (1.9) випливає, що F 1 є пiдпростором простору F.

1.4. Скалярний добуток, норма, метрика

Означимо скалярний добуток двох елементiв з простору узагальнених

послiдовностей Фiбоначчi. Для цього використаємо означений ранiше фi-

ксований базис 〈e1, e2〉 . Тодi для довiльних елементiв x, y ∈ F, їх скалярний

добуток може бути означеним як сума добуткiв однойменних координат у

фiксованому базисi

x · y = x1y1 + x2y2. (1.10)

Неважко переконатися, що у такому випадку всi аксiоми скалярного до-

бутку будуть виконуватися. Окрiм того, за допомогою скалярного добутку
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в просторi (F,+, λ(·)) норму можна означити наступним чином

‖x‖ =
√
x · x =

√
x1

2 + x2
2. (1.11)

Для визначеного таким чином функцiонала будуть виконуватися усi

аксiоми норми:

1) ‖x‖ > 0, ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0;

2) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ , λ ∈ R;

3) ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖ .
Виконання властивостей 1) i 2) випливає з властивостей скалярного до-

бутку, а виконання властивостi 3) слiдує з нерiвностi Кошi-Буняковського

(x · y)2 < (x · y) (x · y) .

Очевидно, що в базисi 〈e1, e2〉 маємо e1 = (1; 0) , e2 = (0; 1) , тому вико-

ристовуючи рiвностi (1.10) та (1.11) неважко переконатися, що вибраний

базис є ортонормованим. Скалярний добуток, визначений в ортонормова-

ному базисi рiвнiстю (1.10) будемо називати природним.

Будь-який скiнченновимiрний евклiдовий простiв можна метризувати,

ввiвши у ньому вiдстань мiж двома елементами x та y наступним чином

ρ (x, y) = ‖x− y‖ =

√
(x1 − y1)

2 + (x2 − y2)
2. (1.12)

Аксiоми метричного простору виконуватимуться, оскiльки виконуються

аксiоми норми. Скiнченновимiрний нормований простiр (F,+, λ(·), ·) авто-

матично є повним [53].

Теорема 1.9. Простiр (F,+, λ(·), ·, ρ) є сепарабельним метричним про-

стором.

Доведення. Розглянемо множину

A = {(un) : u1, u2 ∈ Q, un = pun−1 + sun−2, n > 2} ,
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узагальнених послiдовностей Фiбоначчi з першими двома рацiональними

членами, яка є пiдмножиною F . Множина A є злiченною, оскiльки вона

бiєктивна множинi Q2. Крiм того, пiдмножина A буде всюди щiльною в

множинi F, оскiльки

(∀ε > 0) (∀ (un) ∈ F ) (∃ (xn) ∈ A) : ρ (un, xn) =

√
(u1 − x1)

2 + (u2 − x2)
2 < ε.

Розглянемо iнший спосiб метризацiї простору F . Зафiксуємо деяке на-

туральне число q для якого виконується нерiвнiсть q > max {|Φ| , |Ψ|}. Ви-
значимо скалярний добуток мiж двома елементами x, y ∈ F наступним

чином

γ (x, y) =
∞∑
n=1

xnyn
q2n

. (1.13)

Обґрунтуємо коректнiсть такого задання скалярного добутку. Доведе-

мо, що ряд (1.13) збiжний. Дiйсно, використовуючи теорему 1.1, можна

записати наступну рiвнiсть:

∞∑
n=1

xnyn
q2n

=

=
∞∑
n=1

(x2 − x1Ψ)(y2 − y1Ψ)Φ2n−2

(Φ−Ψ)q2n
−
∞∑
n=1

(x2 − x1Ψ)(y2 − y1Φ)Φn−1Ψn−1

(Φ−Ψ)q2n
−

−
∞∑
n=1

(x2 − x1Φ)(y2 − y1Ψ)Φn−1Ψn−1

(Φ−Ψ)q2n
+
∞∑
n=1

(x2 − x1Φ)(y2 − y1Φ)Ψ2n−2

(Φ−Ψ)q2n
<∞,

оскiльки
∣∣∣∣Φq
∣∣∣∣ < 1 та

∣∣∣∣Ψq
∣∣∣∣ < 1.

Покажемо далi, що означена рiвнiстю (1.13) дiйснозначна функцiя γ

задовiльняє усiм аксiомам скалярного добутку.

1. γ(x, y) =
∞∑
n=1

xnyn
q2n

=
∞∑
n=1

ynxn
q2n

= γ(y, x);
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2. γ(x+y, z) =
∞∑
n=1

(xn + yn)zn
q2n

=
∞∑
n=1

xnzn
q2n

+
∞∑
n=1

ynzn
q2n

= γ(x, z)+γ(y, z);

3. γ(λx, y) =
∞∑
n=1

λxnyn
q2n

= λ
∞∑
n=1

xnyn
q2n

= λγ(x, y);

4. γ(x, x) =
∞∑
n=1

x2
n

q2n
> 0, причому γ(x, x) = 0 лише тодi i тiльки тодi,

коли x = 0.

Отже, дiйснозначна функцiя γ є скалярним добутком, який далi нази-

ватимемо q-добутком. Вiдповiдно q-норму в евклiдовому просторi

(F,+, λ (·) , γ) визначимо як функцiонал

‖x‖q =
√
x · x =

√√√√ ∞∑
n=1

x2
n

q2n
. (1.14)

Оскiльки всi норми в скiнченновимiрному векторному просторi є еквi-

валентними [75], то q-норма еквiвалентна нормi, породженiй природним

скалярним добутком.

Метрику в евклiдовому нормованому просторi F з q-нормою означимо

за допомогою рiвностi

ρq (x, y) = ρq = ‖x− y‖q =

√√√√ ∞∑
n=1

(xn − yn)2

q2n
, (1.15)

де x = (xn), y = (yn) ∈ F . Отже, (F, ρq) – метричний простiр. Метрику,

яка визначається останньою рiвнiстю будемо називати q-метрикою.

1.5. Оператор зсуву членiв послiдовностi

У векторному просторi (F,+, λ(·)) розглянемо оператор

L (x) = (x2, x3, x4, . . .) ,

де x = (x1, x2, x3, . . . , xk, . . .) ∈ F, k ∈ N, який назвемо оператором зсуву.
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Очевидно, що оператор зсуву є лiнiйним, тобто

L (x+ y) = L (x) + L (y) i L (αx) = αL (x) .

Нехай L(k)(·) — k-ий степiнь оператора L, тобто

Lk (x) = L (L (. . . L (x))) = (xk+1, xk+2, . . .) .

Одним iз основних характеристик лiнiйного оператора L є його матри-

ця. Знайдемо образи векторiв базису 〈e1, e2〉:

L(e1) = L(1, 0, s, ps, p2s+ s2, . . . ) = (0, s, ps, p2s+ s2, . . . ),

L(e2) = L(0, 1, p, p2 + s, p3 + 2ps, . . . ) = (1, p, p2 + s, p3 + 2ps, . . . ).

Таким чином, матимемо L(e1) = 0 ·e1 +s ·e2, L(e2) = 1 ·e1 +p ·e2, звiдки

слiдує, що матриця лiнiйного оператора L має вигляд:

M(L) =

 0 s

1 p

 .

Аналогiчним чином можна встановити, що матриця лiнiйного операто-

ра Lk має вигляд

M(Lk) =

 ΦΨk−ΨΦk

Φ−Ψ
ΦΨk+1−ΨΦk+1

Φ−Ψ

Φk−Ψk

Φ−Ψ
Φk+1−Ψk+1

Φ−Ψ

 .

Теорема 1.10. При довiльному натуральному числi k два вектори

a = (a1, a2, a3, . . .) i Lk (a) = (ak+1, ak+2, . . .) з F є лiнiйно залежними тодi

i тiльки тодi, коли a2 = a1Φ або a2 = a1Ψ.

Доведення. Нехай k — фiксоване натуральне число. Векторна рiвнiсть

α1a+ α2L
k (a) = 0 (1.16)

рiвносильна системi рiвнянь

α1an + α2ak+n = 0, n = 1, 2, . . . .
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Оскiльки всi рiвняння системи, починаючи з третього, є наслiдком перших

двох, то остання система рiвнянь рiвносильна наступному α1a1 + α2ak+1 = 0,

α2a2 + α2ak+2 = 0.

З курсу лiнiйної алгебри вiдомо, що система двох лiнiйних однорiдних рiв-

нянь з двома невiдомими має ненульовий розв’язок тодi i тiльки тодi, коли∣∣∣∣∣∣ a1 ak+1

a2 ak+2

∣∣∣∣∣∣ = 0,

що рiвносильно рiвностi a1ak+2 − a2ak+1 = 0.

Враховуючи вигляд загального члена послiдовностi (an) при умовi

Φ 6= Ψ (див. 1.1), остання рiвнiсть може бути переписана у виглядi

a1
Φk+1 (a2 − a1Ψ)−Ψk+1 (a2 − a1Φ)

Φ−Ψ
−a2

Φk (a2 − a1Ψ)−Ψk (a2 − a1Φ)

Φ−Ψ
= 0.

Звiдки

a2
1 (ΦΨ) + a2

2 − a1a2 (Φ + Ψ) = 0.

Отримаємо два розв’язками даної квадратичної форми a2 = Φa1 та

a2 = Ψa1.

Враховуючи вигляд загального члена послiдовностi (an) при умовi

Φ = Ψ (див. 1.1), перепишемо рiвнiсть a1ak+2 − a2ak+1 = 0 у виглядi

a1Φ
k+1
(
a1 + (k + 1)

(a2

Φ
− a1

))
− a2Φ

k
(
a1 + k

(a2

Φ
− a1

))
= 0.

Виконавши певнi перетворення, отримаємо

a2
1

(
Φ2
)

+ a2
2 − a1a2 (2Φ) = 0,

звiдки a2 = Φa1.
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Наслiдок 1.4. При довiльному натуральному k вектори a i Lk (a) є

лiнiйно незалежними тодi i тiльки тодi, коли

a2 6= a1
p±

√
p2 + 4s

2
.

Наслiдок 1.5. Впорядкована пара векторiв a = (a1, a2, a3, . . .) i Lk (a) =

(ak+1, ak+2, . . .) , де a2 6= a1
p±
√
p2+4s

2 , є базисом лiнiйного простору F.

Теорема 1.11. Якщо вектор x в базисi 〈e1, e2〉 має координати (x1;x2) ,

а в базисi
〈
a, Lk (a)

〉
— координати (x′1;x

′
2) , то x1 = a1x

′
1 + ak+2x

′
2,

x2 = a2x
′
1 + ak+1x

′
2.

1.6. Фрактали у просторi узагальнених послiдовностей

Фiбоначчi

Наведемо означення α-мiрної мiри Гаусдорфа та розмiрностi Гаусдор-

фа–Безиковича (детальнiше описання в [7]), якi будуть потрiбнi далi.

НехайE — довiльна обмежена пiдмножинаR1, d(E) — дiаметр множини

E i Υ — сiм’я всiх непорожнiх пiдмножин простору R1. Тодi для довiльних

α > 0 i ε > 0 можна означити величину

mε
α(E) = inf

d(Ej)6ε

{∑
j

dα(Ej)

}
,

де iнфiмум береться по всiх не бiльш нiж зчисленних ε-покриттях {Ej}
множини E множинами Ej ∈ Υ. Величина mε

α(E) називається наближаю-

чою мiрою порядку ε.

Означення 1.2. Невiд’ємне число

Hα(E) = lim
ε→0

mε
α(E) = sup

ε>0
mε
α(E)

називається α-мiрою Гаусдорфа–Безиковича множини E.
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α-мiрна мiра Гаусдорфа в просторi Rn узагальнює зовнiшню мiру Ле-

бега з цiлочисельних значень α на довiльнi додатнi. У просторi R1 при

α = 1 вона спiвпадає з зовнiшньою мiрою Лебега, саме тому розмiрнiсть

Гаусдорфа-Безиковича множини додатної мiри Лебега дорiвнює 1.

Якщо Υ - сiм’я всiх вiдкритих пiдмножин з R1 або сiм’я всiх замкнених

пiдмножин з R1, то отримуємо ту ж мiру Гаусдорфа Hα(E), хоча набли-

жаючi мiри порядку ε можуть вiдрiзнятися одна вiд одної.

Означення 1.3. Невiд’ємне число

α0(E) = sup{α : Hα(E) = +∞} = inf{α : Hα(E) = 0}

називається розмiрнiстю Гаусдорфа–Безиковича множини E.

Розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича має наступнi властивостi:

1. α0(E) = 0 для довiльної не бiльш нiж злiченної множини E;

2. α0(E1) 6 α0(E2), якщо E1 ⊂ E2;

3. α0(
⋃
n
En) = sup

n
α0(En);

4. Якщо E1 та E2 — афiнно еквiвалентнi, зокрема, геометрично подi-

бнi, то α0(E1) = α0(E2).

Нагадаємо, що перетворенням подiбностi з коефiцiєнтом k > 0 метри-

чного простору (M,ρ) називається бiєктивне вiдображення g множини M

на себе, при якому вiдстанi мiж точками змiнюються в одному i тому ж

вiдношеннi, тобто

ρ(g(x1), g(x2))

ρ(x1, x2)
= k, для довiльних x1, x2 ∈M.

Кажуть, що множина E ⊂ M подiбна множинi E ′ ⊂ M з коефiцiєнтом

подiбностi k, якщо iснує перетворення подiбностi g з коефiцiєнтом k, яке

переводить множину E в E ′. Символiчно це будемо записувати наступним

чином E ∼ E ′.
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Означення 1.4. Непорожня обмежена множина E метричного просто-

ру (M,ρ) називається самоподiбною, якщо

1. E = E1

⋃
· · ·
⋃
En, n > 1;

2. E ∼ Ei, i = 1, n;

3. αρ(Ei

⋂
Ej) < αρ(E), ∀i 6= j.

(1.17)

Означення 1.5. Самоподiбною розмiрнiстю самоподiбної множини E

називається число α0 = α0(E), яке є розв’язком рiвняння

kx1 + kx1 + · · ·+ kx1 = 1.

Вiдомо, що розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича досконалої самоподiбної

множини евклiдового простору спiвпадає з її самоподiбною розмiрнiстю.

Теорема 1.12. Для природної метрики ρ та означеної вище q−метрики

справедлива наступна нерiвнiсть

0 <
ρq
ρ
< λ,

де λ =
2|x2|+ 2|y2|+ 2Λ|x1|+ 2Λ|y1|√
(x2 − y2)2 + (x1 − y1)2

√
1− Λ2

q2

, Λ = max{|Φ|, |Ψ|}.

Доведення. Враховуючи означення q−метрики, справедливою буде на-

ступна рiвнiсть

ρq
ρ

=

√√√√ ∞∑
n=1

(xn − yn)2

q2n√
(x2 − y2)2 + (x1 − y1)2

=

=

√√√√ ∞∑
n=1

((x2 − x1Ψ− y2 + y1Ψ)Φn−1 − (x2 − x1Φ− y2 + y1Φ)Ψn−1)2

q2n√
(x2 − y2)2 + (x1 − y1)2

.

Нехай Λ = max{|Φ|, |Ψ|}. Тодi справедлива наступна нерiвнiсть

ρq
ρ
<

√√√√ ∞∑
n=1

(Λn−1(2|x2|+ 2|y2|+ 2Λ|x1|+ 2Λ|y1|))2

q2n√
(x2 − y2)2 + (x1 − y1)2

=
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=

√
(2|x2|+ 2|y2|+ 2Λ|x1|+ 2Λ|y1|)2

1− Λ2

q2√
(x2 − y2)2 + (x1 − y1)2

=

2|x2|+ 2|y2|+ 2Λ|x1|+ 2Λ|y1|√
1− Λ2

q2√
(x2 − y2)2 + (x1 − y1)2

=

=
2|x2|+ 2|y2|+ 2Λ|x1|+ 2Λ|y1|√
(x2 − y2)2 + (x1 − y1)2

√
1− Λ2

q2

.

Лема 1.2. Має мiсце рiвнiсть розмiрностей αρq(E) = α(E) для до-

вiльної множини E з простору F .

Теорема 1.13. Якщо 0 6= α = (αn) – фiксований елемент простору

F, r i m – натуральнi числа, причому 1 < m < r, V = {v1, v2, . . . , vm} ∈
{0, 1, . . . , r − 1} , vi < vi+1, i = 1,m− 1,

C [r, V ] =
{
λ : λ =

α1

r
+
α2

r2
+ · · ·+ αn

rn
+ . . . , αn ∈ V

}
,

то множина

H = {x : x = λα, λ ∈ C [r, V ]}

в метричному просторi (F, ρq) є самоподiбною i її самоподiбна розмiр-

нiсть

α0 = logr |V |

спiвпадає з розмiрнiстю Гаусдорфа-Безиковича αρq (H).

Доведення. Оскiльки

x =

( ∞∑
n=1

αn
rn

)
a =

(
α1

r
+

1

r

∞∑
n=1

αn+1

rn

)
a =

1

r

(
α1a+

∞∑
n=1

αn+1

rn
a

)
,

то

H =
∞⋃
i=1

1

r
(via⊕H),

де

H ∼ 1

r
(via⊕H) , i = 1,m,
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причому множина 1
r (via⊕H) i 1

r (vja⊕H), при i 6= j, мають не бiльше

однiєї спiльної точки. Отже, H є самоподiбною множиною. Тодi її самопо-

дiбна розмiрнiсть α0, згiдно з означенням, є розв’язком рiвняння

m ·
(

1

r

)x
= 1, тобто α0 = logrm.

Розглянемо H як множину одновимiрного пiдпростору Fa з твiрним

вектором a i рiвномiрною метрикою

ρ(γ1a, γ2a) = |γ1 − γ2|.

У повному метричному просторi (Fa, ρ) множина H є досконалою множи-

ною (замкненою i без iзольованих точок). Тому її розмiрнiсть Гаусдорфа-

Безиковича спiвпадає з самоподiбною розмiрнiстю.

Використовуючи лему 1.2, легко довести, що вiдображення

(Fa, ρ)
k∼ (Fa, ρq)

таке, що g(λa) = λa, зберiгає самоподiбну структуру i розмiрнiсть Гаусдорфа-

Безиковича, тобто αρ(E) = αρq(g(E)) для довiльної множини E ⊂ (Fa, ρq).

Отже, має мiсце твердження теореми 1.12.

Теорема 1.14. Якщо α = (αn) , b = (bn) ∈ F, причому α i b неколiне-

арнi, то множина

H =

{
x : x = λ1α + λ2b, λ1 =

∞∑
k=1

αk
2k
,λ2 =

∞∑
k=1

βk
2k
, αk + βk 6 1

}

є самоподiбною досконалою множиною, самоподiбна розмiрнiсть якої спiв-

падає з розмiрнiстю Гаусдорфа-Безиковича i дорiвнює log23 .

Доведення. Оскiльки

x =
∞∑
k=1

αk
2k
a+

∞∑
k=1

βk
2k
b =

1

2

(
α1a+ β1b

)
+

1

2

( ∞∑
k=1

αk+1

2k
a+

∞∑
k=1

βk+1

2k
b

)
,
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то

H =
⋃

α1,β1∈{0,1}

1

2

(
α1a+ β1b⊕H

)
.

Причому

H
k∼ 1

2

(
α1a+ β1b⊕H

)
i множини

1

2

(
α′1a+ β′1b⊕H

)
та

1

2

(
α′′1a+ β′′1b⊕H

)
,

де (α′1, β
′
1) 6= (α′′1, β

′′
1 ), мають не бiльше однiєї спiльної точки.

Згiдно означення, самоподiбна розмiрнiсть α0 множини H є розв’язком

рiвняння

3 ·
(

1

2

)x
= 1, звiдки α0 = log2 3.
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Висновки до роздiлу 1

У цьому роздiлi встановлено, що множина узагальнених послiдовностей

Фiбоначчi, а саме: послiдовностей, для членiв яких (починаючи з третього)

виконується рiвнiсть: un+2 = pun+1 +sun, де p та s — фiксованi дiйснi числа

утворює двовимiрний лiнiйний векторний простiр в якому можна видiлити

пiдпростiр нескiнченно малих послiдовностей. У цьому просторi дослiдже-

нi рiзноманiтнi математичнi структури, введено скалярний добуток, норма,

метрика, оператор зсуву членiв послiдовностi, α-мiра Гаусдорфа, дробова

розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича, описаний клас самоподiбних фракта-

лiв.

Також дослiджуються властивостi узагальнених послiдовностей Фiбо-

наччi, зокрема, доводиться формула загального члена (формула типу Бi-

не), знаходиться сума перших n (парних чи непарних) членiв, критерiй

нескiнченної малостi послiдовностi, критерiй належностi наперед задано-

го числа данiй послiдовностi, вивчаються рiзноманiтнi спiввiдношення мiж

членами послiдовностi.
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РОЗДIЛ 2

ПРЕДСТАВЛЕННЯ ЧИСЕЛ НЕСКIНЧЕННО МАЛИМИ

УЗАГАЛЬНЕНИМИ ПОСЛIДОВНОСТЯМИ ФIБОНАЧЧI

У цьому роздiлi вивчається ряд, члени якого є елементами узагальненої

послiдовностi Фiбоначчi, дослiджуються тополого-метричнi та фрактальнi

властивостi множини неповних сум такого ряду. Розв’язується задача про

розподiл випадкової неповної суми ряду, знаходиться значення поведiнки

модуля характеристичної функцiї на нескiнченностi для такої випадкової

величини.

Також вивчається система представлення дiйсних чисел неповними су-

мами ряду, члени якого є елементами нескiнченно малої додатної узагаль-

неної послiдовностi Фiбоначчi, дослiджуються властивостi цилiндричних

множин, що породженi таким представленням.

2.1. Про додатний ряд, члени якого є елементами

узагальненої послiдовностi Фiбоначчi

Розглянемо знакододатний ряд

u1 + u2 +
∞∑
n=1

un+2, un+2 = pun+1 + sun, n ∈ N, u1, u2, p, s ∈ R+, (2.1)

тобто ряд, члени якого утворюють узагальнену послiдовнiсть Фiбоначчi з

додатними початковими параметрами u1, u2, p, s. З попередньої теореми ви-

пливає, що для загального члена ряду (2.1) справедлива наступна рiвнiсть

un =
Φn−1 (u2 − u1Ψ)−Ψn−1 (u2 − u1Φ)

Φ−Ψ
, n ∈ N, (2.2)
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де

Φ =
p+

√
p2 + 4s

2
та Ψ =

p−
√
p2 + 4s

2
.

Теорема 2.1. Для членiв ряду (2.1) cправедлива наступна рiвнiсть

lim
n→∞

un+1

un
= Φ.

Доведення. Використовуючи рiвнiсть (2.2), границю можна записати

наступним чином

lim
n→∞

un+1

un
= lim

n→∞

Φn(u2 − u1Ψ)−Ψn(u2 − u1Φ)

Φn−1(u2 − u1Ψ)−Ψn−1(u2 − u1Φ)
.

Враховуючи, що для членiв ряду (2.1) початковi параметри u1, u2, p, s

є додатними дiйсними числами, для Φ та Ψ будуть справедливi наступнi

твердження

Φ =
p+

√
p2 + 4s

2
> 0 , Ψ =

p−
√
p2 + 4s

2
< 0,

|Φ| > |Ψ| , u2 − u1Ψ 6= 0.

Взявши до уваги останнi нерiвностi, можна зробити висновок, що

lim
n→∞

un+1

un
= Φ.

Наслiдок 2.1. Для членiв ряду (2.1) cправедлива наступна рiвнiсть

lim
n→∞

un+k

un
= Φk,∀k ∈ N.

Теорема 2.2. Для збiжностi ряду (2.1), необхiдно i достатньо, щоб

виконувалася система нерiвностей 0 < p < 1,

0 < s < 1− p.
(2.3)
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Доведення. Оскiльки довiльний член ряду (2.1) має вигляд (2.2), то

очевидно, що для збiжностi ряду необхiдно i достатньо, щоб виконувалася

хоча б одна з трьох систем |Φ| < 1,

|Ψ| < 1,

 |Φ| < 1,

u2 = u1Φ,

 |Ψ| < 1,

u2 = u1Ψ.

Врахувавши те, що при додатнiх початкових параметрах

|Φ| > |Ψ| , u2 − u1Ψ 6= 0,

умову збiжностi ряду можна записати як систему нерiвностей 0 < Φ < 1,

−Φ < Ψ < 0,
⇒

 0 <
p+
√
p2+4s

2 < 1,

−1 <
p−
√
p2+4s

2 < 0.

Останню можна переписати вiдносно параметрiв p та s у виглядi 0 < p < 1,

0 < s < 1− p.

Наслiдок 2.2. Якщо ряд (2.1) є збiжним, то послiдовнiсть (un), чле-

нiв ряду, є монотонно спадною з деякого номера n∗, тобто iснує такий

номер n∗ ∈ N , пiсля якого має мiсце нерiвнiсть

un+1 < un,∀n > n∗.

Зауваження 2.1. З того, що початковi параметри u1, u2, p, s для ряду

(2.1) є додатними слiдує, що ряд є знакододатнiм, проте обернене твердже-

ння невiрне. Iснують знакододатнi узагальненi послiдовностi Фiбоначчi для

яких початковi параметри не є одночасно додатними.

Лема 2.1. Якщо ряд (2.1) збiжний, то
∞∑
n=1

un = r =
u1(1− Φ−Ψ) + u2

(1− Φ)(1−Ψ)
=
u1(1− p) + u2

1− p− s
. (2.4)
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Доведення. Нехай виконується умова леми. Використовуючи рiвнiсть

(2.2), можна записати наступне

r =
∞∑
n=1

un =
∞∑
n=1

Φn−1 (u2 − u1Ψ)−Ψn−1 (u2 − u1Φ)

Φ−Ψ
.

Оскiльки, ряд (2.1) за умовою збiжний, то з умови (2.3) слiдує, що

|Φ| < 1 та |Ψ| < 1. Таким чином, сума ряду (2.1) є сумою двох збiжних гео-

метричних прогресiй зi знаменниками Φ та Ψ вiдповiдно, звiдки отримуємо

наступне

r =
∞∑
n=1

(u2 − u1Ψ)

Φ−Ψ
Φn−1 −

∞∑
n=1

(u2 − u1Φ)

Φ−Ψ
Ψn−1 =

=
u2 − u1Ψ

(Φ−Ψ)(1− Φ)
− u2 − u1Φ

(Φ−Ψ)(1−Ψ)
=

=
u2 − u2Ψ− u1Ψ + u1Ψ

2 − u2 + u2Φ + u1Φ− u1Φ
2

(Φ−Ψ)(1−Ψ)(1− Φ)
=
u1 − u1(Φ + Ψ) + u2

(1−Ψ)(1− Φ)
.

Врахувавши, що Φ · Ψ = −s та Φ + Ψ = p, останню рiвнiсть можна

записати наступним чином

r =
u1 − u1(Φ + Ψ) + u2

1− (Ψ + Φ) + ΦΨ
=
u1(1− p) + u2

1− p− s
.

Лема 2.2. Якщо ряд (2.1) збiжний, то

∞∑
n=k+1

un = rk =
uk+1 + ΦΨuk

1− (Ψ + Φ) + ΦΨ
) =

uk+1 + suk
1− p− s

. (2.5)

Доведення. Нехай виконується умова леми. Використовуючи рiвнiсть

(2.2), можна записати наступне

rk =
∞∑

n=k+1

un =
∞∑

n=k+1

Φn−1 (u2 − u1Ψ)−Ψn−1 (u2 − u1Φ)

Φ−Ψ
.

Оскiльки, ряд за умовою збiжний, то |Φ| < 1 та |Ψ| < 1. Число rk є

сумою залишкiв двох збiжних геометричних прогресiй зi знаменниками Φ
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та Ψ вiдповiдно, звiдки отримаємо

rk =
∞∑

n=k+1

(u2 − u1Ψ)

Φ−Ψ
Φn−1 −

∞∑
n=k+1

(u2 − u1Φ)

Φ−Ψ
Ψn−1 =

=
(u2 − u1Ψ)Φk

(Φ−Ψ)(1− Φ)
− (u2 − u1Φ)Ψk

(Φ−Ψ)(1−Ψ)
=

=
u2Φ

k − u2Φ
kΨ− u1Φ

kΨ + u1Φ
kΨ2 − u2Ψ

k + u2ΦΨk + u1ΦΨk − u1Φ
2Ψk

(Φ−Ψ)(1−Ψ)(1− Φ)
=

=
uk+1 + ΦΨuk

(1−Ψ)(1− Φ)
.

Врахувавши, що Φ · Ψ = −s та Φ + Ψ = p, останню рiвнiсть можна

записати наступним чином

rk =
uk+1 + ΦΨuk

1− (Ψ + Φ) + ΦΨ
) =

uk+1 + suk
1− p− s

.

2.2. Властивостi множини неповних сум ряду

Означення 2.1. Якщо M ∈ 2N , або iншими словами M ⊆ N (N —

множина натуральних чисел), то число

x = x (M) =
∑
n∈M

un =
∞∑
n=1

εnun, (2.6)

де

εn =

 1, n ∈M,

0, n /∈M,

називається неповною сумою ряду.

З роботи [19] вiдомо, що множина неповних сум довiльного збiжного

знакододатного ряду є однiєю з трьох типiв: скiнченним об’єднанням вiд-

рiзкiв, множиною канторiвського типу або канторвалом.



59

Означення 2.2. Цилiндром k -ого рангу з основою c1c2 . . . ck, де ci ∈
{0, 1}, називається множина ∆′c1c2...ck , яка мiстить всi неповнi суми ряду

(2.1) виду

k∑
n=1

cnun +
∞∑

n=k+1

εnun, де εn ∈ {0, 1} .

Означення 2.3. Цилiндричним вiдрiзком рангу k з основою c1c2 . . . ck

називається вiдрiзок

∆c1c2...ck =
[
inf ∆′c1c2...ck, sup ∆′c1c2...ck

]
=

=

[
k∑

n=1

cnun, rk +
k∑

n=1

cnun

]
.

В залежностi вiд (un) i набору c1c2 . . . ck можливi випадки, коли ∆′c1c2...ck

i ∆c1c2...ck спiвпадають та не спiвпадають, але завжди ∆′c1c2...ck ⊂ ∆c1c2...ck .

Безпосередньо з означення випливають наступнi властивостi цилiндричних

множин:

Властивiсть 1.

inf ∆c1c2...ck = inf ∆′c1c2...ck, sup ∆c1c2...ck = sup ∆′c1c2...ck.

Властивiсть 2.

∆c1c2...ck ⊃ ∆c1c2...ck0

⋃
∆c1c2...ck1, ∆′c1c2...ck = ∆′c1c2...ck0

⋃
∆′c1c2...ck1.

Властивiсть 3.

inf ∆c1c2...ck = inf ∆c1c2...ck0 < inf ∆c1c2...ck1,

sup ∆c1c2...ck = sup ∆c1c2...ck1 > sup ∆c1c2...ck0.

Властивiсть 4.

|∆c1c2...ck| = rk → 0, при k →∞.
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Властивiсть 5.

∞⋂
k=1

∆c1c2...ck =
∞⋂
k=1

∆′c1c2...ck ≡ ∆c1c2...ck... = x ⊂
[
0 ,

u1(1− p) + u2

1− p− s

]
.

Властивiсть 6.

|∆c1c2...ckck+1
|

|∆c1c2...ck|
=

rk+1

rk+1 + uk+1
=

1

δk+1 + 1
, де δk+1 =

uk+1

rk+1
.

Властивiсть 7.

∆c1c2...ck = ∆s1s2...sk ↔ ci = si, i = 1, k.

Властивiсть 8.

∆c1c2...ck1

⋂
∆c1c2...ck0 =



[
k∑

n=1

cnun + un+1,

k∑
n=1

cnun + rn

]
, якщо uk+1 < rk+1,

∆c1c2...ck10...0..., якщо uk+1 = rk+1, ,

∅, якщо uk+1 > rk+1.

Властивiсть 9.

∣∣∣∆c1c2...ck1

⋂
∆c1c2...ck0

∣∣∣ =

 rk+1 − uk+1, якщо uk+1 < rk+1,

0, якщо uk+1 > rk+1.

Теорема 2.3 ([71]). Множина неповних сум ∆′ збiжного знакодода-

тного ряду має наступнi властивостi:

1. вона є досконалою множиною (замкненою без iзольованих точок);

2. ∆′ =
⋃

c1c2...cm

4′c1c2...cm для довiльного m ∈ N , причому всi 4′c1c2...cm,

якi входять в об’єднання, є iзометричними;

3. вона являє собою скiнченне об’єднання вiдрiзкiв, якщо нерiвнiсть

rn < un виконується лише для скiнченного числа n;
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4. вона є нiде не щiльною множиною, якщо нерiвнiсть rn > un вико-

нується лише для скiнченного числа n.

Теорема 2.4. Якщо для ряду (2.1) виконується система нерiвностей 0 < p < 1,

max{0, 1
4 −

p
2} 6 s < 1− p,

(2.7)

то ряд збiгається, а множина його неповних сум являє собою скiнченне

об’єднання вiдрiзкiв.

Доведення. Якщо виконується умова теореми, то автоматично викону-

ється система (2.3), яка є необхiдною i достатньою умовою збiжностi ряду.

Систему (2.23) вiдносно чисел Φ та Ψ можна переписати у виглядi 1
2 < Φ < 1,

−Φ < Ψ < 0.

Для ряду (2.1) введемо до розгляду величину

δn =
un
rn
,

де un — n-ий член, а rn — вiдповiдно n-ий залишок ряду. Використовуючи

рiвностi (2.2) та (2.5), можна встановити наступне

δn =
Φn−1(u2 − u1Ψ)−Ψn−1(u2 − u1Φ)

(u2 − u1Ψ)Φn

1− Φ
− (u2 − u1Φ)Ψn

1−Ψ

.

Враховуючи, що |Φ| > |Ψ| при додатних параметрах p та s, правильною

буде рiвнiсть

δ = lim
n→∞

δn =
1− Φ

Φ
.

Оскiльки, 1
2 < Φ < 1, то можна зробити висновок, що δ < 1, або iншими

словами нерiвнiсть rn < un для ряду (2.1) виконується лише скiнченну

кiлькiсть разiв. Звiдси, за теоремою 2.3, множина неповних сум ряду буде

являти собою скiнченне об’єднання вiдрiзкiв.
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Наведемо далi означення α-мiрної мiри Гаусдорфа та розмiрностi Гаус-

дорфа–Безиковича (детальне описання в [7]), якi будуть потрiбнi далi.

НехайE — довiльна обмежена пiдмножинаR1, d(E) — дiаметр множини

E i Υ — сiм’я всiх непорожнiх пiдмножин простору R1. Тодi для довiльних

α > 0 i ε > 0 можна означити величину

mε
α(E) = inf

d(Ej)6ε

{∑
j

dα(Ej)

}
,

де iнфiмум береться по всiх не бiльш нiж зчисленних ε-покриттях {Ej}
множини E множинами Ej ∈ Υ. Величина mε

α(E) називається наближаю-

чою мiрою порядку ε.

Означення 2.4. Невiд’ємне число

Hα(E) = lim
ε→0

mε
α(E) = sup

ε>0
mε
α(E)

називається α-мiрою Гаусдорфа–Безиковича множини E.

Якщо Υ - сiм’я всiх вiдкритих пiдмножин з R1 або сiм’я всiх замкнених

пiдмножин з R1, то отримуємо ту ж мiру Гаусдорфа Hα(E), хоча набли-

жаючi мiри порядку ε можуть вiдрiзнятися одна вiд одної.

Означення 2.5. Невiд’ємне число

α0(E) = sup{α : Hα(E) = +∞} = inf{α : Hα(E) = 0}

називається розмiрнiстю Гаусдорфа–Безиковича множини E.

Теорема 2.5 ([35]). Якщо ряд (2.1) задовольняє умову ak > rk для

довiльного k ∈ N (це еквiваленто тому, що δk = ak
rk
> 1), тодi розмiр-

нiсть Гаусдорфа-Безиковича множини його неповних сум обчислюється

за формулою

α0 (A) =

[
lim
k→∞

(
1

k

k∑
i=1

log2 (δi + 1)

) ]−1

.
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Наслiдок 2.3. Якщо для ряду (2.1) виконуються умови теореми 2.5

та lim
n→∞

δn = δ, то розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича множини його не-

повних сум обчислюється як

α0 (A) = log2
−1 (δ + 1) .

Теорема 2.6. Якщо для ряду (2.1) виконується система нерiвностей 0 < p < 1
2 ,

0 < s < 1
4 −

p
2 ,

(2.8)

то ряд буде збiгатися, а множина його неповних сум буде:

1. досконалою;

2. нiде не щiльною;

3. нульової мiри Лебега;

4. розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича

α0 = − logΦ 2.

Доведення. Якщо виконується умова теореми, то автоматично викону-

ється система (2.3), яка є необхiдною i достатньою умовою збiжностi ряду.

Умову (2.8) вiдносно чисел Φ та Ψ можна записати наступним чином 0 < Φ < 1
2 ,

−Φ < Ψ < 0.

У такому випадку

δ = lim
n→∞

δn =
1− Φ

Φ
> 1.

Тодi, згiдно теореми 2.3, множина неповних сум ряду буде досконалою

та нiде не щiльною, оскiльки нерiвнiсть rn > un (δ > 1) виконується лише

для скiнченного числа n.
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Мiра Лебега множини неповних сум ряду (2.1) обчислюється за форму-

лою (в загальному випадку не перевищує числа λ)

λ(∆′) = lim
n→∞

2nrn = lim
n→∞

2n
un+1 + sun
1− p− s

=

=
1

1− p− s

(
lim
n→∞

2nun+1 + s lim
n→∞

2nun

)
.

Неважко переконатися, що при виконаннi умови теореми

2nrn → 0 (2nun+1 → 0) при n→∞.

Це i доводить нульмiрнiсть за Лебегом множини неповних сум ряду (2.1).

Згiдно з наслiдком 2.3, розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича множини не-

повних сум ряду можна обчислити за формулою

α0 (A) = log2
−1 (δ + 1) = log2

−1

(
1

Φ

)
= − logΦ 2.

2.3. Зображення чисел нескiнченно малими знакододатними

узагальненими послiдовностями Фiбоначчi

Розглянемо знакододатний ряд
∞∑
n=1

un, (2.9)

для членiв якого виконуються наступнi умови:

1. un+2 = pun+1 + sun, n ∈ N, причому u1, u2, p, s ∈ R+;

2.

 0 < p < 1,

0 < s < 1− p;
3. un+1 > (1− p− 2s)un, n ∈ N .

Нехай A = {0 , 1} , L = A × A × A × A × .... Вiдповiднiсть f мiж мно-

жинами L i R1

L ⊃ (αn)
f→x ∈ R1,
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яка встановлюється рiвнiстю

x =
∞∑
n=1

αnun,

очевидно є функцiональною.

Теорема 2.7. Для будь-якого x ∈
[
0 , u1(1−p)+u2

1−p−s

]
, iснує L ⊆ N таке,

що має мiсце розклад

x =
∑
k∈L

uk =
∞∑
n=1

αnun, (2.10)

де

αk =

 1, k ∈ L ,

0, n ∈ N \ L.

Доведення. Нехай x ∈
[
0 , u1(1−p)+u2

1−p−s

]
. Якщо x = u1(1−p)+u2

1−p−s , то L = N i

теорему доведено.

Якщо 0 < x < u1(1−p)+u2
1−p−s , то очевидно, що iснує k1 ∈ N таке, що

uk1 6 x < uk1−1

i буде виконуватися нерiвнiсть

0 6 x− uk1 = x1 < uk1−1 − uk1.

Звiдки отримаємо, що

x = uk1 + x1, (2.11)

де x1 ∈ [0, uk1−1 − uk1). У випадку x1 = 0 матимемо, що x = uk1 i рiвнiсть

(2.10) доведена. Якщо x1 > 0, то iснує k2 ∈ N таке, що

uk2 6 x1 < uk2−1,

причому, k2 > k1 (послiдовнiсть (un) є спадною). Таким чином,

0 6 x1 − uk2−1 = x2 < uk2−1 − uk2.
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Матимемо, що x1 = uk2 + x2, де x2 ∈ [0, uk2−1 − uk2) .
Пiдставивши x1 у рiвнiсть (3.12) отримаємо наступну тотожнiсть

x = uk1 + uk2 + x2.

Якщо x2 = 0, то теорему доведено, оскiльки x = uk1 + uk2. Якщо ж x2 > 0,

то iснує k3 > k2, k3 ∈ N таке, що

uk3 6 x < uk3−1.

Здiйснюючи аналогiчнi мiркування, можна знайти x3, x4, x5....

Якщо на деякому n−ому кроцi

xn = xn−1 − ukn = 0,

то розклад (2.10) знайдено:

x = uk1 + uk2 + ...+ ukn.

Якщо ж такого скiнченного n не знайдеться, то

0 < xn = xn−1 − ukn < ukn−1 − ukn

та iснує kn+1 > kn, kn+1 ∈ N таке, що

ukn+1
6 xn < ukn+1−1.

Звiдки матимемо, що

0 6 xn − ukn+1 = xn+1 < ukn+1−1 − ukn+1

i

x = uk1 + uk2 + ...+ ukn+1
+ xn+1.

Врахувавши, що

ukn+1−1 − ukn+1 → 0,

а отже, xn+1 → 0 (при n → ∞), можна зробити висновок, що розклад

iснуватиме, проте буде нескiнченним.
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Зауваження 2.2. З рiвностi (2.6) випливає, що множина всiх неповних

сум ряду (3.10) спiвпадає з множиною E значень функцiї f , а отже, за

теоремою 2.4, являє собою вiдрiзок.

Означення 2.6. Подання числа x з вiдрiзка
[
0 , u1(1−p)+u2

1−p−s

]
у виглядi

(2.10) називатимемо Fg—представленням (Fg—розкладом) даного числа.

Символiчно це будемо записувати у виглядi

x = 4c1c2...cn...

i називатимемо Fg—зображенням цього числа. При цьому ck називатимемо

k−ою цифрою Fg-зображення числа x.

2.4. Теореми про рiзну кiлькiсть зображень числа

Очевидно, що кiнцi вiдрiзка
[
0, u1(1−p)+u2

1−p−s

]
мають єдине Fg-представлення

i бiльше того

0 = ∆000...0... та
u1(1− p) + u2

1− p− s
= ∆111...1....

Лема 2.3. Для будь-якої точки з iнтервала
(

0, u1(1−p)+u2
1−p−s

)
iснує пере-

криття цилiндрiв одного рангу, якому вона належить.

Доведення. Нехай x ∈
(

0, u1(1−p)+u2
1−p−s

)
. Тодi можливi наступнi випадки:

1.1 x ∈ ∆0

⋂
∆1 = O1(0, 1);

1.2 x ∈ ∆0\O1(0, 1);

1.3 x ∈ ∆1\O1(0, 1).

Якщо має мiсце випадок 1.1, то лему доведено.

В силу того, що цилiндричнi множини, якi вiдповiдають Fg-зображенню,

володiють властивiстю симетричностi, то подальшi мiркування можуть бу-

ти проведенi для одного з випадкiв 1.2 або 1.3.

Без втрати загальностi будемо вважати, що має мiсце випадок 1.2. Тодi

для цилiндричних множин другого рангу будемо мати:
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2.1 x ∈ ∆00

⋂
∆01 = O2

0(0, 1);

2.2 x ∈ ∆00\O2
0(0, 1);

2.3 x ∈ ∆01\
(
O2

0(0, 1)
⋃
O1(0, 1)

)
.

Якщо має мiсце випадок 2.1, то твердження леми, очевидно, викону-

ється. Враховуючи, що 400 та 401 симетрiчнi вiдносно середини вiдрiзка

40, подальшi мiркування можуть бути проведенi для одного з двох на-

ступних випадкiв: 2.2 або 2.3. Нехай має мiсце випадок 2.2. Для цилiндрiв

третього рангу матимемо:

3.1 x ∈ ∆000

⋂
∆001 = O3

00(0, 1);

3.2 x ∈ ∆000\O3
00(0, 1);

3.3 x ∈ ∆01\
(
O2

0(0, 1)
⋃
O1(0, 1)

)
.

Таким чином, стає зрозумiло, що ми постiйно будемо мати справу з

трьома випадками та їх вiдповiдними пiдвипадками. Оскiльки,∣∣∣∣∣∆0...00︸ ︷︷ ︸
n

∣∣∣∣∣→ 0 та

∣∣∣∣∣∆0...01︸ ︷︷ ︸
n

∣∣∣∣∣→ 0

при n→∞, то лему доведено.

Теорема 2.8. Усi точки iнтервалу
(

0, u1(1−p)+u2
1−p−s

)
мають континуаль-

ну кiлькiсть Fg-зображень.

2.5. Властивостi розподiлу випадкової неповної суми ряду

Розглянемо випадкову величину ξ, що задається наступним чином

ξ =
∞∑
k=1

ξkuk, (2.12)

де ξk — послiдовнiсть незалежних випадкових величин з розподiлами:

P{ξk = 0} = p0k > 0, P{ξk = 1} = p1k > 0, p0k +p1k = 1, а
∞∑
k=1

uk — збiжний

знакододатнiй ряд (2.1), члени якого утворюють узагальнену послiдовнiсть

Фiбоначчi з додатними початковими параметрами.
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Властивостi випадкової величини ξ визначаються властивостями не-

скiнченної стохастичної матрицi ||pik|| та властивостями членiв ряду (2.1),

причому не залежить вiд суми r ряду (вважаючи, що еквiвалентнi розпо-

дiли мають однаковi властивостi). З теореми Джессена-Вiнтнера [20] ви-

пливає, що ξ має чистий розподiл (чисто дискретний, чисто абсолютно

неперервний, або чисто сингулярний). Теорема П. Левi [22] дає необхiднi

i достатнi умови дискретностi: випадкова величина ξ — дискретна тодi i

тiльки тодi, коли

M =
∞∏
k=1

max{p0k, p1k} > 0.

Означення 2.7. Спектром Sξ функцiї розподiлу Fξ випадкової вели-

чини ξ називається множина всiх точок росту функцiї розподiлу Fξ, тобто

Sξ = {x : Fξ(x+ ε)− Fξ(x− ε) > 0 ∀ ε > 0}

= {x : P{ξ ∈ (x− ε, x+ ε)} > 0 ∀ ε > 0}.

Спектр розподiлу випадкової величини ξ є пiдмножиною множини не-

повних сум числового ряду (2.1).

В залежностi вiд тополого-метричних властивостей спектра, розрiзня-

ють три чистi типи сингулярних розподiлiв:

1. C−типу (канторiвського типу), якщо мiра Лебега спектра дорiвнює

нулю;

2. S−типу (салемiвського типу), якщо

Sξ ⊃
⋃
i

[ai, bi] i µξ

(
Sξ\

⋃
i

[ai, bi]

)
= 0,

де µξ — мiра, що вiдповiдає розподiлу випадкової величини ξ;

3. P−типу (квазiканторiвського типу), якщо Sξ є нiде не щiльною мно-

жиною додатної мiри Лебега.
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Теорема 2.9. Якщо M = 0, а для (un) виконується система нерiвно-

стей  0 < p < 1
2 ,

0 < s < 1
4 −

p
2 ,

то випадкова величина ξ має чисто сингулярний розподiл канторiвського

типу.

Доведення. При M = 0 випадкова величина ξ за теоремою П. Левi має

неперервний розподiл, тобто вiн кожнiй одноточковiй множинi приписує

нульову ймовiрнiсть. Множина неповних сум ряду
∞∑
n=1

un, згiдно теореми

2.8, є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега. Оскiльки спектр

випадкової величини Sξ є пiдмножиною множини неповних сум ряду (2.1),

то його мiра Лебега також дорiвнює нулю. Отже, випадкова величина ξ

має сингулярний розподiл канторiвського типу.

Функцiю розподiлу Fξ(x) випадкової величини ξ досить визначити в

точках спектра розподiлу Sξ, оскiльки в iнших точках вона довизначається

за неперервнiстю та монотоннiстю.

Розглянемо частковий випадок випадкової величини ξ, при наступних

значеннях параметрiв: u1 = 2
9 , u2 = 10

81 , p = 2
9 , s = 1

27 та M = 0. Згiдно

теореми 2.9, випадкова величина ξ, за таких умов, матиме чисто сингуляр-

ний розподiл канторiвського типу. Використовуючи рiвнiсть (2.2), можна

записати наступне

ξ =
∞∑
k=1

ξk

((
1

3

)k
+

(
−1

9

)k)
.

Означення 2.8. Характеристичною функцiєю випадкової величини ξ

називається математичне сподiвання випадкової величини eitξ, тобто

fξ(t) = Meitξ.
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З [77] вiдомо, що величина

Lξ = lim
|t|→∞

sup |fξ(t)|

набуває значення 1 у випадку дискретностi випадкової величини ξ та зна-

чення 0 у випадку, коли ξ має абсолютно неперервний розподiл. Для сингу-

лярних розподiлiв Lξ може набувати довiльного значення з вiдрiзку [0, 1].

Таким чином, характеристична функцiя дає змогу дослiдити властиво-

стi сингулярного розподiлу випадкової величини ξ, порiвняти його близь-

кiсть за властивосями до дискретних або абсолютно неперервних.

Лема 2.4. Характеристична функцiя випадкової величини ξ має ви-

гляд

fξ(t) =
∞∏
k=1

(
p0k + p1ke

(
( 1
3)

k
+(− 1

9)
k
)
ti
)
,

а її модуль записується у виглядi

|fξ(t)| =
∞∏
k=1

|fk(t)|,

де

|fk(t)| =

√√√√1− 4p0kp1k sin2

((
1

3

)k
+

(
−1

9

)k)
t

2
.

Доведення. Використовуючи означення характеристичної функцiї та вла-

стивостi математичного сподiвання, отримуємо

fξ(t) = Meitξ = M exp

(
it
∞∑
k=1

ukξk

)
= M

(
eitξ1u1 · eitξ2u2 · ... · eitξkuk · ...

)
=

= Meitξ1u1·Meitξ2u2·...·Meitξkuk·... =
∞∏
k=1

(
p0k + p1ke

(
( 1
3)

k
+(− 1

9)
k
)
ti
)

=
∞∏
k=1

fk(t),

|fk(t)| =
√
p2

0k + 2p0kp1k cos tuk + p2
1k =

=

√√√√1− 4p0kp1k sin2 t

2

((
1

3

)k
+

(
−1

9

)k)
.
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Теорема 2.10. Має мiсце нерiвнiсть

Lξ = lim
|t|→∞

sup |fξ(t)| > 0, 39.

Доведення. Справедлива нерiвнiсть

|fξ(t)| =
∞∏
k=1

√
1− 4p0kp1k sin2 t

2
uk >

∞∏
k=1

√
1− sin2 t

2
uk =

∞∏
k=1

∣∣∣∣cos
t

2
uk

∣∣∣∣ =

=
∞∏
k=1

∣∣∣∣∣cos
t

2

((
1

3

)k
+

(
−1

9

)k)∣∣∣∣∣ .
Матимемо, що

Lξ > lim
n→∞
|fξ(tn)| > lim

n→∞

∞∏
k=1

|fk(t)| > lim
n→∞

∞∏
k=1

∣∣∣∣∣cos
t

2

((
1

3

)k
+

(
−1

9

)k)∣∣∣∣∣ .
Виберемо послiдовнiсть t = tn = 2π9n. Виразимо

∣∣∣∣∣cos
t

2

((
1

3

)k
+

(
−1

9

)k)∣∣∣∣∣ =
∣∣cos

(
32n−kπ + (−1)k9n−kπ

)∣∣ =

=


1 при k 6 n,

cos
π

9k−n
при n < k 6 2n,

cos

(
π

3k−2n
+

(−1)kπ

9k−n

)
при k > 2n.

Таким чином,

∞∏
k=1

|fk(tn)| >
2n∏

k=n+1

cos
π

9k−n
·

∞∏
k=2n+1

cos

(
π

3k−2n
+

(−1)kπ

9k−n

)
.

Для k > n справедлива оцiнка

cos
π

9k−n
= 1− 2 sin2 π

2 · 9k−n
> 1− π2

2 · 81k−n
.
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Для k > 2n справедлива оцiнка

cos

(
π

3k−2n
+

(−1)kπ

9k−n

)
= 1− 2 sin2

(
π

2 · 3k−2n
+

(−1)kπ

2 · 9k−n

)
>

> 1− π2

2

(
1

3k−2n
+

(−1)k

9k−n

)2

> 1− π2

2

(
1

3k−2n
+

1

9k−n

)2

.

Отже,

∞∏
k=1

|fk(tn)| >
2n∏

k=n+1

(
1− π2

2 · 81k−n

)
·

∞∏
k=2n+1

(
1− π2

2

(
1

3k−2n
+

1

9k−n

)2
)
>

>
∞∏
i=1

(
1− π2

2 · 81i

)
·
∞∏
j=1

(
1− π2

2

(
1

3j
+

1

9j+2

)2
)
.

Згiдно з ознакою збiжностi нескiнченного добутку, останнiй є збiжним,

оскiльки ряди
∞∑
i=1

π2

2 · 81i
та

∞∑
j=1

π2

2

(
1

3j
+

1

9j+2

)2

є збiжними.

Враховуючи отриманi твердження та оцiнки, буде справедливою насту-

пна нерiвнiсть

Lξ = lim
n→∞

sup |fξ(tn)| >
∞∏
i=1

(
1− π2

2 · 81i

)
·
∞∏
j=1

(
1− π2

2

(
1

3j
+

1

9j+2

)2
)

= c.

Матимемо, що Lξ > c ≈ 0, 3909693738 > 0.

Таким чином, можна зробити висновок, що ξ не є мiрою Райхмана [23],

бо Lξ 6= 0. Розподiл випадкової величини за своїми властивостями не є

близьким до абсолютно неперервних розподiлiв.

В загальнiй постановцi задачi випадкова неповна сума ряду (2.1) мо-

же мати дискретний, абсолютно неперервний або сингулярний розподiл, в

залежностi вiд параметрiв u1, u2, p, s та ймовiрностей p0k, p1k.
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2.6. Про один клас узагальнених послiдовностей Фiбоначчi

та ряди, що з ними пов’язанi

Серед усiх узагальнених послiдовностей Фiбоначчi варто видiлити один

клас послiдовностей для яких формула загального члена має особливий

вигляд. Це такi послiдовностi для яких p2 + 4s = 0. Розв’яжемо для такого

класу послiдовностей задачi, якi розглядалися у параграфах 2.1 - 2.5.

Введемо до розгляду ряд

u1 + u2 +
∞∑
n=1

un+2, де un+2 = pun+1 −
p2

4
un, n ∈ N, (2.13)

тобто ряд, членами якого є елементи узагальненої послiдовностi Фiбоначчi,

для якої виконується умова p2 + 4s = 0.

Теорема 2.11. Для загального члена ряду (2.13) справедлива насту-

пна рiвнiсть

un =
(p

2

)n−1
(
u1 + (n− 1)

(
2u2

p
− u1

))
, n ∈ N. (2.14)

Доведення. Задача знаходження загального члена ряду (2.13) рiвно-

сильна задачi розв’язання однорiдного рiзницевого рiвняння другого по-

рядку [78]

y (x+ 2)− py (x+ 1) +
p2

4
y (x) = 0. (2.15)

Характеристичне рiвняння даного рiзницевого рiвняння має вигляд

λ2 − pλ+
p2

4
= 0. (2.16)

Число p
2 є кратним коренем характеристичного рiвняння. Функцiї y1(x) =(

p
2

)x та y2(x) = x
(
p
2

)x є розв’язками рiвняння (2.15). Отже, загальний

розв’язок можна записати як функцiю

y (x) =
(p

2

)x−1

(c1(x− 1)+c2) ,
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а враховуючи початковi умови c1y1 (1) + c2y2 (1) = u1,

c1y1 (2) + c2y2 (2) = u2,

можна знайти сталi c1 та c2. Матимемо

c1 = u1 та c2 =
2u2 − u1p

p
.

Таким чином, загальний член ряду (2.13) матиме вигляд

un =
(p

2

)n−1
(
u1 + (n− 1)

(
2u2

p
− u1

))
, n ∈ N.

Наслiдок 2.4. Для членiв ряду (2.13) має мiсце рiвнiсть

lim
n→∞

un+1

un
=
p

2
.

Доведення. Використовуючи формулу (2.14), шукану границю можна

записати наступним чином

lim
n→∞

un+1

un
= lim

n→∞

(
p
2

)n (
u1 + n

(
2u2
p − u1

))
(
p
2

)n−1
(
u1 + (n− 1)

(
2u2
p − u1

)) =

=
p

2
· lim
n→∞

u1 + n
(

2u2
p − u1

)
u1 + (n− 1)

(
2u2
p − u1

) =
p

2
.

Наслiдок 2.5. Для членiв ряду (2.13) має мiсце рiвнiсть

lim
n→∞

un+k

un
=
(p

2

)k
,∀k ∈ N.

Теорема 2.12. Для збiжностi ряду (2.13) необхiдно i достатньо, щоб

виконувалася умова

−2 < p < 2 або u1 = u2 = 0. (2.17)
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Доведення. Необхiднiсть. Якщо ряд (2.13) збiгається, то його n-й член,

вираз якого дає рiвнiсть (2.14), прямує до нуля. Тодi

u1 + (n− 1)

(
2u2

p
− u1

)
= 0 або lim

n→∞

(p
2

)n−1

= 0.

Перша рiвнiсть має мiсце тодi i тiльки тодi, коли u1 = u2 = 0, а друга —

коли
∣∣p

2

∣∣ < 1, тобто −2 < p < 2.

Достатнiсть. При умовi u1 = u2 = 0 всi члени ряду є нулями. Тому ряд

очевидно збiгається. При умовi −2 < p < 2 з виразу (2.14) n-ого члену

ряду маємо

lim
n→∞

|un+1|
|un|

=
∣∣∣p
2

∣∣∣ < 1,

Тому ряд є абсолютно збiжним, згiдно з теоремою Д’Аламбера.

Зауваження 2.3. Тривiальний випадок u1 = u2 = 0 виключимо з подаль-

шого розгляду.

Лема 2.5. Якщо ряд (2.13) збiжний, то
∞∑
n=1

un = r =
u1(1− p) + u2(

1− p
2

)2 . (2.18)

Доведення. Використовуючи рiвнiсть (2.14), можна записати наступне

r =
∞∑
n=1

un =
∞∑
n=1

(p
2

)n−1
(
u1 + (n− 1)

(
2u2

p
− u1

))
=

= u1

∞∑
n=1

(p
2

)n−1

+

(
2u2

p
− u1

) ∞∑
n=1

(n− 1)
(p

2

)n−1

=

=
u1(

1− p
2

) +

(
2u2
p − u1

)
p
2(

1− p
2

)2 =
u1(1− p) + u2(

1− p
2

)2 .

Лема 2.6. Якщо ряд (2.13) збiжний, то

∞∑
n=k+1

un = rk =
uk+1 − p2

4 uk(
1− p

2

)2 . (2.19)
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Доведення. Нехай виконується умова леми. Використовуючи рiвнiсть

(2.14), можна записати наступне

rk =
∞∑

n=k+1

un = u1

∞∑
n=k+1

(p
2

)n−1

+

(
2u2

p
− u1

) ∞∑
n=k+1

(n− 1)
(p

2

)n−1

=

=
u1

(
p
2

)k
1− p

2

+

(
2u2
p − u1

)((
p
2

)k
k −

(
p
2

)k+1
(k − 1)

)
(
1− p

2

)2 −

−
u1

(
p
2

)k
k − u2

(
p
2

)k
(k − 1) + u1

(
p
2

)k+1
(k − 1)(

1− p
2

)2 =

=
u1

(
p
2

)k
+ u1

(
p
2

)k+1 − u2

(
p
2

)k−1
k(

1− p
2

)2 =

=

(
p
2

)k (
u1 + k

(
2u2
p − u1

))
−
(
p
2

)2 (p
2

)k−1 (
u1 + (k − 1)

(
2u2
p − u1

))
(
1− p

2

)2 =

=
uk+1 − p2

4 uk(
1− p

2

)2 .

Лема 2.7. Для ряду (2.13) iснує натуральний номер n0 такий, що

залишковий ряд
∞∑

n=n0

un = rn0−1, (2.20)

буде знакосталим (при p > 0) або знакопочереженим (при p < 0).

Доведення. З рiвностi (2.14) маємо

un = vn ·
(p

2

)n−1

, де vn =

(
u1 + (n− 1)

(
2u2

p
− u1

))
.

Легко бачити, що

lim
n→∞

vn = lim
n→∞

[
u1 + (n− 1)

(
2u2

p
− u1

)]
=

 +∞, якщо 2u2
p > u1,

−∞, якщо 2u2
p < u1.
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Це означає, що починаючи з деякого номера члени послiдовностi (vn)

будуть набувати лише додатних або лише вiд’ємних значень. Тому послi-

довнiсть (un) пiсля деякого номера n0 є знакосталою (при p > 0) або зна-

копочереженою (при p < 0).

Лема 2.8. Якщо ряд (2.13) збiжний, то

a =
∞∑
n=1

u2n−1 =
u1

(
1− 3p2

4

)
+ pu2(

1− p2

4

)2 . (2.21)

Доведення. Використавши формулу (2.14), можна записати наступне
∞∑
n=1

u2n−1 =
∞∑
n=1

(p
2

)2n−2
(
u1 + (2n− 2)

(
2u2

p
− u1

))
=

=
∞∑
n=1

u1

(p
2

)2n−2

+

(
2u2

p
− u1

) ∞∑
n=1

(2n− 2)
(p

2

)2n−2

=

=
u1

1− p2

4

+

p2

2

(
2u2
p − u1

)
(

1− p2

4

)2 =
u1 − p2

4 u1 + pu2 − p2

2 u1(
1− p2

4

)2 =

=
u1

(
1− 3p2

4

)
+ pu2(

1− p2

4

)2 .

Лема 2.9. Якщо ряд (2.13) збiжний, то

b =
∞∑
n=1

u2n =
u1

(
−2p3

8

)
+ u2

(
p2

4 + 1
)

(
1− p2

4

)2 . (2.22)

Доведення. Використавши формулу (2.14), можна записати наступне
∞∑
n=1

u2n =
∞∑
n=1

(p
2

)2n−1
(
u1 + (2n− 1)

(
2u2

p
− u1

))
=

=
∞∑
n=1

u1

(p
2

)2n−1

+

(
2u2

p
− u1

) ∞∑
n=1

(2n− 1)
(p

2

)2n−1

=
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=

(
p
2

)
u1

1− p2

4

+

(
p3

8 + p
2

)(
2u2
p − u1

)
(

1− p2

4

)2 =

=
u1

(
p
2

)
− u1

(
p3

8

)
+ u2

(
p2

4

)
− u1

(
p3

8

)
+ u2 − u1

(
p
2

)
(

1− p2

4

)2 =

=
u1

(
−2p3

8

)
+ u2

(
p2

4 + 1
)

(
1− p2

4

)2 .

З робiт [18, 19, 24] вiдомо, що множина неповних сум довiльного збi-

жного ряду є однiєю з чотирьох типiв: злiченною множиною, об’єднанням

вiдрiзкiв, множиною канторiвського типу або канторвалом.

У загальнiй постановцi задача про тополого-метричнi i фрактальнi вла-

стивостi множини неповних сум є складною. Це пов’язано, зокрема, з тим,

що взагалi кажучи ряд не є знакосталим та його члени не утворюють мо-

нотонну послiдовнiсть.

Далi розглянемо властивостi цилiндричних множин у випадку знакопо-

череженостi ряду (p < 0).

Властивiсть 10.

inf ∆c1c2...ck = inf ∆′c1c2...ck =


∑k

n=1 cnun + ak, якщо uk+1 < 0,∑k
n=1 cnun + bk, якщо uk+1 > 0,

sup ∆c1c2...ck = sup ∆′c1c2...ck =


∑k

n=1 cnun + bk, якщо uk+1 < 0,∑k
n=1 cnun + ak, якщо uk+1 > 0,

де

ak = uk+1 + uk+3 + ...+ uk+2n−1 + ... =
uk+1

(
1− 3p2

4

)
+ puk+2(

1− p2

4

)2 ,
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bk = uk+2 + uk+4 + ...+ uk+2n + ... =
uk+1

(
−2p3

8

)
+ uk+2

(
p2

4 + 1
)

(
1− p2

4

)2 .

У такому випадку цилiндричний вiдрiзок k-ого рангу з основою c1c2...ck

можна записати як

∆c1c2...ck =



[
k∑

n=1

cnun + ak,
k∑

n=1

cnun + bk

]
, якщо uk+1 < 0,[

k∑
n=1

cnun + bk,
k∑

n=1

cnun + ak

]
, якщо uk+1 > 0.

Властивiсть 11. Довжина вiдрiзка ∆c1c2...ck дорiвнює

|∆c1c2...ck| = |ak − bk| =

∣∣∣∣∣uk+2 − uk+1(p+ 1)(
1 + p

2

)2

∣∣∣∣∣ .
Властивiсть 12.

∆c1c2...ckck+1
⊂ ∆c1c2...ck, ck+1 ∈ {0, 1}.

Властивiсть 13.

∆c1c2...ck0

⋂
∆c1c2...ck1 =

=


[inf∆c1...ck1, sup∆c1...ck0] , якщо inf∆c1...ck1 < sup ∆c1...ck0 та uk+1 > 0,

[inf∆c1...ck0, sup∆c1...ck1] , якщо inf∆c1...ck0 < sup ∆c1...ck1 та uk+1 < 0,

∅, у iнших випадках.

Властивiсть 14. Для будь-якої послiдовностi (ck), ck ∈ {0, 1} має мiсце
рiвнiсть

∞⋂
k=1

∆c1c2...ck =
∞⋂
k=1

∆′c1c2...ck = x = ∆c1c2...ck....

Властивiсть 15.

∆ =
∞⋂
k=1

⋃
ci∈A,i=1,k

∆c1c2...ck, A ∈ {0, 1},

∆′c1c2...ck = ∆c1c2...ck ∩∆.
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Теорема 2.13. Якщо для ряду (2.13) виконується нерiвнiсть

1 6 |p| < 2, (2.23)

то ряд збiгається, а множина його неповних сум являє собою скiнченне

об’єднання вiдрiзкiв.

Доведення. Доведення проведемо для двох принципово рiзних випад-

кiв: 1 6 p < 2 та − 2 < p 6 −1.

Випадок 1: Нехай 1 6 p < 2. Тодi, за лемою 2.7, з деякого номера n0,

ряд стає знакосталим, тобто його можна представити у виглядi
∞∑
n=1

un =

n0∑
n=1

un +
∞∑

n=n0

un,

де
∞∑

n=n0

un — збiжний знакосталий ряд.

Без втрати загальностi будемо вважати, що ряд
∞∑

n=n0

un є знакододатним

збiжним рядом. Розглянемо для такого ряду величину

δn =
un
rn
, n > n0,

де un — n-ий член, а rn — вiдповiдно n-ий залишок ряду. Використовую-

чи рiвностi (2.14) та (2.19), можна встановити справедливiсть наступного

твердження

δn =
un
rn

=
un

un+1−p
2

4 un

(1−p2)
2

.

Використовуючи наслiдок 2.4 та враховуючи, що 1 6 p < 2, можна

записати наступне

δ = lim
n→∞

δn =
2− p
p
6 1.

Таким чином, нерiвнiсть rn 6 un для ряду (2.13) виконується лише для

скiнченного числа n. Звiдси, за теоремою 2.3, множина неповних сум ряду

буде являти собою скiнченне об’єднання вiдрiзкiв.
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Випадок 2: Нехай −2 < p < −1. Тодi за лемою 2.7 з деякого номера

n0 ряд стає знакопочереженим, тобто його можна представити у виглядi
∞∑
n=1

un =

n0∑
n=1

un +
∞∑

n=n0

un,

де
∞∑

n=n0

un — збiжний знакопочережений ряд. Без втрати загальностi будемо

вважати, що un0 > 0. Використовуючи властивостi цилiндричних множин

(властивостi 10, 11, 13) та леми 2.21 та 2.22, можна встановити наступне∣∣∣∆c1c2...ck0

⋂
∆c1c2...ck1

∣∣∣ =

=


bk+1 − uk+1 − ak+1, якщо bk+1 > uk+1 + ak+1 та uk+1 > 0,

ak+1 − uk+1 − bk+1, якщо ak+1 > uk+1 + bk+1 та uk+1 < 0,

0, у iнших випадках,

=

=



−uk+2−uk+1

(
1+p+p2

2

)
(1+p

2)
2 , якщо bk+1 > uk+1 + ak+1 та uk+1 > 0,

uk+2+uk+1

(
1+p+p2

2

)
(1+p

2)
2 , якщо ak+1 > uk+1 + bk+1 та uk+1 < 0,

0, у iнших випадках.

Перейшовши в останнiй рiвностi до границi при k →∞, отримаємо

lim
k→∞

∣∣∣∆c1c2...ck0

⋂
∆c1c2...ck1

∣∣∣ =


−(p+1)(p2+1)

(1+p
2)

2 lim
k→∞

uk+1, якщо uk+1 > 0,

(p+1)(p2+1)

(1+p
2)

2 lim
k→∞

uk+1, якщо uk+1 < 0.

Таким чином, пiсля деякого номера ñ0 цилiндричнi множини ∆c1c2...ck0

та ∆c1c2...ck1 матимуть не нулевий перетин, що i доводить ∆′ — скiнченне

об’єднання вiдрiзкiв.

Теорема 2.14. Якщо для ряду (2.13) виконується 0 < p < 1, то ряд

буде збiгатися, а множина його неповних сум буде:

1. досконалою;

2. нiде не щiльною;
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3. нульової мiри Лебега;

4. розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича

α0 =
1

1− log2 p
.

Доведення. Нехай 0 < p < 1. Тодi за лемою 2.7 з деякого номера n0 ряд

стає знакосталим, тобто його можна представити у виглядi
∞∑
n=1

un =

n0∑
n=1

un +
∞∑

n=n0

un,

де
∞∑

n=n0

un — збiжний знакосталий ряд.

Без втрати загальностi будемо вважати, що ряд
∞∑

n=n0

un є знакододатним

збiжним рядом. Розглянемо для такого ряду величину

δn =
un
rn
, n > n0,

де un — n-ий член, а rn — вiдповiдно n-ий залишок ряду. Використовую-

чи рiвностi (2.14) та (2.19), можна встановити справедливiсть наступного

вiдношення

δn =
un
rn

=
un

un+1−p
2

4 un

(1−p2)
2

.

Використовуючи наслiдок 2.4 та враховуючи, що 0 < p < 1, можна

записати наступне

δ = lim
n→∞

δn =
2− p
p

> 1.

Таким чином, нерiвнiсть rn > un для ряду (2.13) виконується лише для

скiнченного числа n. Звiдси, за теоремою 2.3, множина неповних сум ряду

буде досконалою та нiде не щiльною.

Згiдно наслiдку 2.3 розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича множини непов-

них сум буде обчислюватися за формулою:

α0 (A) = log2
−1 (δ + 1) = log2

−1

(
2− p
p

+ 1

)
= log2

−1

(
2

p

)
=

1

1− log2 p
.
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Розв’яжемо задачу про розподiл випадкової неповної суми ряду (2.13)

як це було зроблено у роздiлi 2.5. Отже, розглянемо випадкову величину

ξ, що задається наступним чином

ξ =
∞∑
k=1

ξkuk, (2.24)

де ξk — послiдовнiсть незалежних випадкових величин з розподiлами ймо-

вiрностей: P{ξk = 0} = p0k > 0, P{ξk = 1} = p1k > 0, p0k + p1k = 1, а
∞∑
k=1

uk

— збiжний ряд (2.13).

Теорема 2.15. Якщо M = 0, а для послiдовностi (un) виконується

умова 0 < p < 1, то випадкова величина ξ має чисто сингулярний розпо-

дiл канторiвського типу.

Доведення. При M = 0 випадкова величина ξ за теоремою П. Левi має

неперервний розподiл. Множина неповних сум ряду
∞∑
n=1

un, згiдно теореми

2.14, є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега. Оскiльки спектр

випадкової величини Sξ є пiдмножиною множини неповних сум ряду (2.13),

то його мiра Лебега також дорiвнює нулю. Отже, випадкова величина ξ має

сингулярний розподiл канторiвського типу.



85

Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi вивчається система числення, твiрним елементом якої є

нескiнченно мала знакододатна узагальнена послiдовнiсть Фiбоначчi (an).

Доведено, що довiльне дiйсне число x ∈ [0, r], де r = u1(1−p)+u2
1−p−s , може бу-

ти представленим неповною сумою ряду
∑
an. Таку систему представлення

чисел ми означили як Fg-представлення. Дослiджено властивостi цилiндри-

чних множин, що вiдповiдають такому представленню, вивчено специфiку

їх перекриттiв. Розв’язана задача про кiлькiсть рiзних Fg-зображеннь дiй-

сного числа, встановлено, що майже всi (у розумiннi мiри Лебега) точки

вiдрiзка мають континуальну кiлькiсть рiзний Fg-зображень.

Також вивчаються випадковi величини типу Джессена-Вiнтнера (ви-

падковi неповнi суми), що пов’язанi з Fg-зображенням. Дослiджується по-

ведiнка модуля характеристичної функцiї однiєї випадкої неповної суми на

нескiнченностi, встановлено, що вона не є мiрою Райхмана (Lξ 6= 0).
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РОЗДIЛ 3

ПОСЛIДОВНIСТЬ ЧИСЕЛ ЯКОБСТАЛЯ-ЛЮКА ТА ЇЇ

ЗАСТОСУВАННЯ ДЛЯ ДОСЛIДЖЕННЯ ОБ’ЄКТIВ ЗI

СКЛАДНОЮ ЛОКАЛЬНОЮ БУДОВОЮ

У цьому роздiлi вивчається одна узагальнена послiдовнiсть Фiбоначчi,

яка має назву послiдовнiсть Якобсталя-Люка (Jn). Зокрема, розглядається

ряд, члени якого є оберненими до елементiв послiдовностi (Jn), дослiджу-

ються його властивостi.

Вивчається представлення дiйсних чисел за допомогою послiдовностi

чисел Якобсталя-Люка, встановлюються його властивостi, дослiджується

геометрiя. Також вивчаються об’єкти зi складною локальною будовою, що

безпосередньо пов’язанi з J−представлення чисел.

3.1. Послiдовнiсть чисел Якобсталя-Люка

Деякi частковi випадки узагальнених послiдовностей Фiбоначчi вивча-

лися у роботах [25, 65]. Одним iз цiкавих випадкiв (при u1 = p = 2, u2 =

s = 1) є послiдовнiсть чисел Якобcталя-Люка.

Означення 3.1. Послiдовнiсть дiйсних чисел (Jn) ≡ (Jn)
∞
n=1, яка має

властивiсть

Jn+2 = Jn+1 + 2Jn, (3.1)

де J1 = 2, J2 = 1 називатимемо послiдовнiстю Якобсталя-Люка.

Враховуючи (3.1), можна записати першi члени послiдовностi

(Jn) = (2, 1, 5, 7, 17, 31, 65, ...Jn, ...) .



87

Теорема 3.1. Для загального члена послiдовностi Якобсталя-Люка

має мiсце рiвнiсть

Jn = 2n−1 + (−1)n−1. (3.2)

Доведення. Задача знаходження загального члена послiдовностi (Jn)

рiвносильна задачi розв’язання однорiдного рiзницевого рiвняння другого

порядку [78]

y (x+ 2)− y (x+ 1)− 2y (x) = 0. (3.3)

Характеристичне рiвняння даного рiзницевого рiвняння має вигляд

λ2 − λ− 2 = 0. (3.4)

Числа 2 та -1 є коренями характеристичного рiвняння. Функцiї y1(x) =

2x та y2(x) = (−1)x є розв’язками рiвняння (3.3). Отже, загальний розв’я-

зок можна записати як функцiю

y (x) = c12
x−1 + c2(−1)x−1,

а враховуючи початковi умови c1y1 (1) + c2y2 (1) = 2,

c1y1 (2) + c2y2 (2) = 1,

можна знайти сталi c1 та c2. Матимемо c1 = c2 = 1.

Таким чином, загальний член послiдовностi Якобсталя-Люка матиме

вигляд

Jn = 2n−1 + (−1)n−1.

Теорема 3.2. Для суми перших k членiв послiдовностi Якобсталя-

Люка справедлива рiвнiсть

k∑
n=1

Jn =

 2k, якщо k − непарне,

2k − 1, якщо k − парне.
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Доведення. Використовуючи рiвнiсть (3.2), шукану суму можна запи-

сати наступним чином

k∑
n=1

Jn = 2k−1 + (−1)k−1 + 2k−2 + (−1)k−2 + · · ·+ 22 − 1 + 21 + 1 + 20 − 1 =

=
(
2k−1 + 2k−2 + 2k−3 + · · ·+ 22 + 21 + 20

)
+ 1− 1 + 1− 1 + . . .︸ ︷︷ ︸

k

=

= 2k − 1 + 1− 1 + 1− . . .︸ ︷︷ ︸
k+1

=

 2k, якщо k − непарне,

2k − 1, якщо k − парне.

Наслiдок 3.1. Для членiв послiдовностi (Jn) справедлива рiвнiсть

k∑
n=1

Jn =

 Jk+1 + 1, якщо k − непарне,

Jk+1 − 2, якщо k − парне.

Теорема 3.3. Для суми перших k непарних членiв послiдовностi

Якобсталя-Люка має мiсце рiвнiсть

k+1
2∑

n=1

J2n−1 =
Jk+2 − 2

3
+
k + 1

2
.

Доведення. Використовуючи рiвнiсть (3.2), можна записати

k+1
2∑

n=1

J2n−1 = J1+J3+J5+...+Jk = (20+1)+(22+1)+(24+1)+...+(2k−1+1) =

=
(
20 + 22 + 24 + ...+ 2k−1

)
+
k + 1

2
=

1− 2k+1

1− 4
+
k + 1

2
=
Jk+2 − 2

3
+
k + 1

2
.

Теорема 3.4. Для суми перших k парних членiв послiдовностi (Jn)

має мiсце рiвнiсть
k
2∑

n=1

J2n =
2(Jk+1 − 2)

3
− k

2
.
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Доведення. Використовуючи рiвнiсть (3.2), можна записати

k
2∑

n=1

J2n = J2 +J4 +J6 + ...+Jk = (21−1)+(23−1)+(25−1)+ ...+(2k−1−1) =

=
(
21 + 23 + 25 + ...+ 2k−1

)
− k

2
=

2(1− 2k)

1− 4
− k

2
=

2(Jk+1 − 2)

3
− k

2
.

Теорема 3.5. Для суми квадратiв перших k членiв послiдовностi (Jn)

має мiсце рiвнiсть

k∑
n=1

J2
n =


J2k+1 + 2Jk+1 + 2

3
+ k, якщо k − непарне,

J2k+1 − 2Jk+1 + 2

3
+ k, якщо k − парне.

Доведення. Використовуючи рiвнiсть (3.2), можна записати

k∑
n=1

J2
n =

k∑
n=1

(20 + 1)2 + (21 − 1)2 + (22 + 1)2 + ...+ (2k−1 + (−1)k−1)2 =

= (20 + 22 + ...+ 22k−2) + 2(20 − 21 + 22 − 23 + ...+ (−2)k−1) + k =

=
1− 22k

1− 4
+2

1− (−2)k

1− (−2)
+k =


J2k+1 + 2Jk+1 + 2

3
+ k, якщо k − непарне,

J2k+1 − 2Jk+1 + 2

3
+ k, якщо k − парне.

Теорема 3.6. Для членiв послiдовностi Якобсталя-Люка має мiсце

рiвнiсть

k∑
n=1

(−1)n−1Jn =


−Jk+1 + 2

3
+ k, якщо k − парне,

Jk+1 + 2

3
+ k, якщо k − непарне.

Доведення. Використовуючи рiвнiсть (3.2), можна записати наступне

k∑
n=1

(−1)n−1Jn = J1 − J2 + J3 − J4 + ...+ (−1)k−1Jk =
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= (20 + 1)− (21 − 1) + (22 + 1)− ...+ (−1)k−1(2k−1 + (−1)k−1) =

= (20 − 21 + 22 − ...+ (−2)k−1) + k =

=
1− (−2)k

1− (−2)
+ k =


−Jk+1 + 2

3
+ k, якщо k − парне,

Jk+1 + 2

3
+ k, якщо k − непарне.

3.2. Ряд обернених чисел Якобсталя-Люка та його

властивостi

Розглянемо ряд обернених чисел Якобсталя-Люка
∞∑
n=1

J−1
n =

∞∑
n=1

1

Jn
=

1

2
+

1

1
+

1

5
+

1

7
+ ...+

1

Jn
+ . . . . (3.5)

Формула (3.2), загального члена послiдовностi (Jn), дає вираз загаль-

ного члена ряду обернених чисел Якобсталя-Люка

J−1
n =

1

2n−1 + (−1)n−1
. (3.6)

Розглянутий ряд є збiжним, знакодатним, члени його (починаючи з дру-

гого номера) утворюють монотонно спадну послiдовнiсть. Бiльше того, з

[36] (узагальнено в [30]) вiдомо, що нескiнченна сума виду
∞∑
n=1

tn

Aαn +Bβn
,

при цiлих параметрах α, β та умовах A · B 6= 0, |α| > |t|, |A · B · t2| < |α|
є iррацiональним числом. Звiдси сума ряду (3.5) також є iррацiональним

числом.

Лема 3.1. Для ряду (3.5) справедливi наступнi нерiвностi un > rn, якщо n− парне,

un < rn, якщо n− непарне.
(3.7)
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Доведення. Спочатку доведемо першу частину нерiвностi. Використо-

вуючи рiвнiсть (3.6), для парних номерiв n, можна записати наступне

un =
1

2n−1 − 1
,

Оскiльки,
1

2k + 1
+

1

2k+1 − 1
<

1

2k
+

1

2k+1

для будь-якого k ∈ N , то

rn =
1

2n + 1
+

1

2n+1 − 1
+

1

2n+2 + 1
+ · · · < 1

2n
+

1

2n+1
+

1

2n+2
+ · · · = 1

2n−1
.

Оскiльки, rn <
1

2n−1
<

1

2n−1 − 1
= un, то un > rn для парних номерiв n.

Доведемо другу частину нерiвностi. Для непарних номерiв n, рiвнiсть

(3.2) записується у виглядi

un =
1

2n−1 + 1
.

Оскiльки,
1

2k − 1
+

1

2k+1 + 1
>

1

2k
+

1

2k+1

для будь-якого k ∈ N , то

rn =
1

2n − 1
+

1

2n+1 + 1
+

1

2n+2 − 1
+ · · · > 1

2n
+

1

2n+1
+

1

2n+2
+ · · · = 1

2n−1
.

В силу того, що rn >
1

2n−1
>

1

2n−1 + 1
= un, можна зробити висновок

про справедливiсть нерiвностi un < rn для непарних номерiв n.

Лема 3.2. Для залишкiв ряду (3.5) справедливi наступнi оцiнки
1

2n + 1
+

1

2n
< rn <

1

2n−1
, якщо n− парне,

1

2n−1
< rn <

1

2n − 1
+

1

2n
, якщо n− непарне.

(3.8)

Доведення. Для парного номера n справедливо наступне

rn =
1

2n + 1
+

1

2n+1 − 1
+ · · ·+ 1

2n+k + (−1)n+k
+ · · · <
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<
1

2n
+

1

2n+1
+ · · ·+ 1

2n+k
+ · · · = 1

2n−1
.

З iншого боку

rn >
1

2n + 1
+

[
1

2n+1
+

1

2n+2
+ · · ·+ 1

2n+k+1
+ . . .

]
=

1

2n + 1
+

1

2n
.

Таким чином, для парного номера n має мiсце оцiнка

1

2n + 1
+

1

2n
< rn <

1

2n−1
.

Для непарного номера n справедливо наступне

rn =
1

2n − 1
+

1

2n+1 + 1
+ · · ·+ 1

2n+k + (−1)n+k
+ · · · >

>
1

2n
+

1

2n+1
+ · · ·+ 1

2n+k
+ · · · = 1

2n−1
.

З iншого боку

rn <
1

2n − 1
+

[
1

2n+1
+

1

2n+2
+ · · ·+ 1

2n+k+1
+ . . .

]
=

1

2n − 1
+

1

2n
.

Таким чином, для непарного номера n має мiсце оцiнка

1

2n−1
< rn <

1

2n − 1
+

1

2n
.

Лема 3.3. Для довiльного непарного номера n, справедлива наступна

нерiвнiсть:

un < un+1 + un+2 + · · ·+ u2n.

Доведення. Використовуючи рiвнiсть (3.2), можна записати наступне

un − un+1 − · · · − u2n =
1

2n−1 + 1
− 1

2n − 1
− · · · − 1

22n−1 − 1
<

<
1

2n−1 + 1
− 1

2n
− · · · − 1

22n−1
=

1

2n−1 + 1
− 1

2n−1
+

1

22n−1
=

=
22n−1 − 2n(2n−1 + 1) + (2n−1 + 1)

22n−1(2n−1 + 1)
=
−2n + 2n−1 + 1

22n−1(2n−1 + 1)
< 0.



93

Лема 3.4. Для довiльного непарного номера n, справедлива наступна

нерiвнiсть:

un > un+1 + un+2 + · · ·+ u2n−2.

Доведення. Використовуючи рiвнiсть (3.2), можна записати наступне

un − un+1 − · · · − u2n−2 =
1

2n−1 + 1
− 1

2n − 1
− · · · − 1

22n−3 − 1
>

>
1

2n−1 + 1
− 1

2n − 1
− 1

2n−1
− · · · − 1

22n−3
=

=
1

2n−1 + 1
− 1

2n − 1
− 1

2n
+

1

22n−3
=

=
−22n−3 − 22n−3 + 22n−4 − 22n−3 + 2n−3 + 22n−1 − 2n−1 + 2n − 1

22n−3(2n−1 + 1)(2n − 1)
>

>
22n−1 − 3 · 22n−4

22n−3(2n−1 + 1)(2n − 1)
> 0.

У роботi [71] аналiзуються множини неповних сум збiжних знакодо-

датних рядiв для яких нерiвнiсть un 6 rn (un > rn) виконується лише

скiнченну кiлькiсть разiв. В свою чергу з [37] та [38] вiдомо, що множина

неповних сум збiжного знакододатного ряду є однiєю з трьох типiв: скiн-

ченним об’єднанням вiдрiзкiв, множиною канторiвського типу або кантор-

валом. Вiдомi на сьогоднi результати не дають вiдповiдi на питання про

тип та властивостi множини неповних сум ряду (3.5), оскiльки нерiвностi

un < rn та un > rn для такого ряду виконуються нескiнченну кiлькiсть

разiв.

Лема 3.5. Цилiндричнi множини, якi породженi рядом (3.5) володi-

ють наступними властивостями:

1.∆c1c2...ck =

[
k∑
i=1

ciui,

k∑
i=1

ciui + rk

]
;

2. |∆c1c2...ck| = rk → 0, for k →∞;

3.∆c1c2...ck ⊂ ∆c1c2...ck0

⋃
∆c1c2...ck1,
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∆′c1c2...ck = ∆′c1c2...ck0

⋃
∆′c1c2...ck1;

4. inf ∆c1c2...ck = inf ∆c1c2...ck0 < inf ∆c1c2...ck1,

sup ∆c1c2...ck = sup ∆c1c2...ck1 > sup ∆c1c2...ck0;

5.
∞⋂
k=1

∆c1c2...ck =
∞⋂
k=1

∆′c1c2...ck ≡ ∆c1c2...ck... = x ⊂ [0, r] ;

6.
|∆c1c2...ckc|
|∆c1c2...ck|

=
rk+1

rk+1 + uk+1
=

1

δk+1 + 1
, де δk+1 =

uk+1

rk+1
;

7.∆c1c2...ck = ∆s1s2...sk ↔ ci = si, i = 1, k;

8.Ok+1
c1...ck

(1, 0) = ∆c1c2...ck1

⋂
∆c1c2...ck0 =

=


[

k∑
n=1

cnun + un+1,
k∑

n=1

cnun + rn+1

]
, якщо k -парне,

∅, якщо k -непарне;
9. Для довiльного парного номера k справедливим є твердження

∆c1c2...ck1

⋂
∆c1c2...ck0 = ∆c1c2...ck10

⋂
∆c1c2...ck01;

10.Gk+1
c1...ck

(1, 0) = ∆c1c2...ck\
(

∆c1c2...ck1

⋃
∆c1c2...ck0

)
=

=


(

k∑
n=1

cnun + rn+1,

k∑
n=1

cnun + un+1

)
, якщо k-непарне,

∅, якщо k-парне;
11. Для довiльного натурального k > 2 справедливе твердження

Gk+2
c1...ck

(01, 00)
⋂

Gk+2
c1...ck

(10, 11) = ∅;

12. Для довiльного натурального k > 2 справедливе твердження(
Gk+2
c1...ck

(01, 00)
⋃

Gk+2
c1...ck

(10, 11)
)⋂

Ok+1
c1...ck

(1, 0) = ∅.

Поведiнка цилiндрiв 1-ого та 2-ого рангу вiдрiзняється вiд поведiнки

цилiндрiв наступних рангiв. Це спричинено тим, що u1 < u2, проте для

n > 2 виконується нерiвнiсть un > un+1. Враховуючи властивостi цилiн-

дричних множин, їх взаєморозмiщення можна проiлюструвати наступним

чином:
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Рис. 3.1. Цилiндричнi вiдрiзки 1-ого та 2-ого рангу

Рис. 3.2. Цилiндричнi вiдрiзки вищих рангiв

Лема 3.6. Для довiльного непарного n справедливi наступнi твердже-

ння

On
c1...cn−1

(0, 1) = ∆c1...cn−10 1...1︸︷︷︸
m

⋂
∆c1...cn−11 0...0︸︷︷︸

m

, при m < n− 2,

On
c1...cn−1

(0, 1) 6= ∆c1...cn−10 1...1︸︷︷︸
m

⋂
∆c1...cn−11 0...0︸︷︷︸

m

, при m > n.

Доведення. Використовуючи лему 3.4 та властивостi цилiндричних вiд-

рiзкiв можна легко показати, що при m = n− 2 (m < n− 2)

max ∆c1...cn−11 0...0︸︷︷︸
n−2

> maxOn
c1...cn−1

(0, 1),

min ∆c1...cn−10 1...1︸︷︷︸
n−2

< minOn
c1...cn−1

(0, 1).
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З iншого боку, враховуючи лему 3.3, при m = n (m > n) справедливi

наступнi нерiвностi

max ∆c1...cn−11 0...0︸︷︷︸
n

< maxOn
c1...cn−1

(0, 1),

min ∆c1...cn−10 1...1︸︷︷︸
n

> minOn
c1...cn−1

(0, 1),

що рiвносильно твердженню теореми.

Лема 3.7. Для довiльного не порожнього On+1
c1...cn

(0, 1) iснує натуральне

m та α1, . . . , αm, β1, . . . , βm, де αi ∈ {0, 1}, βi ∈ {0, 1}, i = 1,m такi, що

Gn+m+1
c1...cn1α1...αm

(0, 1)
⋂

Gn+m+1
c1...cn0β1...βm

(0, 1) ∈ On+1
c1...cn

(0, 1).

Доведення. Покажемо, що iснує такий натуральний номер m i такi чи-

сла α1, . . . , αm, β1 . . . , βm, де αi ∈ {0, 1} та βi ∈ {0, 1}, i = 1,m, що буде

виконуватися нерiвнiсть

minGn+m+1
c1...cn0β1...βm

< minGn+m+1
c1...cn1α1...αm

< maxGn+m+1
c1...cn0β1...βm

,

0 < un+1 +
m∑
i=1

(αi − βi)un+1+i < un+m+2 − rn+m+2.

Врахувавши, що un+1 < rn+1 можна зробити висновок про iснування

такого номера m̃ (m̃ > n+ 1) для якого

un+1 − un+2 − un+3 − · · · − un+m̃ < 0.

В свою чергу un+m+2−rn+m+2 > 0, звiдки слiдує, що iснуть числа α1, . . . , αm,

β1 . . . , βm, де αi ∈ {0, 1} та βi ∈ {0, 1}, i = 1,m для яких має мiсце нерiв-

нiсть

0 < un+1 +
m∑
i=1

(αi − βi)un+1+i < un+m+2 − rn+m+2.

Наслiдок 3.2. (Леми 5, 6) Будь-який перетин цилiндрiв непарного

рангу не може повнiстю належати множинi неповних сум ряду.
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Теорема 3.7. Множина неповних сум ряду обернених чисел Якобсталя-

Люка є:

1. досконалою;

2. нiде не щiльною;

3. додатної мiри Лебега.

Доведення. Легко довести, що множина всiх неповних сум довiльного

збiжного ряду є досконалою (замкненою, без iзольованих точок).

Позначимо через G суму довжин всiх щiлин виду Gn+1
c1...cn

(0, 1), якi утво-

рюються мiж цилiндрами парних рангiв. Таким чином, мiра Лебега мно-

жини неповних сум ряду не менше деякого числа

L(∆′) >
∞∑
n=1

un −G.

Використовуючи властивостi 10, 11, 12 цилiндричних множин, можна

записати наступне
∞∑
n=1

un −G =
∞∑
n=1

un − 3[u1 − r2]− 8[u4 − r4]− ...− 2 · 4n−1[u2n − r2n]− ... =

= 4u3−4u4 +12u5−20u6 +44u7− ...+un+2[2
2−23 +24− ...+(−2)n+1]+ ... =

=
∞∑
n=1

(
u2n+1 ·

4 + 22n+1

3
+ u2n+2 ·

4− 22n+2

3

)
=

∞∑
n=1

An.

Далi покажемо, що An > 0 для всiх n ∈ N . Дiйсно, враховуючи (3.6)

можна записати

An =
4 + 22n+1

3 (22n + 1)
+

4− 22n+2

3 (22n+1 − 1)
=

=
(4 + 22n+1)(22n+1 − 1) + (4− 22n+2)(22n + 1)

3(22n + 1)(22n+1 − 1)
=

=
4 · 22n+1 − 4 + 24n+2 − 22n+1 + 4 · 22n + 4− 24n+2 − 22n+2

3(22n + 1)(22n+1 − 1)
=

=
22n+1

(22n + 1)(22n+1 − 1)
> 0.
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Використовуючи наближенi обчислення можна встановити, що мiра Ле-

бега множини неповних сум ряду (3.5) не перевищує деякого додатнього

числа

L(∆′) >
100∑
n=1

22n+1

(22n + 1)(22n+1 − 1)
≈ 0, 3099984859... > 0.

Далi доведемо нiде не щiльнiсть множини неповних сум. Припустимо,

що iснує деякий вiдрiзок [a, b] ⊂ ∆′. Очевидно, що можна пiдiбрати такi

c1, c2, . . . , ck, що

a <
k∑

n=1

cnun < b, max{uk, rk} < b−
k∑

n=1

cnun.

Таким чином, iснуватиме деякий цилiндричний вiдрiзок ∆c1...ck , що нале-

жить [a, b].

Якщо k− непарне, то з властивостей цилiндричних множин випливає,

щоGk+1
c1...ck

(0, 1) ⊂ ∆c1...ck ⊂ [a, b]. Таким чином всерединi ∆c1...ck iснує деякий

вiдрiзок Gk+1
c1...ck

(0, 1), який не належить множинi неповних сум (вiдрiзку

[a, b]).

Якщо k− парне, то з властивостей цилiндричних множин випливає, що

Ok+1
c1...ck

(0, 1) ⊂ ∆c1...ck ⊂ [a, b]. Згiдно з лемами 4 та 5 перетин Ok+1
c1...ck

(0, 1) не

може повнiстю мiститися в множинi неповних сум (вiдрiзку [a, b]). Прихо-

димо до суперечностi.

3.3. J-представлення дiйсних чисел

Цiкавим є питання про можливiсть представлення дiйсних чисел за до-

помогою послiдовностi Якобсталя-Люка. Часто числа з деякого промiжку

представляють неповними сумами (пiдсумами) ряду, члени якого володi-

ють певною умовою однорiдностi. Проте представити числа з деякого про-

мiжку за допомогою неповних сум ряду (3.5) не можливо, бо множина усiх

неповних сум ряду є нiде не щiльною.
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Теорема 3.8. Для довiльного дiйсного числа x з вiдрiзка [0, S], де

S =
∞∑
n=1

2un+2, iснує послiдовнiсть (αn), αn ∈ {0, 1, 2} така, що

x = ∆J
α1α2α3...αn...

=
∞∑
n=1

αnun+2. (3.9)

Доведення. Очевидно, що множина всiх чисел x, для яких має мiсце

рiвнiсть (3.9), спiвпадає з множиною неповних сум ряду

∞∑
n=1

wn =
1

J3
+

1

J3
+

1

J4
+

1

J4
+

1

J5
+

1

J5
+ ...+

1

Jn+2
+

1

Jn+2
+ ... (3.10)

Загальний член ряду (3.10) можна виразити як

wn =


un+2 =

1

Jn+1
2 +2

, якщо n− непарне,

un+1 =
1

Jn
2 +2

, якщо n− парне.

Таким чином, для непарних n матиме мiсце рiвнiсть членiв ряду

wn = wn+1. Оскiльки, wn <
∞∑

k=n+1

wk для довiльного n, то з [71] вiдомо, що

множина неповних сум ряду (3.10) являє собою вiдрiзок. Отже, множина

чисел x, якi можна представити у виглядi (3.9), спiвпадає з вiдрiзком [0, S].

Подання числа x ∈ [0, S] у виглядi суми (3.9) будемо називатимемо

J−представленням (J−розкладом) цього числа. Символiчно будемо його

записувати як ∆J
α1α2...αn...

i називатимемо J−зображенням дiйсного числа

x. При цьому αk називатимемо k−ою цифрою J−зображення числа.

Наслiдок 3.3. Для довiльного дiйсного числа x ∈ [0, S] iснує L ⊆ N

таке, що має мiсце розклад

x = 4w
α1α2α3...αn...

=
∞∑
n=1

αnwn =
α1

J3
+
α2

J3
+
α3

J4
+
α4

J4
+ · · ·+ αn

Jn+1
2 +2

+
αn+1

Jn
2 +2

+ . . . ,

(3.11)
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де

αn =

 1, при k ∈ L,
0, при k ∈ N\L.

Алгоритм представлення дiйсного числа x у виглядi (3.11) можна зада-

ти наступним чином: Нехай x ∈ [0, S]. Якщо x = S, то L = N i теорему

доведено.

Якщо 0 < x < S, то очевидно, що iснує k1 ∈ N таке, що

1

Jk1
6 x <

1

Jk1−1

i буде виконуватися нерiвнiсть

0 6 x− 1

Jk1
= x1 <

1

Jk1−1
− 1

Jk1
.

Звiдки отримаємо, що

x =
1

Jk1
+ x1, (3.12)

де x1 ∈
[
0, 1

Jk1−1
− 1

Jk1

)
. У випадку x1 = 0 матимемо, що x = 1

Jk1
i рiвнiсть

(3.11) доведена. Якщо x1 > 0, то iснує k2 ∈ N таке, що

1

Jk2
6 x1 <

1

Jk2−1
,

причому, k2 > k1 (послiдовнiсть ( 1
Jn

) є спадною). Таким чином,

0 6 x1 −
1

Jk2
= x2 <

1

Jk2−1
− 1

Jk2
.

Матимемо, що x1 = 1
Jk2

+ x2, де x2 ∈
[
0, 1

Jk2−1
− 1

Jk2

)
.

Пiдставивши x1 у рiвнiсть (3.12) отримаємо наступну тотожнiсть

x =
1

Jk1
+

1

Jk2
+ x2.

Якщо x2 = 0, то x = 1
Jk1

+ 1
Jk2
. Якщо ж x2 > 0, то iснує k3 > k2, k3 ∈ N

таке, що
1

Jk3
6 x <

1

Jk3−1
.
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Здiйснюючи аналогiчнi мiркування, можна знайти x3, x4, x5....

Якщо на деякому n−ому кроцi

xn = xn−1 −
1

Jkn
= 0,

то розклад (3.11) знайдено:

x =
1

Jk1
+

1

Jk2
+ ...+

1

Jkn
.

Якщо ж такого скiнченного n не знайдеться, то

0 < xn = xn−1 −
1

Jkn
<

1

Jkn−1
− 1

Jkn

та iснує kn+1 > kn, kn+1 ∈ N таке, що

1

Jkn+1

6 xn <
1

Jkn+1−1
.

Звiдки матимемо, що

0 6 xn −
1

Jkn+1

= xn+1 <
1

Jkn+1−1
− 1

Jkn+1

i

x =
1

Jk1
+

1

Jk2
+ ...+

1

Jkn+1

+ xn+1.

Враховуючи, що
1

Jkn+1−1
− 1

Jkn+1

→ 0,

а отже, xn+1 → 0 (при n → ∞) i розклад (3.11) буде iснувати (нескiнчен-

ний).

Зв’язок мiж цифрами представлення (3.9) та (3.11) встановлюється як

∆w
α1α2α3α4...αn...

= ∆J
(α1+α2)(α3+α4)...(αn+αn+1)....

Означення 3.2. Цилiндром k -ого рангу з основою c1c2 . . . ck, де ci ∈
{0, 1, 2}, називається множина ∆′c1c2...ck , яка мiстить всi неповнi суми ряду

(3.5) виду
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k∑
n=1

cnun +
∞∑

n=k+1

εnun, де εn ∈ {0, 1, 2} .

Означення 3.3. Цилiндричним вiдрiзком рангу k з основою c1c2 . . . ck

називається вiдрiзок

∆c1c2...ck =
[
inf ∆′c1c2...ck, sup ∆′c1c2...ck

]
.

В залежностi вiд (un) i набору c1c2 . . . ck можливi випадки, коли ∆′c1c2...ck

i ∆c1c2...ck спiвпадають та не спiвпадають, але завжди ∆′c1c2...ck ⊂ ∆c1c2...ck .

Безпосередньо з означення слiдує, що цилiндричний вiдрiзок має наступний

вигляд:

∆J
c1c2...ck

=

[
k∑
i=1

ci
Jn+2

,

k∑
i=1

ci
Jn+2

+
∞∑

i=k+1

2

Ji+2

]
.

Лема 3.8. Цилiндричнi множини, що вiдповiдають J-зображенню ма-

ють наступнi властивостi:

1.
∣∣∆J

c1c2...ck

∣∣ =
∞∑

i=k+1

2

Ji+2
→ 0, при k →∞;

2.∆J
c1c2...ck

⊃ ∆J
c1c2...ck0

⋃
∆J
c1c2...ck1

⋃
∆J
c1c2...ck2,

∆J ′

c1c2...ck
= ∆J ′

c1c2...ck0

⋃
∆J ′

c1c2...ck1

⋃
∆J ′

c1c2...ck2;

3. inf ∆J
c1c2...ck

= inf ∆J
c1c2...ck0 < inf ∆J

c1c2...ck1 < inf ∆J
c1c2...ck2,

sup ∆J
c1c2...ck

= sup ∆J
c1c2...ck2 > sup ∆J

c1c2...ck1 > sup ∆J
c1c2...ck0;

4.
∞⋂
k=1

∆J
c1c2...ck

=
∞⋂
k=1

∆J ′

c1c2...ck
≡ ∆J

c1c2...ck...
= x ⊂

[
0,
∞∑
i=1

2

Ji+2

]
;

5.

∣∣∆J
c1c2...ckc

∣∣∣∣∆J
c1c2...ck

∣∣ =
2rk+3

2rk+3 + 2uk+3
=

1

1 + δk+3
, де δk =

uk
rk

;

6. ∆J
c1...ck0

⋂
∆J
c1...ck1 6= ∅, ∆J

c1...ck1

⋂
∆J
c1...ck2 6= ∅;

7. ∆J
c1...ck0

⋂
∆J
c1...ck2 6= ∅,

(
∆J
c1...ck0

⋂
∆J
c1...ck2

)
⊂ ∆J

c1...ck1;

8. ∆J
c1...c2k0

⋂
∆J
c1...c2k2 6= ∅;

9. ∆J
c1...c2k−10

⋂
∆J
c1...c2k−12 = ∅;



103

Враховуючи описанi вище властивостi цилiндричних вiдрiзкiв, що по-

родженi J-представленням дiйсних чисел, їх взаєморозмiщення можна про-

iлюструвати наступним чином:

Рис. 3.3. Поведiнка цилiндричних вiдрiзкiв непарного рангу

Рис. 3.4. Поведiнка цилiндричних вiдрiзкiв парного рангу

Очевидно, що кiнцi вiдрiзку [0, S] мають єдине J−представлення, якi
мають вигляд 0 = ∆J

00...0... та S = ∆J
11...1.... В рiзних системах представлення

числа можуть мати скiнченну, злiченну або континуальну кiлькiсть рiзних

зображень.

Теорема 3.9. Кожне дiйсне число x з iнтервалу (0, S) має контину-

альну кiлькiсть рiзних J-представлень.

Доведення. Нехай x ∈ (0, S). Очевидно, iснує набiр чисел α1, α2, . . . α2k,

αi ∈ {0, 1, 2}, i = 1, 2k такий, що

2k∑
i=1

αiai + a2k+1 6 x 6
2k∑
i=1

αiai + a2k+1 + 2r2k+1.
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Iншими словами, iснує цилiндричний вiдрiзок непарного рангу ∆J
α1,α2,...α2k1,

який мiстить x. Згiдно з лемою 3.8 (властивiсть 6, 7) x ∈ ∆J
c1...c2k0

⋂
∆J
c1...c2k1

або x ∈ ∆J
c1...c2k1

⋂
∆J
c1...c2k2. Без втрати загальностi будемо вважати, що

x ∈ ∆J
c1...c2k0

⋂
∆J
c1...c2k1. Таким чином, iснуватиме принайнi два рiзних J−

представлення числа x.

В свою чергу iснуватиме послiдовнiсть чисел β1, β2, . . . β2m−1,

βi ∈ {0, 1, 2}, i = 1, 2m− 1 така, що

2k∑
i=1

αiai + a2k+1 +
2m−1∑
i=1

βia2k+1+i + a2k+2m+1 6 x,

x 6
2k∑
i=1

αiai + a2k+1 + 2r2k+1 +
2m−1∑
i=1

βia2k+1+i + a2k+2m+1 + 2r2k+2m+1.

Всерединi цилiндра ∆J
c1...c2k1 iснує цилiндр непарного рангу ∆J

c1...c2k0β1...β2m−11,

який мiстить x. За лемою 3.8 x ∈ ∆J
c1...c2k0β1...β2m−10

⋂
∆J
c1...c2k0β1...β2m−11 або

x ∈ ∆J
c1...c2k0β1...β2m−11

⋂
∆J
c1...c2k0β1...β2m−12.Таким чином, iснуватиме принайнi

22 рiзних J−представлення числа x.

Повторюючи вищезгадану процедуру n разiв приходимо до висновку,

що iснує 2n цилiндричних вiдрiзкiв з рiзними основами, якi мiстять x. Як

наслiдок, x матиме 2n рiзних J−представлень.

3.4. Множин чисел з обмеженнями на вживання символiв

Кожна система представлення дiйсних чисел має свою геометрiю та вла-

стивостi, що породжують складнi математичнi об’єкти. J−представлення
можна використати для конструювання множин, якi володiють цiкавими i

нетривiальними властивостями.

Теорема 3.10. Множина усiх чисел з вiдрiзка [0, S], J−зображення

яких має вигляд ∆α1α1α2α2...αnαn..., де αn ∈ {0, 1}, є множиною:

1. досконалою;
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2. нiде не щiльною;

3. нульової мiри Лебега;

4. розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича якої рiвна
1

2
.

Доведення. Числа J−зображення яких має вигляд ∆α1α1α2α2...αnαn..., де

αn ∈ {0, 1}, можна записати як

x = α1

(
1

J3
+

1

J4

)
+ α2

(
1

J5
+

1

J6

)
+ · · ·+ αn

(
1

J2n+1
+

1

J2n+2

)
+ . . . ,

Приходимо до висновку, що множина таких чисел спiвпадає з множиною

неповних сум пiдряду
∞∑
n=1

vn =
∞∑
n=1

(u2n+1 + u2n+2) =
∞∑
n=1

(
1

J2n+1
+

1

J2n+2

)
. (3.13)

Оскiльки, uk >
∞∑

n=k+1

un для парних номерiв k, то vk >
∞∑

n=k+1

vn для до-

вiльних k. З [71] вiдомо, що множина неповних сум такого ряду є замкне-

ною, нiде не щiльною множиною. Крiм того, вона є пiдмножиною множини

неповних сум ряду (3.5). Залишається вiдкритим питання про мiру Ле-

бега (розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича) множини неповних сум пiдряду
∞∑
n=1

vn.

Використовуючи рiвнiсть (3.2), можна записати наступне

vn = u2n+1 + u2n+2 =
1

22n + 1
+

1

22n+1 − 1
=

22n + 22n+1

(22n + 1) (22n+1 − 1)
.

Мiру Лебега множини неповних сум можна обчислити за формулою

λ(∆′v) = lim
n→∞

2nrvn,

де rvn =
∞∑

k=n+1

vk. Враховуючи, що rvn =
∞∑

k=n+1

vk =
∞∑

k=2n+3

uk = r2n+2 <
1

22n+1

(лема 3.8) справедливо записати наступне

λ(∆′v) < lim
n→∞

2n

22n+1
= 0.
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Таким чином, приходимо до висновку про нульмiрнiсть за Лебегом мно-

жини неповних сум ряду (3.16). Знайдемо розмiрнiсть Гаусдорфа - Безико-

вича множини. Вiдомо, що

Hα(E) = lim
k→∞

2k(rvk)
α = lim

k→∞
2k(r2k+2)

α =

= lim
k→∞

(2r
α
k

2k+2)
k =


0, якщо 2r

α
k

2k+2 < 1,

1, якщо 2r
α
k

2k+2 = 1,

∞, якщо 2r
α
k

2k+2 > 1.

Розглянемо випадок 2r
α
k

2k+2 = 1. Матимемо

α(k) =
−k ln 2

ln r2k+2
.

Оскiльки, в останнiй рiвностi маємо залежнiсть вiд k, то зрозумiло, що

α = lim
k→∞

α(k) = lim
k→∞

−k ln 2

ln r2k+2
.

Згiдно з лемою 3.8

1

22k+2 + 1
+

1

22k+2
< r2k+2 <

1

22k+1
,

звiдки правильними є наступнi нерiвностi

ln

(
1

22k+2

)
< ln r2k+2 < ln

(
1

22k+1

)
,

ln 2

ln
(

1
22k+1

) < ln 2

ln r2k+2
<

ln 2

ln
(

1
22k+2

) ,
−k · ln 2

ln
(

1
22k+2

) < −k · ln 2

ln r2k+2
<
−k · ln 2

ln
(

1
22k+1

) ,
−k · ln 2

−(2k + 1) ln 2
<
−k · ln 2

ln r2k+2
<

−k · ln 2

−(2k + 2) ln 2
.

Обчислимо границi лiвої та правої частини нерiвностi. Матимемо

lim
k→∞

−k · ln 2

−(2k + 1) ln 2
=

1

2
та lim

k→∞

−k · ln 2

−(2k + 2) ln 2
=

1

2
.
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Тодi, за теоремою про границю промiжної послiдовностi, справедливою бу-

де наступна рiвнiсть

lim
k→∞

α(k) = lim
k→∞

−k · ln 2

ln r2k+2
=

1

2
.

Отже, розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича множини неповних сум ря-

ду (3.16) i як наслiдок множина тих чисел, яка фiгурує в формулюваннi

теореми рiвна
1

2
.

Теорема 3.11. Множина усiх чисел з вiдрiзка [0, S], J−зображення

яких має вигляд ∆α1α2α3...αn..., де αn ∈ {0, 1} (αn ∈ {0, 2}), є множиною:

1. досконалою;

2. нiде не щiльною;

3. додатної мiри Лебега.

Доведення. Множина усiх чисел, J−зображення яких має вигляд

∆α1α2α3...αn..., де αn ∈ {0, 1}, спiвпадає з множиною неповних сум ряду обер-

нених чисел Якобсталя-Люка (3.5). Вiдомо, що така множина є доскона-

лою, нiде не щiльною, додатньої мiри Лебега.

Числа, J−зображення яких має вигляд ∆α1α2α3...αn..., де αn ∈ {0, 2},
спiвпадає з множиною неповних сум ряду

x =
2

J3
+

2

J4
+

2

J5
+ · · ·+ 2

Jn+2
+ . . . ,

Така множина за своїми тополого-метричними властивостями є подiбною

(утворюється розтягом) до множини неповних сум ряду (3.5).

Теорема 3.12. Множина усiх чисел з вiдрiзка [0, S], J−зображення

яких має вигляд ∆α10α20α3...0αn0..., де αn ∈ {0, 1} (αn ∈ {0, 2}), є множиною:

1. досконалою;

2. нiде не щiльною;

3. нульової мiри Лебега;

4. розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича рiвнiй
1

2
.
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3.5. Канонiчне J−зображення числа

В попереднiх роздiлах встановлено, що кожне дiйсне число з iнтервала

(0, S) має континуальну кiлькiсть рiзних J−представлень. Виникає питан-
ня: "Якi обмеження досить накласти на вживання символiв алфавiту, щоб

кожне дiйсне число з вiдрiзка [0, S] мало єдине J−представлення ?"

Означення 3.4. J−представлення ∆J
f1(x)f2(x)...fn(x)... називається кано-

нiчним, якщо

f1(x) =


2, якщо 2u3 6 x,

1, якщо u3 6 x < 2u3,

0, якщо u3 > x,

fi(x) =



2, якщо
i−1∑
n=1

fn(x)un+2 + 2ui+2 6 x,

1, якщо
i−1∑
n=1

fn(x)un+2 + ui+2 6 x <
i−1∑
n=1

fn(x)un+2 + 2ui+2,

0, якщо
i−1∑
n=1

fn(x)un+2 + ui+2 > x,

2 6 i, i ∈ N.

Кожна точка x з вiдрiзка [0, S] має єдиний канонiчний J−розклад, що

безпосередньо випливає з його означення (алгоритму представлення). Сим-

волiчно канонiчне зображення будемо позначати x = ∆J∗
f1(x)f2(x)...fk(x)....

Теорема 3.13. Якщо ∆J∗
α1α2...αn...

— канонiчне зображення деякого чи-

сла x з вiдрiзка [0, S], то для довiльного натурального k:

1. α2k−1α2k 6= 02,

2. 021 6= α2kα2k+1α2k+2 6= 022,

3. α2k−1α2kα2k+1α2k+2 . . . α4k−2 6= 0β1β2β3 . . . β2k−1, βi ∈ {1, 2}, i =

1, 2k − 1.
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Необхiднi умови канонiчностi, якi фiгурують в теоремi, безпосередньо

випливають з нерiвностей (див. Лему 3.4), що виконуються для ряду (3.5)

u2k−1 < 2u2k, u2k < 2u2k+1 + u2k+2, u2k−1 < u2k + u2k+1 + · · ·+ u4k−2.

Для порiвняння двох дiйсних чисел a та b з вiдрiзка [0, S], якi заданi

своїми канонiчними J−розкладами, досить порiвняти їх першi не спiвпа-

даючi символи зображення. Бiльше того, числа a та b будуть рiвними тодi

i тiльки тодi, коли їх вiдповiднi J−символи спiвпадатимуть.

Варто зауважити, що якщо J−зображення деякого числа має перiод (0),

то воно є рацiональним. Якщо ж зображення числа має перiод (1) або (2),

то воно є iррацiональним, що беспосередньо випливає з iррацiональностi

сум виду
∞∑
n=m

J−1
n , де m – довiльне натуральне число (детальнiше див. [30]).

Враховуючи Лему 3.8 та означення канонiчного розкладу, можна вста-

новити наступнi базовi властивостi цилiндричних вiдрiзкiв, що вiдповiда-

ють канонiчному J−представленню:

1. ∆J∗
c1...cn0

⋃
∆J∗
c1...cn1

⋃
∆J∗
c1...cn2 = ∆J∗

c1...cn
= ∆J

c1...cn
;

2. ∆J∗
c1...cnα

⋂
∆J∗
c1...cnβ

= ∅, де α, β ∈ {0, 1, 2}, α 6= β;

3. inf ∆J∗
c1c2...ck

= inf ∆J∗
c1c2...ck0 < inf ∆J∗

c1c2...ck1 < inf ∆J∗
c1c2...ck2,

sup ∆J∗
c1c2...ck

= sup ∆J∗
c1c2...ck2 > sup ∆J∗

c1c2...ck1 > sup ∆J∗
c1c2...ck0;

4. |∆J∗
c1c2...ck−12| = 2rk+2, |∆J∗

c1c2...ck−10| = |∆J∗
c1c2...ck−11| = uk+2.

5.

∣∣∆J∗
c1c2...ck2

∣∣∣∣∣∆J∗
c1c2...ck−12

∣∣∣ =
rk+3

rk+2
=

2rk+3

2rk+3 + 2uk+3
=

1

1 + δk+3
, де δk =

uk
rk
,∣∣∆J∗

c1c2...ckα

∣∣∣∣∣∆J∗
c1c2...ck−1β

∣∣∣ =
uk+3

uk+2
=
Jk+2

Jk+3
, де α, β ∈ {0, 1}.
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3.6. Деякi застосування J-представлення дiйсних чисел

Розглянемо випадкову величину ξ, що задається наступним чином

ξ =
∞∑
k=1

ξk
Jk
, (3.14)

де ξk — послiдовнiсть незалежних випадкових величин з розподiлами:

P{ξk = 0} = p0k > 0, P{ξk = 1} = p1k > 0, p0k + p1k = 1, а (Jn) —

послiдовнiсть чисел Якобсталя-Люка.

Властивостi випадкової величини ξ визначаються властивостями не-

скiнченної стохастичної матрицi ||pik|| та властивостями членiв ряду (3.5),

причому не залежить вiд суми r ряду (вважаючи, що еквiвалентнi розпо-

дiли мають однаковi властивостi). З теореми Джессена-Вiнтнера [20] ви-

пливає, що ξ має чистий розподiл (чисто дискретний, чисто абсолютно не-

перервний, або чисто сингулярний). Теорема Поля Левi [22] дає необхiднi

i достатнi умови дискретностi: випадкова величина ξ — дискретна тодi i

тiльки тодi, коли

M =
∞∏
k=1

max{p0k, p1k} > 0.

Розв’язання задачi про розподiл випадкової величини ξ пов’язане з до-

слiдженням властивостей спектра (мiнiмального замкненого носiя) розпо-

дiлу. Спектр розподiлу випадкової величини ξ є пiдмножиною множини

неповних сум числового ряду (3.5).

Теорема 3.14. Якщо p0(2m) · p1(2m) = 0,

p0(2m−1) · p1(2m−1) 6= 0,
або

 p0(2m) · p1(2m) 6= 0,

p0(2m−1) · p1(2m−1) = 0,

то випадкова величина ξ має сингулярний розподiл канторiвського типу,

розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича спектра якого дорiвнює
1

2
.
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Доведення. Доведення проведемо для першого випадку. Якщо виконує-

ться p0(2m) ·p1(2m) = 0, p0(2m−1) ·p1(2m−1) 6= 0, то спектр випадкової величини

ξ спiвпадає з множиною неповних сум пiдряду

∞∑
n=1

tn =
1

J1
+

1

J3
+ · · ·+ 1

J2n−1
+ · · · =

∞∑
n=1

u2n−1. (3.15)

Неважко переконатися, що tk > rtk =
∞∑

n=k+1

tn для довiльних номерiв

k. Тодi згiдно [71] множина неповних сум ряду (3.15) є замкненою, нiде

не щiльною множиною. Використовуючи рiвнiсть (3.2), можна записати

наступне

tn =
1

4n−1 + 1
.

Мiру Лебега множини неповних сум можна обчислити за формулою

λ(∆′t) = lim
n→∞

2nrtn,

Враховуючи, що rtn =
∞∑

k=n+1

tk <
1

4n
+

1

4n+1
+ · · · = 1

3 · 4n−1
<

1

4n−1
справе-

длива наступна рiвнiсть

λ(∆′t) < lim
n→∞

2n

4n−1
= 0.

Таким чином, приходимо до висновку про нульмiрнiсть за Лебегом мно-

жини неповних сум ряду (3.15). Залишається вiдкритим питання про роз-

мiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича множини спектра. Вiдомо, що

Hα(E) = lim
k→∞

2k(rtk)
α = lim

k→∞
(2(rtk)

α
k )k =


0, якщо 2(rtk)

α
k < 1,

1, якщо 2(rtk)
α
k = 1,

∞, якщо 2(rtk)
α
k > 1.

Розглянемо випадок 2(rtk)
α
k = 1. Матимемо

α(k) =
−k ln 2

ln rtk
.
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Оскiльки, в останнiй рiвностi маємо залежнiсть вiд k, то зрозумiло, що

α = lim
k→∞

α(k) = lim
k→∞

−k ln 2

ln rtk
.

Справедлива нерiвнiсть
1

4k+1
< rtk <

1

4k−1
,

звiдки правильними є наступне

ln

(
1

4k+1

)
< ln rtk < ln

(
1

4k−1

)
,

ln 2

ln
(

1
4k−1

) < ln 2

ln rtk
<

ln 2

ln
(

1
4k+1

) ,
−k · ln 2

−(k − 1) · ln 4
<
−k · ln 2

ln rtk
<

−k · ln 2

−(k + 1) · ln 4
.

Обчислимо границi лiвої та правої частини нерiвностi. Матимемо

lim
k→∞

−k · ln 2

−(k − 1) · ln 4
=

1

2
та lim

k→∞

−k · ln 2

−(k + 1) · ln 4
=

1

2
.

Тодi, за теоремою про границю промiжної послiдовностi, справедливою бу-

де наступна рiвнiсть

lim
k→∞

α(k) = lim
k→∞

−k · ln 2

ln rtk
=

1

2
.

Таким чином, розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича множини неповних

сум ряду (3.15) рiвна
1

2
.

Теорема 3.15. Якщо пари послiдовних незалежних випадкових вели-

чин (ξ2k−1ξ2k) набувають значення з множини {(0, 0), (1, 1)} з ймовiрно-

стями p0k > 0 та p1k > 0 вiдповiдно i
∞∏
k=1

max{p0k, p1k} = 0, то розподiл

випадкової величини ξ є сингулярним канторiвського типу, спектр якого

має розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича
1

2
при умовi, що матриця ‖pik‖

мiстить скiнченну кiлькiсть нулiв.
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Доведення. При виконаннi умови теореми випадкову величину ξ можна

записати як

ξ = η1

(
1

J1
+

1

J2

)
+ η2

(
1

J3
+

1

J4

)
+ · · ·+ ηn

(
1

J2n−1
+

1

J2n

)
+ . . . ,

де ηk — послiдовнiсть незалежних випадкових величин з розподiлами: P{ηk =

0} = p0k > 0, P{ηk = 1} = p1k > 0. Спектр такої випадкової величини спiв-

падає (включається) з множиною неповних сум пiдряду

∞∑
n=1

vn =
∞∑
n=1

(u2n−1 + u2n) =
∞∑
n=1

(
1

J2n−1
+

1

J2n

)
. (3.16)

Оскiльки, uk >
∞∑

n=k+1

un для парних номерiв k, то vk >
∞∑

n=k+1

vn для

довiльних k. З [71] вiдомо, що множина неповних сум такого пiдряду є

замкненою, нiде не щiльною множиною. Залишається вiдкритим питання

про мiру Лебега (розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича) множини неповних

сум пiдряду
∞∑
n=1

vn.

Використовуючи рiвнiсть (3.2), можна записати наступне

vn = u2n−1 + u2n =
1

22n−2 + 1
+

1

22n−1 − 1
=

22n−1 + 22n−2

(22n−2 + 1) (22n−1 − 1)
.

Мiру Лебега множини неповних сум можна обчислити за формулою

λ(∆′v) = lim
n→∞

2nrvn,

де rvn =
∞∑

k=n+1

vk. Враховуючи, що

rvn =
∞∑

k=n+1

vk =
∞∑

k=2n+1

uk <
1

22n−1

(див. лему 3.8) справедливо записати наступне

λ(∆′v) < lim
n→∞

2n

22n−1
= 0.
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Таким чином, приходимо до висновку про нульмiрнiсть за Лебегом мно-

жини неповних сум ряду (3.16). Вiдомо, що

Hα(E) = lim
k→∞

2k(rvk)
α =


0, якщо (rvk)

α
k < 1,

1, якщо (rvk)
α
k = 1,

∞, якщо (rvk)
α
k > 1.

Розглянемо випадок (rvk)
α
k = 1. Матимемо

α(k) =
−k ln 2

ln rvk
.

Оскiльки, в останнiй рiвностi маємо залежнiсть вiд k, то зрозумiло, що

α = lim
k→∞

α(k) = lim
k→∞

−k ln 2

ln rrvk
.

Згiдно з лемою 3.8

1

22k+2 + 1
+

1

22k+2
< rvk <

1

22k−1
,

звiдки правильними є наступнi нерiвностi

ln

(
1

22k+2

)
< ln rvk < ln

(
1

22k−1

)
,

ln 2

ln
(

1
22k−1

) < ln 2

ln rvk
<

ln 2

ln
(

1
22k+2

) ,
−k · ln 2

−(2k − 1) ln 2
<
−k · ln 2

ln rvk
<

−k · ln 2

−(2k + 2) ln 2
.

Обчислимо границi лiвої та правої частини нерiвностi. Матимемо

lim
k→∞

−k · ln 2

−(2k − 1) ln 2
=

1

2
та lim

k→∞

−k · ln 2

−(2k + 2) ln 2
=

1

2
.

Тодi, за теоремою про границю промiжної послiдовностi, справедливою бу-

де наступна рiвнiсть

lim
k→∞

α(k) = lim
k→∞

−k · ln 2

ln rvk
=

1

2
.

Отже, розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича множини неповних сум ряду

(3.16) рiвна
1

2
.
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Висновки до роздiлу 3

У роздiлi вивчається одна знакододатна узагальнена послiдовнiсть Фi-

боначчi, а саме, послiдовнiсть чисел Якобсталя-Люка. Виводиться формула

загального члена послiдовностi, розв’язуюються задачi про суму перших n

членiв послiдовностi, суму перших парних та непарних n членiв послiдов-

ностi, встановлюються властивостi членiв такої послiдовностi.

Також вивчається ряд, члени якого є оберненими до елементiв послi-

довностi Якобсталя-Люка, дослiджуються спiввiдношення мiж членами та

залишками такого ряду. Встановлено, що множина неповних сум (пiдсум)

ряду обернених чисел Якобсталя-Люка є досконалою, нiде не щiльною мно-

жиною додатньої мiри Лебега.

Доведено, що кожне дiйсне число x з вiдрiзка [0, S], де S =
∞∑
n=1

J−1
n+2,

можна представити у виглядi

x =
∞∑
n=1

αn
Jn+2

= ∆α1...αn...,

де αn ∈ {0, 1, 2}. Ця трисимвольна система зображення чисел – суттєво на-

длишкова, а саме: кожне число iнтервала (0, S) має континуальну множи-

ну рiзних зображень. Крiм того, у цьому розiдiлi дослiджуються об’єкти зi

складною локальною будовою, зокрема, нiде не щiльнi множини додатньої

мiри Лебега або нульової мiри Лебега i дробової розмiрностi Гаусдорфа-

Безиковича, якi безпосередньо пов’язанi з послiдовнiстю Якоюсталя-Люка.
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ВИСНОВКИ

Числовi послiдовностi i ряди, якi володiють певними умовами однорi-

дностi, сьогоднi широко використовуються як засоби кодування дiйсних

чисел. Це забезпечує своєрiднi форми iснування дiйсного числа i ґрунтов-

ний тополого-метричний та фрактальний аналiз математичних об’єктiв з

iррегулярною локальною структурою.

Послiдовностi Фiбоначчi та їх узагальнення, будучи зворотнiми послi-

довностями, здатнi виконувати роль базисних послiдовностей у рiзних си-

стемах зображення чисел, а отже, бути основою для побудови та розвитку

метричної та ймовiрнiсної теорiй чисел.

У роботi розглядається два представлення дiйсних чисел за допомогою

чотирьохпараметричної узагальненої послiдовностi Фiбоначчi: 1) за допо-

могою нескiнченно малої додатної узагальненої послiдовностi Фiбоначчi;

2) трисимвольна система представлення чисел, в основi якої лежить ряд

з обернених чисел Якобсталя-Люка. Обидва цi представлення мають не-

нульову надлишковiсть та скiнченний алфавiт, вони володiють складною

геометрiєю (цилiндричнi множини перекриваються).

Загалом у дисертацiйнiй роботi отриманi наступнi результати:

— встановленi локальнi та глобальнi властивостi узагальнених послi-

довностей Фiбоначчi, а також структурнi властивостi їх сiм’ї;

— у просторi узагальнених послiдовностей Фiбоначчi дослiдженi рiзно-

манiтнi математичнi структури, описаний клас самоподiбних фра-

кталiв;
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— для множини дiйсних чисел, що є пiдсумами додатного ряду, члени

якого є елементами нескiнченно малої додатної узагальненої послi-

довностi Фiбоначчi, описано топологiчнi, метричнi та фрактальнi

властивостi;

— вивчена лебегiвська структура (вмiст дискретної, абсолютно непе-

рервної та сингулярної компонент) i спектральнi властивостi роз-

подiлу випадкової пiдсуми ряду при рiзних розподiлах доданкiв та

поведiнку на нескiнченностi модуля її характеристичної функцiї у

випадку незалежностi доданкiв;

— для послiдовностi Якобсталя-Люка виведено формули: для загаль-

ного члена послiдовностi, суми перших n членiв послiдовностi, суми

перших n парних (непарних) членiв послiдовностi, обґрунтованi iн-

шi властивостi цiєї додатної узагальненої послiдовностi Фiбоначчi;

— доведено, що множина неповних сум (пiдсум) ряду з обернених чи-

сел Якобсталя-Люка є нiде не щiльною множиною додатної мiри

Лебега;

— побудована трисимвольна система зображення дiйсних чисел, яка

ґрунтується на їх розкладах в ряди з базисною послiдовнiстю, чле-

нами якої є числа, оберненi до членiв послiдовностi Якобсталя-Люка;

— доведено, що кожне число iнтервалу (0; 2S), де S – сума ряду, має

континуальну кiлькiсть рiзних зображень. В цiй системi введено

канонiчне зображення, що має нульову надлишковiсть, i вказано

кiлька застосувань до розв’язання задач метричної та ймовiрнiсної

теорiї чисел.

Проведенi дослiдження лежать в руслi сучасних математичних дослi-

джень об’єктiв зi складною локальною поведiнкою, зокрема пов’язаних

з сингулярними розподiлами ймовiрностей, використанням рiзних систем

представлення дiйсних чисел з надлишковим набором цифр, iнтерес до

яких в останнi роки значно пiдвищився.
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