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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ðîçðîáöi íàáëèæåíèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çà-
äà÷ äëÿ ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, ùî âèíèêàþòü ïðè ìàòåìàòè-
÷íîìó ìîäåëþâàííi ðiçíîìàíiòíèõ ïðîöåñiâ òà ÿâèù, ïðèñâÿ÷åíà çíà-
÷íà êiëüêiñòü ðîáiò. Öå çóìîâëåíî òèì, ùî äëÿ áiëüøî¨ ÷àñòèíè òàêèõ
çàäà÷ âiäøóêàòè ðîçâ'ÿçîê ó ÿâíîìó âèãëÿäi íå âäà¹òüñÿ àáî éîãî âè-
ãëÿä ¹ çàíàäòî ñêëàäíèé äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó. Çíà÷íèì ôàêòîðîì
òàêîæ âèñòóïà¹ øâèäêèé ðîçâèòîê îá÷èñëþâàëüíî¨ òåõíiêè, ùî âèìàãà¹
îíîâëåííÿ âiäîìèõ ìåòîäiâ òà äà¹ ìîæëèâiñòü ðåàëiçàöi¨ íîâèõ.

Îñîáëèâå ìiñöå ñåðåä íàáëèæåíèõ ìåòîäiâ ïîñiäàþòü ìåòîäè áåç íà-
ñè÷åííÿ òî÷íîñòi (ÌÁÍÒ) àáî ñïåêòðàëüíi ìåòîäè. Âîíè äîçâîëÿþòü
àâòîìàòè÷íî ïiäëàøòîâóâàòèñü ïiä ãëàäêiñòü âõiäíèõ äàíèõ. Òîáòî, ÷èì
áiëüøà ãëàäêiñòü, òèì áiëüøà øâèäêiñòü ìåòîäó. Íà ÿâèùå íàñè÷åííÿ
òî÷íîñòi òà ïiäõîäè äî éîãî ïîäîëàííÿ çâåðíóâ óâàãó Ê. I. Áàáåíêî â
1970-õ ðîêàõ. Íèì áóëî ïîêàçàíî, ùî ìåòîäè, ÿêi àâòîìàòè÷íî ïiäëà-
øòîâóþòüñÿ ïiä âõiäíi äàíi ¹ îïòèìàëüíèìè çà òî÷íiñòþ äëÿ çàäàíî¨
êiëüêîñòi äàíèõ íà ñîáîë¹âñüêèõ òà àíàëiòè÷íèõ êëàñàõ ôóíêöié. Ïîðÿ-
äîê øâèäêîñòi çáiæíîñòi ÌÁÍÒ äëÿ ôóíêöié ç ïðîñòîðó Ñîáîë¹âà ïðî-
ïîðöiéíèé ïîêàçíèêó ãëàäêîñòi, à äëÿ ôóíêöié, ùî àíàëiòè÷íi, øâèä-
êiñòü � åêñïîíåíöiàëüíà. Õî÷à äåÿêi iäå¨ òà ïðèéîìè ïîáóäîâè ÌÁÍÒ
ìîæíà çíàéòè â äîñèòü ñòàðèõ ðîáîòàõ Ê. Ëàöîøà (C. Lanczos), Êëåí-
øîó (Clenshaw) òà iíøèõ, ïî-ñïðàâæíüîìó âîíè ïî÷àëè ðîçâèâàòèñÿ â
1970�1980-õ ðð. Îäíèìè ç ïåðøèõ ðîáiò, ùî ñòîñóâàëèñü ÌÁÍÒ, áóëè
ðîáîòè Â. Ë. Ìàêàðîâà òà I. Ï. Ãàâðèëþêà â 70-õ ðîêàõ äëÿ ïîáóäîâè ði-
çíèöåâèõ ñõåì ç òî÷íèèì ñïåêòðîì. Ó çàõiäíié ëiòåðàòóði ÌÁÍÒ áiëüø
âiäîìi ÿê ñïåêòðàëüíi ìåòîäè (ÑÌ). Âåëèêèé âêëàä â ðîçðîáêó òà ïðîïà-
ãóâàííÿ ÑÌ âíåñëè Ñ. À. Îðñçàã (S. A. Orszag), Ä. Ãîòëiá (D. Gottlieb),
Ê. Êàíóòî (C. Canuto), Ì. Þ. Õóññàiíi (M. Y. Hussaini), À. Êóàðòå-
ðîíi (A. Quarteroni), Ò. À. Çàíã (T. A. Zang), Á. Ìåðñü¹ (B. Mercier),
Äæ. Ï. Áîéä (J. P. Boyd), Ë. Í. Òðåôåòåí (L. N. Trefethen), Äæ. Øåí
(J. Shen), Ò. Òàíã (T. Tang), Ë.-Ë. Âàíã (L.-L. Wang) òà iíøi.

Ïî÷àòêîâî-êðàéîâi çàäà÷i ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ÷àñòî âèâ÷àþòüñÿ
âèõîäÿ÷è ç ¨õíiõ óçàãàëüíåíü ó âèãëÿäi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåîá-
ìåæåíèìè îïåðàòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè â äåÿêîìó áàíàõîâîìó ïðîñòî-
ði. Òàêèé ïiäõiä äà¹ ìîæëèâiñòü ðîçãëÿäàòè çíà÷íî øèðøèé êðóã çàäà÷
íiæ äàþòü êëàñè÷íi ïîñòàíîâêè. Ó öüîìó âèïàäêó ïîñòàíîâêà çàäà÷i
â áàíàõîâîìó ïðîñòîði ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê äåÿêà ìåòàìîäåëü. Òåî-
ðiÿ îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèíèêëà íà ìåæi äâîõ ìàòå-
ìàòè÷íèõ íàïðÿìiâ: òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà òåîði¨ íàïiâãðóï.
Âïåðøå òàêi çàäà÷i ç'ÿâèëèñü â ïðàöÿõ I. Ì. Ãåëüôàíäà òà Ã. �. Øè-
ëîâà ç äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèì ðiâíÿííÿì ç îïåðàòîðîì ó âèãëÿäi
ìàòðèöi, åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè. Òåîðiÿ íàïiâãðóï
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â áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ïîáóäîâàíà Å. Õiëëå, Ð. Ñ. Ôiëiïñîì, Ê. Iîñiäîþ
òà ií. Íèìè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ùîäî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ ðiâ-
íÿíü â òåðìiíàõ îïåðàòîðiâ. Ó öüîìó âèïàäêó ¨õ ðîçâ'ÿçêè ëåãêî çàïèñà-
òè, âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêöi¨ âiä îïåðàòîðiâ. Çîêðåìà, äëÿ ðiâíÿíü, ùî ¹
óçàãàëüíåííÿìè ïàðàáîëi÷íèõ, åëiïòè÷íèõ òà ãiïåðáîëi÷íèõ, ðîçâ'ÿçêè
çàïèñóþòüñÿ ÷åðåç îïåðàòîðíó åêñïîíåíòó, íîðìàëiçîâàíèé îïåðàòîð-
íèé ãiïåðáîëi÷íèé ñèíóñ òà îïåðàòîðíèé êîñèíóñ, âiäïîâiäíî.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ îïåðàòîðíî¨ åêñïîíåíòè (à, îòæå, i ðîçâ'ÿçêó âiäïî-
âiäíî¨ çàäà÷i) ñïî÷àòêó âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ðîçâèíåííÿ ¨¨ â ðÿäè. Ïåðøi
ðåçóëüòàòè îòðèìàíi â 1984 ðîöi À. Â. Áàáiíèì (äëÿ íàïiâàíàëiòè÷íèõ
ïî÷àòêîâèõ óìîâ), Ì. Ë. Ãîðáà÷óêîì òà Â .Â. Ãîðîäåöüêèì (äëÿ àíàëi-
òè÷íèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ àëå ïðè äîâiëüíèõ çíà÷åííÿõ çìiííîãî ïàðà-
ìåòðà t > 0). Ïiçíiøå, â ñåðåäèíi 1990-õ, çîáðàæåííÿ íà îñíîâi ïåðå-
òâîðåííÿ Êåëëi, îòðèìàíå â ðîáîòàõ Ä. Ç. Àðîâà, I. Ï. Ãàâðèëþêà òà
Â. Ë. Ìàêàðîâà, äàëî ìîæëèâiñòü çíàõîäæåííÿ îïåðàòîðíî¨ åêñïîíåíòè
äëÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ ñêií÷åííî¨ ãëàäêîñòi çi øâèäêiñòþ áåç íàñè÷åí-
íÿ òî÷íîñòi. Íàáëèæåííÿìè îïåðàòîðíèõ åêñïîíåíò çàéìàëèñü òàêîæ
Î. I. Êàøïiðîâñüêèé i Þ. Â. Ìèòíèê, ÿêi ïîáóäóâàëè íàáëèæåííÿ îïå-
ðàòîðíî¨ åêñïîíåíòè ç åêñïîíåíöiàëüíîþ øâèäêiñòþ çáiæíîñòi, âèêîðè-
ñòîâóþ÷è ðÿäè Ôóð'¹-×åáèøåâà, àëå ¨õ ìåòîä ¹ ñêëàäíèì â ðåàëiçàöi¨,
áî âèìàãà¹ çíàõîäæåííÿ ïîëiíîìiâ âiä îïåðàòîðiâ. Äîñëiäæåííÿìè äëÿ
òàêèõ îïåðàòîðíèõ ôóíêöié òàêîæ ïðèñâÿ÷åíi ðîáîòè Ì. Ô. Ãîðîäíüîãî.

Ñóòò¹âèì êðîêîì ó ïîáóäîâi ìåòîäiâ äëÿ íàáëèæåííÿ îïåðàòîðíèõ
åêñïîíåíò ñòàâ çàïðîïîíîâàíèé Â. Ë. Ìàêàðîâèì òà I. Ï. Ãàâðèëþêîì
ïiäõiä, ùî ïî¹äíó¹ çîáðàæåííÿ îïåðàòîðíèõ ôóíêöié çà äîïîìîãîþ ií-
òåãðàëà Äàíôîðäà-Êîøi òà åêñïîíåíöiàëüíî çáiæíi êâàäðàòóðíi ôîð-
ìóëè. Öå äàëî çìîãó ïîáóäóâàòè ìåòîäè äëÿ íàáëèæåííÿ îïåðàòîðíèõ
åêñïîíåíò, ùî ìàþòü åêñïîíåíöiàëüíó øâèäêiñòü çáiæíîñòi äëÿ ñêií-
÷åííî¨ ãëàäêîñòi ïî÷àòêîâèõ óìîâ âiäíîñíî îïåðàòîðíîãî êîåôiöi¹íòà.
Êðiì òîãî, ïîáóäîâàíi ìåòîäè äàþòü çìîãó ïðèðîäíiì ÷èíîì ðîçïàðàëå-
ëþâàòè îá÷èñëåííÿ çà ðàõóíîê íåçàëåæíîãî çíàõîäæåííÿ ïîñëiäîâíîñòi
ðåçîëüâåíò òà íàáëèæåííÿ â ðiçíèõ òî÷êàõ. Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ iäåþ,
ñâî¨ ìåòîäè çíàõîäæåííÿ îïåðàòîðíèõ åêñïîíåíò ïîáóäóâàëè Ö. Ïàëåí-
ñiÿ (C. Palencia), Ì. Ëîïåñ-Ôåðíàíäåñ (M. Lopez-Fernandez), Â. Òîìå
(V. Thomee), Äæ. À. Ö. Âàéäåìàí (J. A. C. Weideman), Ë. Í. Òðåôåòåí
(L. N. Trefethen), Ä. Øèí (D. Sheen). Íåîáõiäíî âiäìiòèòè òàêîæ ñïî-
ñiá ðåãóëÿðèçàöi¨ ðåçîëüâåíòè, çàïðîïîíîâàíèé Â. Ë. Ìàêàðîâèì, ùî
äîçâîëèëî ïîáóäóâàòè ìåòîä ç ðiâíîìiðíîþ ïî ÷àñó åêñïîíåíöiàëüíîþ
øâèäêiñòþ çáiæíîñòi é äà¹ ìîæëèâiñòü ðîçâ'ÿçóâàòè íåîäíîðiäíi çàäà÷i
ïðè ñëàáêèõ ïðèïóùåííÿõ íà ãëàäêiñòü âõiäíèõ äàíèõ.

Äëÿ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ç íåîáìåæåíèìè îïåðàòîðíèìè êîåôi-
öi¹íòàìè I. Ï. Ãàâðèëþêîì òà Â. Ë. Ìàêàðîâèì ðîçâèíóòî òåîðiþ íà
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îñíîâi ïåðåòâîðåííÿ Êåëëi é ïîáóäîâàíî ìåòîäè áåç íàñè÷åííÿ òî÷íî-
ñòi âiäíîñíî ãëàäêîñòi âõiäíèõ äàíèõ. Âîíè ðîçðîáëåíi äëÿ çíàõîäæåííÿ
îïåðàòîðíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ òà ãiïåðáîëi÷íèõ ôóíêöié à òàêîæ äëÿ
îïåðàòîðíî¨ ôóíêöi¨ Áåññåëÿ.

Çàäà÷i ç íåëîêàëüíèìè óìîâàìè ¹ îäíèì ç âàæëèâèõ îá'¹êòiâ äîñëi-
äæåííÿ â òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ïîâ'ÿçàíî öå ÿê ç âàæëè-
âèìè ïðèêëàäíèìè çàñòîñóâàííÿìè òàêèõ çàäà÷ ïðè ìîäåëþâàííi ðiç-
íèõ ÿâèù, òàê i ç öiêàâèìè òåîðåòè÷íèìè ïðîáëåìàìè. Íåëîêàëüíèìè
ïðèéíÿòî íàçèâàòè òàêi çàäà÷i, â ÿêèõ çàìiñòü àáî ðàçîì ç ãðàíè÷íîþ
óìîâîþ ñòàâëÿòüñÿ óìîâè, ùî ïîâ'ÿçóþòü çíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó (i, ìî-
æëèâî, éîãî ïîõiäíèõ) ó âíóòðiøíiõ òî÷êàõ îáëàñòi. Íåëîêàëüíi çàäà÷i
äëÿ ðiçíèõ êëàñiâ ðiâíÿíü ðîçãëÿäàëèñü Î. Î. Äåçiíèì, Î. À. Ñàìàð-
ñüêèì, À. Â. Áiöàäçå, Â. Ë. Ìàêàðîâèì, Â. Î. Iëü¨íèì, �. I. Ìîiñ¹¹âèì,
Î. Ë. Ñêóáà÷åâñüêèì, À. Ì. Íàõóøåâèì, Ì. I. Iîíêiíèì, Ä. Ã. Ãîðäåçià-
íi, Ã. À. Àâàëiøâiëi. Â Óêðà¨íi òåîði¹þ çàäà÷ ç íåëîêàëüíèìè óìîâàìè
çàéìàëèñÿ Á. É. Ïòàøíèê, Â. Ñ. Iëüêiâ, I. ß. Êìiòü, Â. Ì. Ïîëiùóê.
Íåëîêàëüíi êðàéîâi çàäà÷i ìàþòü îñîáëèâîñòi, ÿêèõ íåìà ó çâè÷àéíèõ
ëîêàëüíèõ êðàéîâèõ çàäà÷àõ. Òàê, íàïðèêëàä, â íåëîêàëüíèõ êðàéî-
âèõ çàäà÷àõ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç óìîâàìè Áiöàäçå-Ñàìàðñêîãî
âèíèêà¹ åôåêò çíèæåííÿ ãëàäêîñòi (ïîäiáíèé åôåêò äëÿ êëàñè÷íèõ ëî-
êàëüíèõ çàäà÷ âiäñóòíié), íåëîêàëüíi iíòåãðàëüíi óìîâè ìîæóòü iñòîò-
íî çìiíèòè øâèäêiñòü ñïàäàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü. Íåëî-
êàëüíi çàäà÷i ó âèãëÿäi ðiâíÿíü ç îïåðàòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè äîñëi-
äæóâàëè Î. Î. Äåçií, Ë. Áèæåâñüêèé (L. Byszewski), Â. Ëàêøìiêàíòàì
(V. Lakshmikantham), Ñ. Íòîÿñ (S. Ntouyas), Î. Ë. Ñêóáà÷åâñüêèé. ×è-
ñåëüíi ìåòîäè äëÿ çàäà÷ òàêîãî âèäó ðîçãëÿäàëèñÿ â ðîáîòàõ À. Â. Ái-
öàäçå, Î. À. Ñàìàðñüêîãî, Ä. Ã. Ãîðäåçiàíi, Ì. Ñàïîãîâàñà, Ï. Ì. Âàái-
ùåâè÷à, Ã. Áåðiêåëàøâiëi òà ií.

Ðàçîì ç òèì, ìåòîäè, ùî ìàëè á øâèäêiñòü çáiæíîñòi áåç íàñè÷åííÿ
òî÷íîñòi äëÿ íåëîêàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü ç íåîáìåæåíèìè îïåðàòîð-
íèìè êîåôiöi¹íòàìè â Áàíàõîâîìó ïðîñòîði äîíåäàâíà áóëè íåâiäîìi.
Òîìó ïîáóäîâà òàêèõ ìåòîäiâ ¹ àêòóàëüíîþ çàäà÷åþ ÿê ç òåîðåòè÷íî¨,
òàê i ç ïðàêòè÷íî¨ òî÷îê çîðó.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè. Ðåçóëüòàòè äèñåð-
òàöiéíî¨ ðîáîòè îòðèìàíî ïðè âèêîíàííi íàóêîâèõ äîñëiäæåíü çãiä-
íî ç ïëàíîì âiääiëó îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè Iíñòèòóòó ìàòåìà-
òèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè íà 2001-2017 ðð. â ðàìêàõ äåðæáþäæåòíî¨ òåìè
¾×èñåëüíî-àíàëiòè÷íi ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
ç íåîáìåæåíèìè îïåðàòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè òà îáðîáêà iíôîðìàöié-
íèõ äàíèõ¿ (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0101U000371), ¾Âèñîêîòî÷íi ìåòî-
äè ðîçâ'ÿçóâàííÿ åâîëþöiéíèõ çàäà÷ òà ðîçðîáêà øâèäêîäiþ÷èõ àë-
ãîðèòìiâ¿ (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0106U000579), ¾Âèñîêîòî÷íi ìåòîäè
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ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ äëÿ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü ó íåêëàñè÷íié ïîñòà-
íîâöi¿ (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0111U000020). ×àñòèíà ðåçóëüòàòiâ áóëà
îòðèìàíà ïiä ÷àñ ðîáîòè íàä DFG-ïðîåêòîì ¾×èñåëüíî-àíàëiòè÷íi ìî-
äåëi i ìåòîäè äëÿ äîñëiäæåííÿ äèíàìiêè ðiäèíè â ðåçåðâóàðàõ¿ (GZ: 436
UKR 113/33/0-4) â Ëåéïöèçüêîìó óíiâåðñèòåòi òà óíiâåðñèòåòi Ô. Øèë-
ëåðà ì. �íà (2003�2010 ðð.)

Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ ïîáóäîâà ìåòîäiâ áåç íàñè÷åííÿ
òî÷íîñòi äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåîáìåæåíèìè
îïåðàòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè â áàíàõîâîìó ïðîñòîði.

Çàâäàííÿ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè:

• ïîáóäóâàòè ìåòîäè áåç íàñè÷åííÿ òî÷íîñòi äëÿ íàáëèæåíîãî çíà-
õîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íåîäíîðiäíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåð-
øîãî ïîðÿäêó ç íåîáìåæåíèìè îïåðàòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè;

• ïîáóäóâàòè ìåòîä áåç íàñè÷åííÿ òî÷íîñòi äëÿ íàáëèæåíîãî çíàõî-
äæåííÿ ðîçâ'ÿçêó äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç
íåîáìåæåíèìè îïåðàòîðíèì êîåôiöi¹íòàì çi çìiííîþ îáëàñòþ âè-
çíà÷åííÿ;

• ïîáóäóâàòè ìåòîäè áåç íàñè÷åííÿ òî÷íîñòi äëÿ íàáëèæåíîãî çíà-
õîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ç
íåîáìåæåíèìè îïåðàòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè i íåëîêàëüíèìè áàãà-
òîòî÷êîâèìè òà iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè;

• ïîáóäóâàòè åêñïîíåíöiàëüíî çáiæíi ìåòîäè äëÿ íàáëèæåíîãî çíà-
õîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ç
íåîáìåæåíèìè îïåðàòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè åëiïòè÷íîãî òà ãiïåð-
áîëi÷íîãî (ñèëüíî äåìïôîâàíîãî) òèïiâ;

• ïîáóäóâàòè ìåòîäè áåç íàñè÷åííÿ òî÷íîñòi äëÿ íàáëèæåíîãî çíà-
õîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ç
íåîáìåæåíèìè îïåðàòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè åëiïòè÷íîãî òèïó i íå-
ëîêàëüíèìè áàãàòîòî÷êîâèìè òà iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè;

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ïåðøîãî i äðó-
ãîãî ïîðÿäêiâ ç íåîáìåæåíèìè îïåðàòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè â áàíàõî-
âîìó ïðîñòîði.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ìåòîäè áåç íàñè÷åííÿ òî÷íîñòi äëÿ ïî-
÷àòêîâèõ êðàéîâèõ òà íåëîêàëüíèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêiâ ç íåîáìåæåíèìè îïåðàòîðíèìè êîåôiöi¹í-
òàìè â áàíàõîâîìó ïðîñòîði.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ïðè âèêîíàííi äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåí-
íÿ âèêîðèñòàíî ìåòîäè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó, SINC-íàáëèæåíü òà
òåîðiþ ñïåêòðàëüíèõ i ïñåâäîñïåêòðàëüíèõ ìåòîäiâ.
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Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó:

• Äîñëiäæåíî øâèäêiñòü çáiæíîñòi Sinc-êâàäðàòóðíî¨ ôîðìóëè äëÿ
îá÷èñëåííÿ îïåðàòîðíî¨ åêñïîíåíòè, âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðàë
Äàíôîðäà-Êîøi ç êîíòóðîì iíòåãðóâàííÿ ïî ïàðàáîëi. Ðîçðîáëåíî
òà îá ðóíòîâàíî ìåòîäè áåç íàñè÷åííÿ òî÷íîñòi äëÿ çíàõîäæåííÿ
íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ
ïåðøîãî ïîðÿäêó ç íåîáìåæåíèì îïåðàòîðíèì êîåôiöi¹íòîì.

• Äîñëiäæåíî çàäà÷ó Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøî-
ãî ïîðÿäêó ç íåîáìåæåíèì îïåðàòîðíèì êîåôiöi¹íòîì, îáëàñòü âè-
çíà÷åííÿ ÿêîãî ¹ çìiííîþ òà ðîçðîáëåíî ìåòîäè áåç íàñè÷åííÿ òî-
÷íîñòi çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó.

• Äîñëiäæåíî m-òî÷êîâó íåëîêàëüíó çàäà÷ó äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç íåîáìåæåíèì îïåðàòîðíèì êîåôiöi¹í-
òîì, ïîáóäîâàíî òà îá ðóíòîâàíî åêñïîíåíöiàëüíî çáiæíèé ìåòîä
çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó. Çíàéäåíî íåîáõiäíi òà äî-
ñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó íåëîêàëüíî¨ çàäà÷i äëÿ âèïàäêó
m = 2. Ïîáóäîâàíî åêñïîíåíöiàëüíî çáiæíèé ìåòîä çíàõîäæåííÿ
íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ïîøèðåííÿ àåðîçîëü-
íîãî çàáðóäíåííÿ â àòìîñôåði ç ïåðiîäè÷íèìè óìîâàìè ïî ÷àñó,
ÿêà ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì äâîòî÷êîâî¨ íåëîêàëüíî¨ çàäà÷i.

• Äîñëiäæåíî íåëîêàëüíi çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ
ïåðøîãî ïîðÿäêó ç óìîâàìè, ùî ìiñòÿòü îáìåæåíèé àáî íåîáìå-
æåíèé îïåðàòîðíèé êîåôiöi¹íò â íåëîêàëüíié óìîâi, ç iíòåãðàëüíè-
ìè ëiíiéíèìè àáî íåëiíiéíèìè óìîâàìè. Çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè
iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òà ïîáóäîâàíî åêñïîíåíöiàëüíî çáiæíi íàáëè-
æåíi ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

• Äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ç íåîáìåæåíèìè
îïåðàòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè äîñëiäæåíî çàäà÷ó Êîøi äëÿ äåì-
ïôîâàíîãî ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó òà êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ
âèïàäêó åëiïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ, ïîáóäîâàíî åêñïîíåíöiàëüíî çáiæíi
íàáëèæåíi ìåòîäè.

• Äîñëiäæåíî íåëîêàëüíi çàäà÷i ç m-òî÷êîâîþ òà iíòåãðàëüíîþ óìî-
âàìè äëÿ åëiïòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿä-
êó ç íåîáìåæåíèì îïåðàòîðíèì êîåôiöi¹íòîì. Äëÿ íèõ çíàéäåíî
çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ, âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè ¨õ iñíóâàííÿ òà
ïîáóäîâàíî åêñïîíåíöiàëüíî çáiæíi ìåòîäè çíàõîäæåííÿ íàáëèæå-
íîãî ðîçâ'ÿçêó.
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Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ ïîëÿãà¹ â ðîçðîá-
öi åôåêòèâíèõ íîâèõ ìåòîäiâ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷, ùî ìà-
þòü âàæëèâå çíà÷åííÿ ïðè ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi ðiçíîìàíiòíèõ
ÿâèù. Ìàòåðiàëè äèñåðòàöi¨ âèêîðèñòîâóþòüñÿ â êóðñi ¾Äîäàòêîâi ðîç-
äiëè ìåòîäiâ îá÷èñëåíü¿, ùî âèêëàäà¹òüñÿ ìàãiñòðàì çi ñïåöiàëüíîñòi
¾ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà¿ Íàöiîíàëüíîãî àâiàöiéíîãî óíiâåðñèòåòó.

Ïóáëiêàöi¨ òà îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âñi ðåçóëüòàòè äè-
ñåðòàöi¨, ÿêi âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, îäåðæàíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî. Ðå-
çóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [1�21] i òåçàõ òà ïðàöÿõ êîí-
ôåðåíöié [22�32]. Ç ðåçóëüòàòiâ ðîáiò, ùî âèêîíàíi ó ñïiâàâòîðñòâi, íà
çàõèñò âèíîñÿòüñÿ ëèøå ïîëîæåííÿ, ùî îäåðæàíi àâòîðîì äèñåðòàöi¨.
Ó ñòàòòÿõ [1,9,11] âíåñîê ñïiâàâòîðiâ ¹ ðiâíîöiííèì. Ó ñòàòòÿõ [4,5] ñïiâ-
àâòîðàì íàëåæèòü ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà ó÷àñòü â îáãîâîðåííi ðåçóëüòà-
òiâ. Ó ñòàòòÿõ [6�8, 18, 21] ñïiâàâòîðàì íàëåæèòü ó÷àñòü â îáãîâîðåííi
ðåçóëüòàòiâ. Ó ñòàòòi [16] ñïiâàâòîðàì íàëåæàòü ÷èñåëüíi ðîçðàõóíêè
òà ó÷àñòü â îáãîâîðåííi ðåçóëüòàòiâ. Ó ñòàòòi [17] çäîáóâà÷åâi íàëåæèòü
÷àñòèíà, ïðèñâÿ÷åíà äâîòî÷êîâèì óìîâàì òà ó÷àñòü â îáãîâîðåííi ðå-
çóëüòàòiâ ùîäî óçàãàëüíåíèõ óìîâ.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòó-
ïó, 5 ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë. Ïîâíèé îáñÿã
ðîáîòè ñêëàäà¹ 286 ñòîðiíîê.

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöi¨, ñôîðìóëüîâà-
íî ìåòó i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ, âèäiëåíî îñíîâíi íàóêîâi ðåçóëüòàòè òà
¨õ ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi ïðîâåäåíî îãëÿä íàóêîâèõ ðîáiò, òåìàòèêà ÿêèõ
òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç äèñåðòàöiéíîþ ðîáîòîþ, âèêëàäåíî òåîðåòè÷íi âiäîìî-
ñòi, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îòðèìàííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Äðóãèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî ðîçðîáöi òà äîñëiäæåííþ ìåòîäiâ áåç
íàñè÷åííÿ òî÷íîñòi äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëü-
íîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç íåîáìåæåíèìè îïåðàòîðíèì êîåôiöi-
¹íòîì â áàíàõîâîìó ïðîñòîði. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à:

u′(t) +Au(t) = f(t), t ∈ (0, T ] (1)
u(0) = u0, (2)

äå A � ñåêòîðiàëüíèé îïåðàòîð, ùî äi¹ â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X.

Îçíà÷åííÿ 1 Íåõàé A � ùiëüíî âèçíà÷åíèé îïåðàòîð. Òîäi âií íàçè-
âà¹òüñÿ ñåêòîðiàëüíèì, ÿêùî éîãî ñïåêòð Σ(A) ðîçìiùåíèé â ñåêòîði

Σ = {z = ρ+ reiθ : ρ > 0, r ∈ [0,∞), |θ| < ϕ <
π

2
}, (3)
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à íà éîãî ãðàíèöi ΓΣ òà ïîçà íèì âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà äëÿ ðåçîëüâåíòè

‖(zI −A)−1‖ ≤ M

1 + |z|
, (4)

ç äåÿêîþ ñòàëîþ M > 0. ϕ íàçèâà¹òüñÿ ñïåêòðàëüíèì êóòîì îïåðà-
òîðà A.

Ôîðìàëüíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1), (2) ìîæíà çàïèñàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è
îïåðàòîðíó åêñïîíåíòó, ó âèãëÿäi

u(t) = e−Atu0 +

∫ t

0

e−A(t−τ)f(τ) dτ = uh(t) + up(t). (5)

Òîìó äëÿ ïîáóäîâè íàáëèæåíîãî ìåòîäó äëÿ çàäà÷i (1), (2) ïîòðiáíî
âìiòè îá÷èñëþâàòè îïåðàòîðíó åêñïîíåíòó e−At.

Ó ïiäðîçäiëi 2.1 ðîçãëÿíóòî âèïàäîê, êîëè ðiâíÿííÿ (1) ¹ îäíîði-
äíèì, à îïåðàòîðíèé êîåôiöi¹íò A ¹ ñàìîñïðÿæåíèì äîäàòíî âèçíà÷å-
íèì. Ó ðîáîòàõ Â. Ë. Ìàêàðîâà òà I. Ï. Ãàâðèëþêà áóëî ïîêàçàíî, ùî
òîäi ðîçâ'ÿçîê ìîæíà ðîçêëàñòè â ðÿä çà ïîëiíîìàìè Ëàãåððà. Çà íà-
áëèæåííÿ áåðåòüñÿ ñóìà ïåðøèõ N äîäàíêiâ:

uN (t) = e−γt
N∑
p=0

(−1)pL(0)
p (2γt)(yγ,k + yγ,k+1), (6)

äå L(0)
p (t)− ìíîãî÷ëåíè Ëàãåððà, γ > 0, yγ,k+1 = Tγyγ,k, k = 0, 1, . . . ,

yγ,0 = u0, Tγ = (γI + A)(γI − A)−1� ïåðåòâîðåííÿ Êåëëi îïåðàòîðà A.
Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1 (Òåîðåìà 2.11) Íåõàé u0 ∈ Dσ ≡ D(Aσ), A� ùiëüíî âèçíà-
÷åíèé, ñàìîñïðÿæåíèé, äîäàòíî âèçíà÷åíèé îïåðàòîð. Òîäi òî÷íiñòü
ìåòîäó ïåðåòâîðåííÿ Êåëëi (6) õàðàêòåðèçó¹òüñÿ îöiíêîþ

zN =

(∫ ∞
0

∥∥uN (t)− u(t)
∥∥2
dt

)1/2

≤ c‖Aσu0‖N−σ−1/2, (7)

äå ñòàëà c > 0 íå çàëåæèòü âiä N òà u0.

Ïîêàçàíî, ùî îöiíêà (7) ¹ íåïîêðàùóâàíîþ çà ïîðÿäêîì.

Òåîðåìà 2 (Òåîðåìà 2.2) Íåõàé îïåðàòîð A = A∗ ≥ γI, γ > 0,

D(A) = H, ìà¹ äèñêðåòíèé ñïåêòð λ0 ≤ λ1 ≤ . . . , λ0 = γ ≤ 1 i âèêî-

íó¹òüñÿ óìîâà 2γ
1+σ ≤ 1. Òîäi îöiíêà øâèäêîñòi çáiæíîñòi (7) ìåòîäà

ïåðåòâîðåííÿ Êåëëi (6) ìàéæå íåïîêðàùóâàíà çà ïîðÿäêîì (ç òî÷íi-
ñòþ äî ëîãàðèôìà).

Äëÿ âèïàäêó u0 ∈ R(A, (1), λ0) � ïðîñòîðó Ðóì'¹ äîâåäåíî òåîðåìó:

1Òóò i äàëi íóìåðàöiÿ òåîðåì â äóæêàõ âiäïîâiäà¹ íóìåðàöi¨ â äèñåðòàöi¨.



8

Òåîðåìà 3 (Òåîðåìà 2.3) Íåõàé îïåðàòîð A = A∗ ≥ γI, γ > 0,

D(A) = H, ìà¹ äèñêðåòíèé ñïåêòð λ0 ≤ λ1 ≤ . . . , λ0 = γ(1 +
√

2).
Òîäi ìåòîä ïåðåòâîðåííÿ Êåëëi (6) ïðè u0 ∈ R(A, (1), λ0) ìà¹ åêñïî-
íåíöiàëüíó øâèäêiñòü çáiæíîñòi

zN ≤
‖u0‖R(A,(1),λ0)[
γ
√

2(2 +
√

2)
]1/2 exp

{
− (N + 1) ln(1 +

√
2)
}
, (8)

ÿêà ¹ íåïîêðàùóâàíîþ çà ïîðÿäêîì.

Ó ïiäðîçäiëi 2.2 âèêëàäåíî äîñëiäæåííÿ, ùî ñòîñóþòüñÿ øâèäêîñòi
çáiæíîñòi Sinc� êâàäðàòóðíî¨ ôîðìóëè, ðîçðîáëåíî¨ Â. Ë. Ìàêàðîâèì òà
I. Ï. Ãàâðèëþêîì äëÿ u(t) = e−Atu0 ó âèïàäêó, êîëè çìiííà t ¹ ìàëîþ, à
îïåðàòîð A� ñàìîñïðÿæåíèé äîäàòíî âèçíà÷åíèé. Âñòàíîâëåíî, ùî ïðè
t = 0 ïîõèáêà íàáëèæåííÿ ìàòèìå ïîðÿäîê

‖u(t)− uN (t)‖ = ‖ηN‖ = O(N (2α−1)/3), α >
1

2
.

Öå îçíà÷à¹, ùî âòðà÷à¹òüñÿ åêñïîíåíöiàëüíà øâèäêiñòü çáiæíîñòi, à òî-
ìó éîãî íå ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ ïîáóäîâè åêñïîíåíöiàëüíî çáiæíîãî
íàáëèæåííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçêó (5) çàäà÷i (1), (2).

Ó ïiäðîçäiëi 2.3 âèêëàäåíî ðåçóëüòàòè, ùî ñòîñóþòüñÿ ðîçðîáêè
åêñïîíåíöiàëüíî çáiæíîãî ìåòîäó äëÿ îäíîðiäíî¨ çàäà÷i (1), (2) ç ñå-
êòîðiàëüíèì îïåðàòîðîì A ç ïðèïóùåííÿì, ùî u0 ∈ D(An), n ∈ N.
Òîäi ðîçâ'ÿçîê u(t) = uh(t) ìîæíà çàïèñàòè çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëà
Äàíôîðäà-Êîøi ó âèãëÿäi:

u(t) = − 1

2πi

∫
ΓI

e−zt
RA(z)

zn + α
u∗dz, (9)

äå u∗ = (An + α) u0, à êîíòóð iíòåãðóâàííÿ ΓI òàêèé, ùî îáõîäèòü çëiâà
ñïåêòð îïåðàòîðà A.
ΓI =

{
z = cosh(s)− 1 + γ1 − ia1 sinh(s) : − n

√
α < γ1 < ρ, a1 > tg(ϕ), s ∈ R

}
.

Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 4 (Òåîðåìà 2.5) Íåõàé â óìîâàõ çàäà÷i (1), (2) A � ñåêòîði-
àëüíèé îïåðàòîð â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X, ñïåêòð ÿêîãî çíàõîäèòüñÿ
â îáëàñòi, îáìåæåíié ΓΣ, u0 ∈ D(An), n ∈ N. Òîäi ïðè t > 0 iñíó¹
ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ çàäà÷i (1), (2), ÿêèé ìîæíà çîáðàçèòè çà äîïî-
ìîãîþ iíòåãðàëà (9). ßêùî 1 > n > 0, òî u(t) ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì
t ∈ [0, T ], ÿêùî æ n > 1, òî - ñèëüíèì.

Äëÿ ïîáóäîâè íàáëèæåííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íàñòóïíèé àëãîðèòì:

1) çàäàíî a, γ0, n, ϕ. Âèáèðà¹ìî äîâiëüíi a1 > tg(ϕ), α > 0, − n
√
α <

γ1 < ρ, N .

2) äëÿ k = −N,N çíàõîäèìî h =
√

π
nN , zk = cosh(kh) − 1 + γ1 −

ia1 sinh(kh), αk = − sinh(kh)−ia1 cosh(kh)

2πi(znk+α)
.
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3) ðîçâ'ÿçó¹ìî ðiâíÿííÿ (A− zk) û(zk) = u∗, k = −N,N , äå u∗ =
(An + α) u0.

4) çíàõîäèìî íàáëèæåííÿ uN äî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi (1), (2) ó âè-

ãëÿäi uN (t) = h
N∑

k=−N
αke−zktû (zk) = h

N∑
k=−N

αkekû (zk).

Òåîðåìà 5 (Òåîðåìà 2.6) Íåõàé âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè 4. Òîäi äëÿ
íàáëèæåííÿ uN (t) ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíî¨ çàäà÷i (1), (2), çà äîïîìîãîþ
àëãîðèòìó 1, ñïðàâåäëèâà îöiíêà ïîõèáêè

‖u(t)− uN (t)‖ = ‖ηN (F, h)‖ 6 2c

n

[
2e−2

√
πnNd

1− e−2
√
πnNd

+ e−
√
πnN

]
, (10)

äå ñòàëà c > 0, íå çàëåæèòü âiä d, h.

Ó ïiäðîçäiëi 2.4 ïðåäñòàâëåíî åêñïîíåíöiàëüíî çáiæíèé ìåòîä äëÿ
íåîäíîðiäíî¨ çàäà÷i (1), (2) ç ñåêòîðiàëüíèì îïåðàòîðîì A. Êðèâà

Γ0 = {z(ξ) = a0 cosh ξ − ib0 sinh ξ : ξ ∈ (−∞,∞), b0 = a0 tanϕ}, (11)
íàçèâà¹òüñÿ ñïåêòðàëüíîþ ãiïåðáîëîþ. Âîíà îõîïëþ¹ ñïåêòðàëüíèé ñå-
êòîð (3) Çà êîíòóð iíòåãðóâàííÿ â çîáðàæåííi çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëà
Äàíôîðäà-Êîøi âèáðàíî ãiïåðáîëó

ΓI = {z(ξ) = aI cosh ξ − ibI sinh ξ : ξ ∈ (−∞,∞)}, (12)
ç

aI = a0

cos
(
π
4 + ϕ

2

)
cosϕ

, bI = a0

sin
(
π
4 + ϕ

2

)
cosϕ

, (13)

cosϕ =
a0√
a2

0 + b20
, sinϕ =

b0√
a2

0 + b20
.

Òàêèé âèáið ïàðàìåòðiâ ãàðàíòó¹ àíàëiòè÷íiñòü ïiäiíòåãðàëüíîãî âèðàçó
ó ñìóçi é iñíóâàííÿ äàíîãî iíòåãðàëó.

Íàáëèæåííÿ äî ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíî¨ çàäà÷i uh(t) ìà¹ âèãëÿä:

uN (t) =
h

2πi

N∑
k=−N

F(t, z(kh)), (14)

äå

F(t, ξ) = e−z(ξ)tz′(ξ)

[
(z(ξ)I −A)−1 − 1

z(ξ)
I

]
u0.

Òóò çàìiñòü ðåçîëüâåíòè (zI −A)
−1 âçÿòî

(
(zI −A)

−1 − 1
z

)
. Òàêà çà-

ìiíà, ùî çàáåçïå÷ó¹ ñòiéêiñòü îá÷èñëåííÿ ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ t, áóëà
âïåðøå çàïðîïîíîâàíà Â. Ë. Ìàêàðîâèì. Íèì äîâåäåíî, ùî òàêèé âèáið
íàáëèæåííÿ ìà¹ ðiâíîìiðíó åêñïîíåíöiàëüíó øâèäêiñòü çáiæíîñòi.

Äëÿ íåîäíîðiäíîãî ðîçâ'ÿçêó ïîáóäîâàíî 2 íàáëèæåííÿ. Ïåðøå ç íèõ
âèêîðèñòîâó¹ âiäîáðàæåííÿ íà âiäðiçîê [−1, 1] òà iíòåðïîëÿöiþ ïî âó-
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çëàõ ×åáèøåâà.

y(τ) = up

(
T

2
(τ + 1)

)
, τ ∈ [−1, 1].

Íàáëèæåííÿ ïîáóäîâàíî ó âèãëÿäi:

y(τ) ≈ yN (τ) =
h

2πi

N∑
j=−N

F1(τ, jh), (15)

F1(τ, jh) =

n∑
k=1

∫ τ

−1

e−z(jh)T2 (τ−ξ)Lk,n−1(ξ)dξz′(jh)RA(z(jh))fk,

äå Lk,n−1(ξ)� ôóíäàìåíòàëüíi ïîëiíîìè Ëàãðàíæà ïî âóçëàõ ×åáèøåâà,

h =

√
πd

α(N + 1)
. (16)

Òåîðåìà 6 (Òåîðåìà 2.10) Íåõàé A� ùiëüíî âèçíà÷åíèé ñèëüíî ïîçè-
òèâíèé îïåðàòîð. Òîäi yN (τ) íàáëèæà¹ up

(
T
2 (τ + 1)

)
� ðîçâ'ÿçîê íåî-

äíîðiäíî¨ çàäà÷i Êîøi ç ïîõèáêîþ∥∥∥∥up(T2 (τ + 1)

)
− yN (τ)

∥∥∥∥ ≤ c lnnEn(f) +
C‖|Aαf |‖

α
e−
√
απd(N+1), (17)

äå h âèçíà÷à¹òüñÿ â (16), ñòàëi c, C ¹ íåâiä'¹ìíèìè i íå çàëåæàòü âiä
N i t, En(f)� îöiíêà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ f ïîëiíîìàìè â ïðîñòîði
X. Ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ f

(
T
2 (τ + 1)

)
ìà¹ àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ

ç âiäðiçêà [−1, 1] â îáëàñòü Dρ, ùî çíàõîäèòüñÿ â ñåðåäèíi åëiïñó ðå-
ãóëÿðíîñòi Áåðíøòåéíà, îöiíêà (17) ìà¹ åêñïîíåíöiàëüíó øâèäêiñòü
çáiæíîñòi.

Äðóãèé ìåòîä íàáëèæåííÿ âèêîðèñòîâó¹ âiäîìå F (z)� çîáðàæåííÿ
Ëàïëàñà ôóíêöi¨ f(t), ùî ¹ ñåêòîðiàëüíèì (çà Â.Òîìå)

up,N (t) =
h

2πi

N∑
k=−N

F(t, kh), (18)

Òåîðåìà 7 (Òåîðåìà 2.11) Íåõàé A� ùiëüíî âèçíà÷åíèé ñèëüíî ïîçè-
òèâíèé îïåðàòîð, F (z)� ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ôóíêöi¨ f(t) ¹ ñåêòîði-
àëüíà ôóíêöiÿ. Òîäi íàáëèæåííÿ up,N (t) äî ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíî¨ çàäà-
÷i Êîøi ìà¹ åêñïîíåíöiàëüíèé ïîðÿäîê çáiæíîñòi O(exp{−cN/ lnN}),
ïðè h = lnN/N . c > 0 íå çàëåæèòü âiä N .

Â ïiäðîçäiëi 2.5 âèêëàäåíî ðåçóëüòàòè äëÿ çàäà÷i Êîøi:
du(t)

dt
+A(t)u(t) = f(t), u(0) = u0.

Òóò t � äiéñíà çìiííà, íåâiäîìà ôóíêöiÿ u(t) i çàäàíà ôóíêöiÿ f(t) ïðè-
éìàþòü çíà÷åííÿ â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X, A(t) � çàäàíà îïåðàòîð-
íîçíà÷íà ôóíêöiÿ, ÷è¨ çíà÷åííÿ ¹ ùiëüíî âèçíà÷åíi, çàìêíóòi ëiíiéíi
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îïåðàòîðè â X ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ D(A, t), ùî çàëåæèòü âiä ïàðàìå-
òðà t. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê, êîëè çàëåæíiñòü âiä ÷àñó âèçíà÷à¹òüñÿ
äîäàòêîâîþ óìîâîþ â çàäà÷i:

du(t)

dt
+A(t)u(t) = f(t),

∂1u(t) + ∂0(t)u(t) = g(t),

u(0) = u0,

(19)

äå u(t) � íåâiäîìà ôóíêöiÿ u : (0, T )→ D(A) ⊂ X çi çíà÷åííÿìè â áàíà-
õîâîìó ïðîñòîði X, f(t) ¹ çàäàíîþ âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ f : (0, T )→ X ç
Lq(0, T ;X) ç íîðìîþ ‖f‖ = {

∫ T
0
‖f‖qXdt}1/q, A(t) : D(A) → X ¹ ùiëüíî

çàäàíèì, çàìêíóòèì îïåðàòîðîì â X ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ D(A), ùî
íå çàëåæèòü âiä t, g : (0, T ) → Y � çàäàíà ôóíêöiÿ ç Lq(0, T ;Y ) çi çíà-
÷åííÿìè â äåÿêîìó iíøîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði Y . ∂1 : D(A) → Y (íå
çàëåæèòü âiä t), ∂0(t) : D(A) → Y (ìîæå çàëåæàòè âiä t) �ëiíiéíi îïå-
ðàòîðè. Ó ïðèêëàäíèõ çàñòîñóâàííÿõ äðóãå ðiâíÿííÿ � ïðîñòî êðàéîâà
óìîâà, çàëåæíà âiä ÷àñó, ç âiäïîâiäíèìè îïåðàòîðàìè ∂1, ∂0.

Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:
(B1) Îïåðàòîð A(2)(t) ¹ ñèëüíî ïîçèòèâíèì. Îòæå, iñíó¹ äîäàòíà

ñòàëà c i ôiêñîâàíå κ òàêi, ùî
‖[A(2)(t)]κe−sA

(2)(t)‖ ≤ cs−κ, s > 0, κ > 0.
(B2) ∃ ω > 0 òàêå, ùî

‖e−sA
(2)(t)‖ ≤ e−ωs ∀s, t ∈ [0, T ].

(B3) ∃c > 0 :

‖[A(2)(t)−A(2)(s)][A(2)(t)]−γ‖ ≤ c|t− s| ∀t, s, 0 ≤ γ ≤ 1;
(B4) ∃c > 0 :

‖[A(2)(t)]β [A(2)(s)]−β − I‖ ≤ c|t− s| ∀t, s ∈ [0, T ], β ∈ (0, 1).
(B5) Îïåðàòîð ∂0(t) = µ(t)∂0 i çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

‖µ(t)− µ(t′)‖Y→Y ≤M |t− t′|,
‖∂0‖X→Y ≤ c,

çi ñòàëèìè M, c > 0.
(B6) Äëÿ äåÿêîãî p ≥ 1 i γ ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ[∫ t

0

‖[A(2)(η)]1+γe−A
(2)(η)(t−λ)B(1)(η)‖pY→Xdλ

]1/p

≤ c ∀t, η ∈ [0, T ],

äå îïåðàòîð B(1)(η) : Y → D(A) ¹ ïðîåêöiéíèì îïåðàòîðîì.
Äîâåäåíî, ùî ïðè âèêîíàííi (B1)�(B6), çàäà÷ó (19) ìîæíà çàïèñàòè

ó âèãëÿäi åêâiâàëåíòíî¨ ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

U(t) = D
∫ t

0

K(t, τ)U(τ)dτ + F(t), (20)

äå U(t), K(t, τ), F(t), D� âåêòîðíî-çíà÷íi ôóíêöi¨, ùî âèðàæàþòüñÿ ÷å-
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ðåç ïàðàìåòðè çàäà÷i (19).

Òåîðåìà 8 (Òåîðåìà 2.14) Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (B1)�(B6). Òî-
äi ñèñòåìà ðiâíÿíü (20) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê U∗γ (t) â Y. Öåé ðîçâ'ÿçîê
ìîæå áóòè çíàéäåíèé ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü, ÿêèé ìà¹ ôà-
êòîðiàëüíó øâèäêiñòü çáiæíîñòi. Äëÿ U∗γ (t) âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà ñòié-
êîñòi ∫ t

0

‖U∗γ (τ)‖qYdτ ≤ 2q/p
∫ t

0

‖F(τ)‖qYe2q/pc2q(t−τ)dτ.

Íàáëèæåííÿ äî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (19) øóêà¹òüñÿ ó âèãëÿäi xk ≈ u(tk),
yk ≈ ∂0u(tk), tk� óçàãàëüíåíi âóçëè ïîëiíîìà ×åáèøåâà ïåðøîãî ðîäó:

xk = e−A
(2)
k τkxk−1 +

n∑
j=1

αkjxj +

n∑
j=1

βkjyj + φk,

yk = ∂0e−A
(2)
k τkxk−1 + ∂0

n∑
j=1

αkjxj + ∂0

n∑
j=1

βkjyj + ∂0φk,

k = 1, . . . , n, x0 = u0, y0 = ∂0u0,

(21)

äå

αkj =

∫ tk

tk−1

e−A
(2)
k (tk−η)[Ak −A(η)]Lj,n−1(η)dη,

βkj =

∫ tk

tk−1

A
(2)
k e−A

(2)
k (tk−λ)B

(1)
k [µ(λ)− µk]Lj,n−1(λ)dλ,

φk =

∫ tk

tk−1

e−A
(2)
k (tk−η)f(η)dη +

∫ tk

tk−1

A
(2)
k e−A

(2)
k (tk−λ)B

(1)
k g(λ)dλ,

Lj,n−1(η)� ôóíäàìåíòàëüíi ïîëiíîìè Ëàãðàíæà ïî çàäàíié ñèñòåìi âó-

çëiâ, B(1)
k � ïðîåêöiéíèé îïåðàòîð, äå iíäåêñ k îçíà÷à¹, ùî çíà÷åííÿ øó-

êà¹òüñÿ ó âóçëi tk. Äëÿ ïîõèáîê zx,k = uk − xk zy,k = ∂0uk − yk ñïðàâå-
äëèâà òåîðåìà:

Òåîðåìà 9 (Òåîðåìà 2.15) Íåõàé iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (19). Òîäi ∃
c > 0:

1. Äëÿ n äîñòàòíüî âåëèêîãî âèêîíó¹òüñÿ

|||zx||| = max
k
‖zx,k‖ ≤ c1n−1/q · lnn · En(∂0u),

|||zy||| = max
k
‖zy,k‖ ≤ c2n−1/q · lnn · En(∂0u),

(22)

äå u � ðîçâ'ÿçîê (19) c1, c2 > 0;

2. Ñèñòåìà ðiâíÿíü (21) çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè

x = G1x+ S−1Q(fx + f̃x)
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ç ìàòðèöÿìè G1, S, Q, ùî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðè ñè-
ñòåìè (21) i ÿêà ìîæå áóòè íàáëèæåíî ðîçâ'ÿçàíà çà äîïîìîãîþ
ìåòîäó ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü çi øâèäêiñòþ ãåîìåòðè÷íî¨ ïðî-
ãðåñi¨ çi çíàìåííèêîì q ≤ c lnn

n1/q < 1 äëÿ n äîñòàòíüî âåëèêîãî.

Çàóâàæåííÿ 1 Ó îöiíêàõ (22) En(∂0u)� ïîõèáêà íàéêðàùîãî íàáëè-
æåííÿ ïîëiíîìàìè. Ïðèïóñêàþ÷è ùî âåêòîðíî-çíà÷íà ôóíêöiÿ ∂0u(t)
ìà¹ àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ ç âiäðiçêà [−1, 1] â îáëàñòü Dρ, îáìå-
æåíó åëiïñîì Áåðíøòåéíà Eρ ç ñóìîþ ïiâîñåé ρ > 1, îòðèìà¹ìî, ùî
øâèäêiñòü çáiæíîñòi áóäå åêñïîíåíöiàëüíîþ

Ó ðîçäiëi 3 âèêëàäåíî äîñëiäæåííÿ òà ïîáóäîâè ìåòîäiâ áåç íàñè-
÷åííÿ òî÷íîñòi äëÿ íåëîêàëüíèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
ïåðøîãî ïîðÿäêó ç íåîáìåæåíèìè îïåðàòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ó ïiä-
ðîçäiëi 3.1 ïîäàíî ðåçóëüòàòè ðîçðîáêè åêñïîíåíöiàëüíî çáiæíîãî ìåòî-
äà íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêóm-òî÷êîâî¨ íåëîêàëüíî¨ çàäà÷i. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ
ðiâíÿííÿ (1) ç íåëîêàëüíîþ óìîâîþ:

u(0) +

m∑
k=1

αku(tk) = u0, 0 < t1 < t2 < . . . < tm ≤ T, (23)

äå αk ∈ R, k = 1,m, f(t)� çàäàíà âåêòîðíî-çíà÷íà ôóíêöiÿ â áàíàõîâîìó
ïðîñòîði X, u0 ∈ X. Äëÿ öi¹¨ çàäà÷i çíàéäåíî çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêó
ó âèãëÿäi: u(t) = uh(t) + uih(t), äå uh(t) = e−AtB−1(A)u0 � ðîçâ'ÿçîê
îäíîðiäíî¨ çàäà÷i,

uih(t) = −e−AtB−1(A)

m∑
i=1

αi

∫ ti

0

e−A(ti−τ)f(τ)dτ +

∫ t

0

e−A(t−τ)f(τ)dτ,

B(A) = I +

m∑
i=1

αie
−Ati .

Äëÿ ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðàë
Äàíôîðäà-Êîøi îòðèìàíî çîáðàæåííÿ:

uh(t) =
1

2πi

∫
ΓI

e−ztB−1(z)RA(z)u0dz,

ïiñëÿ ïàðàìåòðèçàöi¨ ÿêîãî ìà¹ìî

uh(t) =
1

2πi

∫ ∞
−∞
F(t, ξ)dξ, (24)

äå
F(t, ξ) = FA(t, ξ)u0,

FA(t, ξ) =
e−z(ξ)tz′(ξ)

1 +
n∑
i=1

αie−z(ξ)ti

[
(z(ξ)I −A)−1 − 1

z(ξ)
I

]
,

z(ξ) = aI cosh ξ − ibI sinh ξ, z′(ξ) = aI sinh ξ − ibI cosh ξ.
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Íàáëèæåííÿ áóäó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ Sinc-êâàäðàòóðè:

uh,N (t) =
h

2πi

N∑
k=−N

F(t, z(kh)). (25)

Òåîðåìà 10 (Òåîðåìà 3.1) Íåõàé A � ñåêòîðiàëüíèé îïåðàòîð, u0 ∈
D(Aα), α ∈ (0, 1). Òîäi äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó (25) îäíîðiäíî¨ íå-
ëîêàëüíî¨ çàäà÷i (1), (23) ñïðàâåäëèâà åêñïîíåíöiàëüíà îöiíêà ïîõèáêè

ðiâíîìiðíî ïî t ≥ 0 ïîðÿäêó O(e−c
√
N ) çà óìîâè, ùî h = 1/

√
N i ïîðÿä-

êó O
(
max

{
e−πdN/(c1 lnN), e−c1aItN/2−c1α lnN

})
, ∀t > 0 çà óìîâè, ùî

h = lnN/N , c, c1 > 0, íå çàëåæàòü âiä N .

Äëÿ íàáëèæåííÿ íåîäíîðiäíî¨ ÷àñòèíè, ðîçiá'¹ìî ¨¨ íà äâi ÷àñòèíè
uih(t) = u1,ih(t) + u2,ih(t),

äå

u1,ih(t) =

∫ t

0

e−A(t−τ)f(τ)dτ, u2,ih(t) = −
m∑
j=1

αju2,ih,j(t),

u2,ih,j(t) =

∫ ti

0

B−1e−A(t+ti−τ)f(τ)dτ.

u1,ih(t) íàáëèçèìî çà äîïîìîãîþ

u1,ih(t) ≈ u1,N (t) =
h

2πi

N∑
k=−N

z′(kh)[(z(kh)I −A)−1 − 1

z(kh)
I]×

× h
N∑

p=−N
µk,p(t)f(ωp(t)),

(26)

äå

µk,p(t) =
t

2
exp{− t

2
z(kh)[1− tanh (ph)]}/ cosh2 (ph),

ωp(t) =
t

2
[1 + tanh (ph)].

u2,ih,j(t) ≈u2,j,N (t) =
h

2πi

N∑
k=−N

e−z(kh)tz′(kh)B−1(z(kh))×

×
[
(z(kh)I −A)−1 − 1

z(kh)
I

]
h

N∑
p=−N

µk,p,jf(ωp,j).

(27)

Òåîðåìà 11 (Òåîðåìà 3.3) Íåõàé A� ñåêòîðiàëüíèé îïåðàòîð, f(t) ∈
D(Aα), α > 0 äëÿ t ∈ [0,∞] ìîæíà àíàëiòè÷íî ïðîäîâæèòè â Σf =
{ρeiθ1 : ρ ∈ [0,∞], |θ1| < ϕ} äå âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

‖Aαf(w)‖ ≤ cαe−δα|Re w|, w ∈ Σf (28)
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ç δα ∈ (0,
√

2ρ0], òîäi äëÿ íàáëèæåííÿ íåîäíîðiäíîãî ðîçâ'ÿçêó ïðè h =

1/
√
N ñïðàâåäëèâà îöiíêà ïîõèáêè

‖uih(t)− (u1,N (t) + u2,N (t))‖ = ‖EN (t)‖ ≤ ce−c1
√
N (29)

çi ñòàëèìè c, c1 > 0, ùî çàëåæàòü âiä α, ϕ, ρ0 i íå çàëåæàòü âiä N, t.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 äîñëiäæåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ
ðîçâ'ÿçêó íåëîêàëüíî¨ çàäà÷i (1), (23)

Òåîðåìà 12 (Òåîðåìà 3.4) Íåõàé A � ñèëüíî-ïîçèòèâíèé îïåðàòîð ç
ñïåêòðàëüíèìè ïàðàìåòðàìè (ρ, ϕ), à ôóíêöiÿ f(t) ∈ L((0;T ), X). Òîäi
äëÿ iñíóâàííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1), (23) íåîáõiäíî i äîñòàòíüî
ùîá ìíîæèíà íóëiâ Ker(B(z)) ≡ {z : B(z) = 0, z ∈ C}, ôóíêöi¨ B(z)
àñîöiéîâàíî¨ ç íåëîêàëüíîþ óìîâîþ (23), çàäîâîëüíÿëà

Ker(B(z)) ⊂ C\Σ (30)

Ïiäðîçäië 3.3 ïðèñâÿ÷åíèé çàñòîñóâàííþ ìåòîäó ç ïiäðîçäiëó 3.1 äëÿ
ïîáóäîâè íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ïîøèðåííÿ àåðî-
çîëüíîãî çàáðóäíåííÿ â àòìîñôåði. Äàíà ìîäåëü ñêëàäà¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿ
ïåðåíîñó-äèôóçi¨, âiäïîâiäíèõ êðàéîâèõ óìîâ òà ïåðiîäè÷íî¨ óìîâè ïî
÷àñó. Â îïåðàòîðíîìó âèãëÿäi ¨¨ ìîæíà çàïèñàòè ÿê ÷àñòèííèé âèïàäîê
çàäà÷i (1), (23) ïðè m = 2, α1 = −1. Íàáëèæåíèé ìåòîä ç ïiäðîçäiëó 3.1
àäàïòîâàíî äî óìîâ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi, çíàéäåíî îöiíêè øâèäêîñòi
çáiæíîñòi òà ïðîâåäåíî ÷èñåëüíi ðîçðàõóíêè.

Ó ïiäðîçäiëi 3.4 ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à äëÿ ðiâíÿííÿ (1) ç óìîâîþ
u(0) +Bu(T ) = u0, 0 < T, (31)

äå B : X → X � îáìåæåíèé îïåðàòîð, f(t) � çàäàíà âåêòîðíî-çíà÷íà
ôóíêöiÿ çi çíà÷åííÿìè â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X, u0 ∈ X. Îïåðàòîð A ç
îáëàñòþ âèçíà÷åííÿD(A) ¹ ñåêòîðiàëüíèì. Çà äîïîìîãîþ çàìiíè çàäà÷à
(1), (32) çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i ç îäíîðiäíèì ðiâíÿííÿì. Òîäi ¨¨ ðîçâ'ÿçîê
ïðè âèêîíàííi óìîâè

‖B‖ < 1, (32)
ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi iíòåãðàëà Äàíôîðäà-Êîøi

u(t) =
1

2πi

∫
ΓI

e−zt
[
I + e−zTB

]−1
[
(zI −A)−1 − 1

z
I

]
u0dz,

àáî ïiñëÿ ïàðàìåòðèçàöi¨ êîíòóðó iíòåãðóâàííÿ (12) îòðèìà¹ìî çî-
áðàæåííÿ àíàëîãi÷íå (24). Äëÿ íàáëèæåííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ Sinc-
êâàäðàòóðà (25), äëÿ ÿêîãî çíàéäåíî àïðiîðíi îöiíêè ïîõèáîê.

Òåîðåìà 13 (Òåîðåìà 3.5) Íåõàé A � ñåêòîðiàëüíèé îïåðàòîð, u0 ∈
D(Aα), α ∈ (0, 1). Òîäi íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíî¨ íåëîêàëüíî¨
çàäà÷i (1), (31) ìà¹ åêñïîíåíöiàëüíó øâèäêiñòü çáiæíîñòi ðiâíîìiðíó

ïî t ≥ 0 ïîðÿäêó O(e−c
√
N ) ïðè h = (1/

√
N). Äëÿ h = lnN/N i êîæíî-

ãî ôiêñîâàíîãî t > 0 íàáëèæåííÿ ìà¹ ïîðÿäîê O
(
max

{
e−πdN/(c1 lnN),

e−c1aItN/2−c1α lnN
})
. Ñòàëi c, c1 > 0 íå çàëåæàòü âiä t,N .



16

Ïiäðîçäië 3.5 ïðèñâÿ÷åíî ïîáóäîâi íàáëèæåíîãî ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàí-
íÿ íåëîêàëüíî¨ äâîòî÷êîâî¨ çàäà÷i äëÿ åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî
ïîðÿäêó

du(t)

dt
+A1(t)u(t) = f1(t),

u(0) + αu(1) = ϕ,
(33)

äå A1(t)� ñåêòîðiàëüíèé îïåðàòîð ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ D(A1), ùî íå
çàëåæèòü âiä t â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X, ϕ� çàäàíèé âåêòîð, à f1(t)�
çàäàíà âåêòîðíî-çíà÷íà ôóíêöiÿ, α ∈ R. Ïðèïóñêà¹òüñÿ òàêîæ, ùî äëÿ
A1 âèêîíóþòüñÿ óìîâè

‖[A1(t)−A1(s)]A−γ1 (t)‖ ≤ L1,γ |t− s| ∀t, s, 0 ≤ γ < 1, (34)

‖Aγ1(t)A−γ1 (s)− I‖ ≤ Lγ |t− s| ∀t, s ∈ [0, 1]. (35)
Âåêòîðíî-çíà÷íà ôóíêöiÿ f1(t) ∈ C(0, 1;X).

Ñïåðøó, çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííî¨ t→ 1+t
2 çàäà÷à (33) çâîäèòüñÿ

äî çàäà÷i íà [−1, 1] i äëÿ v(t) = u
(

1+t
2

)
ìà¹ìî

dv(t)

dt
+A(t)v(t) = f(t),

v(−1) + αv(1) = ϕ,
(36)

äå A(t) = 1
2A1

(
1+t

2

)
, f(t) = 1

2f1

(
1+t

2

)
. Íàáëèæåííÿ áóäó¹òüñÿ íà ñiòöi

ωn = {tk, k = 0, ..., n} ç n + 1 òî÷êè íà [−1, 1] ùî ¹ âóçëàìè ×åáèøåâà-
Ãàóñà-Ëîáàòî tk = cos

(
n−k
n π

)
. Äëÿ xk ≈ v(tk) îòðèìàíî ñèñòåìó ðiâíÿíü

x0 + αxn = ϕ,

xk = e−Akτkxk−1 +

n∑
j=0

αkjxj + φk, k = 1, n,
(37)

ç

αkj =

∫ tk

tk−1

e−Ak(tk−s)[Ak −A(s)]Lj,n(s)ds,

φk =

∫ tk

tk−1

e−Ak(tk−s)f(s)ds, k = 1, n, j = 0, n,

äå Lj,n(s) ¹ ôóíäàìåíòàëüíèìè ïîëiíîìàìè Ëàãðàíæà ïî ñèñòåìi ωn,
z̃k = Aγk(v(tk)− xk) ñïðàâåäëèâà òåîðåìà:

Òåîðåìà 14 (Òåîðåìà 3.6) Íåõàé A1(t)� ñåêòîðiàëüíèé i âèêîíóþòüñÿ
óìîâè (34), (35), òîäi iñíó¹ äîäàòíà ñòàëà c òàêà, ùî

1) äëÿ n äîñòàòíüî âåëèêîãî
|‖z̃‖| = max

k
‖z̃k‖ ≤ cnγ−1 · lnn · En(Aγ0v),

äå v� ðîçâ'ÿçîê (36);
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2) ñèñòåìà (37) ïðèâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó
x̃ = S−1Bx̃+ S−1φ,

ç ìàòðèöÿìè S−1, B, ùî çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðiâ (37) i ÿêó
ìîæíà ðîçâ'ÿçóâàòè ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü

x̃(k+1) = S−1Bx̃(k) + S−1φ, k = 0, 1, ...; x̃(0) − äîâiëüíå,
ç øâèäêiñòþ çáiæíîñòi ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ çi çíàìåííèêîì
q ≤ cnγ−1 ln(n) < 1 äëÿ äîñòàòíüî âåëèêîãî n.

ßê i ðàíiøå, En(w)� ïîõèáêà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ w ïîëiíîìàìè
ñòåïåíÿ íå áiëüøå n. Òîìó îöiíêà ïîõèáêè íå ìà¹ íàñè÷åííÿ òî÷íîñòi.

Ó ïiäðîçäiëi 3.6 íàâåäåíî äîñëiäæåííÿ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ (1) ç óìî-
âîþ

u(0) + aAβu(T ) = u0, (38)
äå a, β > 0� çàäàíi ñòàëi, u0 ∈ X. Îïåðàòîð A ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ
D(A) â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X ¹ ñåêòîðiàëüíèì. Çà äîïîìîãîþ çàìiíè
çàäà÷à (1), (38) çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i ç îäíîðiäíèì ðiâíÿííÿì. Íàáëèæå-
ííÿ øóêà¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ Sinc-êâàäðàòóðíî¨ ôîðìóëè:

uN (t) = h

N∑
k=−N

F(t, z(kh)), (39)

F(t, z) =
1

2πi
e−zt

[
1 + αzβe−zT

]−1
z′ (RA − I/z)u0,

äå z� òî÷êè íà êîíòóði (12), z′� òî÷êè íà ïðîäèôåðåíöiéîâàíîìó êîíòóði
(12) ç ïàðàìåòðàìè âèçíà÷åíèìè â (13). Âèêîíó¹òüñÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 15 (Òåîðåìà 3.7) Íåõàé A � ñåêòîðiàëüíèé îïåðàòîð, u0 ∈
D(Aα), α ∈ (0, 1) i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

C1 = |α|

(
1 +

(
bI
aI

)2
)β/2(

β

T

)β
e−β < 1.

Òîäi Sinc-êâàäðàòóðà (39) àïðîêñèìó¹ u(t) ç åêñïîíåíöiàëüíîþ øâèä-

êiñòþ çáiæíîñòi ïîðÿäêó O(e−c
√
N ) ïðè h = (1/

√
N). Äëÿ h =

lnN/N i êîæíîãî ôiêñîâàíîãî t > 0 íàáëèæåííÿ ìà¹ ïîðÿäîê

O
(
max

{
e−πdN/(c1 lnN), e−c1aItN/2−c1α lnN

})
. Ñòàëi c, c1 > 0 íå çàëå-

æàòü âiä t,N .

Ó ïiäðîçäiëi 3.7 íàâåäåíî äîñëiäæåííÿ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ (1) ç óìî-
âîþ

u(0) +

∫ T

0

w(s)u(s)ds = u0, (40)

äå w(s) ≥ 0� çàäàíà ôóíêöiÿ, u0 ∈ X. ßê i ðàíiøå, çà äîïîìîãîþ çàìi-
íè öÿ çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i ç îäíîðiäíèì ðiâíÿííÿì. Äîñòàòíüîþ
óìîâîþ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ¹ ‖w(s)‖C[0,T ] <

1
T . Íàáëèæåííÿ øóêà¹òüñÿ
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ó âèãëÿäi (39), äå

F(t, z) =
1

2πi
e−zt

[
1 +

∫ T

0

w(s)e−zsds

]−1

z′ (RA − I/z)u0,

äå z� òî÷êè íà êîíòóði (12), ç ïàðàìåòðàìè âèçíà÷åíèìè â (13). Iíòåãðàë
â çíàìåííèêó îá÷èñëþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ êâàäðàòóðíî¨ ôîðìóëè òèïó
Ãàóñà:

I =

∫ T

0

w(s)e−z(ζ)sds ≈
n∑
j=0

T

2
ωjw(ξj)e

−z(ζ)ξj = In, (41)

ξj = T
2 (θj+1), äå {θj}� íàáið ç n+1 êîðåíÿ ïîëiíîìà Ëåæàíäðà Pn+1(x)

i {ωj} � ìíîæèíà âàã êâàäðàòóðíî¨ ôîðìóëè Ãàóñà.

Òåîðåìà 16 (Òåîðåìà 3.9) Íåõàé A� ñåêòîðiàëüíèé îïåðàòîð, u0 ∈
D(Aα), α ∈ (0, 1) i âèêîíóþòüñÿ óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó. Òîäi íà-
áëèæåííÿ äî u(t) ìà¹ åêñïîíåíöiàëüíó øâèäêiñòü çáiæíîñòi ó âèïàäêó
êîëè w(t) ìà¹ àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ â åëiïñ Áåðíøòåéíà.

Ó ïiäðîçäiëi 3.8 âèêëàäåíî ïîáóäîâó íàáëèæåíîãî ìåòîäó äëÿ ðiâíÿ-
ííÿ (1) ç íåëiíiéíîþ iíòåãðàëüíîþ óìîâîþ

u(−1)−
∫ 1

−1

w(s, u(s))ds = u0, (42)

äå u0 ∈ X� çàäàíèé âåêòîð, w(t, u) : (R+ ×X) → X � çàäàíà ôóíêöiÿ
(íåëiíiéíèé îïåðàòîð). Äëÿ ïîáóäîâè íàáëèæåííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ií-
òåãðàëüíå íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ, ÿêå ¹ íàñëiäêîì çàäà÷i (1), (42)

u(t) = e−A(t+1)u0 + e−A(t+1)

∫ 1

−1

w(s, u(s))ds. (43)

Äëÿ íàáëèæåííÿ îïåðàòîðíî¨ åêñïîíåíòè âèêîðèñòîâó¹òüñÿ åêñïîíåíöi-
àëüíî çáiæíèé ìåòîä ç ïiäðîçäiëó 2.3. Íàáëèæåííÿ iíòåãðàëà áóäó¹òüñÿ
çà äîïîìîãîþ êâàäðàòóðíî¨ ôîðìóëè ïî ñèñòåìi âóçëiâ ×åáèøåâà-Ãàóñà-
Ëîáàòî (êâàäðàòóðíà ôîðìóëà Êëåíøîó-Êóðòiñà). Öå ïðèçâîäèòü äî
ñèñòåìè íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ øóêà¹òüñÿ ìåòîäîì ïîñëi-
äîâíèõ íàáëèæåíü.

~y(k) = A~w(~y(k−1)) + ~p, ~y(0) = ~p. (44)
Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

‖Aα (w (t, u)− w (t, v))‖ ≤ L ‖u− v‖ , ∀t ∈ [−1, 1], (45)

‖e−A(t+1)A−α‖ ≤ c

α
, c > 0,

ç äåÿêèìè ñòàëèìè 0 < L < ∞ òà α > 0. Äîâåäåíî, ùî ïðè âèêîíàííi
óìîâè

q ≡ 2Lc

α
< 1. (46)

ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü (44) ¹ çáiæíèì.
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Òåîðåìà 17 (Òåîðåìà 3.11) Íåõàé A : X → X � ëiíiéíèé ñåêòîðiàëü-
íèé îïåðàòîð, à ôóíêöiÿ w(t, u) : (R+ × X) → D(Aα) ⊆ X ìà¹ àíà-
ëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ â åëiïñ Áåðíøòåéíà Eρ òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
Ëiïøèöÿ (45) ç êîíñòàíòàìè L,α i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (46). Òîäi ïî-
õèáêà íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó íåëiíiéíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (43)
âåêòîðîì ~yk ìà¹ âèãëÿä∣∣∣∣∣∣~u− ~yk∣∣∣∣∣∣ ≤ |||~z|||+ qk+1

1− q
|||~p|||,

|||z||| ≤c e−
√
πdα(N+1)

(1− q)α

(
‖Aαu0‖+

∫ 1

−1

‖Aαw(s, u(s))‖ds
)

+

+
c1 lnnEn (Aαw(·, u(·)))

1− q
.

Ó ðîçäiëi 4 âèêëàäåíî äîñëiäæåííÿ ïðèñâÿ÷åíi çàäà÷àì äëÿ äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ç íåîáìåæåíèìè îïåðàòîðíèìè
êîåôiöi¹íòàìè. Ó ïiäðîçäiëi 4.1 ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à äëÿ ñòðîãî äåì-
ïôîâàíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó â áàíàõîâîìó
ïðîñòîði

d2u(t)

dt2
+ αA

du(t)

dt
+Au = 0, t > 0

u(0) = ϕ,

du(0)

dt
= ψ,

(47)

äå A� îïåðàòîð çi ñïåêòðîì íà [γ0,∞) äiéñíî¨ âiñi i îöiíêîþ ðåçîëüâåíòè
(4) ∀z /∈ Σε = {z : |arg(z) < ε|}. Çàäà÷à (47) ìîæå áóòè çàïèñàíà ó
âèãëÿäi

dw(t)

dt
+Bw = 0,

w(0) = w0,
(48)

äå

w0 =

(
ϕ
ψ

)
, w =

(
u
ut

)
, B =

(
0 −I
A αA

)
.

ßêùî ââåñòè íîðìó |‖v|‖ = max{‖v1‖, ‖v2‖} äëÿ ïðîñòîðó âåêòîðiâ v =
(v1, v2)T òà âiäïîâiäíó ìàòðè÷íó íîðìó, òî

(zI −B)−1 = (αz − 1)−1R(z)

(
zI − αA −I

A zI

)
, (49)

äå
R(z) = (z2(αz − 1)−1I −A)−1.

|‖(zI −B)−1‖| ≤ C

1 + |z|
, z /∈ Σθ,
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à ñåêòîð Σθ ìiñòèòü ìíîæèíó

Ψ =

{
z : |z − α| = α−1, Rez ≥ 1

2
αγ0

}⋃{
z : Imz = 0, Rez ≥ α−1

}
.

θ = arccos
α
√
γ0

2
.

Ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðà B ãàðàíòóþòü iñíóâàííÿ îïåðà-
òîðíî¨ åêñïîíåíòè e−Bt òà ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (48) ìîæå áóòè çàïèñàíèé ó
âèãëÿäi

w(t) = e−Btw0,
äëÿ ÿêîãî âèêîðèñòîâó¹ìî íàáëèæåííÿ

w(t) ≈ wN (t) =
h

2πi

N∑
k=−N

f1(t, z(kh)), (50)

f1(t, s) =
1

2πi
e−tz(s)z′(s)

[
(z(s)I −B)−1 − 1

z(s) + 1

]
w0.

Òåîðåìà 18 (Òåîðåìà 4.1) Íåõàé ϕ, ψ ∈ D(Aσ) i A � îïåðàòîð
ìà¹ ñïåêòð Σ(A), ùî çíàõîäèòüñÿ íà [γ0,∞). Òîäi ôîðìóëà (50) çà-
äà¹ íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i (48) ç îöiíêîþ ïîðÿäêó

O(e−c
√
N ) ïðè t ≥ 0, h =

√
πd

σ(N+1) i îöiíêîþ ïîðÿäêó O(e−cN/ lnN ) ïðè

t > 0, h = lnN/N .

Ó ïiäðîçäiëi 4.2 ðîçãëÿäà¹òüñÿ êðàéîâà çàäà÷à äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-
ãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó åëiïòè÷íîãî òèïó

d2u

dx2
−Au = −f(x), u(0) = u0, u(1) = u1, (51)

ç íåâiäîìîþ u(x), âiäîìèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè u0, u1 i çàäàíîþ ïðà-
âîþ ÷àñòèíîþ f(x), îïåðàòîð A� ñåêòîðiàëüíèé. Ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i
ìîæå áóòè çàïèñàíèé ó âèãëÿäi:

u(x) = uh(x) + up(x), (52)
äå

uh(x) = E(x;
√
A)u1 + E(1− x;

√
A)u0, (53)

¹ ðîçâ'ÿçêîì îäíîðiäíî¨ çàäà÷i, E(x;
√
A) = sinh−1(

√
A) sinh(x

√
A) à

up(x) =

∫ 1

0

G(x, s;A)f(s)ds, (54)

ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ çàäà÷i ç íóëüîâèìè êðàéîâèìè óìîâàìè,
G(x, s;A) ≡ G(x, s) =

= [
√
A sinh

√
A]−1

{
sinh(x

√
A) sinh((1− s)

√
A) x ≤ s,

sinh(s
√
A) sinh((1− x)

√
A) x ≥ s

.
(55)
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ßêùî u0 = 0, òî ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ çàäà÷i ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

u(x) = uhl(x) =
1

2πi

∫
ΓI

E(x;
√
z)(zI −A)−1u1dz, (56)

ΓI� ãiïåðáîëà (12) ç ïàðàìåòðàìè, âèçíà÷åíèìè â (13). Íàáëèæåííÿ øó-
êà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

uN (t) = uhl,N (x) =
h

2πi

N∑
k=−N

F(t, z(kh)), (57)

F(x, ξ) = E(x;
√
z(ξ))z′(ξ)

[
(z(ξ)I −A)−1 − 1

z(ξ)
I

]
u1.

Òåîðåìà 19 (Òåîðåìà 4.2) Íåõàé A � ñåêòîðiàëüíèé îïåðàòîð, u1 ∈
D(Aα), α ∈ (0, 1). Òîäi Sinc- íàáëèæåííÿ (57) ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíî¨ çà-
äà÷i uhl(x) ìà¹ ðiâíîìiðíó âiäíîñíî x ∈ [0, 1] åêñïîíåíöiàëüíó øâèä-

êiñòü çáiæíîñòi, ÿêà ìà¹ ïîðÿäîê O(e−c
√
N ) ðiâíîìiðíî ïî x ∈ [0, 1] ïðè

h = (1/
√
N) i ïîðÿäîê O

(
max

{
e−πdN/(c1 lnN), e−c1(x−1)ãN/2−c1α lnN

})
äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî x ∈ [0, 1) ïðè h = lnN/N , äå ñòàëi c, c1 > 0
íå çàëåæàòü âiä t,N .

Äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
ôîðìóëà

upa,N (t) =
h2

2πi

N∑
k,j=−N

z′(kh)[(z(kh)I −A)−1 − 1

z(kh)
I]×

× [µk,1,j(x)f(ω1,j(x)) + µk,2,j(x)f(ω2,j(x))] ,

(58)

äå

µk,1,j(x) =
x sinh((1− x)

√
z(kh)) sinh

(
0.5x

√
z(kh)(1 + tanh jh)

)
2
√
z(kh) sinh

√
z(kh) cosh2 jh

,

ω1,j(x) = 0.5x[1 + tanh (jh)],

µk,2,j(x) =
(1− x) sinh(x

√
z(kh)) sinh

(
0.5(1− x)

√
z(kh) (1− tanh(jh))

)
2
√
z(kh) sinh

√
z(kh) cosh2 jh

,

ω2,j(x) = 0.5x[1− tanh (jh)] + 0.5[1 + tanh (jh)],

h = 1/
√
N.

Òåîðåìà 20 (Òåîðåìà 4.3) Íåõàé A � ñåêòîðiàëüíèé îïåðàòîð, f(x) ∈
D(Aα), α > 0, ÿêà ìà¹ àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ â îáëàñòü Aν(1), ùî ¹
âiäîáðàæåííÿì w = [1+tanh z]/2 ñìóãè øèðèíîþ 2ν íàâêîëî äiéñíî¨ âiñi
Dν . Òîäi íàáëèæåííÿ (58) ¹ çáiæíèì ç îöiíêîþ øâèäêîñòi çáiæíîñòi:

‖EN (x)‖ = ‖up(x)− uap,N (x)‖ ≤ c

α
e−c1

√
N max
w∈Aν(1)

‖Aαf(w)‖, (59)

ðiâíîìiðíî ïî x ∈ [0, 1] ç äîäàòíèìè ñòàëèìè c, c1, ùî çàëåæàòü âiä
ñïåêòðàëüíèõ âëàñòèâîñòåé A, àëå íåçàëåæíèìè âiä N, x.
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Ó ðîçäiëi 5 âèêëàäåíî ðåçóëüòàòè, ùî ñòîñóþòüñÿ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿí-
íÿ äðóãîãî ïîðÿäêó åëiïòè÷íîãî òèïó ç íåîáìåæåíèì îïåðàòîðíèì êî-
åôiöi¹íòîì òà íåëîêàëüíèìè óìîâàìè. Ó ïiäðîçäiëi 5.1 ðîçãëÿäà¹òüñÿ
çàäà÷à:

d2u

dx2
−Au = 0, x ∈ (0, 1)

u(0) = 0,

u(1) =

m∑
k=1

αku(ξk) + u1,

(60)

äå αk ∈ R, k = 1,m, 0 < ξ1, ξ2, · · · < ξm < 1, u1 ∈ X. Îïåðàòîð A ç
îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ D(A) â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X ¹ ñåêòîðiàëüíèì.
Ðîçâ'ÿçîê (60) ìîæíà ôîðìàëüíî çàïèñàòè ó âèãëÿäi

u(x) = sinh(
√
Ax) sinh−1(

√
A)B−1u1, (61)

ÿêùî iñíó¹ îïåðàòîð B−1, äå

B = I −
m∑
k=1

αk sinh(
√
Aξk) sinh−1(

√
A).

Ëåìà 1 (Ëåìà 5.1) Íåõàé A� ñåêòîðiàëüíèé îïåðàòîð. ßêùî âèêîíó-
¹òüñÿ óìîâà

m∑
k=1

|αk|
cosh (ξk

√
aI)

sinh
√
aI

< 1, (62)

òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (60), ÿêèé ìà¹ çîáðàæåííÿ

u(x) =
1

2πi

∫
ΓI

sinh(
√
zx)

sinh(
√
z)

[
1−

m∑
k=1

αk
sinh(

√
zξk)

sinh(
√
z)

]R1
A(z)u1dz, (63)

äå ΓI� ãiïåðáîëà (12) ç ïàðàìåòðàìè

aI =
√
ρ2

0 + b20 cos

(
d1

2
+ ϕ

)
, bI =

√
ρ2

0 + b20 sin

(
d1

2
+ ϕ

)
,

d1 = arccos

(
ρ1√
a2

0 + b20

)
− ϕ.

(64)

Iíòåãðàë (63) íàáëèæà¹ìî çà äîïîìîãîþ Sinc-êâàäðàòóðíî¨ ôîðìóëè:

uN (x) =
h

2πi

N∑
k=−N

F(x, z(kh)), (65)

F(x, z) =
1

2πi

sinh(
√
zx)

sinh(
√
z)

[
1−

m∑
k=1

αk
sinh(

√
zξk)

sinh(
√
z)

]z′R1
A(z)u1,
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ç ïîõèáêîþ ‖ηN (F , h)‖ = ‖u(x)− uN (x)‖.

Òåîðåìà 21 (Òåîðåìà 5.1) Íåõàé A� ñåêòîðiàëüíèé îïåðàòîð, u1 ∈
D(Aα), α ∈ (0, 1) i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (62). Òîäi (65) âèçíà÷à¹ íà-
áëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê íåëîêàëüíî¨ çàäà÷i (60), ÿêèé çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìið-
íî âiäíîñíî x ∈ [0, 1] äî òî÷íîãî ç ïîõèáêîþ, ùî ìà¹ åêñïîíåíöiàëüíó
øâèäêiñòü çáiæíîñòi

‖ηN (F , h)‖ ≤ c

α
exp
(
−
√
πd1α(N + 1)

)
‖Aαu1‖ (66)

äëÿ h =
√

πd1
α(N+1) . Íàáëèæåííÿ ìà¹ ïîõèáêó ç îöiíêîþ

‖ηN (F , h)‖ ≤ c
[
e−πd1N/(c1 lnN) + e−c1(x−1)

√
aIN/2−c1α lnN

]
‖Aαu1‖, (67)

äëÿ âèïàäêó x ∈ [0, 1) i h = c1 lnN/N , ñòàëi c, c1 > 0, íå çàëåæàòü âiä
x, N .

Ó ïiäðîçäië 5.2 âèêëàäåíî ðåçóëüòàòè, ùî ñòîñóþòüñÿ äîñëiäæåííÿ
i ïîáóäîâè íàáëèæåíîãî ìåòîäó çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó íåëîêàëüíî¨ çà-
äà÷i äëÿ åëiïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ â áàíàõîâîìó ïðîñòîði ç iíòåãðàëüíîþ
íåëîêàëüíîþ óìîâîþ

d2u

dx2
−Au = 0, x ∈ (0, 1)

u(0) = 0,∫ 1

0

w(s)u(s)ds+ u(1) = u1,

(68)

äå w(s) ≥ 0� çàäàíà ôóíêöiÿ, u1 ∈ X. Ôîðìàëüíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (68)
ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

u(x) =E(x,
√
A)

[
I +

∫ 1

0

w(s)E(s,
√
A)ds

]−1

u1, (69)

ùî ïiñëÿ âèêîðèñòàííÿ çîáðàæåííÿ çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëà Äàíôîðäà-
Êîøi ïðèâîäèòü äî

u(x) =
1

2πi

∫
ΓI

E(x,
√
z)

1 +
∫ 1

0
w(s)E(s,

√
z)ds

RA(z)u1dz = (70)

=
1

2πi

∫
ΓI

F (x, z)RA(z)u1dz,

äå ΓI� ãiïåðáîëà (12) ç ïàðàìåòðàìè (64).

Ëåìà 2 Íåõàé A � âñþäè ùiëüíèé ñèëüíî ïîçèòèâíèé îïåðàòîð. ßêùî
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

‖w(s)‖C[0,1] <
√
aI , (71)

òîäi iñíó¹ i ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (68), ÿêèé ìà¹ çîáðàæåííÿ (70).

Iíòåãðàë â çíàìåííèêó ôóíêöi¨ F (x, z) íàáëèæà¹ìî çà äîïîìîãîþ
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êâàäðàòóðíî¨ ôîðìóëè Ãàóñà:

I =

∫ 1

0

w(s)E(s,
√
z(ζ))ds ≈ 1

2

n∑
j=0

ωjw(ξj)E(ξj ,
√
z(ζ)) = In, (72)

ξj =
1

2
(θj + 1),

äå {θj} � ìíîæèíà ç n+ 1 êîðåíÿ ïîëiíîìiâ Ëåæàíäðà Pn+1(x), à {ωj} �
ìíîæèíà âóçëiâ êâàäðàòóðíî¨ ôîðìóëè Ãàóñà, à iíòåãðàë Äàíôîðäà-
Êîøi çà äîïîìîãîþ Sinc-êâàäðàòóðè

u(x) ≈ un(x) =
1

2πi

∫ ∞
−∞

Fn(x, z(ζ))z′(ζ)R1
A(ζ)u1dζ =

∫ ∞
−∞
Fn(x, ζ)dζ,

(73)
äå

Fn(z(ζ), A) =
E(x,

√
z(ζ))

1 + In
,

Îñòàòî÷íî ìà¹ìî

un,N (x) = h

N∑
k=−N

Fn(x, z(kh)). (74)

Òåîðåìà 22 (Òåîðåìà 5.2) Íåõàé A � ñåêòîðiàëüíèé îïåðàòîð, u1 ∈
D(Aα), α ∈ (0, 1) i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (71). Òîäi (74) çàäà¹ íàáëèæåííÿ
u(x). Âîíî ìà¹ åêñïîíåíöiàëüíó øâèäêiñòü çáiæíîñòi ó âèïàäêó êîëè
w(x) ìà¹ àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ â åëiïñ Áåðíøòåéíà.

Âèñíîâêè

1) Äîâåäåíî íåïîêðàùóâàíiñòü îöiíîê øâèäêîñòi çáiæíîñòi ìåòîäó
ïåðåòâîðåííÿ Êåëëi äëÿ îá÷èñëåííÿ îïåðàòîðíî¨ åêñïîíåíòè äëÿ
ðiçíèõ êëàñiâ ãëàäêîñòi ïî÷àòêîâîãî âåêòîðà.

2) Äîñëiäæåíî øâèäêiñòü çáiæíîñòi Sinc-êâàäðàòóðíî¨ ôîðìóëè äëÿ
îá÷èñëåííÿ îïåðàòîðíî¨ åêñïîíåíòè ç âèêîðèñòàííÿì çîáðàæåííÿ
Äàíôîðäà-Êîøi ïî ïàðàáîëi i ñòàíäàðòíî¨ ðåçîëüâåíòè. Ïîêàçàíî,
ùî òàêèé ïiäõiä íå çàáåçïå÷ó¹ ðiâíîìiðíó øâèäêiñòü çáiæíîñòi âiä-
íîñíî çìiííî¨ t ≥ 0, ùî ðîáèòü íåìîæëèâèì âèêîðèñòàííÿ öüîãî
ìåòîäó äëÿ íåîäíîðiäíèõ çàäà÷ çi çáåðåæåííÿì åêñïîíåíöiàëüíî¨
øâèäêîñòi çáiæíîñòi.

3) Ðîçðîáëåíî ìåòîä áåç íàñè÷åííÿ òî÷íîñòi äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëè-
æåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøî-
ãî ïîðÿäêó ç íåîáìåæåíèì îïåðàòîðíèì êîåôiöi¹íòîì ç âèêîðè-
ñòàííÿì íàáëèæåííÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ïî âóçëàõ ×åáèøåâà àáî ïå-
ðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà âiä ïðàâî¨ ÷àñòèíè. Ïîêàçàíî, ùî øâèäêiñòü
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çáiæíîñòi áóäå åêñïîíåíöiàëüíîþ ó âèïàäêó àíàëiòè÷íî¨ âåêòîð-
ôóíêöi¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè.

4) Çíàéäåíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç íåîáìåæåíèì îïå-
ðàòîðíèì êîåôiöi¹íòîì çi çìiííîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ òà ðîçðî-
áëåíî ìåòîä áåç íàñè÷åííÿ òî÷íîñòi äëÿ éîãî íàáëèæåíîãî çíàõî-
äæåííÿ.

5) Äîñëiäæåíî m-òî÷êîâó íåëîêàëüíó çàäà÷ó äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-
ãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç íåîáìåæåíèì îïåðàòîðíèì êîå-
ôiöi¹íòîì â áàíàõîâîìó ïðîñòîði. Äëÿ íå¨ çíàéäåíî çîáðàæåííÿ
ðîçâ'ÿçêó ÷åðåç îïåðàòîðíi åêñïîíåíòè, òà ç ïðèïóùåííÿì ïðî âè-
êîíàííÿ äîñòàòíiõ óìîâ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ïîáóäîâàíî òà îá ðóí-
òîâàíî åêñïîíåíöiàëüíî çáiæíèé ìåòîä çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî
ðîçâ'ÿçêó.

6) Çíàéäåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó äâîòî-
÷êîâî¨ íåëîêàëüíî¨ çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøî-
ãî ïîðÿäêó ç íåîáìåæåíèì îïåðàòîðíèì êîåôiöi¹íòîì.

7) Äëÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ïîøèðåííÿ àåðîçîëüíîãî çàáðóäíåííÿ
â àòìîñôåði ç ïåðiîäè÷íèìè óìîâàìè ïî ÷àñó àäàïòîâàíî åêñïî-
íåíöiàëüíî çáiæíèé íàáëèæåíèé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ m-òî÷êîâî¨
íåëîêàëüíî¨ çàäà÷i. Äîñëiäæåíà øâèäêiñòü çáiæíîñòi òà ñòâîðåíå
ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ.

8) Äîñëiäæåíî çàäà÷ó äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïî-
ðÿäêó ç íåëîêàëüíîþ äâîòî÷êîâîþ óìîâîþ, ùî ìiñòèòü îáìåæå-
íèé àáî íåîáìåæåíèé îïåðàòîðíèé êîåôiöi¹íò. Âïåðøå çíàéäåíî
äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó òà ïîáóäîâàíî åêñïîíåíöiàëü-
íî çáiæíèé íàáëèæåíèé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

9) Äëÿ åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç äâîòî÷êîâîþ íå-
ëîêàëüíîþ óìîâîþ ïîáóäîâàíî ìåòîä çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî
ðîçâ'ÿçêó ç øâèäêiñòþ çáiæíîñòi áåç íàñè÷åííÿ òî÷íîñòi âiäíîñíî
âõiäíèõ äàíèõ.

10) Äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç íåîáìåæåíèì
îïåðàòîðíèì êîåôiöi¹íòîì òà ç íåëîêàëüíèìè iíòåãðàëüíèìè ëi-
íiéíèìè òà íåëiíiéíèìè óìîâàìè çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè iñíó-
âàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òà âïåðøå ïîáóäîâàíî íàáëèæåíi ìåòîäè áåç íà-
ñè÷åííÿ òî÷íîñòi âiäíîñíî ãëàäêîñòi ÿäðà iíòåãðàëüíèõ óìîâ. Ó
âèïàäêó àíàëiòè÷íîñòi ÿäåð ìåòîäè çàáåçïå÷óþòü åêñïîíåíöiàëü-
íó øâèäêiñòü çáiæíîñòi.
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11) Äîñëiäæåíî çàäà÷ó Êîøi äëÿ äåìïôîâàíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç íåîáìåæåíèìè îïåðàòîðíèìè êîåôi-
öi¹íòàìè. Äëÿ âèïàäêó ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó ïðè óìîâi, ùî îïå-
ðàòîðè ¹ ñàìîñïðÿæåíèìè, äîäàòíî âèçíà÷åíèìè íà îñíîâi çîáðà-
æåííÿ Äàíôîðäà-Êîøi òà êâàäðàòóðíî¨ ôîðìóëè òðàïåöié âïåðøå
ïîáóäîâàíî åêñïîíåíöiàëüíî çáiæíèé íàáëèæåíèé ìåòîä ðîçâ'ÿçó-
âàííÿ.

12) Äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç íåîáìåæåíèì
îïåðàòîðíèìè êîåôiöi¹íòîì â áàíàõîâîìó ïðîñòîði òà êðàéîâèìè
óìîâàìè (åëiïòè÷íèé âèïàäîê) âïåðøå ïîáóäîâàíî åêñïîíåíöiàëü-
íî çáiæíèé íàáëèæåíèé ìåòîä.

13) Äîñëiäæåíî m-òî÷êîâó íåëîêàëüíó çàäà÷ó äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç íåîáìåæåíèì îïåðàòîðíèì êîåôiöi¹í-
òîì. Äëÿ íå¨ çíàéäåíî çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêó, âñòàíîâëåíî äîñòàòíi
óìîâè éîãî iñíóâàííÿ. Âïåðøå ïîáóäîâàíî òà îá ðóíòîâàíî åêñ-
ïîíåíöiàëüíî çáiæíèé ìåòîä çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó
òàêî¨ çàäà÷i. ßê îêðåìèé âèïàäîê ç óìîâ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó âè-
âåäåíî íîâi äîñòàòíi óìîâè äëÿ êëàñè÷íèõ áàãàòîòî÷êîâèõ çàäà÷
äëÿ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü.

14) Äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ åëiïòè÷íîãî òèïó ç íåëîêàëüíîþ
iíòåãðàëüíîþ óìîâîþ çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿç-
êó òà âïåðøå ïîáóäîâàíî íàáëèæåíèé ìåòîä áåç íàñè÷åííÿ òî÷íî-
ñòi âiäíîñíî ãëàäêîñòi ÿäðà iíòåãðàëüíî¨ óìîâè. Ó âèïàäêó àíà-
ëiòè÷íîñòi ÿäðà ìåòîä çàáåçïå÷ó¹ åêñïîíåíöiàëüíó øâèäêiñòü çái-
æíîñòi.
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Ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ðîçðîáöi ìåòîäiâ áåç íàñè÷åííÿ òî÷íîñòi äëÿ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåîáìåæåíèìè îïåðàòîðíèìè êîåôiöi¹í-
òàìè â áàíàõîâîìó ïðîñòîði. Ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê êëàñè÷íi ïîñòàíîâêè
ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷, òàê i çàäà÷i ç íåëîêàëüíèìè óìîâàìè. Ðî-
áîòà ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó òà ï'ÿòè ðîçäiëiâ. Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî
àêòóàëüíiñòü òåìè, ìåòó äîñëiäæåííÿ, çâ'ÿçîê ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè,



31

ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ ðîáîòè, âèçíà÷åíî îá'¹êò òà ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ.
Â ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ ïðîâåäåíî îãëÿä íàóêîâèõ ïóáëiêàöié çà
òåìîþ äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ.

Â äðóãîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿíü ïåðøîãî
ïîðÿäêó ç íåîáìåæåíèì îïåðàòîðíèì êîåôiöi¹íòîì ó áàíàõîâîìó ïðî-
ñòîði. Ó íüîìó äîâåäåíî íåïîêðàùóâàíiñòü îöiíîê øâèäêîñòi çáiæíîñòi
çîáðàæåííÿ îïåðàòîðíî¨ åêñïîíåíòè çà äîïîìîãîþ ðîçâèíåííÿ â ðÿä çà
ïîëiíîìàìè Ëàãåððà òà ïåðåòâîðåííÿì Êåëëi äëÿ ïî÷àòêîâîãî çíà÷åííÿ
ç ðiçíèõ êëàñiâ ãëàäêîñòi. Äàëi äîñëiäæåíî øâèäêiñòü çáiæíîñòi Sinc-
êâàäðàòóðíî¨ ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ îïåðàòîðíî¨ åêñïîíåíòè, âèêî-
ðèñòîâóþ÷è iíòåãðàë Äàíôîðäà-Êîøi ç êîíòóðîì ïî ïàðàáîëi äëÿ ìà-
ëîãî çíà÷åííÿ ÷àñîâî¨ çìiííî¨. Ïîêàçàíî, ùî òàêå íàáëèæåííÿ âòðà÷à¹
åêñïîíåíöiàëüíó øâèäêiñòü çáiæíîñòi ïðè t = 0, òîìó íå ìîæå áóòè
âèêîðèñòàíèé äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü. Ðîçðîáëåíî òà
îá ðóíòîâàíî ìåòîäè áåç íàñè÷åííÿ òî÷íîñòi ç ðiâíîìiðíîþ øâèäêiñòþ
çáiæíîñòi äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ íå-
îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ. Äîñëiäæåíî çàäà÷ó Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç íåîáìåæåíèì îïåðàòîðíèì êîåôiöi¹íòîì,
îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ÿêîãî ¹ çìiííîþ à òàêîæ ðîçðîáëåíî ìåòîä áåç íà-
ñè÷åííÿ òî÷íîñòi çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó.

Â ðîçäiëi 3 ðîçãëÿäàþòüñÿ íåëîêàëüíi ïîñòàíîâêè çàäà÷ äëÿ äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó. Â íüîìó äîñëiäæåíî m-òî÷êîâó
íåëîêàëüíó çàäà÷ó äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç
íåîáìåæåíèì îïåðàòîðíèì êîåôiöi¹íòîì, ïîáóäîâàíî òà îá ðóíòîâàíî
åêñïîíåíöiàëüíî çáiæíèé ìåòîä çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó.
Çíàéäåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó íåëîêàëü-
íî¨ çàäà÷i äëÿ âèïàäêó m = 2. Ïîáóäîâàíî åêñïîíåíöiàëüíî çáiæíèé
ìåòîä çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ïîøè-
ðåííÿ àåðîçîëüíîãî çàáðóäíåííÿ â àòìîñôåði ç ïåðiîäè÷íèìè óìîâà-
ìè ïî ÷àñó, ÿêà ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì äâîòî÷êîâî¨ íåëîêàëüíî¨ çàäà÷i.
Äîñëiäæåíî çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç
íàñòóïíèìè íåëîêàëüíèìè óìîâàìè: iíòåãðàëüíèìè ëiíiéíèìè òà íåëi-
íiéíèìè óìîâàìè, óìîâàìè ùî ìiñòÿòü îáìåæåíèé îïåðàòîð, óìîâàìè
ùî ìiñòÿòü íåîáìåæåíèé îïåðàòîð. Äëÿ öèõ çàäà÷ âñòàíîâëåíî äîñòàòíi
óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òà ïîáóäîâàíî ìåòîäè áåç íàñè÷åííÿ òî÷íî-
ñòi çíàõîäæåííÿ ¨õ íàáëèæåíü.

Ðîçäiëè 4 òà 5 ïðèñâÿ÷åíi êëàñè÷íèì i íåëîêàëüíèì çàäà÷àì äëÿ äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ç íåîáìåæåíèìè îïåðàòîðíèìè
êîåôiöi¹íòàìè. Â öèõ ðîçäiëàõ äîñëiäæåíî çàäà÷ó Êîøi äëÿ äåìïôîâà-
íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó òà êðàéîâó çàäà-
÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ åëiïòè÷íîãî òèïó, ïîáóäîâàíî åêñïîíåíöiàëüíî çáiæíi
íàáëèæåíi ìåòîäè. Äîñëiäæåíî íåëîêàëüíi çàäà÷i ç m-òî÷êîâîþ òà ií-
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òåãðàëüíîþ óìîâàìè äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó
åëiïòè÷íîãî òèïó ç íåîáìåæåíèì îïåðàòîðíèì êîåôiöi¹íòîì. Äëÿ íèõ
çíàéäåíî çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ, âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ
òà ïîáóäîâàíî åêñïîíåíöiàëüíî çáiæíi ìåòîäè íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó.

Óñi ïîëîæåííÿ äèñåðòàöi¨, ÿêi âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, ¹ íîâèìè. Ðå-
çóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Âîíè ìî-
æóòü áóòè çàñòîñîâàíi ïðè ðîçðîáöi íîâèõ ìåòîäiâ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿ-
çóâàííÿ çàäà÷, ùî âèíèêàþòü ïðè ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi. Ìàòå-
ðiàëè äèñåðòàöi¨ ÷àñòêîâî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â êóðñi ¾Äîäàòêîâi ðîçäiëè
ìåòîäiâ îá÷èñëåíü¿, ùî ÷èòà¹òüñÿ ìàãiñòðàì çi ñïåöiàëüíîñòi ¾ïðèêëà-
äíà ìàòåìàòèêà¿ Íàöiîíàëüíîãî àâiàöiéíîãî óíiâåðñèòåòó.

Êëþ÷îâi ñëîâà: äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ â áàíàõîâîìó ïðîñòî-
ði, íåîáìåæåíi îïåðàòîðíi êîåôiöi¹íòè, iíòåãðàë Äàíôîðäà-Êîøi, Sinc-
íàáëèæåííÿ, ìåòîäè áåç íàñè÷åííÿ òî÷íîñòi, iíòåðïîëÿöiéíi ïîëiíîìè,
ïîëiíîìè ×åáèøåâà, åêñïîíåíöiàëüíî çáiæíi ìåòîäè, íåëîêàëüíi çàäà÷i.

ABSTRACT

Vasylyk V. B. Methods without accuracy saturation for di�erential
equations in a Banach space with unbounded operator coe�cients. - Quali-
fying scienti�c work on the rights of manuscript. The thesis for obtaining
the Doctor of Physical and Mathematical Sciences degree in the speciality
01.01.07 �Computational Mathematics�. � Institute of Mathematics, Nati-
onal Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2017.

The work is devoted to the development of methods without accuracy
saturation for di�erential equations with unbounded operator coe�cients
in a Banach space. Classical statements of initial boundary-value problems
and problems with nonlocal conditions are considered. The work consists
of an introduction and �ve chapters. The introduction substantiates the
relevance of the topic, the research purpose, the connection with scienti�c
programs, work's practical value, its subject and object. In the �rst chapter
of the dissertation we present a review of scienti�c publications on the topic
of dissertation research.

The Cauchy problems for the �rst-order equations with unbounded
operator coe�cients in a Banach space are considered in the second chapter.
Here we proved that estimates of convergence for the Cayley transform
method for operator exponential are unimprovable for di�erent classes of
initial data. Then we obtain the convergence rate of the Sinc-quadrature
formula for calculating the operator exponential using the Dunford-Cauchy
integral over parabola path for a small value of the time variable. It is
shown that this approximation loses the exponential convergence rate for
t = 0, and, therefore, can not be used to solve problems for inhomogeneous
equations. The methods without accuracy saturation with uniform rate of
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convergence for an approximate solution to the Cauchy problem for an
inhomogeneous equation are developed and justi�ed. The problems for the
di�erential equation of the �rst order with the following nonlocal condi-
tions are investigated: integral linear and nonlinear conditions, conditi-
ons containing a bounded operator, conditions containing an unbounded
operator. Su�cient conditions for the existence of solutions are found for
these problems and methods are constructed without saturation of the
accuracy of �nding their approximations.

Chapter 3 deals with nonlocal problems for di�erential equations of the
�rst order. It is investigated the m�point nonlocal problem for a di�erenti-
al equation of the �rst order with an unbounded operator coe�cient and
an exponentially convergent method for �nding an approximate solution
is constructed and substantiated. The necessary and su�cient conditions
for the existence of a solution of a nonlocal problem for the case m = 2
are found. An exponentially convergent method for �nding an approximate
solution of a mathematical model for the propagation of aerosol pollution in
the atmosphere with periodic conditions over time, which is a partial case
of a two-point nonlocal problem, is constructed. Nonlocal problems for a
di�erential equation of the �rst order with conditions containing a bounded
or unbounded operator coe�cient in a nonlocal condition and with integral
linear and nonlinear conditions are investigated. We established su�ci-
ent conditions for the existence of solutions and constructed exponentially
convergent methods of approximate solution.

Chapters 4 and 5 are devoted to some classical and nonlocal problems for
the second order di�erential equations with unbounded operator coe�cients.
Here, the Cauchy problem for a strongly damped second-order equation of
hyperbolic type and the boundary-value problem for an elliptic-type equati-
on are investigated. For such problems exponentially convergent numeri-
cal methods are constructed. Nonlocal problems with m�point and integral
conditions are investigated for a di�erential equation of the second order of
elliptic type with an unbounded operator coe�cient. The representation of
solutions was found, su�cient conditions of existence were established and
exponentially convergent methods of �nding an approximate solutions were
constructed.

All the results included in the thesis are new. They are of a theoreti-
cal nature and can be applied in the development of new methods for the
approximate solution of problems that arise in mathematical modelling.
Materials of the dissertation are partly used in the course �Advanced Topics
of Numerical Methods�, that is taught to the masters degree students in the
speciality �Applied Mathematics� of the National Aviation University.

Keywords: di�erential equations in a Banach space, unbounded
operator coe�cients, Dunford-Cauchy integral, Sinc-approximation,
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methods without accuracy saturation, interpolation polynomials,
Chebyshev polynomials, exponentially convergent methods, nonlocal
problems.
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