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АНОТАЦIЯ

Василик В. Б. Методи без насичення точностi для диференцiальних рiв-

нянь в банаховому просторi з необмеженими операторними коефiцiєнтами. –

Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису. Дисертацiя на здобут-

тя наукового ступеня доктор фiзико-математичних наук за спецiальнiстю

01.01.07 «Обчислювальна математика». – Iнститут математики НАН Укра-

їни, Київ, 2017.

Робота присвячена розробцi методiв без насичення точностi для диферен-

цiальних рiвнянь з необмеженими операторними коефiцiєнтами в банаховому

просторi. Розглядаються як класичнi постановки початково-крайових задач,

так i задачi з нелокальними умовами. Робота складається зi вступу та п’яти

роздiлiв. У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми, мету дослiдження, зв’я-

зок з науковими програмами, практичне значення роботи, визначено об’єкт

та предмет дослiдження. В першому роздiлi дисертацiї проведено огляд нау-

кових публiкацiй за темою дисертацiйного дослiдження.

В другому роздiлi розглядаються задачi Кошi для рiвнянь першого поряд-

ку з необмеженим операторним коефiцiєнтом у банаховому просторi. У ньому

доведено непокращуванiсть оцiнок швидкостi збiжностi зображення опера-

торної експоненти за допомогою розвинення в ряд за полiномами Лагерра

та перетворенням Келлi для початкового значення з рiзних класiв гладкостi.

Далi дослiджено швидкiсть збiжностi Sinc-квадратурної формули для обчи-

слення операторної експоненти, використовуючи iнтеграл Данфорда-Кошi з

контуром по параболi для малого значення часової змiнної. Показано, що таке

наближення втрачає експоненцiальну швидкiсть збiжностi при t = 0, тому не

може бути використаний для розв’язування неоднорiдних рiвнянь. Розробле-

но та обґрунтовано методи без насичення точностi з рiвномiрною швидкiстю

збiжностi для знаходження наближеного розв’язку задачi Кошi для неодно-

рiдного рiвняння. Дослiджено задачу Кошi для диференцiального рiвняння
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першого порядку з необмеженим операторним коефiцiєнтом, область визна-

чення якого є змiнною а також розроблено метод без насичення точностi

знаходження наближеного розв’язку.

В роздiлi 3 розглядаються нелокальнi постановки задач для диференцi-

альних рiвнянь першого порядку. В ньому дослiджено m-точкову нелокаль-

ну задачу для диференцiального рiвняння першого порядку з необмеженим

операторним коефiцiєнтом, побудовано та обґрунтовано експоненцiально збi-

жний метод знаходження наближеного розв’язку. Знайдено необхiднi та до-

статнi умови iснування розв’язку нелокальної задачi для випадку m = 2. По-

будовано експоненцiально збiжний метод знаходження наближеного розв’яз-

ку математичної моделi поширення аерозольного забруднення в атмосферi з

перiодичними умовами по часу, яка є частинним випадком двоточкової нело-

кальної задачi. Дослiджено задачi для диференцiального рiвняння першого

порядку з наступними нелокальними умовами: iнтегральними лiнiйними та

нелiнiйними умовами, умовами що мiстять обмежений оператор, умовами що

мiстять необмежений оператор. Для цих задач встановлено достатнi умови

iснування розв’язкiв та побудовано методи без насичення точностi знаходже-

ння їх наближень.

Роздiли 4 та 5 присвяченi класичним i нелокальним задачам для дифе-

ренцiальних рiвнянь другого порядку з необмеженими операторними коефi-

цiєнтами. В цих роздiлах дослiджено задачу Кошi для демпфованого рiв-

няння другого порядку гiперболiчного типу та крайову задачу для рiвнян-

ня елiптичного типу, побудовано експоненцiально збiжнi наближенi методи.

Дослiджено нелокальнi задачi з m-точковою та iнтегральною умовами для

диференцiального рiвняння другого порядку елiптичного типу з необмеже-

ним операторним коефiцiєнтом. Для них знайдено зображення розв’язкiв,

встановлено достатнi умови iснування та побудовано експоненцiально збiжнi

методи наближення розв’язку.

Усi положення дисертацiї, якi виносяться на захист, є новими. Результати
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дисертацiйної роботи мають теоретичний характер. Вони можуть бути за-

стосованi при розробцi нових методiв наближеного розв’язування задач, що

виникають при математичному моделюваннi. Матерiали дисертацiї частково

використовуються в курсi «Додатковi роздiли методiв обчислень», що чи-

тається магiстрам зi спецiальностi «прикладна математика» Нацiонального

авiацiйного унiверситету.

Ключовi слова: диференцiальнi рiвняння в банаховому просторi, нео-

бмеженi операторнi коефiцiєнти, iнтеграл Данфорда-Кошi, Sinc-наближення,

методи без насичення точностi, iнтерполяцiйнi полiноми, полiноми Чебишева,

експоненцiально збiжнi методи, нелокальнi задачi.

ABSTRACT

Vasylyk V. B. Methods without accuracy saturation for differential equations

in a Banach space with unbounded operator coefficients. - Qualifying scientific

work on the rights of manuscript. The thesis for obtaining the Doctor of Physi-

cal and Mathematical Sciences degree in the speciality 01.01.07 ”Computational

Mathematics”. – Institute of Mathematics, National Academy of Sciences of Ukrai-

ne, Kyiv, 2017.

The work is devoted to the development of methods without accuracy saturati-

on for differential equations with unbounded operator coefficients in a Banach

space. Classical statements of initial boundary-value problems and problems

with nonlocal conditions are considered. The work consists of an introduction

and five chapters. The introduction substantiates the relevance of the topic, the

research purpose, the connection with scientific programs, work’s practical value,

its subject and object. In the first chapter of the dissertation we present a review

of scientific publications on the topic of dissertation research.

The Cauchy problems for the first-order equations with unbounded operator

coefficients in a Banach space are considered in the second chapter. Here we

proved that estimates of convergence for the Cayley transform method for operator
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exponential are unimprovable for different classes of initial data. Then we obtain

the convergence rate of the Sinc-quadrature formula for calculating the operator

exponential using the Dunford-Cauchy integral over parabola path for a small

value of the time variable. It is shown that this approximation loses the exponenti-

al convergence rate for t = 0, and, therefore, can not be used to solve problems

for inhomogeneous equations. The methods without accuracy saturation with uni-

form rate of convergence for an approximate solution to the Cauchy problem

for an inhomogeneous equation are developed and justified. The problems for

the differential equation of the first order with the following nonlocal conditions

are investigated: integral linear and nonlinear conditions, conditions containing a

bounded operator, conditions containing an unbounded operator. Sufficient condi-

tions for the existence of solutions are found for these problems and methods are

constructed without saturation of the accuracy of finding their approximations.

Chapter 3 deals with nonlocal problems for differential equations of the first

order. It is investigated the m–point nonlocal problem for a differential equati-

on of the first order with an unbounded operator coefficient and an exponenti-

ally convergent method for finding an approximate solution is constructed and

substantiated. The necessary and sufficient conditions for the existence of a

solution of a nonlocal problem for the case m = 2 are found. An exponenti-

ally convergent method for finding an approximate solution of a mathematical

model for the propagation of aerosol pollution in the atmosphere with periodic

conditions over time, which is a partial case of a two-point nonlocal problem, is

constructed. Nonlocal problems for a differential equation of the first order with

conditions containing a bounded or unbounded operator coefficient in a nonlocal

condition and with integral linear and nonlinear conditions are investigated. We

established sufficient conditions for the existence of solutions and constructed

exponentially convergent methods of approximate solution.

Chapters 4 and 5 are devoted to some classical and nonlocal problems for the

second order differential equations with unbounded operator coefficients. Here, the
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Cauchy problem for a strongly damped second-order equation of hyperbolic type

and the boundary-value problem for an elliptic-type equation are investigated.

For such problems exponentially convergent numerical methods are constructed.

Nonlocal problems with m–point and integral conditions are investigated for a di-

fferential equation of the second order of elliptic type with an unbounded operator

coefficient. The representation of solutions was found, sufficient conditions of

existence were established and exponentially convergent methods of finding an

approximate solutions were constructed.

All the results included in the thesis are new. They are of a theoretical nature

and can be applied in the development of new methods for the approximate soluti-

on of problems that arise in mathematical modelling. Materials of the dissertation

are partly used in the course ”Advanced Topics of Numerical Methods”, that is

taught to the masters degree students in the speciality ”Applied Mathematics” of

the National Aviation University.

Keywords: differential equations in a Banach space, unbounded operator

coefficients, Dunford-Cauchy integral, Sinc-approximation, methods without

accuracy saturation, interpolation polynomials, Chebyshev polynomials,

exponentially convergent methods, nonlocal problems.

Результати дисертацiї опублiкованi в роботах [1–21] i тезах та працях кон-

ференцiй [22–32].



7

Список публiкацiй здобувача

1. Василик, В. Неулучшаемые по порядку оценки скорости сходимости метода преоб-

разования Келли для приближения операторной экспоненты / В. Василик, В. Ма-

каров, В. Рябичев // Кибернетика и системный анализ. — 2002. — Т. 4. — С. 180–185

(translated in Cybernetics and Systems Analysis.– 2002.– 38, 4.– P. 632–636).

2. Vasylyk, V. Uniform exponentially convergent method for the first order evolution equation

with unbounded operator coefficient / V. Vasylyk // Journal of Numerical and Applied

Mathematics. — 2003. —Vol. 1. — P. 99–104.

3. Василик, В. Наближений розв’язок задачi Кошi для диференцiального рiвняння з

секторiальним оператором в банаховому просторi / В. Василик // Вiсник Львiвського

нацiонального унiверситету iм. I.Франка. Фiзико-математичнi науки. — 2004. — Т. 9. —

С. 34–46.

4. Gavrilyuk, I. P. A new estimate of the Sinc method for linear parabolic problems including

the initial point / I. P. Gavrilyuk, V. L. Makarov, V. B. Vasylyk // Computational Methods

in Applied Mathematics. — 2004. —Vol. 4. — P. 163– 179.

5. Gavrilyuk, I. P. Exponentially convergent approximation to the elliptic solution operator /

I. P. Gavrilyuk, V. L. Makarov, V. B. Vasylyk // Computational Methods in Applied

Mathematics. — 2006. —Vol. 6, no. 4. — P. 386–404.

6. Василик, В. Б. Експоненцiйно збiжний метод для апроксимацiї iнтегралiв зi змiнною

межею iнтегрування / В. Б. Василик, Д. О. Ситник // Працi Iнституту математики

НАН України. — 2006. — Т. 3, № 1. —С. 54–63.

7. Василик, В. Б. Exponentially convergent algorithm for a strongly damped differential

equations of the second order with an operator coefficient in Banach space / В. Б. Василик,

I. П. Гаврилюк, В. Л. Макаров // Працi Iнституту математики НАН України. —

2007. — Т. 4, № 2. —С. 245–260.

8. Exponentially convergent Duhamel-like algorithms for differential equations with an

operator coefficient possessing a variable domain in a Banach space / T. J. Bohonova,

I. P. Gavrilyuk, V. L. Makarov, V. B. Vasylyk // SIAM J. Numer. Anal. — 2007/08. —

Vol. 46, no. 5. — P. 365–396.



8

9. Exponentially convergent method for the m-point nonlocal problem for a first order di-

fferential equation in Banach space / I. P. Gavrilyuk, V. L. Makarov, D. O. Sytnyk,

V. B. Vasylyk // Numer. Funct. Anal. Optim. — 2010. —Vol. 31, no. 1-3. — P. 1–21.

10. Василик, В. Б. Експоненцiальний метод розв’язування неоднорiдних диференцiаль-

них рiвнянь першого порядку з необмеженим операторним коефiцiєнтом за допомо-

гою перетворення Лапласа / В. Б. Василик // Працi Iнституту математики НАН

України. — 2010. — Т. 7, № 3, 5-8. — С. 78–89.

11. Gavrilyuk, I. Exponentially convergent algorithms for abstract differential equations /

Ivan Gavrilyuk, Volodymyr Makarov, Vitalii Vasylyk. Frontiers in Mathematics. — Bi-
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Розробцi наближених методiв розв’язування задач для

рiвнянь математичної фiзики, що виникають при математичному моделю-

ваннi рiзноманiтних процесiв та явищ, присвячена значна кiлькiсть робiт.

Це зумовлено тим, що для бiльшої частини таких задач вiдшукати розв’я-

зок у явному виглядi не вдається або його вигляд є занадто складний для

подальшого аналiзу. Значним фактором також виступає швидкий розвиток

обчислювальної технiки, що вимагає оновлення вiдомих методiв та дає мо-

жливiсть реалiзацiї нових.

Особливе мiсце серед наближених методiв посiдають методи без насичення

точностi (МБНТ) або спектральнi методи. Вони дозволяють автоматично пiд-

лаштовуватись пiд гладкiсть вхiдних даних. Тобто, чим бiльша гладкiсть, тим

бiльша швидкiсть методу. На явище насичення точностi та пiдходи до його

подолання звернув увагу К.I. Бабенко в 1970-х роках. Ним було показано, що

методи, якi автоматично пiдлаштовуються пiд вхiднi данi є оптимальними за

точнiстю для заданої кiлькостi даних на соболєвських та аналiтичних класах

функцiй. Порядок швидкостi збiжностi МБНТ для функцiй з простору Собо-

лєва пропорцiйний показнику гладкостi, а для функцiй, що аналiтичнi, швид-

кiсть — експоненцiальна. Хоча деякi iдеї та прийоми побудови МБНТ можна

знайти в досить старих роботах К. Лацоша (C. Lanczos), Кленшоу (Clenshaw)

та iнших, по справжньому вони почали розвиватися в 1970-х–1980-х роках.

Одними з перших робiт, що стосувались МБНТ, були роботи В.Л. Макаро-

ва та I.П. Гаврилюка в 70-х роках для побудови рiзницевих схем з точниим

спектром. В захiднiй лiтературi МБНТ бiльш вiдомi як спектральнi методи

(СМ). Великий вклад в розробку та пропагування СМ внесли С.А. Орсзаг

(S.A. Orszag), Д. Готлiб (D. Gottlieb), К. Кануто (C. Canuto), М.Ю. Хуссаiнi

(M.Y. Hussaini), А. Куартеронi (A. Quarteroni), Т.А. Занг (T.A. Zang), Б. Мер-

сьє (B. Mercier), Дж.П. Бойд (J.P. Boyd), Л.Н. Трефетен (L.N. Trefethen),
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Дж. Шен (J. Shen), Т. Танг (T. Tang), Л.-Л. Ванг (L.-L. Wang) та iншi.

Початково-крайовi задачi математичної фiзики часто вивчаються виходя-

чи з їхнiх узагальнень у виглядi диференцiальних рiвнянь з необмеженими

операторними коефiцiєнтами в деякому банаховому просторi. Такий пiдхiд

дає можливiсть розглядати значно ширший круг задач нiж дають класи-

чнi постановки. В цьому випадку постановка задачi в банаховому просторi

може розглядатися як деяка метамодель. Вiдмiтимо, що теорiя операторно-

диференцiальних рiвнянь виникла на межi двох математичних напрямiв: те-

орiї диференцiальних рiвнянь та теорiї напiвгруп. Вперше такi задачi з’яви-

лись в працях I.М. Гельфанда та Г.Е. Шилова з диференцiально-операторним

рiвнянням з коефiцiєнтом у виглядi матрицi, елементами якої є диференцiаль-

нi оператори. Теорiя напiвгруп в банахових просторах побудована Е. Хiлле,

Р.С. Фiлiпсом, К. Iосiдою та iнш. Ними отриманi результати щодо iснуван-

ня розв’язкiв таких рiвнянь в термiнах операторiв. Формально їхнi розв’язки

легко записати, використовуючи функцiї вiд операторiв. Зокрема, для рiв-

нянь, що є узагальненнями параболiчних, елiптичних та гiперболiчних задач,

розв’язки записуються за допомогою операторної експоненти, нормалiзовано-

го операторного гiперболiчного синуса та операторного косинуса, вiдповiдно.

Для обчислення операторної експоненти (а, отже, i розв’язку вiдповiдної

задачi) спочатку використовувалися розвинення її в ряди. Першi результа-

ти тут отриманi в 1984 роцi А.В. Бабiним (для напiваналiтичних початкових

умов), М.Л. Горбачуком та В.В. Городецьким (для аналiтичних початкових

умов але при довiльних значеннях змiнного параметра t > 0). Пiзнiше, в се-

рединi 1990-х, зображення на основi перетворення Келлi отримане в роботах

Д.З. Арова, I.П. Гаврилюка та В.Л. Макарова, яке дало можливiсть знахо-

дження операторної експоненти для початкових умов скiнченної гладкостi

зi швидкiстю без насичення точностi. Наближеннями операторних експонент

займались також О.I. Кашпiровський та Ю.В. Митник, якi побудували на-

ближення операторної експоненти з експоненцiальною швидкiстю збiжностi,
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використовуючи ряди Фур’є-Чебишева. Дослiдженнями для таких оператор-

них функцiй також присвяченi роботи М.Ф. Городнього.

Суттєвий крок у побудовi методiв для наближення операторних експонент

став запропонований В.Л. Макаровим та I.П. Гаврилюком пiдхiд, що поєднує

зображення операторних функцiй за допомогою iнтеграла Данфорда-Кошi

та експоненцiально збiжнi квадратурнi формули. Це дало змогу побудувати

методи для наближення операторних експонент, що мають експоненцiаль-

ну швидкiсть збiжностi для скiнченної гладкостi вiдносно операторного ко-

ефiцiєнта початкових умов. Крiм того, побудованi методи дають змогу при-

роднiм чином розпаралелювати обчислення за рахунок незалежного знахо-

дження послiдовностi резольвент та наближення в рiзних точках. Викори-

стовуючи цю iдею, свої методи знаходження операторних експонент побуду-

вали Ц. Паленсiя (C. Palencia), М. Лопес-Фернандес (M. Lopez-Fernandez),

В. Томе (V. Thomee), Дж.А.Ц. Вайдеман (J.A.C. Weideman), Л.Н. Трефе-

тен (L.N. Trefethen), Д. Шин (D. Sheen). Необхiдно вiдмiтити також спосiб

регуляризацiї резольвенти, запропонований В.Л. Макаровим, що дозволило

побудувати метод з рiвномiрною по часу експоненцiальною швидкiстю збi-

жностi, який дає можливiсть розв’язувати неоднорiднi задачi при додаткових

слабких припущеннях на гладкiсть вхiдних даних.

Для рiвнянь другого порядку з необмеженими операторними коефiцiєнта-

ми I.П. Гаврилюком та В.Л. Макаровим розвинута теорiя на основi перетво-

рення Келлi та побудовано методи без насичення точностi вiдносно гладкостi

вхiдних даних. Зокрема вони розробленi для знаходження операторних три-

гонометричних та гiперболiчних функцiй а також для операторної функцiї

Бесселя.

Задачi з нелокальними умовами є одним з важливих об’єктiв дослiдження

в теорiї диференцiальних рiвнянь. Пов’язано це як з важливими прикладними

застосуваннями таких задач при моделюваннi рiзних явищ, так i з цiкавими

теоретичними дослiдженнями. Нелокальними прийнято називати такi задачi,
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в яких замiсть, або разом з граничною умовою ставляться умови, що пов’язу-

ють значення розв’язку (i, можливо, його похiдних) у внутрiшнiх точках обла-

стi. Нелокальнi задачi для рiзних класiв рiвнянь розглядались А.А. Дезiним,

О.А. Самарським, А.В. Бiцадзе, В.Л. Макаровим, В.А. Iльїним, Є.I. Моiсєє-

вим, А.Л. Скубачевським, А.М. Нахушевим, Н.И. Iонкiним, Д.Г. Гордезiанi,

Г.А. Авалiшвiлi. В Українi теорiєю задач з нелокальними умовами займалися

Б.Й. Пташник, В.С. Iлькiв, I.Я. Кмiть, В.М. Полiщук. Нелокальнi крайовi за-

дачi мають особливостi, яких нема у звичайних локальних крайових задачах.

Так, наприклад, в нелокальних крайових задачах для параболiчних рiвнянь

з умовами Бiцадзе-Самарского виникає ефект зниження гладкостi (подiбний

ефект для класичних локальних задач вiдсутнiй), нелокальнi iнтегральнi

умови можуть iстотно змiнити швидкiсть спадання розв’язкiв параболiчних

рiвнянь. Нелокальнi задачi у виглядi рiвнянь з операторними коефiцiєнтами

дослiджували А.А. Дезiн, Л. Бижевський (L. Byszewski), В. Лакшмiкантам

(V. Lakshmikantham), С. Нтояс (S. Ntouyas), А.Л. Скубачевський. Чисельнi

методи для задач такого виду розглядалися в роботах А.В. Бiцадзе, О.А. Са-

марського, Д.Г. Гордезiанi, М. Сапоговаса, П.Н. Вабiщевича, Г. Берiкелашвiлi

та iнш.

Разом з тим, методи, що мали б швидкiсть збiжностi без насичення то-

чностi для нелокальних задач для рiвнянь з необмеженими операторними

коефiцiєнтами в Банаховому просторi донедавна були невiдомi. Тому побудо-

ва таких методiв є актуальною задачею як з теоретичної, так i з практичної

точок зору.

Зв’язок роботи з науковими програмами. Результати дисертацiй-

ної роботи отримано при виконаннi наукових дослiджень згiдно з планом

вiддiлу обчислювальної математики Iнституту математики НАН України

на 2001-2017 роки в рамках держбюджетної теми «Чисельно-аналiтичнi ме-

тоди розв’язування диференцiальних рiвнянь з необмеженими операторни-

ми коефiцiєнтами та обробка iнформацiйних даних» (номер держреєстрацiї
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0101U000371), «Високоточнi методи розв’язування еволюцiйних задач та роз-

робка швидкодiючих алгоритмiв» (номер держреєстрацiї 0106U000579), «Ви-

сокоточнi методи розв’язування задач для операторних рiвнянь у некласи-

чнiй постановцi» (номер держреєстрацiї 0111U000020). Частина результатiв

була отримана пiд час роботи над DFG-проектом «Чисельно-аналiтичнi мо-

делi i методи для дослiдження динамiки рiдини в резервуарах» (GZ: 436 UKR

113/33/0-4) в Лейпцiгському унiверситетi та унiверситетi Ф.Шиллера м. Єна

(2003–2010 р.р.)

Мета дисертацiйної роботи полягає у наступному:

• побудувати методи без насичення точностi для наближеного знаходжен-

ня розв’язкiв неоднорiдних диференцiальних рiвнянь першого порядку

з необмеженими операторними коефiцiєнтами;

• побудувати метод без насичення точностi для наближеного знаходжен-

ня розв’язку диференцiального рiвняння першого порядку з необмеже-

ними операторним коефiцiєнтам зi змiнною областю визначення;

• побудувати методи без насичення точностi для наближеного знаходже-

ння розв’язкiв диференцiальних рiвнянь першого порядку з необмеже-

ними операторними коефiцiєнтами i нелокальними багатоточковими та

iнтегральними умовами;

• побудувати експоненцiально збiжнi методи для наближеного знаходже-

ння розв’язкiв диференцiальних рiвнянь другого порядку з необмеже-

ними операторними коефiцiєнтами;

• побудувати методи без насичення точностi для наближеного знаходже-

ння розв’язкiв диференцiальних рiвнянь другого порядку з необмеже-

ними операторними коефiцiєнтами i нелокальними багатоточковими та

iнтегральними умовами;



21

Об’єктом дослiдження є диференцiальнi рiвняння першого i другого

порядкiв з необмеженими операторними коефiцiєнтами в банаховому просто-

рi.

Предметом дослiдження є методи без насичення точностi для початко-

вих крайових та нелокальних задач для диференцiальних рiвнянь першого та

другого порядкiв з необмеженими операторними коефiцiєнтами в банаховому

просторi.

Методи дослiдження. При виконаннi дисертацiйного дослiдження ви-

користано методи теорiї спектральних, псевдоспектральних методiв, SINC-

наближень, та функцiонального аналiзу.

Наукова новизна одержаних результатiв полягає в наступному:

• Встановлено швидкiсть збiжностi Sinc-квадратурної формули для об-

числення операторної експоненти використовуючи iнтеграл Данфорда-

Кошi з контуром по параболi. Розроблено та обґрунтовано методи без

насичення точностi для знаходження наближеного розв’язку задачi Ко-

шi для неоднорiдного рiвняння першого порядку з необмеженим опера-

торним коефiцiєнтом.

• Доведено непокращуванiсть оцiнок швидкостi збiжностi методу пере-

творення Келлi для обчислення операторної експоненти для рiзних кла-

сiв гладкостi початкового вектора.

• Дослiджено задачу Кошi для диференцiального рiвняння першого по-

рядку з необмеженим операторним коефiцiєнтом, область визначення

якого є змiнною та розроблено методи без насичення точностi знахо-

дження наближеного розв’язку.

• Дослiджено m-точкову нелокальну задачу для диференцiального рiв-

няння першого порядку з необмеженим операторним коефiцiєнтом, по-

будовано та обґрунтовано експоненцiально збiжний метод знаходження
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наближеного розв’язку. Знайдено необхiднi та достатнi умови iснуван-

ня розв’язку нелокальної задачi для випадку m = 2. Побудовано екс-

поненцiально збiжний метод знаходження наближеного розв’язку ма-

тематичної моделi поширення аерозольного забруднення в атмосферi з

перiодичними умовами по часу, яка є окремим випадком двоточкової

нелокальної задачi.

• Дослiджено нелокальнi задачi для диференцiального рiвняння першо-

го порядку з умовами, що мiстять обмежений або необмежений опера-

торний коефiцiєнт в нелокальнiй умовi, з iнтегральними лiнiйними або

нелiнiйними умовами. Знайдено достатнi умови iснування розв’язкiв та

побудовано експоненцiально збiжнi наближенi методи розв’язування.

• Для диференцiальних рiвнянь другого порядку з необмеженими опе-

раторними коефiцiєнтами дослiджено задачу Кошi для демпфованого

рiвняння гiперболiчного типу та крайову задачу для випадку елiпти-

чного рiвняння, побудовано експоненцiально збiжнi наближенi методи.

• Дослiджено нелокальнi задачi з m-точковою та iнтегральною умова-

ми для елiптичного диференцiального рiвняння другого порядку з не-

обмеженим операторним коефiцiєнтом. Для них знайдено зображення

розв’язкiв, встановлено достатнi умови iснування та побудовано експо-

ненцiально збiжнi методи знаходження наближеного розв’язку.

Практичне значення одержаних результатiв полягає в розробцi

ефективних нових методiв наближеного розв’язання задач, що мають важли-

ве значення при математичному моделюваннi. Матерiали дисертацiї викори-

стовуються при читаннi курсу «Додатковi роздiли методiв обчислень», що

читається магiстрам зi спецiальностi «прикладна математика» Нацiонально-

го авiацiйного унiверситету.

Публiкацiї та особистий внесок здобувача. Всi результати дисер-
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тацiї, якi виносяться на захист, одержанi автором самостiйно. З результатiв

робiт, що виконанi у спiвавторствi, на захист виносяться лише положення,

що одержанi автором дисертацiї. У статтях [1–3] внесок спiвавторiв є рiвно-

цiнним. У статтях [4,5] спiвавторам належить постановка задачi та участь в

обговореннi результатiв. У статтях [6–9] спiвавторам належить участь в обго-

вореннi результатiв. У статтi [10] спiвавторам належать чисельнi розрахунки

та участь в обговореннi результатiв. У статтi [11] спiвавторам належить ча-

стина, присвячена багатоточковим нелокальним умовам.



РОЗДIЛ 1

Вихiднi положення та огляд лiтератури

1.1 Оптимальнiсть за кiлькiстю операцiй обчислюваль-

них алгоритмiв

Серед наближених методiв, що застосовуються на практицi особливе мiсце

посiдають методи з властивiстю ненасичення точностi. Це такi методи, швид-

кiсть збiжностi яких автоматично залежить вiд гладкостi елемента, що на-

ближається. Для обґрунтування подальшого викладу, нагадаємо деякi визна-

чення та результати з теорiї наближень [1].

При побудовi наближеного методу, задача полягає, взагалi кажучи, в на-

ближеннi деякого елементу з нескiнченно вимiрного простору X (припусти-

мо, що це деяка функцiя f(t), t ∈ D ⊂ R) за допомогою n чисел, тобто за

допомогою елемента зi скiнченновимiрного простору Rn. Це можна зроби-

ти багатьма способами. Так, наприклад, можна взяти першi n коефiцiєнтiв

ряду Тейлора чи Фур’є для функцiї f(t) як значення n лiнiйно незалежних

функцiоналiв, тощо. Однак, найбiльш поширений метод наближення полягає

в знаходженнi n значень функцiї на деякiй сiтцi. Нехай X ∈ C(D) – ком-

пакт в даному функцiональному просторi i ω = {t1, t2, . . . , tn} ∈ D – сiтка

на D, тодi довiльну функцiю f(t) ∈ X можна зобразити за допомогою ве-

ктора ξ = (f(t1), . . . , f(tn)). Нехай ϕ : X → Rn, f → ξ = (f(t1), . . . , f(tn)) –

вiдображення, що вiдповiдає сiтцi ω. Знайдемо в X повний прообраз точки

ξ ∈ ϕ{X}, який позначимо ϕ−1(ξ). Дiаметр цiєї множини

d[ϕ−1(ξ)] = sup
g,h∈ϕ−1(ξ)

|g − h|∞, (1.1)

є мiрою точностi, з якою точка ξ ∈ Rn визначає елемент f ∈ X. Точнiсть

наближення елементiв компакта X визначається в найгiршому випадку ве-
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личиною

ε(X,Rn;ϕ) = sup
f∈X

d[ϕ−1 ◦ ϕ(f)]. (1.2)

Величина

∆n(X,C(D)) = inf
ϕ
ε(X,Rn;ϕ), (1.3)

називається сiтковим n-поперечником i показує наскiльки добре довiльний

елемент з X може бути найбiльш точно представлений своїми сiтковими зна-

ченнями. Асимптотика сiткових поперечникiв для важливих класiв функцiй

вiдома. Наведемо деякi вiдомi оцiнки.

1. Нехай X = W r
∞(M, I) – соболєвський клас функцiй, заданих на I =

[0, 1], якi мають узагальненi похiднi до порядку r включно, що обмеженi

константою M в нормi Чебишева. Тодi ∃n0:

∆n{W r
∞(M, I)} ≤ cn−r, (1.4)

для n > n0, c = const. Тодi, для наближення довiльної функцiї з цього

класу з заданою точнiстю ε нам знадобиться n(opt)
ε = c

(
1
ε

) 1
r вузлiв сiтки.

2. Нехай X = W r
p (M, I) – соболєвський клас функцiй, заданих на I =

[0, 1], якi мають узагальненi похiднi до порядку r включно, що обмеженi

константою M в нормi Lp(I). Тодi ∃n0:

∆n{W r
p (M, I)} ≤ cn−ρ, (1.5)

для n > n0, c = const, ρ = r − p−1. Тодi, для наближення довiльної

функцiї з цього класу з заданою точнiстю ε нам знадобиться n(opt)
ε =

c
(

1
ε

) 1
ρ вузлiв сiтки.

3. Нехай I = [−1, 1], Er – область, обмежена елiпсом з фокусами в точках

±1 та сумою пiвосей рiвною r > 1. Припустимо, що X(Er, I;M) – ком-

пакт неперервних на I функцiй, що мають аналiтичне продовження в

Er, обмежене константою M . Тодi ∃n0:

∆n{X(Er, I;M)} ≤Mr−n, (1.6)
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для n > n0. Тодi, для наближення довiльної функцiї з цього класу з

заданою точнiстю ε нам знадобиться n(opt)
ε = c log ε−1 вузлiв сiтки.

Розглянемо скiльки сiткових вузлiв потрiбно вибрати для досягнення за-

даної точностi ε при знаходженнi наближеного розв’язку найпростiшої задачi

Кошi

u′(t) = f(t), t ∈ (0, 1), u(0) = 0, (1.7)

за допомогою скiнченно-рiзницевого або скiнченно-елементного методiв у

просторi Соболєва W 1
2 (0, 1). Якщо вибрати рiвномiрну сiтку ωτ з n вузла-

ми та кроком τ = 1
n , використати рiзницеву схему

y(t+ τ)− y(t)

τ
= f(t+ τ/2), t ∈ ωτ ,

то справедлива оцiнка точностi [2]:

‖y − u‖C(ωτ ) ≤ cn−1|u|W 1
2 (0,1).

З цiєї оцiнки отримаємо асимптотичну кiлькiсть вузлiв сiтки, необхiдну для

досягнення заданої точностi та порiвняємо з оптимальною кiлькiстю вузлiв,

що визначена в (1.5):

nε �
(

1

ε

)
>> n(opt)

ε �
(

1

ε

) 2
3

.

Цi оцiнки показують, що скiнченно-рiзницевий або скiнченно-елементний

метод не використовує повною мiрою iнформацiю про розв’язок задачi Кошi.

Крiм того, якщо гладкiсть розв’язку буде збiльшуватись, то рiзниця мiж nε та

n
(opt)
ε буде зростати. Це пояснюється тим, що точнiсть скiнченно-рiзницевого

метода з деякого моменту залишається постiйною i не залежить вiд гладкостi

точного розв’язку. Таке явище називається ефектом насичення точностi [1].

У випадку коли розв’язок задачi аналiтичний або кусково аналiтичний, що

виникає в багатьох прикладних задачах, то оптимальна кiлькiсть вузлiв сi-

тки визначається (1.6). Припустимо, що алгоритм для отримання аналiтичної
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функцiї u(x), як розв’язку прикладної задачi, видає вектор y з na елемента-

ми, де по деякiй нормi виконується оцiнка ‖u − y‖ ≤ ϕ(na). З (1.6) видно,

що для досягнення заданої точностi ε з асимптотично оптимальною кiлькiстю

параметрiв na � log ε−1, функцiя ϕ(na) повинна бути експонентою. Для збере-

ження оцiнки n(opt)
ε � na � log ε−1, алгоритм повинен мати складнiсть C(na)

порядку na вiдносно кiлькостi арифметичних операцiй (лiнiйна складнiсть).

Таким чином, оптимальний алгоритм для аналiтичних розв’язкiв повинен

мати експоненцiальну швидкiсть збiжностi i лiнiйну складнiсть. Нажаль, на

практицi алгоритми з оптимальною складнiстю майже не зустрiчаються. По-

в’язано це з тим, зокрема, що в бiльшостi випадкiв доводиться виконувати

матрично-векторнi операцiї: матрично-векторне та матрично-матричне мно-

ження, обертання матрицi тощо. Iснує гiпотеза, що для обертання загального

виду матрицi n × n iснує алгоритм зi складнiстю � n2+ε множень для до-

вiльного малого ε > 0. Очевидно, що для таких алгоритмiв досягнути опти-

мальну складнiсть неможливо. Але в багатьох випадках вдається побудувати

алгоритм з майже оптимальною швидкiстю збiжностi. Для того, щоб форма-

лiзувати порядок експоненцiальної швидкостi введемо наступнi означення:

Означення 1.1 Говорять, що послiдовнiсть an має експоненцiальну швид-

кiсть спадання, якщо

lim
n→∞

an ∗ nk = 0, ∀ скiнченного k.

Розрiзняють три види експоненцiальної збiжностi: супергеометричну, гео-

метричну, субгеометричну.

Означення 1.2 Говорять, що експоненцiально спадна послiдовнiсть an має

супергеометричну, геометричну, субгеометричну швидкiсть якщо

lim
n→∞

log(|an|)/n =


∞, супергеометричну

constant, геометричну

0, субгеометричну.
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Рис. 1.1: Швидкiсть збiжностi

Рiзнi порядки збiжностi наведенi на рис. 1.1.

З наведених вище мiркувань ми можемо вивести наступнi вимоги до на-

ближених методiв:

1. Метод мусить мати властивiсть ненасичення точностi.

2. Для випадку аналiтичних розв’язкiв швидкiсть збiжностi повинна бути

експоненцiальною.

В лiтературi такi методи називають також методами зi спектральною

швидкiстю збiжностi. Вiдмiтимо також, що експоненцiально збiжнi методи

дозволяють в деяких випадках побороти «прокляття розмiрностi» (експонен-

цiальне зростання кiлькостi операцiй при зростаннi розмiрностi задачi) [3–8].

1.2 Iнтерполяцiя функцiй без насичення точностi

Одним з прикладiв методу, що не має насичення точностi, а при аналiтично-

стi вхiдних даних має експоненцiальну швидкiсть збiжностi є наближення

функцiї за допомогою iнтерполяцiйного полiнома по вузлах Чебишева. Такий

спосiб iнтерполяцiї дуже часто використовується при побудовi МБТ. Оскiль-

ки в подальшому буде застосовуватись ця iнтерполяцiя, наведемо основнi

результати.
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Iнтерполяцiйна формула Лагранжа має вигляд:

Pn(u, x) =
n∑
i=0

u(xi)
n∏

j=0,
j 6=i

x− xi
xi − xj

=
n∑
i=0

u(xi)Li,n(x),

Li,n(x), для i = 0, n називаються фундаментальними полiномами Лагранжа.

Якщо розглядається iнтервал (a, b) ≡ (−1, 1), то за iнтерполяцiйнi вузли

xi можна вибрати нулi полiномiв Чебишева:

Tn+1(x) = cos((n+ 1) arccos(x)),

xi = cos
(2i+ 1)π

2(n+ 1)
, i = 0, ..., n. (1.8)

Тодi

Li,n(x) =
Tn+1(x)

T ′n+1(xi)(x− xi)
, i = 0, ..., n.

Для наведення оцiнок похибок наближень за допомогою iнтерполяцiйного

полiнома введемо ваговi Lp-норми наступним чином:

‖u‖Lpw(−1,1) =

(∫ 1

−1

|u(x)|pw(x)dx

)1/p

, для 1 ≤ p <∞,

‖u‖L∞w (−1,1) = sup
−1≤x≤1

|u(x)| ,

i простори Соболєва з вагою

‖u‖Hm
w (−1,1) =

(
m∑
k=0

‖u(k)(x)‖2
L2
w(−1,1)

)1/2

,

з пiвнормою

|u|Hm;N
w (−1,1) =

 m∑
k=min(m,N+1)

‖u(k)(x)‖2
L2
w(−1,1)

1/2

Справедлива наступна теорема [9]:

Теорема 1.1 Для похибки iнтерполяцiйного наближення справедливi оцiн-

ки

‖u− Pn(u, ·)‖L2
w(−1,1) ≤ Cn−m|u|Hm;n

w (−1,1), (1.9)
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для всiх u ∈ Hm
w (−1, 1) з m ≥ 0.

‖u− Pn(u, ·)‖Llw(−1,1) ≤ Cn2l−m|u|Hm;n
w (−1,1), (1.10)

для всiх u ∈ Hm
w (−1, 1) з m ≥ 1 i 1 ≤ l ≤ m.

Вiдмiтимо, що iнтерполяцiйнi вузли Чебишева (1.8) не мiстять кiнцiв вiд-

рiзка [−1, 1]. Для того, щоб побудувати iнтерполяцiйну формулу замкнутого

типу використовують вузли Чебишева-Гауса-Лобато:

xj = cos
π(n− j)

n
, j = 0, 1, ..., n,

Li,n(η) =
(1− η2)T ′n(η)

(η − xi) d
dη [(1− η2)T ′n(η)]η=xi

, i = 0, 1, . . . , n.

Оцiнки (1.9) та (1.10) залишаються вiрними.

Для оцiнки похибки наближення iнтерполяцiйного многочлена по Чеби-

шевським вузлам в рiвномiрнiй метрицi справедлива наступна теорема [10]:

Теорема 1.2 Нехай для натурального ν ≥ 1 функцiя f та її похiднi до

f (ν−1) є абсолютно неперервними на [−1, 1], а ν-та похiдна f (ν) є функцiєю

обмеженої варiацiї V . Тодi для довiльного n > ν iнтерполяцiйний полiном

наближає її з точнiстю

‖f − pn‖ ≤
4V

πν(n− ν)ν
. (1.11)

Введемо до розгляду елiпс Бернштейна Eρ = Eρ(B) для вiдрiзку B :=

[−1, 1] з фокусами в w = ±1 та сумою пiвосей рiвною ρ > 1,

Eρ := {w ∈ C : |w − 1|+ |w + 1| ≤ ρ+ ρ−1},

або

Eρ =

{
w ∈ C : w =

1

2

(
ρeiϕ +

1

ρ
e−iφ

)}
=

{
(x, y) :

x2

a2
+
y2

b2
= 1, a =

1

2

(
ρ+

1

ρ

)
, b =

1

2

(
ρ− 1

ρ

)}
.

Для нескiнченно диференцiйованої функцiї маємо [10]:
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Теорема 1.3 Нехай функцiя f– аналiтична на [−1, 1] має аналiтичне про-

довження в елiпс Бернштейна Eρ, де задовольняє оцiнку

|f(x)| ≤M,

для деякого M . Тодi для кожного n ≥ 0 її iнтерполяцiйний полiном по ву-

злах Чебишева наближає f з точнiстю

‖f − pn‖ ≤
4Mρ−n

ρ− 1
. (1.12)

Для наближення функцiй та побудови квадратурних формул будемо та-

кож використовувати так званi Sinc базиси. Для опису цих методiв введемо

наступнi позначення [11]:

Dd = {z ∈ C : −∞ < <z <∞, |=z| < d},

Dd(ε) визначене для 0 < ε < 1 як

Dd(ε) = {z ∈ C : |<z| < 1/ε, |=z| < d(1− ε)}.

Введемо також простiр Hp(Dd) функцiй таких, що для кожної f ∈ Hp(Dd)

виконується ‖f‖Hp(Dd) <∞ з

‖f‖Hp(Dd) =


lim
ε→0

(

∫
∂Dd(ε)

|f(z)|p|dz|)1/p if 1 ≤ p <∞,

lim
ε→0

sup
z∈∂Dd(ε)

|f(z)| if p =∞.
(1.13)

Нехай

S(k, h)(x) =
sin [π(x− kh)/h]

π(x− kh)/h
(1.14)

буде k-ю Sinc-функцiєю кроку h, обчисленою в точцi x. Для заданої f ∈

Hp(Dd), h > 0 i додатного цiлого N будемо використовувати позначення

C(f, h) =
∞∑

k=−∞

f(kh)S(k, h),
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CN(f, h) =
N∑

k=−N

f(kh)S(k, h),

E(f, h) = f − C(f, h) EN(f, h) = f − CN(f, h).

В.А. Котельнiков (1933), Дж. Вiтакер (1935) та К. Шенон (1948) показа-

ли, що band-limited сигнали можуть бути точно вiдновленi з їхнiх значень.

Тобто, якщо область значень перетворення Фур’є f̂(ω) неперервної функцiї

f(t) знаходиться в [−π/h, π/h] тодi

f(t) =
∞∑

n=−∞
f(nh)S(n, h)(t) ≡ C(f, h)(t).

Урiзана сума CN(f, h) є узагальненим iнтерполяцiйним полiномом для

f(t) з базисними функцiями S(k, h)(t). Тобто CN(f, h)(kh) = f(kh), k =

−N,−N + 1, ..., N .

Для оцiнки похибки справедлива наступна теорема [11]:

Теорема 1.4 Нехай f ∈ Hp(Dd) з 1 ≤ p ≤ ∞. Тодi для z ∈ Dd

E(f, h)(z) = f(z)− C(f, h)(z) =
sin(πz/h)

2πi
×

×
∫ ∞
−∞

{
f(t− id−)

(t− z − id) sin[π(t− id)/h]
− f(t+ id−)

(t− z + id) sin[π(t+ id)/h]

}
dt.

З цiєї теореми випливає наступна оцiнка для наближення функцiй, що

експоненцiально спадають на безмежностi.

Теорема 1.5 Нехай виконанi умови теореми 1.4 i функцiя f є експоненцi-

ально спадною

|f(x)| ≤ ce−α|x|, x ∈ (−∞,∞),

з додатними сталими c, α, тодi, вибираючи

h =

(
πd

αN

)1/2

,

iснує додатне число C1, залежне тiльки вiд f, d, α, i y, таке що для s = 2

або s =∞,

‖EN(f, h)‖s ≤ C1N
(1−1/s)/2exp

{
−
(πα
d

)1/2

(d− |y|)N 1/2

}
.
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1.3 Експоненцiально збiжнi квадратурнi формули

Оскiльки при розв’язуваннi крайових та початкових задач для диференцiаль-

них рiвнянь потрiбно мати можливiсть ефективно наближати iнтеграли, то

одним з основних застосувань iнтерполянтiв є побудова квадратурних фор-

мул. Використання експоненцiально збiжних iнтерполяцiйних формул дає

можливiсть отримати експоненцiально збiжнi квадратури. При наближеннi

операторних функцiй особливо необхiднi квадратури для iнтегралiв на не-

скiнченних iнтервалах. Розглянемо

I = I(f) =

∫ ∞
∞

f(x)dx. (1.15)

Для заданої f ∈ Hp(Dd), h > 0 i додатного цiлого N будемо використовувати

позначення

I(f) =

∫ ∞
−∞

f(x)dx, TN(f, h) = h

N∑
k=−N

f(kh),

T (f, h) = h

∞∑
k=−∞

f(kh),

ηN(f, h) = I(f)− TN(f, h), η(f, h) = I(f)− T (f, h).

Справедлива наступна теорема [11]:

Теорема 1.6 Нехай f ∈ H1(Dd). Тодi

η(f, h) =
i

2

∫ ∞
−∞

{
f(t− id−)e−π(d+it)/h

sin[π(t− id)/h]
− f(t+ id−)e−π(d−it)/h

sin[π(t+ id)/h]

}
dt.

Крiм того,

|η(f, h)| ≤ e−πd/h

2 sin(πd/h)
‖f‖H1(Dd).

Якщо додатково f є експоненцiально спадною на нескiнченностi, тобто за-

довольняє нерiвнiсть

|f(x)| ≤ ce−α|x|, x ∈ (−∞,∞),
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з додатними константами c, α, тодi, вибираючи

h =

(
2πd

αN

)1/2

,

отримаємо

|ηN(f, h)| ≤ c1e
−(2πdαN)1/2

,

де c1 залежить тiльки вiд f, d та α.

Цей результат може бути поширений на випадок векторно-значної фун-

кцiї, використовуючи iнтеграл Бохнера [12,13].

Для цього вводиться в розгляд для 1 ≤ p ≤ ∞ простiр Hp(Dd) всiх

операторно-значних функцiй, якi є аналiтичними в Dd i такi, що для кожної

F ∈ Hp(Dd), виконується ‖F‖Hp(Dd) <∞ з нормою

‖F‖Hp(Dd) :=

limε→0

(∫
∂Dd(ε)

‖F(z)‖p|dz|
)1/p

if 1 ≤ p <∞,

limε→0 supz∈Dd(ε) ‖F(z)‖ if p =∞,
(1.16)

замiсть (1.13)

Вiдмiтимо також, що квадратурнi формули, побудованi на основi iнтерпо-

ляцiйних Формул по вузлах Чебишева, квадратурнi формули Гауса на обме-

жених iнтервалах також мають експоненцiальний порядок збiжностi для ана-

лiтичних пiдiнтегральних функцiй.

1.4 Диференцiальнi рiвняння з необмеженими опера-

торними коефiцiєнтами в банаховому просторi

Методи без насичення точностi для початково-крайових задач математичної

фiзики часто будуються виходячи з їхнiх узагальнень у виглядi диферен-

цiальних рiвнянь з необмеженими операторними коефiцiєнтами в деякому

банаховому просторi. Так наступнi задачi:
du(t)

dt
+ Au(t) = f(t), t ∈ (0, T ],

u(0) = u0,

(1.17)
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d2u(t)

dt2
+ Au(t) = f(t), t ∈ (0, T ],

u(0) = u0, u′(0) = u1,

(1.18)

d2u(x)

dx2
− Au(x) = −f(x), x ∈ (0, 1),

u(0) = u0, u(1) = u1,

(1.19)

де A– необмежений оператор з деякою областю визначення D(A) в банахово-

му просторi X, u0, u1– заданi вектори а f(t) задана векторно-значна функцiя

з простору X, можуть розглядатись у виглядi метамоделей для крайових за-

дач параболiчного, гiперболiчного та елiптичного типiв, якщо оператор A є

елiптичним диференцiальним оператором [14–18]. На практицi це може бути

оператор Лапласа з деякими крайовими умовами. Наприклад, в одновимiрно-

му випадку A– це оператор другої похiдної з однорiдними умовами Дiрiхле:

D(A) := {v ∈ H2(0, 1) : v(0) = 0, v(1) = 0},

Av := −d
2v

dy2
для всiх v ∈ D(A).

(1.20)

Тодi задачi (1.17)–(1.19) будуть задачами з крайовими умовами Дiрiхле вiд-

повiдно для параболiчного, гiперболiчного та елiптичного рiвнянь.

Вiдмiтимо, що теорiя операторно-диференцiальних рiвнянь виникла на

межi двох математичних напрямiв: теорiї диференцiальних рiвнянь та теорiї

напiвгруп. В працях [19–21] з’явилось диференцiально-операторне рiвняння

виду (1.17), де A– матриця, елементи якої є диференцiальнi оператори по x.

Теорiя напiвгруп в банахових просторах побудована Е.Хiлле, Р.С.Фiлiпсом,

К.Iосiдою та iнш. [22]. Ними отриманi результати щодо iснування розв’язкiв

таких рiвнянь в термiнах операторiв.

Нехай оператор A лiнiйний, щiльно визначений (тобто D(A) = X).

Наведемо деякi результати, що стосуються розв’язностi задачi Кошi (1.17)

[14,23–25]:

Означення 1.3 Функцiя u(t) ∈ C1{[0,+∞], X} називається розв’язком за-

дачi Кошi (1.17), якщо вона задовольняє рiвняння i початкову умову. при
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f(t) ≡ 0

Означення 1.4 Задача Кошi (1.17) називається коректною на E ∈ X, E =

X, якщо

• розв’язок iснує для довiльного u0 ∈ E;

• розв’язок єдиний i стiйкий вiдносно u0 ∈ E: ∀t > 0 ∃K: ‖u(t)− ũ(t)‖ ≤

K ‖u0 − ũ0‖.

Задача Кошi (1.17) називається рiвномiрно коректною, якщо ∀T > 0 стiй-

кiсть рiвномiрна вiдносно t ∈ [0, T ].

Означення 1.5 Однопараметричне сiмейство обмежених операторiв T (t),

t ≥ 0 називається сильно неперервною напiвгрупою (або напiвгрупою класу

C0), якщо:

• T (t+ h) = T (t)T (h), t, h > 0;

• T (0) = I;

• оператор-функцiя T (t) сильно неперервна по t ≥ 0.

Означення 1.6 Оператор, що визначається як

Ax = lim
h→0

T (h)− I
h

x,

визначений для тих x ∈ X, для яких ця границя iснує, називається генера-

тором напiвгрупи T (t).

Справедливi наступнi твердження [15,24,25]:

Лема 1.1 Нехай T (t), t ≥ 0– сильно неперервна напiвгрупа з генератором

A. Тодi:

1) T (t), T (h) комутують для всiх t, h ≥ 0;
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2) ∃K > 0, ω ≥ 0: ‖T (t)‖ ≤ K exp(ωt);

3) D(A) = X i оператор A– замкнутий;

4) ∀u ∈ D(A) T ′(t)u = T (t)Au = AT (t)u;

5) ∀λ таких, що Reλ > ω iснує резольвента R(λ,A) i для неї має мiсце

рiвнiсть:

R(λ,A)u = (A− λI)−1u = −
∞∫

0

exp(−λt)T (t)udt, u ∈ X.

Теорема 1.7 Нехай лiнiйний оператор A– замкнутий зi щiльною в про-

сторi X областю визначення. тодi наступнi твердження еквiвалентнi:

1) задача Кошi (1.17) рiвномiрно коректна на D(A);

2) оператор A є генератором сильно неперервної напiвгрупи T (t) такої,

що T ′(0) = A;

3) ∃K > 0, ω ≥ 0: ∀λ Reλ > ω справедлива оцiнка

1

n!

∥∥∥∥ dndλnR(λ,A)

∥∥∥∥ ≤ K(Reλ− ω)−(n+1), n = 0, 1, 2, . . . ,

розв’язок має вигляд

u(t) = T (t)u0, u0 ∈ D(A).

Теорема 1.8 Нехай для резольвенти лiнiйного оператора A виконується

умова:

∃K > 0, ω ≥ 0 : ∀λ Reλ > ω ‖R(λ,A)‖ ≤ K(1 + |λ|)γ,

для деякого γ ≥ −1. Тодi для довiльного u0 ∈ D(A[γ]+3) функцiя

J̃(t) =


J(t) = v.p.−1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

exp(λt)R(λ,A)dλ, T > 0, σ > ω;

J(+0), t = 0,

дає зображення єдиного розв’язку задачi Кошi (1.17).
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Нехай Z– пiдмножина функцiй f(t) з C {[0,∞) , X} таких, що Af(t) ∈

C {[0,∞) , X}. Тодi справедлива теорема:

Теорема 1.9 Нехай лiнiйний оператор A– замкнутий зi щiльною в про-

сторi X областю визначення, задача Кошi (1.17) рiвномiрно коректна на

D(A) i T (t)– напiвгрупа, породжена оператором A. Тодi, якщо u0 ∈ D(A),

f(t) ∈ Z, то функцiя

u(t) = T (t)u0 +

t∫
0

T (t− s)f(s)ds, t ≥ 0,

є розв’язком задачi Кошi (1.17).

Зауваження 1.1 Якщо в умовах теореми 1.8 припустити, що γ < 0, то

умову на резольвенту можна послабити, замiнивши на наступну:

‖R(λ,A)‖ ≤ K (1 + τ)γ , λ = σ + iτ, σ ≥ ω.

Зауваження 1.2 При побудовi розв’язку в умовах теореми 1.8 переходять

вiд iнтегрування по прямiй до iнтегрування по деякому контуру Γ, на якому

exp(λt) прямує до 0 при |λ| → ∞. Тодi

J(t) = − 1

2πi

∫
Γ

exp(λt)R(λ,A)u0dλ, u0 ∈ D(A). (1.21)

Опису побудови операторної експоненти, використовуючи iнтегрування по

спецiальному контуру присвячено наступний параграф.

1.5 Нелокальнi задачi

Задачi з нелокальними умовами є одним з важливих об’єктiв дослiдження в

теорiї диференцiальних рiвнянь. Пов’язано це як з важливими прикладни-

ми застосуваннями таких задач при моделюваннi рiзних явищ, так i з цiка-

вими теоретичними дослiдженнями. Нелокальними прийнято називати такi
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задачi, в яких замiсть, або разом з граничною умовою ставляться умови,

що пов’язують значення розв’язку (i, можливо, його похiдних) у внутрiшнiх

точках областi. Нелокальнi задачi для рiзних класiв рiвнянь розглядались

О.А. Самарським, А.В. Бiцадзе, В.Л. Макаровим, В.А. Iльїним, Є.I. Моiсєє-

вим, А.Л. Скубачевським, А.М. Нахушевим, Н.И. Iонкiним, Д.Г. Гордезiанi,

Г.А. Авалiшвiлi [26–33]. В Українi теорiєю задач з нелокальними умовами

займалися В.Л. Макаров, Б.Й. Пташник, В.С. Iлькiв, I.Я. Кмiть, В.М. Полi-

щук [34]. Нелокальнi крайовi задачi мають особливостi, яких нема у звичай-

них локальних крайових задачах. Так, наприклад, в нелокальних крайових

задачах для параболiчних рiвнянь з умовами Бiцадзе-Самарского виникає

ефект зниження гладкостi (подiбний ефект для класичних локальних задач

вiдсутнiй), нелокальнi iнтегральнi умови можуть iстотно змiнити швидкiсть

спадання розв’язкiв параболiчних рiвнянь. Нелокальнi задачi у виглядi рiв-

нянь з операторними коефiцiєнтами дослiджували А.А. Дезiн, Л. Бижевський

(L. Byszewski), В. Лакшмiкантам (V. Lakshmikantham), С. Нтояс (S. Ntouyas),

А.Л. Скубачевський [35–40]. Чисельнi методи для задач такого виду розгля-

далися в роботах А.В. Бiцадзе, О.А. Самарського, Д.Г. Гордезiанi, М. Сапо-

говаса, П.Н. Вабiщевича, Г. Берiкелашвiлi [27, 41–51].

Разом з тим, методи, що мали б швидкiсть збiжностi без насичення то-

чностi для нелокальних задач для рiвнянь з необмеженими операторними

коефiцiєнтами в Банаховому просторi донедавна були невiдомi. Тому побудо-

ва таких методiв є актуальною задачею як з теоретичної, так i з практичної

точок зору.

1.6 Зображення операторної експоненти за допомогою

розвинення в ряди

Для обчислення операторної експоненти (а, отже, i розв’язку задачi (1.17))

спочатку використовувалися розвинення її в ряди. Спочатку дослiдження
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проводилися для випадку гiльбертових просторiв, а потiм i для банахових.

Першi результати тут отриманi в 1984 роцi А.В. Бабiним [52], який побуду-

вав наближення операторної експоненти для напiваналiтичних початкових

умов, а М.Л. Горбачук та В.В. Городецький [53] для аналiтичних початкових

умов але при довiльних t > 0. Пiзнiше, в серединi 90-х, iнше представлення

отримане в роботах Д.З. Арова, I.П. Гаврилюка та В.Л. Макарова [54], яке

дало можливiсть знаходження операторної експоненти для початкових умов

скiнченної гладкостi зi швидкiстю без насичення точностi. Ще трохи пiзнiше

з’явилася робота О.I. Кашпiровського i Ю.В. Митника [55], яка базується на

розвиненнi в ряд за полiномами Чебишева, має експоненцiальну швидкiсть

збiжностi i може бути застосована до початкових умов скiнченної гладко-

стi. Наближеннями операторних функцiй займався також М.Ф. Городнiй iз

спiвавторами [56–61]. Наведемо деякi результати, що стосуються зображення

операторної експоненти.

Нехай H– Гiльбертовий простiр з скалярним добутком (·, ·) та асоцiйова-

ною нормою || · ||. Пiд розв’язком задачi (1.17) будемо розумiти таку вектор-

нозначну функцiю (з значеннями в H) u(t), що є неперервною при t ≥ 0,

i сильно неперервно диференцiйовною t > 0, u(t) ∈ D(A), задовольняє рiв-

няння та початковi умови. Якщо A є генератором C0 напiвгрупи T (t), тодi

абстрактна задача Кошi (1.17) має єдиний розв’язок, який має зображення у

виглядi u(t) = T (t)u0 ∀u0 ∈ D(A).

Теорема 1.10 [17] Вектор-функцiя u(t) неперервна на [0, b) є розв’язком

на iнтервалi (0, b) тодi i тiльки тодi, коли зображається у виглядi u(t) =

e−Atf (f = u(0) ∈ H).

Отже, розв’язок задачi (1.17) можна зобразити у виглядi ряду

u(t) =
∞∑
n=0

tnAnu0

n!
(1.22)

Наведемо декiлька означень (див. [17, 62–64]).
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Означення 1.7 h ∈ H називається вектором класу C∞, якщо ∀n ∈ N

h ∈ D(An).

Припустимо, що {mn}− деяка послiдовнiсть така, щоmn ≤ mn+1, m0 = 1.

Означення 1.8 Нехай h ∈ C∞. Тодi h належить класу Жевре типу Рум’є

порядку β (0 < β <∞), якщо ∃c, α > 0 постiйнi такi, що ‖Anh‖ ≤ cαnmn.

Позначається G{mn}.

Клас G{n!} спiвпадає з класом аналiтичних векторiв. Клас G{1}− називає-

ться класом векторiв експоненцiального типу. G{n!} ⊂ G{n!}.

Теорема 1.11 [62] Нехай A– замкнений лiнiйний оператор в Банаховому

просторi X, u0 ∈ X. Тодi формула (1.22) визначає розв’язок задачi Кошi

(1.17) на iнтервалi (−h, h) тодi i тiльки тодi, коли u0 ∈ G{n!}.

Отже, як бачимо, для того, щоб користуватися зображенням (1.22) треба

вимагати належнiсть початкових даних до вузького класу, що є неприйня-

тним для багатьох практичних застосувань. Тому були розвинутi методи,

якi дозволяють знаходити операторну експоненту для бiльш широких кла-

сiв функцiй.

Розв’язок задачi (1.17) можна зобразити у виглядi (див. [54,65–67])

u(t) = e−γt
∞∑
p=0

(−1)pL(0)
p (2γt)(yγ,k + yγ,k+1), (1.23)

де L(0)
p (t)− многочлени Лагерра, γ > 0,

yγ,k+1 = Tγyγ,k, k = 0, 1, . . . , yγ,0 = u0, (1.24)

Tγ = (γI + A)(γI − A)−1− перетворення Келлi оператора A. Нехай

uN(t) = e−γt
N∑
p=0

(−1)pL(0)
p (2γt)(yγ,k + yγ,k+1), (1.25)

наближення до u(t). Має мiсце
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Теорема 1.12 [66, 67] Нехай u0 ∈ Dσ ≡ D(Aσ), A– щiльно визначений,

самоспряжений, додатно визначений оператор. Тодi вектор-функцiя u(t),

визначена за формулою (1.23) є єдиним розв’язком задачi (1.17). Має мiсце

оцiнка

||u(t)− uN(t)|| ≤ CN−σ||uσ0 ||,

uσ0 = Aσu0, C = const не залежить вiд N , x0.

Як видно з цiєї теореми, чим вища гладкiсть початкової умови (чим бiль-

ше σ) тим бiльша швидкiсть збiжностi метода. Тобто наближення (1.25) має

властивiсть ненасичення точностi [1]. Зауважимо, що експоненцiальна швид-

кiсть збiжностi у методi перетворення Келлi (1.25) може бути досягнута при

σ =∞, тобто на нескiнченно диференцiйованому векторi u0.

В роботi [55] для зображення операторної експоненти, як зазначалось ви-

ще використовується розклад в ряд Фур’є-Чебишева для

e−t/µ =
∞∑
k=0

akT
∗
k (µ), t > 0, 0 ≤ µ ≤ 1,

де T ∗k (µ) = cos(k arccos(2µ− 1))– змiщенi полiноми Чебишева першого роду,

k ∈ N (див. [68]), ak– коефiцiєнти Фур’є

ak =
2

π

1∫
0

exp{− t
µ
}T ∗k (µ)

dµ

(µ(1− µ))0.5
k = 1, 2, . . .

a0 =
1

π

1∫
0

exp{− t
µ
}T ∗0 (µ)

dµ

(µ(1− µ))0.5

Нехай Pn(µ) =
n∑
k=0

akT
∗
k (µ)– часткова сума ряду. Справедлива

Теорема 1.13 [55] Нехай A– самоспряжений напiвобмежений знизу опе-

ратор (A ≥ I), з всюди щiльною областю визначення. Тодi для апроксимацiї

розв’язку задачi (1.17)
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un(t) = Pn(−A−1)u0, (1.26)

справедлива оцiнка

‖u(t)− un(t)‖ ≤ C exp (−δ 3
√
tn2)‖u0‖,

де C, δ– додатнi сталi, незалежнi вiд n ∈ N , t > 0.

Вiдмiтимо, що метод розвинення операторної експоненти в ряд Фур’є-

Чебишева i наближення (1.26) має експоненцiальну швидкiсть збiжностi для

будь-якої гладкостi початкового вектора u0, на вiдмiну вiд наближення че-

рез перетворення Келлi i розвинення в ряд по полiномам Лагерра (1.25). Але

складнiсть в реалiзацiї методу рядiв Фур’є-Чебишева (необхiднiсть знаходже-

ння полiномiв вiд оберненого оператора A), вiдсутнiсть збiжностi при t = 0

не привели до широкого застосування цього методу.

1.7 Сильно P-позитивнi та секторiальнi оператори i зо-

браження операторної експоненти за допомогою iн-

теграла Данфорда-Кошi

Вiдмiтимо, що для коректної постановки задач (1.17)–(1.19) необхiдно пра-

вильно задати D(A)– область визначення оператора A. В цьому пiдроздiлi

розглянемо деякi види необмежених операторiв, якi використовуються для

задач (1.17)–(1.19).

Сильно P-позитивнi оператори вперше були введенi до розгляду в [69]

i вiдiграють важливу роль в теорiї еволюцiйних диференцiальних рiвнянь

[69,70].

Нехай A : X → X– лiнiйний щiльно визначений замкнутий оператор в

просторi X, ΓS = {z = ξ − iη : ξ = a0η
2 + b0, a0 > 0, b0 > 0, η ∈ (−∞, ∞)}–
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парабола, яка мiстить спектр оператора A. Позначимо ΩΓS = {z = ξ + iη :

ξ > a0η
2 + b0} область всерединi параболи.

Означення 1.9 Оператор A : X → X є сильно P–позитивним, якщо його

спектр sp(A) лежить в областi Ω
Γ
\
S
i виконується оцiнка

‖(zI − A)−1‖X→X ≤
M

1 +
√
|z|

for all z ∈ C\Ω
Γ
\
S
, (1.27)

з деякою позитивною сталою M .

Елiптичнi оператори, заданi за допомогою варiацiйної рiвностi чи дифе-

ренцiального виразу є класичними представниками сильно P–позитивних опе-

раторiв [71,72].

Означення 1.10 Нехай A – щiльно визначений оператор. Тодi вiн назива-

ється секторiальним, якщо його спектр Σ(A) розмiщений в секторi

Σ = {z = ρ+ reiθ : r ∈ [0,∞), ρ ≥ 0, |θ| < ϕ <
π

2
}, (1.28)

а на його границi ΓΣ та за межами сектору виконується оцiнка для ре-

зольвенти

‖(zI − A)−1‖ ≤ M

1 + |z|
, (1.29)

з деякою додатною константою M [15, 18, 73, 74]. Кут ϕ називається спе-

ктральним кутом оператора A.

Для зображення операторних функцiй в банаховому просторi використо-

вують iнтеграл Данфорда-Кошi [75]. Про зображення операторної експоненти

за допомогою iнтеграла вiдмiчалося в пiдроздiлi 1.4 (див. формулу (1.21)), що

є розв’язуючим оператором для (1.17). Отже, таке зображення має вигляд

e−At =
1

2πi

∫
Γ

e−tz(zI − A)−1dz =
1

2πi

∫ ∞
−∞
F(t, ξ)dξ, (1.30)

де F(t, ξ) = e−tz(ξ)(z(ξ)I − A)−1z′(ξ), а z = z(ξ) ∈ Γ, ξ ∈ (−∞,∞) – крива

iнтегрування, що охоплює спектр оператора A.
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Покажемо, що операторна експонента з оператором, що є сильно P–

позитивним може бути зображена за допомогою iнтеграла Данфорда–Кошi

(1.30). Виберемо криву iнтегрування у виглядi ΓI = {z = ξ − iη : ξ =

aIη
2 + bI , aI < a0, bI < b0 = γ0, η ∈ (−∞, ∞)}, що мiстить спектральну

параболу ΓS. Припустимо також, що A є сильно P–позитивним оператором i

u0 ∈ D(Aε) для довiльного ε > 1/2. Позначимо

u(t) = e−Atu0.

Пiсля параметризацiї кривої ΓI i використання iнтегралу Данфорда-Кошi

та властивостей сильно P–позитивного оператора A, отримаємо

‖u(t)‖ =

∥∥∥∥ 1

2πi

∫
ΓI

e−zt(z − A)−1u0dz

∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥ 1

2πi

∫ 0

∞
e−(aIη

2+bI+iη)t(aIη
2 + bI + iη − A)−1(2aIη + i)dηu0+

+
1

2πi

∫ ∞
0

e−(aIη
2+bI−iη)t(aIη

2 + bI − iη − A)−1(2aIη − i)dηu0

∥∥∥∥ ≤
≤ c

∫ ∞
0

e−(aIη
2+bI)t

√
4a2

Iη
2 + 1

[1 + ((aIη2 + bI)2 + η2)1/4]((aIη2 + bI)2 + η2)ε/2
dη‖Aεu0‖.

Видно, що останнiй iнтеграл є збiжним для всiх t > 0, якщо ε = 0 i для t = 0

коли ε > 1/2.

Таким чином, справедлива теорема:

Теорема 1.14 Нехай ΓI— парабола iнтегрування, що мiстить спектраль-

ну параболу ΓS сильно P–позитивного оператора A : E → E. Тодi оператор-

на експонента з початковим вектором u0 ∈ D(Aε) , ε > 1/2 може бути

зображений за допомогою iнтеграла (1.30).

В параметризованому виглядi iнтеграл (1.30) можна також записати як

u(t) =
1

2πi

∫ ∞
−∞

F̃ (η, t)dη, (1.31)
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де

F̃ (η, t) = e−(aIη
2+bI−iη)tû(aIη

2 + bI − iη)(2aIη − i),

û(z) є розв’язком стацiонарного рiвняння (zI−A)û(z) = u0, z = aIη
2+bI−iη.

1.8 Методи побудови експоненцiально збiжних методiв

для задач з необмеженими операторними коефiцi-

єнтами

Розглянемо типовi пiдходи до побудови експоненцiально збiжних наближених

методiв для розв’язування задач (1.17)–(1.19). Одним з можливих є викори-

стання розв’язуючих операторiв. Так для задачi Кошi (1.17) ним є операторна

експонента. Тодi розв’язок може бути записаний у виглядi

u(t) = e−Atu0 +

∫ t

0

e−A(t−τ)f(τ) dτ. (1.32)

Задачi (1.18) i (1.19) мають аналогiчне зображення за допомогою опера-

торного косинуса cos(t
√
A) чи операторного гiперболiчного синусу (нормалi-

зованого) sinh−1
√
A sinh(x

√
A) вiдповiдно.

Бiльшiсть експоненцiально збiжних методiв, що базуються на цьому пiд-

ходi, потребують прийнятного зображення операторних функцiй i подальшої

їх апроксимацiї. Як зазначалося в попередньому пiдроздiлi, таким зображе-

нням є iнтеграл Данфорда-Кошi.

Взявши iнтегральне зображення (1.30), далi його дискретизують за допо-

могою (можливо експоненцiально збiжної) квадратурної формули, що вклю-

чає в себе невелику кiлькiсть резольвент. Такий пiдхiд вперше був вико-

ристаний при розробцi та обґрунтуваннi наближеного методу для лiнiйних

однорiдних рiвнянь в роботах [76, 77] а пiзнiше ця iдея використовувалась

в [4,5,71,78–80]. Цi методи ґрунтуються на зображеннi операторної експонен-

ти T (t) = e−At за допомогою iнтегралу Данфорда-Кошi по кривiй, що охо-

плює спектр оператора A. Тут за криву iнтегрування Γ вибиралась гiпербола
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(секторiальний оператор) або парабола (сильно Р-позитивний оператор), що

охоплювала спектр A.

Методи з [5, 72, 76, 78] використовують для дискретизацiї iнтегралу (1.30)

Sinc-квадратури [11,81], що забезпечують експоненцiальну швидкiсть збiжно-

стi як в теоремi 1.6. Рiвномiрно збiжний експоненцiальний метод для t ≥ 0

був розроблений та обґрунтований в [78,82] в припущеннi , що початковi да-

нi u0 належать до областi визначення оператора D(Aσ) для деякого σ > 1.

Вiдмiтимо, що всi методи, якi не є рiвномiрно експоненцiально збiжними не

можуть бути використаними для наближеного знаходження розв’язку нео-

днорiдних рiвнянь, оскiльки втрачається порядок збiжностi при t = 0. В

роботах [83–85] було розроблено експоненцiально збiжнi методи для знахо-

дження оберненого перетворення Лапласа з кращим порядком збiжностi (до

логарифмiчного множника) i використано його для наближення операторної

експоненти. Однак цi методи не є рiвномiрно збiжними для всiх t ≥ 0 i не ма-

ють паралельної реалiзацiї для рiзних часових точок t. В роботi [78] вибрано

гiперболу за контур iнтегрування i використано модифiкацiю резольвенти, що

дозволяє отримати рiвномiрний по t ≥ 0 та чисельно стiйкий експоненцiаль-

но збiжний метод, який не потребує попереднього обчислення Aσu0. Хоча цей

метод має менший порядок збiжностi в порiвняннi з методами з [83–85], але

має можливiсть паралельно обчислювати значення операторної експоненти

в рiзнi моменти часу i також паралельно обчислювати доданки iнтегральної

суми, що мiстять значення резольвенти на початкових даних. Для випадку,

коли оператор A = A(t) залежить вiд параметру t, тобто рiвняння (1.17)

є еволюцiйним, в роботi [86] побудовано метод без насичення точностi, що

для аналiтичних вхiдних даних також забезпечує експоненцiальну збiжнiсть

та дозволяє розпаралелювати алгоритм. Паралельний метод для наближено-

го чисельного розв’язування iнтегро-диференцiального рiвняння з пам’яттю

побудовано в роботi [87]. Робота [88] присвячена експоненцiально збiжному

методу для параболiчних рiвнянь в частинних похiдних, що використовує
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модифiкацiї методу Рунге-Кутта.

Проблема побудови експоненцiально збiжних методiв для операторних си-

нусiв та косинусiв все ще залишається вiдкритою. Для таких операторних

функцiй побудовано тiльки методи без насичення точностi (швидкiсть зале-

жить вiд гладкостi початкових даних вiдносно оператора). Такий метод для

операторного косинуса полягає у використаннi точного зображення, що за-

пропоноване в [69,89] (див.також [71]):

C(t) ≡ cos
√
At = e−δt

∞∑
n=0

(
L(0)
n (t)− L(0)

n−1(t)
)
Un,

з якого випливає зображення розв’язку задачi (1.18)

x(t) ≡ x(t;A) = (cos
√
At)x0

= e−δt
∞∑
n=0

(
L(0)
n (t)− L(0)

n−1(t)
)
un,

(1.33)

де δ – довiльне дiйсне число з iнтервалу (−1/2,∞), а L(0)
n (t) – полiноми Лагер-

ра. Послiдовнiсть векторiв {un} та операторiв {Un} ≡ {Un(A)} визначаються

з рекурентних спiввiдношень

un+1 = 2(A+ δ(δ − 1)I)(A+ (δ − 1)2I)−1un

− (A+ δ2I)(A+ (δ − 1)2I)−1un−1 , n ≥ 1,

u0 = x0 , u1 = (A+ δ(δ − 1)I)(A+ (δ − 1)2I)−1x0,

(1.34)

та

Un+1 = 2(A+ δ(δ − 1)I)(A+ (δ − 1)2I)−1Un

− (A+ δ2I)(A+ (δ − 1)2I)−1Un−1 , n ≥ 1,

U0 = I , U1 = (A+ δ(δ − 1)I)(A+ (δ − 1)2I)−1.

(1.35)

Вiдмiтимо, що тут нiде непотрiбно обчислювати
√
A. Оператор A в цих по-

будовах повинен бути сильно P-позитивним.

Для наближення точного розв’язку використовується вiдрiзок ряду з пер-

шихN доданкiв. Ця апроксимацiя має властивiсть ненасичення точностi, тоб-

то її порядок O(N−σ), σ > 0 при N → ∞, характеризується гладкiстю σ
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початкових даних. Якщо вони аналiтичнi щодо оператора A, то швидкiсть

збiжностi експоненцiальна.

1.9 Експоненцiально збiжний метод для операторної

експоненти з сильно P– позитивним оператором

В цьому пiдроздiлi покажемо як будується експоненцiально збiжний метод

на прикладi однорiдної задачi (1.17) у випадку, коли операторний коефiцiєнт

є сильно Р-позитивним оператором. Для цього розглянемо зображення опе-

раторної експоненти (1.31) i побудуємо експоненцiально збiжне наближення.

1.9.1 Вибiр параболи iнтегрування Як зазначалося в пiдроздiлi

1.3 для Sinc–квадратурної формули важливим є можливiсть аналiтичного

продовження пiдiнтегральної функцiї в смугу навколо дiйсної осi. Тому по-

трiбно вибрати параболу iнтегрування ΓI з врахуванням цiєї вимоги. Один

з варiантiв вибору цiєї параболи наведено в роботi [76]. Але запропонований

там метод не є оптимальним. Тому тут приведемо простiший. Нехай ΓS– спе-

ктральна парабола. Замiнюючи η на η + iv в ΓI , отримаємо параметричну

сiм’ю парабол

Γ(ν) = {z = ξ − iη : ξ = aIη
2 + bI − aIν2 + ν − iη(1− 2aIν) , η ∈ (−∞, ∞)}

= {z = ξ − iη̃ : ξ =
aI

(1− 2aIν)2
η̃2 + bI − aIν2 + ν − iη̃, η̃ ∈ (−∞, ∞)}.

Будемо шукати параметри так, щоб при |ν| < d/2 ця множина парабол

знаходилась поза спектральною множиною ΩΓS (тiльки в цьому випадку ре-

зольвента оператора A залишатиметься обмеженою в (1.31), а пiдiнтеграль-

ний вираз має аналiтичне продовження в смугу навколо дiйсної осi). Вiдмi-

тимо, що η̃ = (1 − 2aIν) мусить бути несингулярною для всiх |ν| < d/2,

звiдки випливає aI < 1/d. Виберемо d так, щоб вершина параболи iнтегрува-

ння збiгалась з вершиною спектральної параболи, а розхил був бiльший при
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ν = d/2 . Для ν = −d/2 покладемо умову, щоб iнтегральна парабола лежала

поза спектральною, а вершина знаходилась в початку координат. Такi умови

приводять до системи рiвнянь



aI
(1− aId)2

= a0,

bI − aI
d2

4
+
d

2
= b0,

bI − aI
d2

4
− d

2
= 0.

Розв’язком цiєї системи є

d = b0,

aI =
1 + 2a0b0 −

√
1 + 4a0b0

2a0b0
=

2a0

1 + 2a0b0 +
√

1 + 4a0b0

, bI =
aIb

2
0

4
+
b0

2

1.9.2 Чисельний метод та похибка наближення Для наближення

iнтегралу (1.31) застосуємо Sinc–квадратурну формулу TN з пiдроздiлу 1.3

для векторно-значної функцiї F (η, t) = (2aIη − i)ϕ(η)û(ψ(η)), де

ϕ(η) = e−tψ(η), ψ(η) = aIη
2 + bI − iη.

Тодi для розв’язку однорiдної задачi Кошi (1.17), який зображається за до-

помогою операторної експоненти будемо мати

u(t) = exp(−tA)u0 ≈ uN(t) = expN(−tA)u0 =
h

2πi

N∑
k=−N

F (kh, t) .

Ця квадратурна формула визначає наступний алгоритм:

Алгоритм.

1. Для заданих a0, b0 = γ0, визначаємо

aI =
2a0

2b0a0 + 1 +
√

1 + 4b0a0

,

bI =
aIb

2
0

4
+
b0

2
,

d ≤ b0, h = 3

√
2πd

aI
N−2/3,

(1.36)
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i zp = aI(ph)2 + bI − iph, αp = 2ph− i, (p = −N, , N).

2. Розв’язати рiвняння(zpI − A)û(z) = u0, p = −N, . . . , N (може бути

реалiзовано паралельно).

3. Знайти наближення uN у виглядi

uN(t) =
h

2πi

N∑
p=−N

αpe
−zptû(zp). (1.37)

Зауваження 1.3 Наведений алгоритм задає два рiвнi можливого розпара-

лелювання обчислень операторної експоненти: перший дозволяє обчислюва-

ти û(zp) на кроцi 2 паралельно для всiх p, а другий— обчислювати опера-

торну експоненту в рiзнi моменти часу (t1, t2, ..., tM) незалежно одна вiд

одної.

Зауваження 1.4 Обчислення резольвент та експонент в рiзнi моменти

часу можна проводити, використовуючи швидкий метод, на основi тензор-

них добуткiв та H-розкладiв. Це дає можливiсть позбутися ”прокляття

розмiрностi”, i застосувати наближення операторiв за допомогою матриць

великої розмiрностi [4–8].

Аналогiчно до теореми 1.6 справедлива теорема для випадку векторно–

значних функцiй [71]. Якщо пiдiнтегральна функцiя задовольняє ще додатко-

вi умови, то квадратурна формула має експоненцiальний порядок збiжностi.

Теорема 1.15 ( [5, 76]) Нехай виконуються припущення теореми 1.14 а

також t > 0. Виберемо aI , bI , h за формулами (1.36). Тодi виконується

оцiнка

‖u(t)− uN(t)‖ ≡ ‖(exp(−tA)− expN(−tA))u0‖ ≤

≤Mc
√
π

[
2
√
k exp[−dN 2/3]√

at(1− exp(−dN 2/3))
+
k exp[−tdN 2/3]
√
πtN 1/3

3
√

2πdka2

]
‖u0‖,

(1.38)

де

d = b0,
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c = M1e
t[ad2/k+d−b],

M1 = max
z∈Dd

|2aIz − i|
1 +

√
|aIz2 + bI − iz|

,

а M– стала з оцiнки сильної P– позитивностi.

Зауваження 1.5 Теорема 1.15 пiдтверджує експоненцiальну швидкiсть

збiжностi Sinc– методу при t > 0, але оцiнка (1.38) потребує уточнен-

ня для t→ 0 i вона дослiджена в пiдроздiлi 2.2.

1.10 Оцiнка резольвенти оператора через його дробовi

степенi

Практично важливим прикладом сильно позитивного оператора в просторi

X = Lp(Ω), 0 < p < ∞ є сильно елiптичний диференцiальний оператор

[5,15,67,69,70,86,90], де параметри a0, ϕ сектора Σ визначаються через його

коефiцiєнти.

Якщо початковий вектор u0 ∈ D(Am+1), то виконується рiвнiсть

m+1∑
k=1

Ak−1u0

zk
+

1

zm+1
(zI − A)−1Am+1u0 = (zI − A)−1u.0 (1.39)

Ця рiвнiсть, разом з визначенням степеня оператора за допомогою iнтеграла

Данфорда-Кошi:

A−(m+1)v =
1

2πi

∫
ΓI

z−(m+1)(zI − A)−1vdz, (1.40)

i позначенням v = Am+1u0 приводить до наступного зображення:

u0 = A−(m+1)Am+1u0 =
1

2πi

∫
ΓI

z−(m+1)(zI − A)−1Am+1u0dz

=

∫
ΓI

[
(zI − A)−1 −

m+1∑
k=1

Ak−1

zk

]
u0dz.

(1.41)

де шлях iнтегрування ΓI знаходиться в правiй пiвплощинi та огортає ΓΣ.

Справедлива наступна теорема (ст. 20, [3]):
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Теорема 1.16 Нехай u0 ∈ D(Am+α) для деякого m ∈ N i α ∈ [0, 1]. Тодi

виконується оцiнка∥∥∥∥∥
[

(zI − A)−1 −
m+1∑
k=1

Ak−1

zk

]
u0

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ 1

zm+1
(zI − A)−1Am+1u0

∥∥∥∥ =

=
1

|z|m+1
‖A1−α(zI − A)−1Am+αu0‖ ≤

1

|z|m+1

(1 +M)K

(1 + |z|)α
‖Am+αu0‖,

∀ α ∈ [0, 1], u0 ∈ D(Am+α),

(1.42)

де константа K залежить тiльки вiд α та M .

1.11 Висновки

• Методи без насичення точностi є оптимальними або майже оптималь-

ними за порядком збiжностi на класах гладких функцiй. Для випадку

аналiтичних функцiй оптимальними по швидкостi є експоненцiально

збiжнi. Тому побудова нових методiв розв’язування задач повинна бути

спрямоване саме на такi методи.

• Використання постановок задач в абстрактних просторах дає можли-

вiсть розглядати широкi класи задач, що, як окремий випадок, мiстять

класичнi. Це дає змогу будувати методи розв’язування одразу для ве-

ликого класу задач.

• Швидкiсть збiжностi методу перетворення Келлi залежить вiд глад-

костi початкового вектора i отриманi оцiнки є непокращуваними. То-

му виникає задача побудови методiв для початкових векторiв довiльної

гладкостi.

• Використання зображення розв’язку задач для диференцiальних рiв-

нянь з необмеженими операторними коефiцiєнтами у банахових просто-

рах за допомогою iнтегралу Данфорда-Кошi з подальшим застосуван-

ням експоненцiально збiжних квадратурних формул дає змогу будува-
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ти експоненцiально збiжнi наближенi методи знаходження наближених

розв’язкiв.
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РОЗДIЛ 2

Задача Кошi для рiвняння першого порядку з необмеженим

операторним коефiцiєнтом

2.1 Непокращуванi за порядком оцiнки швидкостi збi-

жностi методу перетворення Келлi для операторної

експоненти

В цьому пiдроздiлi розглядається однорiдна задача (f(t) ≡ 0) Кошi (1.17),

в якiй операторний коефiцiєнт A– самоспряжений додатно визначений опе-

ратор, що дiє в гiльбертовому просторi H. Як зазначалося у пiдроздiлi 1.6,

розв’язок цiєї задачi можна записати за допомогою операторної експоненти

теорема 1.9, яка може бути розкладена в ряд за полiномами Лагерра (1.23),

(1.24) з подальшим використанням наближення (1.25), для якого похибка на-

ведена в теоремi 1.12. Основнi завдання цього пiдроздiлу полягають в тому,

щоб знайти оцiнки похибки наближення в усередненiй нормi:

zN =

(∫ ∞
0

∥∥uN(t)− u(t)
∥∥2
dt

)1/2

,

для випадку рiзних класiв гладкостi початкового вектора u0 та дослiдженнi

непокращуваностi отриманих оцiнок.

2.1.1 Непокращуванi оцiнки для скiнченної гладкостi початко-

вого вектора. Позначимо через Eλ спектральний розклад одиницi, поро-

джений оператором A (див. [91]), i скористаємось властивiстю ортогонально-

стi полiномiв Лагерра [92]. Отримаємо

z2
N =

∞∫
0

‖uN(t)− u(t)‖2dt =

=
∞∑

k,j=N+1

(−1)k+j

∞∫
0

e−2γtL
(0)
k (2γt)L

(0)
j (2γt) dt (yγ,k + yγ,k+1, yγ,j + yγ,j+1) =
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=
1

2γ

∞∑
k=N+1

‖yγ,k + yγ,k+1‖2 =

= 2γ
∞∑

k=N+1

∞∫
λ0

(
λ− γ
λ+ γ

)2k
1

(λ+ γ)2

1

λ2σ
d‖EλA

σu0‖2, (2.1)

де yγ,k = T kγ u0, k = 0, 1, . . . , λ0 – додатна стала, що обмежує знизу спектр

оператора A.

Легко переконатись, що функцiя

ϕ(λ) =
1

λ2ρ

(
γ − λ
γ + λ

)2k

для великих значень k досягає свого максимума в точцi λ∗ =
γ

ρ
(k +√

k2 + ρ2) ∼=
2γ

ρ
k, тобто

ϕ(λ) ≤ ϕ(λ∗) ≤ c(ρ)

k2ρ
.

Тодi з (2.1) отримаємо

z2
N ≤ 2γc(σ)‖Aσu0‖2

∞∑
k=N+1

1

k2(1+σ)
≤

≤ 2γc(σ)‖Aσu0‖2

∞∫
N

ds

s2(1+σ)
=

2γc(σ)

2σ + 1
‖Aσu0‖2N−2σ−1.

Отже, справедлива

Теорема 2.1 Нехай виконанi умови теореми 1.12. Тодi точнiсть методу

перетворення Келлi (1.25) характеризується оцiнкою

zN ≤ c‖Aσu0‖N−σ−1/2, (2.2)

де стала c не залежить вiд N та вiд u0.

Покажемо, що оцiнка (2.2) непокращувана за порядком. Для цього доста-

тньо вказати оператор A i вектор u0, що задовольняє умови теореми 2.1, для
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яких точнiсть метода перетворення Келлi (1.23) оцiнюється знизу за поряд-

ком N так само, як i в оцiнцi (2.2). Нехай, замiсть вказаних вище припущень,

оператор A має дискретний спектр:

0 < λ0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ . . . .

Тодi власнi вектори ei, що вiдповiдають власним значенням λi, i = 0, 1, 2 . . . ,

утворюють ортонормований базис в H:

(ei, ej) = δij, i, j = 0, 1, 2 . . . ,

де δij – символ Кронекера. З (2.1) отримаємо

z2
N = 2γ

∞∑
i=0

∞∑
k=N+1

(
γ − λi
γ + λi

)2k
1

(γ + λi)2

1

λ2σ
i

(Aσu0, ei)
2.

Нехай тепер

λi = i, i = 1, 2, . . . , 0 < γ ≤ λ0 ≤ 1,

i
2γ

1 + σ
≤ 1. (2.3)

Тодi

z2
N ≥ 2γ

2N∑
i=N

∞∑
k=N+1

(
γ − i
γ + i

)2k
1

(γ + i)2

1

i2σ
(uσ0 , ei)

2 ≥

≥ 2γ
2N∑
i=N

(uσ0 , ei)
2

∞∑
k=N+1

(
2N − γ
2N + γ

)2k
1

(2N + γ)2(1+σ)
=

=
2γ

(2N + γ)2(1+σ)

(
1− 2γ

2N + γ

)2(N+1)[
1−

(
2N − γ
2N + γ

)2]−1 2N∑
i=N

(uσ0 , ei)
2 =

=
1

4N(2N + γ)2σ

[(
1− 2γ

2N + γ

)2N+γ
2γ

]2γ2(N+1)
2N+γ 2N∑

i=N

(uσ0 , ei)
2 ≥

≥ 1

4N(2N + γ)2σ

(1

4

)4
2N∑
i=N

(uσ0 , ei)
2.
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Оскiльки ‖uσ0‖2 =
∞∑
i=0

(uσ0 , ei)
2 < ∞, то знайдеться такий елемент u0 ∈

D(Aσ), що (uσ0 , ei) =
1

i ln2 i
i = 0, 1, . . . . Тодi з вищенаведеної оцiнки слiдує

z2
N ≥ 4−5−σ 1(

N +
γ

2

)2σ+1

2N∑
i=N

1

i ln2 i
≥

≥ 4−5−σ(
N +

γ

2

)2σ+1

N + 1

2N ln2 2N
≥ 4−11/2−σ(

N +
γ

2

)2σ+1

1

ln2 2N
,

що i встановлює майже непокращуванiсть (з точнiстю до логарифма) оцiнки

(2.2). Таким чином, доведена теорема

Теорема 2.2 Нехай оператор A = A∗ ≥ γI, γ > 0, D(A) = H, має дискре-

тний спектр λ0 ≤ λ1 ≤ . . . , λ0 = γ ≤ 1 i виконується умова (2.3). Тодi

оцiнка швидкостi збiжностi метода перетворення Келлi (1.23) майже не-

покращувана за порядком (з точнiстю до логарифма).

2.1.2 Непокращуванi за порядком оцiнки швидкостi збiжностi

метода перетворення Келлi при u0 з простору Рум’є. Розглянемо

тепер випадок, коли вектор u0 належить простору Рум’є (див. означення 1.8

або [17,62–64]). Норма в просторi Рум’є R(A, µ, L) визначається як

‖x‖R(A,µ,L) = sup
0≤n<∞

L−nM−1
n ‖Anx‖ <∞,

де µ послiдовнiсть µ = (Mn)
∞
n=0, 0 < L <∞.

Нехай u0 ∈ R(A, (1), λ0), тодi з (2.1) отримаємо

z2
N = 2γ

∞∑
i=0

∞∑
k=N+1

(
λ0

λi

)2k(
λi − γ
λi + γ

)2k
1

(λi + γ)2

(
Aku0

λk0
, ei

)2

. (2.4)

Неважко бачити, що при γ(1 +
√

2) = λ0 ≤ λ функцiя

ϕ(λ) =
1

λ+ γ

[
λ− γ

λ(λ+ γ)

]k
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монотонно спадає, а тому

z2
N ≤ 2γ

∞∑
i=0

∞∑
k=N+1

( √
2

2 +
√

2

)2k
1

γ2(2 +
√

2)2

(
Aku0

λk0
, ei

)2

≤

≤ 1

γ(1 +
√

2)2
‖u0‖2

R(A,(1),λ0)(1 +
√

2)−2(N+1) 1

1−
(

1

1 +
√

2

)2 =

=
‖u0‖2

R(A,(1),λ0)

γ
√

2(2 +
√

2)
exp

{
−2(N + 1) ln(1 +

√
2)
}
,

тобто

zN ≤
‖u0‖R(A,(1),λ0)[
γ
√

2(2 +
√

2)
]1/2 exp

{
− (N + 1) ln(1 +

√
2)
}
. (2.5)

Далi, з (2.4) слiдує

z2
N ≥

2γ(1 +
√

2)−2(N+1)

γ2(2 +
√

2)2

(
AN+1u0

λN+1
0

, e0

)2

=
1

γ
(1 +

√
2)−2(N+2)(u0, e0)

2,

тобто

zN ≥
|(u0, e0)|√

γ
exp

{
− (N + 2) ln(1 +

√
2)
}
.

Таким чином, доведена теорема

Теорема 2.3 Нехай оператор A = A∗ ≥ γI, γ > 0, D(A) = H, має дискре-

тний спектр

λ0 ≤ λ1 ≤ . . . , λ0 = γ(1 +
√

2).

Тодi метод перетворення Келлi (1.23) при u0 ∈ R(A, (1), λ0) має експоненцi-

альну швидкiсть збiжностi i його точнiсть оцiнюється нерiвнiстю (2.5),

при цьому оцiнка (2.5) є непокращуваною за порядком.

Зауваження 2.1 Оцiнка (2.5) може бути отримана i без припущення про

дискретнiсть спектра оператора A. Для цього так само, як i в пiдроздi-

лi. 2.1.1, потрiбно скористатися спектральним розкладом одиницi.
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2.2 Оцiнка збiжностi Sinc-квадратурної формули для

обчислення операторної експоненти

В цьому пiдроздiлi дослiдимо оцiнку швидкостi збiжностi Sinc-квадратурної

формули (1.37) для наближеного обчислення операторної експоненти e−At,

за допомогою якої знаходиться розв’язок диференцiального рiвняння першо-

го порядку з операторним коефiцiєнтом (1.17) для випадку t = 0. Оскiльки

в теоремi 1.15, як зазначалось в зауваженнi 1.5, дослiджено тiльки випадок

t > 0, а розв’язок неоднорiдної задачi (1.17) задається формулою (1.32), де

другий доданок мiстить iнтеграл на вiдрiзку [0, t] то важливо дослiдити по-

хибку квадратурної формули при t→ 0.

2.2.1 Оцiнка швидкостi збiжностi, включно з t = 0 В цьому пiд-

роздiлi одержано оцiнку швидкостi збiжностi Sinc– квадратурної формули

(1.37) для всiх t, включно з t = 0 в припущеннi, що оператор A є самоспря-

женим, додатно визначеним.

Розглянемо векторно-значну функцiю f(x) та iнтеграл вiд неї на R. До-

ведемо лему, яка є уточненням леми 2.7 з [71, с. 322].

Лема 2.1 Нехай операторно-значна функцiя f ∈ Hp(Dd) з нормою, визна-

ченою в (1.16). Якщо f додатково задовольняє на R умову

‖f(x)‖ ≤ ce−αx
2

(1 + x2)σ
1/2 ≤ σ ≤ 1 c, α > 0, (2.6)

тодi для iнтеграла

I(f) =

∫ ∞
−∞

f(x)dx

виконується

‖ηN(f, h)‖ ≤ 2c

2σ − 1

{
2σ

exp(−πd/h)

sinh(πd/h)
+

exp(−α(Nh)2)

(Nh)2σ−1

}
,

де ηN(f, h)– похибка квадратурної формули.
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Д оведення. Припущення (2.6) приводить до

‖ηN(f, h)‖ ≤ ‖η(f, h)‖+ h
∑
|k|>N

‖f(kh)‖ ≤

≤ exp(−πd/h)

2 sinh(πd/h)
‖f‖H1(Dd) + ch

∑
|k|>N

e−α(kh)2

[1 + (kh)2]σ
.

Для останнього доданка використаємо оцiнку

h
∑
|k|>N

e−α(kh)2

[1 + (kh)2]σ
= 2h

∞∑
k=N+1

e−α(kh)2

[1 + (kh)2]σ
≤

≤ 2

∫ ∞
Nh

e−αη
2

η2σ
dη = 2

∫ ∞
√
αNh

e−ξ
2

( ξ√
α
)2σ

dξ√
α

= 2ασ−1/2

∫ ∞
√
αNh

e−ξ
2

ξ2σ
dξ

≤ 2ασ−1/2 exp[−α(Nh)2]

∫ ∞
√
αNh

dξ

ξ2σ
=

2

2σ − 1

exp[−α(Nh)2]

(Nh)2σ−1
.

З припущення (2.6) випливає оцiнка

‖f‖H1(Dd) ≤ 2c

∫ ∞
−∞

e−αx
2

(1 + x2)σ
dx = 4c

{∫ 1

0

e−αx
2

(1 + x2)σ
dx+

∫ ∞
1

e−αx
2

(1 + x2)σ
dx

}
≤

≤ 4c

{
1 +

∫ ∞
1

dx

x2σ

}
=

8cσ

2σ − 1
,

яка разом зi знайденими вище приводить до твердження леми. �

Теорема 2.4 Нехай оператор A– самоспряжений додатно визначений з

дискретним спектром i повною системою власних векторiв в гiльберто-

вому просторi. Тодi, при u0 ∈ D(Aα), похибка наближення (1.37) до опера-

торної експоненти e−Atu0 задовольняє оцiнку

‖ηN(F , h)‖ ≤ c

2α− 1

{
exp(−πb0/h)

sinh(πb0/h)
+

exp[−(aI2 (Nh)2 + bI)t]

(Nh)2α−1

}
,

t ≥ 0, α > 1/2, h = 3

√
4πb0

aI
N−2/3.
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Д оведення. Оскiльки власнi вектори ek, k = 1, 2, . . . оператора A, якi

вiдповiдають власним числам λk, утворюють базис, ми можемо зобразити

початковий вектор у виглядi u0 =
∞∑
k=1

akek, а операторну експоненту як

u(t) =
1

2πi

∫
ΓI

e−zt
∞∑
k=1

ak(z − λk)−1ekdz =

∫ ∞
−∞
F(t, η)dη,

де, враховуючи, що уявна частина пiдiнтегрального виразу є непарною фун-

кцiєю, маємо

F(t, η) =
1

π
= exp[−t(aIη2 + bI − iη)]

∞∑
k=1

akek
aIη2 + bI − iη − λk

,

де aI , bI вибираються в (1.36). Роблячи спрощення, отримаємо

F(t, η) =
exp[−(aIη

2 + bI)t]

π

∞∑
k=1

akek=
[

eiηt(2aIη − i)
aIη2 + bI − λk − iη

]
=

=
exp[−(aIη

2 + bI)t]

π

∞∑
k=1

akek=
eiηt(2aIη − i)(aIη2 + bI − λk + iη)

(aIη2 + bI − λk)2 + η2
=

=
cos(ηt)(aIη

2 − bI + λk) + sin(ηt)η[2aI(aIη
2 + bI − λk) + 1]

(aIη2 + bI − λk)2 + η2
.

Визначимо функцiю

w(t, λk, η) = exp(−taIη2)

[
aIη

2 − bI + λk
(aIη2 + bI − λk)2 + η2

cos(tη)+

+
2aI(aIη

2 + bI − λk) + 1

(aIη2 + bI − λk)2 + η2
η sin(tη)

]
,

тодi, використовуючи нерiвнiсть

| exp
(
−aI

2
tη2
)
η sin(tη)| ≤ 2

aI
exp

(
−aI

2
tη2
) aI

2
tη2 ≤ 2e−1,

отримаємо

|w(t, λk, η)| ≤ 4

e
exp

(
−aI

2
tη2
)[aIη2 − bI + λk + |aIη2 + bI − λk + 1/(2aI)|

(aIη2 + bI − λk)2 + η2

]
.
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Покладемо y = aIη
2/(λk − bI) i припустимо, що

λ = λk − bI ∈ [1, ∞) .

Тодi попередня оцiнка приводить до(
aIη

2 + 1

λk − b

)α
|w(t, λk, η)| ≤ 4

e
(1 + y)α

y + 1 + |y − 1 + 1/(2aIλ)|
λ(y − 1)2 + y/aI

≤

≤ 4

e
(1 + y)α

y + 1 + |y − 1|+ 1/(2aI)

(y − 1)2 + y/aI
≤ c

з невiд’ємною сталою c та α ∈ [0, 1]. Таким чином, для F(t, η) отримаємо

‖F(t, η)‖ ≤ c
exp[−(aIη

2/2 + bI)t]

(aIη2 + 1)α

[ ∞∑
k=1

a2
k(λk − b)2α

]1/2

≤

≤ c
exp[−(aIη

2/2 + bI)t]

(aIη2 + 1)α
‖Aαu0‖, t ≥ 0, η ∈ (−∞, ∞) .

Покажемо, що операторно–значна функцiя F(t, z), z = η + iv, |ν| < d/2,

η ∈ (−∞,∞) належить до класу H1(Dd). Маємо

F(t, z) =
exp[−(a(ν)η2 + b(ν))t]

π

∞∑
k=1

akek=
[

eiη̃t(2a(ν)η − i)(1− 2aIν)

[a(ν)η̃2 + b(ν)− λk]2 + η̃

]
,

де

d = b0, η̃ = (1− 2aIν)η,

a(ν) =
aI

(1− 2aIν)2
, b(ν) = bI − aIν2 + ν,

aI =
2a0

1 + 2a0b0 +
√

1 + 4a0b0

, bI =
aIb

2
0

4
+
b0

2
.

Видно, що цей вираз з точнiстю до множника 1 − 2aIν i замiни η → η̃ має

ту ж структуру, що й F(t, η). Вiдмiтимо, що замiна η̃ = (1 − 2aIν)η не є

сингулярною, оскiльки |2aIν| ≤ aIb0 < 1, тобто 1 − 2aIν > 0. Таким чином,

ми отримаємо

‖F(t, η + iν)‖ ≤ c
1− 2aIν

(η̃ + 1)α
exp[−(a(ν)η̃2/2 + b(ν))t]‖Aαu0‖ ≤
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≤ c
1− 2aIν

(η̃ + 1)α
exp[−(a(−b0/2)η̃2/2 + b(−b0/2))t]‖Aαu0‖.

Ця нерiвнiсть визначає належнiсть F(t, z) ∈ H1(Db0) i

‖F(t, z)‖H1(Db0
) ≤ c‖Aαu0‖

∫ ∞
−∞

exp[− aIt
(1+aIb0)2 ]η̃2

(η̃2 + 1)α
dη̃ ≤

≤ c‖Aαu0‖
(∫ 1

0

dη̃

(η̃2 + 1)α
+

∫ ∞
1

dη̃

(η̃2 + 1)α

)
= c

4α

2α− 1
, t ≥ 0, α > 1/2.

Тепер твердження теореми випливає з леми 2.1. �

Зауваження 2.2 Вiдмiтимо, що з теореми 2.4 випливає, що при t = 0

Sinc-квадратурна формула (1.37) має полiномiальний порядок збiжностi

‖ηN(F , h)‖ = O(N (2α−1)/3),

α >
1

2
.

2.2.2 Чисельний приклад. Розглянемо оператор визначений в

(1.20). Нехай u0 = x(1−x). Тодi операторна експонента буде визначати розв’я-

зок задачi:
∂u(x, t)

∂t
=
∂2u(x, t)

∂x2
,

u(x, 0) = x(1− x) ,

u(0, t) = u(1, t) = 0,

u(x, t) =
∞∑
k=0

−4
(−1)k − 1

π3k3
e−tπ

2k2

sin(πkx) .

Чисельний метод реалiзовувався вiдповiдно до алгоритму з пiдроздiлу

1.9.2 при (a = 1, b = 1), де другий крок виконувався використовуючи то-

чний розв’язок. Похибки εN = u(x, t) − uN(x, t) для t = 0.15 i t = 0.2 в

залежностi вiд N та x поданi на рис. 2.1. З графiкiв видно вплив вiдстанi вiд

початкової точки на швидкiсть збiжностi.

Таким чином, з теореми 2.4 i проведених чисельних експериментiв видно

необхiднiсть побудови експоненцiально збiжного методу, який би враховував

вплив точки t = 0 i забезпечував рiвномiрну вiдносно t швидкiсть збiжностi.
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Рис. 2.1: Похибка методу для t = 0.2 i t = 0.15

2.3 Експоненцiально збiжний метод наближення опера-

торної експоненти з необмеженим оператором

В цьому пiдроздiлi розглянемо однорiдну задачу Кошi (1.17), тобто f(t) ≡ 0.

Припустимо, що оператор A є секторiальним зi спектром у

ΓΣ = {z = ξ + iη : ξ = a |η|+ γ0, η ∈ (−∞,∞)} . (2.7)

На границi цього сектору та за його межами виконується оцiнка для ре-

зольвенти (1.29). Припустимо, що u0 ∈ D(An), n ∈ N. Тодi ∃ u∗ : u∗ =

(An + α)u0, α > 0, α ∈ R. Як зазначалось ранiше, розв’язок задачi (1.17) мо-

жна записати за допомогою (1.32), а операторну експоненту використовуючи

iнтеграл Данфорда-Кошi (1.30), де Γ– крива, що охоплює спектр оператора

A i обхiд здiйснюється в додатному напрямку.
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2.3.1 Зображення розв’язку. Враховуючи наше припущення щодо

початкових даних u0, розв’язок можна переписати у виглядi

u(t) = −(An + α)−1(An + α)

2πi

∫
Γ

e−ztRA(z)u0dz =

= − 1

2πi

∫
Γ

e−zt
RA(z)

zn + α
u∗dz.

(2.8)

Виберемо криву iнтегрування наступним чином:

ΓI = {z = ξ + iη : ξ = cosh(s)− 1 + γ1, η = −a1 sinh(s),

− n
√
α < γ1 < γ0, a1 > 1/a, s ∈ (−∞,∞)

}
.

(2.9)

Покажемо, що ΓI не перетинає ΓΣ i лежить лiвiше. Дiйсно, з (2.9), вико-

ристовуючи формулу cosh2(s)− sinh2(s) = 1, можна записати

ΓI =

{
z = ξ + iη : ξ =

√
1 +

η2

a2
1

− 1 + γ1, η ∈ (−∞,∞)

}
.

Розглянемо гiлку кривої ΓI , коли η > 0. Якщо φ1(η)– кут нахилу дотичної

до ΓI в точцi η до осi ξ, тодi

cot(φ1) = ξ′(η) =

2η
a2

1

2
√

1 + η2

a2
1

=
η

a1

√
a2

1 + η2
.

При η = 0, cot(φ1) = 0, тобто φ1 = π
2 . Коли η > 0

cot(φ1) =
1

a1

1√
1 + a2

1

η2

<
1

a1
.

З (2.7) видно, що cot(φ) = a. Оскiльки a1 > 1
a , то cot(φ1) <

1
a1
6 a = cot(φ).

Тому φ1 > φ. Аналогiчнi мiркування справедливi для гiлки η < 0. Таким

чином, враховуючи, що γ1 < γ0 i φ1 > φ, ми приходимо до висновку, що ΓI

не перетинає ΓΣ i лежить лiвiше.

Зауваження 2.3 Умова − n
√
α < γ1 пов’язана з тим, що оператор

(An + α)−1 має особливiсть в точцi (− n
√
α, 0).
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Використовуючи параметричне зображення ΓI , iнтеграл (2.8) запишемо

наступним чином:

u(t) = − 1

2πi

∞∫
−∞

exp {−z(s)t} RA(z(s))

zn(s) + α
φ(s)u∗ds =

∞∫
−∞

F (s, t, n)ds, (2.10)

де z(s) = cosh(s)− 1 + γ1 − a1 sinh(s), φ(s) = sinh(s)− ia1 cosh(s).

Оцiнимо функцiю F (s, t, n). Враховуючи (1.29), для резольвенти матиме-

мо

‖RA(z)‖ 6 M

1 +
√

(cosh(s)− 1 + γ1)
2 + a2

1sinh2(s)
=

=
M

cosh(s)

(
1

cosh(s) +

√(
1 + −1+γ1

cosh(s)

)2

+ a2
1tanh2(s)

) 6 M1

cosh(s)
,

де

M1 = sup
s∈(−∞,∞)

M

1
cosh(s) +

√(
1 + −1+γ1

cosh(s)

)2

+ a2
1tanh2(s)

.

Тодi

‖φ(s)RA(z)u∗‖ 6M1

∣∣∣∣sinh(s)− ia1 cosh(s)

cosh(s)

∣∣∣∣ 6M2 ‖u∗‖ = const <∞. (2.11)

Для множника, що залишився, матимемо∣∣∣∣ 1

zn(s) + α

∣∣∣∣ =
1

|(cosh(s)− 1 + γ1 − ia1 sinh(s))n + α|
=

=
1

coshn(s)
∣∣∣(1 + −1+γ1

cosh(s) − ia1 tanh(s)
)n

+ α
cosh(s)

∣∣∣ 6 M3

coshn(s)
, (2.12)

де

M3 = sup
s∈(−∞,∞)

1∣∣∣(1 + −1+γ1

cosh(s) − ia1 tanh(s)
)n

+ α
cosh(s)

∣∣∣ .
Враховуючи, що

|exp {−(cosh(s)− 1 + γ1 − ia1 sinh(s))t}| 6 exp {−(cosh(s)− 1 + γ1)t} ,
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а також оцiнки (2.11), (2.12), остаточно матимемо

‖F (s, t, n)‖ 6 M2M3

2π
exp {− (cosh(s)− 1 + γ1) t}

1

coshn(s)
‖u∗‖ 6

6 C exp {− (cosh(s)− 1 + γ1) t− n |s|}
(2.13)

Тут ми використали нерiвнiсть 1
cosh(s) 6 2e−|s|. Звiдси випливає, що iнте-

грал (2.10) збiжний ∀ t > 0, n > 0 або ∀ t > 0, n > 0.

Розглянемо u′(t). З (2.10) отримаємо

u′(t) =
1

2πi

∞∫
−∞

exp {−z(s)t} z(s)φ(s)RA (z(s))

zn(s) + α
u∗ds =

∞∫
−∞

F1(s, t, n)ds. (2.14)

Оцiнимо пiдiнтегральну функцiю F1(s, t, n). Як видно,

F1(s, t, n) =
zn(s) + αz(s)

zn(s) + αz(s)
F (s, t, n− 1).

Зробимо позначення

M4 = sup
s∈(−∞,∞)

∣∣∣∣zn(s) + αz(s)

zn(s) + αz(s)

∣∣∣∣ ,
де очевидно, що M4 <∞, отримаємо з урахуванням оцiнки (2.13)

‖F1(s, t, n)‖ 6M4 ‖F (s, t, n− 1)‖ 6 C1e
−(cosh(s)−1+γ1)t−(n−1)|s|. (2.15)

Ця оцiнка показує, що iнтеграл (2.14) збiжний ∀ t > 0, n > 1 або ∀ t > 0,

n > 0. Враховуючи, що

Au(t) = −A 1

2πi

∫
ΓI

e−zt
RA(z)

zn + α
u∗dz = − 1

2πi

∫
ΓI

e−zt
zRA(z)

zn + α
u∗dz =

= −
∞∫

−∞

F1(s, t, n)ds,

для u(t) маємо

u′(t) + Au(t) =

∞∫
−∞

F1(s, t, n)ds−
∞∫

−∞

F1(s, t, n)ds = 0,
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u(0) = − 1

2πi

∫
ΓI

RA(z)

zn + α
u∗dz = (An + α)−1u∗ = u0.

Отже ми довели таке твердження:

Теорема 2.5 Нехай в умовах задачi (1.17) A – секторiальний оператор в

банаховому просторi X, спектр якого знаходиться в областi, обмеженiй ΓΣ,

u0 ∈ D(An), n ∈ N. Тодi при t > 0 iснує розв’язок однорiдної задачi (1.17),

який можна зобразити за допомогою iнтеграла (2.10). Якщо 0 < n < 1, то

u(t) є слабким розв’язком t ∈ [0, T ], якщо ж n > 1, то – сильним.

2.3.2 Наближений розв’язок. Далi побудуємо квадратурну форму-

лу для наближеного обчислення iнтеграла (2.10), як це описано в пiдроздiлi

1.3, базуючись на Sinc-наближеннях функцiй. Будемо використовувати на-

ступний алгоритм:

Алгоритм 1.

1. Задано Задано a, γ0, n. Вибираємо a1, α > 0, γ1 так, щоб a1 > 1
a ,

− n
√
α < γ1 < γ0, N .

2. Для k = −N,N знаходимо h =
√

π
nN , zk = cosh(kh) − 1 + γ1 −

ia1 sinh(kh), αk = − φ(kh)
2πi(znk+α) .

3. Розв’язуємо рiвняння (A− zk) ûk = u∗, k = −N,N , де u∗ = (An + α) u0.

4. Знаходимо наближення uN до розв’язку задачi Кошi (1.17) у виглядi

uN(t) = h
N∑

k=−N
αke

−zktû (zk) = h
N∑

k=−N
αkekû (zk).

Для обґрунтування можливостi застосування Sinc-квадратури, нам по-

трiбно знайти ширину смуги Dd, в яку можна аналiтично продовжити пi-

дiнтегральну функцiю F (s, t, n). Для цього розглянемо параметричне сiмей-

ство кривих Γ (ν), яке отримується з ΓI замiною s на s+ iν. Тодi, очевидно,

аналiтичнiсть F (s, t, n) буде втрачатися, коли Γ (ν) перетне дiйсну вiсь при
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η > γ0, де знаходиться спектр оператора A (в цьому випадку буде невизначе-

на резольвента), або коли Γ (ν) захопить точку (− n
√
α, 0) (в цьому випадку в

знаменнику функцiї F (s, t, n) з’явиться 0). Отже, матимемо

Γ (ν) = {cosh(s+ iν)− 1 + γ1 − ia1 sinh(s+ iν)} =

= {cosh(s) cos(ν) + a1 cosh(s) sin(ν)− 1 + γ1 + ia1 (sinh(s) sin(ν)−

−a1 sinh(s) cos(ν))}

Звiдси видно, що Γ (ν) перетинає дiйсну вiсь (Im z = 0) при s = 0. Тодi

Re [Γ (ν)]s=0 = cos(ν) + a1 sin(ν)− 1 + γ1. Отже обмеження на ширину смуги

буде мати наступний вигляд:

− n
√
α < cos(d) + a1 sin(d)− 1 + γ1 < γ0 .

Отже, функцiю F (s, t, n) можна аналiтично продовжити в смугу Dd. Це

означає, що ми можемо використати квадратурну формулу TN з пiдроздiлу

1.3 для наближення iнтегралу (2.10). Беручи до уваги оцiнку (2.13), можемо

використати узагальнення теореми (1.6) на випадок векторно-значних фун-

кцiй, замiняючи α на n. Матимемо

‖ηN (F, h)‖ 6 2c

n

[
exp {−πd/h}
sinh(πd/h)

+ exp {−nhN}
]
,

де стала c > 0, не залежить вiд d, h. Виберемо h =
√

π
nN , тодi

‖ηN (F, h)‖ 6 2c

n

[
2e−2

√
πnNd

1− e−2
√
πnNd

+ e−
√
πnN

]
. (2.16)

Таким чином, ми довели наступний результат:

Теорема 2.6 Нехай виконанi умови теореми 2.5. Тодi для наближення

uN(t) розв’язку однорiдної задачi (1.17), за допомогою алгоритму 1, спра-

ведлива оцiнка (2.16).
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Зауваження 2.4 В пунктi 4 алгоритму 1 для знаходження наближення

uN(t) проводиться сумування по k = −N,N . Оскiльки крива ΓI , по якiй

проводиться iнтегрування, симетрична вiдносно дiйсної вiсi, то z−k = z̄k.

Легко перевiрити, що α−k = ᾱk, e−k = ēk, u−k = ūk. Тодi

uN(t) = h
N∑

k=−N

αkekû (zk) = h

( −1∑
k=−N

[αkekû (zk) + ᾱkēkû (z̄k)] + α0e0û (z0)

)
.

Тому

uN(t) = h
−1∑

k=−N

2 Re {αkekû (zk)}+ hα0e0û (z0) .

2.3.3 Випадок аналiтичних початкових даних. Розглянемо ви-

падок, коли u0 є аналiтичним вектором оператора A. Тодi ∃ u∗ : ∃τ > 0,

u∗ =
∞∑
k=0

τk

k!A
ku0. Отже, iнтегральне зображення можна записати наступним

чином:

u(t) = − 1

2πi

∫
Γ

e−ztRA(z)

( ∞∑
k=0

τ k

k!
Ak

)−1

u∗dz = − 1

2πi

∫
Γ

e−z(t+τ)RA(z)u∗dz.

Пiсля параметризацiї кривої Γ отримаємо

u(t) = − 1

2πi

∞∫
−∞

e−z(s)(t+τ)RA (z(s)) φ(s)u∗ds =

∞∫
−∞

F (s, t, τ)ds, (2.17)

де z(s) = cosh(s)− 1 + γ1 − a1 sinh(s), φ(s) = sinh(s)− ia1 cosh(s). Тодi

Apu(t) = − 1

2πi

∞∫
−∞

e−z(s)(t+τ)zp(s)RA (z(s))φ(s)u∗ds =

∞∫
−∞

Fp(s, t, τ)ds.

Знайдемо умови збiжностi цього iнтегралу. Для цього оцiнимо функцiю

Fp(s, t, τ).

|zp(s) exp {−z(s) (t+ τ)}| =

=
∣∣∣(cosh(s)− 1 + γ1 − ia1 sinh(s))pe−(cosh(s)−1+γ1−ia1 sinh(s))(t+τ)

∣∣∣ 6
6

∣∣∣∣coshp(s)

(
1 +
−1 + γ1

cosh(s)
− ia1 tanh(s)

)p∣∣∣∣ e− cosh(s)(t+τ)e(γ1−1)(t+τ) 6
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6 Ce(γ1−1)(t+τ)eps−cosh(s)(t+τ) .

Тодi, беручи до уваги оцiнку (2.11), матимемо

‖Fp(s, t, τ)‖ 6 C1e
(γ1−1)(t+τ)eps−cosh(s)(t+τ) , (2.18)

iз невiд’ємною сталою C1.

Отже, iнтеграл (2.17) є збiжним для всiх p > 0, t > 0.

Теорема 2.7 Нехай в умовах однорiдної задачi (1.17) A – секторiальний

оператор в банаховому просторi X, спектр якого знаходиться в областi,

обмеженiй ΓΣ, u0 є аналiтичним вектором оператора A. Тодi розв’язок

однорiдної задачi (1.17) можна зобразити за допомогою iнтеграла (2.17)

З оцiнки (2.18) отримаємо оцiнку для F (s, t, τ).

‖F (s, t, τ)‖ 6 C2 exp

{
−e|s|

t+ τ

2

}
, (2.19)

зi сталою C2 ≥ 0.

Далi побудуємо квадратурну формулу для наближеного обчислення iнте-

гралу (2.17). Будемо використовувати наступний алгоритм:

Алгоритм 2.

1. Задано a, γ0, τ . Вибираємо a1 > 1
a , N .

2. Для k = −N,N знаходимо h = lnN
N , zk = cosh(kh)−1+γ1−ia1 sinh(kh),

αk = −φ(kh)
2πi .

3. Розв’язуємо рiвняння (A− zk) ûk = u∗, k = −N,N , де u∗ =
∞∑
k=0

τk

k!A
ku0.

4. Знаходимо наближення uN до розв’язку задачi Кошi у виглядi

uN(t) = h
N∑

k=−N

αke
−zk(t+τ) û (zk)

.
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Доведемо допомiжне твердження.

Лема 2.2 Для довiльної операторно-значної функцiї f ∈ Hp(Dd), що задо-

вольняє на R умову

‖f(x)‖ 6 c exp {−α exp {|x|}} , c, α = const > 0 (2.20)

справедлива оцiнка

‖ηN (f, h)‖ 6 2c

α

[
e−πd/h

sinh(πd/h)
+ e−hN−α exp{Nh}

]
. (2.21)

Д оведення. Знайдемо оцiнку f(x). Враховуючи умову (2.20), матимемо

‖f‖Hp(Dd)
= 2

∞∫
−∞

‖f(x)‖ dx 6 2c

∞∫
−∞

exp
{
−αe|x|

}
dx = 4c

∞∫
0

exp {−αex} dx =

= 4c

∞∫
1

e−αy

y
dy 6 4c

∞∫
1

e−αydy =
4c

α
e−α.

Тодi

‖η (f, h)‖ 6 2c

α

e−πd/h

sinh(πd/h)
. (2.22)

Оскiльки

‖ηN (f, h)‖ 6 ‖η (f, h)‖+ h
∑
|k|>N

‖f(kh)‖, (2.23)

далi оцiнимо суму

h
∑
|k|>N

‖f(kh)‖ 6 hc
∑
|k|>N

exp
{
−αe|kh|

}
= 2hc

∞∑
k=N+1

exp
{
−αekh

}
6

6 2hc

∞∫
N

exp
{
−αehx

}
dx = 2hc

∞∫
exp{Nh}

e−αy
1

hy
dy 6

2hc

heNh

∞∫
exp{Nh}

e−αydy =

=
2hc

αheNh
exp

{
−αeNh

}
.

Пiдставляючи цю нерiвнiсть а також (2.22) в (2.23), отримаємо (2.21), що i

треба було показати. �
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Як було показано вище, функцiю F (s, t, τ) можна аналiтично продовжити

в смугу Dd, тому можна використати квадратурну формулу TN для набли-

ження iнтегралу (2.17). Враховуючи оцiнку (2.19), ми можемо скористатись

лемою 2.2, виконуючи вiдповiднi замiни.

‖ηN (F, h)‖ 6 4C1e
(γ1−1)(t+τ)

t+ τ

[
2e−πd/h−

t+τ
2

sinh(πd/h)
+ exp

{
−hN − eNh

t+ τ

2

}]
.

Виберемо h = lnN
N , тодi

‖ηN (F, h)‖ 6 4C1e
(γ1−1)(t+τ)

t+ τ

[
2e−πd

N
lnN−

t+τ
2

sinh(πd N
lnN )

+ e− lnN−N t+τ
2

]
6

6
4C1e

(γ1−1)(t+τ)

t+ τ

[
2e−2πd N

lnN−
t+τ

2

1− e−2πd N
lnN

+
e−N

t+τ
2

N

]
(2.24)

Таким чином, ми довели наступний результат:

Теорема 2.8 Нехай виконанi умови теореми 2.7, наближений розв’язок

однорiдної задачi (1.17) шукається за допомогою алгоритму 2. Тодi для на-

ближення uN(t) справедлива оцiнка (2.24).

Зауваження 2.5 Як i для алгоритму 1 в пунктi 4 алгоритму 2 можна

скористатись формулою з вдвiчi меншою кiлькiстю обчислень за рахунок

врахування симетричностi контуру iнтегрування.

2.4 Експоненцiально збiжний метод розв’язування не-

однорiдних диференцiальних рiвнянь першого по-

рядку з необмеженим операторним коефiцiєнтом

2.4.1 Вступ Розглянемо наступну задачу Кошi:

du(t)

dt
+ Au(t) = f(t), u(0) = u0, (2.25)

де A є сильно позитивним секторiальним оператором в банаховому просторi

X, з областю визначення D. Тобто, спектр оператора розмiщений в секторi
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(1.28) в правiй пiвплощинi, для резольвенти RA(z) поза сектором i на межi

виконується оцiнка (1.29). u0 ∈ X є заданим вектором, f(t)– задана фун-

кцiя з значеннями в банаховому просторi X i u(t)– невiдома векторно-значна

функцiя.

Як зазначалося в пiдроздiлi 1.8, розв’язок задачi (2.25) формально можна

записати у виглядi

u(t) = uh(t) + up(t) = e−Atu0 +

∫ t

0

e−A(t−s)f(s)ds, (2.26)

При побудовi методу знаходження розв’язку задачi (2.25) особливу увагу

придiляють правiй частинi рiвняння. Оскiльки методи з [93,94] забезпечують

збiжнiсть тiльки для t > 0, то їх не можна безпосередньо застосувати до не-

однорiдної частини (2.26). Для вирiшення цiєї проблеми було запропоновано

використовувати теорему про згортку з подальшим використанням експонен-

цiальних методiв знаходження оберненого перетворення Лапласа [94] або ви-

користання експоненцiальних методiв для конволюцiйних iнтегралiв [93, 95].

Недолiком даного пiдходу є неможливiсть його узагальнення на квазiлiнiйнi

задачi та вiдсутнiсть можливостi розпаралелити обчислення для рiзних мо-

ментiв часу. Методи розробленi в [3,96] мають рiвномiрну по t експоненцiаль-

ну збiжнiсть та можливiсть розпаралелювання обчислень, але трохи меншу

порiвняно з попереднiми методами швидкiсть збiжностi.

Метою даного пiдроздiлу є розробка методу з експоненцiальною швидкi-

стю збiжностi, який, зберiгаючи переваги методiв з [3, 96], дає можливiсть

швидко знаходити наближений розв’язок задачi (2.25), автоматично викори-

стовуючи гладкiсть функцiї f(t).

2.4.2 Однорiдна задача. Для розв’язування однорiдної задачi (2.25)

використаємо методику з [3]. Нехай

Γ0 = {z(ξ) = a0 cosh ξ − ib0 sinh ξ : ξ ∈ (−∞,∞), b0 = a0 tanϕ} , (2.27)
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x

y

φ

a
0

b
0

y=(tanφ)*x

x2/a
0
2−y2/b

0
2=1

Рис. 2.2: Спектральна гiпербола

є спектральною гiперболою, що охоплює спектральний сектор (1.28) (див.

рис. 2.2). Виберемо гiперболу

ΓI = {z(ξ) = aI cosh ξ − ibI sinh ξ : ξ ∈ (−∞,∞)} (2.28)

за контур iнтегрування з

aI = a0

cos
(
π
4 + ϕ

2

)
cosϕ

, bI = a0

sin
(
π
4 + ϕ

2

)
cosϕ

, (2.29)

cosϕ =
a0√
a2

0 + b2
0

, sinϕ =
b0√
a2

0 + b2
0

.

Наближення до розв’язку однорiдної задачi (2.25) вiзьмемо наступним:

uN(t) =
h

2πi

N∑
k=−N

F(t, z(kh)), (2.30)

F(t, ξ) = e−z(ξ)tz′(ξ)

[
(z(ξ)I − A)−1 − 1

z(ξ)
I

]
u0.

Тут замiсть резольвенти (zI − A)−1 взято
(

(zI − A)−1 − 1
z

)
. Така замiна,

що забезпечує стiйкiсть обчислення при малих значеннях t та рiвномiрну

експоненцiальну швидкiсть збiжностi, була вперше запропонована в роботi

[78].
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При виборi параметрiв iнтегральної гiперболи у виглядi (2.29), функцiя

F(t, z(ξ)) має аналiтичне продовження вiдносно ξ у смугу ширини

d1 =
π

2
− ϕ, (2.31)

навколо дiйсної осi.

Справедлива наступна теорема (див. [3] ):

Теорема 2.9 Нехай A щiльно визначений сильно позитивний оператор i

u0 ∈ D(Aα), α ∈ (0, 1). Тодi наближення (2.30) забезпечує рiвномiрну по

вiдношенню до t ≥ 0 експоненцiальну швидкiсть збiжностi

‖u(t)− uN(t)‖ ≤ c‖Aαu0‖
α

×

×
{

e−πd/h

sinh (πd/h)
+ exp[−aIt cosh ((N + 1)h)− α(N + 1)h]

}
,

де стала c ≥ 0 не залежить вiд h,N, t. Ця оцiнка має порядок O(e−c
√
N),

для t ≥ 0 при h = 1/
√
N i порядок O

(
max

{
e−πdN/(c1 lnN), e−c1aItN/2−c1α lnN

})
,

d = π/2− ϕ для кожного фiксованого t > 0 при h = lnN/N.

Зауваження 2.6 Для того, щоб знайти наближення (2.30) потрiбно

розв’язати 2N + 1 елiптичну задачу

(z(kh)I − A)w = u0.

Але, враховуючи, що крива ΓI , по якiй проходить iнтегрування, симетри-

чна вiдносно дiйсної осi, то z(−kh) = z(kh). Тому формулу (2.30) можна

записати у виглядi

uh,N(t) =
h

π

N∑
k=1

Re(F(t, z(kh))) +
h

2πi
F(t, z(0)).

В цьому випадку кiлькiсть елiптичних задач буде N + 1.
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2.4.3 Неоднорiдна задача. Наближення за вузлами Чебишева.

Далi побудуємо наближення до up(t). Для цього зробимо замiну змiнних

t =
T

2
(τ + 1) s =

T

2
(ξ + 1) .

Тодi

up

(
T

2
(τ + 1)

)
=
T

2

∫ τ

−1

e−A
T
2 (τ−ξ)f

(
T

2
(ξ + 1)

)
dξ.

Оскiльки функцiя f
(
T
2 (ξ + 1)

)
визначена на вiдрiзку ξ ∈ [−1, 1], наблизимо

її iнтерполяцiйним полiномом Лагранжа по вузлам Чебишева. Тобто,

f

(
T

2
(ξ + 1)

)
≈

n∑
k=1

f

(
T

2
(ξk + 1)

)
Lk,n−1(ξ),

де ξk = − cos (2k−1)π
2n , Lk,n−1(ξ) = Tn(ξ)

T ′n(ξk)(ξ−ξk) , k = 1, ..., n– вiдповiдно ву-

зли Чебишева i фундаментальнi полiноми Лагранжа. Тодi наближенням до

up
(
T
2 (τ + 1)

)
буде y(τ), що визначається за формулою

y(τ) =
n∑
k=1

∫ τ

−1

e−A
T
2 (τ−ξ)Lk,n−1(ξ)dξfk,

з fk = T
2 f
(
T
2 (ξk + 1)

)
. Далi використаємо зображення Данфорда-Кошi для

операторної експоненти

y(τ) =
n∑
k=1

1

2πi

∫
Γ

∫ τ

−1

e−z
T
2 (τ−ξ)Lk,n−1(ξ)dξRA(z)dzfk,

де RA(z) = (zI − A)−1 − 1/z (див. [3]). Пiсля використання параметризацiї

(2.28), (2.29), отримаємо

y(τ) =
n∑
k=1

1

2πi

∫ ∞
−∞

∫ τ

−1

e−z(s)
T
2 (τ−ξ)Lk,n−1(ξ)dξz

′(s)RA(z(s))dsfk.

Зауважимо, що внутрiшнiй iнтеграл обчислюється в явному виглядi,

оскiльки пiдiнтегральна функцiя є добутком експоненти на полiном n − 1-

го степеня.
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Далi, до зовнiшнього iнтегралу застосуємо Sinc-квадратурну формулу

аналогiчну (2.30). Отримаємо

y(τ) ≈ yN(τ) =
h

2πi

N∑
j=−N

F1(τ, jh), (2.32)

F1(τ, jh) =
n∑
k=1

∫ τ

−1

e−z(jh)T2 (τ−ξ)Lk,n−1(ξ)dξz
′(jh)RA(z(jh))fk,

де вибiр параметру h буде описано далi.

Знайдемо похибку для такого наближення.∥∥∥∥up(T2 (τ + 1)

)
− yN(τ)

∥∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥up(T2 (τ + 1)

)
− y(τ)

∥∥∥∥+

+ ‖y(τ)− yN(τ)‖ = z1 + z2.

Тодi,

z1 =

∥∥∥∥∥T2
∫ τ

−1

e−A
T
2 (τ−ξ)

{
f

(
T

2
(ξ + 1)

)
−

n∑
k=1

Lk,n−1(ξ)f

(
T

2
(ξk + 1)

)}
dξ

∥∥∥∥∥ ≤
≤ T

2

∫ τ

−1

e−ω
T
2 (τ−ξ)dξ(1 + Λn)En(f) ≤ c lnnEn(f),

де En(f)— похибка найкращого наближення функцiї f полiномами степеня

не бiльше нiж n− 1

En(f) = inf
p∈Πn−1

max
η∈[−1,1]

‖f(η)− f(η)‖.

Для обґрунтування можливостi застосування Sinc-квадратурної формули

та знаходження похибки z2 спершу потрiбно дослiдити пiдiнтегральну фун-

кцiю F1(τ, s). В [3] було показано, що

‖z′(s)RA(z(s))u‖ ≤ c
bI
aI

(
2

aI

)α
e−α|ξ| ‖Aαu‖ ,

n∑
k=1

∣∣∣∣∫ t

−1

e−z(jh)(t−ξ)Lk,n−1(ξ)dξ

∣∣∣∣ ≤ c
√
π(t+ 1).
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Тому для функцiї F1(τ, s) матимемо наступне:

‖F1(τ, s)‖ ≤ c
√
π(t+ 1)

bI
aI

(
2

aI

)α
e−α|ξ| ‖Aαfk‖ ≤

≤ ce−α|ξ| max
t∈[−1,1]

∥∥∥∥Aαf

(
T

2
(t+ 1)

)∥∥∥∥ = ce−α|ξ| ‖|Aαf |‖ .

Тодi, враховуючи, що функцiя F1(τ, s) вiдносно параметра s може бути ана-

лiтично продовжена в смугу шириною d = π/2− ϕ, отримаємо

z2 ≤

∥∥∥∥∥y(τ)− h

2πi

∞∑
k=−∞

F1(t, z(kh))

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥ h

2πi

∑
|k|>N

F1(t, z(kh))

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤ e−πd/h

4π sinh (πd/h)
‖F1‖H1(Dd) +

Ch‖|Aαf |‖
2π

∞∑
k=N+1

e−αkh ≤

≤ C‖|Aαf |‖
α

{
e−πd/h

sinh (πd/h)
+ e−α(N+1)h

}
.

Врiвноважуючи обидвi експоненти πd
h = α(N + 1)h, для h отримаємо вираз

h =

√
πd

α(N + 1)
, (2.33)

а для z2 оцiнку

z2 ≤
C‖|Aαf |‖

α
e−
√
απd(N+1).

Сформулюємо отриманi оцiнки у виглядi теореми.

Теорема 2.10 Нехай A— щiльно визначений строго позитивний опера-

тор. Тодi yN(τ) наближає up
(
T
2 (τ + 1)

)
— розв’язок неоднорiдної задачi Кошi

(2.25) з похибкою∥∥∥∥up(T2 (τ + 1)

)
− yN(τ)

∥∥∥∥ ≤ c ln (n)En(f) +
C‖|Aαf |‖

α
e−
√
απd(N+1), (2.34)

де h визначається в (2.33), сталi c, C є невiд’ємними i не залежать вiд

N i t. У випадку, коли функцiя f
(
T
2 (τ + 1)

)
має аналiтичне продовження з

вiдрiзка [−1, 1] в область Dρ, що знаходиться в серединi елiпсу регулярностi

Бернштейна, оцiнка (2.34) показує експоненцiальну швидкiсть збiжностi.
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Зауваження 2.7 Як i для однорiдної задачi замiсть формули (2.32), мо-

жна використовувати формулу з половинною кiлькiстю вузлiв

yN(τ) =
h

π

N∑
k=1

Re(F1(τ, kh)) +
h

2πi
(F1(τ, 0)).

2.4.4 Неоднорiдна задача. Обернене перетворення Лапласа. В

цьому пiдроздiлi побудуємо наближення до up(t), якщо вiдоме F (z)– зобра-

ження Лапласа функцiї f(t).

Означення 2.1 [83] Зображення F (z) є секторiальним, якщо воно є ана-

лiтичною функцiєю в секторi |arg(z − a0)| < π − ϕ, ϕ < π
2 . Крiм того,

в цьому секторi справедлива оцiнка ‖F (z)‖ ≤ M |z|−γ для деякого дiйсного

додатного M i γ > 0.

Припустимо, що зображення Лапласа функцiї f(t) є секторiальним, па-

раметр ϕ спiвпадає з спектральним кутом оператора A, a0– параметр зсуву

спектру оператора A.

Потрiбно вiдмiтити, що в багатьох прикладних задачах a priori вiдомо

саме перетворення Лапласа F , а не ядро f . Це виникає, наприклад, коли

рiвняння, що описує модель, виводиться через частотний фундаментальний

розв’язок (передаточну функцiю), а не часовий фундаментальний розв’язок

(iмпульсний вихiдний сигнал), який невiдомий.

Використовуючи теорему про перетворення Лапласа вiд згортки двох

векторно-значних функцiй [12], отримаємо, що

ûp(z) = (zI + A)−1F (z),

де ûp(z) є перетворенням Лапласа функцiї up(t). ûp(z) є секторiальним,

оскiльки (zI + A)−1 та F (z) є секторiальними. Отже, ми можемо знайти зо-

браження up(t), використовуючи обернене перетворення Лапласа до ûp(z)

up(t) =
1

2πi

∫
Γ

eztûp(z)dz =
1

2πi

∫
Γ

ezt(zI + A)−1F (z)dz, (2.35)
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де Γ– контур, що охоплює сектор аналiтичностi функцiї ûp(z). Зробимо замiну

змiнної z → −z. Контур iнтегрування ΓI виберемо так, щоб вiн охоплював

також полюси F (−z).

ΓI = {z(s) = a(cosh(s)− c)− ib sinh(s) | s ∈ [−∞,∞]} .

З (2.35) пiсля параметризацiї отримаємо

up(t) =
1

2πi

∫ ∞
−∞

e−z(s)tz′(s)(z(s)I − A)−1F (−z(s))ds =

=
1

2πi

∫ ∞
−∞
F(t, s)ds,

(2.36)

де z′(s) = a sinh s − ib cosh s. Визначимо коефiцiєнти a, b i c так, щоб крива

ΓI охоплювала сектор, де знаходиться спектр оператора A i полюси F (−z).

Крiм того потрiбно, щоб F(t, s) можна було продовжити аналiтично в сму-

гу ширини d вiдносно дiйсної вiсi щодо змiнної s. Пiсля замiни s → s + iν

отримаємо параметричне сiмейство кривих

Γ(ν) = {z(s, ν) = (a cos ν + b sin ν) cosh(s)− ac− i(b cos ν − a sin ν) sinh(s)} .

Виберемо параметри a i b так, щоб при ν = −d/2 крива Γ(−d/2) перетво-

рювалась в пряму, паралельну уявнiй вiсi, а при ν = d/2 асимптоти кривої

Γ(d/2) були паралельнi асимптотам спектральної кривої i Γ(d/2) охоплювала

спектр оператора A та особливостi функцiї F (z). Тодi отримаємо вирази для

параметрiв a i b як в (2.29). При ν = d/2 вершина гiперболи повинна зна-

ходитись лiвiше вiд особливостей функцiї F (−z). Тому, якщо всi особливостi

F (−z) лежать правiше c0, то

a0 − ac = a0 −
√
a2

0 + b2
0 cos

(
d

2
+ ϕ

)
c = a0 −

√
a2

0 + b2
0 cos

(ϕ
2

+
π

4

)
c ≤

≤ a0 − a0c0,

або

c ≥ a0c0√
a2

0 + b2
0 cos

(
ϕ
2 + π

4

) =
cos(ϕ)

cos
(
ϕ
2 + π

4

)c0.
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Для того, щоб отримати оцiнку похибки, потрiбно оцiнити пiдiнтегральну

функцiю в (2.36). Продовжимо її вiдносно змiнної s в смугу Dd. Пiсля замiни

s = s+ iν, отримаємо

z(s, ν) = a(ν) cosh s− ac− ib(ν) sinh s,

z′(s, ν) = a(ν) sinh s− ib(ν) cosh s,

де

a(ν) = a cos ν + b sin ν =
√
a2

0 + b2
0 cos

(ϕ
2

+
π

4
− ν
)
,

b(ν) = b cos ν − a sin ν =
√
a2

0 + b2
0 sin

(ϕ
2

+
π

4
− ν
)
,

|ν| ≤ d

2
.

Далi маємо

‖e−z(s,ν)tz′(s, ν)(z(s, ν)I − A)−1‖ ≤

≤ exp{−ta(ν) cosh s+ tac}
(
a2(ν) sinh2 s+ b2(ν) cosh2 s

)1/2×

×‖(z(s, ν)I − A)−1‖ ≤

≤ exp{−ta(ν) cosh s+ tac}
(
a2(ν) sinh2 s+ b2(ν) cosh2 s

)1/2×

× M

1 + |z(s, ν)|
≤

≤ exp{−ta(ν) cosh s+ tac}
M
(
a2(ν) sinh2 s+ b2(ν) cosh2 s

)1/2

1 +
(
(a(ν) cosh s− ac)2 + b2(ν) sinh2 s

)1/2
≤

≤ C exp{−ta(ν) cosh s}.

Використовуючи припущення щодо F (z), отримаємо

‖F (−z(s, ν))‖ ≤ C|z(s, ν)|−γ =

= C
(
(a(ν) cosh s− ac)2 + b2(ν) sinh2 s

)−γ/2 ≤ C1e
−γ|s|.

Об’єднуючи цi оцiнки, матимемо

‖F(t, s, ν)‖ ≤ C exp{−ta(ν) cosh s− γ|s|}. (2.37)
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Для F оцiнимо норму H1(Dd) (1.16), отримаємо

‖F(t, ·, d)‖H1(Dd) ≤ C

∫ ∞
−∞

exp{−ta (d/2) cosh s− γ|s|}ds ≤ C2

γ
.

Наблизимо iнтеграл (2.36) за допомогою Sinc-квадратурної формули:

up(t) =
1

2πi

∫ ∞
−∞
F(t, s)ds ≈ h

2πi

N∑
k=−N

F(t, kh) = up,N(t). (2.38)

Далi знайдемо похибку цього наближення. Нехай

η(F , h) = up(t)− up,∞(t) =
1

2πi

∫ ∞
−∞
F(t, s)ds− h

2πi

∞∑
k=−∞

F(t, kh),

ηN(F , h) = up(t)− up,N(t).

Тодi матимемо ( див. [3, 78])

‖η(F , h)‖ ≤ 1

2π

e−πd/h

2 sinhπd/h
‖F‖H1(Dd) ≤ C3

e−πd/h

sinh πd/h
.

Використовуючи (2.37), легко отримати для ν = 0 i t > 0

‖up,∞(t)− up,N(t)‖ = ‖ h
2πi

∑
|k|>N

F(t, kh)‖ ≤ h

π

∞∑
k=N+1

‖F(t, kh)‖ ≤

≤ h

π

∞∑
k=N+1

exp{−ta cosh kh} ≤ 1

π

∫ ∞
Nh

exp{−ta cosh s}ds =

=
1

π

∫ ∞
coshNh

exp{−tas}√
s2 − 1

ds ≤ 1

π
√

cosh2Nh− 1

∫ ∞
coshNh

exp{−tas}ds =

=
1

taπ
√

cosh2Nh− 1
exp{−ta coshNh}.

З цих оцiнок випливає нерiвнiсть

‖ηN(F , h)‖ ≤ ‖η(F , h)‖+ ‖up,∞(t)− up,N(t)‖ ≤

≤ C3
e−πd/h

sinh πd/h
+

1

taπ
√

cosh2Nh− 1
exp{−ta coshNh}.

Для урiвноваження експонент в обох доданках покладемо

h = lnN/N, (2.39)
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ми отримаємо, що

‖ηN(F , h)‖ = O(exp{−cN/ lnN}), (2.40)

де c > 0 i не залежить вiд N . Отже справедлива наступна теорема:

Теорема 2.11 Нехай A— щiльно визначений сильно позитивний оператор,

F (z)— перетворення Лапласа функцiї f(t) є секторiальна функцiя. Тодi на-

ближення up,N(t) до розв’язку неоднорiдної задачi Кошi (2.25) є експоненцi-

ально збiжним (2.40) з h, визначеним в (2.39).

Зауваження 2.8 Як i для однорiдної задачi замiсть формули (2.38), мо-

жна використовувати формулу з половинною кiлькiстю вузлiв

up,N(t) =
h

π

N∑
k=1

Re(F(t, kh)) +
h

2πi
(F(t, 0)).

2.4.5 Чисельнi розрахунки.

Приклад 2.1 Розглянемо наступну неоднорiдну задачу для рiвняння те-

плопровiдностi:

∂u(t, x)

∂t
− ∂2u(t, x)

∂x2
= (π2 − 1) sin(πx) cos t,

u(0, x) = sin(πx),

u(t, 0) = u(t, 1) = 0.

Точний розв’язок цiєї задачi u(t, x) = sin(πx) cos t. Наближений розв’язок

шукається на вiдрiзку [0, 1] за допомогою (2.30) та (2.32). Результати об-

числень поданi в таблицях 2.1, 2.2. Похибка методу дослiджується в точцi

t = 1. В першому стовпчику наведено кiлькiсть вузлiв N квадратурної фор-

мули (2.32), в першому рядку наведено кiлькiсть вузлiв Чебишева n, по яких

будується iнтерполяцiйний полiном.

З таблиць видно, що отриманi апрiорнi оцiнки точностi пiдтверджу-

ються. При цьому степiнь iнтерполяцiйного полiнома достатньо вибрати

не велику для отримання досить точного результату наближення.
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N \n 4 6 8

4 0.05845377340 0.06047454820 0.06048858820

8 0.01418904650 0.01618838360 0.01620252610

16 0.00015065790 0.00185224120 0.00186636670

32 0.00195577380 0.00004722280 0.00006134360

64 0.00201667900 0.00001367650 4.4455659932 ∗ 10−7

128 − 0.00001417340 5.1662654711 ∗ 10−8

256 − 0.00001417260 5.2193022320 ∗ 10−8

Таблиця 2.1: Похибки обчислень до прикладу 2.1

Приклад 2.2 Розглянемо наступну неоднорiдну задачу для рiвняння те-

плопровiдностi:
∂u(t, x)

∂t
− ∂2u(t, x)

∂x2
= f(t, x),

u(0, x) = 0,

u(t, 0) = u(t, 1) = 0.

Точний розв’язок цiєї задачi u(t, x) = t2x(1−x), при f(t, x) = 2tx(1−x)+2t2.

Перетворення Лапласа вiд функцiї f(t, x) має вигляд F (z, x) = 2
z2x(1−x)+ 4

z3 .

Наближений розв’язок шукається за допомогою формул (2.30) та (2.38).

Результати обчислень поданi в таблицi 2.3. В першому стовпчику наведено

кiлькiсть вузлiв N , в другому наведено похибки розрахункiв за методом

з [78], в третьому – похибка методу, розробленого в даному пiдроздiлi.

Отже, у випадку, коли вiдоме перетворення Лапласа вiд правої части-

ни рiвняння (2.25), доцiльно використовувати метод наведений в даному

пiдроздiлi, оскiльки при однаковiй кiлькостi вузлiв в квадратурних форму-

лах даний алгоритм дає бiльш точний результат. Оскiльки обидва методи

приводять до послiдовностi елiптичних задач, це означає, що для заданої

точностi, потрiбно менша кiлькiсть допомiжних стацiонарних задач.
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N \n 10 12 14

4 0.06048863976 0.06048863988 0.06048863988

8 0.01620257744 0.01620257756 0.01620257756

16 0.00186641821 0.00186641832 0.00186641832

32 0.00006139537 0.00006139548 0.00006139548

64 4.966310421 ∗ 10−7 4.967494716 ∗ 10−7 4.967496553 ∗ 10−7

128 4.117861758 ∗ 10−10 5.302156347 ∗ 10−10 5.303993805 ∗ 10−10

256 1.185814354 ∗ 10−10 1.519765821 ∗ 10−13 3.176920910 ∗ 10−14

512 1.186134128 ∗ 10−10 1.839539645 ∗ 10−13 2.081733018 ∗ 10−16

Таблиця 2.2: Похибки обчислень до прикладу 2.1

N ε1 ε2

4 0.0885164885 0.00207393396286

8 0.0333322721 0.000049835

16 0.0014796706 9.47188601398 ∗ 10−8

32 0.0000872794 2.895961054690 ∗ 10−12

64 3.725000177 ∗ 10−7 4.784073797613997 ∗ 10−20

128 5.1380375468 ∗ 10−10 5.62055083224 ∗ 10−35

Таблиця 2.3: Похибки обчислень до прикладу 2.2
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2.5 Експоненцiально збiжний метод для диференцiаль-

ного рiвняння першого порядку з операторними ко-

ефiцiєнтом, що має змiнну область визначення в ба-

наховому просторi

2.5.1 Вступ. В цьому роздiлi розглядається спецiальний клас парабо-

лiчних рiвнянь в частинних похiдних з крайовими умовами, що залежать вiд

часу, в абстрактнiй постановцi, що може бути пов’язаний з диференцiальним

рiвнянням першого порядку в банаховому просторi X

du(t)

dt
+ A(t)u(t) = f(t), u(0) = u0. (2.41)

Тут t – дiйсна змiнна, невiдома функцiя u(t) i задана функцiя f(t) приймають

значення в банаховому просторiX, A(t) – задана операторно-значна функцiя,

чиї значення є щiльно визначенi, замкнутi лiнiйнi оператори в X з областю

визначення D(A, t), що залежить вiд параметра t.

В деяких спецiальних випадках можливо перетворити задачу (2.41) до

операторного диференцiального рiвняння, в якому операторний коефiцiєнт

Ã матиме область визначення D(Ã), незалежну вiд t. Наприклад розглянемо

наступну задачу:

∂u(x, t)

∂t
=
∂2u

∂x2
+ f(x, t),

ux(0, t)− α(t)u(0, t) = φ1(t), ux(1, t) + β(t)u(1, t) = φ2(t),

u(x, 0) = u0(x),

(2.42)

де f , α, β, φ1, φ2 та u0 є заданими достатньо гладкими функцiями. Ця задача

вiдноситься до класу (2.41). Операторний коефiцiєнт A має вигляд:

A(t)u = −u′′(x) ∀u ∈ D(A, t),

з областю визначення

D(A, t) = {u(x) ∈ H2(0, 1) : u′(0)−α(t)u(0) = φ1(t), u
′(1)+β(t)u(1) = φ2(t)},
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Пiдстановка (подiбно [16])

u(x, t) = er(x,t)v(x, t) (2.43)

з функцiєю r(x, t), що задовольняє

rx(0, t) + α(t) = 0, rx(1, t)− β(t) = 0

(наприклад r(x, t) = −α(t)x+ 1
2 [α(t) + β(t)]x2) перетворює (2.42) в

∂v(x, t)

∂t
=
∂2v

∂x2
+ 2rx(x, t)

∂v

∂x
+ (rxx − rt)v + e−r(x,t)f(x, t),

vx(0, t) = e−r(0,t)φ1(t), vx(1, t) = e−r(0,t)φ2(t),

v(x, 0) = e−r(x,0)u0(x).

Новий операторний коефiцiєнт Ã(t) визначається як

−Ã(t)u = v′′(x) + 2rx(x, t)v
′ + (rxx − rt)v ∀v ∈ D(Ã, t),

D(Ã, t) =
{
v(x) ∈ H2(0, 1) : v′(0) = e−r(0,t)φ1(t), v

′(1) = e−r(1,t)φ2(t)
}
.

Оператор Ã стає бiльш складним i тепер не є самоспряженим. Але у випадку

однорiдних крайових умов φ1(t) ≡ 0, φ2(t) ≡ 0, згiдно з пiдстановкою (2.43),

ми отримуємо обмежений оператор R(t) у виглядi мультиплiкативного опе-

ратора R(t) = er(x,t) такого що Ã(t) = [R(t)]−1AR(t) має область визначення

незалежну вiд t. При таких та деяких iнших припущеннях в [16, 97] було

показано, що початкова задача (2.42) має єдиний розв’язок. На жаль, нема

конструктивного методу для знаходження такого оператора R(t) у загально-

му випадку.

Змiнна область визначення оператора може бути описана додатковим рiв-

нянням. Тодi ми отримаємо абстрактну задачу у виглядi

du(t)

dt
= A(t)u(t), 0 ≤ s ≤ t ≤ T,

L(t)u(t) = Φ(t)u(t) + f(t), 0 ≤ s ≤ t ≤ T,

u(s) = u0,

(2.44)
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замiсть (2.41). Тут L(t) та Φ(t) є вiдповiднi лiнiйнi оператори, що визначенi

на границi просторової областi. Друге рiвняння є абстрактною моделлю за-

лежної вiд часу крайової умови. Результати про iснування та єдинiсть для

цiєї задачi були дослiдженi в [98]. Включаючи крайову умову у визначення

операторного коефiцiєнта першого рiвняння ми отримаємо задачу (2.41).

Лiтература, що стосується таких задач в абстрактнiй постановцi досить

нечисельна (див. напр. [99], де використовується рiзницева апроксимацiя Ей-

лера першого порядку точностi для задачi (2.41) з областю визначення зале-

жною вiд часу та лiтературу там цитовану).

Використання класичного iнтегралу Дюамеля разом з дискретизацiєю ви-

сокого порядку точностi для двовимiрного рiвняння теплопровiдностi з кра-

йовими умовами, що залежать вiд часу було розглянуто в [100]. Очевидно,

що дискретизацiя (по t) у випадку областi визначення, що залежить вiд часу

є бiльш складною чим у випадку незалежної вiд t областi визначення D(A),

оскiльки потрiбно додатково перевiряти належнiсть yk = y(tk) ∈ D(A, tk)

наближеного розв’язку yk в кожнiй точцi дискретизацiї tk.

В цьому роздiлi ми розглянемо задачу

du(t)

dt
+ A(t)u(t) = f(t),

∂1u(t) + ∂0(t)u(t) = g(t),

u(0) = u0,

(2.45)

де u(t) – невiдома функцiя u : (0, T ) → D(A) ⊂ X зi значеннями в ба-

наховому просторi X, f(t) є заданою вимiрною функцiєю f : (0, T ) → X

з Lq(0, T ;X) з нормою ‖f‖ = {
∫ T

0 ‖f‖
q
Xdt}1/q, A(t) : D(A) → X є щiльно

заданим, замкнутим оператором в X з областю визначення D(A), що не за-

лежить вiд t, g : (0, T ) → Y – задана функцiя з Lq(0, T ;Y ) зi значеннями в

деякому iншому банаховому просторi Y . ∂1 : D(A)→ Y (не залежить вiд t!),

∂0(t) : D(A) → Y (може залежати вiд t!) –лiнiйнi оператори. В прикладних

застосуваннях друге рiвняння – просто крайова умова, залежна вiд часу, з



91

вiдповiдними операторами ∂1, ∂0, що дiють на границi просторової областi

(див. пiдрозд. 2.5.6 для прикладiв). Тому ми називаємо це рiвняння абстра-

ктною залежною вiд часу крайовою умовою.

Включивши крайову умову у визначення операторного коефiцiєнта в пер-

шому рiвняннi, ми отримаємо задачу типу (2.41) з операторним коефiцiєнтом

зi змiнною областю визначення. Труднощi, пов’язанi з дискретизацiєю цiєї

задачi, наведенi вище, були розглянутi в [99]. Роздiлення цих умов в (2.45)

дозволяє нам нижче використати iнтеграл Дюамеля, щоб звести задачу до

iншої, яка мiстить оператори з областями визначення, що не залежать вiд t.

2.5.2 Метод типу Дюамеля для диференцiального рiвняння

першого порядку в банаховому просторi. В цьому пiдроздiлi ми роз-

глянемо окремий випадок задачi (2.45):

du(t)

dt
+ Au(t) = f(t),

∂1u(t) + ∂0(t)u(t) = g(t), u(0) = u0,

(2.46)

де оператор A та область його визначення D(A) в деякому банаховому про-

сторi X є незалежними вiд t, f(t) – задана вимiрна функцiя f : (0, T )→ X з

простору Lq(0, T ;X) з нормою ‖f‖ = {
∫ T

0 ‖f‖
q
Xdt}1/q, g : (0, T )→ Y – задана

функцiя з Lq(0, T ;Y ) зi значеннями у деякому iншому банаховому просторi

Y . ∂1 : D(A) → Y (незалежна вiд t!), ∂0(t) : D(A) → Y (може залежати вiд

t!) – лiнiйнi оператори.

Запишемо зображення розв’язку у виглядi:

u(t) = w(t) + v(t), (2.47)

де v та w є розв’язками таких задач

dv

dt
+ Av = f(t),

∂1v = 0, v(0) = u0,

(2.48)



92

dw(t)

dt
+ Aw = 0,

∂1w(t) = −∂0(t)u(t) + g(t),

w(0) = 0,

(2.49)

вiдповiдно. Вводячи оператор A(1) : D(A(1)) → X, незалежний вiд t, насту-

пним чином:

A(1)u = Au ∀u ∈ D(A(1)),

D(A(1)) = {u ∈ D(A) : ∂1u = 0},
(2.50)

ми можемо переписати задачу (2.48) у виглядi

dv

dt
+ A(1)v = f(t),

v(0) = u0.

(2.51)

Припустимо, що оператор A є таким, що оператор A(1) – сильно позитивний,

замкнений (див. пiдрозд. 1.10 або [67, 78, 101]) (m-секторiальний у розумiннi

[90]).

Тодi, при деяких припущеннях вiдносно f(t), розв’язок задачi (2.51) може

бути зображений у виглядi (див. [15])

v(t) = e−A
(1)tu0 +

∫ t

0

e−A
(1)(t−τ)f(τ)dτ. (2.52)

Вiдмiтимо, що задача (2.51) з сильно позитивним оператором A(1) може бути

розв’язана чисельно за допомогою експоненцiально збiжного методу з [3].

Повертаючись до (2.49), введемо додаткову функцiюW (λ, t), що є розв’яз-

ком задачi

∂W (λ, t)

∂t
+ AW (λ, t) = 0,

∂1W (λ, t) = −∂0(λ)u(λ) + g(λ),

W (λ, 0) = 0,

(2.53)



93

де абстрактна крайова умова тепер не залежить вiд t. Наступна теорема дає

зображення розв’язку задачi (2.49) через функцiюW за допомогою iнтегралу

Дюамеля.

Теорема 2.12 Розв’язок задачi (2.49) може бути зображений через розв’я-

зок задачi (2.53) з t-незалежною крайовою умовою за допомогою Iнтегралу

Дюамеля у виглядi:

w(t) =
d

dt

∫ t

0

W (λ, t− λ)dλ =

∫ t

0

∂

∂t
W (λ, t− λ)dλ. (2.54)

Д оведення. Покажемо, що функцiя (2.54) задовольняє (2.49). Очевидно,

що початкова умова w(0) = 0 виконується. Згiдно з першого зображення в

(2.54) i (2.53), ми маємо

∂1w(t) =
d

dt

∫ t

0

∂1W (λ, t− λ)dλ =
d

dt

∫ t

0

[−∂0(λ)u(λ) + g(λ)]dλ =

= −∂0(t)u(t) + g(t);

тобто крайова умова ∂1w(t) = −∂0(t)u(t)+g(t) також задовольняється. Згiдно

з другим зображенням в (2.54) ми отримаємо

dw(t)

dt
+ Aw(t) =

d

dt

∫ t

0

∂

∂t
W (λ, t− λ)dλ+ Aw(t) =

=
∂

∂t
W (λ, t− λ)

∣∣∣∣
λ=t

+

∫ t

0

∂2

∂t2
W (λ, t− λ)dλ+

∫ t

0

∂

∂t
AW (λ, t− λ)dλ

= −AW (λ, t− λ)|λ=t +

∫ t

0

∂

∂t

[
∂

∂t
W (λ, t− λ) + AW (λ, t− λ)

]
dλ = 0;

тобто перше рiвняння в (2.49) виконується. Теорема доведена. �

Щоб зробити крайову умову в (2.53) однорiдною та незалежною вiд t, ми

введемо оператор B : Y → D(A) наступним чином:

A(By) = 0, ∂1By = y; (2.55)

тобто, ∂1B – проектор на Y .
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Зауваження 2.9 Щоб показати iснування оператора B, покладемо By =

v. Тодi задача (2.55) є еквiвалентною задачi

Av = 0, ∂1v = y.

Припустимо, що iснує оператор E : Y → D(A) такий, що ∂1Ey = y

(вiдмiнний вiд E(t) з [99]). Iснування цього оператора для випадку ко-

ли A є елiптичним показано в [102, section 5.4, Theorem 5.4.5]. Введемо

v1 = v − Ey ∈ D(A), а тодi

Av1 = −AEy, ∂1v1 = 0.

Беручи до уваги (2.50), ми отримаємо задачу

A(1)v1 = −AEy,

яка має розв’язок, бо оператор A(1) – сильно позитивний. Отже,

B = (I − [A(1)]−1A)E.

Зробимо замiну функцiї

W (λ, t) = B[−∂0(λ)u(λ) + g(λ)] +W1(λ, t). (2.56)

Тодi для залежної змiнної ми маємо задачу

∂W1(λ, t)

∂t
+ AW1(λ, t) = 0,

∂1W1(λ, t) = 0,

W1(λ, 0) = −B[−∂0(λ)u(λ) + g(λ)],

або еквiвалентно

∂W1(λ, t)

∂t
+ A(1)W1(λ, t) = 0,

W1(λ, 0) = −B[−∂0(λ)u(λ) + g(λ)].
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Використовуючи операторну експоненту, розв’язок цiєї задачi можна по-

дати у виглядi

W1(λ, t) = −e−A
(1)tB[−∂0(λ)u(λ) + g(λ)]. (2.57)

Беручи до уваги пiдстановку (2.56) i останнє зображення, ми отримаємо

W (λ, t) = −[e−A
(1)t − I]B[−∂0(λ)u(λ) + g(λ)], (2.58)

де I : X → X – одиничний оператор. Згiдно до (2.47), (2.54) та (2.58), ми

приходимо до зображення

u(t) = v(t) +
∂

∂t

∫ t

0

W (λ, t− λ)dλ =

= v(t)−
∫ t

0

∂

∂t

{
e−A

(1)(t−λ)B[−∂0(λ)u(λ) + g(λ)]
}
dλ,

(2.59)

i далi до наступного iнтегрального рiвняння:

∂0(t)u(t) = ∂0(t)

(
v(t)−

∫ t

0

∂

∂t

{
e−A

(1)(t−λ)B[−∂0(λ)u(λ) + g(λ)]
}
dλ

)
.

(2.60)

Останнє рiвняння може також бути записане у виглядi

∂0(t)u(t) = ∂0(t)v(t) + ∂0(t)

∫ t

0

A(1)e−A
(1)(t−λ)B[−∂0(λ)u(λ) + g(λ)]dλ. (2.61)

Пiсля визначення ∂0(t)u(t) з (2.61), ми можемо знайти розв’язок задачi (2.46)

за допомогою (2.52), (2.59), використовуючи експоненцiально збiжнi методи

для обчислення операторної експоненти з [3] та попереднiх пiдроздiлiв.

Введемо операторне ядро K(t − τ) = A(1)e−A
(1)(t−τ)B, функцiї θ(t) =

∂0(t)u(t) i F (t) = ∂0(t)v(t) + ∂0(t)
∫ t

0 A
(1)e−A

(1)(t−λ)Bg(λ)dλ, i оператор V :

Lq(0, T ;D(A))→ Lq(0, T ;Y ), що визначається

V (t)y(·) = ∂0(t)

∫ t

0

K(t− λ)y(λ)dλ. (2.62)

Тодi (2.60) може бути записане у формi, придатнiй для застосування методу

послiдовних наближень до знаходження розв’язку рiвняння

θ(t) = V (t)θ(·) + F (t). (2.63)
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2.5.3 Iснування та єдинiсть розв’язку iнтегрального рiвняння.

Для того, щоб довести iснування та єдинiсть розв’язку для еквiвалентних

рiвнянь (2.60), (2.61) та (2.63), ми зробимо наступнi припущення (див. пiд-

розд. 2.5.6 для прикладiв):

(A1) Iснує додатна стала c така, що

‖∂0(t)‖X→Y ≤ c ∀t ∈ [0, T ]. (2.64)

(A2) Для деякого p ≥ 1 виконується[∫ t

0

‖A(1)e−A
(1)(t−λ)B‖pY→Xdλ

]1/p

≤ c ∀t ∈ [0, T ]. (2.65)

(A3) Функцiя

F (t) = ∂0(t)v(t)− ∂0(t)

∫ t

0

∂

∂t
e−A

(1)(t−λ)Bg(λ)dλ =

= ∂0(t)v(t) + ∂0(t)

∫ t

0

A(1)e−A
(1)(t−λ)Bg(λ)dλ : (0, T )→ Y

Належить банаховому простору Lq(0, T ;Y ) i

‖F‖Lq(0,T ;Y ) =

{∫ T

0

‖F (τ)‖qY dτ
}1/q

≤ c,

де q є таким, що 1
p + 1

q = 1, для p визначеного в (A2). В цих припущеннях c

позначає рiзнi додатнi сталi.

Визначимо послiдовностi

θj(t) = V (t)θj−1(·) + F (t), δj(t) = θj(t)− θ∗(t), (2.66)

де θ∗(t) – точний розв’язок (2.63).

Тепер ми можемо довести наступну теорему.

Теорема 2.13 Нехай виконанi умови (A1)–(A3), тодi (2.60) (або еквiва-

лентно (2.61), (2.63)) має єдиний розв’язок θ∗(t) ∈ Lq(0, T ;Y ). Цей розв’я-

зок є границею послiдовностi {θj(t)} з (2.66) з факторiальною збiжнiстю,
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тобто з оцiнкою

‖δj(t)‖Lq(0,T ;Y ) ≤
(
c2jqT n

j!

)1/q

‖θ0(t)− θ∗(t)‖Lq(0,T ;Y ), (2.67)

c > 0 не залежить вiд t, j. Для розв’язку θ∗(t) = ∂0(t)u(t) виконується

наступна оцiнка стiйкостi:∫ t

0

‖∂0(τ)u(τ)‖qY dτ ≤ 2q/p
∫ t

0

‖F (τ)‖qY e2q/pc2q(t−τ)dτ. (2.68)

Д оведення. Використовуючи нерiвнiсть Гьольдера та припущення (A1)–

(A3), маємо (∫ t

0

‖V j(τ1)s(·)‖qdτ1

)1/q

=

=

(∫ t

0

∥∥∥∥∂0(τ1)

∫ τ1

0

K(τ1 − τ2)V
j−1(τ2)s(·)dτ2

∥∥∥∥q dτ1

)1/q

≤

≤ c

(∫ t

0

(∫ τ1

0

‖K(τ1 − τ2)‖ · ‖V j−1(τ2)s(·)‖dτ2

)q
dτ1

)1/q

≤

≤ c

(∫ t

0

(∫ τ1

0

‖K(τ1 − τ2)‖pdτ2

)q/p
·
∫ τ1

0

‖V j−1(τ2)s(·)‖qdτ2dτ1

)1/q

≤

≤ c2

(∫ t

0

∫ τ1

0

‖V j−1(τ2)s(·)‖qdτ2dτ1

)1/q

≤ · · · ≤

≤ c2j

(∫ t

0

∫ τ1

0

. . .

∫ τj

0

‖s(τj+1)‖qdτj+1 . . . dτ2dτ1

)1/q

≤

≤ c2j

(∫ t

0

∫ τ1

0

. . .

∫ τj−1

0

dτj . . . dτ2dτ1

)1/q (∫ t

0

‖s(τj+1)‖qdτj+1

)1/q

≤

≤ c2j

(
tj

j!

)1/q (∫ t

0

‖s(τj+1)‖qdτj+1

)1/q

∀s(t) ∈ Lq(0, T ;Y ),

що означає, що спектральний радiус оператора V : Lq(0, T ;Y )→ Lq(0, T ;Y )

рiвний нулевi. Тодi iз загальної теорiї iнтегральних рiвнянь Вольтера (див.

напр. [103,104]) випливає iснування та єдинiсть розв’язку (2.60).

Використовуючи нерiвнiсть Гьольдера до рiвняння до рiвняння

δj(t) = ∂0(t)

∫ t

0

K(t− λ)δj−1(λ)dλ,
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аналогiчно, як вище, ми виводимо, що(∫ t

0

‖δj(τ1)‖qdτ1

)1/q

≤ c2

(∫ t

0

∫ τ1

0

‖δj−1(τ2)‖qdτ2dτ1

)1/q

≤ · · ·

≤ c2j

(
tj

j!

)1/q (∫ t

0

‖δ0(τj+1)‖qdτj+1

)1/q

,

звiдки випливає оцiнка (2.67).

Далi покажемо стiйкiсть розв’язку рiвняння (2.60) по вiдношенню до пра-

вої частини. Використовуючи нерiвнiсть Гьольдера для iнтегралiв, звiдси ми

отримаємо (∫ t

0

‖∂0(τ)u(τ)‖qY dτ
)1/q

≤
(∫ t

0

‖F (τ)‖qY dτ
)1/q

+

+

{∫ t

0

∥∥∥∥∂0(τ)

∫ τ

0

A(1)e−A
(1)(τ−λ)B∂0(λ)u(λ)dλ

∥∥∥∥q
Y

dτ

}1/q

≤
(∫ t

0

‖F (τ)‖qY dτ
)1/q

+

{∫ t

0

‖∂0(τ)‖q
(∫ τ

0

‖A(1)e−A
(1)(τ−λ)B‖Y→X‖∂0(λ)u(λ)‖Y dλ

)q
dτ

}1/q

.

Використовуючи умови (2.64) до останнього доданку а потiм знову нерiвнiсть

Гьольдера, ми отримаємо оцiнку(∫ t

0

‖∂0(τ)u(τ)‖qY dτ
)1/q

≤
(∫ t

0

‖F (τ)‖qY dτ
)1/q

+

+c

{∫ t

0

(∫ τ

0

‖A(1)e−A
(1)(τ−λ)B‖pY→Xdλ

)q/p ∫ τ

0

‖∂0(λ)u(λ)‖qY dλdτ

}1/q

.

Згiдно до (2.65), ми далi отримаємо(∫ t

0

‖∂0(τ)u(τ)‖qY dτ
)1/q

≤
(∫ t

0

‖F (τ)‖qY dτ
)1/q

+

+c2

{∫ t

0

∫ τ

0

‖∂0(λ)u(λ)‖qY dλdτ
}1/q

.

Добре вiдома нерiвнiсть (a+b)q ≤ 2q/p(aq+bq) та остання оцiнка приводять

до∫ t

0

‖∂0(τ)u(τ)‖qY dτ ≤ 2q/p
[∫ t

0

‖F (τ)‖qY dτ + c2q

∫ t

0

∫ τ

0

‖∂0(λ)u(λ)‖qY dλdτ
]
.
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Далi з леми Гронуола [9, 105] випливає (2.68). Доведення завершено. �

Беручи розв’язок θ∗(t) = ∂0(t)u(t) iнтегрального рiвняння (2.60), задача

(2.46) набирає вигляду

du(t)

dt
+ Au(t) = f(t),

∂1u(t) = g1(t), u(0) = u0,

з вiдомою функцiєю g1(t) = θ∗(t) + g(t). Її розв’язок має вигляд (див. (2.59))

u(t) = v(t) +

∫ t

0

∂

∂t

{
e−A

(1)(t−λ)Bg1(λ)
}
dλ.

Розв’язок може бути порахований з експоненцiальною швидкiстю за допомо-

гою метода з [3, 4, 78].

2.5.4 Узагальнення для випадку залежного вiд параметру опе-

ратора. Iснування та єдинiсть розв’язку. Нехай (X, ‖ · ‖), (W , ‖ · ‖W),

(Y, ‖·‖Y ) – три банахових простори iW ⊂ X. Для кожного t ∈ [0, T ] ми маємо

щiльно визначений замкнений лiнiйний необмежений оператор A(t) :W → X

i лiнiйний обмежений оператор ∂0(t) : W → Y . Припустимо, що область

D(A(t)) = D(A) ⊂ W не залежить вiд t.

Розглянемо задачу

du(t)

dt
+ A(t)u(t) = f(t),

∂1u(t) + ∂0(t)u(t) = g(t), t ∈ (0, T ],

u(0) = u0,

(2.69)

де u0 – заданий вектор, f(t) – задана векторно-значна функцiя i оператор

∂0(t) – добуток двох операторiв

∂0(t) = µ(t)∂0, (2.70)

з ∂0 : D(A) → Y , µ(t) : Y → Y . Припустимо також, що задача (2.69) має

єдиний розв’язок u(t) для всiх t ∈ (0, T ) для вхiдних даних f, g, u0 з множини,

що включає елементи f = 0, g = 0, u0 = 0.
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Виберемо сiтку ωn = {tk, k = 1, . . . , n} з n рiзних точок на [0, T ] i мно-

жину

A(t) = Ak = A(tk), µ(t) = µk = µ(tk), t ∈ (tk−1, tk],

На кожному iнтервалi (tk−1, tk] визначимо оператор A(2)
k з областю визна-

чення, що не залежить вiд t:

D(A
(2)
k ) = {u ∈ D(A) : ∂1u+ µk∂0u = 0}, A(2)

k u = Aku ∀u ∈ D(A
(2)
k )

i оператор B(1)
k : Y → D(A):

Ak(B
(1)
k y) = 0, (∂1 + µk∂0)B

(1)
k y = y.

Для всiх t ∈ [0, T ) визначимо оператори

A(2)(t) = A
(2)
k , t ∈ (tk−1, tk],

B(1)(t) = B
(1)
k , t ∈ (tk−1, tk], ∀k = 1, . . . , n

(2.71)

(iснування B
(1)
k може бути показано аналогiчно до iснування B з пiдроздi-

лу 2.5.2).

Приймемо наступнi гiпотези (див. пiдрозд. 2.5.6 для прикладiв):

(B1) Припустимо, що оператор A(2)(t) є сильно позитивним.

Це припущення приводить до того, що iснує додатна стала c i фiксоване

κ такi, що (див. напр. [90, p. 103])

‖[A(2)(t)]κe−sA
(2)(t)‖ ≤ cs−κ, s > 0, κ > 0.

(B2) Iснує дiйсне додатне ω таке, що

‖e−sA(2)(t)‖ ≤ e−ωs ∀s, t ∈ [0, T ]

(див. [15, Corollary 3.8, p. 12] для вiдповiдного припущення про A(t)).

(B3) ∃c > 0 :

‖[A(2)(t)− A(2)(s)][A(2)(t)]−γ‖ ≤ c|t− s| ∀t, s, 0 ≤ γ ≤ 1;
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(B4) ∃c > 0 :

‖[A(2)(t)]β[A(2)(s)]−β − I‖ ≤ c|t− s| ∀t, s ∈ [0, T ], β ∈ (0, 1).

(B5) Оператор µ(t)∂0 задовольняє наступнi умови:

‖µ(t)− µ(t′)‖Y→Y ≤M |t− t′|,

‖∂0‖X→Y ≤ c,

зi сталими M, c > 0.

(B6) Для деякого p ≥ 1 i γ ≥ 0 виконується[∫ t

0

‖[A(2)(η)]1+γe−A
(2)(η)(t−λ)B(1)(η)‖pY→Xdλ

]1/p

≤ c ∀t, η ∈ [0, T ].

Перепишемо задачу (2.69) в еквiвалентнiй формi (предискретизацiї)

du

dt
+ A(t)u = [A(t)− A(t)]u(t) + f(t),

[∂1 + µ(t)∂0]u(t) = −[µ(t)− µ(t)]∂0u(t) + g(t), t ∈ [0, T ],

u(0) = u0.

(2.72)

Вiдмiтимо, що тепер всi оператори злiва цього рiвняння є сталими на кожному

пiдiнтервалi i кусково-сталими на всьому iнтервалi [0, T ).

З (2.72) аналогiчно до (2.59), (2.61) виводимо, що

u(t) =e−A
(2)
k (t−tk−1)u(tk−1)+

+

∫ t

tk−1

e−A
(2)
k (t−τ) {[Ak − A(τ)]u(τ) + f(τ)} dτ+

+

∫ t

tk−1

A
(2)
k e−A

(2)
k (t−λ)B

(1)
k {−[µ(λ)− µk]∂0u(λ) + g(λ)}dλ,

∂0u(t) =∂0e
−A(2)

k (t−tk−1)u(tk−1)+

+ ∂0

∫ t

tk−1

e−A
(2)
k (t−τ) {[Ak − A(τ)]u(τ) + f(τ)} dτ+

+ ∂0

∫ t

tk−1

A
(2)
k e−A

(2)
k (t−λ)B

(1)
k {−[µ(λ)− µk]∂0u(λ) + g(λ)}dλ,

t ∈[tk−1, tk], k = 1, . . . , n.

(2.73)
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Таким чином, за допомогою технiки типу Дюамеля, ми отримали систе-

му двох iнтегральних рiвнянь по вiдношенню до невiдомих функцiй u(t) i

∂0u(t) яка є еквiвалентною до (2.69). Ця система є вiдправною точкою для

подальшого дослiдження та чисельного методу.

Для доведення iснування та єдиностi розв’язку достатньо вибрати в ви-

щенаведених системах n = 1, t0 = 0, t1 = T, A(t) = A(0) = A, i µ(t) = µ(T ).

Додатково введемо вектори

U(t) =

 u(t)

θ(t)

 , Un(t) =

 un(t)

θn(t)

 , F =

 F1(t)

F2(t)


i матрицi

K(t, τ) =

 K11(t, τ) K12(t, τ)

K21(t, τ) K22(t, τ)

 ,

D =

 I 0

0 ∂0

 , Eγ =

 [A(2)]γ 0

0 I

 ,

з

K11(t, τ) = K21(t, τ) = −e−A
(2)(t−τ)[A(τ)− A],

K12(t, τ) = K22(t, τ) = −A(2)e−A
(2)(t−τ)B(1)(t)[µk − µ(τ)],

F1(t) = e−A
(2)tu0 +

∫ t

0

e−A
(2)(t−τ)f(τ)dτ+

+

∫ t

0

A(2)e−A
(2)(t−λ)B(1)g(λ)dλ, F2(t) = ∂0F1(t).

Також введемо простiр Y векторiв U = (u, v)T з нормою

‖U‖Y = max{‖u‖Lq(0,T ;D([A(2)]γ)), ‖v‖Lq(0,T ;Y )}, (2.74)

i вiдповiдно простiр матриць K(t, τ) з нормою

‖K‖∞ = max{‖K1,1‖X→X + ‖K1,2‖Y→X , ‖K2,1‖X→X + ‖K2,2‖Y→X}, (2.75)
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що узгоджується з векторною нормою (2.74). Тепер система (2.73) з k = 1,

t0 = 0, t1 = T може бути записана у виглядi

U(t) = D
∫ t

0

K(t, τ)U(τ)dτ + F(t). (2.76)

Метод послiдовних наближень для системи (2.76) записується у виглядi

Uj+1(t) = D
∫ t

0

K(t, τ)Uj(τ)dτ + F(t), j = 0, 1, . . . , U0(t) = 0. (2.77)

Оскiльки оператори Eγ i D(t) комутують, отримаємо з (2.77), що

Uγ,j+1(t) = D
∫ t

0

EγK(t, τ)E−1
γ Uγ,j(τ)dτ + Fγ(t), j = 0, 1, . . . ,

U0(t) = 0,

(2.78)

де Uγ,j(t) = EγUj(t) i Fγ(t) = EγF(t).

Теорема 2.14 Нехай виконуються умови (B1)–(B6). Тодi система рiв-

нянь (2.73) має єдиний розв’язок U∗γ (t) в Y. Цей розв’язок є границею по-

слiдовностi Uγ,j(t) з (2.78) i має факторiальну збiжнiсть, що характеризу-

ється оцiнкою

‖Uγ,j(t)− U∗γ (t)‖Y ≤
(
c2jqT j

j!

)1/q

‖Uγ,0(t)− U∗γ (t)‖Y , c > 0. (2.79)

Для U∗γ (t) виконується оцiнка стiйкостi∫ t

0

‖U∗γ (τ)‖qYdτ ≤ 2q/p
∫ t

0

‖F(τ)‖qYe2q/pc2q(t−τ)dτ. (2.80)

Д оведення. Введемо лiнiйний оператор V(t):

V(t)U(·) = D(t)

∫ t

0

EγK(t, τ)E−1
γ U(τ)dτ.

Використовуючи припущення (B1) i (B3), ми отримаємо для елемента

[EγKE−1
γ ]1,1 матрицi EγKE−1

γ :∥∥∥[EγK(τ1, τ2)E−1
γ

]
1,1

∥∥∥ =

∥∥∥∥[A(2)
]γ

e−A
(2)(τ1−τ2) [A(τ2)− A]

[
A(2)

]−γ∥∥∥∥ ≤
≤
∥∥∥[A(2)

]γ
e−A

(2)(τ1−τ2)
∥∥∥∥∥∥∥[A(τ2)− A]

[
A(2)

]−γ∥∥∥∥ ≤ c2(τ1 − τ2)
−γ(T − τ2).
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Звiдси слiдує∫ τ1

0

‖
[
EγK(τ1, τ2)E−1

γ

]
1,1
‖pdτ2 ≤ c2p

∫ τ1

0

(τ1 − τ2)
−γp(T − τ2)

pdτ2 ≤

≤ c2pτ 1−γp
1 T p

∫ 1

0

(1− η)−γpdη = c2pτ 1−γp
1

T p

1− γp
≤ Cp,

з деякою новою сталою C > 0. Цей вираз є обмеженим для γp ∈ [0, 1).

З (B6) випливає(∫ τ1

0

‖
[
EγK(τ1, τ2)E−1

γ

]
1,2
‖pdτ2

)1/p

=

=

(∫ τ1

0

∥∥∥∥[A(2)
]γ+1

e−A
(2)(τ1−τ2)B(1)

∥∥∥∥p dτ2

)1/p

≤ C,(∫ τ1

0

‖
[
EγK(τ1, τ2)E−1

γ

]
2,2
‖pdτ2

)1/p

=

=

(∫ τ1

0

‖A(2)e−A
(2)(τ1−τ2)B(1)‖pdτ2

)1/p

≤ C.

використовуючи (B2) i (B3) маємо(∫ τ1

0

‖
[
EγK(τ1, τ2)E−1

γ

]
2,1
‖pdτ2

)1/p

=

=

(∫ τ1

0

∥∥∥∥e−A
(2)(τ1−τ2) [A(τ2)− A]

[
A(2)

]−γ∥∥∥∥p dτ2

)1/p

≤

≤
(∫ τ1

0

∥∥∥∥[A(τ2)− A]
[
A(2)

]−γ∥∥∥∥p dτ2

)1/p

≤ c

(∫ τ1

0

(T − τ2)
pdτ2

)1/p

≤ C.

Тому

‖EγK(τ1, τ2)E−1
γ ‖∞ ≤ 2 max

i,j
‖
[
EγK(τ1, τ2)E−1

γ

]
i,j
‖ ≤ C.

З припущення (B5) слiдує

‖D(τ1)‖1 ≤ max {1, ‖∂0(τ)‖} ≤ C.

Далi, використовуючи оцiнки (2.5.4) i (2.5.4) ми отримаємо для n−го сте-

пеня оператора V(t) (∫ t

0

‖Vj(τ1)s(·)‖qdτ1

)1/q

=
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=

(∫ t

0

∥∥∥∥D(τ1)

∫ τ1

0

EγK(τ1, τ2)E−1
γ Vj−1(τ2)s(·)dτ2

∥∥∥∥q dτ1

)1/q

≤

≤
(∫ t

0

‖D(τ1)‖q∞
(∫ τ1

0

‖EγK(τ1, τ2)E−1
γ Vj−1(τ2)s(·)‖∞dτ2

)q
dτ1

)1/q

≤

≤ C

(∫ t

0

(∫ τ1

0

‖EγK(τ1, τ2)E−1
γ ‖∞‖Vj−1(τ2)s(·)‖∞dτ2

)q
dτ1

)1/q

≤

≤ C

(∫ t

0

(∫ τ1

0

‖EγK(τ1, τ2)E−1
γ ‖p∞dτ2

)q/p
·
∫ τ1

0

‖Vj−1(τ2)s(·)‖q∞dτ2dτ1

)1/q

≤

≤ C2

(∫ t

0

∫ τ1

0

‖Vj−1(τ2)s(·)‖q∞dτ2dτ1

)1/q

≤ · · ·

≤ C2j

(∫ t

0

∫ τ1

0

. . .

∫ τj

0

‖s(τj+1)‖q∞dτj+1 . . . dτ2dτ1

)1/q

≤

≤ C2j

(∫ t

0

∫ τ1

0

. . .

∫ τj−1

0

dτj . . . dτ2dτ1

)1/q (∫ t

0

‖s(τj+1)‖q∞dτj+1

)1/q

≤

≤ C2j

(
tj

j!

)1/q (∫ t

0

‖s(τj+1)‖q∞dτj+1

)1/q

∀s(t) ∈ Y .

Для рiзницi

∆j(t) = Uj(t)− U∗(t)

мiж j-ю iтерацiєю та точним розв’язком, ми маємо рiвнiсть

∆j(t) = D(t)

∫ t

0

EγK(t, τ)E−1
γ ∆j−1(τ)dτ.

Використовуючи нерiвнiсть Гьольдера, як i вище, отримаємо(∫ t

0

‖∆j(τ1)‖q∞dτ1

)1/q

≤ c2

(∫ t

0

∫ τ1

0

‖∆j−1(τ2)‖q∞dτ2dτ1

)1/q

≤ · · ·

≤ c2j

(
tj

j!

)1/q (∫ t

0

‖∆0(τj+1)‖q∞dτj+1

)1/q

,

для якої слiдує факторiальна збiжнiсть (2.79).

Насамкiнець, покажемо стiйкiсть розв’язку (2.75) по вiдношенню до пра-

вої частини. Використовуючи нерiвнiсть Гьольдера до iнтегралiв, отримаємо(∫ t

0

‖Uγ(τ)‖q∞dτ
)1/q

≤
(∫ t

0

‖F(τ)‖q∞dτ
)1/q

+
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+

{∫ t

0

∥∥∥∥D(τ1)

∫ τ1

0

EγK(τ1, τ2)E−1
γ Uγ(τ2)dτ2

∥∥∥∥q
∞
dτ1

}1/q

.

Далi, беручи до уваги оцiнки, як i вище, отримаємо(∫ t

0

‖Uγ(τ)‖q∞dτ
)1/q

≤ c2

(∫ t

0

∫ τ1

0

‖Uγ(τ2)‖q∞dτ2dτ1

)1/q

+

+

(∫ t

0

‖F(τ)‖q∞dτ
)1/q

.

Ця оцiнка разом з нерiвнiстю (a+ b)q ≤ 2q/p(aq + bq) приводить до∫ t

0

‖Uγ(τ)‖q∞dτ ≤ 2q/p
[
c2q

∫ t

0

∫ τ1

0

‖Uγ(τ2)‖q∞dτ2dτ1 +

∫ t

0

‖F(τ)‖q∞dτ
]
.

Тепер з леми Гронуола слiдує (2.80).

Доведення завершено. �

2.5.5 Чисельний алгоритм та оцiнки точностi. Для побудови

дискретного наближення (2.73) використаємо iнтерполяцiю по вузлах Чеби-

шева на вiдрiзку [−1, 1] (якщо це на iншому вiдрiзку, то можна звести задачу

(2.69) до нього замiною змiнної t = 2t′/T−1, t ∈ [−1, 1], t′ ∈ [0, T ]). Виберемо

сiтку ωn = {tk = − cos (2k−1)π
2n , k = 1, . . . , n} на [−1, 1] з n нулiв ортогональ-

них полiномiв Чебишева Tn(t) i покладемо τk = tk − tk−1. Добре вiдомо, що

(див. [92, Гл. 6, Теорема 6.11.12], [106, ст. 123])

tν+1 − tν <
π

n
, ν = 1, . . . , n,

τ = τmax = max
1≤k≤n

τk <
π

n
. (2.81)

Нехай

Pn−1(t;u) = Pn−1u =
n∑
j=1

u(tj)Lj,n−1(t),

Pn−1(t; ∂0u) = Pn−1(∂0u) =
n∑
j=1

∂0u(tj)Lj,n−1(t)

(2.82)
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є iнтерполяцiйними полiномами Лагранжа для u(t) i ∂0u(t) на сiтцi ωn, де

Lj,n−1 = Tn(t)
T ′n(tj)(t−tj) , j = 1, . . . , n – фундаментальнi полiноми Лагранжа. Для

заданого вектора v = (v1, . . . , vn) введемо iнтерполяцiйний полiном

Pn−1(t; v) = Pn−1y =
n∑
j=1

vjLj,n−1(t), (2.83)

так, що Pn−1(tj; v) = vj, j = 1, 2, . . . , n. Нехай x = (x1, x2, . . . , xn) i y =

(y1, y2, . . . , yn) – вектори-наближення для U = (u(t1), u(t2), . . . , u(tn)) and

∂U = (∂0u(t1), ∂0u(t2), . . . , ∂0u(tn)) вiдповiдно, тобто xk наближає u(tk), а yk

наближає ∂0u(tk). Пiдставляючи Pn−1(η;x) замiсть u(η), Pn−1(η; y) замiсть

∂0u(λ), а потiм покладаючи t = tk в (2.73), ми приходимо до наступної систе-

ми лiнiйних рiвнянь вiдносно невiдомих xk, yk:

xk = e−A
(2)
k τkxk−1 +

n∑
j=1

αkjxj +
n∑
j=1

βkjyj + φk,

yk = ∂0e
−A(2)

k τkxk−1 + ∂0

n∑
j=1

αkjxj + ∂0

n∑
j=1

βkjyj + ∂0φk,

k = 1, . . . , n, x0 = u0, y0 = ∂0u0,

(2.84)

яка представляє наш метод. Тут ми використали позначення

αkj =

∫ tk

tk−1

e−A
(2)
k (tk−η)[Ak − A(η)]Lj,n−1(η)dη,

βkj =

∫ tk

tk−1

A
(2)
k e−A

(2)
k (tk−λ)B

(1)
k [µ(λ)− µk]Lj,n−1(λ)dλ,

φk =

∫ tk

tk−1

e−A
(2)
k (tk−η)f(η)dη +

∫ tk

tk−1

A
(2)
k e−A

(2)
k (tk−λ)B

(1)
k g(λ)dλ.

(2.85)

Далi, для спрощення, ми проаналiзуємо цей метод для випадку задачi

(2.69), де оператор A(t) не залежить вiд t, тобто, A(t) ≡ A. Тодi ми маємо
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αkj = 0, а система (2.84) набуває вигляд

xk = e−A
(2)
k τkxk−1 +

n∑
j=1

βkjyj + φk,

yk = ∂0e
−A(2)

k τkxk−1 + ∂0

n∑
j=1

βkjyj + ∂0φk,

k = 1, . . . , n, x0 = u0, y0 = ∂0u0.

(2.86)

Зауваження 2.10 Якщо f(t), µ(t), g(t) – полiноми, то обчислення опера-

торiв βkj та елементiв φk може бути зведене до обчислення iнтегра-

лiв виду Is =
∫ tk
tk−1

e−A
(2)
k (tk−λ)λsdλ, що знаходяться за допомогою просто-

го рекурентного алгоритму: Il = −l[A(2)
k ]−1Il−1 + [A

(2)
k ]−1(tlkI − tlk−1e

−A(2)
k τk),

l = 1, 2, . . . , s, I0 = [A
(2)
k ]−1(I − e−A

(2)
k τk), де операторнi експоненти обчислю-

ються за допомогою експоненцiально збiжного методу з [3].

Для похибок zx = (zx,1, . . . , zx,n), zy = (zy,1, . . . , zy,n), де zx,k = u(tk)− xk i

zy,k = ∂0u(tk)− yk, ми маємо спiввiдношення

zx,k = e−Akτkzx,k−1 +
n∑
j=1

βkjzy,j + ψy,k,

zy,k = ∂0e
−Akτkzy,k−1 + ∂0

n∑
j=1

βkjzy,j + ∂0ψy,k,

k = 1, . . . , n, zx,0 = 0, zy,0 = 0,

(2.87)

де

ψy,k =

∫ tk

tk−1

A
(2)
k e−A

(2)
k (tk−η)B

(1)
k [µk − µ(η)][∂0u(η)− Pn(η; ∂0u)]dη. (2.88)

Для представлення методу (2.84) в матрично-блочному виглядi, введемо
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матрицю

S = {si,k}ni,k=1 =



EX 0 0 · · · 0 0

−e−A
(2)
2 τ2 EX 0 · · · 0 0

0 −e−A
(2)
3 τ3 EX · · · 0 0

· · · · · · · ·

0 0 0 · · · −e−A
(2)
n τn EX


,

де EX – одиничний оператор в X, матрицю D = {βk,j}nk,j=1, i вектори

x =



x1

·

·

·

xn


, fx =



φ1

·

·

·

φn


, f̃x =



e−A
(2)
1 τ1u0

0

·

·

·

0


, ψy =



ψy,1

·

·

·

ψy,n


,

fy =



∂0φ1

·

·

·

∂0φn


, f̃y =



∂0e
−A(2)

1 τ1u0

0

·

·

·

0


, ψ(0)

y =



∂0ψy,1

·

·

·

∂0ψy,n


.

(2.89)

Легко перевiрити, що для (лiвої) оберненої матрицi

S−1 =



EX 0 · · · 0 0

s1 EX · · · 0 0

s2s1 s2 · · · 0 0

· · · · · · ·

sn−1 · · · s1 sn−1 · · · s2 · · · sn−1 EX


, (2.90)
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де sk = −e−A
(2)
k+1τk+1, виконується

S−1S =



EX 0 · · · 0

0 EX · · · 0

· · · · · ·

0 0 · · · EX


. (2.91)

Зауваження 2.11 Використовуючи результати з [4, 7, 78], можна отри-

мати паралельну розрiджену апроксимацiю з експоненцiальною збiжнiстю

операторних експонент, що мiстяться в S−1 i, як наслiдок, паралельну роз-

рiджену апроксимацiю матрицi S−1.

Перше i друге рiвняння в (2.84) може бути записане в матричному виглядi

як

Sx = Dy + fx + f̃x,

y = Λ[(IX − S)x+Dy + fx + f̃x],
(2.92)

де

Λ = diag [∂0, . . . , ∂0] , IX = diag(EX , . . . , EX). (2.93)

Похибки zx, zy задовольняють рiвняння

Szx = Dzy + ψy,

zy = Λ [(IX − S)zx +Dzy + ψy] .

(2.94)

З другого рiвняння в (2.92) i другого рiвняння в (2.94) ми отримуємо

[IY − ΛD]y = Λ[(IX − S)x+ fx + f̃x],

[IY − ΛD]zy = Λ[(IX − S)zx + ψy],
(2.95)

де IY = diag(EY , . . . , EY ) i EY – одиничнi оператори в Y.

Для вектора v = (v1, v2, . . . , vn)
T i блочно-операторної матрицi A =

{aij}ni,j=1 введемо векторну норму

|‖v‖| ≡ |‖v‖|∞ = max
1≤k≤n

‖vk‖, (2.96)
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i узгоджену матричну норму

|‖A‖| ≡ |‖A‖|∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

‖ai,j‖. (2.97)

Для подальшого аналiзу нам потрiбен наступний допомiжний результат.

Лема 2.3 Якщо виконуються припущення (B1)–(B6), то справедливi

оцiнки:

|‖S−1‖| ≤ n,

|‖D‖| ≤ cn−(1+1/q) lnn, 1/p+ 1/q = 1,

|‖Λ‖| ≤ c,

(2.98)

з додатною сталою c, незалежною вiд n.

Д оведення. З припущення (B2) випливає

|‖S−1‖| ≤ 1 + e−ωτ + · · ·+ e−ωτ(n−1) ≤ n. (2.99)

Для матрицi D маємо з (B6)

|‖D‖| ≤ max
1≤k≤n

n∑
j=1

‖βkj‖ =

= max
1≤k≤n

n∑
j=1

∥∥∥∥∫ tk

tk−1

A
(2)
k e−A

(2)
k (tk−τ)B

(1)
k [µ(tk)− µ(τ)]Lj,n−1(τ)dτ

∥∥∥∥ ≤
≤ max

1≤k≤n

∫ tk

tk−1

‖A(2)
k e−A

(2)
k (tk−τ)B

(1)
k ‖‖µ(tk)− µ(τ)‖

n∑
j=1

|Lj,n−1(τ)|dτ ≤

≤ cΛn(tk − tk−1)

∫ tk

tk−1

‖A(2)
k e−A

(2)
k (tk−τ)B

(1)
k ‖dτ ≤ cn−(1+1/q) lnn,

де Λn = max−1≤τ≤1

∑n
j=1 |Lj,n−1(τ)| – стала Лебега, що вiдноситься до iнтер-

поляцiйних вузлiв Чебишева.

Остання оцiнка в (2.98) є простим наслiдком припущення (B5). Лема до-

ведена. �
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Згiдно з (2.98), для n достатньо великого, iснує обернена матриця (IY −

ΛD)−1, яка є обмежена сталою c > 0, незалежною вiд n, тобто

|‖(IY − ΛD)−1‖| ≤ c. (2.100)

Таким чином, ми отримаємо з (2.95)

y = [IY − ΛD]−1 Λ
[
(IX − S)x+ fx + f̃x

]
,

zy = [IY − ΛD]−1 Λ [(IX − S)zx + ψy] .
(2.101)

Пiдставляючи цi вирази в перше рiвняння в (2.92) i (2.94), вiдповiдно, ми

отримаємо

Gx = Q(fx + f̃x),

Gzx = Qψy,
(2.102)

де

G = S −D[IY − ΛD]−1Λ(IX − S),

Q = D[IY − ΛD]−1Λ + IX .

Справедлива лема:

Лема 2.4 Якщо виконуються припущення леми 2.3, то iснує G−1 i оцiнки

|‖G−1‖| ≤ cn, |‖Q‖| ≤ c,

з деякою додатною сталою, незалежною вiд n.

Д оведення. ПредставимоG = S[IX−G1] зG1 = S−1D[IY−ΛD]−1Λ(IX−S)

i оцiнимо |‖G1‖|. Маємо

|‖G1‖| ≤ |‖S−1‖| · |‖D‖| · |‖(IY − ΛD)−1‖| · |‖Λ‖| · |‖IX − S‖|,

тепер з леми 2.3 випливає, що

|‖G1‖| ≤ nn−(1+1/q)c lnn = c
lnn

n1/q
. (2.103)
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Ця оцiнка гарантує iснування обмеженого оберненого оператора (IX −G1)
−1,

що разом з оцiнкою |‖S−1‖| ≤ n доводить перше твердження леми. Друге

твердження є очевидним. Доведення завершене. �

Ця лема i (2.102) приводять до оцiнки стiйкостi:

|‖x‖| ≤ cn|‖fx + f̃x‖|,

|‖zx‖| ≤ cn|‖ψ̃y‖|.
(2.104)

Пiдставляючи оцiнки (2.104) в (2.101), та беручи до уваги оцiнки |‖IX−S‖| ≤

c, |‖Λ‖| ≤ c як i (2.100), отримаємо

|‖y‖| ≤ cn|‖fx + f̃x‖|,

|‖zy‖| ≤ cn|‖ψy‖|.
(2.105)

Зауваження 2.12 Ми звели довжину iнтервалу до T = 2, але в загальному

стала c > 0 залежить вiд довжини T .

Нехай Πn−1 – множина полiномiв по t степенi менше або рiвне n − 1 з

векторними коефiцiєнтами. Повнiстю аналогiчно до [92, 106, 107], наступна

нерiвнiсть для сталої Лебега для векторно-значних функцiй може бути пока-

зана (див. також пiдрозд. 1.2):

‖u(η)− Pn−1(η;u)‖C[−1,1] ≡ max
η∈[−1,1]

‖u(η)− Pn−1(η;u)‖ ≤ (1 + Λn)En(u),

з похибкою найкращого наближення u полiномами степенi не бiльше нiж n−1

En(u) = inf
p∈Πn−1

max
η∈[−1,1]

‖u(η)− p(η)‖.

Тепер ми можемо перейти до основного результату цього роздiлу.

Теорема 2.15 Нехай виконуються припущення леми 2.3. Тодi iснує дода-

тна стала c така, що

1. для n достатньо великого виконується

|‖zx‖| ≤ cn−1/q · lnn · En(∂0u),

|‖zy‖| ≤ cn−1/q · lnn · En(∂0u),
(2.106)
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де u – розв’язок (2.69);

2. Перше рiвняння в (2.102) може бути записане у виглядi

x = G1x+ S−1Q(fx + f̃x)

i наближено розв’язано за допомогою послiдовних наближень

x(k+1) = G1x
(k) + S−1Q(fx + f̃x), k = 0, 1, . . . ; x(0)– довiльне

з швидкiстю геометричної прогресiї зi знаменником q ≤ c lnn
n1/q < 1 для

n достатньо великого.

Д оведення. Використовуючи (B6), норма ψy може бути оцiнена наступним

чином:

|‖ψy‖| = max
1≤k≤n

∣∣∣∣∫ tk

tk−1

A
(2)
k e−A

(2)
k (tk−η)B

(1)
k [µk − µ(η)] [θ(η)− Pn(η; θ)]dη

∣∣∣∣ ≤
≤ c‖θ(·)− Pn(·; θ)‖C[−1,1] max

1≤k≤n
(tk − tk−1)

1+1/q ≤

≤ cn−(1+1/q)(1 + Λn)En(θ) ≤ cn−(1+1/q) · lnn · En(θ).

Перше твердження теореми слiдує з (2.104) i (2.105), а друге – з (2.103).

�

Зауваження 2.13 Припускаючи що векторно-значна функцiя ∂0u(t) має

аналiтичне продовження з вiдрiзка [−1, 1] в область Dρ, обмежену елiпсом

Бернштейна Eρ (див. пiдрозд. 1.2) з фокусами в z = ±1 та сумою пiвосей

ρ > 1, отримаємо

En(∂0u) ≤ ρ−n

1− ρ
sup
z∈Dρ

‖∂0u(z)‖,

що разом з (2.106) показує експоненцiальну швидкiсть збiжностi з оцiнкою

(2.106).
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Зауваження 2.14 Для елiптичного оператора A та його дискретного ана-

лога Ah (а саме, Ah – скiнченно-елементне або скiнченно-рiзницеве набли-

ження (матриця), що вiдповiдає A), виконується (див. напр. [90])

‖(zI − A)−1‖X→X ≤
1

|z| sin (θ1 − θ)
∀z ∈ C : θ1 ≤ |arg z| ≤ π, (2.107)

для довiльного θ1 ∈ (θ, π), де cos θ = δ0/C, тобто, обидва є сильно позитив-

ними. Замiняючи A на Ah в (2.69), а потiм застосовуючи дискретизацiю

по часу, описану вище, ми прийдемо до повнiстю дискретизованої задачi

(2.46). Оскiльки обмеження (2.107) на матрицю резольвенти Ah виконує-

ться рiвномiрно на кроцi сiтки h, повна похибка є сумою похибок по часу

та простору, то вона може контролюватися незалежно одна вiд одної.

2.5.6 Приклади. В цьому пiдроздiлi покажемо, що багато прикла-

дних параболiчних задач з залежними вiд часу крайовими умовами можуть

бути записанi в абстрактнiй постановцi. Основна мета тут проiлюструвати

припущення з пiдроздiлiв 2.5.3 i 2.5.4.

Прикладом задачi типу (2.41) є

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ f(x, t),

u(0, t) = 0,
∂u(1, t)

∂x
+ b(t)u(1, t) = g(t),

u(x, 0) = u0(x),

(2.108)

де оператор A : D(A) ∈ X → X, X = Lq(0, 1) – визначений як

D(A) = {v ∈ W 2
q (0, 1) : v(0) = 0}, Av = −∂

2v

∂x2
,

оператори ∂1 : D(A)→ Y i ∂0(t) : D(A)→ Y, Y = R мають вигляд

∂1u =
∂u(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=1

, ∂0(t)u = b(t) · u(x, t)|x=1,

а g(t) ∈ Lq(0, T ;Y ) = Lq(0, T ).
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Зобразимо розв’язок (2.108) у виглядi (порiвн. з (2.48), (2.49))

u(x, t) = w(x, t) + v(x, t), (2.109)

де функцiя v(x, t) – розв’язок задачi

∂v

∂t
=
∂2v

∂x2
+ f(x, t),

v(0, t) = 0,
∂v(1, t)

∂x
= 0,

v(x, 0) = u0(x)

(2.110)

а w(x, t) задовольняє

∂w

∂t
=
∂2w

∂x2
,

w(0, t) = 0,
∂w(1, t)

∂x
= −b(t)u(1, t) + g(t),

w(x, 0) = 0.

(2.111)

Вводячи оператор A(1) : D(A(1))→ X:

D(A(1)) = {u ∈ W 2
q (0, 1) : u(0) = 0, u′(1) = 0} = {u ∈ D(A) : u′(1) = 0},

A(1)u = −d
2u

dx2
∀u ∈ D(A(1))

(див. (2.50) в абстрактнiй постановцi), ми можемо записати задачу (2.110)

також у виглядi

dv

dt
+ A(1)v = f(t),

v(0) = u0,

(2.112)

розв’язок якої

v(t) = e−A
(1)tu0 +

∫ t

0

e−A
(1)(t−τ)f(τ)dτ. (2.113)

Щоб розв’язати (2.111), використаємо iнтеграл Дюамеля. Для цього введемо
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додаткову функцiю W (x, λ, t), що задовольняє рiвняння (порiвн. з (2.54)):

∂W (x, λ, t)

∂t
=
∂2W (x, λ, t)

∂x2
,

W (0, λ, t) = 0,
∂W (1, λ, t)

∂x
= −b(λ)u(1, λ) + g(λ),

W (x, λ, 0) = 0

(2.114)

з незалежною вiд часу крайовою умовою. Тодi розв’язок задачi (2.111) можна

подати у виглядi (див. теорему 2.12)

w(x, t) =

∫ t

0

∂

∂t
W (x, λ, t− λ)dλ. (2.115)

Використовуючи це зображення, можна отримати iнтегральне рiвняння вiд-

носно u(1, t). А саме, ми маємо

w(1, t) = u(1, t)− v(1, t) =
∂

∂t

∫ t

0

W (1, λ, t− λ)dλ =

=

∫ t

0

∂

∂t
W (1, λ, t− λ)dλ.

Пiдстановка

W (x, λ, t) = B[−b(λ)u(1, λ) + g(λ)] +W1(x, λ, t)

приводить до наступної задачi з однорiдними крайовими умовами для

W1(x, λ, t):

∂W1(x, λ, t)

∂t
=
∂2W1(x, λ, t)

∂x2
,

W1(0, λ, t) = 0,
∂W1(1, λ, t)

∂x
= 0,

W1(x, λ, 0) = −B[−b(λ)u(1, λ) + g(λ)],

де оператор B має вигляд

B[−b(λ)u(1, λ) + g(λ)] = x[−b(λ)u(1, λ) + g(λ)]. (2.116)
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Методом роздiлення змiнних ми отримаємо розв’язок цiєї задачi точно у ви-

глядi

W1(x, λ, t) = −2[−b(λ)u(1, λ) + g(λ)]×

×
∞∑
n=1

(−1)n+1

[
2

(2n− 1)π

]2

e−[π(2n−1)/2]2t sin
[π

2
(2n− 1)x

]
.

Згiдно до (2.116) граничне iнтегральну рiвняння (2.60) (або еквiвалентно

(2.63)) для прикладу (2.108) набуде вигляду

b(t)u(1, t) = b(t)v(1, t) + b(t)

∫ t

0

∂

∂t
W1(1, λ, t− λ)dλ = b(t)v(1, t)−

− b(t)
∫ t

0

K(t− λ)g(λ)dλ+ b(t)

∫ t

0

K(t− λ)b(λ)u(1, λ)dλ,

(2.117)

з

K(t) = 2
∞∑
n=1

e−[π(2n−1)/2]2t.

Зауваження 2.15 Вiдмiтимо, що в цьому конкретному випадку ми зо-

бразити iнтегрант через ядро K(t− λ) аналiтично. В загальному випадку

можна використати експоненцiально збiжний метод для операторної екс-

поненти [3].

Далi проiлюструємо теорему 2.13 для задачi (2.108). Легко бачити, що

умова (A1) задовольняється, оскiльки

|b(t)| ≤ c ∀t ∈ [0, T ]. (2.118)

Покажемо, що iснує p, для якого виконується припущення (A2). Маємо∫ t

0

‖A(1)e−A
(1)(t−λ)B‖pY→Xdλ =

∫ t

0

[K(t− λ)]p dλ =

=

∫ t

0

[
2
∞∑
n=1

e−(π(2n−1)
2 )2(t−λ)

]p
dλ.

(2.119)

Використовуючи нерiвнiсть Гьольдера, ядро K(t− λ) можна оцiнити як
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K(t− λ) = 2
∞∑
n=1

e−(π(2n−1)
2 )2(t−λ) = 2

∞∑
n=1

(2n− 1)α
e−(π(2n−1)

2 )2(t−λ)

(2n− 1)α
≤

≤ 2

{ ∞∑
n=1

(2n− 1)pαe−p(
π(2n−1)

2 )2(t−λ)

}1/p

·

{ ∞∑
n=1

1

(2n− 1)qα

}1/q

,

(2.120)

де 1
p + 1

q = 1.

Пiдставляючи цю нерiвнiсть в (2.119), отримаємо

∫ t

0

[K(t− λ)]pdλ ≤ 2p+1

pπ2

{ ∞∑
n=1

1

(2n− 1)qα

}p/q ∞∑
n=1

1− e−p(
π(2n−1)

2 )2t

(2n− 1)2−pα ≤

≤ 2p+1

pπ2

{ ∞∑
n=1

1

(2n− 1)qα

}p/q

·
∞∑
n=1

1

(2n− 1)2−pα .

(2.121)

Ряди обмеженi константою c > 0 якщо qα > 1,

2− pα > 1,
(2.122)

або 1
q < α < 1

p . Таким чином, ми можемо вибрати довiльне p ∈ [1, 2), а потiм
1
q = 1 − 1

p i вибiр довiльного α з iнтервалу (1 − 1
p ,

1
p) забезпечить виконання

припущення (A2).

Припущення (A3) для задачi (2.108) має вигляд{∫ T

0

∣∣∣∣b(t)v(1, t)− b(t)
∫ t

0

K(t− λ)g(λ)dλ

∣∣∣∣q dt}1/q

≤ c. (2.123)

Якщо K(t− ·) ∈ Lp(0, T ), ця нерiвнiсть вiрна якщо

g(t) ∈ Lq(0, T ), v(1, t) ∈ Lq(0, T ). (2.124)

Згiдно оцiнцi(∫ T

0

|v(1, t)|qdt
)1/q

=

(∫ T

0

∣∣∣∣∫ 1

0

∂v(x, t)

∂x
dx

∣∣∣∣q dt)1/q

≤



120

≤
(∫ T

0

∫ 1

0

∣∣∣∣∂v(x, t)

∂x

∣∣∣∣q dxdt)1/q

,

умова v(1, t) ∈ Lq(0, T ) задовольняється, якщо останнiй iнтеграл iснує. Вiдпо-

вiднi достатнi умови на вхiднi данi f(x, t), u0(x) задачi (2.108) можна знайти

в [15,108].

Беручи розв’язок задачi (2.117), задача (2.108) набуває вигляду

du

dt
+ Au = f(t),

u(0) = u0, ∂1u = g1(t),

(2.125)

з вiдомою функцiєю g1(t) = g(t)− ∂0(t)u(t). Використовуючи зображення за

допомогою iнтеграла Дюамеля (2.115), маємо

u(t) = v(t)−
∫ t

0

A(1)e−A
(1)(t−λ)Bg1(λ)dλ. (2.126)

Далi покажемо, що припущення (B1)–(B6) виконуються для наступної

модельної задачi виду (2.41):

∂u(x, t)

∂t
=
∂2u

∂x2
− q(x, t)u+ f(x, t),

u(0, t) = 0,
∂u(1, t)

∂x
+ b(t)u(1, t) = g(t),

u(x, 0) = u0(x).

(2.127)

З результатiв [108, розд. 4, параграф 9, ст. 388] випливає ,що ця задача має

єдиний розв’язок u ∈ W 2,1
q (QT ), якщо q(x, t), f(x, t) ∈ Lq(QT ), QT = (0, 1)×

(0, T ), g(t) ∈ W
1−1/(2q)
q (0, T ), b(t) ∈ W

1/2
q (0, T ), u0 ∈ W

2− 2
q

q (0, 1), q > 3/2, а

також виконуються умови узгодженостi крайових та початкових даних.

Тут оператор A(t) : D(A) ∈ X → X, X = Lq(0, 1) визначається як

D(A(t)) = {v ∈ W 2
q (0, 1) : v(0) = 0},

A(t)v = −d
2v(x)

dx2
+ q(x, t)v(x),

(2.128)

оператори ∂1 : D(A)→ Y i ∂0(t) : D(A)→ Y , Y = R мають вигляд

∂1u =
∂u(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=1

, ∂0(t)u = b(t) · u(x, t)|x=1,
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i g(t) ∈ Lq(0, T ;Y ) = Lq(0, T ). Припустимо, що функцiя b(t) задовольняє

умову (2.118), тому припущення (B5) вiрне.

Кусково-сталий оператор A(2)(t) з (2.71) визначений на кожному пiдiнтер-

валi [tk−1, tk] як

D(A(2)(t)) = {v ∈ W 2
q (0, 1) : v(0) = 0, v′(1) + µkv(1) = 0}, µk = b(tk),

Akv = −d
2v(x)

dx2
+ q(x, tk)v(x),

а оператор B(1)
k як

B
(1)
k z =

x

µk + 1
z, z ∈ Y.

Припущення (B1)–(B2) виконуються згiдно результатiв з [90], а припу-

щення (B3)–(B4) очевиднi. Залишилось перевiрити припущення (B6). Нехай

(λ
(k)
j , e

(k)
j ), j = 1, 2, . . . – система власних пар оператора A(2)(t), t ∈ [tk−1, tk].

Тодi ми маємо∫ t

0

‖[A(2)]1+γe−A
(2)(t−λ)B(1)‖pY→Xdλ =

n∑
k=1

∫ tk

tk−1

[
K(k)
γ (t− λ)

]p
dλ, (2.129)

де

K(k)
γ (t− λ) =

∞∑
j=1

[λ
(k)
j ]γe−λ

(k)
j (t−λ).

Використовуючи добре вiдому асимптотику cLj2 ≤ λj ≤ cUj
2 (див. напр.

[109]) та нерiвнiсть Гьольдера, ядро K(k)
γ (t − λ) можна оцiнити наступним

чином:

K(k)
γ (t− λ) =

∞∑
j=1

(
λ

(k)
j

)γ
e−λ

(k)
j (t−λ) ≤ cγU

∞∑
j=1

j2γe−cLj
2(t−λ) =

= cγU

∞∑
n=1

j2γ+αe−cLj
2(t−λ) 1

jα
≤

≤ cγU

{ ∞∑
j=1

jp(α+2γ)e−pcLj
2(t−λ)

}1/p

·

{ ∞∑
j=1

1

jqα

}1/q

,
1

p
+

1

q
= 1.
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Пiдставляючи цю нерiвнiсть в (2.129), отримаємо

n∑
k=1

∫ tk

tk−1

[K(k)
γ (t− λ)]pdλ ≤

n∑
k=1

cγU

∫ tk

tk−1

∞∑
j=1

jp(α+2γ)e−pcLj
2(t−λ)dλ

{ ∞∑
j=1

1

jqα

}p/q

=

= cγU

∞∑
j=1

jp(α+2γ)(pcLj
2)−1

[
1− e−pcLj

2t
]
·

{ ∞∑
j=1

1

jqα

}p/q

≤

≤ cγU
pcL

∞∑
j=1

1

j2−p(α+2γ)
·

{ ∞∑
j=1

1

jqα

}p/q

.

Ряд залишається обмеженим, якщо qα > 1,

2− p(α + 2γ) > 1,

або 1
q < α < 1

p − 2γ. Таким чином, ми можемо вибрати довiльне p ∈ [1, 2), по-

тiм 1
q = 1− 1

p i припущення (B6) буде виконуватись з довiльним γ з iнтервалу

[0, 1
p −

1
2).

2.5.7 Чисельнi розрахунки. В цьому пiдроздiлi покажемо на кон-

кретному прикладi, що метод (2.84) забезпечує експоненцiальну швидкiсть

збiжностi по вiдношенню до дискретизацiї по часу, яка описана в теоремi 2.15.

Щоб уникнути вплив iнших похибок (вiд дискретизацiї по простору, наближе-

ння операторної експоненти та iнтегралiв в (2.85)), ми виконуємо обчислення

коефiцiєнтiв в (2.86) точно, використовуючи систему Maple.

Розглянемо модельну задачу (2.108) з

u0(x) =
4
√

2

π
sin

π

4
x, b(t) =

π

4
exp

(
π2

16
t

)
, g(t) = 1 + exp

(
−π

2

16
t

)
,

для якої метод (2.84) полягає в розв’язаннi тiльки другого рiвняння, де αkj =

0.

Точний розв’язок задачi є

u(x, t) = exp

(
−π

2

16
t

)
4
√

2

π
sin

π

4
x.
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Для функцiї v(x, t) з (2.110) маємо задачу:

∂v(x, t)

∂t
=
∂2v(x, t)

∂x2
, v(0, t) = 0,

∂v(1, t)

∂x
= 0,

v(x, 0) =
4
√

2

π
sin

π

4
x.

Легко перевiрити, що

v(x, t) =
∞∑
k=1

(−1)k+132

π2(4k − 1)(4k − 3)
e−(π(2k−1)

2 )
2
t sin

(π
2

(2k − 1)x
)
.

Рiвняння (2.117) можна записати також у виглядi:

u(1, t) = v(1, t) + 2

∫ t

0

[
1 + e

−π2

16 τ
] ∞∑
k=1

e−(π(2k−1)
2 )

2
(t−τ)dτ−

−2

∫ t

0

π

4
e
π2

16 τu(1, τ)
∞∑
k=1

e−(π(2k−1)
2 )

2
(t−τ)dτ =

= f(t)− π

2

∫ t

0

e
π2

16 τu(1, τ)
∞∑
k=1

e−(π(2k−1)
2 )

2
(t−τ)dτ , (2.130)

де

f(t) = v(1, t)− 2
∞∑
k=1

e−(π(2k−1)
2 )

2
t

 1(
π(2k−1)

2

)2 +
1(

π(2k−1)
2

)2

− π2

16

+ 1+

+
4

π
e−

π2

16 t = − 8

π2

∞∑
k=1

e−(π(2k−1)
2 )

2
t

(2k − 1)2
+ 1 +

4

π
e−

π2

16 t.

Щоб звести задачу до промiжку [−1, 1], зробимо замiну змiнної t в (2.130)

t =
s+ 1

2
T, s ∈ [−1, 1]; τ =

ξ + 1

2
T, ξ ∈ [−1, s]; dτ =

T

2
dξ

i отримаємо

u

(
1,
s+ 1

2
T

)
= f

(
s+ 1

2
T

)
−

−πT
4

∞∑
k=1

∫ s

−1

e
π2

16
ξ+1

2 Tu

(
1,
ξ + 1

2
T

)
e−(π(2k−1)

2 )
2
T
2 (s−ξ)dξ.
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Вiдмiтимо, що це рiвняння є, фактично, явною формою операторного рiв-

няння (2.121) з точно порахованими iнтегралами, що мiстять операторну екс-

поненту.

Пiдставляючи вiдповiднi iнтерполяцiйнi полiноми i коллокуючи отриманi

рiвняння в точках

sl = cos

[
2l − 1

2n
π

]
, l = 1, n,

аналогiчно до (2.86), ми отримаємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

вiдносно yj ≈ u(1, tj), де обчислення значень βkj i ∂0φk зводиться до знахо-

дження iнтегралiв типу
∫ s
−1 e−a(s−τ)τndτ i може бути виконане точно. Обчи-

слення проводилися за допомогою Maple. Для випадкiв n = 2, 3, 4, 8 викори-

стовувався параметр Digits=20, а параметр Digits=40 – для випадку n = 16.

Результати обчислень, представленi в таблицях 2.4–2.7 пiдтверджують апрi-

орно отриманi оцiнки.

Point t ε

0.8535533905 0.64328761e-2

0.1464466094 0.1817083e-2

Таблиця 2.4: Похибка у випадку n = 2, T = 1.

Point t ε

0.9619397662 0.11818295e-4

0.6913417161 0.98439031e-5

0.3086582838 0.71990794e-5

0.0380602337 0.18751078e-5

Таблиця 2.5: Похибка у випадку n = 4, T = 1.
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Point t ε

0.9903926402 0.23186560e-11

0.9157348061 0.26419501e-11

0.7777851165 0.2614635e-11

0.5975451610 0.2367290e-11

0.4024548389 0.2059591e-11

0.2222148834 0.1600175e-11

0.0842651938 0.1298227e-11

0.0096073597 0.3285404e-12

Таблиця 2.6: Похибка у випадку n = 8, T = 1.
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Point t ε

0.9975923633 0.25187858260140e-26

0.9784701678 0.17507671148106e-26

0.9409606321 0.26606504614832e-26

0.8865052266 0.19216415631333e-26

0.8171966420 0.14389447843978e-26

0.7356983684 0.8729247130003e-27

0.6451423386 0.12250410788313e-26

0.5490085701 0.20057933602212e-26

0.4509914298 0.27443715793522e-26

0.3548576613 0.2071356401636e-26

0.2643016315 0.1352407675441e-26

0.1828033579 0.4176006046401e-26

0.1134947733 0.5890397288154e-26

0.0590393678 0.49643071858013e-25

0.0215298321 0.4614912514700e-26

0.0024076366 0.12497053453746e-25

Таблиця 2.7: Похибка у випадку n = 16, T = 1.
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РОЗДIЛ 3

Методи без насичення точностi для нелокальних задач для

рiвняння першого порядку з необмеженими операторними

коефiцiєнтами

3.1 Експоненцiально збiжний метод наближення

розв’язку m-точкової нелокальної задачi Кошi

Головною метою цього пiдроздiлу є побудова експоненцiально збiжного ме-

тоду чисельного наближення розв’язку нелокальної задачi Кошi вигляду

u′t + Au = f(t), t ∈ (0, T ]

u(0) +
n∑
k=1

αku(tk) = u0, 0 < t1 < t2 < . . . < tn ≤ T.

(3.1)

Будемо припускати, що A—щiльно визначений сильно–позитивний оператор,

що дiє в банаховому просторi X ⊇ D(A) → X [110], з спектром розмiщеним

у секторi Σ (1.28) з параметрами a0, ϕ, причому для резольвенти R(z, A) на

границi спектру ΓΣ та поза нею виконується нерiвнiсть (1.29).

Вiдповiдно до результатiв теореми Хiлле–Йосiди–Фiллiпса [110] визна-

ченi таким чином оператор A в X є iнфiнiтиземальним тобто генераторам

однопараметричних напiвгруп T (t) = e−tA. Ця властивiсть оператора A ра-

зом з припущенням що права частина (3.1) володiє необхiдною гладкiстю

f(t) ∈ L((0;T ), X) дозволяють ввести в розгляд iнтегральне (слабке) зобра-

ження розв’язку:

u(t) = e−Atu(0) +

∫ t

0

e−A(t−τ)f(τ)dτ. (3.2)

3.1.1 Зведення нелокальної задачi до класичної задачi Кошi

Як бачимо в зображення (3.2) розв’язку входить значення u(0), яке, в нашому

випадку, є невiдомим параметром пов’язаним з u(ti) нелокальною умовою з
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(3.1). Тому, задача знаходження розв’язку вихiдної проблеми (3.1) зводиться

до задачi знаходження такого зображення для u(0) та умов його iснування яке

не мiстить значень функцiї u(t) в майбутнiх по вiдношенню до початкового

стану u(0) часових точках t = t1, · · · , tn (далi у цьому роздiлi ми будемо

також називати цi точки ti, i = 1, n – точками нелокальностей).

Пiдставивши нелокальну умову з (3.1) у iнтегральне зображення розв’яз-

ку (3.2) для кожного моменту часу ti, матимемо

u(ti) = e−Ati

[
u0 −

n∑
k=1

αku(tk)

]
+

∫ ti

0

e−A(ti−τ)f(τ)dτ

i = 1, n.

(3.3)

Далi помножимо обидвi частини i-ї рiвностi на αi та просумуємо отриманi

вирази по i = 1, n. Це приведе нас до виразу

n∑
i=1

αiu(ti) =
n∑
i=1

αie
−Atiu0 −

n∑
i=1

αie
−Ati

n∑
k=1

αku(tk)+

+
n∑
i=1

αi

∫ ti

0

e−A(ti−τ)f(τ)dτ.

(3.4)

Нехай
∑n

i=1 αiu(ti) = W , тодi (3.4) може бути переписане у виглядi

W = −
n∑
i=1

αie
−AtiW +

n∑
i=1

αie
−Atiu0 +

n∑
i=1

αi

∫ ti

0

e−A(ti−τ)f(τ)dτ,

з якого, позначивши B(A) = I+
∑n

i=1 αie
−Ati, отримаємо операторне рiвняння

вiдносно W

B(A)W = B(A)u0 − u0 +
n∑
i=1

αi

∫ ti

0

e−A(ti−τ)f(τ)dτ. (3.5)

Як видно з (3.5), для того щоб з цього рiвняння можна було виразити шукану

величину W необхiдно i достатньо iснування та обмеженiсть (в сенсi норми

простору X) операторної функцiї B−1(A) оберненої до B(A). В [37,111] було
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показано, що розв’язок задачi (3.1) iснує i єдиний, якщо виконується одна з

двох умов:
m∑
i=1

|αi| < 1, (3.6)

або
m∑
i=1

|αi|e−a0ti < 1, (3.7)

де a0 з (1.28). Легко бачити, що цi умови є достатнiми для iснування опера-

тора B−1(A). Отже, припустимо, що виконується умова (3.6), тодi

W = u0 −B−1(A)u0 +B−1(A)
n∑
i=1

αi

∫ ti

0

e−A(ti−τ)f(τ)dτ.

Оскiльки з (3.2), нелокальної умови та вигляду W маємо

u(t) = e−At [u0 −W ] +

∫ t

0

e−A(t−τ)f(τ)dτ,

то, пiдставивши сюди явний вигляд W , для u(t) отримаємо iнтегральне зо-

браження розв’язку, вiльне вiд невiдомих значень u(tk):

u(t) =e−At

[
B−1(A)u0 −B−1(A)

n∑
i=1

αi

∫ ti

0

e−A(ti−τ)f(τ)dτ

]
+

+

∫ t

0

e−A(t−τ)f(τ)dτ.

(3.8)

Розкривши дужки, подамо попередню формулу у виглядi суми двох доданкiв

u(t) = uh(t) + uih(t), де

uh(t) = e−AtB−1(A)u0 (3.9)

є розв’язком однорiдної нелокальної задачi (f(t) = 0 в (3.1)), що вiдповiдає

початковiй умовi u0, та

uih(t) = −e−AtB−1(A)
m∑
i=1

αi

∫ ti

0

e−A(ti−τ)f(τ)dτ +

∫ t

0

e−A(t−τ)f(τ)dτ, (3.10)

яке є розв’язком неоднорiдної задачi з нульовою початковою умовою u0.



130

Для зображення операторних функцiй, що входять до uh(t) та uih ми буде-

мо використовувати iнтегральну формулу Данфорда–Кошi. За контур iнте-

грування ΓI виберемо гiперболiчний контур (2.28), що охоплює спектральний

кут Σ i асимптотично наближається до спектральної гiперболи (2.27). Пара-

метри aI , bI виберемо далi. Рухаючись по цьому контуру, при ξ ∈ (−∞,∞),

Σ залишається злiва, а тому цей контур є додатно орiєнтованим.

3.1.2 Нелокальна задача для однорiдного рiвняння. В цiй ча-

стинi ми розглянемо розв’язок однорiдної задачi uh(t) (3.9). Наша цiль —

сконструювати експоненцiально збiжний алгоритм для наближення зобра-

ження uh(t). Для цього ми припустимо, що Ker(B(z)) ⊂ C\Σ i використаємо

пiдхiд подiбний до [3, 78], для цього вiзьмемо зображення Данфорда-Кошi

uh(t) =
1

2πi

∫
ΓI

e−ztB−1(z)(zI − A)−1u0dz =

=
1

2πi

∫
ΓI

e−zt

1 +
n∑
i=1

αie−zti
(zI − A)−1u0dz.

(3.11)

Модифiкуємо резольвенту в iнтегральному зображеннi Данфорда-Кошi,

вибравши замiсть резольвенти R(z, A) операторну функцiю

RM(z, A)v =

[
(zI − A)−1 − 1

z

]
v.

Така модифiкацiя забезпечує чисельну стiйкiсть при обчисленнi оператор-

ної експоненти для малих значень t, а також дозволяє побудувати експоненцi-

ально збiжний метод, рiвномiрний вiдносно t ≥ 0 (дивись [3,78]). Така замiна

не змiнює значення iнтеграла Данфорда-Кошi згiдно (1.41) при m = 0. Тому

для uh(t) отримаємо

uh(t) =
1

2πi

∫
ΓI

e−ztB−1(z)RM(A, z)u0dz =

=
1

2πi

∫
ΓI

e−zt

1 +
n∑
i=1

αie−zti

[
(zI − A)−1 − 1

z
I

]
u0dz.

(3.12)
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Пiсля параметризацiї контуру (2.28) в iнтегралi (3.12) матимемо

uh(t) =
1

2πi

∫ ∞
−∞
F(t, ξ)dξ, (3.13)

де

F(t, ξ) = FA(t, ξ)u0,

FA(t, ξ) = B−1(z)e−z(ξ)tz′(ξ)

[
(z(ξ)I − A)−1 − 1

z(ξ)
I

]
,

z′(ξ) = aI sinh ξ − ibI cosh ξ.

Нехай вектор u0 ∈ D(Aα), 0 < α < 1. Тодi, використовуючи (1.42) в [3,78]

було показано, що

‖e−z(ξ)tz′(ξ)
[
(z(ξ)I − A)−1 − 1

z(ξ)
I

]
u0‖ ≤

≤ (1 +M)K
bI
aI

(
2

aI

)α
e−aIt cosh ξ−α|ξ|‖Aαu0‖, ξ ∈ R, t ≥ 0.

(3.14)

Оцiнка для функцiї B−1(z), що вiдповiдає нелокальнiй умовi з (3.1), може

бути отримана наступним чином

|B−1(z)| =

∣∣∣∣∣∣
(

1 +
m∑
k=1

αke
−z(ξ)tk

)−1
∣∣∣∣∣∣ ≤

(
1−

m∑
k=1

|αk|e−aI cosh(ξ)tk

)−1

≤

≤

(
1−

m∑
k=1

|αk|e−ρ1tk

)−1

≡ Q.

Об’єднуючи попереднi оцiнки, отримаємо таку оцiнку для F(t, ξ) з (3.13):

‖F(t, ξ)‖ ≤ Q(1 +M)K
bI
aI

(
2

aI

)α
e−aIt cosh ξ−α|ξ|‖Aαu0‖,

ξ ∈ R, t ≥ 0.

(3.15)

Наступним кроком, який потрiбно зробити для отримання чисельного ал-

горитму для вихiдної задачi є дискретизацiя (3.13) за допомогою ефективної

квадратурної формули. Використаємо Sinc-квадратуру [11, 112]. Для її за-

стосування нам потрiбно оцiнити ширину смуги навколо дiйсної осi, в якiй
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функцiя F(t, ξ) має аналiтичне продовження вiдносно ξ. Пiсля замiни ξ на

ξ+ iν iнтегральна гiпербола ΓI перетвориться в параметричну сiм’ю гiпербол

Γ(ν) = {z(w) = aI cosh (ξ + iν)− ibI sinh (ξ + iν) : ξ ∈ (−∞,∞)}

= {z(w) = a(ν) cosh ξ − ib(ν) sinh ξ : ξ ∈ (−∞,∞)},

де

a(ν) = aI cos ν + bI sin ν =
√
a2
I + b2

I sin (ν + φ/2),

b(ν) = bI cos ν − aI sin ν =
√
a2
I + b2

I cos (ν + φ/2),

cos
φ

2
=

bI√
a2
I + b2

I

, sin
φ

2
=

aI√
a2
I + b2

I

.

Аналiтичнiсть функцiї F(t, ξ + iν), в смузi

Dd1
= {(ξ, ν) : ξ ∈ (−∞,∞), |ν| < d1/2},

з деяким d1 може бути порушена у випадку коли резольвента оператора A

або функцiя B−1(z), що вiдповiдає заданiй в (3.1) нелокальнiй умовi пере-

стане бути обмеженою. Для того, щоб цього не сталося виберемо d1 таким

чином, щоб для всiх ν ∈ (−d1/2, d1/2) множина гiпербол Γ(ν) залишалась

в правiй частинi комплексної площини, не перетиналась з множиною нулiв

B(z) i не перетинала спектр оператору A. Припустимо, що дiйснi частини всiх

нулiв B(z) були менше деякого ρ1: 0 ≤ ρ1 < ρ, тодi d1 можна вибрати так,

щоб для ν = −d1/2 вiдповiдна гiпербола знаходилася в правiй пiвплощинi i

проходила через точку (ρ1, 0), а для ν = d1/2 вона збiгалася зi спектральною

гiперболою. При такому виборi d1 для всiх ν ∈ (−d1/2, d1/2) множина Γ(ν)

не перетинає спектральний кут Σ. Тодi в якостi iнтегральної гiперболи ми вi-

зьмемо Γ(0) = ΓI , оскiльки при такому виборi вiдповiдна смуга аналiтичностi

буде симетрична вiдносно дiйсної осi.



133

Обмеження, накладенi на гiперболу, приводять до системи рiвнянь
aI cos (d1/2) + bI sin (d1/2) = ρ,

bI cos (d1/2)− aI sin (d1/2) = b0 = ρ tanϕ,

aI cos (−d1/2) + bI sin (−d1/2) = ρ1,

яка пiсля перетворень зводиться до
aI = ρ cos (d1/2)− b0 sin (d1/2),

bI = ρ sin (d1/2) + b0 cos (d1/2),

2aI cos (d1/2) = ρ+ ρ1.

Пiдставивши вираз для aI з першого в третє рiвняння отримаємо

ρ cos d1 − b0 sin d1 = ρ1,

cos(d1 + ϕ) =
ρ1√
ρ2 + b2

0

,

звiдки слiдує, що

d1 = arccos

(
ρ1√
ρ2 + b2

0

)
− ϕ, (3.16)

де cosϕ = ρ√
ρ2+b20

, sinϕ = b0√
ρ2+b20

. Виконуючи зворотну пiдстановку отрима-

ємо вирази для aI , bI

aI =
√
ρ2 + b2

0 cos

(
d1

2
+ ϕ

)
=

= ρ
cos
(
d1

2 + ϕ
)

cosϕ
= ρ

cos

(
arccos

(
ρ1√
ρ2+b20

)
/2 + ϕ/2

)
cosϕ

,

bI =
√
ρ2 + b2

0 sin

(
d1

2
+ ϕ

)
=

= ρ
cos
(
d1

2 + ϕ
)

cosϕ
= ρ

cos

(
arccos

(
ρ1√
ρ2+b20

)
/2 + ϕ/2

)
cosϕ

.

(3.17)

Для визначених таким чином aI та bI векторна функцiя F(t, w) залишається

аналiтичною в смузi Dd1
по по вiдношенню до змiнної w = ξ + iν для всiх

t ≥ 0. Варто зазначити, що при ρ1 = 0 ми матимемо, як i в [78], d1 = π/2−ϕ.
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Беручи до уваги вирази (3.17) ми, аналогiчно, можемо виписати зображе-

ння для a(ν), b(ν) на всьому iнтервалi −d1

2 ≤ ν ≤ d1

2

a(ν) = aI cos ν + bI sin ν =
√
ρ2 + b2

0 cos

(
d1

2
+ ϕ

)
cos(ν)+

+
√
ρ2 + b2

0 sin

(
d1

2
+ ϕ

)
sin(ν) =

√
ρ2 + b2

0 cos

(
d1

2
+ ϕ− ν

)
,

b(ν) = bI cos ν − aI sin ν =
√
ρ2 + b2

0 sin

(
d1

2
+ ϕ

)
cos(ν)−

−
√
ρ2 + b2

0 cos

(
d1

2
+ ϕ

)
sin(ν) =

√
ρ2 + b2

0 sin

(
d1

2
+ ϕ− ν

)
,

ρ1 ≤ a(ν) ≤ ρ, b0 ≤ b(ν) ≤
√
b2

0 + ρ2 − ρ2
1,

де d1, визначено в (3.16).

Для частини, що вiдповiдає нелокальнiй умовi∣∣∣∣∣∣
(

1 +
n∑
i=1

αie
−z(ξ,ν)ti

)−1
∣∣∣∣∣∣ ≤

(
1−

n∑
i=1

|αi||e−z(ξ,ν)ti|

)−1

≤

≤

(
1−

n∑
i=1

|αi|e−a(ν) cosh(ξ)ti

)−1

≤

(
1−

n∑
i=1

|αi|e−a(ν)ti

)−1

<

<

(
1−

n∑
i=1

|αi|e−ρ1ti

)−1

< q−1 = Q,

де z(ξ, ν) = a(ν) cosh(ξ)− ib(ν) sinh(ξ).

Враховуючи це для всiх w ∈ Dd1
ми отримаємо оцiнку

‖F(t, w)‖ ≤ e−a(ν)t cosh ξ
(1 +M)QK

√
a2(ν) sinh2 ξ + b2(ν) cosh2 ξ

(a2(ν) cosh2 ξ + b2(ν) sinh2 ξ)(1+α)/2
‖Aαu0‖ ≤

≤ (1 +M)QK
b(ν)

a(ν)

e−a(ν)t cosh ξ

(a2(ν) cosh2 ξ + b2(ν) sinh2 ξ)(α/2)
‖Aαu0‖ ≤

≤ (1 +M)QK
b(ν)

a(ν)

(
2

a(ν)

)α
e−a(ν)t cosh ξ−α|ξ|‖Aαu0‖ ≤

≤ (1 +M)QK tan

(
d1

2
+ ϕ− ν

)(
2 cosϕ

ρ cos
(
d1

2 + ϕ− ν
))α

e−α|ξ|‖Aαu0‖,
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∀w ∈ Dd.

Слiдуючи пiдходу запропонованому в [11] (див. пiдрозд. 1.3), введемо до

розгляду простiр Hp(Dd), 1 ≤ p ≤ ∞ векторно-значних функцiй F аналiти-

чних в смузi Dd, з нормою (1.16).

Враховуючи те, що при такому виборi Dd(ε) iнтеграли по вертикальним

частинам прямокутника, що входять в означення норми прямуватимуть до

нуля при ε→ 0, з попередньої оцiнки для ‖F(t, w)‖ випливатиме

‖F(t, ·)‖H1(Dd1
) ≤ ‖Aαu0‖ [C−(ϕ, α) + C+(ϕ, α)]

∫ ∞
−∞

e−α|ξ|dξ =

= C(ϕ, α)‖Aαu0‖,
(3.18)

де

C(ϕ, α) =
2

α
[C+(ϕ, α) + C−(ϕ, α)],

C±(ϕ, α) = (1 +M)QK tan

(
d1

2
+ ϕ± d1

2

)(
2 cosϕ

ρ cos
(
d1

2 + ϕ± d1

2

))α

.

Вiдмiтимо, що отримана оцiнка норми (3.18) враховує як гладкiсть початко-

вих даних u0, що виражається показником α, так i спектральнi характери-

стики A заданi за допомогою ϕ та ρ. Так при α → 0, ϕ → π/2 або ρ1 → 0

C(ϕ, α) (3.17) прямує до∞ (у випадку ρ1 → 0 це вiдбувається через те, що в

(3.16) d1 → π
2 − ϕ).

Для наближення iнтегралу (3.13) використаємо Sinc–квадратурну форму-

лу (див. пiдрозд. 1.3 i [11]):

uh(t) ≈ uh,N(t) =
h

2πi

N∑
k=−N

F(t, z(kh)), (3.19)

з похибкою

‖ηN(F , h)‖ = ‖uh(t)− uh,N(t)‖ ≤

≤ ‖uh(t)−
h

2πi

∞∑
k=−∞

F(t, z(kh))‖+ ‖ h
2πi

∑
|k|>N

F(t, z(kh))‖
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≤ 1

2π

e−πd1/h

2 sinh (πd1/h)
‖F‖H1(Dd1

)+

+
C(ϕ, α)h‖Aαu0‖

2π

∞∑
k=N+1

exp[−aIt cosh (kh)− αkh]

≤ c‖Aαu0‖
α

{
e−πd1/h

sinh (πd1/h)
+ exp[−aIt cosh ((N + 1)h)− α(N + 1)h]

}
,

де стала c > 0 не залежить вiд h,N, t. Зрiвнюючи обидвi експоненти при

t = 0 матимемо
2πd1

h
= α(N + 1)h,

або пiсля перетворення

h =

√
2πd1

α(N + 1)
. (3.20)

Вибираючи величину кроку h таким чином, похибка квадратурної формули

буде задовольняти оцiнку

‖ηN(F , h)‖ ≤ c

α
exp

(
−
√
πd1α

2
(N + 1)

)
‖Aαu0‖, (3.21)

тут стала c > 0 не залежить вiд t, N. У випадку t > 0 перший доданок у

аргументi exp[−aIt cosh ((N + 1)h)− α(N + 1)h] з оцiнки для ‖ηN(F , h)‖ дає

бiльший по порядку вклад до результуючої похибки. Вибираючи, в такому

випадку, h = c1 lnN/N з деякою позитивною константою c1 для всiх фiксо-

ваних t, ми матимемо

‖ηN(F , h)‖ ≤ c
[
e−πd1N/(c1 lnN) + e−c1aItN/2−c1α lnN

]
‖Aαu0‖, (3.22)

де c — деяка додатна стала, незалежна вiд t, N . Зауважимо, що вибором

сталої c1 можна покращити швидкiсть збiжностi методу як в [85, 113, 114].

Сформулюємо щойно доведений результат у виглядi теореми.

Теорема 3.1 Нехай A – щiльно визначений сильно-позитивний оператор,

u0 ∈ D(Aα), α ∈ (0, 1). Тодi для наближеного розв’язку (3.19) однорiдної

нелокальної задачi (3.1) (коли f(t) ≡ 0) справедлива експоненцiальна оцiнка
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похибки рiвномiрно по t ≥ 0 порядку O(e−c
√
N) за умови, що h = 1/

√
N

(оцiнка (3.21)) i порядку O
(
max

{
e−πdN/(c1 lnN), e−c1aItN/2−c1α lnN

})
, ∀t > 0

за умови, що h = c1 lnN/N (оцiнка (3.22)), iз додатними сталими c, c1, що

не залежать вiд h,N, t.

3.1.3 Нелокальна задача для неоднорiдного рiвняння. В цьому

пунктi ми розглянемо неоднорiдну частину розв’язку (3.10) (вiн може бути

отриманий пiдстановкою u0 = 0 в (3.8)). Для цього перепишемо формулу

(3.8) у виглядi

uih(t) = u1,ih(t) + u2,ih(t), (3.23)

тут

u1,ih(t) =

∫ t

0

e−A(t−τ)f(τ)dτ, u2,ih(t) = −
m∑
j=1

αju2,ih,j(t), (3.24)

а

u2,ih,j(t) =

∫ tj

0

B−1(A)e−A(t+tj−τ)f(τ)dτ. (3.25)

Для наближення u1,ih(t) застосуємо алгоритм запропонований в [3,78]:

u1,ih(t) ≈ u1,N(t) =
h

2πi

N∑
k=−N

z′(kh)[(z(kh)I − A)−1 − 1

z(kh)
I]×

× h
N∑

p=−N

µk,p(t)f(ωp(t)),

(3.26)

де

µk,p(t) =
t

2 cosh2 (ph)
exp{− t

2
z(kh)[1− tanh (ph)]},

ωp(t) =
t

2
[1 + tanh (ph)], h =

1√
N
,

z(ξ) = aI cosh ξ − ibI sinh ξ, z′(ξ) = aI sinh ξ − ibI cosh ξ.

Наступна теорема характеризує збiжнiсть та похибку цього алгоритму.
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Теорема 3.2 ( [3, 78]) Нехай виконуються умови Теореми 3.1, а функцiя

f(t) ∈ L((0;T ), X) i f(t) ∈ D(Aα), α > 0 ∀t ∈ [0,∞] має аналiтичне про-

довження в сектор Σf = {deiθ1 : d ∈ [0,∞], |θ1| < ϕ}, де справедлива

оцiнка

‖Aαf(w)‖ ≤ cαe
−δα|Re w|, w ∈ Σf , δα ∈ (0,

√
2ρ]. (3.27)

Тодi наближення (3.26) збiгається до u1,ih(t) i має мiсце оцiнка похибки

‖EN(t)‖ = ‖u1,ih(t)− u1,N(t)‖ ≤ ce−c1
√
N , (3.28)

рiвномiрно по t ≥ 0 за умови, що h = O(1/
√
N). Сталi c, c1 додатнi, що

залежать вiд α, ϕ, ρ i не залежать вiд N , t.

Наступним кроком для досягнення нашої мети є побудова експоненцiально

збiжного алгоритму для доданку u2,ih з (3.23). Для цього спочатку застосує-

мо зображення за допомогою iнтегральної формули Данфорда-Кошi до j-го

доданку з u2,ih. Отримаємо

u2,ih,j(t) =

∫ tj

0

1

2πi

∫
ΓI

e−z(t+tj−s)B−1(z)[(zI − A)−1 − 1

z
I]f(s)dzds =

=
1

2πi

∫
ΓI

e−z(ξ)tB−1(z)

[
(z(ξ)I − A)−1 − 1

z(ξ)
I

]
×

×
∫ tj

0

e−z(ξ)(tj−s)f(s)dsz′(ξ)dξ.

(3.29)

Наближаючи перший iнтеграл в (3.29) за допомогою Sinc–квадратурної фор-

мули з кроком h = N−1/2 маємо

u2,ih,j(t) ≈ u2,N(t) =
h

2πi

N∑
k=−N

e−z(kh)tz′(kh)B−1(z(kh))×

×
[
(z(kh)I − A)−1 − 1

z(kh)
I

]
fk,j,

(3.30)

де

fk,j =

∫ tj

0

e−z(kh)(tj−s)f(s)ds, k = −N, ..., N, j = 1, n. (3.31)
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Для того, щоб наблизити (3.31) експоненцiально збiжною квадратурою

проведемо замiну змiнних

s =
tj
2

(1 + tanh ξ), (3.32)

в результатi, зображення fk,j зведеться до

fk,j =

∫ ∞
−∞
Fk(tj, ξ)dξ, (3.33)

де

Fk(tj, ξ) =
tj

2 cosh2 ξ
exp[−z(kh)tj(1− tanh ξ)/2]f(

tj
2

(1 + tanh ξ)).

Зауважимо, що замiна (3.32)– це конформне вiдображення w = ψ(z) =

tj
2 (1 + tanh z), z = φ(w) = 1

2 ln
tj−w
w смуги Dν на окоподiбну область Aν [11].

На дiйснiй осi пiдiнтегральний вираз з (3.33) задовольняє оцiнку

‖Fk(tj, ξ)‖ ≤
tj

2 cosh2 ξ
exp[−aI cosh (kh)tj(1− tanh ξ)/2]×

× ‖f(
tj
2

(1 + tanh ξ))‖ ≤

≤2tje
−2|ξ|‖f(

tj
2

(1 + tanh ξ))‖.

(3.34)

Для того, щоб мати можливiсть застосування Sinc-квадратурної формули

до iнтегралу (3.33) нам потрiбна лема.

Лема 3.1 [3, 78] Якщо права частина f(t) з (3.10) для всiх t ∈ [0,∞] має

аналiтичне продовження в сектор Σf = {deiθ1 : d ∈ [0,∞], |θ1| < ϕ}, де

для f(t) виконується оцiнка

‖f(w)‖ ≤ ce−δ|Re w|, w ∈ Σf , δ ∈ (0,
√

2ρ], (3.35)

то пiдiнтегральна функцiя Fk(tj, ξ) має аналiтичне продовження в смугу

Dd1
, 0 < d1 < ϕ/2 де вона належить H1(Dd1

) по вiдносно змiнної ξ, де ρ, ϕ

— спектральнi характеристики A.
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За припущень зазначених в Лемi 3.1 ми можемо побудувати експонен-

цiально збiжне наближення до fk,j, що, подiбно до наближень до uh(t) та

u1,ih(t), спирається на використання Sinc–квадратури. Для наближення fk,j,N

матимемо

fk,j ≈ fk,j,N = h
N∑

p=−N

µk,p,jf(ωp,j), (3.36)

де

µk,p,j =
tj
2

exp{− tj
2 z(kh)[1− tanh (ph)]}

cosh2 (ph)
,

ωp,j =
tj
2

[1 + tanh (ph)], h =
1√
N
,

z(ξ) = aI cosh ξ − ibI sinh ξ.

Пiдставляючи (3.36) у формулу (3.30) отримаємо чисельний алгоритм для

наближення u2,ih,j

u2,ih,j(t) ≈ u2,j,N(t) =
h

2πi

N∑
k=−N

e−z(kh)tz′(kh)B−1(z(kh))×

×
[
(z(kh)I − A)−1 − 1

z(kh)
I

]
h

N∑
p=−N

µk,p,jf(ωp,j).

(3.37)

Похибка такого наближення має вигляд

EN(t) = u2,ih,j(t)− u2,j,N(t) = r1,N(t) + r2,N(t), (3.38)

де

r1,N(t) = u2,ih,j(t)− u2,N(t),

r2,N(t) = u2,N(t)− u2,j,N(t).
(3.39)

Оцiнка (3.21) дозволяє отримати вiдповiдну оцiнку для r1,N(t)

‖r1,N(t)‖ =

∥∥∥∥∫ tj

0

{
1

2πi

∫ ∞
−∞

FA(t+ tj − s, ξ)dξ −

− h

2πi

N∑
k=−N

FA(t+ tj − s, kh)

}
f(s)ds

∥∥∥∥∥ ≤
≤ c
α
exp

(
−
√
πdα

2
(N + 1)

)∫ tj

0

‖Aαf(s)‖ds,

(3.40)
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де FA(t, ξ) це операторна функцiя визначена в п. 3.1.2. Враховуючи нерiвнiсть

(1.42) при m = 0, для похибки r2,N матимемо

‖r2,N(t)‖ =

∥∥∥∥∥ h

2πi

N∑
k=−N

e−z(kh)tz′(kh)B(z(kh)) ×

×
[
(z(kh)I − A)−1 − 1

z(kh)
I

]
Rk,j

∥∥∥∥ ≤
≤h(1 +M)QK

2π

N∑
k=−N

|e−z(kh)tz′(kh)|
|z(kh)|1+α

‖AαRk,j‖,

(3.41)

де

Rk,j = fk,j − fk,j,N .

Застосування оцiнки (3.34) приводить нас до нерiвностi

‖AαFk(tj, ξ)‖ ≤ 2tje
−2|ξ|‖Aαf(

tj
2

(1 + tanh ξ))‖. (3.42)

Лема 3.1 та припущення ‖Aαf(w)‖ ≤ cαe
−δα|Re w| ∀w ∈ Σf гарантує, що

Aαf(w) ∈ H1(Dd1
), а AαFk(tj, w) ∈ H1(Dd1

).

За таких умов ми можемо використати технiку оцiнювання подiбну до тiєї,

що в доведенi Теореми 3.2.1, с.144 з роботи [11]. В нашому випадку замiсть f

зi згаданої теореми маємо Aαf(w), тому

‖AαRk,j‖ = ‖Aα(fk,j − fk,j,N)‖ =

=

∥∥∥∥∥
∫ ∞
−∞

AαFk(tj, ξ)dξ − h
∞∑

k=−∞

AαFk(tj, kh)

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥h
∑
|k|>N

AαFk(tj, kh)

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤ e−πd1/h

2 sinh (πd1/h)
‖Fk(tj, w)‖H1(Dd1

) + h
∑
|k|>N

2tje
−2|kh|‖Aαf(

tj
2

(1 + tanh kh))‖ ≤

≤ ce−2πd1/h‖Aαf(tj, w)‖H1(Dd1
) + h

∑
|k|>N

2tje
−2|kh|cαexp

{
−δα

tj
2

(1 + tanh kh)

}
,

тобто, пiдсумовуючи

‖AαRk,j‖ ≤ ce−c1
√
N , (3.43)
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де додатнi сталi cα, δα, c, c1 не залежать вiд t, N, k. Тодi (3.41) перетворюється

до вигляду

‖r2,N(t)‖ =
h

2πi

N∑
k=−N

e−z(kh)tz′(kh)B(z(kh))×

×
[
(z(kh)I − A)−1 − 1

z(kh)
I

]
Rk,j ≤

≤ce−c1
√
NSN(t),

(3.44)

причому SN(t) =
∑N

k=−N h
|e−z(kh)tz′(kh)|
|z(kh)|1+α . Далi використаємо оцiнку (4.8) з [78],

та той факт, що

|z(kh)| =
√
a2
I cosh2 (kh) + b2

I sinh2 (kh)

≥ aI cosh (kh) ≥ aIe
|kh|/2,

(3.45)

тодi SN(t) може бути оцiнена, як

|SN(t)| ≤ c√
N

N∑
k=−N

e−α|k/
√
N | ≤

≤c
∫ √N
−
√
N

e−αtdt ≤ c/α ∀ t ∈ [0,∞).

(3.46)

Враховуючи (3.43) та (3.46) (3.44) отримуємо

‖r2,N(t)‖ ≤ ce−c1
√
N . (3.47)

Наступна теорема є наслiдком (3.38), (3.40) та (3.47).

Теорема 3.3 Нехай виконуються умови Теореми 3.2 тодi наближення

(3.37) збiгається i має мiсце наступна оцiнка похибки

‖EN(t)‖ = ‖u2,ih,j(t)− u2,j,N(t)‖ ≤ ce−c1
√
N , (3.48)

(рiвномiрно по t ≥ 0) за умови, що h = 1/
√
N . Додатнi сталi c, c1 зале-

жать вiд α, ϕ, ρ i не залежать вiд N , t.
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Тепер ми можемо застосувати наближення (3.26) для кожного доданку з

(3.24) i в результатi отримаємо:

u2,ih(t) =
n∑
i=1

αi

∫ ti

0

B−1e−A(t+ti−τ)f(τ)dτ ≈
n∑
j=1

u2,j,N(t) = u2,N(t). (3.49)

Теорема 3.3 гарантує, що похибка в цьому випадку задовольняє оцiнку:

‖u2,ih(t)− u2,N(t)‖ ≤
m∑
j=1

ce−c1
√
N ≤ c2e

−c1
√
N . (3.50)

Тому, застосування наближення (3.19) разом з (3.26) та (3.49) забезпе-

чують експоненцiально збiжний метод наближення розв’язку неоднорiдної

нелокальної задачi Кошi (3.10).

Таким чином, об’єднуючи методи для однорiдної та неоднорiдної задач, в

результатi ми отримали експоненцiально збiжний чисельний метод наближе-

ння розв’язку нелокальної задачi Кошi (3.1).

3.1.4 Чисельнi приклади та застосування.

Приклад 3.1 Розглянемо однорiдну нелокальну задачу (3.9) з операторним

коефiцiєнтом A визначеним, як

Au = −u′′(x) ∀u ∈ D(A),

D(A) = {u(x) ∈ H2(0, 1) : u(0) = u(1) = 0}.
(3.51)

Нелокальну умову задамо у формi:

u(x, 0) + 0.5u(x, 0.2) + 0.3u(x, 0.4) = (1 + 0.5e−π
20.2 + 0.3e−π

20.4) sin(πx),

тут u0 = (1 + 0.5e−π
20.2 + 0.3e−π

20.4) sin(πx) ∈ D(A). Тодi точний розв’язок

однорiдної задачi має вигляд u(x, t) = e−π
2t sin(πx). Прямою пiдстановкою

нескладно показати, що за такого означення оператору A, дiя резольвенти

на u0 може бути обчислена явно

(zI − A)−1u0 =

(
z +

d2

dx2

)−1

sin(πx) =
sin(πx)

z − π2
.
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Проведено обчислення середовищi Maple. Крок квадратурної формули ви-

бирався використовуючи формулу h = N−1/2. Похибка наближення в точцi

x = 0.5, при t = 0.3 наведена в Таблицi 3.1. З цiєї таблицi видно, що похибка

спадає експоненцiально, як i передбачалось теоретичним аналiзом.

Таблиця 3.1: Похибка наближення розв’язку однорiдної нелокальної задачi

Кошi (3.9) в точцi x = 0.5, при t = 0.3.

N εN

4 .29857983847712589e-1

8 .41823888073604986e-2

16 .11258594468208641e-2

32 .10042178166563831e-3

64 .28007158539828452e-5

128 .2098826601399176e-7

256 .1858929920173152e-10

512 .856837124351510e-15

Вiдповiдно до теореми 3.1 похибка має швидкiсть збiжностi εN =

O
(

e−c
√
N
)
. Стала c з цього виразу може бути оцiнена використовуючи

наступне апостерiорне спiввiдношення:

c = ln

(
εN
ε2N

)
(
√

2− 1)−1N−1/2 = ln (µN) (
√

2− 1)−1N−1/2. (3.52)

Чисельнi результати застосування цього спiввiдношення для апостерi-

орної оцiнки c приведенi в Таблицi 3.2, з якої видно, що для випадку таким

чином визначеної нелокальної задачi матимемо c ≈ 1.5 коли N →∞.

В наступному прикладi ми знову розглядатимемо однорiдну нелокальну зада-

чу, але вже у бiльш близькому до застосувань випадку, коли дiя резольвенти
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Таблиця 3.2: Апостерiорна оцiнка константи c з (3.21) використовуючи фор-

мулу (3.52)

N c

4 2.372652515388745588587496

8 1.120148732795449515627946

16 1.458741976765153165445005

32 1.527648924601130131250452

64 1.476794596387591759032900

128 1.499935011373075736075927

256 1.506597339081609844717370

оператора A на елемент u0 не може бути обчислена явно. В такому випад-

ку похибка обчислення кожної резольвенти буде вносити додатковий вклад

в результуючу похибку. Вплив похибок такого роду на квадратурнi формули

типу (3.19), (3.37) був проаналiзований в [3]. Для узгодження похибок ре-

зольвент з результуючою похибкою методу потрiбно в процесi наближеного

обчислення резольвент вимагати точностi, що в 2N бiльше нiж теоретично

передбачена точнiсть квадратурної формули.

Приклад 3.2 Розглянемо однорiдну нелокальну задачу Кошi (3.10) в якiй

оператор A визначений аналогiчно до (3.51), а нелокальна умова має вигляд:

u(x, 0) + u(x, 0.5) = x ln(x),

де u0 = x ln(x) ∈ Aα, α < 1/2. В такому випадку дiя резольвенти на u0

може бути обчислена з використанням функцiї Грiна

(zI − A)−1u0 =

(
z +

d2

dx2

)−1

x ln(x) =

∫ 1

0

G(x, s)s ln(s)ds,
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G(x, s) = − 1√
z sin(

√
z)

sin(x
√
z) sin((1− s)

√
z) x ≤ s,

sin(s
√
z) sin((1− x)

√
z) x ≥ s

.

Визначений iнтеграл, в цьому зображеннi потрiбно обчислювати з викори-

станням експоненцiально збiжної квадратурної формули (наприклад Sinc–

квадратурної формули [11]).

Результати розрахункiв для значень x = 0.5, t = 0.3 приведенi в Таблицi

3.3.

Таблиця 3.3: Значення розв’язку u(x, t), для задачi з Прикладу 3.2, при x =

0.5, t = 0.3.

N u(x, t)

4 -.241535790017043e-1

8 -.228401191029108e-1

16 -.194273285627507e-1

32 -.192905848633180e-1

64 -.192911920318628e-1

128 -.192907849909929e-1

256 -.192907820740651e-1

Легко бачити, як кiлькiсть цифр пiсля коми, що стабiлiзувалися зро-

стає вiдповiдно до результатiв передбачених Теоремою 3.1.

Приклад 3.3 Розглянемо неоднорiдну нелокальну задачу Кошi (3.10) з опе-

ратором A визначеним в (3.51), та нелокальною умовою

u(x, 0) + 0.5u(x, 0.2) = (1 + 0.5e0.2) sin(πx),

В якостi правої частини f(t, x) в рiвняннi (3.10) виберемо

f(x, t) = (1 + π2)et sin(πx).
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В такому випадку точним розв’язком нелокальної задачi буде функцiя

u(x, t) = et sin(πx). Для чисельного наближення розв’язку нами було роз-

роблено програмну реалiзацiю алгоритму, що базується на зображеннях

(3.19), (3.26), (3.49). Результати розрахункiв проведених в середовищi

Maple для x = 0.5, t = 0.3 приведенi в Таблицi 3.4. Як видно з цiєї та-

блицi обчислена похибка наближеного розв’язку, спадає вiдповiдно до тео-

ретичних результатiв наведених в Теоремах 3.2, 3.3.

N εN

4 .202211483120243

8 .726677678737409e-1

16 .138993889900620e-1

32 .143037059411419e-2

64 .554542099757830e-4

128 .532640823981411e-6

256 .730569324317506e-9

512 .648376079810788e-13

Таблиця 3.4: Похибка наближеного розв’язку нелокальної задачi, розглянутої

в Прикладi 3.3, в точцi x = 0.5, при t = 0.3.

3.2 Дослiдження умов iснування розв’язку нелокальної

багатоточкової задачi для абстрактного диференцi-

ального рiвняння першого порядку

Як було показано в попередньому пiдроздiлi, iснування розв’язку нелокальної

багатоточкової задачi (3.1) залежить вiд iснування оператора B−1. В цьому

пiдроздiлi дослiдимо умови iснування цього оператора. Зображення за допо-
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могою iнтеграла Данфорда-Кошi для B−1 має вигляд

B−1(A)u = I +
1

2πi

∫
ΓA

1

1 +
∑n

k=1 αke
−tkz

R(z, A)udz, (3.53)

де ΓA– контур, що охоплює спектр оператора A. Оскiльки B−1(z) не має

iнших особливостей крiм нулiв знаменника, зображення (3.53) є коректним

тодi i тiльки тодi, коли всi нулi

B(z) = 1 +
n∑
k=1

αke
−tkz, z ∈ C+, (3.54)

належать областi C\Σ.

Теорема 3.4 Нехай A – сильно-позитивний оператор з спектральними па-

раметрами (ρ, ϕ), а функцiя f(t) ∈ L((0;T ), X). Тодi для iснування слабкого

розв’язку задачi (3.1) у формi (3.8) (або (3.2)) необхiдно i достатньо щоб

множина нулiв Ker(B(z)) ≡ {z : B(z) = 0, z ∈ C}, функцiї B(z) асоцiйова-

ної з нелокальною умовою (3.1), задовольняла

Ker(B(z)) ⊂ C\Σ (3.55)

Доведення

Необхiднiсть.

Спочатку розглянемо випадок однорiдної задачi f(t) ≡ 0. У такому

випадку класична задача Кошi, що вiдповiдає (3.1) є коректно поставленою

у сенсi [115, с. 29] i має єдиний розв’язок для будь-якого початкового

стану u0 ∈ D(A) [116, с. 621], за умови виконання припущень теореми

стосовно A. Будь–який розв’язок згаданої задачi Кошi, як вiдомо, може бути

представлений у виглядi

v(t) = e−Atv(0).

Нехай u(t) розв’язок вихiдної нелокальної задачi ∀t ≥ 0 u(t) ∈ D(A), розгля-

немо функцiю

w(t) = e−Atu(0).
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Функцiї w(t), u(t) задовольняють диференцiальне рiвняння з (3.1), а отже i

їх рiзниця p(t) = w(t)− u(t) має задовольняти це рiвняння. Рiзниця p(t) ≡ 0

оскiльки вона є розв’язком вiдповiдної класичної задачi Кошi з початковою

умовою p(0) = 0. Тому кожен розв’язок u(t) вихiдної нелокальної задачi (3.1)

може бути представлений у виглядi

u(t) = e−Atu(0).

У випадку неоднорiдної задачi f(t) 6= 0 для доведення справедливостi

зображення (3.2) слабкого розв’язку вiдповiдної класичної задачi Кошi до-

статньо iснування i неперервна диференцiйованiсть по t, s > 0 операторної

функцiї e−A(t−s) [115, c. 87]. Ця умова виконується для того класу операто-

рiв A, який взято до розгляду. Далi вiдштовхуючись вiд формули (3.2) для

розв’язку вiдповiдної класичної задачi та використовуючи мiркування ана-

логiчнi до мiркувань попереднього параграфу робимо висновок про те, що

формула (3.2) є зображенням слабкого розв’язку нелокальної задачi (3.1).

Спираючись на це зображення, вище нами було показано, як отримати

операторне рiвняння (3.5). Розв’язнiсть цього рiвняння вiдносноW еквiвален-

тна iснуванню обмеженої операторної функцiї B−1(A). Ця функцiя визначена

тiльки за умови виконання (3.55), що i треба було довести.

Достатнiсть.

Для доведення достатностi розглянемо функцiю u(t) з (3.8). Iнтеграли,

що входять у зображення (3.8) збiгаються для будь якого f ∈ X, оскiльки

e−A(t−s) – диференцiйовна, i тому u(t) iснує за умови коректної визначеностi

B−1(A). Використовуючи зображення (3.53) та припущення теореми про

властивостi оператора A та (3.55) легко показати, що операторна функцiя

B−1(A)x, визначена за допомогою (3.53), iснує i є обмеженою ∀x ∈ X.

Щоб переконатись, що u(t) визначена таким способом дiйсно є слабким

розв’язком нелокальної задачi (3.1) достатньо пiдставити вираз для u(t) в

iнтегральне рiвняння (3.2) та перевiрити виконання нелокальної умови. �
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Отже, теорема 3.4 встановлює зв’язок мiж питанням про iснування

розв’язку нелокальної задачi (3.1) та дослiдженням розташування нулiв B(z)

з (3.54) по вiдношенню до спектра оператора A.

Приклад 3.4 Як приклад застосування теореми 3.4 розглянемо задачу

u′t + Au = f(t), t ∈ [0, T ]

u(0) + α1u(t1) = u0, 0 < t1 ≤ T.

(3.56)

Для такого випадку нелокальної умови функцiя B(z) має вигляд

B(z) = 1 + α1e
−zt1,

а множина її нулiв

Ker(B(z)) =− 1

t1
ln(− 1

α1
) =

=− 1

t1

[
ln

∣∣∣∣ 1

α1

∣∣∣∣+ iArg
(
− 1

α1

)
+ 2iπm

]
,

(3.57)

де m ∈ Z, а Arg (·) означає головне значення аргументу. Для оператора

з спектральними параметрами (ρ, ϕ)

z = x+ iy ∈ C\Σ⇔ |y| > (x− ρ) tanϕ

З попередньої нерiвностi видно, що як тiльки головне значення логарифму

задовольняє нерiвнiсть (3.57) то це справедливо i для всiєї множини зна-

чень логарифму, тому не втрачаючи загальностi можна покласти m = 0

в (3.57).

Таким чином умова (3.55) для такої задачi (3.56) еквiвалентна нерiвно-

стi ∣∣∣∣Arg(− 1

α1

)∣∣∣∣ > (ln |α1| − t1ρ) tanϕ. (3.58)

Ця умова враховує обидва спектральнi параметри оператора A. Випадок

2-точкової нелокальної умови дає можливiсть графiчно порiвняти умови
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(3.7) та (3.58) для задачi (3.56) (див. Рис. 3.1 ). Так, зокрема, видно, що для

оператора з спектральними параметрами (1, π/4) (ρ = 1, ϕ = π/4) мно-

жина допустимих значень α1 отриманих з (3.58) (внутрiшнiсть областi

заповненої X кольором) ширша нiж та що отримана за допомогою (3.7)

( X колiр). Крiм того множина допустимих α1 розширюється з змен-

шенням спектрального кута ϕ (областi заповненої X кольором вiдповiдає

ϕ = π/6) i у граничному випадку ϕ = 0 (A — самоспряжений оператор)

являє собою C\(−∞;−1).

Рис. 3.1: Схематичне зображення областей значень параметра α1 з нелокаль-

нiй умовi задачi (3.56) ρ = 1 при яких розв’язок iснує: X – використовуючи

оцiнку (3.7) (ϕ = π/4), X – використовуючи оцiнку (3.58) (ϕ = π/4), X –

використовуючи оцiнку (3.58) (ϕ = π/6)

У випадку коли кiлькiсть точок в нелокальнiй умовi бiльше нiж двi, скла-

днiсть дослiдження умов збiльшується. Продемонструємо це на наступному

прикладi.

Приклад 3.5 Нехай задана нелокальна задача

u′t + Au = f(t), t ∈ [0, T ]

u(0) + α1u(t1) + α2u(t2) = u0, 0 < t1 < t2 ≤ T.

(3.59)

У цьому випадку нелокальної умови функцiя B(z) має вигляд

B(z) = 1 + α1e
−zt1 + α2e

−zt2,
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звiдси очевидно, що навiть для випадку двох точок з довiльними α1, α2 i

t1, t2 явне знаходження коренiв B(z) отримати неможливо.

Незважаючи на це, для будь якого наперед заданого набору α1, α2, t1, t2

коренi B(z) можна обчислити наближено за допомогою вiдомих пiдходiв

[117] (метод Ньютона та його модифiкацiї, градiєнтний метод, чисельнi

методи на основi принципу аргументу та квадратурних формул, та iн.)

або використовуючи готовi програмнi реалiзацiї цих пiдходiв в наявних ма-

тематичних пакетах (Octave, Maxima, Matlab, Maple та iн.).

Виберемо значення

α1 = −0.13, α2 = 3, t1 = 1/2, t2 = 1, (3.60)

отримаємо

B(z) = 1− 0.13e−
z
2 + 3e−z.

Якщо припустити, що оператор A має спектральнi параметри (0, ϕ) то

ознака (3.7) не дозволяє отримати iнформацiю з приводу розв’язностi

(3.59) (0.13 + 3 > 1). З iншого боку застосувавши пакет Maple (функцiю

Analytic яка є реалiзацiю методу Ньютона) знаходимо множину коренiв

B(z) :

Ker(B(z)) = −2.09255541146 + 4πi,

тут всi наведенi цифри є значущими. З цього, теореми (3.4) та того,

що спектр A розмiщений в правiй пiвплощинi слiдує що задача (3.59) має

розв’язок для оператора з будь-яким спектральним кутом ϕ.

Слiд зауважити, що з розташуванням нулiв (3.54) тiсно пов’язана обчи-

слювальна стiйкiсть алгоритмiв для наближення B−1 (A). Мається на увазi

той факт що вiдомi чисельнi методи (див. наприклад [66, 86]), якi викори-

стовують зображення (3.53) та квадратурнi формули, суттєво спираються

на властивiсть аналiтичностi цiєї функцiї в околi контуру iнтегрування ΓA.
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Тому iснування особливостей у безпосереднiй близькостi ΣA може значно по-

гiршити точнiсть чисельного методу а в деяких випадках стає, навiть, немо-

жливим застосування згаданих вище методiв наближення. Це пiдтверджує

важливiсть аналiзу розташування нулiв B(z). Методи, що дають можливiсть

провести такий аналiз розроблено в [118]

3.3 Модель переносу аерозольних забруднень в атмо-

сферi

Перенесення забруднювальних субстанцiй в атмосферi здiйснюється вiтро-

вими потоками повiтря з урахуванням їхнiх дрiбномасштабних флуктуацiй.

Усереднений потiк, як правило, має адвективну й конвективну складову, а

усередненi флуктуацiї їхнього руху можна iнтерпретувати як дифузiю на фо-

нi основного усередненого руху, пов’язаного з цим потоком.

∂ϕ

∂t
+ divuϕ+ σϕ =

∂

∂z
ν
∂ϕ

∂z
+ µ

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
ϕ+ f, (3.61)

де ϕ(x, y, z, t) – iнтенсивнiсть аерозольної субстанцiї (аерозолю), що мiгрує

разом з потоками повiтря в атмосферi, σ – коефiцiєнт розпаду, який характе-

ризує, скiльки аерозолю розпадається при взаємодiї зi складовими повiтря,

векторна функцiя u = (u, v, w) описує напрямок та швидкiсть частинок повi-

тря, де кожен з компонентiв u, v, w – це функцiя z, y, z, t, коефiцiєнти ν ≥ 0

та µ ≥ 0 вiдповiдно вертикальний та горизонтальний коефiцiєнти дифузiї.

Функцiя f — джерело аерозолю.

Задачу розглядатимемо в областi G цилiндричної форми з поверхнею S,

яка складається з бiчної поверхнi цилiндра Σ, його нижньої основи Σ0 (при

z = 0), та його верхньої основи ΣH (при z = H). Враховуючи форму областi

та фiзичнi характеристики процесу рiвняння (3.61) доповнимо наступними
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крайовими умовами:

ϕ = 0 на Σ,

∂ϕ

∂z
= αϕ на Σ0,

∂ϕ

∂z
= 0 на ΣH ,

(3.62)

α – деяка функцiя, що характеризує взаємодiю аерозолю з земною поверхнею.

В якостi початкової умови вiзьмемо ϕ = ϕ0, це означає наявнiсть в початко-

вий момент часу деякої концентрацiї дослiджуваного аерозолю, просторова

iнтенсивнiсть якого описується функцiєю ϕ0.

Припустимо, що потрiбно розмiстити нове промислове пiдприємство по-

близу населених пунктiв, зон вiдпочинку й iнших екологiчно значимих зон з

такою умовою, щоб сумарне рiчне їхнє забруднення вiд шкiдливих промисло-

вих викидiв не перевищувало припустимих санiтарних норм i щоб загальне

екологiчне навантаження на весь регiон за рахунок його забруднення була

мiнiмальної або в межах глобальних санiтарних норм. Нехай промислове пiд-

приємство викидає в атмосферу в одиницю часу на висотi z = h шкiдли-

вий аерозоль з iнтенсивнiстю Q, що потiм переноситься повiтряними масами

й дифундує пiд впливом дрiбномасштабної турбулентностi. Припустимо, що

джерело аерозолю розташовується в околi точки r0 = (x0, y0, h). Тодi воно

може бути описане функцiєю

f(r) = Qδ(r − r0), (3.63)

а рiвняння (3.61) перетвориться до вигляду

∂ϕ

∂t
+ divuϕ+ σϕ =

∂

∂z
ν
∂ϕ

∂z
+ µ

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
ϕ+Qδ(r − r0). (3.64)

За крайовi умови використаємо (3.62). Оскiльки розглядувана тут модель роз-

повсюдження промислових викидiв передбачає, що джерело викидiв володiє

незалежною вiд часу iнтенсивнiстю та зафiксоване просторово природнiм є

припущення про те, що розв’язок (3.64) має буде стiйким по часу, а його
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усереднення за деякий перiод часу T повинно бути еквiвалентно стацiонар-

ному розподiлу [119]. Такi еволюцiйнi властивостi розв’язку забезпечуються

наступною перiодичною по часу умовою

ϕ(0) = ϕ(T ) (3.65)

3.3.1 Абстрактна постановка задачi та iснування розв’язку

Розглянемо задачу для диференцiального рiвняння першого порядку зi ста-

лим необмеженим операторним коефiцiєнтом в банаховому просторi X, що

узагальнює модель поширення забруднень описану вище:

u′t + [A+ Ig(t)]u = f(t), t ∈ [0, T ],

u(0) = u(T ),
(3.66)

де g(t), f(t)– заданi векторно-значнi функцiї зi значеннями в банаховому про-

сторi X, причому Ag(t) = g(t)A, u0 ∈ X– задано. Оператор A з областю

визначення D(A) в X є щiльно визначеним сильно позитивним (секторiаль-

ним) (див. пiдрозд. 1.10). У нашому випадку оператор A задається наступним

чином:

Aψ = divuψ + σψ −
[
∂

∂z
ν
∂ψ

∂z
+ µ

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)]
ψ, (3.67)

з областю визначення

D(A) =
{
ψ
∣∣ψ ∈ W 1

2 (G) ∩ C1(G)
}
,

Функцiя f(t), яка задає iнтенсивнiсть та розмiщення джерела забруднення в

рiвняннi (3.64) вiд часу (змiнна t) не залежить

f(t) = Qδ(r − r0).

Як зазначалось ранiше, за теоремою Хiлле-Йосiда-Фiлiпса [13], сильно по-

зитивний оператор A є генератором однопараметричної напiвгрупи i розв’я-

зок задачi (3.66) можна зобразити у виглядi

u(t) = e−At−
∫ t

0
g(s)dsu(0) +

∫ t

0

e−A(t−τ)−
∫ t
τ
g(s)dsf(τ)dτ. (3.68)
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Задача (3.66) є багатоточковою задачею виду (3.1), а саме при n = 1,

tn = T , αn = −1, u0 = 0). Подiбно до випадку в пiдроздiлi 3.1 (див. також

[37,111]) iснування розв’язку залежатиме вiд розв’язностi рiвняння

u(0)− u(T ) = 0 (3.69)

Поклавши

B−1(A) ≡
(
I − e−AT−

∫ T
0
g(s)ds

)−1

,

розв’язок (3.66) має зображення

u(t) =e−At−
∫ t

0
g(s)dsB−1

∫ T

0

e−(A(T−τ)+
∫ T
τ
g(s)ds)f(τ)dτ

+

∫ t

0

e−A(t−τ)−
∫ t
τ
g(s)dsf(τ)dτ,

(3.70)

Яке буде справедливе при виконаннi умови∥∥∥I − e−AT−
∫ T

0
g(s)ds

∥∥∥ ≥ ∣∣∣1− ∥∥∥e−AT e−
∫ T

0
g(s)ds

∥∥∥∣∣∣ ≥
≥
∣∣∣1− e−ρ0T e−‖

∫ T
0
g(s)ds‖

∣∣∣ > 0,

Для того щоб перейти безпосередньо до наближення розв’язку нам потрi-

бно пiдiбрати контур що охоплює спектр оператора A. Гiперболу, що охоплює

спектр A та описується рiвнянням (2.27) будемо називати спектральною гi-

перболою. Вона має вершину в (ρ, 0) i асимптоти, що паралельнi до променiв

спектрального кута Σ з розхилом який дорiвнює ϕ.

Для зображення операторних функцiй використовуємо iнтеграл

Данфорда-Кошi з пiдроздiлу 1.4 (див. також [14, 75]). За контур iнте-

грування виберемо (2.28) з параметрами (3.17).

3.3.2 Чисельнi методи наближення розв’язкiв Для побудови на-

ближеного розв’язку задачi (3.66) використаємо метод з пiдроздiлу 3.1. За-

пишемо її розв’язок у виглядi

u(t) = u1(t) + u2(t), (3.71)
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де

u1(t) =e−At−
∫ t

0
g(s)dsB−1

∫ T

0

e−(A(T−τ)+
∫ T
τ
g(s)ds)f(τ)dτ

u2(t) =

∫ t

0

e−A(t−τ)−
∫ t
τ
g(s)dsf(τ)dτ.

(3.72)

u2(t) збiгається з неоднорiдною частиною розв’язку u1,ih з (3.24) i тому для

нього можна використати наближення (3.26). Похибку цього наближення, а

також необхiднi умови на початковi данi задачi наведенi в Теоремi 3.2. Для

u1(t) побудуємо наступне наближення:

u1(t) ≈ u1,N(t) =
h

2πi

N∑
k=−N

e−z(kh)t z
′(kh)

1− eν0

×
[
(z(kh)I − A)−1 − 1

z(kh)
I

]
h

N∑
p=−N

µk,p(T )f(ωp(T )),

(3.73)

де µk,p(T ), ν0, ωp(T ), z(kh), z′(kh) визначенi в (3.26). Для похибки справедли-

ва Теорема 3.3.

3.3.3 Обчислення розподiлу забруднюючого аерозолю в атмо-

сферi В цьому пiдроздiлi наведемо декiлька обчислювальних експеримен-

тiв, в яких знаходиться розподiл забруднюючих аерозолiв в атмосферi. Вiд-

мiтимо, що метод, наведений в попередньому пiдроздiлi дозволяє проводити

обчислення паралельно на двох рiвнях. Перше – це обчислення розподiлу в рi-

знi моменти часу, а друге – обчислення резольвент оператора в точках z(kh).

Для наближеного обчислення резольвенти (що є крайовою задачею для елi-

птичного рiвняння) ми будемо застосовувати пакет програм deal.II призна-

чений для розв’язування диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних за

допомогою МСЕ [120]. Цей пакет забезпечує необхiдну iнфраструктуру для

використання методу скiнченних елементiв використовуючи в своїй реалiзацiї

сучаснi технiки об’єктно орiєнтованого програмування та iнкапсуляцiї даних,
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що дозволяє легко пристосовувати його для конкретних потреб не вникаючи

при цьому в деталi реалiзацiї МСЕ. Iнтсрументарiї пакету deal.II дозволяє

автоматизувати бiльшiсть етапiв чисельного розв’язування заданого дифе-

ренцiального рiвняння за допомогою МСЕ, зокрема: триангуляцiя геометрiї

та генерацiя сiток з використанням рiзних видiв скiнченних елементiв; не-

обхiднi базовi манiпуляцiї з простором шаблонних функцiй для вибраного

набору скiнченних елементiв а також адресацiя утвореної множини степенiв

свободи; асемблювання дискретного лiнiйного або лiнеаризованого аналогу

вихiдної системи з використанням однiєї з багатьох, вбудованих в бiблiотеку

deal.II, квадратурних формул; розв’язування, отриманої пiсля асемблювання

розрiдженої системи та подальша обробка знайденого розв’язку. Крiм цього

пакет deal.II пiдтримує iнтеграцiю з багатьма вiдомими чисельними пакетами

програм розширюючи таким чином область свого застосування та збiльшу-

ючи гнучкiсть в реалiзацiї кiнцевої програми.

Щоб зберегти всi обчислювальнi переваги наближення розв’язку задач

(3.66) розроблена нами програма використовує доступну в deal.II можливiсть

розпаралелювання методами стандарту MPI бiльшостi етапiв застосування

МСЕ, а також наявну в цьому пакетi пiдтримку розв’язування розрiджених

лiнiйних систем за допомогою бiблiотеки PETSc. Це дозволяє досягти дворiв-

невого паралелiзму обчислень, описаного вище, i практично зняти будь–якi

обмеження, щодо масштабування розробленої програми на доступнi в обчи-

слювальнiй системi процесори.

Приклад 3.6 Пiдберемо u0 таким чином щоб точне значення резольвенти

мало вигляд

v = sin (π x1) sin (π x2) (a sin (1/2π x3) + c) .

Таке значення v при пiдстановцi в крайовi умови (3.62) приводить до того,

що параметр α з цих крайових умов матиме вигляд α = πa
2c . Пiдставимо

значення v в рiвняння для визначення резольвенти, де A визначено форму-
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лою (3.67), матимемо

−(Av − zv) = −
({

u∇+ σ −
[
∂

∂x3
ν
∂

∂x3
+ µ

(
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

)]}
v − zv

)

=− 2µ sin (π x1) π
2 sin (π x2) (a sin (1/2 π x3) + c)−

− 1/4 ν sin (π x1) sin (π x2) a sin (1/2 π x3)π
2−

− σ sin (π x1) sin (π x2) (a sin (1/2 π x3) + c)−

− (u) cos (π x1) π sin (π x2) (a sin (1/2π x3) + c)−

− v sin (π x1) cos (π x2) π (a sin (1/2 π x3) + c)−

− 1/2w sin (π x1) sin (π x2) a cos (1/2π x3) π+

+ z sin (π x1) sin (π x2) (a sin (1/2π x3) + c) ≡ u0.

(3.74)

Щоб порiвнювати точний розв’язок u0 з наближеним розв’язком uappr,

введемо в розгляд величину err(r) = uappr(r) − u0(r), r ∈ [0, 1]3 яку назива-

тимемо похибкою наближення.

На Рис. 3.2 зображено тривимiрний розподiл похибки err(r) наближе-

ння дiї резольвенти на u0 з (3.74) для якого використовувались наступнi

значення параметрiв:
u = 4, v = −1, w = 0,

ν = 1, µ = 1, σ = 2,

a = 1, c = 1.

Наближений розв’язок має вигляд наведений на Рис. 3.3.
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Рис. 3.2: Тривимiрний розподiл похибки err(r) наближення дiї резольвенти

на u0 визначеного у прикладi 3.6 (фрагмент поверхонь рiвня функцiї err(r),

що зображений на рисунку утворений перетином рiвнiв err(r) з множиною

x ≥ 0.5)

Рис. 3.3: Тривимiрний вигляд uappr(r) — наближення дiї резольвенти на u0

визначеного у прикладi 3.6 (фрагмент поверхонь рiвня функцiї uappr(r), що

зображений на рисунку утворений перетином рiвнiв uappr(r) з множиною x ≥

0.5)
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3.4 Експоненцiально збiжний метод для задачi з обме-

женим оператором в нелокальнiй умовi

В цьому пiдроздiлi розглянуто наступну задачу для диференцiального рiв-

няння першого порядку зi сталим операторним коефiцiєнтом в банаховому

просторi та двоточковою нелокальною умовою:

u′t + Au = f(t), t ∈ (0, T ]

u(0) +Bu(T ) = u0, 0 < T,
(3.75)

де B : X → X – обмежений оператор, f(t) – задана векторно-значна функцiя

зi значеннями в банаховому просторi X, u0 ∈ X. Оператор A з областю

визначення D(A) в банаховому просторi X є секторiальним див. пiдрозд.

1.10. Тобто, його спектр розташовано в секторi (1.28), а для резольвенти на

межi цього сектора та зовнi виконується оцiнка (1.29).

3.4.1 Iснування та зображення розв’язку Припустимо, що опера-

тор B є обмеженим в банаховому просторi X, тобто ‖B‖ ≤ c <∞.

Задачу (3.75) можна привести до однорiдної наступним чином. Нехай u =

v + w, де v – розв’язок задачi

v′t + Au = f(t), t ∈ (0, T ]

u(0) = 0.

Тодi для w(t) ми отримаємо задачу

w′t + Aw = 0, t ∈ (0, T ]

w(0) +Bw(T ) = u0 −B
∫ T

0

e−A(T−τ)f(τ)dτ = ũ0, 0 < T.

Вiдмiтимо, що експоненцiально збiжний метод для наближення v(t) роз-

роблено в пiдроздiлi 2.4 (див. також [3, 78]). Отже далi будемо розглядати

однорiдну задачу (3.75) (f(t) ≡ 0).
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За теоремою Хiле-Йосiди-Фiлiпса [13] сильно позитивний оператор A є

генератором однопараметричної напiвгрупи T (t) = e−tA i розв’язок задачi

(3.75) можна записати у виглядi (див. (1.32)):

u(t) = e−Atu(0). (3.76)

Поєднуючи нелокальнi умови з (3.75) та (3.76), отримаємо

u(0) +Be−ATu(0) = u0,

звiдки маємо

u(0) =
[
I +Be−AT

]−1
u0,

коли
[
I +Be−AT

]−1 iснує. Тут I– одиничний оператор. Отже, з (3.76) маємо

u(t) = e−At
[
I +Be−AT

]−1
u0.

Дослiдимо умови iснування
[
I + e−ATB

]−1
. Маємо∥∥∥[I + e−ATB

]−1
∥∥∥ ≤ (1− ∥∥e−ATB

∥∥)−1 ≤ (1− ‖B‖)−1 ≤ c <∞,

у випадку

‖B‖ < 1. (3.77)

Зауваження 3.1 У випадку коли оператор A є додатно визначеним та са-

моспряженим A = A∗ ≥ λ0I, λ0 > 0 достатня умова iснування оберненого

оператора може бути послаблена по вiдношенню до (3.77). Наприклад, якщо

B = A тодi, використовуючи спектральне iнтегральне зображення мати-

мемо ∥∥Be−AT
∥∥ =

∥∥∥∥∫ ∞
λ0

e−λTλdEλ

∥∥∥∥ ≤ e−1

T

∫ ∞
λ0

‖dEλ‖ =
e−1

T
.

Тому, для T > e−1 отримаємо∥∥∥[I + e−ATB
]−1
∥∥∥ ≤ [1− ∥∥e−ATA

∥∥]−1
<

[
1− e−1

T

]−1

=
T

T − e−1
<∞.
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3.4.2 Наближення В цьому пiдроздiлi побудуємо експоненцiально

збiжне наближення розв’язку однорiдної задачi (3.75) з припущеннями (3.77).

Додатково будемо вважати, що оператори A та B комутують: AB = BA.

Використовуючи зображення Данфорда-Кошi для u(t) (див. пiдрозд. 1.4)

аналогiчно до попереднiх пiдроздiлiв отримаємо

u(t) =
1

2πi

∫
ΓI

e−zt
[
I + e−zTB

]−1
(zI − A)−1u0dz.

Це зображення має мiсце тiльки коли функцiя e−zt
[
I + e−zTB

]−1 є аналi-

тичною в областi, обмеженiй ΓI . Покажемо, що умова (3.77) гарантує таку

аналiтичнiсть.

Фактично, аналiтичнiсть e−zt
[
I + e−zTB

]−1 порушується коли e−zTB =

−I, в цьому випадку функцiя стає необмеженою. Для довiльного z маємо∥∥I +Be−zT
∥∥ ≥ |1− ‖B‖| > 0,

це означає, що (3.77) вiрна.

Як i в попереднiх роздiлах будемо використовувати модифiковану резоль-

венту, тому для u(t) маємо

u(t) =
1

2πi

∫
ΓI

e−zt
[
I + e−zTB

]−1
[
(zI − A)−1 − 1

z
I

]
u0dz. (3.78)

Пiсля параметризацiї iнтегралу (3.78) за допомогою (2.28) отримаємо

u(t) =
1

2πi

∫ ∞
−∞
F(t, ξ)dξ, (3.79)

де

F(t, ξ) = FA(t, ξ)u0,

FA(t, ξ) = e−z(ξ)tz′(ξ)[I +Be−z(ξ)T ]−1

[
(z(ξ)I − A)−1 − 1

z(ξ)
I

]
,

z′(ξ) = aI sinh ξ − ibI cosh ξ.

Припускаючи u0 ∈ D(Aα), 0 < α < 1 використаємо оцiнку (3.14). Частина,

що вiдповiдає за нелокальну умову в (3.79), оцiнюється як∥∥∥∥(I +Be−z(ξ)T
)−1
∥∥∥∥ ≤ (1− ‖B‖)−1 = Q.
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Отже, для F(t, ξ), з врахуванням комутативностi A та B маємо:

‖F(t, ξ)‖ ≤ Q(1 +M)K
bI
aI

(
2

aI

)α
e−aIt cosh ξ−α|ξ|‖Aαu0‖, ξ ∈ R, t ≥ 0.

Виберемо параметри гiперболи iнтегрування у виглядi (3.16), (3.17). Для

таких aI та bI векторно-значна функцiя F(t, w) є аналiтичною в смузi Dd1

вiдносно w = ξ+ iν для довiльного t ≥ 0 аналогiчно пiдроздiлу 3.1. Так само

як i в пунктi 3.1.2 для w ∈ Dd1
маємо оцiнку

‖F(t, w)‖ ≤ e−a(ν)t cosh ξ
(1 +M)QK

√
a2(ν) sinh2 ξ + b2(ν) cosh2 ξ

(a2(ν) cosh2 ξ + b2(ν) sinh2 ξ)(1+α)/2
‖Aαu0‖

≤ (1 +M)QK
b(ν)

a(ν)

e−a(ν)t cosh ξ

(a2(ν) cosh2 ξ + b2(ν) sinh2 ξ)(α/2)
‖Aαu0‖

≤ (1 +M)QK
b(ν)

a(ν)

(
2

a(ν)

)α
e−a(ν)t cosh ξ−α|ξ|‖Aαu0‖

≤ (1 +M)QK tan

(
d1

2
+ ϕ− ν

)(
2 cosϕ

ρ0 cos
(
d1

2 + ϕ− ν
))α

e−α|ξ|‖Aαu0‖,

∀w ∈ Dd.

Аналогiчно до попереднiх пiдроздiлiв оцiнка для ‖F(t, w)‖ має вигляд

‖F(t, ·)‖H1(Dd1
) ≤ C(ϕ, α)‖Aαu0‖,

де

C(ϕ, α) =
2

α
[C+(ϕ, α) + C−(ϕ, α)],

C±(ϕ, α) = (1 +M)QK tan

(
d1

2
+ ϕ± d1

2

)(
2 cosϕ

ρ0 cos
(
d1

2 + ϕ± d1

2

))α

.

Як i ранiше на C(ϕ, α) впливає як гладкiсть u0, що визначається α так i

спектральнi характеристики оператора A, заданi ϕ та ρ0.

Наблизимо iнтеграл (3.79) Sinc-квадратурою з пiдр. 1.3 (а також [3,78]):

uN(t) =
h

2πi

N∑
k=−N

F(t, z(kh)), (3.80)
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яка має похибку наближення

‖ηN(F , h)‖ = ‖u(t)− uh,N(t)‖ ≤

≤ ‖u(t)− h

2πi

∞∑
k=−∞

F(t, z(kh))‖+ ‖ h
2πi

∑
|k|>N

F(t, z(kh))‖ ≤

≤ c‖Aαu0‖
α

{
e−πd1/h

sinh (πd1/h)
+ exp[−aIt cosh ((N + 1)h)− α(N + 1)h]

}
,

де стала c > 0 не залежить вiд h,N, t. Урiвнюючи двi експоненти для t = 0

як в (2.33), отримаємо оцiнку похибки

‖ηN(F , h)‖ ≤ c

α
exp

(
−
√
πd1α

2
(N + 1)

)
‖Aαu0‖, (3.81)

зi сталою c > 0 не залежною вiд t, N . У випадку t > 0 покладемо h =

c1 lnN/N з деякою невiд’ємною сталою c1, тодi похибка матиме вигляд

‖ηN(F , h)‖ ≤ c
[
e−πd1N/(c1 lnN) + e−c1aItN/2−c1α lnN

]
‖Aαu0‖. (3.82)

Таким чином, ми довели наступну теорему.

Теорема 3.5 Нехай A – щiльно визначений сильно позитивний оператор,

u0 ∈ D(Aα), α ∈ (0, 1). Тодi (3.80) є наближенням розв’язку однорiдної не-

локальної задачi (3.75) i має експоненцiальну швидкiсть збiжностi, яка є

рiвномiрною по t ≥ 0 порядку O(e−c
√
N) при h = (1/

√
N) (оцiнка (3.81)).

Для h = lnN/N i кожного фiксованого t > 0 наближення має поря-

док O
(
max

{
e−πdN/(c1 lnN), e−c1aItN/2−c1α lnN

})
(оцiнка (3.82)). Додатнi сталi

c, c1 не залежать вiд t, N .

3.4.3 Чисельний приклад Розглянемо задачу

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
,

u(0, t) = u(1, t) = 0,

u(x, 0) +Bu(x, 1) = u0,
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де

u(x, t) =

 u1(x, t)

u2(x, t)

 , B =

 0.2 0.1

0.1 0.4


u0(x, t) =

 (1 + 0.2e−π
2

) sin(πx) + 0.1e−4π2

sin(2πx)

0.1e−π
2

sin(πx) + (1 + 0.4e−4π2

) sin(2πx)

 ,

В цьому випадку точний розв’язок має вигляд

u(x, t) =

 sin(πx)

sin(2πx)

 ,

В таблицi 3.5 наведено похибку обчислення розв’язку за допомогою побудо-

ваного в цьому пiдроздiлi методу

N ε1,N ε2,N

8 0.4686576088595737062e-1 0.1900886270925846e-2

16 0.934021577137014178e-2 0.852946984325721275711e-4

32 0.1546349721567053042e-3 0.810358320985172283872e-5

64 0.0159641801061596051e-3 0.01035505780238307696e-5

128 0.735484912605954949e-5 0.91841759148488051333e-6

256 0.146908016254907436e-7 0.24806555113840622551e-7

512 0.8577765610e-8 0.1165963141e-8

1024 0.7339799837e-11 0.1591565422e-11

Таблиця 3.5: Похибка для x = 0.5, t = 0.5.

Згiдно теореми 3.5 похибка є εN = O
(

e−c
√
N
)
. Стала c в експонентi може

бути оцiнена, використовуючи апостерiорну оцiнку:

c = ln

(
εN
ε2N

)
(
√

2− 1)−1N−1/2 = ln (µN) (
√

2− 1)−1N−1/2.

Чисельнi результати для оцiнки сталої c наведенi в таблицi 3.6. Вiдмiтимо,

що c ≈ 1.5
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N c

4 2.372652515388745588587496

8 1.120148732795449515627946

16 1.458741976765153165445005

32 1.527648924601130131250452

64 1.476794596387591759032900

128 1.499935011373075736075927

256 1.506597339081609844717370

Таблиця 3.6: Оцiнка сталої c

3.5 Метод без насичення точностi для нелокальної дво-

точкової задачi для еволюцiйного рiвняння першого

порядку

В цьому пiдроздiлi розглянемо двоточкову нелокальну задачу для еволюцiй-

ного рiвняння першого порядку

du(t)

dt
+ A1(t)u(t) = f1(t),

u(0) + αu(1) = ϕ,

(3.83)

де A1(t)– секторiальний оператор з областю визначення D(A1), що не за-

лежить вiд t в банаховому просторi X, ϕ– заданий вектор, а f1(t)– задана

векторно-значна функцiя, α ∈ R. Для A1(t) iснує невiд’ємна стала MR неза-

лежна вiд t така, що на границi сектора Σϕ = {z ∈ C : 0 ≤ arg(z) ≤ ϕ, ϕ ∈

(0, π/2)} та за його межами виконується оцiнка:

‖(zI − A1(t))
−1‖ ≤ MR

1 + |z|
. (3.84)
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З цього припущення випливає, що iснує невiд’ємна стала cκ така, що (див. [90],

p.103)

‖Aκ
1(t)e−sA1(t)‖ ≤ cκs

−κ, s > 0, κ ≥ 0. (3.85)

Припустимо також, що ∃ ω > 0:

‖e−sA1(t)‖ ≤ e−ωs ∀s, t ∈ [0, 1] (3.86)

(див. [15], Corollary 3.8, p.12). Нехай

‖[A1(t)− A1(s)]A
−γ
1 (t)‖ ≤ L1,γ|t− s| ∀t, s, 0 ≤ γ < 1, (3.87)

‖Aγ
1(t)A−γ1 (s)− I‖ ≤ Lγ|t− s| ∀t, s ∈ [0, 1]. (3.88)

Векторно-значна функцiя f1(t) є нерозривною:

f1(t) ∈ C(0, 1;X). (3.89)

Метою даного пiдроздiлу є побудова наближення без насичення точностi

розв’язку задачi (3.83).

3.5.1 Iснування та єдинiсть розв’язку Вiдомо, що для α = 0 за-

дача (3.83) має єдиний розв’язок при виконаннi умов (3.84)-(3.89) (див. напр.

[14,15]). Цей розв’язок може бути записаний у виглядi:

u(t) = U(t, 0)u(0) +

∫ t

0

U(t, s)f1(s)ds = U(t, 0)ϕ+

∫ t

0

U(t, s)f1(s)ds, (3.90)

де U(t, s)– еволюцiйний оператор, що вiдповiдає (3.83) при α = 0.

Вивчимо умови, при яких iснує єдиний розв’язок задачi (3.83). З (3.90)

маємо

u(1) = U(1, 0)u(0) +

∫ 1

0

U(1, s)f1(s)ds.

Пiдставляючи це в нелокальну умову, отримаємо

u(0) = [I + αU(1, 0)]−1

[
ϕ− α

∫ 1

0

U(1, s)f1(s)ds

]
,
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i для u(t) маємо

u(t) = U(t, 0) [I + αU(1, 0)]−1

[
ϕ− α

∫ 1

0

U(1, s)f1(s)ds

]
+

∫ t

0

U(t, s)f1(s)ds.

Необхiдно встановити умови на α для iснування u(t). Фактично, нам по-

трiбно дослiдити iснування [I + αU(1, 0)]−1 . Отож, використовуючи оцiнку

для U(t, s) (див. [15, 121]), отримаємо∥∥∥[I + αU(1, 0)]−1
∥∥∥ ≤ [1− |α| ‖U(1, 0)‖]−1 ≤ [1− |α|M ]−1 ≤ C,

для достатньо малого α (α < M−1).

3.5.2 Чисельний метод Для побудови чисельного наближення для

(3.83) використаємо технiку, побудовану в [3] i [122] (див. також попереднiй

роздiл). Спочатку замiнимо змiнну в (3.83) за допомогою t→ 1+t
2 i для v(t) =

u
(

1+t
2

)
маємо

dv(t)

dt
+ A(t)v(t) = f(t),

v(−1) + αv(1) = ϕ,

(3.91)

де A(t) = 1
2A1

(
1+t

2

)
, f(t) = 1

2f1

(
1+t

2

)
.

Виберемо сiтку ωn = {tk, k = 0, ..., n} з n+1 точки на [−1, 1] що є вузлами

Чебишева-Гауса-Лобато tk = cos
(
n−k
n π
)
i покладемо τk = tk − tk−1. Нехай

A(t) =Ak = A(tk), t ∈ (tk−1, tk], k = 1, n,

A0 = A(−1).

Перепишемо задачу (3.91) в еквiвалентному виглядi

dv

dt
+ A(t)v = [A(t)− A(t)]v(t) + f(t), t ∈ (−1, 1)

v(−1) = ϕ− αv(1).

(3.92)

Вiдмiтимо, що зараз всi оператори злiва в цих рiвняннях є сталими на

кожному пiдiнтервалi i кусково сталими на [−1, 1].
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На кожному пiдiнтервалi ми можемо записати еквiвалентне до (3.92) iн-

тегральне рiвняння

v(t) =e−Ak(t−tk−1)v(tk−1) +

∫ t

tk−1

e−Ak(t−s) [Ak − A(t)] v(s)ds+

+

∫ t

tk−1

e−Ak(t−s)f(s)ds, t ∈ [tk−1, tk], k = 2, n,

(3.93)

v(t) = e−A1(t+1) [ϕ− αv(1)] +

∫ t

−1

e−A1(t−s) [A1 − A(t)] v(s)ds+

+

∫ t

−1

e−A1(t−s)f(s)ds, t ∈ [−1, t1].

Нехай

Pn(t; v) = Pnv =
n∑
j=0

v(tj)Lj,n(t),

є iнтерполяцiйним полiномом для v(t) на сiтцi ωn, x = (x0, ..., xn), xi ∈ X для

заданого вектора

Pn(t; y) = Pnx =
n∑
j=0

xjLj,n(t)

є iнтерполяцiйним полiномом, де

Lj,n(s) =
T ′n(s)(1− s2)

d
ds [(1− s2)T ′n(s)]s=sj(s− sj)

, j = 0, ..., n

є фундаментальними полiномами Лагранжа. Пiдставляючи Pn(s;x) замiсть

v(s), xk замiсть v(tk) i далi покладаючи t = tk в (3.93), ми отримаємо наступну

систему лiнiйних рiвнянь вiдносно невiдомих xk :

x0 + αxn = ϕ,

xk = e−Akτkxk−1 +
n∑
j=0

αkjxj + φk, k = 1, n,
(3.94)

що подає наш алгоритм. Тут ми використали позначення

αkj =

∫ tk

tk−1

e−Ak(tk−s)[Ak − A(s)]Lj,n(s)ds,

φk =

∫ tk

tk−1

e−Ak(tk−s)f(s)ds, k = 1, n, j = 0, n,



171

i припускаємо, що ми маємо метод для обчислення цих коефiцiєнтiв.

Для похибки z = (z1, ..., zn), де zk = v(tk)− xk маємо спiввiдношення

z0 + αzn = 0,

zk = e−Akτkzk−1 +
n∑
j=0

αkjzj + ψk, k = 1, n,
(3.95)

де

ψk =

∫ tk

tk−1

e−Ak(tk−s)[Ak − A(s)][v(s)− Pn(s; v)]ds, k = 1, n,

Для запису (3.94) в блочно-матричному виглядi, введемо матрицю

S =



I 0 0 · · · 0 ασ0

−σ1 I 0 · · · 0 0

0 −σ2 I · · · 0 0

· · · · · · · ·

0 0 0 · · · −σn I


, (3.96)

де σ0 = Aγ
0A
−γ
n , σk = e−AkτkAγ

kA
−γ
k−1, k = 1, n, матрицю B = {α̃k,j}nk,j=0 з

α̃k,j = Aγ
kαk,jA

−γ
j , k = 1, n, j = 0, n, i α̃0,j = 0, j = 0, n, вектори

x̃ =



Aγ
0x0

Aγ
1x1

·

·

Aγ
nxn


, φ =



Aγ
0ϕ

Aγ
1φ1

·

·

Aγ
nφn


, z̃ =



Aγ
0z0

Aγ
1z1

·

·

Aγ
nzn


, ψ =



0

Aγ
1ψ1

·

·

Aγ
nψn


. (3.97)

Легко перевiрити, що для оберненої матрицi виконується

S−1 = δ (R1 −R2) ,

де

δ = (I + ασ0σ1 . . . σn)
−1 ,
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R1 =



I 0 · · · 0 0

σ1 I · · · 0 0

σ2σ1 σ2 · · · 0 0

· · · · · · ·

σn · · ·σ1 σn · · ·σ2 · · · σn I


,

R2 = αs0



0 σn . . . σ2 σn . . . σ3 · · · σn I

0 0 σ1σn . . . σ3 · · · σ1σn σ1

· · · · · · · ·

0 0 0 · · · 0 σn−1 . . . σ1

0 0 0 · · · 0 0


.

Зауваження 3.2 Використовуючи результати [3] можна побудувати па-

ралельний метод наближення з експоненцiальною швидкiстю збiжностi

для експонент в S−1 i, як наслiдок, паралельний метод для матрицi S−1.

Помножимо рiвняння в (3.94) i рiвняння в (3.95) на Aγ
k, k = 0, n отримаємо

Aγ
0x0 + αAγ

0xn = Aγ
0ϕ,

Aγ
kxk = e−AkτkAγ

kxk−1 +
n∑
j=0

α̃kjA
γ
jxj + Aγ

kφk, k = 1, n,
(3.98)

Aγ
0z0 + αAγ

0zn = 0,

Aγ
kzk = e−AkτkAγ

kzk−1 +
n∑
j=0

α̃kjA
γ
j zj + Aγ

kψk, k = 1, n,
(3.99)

Далi системи (3.98), (3.99) можуть бути записанi в матричному виглядi ви-

користовуючи позначення (3.96), (3.97) як

Sx̃ = Bx̃+ φ,

Sz̃ = Bz̃ + ψ.
(3.100)
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Далi, для вектора v = (v1, v2, ..., vn)
T i блочно-операотрної матрицi A =

{aij}ni,j=1 введемо норму

|‖v‖| ≡ |‖v‖|1 = max
1≤k≤n

‖vk‖,

та породжену матричну норму

|‖A‖| ≡ |‖A‖|1 = max
1≤i≤n

n∑
j=1

‖ai,j‖.

Згiдно (3.88) маємо |‖Aγ
kA
−γ
k−1‖| = |‖Aγ

kA
−γ
k−1 − I + I|‖ ≤ 1 + Lγτk, ‖σ0‖ =

‖Aγ
0A
−γ
n ‖ ≤ 1 + LγT. В нашому випадку T = 2. Таким чином, отримаємо

‖σk‖ = ‖e−AkτkAγ
kA
−γ
k−1‖ ≤ e−ωτk‖Aγ

kA
−γ
k−1‖ ≤ e−ωτk (1 + Lγτk) ,

‖δ‖ = ‖ (I + ασ0σ1 . . . σn)
−1 ‖ ≤ (1− |α| ‖σ0‖ ‖σ1‖ ‖σ2‖ . . . ‖σn‖)−1 ≤

≤
(
1− |α| (1 + 2Lγ) e−ωτ1 (1 + Lγτ1) e−ωτ2 (1 + Lγτ2) . . . e

−ωτn (1 + Lγτn)
)−1

≤
(

1− |α| (1 + 2Lγ) e−2ω

(
1 +

2Lγ
n

)n)−1

≤

≤
(
1− |α| (1 + 2Lγ) e−2ωe2Lγ

)−1 ≤ c,

для α достатньо малих.

Для оцiнки норми матрицi S нам потрiбно оцiнити норми матриць R1,

R2. В [3] було показано, що для матрицi R1 виконується оцiнка |‖R1‖| ≤ cn.

Оцiнимо норму матрицi R2.

|‖R2‖| ≤ (1 + 2c)
(
1 + e−ωτ(1 + cτ) + · · ·+ [e−ωτ(1 + cτ)]n−1

)
≤

≤ (1 + 2c)

(
1 + (1 + cτ) + · · ·+ (1 + cτ)n−1 ≤ (1 + cτ)n − 1

cτ

)
≤

≤ (1 + 2c)
e2c

cτ
≤ cn.

Використовуючи цi оцiнки ми отримаємо

|‖S−1‖| ≤ cn. (3.101)
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Для матрицi B в [3] отримано оцiнку:

|‖B‖| ≤ cnγ−2 ln(n). (3.102)

Отже, справедлива наступна лема

Лема 3.2 Нехай виконуються умови (3.84)-(3.88). Тодi виконуються оцiн-

ки (3.101), (3.102).

Використовуючи (3.100), маємо

x̃ =
[
E − S−1B

]−1
S−1φ,

z̃ =
[
E − S−1B

]−1
S−1ψ,

(3.103)

де E є дiагональною матрицею з одиничними операторами I на дiагоналi. З

леми 3.2 маємо

|‖S−1B‖| ≤ cnγ−1 ln(n)→ 0, n→∞. (3.104)

Це означає, що для достатньо великого n iснує матриця
[
E − S−1B

]−1 i∣∣∣∥∥∥[E − S−1B
]−1
∥∥∥∣∣∣ ≤ c.

З (3.103), використовуючи лему 3.2 отримаємо наступну оцiнку:

|‖x̃‖| ≤ cn|‖φ‖|,

|‖z̃‖| ≤ cn|‖ψ‖|.
(3.105)

Нехай Πn– множина полiномiв вiд t степеня не бiльше n. Тодi згiдно [92,

106,107] справедлива нерiвнiсть Лебега для векторно-значної функцiї

‖u(t)− Pn(t;u)‖C[−1,1] ≡ max
t∈[−1,1]

‖u(t)− Pn(t;u)‖ ≤ (1 + Λn)En(u),

з похибкою найкращого наближення u полiномами степеня не бiльше n:

En(u) = inf
p∈Πn

max
t∈[−1,1]

‖u(t)− p(t)‖.

Отже, справедлива теорема
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Теорема 3.6 Нехай виконуються припущення леми 3.2 з γ < 1, тодi iснує

додатна стала c така, що

1. Для n достатньо великого

|‖z̃‖| ≤ cnγ−1 · lnn · En(A
γ
0v),

де v– розв’язок (3.91);

2. Перше рiвняння в (3.100) можна записати у виглядi

x̃ = S−1Bx̃+ S−1φ,

яку можна розв’язувати методом послiдовних наближень

x̃(k+1) = S−1Bx̃(k) + S−1φ, k = 0, 1, ...; x̃(0) − довiльне,

з швидкiстю збiжностi геометричної прогресiї зi знаменником q ≤

cnγ−1 ln(n) < 1 для достатньо великого n.

Доведення. Для z̃ ми маємо другу оцiнку в (3.105). Норма першого додан-

ка в правiй частинi цiєї нерiвностi можна оцiнити наступним чином:

|‖ψ‖| = max
1≤k≤n

∥∥∥∥∫ tk

tk−1

{
Aγ
ke
−Ak(tk−s)[Ak − A(s)]A−γk (Aγ

kA
−γ
0 )(Aγ

0v(s)−

−Pn(s;Aγ
0v))} ds‖

≤ c max
1≤k≤n

∫ tk

tk−1

|tk − s|−γ|tk − s| ‖Aγ
0v(s)− Pn(s;Aγ

0v)‖ds

≤ cτ 2−γ
max ‖A

γ
0u(s)− Pn(·;Aγ

0v)‖C[−1,1] ≤ cτ 2−γ
max(1 + Λn)En(A

γ
0v).

Отже, маємо

|‖ψ‖| ≤ cnγ−2 · lnn · En(A
γ
0u), (3.106)

Тепер перше твердження теореми випливає з (3.105), (3.106). Друге твер-

дження слiдує з (3.100) i (3.104). �
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3.5.3 Приклади Розглянемо наступну задачу

∂u(x, t)

∂t
− ∂2u(x, t)

∂x2
+ q(x, t)u(x, t) = f(x, t),

u(0, t) = u(1, t) = 0,

u(x,−1) + αu(x, 1) = ϕ(x),

(3.107)

де f(x, t) = e−π
2(1+t) sin(πx)(1 + t), α = 0.5, ϕ(x) =

(
1 + 0.5e−2π2

)
sin(πx),

q(x, t) = 1 + t. Тодi, розв’язок цiєї задачi є u(x, t) = e−π
2(1+t) sin(πx).

(3.107) можна переписати у виглядi (3.91), де оператор A(t) визначено як

D(A(t)) = D(A) = {v ∈ H2(0, 1) : v(0) = 0, v(1) = 0},

A(t)v = −∂
2v

∂x2
+ (1 + t)v.

(3.108)

Коефiцiєнти системи (3.98) обчислювались, використовуючи розвинення в

ряд Фур’є. Результати обчислень наведенi в таблицях 3.7–3.11 пiдтверджу-

ють апрiорнi оцiнки.

Point t ε

-1 0.00005276

-0.70710678 0.00097645

0 0.00063440

0.70710678 0.00029592

1 0.00010552

Таблиця 3.7: Похибка обчислень для n = 4, x = 0.5
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Point t ε

-1 8.12568908Ee-7

-0.86602540 0.00010146

-0.5 0.00030932

0 0.00022136

0.5 0.00013419

0.86602540 0.00007182

1 0.00000162

Таблиця 3.8: Похибка обчислень для n = 6, x = 0.5

Point t ε

-1 0.00000117

-0.92387953 0.00000613

-0.70710678 0.00004544

-0.38268343 0.00005753

0 0.00004745

0.38268343 0.00003362

0.70710678 0.00002096

0.92387953 0.00000846

1 0.00000235

Таблиця 3.9: Похибка обчислень для n = 8, x = 0.5
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Point t ε

-1 0.49451310e-8

-0.96592582 0.14687232e-7

-0.86602540 0.23393074e-6

-0.70710678 0.54494052e-6

-0.5 0.76722515e-6

-0.25881904 0.82803283e-6

0 0.76362937e-6

0.25881904 0.63174173e-6

0.5 0.47173110e-6

0.70710678 0.30381367e-6

0.86602540 0.14341583e-6

0.96592582 0.21271757e-7

1 0.98902621e-8

Таблиця 3.10: Похибка обчислень для n = 12, x = 0.5
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Point t ε

-1 0.20628738e-11

-0.98078528 0.28602854e-10

-0.92387953 0.48425552e-9

-0.83146961 0.14258845e-8

-0.70710678 0.25968220e-8

-0.55557023 0.36339719e-8

-0.38268343 0.42916820e-8

-0.19509032 0.44975339e-8

0 0.43045006e-8

0.19509032 0.38169887e-8

0.38268343 0.31414290e-8

0.55557023 0.23686579e-8

0.70710678 0.15787207e-8

0.83146961 0.85640040e-9

0.92387953 0.30309439e-9

0.98078528 0.16809109e-10

1 0.41257476e-11

Таблиця 3.11: Похибка обчислень для n = 16, X = 0.5
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3.6 Експоненцiально збiжний метод для диференцiаль-

ного рiвняння першого порядку з необмеженим опе-

ратором в нелокальнiй умовi

3.6.1 Постановка задачi В цьому роздiлi ми розглянемо нелокальну

задачу подiбну до роздiлу 3.4 з двоточковою операторною умовою:
du

dt
+ Au = 0, t ∈ (0, T )

u(0) + αAβu(T ) = u0,

(3.109)

де α– задана стала, u0 ∈ X. Оператор A з областю визначення D(A) в бана-

ховому просторi X є щiльно визначеним сильно позитивним (секторiальним),

тобто його спектр Σ(A) розмiщений в секторi Σ в правiй пiвплощинi з верши-

ною в початку координат (1.28). Резольвента оператора A спадає обернено

пропорцiйно до |z| на нескiнченностi, тобто виконується оцiнка (1.29) за ме-

жами сектора та на його границi ΓΣ,M > 0 – стала. Числа a0, ϕ – спектральнi

характеристики A.

Зауважимо, що загальна нелокальна задача з неоднорiдним рiвнянням,

що вiдповiдає (3.109), може бути зведена до двох бiльш простих задач, одна

з яких є класичною задачею Кошi, для неоднорiдного рiвняння з однорi-

дною початковою умовою, а друга є двоточковою (нелокальна) задачею для

однорiдного рiвняння, як це робилося в пiдроздiлi 3.4. А саме, покладаємо

v(t) = v1(t) + v2(t), де

v1(t) =

t∫
0

e−A(t−s)f(s)ds

є розв’язком класичної задачi Кошi
dv1

dt
+ Av1 = f(t), t ∈ (0, T ]

v1(0) = 0,

а v2(t) є розв’язком задачi вигляду (3.109) з модифiкованою правою частиною

двоточкової умови
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dv2

dt
+ Av2 = 0, t ∈ (0, T ),

v2(0) + αAβv2(T ) = u0 − αAβv1(T ).

Вiдмiтимо, що експоненцiально збiжна апроксимацiя для v1(t) була роз-

роблена в пiдроздiлi 2.4 (див. також [3], [78]). Отже, можна використати цю

апроксимацiю щоб знайти v1(T ) i сконцентрувати свою увагу на задачi для

v2(t).

3.6.2 Iснування та зображення розв’язку Розв’язок (3.109) може

бути зображений формально наступним чином [14,15] (див. (1.32)):

u(t) = e−Atu(0).

Тодi з двоточкової умови маємо

u0 = u(0) + αAβu(T ) = u(0) + αAβe−ATu(0).

Позначимо B(A) =
(
I + αAβe−AT

)
. Таким чином, у випадку коли B(A)−1

iснує (достатнi умови для iснування цього оператора дослiдимо нижче), ми

отримаємо

u(0) = B(A)−1u0.

Отже,

u(t) = e−AtB(A)−1u0. (3.110)

Як i вище, називатимемо криву Γ0 (2.27) спектральною гiперболою силь-

но позитивного оператора A. Вона має вершину в (a0, 0) i асимптоти, що

паралельнi до променiв спектрального кута Σ.

Для зображення операторних функцiй тут також будемо використовувати

iнтеграл Данфорда-Кошi (див. роздiл 1.3, а також [14, 75]). Отже, вибравши

деяку гiперболу ΓI (її параметри визначимо нижче), що охоплює спектральну
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гiперболу Γ0 i використавши iнтеграл Данфорда-Кошi для (3.110), розв’язок

задачi (3.109) може бути поданий у виглядi:

u(t) =
1

2πi

∫
ΓI

e−zt
[
1 + αzβe−zT

]−1
RA(z)u0dz = (3.111)

=
1

2πi

∫
ΓI

F (z, t)RA(z)u0dz,

якщо F (z, t) є аналiтичною функцiєю всерединi гiперболи ΓI , яка охоплює

Γ0.Щоб отримати рiвномiрно збiжний та чисельно стiйкий алгоритм, будемо

використовувати модифiковану резольвенту R1
A(z). Таким чином, отримаємо

наступне зображення для розв’язку задачi (3.109):

u(t) =
1

2πi

∫
ΓI

F (z, t)R1
A(z)u0dz. (3.112)

Ми виберемо гiперболу ΓI визначену в (2.28) за контур iнтегрування, що

охоплює Σ, а отже i спектр оператора A. Значення параметрiв aI , bI визна-

чимо з умови можливостi побудови аналiтичного продовження пiдiнтеграль-

ної функцiї. Використовуючи цю гiперболу, отримаємо з (3.112) зображення

розв’язку у виглядi iнтеграла

u(t) =
1

2πi

∫ ∞
−∞

F (z(ζ), t)R1
A(ζ)z′(ζ)u0dζ =

∫ ∞
−∞
F(t, ζ)dζ, (3.113)

де

z′(ζ) = aI sinh ζ − ibI cosh ζ.

Наступний крок для побудови чисельного методу є наближення (3.113)

за допомогою ефективної квадратурної формули. Для цього нам необхiдно

оцiнити ширину смуги навколо дiйсної вiсi де пiдiнтегральний вираз в (3.113)

має аналiтичне продовження (по вiдношенню до ζ). Якщо вибрати параметри

aI , bI як i в (2.29), то резольвента оператора A є аналiтичною в смузi Dd1
по

вiдношенню до w = ζ + iν для будь-якого t ≥ 0.

Далi визначимо умови при яких iснує оператор B(z)−1, що вiдповiдає не-

локальнiй умовi з (3.110). Щоб це виконувалось, треба, щоб B(z) 6= 0 на
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гiперболi ΓI та в областi, яку вона охоплює.

∣∣1 + αzβe−zT
∣∣ ≥ 1−

∣∣αzβe−zT
∣∣ .

Розглянемо другий доданок з права

∣∣αzβe−zT
∣∣ = |α|

(
a2
I cosh2 s+ b2

I sinh2 s
)β

2

∣∣∣e−(aI cosh s+ibI sinh s)T
∣∣∣ =

= |α|aβI coshβ s

(
1 +

(
bI
aI

)2

tanh2 s

)β
2

e−TaI cosh s.

Дослiдимо функцiю f(x) = xβe−Tx. Оскiльки

f ′(x) = βxβ−1e−Tx − Txβe−Tx,

то

max
x

f(x) = M1 =

(
β

T

)β
e−β.

Таким чином, ми маємо

∣∣1 + αzβe−zT
∣∣−1 ≤ 1

1− C1
= C <∞,

у випадку, коли

C1 = |α|

(
1 +

(
bI
aI

)2
)β/2

M1 =
M1|α|

cosβ
(
π
4 + ϕ

2

) < 1. (3.114)

Єдинiсть розв’язку показується елементарно. Отже, ми можемо пiдсуму-

вати все в наступнiй лемi.

Лема 3.3 Нехай A– щiльно визначений сильно позитивний оператор.

Якщо виконується умова (3.114), тодi iснує i єдиний розв’язок задачi

(3.109), який може бути зображений за допомогою (3.112).
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3.6.3 Чисельний метод Припускаючи u0 ∈ D(Aα), 0 < α < 1 для∥∥e−z(ζ)tz′(ζ)R1
A(ζ)u0

∥∥ виконується оцiнка (3.15). Частина, що вiдповiдає не-

локальнiй умовi в (3.113), при виконаннi (3.114) обмежена деякою сталою

C > 0. Таким чином, ми отримаємо наступну оцiнку для F(t, ζ):

‖F(t, ζ)‖ ≤ C(ϕ, α)e−aIt cosh ζ−α|ζ|‖Aαu0‖,

C(ϕ, α) =
(1 +M)KcbI

2πaI

(
2

aI

)α
, ζ ∈ R, t ≥ 0.

Наблизимо iнтеграл (3.113) за допомогою наступної Sinc-квадратурної

формули (див. пiдрозд. 1.3):

uN(t) = h
N∑

k=−N

F(t, z(kh)), (3.115)

яка має похибку

‖ηN(F , h)‖ = ‖u(t)− uN(t)‖ ≤

≤

∥∥∥∥∥u(t)− h
∞∑

k=−∞

F(t, z(kh))

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥h
∑
|k|>N

F(t, z(kh))

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤ 1

4π

e−πd/h

sinh (πd/h)
‖F‖H1(Dd)+

+C(ϕ, α)h‖Aαu0‖
∞∑

k=N+1

e−aIt cosh kh−αkh.

Тут H1(Dd)– простiр всiх векторно-значних функцiй F , що аналiтичнi в

смузi Dd ширини d навколо дiйсної вiсi з нормою (1.16).

Згiдно [3]

‖e−z(·)tz′(·)R1
A(·)u0‖H1(Dd) ≤ ‖A

αu0‖[C−(ϕ, α, δ)+

+C+(ϕ, α, δ)]

∫ ∞
−∞

e−α|ξ|dξ = C(ϕ, α, δ)‖Aαu0‖,

де

C(ϕ, α, δ) =
2

α
[C+(ϕ, α, δ) + C−(ϕ, α, δ)],
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C±(ϕ, α, δ) = (1 +M)K tan

(
π

4
+
ϕ

2
± d

2

)(
2 cosϕ

a0 cos
(
π
4 + ϕ

2 ±
d
2

))α

,

d = d1 − δ,

для довiльного малого додатного δ.

Очевидно, що у випадку виконання (3.114), частина, що вiдповiдає нело-

кальнiй умовi, обмежена в Dd. Це дає нам змогу отримати оцiнку

‖F(t, ζ)‖H1(Dd) ≤ C(ϕ, α, δ)‖Aαu0‖.

Таким чином, для ηN(Fn, h) ми маємо

‖ηN(F , h)‖ ≤ c‖Aαu0‖
α

{
e−πd/h

sinh (πd/h)
+ e−aIt cosh ((N+1)h)−α(N+1)h

}
, (3.116)

де додатна стала c не залежить вiд h, N , t.

Урiвноважимо доданки в фiгурних дужках, прирiвнявши обидвi експо-

ненти при t = 0. Отримаємо

h =

√
πd1

α(N + 1)
, (3.117)

це приводить до наступної оцiнки похибки:

‖ηN(F , h)‖ ≤ c

α
exp
(
−
√
πdα(N + 1)

)
‖Aαu0‖. (3.118)

У випадку t > 0, перший доданок в аргументi e−aIt cosh ((N+1)h)−α(N+1)h з (3.116)

бiльше впливає на похибку. Покладаючи для цього випадку h = c1 lnN/N

з деякою додатною сталою c1, що не залежить вiд N , ми отримаємо для

фiксованого t оцiнку

‖ηN(F , h)‖ ≤ c
[
e−πd1N/(c1 lnN) + e−c1taIN/2−c1α lnN

]
‖Aαu0‖. (3.119)

Таким чином, ми довели теорему.

Теорема 3.7 Нехай A – секторiальний оператор, u0 ∈ D(Aα), α ∈ (0, 1)

i виконується умова (3.114). Тодi Sinc-квадратура (3.115) апроксимує u(t)
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з експоненцiальною швидкiстю збiжностi (3.118), рiвномiрною по t ≥ 0

для кроку h, визначеного в (3.117). Апроксимацiя має швидкiсть збiжностi

(3.119) для випадку t > 0 та h = c1 lnN/N , де стала c1 > 0 не залежить

вiд N .

Зауваження 3.3 Крива iнтегрування ΓI– симетрична вiдносно дiйсної вi-

сi. Тому z(−kh) = z(kh) i z′(−kh) = −z′(kh), а тому, скориставшись цим,

наближення (3.115) можна переписати у виглядi

uN(t) =
h

2πi
F(t, z(0)) +Re

[
N∑
k=1

h
F(t, z(kh))

πi

]
,

що зменшує кiлькiсть обчислення резольвенти в два рази.

3.6.4 Чисельнi приклади

Приклад 3.7 Розглянемо задачу (3.109) з оператором A, визначеним в

(3.51) що генерує однорiдне параболiчне рiвняння з крайовими умовами

∂u(x, t)

∂t
− ∂2u(x, t)

∂x2
= 0,

u(0, t) = u(1, t) = 0.

Доповнимо цю задачу нелокальною двоточковою умовою з операторним ко-

ефiцiєнтом

u(0) + αAu(T ) = u0,

вибравши T = 1, t = 0.5, u0 =
(

1 + απ2e−π
2T
)

sin πx i рiзнi α. Тобто нело-

кальна умова має вигляд

u(x, 0)− α∂
2u(x, T )

∂x2
=
(

1 + απ2e−π
2T
)

sin πx.

Тодi точним розв’язком задачi (3.109) буде

u(x, t) = e−π
2t sin πx.
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Вiдмiтимо, що резольвента оператора A точно знаходиться для зада-

ного u0, оскiльки

RA(z) = (zI − A)−1 sin πx =
sin πx

z − π2
.

Похибки обчислень, проведених за побудованим в данiй роботi методом

наведенi в таблицi 3.1 для рiзної кiлькостi вузлiв квадратури та рiзних α.

Внизу таблицi наведено константу C1 з оцiнки (3.114), що дає достатню

умову iснування. З таблицi чiтко видно експоненцiальне спадання похибки

згiдно отриманої теоретичної оцiнки (3.118). Крiм того видно, що у ви-

падку α = 2.5 умова iснування (3.114) не виконується, але метод все одно

збiжний.

α

N 0.5 1 2.5

4 0.009032528105123 0.00876936583408 0.0000016190175

8 0.000131886146244 0.00010738852334 0.0000032146814

16 1.9377157841 ∗ 10−9 2.32962084985 ∗ 10−7 4.04351289813 ∗ 10−7

32 3.3472815373 ∗ 10−11 6.97097047732 ∗ 10−9 2.63736943383 ∗ 10−8

64 3.2609655442 ∗ 10−15 6.29897518175 ∗ 10−12 6.99863739713 ∗ 10−10

128 1.1927889094 ∗ 10−20 2.63986204256 ∗ 10−16 1.59128422303 ∗ 10−12

256 2.8041450469 ∗ 10−28 6.36503924814 ∗ 10−22 1.25305895408 ∗ 10−15

0.480 0.961 2.403

C1

Таблиця 3.12: Похибка для x = 0.5, t = 0.5, C1– константа з оцiнки (3.114)

Приклад 3.8 В цьому прикладi виберемо оператор A

D(A) = {v(x) ∈ H4(0, 1) : v(0) = v(1) = v′′(0) = v′′(1) = 0},

Av = v(4)(x) ∀v ∈ D(A),
(3.120)
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що генерує однорiдне рiвняння з крайовими умовами

∂u(x, t)

∂t
+
∂4u(x, t)

∂x4
= 0,

u(0, t) = u(1, t) = 0,

∂2u(0, t)

∂x2
=
∂2u(1, t)

∂x2
= 0.

Доповнимо цю задачу нелокальною двоточковою умовою з операторним ко-

ефiцiєнтом

u(0) + αA0.5u(T ) = u0,

вибравши T = 1, t = 0.5, u0 =
(

1 + απ2e−π
4T
)

sin πx i рiзнi α. Вiдмiтимо,

що оператор A0.5 збiгається з оператором A, що визначений в (3.51). Тобто

нелокальна умова має вигляд

u(x, 0)− α∂
2u(x, T )

∂x2
=
(

1 + απ2e−π
4T
)

sin πx.

Тодi точний розв’язок задачi (3.109) має вигляд як i в першому прикладi

u(x, t) = e−π
2t sin πx.

Вiдмiтимо, що резольвента оператора A, як i в першому прикладi, то-

чно знаходиться для заданого u0, оскiльки

RA(z) = (zI − A)−1 sin πx =
sin πx

z − π4
.

Похибки обчислень, проведених за побудованим в данiй роботi методом

наведенi в таблицi 3.3 для рiзної кiлькостi вузлiв квадратури та рiзних α.

З таблицi видно експоненцiальне спадання похибки згiдно отриманої тео-

ретичної оцiнки (3.118).

Приклад 3.9 В цьому прикладi розглянемо задачу як i в прикладi 3.7, але

виберемо u0 = 100(1−|2x− 1|). Вiдмiтимо, що узагальнена похiдна функцiї

u0(x) є розривною функцiєю i u0(x) ∈ W α
2 (0, 1), α < 3/2. Тому u0(x) ∈

D(Aλ), λ < 1.
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α

N 0.5 1.5 5.5

4 0.000449958087928 0.00045176702204 0.0001585263213

8 0.000043897688511 0.00004474116852 0.0000651574332

16 3.77379183602 ∗ 10−10 1.28384146028 ∗ 10−8 0.0000277701509

32 1.19224518645 ∗ 10−13 1.08363947339 ∗ 10−10 0.0000026896624

64 8.56211224005 ∗ 10−19 3.36734643776 ∗ 10−14 8.2665879010 ∗ 10−8

128 4.31781266238 ∗ 10−25 9.19111892628 ∗ 10−19 1.2652995792 ∗ 10−9

256 1.33156530800 ∗ 10−34 1.87159722873 ∗ 10−25 2.2495807772 ∗ 10−12

Таблиця 3.13: Похибка для x = 0.5, t = 0.5

Вiдмiтимо, що резольвенту оператора A, як i в попереднiх прикладах

можна визначити точно. Похибки обчислень, проведених за побудованим

в данiй роботi методом наведенi в таблицi 3.4 для рiзної кiлькостi вузлiв

квадратури та α = 0.5. В першому стовпчику наведено N– кiлькiсть ву-

злiв квадратурної формули (3.115), у другому стовпчику – значення u(x, t),

в третьому – рiзниця мiж u(x, t), обчисленого для заданого N i u(x, t), обчи-

сленого для N/2. З таблицi видно експоненцiальне спадання похибки згiдно

отриманої теоретичної оцiнки (3.118).
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N uN(x, t)
∣∣uN(x, t)− uN/2(x, t)

∣∣
4 0.9283657780470762774

8 0.4020280985038091628 0.52633767954

16 0.4121075902758613784 0.01007949177

32 0.4121042028080824055 0.00000338746

64 0.4121042012395290280 1.56855337755 ∗ 10−9

128 0.4121042012399241684 3.95140392208 ∗ 10−13

256 0.4121042012399241666 1.71920493615 ∗ 10−18

512 0.4121042012399241666 9.02730134040 ∗ 10−27

Таблиця 3.14: Похибка для x = 0.25, t = 0.5

3.7 Експоненцiально збiжний метод для диференцiаль-

ного рiвняння першого порядку в банаховому про-

сторi з iнтегральною нелокальною умовою

3.7.1 Вступ. В цьому пiдроздiлi розглянемо наступну нелокальну за-

дачу з iнтегральною умовою:

du

dt
+ Au = 0, t ∈ (0, T ]

u(0) +

∫ T

0

w(s)u(s)ds = u0,

(3.121)

де w(s) ≥ 0– задана функцiя, u0 ∈ X. Оператор A з областю визначен-

ня D(A) в банаховому просторi X є щiльно визначеним сильно позитивним

(секторiальним), тобто його спектр Σ(A) розташований в секторi в правiй

пiвплощинi з вершиною в початку координат (1.28). Резольвента оператора

A спадає обернено пропорцiйно до |z| на нескiнченностi i справедлива оцiнка

(1.29).

Неоднорiдна задача, що вiдповiдає (3.121) може бути зведена до однорi-
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дної задачi за допомогою замiни функцiї у наступний спосiб. Якщо ми маємо

dv

dt
+ Av = f(t), t ∈ (0, T ]

v(0) +

∫ T

0

w(s)v(s)ds = u0,

де f(t) – векторно-значна функцiя в банаховому просторi X, тодi, поклада-

ючи v(t) = u(t) + v1(t), з

v1(t) =

t∫
0

e−A(t−s)f(s)ds,

ми отримаємо наступну задачу для u(t)

du

dt
+ Au = 0, t ∈ (0, T ]

u(0) +

∫ T

0

w(s)u(s)ds = u0 −
T∫

0

w(s)v1(s)ds.

Вiдмiтимо, що експоненцiально збiжна апроксимацiя для v1(t) була розро-

блена в пiдроздiлi 2.4, а також в роботах [3,78]. Отже, можна використати цю

апроксимацiю щоб знайти v1(t) i потiм вiдповiдний iнтеграл, використовуючи

пiдходящу квадратурну формулу.

3.7.2 Iснування i зображення розв’язку. Розв’язок (3.121) може

бути зображений формально наступним чином (див. (1.32)):

u(t) = e−Atu(0). (3.122)

З iнтегральної умови в (3.121) i формули (3.122) ми отримаємо(
I +

∫ T

0

w(s)e−Asds

)
u(0) = u0,

Позначимо B(A) =
(
I +

∫ T
0 w(s)e−Asds

)
. Таким чином, у випадку коли

B(A)−1 iснує (достатнi умови для iснування цього оператора будуть виведенi

нижче) ми маємо

u(0) = B(A)−1u0.
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Отже,

u(t) = e−AtB(A)−1u0. (3.123)

Нехай крива Γ0, визначена в (2.27) є спектральною гiперболою. Вона має

вершину в (a0, 0) i асимптоти, що паралельнi до променiв спектрального кута

Σ. За криву iнтегрування виберемо ΓI , визначену в (2.28). Значення параме-

трiв aI , bI визначимо пiзнiше. Тодi, використовуючи зображення за допомо-

гою iнтегралу Данфорда-Кошi i (3.123), розв’язок задачi (3.121) може бути

записаний у виглядi

u(t) =
1

2πi

∫
ΓI

e−zt
[
1 +

∫ T

0

w(s)e−zsds

]−1

RA(z)u0dz = (3.124)

=
1

2πi

∫
ΓI

F (z, t)RA(z)u0dz,

якщо F (z, t) є аналiтичною функцiєю всерединi гiперболи ΓI яка охоплює Γ0.

Щоб отримати рiвномiрно збiжний та чисельно стiйкий алгоритм, ми, як i

в попереднiх пiдроздiлах модифiкуємо цей iнтеграл, замiнивши резольвенту

RA(z) на R1
A(z) [3, 78], що не змiнює значення iнтеграла коли u0 ∈ D(Aα),

α > 0.

R1
A(z) = (zI − A)−1 − I

z
.

Таким чином, можна отримати наступне зображення для розв’язку задачi

(3.121):

u(t) =
1

2πi

∫
ΓI

F (z, t)R1
A(z)u0dz. (3.125)

Пiсля параметризацiї контуру, ми отримаємо з (3.125)

u(t) =
1

2πi

∫ ∞
−∞

F (z(ζ), t)R1
A(ζ)z′(ζ)u0dζ =

∫ ∞
−∞
F(t, ζ)dζ, (3.126)

де

z′(ζ) = aI sinh ζ − ibI cosh ζ.

Наступний крок для побудови чисельного алгоритму є наближення (3.126)

за допомогою ефективної квадратурної формули. Для цього нам необхiдно
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оцiнити ширину смуги навколо дiйсної де пiдiнтегральний вираз в (3.126)

має аналiтичне продовження (по вiдношенню до ζ). Всi мiркування, наведенi

в пiдроздiлi 3.1.2 справедливi i для випадку iнтегральних нелокальних умов.

Це приводить нас до того, що параметри iнтегральної гiперболи визначаються

за формулами (3.16), (3.17).

Для aI та bI , визначених таким чином, резольвента оператора A є аналi-

тичною в смузi Dd1
по вiдношенню до w = ζ + iν для будь-якого t ≥ 0.

Далi визначимо умови для w(s), якi гарантують iснування оператора

B(z)−1, що вiдповiдає нелокальнiй умовi з (3.123). Щоб це виконувалось, тре-

ба, щоб B(z) 6= 0 в серединi гiперболи iнтегрування ΓI .∣∣∣∣1 +

∫ T

0

w(s)e−z(ζ)sds

∣∣∣∣ ≥ 1−
∣∣∣∣∫ T

0

w(s)e−z(ζ)sds

∣∣∣∣ ≥
≥ 1−

T‖w(s)‖C[0,T ]

TaI cosh(ζ)

(
1− e−TaI cosh(ζ)

)
≥ 1−

‖w(s)‖C[0,T ]

aI

(
1− e−TaI

)
,

оскiльки функцiя 1−e−x

x є монотонно спадною для x > 0. Таким чином, ми

маємо ∣∣∣∣1 +

∫ T

0

w(s)e−z(ζ)sds

∣∣∣∣−1

≤ 1

1− ‖w(s)‖C[0,T ]

aI
(1− e−TaI)

≤ C1,

у випадку, коли

‖w(s)‖C[0,T ] <
aI

1− e−TaI
. (3.127)

Єдинiсть розв’язку показується елементарно. Отже, ми можемо пiдсуму-

вати все в наступнiй лемi.

Лема 3.4 Нехай A– щiльно визначений сильно позитивний оператор (се-

кторiальний). Якщо виконується умова (3.127), тодi iснує i єдиний розв’я-

зок задачi (3.121), який може бути зображений за допомогою (3.125).

Бiльш грубою оцiнкою нiж (3.127) є

‖w(s)‖C[0,T ] <
1

T
, (3.128)
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що може бути легко отримана з оцiнки∣∣∣∣∫ T

0

w(s)e−z(ζ)sds

∣∣∣∣ ≤ ‖w(s)‖C[0,T ]T.

3.7.3 Чисельний алгоритм. Перш за все, ми наблизимо iнтеграл в

знаменнику з (3.124), використовуючи експоненцiально збiжну квадратур-

ну формулу. Для цього можна використовувати формули Гауса, Кленшоу-

Куртiса або Sinc-квадратуру для iнтеграла по обмеженому iнтервалу. Для

аналiтичних пiдiнтегральних функцiй цi квадратури забезпечують експонен-

цiальний порядок збiжностi. Квадратурна формула Гауса має швидкiсть збi-

жностi O(ρ−2n), а формула Кленшоу-Куртiса – O(ρ−n), де ρ – сума пiвосей

елiпса Бернштейна [10]. Sinc-квадратурна формула має швидкiсть збiжностi

O(e−
√
n) [11] i, на вiдмiну вiд вищезгаданих формул, може бути застосова-

на для iнтегралiв на необмежених iнтервалах. Її швидкiсть збiжностi може

бути або O(e−
√
n), або O(e−n/ lnn) в залежностi вiд областi аналiтичностi пiдiн-

тегральної функцiї. Зважаючи на вищесказане, ми будемо використовувати

квадратурну формулу Гауса для iнтеграла на обмеженому iнтервалi i Sinc-

квадратуру для iнтеграла на всiй вiсi.

I =

∫ T

0

w(s)e−z(ζ)sds ≈
n∑
j=0

T

2
ωjw(ξj)e

−z(ζ)ξj = In, (3.129)

ξj =
T

2
(θj + 1),

де {θj}– набiр з n + 1 кореня полiнома Лежандра Pn+1(x) i {ωj} – множина

ваг квадратурної формули Гауса. Вiдмiтимо, що θj разом з ωj можуть бути

обчисленi заздалегiдь, використовуючи швидкi алгоритми (див. [10]).

Таким чином, ми отримаємо з (3.126)

u(t) ≈ un(t) =
1

2πi

∫ ∞
−∞

Fn(z(ζ), t)R1
A(ζ)z′(ζ)u0dζ =

∫ ∞
−∞
Fn(t, ζ)dζ, (3.130)

де

Fn(z(ζ), t) = e−z(ζ)t [1 + In]−1
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Для оцiнки похибки маємо∣∣∣∣ 1

1 + I
− 1

1 + In

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ In − I
(1 + I)(1 + In)

∣∣∣∣ .
Згiдно з (3.127) або (3.128), перший член злiва обмежений константою

1

|1 + I|
≤ C.

Для другого доданка ми отримаємо

1

|1 + In|
≤ 1

1−

∣∣∣∣∣T2 n∑
j=0

ωjw(ξj)e−z(ζ)ξj

∣∣∣∣∣
≤ 1

1− T‖w(s)‖C[0,T ]

2

n∑
j=0

ωje−aI cosh(ζ)ξj

≤

≤ 1

1− T‖w(s)‖C[0,T ]
≤ c = const, (3.131)

у випадку коли виконується оцiнка (3.128). Отже, ми отримаємо∣∣∣∣ 1

1 + I
− 1

1 + In

∣∣∣∣ ≤ c |In − I| .

Експоненцiальна функцiя e−zs є аналiтична вiдносно s у всiй комплекснiй

площинi. Тому гладкiсть пiдiнтегральної функцiї в I визначається гладкiстю

w(s). Використовуючи теорему 19.3 з [10] ми можемо зробити висновок, що

якщо w(T2 (s+ 1))– має аналiтичне продовження в елiпс Бернштейна навколо

[−1, 1], де
∣∣∣w(T2 (s+ 1))e−z

T
2 (s+1)

∣∣∣ ≤M , тодi

|I − In| ≤
144Mρ−2n

35(ρ2 − 1)
, n ≥ 2.

Якщо w(s) та її похiднi аж до w(ν−1)– абсолютно неперервнi, а w(ν) має обме-

жену варiацiю V , тодi

|I − In| ≤
32V

15πν(n− 2ν − 1)2ν+1
, n > 2ν + 1.

Припускаючи u0 ∈ D(Aα), 0 < α < 1, для
∥∥e−z(ζ)tz′(ζ)R1

A(ζ)u0

∥∥ виконує-

ться оцiнка (3.15). Частина, що вiдповiдає нелокальнiй умовi в (3.130) оцiню-

ється в (3.131). Таким чином, ми отримаємо наступну оцiнку для Fn(t, ζ):

‖Fn(t, ζ)‖ ≤ C(ϕ, α)e−aIt cosh ζ−α|ζ|‖Aαu0‖,

C(ϕ, α) =
(1 +M)KcbI

2πaI

(
2

aI

)α
, ζ ∈ R, t ≥ 0.
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Далi ми наблизимо iнтеграл (3.130) наступною Sinc-квадратурною фор-

мулою (див. пiдр. 1.3, [3, 11]):

un,N(t) = h
N∑

k=−N

Fn(t, z(kh)), (3.132)

з похибкою

‖ηN(Fn, h)‖ = ‖un(t)− un,N(t)‖ ≤

≤

∥∥∥∥∥un(t)− h
∞∑

k=−∞

Fn(t, z(kh))

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥h
∑
|k|>N

Fn(t, z(kh))

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤ 1

4π

e−πd/h

sinh (πd/h)
‖Fn‖H1(Dd)+

+C(ϕ, α)h‖Aαu0‖
∞∑

k=N+1

e−aIt cosh kh−αkh.

Тут H1(Dd)– простiр всiх векторно-значних функцiй F , аналiтичних в

смузi Dd (див. пiдр. 1.3, [3]). Згiдно [3]

‖e−z(·)tz′(·)R1
A(·)u0‖H1(Dd) ≤ ‖A

αu0‖[C−(ϕ, α, δ)

+ C+(ϕ, α, δ)]

∫ ∞
−∞

e−α|ξ|dξ = C(ϕ, α, δ)‖Aαu0‖

з

C(ϕ, α, δ) =
2

α
[C+(ϕ, α, δ) + C−(ϕ, α, δ)],

C±(ϕ, α, δ) = (1 +M)K tan

(
π

4
+
ϕ

2
± d

2

)(
2 cosϕ

a0 cos
(
π
4 + ϕ

2 ±
d
2

))α

,

d = d1 − δ,

для довiльного малого додатного δ.

Очевидно, що у випадку виконання (3.128), частина, що вiдповiдає нело-

кальнiй умовi, обмежена в Dd. Це дає нам змогу отримати оцiнку

‖Fn(t, ζ)‖H1(Dd) ≤ C(ϕ, α, δ)‖Aαu0‖.
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Отже, оцiнка для ηN(Fn, h):

‖ηN(Fn, h)‖ ≤ c‖Aαu0‖
α

{
e−πd/h

sinh (πd/h)
+ e−aIt cosh ((N+1)h)−α(N+1)h

}
(3.133)

де стала c > 0 не залежить вiд h, N , t.

Урiвноважуючи обидвi експоненти коли t = 0, вибором h за формулою

(2.33), ми приходимо до наступної оцiнки похибки

‖ηN(Fn, h)‖ ≤ c

α
exp
(
−
√
πdα(N + 1)

)
‖Aαu0‖ (3.134)

У випадку t > 0, перший доданок в аргументi e−aIt cosh ((N+1)h)−α(N+1)h з

(3.133) бiльше впливає на похибку. Покладаючи для цього випадку h =

c1 ln (N + 1)/(N + 1) з деякою додатною константою c1, ми отримаємо для

фiксованого t наступну оцiнку:

‖ηN(Fn, h)‖ ≤ c
[
e−πd

N+1
c1 ln(N+1) + e−c2taI(N+1)c1−c1α ln (N+1)

]
‖Aαu0‖, (3.135)

де c2 = 1+(N+1)−2c1

2 . Таким чином, ми довели теорему.

Теорема 3.8 Нехай A– щiльно визначений позитивний оператор, u0 ∈

D(Aα), α ∈ (0, 1) i виконуються умови (3.128). Тодi Sinc-квадратура (3.132)

є апроксимацiєю un(t) з експоненцiальною швидкiстю збiжностi (3.134),

рiвномiрною по t ≥ 0 для кроку h =
√

πd1

α(N+1). Апроксимацiя має швидкiсть

збiжностi (3.135) для випадку t > 0 та h = c1 ln (N + 1)/(N + 1). Додатнi

сталi c, c1 не залежать вiд t, N .

Зауваження 3.4 Крива iнтегрування ΓI– симетрична вiдносно дiйсної вi-

сi. Тому z(−kh) = z(kh) i z′(−kh) = −z′(kh). Наближення (3.132) можна

переписати у виглядi

un,N(t) =
h

2πi
Fn(t, z(0)) +Re

[
N∑
k=1

h
Fn(t, z(kh))

πi

]
,

що зменшує кiлькiсть обчислення резольвенти в два рази.
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Тепер розглянемо оцiнку повної похибки наближення.

ε1 = ‖u(t)− un(t)‖ =

∥∥∥∥∫ ∞
−∞

[F(t, ζ)−Fn(t, ζ)] dζ

∥∥∥∥ ≤
1

2π

∫ ∞
−∞

∣∣∣e−z(ζ)tζ ′(ζ)
∣∣∣ ∣∣∣∣ 1

1 + I
− 1

1 + In

∣∣∣∣ ∥∥R1
A(ζ)u0

∥∥ dζ,
За допомогою для ‖e−z(s)tz′(s)R1

A(s)u0‖ це може бути перетворено до вигляду

ε1 =
(1 +M)KbIc

2πaI

(
2

aI

)α
‖Aαu0‖ |I − In|

∫ ∞
−∞

e−aIt cosh ζ−α|ζ|dζ ≤

≤ (1 +M)KbIc

πaIα

(
2

aI

)α
‖Aαu0‖ |I − In| = C ‖Aαu0‖ |I − In| .

Тодi, для оцiнки повної похибки ми маємо

‖u(t)− un,N(t)‖ ≤ ε1 + ‖ηN(Fn, h)‖ . (3.136)

Це дозволяє нам сформулювати основну теорему.

Теорема 3.9 Нехай виконуються умови теореми 3.8. Тодi (3.132) дає зо-

браження наближення до u(t) з експоненцiальною швидкiстю збiжностi у

випадку коли w(t) має аналiтичне продовження в елiпс Бернштейна.

3.7.4 Чисельнi приклади.

Приклад 3.10 Розглянемо задачу (3.121) з оператором A, визначеним як i

в попередньому пiдроздiлi (3.51), що генерує однорiдне параболiчне рiвняння

з крайовими умовами

∂u(x, t)

∂t
− ∂2u(x, t)

∂x2
= 0,

u(0, t) = u(1, t) = 0.

Доповнимо цю задачу нелокальною iнтегральною умовою

u(x, 0) +

∫ π
2

0

cos(s)u(x, s)ds =
π4 + π2 + e−π

3/2

π4 + 1
sin(πx).
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У цьому випадку, точний розв’язок цiєї задачi є u(x, t) = e−π
2t sin(πx).

Обчислення виконанi в середовищi Maple. Похибки наведенi в таблицях 3.15,

3.16 для рiзної кiлькостi вузлiв квадратури n (3.129) i кiлькостi Sinc-вузлiв

N (3.132). Таблицi чiтко показують експоненцiальне спадання похибки згi-

дно отриманої теоретичної оцiнки (3.136).

n

N 4 8 16

4 0.001074121004

8 0.000004530997940 0.00000418248071

16 2.394152400 ∗ 10−7 7.3086845013760 ∗ 10−10 7.159165797001 ∗ 10−10

32 2.387505905 ∗ 10−7 8.2307398421915 ∗ 10−12 2.609087146562 ∗ 10−13

64 7.9836951021369 ∗ 10−12 2.917976861643 ∗ 10−18

128 1.622297889726 ∗ 10−24

256 1.873772451287 ∗ 10−24

Таблиця 3.15: Похибка для x = 0.5, t = 1

n

N 32 64

128 2.559484448336975 ∗ 10−25

256 2.398463850885652 ∗ 10−35 2.3984646885635428 ∗ 10−35

512 1.564339690250043 ∗ 10−49 1.5716982365989911 ∗ 10−49

1024 8.2307398421915 ∗ 10−69

Таблиця 3.16: Похибка для x = 0.5, t = 1

Приклад 3.11 В цьому прикладi ми розглянемо таку ж задачу, як i в при-
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кладi 3.10, але з iншою нелокальною умовою

u(x, 0) +

∫ π
2

0

cos(s2)u(x, s)ds = (1− x)x2.

Результати обчислень наведенi в таблицi 3.17 для рiзних n– число ву-

злiв квадратури (3.129) та N– число Sinc-вузлiв (3.132). Розряди, що ста-

бiлiзувались в таблицi видiленi жирним.

n/N u(x, t)

n = 4, N = 32 0.5979651691 ∗ 10−4

n = 8, N = 64 0.595184687264196427200402957709 ∗ 10−4

n = 16, N = 128 0.595184553823189342113182135931 ∗ 10−4

n = 32, N = 256 0.595184553823189342143429937050 ∗ 10−4

n = 64, N = 512 0.595184553823189342143429937049 ∗ 10−4

n = 128, N = 1024 0.595184553823189342143429937049 ∗ 10−4

Таблиця 3.17: Розв’язок задачi для x = 0.4, t = 1

3.8 Експоненцiально збiжний метод для абстрактної не-

локальної задачi з iнтегральною нелiнiйнiстю

3.8.1 Постановка задачi В цьому роздiлi розглядається задача як i

в роздiлi 3.7, тiльки з нелiнiйною нелокальною iнтегральною умовою

∂u(t)

∂t
+ Au(t) = 0, t ∈ (−1, 1],

u(−1)−
∫ 1

−1

w(s, u(s))ds = u0,
(3.137)

де u(t)– невiдома векторно-значна функцiя зi значеннями в банаховому про-

сторi (X, ‖‖), u0 ∈ X– заданий вектор, w(t, u) : (R+ × X) → X — задана

функцiя (нелiнiйний оператор) i A–лiнiйний замкнутий оператор зi щiльною
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областю визначенняD(A) вX (секторiальний). Спектр цього оператора Σ(A)

розташований в секторi в правiй пiвплощинi з вершиною у початку коорди-

нат (1.28), а резольвента RA(z) оператора A спадає обернено пропорцiйно до

|z| на нескiнченностi (1.29).

Крiм того, ми вважаємо, що розв’язок u(t) i функцiя w(t, u(t)) мають

аналiтичне продовження (вiдносно t) у елiпс Бернштейна Eρ

Eρ =
{
z ∈ C |z − 1|+ |z + 1| < ρ+ ρ−1

}
. (3.138)

Абстрактна постановка (3.137) включає в себе багато важливих прикла-

дних задач, зокрема задачi розповсюдження тепла, дифузiйнi процеси в по-

ристих середовищах, задачi що описують рух електронiв у напiвпровiдниках,

хiмiчнi реакцiї, динамiка ядерних реакцiй, рiвняння Нав’є-Стокса для в’яз-

кої рiдини та iнш. (див. напр. [123] та цитовану там лiтературу). Це, разом з

цiкавим теоретичним аспектом, спонукає до побудови ефективних дискрети-

зованих наближень задачi (3.137).

3.8.2 Iнтегральне зображення розв’язку Оскiльки оператор A є

секторiальним, вiн породжує напiвгрупу [16], а розв’язок рiвняння (3.8.1) мо-

жна записати у виглядi

u(t) = e−A(t+1)u(−1),

що з урахуванням нелокальної умови приводить до нелiнiйного iнтегрального

рiвняння

u(t) = e−A(t+1)u0 + e−A(t+1)

∫ 1

−1

w(s, u(s))ds. (3.139)

Рiвняня такого роду в лiтературi вiдомi, як абстрактнi рiвняння типу Га-

мерштейна [124,125]. Чисельним методи для рiвняннь типу (3.139) присвяче-

но [126–129].

Дiя операторної експоненти e−A(t+1), що входить до рiвняння (3.139),

на елементи простору X може бути зображена за допомогою iнтеграла
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Данфорда-Кошi (див. попереднi роздiли, а також [14,75])

e−A(t+1)v =
1

2πi

∫
Γ

e−z(t+1)RA(z)vdz, (3.140)

тут RA(z) = (zI − A)−1– резольвента оператора A, а Γ – контур iнтегруван-

ня, позитивно орiєнтований вiдносно спектру оператора A. Для наближеного

знаходження операторних експонент в (3.139) застосуємо метод описаний в

попереднiх роздiлах. Вiдповiдно до цього методу контур iнтегрування Γ в

(3.140) задається у виглядi

Γ = {z(s) = aI cosh(s)− ibI sinh(s) : s ∈ (−∞,∞)} .

Значення параметрiв (aI , bI), якi залежать вiд спектральних характеристик

оператора A, вибираються виходячи з вимоги аналiтичностi пiдiнтегральної

функцiї у смузi комплексної площини C

Dd =

{
ξ = x+ iy

∣∣∣∣x ∈ R, |y| < d

2

}
,

шириною d. Величина d > 0 визначає швидкiсть збiжностi квадратурного

методу, що застосовується нами далi для наближення (3.140).

Оптимальне з точки зору збiжностi квадратури значення параметру d

досягається при

d =
π

2
− ϕ.

Параметри контуру iнтегрування Γ визначаються за формулами

aI = ρ0

cos
(
d
2 + ϕ

)
cosϕ

, bI = ρ0

cos
(
d
2 + ϕ

)
cosϕ

. (3.141)

Окрiм того в iнтегралi (3.140) проведемо замiну стандартної резольвенти

RA(z) на скореговану RA,1(z):

RA,1(z) = RA(z)− 1

z
I.

Пiдставивши це параметризоване зображення операторної експоненти у

iнтегральне рiвняння (3.139), отримаємо

u(t) = T (A, t)u0 + T (A, t)

∫ 1

−1

w(s, u(s))ds, (3.142)
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де

T (A, t)v =

∫
ΓI

e−z(t+1)RA,1(z)vdz =

∞∫
−∞

e−z(ξ)(t+1)z′(ξ)RA,1(z(ξ))vdξ,

z′(ζ) = aI sinh ζ − ibI cosh ζ,

aI , bI — визначенi у (3.141) параметри, що залежать вiд спектральних хара-

ктеристик оператора A.

3.8.3 Дискретизацiя Далi для наближеного обчислення iнтегралу

(3.140) застосуємо формулу трапецiй (Sinc–квадратурну формулу). Таким чи-

ном, для операторної експоненти матимемо наближення

e−A(t+1)v ≈ TN(A, t)v ≡ h

2πi

N∑
p=−N

e−z(ph)(t+1)z′(ph)RA,1(z(ph))v, (3.143)

За умови вибору

h =

√
πd

α(N + 1)
,

похибка наближення (3.143) задовольняє оцiнку [3]:

‖ηN(t)v‖ =
∥∥∥e−A(t+1)v − TN(A, t)v

∥∥∥ ≤ c e−
√
πdα(N+1)

α
‖Aαv‖,

для ∀v ∈ D(Aα), яка є експоненцiальною.

Далi наблизимо iнтеграл з (3.142), що мiстить незалежну вiд оператора

складову. На промiжку iнтегрування [−1, 1] означимо сiтку, яка складається

з вузлiв Чебишева-Гауса-Лобато (ЧГЛ) [10]:

tj = − cos

(
πj

n

)
, j = 0, n

Нехай

Pn(t; y) =
n∑
j=0

Lj,n(t)yj, для вектора y = (y0, . . . , yn),
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де Lj,n(t)– фундаментальнi полiноми Лагранжа за системою вузлiв ЧГЛ:

Lj,n(t) =
n∏

k=0,k 6=j

t− tk
tj − tk

.

Замiнимо пiдiнтегральну функцiю полiномом Лагранжа i проколокуємо

iнтегральне рiвняння (3.142) у вузлах iнтерполяцiї tj. В результатi отримаємо

нелiнiйну систему рiвнянь

yi = TN(A, ti)u0 + TN(A, ti)
n∑
j=0

αjw(tj, yj), i = 0, n, (3.144)

де

αj =

∫ 1

−1

Lj,n(t)dt.

Зауваження 3.5 Вiдмiтимо, що коефiцiєнти αj є коефiцiєнтами квадра-

турної формули Кленшоу-Куртiса, якi знаходяться у явному виглядi. Цi

коефiцiєнти не потребують перерахунку при змiнi yi (за умови, що n —

фiксоване) i можуть бути ефективно обчисленi за допомогою швидкого пе-

ретворення Фур’є.

Похибка наближення функцiї iнтерполяцiйним полiномом Pn(t, y), як вi-

домо (див. пiдроздiл 1.2), залежить вiд гладкостi функцiї y(t), визначеної на

[−1, 1] та можливостi її аналiтичного продовження у елiпс Eρ ⊂ C з фокусами

у кiнцях цього вiдрiзку (див. [10]).

3.8.4 Ров’язок дискретизованого рiвняння Перепишемо систему

рiвнянь (3.144) в матрично-векторному виглядi

~y = A~w(~y) + ~p, (3.145)

де ~w(y) = (w(t0, y0), . . . , w(tn, yn))
T , A = [αi,j]

n
i,j=0, αi,j = TN(A, ti)αj, ~p =

(TN(A, t0)u0, . . . , TN(A, tn)u0)
T . Дослiдимо умови iснування розв’язку систе-

ми (3.145) та наведемо спосiб побудови наближення розв’язку. Для iснування
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розв’язку (3.145) достатньо щоб рекурентна послiдовнiсть

~y(k) = A~w(~y(k−1)) + ~p, (3.146)

~y(0) = ~p,

збiгалася у векторному просторi Xn = X ×X × . . . X. Для елементiв ~x ∈ Xn

введемо норму

|||~x||| = max
0≤j≤n

‖xj‖ ,

Ця норма iндукуює узгоджену норму у просторi матриць M = [ai,j]
n
i,j=0 з

елементами aij ∈ X

|||M||| = max
0≤i≤n

n∑
j=0

‖aij‖ .

Припустимо також, що ∀u, v ∈ X функцiя w(t, ·) задовольняє аналог умови

Лiпшиця виду

‖Aα (w (t, u)− w (t, v))‖ ≤ L ‖u− v‖ , ∀t ∈ [−1, 1], (3.147)

з деякими сталими 0 < L < ∞ та α > 0. Оскiльки ~y(k) =
∑k

l=1(~y
(l) − ~y(l−1)),

знайдемо норму
∣∣∣∣∣∣~y(k) − ~y(k−1)

∣∣∣∣∣∣. Маємо∣∣∣∣∣∣∣∣∣~y(k) − ~y(k−1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣A(~w(~y(k−1))− ~w(~y(k−2))
)∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ L
∣∣∣∣∣∣AA−α∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣∣∣∣~y(k−1) − ~y(k−2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣,
де норма матрицi |||AA−α||| виражається як

∣∣∣∣∣∣AA−α∣∣∣∣∣∣ = max
0≤i≤n

n∑
j=0

‖αij‖ = max
0≤i≤n

n∑
j=0

∥∥TN(A, ti)A
−α∥∥ |αj|

Оцiнка (3.278) з [3] дозволяє записати∥∥TN(A, ti)A
−α∥∥ ≤ c

α
, c > 0. (3.148)

Що в результатi призводить до оцiнки∣∣∣∣∣∣AA−α∣∣∣∣∣∣ ≤ c

α

n∑
j=0

|αj| =
2c

α
. (3.149)
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Тут ми врахували, що коефiцiєнти αj є коефiцiєнтами квадратурної формули

Кленшоу-Куртiса. Отже∣∣∣∣∣∣∣∣∣y(k) − y(k−1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 2Lc

α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣y(k−1) − y(k−2)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ · · · ≤ (2Lc

α

)k
|||~p|||.

Застосувавши щойно отриману нерiвнiсть до кожного з доданкiв розкладу

~y(k), отримаємо остаточну оцiнку∣∣∣∣∣∣∣∣∣y(k)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ k∑

p=0

(
2Lc

α

)p
|||~p||| = |||~p|||1− q

k+1

1− q
. (3.150)

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 3.10 Нехай A : X → X – лiнiйний секторiальний оператор, а

функцiя w(t, u) : (R+ × X) → D(Aα) ⊆ X має аналiтичне продовження

в елiпс Бернштейна Eρ та задовольняє нерiвнiсть (3.147) з константами

L, α. Припустимо, що виконується умова

q ≡ 2Lc

α
< 1, (3.151)

де c — стала з оцiнки (3.148). Тодi функцiя y(∞) є єдиним розв’язком ма-

тричного нелiнiйного рiвняння (3.145), причому∣∣∣∣∣∣∣∣∣~y(∞)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ |||~p||| 1

1− q
. (3.152)

похибка k-го рекурентного наближення розв’язку цього рiвняння задоволь-

няє оцiнку ∣∣∣∣∣∣∣∣∣~y(∞) − ~y(k)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ |||~p||| qk+1

1− q
. (3.153)

Д оведення. Доведення того, що y(∞) є єдиним розв’язком (3.145) випли-

ває з теореми Банаха про нерухому точку. Простiр Xn, разом з уведеною

метрикою d(x, y) = |||~x− ~y||| є повним метричним простором. Вiдображення

F задане в (3.146) переводить простiр Xn в себе i є стискаючим, оскiльки

|||F~x−F~y||| = |||A (~w (~x)− ~w (~y))||| ≤ 2Lc

α
|||~x− ~y||| = q|||~x− ~y|||,
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де остання нерiвнiсть слiдує з (3.147), (3.149). Стала q < 1 за припущенням

теореми, а тому справедлива оцiнка (3.150) з якої безпосередньо випливають

нерiвностi (3.152) та (3.153). �

3.8.5 Аналiз похибки наближення розв’язку вихiдної задачi

Для оцiнки похибки наближення у точках колокацiї введемо до розгляду

величини zi = ui − yi, ui ≡ u(ti), i = 0, n та позначимо ~u = (u0, . . . , un)
T ,

~z = (z0, . . . , zn)
T . Обчислимо zi, використавши формули (3.139) та (3.144)

zi = e−A(ti+1)u0 − TN(A, ti)u0 + e−A(ti+1)

∫ 1

−1

w(s, u(s))ds−

−TN(A, ti)
n∑
j=0

αjw(tj, yj) =

= ηN(ti)u0 + ηN(ti)

∫ 1

−1

w(s, u(s))ds+

+TN(A, ti)

(∫ 1

−1

w(s, u(s))ds−
∫ 1

−1

n∑
j=0

Lj,n(s)w(tj, uj)ds

)
+

+TN(A, ti)

(∫ 1

−1

n∑
j=0

Lj,n(s)w(sj, uj)ds−
n∑
j=0

αjw(tj, yj)

)
=

= ηN(ti)u0 + ηN(ti)

∫ 1

−1

w(s, u(s))ds+

+TN(A, ti)

∫ 1

−1

(
w(s, u(s))−

n∑
j=0

Lj,n(s)w(tj, uj)

)
ds+

+TN(A, ti)
n∑
j=0

αj [w(sj, uj)− w(tj, yj)] .

Проведенi перетворення дозволяють нам представити zi у виглядi суми чо-

тирьох складових

zi = ηN(ti)u0 + ηN(ti)

∫ 1

−1

w(s, u(s))ds+ ψ1,i + ψ2,i,
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де

ψ1,i = TN(A, ti)

∫ 1

−1

(
w(s, u(s))−

n∑
j=0

Lj,n(s)w(tj, uj)

)
ds,

ψ2,i = TN(A, ti)
n∑
j=0

αj [w(sj, uj)− w(tj, yj)] .

Далi дослiдимо похибку наближення розв’язку рiвняння (3.139) у вузлах

ti. Для ψ1 маємо

|||ψ1||| = max
0≤i≤n

∥∥∥∥∥TN(A, ti)

∫ 1

−1

[
w(s, u(s))−

n∑
j=0

Lj,n(s)w(tj, uj)

]
ds

∥∥∥∥∥ ≤
≤ c

α

∫ 1

−1

∥∥∥∥∥Aα

[
w(s, u(s))−

n∑
j=0

Lj,n(s)w(tj, uj)

]∥∥∥∥∥ ds ≤
≤ c1 lnnEn (Aαw(·, u(·))) ,

де En(u)– похибка найкращого наближення u полiномами степеня n

En(u) = min
p∈Πn

‖u− p‖.

Для ψ2 матимемо

|||ψ2||| = max
0≤i≤n

∥∥∥∥∥TN(A, ti)
n∑
j=0

αj [w(sj, uj)− w(sj, yj)]

∥∥∥∥∥ ≤
≤ c

α

n∑
j=0

|αj| ‖Aα [w(sj, uj)− w(sj, yj)]‖ ≤

≤ 2Lc

α
|||z||| = q|||z|||.

Це приводить нас до оцiнки на |||z|||

|||z||| ≤ c e−
√
πdα(N+1)

α
‖Aαu0‖+

c e−
√
πdα(N+1)

α

∫ 1

−1

‖Aαw(s, u(s))‖ds+

+c1 lnnEn (Aαw(·, u(·))) + q|||z|||.

Сформулюємо отриманий результат у виглядi леми.
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Лема 3.5 Припустимо що для оператора A та функцiїї w виконуються

умови теореми 3.10. Тодi розв’язок системи нелiнiйних рiвнянь (3.145) є

наближенням розв’язку рiвняння (3.139) у вузлах сiтки ЧГЛ. Похибка на-

ближення задовольняє оцiнку

|||z||| ≤c e−
√
πdα(N+1)

(1− q)α

(
‖Aαu0‖+

∫ 1

−1

‖Aαw(s, u(s))‖ds
)

+

+
c1 lnnEn (Aαw(·, u(·)))

1− q
.

Повна похибка запропонованого тут методу наближення є сумою похибок

дискретизацiї рiвняння (3.139) та похибки наближеного розв’язування нелi-

нiйної системи (3.145).

Теорема 3.11 Припустимо що для оператора A та функцiї w виконую-

ться умови теореми 3.10. Тодi похибка наближення розв’язку нелiнiйного

iнтегрального рiвняння (3.139) вектором ~yk, який є наближеним розв’язком

(3.145) має вигляд ∣∣∣∣∣∣~u− ~yk∣∣∣∣∣∣ ≤ |||~z|||+ qk+1

1− q
|||~p|||.

Iлюстрацiя застосування алгоритму чисельного розв’язування (3.137), що

викладений у пунктах (3.8.3)]–(3.8.4) приведена у наступному прикладi.

Приклад 3.12 Розглянемо задачу (3.137) в якiй нелiнiйна нелокальна умо-

ва має вигляд

u(−1)− µ
∫ 1

−1

u2(s)ds = u0,

u0(x) = sin (π x) + µ
e−4π2 − 1

2π2
sin2 (π x) .

(3.154)

Функцiя w(s, u) = µu2 залежить вiд додаткового параметру µ, змiна якого

дозволяє манiпулювати величиною константи L з (3.147). Точним розв’яз-

ком нелокальної задачi (3.137) з умовою (3.154) є

uex (t, x) = e−(t+1)π2

sin (π x) .
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Рис. 3.4: Графiк u0(x) при рiзних значення параметра µ
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(a) µ = 0.25
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Рис. 3.5: Графiк залежностi похибки Err вiд кiлькостi вузлiв колокацiї n для

рiзних значень параметра N .

вигляд якого не залежить вiд µ.

Як видно з графiку функцiї u0, зображеного на Рис. 3.4, при малих зна-

ченнях параметра µ розв’язок нелокальної задачi (3.137) (який, при t = 0,

еквiвалентний u0(x) з µ = 0) слабо вiдрiзняється вiд розв’язку класичної

задачi Кошi. Рiзниця мiж розв’язками зростає зi збiльшенням µ (див. для

порiвняння графiк µ = 20 Рис. 3.4).

Спочатку покладемо µ = 1/4. Легко перевiрити, що такий вибiр µ за-

безпечує виконання умови (3.151), для α = 1 та ∀ρ0 > 0, а визначена та-

ким чином w(s, u) допускає аналiтичне продовження по змiннiй s у область

Eρ ∈ C. Згiдно з теоремою 3.10 у такому випадку рекурентна послiдовнiсть

наближень ~y(k) побудована з використанням (3.146) повинна збiгатися до

наближення розв’язку (3.145).

Для експериментальної оцiнки похибки чисельного наближення розв’яз-

ку використовуватимемо величину

Err = Err
(
uex, ~y

(k)
)
≡ max

0≤l≤m
max
0≤j≤n

∥∥∥uex(ti, xl)− y(k)
j (xl)

∥∥∥ ,
де xl = 1

2

(
1− cos

(
πl
m

))
, l = 0,m — промасштабованi на [0, 1] вузли ЧГЛ. В
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якостi критерiю зупинки для iтерацiйного процесу розв’язування матри-

чного нелiнiйного рiвняння (3.145) використовуватимемо умову

Err
(
~y(k), ~y(k−1)

)
< 10−18,

де K > 0 номер фiнальної iтерацiї.

Результати чисельних розрахункiв, якi базуються на формулах (3.146),

(3.144) та (3.143) з рiзними значеннями параметрiв дискретизацiї N , n

наведено в таблицi (3.18). Ця таблиця iлюструє залежнiсть похибки на-

ближення розв’язку вихiдної задачi Err вiд комбiнацiї параметрiв N та n.

Для кожного N ∈ {4, 8, 16, 32, 64, 128, 256} значення n пiдiбрано експери-

ментально виходячи з динамiки похибки в залежностi вiд n (див.Рис. 3.5).

Таблиця 3.18 також мiстить оцiнену апостерiорно кiлькiсть iтерацiй K,

яких достатньо для забезпечення вiдносної похибки на рiвнi 10−5.

N n Err K

4 8 0.0859119243400000010 5

8 8 0.0244950525900000000 5

16 8 0.00345794666699999987 6

32 16 0.000328787487900000005 6

64 16 0.00000833843948899999922 7

128 32 0.0000000515513076299999962 9

256 32 3.68083566999999982× 10−11 11

512 64 1.32334447899999999× 10−15 13

Таблиця 3.18: Результати експериментiв застосування розробленого методу

чисельного розв’язування (3.137) з нелокальною умовою (3.154)
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РОЗДIЛ 4

Методи без насичення точностi для рiвнянь другого порядку зi

сталим необмеженим операторним коефiцiєнтом

4.1 Експоненцiально збiжний метод для строго демпфо-

ваного диференцiального рiвняння другого порядку

в банаховому просторi

4.1.1 Вступ Задача, що розглядається в даному роздiлi є окремим

випадком наступної початкової задачi для диференцiального рiвняння з опе-

раторним коефiцiєнтом в банаховому просторi:

d2u(t)

dt2
+ A

du(t)

dt
+Bu(t) = 0 t > 0, α > 0,

u(0) = ϕ,

du(0)

dt
= ψ,

(4.1)

яка вивчалась багатьма авторами. Достатнi умови розв’язностi в випадку

домiнантного оператора A поданi в [14]. Теореми про iснування та єди-

нiсть розв’язку доведенi в [130] при виконаннi умов типу Мiядери–Феллера–

Фiлiпса. Класифiкацiя та умови iснування та єдиностi розв’язку задачi (4.1) в

залежностi вiд типу операторiв A та B подано в [131] (див. також лiтературу

цитовану там).

Частинний випадок задачi (4.1) є

d2u(t)

dt2
+ αA

du(t)

dt
+ Au = 0, t > 0

u(0) = ϕ,

du(0)

dt
= ψ,

(4.2)

де A –оператор в банаховому просторi X з нормою ‖ · ‖. Припустимо, що

оператор A : X → X – такий, що його спектр Σ(A) лежить на промiжку
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[γ0,∞) дiйсної вiсi i для довiльного ε > 0,виконується оцiнка для резольвенти

‖(zI − A)−1‖ ≤ C(1 + |z|)−1 ∀z /∈ Σε = {z : |arg(z) < ε|}, (4.3)

зi сталою C = Cε > 0. У випадку A = −∆, де ∆ позначає Лапласiан в Rk, k ≥

2 з крайовою умовою Дiрiхле u(x, t) = 0 для x ∈ ∂Ω, i Ω – обмежена область

в Rk, ми маємо так зване сильно демпфоване хвильове рiвняння [132,133].

Метод скiнченних елементiв з полiномiальною швидкiстю збiжностi для

такого рiвняння розглянуто в [132, 133]. В першiй з цих робiт використовує-

ться дискретизацiя скiнченними елементами по простору та проведено аналiз

в нормi L2. Аналiз проводиться виходячи з зображення розв’язку за допо-

могою операторної експоненти. В другiй роботi такий пiдхiд комбiнується

з методами з оптимальними порядками збiжностi в max-нормi для кусково

лiнiйних скiнченних елементiв в поєднаннi з зворотнiм методом Ейлера та

схемою Кранка-Нiколсона по часу. Стiйкiсть рiзних тришарових рiзницевих

методiв для диференцiальних рiвнянь другого порядку з операторними ко-

ефiцiєнтами дослiджено в [70]. Показано, що суттєво на стiйкiсть впливає

умова строгої P-позитивностi операторного коефiцiєнта.

Метою даного роздiлу є побудова експоненцiально збiжного методу для

наближеного розв’язку задачi (4.1).

4.1.2 Зображення розв’язку через операторну експоненту Вве-

демо до розгляду вектор w i операторну матрицю B

w =

 u

ut

 , B =

 0 −I

A αA

 .

Введемо норму |‖v|‖ = max{‖v1‖, ‖v2‖} для простору векторiв v = (v1, v2)
T ,

яка генерує вiдповiдну матричну норму. Задача (4.2) може бути записана у
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виглядi

dw(t)

dt
+Bw = 0,

w(0) = w0,

(4.4)

де

w0 =

 ϕ

ψ

 .

Резольвента оператора B є

(zI −B)−1 = (αz − 1)−1R(z)

 zI − αA −I

A zI

 =

= (αz − 1)−1

 αI − z(αz − 1)−1R(z) −R(z)

−I + z2(αz − 1)−1R(z) zR(z)

 ,

(4.5)

де

R(z) = (z2(αz − 1)−1I − A)−1.

Нехай A задовольняє (4.3), тодi iснує ε > 0 таке, що [133]

‖R(z)‖ ≤ C

1 + |z|
, ∀z /∈ Σε = {z : |arg(z) < ε|},

з додатною сталою C = Cε. Використовуючи цю оцiнку, можна показати,

аналогiчно до [133], що iснує сектор Σθ з кутом θ ∈ (0, π2 ) такий, що на його

променях та поза ним виконується наступна оцiнка для резольвенти:

|‖(zI −B)−1‖| ≤ C

1 + |z|
, z /∈ Σθ,

а сектор Σθ мiстить множину

Ψ =

{
z : |z − α| = α−1, Rez ≥ 1

2
αγ0

}⋃{
z : Imz = 0, Rez ≥ α−1

}
.

Визначимо значення θ через вхiднi данi задачi γ0, α.

З (4.5) видно, що спектр Σ(B) оператора B складається з z = α−1 та всiх

z таких, що
z2

αz − 1
− λ = 0,
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де λ ∈ Σ(A). Переписуючи останнє рiвняння в виглядi z2 − αλz + λ = 0

отримаємо функцiю

z = z(λ) =

 λα
2 ±

√(
λα
2

)2 − λ, if λ ≥ 4α−2

λα
2 ± i

√
λ−

(
λα
2

)2
, if γ0 ≤ λ < 4α−2.

Розглянемо наступнi можливостi.

1. Якщо γ0 ≥ 4α−2 тодi ми маємо z = z1(λ) = λα
2 +

√(
λα
2

)2 − λ, z =

z2(λ) = λα
2 −

√(
λα
2

)2 − λ. Функцiя z1(λ) вiдображає спектральну множину

Σ(A) в S1 = [2α−1,∞). Оскiльки

lim
λ→∞

z2(λ) = lim
λ→∞

λ

λα
2 +

√(
λα
2

)2 − λ
= α−1

i z2(4α
−2) = 2α−1, функцiя z2(λ) переводить множину Σ(A) в S2 =

[α−1, 2α−1]. Таким чином, функцiя z(λ) в цьому випадку вiдображає спе-

ктральну множину Σ(A) в S1 ∪ S2 = [α−1,∞) при λ ≥ γ0 ≥ 4α−2.

2. Якщо 0 < γ0 < 4α−2 тодi ми маємо z = z(λ) = λα
2 ± i

√
λ−

(
λα
2

)2
. Для

таких z виконується

|z − α−1| =

=

∣∣∣∣∣∣λα2 ± i

√
λ−

(
λα

2

)2

− α−1

∣∣∣∣∣∣ =

=

[(
λα

2
− α−1

)2

+ λ−
(
λα

2

)2
]1/2

= α−1,

тобто цi z лежать на перетинi кола S3 = {z : |z−α−1| = α−1} з пiвплощиною

S4 = {z : Rez ≥ γ0α
2 }. Оскiльки αγ0

2 < 2α−1, точка αγ0

2 лежить всерединi

S3 (див. рис. 4.1). Точки A та B мають координати A = (αγ0/2, 0), B =

(αγ0/2,
√
γ0 − (γ0α/2)2) i легко знайти, що спектральний кут θ оператора B

визначається

θ = arccos
α
√
γ0

2
.

Ця формула дає верхню границю значення спектрального кута у всiх випад-

ках.
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Рис. 4.1: Спектральний кут оператора B.

Вищенаведенi спектральнi властивостi оператора B гарантують iснування

операторної експоненти e−Bt та розв’язок задачi (4.4) може бути записаний у

виглядi

w(t) = e−Btw0.

4.1.3 Зображення та наближення операторної експоненти. Ви-

користаємо зображення операторної експоненти за допомогою iнтеграла

Данфорда-Кошi (див. пiдрозд. 1.4)

e−Btw0 =
1

2πi

∫
ΓΣ

e−tz(zI −B)−1w0dz, (4.6)

де ΓΣ – шлях, що охоплює спектр оператора B. Очевидно, що вiн знаходиться

всерединi гiперболи

ΓΣ = {z = cosh s− 1− i tan θ sinh s : s ∈ (−∞,∞)}.

Виберемо криву

ΓI = {z = a cosh s− 1− ib sinh s : s ∈ (−∞,∞)}

так, що вiн охоплює ΓΣ та побудуємо експоненцiально збiжний метод як в

попереднiх роздiлах (див. також [3, 78]). Конкретнi значення a, b визначимо

далi.
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Для цiєї кривої маємо

w(t) =
1

2πi

∫
ΓΣ

e−tz(zI −B)−1w0dz =
1

2πi

∫
ΓI

e−tz(zI −B)−1w0dz. (4.7)

Пiсля параметризацiї останнього iнтеграла, отримаємо

w(t) =
1

2πi

∫ ∞
−∞

e−tz(s)z′(s)(z(s)I −B)−1w0ds =

∫ ∞
−∞

f(t, s)ds, (4.8)

де

z(s) = a cosh s− 1− ib sinh s,

z′(s) = a sinh s− ib cosh s.

Будемо розглядати простiрHp(Dd) всiх операторно-значних функцiй, вве-

дений в пiдроздiлi 1.3.

Далi дослiдимо смугу, в якiй вектор-функцiя f(t, s) має аналiтичне про-

довження вiдносно s. Для цього зробимо замiну s на s+ iν. Тодi крива iнте-

грування ΓI перетвориться на параметричне сiмейство

Γ(ν) = {z = a cosh(s+ iν)− 1− ib sinh(s+ iν) : s ∈ (−∞,∞)} =

{z = (a cos ν + b sin ν) cosh s− 1− i(b cos ν − a sin ν) sinh s : s ∈ (−∞,∞)}.

Потрiбно вибрати параметри a, b так, що для ν ∈
(
−d

2 ,
d
2

)
, Γ(ν) не перети-

нає ΓΣ i, в той же час, огортає спектр. Виберемо a, b з таких мiркувань: коли

ν = −d
2 , Γ(ν) перетворюється в лiнiю, паралельну уявнiй вiсi, а при ν = d

2

множина Γ(ν) збiгається з ΓΣ. Такi вимоги приводять до системи рiвнянь
a cos d

2 − b sin d
2 = 0,

a cos d
2 + b sin d

2 = 1,

b cos
d

2
− a sin

d

2
= tan θ.



219

Розв’язком цiєї системи є 

d =
π

2
− θ,

a =
1

2 cos
(
π
4 −

θ
2

) ,
b =

1

2 sin
(
π
4 −

θ
2

) .
(4.9)

Для цих параметрiв, векторно-значна функцiя f(t, s) – аналiтична вiдносно

s в смузi

Dd =

{
ζ = ξ + iν : ξ ∈ (−∞,∞), |ν| < d

2

}
.

Щоб забезпечити чисельну стiйкiсть методу, ми модифiкуємо резольвен-

ту в (4.7) аналогiчно тому, як це робиться в попереднiх пiдроздiлах. Рiзниця

полягає тiльки в тому, що ми беремо за поправку доданок 1
z+1I замiсть 1

zI,

оскiльки наша iнтегральна гiпербола проходить через початок координат. Та-

ким чином, ми отримаємо зображення розв’язку (4.4) у виглядi

w(t) =
1

2πi

∫
ΓI

e−tz
[
(zI −B)−1 − 1

z + 1
I

]
w0dz =

=

∫ ∞
−∞

f1(t, s)ds,

(4.10)

де

f1(t, s) =
1

2πi
e−tz(s)z′(s)

[
(z(s)I −B)−1 − 1

z(s) + 1

]
w0.

Зауваження 4.1 Вiдмiтимо, що∫
ΓI

e−tz
1

z + 1
ds = 0,

оскiльки точка (z+ 1) залишається поза кривою iнтегрування, тобто наш

коректуючий доданок не змiнює значення iнтегралу. Але це дає можли-

вiсть добитись стiйкостi методу при малих t (див. попереднi пiдроздiли,

а також [3,78] для деталей).
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Далi оцiнимо функцiю f1(t, s) в (4.10) при додаткових припущеннях, що

w0 ∈ D(Bσ) для деякого σ > 0. Легко бачити, що це означає, що ϕ, ψ ∈

D(Aσ). Отримаємо ∥∥∥∥[(z(s)I −B)−1 − 1

z(s) + 1
I

]
w0

∥∥∥∥ =

=
1

|z(s) + 1|
∥∥(B + I)(z(s)I −B)−1w0

∥∥ ≤
≤ 1

|z(s) + 1|
∥∥(B + I)B−1

∥∥ ∥∥B(z(s)I −B)−1w0

∥∥ ≤
≤ C

|z(s) + 1|
∥∥B1−σ(z(s)I −B)−1

∥∥ ‖Bσw0‖ ≤

≤ C

|z(s) + 1| (1 + |z(s)|)σ
‖Bσw0‖ ,

з додатною сталою C. Беручи до уваги цю нерiвнiсть ми отримаємо оцiнку

пiдiнтегрального виразу

‖f1(t, s)‖ ≤
C|e−z(s)t| |z′(s)|

2π|z(s) + b| (1 + |z(s)|)σ
‖Bσw0‖ ≤

≤ C1e
−ta cosh s+t

√
a2 sinh2 s+ b2 cosh2 s(

a2 cosh2 s+ b2 sinh2 s
)σ+1

2

‖Bσw0‖ ≤

≤ C1e
−ta cosh s+t

(
a2 tanh2 s+ b2

a2 + b2 tanh2 s

) 1
2 ‖Bσw0‖

(cosh s)σ
(
a2 + b2 tanh2 s

)σ
2

≤

≤ C2e
−ta cosh s+t−σ|s| ‖Bσw0‖ , (4.11)

з новою додатною сталою C1. Оцiнка (4.11) показує, що iнтеграл (4.10) iснує

(є збiжним) ∀ t ≥ 0, при σ > 0.

Аналогiчно до [3] отримаємо

‖f1(t, ·)‖H1(Dd)
≤ C(θ, σ)

∫ ∞
−∞

e−σ|s|ds =
2C(θ, σ)

σ
,

де

C(θ, σ) = C2

(
2

a

)σ
‖Bσw0‖ = C2

1[
cos
(
π
4 −

θ
2

)]σ ‖Bσw0‖ .
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Для наближення iнтеграла (4.10) використаємо Sinc-квадратуру [11] (див.

також пiдрозд. 1.3):

w(t) ≈ wN(t) =
h

2πi

N∑
k=−N

f1(t, z(kh)). (4.12)

Для похибки цiєї квадратури маємо

‖ηN(f1, h)‖ = ‖w(t)− wN(t)‖ ≤

∥∥∥∥∥w(t)− h

2πi

N∑
k=−N

f1(t, z(kh))

∥∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥∥∥ h

2πi

∑
|k|>N

f1(t, z(kh))

∥∥∥∥∥∥ .
Для першої суми в цiй нерiвностi виконується оцiнка (див. [4, 72,76])∥∥∥∥∥w(t)− h

2πi

N∑
k=−N

f1(t, z(kh))

∥∥∥∥∥ ≤ 1

2π

e−πd/h

2 sinhπd/h
‖f1(t, v)‖H1(Dd)

≤

≤ C(θ, σ)

2πσ

e−πd/h

2 sinhπd/h
. (4.13)

Для другої суми маємо∥∥∥∥∥∥ h

2πi

∑
|k|>N

f1(t, z(kh))

∥∥∥∥∥∥ ≤ h

2π

∑
|k|>N

‖f1(t, z(kh))‖ ≤

≤ h

π

∞∑
k=N+1

C(θ, σ)e−ta cosh(kh)+t−khσ ≤

≤


C(θ, σ)et

πt
e−ta cosh((N+1)h)−σ(N+1)h, t > 0,

C(θ, σ)e−σ(N+1)h, t = 0.

(4.14)

Поєднуючи оцiнки (4.13) i (4.14) для t = 0, приходимо до

‖ηN(f1, h)‖ ≤ c

σ

[
e−πd/h

sinhπd/h
+ e−σ(N+1)h

]
, (4.15)

Урiвноважуючи обидвi експоненти вибором

h =

√
πd

σ(N + 1)
, (4.16)
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отримаємо

‖ηN(f1, h)‖ ≤ c

σ

 e−
√
πdσ(N+1)

sinh
(√

πdσ(N + 1)
) + e−

√
πdσ(N+1)

 =

=
c

σ

[
e−2
√
πdσ(N+1)

1− e−
√
πdσ(N+1)

+ e−
√
πdσ(N+1)

]
.

(4.17)

У випадку t > 0, перший доданок в експонентi exp(−ta cosh((N + 1)h)−

σ|(N + 1)h|) в (4.14) бiльше впливає на порядок похибки. Покладаючи h =

O(lnN/N), для довiльного t > 0 отримаємо асимптотичну оцiнку

‖ηN(f1, h)‖ ≤ c

[
e−c1N/ lnN

σ
+

e−tc2N/ lnN

t

]
, (4.18)

де c, c1, c2 – додатнi сталi.

Отже, ми довели теорему.

Теорема 4.1 Нехай ϕ, ψ ∈ D(Aσ) i A – оператор, що задовольняє оцiнку

(4.3)i має спектр Σ(A), що знаходиться на [γ0,∞). Тодi формула (4.12)

задає наближений розв’язок початкової задачi (4.4) з оцiнкою (4.17) порядку

O(e−c
√
N) при t ≥ 0, h =

√
πd

σ(N+1) i оцiнкою (4.18) порядку O(e−cN/ lnN) при

t > 0, h = O(lnN/N). c > 0 i не залежить вiд N .

4.1.4 Чисельнi експерименти. В цьому пiдроздiлi розглянемо мо-

дельну задачу вигляду (4.4) з вiдомим точним розв’язком, потiм розв’яжемо

її наближено, запропонованим методом та порiвняємо результати.

Розглянемо наступну задачу:

∂2u(t, x, y)

∂t2
− α ∂

∂t
(∆u(t, x, y))−∆u(t, x, y) = 0,

u(t, 0, y) = u(t, 1, y) = u(t, x, 0) = u(t, x, 1) = 0,

u(0, x, y) = sin(πx) sin(2πy),

∂u(t, x, y)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0,

(4.19)
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де

∆u(t, x, y) =
∂2u(t, x, y)

∂x2
+
∂2u(t, x, y)

∂y2
.

В залежностi вiд параметру α, є три можливих розв’язки задачi (4.19).

1. Якщо 0 < α < 2
π
√

5
, тодi

u(t, x, y, α) = exp {p1t}
(

cos(p2t)−
p1

p2
sin(p2t)

)
sin(πx) sin(2πy),

де

p1 = −5

2
π2α,

p2 =
1

2

√
20π2 − 25π4α2.

2. Якщо α = 2
π
√

5
, тодi

u(t, x, y, α) = exp
{
−
√

5πt
}(

1 + π
√

5t
)

sin(πx) sin(2πy).

3. Якщо α > 2
π
√

5
, тодi

u(t, x, y, α) = (exp {p1t}p2 − exp {p2t}p1)
sin(πx) sin(2πy)

p2 − p1
,

де

p1 = −5

2
π2α +

1

2

√
25π4α2 − 20π2,

p2 = −5

2
π2α− 1

2

√
25π4α2 − 20π2.

Розв’язки задачi (4.19) зображено на рис. 4.2–4.4 в залежностi вiд пара-

метру α, в точцi (x, y) = (1
2 ,

1
4).

Приклад 4.1 У випадку α = 2
π
√

5
легко перевiрити, що γ0 = 2π2 i

α =
2

π
√

5
<

2
√
γ0

=

√
2

π
.
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Рис. 4.2: α < 2
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√
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√
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Рис. 4.4: α = 2
π
√

5
.
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Згiдно з (4.9) i визначенням θ, отримаємо

θ = arccos

2
π
√

5

√
2π2

2
= arccos

√
2

5
,

d =
π

2
− arccos

√
2

5
≈ 0, 68,

a =
1

2 cos
(
π
4 −

θ
2

) ≈ 0, 53,

b =
1

2 sin
(
π
4 −

θ
2

) ≈ 1, 49.

Використовуючи

R(z) sin(πx) sin(2πy) =

(
z2

αz − 1
I − A

)−1

sin(πx) sin(2πy) =

=
1

z2

αz−1 − 5π2
sin(πx) sin(2πy) =

αz − 1

z2 − 5π2αz + 5π2
sin(πx) sin(2πy),

можна отримати явно

(zI −B)−1w0 =


(
α− z

z2 − 5π2αz + 5π2

)
sin(πx) sin(2πy)

αz − 1(
−1 +

z2

z2 − 5π2αz + 5π2

)
sin(πx) sin(2πy)

αz − 1


i далi застосувати алгоритм (4.12). Обчислення проводились в середови-

щi Maple. Результати, наведенi в таблицi 4.1, пiдтверджують отриманi

апрiорнi оцiнки.

Приклад 4.2 В другому прикладi розглянемо задачу (4.19) з α = 2
5π . То-

чний розв’язок в цьому випадку є

u(t, x, y) =

(
cos(2πt) +

1

2
sin(2πt)

)
e−πt sin(πx) sin(2πy).

Точно, як i в прикладi 1, маємо γ0 = 2π2,

α =
2

5π
<

2
√
γ0

=

√
2

π
.
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N ε

4 0.948769502e-1

8 0.300504394e-1

16 0.586642368102507018e-2

32 0.53379300563269739e-3

64 0.1778497771451899e-4

128 0.14181989945806e-6

256 0.14977670055e-9

Таблиця 4.1: Похибка у випадку α = 2
π
√

5
, t = 0.5, x = 0.5, y = 0.2.

Згiдно до (4.9) i визначення θ, отримаємо

θ = arccos
2

5π

√
2π2

2
= arccos

√
2

5
,

d =
π

2
− arccos

√
2

5
≈ 0, 29,

a =
1

2 cos
(
π
4 −

θ
2

) ≈ 0, 51,

b =
1

2 sin
(
π
4 −

θ
2

) ≈ 3, 5.

Функцiя R(z) i резольвента (zI −B)−1w0 для цього випадку можуть

бути обчисленi точно, аналогiчно до прикладу 1. Наступнi обчислення про-

водились згiдно (4.12) проводились в середовищi Maple. Результати обчи-

слень наведенi в таблицi 4.2 i пiдтверджують нашi апрiорнi оцiнки.
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N ε

8 0.1557679918

16 0.5180574507494855008e-1

32 0.1097312605636203481e-1

64 0.121349430767272743e-2

128 0.5330597600436985e-4

256 0.63049289198752e-6

Таблиця 4.2: Похибка у випадку α = 2
5π , t = 0.5, x = 0.5, y = 0.2.

4.2 Експоненцiально збiжний метод для елiптичного

рiвняння

4.2.1 Елiптична задача в областях цилiндричного типу. Роз-

глянемо елiптичну задачу в цилiндричнiй областi.

Нехай A – лiнiйний, щiльно визначений, замкнений оператор (сильно по-

зитивний) в банаховому просторi X. Операторно-значна функцiя (сiмейство

операторiв нормалiзованих гiперболiчних синусiв [134])

E(x) ≡ E(x;
√
A) := sinh−1(

√
A) sinh(x

√
A),

задовольняє елiптичне диференцiальне рiвняння

d2E

dx2
− AE = 0, E(0) = Θ, E(1) = I,

де I – одиничний, а Θ – нульовий оператор. Для заданого нормалiзованого

операторного гiперболiчного синуса E(x) розв’язок елiптичного диференцi-

ального рiвняння

d2u

dx2
− Au = 0, u(0) = 0, u(1) = u1 (4.20)

з заданим вектором u1 i невiдомою векторно-значною функцiєю u(x) :
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(0, 1)→ X може бути записаний як

u(x) = E(x;
√
A)u1.

Розв’язок неоднорiдної елiптичної крайової задачi в цилiндричнiй областi

ΩA × [0, 1] ⊂ Rd+1,

d2u

dx2
− Au = −f(x), u(0) = u0, u(1) = u1, (4.21)

з невiдомою u(x) = u(x;x1, ..., xd), вiдомими граничними умовами u0, u1 i

заданою правою частиною f(x) = f(x;x1, ..., xd), може бути записаний як

u(x) = uh(x) + up(x), (4.22)

де

uh(x) = E(x;
√
A)u1 + E(1− x;

√
A)u0 (4.23)

є розв’язком однорiдної задачi, а

up(x) =

∫ 1

0

G(x, s;A)f(s)ds, (4.24)

є розв’язком неоднорiдної задачi з функцiєю Грiна

G(x, s;A) ≡ G(x, s)

= [
√
A sinh

√
A]−1

sinh(x
√
A) sinh((1− s)

√
A) x ≤ s,

sinh(s
√
A) sinh((1− x)

√
A) x ≥ s

.
(4.25)

4.2.2 Метод обчислення нормалiзованого операторного гiпер-

болiчного синуса. Розглянемо наступне зображення розв’язку задачi

(4.20)

u(x) = uhl(x) =
1

2πi

∫
ΓI

E(x;
√
z)(zI − A)−1u1dz, (4.26)

де

E(x;
√
z) = sinh (x

√
z)/ sinh

√
z
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є нормалiзований гiперболiчний синус. Наша мета полягає в побудовi набли-

ження iнтеграла (4.20) за допомогою квадратурної формули з експоненцi-

альною швидкiстю збiжностi, включаючи точку x = 1. Дуже важливо мати

рiвномiрно збiжне наближення, бо для неоднорiдної задачi (4.21)–(4.25) ар-

гумент операторного гiперболiчного синуса пiд iнтегралом перетворюється в

нуль при x = s = 0 або x = s = 1. Беручи до уваги поправку до резольвенти

для стiйкостi обчислень як i в попереднiх роздiлах, отримаємо зображення

u(x) = uhl(x) =
1

2πi

∫
ΓI

E(x;
√
z)

[
(zI − A)−1 − 1

z
I

]
u1dz, (4.27)

замiсть (4.26) (для x > 0 iнтеграл з другого доданка рiвний нулевi через

аналiтичнiсть пiдiнтегрального виразу за межами кривої iнтегрування). Цей

iнтеграл є розв’язком задачi (4.20) для u1 ∈ D(Aα), α > 0.

Як i ранiше гiперболу Γ0, визначену в (2.27), називатимемо спектральною

гiперболою. Вона проходить через вершину (a0, 0) спектрального кута i має

асимптоти, паралельнi променям спектрального кута Σ. Виберемо гiперболу

ΓI з (2.28) за шлях iнтегрування, де параметри виберемо пiзнiше. Тодi з (4.27)

отримаємо

u(x) = uhl(x) =
1

2πi

∫ ∞
−∞
F(x, ξ)dξ, (4.28)

де

F(x, ξ) = FA(x, ξ)u1,

FA(x, ξ) = E(x;
√
z(ξ))(aI sinh ξ − ibI cosh ξ)

[
(z(ξ)I − A)−1 − 1

z(ξ)
I

]
.

Для оцiнки ‖F(x, ξ)‖ нам потрiбно оцiнки для |z′(ξ)/z(ξ)| i для

‖E(x;
√
z(ξ))‖.

В попереднiх роздiлах показано, що

|z′(ξ)/z(ξ)| ≤ bI/aI . (4.29)
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Оцiнимо ще |
√
z(ξ)|. Маємо

|
√
z(ξ)| = |

√
aI cosh ξ − ibI sinh ξ| = 4

√
a2
I cosh2 ξ + b2

I sinh2 ξ =

= 2
√
aI cosh ξ

4

√
1 + (bI/aI)2 tanh2 ξ,

звiдки отримаємо

√
aI cosh ξ ≤ |

√
z(ξ)| ≤ 4

√
1 + (bI/aI)2

√
aI cosh ξ. (4.30)

Використовуючи цю оцiнку матимемо

|e−2x
√
z| =

∣∣∣∣∣exp
{
−2x

(√(
aI cosh ξ +

√
a2
I cosh2 ξ + b2

I sinh2 ξ

)
/2 +

+i

√(
−aI cosh ξ +

√
a2
I cosh2 ξ + b2

I sinh2 ξ

)
/2

)}∣∣∣∣∣ =

= exp

{
−2x

(√(
aI cosh ξ +

√
a2
I cosh2 ξ + b2

I sinh2 ξ

)
/2

)}
<

< e−2x
√
aI cosh ξ ∀x ∈ (0, 1],

|1− e−2x
√
z| ≤ 1 + |e−2x

√
z| ≤ 2,

|1− e−2x
√
z| ≥ 1− |e−2x

√
z| ≥ 1− e−2x

√
aI cosh ξ,

|e(x−1)
√
z − e−(x+1)

√
z| = |e(x−1)

√
z(1− e−2x

√
z)| ≤ 2e(x−1)

√
aI cosh ξ

(4.31)

i, насамкiнець,

|E(x;
√
z)| =

∣∣∣∣∣ex
√
z − e−x

√
z

e
√
z − e−

√
z

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣e(x−1)
√
z − e−(x+1)

√
z

1− e−2
√
z

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 2e(x−1)

√
aI cosh ξ

1− e−2
√
aI cosh ξ

≤ 2

1− e−2
√
aI

e(x−1)
√
aI cosh ξ.

Припускаючи, що u1 ∈ D(Aα), 0 < α < 1, використовуючи (4.29) i теорему

1.16, ми можемо оцiнити пiдiнтегральний вираз на дiйснiй осi ξ ∈ R для
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кожного x ∈ (0, 1):

‖F(x, ξ)‖ = ‖FA(x, ξ)u1‖ ≤ |E(x;
√
z)| ·

∣∣∣∣z′(ξ)z(ξ)

∣∣∣∣ (1 +M)K

|z(ξ)|α
‖Aαu1‖ ≤

≤ (1 +M)K
bI
aI

|E(x;
√
z)|

|z(ξ)|α
‖Aαu1‖ ≤

≤ (1 +M)K
2bI

aI(1− e−2
√
aI)

e(x−1)
√
aI cosh ξ

|z(ξ)|α
‖Aαu1‖ ≤

≤ (1 +M)K
bI

1− e−2
√
aI

(
2

aI

)1+α

e(x−1)
√
aI cosh ξ−α|ξ|‖Aαu1‖,

ξ ∈ R, x ∈ (0, 1].

(4.32)

Як i в пiдроздiлi 2.4 параметри кривої iнтегрування виберемо у виглядi

(2.29). Тодi функцiя F(x,w) для всiх x ∈ [0, 1] є аналiтичною вiдносно w =

ξ + iν в смузi

Dd1
= {w = ξ + iν : ξ ∈ (−∞,∞), |ν| < d1/2}.

Промiжнi значення коефiцiєнтiв a(ν), b(ν), що отримуються при замiнi

w = ξ + iν, як i в попереднiх роздiлах, отримаємо

a(ν) = aI cos ν + bI sin ν =
a0 sin (ν + π/4− ϕ/2)

cosϕ
=
a0 cos (π/4 + ϕ/2− ν)

cosϕ
,

b(ν) = bI cos ν − aI sin ν =
a0 sin (π/4 + ϕ/2− ν)

cosϕ
.

Виберемо додатне δ таке, що ϕ+ δ
2 <

π
2−

δ
2 , покладемо d = d1−δ i розглянемо

ν: |ν| < d
2 = π

4 −
ϕ
2 −

δ
2 . Вiдмiтимо, що δ → 0 при ϕ → π/2. Оскiльки

ϕ+ δ
2 ≤

π
4 + ϕ

2 − ν ≤
π
2 −

δ
2 , маємо

a0 cos
(
π
2 −

δ
2

)
cosϕ

≤ a(ν) =
a0 cos (π/4 + ϕ/2− ν)

cosϕ
≤
a0 cos

(
ϕ+ δ

2

)
cosϕ

,

a0 sin
(
ϕ+ δ

2

)
cosϕ

≤ b(ν) =
a0 sin (π/4 + ϕ/2− ν)

cosϕ
≤
a0 sin

(
π
2 −

δ
2

)
cosϕ

.

(4.33)

Замiняючи aI та bI на a(ν) та b(ν) в (4.32) i беручи до уваги (4.33), отри-

маємо оцiнку

‖F(x,w)‖ = ‖FA(x,w)u1‖ ≤
(1 +M)Ka0 sin

(
π
2 −

δ
2

)
cosϕ

(
1− e

−2
√
a0 cos (π2−

δ
2)/ cosϕ

)×
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×

(
2 cosϕ

a0 cos
(
π
2 −

δ
2

))1+α

e(x−1)ã
√

cosh ξ−α|ξ|‖Aαu1‖,

ξ ∈ R, ∀x ∈ [0, 1], ∀w ∈ Dd,

де

ã =
√
a0 cos (ϕ+ δ/2)/ cosϕ

Враховуючи, що iнтеграли вздовж вертикальних сторiн прямокутника

Dd(ε) = {z ∈ C : |<e z| < 1/ε, |=mz| < d(1 − ε)} з межею ∂Dd(ε) зни-

кають при ε→ 0, з цiєї оцiнки випливає

‖F(x, ·)‖H1(Dd) = lim
ε→0

(∫
∂Dd(ε)

‖F(z)‖|dz|
)
≤

≤ C(ϕ, α, δ)‖Aαu1‖
∫ ∞
−∞

e−α|ξ|dξ =
2

α
C(ϕ, α, δ)‖Aαu0‖

(4.34)

з

C(ϕ, α, δ) =
2(1 +M)Ka0 sin

(
π
2 −

δ
2

)
cosϕ

(
1− e

−2
√
a0 cos (π2−

δ
2)/ cosϕ

) ( 2 cosϕ

a0 cos
(
π
2 −

δ
2

))1+α

.

Вiдмiтимо, що C(ϕ, α, δ) прямує до ∞ якщо α→ 0 або ϕ→ π/2.

Наблизимо iнтеграл (4.28) за допомогою Sinc-квадратурної формули

uN(t) = uhl,N(x) =
h

2πi

N∑
k=−N

F(t, z(kh)), (4.35)

з похибкою

‖ηN(F , h)‖ = ‖u(t)− uN(t)‖ ≤ η1,N(F , h) + η2,N(F , h), (4.36)

де

η1,N(F , h) = ‖u(t)− h

2πi

∞∑
k=−∞

F(t, z(kh))‖,

η2,N(F , h) = ‖ h
2πi

∑
|k|>N

F(t, z(kh))‖.
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Перший елемент може бути оцiнений як (див. Теорему 3.2.1, ст. 144 в [11])

‖η1,N(F , h)‖ ≤ 1

2π

e−πd/h

2 sinh (πd/h)
‖F‖H1(Dd). (4.37)

Для другого елемента маємо згiдно (4.34) i елементарної нерiвностi
√

cosh ξ =√
2 cosh2 (ξ/2)− 1 ≥

√
cosh2 (ξ/2) = cosh (ξ/2):

‖η2,N(F , h)‖ ≤ C(ϕ, α)h‖Aαu1‖
2π

∞∑
k=N+1

e(x−1)ã
√

cosh (kh)−αkh ≤

≤ C(ϕ, α)h‖Aαu1‖
2π

∞∑
k=N+1

e(x−1)ã cosh (kh/2)−αkh ≤

≤ c‖Aαu1‖
α

exp[(x− 1)ã cosh ((N + 1)h/2)− α(N + 1)h].

(4.38)

де стала c > 0 не залежить вiд h,N, x. Урiвноважуючи обидвi експоненти в

(4.37) i (4.38) для x = 1 за допомогою

πd

h
= α(N + 1)h

отримаємо для кроку вираз

h =

√
πd

α(N + 1)
.

Тодi виконується наступна оцiнка

‖ηN(F , h)‖ ≤ c

α
exp
(
−
√
πdα(N + 1)

)
‖Aαu1‖, (4.39)

зi сталою c > 0 незалежною вiд x,N . У випадку x < 1 перший доданок

в експонентi exp[(x− 1)ã cosh ((N + 1)h/2)− α(N + 1)h] в (4.38) є ведучим.

Покладаючи, в цьому випадку h = c1 lnN/N з додатною сталою c1, незале-

жною вiд N , ми отримаємо для фiксованого x похибку

‖ηN(F , h)‖ ≤ c
[
e−πdN/(c1 lnN) + e−c1(x−1)ãN/2−c1α lnN

]
‖Aαu1‖,

де c – додатна стала. Отже ми довели наступну теорему.
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Теорема 4.2 Нехай A – щiльно визначений строго позитивний оператор,

u1 ∈ D(Aα), α ∈ (0, 1). Тодi Sinc- квадратура (4.35) наближає розв’язок

однорiдної початкової задачi (4.20) (u(t) = uhl(x) = E(x;A)u1) i має рiвно-

мiрну вiдносно x ∈ [0, 1] експоненцiальну швидкiсть збiжностi з оцiнкою

(4.36), яка має порядок O(e−c
√
N) рiвномiрно по x ∈ [0, 1] при h = (1/

√
N)

i порядок O
(
max

{
e−πdN/(c1 lnN), e−c1(x−1)ãN/2−c1α lnN

})
для кожного фiксова-

ного x ∈ [0, 1) при h = c1 lnN/N . Сталi c, c1 > 0 i не залежать вiд N .

Аналогiчно будується експоненцiально збiжне наближення uhr,N(x) для

uhr(x) = E(1− x;
√
A)u0 i експоненцiально збiжне наближення

uh,N(x) = uhl,N(x) + uhr,N(x)

до розв’язку (4.23)однорiдної задачi (4.21).

4.2.3 Випадок неоднорiдного рiвняння В цьому пiдроздiлi роз-

глянемо задачу (4.21), розв’язок якої визначається за допомогою (4.22)–

(4.25). Ми отримали експоненцiально збiжну апроксимацiю uh,N для части-

ни uh(x) використовуючи зображення (4.23) i дискретизацiю операторного

нормалiзованого гiперболiчного синуса (4.35).

Для побудови експоненцiально збiжного методу для наближення up,N для

up(x), використаємо зображення Данфорда-Кошi та функцiю Грiна

up(x) =

∫ 1

0

G(x, s;A)f(s)ds =

=

∫ 1

0

1

2πi

∫
ΓI

G(x, s; z)

[
(zI − A)−1 − 1

z
I

]
f(s)dzds =

=
1

2πi

∫ ∞
−∞
Ip(x, ξ)dξ

(4.40)

з

Ip(x, ξ) =

∫ 1

0

Fp(x, s, ξ)f(s)ds,
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Fp(x, s, ξ) = G(x, s;
√
z(ξ))(aI sinh ξ − ibI cosh ξ)

[
(z(ξ)I − A)−1 − 1

z(ξ)
I

]
,

G(x, s; z) ≡ G(x, s) = [
√
z sinh

√
z]−1

sinh(x
√
z) sinh((1− s)

√
z) x ≤ s,

sinh(s
√
z) sinh((1− x)

√
z) x ≥ s

.

Беручи до уваги останню формулу, ми можемо записати (4.40) у виглядi

up(x) =
1

2πi

∫ ∞
−∞

[Ip,1(x, ξ) + Ip,2(x, ξ)]dξ,

де

Ip,1(x, ξ) =

∫ x

0

sinh (s
√
z(ξ)) sinh ((1− x)

√
z(ξ))z′(ξ)√

z(ξ) sinh (
√
z(ξ))

×

×
[
(z(ξ)I − A)−1 − 1

z(ξ)
I

]
f(s)ds,

Ip,2(x, ξ) =

∫ 1

x

sinh (x
√
z(ξ)) sinh ((1− s)

√
z(ξ))z′(ξ)√

z(ξ) sinh (
√
z(ξ))

×

×
[
(z(ξ)I − A)−1 − 1

z(ξ)
I

]
f(s)ds.

(4.41)

Використовуючи формулу

sinh (α) sinh (β) =
1

2
[cosh(α + β)− cosh(α− β)] ,

дрiб з (4.41) запишемо як

sinh (s
√
z(ξ)) sinh ((1− x)

√
z(ξ))

sinh (
√
z(ξ))

=

=
cosh ((1− x+ s)

√
z(ξ))− cosh ((1− x− s)

√
z(ξ))

2 sinh (
√
z(ξ))

.

Оскiльки 0 ≤ s ≤ x ≤ 1 (це означає, що x − s ≥ 0, 0 ≤ 1 − x + s ≤ 1) ми
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виведемо аналогiчно до (4.31) що∣∣∣∣cosh ((1− x+ s)
√
z)

sinh (
√
z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣e(1−x+s)
√
z + e−(1−x+s)

√
z

e
√
z − e−

√
z

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣e(1−x+s−1)
√
z + e−(1−x+s+1)

√
z

1− e−2
√
z

∣∣∣∣∣ =

=
e−(x−s)

√
z
∣∣∣1 + e−2(1−x+s)

√
z
∣∣∣∣∣1− e−2

√
z
∣∣ ≤ 2e−(x−s)

√
z∣∣1− e−2

√
z
∣∣ ≤ 2e−(x−s)

√
aI cosh(ξ)

1− e−2
√
aI

,

(4.42)

∣∣∣∣cosh ((1− x− s)
√
z)

sinh (
√
z)

∣∣∣∣ =
e−(x+s)

√
z + e−(2−x−s)

√
z∣∣1− e−2

√
z
∣∣ ≤

≤
e−(x−s)

√
z
(

e−2s
√
z + e−2(1−x)

√
z
)

∣∣1− e(−2
√
z)
∣∣ ≤ 2e−(x−s)

√
aI cosh(ξ)

1− e−2
√
aI

.

(4.43)

У випадку 0 ≤ x ≤ s ≤ 1 (це означає, що s− x ≥ 0, 0 ≤ 1− s+ x ≤ 1), ми

маємо

sinh (x
√
z(ξ)) sinh ((1− s)

√
z(ξ))

sinh (
√
z(ξ))

=

=
cosh ((1− s+ x)

√
z(ξ))− cosh ((1− s− x)

√
z(ξ))

2 sinh (
√
z(ξ))

,

∣∣∣∣cosh ((1− s+ x)
√
z)

sinh (
√
z)

∣∣∣∣ ≤ 2e−(s−x)
√
aI cosh(ξ)

1− e−2
√
aI

. (4.44)

Оцiнки (1.42), (4.29), (4.30) приводять тепер до наступних нерiвностей для

Ip,1(x, ξ), Ip,2(x, ξ):

‖Ip,1(x, ξ)‖ ≤
2(1 +M)KbI

(1− e−2
√
aI)a

3/2
I

∫ x

0

e−(x−s)
√
aI cosh ξ−0.5|ξ|‖f(s)‖ds ≤

≤ c e−0.5|ξ|
∫ 1

0

‖f(s)‖ds,

‖Ip,2(x, ξ)‖ ≤
2(1 +M)KbI

(1− e−2
√
aI)a

3/2
I

∫ 1

x

e−(s−x)
√
aI cosh ξ−0.5|ξ|‖f(s)‖ds ≤

≤ c e−0.5|ξ|
∫ 1

0

‖f(s)‖ds,

(4.45)
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де c > 0 – стала, незалежна вiд x, ξ. Аналогiчно, тому, як це було вище

(див. доведення теореми 4.2), легко показати, що для кожного x Ip,k(x,w) ∈

H1(Dd), 0 < d < ϕ, k = 1, 2 i

‖Ip,k(x, ·)‖H1(Dd) ≤ c

∫ 1

0

‖f(s)‖ds ≤ c max
s∈[0,1]

‖f(s)‖, k = 1, 2,

з додатною сталою c, що залежить вiд спектральних характеристик операто-

ра A.

Як перший шлях до повної дискретизацiї, замiнимо iнтеграл в (4.40) ква-

дратурою (4.35):

up(x) ≈ upa(x) =
h

2πi

N∑
k=−N

z′(kh)

[
(z(kh)I − A)−1 − 1

z(kh)
I

]
fk(x), (4.46)

де

fk(x) =

∫ 1

0

G(x, s; z(kh))f(s)ds = fk,1(x) + fk,2(x), k = −N, ..., N,

fk,1(x) =

∫ x

0

sinh((1− x)
√
z(kh)) sinh(s

√
z(kh))√

z(kh) sinh
√
z(kh)

f(s)ds, (4.47)

i

fk,2(x) =

∫ 1

x

sinh(x
√
z(kh)) sinh((1− s)

√
z(kh))√

z(kh) sinh
√
z(kh)

f(s)ds. (4.48)

Далi зробимо замiну змiну змiнних в iнтегралi (4.47)

s = 0.5x(1 + tanh ζ), (4.49)

отримаємо

fk,1(x) =

∫ ∞
−∞
Fk,1(x, ζ)dζ, (4.50)

замiсть(4.47), де

Fk,1(x, ζ) =
x sinh((1− x)

√
z(kh)) sinh

(
x
√
z(kh)(1 + tanh ζ)/2

)
2
√
z(kh) sinh

√
z(kh) cosh2 ζ

×

× f (x(1 + tanh ζ)/2) .
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Рис. 4.5: Вiдображення Aν(x) смуги для x = 0.5, 0.8, 1.0, ν = 1.

В iнтегралi (4.48) зробимо замiну змiнних:

s = 0.5x(1− tanh(ζ)) + 0.5(1 + tanh(ζ)),

отримаємо

fk,2(x) =

∫ ∞
−∞
Fk,2(x, ζ)dζ, (4.51)

замiсть (4.48) з

Fk,2(x, ζ) =
(1− x) sinh(x

√
z(kh)) sinh

(
0.5(1− x)

√
z(kh) (1− tanh(ζ))

)
2
√
z(kh) sinh

√
z(kh) cosh2 ζ

×

× f (0.5x(1− tanh(ζ)) + 0.5(1 + tanh(ζ))) .

Вiдмiтимо, що з комплексними змiнними z = ζ+iν та w = u+iv рiвняння

(4.49) представляє конформне вiдображення w = ψ(z) = x[1 + tanh z]/2,

z = φ(w) = 0.5 ln w
x−w смугиDν на областьAν(x) iAν(x) ⊆ Aν(1) ∀x ∈ [0, 1].

Легко бачити, що зображення A1,ν(x) смуги Dν вiдображенням w = ψ1(z) =

0.5x(1 − tanh(ζ)) + 0.5(1 + tanh(ζ)), z = φ1(w) = 0.5 ln x−w
w−1 смуги Dν є всi

однакової форми i мiстяться в Aν(1) = A1,ν(0).

Згiдно з (4.42)–(4.44) пiдiнтегральнi функцiї Fk,1(x, ζ) i Fk,2(x, ζ) задо-

вольняють на дiйснiй осi ζ ∈ R (для кожного фiксованого x ∈ [0, 1]) оцiнки

‖Fk,1(x, ζ)‖ ≤ x e−(x−0.5x(1+tanh ζ))
√
aI cosh (kh)(

1− e−2
√
aI
)
|
√
z(kh)| cosh2 ζ

∥∥∥∥f(
x(1 + tanh ζ)

2
)

∥∥∥∥ , (4.52)
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Рис. 4.6: Вiдображення A1,ν(x) смуги для x = 0, 0.5, 0.8, ν = 1.

‖Fk,2(x, ζ)‖ ≤

≤
(1− x) exp

[
−(0.5x(1− tanh(ζ)) + 0.5(1 + tanh(ζ))− x)

√
aI cosh (kh)

]
(
1− e−2

√
aI
)
|
√
z(kh)| cosh2 ζ

×

×‖f(0.5x(1− tanh(ζ)) + 0.5(1 + tanh(ζ)))‖,

що показують їхнє експоненцiальне спадання при ζ → ±∞. Покажемо, що пi-

дiнтегральнi функцiї мають аналiтичне продовження в смугу навколо дiйсної

осi.

Лема 4.1 Якщо функцiя f(x) в (4.21) для x ∈ [0, 1] має аналiтичне про-

довження в область Aν(1), тодi пiдiнтегральнi функцiї Fk,1(t, ζ), Fk,2(t, ζ)

мають аналiтичне продовження в смугу Dd1
, 0 < d1 < π/2 i належать

класу H1(Dd1
) вiдносно ζ.

Д оведення. Дослiдимо область в комплекснiй площинi, де функцiя F(x, ζ)

має аналiтичне продовження з дiйсної осi ζ ∈ R. Замiнюючи ζ на ξ + iν,

ξ ∈ (−∞,∞), |ν| < d1, ми маємо для аргументу f

tanh (ξ + iν) =
sinh ξ cos ν + i cosh ξ sin ν

cosh ξ cos ν + i sinh ξ sin ν
=

sinh (2ξ) + i sin (2ν)

2(cosh2 ξ − sin2 ν)
,

1± tanh (ξ + iν) = q±r + iq±i

(4.53)

де

q±r (ξ, ν) = 1± sinh 2ξ

2(cosh2 ξ − sin2 ν)
=

e±2ξ + cos (2ν)

2(cosh2 ξ − sin2 ν)
,
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q±i (ξ, ν) = ± sin 2ν

2(cosh2 ξ − sin2 ν)
.

Знаменник в (4.53) додатнiй для всiх ξ ∈ (−∞,∞) при ν ∈ (−π/2, π/2).

Легко бачити, що для ξ ∈ (−∞,∞) маємо

0 ≤ q±r (ξ, ν) ≤ 2, |q±i (ξ, ν)| ≤ | tan ν|.

Тому, для кожного фiксованого x, ν i для ξ ∈ (−∞,∞) параметрична крива

ΓA(t) задана (в координатах µ, η)

µ =
x

2
q−r (ξ, ν), η =

x

2
q−i (ξ, ν)

з (4.53) замкнена i утворює з дiйсною вiссю в початку координат кут

θ = θ(ν) = arctan | lim
ξ→∞

q−i (ξ, ν)/q−r (ξ, ν)| = arctan (tan (2ν)) = 2ν.

Для ν ∈ (−π/2, π/2) область A(x) для рiзних x ∈ [0, 1] знаходиться в правiй

пiвплощинi (q±r не може бути вiд’ємним) i заповнює область Aν(1) (див. рис.

4.5). Беручи до уваги (2.29) i (4.52), маємо

‖Fk,1(x, ξ + iν)‖ ≤

∣∣∣∣∣ x e−0.5x(1−tanh(ξ+iν))
√
aI cosh(kh)

2(1− e−2
√
aI)|
√
z(kh)|(cosh2 ξ − sin2 ν)

∣∣∣∣∣×
×‖f(x(1 + tanh (ξ + iν))/2)‖ ≤

≤

∣∣∣∣∣ x e−0.5x(q−r +iq−i )
√
aI cosh(kh)

2(1− e−2
√
aI)|
√
z(kh)|(cosh2 ξ − sin2 ν)

∣∣∣∣∣ ‖f(0.5x(q+
r + iq+

i ))‖ ≤

≤
x exp

(
−0.5x

√
aI cosh(kh) e−2ξ+cos(2ν)

2(cosh2 ξ−sin2 ν)

)
2(1− e−2

√
aI)
√
aI(cosh2 ξ − sin2 ν)

‖f(0.5x(q+
r + iq+

i ))‖.

Ця нерiвнiсть приводить до∫ ∞
−∞
‖Fk,1(x, ξ + iν)‖dξ ≤ c1 max

w∈Aν(1)
‖f(w)‖

∫ ∞
−∞

x

cosh2 ξ − sin2 ν
dξ ≤

≤ c max
w∈Aν(1)

‖f(w)‖.

Це показує, що Fk,1(x,w) ∈ H1(Dd1
) вiдносно w. Такi ж мiркування вiрнi для

Fk,2(x,w). Доведення завершено. �
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Якщо виконуються припущення 4.1, ми можемо використати Sinc-

квадратурну формулу для обчислення iнтегралiв (4.50), (4.51) (див. 1.3).

fk(x) =fk,1(x) + fk,2(x) ≈ fk,N(x) = fk,1,N(x) + fk,2,N(x) =

=h
N∑

j=−N

[µk,1,j(x)f(ω1,j(x)) + µk,2,j(x)f(ω2,j(x))] ,
(4.54)

де

µk,1,j(x) =
x sinh((1− x)

√
z(kh)) sinh

(
0.5x

√
z(kh)(1 + tanh jh)

)
2
√
z(kh) sinh

√
z(kh) cosh2 jh

,

ω1,j(x) = 0.5x[1 + tanh (jh)],

µk,2,j(x) =
(1− x) sinh(x

√
z(kh)) sinh

(
0.5(1− x)

√
z(kh) (1− tanh(jh))

)
2
√
z(kh) sinh

√
z(kh) cosh2 jh

,

ω2,j(x) = 0.5x[1− tanh (jh)] + 0.5[1 + tanh (jh)],

h = 1/
√
N,

z(ξ) = aI cosh ξ − ibI sinh ξ.

Пiдкладаючи (4.54) в (4.46) отримаємо наступну повну дискретизацiю для

наближення upa,N(t) до upa(t)

upa,N(t) =
h2

2πi

N∑
k,j=−N

z′(kh)[(z(kh)I − A)−1 − 1

z(kh)
I]

× [µk,1,j(x)f(ω1,j(x)) + µk,2,j(x)f(ω2,j(x))] .

(4.55)

Наступна теорема характеризує похибку наближення.

Теорема 4.3 Нехай A – сильно позитивний оператор з спектральними ха-

рактеристиками a0, ϕ i правою частиною f(x) ∈ D(Aα), α > 0, яка має

аналiтичне продовження в область Aν(1). Тодi алгоритм (4.55) є збiжним

з оцiнкою швидкостi збiжностi:

‖EN(x)‖ = ‖up(x)− uap,N(x)‖ ≤ c

α
e−c1

√
N max
w∈Aν(1)

‖Aαf(w)‖, (4.56)

рiвномiрно по x ∈ [0, 1] з додатними сталими c, c1, що залежать вiд a0, ϕ,

але незалежними вiд N .
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Д оведення. Подамо похибку у виглядi

EN(x) = up(x)− upa,N(x) = r1,N(x) + r2,N(x), (4.57)

де

r1,N(x) = up(x)− upa(x), r2,N(x) = upa(x)− upa,N(x).

Беручи до уваги оцiнку (4.45), отримаємо для h =
√

2πd/(N + 1) подiбну

до вище знайденої оцiнку (див. (4.39) в доведеннi теореми 4.2)

‖r1,N(x)‖ = ‖ 1

2πi

∫ ∞
−∞

[Ip,1(x, ξ) + Ip,2(x, ξ)] dξ−

− h

2πi

N∑
k=−N

[Ip,1(x, kh) + Ip,2(x, kh)] ‖ ≤

≤ c exp
(
−
√

0.5πd(N + 1)
)∫ 1

0

‖f(s)‖ds ≤

≤ c exp
(
−
√

0.5πd(N + 1)
)

max
w∈Aν(1)

‖Aαf(w)‖.

(4.58)

Згiдно до (1.42), маємо для похибки r2,N(t)

‖r2,N(t)‖ = ‖ h
2πi

N∑
k=−N

z′(kh)[(z(kh)I − A)−1 − 1

z(kh)
I]Rk(t)‖ ≤

≤ h(1 +M)K

2π

N∑
k=−N

|z′(kh)|
|z(kh)|1+α

‖AαRk(t)‖,

(4.59)

де Rk(x) = fk(x)− fk,N(x),

‖AαRk(t)‖ = ‖Aα(fk,1(x)− fk,1,N(x)) + Aα(fk,2(x)− fk,2,N(x))‖ ≤

≤ ‖Aα(fk,1(x)− fk,1,N(x))‖+ ‖Aα(fk,2(x)− fk,2,N(x))‖

Оцiнки (4.30), (4.42)-(4.44) як i в (4.52) виконуються для дiйсних ξ

‖AαFk,1(x, ξ)‖ ≤ c xe−2|ξ|‖Aαf((1 + tanh ξ)/2)‖.

З леми 4.1 маємо AαFk,1(x,w) ∈ H1(Dd1
), 0 < d1 < π/2 i у нас ситуацiя така

ж як i в теоремi 3.2.1, ст. 144 з [11] з Aαf(w) замiсть f що приводить до
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‖Aα(fk,1(x)− fk,1,N(x))‖ = ‖
∫ ∞
−∞

AαFk,1(x, ξ)dξ − h
∞∑

j=−∞
AαFk,1(x, jh)‖+

+‖h
∑
|j|>N

AαFk,1(x, jh)‖ ≤ e−πd1/h

2 sinh (πd1/h)
‖Fk,1(x,w)‖H1(Dd1

)

+h
∑
|j|>N

c xe−2|jh|‖Aαf(x(1 + tanh jh)/2)‖ ≤

≤ ce−2πd1/h max
w∈Aν(1)

‖Aαf(w)‖+ hc x max
w∈Aν(1)

‖Aαf(w)‖
∑
|j|>N

e−2|jh|.

А тому ми маємо

‖Aα(fk,1(x)− fk,1,N(x))‖ ≤ ce−c1
√
N max
w∈Aν(1)

‖Aαf(w)‖, (4.60)

де додатнi сталi c, c1 не залежать вiд x, N i k. Теж вiрне для ‖Aα(fk,2(x) −

fk,2,N(x))‖, тобто ми маємо

‖Aα(fk,2(x)− fk,2,N(x))‖ ≤ ce−c1
√
N max
w∈Aν(1)

‖Aαf(w)‖.

Тепер оцiнка (4.59) може бути продовжена як

‖r2,N(x)‖ =

=
h

2πi

N∑
k=−N

z′(kh)[(z(kh)I − A)−1 − 1

z(kh)
I]Rk(x) ≤ ce−c1

√
NSN ,

(4.61)

з

SN =
N∑

k=−N

h
|z′(kh)|
|z(kh)|1+α

.

Використовуючи (4.29) i

|z(kh)| =
√
a2
I cosh2 (kh) + b2

I sinh2 (kh) ≥ aI cosh (kh) ≥ aIe
|kh|

2
,

остання сума оцiнюється як

|SN | ≤
c√
N

N∑
k=−N

e−α|k/
√
N | ≤ c

∫ √N
−
√
N

e−αtdt ≤ c/α. (4.62)



244

Беручи до уваги (4.60) i (4.62), ми виводимо з (4.61)

‖r2,N(x)‖ ≤ c

α
e−c1

√
N max
w∈Aν(1)

‖Aαf(w)‖. (4.63)

Твердження теореми слiдує з (4.57), (4.58), (4.63). Доведення завершено. �

Експоненцiально збiжне наближення до розв’язку неоднорiдної задачi

(4.21) має вигляд

uN(x) = uh,N(x) + up,N(x).

Приклад 4.3 Розглянемо неоднорiдну задачу (4.21) з оператором A визна-

ченим як

D(A) = {u(x1) ∈ H2(0, 1) : u(0) = u(1) = 0},

Au = −u′′(x1) ∀u ∈ D(A).

Початковi функцiї є u0 = u(0, x1) = 0, u1 = u(1, x1) = 0, а права частина

f(x) = f(x;x1) є

f(x;x1) = 2π2 sin(πx) sin(πx1).

Легко перевiрити, що точний розв’язок є u(x) = u(x;x1) = sin(πx) sin(πx1).

Алгоритм (4.55) реалiзований для x = 1/2, x1 = 1/2 в середовищi Maple

з параметром Digits=16. Таблиця 4.3 показує експоненцiальне спадання по-

хибки εN = |u(1/2, 1/2) − upa,N(1/2, 1/2)| = |u(1/2, 1/2) − uN(1/2, 1/2)| зi

зростанням N .
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N εN

4 0.1872482412

8 0.829872855 e-1

16 0.115819650e-1

32 0.4730244e-3

64 0.46664e-5

128 0.63619e-9

Таблиця 4.3: Похибка алгоритму (4.55) для x = 1/2, x1 = 1/2.
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РОЗДIЛ 5

Методи без насичення точностi розв’язування нелокальних задач

для рiвнянь другого порядку з необмеженим операторним

коефiцiєнтом

5.1 Експоненцiально збiжний метод для m-точкової не-

локальної задачi для елiптичного рiвняння

5.1.1 Постановка задачi. В цьому пiдроздiлi розглянемо наступну

m-точкову нелокальну задачу для елiптичного рiвняння:

d2u

dx2
− Au = 0, x ∈ (0, 1)

u(0) = 0,

u(1) =
m∑
k=1

αku(ξk) + u1,

(5.1)

де αk ∈ R, k = 1,m, 0 < ξ1, ξ2, · · · < ξm < 1, u1 ∈ X. Оператор A з областю

визначення D(A) в банаховому просторi X є щiльно визначеним сильно по-

зитивним (секторiальним), тобто його спектр Σ(A) розташований в секторi

(1.28), а резольвента задовольняє оцiнку (1.29).

Задача (5.1) є базовою для неоднорiдної

d2u

dx2
− Au = −f(x), x ∈ (0, 1]

u(0) = u0,

u(1) =
m∑
k=1

αku(ξk) + u1,

(5.2)

де f(x) – задана векторно-значна функцiя зi значеннями в банаховому про-

сторiX, u0– заданий елемент зX та аналогiчними припущеннями щодо iнших

вхiдних даних. Задача (5.2) може бути зведена до задачi виду (5.1). Для цього
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подамо u з (5.2) у виглядi u(x) = v(x) + w(x), де v(x) є розв’язком

d2v

dx2
− Av = −f(x), x ∈ (0, 1)

v(0) = u0,

v(1) = u1.

(5.3)

Тодi, w(x) задовольняє рiвняння

d2w

dx2
− Aw = 0, x ∈ (0, 1),

i умову

w(0) = 0.

Для точки x = 1 ми отримаємо

w(1) = u(1)− v(1) =
m∑
k=1

αku(ξk) =
m∑
k=1

αkw(ξk) +
m∑
k=1

αkv(ξk).

Отже, w(x) є розв’язком задачi

d2w

dx2
− Aw = 0, x ∈ (0, 1)

w(0) = 0,

w(1) =
m∑
k=1

αkw(ξk) + w1,

де w1 =
m∑
k=1

αkv(ξk).

Зауваження 5.1 Розв’язок (5.3) можна записати у виглядi (див.

пiдрозд.4.2.1):

v(x) = sinh(
√
A(1− x)) sinh−1(

√
A)u0 + sinh(

√
Ax) sinh−1(

√
A)u1

+

∫ 1

0

G(x, s;A)f(s)ds,

де G(x, s;A) – функцiя Грiна. Експоненцiально збiжний метод для набли-

ження v(x) описано в пiдроздiлi (4.2.1).

Мета цього пiдроздiлу побудувати експоненцiально збiжний метод для

задачi (5.1).
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5.1.2 Iснування та зображення розв’язку Як зазначалось вище,

розв’язок (5.1) можна формально записати у виглядi

u(x) = sinh(
√
Ax) sinh−1(

√
A)

[
m∑
k=1

αku(ξk) + u1

]
. (5.4)

Покладемо d =
m∑
k=1

αku(ξk), тодi отримаємо з (5.4)

d =
m∑
k=1

αk sinh(
√
Aξk) sinh−1(

√
A)d+

m∑
k=1

αk sinh(
√
Aξk) sinh−1(

√
A)u1,

що еквiвалентно

d =

[
I −

m∑
k=1

αk sinh(
√
Aξk) sinh−1(

√
A)

]−1 m∑
k=1

αk sinh(
√
Aξk) sinh−1(

√
A)u1

=

[
I −

m∑
k=1

αk sinh(
√
Aξk) sinh−1(

√
A)

]−1

u1 − u1 ≡ B−1u1 − u1,

при умовi, що iснує оператор B−1.

Тому ми отримали з (5.4) зображення розв’язку задачi (5.1) у виглядi

u(x) = sinh(
√
Ax) sinh−1(

√
A)B−1u1. (5.5)

Для двовимiрного елiптичного рiвняння (що є окремим випадком (5.1))

в [135] було отримано, що нерiвнiсть

m∑
k=1

|αk|+ αk
2

≤ 1

є достатньою умовою для iснування єдиного розв’язку задачi (5.1). Ще одна

достатня умова для iснування та єдиностi була знайдена в [28]:

m∑
k=1

|αk|
√
ξk ≤ 1.

Умова
m∑
k=1

|αk| ≤ σ < 1
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використовується в багатьох роботах для побудови чисельних методiв для не-

локальної елiптичної задачi (див. напр. [136, 137]). Вiдмiтимо, що у всiх цих

випадках припускалось, що оператор A є самоспряженим додатно визначе-

ним. Ми розглянемо бiльш загальний випадок, коли оператор A є секторiаль-

ним.

Як i в попереднiх пiдроздiлах будемо називати гiперболу Γ0, визначену в

(2.27) спектральною. Вона має вершину в точцi (a0, 0) i асимптоти, паралельнi

до границi сектора Σ. Нехай ΓI– гiпербола з (2.28). Тодi, використовуючи

зображення Данфорда-Кошi та(5.5), розв’язок задачi (5.1) можна записати

як

u(x) =
1

2πi

∫
ΓI

sinh(
√
zx)

sinh(
√
z)

[
1−

m∑
k=1

αk
sinh(

√
zξk)

sinh(
√
z)

]RA(z)u1dz,

якщо
sinh(

√
zx)

sinh(
√
z)

[
1−

m∑
k=1

αk
sinh(

√
zξk)

sinh(
√
z)

]
є аналiтичною функцiєю всерединi контуру iнтегрування ΓI , що охоплює Γ0.

Щоб отримати чисельно стiйкий алгоритм модифiкуємо резольвенту, як i в

попереднiх пiдроздiлах. RA(z) на R1
A(z), при u1 ∈ D(Aα), α > 0.

R1
A(z) = (zI − A)−1 − I

z
.

Тодi для (5.1) матимемо:

u(x) =
1

2πi

∫
ΓI

sinh(
√
zx)

sinh(
√
z)

[
1−

m∑
k=1

αk
sinh(

√
zξk)

sinh(
√
z)

]R1
A(z)u1dz. (5.6)

Пiсля параметризацiї iнтегралу в (5.6) матимемо

u(x) =
1

2πi

∫ ∞
−∞
F(x, ζ)dζ, (5.7)

де

F(x, ζ) = FA(x, ζ)u1,
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FA(x, ζ) =
sinh(

√
z(ζ)x)z′(ζ)

sinh(
√
z(ζ))

[
1−

m∑
k=1

αk
sinh(

√
z(ζ)ξk)

sinh(
√
z(ζ))

]×

×
[
(z(ζ)I − A)−1 − I

z(ζ)

]
,

i

z′(ζ) = aI sinh ζ − ibI cosh ζ.

Далi наблизимо (5.7) за допомогою експоненцiально збiжної квадратури.

Спочатку, як i в попереднiх роздiлах, оцiнимо ширину смуги навколо дiйсної

осi, де iснує аналiтичне продовження функцiї F(x, ζ) вiдносно ζ. Пiсля пiдста-

новки ζ замiсть ζ + iν гiпербола ΓI перетвориться в параметричне сiмейство

гiпербол вiдносно параметра ν

Γ(ν) = {z(ζ, ν) = aI cosh (ζ + iν)− ibI sinh (ζ + iν) : ζ ∈ (−∞,∞)} =

= {z(ζ, ν) = a(ν) cosh ζ − ib(ν) sinh ζ : ζ ∈ (−∞,∞)},

де

a(ν) = aI cos ν + bI sin ν =
√
a2
I + b2

I sin (ν + φ/2),

b(ν) = bI cos ν − aI sin ν =
√
a2
I + b2

I cos (ν + φ/2),

cos
φ

2
=

bI√
a2
I + b2

I

, sin
φ

2
=

aI√
a2
I + b2

I

.

Аналiтичнiсть функцiї F(t, ζ + iν), в смузi Dd1
з деяким d1 втрачає-

ться, якщо резольвента або частина, що вiдповiдає за нелокальну умову

(B−1) стає необмеженою. Щоб уникнути цього, виберемо d1 так, щоб при

ν ∈ (−d1/2, d1/2) гiпербола Γ(ν) залишалась в правiй пiвплощинi. При

ν = −d1/2 проходила через точку (ρ1, 0), для деякого 0 ≤ ρ1 < a0. Для

ν = d1/2 вона збiгалась спектральною гiперболою. Такi вимоги для Γ(ν) при-
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водять до системи рiвнянь
aI cos (d1/2) + bI sin (d1/2) = a0,

bI cos (d1/2)− aI sin (d1/2) = b0 = a0 tanϕ,

aI cos (−d1/2) + bI sin (−d1/2) = ρ1,

розв’язком якої є

d1 = arccos

(
ρ1√
a2

0 + b2
0

)
− ϕ, (5.8)

де cosϕ = a0√
a2

0+b20
, sinϕ = b0√

a2
0+b20

.

aI = a0

cos
(
d1

2 + ϕ
)

cosϕ
,

bI = a0

sin
(
d1

2 + ϕ
)

cosϕ
.

(5.9)

Беручи до уваги (5.9) можемо аналогiчно записати вирази для a(ν), b(ν)

при −d1

2 ≤ ν ≤ d1

2

a(ν) = aI cos ν + bI sin ν =
√
a2

0 + b2
0 cos

(
d1

2
+ ϕ

)
cos(ν)+

+
√
a2

0 + b2
0 sin

(
d1

2
+ ϕ

)
sin(ν) =

√
a2

0 + b2
0 cos

(
d1

2
+ ϕ− ν

)
,

b(ν) = bI cos ν − aI sin ν =
√
a2

0 + b2
0 sin

(
d1

2
+ ϕ

)
cos(ν)−

−
√
a2

0 + b2
0 cos

(
d1

2
+ ϕ

)
sin(ν) =

√
a2

0 + b2
0 sin

(
d1

2
+ ϕ− ν

)
,

ρ1 ≤ a(ν) ≤ a0, b0 ≤ b(ν) ≤
√
b2

0 + a2
0 − ρ2

1,

де d1, визначене в (5.8).

Далi встановимо умови для αk, k = 1,m при яких[
1−

m∑
k=1

αk
sinh(

√
zξk)

sinh(
√
z)

]
,
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що вiдноситься до нелокальних умов не перетворюється на нуль всерединi

гiперболи iнтегрування ΓI . Для цього нам потрiбнi деякi додатковi оцiнки.

|e−2x
√
z| =

∣∣∣∣∣exp
{
−2x

(√(
aI cosh ζ +

√
a2
I cosh2 ζ + b2

I sinh2 ζ

)
/2 +

+i

√(
−aI cosh ζ +

√
a2
I cosh2 ζ + b2

I sinh2 ζ

)
/2

)}∣∣∣∣∣ =

= exp

{
−2x

(√(
aI cosh ζ +

√
a2
I cosh2 ζ + b2

I sinh2 ζ

)
/2

)}
≤

≤ e−2x
√
aI cosh ζ ∀x ∈ (0, 1],

|1− e−2x
√
z| ≤ 1 + |e−2x

√
z| ≤ 2,

|1− e−2x
√
z| ≥ 1− |e−2x

√
z| ≥ 1− e−2x

√
aI cosh ζ ,

|e(x−1)
√
z − e−(x+1)

√
z| = |e(x−1)

√
z(1− e−2x

√
z)| ≤ 2e(x−1)

√
aI cosh ζ∣∣∣∣sinh(

√
zξk)

sinh(
√
z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣eξk
√
z − e−ξk

√
z

e
√
z − e−

√
z

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣e(ξk−1)
√
z − e−(ξk+1)

√
z

1− e−2
√
z

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣e(ξk−1)
√
z
(

1− e−2ξk
√
z
)∣∣∣

1− e−2
√
aI cosh ζ

≤
e(ξk−1)

√
aI cosh ζ

(
1 + e−2ξk

√
aI cosh ζ

)
1− e−2

√
aI cosh ζ

=

=
cosh (ξk

√
aI cosh ζ)

sinh
√
aI cosh ζ

≤
cosh (ξk

√
aI)

sinh
√
aI

.

Тому∣∣∣∣∣∣
[

1−
m∑
k=1

αk
sinh(

√
z(ζ)ξk)

sinh(
√
z(ζ))

]−1
∣∣∣∣∣∣ ≤

[
1−

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

αk
sinh(

√
z(ζ)ξk)

sinh(
√
z(ζ))

∣∣∣∣∣
]−1

≤

≤

[
1−

m∑
k=1

|αk|

∣∣∣∣∣sinh(
√
z(ζ)ξk)

sinh(
√
z(ζ))

∣∣∣∣∣
]−1

≤

[
1−

m∑
k=1

|αk|
cosh (ξk

√
aI)

sinh
√
aI

]−1

,

де aI визначене в (5.9).

Отже, якщо виконується умова

m∑
k=1

|αk|
cosh (ξk

√
aI)

sinh
√
aI

< 1, (5.10)
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тодi ∣∣∣∣∣∣
[

1−
m∑
k=1

αk
sinh(

√
z(ζ)ξk)

sinh(
√
z(ζ))

]−1
∣∣∣∣∣∣ ≤ q <∞. (5.11)

Сформулюємо це у виглядi леми.

Лема 5.1 Нехай A – секторiальний оператор. Якщо виконується умова

(5.10) тодi iснує єдиний розв’язок задачi (5.1) який має зображення (5.6).

Далi встановимо умови для iснування розв’язку задачi (5.1) у випадку

коли оператор A є самоспряженим додатно визначеним. Для цього нам треба

вибрати d1 так, щоб для ν ∈ (−d1/2, d1/2) гiпербола Γ(ν) залишалась в правiй

пiвплощинi. Для ν = −d1/2 вона перетворювалась в лiнiю, паралельну уявнiй

осi, а для ν = d1/2 збiгалась iз променем на додатнiй частинi дiйсної вiсi з

вершиною в a0. Цi вимоги приводять до системи рiвнянь
aI cos (d1/2) + bI sin (d1/2) = a0,

bI cos (d1/2)− aI sin (d1/2) = 0,

aI cos (−d1/2) + bI sin (−d1/2) = 0,

з розв’язком

aI = bI =
a0√

2
,

d1 =
π

2
.

Умова (5.10), тодi, стає

m∑
k=1

|αk|
cosh

(
ξk
√

a0√
2

)
sinh

(√
a0√

2

) < 1. (5.12)

Отже, у випадку самоспряженого додатно визначеного оператора A ми отри-

мали достатню умову iснування розв’язку задачi (5.1) у виглядi (5.12).
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5.1.3 Чисельний метод Припустимо, що u1 ∈ D(Aα), 0 < α < 1.

Тодi в пiдроздiлi 4.2 було показано, що∥∥∥∥∥sinh(
√
z(ζ)x)

sinh(
√
z(ζ))

z′(ζ)

[
(z(ζ)I − A)−1 − 1

z(ζ)
I

]
u1

∥∥∥∥∥ ≤
≤ (1 +M)K

bI
1− e−2

√
aI

(
2

aI

)1+α

e(x−1)
√
aI cosh ξ−α|ξ|‖Aαu1‖,

ξ ∈ R, x ∈ (0, 1],

де K – стала, що залежить вiд α.

Частина, яка вiдповiдає нелокальнiй умовi в (5.7) оцiнюється в (5.11).

Тому ми маємо для F(t, ξ):

‖F(x, ξ)‖ ≤ (1 +M)qK
bI

1− e−2
√
aI

(
2

aI

)1+α

e(x−1)
√
aI cosh ξ−α|ξ|‖Aαu1‖,

ξ ∈ R, x ∈ (0, 1].

Подiбно до (5.11) отримується оцiнка для частини вiдповiдальної за нело-

кальну умову у виглядi∣∣∣∣∣∣
[

1−
m∑
k=1

αk
sinh(

√
z(ζ, ν)ξk)

sinh(
√
z(ζ, ν))

]−1
∣∣∣∣∣∣ ≤ Q <∞,

для w ∈ Dd1
. Тепер для F(x,w) маємо

‖F(x,w)‖ ≤ (1 +M)QK
e(x−1)

√
a(ν) cosh ζ

1− e−2
√
a(ν) cosh ζ

×

×

√
a2(ν) sinh2 ξ + b2(ν) cosh2 ξ

(a2(ν) cosh2 ξ + b2(ν) sinh2 ξ)(1+α)/2
‖Aαu1‖ ≤

≤ c
b(ν)

a(ν)

(
2

a(ν)

)α
e(x−1)

√
a(ν) cosh ξ−α|ξ|‖Aαu1‖ ≤

≤ c tan

(
d1

2
+ ϕ− ν

)(
2 cosϕ

a0 cos
(
d1

2 + ϕ− ν
))α

e−α|ξ|‖Aαu1‖,

∀w ∈ Dd.
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Беручи до уваги, що iнтеграли вздовж вертикальних сторiн прямокутника

Dd1
(ε) зникають при ε→ 0, з вище знайденої оцiнки для ‖F(t, w)‖ випливає

‖F(x, ·)‖H1(Dd1
) ≤ ‖Aαu1‖[C−(ϕ, α)+

+C+(ϕ, α)]

∫ ∞
−∞

e−α|ξ|dξ = C(ϕ, α)‖Aαu1‖,

де

C(ϕ, α) =
2

α
[C+(ϕ, α) + C−(ϕ, α)],

C±(ϕ, α) = c tan

(
d1

2
+ ϕ± d1

2

)(
2 cosϕ

a0 cos
(
d1

2 + ϕ± d1

2

))α

.

Вiдмiтимо, що вплив параметра гладкостi для u1 (задається α) i спе-

ктральних характеристик оператора A (задаються ϕ та a0) враховуються,

бо C(ϕ, α) з (5.9) прямує до ∞ при α → 0, ϕ → π/2 або ρ1 → 0 (в цьому

випадку, згiдно (5.8) d1 → π
2 − ϕ).

Наблизимо iнтеграл (5.7) наступною Sinc-квадратурою [11,78,82,138] (див.

також пiдрозд. 1.3, 4.2):

uN(x) =
h

2πi

N∑
k=−N

F(x, z(kh)), (5.13)

з похибкою

‖ηN(F , h)‖ = ‖u(x)− uN(x)‖ ≤

≤

∥∥∥∥∥u(x)− h

2πi

∞∑
k=−∞

F(x, z(kh))

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥ h

2πi

∑
|k|>N

F(x, z(kh))

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤ 1

2π

e−πd1/h

2 sinh (πd1/h)
‖F‖H1(Dd1

)+

+
C(ϕ, α)h‖Aαu1‖

2π

∞∑
k=N+1

e(x−1)
√
aI cosh (kh)−αkh.

Наступна нерiвнiсть отримується

h
∞∑

k=N+1

e(x−1)
√
aI cosh (kh)−αkh ≤ h

∞∑
k=N+1

e(x−1)
√
aI cosh (kh/2)−αkh ≤
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≤ 1

α
exp[(x− 1)

√
aI cosh ((N + 1)h/2)− α(N + 1)h],

використовуючи елементарну оцiнку√
cosh ξ =

√
2 cosh2 (ξ/2)− 1 ≥

√
cosh2 (ξ/2) = cosh (ξ/2).

Тому ми маємо

‖ηN(F , h)‖ ≤ c‖Aαu0‖
α

{
e−πd1/h

sinh (πd1

h )
+ e(x−1)

√
aI cosh ((N+1)h/2)−α(N+1)h

}
, (5.14)

де невiд’ємна стала c не залежить вiд h, N , x.

Врiвноважуючи обидвi експоненти при для x = 1 маємо

πd1

h
= α(N + 1)h.

Це дає нам формулу для визначення кроку h

h =

√
πd1

α(N + 1)
, (5.15)

i наступну оцiнку похибки:

‖ηN(F , h)‖ ≤ c

α
exp
(
−
√
πd1α(N + 1)

)
‖Aαu1‖. (5.16)

Тут стала c ≥ 0 не залежить вiд x, N . У випадку x < 1 перший доданок в

аргументi exp[(x− 1)
√
aI cosh ((N + 1)h/2)− α(N + 1)h] в (5.14) найбiльше

впливає на похибку. Покладаючи в цьому випадку h = c1 lnN/N з деякою

додатною сталою c1, незалежною вiд N , ми отримаємо для фiксованого x

оцiнку

‖ηN(F , h)‖ ≤ c
[
e−πd1N/(c1 lnN) + e−c1(x−1)

√
aIN/2−c1α lnN

]
‖Aαu1‖. (5.17)

Отже, справедлива теорема.

Теорема 5.1 Нехай A – секторiальний оператор, u1 ∈ D(Aα), α ∈ (0, 1)

i виконується умова (5.10). Тодi Sinc-квадратура (5.13) є наближеним
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розв’язком нелокальної задачi (5.1). Вона має експоненцiальну швидкiсть

збiжностi, рiвномiрну по x ∈ [0, 1] з оцiнкою (5.16) для кроку h визначеного

в (5.15). Наближення має порядок збiжностi (5.17) для випадку 0 ≤ x < 1

i h = c1 lnN/N , c1 > 0.

Зауваження 5.2 Гiпербола iнтегрування ΓI є симетричною вiдносно дiй-

сної осi. Тому z(−kh) = z(kh) i z′(−kh) = −z′(kh). Отже наближення

(5.13) можна переписати у виглядi

uN(x) =
h

2πi
F(x, z(0)) +Re

[
N∑
k=1

h
F(x, z(kh))

πi

]
,

що зменшує кiлькiсть обчислень резольвенти в 2 рази.

5.1.4 Чисельнi розрахунки

Приклад 5.1 Розглянемо задачу (5.1) з оператором A визначеним як

D(A) = {v(y) ∈ H2(0, 1) : v(0) = v(1) = 0},

Av = −v′′(y) ∀v ∈ D(A),

i нелокальною умовою типу Бiцадзе-Самарського:

u(1) =
1

3
u(0.5) + u1,

де

u1 =
3 sinh(π)− sinh(0.5π)

3 sinh(π)
sin(πy).

Ця задача може бути записана у 2-D виглядi як

∂2u(x, y)

∂x2
+
∂2u(x, y)

∂y2
= 0, x, y ∈ (0, 1)

u(0, y) = 0, u(x, 0) = u(x, 1) = 0,

u(1, y) =
1

3
u(0.5, y) +

3 sinh(π)− sinh(0.5π)

3 sinh(π)
sin(πy).

Точний розв’язок задачi є u(x, y) = sinh(πx) sin(πy). Обчислення, за до-

помогою побудованого у цьому пiдроздiлi методу, проведенi в середовищi
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Maple. Похибки в точцi x = 0.25, y = 0.5 наведенi в таблицi 5.1 для рi-

зних N . З таблицi видно експоненцiальне спадання похибки згiдно апрiорно

отриманих оцiнок.

N εN

4 0.016443141543169

8 0.006303329836203

16 0.000051494072587

32 9.644507360032 ∗ 10−8

64 7.479410192751 ∗ 10−19

128 1.777372592378 ∗ 10−25

256 1.526391795652 ∗ 10−35

Таблиця 5.1: Похибка при x = 0.25, y = 0.5.

5.2 Експоненцiально збiжний метод для елiптичного

рiвняння в банаховому просторi з iнтегральною не-

локальною умовою

Нелокальнi задачi для диференцiальних рiвнянь природнiм чином виника-

ють при моделюваннi багатьох процесiв у фiзицi, хiмiї, бiологiї, iнженерiї. Цi

задачi цiкавi також з точки зору математики, як узагальнення класичних

початкових та крайових задач. Не дивлячись на велику кiлькiсть робiт, при-

свячених нелокальним задачам (див. напр. [26,27,30,139] та лiтературу цито-

вану там) i очевидну важливiсть таких задач, побудова ефективних методiв

їх наближеного розв’язування залишається актуальною.

В цьому пiдроздiлi розглянемо нелокальну задачу для елiптичного рiвня-
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ння в банаховому просторi з iнтегральною умовою:

d2u

dx2
− Au = 0, x ∈ (0, 1)

u(0) = 0,∫ 1

0

w(s)u(s)ds+ u(1) = u1,

(5.18)

де w(s) ≥ 0– задана функцiя, u1 ∈ X. Оператор A з областю визначення

D(A) в банаховому просторi X– щiльно визначений сильно позитивний (се-

кторiальний). Тобто його спектр Σ(A) знаходиться в секторi а правiй пiвпло-

щинi з вершиною в початку координат. Резольвента оператора A задовольняє

оцiнку (1.29).

Неоднорiдна задача, що вiдповiдає (5.18) може бути зведена до однорiдної

наступним чином. Нехай

d2u

dx2
− Au = f(x), x ∈ (0, 1)

u(0) = u0,∫ 1

0

w(s)u(s)ds+ u(1) = u1,

з f(x) – векторно-значна функцiя в банаховому просторiX. Тодi, покладаючи

u(x) = v(x) + v1(x), де

v1(x) = sinh(
√
A(1− x)) sinh−1(

√
A)u0 +

1∫
0

G(x, s;A)f(s)ds,

де G(x, s;A) – функцiя Грiна (4.25), отримаємо задачу для u(x)

d2v

dx2
− Av = 0, x ∈ (0, 1)

v(0) = 0,∫ 1

0

w(s)v(s)ds+ v(1) = u1 − Φ,

з

Φ =

1∫
0

w(s)v1(s)ds.
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Вiдмiтимо, що експоненцiально збiжне наближення для v1(x) розробле-

не в пiдроздiлi 4.2.2 (див. також [3, 138]). Отже, можна використовувати це

наближення, щоб отримати v1(x), а потiм знайти Φ.

Основною метою даного пiдроздiлу є побудова та обґрунтування експо-

ненцiально збiжного методу для наближеного розв’язування задачi (5.18).

5.2.1 Iснування та зображення розв’язку. Розв’язок задачi (5.18)

можна формально записати у виглядi (див. пiдрозд. 4.2.2, також [3,138]):

u(x) = E(x,
√
A)u(1) = E(x,

√
A)

[
u1 −

∫ 1

0

w(s)u(s)ds

]
. (5.19)

З iнтегральної умови в (5.18) i формули (5.19) отримаємо∫ 1

0

w(s)u(s)ds =

∫ 1

0

w(s)E(s,
√
A)ds

[
u1 −

∫ 1

0

w(s)u(s)ds

]
,

або ∫ 1

0

w(s)u(s)ds =

[
I +

∫ 1

0

w(s)E(s,
√
A)ds

]−1 ∫ 1

0

w(s)E(s,
√
A)dsu1,

у випадку, коли
[
I +

∫ 1

0 w(s)E(s,
√
A)ds

]−1

iснує (достатнi умови iснування

цього оператора дослiдимо нижче). Тут I –одиничний оператор. Отже, маємо

u(x) =E(x,
√
A)

[
I +

∫ 1

0

w(s)E(s,
√
A)ds

]−1

u1. (5.20)

Як i в попереднiх пiдроздiлах, криву Γ0:

Γ0 = {z(ζ) = a0 cosh ζ − ib0 sinh ζ : ζ ∈ (−∞,∞), b0 = a0 tanϕ}.

будемо називати спектральною гiперболою.

Використовуючи iнтеграл Данфорда-Кошi, розв’язок задачi (5.18) має зо-

браження

u(x) =
1

2πi

∫
ΓI

E(x,
√
z)

1 +
∫ 1

0 w(s)E(s,
√
z)ds

RA(z)u1dz = (5.21)
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=
1

2πi

∫
ΓI

F (x, z)RA(z)u1dz,

якщо F (x, z) – аналiтична функцiя всерединi контуру iнтегрування ΓI , що

охоплює Γ0. Для побудови чисельно стiйкого методу ми модифiкували ре-

зольвенту RA(z), так, що це не змiнює значення iнтегралу при u0 ∈ D(Aα),

α > 0 (деталi див. в [3, 78] i в попереднiх роздiлах).

R1
A(z) = (zI − A)−1 − I

z
.

Таким чином, ми отримали наступне зображення розв’язку задачi (5.18):

u(x) =
1

2πi

∫
ΓI

F (x, z)R1
A(z)u1dz. (5.22)

Виберемо гiперболу (2.28) за контур iнтегрування, що охоплює спектр

оператора A. Тодi з (5.22) отримаємо

u(x) =
1

2πi

∫ ∞
−∞

F (x, z(ζ))R1
A(ζ)z′(ζ)u1dζ =

∫ ∞
−∞
F(x, ζ)dζ, (5.23)

з

z′(ζ) = aI sinh ζ − ibI cosh ζ.

Далi наблизимо (5.23) за допомогою ефективної квадратурної формули.

Для цього виберемо параметри iнтегральної гiперболи такими ж, як i в по-

передньому пiдроздiлi (5.8), (5.9).

Далi дослiдимо умову для w(s), що гарантує iснування та єдинiсть

розв’язку (5.20). Для цього, вираз[
1 +

∫ 1

0

w(s)E(s,
√
z)ds

]
,

що вiдноситься до нелокальної умови повинен не набувати нульового значе-

ння всерединi гiперболи iнтегрування ΓI . Отже,∣∣∣∣1 +

∫ 1

0

w(s)E(s,
√
z(ζ))ds

∣∣∣∣ ≥ 1−
∣∣∣∣∫ 1

0

w(s)E(s,
√
z(ζ))ds

∣∣∣∣ ≥
≥ 1− ‖w(s)‖C[0,1]

∫ 1

0

|E(s,
√
z(ζ))|ds ≥ 1− ‖w(s)‖C[0,1]

∫ 1

0

cosh(s
√
aI)

sinh(
√
aI)

ds =
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= 1−
‖w(s)‖C[0,1]√

aI
,

оскiльки (див. пiдроздiл 5.1.2, а також [140])∣∣∣∣∣sinh(
√
z(ζ)x)

sinh(
√
z(ζ))

∣∣∣∣∣ ≤ cosh (x
√
aI)

sinh
√
aI

.

Бiльш грубою оцiнкою є∣∣∣∣1 +

∫ 1

0

w(s)E(s,
√
z(ζ))ds

∣∣∣∣ ≥ 1− ‖w(s)‖C[0,1]

∫ 1

0

cosh(s
√
aI)

sinh(
√
aI)

ds ≥

≥ 1−
‖w(s)‖C[0,1]

sinh(
√
aI)

Тому маємо ∣∣∣∣1 +

∫ 1

0

w(s)E(s,
√
z(ζ))ds

∣∣∣∣−1

≤ C1,

у випадку

‖w(s)‖C[0,1] < sinh(
√
aI), (5.24)

де aI визначене в (5.9).

Пiдсумуємо все в наступнiй лемi:

Лема 5.2 Нехай A – секторiальний оператор. Якщо виконується умова

(5.24), тодi iснує i єдиний розв’язок задачi (5.18), який має зображення

(5.22).

Далi розглянемо окремий випадок оператора A. Нехай A є самоспряже-

ним додатно визначеним встановимо умови iснування розв’язку (5.18). Тому

вибираємо d1 так, щоб для ν ∈ (−d1/2, d1/2) гiпербола Γ(ν) залишалась в

правiй пiвплощинi. Для ν = −d1/2 вiдповiдна гiпербола перетворювалась

в пряму, паралельну уявнiй вiсi, а для ν = d1/2 вона перетворювалась на

промiнь на дiйснiй додатнiй пiвосi з вершиною в a0. Цi умови приводять до
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системи рiвнянь 
aI cos (d1/2) + bI sin (d1/2) = a0,

bI cos (d1/2)− aI sin (d1/2) = 0,

aI cos (−d1/2) + bI sin (−d1/2) = 0,

з розв’язком

aI = bI =
a0√

2
,

d1 =
π

2

(5.24) тодi набуває вигляд

‖w(s)‖C[0,1] < sinh

(√
a0√

2

)
,

що є достатньою умовою iснування розв’язку задачi (5.18) у випадку само-

спряженого оператора A.

5.2.2 Чисельний метод. Спершу наблизимо iнтеграл∫ 1

0 w(s)E(s,
√
z)ds в (5.21), використовуючи експоненцiально збiжну

квадратуру. Використаємо такий же пiдхiд, як i в пiдроздiлi 3.7.3. Отже,

згiдно квадратурної формули Гауса

I =

∫ 1

0

w(s)E(s,
√
z(ζ))ds ≈ 1

2

n∑
j=0

ωjw(ξj)E(ξj,
√
z(ζ)) = In, (5.25)

ξj =
1

2
(θj + 1),

де {θj} – множина з n + 1 кореня полiномiв Лежандра Pn+1(x), а {ωj} –

множина вузлiв квадратурної формули Гауса. Вiдмiтимо, що θj та ωj можна

попередньо обчислити, використовуючи швидкий алгоритм (див. [10]).

Тому ми отримаємо з (5.23)

u(x) ≈ un(x) =
1

2πi

∫ ∞
−∞

Fn(x, z(ζ))z′(ζ)R1
A(ζ)u1dζ =

∫ ∞
−∞
Fn(x, ζ)dζ, (5.26)
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де

Fn(z(ζ), A) =
E(x,

√
z(ζ))

1 + In
.

Для похибки наближення маємо∣∣∣∣ 1

1 + I
− 1

1 + In

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ I − In
(1 + I)(1 + In)

∣∣∣∣ .
Згiдно з (5.24)

1

|1 + I|
≤ C.

1

|1 + In|
≤ 1

1−

∣∣∣∣∣12 n∑
j=0

ωjw(ξj)E(ξj,
√
z(ζ))

∣∣∣∣∣
≤

≤ 1

1− ‖w(s)‖C[0,1]

2

n∑
j=0

ωjE(ξj,
√
z(ζ))

≤ 1

1− ‖w(s)‖C[0,1]

sinh
√
aI

≤ c = const, (5.27)

у випадку коли виконується (5.24). Тому ми отримуємо оцiнку∣∣∣∣ 1

1 + I
− 1

1 + In

∣∣∣∣ ≤ c |I − In| .

Нормалiзована гiперболiчна синус функцiя E(x, z) є аналiтичною вiдносно

x у всiй комплекснiй площинi. Тому гладкiсть пiдiнтегрального виразу в I

визначається w(s). Використовуючи теорему 19.3 з [10] ми робимо висновок,

що, якщо w(1
2(s + 1)) є аналiтичною в [−1, 1] i має аналiтичне продовження

в елiпс Бернштейна з
∣∣w(1

2(s+ 1))E(1
2(s+ 1), z)

∣∣ ≤M , то

|I − In| ≤
144Mρ−2n

35(ρ2 − 1)
, n ≥ 2.

Якщо w(s) та її похiднi до w(ν−1) є абсолютно неперервними, а w(ν) має обме-

жену варiацiю V , тодi

|I − In| ≤
32V

15πν(n− 2ν − 1)2ν+1
, n > 2ν + 1.

Припускаючи u1 ∈ D(Aα), 0 < α < 1 в пiдроздiлi 4.2.2 показано, що∥∥∥E(x,
√
z(ζ))z′(ζ)R1

A(ζ)u1

∥∥∥ ≤ (1 +M)K
bI

1− e−2
√
aI

(
2

aI

)1+α

×

× e(x−1)
√
aI cosh ξ−α|ξ|‖Aαu1‖, ξ ∈ R, x ∈ (0, 1],

(5.28)
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де K – стала, що залежить вiд α, M визначена в (1.29).

Частина, що вiдповiдає нелокальнiй умовi в (5.26) оцiнюється за допомо-

гою (5.27). Тому ми отримаємо наступну оцiнку для Fn(x, ξ):

‖Fn(x, ζ)‖ ≤ C(ϕ, α)e(x−1)
√
aI cosh ξ−α|ξ|‖Aαu1‖,

C(ϕ, α) = (1 +M)qK
bI

1− e−2
√
aI

(
2

aI

)1+α

, ζ ∈ R, x ∈ (0, 1].

Далi ми наблизимо iнтеграл (5.26) Sinc-квадратурною формулою (див.

пiдрозд. 1.3 , а також [3,11]):

un,N(x) = h
N∑

k=−N

Fn(x, z(kh)), (5.29)

з похибкою

‖ηN(Fn, h)‖ = ‖un(x)− un,N(x)‖ ≤

≤

∥∥∥∥∥un(x)− h
∞∑

k=−∞

Fn(x, z(kh))

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥h
∑
|k|>N

Fn(x, z(kh))

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤ 1

4π

e−πd/h

sinh (πd/h)
‖Fn‖H1(Dd)+

+
C(ϕ, α)h‖Aαu1‖

2π

∞∑
k=N+1

e(x−1)
√
aI cosh (kh)−αkh.

Тут простiр H1(Dd) визначено в (1.16). Так як i в пiдроздiлi 4.2.2

‖E(x,
√
z(ζ))z′(ζ)R1

A(ζ)u1‖H1(Dd1
) ≤ ‖Aαu1‖[C−(ϕ, α)+

+C+(ϕ, α)]

∫ ∞
−∞

e−α|ξ|dξ = C(ϕ, α)‖Aαu1‖,

де

C(ϕ, α) =
2

α
[C+(ϕ, α) + C−(ϕ, α)],

C±(ϕ, α) = c tan

(
d1

2
+ ϕ± d1

2

)(
2 cosϕ

a0 cos
(
d1

2 + ϕ± d1

2

))α

,

d = d1 − δ,
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для довiльного малого невiд’ємного δ.

Очевидно, що у випадку (5.24), частина, що вiдповiдає за нелокальну умо-

ву є обмеженою в Dd. Це дозволяє отримати

‖Fn(x, ·)‖H1(Dd) ≤ C(ϕ, α, δ)‖Aαu1‖.

Для ηN(Fn, h) маємо

‖ηN(Fn, h)‖ ≤ c‖Aαu1‖
α

{
e−

πd1
h

sinh (πd1

h )
+ e(x−1)

√
aI cosh ( (N+1)h

2 )−α(N+1)h

}
(5.30)

де невiд’ємна стала c не залежить вiд h, N , x.

Врiвноважуючи обидвi експоненти, отримаємо

πd1

h
= α(N + 1)h,

h =

√
πd1

α(N + 1)
, (5.31)

що веде до наступної оцiнки

‖ηN(Fn, h)‖ ≤ c

α
e

(
−
√
πd1α(N+1)

)
‖Aαu1‖. (5.32)

Перший доданок в аргументi e(x−1)
√
aI cosh ( (N+1)h

2 )−α(N+1)h з (5.30) найбiльше

впливає на похибку у випадку 0 ≤ x < 1. Тодi, покладаючи h = c1 lnN/N з

деякою позитивною сталою c1, ми отримаємо для фiксованого x оцiнку:

‖ηN(Fn, h)‖ ≤ c
[
e−πd1N/(c1 lnN) + e−c1(x−1)

√
aIN/2−c1α lnN

]
‖Aαu1‖. (5.33)

Отже, справедлива теорема

Теорема 5.2 Нехай A – секторiальний оператор, u1 ∈ D(Aα), α ∈ (0, 1)

i виконується умова (5.24). Тодi Sinc-квадратура (5.29) наближає un(x).

Вона має експоненцiальну швидкiсть збiжностi рiвномiрну по x з оцiнкою

(5.32) для кроку h визначеного в (5.31). Наближення має порядок збiжностi

(5.33) для випадку x < 1 i h = c1 lnN/N , c1 > 0 – довiльна стала.
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Зауваження 5.3 Iнтегральна крива ΓI – симетрична вiдносно дiйсної осi.

Тому z(−kh) = z(kh) i z′(−kh) = −z′(kh). Наближення (5.29) може бути

переписане у виглядi

un,N(x) =
h

2πi
Fn(x, z(0)) +Re

[
N∑
k=1

h
Fn(x, z(kh))

πi

]
,

що зменшує кiлькiсть обчислень резольвенти в два рази.

Далi розглянемо повну похибку наближення.

ε1 = ‖u(x)− un(x)‖ =

∥∥∥∥∫ ∞
−∞

[F(x, ζ)−Fn(x, ζ)] dζ

∥∥∥∥ ≤
≤ 1

2π

∫ ∞
−∞

∣∣∣E(x,
√
z(ζ))z′(ζ)

∣∣∣ ∣∣∣∣ I1 + I
− In

1 + In

∣∣∣∣ ∥∥R1
A(ζ)u1

∥∥ dζ,
З врахуванням (5.28) це може бути приведено до вигляду

ε1 =
(1 +M)KbIc

1− e−2
√
aI

(
2

aI

)1+α

‖Aαu1‖ |I − In|
∫ ∞
−∞

e(x−1)
√
aI cosh ζ−α|ζ|dζ ≤

≤ 2(1 +M)KbIc

1− e−2
√
aI

(
2

aI

)1+α

‖Aαu1‖ |I − In|
∫ ∞

0

e−α|ζ|dζ =

= C ‖Aαu1‖ |I − In| .

Тодi для повної похибки будемо мати

‖u(x)− un,N(x)‖ ≤ ε1 + ‖ηN(Fn, h)‖ . (5.34)

Це дає нам можливiсть сформулювати основну теорему пiдроздiлу.

Теорема 5.3 Нехай виконуються умови теореми 5.2. Тодi (5.29) зображає

наближення до u(x). Воно має експоненцiальну швидкiсть збiжностi у ви-

падку коли w(x) має аналiтичне продовження в елiпс Бернштейна.
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5.2.3 Чисельнi розрахунки

Приклад 5.2 Розглянемо задачу (5.18) з оператором A визначеним як

D(A) = {v(y) ∈ H2(0, 1) : v(0) = v(1) = 0},

Av = −v′′(y) ∀v ∈ D(A),
(5.35)

що генерує однорiдне параболiчне рiвняння з крайовими умовами

∂2u(x, y)

∂x2
− ∂2u(x, y)

∂y2
= 0,

u(x, 0) = u(x, 1) = 0.

Добавимо ще одну граничну умову

u(0, y) = 0,

i нелокальну iнтегральну умову

u(1, 0) +

∫ 1

0

sin(πs)u(s, y)ds = sinh(π)
1 + 2π

2π
sin(πy).

В цьому випадку точним розв’язком задачi буде u(x, y) =

sinh(πx) sin(πy). Обчислення проведенi за допомогою системи Maple.

Похибки обчислень наведено в таблицi 5.2 для рiзної кiлькостi вузлiв

квадратури n (5.25) i кiлькостi Sinc-точок N (5.29). З таблицi чiтко видно

експоненцiальну швидкiсть збiжностi згiдно апрiорної оцiнки (5.34).
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n

N 4 8 16

4 0.869502080

8 0.351883285 0.35190102352

16 0.017266161 0.01730769314 0.01730769314

32 0.000071497 0.00003800484 0.00003800482

64 0.000033550 6.28335352 ∗ 10−13 4.7388530141 ∗ 10−13

128 1.54426540 ∗ 10−13 3.8477411016 ∗ 10−24

256 3.8062561570 ∗ 10−34

Таблиця 5.2: Похибка для x = 0.5, y = 0.5
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Висновки

1. Доведено непокращуванiсть оцiнок швидкостi збiжностi методу пере-

творення Келлi для обчислення операторної експоненти для рiзних кла-

сiв гладкостi початкового вектора.

2. Дослiджено швидкiсть збiжностi Sinc-квадратурної формули для обчис-

лення операторної експоненти з використанням зображення Данфорда-

Кошi по параболi i стандартної резольвенти. Показано, що такий пiдхiд

не забезпечує рiвномiрну швидкiсть збiжностi вiдносно змiнної t ≥ 0,

що робить неможливим використання цього методу для неоднорiдних

задач зi збереженням експоненцiальної швидкостi збiжностi.

3. Розроблено метод без насичення точностi для знаходження наближено-

го розв’язку задачi Кошi для неоднорiдного рiвняння першого порядку

з необмеженим операторним коефiцiєнтом з використанням наближен-

ня правої частини по вузлах Чебишева або перетворення Лапласа вiд

правої частини. Показано, що швидкiсть збiжностi буде експоненцiаль-

ною у випадку аналiтичної вектор-функцiї правої частини.

4. Знайдено умови iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi для дифе-

ренцiального рiвняння першого порядку з необмеженим операторним

коефiцiєнтом зi змiнною областю визначення та розроблено метод без

насичення точностi для його наближеного знаходження.

5. Дослiджено m-точкову нелокальну задачу для диференцiального рiв-

няння першого порядку з необмеженим операторним коефiцiєнтом в

банаховому просторi. Для неї знайдено зображення розв’язку через опе-

раторнi експоненти, та з припущенням про виконання достатнiх умов

iснування розв’язку побудовано та обґрунтовано експоненцiально збi-

жний метод знаходження наближеного розв’язку.
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6. Знайдено необхiднi та достатнi умови iснування розв’язку двоточкової

нелокальної задачi для диференцiального рiвняння першого порядку з

необмеженим операторним коефiцiєнтом.

7. Для математичної моделi поширення аерозольного забруднення в атмо-

сферi з перiодичними умовами по часу адаптовано експоненцiально збi-

жний наближений метод розв’язування m-точкової нелокальної задачi.

Дослiджена швидкiсть збiжностi та створене програмне забезпечення.

8. Дослiджено задачу для диференцiального рiвняння першого порядку з

нелокальною двоточковою умовою, що мiстить обмежений або необме-

жений операторний коефiцiєнт. Вперше знайдено достатнi умови iсну-

вання розв’язку та побудовано експоненцiально збiжний наближений

метод розв’язування.

9. Для еволюцiйного рiвняння першого порядку з двоточковою нелокаль-

ною умовою побудовано метод знаходження наближеного розв’язку з

швидкiстю збiжностi без насичення точностi вiдносно вхiдних даних.

10. Для диференцiального рiвняння першого порядку з необмеженим опе-

раторним коефiцiєнтом та з нелокальними iнтегральними лiнiйними та

нелiнiйними умовами знайдено достатнi умови iснування розв’язкiв та

вперше побудовано наближенi методи без насичення точностi вiдносно

гладкостi ядра iнтегральних умов. У випадку аналiтичностi ядер мето-

ди забезпечують експоненцiальну швидкiсть збiжностi.

11. Дослiджено задачу Кошi для демпфованого диференцiального рiвнян-

ня другого порядку з необмеженими операторними коефiцiєнтами. Для

випадку гiльбертового простору при умовi, що оператори є самоспря-

женими, додатно визначеними на основi зображення Данфорда-Кошi

та квадратурної формули трапецiй вперше побудовано експоненцiально

збiжний наближений метод розв’язування.
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12. Для диференцiального рiвняння другого порядку з необмеженим опе-

раторними коефiцiєнтом в банаховому просторi та крайовими умовами

(елiптичний випадок) вперше побудовано експоненцiально збiжний на-

ближений метод.

13. Дослiдженоm-точкову нелокальну задачу для диференцiального рiвня-

ння другого порядку з необмеженим операторним коефiцiєнтом. Для неї

знайдено зображення розв’язку, встановлено достатнi умови його iсну-

вання. Вперше побудовано та обґрунтовано експоненцiально збiжний

метод знаходження наближеного розв’язку такої задачi. Як окремий

випадок з умов iснування розв’язку виведено новi достатнi умови для

класичних багатоточкових задач для елiптичних рiвнянь.

14. Для диференцiального рiвняння елiптичного типу з нелокальною iн-

тегральною умовою знайдено достатнi умови iснування розв’язку та

вперше побудовано наближений метод без насичення точностi вiдно-

сно гладкостi ядра iнтегральної умови. У випадку аналiтичностi ядра

метод забезпечує експоненцiальну швидкiсть збiжностi.
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