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Загальна характеристика роботи

Актуальнiсть теми

Функцiональнi граничнi теореми є важливим роздiлом теорiї випадкових
процесiв, яким займались багато видатних математикiв, зокрема M.D. Don-
sker, А.В. Скороход, I.I. Гiхман, D.W. Stroock, S.R.S. Varadhan, Ю.В. Прохо-
ров та багато iнших.

Один з перших класичних результатiв такого типу отримав M.D. Donsker.
Вiн узагальнив твердження центральної граничної теореми про збiжнiсть
скiнченно-вимiрних розподiлiв нормованих симетричних випадкових блукань,
встановивши слабку збiжнiсть послiдовностi таких блукань в просторi непе-
рервних функцiй до вiнерiвського процесу.

Функцiональнi граничнi теореми такого типу називаються принципом iн-
варiантностi, оскiльки дозволяють обчислювати розподiли функцiоналiв вiд
граничних процесiв як границi вiд розподiлiв вiдповiдних блукань.

Важливе узагальнення теореми Донскера зробив А.В. Скороход. Ним бу-
ла запропонована метрика в просторi неперервних справа функцiй, що мають
границi злiва. Це дозволило, зокрема, довести узагальнення теореми Донске-
ра на випадок процесiв з незалежними приростами.

J.M. Harrison та L.A. Shepp розглядали узагальнення теореми Донскера на
випадок локально збурених випадкових блукань, тобто випадкових блукань,
перехiднi iмовiрностi яких вiдрiзняються вiд перехiдних iмовiрностей для си-
метричного випадкового блукання лише в однiй точцi нуль. Вони встановили,
що послiдовнiсть нормованих збурень випадкових блукань слабко збiгається
до косого броунiвського руху. Зауважимо, що стохастичне диференцiальне
рiвняння для косого броунiвського руху мiстить локальний час i є дифузiєю
з узагальненим переносом. Вiдповiдну теорiю побудував М.I. Портенко. Вiн,
зокрема, отримав косий броунiвський рух як границю броунiвського руху iз
переносом, який в певному сенсi збiгається до 𝛼𝛿0, де 𝛿0 — це дельта-функцiя
Дiрака. При цьому, коефiцiєнт при локальному часi вiдповiдного стохастично-
го диференцiального рiвняння дорiвнює th𝛼 — тобто параметр граничного
процесу нелiнiйним чином залежить вiд 𝛼. Отже, граничнi теореми для дифу-
зiй з узагальненим переносом є нетривiальними та не вписуються в принцип
iнварiантностi.

Узагальненням результатiв Гаррiсона та Шеппа про граничну поведiнку
збурених випадкових блукань займались також Р.А. Мiнлос, О.А. Жижина,
D. Szász, A. Telcs, А.Ю. Пилипенко, О.М. Iксанов та iншi.

Дослiдженням стохастичних диференцiальних рiвнянь з узагальненим пе-
реносом та їх властивостей займались J.-F. Le Gall, Б.I. Копитко, Г.Л. Кулi-
нiч, H.-J. Engelbert, W. Schmidt, J. Walsh, R.F. Bass, Z.-Q. Chen, K. Bogdan,
T. Jakubowski, М.I. Портенко, Б.I. Копитко, Ж.Я. Цаповська, О.В. Арясова
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та багато iнших.
В данiй дисертацiйнiй роботi розглядається узагальнення вказаних вище

результатiв про збурення випадкових блукань на загальнi випадки ланцюгiв
Маркова та дифузiй з регулярними коефiцiєнтами, якi збурюються в певному
околi особливої точки.

Iнша задача, розглянута в дисертацiї, полягає в протилежному: а саме,
дослiдження нерегулярних в певному сенсi процесiв за допомогою згладжу-
вання коефiцiєнтiв або додавання малого шуму.

Так, зокрема, R. Baffico i P. Baldi розглядали диференцiальне рiвняння

𝑑𝑋(𝑡) = (𝑎+1l𝑋(𝑡)>0 − 𝑎−1l𝑋(𝑡)<0)|𝑋(𝑡)|𝛼𝑑𝑡, 𝑡 > 0,

𝑋(0) = 0,

де 𝑎± > 0, 𝛼 ∈ (0, 1). Коефiцiєнт цього рiвняння не задовольняє умову Лi-
пшиця в нулi i воно має неєдиний розв’язок. Baffico та Baldi дослiджували
граничну поведiнку розв’язкiв таких рiвнянь, збурених малим шумом. Зазна-
чимо, що за теоремою Вєрєтєннiкова, збурене стохастичне диференцiальне
рiвняння

𝑑𝑋𝜀(𝑡) = (𝑎+1l𝑋𝜀(𝑡)>0 − 𝑎−1l𝑋𝜀(𝑡)<0)|𝑋𝜀(𝑡)|𝛼𝑑𝑡 + 𝜀𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 > 0,

має єдиний сильний розв’язок. Було доведено, що послiдовнiсть {𝑋𝜀} слабко
збiгається при 𝜀 → 0 до граничного процесу з розподiлом

𝑝P𝑋+
+ (1 − 𝑝)P𝑋−,

де 𝑝 залежить вiд 𝑎+ та 𝑎−, а P𝑋+
та P𝑋− — розподiли додатнього та вiд’ємного

розв’язкiв незбуреного рiвняння, вiдповiдно.
Узагальнення результатiв про граничну поведiнку звичайних диференцi-

альних рiвнянь, збурених малим шумом, розглядалися в роботах А.Ю. Пи-
липенка, F.N. Proske, F. Delarue, F. Flandoli, D. Vincenzi.

Розроблений в дисертацiйнiй роботi метод дозволив узагальнити вiдповiд-
нi результати про збурення малим шумом на випадок стохастичних диферен-
цiальних рiвнянь з нерегулярними коефiцiєнтами.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами

Дисертацiйна робота виконана на кафедрi математичного аналiзу та
теорiї ймовiрностей Нацiонального технiчного унiверситету України «Київ-
ський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського» в рамках держбюдже-
тної науково-дослiдної роботи № 2810Ф «Дослiдження асимптотичних вла-
стивостей псевдорегулярних функцiй та узагальнення процесiв вiдновлення»
(номер державної реєстрацiї 0115U000371).
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Мета i завдання дослiдження

Метою дисертацiйної роботи є дослiдження граничної поведiнки для ло-
кальних збурень ланцюгiв та процесiв Маркова.

Об’єктом дослiдження є ланцюги та процеси Маркова з iррегулярнiстю
в околi деякої особливої точки. Такими процесами можуть бути, зокрема,
послiдовностi процесiв Маркова, якi ззовнi довiльного околу фiксованої “син-
гулярної” точки поводяться як деякий заданий процес. В околах цiєї точки
поведiнка збуреного процесу може бути iррегулярною.

Предметом дослiдження є гранична поведiнка ланцюгiв та процесiв Мар-
кова з локальним збуренням.

В роботi розглядаються наступнi задачi :

∙ Дослiдити граничну поведiнку послiдовностей симетричних випадкових
блукань з iнтегровним локальним збуренням.

∙ Знайти граничну поведiнку симетричного випадкового блукання з вiд-
биваючим бар’єром в точцi нуль для випадку неiнтегровних стрибкiв з
бар’єру, якi належать до областi притягання 𝛼-стiйкого розподiлу.

∙ Встановити граничну поведiнку послiдовностей розв’язкiв стохастичних
диференцiальних рiвнянь з необмеженими в околi особливої точки кое-
фiцiєнтами.

∙ Вивчити граничну поведiнку послiдовностей розв’язкiв стохастичних
диференцiальних рiвнянь з нелiпшицевими та виродженими в околi осо-
бливої точки коефiцiєнтами, збурених малим випадковим шумом.

Методи дослiдження. В роботi використовуються методи теорiї випадко-
вих процесiв, стохастичних диференцiальних рiвнянь, стохастичного аналiзу,
теорiї ланцюгiв Маркова. Запропонованi в дисертацiйнiй роботi загальнi ме-
тоди доведення дозволяють отримувати функцiональнi граничнi теореми для
широкого класу процесiв, що мають властивiсть регенерацiї.

Наукова новизна отриманих результатiв

Усi отриманi в роботi результати є новими. Зокрема, в дисертацiї одержанi
такi новi науковi результати:

∙ Розроблено загальний метод дослiдження граничної поведiнки локаль-
но збурених процесiв, що мають властивiсть регенерацiї, та доведення
вiдповiдних функцiональних граничних теорем.
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∙ Для послiдовностей нормованих симетричних випадкових блукань з iн-
тегровним локальним збуренням доведено слабку збiжнiсть в просторi
неперервних функцiй. Проведено повну класифiкацiю можливих грани-
чних процесiв в термiнах перехiдних iмовiрностей збурення.

∙ Дослiджено граничну поведiнку симетричного випадкового блукання з
вiдбиваючим бар’єром в точцi нуль. Для випадку неiнтегровних стриб-
кiв з бар’єру, якi належать до областi притягання 𝛼-стiйкого розподi-
лу, встановлено слабку збiжнiсть в просторi Скорохода до броунiвсько-
го руху з вiдбиттям в нулi та граничними умовами типу Вентцеля–
Феллера.

∙ Знайдено граничну поведiнку послiдовностей розв’язкiв стохастичних
диференцiальних рiвнянь з необмеженими в околi особливої точки ко-
ефiцiєнтами. Проведено класифiкацiю можливих граничних процесiв в
залежностi вiд поведiнки розв’язкiв в околi особливої точки.

∙ Для послiдовностей розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiвнянь
з нелiпшицевими та виродженими в околi особливої точки коефiцiєнта-
ми розглянуто збурення малим шумом та доведено слабку збiжнiсть в
просторi неперервних функцiй.

Особистий внесок здобувача

Всi результати дисертацiйної роботи отриманi автором самостiйно пiд ке-
рiвництвом наукового керiвника, д.ф.-м.н. А.Ю. Пилипенка. У спiльних ста-
ттях науковому керiвнику належить постановка задачi, аналiз здобутих ре-
зультатiв та загальне керiвництво роботою.

Апробацiя результатiв

Результати дисертацiйної роботи доповiдались та обговорювались на на-
укових конференцiях:

∙ Мiжунiверситетська наукова конференцiя з математики та фiзики для
студентiв та молодих вчених, Київ, 21–22 травня 2009;

∙ Тринадцята мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка М. Крав-
чука, Київ, 13–15 травня 2010;

∙ Мiжнародна наукова конференцiя «Modern Stochastics: Theory and Appli-
cations II», Київ, 7–11 вересня 2010;

∙ Друга мiжунiверситетська наукова конференцiя молодих вчених з ма-
тематики та фiзики, Київ, 28–29 квiтня 2011;
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∙ Всеукраїнська наукова конференцiя «Сучаснi проблеми теорiї ймовiр-
ностей та математичного аналiзу», Ворохта, 20–26 лютого 2012;

∙ Чотирнадцята мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка
М. Кравчука, Київ, 19–21 квiтня 2012;

∙ Мiжнародна наукова конференцiя «Modern Stochastics: Theory and Appli-
cations III», Київ, 10–14 вересня 2012;

∙ Всеукраїнська наукова конференцiя «Сучаснi проблеми теорiї ймовiр-
ностей та математичного аналiзу», Ворохта, 25 лютого – 3 березня 2013;

∙ Третя мiжунiверситетська наукова конференцiя з математики та фiзики
для студентiв та молодих вчених, Київ, 25–27 квiтня 2013;

∙ Ukrainian–GermanWorkshop on Empirical Complete Convergence and other
Limit Theorems of Probability Theory, Коктебель, 23–27 вересня 2013;

∙ Мiжнародна наукова конференцiя «Probability, Reliability and Stochastic
Optimization», Київ, 7–10 квiтня 2015;

∙ Мiжнародна наукова конференцiя «Stochastic Processes in Abstract
Spaces», Київ, 14–16 жовтня 2015;

∙ Мiжнародна наукова конференцiя «International Workshop on Limit
Theorems in Probability Theory, Number Theory and Mathematical Stati-
stics», Київ, 10–11 жовтня 2016;

та наукових семiнарах:

∙ Науковий семiнар «Теорiя випадкових процесiв» при кафедрi матема-
тичного аналiзу та теорiї ймовiрностей НТУУ «КПI» (керiвник: проф.
В.В. Булдигiн );

∙ Науковий семiнар «Числення Маллявена та його застосування» вiддiлу
теорiї випадкових процесiв Iнституту математики НАН України (керiв-
ник: проф. А.А. Дороговцев);

∙ Науковий семiнар «Стохастика та її застосування» при кафедрi дослi-
дження операцiй факультету кiбернетики КНУ iм. Т.Шевченка (керiв-
ник: проф. О.М. Iксанов);

∙ Науковий семiнар «Статистичнi проблеми для випадкових процесiв i
полiв» при кафедрi математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей КПI
iм. Iгоря Сiкорського (керiвники: проф. О.I. Клесов, проф. О.В. Iванов);

∙ Науковий семiнар дослiдницької групи «Stochastic analysis, finance,
insurance and risk», University of Oslo, Department of Mathematics.
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Публiкацiї

За результатами дисертацiйної роботи опублiковано 5 наукових статей у
фахових журналах [1-5], три з яких iндексуються мiжнародною наукометрич-
ною базою Scopus, та 13 тез доповiдей на наукових конференцiях [6-18],
вiсiм з яких є мiжнародними.

Структура та обсяг дисертацiї

Дисертацiя складається зi вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, перелiку
використаних джерел та списку публiкацiї здобувача. Повний обсяг роботи
становить 129 стор. Перелiк використаних джерел налiчує 87 посилань.

Основний змiст роботи

Перший роздiл дисертацiї мiстить огляд лiтератури за тематикою ди-
сертацiї.

Другий роздiл присвячено описанню загального методу дослiдження
граничної поведiнки послiдовностi випадкових процесiв з iррегулярнiстю в
околi деякої фiксованої точки.

Зокрема, в § 2.2 розглянуто перетворення “вирiзанням часу”, яке дозволяє
отримати загальний метод дослiдження граничної поведiнки таких процесiв.

А саме, нехай 𝑓 ∈ 𝐷([0,∞)), i нехай 𝜎 = {𝜎𝑛}, 𝜏 = {𝜏𝑛} — послiдовностi
дiйсних чисел таких, що

0 6 𝜏0 6 𝜎0 < 𝜏1 < 𝜎1 < 𝜏2 < . . . , (1)

lim
𝑛→∞

𝜏𝑛 = +∞, 𝜆(∪𝑘[𝜎𝑘, 𝜏𝑘+1)) = +∞, (2)

де 𝜆 — мiра Лебега на R.
Покладемо

𝐿(𝑡) = 𝐿𝜏,𝜎(𝑡) :=

∫︁ 𝑡

0

1l∪𝑘[𝜎𝑘,𝜏𝑘+1)(𝑠)𝑑𝑠,

𝐴(𝑡) = 𝐴𝜏,𝜎(𝑡) := 𝐿−1(𝑡) := inf{𝑠 > 0|𝐿(𝑠) > 𝑡}.

Означення 2.2.1. Будемо казати, що функцiя

𝑓 𝜏,𝜎(𝑡) := 𝑓(𝐴𝜏,𝜎(𝑡)), 𝑡 > 0

отримана з функцiї 𝑓 вирiзаннням часу ∪𝑘[𝜏𝑘, 𝜎𝑘).

Через 𝜔𝑓(𝛿) = 𝜔𝑇
𝑓 (𝛿) := sup

𝑠,𝑡∈[0,𝑇 ]
|𝑠−𝑡|6𝛿

𝜌(𝑓(𝑠), 𝑓(𝑡)) позначимо модуль неперервно-

стi функцiї 𝑓 на [0, 𝑇 ].
Основний результат § 2.2 полягає в наступному.
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Теорема 2.2.3. Припустимо, що послiдовнiсть випадкових процесiв
{𝑋𝑛, 𝑛>1} для деякого 𝑇 > 0 задовольняє умову

∀ 𝜀 > 0 ∃ 𝛿 > 0 ∃ 𝑛0 ∀ 𝑛 > 𝑛0

P(𝜔𝑇+1
𝑋𝑛

(𝛿) > 𝜀) 6 𝜀. (3)

Припустимо, що для довiльного 𝛼 ∈ (0, 1) знайдуться послiдовностi ви-
падкових величин

𝜏 (𝑛) = 𝜏 (𝑛,𝛼) = {𝜏 (𝑛,𝛼)𝑘 , 𝑘 > 0}, 𝜎(𝑛) = 𝜎(𝑛,𝛼) = {𝜎(𝑛,𝛼)
𝑘 , 𝑘 > 0},

якi задовольняють (1) i (2) для всiх 𝑛 > 1, та випадковий процес 𝑋(𝛼)

такий, що
P(𝑇 + 1 − 𝐿(𝛼)

𝑛 (𝑇 + 1) > 𝛼) 6 𝛼, 𝑛 > 𝑛0(𝑇, 𝛼); (4)

𝑋(𝛼)
𝑛 ⇒ 𝑋(𝛼), 𝑛 → ∞, в 𝐷([0, 𝑇 ]), (5)

де

𝐿(𝛼)
𝑛 (𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

1l∪𝑘[𝜎
(𝑛,𝛼)
𝑘 ,𝜏

(𝑛,𝛼)
𝑘+1 )

(𝑠)𝑑𝑠, 𝐴(𝛼)
𝑛 (𝑡) = (𝐿(𝛼)

𝑛 )−1(𝑡),

𝑋
(𝛼)
𝑛 (𝑡) = 𝑋𝑛(𝐴

(𝛼)
𝑛 (𝑡)) отримано вирiзанням часу з 𝑋𝑛.

Тодi розподiл послiдовностi {𝑋𝑛, 𝑛 > 1} слабко збiгається в 𝐷([0, 𝑇 ])
при 𝑛 → ∞. Крiм того, розподiли {𝑋(𝛼)} слабко збiгаються в 𝐷([0, 𝑇 ]) при
𝛼 → 0+, а границi для {𝑋(𝛼)} та {𝑋𝑛} спiвпадають за розподiлом.

В § 2.3 наведено деякi достатнi умови для виконання теореми 2.2.3.
Зокрема, нехай {𝑋𝑛}𝑛>1 — послiдовнiсть неперервних однорiдних процесiв

Маркова в строгому сенсi, 𝑄(𝑛)
𝑥 — розподiл 𝑋𝑛 за умови 𝑋𝑛(0) = 𝑥. Припу-

стимо, що iснує точка 𝑥*, така що для довiльного 𝑛 процес 𝑋𝑛 безлiч разiв
потрапляє в довiльну кулю 𝐵(𝑥*, 𝜀) i безлiч разiв виходить з довiльної ку-
лi 𝐵(𝑥*, 𝜀) з 𝑄

(𝑛)
𝑥 iмовiрнiстю 1, 𝑥 ∈ 𝐸. Нехай 𝛼 > 0, 𝛼1 ∈ (0, 𝛼). Вiзьмемо

в ролi {𝜏𝑘, 𝜎𝑘}𝑘>1 моменти послiдовних входiв в кулю 𝐵(𝑥*, 𝛼1) та виходiв з
кулi 𝐵(𝑥*, 𝛼), вiдповiдно. Покладемо 𝜎𝑛

0 := 0,

𝜏𝑛𝑘 = 𝜏
(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 := inf{𝑡 > 𝜎

(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘−1 : 𝜌(𝑋𝑛(𝑡), 𝑥*) 6 𝛼1}, 𝑘 > 1,

𝜎𝑛
𝑘 = 𝜎

(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 := inf{𝑡 > 𝜏

(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 : 𝜌(𝑋𝑛(𝑡), 𝑥*) > 𝛼}, 𝑘 > 1.

(6)

Лема 2.3.2. Припустимо, що 𝑃0(𝑥,𝐴), 𝑥 ∈ 𝐸,𝐴 ∈ ℬ(𝐸) та 𝑃0(𝑥,𝐴), 𝑥 ∈
𝐸,𝐴 ∈ ℬ(𝐶𝐸([0,∞))× [0,∞)) — стохастичнi ядра, неперервнi по 𝑥 (на про-
сторi мiр розглядається топологiя слабкої збiжностi). Припустимо, що
початковi розподiли процесiв Маркова 𝑋𝑛(0) слабко збiгаються до деякої
мiри 𝜇0, i для довiльного 𝑥∈𝐸 i довiльної послiдовностi {𝑥𝑛}, збiжної до 𝑥:
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A1. 𝑄(𝑛)
𝑥𝑛 (𝑋𝑛(𝜎𝑛

1 ) ∈ ·) ⇒ 𝑃0(𝑥, ·), 𝑛 → ∞,

A2. 𝑄(𝑛)
𝑥𝑛

(︁
(𝑋𝑛(· ∧ 𝜏𝑛1 ), 𝜏𝑛1 ) ∈ ·

)︁
⇒ 𝑃0(𝑥, ·), 𝑛 → ∞.

Тодi якщо 𝑋0 — процес Маркова в строгому сенсi, такий що

𝜇0 =𝑑 𝑋0(0), 𝑄(0)
𝑥

(︀
(𝑋0(· ∧ 𝜏 01 ), 𝜏 01 ) ∈ ·

)︀
= 𝑃0(𝑥, ·), (7)

𝑄(0)
𝑥

(︀
𝑋0(𝜎

0
1) ∈ ·

)︀
= 𝑃0(𝑥, ·), (8)

то має мiсце збiжнiсть процесiв, отриманих вирiзанням часу:

𝑋(𝜏𝑛,𝜎𝑛)
𝑛 ⇒ 𝑋

(𝜏0,𝜎0)
0 , 𝑛 → ∞.

В § 2.4 використовуються достатнi умови для отримання загальних ре-
зультатiв для процесiв Маркова в строгому сенсi.

Наприклад, нехай {𝜉(𝑛), 𝑛 > 0} — послiдовнiсть неперервних однорiдних
процесiв Маркова в строгому сенсi.

Для 𝛼 > 0 покладемо

𝜏𝑛,𝛼 := inf
{︀
𝑡 > 0: |𝜉(𝑛)(𝑡)| 6 𝛼

}︀
, 𝜎𝑛,𝛼 := inf

{︀
𝑡 > 0: |𝜉(𝑛)(𝑡)| > 𝛼

}︀
.

Позначимо через 𝜉
(𝑛)
𝑥0 процес, що має розподiл як 𝜉(𝑛) за умови

𝜉(𝑛)(0) = 𝑥0.

Теорема 2.4.4. Припустимо, що послiдовнiсть {𝜉(𝑛), 𝑛 > 0} задовольняє
наступнi умови:

𝜉(𝑛)(0) ⇒ 𝜉(0)(0);

∀𝑇 > 0 ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∃𝑛0 ∀𝑛 > 𝑛0

P
(︁

sup
|𝑠−𝑡|<𝛿,
𝑠,𝑡∈[0,𝑇 ]

|𝜉(𝑛)(𝑡) − 𝜉(𝑛)(𝑠)| > 𝜀
)︁
6 𝜀;

∀𝑇 > 0 lim
𝜀→0+

sup
𝑛

E

∫︁ 𝑇

0

1l|𝜉(𝑛)(𝑡)|6𝜀𝑑𝑡 = 0;∫︁ ∞

0

1l𝜉(0)(𝑡)=0𝑑𝑡 = 0 м.н.

Нехай для довiльних 𝛼 > 0, 𝑥0 ∈ R та довiльної послiдовностi {𝑥𝑛}, такої
що lim

𝑛→∞
𝑥𝑛 = 𝑥0, виконується:(︀

𝜉(𝑛)𝑥𝑛
(· ∧ 𝜏𝑛,𝛼), 𝜏𝑛,𝛼

)︀
⇒

(︀
𝜉(0)𝑥0

(· ∧ 𝜏 0,𝛼), 𝜏 0,𝛼
)︀
, 𝑛 → ∞;

𝜉(𝑛)𝑥𝑛
(𝜎𝑛,𝛼) ⇒ 𝜉(0)𝑥0

(𝜎0,𝛼), 𝑛 → ∞.

Тодi 𝜉(𝑛) ⇒ 𝜉(0) при 𝑛 → ∞ в 𝐶([0,∞)).
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В § 2.5 наведено наслiдок з результатiв § 2.3 для ланцюгiв Маркова.
Нехай (𝑋0(𝑡), 𝑡 > 0) — неперервний процес Маркова в строгому сенсi зi

значеннями в R𝑑, (𝑋(𝑛)(𝑘), 𝑘 > 0), 𝑛 > 1, — ланцюги Маркова на R𝑑.
Покладемо 𝑋𝑛(𝑘𝑛) := 1√

𝑛
𝑋(𝑛)(𝑘), 𝑘 ∈ Z+, i довизначимо процес 𝑋𝑛(𝑡) для

всiх 𝑡 > 0 за лiнiйнiстю.
Позначимо 𝜎𝑛

0 := 0,

𝜏
(𝑛)
𝑘 = 𝜏

(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 := inf{𝑡 ∈ 1

𝑛Z+, 𝑡 > 𝜎
(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘−1 : |𝑋𝑛(𝑡) − 𝑥*| 6 𝛼1}, 𝑘 > 1,

𝜎
(𝑛)
𝑘 = 𝜎

(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 := inf{𝑡 ∈ 1

𝑛Z+, 𝑡 > 𝜏
(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 : |𝑋𝑛(𝑡) − 𝑥*| > 𝛼}, 𝑘 > 1.

(9)

Теорема 2.5.1. Припустимо, що для довiльного 𝑇 > 0 виконується (3), а
також для довiльного 𝛼 > 0 знайдеться таке 𝛼1 ∈ (0, 𝛼), що для послiдов-

ностей {(𝜏
(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 , 𝜎

(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 ), 𝑘 > 1}, визначених в (9), виконується:

1) для довiльного 𝑛 > 1 i довiльного початкового розподiлу∑︁
𝑘

(𝜏𝑛𝑘+1 − 𝜎𝑛
𝑘 ) = ∞ м.н.;

2) для довiльного 𝑇 > 0

lim
𝛼→0+

sup
𝑛

E

∫︁ 𝑇

0

1l𝜌(𝑋𝑛(𝑡),𝑥0)6𝛼𝑑𝑡 = 0;

3) умови A1, A2 леми 2.3.2.
Тодi розподiли {𝑋𝑛} слабко збiгаються при 𝑛 → ∞ в 𝐶([0,∞)). Якщо дода-
тково виконується (7), (8) i∫︁ ∞

0

1l{𝑋0(𝑡)=𝑥*}𝑑𝑡 = 0 м.н.,

то 𝑋𝑛 ⇒ 𝑋0 при 𝑛 → ∞ в 𝐶([0,∞)).

В третьому роздiлi результати роздiлу 2 застосованi для випадкових
блукань зi збуреннями.

Розглянемо однорiдний ланцюг Маркова (𝑋(𝑘) = 𝑋(𝑥0)(𝑘), 𝑘 ∈ Z+) на Z
зi стартом в точцi 𝑥0 ∈ Z та перехiдними iмовiрностями 𝑝𝑖,𝑗, такими що для
деякого 𝑚 > 0

𝑝𝑖,𝑖+1 = 𝑝𝑖,𝑖−1 = 1/2 при |𝑖| > 𝑚. (10)

Вiдрiзок [−𝑚,𝑚] будемо називати мембраною.
Довизначимо процес (𝑋(𝑡), 𝑡 > 0) для всiх 𝑡 неперервно як лiнiйну iнтер-

поляцiю (𝑋(𝑘), 𝑘 ∈ Z+) та розглянемо процеси

𝑋𝑛(𝑡) = 1√
𝑛
𝑋([𝑥0

√
𝑛])(𝑛𝑡), 𝑡 > 0, 𝑛 ∈ N, (11)

зi стартом в точцi [𝑥0
√
𝑛]/

√
𝑛.
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Означення 3.1.1. Послiдовнiсть {𝑋𝑛} з (11) будемо називати послiдовнiстю
випадкових блукань, збурених в околi нуля.

В § 3.2 дослiджено граничну поведiнку таких блукань в двох випадках:
коли стрибки з мембрани [−𝑚,𝑚] iнтегровнi та неiнтегровнi.

Основним результатом § 3.2.1 є наступна теорема, яка описує всi можливi
граничнi процеси для випадку iнтегровних стрибкiв.

Позначимо через 𝑃𝑥,𝑊𝛾
розподiл косого броунового руху 𝑊𝛾(·) з пара-

метром проникностi 𝛾 ∈ [−1, 1] та початком в точцi 𝑥, та 𝑃𝑥,0 — розподiл
броунового руху з початком в точцi 𝑥 та залипанням в нулi.

Покладемо 𝜏 = inf{𝑘 > 0: |𝑋(𝑘)| > 𝑚} — момент виходу ланцюга Мар-
кова 𝑋(𝑘) з мембрани [−𝑚,𝑚] та позначимо через 𝜉(±) випадковi величини,
розподiл яких спiвпадає з умовним розподiлом величини

𝑋(𝜏) −𝑚 sign𝑋(𝜏)

за умови 𝑋(0) = ±𝑚; величина 𝜉(±) — це вiдстань до мембрани в момент 𝜏
при стартi з +𝑚 чи −𝑚 вiдповiдно.

Теорема 3.2.1. Нехай стрибки з мембрани [−𝑚,𝑚] iнтегровнi, тобто∑︁
𝑗∈Z

|𝑗| 𝑝𝑖,𝑗 < ∞ при |𝑖| 6 𝑚.

Тодi для довiльного 𝑥0 послiдовнiсть {𝑋𝑛} при 𝑛 → ∞ слабко збiгається в
C([0, 1]) до деякого процесу 𝑋∞.

Зокрема:

А. Якщо принаймнi один зi станiв −𝑚−1 та 𝑚+1 ланцюга 𝑋(·)
1) є iстотним та
2) досягається з iмовiрнiстю 1,

то граничний процес 𝑋∞ є косим броуновим рухом 𝑊𝛾 з параметром

𝛾 =
E𝜉(+) P(𝜉(−) > 0) + E𝜉(−) P(𝜉(+) < 0)

E|𝜉(+)|P(𝜉(−) > 0) + E|𝜉(−)|P(𝜉(+) < 0)
. (12)

При цьому P(𝜏 < ∞ / 𝑋(0) = 𝑥0) = 1 та

P(𝜉(−) > 0) ∨ P(𝜉(+) < 0) > 0.

Якщо умови 1) i 2) одночасно виконуються тiльки для одного зi станiв
−𝑚−1 або 𝑚+1, то 𝛾 дорiвнює знаку цього стану.
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Б. Нехай 𝑥0 > 0, а стан −𝑚−1 є iстотним та досягається ланцюгом
𝑋(·) з iмовiрнiстю 𝑞, 0 < 𝑞 < 1. Тодi P(𝜏 < ∞) = 1 i

P(𝜉(+) < 0) > 0.

В цьому випадку розподiл граничного процесу 𝑋∞ дорiвнює

𝑞𝑃𝑥0,𝑊−1
+ (1 − 𝑞)𝑃𝑥0,0.

Аналогiчне твердження виконується для 𝑥0 < 0 та стану 𝑚+1.

В. Нехай 𝑥0 = 0, а стани −𝑚−1 та 𝑚+1 досягаються ланцюгом 𝑋(·) з
iмовiрностями 𝑞 та 𝑝 вiдповiдно (𝑞, 𝑝 > 0) та є iстотними1.

Якщо цi стани мiж собою не сполучаються, то

P(𝜉(−) > 0) = P(𝜉(+) < 0) = 0

i розподiл граничного процесу 𝑋∞ дорiвнює

𝑞𝑃0,𝑊−1
+ 𝑝𝑃0,𝑊+1

+ (1 − 𝑞 − 𝑝)𝑃0,0.

Якщо стани −𝑚−1 та 𝑚+1 сполучаються, то 𝑞 = 𝑝 i розподiл гра-
ничного процесу 𝑋∞ дорiвнює

𝑝𝑃0,𝑊𝛾
+ (1 − 𝑝)𝑃0,0,

де 𝛾 визначається аналогiчно до пункту А.

Г. Якщо будь-який (досяжний) зi станiв −𝑚−1 та 𝑚+1 є неiстотним,
то розподiл процесу 𝑋∞ дорiвнює 𝑃𝑥0,0, тобто граничний процес 𝑋∞ є
броуновим рухом з залипанням в нулi.

Якщо стрибки з мембрани не є iнтегровними, то граничний процес може
бути розривним.

Так, в § 3.2.2 розглядається випадок, коли стрибки з мембрани належать
до областi притягання 𝛼-стiйкого розподiлу.

А саме, нехай перехiднi iмовiрностi ланцюга 𝑋 дорiвнюють

𝑝𝑖,𝑖+1 = 𝑝𝑖,𝑖−1 = 1/2 при |𝑖| > 0

та
𝑝0,𝑗 = P(𝜉 = 𝑗), 𝑗 ∈ Z,

де 𝜉 — додатня цiлозначна випадкова величина, яка належить до областi
притягання невiд’ємного 𝛼-стiйкого розподiлу з 𝛼 ∈ (0, 1).

1Якщо якийсь стан є недосяжним, то його iстотнiсть чи неiстотнiсть для результату неважлива. Тому

для простоти формулювання всi недосяжнi стани в пунктi В ми будемо вважати iстотними, а в пунктi Г

— неiстотними.
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Теорема 3.2.12. Для довiльного 𝑇 > 0 послiдовнiсть процесiв {𝑋𝑛} слабко
збiгається в D([0, 1]) до процесу вигляду

𝑋∞(𝑡) = 𝑊 (𝑡) + 𝑈𝛼

(︀
𝑈 (−1)
𝛼 (𝑀(𝑡))

)︀
, 𝑡 > 0,

де (𝑊 (𝑡)) — вiнерiв процес,

𝑀(𝑡) = − min
𝑠∈[0,𝑡]

(𝑊 (𝑠) ∧ 0), 𝑡 > 0,

(𝑈𝛼(𝑡)) — невiд’ємний 𝛼-стiйкий процес,

𝑈 (−1)
𝛼 (𝑡) = inf{𝑠 > 0: 𝑈𝛼(𝑠) > 𝑡}, 𝑡 > 0,

i процеси (𝑊 (𝑡)) та (𝑈𝛼(𝑡)) незалежнi.

В § 3.3 та § 3.4 доводяться теореми 3.2.1 та 3.2.12, вiдповiдно.
В четвертому роздiлi розглядається питання дослiдження граничної

поведiнки послiдовностi розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiвнянь

𝑑𝑋𝑛(𝑡) = 𝑎𝑛(𝑋𝑛(𝑡))𝑑𝑡 + 𝜎𝑛(𝑋𝑛(𝑡))𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 > 0,

коефiцiєнти яких збiгаються до функцiй, що мають особливiсть в нулi.
Особливiсть може полягати, наприклад, в необмеженостi або нелiпшице-

востi коефiцiєнтiв.
Зокрема, в § 4.1 розглядається випадок, коли коефiцiєнт переносу є нео-

бмеженою в околi нуля функцiєю.
А саме, нехай {𝑋(𝑛𝑡)/

√
𝑛} — це розв’язок стохастичного диференцiаль-

ного рiвняння
𝑑𝑋𝑛(𝑡) = 𝑎𝑛(𝑋𝑛(𝑡))𝑑𝑡 + 𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 > 0,

де 𝑎𝑛(𝑥) = 𝑛𝑎(𝑛𝑥).
Припустимо, що

𝑎(𝑥) = ̃︀𝑎(𝑥) +
𝑐(𝑥)

𝑥
, 𝑥 ∈ R,

де ̃︀𝑎 ∈ 𝐿1(R) та
𝑐(𝑥) = 𝑐+ · 1l𝑥>1 + 𝑐− · 1l𝑥<−1, 𝑥 ∈ R.

Нехай 𝐵+
𝑐 (𝑥0, 𝑡) — це невiд’ємний процес Бесселя при 𝑥0 > 0. Покладемо

𝐵−
𝑐 (𝑥0, 𝑡) = −𝐵+

𝑐 (|𝑥0|, 𝑡) при 𝑥0 6 0.
Позначимо через 𝑝𝑐𝑡(𝑥, 𝑦) перехiдну щiльнiсть процесу Бесселя.
Нехай 𝑐 ∈ (−1/2, 1/2), позначимо через 𝑝0,𝑐𝑡 (𝑥, 𝑦) перехiдну щiльнiсть про-

цесу Бесселя з вмиранням в 0.
Покладемо

𝑝𝑠𝑘𝑒𝑤𝑡 (𝑥, 𝑦) = 𝑝0,𝑐𝑡 (|𝑥|, |𝑦|) · 1l𝑥𝑦>0 +

+ 1+𝛾 sign 𝑦
2

(︀
𝑝𝑐𝑡(|𝑥|, |𝑦|) − 𝑝0,𝑐𝑡 (|𝑥|, |𝑦|)

)︀
, 𝑥, 𝑦 ∈ R.
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Означення 4.1.2. Однорiдний процес Маркова з перехiдною щiльнiстю 𝑝𝑠𝑘𝑒𝑤𝑡

називається косим процесом Бесселя 𝐵𝑠𝑘𝑒𝑤
𝑐,𝛾 з параметрами 𝑐 та 𝛾, 𝛾 ∈ [−1, 1].

Основним результатом § 4.1 є наступне твердження.

Теорема 4.1.6. Якщо 𝑐+ та 𝑐− > −1/2, то послiдовнiсть процесiв {𝑋𝑛}
слабко збiгається до граничного процесу 𝑋∞. Зокрема:

A1. Якщо

(a) 𝑥0 > 0 та 𝑐+ > 1/2, або

(b) 𝑥0 > 0 та 𝑐− < 𝑐+ < 1/2, або

(c) 𝑥0 = 0 та 𝑐− < 1/2 6 𝑐+,

то
𝑋∞(𝑡) = 𝐵+

𝑐+
(𝑥0, 𝑡), 𝑡 > 0.

A2. Аналогiчно, якщо

(a) 𝑥0 < 0 та 𝑐− > 1/2, або

(b) 𝑥0 6 0 та 𝑐+ < 𝑐− < 1/2, або

(c) 𝑥0 = 0 та 𝑐+ < 1/2 6 𝑐−,

то
𝑋∞(𝑡) = 𝐵−

𝑐−
(𝑥0, 𝑡), 𝑡 > 0.

A3. Якщо 𝑥0 < 0, 𝑐− < 1/2 та 𝑐− < 𝑐+, то граничний процес поводиться
як 𝐵−

𝑐−
до моменту потрапляння в 0, а далi поводиться як 𝐵+

𝑐+
тобто

𝑋∞(𝑡) = 𝐵−
𝑐−

(𝑥0, 𝑡) · 1l𝑡6𝜏 + 𝐵+
𝑐+

(0, 𝑡− 𝜏) · 1l𝑡>𝜏 , 𝑡 > 0,

де 𝜏 = inf{𝑡 > 0: 𝑋∞(𝑡) > 0} = inf{𝑡 > 0: 𝐵−
𝑐−

(𝑥0, 𝑡) > 0} та 𝐵±
𝑐±

—
незалежнi (додатнiй та вiд’ємний) процеси Бесселя.

A4. Аналогiчно, якщо 𝑥0 > 0, 𝑐+ < 1/2 та 𝑐+ < 𝑐−, то

𝑋∞(𝑡) = 𝐵+
𝑐+

(𝑥0, 𝑡) · 1l𝑡6𝜏 + 𝐵−
𝑐−

(0, 𝑡− 𝜏) · 1l𝑡>𝜏 , 𝑡 > 0,

де 𝜏 = inf{𝑡 > 0: 𝑋∞(𝑡) 6 0}.

A5. Якщо 𝑐+ = 𝑐− =: 𝑐 < 1/2, то для довiльного 𝑥0

𝑋∞(𝑡) = 𝐵𝑠𝑘𝑒𝑤
𝑐,𝛾 (𝑥0, 𝑡), 𝑡 > 0,

де 𝛾 = th(
∫︀ +∞
−∞ ̃︀𝑎(𝑧)𝑑𝑧) =

1−exp{−2
∫︀ +∞
−∞ ̃︀𝑎(𝑧)𝑑𝑧}

1+exp{−2
∫︀ +∞
−∞ ̃︀𝑎(𝑧)𝑑𝑧} .
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A6. Нарештi, якщо 𝑥0 = 0, 𝑐+ > 1/2 та 𝑐− > 1/2, то розподiл граничного
процесу 𝑋∞ дорiвнює

𝑝 · P𝐵+
𝑐+

+ (1 − 𝑝) · P𝐵−
𝑐−
,

де

𝑝 =

∫︀∞
0 𝐴(−𝑦)(𝑦 ∨ 1)−2𝑐−𝑑𝑦∫︀∞

0 (𝐴(−𝑦)(𝑦 ∨ 1)−2𝑐− + 𝐴(𝑦)(𝑦 ∨ 1)−2𝑐+) 𝑑𝑦
, (13)

𝐴(𝑦) = exp{−2
∫︀ 𝑦

0 ̃︀𝑎(𝑧)𝑑𝑧}, а P𝐵±
𝑐±
— це розподiли додатнього та вiд’єм-

ного процесiв Бесселя 𝐵±
𝑐±

(0, ·) зi стартом в 0.

В § 4.2 розглядається аналогiчна задача для випадку нелiпшицевих та
вироджених коефiцiєнтiв.

А саме, розглянемо стохастичне диференцiальне рiвняння

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑎(𝑋(𝑡))𝑑𝑡 + 𝜎(𝑋(𝑡))𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 > 0, (14)

𝑋(0) = 0,

де 𝑊 (·) — вiнерiв процес,

𝑎(𝑥) = 𝑎±|𝑥|𝛼 sign𝑥 = 𝑎+|𝑥|𝛼1l𝑥>0 − 𝑎−|𝑥|𝛼1l𝑥<0,

𝜎(𝑥) = 𝑏±|𝑥|𝛽 = 𝑏+|𝑥|𝛽1l𝑥>0 + 𝑏−|𝑥|𝛽1l𝑥<0,
(15)

де 𝑎± > 0, 𝑏± > 0, 𝛼, 𝛽 > 0.
Якщо 𝛼 < 1, то коефiцiєнт переносу не задовольняє умову Лiпшиця в

точцi 0. Вiдомо, що якщо

𝛼 < 1 та 𝛼− 2𝛽 + 1 < 0, (16)

то iснують слабкi розв’язки рiвняння (14), але не виконується умова єдиностi
розв’язку. При цьому, iснують єдинi розв’язки 𝑋+ та 𝑋− рiвняння (14), такi
що 𝑋±(0) = 0 та

𝑋+(𝑡) > 0 при 𝑡 > 0 м.н.,

𝑋−(𝑡) < 0 при 𝑡 > 0 м.н.
(17)

Нехай 𝜀 > 0. Розглянемо наступне збурення рiвняння (14) :

𝑑𝑋𝜀(𝑡) = 𝑎(𝑋𝜀(𝑡))𝑑𝑡 + (𝜀 + 𝜎(𝑋𝜀(𝑡)))𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 > 0, (18)

де 𝑎(·) та 𝜎(·) заданi в (15).
Зауважимо, що для довiльного 𝜀 > 0 розв’язок рiвняння (18) iснує та

єдиний. Основним результатом § 4.2 є наступна теорема.
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Теорема 4.2.1. Припустимо, що виконується умова (16).
Тодi {𝑋𝜀} слабко збiгається в C([0, 1]) при 𝜀 → 0 до граничного проце-

су 𝑋∞ з розподiлом
𝑝P𝑋+

+ (1 − 𝑝)P𝑋−,

де

𝑝 =
(𝑎+)1/(𝛼+1)

(𝑎+)1/(𝛼+1) + (𝑎−)1/(𝛼+1)
,

P𝑋+
та P𝑋− — розподiли розв’язкiв 𝑋+ та 𝑋−, що задовольняють (17).

Автор висловлює величезну подяку своєму науковому керiвни-

ку Андрiю Юрiйовичу Пилипенку за постановку розглянутих у

дисертацiйнiй роботi задач, пiдтримку в процесi виконання робо-

ти, цiннi поради та постiйну увагу i допомогу.

Висновки

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню функцiональних граничних
теорем для випадкових процесiв зi збуренням.

Основнi результати дисертацiйної роботи:

∙ Розроблено загальний метод отримання функцiональних граничних те-
орем для випадкових процесiв з локальним збуренням, що мають вла-
стивiсть регенерацiї.

∙ Для послiдовностей симетричних випадкових блукань з iнтегровним ло-
кальним збуренням доведено слабку збiжнiсть в просторi неперервних
функцiй та проведено повну класифiкацiю можливих граничних проце-
сiв в термiнах перехiдних iмовiрностей збурення.

∙ Дослiджено граничну поведiнку симетричного випадкового блукання з
вiдбиваючим бар’єром в точцi нуль. Для випадку неiнтегровних стриб-
кiв з бар’єру, якi належать до областi притягання 𝛼-стiйкого розподiлу,
доведено слабку збiжнiсть в просторi Скорохода до броунiвського руху
з вiдбиттям в нулi та граничними умовами типу Вентцеля–Феллера.

∙ Встановлено граничну поведiнку послiдовностей розв’язкiв стохасти-
чних диференцiальних рiвнянь з необмеженими в околi особливої то-
чки коефiцiєнтами. Проведено повну класифiкацiю можливих грани-
чних процесiв в залежностi вiд поведiнки розв’язкiв в околi особливої
точки.
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∙ Для послiдовностей розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiвнянь
з нелiпшицевими та виродженими в околi особливої точки коефiцiєнта-
ми розглянуто збурення малим шумом та доведено слабку збiжнiсть в
просторi неперервних функцiй.

Запропонованi в дисертацiйнiй роботi загальнi методи доведення дозволя-
ють отримувати функцiональнi граничнi теореми для широкого класу про-
цесiв, що мають властивiсть регенерацiї.
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Анотацiя

Приходько Ю.Є. Гранична поведiнка локальних збурень процесiв Маркова
— Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних
наук за спецiальнiстю 01.01.05 «Теорiя ймовiрностей i математична статисти-
ка». — Iнститут математики НАН України, Київ, 2018.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню функцiональних граничних
теорем для випадкових процесiв зi збуренням. Такими процесами можуть
бути, зокрема, послiдовностi процесiв Маркова, якi ззовнi довiльного околу
фiксованої “сингулярної” точки поводяться як деякий заданий процес.

Так, наприклад, розглядається однорiдний ланцюг Маркова, перехiднi
iмовiрностi якого при |𝑖| > 𝑚 спiвпадають з перехiдними iмовiрностями
для симетричного випадкового блукання, де 𝑚 фiксоване. Для випадку, ко-
ли стрибки з “мембрани” [−𝑚,𝑚] iнтегровнi, доведено слабку збiжнiсть в
просторi неперервних функцiй та проведено повну класифiкацiю можливих
граничних процесiв. Зокрема, граничним процесом може бути косий броу-
нiвський рух. Даний результат узагальнює вiдомий результат Гаррiсона та
Шеппа, якi розглядали збурення тiльки в однiй точцi.

Якщо стрибки з мембрани є неiнтегровними, то граничний процес може
бути розривним. Так, для випадку випадкових блукань з вiдбиваючим бар’є-
ром в точцi нуль, стрибки з якого належать до областi притягання 𝛼-стiйкого
розподiлу, доведено слабку збiжнiсть в просторi Скорохода до броунiвського
руху з вiдбиттям в нулi та граничними умовами типу Вентцеля–Феллера.

Розроблений в роботi метод застосовано також для дослiдження граничної
поведiнки послiдовностей розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiвнянь
з необмеженими в околi особливої точки коефiцiєнтами, а також стохастичних
диференцiальних рiвнянь з нелiпшицевими та виродженими коефiцiєнтами,
збурених малим шумом.

Ключовi слова: локальнi збурення процесiв Маркова, дифузiї з напiвпро-
зорими мембранами, косий броунiвський рух, косий процес Бесселя, граничнi
умови Вентцеля–Феллера, збурення малим шумом.
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Аннотация

Приходько Ю.Е. Предельное поведение локальных возмущений процессов
Маркова — Квалификационный научный труд на правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математичес-
ких наук по специальности 01.01.05 «Теория вероятностей и математическая
статистика» — Институт математики НАН Украины, Киев, 2018.

Диссертация посвящена исследованию функциональных предельных те-
орем для случайных процессов с возмущением. Такими процессами могут
быть, в частности, последовательности процессов Маркова, которые вне прои-
звольной окрестности фиксированной “сингулярной” точки ведут себя как
некий заданный процесс.

Так, например, рассматривается однородная цепь Маркова, переходные
вероятности которой при |𝑖| > 𝑚 совпадают с переходными вероятностями
для симметричного случайного блуждания, где 𝑚 фиксировано. Для случая,
когда прыжки из “мембраны” [−𝑚,𝑚] интегрируемые, доказано слабую схо-
димость в пространстве непрерывных функций и проведено полную класси-
фикацию возможных предельных процессов. В частности, предельным про-
цессом может быть косое броуновское движение. Данный результат обобщает
известный результат Гаррисона и Шеппа, которые рассматривали возмуще-
ния только в одной точке.

Если прыжки из мембраны неинтегрируемы, то предельный процесс мо-
жет быть разрывным. Так, для случая случайных блужданий с отражающим
барьером в точке ноль, прыжки с которого принадлежат области притяже-
ния 𝛼-устойчивого распределения, доказано слабую сходимость в пространс-
тве Скорохода к броуновскому движению с отражением в нуле и граничными
условиями типа Вентцеля– Феллера.

Предложенный в работе метод применен также для исследования пре-
дельного поведения последовательностей решений стохастических диффе-
ренциальных уравнений с неограниченными в окрестности особой точки ко-
эффициентами и стохастических дифференциальных уравнений с нелипши-
цевимы и вырожденными коэффициентами, возмущенных малым шумом.

Ключевые слова: локальные возмущения процессов Маркова, диффузии
с полупрозрачными мембранами, косое броуновское движение, косой процесс
Бесселя, граничные условия Вентцеля–Феллера, возмущения малым шумом.
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The thesis is devoted to the study of functional limit theorems for random
processes with perturbations.

Such processes may include, in particular, the sequence of Markov processes,
that outside of an arbitrary neighbourhood of a fixed “singular” point behave as
a given Markov process. In any neighbourhood of this point, the behavior of the
perturbed process can vary significantly.

The proposed general method is used to generalize Donsker’s theorem for local
perturbations of a symmetric ±1 random walk.

For example, let 𝑋 be a homogeneous Markov chain on Z with the transiti-
on probabilities 𝑝𝑖,𝑗 wich differ from the transition probabilities of a symmetric
±1 random walk only for 𝑖 ∈ [−𝑚,𝑚], where 𝑚 is fixed. If the jumps from
the “memrane” [−𝑚,𝑚] are integrable, then the sequence of processes (𝑋𝑛(𝑡) =
1√
𝑛
𝑋([𝑛𝑡]), 𝑡 > 0) weakly converges as 𝑛 → ∞.
A complete classification of possible limit processes is carried out.
In particular, if the chain 𝑋 is recurrent, then the limit for {𝑋𝑛(·), 𝑛 > 1} is

a skew Brownian motion.
This result is a generalization of the well-known result of Harrison and Shepp,

who considered perturbation at just one point. It should be noted that Harrison
and Shepp’s method is based on explicit calculations and is difficult to carry over
to a case with many points. The method proposed in this thesis allows us to
study the limit behavior of perturbed random walks with membranes of arbitrary
complexity.

If the jumps from the membrane are non-integrable, then the limit process may
be discontinuous. For example, for the case of random walks with a reflecting
barrier at zero, the jumps from which belong to the domain of attraction of
the 𝛼-stable distribution, we prove weak convergence in the Skorokhod space
to a Brownian motion with a reflection at zero and Feller–Wentzell boundary
conditions.

The general method developed in this paper is also used to study the li-
mit behavior of sequences of solutions of stochastic differential equations with
unbounded coefficients, as well as small noise perturbations of stochastic differenti-
al equations with non-Lipschitz and degenerate coefficients.

Keywords: local perturbations of Markov processes, diffusions with membranes,
skew Brownian motion, skew Bessel process, Feller–Wentzell boundary conditions,
small noise perturbations.


