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Анотацiя

Приходько Ю.Є. Гранична поведiнка локальних збурень процесiв Маркова

— Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-матема-

тичних наук (доктора фiлософiї) за спецiальнiстю 01.01.05 «Теорiя ймовiр-

ностей i математична статистика» (111 – Математика). — Нацiональний

технiчний унiверситет України «КПI iм. Iгоря Сiкорського», Iнститут ма-

тематики НАН України, Київ, 2018.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню функцiональних грани-

чних теорем для випадкових процесiв зi збуренням.

В дисертацiї побудовано загальний метод дослiдження асимптотичної

поведiнки для локальних збурень процесiв, що мають властивiсть реге-

нерацiї. Такими процесами можуть бути, зокрема, послiдовностi процесiв

Маркова, якi ззовнi довiльного околу фiксованої “сингулярної” точки пово-

дяться як деякий заданий процес. В околах цiєї точки поведiнка збуреного

процесу може суттєво вiдрiзнятися.

Зокрема, в роздiлi 3 розглядається однорiдний ланцюг Маркова 𝑋 зi

значеннями в Z, перехiднi iмовiрностi 𝑝𝑖,𝑗 якого при |𝑖| > 𝑚 спiвпадають

з перехiдними iмовiрностями для симетричного випадкового блукання з

одиничним кроком, де 𝑚 фiксоване. При |𝑖| 6 𝑚 перехiднi iмовiрностi 𝑝𝑖,𝑗

довiльнi. Вiдрiзок [−𝑚,𝑚] називається мембраною.

Доведено, що якщо стрибки з “мембрани” [−𝑚,𝑚] iнтегровнi, то послi-

довнiсть процесiв (𝑋𝑛(𝑡) = 1√
𝑛
𝑋([𝑛𝑡]), 𝑡 > 0) слабко збiгається при 𝑛→ ∞

до деякого неперервного процесу. Проведено повну класифiкацiю вiдповiд-

них можливих граничних процесiв.

Зокрема, якщо всi стани ланцюга Маркова 𝑋 є сполучними, то грани-

цею для послiдовностi {𝑋𝑛(·), 𝑛 > 1} є косий броунiвський рух, параметр
якого явно обчислено в термiнах перехiдних iмовiрностей збурення.
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Даний результат узагальнює вiдомий результат Гаррiсона та Шеппа,

якi розглядали збурення тiльки в однiй точцi. Слiд зазначити, що метод

Гаррiсона та Шеппа базується на явних обчисленнях i важко переноситься

на випадок збурення, зосередженого в бiльшiй кiлькостi точок. Запропоно-

ваний в данiй дисертацiї метод дозволяє дослiджувати граничну поведiнку

збурених блукань з мембранами довiльної складностi.

Якщо стрибки з мембрани не є iнтегровними, то граничний процес мо-

же бути розривним. Так, для випадку випадкових блукань з вiдбиваючим

бар’єром в точцi нуль, стрибки з якого належать до областi притягання 𝛼-

стiйкого розподiлу, доведено слабку збiжнiсть в просторi Скорохода до бро-

унiвського руху з вiдбиттям в нулi та граничними умовами типу Вентцеля–

Феллера.

В роздiлi 4 розроблений загальний метод застосовано для дослiджен-

ня граничної поведiнки послiдовностей розв’язкiв стохастичних диферен-

цiальних рiвнянь з необмеженими в околi особливої точки коефiцiєнтами,

а також стохастичних диференцiальних рiвнянь з нелiпшицевими та виро-

дженими коефiцiєнтами, збурених малим шумом.

Зокрема, встановлено граничну поведiнку послiдовностей розв’язкiв сто-

хастичних диференцiальних рiвнянь з необмеженими в околi особливої то-

чки коефiцiєнтами. Проведено повну класифiкацiю можливих граничних

процесiв в залежностi вiд поведiнки розв’язкiв в околi особливої точки.

Так, розглядається послiдовнiсть розв’язкiв стохастичних диференцi-

альних рiвнянь

𝑑𝑋𝑛(𝑡) = 𝑎𝑛(𝑋𝑛(𝑡))𝑑𝑡+ 𝑑𝑊 (𝑡),

де {𝑎𝑛} в деякому сенсi збiгається до (𝑐−1l𝑥<0 + 𝑐+1l𝑥>0)/𝑥 + 𝛾𝛿0. Тут 𝛿0 це

дельта-функцiя Дiрака в нулi. Граничним для послiдовностi {𝑋𝑛} процесом
може бути, зокрема, процес Бесселя, косий процес Бесселя тощо.

Для послiдовностей розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiвнянь
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з нелiпшицевими та виродженими в околi особливої точки коефiцiєнтами

розглянуто збурення малим шумом та доведено слабку збiжнiсть в просторi

неперервних функцiй.

Так, розглядаються стохастичнi диференцiальнi рiвняння

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑎(𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ 𝜎(𝑋(𝑡))𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 > 0,

𝑋(0) = 0,

зi степеневими коефiцiєнтами, якi не задовольняють умову Лiпшиця в то-

чцi 0, i мають неєдиний розв’язок. Для 𝜀 > 0 розглядаються збуренi сто-

хастичнi диферецiальнi рiвняння

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑎(𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ (𝜀+ 𝜎(𝑋(𝑡)))𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 > 0,

𝑋(0) = 0,

i дослiджується гранична поведiнка їх розв’язкiв при 𝜀→ 0.

Отриманий результат узагальнює вiдповiдний результат Baffico та Baldi,

якi розглядали збурення малим випадковим шумом для звичайних дифе-

ренцiальних рiвнянь. Розроблений в дисертацiйнiй роботi метод доведення

дозволив узагальнити результат Baffico i Baldi про збурення малим шумом

на випадок стохастичних диференцiальних рiвнянь.

Ключовi слова: локальнi збурення процесiв Маркова, дифузiї з напiв-

прозорими мембранами, косий броунiвський рух, косий процес Бесселя,

граничнi умови Вентцеля–Феллера, збурення малим шумом.
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Abstract

Prykhodko Yu.E. Limit behaviour of local perturbations of Markov processes

— Manuscript.

PhD Thesis, 01.01.05 «Probability Theory and Mathematical Statistics». —

National Technical University of Ukraine «Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Insti-

tute», Institute of Mathematics of the NAS of Ukraine, Kyiv, 2018.

The thesis is devoted to the study of functional limit theorems for random

processes with perturbations.

Such processes may include, in particular, the sequence of Markov processes,

that outside of an arbitrary neighbourhood of a fixed “singular” point behave

as a given Markov process. In any neighbourhood of this point, the behavior of

the perturbed process can vary significantly.

The proposed general method is used to generalize Donsker’s theorem for

local perturbations of a symmetric ±1 random walk.

For example, let𝑋 be a homogeneous Markov chain on Z with the transition

probabilities 𝑝𝑖,𝑗 wich differ from the transition probabilities of a symmetric ±1

random walk only for 𝑖 ∈ [−𝑚,𝑚], where 𝑚 is fixed. If the jumps from the

“memrane” [−𝑚,𝑚] are integrable, then the sequence of processes (𝑋𝑛(𝑡) =

1√
𝑛
𝑋([𝑛𝑡]), 𝑡 > 0) weakly converges as 𝑛→ ∞.

A complete classification of possible limit processes is carried out.

In particular, if the chain 𝑋 is recurrent, then the limit for {𝑋𝑛(·), 𝑛 > 1}
is a skew Brownian motion.

This result is a generalization of the well-known result of Harrison and

Shepp, who considered perturbation at just one point. It should be noted that

Harrison and Shepp’s method is based on explicit calculations and is difficult to

carry over to a case with many points. The method proposed in this thesis allows

us to study the limit behavior of perturbed random walks with membranes of

arbitrary complexity.
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If the jumps from the membrane are non-integrable, then the limit process

may be discontinuous. For example, for the case of random walks with a reflecti-

ng barrier at zero, the jumps from which belong to the domain of attraction of

the 𝛼-stable distribution, we prove weak convergence in the Skorokhod space

to a Brownian motion with a reflection at zero and Feller–Wentzell boundary

conditions.

The general method developed in this paper is also used to study the li-

mit behavior of sequences of solutions of stochastic differential equations with

unbounded coefficients, as well as small noise perturbations of stochastic di-

fferential equations with non-Lipschitz and degenerate coefficients.

Keywords: local perturbations of Markov processes, diffusions with membranes,

skew Brownian motion, skew Bessel process, Feller–Wentzell boundary condi-

tions, small noise perturbations.
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Перелiк умовних позначень

м.н. — майже напевно

н.о.р — незалежнi однаково розподiленi

в.в. — випадковi величини

N — множина натуральних чисел

Z — множина цiлих чисел

Z+ — множина невiд’ємних цiлих чисел

R — множина дiйсних чисел

R+ — множина невiд’ємних дiйсних чисел

C([0, 1]) — множина неперервних функцiй на [0, 1]

D([0, 1]) — множина càdlàg-функцiй на [0, 1]

càdlàg-функцiї — неперервнi справа функцiї, що мають границi злiва

𝑊 — процес Вiнера, або броунiвський рух

𝑊𝛾 — косий броунiвський рух

[𝑥] — цiла частина числа 𝑥 : найбiльше цiле число, не бiльше за 𝑥

−[−𝑥] — найменше цiле число, не менше за 𝑥
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Вступ

Актуальнiсть теми

Функцiональнi граничнi теореми є важливим роздiлом теорiї випад-

кових процесiв, яким займались багато видатних математикiв, зокрема

M.D. Donsker, А.В. Скороход, I.I. Гiхман, D.W. Stroock, S.R.S. Varadhan,

Ю.В. Прохоров та багато iнших.

Один з перших класичних результатiв такого типу отримав M.D. Donsker.

Вiн узагальнив твердження центральної граничної теореми про збiжнiсть

скiнченно-вимiрних розподiлiв нормованих симетричних випадкових блу-

кань, встановивши слабку збiжнiсть послiдовностi таких блукань в просто-

рi неперервних функцiй до вiнерiвського процесу.

Функцiональнi граничнi теореми такого типу називаються принципом

iнварiантностi, оскiльки дозволяють обчислювати розподiли функцiоналiв

вiд граничних процесiв як границi вiд розподiлiв вiдповiдних блукань.

Важливе узагальнення теореми Донскера зробив А.В. Скороход. Ним

була запропонована метрика в просторi неперервних справа функцiй, що

мають границi злiва. Це дозволило, зокрема, довести узагальнення теореми

Донскера на випадок процесiв з незалежними приростами.

J.M. Harrison та L.A. Shepp розглядали узагальнення теореми Донске-

ра на випадок локально збурених випадкових блукань, тобто випадкових

блукань, перехiднi iмовiрностi яких вiдрiзняються вiд перехiдних iмовiр-

ностей для симетричного випадкового блукання лише в однiй точцi нуль.
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Вони встановили, що послiдовнiсть нормованих збурень випадкових блу-

кань слабко збiгається до косого броунiвського руху. Зауважимо, що сто-

хастичне диференцiальне рiвняння для косого броунiвського руху мiстить

локальний час i є дифузiєю з узагальненим переносом. Вiдповiдну теорiю

побудував М.I. Портенко. Вiн, зокрема, отримав косий броунiвський рух

як границю броунiвського руху iз переносом, який в певному сенсi збiга-

ється до 𝛼𝛿0, де 𝛿0 — це дельта-функцiя Дiрака. При цьому, коефiцiєнт

при локальному часi вiдповiдного стохастичного диференцiального рiвня-

ння дорiвнює th𝛼 — тобто параметр граничного процесу нелiнiйним чином

залежить вiд 𝛼. Отже, граничнi теореми для дифузiй з узагальненим пе-

реносом є нетривiальними та не вписуються в принцип iнварiантностi.

Узагальненням результатiв Гаррiсона таШеппа про граничну поведiнку

збурених випадкових блукань займались також Р.А. Мiнлос, О.А. Жижи-

на, D. Szász, A. Telcs, А.Ю. Пилипенко, О.М. Iксанов та iншi.

Дослiдженням стохастичних диференцiальних рiвнянь з узагальненим

переносом та їх властивостей займались J.-F. Le Gall, Б.I. Копитко, Г.Л. Ку-

лiнiч, H.-J. Engelbert, W. Schmidt, J. Walsh, R.F. Bass, Z.-Q. Chen, K. Bogdan,

T. Jakubowski, М.I. Портенко, Б.I. Копитко, Ж.Я. Цаповська, О.В. Арясова

та багато iнших.

В данiй дисертацiйнiй роботi розглядається узагальнення вказаних ви-

ще результатiв про збурення випадкових блукань на загальнi випадки лан-

цюгiв Маркова та дифузiй з регулярними коефiцiєнтами, якi збурюються

в певному околi особливої точки.

Iнша задача, розглянута в дисертацiї, полягає в протилежному: а саме,

дослiдження нерегулярних в певному сенсi процесiв за допомогою згладжу-

вання коефiцiєнтiв або додавання малого шуму.
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Так, зокрема, R. Baffico i P. Baldi розглядали диференцiальне рiвняння

𝑑𝑋(𝑡) = (𝑎+1l𝑋(𝑡)>0 − 𝑎−1l𝑋(𝑡)<0)|𝑋(𝑡)|𝛼𝑑𝑡, 𝑡 > 0,

𝑋(0) = 0,

де 𝑎± > 0, 𝛼 ∈ (0, 1). Коефiцiєнт цього рiвняння не задовольняє умову

Лiпшиця в нулi i воно має неєдиний розв’язок. Baffico та Baldi дослiджува-

ли граничну поведiнку розв’язкiв таких рiвнянь, збурених малим шумом.

Зазначимо, що за теоремою Вєрєтєннiкова, збурене стохастичне диферен-

цiальне рiвняння

𝑑𝑋𝜀(𝑡) = (𝑎+1l𝑋𝜀(𝑡)>0 − 𝑎−1l𝑋𝜀(𝑡)<0)|𝑋𝜀(𝑡)|𝛼𝑑𝑡+ 𝜀𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 > 0,

має єдиний сильний розв’язок. Було доведено, що послiдовнiсть {𝑋𝜀} слаб-
ко збiгається при 𝜀→ 0 до граничного процесу з розподiлом

𝑝P𝑋+
+ (1 − 𝑝)P𝑋−,

де 𝑝 залежить вiд 𝑎+ та 𝑎−, а P𝑋+
та P𝑋− — розподiли додатнього та вiд’єм-

ного розв’язкiв незбуреного рiвняння, вiдповiдно.

Узагальнення результатiв про граничну поведiнку звичайних диферен-

цiальних рiвнянь, збурених малим шумом, розглядалися в роботах А.Ю. Пи-

липенка, F.N. Proske, F. Delarue, F. Flandoli, D. Vincenzi.

Розроблений в дисертацiйнiй роботi метод дозволив узагальнити вiд-

повiднi результати про збурення малим шумом на випадок стохастичних

диференцiальних рiвнянь з нерегулярними коефiцiєнтами.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами

Дисертацiйна робота виконана на кафедрi математичного аналiзу та

теорiї ймовiрностей Нацiонального технiчного унiверситету України «Ки-

ївський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського» в рамках держбю-

джетної науково-дослiдної роботи № 2810Ф «Дослiдження асимптотичних
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властивостей псевдорегулярних функцiй та узагальнення процесiв вiднов-

лення» (номер державної реєстрацiї 0115U000371).

Мета i завдання дослiдження

Метою дисертацiйної роботи є дослiдження граничної поведiнки для

локальних збурень ланцюгiв та процесiв Маркова.

Об’єктом дослiдження є ланцюги та процеси Маркова з iррегулярнi-

стю в околi деякої особливої точки. Такими процесами можуть бути, зокре-

ма, послiдовностi процесiв Маркова, якi ззовнi довiльного околу фiксованої

“сингулярної” точки поводяться як деякий заданий процес. В околах цiєї

точки поведiнка збуреного процесу може бути iррегулярною.

Предметом дослiдження є гранична поведiнка ланцюгiв та процесiв

Маркова з локальним збуренням.

В роботi розглядаються наступнi задачi :

∙ Дослiдити граничну поведiнку послiдовностей симетричних випадко-

вих блукань з iнтегровним локальним збуренням.

∙ Знайти граничну поведiнку симетричного випадкового блукання з

вiдбиваючим бар’єром в точцi нуль для випадку неiнтегровних стриб-

кiв з бар’єру, якi належать до областi притягання 𝛼-стiйкого розпо-

дiлу.

∙ Встановити граничну поведiнку послiдовностей розв’язкiв стохасти-

чних диференцiальних рiвнянь з необмеженими в околi особливої то-

чки коефiцiєнтами.

∙ Вивчити граничну поведiнку послiдовностей розв’язкiв стохастичних

диференцiальних рiвнянь з нелiпшицевими та виродженими в околi

особливої точки коефiцiєнтами, збурених малим випадковим шумом.
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Методи дослiдження. В роботi використовуються методи теорiї випад-

кових процесiв, стохастичних диференцiальних рiвнянь, стохастичного ана-

лiзу, теорiї ланцюгiв Маркова. Запропонованi в дисертацiйнiй роботi за-

гальнi методи доведення дозволяють отримувати функцiональнi граничнi

теореми для широкого класу процесiв, що мають властивiсть регенерацiї.

Наукова новизна отриманих результатiв

Усi отриманi в роботi результати є новими. Зокрема, в дисертацiї одер-

жанi такi новi науковi результати:

∙ Розроблено загальний метод дослiдження граничної поведiнки ло-

кально збурених процесiв, що мають властивiсть регенерацiї, та до-

ведення вiдповiдних функцiональних граничних теорем.

∙ Для послiдовностей нормованих симетричних випадкових блукань з

iнтегровним локальним збуренням доведено слабку збiжнiсть в про-

сторi неперервних функцiй. Проведено повну класифiкацiю можли-

вих граничних процесiв в термiнах перехiдних iмовiрностей збурення.

∙ Дослiджено граничну поведiнку симетричного випадкового блукан-

ня з вiдбиваючим бар’єром в точцi нуль. Для випадку неiнтегровних

стрибкiв з бар’єру, якi належать до областi притягання 𝛼-стiйкого

розподiлу, встановлено слабку збiжнiсть в просторi Скорохода до бро-

унiвського руху з вiдбиттям в нулi та граничними умовами типу

Вентцеля–Феллера.

∙ Знайдено граничну поведiнку послiдовностей розв’язкiв стохастичних

диференцiальних рiвнянь з необмеженими в околi особливої точки ко-

ефiцiєнтами. Проведено класифiкацiю можливих граничних процесiв

в залежностi вiд поведiнки розв’язкiв в околi особливої точки.
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∙ Для послiдовностей розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiв-

нянь з нелiпшицевими та виродженими в околi особливої точки ко-

ефiцiєнтами розглянуто збурення малим шумом та доведено слабку

збiжнiсть в просторi неперервних функцiй.
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дiлу теорiї випадкових процесiв Iнституту математики НАН України

(керiвник: проф. А.А. Дороговцев);
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∙ Науковий семiнар «Стохастика та її застосування» при кафедрi дослi-

дження операцiй факультету кiбернетики КНУ iм. Т.Шевченка (ке-

рiвник: проф. О.М. Iксанов);

∙ Науковий семiнар «Статистичнi проблеми для випадкових процесiв

i полiв» при кафедрi математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей

КПI iм. Iгоря Сiкорського (керiвники: проф. О.I. Клесов, проф. О.В. Iва-

нов);

∙ Науковий семiнар дослiдницької групи «Stochastic analysis, finance,

insurance and risk», University of Oslo, Department of Mathematics.

Публiкацiї

За результатами дисертацiйної роботи опублiковано 5 наукових статей

у фахових журналах, три з яких iндексуються мiжнародною наукометрич-

ною базою Scopus, та 13 тез доповiдей на наукових конференцiях,

вiсiм з яких є мiжнародними.

Структура та обсяг дисертацiї

Дисертацiя складається зi вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, пере-

лiку використаних джерел та списку публiкацiї здобувача. Повний обсяг

роботи становить 129 стор. Перелiк використаних джерел налiчує 87 поси-

лань.

Перший роздiл дисертацiї мiстить огляд лiтератури за тематикою

дисертацiї.

Другий роздiл присвячено описанню загального методу дослiдження

граничної поведiнки послiдовностi випадкових процесiв з iррегулярнiстю в

околi деякої фiксованої точки.
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Зокрема, в § 2.2 розглянуто перетворення “вирiзанням часу”, яке до-

зволяє отримати загальний метод дослiдження граничної поведiнки таких

процесiв.

А саме, нехай 𝑓 ∈ 𝐷([0,∞)), i нехай 𝜎 = {𝜎𝑛}, 𝜏 = {𝜏𝑛} — послiдовностi

дiйсних чисел таких, що

0 6 𝜏0 6 𝜎0 < 𝜏1 < 𝜎1 < 𝜏2 < . . . , (1)

lim
𝑛→∞

𝜏𝑛 = +∞, 𝜆(∪𝑘[𝜎𝑘, 𝜏𝑘+1)) = +∞, (2)

де 𝜆 — мiра Лебега на R.
Покладемо

𝐿(𝑡) = 𝐿𝜏,𝜎(𝑡) :=

∫︁ 𝑡

0

1l∪𝑘[𝜎𝑘,𝜏𝑘+1)(𝑠)𝑑𝑠,

𝐴(𝑡) = 𝐴𝜏,𝜎(𝑡) := 𝐿−1(𝑡) := inf{𝑠 > 0|𝐿(𝑠) > 𝑡}.

Означення 2.2.1. Будемо казати, що функцiя

𝑓 𝜏,𝜎(𝑡) := 𝑓(𝐴𝜏,𝜎(𝑡)), 𝑡 > 0

отримана з функцiї 𝑓 вирiзаннням часу ∪𝑘[𝜏𝑘, 𝜎𝑘).

Через 𝜔𝑓(𝛿) = 𝜔𝑇𝑓 (𝛿) := sup
𝑠,𝑡∈[0,𝑇 ]
|𝑠−𝑡|6𝛿

𝜌(𝑓(𝑠), 𝑓(𝑡)) позначимо модуль неперерв-

ностi функцiї 𝑓 на [0, 𝑇 ].

Основний результат § 2.2 полягає в наступному.

Теорема 2.2.3. Припустимо, що послiдовнiсть випадкових процесiв

{𝑋𝑛, 𝑛>1} для деякого 𝑇 > 0 задовольняє умову

∀ 𝜀 > 0 ∃ 𝛿 > 0 ∃ 𝑛0 ∀ 𝑛 > 𝑛0

P(𝜔𝑇+1
𝑋𝑛

(𝛿) > 𝜀) 6 𝜀. (3)
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Припустимо, що для довiльного 𝛼 ∈ (0, 1) знайдуться послiдовностi

випадкових величин

𝜏 (𝑛) = 𝜏 (𝑛,𝛼) = {𝜏 (𝑛,𝛼)𝑘 , 𝑘 > 0}, 𝜎(𝑛) = 𝜎(𝑛,𝛼) = {𝜎(𝑛,𝛼)𝑘 , 𝑘 > 0},

якi задовольняють (1) i (2) для всiх 𝑛 > 1, та випадковий процес 𝑋(𝛼)

такий, що

P(𝑇 + 1 − 𝐿(𝛼)
𝑛 (𝑇 + 1) > 𝛼) 6 𝛼, 𝑛 > 𝑛0(𝑇, 𝛼); (4)

𝑋(𝛼)
𝑛 ⇒ 𝑋(𝛼), 𝑛→ ∞, в 𝐷([0, 𝑇 ]), (5)

де

𝐿(𝛼)
𝑛 (𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

1l∪𝑘[𝜎
(𝑛,𝛼)
𝑘 ,𝜏

(𝑛,𝛼)
𝑘+1 )

(𝑠)𝑑𝑠, 𝐴(𝛼)
𝑛 (𝑡) = (𝐿(𝛼)

𝑛 )−1(𝑡),

𝑋
(𝛼)
𝑛 (𝑡) = 𝑋𝑛(𝐴

(𝛼)
𝑛 (𝑡)) отримано вирiзанням часу з 𝑋𝑛.

Тодi розподiл послiдовностi {𝑋𝑛, 𝑛 > 1} слабко збiгається в 𝐷([0, 𝑇 ])

при 𝑛 → ∞. Крiм того, розподiли {𝑋(𝛼)} слабко збiгаються в 𝐷([0, 𝑇 ])

при 𝛼 → 0+, а границi для {𝑋(𝛼)} та {𝑋𝑛} спiвпадають за розподiлом.

В § 2.3 наведено деякi достатнi умови для виконання теореми 2.2.3.

Зокрема, нехай {𝑋𝑛}𝑛>1 — послiдовнiсть неперервних однорiдних про-

цесiв Маркова в строгому сенсi, 𝑄
(𝑛)
𝑥 — розподiл 𝑋𝑛 за умови 𝑋𝑛(0) = 𝑥.

Припустимо, що iснує точка 𝑥*, така що для довiльного 𝑛 процес 𝑋𝑛 безлiч

разiв потрапляє в довiльну кулю 𝐵(𝑥*, 𝜀) i безлiч разiв виходить з довiль-

ної кулi 𝐵(𝑥*, 𝜀) з 𝑄
(𝑛)
𝑥 iмовiрнiстю 1, 𝑥 ∈ 𝐸. Нехай 𝛼 > 0, 𝛼1 ∈ (0, 𝛼).

Вiзьмемо в ролi {𝜏𝑘, 𝜎𝑘}𝑘>1 моменти послiдовних входiв в кулю 𝐵(𝑥*, 𝛼1)

та виходiв з кулi 𝐵(𝑥*, 𝛼), вiдповiдно. Покладемо 𝜎𝑛0 := 0,

𝜏𝑛𝑘 = 𝜏
(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 := inf{𝑡 > 𝜎

(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘−1 : 𝜌(𝑋𝑛(𝑡), 𝑥

*) 6 𝛼1}, 𝑘 > 1,

𝜎𝑛𝑘 = 𝜎
(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 := inf{𝑡 > 𝜏

(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 : 𝜌(𝑋𝑛(𝑡), 𝑥

*) > 𝛼}, 𝑘 > 1.
(6)

Лема 2.3.2. Припустимо, що 𝑃0(𝑥,𝐴), 𝑥 ∈ 𝐸,𝐴 ∈ ℬ(𝐸) та 𝑃0(𝑥,𝐴),

𝑥 ∈ 𝐸,𝐴 ∈ ℬ(𝐶𝐸([0,∞)) × [0,∞)) — стохастичнi ядра, неперервнi по 𝑥
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(на просторi мiр розглядається топологiя слабкої збiжностi). Припусти-

мо, що початковi розподiли процесiв Маркова 𝑋𝑛(0) слабко збiгаються до

деякої мiри 𝜇0, i для довiльного 𝑥∈𝐸 i довiльної послiдовностi {𝑥𝑛}, збi-
жної до 𝑥:

A1. 𝑄(𝑛)
𝑥𝑛 (𝑋𝑛(𝜎

𝑛
1 ) ∈ ·) ⇒ 𝑃0(𝑥, ·), 𝑛→ ∞,

A2. 𝑄(𝑛)
𝑥𝑛

(︁
(𝑋𝑛(· ∧ 𝜏𝑛1 ), 𝜏𝑛1 ) ∈ ·

)︁
⇒ 𝑃0(𝑥, ·), 𝑛→ ∞.

Тодi якщо 𝑋0 — процес Маркова в строгому сенсi, такий що

𝜇0 =𝑑 𝑋0(0), 𝑄(0)
𝑥

(︀
(𝑋0(· ∧ 𝜏 01 ), 𝜏 01 ) ∈ ·

)︀
= 𝑃0(𝑥, ·), (7)

𝑄(0)
𝑥

(︀
𝑋0(𝜎

0
1) ∈ ·

)︀
= 𝑃0(𝑥, ·), (8)

то має мiсце збiжнiсть процесiв, отриманих вирiзанням часу:

𝑋(𝜏𝑛,𝜎𝑛)
𝑛 ⇒ 𝑋

(𝜏0,𝜎0)
0 , 𝑛→ ∞.

В § 2.4 використовуються достатнi умови для отримання загальних ре-

зультатiв для процесiв Маркова в строгому сенсi.

Наприклад, нехай {𝜉(𝑛), 𝑛 > 0}— послiдовнiсть неперервних однорiдних

процесiв Маркова в строгому сенсi.

Для 𝛼 > 0 покладемо

𝜏𝑛,𝛼 := inf
{︀
𝑡 > 0: |𝜉(𝑛)(𝑡)| 6 𝛼

}︀
, 𝜎𝑛,𝛼 := inf

{︀
𝑡 > 0: |𝜉(𝑛)(𝑡)| > 𝛼

}︀
.

Позначимо через 𝜉
(𝑛)
𝑥0 процес, що має розподiл як 𝜉(𝑛) за умови

𝜉(𝑛)(0) = 𝑥0.

Теорема 2.4.4. Припустимо, що послiдовнiсть {𝜉(𝑛), 𝑛 > 0} задовольняє

наступнi умови:

𝜉(𝑛)(0) ⇒ 𝜉(0)(0);

∀𝑇 > 0 ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∃𝑛0 ∀𝑛 > 𝑛0

P
(︁

sup
|𝑠−𝑡|<𝛿,
𝑠,𝑡∈[0,𝑇 ]

|𝜉(𝑛)(𝑡) − 𝜉(𝑛)(𝑠)| > 𝜀
)︁
6 𝜀;
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∀𝑇 > 0 lim
𝜀→0+

sup
𝑛

E

∫︁ 𝑇

0

1l|𝜉(𝑛)(𝑡)|6𝜀𝑑𝑡 = 0;∫︁ ∞

0

1l𝜉(0)(𝑡)=0𝑑𝑡 = 0 м.н.

Нехай для довiльних 𝛼 > 0, 𝑥0 ∈ R та довiльної послiдовностi {𝑥𝑛}, такої
що lim

𝑛→∞
𝑥𝑛 = 𝑥0, виконується:(︀

𝜉(𝑛)𝑥𝑛
(· ∧ 𝜏𝑛,𝛼), 𝜏𝑛,𝛼

)︀
⇒

(︀
𝜉(0)𝑥0

(· ∧ 𝜏 0,𝛼), 𝜏 0,𝛼
)︀
, 𝑛→ ∞;

𝜉(𝑛)𝑥𝑛
(𝜎𝑛,𝛼) ⇒ 𝜉(0)𝑥0

(𝜎0,𝛼), 𝑛→ ∞.

Тодi 𝜉(𝑛) ⇒ 𝜉(0) при 𝑛→ ∞ в 𝐶([0,∞)).

В § 2.5 наведено наслiдок з результатiв § 2.3 для ланцюгiв Маркова.

Нехай (𝑋0(𝑡), 𝑡 > 0) — неперервний процес Маркова в строгому сенсi зi

значеннями в R𝑑, (𝑋(𝑛)(𝑘), 𝑘 > 0), 𝑛 > 1, — ланцюги Маркова на R𝑑.

Покладемо 𝑋𝑛(
𝑘
𝑛) := 1√

𝑛
𝑋(𝑛)(𝑘), 𝑘 ∈ Z+, i довизначимо процес 𝑋𝑛(𝑡)

для всiх 𝑡 > 0 за лiнiйнiстю.

Позначимо 𝜎𝑛0 := 0,

𝜏
(𝑛)
𝑘 = 𝜏

(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 := inf{𝑡 ∈ 1

𝑛Z+, 𝑡 > 𝜎
(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘−1 : |𝑋𝑛(𝑡) − 𝑥*| 6 𝛼1}, 𝑘 > 1,

𝜎
(𝑛)
𝑘 = 𝜎

(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 := inf{𝑡 ∈ 1

𝑛Z+, 𝑡 > 𝜏
(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 : |𝑋𝑛(𝑡) − 𝑥*| > 𝛼}, 𝑘 > 1.

(9)

Теорема 2.5.1. Припустимо, що для довiльного 𝑇 > 0 виконується (3),

а також для довiльного 𝛼 > 0 знайдеться таке 𝛼1 ∈ (0, 𝛼), що для послi-

довностей {(𝜏
(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 , 𝜎

(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 ), 𝑘 > 1}, визначених в (9), виконується:

1) для довiльного 𝑛 > 1 i довiльного початкового розподiлу∑︁
𝑘

(𝜏𝑛𝑘+1 − 𝜎𝑛𝑘 ) = ∞ м.н.;

2) для довiльного 𝑇 > 0

lim
𝛼→0+

sup
𝑛

E

∫︁ 𝑇

0

1l𝜌(𝑋𝑛(𝑡),𝑥0)6𝛼𝑑𝑡 = 0;
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3) умови A1, A2 леми 2.3.2.

Тодi розподiли {𝑋𝑛} слабко збiгаються при 𝑛 → ∞ в 𝐶([0,∞)). Якщо

додатково виконується (7), (8) i∫︁ ∞

0

1l{𝑋0(𝑡)=𝑥*}𝑑𝑡 = 0 м.н.,

то 𝑋𝑛 ⇒ 𝑋0 при 𝑛→ ∞ в 𝐶([0,∞)).

В третьому роздiлi результати роздiлу 2 застосованi для випадкових

блукань зi збуреннями.

Розглянемо однорiдний ланцюг Маркова (𝑋(𝑘) = 𝑋(𝑥0)(𝑘), 𝑘 ∈ Z+)

на Z зi стартом в точцi 𝑥0 ∈ Z та перехiдними iмовiрностями 𝑝𝑖,𝑗, такими

що для деякого 𝑚 > 0

𝑝𝑖,𝑖+1 = 𝑝𝑖,𝑖−1 = 1/2 при |𝑖| > 𝑚. (10)

Вiдрiзок [−𝑚,𝑚] будемо називати мембраною.

Довизначимо процес (𝑋(𝑡), 𝑡 > 0) для всiх 𝑡 неперервно як лiнiйну

iнтерполяцiю (𝑋(𝑘), 𝑘 ∈ Z+) та розглянемо процеси

𝑋𝑛(𝑡) = 1√
𝑛
𝑋([𝑥0

√
𝑛])(𝑛𝑡), 𝑡 > 0, 𝑛 ∈ N, (11)

зi стартом в точцi [𝑥0
√
𝑛]/

√
𝑛.

Означення 3.1.1. Послiдовнiсть {𝑋𝑛} з (11) будемо називати послiдовнi-
стю випадкових блукань, збурених в околi нуля.

В § 3.2 дослiджено граничну поведiнку таких блукань в двох випадках:

коли стрибки з мембрани [−𝑚,𝑚] iнтегровнi та неiнтегровнi.

Основним результатом § 3.2.1 є наступна теорема, яка описує всi можли-

вi граничнi процеси для випадку iнтегровних стрибкiв.

Позначимо через 𝑃𝑥,𝑊𝛾
розподiл косого броунового руху 𝑊𝛾(·) з пара-

метром проникностi 𝛾 ∈ [−1, 1] та початком в точцi 𝑥, та 𝑃𝑥,0 — розподiл

броунового руху з початком в точцi 𝑥 та залипанням в нулi.
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Покладемо 𝜏 = inf{𝑘 > 0: |𝑋(𝑘)| > 𝑚} — момент виходу ланцюга Мар-

кова𝑋(𝑘) з мембрани [−𝑚,𝑚] та позначимо через 𝜉(±) випадковi величини,

розподiл яких спiвпадає з умовним розподiлом величини

𝑋(𝜏) −𝑚 sign𝑋(𝜏)

за умови 𝑋(0) = ±𝑚; величина 𝜉(±) — це вiдстань до мембрани в момент 𝜏

при стартi з +𝑚 чи −𝑚 вiдповiдно.

Теорема 3.2.1. Нехай стрибки з мембрани [−𝑚,𝑚] iнтегровнi, тобто∑︁
𝑗∈Z

|𝑗| 𝑝𝑖,𝑗 <∞ при |𝑖| 6 𝑚.

Тодi для довiльного 𝑥0 послiдовнiсть {𝑋𝑛} при 𝑛 → ∞ слабко збiгається

в C([0, 1]) до деякого процесу 𝑋∞.

Зокрема:

А. Якщо принаймнi один зi станiв −𝑚−1 та 𝑚+1 ланцюга 𝑋(·)

1) є iстотним та

2) досягається з iмовiрнiстю 1,

то граничний процес 𝑋∞ є косим броуновим рухом𝑊𝛾 з параметром

𝛾 =
E𝜉(+) P(𝜉(−) > 0) + E𝜉(−) P(𝜉(+) < 0)

E|𝜉(+)|P(𝜉(−) > 0) + E|𝜉(−)|P(𝜉(+) < 0)
. (12)

При цьому P(𝜏 <∞ / 𝑋(0) = 𝑥0) = 1 та

P(𝜉(−) > 0) ∨ P(𝜉(+) < 0) > 0.

Якщо умови 1) i 2) одночасно виконуються тiльки для одного зi

станiв −𝑚−1 або 𝑚+1, то 𝛾 дорiвнює знаку цього стану.
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Б. Нехай 𝑥0 > 0, а стан −𝑚−1 є iстотним та досягається ланцюгом

𝑋(·) з iмовiрнiстю 𝑞, 0 < 𝑞 < 1. Тодi P(𝜏 <∞) = 1 i

P(𝜉(+) < 0) > 0.

В цьому випадку розподiл граничного процесу 𝑋∞ дорiвнює

𝑞𝑃𝑥0,𝑊−1
+ (1 − 𝑞)𝑃𝑥0,0.

Аналогiчне твердження виконується для 𝑥0 < 0 та стану 𝑚+1.

В. Нехай 𝑥0 = 0, а стани −𝑚−1 та 𝑚+1 досягаються ланцюгом 𝑋(·)
з iмовiрностями 𝑞 та 𝑝 вiдповiдно (𝑞, 𝑝 > 0) та є iстотними1.

Якщо цi стани мiж собою не сполучаються, то

P(𝜉(−) > 0) = P(𝜉(+) < 0) = 0

i розподiл граничного процесу 𝑋∞ дорiвнює

𝑞𝑃0,𝑊−1
+ 𝑝𝑃0,𝑊+1

+ (1 − 𝑞 − 𝑝)𝑃0,0.

Якщо стани −𝑚−1 та 𝑚+1 сполучаються, то 𝑞 = 𝑝 i розподiл

граничного процесу 𝑋∞ дорiвнює

𝑝𝑃0,𝑊𝛾
+ (1 − 𝑝)𝑃0,0,

де 𝛾 визначається аналогiчно до пункту А.

Г. Якщо будь-який (досяжний) зi станiв −𝑚−1 та 𝑚+1 є неiсто-

тним, то розподiл процесу 𝑋∞ дорiвнює 𝑃𝑥0,0, тобто граничний

процес 𝑋∞ є броуновим рухом з залипанням в нулi.
1Якщо якийсь стан є недосяжним, то його iстотнiсть чи неiстотнiсть для результату неважлива.

Тому для простоти формулювання всi недосяжнi стани в пунктi В ми будемо вважати iстотними, а в

пунктi Г — неiстотними.
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Якщо стрибки з мембрани не є iнтегровними, то граничний процес може

бути розривним.

Так, в § 3.2.2 розглядається випадок, коли стрибки з мембрани нале-

жать до областi притягання 𝛼-стiйкого розподiлу.

А саме, нехай перехiднi iмовiрностi ланцюга 𝑋 дорiвнюють

𝑝𝑖,𝑖+1 = 𝑝𝑖,𝑖−1 = 1/2 при |𝑖| > 0

та

𝑝0,𝑗 = P(𝜉 = 𝑗), 𝑗 ∈ Z,

де 𝜉 — додатня цiлозначна випадкова величина, яка належить до областi

притягання невiд’ємного 𝛼-стiйкого розподiлу з 𝛼 ∈ (0, 1).

Теорема 3.2.12. Для довiльного 𝑇 > 0 послiдовнiсть процесiв {𝑋𝑛} слаб-
ко збiгається в D([0, 1]) до процесу вигляду

𝑋∞(𝑡) = 𝑊 (𝑡) + 𝑈𝛼
(︀
𝑈 (−1)
𝛼 (𝑀(𝑡))

)︀
, 𝑡 > 0,

де (𝑊 (𝑡)) — вiнерiв процес,

𝑀(𝑡) = − min
𝑠∈[0,𝑡]

(𝑊 (𝑠) ∧ 0), 𝑡 > 0,

(𝑈𝛼(𝑡)) — невiд’ємний 𝛼-стiйкий процес,

𝑈 (−1)
𝛼 (𝑡) = inf{𝑠 > 0: 𝑈𝛼(𝑠) > 𝑡}, 𝑡 > 0,

i процеси (𝑊 (𝑡)) та (𝑈𝛼(𝑡)) незалежнi.

В § 3.3 та § 3.4 доводяться теореми 3.2.1 та 3.2.12, вiдповiдно.

В четвертому роздiлi розглядається питання дослiдження граничної

поведiнки послiдовностi розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiвнянь

𝑑𝑋𝑛(𝑡) = 𝑎𝑛(𝑋𝑛(𝑡))𝑑𝑡+ 𝜎𝑛(𝑋𝑛(𝑡))𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 > 0,
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коефiцiєнти яких збiгаються до функцiй, що мають особливiсть в нулi.

Особливiсть може полягати, наприклад, в необмеженостi або нелiпши-

цевостi коефiцiєнтiв.

Зокрема, в § 4.1 розглядається випадок, коли коефiцiєнт переносу є

необмеженою в околi нуля функцiєю.

А саме, нехай {𝑋(𝑛𝑡)/
√
𝑛} — це розв’язок стохастичного диференцiаль-

ного рiвняння

𝑑𝑋𝑛(𝑡) = 𝑎𝑛(𝑋𝑛(𝑡))𝑑𝑡+ 𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 > 0,

де 𝑎𝑛(𝑥) = 𝑛𝑎(𝑛𝑥).

Припустимо, що

𝑎(𝑥) = ̃︀𝑎(𝑥) +
𝑐(𝑥)

𝑥
, 𝑥 ∈ R,

де ̃︀𝑎 ∈ 𝐿1(R) та

𝑐(𝑥) = 𝑐+ · 1l𝑥>1 + 𝑐− · 1l𝑥<−1, 𝑥 ∈ R.

Нехай 𝐵+
𝑐 (𝑥0, 𝑡) — це невiд’ємний процес Бесселя при 𝑥0 > 0. Покладемо

𝐵−
𝑐 (𝑥0, 𝑡) = −𝐵+

𝑐 (|𝑥0|, 𝑡) при 𝑥0 6 0.

Позначимо через 𝑝𝑐𝑡(𝑥, 𝑦) перехiдну щiльнiсть процесу Бесселя.

Нехай 𝑐 ∈ (−1/2, 1/2), позначимо через 𝑝0,𝑐𝑡 (𝑥, 𝑦) перехiдну щiльнiсть

процесу Бесселя з вмиранням в 0.

Покладемо

𝑝𝑠𝑘𝑒𝑤𝑡 (𝑥, 𝑦) = 𝑝0,𝑐𝑡 (|𝑥|, |𝑦|) · 1l𝑥𝑦>0 +

+ 1+𝛾 sign 𝑦
2

(︀
𝑝𝑐𝑡(|𝑥|, |𝑦|) − 𝑝0,𝑐𝑡 (|𝑥|, |𝑦|)

)︀
, 𝑥, 𝑦 ∈ R.

Означення 4.1.2. Однорiдний процес Маркова з перехiдною щiльнiстю

𝑝𝑠𝑘𝑒𝑤𝑡 називається косим процесом Бесселя 𝐵𝑠𝑘𝑒𝑤
𝑐,𝛾 з параметрами 𝑐 та 𝛾,

𝛾 ∈ [−1, 1].

Основним результатом § 4.1 є наступне твердження.
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Теорема 4.1.6. Якщо 𝑐+ та 𝑐− > −1/2, то послiдовнiсть процесiв {𝑋𝑛}
слабко збiгається до граничного процесу 𝑋∞. Зокрема:

A1. Якщо

(a) 𝑥0 > 0 та 𝑐+ > 1/2, або

(b) 𝑥0 > 0 та 𝑐− < 𝑐+ < 1/2, або

(c) 𝑥0 = 0 та 𝑐− < 1/2 6 𝑐+,

то

𝑋∞(𝑡) = 𝐵+
𝑐+

(𝑥0, 𝑡), 𝑡 > 0.

A2. Аналогiчно, якщо

(a) 𝑥0 < 0 та 𝑐− > 1/2, або

(b) 𝑥0 6 0 та 𝑐+ < 𝑐− < 1/2, або

(c) 𝑥0 = 0 та 𝑐+ < 1/2 6 𝑐−,

то

𝑋∞(𝑡) = 𝐵−
𝑐−

(𝑥0, 𝑡), 𝑡 > 0.

A3. Якщо 𝑥0 < 0, 𝑐− < 1/2 та 𝑐− < 𝑐+, то граничний процес поводиться

як 𝐵−
𝑐−
до моменту потрапляння в 0, а далi поводиться як 𝐵+

𝑐+
тобто

𝑋∞(𝑡) = 𝐵−
𝑐−

(𝑥0, 𝑡) · 1l𝑡6𝜏 +𝐵+
𝑐+

(0, 𝑡− 𝜏) · 1l𝑡>𝜏 , 𝑡 > 0,

де 𝜏 = inf{𝑡 > 0: 𝑋∞(𝑡) > 0} = inf{𝑡 > 0: 𝐵−
𝑐−

(𝑥0, 𝑡) > 0} та 𝐵±
𝑐±

—

незалежнi (додатнiй та вiд’ємний) процеси Бесселя.

A4. Аналогiчно, якщо 𝑥0 > 0, 𝑐+ < 1/2 та 𝑐+ < 𝑐−, то

𝑋∞(𝑡) = 𝐵+
𝑐+

(𝑥0, 𝑡) · 1l𝑡6𝜏 +𝐵−
𝑐−

(0, 𝑡− 𝜏) · 1l𝑡>𝜏 , 𝑡 > 0,

де 𝜏 = inf{𝑡 > 0: 𝑋∞(𝑡) 6 0}.

32



A5. Якщо 𝑐+ = 𝑐− =: 𝑐 < 1/2, то для довiльного 𝑥0

𝑋∞(𝑡) = 𝐵𝑠𝑘𝑒𝑤
𝑐,𝛾 (𝑥0, 𝑡), 𝑡 > 0,

де 𝛾 = th(
∫︀ +∞
−∞ ̃︀𝑎(𝑧)𝑑𝑧) =

1−exp{−2
∫︀ +∞
−∞ ̃︀𝑎(𝑧)𝑑𝑧}

1+exp{−2
∫︀ +∞
−∞ ̃︀𝑎(𝑧)𝑑𝑧} .

A6. Нарештi, якщо 𝑥0 = 0, 𝑐+ > 1/2 та 𝑐− > 1/2, то розподiл грани-

чного процесу 𝑋∞ дорiвнює

𝑝 · P𝐵+
𝑐+

+ (1 − 𝑝) · P𝐵−
𝑐−
,

де

𝑝 =

∫︀∞
0 𝐴(−𝑦)(𝑦 ∨ 1)−2𝑐−𝑑𝑦∫︀∞

0 (𝐴(−𝑦)(𝑦 ∨ 1)−2𝑐− + 𝐴(𝑦)(𝑦 ∨ 1)−2𝑐+) 𝑑𝑦
, (13)

𝐴(𝑦) = exp{−2
∫︀ 𝑦
0 ̃︀𝑎(𝑧)𝑑𝑧}, а P𝐵±

𝑐±
— це розподiли додатнього та

вiд’ємного процесiв Бесселя 𝐵±
𝑐±

(0, ·) зi стартом в 0.

В § 4.2 розглядається аналогiчна задача для випадку нелiпшицевих та

вироджених коефiцiєнтiв.

А саме, розглянемо стохастичне диференцiальне рiвняння

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑎(𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ 𝜎(𝑋(𝑡))𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 > 0, (14)

𝑋(0) = 0,

де 𝑊 (·) — вiнерiв процес,

𝑎(𝑥) = 𝑎±|𝑥|𝛼 sign𝑥 = 𝑎+|𝑥|𝛼1l𝑥>0 − 𝑎−|𝑥|𝛼1l𝑥<0,

𝜎(𝑥) = 𝑏±|𝑥|𝛽 = 𝑏+|𝑥|𝛽1l𝑥>0 + 𝑏−|𝑥|𝛽1l𝑥<0,
(15)

де 𝑎± > 0, 𝑏± > 0, 𝛼, 𝛽 > 0.

Якщо 𝛼 < 1, то коефiцiєнт переносу не задовольняє умову Лiпшиця в

точцi 0. Вiдомо, що якщо

𝛼 < 1 та 𝛼− 2𝛽 + 1 < 0, (16)
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то iснують слабкi розв’язки рiвняння (14), але не виконується умова єдино-

стi розв’язку. При цьому, iснують єдинi розв’язки 𝑋+ та 𝑋− рiвняння (14),

такi що 𝑋±(0) = 0 та

𝑋+(𝑡) > 0 при 𝑡 > 0 м.н.,

𝑋−(𝑡) < 0 при 𝑡 > 0 м.н.
(17)

Нехай 𝜀 > 0. Розглянемо наступне збурення рiвняння (14) :

𝑑𝑋𝜀(𝑡) = 𝑎(𝑋𝜀(𝑡))𝑑𝑡+ (𝜀+ 𝜎(𝑋𝜀(𝑡)))𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 > 0, (18)

де 𝑎(·) та 𝜎(·) заданi в (15).
Зауважимо, що для довiльного 𝜀 > 0 розв’язок рiвняння (18) iснує та

єдиний. Основним результатом § 4.2 є наступна теорема.

Теорема 4.2.1. Припустимо, що виконується умова (16).

Тодi {𝑋𝜀} слабко збiгається в C([0, 1]) при 𝜀→ 0 до граничного проце-

су 𝑋∞ з розподiлом

𝑝P𝑋+
+ (1 − 𝑝)P𝑋−,

де

𝑝 =
(𝑎+)1/(𝛼+1)

(𝑎+)1/(𝛼+1) + (𝑎−)1/(𝛼+1)
,

P𝑋+
та P𝑋− — розподiли розв’язкiв 𝑋+ та 𝑋−, що задовольняють (17).

Автор висловлює величезну подяку своєму науковому керiв-

нику Андрiю Юрiйовичу Пилипенку за постановку розглянутих

у дисертацiйнiй роботi задач, пiдтримку в процесi виконання

роботи, цiннi поради та постiйну увагу i допомогу.
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Роздiл 1

Огляд лiтератури за темою

дисертацiї

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню функцiональних грани-

чних теорем для випадкових процесiв зi збуренням.

Один з перших таких результатiв отримав M.D. Donsker [15,16].

Вiн узагальнив твердження центральної граничної теореми про збiжнiсть

скiнченно-вимiрних розподiлiв нормованих випадкових блукань на слабку

збiжнiсть в просторi неперервних функцiй.

А саме, нехай {𝜉𝑘, 𝑘 ∈ N} — послiдовнiсть н.о.р. в.в. з E𝜉1 = 0 та

𝐷𝜉1 = 𝜎2 <∞.

Покладемо

𝑆(𝑛) =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘, 𝑛 ∈ N.

𝑆𝑛(𝑡) = 1
𝜎
√
𝑛

(︀
𝑆([𝑛𝑡]) + (𝑡− [𝑡])𝜉[𝑛𝑡]+1

)︀
, 𝑡 ∈ [0, 1], 𝑛 ∈ N.

Теорема Донскера стверджує, що послiдовнiсть процесiв {𝑆𝑛} при 𝑛 → ∞
слабко збiгається в просторi неперервних функцiй C([0, 1]) до вiнерового

процесу 𝑊 (𝑡) з дисперсiєю 𝐷𝑊 (𝑡) = 𝜎2𝑡, .
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Важливим узагальненням теореми Донскера на випадок процесiв з не-

залежними приростами зробив А.В. Скороход [61,85]. Вiдомо, що негаусо-

вi процеси з незалежними приростами не мають неперервних траєкторiй.

Тому в просторi неперервних функцiй таке узагальнення отримати немо-

жливо. В роботах А.В. Скорохода була запропонована метрика в просторi

D([0, 1]) неперервних справа функцiй, що мають границi злiва. Це дозво-

лило довести узагальнення теореми Донскера для процесiв з незалежними

приростами.

Природним узагальненням зазначених результатiв Донскера та Скоро-

хода є доведення збiжностi нормованих послiдовностей ланцюгiв Маркова

до розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiвнянь.

J.M. Harrison та L.A. Shepp [25] розглядали узагальнення теореми Дон-

скера на випадок локально збурених випадкових блукань, тобто випадко-

вих блукань, перехiднi iмовiрностi яких вiдрiзняються вiд перехiдних iмо-

вiрностей для симетричного випадкового блукання лише в однiй точцi нуль.

А саме, нехай (𝑋(𝑘), 𝑘 ∈ Z+) це однорiдний ланцюг Маркова на Z з

перехiдними iмовiрностями

𝑝𝑖,𝑖+1 = 𝑝𝑖,𝑖−1 = 1/2 при 𝑖 ̸= 0,

𝑝0,1 = 𝑝 та 𝑝0,−1 = 𝑞 = 1−𝑝.

Вони встановили наступну теорему.

Теорема (Harrison, Shepp [25]). Послiдовнiсть (𝑋𝑛(𝑡) = 1√
𝑛
𝑋([𝑛𝑡]), 𝑡 > 0)

слабко збiгається при 𝑛→ ∞ до косого броунового руху 𝑊𝛾 з параметром

𝛾 = 𝑝−𝑞.

Нагадаємо, що косим броунiвським рухом з параметром 𝛾 ∈ [−1, 1]

називається неперервний процес Маркова 𝑊𝛾 з перехiдною густиною

𝑝
(𝛾)
𝑡 (𝑥, 𝑦) = 𝑝𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝑡(𝑥−𝑦) + 𝛾 sign(𝑦)𝜙𝑡(|𝑥|+|𝑦|), 𝑥, 𝑦 ∈ R,
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де 𝜙𝑡 — густина нормального розподiлу 𝑁(0, 𝑡).

Зауважимо, що функцiя 𝑝
(𝛾)
𝑡 (𝑥, 𝑦) не є щiльнiстю, якщо |𝛾| > 1. Якщо

𝛾 = 0, то процес 𝑊𝛾 є звичайним броунiвським рухом. При 𝑊𝛾(0) > 0 та

𝛾 = 1 процес 𝑊𝛾 є броунiвським рухом з вiдбиттям в нулi в додадню пiв-

пряму [0,∞); вiдповiдно, якщо 𝑊−1(0) 6 0, то 𝑊−1 є броунiвським рухом

з вiдбиттям в нулi у вiд’ємну пiвпряму (−∞, 0].

Можна довести, див. [25], що косий броунiвський рух 𝑋(𝑡) = 𝑊𝛾(𝑡) є

розв’язком СДР

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑑𝑊 (𝑡) + 𝛾𝑑𝑙𝑋0 (𝑡),

де 𝑊 — деякий вiнерiв процес, а 𝑙𝑋0 (·) це локальний час невiдомого проце-
су 𝑋 в нулi,

𝑙𝑋0 (𝑡) = lim
𝜀→0+

(2𝜀)−1

∫︁ 𝑡

0

1l|𝑋(𝑠)|6𝜀𝑑𝑠.

Бiльш того, останнє СДР має єдиний сильний розв’язок при |𝛾| 6 1 та не

має слабких розв’язкiв при |𝛾| > 1.

Послiдовнiсть (2𝜀)−11l|𝑥|6𝜀 збiгається в сенсi узагальнених функцiй до

дельта функцiї Дiрака 𝛿0, зосередженої в нулi. Тому локальний час iнодi

формально позначають як

𝑙𝑋0 (𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝛿0(𝑋(𝑠))𝑑𝑠.

Отже, збурення випадкового блукання в однiй точцi приводить в границi

до дифузiї, перенос якої в певному сенсi є узагальненою функцiєю.

Вiдповiдна теорiя дифузiйних процесiв з узагальненим переносом була

розроблена М.I. Портенком. Вiн, зокрема, отримав косий броунiвський рух

як границю броунiвського руху iз переносом, який в певному сенсi збiгає-

ться до мiри, зосеедженiй в нулi. В роботi [57] розглядалась полiдовнiсть

стохастичних диференцiальних рiвнянь

𝑑𝑋𝑛(𝑡) = 𝑛𝑎(𝑛𝑋𝑛(𝑡))𝑑𝑡+ 𝑑𝑊 (𝑡),
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з 𝑎 ∈ 𝐶1
0(R).

В цьому випадку перенос 𝑎𝑛(𝑥) = 𝑛𝑎(𝑛𝑥) збiгається в узагальненому

сенсi до 𝛼𝛿0, де 𝛿0 це узагальнена дельта-функцiя Дiрака, 𝛼 =
∫︀
R 𝑎(𝑥)𝑑𝑥.

Було доведено, що 𝑋𝑛 ⇒ 𝑊𝛾, 𝑛→ ∞, де 𝛾 = th(𝛼) = 𝑒𝛼−𝑒−𝛼

𝑒𝛼+𝑒−𝛼 .

Вiдмiтимо, що параметр 𝛾 граничного процесу нелiнiйним чином зале-

жить вiд 𝛼. Таким чином, узагальнений перенос 𝛾𝛿0 не спiвпадає з грани-

цею 𝑎𝑛 при 𝑛→ ∞, яка дорiвнює 𝛼𝛿0. Отже, граничнi теореми для дифузiй

з узагальненим переносом є нетривiальними i вони не вкладаються в тео-

реми типу принципа iнварiантностi Донскера.

Дослiдженням стохастичних диференцiальних рiвнянь з узагальненим

переносом та їх властивостей займались Le Gall, Портенко, Копитко,

Engelbert, Schmidt, Bass, Chen, Bogdan, Jakubowski, Кулiнiч, Махно,

Арясова, та багато iнших [1–3,7, 11,17,32,33,37,41,42,46,77,78,81,82].

Як правило, дослiдження граничної поведiнки збурень випадкових блу-

кань з нульовим середнiм i скiнченим другим моментом є нетривiальною

задачею, навiть якщо стрибок незбуреного випадкового блукання є обме-

женою випадковою величиною. Однiєю з причин є наступна. Навiть в най-

простiшому випадку, який розглядали Harrison та Shepp, рiвняння для гра-

ничного процесу мiстить локальний час, який не є неперервною функцiєю

вiд траєкторiї граничного процесу. Крiм того, їх мiркування використову-

вали явнi формули для ймовiрностей переходу збуреного блукання. Таких

формул немає для бiльш складних ситуацiй.

Р.А. Мiнлосом та О.А. Жижиною [48] було використано пiвгруповий

пiдхiд до дослiдження граничної поведiнки збурень простого випадкового

блукання. За умови, що воно збурюється в скiнченнiй кiлькостi точок та

стрибки збуреного блукання обмеженi, було доведено, що природнє норму-

вання збурених блукань збiгається до косого броунiвського руху. Вiдповiд-

не доведення було дуже складним технiчно, оскiльки генератори вiдповiд-
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них пiвгруп мають, взагалi кажучи, рiзнi ядра. Крiм того, параметр 𝛾 гра-

ничного процесу 𝑊𝛾 не мав ймовiрнiсної iнтерпретацiї. Пiдхiд роботи [48]

було розповсюджено Д.А. Яроцьким [72] на випадковi блукання в просто-

рi зi збуренням на гiперплощинi. Граничним процесом є багатовимiрний

аналог косого броунiвського руху з мембраною на гiперплощинi.

В роботi Iksanov, Pilipenko [27] було застосовано ймовiрнiснi методи для

розв’язку задачi про збурення. Було доведено, що якщо стрибки незбуре-

ного блукання обмеженi, а збурення — iнтегровнi, то граничним процесом

також є косий броунiвський рух.

В роботах Szász, Telcs, Nandori [50, 65] розгядались функцiональнi гра-

ничнi теореми для багатовимiрних випадкових блукань iз нульовим сере-

днiм i скiнченим другим моментом зi збуреннями в деякiй множинi 𝐴, що

складається зi скiнченної кiлькостi точок. Виявилось, що якщо всi стани

збуреного блукання iстотнi i який-небудь додатний момент збурення є скiн-

ченим, то границя для природнього нормування таких блукань збiгається

з границею незбурених блукань i є броунiвським рухом. У випадку розмiр-

ностi 𝑑 > 3 це легко можна пояснити тим, що випадкове блукання є нере-

курентним i вiдвiдує множину 𝐴 скiнчену кiлькiсть разiв з ймовiрнiстю 1.

Отже пiсля нормування часової та просторової координати вплив збурення

зникає. У випадку 𝑑 = 2 збурена i незбурена послiдовностi будувались на

одному просторi та порiвнювались. Для цього знаходились оцiнки зверху

для кiлькостi вiдвiдань множини 𝐴 та вплив стрибкiв з 𝐴.

Локальнi збурення вiнерiвського процесу, якi приводять до косого бро-

унiвського руху розглядали також Махно, Крикун, Зайцева [34, 35, 73]. В

їх роботах перенос збуреного процесу збiгався в узагальненому сенсi до мi-

ри 𝛼𝛿0, зосередженої в нулi. Звичайно, як i в результатах М.I. Портенка,

параметр 𝛾 граничного процесу залежав нелiнiйним чином вiд 𝛼.

В дисертацiйнiй роботi розроблено загальний метод дослiдження гра-
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ничної поведiнки локальних збурень ланцюгiв чи процесiв Маркова. Цей

метод ефективно був використаний в бiльш загальних моделях. Напри-

клад, в статтi Mandrekar, Pilipenko [47] розглядалась послiдовнiсть вiнерiв-

ських процесiв з переносами 𝑎𝜀(𝑥), де sign𝑥𝑎𝜀(𝑥) > 0 та носiй 𝑎𝜀 мiститься

в [−𝜀, 𝜀]. Якщо 𝑎𝜀(𝑥) збiжне до мiри, то границя, звичайно, буде косим

броунiвський рухом. Якщо зростання sign𝑥𝑎𝜀(𝑥) при 𝜀 → 0+ “набагато

бiльше нiж дельта-функцiя”, то точка 0 не буде точкою проникнення та

граничним процесом буде броунiвський рух iз вiдбиттям в нулi. Проте, за

певної умови балансу, граничним процесом може бути броунiвський рух з

“тугою мембраною в нулi”. Вiн поводиться як броунiвський рух iз вiдбит-

тям в нулi доки локальний час в нулi не досягне певного експоненцiйного

рiвня. Потiм “проникає” у iншу пiввiсь i поводить себе як броунiвський рух

iз вiдбиттям в iнший бiк доки локальний час в нулi знов не досягне (iн-

шого) експоненцiйного рiвня, “проникає” у iншу пiввiсь i так далi. Такий

самий процес одержав Lejay [44] з використанням резольвентної технiки.

Слiд вiдмiтити, що граничнi теореми, одержанi з використанням резоль-

вентної технiки, використовували лише певнi частиннi випадки збурень, в

той час як технiка розроблена в дисертацiйнiй роботi легко дозволяє роз-

глядати довiльний результат. Броунiвський рух з тугою мембраною було

також одержано в роботi Szász [49] як граничний процес для газу Лоренца

в трубцi з перегородкою, яка мiстить тонкi дiрки.

Слiд також вiдмiтити результати О.М. Кулика [36], який розглядав ди-

фузiї на графах змiнної конфiгурацiї. Ним було встановлено граничнi те-

ореми для таких процесiв, коли декiлька вершин можуть “стягуватись” в

одну. Для знаходження параметрiв граничного процесу типу Уолша вияви-

лось ефективним застосування резольвентної технiки.

Вiдмiтимо, що якщо границя для локально збуренного нормованого

центрованого випадкового букання зi скiнченою дисперсiєю iснує i є про-
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цесом Маркова в строгому сенсi, то ця границя має поводитись як вiне-

ровський процес скрiзь, крiм, можливо, моментiв виходу з нуля. Отже,

теоретично, такi граничнi процеси можна розглядати з точки зору теоре-

ми Iто про синтез [28]. З точки зору параболiчних рiвнянь, такi процеси

мають задовольняти певнi умови спряження в нулi, див. Langer, Shenk [40].

Не дивлячись на те, що теоретичне описання всiх можливих типiв “виходу

з нуля” для вiнерового процесу вiдомi з кострукцiї Iто, ще не iснує всео-

хоплюючої теорiї граничних теорем, що дозволяє одержувати такi проце-

си як границi збурених випадкових блукань. Деякi результати за допомо-

гою теорiї екскурсiй, див. наприклад, Blumental, Getoor, Lambert, Simatos,

Yano [9, 10, 39, 71]. Властивостi вiдповiдних пiвгруп див. Копитко, Шев-

чук [33].

На вiдмiну вiд випадку двосторонньої сингулярної точки, теорiя ди-

фузiйних процесiв на пiвпрямiй (чи, взагалi кажучи, дифузiй в областi)

розвинена набагато краще, де 0 (чи границя областi) є в певному сенсi

вiдбиваючою в (0,∞) точкою (чи вiдбиваючою в середину областi мно-

жиною). Всi можливi граничнi умови для вiдповiдних пiвгруп теплопро-

вiдностi були одержанi Вентцелем та Феллером [19, 21, 22, 69, 70]. Побудо-

вою та дослiдженням дифузiй iз вiдбиттям з рiзних бокiв займались Ikeda,

Watanabe, Stroock, Varadhan, Анулова, Grigelionis, та багато iнших мате-

матикiв [23,26,62–64,68,74].

А.В. Скороход [85] дав iнтерпретацiю граничної умови Неймана з точки

зору стохастичних диференцiальних рiвнянь. Вiн розглянув невипадкове

рiвняння вiдносно пари невiдомих неперервних функцiй (𝑋,𝐿)

𝑋(𝑡) = 𝑤(𝑡) + 𝐿(𝑡), 𝑡 > 0, (1.1)

де 𝑋(𝑡) > 0, функцiя 𝐿 неперервна та неспадна, 𝐿(0) = 0, i∫︁ 𝑡

0

1l𝑋∞(𝑠)=0𝑑𝐿(𝑠) = 𝐿(𝑡), 𝑡 > 0,
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та встановив iснування та єдинiсть його розв’язку. Потiм аналогiчна кон-

струкцiя була застосована для стохастичних рiвнянь в областi з вiдбиваю-

чою межею.

Задачею Скорохода про вiдбиття та її узагальненнями займались Tanaka,

Lions, Sznitman, Ramanan, Пилипенко, та iншi [45,52,58,60,66].

Зокрема, в роботi [52] розглядається наступне узагальнення задачi Ско-

рохода, а саме рiвняння

𝑋(𝑡) = 𝑤(𝑡) + 𝑓(𝐿(𝑡)), 𝑡 > 0, (1.2)

де (𝑋,𝐿) — пара невiдомих функцiй, функцiя 𝐿 неперервна та неспадна,

𝐿(0) = 0, i ∫︁ 𝑡

0

1l𝑋∞(𝑠)=0𝑑𝐿(𝑠) = 𝐿(𝑡), 𝑡 > 0.

Теорема (Пилипенко [52]). Iснує єдиний розв’язок задачi (1.2), при цьому

𝐿(𝑡) = 𝑓 (−1)(− min
𝑠∈[0,𝑡]

(𝑤(𝑠) ∧ 0)), 𝑡 > 0,

тобто

𝑋(𝑡) = 𝑤(𝑡) + 𝑓(𝑓 (−1)(− min
𝑠∈[0,𝑡]

(𝑤(𝑠) ∧ 0))), 𝑡 > 0,

де 𝑓 (−1)(𝑡) = inf{𝑠 > 0: 𝑓(𝑠) > 𝑡}.

Остання теорема використовувається в дисертацiйнiй роботi при дослi-

дженнi локальних неiнтегровних збурень випадкових блукань.

Випадковi процеси, що розглядались вище, були однозначно визначенi,

не дивлячись на те, що перенос мiг бути узагальненою функцiєю, як у ви-

падку косого броунiвського руху. Труднощi в доведеннi граничних теорем

полягали в тому, що сингулярнi члени вiдповiдних дифузiй є розривними

функцiями вiд траєкторiй процесiв.

Розглянемо проблему, спорiднену з наведеними вище задачами, яка в

певному сенсi є “протилежною”. А саме, припустимо, що вихiдне стоха-

стичне диференцiальне рiвняння має коефiцiєнти, якi не задовольняють
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теорему про єдинiсть розв’язку, i спробуємо знайти граничну поведiнку

розв’язкiв рiвнянь iз гладкими коефiцiєнтами, якi збiгаються до вихiдних.

Наприклад, коефiцiєнти вихiдного рiвняння можуть бути нелiпшицеви-

ми, чи, взагалi, необмеженими тощо. Так, в роботах Кулiнiча та iн. [37,77]

розглядались граничнi теореми для послiдовностi стохастичних диферен-

цiальних рiвняннь

𝑑𝑋𝑛(𝑡) = 𝑎𝑛(𝑋𝑛(𝑡))𝑑𝑡+ 𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 > 0,

де 𝑎𝑛(𝑥) = 𝑛𝑎(𝑛𝑥), а функцiя 𝑎 така, що

lim
𝑥→±∞

1

𝑥

∫︁ 𝑥

0

|𝑣𝑎(𝑣) − 𝑐±|𝑑𝑣 = 0, |𝑥𝑎(𝑥)| 6 𝐶, (1.3)

де 𝑐± > −1/2 це деякi константи.

В цьому випадку, 𝑎𝑛(𝑥) при 𝑛 → ∞ збiгається в деякому сенсi до

𝑐−1l𝑥<0 + 𝑐+1l𝑥>0.

Вiдповiдне граничне стохастичне рiвняння формально вiдповiдає проце-

су Бесселя. Точка нуль для нього буде двосторонньою точкою виходу (див.

Cherny, Engelbert [12] для бiльш детальної класифiкацiї). Таким чином, ми

маємо неєдинiсть розв’язку для формального граничного рiвняння.

Було доведено, що якщо 𝑎(𝑥) = 𝑐±/𝑥 при ±𝑥 > 𝑥0, то при 𝑐− < 1/2 <

𝑐+ послiдовнiсть {𝑋𝑛} слабко збiгається до процесу Бесселя. Якщо 𝑐− =

𝑐+ > −1/2, то |𝑋𝑛| також збiгається до процесу Бесселя. Питання слабкої

збiжностi самої послiдовностi 𝑋𝑛 у випадках, наприклад, 𝑐− = 𝑐+ > −1/2

або 𝑐− < 𝑐+ 6 1/2 залишалися вiдкритими.

Загальна технiка, розроблена в дисертацiйнiй роботi, дозволяє розв’я-

зати вiдповiдну задачу, навiть в бiльшiй загальностi. При певних умовах

на коефiцiєнти, однiєю з можливих границь може бути, наприклад, косий

бесселiв процес. Вiдповiдне означення та властивостi див. в [56] або в па-

раграфi 4.1.1 дисертацiї.
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Iнший цiкавий пiдхiд для дослiдженя звичайних диференцiальних рiв-

нянь з нелiпшицевими коефiцiєнтами розглядали R. Baffico i P. Baldi [4,5].

Вони, зокрема, розглянули збуреня диференцiального рiвняння

𝑑𝑋(𝑡) = (𝑎+1l𝑋(𝑡)>0 − 𝑎−1l𝑋(𝑡)<0)|𝑋(𝑡)|𝛼𝑑𝑡, 𝑡 > 0, (1.4)

𝑋(0) = 0,

де 𝑎± > 0, 𝛼 ∈ (0, 1), стохастичними диференцiальними рiвняннями з ма-

лим шумом

𝑑𝑋𝜀(𝑡) = (𝑎+1l𝑋𝜀(𝑡)>0 − 𝑎−1l𝑋𝜀(𝑡)<0)|𝑋𝜀(𝑡)|𝛼𝑑𝑡+ 𝜀𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 > 0, (1.5)

𝑋𝜀(0) = 0,

де𝑊 (·) — вiнерiв процес. Рiвняння (1.4) має неєдиний розв’язок. Проте, йо-

го збурення малим шумом (1.5) має єдиний сильний розв’язок за теоремою

Вєрєтєннiкова.

Baffico та Baldi довели, що послiдовнiсть {𝑋𝜀} при 𝜀 → 0 слабко збiга-

ється до граничного процесу з розподiлом

𝑝 𝛿𝑋+
+ (1 − 𝑝) 𝛿𝑋−,

де

𝑝 =
(𝑎+)1/(𝛼+1)

(𝑎+)1/(𝛼+1) + (𝑎−)1/(𝛼+1)
,

а 𝛿𝑋+
та 𝛿𝑋− — мiри маси 1, зосередженi на детермiнованих функцiях 𝑋±

— додатному та вiд’ємному розв’язках незбуреного рiвняння, вiдповiдно.

Отже, 𝑝 та 1−𝑝 в певному сенсi є природними ймовiрностями вибору екс-

тремальних розв’язкiв𝑋+ та𝑋−. Збурення малим шумом диференцiальних

рiвнянь з неєдиним розв’язком з рiзних бокiв розглядали Delarue, Flandoli,

Vincenzi, Pilipenko, Proske, та iншi [13,14,53,54].

Представлений в дисертацiйнiй роботi загальний метод доведення до-

зволив узагальнити результат Baffico та Baldi на випадок, коли замiсть ди-
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ференцiального рiвняння (1.4) малим шумом збурюється стохастичне ди-

ференцiальне рiвняння

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑎(𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ 𝜎(𝑋(𝑡))𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 > 0,

𝑋(0) = 0

зi степеневими коефiцiєнтами 𝑎(·) та 𝜎(·), якi не задовольняють умови єди-
ностi розв’язку.
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Роздiл 2

Загальний метод доведення

граничних теорем для

послiдовностей збурених

випадкових процесiв

Даний роздiл присвячено описанню загального методу дослiдження гра-

ничної поведiнки послiдовностi випадкових процесiв з iррегулярнiстю в

околi деякої фiксованої точки. Спочатку буде сформульовано та доведе-

но загальну граничну теорему, а потiм наведено деякi достатнi умови, за

яких вона виконується.

Бiльш детально, розглядається послiдовнiсть процесiв Маркова в стро-

гому сенсi {𝑋𝑛}, яка збiгається зовнi деякої “особливої” точки 𝑥* до гра-

ничного процесу 𝑋0. Тобто для довiльної початкової точки має мiсце збi-

жнiсть 𝑋𝑛(· ∧ 𝜏 (𝑛)𝜀 ) ⇒ 𝑋0(· ∧ 𝜏 (0)𝜀 ), де 𝜏
(𝑛)
𝜀 це момент досягнення процесом

𝑋𝑛 рiвня 𝜀.

Даний роздiл присвячено знаходженню умов збiжностi послiдовностi
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{𝑋𝑛} та описанню граничного процесу в загальному випадку.

2.1 Основнi позначення та попереднi вiдомо-

стi

Нехай (𝐸, 𝜌) — локально компактний метричний простiр.

Позначимо через 𝐶([0,∞)) = 𝐶𝐸([0,∞)) простiр функцiй зi значеннями

в 𝐸, що мають неперервнi траєкторiї.

Вiдповiдно, через 𝐷([0,∞)) = 𝐷𝐸([0,∞)) позначимо простiр функцiй

зi значеннями в 𝐸, з càdlàg траєкторiями.

У просторi неперервних функцiй 𝐶([0,∞)) розглядається топологiя, що

вiдповiдає збiжностi на компактах.

У просторi 𝐷([0,∞)) розглядається наступна топологiя.

Нехай 𝑑𝑇0 позначає метрику в 𝐷([0, 𝑇 ]) (див. напр. [75], §14), тобто

𝑑0 = inf{𝜀 > 0: ∃𝜆 ∈ Λ: ||𝜆|| 6 𝜀, sup
𝑡

|𝑥(𝑡) − 𝑦(𝜆(𝑡))| 6 𝜀},

де ||𝜆|| = sup�̸�=𝑡 | ln
𝜆(𝑡)−𝜆(𝑠)

𝑡−𝑠 | для 𝜆 ↑, 𝜆(0) = 0, 𝜆(𝑇 ) = 𝑇 .

Вiдмiтимо, що 𝑑𝑇0 мажорується рiвномiрною метрикою на [0, 𝑇 ] :

𝑑𝑇0 (𝑥, 𝑦) 6 sup
𝑠∈[0,𝑇 ]

|𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)|.

Розглянемо простiр

𝑀 =

{︃
𝑡 = {𝑡𝑖, 𝑖 > 1} ∈ (0;∞)N :

∑︁
𝑖

𝑡𝑖 = +∞

}︃

з метрикою покоординатної збiжностi 𝜌𝑀(𝑡, 𝑠) =
∑︀

𝑛 2−𝑛|𝑡𝑛 − 𝑠𝑛| ∧ 1.

На 𝐶𝐸([0,∞)) розглядається метрика, що вiдповiдає рiвномiрнiй збi-

жностi на компактах, метрика на 𝐶𝐸([0,∞))N вводиться аналогiчно 𝜌𝑀 .
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2.2 Загальнi граничнi теореми

В даному роздiлi пропонується перетворення “вирiзанням часу”, яке

“прибирає” частину траєкторiї процесу. Воно допоможе дослiджувати по-

ведiнку процесу в околi iррегулярної точки та поза ним.

Наведемо вiдповiдну конструкцiю побудови.

2.2.1 Перетворення вирiзанням часу

Нехай 𝑓 ∈ 𝐷([0,∞)), i нехай 𝜎 = {𝜎𝑛}, 𝜏 = {𝜏𝑛} — послiдовностi

дiйсних чисел таких, що

0 6 𝜏0 6 𝜎0 < 𝜏1 < 𝜎1 < 𝜏2 < . . . , (2.1)

lim
𝑛→∞

𝜏𝑛 = +∞, 𝜆(∪𝑘[𝜎𝑘, 𝜏𝑘+1)) = +∞, (2.2)

де 𝜆 — мiра Лебега на R.
Покладемо

𝐿(𝑡) = 𝐿𝜏,𝜎(𝑡) :=

∫︁ 𝑡

0

1l∪𝑘[𝜎𝑘,𝜏𝑘+1)(𝑠)𝑑𝑠,

𝐴(𝑡) = 𝐴𝜏,𝜎(𝑡) := 𝐿−1(𝑡) := inf{𝑠 > 0|𝐿(𝑠) > 𝑡}.

Означення 2.2.1. Будемо казати, що функцiя

𝑓 𝜏,𝜎(𝑡) := 𝑓(𝐴𝜏,𝜎(𝑡)), 𝑡 > 0

отримана з функцiї 𝑓 вирiзаннням часу ∪𝑘[𝜏𝑘, 𝜎𝑘). ◇

Через 𝜔𝑓(𝛿) = 𝜔𝑇𝑓 (𝛿) := sup
𝑠,𝑡∈[0,𝑇 ]
|𝑠−𝑡|6𝛿

𝜌(𝑓(𝑠), 𝑓(𝑡)) позначимо модуль неперерв-

ностi функцiї 𝑓 на [0, 𝑇 ].

Лема 2.2.2. Припустимо, що

(𝑇 + 1) − 𝐿(𝑇 + 1) =

∫︁ 𝑇+1

0

1l∪𝑘[𝜏𝑘,𝜎𝑘)(𝑠)𝑑𝑠 6 𝛿 6 1.
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Тодi

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

𝜌(𝑓, 𝑓 𝜏,𝜎) 6 𝜔𝑇+1
𝑓 (𝛿).

Доведення випливає з того, що за зроблених припущень |𝐴(𝑡) − 𝑡| 6
𝛿, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Основний результат даного параграфу полягає в наступному.

Теорема 2.2.3. Припустимо, що послiдовнiсть випадкових процесiв {𝑋𝑛,

𝑛 > 1} для деякого 𝑇 > 0 задовольняє умову

∀ 𝜀 > 0 ∃ 𝛿 > 0 ∃ 𝑛0 ∀ 𝑛 > 𝑛0

P(𝜔𝑇+1
𝑋𝑛

(𝛿) > 𝜀) 6 𝜀. (2.3)

Припустимо, що для довiльного 𝛼 ∈ (0, 1) знайдуться послiдовностi

випадкових величин

𝜏 (𝑛) = 𝜏 (𝑛,𝛼) = {𝜏 (𝑛,𝛼)𝑘 , 𝑘 > 0}, 𝜎(𝑛) = 𝜎(𝑛,𝛼) = {𝜎(𝑛,𝛼)𝑘 , 𝑘 > 0},

якi задовольняють (2.1), (2.2) для всiх 𝑛 > 1, та випадковий процес 𝑋(𝛼)

такий, що

P(𝑇 + 1 − 𝐿(𝛼)
𝑛 (𝑇 + 1) > 𝛼) 6 𝛼, 𝑛 > 𝑛0(𝑇, 𝛼); (2.4)

𝑋(𝛼)
𝑛 ⇒ 𝑋(𝛼), 𝑛→ ∞, в 𝐷([0, 𝑇 ]), (2.5)

де

𝐿(𝛼)
𝑛 (𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

1l∪𝑘[𝜎
(𝑛,𝛼)
𝑘 ,𝜏

(𝑛,𝛼)
𝑘+1 )

(𝑠)𝑑𝑠, 𝐴(𝛼)
𝑛 (𝑡) = (𝐿(𝛼)

𝑛 )−1(𝑡),

𝑋
(𝛼)
𝑛 (𝑡) = 𝑋𝑛(𝐴

(𝛼)
𝑛 (𝑡)) отримано вирiзанням часу з 𝑋𝑛.

Тодi розподiл послiдовностi {𝑋𝑛, 𝑛 > 1} слабко збiгається в 𝐷([0, 𝑇 ])

при 𝑛 → ∞. Крiм того, розподiли {𝑋(𝛼)} слабко збiгаються в 𝐷([0, 𝑇 ])

при 𝛼 → 0+, а границi для {𝑋(𝛼)} та {𝑋𝑛} спiвпадають за розподiлом.
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Зауваження 2.2.4. З умови (2.3) буде випливати, що граничний процес

має неперервну модифiкацiю. ◇

Доведення. За теоремою Скорохода [84] для довiльного 𝛼 > 0 iснують копiї

випадкових елементiв 𝑋(𝛼) та 𝑋
(𝛼)
𝑛 , 𝑛 > 1, заданi на одному ймовiрнiсному

просторi (̃︀Ω, ̃︀ℱ , ̃︀P), такi, що

̃︀𝑋(𝛼)
𝑛

P→ ̃︀𝑋(𝛼), 𝑛→ ∞, в 𝐷([0, 𝑇 ]). (2.6)

Неважко бачити, що iснує розширення простору (̃︀Ω, ̃︀ℱ , ̃︀P) та випадковi

елементи { ̃︀𝑋𝑛, ̃︀𝜏 (𝑛,𝛼)𝑘 , ̃︀𝜎(𝑛,𝛼)𝑘 , 𝑘 > 0} на ньому, такi що

{ ̃︀𝑋(𝛼)
𝑛 , ̃︀𝑋𝑛, ̃︀𝜏 (𝑛,𝛼)𝑘 , ̃︀𝜎(𝑛,𝛼)𝑘 , 𝑘 > 0} 𝑑

= {𝑋(𝛼)
𝑛 , 𝑋𝑛, 𝜏

(𝑛,𝛼)
𝑘 , 𝜎

(𝑛,𝛼)
𝑘 , 𝑘 > 0}

(див. мiркування [29], Гл.5).

Помiтимо, що 𝑋
(𝛼)
𝑛 можна розглядати як значення деякої вимiрної фун-

кцiї вiд набору {𝑋𝑛, 𝜏
(𝑛,𝛼)
𝑘 , 𝜎

(𝑛,𝛼)
𝑘 , 𝑘 > 0}. Тому ̃︀𝑋(𝛼)

𝑛 являється м.н. значен-

ням цiєї ж функцiї вiд { ̃︀𝑋𝑛, ̃︀𝜏 (𝑛,𝛼)𝑘 , ̃︀𝜎(𝑛,𝛼)𝑘 , 𝑘 > 0}. Таким чином, ̃︀𝑋(𝛼)
𝑛 отри-

мано вирiзанням часу ∪𝑘[̃︀𝜏 (𝑛,𝛼)𝑘 , ̃︀𝜎(𝑛,𝛼)𝑘 ) з ̃︀𝑋𝑛.

Вiдмiтимо, що 𝑑𝑇0 мажорується рiвномiрною метрикою на [0, 𝑇 ] :

𝑑𝑇0 (𝑥, 𝑦) 6 sup
𝑠∈[0,𝑇 ]

|𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)|.

Тодi з урахуванням леми 2.2.2 маємо оцiнку:

P(𝑑𝑇0 ( ̃︀𝑋𝑛, ̃︀𝑋(𝛼)) > 2𝜀) 6

6 P(𝑑𝑇0 ( ̃︀𝑋𝑛, ̃︀𝑋(𝛼)
𝑛 ) > 𝜀) + P(𝑑𝑇0 ( ̃︀𝑋(𝛼)

𝑛 , ̃︀𝑋(𝛼)) > 𝜀) 6

6 P( sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

𝜌( ̃︀𝑋𝑛, ̃︀𝑋(𝛼)
𝑛 ) > 𝜀) + P(𝑑𝑇0 ( ̃︀𝑋(𝛼)

𝑛 , ̃︀𝑋(𝛼)) > 𝜀) 6

6 P(𝑇 + 1 − ̃︀𝐿(𝛼)
𝑛 (𝑇 + 1) > 𝛼) + P(𝜔𝑇+1̃︀𝑋𝑛

(𝛼) > 𝜀) + P(𝑑𝑇0 ( ̃︀𝑋(𝛼)
𝑛 , ̃︀𝑋(𝛼)) > 𝜀).

(2.7)

По заданому 𝜀 > 0 виберемо 𝛼 ∈ (0, 𝜀) i 𝑛0 так, щоб (див. (2.3) та (2.6))

другий та третiй доданки не перевищували 𝜀 при 𝑛 > 𝑛0. Тодi, враховую-

чи (2.4), одержимо, що права частина (2.7) не перевищує 3𝜀.
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Отже, для всiх 𝑛,𝑚 > 𝑛0

P(𝑑𝑇0 ( ̃︀𝑋𝑛, ̃︀𝑋𝑚) > 4𝜀) 6 P(𝑑𝑇0 ( ̃︀𝑋𝑛, ̃︀𝑋(𝛼)) > 2𝜀) + P(𝑑𝑇0 ( ̃︀𝑋𝑚, ̃︀𝑋(𝛼)) > 2𝜀) 6 6𝜀.

Звiдси випливає, що послiдовнiсть розподiлiв випадкових процесiв {𝑋𝑛, 𝑛 >

1} фундаментальна за метрикою Левi–Прохорова (див. [18]), а отже, збiга-

ється.

Збiжнiсть {𝑋(𝛼), 𝛼 > 0} до тiєї ж границi при 𝛼 → 0+ випливає з

аналогiчних мiркувань та оцiнки (2.7). Теорема 2.2.3 доведена.

2.3 Деякi достатнi умови

2.3.1 Достатнi умови малостi вирiзаного часу

Зауваження 2.3.1. Ситуацiю застосовностi даної теореми можна уявляти

собi наступним чином. Нехай {𝑋𝑛} — послiдовнiсть неперервних однорi-

дних процесiв Маркова в строгому сенсi, 𝜏 — момент досягнення деякої

фiксованої точки 𝑥0. Припустимо, що {𝑋𝑛(· ∧ 𝜏)} збiгається до {𝑋(· ∧
𝜏)}, як тiльки початковi розподiли процесiв збiгаються. В ролi моментiв

𝜏
(𝑛,𝛼)
𝑘 , 𝜎

(𝑛,𝛼)
𝑘 вiзьмемо моменти послiдовних входiв та виходiв, наприклад,

в кулю 𝐵(𝑥0, 𝛼/2) i, вiдповiдно, з кулi 𝐵(𝑥0, 𝛼). Тодi умова (2.4) означає,

що якщо 𝛼 мале, то “вирiзаний час” малий рiвномiрно по 𝑛. Наприклад,

це вiрно, якщо рiвномiрно по 𝑛, середнiй час проведений в 𝐵(𝑥0, 𝛼) малий

при 𝛼 → 0+:

∀𝑇 > 0 : lim
𝛼→0+

sup
𝑛

E

∫︁ 𝑇

0

1l𝜌(𝑋𝑛(𝑡),𝑥0)6𝛼𝑑𝑡 = 0. (2.8)

В конкретних ситуацiях перевiрка (2.8) може бути достатньо простою (див.,

напр., побудову броунiвського руху в конусi [38,67]).

Умова на модуль неперервностi (2.3) аналогiчна умовi, що гарантує вiд-

носну компактнiсть процесiв в просторi неперервних функцiй. Неважко пе-
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ревiрити, що якщо процес 𝑋 неперервний та 𝑋𝑛(·∧𝜏) ⇒ 𝑋(·∧𝜏), як тiльки

початковi розподiли процесiв збiгаються, то (2.3) виконується, наприклад,

якщо справедливо (2.8). ◇

2.3.2 Достатнi умови збiжностi процесiв, отриманих

вирiзанням часу

В даному параграфi наводяться достатнi умови, що гарантують збi-

жнiсть (2.5). Теорема 2.4.1, наведена далi, є аналогом теореми 2.2.3, отри-

маних з урахуванням цих вимог.

Ми будемо припускати, що моменти досягнення деяких точок для про-

цесiв {𝑋𝑛} є моментами оновлення. В цьому випадку розподiл процесу з

вирiзаним часом можна отримати за допомогою побудови, описаної далi.

Через 𝐹 позначимо вiдображення, що дiє з 𝐶𝐸([0,∞))N×𝑀 в𝐷𝐸([0;∞))

за правилом

(𝑓, 𝑡) = (𝑓1, 𝑓2, . . . ; 𝑡1, 𝑡2, . . .) → 𝐹 (𝑓, 𝑡) =
∑︁
𝑘

𝑓𝑘(· +
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑡𝑖)1l[
∑︀𝑘−1

𝑖=1 𝑡𝑖,
∑︀𝑘

𝑖=1 𝑡𝑖)
.

Неважко бачити, що функцiя 𝐹 неперервна на 𝐶𝐸([0,∞))N ×𝑀 . Тому

якщо послiдовнiсть випадкових елементiв {(𝜉
(𝑛)
, 𝜏 (𝑛)), 𝑛 > 0} зi значеннями

в 𝐶𝐸([0,∞))N ×𝑀 така, що

(𝜉
(𝑛)
, 𝜏 (𝑛)) ⇒ (𝜉

(0)
, 𝜏 (0)), 𝑛→ ∞,

то

𝐹 (𝜉
(𝑛)
, 𝜏 (𝑛)) ⇒ 𝐹 (𝜉

(0)
, 𝜏 (0)), 𝑛→ ∞,

в просторi 𝐷𝐸([0;∞)).

Нехай 𝑋 — неперервний однорiдний процес Маркова в строгому сенсi

зi значеннями в 𝐸. Через 𝑄𝑥 позначимо розподiл 𝑋 за умови 𝑋(0) = 𝑥.
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Нехай 0 = 𝜎0 6 𝜏1 < 𝜎1 < 𝜏2 < . . . — послiдовнiсть моментiв зупинки, така

що
∑︀

𝑘(𝜏𝑘+1 − 𝜎𝑘) = +∞ м.н. Позначимо

𝜂𝑘 =

{︃
𝜏𝑘+1 − 𝜎𝑘, якщо 𝜏1 > 0,

𝜏𝑘+2 − 𝜎𝑘+1, якщо 𝜏1 = 0,

𝜉𝑘(𝑡) =

{︃
𝑋((𝜎𝑘 + 𝑡) ∧ 𝜏𝑘+1), якщо 𝜏1 > 0,

𝑋((𝜎𝑘+1 + 𝑡) ∧ 𝜏𝑘+2), якщо 𝜏1 = 0.

Нехай 𝑋(𝜏,𝜎) — процес, отриманий з 𝑋 вирiзанням часу ∪𝑘[𝜏𝑘, 𝜎𝑘). Не-
важко бачити, що 𝑋(𝜏,𝜎) = 𝐹 (𝜉, 𝜂).

З сильної властивостi Маркова процесу 𝑋 випливає, що послiдовнiсть

випадкових елементiв {(𝜉𝑘, 𝜂𝑘), 𝑘 > 1} є ланцюгом Маркова (поки що

неоднорiдним) зi значеннями в 𝐶𝐸([0,∞)) × (0,∞). Тому для збiжностi

послiдовностi процесiв, отриманих вирiзанням часу з процесу Маркова в

строгому сенсi, нам знадобляться результати про слабку збiжнiсть ланцю-

гiв Маркова (ми, все ж, будемо дослiджувати не довiльнi, а спецiально

вибранi послiдовностi моментiв зупинки {𝜏𝑘, 𝜎𝑘}).
Нехай {𝑋𝑛}𝑛>1 — послiдовнiсть неперервних однорiдних процесiв Мар-

кова в строгому сенсi зi значеннями в 𝐸, 𝑄
(𝑛)
𝑥 — розподiл 𝑋𝑛 за умови

𝑋𝑛(0) = 𝑥. Припустимо, що iснує точка 𝑥*, така що для довiльного 𝑛 про-

цес 𝑋𝑛 безлiч разiв потрапляє в довiльну кулю 𝐵(𝑥*, 𝜀) i безлiч разiв ви-

ходить з довiльної кулi 𝐵(𝑥*, 𝜀) з 𝑄
(𝑛)
𝑥 iмовiрнiстю 1, 𝑥 ∈ 𝐸. Нехай 𝛼 > 0,

𝛼1 ∈ (0, 𝛼). Вiзьмемо в ролi {𝜏𝑘, 𝜎𝑘}𝑘>1 моменти послiдовних входiв в ку-

лю 𝐵(𝑥*, 𝛼1) та виходiв з кулi 𝐵(𝑥*, 𝛼), вiдповiдно. Покладемо 𝜎𝑛0 := 0,

𝜏𝑛𝑘 = 𝜏
(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 := inf{𝑡 > 𝜎

(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘−1 : 𝜌(𝑋𝑛(𝑡), 𝑥

*) 6 𝛼1}, 𝑘 > 1,

𝜎𝑛𝑘 = 𝜎
(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 := inf{𝑡 > 𝜏

(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 : 𝜌(𝑋𝑛(𝑡), 𝑥

*) > 𝛼}, 𝑘 > 1.
(2.9)

Припустимо, що для довiльного 𝑛 > 1 i довiльного початкового розподiлу

виконується умова ∑︁
𝑘

(𝜏𝑛𝑘+1 − 𝜎𝑛𝑘 ) = ∞ м.н. (2.10)
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Побудуємо аналогiчно до попереднiх мiркувань послiдовностi

(𝜉
𝑛
, 𝜂𝑛) = {𝜉𝑛1 , 𝜉𝑛2 , . . . ; 𝜂𝑛1 , 𝜂𝑛2 , . . .} = {(𝜉𝑛𝑘 , 𝜂

𝑛
𝑘 ), 𝑘 > 1}.

В даному випадку {(𝜉𝑛𝑘 , 𝜂
𝑛
𝑘 ), 𝑘 > 1} є однорiдним ланцюгом Маркова зi

значеннями в 𝐶𝐸([0,∞)) × (0,∞). Вiдмiтимо, що його перехiдна iмовiр-

нiсть 𝑃𝑛((𝑓, 𝑡), 𝐴) залежить тiльки вiд 𝑓(𝑡). В свою чергу,

𝑃𝑛((𝑓, 𝑡), 𝐴) =

∫︁
𝐸

𝑄(𝑛)
𝑢

(︁
(𝑋𝑛(· ∧ 𝜏𝑛1 ), 𝜏𝑛1 ) ∈ 𝐴

)︁
𝑄

(𝑛)
𝑓(𝑡) (𝑋𝑛(𝜎

𝑛
1 ) ∈ 𝑑𝑢) . (2.11)

Трохи модифiкуючи доведення про слабку збiжнiсть ланцюгiв Маркова

в [30], зi спiввiдношення (2.11) випливає таке твердження.

Лема 2.3.2. Припустимо, що 𝑃0(𝑥,𝐴), 𝑥 ∈ 𝐸,𝐴 ∈ ℬ(𝐸) та 𝑃0(𝑥,𝐴), 𝑥 ∈
𝐸,𝐴 ∈ ℬ(𝐶𝐸([0,∞)) × [0,∞)) — стохастичнi ядра, неперервнi по 𝑥 (на

просторi мiр розглядається топологiя слабкої збiжностi). Припустимо,

що початковi розподiли ланцюгiв Маркова 𝑋𝑛(0) слабко збiгаються до де-

якої мiри 𝜇0, i для довiльного 𝑥 ∈ 𝐸 i довiльної послiдовностi {𝑥𝑛}, збi-
жної до 𝑥:

A1. 𝑄(𝑛)
𝑥𝑛 (𝑋𝑛(𝜎

𝑛
1 ) ∈ ·) ⇒ 𝑃0(𝑥, ·), 𝑛→ ∞,

A2. 𝑄(𝑛)
𝑥𝑛

(︁
(𝑋𝑛(· ∧ 𝜏𝑛1 ), 𝜏𝑛1 ) ∈ ·

)︁
⇒ 𝑃0(𝑥, ·), 𝑛→ ∞.

Тодi послiдовнiсть однорiдних ланцюгiв Маркова {(𝜉𝑛𝑘 , 𝜂
𝑛
𝑘 ), 𝑘 > 1} слаб-

ко збiгається при 𝑛→ ∞ в просторi (𝐶𝐸([0,∞))×(0,∞))N до однорiдного

ланцюга Маркова {(𝜉0𝑘, 𝜂
0
𝑘), 𝑘 > 1} з перехiдним ядром (пор. з (2.11))

𝑃0((𝑓, 𝑡), 𝐴) =

∫︁
𝐸

𝑃0(𝑢,𝐴)𝑃0(𝑓(𝑡), 𝑑𝑢).

Зокрема, якщо 𝑋0 — процес Маркова, такий що

𝜇0 =𝑑 𝑋0(0), 𝑄(0)
𝑥

(︀
(𝑋0(· ∧ 𝜏 01 ), 𝜏 01 ) ∈ ·

)︀
= 𝑃0(𝑥, ·), (2.12)

𝑄(0)
𝑥

(︀
𝑋0(𝜎

0
1) ∈ ·

)︀
= 𝑃0(𝑥, ·) (2.13)
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i {(𝜉0𝑘, 𝜂
0
𝑘), 𝑘 > 1} побудованi по ньому так само, як {(𝜉𝑛𝑘 , 𝜂

𝑛
𝑘 ), 𝑘 > 1} по

процесу 𝑋𝑛, то

(𝜉
(𝑛)
, 𝜏 (𝑛)) ⇒ (𝜉

(0)
, 𝜏 (0)), 𝑛→ ∞.

Зокрема, має мiсце збiжнiсть процесiв, отриманих вирiзанням часу:

𝑋(𝜏𝑛,𝜎𝑛)
𝑛 ⇒ 𝑋

(𝜏0,𝜎0)
0 , 𝑛→ ∞

в 𝐷𝐸([0;∞)).

2.3.3 Достатнi умови для модуля неперервностi

Розглянемо послiдовнiсть с.д.р.

𝑑𝑋𝑛(𝑡) = 𝑎𝑛(𝑋𝑛(𝑡))𝑑𝑡+ 𝑏𝑛(𝑋𝑛(𝑡))𝑑𝑊 (𝑡). (2.14)

Припустимо, що для довiльного 𝑛 iснує розв’язок рiвняння (2.14), i що

виконуються наступнi умови:

∀𝛼 > 0 ∃𝐶 = 𝐶(𝛼) > 0 ∃𝑛0 ∀𝑛 > 𝑛0 ∀𝑥, |𝑥| > 𝛼

|𝑎𝑛(𝑥)| 6 𝐶, |𝑏𝑛(𝑥)| 6 𝐶. (2.15)

Тодi виконується умова на модуль неперервностi.

Дiйсно, нехай 𝛼 > 0, 𝑠1 i 𝑡1 — фiксованi, |𝑠1 − 𝑡1| < 𝛿.

Припустимо спочатку, що |𝑋𝑛(𝑧)| > 𝛼, 𝑧 ∈ [𝑠1, 𝑡1]. Тодi⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡1

𝑠1

𝑎(𝑋𝑛(𝑧))𝑑𝑧 +

∫︁ 𝑡1

𝑠1

𝑏(𝑋𝑛(𝑧))𝑑𝑊 (𝑧)

⃒⃒⃒⃒
6

6

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡1

𝑠1

𝑎(𝑋𝑛(𝑧))1l|𝑋𝑛(𝑧)|>𝛼𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡1

𝑠1

𝑏(𝑋𝑛(𝑧))1l|𝑋𝑛(𝑧)|>𝛼𝑑𝑊 (𝑧)

⃒⃒⃒⃒
.

Припустимо тепер, що iснує 𝑧 ∈ [𝑠1, 𝑡1], таке що |𝑋𝑛(𝑧)| < 𝛼. Позначимо

через 𝜏 та 𝜎 моменти першого входу та останнього виходу процесу 𝑋𝑛 з

[−𝛼, 𝛼] вiдповiдно:

𝜏 = inf{𝑡 > 𝑠1 : |𝑋𝑛(𝑡)| 6 𝛼},
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𝜎 = sup{𝑡 6 𝑡1 : |𝑋𝑛(𝑡)| > 𝛼}.

Тодi |𝑋𝑛(𝜏) −𝑋𝑛(𝜎)| 6 2𝛼, i

|𝑋𝑛(𝑠1)−𝑋𝑛(𝑡1)| 6 |𝑋𝑛(𝑠1)−𝑋𝑛(𝜏)|+ |𝑋𝑛(𝜏)−𝑋𝑛(𝜎)|+ |𝑋𝑛(𝜎)−𝑋𝑛(𝑡1)| 6

6 2 sup
|𝑠−𝑡|<𝛿

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

𝑠

𝑎(𝑋𝑛(𝑧))1l|𝑋𝑛(𝑧)|>𝛼𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
+2 sup

|𝑠−𝑡|<𝛿

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

𝑠

𝑏(𝑋𝑛(𝑧))1l|𝑋𝑛(𝑧)|>𝛼𝑑𝑊 (𝑧)

⃒⃒⃒⃒
+2𝛼.

Отже, в загальному випадку, для довiльних 𝑠1, 𝑡1, |𝑠1 − 𝑡1| < 𝛿,

|𝑋𝑛(𝑠1) −𝑋𝑛(𝑡1)| 6

6 2 sup
|𝑠−𝑡|<𝛿

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

𝑠

𝑎(𝑋𝑛(𝑧))1l|𝑋𝑛(𝑧)|>𝛼𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
+2 sup

|𝑠−𝑡|<𝛿

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

𝑠

𝑏(𝑋𝑛(𝑧))1l|𝑋𝑛(𝑧)|>𝛼𝑑𝑊 (𝑧)

⃒⃒⃒⃒
+2𝛼.

Отже,

sup
|𝑠1−𝑡1|<𝛿

|𝑋𝑛(𝑠1) −𝑋𝑛(𝑡1)| 6

6 2 sup
|𝑠−𝑡|<𝛿

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

𝑠

𝑎(𝑋𝑛(𝑧))1l|𝑋𝑛(𝑧)|>𝛼𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
+2 sup

|𝑠−𝑡|<𝛿

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

𝑠

𝑏(𝑋𝑛(𝑧))1l|𝑋𝑛(𝑧)|>𝛼𝑑𝑊 (𝑧)

⃒⃒⃒⃒
+2𝛼.

Позначимо

𝑌𝑛(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝑎(𝑋𝑛(𝑧))1l|𝑋𝑛(𝑧)|>𝛼𝑑𝑧,

та

𝑍𝑛(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝑏(𝑋𝑛(𝑧))1l|𝑋𝑛(𝑧)|>𝛼𝑑𝑊 (𝑧).

Тодi

P(𝑤𝑋𝑛
(𝛿) > 𝜀) 6 P(𝑤𝑌𝑛(𝛿) > 𝜀/6) + P(𝑤𝑍𝑛

(𝛿) > 𝜀/6) + P(𝛼 > 𝜀/6). (2.16)

Виберемо 𝛼 < 𝜀/6, тодi третiй доданок дорiвнює нулю.

Оцiнимо перший доданок для 𝑛 > 𝑛0, де 𝑛0 = 𝑛0(𝛼) з умови (2.15):

P(𝑤𝑌𝑛(𝛿) > 𝜀/6) 6 P( sup
|𝑠−𝑡|<𝛿

∫︁ 𝑡

𝑠

𝑎(𝑋𝑛(𝑧))1l|𝑋𝑛(𝑧)|>𝛼𝑑𝑧 > 𝜀/6) 6

6 P
(︀
𝐶(𝛼) · 𝛿 > 𝜀/6

)︀
.
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Останнiй вираз дорiвнює нулю якщо 𝛿 < 𝜀/6𝐶(𝛼).

Оцiнимо другий доданок в (2.16). Процес 𝑍𝑛(𝑡) є неперервним мартин-

галом з характеристикою 𝛽2
𝑛(𝑡) =

∫︀ 𝑡
0 𝑏

2(𝑍𝑛(𝑠))1l|𝑍𝑛(𝑠)|>𝛿𝑑𝑠. Тому [26] iснує

броунiвський рух 𝑊𝑛, такий що

𝑍𝑛(𝑡) = 𝑊𝑛(𝛽𝑛(𝑡)).

Тодi

P(𝑤𝑍𝑛
(𝛿) > 𝜀/6) = P(𝑤𝑊𝑛(𝛽𝑛(·))(𝛿) > 𝜀/6) =

= P( sup
|𝑠−𝑡|<𝛿

|𝑊𝑛(𝛽𝑛(𝑠)) −𝑊𝑛(𝛽𝑛(𝑡))| > 𝜀/6).

Якщо |𝑠− 𝑡| < 𝛿, то |𝛽𝑛(𝑠) − 𝛽𝑛(𝑡)| 6 𝐶(𝛼)𝛿. Тому

P(𝑤𝑍𝑛
(𝛿) > 𝜀/6) 6

6 P(𝑤𝑊𝑛
(𝐶(𝛼)𝛿) > 𝜀/6) = P(𝑤𝑊 (𝐶(𝛼)𝛿) > 𝜀/6),

де 𝑊 — деякий вiнерiв процес Оскiльки вiнерiв процес є неперервним, то

P(𝑤𝑍𝑛
(𝛿) > 𝜀/6) → 0, 𝛿 → 0.

Виберемо 𝛼 < 𝜀/6, 𝛿0 = min(𝜀/6𝐶(𝛼), 𝛿(𝛼, 𝜀)). Тодi з (2.16) випливає

умова про модуль неперервностi.

2.4 Збiжнiсть строго марковських процесiв

Поєднуючи теорему 2.2.3 та вказанi достатнi умови, отримуємо насту-

пне загальне твердження про збiжнiсть випадкових процесiв.

Теорема 2.4.1. Нехай {𝑋𝑛, 𝑛 > 0} — послiдовнiсть неперервних одно-

рiдних процесiв Маркова в строгому сенсi в локально компактному ме-

тричному просторi 𝐸. Припустимо, що для довiльного 𝑇 > 0 виконує-

ться (2.3), а також для довiльного 𝛼 > 0 знайдеться 𝛼1 ∈ (0, 𝛼), таке
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що для послiдовностей {(𝜏
(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 , 𝜎

(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 ), 𝑘 > 1}, визначених в (2.9), ви-

конується:

1) (2.10);

2) (2.4) або (2.8);

3) умови A1, A2 леми 2.3.2.

Тодi розподiли {𝑋𝑛} слабко збiгаються при 𝑛→ ∞ в 𝐶([0,∞)).

Якщо додатково виконується (2.12), (2.13) i∫︁ ∞

0

1l{𝑋0(𝑡)=𝑥*}𝑑𝑡 = 0 м.н., (2.17)

то 𝑋𝑛 ⇒ 𝑋0 при 𝑛→ ∞ в 𝐶([0,∞)).

Зауваження 2.4.2. Єдине, що необхiдно згадати при доведеннi збiжностi

𝑋𝑛 ⇒ 𝑋0 в 𝐶([0, 𝑇 ]) в теоремi 2.4.1 — це наступний факт, що випливає

з (2.17):

𝑋
(𝜏 (0,𝛼1,𝛼),𝜎(0,𝛼1,𝛼))
0 ⇒ 𝑋0, 𝛼→ 0+,

в 𝐷([0,∞)). Крiм того, оскiльки всi процеси {𝑋𝑛} неперервнi, то зi слабкої
збiжностi 𝑋𝑛 ⇒ 𝑋0 в 𝐷([0, 𝑇 ]) випливає збiжнiсть i в 𝐶([0, 𝑇 ]). ◇

Зауваження 2.4.3. Замiсть сильної властивостi Маркова в теоремi 2.4.1

можна вимагати, щоб моменти входу або виходу з кулi були “оновлюючими”

для процесiв. Наприклад, якщо 𝐸 = R i {𝑋𝑛} — неперервнi напiвмарков-

ськi процеси. Вiдповiднi означення див в [24]. ◇
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Часто для застосувань зручно використовувати аналог теореми 2.4.1 в

наступному виглядi.

Нехай {𝜉(𝑛), 𝑛 > 0} — послiдовнiсть неперервних однорiдних процесiв

Маркова в строгому сенсi.

Для 𝛼 > 0 покладемо

𝜏𝑛,𝛼 := inf
{︀
𝑡 > 0: |𝜉(𝑛)(𝑡)| 6 𝛼

}︀
, 𝜎𝑛,𝛼 := inf

{︀
𝑡 > 0: |𝜉(𝑛)(𝑡)| > 𝛼

}︀
.

Позначимо через 𝜉
(𝑛)
𝑥0 процес, що має розподiл як 𝜉(𝑛) за умови

𝜉(𝑛)(0) = 𝑥0.

Теорема 2.4.4. Припустимо, що послiдовнiсть {𝜉(𝑛), 𝑛 > 0} задовольняє

наступнi умови.

𝜉(𝑛)(0) ⇒ 𝜉(0)(0); (2.18)

∀𝑇 > 0 ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∃𝑛0 ∀𝑛 > 𝑛0

P
(︁

sup
|𝑠−𝑡|<𝛿,
𝑠,𝑡∈[0,𝑇 ]

|𝜉(𝑛)(𝑡) − 𝜉(𝑛)(𝑠)| > 𝜀
)︁
6 𝜀; (2.19)

∀𝑇 > 0 lim
𝜀→0+

sup
𝑛

E

∫︁ 𝑇

0

1l|𝜉(𝑛)(𝑡)|6𝜀𝑑𝑡 = 0; (2.20)∫︁ ∞

0

1l𝜉(0)(𝑡)=0𝑑𝑡 = 0 м.н. (2.21)

Нехай для довiльних 𝛼 > 0, 𝑥0 ∈ R та довiльної послiдовностi {𝑥𝑛}, такої
що lim

𝑛→∞
𝑥𝑛 = 𝑥0 виконується(︀

𝜉(𝑛)𝑥𝑛
(· ∧ 𝜏𝑛,𝛼), 𝜏𝑛,𝛼

)︀
⇒

(︀
𝜉(0)𝑥0

(· ∧ 𝜏 0,𝛼), 𝜏 0,𝛼
)︀
, 𝑛→ ∞; (2.22)

𝜉(𝑛)𝑥𝑛
(𝜎𝑛,𝛼) ⇒ 𝜉(0)𝑥0

(𝜎0,𝛼), 𝑛→ ∞. (2.23)

Тодi 𝜉(𝑛) ⇒ 𝜉(0) при 𝑛→ ∞ в 𝐶([0,∞)).
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2.5 Аналог теореми 2.4.1 для ланцюгiв Мар-

кова

Аналогiчне твердження вiрно i для процесiв, побудованих по ланцюгам

Маркова, з природньою змiною умов.

Нехай (𝑋0(𝑡), 𝑡 > 0) — неперервний процес Маркова в строгому сенсi зi

значеннями в R𝑑, (𝑋(𝑛)(𝑘), 𝑘 > 0), 𝑛 > 1, — ланцюги Маркова на R𝑑.

Покладемо 𝑋𝑛(
𝑘
𝑛) := 1√

𝑛
𝑋(𝑛)(𝑘) i довизначимо процес 𝑋𝑛(𝑡) для всiх

𝑡 > 0 за лiнiйнiстю або ступеневим чином.

В цьому випадку справедливi аналоги леми 2.3.2 i теореми 2.4.1 з на-

ступними змiнами.

Позначимо 𝜎𝑛0 := 0,

𝜏
(𝑛)
𝑘 = 𝜏

(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 := inf{𝑡 ∈ 1

𝑛Z+, 𝑡 > 𝜎
(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘−1 : |𝑋𝑛(𝑡) − 𝑥*| 6 𝛼1}, 𝑘 > 1,

𝜎
(𝑛)
𝑘 = 𝜎

(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 := inf{𝑡 ∈ 1

𝑛Z+, 𝑡 > 𝜏
(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 : |𝑋𝑛(𝑡) − 𝑥*| > 𝛼}, 𝑘 > 1.

(2.24)

Теорема 2.5.1. Припустимо, що для довiльного 𝑇 > 0 виконується (2.3),

а також для довiльного 𝛼 > 0 знайдеться 𝛼1 ∈ (0, 𝛼), таке що для послi-

довностей {(𝜏
(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 , 𝜎

(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 ), 𝑘 > 1}, визначених в (2.24), виконується:

1) умова (2.10): для довiльного 𝑛 > 1 i довiльного початкового розподiлу∑︁
𝑘

(𝜏𝑛𝑘+1 − 𝜎𝑛𝑘 ) = ∞ м.н.;

2) (2.4) або (2.8):

∀𝑇 > 0 : lim
𝛼→0+

sup
𝑛

E

∫︁ 𝑇

0

1l𝜌(𝑋𝑛(𝑡),𝑥0)6𝛼𝑑𝑡 = 0;

3) умови A1, A2 леми 2.3.2.

Тодi розподiли {𝑋𝑛} слабко збiгаються при 𝑛 → ∞ в 𝐶([0,∞)). Якщо

додатково виконується (2.12), (2.13) i∫︁ ∞

0

1l{𝑋0(𝑡)=𝑥*}𝑑𝑡 = 0 м.н.,
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то 𝑋𝑛 ⇒ 𝑋0 при 𝑛→ ∞ в 𝐶([0,∞)).

Зауваження 2.5.2. Якщо, крiм того, ланцюг Маркова {𝑋(𝑛)(𝑘), 𝑘 > 1}
приймає значення з Z𝑑, а не R𝑑, то в лемi 2.3.2 необхiдно брати не довiльну

послiдовнiсть {𝑥𝑛}, збiжну до 𝑥0, а таку, що 𝑥𝑛 ∈ 1√
𝑛
Z𝑑. ◇
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Роздiл 3

Функцiональнi граничнi

теореми для локальних

збурень симетричних

випадкових блукань

В даному роздiлi результати роздiлу 2 будуть застосованi для випадко-

вих блукань зi збуреннями.

Якщо (𝑆(𝑘), 𝑘 ∈ Z+) це симетричне випадкове блукання з одиничним

кроком, то добре вiдомо, що (𝑆([𝑛𝑡])/
√
𝑛, 𝑡 > 0) при 𝑛 → ∞ слабко збiга-

ється до броунiвського руху у певному функцiональному просторi.

У цьому роздiлi розглядаються збурення симетричних випадкових блу-

кань, а саме, розглядаються ланцюги Маркова, перехiднi iмовiрностi яких

вiдрiзняються вiд перехiдних iмовiрностей {𝑆𝑛} в околi деякої особливої

точки.

Для природного нормування таких послiдовностей будуть доведенi фун-

кцiональнi граничнi теореми, де граничним процесом буде, взагалi кажучи,
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не броунiвський рух.

Для доведення буде застосовано загальнi результати з попереднього

роздiлу.

Опишемо строго постановку задачi.

3.1 Постановка задачi

Розглянемо однорiдний ланцюг Маркова (𝑋(𝑘) = 𝑋(𝑥0)(𝑘), 𝑘 ∈ Z+) на

Z зi стартом в точцi 𝑥0 ∈ Z та перехiдними iмовiрностями 𝑝𝑖,𝑗, такими що

для деякого 𝑚 > 0

𝑝𝑖,𝑖+1 = 𝑝𝑖,𝑖−1 = 1/2 при |𝑖| > 𝑚. (3.1)

Вiдрiзок [−𝑚,𝑚] будемо називати мембраною.

Довизначимо процес (𝑋(𝑡), 𝑡 > 0) для всiх 𝑡 неперервно як лiнiйну

iнтерполяцiю (𝑋(𝑘), 𝑘 ∈ Z+) та розглянемо процес

𝑋𝑛(𝑡) = 1√
𝑛
𝑋([𝑥0

√
𝑛])(𝑛𝑡), 𝑡 > 0, 𝑛 ∈ N, (3.2)

зi стартом в точцi [𝑥0
√
𝑛]/

√
𝑛.

Означення 3.1.1. Послiдовнiсть {𝑋𝑛} з (3.2) ми будемо називати послi-

довнiстю випадкових блукань, збурених в околi нуля. ◇

Метою даного роздiлу є дослiдження граничної поведiнки послiдовностi

процесiв {𝑋𝑛} при 𝑛→ ∞.

Зауваження 3.1.2. Нагадаємо, що 𝑚 — фiксоване, тому за рахунок нор-

мування в (3.2), мембрана [−𝑚,𝑚] при 𝑛 → ∞ “стягується” в точку нуль.

Тому граничнi процеси (якщо вони є) поза довiльним околом нуля мають

поводитись як броунiвський рух. ◇
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Зауваження 3.1.3. Якщо стрибки з мембрани обмеженi, то замiсть блу-

кання з мембраною [−𝑚,𝑚] можна розглядати блукання з мембраною

[−𝑚−𝑁,𝑚+𝑁 ] та одиничними стрибками з мембраною. Очевидно, що якщо

умова (3.1) виконується для𝑚, то вона виконується i для𝑚+𝑁, 𝑁 > 0. ◇

Приклад 3.1.4. Випадок 𝑚 = 0, 𝑝0,1 = 𝑝 та 𝑝0,−1 = 𝑞 = 1−𝑝 розглядали
J.M. Harrison та L.A. Shepp [25].

Вони встановили, що в цьому випадку послiдовнiсть {𝑋𝑛} слабко збiга-
ється в C([0, 1]) до косого броунового руху 𝑊𝛾 з параметром 𝛾 = 𝑝−𝑞. ◇

Нагадаємо, що косий броунiвський рух𝑊𝛾 з параметром 𝛾 ∈ [−1, 1] має

перехiдну щiльнiсть

𝑝𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝑡(𝑥−𝑦) + 𝛾 sign(𝑦)𝜙𝑡(|𝑥|+|𝑦|), 𝑥, 𝑦 ∈ R,

де 𝜙𝑡(𝑥) = 1√
2𝜋𝑡
𝑒−𝑥

2/2𝑡 — густина нормального розподiлу 𝑁(0, 𝑡).

Приклад 3.1.5. Нехай симетричнiсть порушується в двох точках −1 та 1,

тобто 𝑚 = 1,

𝑝𝑖,𝑖±1 = 1/2, 𝑖 /∈ {−1, 1},

𝑝−1,−2 = 𝑞′, 𝑝−1,0 = 𝑝′,

𝑝+1,0 = 𝑞′′, 𝑝+1,+2 = 𝑝′′,

де 𝑞′, 𝑝′, 𝑞′′, 𝑝′′ — додатнi числа, такi що 𝑞′+𝑝′ = 𝑞′′+𝑝′′ = 1.

Тодi (див. [79]) послiдовнiсть таких блукань, довизначених i нормованих

вказаним чином, слабко збiгається до косого броунового руху з параметром

𝛾 =
𝑝′𝑝′′ − 𝑞′𝑞′′

𝑝′𝑝′′ + 𝑞′𝑞′′
. ◇

3.2 Основнi результати

Розглянемо ланцюг 𝑋 та процеси 𝑋𝑛, заданi в означеннi 3.1.1.
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3.2.1 Випадок iнтегровних стрибкiв

Визначимо момент зупинки 𝜏 = inf{𝑘 > 0: |𝑋(𝑘)| > 𝑚}; момент 𝜏 —

це момент виходу ланцюга Маркова 𝑋(𝑘) з мембрани [−𝑚,𝑚].

Позначимо через 𝜉(±) випадковi величини, розподiл яких спiвпадає з

умовним розподiлом величини

𝑋(𝜏) −𝑚 sign𝑋(𝜏)

за умови 𝑋(0) = ±𝑚; величина 𝜉(±) — це вiдстань до мембрани в момент 𝜏

при стартi з +𝑚 чи −𝑚 вiдповiдно.

Гранична поведiнка такої послiдовностi залежить вiд того, чи будуть

стрибки з мембрани iнтегровними.

Наступна теорема дає результат для випадку iнтегровних стрибкiв.

Позначимо через 𝑃𝑥,𝑊𝛾
розподiл косого броунового руху 𝑊𝛾(·) з поча-

тком в точцi 𝑥, та 𝑃𝑥,0 — розподiл броунового руху з початком в точцi 𝑥 та

залипанням в нулi.

Теорема 3.2.1. Нехай стрибки з мембрани [−𝑚,𝑚] iнтегровнi, тобто∑︁
𝑗∈Z

|𝑗| 𝑝𝑖,𝑗 <∞ при |𝑖| 6 𝑚.

Тодi для довiльного 𝑥0 послiдовнiсть {𝑋𝑛} при 𝑛 → ∞ слабко збiгається

в C([0, 1]) до деякого процесу 𝑋∞.

Зокрема:

А. Якщо принаймнi один зi станiв −𝑚−1 та 𝑚+1 ланцюга 𝑋(·)

1) є iстотним та

2) досягається з iмовiрнiстю 1,

то граничний процес 𝑋∞ є косим броуновим рухом𝑊𝛾 з параметром

𝛾 =
E𝜉(+) P(𝜉(−) > 0) + E𝜉(−) P(𝜉(+) < 0)

E|𝜉(+)|P(𝜉(−) > 0) + E|𝜉(−)|P(𝜉(+) < 0)
. (3.3)
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При цьому P(𝜏 <∞ / 𝑋(0) = 𝑥0) = 1 та

P(𝜉(−) > 0) ∨ P(𝜉(+) < 0) > 0.

Якщо умови 1) i 2) одночасно виконуються тiльки для одного зi

станiв −𝑚−1 або 𝑚+1, то

P(𝜉(−) > 0) ∧ P(𝜉(+) < 0) = 0,

при цьому 𝛾 дорiвнює знаку цього стану.

Б. Нехай 𝑥0 > 0, а стан −𝑚−1 є iстотним та досягається ланцюгом

𝑋(·) з iмовiрнiстю 𝑞, 0 < 𝑞 < 1. Тодi P(𝜏 <∞) = 1 i

P(𝜉(+) < 0) > 0.

В цьому випадку розподiл граничного процесу 𝑋∞ дорiвнює

𝑞𝑃𝑥0,𝑊−1
+ (1 − 𝑞)𝑃𝑥0,0.

Аналогiчне твердження виконується для 𝑥0 < 0 та стану 𝑚+1.

В. Нехай 𝑥0 = 0, а стани −𝑚−1 та 𝑚+1 досягаються ланцюгом 𝑋(·)
з iмовiрностями 𝑞 та 𝑝 вiдповiдно (𝑞, 𝑝 > 0) та є iстотними1.

Якщо цi стани мiж собою не сполучаються, то

P(𝜉(−) > 0) = P(𝜉(+) < 0) = 0

i розподiл граничного процесу 𝑋∞ дорiвнює

𝑞𝑃0,𝑊−1
+ 𝑝𝑃0,𝑊+1

+ (1 − 𝑞 − 𝑝)𝑃0,0.

1Якщо якийсь стан є недосяжним, то його iстотнiсть чи неiстотнiсть для результату неважлива.

Тому для простоти формулювання всi недосяжнi стани в пунктi В ми будемо вважати iстотними, а в

пунктi Г — неiстотними.

66



Якщо стани −𝑚−1 та 𝑚+1 сполучаються, то 𝑞 = 𝑝 i розподiл

граничного процесу 𝑋∞ дорiвнює

𝑝𝑃0,𝑊𝛾
+ (1 − 𝑝)𝑃0,0,

де 𝛾 визначається аналогiчно до пункту А.

Г. Якщо будь-який (досяжний) зi станiв −𝑚−1 та 𝑚+1 є неiсто-

тним, то розподiл процесу 𝑋∞ дорiвнює

𝑃𝑥0,0,

тобто граничний процес 𝑋∞ є броуновим рухом з залипанням в ну-

лi.

Зауваження 3.2.2. Без втрати загальностi можна для простоти вважати,

що або 𝑥0 = 0, або |𝑥0| > 𝑚.

Дiйсно, якщо 0 < 𝑥0 < 𝑚, то знайдеться такий номер 𝑛0, що [𝑥0
√
𝑛] > 𝑚

для всiх 𝑛 > 𝑛0. Першi 𝑛0 членiв границю не змiнюють, можемо їх не

розглядати.

Якщо ж потрiбно дослiдити схему серiй, в якiй процеси 𝑋𝑛 стартують

з 𝑥0/
√
𝑛 замiсть [𝑥0

√
𝑛]/

√
𝑛, де 𝑥0 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚}, тобто 𝑋𝑛(𝑡) = 𝑋(𝑥0)(𝑛𝑡)√

𝑛
,

то можна розглянути зсув ̃︀𝑋 ланцюга 𝑋:

̃︀𝑋(𝑘) = 𝑋(𝑘) − 𝑥0, 𝑘 > 0.

Ланцюг ̃︀𝑋 буде блуканням зi стартом в точцi ̃︀𝑥0 = 0, мембраною [−𝑚 −
𝑥0,𝑚+ 𝑥0] та вiдповiдними перехiдними iмовiрностями

̃︀𝑝𝑖,𝑗 = 𝑝𝑖−𝑥0,𝑗−𝑥0.

Асимптотика𝑋 та ̃︀𝑋 буде однакова. Початкова точка може вплинути на те,

який пункт (А, Б, В чи Г) теореми застосовується (див. приклад 3.2.6). ◇
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Зауваження 3.2.3. Простою достатньою умовою для пункту А є що всi

стани ланцюга 𝑋 сполучаються.

Така умова, наприклад, виконується для прикладу 3.1.5. В цьому ви-

падку P(𝜏 < ∞ / 𝑋(0) = 𝑥0) = 1 для довiльного 𝑥0, i неважко обчислити,

що

P(𝜉(−) > 0) = 𝑝′𝑝′′/(𝑞′ + 𝑝′′)

та

P(𝜉(+) < 0) = 𝑞′𝑞′′/(𝑞′ + 𝑝′′).

◇

Зауваження 3.2.4. Iмовiрностi P(𝜉(−) > 0) та P(𝜉(+) < 0) обчислюються

наступним чином. Позначимо через 𝜌𝑖 iмовiрнiсть для блукання 𝑋 старту-

ючи з точки 𝑖 потрапити в [𝑚+1,∞) ранiше нiж в (−∞,−𝑚−1].

Тодi шуканi iмовiрностi дорiвнюють

P(𝜉(−) > 0) = 𝜌−𝑚 та P(𝜉(+) < 0) = 1 − 𝜌𝑚.

Вiдомо, що iмовiрностi 𝜌𝑖 задовольняють систему рiвнянь{︂
𝜌𝑖 =

∞∑︀
𝑗=−∞

𝑝𝑖,𝑗𝜌𝑗, −𝑚 6 𝑖 6 𝑚 (3.4)

з граничними умовами

𝜌𝑖 = 1, 𝑖 > 𝑚,

𝜌𝑖 = 0, 𝑖 < −𝑚.

Позначимо 𝑐𝑖 =
∑︀
𝑗>𝑚

𝑝𝑖,𝑗 — iмовiрнiсть з точки 𝑖 стрибнути в [𝑚+1,∞).

Тодi система (3.4) набуває вигляду{︂
𝜌𝑖 =

𝑚∑︀
𝑗=−𝑚

𝑝𝑖,𝑗𝜌𝑗 + 𝑐𝑖, −𝑚 6 𝑖 6 𝑚.

Розв’язавши цю систему, знаходимо 𝜌−𝑚 та 1 − 𝜌𝑚. ◇
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Розглянемо серiю прикладiв, якi iлюструють умови теореми 3.2.1.

Приклад 3.2.5. Нехай2 𝑚 = 1,

𝑝𝑖,𝑖±1 = 1/2, 𝑖 /∈ {−1, 1},

𝑝−1,−2 = 𝑞′, 𝑝−1,0 = 𝑝′,

𝑝+1,0 = 𝑞′′, 𝑝+1,+2 = 𝑝′′,

де 𝑞′, 𝑝′, 𝑞′′, 𝑝′′ — додатнi числа, такi що 𝑞′+𝑝′ = 𝑞′′+𝑝′′ = 1.

Оскiльки 𝑝′, 𝑝′′ ∈ (0, 1), то всi стани ланцюга 𝑋 сполучаються. Тодi

(див. зауваження 3.2.3) виконуються умови пункту А теореми 3.2.1.

Запишемо систему (3.4):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜌−2 = 0,

𝜌−1 =
2∑︀

𝑗=−2

𝑝−1,𝑗 · 𝜌𝑗 = 𝑞′ · 𝜌−2 + 𝑝′ · 𝜌0,

𝜌0 =
2∑︀

𝑗=−2

𝑝0,𝑗 · 𝜌𝑗 = 1/2 · 𝜌−1 + 1/2 · 𝜌1,

𝜌1 =
2∑︀

𝑗=−2

𝑝1,𝑗 · 𝜌𝑗 = 𝑞′′ · 𝜌0 + 𝑝′′ · 𝜌2,

𝜌2 = 1.

(3.5)

Розв’язком цiєї системи буде

𝜌−1 = 𝑝′𝑝′′/(𝑞′ + 𝑝′′)

та

𝜌1 = 1 − 𝑞′𝑞′′/(𝑞′ + 𝑝′′).

Отже,

P(𝜉(−) > 0) = 𝑝′𝑝′′/(𝑞′ + 𝑝′′)

та

P(𝜉(+) < 0) = 𝑞′𝑞′′/(𝑞′ + 𝑝′′).

2Тут i далi мається на увазi що для 𝑚 виконується (3.1).
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Тодi за теоремою 3.2.1, граничний процес 𝑋∞ є косим броунiвським рухом

з параметром

𝛾 =
𝑝′𝑝′′ − 𝑞′𝑞′′

𝑝′𝑝′′ + 𝑞′𝑞′′
=
𝑝′(1 − 𝑞′′) − (1 − 𝑝′)𝑞′′

𝑝′𝑝′′ + 𝑞′𝑞′′
=

𝑝′ − 𝑞′′

𝑝′𝑝′′ + 𝑞′𝑞′′
. ◇

Приклад 3.2.6. Нехай 𝑚 = 1,

𝑝𝑖,𝑖±1 = 1/2, 𝑖 /∈ [−1, 1],

𝑝0,0 = 1,

𝑝−1,−2 = 𝑞′, 𝑝−1,+2 = 𝑝′,

𝑝+1,−2 = 𝑞′′, 𝑝+1,+2 = 𝑝′′,

де 𝑞′, 𝑝′, 𝑞′′, 𝑝′′ — додатнi числа, такi що 𝑞′+𝑝′ = 𝑞′′+𝑝′′ = 1.

Оскiльки 𝑝′, 𝑝′′ ∈ (0, 1), то стани −𝑚−1 = −2 та 𝑚+1 = 2 ланцюга 𝑋

сполучаються та є iстотними.

Якщо 𝑥0 = 0, то обидва цi стани є недосяжними, тобто виконуються

умови пункту Г теореми 3.2.1, i розподiл граничного процесу 𝑋∞ дорiв-

нює 𝑃0,0, тобто 𝑋∞ тотожньо дорiвнює нулю.

Якщо 𝑥0 ̸= 0, то обидва стани −𝑚−1 та 𝑚+1 є досяжними, тобто ви-

конуються умови пункту А теореми 3.2.1. Легко бачити, що

𝜉(−) ∼

⎧⎪⎨⎪⎩−1, 𝑞′,

1, 𝑝′
,

та

𝜉(+) ∼

⎧⎪⎨⎪⎩−1, 𝑞′′,

1, 𝑝′′
.

Тому

P(𝜉(+) < 0) = 𝑞′′, P(𝜉(−) > 0) = 𝑝′,

E𝜉(+) = −1 · 𝑞′′ + 1 · 𝑝′′ = 1 − 2𝑞′′,
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E𝜉(−) = 2𝑝′′ − 1, E|𝜉(±)| = 1.

Таким чином, в цьому випадку 𝑋∞ є косим броунiвським рухом з параме-

тром

𝛾 =
(1 − 2𝑞′′)𝑝′ + (2𝑝′ − 1)𝑞′′

𝑝′ + 𝑞′′
=
𝑝′ − 𝑞′′

𝑝′ + 𝑞′′
.

◇

Приклад 3.2.7. Нехай 𝑚 = 1, 𝑥0 < −1,

𝑝−1,+2 = 𝑝, 𝑝 ∈ (0, 1),

𝑝−1,0 = 1 − 𝑝,

𝑝0,0 = 1,

𝑝+1,+2 = 1.

В цьому випадку стан 𝑚+1 = 2 є iстотним та досягається ланцюгом 𝑋

з iмовiрнiстю 𝑝 ∈ (0, 1), а стан −𝑚−1 = −2 є неiстотним.

Таким чином, виконуються умови другої частини пункту Б, i розподiл

граничного процесу 𝑋∞ дорiвнює

𝑝𝑃𝑥0,𝑊+1
+ (1 − 𝑝)𝑃𝑥0,0. ◇

Приклад 3.2.8. Нехай 𝑥0 = 0, 𝑚 = 2,

𝑝0,−3 = 𝑞, 𝑝0,+3 = 𝑝, 𝑝, 𝑞 ∈ (0, 1),

𝑝0,1 = 1 − 𝑝− 𝑞,

𝑝1,1 = 1,

𝑝−2,−3 = 𝑝+2,+3 = 1.

В цьому випадку згiдно першої частини пункту В, розподiл граничного

процесу 𝑋∞ дорiвнює

𝑞𝑃0,𝑊−1
+ 𝑝𝑃0,𝑊+1

+ (1 − 𝑞 − 𝑝)𝑃0,0. ◇
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Приклад 3.2.9. ◇

Приклад 3.2.10. Теорема 3.2.1 узагальнює результат J.M. Harrison та

L.A. Shepp (див. зауваження 3.1.4).

Дiйсно, нехай мембрана складається з однiєї точки, тобто𝑚 = 0, i нехай

𝑝0,1 = 𝑝 та 𝑝0,−1 = 𝑞 = 1−𝑝.
В цьому випадку величини 𝜉(+) та 𝜉(−) спiвпадають, E𝜉(±) = 𝑝 − 𝑞,

E|𝜉(±)| = 1, i (3.3) зводиться до

𝛾 = 𝑝− 𝑞. ◇

Зауваження 3.2.11. Нехай 𝑚 = 0. Тодi, аналогiчно,

𝜉(+) 𝑑
= 𝜉(−) (=: 𝜉)

i (3.3) зводиться до

𝛾 =
E𝜉

E|𝜉|
.

Цей результат вiдмiтили без доведення J.M. Harrison та L.A. Shepp. ◇

3.2.2 Випадок неiнтегровних стрибкiв

Якщо стрибки з мембрани неiнтегровнi, то граничним процесом може

бути розривний процес. Ми будемо припускати, що стрибки з мембрани

належать областi притягання 𝛼-стiйкого розподiлу.

Нагадаємо вiдповiднi означення.

Нехай 𝑚 = 0, тодi

𝜉(+) 𝑑
= 𝜉(−) (=: 𝜉),

тобто

𝑝𝑖,𝑖+1 = 𝑝𝑖,𝑖−1 = 1/2, |𝑖| > 0,

𝑝0,𝑗 = P(𝜉 = 𝑗), 𝑗 ∈ Z.
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Припустимо, що додатня цiлозначна випадкова величина 𝜉 належить

до областi притягання 𝛼-стiйкого розподiлу 𝑈𝛼 на [0,∞), 𝛼 ∈ (0, 1), тобто

що iснує така числова послiдовнiсть {𝑎𝑛}, що

lim
𝑛→∞

∑︀𝑛
𝑘=1 𝜉𝑘
𝑎𝑛

𝑑
= 𝑈𝛼, (3.6)

де 𝜉𝑘, 𝑘 > 1 — н.о.р. в.в. з розподiлом 𝜉,

E𝑒−𝜆𝑈𝛼 = 𝑒−𝜆
𝛼

, 𝜆 > 0.

Вiдомо, що якщо виконується (3.6), то має мiсце слабка збiжнiсть в

D([0, 1]) ∑︀[𝑛𝑡]
𝑘=1 𝜉𝑘
𝑎𝑛

⇒ 𝑈𝛼(𝑡), 𝑛→ ∞,

де 𝑈𝛼(·) — 𝛼-стiйкий процес, тобто процес з незалежними однорiдними

приростами, такий що 𝑈𝛼(0) = 0 i

E𝑒−𝜆𝑈𝛼(𝑡) = 𝑒−𝜆
𝛼𝑡, 𝑡 > 0, 𝜆 > 0.

Основним результатом роботи є наступне твердження.

Теорема 3.2.12. Для довiльного 𝑇 > 0 послiдовнiсть процесiв {𝑋𝑛} слаб-
ко збiгається в D([0, 1]) до процесу вигляду

𝑋∞(𝑡) = 𝑊 (𝑡) + 𝑈𝛼
(︀
𝑈 (−1)
𝛼 (𝑀(𝑡))

)︀
, 𝑡 > 0,

де (𝑊 (𝑡)) — вiнерiв процес,

𝑀(𝑡) = − min
𝑠∈[0,𝑡]

(𝑊 (𝑠) ∧ 0), 𝑡 > 0,

(𝑈𝛼(𝑡)) — невiд’ємний 𝛼-стiйкий процес,

𝑈 (−1)
𝛼 (𝑡) = inf{𝑠 > 0: 𝑈𝛼(𝑠) > 𝑡}, 𝑡 > 0,

i процеси (𝑊 (𝑡)) та (𝑈𝛼(𝑡)) незалежнi.
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Зауваження 3.2.13. Якщо замiсть випадкової величини 𝜉 взяти величину̃︀𝜉 = 𝑚𝜉, 𝑚 ∈ N, то граничний процес для послiдовностi {𝑋𝑛} не змiниться.
◇

Зауваження 3.2.14. Процес𝑋∞ задовольняє наступну мартингальну про-

блему:

𝑓(𝑋∞(𝑡)) − 1
2

∫︁ 𝑡

0

𝑓 ′′(𝑋∞(𝑠))𝑑𝑠

є мартингалом для довiльної 𝑓 ∈ C2([0,∞)) з компактним носiєм, такої що∫︁ 𝑡

0

(𝑓(𝑢) − 𝑓(0))𝜇(𝑑𝑢) = 0, ◇

Зауваження 3.2.15. Процес 𝑋∞ є процесом Маркова. ◇

3.3 Доведення теореми 3.2.1

Для доведення застосуємо теорему 2.5.1.

Отже, нехай 𝛼 > 0, i нехай 𝛼1 ∈ (0, 𝛼) довiльне та фiксоване. Покладемо

𝜎
(𝑛)
0 := 0,

𝜏
(𝑛)
𝑘 = 𝜏

(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 := inf{𝑡 > 𝜎

(𝑛)
𝑘−1, 𝑡 ∈

1
𝑛Z+ : |𝑋𝑛(𝑡)| 6 𝛼1} =

= inf{𝑡 > 𝜎
(𝑛)
𝑘−1, 𝑡 ∈

1
𝑛Z+ : |𝑋(𝑛𝑡)| 6 𝛼1

√
𝑛},

𝜎
(𝑛)
𝑘 = 𝜎

(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 := inf{𝑡 > 𝜏

(𝑛)
𝑘 , 𝑡 ∈ 1

𝑛Z+ : |𝑋𝑛(𝑡)| > 𝛼} =

= inf{𝑡 > 𝜏
(𝑛)
𝑘 , 𝑡 ∈ 1

𝑛Z+ : |𝑋(𝑛𝑡)| > 𝛼
√
𝑛}.

(3.7)

Для кожного 𝑛 > 1 розглянемо процес 𝑋
(𝛼)
𝑛 , побудований по процесу

𝑋𝑛 за допомогою вирiзання часу ∪𝑘[𝜏 (𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 , 𝜎

(𝑛,𝛼1,𝛼)
𝑘 ).

В ролi𝑋0 в теоремi 2.4.1 будемо розглядати косий броунiвський рух𝑊𝛾.

Вiдмiтимо, що до потрапляння в 0 процес 𝑊𝛾 поводиться як броунiвський

рух (див., напр., [25]). Тому зрозумiло, що умови A2 та (2.12) виконую-

ться. Умова (2.17) також виконується, оскiльки косий броунiвський рух

має перехiдну густину.
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3.3.1 Розподiл в момент виходу з мембрани

Перевiримо умови А1 та (2.13) для послiдовностi {𝑋𝑛}𝑛>0 з процесом

𝑊𝛾 в ролi 𝑋0. Спочатку знайдемо умовний розподiл 𝑊𝛾(𝜎
(0)
𝑘 ) за умови

𝑊𝛾(𝜏
(0)
𝑘 ) = 𝛼1. Цей розподiл зосереджено в точках ±𝛼. Маси вiдповiдних

атомiв дорiвнюють iмовiрностям для процесу 𝑊𝛾 вийти з вiдрiзка [−𝛼, 𝛼]

через правий або лiвий кiнець, вiдповiдно, за умови, що 𝑊𝛾 стартує з 𝛼1.

Аналогiчним чином можна знайти умовний розподiл за умови 𝑊𝛾(𝜏
(0)
𝑘 ) =

−𝛼1.

Вiдомо (див. напр. [43]), що функцiя шкали для косого броунiвського

руху 𝑊𝛾 має вигляд

𝜓(𝑥) =

{︃
𝑥/𝑝, 𝑥 > 0,

𝑥/𝑞, 𝑥 < 0,

де 𝑝 = 1+𝛾
2 , 𝑞 = 1−𝛾

2 . Тому

P(𝑊𝛾(𝜎
(0)
𝑘 ) = +𝛼 / 𝑊𝛾(𝜏

(0)
𝑘 ) = +𝛼1) =

𝜓(𝛼1) − 𝜓(−𝛼)

𝜓(𝛼) − 𝜓(−𝛼)
,

P(𝑊𝛾(𝜎
(0)
𝑘 ) = +𝛼 / 𝑊𝛾(𝜏

(0)
𝑘 ) = −𝛼1) =

𝜓(−𝛼1) − 𝜓(−𝛼)

𝜓(𝛼) − 𝜓(−𝛼)
.

Аналогiчно,

P(𝑊𝛾(𝜎
(0)
𝑘 ) = −𝛼 / 𝑊𝛾(𝜏

(0)
𝑘 ) = +𝛼1) =

𝜓(𝛼) − 𝜓(𝛼1)

𝜓(𝛼) − 𝜓(−𝛼)
,

P(𝑊𝛾(𝜎
(0)
𝑘 ) = −𝛼 / 𝑊𝛾(𝜏

(0)
𝑘 ) = −𝛼1) =

𝜓(𝛼) − 𝜓(−𝛼1)

𝜓(𝛼) − 𝜓(−𝛼)
.

Розглянемо тепер розподiли 𝑋𝑛(𝜎
(𝑛)
𝑘 ). Позначимо 𝐶𝑛 = −[−𝛼

√
𝑛].

Нехай 𝜌
(𝑛)
𝑖 позначає iмовiрнiсть для (𝑋(𝑘)) з точки 𝑖 ∈ {−𝐶𝑛, . . . ,+𝐶𝑛}

потрапити в точку +𝐶𝑛, не потрапляючи до того в (−∞, 𝐶𝑛] ∪ (𝐶𝑛,+∞).
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Вказанi iмовiрностi задовольняють систему лiнiйних рiвнянь:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜌
(𝑛)
𝐶𝑛

= 1,

𝜌
(𝑛)
𝑖 = 𝜌

(𝑛)
−𝐶𝑛

= 0, |𝑖| > 𝐶𝑛,

𝜌
(𝑛)
𝑖 = 1

2𝜌
(𝑛)
𝑖−1 + 1

2𝜌
(𝑛)
𝑖+1, 𝑚 < |𝑖| < 𝐶𝑛,

𝜌
(𝑛)
±𝑚 =

∑︀
𝑚<|𝑗|6𝐶𝑛

𝑝±𝑚,𝑗𝜌
(𝑛)
𝑗 ,

де 𝑝±𝑚,𝑗 = P
(︀
𝜉(±) = 𝑗 −𝑚 sign(𝑗)

)︀
.

Розглянемо 𝜌
(𝑛)
𝑖 при 𝑚 6 𝑖 6 𝐶𝑛. Помiтимо, що точки

(𝑚, 𝜌(𝑛)𝑚 ), (𝑚+1, 𝜌
(𝑛)
𝑚+1), . . . , (𝐶𝑛, 𝜌

(𝑛)
𝐶𝑛

)

лежать на однiй прямiй. Тому

𝜌
(𝑛)
𝑚+𝑘 = 𝜌(𝑛)𝑚 + 𝑘

𝐶 ′
𝑛
(1 − 𝜌(𝑛)𝑚 ) = 𝜌(𝑛)𝑚 (1 − 𝑘

𝐶 ′
𝑛
) + 𝑘

𝐶 ′
𝑛
, 𝑘 = 0, 𝐶 ′

𝑛,

де 𝐶 ′
𝑛 = 𝐶𝑛 −𝑚.

Аналогiчно,

𝜌
(𝑛)
−𝑚−𝑘 = 𝜌

(𝑛)
−𝑚(1 − 𝑘

𝐶 ′
𝑛
), 𝑘 = 0, 𝐶 ′

𝑛.

Пiдставивши цi вирази в рiвняння для 𝜌
(𝑛)
±𝑚 та переписавши отриману

систему в термiнах 𝜉(+) та 𝜉(−), отримуєм

𝜌(𝑛)𝑚

(︀
𝐶𝑛P(̃︀𝜉(+)

𝑛 < 0) + E(̃︀𝜉(+)
𝑛 ∨ 0)

)︀
=

= 𝜌
(𝑛)
−𝑚

(︀
𝐶𝑛P(̃︀𝜉(+)

𝑛 < 0) + E(̃︀𝜉(+)
𝑛 ∧ 0)

)︀
+ E(̃︀𝜉(+)

𝑛 ∨ 0),

𝜌
(𝑛)
−𝑚

(︀
𝐶𝑛P(̃︀𝜉(−)

𝑛 > 0) + E(̃︀𝜉(−)
𝑛 ∧ 0)

)︀
=

= 𝜌(𝑛)𝑚

(︀
𝐶𝑛P(̃︀𝜉(−)

𝑛 > 0) − E(̃︀𝜉(−)
𝑛 ∨ 0)

)︀
+ E(̃︀𝜉(−)

𝑛 ∨ 0),

де ̃︀𝜉(±)
𝑛 := 𝜉(±)1l|𝜉(±)|6𝐶 ′

𝑛
. Таким чином,

𝜌(𝑛)𝑚 =
𝐶𝑛P(̃︀𝜉(+)

𝑛 < 0)E(̃︀𝜉(−)
𝑛 ∨ 0) + 𝐶𝑛P(̃︀𝜉(−)

𝑛 > 0)E(̃︀𝜉(+)
𝑛 ∨ 0) + 𝐴𝑛

𝐶𝑛P(̃︀𝜉(+)
𝑛 < 0)E|̃︀𝜉(−)

𝑛 | + 𝐶𝑛P(̃︀𝜉(−)
𝑛 > 0)E|̃︀𝜉(+)

𝑛 | + 𝐴𝑛

,
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де 𝐴𝑛 = E(̃︀𝜉(+)
𝑛 ∧ 0)E(̃︀𝜉(−)

𝑛 ∨ 0) − E(̃︀𝜉(+)
𝑛 ∨ 0)E(̃︀𝜉(−)

𝑛 ∧ 0).

Аналогiчно,

𝜌
(𝑛)
−𝑚 =

𝐶𝑛P(̃︀𝜉(+)
𝑛 < 0)E(̃︀𝜉(−)

𝑛 ∨ 0) + 𝐶𝑛P(̃︀𝜉(−)
𝑛 > 0)E(̃︀𝜉(+)

𝑛 ∨ 0)

𝐶𝑛P(̃︀𝜉(+)
𝑛 < 0)E|̃︀𝜉(−)

𝑛 | + 𝐶𝑛P(̃︀𝜉(−)
𝑛 > 0)E|̃︀𝜉(+)

𝑛 | + 𝐴𝑛

.

Неважко переконатися, що для довiльного 𝛼 > 0

P
(︀̃︀𝜉(±)
𝑛 ̸= 𝜉(±)

)︀
6 P

(︀
|𝜉(±)| > 𝐶𝑛]

)︀
→ 0, 𝑛→ ∞

та

lim
𝑛→∞

𝜌(𝑛)𝑚 = lim
𝑛→∞

𝜌
(𝑛)
−𝑚 =

= 𝑝 =
P(𝜉(+) < 0)E(𝜉(−) ∨ 0) + P(𝜉(−) > 0)E(𝜉(+) ∨ 0)

P(𝜉(+) < 0)E|𝜉(−)| + P(𝜉(−) > 0)E|𝜉(+)|
. (3.8)

З наведених мiркувань випливає, що для довiльного 𝛼 > 0 має мiсце

рiвномiрна збiжнiсть

sup
𝑚6|𝑖|6𝐶𝑛

⃒⃒⃒
𝜌
(𝑛)
𝑖 −

𝜓( 𝑖𝑛) − 𝜓(−𝛼)

𝜓(𝛼) − 𝜓(−𝛼)

⃒⃒⃒
→ 0, 𝑛→ ∞.

Аналогiчнi формули справедливi й для iмовiрностей досягнення точки

−𝛼. Зокрема, з них можна помiтити, що iмовiрнiсть вийти з вiдрiзка [−𝛼, 𝛼]

завдяки “великому” стрибку з мембрани прямує до нуля при 𝑛→ ∞.

Таким чином, умови А1 та (2.12) виконуються.

3.3.2 Модуль неперервностi для процесiв 𝑋𝑛

Перевiримо умову (2.3) для процесiв 𝑋𝑛. Достатньо показати, що

∀ 𝑇 > 0 ∀ 𝜀 > 0 ∃ 𝛿 > 0 ∃ 𝑛0 ∀ 𝑛 > 𝑛0

P(𝜔𝑇𝑋𝑛
(𝛿) > 𝜀) 6 𝜀,

де 𝜔𝑓(𝛿) = 𝜔𝑇𝑓 (𝛿) — модуль неперервностi функцiї 𝑓 на [0, 𝑇 ].
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Порiвняємо розподiли модуля неперервностi процесу 𝑋𝑛 з розподiлами

модуля неперервностi нормованого симетричного випадкового блукання з

одиничними стрибками. Для цього ми побудуємо певним чином копiї цих

процесiв на спiльному iмовiрнiсному просторi.

Нехай (𝑆(𝑘)) — незалежне вiд ланцюга 𝑋 симетричне випадкове блу-

кання з одиничними стрибками.

Нехай 𝜉𝑘 — стрибки з мембрани процесу 𝑋:

𝜉𝑘 = 𝑋(𝜏𝑘) −𝑚 sign(𝑋(𝜏𝑘)), 𝑘 > 1,

де 𝜏𝑘 — послiдовнi моменти виходу процесу 𝑋 з вiдрiзка [−𝑚,𝑚].

Введемо наступний допомiжний процес. Покладемо

̃︀𝑋(𝑘) := 𝑆(𝑘), 𝑘 = 0, 𝑡1,

де 𝑡1 — перший момент потрапляння процесу ̃︀𝑋 в точку нуль.

Наступний прирiст для ̃︀𝑋 покладемо рiвним 𝜉1:

̃︀𝑋(𝑡1 + 1) := ̃︀𝑋(𝑡1) + 𝜉1 = 0 + 𝜉1 = 𝜉1.

Далi, нехай прирости процесу ̃︀𝑋 такi ж, як i у 𝑆 до моменту 𝑡2 — моменту

наступного потрапляння ̃︀𝑋 в точку нуль:

̃︀𝑋(𝑘) := ̃︀𝑋(𝑡1 + 1) + 𝑆(𝑘 − 1), 𝑘 = 𝑡1 + 2, 𝑡2.

В точцi 𝑡2 + 1 додамо 𝜉2 :

̃︀𝑋(𝑡2 + 1) := 𝜉2,

i так далi.

Має мiсце представлення

̃︀𝑋(𝑘) = 𝑆(𝑘 − 𝑟(𝑘)) +

𝑟(𝑘)∑︁
𝑗=1

𝜉𝑗,
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де 𝑟(𝑘) = 𝑟 ̃︀𝑋(𝑘) — кiлькiсть вiдвiдувань нуля послiдовнiстю ( ̃︀𝑋(𝑙), 𝑙 = 0, 𝑘).

Позначимо

𝑆𝑛(𝑡) = 1√
𝑛

(︀
𝑆([𝑛𝑡]) + (𝑛𝑡− [𝑛𝑡])𝑆([𝑛𝑡] + 1)

)︀
, 𝑡 > 0.

̃︀𝑋𝑛(𝑡) = 1√
𝑛

(︀ ̃︀𝑋([𝑛𝑡]) + (𝑛𝑡− [𝑛𝑡]) ̃︀𝑋([𝑛𝑡] + 1)
)︀
, 𝑡 > 0.

Неважко помiтити рiвнiсть розподiлiв наступних випадкових процесiв

̃︀𝑋𝑛(𝑡)
d
= 𝑋(𝜏,̃︀𝜏)

𝑛 (𝑡) − 𝑚√
𝑛

sign(𝑋(𝜏,̃︀𝜏)
𝑛 (𝑡)), 𝑡 > 0, (3.9)

де 𝑋
(𝜏,̃︀𝜏)
𝑛 — процес, отриманий з 𝑋𝑛 вирiзанням часу

⋃︀
𝑘>1[𝜏𝑘, ̃︀𝜏𝑘), де ̃︀𝜏0 = 0,

𝜏𝑘 = 𝜏
(𝑛)
𝑘 := inf{𝑡 > ̃︀𝜏 (𝑛)𝑘−1, 𝑡 ∈

1√
𝑛
N : |𝑋𝑛(𝑡)| 6 𝑚/

√
𝑛}, 𝑘 > 1,

̃︀𝜏𝑘 = ̃︀𝜏 (𝑛)𝑘 := inf{𝑡 > 𝜏
(𝑛)
𝑘 , 𝑡 ∈ 1√

𝑛
N : |𝑋𝑛(𝑡)| > (𝑚+ 1)/

√
𝑛}, 𝑘 > 1.

З побудови процесу з вирiзаним часом випливає, що

𝜔𝑋𝑛
(𝛿) 6 𝜔

𝑋
(𝜏,̃︀𝜏)
𝑛

(𝛿) + 2𝑚/
√
𝑛, 𝛿 > 0. (3.10)

Порiвняємо тепер модуль неперервностi для послiдовностей 𝑆(𝑘) та̃︀𝑋(𝑘), а потiм i для процесiв 𝑆𝑛(𝑡) та ̃︀𝑋𝑛(𝑡). Розглянемо рiзницю ̃︀𝑋(𝑙) −̃︀𝑋(𝑘), де 𝑙 та 𝑘 > 𝑙 — деякi цiлi числа з вiдрiзка [0, 𝑛𝑇 ], а 𝑟(𝑛) = 𝑟 ̃︀𝑋(𝑛) —

кiлькiсть вiдвiдувань нуля послiдовнiстю ( ̃︀𝑋(𝑖), 𝑖 = 0, 𝑛).

Помiтимо, що для довiльних 𝑝 ∈ N та 0 6 𝑘 < 𝑙 6 𝑛𝑇

sup
|𝑙−𝑘|6𝑝

| ̃︀𝑋(𝑙) − ̃︀𝑋(𝑘)| 6 2 sup
|𝑙−𝑘|6𝑝

|𝑆(𝑙) − 𝑆(𝑘)| + sup
𝑗6𝑟(𝑛𝑇 )

|𝜉𝑗|.

Дiйсно, якщо на якомусь вiдрiзку часу не було потраплянь ланцюга Мар-

кова ( ̃︀𝑋(𝑗), 𝑗 ∈ [𝑘, 𝑙]) в 0, то | ̃︀𝑋(𝑙)− ̃︀𝑋(𝑘)| не перевищує sup|𝑗−𝑖|6|𝑙−𝑘| |𝑆(𝑗)−
𝑆(𝑖)| за побудовою. В iншому випадку нехай 𝑘1 := inf{𝑗 > 𝑘 : ̃︀𝑋(𝑗) = 0},
𝑙1 := sup{𝑗 6 𝑙 : ̃︀𝑋(𝑗) = 0}. Тодi

| ̃︀𝑋(𝑙) − ̃︀𝑋(𝑘)| 6 | ̃︀𝑋(𝑘1) − ̃︀𝑋(𝑘)| + | ̃︀𝑋(𝑙1) − ̃︀𝑋(𝑘1)| + | ̃︀𝑋(𝑙1 + 1) − ̃︀𝑋(𝑙1)|+
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+| ̃︀𝑋(𝑙)− ̃︀𝑋(𝑙1+1)| = | ̃︀𝑋(𝑘1)− ̃︀𝑋(𝑘)|+| ̃︀𝑋(𝑙1+1)− ̃︀𝑋(𝑙1)|+| ̃︀𝑋(𝑙)− ̃︀𝑋(𝑙1+1)| 6

6 2 sup
|𝑗−𝑖|6|𝑙−𝑘|

|𝑆(𝑗) − 𝑆(𝑖)| + sup
𝑗6𝑟(𝑛𝑇 )

|𝜉𝑗|.

Таким чином, для довiльного додатного 𝛿 маємо

𝜔 ̃︀𝑋𝑛
(𝛿) 6 2𝜔𝑆𝑛

(𝛿) + 1√
𝑛

sup
𝑗6𝑟(𝑛𝑇 )

|𝜉𝑗|. (3.11)

Тодi для довiльного 𝛼 > 0

P(𝜔 ̃︀𝑋𝑛
(𝛿) > 𝛼) 6 P(𝜔𝑆𝑛

(𝛿) > 𝛼/3) + P( 1√
𝑛

sup
𝑗6𝑟(𝑛𝑇 )

|𝜉𝑗| > 𝛼/3). (3.12)

Зi слабкої збiжностi в C([0, 1]) послiдовностi 𝑆𝑛 (теорема Донскера) в

силу [75, теорема 8.2] випливає, що

∀𝜀 > 0 ∀𝛼 > 0 ∃𝛿 > 0 ∃𝑛1 ∀𝑛 > 𝑛1 :

P(𝜔𝑆𝑛
(𝛿) > 𝛼/3) < 𝜀/2.

Для оцiнки другого доданку в (3.12) покажемо, що для довiльного до-

датного 𝛿

P( max
𝑗6𝑟(𝑛)

|𝜉𝑗| > 𝛿
√
𝑛) → 0, 𝑛→ ∞.

Для довiльного 𝑥 > 0 оцiнимо

P( max
𝑗6𝑟(𝑛)

|𝜉𝑗| > 𝛿
√
𝑛) 6 P(𝑟(𝑛) > 𝑥

√
𝑛) + P( max

𝑗6𝑥
√
𝑛
|𝜉𝑗| > 𝛿

√
𝑛). (3.13)

Для оцiнки першого доданку в правiй частинi (3.13) розглянемо блу-

кання ̃︀𝑆 з одиничними стрибками, побудоване спецiальним чином по тра-

єкторiям процесу ̃︀𝑋, а потiм порiвняємо кiлькiсть вiдвiдувань нуля для ̃︀𝑆
та 𝑋, див. нижче. Iдея полягає в тому, що при бiльших стрибках з нуля

часу на те, щоб повернутись в нуль, треба бiльше, а кiлькiсть повернень

буде, вiдповiдно, менше.
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Формально вiдповiдну побудову можна реалiзувати наступним чином.

Покладемо ̃︀𝑆(𝑘) := ̃︀𝑋(𝑘), 𝑘 = 0,̃︀𝑡1,
де ̃︀𝑡1 := inf{𝑘 : ̃︀𝑆(𝑘) = 0} — момент першого вiдвiдування нуля процесом̃︀𝑆. Далi, покладемо

̃︀𝑆(̃︀𝑡1 + 1) := sign( ̃︀𝑋(𝑡1 + 1)),

де 𝑡1 — момент першого вiдвiдування нуля процесом ̃︀𝑋.

Прирости процесу ̃︀𝑆 скрiзь до моменту ̃︀𝑡2 другого вiдвiдування нуля

нехай знов спiвпадають з вiдповiдними приростами ̃︀𝑋:

̃︀𝑆(̃︀𝑡1 + 1 + 𝑘) := ̃︀𝑋(𝑡1 + 1 + 𝑘) − ̃︀𝑋(𝑡1 + 1), 𝑘 = 1,̃︀𝑡2−̃︀𝑡1−1

та ̃︀𝑆(̃︀𝑡2 + 1) := sign( ̃︀𝑋(𝑡2 + 1)).

Подальша побудова проводиться аналогiчно.

Тодi неважко помiтити, що оскiльки | ̃︀𝑋(𝑡𝑖 + 1)| > 1 = |̃︀𝑆(̃︀𝑡𝑖 + 1)| та
| ̃︀𝑋(𝑘+1)− ̃︀𝑋(𝑘)| = 1, 𝑘 /∈ {𝑡𝑖}, то ̃︀𝑡𝑖+1−̃︀𝑡𝑖 6 𝑡𝑖+1−𝑡𝑖, 𝑖 > 1. Звiдси випливає,

що кiлькiсть 𝑟 ̃︀𝑋 вiдвiдувань нуля процесом ̃︀𝑋 не перевищує кiлькiсть 𝑟̃︀𝑆
вiдвiдувань нуля процесом ̃︀𝑆:

𝑟 ̃︀𝑋(𝑘) 6 𝑟̃︀𝑆(𝑘), 𝑘 > 0. (3.14)

Помiтимо тепер, що |̃︀𝑆(𝑘)|, 𝑘 = 0, 𝑛 — модуль симетричного випадко-

вого блукання. Тому кiлькiсть вiдвiдувань нуля для ̃︀𝑆 (або |̃︀𝑆|) має такий
же розподiл, як i для звичайного симетричного випадкового блукання 𝑆 з

одиничними стрибками.

Для розподiлiв останнього вiдома асимптотика (див. напр. [87]):

∀𝑥 > 0 : lim
𝑛→∞

P(𝑟̃︀𝑆(𝑛) 6 𝑥
√
𝑛) =

√︁
2
𝜋

∫︁ 𝑥

0

𝑒−𝑧
2/2𝑑𝑧. (3.15)
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З (3.14), (3.15) випливає, що

∀𝜀 > 0 ∃𝑥 > 0 ∃𝑛0 ∀𝑛 > 𝑛0:

P(𝑟 ̃︀𝑋(𝑛) > 𝑥
√
𝑛) 6 P(𝑟̃︀𝑆(𝑛) > 𝑥

√
𝑛) < 𝜀.

Оцiнимо

P
(︀

max
𝑗6𝑥

√
𝑛
|𝜉𝑗| > 𝛿

√
𝑛
)︀

= P
(︀ ⋃︁
𝑗6𝑥

√
𝑛

{|𝜉𝑗| > 𝛿
√
𝑛}

)︀
6

∑︁
𝑗6𝑥

√
𝑛

P
(︀
|𝜉𝑗| > 𝛿

√
𝑛
)︀
6

6 [𝑥
√
𝑛]

{︁
P
(︁
|𝜉(+)| > 𝛿

√
𝑛
)︁

+ P
(︁
|𝜉(−)| > 𝛿

√
𝑛
)︁}︁

→ 0, 𝑛→ ∞,

оскiльки E𝜉(±) <∞ за припущенням теореми.

Отже, ми отримали (3.13), звiдки з урахуванням (3.12) випливає, що

∀𝜀 > 0 ∀𝛼 > 0 ∃𝛿 > 0 ∃𝑛0 ∀𝑛 > 𝑛0 :

P
(︀
𝜔 ̃︀𝑋𝑛

(𝛿) > 𝛼
)︀
< 𝜀. (3.16)

Таким чином, оскiльки (див. (3.9))

P
(︀
𝜔
𝑋

(𝜏,̃︀𝜏)
𝑛

(𝛿) > 𝛼
)︀
6 P

(︀
𝜔 ̃︀𝑋𝑛

(𝛿) > 𝛼− 2𝑚/
√
𝑛
)︀
6 P

(︀
𝜔 ̃︀𝑋𝑛

(𝛿) > 𝛼/2
)︀

при 𝑛 > 16𝑚2/𝛼2, то в силу (3.10) маємо, що

∀ 𝜀 > 0 ∃ 𝛿 > 0 ∃ 𝑛0 ∀ 𝑛 > 𝑛0 :

P(𝜔𝑋𝑛
(𝛿) > 𝜀) 6 P(𝜔

𝑋
(𝜏,̃︀𝜏)
𝑛

(𝛿) > 𝜀/2) 6 𝜀.

Таким чином, умова (2.3) виконується.

3.3.3 Умови малостi часу, проведеного в околi нуля

В даному параграфi буде отримано спiввiдношення

∀𝑇 > 0 ∀𝛿 > 0 : lim
𝛼→0+

lim
𝑛→∞

P

(︂∫︁ 𝑇

0

1l|𝑋𝑛(𝑡)|6𝛼𝑑𝑡 > 𝛿

)︂
= 0, (3.17)
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звiдки, зокрема, буде випливати, що послiдовнiсть процесiв {𝑋𝑛}𝑛>1 задо-

вольняє умову (2.4).

Аналогiчно до мiркувань параграфа 3.3.2 побудуємо процеси ̃︀𝑆𝑛, ̃︀𝑋𝑛, 𝑋
(𝜏,̃︀𝜏)
𝑛 .

Час, проведений процесом ̃︀𝑆𝑛(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] у вiдрiзку [−𝛼, 𝛼], не перевищує

аналогiчного часу для ̃︀𝑋𝑛. Тому для довiльних 𝑇 > 0, 𝛿 > 0

lim
𝛼→0+

lim
𝑛→∞

P

(︂∫︁ 𝑇

0

1l| ̃︀𝑋𝑛(𝑡)|6𝛼𝑑𝑡 > 𝛿

)︂
6 lim

𝛼→0+
lim
𝑛→∞

P

(︂∫︁ 𝑇

0

1l|̃︀𝑆𝑛(𝑡)|6𝛼𝑑𝑡 > 𝛿

)︂
.

(3.18)

Оскiльки |̃︀𝑆𝑛(𝑡)|, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] слабко збiгається до броунiвського руху з вiдби-

ттям, то права частина (3.18) дорiвнює 0. Вiдповiдно,

lim
𝛼→0+

lim
𝑛→∞

P

(︂∫︁ 𝑇

0

1l|𝑋𝑛(𝑡)|∈( 𝑚√
𝑛
,𝛼]𝑑𝑡 > 𝛿

)︂
6 lim

𝛼→0+
lim
𝑛→∞

P

(︂∫︁ 𝑇

0

1l| ̃︀𝑋𝑛(𝑡)|6𝛼𝑑𝑡 > 𝛿

)︂
= 0.

Таким чином, для доведення (3.17), а отже, i теореми 3.2.1, достатньо

перевiрити, що

∀𝑇 > 0 ∀𝛿 > 0 : lim
𝑛→∞

P

(︂∫︁ 𝑇

0

1l|𝑋𝑛(𝑡)|6 𝑚√
𝑛
𝑑𝑡 > 𝛿

)︂
= 0. (3.19)

Нехай випадковi величини 𝜁(+), 𝜁(−) мають такий же розподiл, як час, який

проводить 𝑋 в мембранi {−𝑚,−𝑚 + 1, . . . ,𝑚} при входi в неї через 𝑚

або −𝑚, вiдповiдно. Позначимо через 𝑟𝑋(𝑘) кiлькiсть заходiв послiдовностi

(𝑋(𝑖), 0 6 𝑖 6 𝑘) в мембрану, i нехай 𝜁
(+)
𝑗 , 𝜁

(−)
𝑗 , 𝑗 > 0 — незалежнi копiї

величин 𝜁(±), також незалежнi вiд ̃︀𝑆. Легко бачити, що для довiльних 𝑥 >
0, 𝑘 ∈ N :

P(𝑟𝑋(𝑘) > 𝑥) 6 P(𝑟̃︀𝑆(𝑘) > 𝑥),

P

⎛⎝𝑟𝑋(𝑘)∑︁
𝑖=1

1l|𝑋(𝑖)|6𝑚 > 𝑥

⎞⎠ 6 P

⎛⎝𝑟̃︀𝑆(𝑘)∑︁
𝑖=1

(𝜁
(+)
𝑖 + 𝜁

(−)
𝑖 ) > 𝑥

⎞⎠ .

Тому

lim
𝑛→∞

P

(︂∫︁ 𝑇

0

1l|𝑋𝑛(𝑡)|6 𝑚√
𝑛
𝑑𝑡 > 𝛿

)︂
6 lim

𝑛→∞
P

⎛⎝𝑟̃︀𝑆([𝑛𝑇 ]+1)∑︁
𝑖=1

𝜁
(+)
𝑖 + 𝜁

(−)
𝑖

𝑛
> 𝛿

⎞⎠ .
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Аналогiчно до мiркувань § 3.3.2, з останньої нерiвностi та (3.15) отримуєм

(3.19). Теорема 3.2.1 доведена.

3.4 Доведення теореми 3.2.12

3.4.1 Узагальнення задачi Скорохода про вiдбиття

Для доведення теореми 3.2.12 нам знадобиться наступне узагальнення

задачi Скорохода про вiдбиття (див. напр. [52]).

Нехай 𝑤 ∈ C([0,∞)), функцiя 𝑓 ∈ 𝒟([0,∞)) зростає, 𝑓(0) = 0. Розгля-

немо систему рiвнянь вiдносно пари невiдомих функцiй (𝑋,𝐿) :

𝑋(𝑡) = 𝑤(𝑡) + 𝑓(𝐿(𝑡)), 𝑡 > 0, (3.20)

де 𝑋(𝑡) > 0, 𝑡 > 0, функцiя 𝐿 неперервна та неспадна, 𝐿(0) = 0, i∫︁ 𝑡

0

1l𝑋∞(𝑠)=0𝑑𝐿(𝑠) = 𝐿(𝑡), 𝑡 > 0.

Будемо називати цю систему задачею вiдбиття 𝑊 (𝑤, 𝑓).

Якщо функцiя 𝑓 ∈ 𝒟([0,∞)), 𝑓(0) = 0, строго зростає i lim𝑥→∞ 𝑓(𝑥) =

∞, то ( [52], теорема 1) iснує єдиний розв’язок задачi (3.20), при цьому

𝐿(𝑡) = 𝑓 (−1)(− min
𝑠∈[0,𝑡]

(𝑤(𝑠) ∧ 0)), 𝑡 > 0,

тобто

𝑋(𝑡) = 𝑤(𝑡) + 𝑓
(︀
𝑓 (−1)(− min

𝑠∈[0,𝑡]
(𝑤(𝑠) ∧ 0))

)︀
, 𝑡 > 0,

де 𝑓 (−1)(𝑥) = inf{𝑦 > 0: 𝑓(𝑦) > 𝑥}, 𝑥 > 0.

Зауваження 3.4.1. Якщо в задачi вiдбиття 𝑊 (𝑤, 𝑓) :

𝑋(𝑡) = 𝑤(𝑡) + 𝑓(𝐿(𝑡)), 𝑡 > 0,

замiнити 𝑓 на ̃︀𝑓(𝑥) = 𝑓(𝐶𝑥), де 𝐶 > 0 довiльне, то розв’язок 𝑋 (але не 𝐿)

не змiниться. ◇
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Дiйсно, помiтимо, що

̃︀𝑓(︀ ̃︀𝑓 (−1)(𝑥)
)︀

= 𝑓
(︀
𝐶 inf{𝑦 > 0: 𝑓(𝐶𝑦) > 𝑥}

)︀
=

= 𝑓
(︀

inf{𝐶𝑦 > 0: 𝑓(𝐶𝑦) > 𝑥}
)︀

= 𝑓
(︀
𝑓 (−1)(𝑥)

)︀
, 𝑥 > 0,

тому

𝑋(𝑡) = 𝑤(𝑡) + ̃︀𝑓(︀ ̃︀𝑓 (−1)(− min
𝑠∈[0,𝑡]

(𝑤(𝑠) ∧ 0))
)︀

=

= 𝑤(𝑡) + 𝑓
(︀
𝑓 (−1)(− min

𝑠∈[0,𝑡]
(𝑤(𝑠) ∧ 0))

)︀
.

Зауваження 3.4.2. Якщо функцiя 𝑓 неперервна, то 𝑓
(︀
𝑓 (−1)(𝑥)

)︀
= 𝑥, 𝑥 >

0, i 𝑋 є розв’язком такої ж задачi вiдбиття, як i для 𝑓(𝑥) = 𝑥, розглянутої

А.В. Скороходом [85]. ◇

3.4.2 Побудова копiї ланцюга 𝑋

Для доведення теореми 3.2.12 побудуємо копiю ланцюга 𝑋 наступним

чином.

Нехай (𝑆(𝑘), 𝑘 > 0) — симетричне випадкове блукання на Z. Довизна-
чимо 𝑆 для всiх 𝑡 > 0 неперервно за лiнiйнiстю:

𝑆(𝑡) = 𝑆([𝑡]) + (𝑡− [𝑡])
(︀
𝑆([𝑡] + 1) − 𝑆([𝑡])

)︀
, 𝑡 > 0.

Розглянемо задачу вiдбиття 𝑊 (𝑆, 𝐹 ) :

̃︀𝑋(𝑡) = 𝑆(𝑡) + 𝐹 (𝐿(𝑡)), 𝑡 > 0, (3.21)

де

𝐹 (𝑥) = 𝑥+

[𝑥]∑︁
𝑘=1

(𝜉𝑘 − 1), 𝑥 > 0,

а 𝜉𝑘, 𝑘 > 1 — н.о.р. в.в. з розподiлом 𝜉, незалежнi вiд 𝑆.
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Зi сказаного вище випливає, що iснує єдиний розв’язок ̃︀𝑋 задачi (3.21).

При цьому

𝐿(𝑡) = 𝐹 (−1)(− min
𝑠∈[0,𝑡]

(𝑆(𝑠) ∧ 0)), 𝑡 > 0,

де 𝐹 (−1)(𝑥) = inf{𝑦 > 0: 𝐹 (𝑦) > 𝑥}, 𝑥 > 0.

Неважко помiтити, що 𝐿(·) — (неперервний та неспадний) кусково-

лiнiйний процес, такий що при 𝑡 ∈ [𝑘, 𝑘 + 1]

або 𝐿(𝑡) = 𝐿(𝑘), або 𝐿(𝑡) = 𝐿(𝑘) + (𝑡− 𝑘).

Зокрема,

𝐿(𝑘 + 1) − 𝐿(𝑘) ∈ {0, 1}, 𝑘 ∈ N.

Позначимо через (𝑡𝑖, 𝑖 > 1) точки зростання функцiї 𝐿([𝑡]), 𝑡 > 0. Вiд-

мiтимо, що 𝑡𝑖 можуть набувати лише цiлi значення. Помiтимо також, що

𝐿(𝑘) = 𝑖 при 𝑘 = 𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1 − 1. (3.22)

Покладемо

�̄�(𝑘) := 1 + ̃︀𝑋(𝑘), 𝑘 = 0, 𝑡1−1,

та �̄�(𝑡1) := 0.

Далi, покладемо

�̄�(𝑘 + 1) := 1 + ̃︀𝑋(𝑘), 𝑘 = 𝑡1+1, 𝑡2−1,

та �̄�(𝑡2 + 1) := 0.

Далi,

�̄�(𝑘 + 2) := 1 + ̃︀𝑋(𝑘), 𝑘 = 𝑡2+1, 𝑡3−1,

та �̄�(𝑡3 + 2) := 0.

I так далi.
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З урахуванням (3.22), вказану побудову можна записати бiльш компа-

ктно у виглядi

�̄�(𝑘 + 𝐿(𝑘)) = 1 + ̃︀𝑋(𝑘), 𝑘 > 0,

�̄�(𝑡𝑗 + 𝐿(𝑡𝑗) − 1) = 0, 𝑗 > 1.

Неважко переконатися, що побудована таким чином послiдовнiсть

(�̄�(𝑘), 𝑘 ∈ Z+) має такий самий розподiл як i ланцюг (𝑋(𝑘), 𝑘 ∈ Z+).

Для доведення теореми 3.2.12 достатньо перевiрити, що �̄�𝑛 ⇒ 𝑋∞ при

𝑛→ ∞, де �̄�𝑛(𝑡) = 1√
𝑛
�̄�([𝑛𝑡]), 𝑡 > 0, 𝑛 ∈ N.

Помiтимо, що має мiсце представлення

̃︀𝑋(𝑡) = �̄�(𝜆(𝑡)) − 1, 𝑡 > 0,

де

𝜆(𝑡) := 𝑡+
∑︁
𝑠6𝑡

1l�̄�(𝑠)=0.

Можна показати (див. напр. [79]), що 𝜆(𝑡) − 𝑡 мало порiвняно з 𝑡, тому

(аналогiчно до [79, Лема 2]) процеси �̄�𝑛 та ̃︀𝑋𝑛 = 1√
𝑛
̃︀𝑋([𝑛𝑡]), 𝑡 > 0, 𝑛 ∈ N,

близькi при 𝑛→ ∞.

Тодi для доведення теореми 3.2.12 залишається довести, що ̃︀𝑋𝑛 ⇒ 𝑋∞

при 𝑛→ ∞ в D([0, 1]).

3.4.3 Граничний перехiд

Покажемо, що ̃︀𝑋𝑛 ⇒ 𝑋∞ при 𝑛→ ∞.

З (3.21) випливає, що

1√
𝑛
̃︀𝑋(𝑛𝑡) = 1√

𝑛
𝑆(𝑛𝑡) + 1√

𝑛
𝐹 (𝐿(𝑛𝑡)), 𝑡 > 0, 𝑛 ∈ N. (3.23)

Добре вiдомо, що послiдовнiсть процесiв(︀
𝑆𝑛(𝑡) = 1√

𝑛
𝑆(𝑛𝑡), 𝑡 > 0

)︀
, 𝑛 ∈ N,
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слабко збiгається в C([0, 1]) до вiнерового процесу (теорема Донскера, див.

напр. [75]).

Розглянемо граничну поведiнку другого доданку в (3.23).

Нагадаємо,

𝐹 (𝑥) = 𝑥+

[𝑥]∑︁
𝑛=1

(𝜉𝑘 − 1), 𝑥 > 0,

де розподiл величин 𝜉𝑘 належить до областi притягання розподiлу 𝑈𝛼, тобто

iснує така числова послiдовнiсть {𝑎𝑛}, що

𝐹 (𝑛𝑡)

𝑎𝑛
⇒ 𝑈𝛼(𝑡), 𝑛→ ∞.

Виберемо 𝑘(𝑛) := inf{𝑘 : 𝑎𝑘 >
√
𝑛}; тодi

𝑎𝑘(𝑛)√
𝑛

→ 1, 𝑛→ ∞. (3.24)

Останнє випливає з того, що 𝑎𝑛 → ∞ i 𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
→ 1, 𝑛 → ∞ (див. напр. [20,

§VIII.3, Lemma 3]).

Оскiльки {𝑘(𝑛) → ∞, 𝑛→ ∞} — пiдпослiдовнiсть послiдовностi {𝑛→
∞}, то

𝐹 (𝑘(𝑛)𝑡)

𝑎𝑘(𝑛)
⇒ 𝑈𝛼(𝑡), 𝑛→ ∞.

Тодi за (3.24),

𝐹𝑛(𝑡) := 1√
𝑛
𝐹 (𝑘(𝑛)𝑡) ⇒ 𝑈𝛼(𝑡), 𝑛→ ∞.

Враховуючи зауваження 3.4.1, процес ̃︀𝑋𝑛(𝑡) = 1√
𝑛
̃︀𝑋(𝑛𝑡) з задачi вiдби-

ття (3.23) спiвпадає з розв’язком задачi вiдбиття

̃︀𝑋𝑛(𝑡) = 𝑆𝑛(𝑡) + 1√
𝑛
𝐹 (𝑘(𝑛)𝐿(𝑛𝑡)) = 𝑆𝑛(𝑡) + 𝐹𝑛(𝐿𝑛(𝑡)), 𝑡 > 0, 𝑛 ∈ N.

Нам знадобиться наступне твердження про неперервну залежнiсть розв’яз-

ку задачi вiдбиття 𝑊 (𝑤, 𝑓) вiд (коефiцiєнтiв) 𝑓 та 𝑤.
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Твердження 3.4.1. Нехай {𝑓𝑛, 𝑛 > 0} ⊂ 𝒟([0,∞)), 𝑓𝑛(0) = 0, 𝑓𝑛 строго

зростають,

{𝑤𝑛, 𝑛 > 0} ⊂ C([0,∞)),

i нехай (𝑋𝑛, 𝐿𝑛) — розв’язок задачi 𝑊 (𝑤𝑛, 𝑓𝑛), 𝑛 > 0.

Припустимо, що

1) 𝑓𝑛 → 𝑓0, 𝑛→ ∞ в 𝒟([0,∞));

2) 𝑤𝑛 → 𝑤0, 𝑛→ ∞ в C([0,∞));

3) 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞𝑓𝑛(𝑥) = +∞, 𝑛→ ∞;

4) для довiльної точки розриву 𝑡𝑘 функцiї 𝑓0 рiвняння

− min
𝑠∈[0,𝑡]

(𝑤0(𝑠) ∧ 0) = 𝑓0(𝑡𝑘 − 0), (3.25)

має не бiльше одного розв’язку.

Тодi

𝑋𝑛 → 𝑋0, 𝑛→ ∞, в 𝒟([0,∞))

та

𝐿𝑛 → 𝐿0, 𝑛→ ∞, в C([0,∞)).

Це твердження випливає з [52, наслiдки 1 та 2].

Повернемось до доведення теореми. Маємо,

𝑆𝑛 ⇒ 𝑊 при 𝑛→ ∞ в C([0, 1]),

𝐹𝑛 ⇒ 𝑈𝛼 при 𝑛→ ∞ в D([0, 1]),

𝑆𝑛 та 𝐹𝑛 незалежнi.

За теоремою Скорохода про спiльний iмовiрнiсний простiр [84, §I.6],

iснує iмовiрнiсний простiр, на якому заданi копiї процесiв 𝑆𝑛, 𝑊 , 𝐹𝑛 та

𝑈𝛼, для яких мають мiсце збiжностi майже напевно

𝑆𝑛 → �̂� при 𝑛→ ∞ в C([0, 1]) м.н.
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та

𝐹𝑛 → �̂�𝛼 при 𝑛→ ∞ в D([0, 1]) м.н.

Застосуємо твердження 3.4.1 для процесу �̂� в ролi 𝑤0 та �̂�𝛼 в ролi 𝑓0.

Рiвняння (3.25) в цьому випадку має вигляд

− min
𝑠∈[0,𝑡]

(�̂� (𝑠) ∧ 0) = �̂�𝛼(𝑡𝑘 − 0),

де �̂� — вiнерiв процес, {𝑡𝑘, 𝑘 > 1} — точки розриву процесу �̂�𝛼(·).
Неважко перевiрити, що оскiльки �̂� та �̂�𝛼 незалежнi, то це рiвняння

має не бiльше одного розв’язку.

Таким чином, на деякому iмовiрнiсному просторi має мiсце збiжнiсть

�̂�𝑛 → �̂�∞ при 𝑛→ ∞ в D([0, 1]) м.н.,

де �̂�∞ є розв’язком задачi вiдбиття

�̂�∞(𝑡) = �̂� (𝑡) + �̂�𝛼(�̂�∞(𝑡)), 𝑡 > 0.

Тодi згiдно з теоремою 1 з [52],

�̂�∞(𝑡) = �̂� (𝑡) + �̂�𝛼
(︀
𝑈 (−1)
𝛼 (− min

𝑠∈[0.𝑡]
(�̂� (𝑠) ∧ 0))

)︀
, 𝑡 > 0.
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Роздiл 4

Функцiональнi граничнi

теореми для

розв’язкiв СДР з

особливiстю в точцi

В даному роздiлi розглядається питання дослiдження граничної пове-

дiнки послiдовностi розв’язкiв СДР

𝑑𝑋𝑛(𝑡) = 𝑎𝑛(𝑋𝑛(𝑡))𝑑𝑡+ 𝜎𝑛(𝑋𝑛(𝑡))𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 > 0,

з особливiстю в околi точки нуль в двох випадках.

В першому випадку коефiцiєнти будуть необмеженi в околi точки нуль.

В другому випадку лiпшицевiсть коефiцiєнтiв буде порушуватись в нулi

та дифузiйний коефiцiєнт буде вироджений в точцi нуль.

Опишемо вiдповiднi задачi.
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4.1 Гранична поведiнка розв’язкiв СДР з не-

обмеженими в околi нуля коефiцiєнтами

Розглянемо стохастичне диференцiальне рiвняння

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑎(𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ 𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 > 0, (4.1)

де 𝑎(·) — локально iнтегровна функцiя.

В даному роздiлi дослiджується збiжнiсть при 𝑛 → ∞ послiдовностi

процесiв {𝑋(𝑛𝑡)/
√
𝑛, 𝑡 > 0}.

Помiтимо, що

𝑑𝑋𝑛(𝑡) =
√
𝑛𝑎(

√
𝑛𝑋𝑛(𝑡))𝑑𝑡+ 𝑑𝑊𝑛(𝑡), 𝑡 > 0,

де 𝑊𝑛(𝑡) = 𝑊 (𝑛𝑡)/
√
𝑛, 𝑡 > 0 — це процес Вiнера та

𝑋𝑛(𝑡) = 𝑋(𝑛𝑡)/
√
𝑛, 𝑡 > 0.

Тодi для дослiдження послiдовностi {𝑋(𝑛𝑡)/
√
𝑛} достатньо дослiдити

наступнi СДР

𝑑𝑋𝑛(𝑡) = 𝑎𝑛(𝑋𝑛(𝑡))𝑑𝑡+ 𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 > 0,

де 𝑎𝑛(𝑥) = 𝑛𝑎(𝑛𝑥).

Якщо 𝑎 ∈ 𝐿1(R), то 𝑎𝑛 збiгається в узагальненому сенсi до 𝛼𝛿0, де 𝛿0 це

дельта-функцiя Дiрака в нулi, та 𝛼 =
∫︀
R 𝑎(𝑥)𝑑𝑥.

Добре вiдомо (див. напр. [43,57]), що в цьому випадку послiдовнiсть {𝑋𝑛}
слабко збiгається до косого броунiвського руху з параметром

𝛾 = th(𝛼) =
𝑒𝛼 − 𝑒−𝛼

𝑒𝛼 + 𝑒−𝛼
.

Нагадаємо (див. [25,43]), що косий броунiвський рух𝑊𝛾(𝑡) з параметром 𝛾,

|𝛾| 6 1, це єдиний (сильний) розв’язок СДР

𝑑𝑊𝛾(𝑡) = 𝑑𝑊 (𝑡) + 𝛾𝑑𝐿0
𝑊𝛾

(𝑡),
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де

𝐿0
𝑊𝛾

(𝑡) = lim
𝜀→0+

(2𝜀)−1

∫︁ 𝑡

0

1l|𝑊𝛾(𝑠)|6𝜀𝑑𝑠

це локальний час процесу 𝑊𝛾 в нулi.

Процес 𝑊𝛾 є неперервним процесом Маркова з перехiдною щiльнiстю

𝑝𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝑡(𝑥−𝑦) + 𝛾 sign(𝑦)𝜙𝑡(|𝑥|+|𝑦|), 𝑥, 𝑦 ∈ R,

де 𝜙𝑡(𝑥) = 1√
2𝜋𝑡
𝑒−𝑥

2/2𝑡 — це щiльнiсть нормального розподiлу 𝑁(0, 𝑡).

Помiтимо також, що 𝑊𝛾 можна отримати з вiнерiвського процесу пе-

регортанням його екскурсiй (незалежно одна вiд одної) вгору та вниз з

iмовiрностями 𝑝 = (1 + 𝛾)/2 та 𝑞 = (1 − 𝛾)/2, вiдповiдно.

В роботах [37, 77] розглядались граничнi теореми для випадку, коли 𝑎

є неiнтегровною функцiєю, такою що

lim
𝑥→±∞

1

𝑥

∫︁ 𝑥

0

|𝑣𝑎(𝑣) − 𝑐±|𝑑𝑣 = 0, |𝑥𝑎(𝑥)| 6 𝐶, (4.2)

де 𝑐± > −1/2 це константи. В цьому випадку, 𝑎𝑛(𝑥) при 𝑛→ ∞ збiгається

в деякому сенсi до 𝑐−1l𝑥<0 + 𝑐+1l𝑥>0 .

Наприклад, якщо 𝑎(𝑥) = 𝑐±/𝑥 при ±𝑥 > 𝑥0, то при 𝑐− < 1/2 < 𝑐+ послi-

довнiсть {𝑋𝑛} слабко збiгається до процесу Бесселя. Якщо 𝑐− = 𝑐+ > −1/2,

то |𝑋𝑛| також збiгається до процесу Бесселя. Питання слабкої збiжностi по-

слiдовностi 𝑋𝑛 у випадку (напр.) 𝑐− = 𝑐+ > −1/2 або 𝑐− < 𝑐+ 6 1/2 не

розглядались.

В цьому роздiлi буде узагальнено результати робiт [57,77] на випадок

𝑎(𝑥) = ̃︀𝑎(𝑥) +
𝑐(𝑥)

𝑥
, 𝑥 ∈ R,

де функцiя ̃︀𝑎(·) iнтегровна на (−∞;∞) та

𝑐(𝑥) = 𝑐+ · 1l𝑥>1 + 𝑐− · 1l𝑥<−1, 𝑥 ∈ R.
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4.1.1 Процес Бесселя та його узагальнення

Процес Бесселя. Означення, властивостi

Нагадаємо означення та деякi властивостi процесу Бесселя.

Нехай 𝛿 > 0 та 𝑥0 ∈ R. Розглянемо

𝑍(𝑥20, 𝑡) = 𝑥20 + 2

∫︁ 𝑡

0

√︁
|𝑍(𝑥20, 𝑠)|𝑑𝑊 (𝑠) + 𝛿𝑡, 𝑡 > 0, (4.3)

де 𝑊 (·) — це процес Вiнера.

Вiдомо (див. [59], XI.1, (1.1)), що iснує єдиний розв’язок 𝑍(𝑥20, ·) рiвня-
ння (4.3). Цей розв’язок називається квадратом 𝛿-вимiрного процесу Бес-

селя. Процес 𝑍(𝑥20, ·) є невiд’ємним м.н.

Означення 4.1.1. Процес 𝐵𝑐(𝑥0, 𝑡) =
√︀
𝑍(𝑥20, 𝑡) з 𝑥0 > 0 називається (не-

вiд’ємним) процесом Бесселя з параметром 𝑐 = (𝛿−1)/2.

Невiд’ємний процес Бесселя 𝐵𝑐(𝑥0, 𝑡) будемо iнодi позначати 𝐵
+
𝑐 (𝑥0, 𝑡).

Будемо називати процес 𝐵−
𝑐 (𝑥0, 𝑡) = −𝐵𝑐(𝑥0, 𝑡) = −

√︀
𝑍(𝑥20, 𝑡) з 𝑥0 6 0

недодатнiм процесом Бесселя. ◇

Нагадаємо наступнi властивостi процесу Бесселя (див. [59, Глава XI]).

Процес Бесселя 𝜉(𝑡) = 𝐵𝑐(𝑥0, 𝑡) задовольняє СДР

𝑑𝜉(𝑡) = 𝑑𝑊 (𝑡) +
𝑐

𝜉(𝑡)
𝑑𝑡, 𝑡 < 𝑇0,

де 𝑇0 = inf{𝑡 > 0: 𝜉(𝑡) = 0} — момент першого потрапляння в 0.

Якщо 𝛿 > 2 (тобто 𝑐 > 1/2), то процес Бесселя з iмовiрнiстю 1 не

потрапляє в 0, якщо 𝑥0 > 0.

Якщо 0 < 𝛿 < 2 (тобто −1/2 < 𝑐 < 1/2), то з iмовiрнiстю 1 процес

Бесселя потрапляє в 0, але проводить нульовий час в 0. Зокрема, якщо

𝛿 = 1 (тобто 𝑐 = 0), то процес Бесселя є броунiвським рухом з вiдбиттям.

Якщо 𝛿 = 0 (тобто 𝑐 = −1/2), то з iмовiрнiстю 1 процес Бесселя потра-

пляє в 0 i залишається там назавжди.
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Функцiя шкали процесу Бесселя 𝐵𝑐 дорiвнює

𝜓𝑐(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−𝑥−2𝑐+1 при 𝑐 > 1/2,

ln𝑥 при 𝑐 = 1/2,

𝑥−2𝑐+1 при 𝑐 < 1/2,

(4.4)

тобто

𝑃𝑥(𝑇𝑎 < 𝑇𝑏) =
𝜓𝑐(𝑏) − 𝜓𝑐(𝑥)

𝜓𝑐(𝑏) − 𝜓𝑐(𝑎)
для 0 < 𝑎 < 𝑥 < 𝑏,

де 𝑇𝑦 = inf{𝑡 > 0 : 𝐵𝑐(𝑡) = 𝑦}.
Перехiдна щiльнiсть для 𝑐 > −1/2, 𝑥, 𝑦 > 0 та 𝑡 > 0 дорiвнює

𝑝𝑐𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑡−1(𝑦/𝑥)𝜈𝑦 exp(−(𝑥2 + 𝑦2)/2𝑡)𝐼𝜈(𝑥𝑦/𝑡),

де 𝐼𝜈 — це модифiкована функцiя Бесселя порядку 𝜈 = 𝑐− 1/2.

Косий процес Бесселя

Нехай 𝑐 ∈ (−1/2, 1/2), i нехай 𝑝0,𝑐𝑡 (𝑥, 𝑦) — це перехiдна щiльнiсть про-

цесу Бесселя 𝐵𝑐 з вмиранням в 0.

Покладемо

𝑝𝑠𝑘𝑒𝑤𝑡 (𝑥, 𝑦) = 𝑝0,𝑐𝑡 (|𝑥|, |𝑦|) · 1l𝑥𝑦>0 +

+ 1+𝛾 sign 𝑦
2

(︀
𝑝𝑐𝑡(|𝑥|, |𝑦|) − 𝑝0,𝑐𝑡 (|𝑥|, |𝑦|)

)︀
, 𝑥, 𝑦 ∈ R.

Неважко перевiрити, що ця функцiя задовольняє рiвняння Колмогорова–

Чепмена, є невiд’ємною, та
∫︀
R 𝑝

𝑠𝑘𝑒𝑤
𝑡 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 1, 𝑥 ∈ R.

Означення 4.1.2. Однорiдний процес Маркова з перехiдною щiльнiстю

𝑝𝑠𝑘𝑒𝑤𝑡 називається косим процесом Бесселя 𝐵𝑠𝑘𝑒𝑤
𝑐,𝛾 з параметрами 𝑐 та 𝛾,

𝛾 ∈ [−1, 1]. ◇

Зауваження 4.1.3. Ми не розглядаємо косий процес Бесселя при 𝑐 > 1/2,

оскiльки 𝐵𝑐(𝑥0, ·) в цьому випадку не потрапляє в 0 при 𝑥0 ̸= 0. ◇
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Зауваження 4.1.4. Аналогiчно до косого броунiвського руху, косий про-

цес Бесселя 𝐵𝑠𝑘𝑒𝑤 можна отримати з невiд’ємного процесу Бесселя шля-

хом перегортання його екскурсiй вгору та вниз з iмовiрностями 𝑝 = 1+𝛾
2 та

𝑞 = 1−𝛾
2 вiдповiдно — див. аргументацiю в [6, §2].

Отже функцiя шкали косого процесу Бесселя дорiвнює

𝜓𝑠𝑘𝑒𝑤(𝑥) = (𝑞1l𝑥>0 − 𝑝1l𝑥<0)|𝑥|−2𝑐+1, 𝑥 ∈ R. (4.5)

Iншi властивостi косого процесу Бесселя див. в [8]. ◇

Зауваження 4.1.5. Якщо 𝑥0 > 0 та 𝑝 = 1 (тобто 𝛾 = 1), то 𝐵𝑠𝑘𝑒𝑤
𝑐,𝛾 (𝑥0, ·) це

(невiд’ємний) процес Бесселя 𝐵𝑐(𝑥0, ·) з параметром 𝑐:

𝐵𝑠𝑘𝑒𝑤
𝑐,1 (𝑥0, ·)

𝑑
= 𝐵𝑐(𝑥0, ·).

Крiм того, модуль косого процесу Бесселя |𝐵𝑠𝑘𝑒𝑤
𝑐,𝛾 | це (невiд’ємний) про-

цес Бесселя 𝐵𝑐(𝑥0, ·) з параметром 𝑐:

|𝐵𝑠𝑘𝑒𝑤
𝑐,𝛾 (𝑥0, ·)|

𝑑
= 𝐵𝑐(𝑥0, ·).

Якщо 𝑐 = 0, то 𝐵𝑠𝑘𝑒𝑤
𝑐,𝛾 це косий броунiвський рух:

𝐵𝑠𝑘𝑒𝑤
0,𝛾 (·) 𝑑

= 𝑊𝛾(·). ◇

4.1.2 Основнi результати

Нехай

𝑎(𝑥) = ̃︀𝑎(𝑥) +
𝑐(𝑥)

𝑥
, 𝑥 ∈ R,

де ̃︀𝑎 ∈ 𝐿1(R) та

𝑐(𝑥) = 𝑐+ · 1l𝑥>1 + 𝑐− · 1l𝑥<−1, 𝑥 ∈ R.
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Позначимо через 𝑋𝑛(𝑡), 𝑡 > 0, розв’язок СДР⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑑𝑋𝑛(𝑡) = 𝑛𝑎(𝑛𝑋𝑛(𝑡))𝑑𝑡+ 𝑑𝑊 (𝑡) =

=
(︁
𝑛̃︀𝑎(𝑛𝑋𝑛(𝑡)) + 𝑐(𝑛𝑋𝑛(𝑡))

𝑋𝑛(𝑡)

)︁
𝑑𝑡+ 𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 > 0,

𝑋𝑛(0) = 𝑥0.

Iснування та єдинiсть сильного розв’язку цього СДР випливає з [17, Тео-

рема 4.53]. Наведемо твердження, яке випливає з частини 5 цiєї теореми.

Теорема ( [17, Теорема 4.53.(5)]). Розглянемо рiвняння

𝑋𝑡 = 𝑋0 +

∫︁ 𝑡

𝑜

𝑎(𝑋𝑠)𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

0

𝑏(𝑋𝑠)𝑑𝐵𝑠. (4.6)

Припустимо, що виконуються умови⎧⎪⎨⎪⎩(i) 𝐸𝑏 ⊂ 𝑁𝑎;

(ii) 𝑎 · 𝑏−2 локально iнтегровна на 𝑅 ∖ 𝐸𝑏,

де

𝑁𝑓 = {𝑥 ∈ R : 𝑓(𝑥) = 0}

та

𝐸𝑓 = {𝑥 ∈ R :

∫︁
𝐺

𝑓−2(𝑦)𝑑𝑦 = +∞ для всiх вiдкритих 𝐺,𝐺 ∋ 𝑥}.

Припустимо, що 𝑁𝑏 ⊂ 𝐸𝑏 та припустимо, що iснують функцiї 𝑓 : R∖
𝐸𝑏 → [0,+∞] та ℎ : 𝑅 → [0,+∞], такi що:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(i) 𝑓 · 𝑏−2 локально iнтегровна на R ∖ 𝐸𝑏,

(ii) Для довiльного околу нуля 𝑈∫︀
𝑈 ℎ

−1(𝑦)𝑑𝑦 = +∞.

(iii) Iснує число 𝑐 > 0, таке що

(𝑏(𝑥+ 𝑦) − 𝑏(𝑥))2 6 𝑓(𝑥) · ℎ(𝑦), 𝑥, 𝑥+ 𝑦 ∈ R ∖ 𝐸𝑏,

𝑦 ∈ (−𝑐, 𝑐).

(4.7)
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Тодi розв’язок рiвняння (4.6), що задовольняє

𝑋𝑡 = 𝑋𝑡∧𝐷𝐸𝑏
(𝑋), 𝑡 > 0, м.н., (4.8)

є потраекторно єдиним. Кожен розв’язок рiвняння (4.6), що задоволь-

няє (4.8), є сильним розв’язком. Якщо додатково 𝐸𝑏 ⊂ 𝑁𝑏, то для довiль-

ного процесу Вiнера (𝐵,𝐹 ) iснує потраекторно єдиний сильний розв’я-

зок (𝑋,𝐹 ) рiвняння (4.6), що задовольняє (4.8).

Дiйсно, оскiльки в нашому випадку 𝑏 тотожно дорiвнює одиницi, то

𝑁𝑏 = 𝐸𝑏 = ∅, а функцiя 𝑎 ·1 є локально iнтегровною, оскiльки ̃︀𝑎 є iнтегров-
ною за припущенням.

Основним результатом даного роздiлу є наступне твердження.

Теорема 4.1.6. Якщо 𝑐+ та 𝑐− > −1/2, то послiдовнiсть процесiв {𝑋𝑛}
слабко збiгається до граничного процесу 𝑋∞. Зокрема:

A1. Якщо

(a) 𝑥0 > 0 та 𝑐+ > 1/2, або

(b) 𝑥0 > 0 та 𝑐− < 𝑐+ < 1/2, або

(c) 𝑥0 = 0 та 𝑐− < 1/2 6 𝑐+,

то

𝑋∞(𝑡) = 𝐵+
𝑐+

(𝑥0, 𝑡), 𝑡 > 0.

A2. Аналогiчно, якщо

(a) 𝑥0 < 0 та 𝑐− > 1/2, або

(b) 𝑥0 6 0 та 𝑐+ < 𝑐− < 1/2, або

(c) 𝑥0 = 0 та 𝑐+ < 1/2 6 𝑐−,
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то

𝑋∞(𝑡) = 𝐵−
𝑐−

(𝑥0, 𝑡), 𝑡 > 0.

A3. Якщо 𝑥0 < 0, 𝑐− < 1/2 та 𝑐− < 𝑐+, то граничний процес поводиться

як 𝐵−
𝑐−
до моменту потрапляння в 0, а далi поводиться як 𝐵+

𝑐+
тобто

𝑋∞(𝑡) = 𝐵−
𝑐−

(𝑥0, 𝑡) · 1l𝑡6𝜏 +𝐵+
𝑐+

(0, 𝑡− 𝜏) · 1l𝑡>𝜏 , 𝑡 > 0,

де 𝜏 = inf{𝑡 > 0: 𝑋∞(𝑡) > 0} = inf{𝑡 > 0: 𝐵−
𝑐−

(𝑥0, 𝑡) > 0} та 𝐵±
𝑐±

—

незалежнi (додатнiй та вiд’ємний) процеси Бесселя.

A4. Аналогiчно, якщо 𝑥0 > 0, 𝑐+ < 1/2 та 𝑐+ < 𝑐−, то

𝑋∞(𝑡) = 𝐵+
𝑐+

(𝑥0, 𝑡) · 1l𝑡6𝜏 +𝐵−
𝑐−

(0, 𝑡− 𝜏) · 1l𝑡>𝜏 , 𝑡 > 0,

де 𝜏 = inf{𝑡 > 0: 𝑋∞(𝑡) 6 0}.

A5. Якщо 𝑐+ = 𝑐− =: 𝑐 < 1/2, то для довiльного 𝑥0

𝑋∞(𝑡) = 𝐵𝑠𝑘𝑒𝑤
𝑐,𝛾 (𝑥0, 𝑡), 𝑡 > 0,

де 𝛾 = th(
∫︀ +∞
−∞ ̃︀𝑎(𝑧)𝑑𝑧) =

1−exp{−2
∫︀ +∞
−∞ ̃︀𝑎(𝑧)𝑑𝑧}

1+exp{−2
∫︀ +∞
−∞ ̃︀𝑎(𝑧)𝑑𝑧} .

A6. Нарештi, якщо 𝑥0 = 0, 𝑐+ > 1/2 та 𝑐− > 1/2, то розподiл грани-

чного процесу 𝑋∞ дорiвнює

𝑝 · P𝐵+
𝑐+

+ (1 − 𝑝) · P𝐵−
𝑐−
,

де

𝑝 =

∫︀∞
0 𝐴(−𝑦)(𝑦 ∨ 1)−2𝑐−𝑑𝑦∫︀∞

0 (𝐴(−𝑦)(𝑦 ∨ 1)−2𝑐− + 𝐴(𝑦)(𝑦 ∨ 1)−2𝑐+) 𝑑𝑦
(4.9)

𝐴(𝑦) = exp{−2
∫︀ 𝑦
0 ̃︀𝑎(𝑧)𝑑𝑧}, а P𝐵±

𝑐±
— це розподiли додатнього та

вiд’ємного процесiв Бесселя 𝐵±
𝑐±

(0, ·) зi стартом в 0.
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Зауваження 4.1.7. Деякi з результатiв теореми випливають з роботи [77].

Однак, тут застосовується загальний метод доведення, який пiдходить для

всiх випадкiв одночасно.

Умова (4.2) є дещо слабкiшою за �̃� ∈ 𝐿1(R). Проте, на вiдмiну вiд [77], ми

не припускаємо, що sup𝑥 |𝑥�̃�(𝑥)| <∞. ◇

4.1.3 Доведення теореми 4.1.6

З [41, §3] або [78, §3.7] випливає, що якщо виконується A1(a), то для

довiльного 𝛼 > 0 має мiсце збiжнiсть

𝑋𝑛(· ∧ 𝜏𝑛,𝛼) ⇒ 𝐵+
𝑐+

(𝑥0, · ∧ 𝜏 0,𝛼), 𝑛→ ∞,

де 𝜏𝑛,𝛼 = inf
{︀
𝑡 > 0: 𝑋𝑛(𝑡) 6 𝛼

}︀
, 𝜏 0,𝛼 = inf

{︀
𝑡 > 0: 𝐵+

𝑐+
(𝑥0, 𝑡) 6 𝛼

}︀
.

Тодi доведення випливає з того, що процес 𝐵+
𝑐+

(𝑥0, ·) не потрапляє в 0.

Випадок A2(a) розглядається аналогiчно.

Для доведення iнших пунктiв теореми 4.1.6, ми застосуємо метод, за-

пропонований в роздiлi 2.

Застосуємо теорему 2.4.4 для 𝜉(𝑛) = 𝑋𝑛, 𝑛 > 1, та 𝜉(0) = 𝑋∞ у випадках

A1–A5 теореми. Випадок A6 буде розглянуто окремо.

Зауваження 4.1.8. Умова (2.23)

𝜉(𝑛)𝑥𝑛
(𝜎𝑛,𝛼) ⇒ 𝜉(0)𝑥0

(𝜎0,𝛼), 𝑛→ ∞

це єдина умова, яка при 𝑥0 = 0 не виконується у випадку A6. Дiйсно, для

довiльного 𝑥 > 0 процес𝐵+
𝑐+

(𝑥, ·) не потрапляє в 0. Тодi, якщо послiдовнiсть

{𝑥𝑛} ⊂ (0,∞) збiгається до нуля достатньо повiльно, то за умови 𝑋𝑛(0) =

𝑥𝑛 може виконуватись 𝑋𝑛(·) ⇒ 𝐵+(0, ·) та lim𝑛→∞ 𝑃 (∃𝑡 > 0 𝑋𝑛(𝑡) = 0) = 0.

Конкретний вибiр {𝑥𝑘} може бути зроблено за формулами (4.12), (4.13),

наведеними нижче. Оскiльки 𝐵+(0, 𝜎0,𝛼) = 𝛼 м.н., маємо 𝑋𝑛(𝜎
𝑛,𝛼) ⇒ 𝛼.
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Якби всi 𝑥𝑛 були вiд’ємними та також повiльно збiгалися до 0, то границя

могла б бути −𝛼. ◇

Умови (2.18)

𝜉(𝑛)(0) ⇒ 𝜉(0)(0)

та (2.21) ∫︁ ∞

0

1l𝜉(0)(𝑡)=0𝑑𝑡 = 0 м.н.

для процесiв з теореми 4.1.6 очевиднi.

Збiжнiсть

∀𝛼 > 0 𝜉(𝑛)𝑥𝑛
(· ∧ 𝜏𝑛,𝛼) ⇒ 𝜉(0)𝑥0

(· ∧ 𝜏 0,𝛼), 𝑛→ ∞ (4.10)

випливає з [41, §3] або [78, §3.7]. Оскiльки

𝑃
(︁
∀𝜀 > 0 ∃𝑡 ∈ (𝜏 0,𝛼, 𝜏 0,𝛼 + 𝜀) : |𝜉(0)𝑥0

(𝑡)| < 𝛼
⃒⃒⃒
𝜏 0,𝛼 <∞

)︁
= 1,

зi збiжностi (4.10) випливає збiжнiсть пар (2.22).

Перевiримо умову (2.19):

∀𝑇 > 0 ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∃𝑛0 ∀𝑛 > 𝑛0

P
(︁

sup
|𝑠−𝑡|<𝛿,
𝑠,𝑡∈[0,𝑇 ]

|𝜉(𝑛)(𝑡) − 𝜉(𝑛)(𝑠)| > 𝜀
)︁
6 𝜀.

Покладемо

𝐴(𝑦) = exp{−2

∫︁ 𝑦

0

̃︀𝑎(𝑧)𝑑𝑧}, 𝐴𝑛(𝑦) = exp{−2

∫︁ 𝑦

0

𝑛̃︀𝑎(𝑛𝑧)𝑑𝑧} = 𝐴(𝑛𝑦), 𝑦 ∈ R,

Φ𝑛(𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

𝐴𝑛(𝑦)𝑑𝑦, 𝑥 ∈ R.

Помiтимо, що Φ𝑛 : R → R це бiєкцiя, Φ𝑛(0) = 0, та

∃𝐿 > 0 ∀𝑛 ∀𝑥, 𝑦 ∈ R 𝐿−1|𝑥− 𝑦| 6 |Φ𝑛(𝑥) − Φ𝑛(𝑦)| 6 𝐿|𝑥− 𝑦|.
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З формули Iто випливає, що

𝑑Φ𝑛(𝑋𝑛(𝑡)) = 𝐴(𝑛𝑋𝑛(𝑡))

(︂
𝑐(𝑛𝑋𝑛(𝑡))

𝑋𝑛(𝑡)
𝑑𝑡+ 𝑑𝑊 (𝑡)

)︂
.

Отже,

|𝑋𝑛(𝑡) −𝑋𝑛(𝑠)| 6 𝐿 |Φ𝑛(𝑋𝑛(𝑡)) − Φ𝑛(𝑋𝑛(𝑠))| 6

6 𝐿

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

𝑠

𝐴(𝑛𝑋𝑛(𝑧))
𝑐(𝑛𝑋𝑛(𝑧))

𝑋𝑛(𝑧)
𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
+ 𝐿

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

𝑠

𝐴(𝑛𝑋𝑛(𝑧))𝑑𝑊 (𝑧)

⃒⃒⃒⃒
.

Нехай |𝑠−𝑡| < 𝛿 та ∆ > 0 фiксованi. Позначимо 𝑓𝑛(𝑡) :=
∫︀ 𝑡
0 𝐴(𝑛𝑋𝑛(𝑧))𝑑𝑊 (𝑧).

a) Припустимо, що |𝑋𝑛(𝑧)| > ∆, 𝑧 ∈ [𝑠, 𝑡]. Тодi⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

𝑠

𝐴(𝑛𝑋𝑛(𝑧))
𝑐(𝑛𝑋𝑛(𝑧))

𝑋𝑛(𝑧)
𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
6 𝐶𝛿/∆,

де 𝐶 = ‖𝐴‖∞ max(|𝑐−|, |𝑐+|) <∞. Отже, маємо наступну оцiнку

|𝑋𝑛(𝑡) −𝑋𝑛(𝑠)| 6 𝐿𝐶𝛿/∆ + 𝐿𝜔𝑓𝑛(𝛿),

де 𝜔𝑓(𝛿) = sup|𝑠−𝑡|<𝛿, 𝑠,𝑡∈[0,𝑇 ] |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)| — це модуль неперервностi.

b) Припустимо, що |𝑋𝑛(𝑧0)| 6 ∆ для деякого 𝑧0 ∈ [𝑠, 𝑡].

Позначимо 𝜏 := inf{𝑧 > 𝑠 : |𝑋𝑛(𝑧)| 6 ∆}, 𝜎 := sup{𝑧 6 𝑡 : |𝑋𝑛(𝑧)| 6
∆}. Тодi

|𝑋𝑛(𝑡) −𝑋𝑛(𝑠)| 6 |𝑋𝑛(𝑠) −𝑋𝑛(𝜏)| + |𝑋𝑛(𝜎) −𝑋𝑛(𝑡)| + 2∆ 6

6 2𝐿𝐶𝛿/∆ + 2𝐿𝜔𝑓𝑛(𝛿) + 2∆.

Таким чином, в довiльному випадку, маємо наступну оцiнку на модуль

неперервностi

𝜔𝑋𝑛
(𝛿) 6 2𝐿𝐶𝛿/∆ + 2𝐿𝜔𝑓𝑛(𝛿) + 2∆.

Нехай ∆ 6 𝜀/6. Тодi для 𝛿 6 𝜀Δ
6𝐿𝐶 маємо

sup
𝑛

P(𝜔𝑋𝑛
(𝛿) > 𝜀) 6 sup

𝑛
P(𝜀/3 + 2𝐿𝜔𝑓𝑛(𝛿) + 𝜀/3 > 𝜀) =
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= sup
𝑛

P(𝜔𝑓𝑛(𝛿) > 𝜀/6𝐿) → 0, 𝛿 → 0 + .

Остання збiжнiсть випливає з того факту, що послiдовнiсть розподiлiв

{𝑓𝑛(·) =
∫︀ .
0 𝐴(𝑛𝑋𝑛(𝑧))𝑑𝑊 (𝑧)}𝑛>1 є слабко вiдносно компактною в просторi

неперервних функцiй, оскiльки функцiя 𝐴 обмежена.

Перевiримо умову (2.23)

𝜉(𝑛)𝑥𝑛
(𝜎𝑛,𝛼) ⇒ 𝜉(0)𝑥0

(𝜎0,𝛼), 𝑛→ ∞

у випадках A1–A5.

Зауваження 4.1.9. З доведення нижче випливає, що умова (2.23) також

виконується, якщо 𝑥𝑛 = 0 для всiх 𝑛 > 0. ◇

Нехай |𝑥| < 𝛼. Неважко бачити, що 𝑃𝑥(𝜎
𝑛,𝛼 < ∞) = 1, 𝑛 ∈ N ∪ {∞}.

Оскiльки процес 𝑋𝑛 є неперервним, маємо |𝑋𝑛(𝜎
𝑛,𝛼)| = 𝛼 м.н.

Позначимо через 𝑝𝑛𝑥 = 𝑃𝑥(𝑋𝑛(𝜎
𝑛,𝛼) = 𝛼), 𝑛 ∈ N ∪ {∞}, iмовiрнiсть

потрапити в 𝛼 ранiше нiж в −𝛼 стартуючи з 𝑥.

Використовуючи формули (4.4), (4.5) для шкали процесу Бесселя та

косого процесу Бесселя, неважко перевiрити, що

𝑝∞𝑥 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1l𝑥>0 −
(︁

1 − 𝜓𝑐−(−𝑥)
𝜓𝑐−(𝛼)

)︁
1l𝑥<0 у випадках A1, A3,

𝜓𝑐+(𝑥)

𝜓𝑐+(𝛼) · 1l𝑥>0 у випадках A2, A4,

𝜓𝑐(|𝑥|)
𝜓𝑐(𝛼)

(𝑞1l𝑥>0 − 𝑝1l𝑥<0) + 𝑝 у випадку A5,

(4.11)

де 𝜓𝑐 задано в (4.4).

Маємо, для 𝑛 ∈ N (див. [76, §15], [59])

𝑝𝑛𝑥 =
𝜙𝑛(𝑥) − 𝜙𝑛(−𝛼)

𝜙𝑛(𝛼) − 𝜙𝑛(−𝛼)
, (4.12)

де

𝜙𝑛(𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

exp{−2

∫︁ 𝑦

0

𝑎𝑛(𝑧)𝑑𝑧}𝑑𝑦 = (4.13)
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=

∫︁ 𝑥

0

exp{−2

∫︁ 𝑦

0

𝑛𝑎(𝑛𝑧)𝑑𝑧}𝑑𝑦 = 1
𝑛

∫︁ 𝑛𝑥

0

exp{−2

∫︁ 𝑦

0

𝑎(𝑧)𝑑𝑧}𝑑𝑦 = 1
𝑛𝜙(𝑛𝑥),

𝜙(𝑥) :=

∫︁ 𝑥

0

exp{−2

∫︁ 𝑦

0

𝑎(𝑧)𝑑𝑧}𝑑𝑦.

Функцiя 𝜙 є зростаючою. З означення 𝑎 випливає, що 𝜙 є обмеженою звер-

ху (знизу) тодi i тiльки тодi, коли 𝑐+ > 1/2 (𝑐− > 1/2). Функцiя 𝜙 має

наступну асимптотику:

𝜙(𝑥) ∼

⎧⎪⎨⎪⎩±𝐴(±∞) |𝑥|
1−2𝑐±

1−2𝑐±
якщо 𝑐± < 1/2,

±𝐴(±∞) ln |𝑥| якщо 𝑐± = 1/2,
𝑥→ ±∞, (4.14)

де

𝐴(𝑦) = exp{−2

∫︁ 𝑦

0

̃︀𝑎(𝑧)𝑑𝑧}, 𝑦 ∈ R,

та

lim
𝑥→±∞

𝜙(𝑥) = 𝜙(±∞) ∈ R якщо 𝑐± > 1/2. (4.15)

Умова (2.23) випливає з (4.11), (4.12), (4.13), (4.14), (4.15) у випадках

A1–A5 (та у випадку A6 якщо 𝑥𝑛 = 0, 𝑛 > 0).

Покладемо 𝜏𝑛 = inf{𝑡 > 0 : |𝑋𝑛(𝑡)| > 1}.

Лема 4.1.10. Припустимо, що

lim
𝜀→0+

sup
|𝑥|61

sup
𝑛

E𝑥

∫︁ 𝜏𝑛

0

1l|𝑋𝑛(𝑡)|6𝜀𝑑𝑡 = 0. (4.16)

Тодi виконується (2.20), тобто

∀𝑇 > 0 lim
𝜀→0+

sup
𝑛

E

∫︁ 𝑇

0

1l|𝑋𝑛(𝑡)|6𝜀𝑑𝑡 = 0.

Доведення. Введемо позначення

𝑆0
𝑛,± := 0, 𝑇 𝑘𝑛,± := inf{𝑡 > 𝑆𝑘−1

𝑛,± : 𝑋𝑛(𝑡) = ±1},

𝑆𝑘𝑛,± := inf{𝑡 > 𝑇 𝑘𝑛,± : 𝑋𝑛(𝑡) = ±𝜀},
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𝑇 𝑘𝑛,± := inf{𝑡 > 𝑆𝑘𝑛,± : |𝑋𝑛(𝑡)| = 1},

𝛽𝑘𝑛,± :=

∫︁ 𝑇 𝑘
𝑛,±

𝑆𝑘
𝑛,±

1l|𝑋𝑛(𝑡)|6𝜀𝑑𝑡, 𝛼𝑘𝑛,± := 𝑆𝑘𝑛,± − 𝑇 𝑘𝑛,±, 𝑘 > 1.

Тодi ∫︁ 𝑇

0

1l|𝑋𝑛(𝑡)|6𝜀𝑑𝑡 6

6
∫︁ 𝜏𝑛

0

1l|𝑋𝑛(𝑡)|6𝜀𝑑𝑡+
∑︁
𝑘

(𝛽1
𝑛,+ + ...+ 𝛽𝑘𝑛,+)1l𝛼1

𝑛,+<𝑇,...,𝛼
𝑘
𝑛,+<𝑇,𝛼

𝑘+1
𝑛,+>𝑇 +

+
∑︁
𝑘

(𝛽1
𝑛,− + ...+ 𝛽𝑘𝑛,−)1l𝛼1

𝑛,−<𝑇,...,𝛼
𝑘
𝑛,−<𝑇,𝛼

𝑘+1
𝑛,−>𝑇

З сильної властивостi Маркова випливає, що∑︁
𝑘

E(𝛽1
𝑛,+ + ...+ 𝛽𝑘𝑛,+)1l𝛼1

𝑛,+<𝑇,...,𝛼
𝑘
𝑛,+<𝑇,𝛼

𝑘+1
𝑛,+>𝑇 =

=
∑︁
𝑘

𝑘E𝜀

∫︁ 𝜏𝑛

0

1l|𝑋𝑛(𝑡)|6𝜀𝑑𝑡 (1 − 𝑝𝑛,+)𝑘𝑝𝑛,+ = (𝑝𝑛,+)−1E𝜀

∫︁ 𝜏𝑛

0

1l|𝑋𝑛(𝑡)|6𝜀𝑑𝑡,

де 𝑝𝑛,+ = P1(𝑆
1
𝑛,+ > 𝑇 ).

Розглядаючи останнiй член окремо, отримуємо нерiвнiсть

E

∫︁ 𝑇

0

1l|𝑋𝑛(𝑡)|6𝜀𝑑𝑡 6
(︀
1 + (𝑝𝑛,+)−1 + (𝑝𝑛,−)−1

)︀
sup
|𝑥|61

sup
𝑛

E𝑥

∫︁ 𝜏𝑛

0

1l|𝑋𝑛(𝑡)|6𝜀𝑑𝑡.

Неважко бачити, що sup𝑛(𝑝𝑛,±)−1 <∞. Лему доведено.

Перевiримо (4.16).

Вiдомо (див. [31, Chapter 4.3]), що 𝑢𝑛,𝜀(𝑥) := E𝑥

∫︀ 𝜏𝑛
0 1l|𝑋𝑛(𝑡)|6𝜀𝑑𝑡 має ви-

гляд

𝑢𝑛,𝜀(𝑥) =

∫︁ 1

−1

𝐺𝑛(𝑥, 𝑦)1l|𝑦|6𝜀𝑚𝑛(𝑑𝑦), (4.17)

де функцiя Грiна 𝐺𝑛 дорiвнює

𝐺𝑛(𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎨⎪⎩
(𝜙𝑛(𝑥)−𝜙𝑛(−1))(𝜙𝑛(1)−𝜙𝑛(𝑦))

𝜙𝑛(1)−𝜙𝑛(−1) , 𝑥 6 𝑦,

𝐺𝑛(𝑦, 𝑥), 𝑥 > 𝑦,
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𝜙𝑛 задано формулою (4.13),

𝑚𝑛(𝑑𝑥) = exp{2

∫︁ 𝑥

0

𝑎𝑛(𝑧)𝑑𝑧}𝑑𝑥.

Функцiя 𝑢𝑛,𝜀(𝑥) є узагальненим розв’язком (оскiльки 𝑎𝑛 може бути розрив-

ною) рiвняння

1/2𝑢′′𝑛,𝜀(𝑥) + 𝑎𝑛(𝑥)𝑢′𝑛,𝜀(𝑥) = −1l|𝑥|6𝜀(𝑥), |𝑥| 6 1,

з граничними умовами 𝑢𝑛,𝜀(±1) = 0.

Пряма перевiрка умови

lim
𝜀→0+

sup
|𝑥|61

sup
𝑛
𝑢𝑛,𝜀(𝑥) = 0

можлива, але дуже важка. Ми доведемо вiдповiдну збiжнiсть використову-

ючи теорему порiвняння. Розглядається лише випадок коли 𝑎𝑛 задовольняє

умову Лiпшиця. Загальний випадок доводиться за апроксимацiєю розв’яз-

ками рiвнянь з лiпшицевими коефiцiєнтами.

З формули Iто-Танака випливає, що

𝑑|𝑋𝑛(𝑡)| = sign(𝑋𝑛(𝑡)) 𝑎𝑛(𝑋𝑛(𝑡))𝑑𝑡+ sign(𝑋𝑛(𝑡))𝑑𝑊 (𝑡) + 𝑑𝑙𝑛(𝑡) =

= sign(𝑋𝑛(𝑡)) 𝑎𝑛(𝑋𝑛(𝑡))𝑑𝑡+ 𝑑𝑊𝑛(𝑡) + 𝑑𝑙𝑛(𝑡),

де 𝑊𝑛 це деякий вiнерiв процес, 𝑙𝑛 це локальний час процесу 𝑋𝑛 в нулi.

Нехай−1/2 < 𝑐 < min(𝑐−, 𝑐+, 0). З мiркувань [51] випливає, що |𝑋𝑛(𝑡)| >
𝑌𝑛(𝑡), 𝑡 > 0, де 𝑌𝑛 задовольняє наступне СДР з вiдбиттям в нулi

𝑑𝑌𝑛(𝑡) = �̄�𝑛(𝑌𝑛(𝑡))𝑑𝑡+ 𝑑𝑊𝑛(𝑡) + 𝑑�̃�𝑛(𝑡).

Тут 𝑊𝑛(𝑡) =
∫︀ 𝑡
0 sign(𝑋𝑛(𝑠))𝑑𝑊 (𝑠) — це вiнерiв процес, �̃�𝑛 — це локаль-

ний час процесу 𝑌𝑛 в нулi, �̄�𝑛(𝑥) = 𝑛�̄�(𝑛𝑥), �̄�(𝑥) = −(|𝑎(𝑥)| + |𝑎(−𝑥)|) −
𝑐
𝑥1l|𝑥|>1 + 𝑟(𝑥), 𝑟 — це довiльна недодатня функцiя, така що �̄� задовольняє

умову Лiпшиця. Будемо також припускати, що
∫︀
R |𝑟(𝑥)|𝑑𝑥 6

∫︀
R |𝑏(𝑥)|𝑑𝑥.
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Лiпшицевiсть використовується тiльки для застосування теореми порiвня-

ння.

Для доведення (4.16) достатньо перевiрити, що

lim
𝜀→0

sup
𝑥∈[0,1]

sup
𝑛
�̄�𝑛,𝜀(𝑥) := lim

𝜀→0
sup
𝑥∈[0,1]

sup
𝑛

E𝑥

∫︁ 𝜏𝑛

0

1l𝑌𝑛(𝑠)∈[0,𝜀]𝑑𝑠 = 0,

де 𝜏𝑛 це момент потрапляння 𝑌𝑛 в [1,∞).

Вiдомо (див. [31]), що

�̄�𝑛,𝜀(𝑥) = 2

∫︁ 1

𝑥

exp{−2

∫︁ 𝑦

1

�̄�𝑛(𝑧)𝑑𝑧}
∫︁ 𝑦

0

1l[0,𝜀](𝑧) exp{2

∫︁ 𝑦

1

�̄�𝑛(𝑧)𝑑𝑧}𝑑𝑦

це (узагальнений) розв’язок рiвняння

1/2 �̄�′′𝑛,𝜀(𝑥) + �̄�𝑛(𝑥)�̄�′𝑛,𝜀(𝑥) = −1l[0,𝜀], 𝑥 ∈ [0, 1],

з граничними умовами 𝑢′𝑛,𝜀(0) = 0, 𝑢𝑛,𝜀(1) = 0. Таким чином,

sup
𝑥∈[0,1]

sup
𝑛
�̄�𝑛,𝜀(𝑥) = �̄�𝑛,𝜀(0) =

= 2

∫︁ 1

0

exp{−2

∫︁ 𝑦

1

�̄�𝑛(𝑧)𝑑𝑧}
∫︁ 𝑦

0

1l[0,𝜀](𝑧) exp{2

∫︁ 𝑦

1

�̄�𝑛(𝑧)𝑑𝑧}𝑑𝑦 6

6 𝐾

∫︁ 1

0

exp{
∫︁ 𝑦

0

𝑦−2𝑐𝑑𝑧}
∫︁ 𝑦

0

1l[0,𝜀](𝑧) 𝑦2𝑐𝑑𝑦, (4.18)

де константа 𝐾 залежить тiльки вiд
∫︀
R |𝑏(𝑥)|𝑑𝑥 та 𝑐, i не залежить вiд 𝑛.

За припущенням теореми, 𝑐 ∈ (−1/2, 0). Тому права частина (4.18) прямує

до 0 при 𝜀→ 0+ за теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть.

Теорему доведено для випадкiв A1–A5.

Розглянемо випадок A6. Помiтимо, що умови (2.18)–(2.22) виконуються

для 𝜉(𝑛) = 𝑋𝑛, 𝑛 > 1, та 𝜉(0) = 𝑋∞, де𝑋∞ задано в теоремi. Зокрема, з цього

випливає, що послiдовнiсть розподiлiв випадкових процесiв {𝑋𝑛} є слабко
вiдносно компактною в просторi неперервних функцiй. Виберемо довiльну

збiжну пiдпослiдовнiсть. Без втрати загальностi, можна припускати, що
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{𝑋𝑛} також слабко збiгається до неперервного процесу 𝑋. Нехай 𝛿 > 0,

𝜎𝑛,𝛿 = inf{𝑡 > 0 : 𝑋𝑛(𝑡) = 𝛿}, 𝜎𝛿 = inf{𝑡 > 0 : 𝑋(𝑡) = 𝛿}. З форму-

ли для шкали для процесу {𝑋𝑛} випливає, що lim𝑛→∞ 𝑃 (𝑋𝑛(𝜎
𝑛,𝛿) = 𝛿) =

𝑝, lim𝑛→∞ 𝑃 (𝑋𝑛(𝜎
𝑛,𝛿) = −𝛿) = 1 − 𝑝, де 𝑝 задано в (4.9).

З (2.20), (2.22) випливає, що граничний процес виходить з iнтервалу

[−𝛿, 𝛿] з iмовiрнiстю 1.

Помiтимо, що для м.в. 𝛿 > 0 вiдносно мiри Лебега розподiл 𝑋𝑛(𝜎
𝑛,𝛿 + ·)

слабко збiгається при 𝑛 → ∞ до розподiлу 𝑋(𝜎𝛿 + ·). Дiйсно, за теоре-

мою Скорохода про спiльний ймовiрнiсний простiр (див. [84]), без втрати

загальностi можна вважати, що послiдовнiсть {𝑋𝑛(·)} з iмовiрнiстю 1 збi-

гається до 𝑋(·) рiвномiрно на компактах. Для простоти будемо вважати,

що збiжнiсть виконується для всiх 𝜔, i що 𝜎𝑛,𝛿, 𝜎𝛿 <∞ для всiх 𝜔, 𝑛, 𝛿 > 0.

Отже, ми встановимо збiжнiсть

𝑋𝑛(𝜎
𝑛,𝛿 + ·) → 𝑋(𝜎𝛿 + ·) (4.19)

якщо доведемо, що

𝜎𝑛,𝛿 → 𝜎𝛿, 𝑛→ ∞. (4.20)

Збiжнiсть (4.20) може не виконуватись лише якщо 𝜎𝛿 це точка локального

максимуму 𝑋. За означенням, 𝜎𝛿 це точка строгого локального максиму-

му 𝑋 злiва. Множина точок локального максимуму, якi є точками строго-

го максимуму злiва, є не бiльше нiж злiченною. З цього випливає, що для

м.в. 𝜔 та м.в. 𝛿 > 0 вiдносно мiри Лебега має мiсце збiжнiть (4.20), а отже

i (4.19).

З iншого боку, розподiл 𝑋𝑛(𝜎
𝑛,𝛿 + ·) слабко збiгається при 𝑛 → ∞ до

розподiлу процесу 1lΩ−𝐵
−
𝑐−

(−𝛿, ·)+1lΩ+
𝐵+
𝑐+

(𝛿, ·), де 𝑃 (Ω−) = 1−𝑝, 𝑃 (Ω+) = 𝑝,

та 𝜎-алгебра {∅,Ω−,Ω+,Ω} не залежить вiд 𝜎(𝐵±
𝑐±

(±𝛿, 𝑡), 𝑡 > 0).

Нагадаємо, що з припущень теореми випливає, що

𝑃
(︀
∃𝑡 > 0 : 𝐵±

𝑐±
(±𝛿, 𝑡) = 0

)︀
= 0.
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З (2.20) випливає, що

𝑃

(︂∫︁ ∞

0

1l𝑋(𝑠)=0𝑑𝑠 = 0

)︂
= 1.

Отже, маємо збiжнiсть в 𝐶([0,∞)) м.н.

𝑋(𝜎𝛿 + ·) → 𝑋(·), 𝛿 → 0.

Процеси 1lΩ−𝐵
−
𝑐−

(−𝛿, ·) + 1lΩ+
𝐵+
𝑐+

(𝛿, ·) збiгаються за розподiлом до

1lΩ−𝐵
−
𝑐−

(0, ·) + 1lΩ+
𝐵+
𝑐+

(0, ·),

де 𝜎-алгебри {∅,Ω−,Ω+,Ω} та 𝜎(𝐵±
𝑐±

(0, 𝑡), 𝑡 > 0) незалежнi.

Теорему 4.1.6 доведено.

4.2 Гранична поведiнка розв’язкiв СДР з ви-

родженими коефiцiєнтами, збурених ма-

лим шумом

Розглянемо стохастичне диференцiальне рiвняння

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑎(𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ 𝜎(𝑋(𝑡))𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 > 0, (4.21)

𝑋(0) = 0,

де 𝑊 (·) — вiнерiв процес,

𝑎(𝑥) = 𝑎±|𝑥|𝛼 sign𝑥 = 𝑎+|𝑥|𝛼1l𝑥>0 − 𝑎−|𝑥|𝛼1l𝑥<0,

𝜎(𝑥) = 𝑏±|𝑥|𝛽 = 𝑏+|𝑥|𝛽1l𝑥>0 + 𝑏−|𝑥|𝛽1l𝑥<0,
(4.22)

де 𝑎± > 0, 𝑏± > 0, 𝛼, 𝛽 > 0.

Розглянемо випадок, коли

𝛼 < 1 та 𝛼− 2𝛽 + 1 < 0. (4.23)
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Тодi коефiцiєнт переносу не задовольняє умову Лiпшиця в точцi 0, а

дифузiйний коефiцiєнт вироджений в 0.

Вiдомо, що у випадку (4.23) iснують (слабкi) розв’язки рiвняння (4.21),

але не виконується умова єдиностi розв’язку; при цьому, точка 0 є право-

та лiвосторонньою точкою виходу, але не є точкою входу (див. [12], §5.1).

Тобто, якщо 𝑋(𝑡0) ̸= 0 для деякого розв’язку 𝑋 та деякого 𝑡0, то 𝑋(𝑡) ̸=
0 при 𝑡 > 𝑡0 м.н. Крiм того, iснують єдинi розв’язки 𝑋+ та 𝑋− рiвняння

(4.21), такi що 𝑋±(0) = 0 та

𝑋+(𝑡) > 0 при 𝑡 > 0 м.н.,

𝑋−(𝑡) < 0 при 𝑡 > 0 м.н.
(4.24)

В роботi [5] розглядався частковий випадок рiвняння (4.21) при 𝑏± = 0.

Для цього випадку був запропонований наступний спосiб селекцiї розв’яз-

ку.

Розглянемо рiвняння

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑎(𝑋(𝑡))𝑑𝑡, 𝑡 > 0,

𝑋(0) = 0,

де функцiю 𝑎 задано в (4.22). Вiдмiтимо, що якщо 𝛼 < 1, то 𝑎 не задоволь-

няє умову Лiпшиця, а процеси 𝑋± з (4.24) набувають вигляд

𝑋±(𝑡) = ±((1 − 𝛼) 𝑎±𝑡)
1/(1−𝛼), 𝑡 > 0. (4.25)

Нехай 𝜀 > 0. Розглянемо випадкове збурення цього рiвняння малим

шумом:

𝑑𝑋𝜀(𝑡) = 𝑎(𝑋𝜀(𝑡))𝑑𝑡+ 𝜀𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 > 0, (4.26)

𝑋𝜀(0) = 0.

Рiвняння (4.26) має єдиний розв’язок (див. [26]). Метою роботи [5] бу-

ло знаходження границi {𝑋𝜀} при 𝜀 → 0. Було встановлено (див. [5], при-

клад 4.5), що послiдовнiсть {𝑋𝜀} слабко збiгається до граничного процесу з
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розподiлом

𝑝P𝑋+
+ (1 − 𝑝)P𝑋−,

де

𝑝 =
(𝑎+)1/(𝛼+1)

(𝑎+)1/(𝛼+1) + (𝑎−)1/(𝛼+1)
,

а P𝑋+
та P𝑋− — розподiли процесiв 𝑋+ та 𝑋−, заданих в (4.25).

Цей результат узагальнювався на звичайнi диференцiальнi рiвняння з

нелiпшицевими коефiцiєнтами в роботах [4, 13,14,35,53]

В данiй роботi результат [5] узагальнено на випадок стохастичного ди-

ференцiального рiвняння (4.21).

4.2.1 Постановка задачi

Нехай 𝜀 > 0. Розглянемо наступне збурення рiвняння (4.21) :

𝑑𝑋𝜀(𝑡) = 𝑎(𝑋𝜀(𝑡))𝑑𝑡+ (𝜀+ 𝜎(𝑋𝜀(𝑡)))𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 > 0, (4.27)

𝑋𝜀(0) = 0,

де 𝑎(·) та 𝜎(·) заданi в (4.22), 𝑎± > 0, 𝑏± > 0, 𝛼, 𝛽 > 0.

Оскiльки 𝜎𝜀(𝑥) = 𝜀+𝜎(𝑥) вiдокремлено вiд нуля, то iснує єдиний розв’я-

зок рiвняння (4.27) (див. [26]).

Метою даного параграфа є дослiдження граничної поведiнки послiдов-

ностi процесiв 𝑋𝜀(·) при 𝜀→ 0.

4.2.2 Основний результат

Нехай для 𝜀 > 0 процес 𝑋𝜀(·) є розв’язком рiвняння (4.27).

Теорема 4.2.1. Припустимо, що виконується умова (4.23).

Тодi {𝑋𝜀} слабко збiгається в C([0, 1]) при 𝜀→ 0 до граничного проце-

су 𝑋∞ з розподiлом

𝑝P𝑋+
+ (1 − 𝑝)P𝑋−,
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де

𝑝 =
(𝑎+)1/(𝛼+1)

(𝑎+)1/(𝛼+1) + (𝑎−)1/(𝛼+1)
,

P𝑋+
та P𝑋− — розподiли розв’язкiв 𝑋+ та 𝑋−, що задовольняють (4.24).

Доведення спирається на мiркування, аналогiчнi доведенню теореми 2.4.1.

Таким чином, для доведення теореми 4.2.1 достатньо довести, що для до-

вiльного 𝛿 > 0

lim
𝜀→0

𝑝
(𝜀)
0 = 𝑝, (4.28)

де 𝑝
(𝜀)
0 = 𝑝

(𝜀)
0 (𝛿,−𝛿) це iмовiрнiсть для процесу 𝑋𝜀 з точки 0 потрапити в

точку 𝛿 > 0 ранiше нiж в точку −𝛿.
Вiдомо (див. [76]), що

𝑝
(𝜀)
0 =

𝜙𝜀(0) − 𝜙𝜀(−𝛿)
𝜙𝜀(𝛿) − 𝜙𝜀(−𝛿)

,

де 𝜙𝜀 — це функцiя шкали:

𝜙𝜀(𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

exp{−2

∫︁ 𝑦

0

𝑎(𝑧)

𝜎2(𝑧)
𝑑𝑧}𝑑𝑦 =

=

∫︁ 𝑥

0

exp{−2

∫︁ 𝑦

0

𝑎±|𝑧|𝛼 sign 𝑧𝑑𝑧

(𝜀+ 𝑏±|𝑧|𝛽)2
}𝑑𝑦 (4.29)

Таким чином,

𝑝
(𝜀)
0 =

0 − 𝜙𝜀(−𝛿)
𝜙𝜀(𝛿) − 𝜙𝜀(−𝛿)

=
1

1 − 𝜙𝜀(𝛿)/𝜙𝜀(−𝛿)
.

Для знаходження асимптотики вiдношення 𝜙𝜀(𝛿)/𝜙𝜀(−𝛿) при 𝜀 → 0

перетворимо вираз (4.29) наступним чином.

Нехай 𝑥 > 0. Покладемо ̃︀𝑧 = 𝜀−1/𝛽𝑧, тодi

𝜙𝜀(𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

exp{−2

∫︁ 𝑦𝜀−1/𝛽

0

𝑎+̃︀𝑧𝛼𝜀𝛼/𝛽𝜀1/𝛽𝑑̃︀𝑧
(𝜀+ 𝜀𝑏+̃︀𝑧𝛽)2

}𝑑𝑦 =

=

∫︁ 𝑥

0

exp{−2𝜀
𝛼+1−2𝛽

𝛽

∫︁ 𝑦𝜀−1/𝛽

0

𝑎+̃︀𝑧𝛼𝑑̃︀𝑧
(1 + 𝑏+̃︀𝑧𝛽)2

}𝑑𝑦.
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Покладемо ̃︀𝑦 = 𝜀−1/𝛽𝑦, тодi

𝜙𝜀(𝑥) =

∫︁ 𝜀−1/𝛽𝑥

0

exp{−2𝜀
𝛼+1−2𝛽

𝛽

∫︁ ̃︀𝑦
0

𝑎+̃︀𝑧𝛼𝑑̃︀𝑧
(1 + 𝑏+̃︀𝑧𝛽)2

}𝜀1/𝛽𝑑̃︀𝑦.
Аналогiчно розглянувши випадок 𝑥 < 0, одержимо, що в загальному ви-

падку,

𝜙𝜀(𝑥) = 𝜀1/𝛽 sign𝑥

∫︁ 𝜀−1/𝛽 |𝑥|

0

exp{−2𝜀
𝛼+1−2𝛽

𝛽

∫︁ 𝑦

0

𝑎±𝑧
𝛼𝑑𝑧

(1 + 𝑏±𝑧𝛽)2
}𝑑𝑦.

Перевiримо, що ∫︁ 𝑦

0

𝑧𝛼𝑑𝑧

(1 + 𝑏±𝑧𝛽)2
∼ 𝑦𝛼+1

𝛼 + 1
, 𝑦 → 0.

Дiйсно, за правилом Лопiталя,

lim
𝑦→0

∫︀ 𝑦
0 𝑧

𝛼(1 + 𝑏±𝑧
𝛽)−2𝑑𝑧

𝑦𝛼+1(𝛼 + 1)−1
= lim

𝑦→0

𝑦𝛼(1 + 𝑏±𝑦
𝛽)−2

𝑦𝛼
= 1.

Тодi за лемою 1.3 Гл. 2 з [86, с. 33], для довiльного 𝐴 > 0∫︁ 𝐴

0

exp{−2𝜀
𝛼+1−2𝛽

𝛽

∫︁ 𝑦

0

𝑎±𝑧
𝛼𝑑𝑧

(1 + 𝑏±𝑧𝛽)2
}𝑑𝑦 =

= 1
𝛼+1Γ( 1

𝛼+1)(1 + 𝑜(1))( 2𝑎±
𝛼+1𝜀

𝛼+1−2𝛽
𝛽 )−1/(𝛼+1) =

= 𝐶1(1 + 𝑜(1))(𝑎±𝜀
𝛼+1−2𝛽

𝛽 )−1/(𝛼+1) (4.30)

при 𝜀→ 0, де

𝐶1 = 1
𝛼+1Γ( 1

𝛼+1)( 2
𝛼+1)−1/(𝛼+1).

Оцiнимо ∫︁ 𝜀−1/𝛽𝛿

𝐴

exp{−2𝜀
𝛼+1−2𝛽

𝛽

∫︁ 𝑦

0

𝑎±𝑧
𝛼𝑑𝑧

(1 + 𝑏±𝑧𝛽)2
}𝑑𝑦 6

6 𝜀−1/𝛽𝛿max
𝑦>𝐴

(exp{−2𝜀
𝛼+1−2𝛽

𝛽

∫︁ 𝑦

0

𝑎±𝑧
𝛼𝑑𝑧

(1 + 𝑏±𝑧𝛽)2
}) =

= 𝜀−1/𝛽𝛿 · exp{−𝐶2𝑎±𝜀
𝛼+1−2𝛽

𝛽 }, (4.31)
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де

𝐶2 = 2

∫︁ 𝐴

0

𝑧𝛼𝑑𝑧

(1 + 𝑏±𝑧𝛽)2
> 0.

Оскiльки 𝛼 + 1 − 2𝛽 < 0 та 𝛽 > 0, то з (4.30) та (4.31) маємо, що

lim
𝜀→0

𝜙𝜀(𝛿)

𝜙𝜀(−𝛿)
= − lim

𝜀→0

(𝑎+𝜀
𝛼+1−2𝛽

𝛽 )−1/(𝛼+1)

(𝑎−𝜀
𝛼+1−2𝛽

𝛽 )−1/(𝛼+1)

= −(𝑎+/𝑎−)−1/(𝛼+1).

Звiдси випливає (4.28), що доводить теорему 4.2.1.
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Висновки

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню функцiональних грани-

чних теорем для випадкових процесiв зi збуренням.

Основнi результати дисертацiйної роботи:

∙ Розроблено загальний метод отримання функцiональних граничних

теорем для випадкових процесiв з локальним збуренням, що мають

властивiсть регенерацiї.

∙ Для послiдовностей симетричних випадкових блукань з iнтегровним

локальним збуренням доведено слабку збiжнiсть в просторi неперерв-

них функцiй та проведено повну класифiкацiю можливих граничних

процесiв в термiнах перехiдних iмовiрностей збурення.

∙ Дослiджено граничну поведiнку симетричного випадкового блукан-

ня з вiдбиваючим бар’єром в точцi нуль. Для випадку неiнтегровних

стрибкiв з бар’єру, якi належать до областi притягання 𝛼-стiйкого

розподiлу, доведено слабку збiжнiсть в просторi Скорохода до бро-

унiвського руху з вiдбиттям в нулi та граничними умовами типу

Вентцеля–Феллера.

∙ Встановлено граничну поведiнку послiдовностей розв’язкiв стохасти-

чних диференцiальних рiвнянь з необмеженими в околi особливої то-

чки коефiцiєнтами. Проведено повну класифiкацiю можливих грани-
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чних процесiв в залежностi вiд поведiнки розв’язкiв в околi особливої

точки.

∙ Для послiдовностей розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiв-

нянь з нелiпшицевими та виродженими в околi особливої точки ко-

ефiцiєнтами розглянуто збурення малим шумом та доведено слабку

збiжнiсть в просторi неперервних функцiй.

Запропонованi в дисертацiйнiй роботi загальнi методи доведення дозво-

ляють отримувати функцiональнi граничнi теореми для широкого класу

процесiв, що мають властивiсть регенерацiї.
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