




Çàãàëüíà õàðàêòåðèñòèêà ðîáîòè

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Äèñåðòàöiéíó ðîáîòó ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ
ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íà íåñêií÷åííîìó iíòåðâàëi (âñié ÷è-
ñëîâié îñi àáî ïiâîñi), êîåôiöi¹íòàìè ÿêèõ ¹ íåîáìåæåíi îïåðàòîðè ó áàíà-
õîâîìó ïðîñòîði, à ñàìå: îïèñîâi ðîçâ'ÿçêiâ âñåðåäèíi çàäàíîãî iíòåðâàëó
òà âèâ÷åííþ ¨õ ïîâåäiíêè ïðè íàáëèæåííi äî éîãî êiíöiâ; ç'ÿñóâàííþ ìî-
æëèâîñòi ïðîäîâæåííÿ ðîçâ'ÿçêó äî öiëî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ ïåâíîãî ñêií÷åí-
íîãî ïîðÿäêó i ñêií÷åííîãî òèïó; ïèòàííÿì êîðåêòíîñòi äåÿêèõ êðàéîâèõ
çàäà÷ äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü; óñòàíîâëåííþ ïðÿìèõ i îáåðíåíèõ òåîðåì òåî-
ði¨ íàáëèæåíü ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ öiëèìè ðîçâ'ÿçêàìè åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó;
çíàõîäæåííþ êðèòåði¨â ðiçíèõ âèäiâ ñòiéêîñòi ðiâíÿíü åëiïòè÷íîãî òèïó;
ðîçâ'ÿçàííþ çàäà÷ Êîëìîãîðîâà i Õiëëå âiäøóêàííÿ ìàêñèìàëüíèõ, ùiëü-
íèõ ó âèõiäíîìó ïðîñòîði ïiäïðîñòîðiâ, íà ÿêèõ ðîçâ'ÿçîê àáñòðàêòíîãî
ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ìîæå áóòè ïîäàíèé ó âèãëÿäi ñòåïåíåâîãî ðÿäó
(ïðîáëåìà Êîëìîãîðîâà) àáî åêñïîíåíöiàëüíî¨ ãðàíèöi (ïðîáëåìà Õiëëå)
âiä ãåíåðàòîðà àñîöiéîâàíî¨ ç ðîçãëÿäóâàíèì ðiâíÿííÿì ïiâãðóïè ëiíiéíèõ
îïåðàòîðiâ; ïèòàííÿì ðîçâ'ÿçíîñòi ó äåÿêèõ êëàñàõ àíàëiòè÷íèõ âåêòîð-
ôóíêöié äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði íàä íåàðõiìåäî-
âèì ïîëåì.

Áiëüøiñòü iç çàçíà÷åíèõ çàäà÷ íàëåæèòü äî îäíîãî ç îñíîâíèõ ïiäðîçäi-
ëiâ ñó÷àñíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó � òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîð-
íèõ ðiâíÿíü, ÿêi, ÿê âiäîìî, îõîïëþþòü ÷èìàëî ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïî-
õiäíèìè, âêëþ÷àþ÷è ìîäåëüíi. Ïî÷àòîê öi¹¨ òåîði¨ áóâ ïîêëàäåíèé ðîáîòà-
ìè Å. Õiëëå òà Ê. Iîñiäè (1948), â ÿêèõ îäåðæàíî ïåðøi òåîðåìè iñíóâàííÿ
ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó y′ = Ay ç íåîáìåæåíèì îïå-
ðàòîðîì A ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði, ñôîðìóëüîâàíi â òåðìiíàõ òåîði¨ ïiâãðóï
îïåðàòîðiâ. Ê. Iîñiäà, à çãîäîì Â. Ôåëëåð ïîâ'ÿçàëè öi äîñëiäæåííÿ ïiâãðóï
ç ðiçíèìè çàäà÷àìè äëÿ ðiâíÿííÿ äèôóçi¨. Ïàðàëåëüíî ç öèì Å. Õiëëå, à
ïîòiì Ð. Ôiëëiïñ ðîçïî÷àëè ïîáóäîâó òåîði¨ àáñòðàêòíî¨ çàäà÷i Êîøi äëÿ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði. Íà ïî÷àòêó 50-õ ðîêiâ
ìèíóëîãî ñò. Ï. Ëàêñ, À. Ìiëüãðåì i Â. Ëÿíöå çàñòîñóâàëè ïiâãðóïîâi ìå-
òîäè äî äîñëiäæåííÿ ðiçíèõ êëàñiâ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü. Iñòîòíèé êðîê
óïåðåä ó çàãàëüíié òåîði¨ áóâ çðîáëåíèé Ò. Êàòî, ÿêèé ðîçãëÿíóâ íàâåäåíå
âèùå ðiâíÿííÿ, àëå âæå çi çìiííèì îïåðàòîðíèì êîåôiöi¹íòîì A = A(t).
Ó ñâî¨õ ïîäàëüøèõ ðîáîòàõ íàçâàíi â÷åíi ñòâîðèëè ìiöíèé ôóíäàìåíò äëÿ
ðîçâèòêó òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåîáìåæåíèìè îïåðàòîðàìè,
ÿêà ç òèõ ïið ñòàëà ñàìîñòiéíîþ ãàëóççþ äîñëiäæåíü, ïðèâåðíóâøè óâà-
ãó âåëèêî¨ êiëüêîñòi ìàòåìàòèêiâ, ñåðåä ÿêèõ, çîêðåìà, Ì. Âiøèê, Î. Ëà-
äèæåíñüêà, Þ. Äàëåöüêèé, Þ. Ëþáè÷, Ï. Ñîáîë¹âñüêèé, Ñ. Åéäåëüìàí,
Ñ. Êðåéí, Ì. Êðàñíîñ¹ëüñüêèé, Ì. Ñîëîìÿê, Õ. Òàíàáå, À. Áàëàêðiøíàí,
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Äæ. Ëiîíñ, Ã. Êîìàöó, À. Ïàçi, Ñ. Àãìîí, Ë. Íiðåíáåðã, Äæ. Ãîëüäñòåéí òà
áàãàòî-áàãàòî iíøèõ. Ïðè öüîìó îñíîâíèì ¨¨ ìàòåìàòè÷íèì àïàðàòîì áóëà
i çàëèøà¹òüñÿ òåîðiÿ ïiâãðóï. Îöiíþþ÷è ¨¨ ìiñöå â ìàòåìàòèöi, Å. Õiëëå
ïèñàâ: "ß âiòàþ ïiâãðóïó, äå á ¨¨ íå çóñòðiâ, à çóñòði÷à¹òüñÿ âîíà ñêðiçü".

Îñòàííiì ÷àñîì ÿê ïðåäìåò, òàê i ñôåðà çàñòîñóâàíü òåîði¨ àáñòðàêòíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i òiñíî ïîâ'ÿçàíî¨ ç íåþ òåîði¨ ïiâãðóï çíà÷íî ðîç-
øèðèëèñü i ñòàëè îá'¹êòàìè äîñëiäæåíü öiëî¨ êîãîðòè ïðîâiäíèõ ôàõiâöiâ,
òàêèõ, íàïðèêëàä, ÿê Â. Ôîìií, Ì. Ãîðáà÷óê, À. Êíÿçþê, Äæ. Êiñiíñüêèé,
Þ. Ëàòóøêií, Õ. Õåéìàíñ, Ñ. Àíãåíåíò, Á. äå Ïàõòåð, Ñ. Iâàñèøåí, Æ.
Íååðâåí, Ô. Êëåìåíò, Â. Âàñiëü¹â, Ñ. Ïiñêàðüîâ, Ô. Ãói Çîíã, À. Êî÷óáåé,
Ñ. Ãåôòåð, Ò. Ñòóëîâà, Â. Ãîðîäåöüêèé, Ì. Ãîðîäíié, Î. Êóòîâèé, Þ. Êîí-
äðàòü¹â òà ií. Ìîæëèâà îáëàñòü çàñòîñóâàíü öèõ òåîðié ¹ äîñèòü îáøèðíîþ
i âêëþ÷à¹, êðiì òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè,
ìàòåìàòè÷íó ôiçèêó, òåîðiþ àïðîêñèìàöi¨, ìàðêîâñüêi ïðîöåñè, òåîðiþ òå-
ïëîïðîâiäíîñòi, ñó÷àñíi ïðîáëåìè åêîëîãi¨, áiîëîãi¨, äèíàìiêó ðóõó ðiäèíè
òîùî. Âñå öå, ç îãëÿäó íà iñòîðiþ ðîçâèòêó ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó, òå-
îði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà òåîði¨ íàáëèæåíü, p-àäè÷íî¨ òåõíiêè, ÿêà
âiäêðèâà¹ âàæëèâi ïåðñïåêòèâè äëÿ ðîçâèòêó àëãåáðè, òåîði¨ ÷èñåë òà êî-
ðèñíèõ çàñòîñóâàíü, ñâiä÷èòü ïðî àêòóàëüíiñòü òåìàòèêè äèñåðòàöi¨.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.
Äîñëiäæåííÿ, ùî ñêëàäàþòü îñíîâó äèñåðòàöi¨, ïðîâîäèëèñü íà êàôåäði
ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Íàöiîíàëüíîãî òå-
õíi÷íîãî óíiâåðñèòåòó Óêðà¨íè "Êè¨âñüêèé ïîëiòåõíi÷íèé iíñòèòóò iìåíi
Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî"ó ðàìêàõ íàóêîâî-äîñëiäíèõ òåì ”Äîñëiäæåííÿ àêòó-
àëüíèõ ïðîáëåì òåîði¨ äåòåðìiíîâàíîãî õàîñó, ðîçâ'ÿçóâàííÿ óñêëàäíåíèõ
çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè òà ðîçðîáêà ìàòåìàòè÷íî-êîìï'þòåðíèõ ìåòî-
äiâ ïîáóäîâè íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ” (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨
0112U001235) i "Ðîçâèòîê ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíî-
îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü i ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïàðàáîëi÷íîãî òèïó”
(íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0117U003173).

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Îñíîâíîþ ìåòîþ äèñåðòàöiéíîãî
äîñëiäæåííÿ ¹ îïèñ óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íà íåñêií-
÷åííîìó iíòåðâàëi ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ àáî p-
àäè÷íèõ ÷èñåë, âèâ÷åííÿ ¨õ ïîâåäiíêè ïðè íàáëèæåííi äî êiíöiâ iíòåðâàëó,
ðîçâ'ÿçàííÿ ó çâ'ÿçêó ç öèì ïðîáëåì Êîëìîãîðîâà i Õiëëå ïðî çîáðàæåííÿ
ãðóïè ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ñòåïåíåâèì ðÿäîì àáî åêñïîíåíöiàëüíîþ ãðàíè-
öåþ âiä ¨¨ ãåíåðàòîðà, ðîçâèòîê îïåðàòîðíîãî ïiäõîäó äî íàáëèæåííÿ äî-
âiëüíîãî êëàñè÷íîãî, ñëàáêîãî àáî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ðîçâ'ÿçêàìè,
ÿêi ¹ öiëèìè âåêòîð-ôóíêöiÿìè åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó, âiäøóêàííÿ êðè-
òåði¨â ðiâíîìiðíî¨ òà ðiâíîìiðíî¨ åêñïîíåíöiàëüíî¨ ñòiéêîñòi ðiâíÿííÿ.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíi ðiâíÿííÿ ó áàíà-
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õîâîìó ïðîñòîði íàä àðõiìåäîâèì àáî íåàðõiìåäîâèì ïîëåì; ãðàíè÷íi çàäà-
÷i äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü, çîêðåìà, çàäà÷i Êîøi, Äiðiõëå, Íåéìàíà, (n+ 1)-ðàç
iíòåãðîâàíà çàäà÷à Êîøi; C0-ïiâãðóïè òà C0-ãðóïè, ïîâ'ÿçàíi ç íèìè; äåÿêi
ïiäïðîñòîðè öiëèõ âåêòîð-ôóíêöié; àíàëiòè÷íi òà öiëi âåêòîðè çàìêíåíîãî
îïåðàòîðà; êëàñèÆåâðå âåêòîðiâ òà âåêòîð-ôóíêöié; ñïîñîáè àïðîêñèìàöi¨
ðîçâ'ÿçêiâ; ñòiéêi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ; ñòiéêi ïiâãðóïè.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ñòðóêòóðà êëàñè÷íèõ, ñëàáêèõ i óçàãàëüíå-
íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði òà ¨õ ãðà-
íè÷íi çíà÷åííÿ; çîáðàæåííÿ ïiâãðóïè (ãðóïè) ñòåïåíåâèì ðÿäîì àáî åêñïî-
íåíöiàëüíîþ ãðàíèöåþ âiä ¨¨ ãåíåðàòîðà; ùiëüíiñòü ìíîæèíè öiëèõ âåêòî-
ðiâ çàìêíåíîãî îïåðàòîðà; ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ ïðè íàáëèæåííi äî êiíöiâ
iíòåðâàëó; îïåðàòîðíèé ïiäõiä äî íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðîçâ'ÿçêàìè, ÿêi
¹ öiëèìè âåêòîð-ôóíêöiÿìè åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó; êðèòåði¨ ðiçíèõ âè-
äiâ ñòiéêîñòi ïiâãðóï, ïîâ'ÿçàíèõ ç ðîçãëÿäóâàíèìè ðiâíÿííÿìè; çâ'ÿçîê
ìiæ ïîâåäiíêîþ ðîçâ'ÿçêiâ òà ¨õ ãðàíè÷íèìè çíà÷åííÿìè, ìiæ ñòåïåíåì
ãëàäêîñòi ðîçâ'ÿçêó i øâèäêiñòþ ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ éîãî íàéêðàùîãî íà-
áëèæåííÿ; çàäà÷à Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó íåàðõiìåäîâîìó
áàíàõîâîìó ïðîñòîði.

Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ:
1. Äëÿ äîâiëüíî¨ C0-ãðóïè (ïiâãðóïè) ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ç ãåíåðà-

òîðîì A ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði B çíàéòè ìàêñèìàëüíi, ùiëüíi ó íüîìó
ìíîæèíè, íà åëåìåíòàõ ÿêèõ öÿ ãðóïà (ïiâãðóïà) çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi
ñòåïåíåâîãî ðÿäó (ïðîáëåìà Êîëìîãîðîâà) àáî åêñïîíåíöiàëüíîþ ãðàíèöåþ
(ïðîáëåìà Õiëëå) âiä îïåðàòîðà A, òà ñïîñîáè âiäíîâëåííÿ ãðóïè (ïiâãðó-
ïè) áåçïîñåðåäíüî çà ¨¨ ãåíåðàòîðîì, à íå ôóíêöiÿìè âiä íüîãî. Óçàãàëü-
íèòè ðåçóëüòàò, ùî ñòîñó¹òüñÿ ïðîáëåìè Õiëëå, íà âèïàäîê äîâiëüíîãî çà-
ìêíåíîãî îïåðàòîðà A. Âèâ÷èòè íåîáõiäíi äëÿ äîñëiäæåíü êëàñè ëîêàëüíî-
àíàëiòè÷íèõ B-çíà÷íèõ âåêòîð-ôóíêöié.

2. Äîñëiäèòè ñòðóêòóðó ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, çîêðåìà
m-ãàðìîíi÷íîãî, íà âñié ÷èñëîâié îñi ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði. Ïîêàçàòè, ùî
äëÿ íèõ äi¹ àíàëîã ïðèíöèïó Ôðàãìåíà-Ëiíäåëüîôà.

3. Äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïàðàáîëi÷íîãî òèïó ó ãiëüáåðòî-
âîìó ïðîñòîði äîâåñòè ïðÿìi é îáåðíåíi òåîðåìè òåîði¨ íàáëèæåííÿ ñëàá-
êèõ ðîçâ'ÿçêiâ éîãî ðîçâ'ÿçêàìè, ÿêi ¹ öiëèìè âåêòîð-ôóíêöiÿìè åêñïî-
íåíöiàëüíîãî òèïó, ç'ÿñóâàòè çâ'ÿçîê ìiæ ñòåïåíåì ãëàäêîñòi ðîçâ'ÿçêó
y(t) i øâèäêiñòþ ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ éîãî íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ Er(y)
ðîçâ'ÿçêàìè, òèï ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ r, i ïîøèðèòè öåé ðåçóëüòàò íà áàíà-
õîâi ïðîñòîðè, îñíàùåíi ãiëüáåðòîâèìè.

4. Äîñëiäèòè ðîçâ'ÿçêè äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü ó áàíà-
õîâîìó ïðîñòîði âñåðåäèíi iíòåðâàëó (0,∞), íå íàêëàäàþ÷è æîäíèõ óìîâ
íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó â íóëi, òà ¨õ ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ó äåÿêèõ ëîêàëüíî-
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îïóêëèõ ïðîñòîðàõ.
5. Ðîçãëÿíóòè çàäà÷i Äiðiõëå òà Íåéìàíà äëÿ ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó

åëiïòè÷íîãî òèïó, äîñëiäèòè óìîâè iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó i íàâåñòè
äëÿ íüîãî ôîðìóëó.

6. Äëÿ ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó åëiïòè÷íîãî òèïó íà ïiâîñi ó áàíà-
õîâîìó ïðîñòîði çíàéòè óìîâè îáìåæåíîñòi ðîçâ'ÿçêó â îêîëi íåñêií÷åííî
âiääàëåíî¨ òî÷êè, éîãî çáiæíîñòi äî íóëÿ, à òàêîæ óìîâè, ÿêi çàáåçïå÷óþòü
éîãî åêñïîíåíöiàëüíå ñïàäàííÿ íà íåñêií÷åííîñòi.

7. Äîñëiäèòè ñòiéêi ðîçâ'ÿçêè åëiïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó i
çíàéòè óìîâè, íåîáõiäíi é äîñòàòíi äëÿ éîãî ðiâíîìiðíî¨, ðiâíîìiðíî¨ åêñïî-
íåíöiàëüíî¨ òà ðiâíîìiðíî¨, àëå íå ðiâíîìiðíî¨ åêñïîíåíöiàëüíî¨ ñòiéêîñòi.
Â îñòàííüîìó âèïàäêó ç'ÿñóâàòè çâ'ÿçîê ìiæ ïîðÿäêîì ñïàäàííÿ ðîçâ'ÿçêó
íà íåñêií÷åííîñòi òà âëàñòèâîñòÿìè éîãî ïî÷àòêîâèõ äàíèõ.

8. Ðîçãëÿíóòè íåîäíîðiäíi ðiâíÿííÿ âèùèõ ïîðÿäêiâ ó áàíàõîâîìó ïðî-
ñòîði íàä ïîëåì p-àäè÷íèõ ÷èñåë, ïðàâèìè ÷àñòèíàìè ÿêèõ ¹ ëîêàëüíî àíà-
ëiòè÷íi âåêòîð-ôóíêöi¨, äîâåñòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ëîêàëüíî àíàëiòè-
÷íîãî â îêîëi íóëÿ ðîçâ'ÿçêó òàêîãî ðiâíÿííÿ i éîãî íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü
âiä ïðàâî¨ ÷àñòèíè, îòðèìàòè ôîðìóëó äëÿ ðîçâ'ÿçêó.

9. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó ïðàâà ÷àñòèíà � ìíîãî-
÷ëåí, òî ðîçâ'ÿçîê òàêîæ ¹ ìíîãî÷ëåíîì òîãî ñàìîãî ñòåïåíÿ, ùî é ïðà-
âà ÷àñòèíà; ÿêùî ïðàâà ÷àñòèíà � öiëà âåêòîð-ôóíêöiÿ, òî iñíó¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê ó êëàñi öiëèõ âåêòîð-ôóíêöié.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïîñòàâëåíèõ çàäà÷ ó äèñåðòà-
öi¨ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó, òîïîëîãi¨ òà òåîði¨
ôóíêöié, çîêðåìà: ìåòîäè òåîði¨ ëîêàëüíî îïóêëèõ ïðîñòîðiâ, òåîði¨ óçà-
ãàëüíåíèõ ôóíêöié, òåîði¨ àáñòðàêòíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, îïåðà-
òîðíîãî ÷èñëåííÿ, ãðóïîâi òà ïiâãðóïîâi ìåòîäè.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè, ùî
âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, ¹ íîâèìè i ïîëÿãàþòü ó íàñòóïíîìó:

1. Çíàéäåíî ìàêñèìàëüíèé, ùiëüíèé ó çàäàíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði
ïiäïðîñòið, íà åëåìåíòàõ ÿêîãî C0-ïiâãðóïà ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ìîæå áóòè
çîáðàæåíà ñòåïåíåâèì ðÿäîì âiä ¨¨ ãåíåðàòîðà (ïðîáëåìà Êîëìîãîðîâà).

2. Ðîçâ'ÿçàíî ïðîáëåìó Õiëëå ïðî ìîæëèâiñòü ïðåäñòàâëåííÿ C0-
ïiâãðóïè ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði åêñïîíåíöiàëüíîþ ãðà-
íèöåþ âiä ¨¨ ãåíåðàòîðà.

3. Çíàéäåíî óìîâè íà âåêòîð áàíàõîâîãî ïðîñòîðó, çà ÿêèõ åêñïî-
íåíöiàëüíà ôóíêöiÿ âiä çàìêíåíîãî îïåðàòîðà íà öüîìó âåêòîði ¹ öiëîþ
ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó i ñêií÷åííîãî òèïó.

4. Îïèñàíî óñi ðîçâ'ÿçêè âñåðåäèíi íåñêií÷åííîãî iíòåðâàëó (îñi àáî
ïiâîñi) ïàðàáîëi÷íèõ òà åëiïòè÷íèõ (çîêðåìà ïîëiãàðìîíi÷íîãî) äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði.
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5. Äîñëiäæåíî ðîçâ'ÿçêè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèùèõ ïîðÿäêiâ
ïåâíîãî âèãëÿäó íà âñié ÷èñëîâié îñi é ïiâîñi, êîåôiöi¹íòàìè ÿêèõ ¹ ïîçè-
òèâíi îïåðàòîðè ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði.

6. Äîâåäåíî ïðÿìi é îáåðíåíi òåîðåìè òåîði¨ íàáëèæåíü ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði ðîçâ'ÿçêàìè, ÿêi ¹
öiëèìè âåêòîð-ôóíêöiÿìè åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó, ùî âñòàíîâëþþòü âçà-
¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ øâèäêiñòþ ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ íàé-
êðàùîãî íàáëèæåííÿ i ñòåïåíåì ãëàäêîñòi ðîçâ'ÿçêó. Äëÿ òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ
âñòàíîâëåíî àíàëîã âiäîìî¨ òåîðåìè Äæåêñîíà.

7. Îïèñàíî ñòðóêòóðó ðîçâ'ÿçêiâ ÿê îäíîðiäíî¨, òàê i íåîäíîðiäíî¨
çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ àáñòðàêòíîãî åëiïòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ
äðóãîãî ïîðÿäêó íà ïiâîñi; çíàéäåíî óìîâè, çà ÿêèõ öÿ çàäà÷à ¹ êîðåêòíîþ.

8. Äîñëiäæåíî îäíîðiäíó çàäà÷ó Íåéìàíà äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði, à òàêîæ (n+1)-ðàç iíòåãðî-
âàíó çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó.

9. Äîâåäåíî, ùî äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ àáñòðàêòíèõ åëiïòè÷íèõ äèôåðåíöi-
àëüíèõ ðiâíÿíü íà ïiâîñi äi¹ àíàëîã ïðèíöèïó Ôðàãìåíà-Ëiíäåëüîôà.

10. Äëÿ åëiïòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ íà ïiâîñi ó áàíàõîâî-
ìó ïðîñòîði çíàéäåíî êðèòåði¨ éîãî ðiâíîìiðíî¨ òà ðiâíîìiðíî¨ åêñïîíåí-
öiàëüíî¨ ñòiéêîñòi, à òàêîæ óìîâè, çà ÿêèõ ðiâíÿííÿ ¹ ðiâíîìiðíî, àëå íå
ðiâíîìiðíî åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêèì.

11. Îïèñàíî âñi àíàëiòè÷íi ðîçâ'ÿçêè íåîäíîðiäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ m-ãî ïîðÿäêó ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði íàä ïîëåì p-àäè÷íèõ ÷èñåë.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Â îñíîâíîìó ðå-
çóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ¹ òåîðåòè÷íîãî õàðàêòåðó. Ïðîòå òi ç íèõ, ùî ñòîñó-
þòüñÿ òåîði¨ ñòiéêîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði,
ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi äî âèâ÷åííÿ äèíàìiêè îáåðòàííÿ òâåðäèõ òië ç
ïîðîæíèíàìè, íàïîâíåíèìè ðiäèíîþ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âèçíà÷åííÿ ãîëîâíèõ íàïðÿìiâ äî-
ñëiäæåíü íàëåæèòü Ì.Ë. Ãîðáà÷óêó. Óñi ðåçóëüòàòè, ùî âèíîñÿòüñÿ íà çà-
õèñò, îòðèìàíî çäîáóâà÷åì ñàìîñòiéíî, à â ðîáîòàõ, îïóáëiêîâàíèõ ó ñïiâ-
àâòîðñòâi, âíåñîê àâòîðiâ ¹ ðiâíîöiííèì.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äîïîâiäàëèñÿ íà:
� Âñåñîþçíîé øêîëå ìîëîäûõ ó÷åíûõ ”Ôóíêöèîíàëüíûå ìåòîäû â ïðè-

êëàäíîé ìàòåìàòèêå è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå”, Òàøêåíò, 11-17 òðàâíÿ
1988 ðîêó;

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíié ïàì'ÿòi àêàäåìiêà
Ì.Ï. Êðàâ÷óêà, Êè¨â-Ëóöüê, 22-28 âåðåñíÿ 1992 ðîêó;

� Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ ”Íîâi ïiäõîäè äî ðîçâ'ÿçàííÿ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü”, Äðîãîáè÷, 25-27 ñi÷íÿ 1994 ðîêó;

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíié ïàì'ÿòi àêàäåìiêà
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Ì.Ï. Êðàâ÷óêà, Êè¨â, 11-14 êâiòíÿ 1995 ðîêó;
� The Third International Congress on Industrial and Applied Mathema-

tics, Hamburg, July 3-7, 1995;
� Workshop ”Modern Mathematical Methods in Di�raction Theory and its

Applications in Engineering”, Darmstad, September 30 - October 3, 1996;
� International Conference ”Nonlinear Partial Di�erential Equations” dedi-

cated to J.P. Schauder, Lviv, August 23-29, 1999;
� 18-th International Conference on Operator Theory, Timisoara, June 27

- July 1, 2000;
� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó, Êè¨â, 22-26 ñåð-

ïíÿ 2001 ðîêó;
� Ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ iì. Â.ß. Ñêîðîáîãàòüêà, Äðî-

ãîáè÷, 27 âåðåñíÿ - 1 æîâòíÿ 2004 ðîêó;
� Internatioal Conference ”Analysis and Related Topics”, Lviv, November

17-20, 2005;
� International Conference on Di�erential Equations, dedicated to the 100th

anniversary of Ya.B. Lopatynsky, Lviv, September 12-17, 2006;
� International V.Ya. Skorobohatko Mathematical Conference, Drohobych,

September 24-28, 2007;
� International Conference ”Analysis and Topology”, Lviv, May 26 - June

7, 2008;
� Äâàíàäöÿòié ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà Ì.

Êðàâ÷óêà, Êè¨â, 15-17 òðàâíÿ 2008 ðîêó;
� Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ”Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè,

ìåõàíèêè è èõ ïðèëîæåíèé”, Ìîñêâà, 30 ìàðòà - 2 àïðåëÿ 2009 ãîäà.
� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ äî 100-ði÷÷ÿ Ì.Ì. Áîãîëþáîâà òà 70-ði÷÷ÿ

Ì.I. Íàãíèáiäè, ×åðíiâöi, 8-13 ÷åðâíÿ 2009 ðîêó;
� Óêðà¨íñüêîìó ìàòåìàòè÷íîìó êîíãðåñi, Êè¨â, 27-30 ñåðïíÿ 2009 ðîêó;
� Âñåóêðà¨íñüêîìó íàóêîâîìó ñåìiíàði ”Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìî-

âiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó”, Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 25-28 áåðåçíÿ 2010
ðîêó;

� Òðèíàäöÿòié ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà Ì.
Êðàâ÷óêà, Êè¨â, 13-15 òðàâíÿ 2010 ðîêó;

Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ”Ñó÷àñíi ïðîáëåìè àíàëiçó”, ïðèñâÿ÷åíié 70-
ði÷÷þ êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó, ×åð-
íiâöi, 30 âåðåñíÿ - 3 æîâòíÿ 2010 ðîêó;

� Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ”Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìå-
æíûå âîïðîñû”, ïîñâÿùåííîé 110-ëåòèþ È.Ã. Ïåòðîâñêîãî, Ìîñêâà, 30 ìàÿ
- 4 èþíÿ 2011 ãîäà;

� ×îòèðíàäöÿòié ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà Ì.
Êðàâ÷óêà, Êè¨â, 19-21 êâiòíÿ 2012 ðîêó;
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� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ”Òåîðiÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié òà ¨¨ çàñòîñó-
âàííÿ”, ïðèñâÿ÷åíié 70-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ ÷ëåíà-êîðåñïîíäåíòà ÍÀÍ
Óêðà¨íè, ïðîôåñîðà Î.I. Ñòåïàíöÿ (1942-2007), Êàì'ÿíåöü-Ïîäiëüñüêèé, 28
òðàâíÿ - 3 ÷åðâíÿ 2012 ðîêó;

� International Ñonference dedicated to the 120th anniversary of Stefan
Banach, Ukraine, Lviv, September, 17-21, 2012;

� Crimea International Mathematical Conference, Sudak, September 22 -
October 4, 2013;

� Ï'ÿòíàäöÿòié ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà Ì.
Êðàâ÷óêà, Êè¨â, 15-17 òðàâíÿ 2014 ðîêó;

� IY International Hahn Conference dedicated to the 135-th anniversary of
Hans Hahn, Chernivtsi, June 30 - July 5, 2014;

� Øiñòíàäöÿòié ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà Ì.
Êðàâ÷óêà, Êè¨â, 14-15 òðàâíÿ 2015 ðîêó;

� Íàóêîâié êîíôåðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíié 100-ði÷÷þ âiä äíÿ íàðîäæåííÿ
Ê.Ì. Ôiøìàíà òà Ì.Ê. Ôàãå, ×åðíiâöi, 1-4 ëèïíÿ 2015 ðîêó;

� International V. Skorobohatko Mathematical Conference, Drohobych,
August 25-28, 2015;

� Ñiìíàäöÿòié ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà Ì.
Êðàâ÷óêà, Êè¨â, 19-20 òðàâíÿ 2016 ðîêó;

� Seminarium Katedry Analizy Matematycznej. Matematyki Obliczeniowej
i Metod Probabilistycznych. Wydzial Matematyki Stosowanej AGH, Êðàêiâ
(Ïîëüùà), 13 êâiòíÿ 2016 ðîêó;

� Âiñiìíàäöÿòié ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà Ì.
Êðàâ÷óêà, Êè¨â-Ëóöüê, 7-10 æîâòíÿ 2017 ðîêó;

� Íàóêîâîìó ñåìiíàði êàôåäðè ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè Íàöiîíàëüíîãî òå-
õíi÷íîãî óíiâåðñèòåòó Óêðà¨íè ”Êè¨âñüêèé ïîëiòåõíi÷íèé iíñòèòóò iìåíi
Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî”, 25 æîâòíÿ 2017 ðîêó (êåðiâíèê ñåìiíàðó � ïðîôåñîð
Ñ.Ä. Iâàñèøåí);

� Êè¨âñüêîìó ñåìiíàði ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó â Iíñòèòóòi ìàòåìà-
òèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, 8 ëèñòîïàäà 2017 ðîêó (êåðiâíèêè ñåìiíàðó: àêàäåìiê
ÍÀÍ Óêðà¨íè Þ.Ì. Áåðåçàíñüêèé, àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà¨íè Þ.Ñ. Ñàìîé-
ëåíêî, ÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè À.Í. Êî÷óáåé);

� Íàóêîâîìó ñåìiíàði âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè
ÍÀÍ Óêðà¨íè, 8 ãðóäíÿ 2017 ðîêó (êåðiâíèê ñåìiíàðó � ïðîôåñîð À.Ñ.
Ðîìàíþê).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè âèêëàäåíî ó 49
íàóêîâèõ ïóáëiêàöiÿõ [1-49], iç ÿêèõ 22 ñòàòòi [1-22] ó íàóêîâèõ âèäàííÿõ,
âíåñåíèõ äî ïåðåëiêó ôàõîâèõ âèäàíü ç ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, 2 ñòàòòi
[11, 21] ó çàêîðäîííèõ íàóêîâèõ ïåðiîäè÷íèõ âèäàííÿõ, 7 ðîáiò [1, 5, 8, 11,
15, 21, 22] ó âèäàííÿõ, âêëþ÷åíèõ äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîìåòðè÷íèõ áàç
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(Scopus), à òàêîæ 27 òåç äîïîâiäåé [23-49] íà íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ.
Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç àíîòàöi¨

(óêðà¨íñüêîþ òà àíãëiéñüêîþ ìîâàìè), âñòóïó, îãëÿäó ëiòåðàòóðè i îñíîâ-
íèõ íàïðÿìiâ äîñëiäæåíü, ñåìè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ
äæåðåë, ùî ìiñòèòü 309 íàéìåíóâàíü. Ïîâíèé îáñÿã ðîáîòè ñòàíîâèòü 298
ñòîðiíîê äðóêîâàíîãî òåêñòó.

Îñíîâíèé çìiñò äèñåðòàöi¨

Ó ïåðåäìîâi íàâåäåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ òà íàïðÿìiâ
¨¨ äîñëiäæåíü.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîçäiëó 1 ñòîñó¹òüñÿ ïðîáëåì Êîëìîãîðîâà i Õië-
ëå âiäøóêàííÿ äëÿ äîâiëüíî¨ C0-ãðóïè

{
U(t) = etA

}
t∈R (C0-ïiâãðóïè

{U(t) = etA}t≥0) ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ç ãåíåðàòîðîì A ó áàíàõîâîìó ïðîñòî-
ði B ìàêñèìàëüíèõ, ùiëüíèõ ó íüîìó ïiäïðîñòîðiâ B1 i B2, íà åëåìåíòàõ
ÿêèõ öÿ ãðóïà (ïiâãðóïà) çîáðàæó¹òüñÿ ñòåïåíåâèì ðÿäîì àáî åêñïîíåí-

öiàëüíîþ ãðàíèöåþ âiä ¨¨ ãåíåðàòîðà, òîáòî ∀x ∈ B1 : U(t)x =
∞∑
n=0

tn

n!A
nx

(Êîëìîãîðîâ) àáî ∀x ∈ B2 : U(t)x = lim
n→∞

(
1 + tA

n

)n
x, (Õiëëå).

Ó ïiäðîçäiëi 1.3 ïîêàçàíî, ùî ïðîáëåìà Êîëìîãîðîâà çàâæäè ðîçâ'ÿçíà,
à ìíîæèíàB1 ¹ íå ùî iíøå, ÿê ïðîñòiðG(1)(A) öiëèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà A.
Öå îçíà÷à¹, ùî çáiæíiñòü çàçíà÷åíîãî ðÿäó äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ R çóìîâëþ¹
âêëþ÷åííÿ x ∈ G(1)(A) i ðiâíiñòü

U(t)x = exp(tA)x :=
∞∑
n=0

tn

n!
Anx.

Áiëüøå òîãî, öåé ðÿä çáiãà¹òüñÿ â G(1)(A)-òîïîëîãi¨, à öå ãàðàíòó¹ ìîæëè-
âiñòü ïðîäîâæåííÿ U(t)x äî öiëî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ U(z)x = exp(zA)x, z ∈
C. Çíàéäåíî óìîâè íà âåêòîð x ∈ B1, çà ÿêèõ U(z)x ìà¹ ïåâíèé ñêií÷åííèé
ïîðÿäîê ðîñòó i ñêií÷åííèé òèï, à òàêîæ âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ íèìè i
ïîðÿäêîì òà òèïîì âåêòîðà x âiäíîñíî îïåðàòîðà A.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Aloc(B) ïðîñòið B-çíà÷íèõ âåêòîð-ôóíêöié y(z), àíà-
ëiòè÷íèõ â îêîëi íóëÿ â C (îêië çàëåæèòü âiä ôóíêöi¨). Çáiæíiñòü ïðè
n → ∞ ïîñëiäîâíîñòi yn äî y ó ïðîñòîði Aloc(B) îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ îêië
íóëÿ O ⊆ C, â ÿêîìó âñi ôóíêöi¨ yn(z) ¹ àíàëiòè÷íèìè i ∥yn(z)−y(z)∥ → 0
ðiâíîìiðíî íà êîæíîìó êîìïàêòi K ⊂ O (∥ · ∥ - íîðìà â B). Íåõàé òàêîæ
Ac(B) � ïðîñòið öiëèõ B-çíà÷íèõ âåêòîð-ôóíêöié. Ïiä çáiæíiñòþ â Ac(B)
ðîçóìi¹òüñÿ çáiæíiñòü â Aloc(B) ç öi¹þ ëèøå âiäìiííiñòþ, ùî ñïiëüíèì îêî-
ëîì àíàëiòè÷íîñòi äëÿ yn(z) ¹ âñÿ êîìïëåêñíà ïëîùèíà.
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç E(B) ìíîæèíó âñiõ çàìêíåíèõ, ùiëüíî çàäàíèõ â B
îïåðàòîðiâ, à ÷åðåç G{γ}(A) i G(γ)(A) (γ ≥ 0) � êëàñè Æåâðå íåñêií÷åííî
äèôåðåíöiéîâíèõ âåêòîðiâ x îïåðàòîðà A ∈ E(B) (òîáòî x ∈ C∞(A) =∩
n∈N0

D(An)) òèïó Ðóì'¹ òà Áüîðëiíãà âiäïîâiäíî:

G{γ}(A) = {x ∈ C∞(A)
∣∣∃α > 0 ∃c = c(x) > 0 ∀k ∈ N0 : ∥Akx∥ ≤ cαkkkγ},

G(γ)(A) = {x ∈ C∞(A)
∣∣∀α > 0 ∃c = c(x, α) > 0 ∀k ∈ N0 : ∥Akx∥ ≤ cαkkkγ}.

Òåîðåìà 1.5. Íåõàé A ∈ E(B). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ G{γ}(A) ç

γ < 1 (x ∈ G(γ)(A) ç γ ≤ 1), âåêòîð-ôóíêöiÿ exp(zA)x :=
∞∑
k=0

zkAkx
k! ¹

öiëîþ ó ïðîñòîði G{γ}(A) (ó ïðîñòîði G(γ)(A)). ßêùî x ∈ G{1}(A), òî
exp(zA)x ∈ Aloc(G{1}(A)). Áiëüøå òîãî, ÿêùî A � ãåíåðàòîð îáìåæåíî¨
àíàëiòè÷íî¨ C0-ïiâãðóïè

{
etA

}
t≥0

â B, òî ñiì'ÿ {exp(zA)}z∈C óòâîðþ¹
C0-ãðóïó ó öèõ ïðîñòîðàõ i

∀x ∈ G(1)(A) : exp(tA)x =

{
etAx ïðè t ≥ 0

(e−tA)−1x ïðè t < 0.

ßê i ó ñêàëÿðíîìó âèïàäêó, ïîðÿäîê ρ = ρ(y) i òèï σ = σ(y, ρ) öiëî¨

âåêòîð-ôóíêöi¨ y(z) :=
∞∑
k=0

ckz
k, ck ∈ B, îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

ρ = lim
n→∞

n lnn

ln ∥cn∥−1
, (eσρ)

1
ρ = lim

n→∞

(
n1/ρ n

√
∥cn∥

)
.

A-ïîðÿäîê p = p(x,A) âåêòîðà x ∈ G(1)(A) i éîãî A-òèï s = s(x, p, A)
âiäíîñíî p âèçíà÷àþòüñÿ ÿê

p = inf {γ ∈ (−∞, 1) : ∥Anx∥ ≤ nnγ} , s = inf {α > 0 : ∥Anx∥ ≤ αnnp} ,

äå n ≥ n0, n0 = n0(γ) ∈ N äîñòàòíüî âåëèêå.
Òåîðåìà 1.6. Äëÿ òîãî ùîá âåêòîð-ôóíêöiÿ y(z) = exp (zA)x áóëà

öiëîþ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá x ∈ G(1)(A). ßêùî öå òàê, òî y(z)
ìà¹ ñêií÷åííèé ïîðÿäîê ρ i ñêií÷åííèé òèï σ âiäíîñíî öüîãî ρ òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè p < 1 i s ¹ ñêií÷åííèì. Áiëüøå òîãî, ρ i σ ïîâ'ÿçàíi ç
A-ïîðÿäêîì p i A-òèïîì s âåêòîðà x ðiâíîñòÿìè ρ = 1

1−p , σ = (se)ρ

ρe .

Ùî æ äî ìîæëèâîñòi çîáðàæåííÿ ãðóïè
{
U(t) = etA

}
t∈R ãðàíèöåþ ïî-

ñëiäîâíîñòi
{(

I + tA
n

)n}
n∈N (ïiäðîçäië 1.5), âiäïîâiäü äà¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.7. Íåõàé x ∈ G(1)(A). Òîäi ïîñëiäîâíiñòü
(
I + zA

n

)n
x, n ∈

N, çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî äî U(z)x íà êîæíîìó êîìïàêòi K ⊂ C. Íàâïà-
êè, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü

(
I + tA

n

)n
x, x ∈ C∞(A), çáiãà¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî

t ∈ R, òî x ∈ G(1)(A) i lim
n→∞

(
I + tA

n

)n
x = U(t)x.
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Òèì ñàìèì, ç îãëÿäó íà çàñòîñóâàííÿ, âêàçó¹òüñÿ ñïîñiá ïîáóäîâè C0-
ãðóïè {U(t)}t∈R çà ¨¨ ãåíåðàòîðîì A, îñêiëüêè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi{

dy(t)
dt = Ay(t), t ∈ (−∞,∞),

y(0) = x,
(1)

ìà¹ âèãëÿä y(t) = U(t)x, ÿêùî âîíà ïîñòàâëåíà êîðåêòíî. � é äåêiëüêà
iíøèõ ïiäõîäiâ, ñåðåä ÿêèõ, íàïðèêëàä:

à) U(t)x = lim
n→∞

(
1− tA

n

)−n
x, x ∈ B (Åéëåðà-Õiëëå);

á) U(t)x = lim
λ→∞

etAλx, etAλx =
∞∑
k=0

tk

k!A
k
λx, x ∈ B (Iîñiäè),

äå Aλ = λ2R(λ;A)−λI � îáìåæåíèé îïåðàòîð, i Aλ → A ïðè λ → ∞, àëå ó
íèõ C0-ãðóïà {U(t)}t∈R âiäíîâëþ¹òüñÿ íå áåçïîñåðåäíüî çà ¨¨ ãåíåðàòîðîì
A, à çà äåÿêèìè ôóíêöiÿìè âiä íüîãî (ðåçîëüâåíòè R(λ;A) ó âèïàäêó à)
i íàáëèæåííÿìè Aλ � ó á)), êîðèñòóâàííÿ ÿêèìè, ÿê ïðàâèëî, óñêëàäíþ¹
öåé ïðîöåñ. Çàïðîïîíîâàíi ó ïiäñåêöi¨ 1.5 ñïîñîáè âiäíîâëåííÿ {U(t)}t∈R
çà ¨¨ ãåíåðàòîðîì A ìàþòü òó ïåðåâàãó, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (1) ç
ïî÷àòêîâèìè äàíèìè x ∈ G(1)(A) ìîæíà çàïèñàòè çà äîïîìîãîþ ñòåïåíiâ
öüîãî îïåðàòîðà. Îñêiëüêè G(1)(A) = B, òî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ B iñíó¹
ïîñëiäîâíiñòü xn ∈ G(1)(A) : lim

n→∞
xn = x òàêà, ùî

U(t)xn → U(t)x ïðè n → ∞ (∀t ∈ R). (2)

Áiëüøå òîãî, çáiæíiñòü ó (2) ¹ ðiâíîìiðíîþ íà áóäü-ÿêîìó êîìïàêòi ç R i

U(t)x = lim
n→∞

∞∑
k=0

tk

k!
Akxn.

Òåîðåìó 1.7 óçàãàëüíåíî íà âèïàäîê äîâiëüíîãîA ∈ E(B) òàêèì ÷èíîì.
Òåîðåìà 1.8. Íåõàé A ∈ E(B), x ∈ G(1)(A). Òîäi ïîñëiäîâíiñòü(

I + zA
n

)n
x, n ∈ N, çáiãà¹òüñÿ äî exp(zA)x ðiâíîìiðíî íà êîæíîìó êîì-

ïàêòi K ⊂ C. Íàâïàêè, ÿêùî
(
I + tA

n

)n
x, x ∈ C∞(A), çáiãà¹òüñÿ äëÿ

äîâiëüíîãî t ≤ 0 i A ãåíåðó¹ îáìåæåíó C0-ïiâãðóïó, òî x ∈ G(1)(A).
Òåîðåìè 1.7 òà 1.8 ðîçâ'ÿçóþòü ïðîáëåìó Õiëëå: ñàìå ïðîñòið öiëèõ âå-

êòîðiâ îïåðàòîðà A ¹ ìíîæèíîþ B2. ßêùî A � ãåíåðàòîð C0-ãðóïè, îáìå-
æåíî¨ àíàëiòè÷íî¨ C0-ïiâãðóïè âB àáî C0-ïiâãðóïè íîðìàëüíèõ îïåðàòîðiâ
ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H, òî B2 ¹ ùiëüíîþ ó âèõiäíîìó ïðîñòîði.

Îäíi¹þ ç îñíîâíèõ ó òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ¹ ïðîáëåìà îïèñó
âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ âñåðåäèíi îáëàñòi òà ¨õ ïîâåäiíêè ïðè íàáëèæåííi
äî ãðàíèöi. Äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi-
¹íòàìè âîíà áóëà ðîçâ'ÿçàíà ùå ó 18-ìó ñò. Ùî ñòîñó¹òüñÿ ðiâíÿíü ç ÷à-
ñòèííèìè ïîõiäíèìè, òî ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ ùå äàëåêî íå çàâåðøåíå íàâiòü äëÿ
ðiâíÿíü êëàñè÷íî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè.

10



Ó äèñåðòàöi¨ öÿ ïðîáëåìà ðîçãëÿäà¹òüñÿ äëÿ ðiâíÿíü âèãëÿäó(
d

dt
− A

)n(
d

dt
+ A

)m

y(t) = 0, n,m ∈ N0, t ∈ I, (3)

äå A � ãåíåðàòîð àíàëiòè÷íî¨ C0-ïiâãðóïè
{
etA

}
t≥0

â B, I = (−∞,∞) àáî
(0,∞). Êîíêðåòíi ðåàëiçàöi¨ B, A òà m,n â (3) ìiñòÿòü ó ñîái ïåâíi êëàñè
ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ó ðiçíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ.

Ïåðø íiæ ïåðåéòè äî âèêëàäó îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ, ùî ñòîñóþòüñÿ
ðiâíÿííÿ (3), çóïèíèìîñü íà éîãî ÷àñòèííîìó âèïàäêó(

d2

dt2
− A2

)
y(t) = 0, t ∈ (0,∞), (4)

äå A ∈ E(B), i ïîêàæåìî, ÿêi òðóäíîùi âèíèêàþòü ïðè éîãî äîñëiäæåííi.
Ôîðìàëüíî áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

y(t) = exp(tA)f1 +
sinh(tA)

A
f2, (5)

äå f1, f2 � âåêòîðè çB. Ùîá íàäàòè ñåíñ öüîìó âèðàçó, ïîòðiáíî ç'ÿñóâàòè,
ùî ñàìå ðîçóìi¹òüñÿ ïiä exp(tA) òà sinh(tA)

A , i ÿêó ìíîæèíó F ìàþòü ïåðå-
áiãàòè âåêòîðè f1, f2, ùîá îäåðæàòè óñi éîãî ðîçâ'ÿçêè íà (0,∞).

ßêùî A ∈ L (B) , (L (B)− ìíîæèíà óñiõ îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ â
B), òî exp(tA) i sinh(tA)

A ìîæíà âèçíà÷èòè, íàïðèêëàä, çà äîïîìîãîþ ðÿäiâ
∞∑
k=0

tkAk

k! òà
∞∑
k=0

t2k+1A2k

(2k+1)! , ÿêi çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi

K ∈ C. Òîäi çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (4) ìà¹ âèãëÿä (5) ç f1, f2 ∈ B.
ßêùî æA íå îáìåæåíèé, òî ïèòàííÿ ïîáóäîâè öèõ ôóíêöié íå ðîçâ'ÿçàíå

ùå é ïîíèíi. Öå ïî-ïåðøå. À ïî-äðóãå, ÿêùî íàâiòü ó äåÿêèõ âèïàäêàõ i ìî-
æíà âèçíà÷èòè öi ôóíêöi¨, òî íåìà¹ ãàðàíòi¨, ùî âèðàç (5) ç f1, f2 ∈ B îïè-
ñó¹ óñi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (4). Iíîäi ìîæíà îáiéòèñÿ ìíîæèíîþ F , âóæ÷îþ
çà B, à iíêîëè òðåáà âèéòè çà ìåæi B, ÿê, íàïðèêëàä, ó âèïàäêó ðiâíÿííÿ
Ëàïëàñà (÷àñòèííèé âèïàäîê (4), äå A2 � ñàìîñïðÿæåíå ðîçøèðåííÿ ìi-
íiìàëüíîãî îïåðàòîðà, ïîðîäæåíîãî ó ïðîñòîði L2(a, b) äèôåðåíöiàëüíèì
âèðàçîì − d2

dx2 ), îñêiëüêè íå âñÿêà ãàðìîíi÷íà ó âiäêðèòié îáëàñòi ôóíêöiÿ
ìà¹ ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ó çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi àáî â Lp.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 2 ñòîñóþòüñÿ ðiâíÿííÿ (3) íà I = (−∞,∞).
Ïiä éîãî ðîçâ'ÿçêîì (êëàñè÷íèì) ðîçóìi¹òüñÿ n +m ðàçiâ íåïåðåðâíî

äèôåðåíöiéîâíà íà (−∞,∞) âåêòîð-ôóíêöiÿ y(t) : R 7→ D(An+m), ùî
çàäîâîëüíÿ¹ (3). Ó ïiäðîçäiëi 2.5 îïèñàíî óñi ðîçâ'ÿçêè (3) íà (−∞,∞).

Òåîðåìà 2.11. Íåõàé A � ãåíåðàòîð îáìåæåíî¨ àíàëiòè÷íî¨ C0-
ïiâãðó- ïè

{
etA

}
t≥0

â B i 0 ∈ ρ(A). Âåêòîð-ôóíêöiÿ y(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì
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ðiâíÿííÿ (3) íà (−∞,∞) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ó
âèãëÿäi

y(t) =
n−1∑
k=0

tk exp(tA)fk +
m−1∑
k=0

tk exp(−tA)gk, fk, gk ∈ G(1)(A), (6)

(ρ(·) � ðåçîëüâåíòíà ìíîæèíà îïåðàòîðà). Âåêòîðè fk i gk îäíîçíà÷íî
âèçíà÷àþòüñÿ çà y(t).

Íàñëiäîê 2.5. Áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3) íà (−∞,∞) äîïóñêà¹
ïðîäîâæåííÿ äî öiëî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ çi çíà÷åííÿìè â G(1)(A).

Ïîêëàäåìî s = s(A) = sup
λ∈σ(A)

Reλ, äå σ(A) � ñïåêòð îïåðàòîðà A.

Îñêiëüêè ïiâãðóïà
{
etA

}
t≥0

¹ îáìåæåíîþ àíàëiòè÷íîþ i 0 ∈ ρ(A), òî s(A)

¹ íå ùî iíøå, ÿê òèï ω(A) öi¹¨ ïiâãðóïè, à òîìó s < 0.
Âñòàíîâëåíî, ùî ó ïðîñòîði âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (3) íà (−∞,∞)

äi¹ àíàëîã ïðèíöèïó Ôðàãìåíà-Ëiíäåëüîôà.
Òåîðåìà 2.12. Íåõàé y(t) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3) íà (−∞,∞). Òîäi

∃γ ∈ (0,−s) ∃cγ > 0 ∀t ∈ (−∞,∞) : ∥y(t)∥ ≤ cγe
γ|t| =⇒ y(t) ≡ 0.

Ó ïiäðîçäiëi 2.2 äåòàëüíî ðîçãëÿíóòî îäíîðiäíå m-ãàðìîíi÷íå ðiâíÿííÿ(
d2

dt2
−B

)m

y(t) = 0, t ∈ (−∞,∞), (7)

äå B � ïîçèòèâíèé îïåðàòîð â B, òîáòî B ∈ E(B), (−∞, 0] ∈ ρ(B) i

∃M > 0 ∀λ > 0 :
∥∥(B + λI)−1

∥∥ ≤ M

1 + λ
.

Äëÿ ïîçèòèâíîãî îïåðàòîðà B âèçíà÷åíèìè ¹ äðîáîâi ñòåïåíi Bα, 0 < α <
1, i îïåðàòîð A = −B

1
2 ãåíåðó¹ îáìåæåíó àíàëiòè÷íó C0-ïiâãðóïó.

Òåîðåìà 2.4. B-çíà÷íà âåêòîð-ôóíêöiÿ y(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ
(7) íà (−∞,∞) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ âè-
ãëÿäó

y(t) =
m−1∑
k=0

tk (exp(tA)fk + exp(−tA)gk) , fk, gk ∈ G(1)(A), A = −B
1
2 .

Âåêòîðè fk òà gk (k = 0, 1, . . . ,m− 1) îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ çà y(t).
Ó âèïàäêó, êîëè ó (7)m = 1, çíàéäåíî óìîâè íà ïî÷àòêîâi äàíi ðîçâ'ÿçêó

y(t), çà ÿêèõ âií äîïóñêà¹ ïðîäîâæåííÿ äî öiëî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ y(z) ïåâíî-
ãî ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó i ñêií÷åííîãî òèïó âiäíîñíî öüîãî ïîðÿäêó. Ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç Aρ

c(B) ïiäïðîñòið óñiõ öiëèõ âåêòîð-ôóíêöié ïîðÿäêó íå âèùå
çà ρ i ñêií÷åííîãî òèïó ùîäî öüîãî ρ.
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Òåîðåìà 2.3. Äëÿ òîãî ùîá ðîçâ'ÿçîê y(z) ðiâíÿííÿ (7) ç m = 1
íàëåæàâ äî Aρ

c(B), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá y(0), y′(0) ∈ G{β}(A), äå
β = ρ−1

ρ . ßêùî öi óìîâè âèêîíóþòüñÿ, òî ∀z ∈ C : y(z) ∈ G{β}(A). Ïðè
ρ > π

2θ (θ � êóò àíàëiòè÷íîñòi ïiâãðóïè
{
etA

}
t≥0

) ñóêóïíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ
y(·) ∈ Aρ

c(B) ¹ ùiëüíîþ ó ìíîæèíi óñiõ éîãî ðîçâ'ÿçêiâ.
Ó ïiäðîçäiëi 2.3 ðîçãëÿíóòî òàêîæ íåîäíîðiäíå m-ãàðìîíi÷íå ðiâíÿííÿ(

d2

dt2
−B

)m

y(t) = f(t), t ∈ (−∞,∞), (8)

äå f ∈ Cb(R,B), Cb(R,B) � ìíîæèíà âñiõ îáìåæåíèõ íåïåðåðâíèõ íà R
âåêòîð-ôóíêöié iç çíà÷åííÿìè âB. Äîñëiäæåíî éîãî óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè
íà R. Ïiä òàêèì ðîçâ'ÿçêîì ðîçóìi¹òüñÿ âåêòîð-ôóíêöiÿ y(·) ∈ C(R,B),
ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü∫

R

⟨(
d2

dt2
−B∗

)m

φ(t), y(t)

⟩
dt =

∫
R

⟨φ(t), f(t)⟩ dt,

äå φ(t) � äîâiëüíà íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà âåêòîð-ôóíêöiÿ iç çíà÷åí-
íÿìè â D(B∗m) ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì òàêà, ùî B∗mφ(t) ¹ íåïåðåðâíîþ íà
R, ⟨·, f⟩ � äiÿ ôóíêöiîíàëó f íà âiäïîâiäíèé åëåìåíò.

Òåîðåìà 2.6. Íåõàé Amf(t) ∈ Cb(R,B) i

ym(t) =
A−m

2m

∫
Rm

eA(|t−s1|+|s2−s1|+···+|sm−sm−1|)f(sm) ds1 . . . dsm. (9)

Òîäi y(i)m (·) ∈ Cb(R,D(A2m−i)), i = 0, 1, . . . , 2m, i ym(t) � ðîçâ'ÿçîê (8).
Íàñëiäîê 2.3. ßêùî f(t) ∈ Cb(R,B),òî y(k)m (t) ∈ Cb(R,D(A2m−k)), k =

0, 1, . . . ,m, i ym(t) � óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (8).
Òåîðåìà 2.7. Íåõàé f(·) ∈ Cb(R,D(Am)) (f(·) ∈ Cb(R,B)). Òîäi iñíó¹

¹äèíèé îáìåæåíèé êëàñè÷íèé (óçàãàëüíåíèé) ðîçâ'ÿçîê y(t) ðiâíÿííÿ (8)
íà (−∞,∞) i öåé ðîçâ'ÿçîê çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi (9).

×àñòèííèì âèïàäêîì (8) (m = 1) ¹ ãàðìîíi÷íå ðiâíÿííÿ(
d2

dt2
−B

)
y(t) = f(t), t ∈ R, (10)

äå B - ïîçèòèâíèé îïåðàòîð âB, f(·) ∈ C(R,B). Ó ïiäðîçäiëi 2.4 çíàéäåíî
óìîâè íà f(t), ÿêi ãàðàíòóþòü iñíóâàííÿ ¹äèíîãî îáìåæåíîãî, çîêðåìà,
ïåðiîäè÷íîãî àáî ìàéæå ïåðiîäè÷íîãî çà Áîðîì éîãî ðîçâ'ÿçêó.
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Cα
b (R,B) êëàñ óñiõ âåêòîð-ôóíêöié y(t) : R 7→ B, ùî

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó íåïåðåðâíîñòi Ãåëüäåðà ç ïîêàçíèêîì α ∈ (0, 1):

∃c > 0 : ∥y(t)− y(s)∥ ≤ c|t− s|α.

Íåõàé òàêîæ C̃α
b (R,B) � ìíîæèíà âåêòîð-ôóíêöié ç Cb(R,B), äëÿ ÿêèõ

∃c > 0 : ∥y(t+ s)− 2y(t) + y(t− s)∥ ≤ c|t− s|α.

Î÷åâèäíî, ùî Cα
b (R,B) ⊂ C̃α

b (R,B).
Ó ïiäðîçäiëi 2.4 çíàéäåíî øèðøèé, íiæ ó òåîðåìi 2.6, êëàñ âåêòîð-

ôóíêöié f(·) ∈ Cb(R,B), äëÿ ÿêèõ z(t) = y1(t) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (10).
Ïîêëàäåìî

ω2(s, f) = sup
|τ |≤s

sup
t∈R

∥ωf(t, τ)∥, ωf(t, s) = f(t+ s) + f(t− s)− 2f(t).

Òåîðåìà 2.8. Íåõàé f(·) ∈ Cb(R,B) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

1∫
0

ω2(s, f)

s
ds < ∞.

Òîäi z(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (10).
Íàñëiäîê 2.4. ßêùî f(·) ∈ C̃α

b (R,B), òî âåêòîð-ôóíêöiÿ z(t) �
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (10).

Òåîðåìà 2.9. Íåõàé äëÿ êîæíîãî t ∈ (−∞,∞), f(t) ∈ D((−A)α), 0 <
α ≤ 1, i ôóíêöiÿ ∥(−A)αf(t)∥ ¹ îáìåæåíîþ. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî α′ ∈ (0, α)

z(t) ∈ D((−A)2+α′
), z′′(t) ∈ D((−A)α

′
),

âåêòîð-ôóíêöi¨ (−A)2+αz(t) òà (−A)αz′′(t) ¹ íåïåðåðâíèìè íà R i z(t) �
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (10).

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ïiäðîçäiëó ìiñòèòüñÿ ó òàêié òåîðåìi.
Òåîðåìà 2.10. Íåõàé f(·) ∈ Cb(R,B). Òîäi iñíó¹ ëèøå îäèí îáìåæå-

íèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê y(t) ðiâíÿííÿ (10) íà (−∞,∞) i öåé ðîçâ'ÿçîê
çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi (9) ç m = 1. ßêùî æ f(·) ∈ C̃α

b (R,B), α ∈ (0, 1),
àáî f(·) ∈ Cb(R,D(Aα)), òî âií ¹ êëàñè÷íèì. Ó âèïàäêó, êîëè âåêòîð-
ôóíêöiÿ f(t) ìàéæå ïåðiîäè÷íà (ïåðiîäè÷íà), y(t) ¹ òàêèì ñàìèì.

Ó ðîçäiëi 3 ðîçãëÿíóòî ðiâíÿííÿ

y′(t) + Ay(t) = 0, t ∈ R+ = [0,∞), (11)
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äå A � íåâiä'¹ìíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H
çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (·, ·). Äîâåäåíî ïðÿìi é îáåðíåíi òåîðåìè òåîði¨ íà-
áëèæåíü ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿííÿ, à ñàìå, âåêòîð-ôóíêöié

y(t) = e−tAf =

∞∫
0

e−λt d(Eλf, f), f ∈ H, (12)

(Eλ � ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ A), ðîçâ'ÿçêàìè ç êëàñó A1
c , òîáòî öiëèìè

ðîçâ'ÿçêàìè åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó. �õ ìíîæèíó ïîçíà÷èìî ÷åðåç S0, à
÷åðåç S � ìíîæèíó âñiõ ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (11).

Ìíîæèíà S óòâîðþ¹ áàíàõiâ ïðîñòið âiäíîñíî íîðìè

∥y∥S = sup
t∈R+

∥∥e−tAf
∥∥ = ∥f∥.

ßêùî îïåðàòîð A îáìåæåíèé, òî áóäü-ÿêèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê y(t) ðiâ-
íÿííÿ (11) ìîæå áóòè ïðîäîâæåíèé äî öiëî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ y(z) åêñïî-
íåíöiàëüíîãî òèïó. Ïðîòå öå íå òàê ó âèïàäêó íåîáìåæåíîãî A. Íàñòóïíà
òåîðåìà (ïiäðîçäië 3.1) õàðàêòåðèçó¹ ìíîæèíó S0.

Òåîðåìà 3.1. Ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê y(t) ðiâíÿííÿ (11) íàëåæèòü äî S0

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè éîãî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi (12) ç f ∈ G{0}(A).
Ìíîæèíà S0 ¹ ùiëüíîþ â S, i σ(y) = σ(f, A), äå σ(y) � òèï âåêòîð-
ôóíêöi¨ y(z), à σ(f, A) = s(f, 0, A) � A-òèï âåêòîðà f .

Äëÿ y ∈ S i ÷èñëà r > 0 ïîêëàäåìî

Er(y) = inf
y0∈S0:σ(y0)≤r

∥y − y0∥S,

òîáòî, Er(y) � íàéêðàùå íàáëèæåííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó y(t) ðiâíÿííÿ (11)
ðîçâ'ÿçêàìè ç A1

c , òèï ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ r. Íåõàé òàêîæ äëÿ f ∈ H

Er(f, A) = inf
f0∈G{0}(A):σ(f0,A)≤r

∥f − f0∥ = ∥(I − Er)f∥.

Ïîêàçàíî, ùî ÿêùî y(t) = e−tAf , òî Er(y) = Er(f, A).
Ó ïiäðîçäiëi 3.2 äîâåäåíî àíàëîã òåîðåìè Äæåêñîíà, à ñàìå, âñòàíîâëå-

íî çâ'ÿçîê ìiæ Er(y) òà k-èì (k ∈ N0) óçàãàëüíåíèì ìîäóëåì ãëàäêîñòi

ωk(t, y) = sup
0≤h≤t

sup
s∈R+

∥∥∥ k∑
j=0

(−1)k−jCj
ky(s+ jh)

∥∥∥; ω0(t, y) ≡ ∥y∥S, t > 0.

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé y ∈ S. Òîäi

∀k ∈ N, ∃ck > 0 : Er(y) ≤ ckωk

(
1

r
, y

)
, r > 0.
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Òåîðåìà 3.3. Ïðèïóñòèìî, ùî y ∈ S ∩ Cn(R+,H), n ∈ N0. Òîäi

∀r > 0 ∀k ∈ N0 : Er(y) ≤
ck+n

rn
ωk

(
1

r
, y(n)

)
.

Ïîêàçàíî, ùî âèêîíó¹òüñÿ é ó äåÿêîìó ðîçóìiííi îáåðíåíå òâåðäæåííÿ.
Íàñëiäîê 3.1. Íåõàé y ∈ S ∩ Cn(R+,H), n ∈ N. Òîäi

∀r > 0 : Er(y) ≤
cn
rn

∥y(n)∥S.

Òåîðåìà 3.4. Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî y ∈ S i ω(t) � ôóíêöiÿ òè-
ïó ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi, òîáòî ω(t) ¹ íåñïàäíîþ íåïåðåðâíîþ íà R+

ôóíêöi¹þ, ω(0) = 0 i ω(2t) ≤ cω(t) (∀t > 0, c = const). Äëÿ òîãî ùîá
y ∈ Cn(R+,H), äîñòàòíüî, ùîá iñíóâàëî ÷èñëî m > 0 òàêå, ùî

∀r > 0 ∀n ∈ N : Er(y) ≤
m

rn
ω

(
1

r

)
.

Íåõàé {mn}n∈N (m0 = 1) � íåñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë òàêà, ùîmn ≥
cαn (∀α > 0, c = c(α)). Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ ïðÿìèõ i îáåðíåíèõ òåîðåì
íàáëèæåííÿ y ∈ S ðîçâ'ÿçêàìè ç S0 ó ïiäðîçäiëi 3.3 ââåäåíî ïðîñòîðè

C{mn}(R+,H) = ind lim
α→∞

Cα
mn

(R+,H) òà C(mn)(R+,H) = proj lim
α→0

Cα
mn

(R+,H),

äå

Cα
mn

(R+,H) =
{
y ∈ C∞(R+,H)

∣∣∃c > 0 ∀k ∈ N0 : sup
t∈R+

∥∥∥y(k)(t)∥∥∥ ≤ cmkα
k
}

� áàíàõiâ ïðîñòið âiäíîñíî íîðìè

∥y∥Cα
mn

= sup
k∈N

sup
t∈R+

∥∥y(k)(t)∥∥
αkmk

.

Î÷åâèäíî, ùî ïðîñòîðè C{n!}(R+,H) = C{nn}(R+,H), C(n!)(R+,H) =
C(nn)(R+,H) (mn = n! àáî nn) i C{1}(R+,H) (mn ≡ 1) ¹ íå ùî iíøå, ÿê ïðî-
ñòîðè îáìåæåíèõ íà R+ ðàçîì ç óñiìà ¨õíiìè ïîõiäíèìè àíàëiòè÷íèõ, öiëèõ
òà öiëèõ åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó H-çíà÷íèõ âåêòîð-ôóíêöié âiäïîâiäíî.

Ïîêëàäåìî òàêîæ

τ(λ) =
∞∑
n=0

λn

mn
. (13)

Ôóíêöiÿ τ(λ) ¹ öiëîþ, τ(λ) ≥ 1 äëÿ λ ≥ 0 i τ(λ) ↑ ∞ ïðè λ → ∞.
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Òåîðåìà 3.5. Íåõàé äîäàòêîâî mn+1 ≤ chnmn, n ∈ N0, äëÿ äåÿêèõ
c > 0 òà h > 1. Òîäi ñïðàâäæóþòüñÿ òàêi ñïiââiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíî-
ñòi :

y ∈ C∞(R+,H) ⇐⇒ ∀α > 0 : Er(y) = O
(

1
rα

)
(r → ∞),

y ∈ C{mn}(R+,H) ⇐⇒ ∃α > 0 : Er(y) = O
(
τ−1(αr)

)
(r → ∞),

y ∈ C(mn)(R+,H) ⇐⇒ ∀α > 0 : Er(y) = O
(
τ−1(αr)

)
(r → ∞).

Ùî ñòîñó¹òüñÿ ìîæëèâîñòi ïðîäîâæåííÿ y(t) äî öiëî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨
ïîðÿäêó ρ i ñêií÷åííîãî òèïó, âiäïîâiäü äà¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.6. Ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (11) äîïóñêà¹ ïðîäîâæåííÿ
äî öiëî¨ H-çíà÷íî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ y(z) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

∀α > 0 : Er(y) = O
(
e−αr

)
(r → ∞).

Ïðîäîâæåííÿ y(z) ¹ ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó ρ i ñêií÷åííîãî òèïó âiäíîñíî ρ
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

∃α > 0 : Er(y) = O
(
e−αr1/β

)
(r → ∞), β =

ρ− 1

ρ
.

Ïðÿìi é îáåðíåíi òåîðåìè òåîði¨ àïðîêñèìàöi¨ çàçâè÷àé ôîðìóëþþ-
òüñÿ ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði, àëå ¨õ äîâåäåííÿ ïðîñòiøi ó ãiëüáåðòîâîìó.
Ó ïiäðîçäiëi 3.4 ïîêàçàíî, ÿê, íàïðèêëàä, òåîðåìà 3.5 ìîæå áóòè ïåðåôîð-
ìóëüîâàíà ó âèïàäêó áàíàõîâîãî ïðîñòîðó B, îñíàùåíîãî ãiëüáåðòîâèìè
ç ïîçèòèâíîþ i íåãàòèâíîþ â ñåíñi Áåðåçàíñüêîãî íîðìàìè ó ëàíöþæêó
Hn ⊆ H ⊆ H−n, äå Hn = D(An) ç íîðìîþ ∥f∥Hn =

(
∥f∥2 + ∥Anf∥2

)1/2
, à

H−n � ïîïîâíåííÿ H çà íîðìîþ ∥f∥H−n =
∥∥(A+ I)−n f

∥∥.
Òåîðåìà 3.7. Íåõàé B � áàíàõiâ ïðîñòið ç íîðìîþ ∥·∥B ó ëàíöþæêó

Hk1 ⊆ B ⊆ H−k2 k1, k2 ∈ N.

Òîäi äëÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó y(t) ðiâíÿííÿ (11) âèêîíóþòüñÿ òàêi ñïiâ-
âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi :

y ∈ C∞(R+,H) ⇐⇒ ∀α > 0 : Er(y,B) = O (r−α) (r → ∞),
y ∈ C{mn}(R+,H) ⇐⇒ ∃α > 0, : Er(y,B) = O

(
τ−1(αr)

)
(r → ∞),

y ∈ C(mn)(R+,H) ⇐⇒ ∀α > 0 : Er(y,B) = O
(
τ−1(αr)

)
(r → ∞),

äå
Er(y,B) = inf

y0∈S0:σ(y0)≤r
sup
s∈R+

∥y(s)− y0(s)∥B.

Ó ïiäðîçäiëi 3.5 ðîçãëÿíóòî âèïàäîê, êîëè A � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðà-
òîð â H ç äèñêðåòíèì ñïåêòðîì. Òîäi òåîðåìà 3.7 ïåðåôîðìóëüîâó¹òüñÿ ó
òåðìiíàõ éîãî âëàñíèõ ÷èñåë λk, k ∈ N.
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Òåîðåìà 3.8. Ìàþòü ìiñöå òàêi ñïiââiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi :

y ∈ Cn(R+,H) ⇐⇒ Eλk
(y) = O

(
λ−n
k+1

)
(n → ∞),

y ∈ C∞(R+,H) ⇐⇒ ∀α > 0 : Eλk
(y) = O

(
λ−α
k+1

)
(n → ∞),

y ∈ C{mn}(R+,H) ⇐⇒ ∃α > 0 : Eλk
(y) = O

(
τ−1(αλk+1)

)
(n → ∞),

y ∈ C(mn)(R+,H) ⇐⇒ ∀α > 0 : Eλk
(y) = O

(
τ−1(αλk+1)

)
(n → ∞).

Ðåçóëüòàòè çàñòîñîâàíî äî êîíêðåòíîãî âèïàäêó, êîëè îïåðàòîð A ïî-
ðîäæó¹òüñÿ åëiïòè÷íèì äèôåðåíöiàëüíèì âèðàçîì äðóãîãî ïîðÿäêó ó ïðî-
ñòîði L2(Ω) (îáëàñòü Ω ⊂ Rn ¹ îáìåæåíîþ ç ãëàäêîþ ìåæåþ) i ïåâíîþ
ãðàíè÷íîþ óìîâîþ (ïiäðîçäië 3.6).

Ó ðîçäiëi 4 äëÿ îáìåæåíî¨ àíàëiòè÷íî¨ C0-ïiâãðóïè
{
etA

}
t≥0

ó áàíà-
õîâîìó ïðîñòîði B ââîäÿòüñÿ äåÿêi ëîêàëüíî-îïóêëi ïðîñòîðè ãëàäêèõ òà
óçàãàëüíåíèõ âåêòîðiâ ¨¨ ãåíåðàòîðà A /∈ L(B), äîñëiäæóþòüñÿ çâóæåííÿ
i ðîçøèðåííÿ çàäàíî¨ ïiâãðóïè íà öi ïðîñòîðè, íàâîäÿòüñÿ çàñòîñóâàííÿ
äî êîíêðåòíèõ çàäà÷. Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ïîïåðåäíi ðîçäiëè ñòîñóâàëèñü
ëèøå C0-ïiâãðóï, äiÿ ÿêèõ íå âèõîäèòü çà ìåæi ïðîñòîðó B.

Ó ïiäðîçäiëi 4.1 äîâåäåíî, ùî çà òàêèõ óìîâ íà îïåðàòîð A, 0 ∈ σc
(
etA

)
äëÿ áóäü-ÿêîãî t > 0 (σc(·) � íåïåðåðâíèé ñïåêòð îïåðàòîðà).

Íà ìíîæèíi Bt = R
(
etA

)
, t > 0, ââåäåíî íîðìó ∥x∥t =

∥∥e−tAx
∥∥, ç

ÿêîþBt ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì, ùiëüíî i íåïåðåðâíî âêëàäåíèì óB0 = B.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Vs(t) çâóæåííÿ îïåðàòîðà etA íà Bs : Vs(t) := etA �Bs

.
Òåîðåìà 4.1. Ìíîæèíà {Vs(t)}t≥0 óòâîðþ¹ îáìåæåíó àíàëiòè÷íó

C0-ïiâãðóïó ó ïðîñòîði Bs ç ãåíåðàòîðîì As = A �Bs
.

Ïîêëàäåìî

B(+) =
∩
s≥0

Bs = proj lim
s→∞

Bs, B{+} =
∪
s≥0

Bs = ind lim
s→0

Bs.

Äîâåäåíî ùiëüíiñòü ïðîñòîðó B(+) â B.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç {V (t)}t≥0 çâóæåííÿ

{
etA

}
t≥0

íàB(+) : V (t) = etA �B(+)
.

Òåîðåìà 4.3. Íåõàé
{
etA

}
t≥0

� îáìåæåíà àíàëiòè÷íà C0-ïiâãðóïà
â B. Òîäi ïiâãðóïà {V (t)}t≥0 ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â B(+), à ¨¨ ãåíå-
ðàòîð A+ = A �B(+)

� âèçíà÷åíèé íà âñüîìó B(+) íåïåðåðâíèé ó íüîìó
îïåðàòîð.

Äëÿ t ∈ R ïîêëàäåìî

Ṽ (t) =

{
V (t) ïðè t ≥ 0,

V −1(−t) ïðè t < 0.

Íàñëiäîê 4.1. ßêùî
{
etA

}
t≥0

� îáìåæåíà àíàëiòè÷íà C0-ïiâãðóïà ó
ïðîñòîði B, òî ¨¨ çâóæåííÿ {V (t)}t≥0 íà B(+) äîïóñêà¹ ïðîäîâæåííÿ äî

C0-ãðóïè
{
Ṽ (t)

}
t∈R

ó öüîìó ïðîñòîði.
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Íàñëiäîê 4.2. Çà óìîâ íàñëiäêó 4.1 V (t) äîïóñêà¹ ïðîäîâæåííÿ äî
öiëî¨ îïåðàòîð-ôóíêöi¨ exp(zA) ó ïðîñòîði B(+).

Ó ïiäðîçäiëi 4.2 ââîäÿòüñÿ ïðîñòîðè óçàãàëüíåíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà
A òàêèì ÷èíîì. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B−t (t > 0) ïîïîâíåííÿ B çà íîðìîþ
∥x∥−t =

∥∥etAx∥∥ (B0 := B). Ïðè t′ > t ≥ 0 ïðîñòið B−t âêëàäà¹òüñÿ â B−t′

ùiëüíî i íåïåðåðâíî. Ïîêàçàíî, ùî ïiâãðóïà
{
etA

}
t≥0

äîïóñêà¹ íåïåðåðâíå
ïðîäîâæåííÿ {Us(t)}t≥0 íà B−s, ïðè÷îìó ∥Us(t)∥B−s

≤ 1.
Òåîðåìà 4.4. Îïåðàòîð Ut(t) içîìåòðè÷íî âiäîáðàæà¹ B−t íà B, i

äëÿ áóäü-ÿêîãî s > 0, {Us(t)}t≥0 ¹ îáìåæåíîþ àíàëiòè÷íîþ C0-ïiâãðóïîþ
ó ïðîñòîði B−s. Áiëüøå òîãî, ïðè s′ > s > 0, Us′(t) �B−s

= Us(t).
Ïîêëàäåìî

B{−} = ind lim
t→∞

B−t, B(−) = proj lim
t→0

B−t.

Ó ïðîñòîði B{−} âèçíà÷èìî ïiâãðóïó
{
Ǔ(t)

}
t≥0

ÿê

Ǔ(t)x = Us(t)x, ÿêùî x ∈ B−s,

(êîðåêòíiñòü òàêîãî îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 4.4). C0-ïiâãðóïà
{
Ǔ(t)

}
t≥0

¹ àíàëiòè÷íîþ i Ǔ(t) �B= etA. �¨ ãåíåðàòîð Ǎ ¹ ðîçøèðåííÿì A â B{−}.

Ó ïðîñòîði B(−) ðîçãëÿíóòî ïiâãðóïó
{
Û(t)

}
t≥0

, äå

Û(t)x = Us(t)x, ∀s ≥ 0.

Öå îçíà÷åííÿ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó s, à îòæå, òàêîæ ¹ êîðåêòíèì. C0-

ïiâãðóïà
{
Û(t)

}
t≥0

¹ àíàëiòè÷íîþ â B(−) i Û(t)B(−) ⊂ B ïðè t > 0.

Òåîðåìà 4.5. Ïiâãðóïà
{
Û(t)

}
t≥0

¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ â B(−)

i ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi : ∀t > 0 : Û(t)B(−) ⊂ B; ∀t ≥ 0 ∀x ∈ B : Û(t)x =

etAx; ∀t, s > 0 ∀x ∈ B(−) : Û(t + s)x = etAÛ(s)x = esAÛ(t)x. �¨ ãåíåðàòîð
Â âèçíà÷åíèé i íåïåðåðâíèé íà âñüîìó B(−), i Â �D(A)= A.

Ó ïiäðîçäiëi 4.3 äîâåäåíî (òåîðåìà 4.7), ùî ÿêùî A � ãåíåðàòîð îáìåæå-
íî¨ àíàëiòè÷íî¨ C0-ïiâãðóïè

{
etA

}
t≥0

âB, òîG(1)(A) = B(+)(A) iG{1}(A) =

B{+}(A). Áiëüøå òîãî, òîïîëîãi¨ âiäïîâiäíèõ ïàð ïðîñòîðiâ åêâiâàëåíòíi.
Ïiäðîçäiëè 4.4 - 4.6 ïðèñâÿ÷åíî çàñòîñóâàííÿì ââåäåíèõ ïðîñòîðiâ äî

âèâ÷åííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü òèïó (3), àëå âæå íå íà âñié îñi, à íà ïiâîñi
(0,∞). Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ìiñòèòüñÿ ó òàêié òåîðåìi.

Òåîðåìà 4.11. Íåõàé A � ãåíåðàòîð îáìåæåíî¨ àíàëiòè÷íî¨ C0-
ïiâãðó ïè ó ïðîñòîði B i 0 ∈ ρ(A). Âåêòîð-ôóíêöiÿ y(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì
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ðiâíÿííÿ (3) íà (0,∞) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ó âè-
ãëÿäi

y(t) =
n−1∑
k=0

tketÂfk +
m−1∑
k=0

tk exp(−tA)gk, fk ∈ B(−)(A), gk ∈ B(+)(A). (14)

Âåêòîðè fk i gk îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ çà y(t).
Äåòàëüíiøå äîñëiäæåíî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó (ïiäðîçäië

4.4) òà ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó (ïiäðîçäië 4.5) âèãëÿäó

y′′(t) = By(t), t ∈ (0,∞), (15)

äå B � ñëàáî ïîçèòèâíèé îïåðàòîð â B, òîáòî B ∈ E(B), ρ(B) ⊃ (−∞, 0)
i iñíó¹ ñòàëà M > 0 òàêà, ùî ∥R(−λ;B)∥ ≤ M

λ (∀λ > 0). Äîâåäåíî, ùî
êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (15) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

y(t) = etÂf +
sinh(tA)

A
g, f ∈ B(−)(A), g ∈ B(+)(A); A = −B1/2, (16)

ìà¹ ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ â íóëi ó ïðîñòîðiB(−)(A) i ¹ àíàëiòè÷íîþ íà (0,∞)
âåêòîð-ôóíêöi¹þ â B. Äëÿ òîãî ùîá ðîçâ'ÿçîê äîïóñêàâ ïðîäîâæåííÿ äî
öiëî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá y(0) ∈ B(+)(A).

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîçäiëó 5 ñòîñó¹òüñÿ çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ
(15) çi ñëàáî ïîçèòèâíèì B, ÿêà ïîëÿãà¹ ó âiäøóêàííi äëÿ çàäàíîãî f ∈
B(−)(A), A = −B1/2, ðîçâ'ÿçêó y(t), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

y(t) → f ó ïðîñòîði B(−)(A) ïðè t → 0.

Çîáðàæåííÿ (16) ïîêàçó¹, ùî ó öüîìó âèïàäêó ïîñòàâëåíà çàäà÷à ìà¹ áåç-
ëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi îïèñóþòüñÿ ôîðìóëîþ (16), à îòæå, âîíà ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ
îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ çàäà÷i (f = 0)

y(t) =
sinh(tA)

A
g, g ∈ B(+)(A) = G(1)(A). (17)

Ïðèðîäíî ïîñòà¹ ïèòàííÿ, ÿêi óìîâè íà y(t) ãàðàíòóþòü éîãî ¹äèíiñòü.
Ó ïiäðîçäiëi 5.2 ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê ñàìîñïðÿæåíîãî B â H.
Òåîðåìà 5.1. ßêùî äëÿ ðîçâ'ÿçêó y(t) îäíîðiäíî¨ çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ

ðiâíÿííÿ (15) ç B = B∗ â H

∀ε > 0 ∃cε > 0 : ∥y(t)∥ ≤ cεe
εt,

òî y(t) = tg, g ∈ kerB. Çîêðåìà, çà óìîâè, ùî kerB = {0}, y(t) ≡ 0.
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Íàñòóïíi òåîðåìè õàðàêòåðèçóþòü âåêòîð g ó çîáðàæåííi (17) â çàëå-
æíîñòi âiä ïîâåäiíêè y(t) ïðè t → ∞.

Òåîðåìà 5.2. Íåõàé B � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð â H. Òîäi ó çîáðà-
æåííi (17)

g ∈ G{0}(A) ⇐⇒ ∃c > 0,∃α > 0 : ∥y(t)∥ ≤ ceαt, t > 0− äîñòàòíüî âåëèêi.

Îòæå, ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ çàäà÷i Äiðiõëå ìîæå ìàòè åêñïîíåíöiàëüíèé
ðiñò íà íåñêií÷åííîñòi ëèøå òîäi, êîëè ó éîãî çîáðàæåííi (17) g ∈ G{0}(A).
Ðîçâ'ÿçêè òèïó, âèùîãî çà åêñïîíåíöiàëüíèé, îïèñóþòüñÿ òàêèì ÷èíîì.

Íåõàé γ(t) > 0 � íåïåðåðâíà íà [0,∞) ôóíêöiÿ òàêà, ùî

∀λ > 0 : G2(λ) =

∞∫
0

(
sinhλt

λ

)2

γ(t) dt < ∞. (18)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Yγ ãiëüáåðòiâ ïðîñòið óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ y(t) îäíîðiäíî¨ çà-

äà÷i, äëÿ ÿêèõ ∥y∥2Yγ
=

∞∫
0

∥y(t)∥2γ(t) dt < ∞, çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(y, z)Yγ
=

∞∫
0

(y(t), z(t))γ(t) dt.

Òåîðåìà 5.3. Çà óìîâè, ùî B � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð â H, âåêòîð
g ó (17) íàëåæèòü äî ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó

HG(A) = D (G(A)) , (f, x)HG(A) = (G(A)f,G(A)x) ,

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè y(·) ∈ Yγ. Áiëüøå òîãî, ôîðìóëà (18) âñòàíîâ-
ëþ¹ içîìåòðè÷íèé içîìîðôiçì ïðîñòîðiâ Yγ òà HG(A).

Íàñëiäîê 5.1. Äëÿ òîãî ùîá ðîçâ'ÿçîê y(t) îäíîðiäíî¨ çàäà÷i Äiðiõëå
äëÿ ðiâíÿííÿ (15) äîïóñêàâ çîáðàæåííÿ (17) ç g ∈ G{β}(A)

(
g ∈ G(β)(A)

)
, β <

1, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá iñíóâàëè ñòàëi c > 0 òà µ > 0 (äëÿ µ >
0 ∃c > 0) òàêi, ùî ∥y(t)∥ ≤ c exp

(
µt1/(1−β)

)
.

Ó ïiäðîçäiëi 5.3 ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïèòàííÿ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíî¨
çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ (15) ç ïîçèòèâíèì îïåðàòîðîì B ó áàíàõîâîìó
ïðîñòîði B, à ñàìå, çíàéäåíî óìîâè íà ïîâåäiíêó ¨¨ ðîçâ'ÿçêó íà íåñêií-
÷åííîñòi, ÿêi çàáåçïå÷óþòü éîãî ¹äèíiñòü.

Òåîðåìà 5.4. Íåõàé B � ïîçèòèâíèé îïåðàòîð ó ïðîñòîði B ç òèïîì
(ω,M(θ)), à y(t) � ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ (15).
Òîäi

∃a > 0 ∃ca > 0 ∀t ∈ (0,∞) : ∥y(t)∥ ≤ cae
atβ ç β <

π

π + ω
=⇒ y(t) ≡ 0. (19)
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Íàãàäà¹ìî, ùî îïåðàòîð B ìà¹ òèï (ω,M(θ)), ÿêùî ρ(−B) ìiñòèòü
ñåêòîð Σπ−ω = {z ∈ C : | arg z| ≤ π − ω} i íà êîæíîìó ïðîìåíi z =

reiφ, r > 0, |φ| < π − ω, ∥R(−λ,B)∥ ≤ Mφ

|λ| (Mφ = const).
Ó âèïàäêó ïîçèòèâíîãî íîðìàëüíîãî B â H (19) ìîæíà çàìiíèòè íà

∀ε > 0,∃c = c(ε) > 0 : ∥y(t)∥ ≤ ceεt, t ∈ (0,∞), (20)

àëå âiäìîâèòèñü âiä äîâiëüíîñòi ε íå ìîæíà.
Òåîðåìó 5.4 ïîøèðåíî íà âèïàäîê ñëàáî ïîçèòèâíîãî B ç òi¹þ ëèøå

âiäìiííiñòþ, ùî òåïåð y(t) = tg, äå g ∈ kerB.
Ó ïiäðîçäiëi 5.4 ðîçãëÿíóòî íåîäíîðiäíó çàäà÷ó Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ

(15). �¨ ðîçâ'ÿçêè îïèñóþòüñÿ òàêèì ÷èíîì.
Òåîðåìà 5.7. Âåêòîð-ôóíêöiÿ y(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì íåîäíîðiäíî¨ çàäà÷i

Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ (15) ç f ∈ B(−)(A) i ïîçèòèâíèì B òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè âîíà äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

y(t) = etÂf +
sinh(tA)

A
g, g ∈ B(+)(A).

ßêùî kerA = {0}, òî çà óìîâè (19) öÿ çàäà÷à îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíà.
Äîâåäåíî òàêîæ, ùî ÿêùî B � ñëàáî ïîçèòèâíèé îïåðàòîð â B, òî

âåêòîð-ôóíêöiÿ y(·) ∈ C2([0,∞),B), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè y′′(t) = By(t),
y(0) = 0, ∥y(t)∥ = o (tn) (t → ∞) ç äåÿêèì n ∈ N, ìà¹ âèãëÿä y(t) =
tf, f ∈ kerA. Çîêðåìà, y(t) ≡ 0, ÿêùî kerA = {0}.

Ó ïiäðîçäiëi 5.5 äîñëiäæåíî ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ y(t) ðiâíÿííÿ (15) ç
ïîçèòèâíèì B â B, äëÿ ÿêèõ y(t) → f ó ïðîñòîði B(−)(A) i âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü ç (19). Âîíè çîáðàæóþòüñÿ ó âèãëÿäi y(t) = etÂf, A = −B1/2, à
¨õ ïîâåäiíêà óòî÷íþ¹òüñÿ òàêèì òâåðäæåííÿì.

Òåîðåìà 5.9. Áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ
ðiâíÿííÿ (15), ÿêèé ïðè âåëèêèõ t > 0 çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü (19), ¹
îáìåæåíèì íà ∞. Óñi âîíè ïðÿìóþòü òàì äî 0 ëèøå òîäi, êîëè 0 ∈
σc(A) ∪ ρ(A). �õ åêñïîíåíöiàëüíå ñïàäàííÿ åêâiâàëåíòíå âêëþ÷åííþ 0 ∈
ρ(A).

Ïîêàçàíî òàêîæ (ïiäðîçäië 5.6), ùî ó âèïàäêó îäíîçíà÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi
íåîäíîðiäíî¨ çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ (15) çi ñëàáî ïîçèòèâíèì B â B
äëÿ íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ìîæíà çàñòîñóâàòè ìåòîä ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ.

Ðîçäië 6 ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ñòiéêèõ, òîáòî îáìåæåíèõ â îêîëi íå-
ñêií÷åííîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (15) çi ñëàáî ïîçèòèâíèì B â B.

Ðiâíÿííÿ (15) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî ñòiéêèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî
éîãî ñòiéêîãî ðîçâ'ÿçêó y(t)

lim
t→∞

y(t) = 0, (21)

22



i ðiâíîìiðíî åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêèì, ÿêùî

∃ω > 0 : lim
t→∞

eωty(t) = 0. (22)

Îñêiëüêè æîäíèõ óìîâ íà ïîâåäiíêó ñòiéêîãî ðîçâ'ÿçêó â îêîëi íóëÿ
íå íàêëàäà¹òüñÿ, òàêèé ðîçâ'ÿçîê ìîæå ìàòè îñîáëèâiñòü ïðè t → 0 áóäü-
ÿêîãî ïîðÿäêó. Äîâåäåíî, ùî êîëè íåîäíîðiäíà çàäà÷à Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿí-
íÿ (15) ïîñòàâëåíà êîðåêòíî (âiäïîâiäíà îäíîðiäíà îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíà),
äîñòàòíüî, ùîá ó íàâåäåíèõ îçíà÷åííÿõ ðiâíîñòi (21),(22) âèêîíóâàëèñü
ïðèíàéìíi äëÿ âñiõ éîãî àíàëiòè÷íèõ íà [0,∞) ñòiéêèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ó òåð-
ìiíàõ òåîði¨ ïiâãðóï çíàéäåíî êðèòåði¨ ðiâíîìiðíî¨ é ðiâíîìiðíî¨ åêñïîíåí-
öiàëüíî¨ ñòiéêîñòi ðiâíÿííÿ (15). Íàãàäà¹ìî, ùî C0- ïiâãðóïà {U(t)}t≥0 â
B íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî ñòiéêîþ, ÿêùî

∀x ∈ B : lim
t→∞

∥U(t)x∥ = 0,

i ðiâíîìiðíî åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêîþ, ÿêùî

∃M > 0 òà ω > 0 : ∥U(t)∥ ≤ Me−ωt, ∀t > 0.

Iñíó¹ òàêèé çâ'ÿçîê ìiæ ðiâíîìiðíîþ (ðiâíîìiðíîþ åêñïîíåíöiàëüíîþ)
ñòiéêiñòþ (15) òà âiäïîâiäíîþ ñòiéêiñòþ

{
etA

}
t≥0

ç A = −B1/2.
Íàñëiäîê 6.1. Íåõàé B � ñëàáî ïîçèòèâíèé îïåðàòîð â B. Äëÿ òîãî

ùîá ðiâíÿííÿ (15) áóëî ðiâíîìiðíî (ðiâíîìiðíî åêñïîíåíöiàëüíî) ñòiéêèì,
äîñòàòíüî, ùîá òàêîþ ñàìîþ áóëà ïiâãðóïà

{
etA

}
t≥0

.
Ó öüîìó ðîçäiëi íàâåäåíî òàêîæ óìîâè â òåðìiíàõ ñïåêòðó îïåðàòîðà

A = −B1/2, çà ÿêèõ ïiâãðóïà
{
etA

}
t≥0

ìà¹ ïåâíèé âèä ñòiéêîñòi.
Òåîðåìà 6.2. Íåõàé B � ñëàáî ïîçèòèâíèé îïåðàòîð â B. Ïiâãðóïà{

etA
}
t≥0

¹ ðiâíîìiðíî (ðiâíîìiðíî åêñïîíåíöiàëüíî) ñòiéêîþ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè 0 ∈ σc(A)∪ρ(A) (0 ∈ ρ(A)).Äëÿ òîãî ùîá âîíà áóëà ðiâíîìiðíî,
àëå íå ðiâíîìiðíî åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêîþ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá
0 ∈ σc(A).

Iíøi êðèòåði¨ ðiâíîìiðíî¨ åêñïîíåíöiàëüíî¨ ñòiéêîñòi ïiâãðóïè
{
etA

}
t≥0

äàíî ó íàñòóïíèõ òâåðäæåííÿõ.
Òåîðåìà 6.3. Íåõàé

{
etA

}
t≥0

� C0-ïiâãðóïà â B i γ(t) > 0 � íåïåðåðâíà
íà [0,∞) ôóíêöiÿ òàêà, ùî γ(t) → 0 ïðè t → ∞. ßêùî

∀x ∈ B ∃c = c(x) > 0 :
∥∥etAx∥∥ ≤ cγ(t), t ∈ [0,∞), (23)

òî
{
etA

}
t≥0

¹ ðiâíîìiðíî åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêîþ. Ó âèïàäêó äèôåðåíöi-
éîâíîñòi (àíàëiòè÷íîñòi) íà (0,∞) çàäàíî¨ ïiâãðóïè, äëÿ ¨¨ ðiâíîìiðíî¨
åêñïîíåíöiàëüíî¨ ñòiéêîñòi äîñòàòíüî, ùîá íåðiâíiñòü (23) âèêîíóâà-
ëàñü ïðèíàéìíi äëÿ âñiõ x ∈ C∞(A) (x ∈ G{1}(A)).
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Òåîðåìà 6.3 ïîêàçó¹, ùî çà óìîâè ðiâíîìiðíî¨, àëå íå ðiâíîìiðíî¨ åêñïî-
íåíöiàëüíî¨ ñòiéêîñòi ïiâãðóïè

{
etA

}
t≥0

, ¨¨ îðáiòè etAx ìîæóòü ïðÿìóâàòè
äî íóëÿ ïðè t → ∞ ÿê çàâãîäíî ïîâiëüíî. Ïðîòå äëÿ òàêî¨ ïiâãðóïè åêñïî-
íåíöiàëüíå ñïàäàííÿ äëÿ âñiõ ¨¨ îðáiò íå ìîæëèâå.

Òåîðåìà 6.4. Íåõàé
{
etA

}
t≥0

� C0-ïiâãðóïà â B. ßêùî

∀x ∈ B ∃px > 0 :

∞∫
0

∥∥etAx∥∥px dt < ∞, (24)

òî
{
etA

}
t≥0

ðiâíîìiðíî åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêà. Ó âèïàäêó ¨¨ äèôåðåíöi-
éîâíîñòi (àíàëiòè÷íîñòi) äîñòàòíüî, ùîá óìîâà (23) âèêîíóâàëàñü ïðè-
íàéìíi äëÿ âñiõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ (àíàëiòè÷íèõ ) âåêòîðiâ A.

Òåîðåìà 6.4 óçàãàëüíþ¹ ðåçóëüòàòè Äàòêà, Ïàçi, Ì. Êðåéíà, äå ÷èñëî
p â (24) îäíe é òå ñàìå äëÿ âñiõ x ∈ B. Ó íié p ìîæå áóòè ðiçíèì äëÿ
ðiçíèõ x. Áiëüøå òîãî, ÿêùî ïiâãðóïà

{
etA

}
t≥0

íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà
(àíàëiòè÷íà), òî äîñòàòíüî, ùîá íåðiâíiñòü (24) âèêîíóâàëàñü ïðèíàéìíi
äëÿ x ∈ C∞(A) (x ∈ G{1}(A)).

Íàñëiäîê 6.1. Íåõàé γ(t) � íåïåðåðâíà, ìîíîòîííî íåñïàäíà ôóíêöiÿ
íà [0,∞) òàêà, ùî γ(t) → ∞ ïðè t → ∞. ßêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó
y(t) êîðåêòíî ïîñòàâëåíî¨ íåîäíîðiäíî¨ çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ (15)

∃c = c(y) : ∥y(t)∥ ≤ cγ(t) ïðè t ≥ 1,

òî öå ðiâíÿííÿ ¹ ðiâíîìiðíî åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêèì.
ßêùî A ãåíåðó¹ ðiâíîìiðíî åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêó C0-ïiâãðóïó, òî êî-

æíèé ðîçâ'ÿçîê y(t) ðiâíÿííÿ (15) ïðÿìó¹ äî 0 åêñïîíåíöiàëüíî ïðè t → ∞:

∀a < −ω0 : lim
t→∞

y(t)eat = 0.

Ùî ñòîñó¹òüñÿ ðiâíîìiðíî, àëå íå ðiâíîìiðíî åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêèõ ïiâ-
ãðóï, òî öå, âçàãàëi êàæó÷è, íå òàê. Âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ ïîðÿäêîì
ñïàäàííÿ äî íóëÿ ðîçâ'ÿçêiâ y(t) ïðè íàáëèæåííi t äî ∞ òà âëàñòèâîñòÿìè
¨õíiõ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ.

Òåîðåìà 6.5. Íåõàé A = −B1/2, äå B � ñëàáî ïîçèòèâíèé îïåðàòîð
â B, i 0 ∈ σc(A). ßêùî y(t) � íåïåðåðâíèé ó íóëi ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (15),
òî ìàþòü ìiñöå òàêi ñïiââiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi :

∀n ∈ N : lim
t→∞

tny(t) = 0 ⇐⇒ y(0) ∈ C∞(A−1);

∃a > 0 : lim
t→∞

ea
√
ty(t) = 0 ⇐⇒ y(0) ∈ G{1}(A

−1);
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∀a > 0 : lim
t→∞

ea
√
ty(t) = 0 ⇐⇒ y(0) ∈ G(1)(A

−1).

Çà óìîâè, ùî ðîçâ'ÿçîê y(t) åêñïîíåíöiàëüíî ñïàäà¹ ïðè t → ∞,

∃a > 0 : lim
t→∞

eaty(t) = 0 ⇐⇒ y(0) ∈ G{0}(A
−1).

ßêùî ïiâãðóïà
{
etA

}
t≥0

¹ îáìåæåíîþ àíàëiòè÷íîþ, òî îïåðàòîð A−1

òàêîæ ãåíåðó¹ àíàëiòè÷íó ïiâãðóïó i G(1)(A−1) = B; áiëüøå òîãî, ìíîæèíà
ñòiéêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (15), ïîâåäiíêà ÿêèõ ïðè t → ∞ ïîäiáíà äî
ïîâåäiíêè e−a

√
t , ¹ ùiëüíîþ ó ìíîæèíi âñiõ éîãî ñòiéêèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ùî

æ äî ìíîæèíè ñòiéêèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ñïàäíèõ íà ∞ åêñïîíåíöiàëüíî, òî âîíà
ìîæå ñêëàäàòèñÿ ëèøå ç y(t) ≡ 0, íàâiòü êîëè êóò àíàëiòè÷íîñòi ïiâãðóïè{
etA

}
t≥0

äîðiâíþ¹
π

2
. Àëå, ÿê ïîêàçàíî ó öüîìó ðîçäiëi, ÿêùî

1∫
0

ln lnM(s) ds < ∞, M(s) = sup
Imλ≥s

∥∥A(A− λI)−1
∥∥ ,

òî G(1)(A−1) = B i ñóêóïíiñòü óñiõ ñòiéêèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ùî ñïàäàþòü åêñïî-
íåíöiàëüíî äî 0 ïðè t → ∞, ¹ äîñòàòíüî îáøèðíîþ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ω = Ωp ïîïîâíåííÿ àëãåáðà¨÷íîãî çàìèêàííÿ ïîëÿ
Qp p-àäè÷íèõ ÷èñåë (p � ïðîñòå), ÿêå, ó ñâîþ ÷åðãó, ¹ ïîïîâíåííÿì ïîëÿ
Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë âiäíîñíî p-àäè÷íî¨ íîðìè |a|p = p−ν, ÿêùî a =
pν n

m ∈ Q, äå öiëi ÷èñëà n,m âçà¹ìíî ïðîñòi ç p. Íåõàé òàêîæ B � áàíàõiâ
ïðîñòið íàä ïîëåì Ω ç íîðìîþ ∥ · ∥ : B 7→ R+, ùî ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:
∥x∥ = 0 ⇔ x = 0; ∀λ ∈ Ω ∀x ∈ B : ∥λx∥ = |λ|p∥x∥; ∀x, y ∈ B : ∥x + y∥ ≤
max{∥x∥, ∥y∥}; ïðîñòið B ïîâíèé âiäíîñíî ∥ · ∥.

Ðîçãëÿäàþòüñÿ ñòåïåíåâi ðÿäè òèïó

y(λ) =
∞∑
n=0

cnλ
n, cn ∈ B, λ ∈ Ω. (25)

Ðÿä (25) çáiãà¹òüñÿ ó òî÷öi λ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè lim
n→∞

∥cn∥|λ|np = 0. ×è-

ñëî r = r(y) =
(
lim
n→∞

n
√

∥cn∥
)−1

� éîãî ðàäióñ çáiæíîñòi. Ïðè r > 0 öåé ðÿä

âèçíà÷à¹ B-çíà÷íó âåêòîð-ôóíêöiþ ó âiäêðèòîìó êðóçi D(0, r−) = {λ ∈
Ω : |λ|p < r}. Éîãî çáiæíiñòü ¹ àáñîëþòíîþ i ðiâíîìiðíîþ ó äîâiëüíîìó
çàìêíåíîìó êðóçi D(0, τ) = {λ ∈ Ω : |λ|p ≤ τ}, 0 < τ < r.

Äëÿ ÷èñëà α > 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç Aα = Aα(B) ìíîæèíó âñiõ âåêòîð-
ôóíêöié y(λ) âèãëÿäó (25) òàêèõ, ùî r(y) ≥ α i lim

n→∞
∥cn∥αn = 0. Ëiíiéíà
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ìíîæèíà Aα óòâîðþ¹ áàíàõiâ ïðîñòið íàä ïîëåì Ω âiäíîñíî íîðìè ∥y∥α =
sup
n∈N0

∥cn∥αn. Ïîêëàäåìî

Ar− = Ar−(B) = proj lim
α↑r

Aα.

Ïðîñòið Ar− ñêëàäà¹òüñÿ ç âåêòîð-ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ â D(0, r−). Ïîñëi-
äîâíiñòü {yn ∈ Ar−}n∈N çáiãà¹òüñÿ äî y â Ar−, ÿêùî lim

n→∞
∥yn−y∥α = 0 (∀α ∈

(0, r)). Ìíîæèíà A∞ = A∞(B) = proj lim
α→∞

Aα � ïðîñòið öiëèõ B-çíà÷íèõ

âåêòîð-ôóíêöié. Âåêòîð-ôóíêöiÿ y(λ) íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî àíàëiòè÷íîþ
â òî÷öi 0, ÿêùî iñíó¹ α > 0 òàêå, ùî y ∈ Aα. Ó ïðîñòîði A0 âñiõ ëî-
êàëüíî àíàëiòè÷íèõ ó 0 âåêòîð-ôóíêöié ââîäèòüñÿ òîïîëîãiÿ iíäóêòèâíî¨
ãðàíèöi áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ Aα : A0 = A0(B) = ind lim

α→0
Aα. Ïîñëiäîâíiñòü

{yn ∈ A0}n∈N çáiãà¹òüñÿ â A0, ÿêùî yn(λ) ∈ Aα (∀n ∈ N) ç äåÿêèì α i
{yn}n∈N çáiãà¹òüñÿ â Aα.

Ãîëîâíèé ðåçóëüòàò ðîçäiëó 7 ìiñòèòüñÿ ó ïiäðîçäiëi 7.2 i ñòîñó¹òüñÿ
iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ëîêàëüíî àíàëiòè÷íîãî ó íóëi ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ

y(m)(λ)− Ay(λ) = f(λ), (26)

äå A � çàìêíåíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð â B, f ∈ Aρ− ç äåÿêèì ρ > 0. Ïiä
ðîçâ'ÿçêîì öüîãî ðiâíÿííÿ ó âiäêðèòîìó êðóçi D(0, ρ−) ðîçóìi¹òüñÿ âåêòîð-
ôóíêöiÿ y(λ) : D(0, ρ−) 7→ D(A) ç Aρ−, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (26) â D(0, ρ−).

Òåîðåìà 7.1. Íåõàé îïåðàòîð A ìà¹ îáåðíåíèé A−1 : D(A−1) = B, à

f(λ) =
∞∑
n=0

bnλ
n ∈ Aρ− ç ρ > s

1
m , s = s(A−1) = lim

n→∞
n
√
∥A−n∥, bn ∈ B.

Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê y(λ) ðiâíÿííÿ (26) ó êëàñi Aρ− i

y(λ) = −
∞∑
n=0

A−(n+1)f (nm)(λ) =
∞∑
n=0

cnλ
n, cn = −

∞∑
k=0

(mk + n)!

n!
A−(k+1)bmk+n.

Áiëüøå òîãî, y(λ) íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ.
Íàñëiäîê 7.1. Ïðèïóñòèìî, ùî f(λ) � ìíîãî÷ëåí. Òîäi ó êëàñi ìíîãî-

÷ëåíiâ iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (26). Áiëüøå òîãî, ñòåïåíi ðîçâ'ÿçêó
i ïðàâî¨ ÷àñòèíè f(λ) îäíàêîâi.

Íàñëiäîê 7.2. ßêùî f ∈ A∞, òî ðiâíÿííÿ (26) ìà¹ ¹äèíèé öiëèé
ðîçâ'ÿçîê.

Íàñëiäîê 7.3. ßêùî s = s(A−1) = 0 i f ∈ A0, òî iñíó¹ ¹äèíèé
ëîêàëüíî àíàëiòè÷íèé ó íóëi ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (26).
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Ó ïiäðîçäiëi 7.3 íàâåäåíî äâà ñïîñîáè àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ y(λ) ðiâ-
íÿííÿ (26).

Ïåðøèé ñïîñiá ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî y(λ) íàáëèæà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ
ìíîãî÷ëåíiâ yn(λ) � ðîçâ'ÿçêiâ ç Aρ− ðiâíÿíü âèãëÿäó (26), ïðàâèìè ÷àñòè-
íàìè fn(λ) ÿêèõ ¹ n-òi ÷àñòèííi ñóìè ðÿäó äëÿ f(λ).

Ó äðóãîìó âàðiàíòi y(λ) íàáëèæà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ

yn(λ) = −
n∑

k=0

A−(k+1)f (km)(λ).

Äîâåäåíî, ùî ïîõèáêà íàáëèæåííÿ äëÿ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi yn(λ) äî y(λ),
ðiâíîìiðíî¨ â D(0, r), íå ïåðåâèùó¹ c(s + ε)nr−nm (0 < c = const, r ∈
(s+ ε, ρ), ε > 0 ÿê çàâãîäíî ìàëå).

Ïiäðîçäië 7.4 ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ çàäà÷i Êîøi{
y(m)(λ)− Ay(λ) = f(λ)

y(k)(0) = yk, k = 0, 1, . . . ,m− 1,
(27)

âiäøóêàííÿ ëîêàëüíî àíàëiòè÷íî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ y(λ) =
∞∑
n=0

cnλ
n çi çíà÷åí-

íÿìè â D(A), ùî çàäîâîëüíÿ¹ (27), äå f(λ) =
∞∑
n=0

bkλ
k ∈ A0. Öÿ çàäà÷à íå

çàâæäè ðîçâ'ÿçíà. Òîìó øóêàþòüñÿ óìîâè, ÿêi çàáåçïå÷óþòü iñíóâàííÿ i
¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó.

Òåîðåìà 7.3. Íåõàé îïåðàòîð A ¹ îáîðîòíèì, D(A−1) = B i f ∈
Aρ− ç äåÿêèì ρ > s

1
m . Äëÿ òîãî ùîá çàäà÷à Êîøi (27) áóëà îäíîçíà÷íî

ðîçâ'ÿçíîþ ó A0, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá yk−k!ak, (k = 0, 1, . . . ,m−1)
áóëè öiëèìè âåêòîðàìè åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó îïåðàòîðà A, äå ak � êîå-
ôiöi¹íòè ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (26), àíàëiòè÷íîãî ó êðóçi D(0, ρ−):

ak = − 1

k!

∞∑
n=0

A−(n+1)f (nm+k)(0), k = 0, 1, . . . ,m− 1.

Íàñëiäîê 7.5. Íåõàé s = s(A−1) = 0. Çàäà÷à Êîøi (27) ìà¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê y(λ) â A0, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè yk = k!ak, k = 0, . . . ,m− 1.

Íàñëiäîê 7.6. ßêùî îïåðàòîð A îáìåæåíèé, òî çàäà÷à Êîøi (27)
îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíà â A0 äëÿ áóäü-ÿêèõ yk ∈ B.

Âèñíîâêè

Äèñåðòàöiþ ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü ç íåîáìåæåíèìè îïåðàòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði,
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ÿêi îõîïëþþòü ðiçíîìàíiòíi êëàñè ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, à òà-
êîæ äåÿêèì ïèòàííÿì ïîâ'ÿçàíî¨ ç íèìè òåîði¨ C0-ïiâãðóï.

Ðîçâ'ÿçàíî ïðîáëåìè Êîëìîãîðîâà i Õiëëå âiäøóêàííÿ äëÿ äîâiëüíî¨
ñèëüíî íåïåðåðâíî¨ ãðóïè (ïiâãðóïè) ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ó áàíàõîâîìó
ïðîñòîði ùiëüíèõ ó íüîìó ïiäïðîñòîðiâ, íà ÿêèõ öÿ ãðóïà (ïiâãðóïà) çî-
áðàæó¹òüñÿ ñòåïåíåâèì ðÿäîì àáî åêñïîíåíöiàëüíîþ ãðàíèöåþ âiä ¨¨ ãåíå-
ðàòîðà. Òèì ñàìèì çíàéäåíî ñïîñiá âiäíîâëåííÿ ãðóïè (ïiâãðóïè) áåçïîñå-
ðåäíüî çà ¨¨ ãåíåðàòîðîì, à íå ôóíêöiÿìè âiä íüîãî.

Îïèñàíî óñi ðîçâ'ÿçêè âñåðåäèíi íåñêií÷åííîãî iíòåðâàëó (îñi àáî ïiâîñi)
ïàðàáîëi÷íèõ i åëiïòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó áàíàõîâîìó ïðîñòî-
ði òà ¨õ ïîâåäiíêó ïðè íàáëèæåííi äî êiíöiâ iíòåðâàëó. Ðîçãëÿíóòî ðiâíÿííÿ
ïåðøîãî, äðóãîãî òà âèùèõ ïîðÿäêiâ, çîêðåìà, âèâ÷åíî ðîçâ'ÿçêè ïîëiãàð-
ìîíi÷íîãî äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ.

Îäåðæàíî ïðÿìi é îáåðíåíi òåîðåìè òåîði¨ íàáëèæåíü ðîçâ'ÿçêiâ äèôå-
ðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði öiëèìè ðîçâ'ÿçêàìè åêñ-
ïîíåíöiàëüíîãî òèïó, ÿêi âñòàíîâëþþòü âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü
ìiæ øâèäêiñòþ ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ òà ñòåïåíåì
ãëàäêîñòi ðîçâ'ÿçêó.

Îïèñàíî ñòðóêòóðó ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ àáñòðàêòíîãî åëiïòè-
÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó íà ïiâîñi i çíàéäåíî
óìîâè, çà ÿêèõ öÿ çàäà÷à ¹ êîðåêòíî ïîñòàâëåíîþ. Äîñëiäæåíî òàêîæ îäíî-
ðiäíó çàäà÷ó Íåéìàíà äëÿ òàêîãî ðiâíÿííÿ òà (n + 1)-ðàç iíòåãðîâàíó çà-
äà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó.

Äîâåäåíî, ùî äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ àáñòðàêòíèõ åëiïòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü íà ïiâîñi ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði äi¹ àíàëîã ïðèíöèïó Ôðàãìåíà-
Ëiíäåëüîôà.

Äëÿ åëiïòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ íà ïiâîñi ó áàíàõîâîìó
ïðîñòîði çíàéäåíî êðèòåði¨ éîãî ðiâíîìiðíî¨ òà ðiâíîìiðíî¨ åêñïîíåíöiàëü-
íî¨ ñòiéêîñòi, à òàêîæ óìîâè, çà ÿêèõ ðiâíÿííÿ ¹ ðiâíîìiðíî, àëå íå ðiâíî-
ìiðíî åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêèì. Òèì ñàìèì óçàãàëüíåíî âiäîìi ðåçóëüòàòè
Ð. Äàòêà, À. Ïàçi òà Ì.Ã. Êðåéíà. Ó âèïàäêó ðiâíîìiðíî¨, àëå íå ðiâíîìið-
íî¨ åêñïîíåíöiàëüíî¨ ñòiéêîñòi ç'ÿñîâàíî çâ'ÿçîê ìiæ ïîðÿäêîì ñïàäàííÿ
ðîçâ'ÿçêó ïðè íàáëèæåííi äî íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè òà âëàñòèâî-
ñòÿìè éîãî ïî÷àòêîâèõ äàíèõ.

Îïèñàíî óñi àíàëiòè÷íi ðîçâ'ÿçêè íåîäíîðiäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâ-
íÿííÿ n-ãî ïîðÿäêó ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði íàä ïîëåì Ω êîìïëåêñíèõ p-
àäè÷íèõ ÷èñåë. Çíàéäåíî óìîâè äëÿ êîðåêòíîñòi ó êëàñi ëîêàëüíî àíàëi-
òè÷íèõ âåêòîð-ôóíêöié çàäà÷i Êîøi äëÿ òàêîãî ðiâíÿííÿ.

Íàâåäåíî ñïîñîáè íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íåîäíîðiäíîãî äèôåðåíöiàëü-
íîãî ðiâíÿííÿ ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði íàä ïîëåì Ω ìíîãî÷ëåíàìè, êîåôiöi-
¹íòàìè ÿêèõ ¹ âåêòîðè ç íåàðõiìåäîâîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó.
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Ðåçóëüòàòè ïðîiëþñòðîâàíî íà êîíêðåòíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿõ
ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ó ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ.
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ðiâíÿííÿ; öiëèé âåêòîð çàìêíåíîãî îïåðàòîðà; êëàñè Æåâðå; C0-ãðóïà òà
C0-ïiâãðóïà ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ; êëàñè÷íèé òà ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê; ñëàáî
ïîçèòèâíèé òà ïîçèòèâíèé îïåðàòîðè; çàäà÷i Êîøi, Äiðiõëå i Íåéìàíà; íàé-
êðàùå íàáëèæåííÿ; ïðîáëåìè Êîëìîãîðîâà i Õiëëå; áàíàõiâ ïðîñòið íàä
ïîëåì p-àäè÷íèõ ÷èñåë.

Ãîðáà÷óê Â. Ì. Ñâîéñòâà ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå. �
Êâàëèôèêàöèîííàÿ íàó÷íàÿ ðàáîòà íà ïðàâàõ ðóêîïèñè.

Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè-
÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè 01.01.01 � "Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç" (111 �
Ìàòåìàòèêà). � Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ, 2018.

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå (âñåé ÷èñëîâîé îñè èëè ïîëóîñè), êîýôôè-
öèåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íåîãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû â áàíàõîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå, à èìåííî: îïèñàíèþ ðåøåíèé âíóòðè çàäàííîãî èíòåðâàëà è èçó-
÷åíèþ èõ ïîâåäåíèÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ê åãî êîíöàì; âûÿñíåíèþ âîçìîæíî-
ñòè ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ äî öåëîé âåêòîð-ôóíêöèè êîíå÷íîãî ïîðÿäêà è
êîíå÷íîãî òèïà; âîïðîñàì êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ Êîøè, Äèðèõëå
è Íåéìàíà; ïðÿìûì è îáðàòíûì òåîðåìàì ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèé òàêèõ
óðàâíåíèé ðåøåíèÿìè, ÿâëÿþùèìèñÿ öåëûìè âåêòîð-ôóíêöèÿìè ýêñïî-
íåíöèàëüíîãî òèïà; óñòàíîâëåíèþ êðèòåðèåâ ðàâíîìåðíîé è ðàâíîìåðíîé
ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà; îòûñêà-
íèþ ìàêñèìàëüíûõ, ïëîòíûõ â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå ïîäïðîñòðàíñòâ, íà
ýëåìåíòàõ êîòîðûõ ðåøåíèå àáñòðàêòíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ìî-
æåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà (ïðîáëåìà Êîëìîãîðîâà)
èëè åêñïîíåíöèàëüíîãî ïðåäåëà (ïðîáëåìà Õèëëå) îò ãåíåðàòîðà ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïîëóãðóïïû; âîïðîñàì ðàçðåøèìîñòè â íåêîòîðûõ êëàññàõ àíà-
ëèòè÷åñêèõ âåêòîð-ôóíêöèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â íåàðõèìåäî-
âîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâ.

Áîëüøàÿ ÷àñòü èç óêàçàííûõ çàäà÷ îòíîñèòñÿ ê òåîðèè àáñòðàêòíûõ
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé � îäíîãî èç îñíîâíûõ ðàçäåëîâ
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ñîâðåìåííîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, êîòîðûé, êàê èçâåñòíî, îõâàòûâà-
åò ðàçëè÷íûå âèäû óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áàíàõîâî è ëîêàëüíî-âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâà; iíäó-
êòèâíûé è ïðîåêòèâíûé ïðåäåëû áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ; äèôôåðåíöèàëüíî-
îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå; öåëûé âåêòîð çàìêíóòîãî îïåðàòîðà; êëàññûÆåâ-
ðå; C0-ãðóïïà è C0-ïîëóãðóïïà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ; êëàññè÷åñêîå è ñëà-
áîå ðåøåíèÿ; ïîçèòèâíûé è ñëàáî ïîçèòèâíûé îïåðàòîðû; çàäà÷è Êîøè,
Äèðèõëå i Íåéìàíà; íàëó÷øåå ïðèáëèæåíèå; ïðîáëåìû Êîëìîãîðîâà è
Õèëëå; áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë.

Gorbachuk V.M. Characteristics of Solutions of Di�erential Equa-
tions in a Banach Space on an In�nite Interval. � The Manuscript.

Thesis for a Doctor Degree in Physical and Mathematical Sciences on Speci-
ality 01.01.01 . � Mathematical Analysis (111 � Mathematics). � Institute of
Mathematics of National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2017.

The thesis is devoted to the investigation of solutions of di�erential equati-
ons on an in�nite interval (the whole axis (−∞,∞) or the semiaxis (0,∞)),
whose coe�cients are unbounded operators in a Banach space, namely, to:
description of all solutions inside an interval under consideration and studying
their behavior when approaching the ends of the interval; the clari�cation of
possibility of extending a solution to an entire vector-valued function of a �-
nite order and a �nite type; the well-posedness of the Dirichlet and Neumann
problems; the direct and inverse theorems in the approximation of solutions
of such an equation by its entire solutions of exponential type; �nding the
necessary and su�cient conditions for an elliptic equation to be uniformly
or uniformly exponentially stable; the search for a strongly continuous semi-
group of the maximal, dense in the initial space subspaces on which a solution
of an abstract parabolic equation can be represented in the form of a power
series (Kolmogorov's problem) or the exponential limit (Hille's problem) from
the generator of the corresponding semigroup; the solvability in some classes of
analytic vector-valued functions of di�erential equations in a non-Archimedean
Banach spaces.

Most of these problems are related to the theory of abstract di�erential
equations, one of the main directions of modern functional analysis, which, as
is well-known, covers a number of partial di�erential equations.

The origin of this theory dates from the work of E. Hille and K. Yosi-
da (1948), where the �rst existence theorems were obtained for the Cauchy
problem for the equation y′ = Ay with an unbounded operator A, formulated
in terms of the theory semigroups of operators. K. Yosida, and later W. Feller,
connected the investigations of semigroups with various problems for di�usi-
on equation. Parallel with this, E. Hille and R. Phillips , began to construct
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the theory of an abstract Cauchy problem for equations in a Banach space. In
the beginnig of 50th P. Lax , A. Milgram and V. Ljannce applied the semi-
groups method to the investigation of various classes of parabolic equations.
In 1953, T. Kato made An essrntial step forward in the general theory was
made by T. Kato (1953), who considered the Cauchy problem for the equati-
on y′(t) = A(t)y(t) with a variable unbounded operator coe�cient. In their
papers, E. Hille, K. Yosida, R. Phillips and T. Kato laid the a stable foundation
for the theory of di�erential equations with unbounded operator coe�cients,
which thereafter became a �eld of independent interest, attracting attenti-
on of many mathematicians. M. Vishik and O. Ladyzhenskaja, Yu. Daletsky,
Yu. Lyubich, P. Sobolevsky, S. Eidelman, S. Krein, G. Laptev, S. Yakubov,
M. Krasnosel'sky, M. Solomyak, H. Tanabe, A. Balakrishnan, S. Agmon and
L. Nirenberg, J.-L. Lions, A. Pazy, J. Goldstein and others are among them.
Appraising the role of this theory in mathematics, E. Hille wrote: "I greet
a semigroup wherever I met it, but we come across it everywhere". Last ti-
me, both this topic and its application sphere were considerably widened, and
they became an investigation subject for a lot of leading scientists such as, for
instance, V. Fomin, Yu. Latushkin, M. Gorbachuk, J. Kisinski, J. van Neerven,
F. Klement, H. Heijmans, S. Angenent, H. Fattorini, C. van Duijn, B. de
Pagter, V. Vasiliev, S. Piskaryov, S. Ivasishen, V. Gorodetsky, V. Gorodnii,
A. Kochubei, O. Kutovyi etc. The possible scope of its applications is extensi-
ve enough including the theory of partial di�erential equations and boundary
value problems for them, mathematical physics (for example, the scattering
theory), the approximation theory, Markov evolutions for interacting particle
systems in the continuum, the motion dynamics of �uid and others.

Key words: Banach and locally convex spaces; inductive and projecti-
ve limits of Banach spaces; operator di�erential equation; entire vector of a
closed operator; Gevrey classes; C0-group and C0-semigroup of linear operators;
classical and weak solutions; positive and weakly positive operators; Cauchy,
Dirichlet and Neumann problems; best approximation; Kolmogorov and Hille
problems; Banach space over the �eld of p-adic numbers.

36



Ïiäï. äî äðóêó 21.02.2018. Ôîðìàò 60×90/16. Ïàïið îôñ. Îôñ. äðóê.
Ôiç. äðóê. àðê. 2,25. Óì. äðóê. àðê. 2,1.

Òèðàæ 100 ïð. Çàì. � 23.

Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè
01601 Êè¨â-4, âóë. Òåðåùåíêiâñüêà, 3


