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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Сучасна теорiя наближення функцiй ґрун-
тується на багатьох iдеях i значущих результатах, якi на певному етапi її
розвитку стали переломними. Ними закладався фундамент пiд створення
окремих напрямкiв, у яких вiдображалися новi погляди на задачi теорiї
апроксимацiї функцiй дiйсної i комплексної змiнних. Це, в свою чергу,
стало стимулом для розробки нових методiв апроксимацiї, якi поєднува-
ли у собi фундаментальнi положення не тiльки теорiї функцiй, а й iнших
роздiлiв математичного аналiзу.

Один iз таких переломних моментiв у теорiї наближення вiдноситься
до 40-х рокiв минулого столiття. Вiн пов’язаний з iдеями А.М. Колмого-
рова щодо визначення мiри оцiнки (порiвняння) апроксимацiйних мож-
ливостей по вiдношенню до певних класiв функцiй класичних на той час
агрегатiв, — таких, як алгебраїчнi та тригонометричнi полiноми, рацiо-
нальнi дроби тощо. У 1936 роцi А.М. Колмогоров в якостi такої мiри
запропонував величину найкращого наближення в метрицi простору X
множини F ⊂ X за допомогою довiльних лiнiйних многовидiв Ln
в X. Згодом така величина отримала у математичнiй лiтературi назву
n – поперечника за Колмогоровим (колмогоровського n – поперечника). У
випадку, коли X — деякий нормований простiр з нормою ‖ · ‖X , а F —
центрально–симетрична множина в X, n – поперечник за Колмогоровим
визначається формулою

dn(F,X) = inf
Ln∈Ln

sup
f∈F

inf
u∈Ln

‖f − u‖X ,

де Ln — сукупнiсть всiх лiнiйних пiдпросторiв Ln в X, dimLn = n.
Певнi задачi вимагали бiльшої конкретики щодо структури наближа-

ючих лiнiйних пiдпросторiв, i це спонукало до запровадження iнших вели-
чин лiнiйної апроксимацiї: лiнiйного n – поперечника (1960 р., В. М. Тихо-
миров), ортопроекцiйного n – поперечника (1982 р., В.М. Темляков), три-
гонометричного n – поперечника (1974 р., Р.С. Iсмагiлов) та iнших.

Виникла задача, що стала стержневою у теорiї лiнiйної апроксимацiї,
яка в загальнiй постановцi полягала у вiдшуканнi точних або асимпто-
тичних (в розумiннi сильної чи слабкої асимптотики) значень вказаних
величин i, у першу чергу, n – поперечника за Колмогоровим.

Основними факторами, якими головним чином визначається рiвень
складностi задачi про поперечники i вiдмiннiсть у пiдходах до її розв’я-
зання, є метричнi характеристики простору X та гладкiснi властивостi
елементiв множини F . Як з’ясувалось, у багатьох випадках ключову роль
як в оцiнках поперечникiв, так i в оцiнках iнших апроксимацiйних харак-
теристик, вiдiграє так званий метод дискретизацiї.



2

Одну iз частин дисертацiйної роботи якраз i складають дослiдження,
спрямованi на вдосконалення старих та пошук нових пiдходiв у засто-
суваннi методу дискретизацiї до оцiнки колмогоровських та iнших попе-
речникiв важливих у теорiї наближення класiв гладких функцiй однiєї та
кiлькох дiйсних змiнних (класiв Степанця, а також класiв Соболєва та Бє-
сова). Цi пiдходи поширенi на розв’язання задач, пов’язаних з наближен-
ням функцiй комплексної змiнної, зокрема, з оцiнками колмогоровських
поперечникiв деяких нових класiв функцiй, аналiтичних у жорданових
областях комплексної площини C.

З кiнця 90-х рокiв минулого столiття, орiєнтуючись на практичне за-
стосування у рiзних галузях науки i технiки, на переднiй план виходить
iнший напрям теорiї наближення — нелiнiйна апроксимацiя (як функ-
цiональних множин так i множин iншої природи). Центральне мiсце у
ньому займають апроксимацiйнi характеристики множини F в метрич-
ному просторi X, що визначаються величиною так званого адаптивного
наближення її елементiв за допомогою лiнiйної комбiнацiї n довiльних
елементiв деякої фiксованої системи A в X. Базовою тут є величи-
на σn(f ;A;X) найкращого n – членного наближення елемента f ∈ F .
Вперше така величина з’явилась у роботi С.Б. Стєчкiна 1955 року у фор-
мулюваннi критерiю абсолютної збiжностi ряду Фур’є за ортогональною
системою в гiльбертовому просторi H.

У випадку кратної тригонометричної системи A першi результати з
оцiнки величини σn(F ;A;X) := sup

f∈F
σn(f ;A;X) для класiв F перiодичних

по всiх змiнних гладких функцiй, що належать вiдомим просторам Нi-
кольського та Соболєва (здебiльшого у метрицi просторiв Лебега Lp), бу-
ли отриманi ще у 1987 роцi В.М. Темляковим. Пiзнiше цi результати були
поширенi на випадки iнших класiв, зокрема, на класи Бєсова, у роботах
Е.С. Бєлiнського, Дiнь Зунга, А.С. Романюка та iнших.

З’ясувалось, що методи оцiнки величин σn(F ;A;X), як i у лiнiйнiй
апроксимацiї, суттєво рiзняться в залежностi вiд умов якими характери-
зуються гладкiснi властивостi функцiй класу F по кожнiй змiннiй окремо
чи в сукупностi (роздiляють так званi iзотропний та анiзотропний випад-
ки).

Мотивацiєю дослiджень, що стосуються нелiнiйної апроксимацiї i
складають одну iз частин дисертацiйної роботи, стала iдея залучити
до нелiнiйного наближення фiксованого класу F (з огляду на величину
σn(F ;A;X)) апроксимацiйних систем A, вiдмiнних вiд тригонометрич-
ної: простiших за структурою i якi б не поступалися, хоча б в окремих
ситуацiях, тригонометричнiй системi у сенсi оцiнок величин σn(F ;A;X).
Реалiзацiєю цiєї мети стало вивчення у дисертацiйнiй роботi апроксима-
цiйних можливостей кратних систем Фабера–Шаудера i Хаара стосовно
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iзотропних класiв Бєсова.
В останнi два десятирiччя зростає увага до ще одного типу за-

дач нелiнiйної апроксимацiї функцiй з декiлькома дiйсними змiнними —
бiлiнiйних наближень. Цей напрямок дослiджень поповнюється i низкою
результатiв даної дисертацiйної роботи.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Дисертацiю виконано у вiддiлi теорiї функцiй Iнституту математики НАН
України згiдно з науково-дослiдними темами ”Апроксимативнi та струк-
турнi характеристики функцiональних множин”, № державної реєстрацiї
0111U002079; ”Структурнi та апроксимацiйнi властивостi функцiональних
множин”, № державної реєстрацiї 0198U001990; ”Апроксимацiйнi характе-
ристики функцiональних класiв”, № державної реєстрацiї 0101U000046.

Мета i завдання дослiдження. Основною метою дисертацiйно-
го дослiдження є опис класiв гладких функцiй, визначених на множинах
рiзної структури у d – вимiрному евклiдовому просторi та на комплекснiй
площинi, у термiнах оцiнок їх наближення скiнченно-вимiрними агрега-
тами, побудованими на основi вiдомих та нових функцiональних базисних
систем.

Об’єктом дослiдження є класи функцiй кiлькох дiйсних змiнних, кла-
си функцiй аналiтичних в областях комплексної площини; базиснi функ-
цiональнi системи — тригонометрична, Хаара та Фабера–Шаудера; мно-
гочлени Фабера, простори сферичних гармонiк.

Предметом дослiдження є апроксимацiйнi характеристики певних
функцiональних множин у нормованих просторах функцiй, визначених
на Rd, на одиничному кубi Id, на одиничнiй сферi Sd−1 та в областях
комплексної площини C: колмогоровськi, тригонометричнi, ортопроек-
цiйнi поперечники, величини найкращих m – членних наближень, вели-
чини найкращих бiлiнiйних наближень, неперервнi нелiнiйнi поперечни-
ки тощо; практичний алгоритм побудови екстремальних нелiнiйних m –
членних агрегатiв стосовно нелiнiйного наближення у функцiональних
просторах та у просторах послiдовностей; властивостi iнтегралiв типу Ко-
шi вздовж границi жорданової областi в C; апроксимацiйнi властивостi
лiнiйних середнiх рядiв Фур’є та рядiв Фабера.

Завдання дослiдження. З метою отримання практичного алгоритму
побудови екстремальних m – членних агрегатiв у нелiнiйнiй апроксимацiї
функцiй, що належать iзотропним класам Бєсова SBαp,θ у просторах Ле-
бега Lq(Id) при d ≥ 2, запровадити кратну базисну систему Хаара Hd,
вiдмiнну вiд класичної тензорної системи Хаара Hd, але, яка б володiла
важливими властивостями, якими надiлена одновимiрна базисна систе-
ма H. Охарактеризувати класи Бєсова SBαp,θ функцiй, визначених на
кубi Id, у термiнах порядкових оцiнок нових апроксимацiйних характери-
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стик — величин n – членних проективних наближень за кратною системою
Фабера–Шаудера.

Дослiдити деякi класичнi характеристики лiнiйної та нелiнiйної
апроксимацiї (у сенсi встановлення їх точних за порядком оцiнок) на рiз-
ного типу класах Нiкольського та Бєсова — перiодичних функцiй з декiль-
кома змiнними — у просторах Лебега Lq(πd), πd := [0, 2π]d : тригономет-
ричнi та ортопроекцiйнi поперечники, величини найкращих M – членних
тригонометричних наближень. Розглянути не дослiдженi ранiше випадки
спiввiдношень мiж параметрами, що фiгурують в означеннi класiв функ-
цiй i просторiв. Знайти оцiнки величин найкращих бiлiнiйних наближень
на рiзного типу класах Нiкольського–Бєсова Brp,θ у функцiональних про-
сторах Lq(π2d).

На основi розбиття на класи iнтегралiв типу Кошi, яке базується на
вiдомiй класифiкацiї 2π – перiодичних сумовних на перiодi функцiй дiйс-
ної змiнної, запровадженої О. I. Степанцем, розвинути запропонований
ним новий пiдхiд до розв’язання задач апроксимацiї функцiй аналiтич-
них у жорданових областях Ω комплексної площини C. Зокрема, знайти
порядковi оцiнки n – поперечникiв за Колмогоровим зазначених класiв у
заданих просторах аналiтичних в Ω функцiй (зокрема, у просторах непе-
рервних на Ω функцiй i у просторах Смiрнова Ep(Ω)).

На базi вiдомих просторiв LGγdyad функцiй з однiєю змiнною, визна-
чених на торi T, запровадити нову функцiональну шкалу, так званих
двiйкових просторiв Бєсова dyadB0,γ

p,θ , компактно вкладених у простори
expLν — експоненцiальнi простори Орлiча, що надiленi нормою Люксем-
бурга. Вивчити властивостi (у тому числi — апроксимацiйнi) введених
просторiв з точки зору оцiнок колмогоровських поперечникiв та ентро-
пiйних чисел у просторах expLν одиничних куль dyadB0,γ

p,θ .
Знайти точнi за порядком оцiнки наближення класiв згорток сумов-

них функцiй з кратним ядром Пуассона за допомогою тригонометрич-
них полiномiв зi спектром у многогранних областях, а також оцiнки
колмогоровських поперечникiв таких класiв у просторах функцiй 2π –
перiодичних по кожнiй змiннiй i сумовних у степенi q на кубi [0, 2π]d.

Дослiдити апроксимацiйнi можливостi по вiдношенню до вiдомих
класiв W r

p гладких функцiй, визначених на одиничнiй сферi Sd−1 про-
стору Rd, скiнченно-вимiрних многовидiв. Результати подати у термiнах
асимптотичних оцiнок одного типу неперервних нелiнiйних поперечникiв.

Методи дослiдження. Використовуються класичнi методи теорiї
лiнiйної та нелiнiйної апроксимацiй функцiй однiєї та кiлькох дiйсних
змiнних, методи вивчення граничних властивостей iнтегралiв типу Кошi,
а також розробляються та застосовуються новi пiдходи щодо наближення
функцiй, визначених на кубi Id, та функцiй, аналiтичних у жорданових
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областях комплексної площини C.
Наукова новизна одержаних результатiв. Результати роботи, що

виносяться на захист, є новими i полягають у такому:
1) Введено кратну базисну систему Хаара Hd функцiй, визначених на

кубi Id := [0, 1]d простору Rd, вiдмiнну вiд класичної тензорної системи
Хаара Hd i таку, що володiє багатьма властивостями, якими надiле-
на одновимiрна базисна система H. Систему Hd застосовано до опису
iзотропних просторiв Бєсова та просторiв Гельдера у термiнах умов на
коефiцiєнти Фур’є–Хаара елементiв цих просторiв, а також до конструк-
тивної характеристики функцiй iз просторiв Гельдера. Встановлено точнi
за порядком оцiнки верхнiх меж найкращих n – членних наближень за
базисом Hd у просторах Лебега Lq(Id) для функцiй, якi належать до
одиничних куль просторiв Бєсова та Гельдера. Вказано практичний ал-
горитм побудови екстремальних n – членних агрегатiв.

2) У термiнах порядкових оцiнок величин n – членних проективних на-
ближень за системою Фабера–Шаудера охарактеризовано iзотропнi класи
Бєсова SBαp,θ функцiй, визначених на кубi Id.

3) Встановлено точнi за порядком оцiнки тригонометричних та ор-
топроекцiйних поперечникiв класiв Бєсова Br

p,θ та Нiкольського Hrp
перiодичних функцiй з кiлькома змiнними у просторi Lq(πd), за певних
спiввiдношень мiж параметрами p, q та r.

4) Встановлено точнi за порядком оцiнки величин найкращих M –
членних тригонометричних наближень класiв Brp,θ у просторi Lq(πd), а
також порядковi значення найкращих бiлiнiйних наближень класiв функ-
цiй з 2d змiнними, елементи яких породженi функцiями з d змiнними
iз класiв Brp,θ за допомогою зсувiв аргументу.

5) Знайдено оцiнки величин найкращих бiлiнiйних наближень на кла-
сах Нiкольського–Бєсова Brp,θ у функцiональних просторах Lq(π2d) з
мiшаною нормою ‖·‖q, q = (q1, . . . , qm). Вiдштовхуючись вiд результату,
розв’язано задачу про оцiнки сингулярних чисел iнтегральних операторiв
з ядрами, що належать класам Brp,θ.

6) У просторах функцiй, аналiтичних у жорданових областях Ω
комплексної площини C, на базi нової класифiкацiї iнтегралiв типу Ко-
шi встановлено точнi за порядком оцiнки вiдхилень часткових сум рядiв
Фабера вiд функцiй, якi володiють певними граничними властивостями,
що не описуються у термiнах звичайної r–ої похiдної. Знайдено точнi
за порядком оцiнки величин найкращих наближень (на замиканнi Ω
областi Ω ) класiв таких функцiй за допомогою алгебраїчних полiно-
мiв фiксованого степеня, а також порядковi оцiнки n – поперечникiв за
Колмогоровим зазначених класiв у певних просторах аналiтичних в Ω
функцiй, зокрема, у просторах Смiрнова Ep(Ω).
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7) На базi вiдомих просторiв LGγdyad функцiй з однiєю змiнною,
визначених на торi T = R�Z, запроваджено нову функцiональну шкалу
так званих двiйкових просторiв Бєсова dyadB0,γ

p,θ , компактно вкладених у
простори expLν — експоненцiальнi простори Орлiча, що надiленi нормою
Люксембурга. Встановлено точнi за порядком оцiнки колмогоровських
поперечникiв та ентропiйних чисел у просторах expLν одиничних куль
dyadB0,γ

p,θ .
8) Знайдено точнi за порядком оцiнки наближення у просторах Лебе-

га Lq(Td) класiв згорток з кратним ядром Пуассона сумовних на торi
Td = Rd�(2πZ)

d функцiй, за допомогою тригонометричних полiномiв зi
спектром в багатогранних областях. Встановлено слабко асимтотичнi зна-
чення колмогоровських поперечникiв таких класiв у просторах Lq(Td).

9) У термiнах асимптотичних оцiнок нелiнiйних поперечникiв з’ясо-
ванi апроксимацiйнi можливостi скiнченно-вимiрних многовидiв стосовно
класiв W r

p гладких функцiй, визначених на одиничнiй сферi Sd−1 про-
стору Rd.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна ро-
бота мiстить математичнi дослiдження, що мають теоретичний характер,
а її результати у значнiй мiрi доповнюють важливi роздiли сучасної теорiї
функцiй та функцiонального аналiзу. Деякi iз результатiв можуть знайти
практичне застосування у певних галузях науки i технiки, що обумовлює
перспективу розвитку окреслених дисертацiєю дослiджень.

Особистий внесок здобувача. Визначення теми дослiджень та
її основних напрямiв належать науковому консультанту, професору
А. С. Романюку. Результати дисертацiйної роботи опублiкованi у 17-ти
статтях за одноосiбного авторства здобувача та в 6-ти — у спiвавторствi.
З результатiв статтi [7], опублiкованої у спiвавторствi з В. В. Савчуком, до
дисертацiї включенi лише тi, що належать здобувачу. У результатах, що
опублiкованi в статтях у спiвавторствi з А. С. Романюком [11–15], вклад
авторiв є рiвноцiнним.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи доповiдали-
ся на:

— 18-ти мiжнародних конференцiях (м. Рiвне (1996, 2015),
м. Кам’янець-Подiльський (1997, 2012), м. Київ (1999, 2000), м. Москва,
Росiя (2005, 2010), м. Ужгород (2006), м. Тула, Росiя (2007), м. Мелiто-
поль (2008), с. Свитязь, Волинської областi (2009), Sunny Beach, Болгарiя
(2010), м. Днiпропетровськ (2010), м. Донецьк (2011), Mersin, Туреччина
(2012), м. Севастополь (2013), м. Чернiвцi (2014), м. Днiпро (2015));

— Українському математичному конгресi, Київ ( 2001, 2009);
— засiданнях Вченої ради Iнституту математики НАН України;
— семiнарах вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН Украї-
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ни (керiвники семiнару: чл.-кор. НАН України О. I. Степанець, доктор
фiз.-мат. наук, проф. А.С. Романюк);

— мiжвузiвському семiнарi з теорiї функцiй у Днiпропетровському
нацiональному унiверситетi iм. О. Гончара, 14 червня 2017 року (керiвник
семiнару – чл.-кор. НАН України В.П. Моторний);

— Львiвському мiському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй у
Львiвському нацiональному унiверситетi iм. Iвана Франка, 28 вересня
2017 року (керiвник семiнару – доктор фiз.-мат. наук, проф. О.Б. Скас-
кiв);

— семiнарi ”Сучасний аналiз” у Київському нацiональному унiверси-
тетi iменi Тараса Шевченка, 25 жовтня 2017 року, (керiвники семiнару:
доктори фiз.-мат. наук, проф. I.О. Шевчук, проф. О.О. Курченко, проф.
В.М. Радченко);

— семiнарi кафедри математичного аналiзу Iнституту математики,
економiки i механiки Одеського нацiонального унiверситету iм. I. I. Меч-
никова, 27 жовтня 2017 року, (керiвник семiнару – доктор фiз.-мат. наук,
проф. А.О. Кореновський);

— Київському семiнарi з функцiонального аналiзу в Iнститутi матема-
тики НАН України, 1 листопада 2017 року (керiвники семiнару: академiк
НАН України Ю.М. Березанський, академiк НАН України Ю.С. Самой-
ленко, чл.-кор. НАН України А.Н. Кочубей).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи викладено у 44
наукових публiкацiях [1–44], iз яких 23 статтi [1–23] у наукових виданнях,
внесених до перелiку фахових видань iз фiзико-математичних наук, 16
iз яких [2–5, 10–12, 14–17, 19–23] надруковано у виданнях, внесених до
мiжнародних наукометричних баз Web of Science, Scopus.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi спис-
ку основних позначень та означень, вступу, п’яти роздiлiв з висновками,
додатку та списку використаних джерел, що мiстить 208 найменувань.
Повний обсяг роботи становить 347 сторiнок друкованого тексту.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ ДИСЕРТАЦIЇ
Основнi положення дисертацiї з вiдповiдними коментарями викладенi

у її першому роздiлi. Вказано на мiсце отриманих результатiв у загаль-
нiй теорiї з окреслених напрямкiв.

Другий роздiл присвячений лiнiйнiй та нелiнiйнiй апроксимацiї iн-
дивiдуальних функцiй i класiв функцiй у просторах Лебега Lq(Id).

Нагадаємо, Lq(Id), 1 ≤ q < ∞ (скорочене позначення: Lq), це
банахiв простiр функцiй ϕ : Id → R вимiрних i сумовних в степенi q на

Id, з нормою ‖ϕ‖Lq(Id) = ‖ϕ‖q :=

(∫
Id |ϕ(x)|qdx

) 1
q

, де x = (x1, . . . , xd) —
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елемент евклiдового простору Rd. L∞(Id) — простiр функцiй ϕ, вимiрних
i iстотно обмежених на Id, з нормою ‖ϕ‖L∞(Id) = ‖ϕ‖∞ := ess sup

x∈Id
|ϕ(x)|.

У 1909 г. А. Хааром була побудована ортонормована на вiдрiзку [0, 1]
повна у просторi L1([0, 1]) система функцiй (hn(x))∞n=0, x ∈ [0, 1], ряди
Фур’є за якою для неперервних функцiй збiгаються до них рiвномiрно
на [0, 1]. Нагадаємо означення цiєї системи у тих позначеннях, якi зручнi
нам для подальшого викладу.

Позначимо через Dj , j = 1, 2, . . . множину двiйкових iнтервалiв
j-го рiвня вiдрiзка I := [0, 1] : Dj =

{
Isj : s = 0, 1, . . . , 2j−1 − 1

}
, де

Isj = (s2−j+1, (s+ 1)2−j+1). Також покладемо I0
0 := I i D0 = {I0

0}.
Визначимо функцiї Хаара, покладаючи HI00

(t) = 1, t ∈ I, i для
j = 1, 2, . . . , s = 0, 1, . . . , 2j−1 − 1

HIsj
(t) =


|Isj |−1/2, t ∈

(
s2−j+1, (s+ 1

2 )2−j+1
)
,

−|Isj |−1/2, t ∈
(
(s+ 1

2 )2−j+1, (s+ 1)2−j+1
)
,

0, t ∈ I \ Isj ,

де |Isj | = 2−j+1 — довжина iнтервалу Isj , а Isj — його замикання.
У всiх внутрiшнiх (по вiдношенню до вiдрiзка I) точках розриву функцiї
HIsj

(t) покладаються рiвними половинi суми їх граничних значень злiва
i справа, а в кiнцевих точках вiдрiзка [0, 1] — їх граничним значенням
зсередини вiдрiзка.

Система H = {HI00
}
⋃
{HIsj

} j=1,2,...
s=0,1,...,2j−1−1

називається базисною систе-

мою Хаара. Упорядкуємо систему H наступним чином. Покладемо
h0(t) = 1, t ∈ I0

0 i для 0 ≤ s < 2j−1, j ∈ N, — h2j−1+s(t) = hsj(t) = HIsj
(t).

Отриману послiдовнiсть (hn)∞n=0 позначимо через H.
У 1928 р. Й. Шаудер показав, що система H = (hn)∞n=0 є базисом у

просторах Лебега Lq([0, 1]), 1 ≤ q <∞.
На початку пiдроздiлу 2.1 (пункт 2.1.3) означаються функцiональ-

нi базиснi системи Hd
0, Hd0 та Hd, якi вiдрiзняються одна вiд дру-

гої лише способом нумерацiї елементiв фiксованої множини функцiй, за-
даних на кубi Id, d ≥ 2. Але, всi цi системи вiдмiннi вiд класичної
тензорної системи Хаара Hd не тiльки за означенням, а також i за
властивостями. Спершу дамо означення кратної базисної системи Ха-
ара Hd

0. Отже, позначимо через Qj :=
⊗d

i=1Dj , j = 1, 2, . . . множи-
ну кубiв I двiйкового розбиття куба Id об’ємом |I| = 2(−j+1)d, тоб-
то Qj =

{
Ilj =

∏d
i=1 I

li
j : l = (l1, . . . , ld), 0 6 li < 2j−1, i = 1, d

}
, а через

Q :=
⋃∞
j=1Qj — множину всiх кубiв двiйкового розбиття Id. Покладемо
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Hd
0 := {HId} ∪ {HI}I∈Q, де функцiя HId(x) = 1, x ∈ Id, i для j ∈ N та

I ∈ Qj (тобто I =
∏d
i=1 I

si
j )

HI(x1, . . . , xd) =
∏
i∈E

HI
si
j

(xi)×
∏
i∈T\E

|HI
si
j

(xi)|,

де E — довiльна непорожня пiдмножина множини T := {1, 2, . . . , d}, у
тому числi, допускається E = T, i в такому випадку множник

∏
i∈T\E

слiд замiнити функцiєю тотожною одиницi.
Функцiї системи Hd

0, d > 2 можна ”занумерувати” також вектора-
ми (точками) множини Zd+, яка є об’єднанням неперетинних пiдмножин
Z0,d := Y0,d та Zj,d := Yj,d \ Yj−1,d, j = 1, 2, . . ., де

Y0,d = {0} = {(0, 0, . . . , 0)} ∈ Zd+,

Yj,d =
{
k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd+ : 0 6 ki < 2j , i = 1, d

}
, j = 1, 2, . . . .

Результатом такої дiї є базисна система функцiй з d змiнними

Hd0 = {hk̄}k̄∈Zd+ :=

∞⋃
j=0

{hk̄}k̄∈Zj,d .

Упорядкуємо всi вектори k = (k1, . . . , kd) множини Zd+, розмi-

стивши їх у виглядi послiдовностi k
(1)
, k

(2)
, . . . , k

(m)
, . . . так, що

k
(1)

= (0, 0, . . . , 0) ∈ Zd+ i max
{
k

(i)

j : j = 1, d
}
6 max

{
k

(i+1)

j : j = 1, d
}

для i = 2, 3, . . .. Вiдповiдну такому упорядкуванню послiдовнiсть(
hk̄(i)

)∞
i=1

функцiй системи Hd0 позначимо через Hd. Нарештi, зану-

мерувавши функцiї системи Hd згiдно з вiдповiднiстю k
(i) → i, будемо

писати Hd = (hi)
∞
i=1. Зазначимо, що a priori у випадку d = 1 системи

H1 та H1
0 := H — тотожнi.

Далi, у пiдроздiлi 2.1, встановленi властивостi системи функцiй Hd =
(hn)∞n=1, d ≥ 2 у просторах Лебега Lp([0, 1]d), 1 ≤ p ≤ ∞, аналогiчнi вла-
стивостям одновимiрного базису Хаара H. Тут головним твердженням,
що стосується системи Hd0, є теорема 2.1.1, в якiй, зокрема, стверджуєть-
ся, що Hd є базисом Шаудера у просторах Lp([0, 1]d), 1 ≤ p <∞.

У пiдроздiлi 2.2 основним об’єктом дослiдження є добре вiдомi класи
Гельдера Hα

p функцiй, визначених на одиничному кубi Id простору Rd.
Отже, у пунктi 2.2.1, в термiнах найкращих полiномiальних наближень за
кратним базисом Хаара отримана конструктивна характеристика класiв
Hα
p за умови, що 0 < α < 1

p ≤ 1. А саме, доведено, що при 1 6 p < ∞
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i 0 < α < 1
p твердження f ∈ Hα

p i EVn(f)p � 2−nα рiвносильнi.
Тут EVn(f)p — найкраще наближення функцiї f елементами пiдпростору
Vn :=

⋃n
j=0Wj , де Wj := span{hk; k ∈ Zj,d}, j ∈ Z+.

Виявляється, що обмеження на параметр α тут є iстотним. Це вi-
дображено у теоремi 2.2.3, в яку для цiльностi занесено i результат у
випадку 0 < α < 1

p . Отже, покладемо

lip(α, p) :=
{
f ∈ Lp : ω(f, t)p = o(tα), t→ +0

}
.

Якщо в означеннi множини lip(α, p) замiсть ω(f, t)p використовується
ω∗(f, t)p, то вживаємо позначення lip∗(α, p). Тут ω(f, t)p — звичай-
ний p – iнтегральний модуль неперервностi функцiї ϕ ∈ Lp, а ω∗(f, t)p
— p – iнтегральний модуль неперервностi функцiї ϕ0 — 1–перiодичного
продовження функцiї ϕ за кожною змiнною з [0, 1)d на весь простiр Rd.

Теорема 2.2.3. Нехай 1 6 p <∞. Тодi
(a) якщо 0 < α < 1

p 6 1, то EVn(f)p � 2−nα рiвносильне f ∈ Lip(α, p);

(б) якщо 0 < 1
p < α 6 1, то iз EVn(f)p � 2−nα випливає f ∈ Lip( 1

p , p),
але необов’язково f ∈ lip( 1

p , p), а отже i необов’язково f ∈ lip∗( 1
p , p);

(в) якщо 0 < α = 1
p 6 1, то iз EVn(f)p � 2−

n
p випливає ω(f, δ)p =

O(δ
1
p | ln δ|), але необов’язково ω∗(f, δ)p = o(δ

1
p | ln δ|) при δ → +0.

У пунктi 2.2.3 з використанням кратних систем Хаара також вста-
новленi теореми вкладення у шкалi просторiв Лебега i спiввiдношення,
що пов’язують величини найкращих наближень у вiдповiдних просторах
(теореми 2.2.4 та 2.2.5). Точнiше, дається вiдповiдь на питання щодо до-
статнiх умов на значення величин E∗n(f)p, якi гарантують iмплiкацiю
f ∈ Lp(Id) ⇒ f ∈ Lq(Id) при 1 ≤ p < q ≤ ∞ i вiдповiдну їй оцiн-
ку E∗n(f)q через E∗n(f)p. Через E∗n(f)p позначено вiдхилення функцiї
f ∈ Lp(Id) вiд лiнiйної оболонки, породженої n першими функцiями
базису Hd = (hi)

∞
i=1.

У пiдроздiлi 2.3 встановлено еквiвалентне представлення норм у про-
сторах Гельдера Hα

p та Бєсова Bαp, θ у термiнах коефiцiєнтiв у розкладах
їх елементiв за кратним базисом Хаара, або за системою Hd0 (вiдповiдно
теореми 2.3.2 та 2.3.3). Нагадаємо класичне означення просторiв Bαp, θ.

Для заданих параметрiв α, p, θ, 0 < α < 1 i 1 ≤ p, θ <∞, нор-
мований простiр Bαp, θ — це множина таких функцiй ϕ ∈ Lp(Id), що
‖ϕ‖(α)

p,θ := ‖ϕ‖p + |ϕ|(α)
p,θ <∞, де пiвнорма |ϕ|αp,θ визначається спiввiдно-

шенням |ϕ|(α)
p,θ :=

( 1∫
0

(ω(ϕ;t)p
tα

)θ dt
t

) 1
θ .
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У пiдроздiлi 2.4 встановленi точнi за порядком оцiнки найкращих m –
членних наближень за базисом Hd в просторах Лебега Lq(Id) для
функцiй, що належать одиничним кулям просторiв Гельдера та Бєсова.
Вказано практично здiйсненний алгоритм побудови екстремальних (в ро-
зумiннi точних за порядком оцiнок наближень) нелiнiйних m – членних
агрегатiв.

Наведемо означення апроксимацiйних характеристик у вiдповiдностi
до кратних базисних систем Хаара.

Отже, для функцiї f ∈ Lp(Id), 1 ≤ p ≤ ∞ означимо величину
σm(f ;Hd0;Lp) (скорочено: σm(f)p ) найкращого m – членного, m ∈ N,
наближення функцiї f за системою Хаара Hd0 = {hk}k∈Zd+ :

σm(f)p = σm(f ; Hd0; Lp) = inf
Λ⊂Zd+
]Λ=m

inf
ck∈R

∥∥∥∥f −∑
k∈Λ

ckhk

∥∥∥∥
p

.

Покладемо σm(F )p = σm(F ; Hd; Lp(Id)) := sup
f∈F

σm(f)p для F ⊂ Lp.

Далi, для функцiї f ∈ Lp(Id), 1 ≤ p ≤ ∞ i системи Hd ≡ Hd0
визначимо Gpm(f ; Hd0)(x) :=

∑
k∈Λmax

f
(f, hk)hk(x), x ∈ Id, де множина

Λmax
f ⊂ Zd+ залежить вiд функцiї f i визначається так, що ]Λmax

f = m

i min{‖(f, hk)hk‖p, k ∈ Λmax
f } ≥ max{‖(f, hk)hk‖p, k ∈ Zd+ \ Λmax

f }. Тут
(f, hk) :=

∫
Id f(x)hk(x) dx, k ∈ Zd+, — коефiцiєнти Фур’є–Хаара функцiї

f . Множина Λmax
f при фiксованому m визначається таким способом

неоднозначно, проте це не є iстотним у подальшому викладi. Агрегати
Gpm(f ; Hd0)(·) називаються p – грiдi апроксимантами для f . У додачу до
σm(f)p означимо величину

gm(f)p = gm(f,Hd0, Lp) := inf
]Λmax
f =m

∥∥∥∥f − ∑
k∈Λmax

f

(f, hk)hk

∥∥∥∥
p

,

i покладемо gm(F )p = gm(F ; Hd; Lp(Id)) := sup
f∈F

gm(f)p для F ⊂ Lp.

При m = 0 вважаємо, що σ0(F ; Hd; Lp(Id)) = g0(f ; Hd;Lp(Id)) := ‖f‖p.
Важливим з точки зору оцiнки величин σm(SHα

p )q та σm(SBαp, θ)q є
таке твердження.
Теорема 2.4.1. Нехай 1 < p <∞. Тодi для будь-якої функцiї g ∈ Lp(Id)
справедливе спiввiдношення

gm(g; Hd; Lp(Id)) � σm(g; Hd; Lp(Id)).
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Головним результатом у пiдроздiлi 2.4 є теорема 2.4.2, яка стосується
оцiнок величин σm(SBαp, θ)q. Тут SB

α
p, θ — одинична куля у просторi Bαp, θ.

Отже, позначимо через D — множину наборiв (d, p, q, α) допустимих
значень параметрiв d, p, q та α : d ∈ N, 1 ≤ p < ∞, 1 < q < ∞,(
d
p −

d
q

)
+
< α < 1

p . Нагадаємо, a+ = max{a, 0} для a ∈ R.

Теорема 2.4.2. Нехай (d, p, q, α) ∈ D i 1 ≤ θ <∞. Тодi

σm(SBαp, θ)q � gm(SBαp, θ)q � m−
α
d .

Аналогiчний результат має мiсце i для класiв SHα
p (теорема 2.4.3).

Щодо теореми 2.4.2 зауважимо наступне: Е. С. Бєлiнським при
розглядi наближень класiв 1–перiодичних функцiй SB̄αp,θ за допомо-
гою m – членних агрегатiв, побудованих за тригонометричною системою
T = {e2πikx}k∈Z, у випадку d = 1 доведено, зокрема, що

σm(SB̄αp,θ; T ; Lq(I)) � m−
q
2 (α− 1

p+ 1
q )

при 1 ≤ p ≤ 2 < q < ∞, 1
p −

1
q < α < 1

p . Зауважимо, що класи SB̄αp,θ
визначаються аналогiчно класам SBαp,θ. Вiдмiннiсть полягає лише у ви-
користаннi iнших модулiв неперервностi.

Зiставивши наведену оцiнку з оцiнкою величини σm(SBαp,θ; Hd;Lq(I))
iз теореми 2.4.2 при d = 1 (враховуючи також, що SB̄αp,θ ⊂ SBαp,θ ), мож-
на стверджувати, що при даних обмеженнях на параметри p, q i α
наближення класiв SBαp,θ за допомогою тригонометричної системи, вза-
галi кажучи, поступається за порядком наближенню за системою Хаара
(одновимiрною). До такого ж висновку приходимо, зiставивши оцiнки ве-
личин σm(SBαp,θ; Hd; Lq(I)) з оцiнками величин σm(SB̄αp,θ; T ; Lq(Id)),
знайденими С.А. Стасюком (2014), i у випадку функцiй багатьох змiнних.

У пiдроздiлi 2.5, беручи за основу розклад функцiї f ∈ Lp(Id) у
ряд Фур’є–Хаара за базисом Hd, запроваджена нова шкала просторiв
BΛ
θ (Lp) ⊂ Lp(Id). Вивчено елементарнi властивостi таких просторiв та

встановленi оцiнки нелiнiйного наближення (величини σm та gm ) оди-
ничних куль у цих просторах.

У пiдроздiлi 2.6 запроваджено нову характеристику нелiнiйної апрок-
симацiї елементiв нормованого простору X — величину n – членного про-
ективного наближення за довiльною базисною системою Φ ⊂ X. Вста-
новленi точнi за порядком оцiнки цих величин для функцiй, визначених
на d – вимiрному кубi, i таких, що належать класам Бєсова, з використан-
ням у ролi апроксимуючої системи — кратної базисної системи Фабера–
Шаудера.
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Нехай X — банахiв простiр з нормою ‖ · ‖X, а Φ = {ϕk}∞k=1 ⊂ X
базис Шаудера у просторi X. Для кожного ϕ ∈ X позначимо через
Mn(ϕ; Φ) множину всiх лiнiйних (вiдносно системи Φ ) комбiнацiй вигля-
ду πQ(ϕ) =

∑
k∈Q

akϕk, де Q — довiльна множина натуральних чисел,

#Q=n (покладаємо також M0(ϕ; Φ) = {0}) i ak, k ∈ Q — коефiцiєнти
з розкладу ϕ за базисом Φ.

Назвемо n – членну апроксимацiю довiльного елемента ϕ ∈ X за до-
помогою елементiв сiмейства Mn(ϕ; Φ) n – членним проективним наб-
лиженням ϕ за системою Φ i означимо вiдповiдну такому наближенню
величину

epr
n (ϕ; Φ;X) := inf

u∈Mn(ϕ;Φ)
‖ϕ− u‖X.

Покладемо epr
n (W ; Φ;X) := sup

ϕ∈W
epr
n (ϕ; Φ;X), якщо W — довiльна пiдмно-

жина в X.
Отже, у пiдроздiлi 2.6 встановленi порядковi оцiнки величин

epr
n (W ; Φ;X) за наступних вихiдних даних: X = Lq(Id), 1 ≤ q ≤ ∞;
W = SBαp,θ, 0 < α < 1, 1 ≤ p, θ < ∞; Φ — так званий ”дiамантовий”
базис у просторi C(Id) неперервних на Id функцiй.

Зазначимо, що базис Фабера–Шаудера Φ означений у статтi 2001 року
за авторством Б. Чисельського та З. Чисельського.

Головним результатом пiдроздiлу 2.6 є таке твердження.

Теорема 2.6.1. Нехай d ∈ N, 1 < p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ θ < ∞,
d
p < α < 1. Тодi

epr
n (SBαp,θ; Φ;Lq) � n−

α
d .

Третiй роздiл присвячений апроксимацiї класiв перiодичних глад-
ких функцiй з d дiйсними змiнними у просторах Лебега Lq(πd). До-
слiджено деякi класичнi характеристики нелiнiйної апроксимацiї (у сенсi
встановлення їх точних за порядком оцiнок) на рiзного типу класах Нi-
кольського та Бєсова.

У пiдроздiлi 3.1 отримано точнi за порядком оцiнки тригонометрич-
них та ортопроекцiйних поперечникiв класiв Бєсова B rp, θ та Нiкольсько-
го H r

p перiодичних функцiй декiлькох змiнних у просторi Lq(πd) при
певних спiввiдношеннях мiж параметрами p та q.

Через Lp(πm), 1 ≤ p ≤ ∞ позначимо простори вимiрних 2π-
перiодичних за кожною змiнною функцiй f(x) = f(x1, . . . , xm) зi скiн-
ченними стандартними нормами ‖ · ‖p. Повний модуль гладкостi k-го
(k ∈ N) порядку функцiї f ∈ Lp(πd) позначимо ωk(f, t)p i означимо
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формулою ωk(f, t)p := sup
|h|≤t

‖ ∆k
hf ‖p, де |h| — евклiдова норма вектора

h ∈ Rd; ∆k
hf(x) — кратна рiзниця порядку k функцiї f(x) у точцi

x = (x1, . . . , xd) з кроком h.

Кажуть, що функцiя f ∈ Lp(πd), 1 ≤ p ≤ ∞, належить просто-
ру Brp,θ, 1 ≤ θ ≤ ∞, r > 0, якщо скiнченна iї пiвнорма |f |Brp,θ :=( ∫∞

0
(t−rωk(f, t)p)

θ dt
t

) 1
θ при 1 ≤ θ <∞ i |f |Brp,∞ := sup

t>0
ωk(f, t)t−r при

θ =∞ у припущеннi, k > r.

Норму задамо формулою ‖f‖Brp,θ := ‖f‖p + |f |Brp,θ i через Brp,θ
позначимо одиничну кулю у нормованому просторi Brp,θ. Зазначимо, що
простори Brp,θ введенi О.В. Бєсовим i Brp,∞ ≡ Hr

p , де Hr
p — простори

Нiкольського.
Наступна апроксимацiйна характеристика введена у 1974 роцi Р. С. Iс-

магiловим. Нехай F ⊂ Lq(πd).
Тригонометричний m – поперечник класу F у просторi Lq(πd) (по-

значається dTm(F ;Lq) ) визначається формулою

dTm(F ;Lq) = inf
Λ⊂Zd
]Λ=m

sup
f∈F

inf
ck∈C

∥∥∥∥f(·)−
∑
k∈Λ

cke
i(k,·)

∥∥∥∥
q

.

Теорема 3.1.1. Нехай 1 ≤ p < 2 ≤ q < p
p−1 , r > d, 1 ≤ θ ≤ ∞. Тодi

dTm(B rp, θ;Lq) � m
− rd+ 1

p−
1
2 .

Питання щодо порядкових значень поперечникiв dTm(B rp,θ;Lq) у випадках
2 ≤ p < q ≤ ∞ i 1 < p < 2, p′ < q ≤ ∞, ймовiрно, дотепер залишається
не з’ясованим.

Результати пункту 3.1.4 стосуються оцiнок ортопроекцiйних попереч-
никiв класiв Brp,θ у просторi Lq(πd). Означимо величини, якi є основними
об’єктами дослiдження. Нехай {ui}mi=1 — довiльна ортонормована у про-
сторi L2(πd) система функцiй з L∞(πd) i (f, ui) = (2π)−d

∫
πd

f(x)ui(x)dx

для f ∈ Lq(πd). Для F ⊂ Lq(πd), 1 ≤ q ≤ ∞, величина

d⊥m(F ;Lq) = inf
{ui}mi=1⊂L∞(πd)

sup
f∈F

∥∥∥∥f − m∑
i=1

(f, ui)ui

∥∥∥∥
q

називається ортопроекцiйним поперечником класу F у просторi
Lq(πd). Поперечник d⊥m(F ;Lq) введений у 1982 роцi В. М. Темляковим.
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Поряд з поперечниками d⊥m(Brp,θ;Lq) дослiджуються величини
dBm(F ;Lq), F = B r

p,θ, також запровадженi В.М.Темляковим. Зважаю-
чи на те, що згiдно з означенням dBm(F,Lq) ≤ d⊥m(F,Lq), цi величини
використовуються в оцiнках знизу ортопроекцiйних поперечникiв.

Теорема 3.1.2. Нехай 1 ≤ p < q < ∞ i r > d( 1
p −

1
q ). Тодi при

1 ≤ θ ≤ ∞ справедливе спiввiдношення

dBm(B rp, θ;Lq) � d⊥m(B rp, θ;Lq) � m
− rd+ 1

p−
1
q .

Теорема 3.1.3. Нехай 1 ≤ θ ≤ ∞, r > 0 та 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞ i
(p, q) 6∈ {(1, 1), (∞,∞)}. Тодi

dBm(B rp, θ, Lq) � d⊥m(B rp, θ, Lq) � m−
r
d .

Ортопроекцiйнi поперечники класiв функцiй як однiєї, так i декiлькох
змiнних, також вивчались у роботах Е.М. Галєєва (1988, 1990), А.В. Ан-
дрiанова та В.М. Темлякова (1997), А.С. Романюка (2008).

У завершальнiй частинi пункту 3.1.4 встановлено порядковi значення
величин dBm(Brp,θ, Lp) при p = 1 i p = ∞ (теорема 3.1.4), але питан-
ня щодо точних за порядком значень величин d⊥m(B rp,θ, Lp), p = 1,∞,
1 ≤ θ <∞ у випадку d ≥ 2, ймовiрно, залишається вiдкритим. Проте
для класiв Hrp точнi за порядком оцiнки величин d⊥m(H r

p , Lp), p = 1,∞,
для всiх вимiрiв d ≥ 1 встановленi А.В. Андрiановим та В.М. Темляко-
вим (1997). Стосовно класiв Brp,θ в одно-вимiрному випадку (d = 1), у ро-
ботi А.С. Романюка (2008) доведене спiввiдношення: d⊥m(B r1,θ, L1) � m−r,
r > 0, 1 ≤ θ <∞.

У пiдроздiлi 3.2 встановлено точнi за порядком оцiнки величин
em(F )q — найкращих M – членних тригонометричних наближень, та ве-
личин e⊥m(F )q := sup

f∈F
inf

Λ⊂Zd
]Λ=m

∥∥f(·)−
∑
k∈Λ

f̂ke
i(k,·)

∥∥
q
— ортогональних тригоно-

метричних наближень анiзотропних класiв Бєсова F = Br∞, θ у просторi
Lq. Знайдено також порядковi значення найкращих бiлiнiйних наближень
класiв функцiй з 2d змiнними, що породженi функцiями з d змiнними
iз класiв Brp, θ за допомогою зсувiв аргументу. Викладенi тут результати,
з одного боку, доповнюють оцiнки вiдповiдних величин, якi встановленi
А.С. Романюком (2003, 2007), а з другого, використовуються при оцiню-
ваннi зверху найкращих бiлiнiйних наближень функцiй iз класiв Brp, θ.

У точцi t = (t1, . . . , tm) ∈ Rm+ визначимо повний мiшаний p –модуль
гладкостi порядку l функцiї f : ωl(f, t)p := sup|hi|≤ti ‖∆

l
hf‖p. Тут для
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h = (h1, . . . , hm) ∈ Rm i l ∈ N через ∆l
hf(x) позначено мiшану l-ту

рiзницю функцiї f з кроком hj за змiнною xj , j = 1,m, тобто, якщо

∆l
hj
f(x) =

l∑
k=0

(−1)k+lCkl f(x1, . . . , xj + khj , . . . , xm), де Ckl — бiномiальнi

коефiцiєнти, то ∆l
hf(x) := ∆l

hm
. . .∆l

h1
f(x1, . . . , xm) .

Кажемо, що функцiя f ∈ Lp(πm), 1 ≤ p ≤ ∞ належить простору
Brp,θ, 1 ≤ θ ≤ ∞, r = (r1, . . . , rm), rj > 0, j = 1,m, якщо скiнченна iї

пiвнорма |f |Br
p,θ

:=
( ∫

πm

( m∏
j=1

t
−rj
j ωl(f, t)p

)θ m∏
j=1

dtj
tj

) 1
θ при 1 ≤ θ < ∞ i

|f |Br
p,θ

:= sup
tj>0

m∏
j=1

t
−rj
j ωl(f, t)p при θ =∞, де l > max{ri, i = 1,m}.

Норму у просторах Brp,θ задамо формулою: ‖f‖Br
p,θ

= ‖f‖p + |f |Br
p,θ

для f ∈ Brp,θ.
Простори Brp,θ, з одного боку, є узагальненнями вiдомих iзотропних

просторiв О.В. Бєсова (у випадку θ =∞— просторiв С.М. Нiкольського),
а з iншого — належать шкалi просторiв SB мiшаної гладкостi, введених
у 1965 роцi Т. I. Амановим.

Вважаємо, що координати вектора r = (r1, . . . , rm) — параметра в
означених просторах i класах, впорядкованi так, що 0 < r1 = r2 = . . . =
rν < rν+1 ≤ . . . ≤ rd. Також зазначимо, через Brp,θ позначається одинична
куля у просторi Brp,θ ∩ L0

p(πm), де L0
p(πm) — пiдмножина таких функцiй

f ∈ Lp(πm), що
∫ 2π

0
f(x)dxj = 0, j = 1,m.

У пунктi 3.2.2 доведено таке твердження.

Теорема 3.2.1. Нехай 1 < q < ∞, r1 > 0. Тодi при 1 ≤ θ ≤ ∞
справедливi спiввiдношення

eM (B r∞,θ)q � e⊥M (B r∞,θ)q �M−r1(logν−1M)(r1+ 1
2−

1
θ )+ .

Характеристики e⊥M (F )q у випадках, коли F = Wr
p,α, Hrp чи F = Brp, θ

дослiдженi у роботах А.С. Романюка (2002, 2006).
Зазначимо, що оцiнки знизу величин eM (Hr∞)q (тобто при θ =∞ у по-

переднiй теоремi) встановленi Б.С. Кашиним та В.М. Темляковим (1994).
Теорема 3.2.2 доповнює результат теореми 3.2.1 у випадку q = 1. За-

уважимо, що порядковi значення величин eM (F )1 та e⊥M (F )1, де F — кла-
си Wr

∞,α чи Hr∞, у багатовимiрному випадку, тобто при d ≥ 2, ймовiрно,
ще не встановленi.

Наближення функцiй декiлькох змiнних лiнiйними комбiнацiями до-
буткiв двох функцiй з меншим числом змiнних називають бiлiнiйними.
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Одними з найбiльш важливих характеристик таких наближень є величи-
ни τM (f)q1,q2 для iндивiдуальної функцiї f i τM (F )q1,q2 для класу
функцiй F . Наведемо означення цих величин.

Нехай Lq1,q2(π2d), d ∈ N, — множина функцiй f(x,y), x,y ∈ Rd,
2π – перiодичних за кожною iз 2d змiнних зi скiнченною нормою

‖f(x,y)‖q1,q2 := ‖‖f(·,y)‖q1‖q2 ,

де у правiй частинi норма функцiї f(x,y) обчислюється спочатку в
просторi Lq1(πd), 1 ≤ q1 ≤ ∞, як функцiї зi змiнною x ∈ Rd (при
фiксованому y ∈ Rd), а потiм вiд результату, як функцiї зi змiнною
y ∈ Rd у просторi Lq2(πd), 1 ≤ q2 ≤ ∞.

Для f ∈ Lq1,q2(π2d) означимо величину найкращого бiлiнiйного наб-
лиження порядку M (M ∈ N) формулою

τM (f)q1,q2 := inf
uj ,vj

∥∥∥∥f(x,y)−
M∑
j=1

uj(x)vj(y)

∥∥∥∥
q1,q2

,

де uj ∈ Lq1(πd), vj ∈ Lq2(πd), j = 1,M . При M = 0 вважаємо, що
τ0(f)q1,q2 := ‖f(x,y)‖q1,q2 . Також покладемо τM (F )q1,q2 := sup

f∈F
τM (f)q1,q2

для F ⊂ Lq1,q2(π2d).

У випадку, коли q1 = q2 = q замiсть τM (f)q1,q2 i τM (F )q1,q2 пишемо
вiдповiдно τM (f)q i τM (F )q.

Дослiдженню величин τM (F )q1,q2 для деяких класiв перiодичних
функцiй з декiлькома змiнними присвячена низка робiт В.Н. Темлякова
(1986, 1988, 1989, 1992), А.С. Романюка (2006) та сумiснi роботи авто-
ра дисертацiї i А.С. Романюка (2010, 2011, 2012, 2013, 2016). А, ймовiрно,
перший результат, що має дотик до найкращих бiлiнiйних наближень, був
отриманий ще у 1907 роцi Е. Шмiдтом у дослiдженнях, пов’язаних з iнте-
гральними рiвняннями. Було з’ясовано, що наближення функцiй f(x, y)
з двома змiнними, визначених на квадратi [0, 1]×[0, 1] ⊂ R2, за допомогою
бiлiнiйних форм у просторi L2,2([0, 1]2) тiсно пов’язане з властивостя-

ми iнтегральних операторiв Jf (g) =
1∫
0

f(x, y)g(y)dy з ядром f(x, y).

Це добре вiдомий у математичнiй лiтературi розклад Е. Шмiдта. Окрiм
того, Е. Шмiдт встановив рiвнiсть, яка пов’язує величини τM (f)2,2 iз
сингулярними числами sj(Jf ) оператора Jf .

У пунктi 3.2.4 знайдено точнi за порядком оцiнки величин найкра-
щих бiлiнiйних наближень класiв функцiй з 2d змiнними, що породженi
функцiями з d змiнними iз класiв Brp, θ за допомогою зсувiв аргументу.
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У випадку, коли функцiя f(x;y) з 2d змiнними x ∈ Rd, y ∈ Rd,
пов’язана з деякою функцiєю g(t), t ∈ Rd так, що f(x;y) = g(x − y),
кажемо, що функцiя f породжується функцiєю g i замiсть τM (f)q1,q2
пишемо τM (fg)q1,q2 , або τM (g(x − y))q1,q2 . Якщо F ⊂ L1(πd) — деякий
клас функцiй з d змiнними, то покладемо τ∗M (F )q1,q2 := sup

g∈F
τM (fg)q1,q2 .

Зазначимо, Р.С. Iсмагiлов (1974) встановив зв’язок мiж величина-
ми τM (fg)2,∞ i поперечниками за Колмогоровим класу F , якому на-
лежить функцiя g. Дослiдженню величин τ∗M (F )q1,q2 у випадках, ко-
ли F = Wr

p, α чи F = Hrp , присвяченi роботи В.М. Темлякова (1986,
1989), а А.С. Романюком (2006) встановлена слабка асимптотика вели-
чин τ∗M (F )q1,q2 у випадку, коли F = Brp,θ, при значеннях параметрiв
p, θ, r, q1, q2 , вiдмiнних вiд тих, що задiянi у результатах даного пiд-
роздiлу. Отже, наступнi результати стосуються порядкових оцiнок вели-
чин τ∗M (Brp, θ)q1,q2 , при певних значеннях параметрiв p, θ, r i q1, q2.

Теорема 3.2.3. Нехай 1 < q1 ≤ 2, 1 ≤ q2 ≤ ∞ i 1 ≤ θ ≤ ∞,
1− 1

q1
< r1 ≤ 1− 2

q1
+ 1

θ . Тодi

τ∗M (Br1,θ)q1,q2 �M−r1+1−1/q1 .

Зауважимо, що порядковi значення величин τ∗M (F )q1,q2 , 1 < q1 ≤ 2,
1 ≤ q2 ≤ ∞, r1 > 1 − 1

q1
у випадках, коли F = Wr

1, α чи F = Hr1 ,
ймовiрно, ще не встановленi.

Теорема 3.2.4. Нехай 2 ≤ q1 <∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞ i 1 ≤ θ ≤ ∞, r1 > 0.
Тодi

τ∗M (Br∞,θ)q1,q2 �M−r1(logν−1M)(r1+ 1
2−

1
θ )+ .

Отриманi у пунктi 3.2.4 результати тiсно пов’язанi з результатами, що
стосуються оцiнок колмогоровських поперечникiв деяких класiв функцiй.
Такi оцiнки для класiв Br1,θ та Br∞,θ, 1 ≤ θ < ∞ встановленi А.С. Ро-
манюком (2006), а для класiв Hr∞ — В. М. Темляковим (1989).

У теоремi 3.2.5 iз пункту 3.2.4 встановленi точнi за порядком значен-
ня найкращих бiлiнiйних наближень функцiй з двома змiнними з класiв
Brp, θ, 1 ≤ p ≤ ∞, r = (r1, r1), r1 > 0 у просторi Lq, q(π2), 1 ≤ q ≤ ∞,
який, очевидно, у такому випадку тотожний простору Lq(π2).

У завершальнiй частинi пункту 3.2.4 дослiдженi величини найкращих
бiлiнiйних наближень функцiй з двома змiнними, що належать анiзотроп-
ним класам Brp,θ . Тут r = (r1, r2), p = (p1, p2) i θ — числовий параметр.

У пiдроздiлi 3.3 знайденi точнi за порядком оцiнки величин найк-
ращих бiлiнiйних наближень на iзотропних класах Нiкольського–Бєсова
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у функцiональних просторах Lq(π2d). Сформулюємо основний результат
даного пiдроздiлу.

Теорема 3.3.1. Нехай 1 ≤ θ ≤ ∞. Мають мiсце спiввiдношення

τM (B rp, θ)q �


M−

r
d+ 1

p−
1
q , 1 ≤ p ≤ q ≤ 2, r > 2d( 1

p −
1
q ),

M−
r
d , 2 ≤ p ≤ q ≤ ∞, r > d,

M−
r
d , 2 ≤ q ≤ p ≤ ∞, r > 0,

M−
r
d+ 1

p−
1
2 , 1 ≤ p < 2 < q ≤ ∞, r > 2d

p .

У пiдроздiлi 3.5 знайденi точнi за порядком оцiнки величин найкра-
щих бiлiнiйних наближень на класах типу Нiкольського–Бєсова Brp,θ у
функцiональних просторах Lq(π2d), q = (q1, . . . , q2d) зi стандартними
мiшаними нормами ‖ · ‖q при 1 ≤ qj < ∞, j = 1, 2d i ‖ · ‖∞ при
qj = ∞, j = 1, 2d. На базi цих дослiджень розв’язано задачу про оцiн-
ки сингулярних чисел iнтегральних операторiв з ядрами, що належать
класам Brp,θ.

Тут позначення та означення аналогiчнi тим, якi запровадженi при
розглядi функцiй з просторiв Lp(πm) з врахуванням специфiки визна-
чення норми у просторах Lp(πm).

Спершу ми встановлюємо порядковi значення величин τM (F )q для
класу F = Brp,θ при певних значеннях параметра θ i для деяких
спiввiдношень мiж векторами p = (p1, . . . , p2d), q = (q1, . . . , q2d) i
r = (r1, . . . , r2d). При цьому вихiдною умовою щодо вектора r є така:
його компоненти приймають значення rj = ρ1, rd+j = ρ2, j = 1, d, i у
такому випадку клас Brp,θ позначаємо Bρ1, ρ2p,θ .

Теорема 3.5.1. Нехай 2 ≤ p ≤ ∞, 2 ≤ q <∞ i 2 ≤ θ < ∞. Тодi
при ρi >

1
2 (ρi > 0 при p ≥ q), i = 1, 2, для класу Bρ1, ρ2p,θ функцiй з 2d

змiнними має мiсце спiввiдношення

τM (Bρ1, ρ2p,θ )q �M−ρ1−ρ2 (logd−1M)ρ1+ρ2+1− 2
θ .

Потiм, використавши теорему 3.5.1, встановлено точнi за порядком
оцiнки сингулярних чисел iнтегральних операторiв з ядрами, що нале-
жать класам Bρ1,ρ2p,θ .

Теорема 3.5.2 Нехай 2 ≤ p ≤ ∞, 2 ≤ θ < ∞ i ρi > 0, i = 1, 2.
Тодi для класу Bρ1, ρ2p,θ функцiй з 2d змiнними має мiсце порядкове
спiввiдношення

sup
f∈Bρ1, ρ2p,θ

sM (Jf ) �M−ρ1−ρ2− 1
2 (logd−1M)ρ1+ρ2+1− 2

θ .
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У четвертому роздiлi з’ясовано апроксимацiйнi властивостi деяких
класiв функцiй, якi є аналiтичними в однозв’язнiй областi Ω ⊂ C, що об-
межена замкнутою спрямлювальною жордановою кривою Γ. Дослiджен-
ня полягають у встановленнi оцiнок наближення таких класiв функцiй
у певних функцiональних банахових просторах за допомогою скiнченно-
вимiрних пiдпросторiв .

Нехай Ω — однозв’язна область у комплекснiй площинi C, грани-
ця якої є замкнутою спрямлювальною жордановою кривою (з. с. ж. к.)
Γ = ∂Ω, Ω = Ω ∪ Γ — замикання областi Ω; Φ та Ψ — функцiї,
що здiйснюють конформний гомеоморфiзм мiж зовнiшнiстю областi Ω
i зовнiшнiстю круга D = {w : |w| ≤ 1}, причому Φ задовольняє умови
lim
z→∞

Φ(z)/z = α > 0 i Φ(∞) =∞.
У 1992 роцi О. I. Степанцем та В.С. Романюком означенi класи

LψβN(Γ) функцiй, сумовних на з. с. ж. к. Γ — границi областi Ω ⊂ C, а
також їх аналiтичнi аналоги — класи LψβN(Ω) — множини функцiй, що
зображуються в областi Ω iнтегралами типу Кошi вздовж Γ зi щiльно-
стями iз LψβN(Γ). Вихiдним пунктом у цих означеннях стала класифiкацiя
2π – перiодичних сумовних на перiодi функцiй, що проведена О. I. Степан-
цем (1983) i базується на запровадженому ним поняттi (ψ;β) – похiдної.

Конструктивна побудова класiв LψβN(Γ) полягає у встановленнi вза-
ємно однозначної вiдповiдностi мiж деякими множинами 2π – перiодичних
на R i сумовних на перiодi функцiй (а точнiше, мiж природною реалi-
зацiєю цих множин, як такою, що складається iз функцiй, заданих на
колi T = {w : |w| = 1} ) i пiдмножинами функцiй, сумовних на Γ.
Цим заздалегiдь передбачається, що класифiкована множина функцiй f ,
визначених на Γ, задовольняє умови: 1) f — сумовна на Γ; 2) f ◦ Ψ —
сумовна на T .

Множину функцiй, якi задовольняють обидвi умови, позначимо через
L̃(Γ), а тих, що задовольняють лише першу iз них — через L(Γ).

Отже, якщо Kg(z) := 1
2πi

∫
Γ
g(ζ)
ζ−zdζ, z ∈ Ω — iнтеграл типу Кошi

функцiї g ∈ L(Γ), то визначимо LψβN(Ω) :=
{
Kf : f ∈ LψβN(Γ)

}
, де через

LψβN(Γ) позначено пiдмножину функцiй f ∈ L̃(Γ) таких, що контурна
(ψ;β) – похiдна fψβ ∈ N(Γ), а N(Γ) —деяка пiдмножина функцiй ϕ,
визначених на Γ, i таких, що ϕ ◦Ψ ∈ Lq(T ).

У пiдроздiлi 4.2 дослiдження стосуються рiвномiрного на Ω набли-
ження функцiй з класiв LψβN(Ω) ⊂ A(Ω) у випадку, коли область Ω
фаберова.

Простiр A(Ω) — це простiр, що складається iз аналiтичних в Ω i
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неперервних на Ω функцiй f , з нормою ‖f‖A(Ω) = max
z∈Ω
|f(ζ)|.

Область Ω, обмежену з.с.ж.к. Γ, називають фаберовою, якщо для
будь-якої функцiї g ∈ A(D) справджується нерiвнiсть

sup
z∈Ω

∣∣∣∣ 1

2πi

∫
Γ

g(Φ(ζ))

ζ − z
dζ

∣∣∣∣ ≤ C sup
w∈D
|g(w)|,

де C — величина, яка може залежати лише вiд областi Ω.
Множину фаберових областей з фiксованою сталою C у зазначенiй

нерiвностi позначимо FC . Також, покладемо F =
⋃
C>0 FC .

Надалi вважаємо, що послiдовностi {ψ(k), k ∈ N} в означеннi класiв
LψβN(Γ) та LψβN(Ω)) є слiдами на множинi N опуклих донизу функцiй
ψ таких, що lim

v→∞
ψ(v) = 0. Множину таких функцiй позначимо M.

Структурнi, а як наслiдок, i апроксимацiйнi властивостi функцiй iз
класiв LψβN(Ω) ) найбiльш суттєво залежать вiд поведiнки функцiй ψ. Це
визначає доцiльнiсть розбиття множини M на пiдмножини за швидкiстю
спадання функцiй ψ. До характеризацiї цiєї швидкостi залучаються певнi
функцiї — так званi модулi напiврозпаду µ.

Покладемо

Mc := {ψ ∈M : K1 ≤ µ(ψ; t) ≤ K2, K1,K2 > 0} ;

M0 := {ψ ∈M : 0 ≤ µ(ψ; t) ≤ K, K > 0} ;

M∞ := {ψ ∈M : µ(ψ; t) ↑ ∞} ,

де µ(t) = µ(ψ; t) = t/(η(t) − t), η(t) = ψ−1(ψ(t)/2), а ψ−1 — функцiя,
обернена до ψ;

Mc,∞ := Mc ∪M∞;

У цих означеннях K1, K2 та K — додатнi величини, якi, взагалi кажучи,
залежать вiд функцiї ψ.

Нехай S — множина функцiй ψ, визначених на [0,∞), незростаючих
на [1,∞) i таких, що функцiї 1/ψ є опуклими доверху чи донизу на
[1,∞). Позначимо через B̃(Γ) деяку множину обмежених на Γ функцiй i
розглянемо клас Lψβ B̃(Γ) та вiдповiдний йому клас Lψβ B̃(Ω) аналiтичних
в Ω функцiй.

Теорема 4.2.2 Нехай Ω ∈ F i ψ ∈Mc,∞ ∩ S, β ∈ R, або ψ ∈M0 ∩ S,
β = 0. Тодi

dn(Lψβ B̃(Ω);A(Ω)) � ψ(n)
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Далi, позначимо через L̃q(Γ), 1 < q < ∞, — простiр функцiй ϕ,
визначених i вимiрних на Γ, для яких ϕ ◦ Ψ ∈ Lq(T ), i покладемо
‖ϕ‖Γ,q = ‖ϕ ◦Ψ‖T,q. Нехай B̃q(Γ) — одинична куля у просторi L̃q(Γ).
Покладемо Lψβ,p(Γ) := LψβN(Γ) у випадку, коли N(Γ) = B̃p(Γ), i за
встановленою схемою означимо класи Lψβ,p(Ω).

У наступних трьох пiдроздiлах четвертого роздiлу у термiнах ве-
личин найкращого полiномiального наближення та колмогоровських по-
перечникiв дослiджуються апроксимацiйнi властивостi класiв Lψβ,p(Ω)

у просторах Ãq(Ω) за рiзноманiтних обмежень щодо послiдовностi
{ψ(k), k ∈ N}. А саме,

а) у пiдроздiлi 4.3 — у випадку, коли природною межею аналiтичностi
функцiй iз LψβN(Ω) є крива Γ — границя областi Ω;

б) у пiдроздiлi 4.4 — коли функцiї з LψβN(Ω) аналiтично продовжу-
ються поза Γ у деяку обмежену область Ω′ ⊃ Ω;

в) у пiдроздiлi 4.5 — у випадку таких обмежень на послiдовнiсть
{ψ(k), k ∈ N}, коли класи Lψβ,p(Ω) є множинами, якi в розумiннi оцiнок їх
наближення на Ω за допомогою n – вимiрних пiдпросторiв займають про-
мiжне положення мiж класами функцiй, що аналiтично продовжуються
з областi Ω через її межу, та класами функцiй, якi є аналiтичними в Ω
i мають визначену ”середню” ступiнь гладкостi на межi областi Ω, якщо
гладкiсть виражати в термiнах або звичайних похiдних, або узагальненої
(ψ, β) – похiдної функцiї.

Банахiв простiр Ãq(Ω), 1 < q < ∞ складається iз аналiтичних в
Ω функцiй ϕ, що мають майже всюди на Γ кутовi граничнi значення
ϕ ∈ L̃q(Γ) i ‖ϕ‖

Ãq(Ω)
:= ‖ϕ‖

L̃q(Γ)
.

Кажемо, що з.с.ж.к. Γ, яка обмежує область Ω, належить множинi
RAq ( Γ ∈ RAq ), якщо:

i) Γ — регулярна крива, тобто sup
z∈Γ

sup
r>0

µ(θz(r))/r < ∞, де

θz(r) = {ζ ∈ Γ : |ζ − z| ≤ r}, а µ(A) — мiра Лебега множини A ⊂ Γ;
ii) |Φ′| ∈ Aq(Γ) , 1 < q < ∞, де Aq(Γ) — множина вагових функ-

цiй ω на Γ, для яких має мiсце аналог вiдомої умови Маккенхаупта
(B. Muckenhoupt (1972)) для ваг, визначених на спрямлювальнiй кривiй.

У пiдроздiлi 4.3 за умови, коли Γ ∈ RAq, i за певних обмежень на
параметри, за допомогою яких означається клас Lψβ,p(Ω), встановленi
точнi за порядком значення величин En(Lψβ,p(Ω))Γ,q та En(Lψβ,p(Ω))Γ,q

(теореми 4.3.3 та 4.3.4) — вiдповiдно величини найкращого наближення
класу Lψβ,p(Ω) за допомогою алгебраїчних полiномiв степеня не вище n
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в просторi Ãq(Ω) , та вiдхилень вiд функцiй ϕ ∈ Lψβ,p(Ω) частинних сум
порядку n їх рядiв Фабера. Але основним у пiдроздiлi 4.3 є результат,
що стосується колмогоровських поперечникiв класiв Lψβ,p(Ω) (теорема
4.3.5).

У пiдроздiлi 4.4 дослiджено апроксимацiйнi властивостi класiв
Lψβ,p(Ω) у просторах Ãq(Ω) за таких обмежень на послiдовнiсть
{ψ(k), k ∈ N}, коли функцiї з LψβN(Ω) аналiтично продовжуються поза
Γ в деяку обмежену область Ω′ ⊃ Ω.

Отже, покладемо M′∞ := {ψ ∈ I0 : (∃K > 0 ∀t ≥ 1 : η(t)− t ≤ K)},
де I0 — множина спадних до нуля функцiй ψ : [1,∞) → [0,∞), а
η(t) = ψ−1(ψ(t)/2), ψ−1 — функцiя обернена до ψ.

Теорема 4.4.1. Нехай Ω — область обмежена кривою Γ ∈ RAq, q > 1.
Тодi, якщо ψ ∈M′∞, β ∈ R, то при 1 < p <∞

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω)) � ψ(n).

Основний результат пiдроздiлу 4.5, як i пiдроздiлу 4.4, — оцiнки кол-
могоровських поперечникiв класiв Lψβ,p(Ω) у просторi Ãq(Ω) (теорема
4.5.1). Вiдмiннiсть у вихiдних умовах лише в обмеженнях на послiдовнiсть
{ψ(k), k ∈ N}, яка визначає клас Lψβ,p(Ω).

У пiдроздiлi 4.6 дослiджено апроксимацiйнi властивостi класiв
Kψq,pN(Ω) у просторах Смiрнова Eq(Ω). Класи Kψq,pN(Ω), як i класи
LψβN(Ω), є множинами функцiй, що зображуються iнтегралами типу Ко-
шi в областi Ω ⊂ C, обмеженiй з. с. ж. к. Γ , i означаються за схожою
схемою на основi вище згаданої класифiкацiї 2π – перiодичних сумовних
на перiодi функцiй, запровадженої О. I. Степанцем, iз залученням так
званого q –фаберового оператора Tq i оберненого до нього оператора Qq.

Головнi результати пiдроздiлу 4.6 — теореми 4.6.2–4.6.3 — стосуються
оцiнок колмогоровських поперечникiв dn(Kψq Bp(Ω);Eq(Ω)) за рiзних об-
межень щодо послiдовностi ψ = {ψ(k)}k∈Z+

, подiбних тим, якi мiстяться
у вiдповiдних теоремах з пiдроздiлiв 4.3–4.5.

У п’ятому роздiлi дослiджено деякi характеристики лiнiйної та
нелiнiйної апроксимацiї у просторах Лебега класiв гладких функцiй з од-
нiєю i кiлькома дiйсними змiнними, визначених на торi Td i на одиничнiй
сферi Sd−1 простору Rd.

У пiдроздiлi 5.1 встановленi точнi за порядком оцiнки колмогоровсь-
ких поперечникiв та ентропiйних чисел одиничних куль з двiйкових про-
сторiв Бєсова dyadB0,γ

p,θ , компактно вкладених в експоненцiальнi простори
Орлiча expLν , що надiленi нормою Люксембурга.
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Ми розглядаємо функцiї, визначенi на торi T = R�Z, iдентифiкуючи
їх 1–перiодичними функцiями на R. Через Lp(T), 1 ≤ p ≤ ∞ позначимо
простори Лебега вимiрних на T функцiй зi скiнченними стандартни-
ми нормами. Позначення expLν(T), ν > 0 (або, скорочено, expLν),
використовується для простору Орлiча таких вимiрних на T функцiй
u : T → C, що для Φν(t) = t2 exp tν , t ≥ 0, ν > 0, скiнчений iнтеграл∫
T

Φν(|u(x)|)dx. Такий простiр надiлимо нормою Люксембурга

‖u‖expLν(T) := inf

{
λ > 0 :

∫
T

Φν

(
|u(x)|
λ

)
dx ≤ 1

}
.

Запровадимо до розгляду так званi двiйковi простори типу Бєсова.
Отже, нехай k ∈ Z+. Для функцiї f , заданої на вiдрiзку [0, 1], покладемо

Ekf(x) = 2k
m2−k∫

(m−1)2−k

f(t)dt, (m− 1)2−k ≤ x < m2−k, m = 1, . . . , 2k,

i визначимо D0f(x) = E0f(x) та Dkf(x) = Ekf(x)− Ek−1f(x), k ∈ N.
Далi розглядаються 1–перiодичнi продовження функцiй Ekf та Dkf з iн-
тервалу [0, 1) на R як функцiї, що заданi на T, i вiдповiдно оператори
Ek та Dk, визначенi на L1(T), зi значеннями в L∞(T).

Тепер для 1 ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ θ <∞ i γ ≥ 0 означимо простори

dyad B0,γ
q,θ :=

{
f ∈ L1(T) : ‖f‖dyadB0,γ

q,θ
— скiнченна

}
,

де ‖f‖dyadB0,γ
q,θ

:=
(∑∞

k=0(k + 1)θγ‖Dkf‖θq
) 1
θ . Нагадаємо, що в означеннi

класичних просторiв типу Бєсова B0,γ
q,θ замiсть функцiй Dkf використо-

вуються функцiї Lkf — певнi лiнiйнi середнi ряду Фур’є функцiї f по
системi {e2πinx}n∈Z.

Простори B0,γ
q,θ та dyad B0,γ

q,θ певним чином пов’язанi з iншими
вiдомими просторами.

Так, у 2007 роцi Б.С. Кашин i В.М. Темляков ввели нормованi про-
стори LGγ , γ > 0, функцiй f iз L1(T), для яких ‖Lkf‖∞ = O((k + 1)−γ)
при k → +∞, поклавши ‖f‖LGγ(T) := sup

k≥0
(k + 1)γ‖Lkf‖∞ < ∞. В якостi

ж ”граничних” у шкалi просторiв dyad B0,γ
∞,θ слугують простори LGγdyad,

введенi у 2009 роцi А. Зiгером i В. Требелсом (A. Seeger, W. Trebels):

LGγdyad = {f ∈ L1(T) : ‖f‖LGγdyad
:= sup

k≥0
(k + 1)γ‖Dkf‖∞ <∞}.
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Вiдомо, що при γ > 1
2 справедливе вкладення LGγ ↪→ LGγdyad.

Поповнивши шкалу просторiв B0,γ
p,θ та dyad B0,γ

p,θ для 1 ≤ θ <∞ вiд-
повiдно просторами B0,γ

∞,∞ ≡ LGγ та dyad B0,γ
∞,∞ ≡ LG

γ
dyad, у пiдроздiлi

5.1 доведено, що схоже вкладення зберiгається i мiж просторами B0,γ
p,θ та

dyad B0,γ
p,θ при 1 ≤ θ ≤ ∞.

Основними величинами, що дослiджуються у пiдроздiлi 5.1, є по-
перечники за Колмогоровим деяких iз означених вище функцiональних
множин у просторах Lp(T) та expLν(T), а також m – тi ентропiйнi числа
простору dyad B0,γ

q,θ вiдносно простору expLν(T). Нагадаємо, якщо X

— лiнiйний нормований простiр з нормою ‖ · ‖X , а Y — пiдпростiр в X,
що надiлений нормою ‖ · ‖Y , то

m –им ентропiйним числом простору Y вiдносно простору X
називається величина

εm(Y,X) = inf
{
ε > 0 : ∃ {uj}2

m−1
j=1 , BY ⊂

2m−1⋃
j=1

{uj + εBX}
}
,

де BX (BY ) — одинична куля в X (Y ).
Одиничнi кулi у просторах B0,γ

p,θ , dyadB0,γ
p,θ , LGγ та dyadLGγ

позначимо вiдповiдно через B0,γ
p,θ , dyad B0,γ

p,θ , LG
γ та dyad LGγ .

Б. С. Кашин i В.М. Темляков (2007) встановили , що при γ > 1 справ-
джуються спiввiдношення εn(LGγ , Lp) � dn(LGγ , Lp) � (log2 n)−γ+1, як-
що p =∞ i εn(LGγ , Lp) � dn(LGγ , Lp) � (log2 n)−γ+1, якщо 1 ≤ p <∞.

У 2009 роцi А. Зiгер i В. Требелс, дослiджуючи у такому тверджен-
нi причину стрибковостi у змiнi порядкових значень ентропiйних чисел
при переходi вiд метрики в Lp(T), 1 ≤ p < ∞ до метрики в L∞(T),
з метою ”стирання” цього ефекту, залучили простори expLν i встано-
вили порядковi значення величин εm(LGγ , expLν). У розвиток цих до-
слiджень у пiдроздiлi 5.1 встановлено точнi за порядком оцiнки величин
εm(B0,γ

p,θ , expLν) та dm(B0,γ
p,θ , expLν) для рiзних спiввiдношень мiж пара-

метрами p, θ, γ та ν.
На площинi видiлимо множину Ω := {(γ, ν) : 0 < γ <∞ i 0 < ν <∞}

i визначимо такi її пiдмножини: D1 := {(γ, ν) ∈ Ω : 1
2 < γ < 1, ν < 1

1−γ },
D2 := {(γ, ν) ∈ Ω : γ ≥ 1, 0 < ν <∞}, G1 := {(γ, ν) ∈ Ω : ν ≤ 2, γ > 1

2},
G2 := {(γ, ν) ∈ Ω : ν ≥ 2, γ > 1− 1

ν }.

Теорема 5.1.1. Нехай (γ, ν) ∈ D1∪D2 i Λn(q, θ, γ, ν) позначає будь-яку
iз величин εn(dyad B0,γ

q,θ , expLν) чи dn(dyad B0,γ
q,θ , expLν). Тодi

а) якщо (γ, ν) ∈ G1 i 2 ≤ q ≤ ∞, θ =∞, то Λn(q, θ, γ, ν) � (lnn)
1
2−γ ;
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b) якщо (γ, ν) ∈ G2 i 2 ≤ q ≤ ∞, θ =∞, то Λn(q, θ, γ, ν) � (lnn)1− 1
ν−γ ;

c) якщо (γ, ν) ∈ Ω i q =∞, 1 ≤ θ <∞, γ > 1− 1
θ , то

Λn(q, θ, γ, ν) � (lnn)1− 1
θ−γ ;

d) якщо (γ, ν) ∈ Ω i 2 ≤ q <∞, 2 ≤ θ <∞, γ > 1
2 −

1
θ , то

Λn(q, θ, γ, ν) � (lnn)
1
2−

1
θ−γ ;

У пiдроздiлi 5.2 знайдено точнi за порядком оцiнки наближення класiв
згорток сумовних функцiй з багатовимiрним ядром Пуассона за допомо-
гою тригонометричних полiномiв зi спектром у многогранних областях.

Нехай Td = Rd�(2πZ)
d — d – вимiрний тор i Lp(Td), 1 ≤ p ≤ ∞ —

простори вимiрних на Td функцiй f(x) = f(x1, . . . , xd) зi скiнченними
стандарними нормами ‖ · ‖p при 1 ≤ p <∞ i ‖ · ‖∞ при p =∞.

Визначимо оператор IK : L1(Td)→ L1(Td) за допомогою рiвностi

IKϕ(x) = ϕ ∗K = (2π)−d
∫
Td
ϕ(y)K(x− y)dy,

тобто IK — оператор згортки з ядром K ∈ L1(Td), визначений на мно-
жинi L1(Td). Нехай

W (K) = {f : f(x) = IKϕ(x), x ∈ Td, ‖ϕ‖p ≤ 1}

i Ar,αp,β =: W (K), якщо

K(t) =: P r,αp,β (t) = 2d
∑
k∈Nd

d∏
j=1

e−αjk
rj
j cos(kjtj −

βjπ

2
),

αj > 0, rj > 0, βj ∈ R. У випадку коли rj = 1 при всiх j = 1, d i
α1 = α2 = . . . = αd =: α > 0, покладаючи e−α = % (0 < % < 1), клас
Ar,αp,β позначаємо через A%p,β i, якщо ще βj = 0, j = 1, d — то через A%p.

Вiдповiдне класам A%p ядро P (%; t) := 2d
∑
k∈Nd

d∏
j=1

% kj cos kjtj називається

багатовимiрним (або кратним) ядром Пуассона.
Для довiльної обмеженої множини Λ ⊂ Zd через T (Λ) позначимо

простiр тригонометричних полiномiв t вигляду t(x) =
∑
k∈Λ

cke
i(k,x),

x ∈ Rd, ck ∈ C i покладемо

EΛ(F )q := sup
f∈F

inf
t∈T (Λ)

‖f − t‖q, F ⊂ Lq(Td).



27

Величину EΛ(F )q називаємо найкращим наближенням класу F у про-
сторi Lq(Td) за допомогою тригонометричних полiномiв iз T (Λ), або
вiдхиленням у просторi Lq(Td) класу F вiд пiдпростору T (Λ).

Для функцiї h ∈ L1(Td), нехай SΛ(h;x) =
∑
k∈Λ

ĥke
i(k,x) — частинна

сума тригонометричного ряду Фур’є функцiї h, породжена множиною
гармонiк {ei(k,x)}k∈Λ. Таку суму називаємо Λ–сумою Фур’є.

Покладемо

EΛ(F )q := sup
f∈F
‖f(·)− SΛ(f ; ·)‖q, F ⊂ Lq(Td).

Величина EΛ(F )q — це точна верхня грань на множинi F вiдхилень у
просторi Lq(Td) елементiв iз F вiд Λ–сум Фур’є.

У пiдроздiлi 5.2 знайдено точнi за порядком вiдносно параметра
n оцiнки величин E�(n,d)(A

%
p)q i E�(n,d)(A

%
p)q, 1 ≤ p, q ≤ ∞, ко-

ли Λ = �(n, d) := {k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd0 : max
1≤j≤d

|kj | ≤ n}, а також, коли

Λ = 4(l, d) := {k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd0 :
d∑
j=1

|kj | ≤ l}.

Теорема 5.2.1. Для будь-яких d ∈ N при 1 ≤ p, q ≤ ∞

E�(n,d)(A
%
p)q � E�(n,d)(A

%
p)q � %n.

Теорема 5.2.2. Для будь-яких d ∈ N при 1 < q ≤ p <∞

E4(n,d)(A
%
p)q � E4(n,d)(A

%
p)q � %n.

З огляду на теореми 5.2.1 та 5.2.2 можна констатувати, що для
деяких спiввiдношень мiж параметрами p та q (а саме, при
1 < q ≤ p <∞ ) оцiнки наближення класу A%p у просторi Lq(Td) полi-
номами iз T (4(n, d)) не поступаються оцiнкам наближення полiномами
iз T (�(n, d)), незважаючи на те, що dimT (4(n, d)) < dimT (�(n, d)) при
d ≥ 2.

У пiдроздiлi 5.3 встановлено слабку асимптотику M – поперечникiв
за Колмогоровим класiв Aρp,β у просторi Lq(Td), 1 ≤ q ≤ ∞.

Теорема 5.3.1. Нехай d ∈ N i 2 ≤ q ≤ p <∞. Тодi

dM (Aρp,β;Lq(Td)) � ρ
1
2 (d!M)1/d , d! = 1 · 2 · 3 · . . . · d.

Зазначимо, що у випадку d = 1 О.К. Кушпелем (1987) знайденi точнi
за порядком значення поперечникiв dM (Ar,αp,β;Lq(Td)) при 1 ≤ p, q ≤ ∞
i r ≥ 1.
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У пiдроздiлi 5.4 розв’язана задача, що стосується слабкої асимптотики
одного типу нелiнiйних поперечникiв вiдомих класiв W r

p (Sd−1) функцiй,
визначених на одиничнiй сферi Sd−1 простору Rd, якi є так званими
r –ми iнтегралами функцiй, сумовних на Sd−1.

Нехай Lp = Lp(Sd−1), 1 ≤ p < ∞, – простiр функцiй, визначених на
Sd−1, зi стандарною скiнченною p – iнтегральною нормою ‖ · ‖p; L∞
ототожнюється з C = C(Sd−1) — простором функцiй, неперервних на
Sd−1 з рiвномiрною нормою.

Центральною апроксимацiйною характеристикою, що дослiджується
у пiдроздiлi 5.4, є нелiнiйний n – поперечник dn(F ;X) множини F у
банаховому просторi X з нормою ‖ · ‖X :

dn(F ;X) = inf
a,Mn

sup
x∈F
‖f −Mn(a(f))‖X ,

де a : F −→ Rn — довiльне неперервне вiдображення, що дiє iз F в Rn;
Mn — сукупнiсть всiх неперервних вiдображень Mn : Rn −→ X.

Така величина означена у 2000-му роцi Р.А. де Вором, Р. Говардом
та Ч. Мiчеллi (R.A. De Vore, R. Howard, Ch. Micchelli).

Теорема 5.4.1. Нехай 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞ i r > 0, або 1 ≤ p < q ≤ ∞ i
r > (d− 1)2 + (d− 1)/(1/p− 1/q). Тодi

dn(W r
p (Sd−1);Lq) � n−r/(d−1).

ВИСНОВКИ

Дослiджено властивостi нової базисної системи Хаара Hd функцiй,
що визначенi на кубi Id := [0, 1]d евклiдового простору Rd, d ≥ 2. З’ясо-
ванi її можливостi щодо лiнiйної та нелiнiйної апроксимацiї iндивiдуаль-
них функцiй i класiв функцiй iз просторiв Бєсова та Гельдера у просторах
Лебега Lq(Id). Вказано практично здiйснений алгоритм побудови екстре-
мальних (у сенсi порядкових оцiнок наближень) нелiнiйних m – членних
агрегатiв.

Проведено порiвняльний аналiз ефективностi базису Хаара Hd та
тригонометричного базису T = {e2πi(k,x)}k∈Zd у їх застосуваннi до
нелiнiйної апроксимацiї класiв Бєсова.

Вперше встановленi точнi за порядком оцiнки величин n – членних
проективних наближень за кратною системою Фабера–Шаудера (базисом
в C(Id)) для функцiй, що належать класам Бєсова.

Дослiджено деякi класичнi характеристики лiнiйної та нелiнiйної
апроксимацiї (у сенсi встановлення їх точних за порядком оцiнок) на
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рiзного типу класах Нiкольського та Бєсова — перiодичних функцiй з
декiлькома змiнними — у просторах Лебега Lq(πd): тригонометричнi та
ортопроекцiйнi поперечники, величини найкращих M – членних тригоно-
метричних наближень. Основними твердженнями охопленi не дослiдженi
ранiше випадки спiввiдношень мiж параметрами, що фiгурують в озна-
ченнi класiв функцiй i просторiв.

Вперше встановлено точнi за порядком оцiнки величин найкращих
бiлiнiйних наближень на класах Нiкольського–Бєсова Brp,θ у функцiо-
нальних просторах Lq(π2d), надiлених звичайною чи мiшаною нормами.
Розв’язано задачу про оцiнки сингулярних чисел iнтегральних операторiв
з ядрами, що належать класам Brp,θ.

Розвинуто теорiю наближення класiв функцiй, якi є аналiтичними в
однозв’язнiй областi Ω ⊂ C, що обмежена замкнутою спрямлювальною
жордановою кривою Γ. Об’єктами дослiдження стали класи LψβN(Ω)
— множини функцiй, що зображуються в областi Ω iнтегралами типу
Кошi вздовж Γ зi щiльностями iз пiдмножин LψβN(Γ), сумовних на Γ
функцiй.

На базi вiдомих просторiв LGγdyad функцiй з однiєю змiнною, визна-
чених на торi T, запроваджено нову функцiональну шкалу, так званих
двiйкових просторiв Бєсова dyadB0,γ

p,θ , компактно вкладених у простори
expLν — експоненцiальнi простори Орлiча, що надiленi нормою Люксем-
бурга. Встановленi точнi за порядком оцiнки колмогоровських поперечни-
кiв та ентропiйних чисел у просторах expLν одиничних куль dyadB0,γ

p,θ .
Дослiджено деякi апроксимацiйнi величини на класах Aρp,β функцiй

кiлькох змiнних, перiодичних по кожнiй iз них, i таких, що зображуються
у виглядi згортки елементiв одиничної кулi простору Lp(Td) з кратним
ядром Пуассона: а) знайдено точнi за порядком оцiнки наближення таких
класiв за допомогою тригонометричних полiномiв зi спектром у багато-
гранних областях; б) встановлено слабку асимптотику M – поперечникiв
за Колмогоровим класiв Aρp,β у просторi Lq(Td), 2 ≤ q ≤ p <∞.

Розв’язано задачу про слабку асимптотику одного типу нелiнiйних
поперечникiв класiв функцiй W r

p (Sd−1), визначених на одиничнiй сферi
Sd−1 простору Rd, якi є множинами так званих r – их iнтегралiв функцiй,
сумовних на Sd−1. Основний результат є iстотним доповненням до областi
дослiджень, пов’язаних з лiнiйною апроксимацiєю функцiональних класiв
W r
p (Sd−1).
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АНОТАЦIЇ

Романюк В.С. Методи та характеристики лiнiйної та нелiнiй-
ної апроксимацiї класiв гладких функцiй. — Квалiфiкацiйна науко-
ва праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-
математичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 – ”Математичний аналiз”
(111 – Математика). – Iнститут математики НАН України, Київ, 2018.

У дисертацiйнiй роботi дослiджуються апроксимацiйнi можливостi вi-
домих та нових функцiональних базисних систем стосовно певних класiв
гладких функцiй. Областями визначення цих функцiй є множини рiзної
структури у d – вимiрному евклiдовому просторi та на комплекснiй пло-
щинi. Основним апаратом наближення є скiнченно-вимiрнi агрегати, до
конструкцiї яких залученi вiдповiднi базиснi системи. Бiльшiсть резуль-
татiв подано у виглядi точних за порядком оцiнок класичних характе-
ристик лiнiйної та нелiнiйної апроксимацiї певних класiв гладких функ-
цiй у вiдповiдних просторах Лебега: колмогоровських, тригонометричних,
ортопроекцiйнних поперечникiв; величин найкращих m – членних набли-
жень за фiксованою базисною системою; величин найкращих бiлiнiйних
наближень тощо.

Ключовi слова: нелiнiйна апроксимацiя; колмогоровськi попереч-
ники; найкраще n-членне наближення; бiлiнiйнi наближення; функцiї
комплексної змiнної; перiодичнi функцiї з кiлькома дiйсними змiнними;
простiр Лебега; простiр Бєсова; простiр Нiкольського; простiр Гельдера;
кратна базисна система Хаара; кратний базис Фабера–Шаудера; тригоно-
метрична система; сферичнi гармонiки; грiдi апроксиманти; p – грiдi ал-
горитм; многочлени Фабера; iнтеграл типу Кошi;

Романюк В.С. Методы и характеристики линейной и нели-
нейной аппроксимации классов гладких функций. – Квалифика-
ционная научная работа на правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени доктора физико-
математических наук по специальности 01.01.01 – ”математический
анализ” (111 – Математика). – Институт математики НАН Украины,
Киев, 2018.

В диссертационной работе исследуются аппроксимационные возмож-
ности известных и новых функциональных базисных систем касательно
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некоторых классов гладких функций. Областями определения этих функ-
ций являются множества разной структуры в d –мерном евклидовом про-
странстве и на комплексной плоскости. В качестве основного аппарата
приближениия выступают конечномерные агрегаты, в конструкции ко-
торых используются соответствующие базисные системы. Большинство
результатов представлены в виде точных по порядку оценок классиче-
ских характеристик линейной и нелинейной аппроксимации определен-
ных классов гладких функций в соответствующих пространствах Лебега:
колмогоровских, тригонометрических, ортопроекционных поперечников;
величин наилучших m – членных приближений по фиксированной базис-
ной системе; величин наилучших билинейных приближений и т. п.

Ключевые слова: нелинейная аппроксимация; колмогоровские попе-
речники; наилучшее n – членное приближение; билинейное приближение;
функции комплексной переменной; периодические функции с нескольки-
ми действительными переменными; пространство Лебега; пространство
Бесова; пространство Никольского; пространство Гельдера; кратная ба-
зисная система Хаара; кратный базис Фабера–Шаудера; тригонометри-
ческая система; сферические гармоники; гриди аппроксиманты; p – гриди
алгоритм; многочлены Фабера; интеграл типа Коши.

Romanyuk V.S. Methods and characteristics of linear and
nonlinear approximation of classes of smooth functions. — The
Manuscript.

Thesis for a Doctor Degree in Physical and Mathematical Sciences
on Speciality 01.01.01. — Mathematical Analysis (111 — Mathematics). —
Institute of Mathematics of National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv,
2018.

Starting in the end of 30s of the last century a direction of the research
related to approximation of function sets — classes of functions that have
some differential properties or so called classes of smooth functions became
one of the main in the Approximation Theory. Such properties are described
in terms of operation of differentiation defined in certain way or in terms of
different types of modulus of smoothness.

The problem related to estimates of Kolmogorov widths of classes of
smooth functions in different function spaces became one of the main problem
of linear approximation from the very first stages of its development. Until
now there are many results including fundamental in this direction. There are
many monographs that became already classical dedicated to this research.
This thesis includes multiple references to them.

Since the beginning of this century nonlinear approximation has gained
significant rates of development. One of the main approximative characteristic
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here is the quantity σm(F ;A;X) of best m – term approximation of classes
F ⊂ X in the space X with the norm ‖ · ‖X by some system A = {uk}k∈Ω

from X (Ω is countable set of indices), spanA = X. By its nature, the
method of approximation laid in the definition of this quantity is related with
each specific approximative system and is adaptive to elements of class.

From the viewpoint of practical application, along with the problem
of determination of asymptotic behavior (at least weak) with respect to
parameter m for quantity σm(F ;A;X), no less important problem is the
problem related to an algorithm of determination of extreme approximative
aggregates.

The solution of these problems essentially depend on the choice of a
system A. Application of one or another system to approximation of some
fixed class F ⊂ X in the end is estimated both in viewpoint of simplicity
of its structure, convenience in research and computation and comparison of
estimates of approximation.

In this thesis we find out approximative properties of well known and new
functional basis systems with respect to some classes of smooth functions.
These functions are defined on sets of different structure in d – dimensional
Euclidean space and the complex plane. The finite dimensional aggregates that
are constructed by using corresponding basis systems are the main apparatus
of approximation.

Most of results are presented in a form of exact-order estimates for classical
characteristics of linear and nonlinear approximation of certain classes of
smooth functions in appropriate Lebesgue spaces: Kolmogorov, trigonometric
widths, orthowidths; quantities of the best m – term approximations with
respect to a fixed basis system; quantities of the best bilinear approximations,
etc.

Key words: nonlinear approximation; Kolmogorov widths; best n –
term approximations; bilinear approximations; functions of a complex
variable; periodic functions with several real variables; Lebesgue space; Besov
space; Nikol’skii space; Holder space; multiple Haar base system; multiple
basis of Faber–Schauder; trigonometric system; spherical harmonics; greedy
approximants; p–greedy algorithm; Faber polynomials; Cauchy-type integral.
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