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АНОТАЦIЯ

Романюк В.С. Методи та характеристики лiнiйної та нелiнiйної апро-

ксимацiї класiв гладких функцiй. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах

рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних наук

за спецiальнiстю 01.01.01 — Математичний аналiз (111 — Математика). – Iнститут

математики НАН України, Київ, 2017.

З кiнця 30-х рокiв минулого столiття одним iз стержневих напрямкiв теорiї апро-

ксимацiї функцiй став напрямок, пов’язаний з наближенням функцiональних мно-

жин — класiв функцiй, що надiленi певними диференцiальними властивостями чи,

як кажуть, — класiв гладких функцiй. Такi властивостi описуються або в термiнах

певним способом визначеної операцiї диференцiювання, або в термiнах рiзного типу

модулiв гладкостi.

Однiєю з основних задач теорiї лiнiйної апроксимацiї вже з перших етапiв її

розвитку стала задача, що стосується оцiнки колмогоровських поперечникiв класiв

гладких функцiй у рiзних функцiональних просторах. До нинiшнього часу в цьому

напрямку накопичена значна кiлькiсть результатiв, серед яких є фундаментальнi.

Значущим дослiдженням присвячена низка монографiй, якi стали на даний час кла-

сичними. Неодноразовi посилання на них є також у данiй дисертацiйнiй роботi.

З початку нинiшнього столiття значних темпiв розвитку набув ще один напрям

теорiї наближення функцiй — нелiнiйна апроксимацiя. Тут однiєю iз ключових апро-

ксимацiйних величин (характеристик) класiв функцiй є величина σm(F ;A; X ) най-

кращого m – членного наближення класу F ⊂X у просторi X з нормою ‖ · ‖X
за допомогою деякої системи A = {uk}k∈Ω iз X ( Ω — злiченна множина iн-

дексiв), spanA = X . За своєю суттю, метод наближення, закладений в означення

цiєї величини, пов’язаний з конкретною апроксимуючою системою i є адаптивним до

елементiв класу. З точки зору практичних застосувань, поряд iз задачею про встанов-

лення асимтотики (принаймi, слабкої) по параметру m для величин σm(F ;A; X ),

не менш важливою є задача, що стосується алгоритму побудови екстремальних на-

ближаючих агрегатiв. Розв’язання окреслених задач iстотно залежать вiд вибору

системи A. Використання тої чи iншої системи до наближення фiксованого класу

F ⊂X в пiдсумку оцiнюється як з точки зору її структурної простоти, зручностi у

дослiдженнях та обчисленнях, так i у порiвняннi оцiнок наближення.

У дисертацiйнiй роботi, дослiдженнями у вказаних напрямках, з’ясовуються апро-
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ксимацiйнi можливостi вiдомих та нових функцiональних базисних систем стосовно

певних класiв гладких функцiй. Областями визначення цих функцiй є множини рi-

зної структури у d – вимiрному евклiдовому просторi та на комплекснiй площинi.

Основним апаратом наближення є скiнченно-вимiрнi агрегати, до конструкцiї яких

залученi вiдповiднi базиснi системи.

Основнi положення дисертацiї з вiдповiдними коментарями викладенi у її першо-

му роздiлi.

Другий роздiл присвячений лiнiйнiй та нелiнiйнiй апроксимацiї класiв функцiй з

однiєю та кiлькома дiйсними змiнними, визначених на одиничному кубi Id евклiдо-

вого простору Rd.
Запроваджено базисну систему Хаара Hd, d ≥ 2 функцiй, визначених на кубi

Id. Вивченi структурнi властивостi цiєї системи та її можливостi щодо лiнiйної та не-

лiнiйної апроксимацiї iндивiдуальних функцiй i класiв функцiй iз просторiв Лебега

Lq(Id). Зокрема: а) подано опис iзотропних просторiв Бєсова та просторiв Гельде-

ра в термiнах умов на коефiцiєнти Фур’є–Хаара елементiв цих просторiв; б) описанi

гладкiснi властивостi функцiй, визначених на Id, в припущеннях певного ступеня

їх наближення полiномами, побудованими за системою Hd; в) встановленi точнi за

порядком оцiнки верхнiх меж найкращих m – членних наближень за базисом Hd у

просторах Лебега Lq(Id) для функцiй, якi належать до одиничних куль просторiв

Бєсова та Гельдера. Вказано практично здiйснений алгоритм побудови екстремаль-

них (в сенсi порядкових оцiнок наближень) нелiнiйних m – членних агрегатiв.

Також, встановленi точнi за порядком оцiнки величин n – членних проективних

наближень за кратною системою Фабера–Шаудера (базисом в C(Id) ) для функцiй,

що належать класам Бєсова.

Вмiст третього роздiлу складають результати з лiнiйної та нелiнiйної апрокси-

мацiї класiв перiодичних гладких функцiй у просторах Lq(πd).

Дослiджено деякi класичнi апроксимацiйнi характеристики (в сенсi встановлен-

ня їх точних за порядком оцiнок) на рiзного типу класах Нiкольського та Бєсова

— перiодичних функцiй з декiлькома змiнними — у просторах Лебега. Зокрема: а)

отриманi точнi за порядком оцiнки тригонометричних та ортопроекцiйних попере-

чникiв iзотропних класiв Бєсова B r
p, θ та Нiкольського H r

p в просторi Lq(πd) при

певних спiввiдношеннях мiж параметрами p та q; б) встановленi точнi за поряд-

ком оцiнки величин найкращих M – членних тригонометричних наближень класiв

Бєсова Br∞, θ в просторi Lq(πd).



3

Проте, в основi третього роздiлу лежать дослiдження, що стосуються ще однiєї

характеристики нелiнiйної апроксимацiї — величини найкращого бiлiнiйного набли-

ження класiв перiодичних функцiй з 2d змiнними. Знайденi порядковi значення

найкращих бiлiнiйних наближень класiв функцiй з 2d змiнними, що породженi фун-

кцiями з d змiнними iз класiв Brp, θ за допомогою зсувiв аргументу. Встановленi

точнi за порядком оцiнки верхнiх граней величин найкращих бiлiнiйних наближень

на iзотропних класах Нiкольського–Бєсова в функцiональних просторах Lq(π2d).

Отриманi результати є iстотним доповненням до вiдомих оцiнок розглянутих тут ве-

личин стосовно iнших класiв перiодичних функцiй з декiлькома змiнними у просто-

рах Lq(πd), наприклад, класiв Соболєва Wr
p,α чи Нiкольського Hrp . З iншого боку,

основними твердженнями охопленi не дослiдженi ранiше випадки спiввiдношень мiж

параметрами, що фiгурують в означеннi класiв функцiй i просторiв.

В заключному пiдроздiлi третього роздiлу встановлено точнi за порядком оцiн-

ки величин найкращих бiлiнiйних наближень на класах Нiкольського–Бєсова Brp,θ
у функцiональних просторах Lq(π2d) iз мiшаною (”векторною”) нормою ‖ · ‖q.
На основi вiдомої теореми, що пов’язує величину бiлiнiйного наближення функцiй

f(x;y), x,y ∈ Rd з сингулярними числами iнтегральних операторiв — ядро яких

тотожне функцiї f — розв’язано задачу про оцiнки сингулярних чисел iнтегральних

операторiв з ядрами, що належать класам Brp,θ.
Четвертий роздiл присвячений апроксимацiї функцiй з комплексною змiнною.

Основними помiж результатiв цього роздiлу є тi, у яких вiдображенi апроксимацiй-

нi властивостi класiв функцiй, якi є аналiтичними в однозв’язнiй областi Ω ⊂ C,
що обмежена замкнутою спрямлювальною жордановою кривою Γ. Об’єктами до-

слiдження є класи LψβN(Ω) — множини функцiй, що зображуються в областi Ω

iнтегралами типу Кошi вздовж Γ зi щiльностями iз пiдмножин LψβN(Γ) сумовних

на Γ функцiй. Встановленi оцiнки наближення таких класiв функцiй в певних фун-

кцiональних банахових просторах за допомогою скiнченно-вимiрних пiдпросторiв.

Класи LψβN(Ω) вперше означенi в статтi, опублiкованiй у 1992 роцi, за автор-

ством О. I. Степанця та В.С. Романюка. Вихiдним пунктом в цьому означеннi стала

класифiкацiя 2π – перiодичних сумовних на перiодi функцiй, що проведена у 1983

роцi О. I. Степанцем i базується на запровадженому ним поняттi (ψ; β) – похiдної.

У термiнах оцiнок величин найкращого полiномiального наближення та колмо-

горовських поперечникiв дослiджено апроксимацiйнi властивостi класiв Lψβ,p(Ω) у

просторах Ãq(Ω), аналiтичних в Ω i сумовних на Γ функцiй, за рiзноманiтних
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обмежень на послiдовнiсть {ψ(k), k ∈ N}, що визначає клас LψβN(Γ). А саме, у

випадках, коли: а) природною межею аналiтичностi функцiй iз LψβN(Ω) є крива Γ

— границя областi Ω; б) функцiї з LψβN(Ω) аналiтично продовжуються поза Γ в

деяку обмежену область Ω′ ⊃ Ω чи навiть на всю комплексну площину.

Закладена в означеннi класiв LψβN(Ω) вiдповiднiсть мiж класифiкацiєю сумов-

них на Γ функцiй i класифiкацiєю 2π – перiодичних на R i сумовних на перiодi

функцiй дозволила за вiдповiдного обгрунтування граничних властивостей функцiй

iз класiв LψβN(Ω) роз’язати поставленi задачi, головним чином, методами теорiї фун-

кцiй дiйсної змiнної.

У п’ятому роздiлi даються вiдповiдi на важливi питання щодо лiнiйної та нелi-

нiйної апроксимацiї певних функцiональних множин у просторах функцiй з областю

визначення рiзної структури в Rd. Зокрема, це питання, пов’язанi з апроксимацi-

єю у просторах Lq(Td) та у просторах Лебега Lq(Sd−1), де Sd−1 одинична сфера

простору Rd.
Введена до розгляду нова функцiональна шкала так званих двiйкових просто-

рiв Бєсова dyadB0,γ
p,θ , компактно вкладених у простори expLν — експоненцiальнi

простори Орлiча, що надiленi нормою Люксембурга. Основним результатом щодо

просторiв dyadB0,γ
p,θ є точнi за порядком оцiнки колмогоровських поперечникiв та

ентропiйних чисел у просторах expLν одиничних куль dyadB0,γ
p,θ .

Дослiдженi деякi апроксимацiйнi величини на класах Aρp,β функцiй кiлькох змiн-

них, перiодичних по кожнiй iз них, i таких, що зображуються у виглядi згортки еле-

ментiв одиничної кулi простору Lp(Td) з кратним ядром Пуассона. Зокрема: а)

знайденi точнi за порядком оцiнки наближення таких класiв за допомогою тригоно-

метричних полiномiв зi спектром у многогранних областях; б) при d ≥ 2 встановле-

на слабка асимптотика M – поперечникiв за Колмогоровим класiв Aρp,β у просторi

Lq(Td), 2 ≤ q ≤ p <∞.

У п’ятому роздiлi, також розв’язана задача про слабку асимптотику одного типу

нелiнiйних поперечникiв класiв функцiй W r
p (Sd−1), визначених на одиничнiй сферi

Sd−1 простору Rd. Цi класи є множинами так званих r–их iнтегралiв функцiй су-

мовних на Sd−1. Основний результат є iстотним доповненням до областi дослiджень,

пов’язаних з лiнiйною апроксимацiєю функцiональних класiв W r
p (Sd−1).

У Додаток А помiщенi допомiжнi твердження, якi регулярно використовуються

в основнiй частинi дисертацiйної роботи. Вони стосуються нелiнiйної апроксимацiї у

дискретних просторах — просторах послiдовностей: а) обчисленi значення величин
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n – членного проективного наближення у просторi lmq одиничної кулi Bm
p ⊂ lmp

за стандартним базисом простору Rm; б) знайденi точнi за порядком оцiнки ве-

личин найкращих наближень q – елiпсоїдiв в просторах кратних послiдовностей за

допомогою їх ортогональних проекцiй на евклiдовi пiдпростори Rn вимiрностi n.

Ключовi слова: нелiнiйна апроксимацiя; колмогоровськi поперечники; найкра-

ще n – членне наближення; бiлiнiйнi наближення; функцiї комплексної змiнної; перi-

одичнi функцiї з кiлькома дiйсними змiнними; простiр Лебега; простiр Бєсова; про-

стiр Нiкольського; простiр Гельдера; кратна базисна система Хаара; кратний базис

Фабера–Шаудера; тригонометрична система; сферичнi гармонiки; грiдi апроксиман-

ти; p – грiдi алгоритм; многочлени Фабера; iнтеграл типу Кошi;

Romanyuk V.S. Methods and characteristics of linear and nonlinear

approximation of classes of smooth functions. — The Manuscript.

Thesis for a Doctor Degree in Physical and Mathematical Sciences on Speciality

01.01.01. — Mathematical Analysis (111 — Mathematics). — Institute of Mathematics

of National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2017.

Starting in the end of 30s of the last century a direction of the research related to

approximation of function sets — classes of functions that have some differential properties

or so called classes of smooth functions became one of the main in the Approximation

Theory. Such properties are described in terms of operation of differentiation defined in

certain way or in terms of different types of modulus of smoothness.

The problem related to estimates of Kolmogorov widths of classes of smooth functions

in different function spaces became one of the main problem of linear approximation

from the very first stages of its development. Until now there are many results including

fundamental in this direction. There are many monographs that became already classical

dedicated to this research. This thesis includes multiple references to them.

Since the beginning of this century nonlinear approximation has gained significant

rates of development. One of the main approximative characteristic here is the quantity

σm(F ;A; X ) of best m – term approximation of classes F ⊂ X in the space X with

the norm ‖·‖X by some system A = {uk}k∈Ω from X ( Ω is countable set of indices),

spanA = X . By its nature, the method of approximation laid in the definition of this

quantity is related with each specific approximative system and is adaptive to elements

of class.

From the viewpoint of practical application, along with the problem of determinati-

on of asymptotic behavior (at least weak) with respect to parameter m for quantity
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σm(F ;A; X ), no less important problem is the problem related to an algorithm of determi-

nation of extreme approximative aggregates. The solution of these problems essentially

depend on the choice of a system A. Application of one or another system to approxi-

mation of some fixed class F ⊂X in the end is estimated both in viewpoint of simplicity

of its structure, convenience in research and computation and comparison of estimates of

approximation.

In this thesis we find out approximative properties of well known and new functi-

onal basis systems with respect to some classes of smooth functions. These functions are

defined on sets of different structure in d – dimensional Euclidean space and the complex

plane. The finite dimensional aggregates that are constructed by using corresponding basis

systems are the main apparatus of approximation.

In the first section we write the main ideas of the thesis with corresponding comments.

The second section is dedicated to linear and nonlinear approximation of classes of

functions with one and several variables that are defined on unite cube Id in Euclidean

space Rd.
We introduced the basis Haar system Hd, d ≥ 2, of functions defined on the cube Id.

We studied structure properties of this system and its opportunities with respect to linear

and nonlinear approximation of individual functions and function classes from Lebesgue

space Lq(Id). Namely, a) we described isotropic Besov spaces and Hölder spaces in terms

of conditions on the Fourier-Haar coefficients of elements of these spaces; b) we described

smooth properties of functions defined on Id in the assumptions of a certain degree of

their approximation by polynomials constructed with respect to the system Hd; c) we

established the exact order estimates of supremums of best m – term approximation with

respect to the basis Hd in the Lebesgue space Lq(Id) of functions that belong to the

units balls of Besov and Hölder spaces. We specified practically implemented algorithm of

construction of extreme (in the sense of order estimates of approximative characteristics)

nonlinear m – term aggregates.

We also obtained the exact order estimates of quantities of n – term projective approxi-

mations with respect to multiple Faber-Schauder system (that is a basis in C(Id) ) for

functions from Besov classes.

The third section contains results of linear and nonlinear approximation of classes of

periodic smooth functions in the spaces Lq(πd).

We investigated some classical approximative characteristics (in the sense of establi-

shing their exact order estimates) for different types of Nikol’skii and Besov classes of
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periodic functions of several variables in the Lebesgue spaces. Namely, a) we obtained the

exact order estimates of trigonometric and orthoprojective widths of isotropic Besov B r
p, θ

and Nikol’skii H r
p classes in the space Lq(πd) for some relation between parameters

p and q; b) we established the exact order estimates of quantities of best m – term

approximation of Besov classes Br∞, θ in the space Lq(πd).

The third section contains also investigation of one more approximative characteristic

of nonlinear approximation — the quantity of best bilinear approximation of classes of peri-

odic function with 2d variables. We found the order values of best bilinear approximation

of classes of functions with 2d variables that are generated by functions with d variables

from classes Brp, θ by using shifts of argument and obtained the exact order estimates

of supremums of quantities of best bilinear approximation of isotropic Nikol’skii-Besov

classes in functional spaces Lq(π2d). Obtained results are essential addition to known

estimates of considered in the thesis quantities with respect to other classes of periodic

functions of several variables in the spaces Lq(πd), for example, Sobolev Wr
p,α or Ni-

kol’skii Hrp classes. On the other hand, we got results for relations between parameters

that appear in definitions function classes and spaces that were not investigated earlier.

In the final section of the third chapter we establish exact order estimates for the values

of the best bilinear approximations on the Nikol’skii-Besov classes Brp,θ in the functional

spaces Lq(π2d) with a mixed (”vector”) norm ‖ ·‖q. On basis of the well-known theorem,

which binds a value of the bilinear approximation of functions f(x;y), x,y ∈ Rd

with singular numbers of integral operators, i.e. operators which kernel is identical to the

function f , the problem is solved of estimating singular numbers of integral operators

with kernels from the classes Brp,θ.
Chapter four is devoted to the approximation of functions with complex variable. The

main results of this section are those in which the approximative properties are indicated

of classes of functions, which are analytic in the simply connected space Ω ⊂ C that is

bounded by a closed rectifiable Jordan curve Γ. The objects of the study are the classes

LψβN(Ω). These classes are the sets of functions that are represented in the domain Ω

by integrals of the Cauchy type along Γ with densities from the subsets of LψβN(Γ) of

summable on Γ functions. The estimates are established of the approximations of such

classes of functions in certain functional Banach spaces with use of finite-dimensional

subspaces.

The classes LψβN(Ω) have been firstly defined in the article, published in 1992 by

A. I. Stepanets and V. S. Romanyuk. The starting point in this definition was the classi-
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fication of 2π – periodic summable on the period functions, that was carried out in 1983

by A. I. Stepanets and is based on the introduced by him concept of (ψ; β) – derivative.

In the terms of estimates of the values of the best polynomial approximations and

Kolmogorov widths, the approximative properties of the classes Lψβ,p(Ω) are investigated

in the spaces Ãq(Ω) of analytic in Ω and summable on Γ functions, with certain

restrictions on the sequence {ψ(k), k ∈ N}, which defines the class LψβN(Γ). Namely

in cases where: a) the natural boundary of analyticity of functions from LψβN(Ω) is the

curve Γ, which is the boundary of the domain Ω; b) functions from LψβN(Ω) are

analytically extended from the Γ to a certain bounded domain Ω′ ⊃ Ω or even to the

entire complex plane.

The correspondence between the classification of summable on Γ functions and the

classification of functions that are 2π – periodic on R and summations on the period,

that is in the definition of the classes LψβN(Ω), gave the possibility making an appropriate

justification of boundary properties of functions from the classes LψβN(Ω) to solve stated

problems mainly using methods of the theory of functions of a real variable.

In the fifth section we give answers to important questions concerning the linear and

nonlinear approximation of certain functional sets in the spaces of functions with the

domain of definition of a different structure in Rd. In particular, questions concerning

the approximation in the spaces Lq(Td) and in Lebesgue spaces Lq(Sd−1), where Sd−1

is the unit sphere of the space Rd.
A new functional scale is introduced into consideration of the so-called binary Besov

spaces dyadB0,γ
p,θ that are compactly embedded into the spaces expLν , i.e. exponential

Orlicz spaces with the Luxembourg norm. The main result for the spaces dyadB0,γ
p,θ is

the exact order estimates for the Kolmogorov widths and entropy numbers in the spaces

expLν of single balls dyadB0,γ
p,θ .

Certain approximative properties are investigated on the classes Aρp,β of functions of

several variables, that are periodic by each variable, and those which could be presented

in a form of a convolution of the elements of a unit sphere of the space Lp(Td) with

a multiple Poisson kernel. In particular: a) the exact order estimates are obtained of

approximation of such classes by trigonometric polynomials with spectrum in multifaceted

domains; b) for d ≥ 2 we establish the weak asymptotic behavior of M –widths of

Kolmogorov for classes Aρp,β in the space Lq(Td), 2 ≤ q ≤ p <∞.

In the fifth section, the problem is also solved of the weak asymptotic behavior of one

type for nonlinear widths of the classes of functions W r
p (Sd−1), that are defined on the
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unit sphere Sd−1 of the space Rd. These classes are the sets of so-called r – integrals

of summable on Sd−1 functions. The main result is an essential complement to the

field of research that is associated with the linear approximation of the functional classes

W r
p (Sd−1).

In Appendix A the complimentary statements are put, that are regularly used in the

main part of the dissertation. They concern nonlinear approximation in discrete spaces:

spaces of sequences: a) the values are calculated of the quantities of the n – term projective

approximations in the space lmq of the unit ball Bm
p ⊂ lmp on the standard basis of

the space Rm; b) the exact order estimates are obtained for the best approximations

of q – ellipsoids in spaces of multiple sequences using their orthogonal projections on the

Euclidean subspaces Rm of the dimension n.

Key words: nonlinear approximation; Kolmogorov widths; best n – term approxi-

mations; bilinear approximations; functions of a complex variable; periodic functions with

several real variables; Lebesgue space; Besov space; Nikol’skii space; Holder space; multi-

ple Haar base system; multiple basis of Faber–Schauder; trigonometric system; spherical

harmonics; greedy approximants; p – greedy algorithm; Faber polynomials; Cauchy-type

integral.
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СПИСОК ОСНОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ ТА ОЗНАЧЕНЬ

Загальновживанi позначення

• N, R, R+, Z, Z+ — вiдповiдно множини натуральних, дiйсних, дiйсних

невiд’ємних , цiлих, цiлих невiд’ємних чисел;

• Am =
m∏
i=1

A, m ∈ N, — декартiв добуток m множин A, де A — одна iз

множин N, R, R+, Z, Z+, або вiдрiзок [a, b] ⊂ R;

•
d⊗
i=1

M(i) — тензорний добуток деяких множин M(i), i = 1, d, зокрема, — фун-

кцiональних;

• (x;y) := x1y1 + · · ·+ xdyd — скалярний добуток елементiв x,y ∈ Rd;

• ]A, або |A| — кiлькiсть точок у скiнченнiй множинi A ⊂ Zd;

• cardA — кiлькiсть елементiв деякої скiнченної множини A;

• volA — об’єм (мiра Лебега) множини A ⊂ Rd;

• a+ := max{a; 0} для a ∈ R;

• I — вiдрiзок [0, 1], Id :=
d∏
i=1

[0, 1];

• πm :=
m∏
j=1

[0, 2π) = {x ∈ Rm : xj ∈ [0, 2π), j = 1,m};

• Td := Rd�2πZd, d ∈ N — d – вимiрний тор;

• Sd−1 = {x ∈ Rd : ‖x‖ := (x2
1 + · · · + x2

d)
1/2 = 1} — одинична сфера в Rd з

центром у початку координат;

• Ω — однозв’язна область в комплекснiй площинi C;

• Γ := ∂Ω — границя областi Ω;

• Ω = Ω ∪ Γ — замикання областi Ω;

• Ω− = Ĉ\Ω — зовнiшнiсть кривої Γ, тобто доповнення областi Ω до розширеної

комплексної площини Ĉ = C ∪ {∞};

• D := {w ∈ C : |w| < 1} — одиничний круг в C;
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• T := ∂D = {w ∈ C : |w| = 1} — одиничне коло;

• Φ та Ψ — функцiї, що здiйснюють конформний гомеоморфiзм мiж зовнiшнiстю

областi Ω i зовнiшнiстю круга D, причому функцiя Φ задовольняє умови

lim
z→∞

Φ(z)/z = α > 0 i Φ(∞) =∞;

• Fk(z), z ∈ C — многочлен Фабера порядку k для областi Ω, тобто полiномi-

альна частина лорановського розкладу функцiї Φk(z) в околi точки z =∞;

• Ckm = m!
k!(m−k)!

— бiномiальнi коефiцiєнти;

• B — замикання множини B ⊂X за нормою ‖ · ‖X банахового простору X ;

• supp f — носiй функцiї f ;

• χB(t), t ∈ Rd — характеристична функцiя (iндикатор) множини B ⊂ Rd;

• span{ϕi, i ∈ A} — лiнiйна оболонка системи елементiв {ϕi, i ∈ A} деякого

простору.

Функцiональнi та векторнi простори

• Lq(Ω), 1 ≤ q ≤ ∞ — простiр функцiй ϕ : Ω → R, вимiрних на вимiрнiй

множинi Ω ⊂ Rd, зi скiнченною нормою

‖ϕ‖Lq(Ω) =
( ∫

Ω

|ϕ(x)|qdx
) 1
q , 1 ≤ q <∞,

‖ϕ‖L∞(Ω) = ess sup
x∈Ω

|ϕ(x)|;

• Lq(Id), 1 ≤ q <∞, — банахiв простiр функцiй ϕ : Id → R, сумовних в степенi q

на Id, з нормою

‖ϕ‖Lp(Id) = ‖ϕ‖q :=
( ∫
Id

|ϕ(x)|qdx
) 1
q ;

• L∞(Id) — простiр функцiй ϕ, вимiрних i суттєво обмежених на Id, з нормою

‖ϕ‖L∞(Id) = ‖ϕ‖∞ := ess sup
x∈Id

|ϕ(x)|;
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• Bp := {ϕ ∈ Lp(Id) : ‖ϕ‖p ≤ 1} — одинична куля в просторi Lp(Id);

• Lp(Td), 1 ≤ p ≤ ∞, — простiр Лебега вимiрних на Td функцiй f : Rd → R зi

скiнченною нормою

‖f‖p = ‖f‖Lp(Td) :=

(∫
Td

|f(x)|pdx
) 1

p

, 1 ≤ p <∞,

‖f‖∞ = ‖f‖L∞(Td) := ess sup
x∈Td

|f(x)|;

• Lp(πm), 1 ≤ p ≤ ∞ — простiр вимiрних 2π – перiодичних за кожною змiнною

функцiй f(x) = f(x1, . . . , xm) зi скiнченною нормою

‖f‖p =

(
(2π)−m

∫
πm

|f(x)|pdx
) 1

p

, 1 ≤ p <∞,

‖f‖∞ = ess sup
x∈Rm

|f(x)|, p =∞;

• L0
p(πm) := {f ∈ Lp(πm) :

2π∫
0

f(x)dxj = 0, j = 1,m};

• (f ∗ g)(x) := (2π)−m
∫
πm

f(y)g(x− y)dy — згортка функцiй f, g ∈ L1(πm);

• Lp = Lp(Sd−1), 1 ≤ p ≤ ∞— простiр функцiй, визначених на Sd−1, зi скiнченою

нормою

‖f‖p =

{
1

Ω

∫
Sd−1

|f(x)|pdσ(x)

} 1
p

, 1 ≤ p <∞,

де dσ — елемент площi на Sd−1 (поверхнева мiра Лебега), Ω — площа поверхнi

сфери Sd−1;

L∞ ототожнюється з простором C = C(Sd−1) неперервних на Sd−1 функцiй

f з нормою ‖f‖∞ = ‖f‖C = maxx∈Sd−1 |f(x)|;

• Pn =

{
p : p(z) =

n−1∑
k=0

ckz
k, ck ∈ C

}
— простiр алгебраїчних полiномiв компле-

ксної змiнної z степеня n− 1 (або порядку n );

• Lp(Γ), 1 ≤ p < ∞ — простiр функцiй f вимiрних i сумовних у p–iй степенi

на кривiй Γ, з нормою

‖f‖
Lp(Γ)

= ‖f‖q :=

(∫
Γ

|f(ζ)|p|dζ|
) 1

p

;
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• Bq(Γ) — одинична куля у просторi Lq(Γ);

• Ep(Ω), 1 ≤ p <∞ — простiр Смiрнова аналiтичних в Ω функцiй f ;

• Hs, 1 ≤ s <∞ — простiр Хардi аналiтичних функцiй в крузi D:

Hs :=

{
ϕ : ‖ϕ‖Hs = sup

0<ρ<1

(
1

2π

∫ π

−π
|ϕ(ρeit)|sdt

) 1
s

— скiнченна
}

;

• L̃q(Γ), 1 ≤ q < ∞, — простiр функцiй ϕ, визначених i вимiрних на Γ, для

яких скiнченна величина

‖ϕ‖
L̃q(Γ)

= ‖ϕ‖Γ,q :=

(∫
Γ

|ϕ(z)|q|Φ′(z)||dz|
) 1

q

,

де Φ′ — похiдна функцiї Φ, продовженої неперервним чином на Γ;

• B̃q(Γ) — одинична куля у просторi L̃q(Γ);

• Ãq(Ω), 1 < q <∞ — банахiв простiр аналiтичних в Ω функцiй ϕ, що мають

майже всюди на Γ кутовi граничнi значення ϕ ∈ L̃q(Γ), з нормою ‖ϕ‖
Ãq(Ω)

:=

‖ϕ‖
L̃q(Γ)

;

• lmp , 0 < p ≤ ∞, m ∈ N — простiр векторiв x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm, надiлений
квазi-нормою (нормою при 1 ≤ p ≤ ∞ )

‖x‖lmp =

( m∑
i=1

|xi|p
) 1

p

, 0 < p <∞,

‖x‖lm∞ = max
1≤i≤m

|xi|, p =∞;

• Bm
p (r) := {x ∈ lmp : ‖x‖lmp ≤ r}, r > 0; Bm

p ≡ Bm
p (1).

Характеристики гладкостi функцiй

• ω(f ; t)p := sup
0≤λi<t≤1

‖∆λ(f ; ·)‖Lp(Idλ) — модуль неперервностi ( p – iнтегральний

при 1 ≤ p <∞ ) функцiї f ∈ Lp(Id), λ := (λ1, . . . , λd) ∈ Rd+, Idλ :=
d∏
i=1

[0, 1−λi]

∆λ(f ;x) := f(x+ λ)− f(x) при x, x+ λ ∈ Id;
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• ω(ϕ, t)p := sup
0≤τi≤t<1

( ∫
πm

|ϕ(x+τ )−ϕ(x)|pdx
) 1

p

, 1 ≤ p <∞ — p – iнтегральний

модуль неперервностi функцiї ϕ ∈ Lp(πm). Тут τ = (τ1, . . . , τd) ∈ Rd+.

Додатковi позначення

• γX := {f ∈ X : ‖f‖X ≤ γ}, γ > 0, X — банахiв простiр; SX := 1X —

одинична куля в X ;

• X ↪→ Y означає, що для нормованих просторiв X та Y справедливе вкла-

дення X ⊂ Y i для будь-якого x ∈ X iснує така додатна стала C, що:

‖x‖Y ≤ C‖x‖X ;

• a = (an)∞n=1 — послiдовнiсть елементiв деякого простору;

• b = {bα}α∈Ω — злiченна (скiнченна) система елементiв деякого простору;

• C(p, q), C1(p, q), C2(r, θ, p) тощо — величини, залежнi, можливо, лише вiд вка-

заних у дужках параметрiв, i додатнi при всiх допустимих значеннях цих па-

раметрiв;

• C, C1, C2 тощо — абсолютнi додатнi сталi, необов’язково одинаковi в рiзних

мiсцях тексту.

Вiдношення

• � — вiдношення слабкої еквiвалентностi, тобто для виразiв a та b, що визначенi

деякою сукупнiстю параметрiв, запис a � b означає, що iснують такi додатнi

величини c1 та c2, якi не залежать вiд одного iстотного параметра, що

c1b ≤ a ≤ c2b.

• � чи � — порядковi нерiвностi, тобто a � b ( a � b ), якщо iснує така

додатна стала C, що a ≤ Cb ( b ≤ Ca ).
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Сучасна теорiя наближення функцiй грунтується на багатьох

iдеях i значущих результатах, якi на певному етапi її розвитку стали переломними.

Ними закладався фундамент пiд створення окремих напрямкiв, у яких вiдображали-

ся новi погляди на задачi теорїї апроксимацiї функцiй дiйсної i комплексної змiнних.

Це, в свою чергу, стало стимулом для розробки нових методiв апроксимацiї, якi поєд-

нували в собi фундаментальнi положення не тiльки теорiї функцiй, а й iнших роздiлiв

математичного аналiзу.

Один iз таких переломних моментiв у теорiї наближення вiдноситься до 40-х рокiв

минулого столiття. Вiн пов’язаний з iдеями А.М. Колмогорова щодо визначення мiри

оцiнки (порiвняння) апроксимативних можливостей по вiдношенню до певних класiв

функцiй класичних на той час агрегатiв, таких як алгебраїчнi та тригонометричнi

полiноми, рацiональнi дроби тощо. В 1936 роцi А.М. Колмогоров в якостi такої мiри

запропонував величину найкращого наближення в метрицi простору X множини

F ⊂ X за допомогою довiльних лiнiйних многовидiв Ln в X. Згодом така величина

отримала в математичнiй лiтературi назву n – поперечника за Колмогоровим (кол-

могоровського n – поперечника). У випадку коли X — деякий нормований простiр

з нормою ‖ · ‖X , а F — центрально–симетрична множина в X, n – поперечник за

Колмогоровим визначається формулою

dn(F,X) = inf
Ln∈Ln

sup
f∈F

inf
u∈Ln

‖f − u‖X ,

де Ln — сукупнiсть всiх лiнiйних пiдпросторiв Ln в X, dimLn = n.

Певнi задачi вимагали бiльшої конкретики щодо структури наближаючих лiнiй-

них пiдпросторiв i це спонукало до запровадження iнших величин лiнiйної апро-

ксимацiї: лiнiйного n – поперечника (1960 р., В.М. Тихомиров), Фур’є–поперечника

(1982 р., В.М. Темляков), тригонометричного n – поперечника (1974 р., Р.С. Iсмагi-

лов) тощо.
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Виникла задача, що стала стержневою в теорiї лiнiйної апроксимацiї, яка в за-

гальнiй постановцi полягала у вiдшуканнi точних або асимптотичних (в розумiннi

сильної чи слабкої асимптотики) значень вказаних величин i, в першу чергу, n –

поперечника за Колмогоровим.

Основними факторами, якими головним чином визначається рiвень складностi

задачi про поперечники i вiдмiннiсть в пiдходах до її розв’язання, є метричнi хара-

ктеристики простору X та гладкiснi властивостi елементiв множини F .

Як з’ясувалось, у багатьох випадках ключову роль як в оцiнках поперечникiв,

так i в оцiнках iнших апроксимацiйних характеристик, вiдiграє так званий метод

дискретизацiї. В кожнiй окремiй ситуацiї застосування цього методу базується на

встановленнi тонких зв’язкiв мiж елементами (пiдмножинами) ”неперервних” про-

сторiв X i елементами (пiдмножинами) деяких ”дискретних” просторiв (зокрема,

просторiв lp ).

Одну iз частин дисертацiйної роботи якраз i складають дослiдження спрямованi

на вдосконалення старих та пошуку нових пiдходiв у застосуваннi методу дискретиза-

цiї до оцiнки колмогоровських та iнших поперечникiв важливих у теорiї наближення

класiв гладких функцiй з однiєю та кiлькома дiйсними змiннии (класiв Степанця,

а також класiв Соболєва та Бєсова). Цi пiдходи поширенi на розв’язання задач, по-

в’язаних з наближенням функцiй комплексної змiнної, зокрема, з оцiнками колмо-

горовських поперечникiв деяких нових класiв функцiй, аналiтичних в жорданових

областях комплексної площини C.
З кiнця 90-х рокiв минулого столiття, орiєнтуючись на практичне застосування в

рiзних галузях науки i технiки, на переднiй план виходить iнший напрям теорiї на-

ближення — нелiнiйна апроксимацiя (як функцiональних множин так i множин iншої

природи). Однiєю iз еталонних апроксимативних характеристик в нелiнiйнiй апро-

ксимацiї залишається так званий алєксандровський N – поперечник, запроваджений

ще в 1933 роцi П.С. Алєксандровим. Цей поперечник характеризується величиною

наближення в метрицi простору X деякої множини W ⊂ X за допомогою всiх

можливих N – вимiрних комплексiв KN , що є образами неперервних операторiв

A : X → KN . В подальшому в дослiдженнях, пов’язаних з розв’язанням певних за-

дач, за схемою N – поперечника за Алєксандровим були означенi iншi ”нелiнiйнi”

поперечники i знайденi їх точнi чи порядковi значення для багатьох множин як у

функцiональних, так i в дискретних просторах. У доповнення до цих дослiджень, в

дисертацiї розв’язана задача, що стосується слабкої асимптотики одного типу нелi-
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нiйних поперечникiв класiв функцiй W r
p (Sd−1), визначених на одиничнiй сферi Sd−1

простору Rd, якi є, так званими, r–ми iнтегралами функцiй сумовних на Sd−1.

З початку нинiшнього столiття центральне мiсце в нелiнiйнiй апроксимацiї займа-

ють апроксимацiйнi характеристики множини F в метричному просторi X , що

визначаються величиною так званого адаптивного наближення її елементiв за допо-

могою лiнiйних комбiнацiй n довiльних елементiв деякої фiксованої системи A

в X . Базовою тут є величина σn(f ;A; X ) найкращого n – членного наближення

елемента f ∈ F .
Вперше така величина з’явилась в роботi С.Б. Стєчкiна 1955 року у формулюван-

нi критерiю абсолютної збiжностi рядiв Фур’є за ортогональною системою в гiльбер-

товому просторi H. У випадку, коли X — деякий функцiональний банахiв простiр

з нормою ‖ · ‖X , а A = {uα}α∈Ω — злiченна множина функцiй в X :

σm(f ;A; X ) := inf
Λ⊂Ω
]Λ=m

inf
cα
‖f −

∑
α∈Λ

cαuα‖X .

де cα ∈ C, якщо uα — комплекснозначнi i cα ∈ R, якщо uα — дiйснозначнi; якщо

F ⊂X , то

σn(F ;A; X ) := sup
f∈F

σn(f ;A; X ).

У випадку кратної тригонометричної системи A першi результати з оцiнки ве-

личини σn(F ;A; X ) для класiв F перiодичних по всiх змiнних гладких функцiй,

що належать до вiдомих просторiв Нiкольського та Соболєва (здебiльшого в метрицi

просторiв Лебега Lp ) були отриманi ще в 1987 роцi В.М. Темляковим.

Пiзнiше цi результати були поширенi на випадки iнших класiв, зокрема, на класи

Бєсова в роботах Е.С. Бєлiнського, Дiнь Зунга, А.С. Романюка та iнших.

З’ясувалось, що методи оцiнки величин σn(F ;A; X ), як i в лiнiйнiй апроксимацiї,

суттєво рiзняться в залежностi вiд умов якими характеризуються гладкiснi власти-

востi функцiй класу F по кожнiй змiннiй окремо чи в сукупностi (роздiляють так

званi iзотропний та анiзотропний випадки).

Мотивацiєю дослiджень, що стосуються нелiнiйної апроксимацiї i складають одну

iз частин дисертацiйної роботи, стала iдея залучити до нелiнiйного наближення фi-

ксованого класу F (з огляду на величину σn(F ;A; X ) ) апроксимацiйних систем

A вiдмiнних вiд тригонометричної: простiших за структурою i якi б не поступа-

лися (хоча б в окремих ситуацiях) тригонометричнiй системi в сенсi оцiнок величин

σn(F ;A; X ). Реалiзацiєю цiєї мети стало вивчення в дисертацiйнiй роботi апроксима-



27

цiйних можливостей кратних систем Фабера–Шаудера та Хаара стосовно iзотропних

класiв Бєсова.

В останнi два десятирiччя зростає увага до ще одного типу задач нелiнiйної апро-

ксимацiї функцiй з декiлькома дiйсними змiнними — бiлiнiйних наближень. Найкра-

ще бiлiнiйне наближення, у його найбiльш загальному означеннi, характеризується

величиною наближення в метрицi простору X деякої множини F функцiй з d

змiнними за допомогою скiнченних лiнiйних комбiнацiй всеможливих добуткiв фун-

кцiй з d1 i функцiй з d2 ( d1 + d2 = d ) змiнними. Цей напрямок дослiджень

поповнюється i низкою результатiв даної дисертацiйної роботи.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисерта-

цiю виконано у вiддiлi теорiї функцiй Iнституту математики НАН України згiдно

з науково–дослiдними темами ”Апроксимативнi та структурнi характеристики фун-

кцiональних множин”, № державної реєстрацiї 0111U002079; ”Структурнi та апрокси-

мацiйнi властивостi функцiональних множин”, № державної реєстрацiї 0198U001990;

”Апроксимацiйнi характеристики функцiональних класiв”, № державної реєстра-

цiї 0101U000046.

Мета i завдання дослiдження. Основною метою дисертацiйного дослiдже-

ння є опис класiв гладких функцiй, визначених на множинах рiзної стуктури в

d – вимiрному евклiдовому просторi та на комплекснiй площинi, в термiнах оцiнок

їх наближення скiнченно–вимiрними агрегатами, побудованими на основi вiдомих та

нових функцiональних базисних систем.

Об’єктом дослiдження є класи функцiй кiлькох дiйсних змiнних, класи функцiй

аналiтичних в областях комплексної площини; базиснi функцiональнi системи — три-

гонометрична, Хаара та Фабера–Шаудера; многочлени Фабера, простори сферичних

гармонiк.

Предметом дослiдження є апроксимативнi характеристики певних функцiональ-

них множин в нормованих просторах функцiй, визначених на Rd, на одиничному

кубi Id, на одиничнiй сферi Sd−1 та в областях комплексної площини C: кол-

могоровськi, тригонометричнi, ортопроекцiйнi поперечники, величини найкращих

m – членних наближень, величини найкращих бiлiнiйних наближень, неперервнi не-

лiнiйнi поперечники тощо; практичний алгоритм побудови екстремальних нелiнiйних

m – членних агрегатiв стосовно нелiнiйного наближення у функцiональних просторах

та у просторах послiдовностей; опис iзотропних просторiв Бєсова та просторiв Гель-

дера функцiй, визначених на Id, в термiнах умов на їх коефiцiєнти Фур’є–Хаара;
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властивостi iнтегралiв типу Кошi вздовж границi жорданової областi в C; апрокси-
мацiйнi властивостi лiнiйних середнiх рядiв Фур’є та рядiв Фабера.

Завдання дослiдження:

• З метою отримання практичного алгоритму побудови екстремальних

m – членних агрегатiв у нелiнiйнiй апроксимацiї функцiй, що належать

iзотропним класам Бєсова SBα
p,θ в просторах Лебега Lq(Id) при d ≥ 2,

запровадити кратну базисну систему Хаара Hd, вiдмiнну вiд класичної

тензорної системи Хаара Hd, але, яка б володiла важливими властивостями,

якими надiлена одновимiрна базисна система H. Застосувати систему Hd до

опису iзотропних просторiв Бєсова та просторiв Гельдера в термiнах умов на

коефiцiєнти Фур’є–Хаара елементiв цих просторiв, а також до конструктивної

характеристики функцiй iз просторiв Гельдера.

• Охарактеризувати класи Бєсова SBα
p,θ функцiй, визначених на кубi Id, в

термiнах порядкових оцiнок нових апроксимацiйних характеристик — величин

n – членних проективних наближень за кратною системою Фабера–Шаудера.

• Встановити точнi за порядком оцiнки тригонометричних та ортопроекцiйних

поперечникiв класiв Бєсова Brp,θ та Нiкольського Hrp перiодичних функцiй

з кiлькома змiнними у просторах Lq(πd), у випадках не розглянутих ранiше

спiввiдношень мiж параметрами p, q та r.

• Встановити точнi за порядком оцiнки величин найкращих M – членних триго-

нометричних наближень класiв Brp,θ у просторi Lq(πd), а також точнi порядки

найкращих бiлiнiйних наближень класiв функцiй з 2d змiнними, елементи яких

породженi функцiями з d змiнними iз класiв Brp,θ за допомогою зсувiв аргу-

менту.

• Знайти оцiнки величин найкращих бiлiнiйних наближень на класах

Нiкольського–Бєсова Brp,θ у функцiональних просторах Lq(π2d) з мiшаною

нормою ‖·‖q, q = (q1, . . . , qm). На основi вiдомої теореми, що пов’язує величину

бiлiнiйного наближення функцiй f(x;y), x,y ∈ Rd з сингулярними числами

iнтегральних операторiв — ядро яких тотожне функцiї f — встановити оцiнки

для сингулярних чисел iнтегральних операторiв з ядрами, що належать класам

Brp,θ.
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• На основi розбиття на класи iнтегралiв типу Кошi, яке базується на вiдомiй

класифiкацiї 2π – перiодичних сумовних на перiодi функцiй дiйсної змiнної,

запровадженої О. I. Степанцем, розвинути запропонований ним новий пiдхiд до

розв’язання задач апроксимацiї функцiй аналiтичних в жорданових областях

Ω комплексної площини C.

• Використавши нову шкалу класiв iнтегралiв типу Кошi, встановити точнi за

порядком оцiнки найкращих наближень (в областi Ω ) за допомогою алгебраї-

чних полiномiв фiксованого степеня вiд функцiй, якi за граничними диферен-

цiальними властивостями займають промiжне положення мiж функцiями, що

аналiтично продовжуються iз областi Ω через її границю i функцiями, ана-

лiтичними в областi Ω i такими, що мають певну гладкiсть на її границi Γ,

яка не описується в термiнах звичайної r–ої похiдної. Знайти порядковi оцiн-

ки n – поперечникiв за Колмогоровим зазначених класiв у заданих просторах

аналiтичних в Ω функцiй (зокрема, у просторах неперервних на Ω функцiй

та у просторах Смiрнова Ep(Ω) ).

• На базi вiдомих просторiв LGγdyad функцiй з однiєю змiнною, визначених на то-

рi T, запровадити нову функцiональну шкалу, так званих, двiйкових просторiв

Бєсова dyadB0,γ
p,θ компактно вкладених у простори expLν — експоненцiальнi

простори Орлiча, що надiленi нормою Люксембурга. Вивчити властивостi (у

тому числi, — апроксимацiйнi) введених просторiв з точки зору оцiнок колмо-

горовських поперечникiв та ентропiйних чисел у просторах expLν одиничних

куль dyadB0,γ
p,θ .

• Знайти точнi за порядком оцiнки наближення класiв згорток сумовних фун-

кцiй з кратним ядром Пуассона за допомогою тригонометричних полiномiв зi

спектром в многогранних областях, а також — оцiнки колмогоровських попере-

чникiв таких класiв в просторах 2π – перiодичних по кожнiй змiннiй функцiй i

сумовних в степенi q на кубi [0, 2π]d.

• Дослiдити апроксимацiйнi можливостi по вiдношенню до вiдомих класiв W r
p

гладких функцiй, визначених на одиничнiй сферi Sd−1 простору Rd,
скiнченно–вимiрних многовидiв, що складаються iз сферичних гармонiк, рацiо-

нальних функцiй чи сплайнiв з вiльними вузлами. Результати подати в термiнах

асимптотичних оцiнок одного типу неперервних нелiнiйних поперечникiв.
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Методи дослiдження. Використовуються класичнi методи теорiї лiнiйної та не-

лiнiйної апроксимацiй функцiй з однiєю та кiлькома дiйсними змiнними, методи ви-

вчення граничних властивостей iнтегралiв типу Кошi, а також впроваджуються новi

пiдходи щодо наближення функцiй, визначених на одиничному кубi Id та функцiй

аналiтичних в жорданових областях комплексної площини C.
Наукова новизна одержаних результатiв.

Результати роботи, що виносяться на захист, є новими i полягають у такому:

1) Визначено кратну базисну систему Хаара Hd функцiй, заданих на кубi

Id := [0, 1]d простору Rd, d ≥ 2, вiдмiнну вiд класичної тензорної системи Хаара

Hd i таку, що володiє багатьма властивостями, якими надiлена вiдома одновимiрна

базисна система H. Систему Hd застосовано до опису iзотропних просторiв Бєсова

та просторiв Гельдера в термiнах умов на коефiцiєнти Фур’є–Хаара елементiв цих

просторiв, а також до конструктивної характеристики функцiй iз просторiв Гель-

дера. Встановленi точнi за порядком оцiнки верхнiх меж найкращих n – членних

наближень за базисом Hd у просторах Лебега Lq(Id) для функцiй, якi належать

одиничним кулям просторiв Бєсова та Гельдера. Вказано практичний алгоритм по-

будови екстремальних n – членних агрегатiв.

2) У термiнах порядкових оцiнок величин n – членних проективних наближень

за системою Фабера–Шаудера охарактеризовано iзотропнi класи Бєсова SBα
p,θ фун-

кцiй, визначених на кубi Id.

3) Встановлено точнi за порядком оцiнки тригонометричних та ортопроекцiйних

поперечникiв класiв Бєсова Brp,θ та Нiкольського Hrp перiодичних функцiй з кiль-

кома змiнними у просторi Lq(πd), за певних умов щодо параметрiв p, q та r.

4) Встановлено точнi за порядком оцiнки величин найкращих M – членних триго-

нометричних наближень класiв Brp,θ у просторi Lq(πd), а також порядковi значення

найкращих бiлiнiйних наближень класiв функцiй з 2d змiнними, елементи яких

породженi функцiями з d змiнними iз класiв Brp,θ за допомогою зсувiв аргументу.

5) Знайдено оцiнки величин найкращих бiлiнiйних наближень на класах

Нiкольського–Бєсова Brp,θ у функцiональних просторах Lq(π2d) з мiшаною нор-

мою ‖ · ‖q. Користуючись результатом, розв’язано задачу про оцiнки сингулярних

чисел iнтегральних операторiв з ядрами, що належать класам Brp,θ.

6) У просторах функцiй, аналiтичних в жорданових областях Ω комплексної

площини C, на базi нової класифiкацiї iнтегралiв типу Кошi встановлено точнi за
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порядком оцiнки вiдхилень часткових сум рядiв Фабера вiд функцiй, якi володiють

певними граничними властивостями, що не описуються в термiнах звичайної r–

ої похiдної. Знайдено точнi за порядком оцiнки величин найкращих наближень (на

замиканнi Ω областi Ω ) класiв таких функцiй за допомогою алгебраїчних полiномiв

фiксованого степеня, а також — порядковi оцiнки n – поперечникiв за Колмогоровим

зазначених класiв у певних просторах аналiтичних в Ω функцiй.

7) Дослiджено властивостi вiдомих p –фаберових операторiв i обернених до них,

щодо функцiй, якi є аналiтичними в однозв’язних областях Ω ⊂ C зi спрямлю-

вальною границею Γ i належать просторам Смiрнова Ep(Ω). Встановлено оцiнки

наближення класiв таких функцiй за допомогою скiнченно–вимiрних пiдпросторiв

простору Eq(Ω).

8) На базi вiдомих просторiв LGγdyad функцiй з однiєю змiнною визначених на

торi T = R�Z, запроваджено нову функцiональну шкалу так званих двiйкових

просторiв Бєсова dyadB0,γ
p,θ компактно вкладених у простори expLν — експонен-

цiальнi простори Орлiча, що надiленi нормою Люксембурга. Встановленi точнi за

порядком оцiнки колмогоровських поперечникiв та ентропiйних чисел у просторах

expLν одиничних куль dyadB0,γ
p,θ .

9) Знайдено точнi за порядком оцiнки наближення у просторах Лебега Lq(Td)
класiв згорток з кратним ядром Пуассона сумовних на торi Td = Rd�(2πZ)d

функцiй, за допомогою тригонометричних полiномiв зi спектром у многогранних

областях. Встановлено слабко асимтотичнi значення колмогоровських поперечникiв

таких класiв у просторах Lq(Td).

10) У термiнах асимптотичних оцiнок нелiнiйних поперечникiв з’ясованi апрокси-

мацiйнi можливостi скiнченно–вимiрних многовидiв стосовно класiв W r
p гладких

функцiй, визначених на одиничнiй сферi Sd−1 простору Rd.
Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота мiстить

математичнi дослiдження, що мають теоретичний характер, а її результати в зна-

чнiй мiрi доповнюють важливi роздiли сучасної теорiї функцiй та функцiонального

аналiзу. Деякi iз результатiв можуть знайти практичне застосування у певних галу-

зях науки i технiки, що обумовлює перспективу розвитку окреслених дисертацiєю

дослiджень.

Особистий внесок здобувача. Визначення теми дослiджень та її основних на-

прямiв належать науковому консультанту, професору А.С. Романюку. Результати

дисертацiйної роботи, опублiкованi у 17-ти статтях за одноосiбного авторства здобу-
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вача та в 6-ти — у спiвавторствi. З результатiв статтi [68], опублiкованої у спiвав-

торствi з В.В. Савчуком, до дисертацiї включенi лише тi, що належать здобувачу. У

результатах, що опублiкованi в статтях у спiвавторствi з А.С. Романюком [107–111],

вклад авторiв є рiвноцiнним.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи доповiдалися на:

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї, присвяченiй 100-рiччю з дня народження

Є. Ремеза, м. Рiвне, 19–24 червня 1996 року;

— Математичнiй школi ”Ряди Фур’є: теорiя i застосування”, м. Кам’янець-

Подiльський, 1997 р.;

— Мiжнароднiй конференцiї з теорiї наближення та її застосувань, присвяченої

пам’ятi В.К. Дзядика, Київ, 26–31 травня 1999 року;

— International conference dedicated to M.A. Lavrentyev on the occasion of his bi-

rthday centenary, Kiev, 31 october – 3 november 2000;

— Українському математичному конгресi, Секцiя 10 ”Теорiя наближень та гармо-

нiчний аналiз”, Київ, 19–23 серпня 2001 року;

— Международной конференции ”Функциональные пространства, теория прибли-

жений, нелинейный анализ”, посвященной столетию С.М. Никольского, Москва, 23–

29 мая 2005 г.;

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Математичний аналiз i диференцiальнi рiв-

няння та їх застосування”, Ужгород, 18–23 вересня 2006 року;

— Международной научной конференции ”Современные проблемы математики,

механики, информатики”, Россия, Тула, 19–23 ноября 2007 г.;

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Диференцiальнi рiвняння, теорiя функцiй

та їх застосування” з нагоди 70-рiччя з дня народження академiка А.М. Самойленка,

Мелiтополь, 16–21 червня 2008 року;

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Функцiональнi методи в теорiї апроксима-

цiї та теорiї операторiв”, присвяченiй пам’ятi В.К. Дзядика (1919–1998), Волинська

область, Україна, 22–26 серпня 2009 року;

— Українському математичному конгресi – 2009 (до 100-рiччя вiд дня народження

Миколи М. Боголюбова), Київ, Iнститут математики НАН України, 27–29 серпня

2009 року;

— International Conference ”Mathematical Analysis, Differential Equations and Appli-

cations”, September 15–20, 2010, Sunny Beach, Bulgaria;

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Теорiя наближень i її застосування”, при-
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свяченiй пам’ятi М.П. Корнєйчука (1920–2003), Днiпропетровськ, 14–17 червня 2010

року;

— Международной конференции ”Теория приближений”, посвященной 90-летию

С.Б. Стечкина, Москва, Россия, 23-26 августа 2010 г.;

— International Conference in Modern Analysis, June 20–23, 2011, Donetsk, Ukraine;

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Теорiя наближення функцiй та її застосу-

вання”, присвяченiй 70-рiччю з дня народження члена-кореспондента НАН України,

професора О. I. Степанця (1942-2007), Кам’янець-Подiльський, 28 травня – 3 червня

2012 року;

— International Conference ”Mathematical Analysis, Differential Equations and their

Applications”, September 04–09, 2012, Mersin-Turkey;

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Боголюбовськi читання DIF-2013”, з нагоди

75-рiччя з дня народження академiка А.М. Самойленка, Севастополь, 23–30 червня

2013 року;

— IV Мiжнароднiй Ганськiй конференцiї, Чернiвцi, 30 червня – 5 липня 2014 року;

— Third Conference ”Mathematics for Life Sciences”, Rivne, September 15–19, 2015;

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Теорiя наближень i її застосування”, з на-

годи 75-рiччя В.П. Моторного, Днiпропетровськ, 8–11 жовтня 2015 року;

— семiнарах вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН України (керiв-

ники семiнару: чл.-кор. НАН України О. I. Степанець, доктор фiз.-мат. наук, проф.

А. С. Романюк);

— засiданнях Вченої ради Iнституту математики НАН України;

— мiжвузiвському семiнарi з теорiї функцiй у Днiпропетровському нацiональному

унiверситетi iм. О. Гончара, 14 червня 2017 року (керiвник семiнару – чл.кор. НАН

України В.П. Моторний)

— Львiвському мiському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй у Львiвському на-

цiональному унiверситетi iм. Iвана Франка, 28 вересня 2017 року (керiвник семiнару

– доктор фiз.-мат. наук, проф. О.Б. Скаскiв);

— семiнарi ”Сучасний аналiз” у Київському нацiональному унiверситетi iменi Та-

раса Шевченка, 25 жовтня 2017 року (керiвники семiнару: проф. I.О. Шевчук, проф.

О.О. Курченко, проф. В.М. Радченко);

— семiнарi кафедри математичного аналiзу Iнституту математики, економiки i

механiки Одеського нацiонального унiверситету iм. I. I. Мечникова, 27 жовтня 2017

року, (керiвник семiнару – доктор фiз.-мат. наук, проф. А.О. Кореновський);
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— Київському семiнарi з функцiонального аналiзу в Iнститутi математики НАН

України, 1 листопада 2017 року (керiвники семiнару: академiк НАН України

Ю.М. Березанський, академiк НАН України Ю.С. Самойленко, чл.кор. НАН Укра-

їни А.Н. Кочубей).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у фахових наукових ви-

даннях, що входять до перелiку ВАК України, у роботах [62–79, 107–111]. З них 6 —

у спiвавторствi i 17 — одноосiбно.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi списку основних

позначень та означень, вступу, п’яти роздiлiв з висновками, додатку та списку вико-

ристаних джерел, що мiстить 208 найменувань. Повний обсяг роботи становить 347

сторiнок друкованого тексту.



Роздiл 1

IСТОРИЧНI ВIДОМОСТI ТА
ГОЛОВНI РЕЗУЛЬТАТИ

У даному роздiлi подано стислий огляд вмiсту основної частини дисертацiйної роботи

з формулюванням головних результатiв, якi супроводжуються вiдповiдними коментаря-

ми.

Другий роздiл присвячений лiнiйнiй та нелiнiйнiй апроксимацiї iндивiдуальних

функцiй i класiв функцiй в просторах Лебега Lq(Id).
Нагадаємо, через Lq(Id), 1 ≤ q < ∞, позначається банахiв простiр функцiй

ϕ : Id → R вимiрних i сумовних в степенi q на Id, з нормою

‖ϕ‖Lq(Id) = ‖ϕ‖q :=

(∫
Id

|ϕ(x)|qdx

) 1
q

,

де x = (x1, . . . , xd) — елемент евклiдового простору Rd. L∞(Id) — простiр функцiй

ϕ вимiрних та iстотно обмежених на Id, з нормою

‖ϕ‖L∞(Id) = ‖ϕ‖∞ := ess sup
x∈Id

|ϕ(x)|.

Iнодi замiсть Lq(Id) вживаємо скорочене позначення Lq.

Дамо означення характеристик гладкостi функцiй, що належать просторам

Lp(Id). Нехай 1 ≤ p <∞. Означимо p – iнтегральний модуль неперервностi функцiї

ϕ ∈ Lp:

ω(ϕ, t)p := sup
0≤τi≤t<1

(∫
Idτ

|ϕ(x+ τ )− ϕ(x)|pdx

) 1
p

,

де τ = (τ1, . . . , τd) ∈ Rd+, Idτ :=
d∏
i=1

[0, 1− τi].

35
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Також, покладемо

ω(ϕ, t)∞ := sup
0≤τi≤t<1

ess sup
x∈Idτ

|ϕ(x+ τ )− ϕ(x)|

для ϕ ∈ L∞.

Поряд з p – iнтегральним модулем неперервностi будемо використовувати iнший,

означений у такий спосiб. Продовжимо функцiю ϕ ∈ Lp, задану на [0, 1)d на весь

Rd перiодично за кожною змiнною. Нову 1 – перiодичну функцiю позначимо через

ϕ0 i покладемо

ω∗(ϕ, t)p := sup
06τi<t61

‖∆τϕ
0‖p,

де ∆τ (ϕ0,x) = ϕ0(x+ τ )− ϕ0(x), x ∈ Rd.
Зрозумiло, що ω(ϕ, t)p 6 ω∗(ϕ, t)p, причому, як показано П.Л. Ульяновим, навiть

у випадку d = 1 цi модулi неперервностi можуть вiдрiзнятися за порядком при

t→ +0.

В 1909 роцi А. Хааром ( A. Haar) [180] була побудована ортонормована на вiдрiзку

[0, 1] повна в просторi L1([0, 1]) система функцiй (hn(x))∞n=0, x ∈ [0, 1], ряди

Фур’є за якою для неперервних функцiй збiгаються до них рiвномiрно на [0, 1]. Така

система має надзвичайно просту структуру i складається iз кусково-сталих функцiй

на iнтервалах двiйкового розбиття вiдрiзка [0, 1]. Нагадаємо означення цiєї системи

в тих позначеннях, якi зручнi нам у подальшому викладi.

Позначимо через Dj , j = 1, 2, . . ., множину двiйкових iнтервалiв j – го рiвня

вiдрiзка I := [0, 1] :

Dj =
{
Isj : s = 0, 1, . . . , 2j−1 − 1

}
,

де Isj = (s2−j+1, (s+ 1)2−j+1). Також покладемо I0
0 := I i D0 = {I0

0}.
Визначимо функцiї Хаара, поклавши

HI0
0
(t) = 1, t ∈ I,

i для j = 1, 2, . . . , s = 0, 1, . . . , 2j−1 − 1

HIsj (t) =


|Isj |−1/2, t ∈

(
s2−j+1, (s+ 1

2)2−j+1
)
,

−|Isj |−1/2, t ∈
(
(s+ 1

2)2−j+1, (s+ 1)2−j+1
)
,

0, t ∈ I \ Isj ,

де |Isj | = 2−j+1 — довжина iнтервалу Isj , а Isj — його замикання.
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У всiх внутрiшнiх (по вiдношенню до вiдрiзка I ) точках розриву функцiї HIsj (·) по-

кладаються рiвними половинi суми їх граничних значень злiва i справа, а в кiнцевих

точках вiдрiзка [0, 1] — їх граничним значенням зсередини вiдрiзка.

Система H = {HI0
0
}
⋃
{HIsj } j=1,2,...

s=0,1,...,2j−1−1

називається базисною системою Хаара.

Упорядкуємо систему H у такий спосiб. Покладемо h0(t) = 1, t ∈ I0
0 i для

0 ≤ s < 2j−1, j = 1, 2, . . ., — h2j−1+s(t) = hsj(t) = HIsj (t). Отриману послiдовнiсть

(hn)∞n=0 позначимо через H.

У 1928 роцi Й. Шаудер (J. Chauder) [160] показав, що система H = (hn)∞n=0 є

базисом в просторах Лебега Lq([0, 1]), 1 ≤ q <∞.

На початку пiдроздiлу 2.1 (див. пункт 2.1.3) означаються функцiональнi базиснi

системи Hd
0, Hd

0, Hd та Hd у просторах Lp([0, 1]d), 1 ≤ p ≤ ∞. Спершу дається

означення кратної базисної системи Хаара Hd
0 функцiй, заданих на одиничному кубi

Id, d ≥ 2. Отже, позначимо через Qj :=
⊗d

i=1Dj , j = 1, 2, . . . множину кубiв I

двiйкового розбиття куба Id об’ємом |I| = 2(−j+1)d, тобто

Qj =

{
Ilj =

d∏
i=1

I lij : l = (l1, . . . , ld), 0 6 li < 2j−1, i = 1, d

}
,

а через Q :=
⋃∞
j=1Qj — множину всiх кубiв двiйкового розбиття Id. Покладемо

Hd
0 := {HId} ∪ {HI}I∈Q,

де функцiя

HId(x) = 1, x ∈ Id,

i для j ∈ N та I ∈ Qj (тобто I =
∏d

i=1 I
si
j )

HI(x1, . . . , xd) =
∏
i∈E

HI
si
j

(xi)×
∏
i∈T\E

|HI
si
j

(xi)|,

де E — довiльна непорожня пiдмножина множини T := {1, 2, . . . , d}, в тому числi,

допускається E = T i в цьому випадку множник
∏

i∈T\E замiнюється одиницею.

Функцiї системи Hd
0, d > 2, можна ”занумерувати” також векторами (то-

чками) множини Zd+, яка є об’єднанням неперетинних пiдмножин Z0,d := Y0,d та

Zj,d := Yj,d \ Yj−1,d, j ∈ N, де

Y0,d = {0} = {(0, 0, . . . , 0)} ⊂ Zd+,

Yj,d =
{
k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd+ : 0 6 ki < 2j , i = 1, d

}
, j = 1, 2, . . .
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Отже, означимо систему функцiй з d змiнними

Hd
0 = {hk̄}k̄∈Zd+ :=

∞⋃
j=0

{hk̄}k̄∈Zj,d ,

поклавши h0 =
⊗d

i=1 h0 i hk̄ =
⊗

i∈E hki⊗
⊗

i∈T\E |h2j−1+ki | для k ∈ Zj,d, j ∈ N, де
E = {i ∈ T : 2j−1 6 ki < 2j}, причому, якщо E = T, то покладаємо hk̄ =

⊗
i∈T hki .

Зрозумiло, що Hd
0 = Hd

0, тобто множини {hk̄}k̄∈Zd+ i Hd
0 тотожнi. Бiльш того, мiж

iндексацiєю двiйковими кубами iз Qj функцiй множини Hd
0 i iндексацiєю векторами

iз Zj,d функцiй множини Hd
0 встановлюється взаємно однозначна вiдповiднiсть так,

що {hI}I∈Qj = {hk̄}k̄∈Zj,d , j = 1, 2, . . ..

Упорядкуємо вектори k = (k1, . . . , kd) множини Zd+, розмiстивши їх у виглядi по-

слiдовностi k
(1)
, k

(2)
, . . . , k

(m)
, . . . так, що k

(1)
= (0, 0, . . . , 0) ∈ Zd+ i для i = 2, 3, . . .

max
{
k

(i)
j : j = 1, d

}
6 max

{
k

(i+1)
j : j = 1, d

}
.

Вiдповiдну такому упорядкуванню послiдовнiсть
(
hk̄(i)

)∞
i=1

функцiй системи Hd
0

позначимо через Hd. Нарештi, занумерувавши функцiї системи Hd згiдно з вiдпо-

вiднiстю k
(i) → i, пишемо Hd = (hi)

∞
i=1.

Далi, у пiдроздiлi 2.1 встановлено властивостi кратної базисної системи фун-

кцiй Hd = (hn)∞n=1, d ≥ 2 у просторах Лебега Lp([0, 1]d), 1 ≤ p ≤ ∞, аналогiчнi

властивостям одновимiрного базису Хаара H. Зокрема, доведено, що система Hd є

базисом Шаудера в просторах Lp([0, 1]d) при 1 ≤ p <∞.

Головним твердженням, що стосується системи Hd
0 в пiдроздiлi 2.1 є подана

нижче теорема 2.1.1.

Визначимо оператори Rj : L1(Id) −→Wj , де Wj := span{hk : k ∈ Zj,d}, j ∈ Z+,

формулою Rjf(x) =
∑

k∈Zj,d
(f ;hk)hk(x), f ∈ L1(Id).

Теорема 2.1.1. Для будь-якої функцiї f ∈ Lp(Id), 1 ≤ p ≤ ∞ справедливий насту-

пний Фур’є–Хаара розклад в ряд

f(x) =

∞∑
j=0

Rjf(x),

що збiгається в просторi Lp(Id). Послiдовнiсть Hd = (hi)
∞
i=1 є базисом Шаудера в

Lp(Id), 1 ≤ p <∞.

У пiдроздiлi 2.2 основним об’єктом дослiдження є класи Гельдера Hα
p функцiй,

визначених на одиничному кубi Id простору Rd. Дамо означення цих класiв.
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Отже, для 0 < α 6 1 i 1 6 p 6∞ визначимо множини

Hα
p (M) = Lip(α, p,M) :=

{
f ∈ Lp : ω(f, t)p ≤Mtα

}
, M > 0

i

Hα
p = Lip(α, p) :=

⋃
M>0

Hα
p (M).

Лiнiйний простiр Hα
p надiлимо нормою ‖ · ‖Hα

p
:

‖f‖Hα
p

= ‖f‖p + sup
t>0

t−αω(f, t)p.

Простiр Hα
p зi скiнченною нормою ‖ · ‖Hα

p
є банаховим при всiх 1 ≤ p ≤ ∞ i

називається простором Гельдера-Лiпшиця (при 0 < α < 1 — простором Гельдера).

Отже, у пунктi 2.2.1 в термiнах найкращих полiномiальних наближень за кра-

тним базисом Хаара отримана конструктивна характеристика класiв Гельдера Hα
p

за обмеження 0 < α < 1
p ≤ 1. А саме, доведено, що при 1 6 p < ∞ i 0 < α < 1

p

твердження f ∈ Hα
p i EVn(f)p � 2−nα рiвносильнi. Тут EVn(f)p найкраще

наближення функцiї f елементами пiдпростору Vn :=
⋃n
j=0Wj :

EVn(f)p := inf
ck∈R
‖f −

∑
k∈Yn,d

ckhk‖p.

Виявляється, що обмеження на параметр α — iстотне. У випадку d = 1 це було

з’ясовано Б. I. Голубовим [24]. Якщо α = 1
p , то оцiнка EVn(f)p � 2−nα для f ∈ Lp

вже не обов’язково тягне за собою належнiсть функцiї f простору Hα
p , однак

все ж є гарантiєю певної гладкостi функцiї f , що описується в термiнах модулiв

неперервностi ω(f, t)p та ω∗(f, t)p. Це вiдображено в теоремi 2.2.3 iз пункту 2.2.2,

в яку з метою завершенностi занесено i результат у випадку 0 < α < 1
p .

Отже, покладемо

lip(α, p) :=
{
f ∈ Lp : ω(f, t)p = o(tα), t→ +0

}
.

Якщо в означеннi множини lip(α, p) замiсть ω(f, t)p використовується ω∗(f, t)p,

то вживаємо позначення lip∗(α, p).

Теорема 2.2.3. Нехай 1 6 p <∞. Тодi

(a) якщо 0 < α < 1
p 6 1, то EVn(f)p � 2−nα рiвносильне f ∈ Lip(α, p);

(б) якщо 0 < 1
p < α 6 1, то iз EVn(f)p � 2−nα випливає f ∈ Lip(1

p , p), але

необов’язково f ∈ lip(1
p , p), а отже i необов’язково f ∈ lip∗(1

p , p);
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(в) якщо 0 < α = 1
p 6 1, то iз EVn(f)p � 2−

n
p випливає ω(f, δ)p = O(δ

1
p | ln δ|),

але необов’язково ω∗(f, δ)p = o(δ
1
p | ln δ|), δ → +0.

В пунктi 2.2.3 з використанням кратних систем Хаара також встановленi тео-

реми вкладення в шкалi просторiв Лебега i спiввiдношення, що пов’язують величини

найкращих наближень у вiдповiдних просторах (теореми 2.2.4 та 2.2.5). Точнiше, да-

ється вiдповiдь на питання щодо достатнiх умов на значення величин E∗n(f)p, якi

гарантують iмплiкацiю f ∈ Lp(Id)⇒ f ∈ Lq(Id) при 1 ≤ p < q ≤ ∞ i вiдповiдну

їй оцiнку E∗n(f)q через E∗n(f)p. Через E∗n(f)p позначається вiдхилення функцiї

f ∈ Lp(Id) вiд лiнiйної оболонки n перших функцiй базису Hd = (hi)
∞
i=1 .

У пiдроздiлi 2.3 встановлено еквiвалентне представлення норм в просторах

Гельдера Hα
p та Бєсова Bα

p, θ в термiнах коефiцiєнтiв у розкладах їх елементiв

за кратним базисом Хаара, або за системою Hd0.

Спочатку сформулюємо твердження щодо опису класiв Hα
p (M) опосередковано

через коефiцiєнти Фур’є-Хаара їх елементiв.

Теорема 2.3.1. Якщо f ∈ Hα
p (M), 0 < α ≤ 1, 1 ≤ p <∞, M > 0, то iснує така

додатна стала C, яка не залежить вiд f , що для будь-якого j ∈ N( ∑
k∈Zj,d

|(f, hk)|
p

) 1
p

≤ C 2−j(α+ d
2
− d
p
). (1.1)

Навпаки, якщо при 1 ≤ p < ∞ i 0 < α < 1
p при всiх j = 1, 2, . . . виконується

нерiвнiсть (1.1) з деякою сталою C, то f ∈ Hα
p .

А тепер, твердження щодо еквiвалентного представлення пiвнорми | · |Hα
p

для

функцiй iз Hα
p . Фактично воно охоплене теоремою 2.3.1.

Теорема 2.3.2. Нехай 1 ≤ p <∞ i 0 < α < 1
p . Тодi для кожної функцiї f ∈ Hα

p ,

f 6= const

|f |Hα
p

f
� sup

j
2j(α+ d

2
− d
p
)

( ∑
k∈Zj,d

|(f, hk|
p

) 1
p

.

Аналогiчне до теореми 2.3.2 твердження має мiсце i для функцiй, що належать

вiдомим просторам Бєсова Bα
p, θ функцiй, визначених на Id. Нагадаємо означення

цих просторiв.

Для заданих параметрiв α, p, θ, 0 < α < 1 i 1 ≤ p, θ <∞, нормований

простiр Bα
p, θ — це множина функцiй ϕ, що задовольняють умови:

(i) ϕ ∈ Lp(Id);
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(ii) ‖ϕ‖(α)
p,θ := ‖ϕ‖p + |ϕ|(α)

p,θ <∞,

де пiвнорма |ϕ|αp,θ визначається формулою

|ϕ|(α)
p,θ :=

[ 1∫
0

(
ω(ϕ; t)p
tα

)θ
dt

t

]1/θ

.

Bα
p, θ — сепарабельний банахiв простiр для будь-якої трiйки параметрiв α, p, θ:

0 < α < 1, 1 ≤ p, θ < ∞. Зазначимо, що при α > d
p простiр Bα

p, θ є пiдпростором

банахового простору C(Id) , неперервних на Id функцiй, з рiвномiрною метрикою.

Теорема 2.3.3. Нехай 1 ≤ p, θ <∞ i 0 < α < 1
p . Тодi для f ∈ Bα

p, θ, f 6= const,

|f |(α)
p, θ �

( ∞∑
j=0

[
2j(α−

d
p
+ d

2
)
( ∑
k∈Zj,d

|bk|
p
) 1
p

]θ) 1
θ

,

де bk = (f, hk) :=
∫
Id
f(x)hk(x) dx, k ∈ Zd+, — коефiцiєнти Фур’є–Хаара функцiї f .

У пiдроздiлi 2.4 встановленi точнi за порядком оцiнки найкращих m – членних

наближень за базисом Hd в просторах Лебега Lq(Id) для функцiй, що належать до

одиничних куль просторiв Гельдера i Бєсова. Вказано практично здiйсненний алго-

ритм побудови екстремальних (в розумiннi точних за порядком оцiнок наближень)

нелiнiйних m – членних агрегатiв.

Спочатку дамо означення апроксимацiйних характеристик у вiдповiдностi до кра-

тних базисних систем Хаара. Отже, для функцiї f ∈ Lp(Id), 1 ≤ p ≤ ∞ означимо

величину σm(f ;Hd
0;Lp) (скорочено: σm(f)p ) найкращого m – членного, m ∈ N,

наближення функцiї f за системою Хаара Hd
0 = {hk}k∈Zd+ :

σm(f)p = σm(f ; Hd
0; Lp(Id)) = inf

Λ⊂Zd+
]Λ=m

inf
ck∈R

‖f −
∑
k∈Λ

ckhk‖p.

Покладемо для F ⊂ Lp(Id)

σm(F )p = σm(F ; Hd; Lp(Id)) := sup
f∈F

σm(f)p.

Далi, для функцiї f ∈ Lp(Id), 1 ≤ p ≤ ∞ i системи Hd ≡ Hd
0 визначимо

Gpm(f ; Hd
0)(x) :=

∑
k∈Λmax

f

(f, hk)hk(x), x ∈ Id,
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де множина Λmax
f ⊂ Zd+ залежить вiд функцiї f i визначається так, що ]Λmax

f = m

i

min{‖(f, hk)hk‖p, k ∈ Λmax
f } ≥ max{‖(f, hk)hk‖p, k ∈ Z

d
+ \ Λmax

f } .

Множина Λmax
f при фiксованому m визначається у такий спосiб неоднозначно,

проте це не є iстотним у подальшому викладi.

Агрегати Gpm(f ; Hd
0)(x) називаються p – грiдi апроксимантами для f .

У додачу до σm(f)p означимо величину

gm(f)p = gm(f,Hd
0, Lp(Id)) := inf

Λmax
f ⊂Zd+

]Λmax
f =m

‖f −
∑

k∈Λmax
f

(f, hk)hk‖p,

i покладемо

gm(F )p = gm(F ; Hd; Lp(Id)) := sup
f∈F

gm(f)p.

для F ⊂ Lp(Id). При m = 0 вважаємо, що g0(f ; Hd;Lp(Id)) := ‖f‖p.
Важливим для визначення послiдовностi дiй при встановленнi оцiнок величин

σm(SHα
p )q та σm(SBα

p, θ)q є таке твердження.

Теорема 2.4.1. Нехай 1 < p < ∞. Тодi для будь-якої функцiї g ∈ Lp(Id)
справедливе спiввiдношення

gm(g; Hd; Lp(Id)) � σm(g; Hd; Lp(Id)).

Тепер викладемо результати, що увiйшли до пункту 2.4.3, i стосуються оцi-

нок величин σm(SHα
p )q та σm(SBα

p, θ)q. Але, спочатку про мотивацiю вiдповiдних

дослiджень.

Позначимо через SHα
p одиничну кулю у просторi Hα

p .

Iз результатiв пункту 2.2.1, чи iз теореми 2.2.3, випливає, що при 0 < α < 1
p ≤ 1

sup
f∈SHα

p

EVn(f)p � 2−nα.

Цiлком природним є запитання: чи покращується за порядком оцiнка лiвої частини

останньої нерiвностi, якщо в ролi наближаючих агрегатiв замiсть лiнiйного простору

Vn використати множину всеможливих лiнiйних комбiнацiй довiльних m елементiв

системи Hd0 (або, що теж саме, базису Hd ) з m = dimVn = 2nd, адаптуючи вибiр

цих m елементiв найкращим чином до кожної функцiї f ∈ SHα
p ? Вiдповiдь на
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це запитання мiститься в теоремi 2.4.3, але головним результатом даного пiдроздiлу

є теорема 2.4.2.

Зазначимо, що Б.С. Кашин довiв [35]: якщо для r = 0, 1, . . . i α ∈ (0, 1]

Hr,α :=

{
f : ‖f‖C([0,1]) + ‖f (r)‖C([0,1]) ≤ 1,

|f (r)(x)− f (r)(y)|
|x− y|α

≤ 1, x, y ∈ [0, 1]

}
,

де f (r) — r –та похiдна функцiї f , f (0) ≡ f , то знайдеться така додатна стала

c = c(r, α), що для m = 1, 2, . . . i для будь-якої повної ортонормованої в L2([0, 1])

системи Φ = (ϕn(x))∞n=1 справедлива нерiвнiсть

σm(Hr,α; Φ; L2([0, 1])) ≥ m−(r+α) .

Отже, позначимо через SBα
p, θ одиничну кулю у просторi Bα

p, θ, а через D —

область допустимих значень параметрiв d, p, q i α :

D =

{
(d, p, q, α) : d ∈ N, 1 ≤ p <∞, 1 < q <∞,

(
d

p
− d

q

)
+

< α <
1

p

}
.

Наголосимо, ключову роль у встановленнi точних за порядком значень як величин

σm(SHα
p )q , так i σm(SBα

p, θ)q вiдiграють результати пiдроздiлу 2.3.

Теорема 2.4.2. Нехай (d, p, q, α) ∈ D i 1 ≤ θ <∞. Тодi

σm(SBα
p, θ)q � gm(SBα

p, θ)q � m−
α
d .

Теорема 2.4.3. Нехай (d, p, q, α) ∈ D. Тодi

σm(SHα
p )q � gm(SHα

p )q � m−
α
d .

У коментарях до теореми 2.4.2 вказано на переваги базису Хаара Hd у нелiнiйнiй

апроксимацiї певних функцiональних класiв (зокрема, — класiв Бєсова) у порiвняннi

з тригонометричним базисом T d = {e2πi(k,x)}k∈Zd .
У пiдроздiлi 2.5, беручи за основу розклад функцiї f ∈ Lp(Id) в ряд Фур’є–

Хаара за базисом Hd, запроваджена нова шкала просторiв BΛ
θ (Lp) ⊂ Lp(Id). Вивченi

елементарнi властивостi таких просторiв та встановленi оцiнки нелiнiйного набли-

ження вказаного типу для одиничних куль у цих просторах. Додамо, що просто-

ри BΛ
θ (Lp), — як лiнiйнi пiдпростори Lp(Id), — надiленi вказаною нормою ‖f‖Λp,θ,
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f ∈ BΛ
θ (Lp). Ця норма задається за допомогою функцiонального параметра Λ i чи-

слового параметра θ у виглядi виразiв, що мiстять величини ‖(f, hi)hi‖p, i = 0, 1, . . .,

i певним чином характеризує функцiї f ∈ BΛ
θ (Lp) ступенем спадання до нуля цих

величин.

Сформулюємо основний результат iз пiдроздiлу 2.5.

Теорема 2.5.1. Нехай 1 ≤ p, θ ≤ ∞, 1 < q <∞ i Λ ∈ ∆
(1)
2 (p, q, θ, d). Тодi

σm(SBΛ
θ (Lp); Hd; Lq(Id)) � gm(SBΛ

θ (Lp); Hd; Lq(Id)) �

� Λ−1(m
1
d )m

(
1
p
− 1
θ

)
+ .

У пiдроздiлi 2.6 запроваджено нову характеристику нелiнiйної апроксимацiї еле-

ментiв нормованого простору X — величину n – членного проективного наближен-

ня за довiльною базисною системою Φ ⊂X . Встановленi точнi за порядком оцiнки

таких величин для функцiй, визначених на d – вимiрному кубi, якi належать класам

Бєсова, iз використанням у ролi апроксимуючої системи — кратної базисної системи

Фабера–Шаудера.

Нехай X — банахiв простiр з нормою ‖ · ‖X , а Φ = {ϕk}∞k=1 ⊂X — базис Шау-

дера у просторi X , тобто для будь-якого ϕ ∈X iснує єдина числова послiдовнiсть

(ak)
∞
k=1 така, що ϕ =

∞∑
k=1

akϕk (ряд збiгається за нормою ‖ · ‖X ).

Для кожного ϕ ∈ X позначимо через Mn(ϕ; Φ) множину всiх лiнiйних (вiдносно

системи Φ ) комбiнацiй вигляду πQ(ϕ) =
∑
k∈Q

akϕk, де Q — довiльна множина нату-

ральних чисел, #Q=n (покладаємо такожM0(ϕ; Φ) = {0}) i ak, k ∈ Q— коефiцiєнти

з розкладу ϕ за базисом Φ.

Назвемо n – членну апроксимацiю довiльного елемента ϕ ∈X за допомогою еле-

ментiв сiмейства Mn(ϕ; Φ) n – членним проективним наближенням ϕ за системою

Φ i означимо вiдповiдну такому наближенню величину

epr
n (ϕ; Φ; X ) := inf

u∈Mn(ϕ;Φ)
‖ϕ− u‖X .

Покладемо

epr
n (W ; Φ; X ) := sup

ϕ∈W
epr
n (ϕ; Φ; X ),

якщо W — довiльна пiдмножина в X .
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Зважаючи на те, що Φ — базис, зауважимо, множина span Φ — щiльна в X ,

тобто для довiльного елемента ϕ ∈ X : epr
n (ϕ; Φ; X )→ 0 при n → ∞. Виникає

задача щодо швидкостi прямування до нуля послiдовностi epr
n (W ; Φ; X ).

Метою пiдроздiлу 2.6 є встановлення порядкових оцiнок величин epr
n (W ; Φ; X )

за наступних вихiдних даних:

X = Lq(Id), 1 ≤ q ≤ ∞;

W = SBα
p,θ — одинична куля у просторi Бєсова Bα

p,θ, 0 < α < 1, 1 ≤ p, θ <∞;

Φ — так званий, ”дiамантовий” базис у просторi C(Id) неперервних на Id функцiй.

Визначимо сiмейство Φ ([161]). Вихiдною є функцiя ψ(t) = max{0, 1−|t|}, t ∈ R.
Позначимо через D множину всiх ”двiйкових” точок вiдрiзка I : D =

⋃
k≥0

Dk, де

D0 = {0; 1}, Dk =

{
2j − 1

2k
, j = 1, . . . , 2k−1

}
. Означимо спочатку сiмейство функцiй

Фабера–Шаудера з носiями на I у такий спосiб:

Φτ (t) = ψ(2k(t− τ)) для τ ∈ Dk, k = 0, 1, 2, . . . .

Тепер позначимо C0 := D0, Ck = Ck−1

⋃
Dk. Тодi Cdk = Cdk−1

⋃
Dk,d, де

D0,d = Dd
0 =

d∏
j=1

D0,

Dk,d =
{
τ̄ = (τ1, . . . , τd) ∈ Cdk : (∃i : τi ∈ Dk)

}
, k ∈ N

i покладемо для t̄ = (t1, . . . , td) ∈ Id

φτ̄ (t̄) =

d∏
j=1

ψ(2k(tj − τj)), τ̄ ∈ Dk,d, k = 0, 1, 2, . . . .

Систему Φ = {φτ̄ : τ̄ ∈ Dd} називають ”дiамантовим”, або мультиафiнним базисом

i, якщо вона упорядкована так, що φτ̄ з τ̄ ∈ Dk,d передує φτ̄ з τ̄ ∈ Dk+1,d,

то ця система (послiдовнiсть) є базисом Шаудера у банаховому просторi C(Id)
неперервних на Id функцiй вiдносно рiвномiрної на Id збiжностi [161]. Тобто, для

кожної функцiї f ∈ C(Id) iснує однозначно визначене сiмейство Φ∗ = {bτ̄ : τ̄ ∈
Dk,d, k = 0, 1, 2, . . .} таких дiйсних чисел, що

f =

∞∑
k=0

∑
τ̄∈Dk,d

bτ̄φτ̄ .
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Коефiцiєнти bτ̄ = bτ̄ (f) є лiнiйними функцiоналами вiд f i bτ̄ (φτ̄ ′) = δτ̄ τ̄ ′ , тобто

системи Φ i Φ∗ — бiортогональнi. Система Φ∗ визначається явно через систему

Φ (див. [195]).

Головним результатом пiдроздiлу 2.6 є таке твердження.

Теорема 2.6.1. Нехай d ∈ N, 1 < p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ θ < ∞, d
p < α < 1.

Тодi

epr
n (SBα

p,θ; Φ;Lq) � n−
α
d .

Третiй роздiл присвячений лiнiйнiй та нелiнiйнiй апроксимацiї класiв перiоди-

чних гладких функцiй з d змiнними у просторах Лебега Lq(πd).

Через Lp(πm), 1 ≤ p ≤ ∞ позначається простiр вимiрних 2π – перiодичних за

кожною змiнною функцiй f(x) = f(x1, . . . , xm) зi скiнченною нормою

‖f‖p =

(
(2π)−m

∫
πm

|f(x)|pdx
) 1

p

, 1 ≤ p <∞,

‖f‖∞ = ess sup
x∈Rm

|f(x)|, p =∞.

Тут πm :=
m∏
j=1

[0, 2π) = {x ∈ Rm : xj ∈ [0, 2π), j = 1,m}.

Упiдроздiлi 3.1 отриманi точнi за порядком оцiнки тригонометричних та орто-

проекцiйних поперечникiв класiв Бєсова B r
p, θ та Нiкольського H r

p перiодичних

функцiй декiлькох змiнних в просторi Lq(πd) при певних спiввiдношеннях мiж па-

раметрами p та q.

Спочатку означимо простори та класи функцiй.

Повний модуль гладкостi k – го порядку ( k ∈ N ) функцiї f ∈ Lp(πd) позначимо

ωk(f, t)p i означимо формулою

ωk(f, t)p := sup
|h|≤t

‖ ∆k
hf ‖p,

де |h| — евклiдова норма вектора h; ∆k
hf(x) =

k∑
l=0

(−1)l+kC l
kf(x + lh) — кратна

рiзниця порядку k функцiї f(x) в точцi x з кроком h ∈ Rd, C lk = k!
l!(k−l)! —

бiномiальнi коефiцiєнти.
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Кажуть, що функцiя f ∈ Lp(πd), 1 ≤ p ≤ ∞, належить простору Br
p,θ,

1 ≤ θ ≤ ∞, r > 0, якщо скiнченна iї пiвнорма

|f |Brp,θ :=


(∞∫

0

(t−rωk(f, t)p)
θ dt
t

) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞,

sup
t>0

ωk(f, t)t
−r, θ =∞,

у припущеннi, k > r.

Норму на лiнiйних просторах Br
p,θ задамо формулою: ‖f‖Brp,θ = ‖f‖p + |f |Brp,θ .

Далi, через Brp,θ позначається одинична куля в просторi Br
p,θ, тобто

Brp,θ := {f ∈ Lp(πd) : ‖f‖Brp,θ ≤ 1}.

Простори Br
p,θ введенi О.В. Бєсовим [7] i Br

p,∞ ≡ H r
p , де H r

p — простори Нiколь-

ського [56].

У 1974 роцi Р.С. Iсмагiловим [33] введена наступна апроксимацiйна характери-

стика. Нехай F ⊂ Lq(πd) — деякий функцiональний клас. Тригонометричний m –

поперечник класу F в просторi Lq(πd) (позначається dTm(F ;Lq) ) визначається

формулою

dTm(F ;Lq) = inf
Λ⊂Zd
]Λ=m

sup
f∈F

inf
ck∈C

∥∥∥∥f(·)−
∑
k∈Λ

cke
i(k,·)

∥∥∥∥
q

.

Встановлення оцiнок знизу для поперечникiв dTm(Brp,θ;Lq) передбачає використа-

ння результатiв щодо оцiнок однiєї iз характеристик нелiнiйної апроксимацiї, а саме

величини em(Brp,θ)q . Означимо її.

Для F ⊂ Lq(πd), 1 ≤ q ≤ ∞, покладемо

em(F )q := sup
f∈F

inf
Λ⊂Zd
]Λ=m

inf
ck∈C

∥∥∥∥f(·)−
∑
k∈Λ

cke
i(k,·)

∥∥∥∥
q

Величину em(F )q називають найкращим m – членним тригонометричним набли-

женням класу F в просторi Lq(πd).

Очевидно, em(F )q ≤ dTm(F ;Lq).

Тепер сформулюємо основний результат iз пункту 3.1.3.

Теорема 3.1.1. Нехай 1 ≤ p < 2 ≤ q < p
p−1 , r > d, 1 ≤ θ ≤ ∞. Тодi

dTm(B r
p, θ;Lq) � m−

r
d
+ 1
p
− 1

2 .
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Зазначимо наступне. З доведення теореми 3.1.1 випливає, що порядковi значення

поперечника dTm(Brp,θ;Lq), 1 ≤ p < 2 < q < p
p−1 не досягаються при наближеннi

класу Brp,θ за допомогою пiдпростору тригонометричних полiномiв з ”номерами”

гармонiк iз певної фiксованої множини P ⊂ Zd.
Якщо ж 1 ≤ p ≤ q ≤ 2, або 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, то як випливає з iнших результа-

тiв цього роздiлу, — пiдпростiр тригонометричних полiномiв з ”номерами” гармонiк

з множини P вже є екстремальним (в сенсi порядкових оцiнок) для поперечникiв

dTm(B r
p,θ;Lq). Окрiм того, в цих випадках, а також i у випадку теореми 3.1.1 справ-

джується спiввiдношення

dTm(B r
p,θ;Lq) � em(B r

p,θ)q.

Питання щодо порядкових значень поперечникiв dTm(B r
p,θ;Lq) у випадках

2 ≤ p < q ≤ ∞ i 1 < p < 2, p′ < q ≤ ∞, ймовiрно, дотепер залишається без

вiдповiдi.

Перейдемо до висвiтлення результатiв iз пункту 3.1.4. Вони стосуються оцiнок

ортопроекцiйних поперечникiв класiв Brp,θ у просторi Lq(πd). Спочатку означимо

величини, якi є основними об’єктами дослiдження.

Нехай {ui}mi=1 — ортонормована в просторi L2(πd) система функцiй ui ∈ L∞(πd).

Кожнiй функцiї f ∈ Lq(πd), 1 ≤ q ≤ ∞ поставимо у вiдповiднiсть апроксимацiйний

агрегат вигляду
m∑
i=1

(f, ui)ui(·), тобто ортогональну проекцiю функцiї f на пiдпро-

стiр, породжений системою функцiй {ui}mi=1. Тут (f, ui) = (2π)−d
∫
πd

f(x)ui(x)dx.

Для F ⊂ Lq(πd) величина

d⊥m(F ;Lq) = inf
{ui}mi=1⊂L∞(πd)

sup
f∈F
‖f −

m∑
i=1

(f, ui)ui‖q

називається ортопроекцiйним поперечником класу F в просторi Lq(πd).

Поперечник d⊥m(F ;Lq) введений у 1982 роцi В.М. Темляковим [144].

Дослiдження поперечникiв d⊥m(Br
p,θ;Lq) спираються на оцiнки величин dBm(F ;Lq),

F = B r
p,θ, також запроваджених В.М. Темляковим [144]. Вони означаються насту-

пною формулою:

dBm(F ;Lq) := inf
G∈Lm(B)q

sup
f∈F∩D(G)

‖f(·)−Gf(·)‖q.

Тут через Lm(B)q позначена множина лiнiйних операторiв G, що пiдпорядкованi

умовам:
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а) область визначення D(G) цих операторiв мiстить всi тригонометричнi полi-

номи, а область значень належить пiдпростору вимiрностi m в Lq(πd);

б) для числа B, B ≥ 1 i для будь-якого вектора k = (k1, . . . , kd) виконується

нерiвнiсть ‖Gei(k,x)‖2 ≤ B.

Легко бачити, що величини d⊥m(F ;Lq) та dBm(F ;Lq) пов’язанi нерiвнiстю

dBm(F ;Lq) ≤ d⊥m(F ;Lq).

Тепер сформулюємо основнi результати пункту 3.1.4.

Теорема 3.1.2 Нехай 1 ≤ p < q < ∞, r > d(1
p −

1
q ). Тодi при 1 ≤ θ ≤ ∞

справедливе спiввiдношення

dBm(B r
p, θ;Lq) � d⊥m(B r

p, θ;Lq) � m−
r
d
+ 1
p
− 1
q .

Зауважимо, що при оцiнюваннi знизу величин dBm(Brp,θ;Lq) використовується ме-

тод, що застосовувався В. М. Темляковим при встановленнi оцiнок величин dBm(F ;Lq)

для iнших функцiональних класiв F (див., наприклад, [135, 142, 144]). Суть цього

методу полягає у побудовi функцiй, що належать класам Brp,θ i ”погано” апро-

ксимуються за допомогою операторiв G. Окрiм зазначених робiт, ортопроекцiйнi

поперечники класiв функцiй як однiєї так i декiлькох змiнних вивчались також в

роботах [3,22, 23], 105].

Зазначимо, що на пiдставi оцiнок в теоремах 3.1.1 та 3.1.2 можна записати

dTm(B r
p,θ;Lq) � d⊥m(B r

p,θ;Lq)m
1
q
− 1

2

при r > d, 1 ≤ p < 2 ≤ q < p
p−1 i 1 ≤ θ ≤ ∞.

Наступне твердження за змiстом аналогiчне теоремi 3.1.2. Вiдмiннiсть лише в

обмеженнях, що стосуються значень параметрiв p та q .

Теорема 3.1.3. Нехай 1 ≤ θ ≤ ∞, r > 0 i 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, а також (p, q) 6∈
{(1, 1), (∞,∞)}. Тодi

dBm(B r
p, θ;Lq) � d⊥m(B r

p, θ;Lq) � m−
r
d .

У завершальнiй частинi пункту 3.1.4 встановлено порядковi значення величин

dBm(Brp,θ;Lp) при p = 1 i p =∞.

Теорема 3.1.4. Нехай r > 0, 1 ≤ θ ≤ ∞. Тодi при p = 1 чи p =∞

dBm(B r
p, θ;Lp) � m−

r
d .
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Порядковi значення величин d⊥m(B r
p,θ;Lp) у випадку d ≥ 2 при p = 1 чи p = ∞ i

1 ≤ θ <∞, ймовiрно, залишаються невiдомими.

Для класiв Hr
p точнi за порядком оцiнки величин d⊥m(H r

p ;Lp), p = 1,∞ для

всiх вимiрностей d ≥ 1 встановленi в [3]. Стосовно класiв Brp,θ, 1 ≤ θ < ∞ в

одновимiрному випадку (d = 1), в роботi [105] доведене спiввiдношення

d⊥m(B r
1,θ;L1) � m−r, r > 0, 1 ≤ θ <∞.

Спiвставимо одержанi оцiнки ортопроекцiйних поперечникiв d⊥m(Brp,θ;Lq) з оцiн-

ками апроксимацiйних характеристик e⊥m(F )q для класiв F = Brp,θ, якi дослiдженi

в [106]. Отже, покладемо

e⊥m(F )q := sup
f∈F

inf
Λ⊂Zd
]Λ=m

∥∥∥∥f(·)−
∑
k∈Λ

f̂ke
i(k,·)

∥∥∥∥
q

.

Величина e⊥m(F )q називається найкращим ортогональним m – членним тригоно-

метричним наближенням класу F в просторi Lq(πd).

Спiввставивши результати теорем 3.1.1 та 3.1.2 з оцiнками величин e⊥m(B r
p, θ)q

[106, теорема 1], можна стверджувати, що при 1 ≤ p, θ ≤ ∞, 1 ≤ q < ∞, (p, q) 6=
(1, 1) та r > d(1

p −
1
q )

+
справедливе спiввiдношення

d⊥M (Brp, θ, Lq) � e⊥m(Brp, θ)q � m
− r
d
+( 1

p
− 1
q
)
+ .

У пiдроздiлi 3.2 дослiджено деякi класичнi характеристики нелiнiйної апрокси-

мацiї (в сенсi встановлення їх точних за порядком оцiнок) на рiзного типу класах

Нiкольського та Бєсова перiодичних функцiй з декiлькома змiнними . Зокрема, тут

встановленi точнi за порядком оцiнки величин найкращих M – членних тригономе-

тричних наближень та ортогональних тригонометричних наближень анiзотропних

класiв Бєсова Br∞, θ у просторi Lq. Знайденi також порядковi значення найкращих

бiлiнiйних наближень класiв функцiй з 2d змiнними, що породженi функцiями з d

змiнними iз класiв Brp, θ за допомогою зсувiв аргументу.

Викладенi тут результати, з одного боку, доповнюють оцiнки вiдповiдних вели-

чин, якi встановленi в [97, 98], а з другого, — використовуються при оцiнюваннi зверху

величин найкращих бiлiнiйних наближень функцiй iз класiв Brp, θ.
У точцi t = (t1, . . . , tm) ∈ Rm+ визначимо ωl(f, t)p := sup

|hi|≤ti
‖∆l

hf‖p — повний

мiшаний p –модуль гладкостi порядку l функцiї f . Тут для h = (h1, . . . , hm) ∈ Rm

i l ∈ N через

∆l
hf(x) := ∆l

hm . . .∆
l
h1
f(x1, . . . , xm)
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позначено мiшану l – у рiзницю функцiї f з кроком hj за змiнною xj , j = 1,m, а

∆l
hj
f(x) =

l∑
k=0

(−1)k+lCkl f(x1, . . . , xj + khj , . . . , xm).

Кажемо, що функцiя f ∈ Lp(πm), 1 ≤ p ≤ ∞ належить простору Brp,θ,

1 ≤ θ ≤ ∞, r = (r1, . . . , rm), rj > 0, j = 1,m, якщо скiнченна iї пiвнорма

|f |Brp,θ :=


(∫
πm

(
m∏
j=1

t
−rj
j ωl(f, t)p

)θ m∏
j=1

dtj
tj

) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞,

sup
tj>0

m∏
j=1

t
−rj
j ωl(f, t)p , θ =∞,

де l > max{ri, i = 1,m}.
Норму на лiнiйних просторах Brp,θ задамо формулою ‖f‖Brp,θ = ‖f‖p + |f |Brp,θ . Про-

стори Brp,θ, з одного боку, є узагальненнями вiдомих iзотропних просторiв Бєсова

[7] (у випадку θ = ∞ — просторiв Нiкольського [56], а з iншого — належать шкалi

просторiв SB мiшаної гладкостi, введених Т. I. Амановим в [2].

У коментарях до отриманих результатiв мова йде i про вiдповiднi результати на

класах Wr
p,α. Їх означення мiститься у пiдроздiлi 3.2.

Вважаємо, що координати вектора r = (r1, . . . , rm), як параметра в означених

просторах i класах, впорядкованi так, що 0 < r1 = r2 = . . . = rν < rν+1 ≤ . . . ≤ rm.

Через Brp,θ позначимо одиничну кулю в просторi Brp,θ.

У пунктi 3.2.2 доведено таке твердження.

Теорема 3.2.1. Нехай 1 < q < ∞, r1 > 0. Тодi при 1 ≤ θ ≤ ∞ справедливi

спiввiдношення

eM (B r∞,θ)q � e⊥M (B r∞,θ)q �M−r1(logν−1M)(r1+ 1
2
− 1
θ
)+ ,

де a+ = max{a; 0}.
Величини e⊥M (F )q у випадках, коли F = Wr

p,α, Hrp чи F = Brp, θ вивчались

в роботах [99, 100]. Зазначимо, що у випадку θ = ∞, тобто для класiв Hr∞, оцiнки

знизу величин eM (Hr∞)q, а отже, i величин e⊥M (Hr∞)q, встановленi в [37].

Наступне твердження доповнює результат теореми 3.2.1 у випадку q = 1, але з

певними обмеженнями щодо значень параметра r1.

Теорема 3.2.2. Нехай 1 ≤ θ < 2, 0 < r1 <
1
θ −

1
2 . Тодi справджується спiввiдно-

шення

eM (Br∞,θ)1 � e⊥M (Br∞,θ)1 �M−r1 .
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Порядковi значення величин eM (F )1 та e⊥M (F )1, де F — класи Wr
∞,α чи Hr∞, в

багатовимiрному випадку, тобто при d ≥ 2, ймовiрно, ще не встановленi.

Наближення функцiй декiлькох змiнних лiнiйними комбiнацiями добуткiв двох

функцiй з меншим числом змiнних називають бiлiнiйними. Одними з найбiльш ва-

жливих характеристик таких наближень є величини τM (f)q1,q2 для iндивiдуальної

функцiї f i τM (F )q1,q2 для класу функцiй F . Наведемо означення цих величин.

Нехай Lq1,q2(π2d), d ∈ N, — множина функцiй f(x,y), x,y ∈ Rd, 2π –

перiодичних за кожною iз 2d змiнних зi скiнченною нормою ‖f(x,y)‖q1,q2 :=

‖‖f(·,y)‖q1‖q2 , де в правiй частинi норма функцiї f(x,y) обчислюється спочатку в

просторi Lq1(πd), 1 ≤ q1 ≤ ∞, як функцiї зi змiнною x ∈ Rd (при фiксованому

y ∈ Rd), а потiм вiд результату, як функцiї зi змiнною y ∈ Rd в просторi Lq2(πd),

1 ≤ q2 ≤ ∞.

Для f ∈ Lq1,q2(π2d) означимо величину найкращого бiлiнiйного наближення

порядку M (M ∈ N) формулою

τM (f)q1,q2 := inf
uj(·),vj(·)

‖f(x,y)−
M∑
j=1

uj(x)vj(y)‖q1,q2 ,

де uj ∈ Lq1(πd), vj ∈ Lq2(πd), j = 1,M . При M = 0 вважаємо, що τ0(f(x,y))q1,q2 :=

‖f(x,y)‖q1,q2. Для F ⊂ Lq1,q2(π2d) покладемо

τM (F )q1,q2 := sup
f∈F

τM (f)q1,q2 .

У випадку, коли q1 = q2 = q замiсть τM (f)q1,q2 i τM (F )q1,q2 пишемо вiдповiдно

τM (f)q i τM (F )q.

Дослiдженню величин τM (F )q1,q2 для деяких класiв перiодичних функцiй багатьох

змiнних присвяченi роботи В.Н. Темлякова [135, 138–141], А.С. Романюка [100] та

роботи у спiвавторствi А.С. Романюка та В.С. Романюка [108–111, 192].

Ймовiрно перший результат, що має дотик до найкращих бiлiнiйних наближень,

був отриманий Е. Шмiдтом [197] ще у 1907 роцi в дослiдженнях, пов’язаних з iнте-

гральними рiвняннями. Iнтерес в отриманнi оцiнок величин τM (F )q1,q2 для рiзнома-

нiтних класiв F зумовлений як їх застосуванням до розв’язання задач теорiї функцiй

та функцiонального аналiзу, так, власне, i важливiстю того мiсця в нелiнiйнiй апро-

ксимацiї, яке займають бiлiнiйнi наближення.
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У пунктi 3.2.4 знайденi точнi за порядком оцiнки величин найкращих бiлiнiй-

них наближень класiв функцiй 2d змiнних, що породженi функцiями d змiнних iз

класiв Brp, θ за допомогою зсувiв аргументу.

У випадку коли в означеннi τM (f)q1,q2 функцiя f(x;y) з 2d змiнними x ∈ Rd,
y ∈ Rd, пов’язана з деякою функцiєю d змiнних g(t), t ∈ Rd так, що f(x;y) =

g(x−y), кажемо, що функцiя f породжується функцiєю g i замiсть τM (f)q1,q2 пишемо

τM (fg)q1,q2 , або τM (g(x − y))q1,q2 . Якщо F ⊂ L1(πd) — деякий клас функцiй d

змiнних, то покладемо τ∗M (F )q1,q2 := sup
g∈F

τM (fg)q1,q2 .

Зазначимо, Р.С. Iсмагiлов [33] встановив зв’язок мiж величинами τM (fg)2,∞ i

поперечниками за Колмогоровим класу F , якому належить функцiя g. Дослiджен-

ню величин τ∗M (F )q1,q2 у випадках, коли F = Wr
p, α чи F = Hrp , присвяченi роботи

В.М.Темлякова [139, 142, 143] (див. також [135]), а в [100] встановлена слабка асим-

птотика величин τ∗M (F )q1,q2 у випадку F = Brp,θ при значеннях параметрiв p, θ, r, q1, q2

вiдмiнних вiд тих, що задiянi в результатах даного пiдроздiлу, до викладу яких ми i

переходимо.

Отже наступнi результати стосуються порядкових оцiнок величин τ∗M (Brp, θ)q1,q2 ,
при певних значеннях параметрiв p, θ, r i q1, q2.

Теорема 3.2.3. Нехай 1 < q1 ≤ 2, 1 ≤ q2 ≤ ∞ i 1 ≤ θ ≤ ∞, 1− 1
q1
< r1 ≤ 1− 2

q1
+ 1

θ .

Тодi

τ∗M (Br1,θ)q1,q2 �M−r1+1−1/q1 .

Зауважимо, що порядковi значення величин τ∗M (F )q1,q2 у випадках, коли F = Wr
1, α

чи F = Hr1 , а 1 < q1 ≤ 2, 1 ≤ q2 ≤ ∞, r1 > 1− 1
q1
, ймовiрно, ще не встановленi.

Теорема 3.2.4. Нехай 2 ≤ q1 <∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞ i 1 ≤ θ ≤ ∞, r1 > 0. Тодi

τ∗M (Br∞,θ)q1,q2 �M−r1(logν−1M)(r1+ 1
2
− 1
θ
)+ .

Наслiдок 3.2.1. Нехай 2 ≤ q1 <∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞ i r1 > 0. Тодi

τ∗M (Hr∞)q1,q2 �M−r1(logν−1M)r1+ 1
2 .

Зазначимо, що цей результат доповнює оцiнки величин бiлiнiйних наближень класiв

Hrp , якi отриманi В. М. Темляковим (див. [135, с. 100]). Щодо порядкових значень

величин τM (Wr
∞, α)q1,q2 , то вони, ймовiрно, ще не встановленi.
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Отриманi у пунктi 3.2.4 результати тiсно пов’язанi з вiдомими результатами,

що стосуються оцiнок колмогоровських поперечникiв деяких класiв функцiй. Пока-

жемо це.

Отже, нехай F — деякий функцiональний клас i f фiксована функцiя iз F .

Позначимо через Ff множину, що складається iз функцiй вигляду f(x − y), що

утворюються iз f(x) за допомогою зсувiв її аргументу x ∈ Rd на довiльний вектор

y ∈ πd. В такому випадку має мiсце рiвнiсть (див., наприклад, [135, с. 85])

τM (f(x− y))q1,∞ = dM (Ff , Lq1). (1.2)

Таким чином, якщо клас F є iнварiантним вiдносно зсуву аргументу функцiй, то

згiдно з (1.2) можна стверджувати, що значення величини τM (f(x− y))q1,∞ може

слугувати за оцiнку знизу для колмогоровського поперечника dM (F,Lq1) i в певних

випадках ця оцiнка є для нього точною за порядком.

Порiвнюючи з огляду на такий факт результат теореми 3.2.4 з оцiнкою колмогоров-

ського поперечника dM (Br1, θ;Lq1), встановленою А. С. Романюком [100, теорема 1.1],

можна дiйти висновку, що при 1− 1
q1
< r1 ≤ 1− 2

q1
+ 1

θ , 1 < q1 ≤ 2

τ∗M (Br1, θ)q1,∞ � dM (Br1, θ;Lq1)(logν−1M)
−r1+1− 1

q1 ,

а спiвставивши результат наслiдку 3.2.1 при q2 =∞ з вiдповiдною оцiнкою колмо-

горовського поперечника dM (Hr∞; Lq1), одержаною В. М. Темляковим [142], можна

записати

τ∗M (Hr∞)q1,∞ � dM (Hr∞;Lq1).

Дещо iншою є ситуацiя на класах Br∞, θ, 1 ≤ θ < ∞. Iнформацiя стосовно цього

мiститься у вiдповiдних коментарях в пунктi 3.2.4.

В наступному твердженнi iз пункту 3.2.4 встановленi точнi за порядком зна-

чення найкращих бiлiнiйних наближень функцiй з двома змiнними з класiв Brp, θ,
1 ≤ p ≤ ∞, r = (r1, r1), r1 > 0 у просторi Lq, q(π2), 1 ≤ q ≤ ∞, який, очевидно, в

такому випадку тотожнiй простору Lq(π2).

Теорема 3.2.5. Нехай Brp, θ ⊂ Lp(π2). Тодi при 1 ≤ θ < ∞ справджуються

спiввiдношення

τM (Brp, θ)q �


M−2r1+ 1

p
− 1
q , 1 ≤ p ≤ q ≤ 2, r1 >

1
p −

1
q ,

M−2r1 , 2 ≤ p ≤ q ≤ ∞, r1 >
1
2 ,

M−2r1+ 1
p
− 1

2 , 1 ≤ p < 2 < q ≤ ∞, r1 >
1
p .
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У завершальнiй частинi пункту 3.2.4 ( теорема 3.2.6) встановленi точнi за поряд-

ком оцiнки величин найкращих бiлiнiйних наближень функцiй з двома змiнними,

що належать анiзотропним класам Brp,θ (означення див. нижче). Тут r = (r1, r2),

p = (p1, p2), а θ числовий параметр.

У пiдроздiлi 3.3 знайденi точнi за порядком оцiнки величин найкращих бiлiнiй-

них наближень на iзотропних класах Нiкольського–Бєсова в функцiональних про-

сторах Lq(π2d).

Сформулюємо основний результат даного пiдроздiлу.

Теорема 3.3.1. Нехай 1 ≤ θ ≤ ∞. Мають мiсце спiввiдношення

τM (B r
p, θ)q �


M−

r
d
+ 1
p
− 1
q , 1 ≤ p ≤ q ≤ 2, r > 2d(1

p −
1
q ),

M−
r
d , 2 ≤ p ≤ q ≤ ∞, r > d,

M−
r
d , 2 ≤ q ≤ p ≤ ∞, r > 0,

M−
r
d
+ 1
p
− 1

2 , 1 ≤ p < 2 < q ≤ ∞, r > 2d
p .

У пiдроздiлi 3.4 отриманi оцiнки зверху для величин найкращих бiлiнiйних на-

ближень у просторах Лебега перiодичних функцiй багатьох змiнних, що належать

класам типу Бєсова Brp, θ. Показано, що в окремих випадках цi оцiнки є точними за

порядком.

У пiдроздiлi 3.5 знайденi точнi за порядком оцiнки величин найкращих бiлiнiй-

них наближень на класах Нiкольського–Бєсова Brp,θ у функцiональних просторах

Lq(π2d). На базi цих дослiджень розв’язано задачу про оцiнки сингулярних чисел

iнтегральних операторiв з ядрами, що належать класам Brp,θ.
При p = (p1, . . . , pm) через Lp(πm) позначимо множину функцiй f(z), z ∈ Rm,

2π – перiодичних за кожною iз змiнних, зi скiнченними стандартними мiшаними нор-

мами ‖ · ‖p при 1 ≤ pj <∞, j = 1,m i ‖ · ‖∞ при pj =∞, j = 1,m.

Зауважимо, що у випадку p1 = p2 = . . . = pm = p простiр Lp(πm) збiгається з

простором Лебега Lp(πm) iз стандартною нормою ‖ · ‖p i ‖f‖p ≡ ‖f‖p.

Розглядаються лише функцiї f ∈ Lp(πm), що пiдпорядкованi умовi
2π∫
0

f(z)dzj = 0,

j = 1,m. Множину таких функцiй позначимо через L0
p(πm).

Нехай Vl(u), u ∈ R — ядро Валлє–Пуссена порядку 2l вигляду

Vl(u) = 1 + 2

l∑
k=1

cos ku+ 2

2l−1∑
k=l+1

(1− k − l
l

) cos ku

(при l = 1 другу суму вважаємо рiвною нулю).
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Вектору s = (s1, . . . , sm), sj ∈ N, j = 1,m, поставимо у вiдповiднiсть полiном

As(z) =

m∏
j=1

(V2sj (zj)− V2sj−1(zj))

i для f ∈ L0
p(πm), 1 ≤ p ≤∞, покладемо

As(f, z) = (f ∗ As)(z),

де, нагадаємо, ∗ — операцiя згортки. Тут, для векторiв a = (a1, . . . , am) та

b = (b1, . . . , bm) нерiвностi типу a ≤ b слiд розумiти як вiдповiднi нерiвностi мiж

їх координатами, тобто ai ≤ bi, i = 1,m.

Кажемо, що функцiя f ∈ L0
p(πm), p = (p1, . . . , pm), 1 ≤ pj ≤ ∞, j = 1,m

належить класу Brp,θ з r = (r1, . . . , rm), rj > 0 i 1 ≤ θ < ∞, якщо виконується

нерiвнiсть ( ∑
s∈Nm

2(s,r)θ ‖As(f, z)‖θp

) 1
θ

≤ 1.

Бiльш детальну iнформацiю щодо класiв Brp,θ, а також iсторiю дослiджень, по-

в’язаних з ними, можна знайти в монографiях [1, 8, 57, 104].

Визначимо величини, до дослiдження яких ми вдаємося у пiдроздiлi 3.5, i дамо

коротку iсторичну довiдку щодо них.

Нехай d ≥ 1 — натуральне число, q = (q1, . . . , q2d), 1 ≤ qj ≤ ∞, j = 1, 2d i

q(1) = (q1, . . . , qd), q(2) = (qd+1, . . . , q2d).

Для функцiї f ∈ L0
q(π2d) з 2d змiнними (x,y), x ∈ Rd, y ∈ Rd i числа

M ∈ N величина

τM (f)q := inf
ui,vi
‖f(x,y)−

M∑
i=1

ui(x)vi(y)‖q,

де ui ∈ Lq(1)(πd), vi ∈ Lq(2)(πd), i = 1,M , називається найкращим бiлiнiйним

наближенням порядку M функцiї f в просторi Lq(π2d).

При M = 0 покладаємо τM (f)q = ‖f‖q. Для множини функцiй F ⊂ L0
q(π2d)

визначимо величину

τM (F )q := sup
f∈F

τM (f)q.

У випадку qj = q, j = 1, 2d, пишемо τM (·)q замiсть τM (·)q.
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Як вже зазначалося, ймовiрно, перший результат стосовно найкращих бiлiнiйних

наближень, був отриманий Е.Шмiдтом [197] ще в 1907 р. в дослiдженнях, пов’язаних

з iнтегральними рiвняннями. Було з’ясовано, що наближення функцiй f(x, y) двох

змiнних (визначених на квадратi [ 0; 1 ]2 = [ 0; 1 ] × [ 0; 1 ]) бiлiнiйними формами в

просторi L2([ 0; 1 ]2) тiсно пов’язано з властивостями iнтегральних операторiв

(Jf g)(y) =

1∫
0

f(x, y)g(x)dx

з ядром f(x, y). Точнiше, в [197] був отриманий розклад

f(x, y) =

∞∑
j=1

sj(Jf )ϕj(x)ψj(y),

де {sj(Jf )}∞j=1 — незростаюча послiдовнiсть сингулярних чисел оператора Jf .

Окрiм того, Е. Шмiдтом була встановлена рiвнiсть

‖f(x, y)−
M∑
j=1

sj(Jf )ϕj(x)ψ(y)‖2 = inf
uj ,vj∈L2([ 0,1 ])

‖f(x, y)−
M∑
j=1

uj(x)vj(y)‖2,

яка свiдчить про зв’язок мiж величинами τM (f)2 для функцiї f i сингулярни-

ми числами sj(Jf ) оператора Jf . На основi такого зв’язку в [197] одержанi оцiн-

ки сингулярних чисел певних iнтегральних операторiв. Схожi дослiдження знайшли

продовження в роботах [14, 15, 59, 165, 200].

Спершу в пiдроздiлi 3.5 ми встановлюємо порядковi по параметру M значення

величин τM (F )q для класу F = Brp,θ при певних значеннях параметра θ i деяких

спiввiдношеннях мiж векторами p = (p1, . . . , p2d), q = (q1, . . . , q2d) i r = (r1, . . . , r2d).

При цьому вихiдною умовою щодо вектора r є умова, що його компоненти прийма-

ють значення rj = ρ1, rd+j = ρ2, j = 1, d, i в такому випадку клас Brp,θ позначаємо
Bρ1, ρ2

p,θ .

Теорема 3.5.1. Нехай 2 ≤ p ≤ ∞, 2 ≤ q <∞ i 2 ≤ θ < ∞. Тодi при

ρi >
1
2 , i = 1, 2 (ρi > 0 при p ≥ q), для класу Bρ1, ρ2

p,θ функцiй з 2d змiнними має

мiсце спiввiдношення

τM (Bρ1, ρ2

p,θ )q �M−ρ1−ρ2 (logd−1M)(ρ1+ρ2+1− 2
θ
).
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Потiм, використавши теорему 3.5.1, встановлено точнi за порядком оцiнки сингу-

лярних чисел iнтегральних операторiв з ядрами, що належать класам Bρ1,ρ2

p,θ .

Теорема 3.5.2. Нехай 2 ≤ p ≤∞, 2 ≤ θ < ∞ i ρi > 0, i = 1, 2. Тодi для класу

Bρ1, ρ2

p,θ функцiй з 2d змiнними має мiсце порядкове спiввiдношення

sup
f∈Bρ1, ρ2p,θ

sM (Jf ) �M−ρ1−ρ2− 1
2 (logd−1M)(ρ1+ρ2+1− 2

θ
).

У четвертому роздiлi з’ясовано апроксимацiйнi властивостi деяких класiв фун-

кцiй, якi є аналiтичними в однозв’язнiй областi Ω ⊂ C, що обмежена замкнутою

спрямлювальною жордановою кривою Γ. Дослiдження полягають у встановленнi

оцiнок наближення таких класiв функцiй в певних функцiональних банахових про-

сторах за допомогою скiнченно-вимiрних пiдпросторiв .

Протягом другої половини минулого столiття в теорiї функцiй комплексної змiн-

ної успiшно створювався i розвивався один iз основних її роздiлiв, що стосується

апроксимацiї на замкнутих множинах комплексної площини функцiй чи класiв фун-

кцiй, що заданi на цих множинах i є аналiтичними в їх внутрiшнiх точках.

Найбiльш вагомi здобутки i результати розвитку цього напрямку досить повно

вiдображенi в класичних монографiях В.К. Дзядика [30], П.М. Тамразова [130],

В.К. Дзядика, В. I. Бiлого i В.В. Андрiєвського [4], В. I. Смiрнова i Н.А. Лєбєдє-

ва [125], Д. Гайєра [20], П.К. Суєтiна [123] та у низцi оглядових статей.

В першу чергу зусиллями цих математикiв, їхнiх шкiл, а також зусиллями їх

послiдовникiв, як вiтчизняних так i закордонних, було створено конструктивну ха-

рактеристику класiв функцiй неперервних на континуумах K з однозв’язним допов-

ненням в C i аналiтичних в int K (внутрiшнiх точках континууму K). Створенi при

цьому методи стали поштовхом до iнтенсивного вивчення апроксимативних власти-

востей iнших класiв аналiтичних функцiй, i не тiльки з точки зору їх апроксимацiї за

допомогою алгебраїчних полiномiв, зокрема за допомогою частинних сум чи лiнiй-

них середнiх їх рядiв Фабера, а i довiльних n – вимiрних пiдпросторiв аналiтичних в

int K функцiй.

Основними об’єктами дослiджень стали функцiональнi класи

Hr
p :=

{
f аналiтична в D : ‖f (r)‖

Hp
≤ 1
}
,

i

Erp(Ω) :=
{
f аналiтична в Ω : ‖f (r)‖

Ep(Ω)
≤ 1
}
, r ∈ N,
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вiдповiдно пiдмножини класичних просторiв Хардi Hp функцiй аналiтичних в крузi

D i просторiв Смирнова Ep(Ω) функцiй аналiтичних в однозв’язних областях Ω.

Найбiльш завершенi результати з апроксимацiї функцiй iз класiв Hr
p i Erp(Ω) по-

в’язанi з iменами математикiв грузинської школи теорiї функцiй (В.М. Кокiлашвiлi,

В.А. Пааташвiлi, Г.А. Хускiвадзе), азербайджанських математикiв (I. I. Iбрагiмов,

Дж. Мамедханов), росiйських математикiв (Л.В. Тайков, Ю.А. Фарков, О. Г. Пар-

фьонов, К.Ю. Осiпєнко, М. I. Стєсiн), українських математикiв (С.Б. Вакарчук,

В.М. Коновалов, I. О. Шевчук, В. I. Бiлий, i В. В. Андрiєвський, В.В. Савчук та iн-

шi). Слiд зауважити, що проблематика наближення функцiй iз класiв Erp(Ω) ще

далека вiд свого завершення. Це обумовлено головним чином тим, що в цьому ви-

падку методи встановлення результатiв потребують, в першу чергу, обгрунтування

нетривiальних властивостей iнтегралiв типу Кошi i особливих iнтегралiв Кошi зi

щiльностями iз функцiональних просторiв Лебега Lp(Γ). В свою чергу, складнiсть

такого обгрунтування iстотно залежна вiд структурних особливостей кривої Γ.

Нехай Ω — однозв’язна область в комплекснiй площинi C, границя якої є замкну-

тою спрямлювальною жордановою кривою (з. с. ж. к.) Γ (iнодi пишемо Γ = ∂Ω),

Ω = Ω ∪ Γ — замикання областi Ω, а Ω− = Ĉ \ Ω — зовнiшнiсть кривої Γ, тобто

доповнення областi Ω до розширеної комплексної площини Ĉ = C ∪ {∞}.
Нехай далi Φ та Ψ — функцiї, що здiйснюють конформний гомеоморфiзм мiж

зовнiшнiстю областi Ω i зовнiшнiстю круга D = {w : |w| ≤ 1}, причому функцiя

Φ задовольняє умови

lim
z→∞

Φ(z)/z = α > 0 i Φ(∞) =∞.

Вiдомо, що вiдображення Φ i Ψ неперервно продовжуються до вiдповiдних границь

i є абсолютно неперервними на них.

В [113] означенi класи LψβN(Γ) функцiй, сумовних на з. с. ж. к. Γ — границi

областi Ω ⊂ C, а також їх аналiтичнi аналоги — класи LψβN(Ω) — множини функцiй,

що зображуються в областi Ω iнтегралами типу Кошi вздовж Γ зi щiльностями iз

LψβN(Γ).

Вихiдним пунктом в цих означеннях стала класифiкацiя 2π – перiодичних су-

мовних на перiодi функцiй, що проведена О. I. Степанцем (див., наприклад, [114]) i

базується на запровадженому ним поняттi (ψ; β) – похiдної.

Конструктивна побудова класiв LψβN(Γ) полягає у встановленнi взаємно одно-

значної вiдповiдностi мiж деякими множинами 2π – перiодичних на R i сумовних на

перiодi функцiй (а точнiше, мiж природною реалiзацiєю цих множин як такою, що
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складається iз функцiй, заданих на колi T = {w : |w| = 1} ) i пiдмножинами фун-

кцiй сумовних на Γ. Цим заздалегiдь передбачається, що класифiкована множина

функцiй f , визначених на Γ, задовольняє умови∫
Γ

|f(ζ)||dζ| =
∫
|w|=1

|f(Ψ(w)||Ψ′(w)||dw| <∞. (1.3)

∫
Γ

|f(ζ)||Φ′(z)||dζ| =
∫
|w|=1

|f(Ψ(w)||dw| <∞. (1.4)

де Ψ′ та Φ′ — похiднi функцiй Ψ та Φ, продовжених неперервним чином вiдповiдно

на T та Γ.

Множину функцiй, якi задовольняють умови (1.3) i (1.4) позначимо через L̃(Γ),

а тих, що задовольняють лише умову (1.3) — через L(Γ).

Якщо f ∈ L̃(Γ), то функцiю F (t) = f(Ψ(eit)) можна розвинути в ряд Фур’є

F (t) ∼
∑
k∈Z

ck(F )eikt, t ∈ R,

де ck(F ) = 1
2π

2π∫
0

F (t)e−iktdt — її коефiцiєнти Фур’є.

Припустимо, що для деякої фiксованої послiдовностi {ψ(k), k ∈ N} додатних дiйсних

чисел i числа β ∈ R ряд ∑
k∈Z, k 6=0

e(iβπ/2)·sgn k ck(F )

ψ(|k|)
eikt, t ∈ R

є рядом Фур’є деякої сумовної 2π – перiодичної функцiї, яку позначимо Fψβ (t). Фун-

кцiя Fψβ називається (ψ; β) – похiдною функцiї F (див. [114]). Функцiю µ(ζ), що

визначена на Γ (яка не обов’язково належить до L(Γ)) таку, що µ(Ψ(eit)) = Fψβ (t)

майже для всiх t ∈ R, назвемо контурною (ψ; β) – похiдною функцiї f(ζ) i позначимо

fψβ (ζ).

Через LψβN(Γ) позначимо пiдмножину функцiй f ∈ L̃(Γ) таких, що fψβ ∈ N(Γ), де

N(Γ) —деяка пiдмножина функцiй визначених на Γ, якi задовольняють умову (1.4).

Вiдштовхуючись вiд такого розбиття на класи множини L̃(Γ), можна класифiкувати

i множини аналiтичних в областi Ω функцiй, якi тим чи iншим чином пов’язанi з

функцiями iз L̃(Γ). В даному випадку така класифiкацiя здiйснюється для множини

функцiй, що задаються iнтегралами типу Кошi вздовж кривої Γ.
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Отже, якщо

Kg(z) :=
1

2πi

∫
Γ

g(ζ)

ζ − z
dζ, z ∈ Ω,

— iнтеграл типу Кошi функцiї g ∈ L(Γ), то визначимо

LψβN(Ω) :=
{
Kf : f ∈ LψβN(Γ)

}
.

Далi, позначимо через L̃q(Γ), 1 < q < ∞, — простiр функцiй ϕ, визначених i

вимiрних на Γ, для яких

‖ϕ‖Γ,q :=

(∫
Γ

|ϕ(z)|q|Φ′(z)||dz|
) 1

q

=

(∫
|w|=1

|f(Ψ(w)|q|dw|
) 1

q

<∞,

Нехай B̃q(Γ) — одинична куля у просторi L̃q(Γ). Покладемо Lψβ,p(Γ) := LψβN(Γ) у

випадку, коли N(Γ) = B̃p(Γ) i вiдповiдно

Lψβ,p(Ω) :=

{
Kf : Kf(z) =

1

2πi

∫
Γ

f(ζ)

ζ − z
dζ, f ∈ Lψβ,p(Γ), z ∈ Ω

}
.

Кожна функцiя, що належить класам LψβN(Ω) має майже всюди на Γ скiченнi

кутовi граничнi значення [158], [166], якi в залежностi вiд структури множини N(Γ) i

обмежень на послiдовнiсть {ψ(k), k ∈ N} як функцiї володiють певними структур-

ними властивостями такими, наприклад, як неперервнiсть, сумовнiсть зi степенем

p за Лебегом, тощо. Це дозволяє ставити задачi щодо наближення функцiй iз кла-

сiв LψβN(Ω) в замкнутiй областi Ω в метрицi, що визначається їх властивостями на

границi Γ .

У пiдроздiлi 4.2 дослiдження стосуються рiвномiрного на Ω наближення фун-

кцiй з класiв Lψβ,p(Ω) у випадку, коли область Ω фаберова.

В роботi [113] за певних обмежень на послiдовнiсть {ψ(k), k ∈ N}, що визначає

клас LψβN(Γ), а точнiше кажучи —на неперервну на додатнiй напiвосi функцiю ψ,

слiдом якої на множинi N є ця послiдовнiсть, одержанi поточковi оцiнки вiдхилень

вiд функцiй з класiв LψβN(Ω) їх часткових сум рядiв Фабера в областi Ω (подiбнi за

типом результати є також в [119]).

Там же (тобто в [113]), у випадку коли область Ω фаберова, а функцiї iз класiв

LψβN(Ω) неперервнi в Ω, знайденi рiвномiрнi на Ω оцiнки їх вiдхилень вiд часткових

сум рядiв Фабера. Цi оцiнки поданi в термiнах апроксимацiйних величин (ψ; β) –

похiдних функцiй, що наближаються, а також — послiдовностi {ψ(k), k ∈ N}.
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Область Ω, обмежену з.с.ж.к. Γ, називають фаберовою, якщо для будь-якої фун-

кцiї g ∈ A(D) справджується нерiвнiсть

sup
z∈Ω

∣∣∣∣ 1

2πi

∫
Γ

g(Φ(ζ))

ζ − z
dζ

∣∣∣∣ ≤ C sup
w∈D
|g(w)|, (1.5)

де C — величина, яка може залежати лише вiд областi Ω.

Множину фаберових областей для яких виконується (1.5) з деякою фiксованою

сталою C, позначимо FC . Також, покладемо F =
⋃
C>0FC .

Послiдовностi {ψ(k), k ∈ N}, якi є основним параметром як в означеннi поня-

ття (ψ; β) – похiдної функцiї так i в самiй класифiкацiї множини L̃(Γ) (точнiше, в

означеннi класiв LψβN(Γ) та їх аналiтичних аналогiв LψβN(Ω) ) є, взагалi кажучи,

довiльними. Будемо вважати, що послiдовностi {ψ(k), k ∈ N} є слiдами на множинi

N опуклих донизу функцiй ψ таких, що lim
v→∞

ψ(v) = 0. Множину таких функцiй

позначимо M.

Структурнi (тобто диференцiальнi чи узагальнено диференцiальнi), а як наслi-

док, i апроксимацiйнi властивостi функцiй iз класiв LψβN(Ω) ) найбiльш суттєво за-

лежать вiд поведiнки функцiй ψ. Це визначає доцiльнiсть розбиття множини M на

пiдмножини за швидкiстю спадання функцiй ψ. До характеризацiї цiєї швидкостi

залучаються певнi функцiї — так званi модулi напiвроспаду µ (див. [114]).

Покладемо

Mc := {ψ ∈M : K1 ≤ µ(ψ; t) ≤ K2, K1, K2 > 0} ;

M0 := {ψ ∈M : 0 ≤ µ(ψ; t) ≤ K, K > 0} ;

M∞ := {ψ ∈M : µ(ψ; t) ↑ ∞, t→∞} ,

де µ(t) = µ(ψ; t) = t/(η(t)− t), η(t) = ψ−1(ψ(t)/2), а ψ−1 — функцiя обернена до ψ;

Mc,∞ := Mc ∪M∞;

В цих означеннях K1, K2 та K — додатнi величини, якi взагалi кажучи, залежать

вiд функцiї ψ.

У рамках запроваджених у пiдроздiлi 4.2 означень, позначимо B̃(Γ) := {f ∈
M̃(Γ) : ‖F̂‖L∞(0,2π) ≤ 1} i розглянемо клас Lψβ B̃(Γ) та вiдповiдний йому клас

Lψβ B̃(Ω) аналiтичних в Ω функцiй.

Справедливе таке твердження.
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Теорема 4.2.2. Нехай Ω ∈ F i ψ ∈Mc,∞ ∩ S, β ∈ R, або ψ ∈M0 ∩ S, β = 0.

Тодi

dn(Lψβ B̃(Ω);A(Ω)) � ψ(n)

У наступних трьох пiдроздiлах четвертого роздiлу у термiнах величин найкра-

щого полiномiального наближення та колмогоровських поперечникiв дослiджуються

апроксимацiйнi властивостi класiв Lψβ,p(Ω) у просторах Ãq(Ω) за рiзноманiтних

обмежень на послiдовнiсть {ψ(k), k ∈ N}. А саме,

а) у пiдроздiлi 4.3 — у випадку, коли природною межею аналiтичностi функцiй

iз LψβN(Ω) є крива Γ — границя областi Ω;

б) пiдроздiлi 4.4 — коли функцiї з LψβN(Ω) аналiтично продовжуються поза Γ

в деяку обмежену область Ω′ ⊃ Ω;

в) пiдроздiлi 4.5 — у випадку, таких обмежень на послiдовнiсть {ψ(k), k ∈ N},
коли класи Lψβ,p(Ω) є множинами, якi в розумiннi оцiнок їх наближення на Ω за

допомогою n – вимiрних пiдпросторiв займають промiжне положення мiж класами

функцiй, що аналiтично продовжуються з областi Ω через її межу i класами фун-

кцiй, якi є аналiтичними в Ω i мають визначену ”середню” ступiнь гладкостi на

межi областi Ω, якщо гладкiсть виражати в термiнах властивостей або звичайних

похiдних або узагальненої (ψ, β) – похiдної функцiї.

Банахiв простiр Ãq(Ω), 1 < q <∞, складається iз аналiтичних в Ω функцiй ϕ, що

мають майже всюди на Γ кутовi граничнi значення ϕ ∈ L̃q(Γ) i ‖ϕ‖
Ãq(Ω)

:= ‖ϕ‖
L̃q(Γ)

.

Припускається, що з.с.ж.к. Γ, яка обмежує область Ω належить множинi RAq. По-

яснимо це.

Нехай ω майже всюди скiнчена, додатна, вимiрна на Γ функцiя — вага на Γ.

Позначимо через Aq(Γ; c), 1 < q <∞, множину вагових функцiй ω на Γ, для яких

sup
z∈Γ

sup
r>0

(
1

µ(θz(r))

∫
θz(r)

|ω(ζ)||dζ|
)(

1

µ(θz(r))

∫
θz(r)

|ω(ζ)|−
1
q−1 |dζ|

)q−1

≤ c,

де θz(r) = {ζ ∈ Γ : |ζ − z| ≤ r}, а µ(A) — мiра Лебега множини A на Γ. Це є

аналог вiдомої умови Маккенхаупта (E. Muckenhoupt) [184] для ваг, визначених на

спрямлювальнiй кривiй Γ (див. [28]). Покладемо Aq(Γ) =
⋃
c>0Aq(Γ; c).

Отже, Γ ∈ RAq, якщо:

i) Γ — регулярна крива, тобто sup
z∈Γ

sup
r>0

µ(θz(r))/r <∞;

ii) |Φ′| ∈ Aq(Γ) при 1 < q <∞.
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Означимо апроксимацiйнi величини, якi дослiджуються у пiдроздiлах 4.3 — 4.5.

Для множини V ⊂ Ãq(Ω) покладемо

En(V )Γ,q := sup
ϕ∈V
‖ρn(ϕ; ·)‖Γ,q

та

En(V )Γ,q := sup
ϕ∈V

En(ϕ)Γ,q.

Тут для функцiї ϕ ∈ Ãq(Ω) через ρn(ϕ; ·) i En(ϕ; ·)Γ,q позначено вiдповiдно

точкове в областi Ω вiдхилення вiд функцiї ϕ частинної суми порядку n ї ї ряду

Фабера та величина найкращого наближення функцiї ϕ за допомогою алгебраїчних

полiномiв степеня не вище n− 1 в просторi Ãq(Ω).

У пiдроздiлi 4.3 за умови, коли Γ ∈ RAq, i за певних обмежень на параметри за

допомогою яких означається клас Lψβ,p(Ω), встановленi точнi за порядком значення

величин En(Lψβ,p(Ω))Γ,q та En(Lψβ,p(Ω))Γ,q (теореми 4.3.3 та 4.3.4).

Теореми 4.3.2–4.3.4 є аналогами вiдповiдних результатiв встановлених О. I. Сте-

панцем [114, роздiл V], про найкращi наближення 2π – перiодичних функцiй з класiв

LψβLp у просторi Lq(0, 2π) за допомогою тригонометричних полiномiв, i у випадку,

коли Γ — одиничне коло, суттєво доповнюють деякi твердження з [131] та [150].

Але основним в пiдроздiлi 4.3 є результат що стосується колмогоровських по-

перечникiв класiв Lψβ,p(Ω). Сформулюємо вiдповiдну теорему, ввiвши спочатку не-

обхiднi означення та позначення.

Через P0,C позначимо певну множину додатних числових послiдовностей

{ψ(k), k ∈ N}, типовим представником якої є послiдовнiсть ψ(k) = kr, r > 0

(повне визначення множини P0,C мiститься у пунктi 4.3.2).

Нехай далi W 0
α, α > 0, позначає множину таких послiдовностей ψ ∈ P0,C , що

послiдовнiсть {ψ(k)kα, k ∈ N} не зростає, тобто W 0
α := P0,C ∩ Iα.

Теорема 4.3.5. Нехай Γ ∈ RAq i ε — довiльне як завгодно мале додатне число.

Тодi

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω)) �



ψ(n)n
1
p
− 1
q , 1 < p ≤ q ≤ 2, ψ ∈ W 0

1/p−1/q

ψ(n)n
1
p
− 1

2 , 1 < p ≤ 2 ≤ q <∞, ψ ∈ W 0
1/p+ε

ψ(n), 2 ≤ p ≤ q <∞, ψ ∈ W 0
0

ψ(n), 1 < q ≤ p <∞, ψ ∈ W 0
1/2+ε.

Ця теорема доповнює i узагальнює один результат С.Б. Вакарчука [16] щодо оцiнок

величин dn(W rEp(Ω);Eq(Ω)), де Eq(Ω) — простiр Смiрнова аналiтичних в Ω фун-
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кцiй, а W rEp(Ω) = {f ∈ Ep(Ω) : ‖f (r)‖Ep ≤ 1}; Ω — область, обмежена кривою γ ,

що належить класу Ляпунова Λ(1).

У пiдроздiлi 4.4 дослiджуються апроксимацiйнi властивостi класiв Lψβ,p(Ω) у

просторах Ãq(Ω) за таких обмежень на послiдовнiсть {ψ(k), k ∈ N}, коли функцiї

з LψβN(Ω) аналiтично продовжуються поза Γ в деяку обмежену область Ω′ ⊃ Ω.

Покладемо

M′
∞ := {ψ ∈ I0 : (∃K > 0 ∀t ≥ 1 : η(t)− t ≤ K)},

де I0 — множина додатних спадних до нуля на [1,∞) функцiй; η(t) = ψ−1(ψ(t)/2),

ψ−1 — функцiя обернена до ψ. Зауважимо, якщо покласти

NR :=
{
ψ ∈M′

∞ : lim
k→∞

ln |ψ(k)|−1/k = R > 1
}

i

N∞ :=
{
ψ ∈M′

∞ : lim
k→∞

ln |ψ(k)|−1/k =∞
}
,

то за умови Γ ∈ RAp, 1 < p <∞ можна показати, що:

i) Lψβ,p(Ω) — множина функцiй, аналiтичних в областi ΩR ⊃ Ω, якi обмеженi

кривою ΓR = {z : |Φ(z)| = R}, якщо Ψ ∈ NR, наприклад, ψ(t) = R−t, R > 1;

ii) Lψβ,p(Ω) — множина цiлих функцiй, якщо ψ ∈ N∞, наприклад, ψ(t) = R−t
r

,

R, r > 1.

Доведено таке твердження.

Теорема 4.4.1. Нехай Ω — область обмежена кривою Γ ∈ RAq, q > 1. Тодi,

якщо ψ ∈M′
∞, β ∈ R, то при 1 < p <∞

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω)) � ψ(n)

Зазначимо, що оцiнки зверху в теоремi 4.4.1 випливають з оцiнок зверху для точних

верхнiх граней найкращих наближень алгебраїчними полiномами степеня n− 1 по

множинi Lψβ,p(Ω) у просторi Ãq(Ω), адже має мiсце наступне твердження.

Теорема 4.4.2. Нехай Ω — область обмежена кривою Γ ∈ RAq, 1 < p, q <∞ i

ψ ∈M′
∞, β ∈ R. Тодi

En(Lψβ,p(Ω))Γ,q � ψ(n).

Зауважимо, що у випадку 1 < p ≤ q < ∞ за дещо бiльш жорстких умов на

послiдовнiсть {ψ(k), k ∈ N} теорема 4.4.1 доведена в [62].
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Основний результат пiдроздiлу 4.5, як i пiдроздiлу 4.4, — оцiнки колмогоров-

ських поперечникiв класiв Lψβ,p(Ω) у просторi Ãq(Ω). Вiдмiннiсть у даному випадку

простежується лише в обмеженнях на послiдовнiсть {ψ(k), k ∈ N}, яка визначає

клас Lψβ,p(Ω) , а як наслiдок, — в апроксимацiйних властивостях цих класiв, якi

виражаються у термiнах оцiнок їх наближення на Ω за допомогою n – вимiрних

пiдпросторiв.

Iз множини функцiй s : [1;∞)→ R видiлимо пiдмножину

Ia := {s : (∃C > 0 ∀t1, t2, 1 ≤ t1 ≤ t2 : s(t1) ≤ Cs(t2))}

i покладемо

M′′
∞ :=

{
ψ ∈ I0 : η(t)− t ∈ Ia, t

η(t)− t
↑ ∞, t→∞

}
,

До множини M′′
∞ належить, зокрема, функцiя ψ(t) = e−αt

r

, α > 0, 0 < r < 1.

Теорема 4.5.1. Нехай Ω — область, обмежена кривою Γ ∈ RAq, q > 1. Тодi,

якщо ψ ∈M′′
∞ i β ∈ R, то

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω)) �



ψ(n) (η(n)− n)1/p−1/q , 1 < p ≤ q ≤ 2,

ψ(n), 2 ≤ p ≤ q <∞,

ψ(n), 2 ≤ q ≤ p <∞,

ψ(n) (η(n)− n)1/p−1/2 , 1 < p ≤ 2 ≤ q <∞.

Зазначимо, що у частковому випадку М.З. Двєйрiн [29] довiв рiвнiсть

dn(FHK1

p,K1
;Hp) = R−n

r

, n ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞, 1/2 ≤ r ≤ 1, R > 1,

де FHK1

p,K1
— клас аналiтичних в D = {w : |w| < 1} функцiй, що означаються через

згортку Адамара i який спiвпадає з класом Lψ0,p(D) при ψ(t) = R−t
r

, R > 1. При

r = 1 результат М. З. Двєйрiна узгоджується з теоремою 4.4.1.

Оцiнки зверху в теоремi 4.5.1 у випадках 1 < p ≤ q ≤ 2 та 1 < q ≤ p <∞
випливають iз наступного твердження.

Теорема 4.5.2. Нехай Ω — область обмежена кривою Γ ∈ RAq, 1 < p, q <∞ i

ψ ∈M′′
∞, β ∈ R. Тодi

En(Lψβ,p(Ω))Γ,q � ψ(n) (η(n)− n)(1/p−1/q)+ ,
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де a+ := max{0; a}.
У пiдроздiлi 4.6 розв’язана задача щодо встановлення точних за порядком зна-

чень колмогоровських поперечникiв класiв Kψq,pN(Ω) у просторах Смiрнова Eq(Ω)

за певних обмежень на послiдовнiсть {ψ(k), k ∈ N} i для певних спiввiдношень мiж

параметрами p та q. Також доведенi важливi твердження, що стосуються властиво-

стей p –фаберових операторiв та оператора Кошi.

Простiр Смiрнова Ep(Ω), p > 0, — це простiр, що складається iз аналiтичних

в Ω функцiй f , для кожної iз яких знайдеться послiдовнiсть {Ωj}j≥1 однозв’язних

областей зi спрямлювальними границями ∂Ωj , що вичерпує зсередини область Ω i

така, що

sup
j

∫
∂Ωj

|f(w)|p|dw| <∞.

Вiдомо, що при 1 ≤ p < ∞ кожна функцiя f ∈ Ep(Ω), у випадку, коли границя

Γ = ∂Ω спрямлювальна, має на Γ граничнi значення по недотичних до Γ шляхах

в областi Ω. Причому, цi граничнi значення є значеннями функцiї f , що належить

простору Lp(Γ), 1 ≤ p < ∞, сумовних в p–iй степенi функцiй ϕ на кривiй Γ,

зi стандартною нормою ‖ϕ‖
Lp(Γ)

. Лiнiйнiй простiр Ep(Ω), 1 ≤ p < ∞, надiлений

нормою ‖f‖
Ep(Ω)

:= ‖f‖
Lp(Γ)

, f ∈ Ep(Ω), є банаховим простором аналiтичних в Ω

функцiй.

У випадку, коли Ω = D := {z ∈ C : |z| < 1}, простiр Ep(D) суть простiр Хардi,

який позначається, нагадаємо, через Hp.

Класи Kψq,pN(Ω) аналiтичних в областi Ω функцiй, означенi в [120] (див., також,

[116]). Вони, як i класи LψβN(Ω), є множинами функцiй, що зображуються iнтегра-

лами типу Кошi в областi Ω ⊂ C, обмеженiй з. с. ж. к. Γ i означаються за схожою

схемою на основi класифiкацiї 2π – перiодичних сумовних на перiодi функцiй, запро-

вадженої О. I. Степанцем [115, 116].

Отже, нехай ψ = {ψ(k)}k∈Z (ψ(0) = 1) — довiльна послiдовнiсть комплексних чи-

сел, i N — деяка пiдмножина у просторi L1(T )+ функцiй степеневого типу iз L1(T ).

Клас LψN(T )+ (див. означення в [116, с. 261]) складається iз функцiй f ∈ L1(T ),

— сумовних на колi T , — тригонометричний ряд Фур’є яких має вигляд

S[f ] :=

∞∑
k=0

ψ(k)ϕ̂(k)eikt,

де ϕ̂(k) — коефiцiєнти Фур’є деякої функцiї ϕ ∈ N. Функцiю f називають ψ –

iнтегралом функцiї ϕ i позначають J ψϕ.
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Покладемо Lψq,p(T )+ := LψLp(T )+∩Lq(T ), i якщо N деяка пiдмножина Lp(T )+, то

Lψq,pN(T )+ := LψN(T )+ ∩ Lq(T ).

Отже, класи Kψq,pN(Ω), аналiтичних в областi Ω функцiй, означаються насту-

пним чином:

Kψq,pN(Ω) := Tq(L
ψ
q,pN(T )+) :=

{
f = Tq(g) : g ∈ Lψq,pN(T )+

}
,

тобто Kψq,pN(Ω) — це образ множини Lψq,pN(T )+ пiд дiєю лiнiйного оператора Tq,

визначеного на Hq формулою

Tq(f)(z) =
1

2πi

∫
T
f(w)

(Ψ′(w))
1− 1

q

Ψ(w)− z
dw, f ∈ Hq, z ∈ Ω,

який називається q –фаберовим оператором. Оберненим до оператора Tq є оператор

Qq(g)(τ) =
1

2πi

∫
T

gT,q(w)
dw

w − τ
, g ∈ Eq(Ω), τ ∈ D,

що визначений на Eq(Ω).

Зауважимо, оператори Tq i Qq взаємно оберненi на множинi алгебраїчних много-

членiв P :=
⋃
n∈NPn.

За припущення, що у аналiтичному виразi, яким означений оператор Tq, крива

Γ регулярна, можна стверджувати, що Kψq,pN(Ω) ⊆ Eq(Ω), 1 < q < ∞, для будь-

якої послiдовностi ψ. Таким чином, можна вважати, що зазначеною класифiкацiєю

здiйснюється розбиття множини iнтегралiв типу Кошi i, зокрема, — розбиття на

класи функцiй простору Смирнова Eq(Ω).

Зрозумiло, що граничнi властивостi функцiй iз множин Kψq,pN(Ω), iстотно зале-

жать вiд поведiнки послiдовностi ψ = {ψ(k)}k∈Z , як основного параметра в озна-

ченнi класiв Kψq,pN(Ω).

Головнi результати пiдроздiлу 4.6 стосуються оцiнок колмогоровських попере-

чникiв dn(Kψq Bp(Ω);Eq(Ω)) за рiзних обмежень щодо дiйснозначної послiдовностi

ψ = {ψ(k)}k∈N. У випадках явного визначення послiдовностi ψ сформульовано на-

слiдки основних теорем (зокрема, коли Ω = D ), якi дають можливiсть спiвставити

отриманi результати з вiдомими твердженнями, що стосуються оцiнок (точних зна-

чень) колмогоровських поперечникiв деяких класiв функцiй, аналiтичних в крузi D

i в жорданових областях.
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Сформулюємо деякi iз тверджень, що входять у пiдроздiл 4.6, ввiвши необхiднi

позначення. Визначимо множини

Ma
∞ :=

{
ψ ∈ I0 : η(t)− t ∈ Ia, t ≥ 1, sup

t≥1

t

η(t)− t
=∞

}
та

Mc
∞ := {ψ ∈ I0 : (∃β > 0 ∀ t ≥ 1 : η(t)− t ≤ β)},

де η(t) := ψ−1(ψ(t)/2) , а ψ−1 — функцiя, обернена до ψ.

Зазначимо, що до множин Ma
∞ i Mc

∞ належать, наприклад, функцiї ψ(t) =

exp(−αtr), α > 0, при 0 < r < 1 i r ≥ 1 вiдповiдно.

Вважаємо, що члени послiдовностi ψ = {ψ(k)}k∈N , на основi якої означається

клас Kψq Bp(Ω) , це значення функцiї ψ ∈ I0 при натуральних значеннях аргументу.

Нехай Bp(T ) — одинична куля в Lp(T ) i Lψq Bp(T )+ = Lψq,pBp(T )+ та Kψq Bp(Ω) =

Kψq,pBp(Ω).

Теорема 4.6.3. Нехай Ω — скiнчена однозв’язна область, границя якої ∂Ω = Γ

— регулярна крива. Тодi, якщо ψ ∈Ma
∞, то

dn(Kψq Bp(Ω);Eq(Ω)) �



ψ(n)(η(n)− n)
1
p
− 1
q , 1 < p ≤ q ≤ 2,

ψ(n)(η(n)− n)
1
p
− 1

2 , 1 < p ≤ 2 ≤ q <∞,

ψ(n), 2 ≤ p ≤ q <∞,

ψ(n), 1 < q ≤ p <∞ .

Теорема 4.6.4. Нехай Ω — скiнчена однозв’язна область, границя якої ∂Ω = Γ

— регулярна крива. Тодi, якщо ψ ∈Mc
∞, то при 1 < p, q <∞

dn(Kψq Bp(Ω);Eq(Ω)) � ψ(n).

Запишемо наслiдок з теореми 4.6.3 у випадку, коли Ω = D i ψ(k) = R−k
r

, 0 < r < 1,

R > 1. Використаємо при цьому позначення AR,rp для класу Kψq Bp(D).

Наслiдок 4.6.2. При R > 1 i 0 < r < 1

dn(AR,rp , Hq) �

R−n
r

n(1−r)( 1
p
− 1
q
), 1 < p ≤ q ≤ 2,

R−n
r

, 2 ≤ q ≤ p <∞.

Зауважимо, що у вищезгаданiй роботi М. З. Двєйрiна [29] доведено, що

dn(AR,rp , Hp) = R−n
r

, 1 ≤ p ≤ ∞.
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П’ятий роздiл присвячений лiнiйнiй та нелiнiйнiй апроксимацiї певних функцiо-

нальних множин у просторах функцiй з областю визначення рiзної структури в Rd.
Зокрема, — апроксимацiї у просторах Lq(Td), та у просторах Лебега Lq(Sd−1), де

Sd−1 одинична сфера простору Rd, d ≥ 2.

У пiдроздiлi 5.1 встановленi точнi за порядком оцiнки колмогоровських попере-

чникiв та ентропiйних чисел одиничних куль з двiйкових просторiв Бєсова dyadB0,γ
p,θ

компактно вкладених в експоненцiальнi простори Орлiча expLν , що надiленi нор-

мою Люксембурга.

Ми розглядаємо функцiї, визначенi на торi T = R�Z, iдентифiкуючи їх

1 – перiодичними функцiями на R. Через Lp(T), 1 ≤ p ≤ ∞, позначимо простiр

Лебега вимiрних на T функцiй зi скiнченою нормою

‖f‖p = ‖f‖Lp(T) :=

(∫
T

|f(x)|pdx
) 1

p

, 1 ≤ p <∞,

‖f‖∞ = ‖f‖L∞(T) := ess sup
x∈T

|f(x)|.

Позначення expLν(T), ν > 0 (або, скорочено, expLν), зарезервовано для простору

Орлiча таких вимiрних на T функцiй u : T → C, що для Φν(t) = t2 exp tν ,

t ≥ 0, ν > 0 скiнченний iнтеграл
∫
T

Φν(|u(x)|)dx. Такий простiр надiлимо нормою

Люксембурга

‖u‖expLν(T) := inf

{
λ > 0 :

∫
T

Φν

(
|u(x)|
λ

)
dx ≤ 1

}
.

Бiльше iнформацiї щодо нормованих просторiв Орлiча, якi означаються схожим чи-

ном можна знайти, наприклад, в монографiях [31] та [34]. Вiдомо, що

‖u‖expLν(T) ∼ ‖u‖
(1)
expLν(T)

:= sup
1≤p<∞

p−1/ν‖u‖Lp(T).

Нехай Φ = φ0 — парна нескiнченно диференцiйовна на дiйснiй осi функцiя (пи-

шемо Φ ∈ C∞(R) ) така, що supp Φ = [−2, 2] i Φ(s) = 1 при |s| ≤ 1.

Покладемо

φk(s) = Φ(2−ks)− Φ(2−k+1s), k ∈ N,

i для f ∈ L1(T)

Lkf(x) = φk(D)f(x) :=
∑
n∈Z

φk(n)f̂ne
2πinx, x ∈ R, k ∈ Z+,
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де f̂n, n ∈ Z, — коефiцiєнти Фур’є функцiї f по системi {e2πinx}n∈Z на торi T:
f̂n =

∫
T
f(x)e−2πinxdx.

Для 1 ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ θ < ∞ i γ ≥ 0 означимо простори типу Бєсова задаючи

норму виразом, що характеризує ступiнь спадання величин ‖Lkf‖q :

B0,γ
q,θ =

{
f ∈ L1(T) : ‖f‖B0,γ

q,θ
:=

( ∞∑
k=0

(k + 1)θγ‖Lkf‖θq

) 1
θ

— скiнченна
}

(1.6)

Вiдомо, що простори B0,γ
q,θ за такого означення не залежать вiд вибору функцiї Φ у

виразi для Lkf i, очевидно, B0,γ
q1,θ1
⊂ B0,γ

q2,θ2
, якщо 1 ≤ q2 ≤ q1 ≤ ∞ i θ1 ≤ θ2. Простiр

B0,0
∞,θ (тобто при γ = 0 i q =∞ ) складається iз локально iнтегровних функцiй тодi

i тiльки тодi, коли 1 ≤ θ ≤ 2 [182, c. 112]. Бiльш того, як випливає iз означення (1.6),

розповсюдженого на всi додатнi значення θ, простiр B0,0
∞,θ вкладається в L∞(T),

якщо 0 < θ ≤ 1, а при 1 < θ ≤ 2 справедливе вкладення B0,0
∞,θ ↪→ expLθ

′
, θ′ = θ

θ−1

[199, теорема 1.1].

Запровадимо до розгляду так званi двiйковi простори типу Бєсова, замiнюючи

оператори Lk в означеннi просторiв B0,γ
p,θ операторами Dk iншого вигляду (див.

[199]). Отже, нехай k ∈ Z+. Для функцiї f , заданої на вiдрiзку [0, 1], покладемо

Ekf(x) = 2k

m2−k∫
(m−1)2−k

f(t)dt, (m− 1)2−k ≤ x < m2−k, m = 1, . . . , 2k

i визначимо

D0f(x) = E0f(x) та Dkf(x) = Ekf(x)− Ek−1f(x), k ∈ N.

Далi будемо розглядати 1 – перiодичнi продовження функцiй Ekf та Dkf з iнтер-

валу [0, 1) на R як функцiї, що заданi на T, i вiдповiдно — оператори Ek та Dk,
визначенi на L1(T), зi значеннями в L∞(T). Зазначимо, що для будь-якої функцiї

f ∈ L1(T) майже для всiх x ∈ T справедлива рiвнiсть f(x) =
∞∑
k=0

Dkf(x).

Тепер для 1 ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ θ <∞ i γ ≥ 0 означимо двiйковi простори Бєсова

dyadB0,γ
q,θ =

{
f ∈ L1(T) : ‖f‖dyadB0,γ

q,θ
:=

( ∞∑
k=0

(k + 1)θγ‖Dkf‖θq
) 1

θ

<∞
}
.

Наведемо деякi вiдомостi, що стосуються зв’язку мiж просторами B0,γ
q,θ та dyadB0,γ

q,θ

з iншими вiдомими просторами.
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В [36], Б.С. Кашин i В.М. Темляков ввели нормованi простори LGγ , γ > 0,

функцiй f iз L1(T), для яких ‖Lkf‖∞ = O((k+ 1)−γ) при k → +∞, покладаючи

LGγ(T) := {f ∈ L1(T) : ‖f‖LGγ(T) := sup
k≥0

(k + 1)γ‖Lkf‖∞ <∞}.

Очевидно, при γ > 1
2 простiр LGγ(T) вкладається в B0,γ

∞,2. Бiльш того, при γ > 1

LGγ(T) ⊂ L∞(T), а при 1/2 < γ ≤ 1 LGγ(T) ⊂ expLν(T) для ν < 1
1−γ ([199,

теорема 1.1]). Зазначимо також, що при γ > 1
2 , ν < 2 чи ν ≥ 2, γ > 1

1−ν останнє

вкладення компактне ([199, теорема 1.3]).

З певної точки зору простори LGγ(T) можна розглядати як граничнi в шкалi

просторiв B0,γ
∞,θ, вiдповiдними ”граничному значенню” ∞ показника θ. В такому ж

сенсi, в якостi граничних в шкалi просторiв dyadB0,γ
∞,θ слугують простори LGγdyad,

введенi в [199]:

LGγdyad = {f ∈ L1(T) : ‖f‖LGγdyad
:= sup

k≥0
(k + 1)γ‖Dkf‖∞ <∞}.

Вiдомо, що при γ > 1
2

LGγ ↪→ LGγdyad (1.7)

(див. [199, лема 3.2]).

Доповнивши шкалу просторiв B0,γ
p,θ та dyadB0,γ

p,θ при 1 ≤ θ < ∞ вiдповiдно

просторами

B0,γ
p,∞ = {f ∈ L1(T) : ‖f‖B0,γ

p,∞
:= sup

k≥0
(k + 1)γ‖Lkf‖p <∞}

та

dyadB0,γ
p,∞ = {f ∈ L1(T) : ‖f‖dyadB0,γ

p,∞
:= sup

k≥0
(k + 1)γ‖Dkf‖p <∞},

а також зауваживши, що в таких позначеннях B0,γ
∞,∞ ≡ LGγ i dyadB0,γ

∞,∞ ≡ LGγdyad,

у пiдроздiлi 5.1 доведено, що схоже з (1.7) вкладення зберiгається i мiж просторами

B0,γ
p,θ та dyadB0,γ

p,θ при 1 ≤ θ ≤ ∞.

Основними величинами, що дослiджуються в пiдроздiлi 5.1 є поперечники

за Колмогоровим деяких iз означених вище функцiональних множин у просторах

Lp(T), та expLν(T), а також m – тi ентропiйнi числа простору dyadB0,γ
q,θ вiдносно

простору expLν(T). Нагадаємо, якщо X — лiнiйний нормований простiр з нормою

‖ · ‖X , а Y — пiдпростiр в X, що надiлений нормою ‖ · ‖Y , то
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m –им ентропiйним числом простору Y вiдносно простору X називається

величина

εm(Y,X) = inf{ε > 0 : ∃ {uj}2
m−1
j=1 , BY ⊂

2m−1⋃
j=1

{uj + εBX}},

де BX (BY ) — одинична куля в X (Y ).

Зробимо короткий огляд i аналiз вiдомих результатiв, що стосуються величин εn

та dn в межах просторiв B0,γ
p,θ , dyadB0,γ

p,θ , LGγ i dyadLGγ . Одиничнi кулi в цих

просторах позначимо вiдповiдно через B0,γ
p,θ , dyadB0,γ

p,θ , LG
γ i dyadLGγ .

В роботi [36, теорема 3.1], Б.С. Кашин i В.М. Темляков встановили, що

при γ > 1 справджуються спiввiдношення

εn(LGγ , Lp) � dn(LGγ , Lp) �

{
(log2 n)−γ+1, якщо p =∞,
(log2 n)−γ+1/2, якщо 1 ≤ p <∞.

В статтi [199], А. Зiгер i В. Требелс (A. Seeger, W. Trebels), дослiджуючи у попе-

редньому твердженнi причину стрибковостi у змiнi порядкових значень ентропiйних

чисел при переходi вiд метрики в Lp(T), 1 ≤ p < ∞, до метрики в L∞(T), з ме-

тою ”стирання” цього ефекту залучили простори expLν i встановили порядковi

значення величин εm(LGγ , expLν) у виглядi наступного твердження:

Вкладення LGγ(T) ⊂ expLν(T) компактне, якщо або γ > 1/2, ν < 2, або

ν ≥ 2, γ > 1− 1
ν . Мають мiсце оцiнки:

1) для γ > 1/2 i ν < 2

εm(LGγ , expLν) � (log2m)
1
2
−γ ;

2) для ν ≥ 2 i γ > 1− 1
ν

εm(LGγ , expLν) � (log2m)1− 1
ν
−γ .

Зауважимо, головна iдея методу встановлення оцiнок зверху для ентропiйних чисел

в такому твердженнi полягала у вкладеннi простору LGγ в ширший простiр LGγdyad.

В iншому напрямi результати Б.С. Кашина i В.М. Темлякова були розповсю-

дженi С.А. Стасюком [127] на простори B0,γ
p,θ . А саме, доведено:

якщо 1 ≤ θ <∞ i r > 1− 1
θ , то

εm(B0,r
∞,θ, L∞) � dm(B0,r

∞,θ, L∞) � (log2m)−r+1− 1
θ ;
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якщо ж 1 ≤ q < ∞, q ≤ p, r > 1
2 −

1
θ , то при 2 ≤ p ≤ ∞, 2 ≤ θ < ∞ або

2 ≤ p <∞, θ =∞ мають мiсце порядковi рiвностi

εm(B0,r
p,θ , Lq) � dm(B0,r

p,θ, Lq) � (log2m)−r+
1
2
− 1
θ .

У розвиток результатiв iз [199] та [127], нашою метою є встановлення точних за

порядком оцiнок величин εm(B0,γ
p,θ , expLν) та dm(B0,γ

p,θ , expLν) для рiзних спiввiд-

ношень мiж параметрами p, θ, γ i ν , в тому числi тих, що охопленi наведеними

вище твердженнями. Для формулювання основного результату пiдроздiлу 5.1 вве-

демо такi позначення.

На площинi R2 видiлимо множину

Ω :=
{

(γ, ν) : 0 < γ <∞ i 0 < ν <∞
}

i визначимо такi її пiдмножини

D1 :=
{

(γ, ν) ∈ Ω :
1

2
< γ < 1, ν <

1

1− γ
}
,

D2 :=
{

(γ, ν) ∈ Ω : γ ≥ 1, 0 < ν <∞
}
,

G1 :=
{

(γ, ν) ∈ Ω : ν ≤ 2, γ >
1

2

}
,

G2 :=
{

(γ, ν) ∈ Ω : ν ≥ 2, γ > 1− 1

ν

}
.

Теорема 5.1.1. Нехай (γ, ν) ∈ D1∪D2 i Λn(q, θ, γ, ν) позначає будь-яку iз величин

εn(dyadB0,γ
q,θ , expLν) чи dn(dyadB0,γ

q,θ , expLν). Тодi

а) якщо (γ, ν) ∈ G1 i 2 ≤ q ≤ ∞, θ =∞, то

Λn(q, θ, γ, ν) � (lnn)
1
2
−γ ;

b) якщо (γ, ν) ∈ G2 i 2 ≤ q ≤ ∞, θ =∞, то

Λn(q, θ, γ, ν) � (lnn)1− 1
ν
−γ ;

c) якщо (γ, ν) ∈ Ω i q =∞, 1 ≤ θ <∞, γ > 1− 1
θ , то

Λn(q, θ, γ, ν) � (lnn)1− 1
θ
−γ ;

d) якщо (γ, ν) ∈ Ω i 2 ≤ q <∞, 2 ≤ θ <∞, γ > 1
2 −

1
θ , то

Λn(q, θ, γ, ν) � (lnn)
1
2
− 1
θ
−γ ;
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Зазначимо, що один iз етапiв доведення теореми 5.1.1 потребує встановлення ряду

допомiжних тверджень, якi оформленi у виглядi лем i зiбранi до окремого пункту

5.1.3.

У пiдроздiлi 5.2 знайденi точнi за порядком оцiнки наближення класiв згорток

сумовних функцiй з багатовимiрним ядром Пуассона за допомогою тригонометри-

чних полiномiв зi спектром у многогранних областях.

Нехай Td = Rd�(2πZ)d — d – вимiрний тор i Lp(Td), 1 ≤ p ≤ ∞ — простiр

вимiрних 2π – перiодичних за кожним аргументом функцiй f(x) = f(x1, . . . , xd) зi

скiнченною нормою

‖f‖p =

(
(2π)−d

∫
Td

|f(x)|pdx
) 1

p

при 1 ≤ p <∞,

‖f‖∞ = ess sup
x∈Rd

|f(x)| при p =∞.

Визначимо оператор IK : L1(Td)→ L1(Td) за допомогою рiвностi

IKϕ(x) = ϕ ∗K = (2π)−d
∫
Td

ϕ(y)K(x− y)dy,

тобто IK — оператор згортки з ядром K ∈ L1(Td), визначений на множинi L1(Td).
Нехай

W (K) = {f : f(x) = IKϕ(x), x ∈ Td, ‖ϕ‖p ≤ 1}. (1.8)

Покладемо

(i) W r
p,β =: W (K), якщо

K(t) =: Br(t;β) = 2d
∑
k∈Nd

d∏
j=1

k
−rj
j cos(kjtj −

βjπ

2
)

— багатовимiрне ядро Бернуллi;

(ii) Ar,αp,β =: W (K), якщо

K(t) =: P r,αp,β (t) = 2d
∑
k∈Nd

d∏
j=1

e−αjk
rj
j cos(kjtj −

βjπ

2
),

αj > 0, rj > 0, βj ∈ R.
У випадку коли rj = 1 при всiх j = 1, d i α1 = α2 = . . . = αd =: α > 0,

покладаючи e−α = % ( 0 < % < 1 ), клас Ar,αp,β позначаємо через A%p,β i, якщо ще

βj = 0, j = 1, d — то через A%p. Саме класи A%p фiгурують в твердженнях цього

пiдроздiлу, хоча як можна вiдслiдкувати по доведеннях цих тверджень, одержанi
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результати залишаються справедливими i для класiв A%p,β при будь-яких значеннях

β ∈ Rd. Вiдповiдне класам A%p ядро K у визначеннi (1.8)

P (%; t) := 2d
∑
k∈Nd

d∏
j=1

% kj cos kjtj

називається багатовимiрним (або кратним) ядром Пуассона.

Зауважимо, що при 1 ≤ p ≤ ∞ функцiї f iз множини A%p є неперервними на

Td , а також пiдпорядкованi умовi
π∫
−π

f(x)dxj = 0, j = 1, d.

Для довiльної обмеженої множини Λ ⊂ Zd через T (Λ) позначимо простiр

тригонометричних полiномiв вигляду

t(x) =
∑
k∈Λ

cke
i(k,x), x ∈ Rd, ck ∈ C,

(k,x) := k1x1 + . . .+ kdxd i покладемо

EΛ(F )q := sup
f∈F

inf
t∈T (Λ)

‖f − t‖q, F ⊂ Lq(Td).

Величину EΛ(F )q називаємо найкращим наближенням класу F в просторi Lq(Td)
за допомогою тригонометричних полiномiв iз T (Λ), або — вiдхиленням класу F

вiд простору T (Λ).

Для функцiї h ∈ L1(Td) через S[h] позначимо її ряд Фур’є за тригонометричною

системою {ei(k,x)}k∈Zd

S[h](x) :=
∑
k∈Zd

ĥke
i(k,x), ĥk = (2π)−d

∫
Td

h(t)e−i(k,t)dt

i нехай

SΛ(h;x) =
∑
k∈Λ

ĥke
i(k,x)

— частинна сума Фур’є функцiї h, породжена гармонiками {ei(k,x)}k∈Λ. Таку суму

називаємо Λ – сумою Фур’є.

Покладемо

EΛ(F )q := sup
f∈F
‖f(·)− SΛ(f ; ·)‖q, F ⊂ Lq(Td).

Величина EΛ(F )q — це точна верхня грань на множинi F вiдхилень в просторi

Lq(Td) елементiв iз F вiд Λ – сум Фур’є.
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У пiдроздiлi 5.2 знайденi точнi за порядком по параметру n оцiнки величин

E�(n,d)(A
%
p)q i E�(n,d)(A

%
p)q, 1 ≤ p, q ≤ ∞, коли Λ = �(n, d), де

�(n, d) := {k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd0 : max
1≤j≤d

|kj | ≤ n},

а також, коли Λ = 4(l, d), де

4(l, d) := {k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd0 : |k|1 :=

d∑
j=1

|kj | ≤ l},

Справедливi такi твердження.

Теорема 5.2.1. Для будь-яких d ∈ N при 1 ≤ p, q ≤ ∞

E�(n,d)(A
%
p)q � E�(n,d)(A

%
p)q � %n.

Теорема 5.2.2. Для будь-яких d ∈ N при 1 < q ≤ p <∞

E4(n,d)(A
%
p)q � E4(n,d)(A

%
p)q � %n.

У пiдсумку, можна констатувати, що для деяких спiввiдношень мiж параметрами

p i q (а саме, при 1 < q ≤ p <∞ ) оцiнки наближення класу A%p в просторi Lq(Td)
полiномами iз T (4(n, d)) не гiршi нiж оцiнки наближення полiномами iз T (�(n, d)),

незважаючи на те, що поза як

dimT (4(n, d)) = |4(n, d)| = 2dCdn,

dimT (�(n, d)) = |�(n, d)| = 2d(n+ 1)d,

то dimT (4(n, d)) < dimT (�(n, d)) при d ≥ 2.

Простiр полiномiв T (4(n, d)), d ≥ 2, на вiдмiну вiд простору T (�(n, d)), для

ряду випадкiв (спiввiдношень мiж параметрами p та q в означеннi класу A%p та

простору Lq(Td) ) є оптимальним також i в тому розумiннi, що забезпечує найкращi

за порядком оцiнки для колмогоровських поперечникiв dM (A%p, Lq(Td)) заданої роз-

мiрностi M , тобто за математичною термiнологiєю такий простiр є екстремальним

в задачi про значення колмогоровських поперечникiв певних класiв функцiй. Цей

факт, хоча явно i не вiдзначений, можна вiдслiдкувати по роботах [132, c. 239–240],

[149], [171].
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Зазначимо, що з цiєї точки зору, найкращим пiдпростором для наближення фун-

кцiй iз класiв W r
p,β в просторi Lq(Td) є множина тригонометричних полiномiв

T (Λ) зi спектром Λ у так званих ”гiперболiчних хрестах” Γ(N,γ) (див., наприклад,

[135]).

Саме в конструкцiї наближаючих агрегатiв (полiномiв) i, як наслiдок, в методах

одержання необхiдних оцiнок полягає принципова вiдмiннiсть в наближеннi класiв

W r
p,β та Ar,αp,β.

У пiдроздiлi 5.3 встановлена слабка асимптотика M – поперечникiв за Колмо-

горовим класiв Aρp,β в просторi Lq(Td), 1≤q≤∞.

Отже, в ролi апроксимуючої множини виступає множина функцiй

Aρp,β = {f : f(x)=(2π)−d
∫
Td

ϕ(y)P (ρ;β;x− y)dy, ϕ∈Lp(Td), ‖ϕ‖p≤1},

де для 0 < ρ < 1 i β = (β1, . . . , βd) ∈ Rd

P (ρ;β; t) := 2d
∑
k∈Nd

d∏
j=1

ρkj cos(kjtj −
βjπ

2
).

Ще раз наголосимо: класи Aρp,β можна розглядати як елементи спектру означених

вище множин Ar,αp,β .

Справедливе таке твердження.

Теорема 5.3.1. Нехай d ∈ N i 2 ≤ q ≤ p <∞. Тодi

dM (Aρp,β;Lq(Td)) � ρ
1
2
(d!M)1/d

, d! = 1 · 2 · 3 · . . . · d.

Зазначимо, що у випадку d = 1 в [48] знайденi точнi за порядком значення попе-

речникiв dM (Ar,αp,β;Lq(Td)) при 1 ≤ p, q ≤ ∞ i r ≥ 1. Оцiнки колмогоровських

поперечникiв множин Ar,αp,β, 0 < r < 1 (у випадку d = 1 це клас нескiнчен-

но диференцiйовних функцiй), отриманi для деяких, однак не для всiх допустимих

спiввiдношень мiж параметрами p та q, 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ (див. [136, 137], а

також [49] — оцiнки знизу i [48,117] — оцiнки зверху).

У пiдроздiлi 5.4 розв’язана задача, що стосується слабкої асимптотики одного

типу нелiнiйних поперечникiв класiв функцiй W r
p (Sd−1), визначених на одиничнiй

сферi Sd−1 простору Rd, d ≥ 2, якi є, так званими, r –ми iнтегралами функцiй

сумовних на Sd−1.
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Нехай Rd — евклiдiв простiр точок x = (x1, . . . , xd); Sd−1 = {x ∈ Rd : x2
1 +

· · · + x2
d = 1} одинична сфера в Rd з центром у початку координат; Lp = Lp(Sd−1),

1 ≤ p <∞ — простiр функцiй f , визначених на Sd−1, зi скiнченою нормою

‖f‖p =

(
1

Ω

∫
Sd−1

|f(x)|pdσ(x)

) 1
p

,

де dσ — елемент площi на Sd−1 (поверхнева мiра Лебега), Ω — площа поверхнi сфери

Sd−1; L∞ = L∞(Sd−1) ототожнюється з C = C(Sd−1) — простором неперервних на

Sd−1 функцiй f з нормою

‖f‖∞ = ‖f‖C = max
x∈Sd−1

|f(x)|.

Далi, нехай L([−1, 1]) — простiр вимiрних i сумовних на вiдрiзку [−1, 1] ком-

плекснозначних функцiй. Визначимо операцiю згортки функцiй f ∈ L1(Sd−1) та

g ∈ L([−1, 1]) :

[f ∗ g](x) :=
1

Ω

∫
Sd−1

f(y)g(〈x,y〉)dσ(y), x ∈ Sd−1.

Тут 〈x,y〉 := x1y1 + · · ·+ xdyd — скалярний добуток векторiв x, y ∈ Rd.
За допомогою операцiї згортки означимо основнi об’єкти, що задiянi у даному

пiдроздiлi, — класи функцiй, визначених на Sd−1.

Позначимо через Lp([−1, 1], wλ), 1 ≤ p < ∞, — простiр функцiй, визначених на

вiдрiзку [−1, 1] i сумовних у степенi p з вагою wλ(t) = (1 − t2)λ−1/2, λ > 0 i

вважаємо, що L∞([−1; 1], wλ) — простiр обмежених на [−1, 1] функцiй.

Нехай P λk (t), −1 ≤ t ≤ 1 — многочлени Гегенбауера, або ультрасферичнi много-

члени. Зазначимо, що P λk (t) є алгебраїчними полiномами степеня k (iндексу λ > 0 )

i множина {P λk (t)}∞k=0 складає повну ортогональну систему в просторi L2([−1, 1], wλ)

(точнiше, {P λk (t)}∞k=0 — результат ортогоналiзацiї системи {1, t, t2, . . .} у просторi

L2([−1, 1], wλ).

Кожнiй функцiї g ∈ Lp([−1, 1], wλ) можна поставити у вiдповiднiсть її розклад

в ряд за многочленами Гегенбауера. Якщо r > 0, то iснує функцiя gr неперервна

на [−1, 1) i gr ∈ L1([−1, 1];wλ) така, що

gr(t) ∼
∞∑
k=1

[k(k + d− 2)]−r/2
k + λ

λ
P λk (t), λ =

d− 2

2
.

До того ж, gr ∈ Lp′([−1, 1], wλ), якщо r > d−1
p , 1

p + 1
p′ = 1 i gr неперервна на

[−1, 1], якщо r > d− 1.
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Означимо при 1 ≤ p ≤ ∞ i r > 0 класи функцiй, визначених на Sd−1:

W r
p (Sd−1) := {f : f(x) = [ϕ ∗ gr](x), ‖ϕ‖p ≤ 1, x ∈ Sd−1}.

Функцiя f(x) = [ϕ ∗ gr](x) називається r – iнтегралом функцiї ϕ i позначається

Irϕ(x). Зауважимо, що W r
p (Sd−1) ⊂ Lq(Sd−1) при 1 ≤ p, q ≤ ∞ , r > (1

p−
1
q )+. Також

зазначимо, що можна дати опис множини W r
p (Sd−1) опосередковано через операцiю

”узагальненого” (дробового) диференцiювання функцiй g ∈ L1(Sd−1), залучивши до

цього оператор оператор Лапласа–Бельтрамi ∆0 (див. пiдроздiл 5.4). В подальшому

замiсть W r
p (Sd−1) iнодi пишемо W r

p .

Центральною апроксимацiйною характеристикою, що дослiджується у пiдроздi-

лi 5.4 є нелiнiйний n – поперечник dn(F ;X) множини F у банаховому просторi

X з нормою ‖ · ‖X :

dn(F ;X) = inf
a,Mn

sup
f∈F
‖f −Mn(a(f))‖X ,

де a : F → Rn — довiльне неперервне вiдображення, що дiє iз F в Rn; Mn —

сукупнiсть всiх неперервних вiдображень Mn : Rn → X.

Така величина означена у 2000-му роцi Р.А. де Вором, Р. Говардом та Ч. Мiчеллi

(R.A. De Vore, R. Howard, Ch. Micchelli) [167], а в [172, 173] викладена загальна

схема означення цього та iнших типових нелiнiйних поперечникiв, встановленi оцiнки

таких поперечникiв для класiв гладких функцiй, визначених на d – вимiрному кубi

простору Rd.
Головний результат пiдроздiлу 5.4 мiститься в такому твердженнi.

Теорема 5.4.1. Нехай r > 0, 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, або r > (d−1)2 + (d−1)/(1/p−1/q),

1 ≤ p < q ≤ ∞. Тодi

dn(W r
p ;Lq) � n−r/(d−1).

У пiдроздiлi 5.5 знайденi двостороннi оцiнки вiдхилень сум Фур’є в просторах

Lp(0, 2π) при p = ∞ вiд класiв нескiнченно–диференцiйовних функцiй. Цi оцiнки

доповнюють ранiше вiдомi для iнших значень параметра p, 1 ≤ p ≤ ∞.

Нехай Lp(0, 2π), 1 ≤ p ≤ ∞ — простiр вимiрних 2π – перiодичних на дiйснiй осi

функцiй ϕ зi скiнченною нормою

‖ϕ‖p =

(
(2π)−1

2π∫
0

|ϕ(x)|pdx
) 1

p

при 1 ≤ p <∞,
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‖ϕ‖∞ = ess sup
x∈R

|ϕ(x)| при p =∞.

Означимо такий функцiональний клас (див. [114]):

Lψβ,p = {f : f(x) =
1

π

2π∫
0

ϕ(t)Dψ,β(x− t)dt, ϕ∈Lp(0, 2π), ‖ϕ‖p≤1, ϕ ⊥ 1},

де Dψ,β(t) =
∞∑
k=1

ψ(k) cos(kt−βπ2 ), а {ψ(k), k ∈ N}— довiльна послiдовнiсть додатних

дiйсних чисел, β ∈ R. Зрозумiло, що
∫ 2π

0
f(t)dt = 0, якщо f ∈ Lψβ,p.

Позначимо через I0 множину додатних спадних до нуля на [1,∞) функцiй i

покладемо

M′′
∞ :=

{
ψ ∈ I0 : (∃α > 1 ∃ t0 ≥ 1 ∀t ≥ t0 : η(t)− t ≥ α), t/(η(t)− t) ↑ ∞

}
,

де η(t) = ψ−1(ψ(t)/2), ψ−1 — функцiя обернена до ψ.

Якщо ψ ∈M′′
∞, то множина Lψβ,p складається iз функцiй нескiнченно-диферен-

цiйовних всюди на R за винятком, можливо, множини точок мiри нуль (див. [114,

Роздiл III, §5]).

Для множини W ⊂ Lp(0, 2π) покладемо

En(W )q := sup
ϕ∈W

‖ρn(ϕ; ·)‖q,

де ρn(ϕ; t) := ϕ(t) − Sn−1(ϕ, t), t ∈ R; Sn−1(ϕ, t) =
n−1∑

k=−n+1

ϕ̂ke
ikt — частинна сума

порядку 2n− 1 ряду Фур’є функцiї ϕ, а ϕ̂k — її коефiцiєнти Фур’є.

Основний результат пiдроздiлу 5.5.

Теорема 5.5.1. Нехай ψ ∈M′′
∞, β ∈ R i 1 ≤ p ≤ ∞. Тодi

En(Lψβ,p)∞ � ψ(n)(η(n)− n)
1
p

Асимптотичнi оцiнки величин En(Lψβ,p)q для значень параметрiв p та q, вiдмiнних

вiд вiдображених в теоремi 5.5.1, можна знайти в [114].

Сформулюємо наслiдок з теореми 5.5.1 у випадку, коли ψ(t) = e−αt
r

, α > 0,

0 < r < 1 (тодi η(n)− n � n1−r ). Покладемо Lα,rβ,p := Lψβ,p.

Наслiдок 5.5.1. Нехай 1 < p <∞, α > 0, 0 < r < 1. Тодi

En(Lα,rβ,p)∞ � e−αn
r

n
1−r
p



Роздiл 2

АПРОКСИМАЦIЯ У ПРОСТОРАХ
Lq(Id)

Запроваджено базисну систему Хаара Hd функцiй, що визначенi на кубi Id := [0, 1]d

евклiдового простору Rd, d ≥ 2. Вивченi структурнi властивостi цiєї системи та її
можливостi щодо лiнiйної та нелiнiйної апроксимацiї iндивiдуальних функцiй i класiв
функцiй iз просторiв Лебега Lq(Id). Зокрема: а) подано опис iзотропних просторiв Бє-
сова та просторiв Гельдера в термiнах умов на коефiцiєнти Фур’є–Хаара елементiв цих
просторiв; б) описанi гладкiснi властивостi функцiй, визначених на Id, в припущеннях
певного ступеня їх наближення полiномами, побудованими за системою Hd; в) встанов-
ленi точнi за порядком оцiнки верхнiх меж найкращих m – членних наближень за базисом
Hd у просторах Lq(Id) для функцiй, якi належать одиничним кулям просторiв Бєсова
та Гельдера. Вказано практично здiйснений алгоритм побудови екстремальних (в сенсi
порядкових оцiнок наближень) нелiнiйних m – членних агрегатiв.

Встановленi точнi за порядком оцiнки величин n – членних проективних наближень
за кратною системою Фабера–Шаудера (базисом в C(Id) ) для функцiй, що належать
класам Бєсова.

2.1 Кратний базис Хаара i його властивостi

2.1.1 Основнi означення та позначення
Тут зiбранi найбiльш часто вживанi в даному роздiлi означення та позначення. Iншi —
запроваджуються по мiрi необхiдностi їх використання.

Загальнi позначення. У викладi матерiалу використовуються стандартнi по-

значення N, R, R+, Z, Z+ вiдповiдно для множин натуральних, дiйсних, невiд’-

ємних дiйсних, цiлих, цiлих невiд’ємних чисел.

Через Ad =
d∏
i=1

A, d ∈ N позначається декартiв добуток d множин A, де A

— одна iз множин N, R, R+, Z, Z+, або вiдрiзок [a, b] ⊂ R, а через
d⊗
i=1

M(i) —

82
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тензорний добуток деяких множин M(i), i = 1, d, зокрема, — функцiональних; ]A

позначає кiлькiсть точок у скiнченiй множинi A ⊂ Zd, а cardA — кiлькiсть елементiв

деякої скiнченої множини A; |A|, або vol A — об’єм (мiра Лебега) множини A ⊂ Rd;
supp f позначає носiй функцiї f ; χB(t), t ∈ Rd — характеристична функцiя

множини B ⊂ Rd.
Для виразiв a та b , що визначенi деякою сукупнiстю параметрiв, запис a � b

означає, що iснують такi додатнi величини c1 та c2, якi не залежать вiд одного

суттєвого параметра, що c1b ≤ a ≤ c2b. Якщо тiльки a ≤ c2b (c1b ≤ a), то

пишемо a � b (a � b). У бiльшостi випадкiв у вiдношеннях a � b суттєвим є

один iз числових параметрiв n, k,N тощо. В деяких ситуацiях, з метою виключення

непорозумiнь, параметр вiд якого не залежать величини c1 та c2 вказується явно,

наприклад, a
f
� b.

Через C(p), C1(d, p) тощо позначаються величини залежнi, можливо, лише вiд

вказаних у дужках параметрiв, i додатнi при всiх допустимих значеннях цих пара-

метрiв, а через C,C1, C2 тощо — абсолютнi додатнi сталi, необов’язково одинаковi

в рiзних мiсцях тексту.

Нарештi, однiєю i тiєю ж лiтерою в рiзних шрифтах позначаються рiзноманiтнi

системи функцiй Хаара:

• H — система функцiй Хаара однiєї змiнної;

• H — базис Хаара в Lp(I), 1 ≤ p < ∞ (упорядкована послiдовнiсть функцiй

системи H);

• Hd — тензорна система Хаара функцiй з d змiнними, d ∈ N;

• Hd
0 — базисна система Хаара з ”iнтервальною” iндексацiєю функцiй з d змiн-

ними;

• Hd
0 — базисна система Хаара з векторною iндексацiєю функцiй з d змiнними;

• Hd — базис Хаара в Lp(Id), 1 ≤ p < ∞, d ∈ N (упорядкована послiдовнiсть

функцiй системи Hd
0).

Функцiональнi простори та гладкiснi характеристики функцiй. Через

Lq(Ω), 1 6 q 6 ∞, позначимо простiр функцiй ϕ : Ω → R, вимiрних на вимiрнiй

множинi Ω ⊂ Rd, зi скiнченною нормою

‖ϕ‖Lq(Ω) =

(∫
Ω

|ϕ(x)|qdx
) 1

q

, 1 6 q <∞,
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‖ϕ‖L∞(Ω) = ess sup
x∈Ω

|ϕ(x)| .

У випадку Ω = Id iнодi пишемо Lq замiсть Lq(Id) i ‖ · ‖q замiсть ‖ · ‖Lq(Id) при

1 6 q 6∞.

Нехай 1 ≤ p < ∞. Означимо p – iнтегральний модуль неперервностi функцiї

ϕ ∈ Lp:

ω(ϕ, t)p := sup
0≤τi≤t<1

(∫
Idτ

|ϕ(x+ τ )− ϕ(x)|pdx
) 1

p

,

де τ = (τ1, . . . , τd) ∈ Rd+, Idτ :=
d∏
i=1

[0, 1− τi]. Також, покладемо

ω(ϕ, t)∞ := sup
0≤τi≤t<1

ess sup
x∈Idτ

|ϕ(x+ τ )− ϕ(x)|

для ϕ ∈ L∞.

У певних ситуацiях виникає потреба у використаннi iншого p – iнтегрального модуля

неперервностi, який означається у такий спосiб. Продовжимо функцiю ϕ ∈ Lp задану
на [0, 1)d, на весь простiр Rd перiодично за кожною змiнною. Нову 1 – перiодичну

функцiю позначимо через ϕ0 i покладемо

ω∗(ϕ, t)p := sup
06τi<t61

i=1,d

‖∆τϕ
0‖p ,

де ∆τ (ϕ0,x) = ϕ0(x+ τ )− ϕ0(x), x ∈ Rd.
Зрозумiло, що ω(ϕ, t)p 6 ω∗(ϕ, t)p , причому, як показано П.Л. Ульяновим, навiть

у випадку d = 1 цi модулi неперервностi можуть вiдрiзнятися за порядком при

t→ +0.

2.1.2 Iсторичнi вiдомостi та задачi

Як зазначено у першому роздiлi, в 1909 р. А. Хааром [180] була побудована ортонор-

мована в просторi L2([0, 1]) , повна в просторi L1([0, 1]) система функцiй (hn(x))∞n=0,

x ∈ [0, 1], ряди Фур’є за якою для неперервних функцiй збiгаються до них рiвномiрно

на [0, 1]. Така система має досить просту структуру i складається iз кусково-сталих

функцiй на iнтервалах двiйкового розбиття вiдрiзка [0, 1].

У 1928 p. Й. Шаудер [160] показав, що система H = (hn)∞n=0 є базисом в просто-

рах Лебега Lq([0, 1]), 1 ≤ q <∞. Хоча, очевидно, система H не може бути базисом
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в просторi C([0, 1]) неперервних на вiдрiзку [0, 1] функцiй, — ще в 1910 г. Г. Фа-

бер показав, що будь-яка неперервна на [0, 1] функцiя однозначно розкладається в

рiвномiрно збiжний до неї ряд за системою функцiй {ψn(x)}n∈Z+
, де

ψ0(x) ≡ 1, ψn(x) =

x∫
0

χn(t)dt, n ∈ N, 0 ≤ x ≤ 1 .

В 1927 р. Й. Шаудер [159] довiв, що аналогiчне твердження справедливе i щодо си-

стеми функцiй {ψ̃n(x)}n∈Z+
, якi вiдрiзняються вiд функцiй системи {ψn(x)}n∈Z+

лише сталими множниками; система {ψ̃n(x)}n∈Z+
є базисом в просторi C[0, 1].

Системному вивченню рядiв по системi Хаара H присвячена робота П.Л. Улья-

нова [146], в якiй, зокрема, дослiдженi питання збiжностi рядiв Фур’є (по системi

H ) функцiй з деяких класiв, а також, — встановленi оцiнки для коефiцiєнтiв Фур’є–

Хаара для елементiв iз просторiв вимiрних на [0, 1] функцiй.

В 1972 р. опублiкована стаття Б. I. Голубова [24], в якiй викладенi фундаментальнi

результати, що характеризують апроксимацiйнi властивостi системи H щодо фун-

кцiй iз просторiв Lq([0, 1]), 1 ≤ q <∞ та C([0, 1]). Основний вмiст цих результатiв

складають прямi та оберненi теореми.

У 2015 р. С.Б. Вакарчук та О.М. Щитов [19] встановили оцiнки наближень iнди-

вiдуальних функцiй f ∈ L1
p([0, 1]) за допомогою полiномiв по системi H в термiнах

норм ‖f (1)‖p i ‖f (1) − S(1)
n (f)‖p. Дослiдженням, що стосуються оцiнок наближення

вiдомих класiв W 1Hω та C1 — неперервних на [0, 1] функцiй, за допомогою ча-

стинних сум їх рядiв по системi Фабера–Шаудера у метрицi простору ϕ(L) (зокрема,

за нормою ‖ · ‖p простору Lp([0, 1]) ) присвяченi роботи [17, 18] цих же авторiв.

2.1.3 Означення функцiональних систем Hd
0, Hd

0, Hd та Hd

У першому роздiлi визначенi функцiональнi системи Hd
0, Hd

0 та Hd — кратнi базиснi

системи Хаара функцiй, заданих на одиничному кубi Id, d ≥ 2.

Подамо бiльш повнi означення цих систем. Означимо спочатку кратну базисну

систему Хаара Hd
0 функцiй, заданих на одиничному кубi Id, d ≥ 2. Позначимо

через Qj :=
⊗d

i=1Dj , j = 1, 2, . . . множину кубiв I двiйкового розбиття куба Id

об’ємом |I| = 2(−j+1)d, тобто

Qj =

{
Ilj =

d∏
i=1

I lij : l = (l1, . . . , ld), 0 6 li < 2j−1, i = 1, d

}
,
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а через Q :=
⋃∞
j=1Qj — множину всiх кубiв двiйкового розбиття Id. Покладемо

Hd
0 := {HId} ∪ {HI}I∈Q,

де функцiя

HId(x) = 1, x ∈ Id,

а для j ∈ N та I ∈ Qj (тобто I =
∏d

i=1 I
si
j )

HI(x1, . . . , xd) =
∏
i∈E

HI
si
j

(xi)×
∏
i∈T\E

|HI
si
j

(xi)|,

де E — довiльна непорожня пiдмножина множини T := {1, 2, . . . , d}, в тому числi,

допускається E = T i в цьому випадку множник
∏

i∈T\E замiнюється одиницею.

Зауважимо, що сукупнiстю всiх пiдмножин E iз заданим числом cardE 6= d i

множиною E = T за допомогою останньої формули визначається 2d − 1 функцiй

з носiями на фiксованому кубi I ∈ Qj , а отже на кожному кубi Ilj =
∏d

i=1 I
li
j ,

l = (l1, . . . , ld), 0 6 lj < 2j−1, i = 1, d.

Тепер подамо систему Hd
0, d > 2 iншим способом, виходячи iз одновимiрного

базису Хаара H i використовуючи при цьому векторну нумерацiю функцiй, що

належать до цiєї системи. З цiєю метою розiб’ємо множину Zd+ на неперетиннi

пiдмножини Z0,d := Y0,d i Zj,d := Yj,d \ Yj−1,d, j = 1, 2, . . ., де

Y0,d = {0} = {(0, 0, . . . , 0)} ⊂ Zd+,

Yj,d =
{
k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd+ : 0 6 ki < 2j , i = 1, d

}
, j = 1, 2, . . .

Зрозумiло, що Zd+ =
⋃∞
j=0 Zj,d. Зауважимо також, що ]Yj,d = 2jd i ]Zj,d � 2jd.

Отже, означимо систему функцiй з d змiнними

Hd
0 = {hk̄}k̄∈Zd+ :=

∞⋃
j=0

{hk̄}k̄∈Zj,d ,

поклавши

h0 =

d⊗
i=1

h0,

а для k ∈ Zj,d, j = 1, 2, . . .

hk̄ =
⊗
i∈E

hki ⊗
⊗
i∈T\E

|h2j−1+ki |,



87

де E = {i ∈ T : 2j−1 6 ki < 2j} причому, якщо E = T, то покладаємо

hk̄ =
⊗

i∈T hki .

Зрозумiло, що Hd
0 = Hd

0, тобто множини {hk̄}k̄∈Zd+ i Hd
0 тотожнi. Бiльше то-

го, мiж iндексацiєю двiйковими кубами iз Qj функцiй множини Hd
0 i iндексацiєю

векторами iз Zj,d функцiй множини Hd
0 встановлюється взаємно однозначна вiд-

повiднiсть так, що {hI}I∈Qj = {hk̄}k̄∈Zj,d , j = 1, 2, . . . . Як було зазначено, для

кожного j = 1, 2, . . . i l = (l1, . . . , ld) ∈ Zd+, 0 ≤ li < 2j−1, i = 1, d, на двiйковому

кубi Ilj =
d∏
i=1

I lij ∈ Qj зосередженi носiї рiвно 2d−1 функцiй iз множини {hk}k∈Zd+
(вiдповiдну множину таких функцiй позначимо через H(j; l)).

Упорядкуємо вектори k = (k1, . . . , kd) множини Zd+, розмiстивши їх у виглядi

послiдовностi k
(1)
, k

(2)
, . . . , k

(m)
, . . . так, що k

(1)
= (0, 0, . . . , 0) ∈ Zd+ i для i = 2, 3, . . .

max
{
k

(i)
j : j = 1, d

}
6 max

{
k

(i+1)
j : j = 1, d

}
.

Вiдповiдну такому упорядкуванню послiдовнiсть
(
hk̄(i)

)∞
i=1

функцiй системи Hd
0

позначимо через Hd. Тепер, занумерувавши функцiї системи Hd згiдно вiдповiдностi

k
(i) → i, записуємо Hd = (hi)

∞
i=1.

На завершення цього пункту зауважимо, що класичною кратною системою фун-

кцiй Хаара є система Hd, яка визначається як тензорний добуток базисних систем

Хаара функцiй з однiєю змiнною iз вiдповiдною iндексацiєю функцiй паралелепiпе-

дами множини Dd двiйкового розбиття куба Id:

Hd =

d⊗
i=1

H = {HI}I∈Dd .

Таким чином, для заданих j = (j1, . . . , jd) ∈ Zd+ i s = (s1, . . . , sd),

sk = 0, . . . , 2jk−1 − 1,

k = 1, d, i вiдповiдно для I =
d∏

k=1

Iskjk ( Iskjk ∈ Djk , k = 1, d), покладаємо

HI(x1, . . . , xd) :=

d∏
k=1

HI
sk
jk

(xk).

Вивченню властивостей системи Hd, d ≥ 2, переважно стосовно задач нелiнiйної

апроксимацiї функцiй, присвячена низка нещодавнiх робiт В. M. Темлякова та iнших

математикiв, а кореневою є робота В. М. Темлякова [206].

Зазначимо, що a priori у випадку d = 1 системи H1 та H1
0 := H — тотожнi.
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2.1.4 Представлення часткових сум Фур’є–Хаара

В силу означення ортонормованої в L2(Id) системи Hd
0 = {hk}k∈Zd+ будь-яку фун-

кцiю f ∈ L1(Id) можна розкласти в ряд Фур’є –Хаара

f(x) ∼
∑
k∈Zd+

(f, hk)hk(x),

де (f, hk) =
∫
Id
f(x)hk(x)dx, k ∈ Zd+, — коефiцiєнти Фур’є–Хаара функцiї f .

Через Pn позначимо оператор Pn : L1 → Vn ортогонального проектування

простору L1(Id) на пiдпростiр

Vn := span
{
hk̄, k ∈ Yn,d

}
=

{
u : u =

∑
k̄∈Yn,d

ck̄hk̄, ck̄ ∈ R
}
,

тобто

Pnf(x) =
∑
k̄∈Yn,d

(f, hk̄) hk̄(x), f ∈ L1(Id) .

Функцiї Pnf(x), x ∈ Id назвемо полiедральними сумами Фур’є–Хаара функцiї f .

Твердження 2.1.1. Для будь-якої функцiї f ∈ L1(Id) при n ∈ Z+ справедливе

представлення

Pnf(x) =
1

|I|

∫
I

f(y)dy, x ∈ I,

де I ∈ Qn+1, тобто I — двiйковий куб, I ⊂ Id, vol I = 2−nd.

Доведення твердження 2.1.1. У випадку d = 1 доведення твердження можна

знайти в [38, Роздiл 3, §1, c. 78–80]. При d > 1 доведення базується на аналогiчних

мiркуваннях. Достатньо лише зауважити, що при будь-яких n ∈ Z+, f ∈ L1(Id) та

I ∈ Qn+1 для функцiї

mn(f ;x) :=
1

|I|

∫
I

f(x)dx, x ∈ I,

mn(f ;x) = 0, x ∈ Id\I,

так як i у випадку d = 1 , при I ∈ Q та x ∈ I справедлива рiвнiсть

Pnf(x) = Pn(mn(f ; ·))(x) = mn(f ;x).

�
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Зауваження 2.1.1. У представленнi iз твердження 2.1.1 не вiдслiдкованi значення

функцiї Pnf(·) на ”сiтцi” двiйкового розбиття куба Id, проте у встановленнi

необхiдних нам властивостей оператора Pn такi значення не є суттєвими.

2.1.5 Про одну властивiсть системи Hd
0

Сформулюємо i доведемо одне важливе твердження про оцiнку Lp–норми елементiв

простору Wj := span{hk; k ∈ Zj,d}, j ∈ N.

Лема 2.1.1. Для довiльної системи дiйсних чисел {ak}k∈Zj,d, j = 1, 2, . . ., мають

мiсце спiввiдношення∥∥∥∥ ∑
k∈Zj,d

akhk

∥∥∥∥
p

� 2
−j
(
d
p
− d

2

)( ∑
k∈Zj,d

|ak|
p

) 1
p

, 1 ≤ p <∞, (2.1)

‖
∑
k∈Zj,d

akhk‖∞ � 2
jd
2 max
k∈Zj,d

|ak|. (2.2)

Доведення леми 2.1.1. Спочатку доведемо в (2.1) нерiвнiсть зi знаком �. Зафi-

ксувавши j, подiлимо множину iндексiв Zj,d на непереретиннi пiдмножини Zj,d(l),

як це зроблено у пунктi 2.1.3. Таким чином,

Zj,d(l
(1)) ∩ Zj,d(l(2)) = ∅ при l(1) 6= l(2)

i

Zj,d =
⋃

l∈Yj−1,d

Zj,d(l), а також {hk}k∈Zj,d =
⋃

l∈Yj−1,d

H(j; l).

З iншого боку, враховуючи, що card H(j; l) = 2d−1 для будь-якого l ∈ Yj−1,d, розiб’є-

мо множину {hk}k∈Zj,d на 2d−1 неперетинних пiдмножин H(i)
j , i = 1, 2, . . . , 2d − 1

таких, що кожна функцiя hk ∈ H(j; l), l ∈ Yj−1,d, належить рiвно до однiєї iз множин

H(i)
j i, таким чином, {hk}k∈Zj,d =

2d−1⋃
i=1

H(i)
j .

Зрозумiло, що card H(i)
j = ]Yj−1,d = 2(j−1)d для будь-якого i = 1, . . . , 2d − 1 i

supp hk(1) ∩ supp hk(2) = ∅, якщо hk(1), hk(2) ∈ H
(i)
j (для деякого i = 1, . . . , 2d − 1 )

i k(1) 6= k(2).

Позначимо через Z
(i)
j,d — множину таких iндексiв (векторiв) k, що функцiя hk

належить множинi H(i)
j (тодi ]Z

(i)
j,d = 2(j−1)d ). Спочатку зазначимо, за допомогою

безпосереднiх обчислень можна показати, що при j = 1, 2, . . . та l ∈ Yj−1,d

‖hk‖p = |Ilj |1/p−1/2 = 2−jd(1/p−1/2), k ∈ Zj,d, 1 ≤ p ≤ ∞. (2.3)
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Тодi, застосувавши нерiвнiсть (a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp), a, b > 0, 1 ≤ p <∞, маємо∥∥∥∥ ∑
k∈Zj,d

akhk

∥∥∥∥p
p

=

∥∥∥∥ 2d−1∑
i=1

∑
k∈Z(i)

j,d

akhk

∥∥∥∥p
p

=

=

∫
Id

∣∣∣∣ 2d−1∑
i=1

∑
k∈Z(i)

j,d

akhk

∣∣∣∣pdx ≤ C(p, d)

2d−1∑
i=1

∫
Id

∣∣∣∣ ∑
k∈Z(i)

j,d

akhk

∣∣∣∣pdx =

= C(p, d)

2d−1∑
i=1

∥∥∥∥ ∑
k∈Z(i)

j,d

akhk

∥∥∥∥p
p

= C(p, d)

2d−1∑
i=1

∑
k∈Z(i)

j,d

|ak|
p‖hk‖

p
p =

= C(p, d)

2d−1∑
i=1

2−jd(1/p−1/2)p
∑
k∈Z(i)

j,d

|ak|
p = C(p, d)2−jd(1/p−1/2)p

∑
k∈Zj,d

|ak|
p,

Звiдси випливає оцiнка зверху в (2.1).

Оцiнка знизу у спiввiдношеннi (2.1) у випадку p = 2 — тривiальний наслiдок

того, що система {hk}k∈Zd+ є ортонормованою в L2(Id). Бiльше того, справедлива

рiвнiсть ∥∥∥∥ ∑
k∈Zj,d

akhk

∥∥∥∥2

2

=
∑
k∈Zj,d

|ak|
2. (2.4)

Доведемо оцiнку знизу в (2.1) для довiльного p, 1 ≤ p <∞.

Оскiльки Hd = (hi)
∞
i=1, — упорядкована згiдно з пунктом 2.1.3 послiдовнiсть

функцiй iз Hd
0 = {hk}k∈Zd+ , — є базисом в просторах Lp(Id), 1 ≤ p <∞ (див. нижче

теорему 2.1.1), то на пiдставi одного твердження iз [26] iснує таке α, 0 < α < 1, що

для будь-якої сукупностi дiйсних чисел {ck}n+m
k=1 , n, m ∈ N, має мiсце нерiвнiсть∥∥∥∥ n+m∑

k=1

ckhk

∥∥∥∥
p

≥ α

∥∥∥∥ n∑
k=1

ckhk

∥∥∥∥
p

(2.5)

(при p = 2, очевидно, α = 1 ).

В свою чергу, аналогiчно тому, що встановлено в [24, §2, c. 261–262] у випадку

d = 1, спiввiдношення (2.5) тягне нерiвнiсть∥∥∥∥ n+m∑
k=1

ckhk

∥∥∥∥
p

≥
(
1 +

1

α

)−1
∥∥∥∥ n+m∑
k=n+1

ckhk

∥∥∥∥
p

. (2.6)
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Справдi, в силу нерiвностi (2.5), при 1 ≤ p <∞∥∥∥∥ n+m∑
k=1

ckhk

∥∥∥∥
p

≥
∥∥∥∥ n+m∑
k=n+1

ckhk

∥∥∥∥
p

−
∥∥∥∥ n∑
k=1

ckhk

∥∥∥∥
p

≥

≥
∥∥∥∥ n+m∑
k=n+1

ckhk

∥∥∥∥
p

− 1

α

∥∥∥∥ n+m∑
k=1

ckhk

∥∥∥∥
p

,

звiдки i випливає (2.6).

Наслiдком нерiвностей (2.5) та (2.6) є наступне твердження: знайдеться така

додатна стала γ, що ∥∥∥∥ m∑
k=n

ckhk

∥∥∥∥
p

≤ γ

∥∥∥∥ M∑
k=l

ckhk

∥∥∥∥
p

, (2.7)

для будь-яких натуральних чисел n, m, l та M , пов’язаних спiввiдношенням

l ≤ n < m ≤M .

Використавши мультиiндексну (векторну) нумерацiю функцiй базису Hd, тобто

— систему Hd
0, на пiдставi (2.7) можна записати

max
1≤i≤2d−1

∥∥∥∥ ∑
k∈Z(i)

j,d

akhk

∥∥∥∥
p

≤
∥∥∥∥ ∑
k∈Zj,d

akhk

∥∥∥∥
p

. (2.8)

Але ж в доведеннi оцiнки зверху в лемi 2.1.1 показано, що при 1 ≤ i ≤ 2d − 1∥∥∥∥ ∑
k∈Z(i)

j,d

akhk

∥∥∥∥
p

= 2−jd( 1
p
− 1

2
)

( ∑
k∈Z(i)

j,d

|ak|
p

) 1
p

.

А тому, поєднавши цю рiвнiсть з нерiвнiстю (2.8), отримаємо∥∥∥∥ ∑
k∈Zj,d

akhk

∥∥∥∥p
p

≥ 1

(2d − 1)γp

2d−1∑
i=1

∥∥∥∥ ∑
k∈Z(i)

j,d

akhk

∥∥∥∥p
p

= C(d, p)2−jd( 1
p
− 1

2
)p
∑
k∈Zj,d

|ak|
p,

що є шуканою оцiнкою знизу у спiввiдношеннi (2.1).

Для завершення доведення леми 2.1.1, не вдаючись до деталiзацiї, достатньо за-

уважити, що спiввiдношення (2.2), яке в нiй знаходиться, є простим наслiдком рiв-

ностi (2.3). �
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2.1.6 Властивостi оператора Фур’є–Хаара Pn

Лема 2.1.2. Для будь-якої функцiї f ∈ Lp(Id), 1 ≤ p ≤ ∞ i n ∈ Z+, справедливi

нерiвностi

(i) ‖Pnf‖p ≤ C1(d, p)‖f‖p,

(ii) ‖f − Pnf‖p ≤ C2(d, p)ω(f ; 2−n)p,

а для f ∈ Vn

(iii) ω(f ; δ)p ≤ C(d, p)
(

min{δ2n; 1}
) 1
p‖f‖p.

Доведення леми 2.1.2. Встановлення нерiвностi (ii) проводиться за схемою до-

ведення такої нерiвностi у випадку d = 1 (див. [38], теорема 2, с. 81–82 для p =∞
i теорема 3, с. 82–83 для 1 ≤ p <∞ ) з використанням твердження 2.1.1. До деталь-

ного викладу ми не вдаємося.

Нерiвнiсть (i) є простим наслiдком (ii). Справдi, врахувавши, що для будь-яких

f ∈ Lp(Id) i δ, 0 ≤ δ ≤ 1, очевидно, ω(f ; δ)p ≤ 2‖f‖p, маємо

‖Pnf‖p = ‖f − (f − Pnf)‖p ≤ ‖f‖p + ‖f − Pnf‖p ≤

≤ ‖f‖p + C2(d, p)ω(f ; 2−n)p ≤ (1 + 2C2(d, p))‖f‖p = C1(d, p)‖f‖p.

Приступаючи до доведення (iii), нагадаємо означення ω(f ; t)p. Якщо f ∈ Lp(Id),
1 ≤ p ≤ ∞ i λ = (λ1, . . . , λd) ∈ R+, то

ω(f ; t)p := sup
0≤λi<t≤1

‖∆λ(f ; ·)‖L(Idλ),

де Idλ =
d∏
i=1

[0; 1− λi] i ∆λ(f ;x) = f(x+ λ)− f(x) при x, x+ λ ∈ Id.

Нерiвнiсть ω(f ; δ)p ≤ C‖f‖p зi сталою C = 2, як було зазначено вище, виконується

рiвномiрно по всiх δ, 0 ≤ δ ≤ 1 для будь-якої функцiї f ∈ Lp(Id) i, зокрема, для

f ∈ Vn. Її можна уточнити для f ∈ Vn i 0 < δ < 2−n при n = 1, 2, . . . .

Справдi, нехай j ∈ N, задано δ, 0 < δ < 2−j i 0 ≤ λi < δ, i = 1, d. Розглянемо рi-

зницю ∆λ(hk;x) = hk(x+λ)−hk(x), k ∈ Zj,d, x ∈ Idλ. Зауваживши, що supp hk ∈ Qj
при k ∈ Zj,d, а точнiше, supp hk = Is

∗

j для деякого s∗ = (s∗1, . . . , s
∗
d), 0 ≤ s∗i < 2j−1,

i = 1, d, i |Is∗j | = 2(−j+1)d, бачимо, що в силу означення функцiї hk, k ∈ Zj,d, рiзни-
ця ∆λ(hk;x) вiдмiнна вiд нуля лише на деякiй множинi Σ(λ) ⊂ Idλ ∩ Is

∗

j об’ємом
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|Σ(λ)| ≤ Cδd, C > 0. Тому, врахувавши, що в силу нерiвностi |a±b|p ≤ 2p−1(|a|p+|b|p),
a, b ∈ R, 1 ≤ p <∞ буде

|∆λ(hk ;x)|p ≤ 2p|hk(x)|p, x ∈ Σ(λ), (2.9)

виводимо спiввiдношення

‖∆λ(hk ; ·)‖p
Lp(Idλ)

=

∫
Idλ
|hk(x+ λ)− hk(x)|pdx =

=

∫
Σ(λ)

|hk(x+ λ)− hk(x)|pdx < |Σ(λ)| · max
x∈Σ(λ)

|∆λ(hk ;x)|p ≤

≤ Cδd · 2p(2jd)
p
2 = C(p)δd · 2jd ·

(
2−jd( 1

p
− 1

2
)
)p ≤ C(d, p)δ · 2j‖hk‖

p
p.

Також, звернемо увагу на очевидну рiвнiсть ‖∆λ(h0 ; ·)‖Lp(Idλ) = 0.

Далi, для f ∈ Vn (тобто f(x) =
∑

k∈Yn,d
ckhk(x) =

n∑
j=0

∑
k∈Zj,d

ckhk(x), ck ∈ R) i

0 < δ < 2−n, n ∈ N, на основi мiркувань, що застосованi для доведення леми 2.1.1,

врахувавши (2.9) та (2.7), отримаємо

‖∆λ(f ; ·)‖Lp(Idλ) ≤
n∑
j=0

∥∥∥∥ ∑
k∈Zj,d

ck∆λ(hk ; ·)
∥∥∥∥
Lp(Idλ)

≤

≤ C1(d, p)

n∑
j=1

(δ2j)
1
p · 2−jd( 1

p
− 1

2
)

( ∑
k∈Zj,d

|ck|
p

) 1
p

≤

≤ C2(d, p)

n∑
j=1

(δ2j)
1
p

∥∥∥∥ ∑
k∈Zj,d

ckhk

∥∥∥∥
p

≤ C3(d, p)

n∑
j=1

(δ2j)
1
p

∥∥∥∥ ∑
k∈Yn,d

ckhk

∥∥∥∥
p

≤

≤ C4(d, p)

n∑
j=1

(δ2j)
1
p · ‖f‖p ≤ C(d, p)(δ2n)

1
p‖f‖p. (2.10)

Iз означення ω(f ; δ)p, з урахуванням (2.10) приходимо до нерiвностi (iii).

Лема 2.1.2 доведена. �

Нерiвностi (i) и (ii) iз леми 2.1.2 можуть бути розповсюдженi на випадок бiльш

загальних, нiж Pn, операторiв. Для множини Ω ⊂ Zd+ такої, що Yn,d ⊂ Ω ⊂ Yn+1,d,

визначимо оператори PΩ
n , n ∈ Z+, що дiють за формулою

PΩ
n f(x) =

∑
k̄∈Ω

(f, hk̄)hk̄(x), x ∈ Id.
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Позначимо S :=
⋃

k̄∈Ω∩Zn+1,d

supp hk̄, де, нагадаємо, Zn+1,d = Yn+1,d \ Yn,d. Тодi

PΩ
n f(x) =

Pn+1f(x), x ∈ S,

Pnf(x), x ∈ Id \ S.

З урахуванням вiдомих властивостей модуля неперервностi ω(f, t)p функцiї f ,

iз (ii) при Yn,d ⊂ Ω ⊂ Yn+1,d, n ∈ N отримаємо

‖f − PΩ
n f‖pp =

∫
Id
|f(x)− PΩ

n f(x)|pdx =

∫
S

|f(x)− Pn+1f(x)|pdx+

+

∫
Id\S
|f(x)− Pnf(x)|pdx 6

∫
Id
|f(x)− Pn+1f(x)|pdx+

∫
Id
|f(x)− Pnf(x)|pdx 6

6 C5(d, p)
(
ωp(f, 2−n−1)p + ωp(f, 2−n)p

)
6 C6(d, p)ωp(f, 2−n)p,

тобто

‖f − PΩ
n f‖p 6 C7(d, p)ω(f, 2−n)p . (2.11)

Як наслiдок (2.11), отримуємо також бiльш загальну нiж (i) нерiвнiсть

‖PΩ
n f‖p 6 C8(d, p) ‖f‖p . (2.12)

2.1.7 Про базиснiсть системи Hd
0 в просторi Lp(Id)

Викладенi вище результати є основою у доведеннi головного твердження, що стосує-

ться системи Hd
0. У цьому твердженнi використовується поняття ”базису Шаудера”

.

Означення 2.1.1. Послiдовнiсть U = (uk)
∞
k=1 називається базисом Шаудера у ба-

наховому просторi X , якщо для кожного елемента f ∈ X iснує єдиний розклад в

X

f =

∞∑
k=1

ak(f)uk,

де ak(f) =< f, u∗k >, k ∈ N — лiнiйнi обмеженi функцiонали на спряженому до X

просторi X ∗ i < ui, u
∗
k >= δik.

Отже, розглянемо систему Hd
0 = {hk}k∈Zd+ i систему Hd = (hi)

∞
i=1 — упорядко-

вану вiдповiдно до пункту 2.1.3 послiдовнiсть функцiй iз Hd
0.
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Для множин Wj := span{hk; k ∈ Zj,d}, j = 0, 1, . . . визначимо оператори

Rj : L1(Id) −→Wj , на базi спiввiдношення

Rjf(x) =
∑
k∈Zj,d

(f ;hk)hk(x), f ∈ L1(Id).

Теорема 2.1.1. Для будь-якої функцiї f ∈ Lp(Id), 1 ≤ p ≤ ∞ справедливий

наступний Фур’є–Хаара розклад в ряд

f(x) =

∞∑
j=0

Rjf(x), (2.13)

що збiгається у просторi Lp(Id). Послiдовнiсть Hd = (hi)
∞
i=1 є базисом Шаудера в

Lp(Id), 1 ≤ p <∞.

Доведення теореми 2.1.1. Для доведення другої частини теореми достатньо

перевiрити для Hd виконання критерiю базисностi заданої послiдовностi елементiв

банахового простору (див. [38], теорема 6, с. 19).

По-перше, ортонормована в L2(Id) система Hd, згiдно з нерiвнiстю (ii) iз леми

2.1.2 (а, точнiше, згiдно з нерiвнiстю (2.11)), — повна в Lp(Id), 1 ≤ p < ∞. По-

друге, система Hd є мiнiмальною в цих просторах, оскiльки для неї при d > 1

справедливий аналог твердження 4 iз [38, c. 16].

Нарештi, враховуючи, що для системи Hd виконується нерiвнiсть (2.12), згiдно

критерiю базисностi доходимо висновку, що Hd — базис в Lp(Id). Як наслiдок, має

мiсце представлення (2.13) при 1 ≤ p < ∞. Справедливiсть (2.13) при p = ∞
(натомiсть i при 1 ≤ p <∞ ) випливає безпосередньо iз нерiвностi (ii) леми 2.1.2. �

Зауваження 2.1.2. Розклад (2.13), а також спiввiдношення (i), (ii) та (iii) леми

2.1.2 справедливi i у просторi C(Id) неперервних на Id функцiй з нормою ‖ · ‖∞,
якщо покласти ω(f, δ)∞ = ω(f, δ) := sup

‖x−y‖
ld
2
≤δ
|f(x)− f(y)|, 0 < δ ≤ 1.

2.2 Оберненi теореми наближення i теореми вкладе-
ння

В термiнах найкращих полiномiальних наближень за кратним базисом Хаара отримана
конструктивна характеристика класiв Гельдера Hα

p функцiй, визначених на одиничному
кубi Id простору Rd, за обмеження 0 < α < 1

p ≤ 1.
На основi оцiнок найкращих наближень за допомогою полiномiв по базису Хаара доведе-

нi оберненi теореми для функцiй, визначених на одиничному кубi d – вимiрного евклiдового
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простору; тобто описанi гладкiснi властивостi функцiй, якi досягають певного ступеня
наближення полiномами по кратнiй системi Хаара. Встановленi теореми вкладення в
шкалi просторiв Лебега, а також, — спiввiдношення, що пов’язують величини найкра-
щих наближень у вiдповiдних просторах.

2.2.1 Конструктивна характеристика класiв Гельдера

Спочатку, на додачу до останньої нерiвностi (iii) в лемi 2.1.2, доведемо твердження

щодо оцiнки зверху модуля неперервностi ω(f ; ·)p довiльної функцiї f ∈ Lp через її

найкращi наближення за допомогою лiнiйної оболонки скiнченного числа фiксованих

функцiй базису Hd. З цiєю метою введемо додатковi позначення i означення, а також

сформулюємо i доведемо одне просте, але важливе, допомiжне твердження.

Позначимо через EVn(f,Hd
0, Lp) найкраще наближення функцiї f елементами

пiдпростору Vn:

EVn(f,Hd
0, Lp) := inf

ck∈R
‖f −

∑
k∈Yn,d

ckhk‖p.

Зауважимо, що dimVn = ]Yn,d = 2nd. В подальшому будемо використовувати скоро-

чене позначення EVn(f)p для EVn(f,Hd
0, Lp).

Наступне твердження у випадку d = 1 доведено в [146].

Лема 2.2.1. Для будь-якої функцiї f ∈ Lp(Id) при 1 ≤ p ≤ ∞ справедливе спiввiд-

ношення

EVn(f)p � ‖f − Pn f‖p. (2.14)

Доведення леми 2.2.1. Нерiвнiсть � у спiввiдношеннi (2.14)тривiальна, а для

доведення нерiвностi � достатньо скористатися спiввiдношенням (i) леми 2.1.2.

Справдi, позначивши через P ∗n f ∈ Vn полiном найкращого наближення (за допо-

могою пiдпростору Vn ) функцiї f в просторi Lp(Id), можна записати

‖f − Pn f‖p ≤ ‖f − Pn(P ∗n f) + Pn(P ∗n f)− Pn f‖p ≤

≤ ‖f − P ∗n‖p + ‖Pn(P ∗n f)− Pn f‖p ≤ (1 + C1(d, p))EVn(f)p.

Зазначимо, iснування полiнома P ∗n f гарантовано скiнченною вимiрнiстю пiдпро-

стору Vn (див., наприклад, [45, c. 12]). �

Теорема 2.2.1. Нехай f ∈ Lp(Id), 1 ≤ p <∞. Тодi для будь-якого n ∈ N

ω(f, 2−n)p ≤ C
(1)
p 2−

n
p

n∑
k=0

2
k
p EVk(f)p, (2.15)
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де C
(1)
p > 0 — величина, що залежить лише вiд p.

Зауваження 2.2.1. У випадку d = 1 нерiвнiсть (2.15), а також її наслiдок (нерiв-

нiсть (2.18) доведенi Б. I. Голубовим [24] з вказiвкою найменших, у певному сенсi,

значень величин C
(1)
p та C

(2)
p . Там же, в [24], висвiтлена iсторiя встановлення

нерiвностей типу (2.15) i (2.18) для системи Хаара.

Доведення теореми 2.2.1. Для f ∈ Lp(Id) i n ∈ N, вiдштовхуючись вiд

рiвностi f = f −Pn f +
n∑
k=0

Rk f , згiдно з (iii) леми 2.1.2, взявши до уваги нерiвнiсть

ω(f, δ)p ≤ 2‖f‖p, 0 < δ ≤ 1, маємо

ω(f, 2−n)p ≤ ω(f − Pn f, 2−n)p +

n∑
k=0

ω(Rk f, 2
−n)p ≤

≤ 2(‖f − Pn f‖p + 2−
n
p

n∑
k=1

2
k
p ‖Rk f‖p). (2.16)

Тут враховано, що ω(R0 f, 2
−n) = 0.

Позначимо dn(f)p := ‖f−Pn f‖p. Тодi, оскiлькиRk f = (f−Pk−1 f)−(f−Pk f), k ∈ N
i ‖Rk f‖p ≤ dk−1(f)p+dk(f)p, то можна стверджувати, що наслiдком нерiвностi (2.16)

є нерiвнiсть

ω(f, 2−n) ≤ C
(0)
p 2−

n
p

n∑
k=0

2
k
pdk(f), (2.17)

де C
(0)
p – додатна величина, що залежить вiд p, яку, взагалi кажучи, можна обме-

жити зверху абсолютною сталою. Застосувавши до (2.17) лему 2.2.1, отримаємо не-

рiвнiсть (2.15). �

Приведемо простий наслiдок теореми 2.2.1. Позначимо через E∗n(f)p величину

найкращого наближення функцiї f ∈ Lp(Id) елементами лiнiйної оболонки n

перших функцiй базису Hd = (hi)
∞
i=1:

E∗n(f)p := inf
ck∈R
‖f −

n∑
k=1

ckhk‖p.

Наслiдок 2.2.1. Нехай f ∈ Lp(Id), 1 ≤ p <∞. Тодi

ω
(
f,

1

N

)
p
≤ C

(2)
p N−

1
p

N∑
k=1

k
1
p
−1E∗kd(f)p, (2.18)

де C
(2)
p — додатна величина, яка залежить лише вiд p.
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Доведення наслiдку 2.2.1. Нехай натуральнi числа n та N такi, що 2n < N ≤ 2n+1.

Тодi iз нерiвностi (2.15), в силу монотонностi EVm(f)p i E∗l (f)p вiдповiдно по

параметрах m i l, отримаємо

ω
(
f,

1

N

)
p
≤ ω(f, 2−n)p ≤ C

(1)
p 2−

n
p

n∑
m=0

2
m
p EVm(f)p ≤

≤ 2
1
pC

(1)
p 2−

n
p

n−1∑
m=0

2
m
p EVm(f)p ≤ 2

2
pC

(1)
p N−

1
p

n−1∑
m=0

2
m
p EVm(f)p. (2.19)

З iншого боку,

N∑
k=1

k
1
p
−1E∗kd(f)p ≥

n−1∑
m=0

2m+1∑
j=2m+1

2
m
p 2−(m+1)EVm(f)p ≥

1

2

n−1∑
m=0

2
m
p EVm(f)p. (2.20)

Поєднавши (2.19) i (2.20), приходимо до нерiвностi (2.18) з C
(2)
p = 2

2
p
+1C

(1)
p . �

Зауваження 2.2.2. a) У випадку d = 1 при p = 1 спiввiдношення (2.18) є

аналогом нерiвностi А.П. Тiмана i М.П. Тiмана [134, c. 344], в якiй використанi

величини найкращих наближень перiодичних функцiй по системi T = {ei l x}∞l=0.

б)Нерiвнiсть

ω
(
f,

1

N

)
p
≤ C N−( 1

p
+ε)

N∑
k=1

k
1
p
+ε−1E∗kd(f)p

при ε > 0 не може бути справедливою iз жодною додатною сталою C, яка була б

не залежна вiд n, а при ε < 0 вона є ”грубiшою” , нiж при ε = 0 (обгрунтування

див. у [24, с. 265] для випадку d = 1 ).

Взявши за основу викладенi вище результати даного пiдроздiлу, можна дати кон-

структивну характеристику класiв Гельдера Hα
p для певного спектру значень па-

раметрiв α та p.

Отже, для 0 < α 6 1 i 1 6 p 6∞ визначимо множини

Hα
p (M) = Lip(α, p,M) :=

{
f ∈ Lp : ω(f, t)p ≤Mtα

}
, M > 0

i

Hα
p = Lip(α, p) :=

⋃
M>0

Hα
p (M).

Лiнiйний простiр Hα
p надiлимо нормою ‖ · ‖Hα

p
:

‖f‖Hα
p

= ‖f‖p + sup
t>0

t−αω(f, t)p.
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Зауважимо, що |f |Hα
p

:= sup
t>0

t−αω(f, t)p — пiвнорма на Hα
p . Простiр Hα

p зi скiнченою

нормою ‖·‖Hα
p

є банаховим при всiх 1 ≤ p ≤ ∞ , i називається простором Гельдера–

Лiпшиця (при 0 < α < 1 — простором Гельдера).

Теорема 2.2.2. Нехай 1 ≤ p <∞ i 0 < α < 1
p . Для того, щоб f ∈ Hα

p , необхiдно

i достатньо виконання нерiвностi EVn(f)p � 2−nα.

Доведення теореми 2.2.2. Необхiднiсть є безпосереднiм наслiдком спiввiдно-

шень (ii) iз леми 2.1.2 та (2.15).

Достатнiсть випливає iз теореми 2.2.1. Справдi, для n ∈ N при 2−(n+1) < δ ≤ 2−n

i 0 < α < 1
p маємо

ω(f, δ)p ≤ ω(f, 2−n)p ≤ C
(1)
p 2−

n
p

n∑
k=0

2
k
pEVk(f)p ≤

≤ C1 2−
n
p

n∑
k=0

2
k
p 2−k α ≤ C2 2−nα ≤ C3 δ

α,

тобто f ∈ Hα
p . �

2.2.2 Найкраще наближення та гладкiсть функцiй

У попередньому пiдроздiлi опосередковано, через оцiнки величин EVn(f)p, данo кон-

структивну характеристику класiв ГельдераHα
p . А саме, доведено, що при 1 6 p <∞

i 0 < α < 1
p твердження f ∈ Hα

p i EVn(f)p � 2−nα рiвносильнi. Виявляється,

що обмеження щодо параметра α в такому висновку є суттєвим. У випадку d = 1

це було з’ясовано Б. I. Голубовим [24]. Якщо α = 1
p , то оцiнка EVn(f)p � 2−nα

для f ∈ Lp уже не обов’язково тягне за собою належнiсть функцiї f простору

Hα
p , однак все ж є гарантiєю певної гладкостi функцiї f , що описується в термiнах

модулiв неперервностi ω(f, t)p та ω∗(f, t)p̃. Це вiдображено в наступнiй теоремi, в

яку для цiлiсностi занесено результат i у випадку 0 < α < 1
p .

Покладемо

lip(α, p) :=
{
f ∈ Lp : ω(f, t)p = o(tα), t→ +0

}
,

lip∗(α, p) :=
{
f ∈ Lp : ω∗(f, t)p = o(tα), t→ +0

}
.

Теорема 2.2.3. Нехай 1 6 p <∞. Тодi

(a) якщо 0 < α < 1
p 6 1, то EVn(f)p � 2−nα рiвносильне f ∈ Lip(α, p);
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(б) якщо 0 < 1
p < α 6 1, то iз EVn(f)p � 2−nα випливає f ∈ Lip(1

p , p), але

необов’язково f ∈ lip(1
p , p), а отже i необов’язково f ∈ lip∗(1

p , p);

(в) якщо 0 < α = 1
p 6 1, то iз EVn(f)p � 2−

n
p випливає ω(f, δ)p = O(δ

1
p | ln δ|), але

необов’язково ω∗(f, δ)p = o(δ
1
p | ln δ|), δ → +0 .

Доведення теореми 2.2.3. Твердження (а) — тотожне теоремi 2.2.2 — доведене

у попередньому пiдроздiлi. Твердження (б) i (в) у стверднiй частинi (так як i твер-

дження (а)) є безпосереднiми наслiдками нерiвностi типу Джексона (ii) iз леми 2.1.2

i нерiвностi (2.15). Справдi, для n ∈ Z+ при 2−(n+1) < δ 6 2−n маємо

ω(f, δ)p 6 ω(f, 2−n)p 6 C
(1)
p 2−

n
p

n∑
k=0

2
k
pEVk(f)p 6 C

(2)
p 2−

n
p

n∑
k=0

2
k
p 2−kα,

звiдки, у випадку (б) — ω(f, δ)p 6 C
(3)
p δ

1
p , а у випадку (в) — ω(f, δ)p 6 C

(4)
p δ

1
p | ln δ|.

Доведення другої частини твердження (б), почнемо з визначення функцiї

f(t) = HI0
1
(t1)

d∏
i=2

χI0
1
(ti), t = (t1, . . . , td) ∈ Rd,

де, нагадаємо, χA(y), y ∈ R — характеристична функцiя множини A ⊂ R. Тодi,
очевидно, EVn(f)p = 0 при n > 2, зокрема, EVn(f)p = O(2−

n
p ) при n→∞. Однак

f 6∈ lip
(

1
p , p
)
. Справдi, для будь-якого τ = (τ1, . . . , τd) ∈ Id маємо

‖∆τf‖p =

(∫
Idτ
|f(x+ τ )− f(x)|pdx

) 1
p

=

=

d∏
i=2

(1− τi)
1
p

(∫ 1−τ1

0

|HI0
1
(x1 + τ1)− HI0

1
(x1)|pdx1

) 1
p

= 2
√

2 τ
1
p

1

d∏
i=2

(1− τi)
1
p

i sup
06τi<t61

‖∆τf‖p = Cpt
1
p , Cp > 0, а отже f 6∈ lip

(
1
p , p
)
i, тим бiльше, f 6∈ lip∗

(
1
p , p
)
.

Нарештi, для доведення другої частини твердження (в) достатньо знайти таку

функцiю f1 ∈ Lp(Id), 1 6 p < ∞, що EVn(f1)p = O(2−
n
p ), але спiввiдношення

ω∗(f1, δ)p = o(δ
1
p | ln δ|) не виконується. Покладемо

f1(t) =

∞∑
k=2

2−
k
2 XI(k,d)(t), t = (t1, . . . , td), (2.21)
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де I(k, d) ⊂ Qk, точнiше, I(k, d) =
d∏
i=0

I0
k — куб k – го рiвня двiйкового розбиття

куба Id, а

XI(k,d)(t) = HI0
k
(t1)

d∏
i=2

χI0
k
(ti), t ∈ Id.

Обгрунтовуючи коректнiсть означення функцiї f1 формулою (2.21), доведемо збi-

жнiсть за нормою простору Lp(Id) ряду у правiй частинi (2.21) i в той же час

покажемо, що EVn(f1)p = O(2−
n
p ). Для n ∈ N маємо

EVn(f1)p 6

∥∥∥∥ ∞∑
k=n+1

2−
k
2 XI(k,d)

∥∥∥∥
p

6
∞∑

k=n+1

2−
k
2 ‖XI(k,d)‖p 6

6
∞∑

k=n+1

2−
k
2 2−k(

1
p
− 1

2) =

∞∑
k=n+1

2−
k
p � 2−

n
p .

Тепер, оцiнимо p –модуль неперервностi ω∗(f1, ·)p функцiї f1:

ω∗(f1, 2
−N )p > ω∗(PNf1, 2

−N )p − ω∗(f1 − PNf1, 2
−N )p >

> ω∗(PNf1, 2
−N )p − 2‖f1 − PNf1‖p. (2.22)

Але ж, ‖f1 − PNf1‖p � EVN (f1)p (див. лему 2.2.1), а EVN (f1)p � 2−
N
p i якщо

показати, що не виконується спiввiдношення ω∗(PNf1, 2
−N )p = o(2−

N
p N), N → ∞,

а точнiше, що ω∗(PNf1, 2
−N )p > Cp2

−N
p N , то можна стверджувати, — рiзниця у

правiй частинi (2.22) є додатною, починаючи з деякого достатньо великого N . I, як

наслiдок (2.22), тодi є суперечливим спiввiдношення ω∗(f1, δ)p = o(δ
1
p | ln δ|), δ → +0.

Отже, позначивши ξ(N) := (ξ1(N), . . . , ξd(N)) — d – вимiрний вектор з коорди-

натами ξi(N) = 2−(N+1), i = 1, d, та поклавши

IdN :=
{
t = (t1, . . . , td) : t1 ∈ [1− 2−(N+1), 1], tj ∈ [0, 1], j = 2, d

}
,

маємо (далi через f0 позначено 1 – перiодичне за кожною iз змiнних продовження

функцiї f ∈ Lp(Id) )

ω∗(PNf1, 2
−N )p > ω∗(PNf1, 2

−(N+1))p >

>

( ∫
IdN

∣∣∣∣ N∑
k=2

2−
k
2

(
X 0
I(k,d)(t+ ξ(N))−X 0

I(k,d)(t)
)∣∣∣∣pdt) 1

p

=
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=

( ∫
IdN

∣∣∣∣ N∑
k=2

2−
k
2 X 0

I(k,d)(t+ ξ(N))

∣∣∣∣pdt) 1
p

=

=

( ∫ 1

1−2−(N+1)

∣∣∣∣ N∑
k=2

2−
k
2H0

I0
k
(t1 + ξ1(N))

∣∣∣∣pdt1) 1
p

. (2.23)

Враховуючи, що H0
I0
k
(t1 +2−(N+1)) = 2

k
2 при t1 ∈ [1−2−(N+1), 1], виконавши елемен-

тарнi перетворення виразу пiд знаком iнтеграла у правiй частинi (2.23), отримаємо

ω∗(PNf1, 2
−N )p > Cp2

−N
p N .

Теорема 2.2.3 доведена. �

2.2.3 Теореми вкладення в шкалi просторiв Lp

В цьому пiдроздiлi дається вiдповiдь на питання щодо достатнiх умов на значення ве-

личин E∗n(f)p, якi гарантують iмплiкацiю f ∈ Lp(Id)⇒ f ∈ Lq(Id) при 1 ≤ p < q ≤ ∞
i вiдповiдну їй оцiнку E∗n(f)q через E∗n(f)p. У випадку наближень за тригономе-

тричною системою {eikx}k∈Z функцiй з однiєю змiнною це питання достатньо повно

вивчено в роботах [43, 44, 147], а аналоги основних результатiв iз [147] у випадку на-

ближення за базисом Хаара функцiй з однiєю змiнною (тобто при d = 1 ) встановленi

Б. I. Голубовим [24].

Наступна теорема у випадку d = 1 доведена Б. I. Голубовим [24].

Теорема 2.2.4. Нехай f ∈ Lp(Id), 1 ≤ p < q < ∞ i
∞∑
k=1

E∗k(f)k
1
p
− 1
q
−1 < ∞. Тодi

f ∈ Lq(Id), причому

E∗n(f)q � n
1
p
− 1
qE∗n(f)p +

∞∑
k=n+1

k
1
p
− 1
q
−1E∗k(f)p .

Доведення теореми 2.2.4. Оскiльки Hd = (hi)
∞
i=1 — ортогональний базис в

Lp(Id) при 1 ≤ p <∞, то для будь-якої функцiї f ∈ Lp(Id) справедливий розклад

f(x) = Snf(x) +

∞∑
k=0

(
Sn2(k+1)df(x)− Sn2kdf(x)

)
, (2.24)

де Smf(x) := Sm(f,x) :=
m∑
i=1

(f, hi)hi(x) — частинна сума Фур’є-Хаара порядку m,

(f, hi) =
∫
Id
f(t)hi(t)dt, i = 1, 2, ... — коефiцiєнти Фур’є функцiї f по системi Hd.

Спiввiдношення (2.24) є базовим при оцiнюваннi E∗n(f)q. Долучимо до нього ще деякi

факти.
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Спочатку, беручи за основу лему 2.1.1, дотримуючись схеми доведення леми 4

iз [24] (для випадку d = 1 ), неважко показати, що для довiльної системи дiйсних

чисел {ak̄}k̄∈Kj
, де Kj := Zj,d ∪ Zj+1,d, j ∈ N, справедливi спiввiдношення

∥∥∥ ∑
k̄∈Kj

ak̄hk̄

∥∥∥
s
� 2−j(

d
s
− d

2)

(∑
k̄∈Kj

|ak̄|
s

) 1
s

, 1 6 s <∞, (2.25)

∥∥∥ ∑
k̄∈Kj

ak̄hk̄

∥∥∥
∞
� 2

jd
2 max
k̄∈Kj

|ak̄|. (2.26)

Зауважимо лише, що при встановленнi нерiвностi � в (2.25), в якостi допомiжної,

використовується також нерiвнiсть (2.7).

Далi, у пунктi 2.2.1, використовуючи нерiвнiсть (i) iз леми 2.1.2, для f ∈ Lp(Id),
1 6 p 6 ∞ доведено спiввiдношення (див. (2.14)) ‖f − Pnf‖p � EVn(f)p . Таким

же чином, використавши нерiвнiсть (2.12) (замiсть нерiвностi (i) iз леми 2.1.2), при

Yn,d ⊂ Ω ⊂ Yn+1,d маємо

‖f − PΩ
n f‖p � EL(Ω)(f)p , (2.27)

де EL(Ω)(f)p — величина найкращого наближення функцiї f в просторi Lp(Id)
елементами пiдпростору L(Ω) = {u : u(x) =

∑
k̄∈Ω ck̄ hk̄(x), ck̄ ∈ R}.

Поклавши l = ]Ω, спiввiдношення (2.27) можна подати у виглядi

‖f − Slf‖p � E∗l (f)p, (2.28)

на додачу стверджуючи, що (2.28) виконується при будь-яких значеннях l ∈ N.
Продовжимо доведення теореми 2.2.4.

Отже, нехай m ∈ Z+ i 2md < n ≤ 2(m+1)d. Тодi, враховуючи, що n2kd > 2(k+m)d

i n2(k+1)d ≤ 2(k+m+2)d, а рiзниця Sn2(k+1)df − Sn2kdf належить Wk+m+1 ∪Wk+m+2,

застосувавши для оцiнки ‖Sn2(k+1)df −Sn2kdf‖ спiввiдношення (2.25), а потiм (2.27),

при 1 ≤ p < q <∞ маємо

‖Sn2(k+1)df − Sn2kdf‖q � 2(k+m)d( 1
2
− 1
q )
( n2(k+1)d∑
s=n2kd+1

|(f, hs)|q
) 1

q

�

� 2(k+m)d( 1
2
− 1
q
)

( n2(k+1)d∑
s=n2kd+1

|(f, hs)|p
) 1

p

�

� 2(k+m)d( 1
p
− 1
q
)‖Sn2(k+1)df − Sn2kdf‖p � (n2kd)

1
p
− 1
qE∗n2kd(f)p. (2.29)



104

При q = +∞, використавши (2.26), переконуємося, що нерiвнiсть

‖Sn2(k+1)df − Sn2kdf‖q � (n2kd)
1
p
− 1
qE∗n2kd(f)p (2.30)

справджується також при 1 ≤ p < q = +∞. Iз (2.27), беручи до уваги (2.29) та

(2.30), при 1 ≤ p < q ≤ ∞ отримаємо

E∗n(f)q ≤ ‖f − Snf‖q ≤
∞∑
k=0

‖Sn2(k+1)df − Sn2kdf‖q �
∞∑
k=0

(n2kd)
1
p
− 1
qE∗n2kd(f)p �

� n
1
p
− 1
qE∗n(f)p +

∞∑
j=n+1

j
1
p
− 1
q
−1E∗j (f)p .

Теорема 2.2.4 доведена. �

Теорема 2.2.5. Нехай f ∈ Lp(Id), 1 ≤ p < q <∞. Тодi

‖f‖q ≤ C1(p, q)

{
‖f‖p +

( ∞∑
k=1

k
q
p
−2(E∗k(f)p)

q

) 1
q
}

(2.31)

i для будь-якого n ∈ N

E∗n(f)q ≤ C2(p, q)

{
n

1
p
− 1
qE∗n(f)p +

( ∞∑
k=n+1

k
q
p
−2(E∗k(f)p)

q

) 1
q
}
. (2.32)

Зауваження 2.2.3. а) У випадку d = 1 теорема 2.2.5 доведена в [24].

б) При p = 1, q = 2 у випадку наближення тригонометричними полiномами

(при d = 1 ) в останнiй нерiвностi множник n
1
2 можна замiнити на 1 [147].

в) У випадку наближення за допомогою системи Хаара Hd множник n
1
p
− 1
q в

(2.32) не можна замiнити жодним iншим, що має порядок o(n
1
p
− 1
q ) [24].

Доведення теореми 2.2.5. Як випливає iз мiркувань П.Л. Ульянова [147, c. 121],

нерiвнiсть (2.32) є наслiдком нерiвностi (2.31) (причому, у такому висновку роль i ви-

мiрностi d i апроксимацiйної системи функцiй не є визначальною). Отже достатньо

довести (2.31).

Схема доведення нерiвностi (2.31) схожа на ту, що застосована Б. I. Голубовим [24]

у випадку d = 1. Вихiдною є нерiвнiсть, доведена П.Л. Ульяновим [148, c. 668–671]:

якщо d = 1 i f ∈ Lp(Id), 1 ≤ p < q <∞, то

‖f‖q ≤ C(p, q)

{
‖f‖1 +

( ∞∑
n=1

n
q
p
−2
(
ω(f, 1/n)p

)q) 1
q
}
, (2.33)
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де додатна величина C(p, q) залежить лише вiд p та q.

Фактично, повторивши доведення П.Л. Ульянова, неважко переконатися у спра-

ведливостi нерiвностi (2.33) i у випадку d > 1. Але, згiдно з наслiдком 2.2.1 (див.

нерiвнiсть (2.18)

ω
(
f,

1

n

)
p
� n−

1
p

n∑
j=1

j
1
p
−1E∗j (f)p. (2.34)

Пiдставивши в (2.33) замiсть ω(f, 1
n)p праву частину iз (2.34), отримаємо (враху-

вавши, що ‖f‖1 ≤ ‖f‖p, 1 < p <∞)

‖f‖q ≤ C(p, q)

{
‖f‖p +

( ∞∑
n=1

n−2

( n∑
j=1

j
1
p
−1E∗j (f)p

)q) 1
q
}
. (2.35)

Тепер, застосуємо до правої частини (2.35) нерiвнiсть Хардi–Лiттлвуда [151, c. 308]:

якщо an ≥ 0, n = 1, 2, . . . i 1 < α <∞, то

∞∑
n=1

n−α
( n∑

k=1

ak

)q
≤ C(α, q)

∞∑
n=1

n−α(nan)q.

Поклавши ak = k
1
p
−1E∗k(f)p, можна записати

∞∑
n=1

n−2

( n∑
k=1

k
1
p
−1E∗k(f)p

)q
�

∞∑
n=1

n
q
p
−2
(
E∗n(f)

)q
p
.

Поєднавши цю нерiвнiсть з (2.35), отримаємо (2.31).

Теорема 2.2.5 доведена. �

2.3 Еквiвалентне представлення норми в просторах
Hα
p та Bα

p, θ

Встановлено еквiвалентне представлення норм в просторах Гельдера Hα
p та Бєсова Bα

p, θ

в термiнах коефiцiєнтiв у розкладах їх елементiв за кратним базисом Хаара, або за си-
стемою Hd

0 .

2.3.1 Опис просторiв Hα
p

Спочатку сформулюємо i доведемо твердження щодо опису класiв Hα
p (M) опосе-

редковано через коефiцiєнти Фур’є-Хаара їх елементiв.
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Теорема 2.3.1. Якщо f ∈ Hα
p (M), 0 < α ≤ 1, 1 ≤ p < ∞, M > 0, то iснує така

додатна стала C, яка не залежить вiд f , що для будь-якого j ∈ N( ∑
k∈Zj,d

|(f, hk)|
p

) 1
p

≤ C 2−j(α+ d
2
− d
p
). (2.36)

Навпаки, якщо при 1 ≤ p < ∞ i 0 < α < 1
p при всiх j = 1, 2, . . . виконується

нерiвнiсть (2.36) з деякою сталою C, то f ∈ Hα
p .

Доведення теореми 2.3.1. Спочатку зауважимо, умова f ∈ Hα
p (M) рiвносиль-

на iснуванню такої додатної сталої M1, яка не залежить вiд f , що

sup
k∈Z+

2k αω(f, 2−k)p ≤M1. (2.37)

Справдi, покладемо a(t) := t−α ω(f, t)p. Оскiльки для ω(f, t)p справедлива не-

рiвнiсть ω(f, λ t)p ≤ (λ + 1)ω(f, t)p, λ > 0 i ω(f, t)p не спадає на [0,∞ ), то при

1 ≤ p <∞ i t ∈ [ 2−k−1, 2−k ], k ∈ Z+ маємо 1
2a(2−k) ≤ a(t) ≤ 2α a(2−k). Тому

M ≥ sup
t>0

t−αω(f, t)p � sup
k∈Z+

2k αω(f, 2−k)p. (2.38)

Доведемо першу частину теореми 2.3.1.

Нехай f ∈ Hα
p (M). Тодi, згiдно з (2.37) ω(f, 2−k)p � 2−k α, а отже, використавши

лему 2.1.1 i нерiвнiсть (ii) iз леми 2.1.2, тимчасово покладаючи bk(f) := (f, hk), для

будь-якого j ∈ N маємо( ∑
k∈Zj,d

|bk(f)|p
) 1

p

� 2j(
d
p
− d

2
)

∥∥∥∥ ∑
k∈Zj,d

bk(f)hk

∥∥∥∥
p

�

� 2−j(
d
2
− d
p
)(‖f − Pjf‖p + ‖f − Pj−1f‖p)� 2−j(

d
2
− d
p
)ω(f, 2−j)p � 2−j(α+ d

2
− d
p
). (2.39)

Тепер доведемо другу частину теореми 2.3.1. В силу теореми 2.2.1 для довiльної

функцiї f ∈ Lp(Id), l ∈ Z+ маємо

ω(f, 2−l)p � 2−
l
p

l∑
k=0

2
k
p ‖f − Pk f‖p. (2.40)

Але ж, за виконання (2.36) при 1 ≤ p <∞, на пiдставi леми 2.1.1 можна записати

‖f − Pk f‖p ≤
∞∑

j=k+1

‖
∑
k∈Zj,d

bk(f)hk‖p �
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�
∞∑

j=k+1

2−j(
d
p
− d

2
)

( ∑
k∈Zj,d

|bk(f)|p
) 1

p

�
∞∑

j=k+1

2−j α � 2−k α, (2.41)

а значить, при 0 < α < 1
p iз (2.40) отримаємо ω(f, 2−l)p ≤ C02−l α, l ∈ Z+. Тобто,

згiдно iз вище зазначеним (див. спiввiдношення (2.37) приходимо до висновку, що

f ∈ Hα
p . Теорема 2.3.1 доведена. �

А тепер твердження щодо еквiвалентного представлення пiвнорми | · |Hα
p

для

функцiй iз Hα
p . Фактично воно охоплене теоремою 2.3.1.

Теорема 2.3.2. Нехай 1 ≤ p <∞ i 0 < α < 1
p . Тодi для кожної функцiї f ∈ Hα

p ,

f 6= const

|f |Hα
p

f
� sup

j
2j(α+ d

2
− d
p
)

( ∑
k∈Zj,d

|(f, hk|
p

) 1
p

. (2.42)

Доведення теореми 2.3.2. Якщо f ∈ Hα
p , то (див. спiввiдношення (2.39))

2j(
d
2
− d
p
)

( ∑
k∈Zj,d

|(f, hk|
p

) 1
p

� ω(f, 2−j)p,

а ця нерiвнiсть, у сукупностi iз спiввiдношенням (2.38) i означенням |f |Hα
p

рiвно-

сильна нерiвностi

sup
j

2j(α+ d
2
− d
p
)

( ∑
k∈Zj,d

|(f, hk|
p

) 1
p

� |f |Hα
p
.

З iншого боку, у доведенi другої частини теореми 2.3.1 встановлено (див.(2.40) та

(2.41)): якщо

sup
j

2j(α+ d
2
− d
p
)

( ∑
k∈Zj,d

|(f, hk|
p

) 1
p

:= Cf ≤ C,

де C — деяка абсолютна стала, то f ∈ Hα
p (M) з M = γ C, γ > 0. Беручи це до

уваги, маємо

|f |Hα
p
� sup

j
2j(α+ d

2
− d
p
)

( ∑
k∈Zj,d

|(f, hk|
p

) 1
p

.

Теорема 2.3.2 доведена. �
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2.3.2 Опис просторiв Bα
p, θ

Аналогiчне до теореми 2.3.2 твердження має мiсце i для функцiй, що належать до

вiдомих просторiв Бєсова Bα
p, θ функцiй, визначених на Id. Нагадаємо означення цих

просторiв.

Означення 2.3.1. Для заданих параметрiв α, p, θ, 0 < α < 1 i 1 ≤ p, θ < ∞ ,

нормований простiр Bα
p, θ — це множина функцiй ϕ, що задовольняють умови:

(i) ϕ ∈ Lp(Id);

(ii) ‖ϕ‖(α)
p,θ := ‖ϕ‖p + |ϕ|(α)

p,θ <∞,

де пiвнорма |ϕ|αp,θ визначається спiввiдношенням

|ϕ|(α)
p,θ :=

( 1∫
0

(
ω(ϕ; t)p
tα

)θ
dt

t

) 1
θ

.

Bα
p, θ — сепарабельний банахiв простiр для будь-якої трiйки параметрiв α, p, θ:

0 < α < 1, 1 ≤ p, θ < ∞. Зазначимо, що при α > d
p простiр Bα

p, θ є пiдпростором

банахового простору C(Id), неперервних на Id функцiй, з рiвномiрною метрикою.

Теорема 2.3.3. Нехай 1 ≤ p, θ <∞ i 0 < α < 1
p . Тодi для f ∈ Bα

p, θ, f 6= const,

|f |(α)
p, θ

f
�
( ∞∑

j=0

[
2j(α−

d
p
+ d

2
)
( ∑
k∈Zj,d

|bk|
p
) 1
p

]θ) 1
θ

, (2.43)

де bk = (f, hk) :=
∫
Id
f(x)hk(x) dx, k ∈ Zd+, — коефiцiєнти Фур’є–Хаара функцiї f .

Доведення теореми 2.3.3. Спочатку зауважимо, що для f ∈ Bα
p, θ

1∫
0

(
ω(f ; t)p
tα

)θ
dt

t
=

∞∑
k=0

2−k∫
2−k−1

(
ω(f ; t)p
tα

)θ
dt

t
. (2.44)

Покладемо a(t) := t−αω(f ; t)p. Оскiльки для p –модуля неперервностi ω(f ; t)p,

1 ≤ p < ∞, справедлива нерiвнiсть ω(f ;λt)p ≤ (λ + 1)ω(f ; t)p, λ > 0 i ω(f ; t)p не

спадає на [0,∞), то при t ∈ [2−k−1, 2−k], k ∈ Z+, має мiсце спiввiдношення

1

2
a(2−k) ≤ a(t) ≤ 2αa(2−k).
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Значить
2−k∫

2−k−1

(a(t))θ
dt

t
� (a(2−k))θ =

(
2kαω(f ; 2−k)p

)θ
i, як наслiдок, маємо

|f |(α)
p, θ �

[ ∞∑
k=0

(
2kαω(f ; 2−k)p

)θ] 1
θ

. (2.45)

У подальшому процес приведення спiввiдношення (2.45) до вигляду (2.43) перед-

бачає використання дискретної нерiвностi Хардi (див. [170], роздiл 2, §3, лема 3.4):

якщо для послiдовностей a = (ak)k∈Z та b = (bk)k∈Z невiд’ємних дiйсних чисел з

деякими додатними C0 i µ виконується одна iз двох умов

(a) bk ≤ C0

( ∞∑
j=k

aµj

) 1
µ

,

(b) bk ≤ C02−kλ
( k∑
j=−∞

(2jλaj)
µ

) 1
µ

, λ > 0,

то справджується нерiвнiсть (для будь-якого θ > 0 )(∑
k∈Z

(2kαbk)
θ

) 1
θ

≤ CC0

(∑
k∈Z

(2kαak)
θ

) 1
θ

, C = C(α, θ), (2.46)

при 0 < α <∞ у випадку (a) i при 0 < α < λ у випадку (b).

Отже, продовжимо еквiвалентнi (в сенсi вiдношення � ) перетворення правої

частини спiввiдношення (2.45). Будемо дiяти за схемою, що запропонована в роботi

[163].

Для f ∈ Lp(Id) i Hd
0 = {hk̄}k̄∈Zd+ (див. пiдроздiл 2.1) покладемо

Pnf(x) =
∑
k̄∈Yn,d

(f, hk̄)hk̄(x), Rkf(x) =
∑
k̄∈Zk,d

(f, hk̄)hk̄(x) .

Нехай f ∈ Lp(Id), 1 ≤ p ≤ ∞. Вiдштовхуючись вiд рiвностi f = f − Pnf +
n∑
k=0

Rkf ,

згiдно з теоремою 2.2.1, враховуючи нерiвнiсть ω(ϕ; δ)p ≤ 2‖ϕ‖p, δ > 0, при n ∈ N
маємо

ω(f ; 2−n)p ≤ ω(f − Pnf ; 2−n)p +

n∑
k=0

ω(Rkf ; 2−n)p ≤
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≤ 2

(
‖f − Pnf‖p + 2−n/p

n∑
k=1

2k/p‖Rkf‖p
)

(2.47)

(тут враховано, що ω(R0f ; 2−n)p = 0 ).

Позначимо dn(f)p := ‖f − Pnf‖p. Тодi, оскiльки Rkf = (f − Pk−1f)− (f − Pkf),

k ∈ Z+, P−1f := 0 i

‖Rkf‖p ≤ dk−1(f)p + dk(f)p, (2.48)

то наслiдком нерiвностi (2.47) є нерiвнiсть

ω(f ; 2−n)p ≤ C02−n/p
n∑
k=0

2k/pdk(f)p, (2.49)

де C0 — деяка додатна стала (яку можна пiдiбрати як незалежну вiд p).

Вiд умови (2.49) (порiвняй з умовою (b) при µ = 1, поклавши bn = ω(f ; 2−n)p,

an = dn(f)p, n ∈ Z+ i bn = an = 0, Z \ Z+ ), застосувавши дискретну нерiвнiсть

Хардi (2.46), приходимо до нерiвностi( ∞∑
k=0

(
2kαω(f ; 2−k)p

)θ)1/θ

≤ C0C

( ∞∑
k=0

(
2kαdk(f)p

)θ)1/θ

, (2.50)

яка справедлива при 1 ≤ θ <∞ i 0 < α < 1
p .

Поєднавши (2.50) та (2.45), маємо

|f |(α)
p,θ �

( ∞∑
k=0

(
2kαdk(f)p

)θ)1/θ

(2.51)

при 0 < α < 1
p .

Далi, для будь-якої функцiї f ∈ Lp(Id) справедливий розклад f = Pnf +
∞∑

k=n+1

Rkf

зi збiжнiстю правої частини до f за нормою простору Lp(Id). Тому

dn(f)p = ‖f − Pnf‖p ≤
∞∑
k=n

‖Rk+1f‖p. (2.52)

Нерiвнiсть (2.52), як i (2.49), також обумовлює виконання дискретної нерiвностi Хар-

дi, тобто при 1 ≤ θ <∞ i α > 0( ∞∑
k=0

(
2kαdk(f)p

)θ)1/θ

≤ C

( ∞∑
k=0

(
2kα‖Rkf‖p

)θ)1/θ

. (2.53)



111

Поєднавши (2.52) з (2.51), приходимо до висновку, що при 0 < α < 1
p справджується

спiввiдношення

|f |(α)
p,θ �

( ∞∑
k=0

(
2kα‖Rkf‖p

)θ) 1
θ

. (2.54)

З iншого боку, на пiдставi (2.48) i нерiвностi (ii) iз леми 2.1.2, маємо

‖Rkf‖p ≤ C(d, p)ω(f ; 2−k)p,

що, в поєднаннi iз спiввiдношенням (2.45), тягне нерiвнiсть( ∞∑
k=0

(
2kα‖Rkf‖p

)θ) 1
θ

� |f |(α)
p,θ (2.55)

Нарештi, еквiвалентнiсть (2.43) є наслiдком спiввiдношень (2.54) та (2.55), поєднаних

з лемою 2.1.1, — i справедлива при 1 ≤ θ <∞, 1 ≤ p <∞, 0 < α < 1
p .

Теорема 2.3.3 доведена. �

2.4 Нелiнiйне наближення класiв SHα
p та SBα

p, θ

Встановленi точнi за порядком оцiнки найкращих m – членних наближень за базисом
Hd в просторах Лебега Lq(Id) для функцiй, що належать одиничним кулям просторiв
Гельдера та просторiв Бєсова. Вказано практично здiйсненний алгоритм побудови екс-
тремальних (в розумiннi точних за порядком оцiнок наближень) нелiнiйних m – членних
агрегатiв.

2.4.1 Характеристика m – членних наближень за базисом Hd

Спочатку нагадаємо означення основних величин iз теорiї нелiнiйної апроксимацiї.

Нехай X — банахiв простiр з нормою ‖ ·‖X i A = {uα}α∈Ω така система елементiв

iз X , що spanA = X . Тут Ω — злiченна множина iндексiв, зокрема, Ω = Zd —

множина цiлочислових точок (векторiв) в Rd, d ∈ N.
Величина найкращого m – членного, m ∈ N, наближення елемента f ∈ X по

системi A означається так:

σm(f ;A; X ) := inf
Λ⊂Ω
]Λ=m

inf
cα∈R

‖f −
∑
α∈Λ

cαuα‖X .

Такою величиною визначається найменша похибка апроксимацiї f за допо-

могою всiх лiнiйних комбiнацiй iз m елементiв системи A. Також, покладемо

σ0(f ;A; X ) = ‖f‖X .
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Якщо F — деяка фiксована пiдмножина в X , то означимо

σm(F ;A; X ) := sup
f∈F

σm(f ;A; X ).

Однiєю iз визначальних в теорiї нелiнiйної апроксимацiї є задача встановлення

асимптотики (принаймi, — слабкої) для величин σm(F ;A; X ) при заданих X ,

A та F . Доповняльною, i бiльш вагомою з точки зору практичних застосувань є

задача, що стосується побудови алгоритму на основi якого визначається множина

Λf ⊂ Ω, ]Λf = m для f ∈ F i такi коефiцiєнти cα(f), α ∈ Λf , що

σm(F ;A; X ) � sup
f∈F
‖f −

∑
α∈Λf

cα(f)uα‖X .

У деяких ситуацiях розв’язок такої задачi є досить простим. Наприклад, якщо

X = H — сепарабельний гильбертiв простiр i A — ортонормований базис в H ,

то значення величин σm(f ;A; H ) з нормою ‖ · ‖H , що iндукована скалярним

добутком в H , реалiзується за наближення так званими грiдi апроксимантами, а

вiдповiдний алгоритм їх побудови називається чисто грiдi алгоритмом (англ.: pure

greedy algorithm — PGA).

В основi PGA (у спрощеному варiантi) лежить вибiр m найбiльших за абсолю-

тною величиною коефiцiєнтiв Фур’є cα(f) елемента f по системi A (i цим, як

наслiдок, визначається вiдповiдна множина Λf ). Зрозумiло, що грiдi апроксиманти

визначаються таким чином, взагалi кажучи, неоднозначно, однак всi вони дають одне

i те ж значення наближення елемента f в H . В загальному випадку використа-

ння PGA для побудови апарату ”хорошої” нелiнiйної апроксимацiї елемента f ∈ F
грунтується на властивостях системи A i iстотно залежить вiд них. Наприклад,

якщо X = Lp(Td), 1 ≤ p ≤ ∞, Td = Rd�(2πZ)d , T = {ei(k,x)}k∈Zd , то грiдi

апроксиманти функцiї f ∈ Lp(Td) мають вигляд

Gm(f,x) =

m∑
j=1

f̂(kj)ei(k
j ,x),

де |f̂(k1)| ≥ |f̂(k2)| ≥ . . . ≥ |f̂(km)| ≥ . . . — упорядкованi за незростанням абсолютнi

величини коефiцiєнтiв Фур’є функцiї f по системi T .
В [204] доведено, що для будь-якої функцiї f ∈ Lp(Td)

‖f(·)−Gm(f ; ·)‖p ≤ (1 + 3m|
1
2
− 1
p
|)σm(f ; T ;Lp(Td)), 1 ≤ p ≤ ∞.

Проте, в [169] встановленi оцiнки величин σm(F ; T ;Lp(Td)) для деяких класiв F

гладких функцiй (зокрема, для класiв типу Нiкольського–Бєсова), якi в поєднаннi з
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оцiнками величин sup
f∈F
‖f(·)−Gm(f ; ·)‖p, отриманими в [204], свiдчать, що при певних

припущеннях має мiсце спiввiдношення

sup
f∈F
‖f(·)−Gm(f ; ·)‖p � σm(F ; T ;Lp(Td)).

Визначальною умовою як для побудови, так i використання простих грiдi аппро-

ксимант для наближення в Lp(Td), 1 < p <∞, є рiвномiрна обмеженiсть базису A,

— зокрема, базису T , що задiяний в PGA, — тобто

1

M
≤ ‖uα‖1 ≤ ‖uα‖p ≤ ‖uα‖∞ ≤M.

Зазначимо, таке спiввiдношення зумовлює рiвнiсть за порядком кожного доданку

‖〈f ;uα〉uα‖p та модулiв |〈f ;uα〉| коефiцiєнтiв Фур’є 〈f ;uα〉, α ∈ Ω, функцiї

f ∈ Lp(Td) по системi A.

Прикладами систем, якi не пiдпорядкованi умовi рiвномiрної обмеженостi (у фун-

кцiональних просторах Lp(Id), 1 ≤ p < 2 ), є базисна система Хаара Hd (див. [205])

i система Хаара Hd
0 = {hk}k∈Zd функцiй з d змiнними. Як вже показано, систе-

ма Hd
0 пiсля належного упорядкування є базисом в Lp(Id), 1 ≤ p < ∞, який

позначається через Hd.

Зазначимо, a priori у випадку d = 1 обидвi системи тотожнi, тобто H1 ≡ H1
0, i є

базисними системами (базисом Хаара–Шаудера) в Lp(I), 1 ≤ p <∞ [38, роздiл 3].

Оскiльки Hd = (hi)
∞
i=1 — ортонормований базис Шаудера в Lp(Id), 1 ≤ p < ∞,

то для кожної функцiї f ∈ Lp(Id) справедливий розклад (див. теорему 2.1.1)

f(x) =

∞∑
i=1

(f, hi)hi(x) (2.56)

(ряд збiгається в Lp(Id), 1 ≤ p < ∞ ), де, нагадаємо (f, hi) =
∫
Id
f(x)hi(x)dx —

коефiцiєнти Фур’є–Хаара функцiї f .

Вiдомо, навiть у випадку d = 1 при 1 ≤ p < 2 для деякої функцiї f ∈ Lp(Id),
можливо, lim

i→∞
|(f, hi)| = +∞. За такої умови побудова простих грiдi апроксимант

згiдно PGA для кожної функцiї f iз Lp(Id) є практично неможливою. Однак iз

розкладу (2.56) випливає, що ‖(f, hi)hi‖p → 0 при i→∞, а тому можна означити

апарат нелiнiйного наближення f за допомогою так званого грiдi алгоритму Gp

(Greedy Algorithm Gp), ймовiрно, вперше застосованому в [206] у випадку d = 1 та

в [205] у випадку d ≥ 1, при наближеннi апаратами, якi побудованi на базi кратної

системи Хаара Hd — тензорного добутку вiдомих одновимiрних систем Хаара H.
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Слiд зауважити, що в згаданих роботах поняття грiдi апроксимант вкладається в

термiн ”грiдi алгоритм”.

Отже, дамо означення апроксимацiйних характеристик у вiдповiдностi до кра-

тних базисних систем Хаара та уточнимо деякi iз згаданих термiнiв.

Для функцiї f ∈ Lp(Id), 1 ≤ p ≤ ∞ означимо величину σm(f ;Hd
0;Lp) (скороче-

но: σm(f)p ) найкращого m – членного, m ∈ N, наближення функцiї f за системою

Хаара Hd
0 = {hk}k∈Zd+ :

σm(f)p = σm(f ; Hd
0; Lp) := inf

Λ⊂Zd+
]Λ=m

inf
ck∈R

‖f −
∑
k∈Λ

ckhk‖p.

Покладемо для F ⊂ Lp

σm(F )p = σm(F ; Hd; Lp(Id)) := sup
f∈F

σm(f)p.

Далi, для функцiї f ∈ Lp(Id), 1 ≤ p ≤ ∞ i системи Hd ≡ Hd
0 визначимо

Gpm(f ; Hd
0)(x) :=

∑
k∈Λmax

f

(f, hk)hk(x), x ∈ Id,

де множина Λmax
f ⊂ Zd+ залежить вiд функцiї f i визначається таким чином, що

]Λmax
f = m i

min{‖(f, hk)hk‖p, k ∈ Λmax
f } ≥ max{‖(f, hk)hk‖p, k ∈ Z

d
+ \ Λmax

f }.

Агрегати

Gpm(f ; Hd
0)(x) :=

∑
k∈Λmax

f

(f, hk)hk(x), x ∈ Id,

називаються p – грiдi апроксимантами для f . На додачу до σm(f)p означимо

величину

gm(f)p = gm(f ;Hd
0; Lp) := inf

Λmax
f ⊂Zd+

]Λmax
f =m

‖f −
∑

k∈Λmax
f

(f, hk)hk‖p,

i покладемо

gm(F )p = gm(F ; Hd; Lp(Id)) := sup
f∈F

gm(f)p.

для F ⊂ Lp. При m = 0 вважаємо, що g0(f ; Hd;Lp(Id)) := ‖f‖p.
У подальшому використовуються аналогiчнi означення i для пiдсистем K в Hd,

що визначаються звуженням множини iндексiв Zd+ до деякої множини Ω, а також
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i для iнших систем, та з iншою iндексацiєю їх елементiв. Однiєю iз основних у всiх

випадках таких означень є умова, щоб число доданкiв у наближаючому агрегатi було

рiвним m.

Зазначимо, у випадку d > 1 грiдi апроксиманти Gpm(f ; Hd) та Gpm(f ;Hd)
надiленi, взагалi кажучи, не однаковими можливостями щодо наближення iндивiду-

альної функцiї f ∈ Lp(Id), 1 ≤ p ≤ ∞, у порiвняннi з вiдповiдними найкращими

m – членними наближеннями. Так, вiдомо, що при 1 ≤ p ≤ ∞ не для кожної функцiї

f ∈ Lp(Id) виконується порядкова рiвнiсть

gm(f ;Hd;Lp(Id)) � σm(f ;Hd;Lp(Id)).

Бiльш детальну iнформацiю щодо зазначеної обставини можна знайти в [206].

У противагу цьому, базис Hd, d > 1 наслiдує за багатьма структурними та апро-

ксимацiйними властивостями одновимiрний базис Хаара H1 = H. Одна iз таких

властивостей, в контекстi останньої порядкової рiвностi, розкрита в наступному пiд-

роздiлi i полягає в тому, що для будь-якої функцiї f ∈ Lp(Id), 1 < p <∞, має мiсце

спiввiдношення

gm(f ; Hd;Lp(Id)) � σm(f ; Hd;Lp(Id)),

яке у випадку d = 1 встановлене В.М. Темляковим [206]. Таке спiввiдношення

сприяло розв’язанню в повному об’ємi згаданих на початку пiдроздiлу задач стосовно

величин σm(F ;A; X ) у випадках, коли:

F = SBα
p,θ, 1 ≤ p, θ < ∞, 0 < α < 1, — одинична куля в iзотропному просторi

Бєсова функцiй iз Lp(Id) i/або

F = SBΛ
θ (Lp), 1 ≤ p, θ ≤ ∞, — одинична куля в просторi типу Нiкольського–

Бєсова (точне означення подано в одному з наступних пiдроздiлiв) i/або

F = SHα
p одинична куля у просторi Гельдера Hα

p , 0 < α < 1
p ≤ 1;

A = Hd — кратний базис Хаара в Lq(Id), 1 ≤ q <∞;

X = Lq(Id), 1 < q <∞, — простiр Лебега функцiй з d змiнними.

Уточненi обмеження на параметри p, q, θ, α та Λ вказанi у формулюваннях

вiдповiдних теорем.



116

2.4.2 m – членнi наближення та грiдi апроксимацiя за базисом
Hd

Теорема 2.4.1. Нехай 1 < p < ∞. Тодi для будь-якої функцiї g ∈ Lp(Id) справе-

дливе спiввiдношення

gm(g; Hd; Lp(Id)) � σm(g; Hd; Lp(Id)).

Доведення теореми 2.4.1. Нерiвнiсть � виконується a priori за означенням

обох величин.

В [205] при d = 1 доведена нерiвнiсть gm(g; Hd; Lp(Id))� σm(g; Hd; Lp(Id)) в

контекстi вивчення системи Hd базисних функцiй Хаара декiлькох змiнних, визна-

чених як тензорний добуток базисiв Хаара функцiй однiєї змiнної. При d ≥ 2 така

нерiвнiсть, взагалi кажучи, не виконується [205].

Однак, при d = 1 системи Hd та Hd — це одна i та ж множина функцiй. Тому

для встановлення нерiвностi gm(g; Hd; Lp(Id))� σm(g; Hd; Lp(Id)) при d ≥ 2 (для

системи Hd) достатньо лише поновити доведення цiєї нерiвностi у випадку d = 1

[205]. Попередньо необхiдно тiльки проiндексувати функцiї системи Hd кубами I

двiйкового розбиття у вiдповiдностi з пунктом 2.1.3, вiдштовхуючись вiд системи Hd
0,

яка при d = 1 тотожна системi H, що задiяна в доведеннi на яке ми посилаємося.

2.4.3 Найкращi m – членнi наближення класiв SHα
p та SBα

p, θ

за базисом Хаара

Викладемо результати, що стосуються оцiнок величин σm(SHα
p )q i σm(SBα

p, θ)q. Але,

спочатку про мотивацiю вiдповiдних дослiджень.

Позначимо через SHα
p одиничну кулю у просторi Hα

p . Iз теореми 2.2.2 випливає,

що при 0 < α < 1
p ≤ 1 sup

f∈SHα
p

EVn(f)p � 2−nα. Цiлком природним є запитання:

чи покращується за порядком оцiнка в правiй частинi останньої нерiвностi, якщо в

ролi наближаючих агрегатiв замiсть лiнiйного простору Vn використати множину

всеможливих лiнiйних комбiнацiй довiльних m елементiв системи Hd
0 (або, що

теж саме, базису Hd ) з m = dimVn = 2nd, адаптуючи вибiр цих m елементiв

у найкращий спосiб до кожної функцiї f ∈ SHα
p ? Вiдповiдь на це запитання

мiститься в теоремi 2.4.3, але головним результатом даного пiдроздiлу є теорема

2.4.2.

Отже, позначимо через SBα
p, θ одиничну кулю у просторi Bα

p, θ, тобто SBα
p, θ :=

{f ∈ Bα
p, θ : ‖f‖(α)

p,θ ≤ 1}, а через D — область допустимих значень параметрiв d, p, q
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та α:

D =

{
(d, p, q, α) : d ∈ N, 1 ≤ p <∞, 1 < q <∞,

(
d

p
− d

q

)
+

< α <
1

p

}
.

Тут, нагадаємо, a+ = max{a, 0} для a ∈ R.

Теорема 2.4.2. Нехай (d, p, q, α) ∈ D i 1 ≤ θ <∞. Тодi

σm(SBα
p, θ)q � gm(SBα

p, θ)q � m−
α
d .

Доведення теореми 2.4.2. Спочатку зауважимо таке. На пiдставi теореми 2.4.1

для доведення теореми 2.4.2 достатньо встановити потрiбну оцiнку зверху для ве-

личини σm i оцiнку знизу для величини gm . При цьому зазначимо, що метод

встановлення таких оцiнок передбачає використання результатiв iз Додатку А, якi

стосуються нелiнiйної апроксимацiї так званих q – елiпсоїдiв у дискретних просторах

— просторах кратних послiдовностей.

Оцiнка зверху. Нехай для j ∈ Z+

Wj := {ϕ : ϕ(t) =
∑
k∈Zj,d

akhk(t), t ∈ I
d, ak ∈ R}.

Через W p
j позначимо лiнiйний простiр Wj , надiлений нормою охоплюючого його

простору Lp(Id), 1 ≤ p <∞.

Якщо ϕ ∈ W p
j ∩B

α
p,θ, то згiдно з теоремою 2.3.3 i лемою 2.1.1 вiдповiдно

(I) ‖ϕ‖(α)
p,θ � 2j(α−

d
p
+ d

2
)‖a‖

l
mj
p
,

(II) ‖ϕ‖q � 2−j(
d
q
− d

2
)‖a‖

l
mj
q
, 1 ≤ q ≤ ∞,

де a = {ak}k∈Zj,d , mj := ]Zj,d.

Далi, нехай f ∈ Bα
p,θ ⊂ Lq(Id). Тодi, якщо n ∈ N — задано i (nj)

∞
j=0 така

послiдовнiсть цiлих невiд’ємних чисел, що
∞∑
j=0

nj ≤ n, то оптимальний (в розумiннi

точностi наближення за порядком) агрегат n – членної апроксимацiї функцiї f по

системi Hd вибираємо у виглядi

S(n)(f ; Hd)(t) =

∞∑
j=0

Gpnj(fj ; Hd)(t), t ∈ Id,

де Gpm(fj ; Hd) — функцiї, визначенi у пунктi 2.4.1.
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Тодi для будь-якого q, 1 ≤ q ≤ ∞,

‖f − S(n)(f ; Hd)‖q ≤
∞∑
j=0

‖fj −Gpnj(fj ; Hd)‖q. (2.57)

Далi, iз спiввiдношень (I) i (II) випливає, що для f ∈ SBα
p,θ

‖fj‖p � 2−j(
d
p
− d

2
)‖(bk)k∈Zj,d‖lmjp � 2−j(

d
p
− d

2
) · 2−j(α−

d
p
+ d

2
)‖fj‖(α)

p,θ ≤

≤ 2−jα‖fj‖(α)
p,θ � 2−jα,

тобто

fj ∈ C2−jα(W p
j ∩Bp) (2.58)

з деякою додатною сталою C.

Тепер розглянемо сiмейство лiнiйних операторiв Aj : Wj → Rmj , j = 0, 1, 2, . . .,

що дiють за правилом

gj(t) =
∑
k∈Zj,d

akhk(t) −→ a(j) = (ak)k∈Zj,d .

Для кожного j ∈ Z+ оператором Aj здiйснюється взаємно-однозначне вiдобра-

ження мiж лiнiйними просторами Wj та Rmj i, згiдно iз спiввiдношенням (II),

‖Aj‖p := ‖Aj‖Lp(Id)→lmjp � 2j(
d
p
− d

2
), (2.59)

а якщо A−1
j : Rmj → Wj — оператор, що є оберненим до Aj , то

‖A−1
j ‖q := ‖A−1

j ‖lmjq →Lq(Id) � 2−j(
d
q
− d

2
). (2.60)

Позначимо ε := {e1, . . . , en} — канонiчний (стандартний) базис в Rn, а через

G
(ε)
m : Rn → Rn, m ∈ N, — оператор, що дiє за правилом

x =

n∑
i=1

xiei −→ G
(ε)
m x =

m∑
j=1

xkjekj ,

{kj}mj=1 — така пiдсистема системи {1, . . . , n}, що |xk1
| ≥ |xk2

| ≥ . . . ≥ |xkm | . При

m = 0 вважаємо, що G
(ε)
m x = 0, x ∈ Rn). Для B ⊂ lns означимо

gm(B; ε; lns ) := sup
x∈B
‖x−G(ε)

m x‖lns .
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Iз (2.57), скориставшись теоремою 2.4.1, взявши до уваги (2.58)–(2.60), отримаємо:

для f ∈ SBα
p,θ i nj ≤ mj , j ∈ Z+

‖f − S(n)(f ; Hd)‖q �
∞∑
j=0

‖fj −Gpnj(fj ; Hd)‖q �

�
∞∑
j=0

σnj(fj ; Hd; Lq(Id))�
∞∑
j=0

inf
Λ⊂Zj,d
]Λ=nj

‖fj −
∑
k∈Λ

(fj , hk)hk‖q �

�
∞∑
j=0

‖A−1
j ‖q · ‖Aj‖p · 2

−jα sup
b∈B

mj
p

‖b−G(ε)
nj b‖lmjq �

�
∞∑
j=0

2−j(α−
d
p
+ d
q
)gnj(B

mj
p ; ε; l

mj
q ), 1 ≤ q ≤ ∞. (2.61)

Таким чином, можна стверджувати, що для будь-якого натурального числа n i та-

кої послiдовностi (nj)
∞
j=0 цiлих невiд’ємних чисел, що

∞∑
j=0

nj ≤ n i nj ≤ mj = ]Zj,d

виконується нерiвнiсть

σn(SBα
p,θ; Hd; Lq(Id))�

∞∑
j=0

2−j(α−
d
p
+ d
q
)gnj(B

mj
p ; ε; l

mj
q ) (2.62)

для будь-якого q, 1 ≤ q <∞.

Перш нiж продовжити оцiнку величин σn(SBα
p,θ; Hd; Lq(Id)), зробимо заува-

ження стосовно наведеної нижче нерiвностi (2.63) i щодо обумовлених нею подаль-

ших дiй. Нехай задано натуральне число n, n ≥ 2d. Пiдберемо таке s ∈ Z+,

щоб виконувалось спiввiдношення
s∑
j=0

]Zj,d ≤ n <
s+1∑
j=0

]Zj,d , або враховуючи, що

l⋃
j=0

Zj,d = Yl,d, Zj1,d ∩ Zj2,d = �, j1 6= j2 i ]Yl,d = 2ld, — рiвносильне йому спiввiд-

ношення 2sd ≤ n < 2(s+1)d. Оскiльки, очевидно, при 1 ≤ p, q, θ < ∞ i α таких, що(
d
p −

d
q

)
+
< α < 1

p , справедливi нерiвностi

σ2(s+1)d(SBα
p,θ; Hd; Lq(Id)) ≤ σn(SBα

p,θ; Hd; Lq(Id)) ≤ σ2sd(SB
α
p,θ; Hd; Lq(Id)), (2.63)

то оцiнку зверху для величин σn(SBα
p,θ; Hd; Lq(Id)) достатньо довести для n = 2sd,

s = 0, 1, . . ., а також лише для таких значень параметрiв p, q i α, що 1 ≤ p ≤ q <∞
i d
p−

d
q < α < 1

p . Для iнших значень параметрiв p, q та α iз областi D оцiнка зверху

випливає iз оцiнки зверху при 1 < p = q < ∞ внаслiдок вкладення Lq1 ↪→ Lq2 ,

1 ≤ q2 ≤ q1 <∞.
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Отже, нехай зафiксовано s ∈ N i n = 2sd =: Ms. Для додатного числа δ

покладемо

nj =

{
mj , 0 ≤ j ≤ s− 1,

[C2−δ(j−s)ms], j ≥ s,

де C — така додатна стала, що
∞∑
j=0

nj ≤ n (нагадаємо, m0 = 1 i mj = (2d − 1)2(j−1)d,

j = 1, 2, . . .). Зрозумiло, що

∞∑
j=0

nj ≤
s−1∑
j=0

mj +ms · C
∞∑
j=s

2−δ(j−s) ≤Ms = n,

якщо C < C(δ) = 1− 2−δ.

Повернемося до нерiвностi (2.62) i продовжимо оцiнку її правої частини. Але, по-

передньо зауважимо, що у Додатку А встановленi точнi за порядком оцiнки величин

gn(Bm
p ; ε; lmq ) при 0 < p, q <∞, n ∈ N i m = [γn] + 1, γ > 1. А саме,

gn(B
[γn]+1
p ; ε; l

[γn]+1
q ) � n

1
q
− 1
p . (2.64)

Очевидно, при 0 ≤ j ≤ s− 1

gnj(B
mj
p ; ε; l

mj
q ) = 0. (2.65)

Далi, iз означення послiдовностi (nj)
∞
j=0 випливає, — можна знайти таке λ = λ(δ) > 1,

що для s∗ = [λs] + 1 буде nj = 0, якщо j > s∗ i nj ≥ 1, якщо s ≤ j ≤ s∗. Тодi,

згiдно з означенням величин gn(Bm
p ; ε; lmq ) при n = 0, беручи до уваги нерiвнiсть

‖ · ‖lmq ≤ ‖ · ‖lmp , 1 ≤ p < q <∞, можна записати при j > s∗

gnj(B
mj
p ; ε; l

mj
q ) ≤ 1, 1 ≤ p ≤ q <∞. (2.66)

Для j, s ≤ j ≤ s∗, згiдно з (2.64) при 1 ≤ p < q <∞

gnj(B
mj
p ; ε; l

mj
q )� (2−δ(j−s)ms)

1
q
− 1
p . (2.67)

Отже, iз спiввiдношення (2.62), використавши (2.65)–(2.67), при 1 ≤ p < q < ∞ та
d
p −

d
q < α < 1

p отримаємо

gn(SBα
p,θ; Hd; Lq(Id))�

s∗∑
j=s

2−αj · 2j(
d
p
− d
q
)(2−δ(j−s)ms)

1
q
− 1
p+

+

∞∑
j=s∗+1

2−j(α−
d
p
+ d
q
) = m

1
q
− 1
p

s 2δs(
1
q
− 1
p
) ·

s∗∑
j=s

2−αj · 2j(
d
p
− d
q
) · 2δj(

1
p
− 1
q
)+
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+

∞∑
j=s∗+1

2−j(α−
d
p
+ d
q
) � m

1
q
− 1
p

s 2δs(
1
q
− 1
p
) ·

s∗∑
j=s

2−βj + 2−s
∗(α− d

p
+ d
q
), (2.68)

де β := α− d
p+ d

q−δ(
1
p−

1
q ). Якщо число δ задовольняє умову 0 < δ < (α− d

p+ d
q )/(1

p−
1
q ),

то тодi β > 0, а отже, врахувавши при оцiнцi другого доданка, що s∗ = [λs] + 1,

λ > 1, отримаємо

gn(SBα
p,θ; Hd; Lq(Id))� m

1
q
− 1
p

s 2δs(
1
q
− 1
p
) · 2−βs + 2−αs � 2−αs = n−

α
d . (2.69)

Аналогiчно, при 1 ≤ p = q < ∞, 0 < α < 1
p , врахувавши, що для j, s ≤ j ≤ s∗,

очевидно, gnj(B
mj
p ; ε; l

mj
p ) ≤ 1, отримаємо

gn(SBα
p,θ; Hd; Lq(Id))�

∞∑
j=s+1

2−αj � 2−αs � n−
α
d . (2.70)

Оцiнка знизу. Достатньо встановити таку оцiнку для gm(SBα
p,θ; Hd; Lq(Id)) за

умов 1 ≤ q ≤ p < ∞ та 0 < α < 1
p . Для заданого натурального числа m, m > 2d

пiдберемо таке n ∈ N, що ]Yn−2,d ≤ m < ]Yn−1,d, тобто 2(n−2)d ≤ m < 2(n−1)d.

Зауваживши, що ]Zj,d = ]
(
Yj,d \ Yj−1,d

)
= 2jd − 2(j−1)d = 2(j−1)d(2d − 1) (а тодi,

зрозумiло, ]Zn,d ≥ ]Yn−1,d > m ), розглянемо простiр B(n) полiномiв по системi

H̃d
n = {hk}k∈Zn,d вигляду

Rnf(x) =
∑
k∈Zn,d

bk(f)hk(x), f ∈ Lq(Id), (2.71)

(отже, B(n) ⊂ Wn ). Далi, нехай B(n)αp,θ — пiдпростiр iз Bα
p,θ ⊂ Lq(Id), що склада-

ється iз функцiй f ∈ B(n), тобто B(n)αp,θ := B(n) ∩Bα
p,θ. Тодi

gm(SBα
p,θ; Hd; Lq(Id)) ≥ gm(SB(n)αp,θ; H̃

d
n; Lq(Id)). (2.72)

Розглянемо вiдображення A : B(n) → Rmn (mn = ]Zn,d), що Af := {bk(f)}k∈Zn,d ,

f ∈ B(n). Тодi для f ∈ B(n)αp,θ, згiдно з (I) ‖f‖(α)
p,θ � 2n(α− d

p
+ d

2
)‖Af‖lmnp , а

для f ∈ B(n) згiдно з (II) ‖f‖q � 2−n( d
q
− d

2
)‖Af‖lmnq .̈ Тому, аналогiчно, як i при

встановленнi оцiнок зверху, вiдштовхуючись вiд (2.71), знаходимо

gm(SB(n)αp,θ; H̃
d
n; Lq(Id))�

� sup
f∈SB(n)αp,θ

inf
Λ⊂Zn,d
]Λ=m

‖f −
∑
k∈Λ

bk(f)hk‖q � 2−nα2nd( 1
p
− 1
q
)gm(Bmn

p ; ε; lmn
q ).
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Звiдси, враховуючи, що mn � m � 2nd, застосувавши до оцiнки gm(Bmn
p ; ε; lmn

q )

спiввiдношення (2.64), у поєднаннi з (2.72) отримаємо

gm(SBα
p,θ; Hd; Lq(Id))� 2−nα � m−

α
d .

Теорема 2.4.2 доведена. �

Щодо теореми 2.4.2 зауважимо наступне: Е. С. Бєлiнським [5] при розглядi на-

ближень класiв 1 – перiодичних функцiй SB̄α
p,θ за допомогою m – членних агрегатiв

побудованих за тригонометричною системою T = {e2πikx}k∈Z, у випадку d = 1

доведено, зокрема, що

σm(SB̄α
p,θ; T ; Lq(I)) � m−

q
2
(α− 1

p
+ 1
q
)

при 1 ≤ p ≤ 2 < q <∞, 1
p −

1
q < α < 1

p .

Зауважимо, що класи SB̄α
p,θ визначаються аналогiчно класам SBα

p,θ. Вiдмiннiсть

полягає лише у використаннi iнших модулiв неперервностi, iнформацiю щодо яких

можна отримати iз [146].

Порiвнюючи наведену оцiнку з оцiнкою величини σm(SBα
p,θ; Hd; Lq(I)) iз теоре-

ми 2.4.2 при d = 1 (враховуючи також, що SB̄α
p,θ ⊂ SBα

p,θ ), легко показати, що при

даних обмеженнях на параметри p, q та α наближення класiв SBα
p,θ за допомогою

тригонометричної системи, взагалi кажучи, поступається за порядком наближенню

за системою Хаара (одновимiрною). Пiдтвердженням цього факту, наприклад, у ви-

падку p = 2, q = 4, i вiдповiдно 1
4 < α < 1

2 , є достатньо просте порiвняння вказаних

оцiнок, яке використовує лише вiдповiдну геометричну iлюстрацiю для даної мно-

жини параметрiв p, q та α.

До такого ж висновку приходимо i у випадку d ≥ 2. Для цього достатньо порiв-

няти оцiнки величин σm(SBα
p,θ; Hd; Lq(I)) з оцiнками величин σm(SB̄α

p,θ; T ; Lq(Id)),
знайденими С.А. Стасюком [201].

Теорема 2.4.3. Нехай (d, p, q, α) ∈ D. Тодi

σm(SHα
p )q � gm(SHα

p )q � m−
α
d .

Доведення теореми 2.4.3 фактично є повторенням доведення теореми 2.4.2.

Очевидної корекцiї потребують лише тi мiсця, де використовується спiввiдношення

(I) iз доведення теореми 2.4.2. Цим спiввiдношенням стверджується: якщо ϕ ∈ Wj ,

j ∈ Z+, тобто ϕ(t) =
∑

k∈Zj,d
akhk(t), ak ∈ R i, до того ж, ϕ ∈ Bα

p,θ, 1 ≤ p, θ < ∞,
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0 < α < 1
p , то

‖ϕ‖(α)
p,θ � 2j(α−

d
p
+ d

2
) ‖a‖

l
mj
p
,

a = {ak}k∈Zj,d , ‖a‖lmjp :=

( ∑
k∈Zj,d

|ak|
p

) 1
p

, mj := ]Zj,d i ‖ · ‖(α)
p,θ — норма в просторi

Bα
p,θ. У випадку, коли ϕ ∈ Hα

p (M), 1 ≤ p < ∞, 0 < α < 1
p (також за умови, що

ϕ ∈ Wj), в силу теореми 2.3.2

‖ϕ‖Hα
p
� 2j(α−

d
p
+ d

2
) ‖a‖

l
mj
p
. (2.73)

Спiввiдношення (2.73) вiдiграє iстотну роль в оцiнцi зверху величин σM (SHα
p )q .

Оцiнка знизу для gm(SHα
p )q, а згiдно з теоремою 2.4.1 i для σm(SHα

p )q , є

прямим наслiдком такої оцiнки для gm(SBα
p,θ)q в теоремi 2.4.2, якщо зауважити,

що SBα
p,θ ⊂ SHα

p при 1 ≤ θ < ∞. Останнє вкладення — результат порiвняння

виразiв (з коефiцiєнтами Фур’є-Хаара) у спiввiдношеннях для пiвнорм |f |(α)
p,θ та

|f |Hα
p
, f ∈ SBα

p,θ (див. теореми 2.3.3 та 2.3.2). �

2.5 Апроксимацiя функцiй iз просторiв BΛ
θ (Lp)

Запроваджена нова шкала просторiв BΛ
θ (Lp) ⊂ Lp(Id), вивченi елементарнi властиво-

стi таких просторiв та встановленi оцiнки зазначеного типу нелiнiйного наближення
одиничних куль у цих просторах.

2.5.1 Означення та елементарнi властивостi

Беручи за основу розклад функцiї f ∈ Lp(Id) в ряд Фур’є–Хаара за базисом Hd

запровадимо до розгляду простори BΛ
θ (Lp), — як лiнiйнi пiдпростори Lp(Id), що

надiленi вказаною нормою ‖f‖Λp,θ, f ∈ BΛ
θ (Lp). Ця норма задається за допомогою

функцiонального параметра Λ i числового параметра θ у виглядi виразiв, що мiстять

величини ‖(f, hi)hi‖p, i = 0, 1, . . ., i певним чином характеризує функцiї f ∈ BΛ
θ (Lp)

ступенем спадання до нуля цих величин. Кiнцевою метою є встановлення для класiв

SBΛ
θ (Lp) аналога основних результатiв попереднього пiдроздiлу — теорем 2.4.2 та

2.4.3.

У вихiдному варiантi означення просторiв BΛ
θ (Lp) використаємо базисну систему

функцiй Hd
0 (див. пункт 2.1.3).

Отже, нехай Qj , j ∈ N,— множина кубiв I об’ємом vol I = 2(−j+1)d двiйкового

розбиття куба Id. На кожному кубi I ∈ Qj , як зазначено ранiше, зосередженi носiї
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рiвно 2d − 1 функцiй системи Hd
0. Позначимо цi функцiї H

(i)
I , i = 0, 1, . . .. Таким

чином, маємо вiдповiднiсть

Qj 3 I ←→ {H(i)
I }

2d−1
i=1 ∈ Hd

0.

Покладемо

H(j) := {H(i)
I : I ∈ Qj , i = 1, 2, . . . , 2d − 1}.

Далi, нехай Λ : R+ → R+ — довiльна неспадна функцiя, визначена на R+. Множину

таких функцiй позначимо через P0.

Означення 2.5.1. Для 1 ≤ p ≤ ∞ i Λ ∈ P0 нормованi простори BΛ
θ (Lp) — це

множини функцiй f ∈ L0
p(Id), для яких

‖f‖Λp,θ :=

( ∞∑
j=1

Λθ(2j)
∑
I∈Qj

2d−1∑
i=1

‖c(i)I (f)H
(i)
I ‖

θ
p

) 1
θ

<∞, 1 ≤ θ <∞,

i

‖f‖Λp,∞ := sup
j

Λ(2j)
∑
I∈Qj

2d−1∑
i=1

‖c(i)I (f)H
(i)
I ‖p <∞, θ =∞,

де c
(i)
I (f) =

∫
Id
f(x)H

(i)
I (x)dx, i ∈ N, — коефiцiєнти Фур’є функцiї f по системi

Hd
0 =

∞⋃
j=1

H(j) ∪ {HId}, а L0
p(Id) :=

{
f ∈ Lp(Id) :

∫
Id
f(x)dx = 0

}
.

У подальшому функцiя Λ, окрiм умови Λ ∈ P0, пiдпорядковується деяким до-

датковим обмеженням. Дамо наступнi означення.

Означення 2.5.2. Функцiя ϕ : (0;∞) −→ (0;∞) задовольняє ∆
(1)
2 – умову (пи-

шемо: ϕ ∈ ∆
(1)
2 ), якщо iснують такi сталi C1, C2 > 1, що

C1 ≤
ϕ(2t)

ϕ(t)
≤ C2.

Означення 2.5.3. Якщо 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞ i d ∈ N, то для функцiї Λ ∈ P0 запис

Λ ∈ ∆
(1)
2 (p, q, θ, d) означає, що функцiя Λ(t) · t−

((
d
p
− d
θ

)
+

+
(
d
p
− d
q

)
+

)
∈ ∆

(1)
2 .

Покладемо ξ = ξ(p, q, θ) =
(
d
p −

d
θ

)
+

+
(
d
p −

d
q

)
+

i визначимо

A = {(p, q, θ) : 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞ i ξ > 0},

A0 = {(p, q, θ) : 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞ i ξ = 0}.
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Зрозумiло, що при (p, q, θ) ∈ A0 (тобто, 1 ≤ θ ≤ p ≤ ∞ та 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞ )

умови Λ ∈ ∆
(1)
2 (p, q, θ, d) i Λ ∈ P0 ∩ ∆

(1)
2 рiвносильнi. Прикладами функцiй, що

задовольняють умову Λ ∈ P0∩∆
(1)
2 , є функцiї Λ(t) = ln t i Λ(t) = tβ, β > 0. Умову

Λ ∈ ∆
(1)
2 (p, q, θ, d) при (p, q, θ) ∈ A задовольняють, наприклад, функцiї Λ(t) = tβ,

β > ξ , та Λ(t) = tξ lnγ(t+ 1), γ > 0.

Зафiксуємо деякi простi властивостi просторiв BΛ
θ (Lp); частина з них є елемен-

тарними наслiдками означення 2.5.2 (далi покладаємо
◦
Bα
p,θ:= Bα

p,θ ∩ L
0
p(Id)):

(a) Для будь-яких p, 1 ≤ p ≤ ∞ i Λ ∈ P0

BΛ
θ1

(Lp) ↪→ BΛ
θ2

(Lp), 1 ≤ θ1 < θ2 ≤ ∞.

(b) Якщо 1 ≤ p = θ <∞ i Λ(t) = tα, 0 < α < 1
p , то

◦
Bα
p,p∼ B

(α)
p (Lp),

тобто простори
◦
Bα
p,p i BΛ

p (Lp) =: B
(α)
p (Lp), Λ(t) = tα, як множини функцiй —

тотожнi, а вiдповiднi норми елементiв — еквiвалентнi.

Справдi, за вказаних обмежень щодо параметрiв p та Λ, при 1 ≤ θ < ∞ для

будь-якої функцiї f ∈ B(α)
θ (Lp) := BΛ

θ (Lp), Λ(t) = tα маємо

‖f‖Λp,θ =

( ∞∑
j=1

2jαθ
∑
k∈Zj,d

|bk(f)|θ · 2−jθ
(
d
p
− d

2

)) 1
θ

=

=

( ∞∑
j=1

2
j
(
α− d

p
+ d

2

)
θ
∑
k∈Zj,d

|bk(f)|θ
) 1

θ

, (2.74)

де, нагадаємо, bk(f) := (f, hk), k ∈ Zj,d.

З iншого боку, згiдно з теоремою 2.3.3 для будь-якої функцiї f ∈
◦
Bα
p,θ,

1 ≤ p, θ <∞ , при 0 < α < 1
p

‖f‖Bαp,θ := ‖f‖(α)
p,θ �

(∑
j∈N

[
2
j
(
α− d

p
+ d

2

)( ∑
k∈Zj,d

|bk(f)|p
)1/p
]θ) 1

θ

. (2.75)

Спiвставивши (2.74) та (2.75) при p = θ, маємо ‖f‖(α)
p,p � ‖f‖Λp,p, f ∈ B

(α)
θ (Lp), що й

доводить властивiсть (b).

(c)
◦
Bα
p,θ↪→ B

(α)
θ (Lp) при 1 ≤ p < θ <∞, 0 < α <

1

p
.
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(d)
◦
Bα
p,θ←↩ B

(α)
θ (Lp) при 1 ≤ θ < p <∞, 0 < α <

1

p
.

Для доведення, як i в попередньому випадку ( p = θ, властивiсть (b)), достатньо

порiвняти (2.74) та (2.75), взявши до уваги нерiвнiсть || · ||lsγ ≤ || · ||lsµ , 1 ≤ µ < γ <∞.

Розв’язок задачi про конструктивну характеристику просторiв B(α)
θ (Lp) в термi-

нах величин найкращих m – членних наближень, щоправда лише у випадку d = 1,

при 1 < θ = p < ∞ i 0 < α < 1
p (а тодi згiдно з властивiстю (b) B(α)

θ (Lp) ∼
◦
Bα
p,p),

як частковий випадок бiльш загального результату, можна знайти в [205]. А саме,

доведено, що

f ∈ B(α)
p (Lp)⇐⇒

∞∑
m=0

[
σm(f ; H; Lτ (I))mα− 1

p

]p
<∞,

де 1 < p < ∞, 1 < τ < ∞, 0 < α < 1 i параметри p, τ та α пов’язанi

спiввiдношенням p =
(
α+ 1

τ )−1, тобто α = 1
p−

1
τ (зрозумiло, що тодi 1 < p < τ <∞

i 0 < α < 1
p ).

Нами, у випадку довiльного d ∈ N вивченi апроксимацiйнi властивостi системи

Hd стосовно класiв SBΛ
θ (Lp) 1 ≤ p, θ ≤ ∞ (одиничних куль в просторах BΛ

θ (Lp)) на

широкому спектрi змiни функцiонального параметра Λ, i зокрема, при Λ(t) = tr,

0 < r < 1
p , 1 ≤ p <∞. Однак, питання щодо конструктивного (у виглядi прямих та

обернених теорем) опису просторiв BΛ
θ (Lp) в термiнах величин σm(f ; Hd; Lq(Id)),

f ∈ BΛ
θ (Lp) у загальнiй постановцi залишається поки що без вiдповiдi.

2.5.2 Головний результат

Теорема 2.5.1. Нехай 1 ≤ p, θ ≤ ∞, 1 < q <∞ i Λ ∈ ∆
(1)
2 (p, q, θ, d). Тодi

σm(SBΛ
θ (Lp); Hd; Lq(Id)) � gm(SBΛ

θ (Lp); Hd; Lq(Id)) � Λ−1(m
1
d )m

(
1
p
− 1
θ

)
+ .

Доведення теореми 2.5.1. Вихiдним пунктом є представлення норм елементiв

просторiв BΛ
θ (Lp), що використовує векторну нумерацiю функцiй Хаара, тобто —

систему Hd
0. А саме, легко бачити, що для f ∈ BΛ

θ (Lp)

‖f‖Λp,θ =

( ∞∑
j=1

Λθ(2j)2
−jθd

(
1
p
− 1

2

) ∑
k∈Zj,d

|bk(f)|θ
)1/θ

, 1 ≤ θ <∞, (2.76)

‖f‖Λp,∞ = sup
j

Λ(2j)2
−jd
(

1
p
− 1

2

) ∑
k∈Zj,d

|bk(f)|. (2.77)
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Наступнi етапи доведення теореми 2.5.1 є повтореннями, — з незначними вiдмiнно-

стями, що викликанi умовами на функцiю Λ в (2.76), (2.77), — доведення теореми

2.4.2. Опишемо цi вiдмiнностi у тезисному виглядi, а також встановимо порядок дiй,

до яких вони зумовлюють.

Ключова роль при встановленнi як оцiнок зверху, так i оцiнок знизу в теоремi

2.4.2 належала спiввiдношенням (I) i (II) iз її доведення. Спiввiдношення (II) не

пов’язане безпосередньо з класами функцiй, що апроксимуються, i тому залишається

в силi i при доведеннi теореми 2.5.1. Замiсть спiввiдношення (I), як наслiдку теореми

2.3.3 про еквiваленте представлення норми в просторах Bα
p,θ, при встановленi оцiнок

знизу в теоремi 2.5.1 слiд використати для ϕ ∈ Wj ∩BΛ
θ (Lp) рiвностi

‖ϕ‖Λp,θ = Λ(2j)2
−j
(
d
p
− d

2

)
‖a‖

l
mj
θ

(2.78)

у випадку 1 ≤ θ <∞ та

‖ϕ‖Λp,∞ = Λ(2j)2
−j
(
d
p
− d

2

)
‖a‖

l
mj
1

(2.79)

у випадку θ =∞.

В доведеннi оцiнки зверху в теоремi 2.4.2 визначальним було вкладення (2.58) за

умови f ∈ SBα
p,θ. Його аналогом для f ∈ SBΛ

θ (Lp) є вкладення

fj ∈ CΛ−1(2j)2
j
(
d
p
− d
θ∗

)
+(Wj ∩Bp),

де θ∗ = θ, якщо 1 ≤ θ < ∞, i θ∗ = p, якщо θ = ∞. В доведеннi такого вкладення

замiсть (I) слiд використати (2.78) при 1 ≤ θ < ∞ i (2.79) при θ = ∞, а також,

додатково, вiдоме спiввiдношення ‖ · ‖lnp1 ≤ n
1
p1
− 1
p2 ‖ · ‖lnp2 , 1 ≤ p1 < p2 ≤ ∞.

Очевиднiй корекцiї пiдлягають також мiркування, що використовуються при пе-

реходi вiд нерiвностi (2.68) до нерiвностей (2.69) та (2.70). Тут слiд взяти до уваги

умову Λ ∈ ∆
(1)
2 (p, q, θ, d), яка фактично є умовою вкладення BΛ

θ (Lp) ⊂ Lq(Id). �

2.6 Апроксимацiя класiв SBα
p,θ за кратною системою

Фабера–Шаудера
Встановленi точнi за порядком оцiнки величин n – членних проективних наближень за
системою Фабера–Шаудера для функцiй, визначених на d – вимiрному кубi, i якi належать
класам Бєсова.
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2.6.1 Базовi означення та коротка iсторична довiдка

Нехай X — банахiв простiр з нормою ‖·‖X , а Φ = {ϕk}∞k=1 ⊂X — базис Шаудера у

просторi X , тобто для будь-якого ϕ ∈X iснує єдина числова послiдовнiсть (ak)
∞
k=1

така, що ϕ =
∞∑
k=1

akϕk (ряд збiгається за нормою ‖ · ‖X ).

Вiдомо, якщо Φ — базис в X , то iснує таке сiмейство лiнiйних функцiоналiв

Φ∗ = {ϕ∗k}
∞
k=1 ⊂ X ∗ (X ∗ — простiр, спряжений до X ), що ak = 〈ϕ;ϕ∗k〉, ϕ ∈X ,

k = 1, 2, . . .. Сiмейства Φ та Φ∗ бiортогональнi, тобто < ϕi;ϕ
∗
k >= δik.

Для кожного ϕ ∈X позначимо через Mn(ϕ; Φ) множину всiх лiнiйних (вiдносно

системи Φ ) комбiнацiй вигляду πQ(ϕ) =
∑
k∈Q

akϕk де Q — довiльна множина

натуральних чисел, #Q=n (покладаємо також M0(ϕ; Φ) = {0}) i ak, k ∈ Q —

коефiцiєнти з розкладу ϕ за базисом Φ.

Назвемо n – членну апроксимацiю довiльного елемента ϕ ∈ X за допомогою

елементiв сiмейства Mn(ϕ; Φ) n – членним проективним наближенням ϕ за си-

стемою Φ. Похибка апроксимацiї за параметром n вимiрюється величиною

epr
n (ϕ; Φ; X ) := inf

u∈Mn(ϕ;Φ)
‖ϕ− u‖X .

Покладемо

epr
n (W ; Φ; X ) := sup

ϕ∈W
epr
n (ϕ; Φ; X ),

якщо W — довiльна пiдмножина в X .

Зважаючи на те, що Φ — базис, зауважимо, множина span Φ — щiльна в X ,

тобто для довiльного елемента ϕ ∈ X : epr
n (ϕ; Φ; X )→ 0 при n → ∞. Виникає

задача щодо швидкостi прямування до нуля послiдовностi epr
n (W ; Φ; X ).

У зв’язку з численними застосуваннями подiбного роду n – членних наближень

(див., наприклад, [168]), задача стосовно знаходження асимптотичних оцiнок вели-

чин epr
n (W ; Φ; X ) i бiльш загальна задача про оцiнки величин найкращого n –

членного наближення σn(W ; Φ; X ) розв’язана для багатьох класiв функцiй W i

ортогональних базисiв Φ (у вiдповiдних просторах X ⊃ W ). Наприклад, для

тригонометричного базису експонент Φ = {ei(k,x)}k∈Zd вiдомi асимптотичнi оцiнки

зазначених величин в просторi Lq(Td) при всiх q, 1 ≤ q ≤ ∞ у випадку, коли W

— функцiональний клас Соболєва чи Бєсова–Нiкольського (див. [169]).

В [168] наведена досить повна бiблiографiя робiт, що стосуються n – членної апро-

ксимацiї за допомогою агрегатiв, побудованих i за iншими базисами Φ, якi склада-

ються, наприклад, iз вейвлетiв чи сплайнiв (див. також [172–174, 202, 203, 205, 206]).
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Проте, зазначимо, такi базиси мають рiзнi властивостi щодо нелiнiйного наближення

класiв гладких функцiй i, зокрема, — класiв SBα
p,θ, означених у пунктi 2.3.2.

У даному пiдроздiлi задача полягає у встановленнi порядкових оцiнок величин

epr
n (W ; Φ; X ) за наступних вихiдних даних:

X = Lq(Id), 1 ≤ q ≤ ∞;

W = SBα
p,θ — одинична куля у просторi Бєсова Bα

p,θ, 0 < α < 1, 1 ≤ p, θ <∞;

Φ — так званий, ”дiамантовий” базис у просторi C(Id) неперервних на Id

функцiй.

В пунктi 2.6.2 означається основний об’єкт — функцiональний базис Φ i фор-

мулюються допомiжнi та основний результати, а в пунктi 2.6.3 подається доведення

основної теореми.

2.6.2 Допомiжнi твердження та головний результат

Визначимо сiмейство Φ (див. [161]). Вихiдною тут є функцiя ψ(t) = max{0, 1− |t|},
t ∈ R. Позначимо через D множину всiх ”двiйкових” точок вiдрiзка I : D =

⋃
k≥0

Dk,

де D0 = {0; 1}, Dk =

{
2j − 1

2k
, j = 1, . . . , 2k−1

}
. Означимо спочатку сiмейство

функцiй Фабера–Шаудера з носiями на I наступним чином:

Φτ (t) = ψ(2k(t− τ)) для τ ∈ Dk, k = 0, 1, 2, . . . .

Тепер позначимо C0 := D0, Ck = Ck−1

⋃
Dk. Тодi Cdk = Cdk−1

⋃
Dk,d, де

D0,d = Dd
0 =

d∏
j=1

D0,

Dk,d =
{
τ̄ = (τ1, . . . , τd) ∈ Cdk : (∃i : τi ∈ Dk)

}
, k ∈ N.

Покладемо для t̄ = (t1, . . . , td) ∈ Id

φτ̄ (t̄) =

d∏
j=1

ψ(2k(tj − τj)), τ̄ ∈ Dk,d, k ∈ Z+.

Систему Φ = {φτ̄ : τ̄ ∈ Dd} називають ”дiамантовим”, або мультиафiнним базисом

i, якщо вона упорядкована так, що φτ̄ з τ̄ ∈ Dk,d передує φτ̄ з τ̄ ∈ Dk+1,d, то ця

система (послiдовнiсть) є базисом Шаудера у банаховому просторi C(Id) неперервних
на Id функцiй вiдносно рiвномiрної на Id збiжностi [161]. Тобто, для кожної функцiї
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f ∈ C(Id) iснує однозначно визначене сiмейство Φ∗ = {bτ̄ : τ̄ ∈ Dk,d, k = 0, 1, 2, . . .}
таких дiйсних чисел, що

f =

∞∑
k=0

∑
τ̄∈Dk,d

bτ̄φτ̄ . (2.80)

Коефiцiєнти bτ̄ = bτ̄ (f) є лiнiйними функцiоналами вiд f i bτ̄ (φτ̄ ′) = δτ̄ τ̄ ′ , тобто

системи Φ та Φ∗ — бiортогональнi.

Система Φ∗ визначається явно через систему Φ (див. [195]) наступними формулами:

bτ̄ (f) = f(τ̄), τ̄ ∈ D0,d,

bτ̄ (f) =
1

2d

∑
ε={−1,1}d

(f(τ̄)− f(τ̄ ε)), τ̄ ∈ Dk,d, k = 1, 2, . . . ,

де

τ ε = {τ ε1 , . . . , τ εd} i τ εi =

{
τi + εi · 2−k, τi ∈ Dk,

τi, τi ∈ Ck−1.

Розглянемо скiнченновимiрний проекцiйний оператор Rk : C(Id) → C(Id) :

Rk(f) =
∑

τ̄∈Dk,d
bτ̄ (f)φτ̄ . Вiдомо, що для будь-якої функцiї f ∈ C(Id) ряд

∞∑
k=0

Rk(f)

збiгається до f за нормою ‖ · ‖∞. Частиннi суми Pk(f) =
k∑
l=0

Rl(f) iнтерполюють

f на множинi Cdk , тобто для k ≥ 0 : f(τ̄) = Pk(f)(τ̄), τ̄ ∈ Cdk .
Сформулюємо вiдомi твердження, в яких вiдображенi iншi властивостi системи

Φ, якi використовуються у доведеннi теореми 2.6.1.

Твердження А2. [162] Для будь-яких aτ̄ ∈ R, τ̄ ∈ Dk,d i 1 ≤ q ≤ ∞

∥∥ ∑
τ̄∈Dk,d

aτ̄φτ̄
∥∥
q
� 2−dk/q

( ∑
τ̄∈Dk,d

|aτ̄ |q
) 1

q

, k = 0, 1, . . . .

Зокрема, ‖φτ̄‖q � 2−dk/q, τ̄ ∈ Dk,d.

Твердження Б2. [162] Нехай 1 < p < ∞, 1 ≤ θ < ∞ i d
p < α < 1. Тодi, якщо

f ∈ Bα
p,θ, то

‖f‖αp,θ �
( ∞∑

k=0

[
2k(α− d

p
)
( ∑
τ̄∈Dk,d

|bτ̄ |p
) 1
p
]θ) 1

θ

.

Головний результат розкрито в наступному твердженнi.
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Теорема 2.6.1. Нехай d ∈ N, 1 < p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ θ < ∞, d
p < α < 1.

Тодi

epr
n (S Bα

p,θ; Φ;Lq) � n−α/d.

2.6.3 Доведення головної теореми

Оцiнка зверху проводиться за такою ж схемою, як у доведеннi теореми 2.4.2.

Нехай для k ∈ Z+

Fk = lin
{
φτ̄ , τ̄ ∈ Dk,d

}
=

{
ϕ : ϕ(t) =

∑
τ̄∈Dk,d

aτ̄φτ̄ (t), aτ̄ ∈ R, t ∈ Id
}
.

Якщо ϕ ∈ Fk ∩Bα
p,θ, то згiдно з твердженнями Б2 i А2 вiдповiдно:

(I) ‖ϕ‖αp,θ � 2k(α−d/p)‖a‖lmkp , де a = {aτ̄}τ̄∈Dk,d , mk = #Dk,d;

(II) ‖ϕ‖q � 2−dk/q‖a‖lmkq , k = 0, 1, . . . .

Для ϕ ∈ Fk виберемо таку множину Λ
(m)
k ⊂ Dk,d, що #Λ

(m)
k = m i

min{|aτ̄ |, τ̄ ∈ Λ
(m)
k } ≥ max{|aτ̄ |, τ̄ ∈ Dk,d\Λ

(m)
k }.

Зазначимо, що за таких умов множина Λ
(m)
k при заданому m для деяких фун-

кцiй ϕ може визначатися, взагалi кажучи, не однозначно, проте певний вибiр

(множини Λ
(m)
k ) не впливає на кiнцевий результат.

Для n ∈ Z+ нехай (nk)
∞
k=0 така послiдовнiсть невiд’ємних цiлих чисел, що∑∞

k=0 nk ≤ n. Звiсно, в такiй послiдовностi може бути лише скiнченне число ненульо-

вих nk. Через Gm(ϕ), m ≤ mk, позначимо полiном Gm(ϕ)(t) =
∑

τ̄∈Λ
(m)
k

aτ̄φτ̄ (t), i для

f ∈ Bα
p,θ оптимальний (в сенсi порядкових оцiнок наближення) агрегат проективної

n – членної апроксимацiї задамо у виглядi

Sn(f) =

∞∑
k=0

Gnk(fk).

Тодi

‖f − Sn(f)‖q ≤
∞∑
k=0

‖fk −Gnk(fk)‖q, (2.81)

де fk(t) =
∑

τ̄∈Dk,d
bτ̄φτ̄ (t), k ∈ Z+, а bτ̄ — коефiцiєнти iз розкладу (2.80).
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Далi, iз спiввiдношень (II) i (I) випливає: якщо f ∈ SBα
p,θ, то

‖fk‖p � 2−dk/p‖{bτ}τ∈Dk,d‖lmkp � 2−k(α−d/p)2−dk/p‖f‖αp,θ � 2−kα,

тобто

fk ∈ C 2−kα(Fk ∩ Bp), (2.82)

де Bp = {f ∈ Lp(Id) : ‖f‖p ≤ 1} — одинична куля у просторi Lp(Id), а C — деяка

додатна стала.

Тепер розглянемо сiмейство лiнiйних операторiв Ak : Fk → Rmk , k ∈ Z+, що дiють

за правилом

ϕk(t) =:
∑
τ̄∈Dk,d

aτ̄φτ̄ (t) −→ a(k) =: {aτ̄}τ̄∈Dk,d .

При кожному k ∈ Z+ оператор Ak здiйснює взаємно-однозначне вiдображення

мiж лiнiйними просторами Fk та Rmk i згiдно iз спiввiдношенням (II)

‖Ak‖p := ‖Ak‖Lp(Id)→lmkp � 2dk/p, (2.83)

а для оператора A−1
k : Rmk → Fk, оберненого до Ak,

‖A−1
k ‖q := ‖A−1

k ‖lmkq →Lq(Id) � 2−dk/q. (2.84)

Тому iз (2.81), враховуючи (2.82)—(2.84), маємо

sup
f∈SBαp,θ

‖f − Sn(f)‖q �
∞∑
k=0

sup
fk∈2−kαBp

‖fk −Gnk(fk)‖q �

�
∞∑
k=0

‖A−1
k ‖q · ‖Ak‖p · 2

−kα sup
b(k)∈Bmkp

‖b(k) − Jnk(b(k))‖lmkq �

�
∞∑
k=0

2−(α+d(1/q−1/p))k sup
b(k)∈Bmkp

‖b(k) − Jnk(b(k))‖lmkq , (2.85)

де b(k) = {bτ}τ∈Dk,d i для x =
m∑
s=1

xses
(
ε = {es}ms=1 — канонiчний базис в lmq

)
Jn(x) :=

n∑
j=1

xsjesj , а {sj}nj=1 — така система натуральных чисел, що |xs1| ≥ |xs2| ≥

. . .≥|xsm|.
Але ж

sup
b(k)∈Bmkp

‖b(k) − Jnk(b(k))‖lmkq = e⊥nk(B
mk
p ; lmk

q ) (2.86)
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(означення e⊥nk(B
mk
p ; lmk

q ) див. у Додатку А).

А тому, поєднавши спiввiдношення (2.85) та (2.86), можна стверджувати, що

epr
n (SBα

p,θ; Φ;Lq)�
∞∑
k=0

2−αk2dk(1/p−1/q)e⊥nk(B
mk
p ; lmk

q ) (2.87)

(нагадаємо, що mk = #Dk,d � 2kd).

Продовження оцiнки зверху правої частини (2.87), потребує певних зауважень,

якi полягають у наступному. Нехай задано натуральне число n, n ≥ 2d. Виберемо

таке число s, s ∈ Z+, що

s∑
k=0

#Dk,d ≤ n <

s+1∑
k=0

#Dk,d,

тобто Ms ≤ n < Ms+1. Оскiльки, очевидно, за припущень щодо значень параметрiв

p, q, θ та α маємо

epr
Ms+1

(SBα
p,θ; Φ;Lq) ≤ epr

n (SBα
p,θ; Φ;Lq) ≤ epr

Ms
(SBα

p,θ; Φ;Lq)

i Ms � 2sd � n, то можна дiйти висновку про справедливiсть твердження теореми

2.6.1 при n ∈ N у припущеннi, що воно виконується лише при n = Ms, s = 0, 1, . . ..

Тобто теорему достатньо довести для n, що мiстяться у послiдовностi (Ms)
∞
s=0.

На додачу зауважимо, що згiдно з нерiвнiстю ‖ · ‖γ ≤ ‖ · ‖∞, 1 < γ < ∞ оцiнку

зверху в теоремi 2.6.1 при n = Ms достатньо встановити при q =∞.

Нехай n = Ms, s ∈ N — фiксоване. Вибравши довiльне δ, 0 < δ < αp − d

(нагадаємо, що α > d/p ), покладемо

nk =

{
mk, 0 ≤ k ≤ s− 1,

[C2−δ(k−s)ms], k ≥ s,

де [x] — цiла частина числа x ∈ R, а C — додатна стала, значення якої згодом

уточнюється. Маємо

∞∑
k=0

nk ≤
s−1∑
k=0

mk +msC

∞∑
k=s

2−δ(k−s) ≤Ms = n,

якщо C < Cδ = 1− 2−δ..

Згiдно з нерiвнiстю (2.87)

epr
n (SBα

p,θ; Φ;L∞)�
∞∑
k=0

2−αk2dk/pe⊥nk(B
mk
p ; lmk

∞ ). (2.88)
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Тепер зазначимо, що при 0 ≤ k ≤ s− 1

e⊥nk(B
mk
p ; lmk

∞ ) = 0, (2.89)

а при k ≥ s, згiдно з теоремою A.1.1 iз Додатку А

e⊥nk(B
mk
p ; lmk

∞ )� (2−δ(k−s)ms)
−1/p. (2.90)

Тут враховано, що iснує таке s∗, s∗ ≥ s, що при k > s∗ буде nk = 0, i при таких k,

очевидно, e⊥nk(B
mk
p ; lmk

∞ ) < 1
(
достатньо лише взяти до уваги нерiвнiсть ||·||lNν ≤ ||·||lNµ ,

1 ≤ µ < ν ≤ ∞). Отже при k > s∗ оцiнку для e⊥nk(B
mk
p ; lmk

∞ ) також можна подати

у виглядi (2.90).

Таким чином, iз спiввiдношення (2.88), взявши до уваги (2.89) та (2.90), отрима-

ємо

epr
n (SBα

p,θ; Φ;L∞)�
∞∑

k=s+1

2−αk2dk/p(2−δ(k−s)ms)
−1/p =

= m
−1/p
s 2δs(−1/p)

∞∑
k=s+1

2−αk2dk/p2δk/p = m
−1/p
s 2δs(−1/p)

∞∑
k=s+1

2−βk,

де β = α− d
p −

δ
p . Оскiльки δ < αp− d, то β > 0, а отже

epr
n (SBα

p,θ; Φ;L∞)� m
−1/p
s 2δs(−1/p)2−βs � 2−αs � n−α/d,

У пiдсумку, при 1 < p <∞, 1 ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ θ <∞ i d
p < α < 1

epr
n (SBα

p,θ; Φ;Lq)� n−α/d.

Оцiнка знизу. Нехай n ≥ 2d. Виберемо таке k, k ≥ 2, що

#Dk−2,d ≤ n < #Dk−1,d,

Простору Lq(Id) поставимо у вiдповiднiсть лiнiйний простiр B(k) полiномiв за

системою Φ̃k = {φτ̄}τ̄∈Dk,d вигляду

Rk(g) =
∑
τ̄∈Dk,d

bτ̄ (g)φτ̄ , g ∈ Lq(Id),

i нехай B(k)αp,θ — пiдпростiр у SBα
p,θ, що складається iз функцiй f ∈ B(k), тобто

B(k)αp,θ = B(k) ∩ SBα
p,θ.

Тодi, очевидно,

epr
n (SBα

p,θ; Φ;Lq) ≥ epr
n (B(k)αp,θ; Φ̃k;Lq).
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Розглянемо таке вiдображення A′ : B(k)→ Rmk (де, нагадаємо, mk = #Dk,d ), що

A′(f) := {bτ̄ (f)}τ̄∈Dk,d , f ∈ B(k). Тодi, згiдно з твердженням ?? для f ∈ B(k)αp,θ

‖f‖αp,θ � 2k(α−d/p)‖A′(f)‖lmkp ,

i для f ∈ B(k)

‖f‖q � 2−αk/q‖A′(f)‖lmkq .

Тому, зрозумiло, що

epr
n (B(k)αp,θ; Φ̃k;Lq) � 2kd(1/p−1/q) · 2−kα · e⊥n (Bmk

p ; lmk
q ),

i для завершення оцiнки залишається скористатися теоремою A.1.1 iз Додатку А

(див. також зауваження A.1.2), у вiдповiдностi до якої

e⊥n (Bmk
p ; lmk

q ) � 2kd(1/q−1/p).

У пiдсумку отримаємо

epr
n (SBα

p,θ; Φ;Lq) ≥ epr
n (B(k)αp,θ; Φ̃k;Lq) � 2−kα � n−α/d.

Теорема 2.6.1 доведена. �
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2.7 Висновки до роздiлу 2

Дослiдженi структурнi властивостi нової базисної системи Хаара Hd функцiй, що

визначенi на кубi Id := [0, 1]d евклiдового простору Rd, d ≥ 2. З’ясованi її мо-

жливостi щодо лiнiйної та нелiнiйної апроксимацiї iндивiдуальних функцiй i класiв

функцiй iз просторiв Лебега Lq(Id). Зокрема, встановленi точнi за порядком оцiнки

верхнiх меж найкращих m – членних наближень за базисом Hd у просторах Lq(Id)
для функцiй, якi належать одиничним кулям просторiв Бєсова та Гельдера. Вказано

практично здiйсненний алгоритм побудови екстремальних (в сенсi порядкових оцiнок

наближень) нелiнiйних m – членних агрегатiв.

Зазначено про особливостi системи Hd у порiвняннi з класичної тензорною си-

стемою Хаара Hd.
Проведено порiвняльний аналiз ефективностi базису Хаара Hd та тригономе-

тричного базису T d = {e2πi(k,x)}k∈Zd у їх застосуваннi до нелiнiйної апроксимацiї

класiв Бєсова.

Також у даному роздiлi вперше встановленi точнi за порядком оцiнки величин n –

членних проективних наближень за кратною системою Фабера–Шаудера (базисом в

C(Id) ) для функцiй, що належать класам Бєсова.

Всi результати роздiлу 2 складають основу статей [72, 74–78]. Частина з них

охоплена попередньою публiкацiєю [80].

Результати пiдроздiлу 2.1 складають основу публiкацiї [75]. Терема 2.2.1 дове-

дена в [75], а в [76] подано її розширений варiант (теорема 2.2.3) з доповненням у

виглядi обернених теорем для значень 1
p ≤ α ≤ 1.

Результати пiдроздiлiв 2.4 та 2.5 доведенi i опублiкованi вiдповiдно в [74] i [77],

[78], а базовi допомiжнi твердження, що використовуються в доведеннях теорем

2.4.2, 2.4.3 та 2.5.1 i стосуються оцiнок величин найкращих m – членних набли-

жень компактiв в просторах кратних послiдовностей, сформульованi i доведенi в

[73] i помiщенi у Додаток А дисертацiйної роботи.

Результати пiдроздiлу 2.6 опублiкованi у роботi [72].
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Роздiл 3

АПРОКСИМАЦIЯ У ПРОСТОРАХ
Lq(πd)

Дослiджено деякi класичнi характеристики лiнiйної та нелiнiйної апроксимацiї (в сен-
сi встановлення їх точних за порядком оцiнок) на рiзного типу класах Нiкольського та
Бєсова — перiодичних функцiй з декiлькома змiнними — в просторах Лебега. Зокрема:

а) отриманi точнi за порядком оцiнки тригонометричних та ортопроекцiйних попе-
речникiв класiв Бєсова B rp, θ та Нiкольського H r

p перiодичних функцiй декiлькох змiнних
в просторi Lq(πd) при певних спiввiдношеннях мiж параметрами p та q;

б) встановленi точнi за порядком оцiнки величин найкращих M – членних тригономе-
тричних наближень класiв Бєсова Br

∞, θ в просторi Lq(πd). Знайденi також порядковi
значення найкращих бiлiнiйних наближень класiв функцiй з 2d змiнними, що породженi
функцiями з d змiнними iз класiв Br

p, θ за допомогою зсувiв аргументу;
в) знайденi точнi за порядком оцiнки величин найкращих бiлiнiйних наближень на

iзотропних класах Нiкольського–Бєсова в функцiональних просторах Lq(π2d);
г) отриманi оцiнки зверху для величин найкращих бiлiнiйних наближень у просторах

Лебега перiодичних функцiй багатьох змiнних, що належать класам типу Бєсова Br
p, θ.

Показано, що в окремих випадках цi оцiнки є точними за порядком;
д) знайденi точнi за порядком оцiнки величин найкращих бiлiнiйних наближень на

класах Нiкольського–Бєсова Br
p,θ у функцiональних просторах Lq(π2d). На базi цих дослi-

джень розв’язано задачу про оцiнки сингулярних чисел iнтегральних операторiв з ядрами,
що належать класам Br

p,θ.

3.1 Тригонометричнi та ортопроекцiйнi поперечни-
ки

Отриманi точнi за порядком оцiнки тригонометричних та ортопроекцiйних поперечни-
кiв класiв Бєсова B rp, θ та Нiкольського H r

p перiодичних функцiй декiлькох змiнних в
просторi Lq при певних спiввiдношеннях мiж параметрами p та q.
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3.1.1 Базовi позначення, означення та допомiжнi твердження

Нехай Rm — m – вимiрний евклiдiв простiр з елементами x = (x1, . . . , xm); πm,

Rm+ , Zm, Zm+ i Nm — пiдмножини точок в Rm iз списку основних позначень та

означень; якщо Λ ∈ Zm, то |Λ| позначає кiлькiсть точок скiнченної множини Λ.

Lp(πm), 1 ≤ p ≤ ∞ — простiр вимiрних 2π – перiодичних за кожною змiнною

функцiй f(x) = f(x1, . . . , xm) зi скiнченними нормами

‖f‖p =

(
(2π)−m

∫
πm

|f(x)|pdx
) 1

p

, 1 ≤ p <∞,

‖f‖∞ = ess sup
x∈Rm

|f(x)|, p =∞.

Для f, g ∈ L1(πm) означимо оператор згортки ∗ формулою

(f ∗ g)(x) = (2π)−m
∫
πm

f(y)g(x− y)dy.

Далi, нехай Vl(u), l ∈ N, u ∈ R позначає ядро Валлє–Пуссена вигляду

Vl(u) = 1 + 2

l∑
k=1

cos ku+ 2

2l−1∑
k=l+1

2l − k
l

cos ku

(при l = 1 другу суму покладаємо рiвною нулю).

Багатовимiрне ядро Vl(x), x ∈ Rm, m ≥ 2 означимо формулою Vl(x) =
m∏
j=1

Vl(xj).

На множинi Lp(πm) визначимо оператор згортки V l : Lp(πm) −→ L1(πm), що дiє

згiдно з формулою

V lf(x) = (2π)−m
∫
πm

f(y)Vl(y − x)dy.

Отже, значеннями оператора V l є кратнi середнi Валлє-Пуссена функцiї f ∈ Lp(πm)

Vl(f ;x) := V lf(x),

якi у вiдомий спосiб можна подати i у виглядi тригонометричних полiномiв, що по-

роджуються розкладами функцiй f в ряд Фур’є за кратною тригонометричною

системою.

Якщо f ∈ Lp(πm), а

As(x) := 2m
m∏
j=1

(V2sj (xj)− V2sj−1(xj)),
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s = (s1, . . . , sm), sj ∈ Z+, j = 1,m, x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm (при sj = 0 вважаємо,

що V2sj−1(xj) = 0), то покладемо

Asf(x) = (f ∗ As)(x).

Таким чином, для кожного s за допомогою оператора As визначаються деякi кра-

тнi середнi As(f,x) := Asf(x) функцiї f ∈ Lp(πm), якi в силу вiдомих властивостей

оператора згортки можна подати у виглядi тригонометричного полiнома з певними

коефiцiєнтами, залежними вiд f . Зазначимо, що розмiрнiсть таких полiномiв для

всiх f ∈ Lp(πm) дорiвнює 2|s|1 . Тут, i надалi, для s ∈ Zm : |s|1 := |s1|+ . . .+ |sm|.
Сформулюємо декiлька вiдомих важливих тверджень (нерiвностей), якi система-

тично використовуються в доведеннях результатiв даного роздiлу. Перше — нерiв-

нiсть С. М. Нiкольського про спiввiдношення норм тригонометричних полiномiв в

просторах Lp(πd) та Lq(πd), p 6= q.

Визначимо наступнi множини:

P d(K) :=
{
k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd : |kj | ≤ Kj , j = 1, d

}
, K = (K1, . . . , Kd) ∈ Zd+;

Cd(N) :=
{
k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd : |kj | ≤ N, j = 1, d

}
, N = 1, 2, . . . ;

T (Λ) :=

{
f : f(x) =

∑
k∈Λ

cke
i(k,x), ck ∈ C, x = (x1, . . . , xd)

}
, Λ ⊂ Zd

i для 1 ≤ q ≤ ∞
T (Cd(N))q := {f ∈ T (Cd(N)) : ‖f‖q ≤ 1}.

Теорема Н3 [56]. Нехай N = (N1, . . . , Nd), Nj ∈ Z+ i t ∈ T (P d(N )). Тодi при

1 ≤ q < p ≤ ∞ справедлива нерiвнiсть

‖t‖p ≤ 2d
d∏
j=1

N
1
q
− 1
p

j ‖t‖q . (3.1)

Нерiвнiсть (3.1) має в математичнiй лiтературi назву ”нерiвностi рiзних метрик”. У

випадку d = 1 i p =∞ вiдповiдну нерiвнiсть довiв Джексон [178].

Нерiвнiсть Гельдера: для довiльних числових послiдовностей a = (ak)k∈N та

b = (bk)k∈N при 1 < γ <∞

∞∑
k=1

|akbk| ≤
( ∞∑

k=1

|ak|γ
) 1

γ
( ∞∑

k=1

|bk|γ
′
) 1

γ′

, (3.2)
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1
γ + 1

γ′ = 1.

Нерiвнiсть Мiнковського: при 1 ≤ p ≤ ∞ для довiльних функцiй fk ∈ Lp(πd),
k = 1, l ∥∥∥∥ l∑

k=1

fk

∥∥∥∥
p

≤
l∑

k=1

‖fk‖p. (3.3)

Нерiвнiсть (3.3) за належного її трактування має мiсце i при l =∞. А саме: якщо

при l = ∞ ряд у правiй частинi 3.3 збiгається, то ряд
l∑

k=1

fk збiгається у просторi

Lp(πd) i має мiсце нерiвнiсть 3.3 ( з l =∞ ).

3.1.2 Класи функцiй

Нехай k ∈ N i h ∈ Rd. Для f ∈ Lp(πd) позначимо

4hf(x) := f(x+ h)− f(x), x = (x1, . . . , xd)

i визначимо кратну рiзницю порядку k функцiї f(x) в точцi x з кроком h

формулами

∆k
hf(x) = ∆h∆k−1

h f(x), ∆0
hf(x) = f(x).

Кратну рiзницю ∆k
hf(x) можна подати також у виглядi

∆k
hf(x) =

k∑
l=0

(−1)l+kC l
kf(x+ lh),

де C lk — бiномiальнi коефiцiєнти.

Повний модуль гладкостi k – го порядку функцiї f ∈ Lp(πd) позначимо ωk(f, ·)p
i визначимо формулою

ωk(f, t)p := sup
|h|≤t

‖ ∆k
hf ‖p, t ≥ 0,

де |h| — евклiдова норма вектора h.

Кажуть, що функцiя f ∈ Lp(πd), 1 ≤ p ≤ ∞, належить простору Br
p,θ,

1 ≤ θ ≤ ∞, r > 0, якщо скiнченна iї пiвнорма

|f |Brp,θ :=


(∞∫

0

(t−rωk(f, t)p)
θ dt
t

) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞,

sup
t>0

ωk(f, t)t
−r, θ =∞,
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у припущеннi, k > r.

Норму на лiнiйних просторах Br
p,θ задамо формулою ‖f‖Brp,θ = ‖f‖p + |f |Brp,θ .

Простори B r
p, θ введенi О.В. Бєсовим [7] i B r

p,∞ ≡ H r
p , де H r

p — простори Нiколь-

ського [56]. В подальших мiркуваннях зручнiше користуватися еквiвалентним озна-

ченням норми функцiй з просторiв B r
p, θ i Hr

p , яке має за основу розклад функцiй в

ряд Фур’є за тригонометричною системою {ei(k,x)}k∈Zd , (k,x) := k1x1 + . . .+ kdxd.

У прийнятих в пунктi 3.1.1 позначеннях — iз замiною s на s саме у випадку, коли

s = (s1, . . . , sd) i sj = s, j = 1, d — для норми ‖f‖B r
p, θ

мають мiсце спiввiдношення

(див., наприклад, [51]):

‖f‖B r
p, θ
�
( ∑

s∈Z+

2s r θ ‖As(f ; ·)‖ θp

) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞,

‖f‖B r
p,∞ � sup

s∈Z+

2s r ‖As(f ; ·)‖p.
(3.4)

У випадку 1 < p <∞ в (3.4) замiсть As(f, ·) можна використати ”блоки” ряду

Фур’є функцiї f . Нехай для s ∈ Z+

µ(s) :=
{
k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd : 2s−1 ≤ max{|kj |, j = 1, d } < 2s

}
.

Для f ∈ Lp(πd) позначимо

f0(x) = f̂(0), fs(x) =
∑
k∈µ(s)

f̂(k)ei(k,x), s = 1, 2, . . . ,

де f̂(k) = (2π)−d
∫
πd

f(t) e−i(k, t)dt — коефiцiєнти Фур’є функцiї f . Тодi

‖f‖B r
p, θ
�
( ∑

s∈Z+

2s r θ ‖fs(·)‖ θp

) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞,

‖f‖B r
p,∞ � sup

s∈Z+

2s r ‖fs(·)‖p.
(3.5)

В подальшому Brp,θ := {f ∈ Lp(πd) : ‖f‖Brp,θ ≤ 1} — одинична куля в просторi Br
p,θ.

3.1.3 Тригонометричнi поперечники класiв Brp,θ у просторi Lq

Наступна апроксимацiйна характеристика введена Р.С. Iсмагiловим [33]. Отже, не-

хай F ⊂ Lq(πd) — деякий функцiональний клас. Тригонометричний m – поперечник

класу F в просторi Lq(πd) (позначається: dTm(F ;Lq) ) визначається формулою

dTm(F ;Lq) = inf
Ωm

sup
f∈F

inf
t(Ωm;·)

‖f(·)− t(Ωm; ·)‖q,
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де

t(Ωm;x) =

m∑
j=1

cje
i(kj ,x), x ∈ Rd,

Ωm = {k1, . . . ,km} — набiр векторiв kj = (kj1, . . . , k
j
d), j = 1,m цiлочислової гратки

Zd, cj — довiльнi комплекснi числа.

Означення величин dTm(F ;Lq) саме в такiй формi є зручним в його подальшо-

му використаннi. Однак, за аналогiєю з означенням величин em(F )q найкращого

m – членного тригонометричного наближення класу F в просторi Lq(πd) (див.

нижче), можна записати

dTm(F ;Lq) = inf
Λ⊂Zd
]Λ=m

sup
f∈F

inf
ck∈C

∥∥∥∥f(·)−
∑
k∈Λ

cke
i(k,·)

∥∥∥∥
q

Сформулюємо вiдомi твердження, якi використовуються в доведеннi основного

результату.

Лема А3 [6]. Нехай 2 ≤ q <∞. Тодi для довiльного тригонометричного полiнома

P (Ωm;x) =

m∑
j=1

ei(k
j ,x), x ∈ Rd

i для будь-якого n ≤ m знайдеться тригонометричний полiном P̃ (Ωn; ·), що мi-

стить не бiльше нiж n гармонiк, i така додатна стала Cq, що

‖P (Ωm; ·)− P̃ (Ωn; ·)‖q ≤ Cqmn
− 1

2 ,

причому Ωn ⊂ Ωm, всi коефiцiєнти P̃ (Ωn;x) однаковi i не перевищують за абсо-

лютною величиною числа mn−1.

Теорема А3 [51]. Нехай f ∈ Lp(πd), 1 < p < ∞. Тодi iснують такi додатнi сталi

C1(p) та C2(p), що

C1(p)‖f‖p ≤
∥∥∥∥( ∞∑

s=0

|fs|2
) 1

2
∥∥∥∥
p

≤ C2(p)‖f‖p. (3.6)

Встановлення оцiнок знизу для поперечникiв dTm(Brp,θ;Lq) передбачає використання

результатiв щодо оцiнок найкращих m – членних тригонометричних наближень фун-

кцiй з класiв Brp,θ. Для їх формулювання введемо необхiднi позначення i означення.
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Для F ⊂ Lq(πd), 1 ≤ q ≤ ∞, покладемо

em(F )q := sup
f∈F

inf
Λ⊂Zd
]Λ=m

inf
ck∈C

∥∥∥∥f(·)−
∑
k∈Λ

cke
i(k,·)

∥∥∥∥
q

Величину em(F )q називають найкращим m – членним тригонометричним набли-

женням класу F в просторi Lq(πd).

Очевидно,

em(F )q ≤ dTm(F ;Lq), F ⊂ Lq. (3.7)

Вiдоме таке твердження.

Теорема Б3 [169]. Нехай 1 ≤ p, q, θ ≤ ∞ i

r(p, q) :=

{
d(1
p −

1
q )+, 1 ≤ p ≤ q ≤ 2, або 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞,

max{dp ; d2}, в iнших випадках.

Тодi для r > r(p, q)

em(B r
p,θ)q � m

− r
d
+( 1

p
−max{ 1

q
; 1
2
})

+ .

Тепер сформулюємо i доведемо основний результат даного пiдроздiлу.

Теорема 3.1.1. Нехай 1 ≤ p < 2 ≤ q < p
p−1 , r > d, 1 ≤ θ ≤ ∞. Тодi

dTm(B r
p, θ;Lq) � m−

r
d
+ 1
p
− 1

2 . (3.8)

Доведення теореми 3.1.1. Оцiнка знизу в (3.8) (навiть за умови r > d
p) ви-

пливає iз теореми Б3, якщо взяти до уваги спiввiдношення (3.7). Переходячи до

доведення в (3.8) оцiнки зверху зауважимо, її достатньо отримати для класiв H r
p .

Отже, за заданим числом m ∈ N пiдберемо таке l ∈ N, щоб виконувалось

спiввiдношення 2 (l−1)d−1 ≤ m ≤ 2 ld−1 i покладемо α =
(
r
d −

1
p + 1

2

)
/
(
r
d −

1
p + 1

q

)
.

Для s ∈ Z+ позначимо

ns =


2sd, 0 ≤ s < l,

[2lr2sd(1− r
d
)], l ≤ s ≤ [αl] + 1,

0, s > [αl] + 1,

(3.9)

де [ a ] — цiла частина числа a ∈ R.
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Тодi, взявши до уваги, що r > d, можна записати

∑
s

ns ≤
l−1∑
s=0

2 sd +

[αl]+1∑
s=l

2 lr2 sd(1− r
d
) �

� 2 ld + 2 lr
[αl]+1∑
s=l

2sd(1− r
d
) � 2 ld + 2 lr · 2 ld(1− r

d
) = 2 · 2 ld � m.

Для тригонометричного полiнома

ts(x) =
∑
k∈µ(s)

ei(k,x), x ∈ Rd,

де, нагадаємо, µ(s) := {k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd : 2s−1 ≤ max{|kj |, j = 1, d } < 2s},
через t(Ωns ; ·) позначимо тригонометричний полiном, що наближає ts(·) згiдно з

лемою А3, тобто

‖ts(·)− t(Ωns ; ·)‖q � 2sdn
− 1

2
s ,

причому Ωns ⊂ µ(s) , всi коефiцiєнти t(Ωns ; ·) однаковi i не перевищують числа

2 (s+1)dn−1
s .

Розглянемо простiр тригонометричних полiномiв з такими ”номерами” гармонiк,

якi належать об’єднанню множин P =
⋃

0≤s<l
µ(s) та Q =

⋃
l≤s≤[αl]+l

Ωns i покажемо,

що цей простiр є екстремальним для поперечника dTm(Hr
p, Lq) в сенсi його порядкових

значень.

Нехай f — довiльна функцiя з класу Hr
p. Побудуємо полiном t з ”номерами”

гармонiк iз P ∪Q за формулою

t(x) :=

l−1∑
s=0

fs(x) +

[αl]+1∑
s=l

(t(Ωns ; ·) ∗ fs)(x). (3.10)

Тодi

‖f − t‖q ≤
∥∥∥∥ [αl]+1∑

s=l

(fs − (fs ∗ t(Ωns ; ·))
∥∥∥∥
q

+ +

∥∥∥∥ ∑
s>[αl]+1

fs

∥∥∥∥
q

=: J1 + J2. (3.11)

Знайдемо спочатку оцiнку зверху для доданка J2. Оскiльки для f ∈ Hr
p вико-

нується нерiвнiсть ‖As(f, ·)‖p ≤ 2−sr, s ∈ Zd+, то згiдно з нерiвнiстю Мiнковського

(3.3) i нерiвнiстю Нiкольського (3.1) можна записати

J2 =

∥∥∥∥ ∑
s>[αl]+1

fs

∥∥∥∥
q

≤
∑

s>[αl]+1

‖ fs ‖q�
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�
∑

s>[αl]+1

2sd( 1
p
− 1
q
)‖As(f, ·)‖p ≤

∑
s>[αl]+1

2−sd( r
d
− 1
p
+ 1
q
) � 2−αld( r

d
− 1
p
+ 1
q
). (3.12)

Беручи до уваги значення α, з (3.12) знаходимо

J2 � 2−ld( r
d
− 1
p
+ 1

2
) � m−

r
d
+ 1
p
− 1

2 . (3.13)

Перейдемо до встановлення оцiнки зверху доданка J1. З цiєю метою для кожного

числа s, що задовольняє спiввiдношення l ≤ s ≤ [αl] + 1, розглянемо лiнiйний

оператор Ts, який дiє на функцiю f таким чином:

Tsf(x) = f ∗ (ts(·)− t(Ωns ; ·)), x ∈ Rd.

Доведемо допомiжне твердження.

Лема 3.1.1. Нехай 1 < p < 2 < q < p
p−1 . Тодi для норми оператора Ts, що дiє iз

Lp в Lq (записуємо: ‖Ts‖p→q), виконується спiввiдношення

‖Ts‖p→q := sup
‖f‖p≤1

‖Tsf‖q � 2sdn
−( 1

2
+ 1
p′ )

s ,

де p′ = p
p−1 .

Доведення леми 3.1.1. Згiдно з iнтерполяцiйною теоремою Рiсса-Торiна (див.,

наприклад, [32, с. 144])

‖Ts‖p→q ≤ ‖Ts‖
1−λ

2→2
‖Ts‖

λ

1→q∗
, (3.14)

де параметри λ та q∗ визначаються за допомогою рiвностей

λ =
2

p
− 1,

1

q
=

1− λ
2

+
λ

q∗
.

Знайдемо оцiнки величин ‖Ts‖2→2 та ‖Ts‖1→q∗ . Взявши до уваги, що коефiцiєнти

полiнома ts(·)−t(Ωns ; ·) однаковi i не перевищують за абсолютною величиною числа

2 (s+1)dn−1
s + 1, на пiдставi рiвностi Парсеваля маємо

‖Ts‖2→2 � 2sdn−1
s . (3.15)

Далi, застосувавши один наслiдок узагальненої нерiвностi Мiнковського [57, с. 33], а

потiм лему А3, можна записати

‖Tsf‖q∗ ≤ ‖f‖1 ‖ts(·)− t(Ωns ; ·)‖q∗ � ‖f‖12sdn
− 1

2
s .
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Звiдси, з урахуванням стандартного означення величин ‖Ts‖1→q∗ , випливає

‖Ts‖1→q∗ � 2sdn
− 1

2
s . (3.16)

Пiдставивши в (3.14) замiсть ‖Ts‖2→2 i ‖Ts‖1→q∗ оцiнки з (3.16) та (3.15), виконавши

елементарнi обчислення, приходимо до потрiбної оцiнки величин ‖Ts‖p→q.
Лема 3.1.1 доведена. �

Повертаючись до оцiнювання доданка J1, спочатку припустимо, що p ∈ (1, 2).

В такому випадку, скориставшись послiдовно теоремою А3, нерiвнiстю Мiнковського

(3.3) i лемою 3.1.1, отримаємо

J1 ≤
∥∥∥∥( [αl]+1∑

s=l

|fs − (fs ∗ t(Ωns ; ·))|2
) 1

2
∥∥∥∥
q

=

∥∥∥∥ [αl]+1∑
s=l

|fs − (fs ∗ t(Ωns ; ·))|2
∥∥∥∥ 1

2

q
2

≤

≤
( [αl]+1∑

s=l

∥∥∥∥|fs − (fs ∗ t(Ωns ; ·))|2
∥∥∥∥
q
2

) 1
2

=

( [αl]+1∑
s=l

∥∥∥∥fs − (fs ∗ t(Ωns ; ·))
∥∥∥∥2

q

) 1
2

=

=

( [αl]+1∑
s=l

∥∥∥∥Tsfs‖2q) 1
2

≤
( [αl]+1∑

s=l

∥∥∥∥Ts‖2

p→q ‖fs‖
2

p

) 1
2

�

�
( [αl]+1∑

s=l

2
2sd

n
−(1+ 2

p′ )
s ‖fs‖

2

p

) 1
2

. (3.17)

Пiдставивши в (3.17) замiсть ns їх значення з (3.9) i виконавши елементарнi обчи-

слення, маємо

J1 �
( [αl]+1∑

s=l

22sd 2−lr(1+ 2
p′ ) 2−sd(1− r

d
)(1+ 2

p′ )‖fs‖2p

) 1
2

≤

≤ 2−lr(
1
2
+ 1
p′ )

( [αl]+1∑
s=l

2sd( 2
p
−1)(1− r

d
)

) 1
2

. (3.18)

Оскiльки за умовою теореми справедливi нерiвностi 1 − r
d < 0 i 2

p − 1 > 0, то з

(3.18) знаходимо

J1 � 2−lr(
1
2
+ 1
p′ ) · 2ld( 1

p
− 1

2
)(1− r

d
) = 2−ld( r

d
− 1
p
+ 1

2
) � m−

r
d
+ 1
p
− 1

2 . (3.19)

Таким чином, пiдставивши в (3.11) замiсть J1 i J2 вiдповiднi їм оцiнки з (3.19) i (3.13),

отримаємо

‖f − t‖q � m−
r
d
+ 1
p
− 1

2 , 1 < p < 2 ≤ q <
p

p− 1
.
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Наслiдком останнього спiввiдношення є шукана оцiнка зверху для тригонометрично-

го поперечника dTm(Hr
p;Lq), 1 < p < 2 ≤ q < p

p−1 , а отже i для поперечника

dTm(Brp,θ;Lq) при 1 ≤ θ <∞.

Завершальним пунктом доведення теореми 3.1.1 є встановлення оцiнки зверху

для тригонометричного поперечника dTm(Hr
1;Lq) при 2 ≤ q <∞.

Нехай q1 — довiльне число, що задовольняє умову 1 < q1 < 2, яке буде уточнене

нижче. Фактично повторивши при оцiнюваннi зверху величини J1 мiркування,

використанi у випадку 1 < p < 2, отримаємо

J1 �
( [αl]+1∑

s=l

‖Tsfs‖2q

) 1
2

�
( [αl]+1∑

s=l

‖Ts‖q1→q ‖fs‖
2

q1

) 1
2

�

�
( [αl]+1∑

s=l

‖Ts‖
2

q1→q
‖As(f, ·)‖

2

q1

) 1
2

�
( [αl]+1∑

s=l

22sd n
−(1+ 2

q′
1

)

s ‖As(f, ·)‖
2

q1

) 1
2

. (3.20)

Тепер, застосувавши до ‖As(f, ·)‖q1 нерiвнiсть рiзних метрик (3.1) i пiдставивши в

(3.20) замiсть ns їх значення з (3.9), пiсля елементарних обчислень маємо

J1 �
( [αl]+1∑

s=l

22sd n
−(1+ 2

q′
1

)

s 2
2sd(1− 1

q1
)‖As(f, ·)‖

2

1

) 1
2

≤

≤ 2
− lr

2
(1+ 2

q′
1

)
( [αl]+1∑

s=l

2
sd+ 2sr

q′
1
−sr
) 1

2

.

Нарештi, узгодивши вибiр числа q ′1 > 2 з умовою sd + 2sr
q′1
− sr < 0 (можливiсть

такого вибору гарантована умовою r > d в теоремi), отримаємо

J1 � 2
− lr

2
(1+ 2

q′
1

)
2
ld
2

+ lr
q′
1
− lr

2 = 2−lr+
ld
2 = 2−ld( r

d
− 1

2
) � m−

r
d
+ 1

2 .

Звiдси, з врахуванням встановленої вище оцiнки зверху величини J2, випливає шука-

на оцiнка зверху для поперечника dTm(Hr
1;Lq), а отже i для поперечника dTm(Br1,θ;Lq)

при 1 ≤ θ <∞.

Теорема 3.1.1 доведена. �

На завершення даного пiдроздiлу зробимо такi зауваження.

Зауваження 3.1.1. З доведення теореми 3.1.1 безпосередньо випливає, що поряд-

ковi значення поперечника dTm(Brp,θ;Lq), 1 ≤ p < 2 < q < p
p−1 не досягаються при

наближеннi класу Brp,θ за допомогою пiдпростору тригонометричних полiномiв з

”номерами” гармонiк iз множини P =
⋃

0≤s<l
µ(s), 2 ld � m.
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Якщо ж 1 ≤ p ≤ q ≤ 2, або 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, як випливає з теореми Б3 i резуль-

татiв одержаних нижче, — пiдпростiр тригонометричних полiномiв з ”номерами”

гармонiк з множини P є екстремальним (в сенсi порядкових оцiнок) для поперечни-

кiв dTm(B r
p,θ;Lq). Окрiм того, в цих випадках, а також i у випадку теореми 3.1.1

справджується спiввiдношення

dTm(B r
p,θ;Lq) � em(B r

p,θ;Lq).

Зауваження 3.1.2. Питання щодо порядкових значень поперечникiв dTm(B r
p,θ;Lq)

у випадках 2 ≤ p < q ≤ ∞ та 1 < p < 2, p′ < q ≤ ∞, ймовiрно, ще не з’ясоване.

3.1.4 Ортопроекцiйнi поперечники класiв Brp,θ у просторi Lq

Спочатку означимо величини, якi є основними об’єктами дослiдження в цьому пiд-

роздiлi. Нехай {ui}mi=1 — ортонормована в просторi L2(πd) система функцiй

ui ∈ L∞(πd). Кожнiй функцiї f ∈ Lq(πd), 1 ≤ q ≤ ∞, поставимо у вiдповiднiсть

апроксимацiйний агрегат вигляду
m∑
i=1

(f, ui)ui(·), тобто ортогональну проекцiю фун-

кцiї f на пiдпростiр, породжений системою функцiй {ui}mi=1 . Тут, i надалi,

(f, ui) = (2π)−d
∫
πd

f(x)ui(x)dx.

Для F ⊂ Lq(πd) величина

d⊥m(F ;Lq) = inf
{ui}mi=1⊂L∞(πd)

sup
f∈F
‖f −

m∑
i=1

(f, ui)ui‖q (3.21)

називається ортопроекцiйним поперечником класу F в просторi Lq(πd).

Поперечник d⊥m(F ;Lq) введений В.М. Темляковим [144]. Поряд з поперечниками

d⊥m(Br
p,θ;Lq) дослiджуються величини dBm(F ;Lq) , F = B r

p,θ , також запровадже-

нi В. М. Темляковим [144]. Вони означаються наступною формулою:

dBm(F ;Lq) := inf
G∈Lm(B)q

sup
f∈F∩D(G)

‖f(·)−Gf(·)‖q. (3.22)

Тут через Lm(B)q позначена множина лiнiйних операторiв G, що пiдпорядкованi

умовам:

а) область визначення D(G) цих операторiв мiстить всi тригонометричнi полi-

номи, а область значень належить пiдпростору вимiрностi m в Lq(πd);

б) для числа B, B ≥ 1 i для будь-якого вектора k = (k1, . . . , kd) виконується

нерiвнiсть ‖Gei(k,x)‖2 ≤ B.
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Зазначимо, що до Lm(1)2 належать оператори ортогонального проектування на

пiдпростiр вимiрностi m в Lq(πd), а також оператори, дiя яких на ортонормова-

нiй системi функцiй визначається за допомогою мультиплiкаторiв, заданих такою

послiдовнiстю {λl} , що |λl| ≤ 1 для всiх l.

Легко бачити, що величини d⊥m(F ;Lq) та dBm(F ;Lq) пов’язанi нерiвнiстю

dBm(F ;Lq) ≤ d⊥m(F ;Lq). (3.23)

Отже, оцiнки (знизу) величин dBm(F ;Lq) можуть слугувати за оцiнки знизу для

поперечникiв d⊥m(F ;Lq) i, навпаки, оцiнки (зверху) поперечникiв d⊥m(F ;Lq) можна

використовувати для оцiнювання зверху величин dBm(F ;Lq). Такий факт береться до

уваги при доведеннi вiдповiдних тверджень. Зауважимо також, що при оцiнюваннi

знизу величин dBm(Brp,θ;Lq) використовується метод, що застосовувався В.М. Тем-

ляковим при встановленнi оцiнок величин dBm(F ;Lq) для iнших функцiональних

класiв F (див., наприклад, [135, 142, 144]). Суть цього методу полягає у побудовi

функцiй, що належать класам Brp,θ i ”погано” апроксимуються за допомогою опе-

раторiв G. Окрiм зазначених робiт, ортопроекцiйнi поперечники класiв функцiй як

з однiєю так i з декiлькома змiнними вивчались також в роботах [3, 22, 23, 105].

Тепер перейдемо до формулювання i доведення основних результатiв даного пiд-

роздiлу.

Теорема 3.1.2. Нехай 1 ≤ p < q < ∞, r > d(1
p −

1
q ). Тодi при 1 ≤ θ ≤ ∞

справедливе спiввiдношення

dBm(B r
p, θ;Lq) � d⊥m(B r

p, θ;Lq) � m−
r
d
+ 1
p
− 1
q . (3.24)

Доведення теореми 3.1.2. Спочатку отримаємо в (3.24) оцiнку зверху. Заува-

жимо, що з урахуванням спiввiдношення (3.23) i вкладення B r
p, θ ⊂ Hr

p , 1 ≤ θ <∞,

достатньо встановити необхiдну оцiнку зверху для величини d⊥m(Hr
p;Lq).

Отже, за заданим достатньо великим m ∈ N пiдберемо число n ∈ N iз спiввiд-

ношення 2(n+1)d ≤ m < 2(n+2)d i розглянемо для f ∈ Hr
p наближення її частинною

сумою Фур’є вигляду

Sn(f,x) =

n∑
s=0

fs(x), x ∈ Rd.

Зазначимо, що кiлькiсть гармонiк в Sn(f, ·) дорiвнює
n∑
s=0

|µ(s)| i не перевищує

числа 2(n+1)d.
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Оскiльки для f ∈ Hr
p виконується спiввiдношення ‖As(f, ·)‖p ≤ 2−sr, то згiдно з

нерiвностями Мiнковського (3.3) i рiзних метрик Нiкольського (3.1) можна записати

‖f(·)− Sn(f, ·)‖q =

∥∥∥∥ ∞∑
s=n+1

fs

∥∥∥∥
q

≤
∞∑

s=n+1

‖fs‖q �
∞∑

s=n+1

‖As(f, ·)‖q �

�
∞∑

s=n+1

2sd( 1
p
− 1
q
)‖As(f, ·)‖p �

∞∑
s=n+1

2−sd( r
d
− 1
p
+ 1
q
) � 2−nd( r

d
− 1
p
+ 1
q
).

Звiдси, враховуючи властивiсть монотонностi поперечникiв за параметром розмiрно-

стi наближаючого простору, маємо

dBm(H r
p ;Lq) ≤ d⊥m(H r

p ;Lq) ≤ sup
f∈Hrp

‖f(·)− Sn(f, ·)‖q �

� 2−nd( r
d
+ 1
p
− 1
q
) � m−

r
d
+ 1
p
− 1
q .

Повертаючись до встановлення в (3.24) оцiнок знизу зауважимо, що вiдповiднi

оцiнки достатньо отримати для величини dBm(Brp,1;Lq). Попередньо зробимо деякi

зауваження i, для зручностi, сформулюємо допомiжнi твердження, що використову-

ються.

Отже, надалi при оцiнюваннi знизу величин dBm(F ;Lq), F ⊂ Lq, вважаємо, що

оператори G належать множинi Lm(B)2. У випадку q ≥ 2 умова G ∈ Lm(B)2 є

прямим наслiдком умови G ∈ Lm(B)q, а при q < 2 умова G ∈ Lm(B)2, як буде

видно iз процесу встановлення оцiнок знизу i iз наведених нижче мiркувань, не є

обмежувальною.

Справдi, нехай VL(x) =
d∏
j=1

VL(xj) — ядро Валлє–Пуссена для куба [−L;L]d з

ребром довжиною 2L + 1 i VLf = f ∗ VL . Вiдомо (див., наприклад, [30]), що для

будь-якого тригонометричного полiнома t з ”номерами” гармонiк iз [−L;L]d i для

будь-якої функцiї f ∈ Lq(πd), 1 ≤ q ≤ ∞ справедливi спiввiдношення

VLt = t, ‖VLf‖q ≤ 3d‖f‖q.

Нехай G ∈ Lm(B)q. Розглянемо оператор A = VLG. Очевидно, A ∈ Lm(B)2 i

можна записати

‖t− At‖q ≤ 3d‖t−Gt‖q. (3.25)

Така нерiвнiсть дозволяє стверджувати, що при встановленнi порядкових оцiнок зни-

зу величин dBm(F ∩ T ;Lq), де T — множина тригонометричних полiномiв, умови

G ∈ Lm(B)2 i G ∈ Lm(B)q рiвносильнi.
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Отже, нехай оператор G ∈ Lm(B)2 i для довiльного вектора k = (k1, . . . , kd)

Gei(k,x) =

m∑
l=1

akl ψl(x),

де m вимiрнiсть пiдпростору в L2(πd) значень оператора G, а {ψl}
m

l=1
— ортонормо-

ваний базис в цьому пiдпросторi. Зауважимо, що m ≤ m i для всiх k = (k1, . . . , kd)

m∑
l=1

|akl |
2 ≤ B2, (3.26)

а також для довiльного l ∑
k

|ψ̂l(k)|2 ≤ 1. (3.27)

Далi буде використане твердження, отримане В.М. Темляковим.

Лема Б3. [142] Нехай A такий лiнiйний оператор, що для довiльного k =

(k1, . . . , kd)

Aei(k,x) =

m∑
l=1

akl ψl(x), x ∈ Rd,

де {ψl}
m

l=1
— задана система функцiй, для якої ‖ψl‖2 ≤ 1, l = 1,m.

Тодi для будь-якого тригонометричного полiнома t(·) з d змiнними справедлива

нерiвнiсть

min
y=x

ReAt(x− y) ≤
{
m

m∑
l=1

∑
k

| akl t̂(k) |2
} 1

2

.

Повернемося до оцiнювання знизу величин dBm(B r
p,1;Lq). Для n ∈ N розглянемо

функцiю

ϕn(x) = ei(k
n,x)

d∏
j=1

K2n−2−1(xj),

де

Kl−1(t) =
∑
|k|≤l−1

(
1− |k|

l

)
eikt

— ядро Фейєра порядку 2l − 1, Km(t) ≡ 1 при m < 0 , а kn := (kn1 , . . . , k
n
d ),

knj =

{
2n−1 + 2n−2, n ≥ 2,

1, n = 1.
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Далi, нехай ρ(n) := {k = (k1, . . . , kd) : 2n−1 ≤ |kj | < 2n, j = 1, d} i T (ρ(n)) позначає

множину тригонометричних полiномiв з ”номерами” гармонiк iз ρ(n). Зауважимо,

що ”номери” гармонiк у визначеннi функцiї ϕn (їх множину позначимо через Qn )

належать множинi ρ(n). Вiдповiдно через T (µ(n)) позначимо множину триго-

нометричних полiномiв з ”номерами” гармонiк iз µ(n). Звернемо увагу на те, що

ρ(n) ⊂ µ(n) , а вiдповiдно T (ρ(n)) ⊂ T (µ(n)).

Нехай задано оператор G ∈ Lm(B)q, m <| Qn |. Розглянемо оператор A

вигляду

A = (Sn − Sn−1)G.

Тодi A ∈ Lm(B)q i областю значень оператора A є пiдпростiр Am ⊂ T (µ(n))

розмiрностi dimAm = m ≤ m. Окрiм того, внаслiдок теореми А3

‖Sl‖q→q ≤ C(d, q), 1 < q <∞, l ∈ Z+,

i тому для f ∈ T (µ(n)) можна записати

‖f − Af‖q = ‖(Sn − Sn−1)(f −Gf)‖q � ‖f −Gf‖q,

а, як наслiдок,

inf
A∈Lm(B)q

sup
f∈Brp,θ∩T (µ(n))

‖f − Af‖q � dBm(Brp,θ;Lq), (3.28)

де iнфiмум взято по множинi Lm(B)q операторiв A з областю значень Am ⊂ T (µ(n)).

Оцiнимо знизу лiву частину спiввiдношення (3.28). Спочатку нехай q = ∞.

Розглянемо величину

I := sup
y
‖ϕn(x− y)− Aϕn(x− y)‖∞.

Легко бачити, що

I ≥ ϕn(0)−min
y=x

ReAϕn(x− y). (3.29)

Оцiнимо кожний iз доданкiв в правiй частинi (3.29). Згiдно з визначенням функцiї

ϕn можна записати

ϕn(0) ≥ Cd |Qn|, Cd > 0. (3.30)

Далi, нехай {ψl}
m

l=1
— ортонормований базис в Am i

Aei(k,x) =

m∑
l=1

akl ψl(x).



153

Тодi ( m∑
l=1

|akl |
2

) 1
2

≤ B

i згiдно з лемою Б3 маємо

min
y=x

ReAϕn(x− y) ≤
{
m

m∑
l=1

∑
k∈Qn

|akl ϕ̂n(k)|2
} 1

2

≤

≤
{
m

m∑
l=1

∑
k∈Qn

|akl |
2

} 1
2

=

{
m
∑
k∈Qn

m∑
l=1

|akl |
2

} 1
2

≤ B(m |Qn|)
1
2 . (3.31)

Тепер, за заданим достатньо великим n ∈ N пiдберемо сталi C1 i C2, 0 < C1 < C2 < 1

так, що C1 2nd ≤ m < C2 2nd i виконується нерiвнiсть

Cd|Qn| > 2B(m|Qn|)
1
2 .

Тодi, взявши до уваги (3.29)–(3.31), врахувавши, що |Qn| � 2nd, отримаємо

I = sup
y
‖ϕn(x− y)− Aϕn(x− y)‖∞ ≥

≥ Cd|Qn| −B(m|Qn|)
1
2 > B(m|Qn|)

1
2 � 2nd.

А отже, знайдеться y∗, що

‖ϕn(x− y∗)− Aϕn(x− y∗)‖∞ � 2nd. (3.32)

Нехай тепер має мiсце випадок 1 < q <∞. Оскiльки степiнь полiномiв t ∈ T (µ(n))

за кожною iз змiнних xj , j = 1, d не перевищує числа 2n, то згiдно з нерiвнiстю

рiзних метрик Нiкольського (3.1) можемо записати ‖t‖∞ � 2
nd
q ‖t‖q.

Таким чином, iз (3.32) знаходимо

‖ϕn(x− y∗)− Aϕn(x− y∗)‖q �

� 2−
nd
q ‖ϕn(x− y∗)− Aϕn(x− y∗)‖∞ � 2−

nd
q 2nd = 2nd(1− 1

q
). (3.33)

Завершуючи встановлення оцiнок знизу для величин dBm(B r
p,1;Lq), розглянемо фун-

кцiю

g(x) = C2−nd( r
d
+1− 1

p
)ϕn(x), C > 0.
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Згiдно з властивостями ядра Фейєра при 1 ≤ p ≤ ∞ маємо ‖An(ϕn, ·)‖p � 2nd(1− 1
p
),

а отже, взявши до уваги еквiвалентне стандартному подання норми ‖ϕn‖Br
p,1
, можна

записати

‖ϕn‖Br
p,1
�
∑
s

2sr‖As(ϕn, ·)‖p �

� 2nr‖An(ϕn, ·)‖p � 2nr · 2nd(1− 1
p
) = 2nd( r

d
+1− 1

p
).

Звiдси випливає, що при належному виборi додатної сталої C функцiя g належить

класу Brp,1.
Таким чином, використавши оцiнки (3.32) та (3.33) вiдповiдно при q = ∞ та

1 < q <∞, на пiдставi (3.28) отримаємо

dBm(Brp,θ;Lq)� dBm(Brp,1;Lq)� ‖g(x− y∗)− Ag(x− y∗‖q �

� 2−nd( r
d
+1− 1

p
)‖ϕn(x− y∗)− Aϕn(x− y∗)‖q �

� 2−nd( r
d
+1− 1

p
) · 2nd(1− 1

q
) = 2−nd( r

d
− 1
p
+ 1
q
) � m−

r
d
+ 1
p
− 1
q .

Оцiнка знизу, а разом з нею i теорема 3.1.2 доведенi. �

Зауваження 3.1.3. Спiвставивши оцiнки (3.8) i (3.24) при 1 ≤ p < 2 ≤ q < p
p−1 ,

r > d i 1 ≤ θ ≤ ∞, можна записати

dTm(B r
p,θ;Lq) � d⊥m(B r

p,θ;Lq)m
1
q
− 1

2 .

Наступне твердження за змiстом аналогiчне теоремi 3.1.2. Вiдмiннiсть лише в

обмеженнях, що стосуються значень параметрiв p та q.

Теорема 3.1.3. Нехай 1 ≤ θ ≤ ∞, r > 0 i 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞ , а також

(p, q) 6∈ {(1, 1), (∞,∞)}. Тодi

dBm(B r
p, θ;Lq) � d⊥m(B r

p, θ;Lq) � m−
r
d . (3.34)

Доведення теореми 3.1.3. Як i в доведеннi попередньої теореми, для встанов-

лення в (3.34) оцiнок зверху достатньо встановити їх для поперечника d⊥m(H r
p ;Lq).

Пiдберемо за заданим достатньо великим m ∈ N число n ∈ N iз спiввiдношення

2(n+1)d ≤ m < 2(n+2)d i розглянемо наближення функцiї f ∈ Hr
p ї ї частинною сумою

Фур’є Sn(f, ·).
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Нехай спочатку 1 < p = q < ∞. Тодi для f ∈ Hr
q, згiдно з нерiвнiстю Мiнков-

ського (3.3), беручи до уваги спiввiдношення ‖fs‖q ≤ 2−sr, маємо

‖f(·)− Sn(f, ·)‖q =

∥∥∥∥ ∞∑
s=n+1

fs

∥∥∥∥
q

≤
∞∑

s=n+1

‖fs‖q ≤
∞∑

s=n+1

2−sr � 2−nr � m−
r
d

i

dBm(H r
p ;Lq) ≤ d⊥m(H r

p ;Lq) ≤ sup
f∈Hrp

‖f(·)− Sn(f, ·)‖q � m−
r
d . (3.35)

У випадку 1 < q < p ≤ ∞ необхiднi оцiнки випливають, з урахуванням вкладення

Hr
p ⊂ Hr

q , iз (3.35) . Справдi,

dBm(H r
p ;Lq) ≤ d⊥m(H r

p ;Lq) ≤ d⊥m(H r
q ;Lq)� m−

r
d . (3.36)

Для iнших, не розглянутих спiввiдношень мiж параметрами p та q, необхiднi оцiнки

величин, що розглядаються, випливають iз (3.36). А саме, при q = 1 i p ∈ (1,∞),

скориставшись нерiвнiстю ‖ · ‖1 < ‖ · ‖p i оцiнкою (3.36), отримаємо

dBm(H r
p ;L1) ≤ d⊥m(H r

p ;L1) < d⊥m(H r
p ;Lp)� m−

r
d .

Якщо ж 1 < q < ∞, p = ∞, то згiдно з вкладенням Hr
∞ ⊂ Hr

q , взявши до уваги

(3.36), можна записати

dBm(H r
∞;Lq) ≤ d⊥m(H r

∞;Lq) ≤ d⊥m(H r
q ;Lq)� m−

r
d .

Оцiнки зверху для величин dBm(H r
p ;Lq) та d⊥m(H r

p ;Lq) , а отже i для величин

dBm(B r
p,θ;Lq) та d⊥m(B r

p,θ;Lq) при 1 ≤ θ <∞ доведенi.

Переходячи до доведення в (3.34) оцiнок знизу, зауважимо, що достатньо встано-

вити їх для величин dBm(B r
∞,1;L1). Окрiм того, посилаючись на зробленi на початку

даного пiдроздiлу зауваження стосовно операторiв G, вважаємо виконаним щодо

них припущення G ∈ Lm(B)2.

Отже, нехай G ∈ Lm(B)2 , а n таке, що |µ(n−1)| < 4B2m ≤ |µ(n)|, де, нагадаємо,
|µ(l)| — число елементiв множини µ(l) ⊂ Zd. Розглянемо наближення функцiй

ei(k,x), k ∈ µ(n), x ∈ Rd, за допомогою операторiв G ∈ Lm(B)2. Позначимо

βk = (Gei(k,x), ei(k,x)). Тодi, оскiльки

Gei(k,x) =

m∑
l=1

akl ψl(x),
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то βk =
m∑
l=1

akl ψ̂l(k) i |βk|2 ≤ B2
m∑
l=1

|ψ̂l(k)|2. Отже, зважаючи на нерiвностi (3.26) та

(3.27), маємо

∑
k∈µ(n)

|βk|2 ≤ B2
∑
k∈µ(n)

m∑
l=1

|ψ̂l(k)|2 = B2
m∑
l=1

∑
k∈µ(n)

|ψ̂l(k)|2 ≤ B2
m∑
l=1

1 = B2m.

Звiдси, враховуючи вибiр числа n, приходимо до висновку, що знайдеться такий

вектор k0 ∈ µ(n), що |βk0 | ≤ 1
2 . В такому випадку можна записати

1

2
≤ |1− βk0 | = |(ei(k

0,x) −Gei(k
0,x), ei(k

0,x))| ≤ ‖ei(k
0,x) −Gei(k

0,x)‖1. (3.37)

Нарештi, взявши до уваги вище зазначене, скориставшись спiввiдношенням (3.37),

для G ∈ Lm(B)1 маємо

‖ei(k
0,x) −Gei(k

0,x)‖1 ≥
1

2
3−d. (3.38)

Тепер, розглянемо функцiю g1(x) = 2−nrei(k
0,x). Оскiльки

‖g1‖Br∞,1 �
∑
s

2sr‖As(g1, ·)‖∞ = 2nr‖An(g1, ·)‖∞ = 2nr · 2−nr = 1,

то при деякому додатному C функцiя Cg1 ∈ Br
∞,1 i згiдно з (3.38)

‖g1(·)−Gg1(·)‖1 = 2−nr‖ei(k
0,x) −Gei(k

0,x)‖1 � 2−nr.

Звiдси

d⊥m(Br
∞,1;L1) ≥ dBm(Br

∞,1;L1)� m−
r
d .

Теорема 3.1.3 доведена. �

На завершення встановимо порядковi значення величин dBm(Brp,θ;Lp) при p = 1

та p =∞.

Теорема 3.1.4. Нехай r > 0, 1 ≤ θ ≤ ∞. Тодi при p = 1 чи p =∞

dBm(B r
p, θ;Lp) � m−

r
d . (3.39)

Доведення теореми 3.1.4. Встановимо в (3.39) оцiнку зверху при θ = ∞,

тобто для класiв Hr
p. Тодi при 1 ≤ θ <∞ такi оцiнки залишаться справедливими

внаслiдок вкладення Br
p,θ ⊂ Hr

p . За заданим достатньо великим m ∈ N пiдберемо
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число n ∈ N iз спiввiдношення 2nd ≤ m < 2(n+1)d i розглянемо для f ∈ Hr
p

наближаючий полiном вигляду

tn(f,x) =

n∑
s=0

As(f,x), x ∈ Rd.

Як зазначалося вище, оператор G, що ставить у вiдповiднiсть функцiї f полiном

такого вигляду, належить множинi Lm(1)2. Зауважимо, що deg tn = (2n+1 − 1)d.

Оскiльки для f ∈ Hr
p при p = 1 чи p =∞, має мiсце спiввiдношення ‖As(f, ·)‖p ≤

2−sr, то застосувавши нерiвнiсть Мiнковського (3.3), маємо

‖f(·)− tn(f, ·)‖p =

∥∥∥∥ ∞∑
s=n+1

As(f, ·)
∥∥∥∥
p

≤
∞∑

s=n+1

‖As(f, ·)‖p ≤
∞∑

s=n+1

2−sr � 2−nr.

Звiдси отримаємо

dBm(Brp,θ;Lq) ≤ dBm(Hr
p;Lq) ≤ sup

f∈Hrp
‖f(·)− tn−1(f, ·)‖p � m−

r
d .

Необхiдна оцiнка знизу в (3.39) випливає iз вiдповiдної оцiнки величини

dBm(B r
∞,1;L1), яка встановлена у доведеннi попередньої теореми.

Теорема 3.1.4 доведена. �

Зауваження 3.1.4. Порядковi значення величин d⊥m(B r
p,θ;Lp), p = 1 чи p = ∞, а

1 ≤ θ <∞ у випадку d ≥ 2, ймовiрно, залишаються невiдомими.

Для класiв Hr
p точнi за порядком оцiнки величин d⊥m(H r

p ;Lp), p = 1, ∞ для

всiх вимiрностей d ≥ 1 встановленi в [3]. Стосовно класiв Brp,θ, 1 ≤ θ < ∞ в

одновимiрному випадку (d = 1) в роботi [105] доведене спiввiдношення

d⊥m(B r
1,θ;L1) � m−r, r > 0, 1 ≤ θ <∞.

На завершення, порiвняємо одержанi оцiнки поперечникiв d⊥m(Brp,θ;Lq) з оцiн-

ками апроксимацiйних характеристик e⊥m(F )q класiв F = Brp,θ, якi дослiдженi в

[106].

Отже, покладемо

e⊥m(F )q := sup
f∈F

inf
Λ⊂Zd
]Λ=m

∥∥∥∥f(·)−
∑
k∈Λ

f̂ke
i(k,·)

∥∥∥∥
q

.

Величина e⊥m(F )q називається найкращим ортогональним m – членним тригоно-

метричним наближенням класу F в просторi Lq(πd).
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Порiвнюючи результати теорем 3.1.1 та 3.1.2 з оцiнками величин e⊥m(B r
p, θ)q

[106, теорема 1], можна стверджувати, що при 1 ≤ p, θ ≤ ∞, 1 ≤ q < ∞,

(p, q) 6= (1, 1) та r > d(1
p −

1
q )

+
справедливе спiввiдношення

d⊥M (Brp, θ, Lq) � e⊥m(Brp, θ)q � m
− r
d
+( 1

p
− 1
q
)
+ .

3.2 Асимптотичнi оцiнки величин найкращих триго-
нометричних та бiлiнiйних наближень

Встановленi точнi за порядком оцiнки величин найкращих M – членних тригонометри-
чних наближень класiв Бєсова Br

∞, θ в просторi Lq. Знайденi також порядковi значення
найкращих бiлiнiйних наближень класiв функцiй з 2d змiнними, що породженi функцi-
ями з d змiнними iз класiв Br

p, θ за допомогою зсувiв аргументу.

3.2.1 Класи функцiй

Означимо мiшану l – у рiзницю функцiї f з кроком hj за змiнною xj , j = 1,m.

Для h = (h1, . . . , hm) ∈ Rm та l ∈ N покладемо

∆l
hf(x) := ∆l

hm . . .∆
l
h1
f(x1, . . . , xm),

де

∆l
hjf(x) = ∆hj∆

l−1
hj
f(x), ∆0

hjf(x) := f(x),

∆hjf(x) ≡ ∆1
hjf(x) = f(x1, . . . , xj + hj , . . . , xm)− f(x).

Вiдомо, що

∆l
hjf(x) =

l∑
k=0

(−1)k+lCkl f(x1, . . . , xj + khj , . . . , xm).

Визначимо повний мiшаний p –модуль гладкостi порядку l функцiї f :

ωl(f, t)p := sup
|hi|≤ti

‖∆l
hf‖p, t = (t1, . . . , tm) ∈ Rm+ .

Кажемо, що функцiя f ∈ Lp(πm), 1 ≤ p ≤ ∞, належить простору Brp,θ,

1 ≤ θ ≤ ∞, r = (r1, . . . , rm), rj > 0, j = 1,m, якщо скiнченна iї пiвнорма

|f |Brp,θ :=


(∫
πm

(
m∏
j=1

t
−rj
j ωl(f, t)p

)θ m∏
j=1

dtj
tj

) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞,

sup
tj>0

m∏
j=1

t
−rj
j ωl(f, t)p , θ =∞,
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де l > max{ri, i = 1,m}.
Норму на лiнiйних просторах Brp,θ задамо формулою ‖f‖Brp,θ = ‖f‖p + |f |Brp,θ .

В [50] простори Brp,θ охарактеризованi в термiнах так званого декомпозицiйного

нормування належних їм функцiй, на базi їх розкладу в ряд Фур’є за тригонометри-

чною системою {ei(k,x)}k∈Zm . Саме таке нормування використовується, зокрема,

в доведеннi належностi тiєї чи iншої функцiї простору Brp,θ, або деякому класу з

цього простору.

Сформулюємо результат iз [50] у вiдповiдностi до прийнятих нижче означень i

позначень. Для вектора s = (s1, . . . , sm), sj ∈ Z+, j = 1,m, покладемо

ρ(s) := {k = (k1, . . . , km) ∈ Zm : [2sj−1] ≤ |kj | < 2sj , j = 1,m}

i для f ∈ Lp(πm) означимо

δs(f,x) =
∑
k∈ρ(s)

f̂(k)ei(k,x), x ∈ Rm,

де f̂(k) = (2π)−m
∫
πm

f(t)e−i(k,t)dt — коефiцiєнти Фур’є функцiї f .

Позначимо

L0
p(πm) := {f ∈ Lp(πm) :

2π∫
0

f(x)dxj = 0, j = 1,m}.

Нехай p ∈ (1,∞). В [50] доведено, що для пiвнорми |f |Brp,θ функцiї f ∈ Brp,θ∩L
0
p(πm)

справедливi спiввiдношення

|f |Brp,θ �
( ∑
s∈Zm+

2(s,r)θ‖δs(f, ·)‖θp

) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞ (3.40)

i

|f |Brp,∞ � sup
s∈Zm+

2(s,r)‖δs(f, ·)‖p , (3.41)

а також показано, що на множинi Brp,θ ∩ L
0
p(πm) пiвнорма | · |Brp,θ насправдi є

нормою.

Так званi порядковi (або точнi за порядком) спiввiдношення (3.40) та (3.41) при

певнiй їх модифiкацiї мають мiсце i у випадках p = 1 та p =∞: для f ∈ Brp,θ∩L
0
p(πm)

справедливi спiввiдношення (див. зауваження 2.1 в [50], а також [2])

|f |Brp,θ �

( ∑
s∈Zm+

2(s,r)θ‖As(f, ·)‖θp

) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞ (3.42)
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i

|f |Brp,∞ � sup
s∈Zm+

2(s,r)‖As(f, ·)‖p . (3.43)

Зауважимо, спiввiдношення (3.42) та (3.43) справджуються i при 1 < p <∞.

Оскiльки в коментарях до отриманих результатiв мова йде про вiдповiднi резуль-

тати на класах Wr
p, α, то нагадаємо означення i цих класiв функцiй.

Нехай Fr(x,α), r = (r1, . . . , rm) — багатовимiрнi аналоги ядер Бернуллi, тобто

Fr(x,α) = 2m
∑
k

m∏
j=1

k
−rj
j cos(kjxj −

αjπ

2
), rj > 0, αj ∈ R,

де в сумi задiянi лише такi вектори k = (k1, . . . , km), що kj ∈ N, j = 1,m. Позна-

чимо через Wr
p, α (див., наприклад, [141, с. 31]) клас функцiй f , якi можна подати

у виглядi

f(x) = ϕ(·) ∗ Fr(·,α) = (2π)−m
∫
πm

ϕ(y)Fr(x− y,α)dy,

де ϕ ∈ Lp(πm), ‖ϕ‖p ≤ 1.

З метою однозначного трактування результатiв, надалi вважаємо, що координати

вектора r = (r1, . . . , rm), як параметра в означених просторах i класах, впорядкованi

так, що 0 < r1 = r2 = . . . = rν < rν+1 ≤ . . . ≤ rm, а γ = (γ1, . . . , γm) — вектор

з координатами γj = rj
r1
, j = 1,m. Також зазначимо, через Brp,θ позначається

одинична куля в просторi Brp,θ, а точнiше,

Brp,θ := {f ∈ L0
p(πm) : ‖f‖Brp,θ ≤ 1}.

3.2.2 Найкращi тригонометричнi наближення

В даному пiдроздiлi встановлено точнi за порядком оцiнки найкращих M – членних

тригонометричних та ортогональних тригонометричних наближень функцiй з кла-

сiв Brp, θ. Викладенi тут результати, з одного боку, доповнюють оцiнки вiдповiдних

величин, якi встановленi в [97, 98], а з другого — використовуються при оцiнюваннi

зверху найкращих бiлiнiйних наближень функцiй iз класiв Brp, θ.
Означимо апроксимацiйнi характеристики (див. пункт 3.1.3).

Для f ∈ Lq(πd), 1 ≤ q ≤ ∞ покладемо

eM (f)q := inf
kj ,cj
‖f(x)−

M∑
j=1

cj e
i(kj ,x)‖q, (3.44)
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де {kj}Mj=1 — система векторiв kj = (kj1, . . . , k
j
d) з цiлочисловими координатами,

cj — довiльнi комплекснi числа. Величину eM (f)q називають найкращим M –

членним тригонометричним наближенням функцiї f в просторi Lq.

Якщо F ⊂ Lq(πd) — деякий функцiональний клас, то покладемо

eM (F )q := sup
f∈F

eM (f)q. (3.45)

Величина eM (f)2 для функцiй f з однiєю змiнною вперше з’явилась в роботi

С.Б. Стєчкiна [129] у формулюваннi критерiю абсолютної збiжностi ортогональних

рядiв. Дещо пiзнiше величини (3.44) та (3.45) почали дослiджувати уже з точки зору

апроксимацiї iндивiдуальних функцiй i класiв функцiй вiдповiдно. Частково iсторiя

таких дослiджень вiдображена в бiблiографiї, наведенiй в [97] та [98].

Нехай ΩM — довiльний набiр iз M d – вимiрних векторiв kj = (kj1, . . . , k
j
d),

j = 1,M з цiлочисловими координатами. Для f ∈ L0
q(πd), 1 ≤ q ≤ ∞, покладемо

SΩM (f,x) :=

M∑
j=1

f̂(kj)ei(k
j ,x), x ∈ Rd.

Розглянемо величину e⊥M (f)q = inf
ΩM
‖f(·)− SΩM (f, ·)‖q i для функцiонального класу

F ⊂ Lq(πd) означимо

e⊥M (F )q := sup
f∈F

e⊥M (f)q.

Величину e⊥M (F )q називають найкращим ортогональним тригонометричним на-

ближенням класу F в просторi Lq.

Легко бачити, що для величин e⊥M (F )q та eM (F )q справджується нерiвнiсть

eM (F )q ≤ e⊥M (F )q. (3.46)

Величини e⊥M (F )q у випадках, коли F =Wr
p,α, Hrp , чи F =Brp, θ вивчались в роботах

[99], [100]. Має мiсце також наступне твердження.

Теорема 3.2.1. Нехай 1 < q < ∞, r1 > 0. Тодi при 1 ≤ θ ≤ ∞ справедливi

спiввiдношення

eM (B r∞,θ)q � e⊥M (B r∞,θ)q �M−r1(logν−1M)(r1+ 1
2
− 1
θ
)+ , (3.47)

Доведення теореми 3.2.1. Згiдно з (3.46) оцiнки зверху в (3.47) достатньо

отримати для величини e⊥M (Br∞,θ)q, а знизу — для eM (Br∞,θ)q. Оцiнка зверху для
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e⊥M (Br∞,θ)q випливає iз такої оцiнки для величини e⊥M (Brp,θ)q, 1 < q < p <∞, p ≥ 2

[97] згiдно з вкладенням Br∞,θ ⊂ Brp,θ.

На початку доведення оцiнки знизу в (3.47), зауважимо, її достатньо встанови-

ти у випадку ν = d. При цьому використовується один результат Б.С. Кашина

i В.М. Темлякова [37], формулювання якого потребує введення деяких позначень.

Отже, для вектора s = (s1, . . . , sd), де sj — парнi числа, sj > 0, j = 1, d, позначимо

ρ+(s) := {k = (k1, . . . , kd) : kj ∈ N, 2sj−1 ≤ kj < 2sj}

i для n ∈ N, n ≥ 2d, покладемо

Sn =

{
s : (s,1) = 2

[
n

2

]}
, Qn =

⋃
s∈Sn

ρ+(s),

де [ a ] — цiла частина числа a. Зазначимо, що (див., наприклад, [37])

|Sn| � nd−1 та |Qn| � 2n nd−1.

Зрозумiло, необхiдну оцiнку знизу величини eM (Br∞,θ)q достатньо отримати для

M , що задовольняють нерiвностi C1(d)|Qn| < M ≤ C2(d)|Qn| , де C1(d), C2(d) —

додатнi сталi, якi можуть залежати лише вiд параметра d. Отже, нехай T (Qn)

позначає множину полiномiв t вигляду

t(x) =
∑
|k|∈Qn

cke
i(k,x), x ∈ Rd,

де |k| = (|k1|, . . . , |kd|). В [37], у виглядi наслiдку iз загального твердження, вста-

новленого там же, показано: при r = (r1, . . . , r1) ∈ Rd, r1 > 0 i 1 < q ≤ ∞

eM (Hr∞ ∩ T (Qn))q ≥ C(q, d, r)M−r1(logd−1M)r1+ 1
2 . (3.48)

Використаємо (3.48) для встановлення шуканої оцiнки знизу величини eM (Br∞,θ)q.
Оскiльки для f ∈ Hr∞ ∩ T (Qn) справджується спiввiдношення

‖As(f, ·)‖∞ � 2−(s,r), s ∈ Sn,

то при 1 ≤ θ ≤ ∞ для f ∈ Br∞,θ ∩ T (Qn)

‖f‖Br∞,θ �
(∑
s∈Sn

2(s,r)θ‖As(f, ·)‖θ∞

) 1
θ

�
(∑
s∈Sn

1

) 1
θ

� n
d−1
θ .
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Отже, якщо f ∈ Hr∞∩T (Qn), то функцiя g(x) = C1 n
− d−1

θ f(x) (з деякою додатною

сталою C1 ) належить класу Br∞,θ ∩ T (Qn). Зважаючи на це, використавши (3.48),

маємо

eM (Br∞,θ)q ≥ eM (Br∞,θ ∩ T (Qn))q �

� n−
d−1
θ eM (Hr∞ ∩ T (Qn))q �M−r1(logd−1M)r1+ 1

2
− 1
θ .

Встановлена оцiнка збiгається за порядком з оцiнкою зверху величини eM (Br∞,θ)q
у випадку r1 >

1
θ −

1
2 . Якщо ж 0 < r1 <

1
θ −

1
2 , то зазначимо наступне. З одного

боку, оскiльки у такому випадку оцiнка зверху величини eM (Br∞,θ)q не залежить

вiд вимiрностi простору Rd, то вiдповiдну оцiнку знизу достатньо довести в одно-

вимiрному випадку, тобто при d = 1. З iншого ж боку, в одновимiрному випадку,

за схемою, яка застосована вище, неважко отримати шукану оцiнку знизу величини

eM (Br∞,θ)q одразу для всiх додатних значень параметра r1.

Теорема 3.2.1 доведена. �

Зауваження 3.2.1. У випадку θ =∞, тобто для класiв Hr∞, оцiнки знизу величин

eM (Hr∞)q, а отже i величин e⊥M (Hr∞)q, встановлена в [37].

Наступне твердження доповнює результат теореми 3.2.1 у випадку q = 1, але за

певних обмежень щодо значень параметра r1.

Теорема 3.2.2. Нехай 1 ≤ θ < 2, 0 < r1 <
1
θ −

1
2 . Тодi справджується спiввiдно-

шення

eM (Br∞,θ)1 � e⊥M (Br∞,θ)1 �M−r1 .

Доведення теореми 3.2.2. Оцiнки зверху величин eM (Br∞,θ)1 та e⊥M (Br∞,θ)1

випливають iз (3.47), якщо взяти до уваги нерiвнiсть ‖ · ‖1 < ‖ · ‖q, q > 1. Оскiльки

така оцiнка зверху величини eM (Br∞,θ)1 не залежить вiд вимiрностi простору Rd,
то вiдповiдну їй оцiнку знизу достатньо встановити в одновимiрному випадку. Але

ж, з iншого боку, в одновимiрному випадку оцiнка знизу для eM (Br1

∞,θ)1 є наслiдком

результату отриманого в [169], i є саме тiєю, яку необхiдно встановити.

Теорема 3.2.2 доведена. �

Зауваження 3.2.2. Порядковi значення величин eM (F )1 та e⊥M (F )1, де F це

класи Wr
∞,α чи Hr∞, в багатовимiрному випадку, тобто при d ≥ 2, ймовiрно, ще

не встановленi.
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3.2.3 Про бiлiнiйнi наближення функцiй

Наближення функцiй декiлькох змiнних лiнiйними комбiнацiями добуткiв двох фун-

кцiй з меншим числом змiнних називають бiлiнiйними. Одними з найбiльш важливих

характеристик таких наближень є величини τM (f)q1,q2 для iндивiдуальної функцiї

f та τM (F )q1,q2 для функцiонального класу F . Наведемо означення цих величин.

Нехай Lq1,q2(π2d), d ∈ N, — множина функцiй f(x,y), x, y ∈ Rd, 2π –

перiодичних за кожною iз 2d змiнних зi скiнченною нормою

‖f(x,y)‖q1,q2 := ‖‖f(·,y)‖q1‖q2 ,

де в правiй частинi норма функцiї f(x,y) обчислюється спочатку в просторi Lq1(πd),

1 ≤ q1 ≤ ∞, як функцiї зi змiнною x ∈ Rd (при фiксованому y ∈ Rd), а потiм вiд

результату, як функцiї зi змiнною y ∈ Rd в просторi Lq2(πd), 1 ≤ q2 ≤ ∞.̈

Для f ∈ Lq1,q2(π2d) означимо величину найкращого бiлiнiйного наближення

порядку M (M ∈ N) формулою

τM (f)q1,q2 := inf
uj(·),vj(·)
j=1,M

‖f(x,y)−
M∑
j=1

uj(x)vj(y)‖q1,q2 , (3.49)

де uj ∈ Lq1(πd), vj ∈ Lq2(πd), j = 1,M .̈

При M = 0 вважаємо, що τ0(f(x,y))q1,q2 := ‖f(x,y)‖q1,q2. Для F ⊂ Lq1,q2(π2d)

покладемо

τM (F )q1,q2 := sup
f∈F

τM (f)q1,q2 . (3.50)

У випадку, коли q1 = q2 = q замiсть τM (f)q1,q2 i τM (F )q1,q2 пишемо вiдповiдно

τM (f)q i τM (F )q.

Дослiдженню величин τM (F )q1,q2 для деяких класiв перiодичних функцiй ба-

гатьох змiнних присвяченi роботи В.Н. Темлякова [135], [138–141], А.С. Романюка

[100] та роботи у спiвавторствi А.С. Романюка та В.С. Романюка [108–111], [192].

Ймовiрно перший результат, що має дотик до найкращих бiлiнiйних наближень,

був отриманий Е. Шмiдтом [197] ще у 1907 роцi в дослiдженнях, пов’язаних з iнте-

гральними рiвняннями. Було з’ясовано, що наближення функцiй f(x, y) з двома

змiнними, визначених на квадратi [0, 1] × [0, 1] ⊂ R2, бiлiнiйними формами в про-

сторi L2,2([0, 1]2) тiсно пов’язане з властивостями iнтегральних операторiв

Jf (g) =

1∫
0

f(x, y)g(y)dy
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з ядром f(x, y). Точнiше, в [197] був отриманий розклад (нинi вiдомий в математи-

чнiй лiтературi як розклад Е. Шмiдта)

f(x, y) =

∞∑
j=1

sj(Jf )ϕj(x)ψj(y),

де {sj(Jf )}∞j=1 — незростаюча послiдовнiсть (незростаюча перестановка) сингулярних

чисел оператора Jf , тобто sj(Jf ) = λj(J
∗
fJf ), {λj(T )}∞j=1 — послiдовнiсть власних

чисел оператора T , J∗f — оператор, що є спряженим до оператора Jf , i, нарештi,

{ϕj(x)}∞j=1 та {ψj(y)}∞j=1 — ортонормованi системи власних функцiй операторiв JfJ∗f
та J∗fJf вiдповiдно.

Окрiм того, Е. Шмiдт встановив рiвнiсть∥∥∥∥f(x, y)−
M∑
j=1

sj(Jf )ϕj(x)ψj(y)

∥∥∥∥
2,2

= inf
uj ,vj∈L2[0,1]

∥∥∥∥f(x, y)−
M∑
j=1

uj(x)vj(y)

∥∥∥∥
2,2

, (3.51)

яка пов’язує величини τM (f)2,2 iз сингулярними числами sj(Jf ) оператора Jf . Пi-

знiше, такий зв’язок був використаний в розв’язаннi задачi щодо оцiнок сингулярних

чисел iнтегральних операторiв в роботi М.Ш. Бiрмана та М. З. Соломяка [14], а та-

кож, — щодо оцiнок величин τM (f)2,2 в роботi Н.В. Мiрошина та В.В. Хромова [54].

Також зазначимо, Ч. Мiчеллi та А. Пiнкус [185], дослiдивши бiлiнiйнi наближення де-

яких функцiй з двома змiнними, визначених на квадратi [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ], застосували

одержанi результати до виявлення точних значень поперечникiв класiв диференцi-

йованих функцiй. З бiльш детальною iнформацiєю по зазначених питаннях можна

познайомитися, звернувшись до бiблiографiчних посилань в роботi Е.М. Чiнi [164].

Звертаємо увагу також на роботи М.-Б.А. Бабаєва [10], [11], в яких розглядаються

питання бiлiнiйних наближень неперiодичних функцiй.

3.2.4 Найкращi бiлiнiйнi наближення функцiй спецiального
виду

У випадку коли в (3.49) функцiя f(x;y) з 2d змiнними x ∈ Rd, y ∈ Rd пов’язана

iз деякою функцiєю з d змiнними g(t), t ∈ Rd так, що f(x;y) = g(x−y), кажемо,

що функцiя f породжується функцiєю g i замiсть τM (f)q1,q2 пишемо τM (fg)q1,q2 ,

або τM (g(x− y))q1,q2 .

Якщо F ⊂ L1(πd) — деякий клас функцiй з d змiнними, то покладемо

τ∗M (F )q1,q2 := sup
g∈F

τM (fg)q1,q2 . (3.52)
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Зазначимо, Р.С. Iсмагiлов [33] встановив певний зв’язок мiж величинами τM (fg)2,∞

i поперечниками за Колмогоровим класу F , якому належить функцiя g.

Дослiдженню величин τ∗M (F )q1,q2 у випадках, коли F = Wr
p, α чи F = Hrp ,

присвяченi роботи В.М. Темлякова [139], [142], [143] (див. також [135]), а в [100]

встановлена слабка асимптотика величин τ∗M (F )q1,q2 у випадку, коли F = Brp,θ при

значеннях параметрiв p, θ, q1, q2 вiдмiнних вiд тих, що задiянi в результатах даного

пiдроздiлу, до викладу яких ми i переходимо.

Отже, наступнi результати стосуються порядкових оцiнок величин τ∗M (Brp, θ)q1,q2 ,
при певних значеннях параметрiв p, θ, r та q1, q2.

Теорема 3.2.3. Нехай 1 < q1 ≤ 2, 1 ≤ q2 ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, 1− 1
q1
< r1 ≤ 1− 2

q1
+ 1

θ .

Тодi

τ∗M (Br1,θ)q1,q2 �M
−r1+1− 1

q1 . (3.53)

Доведення теореми 3.2.3. Оцiнка зверху в (3.53) випливає iз оцiнки найкращих

M – членних тригонометричних наближень класiв Br1,θ в метрицi простору Lq1 ,

1 < q1 ≤ 2. В [97, теорема 3.1] , зокрема, при p = 1 встановлено спiввiдношення

eM (Br1,θ)q1 �M−r1+1−1/q1(logν−1M)
(r1−1+ 2

q1
− 1
θ
)+ ,

яке за умов теореми 3.2.3 набуває вигляду

eM (Br1,θ)q1 �M
−r1+1− 1

q1 . (3.54)

Таким чином, з одного боку, згiдно з (3.54) для кожної функцiї f , що належить

класу Br1,θ, знайдеться множина таких векторiв k1, . . . ,kM , kj = (kj1, . . . , k
j
d),

kji ∈ Z, i = 1, d i чисел c1, . . . , cM , що

‖f(x)−
M∑
j=1

cj e
i(kj ,x)‖q1 �M

−r1+1− 1
q1 . (3.55)

З iншого боку, лiву частину (3.55) можна подати у виглядi

‖f(x)−
M∑
j=1

cj e
i(kj ,x)‖q1 = ‖f(x− y)−

M∑
j=1

cj e
i(kj ,(x−y))‖q1,∞ =

= ‖f(x− y)−
M∑
j=1

cj e
i(kj ,x)e−i(k

j ,y)‖q1,∞. (3.56)
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Поєднавши (3.55) та (3.56), маємо

‖f(x− y)−
M∑
j=1

cj e
i(kj ,x)e−i(k

j ,y)‖q1,∞ �M
−r1+1− 1

q1 . (3.57)

Нарештi, поклавши в (3.57) cje
i(kj ,x) = uj(x) i e−i(k

j ,y) = vj(y), приходимо

безпосередньо до шуканої оцiнки зверху для величини τ∗M (Br1,θ)q1,q2 .
На початку доведення в (3.53) оцiнки знизу зауважимо наступне. Оскiльки вста-

новлена оцiнка зверху для величин τ∗M (Br1,θ)q1,q2 не залежить вiд вимiрностi простору

Rd, то таку ж оцiнку знизу достатньо довести для одновимiрного випадку, тобто

при d = 1. Окрiм того, поза як Br1,1 ⊂ Br1,θ, 1 < θ <∞, то достатньо обмежитись

випадком, коли θ = 1.

В доведеннi використовується наступне допомiжне твердження.

Нехай C(N) позначає таку множину цiлих чисел k, що |k| ≤ N .

Лема В3 [135, c. 107]. Нехай задана така функцiя

g(x) =
∑

k∈C(2N)

ĝ(k)eikx, x ∈ R,

що |ĝ(k)| ≤ 1 i |ĝ(k)| = 1 при k ∈ C(N). Тодi справедливе спiввiдношення

τN (g(x− y))2,1 � N
1
2 .

Отже, за числом M пiдберемо таке n ∈ N, що 2n−1 ≤ M < 2n i розглянемо

бiлiнiйне наближення функцiї V2n+2(x− y). Нехай системи функцiй {ui(x)}Mi=1 та

{vi(y)}Mi=1, x, y ∈ R такi, що∥∥∥∥V2n+2(x− y)−
M∑
i=1

ui(x)vi(y)

∥∥∥∥
q1,1

≤ 2τM
(
V2n+2(x− y)

)
q1,1

.

Якщо Vl — оператор Валлє-Пуссена, Vl[ f ] := f ∗ Vl, то поза як∥∥∥∥V2n+3

(
V2n+2(x− y)−

M∑
i=1

ui(x)vi(y)

)∥∥∥∥
q1,1

=

=

∥∥∥∥V2n+2(x− y)−
M∑
i=1

V2n+3 [ui(x)vi(y)]

∥∥∥∥
q1,1

i для f ∈ Lq(π), 1 ≤ q ≤ ∞ справджується нерiвнiсть ‖Vl(f)‖q ≤ 3‖f‖q, то, без

втрати загальностi, можна вважати, що функцiї ui та vi є тригонометричними
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полiномами, ”номери” гармонiк в яких належать множинi C(2n+3) i при цьому

справедлива оцiнка∥∥∥∥V2n+2(x− y)−
M∑
i=1

ui(x)vi(y)

∥∥∥∥
q1,1

� τM
(
V2n+2(x− y)

)
q1,1

. (3.58)

Таким чином, використавши нерiвнiсть рiзних метрик Нiкольського (3.1), а також

(3.58), можна записати∥∥∥∥V2n+2(x− y)−
M∑
i=1

ui(x)vi(y)

∥∥∥∥
2,1

� 2
n( 1

q1
− 1

2
)

∥∥∥∥V2n+2(x− y)−
M∑
i=1

ui(x)vi(y)

∥∥∥∥
q1,1

�

� 2
n( 1

q1
− 1

2
)
τM
(
V2n+2(x− y)

)
q1,1

. (3.59)

Далi, беручи до уваги спiввiдношення зв’язку мiж числами M та n, викори-

стовуючи лему В3, iз (3.59) знаходимо

τM
(
V2n+2(x− y)

)
q1,1
� 2

−n( 1
q1
− 1

2
)

∥∥∥∥V2n+2(x− y)−
M∑
i=1

ui(x)vi(y)

∥∥∥∥
2,1

�

� 2
−n( 1

q1
− 1

2
)
M

1
2 � 2

−n( 1
q1
−1)

. (3.60)

Тепер розглянемо функцiю

f1(t) = C22−nr1V2n+2(t), t ∈ R, C2 > 0.

Неважко переконатися, що при належному пiдборi додатної сталої C2 така функцiя

належить класу Br1

1,1. Справдi, поза як згiдно з властивостями ядра Валлє-Пуссена

‖V2n+2‖1 ≤ C3, де C3 — деяка додатна стала, то беручи до уваги означення ‖V2n+2‖Br11,1
,

можна записати∥∥V2n+2

∥∥
B
r1
1,1

�
∑
s

2sr1‖As(V2n+2 , ·)‖1 ≤
n+3∑
s=0

2sr1‖As(V2n+2 , ·)‖1 � 2(n+3)r1 � 2nr1 .

Отже, f1 ∈ Br1

1,1.

Нарештi, використавши оцiнку (3.60), встановлюємо спiввiдношення

τ∗M (Br1

1,1)q1, q2 ≥ τM (f1(x− y))q1, q2 � 2−nr1τM (V2n+2(x− y))q1,1 �

� 2−nr12
−n( 1

q1
−1)

= 2
−n(r1−1+ 1

q1
) �M

−r1+1− 1
q1 .

Оцiнка знизу, а разом з нею i теорема 3.2.3 доведенi. �
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Зауваження 3.2.3. Порядковi значення величин τ∗M (F )q1,q2 , у випадках, коли

F =Wr
1, α чи F = Hr1 , а 1 < q1 ≤ 2, 1 ≤ q2 ≤ ∞, r1 > 1 − 1

q1
, ймовiрно, ще не

встановленi.

Теорема 3.2.4. Нехай 2 ≤ q1 <∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞ i 1 ≤ θ ≤ ∞, r1 > 0. Тодi

τ∗M (Br∞,θ)q1,q2 �M−r1(logν−1M)(r1+ 1
2
− 1
θ
)+ . (3.61)

Доведення теореми 3.2.4. Оцiнка зверху в (3.61) випливає iз теореми 3.2.1,

узгоджуючись зi схемою встановлення оцiнки зверху в попереднiй теоремi.

Переходячи до доведення у (3.61) оцiнки знизу зауважимо — її достатньо встано-

вити, очевидно, за припущення ν = d.

Нехай M — довiльне натуральне число, а число n ∈ N таке, що для кiлькостi

елементiв множини Qn =
⋃

(s,1)=n

ρ(s) справджується нерiвнiсть:

|Qn| > 4M (3.62)

(вiдомо, що |Qn| � 2nnd−1 ). Розглянемо функцiю

f2(x) = C42−n(r1+ 1
2
)n−

d−1
θ

∑
(s,1)=n

d∏
j=1

Rsj(xj), C4 > 0,

де для t ∈ R

Rk(t) =

2k−1∑
l=2k−1

εle
ilt, εl = ±1,

— полiноми Рудiна–Шапiро (див., наприклад, [38, c. 155]). Для таких полiномiв має

мiсце нерiвнiсть ‖Rk‖∞ � 2
k
2 . Зазначимо, у випадку θ = ∞ множник n−

d−1
θ в

означеннi функцiї f2 потрiбно замiнити одиницею.

Покажемо, що при певному пiдборi додатної сталої C4 функцiя f2 належить

класу Br∞, θ, 1 ≤ θ ≤ ∞. З цiєю метою покладемо

Fn(x) :=
∑

(s,1)=n

d∏
j=1

Rsj(xj)

i зауважимо, для таких векторiв s, що (s,1) = n, справедлива рiвнiсть

δs(Fn,x) =

d∏
j=1

Rsj(xj).
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Нехай θ ∈ [ 1,∞), тодi

‖Fn‖Br∞, θ =

(∑
s

2(s,r)θ‖As(Fn, ·)‖θ∞

) 1
θ

=

=

(∑
s

2(s,r)θ

∥∥∥∥As(·) ∗ ∑
‖s−s′‖∞≤1

δs′ (Fn, ·)
∥∥∥∥θ
∞

) 1
θ

≤

≤
(∑

s

2(s,r)θ‖As‖θ1

∥∥∥∥ ∑
‖s−s′‖∞≤1

δs′ (Fn, ·)
∥∥∥∥θ
∞

) 1
θ

�

�
(∑

s

2(s,r)θ

( ∑
‖s−s′‖∞≤1

‖δs′ (Fn, ·)‖∞
)θ) 1

θ

=

=

(∑
s

2(s,r)θ

( ∑
‖s−s′‖∞≤1

∥∥∥∥ d∏
j=1

Rs′j
(·)
∥∥∥∥
∞

)θ) 1
θ

�

�
( ∑

(s,1)≤n

2(s,r)θ

( ∑
‖s−s′‖∞≤1

2(s
′
,1) 1

2

)θ) 1
θ

�
( ∑

(s,1)≤n+d

2(s,r)θ2(s,1) θ
2

) 1
θ

=

=

( ∑
(s,1)≤n+d

2(s,1)(r1+ 1
2
)θ

) 1
θ

(3.63)

Далi, оскiльки при α > 0∑
(s,1)≤l

2(s,1)α =

l∑
m=d

∑
(s,1)=m

2(s,1)α =

l∑
m=d

2mα
∑

(s,1)=m

1 �
l∑

m=d

2mαmd−1 � 2αlld−1,

то iз (3.63) маємо ‖Fn‖Br∞, θ � 2n(r1+ 1
2
)n

d−1
θ .

Аналогiчно, при θ = ∞ ‖Fn‖Br∞,∞ � 2n(r1+ 1
2
). Таким чином, на пiдставi

отриманих спiввiдношень можна стверджувати, що для деякої додатної сталої C4

функцiя f2 належить класу Br∞, θ, 1 ≤ θ ≤ ∞.

Продовжуючи доведення оцiнки знизу в (3.61), використаємо наступне твердже-

ння.

Лема Г3 [135, c. 98]. Нехай задано число M , а число n ∈ N таке, що для кiлькостi

елементiв множини Qn =
⋃

(s,1)=n

ρ(s) виконується умова (3.62). Тодi для будь-

якої функцiї g вигляду

g(x) =
∑
k∈Qn

ĝ(k)ei(k,x), |ĝ(k)| = 1, x ∈ Rd,
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справедлива оцiнка

inf
ui(x),vi(y)

‖g(x− y)−
M∑
i=1

ui(x)vi(y)‖2,1 �M
1
2 .

Оскiльки функцiя Fn задовольняє умови леми Г3, то для величин τM (f2(x− y))2,1

маємо

τM (f2(x− y))2,1 �M
1
2 2−n(r1+ 1

2
)n−

d−1
θ �M−r1(logd−1M)r1+ 1

2
− 1
θ .

Звiдси випливає потрiбна оцiнка знизу величини τ∗M (Br∞, θ)q1,q2 у випадку r1 ≥ 1
θ −

1
2 .

Якщо ж 0 < r1 <
1
θ −

1
2 , то спочатку зауважимо наступне. Поза як у такому випадку,

оцiнка зверху величини τ∗M (Br∞,θ)q1,q2 не залежить вiд розмiрностi простору Rd, то
i вiдповiдну оцiнку знизу достатньо довести при d = 1. Але, з iншого боку, в

одновимiрному випадку викладенi вище мiркування дозволяють встановити шуканi

оцiнки знизу величини τ∗M (Br∞,θ)q1,q2 одразу для всiх додатних значень параметра

r1.

Теорема 3.2.4 доведена. �

Взявши в (3.61) θ =∞, можна сформулювати таке твердження.

Наслiдок 3.2.1. Нехай 2 ≤ q1 <∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞ i r1 > 0. Тодi

τ∗M (Hr∞)q1,q2 �M−r1(logν−1M)r1+ 1
2 . (3.64)

Зазначимо, що цей результат доповнює оцiнки величин бiлiнiйних наближень класiв

Hrp , якi отриманi В.М. Темляковим (див., [135, с. 100]). Щодо порядкових значень

величин τM (Wr
∞, α)q1,q2 — то вони, ймовiрно, ще не встановленi.

Отриманi в даному пiдроздiлi результати, певним чином пов’язанi з результа-

тами, що стосуються оцiнок колмогоровських поперечникiв деяких класiв функцiй.

Покажемо це.

Отже, нехай F — деякий функцiональний клас i f фiксована функцiя iз F . По-

значимо через Ff множину, що складається iз функцiй вигляду f(x−y), що утворю-

ються iз f(x) за допомогою зсувiв її аргументу x ∈ Rd на довiльний вектор y ∈ πd.
В такому випадку має мiсце рiвнiсть (див., наприклад, [135, с. 85])

τM (f(x− y))q1,∞ = dM (Ff , Lq1). (3.65)

Таким чином, якщо клас F iнварiантний вiдносно зсуву аргументу функцiй, то

згiдно з (3.65) можна стверджувати, що значення величини τM (f(x−y))q1,∞ може

слугувати за оцiнку знизу для колмогоровського поперечника dM (F,Lq1) i в певних

випадках ця оцiнка є для нього точною за порядком.
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Зауваження 3.2.4. Порiвнюючи результат теореми 3.2.4 з оцiнкою колмогоров-

ського поперечника dM (Br1, θ;Lq1) [100, теорема 1.1], можна дiйти висновку, що

при 1 < q1 ≤ 2 та 1− 1
q1
< r1 ≤ 1− 2

q1
+ 1

θ

τ∗M (Br1, θ)q1,∞ � dM (Br1, θ;Lq1)(logν−1M)
−r1+1− 1

q1 .

Зауваження 3.2.5. Спiвставивши оцiнку (3.64) при q2 =∞ з вiдповiдною оцiнкою

колмогоровського поперечника dM (Hr∞; Lq1) [142], неважко дiйти висновку, що

τ∗M (Hr∞)q1,∞ � dM (Hr∞;Lq1).

Дещо вiдмiнною є ситуацiя на класах Br∞, θ, 1 ≤ θ < ∞. Так, спiввставивши

оцiнку поперечника dM (Br∞, θ;Lq1) [100] з результатом теореми 3.2.4 при q2 =∞,

можна стверджувати, що при 2 ≤ θ <∞

τ∗M (Br∞, θ)q1,∞ � dM (Br∞, θ;Lq1).

Якщо ж 1 ≤ θ < 2, то

τ∗M (Br∞, θ)q1,∞ � dM (Br∞, θ;Lq1)(logν−1M)
1
2
− 1
θ

при r1 >
1
θ −

1
2 i

τ∗M (Br∞, θ)q1,∞ � dM (Br∞, θ;Lq1)(logν−1M)−r1

при 0 < r1 ≤ 1
θ −

1
2 .

Наступне твердження мicтить точнi за порядком значення найкращих бiлiнiйних

наближень функцiй з двома змiнними з класiв Brp, θ, 1 ≤ p ≤ ∞, r = (r1, r1), r1 > 0

у просторi Lq, q(π2), 1 ≤ q ≤ ∞, який, очевидно, в такому випадку тотожнiй простору

Lq(π2).

Теорема 3.2.5. Нехай Brp, θ ⊂ Lp(π2). Тодi при 1 ≤ θ < ∞ справджуються

спiввiдношення

τM (Brp, θ)q �


M−2r1+ 1

p
− 1
q , 1 ≤ p ≤ q ≤ 2, r1 >

1
p −

1
q ,

M−2r1 , 2 ≤ p ≤ q ≤ ∞, r1 >
1
2 ,

M−2r1+ 1
p
− 1

2 , 1 ≤ p < 2 < q ≤ ∞, r1 >
1
p .

(3.66)

Доведення теореми 3.2.5. Оцiнки зверху випливають iз вiдповiдних оцiнок

бiлiнiйних наближень класiв Hrp , якi встановленi в [135, теорема 4.2, c. 101].
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Оцiнки знизу в (3.66) в силу вкладення Brp, 1 ⊂ Brp, θ, 1 < θ <∞, достатньо вста-

новити для класiв Brp, 1. Отже, спочатку, нехай 1 ≤ p ≤ q ≤ 2. Для натурального

числа M пiдберемо таке число n ∈ N, що 2n−1 ≤M < 2n i розглянемо функцiю

з двома змiнними вигляду

f1(x, y) = C52−(2r1+1− 1
p
)nV2n+2(x− y), C5 > 0.

Насамперед, зазначимо, що при належному пiдборi додатної сталої C5 ця функцiя

належить класу Brp, 1. Справдi, такий висновок є наслiдком спiввiдношень

‖f1‖Brp, 1 � 2−(2r1+1− 1
p
)n
∑

s1,s2>0

2(s1+s2)r1

∥∥∥∥A(s1,s2)

(
V2n+2(x− y)

)∥∥∥∥
p

�

� 2−(2r1+1− 1
p
)n

n+3∑
s1=1

n+3∑
s2=1

2(s1+s2)r1

∥∥∥∥A(s1,s2)

(
V2n+2(x− y)

)∥∥∥∥
p

�

� 2−(2r1+1− 1
p
)n

n+3∑
s1=1

n+3∑
s2=1

2(s1+s2)r1

∥∥∥∥A(s1,s2)(x, y)

∥∥∥∥
1

∥∥∥∥V2n+2(x− y)

∥∥∥∥
p

�

� 2−(2r1+1− 1
p
)n · 2(2n+6)r1 · 2(n+2)(1− 1

p
) ≤ C(r1, p).

Тепер, використавши спiввiдношення

τM (V2n+2(x− y))q,1 � 2−n( 1
q
−1),

яке було встановлене в доведеннi теореми 3.2.3 (див.(3.60)), можна записати

τM (f)q,1 � 2−(2r1+1− 1
p
)nτM (V2n+2(x− y))q,1 �

� 2−(2r1+1− 1
p
)n · 2−n( 1

q
−1) = 2−(2r1− 1

p
+ 1
q
)n �M−2r1+ 1

p
− 1
q . (3.67)

Звiдси випливає оцiнка знизу величини τM (Brp, θ)q у випадку 1 ≤ p ≤ q ≤ 2.

При 1 ≤ p < 2 < q ≤ ∞ оцiнка знизу в (3.66) випливає iз (3.67) при q = 2,

якщо взяти до уваги нерiвнiсть ‖ · ‖2 ≤ ‖ · ‖q, q ≥ 2.

Таким чином, на завершення доведення теореми 3.2.5 залишається отримати в

(3.66) оцiнку знизу величини τM (Brp,1)q у випадку, коли 2 ≤ p ≤ q ≤ ∞ i r1 >
1
2 .

Нехай числа M та n пов’язанi нерiвностями 2n−2 < M ≤ 2n−1 i

Rn(t) :=

2n−1∑
k=2n−1

εke
ikt, εk = ±1,
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полiноми Рудiна–Шапiро, для яких ‖Rn‖∞ � 2
n
2 .

Розглянемо функцiю з двома змiнними вигляду

f2(x, y) = C62−(2r1+ 1
2
)nRn(x− y), C6 > 0,

i покажемо спочатку, що при деякому значеннi сталої C6 вона належить класу Brp, 1.
Маємо

‖Rn(x− y)‖Brp, 1 �
∞∑
s1=1

∞∑
s2=1

2(s1+s2)r1

∥∥∥∥A(s1,s2)(Rn(x− y))

∥∥∥∥
p

�

�
n+2∑
s1=1

n+2∑
s2=1

2(s1+s2)r1

∥∥∥∥A(s1,s2)(x, y) ∗Rn(x− y)

∥∥∥∥
∞
�

�
n+2∑
s1=1

n+2∑
s2=1

2(s1+s2)r1‖A(s1,s2)(x; y)‖1 · ‖Rn(x− y)‖∞ �

� 22nr1 · 2
n
2 = 2(2r1+ 1

2
)n.

Звiдси випливає, що функцiя f2 справдi належить класу Brp, 1.
Тепер, беручи до уваги те, що функцiя Rn(x − y) задовольняє умови леми Г3,

згiдно з якою τM (Rn(x− y))2,1 �M
1
2 , маємо

τM (f2(x− y))2,1 � 2−(2r1+ 1
2
)nτM (Rn(x− y))2,1 �

� 2−(2r1+ 1
2
)nM

1
2 �M−2r1− 1

2 ·M
1
2 = M−2r1 ,

а отже τM (Brp,1)q �M−2r1 при 2 ≤ p ≤ q ≤ ∞, r1 >
1
2 .

Оцiнки знизу, а разом з ними i теорема 3.2.5 доведенi. �

На завершення цього пiдроздiлу наведемо точнi за порядком оцiнки величин най-

кращих бiлiнiйних наближень функцiй з двома змiнними, що належать анiзотропним

класам Brp,θ (означення див. у пiдроздiлi 3.5). Тут r = (r1, r2), p = (p1, p2) , а θ —

числовий параметр.

За умов 1 ≤ p1 ≤ q1 ≤ ∞, 1 ≤ p2, q2 ≤ ∞ визначимо число

β(p, q) :=


1
p1
− 1

q1
, 1 ≤ p1 ≤ q1 ≤ 2,

0, 2 ≤ p1 ≤ q1 ≤ ∞,
1
p1
− 1

2 , 1 ≤ p1 < 2 < q1 ≤ ∞

i двовимiрний вектор

r(p, q) :=


(

1
p1
− 1

q1
,
(

1
p2
− 1

q2

)
+

)
, 1 ≤ p1 ≤ q1 ≤ 2,(

1
p1
, 1
p2

)
, 2 ≤ p1 ≤ q1 ≤ ∞, q1 > 2,(

1
p1
,max

{
1
2 ,

1
p2

})
, 1 ≤ p1 < 2 < q1 ≤ ∞.
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Наголосимо, що в наведенiй нижче теоремi векторнi нерiвностi слiд розумiти як не-

рiвностi мiж вiдповiдними їх координатами.

Теорема 3.2.6. Нехай 1 ≤ θ < ∞, 1 ≤ p1 ≤ q1 ≤ ∞, 1 ≤ p2, q2 ≤ ∞. Тодi при

r > r(p, q) справедлива оцiнка

τM (Brp, θ)q �M−r1−r2+β(p,q). (3.68)

Доведення теореми 3.2.6. Оцiнка зверху в (3.68) випливає iз вiдповiдної оцiн-

ки зверху величин τM (Hrp)q, яка встановлена в [143]. Доведення оцiнок знизу для

величин τM (Brp, θ)q аналогiчне доведенню оцiнок знизу в попереднiй теоремi. �

3.3 Бiлiнiйнi наближення на класах Нiкольського–
Бєсова

Спочатку сформулюємо вiдоме твердження, яке використовується в доведеннi основ-

ного результату даного пiдроздiлу. Воно стосується оцiнок колмогоровських попере-

чникiв одного класу тригонометричних полiномiв в просторi L∞(πm).

Для 1 ≤ q ≤ ∞ покладемо

T (Cd(N))q := {f ∈ T (Cd(N)) : ‖f‖q ≤ 1},

де, нагадаємо,

Cd(N) :=
{
k = (k1, · · · , kd) ∈ Zd : |kj | ≤ N, j = 1, d

}
, N = 1, 2, . . . ,

T (Cd(N)) :=
{
f : f(x) =

∑
k∈Cd(N)

cke
i(k,x), ck ∈ C, x = (x1, . . . , xd)

}
Лема Д3 [140]. Нехай n ∈ N. Тодi

dM (T (Cd(2n))2, L∞(πd))�M−
1
2 2

nd
2

(
log
(
1 +

2nd

M

)) 1
2

.

Тепер сформулюємо i доведемо основний результат даного пiдроздiлу.

Теорема 3.3.1. Нехай 1 ≤ θ ≤ ∞. Мають мiсце спiввiдношення

τM (B r
p, θ)q �


M−

r
d
+ 1
p
− 1
q , 1 ≤ p ≤ q ≤ 2, r > 2d(1

p −
1
q ),

M−
r
d , 2 ≤ p ≤ q ≤ ∞, r > d,

M−
r
d , 2 ≤ q ≤ p ≤ ∞, r > 0,

M−
r
d
+ 1
p
− 1

2 , 1 ≤ p < 2 < q ≤ ∞, r > 2d
p .
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Доведення теореми 3.3.1. Доведемо спочатку оцiнки зверху. Зауважимо, що

достатньо, очевидно, встановити потрiбнi оцiнки зверху у випадку θ = ∞, тобто

для величин τM (Hr
p)q.

Отже, нехай задана функцiя f(t), t = (t1, . . . , t2d) ∈ R2d i f ∈ Hr
p. Означимо

полiноми

An(f ; z) := f(t) ∗ (V2n(t)− V2n−1(t)), n = 1, 2, . . . ,

A0(f ; z) = f(t) ∗ V1(t).

Тут z = (z1, . . . , z2d) ∈ R2d i ∗ — операцiя згортки. В силу збiжностi при n → ∞
середнiх Валлє–Пуссена до функцiї f в просторi Lp(π2d), функцiю f ∈ Hr

p можна

подати у виглядi

f(z) =

∞∑
n=0

An(f ; z), z ∈ R2d (3.69)

в сенсi збiжностi ряду в Lp(π2d). Вiдомо також, що для f ∈ Hr
p, 1 ≤ p ≤ ∞ буде

‖An(f ; ·)‖p � 2−rn. (3.70)

Розглянемо випадки: 1 ≤ p = q ≤ 2, r > 0 та 2 ≤ q ≤ p, r > 0. Нехай m ∈ N.
В ролi функцiї, за допомогою якої здiйснюється наближення функцiї f , розглянемо

функцiю

g1(z) = f(·) ∗ V2m−1(·) =

m−1∑
n=0

An(f ; z). (3.71)

Тодi згiдно з означенням ядра V2m−1(t) можна записати

g1(z) = g1(x,y) =
∑

k∈Cd(2m−1)

ck(y)ei(k,x) =

M1∑
j=0

uj(x)vj(y), (3.72)

де x = (z1, . . . , zd), y = (zd+1, . . . , z2d), M1 = (2m+1−1)d � 2md i ck, uj , vj ∈ Lq(πd).
Вiдштовхуючись вiд представлення (3.72), беручи до уваги (3.69)–(3.71), маємо

τM1
(f)q ≤ ‖f − g1‖q =

∥∥∥∥ ∞∑
n=m

An(f ; ·)
∥∥∥∥
q

≤

≤
∞∑
n=m

∥∥∥∥An(f ; ·)
∥∥∥∥
q

�
∞∑
n=m

2−rn � 2−rm �M
− r
d

1 .

Звiдси очевидним чином випливає оцiнка τM (f)q � M−
r
d при M ∈ N, яка тягне

за собою оцiнку зверху величини τM (Br
p, θ)q при r > 0 у випадках 1 ≤ p = q ≤ 2

та 2 ≤ q ≤ p ≤ ∞.
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При встановленнi оцiнок зверху при iнших спiввiдношеннях мiж параметрами p

та q, що охопленi теоремою 3.3.1, за вихiднi беремо спiввiдношення (3.69) i (3.71), з

яких випливає представлення довiльної функцiї f ∈ Lq(π2d), 1 ≤ q ≤ ∞, у виглядi

f(z) = g1(z) +

∞∑
n=m

An(f ; z) (3.73)

при m = 2, 3, . . ..

Тодi, якщо M ∈ N задане число ( M > 2(m+1)d ) i послiдовнiсть {Mn}∞n=2

натуральних чисел така, що M1 +
∞∑
n=m

Mn ≤M , то

τM (f)q ≤
∞∑
n=m

τMn
(An(f ; ·))q. (3.74)

Беручи до уваги спiввiдношення (3.74), за заданою послiдовнiстю {Mn}∞n=2 побуду-

ємо спочатку функцiї

gn(z) = gn(x,y) =

Mn∑
j=1

u
(n)
j (x)v

(n)
j (y), n = 2, 3, . . . (3.75)

з u
(n)
j , v

(n)
j ∈ Lq(πd), j = 1, . . . ,Mn, за допомогою яких вiдбувається належне

наближення в Lq(π2d) функцiї An(f ; ·) з f ∈ Lp(π2d) при 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞.

Для n ≥ 2 подамо полiном An(f ; z) у виглядi

An(f ; z) = 2−2d(n+3)
∑
µ,ν

An(f ;xµ,yν)V2n+1(x− xµ, y − yν),

де

µ = (µ1, . . . , µd), ν = (ν1, . . . , νd),

xµj =
µjπ

2n+2
, µj = 0, 1, . . . , 2n+3 − 1, j = 1, d,

yνj =
νjπ

2n+2
, νj = 0, 1, . . . , 2n+3 − 1, j = 1, d.

Нехай Bn позначає множину, яка складається iз Mn точок (xµ,yν) з найбiль-

шими числами |An(f ;xµ,yν)|. Покладемо

gn(x,y) := 2−2d(n+3)
∑

µ,ν: (xµ,yν)∈Bn

An(f ;xµ,yν)V2n+1(x− xµ,y − yν) (3.76)

Очевидно, функцiї, якi визначенi рiвнiстю (3.76), можна зобразити (так як i функцiї

g1(x,y) ) у виглядi (3.75) i згiдно з оцiнкою, отриманою в [141], можна для будь-якої

функцiї f ∈ Lp(π2d) при 1 ≤ p, q ≤ ∞ i n ≥ 2 записати

‖An(f ; ·)− gn(·)‖q � min{M−βn ; 1}22ndβ‖An(f ; ·)‖p, β =
1

p
− 1

q
. (3.77)
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Тут вважаємо, що M−βn = K > 1, якщо Mn = 0. Доведемо допомiжне твердження

на якому базуються промiжнi оцiнки величин τM (Hr
p).

Лема 3.3.1. Нехай f ∈ T (C2d(2n)), n ∈ N. Тодi

τM (f)∞ �M−12nd log

(
1 +

2nd

M

)
‖f‖2. (3.78)

Доведення леми 3.3.1. Нехай n ∈ N, 2 ≤ M ≤ dimT (Cd(2n)) = (2n+1 + 1)d,

i M := [M2 ], де [c] — цiла частина числа c ∈ R. Оскiльки функцiя f(z) = f(x,y),

x = (z1, . . . , zd), y = (zd+1, . . . , z2d), при будь-якому фiксованому y ∈ Rd належить

множинi T (Cd(2n)), то при довiльних заданих vj ∈ L∞(πd) знайдуться такi функцiї

uj ∈ L∞(πd), j = 1,M , що при кожному y ∈ Rd справджується нерiвнiсть

‖f(·,y)−
M∑
j=1

uj(·)vj(y)‖∞ � dM (T (Cd(2n))2;L∞(πd))‖f(·,y)‖2. (3.79)

Покладемо

ψ(x,y) := f(x,y)−
M∑
j=1

uj(x)vj(y).

Тодi iз (3.79) маємо∥∥∥∥‖ψ(·,y)‖∞
∥∥∥∥

2

� dM (T (Cd(2n))2, L∞(πd))‖f‖2. (3.80)

Нехай ψ(x,y) позначає ортогональну проекцiю функцiї ψ(x,y), як функцiї зi

змiнною y, на T (Cd(2n)).

Тодi

ψ(x,y) = f(x,y)−
M∑
j=1

uj(x)vj(y), (3.81)

де vj — ортогональна проекцiя функцiї vj ∈ L∞(πd) на T (Cd(2n)).

Зрозумiло, що

‖ψ(x, ·)‖2 ≤ ‖ψ(x, ·)‖2. (3.82)

Оскiльки при будь-якому фiксованому x ∈ Rd функцiя ψ(x,y) належить множинi

T (Cd(2n)), то для довiльних uj ∈ L∞(πd), j = M + 1, . . . ,M , знайдуться такi

функцiї vj , j = M + 1, . . . ,M , ( vj ∈ L∞(πd) ), що при кожному x ∈ Rd

‖ψ(x, ·)−
M∑

j=M+1

uj(x)vj(·)‖∞ � dM (T (Cd(2n))2;L∞(πd))‖ψ(x, ·)‖2. (3.83)
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Вiдштовхуючись вiд означення величин τM (f)∞, беручи до уваги (3.81)–(3.83),

маємо

τM (f)∞ ≤
∥∥∥∥‖f(x, ·)−

M∑
j=1

uj(x)vj(·)−
M∑

j=M+1

uj(x)vj(·)‖∞
∥∥∥∥
∞
≤

≤ dM (T (Cd(2n))2;L∞(πd))
∥∥‖ψ(x, ·)‖2

∥∥
∞ ≤

≤ dM (T (Cd(2n))2;L∞(πd))
∥∥‖ψ(·,y)‖∞

∥∥
2
.

Далi, скориставшись оцiнкою (3.80) для другого множника, i застосувавши лему Д3,

отримаємо

τM (f)∞ �
(
dM (T (Cd(2n))2;L∞(πd))

)2

‖f‖2 �M−12nd log

(
1 +

2nd

M

)
‖f‖2.

Лема доведена. �

Перейдемо до встановлення оцiнок зверху в теоремi 3.3.1 для величин τM (Brp, θ)q у
випадку 2 ≤ p ≤ q ≤ ∞, r > d. Очевидно, що шукану оцiнку достатньо встановити

для p = 2 i, згiдно з ранiше зазначеним, для значення θ =∞, тобто для класiв Hr
2.

Отже, нехай f ∈ Hr
2 i m ∈ N. Вiдштовхуючись вiд спiввiдношення (3.74),

покладемо в ньому

M1 = (2m+1 − 1)d,

Mn = [M12−α(n−m)], n ≥ m,

де α > 0 — до поки що довiльне число. Нехай M = C(α)2md, де C(α) > 0 —

достатньо велике. Тодi M0 := M1 +
∞∑
n=m

Mn < M i M0 � 2md. Очевидно, iснує

n0 = n0(α) = [λm] + 1, λ > 1, таке, що Mn ≥ 1 при m ≤ n ≤ n0 i Mn = 0 при

n > n0. Далi, згiдно з лемою 3.3.1

τMn
(An(f ; ·))∞ �M−1

n 2nd log

(
1 +

2nd

Mn

)
‖An(f ; ·)‖2, n ≤ n0,

звiдки, з урахуванням нерiвностi (3.70) i теореми Н3, отримаємо

τMn
(An(f ; ·))∞ �M−1

n 2−n(r−d) log

(
1 +

2nd

Mn

)
i

τM (f)q ≤ τM (f)∞ ≤
∞∑
n=m

τMn
(An(f ; ·))∞ �
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�M−1
1 2−αm

n0∑
n=m

2−n(r−d−α) log

(
1 +

2nd

Mn

)
+

∞∑
n=n0+1

2−n(r−d). (3.84)

Пiдберемо додатне число α так, що б виконувалась нерiвнiсть r − d − α > 0 (це

можливо, бо r > d ). Тодi iз (3.84) знаходимо

τM (f)q �M−1
1 2−αm2−m(r−d−α) + 2−n0(r−d) � 2−mr �M−

r
d ,

звiдки маємо

τM (Brp, θ)q �M−
r
d

при 2 ≤ p ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i r > d.

У випадку 1 ≤ p < q ≤ 2, r > 2d
(

1
p −

1
q

)
iз спiввiдношення (3.74), враховуючи

(3.77), для f ∈ Hr
p при визначених вище n, n0, m i {Mn}∞n=1 отримаємо

τM (f)q ≤
n0∑
n=m

‖An(f ; ·)− gn(·)‖q +

∞∑
n=n0+1

‖An(f ; ·)‖q �

�
n0∑
n=m

M−βn 22ndβ‖An(f ; ·)‖q +

∞∑
n=n0+1

‖An(f ; ·)‖q �

�
n0∑
n=m

M−βn 22ndβ · 2−rn +

∞∑
n=n0+1

22nd( 1
p
− 1
q
)2−rn �

�M−β1 2−αβm
n0∑
n=m

2−n(r−β(2d+α)) +

∞∑
n=n0+1

2
−n
(
r−2d( 1

p
− 1
q
)
)
.

Пiдiбравши таке додатне число α так, що r − β(2d + α) > 0, iз попереднього спiв-

вiдношення знаходимо

τM (f)q �M−β1 2−αβm2−m(r−β(2d+α)) + 2−rm � 2−mr+mdβ �M−
r
d
+ 1
p
− 1
q .

Звiдси маємо

τM (Brp,θ)q �M−
r
d
+ 1
p
− 1
q .

Завершальним пунктом доведення оцiнок зверху в теоремi 3.3.1 є випадок

1 ≤ p < 2 < q ≤ ∞, r > 2d
p . Як i в попередньому випадку, достатньо обмежитись

розглядом лише окремих значень параметрiв θ та q, а саме, θ =∞ i q =∞.

Для оцiнки зверху величин τM (Hr
p)∞ при 1 ≤ p < 2, r > 2d

p вихiдним знову є

спiввiдношення (3.74) зi значеннями m, M , {Mn}∞n=1, розглянутими в попереднiх
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випадках. Нехай f ∈ Hr
p i gn(z) = gn(x,y) — функцiї, визначенi формулою (3.76).

Згiдно з лемою 3.3.1

τMn
(An(f ; ·)− gn(·))∞ �M−1

n 2nd log

(
1 +

2nd

Mn

)
‖An(f ; ·)− gn(·)‖2, (3.85)

а в силу нерiвностi (3.77), з урахуванням (3.70),

‖An(f ; ·)− gn(·)‖2 �M−γn 22ndγ ‖An(f ; ·)‖p �M−γn 22ndγ−nr, (3.86)

де γ = 1
p −

1
2 .

Поєднавши (3.85) та (3.86), маємо

τ2Mn
(An(f ; ·))∞ �M−1−γ

n 2−n(r−2dγ−d) log

(
1 +

2nd

Mn

)
. (3.87)

Так ж оцiнка, очевидно, правильна i для τMn
(An(f ; ·))∞. Беручи до уваги такий

факт, пiдставивши в (3.74) замiсть τM (An(f ; ·))∞ праву частину (3.87), а потiм,

застосувавши теорему Н3, отримаємо

τM (f)∞ �
n0∑
n=m

M1−γ2−n(r−2dγ−d) log

(
1 +

2nd

Mn

)
+

∞∑
n=n0+1

22nd· 1
p2−nr �

�M
− 1

2
− 1
p

1 2−αm( 1
2
+ 1
p
)
n0∑
n=m

2αn( 1
2
+ 1
p
)+nd+2nd( 1

p
− 1

2
)−nr log

(
1 +

2nd

Mn

)
+ 2−n0(r− 2d

p
) �

�M−
1
2
− 1
p2−αm( 1

2
+ 1
p
)
n0∑
n=m

2−n(r− 2d
p
−α( 1

2
+ 1
p
)) log

(
1 +

2nd

Mn

)
+ 2−n0(r− 2d

p
). (3.88)

Пiдiбравши таке додатне число α, щоб r− 2d
p −α(1

2 + 1
p) > 0 (нагадаємо, за умовою

теореми r > 2d
p ) iз (3.88), виводимо

τM (f)∞ �M−
1
2
− 1
p2−αm( 1

2
+ 1
p
)2−m(r− 2d

p
−α( 1

2
+ 1
p
)) + 2−mr �

�M−
1
2
− 1
p2−m(r− 2d

p
) +M−

r
d �M−

r
d
+ 1
p
− 1

2 . (3.89)

Спiввiдношення (3.89) тягне оцiнку

τM (Brp, θ)q �M−
r
d
+ 1
p
− 1

2

при 1 ≤ p < 2 < q ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i r > 2d
p .

Оцiнки зверху в теоремi 3.3.1 встановленi.
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Для доведення вiдповiдних оцiнок знизу пред’явимо екстремальнi функцiї, якi

належать класам Brp, θ, i порядковi оцiнки знизу бiлiнiйних наближень яких збiга-

ються з оцiнками вказаними в теоремi 3.3.1. В пошуку таких функцiй обмежимося

множиною функцiй ϕ(x,y) з 2d змiнними вигляду ϕ(x,y) = f(x− y), де f як

функцiя з d змiнними належить класу Br
p, θ при θ = 1 (i така, що ϕ(x,y) як

функцiя з 2d змiнними належить Brp, 1 ).

Сформулюємо допомiжне твердження.

Лема Ж3 [141]. Нехай n ∈ N i M = 2nd. Тодi для функцiї

g(t) =
∑

k∈Cd(2n+1)

ĝ(k)ei(k,t), t ∈ Rd

такої, що |ĝ(k)| ≤ 1 i |ĝ(k)| = 1 при k ∈ Cd(2n), виконується спiввiдношення

τM (g(x− y))2,1 �M
1
2 .

Нехай n ∈ N i 1 ≤ q1 ≤ 2. Встановимо спочатку оцiнки знизу для величин

τM (V2n(x − y))q1 при M = 2nd , де V2n(x − y) =: ϕ(x,y), x = (x1, . . . , xd),

y = (y1, . . . , yd), а Vm(t), t = (t1, . . . , td), — кратне ядро Валлє–Пуссена. Нехай си-

стеми функцiй {uj(x)}Mj=1 та {vj(y)}Mj=1 такi, що

‖V2n(x− y)−
M∑
j=1

uj(x)vj(y)‖q1,1 ≤ 2τM (V2n(x− y))q1,1. (3.90)

Оскiльки для функцiї Vm

V2n+1 ∗ V2n = V2n (3.91)

i для f ∈ Lq1(πd)

‖V2n+1f‖q1 ≤ 3d‖f‖q1 , 1 ≤ q1 ≤ ∞, (3.92)

то, дiючи на функцiю пiд знаком норми ‖ · ‖q1,1 в лiвiй частинi (3.90) оператором

згортки V 2n+1 (послiдовно як на функцiю по кожнiй iз змiнних x та y ), мо-

жна з урахуванням (3.91) i (3.92) вважати гарантованим виконання наступних умов

(припущень). По-перше, функцiї uj(x) та vj(y) є тригонометричними полiнома-

ми з ”номерами” гармонiк, що належать множинi Cd(2n+2), а, по-друге, згiдно з

(3.90)–(3.92) справджується нерiвнiсть∥∥∥∥V2n(x− y)−
M∑
j=1

uj(x)vj(y)

∥∥∥∥
q1,1

� τM (V2n(x− y))q1,1. (3.93)



183

Таким чином, використавши спочатку теорему Б3, а потiм нерiвнiсть (3.93), можна

записати ∥∥∥∥V2n(x− y)−
M∑
j=1

uj(x)vj(y)

∥∥∥∥
2,1

�

� 2
nd( 1

q1
− 1

2
)

∥∥∥∥V2n(x− y)−
M∑
j=1

uj(x)vj(y)

∥∥∥∥
q1,1

� 2
nd( 1

q1
− 1

2
)
τM (V2n(x− y))q1,1. (3.94)

Далi, враховуючи, що функцiя V2n задовольняє умови леми Ж3, iз (3.94), застосу-

вавши лему Ж3, знаходимо

τM (V2n(x− y))q1 ≥ τM (V2n(x− y))q1,1 �

� 2
−nd( 1

q1
− 1

2
)

∥∥∥∥V2n(x− y)−
M∑
j=1

uj(x)vj(y)

∥∥∥∥
2,1

�

� 2
−nd( 1

q1
− 1

2
)
M

1
2 � 2

−nd( 1
q1
−1)

. (3.95)

Тепер розглянемо функцiю

f1(t) = C12−nd( r
d
+1− 1

p
)V2n(t), t = (t1, . . . , td) ∈ Rd, C1 > 0.

За належного вибору сталої C1 ця функцiя належить класу Brp,1. Справдi, оскiльки

‖V2n‖p � 2nd(1− 1
p
), 1 ≤ p ≤ ∞, то згiдно з (3.4) щодо ‖ · ‖Brp,θ , можна записати

‖V2n‖Brp,1 �
∑
s

2sr‖As(V2n , ·)‖p =

=

n+1∑
s=0

2sr‖As(V2n , ·)‖p � 2(n+1)r2d(n+1)(1− 1
p
) � 2nd( r

d
+1− 1

p
),

а отже iснує така додатна стала C1, що f1 ∈ Brp,1.
Враховуючи (3.95), в пiдсумку маємо

τM (Brp,1)q1 ≥ τM (f1(x− y))q1 � 2−nd( r
d
+1− 1

p
)τM (V2n(x− y))q1 �

� 2−nd( r
d
+1− 1

p
)2
−nd( 1

q1
−1)

= 2
−nd( r

d
− 1
p
+ 1
q1

) �M
− r
d
+ 1
p
− 1
q1 (3.96)

при 1 ≤ p ≤ ∞ i 1 ≤ q1 ≤ 2.

Iз спiввiдношення (3.96) випливає оцiнка

τM (Brp,θ)q �M−
r
d
+ 1
p
− 1
q
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при 1 ≤ θ ≤ ∞, 1 ≤ p ≤ q ≤ 2 i r > 0.

При q1 = 2, 1 ≤ p < 2 iз (3.96) отримаємо τM (Brp,1)2 � M−
r
d
+ 1
p
− 1

2 i поза як,

очевидно, τM (Brp,1)q ≥ τM (Brp,1)2, 2 < q <∞, то оцiнка

τM (Brp,1)q �M−
r
d
+ 1
p
− 1

2

справедлива при 1 ≤ p < 2 < q ≤ ∞.

У ще не розглянутих випадках r > d
2 , 2 ≤ p ≤ q ≤ ∞ та r > 0, 2 ≤ q ≤ p ≤ ∞,

достатньо встановити шуканi оцiнки знизу для величин τM (Brp,θ)q при q = 2.

Нехай M ∈ N задано ( M > 2d ). Пiдберемо натуральне число n, для якого

2nd < M ≤ 2(n+1)d i розглянемо функцiю

f2(t) = C22−nd( r
d
+ 1

2
)Rn(t), t = (t1, . . . , td), C2 > 0,

де

Rn(t) =

d∏
j=1

2n+1−1∑
l=2n

εle
iltj , εl ∈ {−1, 1}, n = 1, 2, . . . ,

полiноми Рудiна–Шапiро. Вiдомо (див., наприклад, [38, c. 155]), що ‖Rn‖∞ � 2
nd
2 .

Оскiльки

‖Rn‖Brp,1 �
∑
s

2sr‖As(Rn; ·)‖p � 2(n+1)r‖Rn‖p �

� 2(n+1)r‖Rn‖∞ � 2nr2
nd
2 = 2nd( r

d
+ 1

2
),

то при належному виборi додатної сталої C2, функцiя f2 ∈ Brp,1.
Далi, згiдно з лемою Ж3 виконується нерiвнiсть τM (Rn(x − y))2,1 � M

1
2 , з якої

випливає

τM (f2)2 � 2−nd( r
d
+ 1

2
)τM (Rn(x− y))2,1 � 2−nd( r

d
+ 1

2
)M

1
2 �M−

r
d
− 1

2M
1
2 = M−

r
d .

З урахуванням приведених вище зауважень наслiдком останнього спiввiдношення є

нерiвнiсть

τM (Brp, θ)q �M−
r
d

при r > 0, 1 ≤ θ ≤ ∞ i 2 ≤ p ≤ q ≤ ∞ та 2 ≤ q ≤ p ≤ ∞.

Теорема 3.3.1 доведена. �
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3.4 Найкращi бiлiнiйнi наближення класiв Brp, θ
3.4.1 Допомiжнi твердження

У цьому пунктi сформульовано результати, встановленi В.М. Темляковим, якi iсто-

тно використовуються у доведеннях теорем даного пiдроздiлу. Вони стосуються оцi-

нок величин τM (f)q1,q2 для функцiй f полiномiального виду. В доведеннях задiянi

також класичнi результати — теорема Лiттлвуда–Пелi про еквiвалентне представле-

ння норми функцiй в просторах Lp(πm) i нерiвнiсть С.М. Нiкольського про спiввiд-

ношення норм полiномiв в просторах Lp(πm) та Lq(πm), p 6= q (див. пункт 3.1.1,

теорему Н3).

Введемо додатковi позначення та означення до тих, якi запровадженi у пунктi

3.1.1.

Нехай G, G1, G2 — деякi скiнченнi множини в Zd. Через T (G, d) позначимо

множину тригонометричних полiномiв t вигляду

t(x) =
∑
k∈G

cke
i(k,x), k = (k1, . . . , kd), x ∈ Rd,

а через T (G1, G2, 2d) — множину тригонометричних полiномiв t вигляду

t(x,y) =
∑
k1∈G1

k2∈G2

ck1,k2ei((k
1,x)+(k2,y)), kj = (kj1, . . . , k

j
d), j = 1, 2, x, y ∈ Rd.

У випадку, коли G = Cd(n) := {k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd : |kj | ≤ n, j = 1, d} замiсть

T (G, d) пишемо T (Cd(n)), а коли

G = P d(N ) := {k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd : |kj | ≤ Nj , j = 1, d},

де N = (N1, . . . , Nd), Nj ∈ Z+, то — T (P d(N )).

Наступнi твердження сформульовано в прийнятих позначеннях.

Теорема Г3 (Лiттлвуда–Пелi, [57, c. 59-65]). Нехай p ∈ (1,∞). Iснують додатнi

сталi c1 та c2 такi, що для будь-якої функцiї f ∈ L0
p(πm) справедливi нерiвностi

c1‖f‖p ≤
∥∥∥∥(∑

s∈Nd
|δs(f, ·)|2

) 1
2
∥∥∥∥
p

≤ c2‖f‖p .

Нижче вважаємо, що M−1 = K > 1, якщо M = 0.
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Лема З3 [140]. Нехай 1 ≤ p ≤ q < ∞ i f ∈ T (P 2d(N )). Тодi для всiх цiлих M

таких, що 0 ≤M ≤ V (N ) :=
∏2d

j=1Nj справедлива нерiвнiсть

τM (f)q � V (N )β min{1,M−β}‖f‖p ,

де β = 1
p −

1
q .

Лема К3 [140]. Нехай e1 i e2 — деякi множини d – вимiрних векторiв коорди-

нати яких є натуральними числами i Ej =
⋃
s∈ej

ρ(s). Тодi при q ∈ (1,∞) для

будь-якої функцiї f(x,y) ∈ T (E1, E2, 2d) i довiльного n ∈ N знайдуться функцiї

u ∈ T (E1, d), v ∈ T (E2, d) такi, що

‖f(x,y)−
n∑
i=1

ui(x)vi(y)‖q � τn(f)q .

Для n ∈ N покладемо Qn =
⋃
|s|1≤n

ρ+(s), де s = (s1, . . . , sd), sj ∈ Z+, j = 1, d,

а ρ+(s) = ρ(s) ∩Nd. Зауважимо, що |Qn| � 2nnd−1.

Лема Л3 [140].Нехай µ, ν ∈ N, f ∈ T (Qµ, Qν , 2d) i M ∈ Z+. Тодi

τM (f)q � min{1,M−1}|Qµ|
1
2 |Qν |

1
2 ‖f‖2, 2 ≤ q <∞, (3.97)

τM (f)∞ � min{1,M−1}|Qµ|
1
2 |Qν |

1
2 (µν)

d−1
2 ×

×
(

log

(
1 +

|Qµ|
M + 1

)
log

(
1 +

|Qν |
M + 1

)) 1
2

‖f‖2 . (3.98)

Лема М3 [140]. Нехай g ∈ T (Qµ, Qν , 2d), µ, ν, d ∈ N. Тодi для M ∈ Z+ при

1 < p < 2 < q <∞

τM (g)q �

min{1,M−
1
2
− 1
p}2

1
p
(µ+ν)(µν)

d−1
p ‖g‖p ,

min{1,M−
2
p}2( 3

2p
− 1

4
)(µ+ν)(µν)

d−1
p ‖g‖p .

(3.99)

При 1 < p < 2, q =∞
τM (f)∞ �

�


min{1,M−

1
2
− 1
p}2

1
p
(µ+ν)(µν)(d−1)( 1

2
+ 1
p)
(
log
(
1 +

|Qµ|
M+1

)
log
(
1 +

|Qν |
M+1

)) 1
2

‖f‖p ,

min{1,M−
2
p}2( 3

2p
− 1

4)(µ+ν)(µν)(d−1)( 1
2
+ 1
p)
(
log
(
1 +

|Qµ|
M+1

)
log
(
1 +

|Qν |
M+1

)) 1
2

‖f‖p .
(3.100)
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3.4.2 Основнi результати

У викладених нижче результатах мiстяться оцiнки зверху величин τM (Brp,θ)q1,q2 для

класiв Brp,θ функцiй 2d змiнних у випадках, коли q1 = q2 = q, а всi координати

вектора r рiвнi, тобто r = (r1, . . . , r1) ∈ R2d
+ , r1 > 0.

Теорема 3.4.1. Нехай 1 ≤ θ <∞. Тодi при r1 >
1
p −

1
q справедливi оцiнки

τM (Brp,θ)q �

M−2r1
(

logd−1M
)2(r1+ 1

θ′ ), p = q =∞ або p = q = 1,

M−2r1+ 1
p
− 1
q

(
logd−1M

)2
(
r1+( 1

q
− 1
θ )+

)
, 1 ≤ p ≤ q ≤ 2,

а при r1 > 1

τM (Br1,θ)q �

M−2r1+ 1
2

(
logd−1M

)2
(
r1+1+(1− 2

θ )+

)
, q =∞,

M−2r1+ 1
2

(
logd−1M

)2r1+(1− 2
θ )+ , 2 ≤ q <∞,

де a+ = max{a, 0} i 1
θ + 1

θ′ = 1.

Доведення теореми 3.4.1. Нехай x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, y = (y1, . . . , yd) ∈ Rd,
s = (s1, . . . , sd), t = (t1, . . . , td), sj , tj ∈ Z+, j = 1, d. Покладемо

As,t(x,y) := 22d
d∏
j=1

(V2sj (xj)− V2sj−1(xj))×
d∏
j=1

(V2tj (yj)− V2tj−1(yj)) = As(x)At(y)

i для f ∈ Lq(π2d)

As,tf(x,y) = (f ∗ As,t)(x,y).

Для кожного n ∈ N (n ≥ d) визначимо функцiї

fn1 (x,y) =
∑
t∈Zd+

∑
|s|1≤n

As,tf(x,y),

fn2 (x,y) =
∑
|t|1≤n

∑
|s|1>n

As,tf(x,y), (3.101)

fn3 (x,y) =
∑
|t|1>n

∑
|s|1>n

As,tf(x,y).

Рiвностi (3.101) слiд розумiти в сенсi збiжностi рядiв до функцiй fnj в Lq(π2d),

а частиннi суми цих рядiв визначаються множинами iндексiв s i t такими, що
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max{sj , tj , j = 1, d} ≤ k, k = n, n+ 1, . . .. У такому випадку, очевидно,

f(x,y) =

3∑
j=1

fnj (x,y), (3.102)

причому функцiї fn1 i fn2 , в свою свою чергу, можуть бути поданi у виглядi

fnj (x,y) =

2d|Qn|∑
i=1

uji (x)vji (y) (3.103)

з деякими функцiями uji , v
j
i ∈ Lq(πd), j = 1, 2.

Для заданого m ∈ N (m ≥ d) нехай M ∈ N таке, що

2d+1|Qm| ≤M < C|Qm|, (3.104)

де C — довiльна фiксована стала, C > 2d+1. Тодi з урахуванням (3.102) i (3.103)

для f ∈ Lq(π2d), 1 ≤ q ≤ ∞ можна записати

τ2M (f)q ≤ τM (fm3 )q. (3.105)

Отже, згiдно з (3.105) оцiнка зверху величини τM (f)q зводиться до оцiнки τM (fm3 )q

з m i M , що пов’язанi спiввiдношенням (3.104).

Для f ∈ Brp,θ розглянемо спочатку випадки p = q = 1 та p = q = ∞. Через

Π(m) позначимо множину таких пар (s, t) векторiв s = (s1, . . . , sd) i t = (t1, . . . , td),

sj , tj ∈ Z+, j = 1, d, що |s|1 > m i |t|1 > m. Тодi, виходячи iз (3.105), в силу

нерiвностi Мiнковського (3.3) маємо

τ2M (f)q ≤ τM (fm3 )q ≤
∥∥∥∥ ∑

(s,t)∈Π(m)

As,tf
∥∥∥∥
q

≤
∑

(s,t)∈Π(m)

‖As,tf‖q =

=
∑

(s,t)∈Π(m)

2r1(|s|1+|t|1) ‖As,tf‖q2−r1(|s|1+|t|1) =: J1. (3.106)

Оцiнку величини J1 проведемо для двох випадкiв: θ ∈ (1,∞) i θ = 1.

Отже, якщо θ ∈ (1,∞), то на пiдставi нерiвностi Гельдера (3.2), враховуючи

(3.42), можна записати

J1 �
( ∑

(s,t)∈Π(m)

2r1θ(|s|1+|t|1)‖As,tf‖θq
) 1

θ
( ∑

(s,t)∈Π(m)

2−r1θ
′(|s|1+|t|1)

) 1
θ′

�
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� ‖f‖Brp,θ

( ∑
(s,t)∈Π(m)

2−r1θ
′(|s|1+|t|1)

) 1
θ′

. (3.107)

Оскiльки для l = (l1, . . . , ld) ∈ Nd i α > 0∑
|l|1>m

2−α|l|1 �
∞∑

j=m+1

2−αjjd−1 � 2−αmmd−1, (3.108)

то iз (3.107), враховуючи (3.104), маємо

J1 � 2−2r1mm
2(d−1)

θ′ �M−2r1(logd−1M)2(r1+ 1
θ′ ). (3.109)

Поєднавши (3.109) та (3.106), отримаємо

τM (f)q �M−2r1(logd−1M)2(r1+ 1
θ′ ).

У випадку θ = 1 маємо

J1 ≤ 2−2r1m
∑

(s,t)∈Π(m)

2r1θ(|s|1+|t|1)‖As,tf‖q �

� 2−2r1m‖f‖Brp,1 � 2−2r1m �M−2r1(logd−1M)2r1

i, як наслiдок (3.106),

τ2M (f)q �M−2r1(logd−1M)2r1 .

Очевидно, така ж за порядком оцiнка справедлива i для τM (f)q .

При встановленнi оцiнки зверху величин τM (Brp,θ)q у випадку 1 ≤ p ≤ q ≤ 2,

q 6= 1 вихiдним знову є спiввiдношення (3.105).

Отже, нехай f ∈ Brp,θ, числа M i m, як i ранiше, пов’язанi нерiвностями (3.104),

а s i t — d – вимiрнi вектори з цiлими невiд’ємними координатами.

Визначимо числа

Ms,t = [C2m+α(2m−|s|1−|t|1)m1−d],

де [ a ] — цiла частина числа a ∈ R, а α i C додатнi сталi, значення яких

уточнюються згодом. Тодi, згiдно з (3.108) маємо∑
(s,t)∈Π(m)

Ms,t ≤ C
∑

(s,t)∈Π(m)

2m+α(2m−|s|1−|t|1)m1−d =

= C2m+2αmm1−d
∑

(s,t)∈Π(m)

2−α(|s|1+|t|1) � 2mmd−1 �M,
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а при певному значеннi сталої C ∑
(s,t)∈Π(m)

Ms,t ≤M. (3.110)

Тому, скориставшись одним простим наслiдком теореми Лiттлвуда–Пелi, а саме, не-

рiвнiстю

‖g‖q �
(∑
s∈Zd+

‖δs(g, ·)‖q
∗

q

) 1
q∗

, (3.111)

g ∈ L0
q(πm), q∗ := min{q, 2}, з урахуванням зауваження у [207, c. 100], застосувавши

лему К3, можна записати

τ qM (fm3 )q �
∑

(s,t)∈Π(m)

τ qMs,t
(As,tf)q . (3.112)

Але, оскiльки в силу леми З3

τMs,t
(As,tf)q �M−βs,t 2β(|s|1+|t|1)‖As,tf‖p ,

(тут i в подальшому β = 1
p −

1
q ), то з (3.112) випливає нерiвнiсть

τ qM (fm3 )q �
∑

(s,t)∈Π(m)

M−βqs,t 2βq(|s|1+|t|1)‖As,tf‖qp := Jq2 . (3.113)

Оцiнку величини J2 проведемо для двох випадкiв: θ ∈ [1, q] i θ ∈ (q,∞). Якщо

θ ∈ [1, q], то враховуючи нерiвнiсть( ∞∑
k=1

|ak|ν2

) 1
ν2

≤
( ∞∑

k=1

|ak|ν1

) 1
ν1

, 1 ≤ ν1 < ν2 <∞, (3.114)

яка справджується для довiльної послiдовностi (ak)k∈N [57, c. 43], маємо

J2 ≤
( ∑

(s,t)∈Π(m)

M−βθs,t 2βθ(|s|1+|t|1)‖As,tf‖θp
) 1

θ

�

�
( ∑

(s,t)∈Π(m)

2r1θ(|s|1+|t|1)‖As,tf‖θp2−(r1−β)θ(|s|1+|t|1)M−βθs,t

) 1
θ

=

�
( ∑

(s,t)∈Π(m)

2r1θ(|s|1+|t|1)‖As,tf‖θp2−mβθ−αβθ(2m−|s|1−|t|1)m(d−1)θβ

) 1
θ

=
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= 2−mβ−2αmβm(d−1)β

( ∑
(s,t)∈Π(m)

2r1θ(|s|1+|t|1)‖As,tf‖θp2−(r1+β−αβ)(|s|1+|t|1)θ

) 1
θ

:= J3.

(3.115)

Далi, враховуючи, що за умов теореми у випадку, що розглядається, маємо r1 > β,

то пiдiбравши додатне число α у визначеннi чисел Ms,t так, щоб виконувалася

нерiвнiсть r1 − β − αβ > 0, можна записати

J3 ≤ 2−mβ−2αmβm(d−1)β2−(r1−β−αβ)2m

( ∑
(s,t)∈Π(m)

2r1θ(|s|1+|t|1)‖As,tf‖θp
) 1

θ

�

� 2−2mr1+βmm(d−1)β‖f‖Brp,θ � 2−m(2r1−β)m(d−1)β �

�M−2r1+β(logd−1M)2r1 . (3.116)

Поєднавши спiввiдношення (3.105) iз (3.113), (3.115) та (3.116), отримаємо

τ2M (f)q �M−2r1+β(logd−1M)2r1 (3.117)

i така ж оцiнка справедлива для τM (f)q .

Нехай тепер θ ∈ (q,∞). Тодi, використавши нерiвнiсть Гельдера (3.2) з показни-

ком γ = θ
q , маємо

J2 ≤
( ∑

(s,t)∈Π(m)

2r1θ(|s|1+|t|1)‖As,tf‖θp
) 1

θ

×

×
( ∑

(s,t)∈Π(m)

(
2−r1q(|s|1+|t|1)M−βqs,t 2βq(|s|1+|t|1)

) θ
θ−q
) 1

q
− 1
θ

�

� ‖f‖Brp,θ

( ∑
(s,t)∈Π(m)

(
2−r1q(|s|1+|t|1)2−βmq×

×2−αβq(2m−|s|1−|t|1)2βq(|s|1+|t|1)m(d−1)βq

) θ
θ−q
) 1

q
− 1
θ

�

� 2−βm−2mαβm(d−1)β

( ∑
(s,t)∈Π(m)

2−(|s|1+|t|1)(r1−αβ−β) θq
θ−q

) 1
q
− 1
θ

�

� 2−βm−2mαβm(d−1)β2−2m(r1−αβ−β)m2(d−1)( 1
q
− 1
θ ) =
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= 2−2mr1+mβm(d−1)(β+ 2
q
− 2
θ ) �M−2r1+β(logd−1M)2(r1+ 1

q
− 1
θ ). (3.118)

Поєднавши (3.105) з (3.113), (3.115) та (3.118), отримаємо

τ2M (f)q �M−2r1+β(logd−1M)2(r1+ 1
q
− 1
θ ) (3.119)

i така ж оцiнка, очевидно, справедлива для τM (f)q .

Iз спiввiдношень (3.117) та (3.119), з урахуванням зроблених опiсля них висновкiв,

випливає

τM (Brp,θ)q �M−2r1+β(logd−1M)
2
(
r1+( 1

q
− 1
θ )+

)
(3.120)

у випадку 1 ≤ p ≤ q ≤ 2, q 6= 1, 1 ≤ θ <∞.

Перейдемо до встановлення оцiнок величин τM (Br1,θ)q при 2 ≤ q ≤ ∞ i зазначи-

мо, загальна схема мiркувань в доведеннi схожа на ту, що застосована в попереднiх

випадках.

Нехай спочатку q ∈ [ 2,∞ ). Для m ∈ N подамо функцiю fm3 в розкладi (3.102)

функцiї f ∈ Br1,θ у виглядi

fm3 (x,y) =
∑

(µ,ν)∈G(m)

fµ,ν(x,y), (3.121)

де для натуральних чисел µ та ν G(m) := {(µ, ν) : µ > m, ν > m},

fµ,ν(x,y) =
∑

s∈θµ,t∈θν

As,tf(x,y), (3.122)

а θk := {s = (s1, . . . , sd) ∈ Zd : |s|1 = k}, k ∈ N.
Далi, для числа M , що задовольняє нерiвнiсть (3.104), покладемо

M(µ,ν) = [M2−α(2m−µ−ν)−1] (3.123)

(значення додатного числа α визначається згодом) i зауважимо, що∑
(µ,ν)∈G(m)

M(µ,ν) ≤ 1 +M
∑
µ≥m
ν≥m

2α(2m−µ−ν)−1 ≤M. (3.124)

Тодi iз (3.105), врахувавши (3.124), маємо

τ2M (f)q ≤
∑

(µ,ν)∈G(m)

τM(µ,ν)
(fµ,ν)q (3.125)
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i вихiдна задача зводиться до належної оцiнки величин τM(µ,ν)
(fµ,ν)q, до якої, в свою

чергу, залучається (в якостi промiжної) оцiнка величин τM(µ,ν)
(fµ,ν)2, тобто та, що

стосується випадку q = 2.

Спочатку стверджуємо, що

τM(µ,ν)
(fµ,ν)2 � τM(µ,ν)

(Bρ1,θ)22−ρ1(µ+ν), (3.126)

де ρ = (ρ1, . . . , ρd), ρi = ri
2 , i = 1, d. Справдi, (3.126) є наслiдком ланцюжка

спiввiдношень

‖fµ,ν‖Bρ1,θ �
( ∑
s∈θµ,t∈θν

2ρ1θ(|s|1+|t|1)‖As,tfµ,ν‖θ1
) 1

θ

=

=

( ∑
s∈θµ,t∈θν

2r1θ(|s|1+|t|1)‖As,tfµ,ν‖θ12(ρ1−r1)θ(|s|1+|t|1)

) 1
θ

=

= 2(ρ1−r1)(µ+ν)

( ∑
s∈θµ,t∈θν

2r1θ(|s|1+|t|1)‖As,tfµ,ν‖θ1
) 1

θ

�

� 2(ρ1−r1)(µ+ν)‖fµ,ν‖Br1,θ = 2−
r1
2

(µ+ν)‖fµ,ν‖Br1,θ ,

а також найпростiших властивостей величин τM(µ,ν)
(·)2.

З iншого боку, узгоджено з розглянутим вище випадком 1 < q ≤ 2, можна

записати

τM(µ,ν)
(Bρ1,θ)2 �M

−ρ1+ 1
2

(µ,ν)
(logd−1M)

2ρ1+(1− 2
θ )+ .

Поєднавши це спiввiдношення з (3.126), враховуючи також, що ρ1 = r1

2 , виводимо

нерiвнiсть

τM(µ,ν)
(fµ,ν)2 � 2−

r1
2

(µ+ν)M
−r1+ 1

2

(µ,ν)
(logd−1Mµ,ν)

r1+(1− 2
θ )+ . (3.127)

Тепер, для оцiнки величин τM(µ,ν)
(fµ,ν)q при 2 < q < ∞ , скористаємося спочатку

спiввiдношенням (3.46) iз леми М3, потiм ‖fµ,ν‖2 оцiнюємо зверху у вiдповiдностi з

лемою К3 i, накiнець, застосовуємо оцiнку (3.127). Дiючи за такою схемою, маємо

τM(µ,ν)
(fµ,ν)q �M−1

(µ,ν)
2

1
2
(µ+ν)(µν)

d−1
2 τM(µ,ν)

(fµ,ν)2 �

�M
−r1− 1

2

(µ,ν)
2( 1

2
− r1

2 )(µ+ν)(µν)
d−1

2 (logd−1Mµ,ν)(
r1− 2

θ )+ . (3.128)
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Поєднавши (3.128) та (3.125), з урахуванням значень чисел M(µ,ν) отримаємо

τ2M (f)q ≤
∑

(µ,ν)∈G(m)

M
−r1− 1

2

(µ,ν)
2( 1

2
− r1

2 )(µ+ν)(µν)
d−1

2 (logd−1M(µ,ν))
(r1− 2

θ )+ �

�M−r1− 1
2 (logd−1M)

r1+(1− 2
θ )+

∑
(µ,ν)∈G(m)

2−(r1+ 1
2)α(2m−µ−ν)2

1
2
(µ+ν)(1−r1)(µν)

d−1
2 =

= M−r1− 1
2 (logd−1M)

r1+(1− 2
θ )+2−(2r1+1)αm

∑
(µ,ν)∈G(m)

2(r1α+α
2

+ 1
2
− r1

2 )(µ+ν)(µν)
d−1

2 .

(3.129)

Тепер, пiдiбравши α так, щоб виконувалась нерiвнiсть r1α+ α
2 + 1

2 −
r1

2 > 0, тобто

α > r1−1
2r1+2 , iз (3.129) знаходимо

τ2M (f)q �M−r1− 1
2 (logd−1M)

r1+(1− 2
θ )+2m(1−r1)md−1 �

�M−r1− 1
2 (logd−1M)

r1+(1− 2
θ )+M1−r1(logd−1M)r1−1 logd−1M =

= M−2r1+ 1
2 (logd−1M)

2r1+(1− 2
θ )+ (3.130)

i така ж оцiнка справедлива (беручи до уваги (3.127)) при 2 ≤ q < ∞ також i

для τM (f)q. Для доведення (3.130) у випадку q =∞ достатньо поновити попере-

днi викладки, використавши тiльки в якостi промiжної оцiнки спiввiдношення (3.98)

замiсть (3.97).

Теорема 3.4.1 доведена. �

3.5 Найкращi бiлiнiйнi наближення на класах Brp,θ
та сингулярнi числа iнтегральних операторiв

3.5.1 Означення та позначення

Нехай Rm — m – вимiрний евклiдiв простiр i (x,y) = x1 y1 + . . . + xm ym для

x = (x1, . . . , xm), y = (y1, . . . , ym) iз Rm; при p = (p1, . . . , pm) через Lp(πm),

πm =
m∏
j=1

[ 0; 2π ) позначимо множину функцiй f : Rm → R, 2π – перiодичних за

кожною iз m змiнних, зi скiнченими нормами

‖f‖p :=

(
(2π)−1 ×

2π∫
0

(
· · · (2π)−1

2π∫
0

((2π)−1

2π∫
0

|f(z1)|p1 dz1

) p2
p1

dz2 · · ·
) pm

pm−1

dzm

) 1
pm
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при 1 ≤ pj <∞, j = 1,m i

‖f‖∞ := ess sup
z∈Rm

|f(z)|

при pj =∞, j = 1,m. Зауважимо, що у випадку p1 = p2 = . . . = pm = p простiр

Lp(πm) збiгається з простором Лебега Lp(πm) iз стандартною нормою ‖ · ‖p i

‖f‖p ≡ ‖f‖p.
Наступнi позначення та означення, аналогiчнi до тих, якi запровадженi при роз-

глядi функцiй з просторiв Lp(πm), а деякi з попереднiх пiдроздiлiв, що не пов’язанi

з простором Lp(πm), для зручностi дублюються i в цьому пiдроздiлi.

Отже, в подальшому розглядаються функцiї f ∈ Lp(πm), що пiдпорядкованi

умовi ∫ 2π

0

f(z)dzj = 0, j = 1,m,

Множину таких функцiй позначимо через L0
p(πm).

Нехай Vl(u), u ∈ R — ядро Валлє–Пуссена порядку 2l вигляду

Vl(u) = 1 + 2

l∑
k=1

cos ku+ 2

2l−1∑
k=l+1

(1− k − l
l

) cos ku

(при l = 1 другу суму покладаємо рiвною нулю).

Вектору s = (s1, . . . , sm), sj ∈ N, j = 1,m, поставимо у вiдповiднiсть полiном

As(z) =

m∏
j=1

(V2sj (zj)− V2sj−1(zj))

i для f ∈ L0
p(πm), 1 ≤ p ≤∞, покладемо

As(f, z) = (f ∗ As)(z),

де, нагадаємо, ∗ — операцiя згортки. Тут, i до кiнця цього роздiлу, для векторiв a =

(a1, . . . , am) та b = (b1, . . . , bm) нерiвностi типу a ≤ b слiд розумiти як вiдповiднi

нерiвностi мiж їх координатами, тобто ai ≤ bi, i = 1,m.

Кажемо, що функцiя f ∈ L0
p(πm), p = (p1, . . . , pm), 1 ≤ pj ≤ ∞, j = 1,m

належить класу Brp,θ з r = (r1, . . . , rm), rj > 0 i 1 ≤ θ <∞, якщо виконується

нерiвнiсть ( ∑
s∈Nm

2(s,r)θ ‖As(f, z)‖θp

) 1
θ

≤ 1.
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У випадку 1 < p < ∞ можна дати еквiвалентне означення класiв Brp,θ, замi-
нивши ”блоки” As(f, ·) на iншi. З цiєю метою, для векторiв k = (k1, . . . , km) та

s = (s1, . . . , sm), kj ∈ Z, sj ∈ N, j = 1,m, покладемо

ρ(s) = {k = (k1, . . . , km) : 2sj−1 ≤ |kj | < 2sj , j = 1,m}

i для f ∈ L0
p(πm) позначимо

δs(f, z) :=
∑
k∈ρ(s)

f̂(k)ei(k,z),

де f̂(k) = (2π)−m
∫
πm

f(t)e−i(k,t)dt — коефiцiєнти Фур’є функцiї f .

Тодi, належнiсть функцiї f ∈ L0
p(πm), 1 < p < ∞ класу Brp,θ, рiвносильна

виконанню нерiвностi ( ∑
s∈Nm

2(s,r)θ ‖δs(f, z)‖θp

) 1
θ

≤ C,

з деякою абсолютною сталою C.

Бiльш детальну iнформацiю щодо класiв Brp,θ, а також iсторiю дослiджень, по-

в’язаних з ними, можна знайти в монографiях [1, 8, 57, 104].

Визначимо величини, до дослiдження яких ми вдаємося в цьому пiдроздiлi, i дамо

коротку iсторичну довiдку щодо них.

Нехай d ≥ 1 — натуральне число, q = (q1, . . . , q2d), 1 ≤ qj ≤ ∞, j = 1, 2d i

q(1) = (q1, . . . , qd), q(2) = (qd+1, . . . , q2d).

Для функцiї f ∈ L0
q(π2d) з 2d змiнними (x,y), x ∈ Rd, y ∈ Rd та M ∈ N

величина

τM (f)q = inf
ui,vi
‖f(x,y)−

M∑
i=1

ui(x)vi(y)‖q, (3.131)

де ui ∈ Lq(1)(πd), vi ∈ Lq(2)(πd), i = 1,M, називається найкращим бiлiнiйним

наближенням порядку M функцiї f в просторi Lq(π2d).

При M = 0 покладаємо τM (f)q = ‖f‖q.
Для множини функцiй F ⊂ L0

q(π2d) величину τM (F )q визначимо формулою

τM (F )q := sup
f∈F

τM (f)q, (3.132)

У випадку qj = q, j = 1, 2d пишемо τM (·)q замiсть τM (·)q.
Як вже зазначалося на початку даного роздiлу, ймовiрно перший результат, що

стосується найкращих бiлiнiйних наближень був отриманий Е. Шмiдтом [197], ще
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в 1907 роцi. Було з’ясовано, що наближення функцiй f(x, y) з двома змiнними,

визначених на квадратi [ 0; 1 ]2 = [ 0; 1 ] × [ 0; 1 ], бiлiнiйними формами в просторi

L2([ 0; 1 ]2) тiсно пов’язано з властивостями iнтегральних операторiв

(Jf g)(y) =

1∫
0

f(x, y)g(x)dx (3.133)

з ядром f(x, y).

Зокрема, Е. Шмiдтом була встановлена рiвнiсть (3.51), яка свiдчить про зв’язок

мiж величинами τM (f)2 для функцiї f i сингулярними числами sj(Jf ) оператора

Jf . На основi такого зв’язку в [197] одержанi оцiнки сингулярних чисел певних iн-

тегральних операторiв. Схожi дослiдження знайшли продовження в роботах [14, 15,

59, 165, 200].

3.5.2 Допомiжнi твердження

Сформулюємо декiлька вiдомих тверджень, що використовуються в доведеннi ре-

зультатiв даного пiдроздiлу.

Насамперед сформулюємо згаданий вище результат Е. Шмiдта в дещо модифiко-

ваному виглядi, i адаптованому до ситуацiї, яку ми маємо.

Теорема Д3 [135, с. 10]) Нехай функцiя f(x, y) ∈ L2(π2d), x, y ∈ Rd i Jf

вiдповiдний їй iнтегральний оператор вигляду (3.133) з iнтегруванням по πd. Тодi

τM (f)2 =

( ∞∑
m=M+1

s2
m(Jf )

) 1
2

.

Важливу роль в подальшому викладi вiдiграє узагальнена (на випадок ”вектор-

них” норм) теорема Лiттлвуда–Пелi.

Теорема Ж3 [8, с. 238] Нехай задано p = (p1, . . . , pm), 1 < p <∞. Iснують такi

додатнi сталi C1(p) та C2(p), що для кожної функцiї f ∈ L0
p(πm) справедливi

нерiвностi

C1(p)‖f‖p ≤
∥∥∥∥(∑

s

|δs(f)|2
) 1

2
∥∥∥∥
p

≤ C2(p)‖f‖p.
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Для множин E1 ⊂ Rd i E2 ⊂ Rd через T (E1, E2, 2d) позначимо множину

тригонометричних полiномiв t вигляду

t(x,y) =
∑
k∈E1

l∈E2

t̂(k, l)ei((k,x)+(l,y)).

Нехай n ∈ N i

Qn =
⋃
‖s‖1=n

ρ+(s),

де ρ+(s) = {k = (k1, . . . , kd) : 2sj−1 ≤ kj < 2sj , j = 1, d} для s = (s1, . . . , sd) ∈ Nd

i ‖s‖1 := ‖s‖ld1 = s1 + . . .+ sd. Зауважимо, що |Qn| � 2nnd−1, де, нагадаємо, через

|Λ| позначається число точок скiнченної множини Λ ⊂ Zd.
В таких позначеннях має мiсце твердження.

Лема Н3 [140]. Нехай µ, ν ∈ N, f ∈ T (Qµ, Qν , 2d) i M ∈ Z+. Тодi при 2 ≤ q <∞
справедлива оцiнка

τM (f)q ≤ C(d) min{1, M−1} |Qµ|
1
2 |Qν |

1
2‖f‖2.

Тут вважаємо, що M−1 = K > 1 , якщо M = 0.

3.5.3 Найкращi бiлiнiйнi наближення

В цьому пунктi встановленi порядковi по параметру M значення величин τM (F )q

для класу F = Brp,θ при певних значеннях параметра θ i деяких спiввiдношеннях

мiж векторами p = (p1, . . . , p2d), q = (q1, . . . , q2d) i r = (r1, . . . , r2d). При цьому

вихiдною умовою щодо вектора r є умова, що його компоненти приймають значення

rj = ρ1, rd+j = ρ2, j = 1, d i в такому випадку клас Brp,θ позначаємо Bρ1, ρ2

p,θ .

Справедливе твердження.

Теорема 3.5.1. Нехай 2 ≤ p ≤∞, 2 ≤ q <∞ i 2 ≤ θ < ∞. Тодi при ρi >
1
2

(ρi > 0 при p ≥ q), i = 1, 2 для класу Bρ1, ρ2

p,θ функцiй з 2d змiнними має мiсце

спiввiдношення

τM (Bρ1, ρ2

p,θ )q �M−ρ1−ρ2 (logd−1M)(ρ1+ρ2+1− 2
θ
). (3.134)

Доведення теореми 3.5.1. Отримаємо оцiнку зверху величини τM (Bρ1, ρ2

p,θ )q при

p < q, яку достатньо, очевидно, встановити для p = 2 i q = (q1, . . . , q2d) з qj = q > 2,

j = 1, d. При цьому вiзьмемо до уваги також той факт, що множина Bρ1, ρ2

p,θ ⊂ Lq(π2d)

належить замиканню в Lq(π2d) множини всiх тригонометричних полiномiв.
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Отже, для заданого достатньо великого M виберемо m ∈ N iз спiввiдношення

2d+1|Qm| ≤M < C|Qm|, (3.135)

де C — довiльна фiксована стала, C > 2d+1. Для µ, ν ∈ N покладемо

M(µ,ν) = [C1(α)M 2α(2m−µ−ν) ], (3.136)

C1(α) = (1− 2−α)2, а додатне число α буде уточнене нижче; через [a] позначено цiлу

частину числа a ∈ R. Запроваджуючи позначення G(m) := {(µ, ν) : µ > m, ν > m},
зауважимо, що для чисел M(µ,ν) i M має мiсце спiввiдношення

∑
(µ,ν)∈G(m)

M(µ,ν) ≤ C1(α)M
∑

(µ,ν)∈G(m)

2α(2m−µ−ν) ≤ C1(α)M

∞∑
k=1

k2−α(k−1) ≤M.

(3.137)

Зазначимо також про такий факт. Вiдштовхуючись вiд означення чисел M(µ,ν), мо-

жна стверджувати iснування такого λ = λ(α) > 1, що поклавши m0 = [2λm]

i

G+ = G(m) ∩ {(µ, ν) : µ+ ν ≤ m0}, G0 = G(m) ∩ {(µ, ν) : µ+ ν > m0},

буде

M(µ,ν) ≥ 1, якщо (µ, ν) ∈ G+ (3.138)

i

M(µ,ν) = 0, якщо (µ, ν) ∈ G0. (3.139)

Далi, для векторiв s = (s1, . . . , sd), t = (t1, . . . , td), sj , tj ∈ Z+, j = 1, d та

функцiї f ∈ Lq(π2d) покладемо

δs,t(f,x,y) =
∑
k∈ρ(s)

l∈ρ(t)

f̂(k, l)ei((k,x)+(l,y))

i для натуральних чисел n визначимо такi трiйки функцiй

fn1 (x,y) =
∑
t∈Zd+

∑
‖s‖1≤n

δs,t(f,x,y),

fn2 (x,y) =
∑
‖t‖1≤n

∑
‖s‖1>n

δs,t(f,x,y),

fn3 (x,y) =
∑
‖t‖1>n

∑
‖s‖1>n

δs,t(f,x,y).
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Цiлком зрозумiло, що функцiї fnj (x,y), j = 1, 2 можна подати у виглядi

fnj (x,y) =

2d|Qn|∑
i=1

uji (x)vji (y). (3.140)

з деякими uji , v
j
i ∈ Lq(πd), j = 1, 2. I таким чином, взявши до уваги (3.135) та

(3.140), можна записати

τ2M (f)q ≤ τM (fm3 )q. (3.141)

Спiввiдношення (3.141) є вiдправним на шляху встановлення оцiнок зверху для ве-

личин τM (Bρ1, ρ2

p,θ )q.

З метою компактностi записiв позначимо через Π(µ, ν) множину таких пар (s, t)

векторiв s = (s1, . . . , sd) та t = (t1, . . . , td), sj , tj ∈ Z+, j = 1, d, що ‖s‖1 = µ i

‖t‖1 = ν. Покладемо

fµ,ν(x,y) :=
∑

(s,t)∈Π(µ,ν)

δs,t(f,x,y).

Тодi iз (3.141), враховуючи спiввiдношення (3.135), (3.137) та (3.140), маємо

τ2M (f)q ≤
∑

(µ,ν)∈G(m)

τM(µ,ν)
(fµ,ν)q. (3.142)

Для продовження оцiнки правої частини (3.142) потрiбна оцiнка величини ‖fµ,ν‖2,
яку спочатку подамо у виглядi

‖fµ,ν‖2 =

∥∥∥∥ ∑
(s,t)∈Π(µ,ν)

δs,t(f,x,y)

∥∥∥∥
2

=

( ∑
(s,t)∈Π(µ,ν)

‖δs,t(f,x,y)‖22

) 1
2

=

=

( ∑
(s,t)∈Π(µ,ν)

22(ρ1‖s‖1+ρ2‖t‖1) ‖δs,t(f,x,y)‖22 2−2(ρ1‖s‖1+ρ2‖t‖1)

) 1
2

.

Застосувавши нерiвнiсть Гельдера (3.2) з показником θ
2 , та взявши до уваги спiв-

вiдношення ∑
‖l‖1=n

2−β‖l‖1 � 2−βn n d−1, β > 0,

де l = (l1, . . . , ld), можна записати

‖fµ,ν‖2 �
( ∑

(s,t)∈Π(µ,ν)

2(ρ1‖s‖1+ρ2‖t‖1)θ ‖δs,t(f,x,y)‖θ2

) 1
θ

×
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×
( ∑

(s,t)∈Π(µ,ν)

2−(ρ1‖s‖1+ρ2‖t‖1) 2θ
θ−2

) 1
2
− 1
θ

� ‖f‖Bρ1,ρ22,θ
2−ρ1µ−ρ2ν (µ ν)(d−1)( 1

2
− 1
θ
) �

� 2−ρ1µ−ρ2ν (µ ν)(d−1)( 1
2
− 1
θ
).

Тепер, застосувавши лему Н3 до оцiнки величини τM(µ,ν)
(fµ,ν)q, маємо

τM(µ,ν)
(fµ,ν)q � min{1, M−1

(µ,ν)
} 2

1
2
(µ+ν) (µ ν)

d−1
2 ‖fµ,ν‖2 �

� min{1, M−1
(µ,ν)
} 2

1
2
(µ+ν) (µ ν)

d−1
2 2−ρ1µ−ρ2ν (µ ν)(d−1)( 1

2
− 1
θ
) =

= min{1, M−1
(µ,ν)
} 2−(ρ1− 1

2
)µ 2−(ρ2− 1

2
)ν (µ ν)(d−1)(1− 1

θ
). (3.143)

Далi, iз (3.142), скориставшись оцiнкою (3.143), враховуючи при цьому спiввiдноше-

ння (3.138) та (3.139), що стосуються чисел M(µ,ν), отримаємо

τ2M (f)q �
∑

(µ,ν)∈G+

M−1
(µ,ν)

2−(ρ1− 1
2
)µ 2−(ρ2− 1

2
)ν (µ ν)(d−1)(1− 1

θ
)+

+
∑

(µ,ν)∈G0

2−(ρ1− 1
2
)µ 2−(ρ2− 1

2
)ν (µ ν)(d−1)(1− 1

θ
) �

�M−1 2−2αm
∑

(µ,ν)∈G+

2−(ρ1− 1
2
−α)µ 2−(ρ2− 1

2
−α)ν (µ ν)(d−1)(1− 1

θ
)+

+
∑

(µ,ν)∈G0

2−(ρ1− 1
2
)µ 2−(ρ2− 1

2
)ν (µ ν)(d−1)(1− 1

θ
) =: S1 + S2. (3.144)

Доповнимо спiввiдношення (3.144) оцiнками доданкiв S1 та S2. Вибравши додатне

число α так, щоб виконувались нерiвностi ρ1 − 1
2 − α > 0 та ρ2 − 1

2 − α > 0 (це

можливо, бо згiдно з умовою теореми ρ1 >
1
2 i ρ2 >

1
2 ), маємо

S1 �M−1 2−(ρ1− 1
2
)m 2−(ρ2− 1

2
)mm2(d−1)(1− 1

θ
) �

� 2−(ρ1+ρ2)mm2(d−1)( 1
2
− 1
θ
) �M−ρ1−ρ2(logd−1M)ρ1+ρ2+1− 2

θ .

Далi, вважаючи з метою однозначного трактування мiркувань, що ρ1 < ρ2, а також

враховуючи, що λ > 1, знаходимо оцiнку доданку S2:

S2 � 2−(ρ1− 1
2
)(2λ−1)m 2−(ρ2− 1

2
)mm2(d−1)(1− 1

θ
) �

� 2(λ−2(λ−1)ρ1)m2−(ρ1+ρ2)mm2(d−1)(1− 1
θ
) �

�M−ρ1−ρ2+λ−2(λ−1)ρ1(logd−1M)(2λ−1)ρ1+ρ2+λ+2− 2
θ �
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�M−ρ1−ρ2(logd−1M)ρ1+ρ2+1− 2
θ .

Таким чином,

τ2M (f)q �M−ρ1−ρ2(logd−1M)ρ1+ρ2+1− 2
θ .

З цього спiввiдношення випливає шукана оцiнка величини τM (Bρ1, ρ2

p,θ )q у випадку

p < q.

На завершення доведення в (3.134) оцiнки зверху залишилось розглянути випадок

p ≥ q. Зауважимо, що потрiбну оцiнку достатньо встановити при 2 ≤ p = q < ∞,

тобто для величини τM (Bρ1,ρ2

p,θ )p.

Отже, нехай f ∈ Bρ1,ρ2

p,θ , 2 ≤ θ < ∞, ρ1 > 0, ρ2 > 0. Тодi, вiдштовхуючись вiд

(3.141), на пiдставi теореми Ж3 можна записати

τ2M (f)p ≤ τM (fm3 )p ≤
∥∥∥∥ ∑

(s,t)∈Π(m)

δs,t(f,x,y)

∥∥∥∥
p

�

�
∥∥∥∥( ∑

(s,t)∈Π(m)

|δs,t(f,x,y)|2
) 1

2
∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥ ∑
(s,t)∈Π(m)

|δs,t(f,x,y)|2
∥∥∥∥ 1

2

p
2

≤

≤
( ∑

(s,t)∈Π(m)

‖ |δs,t(f,x,y)|2 ‖p
2

) 1
2

=

( ∑
(s,t)∈Π(m)

‖ δs,t(f,x,y)‖2p

) 1
2

=: J. (3.145)

Далi, при 2 < θ <∞, аналогiчно попередньому випадку, застосувавши до останньої

суми в (3.145) нерiвнiсть Гельдера (3.2) з показником θ
2 , маємо

J �
( ∑

(s,t)∈Π(m)

2(ρ1 ‖s‖1+ρ2 ‖t‖1)θ ‖δs,t(f,x,y)‖θp

) 1
θ

×

×
( ∑

(s,t)∈Π(m)

2−(ρ1 ‖s‖1+ρ2 ‖t‖1) 2 θ
θ−2

) 1
2
− 1
θ

�

� 2−ρ1m−ρ2mm2(d−1)( 1
2
− 1
θ
) �M−ρ1−ρ2 (logd−1M)ρ1+ρ2+1− 2

θ .

У випадку θ = 2 iз (3.143) отримаємо

J ≤ 2−ρ1m−ρ2m

( ∑
(s,t)∈Π(m)

22(ρ1 ‖s‖1+ρ2 ‖t‖1) ‖δs,t(f,x,y)‖2p

) 1
2

�

� 2−ρ1m−ρ2m ‖f‖Bρ1, ρ2p,2
≤ 2−ρ1m−ρ2m �M−ρ1−ρ2(logd−1M)ρ1+ρ2 .
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Оцiнки зверху в теоремi 3.5.1 встановленi.

Доведення оцiнок знизу в (3.134) почнемо iз запровадження додаткових позна-

чень. Нехай, як зазвичай, s = (s1, . . . , sd) i t = (t1, . . . , td), sj , tj ∈ Z+, j = 1, d.

Розглянемо полiном з 2d змiнними вигляду

As,t(x,y) = As(x)At(y)

i для f ∈ L0
q(π2d) покладемо

As,t(f, x,y) := (f ∗ As,t)(x,y).

Для парних чисел n визначимо множини:

Ωn = {s : ‖s‖1 = n, sj − парнi натуральнi числа, j = 1, d};

Q∗n =
⋃
s∈Ωn

ρ+(s),

де

ρ+(s) = {m = (m1, . . . ,md) : 2sj−1 ≤ mj < 2sj , j = 1, d}.

Iз означеної ранiше множини T (Q∗n, Q
∗
n, 2d) видiлимо пiдмножину таких триго-

нометричних полiномiв t(x,y), що для s, t ∈ Ωn∥∥∥∥∥ ∑
k∈ρ+(s)

l∈ρ+(t)

t̂(k, l) ei((k,x)+(l,y))

∥∥∥∥∥
∞

≤ 1. (3.146)

Позначимо цю пiдмножину через T H(Q∗n ×Q∗n ).

Для фiксованих додатних сталих C1, C2, за заданим достатньо великим M

пiдберемо n ∈ N так, щоб виконувалось спiввiдношення C1|Q∗n| ≤ M ≤ C2|Q∗n|.
Тодi, як показано в [138], для деякої функцiї f ∈ T H(Q∗n ×Q∗n) справедлива оцiнка

τM (f)2 ≥ C1(d)|Ωn|. (3.147)

Покладемо

g(x,y) := C2(d)2−n(ρ1+ρ2) n−
2(d−1)
θ f(x,y). (3.148)

Неважко переконатися, що при належному пiдборi додатної сталої C2(d) функцiя

g(x,y) належить класу Bρ1,ρ2

∞,θ . Справдi, достатньо зауважити, що за умови (3.146)( ∑
s,t∈Ωn

2((s,1)ρ1+(t,1)ρ2)θ ‖As,t(f,x,y)‖θ∞

) 1
θ

�
( ∑
s,t∈Ωn

2((s,1)ρ1+(t,1)ρ2)θ

) 1
θ

�
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� 2n(ρ1+ρ2) n
2(d−1)
θ

i взяти до уваги означення (3.148).

Таким чином, для функцiї g ∈ Bρ1,ρ2

∞,θ , враховуючи спiввiдношення |Ωn| � nd−1

та M � 2nnd−1, маємо

τM (g)2 � 2−n(ρ1+ρ2) n−
2(d−1)
θ τM (f)2 �

� 2−n(ρ1+ρ2) n−
2(d−1)
θ |Ωn| � 2−n(ρ1+ρ2) n(d−1)(1− 2

θ
) �

�M−ρ1−ρ2 (logd−1M)(ρ1+ρ2+1− 2
θ
).

Оцiнка знизу i разом з нею теорема 3.5.1 доведенi. �

3.5.4 Сингулярнi числа iнтегральних операторiв

Тут, використовуючи теорему 3.5.1, встановлено точнi за порядком оцiнки сингуляр-

них чисел iнтегральних операторiв з ядрами, що належать класам Bρ1,ρ2

p,θ .

Справедливе твердження.

Теорема 3.5.2. Нехай 2 ≤ p ≤∞, 2 ≤ θ < ∞ i ρi > 0, i = 1, 2. Тодi для класу

Bρ1, ρ2

p,θ функцiй з 2d змiнними має мiсце порядкове спiввiдношення

sup
f∈Bρ1, ρ2p,θ

sM (Jf ) �M−ρ1−ρ2− 1
2 (logd−1M)(ρ1+ρ2+1− 2

θ
). (3.149)

Доведення теореми 3.5.2. Встановимо оцiнку зверху. Нехай f ∈ Bρ1,ρ2

p,θ . Тодi

на пiдставi теореми Д3 можна записати

τM (f)2 ≥
( 2M∑
m=M+1

s2
m(Jf )

) 1
2

≥M
1
2 s2M (Jf ).

Звiдси маємо s2M (Jf ) ≤M−
1
2 τM (f)2, а отже, використавши результат теореми 3.5.1

при q = 2, отримаємо

s2M (Jf )�M−ρ1−ρ2− 1
2 (logd−1M)(ρ1+ρ2+1− 2

θ
)

i, очевидно, така ж за порядком оцiнка справедлива для sM (Jf ).

У доведеннi оцiнки знизу використаємо задiяну в доведеннi теореми 3.5.1 функцiю

f ∈ T H(Q∗n, Q
∗
n, 2d) з n, що задовольняє нерiвностi C1|Q∗n| ≤M ≤ C2|Q∗n| з

деякими фiксованими додатними числами C1 та C2 .
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Iз теореми Д3 випливає спiввiдношення τM (f)2 ≤ sM+1(Jf )|Q∗n|
1
2 , поєднання якого

з (3.147), тягне нерiвнiсть

sM+1(Jf )� |Q∗n|−
1
2 |Ωn|. (3.150)

Тепер, враховуючи, що визначена опосередковано через функцiю f(x,y) спiввiд-

ношенням (3.148) функцiя g(x,y) належить класу Bρ1,ρ2

∞,θ , а |Ωn| � nd−1 i

|Q∗n| � 2nnd−1, iз (3.150) отримаємо

sup
ϕ∈Bρ1, ρ2p,θ

sM (Jϕ)� sM (Jg)� 2−n(ρ1+ρ2) n−
2(d−1)
θ M−

1
2 nd−1 �

�M−ρ1−ρ2− 1
2 (logd−1M)(ρ1+ρ2+1− 2

θ
).

Теорема 3.5.2 доведена. �
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3.6 Висновки до роздiлу 3

Дослiджено деякi класичнi характеристики лiнiйної та нелiнiйної апроксимацiї (в

сенсi встановлення їх точних за порядком оцiнок) на рiзного типу класах Нiколь-

ського та Бєсова — перiодичних функцiй з декiлькома змiнними — в просторах Ле-

бега Lq(πd): тригонометричнi та ортопроекцiйнi поперечники, величини найкращих

M – членних тригонометричних наближень.

Знайденi також порядковi значення величин найкращих бiлiнiйних наближень

класiв функцiй f(x;y) з 2d змiнними x,y ∈ Rd вигляду f(x;y) = g(x− y), де

g функцiя з d змiнними, що належить класу Brp, θ.
У пiдроздiлi 3.3 знайденi точнi за порядком оцiнки величин найкращих бiлiнiйних

наближень на iзотропних класах Нiкольського–Бєсова в функцiональних просторах

Lq(π2d).

Результати пiдроздiлiв 3.1–3.4 є iстотним доповненням до вiдомих оцiнок розгля-

нутих тут величин стосовно iнших класiв перiодичних функцiй з декiлькома змiн-

ними у просторах Lq(πd), наприклад, класiв Соболєва Wr
p,α чи Нiкольського Hrp . З

iншого боку, основними твердженнями цих пiдроздiлiв охопленi не дослiдженi ранiше

випадки спiввiдношень мiж параметрами, що фiгурують в означеннi класiв функцiй

та просторiв.

В заключному пiдроздiлi 3.5 вперше встановлено точнi за порядком оцiнки вели-

чин найкращих бiлiнiйних наближень на класах Нiкольського–Бєсова Brp,θ у функцiо-

нальних просторах Lq(π2d) iз мiшаною (”векторною”) нормою ‖ ·‖q, q = (q1, . . . , qm).

На основi вiдомої теореми, що пов’язує величину бiлiнiйного наближення функцiй

f(x;y), x, y ∈ Rd з сингулярними числами iнтегральних операторiв — ядро яких

тотожне функцiї f — розв’язано задачу про оцiнки сингулярних чисел iнтегральних

операторiв з ядрами, що належать класам Brp,θ.

Всi результати, що увiйшли до роздiлу 3 опублiкованi у виглядi статей у спiв-

авторствi з А.С. Романюком в роботах [107–111, 192]. Вклад обох авторiв в них

є рiвноцiнним.



Роздiл 4

АПРОКСИМАЦIЯ У ПРОСТОРАХ
ФУНКЦIЙ, АНАЛIТИЧНИХ В
ЖОРДАНОВИХ ОБЛАСТЯХ

У роздiлi з’ясовано певнi апроксимацiйнi властивостi деяких класiв функцiй, якi є ана-
лiтичними в однозв’язнiй областi Ω ⊂ C, що обмежена замкнутою спрямлювальною
жордановою кривою Γ. Дослiдження полягають у встановленнi оцiнок наближення та-
ких класiв функцiй в певних функцiональних банахових просторах за допомогою скiнченно-
вимiрних пiдпросторiв .

4.1 Класи функцiй

Нехай Ω — однозв’язна область в комплекснiй площинi C, границя якої є замкнутою

спрямлювальною жордановою кривою (з. с. ж. к.) Γ (iнодi пишемо Γ = ∂Ω),

Ω = Ω ∪ Γ — замикання областi Ω , а Ω− = Ĉ \ Ω — зовнiшнiсть кривої Γ, тобто

доповнення областi Ω до розширеної комплексної площини Ĉ = C ∪ {∞}.
Нехай далi Φ i Ψ — функцiї, що здiйснюють конформний гомеоморфiзм мiж

зовнiшнiстю областi Ω i зовнiшнiстю круга D = {w : |w| ≤ 1} , причому функцiя

Φ задовольняє умови

lim
z→∞

Φ(z)/z = α > 0 i Φ(∞) =∞.

Вiдомо, що вiдображення Φ i Ψ неперевно продовжуються до вiдповiдних гра-

ниць i є абсолютно неперервними на них. Це дозволяє, зокрема, при iнтегруваннi по

граничних кривих користуватись формулами замiни змiнних.

Для кожної областi Ω однозначно визначається система {Fk(z)}k∈Z+
, z ∈ C так

званих многочленiв Фабера порядку k (див., наприклад, [30, c. 350]). При k ∈ Z+

многочлен Fk(·) — це полiномiальна частина лорановського розкладу функцiї Φk(z)

207
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в околi точки z =∞.

Для многочленiв Фабера справедливе таке iнтегрального представлення в областi

Ω (див., наприклад, [30, c. 358]):

Fk(z) =
1

2πi

∫
Γ

Φk(ζ)

ζ − z
dζ, k ∈ Z+, z ∈ Ω. (4.1)

Зазначимо, що при k ∈ Z \ Z+ i z ∈ Ω iнтеграл у правiй частинi (4.1) дорiвнює

нулю.

В [113] означенi класи LψβN(Γ) функцiй, сумовних на з. с. ж. к. Γ — границi

областi Ω ⊂ C, а також їх аналiтичнi аналоги — класи LψβN(Ω) — множини функцiй,

що зображуються в областi Ω iнтегралами типу Кошi вздовж Γ зi щiльностями iз

LψβN(Γ).

Вихiдним пунктом в цих означеннях стала класифiкацiя 2π – перiодичних сумов-

них на перiодi функцiй, що проведена О. I. Степанцем (див., наприклад, [114]) i

базується на запровадженому ним поняттi (ψ; β) – похiдної.

Конструктивна побудова класiв LψβN(Γ) полягає у встановленнi взаємно одно-

значної вiдповiдностi мiж деякими множинами 2π – перiодичних на R i сумовних

на перiодi функцiй (а точнiше, мiж природною реалiзацiєю цих множин, як такою,

що складається iз функцiй, заданих на колi T = {w : |w| = 1}) i пiдмножинами фун-

кцiй сумовних на Γ. Цим заздалегiдь передбачається, що класифiкована множина

функцiй f , визначених на Γ, задовольняє умови∫
Γ

|f(ζ)||dζ| =
∫
|w|=1

|f(Ψ(w)||Ψ′(w)||dw| <∞. (4.2)

∫
Γ

|f(ζ)||Φ′(z)||dζ| =
∫
|w|=1

|f(Ψ(w)||dw| <∞. (4.3)

де Ψ′ та Φ′ — похiднi функцiй Ψ та Φ, продовжених неперервним чином вiдповiдно

на T та на Γ.

В подальшому множину функцiй, якi задовольняють умови (4.2) i (4.3) будемо

позначати через L̃(Γ), а тих, що задовольняють лише умову (4.2) — через L(Γ).

Якщо f ∈ L̃(Γ), то функцiю F (t) = f(Ψ(eit)) можна розвинути в ряд Фур’є

F (t) ∼
∑
k∈Z

ck(F )eikt, t ∈ R,
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де ck(F ) = 1
2π

2π∫
0

F (t)e−iktdt — її коефiцiєнти Фур’є.

Припустимо, що для деякої фiксованої послiдовностi {ψ(k), k ∈ N} додатних дiй-

сних чисел i числа β ∈ R ряд∑
k∈Z, k 6=0

e(iβπ/2)·sgn k ck(F )

ψ(|k|)
eikt, t ∈ R

є рядом Фур’є деякої сумовної 2π – перiодичної функцiї, яку позначимо Fψβ (t). Фун-

кцiя Fψβ називається (ψ; β) – похiдною функцiї F (див. [114]). Функцiю µ(ζ), що

визначена на Γ (яка не обов’язково належить до L(Γ)) таку, що µ(Ψ(eit)) = Fψβ (t)

майже для всiх t ∈ R, назвемо контурною (ψ; β) – похiдною функцiї f(ζ) i позна-

чимо fψβ (ζ).

Через LψβN(Γ) позначимо пiдмножину функцiй f ∈ L̃(Γ) таких, що fψβ ∈ N(Γ),

де N(Γ) —деяка пiдмножина функцiй визначених на Γ, якi задовольняють умову

(4.3). Вiдштовхуючись вiд такого розбиття на класи множини L̃(Γ), можна класи-

фiкувати i множини аналiтичних в областi Ω функцiй, якi тим чи iншим чином

пов’язанi з функцiями iз L̃(Γ). В даному випадку така класифiкацiя здiйснюється

для множини функцiй, що задаються iнтегралами типу Кошi вздовж кривої Γ.

Отже, якщо

Kg(z) :=
1

2πi

∫
Γ

g(ζ)

ζ − z
dζ, z ∈ Ω,

— iнтеграл типу Кошi функцiї g ∈ L(Γ), то визначимо

LψβN(Ω) :=
{
Kf : f ∈ LψβN(Γ)

}
.

Далi, позначимо через L̃q(Γ), 1 < q < ∞, — простiр функцiй ϕ, визначених i

вимiрних на Γ, для яких

‖ϕ‖Γ,q :=

(∫
Γ

|ϕ(z)|q|Φ′(z)||dz|
) 1

q

=

(∫
|w|=1

|f(Ψ(w)|q|dw|
) 1

q

<∞,

Нехай B̃q(Γ) — одинична куля у просторi L̃q(Γ). Покладемо Lψβ,p(Γ) := LψβN(Γ) у

випадку, коли N(Γ) = B̃p(Γ) i вiдповiдно

Lψβ,p(Ω) :=

{
Kf : Kf(z) =

1

2πi

∫
Γ

f(ζ)

ζ − z
dζ, f ∈ Lψβ,p(Γ), z ∈ Ω

}
.

Кожна функцiя, що належить класам LψβN(Ω) має майже всюди на Γ скiченнi

кутовi граничнi значення [158, 166], якi в залежностi вiд структури множини N(Γ) i
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обмежень на послiдовнiсть {ψ(k), k ∈ N} як функцiї володiють певними структур-

ними властивостями такими, наприклад, як неперервнiсть, сумовнiсть зi степенем p

за Лебегом, тощо. Це дозволяє ставити задачi щодо наближення функцiй iз класiв

LψβN(Ω) в замкнутiй областi Ω в метрицi, що визначається їх властивостями на

границi Γ.

4.2 Рiвномiрне наближення класiв Lψβ,p(Ω) у фабе-
рових областях

В роботi [113]), у випадку коли область Ω фаберова, а функцiї iз класiв LψβN(Ω) непе-
рервнi в Ω, знайденi рiвномiрнi в Ω оцiнки їх вiдхилень вiд часткових сум рядiв Фабера.
Цi оцiнки поданi в термiнах апроксимативних величин (ψ;β) – похiдних функцiй, що на-
ближаються, а також — послiдовностi {ψ(k), k ∈ N}.

Дослiдження, проведенi в ([113]) стосовно класiв LψβN(Ω), показали, що методи набли-
ження 2π – перiодичних функцiй дiйсної змiнної з класiв LψβN добре узгоджуються з вi-
домими фактами теорiї граничних властивостей iнтегралiв типу Кошi i теорiї конформ-
них вiдображень. Це стало поштовхом до постановки i розв’язання на класах LψβN(Ω)
iнших класичних задач теорiї наближення аналiтичних функцiй. До таких задач вiдноси-
ться, зокрема, задача про оцiнку величин найкращого рiвномiрного в Ω наближення фун-
кцiй заданого класу алгебраїчними полiномами фiксованого степеня, а також про оцiнку
точної верхньої гранi таких величин по всьому класу функцiй. Але, основною помiж них
є задача про оцiнки поперечникiв класiв LψβN(Ω) у певних просторах аналiтичних в Ω

i неперервних на Ω функцiй.

4.2.1 Позначення та базовi означення

Позначимо через M(Γ) = L̃∞(Γ) простiр вимiрних iстотно обмежених на Γ функцiй

f з нормою

‖f‖M(Γ) = ess sup
ζ∈Γ

|f(ζ)|,

а через C(Γ) — простiр неперервних на Γ функцiй f з нормою

‖f‖C(Γ) = max
ζ∈Γ
|f(ζ)|.

Для ϕ ∈ L(0, 2π) через ϕ̃ позначимо тригонометрично спряжену функцiю, а

через ϕ̂ — функцiю, що визначається формулою ϕ̂(t) = 1
2c0(ϕ) + 1

2(ϕ(t) + iϕ̃(t)),

де c0(ϕ) = 1
2π

∫ 2π

0
ϕ(t)dt. Функцiя ϕ̂ визначається однозначно всюди на R, за

винятком, можливо, множини точок лебегової мiри нуль, на якiй цю функцiю можна

довизначити довiльним способом. Множину таких функцiй f ∈ M(Γ), що функцiя

f ◦Ψ неперервна на T ( f ◦Ψ ∈ L̃∞(|w| = 1)) позначимо через C̃(Γ) (M̃(Γ)).
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Простiр A(Ω) — це простiр, що складається iз аналiтичних в Ω i неперервних

на Ω функцiй f , з нормою

‖f‖A(Ω) = max
z∈Ω
|f(ζ)|.

Область Ω, обмежену з.с.ж.к. Γ, називають фаберовою, якщо для будь-якої фун-

кцiї g ∈ A(D) справджується нерiвнiсть

sup
z∈Ω

∣∣∣∣ 1

2πi

∫
Γ

g(Φ(ζ))

ζ − z
dζ

∣∣∣∣ ≤ C sup
w∈D
|g(w)|, (4.4)

де C — величина, яка може залежати лише вiд областi Ω.

Множину фаберових областей для яких виконується (4.4) з деякою фiксованою

сталою C, позначимо FC . Також, покладемо F =
⋃
C>0FC .

Зазначимо, що вперше означення фаберових областей у поданому виглядi зустрi-

чається у Є.М. Динькiна [27], Проте, дещо ранiше, Г. I. Тумаркiним розглядався

так званий клас K жорданових областей. Ним же у роботi [145] вказано на факт

спiвпадiння останнього з класом F .
Розглянемо лiнiйнi оператори FΩ, якi визначенi вiдповiдно на A(D) та A(Ω)

i дiють згiдно з формулами

FΩ[g](z) =
1

2πi

∫
Γ

g(Φ(ζ))

ζ − z
dζ, g ∈ A(D), z ∈ Ω,

FΩ[f ](w) =
1

2πi

∫
|w|=1

f(Ψ(τ))

τ − w
dτ, f ∈ A(Ω), w ∈ D,

Оператор FΩ називають перетворенням Фабера функцiй g ∈ A(D), а FΩ —

оберненим перетворенням Фабера функцiй f ∈ A(Ω) (див., наприклад, [123, c. 160–

162]).

Позначимо Pn :=

{
p : p(z) =

n−1∑
k=0

ckz
k, ck ∈ C

}
— простiр алгебраїчних

полiномiв степеня n − 1. В [20, c. 58–59] показано, що оператор FΩ на множинi

Pn здiйснює взаємно–однозначне вiдображення i визначений на Pn обернений до

нього тотожнiй оператору FΩ. Причому, якщо

tn(w) =

n−1∑
k=0

akw
k, w ∈ D, (4.5)
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i

pn(z) =

n−1∑
k=0

akFk(z), z ∈ Ω, (4.6)

то FΩ[tn](z) = pn(z) i

tn(w) = FΩ[pn](w). (4.7)

Якщо Ω ∈ F , тобто область Ω — фаберова, то звiсно ж

‖FΩ[pn]‖C(Γ) � ‖pn‖C(|w|=1), (4.8)

i згiдно з теоремою Банаха про обернений оператор [42, с. 225] можна записати

‖FΩ[pn]‖C(|w|=1) � ‖pn‖C(Γ). (4.9)

Апроксимацiйнi величини. Для функцiї ϕ ∈ A(Ω) через En(ϕ)A(Ω) позна-

чається величина найкращого наближення функцiї ϕ за допомогою алгебраїчних

полiномiв степеня не вище n− 1 в просторi A(Ω) :

En(ϕ)A(Ω) := inf
p∈Pn

‖ϕ(·)− p(·)‖A(Ω).

Для множини V ⊂ A(Ω) покладемо

En(V )A(Ω) := sup
ϕ∈V

En(ϕ)A(Ω).

Далi, для функцiй ϕ ∈ X ⊂ L1(0, 2π) через En(ϕ)X позначимо величину найкращо-

го наближення функцiї ϕ за допомогою тригонометричних полiномiв Tn порядку

не вище 2n− 1 за нормою простору X :

En(ϕ)X := inf
Tn∈Tn

‖ϕ(·)− Tn(·)‖X ,

Для множини V ⊂ X покладемо

En(V )X := sup
ϕ∈V

En(ϕ)X .

Послiдовностi {ψ(k), k ∈ N}, якi є основним параметром як в означеннi понят-

тя (ψ; β) – похiдної функцiї так i в самiй класифiкацiї множини L̃(Γ) (точнiше, в

означеннi класiв LψβN(Γ) та їх аналiтичних аналогiв LψβN(Ω)) є, взагалi кажучи,

довiльними. Будемо вважати, що послiдовностi {ψ(k), k ∈ N} є слiдами на множинi

N опуклих донизу функцiй ψ таких, що lim
v→∞

ψ(v) = 0. Множину таких функцiй

позначимо M.
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Структурнi (тобто диференцiальнi чи узагальнено–диференцiальнi), а як наслi-

док, i апроксимацiйнi властивостi функцiй iз класiв LψβN(Ω)) найбiльш iстотно за-

лежнi вiд поведiнки функцiй ψ. Це обумовлює доцiльнiсть розбиття множини M

на пiдмножини за швидкiстю спадання функцiй ψ. До характеризацiї цiєї швидкостi

залучаються певнi функцiї — так званi модулi пiвроспаду µ (див. [114]).

Покладемо

Mc := {ψ ∈M : K1 ≤ µ(ψ; t) ≤ K2, K1, K2 > 0} ;

M0 := {ψ ∈M : 0 ≤ µ(ψ; t) ≤ K, K > 0} ;

M∞ := {ψ ∈M : µ(ψ; t) ↑ ∞, t→∞} ,

де µ(t) = µ(ψ; t) = t/(η(t)− t), η(t) = ψ−1(ψ(t)/2), а ψ−1 — функцiя обернена до ψ;

Mc,∞ := Mc ∪M∞;

В цих означеннях K1, K2 та K — додатнi величини, якi, взагалi кажучи, залежать

вiд функцiї ψ. Виходячи за межi точних означень, опишемо запровадженi множини

таким чином :

• M0 — множина функцiй ψ(t), що спадають не швидше нiж ln−1(t+ 1);

• Mc — множина функцiй ψ(t), що спадають швидше нiж ln−1(t + 1), але

повiльнiше нiж exp(−tr), r > 0;

• M∞ — множина функцiй ψ(t), що спадають не повiльнiше нiж exp(−tr), r > 0

(множина M∞, в свою чергу, є об’єднанням двох неперетинних множин M′
∞ i M′′

∞

типовими представниками яких є вiдповiдно функцiї exp(−tr), r ≥ 1 i exp(−tr),
0 < r < 1).

Отже, якщо

а) ψ ∈M0, або ψ ∈MC , то класи LψβN(Ω) є множинами аналiтичних в областi

Ω функцiй природною границею яких є крива Γ. При цьому граничнi властивостi

цих функцiй визначаються виключно структурою кривої Γ i множиною N(Γ) до

якої належить контурна (ψ; β) – похiдна функцiї;

б) ψ ∈ M′
∞, то класи LψβN(Ω) є множинами функцiй, якi аналiтично продов-

жуються через границю Γ областi Ω (наприклад, при ψ(t) = R−t, R > 1), або

множинами цiлих в C функцiй (наприклад, при ψ(t) = R−t
r

, R, r > 1;

в) ψ ∈M′′
∞, то з точки зору апроксимацiйних властивостей класи LψβN(Ω) займа-

ють промiжне положення мiж класами в яких диференцiальнi властивостi функцiй

описуються на Ω в термiнах звичайної цiлої r–ої похiдної i класами функцiй, що

аналiтично продовжуються iз Ω через криву Γ.
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4.2.2 Оцiнки величин найкращого наближення

Має мiсце таке твердження.

Теорема 4.2.1. Нехай Ω ∈ FC i f ∈ LψβM̃(Γ), ψ ∈Mc,∞, β ∈ R, або f ∈ LψβM̃(Γ),

ψ ∈M0. Тодi

En(Kf)A(Ω) � ψ(n)En(F̂ψβ )L∞(0,2π). (4.10)

Базовими в доведеннi теореми 4.2.1 є деякi твердження з [63], де вони приведенi

з повними доведеннями. Перед їх формулюванням тут, нагадаємо такi факти. Якщо

функцiя f ∈ L̃(Γ), то суперпозицiя функцiй f , Ψ i exp(it) позначається лiтерою

F . Тодi функцiя F ∈ L1(0, 2π). Позначимо через ck(F ), k ∈ Z ї ї коефiцiєнти Фур’є

по системi {ei(k,t)}k∈Z.

Лема 4.2.1. Нехай область Ω обмежена з.с.ж.к. Γ; Ψ′(eit) ∈ Lp(0, 2π), f ∈ L̃s(Γ),

1 ≤ p, s ≤ ∞, 1
p + 1

s = 1 i ck(F ) = 0 при k ∈ Z+. Тодi для будь-якого z ∈ Ω

Kf(z) = 0. (4.11)

Позначимо через L̃0
s(Γ), 1 ≤ s ≤ ∞ пiдмножину таких функцiй f iз L̃s(Γ), що

F̃ ∈ Ls(0, 2π), де, нагадаємо, F̃ — функцiя, тригонометрично спряжена до функцiї

F (t) = f(Ψ(eit)). Звiсно, при 1 < s <∞ маємо L̃0
s(Γ) = L̃s(Γ).

Лема 4.2.2. Нехай область Ω обмежена з.с.ж.к. Γ; Ψ′(eit) ∈ Lp(0, 2π), f ∈ L̃0
s(Γ),

1 ≤ p, s ≤ ∞, 1
p + 1

s = 1. Тодi для будь-якого z ∈ Ω

Kf(z) = FΩ[Kf0](z), (4.12)

де f0(w) = f(Ψ(w)).

Лема 4.2.3. Нехай Γ — з.с.ж.к. Тодi

1) LψβM̃(Γ) ⊂ C̃(Γ), якщо ψ ∈Mc,∞ i β ∈ R;
2) Lψ0 M̃(Γ) ⊂ C̃(Γ), якщо ψ ∈M0.

Доведення теореми 4.2.1. Згiдно з лемою 4.2.3 f ∈ C̃(Γ) ⊂ L̃0
∞(Γ) i оскiльки

Ψ′(eit) ∈ L1(0, 2π) за умови, що Γ спрямлювальна крива, то згiдно з лемою 4.2.2

Kf(z) = FΩ[Kf0](z), z ∈ Ω. Тут f0(w) = f(Ψ(w)). Зрозумiло, що f0 ∈ LψβM̃(|w| = 1).

У випадку, коли Ω = D теорема 4.2.1 доведена в [63]. А отже, вiдштовхуючись

вiд властивостей оператора FΩ за умов на область Ω, можна стверджувати, що

Kf ∈ A(Ω) i

En(Kf)A(Ω) � En(Kf0)A(D) � ψ(n)En(F̂ψβ )L∞(0,2π).
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Теорема доведена. �

Позначимо B̃(Γ) := {f ∈ M̃(Γ) : ‖F̂‖L∞(0,2π) ≤ 1}.

Наслiдок 4.2.1. Нехай Ω ∈ F i ψ ∈Mc,∞, β ∈ R, або ψ ∈M0, β = 0. Тодi

En(Lψβ B̃(Ω))A(Ω) � ψ(n) (4.13)

4.2.3 Колмогоровськi поперечники

Позначимо через S множину функцiй ψ, визначених на [0,∞), не зростаючих на

[1,∞), i таких, що функцiї ψ є опуклими доверху чи донизу на [1,∞).

Справедливий такий аналог нерiвностi Бернштейна для полiномiв iз Pm.

Лема 4.2.4. Нехай Ω ∈ F , Γ = ∂Ω, ψ ∈ S i β ∈ R. Тодi для Pn ∈ Pn+1, n ∈ Z+

справедлива нерiвнiсть

‖[Pn]ψβ‖C(Γ) ≤
K

ψ(n)
‖Pn‖C(Γ), (4.14)

де K — величина, що залежить лише вiд областi Ω.

Доведення леми 4.2.4. Нехай Tn(θ) =
∑n

k=−n ake
ikθ — довiльний тригонометри-

чний полiном порядку 2n+ 1. У [48, нерiвнiсть (5.3)] показано, що за умови ψ ∈ S
справедливе спiввiдношення

‖[Tn]ψβ‖C(0,2π) ≤
C

ψ(n)
‖Tn‖C(0,2π). (4.15)

Тому у випадку, коли Γ — одиничне коло |z| = 1, нерiвнiсть (4.14) очевидним чином

випливає з (4.15).

Якщо Γ = ∂Ω i Ω ∈ F , то дiємо наступним чином. Нехай Pn(z) =
n∑
k=0

akz
k

довiльний алгебраїчний полiном степеня n.

Розкладемо Pn(z) по многочленах Фабера, якi визначаються областю Ω :

Pn(z) =

n−1∑
k=0

dkFk(z), (4.16)

де dk — коефiцiєнти Фабера функцiї Pn(z), z ∈ Ω. Тодi для w ∈ D

ϕ(w) := tn(w) = FΩ[Pn](w) =
1

2πi

∫
T

Pn(Ψ(τ))

τ − w
dτ =

n∑
k=0

dkw
k. (4.17)
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З одного боку, беручи до уваги (4.9), маємо

‖ϕψβ‖C(|w|=1) ≤
C

ψ(n)
‖ϕ‖C(|w|=1) ≤

C0

ψ(n)
‖Pn‖C(Γ). (4.18)

А з iншого, — вiдштовхуючись вiд означення контурної (ψ, β) – похiдної функцiї

визначеної на кривiй Γ, зважаючи на (4.17) можна записати

[Pn]ψβ (z) =

n∑
k=1

eiβπ/2ψ(k)dkFk(z)

А оскiльки, Fk(z) = 1
2πi

∫
Γ

Φk(ζ)
ζ−z dζ, z ∈ Ω, то

[Pn]ψβ (z) =
1

2πi

∫
Γ

ϕψβ (Φ(ζ))

ζ − z
dζ =: FΩ[ϕψβ ](z).

i згiдно з нерiвнiстю (4.8)

‖[Pn]ψβ‖C(Γ) ≤ C1‖ϕψβ (Φ(·))‖C(Γ) = C1‖ϕψβ‖C(|w|=1). (4.19)

Поєднавши спiввiдношення (4.18) та (4.19), отримаємо нерiвнiсть (4.14).

Лема 4.2.4 доведена. �

Теорема 4.2.2. Нехай Ω ∈ F i ψ ∈Mc,∞ ∩ S, β ∈ R, або ψ ∈M0 ∩ S β = 0. Тодi

dn(Lψβ B̃(Ω);A(Ω)) � ψ(n) (4.20)

Доведення теореми 4.2.2. Оцiнка зверху випливає iз наслiдку 4.2.1.

Оцiнку знизу встановимо за допомогою добре вiдомого методу оцiнки попере-

чникiв функцiональних множин, розробленого В.М. Тiхомiровим (див., наприклад,

[132]). У його основi лежить твердження про те, що n – вимiрний поперечник за Кол-

могоровим n + 1 – вимiрної одиничної кулi в лiнiйному нормованому просторi X
дорiвнює одиницi. Для заданого n ∈ N покладемо

Cψ(n)Un+1 := {P ∈ Pn+1 : ‖P‖C(Γ) ≤ Cψ(n)}.

— n+ 1 – вимiрна куля радiусом Cψ(n) у просторi A(Ω); C — деяка додатна стала.

Якщо Ω ∈ F i ψ ∈ S, то зважаючи на лему 4.2.4, можна пiдiбрати таку сталу

C, що буде

Cψ(n)Un+1 ⊂ Lψβ B̃(Ω).

Тодi на пiдставi твердження 10.2.4 iз книги [45]

dn(Lψβ B̃(Ω);A(Ω)) ≥ dn(Lψβ B̃(Ω);A(Ω)) = Cψ(n)

Теорема 4.2.2 доведена. �
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4.3 Наближення класiв Lψβ,p(Ω) у просторах Ãq(Ω) у
випадку, коли ψ ∈ P0,C

У просторах Ãq(Ω) дослiджуються апроксимацiйнi властивостi (у термiнах вели-
чин найкращого полiномiального наближення та колмогоровських поперечникiв) класiв
Lψβ,p(Ω) за таких обмежень на послiдовнiсть {ψ(k), k ∈ N}, коли природною межею
аналiтичностi функцiй iз LψβN(Ω) є крива Γ — границя областi Ω.

4.3.1 Означення просторiв функцiй та апроксимацiйних вели-
чин

Простiр Ãq(Ω), 1 < q < ∞, складається iз аналiтичних в Ω функцiй ϕ, що

мають майже всюди на Γ кутовi граничнi значення ϕ ∈ L̃q(Γ). Норму елемента ϕ

ототожнимо з нормою ϕ, тобто покладемо

‖ϕ‖
Ãq(Ω)

:= ‖ϕ‖
L̃q(Γ)

,

Регулярними називаються [166] жордановi кривi Γ, для кожної iз яких iснує своя,

така додатна стала C, що для будь-якого ζ ∈ Γ i r > 0 довжина її частини, яка

знаходиться в крузi Dr(ζ) := {z ∈ C : |z − ζ| < r}, не перевищує числа Cr.

Регулярнi кривi введенi у 1935 роцi Л. Альфорсом. Iнодi їх ще називають карлє-

соновими.

Нехай ω майже всюди скiнченна, додатна, вимiрна на Γ функцiя — вага на Γ

i θz(r) := {ζ ∈ Γ : |ζ−z| ≤ r}, а µ(A) — мiра Лебега множини A на Γ. Позначимо

через Aq(Γ; c), 1 < q <∞, множину вагових функцiй ω на Γ, для яких

sup
z∈Γ

sup
r>0

(
1

µ(θz(r))

∫
θz(r)

|ω(ζ)||dζ|
)(

1

µ(θz(r))

∫
θz(r)

|ω(ζ)|−
1
q−1 |dζ|

)q−1

≤ c,

Це є аналог вiдомої умови Маккенхаупта [184] для ваг, визначених на спрямлюваль-

нiй кривiй Γ (див. [28]). Покладемо Aq(Γ) =
⋃
c>0Aq(Γ; c).

Кажемо, що з.с.ж.к. Γ, яка обмежує область Ω i повнiстю визначається

функцiєю Φ (або Ψ), належить множинi RAq, якщо вона задовольняє наступнi

умови:

i) Γ — регулярна крива, тобто sup
z∈Γ

sup
r>0

µ(θz(r))/r <∞;

ii) |Φ′| ∈ Aq(Γ) при 1 < q <∞.

Апроксимацiйнi величини. Для функцiї ϕ ∈ Ãq(Ω) через ρn(ϕ; ·) i En(ϕ)Γ,q

позначаються вiдповiдно точкове в областi Ω вiдхилення вiд функцiї ϕ частинної
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суми порядку n ї ї ряду Фабера та величина найкращого наближення функцiї ϕ

за допомогою алгебраїчних полiномiв степеня не вище n в просторi Ãq(Ω). Тобто

ρn(ϕ; z) :=
∣∣ϕ(z)− SFn−1(ϕ, z)

∣∣ , z ∈ Ω,

де SFn−1(ϕ, z) =
n−1∑
k=0

ak(ϕ)Fk(z) — частинна сума порядку n ряду Фабера функцiї

ϕ, ak(ϕ) = 1
2πi

∫
T

ϕ(Ψ(w))w−k−1dw, k ∈ Z+, а Fk — многочлен Фабера порядку k

для областi Ω (див. пункт 4.1);

En(ϕ)Γ,q := inf
p∈Pn

‖ϕ(z)− p(z)‖Γ,q,

де, нагадаємо, Pn — простiр алгебраїчних полiномiв степеня n− 1.

Вiдповiдно означимо для множини V ⊂ Ãq(Ω)

En(V )Γ,q := sup
ϕ∈V
‖ρn(ϕ; ·)‖Γ,q та En(V )Γ,q := sup

ϕ∈V
En(ϕ)Γ,q.

4.3.2 Найкращi полiномiальнi наближення та колмогоровськi
поперечники (результати)

Кажемо, що для фiксованого α ≥ 0 послiдовнiсть {ψ(k), k ∈ N} належить множинi

Pα [114, c. 207], якщо величини

να(ψ) = sup
k
|ψ(k)|kα,

σα(ψ) = sup
m∈N

2m+1∑
k=2m

|ψ(k + 1)(k + 1)α − ψ(k)kα|

скiнченнi.

Наприклад, це так, якщо {ψ(k), k ∈ N} — послiдовнiсть додатних чисел така,

що {ψ(k)kα, k ∈ N} не зростає. Надалi множину таких послiдовностей будемо по-

значати через Iα.

При кожному фiксованому α ≥ 0 через P
(n)
α позначимо пiдмножину послiдов-

ностей {ψ(k), k ∈ N} з Pα, для яких виконуються спiввiдношення

σα(ψn) := sup
m∈N

2m+1∑
k=2m

|ψn(k + 1)(k + 1)α − ψn(k)kα| ≤ Kν(n)nα,

де

ψn(k) =

0, k < n,

ψ(k), k ≥ n,
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ν(n) = v(ψ;n) = sup
k≥n
|ψ(k)|.

Зрозумiло, що при n ∈ N i α ≥ 0 маємо Iα ⊂ P
(n)
α (у такому випадку ν(n) = ψ(n)).

Теорема 4.3.1. Нехай Γ ∈ RAq, 1 < p, q < ∞, α = (1
p −

1
q )+ i ψ ∈ P (n)

α , β ∈ R.
Тодi для f ∈ Lψβ L̃p(Γ) маємо

En(Kf)Γ,q � ‖ρn(Kf ; ·)‖Γ,q � ν(n)nαEn(Fψβ )p. (4.21)

Теорема 4.3.2. Нехай Γ ∈ RAq, 1 < p, q < ∞, α = (1
p −

1
q )+ i ψ ∈ P (n)

α , β ∈ R.
Тодi

En(Lψβ,p(Ω))Γ,q � En(Lψβ,p(Ω))Γ,q � ν(n)nα. (4.22)

У випадку 1 < q ≤ p < ∞ оцiнка (4.22) є точною за порядком, тобто має мiсце

наступне твердження.

Теорема 4.3.3. Нехай Γ ∈ RAq, 1 < q ≤ p <∞ i ψ ∈ P (n)
0 , β ∈ R. Тодi

En(Lψβ,p(Ω))Γ,q � En(Lψβ,p(Ω))Γ,q � ν(n). (4.23)

Далi, позначимо через P0,C множину додатних числових послiдовностей

{ψ(k), k ∈ N} таких, що при n ∈ N iснує така стала K, яка не залежить вiд n,

що

max
n≤k≤2n

ν(n)

ψ(k)
≤ K

i

sup
r≥0

2r+1∑
k=2r

|h(k + 1)− h(k)| ≤ K,

де

h(k) = h(k;n) =

0, 0 ≤ k ≤ n− 1, k > 2n;

ν(n)
ψ(k)

, n ≤ k ≤ 2n.

Теорема 4.3.4. Нехай Γ ∈ RAq, 1 < p < q < ∞, α = (1
p −

1
q )+ i ψ ∈ P (n)

α ∩ P0,C ,

β ∈ R. Тодi
En(Lψβ,p(Ω))Γ,q � En(Lψβ,p(Ω))Γ,q � ν(n)nα. (4.24)

Теореми 4.3.1–4.3.4 є аналогами вiдповiдних результатiв, встановлених О. I. Сте-

панцем [114, роздiл V], що стосуються найкращих наближень 2π – перiодичних фун-

кцiй з класiв LψβLp у просторi Lq(0, 2π) за допомогою тригонометричних полiномiв.
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У випадку, коли Γ — одиничне коло, цi теореми iстотно доповнюють деякi твердже-

ння iз [131] та [150].

Через W 0
α, α > 0, позначимо множину таких послiдовностей ψ ∈ P0,C , що

послiдовнiсть {ψ(k)kα, k ∈ N} не зростає, тобто W 0
α := P0,C ∩ Iα .

Теорема 4.3.5. Нехай Γ ∈ RAq i ε — довiльне як завгодно мале додатне число.

Тодi

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω)) �



ψ(n)n
1
p
− 1
q , 1 < p ≤ q ≤ 2, ψ ∈ W 0

1/p−1/q

ψ(n)n
1
p
− 1

2 , 1 < p ≤ 2 ≤ q <∞, ψ ∈ W 0
1/p+ε

ψ(n), 2 ≤ p ≤ q <∞, ψ ∈ W 0
0

ψ(n), 1 < q ≤ p <∞, ψ ∈ W01/2+ε.

Ця теорема доповнює i узагальнює один результат С.Б. Вакарчука [16] щодо

оцiнок величин dn(W rEp(Ω);Eq(Ω)), де Eq(Ω) — простiр Смiрнова аналiтичних

в Ω функцiй, а W rEp(Ω) = {f ∈ Ep(Ω) : ‖f (r)‖Ep ≤ 1}; Ω — область, обмежена

кривою γ , що належить класу Ляпунова Λ(1).

4.3.3 Доведення теорем 4.3.1–4.3.4

Допомiжнi факти i твердження. Позначимо через L̃q(Γ;ω), 1 ≤ q < ∞,

простiр таких визначених i вимiрних на Γ функцiй f , що функцiї ω(ζ)|f(ζ)|p,
ζ ∈ Γ, — сумовнi на Γ. Норму в цьому просторi визначимо формулою

‖f‖Lp(Γ;ω) :=

∫
Γ

|f(ζ)|pω(ζ)|dz|


1
p

.

Далi, для функцiї f ∈ L(Γ) через K+f позначимо кутовi граничнi значення

зсередини областi Ω iнтегралу типу Кошi Kf i визначимо особливий iнтеграл

Кошi

Sf(z) := lim
ε→0

1

πi

∫
Γ\Γε,z

f(ζ)

ζ − z
dζ,

де z ∈ Γ, а Γε,z —частина кривої Γ довжиною 2ε, яка мiстить точку z i дiлиться

нею навпiл (за довжиною).

Вiдомо [158], якщо Γ спрямлювальна крива, то K+f(z) i Sf(z) iснують майже

для всiх z ∈ Γ для будь-якої функцiї f ∈ L(Γ).
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Через S позначимо оператор, що ставить у вiдповiднiсть функцiї f ∈ L(Γ) фун-

кцiю Sf . Справедливе наступне твердження, що входить до одного, бiльш загального

твердження, яке встановлене Г. Давiдом [166]:

оператор S, що дiє iз Lp(Γ) в Lp(Γ), 1 < p <∞, обмежений тодi i тiльки тодi,

коли Γ — регулярна крива.

Узагальнення цього твердження на випадок просторiв L̃q(Γ;ω) отримано в [28]:

якщо Γ — регулярна крива, 1 < p <∞ i ω — вага на Γ, то нерiвнiсть

‖S(f)‖Lp(Γ;ω) ≤ K(p)‖f‖Lp(Γ;ω). (4.25)

справедлива тодi i тiльки тодi, коли ω ∈ Ap(Γ).

Розглядаючи в якостi вагової функцiї ω функцiю |Φ′| i використовуючи теорему

I. I. Прiвалова про граничнi значення iнтегралу типу Кошi (див., наприклад, [60,

с. 190]), переконуємося: якщо Γ ∈ RAp, 1 < p < ∞, то для будь-якої функцiї

f ∈ L̃p(Γ) справджується нерiвнiсть

‖K+f‖Γ,p ≤ K1(p)‖f‖Γ,p. (4.26)

Далi зауважимо, якщо Γ — з.с.ж.к., то за умов теорем 4.3.1 та 4.3.2 має мiсце вкла-

дення Lψβ L̃p(Γ) ⊂ L̃p(Γ) [114, с. 208]. Це, з урахуванням спiввiдношення (4.26), до-

зволяє стверджувати про змiстовнiсть апроксимацiйних величин, якi розглядаються

в теоремах 4.3.1–4.3.4.

Оцiнки зверху в теоремах 4.3.1 – 4.3.4 автоматично випливають iз оцiнок зверху

вiдповiдних величин для 2π – перiодичних функцiй, якi належать до множин Lψβ,p
(див. [114, роздiл V]), якщо врахувати наступне.

Скориставшись iнтегральним представленням многочленiв Фабера (4.1), — з на-

ступним застосуванням спiввiдношення (4.26) i теореми про обмеженiсть оператора

Фур’є, який дiє в Lq(0, 2π), — легко показати, що за умови Γ ∈ RAq, 1 < q <∞, для

будь-якої функцiї f ∈ L̃q(Γ) справджується нерiвнiсть

‖SFn (Kf ; ·)‖Γ,q ≤ K2(q)‖f‖Γ,q, n ∈ N. (4.27)

Аналогiчними мiркуваннями доходимо висновку про справедливiсть нерiвностi

‖ρn(Kf ; ·)‖Γ,q ≤ K3(q)‖ρn(F ; ·)‖q, (4.28)

де ρn(F ; t) = F (t) − Sn−1(F ; t), t ∈ R, a Sn−1(F ; t) =
n−1∑
k=0

ak(F )eikt, ak(F ) —

коефiцiєнти Фур’є функцiї F (t) = f(Ψ(eit)). Причому, зазначимо, якщо f ∈ Lψβ L̃q(Γ),

то F ∈ Lψβ L̃q(0, 2π).
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У додачу до (4.28) стверджуємо: якщо Γ ∈ RAq, 1 < q <∞, то для f ∈ Lq(Γ)

при n ∈ N
En(Kf)Γ,q � ‖ρn(Kf ; ·)‖Γ,q. (4.29)

Справдi, нерiвнiсть En(Kf)Γ,q � ‖ρn(Kf ; ·)‖Γ,q очевидна. Далi, для довiльного полi-

нома pn−1 степеня n−1 справедливе спiввiдношення SFn−1(pn−1; ·) = pn−1(·), яке є
наслiдком леми 3 в [20, с. 54]. А отже, якщо p∗n−1 — полiном найкращого наближення

степеня n− 1 функцiї Kf в просторi Ãq(Ω), то

‖ρn(Kf ; ·)‖Γ,q = ‖Kf(·)− p∗n−1(·)− SFn−1(Kf − p∗n−1; ·)‖Γ,q ≤

≤ ‖Kf(·)− p∗n−1(·)‖Γ,q + ‖SFn−1(Kf − p∗n−1; ·)‖Γ,q � En(Kf)Γ,q.

Оцiнки знизу в теоремi 4.3.3. Нехай для послiдовностi {ψ(k), k ∈ N} i n ∈ N
знайдеться таке число kn ∈ N, що

ν(n) = sup
k≥n
|ψ(k)| = |ψ(kn)|. (4.30)

Розглянемо функцiю

fn(ζ) = a−1
kn
ψ(kn)Φkn(ζ), ζ ∈ Γ; akn := (2π)(q−p)/pq‖Φkn‖Γ,q. (4.31)

Оскiльки [fn]ψβ (ζ) = eiβπ/2a−1
kn

Φkn(ζ), то

‖[fn]ψβ‖Γ,p = a−1
kn
‖Φkn‖Γ,p ≤ 1,

а отже fn ∈ Lψβ,p(Γ) ⊂ L̃q(Γ) .

Далi, враховуючи, що Kfn(z) = a−1
kn
ψ(kn)Fkn(z), z ∈ Ω, i ‖Fkn‖Γ,q ≥ C (див.

нижче нерiвнiсть (4.38)), з огляду на спiввiдношення (4.30) маємо

‖ρn(Kfn; ·)‖Γ,q = ‖fn‖Γ,q = a−1
kn
|ψ(kn)|‖Fkn‖Γ,q � ν(n).

Звiдси випливає оцiнка знизу в (4.23).

Якщо ж для послiдовностi {ψ(k), k ∈ N} i n ∈ N немає такого kn ∈ N
при якому виконується (4.30), то внаслiдок обмеженостi множини {|ψ(k)|} можна

стверджувати, що

ν(n) = sup
k≥n
|ψ(k)| = sup

k≥n
{|ψ(k)|} =: gn.

В такому випадку iснує послiдовнiсть knj , j ∈ N, така, що knj ≥ n i числа |ψ(knj)|,
не спадаючи, прямують до gn при j →∞.
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Покладемо

fnj(ζ) = a−1
knj
ψ(knj)Φknj

(ζ), ζ ∈ Γ; aknj = (2π)(q−p)/pq‖Φknj ‖Γ,q

i розглянемо множину Φn = ∪jfnj . Таким же способом як i для функцiї f , не-

важко показати, що для j ∈ N fnj ∈ Lψβ,p(Γ). Отже, Φn ⊂ Lψβ,p(Γ), i оскiльки

‖ρn(Kfnj ; ·)‖Γ,p � |ψ(knj)|, то

En(Lψβ,p(Γ))Γ,q ≥ sup
f∈Φn

‖ρn(Kf ; ·)‖Γ,q � sup
j∈N
|ψ(knj)| � ν(n),

тобто i в цьому випадку оцiнка знизу в (4.23) справджується.

Оцiнки знизу в теоремi 4.3.4. Достатньо для кожного n ∈ N знайти таку

функцiю f∗n ∈ L
ψ
β,p(Γ), що

En(Kf∗n)Γ,q � ν(n)nα, α = (1/p− 1/q)+. (4.32)

За такої мети, покладемо

gn(ζ) = ν(n)t2n(ζ), t2n(ζ) =
1

2

∑
n≤|k|≤2n

Φk(ζ), ζ ∈ Γ.

Тодi, очевидно,

[g]ψβ (ζ) = ν(n)
∑

n≤|k|≤2n

eiβπ sgn k/2 1

ψ(|k|)
Φk(ζ). (4.33)

Покладаючи ζ = Ψ(eit), маємо

T2n(t) = t2n(Ψ(eit)) :=

2n∑
k=n

cos kt,

i якщо Gn(t) := gn(Ψ(eit)), то згiдно з означенням контурної (ψ, β) – похiдної функцiї

gn можна записати [gn]ψβ (Ψ(eit)) = [Gn]ψβ (t). Далi зауважимо, що функцiї Gn(t),

T2n(t) i [Gn]ψβ (t) тотожнi вiдповiдно функцiям fn(t), d2n(t) i [fn]ψβ (t), визначеними

в [118] спiввiдношеннями (42) i (43). Тому, з огляду на нерiвностi (45) з [118] маємо

‖[gn]ψβ‖Γ,p = ‖[Gn]ψβ‖p ≤ C(p)‖T2n‖p = C(p)‖d2n‖p. (4.34)

Проте, згiдно з лемою 3 iз [118], для кожного s, 1 < s <∞, виконується порядкова

рiвнiсть

‖d2n‖s � n(s−1)/s. (4.35)

Отже, iз (4.34) та (4.35) отримаємо

‖[gn]ψβ‖Γ,p ≤ C1(p)n(p−1)/p,
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що вказує на те, що функцiя f∗n(ζ) = C−1
1 (p)n(1−p)/pgn(ζ), ζ ∈ Γ належить класу

Lψβ,p(Γ) ⊂ L̃q(Γ).

Далi, з урахуванням (4.29) маємо

En(Kf∗n)Γ,q ≥ C(q)‖ρn(Kf∗; ·)‖Γ,q = C(q)‖Q2n‖Γ,q, (4.36)

де

Q2n(z) =
1

2
C−1

1 (p)ν(n)n(1−p)/p
2n∑
k=n

Fk(z). (4.37)

Покладемо

qn(w) =
1

2πi

∫
|w|=1

∑2n
k=n Fk(Ψ(τ))

τ − w
dτ, w ∈ D.

Тодi qn(w) =
∑2n

k=nw
k, w ∈ D (див., наприклад, [20, с. 59]) i з огляду на нерiвнiсть

(4.26) маємо

‖qn(w)‖T,q ≤ C1(q)

∥∥∥∥ 2n∑
k=n

Fk(Ψ(τ))

∥∥∥∥
T,q

= C1(q)

∥∥∥∥ 2n∑
k=n

Fk(ζ)

∥∥∥∥
Γ,q

. (4.38)

З iншого боку, позначивши через d̃2n функцiю тригонометрично спряжену до d2n,

можна записати

‖qn(eiθ)‖q =

∥∥∥∥ 2n∑
k=n

eikθ
∥∥∥∥
q

=

= ‖d2n(θ) + id̃2n(θ)‖q =

( 2π∫
0

|d2n(θ) + id̃2n(θ)|qdθ
) 1

q

≥

≥
( 2π∫

0

|d2n(θ)|qdθ
) 1

q

= ‖d2n‖q ≥ C2(q)n(q−1)/q (4.39)

(тут використано спiввiдношення |a+ ib| =
√
a2 + b2 ≥ max{|a|, |b|}, a, b ∈ R).

Поєднавши (4.38) та (4.39), отримаємо∥∥∥∥ 2n∑
k=n

Fk(ζ)

∥∥∥∥
Γ,q

≥ C2(q)n(q−1)/q.

Нарештi, iз (4.36), беручи до уваги (4.37), випливає

En(Kf∗n)Γ,q ≥ C(p, q)ν(n)nα,

тобто маємо потрiбну оцiнку знизу в теоремi 4.3.4. �
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4.3.4 Доведення теореми 4.3.5

Допомiжнi твердження. Позначимо через P̃ множину таких послiдовностей

{ψ(k), k ∈ N}, якi при n ∈ N задовольняють умови

sup
m∈N∪{0}

2m+1∑
k=2m

|ψ̃−1
n (k + 1)− ψ̃−1

n (k)| ≤ Kλ−1(n),

де

ψ̃n(k) =

ψ(k), 1 ≤ k ≤ n;

ψ(n), k > n,

λ(n) = λ(ψ;n) = inf
k≤n
|ψ(k)|.

Зауважимо, що P̃ ⊃ I0. Справдi, якщо ψ ∈ I0, то λ(n) = inf
k≤n
|ψ(k)| = ψ(n) i

sup
m∈N∪{0}

2m+1∑
k=2m

|ψ̃−1
n (k + 1)− ψ̃−1

n (k)| = sup
m∈N∪{0}:2m≤n

2m+1∑
k=2m

|ψ−1(k + 1)− ψ−1(k)| ≤

≤
n−1∑
k=1

|ψ−1(k + 1)− ψ−1(k)| < ψ−1(n)− ψ−1(1) < ψ−1(n) = λ−1(n).

Має мiсце такий аналог нерiвностi Бернштейна для алгебраїчних полiномiв сте-

пеня не вище m− 1 iз Pm у просторi L̃p(Γ).

Лема 4.3.1. Нехай Γ ∈ RAp, 1 < p < ∞ i ψ ∈ P̃ , β ∈ R. Тодi для Pn ∈ Pn+1,

n ∈ N справедлива нерiвнiсть

‖[Pn]ψβ‖Γ,p ≤ C(p)λ−1(n)‖Pn‖Γ,p. (4.40)

Доведення леми 4.3.1. Нехай Tn(θ) =
∑n

k=−n ake
ikθ — довiльний тригономе-

тричний полiном порядку 2n + 1. У [117, c. 21] показано, що за умови ψ ∈ P̃

справедлива нерiвнiсть

‖[Tn]ψβ‖p ≤ C(p)λ−1(n)‖Tn‖p. (4.41)

Тому у випадку, коли Γ — одиничне коло |z| = 1, нерiвнiсть (4.40) очевидним чином

випливає з (4.41).

Якщо Γ — довiльна з.с.ж.к., яка належить множинi RAp, то дiємо наступним

чином. Розкладемо Pn(z) по многочленах Фабера, якi визначаються областю Ω :

Pn(z) =

n∑
k=0

dkFk(z), (4.42)
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де dk — коефiцiєнти Фабера функцiї Pn(z), z ∈ Ω. Тодi для w ∈ D

ϕ(w) :=
1

2πi

∫
T

Pn(Ψ(τ))

τ − w
dτ =

n∑
k=0

dkw
k. (4.43)

Покладемо ‖Pn‖Γ,p =: V . Це рiвносильно тому, що

‖Pn(Ψ(τ))‖T,p = ‖Pn(Ψ(eiθ))‖p = V. (4.44)

Iз спiввiдношень (4.43) та (4.44) з огляду на нерiвнiсть (4.26) отримаємо

‖ϕ‖T,p ≤ C1V , i оскiльки для кола лема справджується, то

‖ϕψβ‖T,p ≤ C2λ
−1(n)V = C2λ

−1(n)‖Pn‖Γ,p. (4.45)

З iншого боку,

[Pn]ψβ (z) =

n∑
k=1

eiβπ/2ψ(k)dkFk(z),

а тому, беручи до уваги (4.1), можна записати

[Pn]ψβ (z) =
1

2πi

∫
Γ

ϕψβ (Φ(ζ))

ζ − z
dζ.

Далi, згiдно з нерiвнiстю (4.26)

‖[Pn]ψβ‖Γ,p ≤ C3‖ϕψβ (Φ(·))‖Γ,p = C3‖ϕψβ‖T,p. (4.46)

Поєднавши спiввiдношення (4.45) та (4.46), отримаємо нерiвнiсть (4.40).

Лема 4.3.1 доведена. �

В подальшому також використовуються наступнi важливi твердження.

Теорема про проектор [133, c. 207]. Нехай X — нормований простiр, L — пiд-

простiр, W ⊂ L i P : X → L — неперервний лiнiйний проектор. Тодi

dn(W ;X) ≤ dn(W ;L) ≤ ‖P‖dn(W ;X),

де ‖P‖ — норма оператора P .

Теорема М4 [32, c. 49]. Нехай pm ∈ Pm+1 i 1 < s <∞. Тодi

‖pm‖Hs �

{
1

m+ 1

m∑
j=0

∣∣∣pm [exp
(
i

2πj

m+ 1

)]∣∣∣s} 1
s

. (4.47)
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Тут Hs, 1 < s < ∞, — простiр Хардi аналiтичних в D функцiй (див. [31, c. 431],

або [25, с. 388]).

Розглянемо лiнiйнi оператори FΩ i FΩ, якi дiють згiдно з формулами

FΩ[f ](z) =
1

2πi

∫
Γ

f(Φ(ζ))

ζ − z
dζ, f ∈ Hp, z ∈ Ω,

FΩ[g](w) =
1

2πi

∫
|τ |=1

g(Ψ(τ))

τ − w
dτ, g ∈ Ãp(Ω), w ∈ D,

де через f i g в пiдiнтегральних виразах позначенi граничнi значення функцiй

f ∈ Hp i g ∈ Ãp(Ω) вiдповiдно.

Оператори FΩ i FΩ називають вiдповiдно перетворенням Фабера функцiй iз

Hp i оберненим перетворенням Фабера функцiй iз Ãp(Ω).

Твердження 4.3.1. Нехай Ω — область обмежена кривою Γ ∈ RAp, 1 < p <∞.

Тодi оператори FΩ i FΩ здiйснюють iзоморфiзм мiж пiдпросторами Hp ∩ Pm
i Ãp(Ω) ∩ Pm.

Доведення твердження 4.3.1. Спочатку зауважимо, що

FΩ[wk](z) = Fk(z), k ∈ Z+. (4.48)

Спiввiдношення (4.48) є простим наслiдком iнтегрального представлення (4.1) мно-

гочленiв Фабера Fk. З iншого боку, з огляду на лему 3 в [20, c. 54]

FΩ[Fk](w) = wk, k ∈ Z+. (4.49)

Iз спiввiдношень (4.48) i (4.49), враховуючи, що вiдображення FΩ : Pm → Pm
бiєктивне [20, c. 61], випливає, що оператори FΩ i FΩ, визначенi на лiнiйному

просторi Pm, є взаємно оберненими. Таке вже зазначалося у пiдроздiлi 4.2.

Їх неперервнiсть на вказаних у формулюваннi твердження нормованих просторах

є наслiдком обмеженостi при 1 < q < ∞ оператора Кошi K : L̃q(Γ) → Ãq(Ω)

за умови, що Γ ∈ RAq (див., наприклад, [28], або нерiвнiсть (4.26)). Бiльше того,

стосовно оператора FΩ можна стверджувати, що ‖FΩ‖Hp→Ãp(Ω)
= K < ∞ при

1 < p <∞ для довiльної спрямлювальної кривої Γ = ∂Ω. �

Оцiнка знизу у теоремi 4.3.5. Нехай ψ ∈ I(1/p−1/q)+
∩ P0,C . Очевидно, при

m ≥ n

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω)) ≥ dn(Lψβ,p(Ω) ∩ Pm+1; Ãq(Ω)). (4.50)
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Вiзьмемо в якостi пiдпростору L в теоремi про проектор простiр Pm+1, а в якостi

P оператор SFm. З огляду на нерiвнiсть (4.27) i лему 3 в [20, c. 54], оператор SFm є

лiнiйним неперервним проектором з Ãq(Ω) в Pm+1. Тому

dn(Lψβ,p(Ω) ∩ Pm+1; Ãq(Ω)) ≥ ‖SFm‖−1dn(Lψβ,p(Ω) ∩ Pm+1; Ãq(Ω) ∩ Pm+1). (4.51)

Поєднавши (4.50) та (4.51), отримаємо

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω))� dn(Lψβ,p(Ω) ∩ Pm+1; Ãq(Ω) ∩ Pm+1). (4.52)

Тепер, покладемо

(Pm+1)ψβ,p :=
{
pm ∈ Pm+1 : ‖[pm]ψβ‖Γ,p ≤ 1

}
.

Тодi, згiдно з нерiвнiстю (4.26)

Lψβ,p(Ω) ∩ Pm+1 ⊃ K(q)(Pm+1)ψβ,p,

де K(q) — додатна стала, яка залежить вiд q, 1 < q <∞ (вкладення слiд розумiти

в сенсi вiдповiдного спiввiдношення мiж нормами елементiв обох множин в просторi

Ãq(Ω)). В свою чергу, внаслiдок леми 4.3.1 справедливе вкладення

(Pm+1)ψβ,p ⊃ C−1
p ψ(m)B̃m+1

p (Γ),

де B̃m+1
p (Γ) = {p ∈ Pm+1 : ‖p‖Γ,p ≤ 1} — одинична куля у просторi Ãp(Ω) ∩ Pm+1.

Таким чином,

Lψβ,p(Ω) ∩ Pm+1 ⊃ Cp,qψ(m)B̃m+1
p (Γ),

а отже наслiдком (4.52) є спiввiдношення

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω))� ψ(m)dn(B̃m+1
p (Γ); Ãq(Ω) ∩ Pm+1). (4.53)

Далi, за початкових умов на Γ оператори FG i FG, визначенi вiдповiдно на лiнiйних
просторах Ãq(D)∩Pm+1 i Ãq(Ω)∩Pm, є взаємно оберненими i неперервними (див.

твердження 4.3.1), причому, якщо

f(w) =

m∑
k=0

akw
k,

то

FG[f ](z) =

m∑
k=0

akFk(z).
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А тому, використовуючи базовi властивостi колмогоровського поперечника [188],

отримаємо

dn(B̃m+1
p (Γ); Ãq(Ω) ∩ Pm+1)� ‖FG‖−1dn(B̃m+1

p (T ); Ãq(D) ∩ Pm+1). (4.54)

Очевидно, простiр Ãq(D) збiгається з простором Хардi Hq, а тому з урахуванням

(4.54) спiввiдношення (4.53) набуває вигляду

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω))� ψ(m)dn(BHp ∩ Pm+1;Hq ∩ Pm+1), (4.55)

де BHp =
{
f ∈ Hp : ‖f‖Hp ≤ 1

}
.

Розглянемо оператор

A : Pm+1 3 pm −→ Apm = pm := (pm(τ1) . . . pm(τm+1)) ∈ Rm+1,

де τj = i 2πj
m+1 , j = 1, 2, . . . ,m + 1. Зрозумiло, що оператор A здiйснює взаємно

однозначне вiдображення мiж лiнiйними просторами Pm+1 та Rm+1 i, згiдно з

теоремою М4 є гомеоморфiзмом мiж банаховими просторами Hq ∩ Pm+1 та lm+1
q .

Образом компакту BHp ∩ Pm при вiдображеннi A є компакт

Km
p = {σ ∈ lm+1

p : ‖σ‖lm+1
p
� (m+ 1)

1
p}.

Тому, беручи до уваги, що для pm ∈ Pm+1

‖pm‖Hq � (m+ 1)−
1
q ‖pm‖lm+1

q
, (4.56)

з урахуванням базових властивостей колмогоровського поперечника [188], можна

стверджувати, що наслiдком нерiвностi (4.55) є нерiвнiсть

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω))� ψ(m)(m+ 1)
1
p
− 1
q dn(Bm+1

p ; lm+1
q ),

де Bs
p = {σ ∈ lsp : ‖σ‖lsp ≤ 1}.

Звiдси, на основi результатiв щодо оцiнок поперечникiв dn(Bs
p; l

m+1
q ), n < s,

1 < p, q <∞ (див., наприклад, [133, c. 210] i посилання в нiй на оригiнальнi роботи),

покладаючи m = 2n − 1 i враховуючи, що ψ ∈ P0,C , отримуємо оцiнку знизу в

теоремi 4.3.5.

Оцiнка зверху в теоремi 4.3.5. У випадках 1 < p ≤ q ≤ 2 i 1 < q ≤ p < ∞
оцiнки поперечникiв dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω)) випливають iз теорем 4.3.3 i 4.3.4 вiдповiдно.

Нехай тепер 1 < p ≤ 2 ≤ q <∞ i ψ ∈ I1/p+ε, де ε — як завгодно мале додатне

число. Для довiльної функцiї f ∈ Lψβ,p(Γ) i z ∈ Ω покладемо

ϕ0(z) = SF0 (Kf ; z),
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ϕk(z) = SF2k−1(Kf ; z)− SF2k−1−1(Kf ; z), k ∈ N,

де, нагадаємо, SFn (Kf ; z) =
n∑
k=0

ak(Kf)Fk(z), n ∈ Z+, — частинна сума ряду Фабера

функцiї Kf . Тодi при кожному k ∈ N справедливе спiввiдношення

‖ϕk‖Γ,p � ψ(2k). (4.57)

Справдi, враховуючи, що I1/p+ε ⊂ P
(n)
α при довiльному ε > 0, згiдно з теоремою

4.3.4, маємо

‖ϕk‖Γ,p ≤ ‖SF2k−1(Kf ; ·)−Kf(·)‖Γ,p + ‖SF2k−1−1(Kf ; ·)−Kf(·)‖Γ,p �

� ψ(2k) + ψ(2k−1)� ψ(2k).

Остання нерiвнiсть випливає з умови належностi послiдовностi {ψ(k), k ∈ N} мно-

жинi P0,C , елементи якої задовольняють спiввiдношення ψ(n)� ψ(2n), n ∈ N.
Далi, оскiльки згiдно з теоремою 4.3.4

lim
l→∞

∥∥∥∥Kf(z)−
l∑

k=0

ϕk(z)

∥∥∥∥
Γ,p

= lim
l→∞

∥∥Kf(z)− SF2l−1(Kf ; z)
∥∥

Γ,p
= 0,

то

Kf(z) =

∞∑
k=0

ϕk(z), z ∈ G (4.58)

(збiжнiсть ряду слiд розумiти в сенсi збiжностi за нормою простору Ãp(Ω)).

Таким чином, з (4.57) та (4.58) доходимо висновку про справедливiсть вкладення

Lψβ,p(Ω) ⊂
(
C

∞⋃
k=0

Qpk
)
∪ {const}, (4.59)

де Qpk = {f ∈ P2k : ‖f‖Γ,p ≤ ψ(2k)}, а C — стала, яка можливо залежить вiд p i Γ.

Далi, нехай (mk)
∞
k=0 — послiдовнiсть цiлих невiд’ємних чисел така, що m0 = 1

i
∞∑
k=1

mk ≤ m− 1, а m ∈ N — фiксоване. Тодi на основi однiєї леми Майорова [52] i

вкладення (4.59) маємо

dm(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω))�
∞∑
j=0

dmj(Q
p
j ; Ãq(Ω)) ≤

∞∑
j=0

ψ(2j)dmj(B̃
2j

p (Γ); Ãq(Ω)). (4.60)

Як i для випадку оцiнок знизу, зважаючи на взаємну оберненiсть i неперервнiсть

операторiв FG i FG, якi визначенi вiдповiдно на банахових просторах Ãq(Ω)∩Ps
i Ãq(D) ∩ Ps, з врахуванням iзометрiї просторiв Ãq(D) та Hq можна записати

dmj(B̃
2j

p (Γ); Ãq(Ω)) ≤ dmj(B̃
2j

p (Γ); Ãq(Ω) ∩ P2j) ≤
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≤ ‖FG‖−1dmj(BHp ∩ P2j);Hq ∩ P2j)) = ‖FG‖−1dmj(B̃
2j

p (T );Hq ∩ P2j).

Далi, скориставшись ”нерiвнiстю рiзних метрик” С.М. Нiкольського [57, c. 169]

‖ts‖Hr � s
1
p
− 1
r ‖ts‖Hp , 1 ≤ p ≤ r ≤ ∞, ts ∈ Ps,

згiдно з якою

B̃2j

p (T ) ⊂ C2j(
1
p
− 1

2
)B̃2j

2 (T ),

отримаємо

dmj(B̃
2j

p (T ); Ãq(Ω))� 2j(1/p−1/2)dmj(B̃
2j

2 (T );Hq ∩ P2j). (4.61)

Спiвставивши спiввiдношення (4.60) та (4.61), маємо

dm(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω))� ψ(2j)2j(1/p−1/2)dmj(B̃
2j

2 (T );Hq ∩ P2j),

звiдки, беручи до уваги (4.56), отримаємо нерiвнiсть

dm(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω))� ψ(2j)2j(1/p−1/2)dmj(B
2j

2 ; l2
j

q ). (4.62)

Далi, покладемо для довiльного n ≥ 2

mj =


2j , 0 ≤ j < [log2 n];

[2−jδn1+δ], [log2 n] ≤ j ≤ [(1 + δ−1) log2 n];

0, j > [(1 + δ−1) log2 n].

Тут [x] — цiла частина числа x ∈ R, a δ — деяке додатне число (значення якого

уточнюється пiзнiше), яке залежить вiд p, q i ε.

Покажемо, що
∞∑
j=0

mj ≤ Cδn. Отже,

∞∑
j=0

mj =

[log2 n]−1∑
j=0

2j +

[(1+δ−1) log2 n]∑
j=[log2 n]

[2−jδn1+δ] ≤

≤ (2log2 n − 1) + n1+δ
∞∑

j=[log2 n]

2−jδ = (n− 1) + n1+δ 2−(log2 n−1)δ

1− 2−δ
<

< n+ n1+δn−δ
2δ

1− 2−δ
= Cδn.

Тепер, покладаючи m = [Cδ + 1]n при n ≥ 2, отримаємо
∞∑
j=0

mj ≤ m.
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Далi, вiдомо (див., наприклад, [133, c. 210]): якщо 2 ≤ p ≤ q < ∞, n < m i

α = (1/p− 1/q)/(1− 2/q), то

dn(Bm
p ; lmq ) � min{1;m2α/qn−α},

а отже

dn(Bm
2 ; lmq ) � m

1
qn−

1
2 .

Таким чином, можна записати

dmj(B
2j

2 ; l2
j

q ) = 0, якщо 0 ≤ j < [log2 n],

i

dmj(B
2j

2 ; l2
j

q ) �

(mj)
−1/22j/q, [log2 n] ≤ j ≤ [(1 + δ−1) log2 n];

1, j > [(1 + δ−1) log2 n].

В результатi, повертаючись до нерiвностi (4.62), маємо

dm(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω))�
[(1+δ−1) log2 n]∑
j=[log2 n]

ψ(2j)2j/p(mj)
−1/2+

+

∞∑
j=[(1+δ−1) log2 n]

ψ(2j)2j(1/p−1/q) ≤
[(1+δ−1) log2 n]∑
j=[log2 n]

ψ(2j)2j(1/p+δ/2)n−(1+δ)/2+

+

∞∑
j=[(1+δ−1) log2 n]

ψ(2j)2j(1/p−1/q) = S1 + S2 (4.63)

Оцiнимо кожний iз доданкiв S1 та S2 в (4.63). Нехай задано ε > 0. Оскiльки

за умовою послiдовнiсть {ψ(n)n1/p+ε, n ∈ N} не зростає, то при j ∈ Z+ i k ∈ N
справджується спiввiдношення

ψ(2j+k)2(j+k)(1/p+ε)

ψ(2j)2j(1/p+ε)
≤ 1,

з якого випливає

ψ(2j+k) ≤ ψ(2j)2−k(1/p+ε),

а отже

ψ(2j+k)2(j+k)(1/p+δ/2) ≤ ψ(2j)2j(1/p+δ/2)2k(1/p+δ/2)2−k(1/p+ε) =

= ψ(2j)2j(1/p+δ/2)2−k(−δ/2+ε).
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Значить, якщо δ < 2ε, то

S1 =

[(1+δ−1) log2 n]∑
j=[log2 n]

ψ(2j)2j(1/p+δ/2)n−(1+δ)/2 �

� n−(1+δ)/2ψ(n/2)n1/p+δ/2

[δ−1 log2 n]+1∑
m=0

2−m(−δ/2+ε) � ψ(n)n1/p−1/2. (4.64)

(в останнiй нерiвностi враховано, що для ψ ∈ P0,C : ψ(n) ≤ Cψ(2n), n ∈ N).
Оцiнимо доданок S2. Аналогiчно попередньому, спочатку встановлюємо, що

ψ(2j+k)2(j+k)(1/p−1/q) ≤ ψ(2j)2j(1/p−1/q)2−k(1/q+ε).

Як наслiдок, вважаючи, що послiдовнiсть {ψ(k), k ∈ N} продовжена неперервним

чином на R до функцiї ψ(v), v ≥ 1, наприклад, шляхом послiдовного з’єднання

точок (k, ψ(k)) вiдрiзками прямої, маємо

S2 =

∞∑
j=[(1+δ−1) log2 n]

ψ(2j)2j(1/p−1/q) �

� ψ(2[(1+δ−1) log2 n]+1)2([(1+δ−1) log2 n]+1)(1/p−1/q)
∞∑
k=0

2−k(1/q+ε) �

� ψ(n1+δ−1

)n(1+δ−1)(1/p−1/q)
∞∑
k=0

2−k(1/q+ε) �

� ψ(n1+δ−1

)n(1+δ−1)(1/p+ε)n−(1+δ−1)(1/q+ε) �

� ψ(n)n1/p+εn−(1+δ−1)(1/q+ε) = ψ(n)n1/p−1/2n−(1+δ−1)(1/q+ε)n1/2+ε

Тепер, вибравши таке додатне число δ, що (1 + δ−1)(1/q + ε) > 1/2 + ε, тобто

δ < (1/q + ε)(1/2− 1/q), отримаємо

S2 � ψ(n)n
1
p
− 1

2 . (4.65)

Таким чином, якщо ε, p i q такi, що 0 < δ < min{2ε; (1/q + ε)/(1/2 − 1/q)}, то
мають мiсце спiввiдношення (4.64) та (4.65), з яких iз урахуванням (4.63) випливає

dm(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω))� ψ(n)n
1
p
− 1

2 .

Враховуючи, що m = [C∗δ ]n i C∗δ > 1, при ψ ∈ P0,C маємо

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω))� ψ([C∗δ ]−1n)n1/p−1/2 � ψ(n)n
1
p
− 1

2 .
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Оцiнки зверху в теоремi 4.3.5 у випадку 1 < p ≤ 2 ≤ q <∞ встановленi.

Оцiнка зверху величин dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω)) у випадку 2 ≤ p ≤ q < ∞ випливає

iз такої для випадку 1 < p ≤ 2 ≤ q < ∞. Справдi, достатньо зауважити, що

Lψβ,p(Ω) ⊂ Lψβ,2(Ω) при 2 ≤ p <∞ i тодi

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω)) ≤ dn(Lψβ,2(Ω); Ãq(Ω))� ψ(n).

Теорема 4.3.5 доведена. �

Зауваження 4.3.1. У випадку 1 < p = q <∞ точнi за порядком оцiнки поперечни-

кiв dm(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω)) можна отримати за допомогою методу, який базується на

застосуваннi теореми В.М. Тiхомiрова про поперечник кулi i леми 4.3.1 (для оцiнки

знизу) з використанням теореми 4.3.2 (для оцiнки зверху) для ψ ∈ P (n)
0 , а зокрема,

i для ψ ∈ I0.

Зауваження 4.3.2. Оцiнки знизу в теоремi 4.3.5 справедливi i у припущенi

ψ ∈ P (n)
α ∩ P0,C , де α = (1

p −
1
q )+, 1 < p, q <∞.

4.4 Наближення класiв Lψβ,p(Ω) у просторах Ãq(Ω) у
випадку, коли ψ ∈M′

∞

У просторах Ãq(Ω) дослiджуються апроксимацiйнi властивостi класiв Lψβ,p(Ω) за та-
ких обмежень на послiдовнiсть {ψ(k), k ∈ N}, коли функцiї з LψβN(Ω) аналiтично
продовжуються поза Γ в деяку обмежену область Ω′ ⊃ Ω.

4.4.1 Основний результат

Покладемо

M′
∞ = {ψ ∈ I0 : (∃K > 0∀t ≥ 1 : η(t)− t ≤ K)} ,

де I0 — множина додатних спадних до нуля на [1,∞) функцiй; η(t) = ψ−1(ψ(t)/2),

ψ−1 — функцiя обернена до ψ. Нехай

NR :=
{
ψ ∈M′

∞ : lim
k→∞

ln |ψ(k)|−1/k = R > 1
}

i

N∞ :=
{
ψ ∈M′

∞ : lim
k→∞

ln |ψ(k)|−1/k =∞
}
.

За припущення Γ ∈ RAp, 1 < p <∞, виходячи iз властивостей перетворення Фабера

FΩ для аналiтичних в Ω функцiй (див. твердження 4.3.1) i умов збiжностi рядiв
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по многочленах Фабера Fk, якi визначаються областю Ω (див., наприклад, [123,

роздiли VI, VII]), можна показати, що:

i) Lψβ,p(Ω) — множина функцiй, аналiтичних в областi ΩR ⊃ Ω, якi обмеженi

кривою ΓR = {z : |Φ(z)| = R}, якщо Ψ ∈ NR, наприклад, ψ(t) = R−t, R > 1;

ii) Lψβ,p(Ω) — множина цiлих функцiй, якщо ψ ∈ N∞, наприклад, ψ(t) = R−t
r

,

R, r > 1.

Справедливе наступне твердження.

Теорема 4.4.1. Нехай Ω — область обмежена кривою Γ ∈ RAq, q > 1. Тодi, якщо

ψ ∈M′
∞, β ∈ R, то при 1 < p <∞

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω)) � ψ(n) (4.66)

4.4.2 Допомiжнi твердження

Одне спiввiдношення для функцiй з множини M′
∞.

Лема 4.4.1. Якщо ψ ∈M′
∞, то

n∑
l=1

1

ψ(l)
� 1

ψ(n)
. (4.67)

Доведення леми 4.4.1. Для ψ ∈M′
∞ згiдно з означенням iснує така додатна

стала K, що η(t) − t ≤ K при t ≥ 1 (надалi вважаємо, що K — цiле). Нехай

n ≥ K — довiльне фiксоване число i n0 = [n/K] + 1, де [x] — цiла частина числа

x ∈ R (зрозумiло, у такому випадку (n0 − 1)K ≤ n < n0K). Оскiльки, очевидно,

η(η(. . . η(t)))︸ ︷︷ ︸
mразiв

≤ mK для будь-якого m ∈ N, то 2−mψ(t) ≥ ψ(t+mK), зокрема,

ψ(rK) ≥ 2s−rψ(sK), s, r ∈ N, s ≥ r.

Беручи до уваги цю нерiвнiсть, отримаємо

ψ(n)

n∑
l=1

1

ψ(l)
< 2K + ψ((n0 − 1)K)

(n0−1)K∑
l=K

1

ψ(l)
≤

≤ 2K + ψ((n0 − 1)K)

n0−2∑
i=1

(i+1)K∑
l=iK

1

ψ(l)
< 2K + (K + 1)

n0−2∑
i=1

ψ((n0 − 1)K)

ψ((i+ 1)K)
<

< 2K + (K + 1)

n0−2∑
i=1

(
1

2

)n0−2−i
≤ C,
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звiдки випливає спiввiдношення (4.67). �

Про властивостi оператора Фур’є SFn . У наступному твердженнi встановлюю-

ться деякi властивостi оператора SFn , який функцiї f ∈ Ãp(Ω) ставить у вiдповiд-

нiсть частинну суму порядку n ї ї ряду Фабера.

Твердження 4.4.1. Нехай Ω — область, обмежена кривою Γ ∈ RAp, 1 < p <∞.

Тодi, якщо m ≤ n+ 1, то SFn — проектор Ãp(Ω) на Ãp(Ω) ∩ Pm, тобто,

i) для pm ∈ Pm : SFn (pm) = pm;

ii)
∥∥SFn ∥∥Ãp(Ω)→Ãp(Ω)

< C, де C — стала, яка не залежить вiд n.

Доведення твердження 4.4.1. Нехай pm(z) =
∑m−1

k=0 ckz
k — довiльний полiном.

Тодi

pm(z) =

m−1∑
k=0

ak(pm)Fk(z),

де Fk, k = 0, 1, . . ., — многочлени Фабера для областi Ω, а ak(pm) — коефiцiєнти

Фабера функцiї pm. А отже, твердження i) є безпосереднiм наслiдком рiвностi [20,

c. 54, лема 3]

ak(Fl) =

0, k 6= l;

1, k = l.

Для доведення твердження ii) зауважимо, що для f ∈ Ãp(Ω) (див. (4.48) та (4.49))

SFn (f ; z) = FΩ[Qn](z),

де Qn(w) =
∑n

k=0 ak(f)wk, а ak(f) — коефiцiєнти Фабера функцiї f . Тому, згiдно

з твердженням 4.3.1 ∥∥SFn (f ; ·)
∥∥

Γ,p
≤ C1‖Qn‖T,p. (4.68)

Оскiльки Qn(·) — частинна сума ряду Фур’є функцiї f ◦Ψ ∈ Lp(T ), то з огляду на

обмеженiсть оператора Фур’є Sn : Lp(T )→ Lp(T ), 1 < p <∞:

‖Qn‖T,p ≤ C2‖f ◦Ψ‖T,p = C2‖f‖Γ,p. (4.69)

Iз спiввiдношень (4.68) та (4.69) отримуємо ii). �

Аналог однiєї нерiвностi С.М. Нiкольського. С.М. Нiкольський [56] вста-

новив спiввiдношення, яке пов’язує норми довiльного тригонометричного полiнома

tn(x) =
n∑

k=−n
cke

ikx, x ∈ R у просторах Lr(0, 2π) i Ls(0, 2π) :

‖tn‖s � n
1
r
− 1
s‖tn‖r, 1 ≤ r < s ≤ ∞.
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Посиленим варiантом цього спiввiдношення є нерiвнiсть

‖tn1,n2‖s ≤ C(n2 − n1)
1
r
− 1
s‖tn1,n2‖r, 1 ≤ r < s ≤ ∞. (4.70)

де tn1,n2 — довiльний полiном вигляду

tn1,n2(x) =
∑

|k|∈[n1, n2]

cke
ikx, 0 ≤ n1 < n2,

а C — деяка стала, яка не залежить вiд n1 i n2.

В подальшому використовується саме нерiвнiсть (4.70), хоча варто зазначити, що

має мiсце аналог цiєї нерiвностi також i для алгебраїчних полiномiв вигляду

Pn1,n2(z) =

n2∑
k=n1

ckz
k, 0 ≤ n1 ≤ n2, z ∈ C.

Множину таких полiномiв позначимо через Pn1,n2 .

Твердження 4.4.2. Нехай Ω — область, обмежена кривою Γ ∈ RAr, 1 < r < s <∞
i Pn1,n2 ∈ Pn1,n2. Тодi

‖Pn1,n2‖Γ,s ≤ C(n2 − n1)
1
r
− 1
s‖Pn1,n2‖Γ,r. (4.71)

Для доведення (4.71) достатньо зауважити, що довiльний полiном Pn1,n2 можна

однозначно подати у виглядi скiнченної суми з многочленами Фабера Fk для обла-

стi Ω: Pn1,n2(z) =
∑n2

k=n1
akFk(z) i, якщо t̃n1,n2(w) :=

∑n2

k=n1
akw

k, то згiдно з

твердженням 4.3.1 (з врахуванням спiввiдношень (4.48) та (4.49)) маємо

C1

∥∥t̃n1,n2(w)
∥∥
T,ν
≤ ‖Pn1,n2(z)‖Γ,ν ≤ C2

∥∥t̃n1,n2(w)
∥∥
T,ν

, 1 < ν <∞, (4.72)

де C1 i C2 — додатнi сталi, якi не залежать вiд n1 i n2.

Поєднавши спiввiдношення (4.70) та (4.72), приходимо до висновку про справе-

дливiсть (4.71). �

4.4.3 Доведення теореми 4.4.1

Оцiнки знизу. Послiдовне застосування теореми про проектор (з врахуванням

твердження 4.4.1) i твердження 4.3.1 дозволяє аналогiчно, як при доведеннi оцiнок

знизу в теоремi 4.3.5, отримати базове для оцiнок знизу поперечника спiввiдношення

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω))� dn(Lψβ,p(D) ∩ Pm;Hq ∩ Pm),
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або

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω))� dn(Lψ0,p(T ) ∩ Pm;Lq(T ) ∩ Pm), m ≥ n. (4.73)

Спочатку розглянемо випадок, коли q = 2.

Нехай τ = {τs}ns=0 — довiльна ортонорномована система в L2(T ) ∩ Pm. Позна-

чивши через (f, τs) коефiцiєнти Фур’є функцiї f по системi τ , тобто

(f, τs) :=
1

2πi

∫
|w|=1

f(w)τs(w)dw.

З розкладiв

wk =

n∑
s=0

(wk, τs)τs(w), k = 0, 1, . . . , n, (4.74)

τl(w) =

n∑
k=0

(τl, w
k)wk, l = 0, 1, . . . , n, (4.75)

отримаємо
n∑
k=0

|(wk, τs)|2 =

n∑
s=0

|(wk, τs)|2 = 1. (4.76)

Покладемо Sk(f ; τ ;w) :=
k∑
s=0

(f, τs)τs(w) та aks := (wk, τs). Тодi, при k = 0, 1, . . . , n∥∥∥∥wk − Sn−1(wk; τ ;w)

∥∥∥∥2

T,2

=

∥∥∥∥wk −∑n−1

s=0
aksτs(w)

∥∥∥∥2

T,2

= |akn|2. (4.77)

Розглянемо функцiю

fk(w) =

ψ(k)wk, k = 1, 2, . . . , n;

ψ(1), k = 0.

Очевидно, fk ∈ Lψ0,p(T ) для будь-якого k = 0, 1, . . . , n i

σk := ‖fk − Sn−1(fk; τ ;w)‖2T,2 = ψ2(k)|akn|2.

Покажемо, що iснує k, 0 ≤ k ≤ n i додатне число C такi, що

σk ≥ Cψ2(n) (4.78)

(вважаємо, що ψ(0) = ψ(1)).
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Припустимо, що це не так. Тодi

1 =

n∑
k=0

|akn|2 ≤
n∑
k=0

σk
ψ2(k)

≤ Cψ2(n)

n∑
k=0

1

ψ2(k)
(4.79)

для будь-якої додатної сталої C. Але, згiдно з лемою 4.4.1, для деякого додатного

числа C0: ψ2(n)
n∑
k=0

1
ψ2(k)

< C0. Тому при 0 < C < 1/C0 спiввiдношення (4.79)

суперечливе, що i доводить справедливiсть (4.78).

Iз спiввiдношення (4.78) при будь-якому p, 1 < p <∞ випливає оцiнка

dn(Lψ0,p(T ) ∩ Pm;L2(T ) ∩ Pm)� ψ(n),

поєднуючи яку з (4.73), отримаємо

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω))� ψ(n)

при q = 2, а з урахуванням вкладення Ã2(Ω) ⊃ Ãq(Ω), 2 ≤ q < ∞ можна ствер-

джувати, що така оцiнка справедлива i у випадку 1 < p <∞, 2 ≤ q <∞.

До такого ж висновку приходимо у випадку 1 < p <∞, 1 < q < 2. Справдi, не-

хай, ϕ = {ϕi}ni=1 — довiльна ортонормована система з простору Pn+1. Тодi, поклав-

ши ϕ∗n(w) = wn, w ∈ D, внаслiдок обмеженостi оператора Фур’є Sn : Lq(T )→ Lq(T )

(див. твердження 4.4.1 у випадку Γ = T ) i застосування нерiвностi (4.70), маємо

sup
f∈Lψ0,p(T )∩Pn+1

inf
ci

∥∥∥∥f − n∑
i=1

ciϕi

∥∥∥∥
T,q

�

� sup
f∈Lψ0,p(T )∩Pn+1

inf
ci

∥∥∥∥(Sn − Sn−1)[f ]−
n∑
i=1

ci(Sn − Sn−1)[ϕi]

∥∥∥∥
T,q

�

� sup
f∈Lψ0,p(T )∩Pn+1

inf
c
‖f − (cϕ∗n + (Sn−1)[f ])‖T,2 �

� dn(Lψ0,p(T ) ∩ Pn+1;L2(T ) ∩ Pn+1)� ψ(n),

тобто

dn(Lψ0,p(T ) ∩ Pn+1;Lq(T ) ∩ Pn+1)� ψ(n)

при 1 < p <∞, 1 < q < 2. Поєднавши цю нерiвнiсть iз спiввiдношенням (4.73), при

таких обмеженнях на параметри p i q отримаємо

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω))� ψ(n).
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Зауваження 4.4.1. У випадку 1 < p ≤ q <∞ оцiнку знизу в теоремi 4.4.1 можна

отримати застосовуючи iншi мiркування. А саме, достатньо скористатися ранi-

ше встановленою автором в [61] оцiнкою dn(Lψβ,p(Ω); Ãp(Ω)) � ψ(n) при 1 < p <∞
i ψ ∈ I0.

Оцiнки зверху в теоремi 4.4.1 випливають з оцiнок зверху для точних верхнiх

граней найкращих наближень алгебраїчними полiномами степеня n− 1 по множинi

Lψβ,p(Ω) у просторi Ãq(Ω), адже має мiсце наступне твердження.

Теорема 4.4.2. Нехай Ω — область обмежена кривою Γ ∈ RAq, 1 < p, q <∞ i

ψ ∈M′
∞, β ∈ R. Тодi

En(Lψβ,p(Ω))Γ,q � ψ(n). (4.80)

Доведення теореми 4.4.2. Оцiнка зверху в (4.80) за умови Γ ∈ RAq є наслiдком

спiввiдношення

En(Kf)Γ,q � ‖ρn(Kf ; ·)‖Γ,q � ‖ρn(F ; ·)‖T,q, (4.81)

де f ∈ L̃q(Γ), a F = f ◦ Ψ, i оцiнок величин ‖ρn(F ; ·)‖T,q у випадку F ∈ Lψβ,p(T ),

ψ ∈M′
∞ [114, роздiл II, § 6].

Оцiнка знизу в теоремi 4.4.2 випливає очевидним чином iз встановленої оцiнки

знизу величини dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω)), проте її можна отримати i безпосередньо.

Теорема 4.4.2, а разом з нею i теорема 4.4.1 доведенi. �

Зауваження 4.4.2. У випадку 1 < p ≤ q < ∞ за дещо бiльш жорстких умов на

послiдовнiсть {ψ(k), k ∈ N} теорема 4.4.1 доведена в [62].

4.5 Наближення класiв Lψβ,p(Ω) у просторах Ãq(Ω) у
випадку, коли ψ ∈M′′

∞

Як i в попередньому пiдроздiлi, основний результат даного пiдроздiлу — оцiнки колмого-
ровських поперечникiв класiв Lψβ,p(Ω) у просторi Ãq(Ω). Вiдмiннiсть у даному випадку
полягає в обмеженнях на послiдовнiсть {ψ(k), k ∈ N}, яка визначає клас Lψβ,p(Ω). У
шкалi класiв Lψβ,p(Ω) видiлено множини, якi в розумiннi оцiнок їх наближення на Ω
n – вимiрними пiдпросторами займають промiжне положення мiж класами функцiй, що
аналiтично продовжуються з областi Ω через її границю (див. пiдроздiл 4.4) i класами
функцiй, якi є аналiтичними в Ω i мають визначену ”середню” ступiнь гладкостi на гра-
ницi областi Ω, якщо гладкiсть виражати в термiнах властивостей або звичайних похi-
дних [16] або узагальненої (ψ, β) – похiдної функцiї . У викладi матерiалу даного пiдроздiлу
збереженi всi запровадженi до цього позначення i означення.



241

4.5.1 Основний результат

Через Ia позначимо таку множину функцiй s:

Ia := {s : (∃C > 0∀t1, t2, 1 ≤ t1 ≤ t2 : s(t1) ≤ Cs(t2))}

i покладемо

M′′
∞ =

{
ψ ∈ I0 : η(t)− t ∈ Ia, t

η(t)− t
↑ ∞, t→∞

}
,

де, нагадаємо, η(t) = ψ−1(ψ(t)/2); ψ−1 — функцiя обернена до ψ. Зокрема, до

множини M′′
∞ належить функцiя ψ(t) = e−αt

r

, α > 0, 0 < r < 1.

Теорема 4.5.1. Нехай Ω — область, обмежена кривою Γ ∈ RAq, q > 1. Тодi,

якщо ψ ∈M′′
∞ i β ∈ R, то

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω)) �



ψ(n) (η(n)− n)
1
p
− 1
q , 1 < p ≤ q ≤ 2,

ψ(n), 2 ≤ p ≤ q <∞,

ψ(n), 2 ≤ q ≤ p <∞,

ψ(n) (η(n)− n)
1
p
− 1

2 , 1 < p ≤ 2 ≤ q <∞.

(4.82)

Зауваження 4.5.1. У частковому випадку М. З. Двєйрiн [29] довiв рiвнiсть

dn(FHK1

p,K1
;Hp) = R−n

r

, n ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞, 1/2 ≤ r ≤ 1, R > 1,

де FHK1

p,K1
— клас аналiтичних в D = {w : |w| < 1} функцiй, що означаються

через згортку Адамара, i який тотожнiй класу Lψ0,p(D) при ψ(t) = R−t
r

, R > 1.

При r = 1 результат М.З. Двєйрiна узгоджується з теоремою 4.4.1.

Зауваження 4.5.2. Якщо ψ(t) = R−t
r

, R > 1, 0 < r < 1, то η(n)− n � n1−r.

4.5.2 Допомiжнe твердження

Побудуємо послiдовнiсть {Nj , j ∈ N} натуральних чисел за наступною рекурентною

схемою: покладемо N1 = 1, a Nk+1 = [η(Nk)] + 1, k = 1, 2, . . ., де [x] позначає

цiлу частину числа x ∈ R.

Твердження 4.5.1. Якщо ψ ∈M′′
∞, то

ψ(Nk) � ψ(Nk+1). (4.83)



242

Доведення твердження 4.5.1. Спiввiдношення ψ(Nk)� ψ(Nk+1) — тривiальне:

для будь-якого k ∈ N маємо ψ(Nk+1) ≤ ψ(η(Nk)) = ψ(Nk)/2.
Доведення спiввiдношення ψ(Nk) � ψ(Nk+1) також не складне. Оскiльки для

кожного k ∈ N
0 < ψ(Nk+1)− ψ(Nk) ≤ 1 (4.84)

i η(t)−t ≥ (η(1)−1)/C = C∗ при t ≥ 1, то покладаючи r = [1/C∗]+1 i n1 = η(Nk),
nj = η(nj−1), j = 2, 3, . . ., отримаємо

nr+1 − n1 = (nr+1 − nr) + (nr − nr−1) + . . .+ (n2 − n1) ≥ rC∗ ≥ 1. (4.85)

Iз (4.84) та (4.85) випливає nr+1 > Nk+1 при будь-якому k ∈ N ( r не залежить

вiд k ) i вiдповiдно — ψ(nr+1) ≤ ψ(Nk+1). Проте, очевидно, ψ(nr+1) = ψ(Nk)/2r, а
отже ψ(Nk)� ψ(Nk+1). �

4.5.3 Доведення теореми 4.5.1

Оцiнки знизу. Спершу зауважимо, що спiввiдношення (4.82) достатньо довести

тiльки для n, якi є членами послiдовностi {Nj , j ∈ N}, визначеної в доведеннi

твердження 4.5.1. Справдi, нехай задано довiльне n ∈ N. Пiдберемо таке натуральне

число k, що Nk ≤ n < Nk+1. Тодi, з огляду на твердження 4.5.1 ψ(Nk) ≤ C1ψ(n)

i ψ(Nk+1) ≥ C2ψ(n). Далi, на пiдставi нерiвностей

1

K
≤ η(l)− l
η(m)−m

≤ K, K > 1, (4.86)

де m ∈ N — довiльне, l ∈ [m, η(m)] (див. [114, c. 186], спiввiдношення (5.6)), можна

записати

η(Nk)−Nk ≤ K(η(n)− n).

Безпосередньо в означеннi множини M′′
∞ закладена нерiвнiсть

η(Nk+1)−Nk+1 ≥ C(η(n)− n),

де C — стала, яка не залежить вiд n.

Спiвставивши останнi двi нерiвностi iз спiввiдношенням

dNk+1
(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω)) ≤ dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω)) ≤ dNk(L

ψ
β,p(Ω); Ãq(Ω)),

доходимо висновку про справедливiсть спiввiдношення (4.82) для всiх n ∈ N у

припущенi, що воно виконується для n = Nj , j = 1, 2, . . ..
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Враховуючи викладене, доведемо спочатку оцiнку знизу в (4.82) для випадку

q = 2. Згiдно iз спiввiдношенням (4.73) маємо

dNj(L
ψ
β,p(Ω); Ã2(Ω))� dNj(L

ψ
β,p(T ) ∩ PNj+1+1;L2(T ) ∩ PNj+1+1), (4.87)

де, нагадаємо, Pm — простiр алгебраїчних полiномiв степеня m− 1.

Подальша схема доведення схожа на ту, яка застосована для встановлення оцiнок

знизу величин dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω)) при q = 2 в доведеннi теореми 4.4.1.

Нехай зафiксоване j ∈ N i τ = {τs}Nj+1

s=0 — довiльна ортонормована система

функцiй в L2(T ) ∩ PNj+1+1, а

Sk(f ; τ ;w) :=

k∑
s=0

(f, τs)τs(w),

де (f, τs) — коефiцiєнти Фур’є функцiї f за системою τ .

Маємо

wk =

Nj+1∑
s=0

(wk, τs)τs(w), k = 0, 1, 2, . . . ,Nj+1,

τl(w) =

Nj+1∑
k=0

(τl, w
k)wk, l = 0, 1, 2, . . . ,Nj+1,

i
Nj+1∑
k=0

|aks |2 =

Nj+1∑
s=0

|aks |2 = 1,

де aks := (wk, τs). Вiдстань у просторi L2(T ) мiж функцiєю wk, w ∈ T i ї ї частинною

сумою Фур’є порядку Nj − 1 за системою τ легко обчислюється:∥∥∥∥wk − Nj−1∑
s=0

aksτs(w)

∥∥∥∥2

T,2

=

∥∥∥∥ Nj+1∑
s=Nj

aksτs(w)

∥∥∥∥2

T,2

=

Nj+1∑
s=Nj

|aks |2, k = 0, 1, . . . ,Nj+1. (4.88)

Розглянемо функцiї

f
(1)
l (w) = ∆

−1/2
l

∑
k∈Il

ψ(k)wk, l = 0, 1, . . . , j,

для 2 ≤ p <∞ i

f
(2)
l (w) = ∆

1/p−1
l

∑
k∈Il

ψ(k)wk, l = 0, 1, . . . , j,
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для 1 < p ≤ 2, де Il = (Nl,Nl+1], l = 1, 2, . . . , j, ∆l = Nl+1−Nl, I0 = [0, 1], ∆0 = 1

(вважаємо, що ψ(0) = 1).

Зважаючи на нерiвнiсть (5.30) з [114, с. 214], можна дiйти висновку, що для деякої

додатної сталої C0

C0f
(1)
l ∈ Lψβ,p(T ) ∩ PNj+1

при 2 ≤ p <∞

i

C0f
(2)
l ∈ Lψβ,p(T ) ∩ PNj+1

при 1 < p ≤ 2.

Далi, не втрачаючи в загальностi, вважаємо, що C0 = 1. Покладемо

f∗l (t) =
∑
k∈Il

ψ(k)eikt, χs(t) := τs(e
it), s = 0, 1, 2, . . . ,Nj+1,

i нехай

Rl(θ) :=
∥∥f∗l (·+ θ)− SNj−1(f∗l (·+ θ);χ)

∥∥2

2
, θ ∈ (0, 2π],

де Sn(f∗l ;χ) — частинна сума порядку n+ 1 ряду Фур’є функцiї f∗l (·) по системi

χ = {χs}Nj+1

s=0 .

Тодi, з огляду на рiвнiсть (4.88), позначивши Ĩj := [Nj , Nj+1], j ∈ N, маємо

Rl(θ) =

∥∥∥∥∑
k∈Il

eiktψ(k)
∑
s∈Ĩj

aksχs(·)
∥∥∥∥2

2

=
∑
s∈Ĩj

∣∣∣∣∑
k∈Il

akse
ikθψ(k)

∣∣∣∣2. (4.89)

А це означає, що

σl :=
1

2π

∫ π

−π
Rl(θ)dθ =

∑
s∈Ĩj

∑
k∈Il

ψ2(k)|aks |2. (4.90)

Покажемо, що iснує така додатна стала C (яка, можливо, залежить вiд ψ, але

не залежить вiд j ), що для деякого l, 0 ≤ l ≤ j

σl ≥ C∆jψ
2(Nj). (4.91)

Припустимо протилежне. Тодi, оскiльки для будь-якого l, 0 ≤ l ≤ j

ψ2(Nl+1)
∑
s∈Ĩj

∑
k∈Il

|aks |2 ≤ σl ≤ ψ2(Nl)
∑
s∈Ĩj

∑
k∈Il

|aks |2,

то для кожного j ∈ N i для будь-якої додатної сталої C

∆j + 1 =

j∑
l=0

(∑
s∈Ĩj

∑
k∈Il

|aks |2
)
≤

j∑
l=0

σl
ψ2(Nl+1)

≤ C∆jψ
2(Nj)

j∑
l=0

1

ψ2(Nl+1)
. (4.92)
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Спiввiдношення (4.92) суперечливе, якщо показати, що iснує така додатна стала

C0, яка не залежить вiд j, що

α(j) := ψ(Nj)
j∑
l=0

1

ψ(Nl+1)
< C0. (4.93)

Подамо α(j) у виглядi α(j) = α1(j) + α2(j), де

α1(j) = ψ(Nj)
j−1∑
l=0

1

ψ(Nl+1)
, α2(j) =

ψ(Nj)
ψ(Nj+1)

.

Тодi оцiнка для α2(j) мiститься у твердженнi 4.5.1: α2(j) < C1, де C1 — ста-

ла, яка не залежить вiд j. Далi, достатньо зауважити, що для будь-якого r ∈ N,
ψ(Nr) ≤ ψ(Nr−1/2), щоб записати α1(j) < 2 i тим самим впевнитися у справедли-

востi нерiвностi (4.93), а отже i нерiвностi (4.91).

Таким чином, повертаючись до спiввiдношень (4.91) та (4.90), можна стверджу-

вати, що для деякого l, 0 ≤ l ≤ j, iснує θ∗ ∈ (0, 2π], для якого

Rl(θ
∗)� ∆jψ

2(Nj),

тобто ∥∥f∗l (·+ θ∗)− SNj−1(f∗l (·+ θ∗);χ)
∥∥

2
� ∆

1/2
j ψ(Nj).

А отже, поклавши

hl(t) =

∆
−1/2
l f∗l (t) при 2 ≤ p <∞,

∆
1/p−1
l f∗l (t) при 1 < p ≤ 2,

переконуємося, що hl ∈ Lψβ,p(T ) ∩ PNj+1
i

∥∥hl(·+ θ∗)− SNj−1(hl(·+ θ∗);χ)
∥∥

2
�

∆
−1/2
l ∆

1/2
j ψ(Nj), 2 ≤ p <∞,

∆
1/p−1
l ∆

1/2
j ψ(Nj), 1 < p ≤ 2.

(4.94)

Проте, якщо ψ ∈M′′
∞, то iснує така додатна стала C, що для будь-якого l, 0 ≤ l ≤ j,

маємо ∆l ≤ C∆j . Тому, наслiдком спiввiдношень (4.94) є наступнi оцiнки:

dNj(L
ψ
β,p(T ) ∩ PNj+1

;L2(T ) ∩ PNj+1
) �
∥∥hl(·+ θ∗)− SNj−1(hl(·+ θ∗);χ)

∥∥
2
�

�

ψ(Nj), 2 ≤ p <∞,

ψ(Nj) (η(Nj)−Nj)
1
p
− 1

2 , 1 < p ≤ 2,
(4.95)
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поєднавши якi iз спiввiдношенням (4.87), отримаємо необхiднi оцiнки знизу в (4.82)

у випадку q = 2.

Спiввiдношення (4.95) є вихiдним для отримання оцiнок знизу в (4.82) при q 6= 2.

Спочатку нехай 1 < p ≤ q < 2. Тодi для довiльної лiнiйно незалежної системи

функцiй ϕ = {ϕi}Nji=1 з PNj+1+1, позначивши через Sn[g] частинну суму Фур’є

порядку n+ 1 по системi wk, k = 0, 1, . . . функцiї g(w), w ∈ T , маємо

sup
f∈Lψβ,p(T )∩PNj+1+1

inf
ci

∥∥∥∥f − Nj∑
i=1

ciϕi

∥∥∥∥
T,q

(a)
�

(a)
� sup

f∈Lψβ,p(T )∩PNj+1+1

inf
ci

∥∥∥∥(SNj+1
− SNj)[f ]−

Nj∑
i=1

ci(SNj+1
− SNj)[ϕi]

∥∥∥∥
T,q

(b)
�

(b)
� ∆

1/2−1/q
j sup

f∈Lψβ,p(T )∩PNj+1+1

inf
ci

∥∥∥∥f − [ Nj∑
i=1

ci(SNj+1
− SNj)[ϕi] + SNj [f ]

]∥∥∥∥
T,q

(c)
�

(c)
� ∆

1/2−1/q
j dNj(L

ψ
β,p(T ) ∩ PNj+1+1;L2(T ) ∩ PNj+1+1)

(d)
� ψ(Nj+1)∆

1/p−1/q
j (4.96)

У цьому ланцюжку нерiвностей при переходi (a) використано обмеженiсть оператора

Фур’є Sn : Lq(T )→ Lq(T ), 1 < q <∞; нерiвнiсть (b) є наслiдком нерiвностi (4.70)

i того факту, що SNj+1
[f ] = f , якщо f ∈ PNj+1+1; справедливiсть спiввiдношення

(c) базується на такому: оскiльки, починаючи з деякого j ∈ N буде Nj+1 −Nj ≤
Nj − 1 (див. спiввiдношення t

η(t)−t ↑ ∞, t → ∞ в означеннi множини M′′
∞), а

(SNj+1
− SNj)[ϕi] ∈ PNj+1,Nj+1

i SNj [f ] ∈ PNj+1, то у квадратних дужках при

кожному фiксованому f ∈ PNj+1+1 i фiксованих ci, i = 1, 2, . . . ,Nj , знаходиться
елемент лiнiйної оболонки L, породженої системою, яка складається не бiльше нiж

iз Nj взаємно ортогональних функцiй, тобто L = span
{
SNj [f ], {wk}Nj+1

k=Nj+1

}
;

нерiвнiсть (d) випливає iз спiввiдношення (4.95).

Поєднавши спiввiдношення (4.96) та (4.73), з урахуванням зауважень, що зробленi

на початку доведення теореми 4.5.1, отримаємо

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω))� ψ(n) (η(n)− n)
1
p
− 1
q , 1 < p ≤ q ≤ 2.

У випадку 1 < p ≤ 2 ≤ q <∞ безпосередньо з останньої оцiнки випливає

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω))� dn(Lψβ,p(Ω); Ã2(Ω))� ψ(n) (η(n)− n)
1
p
− 1

2 .



247

У випадках, коли 2 ≤ p ≤ q <∞ чи 2 ≤ q ≤ p <∞, для отримання оцiнки

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω))� ψ(n)

достатньо скористатися спiввiдношеннями (4.87) i (4.95), беручи до уваги, що

Ãq(Ω) ⊂ Ã2(Ω) при q > 2.

Оцiнки зверху у випадках 1 < p ≤ q ≤ 2 та 1 < q ≤ p < ∞ випливають iз

наступного твердження.

Теорема 4.5.2. Нехай Ω — область обмежена кривою Γ ∈ RAq, 1 < p, q <∞ i

ψ ∈M′′
∞, β ∈ R. Тодi

En(Lψβ,p(Ω))Γ,q � ψ(n) (η(n)− n)(1/p−1/q)+ , (4.97)

де a+ := max{0; a}.

Для доведення теореми 4.5.2 достатньо взяти до уваги спiввiдношення (4.81), а

потiм послатися на теорему 6.1 в [114, c. 219] (див. також нерiвнiсть (6.30′) в [114,

c. 225]).

Продовжимо встановлення оцiнок зверху в теоремi 4.5.1 у випадках, що залиши-

лися не розглянутими. Отже, нехай 1 < p ≤ 2 ≤ q < ∞. Як було зазначено, оцiнку

достатньо встановити для значень n, якi пробiгають послiдовнiсть (Nj)j∈N.
Покладемо для будь-якої функцiї f ∈ Lψβ,p(Γ) i z ∈ Ω

ϕ0(z) = SFN0
(Kf ; z), N0 = 0,

ϕk(z) = SFNk+1−1(Kf ; z)− SFNk−1(Kf ; z), k ∈ N.

Тодi, за теоремою 4.5.2, враховуючи спiввiдношення En(Lψβ,p(Ω))Γ,q � En(Lψβ,p(Ω))Γ,q,

1 < q <∞, при k ∈ N маємо

‖ϕk‖Γ,p ≤
∥∥SFNk+1−1(Kf ; ·)−Kf(·)

∥∥
Γ,p

+
∥∥SFNk−1(Kf ; ·)−Kf(·)

∥∥
Γ,p

� ψ(Nk+1) + ψ(Nk)� ψ(Nk)

(в останнiй нерiвностi використано твердження 4.5.1). А отже

lim
l→∞

∥∥∥∥Kf(·)−
l∑

k=0

ϕk(·)
∥∥∥∥

Γ,p

= lim
l→∞

∥∥Kf(·)− SFNl+1−1(Kf ; ·)
∥∥

Γ,p
= 0,

тобто

Kf(z) =

∞∑
k=0

ϕk(z), z ∈ Ω,
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(збiжнiсть ряду за нормою простору Ãp(Ω)). Таким чином, має мiсце вкладення

Lψβ,p(Ω) ⊂
∞⋃
k=0

Q
(k)
p (Ω), (4.98)

де Q
(0)
p (Ω) — множина всеможливих сталих функцiй на Ω, а при k ∈ N

Q
(k)
p (Ω) :=

{
f ∈ P(Nk) : ‖f‖Γ,p � ψ(Nk)

}
;

P(Nk) — простiр алгебраїчних полiномiв p вигляду p(z) =
Nk+1−1∑
m=Nk

cmz
m, z ∈ C.

Далi, нехай (mk)
∞
k=0 — послiдовнiсть цiлих невiд’ємних чисел така, що

∞∑
k=0

mk ≤ n.

Тодi на пiдставi леми Майорова [52] i вкладення (4.98) маємо

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω))� dm0(Q
(0)
p (Ω); Ãq(Ω)) +

∞∑
j=1

ψ(Nj)dmj(B̃
(j)
p (Ω); Ãq(Ω)), (4.99)

де B̃
(j)
p (Ω) =

{
f ∈ P(Nj) : ‖f‖Γ,p ≤ 1

}
, j ∈ N. Звiдси, поклавши m0 = 1 (а тодi

∞∑
k=1

mk ≤ n− 1), отримаємо

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω))�
∞∑
j=1

ψ(Nj)dmj(B̃
(j)
p (Ω); Ãq(Ω)). (4.100)

Далi, згiдно з нерiвнiстю (4.88)

B̃
(j)
p (D) ⊂ C∆

1/p−1/2
j B̃

(j)
2 (D),

де C — стала, яка не залежить вiд j, а ∆j = Nj+1−Nj , j ∈ N. А отже, на основi

властивостей операторiв FΩ i FΩ (див. твердження 4.3.1) та базових властивостей

колмогоровського поперечника [188] можна записати

dmj(B̃
(j)
p (Ω); Ãq(Ω))� dmj(B̃

(j)
p (Ω); Ãq(Ω) ∩ P(Nj))�

� dmj(B̃
(j)
p (D);Hq(T ) ∩ P(Nj))� ∆

1/p−1/2
j dmj(B̃

(j)
2 (D);Hq(D) ∩ P(Nj)).

Поєднавши це спiввiдношення з (4.100), маємо

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω))�
∞∑
j=1

ψ(Nj)∆1/p−1/2
j dmj(B̃

(j)
2 (D);Hq(D) ∩ P(Nj).
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Далi, зрозумiло, що мiж просторами Hq(D)∩P(Nj) i Lq(T )∩P∆j
можна встановити

iзометричне вiдображення:

Lq(T ) ∩ P∆j
3 f(z)

A
=⇒ zNjf(z) ∈ Hq(D) ∩ P(Nj),

для якого прообразом кулi B̃(j)
2 (D) є куля B̃

∆j

2 (T ) = {f ∈ P∆j
: ‖f‖T,2 ≤ 1}. Тому

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω))�
∞∑
j=1

ψ(Nj)∆1/p−1/2
j dmj(B̃

∆j

2 (T );Lq(T ) ∩ P∆j
),

а отже, використовуючи твердження 4.4.2, згiдно з базовими властивостями колмо-

горовського поперечника отримаємо спiввiдношення

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω))�
∞∑
j=1

ψ(Nj)∆1/p−1/q
j dmj(B

∆j

2 ; l
∆j
q ). (4.101)

Нехай n = Ns+1, де s ≥ 2 — фiксоване. Покладемо

mj =

∆j , 1 ≤ j ≤ s− 1,[
C(2j−s∆j)

−δ∆1+δ
s

]
, j ≥ s,

де [x] — цiла частина числа x ∈ R; C i δ — достатньо малi додатнi сталi, значення

яких будуть уточненi нижче. Тодi
∞∑
j=1

mj ≤
s−1∑
j=1

∆j +

(
C

∞∑
j=s

(2j−s∆j)
−δ∆1+δ

s

)
:= S1 + S2.

Маємо: S1 = Ns+1 − ∆s − N1, а S2 = C∆1+δ
s

∞∑
j=s

(2j−s∆j)
−δ. Згiдно з означенням

множини M′′
∞ при j ≥ i має мiсце нерiвнiсть ∆j ≥ K∆i, де K — деяка додатна

стала, яка не залежить вiд j. А тому

S2 ≤ CK−δ∆1+δ
s ∆−δs

∞∑
j=s

(2−δ)j−s ≤ C∗δ∆s.

Для будь-якого додатного числа δ пiдберемо таку додатну сталу C, щоб викону-

валась нерiвнiсть S2 ≤ ∆s. Тодi
∑∞

j=1mj ≤ Ns+1 − 1.

Далi, вiдомо (див., наприклад, [133, с. 210]), що при 2 ≤ r ≤ s < ∞, n < m i

α = (1/r−1/s)/(1−2/s) буде dn(Bm
r ; lms ) � min{1; m2α/sn−α}. А оскiльки, внаслiдок

оцiнки для S2 i згiдно з означенням множини M′′
∞, при достатньо малому C у

визначеннi чисел mj виконується нерiвнiсть mj < ∆j при j ≥ s, то

dmj(B
∆j

2 ; l
∆j
q ) ≤ Km

−1/2
j ∆

1/q
j , j ≥ s,
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де K — деяка додатна стала, яка не залежить вiд j. Зрозумiло також, що

dmj(B
∆j

2 ; l
∆j
q ) = 0, якщо 1 ≤ j ≤ s− 1.

Повернемося до нерiвностi (4.101). Враховуючи, що ∆j+1 ≤ C0∆j (як наслiдок iз

нерiвностi (4.86)), маємо

dNs+1
(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω))�

∞∑
j=1

ψ(Nj)∆1/p−1/q
j m

−1/2
j ∆

1/q
j =

=

∞∑
j=1

ψ(Nj)∆1/p
j m

−1/2
j �

∞∑
j=1

ψ(Nj)∆1/p
j ∆

−(1+δ)/2
s (2j−s∆j)

δ/2 �

�
∞∑
j=1

ψ(Nj)∆1/p
j ∆

−(1+δ)/2
s ∆

δ/2
s ((2C0)δ/2)j−s �

�
∞∑
j=1

ψ(Nj)∆1/p
j ∆

−1/2
s ((2C0)δ/2)j−s. (4.102)

Тепер зауважимо: якщо функцiя ψ ∈ M′′
∞ така, що iснує додатна стала K, для

якої η(t)− t ≤ K при t ≥ 1, то функцiя ψ належить також множинi M′
∞, а оцiнки

величин dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω)) за умови ψ ∈M′
∞ вже знайденi (див. теорему 4.4.1) i

вони збiгаються у такому випадку iз шуканими оцiнками зверху в теоремi 4.5.1.

Отже, нехай ψ ∈ M′′
∞ \M′

∞. Iз означення множини M′′
∞, випливає, що iснує

таке t0 ≥ 1, що принаймi при t ≥ t0, η(t)− t ≥ K0 > 1. Далi, оскiльки t
η(t)−t ↑ ∞

при t → ∞, то для будь-якого додатного числа C знайдеться t
(1)
0 (яке залежить

вiд C) таке, що при t ≥ t
(1)
0 буде t

η(t)−t ≥ C, тобто η(t) ≤ (1 + 1/C)t. А отже,

для достатньо великого C при t ≥ t
(1)
0 виконується нерiвнiсть [η(t)] + 1 ≤ K1t, де

1 < K1 < 2 −K−1
0 . Зокрема, для деякого j0 ∈ N при j ≥ j0 маємо Nj+1 < K1Nj .

З умови t
η(t)−t ↑ ∞, t→∞, випливає також нерiвнiсть

η(Nj+1)−Nj+1

η(Nj)−Nj
≤
Nj+1

Nj
,

використавши яку можна записати: при j ≥ j0

∆j+1

∆j
=

[η(Nj+1)]−Nj+1 + 1

[η(Nj)]−Nj + 1
≤
η(Nj+1)−Nj+1 + 1

η(Nj)−Nj
≤

≤
Nj+1

Nj
+

1

K0
≤ K1 +

1

K0
=: α < 2 (4.103)
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Таким чином, при j ≥ j0 маємо ∆j+1 ≤ α∆j , де α < 2 i оскiльки ψ(Nj+1) ≤
ψ(Nj)/2, то

ψ(Nj+k)∆
1/p
j+k ≤

(
α

2

)k
ψ(Nj)∆1/p

j = γkψ(Nj)∆1/p
j , k ∈ N, (4.104)

де γ < 1.

З нерiвностi (4.102), враховуючи спiввiдношення (4.104), випливає

dNs(L
ψ
β,p(Ω); Ãq(Ω))� ψ(Ns)∆1/p−1/2

s

∞∑
j=s

((2C0)δ/2γ)j−s.

А отже, пiдiбравши додатне число δ так, що (2C0)δ/2γ < 1 i взявши до уваги те,

що ∆s � ∆s+1 � η(Ns+1)−Ns+1 i ψ(Ns) � ψ(Ns+1), отримаємо

dNs+1
(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω))� ψ(Ns+1(η(Ns+1)−Ns+1)1/p−1/2).

Таким чином, якщо 1 < p ≤ 2 ≤ q <∞, то

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω))� ψ(n)(η(n)− n)
1
p
− 1

2 .

Нарештi, якщо 2 ≤ p ≤ q <∞, то

dn(Lψβ,p(Ω); Ãq(Ω))� dn(Lψβ,2(Ω); Ãq(Ω))� ψ(n).

Теорему 4.5.1 доведено. �

4.6 Наближення iнтегралiв типу Кошi у просторах
Смiрнова Eq(Ω)

У даному пiдроздiлi розв’язана задача про оцiнки наближення класiв Kψq,pN(Ω) за допо-
могою n – вимiрних пiдпросторiв в Eq(Ω) за певних обмежень на послiдовнiсть ψ i для
певних спiввiдношень мiж параметрами p та q , тобто — задача щодо встановлення
точних за порядком значень колмогоровських поперечникiв dn(Kψq Bp(Ω);Eq(Ω)). Також
доведенi важливi твердження, що стосуються властивостей p –фаберових операторiв
та оператора Кошi.

4.6.1 Позначення, означення та допомiжнi твердження

Спочатку нагадаємо деякi iз позначень з попереднiх пiдроздiлiв, якi задiянi i в цiй,

заключнiй, частинi даного роздiлу.

Отже нехай Ω — однозв’язна область в комплекснiй площинi C, границя якої

з. с. ж. к. Γ = ∂Ω; Ω = Ω ∪ Γ — замикання областi Ω, а Ω− = Ĉ \Ω — зовнiшнiсть
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кривої Γ (доповнення областi Ω до розширеної комплексної площини Ĉ = C∪{∞}).
В подальшому, без втрати загальностi, вважаємо, що {0} ∈ Ω i довжина кривої Γ

дорiвнює 2π.

Позначимо через Lp(Γ), 1 ≤ p <∞, простiр сумовних в p–iй степенi функцiй f

на кривiй Γ, з нормою

‖f‖
Lp(Γ)

=

(
1

2π

∫
Γ

|f(ζ)|p|dζ|
) 1

p

i через L∞(Γ) — простiр iстотно обмежених на Γ функцiй f з нормою

‖f‖
L∞(Γ)

= ess sup
ζ∈Γ

|f(ζ)|.

Нехай далi Φ(·) i Ψ(·) — функцiї, що здiйснюють конформний гомеоморфiзм мiж

зовнiшнiстю областi Ω = Ω ∪ Γ i зовнiшнiстю круга D = {w : |w| ≤ 1}, причому
функцiя Φ(·) задовольняє умови

lim
z→∞

Φ(z)/z = α > 0 i Φ(∞) =∞.

Простiр Смiрнова Ep(Ω), p > 0, — це простiр, що складається iз аналiтичних в

Ω функцiй f , для кожної iз яких знайдеться послiдовнiсть {Ωj}j≥1 однозв’язних

областей зi спрямлювальними границями ∂Ωj , що вичерпує зсередини область Ω i

така, що

sup
j

∫
∂Ωj

|f(z)|p|dz| <∞. (4.105)

Через E∞(Ω) позначимо простiр обмежених аналiтичних в Ω функцiй.

Вiдомо, що при 1 ≤ p < ∞ кожна функцiя f ∈ Ep(Ω) у випадку, коли границя

Γ = ∂Ω спрямлювальна, має майже всюди на Γ граничнi значення по недотичних

до Γ шляхах в областi Ω. Причому, цi граничнi значення є значеннями функцiї

(для якої збережемо позначення f), що належить простору Lp(Γ).

Позначимо через Ep(Γ) множину таких недотичних кутових граничних значень

(функцiй) для всiх функцiй iз Ep(Ω) i покладемо

‖f‖
Ep(Ω)

= ‖f‖
Ep(Γ)

:= ‖f‖
Lp(Γ)

.

Зазначимо, згiдно з теоремою 10.1 iз [176] верхня грань у лiвiй частинi (4.105) дорiв-

нює ‖f‖p
Lp(Γ)

.

Схожим чином означаються простiр Смiрнова Ep(Ω
−), p > 0, для нескiнченної

областi Ω− i простiр Ep(Γ
−) — множина кутових граничних значень на Γ всiх

функцiй iз Ep(Ω
−).
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У випадку, коли Ω = D := {z ∈ C : |z| < 1}, простiр Ep(D) суть простiр Хардi,

який позначається, нагадаємо, через Hp.

Нехай, далi

K(g)(z) :=
1

2πi

∫
Γ

g(ζ)

ζ − z
dζ, z 6∈ Γ,

— iнтеграл типу Кошi функцiї g ∈ L1(Γ). Вiдомо, що K(g)(z) є аналiтичною

функцiєю за змiнною z в областi Ĉ\Γ. Далi будемо розглядати iнтеграл типу Кошi

як оператор з областю визначення в L1(Γ) i значеннями у множинi аналiтичних в

областi Ω функцiй.

Згiдно з теоремою В. I. Смiрнова (див., наприклад, [176, Теорема 10.4]) маємо

K(Ep(Γ)) = Ep(Ω), (4.106)

тобто f = K(f) в Ω для будь-якої функцiї f ∈ Ep(Ω), а також

K(Lp(Γ)) ⊃ Ep(Ω). (4.107)

Аналогiчно, позначивши через K− оператор K, коли той дiє на Lp(Γ), а його

образи мiстяться у множинi аналiтичних в Ω− функцiй, зауважимо, що

K−(Ep(Γ
−)) = Ep(Ω

−) ⊂ K(Lp(Γ)). (4.108)

Для областей з регулярними границями справедливi також оберненi до (4.107) та

(4.108) вкладення.

Твердження 4.6.1. Нехай Ω — скiнченна однозв’язна область зi спрямлювальною

жордановою границею ∂Ω = Γ. Наступнi твердження рiвносильнi

1) Γ — регулярна крива;

2) K(Lp(Γ)) = Ep(Ω) ∀ p ∈ (1,∞);

3) K−(Lp(Γ)) = Ep(Ω
−) ∀ p ∈ (1,∞).

Це твердження є наслiдком теорем Давiда [166, теорема 3] i Смiрнова–Дюрена

[124, с. 98], [177, теорема 1], в яких виголошується вiдповiдно наступне:

Lp(Γ) = Hp(Γ) + H −
p (Γ)⇐⇒ Γ — регулярна крива =⇒

=⇒ Ω та Ω− — областi Смiрнова; (4.109)

Ep(Γ) = Hp(Γ)⇐⇒ Ω — область Смiрнова, (4.110)
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Ep(Γ
−) = H −

p (Γ)⇐⇒ Ω− — область Смiрнова, (4.111)

для довiльних p, 1 < p <∞.

Тут використанi позначення

Hp(Γ) :=

{
f ∈ Lp(Γ) :

∫
Γ

ζkf(ζ)dζ = 0, ∈ Z+

}
,

H −
p (Γ) :=

{
f ∈ Lp(Γ) :

∫
Γ

ζ−kf(ζ)dζ = 0, k ∈ N
}
,

а також — поняття областi Смiрнова, яке не вдаючись до точних означень, можна

трактувати так. Обмежена однозв’язна область Ω зi спрямлювальною жордановою

границею є областю Смiрнова, якщо похiдна ϕ′ конформного вiдображення ϕ

круга D на область Ω є зовнiшньою функцiєю (див., наприклад, [176, c. 173]).

Аналогiчним змiстом надiляється поняття нескiнченної областi Смiрнова Ω−. Слiд

зауважити, з того що Ω є областю Смiрнова, взагалi кажучи, не випливає, що такою

ж є Ω− [179].

Доведення твердження 4.6.1. 1) ⇒ 2). Нехай Γ — регулярна крива. Тодi,

згiдно з (4.109) Ω — область Смiрнова i внаслiдок тверджень (4.106) та (4.110)

K(Hp(Γ)) = Ep(Ω). (4.112)

З iншого боку, для будь-якої функцiї f ∈ H −
p (Γ) при z ∈ Ω маємо K(f)(z) = 0,

бо в околi точки z0 = 0 iнтеграл типу Кошi K(f) може бути поданий у виглядi

рiвномiрно збiжного степеневого ряду

K(f)(z) =

∞∑
k=0

zk
1

2πi

∫
Γ

ζ−k−1f(ζ)dζ, (4.113)

у якого всi коефiцiєнти дорiвнюють нулю.

Отже, K(H −
p (Γ)) = {0} i враховуючи (4.109) та (4.112), можна записати

K(Lp(Γ)) = K(Hp(Γ)) +K(H −
p (Γ)) = Ep(Ω) + {0} = Ep(Ω).

2) ⇒ 1). Виходячи з умови, для будь-якої функцiї g ∈ Lp(Γ) iнтеграл типу Кошi

K(g) ∈ Ep(Ω), тобто знайдеться така функцiя f ∈ Ep(Ω), що

f(z) = K(g)(z), z ∈ Ω. (4.114)

Але ж, згiдно з теоремою Смiрнова

f(z) = K(f+)(z), z ∈ Ω, (4.115)
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де f+ — кутовi граничнi значення функцiї f на Γ, причому f+ ∈ Ep(Γ) ⊂Hp(Γ).

Iз (4.114) i (4.115) виводимо

K(g − f+)(z) = 0, z ∈ Ω.

Отже, з огляду на представлення (4.113) можна стверджувати, що (g−f+) ∈H −
p (Γ).

Таким чином, за умови 2) будь-яку функцiю g ∈ Lp(Γ) майже всюди на Γ можна

подати у виглядi g = g1 + g2, де g1 ∈ Hp(Γ), а g2 ∈ H −
p (Γ), тобто Lp(Γ) =

Hp(Γ) + H −
p (Γ). Звiдси, зважаючи на (4.109), випливає, що крива Γ регулярна.

За такою ж схемою доводиться рiвносильнiсть тверджень 1) i 3).

Твердження 4.6.1 доведено. �

Многочлени Фабера для областi Ω. Обмеженiй однозв’язнiй областi Ω мо-

жна поставити у вiдповiднiсть послiдовнiсть {Fk,p}k∈Z+
, 1 ≤ p ≤ ∞, алгебраїчних

многочленiв степеня k, що називаються p –фаберовими многочленами, якi можна

визначити опосередковано через розклад (див., наприклад, [125])

(Ψ′(w))
1−1/p

Ψ(w)− z
=

∞∑
k=0

Fk,p(z)

wk+1
, (4.116)

в якому ряд в правiй частинi збiгається рiвномiрно по w в областi D− при кожному

фiксованому z ∈ Ω.

При p = 1 i p = ∞ многочлени Fk,p мають також назву многочленiв Фабера

другого роду i многочленiв Фабера вiдповiдно.

Властивостi p –фаберових операторiв i обернених до них. Розглянемо лiнiйнi

оператори, визначенi вiдповiдно на Hp i Ep(Ω) формулами

Tp(f)(z) =
1

2πi

∫
T

f(w)
(Ψ′(w))

1−1/p

Ψ(w)− z
dw, f ∈ Hp, z ∈ Ω, (4.117)

Qp(g)(τ) =
1

2πi

∫
T

gT,p(w)
dw

w − τ
, g ∈ Ep(Ω), τ ∈ D, (4.118)

де gT,p := g ◦Ψ · (Ψ′)1/p.

Оператор Tp називається p –фаберовим оператором, визначеним на Hp, а Qp

— оберненим до нього.

Справедлива наступна теорема, яка доведена в [68].

Теорема 4.6.1. Нехай Ω — скiнченна однозв’язна область зi спрямлювальною жор-

дановою границею ∂Ω = Γ i 1 < p <∞. Наступнi твердження рiвносильнi:
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1) Γ — регулярна крива;

2) оператор Tp : Hp → Ep(Ω) — неперервний;

3) оператор Tp : Hp → Ep(Ω) — бiєктивний.

Зауваження 4.6.1. В процесi доведення в [68] iмплiкацiї 1) ⇒ 2), встановлено

таке твердження: якщо крива Γ регулярна, то при 1 < p <∞ оператори Tp

i Qp, визначенi вiдповiдно на Hp i Ep(Ω), — взаємно оберненi i неперервнi.

Важливими в доведеннi теореми 4.6.1 є наступнi факти.

Твердження 4.6.2. Нехай Ω — скiнченна однозв’язна область зi спрямлювальною

жордановою границею ∂Ω = Γ i для 1 < p <∞

Lp(Γ)+ :=
{
f ∈ Lp(Γ) : fT,p ∈Hp(T )

}
,

Lp(Γ)− :=
{
f ∈ Lp(Γ) : fT,p ∈H −

p (T )
}
.

Тодi

K(Lp(Γ)−) = {0} i K(Lp(Γ)) = K(Lp(Γ)+).

Доведення цього твердження є майже дослiвним повторенням доведення твердже-

ння 2 iз [120] з використанням теореми про єдинiсть рядiв за многочленами Fk,p iз

[154, наслiдок 2].

Твердження 4.6.3. Нехай Ω — скiнченна однозв’язна область зi спрямлювальною

жордановою границею ∂Ω = Γ i 1 < p < ∞. Тодi оператор Qp : Ep(Ω) → Hp

неперервний i iн’єктивний. До того ж, якщо крива Γ регулярна, то оператор Qp

бiєктивний.

4.6.2 Колмогоровськi поперечники у просторах Смiрнова

В [120] (див., також, [116]) означенi класи Kψp (Ω). Вони, як i класи LψβN(Ω), є мно-

жинами функцiй, що зображуються iнтегралами типу Кошi в областi Ω ⊂ C, яка
обмежена з. с. ж. к. Γ i означаються за схожою схемою на основi вже згаданої класи-

фiкацiї 2π – перiодичних сумовних на перiодi функцiй, запровадженої О. I. Степанцем

[115, 116].

Отже, нехай ψ = (ψ(k))k∈Z (ψ(0) = 1) — довiльна послiдовнiсть комплексних

чисел i N деяка пiдмножина у просторi L1(T )+ функцiй степеневого типу iз L1(T ).
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Клас LψN(T )+ (див. означення в [116, с. 261]) складається iз функцiй f ∈ L1(T ) —

сумовних на колi T — тригонометричний ряд Фур’є S[f ] яких має вигляд

S[f ] :=

∞∑
k=0

ψ(k)ϕ̂(k)eikt,

де ϕ̂(k) — коефiцiєнти Фур’є деякої функцiї ϕ ∈ N. Функцiю f називають

ψ – iнтегралом функцiї ϕ i позначають J ψϕ.
Покладемо

Lψq,p(T )+ := LψLp(T )+ ∩ Lq(T ),

а якщо N — деяка пiдмножина в Lp(T )+, то

Lψq,pN(T )+ := LψN(T )+ ∩ Lq(T ).

Залучивши визначений вище q –фаберовий оператор Tq, означимо класи Kψq,pN(Ω),

аналiтичних в областi Ω функцiй, у такий спосiб:

Kψq,pN(Ω) := Tq(L
ψ
q,pN(T )+) :=

{
f = Tq(g) : g ∈ Lψq,pN(T )+

}
,

тобто Kψq,pN(Ω) — це образ множини Lψq,pN(T )+ при вiдображеннi Tq.

За припущення, що у аналiтичному виразi, яким означений оператор Tq, крива

Γ — регулярна, враховуючи твердження 4.6.1, можна стверджувати, що

Kψq,pN(Ω) ⊆ Eq(Ω), 1 < q <∞,

для будь-якої послiдовностi ψ. Таким чином, можна вважати, що запропонованою

класифiкацiєю здiйснюється розбиття множини iнтегралiв типу Кошi i, зокрема, роз-

биття на класи функцiй простору Смирнова Eq(Ω).

Клас Kψq,pN(Ω) не порожнiй для будь-яких допустимих значень параметрiв q, p

та послiдовностi ψ, бо йому належить, принаймi, множина алгебраїчних полiномiв.

Зрозумiло, граничнi властивостi функцiй iз множин Kψq,pN(Ω), iстотно залежать вiд

поведiнки послiдовностi ψ = (ψ(k))k∈Z, як основного параметра в означеннi класiв

Kψq,pN(Ω). Певнi умови щодо цiєї послiдовностi забезпечують, зокрема, належнiсть

функцiй iз класiв Kψq,pN(Ω) до просторiв Смiрнова Es(Ω) при q ≤ s. Бiльш того,

класи Kψq,pN(Ω) можуть складатися iз функцiй, що аналiтично продовжуються

через криву Γ в деяку область Ω′ ⊃ Ω, i навiть — iз цiлих функцiй.

Сформулюємо головнi результати даного пiдроздiлу.
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Через Wα, α > 0 позначимо множину таких послiдовностей ψ = (ψ(k))k∈Z+

додатних дiйсних чисел, що послiдовнiсть (ψ(k)kα)k∈N не зростає i ψ(n) ≤ Cψ(2n)

при n ∈ Z+, де C — деяка стала, що не залежить вiд n.

Покладемо Bp(T ) := {f ∈ Lp(T ) : ‖f‖
Lp(T )

≤ 1} i означимо

Lψq Bp(T )+ := Lψq,pBp(T )+, Kψq Bp(Ω) := Kψq,pBp(Ω).

Теорема 4.6.2. Нехай Ω — скiнченна однозв’язна область, границя якої ∂Ω = Γ

— регулярна крива, ε — як завгодно мале додатне число. Тодi

dn(Kψq Bp(Ω);Eq(Ω)) �



ψ(n)n
1
p
− 1
q , 1 < p ≤ q ≤ 2, ψ ∈ W1/p−1/q,

ψ(n)n
1
p
− 1

2 , 1 < p ≤ 2 ≤ q <∞, ψ ∈ W1/p+ε,

ψ(n), 2 ≤ p ≤ q <∞, ψ ∈ W0,

ψ(n), 1 < q ≤ p <∞, ψ ∈ W1/2+ε.

Спiвставимо цей результат з вiдомими твердженнями, що стосуються оцiнок (то-

чних значень) колмогоровських поперечникiв деяких класiв функцiй, аналiтичних в

крузi D i в жорданових областях.

Спочатку нехай Ω = D. Для довiльної послiдовностi ψ = (ψ(k))k∈Z+
вiдмiнних

вiд нуля комплексних чисел i числа r ∈ R+ покладемо

Hψ
p,r :=

{
f аналiтична в D :

∥∥fψr ∥∥
Hp
≤ 1

}
,

де

fψr (z) :=

∞∑
k=[r]

1

ψ(k)

f (k)(0)

k!
zk−[r],

[r] — цiла частина числа r.

При ψ(k) = Γ(k − r + 1)/Γ(k + 1) чи ψ(k) = k−r класи Hψ
p,r i Hψ

p,1 тотожнi

вiдповiдно класам

Hr
p :=

{
f аналiтична в D : ‖f (r)‖

Hp
≤ 1
}
,

i

Hr
p,θ :=

{
f аналiтична в D : ‖f (r)

θ ‖Hp ≤ 1
}
,

де

f (r)(z) =

∞∑
k=[r]

Γ(k + 1)

Γ(k − r + 1)

f (k)(0)

k!
zk−[r],
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— r - а дробова похiдна в сенсi Рiмана—Лiувiлля (Γ — гамма функцiя Ейлера), а

f
(r)
θ (z) =

∞∑
k=1

kr
f (k)(0)

k!
zk

— r - а дробова похiдна в сенсi Вейля по аргументу θ = arg z.

Класи Hψ
p,r у випадку довiльної послiдовностi ψ, ймовiрно, вперше розглянутi

в [196], а потiм у [12] та[131].

Тепер зауважимо, якщо ψ(k) 6= 0 для k ∈ Z+, то неважко показати, що при

1 ≤ q ≤ ∞, 1 < p <∞, r ≥ 0

Kψrq Bp(D) ⊆ Kψr1 Bp(D), (4.119)

i

Hψ
p,r ⊂ z[r]Kψr1 Bp(D) + P[r] ⊂ C(p)Hψ

p,r, (4.120)

де

ψr = (ψr(k))k∈Z+
, ψr(k) := ψ(k + [r]), (4.121)

P[r] — множина алгебраїчних полiномiв степеня [r]− 1 (P0 = {0}) i C(p) — деяка

стала, залежна лише вiд p.

Друге вкладення в (4.120) слiд розумiти так: для кожної аналiтичної в D

функцiї f вигляду

f(z) = z[r]K(g)(z) + P[r](z),

де g ∈ Lψr1 Bp(T ) i P[r]−1 ∈ P[r] справедлива нерiвнiсть∥∥fψr ∥∥
Hp
≤ C(p). (4.122)

Отже, у випадку, коли Ω = D iз теореми 4.6.2, з урахуванням наведених вище

вкладень, випливає такий наслiдок.

Наслiдок 4.6.1. Нехай r ≥ 0, ψ(k) = Γ(k+1)/Γ(k+r+1), або ψ(k) = k−r, k ∈ N.
Тодi при n > [r]

dn−[r](Kψq Bp(D);Hq) � dn(Kψq Bp(D);Hq) �

� dn(Hr
p ;Hq) � dn(Hr

p,θ;Hq) �



n−r+
1
p
− 1
q , 1 < p ≤ q ≤ 2, ψ ∈ W1/p−1/q

n−r+
1
p
− 1

2 , 1 < p ≤ 2 ≤ q <∞, ψ ∈ W1/p+ε

n−r, 2 ≤ p ≤ q <∞, ψ ∈ W0

n−r, 1 < q ≤ p <∞, ψ ∈ W1/2+ε.
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Л.В. Тайков [131] довiв, що при 1 ≤ p ≤ ∞ i r ∈ N

dn(Hr
p ;Hp) =

(n− r)!
n!

, n ≥ r

i

dn(Hr
p,θ;Hp) = n−r, n ∈ N.

Згiдно з результатом М.З. Двєйрiна [29], якщо ψ — опукла, спадна до нуля

послiдовнiсть додатних чисел, то

dn(Hψ
p,0;Hp) = ψ(n).

Наслiдок 4.6.1 для класiв Hr
p у випадку, коли 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, r ∈ N також вiдомий

— цей результат належить Ю.Ф. Фаркову [150].

З результатом теореми 4.6.2 тiсно пов’язаний вже згаданий результат С.Б. Вакарчука

[16] щодо оцiнки поперечника dn(Erp(Ω), Eq(Ω)) класiв Erp(Ω) аналiтичних функцiй

в областях Ω з гладкою границею класу Ляпунова Λ(1), яка завiдомо є регулярною.

З метою формулювання наступних тверджень введемо додатковi позначення. По-

значимо через I0 множину додатних, спадних до нуля на [1,∞) функцiй, а через

Ia — множину таких додатних функцiй s, визначених на [1,∞), що знайдеться

додатна стала c, для якої при 1 ≤ t1 ≤ t2 <∞ виконується нерiвнiсть s(t1) ≤ cs(t2).

Очевидно, I0 ⊂ Ia.

Визначимо множини

Ma
∞ :=

{
ψ ∈ I0 : η(t)− t ∈ Ia, t ≥ 1, sup

t≥1

t

η(t)− t
=∞

}
та

Mc
∞ := {ψ ∈ I0 : (∃β > 0 ∀ t ≥ 1 : η(t)− t ≤ β)},

де η(t) := ψ−1(ψ(t)/2), а ψ−1 — функцiя, обернена до ψ.

Зазначимо, що до множин Ma
∞ i Mc

∞ належать, наприклад, функцiї ψ(t) =

exp(−αtr), α > 0 при 0 < r < 1 i r ≥ 1 вiдповiдно.

Надалi, послiдовнiсть ψ = (ψ(k))k∈Z+
(дiйснозначну) на основi якої означає-

ться клас Kψq Bp(Ω), розглядаємо як функцiю ψ ∈ Ia з натуральними значеннями

аргументу.
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Теорема 4.6.3. Нехай Ω — скiнчена однозв’язна область, границя якої ∂Ω = Γ —

регулярна крива. Тодi, якщо ψ ∈Ma
∞, то

dn(Kψq Bp(Ω);Eq(Ω)) �



ψ(n)(η(n)− n)
1
p
− 1
q , 1 < p ≤ q ≤ 2,

ψ(n)(η(n)− n)
1
p
− 1

2 , 1 < p ≤ 2 ≤ q <∞,

ψ(n), 2 ≤ p ≤ q <∞,

ψ(n), 1 < q ≤ p <∞, .

Зауваження 4.6.2. Якщо ψ ∈Ma
∞, то за природну границю аналiтичностi фун-

кцiй iз класiв KqBp(Ω) слугує границя Γ = ∂Ω областi Ω.

Теорема 4.6.4. Нехай Ω — скiнчена однозв’язна область, границя якої ∂Ω = Γ —

регулярна крива. Тодi, якщо ψ ∈Mc
∞, то при 1 < p, q <∞

dn(Kψq Bp(Ω);Eq(Ω)) � ψ(n).

Зауваження 4.6.3. Нехай ψ(t) = λ(t) exp(−αtr), α > 0, де λ — така додатна

функцiя, визначена на [1,∞), що lnλ(t) = o(t), t→∞. Тодi:

1) при r = 1 клас Kψq Bp(Ω) складається з функцiй, що аналiтично продовжу-

ються в область ΩR := Ω ∪ {z ∈ Ω− : 1 ≤ |Φ(z)| < R}, де R = eα;

2) при r > 1 клас Kψq Bp(Ω) складається з цiлих функцiй.

Запишемо наслiдок з теореми 4.6.4 у випадку, коли Ω = D i ψ(k) = R−k
r

,

0 < r < 1, R > 1. Використаємо при цьому позначення AR,rp для класу Kψq Bp(D).

Наслiдок 4.6.2. При R > 1 i 0 < r < 1

dn(AR,rp , Hq) �

R−n
r

n(1−r)(1/p−1/q), 1 < p ≤ q ≤ 2,

R−n
r

, 2 ≤ q ≤ p <∞.

Зауважимо, у вищезгаданiй роботi М. З. Двєйрiна [29] доведено, що

dn(AR,rp , Hp) = R−n
r

, 1 ≤ p ≤ ∞.

Доведення теорем 4.6.2–4.6.4. Нехай A —деякий компакт в Hp. За умов

теорем 4.6.2–4.6.4

1

‖Qq‖
dn(A;Hq) ≤ dn(Tq(A);Eq(Ω)) ≤ ‖Tq‖dn(A;Hq). (4.123)

Це спiввiдношення є безпосереднiм наслiдком базових властивостей колмогоров-

ського поперечника i того факту, що для будь-якого n – вимiрного пiдпростору Ln в
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Hq в силу твердження 3) iз теореми 4.6.1 образ Tq(Ln) є n – вимiрним пiдпростором

в Eq(Ω).

Вiдштовхуючись вiд спiввiдношення (4.123) бачимо, що для отримання порядко-

вих оцiнок величин dn(Kψq Bp(Ω);Eq(Ω)) достатньо (згiдно з означенням класiв Kψq,p
за допомогою оператора Tq) встановити такi оцiнки для величин dn(Kψq Bp(D);Hq).

Але, за умов, яким пiдпорядкована послiдовнiсть (ψ(k))k∈Z+
, оцiнки величин

dn(Kψq Bp(D);Hq) є наслiдками (частковими випадками) вiдповiдних результатiв iз

попереднiх пiдроздiлiв даного роздiлу i цi оцiнки тотожнi тим, що приведенi у тео-

ремах 4.6.2–4.6.4. �
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4.7 Висновки до роздiлу 4

Основу роздiлу 4 складають результати у яких вiдображенi апроксимацiйнi власти-

востi деяких класiв функцiй, якi є аналiтичними в однозв’язнiй областi Ω ⊂ C,
що обмежена замкнутою спрямлювальною жордановою кривою Γ. Об’єктами до-

слiдження є класи LψβN(Ω) — множини функцiй, що зображуються в областi Ω

iнтегралами типу Кошi вздовж Γ зi щiльностями iз пiдмножин LψβN(Γ) сумовних

на Γ функцiй. Встановленi оцiнки наближення таких класiв функцiй в певних фун-

кцiональних банахових просторах за допомогою скiнченно-вимiрних пiдпросторiв.

Закладена в означеннi класiв LψβN(Ω) вiдповiднiсть мiж класифiкацiєю сумовних

на Γ функцiй i класифiкацiєю 2π – перiодичних на R i сумовних на перiодi функцiй

дозволила за вiдповiдного обгрунтування граничних властивостей функцiй iз класiв

LψβN(Ω), розв’язати поставленi задачi, головним чином, методами теорiї функцiй

дiйсної змiнної.

У пiдроздiлi 4.2 у випадку коли область Ω фаберова, а функцiї iз класiв LψβN(Ω)

неперервнi в Ω, у розвиток результатiв iз [113], знайдено точнi за порядком оцiнки

колмогоровських поперечникiв класiв LψβN(Ω) у просторi аналiтичних в Ω i непе-

рервних в Ω функцiй.

У наступних трьох пiдроздiлах у термiнах оцiнок величин найкращого полiномi-

ального наближення та колмогоровських поперечникiв дослiджено апроксимацiйнi

властивостi класiв Lψβ,p(Ω) у просторах Ãq(Ω) сумовних на Γ функцiй за рiзно-

манiтних обмежень на послiдовнiсть {ψ(k), k ∈ N}, за допомогою якої означається

клас LψβN(Γ). А саме, у пiдроздiлах 4.3 та 4.5 у випадку, коли природною межею

аналiтичностi функцiй iз LψβN(Ω) є крива Γ — границя областi Ω, а у пiдроздiлi

4.4 — коли функцiї з LψβN(Ω) аналiтично продовжуються поза Γ в деяку обмеже-

ну область Ω′ ⊃ Ω. У пiдроздiлi 4.6 розв’язана задача щодо встановлення точних

за порядком значень колмогоровських поперечникiв класiв Kψq,pN(Ω) у просторах

Смiрнова Eq(Ω) за певних обмежень на послiдовнiсть ψ i для певних спiввiдно-

шень мiж параметрами p та q. Також доведенi важливi твердження, що стосуються

властивостей p –фаберових операторiв та оператора Кошi.

Результати пiдроздiлiв 4.2–4.5 опублiкованi у роботах [62–66].

Вмiст пiдроздiлу 4.6 складають лише тi результати статтi [72], опублiкова-

ної у спiвавторствi з В.В. Савчуком, якi належать автору даної дисертацiйної

роботи.



Роздiл 5

АПРОКСИМАЦIЯ У ПРОСТОРАХ
ФУНКЦIЙ, ВИЗНАЧЕНИХ НА
МНОЖИНАХ РIЗНОЇ СТРУКТУРИ
В Rd

Дослiджуються деякi характеристики лiнiйної та нелiнiйної апроксимацiї у просторах
Лебега класiв гладких функцiй з однiєю i кiлькома дiйсними змiнними, визначених на торi
Td, d ∈ N i на одиничнiй сферi Sd−1 простору Rd, d ≥ 2.

5.1 Колмогоровськi поперечники та ентропiйнi чи-
сла в просторах Орлiча з нормою Люксембурга

Встановленi точнi за порядком оцiнки колмогоровських поперечникiв та ентропiйних чи-

сел одиничних куль з двiйкових просторiв Бєсова dyadB0,γ
p,θ компактно вкладених в екс-

поненцiальнi простори Орлiча expLν , що надiленi нормою Люксембурга.

5.1.1 Вступ

Ми розглядаємо функцiї, визначенi на торi T = R�Z, iдентифiкуючи їх 1 – перiо-

дичними функцiями на R. Через Lp(T), 1 ≤ p ≤ ∞, позначимо простiр Лебега

вимiрних на T функцiй зi скiнченною нормою

‖f‖p = ‖f‖Lp(T) :=

(∫
T

|f(x)|pdx
) 1

p

, 1 ≤ p <∞,

‖f‖∞ = ‖f‖L∞(T) := ess sup
x∈T

|f(x)|.

264
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Позначення expLν(T), ν > 0 (або, скорочено, expLν ), зарезервовано для простору

Орлiча таких вимiрних на T функцiй u : T → C, що для Φν(t) = t2 exp tν ,

t ≥ 0, ν > 0 скiнчений iнтеграл
∫
T

Φν(|u(x)|)dx. Такий простiр надiлимо нормою

Люксембурга

‖u‖expLν(T) := inf

{
λ > 0 :

∫
T

Φν

(
|u(x)|
λ

)
dx ≤ 1

}
. (5.1)

Бiльше iнформацiї щодо нормованих просторiв Орлiча, якi означаються схожим

чином можна знайти, наприклад, в монографiях [31] та [34].

Вiдомо, що

‖u‖expLν(T) ∼ ‖u‖
(1)
expLν(T)

:= sup
1≤p<∞

p−1/ν‖u‖Lp(T). (5.2)

Нехай Φ = φ0 — парна нескiнченно-диференцiйовна на дiйснiй осi функцiя (пи-

шемо Φ ∈ C∞(R)) така, що supp Φ = [−2, 2] i Φ(s) = 1 при |s| ≤ 1. Покладемо

φk(s) = Φ(2−ks)− Φ(2−k+1s), k ∈ N,

i для f ∈ L1(T)

Lkf(x) = φk(D)f(x) :=
∑
n∈Z

φk(n)f̂ne
2πinx, x ∈ R, k ∈ Z+, (5.3)

де f̂n, n ∈ Z, — коефiцiєнти Фур’є функцiї f по системi {e2πinx}n∈Z на торi

T: f̂n =
∫
T
f(x)e−2πinxdx. Надалi для довiльної функцiї ψ ∈ C∞(R) через ψ(αD),

α > 0 позначаємо оператор, що дiє схоже до оператора φk(D) за формулою (5.3) з

замiною φk(n) на ψ(αn).

Для 1 ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ θ < ∞ i γ ≥ 0 означимо простори типу Бєсова задаючи

норму виразом, що характеризує ступiнь спадання величин ‖Lkf‖q :

B0,γ
q,θ =

{
f ∈ L1(T) : ‖f‖B0,γ

q,θ
:=

( ∞∑
k=0

(k + 1)θγ‖Lkf‖θq

) 1
θ

— скiнченна
}

(5.4)

Вiдомо, що простори B0,γ
q,θ за такого означення не залежать вiд вибору функцiї Φ у

виразi для Lkf i, очевидно, B0,γ
q1,θ1
⊂ B0,γ

q2,θ2
, якщо 1 ≤ q2 ≤ q1 ≤ ∞ i θ1 ≤ θ2. Простiр

B0,0
∞,θ (тобто при γ = 0 i q =∞ ) складається iз локально iнтегровних функцiй тодi

i тiльки тодi, коли 1 ≤ θ ≤ 2 [182, c. 112]. Бiльш того, як випливає iз означення (5.4),

розповсюдженого на всi додатнi значення θ, простiр B0,0
∞,θ вкладається в L∞(T),

якщо 0 < θ ≤ 1, а при 1 < θ ≤ 2 справедливе вкладення B0,0
∞,θ ↪→ expLθ

′
, θ′ = θ

θ−1

[199, теорема 1.1].



266

Запровадимо до розгляду так званi двiйковi простори типу Бєсова, замiнюючи

оператори Lk в означеннi просторiв B0,γ
p,θ операторами Dk iншого вигляду (див.

[199]). Отже, нехай k ∈ Z+. Для функцiї f , заданої на вiдрiзку [0, 1], покладемо

Ekf(x) = 2k

m2−k∫
(m−1)2−k

f(t)dt, (m− 1)2−k ≤ x < m2−k, m = 1, . . . , 2k, (5.5)

i визначимо

D0f(x) = E0f(x) та Dkf(x) = Ekf(x)− Ek−1f(x), k ∈ N. (5.6)

Зауважимо, що функцiї Dkf є кусково-сталими з розривами в точках m2−k,

m = 0, . . . , 2k − 1. Далi будемо розглядати 1 – перiодичнi продовження функцiй Ekf
та Dkf з iнтервалу [0, 1) на R як функцiї, що заданi на T, i вiдповiдно — опе-

ратори Ek та Dk, визначенi на L1(T), зi значеннями в L∞(T). Зазначимо, що

для будь-якої функцiї f ∈ L1(T) майже для всiх x ∈ T справедлива рiвнiсть

f(x) =
∞∑
k=0

Dkf(x).

Тепер для 1 ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ θ <∞ i γ ≥ 0 означимо двiйковi простори Бєсова

dyadB0,γ
q,θ =

{
f ∈ L1(T) : ‖f‖dyadB0,γ

q,θ
:=

( ∞∑
k=0

(k + 1)θγ‖Dkf‖θq
) 1

θ

<∞
}
. (5.7)

Наведемо вiдомостi, що стосуються зв’язку мiж просторами B0,γ
q,θ i dyadB0,γ

q,θ з

iншими вiдомими просторами.

У роботi [36] Б.С. Кашин i В.М. Темляков ввели нормованi простори LGγ , γ > 0,

функцiй f iз L1(T), для яких ‖Lkf‖∞ = O((k+ 1)−γ) при k → +∞, покладаючи

LGγ(T) := {f ∈ L1(T) : ‖f‖LGγ(T) := sup
k≥0

(k + 1)γ‖Lkf‖∞— скiнченна}. (5.8)

Очевидно, при γ > 1
2 простiр LGγ(T) вкладається в B0,γ

∞,2. Бiльш того, при γ > 1

LGγ(T) ⊂ L∞(T), а при 1/2 < γ ≤ 1 LGγ(T) ⊂ expLν(T) для ν < 1
1−γ ([199,

теорема 1.1]). Зазначимо також, що при γ > 1
2 , ν < 2 чи ν ≥ 2, γ > 1

1−ν останнє

вкладення компактне ([199, теорема 1.3]).

З певної точки зору простори LGγ(T) можна розглядати як граничнi в шкалi

просторiв B0,γ
∞,θ, вiдповiдними ”граничному значенню” ∞ показника θ. В такому ж

сенсi, в якостi граничних в шкалi просторiв dyadB0,γ
∞,θ слугують простори LGγdyad,

введенi в [199]:

LGγdyad = {f ∈ L1(T) : ‖f‖LGγdyad
:= sup

k≥0
(k + 1)γ‖Dkf‖∞— скiнченна}. (5.9)
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Звернемо увагу на деякi вiдмiнностi в структурi функцiй iз просторiв LGγ та LGγdyad.

Так, при γ > 1 простори LGγ складаються iз неперервних функцiй, а до просторiв

LGγdyad в такому випадку належать i розривнi функцiї. Бiльш того, при γ > 1
2

LGγ ↪→ LGγdyad (5.10)

(див. [199, лема 3.2]).

Доповнивши шкалу просторiв B0,γ
p,θ та dyadB0,γ

p,θ при 1 ≤ θ < ∞ вiдповiдно про-

сторами

B0,γ
p,∞ = {f ∈ L1(T) : ‖f‖B0,γ

p,∞
:= sup

k≥0
(k + 1)γ‖Lkf‖p— скiнченна}

та

dyad B0,γ
p,∞ = {f ∈ L1(T) : ‖f‖dyad B0,γ

p,∞
:= sup

k≥0
(k + 1)γ‖Dkf‖p— скiнченна},

а також зауваживши, що в таких позначеннях B0,γ
∞,∞ ≡ LGγ i dyadB0,γ

∞,∞ ≡ LGγdyad,

доведемо в пiдроздiлi 5.1.4, що схоже з (5.10) вкладення зберiгається i мiж просто-

рами B0,γ
p,θ та dyadB0,γ

p,θ при 1 ≤ θ ≤ ∞.

Вкажемо також на зв’язок мiж просторами B0,γ
p,θ , dyadB0,γ

p,θ та expLθ(T) у

випадку γ = 0 : в [199, твердження 2.2] показано, що при p =∞ i 1 ≤ θ ≤ 2

B0,0
p,θ ↪→ dyadB0,0

p,θ ; (5.11)

там же ([199, твердження 2.5]) доведено, що при 1 ≤ θ ≤ 2

dyadB0,0
∞,θ ↪→ expLθ

′
(T). (5.12)

На завершення цього пiдроздiлу звернемо увагу на одну властивiсть операторiв

Dk та одну особливiсть операторiв Ek.

Лема ST5 [199]. Iснує така стала C, що при 1 ≤ s ≤ 2, s′ = s
s−1 , 2 ≤ p ≤ ∞ для

довiльної системи {fk}∞k=1 функцiй iз Lp(T) справедлива нерiвнiсть∥∥∥∥ ∞∑
k=0

Dkfk
∥∥∥∥
p

≤ Cp1/s′
( ∞∑

k=0

‖fk‖sp

) 1
s

. (5.13)

Стосовно оператора Ek, визначеного формулою (5.5), обмежимося лише конста-

тацiєю того факту, що при кожному k ∈ Z+ вiн тотожнiй оператору Pk : L1(T)→ Vn

ортогонального проектування простору L1(T) на простiр

Vn := span{hk}2
n−1
k=0 =

{
u : u(x) =

2n−1∑
k=0

ckhk(x), ck ∈ R
}
,



268

що породжений першими 2n функцiями базисної системи Хаара H = {hk}∞k=0 (див.,

наприклад, [38, c. 78–80]). Такий факт засвiдчує певнi властивостi оператора Dk (i

оператора Ek), тотожнi вiдомим властивостям оператора Pk, якi встановленi при

вивченнi базису H, а також — кратного базису Hd, d ≥ 2 [75]. Проте використання

цих властивостей в даному роздiлi не передбачено.

5.1.2 Про класи B0,γ
p,θ та dyadB0,γ

p,θ в просторах Lq i expLν. Фор-
мулювання основного результату

Основними величинами, що дослiджуються у пiдроздiлi 5.1 є поперечники за Кол-

могоровим деяких iз означених вище функцiональних множин у просторах Lp(T) та

expLν(T), а також m – тi ентропiйнi числа простору dyadB0,γ
q,θ вiдносно простору

expLν(T).

Нехай X — лiнiйний нормований простiр з нормою ‖ · ‖X , а Y — пiдпростiр в

X, що надiлений нормою ‖ · ‖Y .

Означення 5.1.1. m – им ентропiйним числом простору Y вiдносно простору

X називається величина

εm(Y,X) = inf{ε > 0 : ∃ {uj}2
m−1
j=1 , BY ⊂

2m−1⋃
j=1

{uj + εBX}},

де BX (BY ) — одинична куля в X (Y ).

Зазначимо, що для класичних просторiв Нiкольського i Бєсова Br
p,θ (перiодичних

функцiй декiлькох змiнних), схожих за означенням з просторами B0,γ
p,θ пiсля замiни

множника (k + 1)θγ на 2krθ, характеристики εn та dn в просторах Lq(Td)
досить повно дослiдженi — з точки зору знаходження порядкових (за параметром

n ) значень — в [101, 102] (див. також приведену там бiблiографiю).

Зробимо короткий огляд i аналiз вiдомих результатiв, що стосуються величин εn

та dn в межах просторiв B0,γ
p,θ , dyadB0,γ

p,θ , LGγ i dyadLGγ . Одиничнi кулi в цих

просторах позначимо вiдповiдно через B0,γ
p,θ , dyadB0,γ

p,θ , LG
γ i dyadLGγ .

В роботi [36, теорема 3.1], Б.С. Кашин та В.М. Темляков встановили таке твер-

дження.

Теорема КТ5. При γ > 1 справедливi спiввiдношення

εn(LGγ , Lp) � dn(LGγ , Lp) �

{
(log2 n)−γ+1, якщо p =∞,
(log2 n)−γ+1/2, якщо 1 ≤ p <∞.
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Ключовий момент на завершальному етапi доведення теореми КТ5 (висновок про

рiвнiсть за порядком величин εn та dn ) полягав у застосуваннi наступної леми, що

випливає iз однiєї нерiвностi Карла (див. [189]).

Лема А5. Нехай X — сепарабельний банахiв простiр, Y — компактно вкладений

в X i BY — одинична куля в Y . Припустимо, що для пари (r, b), де або r > 0,

b ∈ R, або r = 0, b < 0 виконуються спiввiдношення

dm(BY , X)� m−r(log2m)b,

εm(Y,X)� m−r(log2m)b.

Тодi

εm(Y,X) � dm(BY , X) � m−r(log2m)b.

В статтi [199] А. Зiгер i В. Требелс (A. Seeger i W. Trebels), дослiджуючи у попе-

редньому твердженнi причину стрибковостi у змiнi порядкових значень ентропiйних

чисел при переходi вiд метрики в Lp(T), 1 ≤ p < ∞, до метрики в L∞(T), з метою

”стирання” цього ефекту, залучили простори expLν i встановили порядковi значення

величин εm(LGγ , expLν) у виглядi наступного твердження.

Теорема ST5. Вкладення LGγ(T) ⊂ expLν(T) компактне, якщо або γ > 1/2, ν < 2,

або ν ≥ 2, γ > 1− 1
ν .

Мають мiсце оцiнки:

1) для γ > 1/2 i ν < 2

εm(LGγ , expLν) � (log2m)
1
2
−γ ;

2) для ν ≥ 2 i γ > 1− 1
ν

εm(LGγ , expLν) � (log2m)1− 1
ν
−γ .

Зауважимо, головна iдея методу встановлення оцiнок зверху для ентропiйних чисел

в теоремi ST5 полягала у вкладеннi простору LGγ в ширший простiр LGγdyad.

В iншому напрямi результати Б.С. Кашина та В.М. Темлякова (теорема КТ5)

були розповсюдженi С.А. Стасюком [127] на простори B0,γ
p,θ . А саме, доведенi такi

теореми.
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Теорема С15. Нехай 1 ≤ θ <∞, r > 1− 1
θ . Тодi

εm(B0,r
∞,θ, L∞) � dm(B0,r

∞,θ, L∞) � (log2m)−r+1− 1
θ .

Теорема С25. Нехай 1 ≤ q <∞, q ≤ p, r > 1
2−

1
θ . Тодi при 2 ≤ p ≤ ∞, 2 ≤ θ <∞,

або 2 ≤ p <∞, θ =∞ мають мiсце порядковi рiвностi

εm(B0,r
p,θ , Lq) � dm(B0,r

p,θ, Lq) � (log2m)−r+
1
2
− 1
θ .

У розвиток результатiв iз [199] та [127] нашою метою є встановлення точних за

порядком оцiнок величин εm(B0,γ
p,θ , expLν) та dm(B0,γ

p,θ , expLν) для рiзних спiввiдно-

шень мiж параметрами p, θ, γ i ν, в тому числi тих, що охопленi теоремами ST5,

С15 i С25. Для формулювання основного результату введемо додатковi позначення.

На площинi R2 видiлимо множину

Ω :=
{

(γ, ν) : 0 < γ <∞ i 0 < ν <∞
}

та визначимо такi її пiдмножини

D1 :=
{

(γ, ν) ∈ Ω :
1

2
< γ < 1, ν <

1

1− γ
}
,

D2 :=
{

(γ, ν) ∈ Ω : γ ≥ 1, 0 < ν <∞
}
,

G1 :=
{

(γ, ν) ∈ Ω : ν ≤ 2, γ >
1

2

}
,

G2 :=
{

(γ, ν) ∈ Ω : ν ≥ 2, γ > 1− 1

ν

}
.

Зазначимо, що D1 ∪D2 = G1 ∪G2.

Теорема 5.1.1. Нехай (γ, ν) ∈ D1∪D2 i Λn(q, θ, γ, ν) позначає будь-яку iз величин

εn(dyadB0,γ
q,θ , expLν) чи dn(dyadB0,γ

q,θ , expLν). Тодi

а) якщо (γ, ν) ∈ G1 i 2 ≤ q ≤ ∞, θ =∞, то

Λn(q, θ, γ, ν) � (lnn)
1
2
−γ ; (5.14)

b) якщо (γ, ν) ∈ G2 i 2 ≤ q ≤ ∞, θ =∞, то

Λn(q, θ, γ, ν) � (lnn)1− 1
ν
−γ ; (5.15)

c) якщо (γ, ν) ∈ Ω i q =∞, 1 ≤ θ <∞, γ > 1− 1
θ , то

Λn(q, θ, γ, ν) � (lnn)1− 1
θ
−γ ; (5.16)
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d) якщо (γ, ν) ∈ Ω i 2 ≤ q <∞, 2 ≤ θ <∞, γ > 1
2 −

1
θ , то

Λn(q, θ, γ, ν) � (lnn)
1
2
− 1
θ
−γ ; (5.17)

Доведення теореми 5.1.1 складається з трьох етапiв:

I. Оцiнка зверху величин sup
f∈B0,γ

q,θ

‖f −EMf‖expLν , яка буде слугувати оцiнкою зверху

для dn(dyadB0,γ
q,θ , expLν);

II. Оцiнка знизу для εn(dyadB0,γ
q,θ , expLν);

III. Фактичне застосування леми А5 i висновок щодо точних за порядком оцiнках в

теоремi 5.1.1.

Другий етап включає доведення декiлькох допомiжних тверджень, якi оформленi

у виглядi лем i зiбранi до окремого пункту.

5.1.3 Допомiжнi твердження

Лема 5.1.1. Нехай λ ≥ 1 i k ≥ 0, ψ ∈ C∞(R) — парна функцiя з носiєм на

(−2,−1
2) ∪ (1

2 , 2) i Lλ := ψ(λ−1D). Тодi при 1 ≤ q ≤ ∞

‖EkLλ‖Lq→Lq ≤ C min{λ−12k, 1}, k ≥ 0, (5.18)

‖DkLλ‖Lq→Lq ≤ C min{λ−12k, λ2−k}, k ≥ 1, (5.19)

де C — деяка додатна стала.

Доведення. У випадку q = ∞ лема 5.1.1 доведена в [199]. У випадку 1 ≤ q <∞
достатньо фактично поновити доведення для випадку q =∞, внiсши незначнi прав-

ки. Отже, поряд з функцiєю ψ0(s) := ψ(s) розглянемо функцiї ψ−1(s) = s−1ψ(s)

та ψ1(s) = sψ(s) i зазначимо, що всi вони є функцiями iз множини C∞(R) з

компактними носiями вiддiленими вiд початку координат. Згiдно з означенням

ψj(λ
−1D)f(x) :=

∑
n∈Z

ψj(λ
−1n)f̂ne

2πinx, f ∈ Lq(T), j = −1, 0, 1.

Позначимо через Fg перетворення Фур’є функцiї g ∈ L1(R):

Fg(u) :=

∞∫
−∞

e−2πitug(t)dt,

а через F−1g — обернене перетворення Фур’є.
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Тодi, використовуючи представлення [198]

∑
n∈Z

ψj(λ
−1n)f̂ne

2πinx =

∞∫
−∞

F−1ψj(λ
−1y)f(x− y)dy,

з урахуванням властивостей операцiї згортки [57, c. 33], маємо: при 1 ≤ q ≤ ∞

‖ψj(λ−1D)f‖q ≤ ‖F−1ψj(λ
−1·)‖1‖f‖q ≤ C‖f‖q, j = −1, 0, 1. (5.20)

Тепер, очевидно, при k ≥ 0 та λ ≥ 1 (зокрема, при λ ≤ 2k )

‖EkLλ‖Lq→Lq ≤ C. (5.21)

Далi, фiксуємо k i λ > 2k. Покладемо xm,k = m2−k. Тодi для x ∈ [xm,k, xm+1,k),

EkLλf(x) = 2k
∫ xm+1,k

xm,k

(∑
l∈Z

ψ0(λ−1l)

∫ 1

0

e2πilyf(y)dye2πilx

)
dx =

= 2k
∑

l∈Z
ψ0(λ−1l)λ−1

∫ 1

0

e2πil(xm+1,k−y) − e2πil(xm,k−y)

2πilλ−1
f(y)dy =

= 2kλ−1(ψ−1(λ−1D)f(xm+1,k)− ψ−1(λ−1D)f(xm,k)) (5.22)

i (∫ xm+1,k

xm,k

|EkLλf(x)|qdx
) 1

q

≤

≤ 2kλ−1

(∫ xm+1,k

xm,k

|ψ−1(D/λ)f(xm+1,k)− ψ−1(D/λ)f(xm,k)|qdx
) 1

q

. (5.23)

Права частина (5.23), зважаючи на нерiвнiсть |a+b|q ≤ 2q−1(|a|q+|b|q), a, b ∈ R, q ≥ 1,

не перевищує C
(1)
q 2kλ−1ω(q)(ψ−1(D/λ)f, 1

2k
) з деякою сталою C

(1)
q , що залежить вiд

q (тут ω(q)(ϕ, ·) позначає q – iнтегральний при 1 ≤ q < ∞ модуль неперервностi

функцiї ϕ на iнтервалi [xm,k, xm+1,k) ).

Останнє твердження в поєднаннi з нерiвнiстю (5.23) i з урахуванням вiдомих

властивостей модуля неперервностi ω(q)(ϕ, ·) дозволяє записати спiввiдношення( xm+1,k∫
xm,k

|EkLλf(x)|qdx
) 1

q

≤ C
(2)
q 2kλ−1

( xm+1,k∫
xm,k

|ψ−1(D/λ)f(x)|qdx
) 1

q

,

наслiдком якого є нерiвнiсть

‖EkLλf‖q ≤ C2kλ−1‖ψ−1(D/λ)f‖q (5.24)
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при λ > 2k. Поєднавши (5.20) та (5.24), отримаємо (5.18).

Нерiвнiсть (5.19) достатньо довести у випадку k ≥ 1, λ ≤ 2k. Фiксуємо x. Тодi

EkLλf(x) є усередненням Lλf по деякому iнтервалу [xm,k, xm+1,k) довжиною 2−k,

якому належить x. За теоремою про середнє значення, що застосована до EkLλf(x)

i Ek−1Lλf(x) для k ≥ 1, можна записати

DkLλf(x) = Lλf(x′)− Lλf(x′′) = (Lλf)′(x̃)(x′ − x′′),

де x′, x′′, x̃ розмiщенi вiд x на вiдстанях, що не перевищують 2−k+1. Далi,

(Lλf)′ = λψ1(D/λ)f i тодi при 1 ≤ q ≤ ∞ з урахуванням (5.20), маємо

‖DkLλf‖q ≤ 2−k+1‖(Lλf)′‖q ≤ Cλ2−k‖f‖q.

Лема 5.1.1 доведена. �

Лема 5.1.2. Нехай 1 ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i γ > 1
2 . Тодi

B0,γ
q,θ ↪→ dyadB0,γ

q,θ . (5.25)

Доведення. В [199, лема 3.2] доведено, що при γ > 1
2 справедливе вкладення

LGγ ↪→ LGγdyad. У запроваджених позначеннях це означає, що B0,γ
q,θ ↪→ dyadB0,γ

q,θ

при q =∞ i θ =∞. У випадку 1 ≤ q <∞ i θ =∞ схема доведення така ж, як i

у випадку q =∞ i θ =∞. При цьому використовується лема 5.1.1 для 1 ≤ q <∞
(замiсть q =∞ ).

Отже, дотримуючись схеми доведення леми 3.2 iз [199], доведемо (5.25) у випадку

1 ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ θ <∞. Попередньо виведемо одну нерiвнiсть, що пов’язує послiдов-

ностi норм ‖Dkf‖q, k ∈ Z+ та ‖Lnf‖q, n ∈ Z+ при 1 ≤ q < ∞, аналогiчну такiй

нерiвностi iз [199, c. 151] для q =∞.

З цiєю метою розглянемо послiдовнiсть функцiй (Ψn(s))∞n=0, s ∈ R, визначену
таким чином:

1) Ψ0 — парна функцiя iз C∞(R) така, що supp Ψ0 = (−4, 4) i Ψ0(s) = 1 при

s ∈ (−2, 2)&.

2) Ψn(s) := Ψ(2−ns), n ∈ N, де Ψ — парна функцiя iз C∞(R), що задовольняє

умови supp Ψ = (−8,−1
8) ∪ (1

8 , 8) та Ψ(s) = 1 при |s| ∈ (1
2 , 4).

Тодi, очевидно, Ψnφn = φn для всiх n ∈ Z+ i вiдповiдно до цього Ψn(D)Ln = Ln.

Тому, враховуючи, що f(x) =
∞∑
n=0

Lnf(x) майже для всiх x ∈ R, можна записати:

для 1 ≤ q ≤ ∞

‖Dkf‖q = ‖Dk
∞∑
n=0

Ψn(D)Lnf‖q ≤ ‖
∞∑
n=0

DnΨn(D)‖Lq→Lq‖Lnf‖q. (5.26)
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Але, згiдно з означенням, Ψn(D) — це ψ(λ−1D) з λ = 2n+2 i функцiєю ψ(s) = Ψ(s1/3)

(а отже, ψ(s3) = Ψ(s) ). Тому, в силу леми 5.1.1

‖DkΨn(D)‖Lq→Lq ≤ C2−|k−n|,

i iз (5.26) отримаємо

‖Dkf‖q ≤ C

∞∑
n=0

2−|k−n|‖Lnf‖q. (5.27)

Використовуючи нерiвнiсть (5.27), для f ∈ B0,γ
q,θ , 1 ≤ q ≤ ∞ при θ = 1 маємо:

‖f‖dyadB0,γ
∞,θ

=

∞∑
k=0

(k + 1)γ‖Dkf‖q ≤ C

∞∑
k=0

(k + 1)γ
∞∑
n=0

2−|k−n|‖Lnf‖q ≤

≤ C1

∞∑
n=0

‖Lnf‖q
∞∑
k=0

(k + 1)γ2−|k−n| ≤ C2

∞∑
n=0

‖Lnf‖q(n+ 1)γ = C2‖f‖B0,γ
q,θ
.

У випадку 1 < θ <∞ i 1 ≤ q ≤ ∞

‖f‖dyadB0,γ
q,θ

=

( ∞∑
k=0

(k + 1)γθ‖Dkf‖θq
) 1

θ

≤

≤ C

( ∞∑
k=0

(k + 1)γθ
( ∞∑

n=0

2−|k−n|‖Lnf‖q
)θ) 1

θ

≤

≤ C1

∞∑
m=0

2−m
( ∞∑
k=−m

(k +m+ 1)γθ‖Lk+m‖θq

) 1
θ

≤ C2‖f‖B0,γ
q,θ
.

Лема 5.1.2 доведена. �

5.1.4 Доведення теореми 5.1.1

I. Оцiнка зверху величин sup
f∈B0,γ

q,θ

‖f − EMf‖expLν
(∗).

Нехай f ∈ B0,γ
q,θ , 2 ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞. Тодi iз (5.6), враховуючи що послi-

довнiсть операторiв (Dn)∞n=0 володiє тою властивiстю, що для f ∈ Lq(T) маємо

DkDlf(x) = 0 при k 6= l i DkDlf(x) = Dlf(x) при k = l, можна записати

f(x)− EMf(x) =

∞∑
k=M+1

DkDlf(x) (5.28)

i ця рiвнiсть виконується майже всюди на R.
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Встановимо оцiнку зверху позначених вище величин (∗) i, як наслiдок, оцiнку

зверху в теоремi 5.1.1 для dn(dyadB0,γ
q,θ , expLν), окремо в кожному iз таких випадкiв:

(i) 2 ≤ q ≤ ∞, θ =∞;

(ii) q =∞, 1 ≤ θ <∞, γ > 1− 1
θ ;

(iii) 2 ≤ q <∞, 2 ≤ θ <∞, γ > 1
2 −

1
θ .

У випадку (i) при 2 ≤ q < ∞, використовуючи (5.28), а також лему ST5 при

2 ≤ p <∞ (покладаючи при цьому p = q ) i 1 ≤ s ≤ 2 (зауважимо, тодi sγ > 1 ),

маємо

p−1/ν‖f − EMf‖p ≤ C1p
1/s′−1/ν

( ∞∑
k=M+1

‖Dkf‖sp
) 1

s

=

= C1p
1/s′−1/ν

( ∞∑
k=M+1

‖Dkf‖sq
)1/s

≤ C2p
1/s′−1/ν

( ∞∑
k=M+1

(k + 1)−sγ
) 1

s

≤

≤ C(s, γ)p1−1/ν−1/sM1/s−γ . (5.29)

В останнiй iз нерiвностей в (5.29) взято до уваги те, що при α > 1

∞∑
k=M

k−α ≤
∞∫

M

t−αdt ≤ C(α)M1−α. (5.30)

Якщо ν ≤ 2, то iз (5.29) при s = 2, γ > 1
2 (тодi 1− 1

ν −
1
s < 0 ), маємо

‖f − EMf‖expLν �M
1
2
−γ .

Якщо ж ν > 2, то iз (5.29) при s = ν
ν−1 (тодi s ∈ (1, 2), 1 − 1

ν −
1
s = 0, а умова

sγ > 1 тягне за собою γ > 1− 1
ν ), отримаємо

‖f − EMf‖expLν �M1− 1
ν
−γ .

Для доведення оцiнки зверху для величин (∗) у випадку (i) при q =∞ достатньо

повторити її доведення при 2 ≤ q <∞ вiдштовхуючись вiд (5.29), лише замiнивши

в нiй знак = на знак < . Таким чином, у випадку (i) оцiнка зверху в теоремi 5.1.1

доведена.

У випадку (ii) при q =∞, 1 ≤ θ <∞, використавши (5.28) i лему ST5 при s = 1,

а потiм врахувавши умову γ > 1− 1
θ , тобто γθ′ > 1, при 1 ≤ p <∞ маємо

p−1/ν‖f − EMf‖p ≤ Cp−1/ν
∞∑

k=M+1

‖Dkf‖p ≤



276

≤ Cp−1/ν
∞∑

k=M+1

‖Dkf‖∞ ≤ Cp−1/ν
∞∑

k=M+1

(k + 1)−γ‖Dkf‖∞(k + 1)γ ≤

≤ Cp−1/ν

( ∞∑
k=M+1

(k + 1)−γθ
′
) 1

θ′
( ∞∑
k=M+1

(k + 1)γθ‖Dkf‖θ∞
) 1

θ

≤

≤ C(γ)M−γ+1− 1
θ . (5.31)

Тут, в останнiй нерiвностi, знову використане спiввiдношення (5.30).

З огляду на (5.31) приходимо до висновку, що для f ∈ B0,γ
q,θ , q =∞, 1 ≤ θ <∞

i γ > 1− 1
θ буде

‖f − EMf‖expLν �M−γ+1− 1
θ . (5.32)

У випадку (iii) при 2 < θ < ∞ i γ > 1
2 −

1
θ мiркування аналогiчнi застосованим

у випадках (i) та (ii). А саме, використавши лему ST5 при 2 ≤ p < ∞ i s = 2,

поклавши при цьому p = q, для f ∈ dyadB0,γ
q,θ маємо

p−1/ν‖f − EMf‖p ≤ Cp−1/ν

( ∞∑
k=M+1

‖Dkf‖2p
) 1

2

≤

≤ Cp−1/ν

( ∞∑
k=M+1

(k + 1)−2γ [(k + 1)2γ‖Dkf‖2p]
) 1

2

≤

≤ Cp−1/ν

( ∞∑
k=M+1

(k + 1)−
2γθ
θ−2

) 1
2
(1− 2

θ
)( ∞∑

k=M+1

(k + 1)γθ‖Dkf‖θq
) 1

θ

≤

≤ C0(γ)M−γ+ 1
2
− 1
θ ‖f‖dyadB0,γ

q,θ
. (5.33)

Для встановлення третьої нерiвностi у спiввiдношеннi (5.33) застосовано нерiвнiсть

Гельдера
∞∑
k=1

akbk ≤
( ∞∑
k=1

aµk

) 1
µ
( ∞∑
k=1

bµ
′

k

) 1
µ′

, 1
µ + 1

µ′ = 1, з µ = θ
2 (тодi µ′ = θ

θ−2 ),

покладаючи ak = (k + 1)−2γ , bk = (k + 1)2γ‖Dkf‖2p при k = M + 1,M + 2, . . . i

ak = bk = 0 при k = 1, . . . ,M . Остання ж нерiвнiсть в (5.33) — наслiдок спiввiдно-

шення (5.30).

Тепер iз (5.33), враховуючи умову γ > 1
2 −

1
θ , для f ∈ dyadB0,γ

q,θ при ν > 0

отримаємо

‖f − EMf‖expLν �M−γ+ 1
2
− 1
θ .



277

У випадку (iii) при θ = 2 i γ > 0 аналогiчним чином приходимо до спiввiдно-

шення

p−1/ν‖f − EMf‖p ≤ C1p
−1/νM−γ

( ∞∑
k=M+1

(k + 1)γθ‖Dkf‖θq
) 1

θ

≤

≤ C1p
−1/νM−γ‖f‖dyadB0,γ

q,θ
,

звiдки для f ∈ dyadB0,γ
q,θ маємо

‖f − EMf‖expLν �M−γ .

Тепер, врахувавши, що для будь-якої функцiї f ∈ dyadB0,γ
q,θ має мiсце вкладення

EMf ⊂ Xm, де Xm — простiр породжений характеристичними функцiями gj , j =

0, 1, . . . , 2M −1 iнтервалiв [j2−M , (j+ 1)2−M ] i dimXm = 2M , поклавши n = 2M + j,

j = 0, 1, . . . , 2M − 1, як наслiдок встановлених оцiнок зверху величин (∗) отримаємо

шуканi оцiнки зверху для величин dn(dyadB0,γ
q,θ , expLν) в теоремi 5.1.1.

II.Оцiнка знизу для εn(dyadB0,γ
q,θ , expLν).

У випадку q = ∞, θ = ∞ оцiнка знизу — з урахуванням ототожнення B0,γ
∞,∞

i LGγ , а також вкладення B0,γ
∞,∞ ↪→ dyadB0,γ

∞,∞ при γ > 1
2 — вiдома (див. теорему

ST5)

εn(dyadB0,γ
∞,∞, expLν)�

{
(log2 n)−γ+ 1

2 , γ > 1
2 , ν < 2,

(log2 n)−γ+1− 1
ν , γ > 1− ν−1, ν ≥ 2.

У випадку 2 ≤ q < ∞, θ = ∞ (навiть при 1 ≤ q ≤ ∞ ) — з урахуванням того,

що B0,γ
∞,∞ ↪→ B0,γ

q,∞ ↪→ dyadB0,γ
q,∞ — оцiнка знизу для εn(dyadB0,γ

q,∞, expLν) випливає

автоматично iз оцiнки знизу для εn(B0,γ
∞,∞, expLν), встановленої в [199].

Оцiнку знизу у випадках q =∞, 1 ≤ θ <∞ i 2 ≤ q ≤ ∞, 2 ≤ θ <∞ знову ж

таки отримаємо як наслiдок оцiнок знизу для εn(B0,γ
q,∞, Lp), 1 ≤ p ≤ ∞ в теоремах

С15 та С25, з урахуванням вкладення B0,γ
q,θ ↪→ dyadB0,γ

q,θ (див. лему 5.1.2) i нерiвностi

εn(dyadB0,γ
q,θ , expLν) ≥ εn(dyadB0,γ

q,θ , Lp) ≥ Cεn(B0,γ
q,θ , Lp).

III. Висновок.

Застосувавши лему А5 у ситуацiї встановлених в пунктi I оцiнок зверху для вели-

чин dn(dyadB0,γ
q,θ , expLν) i в пунктi II оцiнок знизу для величин εn(dyadB0,γ

q,θ , expLν),

отримаємо твердження теореми 5.1.1. �
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5.2 Наближення класiв кратних iнтегралiв Пуассона

Знайденi точнi за порядком оцiнки наближення класiв згорток сумовних функцiй з ба-

гатовимiрним ядром Пуассона за допомогою тригонометричних полiномiв зi спектром у

многогранних областях.

5.2.1 Позначення, означення та формулювання основних ре-
зультатiв

Нехай Rd — d – вимiрний евклiдiв простiр, Zd — цiлочислова гратка в Rd,
Zd+ = {k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd : kj ≥ 0, j = 1, d}, Zd0 = {k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd :
d∏
j=1

kj 6= 0}, Nd = {k = (k1, . . . , kd) : kj = 1, 2, . . . , j = 1, d} (при d = 1 пишемо

вiдповiдно R, Z, Z+, Z0 i N ); якщо Λ ⊂ Zd, то |Λ| позначає число точок

скiнченної множини Λ; Td = Rd�(2πZ)d — d – вимiрний тор;

Lp(Td), 1 ≤ p ≤ ∞ — простiр вимiрних 2π – перiодичних за кожним аргументом

функцiй f(x) = f(x1, . . . , xd) зi скiнченною нормою

‖f‖p =

(
(2π)−d

∫
Td

|f(x)|pdx
) 1

p

при 1 ≤ p <∞,

‖f‖∞ = ess sup
x∈Rd

|f(x)| при p =∞.

Визначимо оператор IK : L1(Td)→ L1(Td) за допомогою рiвностi

IKϕ(x) = ϕ ∗K = (2π)−d
∫
Td

ϕ(y)K(x− y)dy,

тобто IK — оператор згортки з ядром K ∈ L1(Td), визначений на множинi L1(Td).
Нехай

W (K) := {f : f(x) = IKϕ(x), x ∈ Td, ‖ϕ‖p ≤ 1}. (5.34)

Покладемо

(i) W r
p, β =: W (K), якщо

K(t) =: Br(t;β) = 2d
∑
k∈Nd

d∏
j=1

k
−rj
j cos(kjtj −

βjπ

2
)

— багатовимiрний аналог ядра Бернуллi;

(ii) Ar,αp,β =: W (K), якщо

K(t) =: P r,αp,β (t) = 2d
∑
k∈Nd

d∏
j=1

e−αjk
rj
j cos(kjtj −

βjπ

2
),
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αj > 0, rj > 0, βj ∈ R.
У випадку, коли rj = 1 при всiх j = 1, d i α1 = α2 = . . . = αd =: α > 0,

покладаючи e−α = % (0 < % < 1), клас Ar,αp,β позначимо через A%p,β i, якщо ще

βj = 0, j = 1, d, — то через A%p. Саме класи A%p фiгурують в твердженнях цього

пiдроздiлу, хоча, як можна вiдслiдкувати по доведеннях цих тверджень, одержанi

результати залишаються справедливими i для класiв A%p,β при будь-яких значеннях

β ∈ Rd.
Вiдповiдне класам A%p ядро K у визначеннi (5.34), тобто ядро

P (%; t) := 2d
∑
k∈Nd

d∏
j=1

% kj cos kjtj , (5.35)

називається багатовимiрним (або кратним) ядром Пуассона.

Зазначимо, що для будь-якого p, 1 ≤ p ≤ ∞, функцiї що належать множинi A%p

є неперервними на Td, а також задовольняють умову
π∫
−π

f(x)dxj = 0, j = 1, d.

Для довiльної обмеженої множини Λ ⊂ Zd через T (Λ) позначимо простiр

тригонометричних полiномiв вигляду

t(x) =
∑
k∈Λ

cke
i(k,x), x ∈ Rd, ck ∈ C,

де (k,x) := k1x1 + . . .+ kdxd , i покладемо

EΛ(F )q := sup
f∈F

inf
t∈T (Λ)

‖f − t‖q, F ⊂ Lq(Td).

Величину EΛ(F )q назвемо найкращим наближенням класу F в просторi Lq(Td) за

допомогою тригонометричних полiномiв iз T (Λ), або вiдхиленням класу F вiд про-

стору T (Λ).

Для функцiї h ∈ L1(Td) через S[h] позначимо її ряд Фур’є за тригонометричною

системою {ei(k,x)}k∈Zd :

S[h](x) :=
∑
k∈Zd

ĥke
i(k,x), ĥk = (2π)−d

∫
Td

h(t)e−i(k,t)dt,

i нехай

SΛ(h;x) =
∑
k∈Λ

ĥke
i(k,x)

— частинна сума Фур’є функцiї h, породжена гармонiками {ei(k,x)}k∈Λ. Таку суму

назвемо Λ – сумою Фур’є функцiї h .
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Зокрема, якщо Λ = 4(l, d), де

4(l, d) = {k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd0 : |k|1 :=

d∑
j=1

|kj | ≤ l},

то для будь-якого N ∈ N

S4(N,d)(h;x) =
∑

k∈4(N,d)

ĥke
i(k,x) =

N∑
l=1

∑
k∈Θ(l,d)

ĥke
i(k,x) =:

N∑
l=1

Yl(h;x), (5.36)

де Θ(l, d) = {k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd0 : |k|1 = l}.
Покладемо

EΛ(F )q := sup
f∈F
‖f(x)− SΛ(f ;x)‖q, F ⊂ Lq(Td).

Величина EΛ(F )q — це точна верхня грань на множинi F вiдхилень в просторi

Lq(Td) елементiв iз F вiд Λ – сум Фур’є.

У даному пiдроздiлi знайденi точнi за порядком по параметру n оцiнки величин

E�(n,d)(A
%
p)q та E�(n,d)(A

%
p)q, 1 ≤ p, q ≤ ∞ (теорема 5.2.1), де �(n, d) — множина

цiлочислових точок d – вимiрного куба в Rd , тобто

�(n, d) := {k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd0 : max
1≤j≤d

|kj | ≤ n}.

Встановлено також (теорема 5.2.2), що для деяких спiввiдношень мiж параметрами

p та q (а саме, при 1 < q ≤ p <∞ ) оцiнки наближення класу A%p в просторi Lq(Td)
полiномами iз T (4(n, d)) не гiршi у порiвняннi з оцiнками наближення полiномами

iз T (�(n, d)), незважаючи на те, що поза як dimT (4(n, d)) = |4(n, d)| = 2dCdn, а

dimT (�(n, d)) = |�(n, d)| = 2d(n+ 1)d, то dimT (4(n, d)) < dimT (�(n, d)) при d ≥ 2.

Отже, справедливi наступнi твердження.

Теорема 5.2.1. Для будь-яких d ∈ N, при 1 ≤ p, q ≤ ∞

E�(n,d)(A
%
p)q � E�(n,d)(A

%
p)q � %n.

Теорема 5.2.2. Для будь-яких d ∈ N, при 1 < q ≤ p <∞

E4(n,d)(A
%
p)q � E4(n,d)(A

%
p)q � %n.
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Зауваження 5.2.1. (1) У випадку d = 1, очевидно, �(n, d) = 4(n, d) = [−n, n]∩Z0

i результат теореми 5.2.1 в цьому випадку вiдомий (див., наприклад, [132, c. 185–

190]) i [114, c. 217–227, 247–251]. Бiльш того, для класiв Cr,αβ, p неперервних 2π –

перiодичних функцiй з однiєю змiнною, що зображуються у виглядi f = c+ϕ∗Ψr,α
β ,

де c ∈ R, ‖ϕ‖p ≤ 1 i Ψr,α
β (t) = 1+2

∞∑
k=1

e−αk
r

cos(kt+ βπ
2 ), α > 0, r > 0 (зауважимо,

що клас Cr,αβ, p вiдрiзняється вiд Ar,αβ, p при d = 1 лише тим, що для функцiй

f ∈ Cr,αβ, p не обов’язково
π∫
−π

f(x)dx = 0 ) встановлена сильна асимптотика величин

En(Cr,αβ, p)q, p = q = 1 чи p = q = ∞ — в [55] при r = 1 i в [114, c. 130–132,

154–157] при r > 1. Також знайденi точнi значення величин En(Cr,αβ, p)q — в [55]

при p = q = 1, r = 1 i в [47, 186] при p = q =∞, r = 1 (i асимптотично точнi

значення при p = q = 1 чи p = q =∞, r ≥ 1, β ∈ R в [114, c. 260]).

(2) Простiр полiномiв T (4(n, d)), d ≥ 2, на вiдмiну вiд простору T (�(n, d)),

для ряду випадкiв (спiввiдношень мiж параметрами p та q в означеннi класу

A%p i простору Lq(Td) ) є оптимальним також i в тому розумiннi, що забезпечує

найкращi за порядком оцiнки для колмогоровських поперечникiв dM (A%p, Lq(Td))
заданої розмiрностi M , тобто за математичною термiнологiєю такий простiр є

екстремальним в задачi про значення колмогоровських поперечникiв певних класiв

функцiй. Цей факт, хоча явно i не вiдзначений, можна вiдслiдкувати у роботах

[132, c. 239–240], [149, 171].

Зазначимо, що з цiєї точки зору, найкращим пiдпростором для наближення фун-

кцiй iз класiв W r
p,β у просторi Lq(Td) є множина тригонометричних полiномiв

T (Λ) зi спектром в гiперболiчних хрестах (див., наприклад, [135])

Λ = Γ(N,γ) := {k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd : 0 <

d∏
j=1

|kj |γj ≤ N},

де для r = (r1, . . . , rd), rj > 0 покладено γj = rj
r1
, j = 1, d .

5.2.2 Доведення теореми 5.2.1

Оцiнка зверху. Якщо f ∈ A%p, то згiдно з (5.34) та (5.35)

f(x) = (2π)−d
∫
Td

ϕ(t)P (%,x− t)dt, ‖ϕ‖p ≤ 1. (5.37)
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З iншого боку, зрозумiло, що для будь-якого n ∈ N

S�(n,d)(f ;x) = (2π)−d
∫
Td

ϕ(t)Pn(%,x− t)dt, x ∈ Rd, (5.38)

де

Pn(%; t) = 2d
∑

k∈�+(n,d)

d∏
j=1

% kj cos kjtj , �+(n, d) := �(n, d) ∩Nd.

Тому, для функцiї f ∈ A%p при x ∈ Rd

f(x)− S�(n,d)(f ;x) = (2π)−d
∫
Td

ϕ(t)Q(%,x− t)dt,

де

Q(%; t) = 2d
∑

k∈Nd\�+(n,d)

d∏
j=1

% kj cos kjtj .

Далi, згiдно з нерiвнiстю Юнга (див., наприклад, [32, c. 67–68]) якщо p, q i s такi,

що 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, 1− 1
p + 1

q = 1
s , то

‖f(·)− S�(n,d)(f ; ·)‖q ≤ C‖ϕ‖p · ‖Q‖s. (5.39)

Але ж

‖Q‖s ≤ ‖Q‖∞ ≤ 2d
∑

k∈Nd\�+(n,d)

d∏
j=1

% kj � %n (5.40)

(остання нерiвнiсть записана на пiдставi леми Б5 з пункту 5.2.4). А отже, поєднавши

(5.39) i (5.40), приходимо до висновку, що при 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞

E�(n,d)(A
%
p)q � %n,

i така ж оцiнка справедлива при 1 ≤ q < p ≤ ∞, бо в цьому випадку

E�(n,d)(A
%
p)q ≤ E�(n,d)(A

%
p)p � %n.

Оцiнка знизу. Отримаємо оцiнки знизу для E�(n,d)(A
%
∞)1, якi, зрозумiло, тя-

гнуть за собою вiдповiднi оцiнки знизу для E�(n,d)(A
%
p)q при будь-яких p та q,

1 ≤ p, q ≤ ∞.

Розглянемо функцiю ϕ(x) = ei(k
0;x), x ∈ Rd, де k0 = (k1, . . . , kd) = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

d−1

, n+ 1).

Тодi, очевидно, k 6∈ �(n, d). Нехай

f(t) = (2π)−d
∫
Td

ϕ(x)P (%; t− x)dx, t = (t1, . . . , td),
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де, нагадаємо, P (%;x) = 2d
∑
k∈Nd

d∏
j=1

% kj cos kjxj . Зрозумiло, тодi f(t) = %n+dei(k
0,t) ,

i оскiльки ‖ϕ‖∞ ≤ 1, то f ∈ A%∞. Далi, для довiльного полiнома t ∈ T (�(n, d))

маємо

σ := (f − t; ei(k
0;x)) := (2π)−d

∫
Td

(f(x)− t(x))e−i(k
0;x)dx = %n+d.

З другого боку, σ ≤ ‖f − t‖1, звiдки випливає E�(n,d)(A
%
∞)1 � %n.

Теорема 5.2.1 доведена. �

5.2.3 Доведення теореми 5.2.2

Оцiнка знизу є наслiдком теореми 5.2.1, оскiльки при n ∈ N i d ≥ 2 має мiсце

вкладення �(n, d) ⊃ 4(n, d).

Встановимо оцiнку зверху для E4(n,d)(A
%
p)q. Спочатку розглянемо випадок

1 < p = q <∞. Для будь-якої функцiї f ∈ Lp(Td), 1 ≤ p ≤ ∞, можна записати

f(x)− S4(n,d)(f ;x) = [f(x)− S4(2n,d)(f ;x)]+

+[S4(2n,d)(f ;x)− S4(n,d)(f ;x)] =: Q−(f ;x) +Q+(f ;x),

i згiдно з нерiвнiстю Мiнковського

‖f(·)− S4(n,d)(f ; ·)‖p ≤ ‖Q−(f ; ·)‖p + ‖Q+(f ; ·)‖p. (5.41)

У той же спосiб, що i при оцiнюваннi зверху величин E�(n,d)(A
%
p)p, 1 < p < ∞,

отримаємо

‖Q−(f ; ·)‖p ≤ ‖
∑

k∈Nd\4+(2n,d)

d∏
j=1

%kj cos kjtj‖1 ≤
∑

k∈Nd\4+(2n,d)

d∏
j=1

%kj � %n (5.42)

(тут 4+(n, d) := 4(n, d) ∩ Nd ). Остання нерiвнiсть в (5.42) записана на пiдставi

леми Б5 з пункту 5.2.4 з урахуванням того, що 4(2n, d) ⊃ �(n, d).

Оцiнимо тепер ‖Q+(f ; ·)‖p. Зауважимо, якщо f ∈ A%p, то згiдно з означенням

має мiсце представлення (5.37) i, очевидно,

Q+(f ;x) =

2n∑
l=n+1

% lYl(ϕ;x)
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(див. спiввiдношення (5.36)). Тодi, використавши лему В5 з пункту 5.2.4, поклавши

в нiй M = n+ 1, N = 2n i λm = %m, отримаємо

‖Q+(f ; ·)‖p ≤ %n+1 sup
n+1≤s≤2n

‖
s∑

k=n+1

Yk(ϕ; ·)‖p ≤

≤ %n+1 sup
n+1≤s≤2n

‖
s∑

k=1

Yk(ϕ; ·)−
n∑
k=1

Yk(ϕ; ·)‖p ≤

≤ 2%n+1 sup
n+1≤s≤2n

‖
s∑

k=1

Yk(ϕ; ·)‖p = 2%n+1 sup
n+1≤s≤2n

‖S4(s,d)(ϕ; ·)‖p. (5.43)

Врахувавши, що послiдовнiсть (S4(n,d))
∞
n=0 операторiв S4(n,d): Lp(Td)→ Lp(Td) ,

1 < p <∞, як випливає iз роботи [126], — рiвномiрно обмежена по n, тобто

‖S4(n,d)(ϕ; ·)‖p ≤ Cp‖ϕ‖p,

як наслiдок з нерiвностi (5.43) маємо нерiвнiсть

‖Q+(f ; ·)‖p � %n. (5.44)

Поєднавши (5.42) та (5.44) з (5.41), отримаємо: для f ∈ A%p при 1 < p <∞

‖f(·)− S4(n,d)(f ; ·)‖p � %n,

а отже E4(n,d)(A
%
p)p � %n.

Оцiнка зверху для E4(n,d)(A
%
p)q при 1 < q < p <∞ є наслiдком з оцiнки зверху

для E4(n,d)(A
%
p)p, бо ‖ · ‖q ≤ ‖ · ‖p.

Теорема 5.2.2 доведена. �

5.2.4 Допомiжнi твердження

Лема Б5. Має мiсце оцiнка

δ(N) :=
∑

k∈Nd\�+(N,d)

d∏
j=1

%kj � %N , 0 < % < 1.

Доведення. Оцiнка знизу тривiальна. Доведемо для δ(N) оцiнку зверху. Покла-

демо

�(j)(N, d) := {k = (k1, . . . , kd) ∈ Nd : kj > N}.
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Тодi, очевидно, Nd \�+(N, d) ⊂
d
∪
j=1
�(j)(N, d) . Якщо

k(j) := (k1, . . . , kj−1, kj+1, . . . , kd) ∈ Nd−1, j = 1, d,

Θ(l) := {k = (k1, . . . , kd) ∈ Nd :

d∑
j=1

kj = l},

то зауваживши, що |Θ(l)| = Cd−1
l−1 � ld−1, маємо

δ(N) ≤
d∑
j=1

∑
k∈�(j)(N,d)

d∏
j=1

%kj �

�
d∑
j=1

∞∑
m=1

∑
k(j)∈Θ(m,d−1)

kj>N

%k1+...+kd �
d∑
j=1

∞∑
m=1

md−2%m
∞∑

kj=N+1

%kj � %N ,

бо
∞∑
m=1

md−2%m ≤ C.

Лема доведена. �

Для M, N ∈ Z+, N ≥M , розглянемо полiном

tM,N (x) =

N∑
m=M

Ym(x), де Ym(x) =
∑

k∈Θ(m,d)

cke
i(k,x), ck ∈ C.

Нехай Λ = {λm}Nm=M — довiльний набiр дiйсних чисел i

tM,N (x; Λ) =

N∑
n=M

λmYm(x).

Наступне твердження сформульоване у виглядi леми, хоча слiд зазначити, воно є

простим наслiдком теореми 2.2 iз [32, c. 15].

Лема В5. Якщо λm+1 ≤ λm, m ∈ Z ∩ [M, N − 1], то при 1 ≤ p ≤ ∞

‖tM,N (·; Λ)‖p ≤ λM sup
M≤s≤N

‖tM,s(·)‖p. (5.45)

Справдi, застосувавши до tM,N (x; Λ) при фiксованому x ∈ Rd перетворення Абеля,

маємо
N∑

m=M

λmYm(x) =

N−1∑
m=M

(λm − λm+1)

m∑
j=M

Yj(x) + λn

N∑
j=M

Yj(x)
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i

|
N∑

m=M

λmYm(x)| ≤ λM sup
M≤s≤N

|
s∑

j=M

Yj(x)|,

звiдки випливає (5.45).

5.3 Колмогоровськi поперечники класiв кратних iн-
тегралiв Пуассона

Знайденi точнi за порядком оцiнки колмогоровських поперечникiв класiв функцiй декiлькох

змiнних, перiодичних по кожнiй iз них, i таких, що зображуються у виглядi згортки

елементiв одиничної кулi простору Lp(Td) з кратним ядром Пуассона.

5.3.1 Формулювання основного результату

Тут встановлена слабка асимптотика M – поперечникiв за Колмогоровим класiв

Aρp,β у просторi Lq(Td), 1≤q≤∞.

Нагадаємо, M – вимiрним поперечником за Колмогоровим (колмогоровським

M – поперечником) центрально–симетричної множини F в банаховому просторi X

з нормою ‖ · ‖X називається величина

dM (F ;X) = inf
{LM}⊂X

sup
f∈F

inf
u∈LM

‖f − u‖X ,

де зовнiшнiй iнфiмум взято по всеможливих лiнiйних пiдпросторах LM в X,

dimLM = M .

Отже, в якостi простору X виступає Lq(Td) , а в ролi апроксимуючої множини

F — множина функцiй

Aρp,β = {f : f(x)=(2π)−d
∫
Td

ϕ(y)P (ρ;β;x− y)dy, ϕ∈Lp(Td), ‖ϕ‖p≤1},

де

P (ρ;β; t) := 2d
∑
k∈Nd

d∏
j=1

ρkj cos(kjtj −
βjπ

2
),

0 < ρ < 1, β = (β1, . . . , βd) ∈ Rd.
Посилаючись на означення iз попереднього пiдроздiлу, ще раз наголосимо, що

класи Aρp,β можна розглядати як елементи спектру множин

Ar,αp,β = {f : f(x) = (2π)−d
∫
Td

ϕ(y)P r,αp,β (x− y)dy, ϕ ∈ Lp(Td), ‖ϕ‖p ≤ 1},
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де

P r,αp,β (t) := 2d
∑
k∈Nd

d∏
j=1

e−αjk
rj
j cos(kjtj−

βjπ

2
), αj>0, rj > 0, βj ∈ R.

Справедливе таке твердження.

Теорема 5.3.1. Нехай d ∈ N i 2 ≤ q ≤ p <∞ . Тодi

dM (Aρp,β;Lq(Td)) � ρ
1
2
(d!M)1/d

, d! = 1 · 2 · 3 · . . . · d.

Зауваження 5.3.1. У випадку d = 1 в [48] знайденi точнi за порядком значення

поперечникiв dM (Ar,αp, β;Lq(Td)) при 1 ≤ p, q ≤ ∞ i r ≥ 1. Оцiнки колмогоровських

поперечникiв множин Ar,αp, β, 0 < r < 1 (це є клас нескiнченно диференцiйовних

функцiй) у випадку d = 1 отриманi для деяких, проте не для всiх допустимих

спiввiдношень мiж параметрами p та q, 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ (див. [136,137],

а також [49] — оцiнки знизу i [48,117] — оцiнки зверху).

5.3.2 Характеристики пiдмножин в Rd i деякi спiввiдношення
для них

Нехай функцiя γ : Rd → R, d ≥ 2 така, що γ(t) =
d∑
i=1

|ti| для t = (t1, . . . , td);

∆(m) := {k ∈ Zd0 : γ(k) ≤ m, m ∈ N}, θ(m) := {k ∈ Zd0 : γ(k) = m, m ∈ N}.

Зрозумiло, що θ(m) = ∅ при m < d i ∆(m) =
m⋃
l=d

θ(l).

Лема 5.3.1. Справедливi рiвностi

(i) |θ(m)| = 2dCd−1
m−1,

(ii) Mm := |∆(m)| = 2dCdm, m ≥ d,

де через Ckm позначенi бiномiальнi коефiцiєнти: Ckm = m!
k!(m−k)!

.

Доведення . Рiвнiсть (i) є наслiдком розв’язання комбiнаторної задачi щодо кiль-

костi цiлочислових невiд’ємних розв’язкiв рiвняння k1 + . . . + kd = m, m ≥ d

(див., наприклад, [121, c. 158]). Рiвнiсть (ii) — тривiальний наслiдок спiввiдношень

|∆(m)| =
m∑
l=d

|θ(l)| та Cnn+i = Cn+1
n+i+1 − C

n+1
n+i , поєднаних з рiвнiстю (i). �
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5.3.3 Доведення теореми 5.3.1.

Оцiнки зверху для величин dM (Aρp,β;Lq(Td)) встановимо вiдштовхуючись вiд

отриманих у попередньому пiдроздiлi порядкових оцiнок

E4(n)(A
ρ
p,β)q � ρn, 1 < q ≤ p <∞,

де, нагадаємо,

E4(n)(A
ρ
p,β)q := sup

f∈Aρp,β
‖f(·)− S4(n)(f ; ·)‖q = sup

f∈Aρp,β
‖f(·)−

∑
k∈4(n)

ck(f)ei(k,·)‖q

— точна верхня грань на множинi функцiй Aρp,β величин їх наближень в просторi

Lq(Td) 4(n) – сумами Фур’є.

Справдi, нехайM ≥ 2d =: Md задано. Виберемо таке n ≥ d, що Mn ≤M < Mn+1.

Остання умова рiвносильна нерiвностям

2d
n!

d!(n− d)!
≤M < 2d

(n+ 1)!

d!(n+ 1− d)!
, або

n!

(n− d)!
≤ d!M

2d
<

(n+ 1)!

(n+ 1− d)!

Звiдси випливає (n− d+ 1)d ≤ d!M
2d

< (n+ 1)d , а отже,

(d!M)1/d

2
− 1 < n ≤ (d!M)1/d

2
+ d− 1. (5.46)

Таким чином, при 1 < q ≤ p <∞

dM (Aρp,β;Lq(Td)) ≤ E4(n)(A
ρ
p,β)q � ρn � ρ

1
2
(d!M)1/d

. (5.47)

Оцiнка знизу. Зауважимо, оскiльки ‖ · ‖q � ‖ · ‖2 при 2 ≤ q ≤ ∞, а оцiнка

знизу в теоремi не залежить вiд параметра q, то достатньо встановити її у випадку

q = 2 (при 1 ≤ p ≤ ∞ ). Першим кроком на цьому шляху є застосування наступного

результату.

Лема Т5 ([135, c. 70]) Нехай B ⊂ H — скiнченно-вимiрний пiдпростiр у гiльбер-

товому просторi H i F ⊂ B. Тодi

dn(F ;B) = dn(F ;H).

Згiдно з цим твердженням

dM (Aρp,β;L2(Td)) ≥ dM (Aρp,β ∩ T (4(n+ 2));L2(Td) ∩ T (4(n+ 2))), (5.48)

де числа M та n пов’язанi спiввiдношенням (5.46), а

T (Λ) := {t : t(x) = t(x1, . . . , xd) =
∑
k∈Λ

ake
i(k,x), ak ∈ C}
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для Λ ⊂ Zd.
Подальша оцiнка знизу правої частини (5.48) полягає у знаходженнi екстремаль-

ної сiм’ї функцiй iз Aρp,β∩T (4(n+2)), тобто такої множини W ⊂ Aρp,β∩T (4(n+2)),

що

dM (W ;L2(Td) ∩ T (4(n+ 2)))� ρ
1
2
(d!M)1/d

.

Нехай τ = {τs}Mn+2

s=1 — довiльна ортонормована система в L2(Td) ∩ T (4(n+ 2));

(f ; τs) — коефiцiєнти Фур’є функцiї f за системою τ : (f ; τs) := (2π)−d
∫
Td
f(t)τs(t)dt.

Тодi

ek(t) := ei(k,t) =

Mn+2∑
s=1

(ek; τs)τs(t), k ∈ 4(n+ 2),

τs(t) =
∑

k∈4(n+2)

(τs; ek)ek(t), s = 1,Mn+2,

i ∑
k∈4(n+2)

|aks |2 =

Mn+2∑
s=1

|aks |2 = 1, aks := (ek; τs). (5.49)

Позначивши через SM (ϕ(·); τ) частинну суму Фур’є порядку M за системою τ ,

можна записати (за умови, що k ∈ 4(n+2) )

‖ek(·)− SM (ek(·); τ)‖22 = ‖
Mn+2∑
s=M+1

aks τs(·)‖22 =

Mn+2∑
s=M+1

|aks |2. (5.50)

Далi, для довiльного фiксованого вектора k0 = (k0
1, . . . , k

0
d) ∈ θ(m) покладемо

40(m) := {k = (k1, . . . , kd) ∈ 4(m) : ki = k0
i , i = 1, d− 1, 1 ≤ kd ≤ k0

d},

fk0(d) :=
∑

k∈40(n+2)

ρnei(k,t).

Неважко показати, що для деякої додатної сталої C функцiя Cfk0(d) ∈ Aρp,β,

1 ≤ p ≤ ∞, β ∈ Rd при будь-якому k0 ∈ θ(n + 2) (надалi, з метою уникнення

уточнень вважаємо, що C = 1).

Тодi, взявши до уваги (5.50), можна записати

σk0(d) := (2π)−d
∫
Td

‖fk0(d)(·+ ω)− SM (fk0(d)(·+ ω); τ)‖22dω =

= (2π)−d
∫
Td

‖
∑

k∈40(n+2)

ρnei(k,ω)

Mn+2∑
s=M+1

aks τs(·)‖22dω =
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= (2π)−d
∫
Td

Mn+2∑
s=M+1

∣∣∣∣ ∑
k∈40(n+2)

ρnaks e
i(k,ω)

∣∣∣∣2dω =

= ρ2n

Mn+2∑
s=M+1

∑
k∈40(n+2)

|aks |2. (5.51)

Покажемо, що iснує така додатна стала C, що для деякого k0 ∈ θ(n+ 2)

σk0(d) ≥ Cρ(d!M)1/d

. (5.52)

Справдi, припускаючи протилежне, з одного боку (беручи до уваги (5.49)), маємо∑
k0∈θ(n+2)

( Mn+2∑
s=M+1

∑
k∈40(n+2)

|aks |2
)

=

Mn+2∑
s=M+1

∑
k∈4(n+2)

|aks |2 =

= Mn+2 −M � nd−1,

а з другого, — ∑
k0∈θ(n+2)

( Mn+2∑
s=M+1

∑
k∈40(n+2)

|aks |2
)

=
∑

k0∈θ(n+2)

σk0(d)ρ
−2n

(a)

≤

≤ C
∑

k0∈θ(n+2)

ρ(d!M)1/d

ρ−2n � C|θ(n+ 2)| � Cnd−1

(нерiвнiсть (а) записана на пiдставi припущення протилежного до (5.52)). Видно, що

цi спiввiдношення суперечливi при виборi достатньо малої додатної сталої C.

Iз спiввiдношень (5.51) та (5.52) за теоремою про середнє значення для iнтегралiв

випливає, що iснує таке ω∗ ∈ Td (при певному k0 ∈ θ(n+ 2) ), що

‖fk0(d)(·+ ω∗)− SM (fk0(d)(·+ ω∗); τ)‖2 � ρ
1
2
(d!M)1/d

,

а це в пiдсумку тягне за собою оцiнку

dM (Aρp,β;L2(Td))� ρ
1
2
(d!M)1/d

, 1 ≤ p ≤ ∞,

а отже i оцiнку

dM (Aρp,β;Lq(Td))� ρ
1
2
(d!M)1/d

(5.53)

при 2 ≤ q <∞, 1 ≤ p ≤ ∞.

Залишається зауважити, оцiнки зверху (5.47) i знизу (5.53) для поперечникiв

dM (Aρp,β;Lq(Td)) рiвнi за порядком по параметру M при 2 ≤ q ≤ p ≤ ∞.

Теорема 5.3.1 доведена. �
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5.4 Нелiнiйнi поперечники класiв гладких функцiй,
визначених на одиничнiй сферi в Rd

Розв’язана задача, що стосується слабкої асимптотики одного типу нелiнiйних попере-

чникiв (R.A. De Vore, R. Howard, C. Micchelli) класiв функцiй W r
p (Sd−1), визначених на

одиничнiй сферi Sd−1 простору Rd, якi є, так званими, r –ми iнтегралами функцiй

сумовних на Sd−1.

5.4.1 Попереднi означення та позначення

Нехай Rd, d ≥ 2, — евклiдiв простiр точок x = (x1, . . . , xd); 〈x,y〉 := x1y1 + · · ·+xdyd

— скалярний добуток векторiв x, y ∈ Rd; Sd−1 = {x ∈ Rd : x2
1 + · · · + x2

d = 1} —

одинична сфера в Rd з центром у початку координат.

L p = Lp(Sd−1), 1 ≤ p ≤ ∞, — простiр функцiй, визначених на Sd−1, зi скiнченою

нормою

‖f‖p =

(
1

Ω

∫
Sd−1

|f(x)|pdσ(x)

) 1
p

, 1 ≤ p <∞,

де dσ — елемент площi на Sd−1 (поверхнева мiра Лебега), Ω — площа поверхнi

сфери Sd−1; L∞ ототожнюється з простором C = C(Sd−1) неперервних на Sd−1

функцiй з нормою

‖f‖∞ = ‖f‖C = max
x∈Sd−1

|f(x)|.

Нехай далi Pk позначає простiр алгебраїчних полiномiв з d змiнними, степiнь

яких не перевищує k; Πd
k ⊂ Pk — пiдпростiр однорiдних полiномiв степеня точно k,

тобто

Πd
k =

{
P : P (x) =

∑
|α|=k

cαx
α, cα ∈ C, α = (α1, . . . , αd)

}
,

де |α| := α1 + · · ·+ αd, xα := xα1

1 · · ·x
αd
d ;

Hd
k — простiр однорiдних гармонiчних полiномiв з d змiнними степеня k, тобто

Hd
k := {P ∈ Πd

k : ∆P ≡ 0},

де ∆ — оператор Лапласа в Rd : ∆ =
∑d

k=1 ∂
2/∂x2

k. Звуження елементiв простору

Hd
k на сферу Sd−1 ( сферичнi гармонiки ) утворюють простiр, який позначається

Hdk. Покладемо H(N) := ⊕
N∑
k=0

Hdk.
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У полярних координатах x = %x′, % = ‖x‖, x′ ∈ Sd−1 оператор ∆ можна

подати у виглядi

∆ =
∂2

∂%2
+
d− 1

%

∂

∂%
+

1

%2
∆0,

де ∆0 — оператор Лапласа–Бельтрамi на сферi (див., наприклад, [46], с. 240).

У результатi дiї оператора ∆ на Y ∈ Hdk, маємо ([122], с. 86)

∆0Y (x) = −k(k + d− 2)Y (x), x ∈ Sd−1,

а отже, оператор ∆0 має в якостi власних значень на сферi Sd−1 числа

λk = −k(k + d− 2), k ∈ Z+. Кожне iз чисел λk є власним значенням скiнчен-

ної кратностi i йому вiдповiдає пiдпростiр Hdk розмiрностi nk

nk := dimHdk = dim Πd
k − dim Πd

k−2 =

=

(
k + d− 1

k

)
−
(
k + d− 3

k − 2

)
= (2k + d− 2)

(k + d− 3)!

k!(d− 2)!
, k ≥ 2,

n1 := dimHd1 = d, n0 := dimHd0 = 1.

Елементи простору Hdk позначаються через Yk(x). Зафiксувавши ортонормований

базис {Y lk}
nk
l=1 в Hdk, можна записати Hdk = span{Y lk(x)}nkl=1, k ∈ Z+.

Множина
⋃∞
k=0{Y

l
k}
nk
l=1 утворює ортонормований базис в L2(Sd−1) ([121], с. 161)

i простiр L2(Sd−1) можна подати як пряму суму

L2(Sd−1) = ⊕
∞∑
k=0

Hdk,

тобто будь-яку функцiю f ∈ L2(Sd−1) можна представити єдиним способом у виглядi

f(x) =

∞∑
k=0

Yk(f ;x) =

∞∑
k=0

(
nk∑
l=1

ak,lY
l
k(x)

)
,

де

ak,l = (f, Y lk) =
1

Ω

∫
Sd−1

f(x)Y lk(x)dσ(x),

а збiжнiсть ряду слiд розумiти в сенсi збiжностi за нормою простору L2(Sd−1).

Результат Yk(f ;x) дiї оператора ортогонального проектування Yk : L2(Sd−1)→ Hdk
представляється опосередковано через операцiю згортки функцiї f ∈ L2(Sd−1) з так

званою зональною сферичною гармонiкою Z
(k)
x (·). А саме

Yk(f ;x) =
1

Ω

∫
Sd−1

f(y)Z
(k)
x (y)dσ(y), x ∈ Sd−1. (5.54)
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Для функцiї Z(k)
x характерною є така властивiсть: вона iнварiантна при поворотах,

що залишають непорушною точку x ∈ Sd−1. Вiдомо ([156, с. 206], або [121, с. 163]),

що

Z
(k)
x (y) =

k + λ

λ
P λk (〈x,y〉), λ =

d− 2

2
,

де P λk (t), −1 ≤ t ≤ 1 — многочлени Гегенбауера (див., наприклад, [13], с. 177), або

ультрасферичнi многочлени, якi визначаються через твiрну функцiю :

(1− 2%t+ t2)−λ =

∞∑
k=0

P λk (t)%k, |%| < 1, |t| < 1, λ > 0,

чи
1− %2

(1− 2%t+ t2)λ+1
=

∞∑
k=0

k + λ

λ
P λk (t)%k.

Многочлени Гегенбауера вiдiграють важливу роль в теорiї ортогональних рядiв i їх

застосуваннях, однак ми залишаємо поза увагою численнi властивостi цих много-

членiв (див., наприклад, [112]), i лише зазначимо, що P λk (t) є алгебраїчними по-

лiномами степеня k (iндексу λ > 0 ) i множина {P λk (t)}∞k=0 утворює повну

ортогональну систему в просторi L2([−1, 1], wλ) квадратично–сумовних з вагою

wλ(t) = (1− t2)λ−1/2 на вiдрiзку [−1, 1] функцiй ( {P λk (t)}∞k=0 — результат ортого-

налiзацiї системи {1, t, t2, . . .} ) у просторi L2([−1, 1], wλ).

Таким чином, спiввiдношення(5.54) можна переписати так

Yk(f ;x) =
(k + λ)Γ(λ)

2πλ+1

∫
Sd−1

f(x)P λk (〈x,y〉)dσ(y) =: [f ∗ P λk ](x), λ =
d− 2

2
. (5.55)

Зрозумiло, що оператор Yk : L2(Sd−1) −→ Hdk, зважаючи на спiввiдношення (5.55),

може бути продовжений до оператора, що визначений на всьому просторi L1(Sd−1)

i тодi для f ∈ L1(Sd−1) формальний ряд

S[f ](x) :=

∞∑
k=0

Yk(f ;x)

називається рядом Фур’є–Лапласа.

Формально операцiя згортки (5.55) може бути розповсюджена на функцiї

f ∈ L1(Sd−1) i g ∈ Lp([−1, 1], wλ), де Lp([−1, 1], wλ) — простiр функцiй h, ви-

значених на [−1, 1], зi скiнченою нормою

‖h‖p,wλ :=

(
1

c(λ)

∫ 1

−1

|h(t)|pwλ(t)dt

) 1
p

, 1 ≤ p <∞,
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‖h‖∞,wλ := ‖h‖
C,wλ

= max
t∈[−1,1]

|h(t)|,

де

c(λ) =

∫ 1

−1

(1− t2)λ−1/2dt =

√
πΓ(λ+ 1/2)

Γ(λ+ 1)
.

Отже, для функцiй f ∈ L1(Sd−1) та g ∈ Lp([−1, 1], wλ) :

[f ∗ g](x) :=
1

Ω

∫
Sd−1

f(y)g(〈x,y〉)dσ(y), x ∈ Sd−1.

Для визначеної у такий спосiб операцiї згортки справджується нерiвнiстьЮнга: якщо

f ∈ Lp(Sd−1), g ∈ Ls([−1, 1];wλ) i p, q, s ≥ 1 такi, що 1
q = 1

p + 1
s − 1, то

‖f ∗ g‖q ≤ ‖f‖p‖g‖s,w
λ
.

За допомогою операцiї згортки можна означити основнi об’єкти, що задiянi у даному

пiдроздiлi, — класи функцiй, визначених на Sd−1. Кожнiй функцiї g ∈ Lp([−1, 1], wλ)

можна поставити у вiдповiднiсть її розклад за многочленами Гегенбауера [112]

g(t) ∼
∞∑
k=0

bk
k + λ

λ
P λk (t), bk :=

1

c(λ)P λk (1)

∫ 1

−1

g(t)P λk (t)wλ(t)dt,

зауваживши, що ‖P λk ‖
2
2,wλ

= P λk (1) · λ
k+λ .

Якщо r > 0, то iснує функцiя gr неперервна на [−1, 1) i gr ∈ L1([−1, 1];wλ)

[155] така, що

gr(t) ∼
∞∑
k=1

[k(k + d− 2)]−r/2
k + λ

λ
P λk (t), λ =

d− 2

2
.

До того ж (див. [155]), gr ∈ Lp′([−1, 1], wλ), якщо r > d−1
p , 1

p + 1
p′ = 1 , а також gr

— неперервна на [−1, 1], якщо r > d− 1.

Означимо при 1 ≤ p ≤ ∞ i r > 0 класи функцiй визначених на Sd−1 :

W r
p (Sd−1) := {f : f(x) = [ϕ ∗ gr](x), ‖ϕ‖p ≤ 1, x ∈ Sd−1}. (5.56)

Функцiя f(·) = [ϕ ∗ gr](·) називається r – iнтегралом функцiї ϕ i позначається

Irϕ(·). Iз нерiвностi Юнга випливає, що W r
p (Sd−1) ⊂ Lq(Sd−1) при 1 ≤ p, q ≤ ∞ i

r > (1
p −

1
q )+.

Далi зауважимо, якщо f ∈ W r
p (Sd−1), то (див. [208], твердження 2.9)

S[f ](x) =

∞∑
k=1

[k(k + d− 2)]−r/2Yk(f ;x),
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що вказує на те, що множина W r
p (Sd−1) складається iз функцiй f ∈ Lp(Sd−1), для

яких iснує така функцiя ϕ ∈ Lp(Sd−1), ‖ϕ‖p ≤ 1, що при k ∈ N буде

[k(k + d− 2)]r/2Yk(f ;x) = Yk(ϕ;x), x ∈ Sd−1.

Використовуючи таку характеристику, можна дати опис множини W r
p (Sd−1) опо-

середковано через операцiю ”узагальненого” (дробового) диференцiювання функцiй

g ∈ L1(Sd−1), залучивши до цього оператор оператор Лапласа–Бельтрамi ∆0. А

саме, для s ∈ N природно оператор (−∆0)s визначити iндуктивно формулою

(−∆0)s = −∆0(−∆0)s−1. При цьому для будь-якої функцiї g ∈ L1(Sd−1)

S[(−∆0)sg](x) =

∞∑
k=1

[k(k + d− 2)]sYk(g;x).

Якщо r > 0, то покладемо (−∆0)r/2 := Ψ

Ψ(g;x) =

∞∑
k=1

[k(k + d− 2)]r/2Yk(g;x)

Функцiя Ψ називається r – похiдною функцiї g. Тепер зрозумiло, якщо функцiя

f ∈ W r
p , то у її зображеннi у виглядi згортки (5.56) ϕ = (−∆0)r/2g (в сенсi збiжностi

ряду за нормою простору Lp(Sd−1) ).

Таким чином

W r
p (Sd−1) = {f ∈ L0

p(Sd−1) : ‖(−∆0)r/2f‖p ≤ 1},

де L0
p(Sd−1) := Lp(Sd−1) ∩ {f :

∫
Sd−1 f(x)dσ(x) = 0}.

В подальшому замiсть W r
p (Sd−1) iнодi пишемо W r

p .

5.4.2 Деякi поперечники та спiввiдношення мiж ними

У цьому пiдроздiлi дамо спочатку означення нелiнiйного поперечника, введеного в

роботi [167], а потiм нагадаємо означення iнших задiяних поперечникiв i апроксима-

цiйних величин, а також зазначимо деякi спiввiдношення, що їх пов’язують.

Нехай X — банахiв простiр з нормою ‖ · ‖X i F ⊂ X.

Нелiнiйним n – поперечником множини F в просторi X, означеним в [167],

називається величина

dn(F ;X) = inf
a,Mn

sup
f∈F
‖f −Mn(a(f))‖X ,
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де a : F −→ Rn — довiльне неперервне вiдображення, що дiє iз F в Rn; Mn —

сукупнiсть всiх неперервних вiдображень Mn : Rn −→ X.

В [172, 173] викладена загальна схема означення цього та iнших типових нелiнiй-

них поперечникiв, встановленi оцiнки таких поперечникiв для класiв гладких фун-

кцiй, визначених на d – вимiрному кубi простору Rd.
Необхiдну в подальшому iнформацiю щодо нижче визначених (а також iнших)

поперечниках можна знайти, наприклад, у книгах [132] та [188].

n – поперечником за Александровим множини F в просторi X називається величина

an(F ;X) = inf
ϕ∈An(F ;X)

sup
x∈F
‖x− ϕ(x)‖X ,

де An(F ;X) — множина всiх неперервних вiдображень ϕ : F → X, для яких iснує

такий симплiцiальний комплекс Kϕ ⊂ X, що Imϕ ⊂ Kϕ i dimKϕ = n.

n – поперечником за Бернштейном множини F в просторi X називається величина

bn(F ;X) = sup
L∈Ln+1(X)

sup{% : %U(L) ⊂ F},

де Ln+1(X) — сукупнiсть всiх лiнiйних пiдпросторiв L в X, dimL = n + 1;

%U(L) = {u ∈ L : ‖u‖X ≤ %}.

n – поперечником за Гєльфандом множини F в просторi X називається величина

dn(F ;X) = inf
Ln∈Ln(X)

sup
x∈F∩Ln

‖x‖X ,

де Ln(X) — множина всiх лiнiйних (замкнутих) пiдпросторiв Ln в X, корозмiрность

яких не перевищує n, codimLn ≤ n.

Надалi використовується також величина (див., наприклад, [132]):

an(F ;X) := inf
ϕ∈An(F ;X)

sup
y∈Imϕ

diam(ϕ−1(y))X ,

де An(F ;X) — сукупнiсть всiх неперервних вiдображень ϕ : F → Kϕ, Kϕ — ме-

тричний компакт вимiрностi n, а diam (E)X — дiаметр множини E за метрикою

простору X.

Для поперечника dn(F ;X) вiдомi такi спiввiдношення з iншими поперечниками

d2n+1(F ;X) ≤ an(F ;X) ≤ dn(F ;X), (5.57)

dn(F ;X) ≥ bn(F ;X). (5.58)
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Нерiвностi (5.57) доведенi в [175], а нерiвнiсть (5.58) в [167]. Також вiдомо [132], що

для компактної множини K в просторi X

1

4
an(K;X) ≤ an(K;X) ≤ 2an(K;X). (5.59)

5.4.3 Основний та допомiжнi результати

Головний результат пiдроздiлу 5.4 мiститься в наступному твердженнi.

Теорема 5.4.1. Нехай r > 0, 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, або r > (d − 1)2 + (d − 1)/(1
p −

1
q ),

1 ≤ p < q ≤ ∞. Тодi

dn(W r
p ;Lq) � n−r/(d−1).

В основi доведення теореми 5.4.1 лежить так званий метод дискретизацiї, ймовiр-

но, вперше застосований до розв’язання окремих задач теорiї наближення в роботi

[53]. Цей метод дозволяє, зокрема, в окремих випадках звести задачу оцiнки попере-

чникiв функцiональних класiв до оцiнки поперечникiв скiнченно-вимiрних множин

в просторi Rm.
Для m ∈ N i 1 ≤ p ≤ ∞ через lmp , як зазвичай, позначимо простiр векторiв

x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm з нормою

‖x‖
lmp

:=


( m∑

i=1

|xi|p
) 1

p

, 1 ≤ p <∞,

max
i=1,...,m

|xi|, p =∞,

i для заданого α = (α1, . . . , αm), αi > 0, i = 1, 2, . . . ,m покладемо

Bm
p (α) :=

{
x ∈ Rm :

∥∥∥x
α

∥∥∥
lmp

≤ 1

}
,

x

α
:=

(
x1

α1
, . . .

xm
αm

)
.

Якщо αi = 1, i = 1, 2, . . . ,m, то покладаємо Bm
p (1) =: Bm

p .

Сформулюємо вiдомi результати, що стосуються значень деяких поперечникiв

множин Bm
p (α) в просторах lq, 1 ≤ p, q ≤ ∞. З цiєю метою запровадимо наступнi

позначення (([132], с. 232)). При m, k ∈ N, 1 ≤ k < m

γk(α; p; q) := max
λk+1

( k+1∑
j=1

α
pq/(p−q)
ij

) 1
q
− 1
p

,

βk(α; p; q) := γ−1
m−k−1(1/α; p; q), 1/α := (1/α1, . . . , 1/αm),

де λk+1 = {i1, . . . , ik+1} ⊂ {1, 2, . . . ,m}.
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Мають мiсце спiввiдношення ([132], с. 232)

ak(B
m
p (α); lmq ) = γk(α; p; q) при p < q, (5.60)

dk(B
m
p (α); lmq ) = βk(α; p; q) при p > q. (5.61)

В [152] доведено, що при p > q виконуються також рiвностi

ak(B
m
p (α); lmq ) = βk(α; p; q). (5.62)

Якщо набiр {αi}mi=1 упорядкований так, що α1 ≥ α2 ≥ . . . ≥ αm > 0, то на пiдставi

(5.60) – (5.62) можна записати

ak(B
m
p (α); lmq ) =


(∑k+1

j=1 α
(p−q)/pq
j

) 1
q
− 1
p

, 1 ≤ p < q ≤ ∞,(∑m
j=k+1 α

(p−q)/pq
j

) 1
q
− 1
p

, 1 ≤ q < p ≤ ∞.
(5.63)

Рiвнiсть ak(Bm
p (α); lmp ) = dk(B

m
p (α); lmp ) = αk+1 встановлена В.М. Тiхомiровим [132].

Наслiдком рiвностей (5.63) за умови α1 = α2 = · · · = αk+1 = 1 є спiввiдношення

[152], [128]

ak(B
m
p ; lmq ) =


(k + 1)

1
q
− 1
p , 1 ≤ p < q ≤ ∞,

1, p = q,

(m− k)
1
q
− 1
p , 1 ≤ q < p ≤ ∞.

(5.64)

На завершення цього пункту сформулюємо деякi результати, що стосуються на-

ближення функцiй в просторах Lp(Sd−1), якi суттєво використовуються в доведеннi

теореми 5.4.1.

Нехай функцiя η ∈ C∞([0;∞)) (тобто функцiя η нескiнченно диференцiйовна

на (0,∞) ) така, що supp η = [0, 2], η(x) = 1 при 0 ≤ x ≤ 1 i η(x) = 0 при

x ≥ 2. Задамо послiдовнiсть операторiв (Vn)∞n=1, визначених на множинi L1(Sd−1),

якi дiють згiдно з формулою

[Vn(f)](x) =

∞∑
k=0

η

(
k

n

)
Yk(f ;x), x ∈ Sd−1.

Властивостi операторiв Vn вiдображенi у такому твердженнi :

Лема Г5 [208]. Якщо f ∈ Lp(Sd−1), 1 ≤ p ≤ ∞, то

(1) Vn(f) ∈ H(2n− 1) i Vn(P ) = P для будь-якого P ∈ H(n);

(2) для будь-якого n ∈ N : ‖Vn(f)‖p ≤ C‖f‖p;
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(3) для будь-якого n ∈ N : ‖f − Vn(f)‖p ≤ CEn(f)p,

де En(f)p := inf{‖f−P‖p : P ∈ H(n)} — величина найкращого наближення функцiї

f за допомогою полiномiв за сферичними гармонiками (з d змiнними), степiнь

яких не перевищує n.

Зауважимо, що варiанти схожих за змiстом тверджень можна знайти в [187], [58].

Далi, покладемо En(W r
p )q := supf∈W r

p
En(f)q.

Теорема К5 [40]. Нехай 1 ≤ p, q ≤ ∞ i r > (d− 1)(1/p− 1/q)+. Тодi

En(W r
p )q � n−r+(d−1)( 1

p
− 1
q
)+ .

Поєднавши теорему К5 з лемою Г5, отримаємо таке твердження.

Наслiдок А5. Нехай 1 ≤ p, q ≤ ∞, r > (d − 1)(1/p − 1/q)+. Тодi для будь-якої

функцiї f ∈ W r
p справедлива нерiвнiсть

‖f − Vn(f)‖p � n−r+(d−1)( 1
p
− 1
q
)+ .

5.4.4 Доведення теореми 5.4.1

Оцiнка зверху. Розглянемо випадок 1 ≤ p < q ≤ ∞. Покладемо

Φ0(f) = V1(f), Φk(f) = V2k(f)− V2k−1(f), k = 1, 2, . . . .

Тодi згiдно з лемою Г5 будь-яку функцiю f ∈ Lq(Sd−1), 1 ≤ q ≤ ∞ можна подати

у виглядi збiжного за нормою ‖ · ‖q ряду:

f =

∞∑
k=0

Φk(f), (5.65)

причому, якщо f ∈ L0
q(Sd−1, то Φk(f) ∈ Pq

2k+1−1
:= P2k+1−1 ∩ L0

q(Sd−1), k ∈ Z+.

До того ж (див. наслiдок А5), якщо f ∈ W r
p (Sd−1), r > (d− 1)(1/p− 1/q)+, то

‖Φk(f)‖q � (2k)−r+(d−1)( 1
p
− 1
q
)+ , k = 1, 2, . . . (5.66)

В [41] доведено таке твердження.

Теорема KV5. Нехай X — банахiв простiр, W ⊂ X i задана послiдовнiсть

лiнiйних операторiв Φj : X → Xj, j ∈ Z+, де Xj — замкнутi пiдпростори в X.

Нехай далi для u ∈ W : u =
∑∞

j=0 Φj(u) i збiгається ряд
∑∞

j=0 d
0(Φj(W );Xj).
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Тодi для n ∈ N, j0 ∈ Z+ i {nj}j0j=0 таких, що
∑j0

j=0 nj ≤ n, справджується

нерiвнiсть

an(W ;X) ≤
j0∑
j=0

anj(Φj(W );Xj) + 2

∞∑
j=j0+1

d0(Φj(W );Xj).

Застосувавши теорему KV5 у випадку, коли X = Lq(Sd−1), W = W r
p (Sd−1) i

Xj = Pq
2j+1−1

, j ∈ Z+, беручи до уваги спiввiдношення (5.59) для алєксандровських

поперечникiв an, можна записати

an(W r
p ;Lq)�

j0∑
j=0

anj(Φj(W
r
p );Pq

2j+1−1
) +

∞∑
j=j0+1

d0(Φj(W
r
p );Pq

2j+1−1
), (5.67)

причому
∑j0

j=0 nj ≤ n.

Для продовження оцiнки правої частини (5.67) скористаємося ваговим аналогом

теореми Марцiнкєвiча–Зiгмунда (твердження такого типу зазвичай є ключовим у

методi дискретизацiї).

Теорема MZ5 [157]. Iснують mN = (4N + 1)(2N)d−2 таких точок

ξN,1, ξN,2, . . . , ξN,mN
на сферi Sd−1, що для будь-якої функцiї f ∈ P4N∫

Sd−1

f(x)dx =
1

mN

mN∑
k=1

wN,kf(ξN,k),

де ваги w(N) = {wN,k}mN

k=1 задовольняють умови

0 < wN,k ≤ 1, wN,k ≤ C(d)N (d−2)2

,

1

mN

mN∑
k=1

(wN,k)
γ ≤


C(d), якщо γ > −1/(d− 2),

C(d) logN, якщо γ = −1/(d− 2),

C(d)N−(d−1)2γ−1, якщо γ < −1/(d− 2).

До того ж, якщо f ∈ PN i 1 ≤ p ≤ ∞, то(∫
Sd−1

|f(x)|pdσ(x)

) 1
p

�

(
1

mN

mN∑
k=1

wN,k|f(ξN,k)|p
) 1

p

. (5.68)

У подальшому, при оцiнцi поперечникiв скiнченно-вимiрних множин в просторах

lmq , потрiбнi деякi iншi властивостi набору ваг w(N), окрiм приведених в теоремi

MZ5 .
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Лема 5.4.1. Справедливi твердження:

(1) якщо L ∈ N — довiльне фiксоване число, M
(j)
L := mL·2j , j = 1, 2 . . . i

M̃
(j)
L �M

(j)
L · 2

−j(d−1), то для будь-якого набору Λ̃ = {k1, . . . , kM̃ (j)
L

} iснує така

додатна стала C(d), що∑
k∈Λ̃

wL·2j ,k ≥ C(d)Ld−1 · 2−j(d−2)2

; (5.69)

(2) якщо Λ = {k1, . . . , kM̃N
} i M̃N � mN , то∑
k∈Λ

wN,k � Nd−1. (5.70)

Спiввiдношення (5.69) i (5.70) встановлюються безпосередньо, вiдштовхуючись

вiд означення набору {wN,k}mN

k=1 (див. для повноти доведення теореми 3◦ в [157], а

також зауваження 5 та 6 в цiй роботi).

Продовжимо перетворення правої частини в (5.67). Для кожного j ∈ N визна-

чимо оператор

Aj : PNj → RmNj

формулою

Ajf = (f(ξNj ,1), . . . , f(ξNj ,mNj
)), f ∈ PNj ,

де Nj = 2j+1 − 1, j ∈ Z+, а {ξNj ,k}
mNj

k=1 — набiр точок iз теореми MZ5.

Згiдно з теоремою MZ5 при 1 ≤ q ≤ ∞ i f ∈ PNj маємо

‖f‖q � m
−1/q
Nj
‖Ajf‖

l
mNj
q,w(Nj)

.

Тут для системи ваг w = {wi}mi=1 через lmp,w позначено простiр точок (векторiв)

x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm з нормою

‖x‖p,w =

(
m∑
i=1

|xi|pwi

) 1
p

, 1 ≤ p <∞,

‖x‖∞,w = max
1≤i≤m

|xi|wi, p =∞.

Покладемо також bmp,w := {x ∈ lmp,w : ‖x‖p,w ≤ 1}.
Тепер, ввiвши позначення Bp(Sd−1) := {f ∈ Lp(Sd−1) : ‖f‖p ≤ 1} i

BN
p (Sd−1) := Bp(Sd−1) ∩ PN , беручи до уваги нерiвнiсть (5.66) (при p = q ), мо-

жна стверджувати, що множина Φj(W
r
p ) ⊂ PNj , належить кулi CN−rj B

Nj
p (Sd−1)
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радiуса C, образом якої при вiдображеннi Aj згiдно з теоремою MZ5 (а, точнiше,

згiдно iз спiввiдношенням (5.68)) є куля CN−rj m
1/p
Nj
b
mNj

p,w(Nj)
. А отже, на пiдставi ба-

зових властивостей поперечникiв an та dn (див. наприклад, [132], с. 217–218) i

спiввiдношення (5.68), вiдштовхуючись вiд нерiвностi (5.67), маємо

an(W r
p ;Lq)�

j0∑
j=0

N−rj m
1/p−1/q
Nj

anj(b
mNj

p,w(Nj)
; l
mNj

q,w(Nj)
) +

∞∑
j=j0+1

N−rj m
1/p−1/q
Nj

, (5.71)

де, нагадаємо,
∑j0

j=0 nj ≤ n i при переходi вiд нерiвностi(5.67) до (5.71) заздале-

гiдь покладаємо n0 рiвним mN0
= 5 · 2d−2; у такому випадку при j = 0 буде

anj(Φj(W
r
p );Pq

2j+1−1
) = 0.

Наступний крок полягає в оцiнцi поперечникiв anj(b
mNj

p,w(Nj)
; l
mNj

q,w(Nj)
) при певних

значеннях параметрiв nj та Nj . Розглянемо вiдображення

A : x = (x1, . . . , xm) −→ x̃ = (x1w
1/q
1 , . . . , xmw

1/q
m ).

Очевидно, оператором A здiйснюється iзометрiя мiж банаховими просторами lmq,w

i lq, причому, якщо x ∈ bmp,w, то x̃ ∈ bmp,W , де W = {Wi}mi=1 = {w(1/p−1/q)p
i }mi=1, бо( m∑

i=1

|x̃i|pWi

) 1
p

=

( m∑
i=1

|xi|pwp/qi · w(1/p−1/q)p
i

) 1
p

=

( m∑
i=1

|xi|pwi
) 1

p

,

тобто A(bmp,w) = bmp,W .

Таким чином, на пiдставi базових властивостей поперечникiв ak можна записати

ak(b
m
p,w; lmq,w) = ak(b

m
p,W ; lmq ) = ak(B

m
p (α); lmq ), (5.72)

де α = (α1, . . . , αm), αi := w
1/q−1/p
i , або wi = α

pq/(p−q)
i , i = 1, 2, . . . ,m. А отже, у

нашому випадку

anj(b
mNj

p,w(Nj)
; l
mNj

q,w(Nj)
) = anj(B

mNj
p (α(Nj)); l

mNj
q ), (5.73)

де для кожного j ∈ Z+ набори w(Nj) = {wNj ,k}
mNj

k=1 та α(Nj) := {αNj ,k}
mNj

k=1

пов’язанi рiвнiстю

wNj ,k = α
pq/(p−q)
Nj ,k

, k = 1, 2, . . . ,mNj . (5.74)

Таким чином, наслiдком спiввiдношення (5.71), з урахуванням (5.73) i (5.74), є

нерiвнiсть

an(W r
p ;Lq)�

j0∑
j=0

N−rj m
1/p−1/q
Nj

anj(B
mNj
p (α(Nj)); l

mNj
q ) +

∞∑
j=j0+1

N−rj m
1/p−1/q
Nj

, (5.75)
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де, нагадаємо, натуральне число j0 може бути довiльним, але таким, що
∑j0

j=0 nj ≤ n

(n0 = mN0
= 5 · 2d−2).

Тепер за заданим (достатньо великим) числом n ∈ N знайдемо таке s ∈ N,
що

∑s
j=0mNj < n ≤

∑s+1
j=0mNj Нагадаємо, що Nj = 2j+1 − 1 i вiдповiдно mNj =

(4Nj + 1)(2Nj)
d−2 � 2j(d−1) . Покладемо у спiввiдношеннi (5.75) j0 = 2s та

nj =

{
mNj , 0 ≤ j ≤ s

Nd−1
s · 2(s−j)(d−1), s < j ≤ 2s.

Тодi
j0∑
j=0

nj �
s∑
j=0

2j(d−1) +

2s∑
j=s+1

2(2s−j)(d−1) � 2s(d−1) � n.

Зрозумiло, що при 0 ≤ j ≤ s

anj(B
mNj
p (α(Nj)); l

mNj
q ) = 0,

а згiдно з рiвнiстю (5.60), з урахуванням леми 5.4.1, при s < j ≤ 2s

anj(B
mNj
p (α(Nj)); l

mNj
q )�

(
Nd−1
s · 2(s−j)(d−1)2) 1

q
− 1
p .

Звiдси
j0∑
j=0

N−rj m
1/p−1/q
Nj

anj(B
mNj
p (α(Nj)); l

mNj
q �

�
2s∑
j=s

N−rj m
1/p−1/q
Nj

(
Nd−1
s · 2(s−j)(d−1)2)1/q−1/p �

�
2s∑
j=s

2−jr · 2j(d−1)(1/p−1/q)
(
2s(d−1) · 2(s−j)(d−1)2)1/q−1/p � 2−sr � n−r/(d−1),

якщо r > (d− 1)2 + (d− 1)(1
p −

1
q ), 1 ≤ p < q ≤ ∞.

Зауваживши, що

∞∑
j=j0+1

N−rj m
1/p−1/q
Nj

� 2−sr � n−r/(d−1)

при r > (d − 1)(1
p −

1
q ), приходимо до такого висновку. При 1 ≤ p < q ≤ ∞ i

r > (d− 1)2 + (d− 1)(1
p −

1
q ) маємо

an(W r
p ;Lq)� n−r/(d−1). (5.76)
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У випадку 1 ≤ p = q ≤ ∞, r > 0 оцiнка (5.76) є наслiдком спiввiдношення для

Ek(W
r
p )q в теоремi К5 i нерiвностей

an(W r
p ;Lq) ≤ dn(W r

p ;Lq)� Ek(W
r
p )q,

у яких n = dimH(k) � kd−1, тобто k � n1/(d−1).

Оцiнка (5.76) справджується для поперечника an(W r
p ;Lq) також у випадку

1 ≤ q < p ≤ ∞, бо Lp ⊂ Lq i тодi an(W r
p ;Lq) ≤ an(W r

p ;Lp).

Нарештi, наведенi вище оцiнки зверху для поперечника an(W r
p ;Lq) залишаються

правильними в силу спiввiдношення (5.56) i для поперечника dn.

Оцiнка знизу. Почнемо з випадку 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. Залучимо оператор Dr, r > 0,

”узагальненого” диференцiювання на сферi Sd−1 (див. пункт 5.4.1): Dr = (−∆0)r/2.

Нагадаємо, його можна розглядати як мультиплiкаторний оператор, що згiдно з фор-

мулою

Yk(Drf ;x) = [k(k + d− 2)]r/2Yk(f ;x), f ∈ L1(Sd−1), k ∈ Z+.

Зокрема, для полiнома F (x) =
∑N

k=0 Yk(x), Yk ∈ Hdk, x ∈ Sd−1 маємо

DrF (x) =

N∑
k=1

[k(k + d− 2)]r/2Yk(x).

В [39] доведено, що для похiдних DrF полiномiв по сферичних гармонiках, степiнь

яких не перевищує N , має мiсце нерiвнiсть Бернштейна

‖DrF‖p � N r‖F‖q, 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞.

Згiдно з цiєю нерiвнiстю bn(W r
p ;Lq)� n−r/(d−1).

Встановимо оцiнки знизу у випадку 1 ≤ q < p ≤ ∞. Для заданого натурального

числа n пiдберемо k ∈ N, що задовольняє умову dimH(Nk−1) ≤ n < dimH(Nk),

Nk = 2k+1 − 1. Зазначимо, dimH(N) � Nd−1. Тодi, застосувавши теорему про

проектор для поперечника an (див., наприклад, [41]), можна записати

an(W r
p ;Lq)� an(W r

p ∩H(Nk);Lq ∩H(Nk)), (5.77)

(в якостi проектора достатньо взяти оператор V2k iз леми Г5).

Тепер, як i в доведеннi оцiнки зверху, використавши теорему MZ5 переконуємося, що

an(W r
p ∩H(Nk);Lq ∩H(Nk)) � N−rk m

1/p−1/q
Nk

an(B
mNk
p (α(Nk)); l

mNk
q ). (5.78)
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Зауваживши, що n � mNk � Nd−1
k , беручи до уваги лему 5.4.1, iз спiввiдношення

(5.62) при 1 ≤ q < p ≤ ∞ маємо

an(B
mNk
p (α(Nk));L

mNk
q ) � N

(d−1)(1/q−1/p)
k . (5.79)

Поєднавши спiввiдношення (5.77)–(5.79) та врахувавши нерiвнiсть (5.57), в пiдсумку

отримаємо, що при 1 ≤ q < p ≤ ∞ та r > 0

dn(W r
p ;Lq)� n−r/(d−1).

Теорема 5.4.1 доведена. �

5.5 Наближення класiв нескiнченно диференцiйов-
них функцiй

Знайденi двостороннi оцiнки вiдхилень сум Фур’є в просторах Lp(0, 2π) при p = ∞

вiд класiв нескiнченно-диференцiйовних функцiй. Цi оцiнки доповнюють ранiше вiдомi для

iнших значень параметра p, 1 ≤ p ≤ ∞.

5.5.1 Позначення та базовi означення

Нехай Lp(0, 2π), 1 ≤ p ≤ ∞ — простiр вимiрних 2π – перiодичних на дiйснiй осi

функцiй ϕ зi скiнченною нормою

‖ϕ‖p =

(
(2π)−1

2π∫
0

|ϕ(x)|pdx
) 1

p

при 1 ≤ p <∞,

‖ϕ‖∞ = ess sup
x∈R

|ϕ(x)| при p =∞.

Означимо такий функцiональний клас (див. [114]):

Lψβ,p := {f : f(x) =
1

π

2π∫
0

ϕ(t)Dψ,β(x− t)dt, ϕ∈Lp(0, 2π), ‖ϕ‖p≤1, ϕ ⊥ 1},

де Dψ,β(t) =
∞∑
k=1

ψ(k) cos(kt−βπ2 ), а {ψ(k), k ∈ N} — довiльна фiксована послiдов-

нiсть додатних дiйсних чисел, β ∈ R. Зрозумiло, що
2π∫
0

f(t)dt = 0, якщо f ∈ Lψβ,p.
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Позначимо через I0 множину додатних спадних до нуля на [1,∞) функцiй i покла-

демо

M′′
∞ :=

{
ψ ∈ I0 : (∃α > 1 ∃ t0 ≥ 1 ∀t ≥ t0 : η(t)− t ≥ α) i t/(η(t)− t) ↑ ∞},

де η(t) = ψ−1(ψ(t)/2), ψ−1 — функцiя обернена до ψ. Зазначимо, якщо ψ ∈M′′
∞,

то множина Lψβ,p складається iз функцiй нескiнченно-диференцiйовних всюди на R,
за винятком, можливо, множини точок мiри нуль (див. [114, Роздiл III, §5]).

Для функцiї ϕ ∈ Lp(0, 2π) i n ∈ N позначимо

ρn(ϕ; t) := ϕ(t)− Sn−1(ϕ, t), t ∈ R,

де Sn(ϕ, t) =
n∑

k=−n
ϕ̂ke

ikt — частинна сума порядку 2n+ 1 ряду Фур’є функцiї ϕ, а

ϕk — її коефiцiєнти Фур’є.

Для множини W ⊂ Lq(0, 2π) покладемо

En(W )q := sup
ϕ∈W

‖ρn(ϕ; ·)‖q.

5.5.2 Основний результат

Теорема 5.5.1. Нехай ψ ∈M′′
∞, β ∈ R i 1 ≤ p ≤ ∞. Тодi

En(Lψβ,p)∞ � ψ(n)(η(n)− n)
1
p

Зауваження 5.5.1. Асимтотичнi оцiнки величин En(Lψβ,p)q для значень параме-

трiв p та q, вiдмiнних вiд вiдображених в теоремi 5.5.1, можна знайти в [114].

Доведення теореми 5.5.1. Оцiнка зверху. Побудуємо послiдовнiсть (Nk)k∈N

за наступною рекурентною формулою: для довiльного n ∈ N покладемо N1 = n, а

Nk+1 = [η(Nk)] + 1, k ∈ N, де [x] позначає цiлу частину числа x ∈ R. Нехай для

будь-якої функцiї f ∈ Lψβ,p i t ∈ R

ϕ0(t) := Sn−1(f ; t),

ϕk(t) := SNk+1−1(f ; t)− SNk−1(f ; t), k ∈ N.

Внаслiдок збiжностi майже всюди на R частинних сум ряду Фур’є функцiї f ∈ Lψβ,p
при ψ ∈M′′

∞, майже всюди на R справедлива рiвнiсть

f(t)− Sn−1(f ; t) =

∞∑
k=1

ϕk(t).
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Враховуючи цей факт, а також те, що згiдно з теоремою 6.2 iз [114, с. 226]

‖ϕk‖p ≤ ‖SNk+1−1(f)− f‖p + ‖SNk−1(f)− f‖p �

� ψ(Nk+1) + ψ(Nk)� ψ(Nk),

в силу узагальненої нерiвностi С.М. Нiкольського [56], що пов’язує значення норм

довiльного тригонометричного полiнома

tn1,n2(x) =
∑

|k|∈[n1, n2]

cke
ikx, 0 ≤ n1 < n2

у просторах Lr(0; 2π) i Ls(0; 2π) i яка полягає в тому, що

‖tn1,n2(x)‖s ≤ C(n2 − n1)
1
r
− 1
s‖tn1,n2‖r, 1 ≤ r < s ≤ ∞.

де C — стала, яка не залежить вiд n1 i n2, маємо :

‖f − Sn−1(f)‖∞ ≤
∞∑
k=1

‖ϕk‖∞ �
∞∑
k=1

(Nk+1 −Nk)1/p‖ϕk‖p �

�
∞∑
k=1

(Nk+1 −Nk)1/pψ(Nk). (5.80)

Далi, вiдштовхуючись вiд означення множини M′′
∞, поклавши ∆k := Nk+1 − Nk,

k ∈ N, неважко показати (див. [65]), що для деякого натурального k0 при будь-якому

k ≥ k0 справджується нерiвнiсть ∆k+1 ≤ K∆k, де K — стала, що не залежить вiд

k (i, на що слiд наголосити, 0 < K < 2 ). А оскiльки ψ(Nk+1) ≤ 1
2ψ(Nk), то при

k ≥ k0

ψ(Nk+1)∆
1/p
k+1 ≤ γψ(Nk)∆

1/p
k ,

де γ < 1.

З урахуванням цього (зауваживши також, що [η(n)]−n+1 � η(n)−n ), приходимо

до висновку, що наслiдком спiввiдношення (5.80) є нерiвнiсть

‖f − Sn−1(f)‖∞ � ψ(n)(η(n)− n)
1
p .

Оцiнка знизу. Для заданого n ∈ N розглянемо функцiю

f(t) = C(η(n)− n)1/p−1
∑
|k|∈In

ψ(|k|)eikt, t ∈ R,
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де In = [n, [η(n)] + 1]. Неважко показати, що для деякої додатної сталої C маємо

f ∈ Lψβ,p при 1 < p <∞ i

‖f − Sn−1(f)‖∞ = ‖f‖∞ ≥ f(0) = C(η(n)− n)1/p−1
∑
k∈In

ψ(k) ≥

≥ C(η(n)− n)1/p−1 · 2(η(n)− n)ψ([η(n)] + 1)� (η(n)− n)1/pψ(n).

Iз цього спiввiдношення випливає оцiнка знизу в теоремi 5.5.1.

Теорема 5.5.1 доведена. �

Сформулюємо наслiдок з теореми 5.5.1 у випадку, коли ψ(t) = e−αt
r

, α > 0,

0 < r < 1 (тодi η(n)− n � n1−r ). Покладемо Lα,rβ,p := Lψβ,p.

Наслiдок 5.5.1. Нехай 1 < p <∞, α > 0, 0 < r < 1. Тодi

En(Lα,rβ,p)∞ � e−αn
r

n
1−r
p
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5.6 Висновки до роздiлу 5

Дано вiдповiдi на важливi питання щодо лiнiйної та нелiнiйної апроксимацiї певних

функцiональних множин у просторах функцiй, з областю визначення рiзної структу-

ри в Rd. Зокрема, – це питання, пов’язанi з апроксимацiєю у просторах Lq(Td), та
у просторах Лебега Lq(Sd−1), де Sd−1 одинична сфера простору Rd.

Мотивацiя дослiджень пiдроздiлу 5.1 навiяна статтею A. Зiгера i В. Требелса [199].

В нiй автори, аналiзуючи ефект стрибковостi у змiнi порядкових значень ентропiй-

них чисел εn(LGγ , Lp(T)) (у теоремi Б.С. Кашина i В.М. Темлякова [36, теорема

3.1]) при переходi вiд метрики в Lp(T), 1 ≤ p <∞, до метрики в L∞(T), залучив-

ши простори expLν i встановивши порядковi значення величин εm(LGγ , expLν)

вiдслiдкували процес ”стирання” зазначеного ефекту. Простори expLν — це екс-

поненцiальнi простори Орлiча, що надiленi нормою Люксембурга. У пiдроздiлi 5.1

введено до розгляду нова шкала, так званих, двiйкових просторiв Бєсова dyadB0,γ
p,θ

компактно вкладених у простори expLν i, в додаток до [199], встановленi точнi

за порядком оцiнки колмогоровських поперечникiв та ентропiйних чисел одиничних

куль з просторiв dyadB0,γ
p,θ у просторах expLν .

У пiдроздiлах 5.2 та 5.3 дослiдженi деякi апроксимацiйнi величини на класах Aρp,β
функцiй кiлькох змiнних, перiодичних по кожнiй iз них, i таких, що зображуються у

виглядi згортки елементiв одиничної кулi простору Lp(Td) з кратним ядром Пуассо-

на. Вiдповiдне наближення за допомогою M – вимiрних пiдпросторiв здiйснюється

в просторi Lq(Td), 1≤q≤∞. Зокрема, в пiдроздiлi 5.2 знайденi точнi за порядком

оцiнки наближення таких класiв за допомогою тригонометричних полiномiв зi спе-

ктром у многогранних областях, а в пiдроздiлi 5.3 при d ∈ N встановлена слабка

асимптотика M – поперечникiв за Колмогоровим класiв Aρp,β у просторi Lq(Td),
2 ≤ q ≤ p <∞.

Констатується той факт, що для деяких спiввiдношень мiж параметрами p та

q саме простiр полiномiв T (4(n, d)), d ≥ 2, де 4(n, d) = {k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd0 :

|k|1 :=
d∑
j=1

|kj | ≤ n} , є оптимальним в тому розумiннi, що забезпечує найкращi за

порядком оцiнки для колмогоровських поперечникiв dM (A%p;Lq(Td)) заданої вимiр-

ностi M . Зазначимо, що як вiдомо, з цiєї точки зору найкращим пiдпростором для

наближення функцiй iз класiв W r
p,β в просторi Lq(Td) є множина тригономе-

тричних полiномiв T (Λ) зi спектром у так званих гiперболiчних хрестах. Саме в

конструкцiї наближаючих агрегатiв (полiномiв) i, як наслiдок, в методах одержання
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необхiдних оцiнок полягає принципова вiдмiннiсть в наближеннi класiв W r
p,β i Ar,αp,β.

У пiдроздiлi 5.4 розв’язана задача, про слабку асимптотику одного типу нелiнiй-

них поперечникiв класiв функцiй W r
p (Sd−1), визначених на одиничнiй сферi Sd−1

простору Rd, якi є множинами, так званих, r–их iнтегралiв функцiй сумовних

на Sd−1. Основний результат цього пiдроздiлу є iстотним доповненням до областi

дослiджень, пов’язаних з лiнiйною апроксимацiєю функцiональних класiв функцiй

W r
p (Sd−1).

У пiдроздiлi 5.5 знайденi двостороннi оцiнки вiдхилень сум Фур’є в просторах

Lp(0, 2π) при p = ∞ вiд класiв нескiнченно-диференцiйовних функцiй. Цi оцiнки

доповнюють ранiше вiдомi для iнших значень параметра p, 1 ≤ p ≤ ∞.

Результати роздiлу 5 посекцiйно опублiкованi у роботах [79, 69, 70, 71, 67].
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Додаток A

НЕЛIНIЙНА АПРОКСИМАЦIЯ У
ДИСКРЕТНИХ ПРОСТОРАХ

A.1 Апроксимацiя у просторах lmp

Знайденi значення величин n – членного проективного наближення у просторi lmq одини-

чної кулi Bm
p ⊂ lmp за стандартним базисом простору Rm.

Позначимо через lmp , 0 < p ≤ ∞, простiр векторiв x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Rm

дiйсних чисел, надiлений квазi-нормою

‖x‖lmp =
( m∑
i=1

|xi|p
) 1
p , 0 < p <∞,

‖x‖lm∞ = max
1≤i≤m

|xi|, p =∞.

Для r > 0 визначимо Bm
p (r) := {x ∈ lmp : ‖x‖lmp ≤ r} та Bm

p ≡ Bm
p (1).

Якщо n ≤ m, λn = {k1, k2, . . . , kn} ⊂ {1, 2, . . . ,m} i x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Rm,
то покладемо

πλnx = (x̃1, . . . , x̃m) ∈ Rm,

де x̃i = xi при i ∈ λn i x̃i = 0 при i /∈ λn. Для B ⊂ lmp позначимо

e⊥n (B)q := sup
x∈B

e⊥n (x; p; q) = sup
x∈B

inf
λn
‖x− πλnx‖lmq , 0 < p, q ≤ ∞.

Задача полягає у знаходженнi точних значень величин e⊥n (Bm
p )q.

Зауваження A.1.1. У подальшому вважаємо, що координати векторiв x в озна-

ченнi e⊥n (Bm
p )q невiд’ємнi, тобто xi ≥ 0, i = 1,m. Таке обмеження, очевидно, не

звужує постановки задачi i не впливає на її кiнцевий розв’язок.
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Теорема A.1.1. Нехай 0 < p ≤ ∞ i n < m. Тодi

e⊥n (Bm
p )q =


max

n+1≤k≤m

(k − n)
1
q

k
1
p

, 0 < q <∞,

1

(n+ 1)
1
p

, q =∞.

Зауваження A.1.2. У випадках 0 < q < p ≤ ∞ i 0 < q = p < ∞ максимум в

теоремi A.1.1 досягається при k = m (див. доведення теореми A.1.1). У випадку

0 < p < q <∞ максимум досягається:

(1) при одному iз значень k: k1 =
[

n
q/p−1

]
, k2 =

[
n

q/p−1

]
+ 1, k3 = m,

якщо n < n
q/p−1

< m;

(2) при k = n+ 1, якщо 0 < n
q/p−1

6 n;

(3) при k = m, якщо n
q/p−1

≥ m.

У кожному iз випадкiв при n � m справедливе спiввiдношення

C1(p, q)m
1
q
− 1
p ≤ e⊥n (Bm

p )q ≤ C2(p, q)m
1
q
− 1
p .

Доведення теореми A.1.1. Зауважимо, позаяк при 0 < p, q <∞, очевидно,

e⊥n (Bm
p )q =

(
e⊥n (Bm

p/q)1

) 1
q , (A.1)

то достатньо знайти значення e⊥n (Bm
s )1 при 0 < s < ∞, розглянувши окремо

випадки: p =∞, 0 < q <∞; p =∞, q =∞; 0 < p <∞, q =∞.

Поклавши

B m
s := {x ∈ Bm

s : x1 ≥ . . . ≥ xm ≥ 0},

легко бачити, що e⊥n (Bm
s )1 = e⊥n (B m

s )1. Покажемо тепер, що для

Bm,n
s := {x ∈ Bm

s : x1 = . . . = xn+1 ≥ xn+2 ≥ . . . ≥ xm ≥ 0}

має мiсце рiвнiсть

e⊥n (Bm,n
s )1 = e⊥n (B m

s )1,

i в цьому випадку

e⊥n (Bm
s )1 = sup

x∈Bm,ns

m∑
i=n+1

xi.
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Нерiвнiсть e⊥n (Bm,n
s )1 ≤ e⊥n (B m

s )1 — тривiальна, бо Bm,n
s ⊂ B m

s . Необхiдно

довести протилежну нерiвнiсть

e⊥n (Bm,n
s )1 ≥ e⊥n (B m

s )1.

Для цього достатньо показати: якщо x = (xi)
m
i=1 ∈ B m

s , то знайдеться таке

x̃ = (x̃i)
m
i=1 ∈ B

m,n
s , що e⊥n (x; s; 1) ≤ e⊥n (x̃; s; 1).

Нехай заданi n < m i x = (xi)
m
i=1 ∈ B m

s . Розглянемо послiдовнiсть x̃ = (x̃i)
m
i=1,

яка означається наступним чином:

x̃i =


r

(n+ 1)1/s
, i = 1, . . . , n+ 1,

xi, i = n+ 2, . . . ,m,

де r =

(
n+1∑
i=1

xsi

) 1
s

. Тодi, очевидно, x̃ ∈ Bm,n
s , причому

e⊥n (x; s; 1) = xn+1 +

m∑
i=n+2

xi ≤
r

(n+ 1)1/s
+

m∑
i=n+2

xi = e⊥n (x̃; s; 1),

бо
(

1
n+1

n+1∑
i=1

xsi

) 1
s

≥ xn+1.

Отже,

e⊥n (Bm
s )1 = sup

x∈Bm,ns

m∑
i=n+1

xi,

i враховуючи, що для x ∈ Bm,n
s має мiсце рiвнiсть xn+1 =

(
1

n+1

n+1∑
i=1

xsi
) 1
s , поклавши

yn+1 =
( n+1∑
i=1

xsi
) 1
s , yk = xk, k = n + 2, . . . ,m (зауважимо, що тодi

m∑
i=n+1

ysi = 1 ),

приходимо до висновку, що

e⊥n (Bm
s )1 = sup

y∈B̂m,ns

m∑
k=n+1

αkyk, (A.2)

де B̂m,n
s = {y = (yi)

m
i=n+1 ∈ Bm−n

s : αkyk ≤ αn+1yn+1, k = n + 2, . . . ,m} i αn+1 =

(n + 1)−1/s, αk ≡ 1, k = n + 2, . . . ,m. Тепер значення величини e⊥n (Bm
s )1 буде

знайдено виходячи iз розв’язку наступної, бiльш загальної, екстремальної задачi.

Задача 1. Знайти максимум

F (x1, . . . , xl) = b1x1 + b2x2 + . . .+ blxl
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на множинi

Ω =
{
x = (xi)

l
i=1 ∈ Bl

p(R) : b1x1 ≥ b2x2 ≥ . . . ≥ blxl, 0 < p <∞, R > 0
}

при кожному iз наступних припущень:

(i) b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bl > 0,

(ii) b2 ≥ b3 ≥ . . . ≥ bl > 0, b1 > 0— довiльне

i
k∑
i=1

b−pi ≥ kb−pk+1 при 1 ≤ k ≤ l − 1.

Зауваження A.1.3. a) У припущеннi (ii), зокрема, мiстяться (при k = 1 ) умови

0 < b1 ≤ b2 i b2 ≥ . . . ≥ bl > 0.

b) Умова (ii) справджується, очевидно, при l = m − n, якщо b1 = αn+1 , а

bk = αn+k, k = 2, . . . , l.

Розв’язок Задачi 1 за умови (i), коли 1 < p < ∞ , можна знайти, наприклад, в

[132, Роздiл 4, §4.3]):

maxF (x1, . . . , xl) = F (x̂1, . . . , x̂l) = R

( l∑
i=1

bp
′

i

) 1
p′

,

1
p + 1

p′ = 1 i екстремальний набiр x̂ = (x̂i)
l
i=1 :

x̂i = Rbp
′−1
i

( l∑
j=1

bp
′

j

)− 1
p

= R

(
bp
′

i /

l∑
j=1

bp
′

j

) 1
p

.

Зазначимо, що у такому випадку обмеження iз Ω стають зайвими, бо виконуються

автоматично.

Легко показати, що при 0 < p ≤ 1

maxF (x1, . . . , xl) = F (x̂1, . . . , x̂l) = Rb1,

причому x̂ = (x̂i)
l
i=1 : x̂1 = R, а x̂i = 0, i = 2, . . . , l.

Покажемо тепер, що за припущення (ii) при 1 ≤ p <∞ матимемо

maxF (x1, . . . , xl) = F (x∗1, . . . , x
∗
l ),

де (x∗1, . . . , x
∗
l ) — набiр, що ”врiвноважує” вектор (b1, . . . , bl), тобто

x∗i =
R

bi(
l∑

j=1

b−pj )1/p

, i = 1, . . . , l,
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(A.3)

F (x∗1, . . . , x
∗
l ) =

l

(
l∑

j=1

b−pj )1/p

R,

а при 0 < p < 1

maxF (x1, ..., xl) = max
1≤k≤l

F (x
(k)
1 , ..., x

(k)
l ) i x(k) := (x

(k)
1 , ..., x

(k)
l ), k = 1, ..., l,

де

x
(k)
i =

R

bi(
k∑
j=1

b−pj )1/p

, i = 1, . . . , k, x
(k)
i = 0, i = k + 1, ..., l,

(A.4)

F (x
(k)
1 , . . . , x

(k)
l ) =

k

(
k∑
j=1

b−pj )1/p

R.

Доведення , однотипне для всiх p, 0 < p < ∞, проведемо iндукцiєю по l.

Якщо l = 1 , то твердження, очевидно, виконується. Припустимо, що твердження

справджується при l = r − 1 ≥ 2 i доведемо його при l = r.

Нехай x = (xi)
r
i=1 ∈ Ω — довiльне фiксоване i δ =

( r−1∑
i=1

xpi
)1/p

. Далi, припустимо,

що x̄1, . . . , x̄r−1 — екстремальний набiр вигляду (A.3) чи (A.4) в Задачi 1 при l = r−1

i R = δ, тобто xi = 0, i = d, ..., r, x̄i = δ

bi(
d−1∑
k=1

b−pk )1/p

, i = 1, ..., d − 1 для будь-якого

d, 2 ≤ d ≤ r. Тодi
( r−1∑
i=1

xpi
)1/p

= δ i

F (x1, . . . , xr) ≤ F (x̄1, . . . , x̄r−1, xr) =

r−1∑
i=1

bix̄i + brxr =

r−1∑
i=1

(d− 1)1/p

(
d−1∑
k=1

b−pk )1/p

x◦i + brx
◦
r,

де x◦1 = . . . = x◦d−1 = δ
(d−1)1/p , x◦i = 0, i = d, ..., r − 1, x◦r = xr. Очевидно, що

r−1∑
i=1

(x◦i )
p = δp, тобто (x◦i )

r−1
i=1 ∈ B

r−1
p (δ), а (x◦i )

r
i=1 ∈ Br

p(R). (A.5)

Покладемо

β1 = β2 = . . . = βd−1 =

(
(d− 1)/

d−1∑
k=1

b−pk

)1/p

i βr = br. (A.6)
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Тодi спiввiдношення(A.5), (A.6) тягнуть за собою β1x
◦
1 = . . . = βd−1x

◦
d−1 i

βd−1x
◦
d−1 = bd−1xd−1 ≥ brxr = βrxr (нерiвнiсть виконується, бо (x1, . . . xr−1, xr) ∈

Ω ).

Таким чином,

max
x∈Ω

F (x1, . . . , xr) ≤ max
x∈Ω′

d∑
i=1

βixi =: max
x∈Ω′

G(x1, . . . , xd), (A.7)

де Ω′ = {x = (xi)
d
i=1 : x ∈ Bd

p(R), β1x1 = . . . = βd−1xd−1 ≥ βrxd} при 0 < p <∞
i R > 0, а числа βi, i = 1, . . . , d визначаються формулами (A.6). Отже розв’язуємо

задачу про знаходження max
x∈Ω′

G(x1, . . . , xd), яка тотожна наступнiй задачi.

Задача 2. Знайти при 1 ≤ d ≤ r

max
xd∈I

G̃(xd) := max
xd∈I

d− 1

(
d−1∑
k=1

b−pk )1/p

(Rp−xpd)
1/p + βrxd = max

xd∈I
(d− 1)D1/p(Rp−xpd)

1/p + βrxd

за умови (ii) Задачi 1. Тут D =

(
d−1∑
k=1

b−pk

)−1

, I = [0, η], а число η визначається

з умови
1

d− 1

d−1∑
i=1

βixi ≥ βrxd,

у кiнцi ланцюжка наслiдкових до неї нерiвностей

Rp − xpd
d−1∑
i=1

b−pi

≥ (βrxd)
p, D(Rp − xpd) ≥ βprx

p
d, xd ≤

(
D

D + βpr

) 1
p

·R =: η.

Отже, для xd ∈ (0, R) : G̃′(xd) = −(d−1)D1/p(Rp−xpd)
1/p−1xp−1

d +βr i G′(xd) = 0

при

xd = η0 =

(
(d− 1)

p
p−1D

1
1−p

β
p

1−p
r + (d− 1)

p
1−pD

1
1−p

)1/p

·R.

Нехай тепер 1 < p <∞ (тодi d = r ). Покажемо, що в такому випадку η0 /∈ I,
а точнiше, η0 ≥ η. Справдi, остання нерiвнiсть рiвносильна нерiвностi

(r − 1)
p

1−pD
1

1−p

β
p

1−p
r + (r − 1)

p
1−pD

1
1−p

≥ D

βpr +D
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або, пiсля елементарних перетворень, — нерiвностi

(r − 1)
p

1−pD
1

1−pD−1 ≥ β
p

1−p
r β−pr .

Пiдносячи обидвi частини останньої нерiвностi до вiд’ємного степеня 1−p
p , маємо

(r − 1)D ≤ βpr , або
(

(r − 1)/

r−1∑
i=1

b−pi

) 1
p

≤ br,

а такий результат узгоджується з вихiдною умовою (ii) Задачi 1.

Таким чином, функцiя G̃′(xr) зберiгає знак на всьому iнтервалi (0, η), а це

означає, що функцiя G̃(xr) монотонна на I i її максимум досягається на одному

iз кiнцiв вiдрiзка I.

Далi, G̃(0) = βr · R, а в точцi xr = η виконуються рiвностi β1x1 = . . . = βrxr,

причому
r∑
i=1

xpi = Rp. А отже,

G̃(η) = G(x1, . . . , xr) =
r

(
r∑
i=1

b−pi )1/p

·R.

Але ж βr ≤ r/(
r∑
i=1

b−pi )1/p, бо ця нерiвнiсть рiвносильна наступнiй правильнiй не-

рiвностi:
r∑
i=1

b−pi ≤ rb−pr ≤ rpb−pr при 1 < p < ∞. А тому, приходимо до висновку,

що

max
x∈Ω′

G(x1, . . . , xr) = max
xr∈I

G̃(xr) = max{G̃(0); G̃(η)} = G̃(η) = (

r∑
i=1

b−pi )1/p ·R.

При цьому екстремальний набiр має вигляд

x̂ = (x̂i)
r
i=1 : x̂i =

R

bi(
r∑
j=1

b−pj )1/p

, i = 1, 2, . . . , r.

Оскiльки x̂ ∈ Ω, то насправдi у спiввiдношеннi (A.7) строгої нерiвностi бути не

може i, таким чином, згiдно з принципом математичної iндукцiї розв’язок Задачi 1

при 1 < p <∞ у припущеннi (ii) подається формулами (A.3).

У випадку 0 < p < 1 критична точка η0 функцiї G(xd) належить вiдрiзку

I (див. доведення нерiвностi η0 ≥ η при 1 < p < ∞ ) i, бiльше того, η0 ≤ R
21/p

(неважко показати, що ця нерiвнiсть є наслiдком припущення (ii) в Задачi 1 ).
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Точка xd = η0 — це єдина критична точка функцiї G̃(xd) на iнтервалi (0, R), i

оскiльки G̃′(xd) неперервна на (0, R), а G̃′( R
21/p ) ≥ 0 (простi обчислення з урахува-

нням припущення (ii) ), то G̃′(xd) ≥ 0 при xd ∈ (η0, R). Тобто, функцiя G̃(xd) —

неперервна на [0, R) — не спадає, принаймi, на вiдрiзку [η0, η]. Отже,

max
xd∈I

G̃(xd) = max{G̃(0); G̃(η)} = max{B(d− 1, p), B(d, p)},

де B(k, p) = k

(
k∑
i=1

b−pi )1/p

·R.

Звiдси, аналогiчно випадку 1 < p <∞ випливає

max
x∈Ω′

G(x1, . . . , xd) = max{B(d− 1, p), B(d, p)}.

i, як наслiдок спiввiдношення (A.7), згiдно з принципом математичної iндукцiї маємо

maxF (x1, . . . , xl) = max
1≤k≤l

F (x
(k)
1 , ..., x

(k)
l ) = max

1≤k≤l

k

(
k∑
i=1

b−pi )1/p

·R.

де

x
(k)
i =

R

bi(
k∑
i=1

b−pi )1/p

, i = 1, 2, . . . , k; x
(k)
i = 0, i = k + 1, ..., l.

У випадку p = 1 (а тодi d = r ) маємо

G̃(xr) = (r − 1)D(R− xr) + βrxr = (βr − (r − 1)D)xr +R(r − 1)D,

а отже, легко дiйти висновку, що при xr ∈ (0, R):

G̃′(xr) = βr − (r − 1)D = βr − (r − 1)/

r−1∑
i=1

β−1
i ≥ 0

згiдно з припущенням (ii) у Задачi 1. Тому функцiя G̃(xl) не спадає на вiдрiзку

I = [0, η], де, нагадаємо, η = D
D+βr

·R. А отже, max
xr∈I

G̃(xr) = G̃(η) = r
r∑
i=1

b−1
i

·R.

Звiдси при p = 1 маємо

max
x∈Ω

F (x1, . . . , xl) = F (x∗1, . . . , x
∗
l ) = R

l
l∑

j=1

b−1
j

,

де

x∗i =
R

bi(
l∑

j=1

b−1
j )

, i = 1, . . . , l,
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Таким чином, доведено, що розв’язок Задачi 1 при 1 ≤ p <∞ подається формулами

(A.3), а при 0 < p < 1 формулами (A.4).

Тепер, поклавши у Задачi 1 p = s, R = 1, l = m − n, b1 = αn+1 = ( 1
n+1)1/s i

bk = αn+k = 1, k = 2, . . . , l, та спiвставивши її з правою частиною спiввiдношення

(A.2), вiдповiдно до формул (A.3) та (A.4) приходимо до висновку, що при 1 ≤ s <∞

e⊥n (Bm
s )1 = (m− n)/

( m∑
i=n+1

α−si

) 1
s

=
m− n
m1/s

, (A.8)

а при 0 < s < 1

e⊥n (Bm
s )1 = max

n+1≤k≤m

k − n
k1/s

. (A.9)

Повернемося до вихiдної задачi про обчислення e⊥n (Bm
p )q. Нехай 0 < p, q < ∞.

Тодi, поклавши s = p
q , згiдно з (A.1), (A.8) та (A.9) маємо

e⊥n (Bm
p )q =

(
e⊥n (Bm

p/q)1

)1/q

=
(
m− n
m1/s

)1/q

=
(m− n)1/q

m1/p
, 0 < q < p <∞

i

e⊥n (Bm
p )q = max

n+1≤k≤m

(k − n)
1
q

k1/p
, 0 < p < q <∞.

При p =∞, 0 < q <∞ :

e⊥n (Bm
∞)q = sup

u∈Bm∞
inf
λn

( ∑
i∈{1,...,m}\λn

uqi

)1/q

,

а отже,

e⊥n (Bm
∞)q = (m− n)1/q.

При p = q =∞, очевидно, e⊥n (Bm
∞)∞ = 1.

При 0 < p <∞, q =∞, у спосiб аналогiчний доведенню рiвностi (A.2), встанов-

люємо рiвнiсть e⊥n (Bm
p )∞ = sup

y∈B̂m,np

αiyi, де, нагадаємо,

B̂m,n
p =

{
y = (yi)

m
i=n+1 ∈ Bm,n

p : αkyk ≤ αn+1yn+1, k = n+ 2, . . . ,m
}
,

αn+1 = (n+ 1)−1/p, αk = 1, k = n+ 2, . . . ,m.

Тепер, очевидно, e⊥n (Bm
p )∞ = (n+ 1)−1/p i рiвнiсть досягається для набору

x = (xi)
m
i=1 : x1 = . . . = xn+1 =

1

(n+ 1)1/p
, xi = 0, i = n+ 2, . . . ,m.

Теорема A.1.1 доведена. �
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A.2 Апроксимацiя у просторах кратних послiдовно-
стей

Знайденi точнi за порядком оцiнки величин найкращих наближень q – елiпсоїдiв в просто-

рах кратних послiдовностей за допомогою їх ортогональних проекцiй на евклiдовi пiдпро-

стори Rm розмiрностi m.

A.2.1 Головний результат

Нехай R(Zd) позначає лiнiйний простiр послiдовностей a = (ak)k∈Zd дiйсних

чисел, у вiдповiдностi з яким-небудь фiксованим упорядкуванням мультиiндексiв

k = (k1, . . . , kd). Простiр R(Zd), надiлений скiнченими квазi-нормами

‖a‖lq(Zd) :=

(∑
k∈Zd

|ak|q
) 1

q

, 0 < q <∞,

‖a‖l∞(Zd) := sup
k∈Zd

|ak|,

позначимо через lq(Zd), 0 < q ≤ ∞.

Далi, для довiльної неспадної функцiї ν : R+ −→ R+ (пишемо: ν ∈ P0 ) означи-

мо при 0 < q <∞

Bq(ν) :=

{
a ∈ R(Zd) : ‖a‖lq(Zd), ν :=

(∑
k∈Zd

(
|ak|ν(|k|∞)

)q)1/q

≤ 1

}
— q – елiпсоїд в R(Zd) i покладемо також

B∞(ν) :=

{
a ∈ R(Zd) : ‖a‖l∞(Zd), ν := sup

k∈Zd
|ak|ν(|k|∞) ≤ 1

}
.

Тут |k|∞ := ‖k‖ld∞ = max
1≤i≤d

|ki|.
Очевидно,

‖a‖lq(Zd), ν =

( ∞∑
n=0

νq(n)
∑
k∈Γn

|ak|q
) 1

q

i

‖a‖l∞(Zd), ν = sup
n∈N

(ν(n) sup
k∈Γn

|ak|),

де Γn = {k ∈ Zd : |k|∞ = n}.
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Для фiксованих послiдовностi a ∈ lq(Zd) та m ∈ N через Ωm(a) позначимо

множину (чи одну iз множин) мультиiндексiв k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd при макси-

мальних за абсолютною величиною членах послiдовностi a = (ak)k∈Zd , причому

]Ωm(a) = m. Згiдно з таким означенням множини Ωm(a) :

min{|ak|, k ∈ Ωm(a)} ≥ max{|ak|,k ∈ Zd \ Ωm(a)}.

Для A ⊂ ls(Zd) покладемо

gm(A)s := sup
a∈A

( ∑
k∈Zd\Ωm(a)

|ak|s
) 1

s

, 0 < s <∞,

gm(A)∞ := sup
a∈A

sup
k∈Zd\Ωm(a)

|ak|.

Зрозумiло, що значення величин gm(A)s, 0 < s ≤ ∞ при кожному m збiгається

вiдповiдно зi значеннями величин

e⊥m(A)s := sup
a∈A

inf
Λm⊂Zd
]Λm=m

( ∑
k∈Zd\Λm

|ak|s
) 1

s

, 0 < s <∞,

e⊥m(A)∞ := sup
a∈A

inf
Λm⊂Zd
]Λm=m

sup
k∈Zd\Λm

|ak|.

Теорема A.2.1. Нехай

1) 0 < q < s ≤ ∞, а функцiя ν ∈ P0 така, що для деякого C, C ≥ 1

виконується нерiвнiсть ν(2t) ≤ Cν(t), t > 0, або

2) 0 < s ≤ q ≤ ∞, а функцiя ν ∈ P0 така, що для деякого додатного ε

виконується нерiвнiсть ν(2
1
d t) > 2

1
s
− 1
q
+εν(t), t ∈ R+, d ∈ N.

Тодi справедливе спiввiдношення

gm(Bq(ν))s � m
1
s
− 1
q ν−1(m

1
d ). (A.10)

Зауваження A.2.1. В iнших термiнах за подiбних обмежень щодо функцiї ν

спiввiдношення (A.10) встановлено (методом, вiдмiнним вiд використаного тут)

в [153].

Доведення теореми A.2.1. Спочатку розглянемо випадок 0 < q < s ≤ ∞ i

доведемо оцiнку зверху в (A.10).

Нехай a = (ak)k∈Zd ∈ R(Zd) , а (k(l))∞l=1 така упорядкована послiдовнiсть мно-

жини мультиiндексiв k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd, що |ak(1)| ≥ |ak(2)| ≥ . . .. Iншими
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словами, за допомогою послiдовностi (k(l))∞l=1 упорядковується (за не зростанням)

система (|ak|)k∈Zd .

Тодi, для будь-якого a ∈ Bq(ν) маємо

∑
k∈Zd

(
|ak|ν(|k|∞)

)q
≥

∑
k∈Ωm(a)

(
|ak|ν(|k|∞)

)q
=

m∑
l=1

(
|ak(l)|ν(|k(l)|∞)

)q ≥
≥ |ak(m)|q

m∑
l=1

νq(|k(l)|∞) ≥ |ak(m)|q
[m/2]∑
l=1

νq
(m 1

d

4

)
≥ C(d, p)|ak(m)|q ·m · νq(m

1
d ).

Наслiдком цього спiввiдношення є нерiвнiсть

|ak(m)| � m−
1
q /ν(m

1
d ), (A.11)

з якої безпосередньо випливає оцiнка зверху в (A.10) при s =∞.

Якщо ж 0 < s < ∞, то використовуючи (A.11), для будь-якого a ∈ Bq(ν) при

γ > 0 маємо ( ∑
k∈Zd\Ωm(a)

|k|∞>γm
1
d

|ak|s
) 1

s

≤
(
|ak(m)|s−q

∑
k∈Zd\Ωm(a)

|k|∞>γm
1
d

|ak|q
) 1

s

≤

≤
(
|ak(m)|s−qν−q(γm

1
d )
∑
k∈Zd

|ak|qνq(|k|∞)

) 1
s

�

� m−
1
q
(s−q)· 1

s ν−1(m
1
d )� m

1
s
− 1
q ν−1(m

1
d ), (A.12)

а також ( ∑
k∈Zd\Ωm(a)

|k|∞≤γm
1
d

|ak|s
) 1

s

≤ C(d)m
1
sm−

1
q ν−1(m

1
d )� m

1
s
− 1
q ν−1(m

1
d ). (A.13)

Iз (A.12) та (A.13), беручи до уваги нерiвнiсть (α+β)p ≤ αp+βp, α, β > 0, 0 < p ≤ 1,

приходимо до висновку, що для будь-якого a ∈ Bq(ν)(∑
k∈Zd

|ak|s
) 1

s

� m
1
s
− 1
q ν−1(m

1
d ),

чим завершується доведення оцiнки зверху в (A.10) при 0 < q < s <∞.
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Для доведення оцiнки знизу в (A.10) у випадку 0 < q < s ≤ ∞ розглянемо таку

послiдовнiсть ã = (ãk)k∈Zd , що

ãk =

{
1, |k|∞ ≤ [m

1
d ],

0, |k|∞ > [m
1
d ],

де [c] — цiла частина числа c ∈ R.
Тодi

‖ã‖lq(Zd), ν =

(∑
k∈Zd

(
|ãk|ν(|k|∞)

)q) 1
q

=

=

( ∑
k: |k|∞≤[m

1
d ]

νq(|k|∞)

) 1
q

� ν(m
1
d )m

1
q (A.14)

i ( ∑
k∈Zd\Ωm(ã)

|ãk|s
) 1

s

≥
( 2dm−m∑

l=1

1

) 1
s

� m
1
s , 0 < s <∞. (A.15)

Iз (A.15), з урахуванням (A.14), при 0 < s <∞ отримаємо

gm(Bq(ν))s � m
1
s
− 1
q ν−1(m

1
d ). (A.16)

При s = ∞ нерiвнiсть (A.16) є безпосереднiм наслiдком спiввiдношення (A.14) i

означення величин gm(Bq(ν))∞.

Твердження теореми A.2.1 у випадку 0 < q < s ≤ ∞ доведене.

Тепер розглянемо випадок 0 < s ≤ q ≤ ∞ i доведемо в (A.10) оцiнку зверху.

Нехай задано натуральне число m, m > 2, а j ∈ N таке, що 2j < m ≤ 2j+1. Тодi

для a ∈ Bq(ν), використовуючи нерiвнiсть (A.11), з урахуванням умов щодо функцiї

ν при 0 < s <∞ маємо∑
k∈Zd\Ωm(a)

|ak|s =

∞∑
n=m+1

|ak(n)|s ≤
∞∑

n=2j+1

|ak(n)|s ≤

≤
∞∑
l=j

(
2
l
s |ak(2l)|

)s
�

∞∑
l=j

(
2
l
s
− l
q

1

ν(2
l
d )

)s
�

�
(

2j(
1
s
− 1
q
) 1

ν(2
j
d )

)s
�
(
m

1
s
− 1
q

ν(m
1
d )

)s
, (A.17)

а отже,

gm(Bq(ν))s � m
1
s
− 1
q ν−1(m

1
d ), 0 < s ≤ q <∞.
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При 0 < s < ∞ i q = ∞, враховуючи, що для a ∈ Bq(ν) справедлива нерiвнiсть

ak(m) � ν−1(m
1
d ) (як граничний випадок нерiвностi (A.11)), аналогiчно спiввiдно-

шенню (A.17), можна записати( ∑
k∈Zd\Ωm(a)

|ak|s
) 1

s

� m
1
s ν−1(m

1
d ),

а отже,

gm(B∞(ν))s � m
1
s ν−1(m

1
d ).

Накiнець, при s = q =∞, оцiнка зверху в (A.10) є безпосереднiм наслiдком лише

означення величин gm(Bq(ν))s.

Доведення оцiнки знизу в (A.10) у випадку 0 < s ≤ q ≤ ∞ фактично тотожне

її доведенню у розглянутому випадку 0 < q < s ≤ ∞, тiльки при q = ∞ замiсть

спiввiдношення (A.14) слiд скористатися нерiвнiстю ‖ã‖l∞(Zd), ν ≤ ν(m
1
d ).

Теорема A.2.1 доведена. �

Зауваження A.2.2. У випадку, коли ν(t) = tr, r > 0, а 0 < q < s ≤ ∞ оцiнка

зверху у спiввiдношеннi (A.10) фактично встановлена в [204].

A.2.2 Наслiдки

Спершу наведемо один наслiдок теореми A.2.1 для скiнченно-вимiрних пiдмножин iз

Bq(ν), що визначаються за допомогою функцiї ν(t) = 1, t ∈ R+.

Позначимо через En довiльну пiдмножину в Zd, ]En = n, i покладемо

BEnq := {a = (ak)k∈Zd ∈ Bq(1) : ak = 0 при k ∈ Zd \ En}

Таким чином, BEnq —одинична куля у фiксованому n – вимiрному пiдпросторi iз

lq(Zd).

Наслiдок A.2.1. . Для будь-яких m, n ∈ N, n < m справедливi спiввiдношення

gm(BEnq )s � m
1
s
− 1
q , 0 < q ≤ s ≤ ∞ (A.18)

i

gm(BE[γm]+1
q )s � m

1
s
− 1
q , 0 < s ≤ q ≤ ∞ (A.19)

при γ > 1.
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Доведення. Спiввiдношення (A.18) при 0 < q < s ≤ ∞ є наслiдком оцiнки зверху

у спiввiдношеннi (A.10), якщо врахувати, що BEnq ⊂ Bq(1). При 0 < q = s ≤ ∞
оцiнка (A.18) тривiальна.

Якщо 0 < s ≤ q ≤ ∞, то умова 2) теореми A.2.1 для функцiї ν(t) = 1, t ∈ R+,

не виконується, проте доведення оцiнки зверху у спiввiдношеннi (A.10) з BE[γm]+1
q

замiсть Bq(ν) тiльки спрощується. Справдi, використавши нерiвнiсть(
1

N

N∑
k=1

|bk|λ
) 1

λ

≥
(

1

N

N∑
k=1

|bk|µ
) 1

µ

,

де b = {bk}Nk=1 — довiльна система дiйсних чисел, 1 ≤ µ < λ <∞, для a ∈ B[γm]+1
q

при 0 < s ≤ q <∞ можна вiдразу записати( ∑
k∈Zd\Ωm(a)

|ak|s
) 1

s

=

( [γm]+1∑
n=m+1

|ak(n)|s
) 1

s

� m
1
s
− 1
q .

Попереднє спiввiдношення, очевидно, має мiсце i у випадку 0 < s < ∞, q = ∞,

а при s = q =∞ оцiнка зверху в (A.19) тривiальна.

Доведення оцiнки знизу в (A.19) проводиться за схемою доведення такої оцiнки

в теоремi A.2.1, вiдштовхуючись вiд побудови послiдовностi ã. У даному випадку

слiд розглянути таку послiдовнiсть ã = (ãk)k∈Zd , що

ãk =

{
1, k ∈ E0,

0, k ∈ Zd \ E0,

де E0 — довiльна пiдмножина в E[γm]+1, ]E0 = [γ1m], 1 < γ1 < γ.

Зауваження A.2.3. При n = [γm]+1, γ > 1, оцiнка (A.18) є точною за порядком.

Доведення цього аналогiчне випадку 0 < s ≤ q ≤ ∞.

Сформулюємо наслiдок A.2.1 в iншому виглядi. Розглянемо скiнченно-вимiрнi

простори lns , 0 < s ≤ ∞, n ∈ N векторiв x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, якi означенi на
початку пiдроздiлу A.1.

Для множин B ⊂ lns при 1 ≤ m < n визначимо величини:

(a) e⊥m(B; ε; lns ) := sup
x∈B

inf
γm
‖x− πγmx‖lns ,

де ε = {e1, . . . , en}— канонiчний (стандартний) базис в Rn; πγm : Rn → Rn —

оператор проектування такий, що для x =
n∑
i=1

xiei

πγmx =
∑
i∈γm

xiei,
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а γm — довiльна пiдмножина множини {1, . . . , n}, card γm = m (див. пункт A.1);

(b) gm(B; ε; lns ) := sup
x∈B
‖x−G(ε)

m x‖lns ,

де G
(ε)
m : Rn → Rn — оператор (нелiнiйний), що дiє за правилом

x =

n∑
i=1

xiei −→ G
(ε)
m x =

m∑
j=1

xkjekj ,

{kj}mj=1 — пiдсистема системи {1, . . . , n} така, що |xk1
| ≥ |xk2

| ≥ . . . ≥ |xkm |. Iз

означень видно, що для B ⊂ lns : e⊥m(B; ε; lns ) = gm(B; ε; lns ). При m = 0

покладаємо e⊥0 (B; ε; lns ) = g0(B; ε; lns ) := sup
x∈B
‖x‖lns . Ототожнивши у природнiй

спосiб множину BEnq та одиничну кулю Bn
q в просторi lnq , i порiвнявши означення

величин gm(BEnq )s та gm(Bn
q ; ε; lns ), вiд наслiдку A.2.1, враховуючи зауваження

A.1.2, приходимо до наступного твердження.

Наслiдок A.2.2. При m, n ∈ N, m < n справедливi спiввiдношення

gm(Bn
q ; ε; lns )� m

1
s
− 1
q , 0 < q ≤ s ≤ ∞

i

gm(B
[γm]+1
q ; ε; l

[γm]+1
s ) � m

1
s
− 1
q , 0 < s, q ≤ ∞ (A.20)

при γ > 1.

Зауваження A.2.4. Спiввiдношення (A.20) є також наслiдком знайдених у пунктi

A.1 точних значень величин e⊥m(Bn
p ; ε; lnq ) при m, n ∈ N, m < n i 0 < p, q ≤ ∞

(див. зауваження A.1.2).
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